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Πεπίλητη 

 

Ζ εξγαζία απηή επηρεηξεί ηε κειέηε ηεο αβεβαηφηεηαο πνπ παξνπζηάδεηαη ζην πξφβιεκα 

ηεο βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ ζηα πιαίζηα κίαο αληαγσληζηηθήο αγνξάο ειεθηξηθήο 

ελέξγεηαο. Γηα ην ζθνπφ εθαξκφδεηαη κία κέζνδνο εθηίκεζεο δχν ζεκείσλ. 

Ζ αβεβαηφηεηα ε νπνία κειεηάηαη εληνπίδεηαη ζηελ «απξφβιεπηε» ζπκπεξηθνξά ησλ 

ζπκκεηερφλησλ ζηελ αγνξά. Ωο απνηέιεζκα απηήο νη κεηαβιεηέο εηζφδνπ θαη εμφδνπ ηεο 

βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ δε ιακβάλνπλ ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο αιιά αληηπξνζσπεχνληαη απφ 

θαηαλνκέο πηζαλφηεηαο. Οη αβέβαηεο κεηαβιεηέο εηζφδνπ ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη νη 

πξνζθνξέο ησλ παξαγσγψλ θαη ησλ πξνκεζεπηψλ σο πξνο ηελ ηηκή ηεο  ειεθηξηθήο 

ελέξγεηαο. Κε γλσζηέο ηηο θαηαλνκέο απηψλ ππνινγίδνληαη νη θαηαλνκέο ησλ κεηαβιεηψλ 

εμφδνπ. Ζ παξνχζα εξγαζία επηθεληξψλεηαη ζηε κειέηε ελφο ηχπνπ κεηαβιεηψλ εμφδνπ, 

ηηο νξηαθέο θνκβηθέο ηηκέο, νη νπνίεο ρξεζηκνπνηνχληαη ζπρλά γηα ηελ ηηκνιφγεζε ηεο 

ειεθηξηθήο ελέξγεηαο. 

Eθαξκφδεηαη κία κέζνδνο εθηίκεζεο δχν ζεκείσλ σο ελαιιαθηηθή ζε ζρέζε κε άιιεο 

ππνινγηζηηθά απαηηεηηθφηεξεο κεζφδνπο. Ζ πξνζέγγηζε απηή απαηηεί 2𝑛 επαλαιήςεηο ηεο 

ληεηεξκηληζηηθήο βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ γηα n αβέβαηεο κεηαβιεηέο. Ωο απνηέιεζκα 

ιακβάλνληαη νη ηξείο πξψηεο ζηαηηζηηθέο ξνπέο ησλ δεηνχκελσλ ζπλαξηήζεσλ 

ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο. 

Ζ πξνηεηλφκελε κέζνδνο δνθηκάδεηαη ζε έλα ζχζηεκα ηξηψλ δπγψλ θαη ηα απνηειέζκαηα 

ζπγθξίλνληαη κε ηα πην αθξηβή απνηειέζκαηα ηεο πξνζνκνίσζεο Monte Carlo. Ζ 

ππνινγηζκνί γίλνληαη ζε πεξηβάιινλ Matlab κε ηε βνήζεηα ηνπ πξνγξάκκαηνο PSAT. 

 

Ιέξειρ Θλειδιά – Αγνξά ειεθηξηθήο ελέξγεηαο, πηζαλνηηθή βέιηηζηε ξνή θνξηίνπ, 

θαηαλνκή πηζαλφηεηαο, κέζνδνο εθηίκεζεο δχν ζεκείσλ, αβεβαηφηεηα 



6  Abstract 

 

 

Abstract 

 

This paper presents an application of a two point estimate method to account for 

uncertainties in the optimal power flow problem in the context of competitive electricity 

markets.  

These uncertainties are the product of the “unpredictable” behavior of market 

participants. As a result, input and output variables of the optimal power flow problem 

are represented by appropriate probability density functions. Supply and demand bids 

are the uncertain input variables. With the input probability density functions known, the 

probability distributions of the output variables are calculated. This paper focuses on the 

study of locational marginal prices, which are one type of output variable often used for 

electricity pricing.  

Instead of using computationally demanding methods, the proposed approach needs 2𝑛 

runs of the deterministic optimal power flow for 𝑛 uncertain variables to get the result in 

terms of the first three moments of the corresponding probability density functions. 

The proposed method is tested on a 3-bus test system and results are compared against 

more accurate results acquired from Monte Carlo simulations. All results were obtained 

in MATLAB, using PSAT to solve the required optimal power flows. 

 

Key Words – Electricity market, probabilistic optimal power flow, probability density 

function, two-point estimate method, uncertainty 
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ΘΔΦΑΙΑΗΟ 1 

Διζαγυγή 

 

1.1 Ζ Αβεβαιόηηηα ζηην Αγοπά Ζλεκηπικήρ Δνέπγειαρ 

H εηζαγσγή ηνπ αληαγσληζκνχ ζηελ αγνξά ειεθηξηζκνχ επέδξαζε ζεκαληηθά ζηνλ 

πξνγξακκαηηζκφ ιεηηνπξγίαο ησλ ζπζηεκάησλ ειεθηξηθήο ελέξγεηαο, θαζψο νδήγεζε ηνπο 

ζπκκεηέρνληεο ζηελ αγνξά πξνο πην «απξφβιεπηεο» ζπκπεξηθνξέο. ΢ηελ πξνζπάζεηα γηα 

κειέηε ηεο απμεκέλεο αβεβαηφηεηαο πνπ πξνέθπςε παξνπζηάδεη κεγάιε ρξεζηκφηεηα ε 

εθαξκνγή ζηνραζηηθψλ εξγαιείσλ γηα ηε κειέηε θαη ζηε ζπλέρεηα θαηαλφεζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο θαη ηεο αγνξάο ζηα πιαίζηα ηεο νπνίαο απηφ ιεηηνπξγεί. ΢ε αγνξέο νη νπνίεο 

βαζίδνπλ ηνλ ππνινγηζκφ ησλ ηηκψλ ηνπ ειεθηξηζκνχ ζηε βέιηηζηε ξνή θνξηίνπ (Β.Ρ.Φ.), 

ηα ζηνραζηηθά εξγαιεία αλάιπζεο κπνξνχλ λα αλαδείμνπλ ηελ επίδξαζε πνπ έρεη ε 

ζπκπεξηθνξά ησλ ζπκκεηερφλησλ ζηελ αγνξά ζηηο ηηκέο ηεο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο.   

Θαζψο ε βέιηηζηε ξνή θνξηίνπ είλαη έλα ληεηεξκηληζηηθφ εξγαιείν, απαηηνχληαη πνιιέο 

δνθηκέο γηα λα πεξηιεθζνχλ φιεο, ή ηνπιάρηζηνλ νη πεξηζζφηεξεο ζπλζήθεο ιεηηνπξγίαο. 

Ζ πξνζνκνίσζε Monte Carlo, ε νπνία κπνξεί λα ρεηξηζηεί ζχλζεηα πξνβιήκαηα ηπραίσλ 

κεηαβιεηψλ, είλαη κία πην αθξηβήο αιιά θαη πεξηζζφηεξν ππνινγηζηηθά απαηηεηηθή 

ελαιιαθηηθή κέζνδνο. Δπνκέλσο, παξνπζηάδνπλ ελδηαθέξνλ νη αθξηβείο, αμηφπηζηεο θαη 

ηαπηφρξνλα ππνινγηζηηθά απνδνηηθέο κέζνδνη.  

Παξφηη είλαη δπλαηή ε εμέηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο θαη σο πξνο άιιεο αβεβαηφηεηεο, φπσο νη 

πηζαλέο βιάβεο εμνπιηζκνχ, ε παξνχζα εξγαζία επηθεληξψλεηαη ζηε κειέηε ηεο επίδξαζεο 

ηεο αβεβαηφηεηαο ησλ πξνζθεξφκελσλ ηηκψλ θαη ηνπ θνξηίνπ ζηηο ηηκέο ειεθηξηθήο 

ελέξγεηαο.  
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΢ηε βηβιηνγξαθία εκθαλίδνληαη πνηθίιεο κέζνδνη γηα ηελ αλάιπζε ζπζηεκάησλ ππφ 

ζπλζήθεο αβεβαηφηεηαο. Παξαδείγκαηα απηψλ είλαη ε κέζνδνο απνθνκκέλεο ζεηξάο 

Taylor, ε κέζνδνο δηαθξηηνπνίεζεο, ε κέζνδνο δεχηεξεο ξνπήο πξψηεο ηάμεο, ε νπνία 

είλαη θαη’ νπζία κία παξαιιαγή ηεο κεζφδνπ ζεηξάο Taylor θαη ε κέζνδνο εθηίκεζεο ζε 

ζεκεία. Ζ βαζηθή ηδέα πίζσ απφ απηέο ηηο κεζφδνπο είλαη ε ρξήζε πξνζεγγηζηηθψλ ηχπσλ 

γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ ζηαηηζηηθψλ ξνπψλ κίαο ηπραίαο πνζφηεηαο ε νπνία είλαη 

ζπλάξηεζε 𝜈 ηπραίσλ κεηαβιεηψλ.  

΢ηελ παξνχζα εξγαζία ε ζηνραζηηθή ζπκπεξηθνξά ησλ ζπκκεηερφλησλ ζηελ αγνξά 

εηζάγεηαη ζηνλ ππνινγηζκφ ηεο βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ κέζσ κίαο κεζφδνπ εθηίκεζεο δχν 

ζεκείσλ. Θάζε αβέβαηε κεηαβιεηή αληηθαζίζηαηαη απφ κφλν δχν ληεηεξκηληζηηθά ζεκεία 

ηνπνζεηεκέλα εθαηέξσζελ ηεο αληίζηνηρεο κέζεο ηηκήο θαη έηζη θαζίζηαηαη δπλαηή ε 

ρξήζε ηεο ληεηεξκηληζηηθήο βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ. Σα απνηειέζκαηα είλαη νη ξνπέο ησλ 

ππφ κειέηε κεηαβιεηψλ, νη νπνίεο ζηελ παξνχζα εξγαζία είλαη νη νξηαθέο θνκβηθέο ηηκέο 

(Ο.Θ.Σ). Έλα απφ ηα θχξηα πιενλεθηήκαηα ηεο πξνηεηλφκελεο πξνζέγγηζεο είλαη ε 

κεησκέλε ππνινγηζηηθή επηβάξπλζε, θαζψο απαηηνχληαη κφιηο 2𝑛 δνθηκέο ηεο 

ληεηεξκηληζηηθήο βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ γηα 𝑛 αβέβαηεο κεηαβιεηέο.  

 

1.2 Ζ Ιειηοςπγία ηηρ Αγοπάρ Ζλεκηπική Δνέπγειαρ 

Ο ηνκέαο ηεο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο αιιάδεη πιένλ ζε παγθφζκην επίπεδν, κε ηε κεηάβαζε 

απφ ηα παξαδνζηαθά κνλνπψιηα ζηελ αληαγσληζηηθή αγνξά θαη απφ ηηο θαζεηνπνηεκέλεο 

επηρεηξήζεηο ζηελ απειεπζεξσκέλε αγνξά ελέξγεηαο, κε θχξην ζηφρν ηελ αχμεζε ηεο 

απνηειεζκαηηθφηεηαο θαη ηε κείσζε ησλ ηηκψλ.  ΢ηηο αγνξέο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο νη 

ηνκείο ηεο παξαγσγήο, ηεο κεηαθνξάο θαη ηεο θαηαλάισζεο είλαη δηαρσξηζκέλνη θαη δελ 

απνηεινχλ απνθιεηζηηθφ δηθαίσκα κίαο επηρείξεζεο. Ο αληαγσληζκφο εηζάγεηαη ζην 

επίπεδν ηφζν ηεο παξαγσγήο φζν θαη ηεο θαηαλάισζεο, ελψ φινη νη ζπκκεηέρνληεο ζηελ 

αγνξά έρνπλ ίζν δηθαίσκα ρξήζεο ηνπ δηθηχνπ κεηαθνξάο θαη δηαλνκήο (1), (2). 



Θεθάιαην 1: Δηζαγσγή  19 

 

 

Αλά ηνλ θφζκν έρνπλ θαζηεξσζεί αξθεηνί δηαθνξεηηθνί ηξφπνη ιεηηνπξγίαο ησλ αγνξψλ 

ειεθηξηθήο ελέξγεηαο. Οη πνηθίιεο κνξθέο ηεο αγνξάο θαηεγνξηνπνηνχληαη ζπρλά ζε ηξεηο 

νκάδεο: ηηο ζπγθεληξσηηθέο, ηηο απνθεληξσκέλεο θαη ηηο πβξηδηθέο αγνξέο. Οη 

ζπγθεληξσηηθέο αγνξέο κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ σο έλα πξφβιεκα θαηαλνκήο θνξηίνπ θαη 

βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ, φπνπ έλαο θεληξηθφο δηαρεηξηζηήο, ν Ιεηηνπξγφο ηνπ ΢πζηήκαηνο 

Κεηαθνξάο (Ι.΢.Κ), έρεη ηελ επζχλε ηεο ιεηηνπξγίαο ηεο αγνξάο θαη ηνπ ζπζηήκαηνο 

κεηαθνξάο. ΢ηηο απνθεληξσκέλεο αγνξέο, ν δηαρεηξηζηήο ηεο αγνξάο νξίδεη ηελ ηηκή 

εθθαζάξηζεο ηεο αγνξάο κε βάζε ηηο ηηκέο πνπ ππνβάιινπλ νη ζπκκεηέρνληεο ζε απηήλ 

θαη ρξεζηκνπνηψληαο έλαλ απιφ κεραληζκφ πιεηζηεξηαζκνχ. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε 

ππεχζπλνο γηα ηελ αζθαιή θαη απνδνηηθή δηαθίλεζε ηεο ελέξγεηαο ζην δίθηπν είλαη ν 

Ι.΢.Κ. Οη πβξηδηθέο αγνξέο βαζίδνληαη ζηε ζεσξία ηεο ηηκνιφγεζεο ζε πξαγκαηηθφ ρξφλν 

θαη ζε κεζφδνπο βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ. Απφ ηα ηξία κνληέια, ε απνθεληξσκέλε αγνξά 

ζεσξείηαη ε πην «δηαθαλήο» ζε φινπο ηνπο ζπκκεηέρνληεο. Ωζηφζν, ζην κνληέιν απηφ ε 

ιεηηνπξγία ηεο αγνξάο είλαη δηαρσξηζκέλε απφ ηε ιεηηνπξγία ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Ωο πξνο ηελ ηηκνιφγεζε εθαξκφδνληαη δχν κεζνδνινγίεο ρξέσζεο: ε εληαία ρξέσζε θαη ε 

ρξέσζε κε βάζε ηε ζέζε ζην δίθηπν. ΢ηελ πξψηε πεξίπησζε θαζνξίδεηαη κία ηηκή γηα 

φινπο ηνπο ζπκκεηέρνληεο, ελψ ζηε δεχηεξε ιακβάλνληαη ππφςε νη αλά θφκβν 

δηαθνξνπνηήζεηο σο πξνο ηα θφζηε απσιεηψλ δηθηχνπ. Οη νξηαθέο θνκβηθέο ηηκέο, νη 

νπνίεο ρξεζηκνπνηνχληαη ζπλήζσο ζηηο κεζνδνινγίεο ρξέσζεο κε βάζε ηε ζέζε ζην 

δίθηπν, ζπλδένληαη θαηά θαλφλα κε ηνπο πνιιαπιαζηαζηέο Lagrange ηεο βέιηηζηεο ξνήο 

θνξηίνπ. ΢χκθσλα κε απηή ηε κεζνδνινγία, ε πιεξσκή ηνπ παξαγσγνχ πνπ παξέρεη 

ελέξγεηα ζε έλα ζπγθεθξηκέλν θφκβν γίλεηαη κε βάζε ηελ νξηαθή θνκβηθή ηηκή πνπ 

αληηζηνηρεί ζηνλ θφκβν απηφ. Αληίζηνηρα, ν πξνκεζεπηήο αγνξάδεη ελέξγεηα απφ έλα 

ζπγθεθξηκέλν θφκβν ζηελ νξηαθή θνκβηθή ηηκή ηνπ θφκβνπ απηνχ. Ζ νξηαθή θνκβηθή ηηκή 

εθθξάδεη επίζεο ην ππνζεηηθφ νξηαθφ θφζηνο παξνρήο κίαο επηπιένλ κεγαβαηψξαο ζηνλ 

ππφ κειέηε θφκβν, σο απνηέιεζκα ηεο αλαθαηαλνκήο ηνπ θνξηίνπ ζηηο κνλάδεο 

παξαγσγήο γηα ηελ ηθαλνπνίεζε ησλ πεξηνξηζκψλ ηνπ δηθηχνπ.  
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ΘΔΦΑΙΑΗΟ 2 

Κελέηη Ροών Φοπηίος 

 

ΔΗ΢ΑΓΩΓΖ 

Ζ αλάιπζε ξνψλ θνξηίνπ ζπλίζηαηαη ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ ηάζεσλ θαηά κέηξν θαη γσλία 

ζε φινπο ηνπο δπγνχο, θαζψο θαη ησλ ξνψλ ελεξγνχ θαη άεξγνπ ηζρχνο ζε φιεο ηηο 

γξακκέο ελφο ΢ΖΔ γηα έλα δεδνκέλν ζεκείν ιεηηνπξγίαο, ην νπνίν νξίδεηαη απφ ηηο 

θαηαλαιψζεηο ησλ θνξηίσλ, ηελ παξαγσγή ελεξγνχ ηζρχνο θαη ηηο ηάζεηο ησλ 

γελλεηξηψλ. Ζ κεγάιε ρξεζηκφηεηα ησλ κειεηψλ ξνψλ θνξηίνπ εληνπίδεηαη ζηα 

παξαθάησ ζεκεία: 

 Δίλαη απαξαίηεηεο γηα ηελ επηινγή ηεο πιένλ νηθνλνκηθήο ιεηηνπξγίαο ησλ γελλεηξηψλ 

ηνπ ζπζηήκαηνο. Δπεηδή ζηε δηάξθεηα θάζε εκέξαο ηα θνξηία κεηαβάιινληαη ζπλερψο, 

απαηηείηαη ζπρλά ν ππνινγηζκφο εθ λένπ ηεο παξαγφκελεο ηζρχνο θάζε γελλήηξηαο, ψζηε 

ηα θνξηία λα ηξνθνδνηνχληαη κε ηνλ πην νηθνλνκηθφ ηξφπν. 

 Δίλαη απαξαίηεηεο γηα ηνλ έιεγρν ησλ ηάζεσλ θαη ξνψλ, ψζηε λα δηαηεξνχληαη εληφο 

πξνθαζνξηζκέλσλ νξίσλ ιεηηνπξγίαο. 

 Δίλαη απαξαίηεηεο ζηε κειέηε ησλ επηπηψζεσλ ελδερνκέλσλ δηαηαξαρψλ (π.ρ. 

απψιεηα γξακκήο, γελλήηξηαο, θιπ.). 

 Δίλαη απαξαίηεηεο ζε κειέηεο αλάπηπμεο θαη επέθηαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο παξαγσγήο 

θαη κεηαθνξάο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο. 

΢ηε ζπλέρεηα ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ ην ελδηαθέξνλ επηθεληξψλεηαη ζηελ αλάιπζε ξνψλ 

θνξηίνπ, πνπ είλαη ην ζεκείν εθθίλεζεο γηα φιεο ηηο επηκέξνπο κειέηεο ησλ ζπζηεκάησλ 

ειεθηξηθήο ελέξγεηαο. Ζ κειέηε απηή ζηεξίρζεθε ζηηο αλαθνξέο (3), (4), (5) θαη (6).  
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2.1 Κονηέλα ΢ςνιζηυζών ΢ΖΔ 

΢ηελ παξάγξαθν απηή παξνπζηάδνληαη ηα κνληέια ησλ ζηνηρείσλ ελφο ζπζηήκαηνο 

ειεθηξηθήο ελέξγεηαο, φπσο απηά ρξεζηκνπνηνχληαη ζε κειέηεο ξνψλ θνξηίνπ. Δπεηδή ε 

κειέηε ξνψλ θνξηίνπ πξνυπνζέηεη ηε ζπκκεηξηθή θαηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο, ε αλάιπζε 

βαζίδεηαη ζηα κνλνθαζηθά ηζνδχλακα θπθιψκαηα, νη παξάκεηξνη ησλ νπνίσλ εθθξάδνληαη 

ζε θνηλφ αλά κνλάδα ζχζηεκα.  

2.1.1 Παπάζηαζη Γπαμμών Κεηαθοπάρ  

Οη γξακκέο κεηαθνξάο παξηζηάλνληαη ζηηο κειέηεο ξνψλ θνξηίνπ κε ην νλνκαζηηθφ 

θχθισκα Π φπσο απεηθνλίδεηαη ζην ΢ρήκα 2.1:  

 

΢σήμα 2.1  Ολνκαζηηθφ ηζνδχλακν θχθισκα Π γξακκήο κεηαθνξάο 

΢ην ζρήκα 2.1 ε αγσγηκφηεηα yij είλαη ε αγσγηκφηεηα ζεηξάο ηεο γξακκήο, ελψ νη ysij, ysji 

είλαη νη εγθάξζηεο αγσγηκφηεηεο. Οη αγσγηκφηεηεο απηέο κπνξνχλ λα γξαθνχλ ρσξίδνληαο 

πξαγκαηηθά θαη θαληαζηηθά κέξε σο εμήο: 

yij = gij + jbij 

ysij = gsij + jbsij                                             (2.1) 

  ysji = gsji + jbsji 
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2.1.2 Παπάζηαζη Δγκάπζιυν Πςκνυηών και Αςηεπαγυγών 

Οη εγθάξζηνη ππθλσηέο θαη απηεπαγσγέο παξηζηάλνληαη κε κηα απιή αγσγηκφηεηα yi φπσο 

ζην ΢ρήκα 2.2: 

 

΢σήμα 2.2  Παξάζηαζε εγθάξζηνπ ζηνηρείνπ 

Ζ αγσγηκφηεηα yi είλαη ηεο κνξθήο:  

yi =  jbi,                                                     (2.2) 

φπνπ ε παξάκεηξνο bi είλαη ζεηηθή γηα ππθλσηή θαη αξλεηηθή γηα απηεπαγσγή. 

2.1.3 Παπάζηαζη Κεηαζσημαηιζηών 

Οη κεηαζρεκαηηζηέο παξηζηάλνληαη ηηο πεξηζζφηεξεο θνξέο ζηηο κειέηεο ξνψλ θνξηίνπ κε 

ην απινπνηεκέλν ηζνδχλακν θχθισκα ρσξίο ηελ αγσγηκφηεηα καγλεηίζεσο. Οπφηε, ν 

κεηαζρεκαηηζηήο παξηζηάλεηαη κε κα αγσγηκφηεηα ζεηξάο, φπσο ζην ΢ρήκα 2.3: 

 

 

΢σήμα 2.3  Παξάζηαζε Κ/΢ ζε νλνκαζηηθή ζρέζε κεηαζρεκαηηζκνχ 
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Σν ΢ρήκα 2.3 αλαθέξεηαη ζε έλα κεηαζρεκαηηζηή κε νλνκαζηηθή ζρέζε κεηαζρεκαηηζκνχ, 

δειαδή ηέηνηα πνπ λα αληηζηνηρεί ζην ιφγν ησλ βαζηθψλ ηάζεσλ πξσηεχνληνο θαη 

δεπηεξεχνληνο. ΢ηα δίθηπα ειεθηξηθήο ελέξγεηαο ππάξρνπλ επίζεο κεηαζρεκαηηζηέο 

ξχζκηζεο, ε ζρέζε κεηαζρεκαηηζκνχ ησλ νπνίσλ δηαθέξεη απφ ην ιφγν ησλ νλνκαζηηθψλ 

ηάζεσλ. ΢ηνπο κεηαζρεκαηηζηέο απηνχο πξέπεη λα ιακβάλεηαη ππφςε θαη ε ζρέζε 

κεηαζρεκαηηζκνχ αλάγνληαο ηηο αλά κνλάδα αληηζηάζεηο ζην έλα απφ ηα δχν ηπιίγκαηά 

ηνπ. 

2.1.4 Παπάζηαζη Γεννηηπιών 

Οη γελλήηξηεο παξηζηάλνληαη ζαλ πεγέο ελεξγνχ θαη άεξγνπ ηζρχνο: 

G G GS P jQ                                                    (2.3) 

φπνπ:   

GS  είλαη ε κηγαδηθή παξαγφκελε ηζρχο,  

GP  ε παξαγφκελε ελεξγφο ηζρχο θαη  

GQ  ε παξαγφκελε άεξγνο ηζρχο. 

Οη ζχγρξνλεο γελλήηξηεο ξπζκίδνληαη ζπλερψο απφ δχν δηαηάμεηο ειέγρνπ:  

i)  ηνλ απηφκαην ξπζκηζηή ηάζεσο, ν νπνίνο δηαηεξεί ζηαζεξφ ην κέηξν ηεο ηεξκαηηθήο 

ηάζεο ηεο γελλήηξηαο ξπζκίδνληαο θαηάιιεια ην ξεχκα δηεγέξζεσο θαη  

ii) ην ξπζκηζηή ζηξνθψλ, νπνίνο θξαηάεη ζηαζεξή ηελ ελεξγφ παξαγσγή πξνζαξκφδνληαο 

ηελ παξαγφκελε κεραληθή ηζρχ ηεο θηλεηήξηαο κεραλήο.  

Έηζη, ζηηο κειέηεο ξνήο θνξηίνπ νη ζχγρξνλεο γελλήηξηεο παξηζηάλνληαη ζπλήζσο κε 

ζηαζεξή θαηά κέηξν ηεξκαηηθή ηάζε θαη ζηαζεξή παξαγσγή πξαγκαηηθήο ηζρχνο. 

 



Θεθάιαην 3: Βέιηηζηε Ρνή Φνξηίνπ                                                                           25 

 

 

2.1.5 Παπάζηαζη Φοπηίυν   

Σα θνξηία πνπ ζπκπεξηιακβάλνληαη ζηηο ζπλεζηζκέλεο κειέηεο ξνψλ θνξηίνπ 

ηαμηλνκνχληαη ζε δχν θαηεγνξίεο: 

 Φνξηία ζηαζεξήο ελεξγνχ θαη άεξγνπ ηζρχνο (΢ρήκα 2.4α) 

 Φνξηία ζηαζεξήο ζχλζεηεο αγσγηκφηεηαο (΢ρήκα 2.4β) 

 

΢σήμα 2.4  Παξάζηαζε θνξηίσλ 

Όζνλ αθνξά ην θνξηίν ζηαζεξήο ηζρχνο ε κηγαδηθή ηζρχο πνπ απνξξνθά είλαη:  

D D DS P jQ                                                   (2.4) 

φπνπ DP  είλαη ε ελεξγφο ηζρχο θαη DQ  είλαη ε άεξγνο ηζρχο. 

Δλψ, ην θνξηίν ζηαζεξήο αγσγηκφηεηαο γξάθεηαη κε ηελ εμήο κνξθή:  

i i iy g jb                                                            (2.5) 

 

2.2 Δξιζώζειρ Ροών Φοπηίος 

Οη εμηζψζεηο ξνψλ θνξηίνπ κπνξνχλ λα θαηαζηξσζνχλ κε ηε βνήζεηα ηνπ ΢ρήκαηνο 2.5 

πνπ απεηθνλίδεη έλα γεληθεπκέλν δπγφ ζπζηήκαηνο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο. 
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΢σήμα 2.5  Γεληθεπκέλνο δπγφο ζπζηήκαηνο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο 

Ζ γξακκή κεηαμχ ησλ δπγψλ i θαη j παξηζηάλεηαη κε ην νλνκαζηηθφ θχθισκα Π. Γεληθά 

κπνξεί λα είλαη ζπλδεδεκέλεο ζην δπγφ i κία ή πεξηζζφηεξεο γξακκέο ή θαη 

κεηαζρεκαηηζηέο. ΢ην δπγφ i είλαη επίζεο ζπλδεδεκέλε κηα εγθάξζηα ζχλζεηε αγσγηκφηεηα 

yi, πνπ παξηζηάλεη νπνηνδήπνηε ζπλδπαζκφ ππθλσηψλ, απηεπαγσγψλ ή θνξηίσλ κε 

ζηαζεξή αγσγηκφηεηα. Ζ γελλήηξηα πνπ είλαη ζπλδεδεκέλε ζην δπγφ i εγρχεη ξεχκα IGi, 

ελψ ην αληίζηνηρν θνξηίν SDi απνξξνθά ξεχκα IDi. Ζ ηάζε ζην δπγφ i ζπκβνιίδεηαη κε Vi, 

ελψ ε ηάζε ζην δπγφ j κε Vj.  

Σν ξεχκα Iij πνπ ξέεη ζηε γξακκή απφ ην δπγφ i ζην δπγφ j ηζνχηαη κε: 

 ij sij ij i ij jI y y V y V                                                (2.6) 

Σν ξεχκα πνπ απνξξνθάηαη απφ ηελ εγθάξζηα αγσγηκφηεηα yi ηζνχηαη κε yi·Vi.  

Δθαξκφδνληαο ην λφκν ξεπκάησλ Kirchoff ζην δπγφ i πξνθχπηεη: 

( )

i Gi Di i i ij

j A i

I I I y V I


      ,                                       (2.7) 

φπνπ A(i) είλαη ην ζχλνιν πνπ πεξηέρεη ηνπο αξηζκνχο ησλ δπγψλ πνπ είλαη 

δηαζπλδεδεκέλνη κε ηνλ δπγφ i. 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ εμίζσζε (2.6) ζηελ (2.7) πξνθχπηεη: 
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 
( ) ( )

i i sij ij i ij j

j A i j A i

I y y y V y V
 

 
      
 

                                 (2.8) 

Οξίδνληαο ηηο παξακέηξνπο: 

 
( )

ii i sij ij

j A i

Y y y y


                           (2.9) 

ij ijY y                                               (2.10) 

ε εμίζσζε (2.8) γξάθεηαη σο εμήο: 

 
( )

i ii i ij j

j A i

I Y V Y V


                                             (2.11) 

Σν ζχζηεκα ησλ εμηζψζεσλ ξεπκάησλ-ηάζεσλ (2.11) γξάθεηαη ζε κεηξηθή κνξθή: 

 I Y V       
,                                               (2.12) 

φπνπ: 

,I V   
   

είλαη ηα δηαλχζκαηα ξεπκάησλ θαη ηάζεσλ φισλ ησλ δπγψλ n , δηαζηάζεσο n×1, 

 Y  είλαη ε κήηξα ζχλζεησλ αγσγηκνηήησλ δπγψλ ηνπ ζπζηήκαηνο, δηαζηάζεσο n×n. 

Έηζη, ηα ζηνηρεία Yii θαη Yij ηεο εμίζσζεο  (2.11) απνηεινχλ ηα δηαγψληα θαη κε δηαγψληα 

ζηνηρεία ηηο κήηξαο ζχλζεησλ αγσγηκνηήησλ, αληίζηνηρα. 

΢ηηο κειέηεο ξνήο θνξηίνπ, νη γλσζηέο ή δεηνχκελεο πνζφηεηεο ζε θάζε δπγφ είλαη νη 

κηγαδηθέο ηζρείο παξαγσγήο SGi θαη θνξηίζεσλ SDi. Οη κηγαδηθέο απηέο ηζρείο δίλνληαη ζην 

αλά κνλάδα ζχζηεκα απφ ηηο ζρέζεηο: 

Gi i Gi

Di i Di

S V I

S V I





 

 
                                                 (2.13) 
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΢πλδπάδνληαο ηηο εμηζψζεηο (2.11) θαη (2.13) πξνθχπηεη: 

2

( )

i Gi Di ii i i ij j

j A i

S S S Y V V Y V  



                                     (2.14) 

Ζ εμίζσζε (2.14) εθθξάδεη ην ηζνδχγην ηζρχνο ζηνλ δπγφ i. Γηα έλα ζχζηεκα n δπγψλ, 

κπνξνχλ λα γξαθνχλ n εμηζψζεηο ηνπ ηχπνπ (2.14). Οη n απηέο εμηζψζεηο απνηεινχλ ηηο 

κηγαδηθέο εμηζψζεηο ξνήο θνξηίνπ. 

Δλ ζπλερεία, ρξεζηκνπνηείηαη ν ζπκβνιηζκφο: 

ij
i i

ij ij ij

V V e

Y G jB


 

 
                                                (2.15) 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο αγσγηκφηεηεο θαη ηηο ηάζεηο απφ ηελ (2.15) ζηελ εμίζσζε (2.14) θαη 

μερσξίδνληαο πξαγκαηηθά θαη θαληαζηηθά κέξε, πξνθχπηνπλ νη εμηζψζεηο ξνήο θνξηίνπ ζε 

πξαγκαηηθή κνξθή: 

   2

( )

cos sini Gi Di i ii i j ij i j ij i j

j A i

P P P V G V V G G


              
         (2.16) 

   2

( )

sin cosi Gi Di i ii i j ij i j ij i j

j A i

Q Q Q V B V V G B


               
       (2.17) 

Γηα έλα ζχζηεκα n δπγψλ ππάξρνπλ n εμηζψζεηο ελεξγνχ θαη άεξγνπ ηζρχνο ηεο κνξθήο 

(2.16) θαη (2.17) αληίζηνηρα. Οη 2n απηέο εμηζψζεηο απνηεινχλ ηηο εμηζψζεηο ξνήο θνξηίνπ 

κε πξαγκαηηθέο κεηαβιεηέο. Αο ζεκεησζεί φηη ε κνξθή (2.16) - (2.17) δελ είλαη ε 

κνλαδηθή, αθνχ αληί γηα ηελ πνιηθή κνξθή ησλ ηάζεσλ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ε 

θαξηεζηαλή, θαη αληηζηξφθσο, αληί γηα ηελ θαξηεζηαλή κνξθή ησλ αγσγηκνηήησλ κπνξεί 

λα ρξεζηκνπνηεζεί ε πνιηθή. 
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2.3 Θεμελίυζη ηος Πποβλήμαηορ Ροών Φοπηίος 

Θεσξψληαο ηε γεληθή πεξίπησζε ελφο δπγνχ ηνπ ζπζηήκαηνο, κε παξαγσγή θαη θνξηίν 

πνπ εθθξάδνληαη σο ηζρείο, δηαθξίλνπκε ηα αθφινπζα 6 κεγέζε: 

 PG: παξαγφκελε ελεξγφο ηζρχο 

 QG: παξαγφκελε άεξγνο ηζρχο 

 PD: ελεξγφο ηζρχο θνξηίνπ 

 QD: άεξγνο ηζρχο θνξηίνπ 

 V: κέηξν ηάζεο ηνπ δπγνχ 

 δ: θαζηθή γσλία ηάζεο ηνπ δπγνχ 

Σα ειεθηξηθά απηά κεγέζε απνηεινχλ ηηο κεηαβιεηέο ηνπ πξνβιήκαηνο θαη είλαη 6 αλά 

δπγφ. ΢ε έλα ζχζηεκα κε n δπγνχο ππάξρνπλ ζπλνιηθά 6n κεηαβιεηέο, νη νπνίεο κπνξνχλ 

λα ηαμηλνκεζνχλ ζε ηξεηο νκάδεο. 

- Σα θνξηία, ή μεηαβλεηές δήηεζες (PD, QD) ραξαθηεξίδνληαη θαη ζαλ μεηαβλεηές 

διαηαρατής θαη κπνξνχλ λα απνηειέζνπλ ηα ζηνηρεία ελφο δηαλχζκαηνο δηάζηαζεο 

2n. Δίλαη νη αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο ηνπ πξνβιήκαηνο. 

- Οη ηζρείο παξαγσγήο (PG, QG) ραξαθηεξίδνληαη ζαλ μεηαβλεηές ελέγτοσ θαη 

κπνξνχλ επίζεο λα ζεσξεζνχλ ζαλ ζηνηρεία ελφο άιινπ δηαλχζκαηνο 2n. 

Ολνκάδνληαη έηζη γηαηί νη κνλάδεο παξαγσγήο απνηεινχλ ηα θχξηα κέζα ειέγρνπ 

ηεο ιεηηνπξγίαο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

- Οη ηάζεηο θαη νη γσλίεο ησλ δπγψλ αλήθνπλ ζηηο μεηαβλεηές καηάζηαζες θαη είλαη 

εμαξηεκέλεο. Οπφηε κπνξνχλ λα απνηειέζνπλ ηα ζηνηρεία ελφο δηαλχζκαηνο 

θαηάζηαζεο, δηάζηαζεο 2n. 

Ζ εγρπφκελε ελεξγφο θαη άεξγνο ηζρχο ζε έλα δπγφ i νξίδεηαη σο εμήο:  
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i Gi Di

i Gi Di

P P P

Q Q Q

 

 
 

θαη έρεη ραξαθηήξα παξαγσγήο φηαλ εηζέξρεηαη ζην δίθηπν ή ραξαθηήξα θνξηίνπ φηαλ 

εμέξρεηαη απφ απηφ. 

Οη δπγνί ελφο ζπζηήκαηνο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο ηαμηλνκνχληαη ζε ηξεηο θαηεγνξίεο: 

- Επγφο Φνξηίνπ (PQ), ζηνλ νπνίν ζεσξνχληαη γλσζηέο ε ελεξγφο θαη άεξγνο ηζρχο 

θνξηίνπ θαη θαηά ζπλέπεηα νη εγρχζεηο ελεξγνχ θαη άεξγνπ ηζρχνο (

,i Di i DiP P Q Q    ). Δλψ, άγλσζηα ζεσξνχληαη ην κέηξν θαη ε γσλία ηάζεο ηνπ 

δπγνχ. 

- Επγφο παξαγσγήο (PV), ζηνλ νπνίν είλαη γλσζηά ε παξαγφκελε ελεξγφο ηζρχο θαη 

ην κέηξν ηεο ηάζεο θαη άγλσζηα ε παξαγφκελε άεξγνο ηζρχο θαη ε γσλία ηεο 

ηάζεο.   

- Επγφο Σαιάλησζεο ή Επγφο Αλαθνξάο (slack), ν νπνίνο είλαη δπγφο παξαγσγήο 

πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα αληηζηαζκίδεη ηηο άγλσζηεο εμ αξρήο απψιεηεο ηνπ 

δηθηχνπ θαη γεληθά γηα άκεζε αληηκεηψπηζε ησλ κεηαβνιψλ ηζρχνο. ΢ηνλ δπγφ 

απηφ επηβάιιεηαη ζηαζεξή ηάζε θαηά κέηξν θαη γσλία, ελψ πξνζδηνξίδνληαη ε 

ελεξγφο θαη άεξγνο παξαγφκελε ηζρχο. ΢πλήζσο, νξίδνπκε γηα ην δπγφ 

ηαιάλησζεο γσλία ηάζεο δ=0.  

Γεληθά, ην πξφβιεκα πξνζδηνξηζκνχ ησλ ξνψλ θνξηίνπ γηα έλα ζχζηεκα κε n δπγνχο 

αλάγεηαη ζηελ επίιπζε n κηγαδηθψλ εμηζψζεσλ (2.14) κε n αγλψζηνπο. Οη εμηζψζεηο απηέο 

ζπλδένπλ ηζρείο, ηάζεηο θαη γσλίεο, δειαδή ηηο ηξεηο ραξαθηεξηζηηθέο κεηαβιεηέο ηνπ 

πξνβιήκαηνο. Σα ξεχκαηα δελ καο ελδηαθέξνπλ πνηέ απεπζείαο θαη ππνινγίδνληαη εχθνια 

κεηά ηελ εχξεζε ησλ ηάζεσλ θαη ησλ γσληψλ. Ωζηφζν, ην πξφβιεκα απηφ παξνπζηάδεη ηηο 

εμήο ηδηαηηεξφηεηεο:  
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α)  Οη εμηζψζεηο είλαη κηγαδηθέο: Γεδνκέλνπ φηη νη πεξηζζφηεξνη ειεθηξνληθνί ππνινγηζηέο 

έρνπλ ηε δπλαηφηεηα επεμεξγαζίαο κηγαδηθψλ αξηζκψλ, ε κηγαδηθή θχζε ησλ εμηζψζεσλ 

ξνήο θνξηίνπ δελ παξνπζηάδεη ηδηαίηεξε δπζθνιία. Αλ δελ ππάξρεη απηή ε δπλαηφηεηα, ζα 

πξέπεη νη κηγαδηθέο εμηζψζεηο (2.14) λα κεηαηξαπνχλ ζε πξαγκαηηθέο εμηζψζεηο (2.16) – 

(2.17). Ζ δηαδηθαζία απηή σζηφζν δηπιαζηάδεη ηνλ αξηζκφ ησλ πξνο επίιπζε εμηζψζεσλ ζε 

2n.  

β) Οη εμηζψζεηο είλαη κε γξακκηθέο: Ο κε γξακκηθφο ραξαθηήξαο ησλ εμηζψζεσλ ξνήο 

θνξηίνπ δπζρεξαίλεη θάπσο ηελ αλαιπηηθή επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Ωζηφζν, κε ηε 

βνήζεηα ηζρπξψλ ςεθηαθψλ ππνινγηζηψλ ην πξφβιεκα κπνξεί λα επηιπζεί αξηζκεηηθά κε 

επαλαιεπηηθνχο αιγνξίζκνπο. 

 

2.4 Δπιλογή Κεηαβληηών και Πεπιοπιζμοί 

Δίλαη ήδε εκθαλέο φηη έλα ζχζηεκα ειεθηξηθήο ελέξγεηαο κε νξηζκέλα θνξηία ζηνπο 

δπγνχο ηνπ κπνξεί λα ιεηηνπξγήζεη κε πνιινχο ηξφπνπο, ή “θαηαζηάζεηο” θαη λα 

ηθαλνπνηεί ηηο δεηήζεηο. Θχξηα επηδίσμε ηεο κειέηεο ξνψλ θνξηίνπ απνηειεί ε εχξεζε ηεο 

θαηαιιειφηεξεο - βέιηηζηεο ιχζεο, βάζεη νξηζκέλσλ θξηηεξίσλ θαη ππφ νξηζκέλνπο 

πεξηνξηζκνχο, πνπ πξέπεη λα ηεξεζνχλ ζε θάζε πεξίπησζε. 

Θαηά θαλφλα, είλαη γλσζηή ε δήηεζε θνξηίνπ ησλ δπγψλ, δειαδή νη 2n κεηαβιεηέο 

δηαηαξαρήο, πνπ απνηεινχλ ηα βαζηθά δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο. ΢ηε ζπλέρεηα, 

νξίδνληαη 2n κεηαβιεηέο απφ ηηο ηζρείο θαη ηηο ηάζεηο ησλ δπγψλ παξαγσγήο, νπφηε θαη 

πξνζδηνξίδνληαη απφ ηελ επίιπζε ησλ εμηζψζεσλ ξνήο θνξηίνπ (2.16) – (2.17) νη 

ππφινηπεο 2n άγλσζηεο κεηαβιεηέο. Ζ πξνδηαγξαθή ησλ 2n κεηαβιεηψλ απφ ηηο ηζρείο 

θαη ηηο ηάζεηο ησλ δπγψλ παξαγσγήο δηεπθνιχλεηαη απφ ηηο αθφινπζεο ζπλζήθεο θαη 

πεξηνξηζκνχο ιεηηνπξγίαο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 Ζ νηθνλνκηθή ιεηηνπξγία ησλ κνλάδσλ παξαγσγήο επηβάιιεη νξηζκέλεο ηηκέο ηεο 

παξαγφκελεο ελεξγνχ ηζρχνο θάζε κνλάδαο ζε θάζε πεξίπησζε. 
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 Γηα ηνπο δπγνχο θνξηίνπ δελ ππάξρεη παξαγσγή, δειαδή PG = 0. H QG είλαη είηε 

κεδεληθή, είηε έρεη νξηζκέλε ηηκή αλ πξνέξρεηαη απφ ρσξεηηθή αληηζηάζκηζε. 

 Σα επίπεδα ηάζεο νξηζκέλσλ δπγψλ έρνπλ ζηελά φξηα ηηκψλ. 

Γεληθά, νη πεξηζζφηεξεο απφ ηηο 2n άγλσζηεο κεηαβιεηέο είλαη νη γσλίεο δ, νη νπνίεο 

πξνζδηνξίδνληαη απφ ηελ επίιπζε ησλ εμηζψζεσλ. Σειηθά, νη ιχζεηο πνπ ζα πξνθχςνπλ 

πξέπεη λα ηθαλνπνηνχλ φξηα θαη πεξηνξηζκνχο, φπσο νη εμήο: 

- νη ηάζεηο ησλ δπγψλ: Vi,min ≤ Vi ≤ Vi,max 

- νη γσληαθέο δηαθνξέο νξηζκέλσλ δπγψλ: │δi –δj│≤ │δi –δj│max 

- νη ηζρείο παξαγσγήο:  PGi,min ≤ PGi ≤ PGi,max  θαη  QGi,min ≤ QGi ≤ QGi,max 

- νη γξακκέο κεηαθνξάο έρνπλ φξηα επζηάζεηαο θαη φξηα απσιεηψλ ηζρχνο. 

Δπηπιένλ ησλ αλσηέξσ, πξέπεη λα ιεθζνχλ ππφςε ελδερφκελεο εηδηθέο ζπλζήθεο ζε θάζε 

πεξίπησζε. Δάλ, ε ιχζε νδεγήζεη ηειηθά ζε ηηκέο κεηαβιεηψλ εθηφο νξίσλ, ε επίιπζε 

επαλαιακβάλεηαη πξνο ηελ θαηεχζπλζε βειηίσζεο ησλ ηηκψλ ησλ αγλψζησλ κεηαβιεηψλ. 

 

2.5 Ψηθιακέρ Κέθοδοι Δπίλςζηρ για ηη Ροή Φοπηίος 

Οη ςεθηαθέο κέζνδνη πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηνπο ππνινγηζκνχο ησλ ξνψλ θνξηίνπ 

κπνξνχλ λα επηιχζνπλ κε ηθαλνπνηεηηθή αθξίβεηα ηηο κε γξακκηθέο αιγεβξηθέο εμηζψζεηο 

ησλ ξνψλ θνξηίνπ γηα κεγάια ζπζηήκαηα κε εθαηνληάδεο δπγνχο θαη απψιεηεο. Οη ηξεηο 

βαζηθέο επαλαιεπηηθέο κέζνδνη πνπ εθαξκφδνληαη ζηηο κειέηεο ξνψλ θνξηίνπ είλαη ε 

κέζνδνο Gauss-Seidel, ε κέζνδνο Newton-Raphson θαη ε ηαρεία απνδεπγκέλε κέζνδνο. 

Θαη νη ηξεηο απηέο κέζνδνη μεθηλνχλ απφ κηα αξρηθή ιχζε θαη κε δηαδνρηθέο αλαθπθιψζεηο 

πξνζεγγίδνπλ ηελ ηειηθή κε ηνλ αθφινπζν ηξφπν: Ζ αξρηθή ιχζε ρξεζηκνπνηείηαη ζηηο 

εμηζψζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο γηα λα βξεζεί κηα θαηλνχξηα θαιχηεξε ιχζε. Δλ ζπλερεία, ε 
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δεχηεξε ιχζε ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα βξεζεί κηα ηξίηε αθφκα θαιχηεξε θ.ν.θ. Ζ δηαδηθαζία 

απηή επαλαιακβάλεηαη ζπλερψο έσο φηνπ ε ιχζε ζπγθιίλεη. Κηα ηέηνηα ζπγθιίλνπζα 

δηαδηθαζία νλνκάδεηαη κέζνδνο αλαθπθιψζεσο θαη ε πνηφηεηά ηεο θξίλεηαη απφ ηελ 

ηαρχηεηα ζχγθιηζήο ηεο.  

2.5.1 Τπολογιζμόρ Ροών και Απυλειών 

Κεηά ηε ζχγθιηζε ησλ πξνζεγγηζηηθψλ κεζφδσλ είλαη γλσζηή ε ηάζε θαηά κέηξν θαη 

γσλία ζε φινπο ηνπο δπγνχο ηνπ ζπζηήκαηνο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο. Δπνκέλσο, είλαη 

πιένλ δπλαηφ λα ππνινγηζηνχλ νη ξνέο ηζρχνο ζε φινπο ηνπο θιάδνπο. 

΢ην ζρήκα 2.6 παξαηεξνχληαη νη ξνέο θνξηίνπ ζηνλ θιάδν-γξακκή ij ηνπ δηθηχνπ. 

 

΢σήμα 2.6  Ρνέο θνξηίνπ ζε ζηνηρείν κεηαθνξάο ηνπ θιάδνπ ij 

Ζ ξνή ηζρχνο Sij ηεο γξακκήο κεηαθνξάο ij δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 2
iji i jij i ij sij i ijS V I V y y y V V y

                                       (2.18) 

Ζ ξνή ηζρχνο Sji ηεο γξακκήο κεηαθνξάο ij δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 2
jij j iji j ij sij j ijS V I V y y y V V y

                                     (2.19) 

Σα yij, yi, yj παξηζηάλνπλ ηηο θπζηθέο αγσγηκφηεηεο ηεο γξακκήο κεηαθνξάο. 
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Οη απψιεηεο ηνπ θιάδνπ-γξακκήο ij δίλνληαη απφ ηηο ζρέζεηο: 

 ReLji ij jiP S S                                                   (2.20) 

 ImLji ij jiQ S S                                                   (2.21) 
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ΘΔΦΑΙΑΗΟ 3 

Βέληιζηη Ροή Φοπηίος 

 

ΔΗ΢ΑΓΩΓΖ 

Ζ νηθνλνκία ιεηηνπξγίαο ελφο ζπζηήκαηνο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο έρεη ηδηαίηεξε ζεκαζία. Σν 

ζχζηεκα κπνξεί λα ιεηηνπξγήζεη ηθαλνπνηψληαο ηηο απαηηήζεηο ηάζεο θαη ζπρλφηεηαο ηεο 

δήηεζεο κε δηάηαμε ησλ ξνψλ θνξηίνπ θαηά άπεηξνπο ηξφπνπο. Δληνχηνηο, κφλν κία 

δηάηαμε ζα δψζεη επηπιένλ ηελ νηθνλνκηθφηεξε ιεηηνπξγία. Έλα ζχζηεκα πνπ ιεηηνπξγεί 

κε ηνλ ηξφπν απηφ ιέγεηαη φηη ιεηηνπξγεί κε νηθνλνκηθή θαηαλνκή θνξηίνπ. 

Ζ ηδέα ηεο βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ εηζήρζεθε ζηηο αξρέο ηνπ 1960 ζαλ κηα επέθηαζε ηεο 

απιήο νηθνλνκηθήο θαηαλνκήο γηα λα θαζνξηζηνχλ νη βέιηηζηεο ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ 

ειέγρνπ, νη νπνίεο λα ηθαλνπνηνχλ ηαπηφρξνλα πνηθίινπο πεξηνξηζκνχο. ΢ηηο κέξεο καο, ν 

φξνο ρξεζηκνπνηείηαη σο έλα γεληθφ φλνκα γηα  ηελ επίιπζε αξθεηψλ εηδψλ πξνβιεκάησλ 

ζρεηηθψλ κε ηελ βειηηζηνπνίεζε δηθηχσλ. 

Ζ αλάπηπμε ηεο Β.Ρ.Φ ζηηο ηειεπηαίεο δχν δεθαεηίεο έρεη ζεκεηψζεη ζεκαληηθή πξφνδν  ζε 

αξηζκεηηθέο ηερληθέο βειηηζηνπνίεζεο θαη ζηελ ηερλνινγία ππνινγηζηψλ. ΢χγρξνλα 

εκπνξηθά πξνγξάκκαηα Β.Ρ.Φ κπνξνχλ λα επηιχζνπλ πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο γηα 

πνιχ κεγάια θαη πνιχπινθα ζπζηήκαηα ειεθηξηθήο ηζρχνο ζε ζχληνκν ζρεηηθά ρξνληθφ 

δηάζηεκα. Πνιιέο δηαθνξεηηθέο πξνζεγγηζηηθέο ιχζεηο έρνπλ πξνηαζεί γηα λα επηιπζνχλ 

πξνβιήκαηα Β.Ρ.Φ. 

΢ε κηα απιή ξνή ηζρχνο νη ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ ειέγρνπ είλαη πξνθαζνξηζκέλεο. Όζνλ 

αθνξά κηα Β.Ρ.Φ, νη ηηκέο κεξηθψλ ή θαη φισλ ησλ κεηαβιεηψλ ειέγρνπ ρξεηάδεηαη λα 

ππνινγηζηνχλ, έηζη ψζηε λα βειηηζηνπνηεζεί (ειαρηζηνπνηεζεί ή κεγηζηνπνηεζεί) κηα 
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δεδνκέλε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε. Ο ππνινγηζκφο ηεο Β.Ρ.Φ έρεη πνιιέο εθαξκνγέο ζε 

ζπζηήκαηα ηζρχνο, ζε έιεγρν πξαγκαηηθνχ ρξφλνπ, ιεηηνπξγηθφ πξνγξακκαηηζκφ θαη 

ζρεδηαζκφ. 

 

3.1 Β.Ρ.Φ. – Γενική Γιαηύπυζη 

Σν γεληθφ πξφβιεκα ηεο Β.Ρ.Φ, πνπ ζα εμεηαζηεί ζηελ ελφηεηα απηή θαη ηνπ νπνίνπ ε 

κειέηε βαζίζηεθε ζηηο αλαθνξέο (6), (7), θαη (8) έρεη λα θάλεη κε ηελ ειαρηζηνπνίεζε 

κηαο γεληθήο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, ηθαλνπνηψληαο ηαπηφρξνλα θάπνηνπο 

πεξηνξηζκνχο γηα ηελ αζθαιή ιεηηνπξγία ηνπ ζπζηήκαηνο.  

΢πγθεθξηκέλα, ην πξφβιεκα δηαηππψλεηαη σο εμήο: 

Διαρηζηνπνίεζε ηελ  F(x,u) 

ππφ ηνπο πεξηνξηζκνχο: 

g(x,u) = 0 

h(x,u) ≤ 0, 

φπνπ:  

g(x,u) αλαπαξηζηά ηνπο κε γξακκηθνχο εμηζσηηθνχο πεξηνξηζκνχο (εμηζψζεηο ξνήο 

θνξηίνπ) θαη  

h(x,u)  είλαη νη κε γξακκηθνί αληζσηηθνί πεξηνξηζκνί ησλ δηαλπζκάησλ x θαη u.  

Σν δηάλπζκα x, πνπ πεξηέρεη ηηο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηέο, κπνξεί λα απνηειείηαη απφ:  

- ηα κέηξα ησλ ηάζεσλ ησλ δπγψλ  

- ηηο θαζηθέο γσλίεο ησλ ηάζεσλ  
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- ηελ άεξγν ηζρχ εμφδνπ (MVAr) ησλ γελλεηξηψλ, πνπ είλαη ζρεδηαζκέλεο γηα ηνλ 

έιεγρν ησλ ηάζεσλ ησλ δπγψλ.  

Δπηπιένλ, ην δηάλπζκα x κπνξεί λα πεξηέρεη ζηαζεξέο παξακέηξνπο, φπσο:  

- ηηο γσλίεο ησλ δπγψλ αλαθνξάο,  

- ηηο κε ειεγρφκελεο εμφδνπο ελεξγνχ (MW) θαη άεξγνπ (MVAr) ηζρχνο ησλ 

γελλεηξηψλ,  

- ηηο παξακέηξνπο ησλ γξακκψλ, θ.η.ι. 

 

Σν δηάλπζκα u απνηειείηαη απφ κεηαβιεηέο ειέγρνπ πνπ πεξηιακβάλνπλ: 

- Δλεξγφ θαη άεξγν ηζρχ παξαγσγήο 

- Φαζηθέο γσλίεο κεηαηφπηζεο 

- Θαζαξή αληαιιαγή  

- Φνξηίν ελεξγνχ θαη άεξγνπ ηζρχνο (MW θαη MVAr) 

- DC ξνέο κεηαθνξάο γξακκψλ  

- Ρπζκίζεηο ειέγρνπ ηάζεο 

- Ρπζκίζεηο κεηαζρεκαηηζηψλ κε tap 

 

3.2 Δθαπμογέρ ηηρ Β.Ρ.Φ. 

Έλα απφ ηα θχξηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο Β.Ρ.Φ. είλαη φηη πξφθεηηαη γηα έλα επέιηθην 

αλαιπηηθφ εξγαιείν, ην νπνίν επηηξέπεη ηε ρξήζε δηαθνξεηηθψλ αληηθεηκεληθψλ 

ζπλαξηήζεσλ γηα ηε ιχζε δηαθνξεηηθψλ πξνβιεκάησλ. Οη αληηθεηκεληθέο ζπλαξηήζεηο 
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πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζπρλφηεξα θαηά ηε κειέηε ιεηηνπξγίαο θαη πξνγξακκαηηζκνχ ησλ 

κνλάδσλ είλαη νη εμήο: 

 Διαρηζηνπνίεζε ηνπ θφζηνπο ιεηηνπξγίαο 

 Διαρηζηνπνίεζε απσιεηψλ 

 Διαρηζηνπνίεζε ηνπ θφζηνπο πεξηθνπήο θνξηίνπ 

 Διαρηζηνπνίεζε ηνπ θφζηνπο εγθαηάζηαζεο επηπξφζζεηεο άεξγνπ ηζρχνο 

 Διαρηζηνπνίεζε εθπνκπψλ θαπζίκνπ 

Ο παξαπάλσ θαηάινγνο δελ είλαη πιήξεο θαη ζε νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο ρξεζηκνπνηνχληαη 

ζπλδπαζκνί ησλ παξαπάλσ αληηθεηκεληθψλ ζπλαξηήζεσλ. Κεξηθέο απφ ηηο ζεκαληηθφηεξεο 

εθαξκνγέο ηεο Β.Ρ.Φ. ζπδεηηνχληαη παξαθάησ, κε βάζε ηελ αλαθνξά (9). 

3.2.1 Οικονομική Θαηανομή με Πεπιοπιζμούρ Αζθαλείαρ 

΢ηελ ηππηθή κνξθή ηνπ πξνβιήκαηνο νηθνλνκηθήο θαηαλνκήο θνξηίνπ, ην ζπλνιηθφ 

θφζηνο ηνπ ζπζηήκαηνο ειαρηζηνπνηείηαη κέζσ ηεο ξχζκηζεο ηεο παξαγσγήο ησλ 

κνλάδσλ. ΢ην πξφβιεκα νηθνλνκηθήο θαηαλνκήο κε πεξηνξηζκνχο αζθαιείαο, ε Β.Ρ.Φ. 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηνλ θαζνξηζκφ ησλ δεζκεπηηθψλ πεξηνξηζκψλ δηθηχνπ θαη παξαγσγήο 

θαη ζηε ζπλέρεηα ηε ρξήζε απηψλ ζηελ νηθνλνκηθή θαηαλνκή γηα ηελ εθηίκεζε ηεο 

βέιηηζηεο ιεηηνπξγίαο ησλ κνλάδσλ παξαγσγήο. 

3.2.2 Ππόλητη και Γιόπθυζη με Ανακαηανομή 

Δλέξγεηεο πξνιεπηηθνχ  ειέγρνπ κε αλαθαηαλνκή απαηηνχληαη φηαλ ε αλάιπζε 

ελδερνκέλσλ βιαβψλ αληρλεχζεη ελδερφκελε βιάβε ζην ζχζηεκα. ΢ε απηή ηελ 

πεξίπησζε, ε Β.Ρ.Φ. κπνξεί λα θαζνξίζεη ην βέιηηζην ζπλδπαζκφ ελεξγεηψλ ειέγρνπ πνπ 

απαηηνχληαη πξηλ θαη κεηά απφ ηε βιάβε. Ζ ζπλήζεο αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη ε 

ειαρηζηνπνίεζε ηνπ θφζηνπο. 

 



Θεθάιαην 3: Βέιηηζηε Ρνή Φνξηίνπ                                                                           39 

 

 

3.2.3 ΢σεδιαζμόρ VAr και Έλεγσορ Σάζηρ 

Πξαγκαηνπνηνχληαη κειέηεο ζρεδηαζκνχ ηνπ ζπζηήκαηνο ηζρχνο κε ζηφρν ηελ 

ειαρηζηνπνίεζε ηνπ θφζηνπο εγθαηάζηαζεο επηπξφζζεηεο άεξγνπ ηζρχνο γηα λα 

δηαηεξεζεί ην ζχζηεκα αζθαιέο. Ο VAr ζρεδηαζκφο πεξηιακβάλεη αλαγλψξηζε ησλ 

αθξηβψλ VAr πεξηνρψλ θαη κεηξήζηκεο πνζφηεηεο πεγψλ άεξγνπ ηζρχνο ψζηε νη 

κεηαβιεηέο ηνπ ζπζηήκαηνο, φπσο νη ηάζεηο ζηνπο δπγνχο, λα παξακείλνπλ ζηα επηζπκεηά 

επίπεδα. Ο ζρεδηαζηήο έρεη ηελ επηινγή λα εηζάγεη πνηθίινπο πεξηνξηζκνχο θαη 

δηαθνξεηηθέο αληηθεηκεληθέο ζπλαξηήζεηο, φπσο π.ρ. ηελ ειαρηζηνπνίεζε ησλ απσιεηψλ 

κεηαθνξάο ή ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ θφζηνπο. 

3.2.4 Σιμολόγηζη Ππαγμαηικήρ και Άεπγος Ηζσύορ 

Ωο πξνο ηελ ηηκνιφγεζε ηεο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο ζε πξαγκαηηθφ ρξφλν, ε ρξήζε 

κνληέισλ Β.Ρ.Φ. επηηξέπεη ηελ αλάπηπμε κεραληζκψλ ηηκνιφγεζεο ηφζν ηεο πξαγκαηηθήο 

φζν θαη ηεο άεξγνπ ηζρχνο πνπ παξέρεηαη ζε έλαλ θφκβν ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Κε καζεκαηηθνχο φξνπο, ε  παξνρή πξαγκαηηθήο ή άεξγνπ ηζρχνο ζε έλαλ θφκβν 

ππνδειψλεη ην αιγεβξηθφ άζξνηζκα ησλ ξνψλ ελεξγνχ θαη άεξγνπ ηζρχνο ζηηο γξακκέο 

πνπ θαηαιήγνπλ ζηνλ θφκβν απηφ. Ζ ηηκή ηεο πξαγκαηηθήο ηζρχνο βαζηδφκελε ζην νξηαθφ 

θφζηνο ζε έλαλ θφκβν δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 

ρPi
= MCPPi

− λi
Min + λi

Max      (3.1) 

φπνπ λi
Min  θαη λi

Max  είλαη νη δπηθέο κεηαβιεηέο πνπ ζπλδένληαη κε ηνπο πεξηνξηζκνχο 

παξαγσγήο ελεξγνχ ηζρχνο, ελψ MCPp είλαη ην νξηαθφ θφζηνο ηεο παξνρήο ελεξγνχ ηζρχνο 

ζηνλ θφκβν.  

Οκνίσο, ε ηηκή ηεο άεξγνπ ηζρχνο ζε έλαλ θφκβν κπνξεί λα ππνινγηζηεί απφ ηε ζρέζε 

𝜌𝑄𝑖
= 𝑀𝐶𝑃𝑞𝑖

− 𝜇𝑖
𝑀𝑖𝑛 + 𝜇𝑖

𝑀𝑎𝑥                             (3.2) 
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φπνπ μi
Min  θαη μi

Max  είλαη νη δπηθέο κεηαβιεηέο πνπ ζπλδένληαη κε ηνπο πεξηνξηζκνχο 

παξαγσγήο άεξγεο ηζρχνο, ελψ MCP𝑞 είλαη ην νξηαθφ θφζηνο ηεο παξνρήο άεξγνπ ηζρχνο 

ζηνλ θφκβν.  

Αο ζεκεησζεί πσο ε αλσηέξσ δηακφξθσζε ησλ ηηκψλ ελεξγνχ θαη άεξγνπ ηζρχνο κπνξεί 

λα επεθηαζεί ψζηε λα πεξηέρεη ηηο δπηθέο κεηαβιεηέο θαη άιισλ πεξηνξηζκψλ ιεηηνπξγίαο. 

 

3.3 Β.Ρ.Φ. – Κεγιζηοποίηζη ηος κοινυνικού 

πλεονάζμαηορ 

΢ηε δηαηχπσζε ηεο Β.Ρ.Φ. πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ παξνχζα εξγαζία ζηφρνο είλαη ε 

κεγηζηνπνίεζε ηνπ θνηλσληθνχ πιενλάζκαηνο. 

΢ηελ νηθνλνκηθή ζεσξία, ην πιεφλαζκα ηνπ θαηαλαισηνχ ηζνχηαη κε ηε ρξεζηκφηεηα 𝑈(𝑄) 

ελφο αγαζνχ κείνλ ηε δαπάλε γηα ηελ απφθηεζε πνζφηεηαο 𝑄 απηνχ ηνπ αγαζνχ. 

𝛱𝛫 = 𝑈 𝑄 − 𝑃𝑄               (3.3) 

Απφ ηελ πιεπξά ηεο επηρείξεζεο πνπ παξάγεη ην πξντφλ 𝑄, δεκηνπξγείηαη έλα πιεφλαζκα 

παξαγσγνχ ίζν πξνο ην έζνδν απφ ηε δηάζεζε ηεο πνζφηεηαο 𝑄 ζηελ ηηκή 𝑃 κείνλ ην 

αληίζηνηρν θφζηνο παξαγσγήο 𝐶(𝑄). 

𝛱𝛱 = 𝑃𝑄 − 𝐶 𝑄                    (3.4) 
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΢σήμα 3.1 Πιεφλαζκα Θαηαλαισηνχ θαη Παξαγσγνχ 

Tν θνηλσληθφ πιεφλαζκα, ή αιιηψο ε θνηλσληθή επεκεξία, νξίδεηαη σο ην άζξνηζκα ηνπ 

πιενλάζκαηνο ηνπ θαηαλαισηνχ θαη ηνπ πιενλάζκαηνο ηνπ παξαγσγνχ θαη εθθξάδεηαη 

απφ ηε ζρέζε 

𝐾𝐾 = 𝑈 𝑄 − 𝐶(𝑄)      (3.5) 

Ζ δηαηχπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο Β.Ρ.Φ. κε κεγηζηνπνίεζε ηνπ θνηλσληθνχ πιενλάζκαηνο 

είλαη ε εμήο: 

Διαρηζηνπνίεζε ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο 

 𝐺 = −(𝐶𝐷
𝑇𝑃𝐷 − 𝐶𝑆

𝑇𝑃𝑆)            θνηλσληθφ πιεφλαζκα                                                (3.6) 

ππφ ηνπο πεξηνξηζκνχο  

𝐹 𝛿, 𝑉, 𝑄𝐺 , 𝑃𝑆 , 𝑃𝐷 = 0           εμηζψζεηο ξνψλ θνξηίνπ 

0 ≤ 𝑃𝑆 ≤ 𝑃𝑆𝑚𝑎𝑥
   φξηα πξνζθεξφκελεο ηζρχνο παξαγσγψλ 
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0 ≤ 𝑃𝐷 ≤ 𝑃𝐷𝑚𝑎𝑥
    φξηα πξνζθεξφκελεο ηζρχνο πξνκεζεπηψλ 

 𝑃𝑖,𝑗 (𝛿, 𝑉) ≤ 𝑃𝑖,𝑗𝑚𝑎𝑥
   φξηα «αζθαιείαο» 

 𝑃𝑗 ,𝑖(𝛿, 𝑉) ≤ 𝑃𝑗 ,𝑖𝑚𝑎𝑥
  

𝛪𝑖,𝑗 (𝛿, 𝑉) ≤ 𝛪𝑖,𝑗𝑚𝑎𝑥
     ζεξκηθά φξηα 

𝛪𝑗 ,𝜄(𝛿, 𝑉) ≤ 𝛪𝑗 ,𝜄𝑚𝑎𝑥
  

𝑉𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑉 ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥     φξηα ηάζεσλ 

𝑄𝐺𝑚𝑖𝑛
≤ 𝑄𝐺 ≤ 𝑄𝐺𝑚𝑎𝑥

   φξηα γελλεηξηψλ 

φπνπ: 

- 𝐶𝑆 δηάλπζκα πνπ πεξηέρεη ηηο ηηκέο πνπ πξνζθέξνπλ νη παξαγσγνί ζε €/𝑀𝑊𝑕 

- 𝐶𝐷 δηάλπζκα πνπ πεξηέρεη ηηο ηηκέο πνπ πξνζθέξνπλ νη πξνκεζεπηέο ζε €/𝑀𝑊𝑕 

- 𝑄𝐺 παξαγφκελε άεξγνο ηζρχο 

- 𝑉 κέηξν ηάζεο ηνπ δπγνχ 

- 𝛿 θαζηθή γσλία ηάζεο ηνπ δπγνχ 

- 𝑃𝑖,𝑗  θαη 𝑃𝑗 ,𝑖 νη ξνέο ηζρχνο ζηηο γξακκέο πξνο ηηο δχν θαηεπζχλζεηο, 

ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηνλ πεξηνξηζκφ ηεο ξνήο ηζρχνο ζηηο γξακκέο κεηαθνξάο 

- 𝛪𝑖,𝑗  θαη 𝛪𝑗 ,𝜄 ηα ξεχκαηα γξακκψλ, ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ έθθξαζε ησλ ζεξκηθψλ 

νξίσλ 

-  𝑃𝑆 θαη 𝑃𝐷 νη θξαγκέλεο πνζφηεηεο ηζρχνο πξνζθνξάο θαη δήηεζεο ησλ 

παξαγσγψλ θαη ησλ πξνκεζεπηψλ αληίζηνηρα, ζε MW. 

΢ην κνληέιν απηφ, ην νπνίν ζπρλά απνθαιείηαη πξφβιεκα βέιηηζηεο θνξηίνπ ππφ 

πεξηνξηζκνχο αζθαιείαο, ε αζθάιεηα ηνπ ζπζηήκαηνο εηζάγεηαη κέζσ ηνπ πεξηνξηζκνχ 

ησλ ξνψλ ηζρχνο, ησλ ζεξκηθψλ νξίσλ θαη ησλ νξίσλ ηάζεο δπγψλ. Σα φξηα 𝑃𝑖,𝑗  θαη 𝑃𝑗 ,𝑖 

πξνθχπηνπλ απφ κειέηεο επζηάζεηαο γσληψλ θαη ηάζεσλ. 
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3.4 Σεσνικέρ Βεληιζηοποίηζηρ 

Οπνηαδήπνηε ηερληθή επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο Β.Ρ.Φ θαη αλ εθαξκνζηεί, πξέπεη λα 

ιεθζνχλ ππφςε νη παξαθάησ απαηηήζεηο: 

Αξιοπιζηία : Οη ππνινγηζκνί ηεο Β.Ρ.Φ πξέπεη λα είλαη αμηφπηζηνη γηα εθαξκνγή ζε 

πξαγκαηηθφ ρξφλν. Πξέπεη λα ζπγθιίλνπλ ζε πξαγκαηηθέο απαληήζεηο, αιιηψο αλ δελ 

ζπγθιίλνπλ, ηφηε πξέπεη λα πξνηαζνχλ νξζέο δηθαηνινγίεο. Όζν πην βαξχ ιεηηνπξγηθά 

είλαη ην ζχζηεκα ηζρχνο, ηφζν πην δχζθνιε καζεκαηηθά είλαη ε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο 

Β.Ρ.Φ. Ζ απνδνρή γηα ηε Β.Ρ.Φ βαζίδεηαη ζηελ αμηφπηζηε παξνπζίαζή ηεο φιεο ηηο θνξέο. 

Σν λα απνηχρεη ζε θάηη ηέηνην, ζεκαίλεη φηη ε Β.Ρ.Φ δε ζα γίλεη απνδεθηή. 

Σασύηηηα : Θαηά ηε Β.Ρ.Φ γίλνληαη ππνινγηζκνί κε γξακκηθψλ αληηθεηκεληθψλ 

ζπλαξηήζεσλ θαη κε γξακκηθψλ πεξηνξηζκψλ κε δεθάδεο ρηιηάδεο κεηαβιεηέο. Σν γεγνλφο 

απηφ, ζπλεπψο, απαηηεί κεζφδνπο ιχζεσλ πνπ λα ζπγθιίλνπλ γξήγνξα. 

Δςελιξία : Οη κέζνδνη επίιπζεο ηεο Β.Ρ.Φ πξνζνκνηψλνπλ ηελ πξαγκαηηθή ιεηηνπξγία ηνπ 

ζπζηήκαηνο ηζρχνο θαη θαηαζηάζεηο ειέγρνπ, θαη δηαξθψο νξίδνληαη λέεο απαηηήζεηο γηα 

ηνπο ππνινγηζκνχο. Δπνκέλσο, γεξνί θαη επέιηθηνη αιγφξηζκνη Β.Ρ.Φ πξέπεη λα 

εμππεξεηνχλ θαη λα πξνζαξκφδνπλ έλα ηεξάζηην εχξνο κνληέισλ αληηθεηκεληθψλ 

ζπλαξηήζεσλ θαη πεξηνξηζκψλ. 

΢ςνηηπηζιμόηηηα : Δμαηηίαο ηεο λέαο γλψζεο ησλ κνληέισλ ζπζηεκάησλ θαη ησλ 

αληηιεπηψλ πξνηεξαηνηήησλ ησλ αληηθεηκεληθψλ ζπλαξηήζεσλ θαη πεξηνξηζκψλ, έλαο 

αιγφξηζκνο Β.Ρ.Φ πξέπεη λα πεξηιακβάλεη έλα βαζηζκέλν ζε θαλφλεο ζρήκα θαη λα 

δηαηεξεί εχθνια ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ γηα εθαξκνγέο πξαγκαηηθνχ ρξφλνπ.     

Ζ βέιηηζηε ξνή θνξηίνπ είλαη έλα πνιχ κεγάιν θαη δχζθνιν καζεκαηηθφ πξφβιεκα 

πξνγξακκαηηζκνχ. ΢ρεδφλ θάζε καζεκαηηθή πξνζέγγηζε πξνγξακκαηηζκνχ έρεη 

δνθηκαζηεί. Πέξαζαλ πνιιέο δεθαεηίεο κέρξη νη εξεπλεηέο λα κπνξέζνπλ λα αλαπηχμνπλ 

θψδηθεο πξνγξακκαηηζκνχ ζε Ζ/Τ, πνπ λα κπνξνχλ λα επηιχζνπλ ην πνιχπινθν 
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πξφβιεκα ηεο Β.Ρ.Φ θαη πνπ ηαπηφρξνλα λα ραξαθηεξίδνληαη γηα ηελ αμηνπηζηία, ηελ 

ηαρχηεηα, ηελ επειημία θαη ηε ζπληεξεζηκφηεηά ηνπο. 

Ζ απειεπζέξσζε ησλ αγνξψλ ειεθηξηθήο ελέξγεηαο έζεζε λέεο πξνθιήζεηο σο πξνο ηελ 

επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ. Ο ππνινγηζκφο ηεο Β.Ρ.Φ. είλαη πιένλ 

βαζηθφ ηκήκα ηεο κεζνδνινγίαο ηηκνιφγεζεο ζηελ αγνξά ειεθηξηθήο ελέξγεηαο, φπνπ νη 

πξνζθνξέο ησλ παξαγσγψλ θαη ησλ πξνκεζεπηψλ κεηαβάιινληαη κε κεγάιε ζπρλφηεηα.  

Πξνθεηκέλνπ λα αληαπεμέιζεη ζηηο ππνρξεψζεηο ηνπ γηα έγθαηξε εθθαζάξηζε ηεο αγνξάο 

θαη δηαζθάιηζε δίθαηεο θαη απνδνηηθήο ιεηηνπξγίαο ηεο αγνξάο, ν ιεηηνπξγφο ηνπ 

ζπζηήκαηνο κεηαθνξάο έρεη αλάγθε εξγαιείσλ επίιπζεο ηεο Β.Ρ.Φ. ηα νπνία λα παξέρνπλ 

(10): 

- Ληεηεξκηληζηηθή ζχγθιηζε 

- Αθξηβή ππνινγηζκφ ησλ νξηαθψλ θνκβηθψλ ηηκψλ (Ο.Θ.Σ) (δειαδή ησλ 

πνιιαπιαζηαζηψλ Lagrange) 

- Ηθαλφηεηαο δηαρείξηζεο ηφζν ζπλερψλ ζπλαξηήζεσλ θφζηνπο φζν θαη δηαθξηηψλ 

πξνζθεξνκέλσλ ηηκψλ απφ ηνπο παξαγσγνχο 

- Πιήξε κνληεινπνίεζε ησλ ξνψλ ελεξγνχ θαη άεξγνπ ηζρχνο ζπζηεκάησλ κεγάιεο 

θιίκαθαο 

- Ηθαλνπνηεηηθή απφδνζε πνπ λα ηθαλνπνηεί ηελ απαίηεζε γηα θαηαλνκή ησλ 

κνλάδσλ ζε πξαγκαηηθφ ρξφλν. 

3.4.1 Κέθοδορ Δζυηεπικού ΢ημείος 

΢ηελ παξνχζα εξγαζία ην πξφβιεκα βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ επηιχεηαη κε ηνλ αιγφξηζκν 

εζσηεξηθνχ ζεκείνπ. Ζ κέζνδνο απηή βαζίδεηαη ζηηο εμήο ηδέεο: 

- Κεηαηξνπή ησλ ζπλαξηεζηαθψλ αληζνηήησλ ζε ηζφηεηεο θαη φξηα πεξηνξηζκνχ 

ρξεζηκνπνηψληαο κεηαβιεηέο αλαθνξάο. 
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- Αληηθαηάζηαζε ησλ πεξηνξηζκψλ νξίνπ πξνζζέηνληάο ηνπο σο επηπξφζζεηνπο 

φξνπο ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ρξεζηκνπνηψληαο ινγαξηζκηθά θξάγκαηα. 

- Υξήζε πνιιαπιαζηαζηψλ Lagrange γηα ηελ πξνζζήθε ησλ ηζνηήησλ ζηελ 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θαη ζπλεπψο κεηαηξνπή ηνπ πξνβιήκαηνο ζε έλα 

πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο ρσξίο πεξηνξηζκνχο.  

- Υξήζε ηεο κεζφδνπ Newton γηα λα ιπζνχλ νη πξσηαξρηθέο ζπλζήθεο γηα ηα 

ζηαζεξά ζεκεία ηνπ πξνβιήκαηνο ρσξίο πεξηνξηζκνχο. 

Πην αλαιπηηθά, ζηε κέζνδν απηή δελ γίλεηαη θακία δηάθξηζε κεηαμχ ησλ κεηαβιεηψλ 

ειέγρνπ θαη ησλ κεηαβιεηψλ θαηάζηαζεο. Αληηζέησο, φιεο νη κεηαβιεηέο ζεσξνχληαη 

κέζα ζην δηάλπζκα x. Ζ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ζπκβνιίδεηαη κε f(x). Οη πεξηνξηζκνί 

δηαθξίλνληαη ζηνπο εμηζσηηθνχο θαη αληζσηηθνχο πεξηνξηζκνχο. Ο εμηζσηηθνί πεξηνξηζκνί 

είλαη νη g(x) = 0 θαη νη αληζσηηθνί πεξηνξηζκνί είλαη νη  

h─ ≤ h(x) ≤ h+,                                               (3.7) 

φπνπ ηα δηαλχζκαηα h─ θαη h+ είλαη ηα θαηψηαηα θαη αλψηαηα φξηα ησλ αληζσηηθψλ 

πεξηνξηζκψλ, αληίζηνηρα.  

Σέινο, πεξηνξίδνπκε ηηο κεηαβιεηέο κεηαμχ ησλ νξίσλ   

x─ ≤ x ≤ x+                                                   (3.8) 

Σν πξψην βήκα γηα ηε δηακφξθσζε ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη λα πξνζζέζνπκε κεηαβιεηέο 

αλαθνξάο, έηζη ψζηε φιεο νη εμηζψζεηο λα γίλνπλ εμηζσηηθνί πεξηνξηζκνί. Έηζη, πξνθχπηεη 

ην αθφινπζν ζχλνιν εμηζψζεσλ: 
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Δπηζεκαίλεηαη φηη ηψξα έρνπκε έλα ζχλνιν εμηζψζεσλ κε φινπο ηεο εμηζσηηθνχο 

πεξηνξηζκνχο εθηφο ηεο ηειεπηαίαο ζρέζεο πνπ απνηειείηαη απφ κε αξλεηηθέο ζπλζήθεο 

ηνπ x x  θαη ησλ κεηαβιεηψλ αλαθνξάο , ,x h shs s s . Απηέο νη κε αξλεηηθέο ζπλζήθεο 

δηαρεηξίδνληαη πξνζζέηνληαο ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ηε ιεγφκελε «ινγαξηζκηθή 

ζπλάξηεζε θξαγκνχ». Οπζηαζηηθά, απηή είλαη κηα κνξθή ζπλάξηεζεο πνηλήο ε νπνία 

γίλεηαη πνιχ κεγάιε θαζψο ε ζπλάξηεζε ή ε κεηαβιεηή πιεζηάδεη ην κεδέλ.  

Δπνκέλσο, ε λέα αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε έρεη ηελ εμήο κνξθή: 

         ln ln ln lnx h shj i ij
j j i i

f f x x x s s s

                 (3.10) 

Ζ παξάκεηξνο μ νλνκάδεηαη παξάκεηξνο θξαγκνχ θαη είλαη έλαο ζεηηθφο αξηζκφο πνπ 

ηείλεη λα πιεζηάδεη ην κεδέλ θαζψο ν αιγφξηζκνο ζπγθιίλεη ζηε βέιηηζηε ιχζε. Έηζη, ε 

εμίζσζε Lagrange γίλεηαη: 

      

   

       ln ln ln ln

T T

h

T T

sh h sh x x

x h shj i ij
j j i i

L f x g x h s h x

h h s s x x s

x x s s s





   



    

      

       

          (3.11) 

Ζ ιχζε ηεο εμίζσζεο Lagrange πξνθχπηεη ζέηνληαο ηελ θιίζε ίζε κε ην κεδέλ. 
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      

      

  

   

   

    

          (3.12) 

Οη κε γξακκηθέο εμηζψζεηο (3.12) ιχλνληαη επαλαιεπηηθά κε ηε κέζνδν Newton θαη ε ηηκή 

ηνπ μ επηιέγεηαη θνληά ζην κεδέλ. 

Ζ ιχζε παξάγεη ηηο ηηκέο ησλ δπηθψλ κεηαβιεηψλ, νξηζκέλεο απφ ηηο νπνίεο είλαη ηα 

νξηαθά θφζηε γηα ηελ ελεξγφ θαη άεξγν ηζρχ ησλ δπγψλ.  

 

3.5 Πιθανοηική Βέληιζηη Ροή Φοπηίος 

Σα ζπζηήκαηα ειεθηξηθήο ελέξγεηαο είλαη απφ ηε θχζε ηνπο ζηνραζηηθά. Απηφ θαζηζηά 

αλαθξηβή, ηνπιάρηζηνλ ζε θάπνην βαζκφ, ηα εξγαιεία αλάιπζεο ηνπο φηαλ 

ρξεζηκνπνηνχληαη ληεηεξκηληζηηθά δεδνκέλα. Πξνθεηκέλνπ λα ιεθζεί ππφςε ε έκθπηε 

απηή αβεβαηφηεηα ησλ ειεθηξηθψλ ζπζηεκάησλ, μεθίλεζε ε ρξήζε πηζαλνηηθψλ ηερληθψλ 

ζηηο αξρέο ηεο δεθαεηίαο ηνπ 1970, φηαλ γηα πξψηε θνξά ζεσξήζεθε αβέβαηε ε δήηεζε ζε 

έλα ηππηθφ πξφβιεκα ξνήο θνξηίνπ (11). Έθηνηε πξνηάζεθαλ αξθεηέο δηαθνξεηηθέο 

πξνζεγγίζεηο γηα ηε κειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο, φπσο ε δηακφξθσζε απηνχ σο γεληθφο 

πηζαλνηηθφο γξακκηθφο κεηαζρεκαηηζκφο, ε κέζνδνο δεχηεξεο ξνπήο πξψηεο ηάμεο γηα 

ηελ πεξίπησζε πνπ ην πξφβιεκα αληηκεησπίδεηαη ζαλ έλα γεληθφ κε γξακκηθφ πξφβιεκα 

θαη ν ηαρχο κεηαζρεκαηηζκφο Fourier γηα ηε ζεψξεζε δηαθνξεηηθψλ ηχπσλ θαηαλνκψλ. 

Σν πξφβιεκα ηεο νηθνλνκηθήο θαηαλνκήο ζεσξείηαη πηζαλνηηθφ ζηελ (12), φπνπ νη 

ζπγγξαθείο ρξεζηκνπνηνχλ ζεηξέο Gram-Charlier γηα ηελ πξνζέγγηζε ηεο ζπλάξηεζεο 
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ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηνπ θνξηίνπ ηνπ ζπζηήκαηνο, ην νπνίν είλαη ε κφλε κεηαβιεηή 

πνπ ζεσξείηαη αβέβαηε. ΢ηελ (13) νη ζπγγξαθείο πξνηείλνπλ κία πην γεληθή πξνζέγγηζε 

γηα ηε κειέηε ηεο αβεβαηφηεηαο σο πξνο φιεο ηηο κεηαβιεηέο ηεο βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ, 

κε βάζε ηε ίδηα ηερληθή ζεηξψλ Gram-Charlier. ΢ηελ (14) πξνηείλεηαη ν φξνο πηζαλνηηθή 

βέιηηζηε ξνή θνξηίνπ θαη νη ζπλζήθεο βειηίζηνπ αληηκεησπίδνληαη σο γεληθφο κε 

γξακκηθφο πηζαλνηηθφο κεηαζρεκαηηζκφο. Ζ κέζνδνο δεχηεξεο ξνπήο πξψηεο ηάμεο 

εθαξκφδεηαη γηα ηελ εχξεζε ησλ ζηαηηζηηθψλ ραξαθηεξηζηηθψλ ησλ κεηαβιεηψλ εμφδνπ, 

νη νπνίεο είλαη ε ηάζεηο θαη νη γσλίεο ζηνπο δπγνχο θαη νη ελεξγέο θαη άεξγεο ηζρείο. 

Αβέβαηα ζεσξνχληαη κφλν ηα θνξηία ζηνπο δπγνχο.  

΢ηελ (15) νη ζπγγξαθείο πξνηείλνπλ ηε κέζνδν επηζζσξεπηψλ (cumulants) γηα ηε κειέηε 

ηεο πηζαλνηηθήο βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ. Γηα αλειαζηηθή δήηεζε ε νπνία ζεσξείηαη 

αβέβαηε ε κέζνδνο δίλεη ηνπο επηζζσξεπηέο ησλ αγλψζησλ κεηαβιεηψλ ηνπ ζπζηήκαηνο, 

νη νπνίεο είλαη νη ηάζεηο θαη νη γσλίεο ζηνπο δπγνχο θαη νη ελεξγέο θαη άεξγεο ηζρείο. Σν 

πξφβιεκα είλαη φκνην κε ηελ (14), ελψ ηα απνηειέζκαηα ζπγθξίλνληαη ζηελ (16), φπνπ νη 

ζπγγξαθείο απνδεηθλχνπλ φηη ηα απνηειέζκαηα ηεο κεζφδνπ δεχηεξεο ξνπήο πξψηεο 

ηάμεο ηαπηίδνληαη κε ηα απνηειέζκαηα ηεο κεζφδνπ επηζζσξεπηψλ γηα νξηζκέλνπο 

ζπλδπαζκνχο αλεμάξηεησλ θαηαλνκψλ Gauss. 

΢ηελ παξνχζα εξγαζία ζεσξνχληαη αβέβαηεο κεηαβιεηέο νη νξηαθέο θνκβηθέο ηηκέο, ιφγσ 

ηεο ζεκαζίαο ηνπο ζηα πιαίζηα ηεο αγνξάο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο. ΢πδεηείηαη ε 

αβεβαηφηεηα σο πξνο ηηο πξνζθεξφκελεο ηηκέο ησλ ζπκκεηερφλησλ ζηελ αγνξά θαη 

αλαδεηθλχνληαη θάπνηα πξνβιήκαηα πνπ δελ παξαηεξνχληαη φηαλ ζεσξείηαη αβέβαην κφλν 

ην θνξηίν.  Ζ παξνχζα εξγαζία κειεηά απηά ηα δεηήκαηα, εθαξκφδνληαο κία ππνινγηζηηθά 

απνδνηηθή ηερληθή γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ ζπλαξηήζεσλ ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ησλ 

νξηαθψλ θνκβηθψλ ηηκψλ, σο απνηέιεζκα ηεο αβέβαηεο ζπκπεξηθνξάο ησλ 

ζπκκεηερφλησλ ζηελ αγνξά. 
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3.5.1 Γιαμόπθυζη ηος Πποβλήμαηορ 

Όηαλ θάπνηεο απφ ηηο κεηαβιεηέο εηζφδνπ παξνπζηάδνπλ αβεβαηφηεηα, ην πξφβιεκα ηεο 

βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ θαζίζηαηαη πηζαλνηηθφ. Κε ηελ επίιπζε ηεο Β.Ρ.Φ. κε ηε κέζνδν 

εζσηεξηθνχ ζεκείνπ, πξνθχπηεη ε ζπλάξηεζε Lagrange, κία κε γξακκηθή εμίζσζε ηεο 

κνξθήο  

                                                            𝑌 =    𝑕(𝑋)                                            (3.13) 

΢πλεπψο ε Β.Ρ.Φ. κπνξεί λα ζεσξεζεί κία κε γξακκηθή ζπλάξηεζε 𝑕 πνιιψλ 

κεηαβιεηψλ, ηεο κνξθήο (3.13), φπνπ ηα θεθαιαία γξάκκαηα δειψλνπλ ηπραίεο 

κεηαβιεηέο. ΢ηελ παξνχζα εξγαζία, φπνπ ην πξφβιεκα ηεο Β.Ρ.Φ. κειεηάηαη ζηα πιαίζηα 

ηεο απειεπζεξσκέλεο αγνξάο ελέξγεηαο, ην δηάλπζκα εηζφδνπ 𝑋 κπνξεί λα γξαθεί 

𝑋 = [𝐶𝐷  𝐶𝑆   𝑃𝐷𝑚𝑎𝑥
 𝑃𝑆𝑚𝑎𝑥

]                                    (3.14) 

θαη ην δηάλπζκα εμφδνπ 𝑌 κπνξεί λα γξαθεί 

 𝑌 = [𝛿 𝑉 𝑄𝐺  𝑃𝑆  𝑃𝐷  𝜌]                                        (3.15) 

φπνπ 𝜌 ην δηάλπζκα ησλ πνιιαπιαζηαζηψλ Lagrange. Οη πνιιαπιαζηαζηέο Lagrange ησλ 

εμηζψζεσλ ξνήο ελεξγνχ ηζρχνο εθθξάδνπλ ηηο νξηαθέο θνκβηθέο ηηκέο, πνπ είλαη θαη ην 

αληηθείκελν κειέηεο ηεο παξνχζαο εξγαζίαο. 

Αο ζεκεησζεί πσο ε αβεβαηφηεηα σο πξνο ηηο κεηαβιεηέο εηζφδνπ θαζηζηά αβέβαηεο φιεο 

ηηο κεηαβιεηέο εμφδνπ. Ωζηφζν ε παξνχζα εξγαζία επηθεληξψλεηαη ζηελ αλάιπζε ηεο 

αβεβαηφηεηαο σο πξνο ηηο νξηαθέο θνκβηθέο ηηκέο.  
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ΘΔΦΑΙΑΗΟ 4 

Κέθοδορ Δκηίμηζηρ Γύο ΢ημείυν 

 

ΔΗ΢ΑΓΩΓΖ 

Πξνθεηκέλνπ λα ιεθζεί ππφςε ε αβεβαηφηεηα ζηελ πηζαλνηηθή βέιηηζηε ξνή θνξηίνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη ε κέζνδνο εθηίκεζεο δχν ζεκείσλ. Πξφθεηηαη νπζηαζηηθά γηα κία 

παξαιιαγή ηεο κεζφδνπ εθηίκεζεο ζε ζεκεία πνπ πεξηγξάθεηαη ζηηο (17) θαη (18), ε 

νπνία νδεγεί ζην δηαρσξηζκφ ηεο 𝑌 =    𝑕(𝑋) ζε δχν ππφ-πξνβιήκαηα ζεσξψληαο γηα θάζε 

αβέβαηε κεηαβιεηή δχν κφλν ληεηεξκηληζηηθέο ηηκέο ηνπνζεηεκέλεο εθαηέξσζελ ηεο 

αληίζηνηρεο κέζεο ηηκήο. ΢ηε ζπλέρεηα απαηηνχληαη δχν δνθηκέο ηεο ληεηεξκηληζηηθήο 

βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ γηα θάζε αβέβαηε κεηαβιεηή, κία γηα ηελ ηηκή πνπ βξίζθεηαη πάλσ 

απφ ηε κέζε ηηκή θαη κία γηα εθείλε πνπ βξίζθεηαη θάησ απφ ηε κέζε ηηκή, ελψ φιεο νη 

άιιεο κεηαβιεηέο ζεσξνχληαη ζηαζεξέο θαη ίζεο κε ηε κέζε ηηκή ηνπο. ΢ηηο επφκελεο 

ελφηεηεο πεξηγξάθεηαη ε κέζνδνο αλαιπηηθά. 

 

4.1 Κέθοδορ Δκηίμηζηρ Γύο ΢ημείυν 

Έζησ φηη 𝛶 = 𝑕(𝛸) είλαη κία γεληθήο κνξθήο ζπλάξηεζε πνιιψλ κεηαβιεηψλ. ΢ηφρνο 

είλαη ε εχξεζε ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 𝑓𝑌(𝑦) ηεο 𝛶 φηαλ είλαη γλσζηή ε 

ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 𝑓𝑋(𝑥), φπνπ 𝑥 ∈ 𝑋 θαη 𝑦 ∈ 𝑌.  

Όπσο αλαθέξζεθε ζην Θεθάιαην 1, ην πξφβιεκα κπνξεί λα επηιπζεί κε δηάθνξεο 

πξνζεγγηζηηθέο κεζφδνπο. Έλα απφ ηα κεηνλεθηήκαηα ηφζν ηεο κεζφδνπ απνθνκκέλεο 

ζεηξάο Taylor φζν θαη ηεο κεζφδνπ δεχηεξεο ξνπήο πξψηεο ηάμεο είλαη φηη απαηηνχλ ηνλ 

ππνινγηζκφ ησλ παξαγψγσλ ηεο 𝑕(𝛸) σο πξνο 𝛸. Ζ κέζνδνο δηαθξηηνπνίεζεο, απφ ηελ 
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άιιε πιεπξά, ρξεζηκνπνηεί δηαθξηηέο θαηαλνκέο πηζαλφηεηαο ζε αληηθαηάζηαζε ησλ 

ζπλερψλ θαηαλνκψλ πηζαλφηεηαο. Ζ κέζνδνο απηή είλαη απιή ζηε ρξήζε αιιά ζε 

νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο ππνινγηζηηθά απαηηεηηθή. Δάλ γηα παξάδεηγκα ε ζπλάξηεζε 

πνιιψλ κεηαβιεηψλ 𝛶 = 𝑕(𝛸) απνηειείηαη απφ 20 κεηαβιεηέο θαη θάζε κία απφ απηέο 

αληηθαηαζηαζεί κε 3 δηαθξηηέο ηηκέο, ζα ρξεηαζηνχλ 320 εθηηκήζεηο γηα λα βξεζεί ε 

θαηαλνκή πηζαλφηεηαο ηεο εμφδνπ.  

Ζ κέζνδνο εθηίκεζεο ζε ζεκεία είλαη κία απιή ζηε ρξήζε ππνινγηζηηθή κέζνδνο γηα ηνλ 

ππνινγηζκφ ησλ ξνπψλ ηεο ζπλάξηεζεο πνιιψλ κεηαβιεηψλ. Ζ κέζνδνο αλαπηχρζεθε 

απφ ηνλ E. Rosenblueth ηε δεθαεηία ηνπ 1970 (17) θαη ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηνλ 

ππνινγηζκφ ησλ ξνπψλ κίαο ηπραίαο πνζφηεηαο ε νπνία είλαη ζπλάξηεζε κίαο ή 

πεξηζζνηέξσλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ. Παξφηη ππνινγίδνληαη νη ξνπέο ησλ κεηαβιεηψλ 

εμφδνπ, δελ παξέρνληαη πιεξνθνξίεο γηα ηε ζρεηηθή θαηαλνκή πηζαλφηεηαο. Κάιηζηα, ε 

θαηαλνκή απηή ζα κπνξνχζε λα είλαη νπνηαδήπνηε θαηαλνκή κε ηηο ίδηεο ξνπέο πξψηεο, 

δεχηεξεο θαη ηξίηεο ηάμεο. Ωζηφζν, φηαλ ε θαηαλνκή πηζαλφηεηαο ησλ κεηαβιεηψλ 

εηζφδνπ είλαη γλσζηή, νη κεηαβιεηέο εμφδνπ ηείλνπλ λα αθνινπζνχλ ηελ ίδηα θαηαλνκή, 

φπσο εμεγείηαη ζηελ παξνχζα εξγαζία γηα ην πξφβιεκα ηεο βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ, φπνπ 

ηφζν νη κεηαβιεηέο εηζφδνπ φζν θαη νη κεηαβιεηέο εμφδνπ αθνινπζνχλ θαλνληθή 

θαηαλνκή.    

Έζησ 𝛸 κία ηπραία κεηαβιεηή κε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 𝑓𝑋(𝑥). Γηα 𝛶 = 𝑕(𝛸) 

ε κέζνδνο εθηίκεζεο ζε ζεκεία ρξεζηκνπνηεί δχν ζπγθεληξψζεηο πηζαλφηεηαο γηα λα 

αληηθαηαζηήζεη ηελ 𝑕(𝛸) αληηζηνηρίδνληαο ηηο ηξεηο πξψηεο ξνπέο ηεο 𝑕(𝛸). Όηαλ ε  𝛶 είλαη 

ζπλάξηεζε 𝑛 ηπραίσλ κεηαβιεηψλ, ε κέζνδνο εθηίκεζεο ζεκείνπ ρξεζηκνπνηεί 2𝑛  

ζπγθεληξψζεηο πηζαλφηεηαο ηνπνζεηεκέλεο ζε 2𝑛  ζεκεία γηα λα αληηθαηαζηήζεη ηελ 

αξρηθή ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο πνπ παξνπζηάδνπλ νη ηπραίεο κεηαβιεηέο 

καδί, αληηζηνηρίδνληαο ηηο ξνπέο έσο θαη ηξίηεο ηάμεο. Ζ ξνπή ηεο 𝛶, δειαδή ε 𝐸 𝑌𝑙 , 𝑙 =

1, 2, φπνπ 𝐸 ∙  ε αλακελφκελε ηηκή, ππνινγίδεηαη ζηαζκίδνληαο ηελ ηηκή ηεο 𝛶 πςσκέλε 

ζηε δχλακε 𝑙 πνπ εθηηκάηαη ζε θάζε έλα απφ ηα 2𝑛  ζεκεία. Γηα κεγάιν φκσο πιήζνο 



Θεθάιαην 4: Κέζνδνο Δθηίκεζεο Γχν ΢εκείσλ                                                            53 

 

 

κεηαβιεηψλ 𝑛 ε ρξήζε 2𝑛  ζπγθεληψζεσλ πηζαλφηεηαο πάπεη λα είλαη νηθνλνκηθή. Γηα ην 

ιφγν απηφ πξνηάζεθε ζηε (19) κία κέζνδνο πνπ ρξεζηκνπνηεί κφλν 2𝑛 εθηηκήζεηο, ε 

απνθαινχκελε κέζνδνο εθηίκεζεο δχν ζεκείσλ.  

Ζ κέζνδνο εθηίκεζεο δχν ζεκείσλ ρξεζηκνπνηεί δχν ζπγθεληξψζεηο πηζαλφηεηαο γηα λα 

αληηθαηαζηήζεη ηε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 𝑓𝑥𝑖
 ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο 𝑥𝑖, ε 

νπνία είλαη κία απφ ηηο κεηαβιεηέο εηζφδνπ ηεο 𝛶 = 𝑕(𝛸), αληηζηνηρίδνληαο ηηο ηξεηο 

πξψηεο ξνπέο ηεο 𝑓𝑥𝑖
. Κία αλαπαξάζηαζε ζε δχν δηαζηάζεηο ηεο ινγηθήο ηεο κεζφδνπ 

εηθνλίδεηαη ζην ΢ρήκα 4.1. 

 

 

΢σήμα 4.1 ΢ρεκαηηθή απεηθφληζε ηεο κεζφδνπ εθηίκεζεο δπν ζεκείσλ (20) 

 

Ζ πιεξνθνξίεο γηα ηηο δχν ζπγθεληξψζεηο 𝑥𝜄,1 θαη 𝑥𝜄 ,2 ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα παξαρζνχλ 

δχν εθηηκήζεηο ησλ ζπγθεληξψζεσλ 𝑌𝜄,1 θαη 𝑌𝜄,2 ηεο πνζφηεηαο 𝑌, κέζα απφ ηε 

ζπλαξηεζηαθή ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηηο 𝑥𝜄 θαη 𝑕(𝑥). ΢ηε ζπλέρεηα νη δχν εθηηκήζεηο 
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ζηαζκίδνληαη κε δχν παξάγνληεο 𝑝𝜄,1 θαη 𝑝𝜄 ,2 γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο κέζεο ηηκήο θαη ηεο 

ηππηθήο απφθιηζεο ηεο 𝑌. 

 

4.2 Τπολογιζηική Γιαδικαζία 

Όπσο αλαθέξεηαη ζηελ (17), φηαλ ην αληηθείκελν ελδηαθέξνληνο δελ είλαη ε θαηαλνκή 

ηεο 𝑌 αιιά ε πξνζέγγηζε ησλ ηξηψλ πξψησλ ξνπψλ ηεο, ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο ηεο 𝑋 κπνξεί λα αγλνεζεί κε ρξήζε κφλν ησλ ξνπψλ πνπ αληηζηνηρνχλ ζε 

απηή. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ε ιχζε ζα είλαη αλεμάξηεηε ηεο θαηαλνκήο πνπ ζπλδέεηαη κε 

ηε 𝑋. Οπνηαδήπνηε θαηαλνκή έρεη ηηο ίδηεο πξψηεο ξνπέο κε ηε δνζείζα θαηαλνκή ζα 

νδεγήζεη ζε αθξηβή ιχζε, φηαλ ε 𝑌 είλαη γξακκηθή ζπλάξηεζε ηεο 𝑋. Όηαλ ε 𝑌 είλαη κε 

γξακκηθή αιιά επαξθψο ιεία, φπσο ζηελ πεξίπησζε ηεο βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ, ε ιχζε 

ζα είλαη ηθαλνπνηεηηθά αθξηβήο ζηελ πεξηνρή ηεο αλακελφκελεο ηηκήο ηεο 𝑋, κε ηελ 

πξνππφζεζε φηη ε δηαζπνξά ηεο 𝑋 δελ είλαη πνιχ κεγάιε. Αο ζεκεησζεί φηη ε πξνζέγγηζε 

απηή είλαη απνηειεζκαηηθή γηα φιεο ηηο θαηαλνκέο ηεο 𝑋 πνπ έρνπλ ηηο ίδηεο ηξεηο πξψηεο 

ξνπέο.  

Ζ ίδηα κέζνδνο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα νπνηνλδήπνηε αξηζκφ ζπγθεληξψζεσλ, 

αλάινγα κε ηηο ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο πνπ ζπλδένληαη κε ηηο κεηαβιεηέο 

εηζφδνπ. Ζ ηάμε ηεο κεζφδνπ εθηίκεζεο ζε ζεκεία πνπ εθαξκφδεηαη ζηελ παξνχζα 

εξγαζία επηιέρζεθε κε βάζε ηελ ππφζεζε φηη ε θαηαλνκή πηζαλφηεηαο ησλ κεηαβιεηψλ 

εηζφδνπ είλαη θαλνληθή. Ωο εθ ηνχηνπ ε κέζνδνο εθηίκεζεο δχν ζεκείσλ αξθεί. Δάλ ε 

θαηαλνκή ησλ κεηαβιεηψλ εηζφδνπ ήηαλ κεγαιχηεξεο ηάμεο, ζα απαηηνχληαλ κία κέζνδνο 

εθηίκεζεο ζεκείνπ επίζεο κεγαιχηεξεο ηάμεο. Δθφζνλ δεηνχκελν είλαη κφλν νη ηξεηο 

πξψηεο ξνπέο ηεο, δειαδή ε κέζε ηηκή, ε ξνπή θαη ε ινμφηεηα, αξθνχλ δχν 

ζπγθεληξψζεηο γηα θάζε αβέβαηε κεηαβιεηή. Αθφκε, εθφζνλ ζεσξείηαη φηη νη κεηαβιεηέο 

εηζφδνπ αθνινπζνχλ θαλνληθή θαηαλνκή, ε ξνπή ηξίηεο ηάμεο είλαη κεδεληθή. 
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Ζ δηαδηθαζία γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ ξνπψλ ησλ κεηαβιεηψλ εμφδνπ γηα ην πξφβιεκα 

ηεο βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ ζπλνςίδεηαη ζηα αθφινπζα βήκαηα. 

1) Πξνζδηνξηζκφο ηνπ αξηζκνχ 𝑛 ησλ αβέβαησλ κεηαβιεηψλ 

2) Αξρηθνπνίεζε 𝐸 𝑌 = 0 θαη 𝐸 𝑌2 = 0. 

3) Αξρηθνπνίεζε 𝑘 = 1. 

4) Πξνζδηνξηζκφο ησλ ζέζεσλ ησλ ζπγθεληξψζεσλ 𝜉𝑘,1 θαη 𝜉𝑘,2 θαη ησλ πηζαλνηήησλ 

ησλ ζπγθεληξψζεσλ 𝑃𝑘,1 θαη 𝑃𝑘,2        

                                                 𝜉𝑘,1 =  𝑛                                           (4.1) 

                                                𝜉𝑘,2 = − 𝑛                                               (4.2) 

𝑃𝑘,1 = 𝑃𝑘,2 =
1

2𝑛
                                            (4.3) 

5) Πξνζδηνξηζκφο ησλ δχν ζπγθεληξψζεσλ 𝑥𝑘,1 θαη 𝑥𝑘,2 

𝑥𝑘,1 = 𝜇𝑋,𝑘 + 𝜉𝑘,1𝜎𝑋,𝑘                                          (4.4) 

𝑥𝑘,2 = 𝜇𝑋,𝑘 + 𝜉𝑘,2𝜎𝑋,𝑘                                          (4.5) 

φπνπ 𝜇𝑋,𝑘 θαη 𝜎𝑋,𝑘  ε κέζε ηηκή θαη ε ηππηθή απφθιηζε ηεο 𝑋𝑘, αληίζηνηρα. 

6) Γνθηκή ηεο ληεηεξκηληζηηθήο βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ γηα θάζε κία απφ ηηο δχν 

ζπγθεληξψζεηο 𝑥𝑘,𝑖 κε ρξήζε ηεο 𝑋 = [𝜇𝑋,1 , 𝜇𝑋,2 , … , 𝑥𝑘,𝑖 , … , 𝜇𝑋,𝑛 ]. 

7) Δλεκέξσζε ησλ 𝐸 𝑌  θαη 𝐸 𝑌2  

𝐸(𝑌) ≅   (𝑃𝑘,𝑖𝑕([2
𝑖=1

𝑛
𝑘=1 𝜇𝑋,1 , 𝜇𝑋,2 , … , 𝑥𝑘,𝑖 , … , 𝜇𝑋,𝑛 ]))                    (4.6) 

𝐸(𝑌2) ≅   (𝑃𝑘,𝑖𝑕([2
𝑖=1

𝑛
𝑘=1 𝜇𝑋,1 , 𝜇𝑋,2 , … , 𝑥𝑘,𝑖 , … , 𝜇𝑋,𝑛 ])2)                  (4.7) 

8) Τπνινγηζκφο ηεο κέζεο ηηκήο θαη ηεο ηππηθήο απφθιηζεο 

𝜇𝑌 = 𝐸 𝑌                                                       (4.8) 

𝜎𝑌 =  𝐸 𝑌2 − 𝜇𝑌
2                                            (4.9) 

9) Δπαλάιεςε ησλ βεκάησλ 4) έσο 8) γηα 𝑘 = 𝑘 + 1 κέρξη λα εμαληιεζεί ε ιίζηα ησλ 

αβέβαησλ κεηαβιεηψλ. 
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4.3 Αναλςηική Πεπιγπαθή ηηρ Κεθόδος 

΢ηελ ελφηεηα απηή ζα παξνπζηαζηεί πιήξσο ε εμαγσγή ησλ βαζηθψλ εμηζψζεσλ πνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη ζηελ παξνχζα εξγαζία. Δάλ 𝑌 = 𝑕 𝑥  είλαη κία κε γξακκηθή ζπλάξηεζε 

πνιιψλ κεηαβιεηψλ, ζηφρνο είλαη ε εχξεζε ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 

𝑓𝑌(𝑦) ηεο Y κε γλσζηή ηε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 𝑓𝑋(𝑥). 

4.3.1 ΢ςνάπηηζη μίαρ μεηαβληηήρ 

Θαηαξρήλ επηιέγεηαη κία θαηαλνκή ηεο 𝑋, ηέηνηα, ψζηε λα έρεη θνηλέο ηηο ηξεηο πξψηεο 

ξνπέο κε ηε δνζείζα ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηεο 𝑋. Πξνθεηκέλνπ λα 

εθηηκεζνχλ νη ηξεηο πξψηεο ξνπέο ηεο 𝑌 κπνξεί λα επηιερζεί κία θαηαλνκή ηεο 𝑋 κε κφλν 

δχν ζπγθεληξψζεηο ηνπνζεηεκέλεο κε ζπκκεηξηθά γχξσ απφ ηελ αλακελφκελε ηηκή ηεο 𝑋. 

΢ε απηή ηε πεξίπησζε είλαη δπλαηφλ απφ ηηο ηξεηο πξψηεο ξνπέο ηεο 𝑋 λα βξεζεί κία 

πξνζέγγηζε ηξίηεο ηάμεο ησλ ηξηψλ πξψησλ ξνπψλ ηεο 𝑌. Κία ηδηαίηεξα απιή ζπλάξηεζε 

ε νπνία ηθαλνπνηεί ηηο πξνυπνζέζεηο απηέο απνηειείηαη απφ δχν ζπγθεληξψζεηο, 𝑃1 θαη 𝑃2, 

ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 𝑓𝑋(𝑥), αληίζηνηρα ζηηο ζέζεηο 𝑋 = 𝑥1 θαη 𝑥2: 

𝑓𝑋 𝑥 = 𝑃1𝛿 𝑥 − 𝑥1 + 𝑃2𝛿 𝑥 − 𝑥2     (4.10) 

φπνπ ηα κηθξά γξάκκαηα δειψλνπλ ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο κίαο ηπραίαο κεηαβιεηήο θαη 

𝛿 ∙  είλαη ε ζπλάξηεζε δέιηα. 

Δπηιέγνληαο 𝜉𝑖 =
 𝑥𝑖−𝜇𝑋  

𝜎𝑋
, 𝑖 = 1,2 φπνπ 𝜇𝑋 θαη 𝜎𝑋 ε κέζε ηηκή θαη ε ηππηθή απφθιηζε ηεο 𝑋 

αληίζηνηρα, είλαη δπλαηφο ν ππνινγηζκφο ησλ ηξηψλ πξψησλ ξνπψλ ηεο 𝑓𝑋(𝑥). Δπνκέλσο 

ε ξνπή 𝑗 ηάμεο νξίδεηαη  

𝑀𝑗  𝑋 =  𝑥𝑗𝑓𝑋(𝑥)
+∞

−∞
𝑑𝑥   𝑗 = 1,2, …    (4.11) 

Δλαιιαθηηθά, νη θεληξηθέο ξνπέο είλαη 

𝑀𝑗
′ 𝑋 =  (𝑥 − 𝜇𝑋)𝑗𝑓𝑋(𝑥)

+∞

−∞
𝑑𝑥   𝑗 = 1,2, …   (4.12) 
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Οη ξνπέο κεδεληθήο θαη πξψηεο ηάμεο ηζνχληαη κε 1 θαη 0 αληίζηνηρα. ΢πλεπψο ε ξνπή 

κεδεληθήο ηάμεο θαη νη ηξεηο πξψηεο θεληξηθέο ξνπέο ηεο (4.10) είλαη  

𝑀0
′ = 1 = 𝑃1 + 𝑃2                 (4.13) 

𝑀1
′ = 0 = 𝜉1𝑃1 − 𝜉2𝑃2                (4.14) 

𝑀2
′ = 𝜎𝛸

2 = 𝜎𝛸
2(𝜉1

2𝑃1 + 𝜉2
2𝑃2)               (4.15) 

𝑀3
′ = 𝜈𝑋𝜎𝛸

3 = 𝜎𝛸
3(𝜉1

3𝑃1 − 𝜉2
3𝑃2)                  (4.16) 

φπνπ 𝜈𝑋 ε ινμφηεηα ηεο 𝑋. 

Κε ρξήζε ηεο ζεηξάο Taylor ηεο 𝑕 𝑥  γχξσ απφ ηε 𝜇𝑋 πξνθχπηεη 

 

𝑕 𝑋 = 𝑕 𝜇𝑋 +  
1

𝑗 !
𝑔 𝑗  (𝜇𝑋)∞

𝑗 =1 (𝑥 − 𝜇𝑋)𝑗     (4.17) 

φπνπ 𝑔 𝑗     , 𝑗 = 1,2, … ε παξάγσγνο 𝑗 ηάμεο ηεο 𝑕  ∙  σο πξνο 𝑥. Ζ κέζε ηηκή ηεο 𝑌 κπνξεί 

λα ππνινγηζηεί παίξλνληαο ηελ αλακελφκελε ηηκή ηεο εμίζσζεο (4.17), φπνηε πξνθχπηεη 

𝜇𝑌 = 𝐸(𝑕 𝑋 =  𝑕 𝑥 𝑓𝑋 𝑥 
+∞

−∞
𝑑𝑥 = 𝑕 𝜇𝛸 +  

1

𝑗 !
𝑔 𝑗   𝜇𝑋 ∞

𝑗=1 𝑀𝑗
′(𝑋)    (4.18) 

Έζησ 𝑥𝑖 = 𝜇𝑋 + 𝜉𝑖𝜎𝑋 , 𝑖 = 1,2 ε 𝑖 ζέζε φπνπ 𝜉1 θαη 𝜉2 είλαη ζηαζεξέο πνπ πξέπεη λα 

ππνινγηζηνχλ. Έζησ 𝑃𝑖 νη ζπγθεληξψζεηο πηζαλφηεηαο ζηηο ζέζεηο 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1,2. 

Πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ (4.17) κε 𝑃𝑖 γηα  𝑥𝑖 , 𝑖 = 1,2 θαη ζηε ζπλέρεηα αζξνίδνληαο 

πξνθχπηεη 

𝑃1𝑕 𝑥1 + 𝑃2𝑕 𝑥2 = 𝑕 𝜇𝑋 (𝑃1 + 𝑃2)+ 
1

𝑗 !
𝑔 𝑗   𝜇𝑋 ∞

𝑗=1 (𝑃1𝜉1
𝑗

+ 𝑃2𝜉2
𝑗
)𝜎𝑋

𝑗
  (4.19) 

Κε αληηζηνίρηζε ησλ ηεζζάξσλ πξψησλ φξσλ ηεο δεμηάο πιεπξάο ησλ (4.18) θαη (4.19) 

πξνθχπηνπλ νη 
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𝑃1 + 𝑃2 = 𝑀0
′  𝑋 = 1            (4.20) 

𝑃1𝜉1 + 𝑃2𝜉2 =
𝑀1

′ 𝛸 

𝜎𝛸
= 𝜆𝛸,1 

𝑃1𝜉1
2 + 𝑃2𝜉2

2 =
𝑀2

′  𝛸 

𝜎𝛸
2 = 𝜆𝛸,2 

𝑃1𝜉1
3 + 𝑃2𝜉2

3 =
𝑀3

′  𝛸 

𝜎𝛸
3 = 𝜆𝛸,3 

Απηφ ην ζχζηεκα ηεζζάξσλ εμηζψζεσλ έρεη 4 αγλψζηνπο, ηηο 𝑃1, 𝑃1, 𝜉1, θαη 𝜉2. Ζ ιχζε 

ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη 

𝜉1 =
𝜆𝛸 ,3

2
+  1 + (

𝜆𝛸 ,3

2
)2          (4.21) 

𝜉2 =
𝜆𝛸,3

2
−  1 + (

𝜆𝛸,3

2
)2 

𝑃1 = −𝜉2/𝜁 

𝑃2 = 𝜉1/𝜁 

φπνπ 𝜁 = 𝜉1 − 𝜉2 = 2 1 + (
𝜆𝛸 ,3

2
)2. Δπνκέλσο, γηα θαλνληθή θαηαλνκή φπνπ 𝜆𝛸,3 = 0, 

𝜉1 = 1                 (4.22) 

𝜉2 = −1 

𝑃1 = 𝑃2 =
1

2
 

Απφ ηηο (4.19) θαη (4.20) 

𝑕 𝜇𝑋 +  
1

𝑖!
𝑔 𝑖 (𝜇𝑋)3

𝑖=1 𝜆𝛸,𝑖𝜎𝛸
𝑖 = 𝑃1𝑕 𝑥1 + 𝑃2𝑕 𝑥2 −  

1

𝑖!
𝑔 𝑖 (𝜇𝑋)∞

𝑖=4 (𝑃1𝜉1
𝑖 + 𝑃2𝜉2

𝑖 )𝜎𝛸
𝑖   (4.23) 
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Κε αληηθαηάζηαζε ηεο (4.23) ζηελ (4.18) 

𝜇𝑌 = 𝑃1𝑕 𝑥1 + 𝑃2𝑕 𝑥2 +  
1

𝑗 !
𝑔 𝑗   𝜇𝑋 ∞

𝑗 =4 (𝜆𝛸,𝑗 − (𝑃1𝜉1
𝑗

+ 𝑃2𝜉2
𝑗
)𝜎𝛸

𝑗
   (4.24) 

Δπνκέλσο ε 

𝜇𝑌 ≅ 𝑃1𝑕 𝑥1 + 𝑃2𝑕 𝑥2           (4.25) 

είλαη κία πξνζέγγηζε ηξίηεο ηάμεο. Δάλ ε 𝑕 𝑋  είλαη πνιπψλπκν ηξίηνπ βαζκνχ, δειαδή 

κε κεδεληθέο παξαγψγνπο ηάμεο αλψηεξεο ηνπ ηξία, ε ιχζε σο πξνο 𝜇𝑌 πνπ παξέρεηαη 

απφ ηε κέζνδν εθηίκεζεο δχν ζεκείσλ είλαη αθξηβήο. 

Οκνίσο κπνξεί λα δεηρζεί  φηη νη ξνπέο δεχηεξεο θαη ηξίηεο ηάμεο ηεο 𝑌, αληίζηνηρα, 

πξνζεγγίδνληαη απφ ηηο  

𝐸(𝑌2) ≅  𝑃1𝑕(𝑥1)2 + 𝑃2𝑕 𝑥2 
2         (4.26) 

𝐸(𝑌3) ≅  𝑃1𝑕(𝑥1)3 + 𝑃2𝑕 𝑥2 
3     (4.27) 

4.3.2 ΢ςνάπηηζη Πολλών Κεηαβληηών 

Έζησ 𝑌 κία ηπραία πνζφηεηα ε νπνία είλαη ζπλάξηεζε 𝑛 κεηαβιεηψλ, δειαδή 𝑌 = 𝑕 𝑋 =

𝑕 𝑋1 , 𝑋2 , … , 𝑋𝑛 . Έζησ 𝜇𝑋,𝑘, 𝜎𝑋,𝑘  θαη  𝜈𝑋,𝑘  ε κέζε ηηκή, ηππηθή απφθιηζε θαη ινμφηεηα ηεο  

𝛸𝑘  αληίζηνηρα, φπνπ νη κεηαβιεηέο ζεσξνχληαη αλεμάξηεηεο. Έζησ 𝑃𝑘,𝑖 νη ζπγθεληξψζεηο 

(ή βάξε) ζηηο ζέζεηο 𝑋 = [𝜇𝑋,1 , 𝜇𝑋,2 , … , 𝑥𝑘,𝑖 , … , 𝜇𝑋,𝑛−1 , 𝜇𝑋,𝑛 ], φπνπ 

𝑥𝑘,𝑖 = 𝜇𝑋,𝑘 + 𝜉𝑘,𝑖𝜎𝑋,𝑘 , 𝑖 = 1,2,   𝑘 = 1,2, … , 𝑛    (4.28) 

Ζ 𝑌 = 𝑕 𝑋  κπνξεί λα πξνζεγγηζζεί κε κία ζεηξά Taylor πνιιψλ κεηαβιεηψλ γχξσ απφ ηηο 

κέζεο ηηκέο ηεο 𝑋. Κε απηφ ηνλ ηξφπν, φπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο ζπλάξηεζεο κίαο 

κεηαβιεηήο, κπνξνχλ λα θαηαζηξσζνχλ ηξεηο εμηζψζεηο γηα θάζε ηπραία κεηαβιεηή 𝑋𝑘, 

αληηζηνηρίδνληαο ηηο ηξεηο πξψηεο ξνπέο ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηεο 𝑋𝑘. 

Πξνθχπηνπλ νη 



60  Θεθάιαην 4: Κέζνδνο Δθηίκεζεο Γχν ΢εκείσλ 

 

𝑃𝑘,1𝜉𝑘,1 + 𝑃𝑘,2𝜉𝑘,2 =
𝑀1

′  𝛸𝑘 

𝜎𝛸 ,𝑘
= 𝜆𝛸,𝑘,1                                (4.29) 

𝑃𝑘,1𝜉𝑘,1
2 + 𝑃𝑘,2𝜉𝑘,2

2 =
𝑀2

′  𝛸𝑘 

𝜎𝛸,𝑘
2 = 𝜆𝛸,𝑘,2 

𝑃𝑘,1𝜉𝑘,1
3 + 𝑃𝑘,2𝜉𝑘,2

3 =
𝑀3

′  𝛸𝑘 

𝜎𝛸,𝑘
3 = 𝜆𝛸,𝑘,3 

φπνπ 𝑘 = 1,2, … , 𝑛. Δθφζνλ ην άζξνηζκα ησλ ζπγθεληξψζεσλ είλαη έλα, ηζρχεη 

  𝑃𝑘,1 + 𝑃𝑘,2 = 1𝑛
𝑘=1       (4.30) 

Κε ηελ απαίηεζε ηα αζξνίζκαηα ησλ ζπγθεληξψζεσλ λα ηθαλνπνηνχλ ηελ  

𝑃𝑘,1 + 𝑃𝑘,2 =
1

𝑛
,    𝑘 = 1,2, … , 𝑛        (4.31) 

Πξνθχπηνπλ ηέζζεξηο εμηζψζεηο γηα θάζε ηπραία κεηαβιεηή 𝑋𝑘, δίλνληαο ηε ιχζε 

𝜉𝑘,1 =
𝜆𝑘,3

2
+  𝑛 + (

𝜆𝑘,3

2
)2                                 (4.32) 

𝜉𝑘,2 =
𝜆𝑘,3

2
−  𝑛 + (

𝜆𝑘,3

2
)2 

𝑃𝑘,1 = −𝜉𝑘,2/𝑛𝜁𝑘 

𝑃𝑘,2 = 𝜉𝑘,1/𝑛𝜁𝑘 

φπνπ 𝜁𝑘 = 2 𝑛 + (
𝜆𝑘,3

2
)2 θαη 𝑘 = 1,2, … , 𝑛. Γηα ζπκκεηξηθέο θαηαλνκέο πηζαλφηεηαο, φπνπ ε 

ινμφηεηα 𝜈𝑘,3 θαη θαηά ζπλέπεηα θαη ε 𝜆𝑘,3 ηζνχληαη κε κεδέλ, ε (4.32) απινπνηείηαη 

πεξαηηέξσ ζε 

𝜉𝑘,1 =  𝑛                                         (4.33) 
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𝜉𝑘,2 = − 𝑛 

𝑃𝑘,1 = 𝑃𝑘,2 =
1

2𝑛
 

φπνπ 𝑘 = 1,2, … , 𝑛. 

Οη ηξεηο πξψηεο ξνπέο κπνξνχλ ηφηε λα βξεζνχλ πξνζεγγηζηηθά απφ ηηο                                

𝐸(𝑌) ≅   (𝑃𝑘,𝑖𝑕([2
𝑖=1

𝑛
𝑘=1 𝜇𝑋,1 , 𝜇𝑋,2 , … , 𝑥𝑘,𝑖 , … , 𝜇𝑋,𝑛 ]))    (4.34) 

𝐸(𝑌2) ≅   (𝑃𝑘,𝑖𝑕([2
𝑖=1

𝑛
𝑘=1 𝜇𝑋,1 , 𝜇𝑋,2 , … , 𝑥𝑘,𝑖 , … , 𝜇𝑋,𝑛 ])2)   (4.35) 

𝐸(𝑌3) ≅   (𝑃𝑘,𝑖𝑕([2
𝑖=1

𝑛
𝑘=1 𝜇𝑋,1 , 𝜇𝑋,2 , … , 𝑥𝑘,𝑖 , … , 𝜇𝑋,𝑛 ])3)   (4.36) 
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ΘΔΦΑΙΑΗΟ 5 

Δθαπμογή ζηο ΢ύζηημα Γοκιμήρ 

3-Εςγών 

 

ΔΗ΢ΑΓΩΓΖ 

Ζ πξνηεηλφκελε κέζνδνο δνθηκάζηεθε ζε έλα ζχζηεκα ηξηψλ δπγψλ. Σν ζχζηεκα απηφ 

επηιέρζεθε δηφηη είλαη αξθεηά απιφ ψζηε λα επηηξέπεη ηε βαζηά θαηαλφεζε ηεο θχζεο ηνπ 

πξνβιήκαηνο, αιιά θαη δηφηη παξάιιεια δηαηεξεί θάπνηα απφ ηα ραξαθηεξηζηηθά ησλ 

«πξαγκαηηθψλ» ζπζηεκάησλ ειεθηξηθήο ελέξγεηαο. 

Οη ηηκέο πνπ πξνζθέξνληαη ηφζν απφ ηνπο παξαγσγνχο φζν θαη απφ ηνπο πξνκεζεπηέο 

ζεσξνχληαη αβέβαηεο θαη ζπλεπψο αληηπξνζσπεχνληαη απφ θαηάιιειεο ζπλαξηήζεηο 

θαηαλνκήο πηζαλφηεηαο. ΢ε φιεο ηηο πεξηπηψζεηο ζεσξήζεθε θαλνληθή θαηαλνκή, κε ηε 

κέζε ηηκή λα αληηζηνηρεί ζηελ αξρηθή ηηκή ηεο κεηαβιεηήο. Αο ζεκεησζεί σζηφζν πσο 

είλαη δπλαηή θαη ε ρξήζε άιισλ θαηαλνκψλ, φπσο ε ινγαξηζκηθή ή ε θαηαλνκή γάκκα. 

Γηα ηελ αλαπαξάζηαζε ηεο ζπκπεξηθνξάο ησλ ζπκκεηερφλησλ ζηελ αγνξά 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηππηθήο απφθιηζεο. 

Όινη νη ππνινγηζκνί έγηλαλ ζε πεξηβάιινλ MATLAB, κε ρξήζε ηνπ πξνγξάκκαηνο PSAT 

(21) πξνθεηκέλνπ λα επηιπζνχλ νη απαηηνχκελεο βέιηηζηεο ξνέο θνξηίνπ. Σα 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπ πξνγξάκκαηνο PSAT πεξηγξάθνληαη ζην Παξάξηεκα Β.  
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5.1 Κέθοδορ ΢ύγκπιζηρ ηυν Αποηελεζμάηυν  

Γηα φια ηα ζελάξηα, ζπγθξίλνληαη ε κέζε ηηκή θαη ε ηππηθή απφθιηζε ηεο κεζφδνπ 

εθηίκεζεο δχν ζεκείσλ κε ηηο αληίζηνηρεο ηηκέο πνπ πξνέθπςαλ απφ ηελ πξνζνκνίσζε 

Monte Carlo. Σν Παξάξηεκα Γ πεξηέρεη ηηο ζεσξεηηθέο αξρέο πίζσ απφ ηελ πξνζνκνίσζε 

Monte Carlo. Οη ηηκέο πνπ πξνέθπςαλ απφ ηελ πξνζνκνίσζε  ζεσξνχληαη «αθξηβείο» θαη 

ππνινγίδνληαη σο εμήο: 

𝜇𝑀𝐶𝑆 =
1

𝑁
 𝑥𝑖

𝑁
𝑖=1          (5.1) 

𝜎𝑀𝐶𝑆 =  
1

𝛮
 (𝑥𝑖 − 𝜇𝑀𝐶𝑆)2𝑁

𝑖=1      (5.2) 

φπνπ 𝑁 ν αξηζκφο ησλ δεηγκάησλ Monte Carlo θαη 𝑥 ε κεηαβιεηή γηα ηελ νπνία 

ππνινγίδνληαη ε κέζε ηηκή  𝜇𝑀𝐶𝑆 θαη ε ηππηθή απφθιηζε  𝜎𝑀𝐶𝑆. Σν ζθάικα γηα ηε κέζε 

ηηκή θαη ηελ ηππηθή απφθιηζε αληίζηνηρα νξίδεηαη σο  

𝜖𝜇 =
100 𝜇𝑀𝐶𝑆 −𝜇𝛭𝛦 2𝛴 

𝜇𝑀𝐶𝑆
 %      (5.3) 

  

𝜖𝜎 =
100 𝜎𝑀𝐶𝑆 −𝜎𝛭𝛦 2𝛴 

𝜎𝑀𝐶𝑆
 %      (5.4) 

Όπσο επηδεηθλχεηαη ζηα παξαθάησ παξαδείγκαηα, νη κεηαβιεηέο εμφδνπ ηείλνπλ λα έρνπλ 

ηελ ίδηα θαηαλνκή πηζαλφηεηαο κε ηηο κεηαβιεηέο εηζφδνπ, ε φπνηα ζηελ παξνχζα εξγαζία 

είλαη ε θαλνληθή θαηαλνκή. Γηα ην ιφγν απηφ, κία θαλνληθή θαηαλνκή πξνζαξκφδεηαη ζηα 

απνηειέζκαηα ηεο πξνζνκνίσζεο  Monte Carlo θαη ρξεζηκνπνηνχληαη ε κέζε ηηκή θαη ε 

ηππηθή απφθιηζε γηα λα αλαδεηρζνχλ νη δηαθνξέο αλάκεζα ζηηο δχν νκάδεο 

απνηειεζκάησλ. Ζ δηαθνξά απηή αλαδεηθλχεηαη αθφκε πεξηζζφηεξν ζηα γξαθήκαηα πνπ 

παξνπζηάδνληαη ζην θεθάιαην απηφ. Ωζηφζν, ζε κεξηθέο απφ ηηο πεξηπηψζεηο πνπ 

ζπδεηηνχληαη παξαθάησ, ε «ηδηαίηεξε» ζπκπεξηθνξά ηεο βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ 

αιινηψλεη ηε ζπκκεηξία ηεο θαηαλνκήο πηζαλφηεηαο ησλ κεηαβιεηψλ εμφδνπ. ΢ηηο 
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πεξηπηψζεηο απηέο ε θαλνληθή θαηαλνκή πνπ πξνζαξκφδεηαη ζηα απνηειέζκαηα ηεο 

πξνζνκνίσζεο  Monte Carlo δελ εθαξκφδεη ηθαλνπνηεηηθά, γεγνλφο ην νπνίν επεξεάδεη ηε 

ζχγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ. 

Ζ ζχγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ κπνξεί λα γίλεη θαη κε άιινπο κεζφδνπο, φπσο γηα 

παξάδεηγκα κε  ηε ζχγθξηζε ησλ αληίζηνηρσλ ζπλαξηήζεσλ αζξνηζηηθήο θαηαλνκήο. Κία 

ηέηνηα πξνζέγγηζε φκσο δελ επηηξέπεη ηελ άκεζε ζχγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ γηα φιεο 

ηηο κεηαβιεηέο εμφδνπ, ηδηαίηεξα φηαλ ν αξηζκφο ησλ κεηαβιεηψλ είλαη ζρεηηθά κεγάινο. 

Δπνκέλσο ζηελ παξνχζα εξγαζία γηα ηε ζχγθξηζε ρξεζηκνπνηνχληαη ε κέζε ηηκή θαη ε 

ηππηθή απφθιηζε ηεο κεζφδνπ εθηίκεζεο δχν ζεκείσλ θαη ηεο πξνζνκνίσζεο  Monte Carlo 

αληίζηνηρα. Απφ ηε κέζνδν απηή πξνθχπηνπλ ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα ζηηο 

πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο, δεδνκέλνπ ηνπ γεγνλφηνο φηη νη κεηαβιεηέο εμφδνπ ηείλνπλ λα 

αθνινπζνχλ θαλνληθή θαηαλνκή.  

 

5.2 Τλοποίηζη ζε Πεπιβάλλον MATLAB 

Γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζε πεξηβάιινλ MATLAB ζπληάρζεθε θαηάιιεινο 

θψδηθαο ν νπνίνο παξνπζηάδεηαη Παξάξηεκα Α. Σφζν γηα ηελ πξνζνκνίσζε Monte Carlo 

φζν θαη γηα ηελ επίιπζε ηεο κεζφδνπ εθηίκεζεο δχν ζεκείσλ, ν θψδηθαο αξρηθά 

ππνινγίδεη ηηο ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ πνπ απαηηνχληαη γηα ην ηξέμηκν ηεο βέιηηζηεο ξνήο 

θνξηίνπ. Οη κεηαβιεηέο απηέο είλαη νη ηηκέο πνπ πξνζθέξνπλ νη παξαγσγνί θαη νη 

πξνκεζεπηέο ζην ζχζηεκα. Κεηά ηνλ ππνινγηζκφ απηψλ είλαη δπλαηή ε ρξήζε ηεο 

ληεηεξκηληζηηθήο βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ, φπνηε ν θψδηθαο θαιεί ην πξφγξακκα PSAT. 

Σέινο ρξεζηκνπνηεί ηα απνηειέζκαηα ηεο βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ θαη ζπγθεθξηκέλα ηηο 

νξηαθέο θνκβηθέο ηηκέο πνπ πξνέθπςαλ γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο δεηνχκελεο κέζεο ηηκήο 

θαη ηππηθήο απφθιηζεο. Γηα ηα δηάθνξα ζελάξηα πνπ κειεηνχληαη, νη κεηαβιεηέο πνπ 

αιιάδνπλ απφ ην ρξήζηε είλαη νη 𝜎𝑥,𝑖, νη νπνίεο αληηπξνζσπεχνπλ ηελ ηππηθή απφθιηζε 

ησλ θαηαλνκψλ πνπ αθνινπζνχλ νη πξνζθεξφκελεο ηηκέο ησλ παξαγσγψλ θαη ησλ 

πξνκεζεπηψλ. 
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Παξαθάησ παξνπζηάδνληαη ζε κνξθή δηαγξάκκαηνο ξνήο ηα βήκαηα πνπ αθνινπζνχληαη 

απφ ηνλ αιγφξηζκν γηα ηελ επίιπζε ηεο κεζφδνπ εθηίκεζεο δχν ζεκείσλ. 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 ΛΑΗ 

  

 ΟΥΗ 

 

 

 

 ΛΑΗ 

 

 ΟΥΗ 

 

 

 

 

΢σήμα 5.1 Γηάγξακκα Ρνήο Αιγνξίζκνπ Κεζφδνπ Δθηίκεζεο Γχν ΢εκείσλ 

Αξηζκφο αβέβαησλ κεηαβιεηψλ 

n=5 

Απφδνζε ηηκψλ ζηηο κx,i, ζx,i, 

i=1,2,...n 

Αξρηθνπνίεζε Δ(Τ)=0, Δ(Τ2)=0, 

k=1, j=1 

 

Δθθίλεζε PSAT 

Τπνινγηζκφο ησλ μk,j,  Pk,j, xk,j, j=1,2 

 

Θιήζε ηεο Β.Ρ.Φ. 

Δχξεζε ΟΘΣ 

 

Δλεκέξσζε ησλ E(Y), 

E(Y2) 

j=j+1 

k=k+1 

Τπνινγηζκφο ησλ κY, ζY 

 

Σέινο 

Θιήζε ηεο Ρ.Φ. 

 

j<2 

k<n 
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5.3 ΢ύζηημα Γοκιμήρ 3-Zςγών 

Σν ζχζηεκα δνθηκήο 3-δπγψλ πνπ εηθνλίδεηαη ζην ΢ρήκα 5.2 αληηπξνζσπεχεη ηξεηο 

παξαγσγνχο θαη δχν πξνκεζεπηέο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο νη νπνίνη ππνβάιινπλ ηηκέο 

πξνζθνξάο θαη δήηεζεο. Σν ζχζηεκα απηφ παξνπζηάδεηαη ζηελ αλαθνξά (1). 

 

 

΢σήμα 5.2 ΢χζηεκα Γνθηκήο 3-Επγψλ 

 

΢ηνπο Πίλαθεο 5.1, 5.2 θαη 5.3 παξνπζηάδνληαη ηα δεδνκέλα ηνπ ζπζηήκαηνο θαη νη 

πξνζθνξέο ησλ παξαγσγψλ θαη ησλ πξνκεζεπηψλ σο πξνο ηελ ηηκή θαη ηελ πνζφηεηα 

ηεο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο γηα κία αγνξά ειεθηξηθήο ελέξγεηαο ηξηψλ πεξηνρψλ.  
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Πεξηνρή 

Vb 

[kV] 

V 

[α.κ.] 

PG0 

[MW] 

PL0 

[MW] 

QL0 

[MVar] 

Γηαθιάδσζε 

[MVar] 

QGνξ 

[MVar] 

        

Επγφο 1 138 1.2 150 150 80 0 ±150 

Επγφο 2 138 1.0 100 150 70 80 ±150 

Επγφο 3 138 1.0 100 50 30 50 ±150 

 

Πίνακαρ 5.2 Γεδνκέλα Επγψλ γηα ην ΢χζηεκα Γνθηκήο 3-Επγψλ 

Γξακκή 

i-j 

Rhk 

[α.κ] 

Xhk 

[α.κ] 

Bh/2 

[α.κ] 

Pmax 

[MW] 

Imax 

[A] 

      

1-2 0.01 0.12 0.0 - - 

1-3 0.01 0.12 0.0 - - 

2-3 0.01 0.12 0.0 - - 

 

Πίνακαρ 5.2 Γεδνκέλα Γξακκψλ γηα ην ΢χζηεκα Γνθηκήο 3-Επγψλ 

Επγφο 

i 

΢πκκεηέρσλ 

C 

[€/MWh] 

Pmax 

[MW] 

    

1 Παξαγσγφο 1 45 150 

2 Παξαγσγφο 2 53 100 

3 Παξαγσγφο 3 52 100 

2 Πξνκεζεπηήο 2 50 100 

3 Πξνκεζεπηήο 3 55 100 

 

Πίνακαρ 5.3 Πξνζθεξφκελεο Σηκέο – Πνζφηεηεο γηα ην ΢χζηεκα Γνθηκήο 3-Επγψλ 
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Δθφζνλ ην ζχζηεκα 3-δπγψλ δε βαζίδεηαη ζε θάπνην πξαγκαηηθφ ζχζηεκα, νη θαηαλνκέο 

πηζαλφηεηαο δελ αληηθαηνπηξίδνπλ θαη’ αλάγθε ηελ πξαγκαηηθή ζπκπεξηθνξά ησλ 

ζπκκεηερφλησλ ζηελ αγνξά. Γηα ην ιφγν απηφ δε δφζεθε ηδηαίηεξε πξνζνρή ζηελ 

αλαπαξάζηαζε ηεο ζπκπεξηθνξάο ησλ δηαγσληδνκέλσλ, δειαδή νη ηηκέο επηιέρζεθαλ 

απνθιεηζηηθά σο κέζν δνθηκήο ηεο πξνηεηλφκελεο ηερληθήο θαη επεμήγεζεο ηεο ρξήζεο 

ησλ ηερληθψλ αλάιπζεο πνπ παξνπζηάδνληαη. Πξνθεηκέλνπ λα απινπνηεζεί ε δηαδηθαζία 

ζεσξήζεθε θνηλή ε ηηκή ηεο ηππηθήο απφθιηζεο γηα ηηο πξνζθεξφκελεο ηηκέο φισλ ησλ 

παξαγσγψλ θαη φισλ ησλ πξνκεζεπηψλ αληίζηνηρα. Δμεηάζηεθαλ αξθεηά ζελάξηα, κε ηελ 

ηππηθή απφθιηζε λα ιακβάλεη ηηο ηηκέο 0, 0.1, 0.5, 1.0 θαη 1.5.  Ζ κέζε ηηκή ησλ 

πξνζθεξφκελσλ ηηκψλ θηλείηαη αλάκεζα ζηηο ηηκέο 45€ θαη 55€. Κε πέληε δηαθνξεηηθέο 

θαηαλνκέο πηζαλφηεηαο γηα ηηο ηηκέο ησλ παξαγσγψλ θαη ησλ πξνκεζεπηψλ αληίζηνηρα 

πξνθχπηνπλ 25 ζελάξηα. 

Σα απνηειέζκαηα ζπγθξίζεθαλ κε απηά ηεο πξνζνκνίσζεο Monte Carlo, γηα ηελ νπνία 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ 10000 δείγκαηα. Παξφηη ζα κπνξνχζαλ λα πξνθχςνπλ ηθαλνπνηεηηθά 

απνηειέζκαηα θαη κε ρξήζε ιηγφηεξσλ δεηγκάησλ, επηιέρζεθε απηφο ν ζρεηηθά κεγάινο 

αξηζκφο δηφηη ην ππνινγηζηηθφ θφζηνο δελ απνηειεί δήηεκα γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο 3-δπγψλ. Ωο πξνο ηελ ηππηθή απφθιηζε, ην ζθάικα αλάκεζα ζηελ ηηκή πνπ 

πξνέθπςε απφ ηε κέζνδν εθηίκεζεο δχν ζεκείσλ θαη ζηα απνηειέζκαηα ηεο 

πξνζνκνίσζεο Monte Carlo ήηαλ αξθεηά κηθξφηεξν απφ 10% ζηηο πεξηζζφηεξεο 

πεξηπηψζεηο. Ωο πξνο ηε κέζε ηηκή, ην ζθάικα δελ μεπέξαζε πνηέ ην 0.33%. ΢ε νξηζκέλα 

σζηφζν ζελάξηα ε εθηηκνχκελε ηηκή ηεο ηππηθήο απφθιηζεο δηέθεξε απφ ηελ ηηκή ηεο  

πξνζνκνίσζεο Monte Carlo ζρεδφλ θαηά 40%. Κε κία πην ιεπηνκεξή εμέηαζε ησλ 

πεξηπηψζεσλ απηψλ δηαπηζηψλεηαη φηη ε θαλνληθή θαηαλνκή  πνπ πξνζαξκφζηεθε ζηα 

απνηειέζκαηα ηεο πξνζνκνίσζεο Monte Carlo δελ παξνπζηάδεη θαιή εθαξκνγή, φπσο 

εμεγείηαη παξαθάησ. Ζ ππφζεζε φηη νη πξνζθεξφκελεο ηηκέο ησλ πξνκεζεπηψλ έρνπλ 

κεδεληθή ηππηθή απφθιηζε, ή αιιηψο είλαη ληεηεξκηληζηηθέο, παξείρε νξηαθέο θνκβηθέο 

ηηκέο κε πνιχ κηθξή ή αθφκε θαη κεδεληθή ηππηθή απφθιηζε. 
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Σξεηο αληηπξνζσπεπηηθέο νκάδεο απνηειεζκάησλ θαίλνληαη ζηα ΢ρήκαηα 5.3, 5.4 θαη 5.6. 

΢ην ΢ρήκα 5.3 απεηθνλίδνληαη ηα απνηειέζκαηα γηα ηελ Ο.Θ.Σ ζην δπγφ 3 ηεο πεξίπησζεο 

ζηελ νπνία ε κέζνδνο δίλεη θαιά απνηειέζκαηα. Παξνπζηάδνληαη ηξία γξαθήκαηα: ε 

θφθθηλε γξακκή εθθξάδεη ην απνηέιεζκα ηεο κεζφδνπ εθηίκεζεο δχν ζεκείσλ, ην 

ηζηφγξακκα εθθξάδεη ην απνηέιεζκα ηεο πξνζνκνίσζεο Monte Carlo θαη ε δηαζηηγκέλε 

γξακκή είλαη ε πξνζεγγηζηηθή θακπχιε πνπ πξνζαξκφζηεθε ζην ηζηφγξακκα. Θεσξήζεθε 

θνηλή ηππηθή απφθιηζε ίζε κε 0.5  γηα ηηο πξνζθεξφκελεο ηηκέο ηφζν ησλ παξαγσγψλ φζν 

θαη ησλ πξνκεζεπηψλ.  

 

 

΢σήμα 5.3 ΟΘΣ ζην Επγφ 3, 𝜎(𝐶𝑆) = 0.5, 𝜎(𝐶𝐷) = 0.5 

 

Αμίδεη λα παξαηεξεζεί φηη απφ ηελ πξνζνκνίσζε Monte Carlo θαη απφ ηε κέζνδν 

εθηίκεζεο δχν ζεκείσλ πξνθχπηνπλ ζρεδφλ ηα ίδηα απνηειέζκαηα. Απηφ κπνξεί λα 
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εμεγεζεί κε βάζε ην γεγνλφο φηη ε βέιηηζηε ξνή θνξηίνπ, ε νπνία νπζηαζηηθά είλαη κία κε 

γξακκηθή ζπλάξηεζε, είλαη ζε κεγάιν βαζκφ ιεία, δειαδή δελ παξνπζηάδεη απφηνκα 

άικαηα. Απηφ φκσο δελ ηζρχεη πάληα, φπσο θαίλεηαη ζηα ΢ρήκαηα 5.4 θαη 5.6 γηα ηελ 

Ο.Θ.Σ ζην δπγφ 3. 

 

 

΢σήμα 5.4 ΟΘΣ ζην Επγφ 3, 𝜎(𝐶𝑆) = 0.0, 𝜎(𝐶𝐷) = 1.5 

 

΢ην ΢ρήκα 5.4 νη πξνζθεξφκελεο ηηκέο ησλ παξαγσγψλ ζεσξνχληαη ληεηεξκηληζηηθέο, 

δειαδή έρνπλ κεδεληθή ηππηθή απφθιηζε, ελψ πξνζθεξφκελεο ηηκέο ησλ πξνκεζεπηψλ 

παξνπζηάδνπλ κεγάιε ηππηθή απφθιηζε ίζε κε 1.5. Παξαηεξείηαη φηη ε Ο.Θ.Σ δελ 

απμάλεηαη πέξα απφ έλα ζεκείν, πξνθαιψληαο ηελ απφηνκε αχμεζε ηεο ζπλάξηεζεο 

ππθλφηεηαο πηζαλφηεηάο ηεο. Απηφ νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη αλεμάξηεηα απφ ηελ 

πξφζεζε ηνπ πξνκεζεπηή λα πιεξψζεη πεξηζζφηεξν, ε Ο.Θ.Σ. δελ κπνξεί λα απμεζεί 
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πεξαηηέξσ γηαηί ε δήηεζε γηα ην ζπγθεθξηκέλν πξνκεζεπηή είλαη ζην αλψηεξν φξηφ ηεο. 

Απηή είλαη νπζηαζηηθά ε πεξίπησζε ηεο αλειαζηηθήο δήηεζεο.  Δάλ ην φξην ηεο δήηεζεο 

ήηαλ πςειφηεξν ε Ο.Θ.Σ ζα απμαλφηαλ πεξηζζφηεξν, ζε εμάξηεζε κε ην πνηα είλαη ε 

νξηαθή κνλάδα παξαγσγήο. Αμίδεη λα ζεκεησζεί σζηφζν φηη ζε ξεαιηζηηθά ζπζηήκαηα κε 

κεγάιν αξηζκφ πξνζθεξφκελσλ ηηκψλ παξαγσγψλ ην θαηλφκελν απηφ αλακέλεηαη λα είλαη 

ιηγφηεξν έληνλν. Παξ’ φια απηά ε εθηίκεζε ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 

παξακέλεη αξθεηά αθξηβήο δηφηη ε απφηνκε αχμεζε ηεο θαηαλνκήο θαηά θάπνην ηξφπν 

αληηζηαζκίδεη ηε «ρακέλε νπξά»  πέξα απφ ηε κέγηζηε Ο.Θ.Σ. Σν πξφβιεκα απηφ κπνξεί 

λα εμεγεζεί θαιχηεξα κε ηε ρξήζε ηνπ απινπνηεκέλνπ κεραληζκνχ εθθαζάξηζεο ηεο 

αγνξάο πνπ απεηθνλίδεηαη ζην ΢ρήκα 5.4. 

 

 

΢σήμα 5.5 Δθθαζάξηζε ηεο Αγνξάο γηα Αβέβαηε Πξνζθεξφκελε Σηκή ηνπ Πξνκεζεπηή 2 
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Γηα ιφγνπο απινχζηεπζεο ζεσξείηαη αβέβαηε κφλν ε πξνζθεξφκελε ηηκή ηνπ Πξνκεζεπηή 

2, ελψ αγλννχληαη νη απψιεηεο ζπζηήκαηνο θαη ζπκθφξεζεο. Ζ δηαζηηγκέλε γξακκή 

αληηζηνηρεί ζην αλψηαην θαη θαηψηαην φξην ηεο  πξνζθεξφκελεο ηηκήο. Όζν ε ηηκή ηνπ 

Πξνκεζεπηή 2 είλαη ρακειφηεξε απφ ηελ ηηκή ηνπ Παξαγσγνχ 3, ε αγνξά εθθαζαξίδεηαη 

ζηα 150 MW  θαη Παξαγσγφο 1 είλαη ε νξηαθή κνλάδα παξαγσγήο (ζεκείν Ο). Πέξα απφ 

απηφ ην ζεκείν νξηαθή κνλάδα γίλεηαη ν Παξαγσγφο 3 κε απνηέιεζκα ε αγνξά λα 

εθθαζαξίδεηαη ζηα 200 MW (ζεκείν Β). Ζ ηηκή εθθαζάξηζεο ηεο αγνξάο κεηαβάιιεηαη 

αλάκεζα ζηηο ηηκέο πνπ αληηζηνηρνχλ ζηα ζεκεία Α θαη Β. Παξαηεξείηαη φηη ε ηηκή 

εθθαζάξηζεο δελ κπνξεί λα απμεζεί πέξα απφ ηελ ηηκή ζην ζεκείν Β δηφηη ε δήηεζε ηνπ 

Πξνκεζεπηή 2 βξίζθεηαη ζην αλψηαην φξηφ ηεο, αλεμάξηεηα απφ ηελ πξνζθεξφκελε ηηκή 

ηνπ πξνκεζεπηή. Κε άιια ιφγηα, ππάξρεη έλα αλψηαην φξην γηα ηελ ηηκή εθθαζάξηζεο ηεο 

αγνξάο, φπσο θαίλεηαη ζην ΢ρήκα 5.5.  

 

΢σήμα 5.6 ΟΘΣ ζην Επγφ 3, 𝜎(𝐶𝑆) = 1.5, 𝜎(𝐶𝐷) = 0.1 
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΢ην ΢ρήκα 5.6 απεηθνλίδεηαη ε πεξίπησζε ζηελ νπνία νη πξνζθεξφκελεο ηηκέο ησλ 

παξαγσγψλ παξνπζηάδνπλ κεγάιε ηππηθή απφθιηζε ίζε κε 1.5, ελψ νη πξνζθεξφκελεο 

ηηκέο ησλ πξνκεζεπηψλ ζεσξνχληαη «ζηελέο», κε ζρεηηθά κηθξή ηππηθή απφθιηζε ίζε κε 

0.1. ΢ην ζρήκα απηφ αλαδεηθλχεηαη έλα θαηλφκελν δηαθνξεηηθφ απφ απηφ ηεο 

πξνεγνχκελεο πεξίπησζεο. Δδψ, ε Ο.Θ.Σ έρεη κία καθξηά «νπξά» ζηελ αξηζηεξή πιεπξά 

ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο. Απηφ κπνξεί λα εμεγεζεί κε ηε ρξήζε ηνπ 

απινπνηεκέλνπ κεραληζκνχ εθθαζάξηζεο ηεο αγνξάο πνπ απεηθνλίδεηαη ζην ΢ρήκα 5.7. 

 

 

΢σήμα 5.7 Δθθαζάξηζε ηεο Αγνξάο γηα Αβέβαηε Πξνζθεξφκελε Σηκή ηνπ Παξαγσγνχ 3 

 

΢ε απηή ηε πεξίπησζε ζεσξείηαη αβέβαηε κφλν ε πξνζθεξφκελε ηηκή ηνπ Παξαγσγνχ 3 

ψζηε λα απινπνηεζεί ην πξφβιεκα. ΢εκεηψλεηαη φηη φζν ε ηηκή ηνπ Παξαγσγνχ 3 

παξακέλεη κεγαιχηεξε ηεο ηηκήο ηνπ Πξνκεζεπηή 2, ε ηηκή εθθαζάξηζεο ηεο αγνξάο 
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βξίζθεηαη ζην ζεκείν Ο θαη ε αγνξά εθθαζαξίδεηαη ζηα 150 MW. Ζ ηηκή εθθαζάξηζεο ζα 

αιιάμεη κφλν εθφζνλ ε ηηκή ηνπ Παξαγσγνχ 3 είλαη ρακειφηεξε απφ ηελ ηηκή ηνπ 

Πξνκεζεπηή 2. Σφηε ε ηηκή εθθαζάξηζεο ηεο αγνξάο εληνπίδεηαη αλάκεζα ζηα ζεκεία Α θαη 

Ο θαη ε αγνξά εθθαζαξίδεηαη ζηα 200 MW. Σν ζεκείν Α ζην ΢ρήκα 5.7 αληηζηνηρεί ζηε 

ρακειφηεξε δπλαηή πξνζθεξφκελε ηηκή ηνπ Παξαγσγνχ 3. Παξαηεξείηαη φηη εάλ ε ηηκή 

ηνπ Πξνκεζεπηή 2 κεηαβάιιεηαη ζε έλα κηθξφ εχξνο, ε ηηκή εθθαζάξηζεο ηεο αγνξάο 

αθνινπζεί κε παξφκνηα κεηαβνιή, γεγνλφο ην νπνίν δηθαηνινγεί ηελ πεξηνξηζκέλε 

δηαθχκαλζε γχξσ απφ ηε κέζε ηηκή πνπ θαίλεηαη ζην ΢ρήκα 5.6. 

Κέζα απφ απηά ηα παξαδείγκαηα δηαπηζηψλεηαη φηη ε αθξίβεηα ηεο πξνηεηλφκελεο κεζφδνπ 

εμαξηάηαη ζε κεγάιν βαζκφ απφ ην θαηά πφζνλ είλαη ιεία ε βέιηηζηε ξνή θνξηίνπ, φηαλ 

απηή αληηκεησπίδεηαη ζα κία κε γξακκηθή πηζαλνηηθή ζπλάξηεζε. Τπάξρεη δπζθνιία ζην 

λα πξνβιεθζεί απηή ε ζπκπεξηθνξά εθ ησλ πξνηέξσλ, θαζψο εμαξηάηαη απφ ηε 

ζπκπεξηθνξά ησλ ζπκκεηερφλησλ ζηελ αγνξά, δειαδή απφ ηηο πξνζθεξφκελεο ηηκέο θαη 

ηελ αβεβαηφηεηα απηψλ. 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί πσο απαηηήζεθαλ 2𝑛 = 2 ∙ 5 = 10 επαλαιήςεηο ηεο κεζφδνπ εθηίκεζεο 

δχν ζεκείσλ γηα θάζε ζελάξην, ελψ ν αληίζηνηρνο αξηζκφο επαλαιήςεσλ ηεο 

πξνζνκνίσζεο Monte Carlo ήηαλ 10000. Παξαηεξείηαη ινηπφλ ε κεγάιε ππνινγηζηηθή 

απνδνηηθφηεηα ηεο πξνηεηλφκελεο κεζφδνπ γηα ην ζχζηεκα κηθξνχ αξηζκνχ αβέβαησλ 

κεηαβιεηψλ πνπ κειεηήζεθε. 

΢ηε ζπλέρεηα παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ ππνινίπσλ ζελαξίσλ πνπ 

εμεηάζηεθαλ.  
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΢σήμα 5.8 ΟΘΣ ζην Επγφ 3, 𝜎(𝐶𝑆) = 0.0, 𝜎(𝐶𝐷) = 0.1 

΢σήμα 5.9 ΟΘΣ ζην Επγφ 3, 𝜎(𝐶𝑆) = 0.0, 𝜎(𝐶𝐷) = 0.5 
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΢σήμα 5.10 ΟΘΣ ζην Επγφ 3, 𝜎(𝐶𝑆) = 0.0, 𝜎(𝐶𝐷) = 1.0 

΢σήμα 5.11 ΟΘΣ ζην Επγφ 3, 𝜎(𝐶𝑆) = 0.1, 𝜎(𝐶𝐷) = 0.1 
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΢σήμα 5.12 ΟΘΣ ζην Επγφ 3, 𝜎(𝐶𝑆) = 0.1, 𝜎(𝐶𝐷) = 0.5

΢σήμα 5.13 ΟΘΣ ζην Επγφ 3, 𝜎(𝐶𝑆) = 0.1, 𝜎(𝐶𝐷) = 1.0 
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΢σήμα 5.14 ΟΘΣ ζην Επγφ 3, 𝜎(𝐶𝑆) = 0.1, 𝜎(𝐶𝐷) = 1.5 

΢σήμα 5.15 ΟΘΣ ζην Επγφ 3, 𝜎(𝐶𝑆) = 0.5, 𝜎(𝐶𝐷) = 0.1 
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΢σήμα 5.16 ΟΘΣ ζην Επγφ 3, 𝜎(𝐶𝑆) = 0.5, 𝜎(𝐶𝐷) = 1.0  

΢σήμα 5.17 ΟΘΣ ζην Επγφ 3, 𝜎(𝐶𝑆) = 0.5, 𝜎(𝐶𝐷) = 1.5 
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΢σήμα 5.18 ΟΘΣ ζην Επγφ 3, 𝜎(𝐶𝑆) = 1.0, 𝜎(𝐶𝐷) = 0.1  

΢σήμα 5.19 ΟΘΣ ζην Επγφ 3, 𝜎(𝐶𝑆) = 1.0, 𝜎(𝐶𝐷) = 0.5 
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΢σήμα 5.20 ΟΘΣ ζην Επγφ 3, 𝜎(𝐶𝑆) = 1.0, 𝜎(𝐶𝐷) = 1.0  

΢σήμα 5.21 ΟΘΣ ζην Επγφ 3, 𝜎(𝐶𝑆) = 1.0, 𝜎(𝐶𝐷) = 1.5 
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΢σήμα 5.22 ΟΘΣ ζην Επγφ 3, 𝛔(𝐂𝐒) = 𝟏. 𝟓, 𝛔(𝐂𝐃) = 𝟎. 𝟏  

΢σήμα 5.23 ΟΘΣ ζην Επγφ 3, 𝝈(𝑪𝑺) = 𝟏. 𝟓, 𝝈(𝑪𝑫) = 𝟎. 𝟓 
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΢σήμα 5.24 ΟΘΣ ζην Επγφ 3, 𝛔(𝐂𝐒) = 𝟏. 𝟓, 𝛔(𝐂𝐃) = 𝟏. 𝟎  

΢σήμα 5.25 ΟΘΣ ζην Επγφ 3, 𝝈(𝑪𝑺) = 𝟏. 𝟓, 𝝈(𝑪𝑫) = 𝟏. 𝟓 
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ΘΔΦΑΙΑΗΟ 6 

΢ύνοτη – ΢ςμπεπάζμαηα 

 

΢ηελ εξγαζία απηή πινπνηήζεθε κία κέζνδνο εθηίκεζεο δχν ζεκείσλ γηα ηε κειέηε ηεο 

αβεβαηφηεηαο πνπ παξνπζηάδεηαη ζην πξφβιεκα βέιηηζηεο ξνήο θνξηίνπ ζε έλα ζχζηεκα 

ειεθηξηθήο ελέξγεηαο. Ζ αβεβαηφηεηα απηή εληνπίδεηαη ζηηο πξνζθνξέο ησλ 

ζπκκεηερφλησλ ζηελ αγνξά ειεθηξηθήο ελέξγεηαο, νη νπνίνη πσινχλ ελέξγεηα ζην 

ζχζηεκα ή αγνξάδνπλ ελέξγεηα απφ απηφ ζε ηηκέο πνπ ζεσξνχληαη αβέβαηεο. ΢ηφρνο ηεο 

κειέηεο ήηαλ ν ππνινγηζκφο ησλ δχν πξψησλ ξνπψλ ησλ ζπλαξηήζεσλ ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο πνπ αθνινπζνχληαη απφ ηηο νξηαθέο θνκβηθέο ηηκέο ηνπ ζπζηήκαηνο. Ζ 

πξνηεηλφκελε πξνζέγγηζε δνθηκάζηεθε ζε έλα ζχζηεκα ηξηψλ δπγψλ κε αβέβαηεο ηηο 

πξνζθεξφκελεο ηηκέο ησλ παξαγσγψλ θαη ησλ πξνκεζεπηψλ. 

Γηα ην κηθξφ αξηζκφ αβέβαησλ κεηαβιεηψλ ηνπ ζπζηήκαηνο δνθηκήο ε κέζνδνο είρε θαιά 

απνηειέζκαηα, κε ηελ πξνυπφζεζε φηη ε βέιηηζηε ξνή θνξηίνπ παξνπζηάδεη «θαιή» 

ζπκπεξηθνξά. ΢ε νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο, ε «ηδηαίηεξε» ζπκπεξηθνξά ηεο Β.Ρ.Φ. επεξέαζε 

ηελ αθξίβεηα ηεο κεζφδνπ. Σν θαηλφκελν απηφ αλακέλεηαη λα είλαη πνιχ ιηγφηεξν εκθαλέο 

ζε κεγαιχηεξα ζπζηήκαηα κε πεξηζζφηεξνπο παίθηεο, θαζψο αηηία φμπλζεο ηνπ είλαη ν 

κηθξφο αξηζκφο ζπκκεηερφλησλ ζηελ αγνξά. 

Ζ πξνηεηλφκελε κέζνδνο είλαη ζεκαληηθά απνδνηηθφηεξε σο πξνο ηελ ππνινγηζηηθή 

επηβάξπλζε ζε ζρέζε κε ηελ πξνζνκνίσζε Monte Carlo. Θαζψο ην ππνινγηζηηθφ θφζηνο 

ηεο κεζφδνπ εθηίκεζεο δχν ζεκείσλ είλαη επζέσο αλάινγν ηνπ αξηζκνχ ησλ αβέβαησλ 

κεηαβιεηψλ, ε κέζνδνο πιενλεθηεί ηδηαίηεξα γηα κηθξφ αξηζκφ απηψλ. Όηαλ ν αξηζκφο ησλ 

αβέβαησλ κεηαβιεηψλ είλαη κεγάινο, ε  πξνζνκνίσζε Monte Carlo ππεξηεξεί ιφγσ ηεο 

αθξίβεηάο ηεο. 
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ΠΑΡΑΡΣΖΚΑ Α 

Θώδικαρ 

 

΢ην παξάξηεκα απηφ παξνπζηάδεηαη ν θψδηθαο πνπ ζπληάρζεθε γηα ηελ επίιπζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο ζε πεξηβάιινλ MATLAB. 

 

Α.1 Θώδικαρ Πποζομοίυζηρ Monte Carlo 

ηnitpsat 

clpsat.readfile=0; 

runpsat('d_003_mdl_nora','C:\Program Files\MATLAB71\psat\tests','data') 

n=10000; 

 

sd_S=0.5; 

sd_D=0.5; 

 

mu_S1=45; 

mu_S2=53; 

mu_S3=52; 
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mu_D1=50; 

mu_D2=55; 

 

for i=1:n 

 

x_S1 = ( randn(1) * sd_S ) + mu_S1; 

x_S2 = ( randn(1) * sd_S ) + mu_S2; 

x_S3 = ( randn(1) * sd_S ) + mu_S3; 

 

x_D1=( randn(1) * sd_D ) + mu_D1; 

x_D2=( randn(1) * sd_D ) + mu_D2; 

 

Supply.store(:,8)=[x_S1;x_S2;x_S3]; 

Demand.store(:,9)=[x_D1;x_D2]; 

 

runpsat('pf') 

runpsat('opf') 
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LMP_MCS(i)=OPF.LMP(3); 

 

end 

 

hist(LMP_MCS,50) 

 

muMCS=(sum(LMP_MCS))/n 

sdMCS=sqrt((sum((LMP_MCS-muMCS).^2))/n) 

 

Α.2 Θώδικαρ Κεθόδος Δκηίμηζηρ Γύο ΢ημείυν 

initpsat 

clpsat.readfile=0; 

runpsat('d_003_mdl_nora','C:\Program Files\MATLAB71\psat\tests','data') 

 

n=5; 

 

sdx(1)=0.5; 

sdx(4)=0.5; 
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mux(1)=45; 

mux(2)=53; 

mux(3)=52; 

mux(4)=50; 

mux(5)=55; 

 

sdx(2)=sdx(1); 

sdx(3)=sdx(1); 

sdx(5)=sdx(4); 

 

E_Y=0; 

E_Y2=0; 

 

for k=1:n 

 

J1(k)=sqrt(n); 

J2(k)=-sqrt(n); 

 

P1(k)=1/(2*n); 
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P2(k)=P1(k); 

 

x1(k)=mux(k)+J1(k)*sdx(k); 

x2(k)=mux(k)+J2(k)*sdx(k); 

 

end 

 

disp(x1) 

disp(x2) 

 

Supply.store(:,8)=[x1(1);mux(2);mux(3)]; 

  runpsat('pf') 

  runpsat('opf') 

  LMP(1,1)=OPF.LMP(3); 

 

Supply.store(:,8)=[x2(1);mux(2);mux(3)]; 

  runpsat('pf') 

  runpsat('opf') 

  LMP(1,2)=OPF.LMP(3); 
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Supply.store(:,8)=[mux(1);x1(2);mux(3)]; 

  runpsat('pf') 

  runpsat('opf') 

  LMP(2,1)=OPF.LMP(3); 

 

Supply.store(:,8)=[mux(1);x2(2);mux(3)]; 

  runpsat('pf') 

  runpsat('opf') 

  LMP(2,2)=OPF.LMP(3); 

 

Supply.store(:,8)=[mux(1);mux(2);x1(3)]; 

  runpsat('pf') 

  runpsat('opf') 

  LMP(3,1)=OPF.LMP(3); 

 

Supply.store(:,8)=[mux(1);mux(2);x1(3)]; 

  runpsat('pf') 

  runpsat('opf') 
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  LMP(3,2)=OPF.LMP(3); 

 

Supply.store(:,8)=[mux(1);mux(2);mux(3)]; 

Demand.store(:,9)=[x1(4);mux(5)]; 

  runpsat('pf') 

  runpsat('opf') 

  LMP(4,1)=OPF.LMP(3); 

 

Demand.store(:,9)=[x2(4);mux(5)]; 

  runpsat('pf') 

  runpsat('opf') 

  LMP(4,2)=OPF.LMP(3); 

 

Demand.store(:,9)=[mux(4);x1(5)]; 

  runpsat('pf') 

  runpsat('opf') 

  LMP(5,1)=OPF.LMP(3); 

 

Demand.store(:,9)=[mux(4);x2(5)]; 
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  runpsat('pf') 

  runpsat('opf') 

  LMP(5,2)=OPF.LMP(3); 

 

E_Y=P1(1)*(LMP(1,1)+LMP(1,2))+P1(2)*(LMP(2,1)+LMP(2,2))+P1(3)*(LMP(3,1)+LMP(

3,2))+P1(4)*(LMP(4,1)+LMP(4,2))+P1(5)*(LMP(5,1)+LMP(5,2)); 

 

E_Y2=P1(1)*((LMP(1,1))^2+(LMP(1,2))^2)+P1(2)*((LMP(2,1))^2+(LMP(2,2))^2)+P1(

3)*((LMP(3,1))^2+(LMP(3,2))^2)+P1(4)*((LMP(4,1))^2+(LMP(4,2))^2)+P1(5)*((LMP(

5,1))^2+(LMP(5,2))^2); 

muy=E_Y; 

sdy=sqrt(E_Y2-(muy)^2); 

 

disp(muy) 

disp(sdy) 

 

x=45:0.1:55; 

y=normpdf(x,muy,sdy); 

plot(x,y) 
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ΠΑΡΑΡΣΖΚΑ B 

PSAT 

 

Σν PSAT είλαη κία εθαξκνγή γηα ην πεξηβάιινλ MATLAB θαη πξννξίδεηαη γηα ηελ αλάιπζε 

θαη ηνλ έιεγρν ζπζηεκάησλ ειεθηξηθήο ελέξγεηαο. Έρεη ηε δπλαηφηεηα δηαρείξηζεο κηθξψλ 

εθπαηδεπηηθψλ δηθηχσλ αιιά θαη κεγαιχηεξσλ ξεαιηζηηθψλ ζπζηεκάησλ. Σν PSAT 

δηαλέκεηαη δσξεάλ θαη ν θψδηθάο ηνπ δηαηίζεηαη ειεχζεξα πξνο ηξνπνπνίεζε.  

Βάζε γηα φιεο ηηο εθαξκνγέο ηνπ PSAT είλαη ν αιγφξηζκνο ηεο ξνήο θνξηίνπ, ν νπνίνο 

είλαη απαξαίηεηνο γηα ηελ αλάζεζε αξρηθψλ ηηκψλ ζηηο κεηαβιεηέο θαηάζηαζεο. Κεηά ηελ 

επίιπζε ηεο ξνήο θνξηίνπ ν ρξήζηεο κπνξεί λα πξαγκαηνπνηήζεη πεξαηηέξσ ζηαηηθέο ή 

δπλακηθέο αλαιχζεηο: 

1) Κειέηε ζπλερνχο ξνήο θνξηίνπ 

2) Βέιηηζηε ξνή θνξηίνπ 

3) Αλάιπζε επζηάζεηαο κηθξνχ ζήκαηνο 

4) Πξνζνκνίσζε ζην πεδίν ηνπ ρξφλνπ 

Δθηφο απφ καζεκαηηθνχο αιγνξίζκνπο θαη κνληέια ην PSAT παξέρεη κία ζεηξά απφ 

εξγαιεία: 

1) Γξαθηθφ πεξηβάιινλ θηιηθφ πξνο ην ρξήζηε 

2) Βηβιηνζήθε Simulink γηα ην ζρεδηαζκφ δηθηχσλ 

3) Κεηαηξνπή αξρείσλ δεδνκέλσλ αλάκεζα ζε δηαθνξεηηθέο κνξθέο 

4) Δξγαιείν δεκηνπξγίαο θαη εγθαηάζηαζεο κνληέισλ απφ ην ρξήζηε 

5) Γπλαηφηεηα ιεηηνπξγίαο ηεο εθαξκνγήο απφ ηε γξακκή εληνιψλ ηνπ MATLAB 
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΢ην ΢ρήκα Β.1 παξνπζηάδεηαη ην γξαθηθφ πεξηβάιινλ ηνπ PSAT. Ζ εθθίλεζε ηεο 

εθαξκνγήο θαη ε εκθάληζε ηνπ γξαθηθνχ πεξηβάιινληνο γίλεηαη κε ηελ εληνιή psat ζηε 

γξακκή εξγαιείσλ ηνπ MATLAB. Κε ηελ εληνιή απηή δεκηνπξγνχληαη φιεο νη απαξαίηεηεο 

δνκέο δεδνκέλσλ. 

 

 

΢σήμα Β.1 Γξαθηθφ Πεξηβάιινλ ηνπ PSAT 

 

Σν γξαθηθφ πεξηβάιινλ παξέρεη εχθνιε πξφζβαζε ζε φια ηα εξγαιεία ηνπ PSAT. Γίλεηαη 

επίζεο ε δπλαηφηεηα ζην ρξήζηε λα ξπζκίζεη δηάθνξεο παξακέηξνπο, φπσο ηνλ αξηζκφ 

επαλαιήςεσλ ησλ κεζφδσλ Newton – Raphson, ηηο ηηκέο βάζεο ησλ κεηαβιεηψλ θ.α. 
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΢εκαληηθφ είλαη πσο ην PSAT δε βαζίδεηαη ζην γξαθηθφ πεξηβάιινλ αιιά ρξεζηκνπνηεί 

θαζνιηθέο κεηαβιεηέο γηα ηελ απνζήθεπζε ηφζν ησλ παξακέηξσλ φζν θαη ησλ 

δεδνκέλσλ. Ζ πξνζέγγηζε απηή επηηξέπεη ηε ρξήζε ηνπ PSAT απφ ηε γξακκή εξγαιείσλ, 

φπσο απαηηείηαη ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο αιιά θαη ζηελ παξνχζα εξγαζία. 

Σν κνληέιν ηνπ ζπζηήκαηνο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο δηακνξθψλεηαη απφ έλα ζχζηεκα 

δηαθνξηθψλ - αιγεβξηθψλ εμηζψζεσλ: 

𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑝)                                                (B.1) 

0 = 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑝) 

φπνπ x νη κεηαβιεηέο θαηάζηαζεο, y νη αιγεβξηθέο κεηαβιεηέο, p νη αλεμάξηεηεο 

κεηαβιεηέο, f νη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο θαη g νη αιγεβξηθέο εμηζψζεηο. Σν PSAT θάλεη ρξήζε 

ησλ (Β.1) ζε φινπο ηνπο αιγνξίζκνπο πνπ αλαθέξζεθαλ. 

Οη αιγεβξηθέο εμηζψζεηο πξνθχπηνπλ απφ ην άζξνηζκα φισλ ησλ εγρχζεσλ ελεξγνχ θαη 

άεξγνπ ηζρχνο ζε θάζε δπγφ: 

𝑔 𝑥, 𝑦, 𝑝 =  
𝑔𝑝

𝑔𝑞
 = 

𝑔𝑝𝑚

𝑔𝑞𝑚
 −   

𝑔𝑝𝑐

𝑔𝑞𝑐
 𝑐∈𝐶𝑚
 ∀𝑚 ∈ 𝑀                     (B.2) 

φπνπ gpm θαη gqm νη ξνέο ηζρχνο ζηηο γξακκέο κεηαθνξάο, Κ ην ζχλνιν ησλ δπγψλ ηνπ 

δηθηχνπ, Cm θαη [gT
pc gT

qc]
T ην ζχλνιν θαη νη εγρχζεηο ηζρχνο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο πνπ ζπλδένληαη ζην δπγφ αληίζηνηρα. 

Έλα απφ ηα πην ζεκαληηθά ραξαθηεξηζηηθά ηνπ PSAT είλαη πσο θάζε ζηνηρείν νξίδεηαη 

αλεμάξηεηα απφ ην ππφινηπν πξφγξακκα σο έλα ζεη κε γξακκηθψλ δηαθνξηθψλ – 

αιγεβξηθψλ εμηζψζεσλ: 

       𝑥 𝑐 = 𝑓𝑐(𝑥𝑐 , 𝑦𝑐 , 𝑝𝑐)                                         (B.3) 

𝑃𝑐 = 𝑔𝑝𝑐 (𝑥𝑐 , 𝑦𝑐 , 𝑝𝑐) 
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𝑄𝑐 = 𝑔𝑞𝑐 (𝑥𝑐 , 𝑦𝑐 , 𝑝𝑐) 

φπνπ xc νη κεηαβιεηέο θαηάζηαζεο ηνπ ζηνηρείνπ, yc νη αιγεβξηθέο κεηαβιεηέο, φπσο ε 

ηάζε V θαη ε γσλία ζ ζηνπο δπγνχο φπνπ ζπλδέεηαη ην ζηνηρείν, θαη pc νη αλεμάξηεηεο 

κεηαβιεηέο. 

΢ηε ζπλέρεηα νη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ηεο (Β.1) δηακνξθψλνληαη ζπλδένληαο αιπζηδσηά 

ηηο fc θάζε ζηνηρείνπ ηνπ ζπζηήκαηνο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο. Οη εμηζψζεηο (Β.3) καδί κε ηηο 

ηαθσβηαλέο κήηξεο νξίδνληαη ζε κία ζπλάξηεζε πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ζηαηηθή θαη 

δπλακηθή αλάιπζε κέζσ κίαο δνκήο πνπ πεξηέρεη δεδνκέλα, παξακέηξνπο θαη 

πιεξνθνξίεο γηα ηελ ηνπνινγία ηνπ δηθηχνπ. 

Οη εμήο κέζνδνη παξέρνληαη απφ ην PSAT γηα ηελ επίιπζε ηεο κειέηεο ξνψλ θνξηίνπ: 

 Κέζνδνο Newton – Raphson 

 Σαρεία απνδεπγκέλε κέζνδνο 

 Κνληέιν κειέηεο ξνψλ θνξηίνπ κε δηαλεκεκέλν δπγφ αλαθνξάο  

Ζ βέιηηζηε ξνή θνξηίνπ νξίδεηαη σο είλαη κε γξακκηθφ πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο ππφ 

πεξηνξηζκνχο. Σν PSAT ρξεζηκνπνηεί ηε κέζνδν εζσηεξηθνχ ζεκείνπ κε κία κέζνδν 

πξφβιεςεο – δηφξζσζεο Mehrotra γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 
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ΠΑΡΑΡΣΖΚΑ Γ 

Πποζομοίυζη Monte Carlo 

 

ΔΗ΢ΑΓΩΓΖ  

Ζ πξνζνκνίσζε Monte Carlo είλαη κία ηερληθή πνπ ρξεζηκνπνηεί ηπραίνπο αξηζκνχο θαη 

πηζαλφηεηεο γηα ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ. Ζ κέζνδνο απηή βαζίδεηαη ζηελ επαλαιεπηηθή 

επίιπζε ελφο ληεηεξκηληζηηθνχ κνληέινπ κε ρξήζε ηπραίσλ αξηζκψλ σο ηηκέο εηζφδνπ. 

Υξεζηκνπνηείηαη ζπρλά ζε κνληέια ζχλζεηα, κε γξακκηθά ή κε αξθεηέο αβέβαηεο 

παξακέηξνπο. ΢ε κία ηππηθή πξνζνκνίσζε κπνξνχλ λα γίλνπλ πάλσ απφ 10000 

επαλαιήςεηο, θάηη πνπ κεηαθξάδεηαη ζε κεγάιε ππνινγηζηηθή επηβάξπλζε. 

Ζ πξνζνκνίσζε Monte Carlo είλαη κία απφ ηηο πνιιέο κεζφδνπο πνπ ππάξρνπλ γηα ηελ 

αλάιπζε ηεο δηάδνζεο ηεο αβεβαηφηεηαο, νη νπνίεο ζηνρεχνπλ ζηε δηεξεχλεζε ηεο 

επίδξαζεο πνπ έρεη κία ηπραία κεηαβνιή, ε έιιεηςή γλψζεο ή έλα ζθάικα ζηελ 

επαηζζεζία, ηελ απφδνζε ή ηελ αμηνπηζηία ελφο κνληεινπνηεκέλνπ ζπζηήκαηνο. 

Δληάζζεηαη ζηελ θαηεγνξία ησλ κεζφδσλ δεηγκαηνιεςίαο δηφηη νη ηηκέο εηζφδνπ 

παξάγνληαη ηπραία απφ θαηαλνκέο πηζαλφηεηαο ψζηε λα πξνζνκνησζεί ε δηαδηθαζία 

δεηγκαηνιεςίαο ελφο πξαγκαηηθνχ πιεζπζκνχ. Ωο εθ ηνχηνπ, επηδηψθεηαη ε επηινγή κίαο 

θαηαλνκήο ησλ ηηκψλ εηζφδνπ φζν ην δπλαηφλ πιεζηέζηεξεο ζηα ππάξρνληα δεδνκέλα ή 

αληηπξνζσπεπηηθφηεξεο ηεο ππάξρνπζαο γλψζεο. Σα δεδνκέλα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ 

πξνζνκνίσζε κπνξνχλ λα αληηπξνζσπεπζνχλ απφ θαηαλνκέο πηζαλφηεηαο ή 

ηζηνγξάκκαηα. 

Ζ πξνζνκνίσζε Monte Carlo απνηειείηαη απφ ηα εμήο πέληε βήκαηα: 

1) Γεκηνπξγία ελφο παξακεηξηθνχ κνληέινπ, y=f(x1,x2,…,xq) 



100                                                            ΠΑΡΑΡΣΖΚΑ Γ: Πξνζνκνίσζε Monte Carlo 

 

2) Παξαγσγή ηπραίσλ ηηκψλ εηζφδνπ xi1, xi2, …, xiq 

3) Δθηίκεζε ησλ ηηκψλ εμφδνπ ηνπ κνληέινπ θαη απνζήθεπζε ησλ απνηειεζκάησλ yi 

4) Δπαλάιεςε ησλ βεκάησλ 2 θαη 3 γηα i=1 έσο n 

5) Αλάιπζε ησλ απνηειεζκάησλ κε ρξήζε ηζηνγξακκάησλ, πεξηιεπηηθψλ 

ζηαηηζηηθψλ, δηαζηεκάησλ εκπηζηνζχλεο θιπ. 

Ζ παξνπζίαζε ηεο πξνζνκνίσζεο Monte Carlo πνπ αθνινπζεί ζηεξίρζεθε ζηελ αλαθνξά 

(22). 

 

Γ.1 Σςσαίοι Απιθμοί και Σπόποι Παπαγυγήρ ηοςρ  

Γ.1.1 Παπαγυγή Σςσαίυν Απιθμών 

Θάζε πξνζέγγηζε κε ηε ρξήζε ηεο κεζφδνπ Monte-Carlo πξνυπνζέηεη ηε δεκηνπξγία ησλ 

θαηάιιεισλ ηηκψλ ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ, ζε ζπκθσλία κε 

ηελ αληίζηνηρε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο πνπ πξνηείλεηαη γηα ην κνληέιν. Απηφ κπνξεί λα 

επηηεπρζεί ζπζηεκαηηθά γηα θάζε κεηαβιεηή πνπ έρνπκε, παξάγνληαο πξψηα νκνηφκνξθα 

θαηαλεκεκέλνπο ηπραίνπο αξηζκνχο ζην δηάζηεκα απφ 0 έσο 1 θαη ζηε ζπλέρεηα, κέζσ 

θαηάιιεισλ κεηαζρεκαηηζκψλ, λα παξάγεηαη ην αληίζηνηρν ζχλνιν ηπραίσλ αξηζκψλ κε 

ηε δεδνκέλε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο. Σα θχξηα βήκαηα ηεο κεζφδνπ θαίλνληαη κε ηε 

βνήζεηα ηνπ παξαδείγκαηνο: 

Αο ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο  UF u  ηεο ηππνπνηεκέλεο νκνηφκνξθεο 

κεηαβιεηήο u, ε νπνία νξίδεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 

 









1

0

)( uuFU

γηα  u < 0 

 

γηα 0  u  1 

 

γηα u   1 
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θαη φηη αλαδεηείηαη ε ηηκή ηνπ x, έηζη ψζηε  XF x u . Ζ ηηκή ηεο κεηαβιεηήο x βξίζθεηαη 

απφ ηνλ ππνινγηζκφ ηεο αληίζηξνθεο ζπλάξηεζεο:     

)(1 uFx X

                                                 (Γ.1) 

Δάλ U είλαη κία ηηκή ηεο U, ε αληίζηνηρε ηηκή ηεο X πνπ ιακβάλεηαη ζεσξψληαο ηελ 

παξαπάλσ εμίζσζε (Γ.1) ζα έρεη ηελ αζξνηζηηθή πηζαλφηεηα: 

)()]([)]([])([)( 1 xFxFFxFUPxUFPxXP XXUxx  
       (Γ.2) 

πνπ ζεκαίλεη φηη εάλ (u1 , u2 , …… , un) είλαη έλα ζχλνιν ηηκψλ ηεο U, ην αληίζηνηρν 

ζχλνιν ηηκψλ πνπ ιακβάλεηαη ζεσξψληαο ηελ παξαπάλσ εμίζσζε (Γ.2) είλαη: 

)(1 iXi uFx  , i = 1 , 2 , … , n                                   (Γ.3) 

θαη ζα έρεη ηελ επηζπκεηή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο )(xFX . Ζ ζρέζε κεηαμχ ησλ u θαη x 

θαίλεηαη γξαθηθά ζην ΢ρήκα Γ.1. 

 

 

΢σήμα Γ.1 Κέζνδνο παξαγσγήο ηπραίσλ αξηζκψλ 
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Γ.1.2 Ομοιόμοπθα Θαηανεμημένοι Σςσαίοι Απιθμοί 

Όπσο θαίλεηαη απφ ηε ζπιινγηζηηθή πνπ νδήγεζε ζηελ εμίζσζε (Γ.3), ε παξαγσγή 

νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλσλ ηπραίσλ αξηζκψλ απνηειεί έλα πνιχ ζεκαληηθφ βήκα ζηελ 

πξνζνκνίσζε Monte – Carlo. Δίλαη γλσζηφ φηη πξηλ ηελ αλαθάιπςε ησλ πξψησλ 

ειεθηξνληθψλ ππνινγηζηψλ έγηλαλ πνιιέο πξνζπάζεηεο λα θαηαζθεπαζηνχλ θαηάινγνη 

ηπραίσλ αξηζκψλ. Ζ δεκηνπξγία ηέηνησλ θαηαιφγσλ ζηακάηεζε νξηζηηθά κεηά απφ ηε 

κλεκεηψδε δεκνζίεπζε ελφο εθαηνκκπξίνπ ηπραίσλ αξηζκψλ απφ ηελ Rand Corporation ην 

1955, νη νπνίνη παξήρζεζαλ κε ηε βνήζεηα ελφο ηξνρνχ ειεθηξνληθήο ξνπιέηαο πνπ 

θαηαζθεπάζηεθε εηδηθά γηα απηφ ην ζθνπφ. ΢ήκεξα, νη θαηαζθεπαζηέο ειεθηξνληθψλ 

ππνινγηζηψλ εθνδηάδνπλ ηα κεραλήκαηά ηνπο κε εζσηεξηθέο ξνπηίλεο γηα ηελ παξαγσγή 

ηπραίσλ αξηζκψλ, ελψ πνιιέο εηαηξείεο αλαπηχμεσο ινγηζκηθνχ έρνπλ αλαπηχμεη 

γελλήηξηεο ηπραίσλ αξηζκψλ. 

Όιεο νη κέζνδνη παξαγσγήο νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλσλ ηπραίσλ αξηζκψλ ζηεξίδνληαη ζε 

ππνινγηζκνχο κε ηε βνήζεηα αλαδξνκηθψλ ζρέζεσλ ππνινγηζκνχ ππνινίπσλ (modulo m) 

πνπ πξνθχπηνπλ απφ έλα γξακκηθφ κεηαζρεκαηηζκφ. Ζ εζσηεξηθή παξαγσγή αξηζκψλ πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη πεξηζζφηεξν ζήκεξα είλαη ε πνιιαπιαζηαζηηθή κέζνδνο ζχγθιηζεο ζηελ 

νπνία ηα ππφινηπα δηαδνρηθψλ δπλάκεσλ ελφο αξηζκνχ x απνηεινχλ ηνπο δηαδνρηθνχο 

αξηζκνχο ζε κία ζεηξά ηπραίσλ αξηζκψλ, δειαδή: 

)(modmxx i

i                                                 (Γ.4) 

Απηή ε κέζνδνο είλαη δχζθνιν λα εθαξκνζηεί ζε πνιινχο ππνινγηζηέο, δηφηη θαηαιήγεη 

ζηελ χςσζε ελφο αξηζκνχ ζε κεγάιεο δπλάκεηο (π.ρ. εάλ ρξεηάδνληαη 100.000 ηπραίνη 

αξηζκνί, ν ηειεπηαίνο ζα ππνινγηζηεί σο 
100.000(mod )x m . Όκσο έρεη απνδεηρηεί φηη κία 

ηζνδχλακε ζρέζε είλαη ε αθφινπζε:                                      

)(mod1 mxx ii                                               (Γ.5) 
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φπνπ ξ κηα ζηαζεξά. ΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε νη δεηνχκελνη αξηζκνί ιακβάλνληαη απφ ηε 

ζρέζε: 

mxu ii /                                                  (Γ.6) 

Όηαλ πξφθεηηαη λα ρξεζηκνπνηεζεί κία γελλήηξηα ηπραίσλ αξηζκψλ φπσο απηή πνπ 

νξίδεηαη κε ηηο εμηζψζεηο (Γ.5) θαη (Γ.6), πξέπεη λα πξνζδηνξηζηεί ε παξάκεηξνο ξ πνπ 

νλνκάδεηαη πνιιαπιαζηαζηήο, ε αξρηθή ηηκή x0 θαη ην ππφινηπν m. ΢ήκεξα, ε 

ζπλεζέζηεξε επηινγή γηα ην m νξίδεηαη απφ ηε ζρέζε m = r s, φπνπ r είλαη ε βάζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο αξίζκεζεο πνπ ρξεζηκνπνηεί ν αληίζηνηρνο ππνινγηζηήο (ζπλήζσο 2, 10 ή 

16) θαη s είλαη ην κήθνο ηεο ιέμεο πνπ δέρεηαη ν ππνινγηζηήο, έηζη ψζηε λα 

επηηπγράλνληαη ηαρχηεξνη ππνινγηζκνί. 

Κία άιιε αλαδξνκηθή ζρέζε πνπ ζπλήζσο ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηε δεκηνπξγία ηπραίσλ 

αξηζκψλ είλαη ε αθφινπζε: 

))(mod( 1 mbxx ii                                            (Γ.7) 

φπνπ b είλαη έλαο κε αξλεηηθφο αθέξαηνο αξηζκφο. Δίλαη θαλεξφ φηη ε εμίζσζε (Γ.5) είλαη 

κία εηδηθή πεξίπησζε απηήο ηεο ζρέζεο, φηαλ b = 0. ΢ε δπαδηθνχο ππνινγηζηέο έρνπλ 

ρξεζηκνπνηεζεί νη ηηκέο ξ = 129, b = 1 θαη m = 235. 

΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα, νη ηπραίνη αξηζκνί πνπ παξάγνληαη κε ηηο παξαπάλσ δηαδηθαζίεο, 

κπνξνχλ λα αλαπαξαρζνχλ αθξηβψο νη ίδηνη θαη γηα ην ιφγν απηφ απνηεινχλ έλα 

αηηηνθξαηηθφ ζχλνιν. Δάλ εθαξκνζηνχλ απζηεξά νη νξηζκνί, ηέηνηνη αξηζκνί δελ είλαη 

αθξηβψο ηπραίνη θαη γη’ απηφ ην ιφγν νλνκάδνληαη ςεπδφ-ηπραίνη αξηζκνί. Πάλησο, αλ θαη 

ε παξαπάλσ δηαδηθαζία είλαη βέβαηα αηηηνθξαηηθή, κπνξεί λα απνδεηρηεί φηη νη αξηζκνί πνπ 

παξάγνληαη ρξεζηκνπνηψληαο κεγάιεο ηηκέο ηνπ m παξνπζηάδνληαη νκνηφκνξθα 

θαηαλεκεκέλνη θαη ζηαηηζηηθά αλεμάξηεηνη. 
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Γ.2  Ακπίβεια ηηρ Πποζομοίυζηρ Monte Carlo 

Ζ πξνζνκνίσζε Monte Carlo είλαη κηα ζπλζεηηθή δηαδηθαζία δεηγκαηνιεςίαο πνπ 

πξαγκαηνπνηείηαη απφ ςεθηαθφ ππνινγηζηή. ΢ε νπνηνδήπνηε δεηγκαηνιεπηηθφ πείξακα, ε 

αθξίβεηα ησλ απνηειεζκάησλ απμάλεηαη κε ηνλ αξηζκφ ησλ δεηγκάησλ, επνκέλσο ε 

αθξίβεηα ηεο κεζφδνπ Monte Carlo ζα εμαξηάηαη απφ ηνλ αξηζκφ ησλ πξνζνκνηψζεσλ. 

Θεσξνχκε ινηπφλ, ην ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα ππνινγηζκνχ ηεο κέζεο ηηκήο ηεο 

εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο Y . Τπνζέηνπκε φηη παξήγακε n  ηηκέο nyy ,...,1  ηεο Y  θαη 

ππνινγίζακε ηελ κέζε ηηκή ηνπ δείγκαηνο  





n

i

iy
n

y
1

1
                                    (Γ.8) 

 Ζ κέζε ηηκή ηνπ δείγκαηνο είλαη κηα ηπραία κεηαβιεηή θαη πξέπεη ε δηαθχκαλζή ηεο λα 

είλαη φζν ην δπλαηφλ κηθξφηεξε. Ζ δηαζπνξά ηεο y  δίλεηαη σο εμήο: 

  
n

yE Y
Y

2
2 

                                               (Γ.9) 

φπνπ Y  θαη Y  είλαη ε κέζε ηηκή ηνπ πιεζπζκνχ θαη ε ηππηθή απφθιηζε αληίζηνηρα. 

Παξαηεξνχκε, φηη ην ζθάικα ζηνλ ππνινγηζκφ ηεο κέζεο ηηκήο είλαη αληηζηξφθσο 

αλάινγν ηνπ n , θαη γηα λα βειηηψζνπκε ηελ εθηίκεζε θαηά έλα παξάγνληα ηεο ηάμεο 

ηνπ 2, ζα πξέπεη λα απμήζνπκε ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο θαηά 4. Ο Shooman (1968) 

απέδεημε φηη ζηηο κειέηεο αμηνπηζηίαο ησλ ζπζηεκάησλ, ν απαηηνχκελνο αξηζκφο ησλ 

πξνζνκνηψζεσλ ψζηε λα επηηεπρζεί έλαο δεδνκέλνο βαζκφο αθξίβεηαο, είλαη αλεμάξηεηνο 

ηνπ κεγέζνπο ηνπ ζπζηήκαηνο, αιιά εμαξηάηαη απφ ην βαζκφ αμηνπηζηίαο ηνπ ζπζηήκαηνο 

πνπ κειεηάηαη. Πξνζεγγίδνληαο ηελ δησλπκηθή θαηαλνκή κε ηελ θαλνληθή, αλέπηπμε ηελ 

αθφινπζε έθθξαζε γηα ην εθαηνζηηαίν ζθάικα: 
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200%                    (Γ.10) 

φπνπ Fp  είλαη ε ππνινγηζζείζα πηζαλφηεηα ζθάικαηνο θαη n  ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο. 

Ζ εμίζσζε (Γ.10) παξέρεη κηα θιίκαθα φπνπ ην πνζνζηφ ηνπ ζθάικαηνο ηεο πηζαλφηεηαο 

απνηπρίαο, κπνξεί λα αλακέλεηαη λα βξεζεί ζην 95% ηνπ ρξφλνπ. 

Ο Wang (1989) εξεχλεζε ηελ αθξίβεηα ηεο πξνζνκνίσζεο Monte Carlo γηα ηελ εθηίκεζε 

ηνπ κέζνπ ρξφλνπ ιεηηνπξγίαο ησλ κνλάδσλ παξαγσγήο. Θαηέιεμε ζην ζπκπέξαζκα φηη 

νη αλσηέξσ εθηηκήζεηο κπνξνχλ λα πξνζεγγηζηνχλ απφ θαλνληθέο θαηαλνκέο, κε ηνλ 

ζπληειεζηή δηαθχκαλζεο λα πξνζεγγίδεηαη απφ ηνλ αθφινπζν εκπεηξηθφ ηχπν: 

045.0007.0  rp                          (Γ.11) 

φπνπ p  ε πηζαλφηεηα ζθάικαηνο ζε κηα κνλάδα θαη r  ν κέζνο ρξφλνο επηδηφξζσζεο (ζε 

ψξεο). Δπίζεο, απέδεημε, φηη ηα πξνζεγγηζηηθά επηζπκεηά φξηα κπνξνχλ λα ππνινγηζηνχλ 

σο εμήο: 

Έζησ :    X   =  ε κέζε ηηκή ησλ n  κεληαίσο πξνζνκνησκέλσλ ρξφλσλ ιεηηνπξγίαο 

                S   =  ε ηππηθή απφθιηζε ηεο κέζεο ηηκήο  

Σφηε απφ ηελ εμίζσζε (Γ.11) έρνπκε: 

𝑆 =   (𝑋 
 𝑛

 )(0.07 𝑟 + 0.045)        (Γ.12) 

Γηα έλα ζηαζκφ παξαγσγήο κε m αλεμάξηεηεο κνλάδεο, ε κέζε ηηκή ηεο παξαγσγήο ηνπ 

ζηαζκνχ είλαη ίζε κε ην άζξνηζκα φισλ ησλ κέζσλ ηηκψλ φισλ ησλ κνλάδσλ ηνπ 

ζηαζκνχ, ε ηππηθή απφθιηζε είλαη ίζε κε ηελ ξίδα ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ δηαζπνξψλ, θαη ην 

90% ησλ δηαζηεκάησλ εκπηζηνζχλεο ηνπ ζηαζκνχ παξαγσγήο κπνξεί λα ππνινγηζηεί απφ 

ηελ εμίζσζε (Γ.12). 
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