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Περίληψη 

 

Η διπλωματική εργασία αυτή αφορά την εφαρμογή της θεωρίας ελέγχου στον 

προσδιορισμό κατάλληλων δόσεων φαρμακευτικής αγωγής σε ασθενείς 

προσβεβλημένους από τον HIV. Αρχικά, παρουσιάζονται κάποια μοντέλα από τη 

βιβλιογραφία που περιγράφουν την εξέλιξη του ιού σε έναν άνθρωπο, τα οποία 

κατόπιν συγκρίνονται όσον αφορά τη χρήση τους για την εφαρμογή ελέγχου 

ανατροφοδότησης και επιλέγεται ένα από αυτά. Στη συνέχεια για αυτό το μοντέλο  

προτείνονται κάποιες τροποποιήσεις και αποδεικνύονται κάποιες ιδιότητες 

προσβασιμότητας. 

Κατασκευάζεται ένας παρατηρητής κατάστασης για τις μη μετρούμενες μεταβλητές  

κατάστασης αυτού του μοντέλου και συγκρίνεται με έναν από τη βιβλιογραφία. Στη 

συνέχεια σχεδιάζονται κάποια σχήματα ελέγχου για το μοντέλο που επιλέχθηκε. Πιο 

συγκεκριμένα κατασκευάζεται ένας ελεγκτής με χρήση γραμμικοποίησης με 

ανατροφοδότηση, ένας sliding mode ελεγκτής και ένας ελεγκτής βασισμένος στο 

Receding Horizon Control. Στη συνέχεια γίνονται κάποιες προσομοιώσεις για να 

μελετηθεί η αποδοτικότητα των σχημάτων αυτών. Τέλος σχεδιάζονται και 

προσομοιώνονται  κάποιες πρακτικές μορφές των παραπάνω σχημάτων ελέγχου. 

 

 

Λέξεις κλειδιά: Μαθηµατική µοντελοποίηση του HIV,  Έλεγχος δοσολογίας 

φαρµάκου, Σχεδιασµός φαρµακευτικής αγωγής, Μη γραµµικός έλεγχος, Γεωµετρική 

θεωρία ελέγχου, Μη γραµµικοί παρατηρητές, Sliding mode Έλεγχος, Receding 

Horizon Control  
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Abstract 

 

The topic of this thesis is the application of control theory to problems related to 

AIDS. More precisely, we use control theory to indicate suitable dosage of medical 

treatment for people infected from HIV. First, after various models describing the 

progress of HIV on a patient are presented, they are compared and one of them is 

selected. Some modifications on this model are suggested and some reachability 

properties are proved.  

 

An observer for the non-measurable states of the selected model is designed and 

compared to an observer [7] found in the bibliography. Afterwards, we design some 

control schemes for the selected model; the first is based on geometric control 

theory, the second one on sliding mode control and the third is based on receding 

horizon optimal control. Extensive simulation tests, practical form of the above 

control schemes as well as some robustness tests are then presented. 

 

 

Keywords: HIV mathematical modeling, Drug dosage control, HIV treatment 

scheduling, Nonlinear control, Geometric control theory, Nonlinear observers, Sliding 

mode control, Receding horizon control 
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0. ∆οµή της διπλωµατικής εργασίας 

 

Στο πρώτο κεφάλαιο της εργασίας αυτής αρχικά γίνεται µια σύντοµη περιγραφή της 

µετάδοσης και εξάπλωσης του AIDS. Στη συνέχεια, περιγράφεται συνοπτικά η δοµή 

και ο µηχανισµός αναπαραγωγής του HIV, ιού που είναι υπεύθυνος για το AIDS. 

Τέλος εξετάζεται η αλληλεπίδρασή του ιού µε το ανοσοποιητικό σύστηµα του 

προσβεβληµένου ανθρώπου και τα αντί – ιικά φάρµακα.  

Στο δεύτερο κεφάλαιο ασχολούµαστε µε τη µελέτη της εξέλιξης της προσβολής ενός 

ανθρώπου από τον HIV µε χρήση µαθηµατικών µοντέλων. Αρχικά παρουσιάζουµε 

κάποια κοινά χαρακτηριστικά των µαθηµατικών µοντέλων από τη βιβλιογραφία και 

στη συνέχεια περιγράφουµε αναλυτικότερα κάποια απλά µοντέλα. Πιο συγκεκριµένα 

περιγράφουµε το βασικό µοντέλο των Wodarz και Nowak, το µοντέλο του Campello 

de Souza και το µοντέλο Wodarz (τροποποιηµένο µοντέλο Wodarz και Nowak). 

Κατόπιν συγκρίνουµε αυτά τα µοντέλα όσον αφορά την δυνατότητα εφαρµογής της 

θεωρίας ελέγχου και επιλέγουµε στην υπόλοιπη εργασία να ασχοληθούµε µε το 

µοντέλο του Campello de Souza. Τέλος, κάνουµε µια µικρή βιβλιογραφική 

ανασκόπηση όσον αφορά την εφαρµογή της θεωρίας ελέγχου σε τέτοια µοντέλα, µε 

έµφαση σε εφαρµογές που χρησιµοποιούν το µοντέλο του Campello de Souza. 

Στο τρίτο κεφάλαιο αποδεικνύουµε κάποιες ιδιότητες προσβασιµότητας για το 

µοντέλο Campello de Souza. Πιο συγκεκριµένα προσδιορίζουµε κάποια επίπεδα τα 

οποία οι λύσεις των εξισώσεων του µοντέλου Campello de Souza τέµνουν µόνο προς 

µία κατεύθυνση. Με τον τρόπο αυτό δείχνουµε ότι οι λύσεις είναι φραγµένες. Στη 

συνέχεια προτείνουµε κάποιες τροποποιήσεις του µοντέλου Campello de Souza. Για 

µια από αυτές δείχνουµε ότι οι λύσεις της βρίσκονται πολύ κοντά σε αυτές του 

αρχικού µοντέλου, χρησιµοποιώντας ένα αποτέλεσµα για συστήµατα σε singularly 

perturbed µορφή.  

Στο τέταρτο κεφάλαιο, ασχολούµαστε µε την κατασκευή παρατηρητή για τη µη 

µετρούµενη µεταβλητή κατάστασης του µοντέλου Campello de Souza. Αρχικά, 

παρουσιάζουµε µια µέθοδο κατασκευής παρατηρητή για µια ειδική κατηγορία µη 

γραµµικών συστηµάτων και την εφαρµογή της στο συγκεκριµένο πρόβληµα από τους 

Campos – Delgado και Palacios. Στη συνέχεια, αναπτύσσουµε µια απλή µέθοδο 

κατασκευής παρατηρητή πρώτης τάξης για µια πολύ ειδική κατηγορία µη γραµµικών 

συστηµάτων και την εφαρµόζουµε στο µοντέλο Campello de Souza. Τέλος οι δύο 

παρατηρητές συγκρίνονται όσον αφορά την ταχύτητα σύγκλισης, τη συµπεριφορά µε 

θορυβώδη δεδοµένα και την απόκλιση της εκτίµησης από την πραγµατική τιµή  σε 

µόνιµη κατάσταση όταν δεν είναι πλήρως γνωστές οι παράµετροι του µοντέλου.  

Στο πέµπτο κεφάλαιο κατασκευάζουµε έναν ελεγκτή µε χρήση γραµµικοποίησης µε 

ανατροφοδότηση κατάστασης. Αρχικά, αφού παρουσιάσουµε κάποια αποτελέσµατα 

για την γραµµικοποίηση µε ανατροφοδότηση κατάστασης από τη βιβλιογραφία, 
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γραµµικοποιούµε το µοντέλο Campello de Souza. Στη συνέχεια, επιβάλλουµε στο 

σύστηµα να ακολουθεί κάποια τροχιά στο χώρο κατάστασης η οποία οδηγεί σε ένα 

σηµείο ισορροπίας του µοντέλου. Τέλος γίνονται κάποιες τροποποιήσεις στο σχήµα 

ελέγχου για να γίνει πιο πρακτικό. 

Στο έκτο κεφάλαιο, σχεδιάζεται ένας sliding mode ελεγκτής για το µοντέλο Campello 

de Souza. Ο σχεδιασµός του ελεγκτή βασίζεται στην παρατήρηση ότι το σύστηµα 

είναι σε µια ειδική µορφή («regular form») . Η αποδοτικότητα και η ευρωστία του 

ελεγκτή αυτού καθώς και κάποιων τροποποιήσεών του δοκιµάζεται µε 

προσοµοιώσεις. 

Στο έβδοµο κεφάλαιο, σχεδιάζεται ένας ελεγκτής βασισµένος στο receding horizon 

optimization. Αρχικά το σύστηµα διακριτοποιείται προσεγγιστικά και στη συνέχεια 

κάνουµε receding horizon control βελτιστοποιώντας ένα τετραγωνικό κριτήριο. Η 

αποδοτικότητα και η ευρωστία του σχήµατος αυτού εξετάζεται µε χρήση 

προσοµοιώσεων. 

Στο όγδοο κεφάλαιο, συνοψίζονται τα αποτελέσµατα της διπλωµατικής εργασίας 

αυτής και προτείνονται κάποιες κατευθύνσεις για µελλοντική έρευνα, τόσο όσον 

αφορά την επέκταση των αποτελεσµάτων αυτής της εργασίας όσο και σε γενικότερη 

κατεύθυνση. 
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Κεφάλαιο 1:  ΗΙV και AIDS: Περιγραφή 

 

Στόχος της παρούσας εργασίας είναι ο προσδιορισµός κατάλληλων δοσολογιών 

φαρµακευτικής αγωγής για ανθρώπους προσβεβληµένους από τον HIV µε χρήση της 

θεωρίας ελέγχου. Στο κεφάλαιο αυτό αρχικά γίνεται µια µακροσκοπική περιγραφή 

των σταδίων της προσβολής ενός ανθρώπου από τον HIV και στη συνέχεια, σε 

κυτταρικό επίπεδο, περιγράφεται η αναπαραγωγή και η αλληλεπίδραση του ιού µε το 

ανοσοποιητικό σύστηµα του ανθρώπου.  

Η φυσική (ποιοτική) περιγραφή που γίνεται στο κεφάλαιο αυτό χρησιµεύει στη 

µαθηµατική µοντελοποίηση της εξέλιξης της προσβολής ενός ανθρώπου από τον HIV 

το οποίο είναι απαραίτητο βήµα για την εφαρµογή τεχνικών ελέγχου.  

 

1. Εξάπλωση του AIDS 

Το AIDS, (Acquired ImmunoDeficiency Syndrome), είναι µια ανίατη λοιµώδης 

νόσος που οφείλεται στον HIV (Human Immunodeficiency Virus), ο οποίος 

προσβάλλει το ανοσοποιητικό σύστηµα του ανθρώπου, το σύστηµα δηλαδή που είναι 

υπεύθυνο για την άµυνα του οργανισµού ενάντια σε λοιµώξεις, νεοπλασίες και άλλες 

ασθένειες. Οι συνηθέστεροι τρόποι µετάδοσης του ιού είναι µέσω της σεξουαλικής 

επαφής χωρίς χρήση προφυλακτικού και µέσω χρήσης  συριγγών (όπως π.χ. κατά την 

ενδοφλέβια χρήση ναρκωτικών ουσιών). Λόγω της παγκόσµιας εξάπλωσης της 

νόσου, αυτή χαρακτηρίζεται ως πανδηµία. Ο αριθµός των θυµάτων του AIDS 

εκτιµάται από 1,9 ως 2,4 εκατοµµύρια άνθρωποι για το 2007 παγκοσµίως. Ο πρώτος 

βεβαιωµένος θάνατος από AIDS σηµειώθηκε στα 1959 στην Αφρική (διαγνώστηκε 

αναδροµικά µε εξέταση ιστών του θύµατος), ενώ υπάρχει και ένας δεύτερος που 

υποστηρίζεται ότι προκλήθηκε από τη νόσο την ίδια χρονιά στην Αγγλία. 

Ακολούθησαν σποραδικοί θάνατοι στην Αφρική και τη Νορβηγία, όµως η µικρή 

συχνότητα δεν προκάλεσε ενδιαφέρον για περαιτέρω µελέτη. Γύρω στα τέλη της 

δεκαετίας του '60, ο ιός πέρασε στην Αϊτή κι από εκεί στις Ηνωµένες Πολιτείες. 

Η πρώτη επίσηµη ανακοίνωση για τη νόσο εκδόθηκε το 1981 από τις υπηρεσίες 

υγείας των ΗΠΑ και αφορούσε πέντε περιστατικά οµοφυλόφιλων ανδρών στο Λος 

Άντζελες. Λόγω του αρχικού περιορισµού της λοίµωξης στην πληθυσµιακή αυτή 

οµάδα, το AIDS χαρακτηρίστηκε ως περίεργη «νόσος των οµοφυλόφιλων», επειδή οι 

πρώτοι διαγνωσµένοι ασθενείς ανήκαν σε αυτή την πληθυσµιακή οµάδα. Αργότερα 

όµως επηρέασε και άλλες από τις λεγόµενες οµάδες υψηλού κινδύνου, όπως οι 

ναρκοµανείς και οι αιµορροφιλικοί, µολύνοντας τελικά και άτοµα που δεν ανήκαν σε 

αυτές τις οµάδες. Σήµερα η ετεροσεξουαλική επαφή είναι ο κύριος τρόπος 

µετάδοσης. Μέχρι σήµερα έχουν πεθάνει λόγω του AIDS περίπου 25 εκατοµµύρια 

άνθρωποι, ενώ επιπλέον περίπου 40 εκατοµµύρια νοσούν. 
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Μέχρι στιγµής έχουν αναγνωριστεί δυο είδη του HIV, ο HIV-1 και ο HIV-2. Ο HIV-1 

είναι αυτός που ευθύνεται για τη πλειονότητα των µολύνσεων παγκόσµια (περίπου 

90%), και επίσης είναι αυτός µε τις περισσότερες µεταλλάξεις και υπο-τύπους. Ο 

HIV-2, που αναγνωρίστηκε το 1986 και θεωρείται προγενέστερος τύπος από τον 

HIV-1, εντοπίζεται σχεδόν αποκλειστικά στη ∆υτική Αφρική, µε λίγα περιστατικά σε 

χώρες που έχουν συχνή επικοινωνία µε την περιοχή αυτή (όπως π.χ. η Γαλλία). Ο 

HIV-2 τείνει να µεταδίδεται σχετικά δυσκολότερα σε σχέση µε το άλλο είδος, ενώ η 

εξέλιξη της νόσου στους φορείς του HIV-2 είναι πιο αργή. 

Στην Ελλάδα το 2007 ο συνολικός αριθµός οροθετικών HIV ατόµων ήταν 8.584 από 

τους οποίους είχαν νοσήσει µε AIDS οι 2.829, ενώ κατέληξαν στο θάνατο οι 1.552. Ο 

αριθµός των κρουσµάτων που δηλώνονται κάθε χρόνο κορυφώθηκε το 1996, για να 

ακολουθήσει πτωτική πορεία στη συνέχεια µέχρι και το 2002, οπότε και 

παρουσιάστηκε µικρή σταθεροποίηση µε ελαφρά αυξητικές τάσεις. Έρευνες που 

έγιναν κατά την τριετία 2005 ως 2007 έδειξαν ρυθµό αύξησης των περιστατικών 

µόλυνσης από AIDS περίπου 23%. Σύµφωνα µε έρευνες, η εισαγωγή του υπό-τύπου 

Α του ιού του AIDS —του περισσότερο και ταχύτερα διαδεδοµένου στην Ελλάδα 

έφτασε στη χώρα από την Αφρική το 1978 και σήµερα όχι µόνο έχει µεταδοθεί σε 

διαφορετικές πληθυσµιακές οµάδες αλλά διέσχισε και τα ελληνικά σύνορα. 

 

Οι κυριότεροι τρόποι µετάδοσης του ιού είναι: 

• Με σεξουαλική επαφή µε κάποιο οροθετικό άτοµο χωρίς χρήση προφυλακτικού. 

Ο ιός βρίσκεται στο αίµα, τα σπερµατικά, προ-σπερµατικά και κολπικά υγρά και 

µπορεί να εισέλθει στο σώµα µέσω µικροσκοπικών ή µεγαλύτερων πληγών που 

προϋπάρχουν στα γεννητικά όργανα ή δηµιουργούνται κατά τη διάρκεια της 

σεξουαλικής επαφής. 

• Με τη χρήση κοινών συρίγγων, κατά την ενδοφλέβια χρήση ναρκωτικών ουσιών. 

• Από την µητέρα στο παιδί, ιδιαίτερα κατά τη στιγµή της γέννησης (κάθετη 

µετάδοση) αλλά και κατά το θηλασµό καθώς ο ιός εντοπίζεται και στο µητρικό 

γάλα. 

• Μέσω της µετάγγισης αίµατος. Ο κίνδυνος µέσω µετάγγισης αίµατος έχει 

ελαχιστοποιηθεί για τις αναπτυγµένες χώρες καθώς εφαρµόζονται έλεγχοι για την 

ύπαρξη του HIV. 

Ο HIV ανήκει στην οµάδα των ρετροϊών, δηλαδή στην οµάδα που χρησιµοποιεί το 

RNA για να πολλαπλασιάζεται. Παρόλα αυτά έχει αρκετές διαφορές µε αυτούς, η πιο 

σηµαντική από τις οποίες είναι ότι µεταλλάσσεται ταχύτατα (µέσα στο αίµα ενός και 

µόνο ασθενή µπορούν να δηµιουργηθούν αρκετά διαφορετικά στελέχη). Ο HIV-1, 

υπεύθυνος για µεγάλη πλειονότητα των µολύνσεων παγκοσµίως, έχει περίπου δέκα 

γνωστούς υπό-τύπους, ενώ µπορεί να αναπτύξει και ανθεκτικότητα στα αντιρετροϊκά 

φάρµακα που χορηγούνται σε έναν ασθενή.  
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Η  µόλυνση µε τον HIV ακολουθεί τρία διακριτά στάδια. Το πρώτο στάδιο, από τη 

στιγµή της µόλυνσης µέχρι και µερικές εβδοµάδες µετά από αυτή, χαρακτηρίζεται 

από την έντονη παραγωγή αντιγράφων του ιού στο αίµα, ενώ συνήθως εµφανίζονται 

και κάποια κλινικά συµπτώµατα (που δεν οδηγούν πάντα σε διάγνωση καθώς 

µοιάζουν µε αυτά των συνηθισµένων ιώσεων). Ο ιός σε αυτή τη φάση προσβάλλει 

τα CD4+T κύτταρα, που αποτελούν και τους κύριους ξενιστές του, καθώς και τους  

µακροφάγους και τα  δενδριτικά κύτταρα. Ο ασθενής είναι ασυµπτωµατικός αλλά 

µπορεί να µεταδώσει τον ιό. Καθώς το ανοσοποιητικό σύστηµα αντιδρά, 

παρατηρείται µείωση της συγκέντρωσης του ιού στο αίµα και ο φορέας περνάει στο 

δεύτερο στάδιο της µόλυνσης, που χαρακτηρίζεται από αναπαραγωγή του ιού και 

πτώση της συγκέντρωσης των CD4+ κυττάρων, και µπορεί να διαρκέσει από µερικές 

εβδοµάδες έως πολλά χρόνια. Τότε ξεκινούν και τα πρώτα συµπτώµατα της νόσου 

λόγω της µείωσης της κυτταρικής ανοσίας, όπως στοµατική καντιτίαση, τριχωτή 

λευκοπλασία γλώσσας, υποτροπιάζον απλός έρπης και έρπης γεννητικών οργάνων, 

καθώς και εκτεταµένος έρπης ζωστήρας. Όταν η συγκέντρωση των CD4+ πέσει κάτω 

από ένα ορισµένο όριο, ο οργανισµός γίνεται ευάλωτος σε λοιµώξεις που σε έναν 

υγιή άνθρωπο θα καταπολεµούνταν, καθώς και σε νεοπλασίες, ασθένειες του 

νευρικού συστήµατος κ.α. Αυτό είναι το τρίτο στάδιο της µόλυνσης, δηλαδή η νόσος 

του AIDS, που οδηγεί τον ασθενή στο θάνατο από κάποια εποχική ασθένεια. 

Παρόλη τη δυσκολία, το ανοσοποιητικό σύστηµα του ανθρώπου αντιδρά και µετά 

από µία αρχική ραγδαία αύξηση, ο αριθµός των ιών µειώνεται ενώ αυξάνονται τα 

αντισώµατα κατά του ιού. Η ανίχνευση τέτοιων αντισωµάτων στο αίµα των ασθενών  

1 – 12 µήνες µετά τη µόλυνση είναι και η πιο συνηθισµένη µέθοδος διάγνωσης της 

ασθένειας από το 1985. Αυτή η µείωση του αριθµού των ιών είναι ίσως και 

παραπλανητική αφού ο ιός συνεχίζει να πολλαπλασιάζεται στους λεµφαδένες 

προκαλώντας συστηµατική βλάβη στους ιστούς και κάποια στιγµή ο αριθµός των ιών 

θα αυξηθεί. Λόγω αυτής της αναπαραγωγής του ιού και της καταστροφής του 

λεµφικού ιστού, µειώνονται σηµαντικά τα CD4 Τ λεµφοκύτταρα.  

Ο χρόνος που απαιτείται για την εξέλιξη της ασθένειας δηλαδή από τη σοβαρή 

µείωση των CD4 Τ λεµφοκυττάρων στην τελική κατάσταση που είναι το σύνδροµο 

του AIDS ποικίλλει ανάλογα µε τον ασθενή µε µέσο όρο όµως τα 10 χρόνια. Κατά τη 

διάρκεια αυτής της περιόδου οι ασθενείς εµφανίζουν ήπια συµπτώµατα, όπως 

διογκωµένοι λεµφαδένες και περιοδικό πυρετό και η µέτρηση των Τ λεµφοκυττάρων 

είναι ενδεικτική της προόδου της ασθένειας. Βέβαια, έχει αποδειχτεί πρόσφατα ότι η 

µέτρηση του αριθµού των ιών είναι η πιο σαφής ένδειξη της πρόγνωσης και της 

αποτελεσµατικότητας της αντί – ιικής θεραπείας.  

Η µόλυνση από τον ιό δεν µπορεί να θεραπευτεί. Κάποια φάρµακα καθυστερούν 

σηµαντικά την εξέλιξη της ασθένειας αλλά η αγωγή είναι πολύ δαπανηρή και 

καθόλου εύκολα προσβάσιµη στον µεγαλύτερο αριθµό των ασθενών. Σε καµία 

περίπτωση όµως δεν υπάρχει θεραπεία παρά µόνον µια αγωγή που παρατείνει και 

διευκολύνει τη ζωή των ασθενών. Σηµαντικό όφελος από την αγωγή αυτή εκτός από 
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την επιµήκυνση της ζωής των ασθενών είναι και η βελτίωση της ποιότητας ζωής 

τους. 

∆εν προσβάλλονται από AIDS όλοι οι φορείς του HIV, όµως όλοι µπορούν να τον 

µεταδώσουν. Αυτό οφείλεται στην αντίδραση του ανοσοποιητικού συστήµατος του 

ατόµου το οποίο µπορεί να δηµιουργεί ανοσία για τον ιό πιο γρήγορα από ότι ο ιός 

µεταλλάσσεται. Αυτή η κατάσταση στην οποία υπάρχει ο ιός σε κάποιο άτοµο αλλά 

το άτοµο δεν ασθενεί λόγω της αντίδρασης του ανοσοποιητικού του λέγεται Long 

Time Non Progressor (LTNP). 

 

1.2 ∆οµή, Αναπαραγωγή του ιού και αντί – ιικά φάρµακα  

 

Ο HIV ανήκει στην κατηγορία των ρετροϊών. Αυτοί οι ιοί χρησιµοποιούν το RNA 

σαν γενετικό υλικό. Ο HIV έχει διαφορετική δοµή από τους υπόλοιπους ρετροϊούς. 

Είναι σχεδόν σφαιρικός και έχει διάµετρο περίπου 120nm. Αποτελείται από δύο 

αντίτυπα του µονόκλωνου RNA (που κωδικοποιούν τα εννιά γονίδια του) 

συνδεδεµένο µε διάφορες πρωτεΐνες και ένζυµα (όπως reverse transcriptase, 

proteases, ribonuclease και integrease), µια κάψα η οποία περιβάλλει το RNA και 

αποτελείται από περίπου 2000 αντίτυπα της πρωτεΐνης p24.  Εξωτερικά ο ιός έχει ένα 

κάλυµµα που αποτελείται από δύο στρώσεις φώσφολιπίδια της κυτταρικής 

µεµβράνης του κύτταρου που είχε µολύνει πριν. Επίσης από το εξωτερικό περίβληµα 

προεξέχουν περίπου 70 αντίτυπα από ένα πρωτεϊνικό σύµπλεγµα. Αυτό το πρωτεϊνικό 

σύµπλεγµα αποτελείται από τρία µόρια που λέγονται γλυκοπρωτεΐνες gp 120 και τρία 

ακόµα µόρια gp41 που συνδέουν τη γλυκοπρωτεΐνη µε το εσωτερικό περίβληµα του 

ιού. Αυτό το πρωτεϊνικό σύµπλεγµα επιτρέπει στον ιό να προσαρµόζεται πάνω στο 

κύτταρο ξενιστή και να ενώνεται µε αυτό. Ένα διάγραµµα της δοµής του HIV 

φαίνεται στο σχήµα 1.1. 

 

Σχήµα 1.1:  Η δοµή του HIV 
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Ο HIV εισβάλλει σε CD4 T κύτταρα µε προσκόλληση των γλυκοπρωτεϊνών της 

επιφάνειάς του, στους υποδοχείς του κυττάρου που προσβάλλει. Ακολουθεί 

συνένωση του εσωτερικού του κυττάρου µε το περιεχόµενο του περιβλήµατος του 

ιού.  

Μετά την είσοδο της κάψας στο κύτταρο, ένα ένζυµο που λέγεται reverse 

transcriptase µεταγράφει αντίστροφα το RNA του ιού σε µια συµπληρωµατική του 

αλυσίδα DNA. Αυτή η διαδικασία έχει πολύ υψηλή (για διαδικασία αναπαραγωγής) 

πιθανότητα σφάλµατος και οι µεταλλάξεις που συµβαίνουν επιτρέπουν στον ιό να 

µπορεί να αναπτύσσει ανθεκτικότητα τόσο στο ανοσοποιητικό σύστηµα όσο και στα 

διάφορα αντί – ρετροϊικά φάρµακα. Επίσης η ίδια πρωτεΐνη, µετά την ολοκλήρωση 

της προηγούµενης διαδικασίας, συνθέτει και τη συµπληρωµατική δεύτερη αλυσίδα 

DNA. Αυτή η διπλή αλυσίδα DNA αφού πάει στον πυρήνα του κυττάρου, µε τη 

δράση µιας άλλης πρωτεΐνης του ιού που λέγεται integrease, συναρµολογείται µαζί µε 

το DNA του κυττάρου. Εν συνεχεία το DNA αυτό µεταγράφεται σε mRNA το οποίο 

κόβεται σε µικρότερα κοµµάτια. Αυτά τα µικρότερα κοµµάτια βγαίνουν από τον 

πυρήνα και µεταφράζονται στις ρυθµιστικές πρωτεΐνες Tat και Rev. Σε αυτό το 

στάδιο παράγονται οι δοµικές πρωτεΐνες Gag και Env. To mRNA που έχει παραχθεί 

και δεν έχει διασπαστεί σε µικρότερα κοµµάτια, είναι το γενετικό υλικό του HIV. 

Αυτό το mRNA προσδένεται πάνω στην πρωτεΐνη Gag και αποτελεί ένα σώµα ιού.  

Τελευταίο στάδιο του κύκλου αναπαραγωγής του HIV είναι η σύνθεση των νέων ιών. 

Αρχικά η πρωτεΐνη Env επεξεργάζεται από το ένζυµο protease και διασπάται στις 

γλυκοπρωτεΐνες gp41 και gp120 που αναφέρθηκαν πιο πάνω. Αυτές οι 

γλυκοπρωτεΐνες κολλάνε πάνω στην κυτταρική µεµβράνη του προσβεβληµένου 

κυττάρου. Οι πρωτεΐνες Gag και Gag-Pol  βοηθάνε την εσωτερική επιφάνεια του 

κυττάρου να περιβάλλει το γενετικό υλικό του διαµορφούµενου ιού και κάνουν το 

κύτταρο να αρχίσει να βλασταίνει. Ακολουθεί στη συνέχεια η διαδικασία της 

ωρίµανσης κατά τη διάρκεια της οποίας, τα ένζυµα protease του ιού διασπούν τις 

πολύ - πρωτεΐνες στις µεµονωµένες λειτουργικές πρωτεΐνες και τα ένζυµα του HIV. 

Τα διάφορα δοµικά συστατικά συγκεντρώνονται έπειτα και παράγουν έναν ώριµο ιό. 

Ο ώριµος ιός είναι έπειτα ικανός να µολύνει ένα άλλο κύτταρο. 

Μέχρι σήµερα δεν είναι δυνατή η ίαση της µόλυνσης από τον HIV, ούτε του AIDS. Η 

πιο σύγχρονη φαρµακευτική αγωγή για κάποιον που έχει µολυνθεί από τον  HIV είναι 

το HAART ( Highly Active Antiretroviral  Therapy). Η θεραπεία αυτή περιλαµβάνει 

συνδυασµό από τρία ή περισσότερα αντί – ρετροϊικά φάρµακα από τουλάχιστον δύο 

κατηγορίες φαρµάκων.  Αυτοί οι συνδυασµοί είναι δύο nucleoside analogue reverse 

transcriptase inhibitors (NARTIs or NRTIs) και είτε ένα protease inhibitor ή ένα non 

– nucleoside  reverse transcriptase inhibitor  (NNRTI). Νέες κατηγορίες φαρµάκων 

όπως Entry Inhibitors δίνουν κάποιες εναλλακτικές, στους ασθενείς που ιός έχει 

αναπτύξει αντοχή στις άλλες θεραπείες. 

Οι reverse transcriptase inhibitors µπλοκάρουν την αντίστροφη µεταγραφή και έτσι 

δεν επιτρέπουν να παραχθεί DNA από το RNA των ιών. Με αυτό τον τρόπο τα 
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κύτταρα στα οποία έχει εισβάλει ο ιός, αλλά δεν έχει παράξει DNA, επιτελούν 

κανονικά το σκοπό τους σαν να µην ήταν µολυσµένα. Οι protease inhibitors 

µπλοκάρουν το σχηµατισµό νέων ιών. Παρ’ όλα αυτά οι protease inhibitors δεν 

µπορούν να σταµατήσουν τη µόλυνση νέων κυττάρων από ελεύθερους ιούς. 

Η HAART στοχεύει να σταµατήσει την αναπαραγωγή του ιού, να µειώσει την 

ποσότητα του ιού στο αίµα και να επεκτείνει τελικά τη ζωή του ασθενούς. Η 

θεραπεία αυτή δεν αφαιρεί όλα τα συµπτώµατα και σε περίπτωση διακοπής πιθανόν 

να ξαναεµφανιστεί µεγάλη ποσότητα ιού στο αίµα του ασθενούς. Ακόµα και στην 

περίπτωση που δεν αναπτυχθεί ανθεκτικότητα από τον ιό, θα έπαιρνε περισσότερο 

από µια ζωή για να εξαφανιστεί ο ιός από το σώµα του ασθενούς µε την HAART. 

Όµως σε πολλούς ανθρώπους που έχουν προσβληθεί από τον HIV έχει βελτιωθεί 

σηµαντικά η ποιότητα ζωής τους από αυτή τη θεραπεία. 

Σύµφωνα µε κάποιες έρευνες η µέση διάρκεια ζωής σε αυτούς που έχουν προσβληθεί 

από HIV είναι τα 32 χρόνια από τη στιγµή της µόλυνσης αν η θεραπεία ξεκινήσει 

όταν η συγκέντρωση των CD4 κυττάρων είναι 350/µL. Χωρίς τη θεραπεία η 

µετάβαση από την µόλυνση µε HIV στο AIDS γίνεται κατά µέσο σε µεταξύ 9 και 10 

χρόνια και ο χρόνος επιβίωσης µετά την µετάβαση στο ΑIDS είναι κατά µέσο όρο 9,2 

µήνες.  

Παρ’ όλα αυτά η HAART δεν έχει πάντα τα καλύτερα αποτελέσµατα. Αυτό οφείλεται 

σε ποικίλους λόγους, όπως οι παρενέργειες, οι προγενέστερες ατελέσφορες αντί – 

ρετροιικές  θεραπείες και η µόλυνση µε µια ανθεκτική στα φάρµακα µορφή του HIV. 

Παρ’ όλα αυτά, η διακοπή της  αντί – ρετροιικής θεραπείας είναι ο κυριότερος λόγος 

για τον οποίο τα περισσότερα άτοµα αποτυγχάνουν να ωφεληθούν από την HAART. 

Τέλος δυστυχώς τα αντί-ρετροιικά φάρµακα είναι ακριβά, και η πλειονότητα των 

µολυσµένων ατόµων παγκοσµίως δεν έχει πρόσβαση στα φάρµακα για τον HIV και 

το AIDS.  
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Κεφάλαιο 2: Μαθηµατική Μοντελοποίηση 

 

Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιαστούν κάποια µαθηµατικά µοντέλα από τη 

βιβλιογραφία, θα συγκριθούν µεταξύ τους και τέλος θα επιλεγεί ένα από αυτά µε 

στόχο να εφαρµοστούν κάποιες τεχνικές από τη θεωρία ελέγχου για τον 

προσδιορισµό κατάλληλων δοσολογιών φαρµακευτικής αγωγής. 

 

2.1 Γενικά 

Πάνω στην εξέλιξη της προσβολής από τον HIV και την φαρµακευτική αγωγή κατά 

της ασθένειας του AIDS, έχουν διαµορφωθεί διάφορα µαθηµατικά µοντέλα, τα οποία 

παραµετροποιούν τις φυσικές µεταβλητές του συστήµατος, όπως τον αριθµό του 

ιικού φορτίου, των προσβεβληµένων και µη κυττάρων. Η µαθηµατική µοντελοποίηση 

χρησιµοποιείται στην κατανόηση της δυναµικής της αλληλεπίδρασης του 

ανοσοποιητικού συστήµατος µε τον HIV. Η µαθηµατική µοντελοποίηση δεν είναι το 

βασικό εργαλείο κατανόησης των ασθενειών, παρόλο που έχουν γίνει σηµαντικά 

βήµατα προς την κατανόηση της εκάστοτε ασθένειας όπως το AIDS.  

Η ιδέα για την κατασκευή τέτοιων µαθηµατικών µοντέλων για την εξέλιξη της 

ασθένειας προήλθε από παλαιότερα µοντέλα της οικολογίας (π.χ. µοντέλο Lotka 

Volterra). Η ιδέα αυτή επεκτάθηκε και σε επιδηµιολογικά µοντέλα εξέλιξης 

µολυσµατικών ασθενειών. Τα µοντέλα αυτά χρησιµοποιούν διαφορετικές µεταβλητές 

για να περιγράψουν τον πληθυσµό ατόµων κάποιας κατάστασης (µολυσµένοι, υγιείς, 

άτοµα υψηλού κινδύνου κ.λπ.) µέσα σε έναν πληθυσµό που έχει εκτεθεί σε µια 

µολυσµατική ασθένεια. Ο αριθµός των µεταβλητών και το είδος αυτών εξαρτάται 

από το είδος της ασθένειας που εξετάζεται αλλά και από την επιθυµητή ακρίβεια του 

µοντέλου. 

Τα µαθηµατικά µοντέλα µολυσµατικών ασθενειών σε κυτταρικό επίπεδο αφορούν 

την εξέλιξη µιας ασθένειας σε έναν µόνο ασθενή και µπορούν να βασιστούν στα 

επιδηµιολογικά µοντέλα. Τα πρώτα µοντέλα που φτιάχτηκαν υστερούσαν σε ακρίβεια 

λόγω της έλλειψης ικανοποιητικής περιγραφής του µηχανισµού αλληλεπίδρασης του 

ιού µε το ανοσοποιητικό σύστηµα. Καθώς αποκτήθηκε βαθύτερη γνώση η περιγραφή 

έγινε ακριβέστερη.  

Σηµαντικό ρόλο στην επιτυχία τέτοιων µοντέλων παίζουν και οι σταθερές 

παράµετροι που αντιπροσωπεύουν στοιχεία του συστήµατος. Συνεπώς σηµαντικό 

αντικείµενο είναι και η αναγνώριση των παραµέτρων του εκάστοτε µοντέλου (για 

κάθε ασθενή) από πειραµατικά δεδοµένα. Η δυσκολία στην αναγνώριση των 

παραµέτρων των µαθηµατικών µοντέλων µπορεί να καταστήσει ένα πιο ακριβές 

µοντέλο µε πολλές παραµέτρους λιγότερο χρήσιµο από ένα άλλο µε λιγότερες. 
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Όλα σχεδόν τα µαθηµατικά µοντέλα για την εξέλιξη του HIV είναι βασισµένα στις 

εξής παραδοχές : 

• Οµογένεια: ∆εν υπάρχει τοπική εξάρτηση, δηλαδή, η συγκέντρωση του 

ελεύθερου ιού και η συγκέντρωση όλων των εµπλεκόµενων κυττάρων είναι ίδια 

παντού. 

• Η πιθανότητα αλληλεπίδρασης µεταξύ δύο αντικειµένων (κύτταρο – κύτταρο ή 

κύτταρο – ιός ) είναι ανάλογη µε το γινόµενο των συγκεντρώσεών τους και η 

σταθερά αναλογίας είναι σταθερή µε το χρόνο. Ισχύει δηλαδή ο νόµος δράσης 

των µαζών της χηµικής κινητικής µε τάξη αντίδρασης ένα. 

• Όλα τα αντικείµενα τα οποία οµαδοποιούνται (σε µία µεταβλητή του 

συστήµατος) είναι απολύτως ταυτόσηµα.  

Εφαρµογές της µαθηµατικής µοντελοποίησης της εξέλιξης του HIV είναι η καλύτερη 

κατανόηση της αλληλεπίδρασης του ιού µε τα διάφορα κύτταρα του ανοσοποιητικού 

συστήµατος, ο έλεγχος διαφόρων υποθέσεων που µπορούν να γίνουν για τη φυσική 

περιγραφή και η πρόβλεψη της εξέλιξης της ασθένειας. Μια ακόµα εφαρµογή της 

µαθηµατικής µοντελοποίησης του HIV είναι η βελτίωση των µεθόδων θεραπείας 

µέσω της δοκιµής τους πρώτα στα µαθηµατικά µοντέλα. Επίσης µια εφαρµογή της 

µαθηµατικής µοντελοποίησης είναι η χρήση τεχνικών ελέγχου για να προταθούν 

κατάλληλες δοσολογίες φαρµακευτικής αγωγής όπως γίνεται και σε αυτή την εργασία  

Παρακάτω παρουσιάζουµε κάποια ευρέως χρησιµοποιούµενα µοντέλα. Η  βασική 

διαφορά µεταξύ των µοντέλων είναι η ακρίβεια µε την οποία φιλοδοξούν να 

περιγράψουν την αλληλεπίδραση των διαφόρων κυττάρων του ανοσοποιητικού 

συστήµατος µε τον ιό. 

 

2.2 Βασικό Μοντέλο Wodarz και Nowak 

 

Το µοντέλο αυτό [33] περιγράφει την αναπαραγωγή του ιού αγνοώντας την 

αντίδραση του ανοσοποιητικού συστήµατος. Η βασική ιδέα για την κατασκευή αυτού 

του µοντέλου είναι η φυσική περιγραφή της αναπαραγωγής του ιού. Όπως 

αναφέρθηκε και πιο πάνω η διαδικασία αναπαραγωγής του ιού περιλαµβάνει τρία 

στάδια. Αρχικά ένας ιός εισβάλλει σε ένα µη µολυσµένο κύτταρο, στη συνέχεια 

αναπαράγεται µέσα σε αυτό και εξέρχονται οι νέοι ιοί, οι οποίοι είναι ελεύθεροι να 

προσβάλλουν άλλα κύτταρα. 

 

Το µοντέλο αυτό περιλαµβάνει τρεις µεταβλητές κατάστασης: τον αριθµό των µη 

µολυσµένων κυττάρων x, τον αριθµό των µολυσµένων κυττάρων y και τον αριθµό 
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των ελεύθερων ιών v. Η διαδικασία προσβολής – αναπαραγωγής  περιγράφεται υπό 

µορφή αντίδρασης στο σχήµα 2.1: 

Το µοντέλο των Wodarz και Nowak είναι: 

uvkyv

ayxvy

xvdxx

−=

−=

−−=

&

&

&

β
βλ

 

Τα ελεύθερα στοιχεία των ιών µολύνουν τα κύτταρα σε ρυθµό ανάλογο του 

γινοµένου των συγκεντρώσεων τους στο αίµα xvβ  όπου β είναι ο ρυθµός µόλυνσης 

των κυττάρων, ky  είναι ο ρυθµός που πεθαίνουν τα µολυσµένα κύτταρα, και uv  τα 

στοιχεία του ιού που αφαιρούνται από το σύστηµα. Ο ρυθµός που παράγονται τα 

CD4 κύτταρα είναι λ και ο ρυθµός που πεθαίνουν είναι dx . Όλες οι παράµετροι 

( ukd ,,,,, αβλ ) είναι θετικές. 

Πριν τη µόλυνση έχουµε 0=y , 0=v  και dx /λ= . Υποθέτουµε ότι η προσβολή 

γίνεται τη χρονική στιγµή µηδέν και ότι η αρχική συγκέντρωση του ιού είναι 0v .  Το 

αν θα αυξηθεί η συγκέντρωση του ιού ή όχι εξαρτάται από µια παράµετρο 0R  η 

οποία ονοµάζεται βασικός αναπαραγωγικός λόγος (basic reproductive ratio). Αυτός ο 

λόγος εκφράζει το πλήθος των προσβεβληµένων κυττάρων που θα προκύψουν από 

ένα αρχικά προσβεβληµένο, όταν σχεδόν όλα τα κύτταρα είναι µη προσβεβληµένα. 

Αυτός ο λόγος είναι ukx /β . Αφού στην αρχή όλα τα κύτταρα είναι µη 

προσβεβληµένα έχουµε dx /λ= .  

 

 

Σχήµα 2.1: Η αναπαραγωγή του HIV σε µορφή χηµικής αντίδρασης. Τα CD4 κύτταρα παράγονται µε 

ρυθµό λ και πεθαίνουν µε ρυθµό d. Οι ελεύθεροι ιοί προσβάλουν µη προσβεβληµένα CD4 κκύτταρα 

µε ρυθµό βxy. Τα προσβεβληµένα CD4 κύτταρα πεθαίνουν µε ρυθµό a και παράγουν ελεύθερους ιούς 

µε ρυθµό ky οι οποίοι πεθαίνουν µε ρυθµό u. 
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Επίσης ο µέσος χρόνος ζωής των προσβεβληµένων κυττάρων είναι a/1 . Άρα: 

 
adu

k
R

λβ
=0  

Αν 10 <R , ο ιός δεν θα εξαπλωθεί και ο προσβεβληµένος άνθρωπος δεν θα νοσήσει. 

Στην περίπτωση όµως που 10 >R  (που είναι και η πιο συνηθισµένη) κάθε 

προσβεβληµένο κύτταρο θα παράγει περισσότερα από ένα µετά από ένα κύκλο 

αναπαραγωγής του ιού.  Τα ίδια συµπεράσµατα µπορούµε να πάρουµε εξετάζοντας 

την ευστάθεια του σηµείου ισορροπίας ( )0,0,0 . 

Στην περίπτωση που 10 >R  αρχικά θα έχουµε µια εκθετική αύξηση του ιικού 

φορτίου. Αυτή η αύξηση δεν συνεχίζει επ’ άπειρον, καθώς υπάρχει περιορισµένη 

παροχή νέων κυττάρων λ. Θα υπάρξει ένα µέγιστο και το σύστηµα µετά από κάποιες 

αποσβεννύµενες ταλαντώσεις θα καταλήξει στο νέο σηµείο ισορροπίας. Το νέο 

σηµείο ισορροπίας είναι: 

0

0*
R

x
x =  

( )
k

du
Ry

β
1* 0 −=  

( ) β/1* 0 dRv −=  

 

Εξετάζουµε την αναµενόµενη συµπεριφορά µε reverse transcriptase inhibitors. Για 

αρχή υποθέτουµε ότι το φάρµακο είναι 100% αποδοτικό. ∆ηλαδή ότι µε την 

εφαρµογή του δεν προσβάλλονται άλλα κύτταρα. Τότε µπορούµε να θέσουµε 0=β . 

Οι εξισώσεις θα γίνουν: 

 

uvkyv

ayy

dxx

−=

−=

−=

&

&

& λ
 

και συνεπώς 0xx →  και 0→y  εκθετικά µε σταθερές χρόνου a  και d/λ  για και το 

v ισχύει: ( ) ( ) ( )auaeuevtv utat −−= −− /*  . Στη γενική περίπτωση που το φάρµακο δεν 

είναι 100% αποτελεσµατικό το β  θα έχει µια  ενδιάµεση τιµή δηλαδή ( )ββ 11 s−=  

µε 10 1 <≤ s .  

Εξετάζουµε τώρα πως µοντελοποιείται η επίδραση των protease inhibitors. Όπως 

αναφέρθηκε και νωρίτερα τα protease inhibitors επιτρέπουν την προσβολή των 

κυττάρων από ελεύθερους ιούς, αλλά δεν παράγονται νέοι ενεργοί ιοί από τα 
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µολυσµένα κύτταρα (τα οποία δεν επιτελούν το σκοπό τους). Οι εξισώσεις µπορούν 

να ξαναγραφούν ως: 

uvv

ayxvy

xvdxx

−=

−=

−−=

&

&

&

β
βλ

 

Πάλι στην µη ιδανική περίπτωση το k  δεν θα είναι µηδέν αλλά θα εξαρτάται από την 

ποσότητα του protease inhibitor που εισάγεται. Η τιµή του k  θα δίνεται από: 

( )ksk 21−= .  

Οι εξισώσεις αν και τα δύο φάρµακα εισάγονται µπορούν να γραφτούν σαν ένα 

σύστηµα δύο εισόδων: 

( )
( )
( ) uvyskv

ayxvsy

xvsdxx

−−=

−−=

−−−=

2

1

1

1

1

1

&

&

&

β

βλ

 

όπου 1s  και 2s  κάποιες κανονικοποιηµένες τιµές των συγκεντρώσεων των φαρµάκων 

και 1,0 21 <≤ ss . 

Η αναπαράσταση του συστήµατος µε µοντέλα δύο εισόδων περιγράφει ικανοποιητικά 

την εξάρτηση της αναπαραγωγής του ιού από τη φαρµακευτική αγωγή. Παρόλα αυτά 

έχει βρεθεί ότι η ποσότητα των προσβεβληµένων κυττάρων και η ποσότητα του 

ελεύθερου ιού είναι µε καλή προσέγγιση ανάλογες. Έχει διατυπωθεί η άποψη ότι το 

µοντέλο που περιγράφει την εξέλιξη του HIV θα πρέπει να είναι µιας εισόδου [21], 

[1]. 

2.3 Μοντέλο Campello de Souza 

Το µοντέλο αυτό [6] περιγράφει µερικά την αντίδραση του ανοσοποιητικού 

συστήµατος. Πιο συγκεκριµένα τα κύτταρα τα οποία δεν µολύνονται από τον HIV 

δηλαδή αυτά που δεν έχουν την πρωτεΐνη CD4 µπορούν να  αντιµετωπίσουν τον ιό. 

Αυτά τα κύτταρα τα ονοµάζουµε CD8. Το µοντέλο αυτό περιλαµβάνει τρεις 

συγκεντρώσεις: τη συγκέντρωση των CD4 κυττάρων την οποία συµβολίζουµε µε 1x , 

τη συγκέντρωση των CD8 κυττάρων την οποία συµβολίζουµε µε 2x  και τη  

συγκέντρωση των ιών που συµβολίζουµε µε 3x . Το µοντέλο κατασκευάστηκε 

λαµβάνοντας υπ’ όψη ότι: 

• Η συγκέντρωση των CD4 κυττάρων αυξάνεται από κάποια διαδικασία 

αναπαραγωγής και µειώνεται από την προσβολή τους από τον HIV µε ρυθµό 

ανάλογο µε το γινόµενο των συγκεντρώσεών τους ή από το φυσικό θάνατο CD4 

κυττάρων. 
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• Ο ιός αναπτύσσεται προσβάλλοντας κύτταρα CD4  και άρα η συγκέντρωσή του 

αυξάνεται ανάλογα µε το γινόµενο των συγκεντρώσεων CD4 µε ιούς. 

• Ο ιός πλήττεται από τα κύτταρα CD8 και συνεπώς µειώνεται µε ρυθµό ανάλογο 

µε το γινόµενό των συγκεντρώσεων τους, ενώ τα κύτταρα CD8 προσπαθούν να 

αντιµετωπίσουν τον ιό και συνεπώς πολλαπλασιάζονται όσο πιο συχνά συναντούν 

τον ιό.  

Οι εξισώσεις που µοντελοποιούν τα παραπάνω είναι: 

( )
( )

uxxpxxpx

xxpxxpx

xxpxxpx

−−=

+−=

−−=

3263153

32422032

31211011

&

&

&

   

όπου u  είναι η συγκέντρωση του φαρµάκου. Όλες οι παράµετροι 1p  – 6p  και 

2010 , xx  είναι θετικές.  

Οι τιµές των συγκεντρώσεων των CD4 και CD8 κυττάρων σε έναν άνθρωπο έχουν 

τιµές ισορροπίας από 500 έως 1500 κύτταρα/mm
3
 για CD4 και 300 έως 1000 

κύτταρα/mm
3
. Ο λόγος µεταξύ τους CD4/CD8 πρέπει να παραµένει ανάµεσα στο 1.2 

και 2.2. Τα αποτελέσµατα µιας προσοµοίωσης που έγινε µε τις τιµές των παραµέτρων 

όπως δίνονται από το [6]: 

25,01 =p  7

2 1050 −⋅=p  25,03 =p  7

4 1010 −⋅=p  01,05 =p  p5=0.01   

0045,06 =p 1000=x10  και 550=x 20 . 

φαίνεται στο σχήµα 2.2. 

 

Σχήµα 2.2: Απόκριση εξισώσεων του µοντέλου Campello de Souza. Η προσβολή γίνεται τη χρονική 

στιγµή 0. 
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Όταν ένα άτοµο µολύνεται, η αρχική τιµή στο µοντέλο µπορεί να παρθεί ως 

( )inVxx ,, 2010 .  Η εξέλιξη του ιού θα είναι αρχικά εκθετική αν 0206105 >− xpxp  και  

θα σβήσει γρήγορα προς το µηδέν αν 0206105 <− xpxp . Στις πιο πολλές περιπτώσεις 

0206105 >− xpxp . 

Το σύστηµα έχει δύο σηµεία ισορροπίας το ένα είναι το ( )0,, 2010 xx  και το άλλο είναι: 

( )

( )32415

1041520326

1
ppppp

xpppxppp
x

e

+

+
=  

( )

( )32416

1041520326

2
ppppp

xpppxppp
x

e

+

+
=  

( ) ( )
1041520326

31206105

3
xpppxppp

ppxpxp
x

e

−

−
=  

Το σύστηµα στη συνέχεια θα γράφεται στην πιο βολική µορφή: 

( )
( )

( ) ( )( ) uxxpxxpxx

xxxpxpx

xxxpxpx

−+−+=

++−=

+−−=

2026101533

32024232

31012111

&

&

&

 

στην οποία το σηµείο ισορροπίας που αντιστοιχεί στη µη προσβεβληµένη κατάσταση 

είναι το ( )0,0,0 . 

 

2.4 Μοντέλο Wodarz (τροποποιηµένο µοντέλο Wodarz και Nowak) 

 

Το µοντέλο αυτό [12] προσπαθεί να περιγράψει πληρέστερα την αλληλεπίδραση του 

ανοσοποιητικού συστήµατος µε τον HIV και να συµπεριλάβει την κατάσταση που 

λέγεται LTNP (Long Time Non – Progressor) ως σηµείο ισορροπίας. Η 

µοντελοποίηση εστιάζει σε µια κατηγορία CD8 κυττάρων: τα CD8 positive T 

lymphocytes ή εν συντοµία CTL. Στους ασθενείς που χωρίς φάρµακα δεν προχωρούν 

στο AIDS, δηλαδή στους LTNP, έχει βρεθεί µεγάλη ποσότητα CTL συγκριτικά µε 

τους υπόλοιπους ασθενείς. Αυτή η κατάσταση δεν προβλέπεται από το µοντέλο του 

Campello de Souza. Πιστεύεται ότι η µεγάλη ποσότητα και η διατήρησή, παρά το 

µικρό αριθµό των αντιτύπων του ιού,  των CTL οφείλεται σε κάποια «βοήθεια». Τα 

βοηθητικά κύτταρα του ανοσοποιητικού είναι εξειδικευµένα σε µία ασθένεια. Αυτά 

τα κύτταρα µεσολαβούν µέσω της αλληλεπίδρασης των CD4 helper cells και των 

antigen presenting cells δίνοντας σήµατα στα CTL κύτταρα να αναπαραχθούν [12], 

[38].    
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Το µοντέλο έχει πέντε µεταβλητές κατάστασης οι οποίες περιγράφονται στη 

συνέχεια. Περιέχει δύο µεταβλητές κατάστασης από το βασικό µοντέλο των Wodarz 

και Nowak: τα µη προσβεβληµένα κύτταρα x  και τα προσβεβληµένα y . Τα µη 

προσβεβληµένα κύτταρα παράγονται µε ρυθµό λ , πεθαίνουν µε ρυθµό dx  και 

προσβάλλονται µε ρυθµό xyβ . Τα προσβεβληµένα κύτταρα πεθαίνουν µε ρυθµό ay . 

Ξεχωρίζουµε δύο αντιδράσεις του ανοσοποιητικού συστήµατος: την helper dependent 

και την helper independent. Η helper independent αντίδραση αντιστοιχεί σε µια 

κατηγορία κυττάρων τη συγκέντρωση της οποίας συµβολίζουµε µε 1z . Αυτή η 

κατηγορία κυττάρων πολλαπλασιάζεται µε ρυθµό 11 yzc  και αυτά τα κύτταρα 

πεθαίνουν µε ρυθµό 11zb . Για την helper dependent αντίδραση του ανοσοποιητικού 

θα χρειαστούµε δύο µεταβλητές κατάστασης. Τη συγκέντρωση κάποιων κυττάρων 

CTLp συµβολίζουµε µε w και αυτή των CTLe κυττάρων που βοηθιούνται από τα 

CTLp µε 2z . Τα CTLp κύτταρα είναι CD8 κύτταρα τα οποία διαφοροποιούνται σε 

CTLe µε ρυθµό xywc2 . Έτσι η διαφοροποίηση αυτή γίνεται και µε την παρουσία του 

αντιγόνου y  αλλά και µε την παρουσία «βοήθειας» x . Τα CTLp κύτταρα πεθαίνουν 

µε ρυθµό wb2 . Οι εξισώσεις σύµφωνα µε τα πιο πάνω είναι: 

 

222
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όπου όλες οι παράµετροι του µοντέλου ( hqbcbcppd ,,,,,,,,,,, 221121αβλ )  είναι  

θετικές. 

Για µια περιοχή παραµέτρων που συνήθως έχει αυτό το µοντέλο, εκτός ενός 

ασταθούς σηµείου ισορροπίας που εκπροσωπεί την µη µολυσµένη κατάσταση και 

ενός ευσταθούς σηµείου ισορροπίας που αντιστοιχεί στο AIDS, έχει και ακόµα ένα 

ευσταθές σηµείο ισορροπίας (LTNP) που συνήθως χωρίς φάρµακα και για τους 

περισσότερους συνδυασµούς παραµέτρων έχει ένα πολύ µικρό πεδίο έλξης.  

 

2.5 Σύγκριση των µοντέλων  

Τα µαθηµατικά µοντέλα που παρουσιάστηκαν δεν είναι τα µόνα. Έχουν 

κατασκευαστεί πολλά ακόµη για την εξέλιξη του HIV σε ένα ασθενή. Η βασική τους 

διαφορά είναι η ακρίβεια µε την οποία προσπαθούν να περιγράψουν την 

αλληλεπίδραση του HIV µε το ανοσοποιητικό σύστηµα. Τα τρία αυτά µοντέλα είναι 

από τα πιο απλά.  
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Το βασικό µοντέλο των Wodarz και Nowak είναι ίσως το απλούστερο µοντέλο αλλά 

δεν λαµβάνει καθόλου υπ’ όψη την αντίδραση του ανοσοποιητικού συστήµατος. 

Επίσης έχει µια καλή φυσική περιγραφή για το πως αλληλεπιδρά το φάρµακο µε τα 

κύτταρα και τον ιό. Οι παράµετροι που έχει το µοντέλο αυτό και θα πρέπει να 

εκτιµηθούν για κάθε διαφορετικό ασθενή είναι λίγες. 

Το µοντέλο του Wodarz είναι πληρέστερο από τα άλλα δύο. ∆εν λαµβάνει όµως 

υπόψη ότι κάποια από τις πολλές µεταλλάξεις του ιού µπορεί να κάνει τον ασθενή να 

πάψει να είναι LTNP (δηλαδή υπό κάποια έννοια το µοντέλο είναι πιο αισιόδοξο από 

ότι πρέπει). Επίσης οι παράµετροι που θα πρέπει να εκτιµηθούν για κάθε ασθενή 

είναι πολλές. 

 Το µοντέλο του Campello de Souza, περιέχει την αντίδραση του ανοσοποιητικού 

συστήµατος, είναι εξίσου απλό µε το βασικό µοντέλο των Wodarz και Nowak αλλά 

έχει κάποια µειονεκτήµατα: Το σύνολο ( ){ }0:,, 321 ≥ixxxx  δεν είναι θετικά 

αναλλοίωτο για όλες τις τιµές της εισόδου ελέγχου. Παρόλα αυτά αν στο πραγµατικό 

σύστηµα δεν δοθεί πολύ µεγάλη ποσότητα φαρµάκου όταν το 3x  είναι µικρό, τότε το 

µοντέλο προσεγγίζει αρκετά καλά το πραγµατικό. Αυτή η κατάσταση θα µπορούσε 

να αποφευχθεί κατά τη διάρκεια του ελέγχου. Στη συνέχεια θα προταθούν κάποιες 

τροποποιήσεις του µοντέλου του Campello de Souza οι οποίες αίρουν το πρόβληµα 

αυτό. 

Στη διπλωµατική αυτή εργασία θα χρησιµοποιήσουµε το µοντέλο του Campello de 

Souza. Η επιλογή του συγκεκριµένου µοντέλου έγινε µε γνώµονα την απλότητά του, 

και συνεπώς οι παράµετροί του µπορούν να εκτιµηθούν και να σχεδιαστεί µε βάση 

αυτές κάποιος ελεγκτής. Στόχος είναι κατά τη διάρκεια του ελέγχου το σύνολο 

( ){ }0:,, 321 ≥ixxxx  να καθίσταται θετικά αναλλοίωτο.  

 

2.6 Εφαρµογές θεωρίας ελέγχου 

Στην παράγραφο αυτή, θα αναφερθούν κάποιες εφαρµογές της θεωρίας ελέγχου στον 

προσδιορισµό δοσολογίας της φαρµακευτικής αγωγής κατά του HIV. Σε κάποιες από 

αυτές, η εφαρµογή της θεωρίας ελέγχου στοχεύει στο να κατασταθεί ευσταθές σηµείο 

ισορροπίας η µη προσβεβληµένη κατάσταση, ενώ σε άλλες στο να οδηγηθεί το 

σύστηµα στο πεδίο έλξης (χωρίς είσοδο) του ευσταθούς σηµείου ισορροπίας που 

αντιστοιχεί στο LTNP και στη συνέχεια να σταµατήσει να δίνεται φαρµακευτική 

αγωγή. Στη δεύτερη περίπτωση χρησιµοποιείται κάποιο µοντέλο το οποίο να έχει ένα 

τέτοιο σηµείο ισορροπίας όπως το µοντέλο Wodarz.  

Αρχικά αναφέρονται κάποιες εφαρµογές της θεωρίας ελέγχου µε χρήση του µοντέλου 

Campello de Souza.  
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Στο [4] κάποιοι γραµµικοί ελεγκτές κατασκευάζονται για το σύστηµα και 

προσδιορίζεται το πεδίο έλξης τους. Στη συνέχεια µελετώνται κάποιες διακριτές 

υλοποιήσεις τους και εξετάζεται η επίδραση της χρονικής καθυστέρησης.   

 Στο [26] χρησιµοποιείται γραµµικοποίηση εισόδου εξόδου θεωρώντας σαν έξοδο τη 

συγκέντρωση των CD4 κυττάρων. Το σύστηµα είναι ελάχιστης φάσης και συνεπώς ο 

γραµµικός ελεγκτής που σχεδιάζεται µετά τη γραµµικοποίηση εισόδου-εξόδου 

καθιστά το σύστηµα ευσταθές. Στη συνέχεια εξετάζονται κάποιες διακριτές 

υλοποιήσεις του ελεγκτή. 

Στα [14] και [30] σχεδιάζεται ένας ελεγκτής βασισµένος στο backstepping. Πιο 

συγκεκριµένα σχεδιάζεται ένας ελεγκτής που καθιστά το σύστηµα τοπικά ευσταθές 

µε πεδίο έλξης που περιλαµβάνει ένα σύνολο Ω και στη συνέχεια ένας άλλος ο οποίος 

οδηγεί την κατάσταση του συστήµατος σε αυτό το σύνολο. Και για τους δύο ελεγκτές 

το σύνολο Ω είναι θετικά αναλλοίωτο. Τέλος µελετάται η διακριτή υλοποίηση του 

συστήµατος ελέγχου µε µεταβλητό χρόνο δειγµατοληψίας. 

Στο [22] αποδεικνύονται αρχικά κάποιες ιδιότητες του συστήµατος. Πιο 

συγκεκριµένα το σύστηµα διασπάται σε δύο υποσυστήµατα, το ένα περιλαµβάνει τις 

πρώτες δύο εξισώσεις και το άλλο την τρίτη. Για το πρώτο υποσύστηµα 

αποδεικνύεται µια ιδιότητα ευστάθειας εισόδου κατάστασης (ISS), µε είσοδο την 

τρίτη µεταβλητή. Η ιδιότητα αυτή χρησιµοποιείται στη συνέχεια για να 

κατασκευαστεί η ανατροφοδότηση. Ο ελεγκτής που κατασκευάζεται έχει ευρωστία 

ως προς τη µεταβολή όλων των παραµέτρων και ανατροφοδοτεί µόνο τις 

µετρούµενες µεταβλητές 1x  και 3x . ∆υστυχώς όµως οι τιµές της εισόδου ελέγχου 

που δίνει είναι πάρα πολύ µεγάλες.  

Στο [23] κατασκευάζεται ένα σχήµα ανατροφοδότησης βασισµένο σε passivity. Πιο 

συγκεκριµένα αρχικά το σύστηµα µε κατάλληλη ανατροφοδότηση γίνεται passive. 

Στη συνέχεια κατασκευάζεται ένα tracking control το οποίο οδηγεί το σύστηµα σε µια 

επιθυµητή τροχιά.  

Στο [7] κατασκευάζεται ένας µη γραµµικός παρατηρητής µε στόχο την εκτίµηση της 

µη µετρούµενης µεταβλητής κατάστασης 2x  του µοντέλου Campello de Souza. Η 

κατασκευή αυτή βασίζεται στη γραµµικοποίηση παρατηρητή. Ο παρατηρητής αυτός  

περιγράφεται αναλυτικά παρακάτω και θα συγκριθεί µε έναν που θα 

κατασκευάσουµε.  

Στη συνέχεια αναφέρονται κάποιες προσπάθειες εφαρµογής της θεωρίας ελέγχου σε 

άλλα µοντέλα που περιγράφουν το HIV. 

Στο [1] χρησιµοποιείται το βασικό µοντέλο δύο εισόδων των Wodarz και Nowak. 

∆είχνεται µε χρήση προσοµοιώσεων ότι το σύστηµα έχει µια πολύ µικρή σταθερά 

χρόνου και µια µεγαλύτερη. Το µοντέλο γράφεται στη singular perturbation µορφή 

και χρησιµοποιείται γραµµικοποίηση µε ανατροφοδότηση κατάστασης για τον έλεγχό 

του.  
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Στο [2] χρησιµοποιείται µια παραλλαγή του βασικού µοντέλου των Wodarz και 

Nowak µε µία είσοδο. Το µοντέλο γραµµατικοποιείται µε ανατροφοδότηση 

κατάστασης και στη συνέχεια ακολουθεί γραµµικός έλεγχος. 

Στα [36-39] χρησιµοποιείται το µοντέλο Wodarz και στόχος είναι το σύστηµα να 

οδηγηθεί στην LTNP κατάσταση. Στις εργασίες αυτές χρησιµοποιείται model 

predictive control. Η ευρωστία των ελεγκτών εξετάζεται εκτενώς µε προσοµοιώσεις. 

Στο [8] χρησιµοποιείται πάλι το µοντέλο του Wodarz µε στόχο το LTNP. Το µη 

µετρήσιµο τµήµα της δυναµικής προσεγγίζεται από µια στατική σχέση, η οποία όµως 

θεωρείται χρονικά µεταβαλλόµενη. Οι απαιτούµενες παράµετροι αυτής της σχέσης 

στη συνέχεια εκτιµώνται. 

 Στα [9] και [10] χρησιµοποιείται µια «διαισθητική» µέθοδος για το ίδιο πρόβληµα η 

οποία στη συνέχεια αποδεικνύεται ότι καθιστά ευσταθές το LTNP σηµείο ισορροπίας 

για κάποια περιοχή τιµών των παραµέτρων. Η περιοχή αυτή δεν περιλαµβάνει τις 

συνήθεις τιµές. Παρ’ όλα αυτά το σχήµα ελέγχου αυτό δοκιµάζεται µε χρήση 

προσοµοιώσεων. Στη συνέχεια στο [11] οι ίδιοι συγγραφείς παρουσιάζουν ένα 

παρατηρητή κατάστασης και στο [12] παρουσιάζουν το σχήµα ελέγχου 

ανατροφοδότησης εξόδου. 

Υπάρχουν αρκετές ακόµη προσπάθειες εφαρµογής της θεωρίας ελέγχου σε άλλα 

µοντέλα. Επίσης σε διάφορες εργασίες π.χ. [35],[34] µελετάται η αναγνωρισιµότητα 

διαφόρων µοντέλων που περιγράφουν το HIV. 
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Κεφάλαιο 3: Κάποιες ιδιότητες και τροποποιήσεις του 

µοντέλου Campello de Souza 

 

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται κάποιες ιδιότητες αναφορικά µε το σύνολο στο 

οποίο µπορούν να κινηθούν οι λύσεις των εξισώσεων του µοντέλου Campello de 

Souza. Στη συνέχεια παρουσιάζονται κάποιες τροποποιήσεις του µοντέλου αυτού  µε 

στόχο να αρθεί το πρόβληµα του ότι κάποιες από τις λύσεις δεν έχουν φυσικό νόηµα. 

Για µία από αυτές τις τροποποιήσεις, η οποία είναι φυσικά καλύτερα αιτιολογηµένη 

δείχνουµε ότι για κάποιες τιµές των παραµέτρων οι λύσεις βρίσκονται πολύ κοντά σε 

αυτές του αρχικού µοντέλου µε χρήση της θεωρίας των singular perturbations. 

 

3.1 Ιδιότητες Προσβασιµότητας του µοντέλου Campello de Souza  

 

Στην παράγραφο αυτή, θα δείξουµε ότι όλες οι λύσεις των εξισώσεων του µοντέλου 

Campello de Souza µε φυσική σηµασία, δηλαδή αυτές για τις οποίες ισχύει ( ) 03 ≥tx , 

καταλήγουν σε ένα σύνολο D το οποίο είναι θετικά αναλλοίωτο. Πιο συγκεκριµένα, 

θα προσδιορίσουµε κατάλληλα επίπεδα τα οποία οι τροχιές µπορούν να τµήσουν 

µόνο προς µια κατεύθυνση. Τέλος θα προκύψει ότι οι τροχιές µε φυσική σηµασία 

είναι φραγµένες. Η γνώση του ότι οι τροχιές βρίσκονται σε ένα σύνολο D µπορεί να 

χρησιµεύσει στην εκτίµηση µιας από τις καταστάσεις όταν γνωρίζουµε τις άλλες, για 

παράδειγµα σαν αρχική τιµή σε κάποιο παρατηρητή. 

Αρχικά, αµέσως µετά την προσβολή έχουµε: ( ) ( ) 000 21 == xx  και ( ) 003 >x . Στο 

µοντέλο Campello de Souza: 

( )
( )

( ) ( ) uxxxpxxxpx

xxxpxpx

xxxpxpx

−+−+=

++−=

+−−=

32026310153

32024232

31012111

&

&

&

  

(όπου 1p  - 6p  και 2010 , xx  θετικά) οι τροχιές που έχουν φυσικό νόηµα είναι αυτές για 

τις οποίες ισχύει: ( ) 101 xtx −≥ , ( ) 202 xtx −≥  ( ) 03 ≥tx  (δηλαδή όλες οι συγκεντρώσεις 

κυττάρων είναι µη αρνητικές). Στη συνέχεια, θα ασχοληθούµε µε τις λύσεις για τις 

οποίες το ( ) 0≥tu  είναι τέτοιο ώστε να ισχύει ( ) 03 ≥tx . Η προηγούµενη είναι ικανή 

συνθήκη για να έχουν οι λύσεις φυσικό νόηµα. Πράγµατι αν ισχύει η παραπάνω 

συνθήκη τότε οι τροχιές µε την παραπάνω αρχική συνθήκη θα έχουν φυσικό νόηµα 



 

34 

 

και θα ισχύει: 0110 ≤≤− xx  και ( ) 02 ≥tx . Συνεπώς αρχικά περιορίσαµε τις τροχιές 

στο σύνολο:  

( ){ }0,0,0:,, 321103211 ≥≥≤<−= xxxxxxxD . 

Στη συνέχεια θα περιορίσουµε περαιτέρω τις τροχιές σε ένα σύνολο D , υποσύνολο 

του 1D . Αυτό θα γίνει φράσσοντας τη λύση µε κατάλληλα επίπεδα όπως φαίνεται στα 

επόµενα τρία λήµµατα.  

 

Λήµµα: Τα σύνολα  

( ) ( ) I 113

5

2

132112 :,, DCx
p

p
xxxxCD









<+= , 

µε 01 >C  και ( ) ( )2061012021 / xpxpxpC −−>  και ( )tu  που παράγει τροχιές µε φυσικό 

νόηµα, είναι θετικά αναλλοίωτα. Επίσης για κάποιο 1C  που ικανοποιεί τις ανισότητες 

οι λύσεις θα καταλήξουν στο ( )12 CD  σε πεπερασµένο χρόνο. 

Απόδειξη: 

 Θεωρούµε τη συνάρτηση: 

3

5

2
1 x

p

p
xV += . 

Θεωρώντας ένα 1C  το οποίο ικανοποιεί τις παραπάνω ανισότητες, ισχύει: 

0<V&  για όλα τα ( ) 1321 ,, Dxxx ∈  τέτοια ώστε 13

5

2
1 Cx

p

p
x =+  

Πράγµατι: 

'3206

5

2
11 uxxp

p

p
xpV −−−=&  

όπου ( ) 0' 326

5

2 >+= xxpu
p

p
u . Αντικαθιστώντας παίρνουµε: 

( ) 1206120611206120611 ' CxpxxppuCxpxxpxpV −−−≤−−+−=&  

Το τελευταίο µέρος είναι γραµµικό στο 1x  και συνεπώς για να δείξουµε ότι είναι 

αρνητικό αρκεί να δείξουµε ότι αυτό συµβαίνει  στις ακραίες τιµές του 1x  δηλαδή 

στο 0 και στο 10x− .  Όντως από τις δύο ανισότητες: 
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 01 >C   και  
( )

206

101202

1
xp

xpxp
C

−
−>  

προκύπτει ότι 0<V&  για όλα τα ( ) 1321 ,, Dxxx ∈  τέτοια ώστε 13

5

2

1 Cx
p

p
x =+  και 

συνεπώς το σύνολο ( )12 CD  είναι θετικά αναλλοίωτο. Τέλος στην 

περιοχή: ( )








≥+ 13

5

2

13211 :,,\ Cx
p

p
xxxxD  το V&  έχει µέγιστη τιµή µικρότερη από: 

( ){ } ( ) 0,max 112061020611206 <=−−− CMCxpxxppCxp . Άρα οι λύσεις θα 

καταλήξουν σε πεπερασµένο χρόνο στο σύνολο ( )12 CD .                                         ◊  

Για τις τιµές: 

 25,01 =p  7

2 1050 −⋅=p  25,03 =p  7

4 1010 −⋅=p  01,05 =p  0045,06 =p  

1000=x10   και 550=x 20   

που χρησιµοποιούµε στην εργασία αυτή ισχύει: 

 ( ) 0102061 <− xxpp  

 και συνεπώς τα παραπάνω ισχύουν για κάθε 01 >C . 

Με χρήση του παραπάνω λήµµατος µπορούµε να βρούµε τη µέγιστη τιµή του 3x  

δεδοµένης µιας αρχικής συνθήκης. Για παράδειγµα, µε τις παραπάνω τιµές και για 

µια αρχική συνθήκη π.χ. ( ) ( ) ( )( ) ( )1000,0,00,0,0 321 =xxx  έχουµε: 

⇒⋅⋅≤⋅+ −− 1000105105 4

3

4

1 xx  6

3 1021000 ⋅+≤x . 

Λήµµα:  Τα σύνολα:  

( ) ( ) ( )








<+∈= 23

6

4

212321213 :,,, Cx
p

p
xCDxxxCCD  

µε 1C  να ικανοποιεί τις συνθήκες του παραπάνω λήµµατος, ( )1

*

22 CCC >  µε *

2C  

κατάλληλη συνάρτηση, και για ( )tu  το οποίο παράγει φυσικά παραδεκτές λύσεις, 

είναι θετικά αναλλοίωτα. 

Απόδειξη: 

Γνωρίζουµε ότι το ( )12 CD  είναι θετικά αναλλοίωτο. Άρα αρκεί να δείξουµε ότι αν το 

2C  ικανοποιεί τις παραπάνω ανισότητες και ισχύει αρχικά ισχύει η ανισότητα 

23

6

4

2 Cx
p

p
x <+ , τότε  αυτή θα ισχύει και για όλο το επόµενο χρονικό διάστηµα. 
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Θεωρούµε τη συνάρτηση: 

3

6

4

2 x
p

p
xV +=  

Θεωρώντας ένα 2C  το οποίο ικανοποιεί τις παραπάνω ανισότητες ισχύει: 

0<V&  για όλα τα ( ) ( )12321 ,, CDxxx ∈  τέτοια ώστε 23

6

4

2 Cx
p

p
x =+  

Πράγµατι: 

( ) ( ) 31015233101523 xxxpxpuxxxpxpV ++−≤−++−=&  

Αντικαθιστώντας παίρνουµε: 

( ) 31015

6

43

23 xxxp
p

pp
CpV 








+++−≤&  

Ο δεύτερος όρος στην παραπάνω σχέση εξαρτάται µόνο από τα 1x  και 3x  και 

συνεπώς έχει µια µέγιστη τιµή στο ( )12 CD .  Αυτή η µέγιστη τιµή βρίσκεται πάνω 

στην επιφάνεια: 13

5

2

1 Cx
p

p
x =+   αφού ο δεύτερος όρος στην παραπάνω σχέση είναι 

ανάλογος του 03 >x . Αντικαθιστώντας έχουµε: 

( )

[ ]







≥−++

<
++

=







−++

≤≤

3maxmax3max3215105643

3max

2

2

15105643

33215105

6

43

0

xd   αν   /

 xd   αν                        
 4

/

max
max33

xxpCpxpppp

p

Cpxpppp

xxpCpxp
p

pp

xx

 

όπου ( )
( ) ( )

( )101

2

5
3

,,
1max3

12321

max xC
p

p
xCx

CDxxx
+==

∈
 και       

 2

/

2

15105643

p

Cpxpppp
d

++
= .  

Άρα για: 

 ( ) 333215105

6

43

0
1

*

2 /max
max33

pxxpCpxp
p

pp
CC

xx








−++=

≤≤
 και *

22 CC >  έχουµε: 

0<V& .                                                                                                                            ◊  
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Από τα δύο παραπάνω λήµµατα και το γεγονός ότι για κάθε ( ) 10 Dx ∈  υπάρχουν 

21 ,CC  τέτοια ώστε να ικανοποιούν τις προϋποθέσεις των ληµµάτων και να ισχύει 

( ) ( )212 ,0 CCDx ∈ , προκύπτει ότι οι λύσεις µε φυσικό νόηµα είναι φραγµένες. 

Λήµµα: Αν ( )tu  παράγει φυσικά παραδεκτές λύσεις τα σύνολα: 

( ) ( ){ }I 321321134 :,,, CAxxxxxDACD >+=  

µε  






 −

−< 10

3

13

3 ,0min x
p

pp
C  και 

204

34102

xp

Cpxp
A

−
> , είναι θετικά αναλλοίωτα. 

Απόδειξη: 

Έστω η συνάρτηση: 

21 AxxV +=  

Θα δείξουµε ότι για 3,CA  να ικανοποιούν τις παραπάνω ανισότητες και για όλα τα 

( ) 121 , Dxx ∈  µε 321 CAxx =+  ισχύει 0>V& . Πράγµατι: 

( ) ( )[ ] 3101220242311 xxxpxxApxApxpV +−++−−=&  

Αντικαθιστώντας παίρνουµε: 

[ ] 3102121434204133311 xxpxpxpCpAxpxpCpxpV −−−+++−−=&  

Αρκεί να δείξουµε ότι: 

( ) 033113 >−− Cpxpp  και ( ) 012410234204 >+−−+ xppxpCpAxp  

Η πρώτη ανισότητα εξασφαλίζεται από την 






 −

−< 10

3

13

3 ,0min x
p

pp
C  και η δεύτερη 

από την 
204

34102

xp

Cpxp
A

−
>                                        ◊  

 

Από τα τρία παραπάνω λήµµατα προκύπτει ότι το σύνολο: 

( ) ( ) ( )ACDCCDACCCD ,,,,, 34213321 ∩=  

είναι θετικά αναλλοίωτο για τιµές των σταθερών που ικανοποιούν τις αντίστοιχες 

ανισότητες. 
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3.2 Τροποποιήσεις του µοντέλου Campello de Souza 

 

Στην παράγραφο αυτή θα προτείνουµε κάποιες τροποποιήσεις του µοντέλου 

Campello de Souza οι οποίες αίρουν το πρόβληµα της πιθανότητας ύπαρξης φυσικά 

µη παραδεκτών λύσεων. Οι τροποποιήσεις βασίζονται στην αλλαγή του όρου 

αλληλεπίδρασης µεταξύ ιού και φαρµάκου. Στην πρώτη τροποποίηση η 

αλληλεπίδραση αντικαθίσταται µε έναν όρο γινοµένου και εισάγεται η δυναµική του 

φαρµάκου. Στη δεύτερη, η δυναµική εξίσωση του ιού αντικαθίσταται µε έναν 

ολοκληρωτή µε κορεσµό ενώ στην τρίτη ο όρος αλληλεπίδρασης αντικαθίσταται µε 

µια συνάρτηση η οποία µηδενίζει για µηδενική τιµή της συγκέντρωσης του ιού και 

πλησιάζει πολύ την αρχική για τιµές µακριά από το 0. 

Για την πρώτη τροποποίηση µοντελοποιούµε τη δυναµική του φαρµάκου. Πιο 

συγκεκριµένα θεωρούµε ότι η ποσότητα φαρµάκου στο αίµα του ασθενή είναι 4x . 

Επίσης θεωρούµε ότι το φάρµακο αλληλεπιδρά µε τον ιό µε ρυθµό 34 xxλ  (όπως οι 

χηµικές αντιδράσεις πρώτης τάξης) . Το φάρµακο µειώνεται (διασπάται) µε ρυθµό 

4kx  και αυξάνει µε βάση το πόσο φάρµακο u  προστίθεται. Το µοντέλο τώρα 

γράφεται: 

 

 

 

Για πολύ µεγάλες τιµές του λ  έχουµε uxx ≈43λ . Στην επόµενη παράγραφο θα 

δείξουµε ότι το µοντέλο αυτό έχει τροχιές που πλησιάζουν οµοιόµορφα µε αυτές του 

προηγούµενου για 3x  εκτός µιας περιοχής του µηδενός. Το µοντέλο όµως αυτό έχει 

το σύνολο ( ){ }0:,,, 3321 ≥ixxxxx  θετικά αναλλοίωτο.  

Μια άλλη τροποποίηση η οποία δεν προσθέτει δυναµική στο σύστηµα µπορεί να  

βασιστεί στην παρατήρηση ότι ο ιός δεν µπορεί να εξαλειφθεί εντελώς από το σώµα 

του ασθενή.  Συνεπώς, οι εξισώσεις µένουν ίδιες αλλά το 3x  δεν επιτρέπεται να πέσει 

κάτω από µια ελάχιστη πολύ µικρή τιµή. Το µοντέλο σε αυτή την περίπτωση µπορεί 

να παρασταθεί όπως φαίνεται στο σχήµα 3.1: 

( )
( )

4434

433263153

32422032

31211011

kxxxux

xxxxpxxpx

xxpxxpx

xxpxxpx

−−=

−−=

+−=

−−=

λ

λ
&

&

&

&



 

39 

 

 

Σχήµα 3.1: Τροποποιηµένο µοντέλο Campello de Souza µε κορεσµό. 

 

Τέλος µια άλλη µέθοδος τροποποίησης του µοντέλου είναι η: 

( )
( )

ε+
−−=

+−=

−−=

3

3
3263153

32422032

31211011

x

ux
xxpxxpx

xxpxxpx

xxpxxpx

&

&

&

 

µε ε  αρκετά µικρό. 

Τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης των παραπάνω συστηµάτων φαίνονται στα 

παρακάτω σχήµατα. Με κόκκινο φαίνεται η απόκριση για το µοντέλο Campello de 

Souza, µε µπλε για την πρώτη τροποποίηση µε τις τέσσερεις εξισώσεις, µε πράσινο 

για το µοντέλο µε τον ολοκληρωτή µε κορεσµό και µε µωβ για το µοντέλο µε τον 

πολλαπλασιαστικό όρο στο u. 

 Για αρχικές συνθήκες ( )100,, 2010 xx  τα παραπάνω µοντέλα µε είσοδο της µορφής: 

 
0 2 4 6 8 10 12

0

2

4

6

8

10

x 10
4

 

έχουν απόκριση που φαίνεται στα επόµενα σχήµατα: 
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Κοντά στο µηδέν το παραπάνω σχήµα είναι: 

10.6 10.7 10.8 10.9 11 11.1 11.2 11.3

0

1

2

3

x 10
4

 

Παρατηρούµε ότι οι διαφορές στις αποκρίσεις είναι πολύ µικρές µε εξαίρεση, την 

περίπτωση που το 3x  είναι πολύ κοντά στο µηδέν. 

3.3 Singular Perturbations και τροποποιηµένο µοντέλο Campello de Souza 

Σε αυτή την παράγραφο, θα δείξουµε ότι η τροποποίηση του µοντέλου του Campello 

de Souza µε τέσσερεις εξισώσεις (χρησιµοποιούµε τη µορφή της απόκλισης από τις 

τιµές ισορροπίας): 

( )
( )

( ) ( )
4434

32206310153

32204232

31102111

kxxxux

uxxxpxxxpx

xxxpxpx

xxxpxpx

−−=

−−−+=

−−=

−−=

λ&

&

&

&

 

είναι singular perturbation του αρχικού µοντέλου του Campello de Souza και ότι οι 

τροχιές τους για µια µεγάλη τιµή της παραµέτρου λ  πλησιάζουν αυτές του αρχικού 

µοντέλου σε µια περιοχή DU ⊂  µακριά από το µηδέν  και για ένα χρονικό διάστηµα 

[ ]T,0 . 

Αρχικά, παρατίθενται κάποιοι ορισµοί και αποτελέσµατα (από το [19]) για τα 

συστήµατα σε singular perturbation µορφή τα οποία στη συνέχεια θα 

χρησιµοποιηθούν για να δείξουµε ότι οι τροχιές του ενός συστήµατος συγκλίνουν σε 

αυτές του άλλου για ∞→λ .  

3.3.1 Singular Perturbations 

Σε πολλά µοντέλα φυσικών συστηµάτων κάποιο φυσικό φαινόµενο µπορεί να έχει 

πολύ µικρότερη σταθερά χρόνου σε σχέση µε τα υπόλοιπα και αντί της δυναµικής 

εξίσωσής του να χρησιµοποιηθεί κάποια στατική χαρακτηριστική. Τα δύο µοντέλα 
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που παράγονται έχουν διαφορετική τάξη και στη συνέχεια µελετάµε τη σχέση που 

έχουν οι λύσεις τους.  

Μοντέλα στη µορφή: 

( )
( )εε

ε
,,,

,,,

zxtgz

zxtfx

=

=

&

&
 

όπου ε  µια µικρή θετική παράµετρος λέγονται singularly perturbed µοντέλα. Η µικρή 

θετική παράµετρος ε  κάνει τη δυναµική των z  εξισώσεων πολύ πιο γρήγορη από 

αυτή των x . Θεωρούµε την περίπτωση που η εξίσωση: 

( )0,,,0 zxtg=  

έχει µοναδική λύση (γενικότερα µπορούµε να θεωρήσουµε την περίπτωση που έχει 

και περισσότερες αποµονωµένες λύσεις): 

( )xthz ,= . 

Θα µελετήσουµε τη σχέση του αρχικού µοντέλου µε ε  πολύ µικρό, µε το ανηγµένο 

µοντέλο: 

( )( )0,,,, xthxtfx =&  

Προϋπόθεση για τη σύγκλιση των λύσεων του singularly perturbed συστήµατος σε 

αυτές του απλοποιηµένου είναι ένα είδος ευστάθειας της quasi-steady state τιµής 

«ισορροπίας» ( )xthz ,= . Θεωρούµε τη νέα µεταβλητή η οποία θα έχει σηµείο 

ισορροπίας το µηδέν για 0=ε : 

( )xthzy ,−=  

έχουµε: 

( )( ) ( )( )εεεεε ,,,,,,,, xthyxtf
x

h

t

h
xthyxtgy +

∂
∂

−
∂
∂

−+=&  

και µε µια νέα µεταβλητή τ  για την οποία ισχύει 
ε

τ 1
=

∂
∂

t
 έχουµε: 

( )( ) ( )( )εεεε
τ

,,,,,,,, xthyxtf
x

h

t

h
xthyxtg

y
+

∂
∂

−
∂
∂

−+=
∂
∂

 

Σε αυτή τη νέα µεταβλητή και για 0→ε  µπορούµε να θεωρήσουµε τις µεταβλητές 

x  και t  αργά µεταβαλλόµενες («παγωµένες») και να µελετήσουµε την ευστάθεια σαν 

να µην µεταβαλλόταν. 

Για 0=ε  η παραπάνω εξίσωση γράφεται: 
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( )( )0,,,, xthyxtg
y

+=
∂
∂
τ

 

Η παραπάνω εξίσωση λέγεται µερικές φορές και «boundary layer model»  

Η έννοια ευστάθειας που χρησιµοποιείται είναι: 

Ορισµός: Το σηµείο ισορροπίας 0=y  του παραπάνω συστήµατος είναι εκθετικά 

ευσταθές οµοιόµορφα στα ( ) [ ] xDttx ×∈ 1,0, αν υπάρχουν σταθερές k , γ  και 0ρ έτσι 

ώστε οι λύσεις του παραπάνω συστήµατος να ικανοποιούν την: 

( ) ( ) ( )γττ −≤ exp0yky  ( ) [ ] xDtxt ×∈∀ 1,0,  και 0≥∀τ  

Η οµοιόµορφη εκθετική ευστάθεια του boundary layer model είναι η προϋπόθεση για 

να συγκλίνουν οι λύσεις του αρχικού µοντέλου στο απλοποιηµένο σύµφωνα µε το 

παρακάτω θεώρηµα.  

Θεώρηµα: Έστω το σύστηµα εξισώσεων: 

( )
( ),,,,

,,,,

εε
ε

zxtgz

zxtfx

=

=

&

&
           

( ) ( )
( ) ( )εη

εξ

=

=

0

0

tz

tx
 

και ( )xthz ,=  µια αποµονωµένη ρίζα του ( )0,,,0 zxtg= . Έστω επίσης ότι για κάθε: 

( )( ) [ ] [ ]01 ,0,0,,,, εε ×××∈− yx DDtxthzxt  

για κάποια domains n

x RD ⊂ , m

y RD ⊂  όπου xD  κυρτό και yD να περιέχει την αρχή 

ισχύουν: 

• Οι συναρτήσεις gf ,  και οι πρώτες παράγωγοί τους ως προς τα zx,  και ε  είναι 

συνεχείς και η παράγωγος της g  ως προς t  είναι συνεχής. Η συνάρτηση ( )xth ,  

και η Jacobian ( )[ ]zzxtg ∂∂ /0,,,  έχουν συνεχείς πρώτες παραγώγους ως προς όλα 

τους τα ορίσµατα. Οι αρχικές συνθήκες ( )εξ  και ( )εη  είναι οµαλές συναρτήσεις 

του ε . 

• Το ανηγµένο πρόβληµα ( )( )0,,,, xthxtfx =&  έχει µοναδική λύση ( ) Stx ∈  για 

[ ]1,0 tt ∈  όπου S  είναι ένα συµπαγές υποσύνολο του xD . 

• Η αρχή του boundary layer model ( )( )0,,,, xthyxtg
y

+=
∂
∂
τ

 είναι εκθετικά 

ευσταθής οµοιόµορφα στα ( )xt, . Έστω yy D⊂ℜ  το πεδίο έλξης της αρχής και 

yΩ  ένα οποιοδήποτε συµπαγές υποσύνολό του.  

Τότε υπάρχει µια θετική σταθερά *ε  τέτοια ώστε για ( ) ( )( ) yth Ω∈− 0,0 0 ξη  και 

*0 εε << , το σύστηµα εξισώσεων έχει  µοναδική λύση ( )ε,tx , ( )ε,tz  και ισχύει:  
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )εεε

εε
Ο=−−

=−

/ˆ,,

,

tyxthtz

Otxtx
 

οµοιόµορφα στο [ ]10 , tt , όπου ( )τŷ  η λύση του boundary layer model µε αρχική 

συνθήκη ( ) ( ) ( )( )0,00 0 ξτη hy −= . 

 

3.3.2  Ιδιότητες του τροποποιηµένου µοντέλου Campello de Souza 

Στην παράγραφο αυτή, θα δείξουµε ότι το τροποποιηµένο µοντέλο Campello de 

Souza: 

( )
( )

( ) ( )
4434

32206310153

32204232

31102111

kxxxux

uxxxpxxxpx

xxxpxpx

xxxpxpx

−−=

−−−+=

−−=

−−=
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&

&

 

µε την παράµετρο λ  να έχει µεγάλη τιµή, είναι ένα singular perturbation του αρχικού 

µοντέλου Campello de Souza και ότι ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του προηγούµενου 

θεωρήµατος. 

Το µοντέλο µπορεί να ξαναγραφτεί ως εξής: 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
4434

4220610153220631015433

32204232

31102111

kxxxux

xxxpxxpkuxxxpxxxpxxx

xxxpxpx

xxxpxpx

εεε −−=

−−+++−−−+=−=

−−=

−−=

&

&&&

&

&

 

όπου 
λ

ε
1

= .  

Έστω ( ) ( ) ( )max3min3max210 ,,00, xxxxDx ××−=  µε 0 x,0  x,0 3max3minmax2 >>>x . Το 

quasi steady state σηµείο ισορροπίας είναι: 

( )
ε

ε
kx

u
xh

+
=

3

 

Θεωρούµε όπως πριν, τη νέα µεταβλητή ( )xhxy −= 4 . Κάνουµε πάλι την αλλαγή 

µεταβλητής: 

dt

dy

d

dy
ε

τ
=  

Για 0=ε  έχουµε: 
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yx
d

dy
3−=

τ
. 

Το σηµείο ισορροπίας 0=y  είναι εκθετικά ευσταθές οµοιόµορφα στο xDx∈ . 

Πράγµατι ισχύει: 

( ) ( ) ( )ττ min3exp0 xyy −≤  

Συνεπώς ισχύει η τρίτη προϋπόθεση του πιο πάνω θεωρήµατος.  

Οι συναρτήσεις f  και g  είναι άπειρες φορές παραγωγίσιµες και άρα ισχύει και η 

πρώτη συνθήκη του θεωρήµατος για ( )tu  συνεχώς παραγωγίσιµη. 

Συνεπώς αν µια λύση του µοντέλου Campello de Souza µένει στο xD , τότε η λύση 

του τροποποιηµένου µοντέλου µε τις τέσσερεις εξισώσεις την προσεγγίζει καθώς το 

∞→λ . 

 

Τα αποτελέσµατα της παραγράφου 3.1 ισχύουν και για το τροποποιηµένο µοντέλο µε 

τις τέσσερεις εξισώσεις: 

( )
( )

4434

433263153

32422032

31211011

kxxxux

xxxxpxxpx

xxpxxpx

xxpxxpx

−−=
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Πράγµατι σε αυτό το µοντέλο, αντί του u  έχουµε 043 ≥xxλ  και δεν αλλάζει κάτι 

στις αποδείξεις. Η συνθήκη ( ) 03 ≥tx  εξασφαλίζεται ανεξαρτήτως εισόδου. 
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Κεφάλαιο  4: Κατασκευή Παρατηρητή 

 

Στο µοντέλο του Campello de Souza το οποίο χρησιµοποιούµε σε αυτή την εργασία 

εµπλέκονται δύο είδη κυττάρων. Τη συγκέντρωση του ενός από αυτά τα δύο είδη 

δηλαδή τα CD8 κύτταρα δεν είναι εύκολο να τη µετρήσουµε πειραµατικά. Η 

κατασκευή ενός παρατηρητή για τη µη µετρούµενη µεταβλητή έχει δύο 

χρησιµότητες. Πρώτον, µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να γίνει έλεγχος κλειστού 

βρόχου και δεύτερον, η γνώση της τιµής αυτής µπορεί να βοηθήσει κάποιο γιατρό να 

προσδιορίσει ο ίδιος τη δοσολογία και να ξέρει την εξέλιξη µιας παραµέτρου που δεν 

είναι εύκολο να µετρηθεί. 

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουµε ένα παρατηρητή από τη βιβλιογραφία [7] και στη 

συνέχεια κατασκευάζουµε ένα παρατηρητή πρώτης τάξης. Τέλος, συγκρίνουµε τους 

δύο παρατηρητές ως προς τα διάφορα χαρακτηριστικά τους. 

 

4.1 Παρατηρητής των Campos – Delgado και Palacios 

4.1.1 Παρατηρητές µε γραµµική δυναµική σφάλµατος 

Η κατασκευή παρατηρητών για µη γραµµικά συστήµατα της µορφής: 

( )
Czy

CzkAzz

=

+=&
 

µε ( )CA,  παρατηρήσιμο, µπορεί να αναχθεί άµεσα στη σχεδίαση ενός παρατηρητή για 

γραµµικό σύστηµα. Πράγµατι ο παρατηρητής: 

( ) ( )yzCLykzAz −++= ˆˆ&̂  

έχει γραµµική δυναµική σφάλµατος: 

( )eLCALCeAezze +=+=−= &&& ˆ  

και συνεπώς το να γίνει το 0=e  ευσταθές σηµείο ισορροπίας µπορεί να επιτευχθεί 

απλά τοποθετώντας τους πόλους.  

Το πρόβληµα της γραµµικοποίησης του παρατηρητή [19],[17],[27] για ένα σύστηµα 

της µορφής: 

( )
( )xhy

xfx

=

=&
  

είναι η εύρεση ενός µετασχηµατισµού ( )xz φ=  έτσι ώστε: 
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( )
( )

( )

( )( ) Czzh

CzkAzxf
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z
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+=
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Μια αναγκαία και ικανή συνθήκη για την ύπαρξη λύσης στο πρόβληµα της 

γραµµικοποίησης του παρατηρητή µπορεί να βρεθεί στα [19] και [17]. 

 

4.1.2 Παρατηρητής των Campos – Delgado και Palacios 

Για το σύστηµα: 

( )
( )

uxxpxxpx

xxpxxpx

xxpxxpx

−−=
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µετράµε µόνο τα 1x και 3x . Στην παράγραφο αυτή παρουσιάζουµε ένα παρατηρητή 

µε γραµµική δυναµική σφάλµατος, για το παραπάνω σύστηµα που έχει 

κατασκευαστεί από τους Campos – Delgado και Palacios [7].  

Παρατηρούµε ότι για την εκτίµηση του 2x , το 1x  και το u  µπορούν να θεωρηθούν 

εξωτερικά σήµατα τα οποία είναι γνωστά και συνεπώς η δυναµική του 1x  µπορεί να 

αγνοηθεί. Με βάση την παραπάνω παρατήρηση οι µετασχηµατισµένες µεταβλητές 

µπορεί να είναι δύο αντί για τρεις. Ο µετασχηµατισµός που χρησιµοποιήθηκε είναι 

γραµµικός.  

Λήµµα: 1. Θεωρούµε τον γραµµικό µετασχηµατισµό: 














=

2

4

62

5

460

p
p

pp
p

pp

T  

το σύστηµα στις νέες µεταβλητές γράφεται στη µορφή: 

( )yuAzz ,φ+=&  

Czy = . 

2.Το ζευγάρι ( )CA,  είναι detectable. 

3. Έστω το σύστηµα που περιγράφεται από τις εξισώσεις: 

( ) ( )
zCy

yyLyuzAz

ˆˆ

ˆ,ˆˆ

=

−++= φ&
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µε µια επιλογή του L έτσι ώστε: ( )( ) 0<−ℜ LCAiλ .    

Τότε για το σφάλµα ισχύει: 0ˆ →−= zze . Το 2x̂  που  υπολογίζεται από την: 

( )341

6

2
ˆ

1
ˆ xpz

p
x −=  συγκλίνει ασυµπτωτικά στο 2x . 

Σχηµατικά ο παρατηρητής φαίνεται στο σχήµα 4.1: 

 

Σχήµα 4.1:  Σχηµατική αναπαράσταση του παρατηρητή των Campos – Delgado και Palacios 

 

4.1.3 Αποτελέσµατα προσοµοίωσης του παρατηρητή των Campos – Delgado και 

Palacios 

Ο παρατηρητής έχει γνωστές παραµέτρους και η σχεδιαστική ελευθερία που έχουµε 

είναι η επιλογή του πίνακα L . Η επιλογή του γίνεται επιλέγοντας την επιθυµητή θέση 

των πόλων του πίνακα LCA − . Λόγω της µη παρατηρησιµότητας, ο ένας πόλος 

παραµένει στο 3p−  και µπορούµε να επιλέξουµε τη θέση του άλλου πόλου. 

Κριτήριο για την επιλογή της θέσης στις οποίες θα τοποθετηθούν οι πόλοι είναι εκτός 

της ταχύτητας σύγκλισης και ο θόρυβος των µετρήσεων. Μια πρακτική παρατήρηση 

από τις προσοµοιώσεις είναι ότι όσο λιγότερο αποµακρύνουµε τους πόλους από το 

µηδέν τόσο λιγότερο ενισχύεται ο θόρυβος των µετρήσεων. 

 

Η προσοµοίωση έγινε µε τις τιµές των παραµέτρων όπως δίνονται από το [6]: 

25,01 =p  7

2 1050 −⋅=p   25,03 =p  7

4 1010 −⋅=p   01,05 =p   p5=0.01   

0045,06 =p 1000=x10  και 550=x 20  

Για αυτές τις τιµές µια λογική επιλογή για την θέση στην οποία θα τοποθετήσουµε 

τους πόλους είναι η [-0,25  -1] (στην αντίστοιχη περίπτωση στο [7] οι πόλοι έχουν 

τοποθετηθεί στη θέση [-0,25 - 7108,76 ⋅ ]). 

Στην πρώτη προσοµοίωση παρατηρητής αρχίζει να παίρνει δεδοµένα από την αρχή.  

 



 

50 

 

0 5 10 15 20 25 30
0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

 

 

Στην επόµενη προσοµοίωση ο παρατηρητής ξεκινά να παίρνει δεδοµένα τη χρονική 

στιγµή 10 (χρόνια). 
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4.2 Κατασκευή παρατηρητή πρώτης τάξης 

Στην παράγραφο αυτή κατασκευάζεται ένας παρατηρητής πρώτης τάξης για τις 

εξισώσεις του µοντέλου του Campello de Souza. Αρχικά παρουσιάζεται η ιδέα για 

την κατασκευή του παρατηρητή και γενικεύεται σε µια αρκετά ειδική κατηγορία 

συστηµάτων (πιθανόν να γενικεύεται και περισσότερο).  Στη συνέχεια εφαρµόζεται 

στο µοντέλο του Campello de Souza και τέλος δοκιµάζεται µε χρήση κάποιων 

προσοµοιώσεων.  

 

4.2.1 Κατασκευή παρατηρητή 

Η ιδέα για την κατασκευή του παρατηρητή προέρχεται από την κατασκευή εκτιµητή 

για µια σταθερή παράµετρο για συστήµατα της µορφής: 
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( )
02

211

=

+=

x

tuxxx

&

&
 

Στο σύστηµα αυτό εκτιµάµε την σταθερή παράµετρο 2x , υπό τη προϋπόθεση ότι το 

( )tu  είναι τέτοιο ώστε να ισχύει: ( ) 01 >> εtx . 

Μπορούµε να βρούµε έναν εκτιµητή ως εξής: 

( )uxxxKx −−= 2112
ˆˆ &&  

Πράγµατι: 

( ) eKxxxKxxxe 122122
ˆˆ −=−−=−= &&&  

Η µορφή αυτή του εκτιµητή χρησιµοποιεί το σήµα: ( )tx1
&  το οποίο δεν είναι 

διαθέσιµο. Ο εκτιµητής µπορεί να τροποποιηθεί ως εξής: 

( )( )
12

11

ˆ Kxx

uKxxK

+=

++−=

ξ

ξξ&
 

Έστω τώρα η περίπτωση που το 2x  µεταβάλλεται µε γνωστό τρόπο δηλαδή έχουµε: 

( )uxfx ,12 =& . 

Τότε ο παρατηρητής µπορεί να τροποποιηθεί ως εξής: 

( )( ) ( )
12

111

ˆ

,

Kxx

uxfuKxxK

+=

+++−=

ξ

ξξ&
 

Ο παρατηρητής που κατασκευάστηκε µπορεί να γενικευτεί σε µια ειδική κατηγορία 

συστηµάτων (στην περίπτωση που το 2x&  εξαρτάται από το 2x  γραµµικά και ισχύει 

και µια επιπλέον συνθήκη) όπως φαίνεται στο παρακάτω λήµµα: 

Λήµµα: Έστω ένα σύστηµα της µορφής: 

( ) ( )
( ) ( )uxfxxfx

uxfxxfx

,

,

12221212

11221111

+=

+=

&

&
 

Έστω επίσης ότι υπάρχει µια σταθερά K  τέτοια ώστε να ισχύει: 

( ) ( ) 0111121 <−<− εxKfxf   για όλα τα 1x  

Τότε για τον παρατηρητή: 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
12

11211111221121

ˆ

,,

Kxx

uxfKxxfKuxfKxxf

+=

++−++=

ξ

ξξξ&
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ισχύει: 0ˆ
22 →−= xxe  

Απόδειξη: 

Για το σφάλµα έχουµε: 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) eexKfxfe

xxfxxfKxxxfe

uxfxxfKuxfKxxfK

uxfKxxfuxfxxfxxe

ε

ξ

ξ

−<−=

−+−=

+−+++

+−+−+=−=

111121

2111211122121

11221111121111

1221121122212122

ˆˆ

,,

,,ˆ

&

&

&&&

 

Και συνεπώς το σφάλµα τείνει στο µηδέν πιο γρήγορα από την t
e

ε−                           ◊  

 

4.2.2 Εφαρµογή στο µοντέλο Campello de Souza 

Για το µοντέλο του Campello de Souza σχεδιάζουµε ένα µη γραµµικό παρατηρητή 

µειωµένης τάξης µε βάση τα παραπάνω. Το µοντέλο είναι: 

( )
( )

( ) ( )( ) uxxpxxpxx

xxxpxpx

xxxpxpx

−+−+=

++−=

+−−=

2026101533

32024232

31012111

&

&

&

 

Πειραµατικά είναι εύκολο να µετρήσουµε µόνο τα x1, x3. Κατασκευάζουµε ένα 

παρατηρητή που εκτιµάει ασυµπτωτικά το 2x . Ξαναγράφουµε τις εξισώσεις 2 και 3 

του παραπάνω συστήµατος ως εξής: 

( )
( )uxxfxxpx

xxpxpxpx

,, 313263

320423342

+−=

+−=

&

&
 

όπου : 

( ) ( )( ) uxpxxpxuxxf −−+= 2061015331 ,,  

Λήµµα: Η έξοδος του συστήµατος: 

( )( ) ( ) ( )[ ]
ξ

ξξξ

+=

−++++−=

32

3133632043334

ˆ

,,

Kxx

uxxfKxxpKxxpKxpxp&
 

προσεγγίζει ασυµπτωτικά το x2 για 64 / ppK −< .           

Απόδειξη: 

( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )[ ]uxxfKxxpKxxpKxpxp

uxxfxxpKxxpxpxpxxe

,,

,,ˆ

3133632043334

313263204233422

−+−−+−−

−+−−+−=−=

ξξ

&&&
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( )
( )[ ]epxKppe

xxKpxxKpepxpe

3364

236326334
ˆ

−+=

⇔−+−=

&

&
 

Άρα 0→e  πιο γρήγορα από την ( ) tp
ee 30

−
.                                            ◊  

 

4.2.3 Προσοµοίωση του παρατηρητή πρώτης τάξης 

  

Η ταχύτητα του παρατηρητή καθορίζεται από το Κ αλλά πολύ µεγάλες (σε απόλυτη 

τιµή) τιµές του Κ ενισχύουν το θόρυβο.  

Η προσοµοίωση έγινε µε τις τιµές των παραµέτρων όπως δίνονται από το [6]: 

25,01 =p  7

2 1050 −⋅=p   25,03 =p  7

4 1010 −⋅=p   01,05 =p   p5=0.01   

0045,06 =p 1000=x10  και 550=x 20  

Στην ακόλουθη εικόνα ο παρατηρητής αρχίζει να παίρνει δεδοµένα τη χρονική στιγµή 

µηδέν. 
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Στο επόµενο σχήµα ο παρατηρητής αρχίζει να παίρνει δεδοµένα τη χρονική στιγµή 10 

(χρόνια) 
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4.3 Σύγκριση των παρατηρητών 

 

Στην παράγραφο αυτή θα συγκρίνουµε τον παρατηρητή των Campos – Delgado και 

Palacios µε τον παρατηρητή τάξης ένα που κατασκευάστηκε µε τα εξής κριτήρια: 

1. Ταχύτητα σύγκλισης 

2. Συµπεριφορά ως προς το θόρυβο 

3. Σφάλµα σε µόνιµη κατάσταση όταν δεν γνωρίζουµε ακριβώς τις τιµές των 

παραµέτρων. 

Όσον αφορά την ταχύτητα σύγκλισης ο παρατηρητής των Campos – Delgado και 

Palacios έχει γραµµική δυναµική σφάλµατος µε τον ένα πόλο σταθερό στο 3p− . Άρα 

η ταχύτητα µε την οποία το σφάλµα τείνει στο µηδέν δεν µπορεί να είναι µεγαλύτερη 

από το 
tp

e 3−
. Ο παρατηρητής τάξης ένα έχει δυναµική σφάλµατος 

( )[ ]epxKppe 3364 −+=& . Άρα αφού 03 ≥x , για όλες τις τιµές του 64 / ppK −<   θα 

συγκλίνει πιο γρήγορα στην πραγµατική τιµή του 2x . Επίσης, η παρατήρηση 

συνήθως αρχίζει όταν έχουµε κάποια µεγάλη τιµή του 3x . Στο παρακάτω σχήµα 

παρουσιάζεται µια σύγκριση των δύο παρατηρητών µε 05.0−=K . Η λειτουργία του 

παρατηρητή ξεκινάει τη χρονική στιγµή 7. 
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Παρατηρούµε ότι υπάρχει η δυνατότητα για πιο γρήγορη σύγκλιση µε χρήση του 

παρατηρητή πρώτης τάξης.  

Εξετάζουµε τώρα τη συµπεριφορά ως προς το θόρυβο. Όπως είναι γνωστό οι 

παρατηρητές µε υψηλά κέρδη κάνουν µια κατά προσέγγιση διαφόριση. ∆ηλαδή  όσο 

πιο µεγάλα είναι τα κέρδη, τόσο πιο πολύ ενισχύεται ο θόρυβος. Συνεπώς είναι 

λογικό να συγκρίνουµε τη συµπεριφορά των παρατηρητών ως προς το θόρυβο όταν 

έχουν την ίδια ταχύτητα σύγκλισης.  

Στο επόµενο σχήµα οι δύο παρατηρητές λειτουργούν από τη χρονική στιγµή 7 

(χρόνια)  και παίρνουν στις εισόδους τους σήµατα της µορφής: 

( )111 1 rxx meas +=  

( )213 1 rxx
meas +=  

όπου measx1  και meas
x3  οι µετρούµενες τιµές των 1x  και 3x  και ir  είναι τυχαίες 

µεταβλητές µε οµοιόµορφη κατανοµή στο [ ]3.0,3.0− . Οι µετρήσεις θεωρείται ότι 

λαµβάνονται µια φορά την εβδοµάδα.  
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Με πράσινο χρώµα είναι η απόκριση του παρατηρητή των Campos – Delgado και 

Palacios και µε κόκκινο είναι η απόκριση του παρατηρητή πρώτης τάξης. Οι 

προσοµοιώσεις αυτές αποτελούν µόνο µια ένδειξη καθώς η χρονική κλίµακα είναι 

χρόνια και δεν υπάρχει πιθανότητα να εκπροσωπούν κάποιες πραγµατικές µετρήσεις. 

Οι παρατηρητές είναι αρκετά παρεµφερείς όσον αφορά τη συµπεριφορά ως προς το 

θόρυβο. Για µια πιο ακριβή εικόνα λαµβάνουµε το συνολικό τετραγωνικό σφάλµα 

στη µόνιµη κατάσταση: ( )∫ −
fin

in

t

t
dtxx

2

22
ˆ . Στο επόµενο σχήµα φαίνονται οι ποσότητες 

αυτές ως προς το χρόνο µε αρχικό χρόνο 15 (χρόνια) µετά από την έναρξη 

λειτουργίας του παρατηρητή.  

20 30 40 50 60 70 80

0

500

1000

1500

Με µπλε χρώµα είναι ο παρατηρητής πρώτης τάξης ενώ µε κόκκινο ο παρατηρητής 

των Campos – Delgado και Palacios. Παρατηρούµε ότι η διαφορά τους σχετικά µε το 

θόρυβο είναι µικρή.  
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Στη συνέχεια ελέγχουµε τη συµπεριφορά των παρατηρητών όταν µια παράµετρος 

διαφέρει λίγο από την θεωρούµενη ως πραγµατική τιµή της. Για τις παραµέτρους 1p  

και 2p  ο παρατηρητής πρώτης τάξης δεν επηρεάζεται αφού χρησιµοποιεί κατευθείαν 

τη µέτρηση του 1x .  

Αν η παράµετρος 1p  είναι 5% µεγαλύτερη από αυτή που πιστεύουµε οι παρατηρητές 

έχουν τις εξής εξόδους: 
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όπου µε πράσινο χρώµα είναι η έξοδος του παρατηρητή των Campos – Delgado και 

Palacios µε κόκκινο είναι ο παρατηρητής πρώτης τάξης και µε µπλε η πραγµατική 

απόκριση. Παρατηρούµε ότι όπως αναµενόταν ο παρατηρητής πρώτης τάξης 

συγκλίνει ενώ αυτός των Campos – Delgado και Palacios όχι. 

Το ίδιο ακριβώς ισχύει και αν η τιµή του 1p  είναι µικρότερη από την ονοµαστική. 

Επίσης για µια διαφορετική τιµή των 1p   και  2p  ο παρατηρητής πρώτης τάξης 

συγκλίνει ακριβώς.  

Οι αποκρίσεις των παρατηρητών, αν η παράµετρος 3p  είναι 5% µεγαλύτερη από την 

ονοµαστική, είναι: 
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όπου µε πράσινο χρώµα είναι η έξοδος του παρατηρητή των Campos – Delgado και 

Palacios, µε κόκκινο είναι ο παρατηρητής πρώτης τάξης και µε µπλε η πραγµατική 

απόκριση. Παρατηρούµε ότι ο παρατηρητής πρώτης τάξης έχει µικρότερο σφάλµα 

από αυτό του παρατηρητή των Campos – Delgado και Palacios. Όµοια είναι και η 

περίπτωση που ο όρος 3p  είναι µικρότερος. 

Αν ο όρος 4p  είναι 5% µεγαλύτερος από την ονοµαστική τιµή του, οι παρατηρητές 

έχουν αποκρίσεις: 
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όπου µε πράσινο χρώµα είναι η έξοδος του παρατηρητή των Campos – Delgado και 

Palacios, µε κόκκινο είναι ο παρατηρητής πρώτης τάξης και µε µπλε η πραγµατική 

απόκριση. Παρατηρούµε ότι ο παρατηρητής πρώτης τάξης έχει µικρότερο σφάλµα 

από αυτό των Campos – Delgado και Palacios. Όµοια είναι και η περίπτωση που ο 

όρος 4p  είναι µικρότερος.  

Αν ο όρος 5p  είναι 5% µεγαλύτερος από την ονοµαστική τιµή του, οι παρατηρητές 

έχουν αποκρίσεις: 
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όπου µε πράσινο χρώµα είναι η έξοδος του παρατηρητή των Campos – Delgado και 

Palacios, µε κόκκινο είναι ο παρατηρητής πρώτης τάξης και µε µπλε η πραγµατική 

απόκριση. Παρατηρούµε ότι ο παρατηρητής των Campos – Delgado και Palacios έχει 
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µικρότερο σφάλµα από αυτόν της πρώτης τάξης. Όµοια είναι και η περίπτωση που ο 

όρος 5p  είναι µικρότερος. 

Αν ο όρος 6p  είναι 5% µεγαλύτερος από την ονοµαστική τιµή του, οι παρατηρητές 

έχουν αποκρίσεις: 
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Παρατηρούµε ότι ο παρατηρητής των Campos – Delgado και Palacios έχει µικρότερο 

σφάλµα από αυτόν της πρώτης τάξης. Όµοια είναι και η περίπτωση που ο όρος 6p  

είναι µικρότερος. 

Παρατηρούµε, ότι συνολικά οι δύο παρατηρητές έχουν παρόµοια συµπεριφορά όσον 

αφορά την άγνοια των παραµέτρων µε εξαίρεση την άγνοια των παραµέτρων 1p  και 

2p  από την οποία ο παρατηρητής πρώτης τάξης δεν επηρεάζεται. 

 

Συνοψίζοντας: 

1. Αναφορικά µε την ταχύτητα ο παρατηρητής πρώτης τάξης µπορεί να γίνει πολύ πιο 

γρήγορος από αυτόν των Campos – Delgado και Palacios. 

2. Από άποψη θορύβου οι δύο παρατηρητές έχουν παρεµφερή συµπεριφορά 

3. Σε σχέση µε την άγνοια των παραµέτρων του µοντέλου οι δύο παρατηρητές έχουν 

παρεµφερή συµπεριφορά, µε εξαίρεση την άγνοια των παραµέτρων 1p  και 2p  από 

την οποία ο παρατηρητής πρώτης τάξης δεν επηρεάζεται 
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Κεφάλαιο 5: Έλεγχος µε χρήση γραµµικοποίησης µε 

ανατροφοδότηση κατάστασης 

 

Στο  κεφάλαιο αυτό θα γραµµικοποιήσουµε µε ανατροφοδότηση κατάστασης το 

µοντέλο Campello de Souza. Στη συνέχεια θα οδηγήσουµε την κατάσταση του 

συστήµατος στο µηδέν αναγκάζοντας το σύστηµα να ακολουθήσει µια τροχιά στο 

µετασχηµατισµένο χώρο. Τέλος, η µέθοδος αυτή αλλά και κάποιες πιο πρακτικές 

υλοποιήσεις του σχήµατος ελέγχου αυτού δοκιµάζονται µε προσοµοιώσεις. Η 

γραµµικοποίηση µε ανατροφοδότηση κατάστασης έχει χρησιµοποιηθεί και στα [1] 

και [2], για άλλα µοντέλα ενώ στο µοντέλο Campello de Souza έχει κατασκευαστεί 

ένας ελεγκτής µε χρήση γραµµικοποίησης εισόδου εξόδου µε ανατροφοδότηση 

κατάστασης στο [26]. 

 

5.1 Γραµµικοποίηση µε ανατροφοδότηση κατάστασης 

 

Το πρόβληµα της γραµµικοποίησης µε ανατροφοδότηση για ένα σύστηµα αφορά την 

εύρεση ενός µετασχηµατισµού και µιας ανατροφοδότησης έτσι ώστε το σύστηµα να 

έλθει σε γραµµική µορφή.   

Για την ακριβέστερη διατύπωση του προβλήµατος και για τη διατύπωση κριτηρίων 

για την επιλυσιµότητά του θα χρειαστούµε κάποιους ορισµούς και συµβολισµούς από 

τη διαφορική γεωµετρία [3],[16],[29],[17]. 

Μια συνάρτηση n
RD →Φ :  λέγεται diffeomorphism αν είναι 1-1 και οι Φ  και 1−Φ  

είναι διαφορίσιµες άπειρες φορές.  

Η παράγωγος Lie µιας πραγµατικής συνάρτησης ( )xλ  στην κατεύθυνση ενός 

διανυσµατικού πεδίου ( )xf  είναι: 

( ) ( ) ( )xf
x

x
xL f ∂

∂
=

λ
λ . 

Η δεύτερη, τρίτη κ.λπ. παράγωγος µιας πραγµατικής συνάρτησης ( )xλ  στην 

κατεύθυνση ενός διανυσµατικού πεδίου ( )xf  συµβολίζεται: 

( )
( )( )

( )xf
x

xL
xL

k

fk

f ∂

∂
=

− λ
λ

1

  µε ( ) ( )x xL f λλ =0  

Το Lie bracket µεταξύ δύο διανυσµατικών πεδίων ( )xf  και ( )xg  συµβολίζεται µε 

[ ]( )xgf ,  και ορίζεται ως: 
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[ ]( ) ( ) ( )xg
x

f
xf

x

g
xgf

∂
∂

−
∂
∂

=,  

όπου 
x

g

∂
∂

 και 
x

f

∂
∂

 οι Jacobians: 
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∂
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∂
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f

x

f

x

f

x
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x

f

x

f

x

f

x

f

...

......

...
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21

2

2

2

1

2

1

2

1

1

1

. 

Επίσης συµβολίζουµε µε gad
k

f  τα πολλαπλά Lie brackets του ( )xg  µε το ( )xf . 

∆ηλαδή: 

[ ]gadfad
k

f

k

f

1, −=   µε ( )xggad f =0  

Distribution είναι µια συνάρτηση που σε κάθε σηµείο του χώρου αντιστοιχεί έναν 

γραµµικό υπόχωρο.  Συνήθως τα distributions παράγονται από κάποια διανυσµατικά 

πεδία. Για παράδειγµα τα διανυσµατικά πεδία dff ,..,1  παράγουν το distribution: 

( ) ( ) ( ){ }xfxfspanx d,...,1=∆  

Αν ισχύει ( ) ( ) ( )xxfxf ∆∈21 ,  για κάθε x  ⇒  [ ] ∆∈21 , ff , τότε το distribution ( )x∆  

λέγεται involutive.  

 

Με βάση τους παραπάνω ορισµούς και συµβολισµούς, µπορούµε να διατυπώσουµε 

τον ορισµό του γραµµικοποιήσιµου συστήµατος και ικανές και αναγκαίες συνθήκες 

γραµµικοποιησιµότητας ([19],[29],[17]). 

Ορισµός [19] : Ένα σύστηµα της µορφής  

( ) ( )uxgxfx +=&  

λέγεται γραµµικοποιήσιµο σε ένα domain D αν υπάρχει ένα diffeomorphism 
n

RDT →:  τέτοιο ώστε το ( )DT  να περιέχει την αρχή και µε την αλλαγή 

µεταβλητών ( )xTz =  το σύστηµα να γράφεται στη µορφή: 

( ) ( )[ ]xauxBAzz −+= γ&  

µε ( )BA,  ελέγξιµο και ( ) 0≠xγ  για κάθε Dx ∈ .  
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Μια αναγκαία και ικανή συνθήκη για να είναι ένα σύστηµα γραµµικοποιήσιµο είναι: 

Θεώρηµα [19]: Ένα σύστηµα της µορφής ( ) ( )uxgxfx +=&  είναι γραµµικοποιήσιµο 

µε ανατροφοδότηση κατάστασης αν και µόνο αν: 

1. Ο πίνακας ( ) ( ) ( )[ ]xgadxgadxgG
n

ff

1... −=  έχει πλήρη βαθµό και 

2. Το distribution { }gadgadgspanD
n

ff

2,..,, −=  είναι involutive. 

 

Αν ένα σύστηµα είναι γραµµικοποιήσιµο, ένας µετασχηµατισµός που το 

γραµµικοποιεί µπορεί να βρεθεί από τη λύση κάποιων µερικών διαφορικών 

εξισώσεων µε χρήση της έννοιας του σχετικού βαθµού. 

 

Ορισµός [19] : Ένα σύστηµα στη µορφή: 

( ) ( )
( )xhy

uxgxfx

=

+=&
 

έχει σχετικό βαθµό ρ  µε n≤≤ ρ1  σε µια περιοχή D  αν : 

( ) 0=xhLL
i

fg  για 2,...,1 −= ρi  και ( ) 01 ≠−
xhLL fg

ρ  για κάθε Dx ∈  

Στην περίπτωση που ( ) 0=xhLL
i

fg  για 1,...,0 −= ni  το σύστηµα δεν έχει relative 

degree.  

Οι µερικές διαφορικές εξισώσεις µπορούν να βρεθούν από την επόµενη πρόταση: 

 

Πρόταση [19]: Έστω ένα σύστηµα στη µορφή ( ) ( )uxgxfx +=&  και έστω ότι υπάρχει 

µία συνάρτηση ( )xh  η οποία να έχει σχετικό βαθµό n  ως έξοδος του συστήµατος. 

Τότε µε την αλλαγή µεταβλητής: 

( )
( )

( )















==
− xhL

xh

xTz

n

f

1

...  

το σύστηµα έρχεται στη µορφή: 

( ) ( )[ ]xauxBzAz CC −+= γ&   όπου:  
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0
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0

0

CB  

και συνεπώς το σύστηµα είναι γραµµικοποιήσιµο µε ανατροφοδότηση κατάστασης. 

Αντίστροφα αν ένα σύστηµα στη µορφή ( ) ( )uxgxfx +=&  είναι γραµµικοποιήσιµο µε 

ανατροφοδότηση κατάστασης τότε υπάρχει µια συνάρτηση ( )xh  η οποία να έχει 

σχετικό βαθµό n  ως έξοδος του συστήµατος. 

 

5.2 Γραµµικοποίηση του  µοντέλου 

Στην παράγραφο αυτή θα δείξουµε ότι το µοντέλο Campello de Souza είναι 

γραµµικοποιήσιµο µε ανατροφοδότηση κατάστασης και θα προσδιορίσουµε ένα 

µετασχηµατισµό ο οποίος φέρνει το σύστηµα στην επιθυµητή µορφή. 

Το µοντέλο : 

( )
( )

( ) ( )( ) uxxpxxpxx

xxxpxpx

xxxpxpx

−+−+=

++−=

+−−=

2026101533

32024232

31012111

&

&

&

 

γράφεται: 

( ) ( )uxgxfx +=&   

όπου: ( )
( )
( )
( )

( )
( )

( ) ( )[ ]















+−+

++−

+−−

=

















=

202610153

3202423

3101211

3

2

1

xxpxxpx

xxxpxp

xxxpxp

xf

xf

xf

xf  και ( )
















−

=

1

0

0

xg  

 

Λήµµα: Υπάρχει κάποιο domain στο οποίο το µοντέλο αυτό είναι γραµµικοποιήσιµο 

µε ανατροφοδότηση κατάστασης. 

Απόδειξη: 

Σύµφωνα µε το θεώρηµα της προηγούµενης παραγράφου θα πρέπει να ισχύουν: 

1. Το distribution { }gadgD f,=  είναι involutive. 

Πράγµατι: 
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( ) ( )
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και συνεπώς: 

[ ]
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=
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2. O πίνακας ( ) ( )[ ]gadgadxgxG ff

2||=  είναι µη ιδιάζων σε κάποια περιοχή. 

Πράγµατι: 
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Η περιοχή στην οποία το σύστηµα είναι γραµµικοποιήσιµο µπορεί να βρεθεί εκ των 

υστέρων.             ◊  

Από την πρόταση της προηγούµενης παραγράφου υπάρχει µια συνάρτηση 

( )321 ,, xxxhy =  η οποία ως έξοδος του συστήµατος έχει σχετικό βαθµό 3. Ισοδύναµα 

θα πρέπει να ισχύουν οι µερικές διαφορικές εξισώσεις: 
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0=hLg , 0=hLL fg  και να ισχύει: 02 ≠hLL fg . 

 Η πρώτη από αυτές γράφεται: 

( )21

3

,0 xxhh
x

h
=⇔=

∂
∂

.  

Η δεύτερη γράφεται: 

( )[ ] ( )[ ]

( ) ( ) 0
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00

1

0

0
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1

3202423

2

3101211

13
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∂
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x

h
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x

h

x

x

hL

x

hL

x

hL

x

hL ffff

 

Αναζητούµε µια λύση στην ειδική µορφή: 

( ) ( ) ( )221121 , xhxhxxh +=  

Πράγµατι µια τέτοια λύση υπάρχει και είναι: 

( ) ( ) ( )202

4

2
10121 lnln, xx

p

p
xxxxh +++=  

Άρα αποδείξαµε ότι: 

Ο µετασχηµατισµός ( )
( )

( )
( )


















==

xhL

xhL

xh

xTz

f

f

2

 µετατρέπει το σύστηµα στην επιθυµητή 

µορφή:  

( ) ( )( )uxxBzAz CC βα ++=&  

όπου CC BA ,  όπως στην προηγούµενη παράγραφο. 

Υπολογίζουµε τον µετασχηµατισµό ( )xTz =  

( ) ( ) ( )202

4

2
101211 lnln, xx

p

p
xxxxhz +++==

2024

2032

101

101

4

32

112

11

xxp

xpp

xx
xp

p

pp
pzz

+
+

+
+−−== &  
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( )
( )

( )
( )2

202

3202423
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2032

2
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3101211

10123
xx

xxxpxp
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xpp

xx

xxxpxp
xpzz

+

+−
+

+

++
== &  

 

Το µοντέλο στις µετασχηµατισµένες µεταβλητές γράφεται: 

32
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zz

=

=

&

&
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( )[ ] ( )
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∂
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∂
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x

z
x

x

z
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101

3

3

3

2

2

3

1

1

3

3
&&&&

 

( ) ( )( ) u
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xpp
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xpp
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202
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1021
202610153

202

2032

101

1021  

όπου 321 ,, fff  οι συνιστώσες του διανυσµατικού πεδίου f . 

Συµβολίζουµε :  ( ) ( )uxxz βα +=3
&  

Παρατηρούµε ότι η λύση των µερικών διαφορικών εξισώσεων δεν είναι µοναδική. 

Για παράδειγµα παρατηρούµε ότι η h1 είναι λύση της εξίσωσης αν και µόνο αν η 

( )12 exp hh =  αποτελεί επίσης λύση της παραπάνω εξίσωσης. Πράγµατι: 

 ( ) ( )
2

1
2

1

1
1

2

1
12

1

1
11

2

2
2

1

2
1 expexp

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

∂

∂
=

∂
∂

⇔
∂

∂
=

∂
∂

⇔
∂

∂
=

∂
∂ h

k
hh

hk
h

h
h

k
h

 

όπου: 

1011 xx +=ξ  και 2022 xx +=ξ  

Με αυτό τον τρόπο παρατηρούµε ότι και το: 

( ) 42 /

2121 , pcpch ξξξξ Α=  

είναι επίσης λύση των µερικών διαφορικών εξισώσεων. Ο µετασχηµατισµός που 

προκύπτει µε αυτό τον τρόπο όµως δίνει ακόµα πιο πολύπλοκες εξισώσεις.  

 

5.3  Tracking 

Στην προηγούµενη παράγραφο βρήκαµε ένα µετασχηµατισµό που φέρνει το σύστηµα 

στη µορφή: 

( ) ( )( )uxxBzAz CC βα ++=& . 
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Στην παράγραφο αυτή, θα επιβάλλουµε στο σύστηµα να ακολουθήσει µια επιθυµητή 

τροχιά η οποία συγκλίνει ασυµπτωτικά στο επιθυµητό σηµείο ισορροπίας.   

Το σύστηµα µε έλεγχο της µορφής 
( )

( )[ ]vx
x

u +−= α
β

1
 γίνεται: 

21 zz =&  , 32 zz =& , vz =3
&  

Το σηµείο ισορροπίας του αρχικού συστήµατος το οποίο θέλουµε να συγκλίνουν 

ασυµπτωτικά οι λύσεις είναι: 

0)(

3

)(

2

)(

1 === eee
xxx  

Το σηµείο αυτό µετασχηµατίζεται στο: 

 ( ) ( )20

4

2

101 lnln x
p

p
xz

e += , 0)(

3

)(

2 == ee
zz .   

Θα επιβάλλουµε στο σύστηµα να ακολουθεί µια καµπύλη η οποία να τείνει 

ασυµπτωτικά στο επιθυµητό σηµείο ισορροπίας (ακολουθούµε το [19]). Η τροχιά που 

ακολουθεί το σύστηµα παράγεται από ένα φίλτρο της µορφής: 

wkrkrkrkr

rr

rr

13322113

32

21

+−−−=

=

=

&

&

&

 

µε w να τείνει στο 0 και αρχικές συνθήκες αυτές του µετασχηµατισµένου 

συστήµατος. Το σφάλµα rz −  έχει τη δυναµική: 

wkrkrkrkvrze

erze

erze

1332211333

3222

2111

−+++=−=

=−=

=−=

&&&

&&&

&&&

 

Θέτοντας: 

ekwkrkrkrkv e−+−−−= 1332211  

µε eCC kBA −  Hurwitz έχουµε 0→e .  

Το σήµα w µπορεί να παραχθεί από ένα σύστηµα της µορφής: ( )wtsw −=& , 

( ) ( )00 1zw =  µε ( )tspp <31 , .  
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5.4 Αποτελέσµατα προσοµοίωσης και πρακτικές υλοποιήσεις 

Στην παράγραφο αυτή, παρουσιάζονται κάποιες προσοµοιώσεις τόσο του σχήµατος 

ελέγχου που παρουσιάστηκε πιο πάνω όσο και κάποιων πρακτικών τροποποιήσεων. 

 

5.4.1 Αποτελέσµατα προσοµοίωσης 

Το βασικό διάγραµµα του ελέγχου φαίνεται στο σχήµα 5.1. 

Στα παρακάτω σχήµατα φαίνονται οι αποκρίσεις των µεταβλητών του συστήµατος 

στις αρχικές και µετασχηµατισµένες συντεταγµένες, η είσοδος ελέγχου και η χρονική 

µεταβολή του σήµατος αναφοράς. Υποθέτουµε επίσης ότι ο έλεγχος ξεκινάει τη 

χρονική στιγµή 10 (χρόνια). 

Η προσοµοίωση έγινε µε τις τιµές των παραµέτρων όπως δίνονται από το [6]: 

25,01 =p  7

2 1050 −⋅=p   25,03 =p  7

4 1010 −⋅=p   01,05 =p   p5=0.01   

0045,06 =p 1000=x10  και 550=x 20  

 

 

Σχήµα 5.1: Σχηµατική αναπαράσταση του ελεγκτή. Η µέτρηση της κατάστασης του συστήµατος 

µετασχηµατίζεται από τον T. Στη συνέχεια το σήµα αναφοράς και ένα φιλτραρισµένο σήµα αναφοράς 

τροφοδοτούνται µαζί µε η µετασχηµατισµένη τιµή της κατάστασης στο γραµµικό Tracking ελεγκτή ο 

οποίος δίνει την είσοδο για το γραµµικό σύστηµα. Τέλος η είσοδος µετασχηµατίζεται, έτσι ώστε να 

αντιστοιχεί σε αυτήν του γραµµικού συστήµατος. 
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Η απόκριση της µεταβλητής 1x  είναι: 
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Η απόκριση της µεταβλητής 2x  είναι: 
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Η απόκριση της µεταβλητής 3x είναι: 
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Οι µετασχηµατισµένες µεταβλητές φαίνονται παρακάτω. 
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Η απόκριση της µεταβλητής 1z  είναι: 
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Η απόκριση της µεταβλητής 2z  είναι: 
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Η απόκριση της µεταβλητής 3z  είναι: 
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Το σήµα ελέγχου u  είναι: 
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Το αντίστοιχο σήµα ελέγχου v  στις γραµµικοποιηµένες εξισώσεις είναι: 
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Το σήµα αναφοράς το οποίο ακολουθεί το 1z  είναι: 
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5.4.2 Πρακτικές υλοποιήσεις 

Σε αυτή την παράγραφο θα κάνουµε κάποιες τροποποιήσεις του προηγούµενου 

σχήµατος ελέγχου µε στόχο να λαµβάνει υπόψη κάποιους επιπλέον πρακτικούς 

περιορισµούς. Πιο συγκεκριµένα, η δοσολογία που προτείναµε είναι µια συνεχής 

ποσότητα στο χρόνο και στην τιµή και υποθέσαµε ότι η µέτρηση µπορεί να γίνεται µε 

συνεχή τρόπο και να µετράµε όλες τις µεταβλητές κατάστασης.  Στη συνέχεια, θα 

µελετήσουµε την εφαρµογή του παραπάνω σχήµατος ελέγχου παίρνοντας διακριτές 

µετρήσεις, θα χρησιµοποιήσουµε τον παρατηρητή πρώτης τάξης του κεφαλαίου 4 και  

θα κάνουµε χρήση κάποιου κβαντιστή. Ένα πιο ρεαλιστικό διάγραµµα ελέγχου 

φαίνεται στο σχήµα 5.2. 

Θεωρούµε ότι παίρνουµε µετρήσεις σε τακτικά χρονικά διαστήµατα έστω sT . Η 

ποσότητα του φαρµάκου, όπως προτείνεται από τον ελεγκτή µπορεί να µπορεί να 

πάρει συνεχείς τιµές σε κάποιο διάστηµα. Αυτό δεν είναι απίθανο να µπορεί να γίνει, 

αλλά είναι πιο πρακτικό να είναι ακέραιο πολλαπλάσιο µιας βασικής ποσότητας. 

Συνεπώς µπορούµε να κάνουµε χρήση κάποιου είδους κβαντιστή. Τέλος η ποσότητα 

του φαρµάκου που δίνεται θα πρέπει να είναι σταθερή για κάποια χρονικά 

διαστήµατα. Συµβολίζουµε το χρονικό διάστηµα που ο έλεγχος παραµένει σταθερός 

µε uT . 

 

Σχήµα 5.2: Τροποποιηµένο σχήµα ελέγχου.  Γίνεται χρήση του παρατηρητή πρώτης τάξης µε 

δειγµατοληπτηµένες εισόδους, χρήση κβαντιστή και δίνονται σταθερές τιµές της εισόδου ελέγχου για 

κάποια σταθερά χρονικά διαστήµατα. 
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Θα δοκιµάσουµε δύο πιθανές µορφές κβαντιστή. Στην πρώτη µορφή κβαντιστή, η 

έξοδος είναι το ακέραιο πολλαπλάσιο µιας βασικής ποσότητας το οποίο βρίσκεται 

εγγύτερα στην είσοδο. Πιο συγκεκριµένα: 

( ) b
Nn

bq nuuuuu −=
∈

minarg  

όπου ( )uuq  είναι η κβαντισµένη τιµή του u , bu  η βασική τιµή, της οποίας 

πολλαπλάσια είναι κάθε τιµή της εξόδου και u  η τιµή της εισόδου που προκύπτει 

από το σχήµα ελέγχου.  

Παρόλο που οι αποκρίσεις µε αυτόν τον κβαντιστή είναι παρεµφερείς µε αυτές από το 

αρχικό σχήµα ελέγχου όπως φαίνεται  και στα σχήµατα που ακολουθούν, αν 

0, →us TT  και −∞→K  το τροποποιηµένο σύστηµα ελέγχου δεν προσεγγίζει 

απαραίτητα το αρχικό σύστηµα ελέγχου.   

Ένας τρόπος για να εξασφαλίσουµε ότι το τροποποιηµένο σύστηµα ελέγχου θα 

προσεγγίζει το αρχικό σύστηµα ελέγχου υπό την προϋπόθεση ότι  0, →us TT  και 

−∞→K  είναι να αλλάξουµε τον απλό κβαντιστή σε µια γενίκευση του Σ – ∆ 

modulator. Ένα διάγραµµα του κβαντιστή αυτού φαίνεται στο σχήµα 5.3. Οι 

εξισώσεις αυτού του κβαντιστή είναι: 

( )

( )Σ∆

Σ∆

−⋅=











+=

q

uqq

uuGz

zsatuuu
b

&

2
    όπου:   ( )















>

≤≤

−<−

=

2
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2
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-  αν          

2
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2
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u
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u

u
z

u
z

u
z

u

zsat
b

 

και G  µια µεγάλη σταθερά.  

 

Σχήµα 5.3:  ∆εύτερος κβαντιστής µε τροποποίηση του Σ – ∆ modulator 
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Αν  0, →us TT , −∞→K  και ∞→G τότε το τροποποιηµένο σύστηµα µε αυτόν τον 

κβαντιστή προσεγγίζει το αρχικό αφού σε κάθε µικρό χρονικό διάστηµα θα ισχύει: 

udtu
T

Tt

t
q ≈∫

+

Σ∆

1
.  

Η απόκριση του συστήµατος όταν χρησιµοποιούµε τον πρώτο κβαντιστή είναι 

πανοµοιότυπη µε την απόκριση που προκύπτει µε χρήση του δεύτερου. 

Οι αποκρίσεις των µεταβλητών κατάστασης του συστήµατος µε τις τροποποιήσεις 

αυτές φαίνονται στα παρακάτω σχήµατα: 

Η απόκριση του 1x  είναι: 
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Η απόκριση του 2x  είναι: 
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Η απόκριση του 3x  είναι: 
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Στο παρακάτω σχήµα µε µπλε χρώµα  φαίνεται η απόκριση της εισόδου µε τον απλό 

κβαντιστή ενώ µε κόκκινο η απόκριση µε τον Σ–∆.  
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Κεφάλαιο 6: Έλεγχος µε Sliding mode control 

 

Στο κεφάλαιο αυτό θα σχεδιάσουµε έναν ασυνεχή (sliding mode) ελεγκτή στο 

µοντέλο Campello de Souza. Αρχικά, παρουσιάζεται ένας ορισµός της λύσης 

συστηµάτων µε ασυνεχές δεξί µέρος. Στη συνέχεια, παρουσιάζεται µια τεχνική 

σχεδίασης ασυνεχών ελεγκτών η οποία µετά εφαρµόζεται στο µοντέλο Campello de 

Souza. Τέλος, η µέθοδος αυτή καθώς και κάποιες πρακτικές τροποποιήσεις της 

δοκιµάζονται µε προσοµοιώσεις. 

6.1 ∆ιαφορικές εξισώσεις µε ασυνεχές δεξί µέρος 

Τα µοντέλα συστηµάτων µε διαφορικές εξισώσεις µε ασυνεχές δεξί µέρος είναι ένα 

πολύ παλιό πρόβληµα.  Ένα παράδειγµα (από το [13]) είναι προβλήµατα που 

περιέχουν την τριβή Coulomb. Ένα τέτοιο πρόβληµα είναι η µελέτη των ελεύθερων 

ταλαντώσεων µε απόσβεση. Οι εξισώσεις για αυτή την περίπτωση γράφονται: 

( )( )212

21

1
xTkx

m
x

xx

+−=

=

&

&

 

όπου 1x  είναι η απόσταση από το σηµείο ισορροπίας, 2x  η ταχύτητα, m  η µάζα του 

σώµατος και ( )2xT  η τριβή ως συνάρτηση της ταχύτητας. Ένα µοντέλο για την τριβή 

(τύπου Coulomb) είναι: 

( )








>−

=

<

=

0   xαν      

0   xαν             0

0   xαν         

2

2

2

2

N

N

xT

µ

µ
   

όπου N  η κάθετη δύναµη από το σηµείο στήριξης στο σώµα και µ  ο συντελεστής 

τριβής. 

Από φυσική άποψη, αν αφήσουµε το σώµα από κάποια τυχαία θέση το σώµα θα 

σταµατήσει σε κάποια θέση, πιθανόν διαφορετική του σηµείου ισορροπίας. Η θέση 

και η ταχύτητα από µια προσοµοίωση φαίνονται στο επόµενο σχήµα: 

0 5 10 15
-5

0

5

 



 

78 

 

0 5 10 15
-4

-2

0

2

 

Σε αυτό το σηµείο θα έχουµε από την εξίσωση της ταχύτητας 0/12 ≠−= mkxx& , έστω 

για παράδειγµα 02 <x& . Αν το σώµα κινηθεί και από µηδενική αποκτήσει αρνητική 

ταχύτητα, σε οποιαδήποτε κοντινή χρονική στιγµή θα έχουµε ( ) 0
1

12 >−= kxN
m

x µ& .  

Το παραπάνω σύστηµα εξισώσεων δεν έχει λύση µε τον κλασικό ορισµό της λύσης. 

Ένας ορισµός λύσης διαφορικών εξισώσεων µε ασυνεχείς όρους δόθηκε από τον 

Filippov το 1960 [13]. Για τον ορισµό αυτό χρειάζεται ο ορισµός της απόλυτης 

συνέχειας: 

Ορισµός [20]: Μια συνάρτηση ορισµένη σε ένα διάστηµα [ ]ba,  λέγεται απόλυτα 

συνεχής αν για κάθε 0>ε  υπάρχει 0>δ  τέτοιο ώστε: ( ) ( ) ε<−∑
=

n

k

kk afbf
1

 για 

οποιαδήποτε ανά δύο ξένα διαστήµατα: ( ) [ ]baba kk ,, ⊂  µε ( ) δ<−∑
=

n

k

kk ab
1

. 

Ορισµός: Μια απόλυτα συνεχής συνάρτηση ( )tx  λέγεται λύση του συστήµατος 

( )txfx ,=&  αν: 

( )( )( ){ }I I&
0 0

,,
> =

−∈
δ µ

δ
N

NtxUtfconvx   

όπου ( )Aconv  είναι το κυρτό κάλυµµα του A  , Nµ  το µέτρο Lebesgue του συνόλου 

N  και ( )δ,xU  είναι µια σφαιρική περιοχή ακτίνας δ  γύρω από το x . 

Για τις λύσεις µε τον ορισµό του Filippov έχουν αποδειχθεί κάποια θεωρήµατα 

ύπαρξης και µοναδικότητας της λύσης και ειδικότερα για την περίπτωση που η 

ασυνέχεια είναι µόνο πάνω σε µια οµαλή επιφάνεια [15]. 

 

6.2 Sliding modes  

Σε πολλά προβλήµατα ελέγχου στα οποία χρησιµοποιούνται ασυνεχείς ελεγκτές αλλά 

και σε συστήµατα τα οποία έχουν διαφορετική δοµή για διαφορετικές περιοχές του 

χώρου κατάστασης (variable structure systems[31]) µπορεί κάτω από συγκεκριµένες 

προϋποθέσεις να παρατηρηθεί ένα είδος κίνησης που λέγεται sliding mode. Πιο 
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συγκεκριµένα υποθέτουµε ότι υπάρχει µια επιφάνεια στην οποία η δυναµική εξίσωση 

έχει ασυνέχεια. Sliding mode είναι µια κίνηση στο χώρο κατάστασης µε τα εξής 

χαρακτηριστικά [31]:  

1. Στην περίπτωση που το σύστηµα φτάσει στην επιφάνεια αυτή παραµένει για όλο το 

επόµενο χρονικό διάστηµα πάνω της.  

2. Από οποιοδήποτε σηµείο της επιφάνειας αυτής αν αποµακρύνουµε τη λύση τότε 

αυτή θα επιστρέψει στην επιφάνεια.   

Μια συνθήκη για µπορεί να υπάρχει sliding mode σε µια επιφάνεια της µορφής 

( ) 0=xs  είναι: 

0lim
0

<
+→s

s&  και 0lim
0

>
−→s

s&  

Ισοδύναµες συνθήκες µπορούµε να πάρουµε από τη δεύτερη µέθοδο του Lyapunov. 

Πράγµατι ορίζοντας µια συνάρτηση Lyapunov: 

( )( )2
xsV =  

η παραπάνω συνθήκη γίνεται: 

0<= ssV &&   

σε ένα κατάλληλο domain.  

Η εξέλιξη της λύσης που καταλήγει στην επιφάνεια ασυνέχειας µπορεί να βρεθεί από 

τον ορισµό του Filippov και την απαίτηση ( ) 0=ts& . Πράγµατι έστω: 

( ) ( )
( )





<

>
==

−

+

0xs αν     

0xs αν     

f

f
xfx&   

µε ( )xf +  και ( )xf −  συνεχείς. Θεωρούµε ένα σηµείο ( )0x  πάνω στην επιφάνεια, τότε 

από τον ορισµό του Filippov έχουµε:  

( ) ( ) ( ) ( )xfxfxfx −+ −+== µµ 10&  

όπου 10 ≤≤ µ . Από την απαίτηση ( ) 0=ts&  έχουµε: 

00 =sL
f

. 

Από την τελευταία σχέση µπορούµε να υπολογίσουµε το µ  και συνεπώς το 0f .  
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Συνεπώς έχουµε: 

( )
( ) ( )

−

−

+

− +−

+

+−

−

−= f
sL

sL
f

sL

sL
xf

ff

f

ff

f0  

 

6.3 Σχεδίαση ελεγκτών sliding mode 

Σε αυτή την παράγραφο, παρουσιάζεται µια µέθοδος σχεδίασης ελεγκτή σε µια ειδική 

κατηγορία συστηµάτων τα οποία είναι στη λεγόµενη “regular form” (από το [19]). 

Έστω ένα σύστηµα το οποίο είναι ή µπορεί να µετασχηµατιστεί στη µορφή (regular 

form): 

( )
( ) ( )uxgf

f

b

a

+=

=

ξηξ

ξηη

,

,

&

&
 

Έστω επίσης ότι µπορούµε να σχεδιάσουµε έναν ελεγκτή για το η  υποσύστηµα µε 

είσοδο το ξ .  Πιο συγκεκριµένα, έστω ότι µπορούµε να βρούµε µια συνάρτηση ( )ηφ  

τέτοια ώστε το σύστηµα: 

( )( )ηφηη ,af=&  

να έχει ευσταθές σηµείο ισορροπίας το µηδέν και ( ) 00 =φ  

Επιλέγουµε ( ) ( )ηφξ −=xs . Αν αναγκάσουµε το σύστηµα να φτάσει και να  

παραµείνει πάνω στην ( )xs  τότε το µηδέν είναι ευσταθές σηµείο ισορροπίας. Η 

εξίσωση του s&  γράφεται:  

( ) ( ) ( )uxgffs ab +
∂

∂
−= ξη

η
φ

ξη ,,&  

Το u  µπορεί να σχεδιαστεί είτε σαν καθαρά διακοπτικό είτε και µε έναν αντίστοιχο 

συνεχή όρο ο οποίος ακυρώνει τους άλλους δύο.  

 

6.4 Sliding mode ελεγκτής για το πρόβληµα 

Στην παράγραφο αυτή θα χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο της προηγούµενης 

παραγράφου στο µοντέλο Campello de Souza: 

( )
( )

( ) ( )( ) uxxpxxpxx

xxxpxpx

xxxpxpx

−+−+=

++−=

+−−=

2026101533

32024232

31012111

&

&

&
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To σύστηµα είναι ήδη στη “regular form”: 

( )
( ) uf

f

b

a

−=

=

ηξξ

ξηη

,

,

&

&
  

µε [ ]Txx 21=η  και 3x=ξ . Αρχικά βρίσκουµε µια συνάρτηση ( )t,ηφ  η οποία 

καθιστά το  (0,0) ασυµπτωτικά ευσταθές σηµείο ισορροπίας για το υποσύστηµα του 

η.  

Θεωρούµε τη συνάρτηση Lyapunov: 

( ) 2/2

2

2

1 xxV +=η  

Έχουµε: 

( ) ( ) ( )[ ]101212024221

2

23

2

11 ,, xxpxxxpxtxxxpxpV +−++−−= φη
&  

Απαιτούµε: 

( ) ( )txpxpV γη
2

23

2

11 +−≤&    µε  ( ) ]1,(εγ ∈t  

µε 0>ε . Ισοδύναµα: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )( )txpxpxxpxxxpxtxx γφ −+≤+−+ 1,, 2

23

2

11101212024221  

Μια συνάρτηση που εξασφαλίζει την παραπάνω ανισότητα είναι: 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )1012120242

2

23

2

11

21

1
,,

xxpxxxpx

txpxp
txx

+−+

−+
=

γ
φ

 

 

Στο επόµενο λήµµα θα χρησιµοποιήσουµε τις ιδιότητες προσβασιµότητας του 

κεφαλαίου 3 για να δείξουµε ότι ένας sliding mode ελεγκτής που κατασκευάζεται µε 

χρήση της ( )txx ,, 21φ  καθιστά το ( )0,0,0  ασυµπτωτικά ευσταθές σηµείο ισορροπίας.  

Λήµµα: Για κάθε αρχική συνθήκη: ( ) ( ) ( ) ( )( ) 1321 0,0,00 Dxxxx ∈=   και σταθερά M 

τέτοια ώστε ( ) 1Mt <γ&  υπάρχει µια τιµή maxU  τέτοια ώστε µε τον έλεγχο: 

( )
( )




>

≤
=

txxU

txx
u

,,   xαν    

,,  xαν          0

213max

213

φ

φ
  

το σηµείο (0,0,0) καθίσταται ασυµπτωτικά ευσταθές σηµείο ισορροπίας.  
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Απόδειξη: 

Αφού ( ) 0, 21 ≥xxφ  το 3x  παραµένει θετικό για όλο το µελλοντικό χρονικό διάστηµα 

και συνεπώς οι λύσεις της εξίσωσης έχουν φυσικό νόηµα µε την έννοια της 

παραγράφου 3.1. 

Από την παράγραφο 3.1 γνωρίζουµε ότι υπάρχουν σταθερές ACCC ,,, 321  έτσι ώστε 

το σύνολο ( )ACCCDD ,,, 321=  να είναι θετικά αναλλοίωτο και ( ) Dx ∈0 . 

Υποθέτουµε ότι το:  

( )
dt

txxd ,, 21φ
 

είναι φραγµένο. 

Αρχικά δείχνουµε ότι υπάρχει ένα 0max >U  έτσι ώστε κάθε λύση θα βρεθεί στο 

σύνολο: 

( ) ( ){ } DtxxxxxxP ∩≤= ,,:,, 213321 φ  

σε πεπερασµένο χρόνο και θα παραµείνει σε αυτό για όλο το επόµενο χρονικό 

διάστηµα.  

Πράγµατι αφού (όπως έχουµε υποθέσει) υπάρχει σταθερά 2M  τέτοια ώστε: 

( )
2

21 ,,
M

dt

txxd
<

φ
 

έχουµε: 

( )( ) ( ) ( ) ( ) utxxxxxpxxxptxxx
dt

d
s −−+−+=−= ,,,, 213202631015213 φφ&  

Αν  ισχύει: 

( ) ( ){ } ε+++−+>
∈

23202631015max max MxxxpxxxpU
Dx

                                            (*) 

και αν 0>s  τότε: 

ε−<s& . 

Και συνεπώς αν ισχύει η (*), κάθε λύση µε ( ) Dx ∈0  θα καταλήξει σε πεπερασµένο 

χρόνο, έστω ( )( )00 xt  στο P . Ισχύει επίσης ( ) 0,0,0 =tφ . Άρα, από τα παραπάνω για 

κάθε 0tt >  θα ισχύει ( ) ηVxx
dt

d &≤+ 2

2

2

1 και ( )txxx ,, 213 φ≤ . Συνεπώς το ( )0,0,0  είναι 

ευσταθές σηµείο ισορροπίας του συστήµατος. 
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Μένει να δείξουµε ότι το: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( )2

1012120242

2

23

2

111110222204

1012120242

22311121

22
1                      

22
1

,,

xxpxxxpx

xpxpxxxpxxxp

xxpxxxpx

xxpxxp

dt

td

dt

txxd

+−+

+−−+
−−

−
+−+

+
−+−=

&&

&&

γ

γφ
γφ

 

είναι φραγµένο.  

Για να το δείξουµε αυτό χωρίζουµε το D  σε δύο κοµµάτια: 

( ){ } DrxxxxxU r ∩<+= 22

2

2

1321 :,,  και rUD \  

 µε r µικρό. Στο ( )rUDcl \  (όπου ( ).cl  η κλειστότητα) η 
( )

dt

txxd ,, 21φ
 είναι συνεχής 

ως προς x  και άρα φραγµένη.  

Χωρίζουµε το rU  σε δύο µικρότερες περιοχές: 

 [ ]{ }211 ,1,0: kxxkUxU rr −=∈∃∈=  και  [ ]{ }122 ,1,0: kxxkUxU rr −=∈∃∈=   

µε rrr UUU =∪ 21 .  Στο rU1  έχουµε: 

 

 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )rkMM
rxkpxp

rpkp

M
rxkpxp

xpkp

dt

d

xxpxxxpx

xpxp

dt

td

,              1,31

102204

3

2

1

1

102204

23

2

1

1012120242

2

23

2

11

=
−+

+
≤

−+

+
≤

+−+

+
=

γ
φ

γ

 

Επίσης: 

( )
( ) ( ) ( )

( )rkM
rxkpxp

xpxkp

xxpxxxpx

xxpxxp
,

2222
1,4

102204

1311

1012120242

223111 =
−+

+
≤

+−+

+ &&&&
 

 

όπου 1x&  και 2x&  η µέγιστη τιµή του 1x&  και του 2x&  στο ( )Dcl  αντίστοιχα.  

Τέλος:

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )
( )

( )rkMM
rxkpxp

ppk
xxxpxxxp

xxpxxxpx

xpxp

xxpxxxpx

xpxpxxxpxxxp

,22

22

1,65

102204

31

2

1110222204

2

1012120242

2

23

2

11

2

1012120242

2

23

2

111110222204

=
−+

+
≤−−+⋅

⋅
+−+

+
=

+−+

+−−+

&&

&&
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όπου 5M  η µέγιστη τιµή του  ( ) ( )( )1110222204 22 xxxpxxxp && −−+  στο ( )Dcl . 

Αντίστοιχα για το σύνολο rU 2  υπάρχουν φράγµατα: 2,42,3 , MM  και 2,6M . Τα jiM ,  

είναι συνεχείς συναρτήσεις του k  στο διάστηµα [ ]1,0 . Άρα έχουν µια µέγιστη τιµή: 

( )rM ij . Συνεπώς προκύπτει το φράγµα: 

( ) { } { } { } 2626142413231

21 ,max,max,max
,,

MMMMMMM
dt

txxd
=++≤

φ
                   ◊  

6.5 Αποτελέσµατα προσοµοίωσης και πρακτικές υλοποιήσεις 

Στην παράγραφο αυτή, όπως και στο κεφάλαιο 5, εξετάζουµε την 

αποτελεσµατικότητα του ελεγκτή καθώς και κάποιων πρακτικών υλοποιήσεων του. 

6.5.1 Αποτελέσµατα προσοµοίωσης 

Στα παρακάτω σχήµατα φαίνονται οι αποκρίσεις του συστήµατος µε τον sliding mode 

ελεγκτή. Ο έλεγχος ξεκινάει τη χρονική στιγµή 10 (χρόνια). Η προσοµοίωση έγινε µε 

τις τιµές των παραµέτρων όπως δίνονται από το [6]: 

 

25,01 =p  7

2 1050 −⋅=p   25,03 =p  7

4 1010 −⋅=p   01,05 =p   p5=0.01   

0045,06 =p 1000=x10  και 550=x 20  

Οι αποκρίσεις των µεταβλητών κατάστασης, η είσοδος, το σήµα ( )tγ  και το 

( )txx ,, 21φ   φαίνονται στα παρακάτω σχήµατα: 

 

Η απόκριση του 1x  είναι: 
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Η απόκριση του 2x  είναι: 
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Η απόκριση του 3x  είναι: 
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Η είσοδος είναι: 
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Το σήµα ( )tγ  είναι: 
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Τέλος, το ( )txx ,, 21φ  είναι: 
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6.5.2 Πρακτική υλοποίηση 

 

Αυτός ο έλεγχος δεν είναι πρακτικός καθώς η προτεινόµενη  δόση αλλάζει µε µεγάλη 

ταχύτητα. Για να έχουµε µια πιο πρακτική υλοποίηση θα πρέπει να µετράµε µόνο το 

1x  και 3x  σε τακτά χρονικά διαστήµατα, να εκτιµάµε το 2x  και ο έλεγχος να µένει 

σταθερός για κάποια σταθερά χρονικά διαστήµατα.  

Για περίοδο µέτρησης και ελέγχου sT  και uT  µια εβδοµάδα και χρήση του 

παρατηρητή πρώτης τάξης, τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης µε το σύστηµα να 

έχει τις πιο πάνω παραµέτρους είναι πολύ παρόµοια µε πριν, µε µόνη διαφορά την 

είσοδο ελέγχου u : 

Η είσοδος ελέγχου u  φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 
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8 10 12 14 16 18 20
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Ο έλεγχος αυτός µπορεί να υλοποιηθεί στην πράξη αλλά πιθανόν να είναι πιο βολικό 

να δίνουµε εκτός των ακραίων τιµών 0 και maxU και κάποιες ενδιάµεσες δοσολογίες. 

Μια εναλλακτική υλοποίηση του ελεγκτή αυτού µπορεί να γίνει µε χρήση ενός 

κβαντιστή πολλών επιπέδων.  

Γνωρίζουµε ότι: 

( ) ( )txxxxs ,, 213 φ−=  

και 

( ) ( )( ) uxxpxxpxs −−+−+= φ&&
202610153  

Η προϋπόθεση για να έχουµε sliding mode είναι: 

0s   αν    0s

0s   αν    0

><

<>

&

&s
 

Μία επιλογή για το u  µπορεί να είναι: 

( ) ( )( ) ( ) 















++−+−+= `

2
sgn 0202610153 u

u
sxxpxxpxuu b

q φ&  

όπου 0u  µικρή θετική σταθερά. Συνεπώς 0us >&  αν 0<s  και  0us −<&  αν 0>s . 

Οι απόκριση των καταστάσεων του συστήµατος καθώς και η είσοδος ελέγχου 

φαίνονται στα παρακάτω σχήµατα: 
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Η απόκριση του 1x  είναι:  
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Η απόκριση του 2x  είναι: 
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Η απόκριση του 3x  είναι: 
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Η είσοδος ελέγχου είναι: 
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Στη συνέχεια εξετάζουµε την ευρωστία του ελεγκτή. Στα επόµενα σχήµατα φαίνονται 

οι αποκρίσεις του ελεγκτή όταν οι πραγµατικές τιµές των παραµέτρων είναι µέχρι και 

25% διαφορετικές από αυτές µε βάση τις οποίες σχεδιάστηκε ο ελεγκτής. Οι 

αποκρίσεις του 1x  είναι: 
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Οι αποκρίσεις του 2x  είναι: 
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Οι αποκρίσεις του 3x  είναι: 
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Κεφάλαιο 7: Receding Horizon Control (RHC) 

 

Στο κεφάλαιο αυτό, θα εφαρµόσουµε µια τεχνική ελέγχου βασισµένη στη 

βελτιστοποίηση, στο µοντέλο του Campello de Souza. Ο ελεγκτής που προκύπτει 

δοκιµάζεται µε προσοµοιώσεις και εξετάζεται η ευρωστία του. Παρόµοιες µέθοδοι 

ελέγχου έχουν εφαρµοστεί στα [36-39] σε κάποια άλλα µοντέλα. 

 

7.1 Receding Horizon Control 

Το RHC είναι µια παραλλαγή του βέλτιστου ελέγχου, στην οποία αντί να έχουµε 

µεγάλο ή άπειρο χρονικό ορίζοντα, η βελτιστοποίηση γίνεται σε κάποιο µικρό 

ορίζοντα, εφαρµόζεται η πρώτη τιµή από τη βέλτιστη ακολουθία και εν συνεχεία ο 

ορίζοντας και η συνάρτηση κόστους µετακινούνται ένα βήµα. Βασικό πλεονέκτηµα 

της µεθόδου αυτής είναι ότι µπορούν να ληφθούν υπόψη οι περιορισµοί ρητά κατά τη 

διάρκεια της σχεδίασης.  

Πιο συγκεκριµένα το RHC περιλαµβάνει τα εξής βήµατα [15]: 

1. Τη χρονική στιγµή i  και για έναν χρονικό ορίζοντα [ ]1, −+ Nii  λύνουµε ένα 

πρόβληµα βέλτιστου ελέγχου. Λαµβάνουµε µια ακολουθία: 11 ,...,, −++ Niii uuu . 

2. Εφαρµόζουµε το iu  στην είσοδο του συστήµατος 

3. Λαµβάνουµε την επόµενη µέτρηση για τη χρονική στιγµή 1+i  

4. Επαναλαµβάνουµε τη βελτιστοποίηση από τη χρονική στιγµή 1+i  

 

Η παραπάνω διαδικασία συνήθως γίνεται για διακριτά συστήµατα. Το πρόβληµα 

βελτιστοποίησης, το οποίο επιλύεται σε κάθε βήµα, αν η κατάσταση είναι x , είναι 

της µορφής: 

( ) ( )

( )

f

kk

N

k

kkN

X

uxf

uxLxF

∈

∈

∈

=

=

+=

+

−

=
∑

N

k

k

0

1k

1

0

N

 x                    

X  x                    

Uu                     

x x                    

,    x:subject to

,V     minimize

 

Μερικές φορές µπαίνει και ο εξής περιορισµός [28]:  NiNi uu ++ == ...
1
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7.2  RHC για το πρόβληµα 

Θα εφαρµόσουµε την παραπάνω µεθοδολογία στο µοντέλο Campello de Souza. 

Αρχικά διακριτοποιούµε προσεγγιστικά τις εξισώσεις: 

( )
( )

( ) ( )( ) uxxpxxpxx

xxxpxpx

xxxpxpx

−+−+=

++−=

+−−=

2026101533

32024232

31012111

&

&

&

 

και καταλήγουµε στις: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )uxxpxxpxkxkx

xxxpxpkxkx

kxxkxpkxpkxkx

−+−++=+

++−+=+

+−−+=+

20261015333

320242322

310121111

1

1

1

δ

δ

δ

 

όπου δ  ο χρόνος διακριτοποίησης.  

Θα χρησιµοποιήσουµε την τετραγωνική συνάρτηση κόστους: 

( ) ( )∑ −+

= ++++−+ ++=
1 2

111,...,,
Nk

ki iiii

T

iNii

T

NiNiii urxQxxQxuuxV  

Οι περιορισµοί που εισάγονται είναι οι εξής: 

max0 Uuk ≤≤  

( ) 03 ≥kx  

Σε κάθε βήµα κάνουµε µια αριθµητική ελαχιστοποίηση ( )mi
uu

uuxV
m

,..,,min 1
,..,1

 µε χρήση 

του Matlab.  

 

7.3 Αποτελέσµατα προσοµοίωσης 

Λόγω του ότι δεν έχουµε αποδείξει την ευστάθεια του ελεγκτή έγιναν πολλές 

προσοµοιώσεις οι οποίες δείχνουν ότι το σύστηµα είναι ευσταθές και έχει κάποια 

καλή συµπεριφορά. Οι προσοµοιώσεις ξανάγιναν και για διαφορετικές παραµέτρους 

από αυτές µε βάση τις οποίες ο ελεγκτής υπολογίζει την είσοδο ελέγχου µε στόχο να 

ελεγχθεί η ευρωστία του σχήµατος. 

Ο χρόνος διακριτοποίησης είναι µια εβδοµάδα. Ο έλεγχος ξεκινάει τη χρονική στιγµή 

10 (χρόνια). Η προσοµοίωση έγινε µε τις τιµές των παραµέτρων όπως δίνονται από το 

[6]: 

25,01 =p  7

2 1050 −⋅=p   25,03 =p  7

4 1010 −⋅=p   01,05 =p   p5=0.01   

0045,06 =p 1000=x10  και 550=x 20  
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Η απόκριση του συστήµατος και η είσοδος ελέγχου φαίνονται στα επόµενα σχήµατα. 

Η απόκριση του 1x  είναι: 
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Η απόκριση του 2x  είναι: 
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Η απόκριση του 3x  είναι: 
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Η είσοδος ελέγχου u  είναι: 
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Μπορούµε και εδώ να περιοριστούµε σε πεπερασµένες πιθανές τιµές της εισόδου 

ελέγχου. Οι διαφορές για την απόκριση του συστήµατος είναι πολύ µκρές. Η νέα 

είσοδος ελέγχου φαίνεται στο σχήµα που ακολουθεί:  
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4

 

Για να εξετάσουµε την ευρωστία του ελεγκτή θα κάνουµε κάποιες προσοµοιώσεις µε 

ελαφρά διαφορετικές τιµές από τις ονοµαστικές. Στα επόµενα σχήµατα είναι δέκα 

διαφορετικά σύνολα παραµέτρων τα οποία διαφέρουν έως 10% από τις ονοµαστικές 

τιµές. 
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Το 1x  είναι: 
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Το 2x  είναι: 
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Το 3x  είναι: 

0 200 400 600 800 1000 1200
0

2

4

6

8

10
x 10

5

 

 



 

96 

 

Το u  είναι: 
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Κεφάλαιο 8: Επίλογος 

 

8.1 Σύνοψη Αποτελεσµάτων 

Στην εργασία αυτή, µελετήθηκε η δυνατότητα εφαρµογής της θεωρίας ελέγχου στον 

προσδιορισµό καταλλήλων ποσοτήτων φαρµακευτικής αγωγής σε ανθρώπους 

προσβεβληµένους από τον HIV. Για το µοντέλο Campello de Souza που αφορά την 

εξέλιξη του HIV σε έναν άνθρωπο προτάθηκαν κάποιες τροποποιήσεις και  

αποδείχθηκαν κάποιες ιδιότητες προσβασιµότητας. Για το µοντέλο αυτό,  

κατασκευάστηκαν τρία σχήµατα ελέγχου και ένας µη γραµµικός παρατηρητής 

πρώτης τάξης για τη µη µετρούµενη µεταβλητή κατάστασής του (που αντιστοιχεί στη 

συγκέντρωση των CD8 κυττάρων). Το πρώτο σχήµα ελέγχου βασίζεται σε 

γραµµικοποίηση µε ανατροφοδότηση κατάστασης, το δεύτερο σε sliding mode 

έλεγχο και το τρίτο σε receding horizon control. 

Ο παρατηρητής πρώτης τάξης που κατασκευάστηκε βασίζεται σε µια απλή ιδέα και 

αποδείχθηκε η σύγκλιση του στην πραγµατική τιµή της µη µετρούµενης µεταβλητής 

κατάστασης. Ο παρατηρητής αυτός συγκρίθηκε, µε χρήση προσοµοιώσεων, µε έναν 

παρατηρητή  από τη βιβλιογραφία [7] και προέκυψε ότι: ο παρατηρητής που 

σχεδιάστηκε έχει τη δυνατότητα να συγκλίνει πιο γρήγορα, έχουν παρόµοια 

συµπεριφορά ως προς το θόρυβο των µετρήσεων και ότι όταν οι πραγµατικές τιµές 

των παραµέτρων του µοντέλου είναι διαφορετικές από αυτές, µε βάση τις οποίες 

σχεδιάστηκαν οι δύο παρατηρητές, αυτοί έχουν παρόµοιο σφάλµα στη µόνιµη 

κατάσταση µε εξαίρεση τις τιµές των παραµέτρων 1p  και 2p  από τις οποίες δεν 

επηρεάζεται ο παρατηρητής τάξης ένα.    

Για την κατασκευή του πρώτου σχήµατος ελέγχου, αρχικά δείξαµε ότι το σύστηµα 

είναι γραµµικοποιήσιµο µε ανατροφοδότηση κατάστασης και βρήκαµε έναν 

µετασχηµατισµό που το γραµµικοποιεί. Στη συνέχεια επιβάλαµε στο σύστηµα να 

ακολουθεί µια τροχιά στο χώρο κατάστασης, η οποία οδηγεί το σύστηµα 

ασυµπτωτικά  στο επιθυµητό σηµείο ισορροπίας (αυτό που αντιστοιχεί στη µη 

προσβεβληµένη κατάσταση). Στον ελεγκτή αυτό, υπάρχει η ελευθερία να επιλέξουµε 

την τροχιά που θα ακολουθήσει το σύστηµα. Τέλος, έγιναν κάποιες τροποποιήσεις 

στο σχήµα ελέγχου µε σκοπό να είναι πιο πρακτικό. Πιο συγκεκριµένα, λαµβάναµε 

µετρήσεις µόνο σε τακτά χρονικά διαστήµατα, και η τιµή της εισόδου ελέγχου έµενε 

σταθερή σε αυτά, κάναµε χρήση του παρατηρητή µειωµένης τάξης και ενός 

κβαντιστή. Με αυτές τις τροποποιήσεις οι αποκρίσεις των µεταβλητών κατάστασης 

έµειναν σχεδόν αµετάβλητες.   

Ο sliding mode ελεγκτής κατασκευάστηκε, βάσει της παρατήρησης ότι το σύστηµα 

είναι στη “regular form” µε βάση τη θεωρία από το [19]. Αποδείχθηκε ότι ο ελεγκτής 

αυτός, καθιστά το σηµείο ισορροπίας που αντιστοιχεί στη µη προσβεβληµένη 

κατάσταση, ευσταθές. Η αποδοτικότητα του ελεγκτή αυτού καθώς και κάποιων 
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τροποποιήσεών του δοκιµάστηκαν µε προσοµοιώσεις. Η ευρωστία του sliding mode 

ελεγκτή µελετήθηκε όταν οι πραγµατικές παράµετροι του µοντέλου είναι 

διαφορετικές από αυτές µε τις οποίες σχεδιάστηκε ο ελεγκτής. Πιο συγκεκριµένα 

έγιναν 20 προσοµοιώσεις µε τιµές διαφορετικές ως 25% και σε όλες παρατηρήσαµε 

ότι οι αποκρίσεις πλησιάζουν το επιθυµητό σηµείο ισορροπίας. 

Τέλος, σχεδιάστηκε ένα σχήµα ελέγχου βασισµένο στο RHC. Αρχικά, το µοντέλο 

διακριτοποιήθηκε προσεγγιστικά. Στη συνέχεια, χρησιµοποιήσαµε ένα τετραγωνικό 

κριτήριο κόστους και µε χρήση του Matlab επιλύσαµε σε κάθε βήµα το πρόβληµα 

βελτιστοποίησης. Το σχήµα αυτό δοκιµάστηκε µε χρήση προσοµοιώσεων και κάποιες 

τροποποιηµένες µορφές εξετάστηκαν. Στη συνέχεια, εξετάστηκε µε χρήση 

προσοµοιώσεων η ευρωστία του σχήµατος αυτού. Πιο συγκεκριµένα, έγιναν 10 

προσοµοιώσεις µε παραµέτρους το πολύ 10% διαφορετικές από αυτές µε βάση τις 

οποίες σχεδιάστηκε ο ελεγκτής. Σε όλες τις περιπτώσεις παρατηρήσαµε ότι οι 

αποκρίσεις πλησιάζουν το επιθυµητό σηµείο ισορροπίας. Οι αποκρίσεις µε αυτή τη 

µέθοδο είναι πιο γρήγορες σε σχέση µε τις δύο άλλες, αλλά η ευστάθεια αυτού του 

σχήµατος δεν αποδείχθηκε. 

 

8.2 Μελλοντικές  κατευθύνσεις 

 

Στη διπλωµατική αυτή εργασία οι παράµετροι των εξισώσεων του µοντέλου που 

χρησιµοποιήθηκε θεωρήθηκαν δεδοµένες. Έχει ιδιαίτερο ενδιαφέρον να 

ασχοληθούµε µε την on-line αναγνώριση  των παραµέτρων του συστήµατος και την 

κατασκευή προσαρµοστικών ελεγκτών µε βάση τα σχήµατα ελέγχου που 

παρουσιάστηκαν σε αυτή την εργασία. Σε αυτή τη µελέτη θα πρέπει να ληφθεί υπόψη 

ο θόρυβος των µετρήσεων και το γεγονός ότι δεν µετρούνται όλες οι µεταβλητές 

κατάστασης (κάποιες προσπάθειες αναγνώρισης και προσαρµοστικού ελέγχου έχουν 

ήδη γίνει π.χ. [35]). Στο µέλλον επίσης, θα πρέπει να εξεταστεί αναλυτικά η ευρωστία 

των σχηµάτων ελέγχου που παρουσιάστηκαν.  

Στην εργασία αυτή, η σχεδίαση των ελεγκτών και του παρατηρητή έγινε ανεξάρτητα. 

Στο µέλλον θα πρέπει να εξεταστεί αναλυτικά η ευστάθεια του σχήµατος ελέγχου και 

να αποδειχθεί µια «αρχή διαχωρισµού» ([19]). Επίσης µπορούµε να ασχοληθούµε µε 

την κατασκευή βέλτιστου παρατηρητή µε δεδοµένα τα χαρακτηρίστηκα του θορύβου 

των µετρήσεων. Μια εναλλακτική είναι να σχεδιαστεί απευθείας ένας ελεγκτής µε 

ανατροφοδότηση εξόδου (π.χ. [25]). Όσον αφορά το σχήµα ελέγχου βασισµένο στο 

RHC µένει να αποδειχθεί η ευστάθειά του και να µελετηθεί αναλυτικά η ευρωστία 

του. 

Ένα ενδιαφέρον θέµα για µελλοντική µελέτη είναι και η γενίκευση του παρατηρητή 

µειωµένης τάξης που παρουσιάστηκε (υπό την προϋπόθεση ότι δεν είναι ειδική 

περίπτωση κάποιου παρατηρητή που έχει ήδη κατασκευαστεί). Μια κατεύθυνση 
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µπορεί να είναι η παρατήρηση περισσοτέρων από µιας µεταβλητών κατάστασης. Μια 

άλλη πιθανή γενίκευση είναι στην περίπτωση που το σύστηµα δεν έχει γραµµική 

εξάρτηση από την µη µετρούµενη µεταβλητή κατάστασης ενώ θα µπορούσε να 

εξεταστεί και η χρήση άλλου εκτιµητή.  

Στο µέλλον θα εξετασθεί και η εφαρµογή των σχηµάτων ελέγχου που παρουσιάζονται 

σε αυτή την εργασία στο τροποποιηµένο µοντέλο µε τέσσερεις εξισώσεις. Πιο 

συγκεκριµένα αναµένεται ότι, ο παρατηρητής πρώτης τάξης θα χρειαστεί κάποια 

τροποποίηση, ενώ τα αποτελέσµατα από κάποιες αρχικές προσοµοιώσεις των 

σχηµάτων ελέγχου για το τροποποιηµένο µοντέλο µε τέσσερεις εξισώσεις έχουν 

δείξει ότι µε ανατροφοδότηση κατάστασης έχουµε παρεµφερείς αποκρίσεις µε αυτές 

του αρχικού µοντέλου Campello de Souza.  

Σε µια γενικότερη θεώρηση, θα πρέπει να γίνει µια σύγκριση των διαφόρων 

µοντέλων που ήδη υπάρχουν για την εξέλιξη του HIV µε χρήση πειραµατικών 

δεδοµένων και η εύρεση του καταλληλότερου από αυτά (πιθανόν διαφορετικό σε 

κάθε ασθενή). Στη συνέχεια θα πρέπει να συγκριθούν οι µέθοδοι ελέγχου. 
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