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ΠΡΟΛΟΓΟΣ

Σκοπός της εργασίας αυτής είναι η μελέτη του προβλήματος εκπαίδευσης  Νευρωνικών Δικτύων προσοτροφοδότησης(feedforward) με χρήση Mc-Culloch Pitts(Mc-P) νευρώνων προκειμένου να προσεγγίσουμε μία συνεχής συνάρτηση 
[image: image1086.emf]. Το κριτήριο εκπαίδευσης που θα χρησιμοποιήσουμε είναι η ελαχιστοποίηση του μέγιστου σφάλματος που παρουσιάζει το Νευρωνικό Δίκτυο όταν γνωρίζουμε πεπερασμένο πλήθος τιμών της συνάρτησης 
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. Αν και πρωταρχικό μας στόχος είναι η λύση του παραπάνω προβλήματος εκπαίδευσης θα μετασχηματίσουμε το αρχικό πρόβλημα σε ισοδύναμα και θα αναζητήσουμε τη λύση αυτών των προβλημάτων.

Η εργασία χωρίζεται σε 4 κεφάλαια. Το 1ο κεφάλαιο είναι η εισαγωγή στην οποία παρουσιάζονται κάποια ιστορικά στοιχεία για την επιστήμη των Νευρωνικών Δικτύων, τα κυριότερα επιστημονικά πεδία που χρησιμοποιούνται καθώς και κάποια βασικά χαρακτηριστικά με τα οποία τα κατηγοριοποιούμε. Στο 2ο κεφάλαιο παρουσιάζονται τα βασικά μαθηματικά εργαλεία από την επιστήμη της Βελτιστοποίησης που θα χρησιμοποιηθούν συνεχώς για να αποδείξουμε αρκετές από τις προτάσεις στην εργασία καθώς και μερικά θεωρήματα που αφορούν τα Νευρωνικά Δίκτυα. Στο 3ο κεφάλαιο, που είναι το κυριότερο  αυτής της εργασίας, γίνεται η παρουσίαση του ακριβούς προβλήματος εκπαίδευσης και η προσπάθεια επίλυσής του καθώς και τα συμπεράσματα που προκύπτουν. Τέλος υπάρχει και το παράρτημα που συμπληρώνει τα όσα αναφέρονται στο 3ο κεφάλαιο.
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1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Αν και η επιστήμη των Νευρωνικών Δικτύων είναι σχετικά μικρή σε ηλικία σε σχέση με άλλες επιστήμες ωστόσο έχει αναπτυχθεί πολύ τις τελευταίες δεκαετίες εξαιτίας των σημαντικών πλεονεκτημάτων που έχει, την απλότητα που την χαρακτηρίζει καθώς και την πληθώρα τον εφαρμογών που μπορεί να χρησιμοποιηθεί. 

Τα Νευρωνικά Δίκτυα χρησιμοποιούνται ευρύτατα σε εφαρμογές όπου η χρήση άλλης τεχνολογίας δεν συμφέρει είτε λόγω πολυπλοκότητας είτε λόγω κόστους. Χρησιμοποιούμε Νευρωνικά Δίκτυα σε προβλήματα προσέγγισης συναρτήσεων όπου δεν είναι γνωστός ο τύπος της συνάρτησης που θέλουμε να προσεγγίσουμε παρά μόνο μερικές τιμές της.

Άλλες χρήσιμες εφαρμογές στις οποίες χρησιμοποιούνται τα Νευρωνικά Δίκτυα είναι σε προβλήματα αντιστοίχησης-συσχέτισης, σε προβλήματα ταξινόμησης προτύπων όπου επιθυμούμε να ταξινομήσουμε έναν δεδομένο αριθμό εισόδων σε ένα σταθερό σύνολο δεδομένων κατηγοριών(κλάσεις), σε προβλήματα ομαδοποίησης προτύπων, σε προβλήματα πρόβλεψης σημάτων όπου ζητείται η πρόβλεψη τις τιμής ενός σήματος 
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. Ακόμη χρήση Νευρωνικών Δικτύων γίνεται στο επονομαζόμενο πρόβλημα του ‘Ταξιδεύοντος Πωλητή’ ,σε προβλήματα ανάλυσης δεδομένων σε κύριες συνιστώσες καθώς και σε προβλήματα αυτομάτου ελέγχου. Σε αυτά τα προβλήματα δίνεται ένα άγνωστο δυναμικό σύστημα με είσοδο 
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 και ένα μοντέλο αναφοράς με είσοδο 
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και ζητείται να βρεθεί μια φραγμένη είσοδος 
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Από τα κύρια χαρακτηριστικά των Νευρωνικών Δικτύων είναι η τοπολογική τους δομή και αναφέρεται στον τρόπο με τον οποίο διευθετούνται και διασυνδέονται οι διάφοροι νευρώνες. Οι δύο βασικές ιδιότητες που χαρακτηρίζουν την αρχιτεκτονική ενός Νευρωνικού Δικτύου είναι το πλήθος των στρωμάτων(layers) και οι συνδέσεις ανάμεσα στους νευρώνες. Ανάλογα με την τοπολογία του Νευρωνικού Δικτύου αυτά χωρίζονται στα Νευρωνικά Δίκτυα προσοτροφοδότησης και στα αναδρομικά[1].

Ένα άλλο χαρακτηριστικό που κατηγοριοποιεί τα Νευρωνικά Δίκτυα είναι ο αλγόριθμος μάθησης που χρησιμοποιείται για την εκπαίδευση ενός Δικτύου και όπως είναι λογικό εξαρτάται από τον τρόπο με τον οποίο είναι δομημένοι οι διάφοροι νευρώνες. 

Η μάθηση στα Νευρωνικά Δίκτυα αναφέρεται στη διεργασία επίτευξης μιας επιθυμητής συμπεριφοράς μέσω ανανέωσης της τιμής των συναπτικών βαρών. Επομένως ένα Νευρωνικό Δίκτυο μαθαίνει για το περιβάλλον του μέσω μίας επαναληπτικής διαδικασίας ανανέωσης των συναπτικών βαρών και κατωφλίων. Ο αλγόριθμος μάθησης είναι ένα προκαθορισμένο σύνολο καλά-ορισμένων κανόνων επίλυσης του προβλήματος μάθησης του Νευρωνικού Δικτύου. Γενικά, υπάρχουν πολλοί αλγόριθμοι μάθησης στα Νευρωνικά Δίκτυα και καθένας έχει τα δικά του πλεονεκτήματα αλλά και μειονεκτήματα. 
Πρέπει να τονίσουμε ότι σημαντικό ρόλο στην σχεδίαση ενός Νευρωνικού Δικτύου παίζει και το περιβάλλον στο οποίο καλείται να εργαστεί. Έτσι, διαφορετικά μοντέλα του περιβάλλοντος οδηγούν σε διαφορετικά παραδείγματα μάθηση, όπως:

· Επιβλεπόμενη(ενεργή) μάθηση

· Ενισχυτική μάθηση

· Μη-Επιβλεπόμενη (αυτο-οργανούμενη) μάθηση

Τέσσερις είναι οι βασικοί κανόνες νευρωνικής μάθησης και παρουσιάζονται παρακάτω:
· Μάθηση διόρθωσης σφάλματος

· Μάθηση Hebb
· Ανταγωνιστική μάθηση

· Μάθηση Boltzmann
Σύμφωνα με τα παραπάνω μπορεί κανείς να αντιληφθεί την χρησιμότητά τους και τον λόγο για τον οποίο έχουν αναπτυχθεί τόσο πολύ τα τελευταία χρόνια. Προκειμένου όμως να φτάσουμε σε αυτό το σημείο όπου τα Νευρωνικά Δίκτυα να χρησιμοποιούνται σε πολλές εφαρμογές χρειάστηκε να περάσουν κάποια χρόνια και κάποιοι σημαντικοί επιστήμονες να ασχοληθούν ερευνητικά με αυτόν τον κλάδο. Στις επόμενες παραγράφους δίνουμε μία συνοπτική παρουσίαση των πιο σημαντικών στιγμών που καθόρισαν την πορεία αυτής της επιστήμης.
Η επιστήμη των Νευρωνικών Δικτύων αναπτύχθηκε στο δεύτερο μισό του 20ου αιώνα και επομένως είναι γενικά μία νέα επιστήμη. Υπήρξαν πολλές και σημαντικές προσπάθειες πολλών ερευνητών για την εξέλιξή της. Οι πιο βασικές παρουσιάζονται παρακάτω.

Η περιοχή των Νευρωνικών Δικτύων ξεκίνησε με την εργασία των Warren Mc-Culloch  και Walter Pitts το 1943 οι οποίοι μελέτησαν ένα μοντέλο του βασικού κυττάρου του ανθρώπινου εγκεφάλου το οποίο το ονόμασαν ‘νευρόνιο’ και σήμερα είναι γνωστό ως νευρόνιο Mc-Culloch και Pitts. Το μοντέλο αυτό αποτελείται από μεταβλητές αντιστάσεις και αθροιστικούς ενισχυτές οι οποίοι παριστούν τις συναπτικές διασυνδέσεις (ή συναπτικά βάρη) που συνδέουν τα νευρόνια μεταξύ τους και τη λειτουργία του σώματος του νευρονίου.

Άλλοι ερευνητές, κυρίως  οι Norbert Wiener και John von Neumann, έγραψαν βιβλία και άρθρα στα οποία έκαναν αναφορές ότι η έρευνα στο σχεδιασμό υπολογιστών που λειτουργούν σαν τον ανθρώπινο εγκέφαλο ίσως να είναι ενδιαφέρουσα. Αυτές οι αναφορές ευρέως διαβάστηκαν και αξιολογήθηκαν, αλλά λίγα ουσιαστικά συνέβησαν σαν αποτέλεσμα από αυτά για πολύ καιρό. 

Το μεγάλο βήμα στα Νευρωνικά Δίκτυα έγινε το 1949 όταν ο Donald Hebb στο βιβλίο του ‘The Organization of Behavior’ διατύπωσε για πρώτη φορά ρητά την έννοια της μάθησης μέσω διαμόρφωσης των συναπτικών βαρών. O Hebb πρότεινε ότι η συνδετικότητα του ανθρώπινου εγκεφάλου μεταβάλλεται συνεχώς όσο ο οργανισμός μαθαίνει διάφορες εργασίες και οι μεταβολές αυτές δημιουργούν τις νευρωνικές δομές. Η δουλειά του Hebb έκανε και άλλους ερευνητές να ασχοληθούν με το ίδιο θέμα. Αν και υπήρχαν πολύ άνθρωποι που εξετάζανε θέματα πάνω στα Νευρωνικά Δίκτυα στη δεκαετία του 40’ και στα πρώτα χρόνια της δεκαετίας του 50’, η δουλειά τους είχε περισσότερο σαν αποτέλεσμα να θέσουν τη βάση για επόμενες ανακαλύψεις παρά να κάνουν πραγματική χρήση αυτών. 

Αξιοσημείωτες εργασίες πάνω στα νευρωνικά δίκτυα και τη νευρωνική μάθηση είναι η διδακτορική διατριβή του Marvin Minsky(Πανεπιστήμιο του Princeton, 1954) και η εργασία του Gabor και των συνεργατών του (1954) στην οποία η μάθηση υλοποιήθηκε τροφοδοτώντας τη μηχανή με δείγματα μιας στοχαστικής ανέλιξης μαζί με τη συνάρτηση στόχου την οποία έπρεπε να δώσει στην έξοδό της η μηχανή. Ακόμη πρέπει να τονίσουμε ότι ο Minsky κατασκεύασε τον πρώτο neurocomputer, τον Snark το 1951. Αν και δεν είχε σοβαρά αποτελέσματα παρόλα αυτά πολλές σχεδιαστικές του ιδέας χρησιμοποιήθηκαν για την κατασκευή άλλον neurocomputer από άλλους ερευνητές.
Ένα άλλο θέμα  Νευρωνικών Δικτύων που μελετήθηκε το 1950 από τον Taylor είναι η συσχετιστική μνήμη στην οποία συμπεριέλαβε την έννοια της μήτρας μάθησης.

Δεκαπέντε χρόνια μετά τη δημοσίευση του κλασικού άρθρου των Mc-Culloch και Pitts, ο Frank Rosenblatt ανέπτυξε το 1958 την έννοια του Perceptron ως μια νέα λύση στο πρόβλημα της αναγνώρισης προτύπων και απέδειξε το αντίστοιχο θεώρημα σύγκλισης του αλγορίθμου μάθησης του Perceptron. Ακόμη ο Rosenblatt βοήθησε (μαζί με τον Charles Wightman και άλλους)να κατασκευαστεί ο πρώτος επιτυχημένος neurocomputer(1957-58), o Mark I Perceptron. Αν και ο Perceptron δεν ήταν ο πρώτος neurocomputer, ήταν ο πρώτος που υλοποίησε μία χρήσιμη συνάρτηση.  
Το 1960 οι Widrow και Hoff θεμελίωσαν τον αλγόριθμο μάθησης ελαχίστων μέσων τετραγώνων(Least Mean Square/LMS) τον οποίο χρησιμοποίησαν στο νευρωνικό μοντέλο τους ADALINE(Adaptive Linear Element). Ακόμη ο Widrow ήταν ο πρώτος που έφτιαξε την πρώτη εταιρεία κατασκευής neurocomputer(the Memistor Corporation) η οποία άρχισε να λειτουργεί νωρίτερα από τα μέσα της δεκαετίας του 60’.
Ο Minsky το 1961 διετύπωσε το ‘πρόβλημα απόδοσης επαίνου’(credit assignment problem) για το πολυστρωματικό perceptron υπό καθεστώς ενισχυτικής μάθησης.

Άλλοι επιστήμονες που ασχολήθηκαν με τα Νευρωνικά Δίκτυα ήταν ο Karl Steinbuch οποίος ανέπτυξε μία αρχιτεκτονική Νευρωνικού Δικτύου που καλείται learnmatrix καθώς και ιδέες για την υλοποίηση της σε hardware. Ακόμη οι Roger Barron και Lewey Gilstrap ιδρύσαν το 1960 την πρώτη εταιρεία εφαρμογών με χρήση neurocomputers(Adaptronics Corporation).

Το επιστημονικό ενδιαφέρον της μεγάλης πλειοψηφίας των επιστημόνων μειώθηκε δραστικά μετά τη δημοσίευση το 1969 της μονογραφίας των  Marvin Minsky και Seymour Papert στην οποία οι συγγραφείς αμφισβήτησαν τη σπουδαιότητα του Perceptron. Όλη τη δεκαετία του 70’ μόνο οι ερευνητές ψυχολογίας και νευρο-επιστήμης συνέχισαν να ενδιαφέρονται για τα νευρωνικά δίκτυα. Το 1973 ο von der Malsburg ήταν ο πρώτος που κατέδειξε την ‘αυτό-οργάνωση’ και ανέπτυξε το αυτο-οργανούμενο Νευρωνικό Δίκτυο το οποίο το ονόμασε ‘αυτό-οργανούμενη απεικόνιση’(self-organizing map).
Μετά από μία φτωχή δεκαετία το ενδιαφέρον για τα Νευρωνικά Δίκτυα αναζωπυρώθηκε. Προς αυτή την κατεύθυνση βοήθησε ο John Hopfield όπου με δύο άρθρα το 1982 και 1984 καθώς και με διάφορες διαλέξεις σε όλο τον κόσμο έπεισε εκατοντάδες επιστήμονες από πολλούς τομείς να ασχοληθούν ερευνητικά με τα Νευρωνικά Δίκτυα. Ακόμη το δίτομο βιβλίο των Rumlhart και McLelland(1986) έπαιξε κι αυτό σημαντικό ρόλο. Επομένως τη δεκαετία του 80’ έχουμε τις παρακάτω κύριες συμβολές στην ανάλυση και σχεδίαση Νευρωνικών Δικτύων:

· Ανάπτυξη της ανταγωνιστικής μάθησης ως μιας νέας αρχής αυτό-οργάνωσης(Grossberg,1980).
· Ανάπτυξη των αναδρομικών Νευρωνικών Δικτύων και χρήση της ιδέας της “ενεργειακής συνάρτησης” για την ανάλυσή τους(Hopfield,1982).

· Ανάπτυξη της διαδικασίας “προσομοίωσης ανόπτησης”(simulated annealing) για την επίλυση προβλημάτων βελτιστοποίησης(Kirkpatrick, Galatti και Vecchi,1983).

· Νέα θεώρηση της ενισχυτικής μάθησης (Barto, Sutto και Anderson, 1983).

· Ανάπτυξη του αλγορίθμου ανάστροφης διάδοσης του σφάλματος (back – propagation algorithm) από τους Rumelhart, Hinton και Williams(1980).

· Σπουδή των  Νευρωνικών Δικτύων ακτινικών συναρτήσεων βάσης (radial-basis fuctions /RDF)από τους Broomhead και Lowe (1988).

· Ανάμιξη εννοιών και μεθόδων νευροβιολογίας και τεχνολογίας VLSI από τον Mead στο βιβλίο:”Analog VLSI and Neural Systems” (1989).
Η καθιέρωση της επιστήμης των Νευρωνικών Δικτύων ολοκληρώθηκε με την ίδρυση του 1987 της Διεθνής Κοινότητας Νευρωνικών Δικτύων(International Neural Network Society, INNS). Ύστερα ακολούθησε η δημιουργία των επιστημονικών περιοδικών Neural Network από την INNS το 1988 μαζί με το περιοδικό Neural Computation το 1989 και του  IEEE Transactions on Neural Network το 1990.
Όπως μπορούμε να καταλάβουμε τα Νευρωνικά Δίκτυα έχουν αναμφίβολα φτάσει σε ένα θαυμάσιο επίπεδο ανάπτυξης και βεβαίως θα συνεχίσουν να αναπτύσσονται στο μέλλον ποικιλοτρόπως συνδυαζόμενα με τα ασαφή συστήματα, τους γενετικούς αλγορίθμους και τα εμπειρικά συστήματα, αλλά και με άλλες κλασικές τεχνικές ανάλυσης και σχεδίασης συστημάτων απόφασης και ελέγχου.

Για περισσότερες πληροφορίες ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να ανατρέξει στη σχετική βιβλιογραφία[1],[2].
2 Χρήσιμα μαθηματικά εργαλεία και θεωρήματα υπάρξεως και σύγκλισης για Νευρωνικά Δίκτυα
Εισαγωγή

Στο πρώτο τμήμα αυτού του κεφαλαίου θα παρουσιάσουμε κάποια χρήσιμα μαθηματικά εργαλεία τα οποία θα χρησιμοποιήσουμε στα περισσότερα από τα σημεία της εργασίας. Τα περισσότερα από αυτά τα εργαλεία είναι οι βασικές γνώσεις που μπορεί να λάβει ένας φοιτητής σε προπτυχιακά μαθήματα Βελτιστοποίησης. Για περισσότερες πληροφορίες, λεπτομέρειες και εμβάθυνση σε αυτόν τον κλάδο μπορεί κανείς να ανατρέξει στη σχετική βιβλιογραφία που αναφέρεται στο τέλος του κεφαλαίο[3].

Στο δεύτερο τμήμα του κεφαλαίου θα ασχοληθούμε με διάφορες έννοιες που έχουν σχέση με τα Νευρωνικά Δίκτυα. Ακόμη θα παρουσιάσουμε διάφορα θεωρήματα που μας αποδεικνύουν ότι μπορούν τα Νευρωνικά Δίκτυα που μελετάμε να προσεγγίζουν μια οποιαδήποτε συνεχής συνάρτηση 
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. Δηλαδή θα παρουσιάσουμε κάποια θεωρήματα σύγκλισης και ύπαρξης που έχουν δημοσιευτεί σε διάφορα επιστημονικά περιοδικά.
2.1 Μαθηματικά εργαλεία

2.1.1 Βασικοί ορισμοί

Παρακάτω δίνουμε τον βασικό ορισμό για τον χαρακτηρισμό ενός συνόλου ως κυρτό σύνολο. 
Ορισμός 2.1

Κυρτό σύνολο λέγεται ένα σύνολο 
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Στην συνέχεια δίνουμε τους ορισμούς του τοπικού και ολικού ελαχίστου μιας συνάρτησης 
[image: image19.wmf]f

 που ορίζεται σε ένα σύνολο 
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Ορισμός 2.2

Ένα σημείο 
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 λέγεται αυστηρό τοπικό ελάχιστο.
Ορισμός 2.3

Ένα σημείο 
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2.1.2 Ιδιότητες κυρτών συναρτήσεων 
Το βασικό πλεονέκτημα που έχουν τα προβλήματα στα οποιά παρουσιάζονται κυρτές συναρτήσεις είναι ότι κάθε τοπικό ελάχιστό τους είναι και ολικό. Επειδή στην εργασία καταλήγουμε συνέχεια σε τέτοιου είδους προβλήματα παρακάτω θα παρουσιάσουμε κάποια χρήσιμα αποτελέσματα.

Ορισμός 2.4

Μια συνάρτηση 
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 που ορίζεται σε ένα σύνολο 
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Στη συνέχεια δίνουμε κάποιες χρήσιμες ιδιότητες των κυρτών συναρτήσεων που προκύπτουν άμεσα από τον ορισμό.
· Αν οι 
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 είναι κυρτές συναρτήσεις πάνω στο 
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· Αν η 
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 είναι κυρτή, τότε και η 
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· Αν η 
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 είναι κυρτή πάνω στο σύνολο 
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, τότε το σύνολο:
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            είναι κυρτό σύνολο για κάθε πραγματικό 
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Ένα σημαντικό λήμμα που χρησιμοποιείται όταν έχουμε ανισοτικούς περιορισμούς σε ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης είναι το παρακάτω

Λήμμα 2.5
Επειδή η τομή κυρτών συνόλων είναι κυρτό σύνολο, τότε το σύνολο τον σημείων που συγχρόνως ικανοποιούν τις ανισότητες 
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όπου 
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 είναι κυρτές συναρτήσεις, είναι κυρτό σύνολο.

Στην συνέχεια έχουμε ένα θεώρημα που συνδυάζει την ιδιότητα της κυρτότητας για μια συνάρτηση με τα ακρότατά της.

Θεώρημα 2.6
Αν 
[image: image56.wmf]f

 είναι μια κυρτή συνάρτηση που ορίζεται πάνω σε ένα κυρτό σύνολο 
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 τότε ισχύουν τα παρακάτω:

· Το σύνολο των σημείων που είναι γενικά ελάχιστα της 
[image: image58.wmf]f

 πάνω στο 
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 είναι κυρτό σύνολο

· Κάθε τοπικό ελάχιστο της 
[image: image60.wmf]f

είναι και γενικό ελάχιστο.
Ειδικά η δεύτερη περίπτωση είναι αυτή που θα χρησιμοποιήσουμε αρκετές φορές στη συνέχεια της εργασίας όταν θα προσπαθήσουμε να λύσουμε διάφορα προβλήματα βελτιστοποίησης.

Για λόγους πληρότητας θα δώσουμε 2 ακόμη θεωρήματα που μας βοηθάνε να βρούμε τα τοπικά ελάχιστα μιας συνάρτησης. Το πρώτο είναι η γνωστή συνθήκη πρώτης τάξης για μια συνάρτηση πολλών μεταβλητών και το δεύτερο θεώρημα είναι οι ικανές συνθήκες δεύτερης τάξης.

Θεώρημα 2.7
Αν η 
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είναι συνεχώς διαφορίσιμη και 
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είναι τοπικό ελάχιστο της 
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Θεώρημα 2.8
Αν η 
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είναι δύο φορές συνεχώς διαφορίσιμη και για κάποιο σημείο 
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 τότε ισχύουν τα ακόλουθα:
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τότε το 
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 είναι αυστηρά τοπικό ελάχιστο της 
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2.1.3 Βασικά θεωρήματα βελτιστοποίησης σε προβλήματα με ισιωτικούς περιορισμούς

Το κλασικό πρόβλημα βελτιστοποίησης με ισιωτικούς περιορισμούς είναι το παρακάτω:
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όπου οι συναρτήσεις 
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 είναι συνεχώς διαφορίσιμες με 
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Προτού δώσουμε τα δύο βασικά θεωρήματα που το ένα μας δίνει αναγκαίες συνθήκες και το άλλο ικανές θα δώσουμε τον ορισμό του κανονικού σημείου στο οποίο γίνεται αναφορά στα θεωρήματα καθώς και της Λαγκρανζιανής συνάρτησης.

Ορισμός 2.9
Ένα σημείο 
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 που ικανοποιεί τους περιορισμούς 
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 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Ορισμός 2.10
Η Λαγκρανζιανή συνάρτηση 
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 για το παραπάνω πρόβλημα και με τους παραπάνω ισιωτικούς περιορισμούς ορίζεται ως εξής:
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Έχοντας ορίσει το κανονικό σημείο και την Λαγκρανζιανή τώρα είμαστε σε θέση να παρουσιάσουμε τα 2 θεωρήματα.

Θεώρημα 2.11(Αναγκαίες συνθήκες 1ης τάξης)

Αν το σημείο 
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 είναι κανονικό σημείο των περιορισμών, τότε υπάρχει 
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Θεώρημα 2.12(Ικανές συνθήκες ελαχίστου)

Αν τα σημεία 
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 ικανοποιούν τα εξής
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 είναι θετικά ορισμένη για κάθε διάνυσμα 
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τότε το 
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 είναι αυστηρό τοπικό ελάχιστο πάνω στην υπερεπιφάνεια 
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 που ορίζουν οι ισιωτικοί περιορισμοί.
2.1.4 Βασικά θεωρήματα βελτιστοποίησης σε προβλήματα με ισιωτικούς και ανισοτικούς περιορισμούς

Στην περίπτωση που έχουμε και ανισοτικούς περιορισμούς τότε το πρόβλημα βελτιστοποίησης έχει την εξής μορφή:
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όπου οι συναρτήσεις 
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Θεωρούμε ότι ο ανισοτικός περιορισμός 
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Η Λαγκρανζιανή συνάρτηση σε αυτό το πρόβλημα με τους ισιωτικούς περιορισμούς ορίζεται να είναι η 
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Με την ίδια λογική όπως στην περίπτωση που είχαμε μόνο ισιωτικούς περιορισμούς ο ορισμός του κανονικού σημείου είναι ο εξής.

Ορισμός 2.13
Ένα σημείο 
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 λέγεται κανονικό σημείο των περιορισμών αν οι κλίσεις των ισιωτικών και των ενεργών ανισοτικών περιορισμών:
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είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Παρακάτω παραθέτουμε τα δύο βασικά θεωρήματα που ισχύουν στην περίπτωση που έχουμε και ανισοτικούς περιορισμούς. Το πρώτο είναι αναγκαίες συνθήκες 1ης τάξης γνωστές και ως συνθήκες Kuhn-Tucker ενώ το δεύτερο είναι οι ικανές συνθήκες 2ης τάξης.

Θεώρημα 2.14(Συνθήκες Kuhn-Tucker)

Αν το σημείο 
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 είναι τοπικό ελάχιστο του προβλήματος και κανονικό σημείο των περιορισμών, τότε υπάρχουν διανύσματα 
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τέτοια ώστε να ισχύει:
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Θεώρημα 2.15(Ικανές συνθήκες 2ης τάξης)

Αν οι συναρτήσεις 
[image: image123.wmf]g
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 και 
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 είναι δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιμες , το σημείο 
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 ικανοποιεί τις συνθήκες Kuhn-Tucker με αντίστοιχους πολλαπλασιαστές Lagrange 
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 και η μήτρα 2ων παραγώγων της Λαγκρανζιανής:
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είναι θετικά ορισμένη πάνω στον υπόχωρο 
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όπου 
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, τότε το σημείο 
[image: image132.wmf]*

x

 είναι αυστηρό τοπικό ελάχιστο του προβλήματος.

2.2 Βασικές έννοιες, θεωρήματα υπάρξεως και σύγκλισης για Νευρωνικά Δίκτυα

Όπως έχουμε ήδη αναφέρει στο δεύτερο αυτό τμήμα του κεφαλαίου θα δώσουμε στην αρχή τα βασικά χαρακτηριστικά για τα Νευρωνικά δίκτυα που θα μελετήσουμε και που τα διαφοροποιούν από τα άλλα είδη που υπάρχουν. Ύστερα θα δώσουμε κάποια σημαντικά θεωρήματα ύπαρξης και σύγκλισης για την κατηγορία Νευρωνικών Δικτύων που μας ενδιαφέρει.
Το βασικότερο χαρακτηριστικό για ένα Νευρωνικό δίκτυο είναι η συνάρτηση ενεργοποίησης του κάθε νευρώνα. Υπάρχουν διάφορες συναρτήσεις που μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε ως συνάρτηση ενεργοποίησης αλλά παρακάτω θα παρουσιάσουμε τις 3 πιο συνηθισμένες. 

Είναι η συνάρτηση κατωφλίου
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Η τμηματικά γραμμική συνάρτηση
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Η λογιστική συνάρτηση 
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Γενικά η μορφή των συναρτήσεων που χρησιμοποιούμε ανήκουν στην κατηγορία των σιγμοειδών συναρτήσεων οι οποίες ορίζονται ως εξής:

[image: image136.wmf]î

í

ì

-¥

®

+¥

®

®

t

t

t

gia

gia

s

0

1

)

(


και η 
[image: image137.wmf](
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 να είναι αύξουσα.
Στην δική μας εργασία θα χρησιμοποιήσουμε μόνο τη συνάρτηση κατωφλίου και καθόλου τις υπόλοιπες δύο. Η συνάρτηση κατωφλίου ονομάζεται στα Νευρωνικά Δίκτυα και συνάρτηση Heaviside. Στην περίπτωση που χρησιμοποιείται η συνάρτηση Heaviside για τους νευρώνες του Νευρωνικού Δικτύου τότε αυτοί ονομάζονται McCulloch-Pitts(Mc-P) νευρώνες(Mc-P units).
Η συνάρτηση που παράγεται από ένα Νευρωνικό Δίκτυο με χρήση Mc-P units είναι μια συνάρτηση τμηματικά σταθερή(piecewise constant, PWC). Τέτοιας μορφής συναρτήσεις θα παράγουν τα Νευρωνικά Δίκτυα που θα μελετήσουμε.
Ένα άλλο χαρακτηριστικό που διαχωρίζει τα Νευρωνικά Δίκτυα είναι η αρχιτεκτονική τους. Σε αυτή την εργασία θα ασχοληθούμε με Νευρωνικά Δίκτυα που αποτελούνται από 1 κρυφό στρώμα(hidden layer)  και έναν αθροιστή στο τέλος ενώ θα αναφερθούμε και σε δίκτυα με 2 hidden layers. Ακόμη δεν θα ασχοληθούμε με Νευρωνικά Δίκτυα που έχουν αναδράσεις αλλά θα μελετήσουμε μόνο δίκτυα προσοτροφοδότησης, feedforward networks όπως ονομάζονται στην βιβλιογραφία. Μια μορφή ενός feedforward network φαίνεται παρακάτω.
[image: image138.png]Input Layer
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Υπάρχει ένα πολύ σημαντικό θεώρημα που αναφέρει ότι κάθε τμηματικά συνεχής συνάρτηση μπορεί να γραφτεί με έναν συγκεκριμένο τρόπο[4]. Παρακάτω παραθέτουμε το θεώρημα μαζί με κάποιους ορισμούς που χρειάζονται στην αρχή.

Θεωρούμε μία τμηματικά σταθερή συνάρτηση(PWC) 
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R

D

f

®

:

 όπου το σύνολο 
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 είναι συμπαγές υποσύνολο του 
[image: image141.wmf]n

R

 και χαρακτηρίζεται από τα εξής:

· Από τον τεμαχισμό του χώρου 
[image: image142.wmf]D

 σε ένα σύνολο από πολύεδρα που καλούνται περιοχές:
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· Από ένα πεπερασμένο σύνολο από σύνορα (n-1)-διαστάσεων υπερεπίπεδα 
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Σύμφωνα με τα παραπάνω έχει αποδειχθεί το παρακάτω σημαντικό θεώρημα.

Θεώρημα 2.16
Κάθε PWC συνάρτηση 
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 όπου ο χώρος D έχει τα χαρακτηριστικά που αναφέραμε παραπάνω, μπορεί να γραφτεί με τον παρακάτω τρόπο:
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Το παραπάνω θεώρημα είναι πολύ χρήσιμο διότι μας δείχνει ότι για να κατασκευάσουμε μία PWC συνάρτηση με χρήση μόνο Mc-P units χρειαζόμαστε μόνο 2 επίπεδα νευρωνικών δικτύων και ένα αθροιστή στο τέλος.
 Στις επόμενες σελίδες παρουσιάζουμε κάποια θεωρήματα που εξασφαλίζουν την σύγκλιση Νευρωνικών Δικτύων σε μια συνάρτηση 
[image: image156.wmf]f

. Το πρώτο θεώρημα που θα γράψουμε αποδείχθηκε από τον σπουδαίο Ρώσο μαθηματικό Andrey Kolmogorov[2]. Το θεώρημα του Kolmogorov είναι πολύ σημαντικό διότι μας εξασφαλίζει την ύπαρξη ενός Νευρωνικού Δικτύου, με τυχαίες συναρτήσεις ενεργοποίησης των νευρώνων και όχι αναγκαστικά ίδιες, το οποίο ισούται με τη συνάρτηση 
[image: image157.wmf]f

. Αν και ήταν από τα πρώτα θεωρητικά μαθηματικά εργαλεία που βοήθησαν στην ανάπτυξη της επιστήμης των Νευρωνικών Δικτύων ωστόσο δεν είναι εύχρηστο σε πρακτικά ζητήματα διότι είναι θεώρημα μόνο υπάρξεως και όχι κατασκευής. 
Θεώρημα 2.17(Θεώρημα Kolmogorov) 
Έστω η συνεχής συνάρτηση 
[image: image158.wmf](
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. Τότε υπάρχουν αύξουσες συνεχής συναρτήσεις 
[image: image159.wmf][
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 έτσι ώστε η συνάρτηση 
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 να μπορεί να γραφτεί στην παρακάτω μορφή
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όπου οι συναρτήσεις 
[image: image162.wmf]q
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 είναι κατάλληλα επιλεγμένες συνεχείς συναρτήσεις μίας μεταβλητής. 

Όπως αναφέραμε το θεώρημα του Kolmogorov είναι θεώρημα υπάρξεως ενώ ένα άλλο μειονέκτημα που έχει είναι ότι οι συναρτήσεις 
[image: image163.wmf]pq
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 και 
[image: image164.wmf]q
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 είναι τυχαίες και συνεχής ενώ εμείς ασχολούμαστε με συγκεκριμένες και μάλιστα μη συνεχής. Στην συνέχεια παραθέτουμε ένα θεώρημα που είναι πιο πρακτικό από το θεώρημα του Kolmogorov για τα Νευρωνικά Δίκτυα και οφείλεται στους  Cybenko, Hornik και Funahashi[6],[7],[8]. 
Θεώρημα 2.18
Για κάθε 
[image: image165.wmf]0

>

e

 και κάθε συνεχή συνάρτηση 
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 υπάρχει ένα Νευρωνικό Δίκτυο με ένα μοναδικό hidden layer, διάνυσμα εισόδου 
[image: image167.wmf]x

 και έξοδο 
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τέτοιο ώστε για όλα τα 
[image: image170.wmf][

]

n

x

1

,

0

Î

 να ισχύει:


[image: image171.wmf]e

<

-

)

(

)

(

x

y

x

F


όπου η συνάρτηση 
[image: image172.wmf]f

 είναι μια οποιαδήποτε σιγμοειδής συνάρτηση(δηλαδή πεπερασμένη και μονότονα αύξουσα) ενεργοποίησης και 
[image: image173.wmf]i
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 είναι πραγματικές σταθερές.

Πρέπει να τονίσουμε ότι υπάρχουν αρκετά θεωρήματα που αναφέρουν την ύπαρξη και την σύγκλιση Νευρωνικών Δικτύων(με 1, 2 και παραπάνω hidden layers) σε περιπτώσεις που η συνάρτηση 
[image: image176.wmf]F

 που θέλουμε να προσεγγίσουμε έχει άλλα χαρακτηριστικά. Για περισσότερες γνώσεις και πληροφορίες ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να ανατρέξει στην βιβλιογραφία[6],[7],[8].
Παρατηρούμε ότι το θεώρημα 2.18 μας εξασφαλίζει ότι υπάρχει ένα Νευρωνικό Δίκτυο με ένα hidden layer  το οποίο προσεγγίζει μία οποιαδήποτε συνεχή συνάρτηση F ορισμένη στο σύνολο 
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) με σφάλμα μικρότερο από οποιονδήποτε θετικό αριθμό 
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 θέλουμε. Ωστόσο δεν μας δίνει καμία πληροφορία για το πως να υπολογίσουμε τα διάφορα βάρη και αν είναι το βέλτιστο δυνατό όσο αναφορά το χρόνο μάθησής του ή την ευκολία υλοποίησής του.

3 Εκπαίδευση Νευρωνικών Δικτύων με 1 hidden layer 

Εισαγωγή

Στο κεφάλαίο θα διατυπώσουμε το ακριβές πρόβλημα για την εκπαίδευση ενός Νευρωνικού Δικτύου με 1 hidden layer. Το αρχικό προβλήματα θα τροποποιηθεί σε άλλα ισοδύναμα που είναι πιο “εύκολα” να αντιμετωπιστούν με γνωστές μαθηματικές μεθόδους. Από ένα από τα ισοδύναμα προβλήματα του αρχικού προβλήματος εκπαίδευσης θα επιλύσουμε αναλυτικά κάποια υποπροβλήματά του στα οποία θα έχουμε αφαιρέσει μερικούς από τους περιορισμούς. Με αυτόν τον τρόπο θα αποκτήσουμε ένα κάτω φράγματα για την ολική λύση του προβλήματος εκπαίδευσης. Η επίλυση των προβλημάτων θα γίνει με χρήση θεωρημάτων που έχουν αναφερθεί στο 2ο κεφάλαιο.

3.1 Διατύπωση του ακριβούς προβλήματος εκπαίδευσης Νευρωνικών Δικτύων με 1 hidden layer και χρήση Mc-P units 
Θεωρούμε το Νευρωνικό Δίκτυο με 1 hidden layer όπως φαίνεται στην παρακάτω εικόνα.
[image: image180.png]A
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Το παραπάνω σχήμα είναι από τη διατριβή της Μ.Π.Μπαρμαρόσου[9].
Έχουμε ότι γενικά η έξοδος από κάθε νευρώνα είναι 
[image: image181.wmf])
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 και επομένως η έξοδος του Νευρωνικού Δικτύου είναι 
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. Αν για τις εισόδους 
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 οι επιθυμητές έξοδοι είναι 
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 τότε η συνάρτηση σφάλματος του Νευρωνικού Δικτύου μπορεί να οριστεί ως εξής:
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   (3.1)
Σαν συνάρτηση ενεργοποίησης θεωρούμε την τμηματικά σταθερή συνάρτηση.
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Η παραπάνω συνάρτηση έχει την εξής ιδιότητα.
Λήμμα 3.1
 Για την συνάρτηση 
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 που ορίστηκε στην σχέση 3.2 ισχύει ότι
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Απόδειξη
Προκύπτει εύκολα από τους ορισμούς των 
[image: image191.wmf])
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Σύμφωνα με τα παραπάνω ισχύει η ισότητα 
[image: image193.wmf])
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. Επομένως η γενική συνάρτηση σφάλματος(σχέση 3.1) στη δικιά μας περίπτωση αν θεωρήσουμε ότι οι συναρτήσεις ενεργοποίησης έχουν 
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Δηλαδή το training problem για το Νευρωνικό Δίκτυο  γράφεται με χρήση των min-max με τον παρακάτω τρόπο:
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3.2 Μετατροπή προβλήματος (ΤΡ00) σε ισοδύναμα προβλήματα με συνεχώς διαφορίσιμους περιορισμούς

Σε αυτή την παράγραφο θα παρουσιάσουμε διάφορες παραλλαγές του αρχικού προβλήματος (ΤΡ00) όπου έχουμε συνεχώς διαφορίσιμους περιορισμούς. Τα προβλήματα αυτά είναι πολύ σημαντικά διότι μπορούμε να τα λύσουμε με γνωστές μεθόδους της επιστήμης της Βελτιστοποίησης[3]. Τα πλεονεκτήματα και τα μειονεκτήματά τους θα τα συζητήσουμε στο τέλος.
3.2.1 Παρουσίαση ισοδύναμων προβλημάτων του (ΤΡ00)

Από την προηγούμενη σελίδα έχουμε ότι το πρόβλημα (ΤΡ00) έχει την παρακάτω μορφή:
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   (ΤΡ00)
Όπως μπορούμε να δούμε εμφανίζεται η μη συνεχής συνάρτηση 
[image: image200.wmf])
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, θεωρούμε τις παρακάτω δύο ποσότητες:
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Με την ίδια λογική έχουμε ότι:
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Από τις (3.3),(3.4) και (3.5) βλέπουμε εύκολα ότι ισχύει:
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Από την παραπάνω ανάλυση και την τελευταία σχέση (3.6) καταλαβαίνουμε ότι η θεώρηση πως στην βέλτιστη περίπτωση ισχύει 
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Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε ακόμη να θεωρήσουμε ότι 
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Αν θέσουμε για ευκολία στους συμβολισμούς 
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Έστω ότι 
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Δηλαδή σε κάθε περίπτωση ισχύει
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Σύμφωνα με τα παραπάνω η (3.9) μπορεί να γραφτεί:
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Το πρόβλημα (ΤΡ00) με χρήση ουσιαστικά της τελευταίας σχέσης (3.11) μπορεί να πάρει την παρακάτω ισοδύναμη μορφή:
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    (ΤΡ01)

Οι περιορισμοί 
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 το μόνο που κάνουν είναι να μας εξασφαλίσουν ότι 
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. Όπως μπορούμε να παρατηρήσουμε οι περιορισμοί στο (ΤΡ01) είναι συνεχώς διαφορίσιμοι και η συνάρτηση κόστους είναι συνεχής κατά Lipschitz.
Το (ΤΡ01) μπορεί να γραφτεί ισοδύναμα σαν συνεχώς διαφορίσιμο πρόβλημα αν χρησιμοποιήσουμε μια ακόμη μεταβλητή ε. Τότε καταλήγουμε στο παρακάτω:
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   (ΤΡ02)

Ακόμη ένα ισοδύναμο πρόβλημα με το (ΤΡ00) το οποίο έχει Lipschitz συνάρτηση κόστος μπορεί να προκύψει με χρήση της εξίσωσης (3.7). Τότε έχουμε:
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Αν αντί του κριτηρίου Chebyshev χρησιμοποιηθεί το τετραγωνικό σφάλμα στη σχέση (3.1) τότε το αντίστοιχο πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων με το πρόβλημα (ΤΡ01) είναι το παρακάτω:
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   (ΤΡ04)

Παρακάτω θα δώσουμε μία άλλη ισοδύναμη μορφή για το πρόβλημα (ΤΡ00). Εύκολα μπορούμε να αποδείξουμε ότι 
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Για την 
[image: image254.wmf](

)

s

,

~

c

f

 με 
[image: image255.wmf]1

1

£

£

-

s

 ισχύουν τα εξής.

1. Αν 
[image: image256.wmf]0

>

c

 τότε 
[image: image257.wmf](

)

(

)

0

1

,

~

³

-

=

×

-

=

×

-

=

s

s

s

s

c

c

c

c

c

c

f


2. Αν 
[image: image258.wmf]0

<

c

 τότε 
[image: image259.wmf](

)

(

)

0

1

,

~

³

+

-

=

×

-

-

=

×

-

=

s

s

s

s

c

c

c

c

c

c

f


3. Αν 
[image: image260.wmf]0

=

c

 τότε 
[image: image261.wmf](

)

0

,

~

=

×

-

=

c

c

c

f

s

s


Επομένως σε κάθε περίπτωση ισχύει 


[image: image262.wmf](

)

[

]

1

,

1

,

,

0

,

~

-

Î

Î

"

³

s

R

s

c

c

f

   (3.14)
Επομένως η συνάρτηση προσήμου μπορεί να γραφτεί ισοδύναμα:
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Τελικά το (ΤΡ00) με χρήση των (3.12) και (3.15) γράφεται στο παρακάτω ισοδύναμο πρόβλημα:
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 Όπως και πριν οι περιορισμοί 
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. Εύκολα το (ΤΡ05) μπορούμε να το μετατρέψουμε σε συνεχώς διαφορίσιμο πρόβλημα αν εισάγουμε όπως και για το πρόβλημα (ΤΡ02) την μεταβλητή 
[image: image268.wmf]e

. Επομένως έχουμε:

[image: image269.wmf](

)

(

)

(

)

ï

ï

ï

þ

ï

ï

ï

ý

ü

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

=

³

+

=

=

£

£

-

=

=

+

£

+

£

+

-

=

£

-

-

-

£

-

å

å

=

=

m

p

n

i

r

x

w

m

p

n

i

s

m

p

n

i

r

x

w

s

r

x

w

i

r

x

w

s

m

p

s

t

i

p

T

i

ip

i

p

T

i

ip

i

p

T

i

p

T

i

ip

n

i

n

i

ip

i

i

p

s

r

w

,...,

1

,...,

1

,

1

,...,

1

,...,

1

,

1

1

,...,

1

,...,

1

,

,...,

1

,

2

1

2

1

:

min

2

1

1

,

,

,

,

,

e

w

w

q

e

e

w

q

e

   (ΤΡ06)
Για τα προβλήματα (ΤΡ02), (ΤΡ04) και (ΤΡ06) μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε γνωστούς αλγόριθμους για διαφορίσιμα προβλήματα με περιορισμούς(π.χ. recursive quadratic) και να βρούμε τη λύση τους. Ωστόσο αυτή η αντιμετώπιση παρουσιάζει μερικά μειονεκτήματα όπως το μεγάλο μέγεθος που χαρακτηρίζει τα παραπάνω προβλήματα καθώς και την πιθανότητα να παγιδευτούμε σε τοπικά ελάχιστα και να μην είναι δυνατή η εύρεση του ολικού ελαχίστου.

Στην συνέχεια της εργασίας δεν γίνεται προσπάθεια επίλυσης των παραπάνω προβλημάτων εξαιτίας των λόγων που αναφέραμε αλλά μία άμεση προσπάθεια απευθείας αντιμετώπισης του προβλήματος (ΤΡ00) ή ισοδύναμών του. Παρά την φαινομενικά δύσκολη και περίπλοκή μορφή του (ΤΡ00), φαίνεται ότι η δομή του είναι τέτοια ώστε να προσφέρεται σε απλές προσεγγιστικές λύσεις.
3.3 Επίλυση προβλήματος εκπαίδευσης Νευρωνικού Δικτύου  με 1  hidden layer και θεωρώντας γνωστά τα wi και ri
Όπως ήδη έχουμε αναφέρει δεν θα ασχοληθούμε με τα ισοδύναμα προβλήματα του (ΤΡ00) που μπορούν να λυθούν με γνωστές μεθόδους αλλά θα τροποποιήσουμε το πρόβλημα (ΤΡ1) και θα το φέρουμε σε τέτοια μορφή η οποία θα μπορεί να μας δώσει κάποια σημαντικά αποτελέσματα.
Ακόμη πρέπει να τονίσουμε πως της τιμές 
[image: image270.wmf]p
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 της συνάρτησης 
[image: image272.wmf]f

 που θέλουμε να προσεγγίσουμε συχνά θα τις ονομάζουμε ‘μετρήσεις’ με τη λογική ότι έχουν προκύψει σαν αποτέλεσμα από μετρήσεις που έχουμε πάρει κατά την εκτέλεση ενός πειράματος.
3.3.1 Βασικοί ορισμοί και μετατροπή του προβλήματος (ΤΡ1) σε ισοδύναμο
Το αρχικό πρόβλημα (ΤΡ1) μπορεί να μετατραπεί σε ένα ισοδύναμο πρόβλημα με min και max το οποίο θα το χρησιμοποιήσουμε σε αυτή την εργασία για να καταλήξουμε, όπως ήδη έχουμε αναφέρει, σε κάποια σημαντικά συμπεράσματα. Για αυτό το λόγο θα χρειαστεί να ορίσουμε κάποιους πίνακες και στοιχεία τα οποία βοηθάνε προς αυτήν την κατεύθυνση.

Ορίζουμε τον πίνακα 
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όπου τα στοιχεία 
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 και έχουν αναφερθεί στον ορισμό του (ΤΡ1).

Είναι λογικό να κάνουμε τη θεώρηση πως 
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 αφού το πλήθος των μετρήσεων είναι συνήθως πολύ μεγαλύτερο από το πλήθος των νευρώνων. Δηλαδή οι γραμμές του πίνακα 
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 είναι αρκετά πιο πολλές από τις στήλες. Επομένως για τη μήτρα 
[image: image278.wmf]S

~

 επειδή τα στοιχεία της αποτελούνται μόνο από 0 και 1 το πλήθος των γραμμών που είναι διαφορετικά μεταξύ τους είναι λογικό να μην μπορεί να ξεπεράσει την τιμή 
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, δηλαδή έχουμε πολλές μετρήσεις, οι γραμμές του πίνακα 
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 αρχίζουν να επαναλαμβάνονται από κάποιο σημείο και μετά. Οπότε μπορούμε να ομαδοποιήσουμε τις μετρήσεις μας σε σύνολα όπου το κάθε σύνολο περιέχει τους δείκτες εκείνων των μετρήσεων για τις οποίες οι γραμμές τους στον πίνακα 
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   (3.16)

Εύκολα καταλαβαίνει κανείς ότι τα σύνολα αυτά είναι όλοι οι δυνατοί n τάξεως συνδυασμοί από 1 και 0. Επομένως το πλήθος τους είναι 
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 έχουν τις παρακάτω δύο ιδιότητες.

Πρόταση 3.2
Για τα σύνολα 
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 όπως ορίστηκαν στη σχέση (3.16) ισχύουν οι εξής ιδιότητες.
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Απόδειξη

Προκύπτει άμεσα από τον ορισμό των συνόλων, σχέση (3.16). ⁯
Επομένως το πρόβλημα (ΤΡ1) γίνεται:
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Θεωρούμε δύο διαφορετικές μετρήσεις όπου ανήκουν στο ίδιο σύνολο 
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 είναι ίσες. Ισχύει γενικά ότι 
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Μιας για όλα τα σημεία που ανήκουν στο ίδιο σύνολο 
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 έχουμε το ίδιο αποτέλεσμα στον πολλαπλασιασμό 
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 είναι λογικό να ορίσουμε μία μήτρα που να είναι σταθερή και να βγάζει το ίδιο αποτέλεσμα για τα σημεία που ανήκουν στο ίδιο 
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. Με αυτό το σκεπτικό ορίζουμε τη μήτρα 
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Ακόμη ισχύει ότι 
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Η μήτρα 
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Απόδειξη

Για να αποδείξουμε την πρόταση θα χρησιμοποιήσουμε επαγωγή. Για 
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 Παρακάτω παραθέτουμε τις μορφές της 
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Ακόμη οι ορισμοί των συνόλων 
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 που έχουν δοθεί στη σχέση (3.16) μπορούν να γραφτούν ισοδύναμα και με περισσότερη σαφήνεια με χρήση της μήτρας 
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Θεωρούμε ένα 
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Η τελευταία σχέση ισχύει για κάθε 
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Τότε από τις σχέσεις (3.17) και (3.22) έχουμε ότι 
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Μετά από όλη αυτή την ανάλυση και τους χρήσιμους ορισμούς που δόθηκαν το εσωτερικό του προβλήματος (ΤΡ1) μπορεί να γραφτεί με τον έξής τρόπο:
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   (3.24)
Οι περιορισμοί του (ΤΡ1) μπορούν να γραφτούν με τον εξής τρόπο.


[image: image357.wmf](

)

n

i

m

p

r

x

w

s

i

p

T

i

pi

,...,

1

,...,

1

~

2

1

~

=

=

³

+

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

d

   (3.25)

όπου 
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 χωρίς κάποιον περιορισμό.

Με χρήση όμως της (3.20) η (3.25) μπορεί να γραφτεί ισοδύναμα:
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Επομένως το συνολικό πρόβλημα (ΤΡ1) γράφεται με χρήση των (3-23), (3.24) και της πρότασης 3.2 στην παρακάτω ισοδύναμη μορφή που θα την ονομάσουμε (ΤΡ2).
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όπου 
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Αξίζει να τονίσουμε ότι τα στοιχεία 
[image: image363.wmf]ki

s

 της μήτρας 
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 δεν είναι μεταβλητές του προβλήματος (ΤΡ2). Η μήτρα 
[image: image365.wmf]S

 είναι σταθερή και εξαρτάται μόνο από τον αριθμό 
[image: image366.wmf]n

 των νευρώνων που χρησιμοποιούμε. Αντίθετα τα στοιχεία 
[image: image367.wmf]pi
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 της μήτρας 
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 είναι μεταβλητές του προβλήματος (ΤΡ1) καθώς η τιμή τους μπορεί να αλλάξει.

Σε πρώτη ματιά το (ΤΡ2) δεν φαίνεται να είναι πιο απλό από το (ΤΡ1) και η δυσκολία εύρεσης λύσης να είναι παρόμοια. Ωστόσο το (ΤΡ2) προσφέρεται για την διατύπωση άλλων προβλημάτων των οποίων τα γενικά ελάχιστα είναι σχετικά εύκολο να βρεθούν και τα οποία προσεγγίζουν τη γενική λύση του (ΤΡ2).
Στης επόμενες σελίδες θα ασχοληθούμε με υποπροβλήματα που προκύπτουν από το (ΤΡ2) όπως όταν παραλείψουμε κάποιους περιορισμούς ή κάνοντας άλλες λογικές υποθέσεις. Ακόμη για λόγους εξοικονόμησης χώρου δεν θα αναφέρουμε κάθε φορά στους περιορισμούς τις ιδιότητες των συνόλων 
[image: image369.wmf]k
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 αλλά θα υπονοούνται.

3.3.2 Μετατροπή προβλήματος (ΤΡ2) θεωρώντας γνωστούς τους ανισοτικούς περιορισμούς
Με γνωστά τα 
[image: image370.wmf]i

w

 και 
[image: image371.wmf]i

r

 τότε τα 
[image: image372.wmf]q

 και 
[image: image373.wmf]i

w

 μπορούν να βρεθούν και να υπολογιστούν σε συγκεκριμένες περιπτώσεις ή να προσεγγιστούν. Ο τρόπος εύρεσης των 
[image: image374.wmf]q

 και 
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 είναι ένα από τα κομμάτια με τα οποία ασχολείται η διπλωματική αυτή. Σε αυτή την περίπτωση το πρόβλημα (ΤΡ2) μετατρέπεται στο παρακάτω:
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Όπως εύκολα μπορεί κανείς να καταλάβει με γνωστά τα 
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 έχουμε γνώση και των 
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. Ακόμη από εδώ και κάτω σε όλη την υπόλοιπη εργασία θεωρούμε ότι οι επιθυμητές έξοδοι 
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 έχουν διαταχθεί σε γνησίως αύξουσα σειρά, δηλαδή 
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, και έχουμε διώξει τις επαναλήψεις. Πρέπει να τονίσουμε ότι δεν κάνουμε αλλαγή συμβολισμού, δηλαδή θεωρούμε ότι έχουμε 
[image: image382.wmf]m

 τιμές για τις επιθυμητές εξόδους και πως όλες έχουν την αύξουσα διάταξη που αναφέραμε.

Προφανώς η λύση του (ΤΡ3) είναι κάτω φράγμα για τη γενική λύση του (ΤΡ2) αφού το (ΤΡ3) είναι ίδιο πρόβλημα με το (ΤΡ2) αλλά χωρίς τους ανισοτικούς περιορισμούς.
Η λογική με την οποία λύνουμε επιμέρους προβλήματα από το αρχικό είναι ότι με αυτόν τον τρόπο προσπαθούμε να εξοικειωθούμε με το πρόβλημα, να πλησιάσουμε όσο πιο κοντά γίνεται στην ολοκληρωτική λύση βήμα-βήμα ώστε να έχουμε μία αντίληψη για το τι να περιμένουμε και να δούμε σε ποια σημεία πρέπει να δώσουμε μεγαλύτερη προσοχή. Με αυτό το σκεπτικό θα προσπαθήσουμε να σπάσουμε το πρόβλημα (ΤΡ3) σε απλούστερα ή να μελετήσουμε υποπροβλήματα του (ΤΡ3).
3.3.2.1 Επίλυση του προβλήματος (ΤΡ3) χωρίς τους περιορισμούς και με γνωστά τα σύνολα Ικ
Με γνωστά τα σύνολα 
[image: image383.wmf]k

I

 το πρόβλημα (ΤΡ3) και χωρίς τους περιορισμούς μετασχηματίζεται στο παρακάτω πρόβλημα.
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[image: image385.wmf])
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Είναι λογικό ότι το γενικό ελάχιστο του (ΤΡ4) είναι μικρότερο ή ίσο από το γενικό ελάχιστο του (ΤΡ3).

Με αλλαγή των min-max το πρόβλημα (ΤΡ4) μπορεί να μετατραπεί στο παρακάτω ισοδύναμό του:
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Η επίλυση του (ΤΡ4.1) μπορεί να απλοποιηθεί αν θεωρήσουμε το εσωτερικό πρόβλημα:
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Για το πρόβλημα (ΤΡ5) μπορεί εύκολα να βρεθεί η λύση του από το παρακάτω ισοδύναμο πρόβλημα:
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Πρόταση 3.4
Η λύση του προβλήματος (ΤΡ5.1) είναι η εξής:
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Απόδειξη

Οι συνθήκες Kuhn-Tucker για το πρόβλημα είναι οι παρακάτω:
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Μια επιλογή των 
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που μαζί με τις σχέσεις (3.27)-(3.28) ικανοποιούν τις σχέσεις (3.29)-(3.34) είναι η παρακάτω:
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Με την επιλογή των παραπάνω τιμών έχουμε τα εξής:
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Επομένως ικανοποιείται και η συνθήκη (3.31).
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Επομένως βλέπουμε ότι ικανοποιείται και η συνθήκη (3.32).
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Επομένως ικανοποιείται και η συνθήκη (3.33).

6)Είναι προφανές από τις σχέσεις (3.35) και (3.36) ότι ικανοποιείται και τελευταία συνθήκη (3.34) από τις συνθήκες Kuhn-Tucker του προβλήματος (ΤΡ5). ⁯
Επειδή το πρόβλημα (ΤΡ5) είναι κυρτό η λύση των 
[image: image426.wmf]*
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 και 
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 είναι γενικό ελάχιστο του προβλήματος.
Με γνωστή τη λύση του εσωτερικού προβλήματος (ΤΡ5) η επίλυση του προβλήματος (ΤΡ4.1) που είναι ισοδύναμο με το (ΤΡ4) δίνεται από την παρακάτω πρόταση.

Θεωρούμε του δείκτες
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Πρόταση 3.5
Η λύση του προβλήματος (ΤΡ4.1) δίνεται από τις παρακάτω σχέσεις:
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όπου 
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Απόδειξη

Η απόδειξη της πρότασης αυτής γίνεται με χρήση της πρότασης 3.4 και από τον ορισμό του προβλήματος (ΤΡ4.1). ⁯
Επειδή το πρόβλημα (ΤΡ4.1) είναι ισοδύναμο με το (ΤΡ4) και το (ΤΡ4) είναι κυρτό η παραπάνω λύση που βρήκαμε και δίνεται από τις σχέσεις (3.37) και (3.38) είναι γενικό ελάχιστο για του προβλήματος (ΤΡ4).

Συμπεράσματα

Σύμφωνα με την παραπάνω ανάλυση η λύση του προβλήματος εξαρτάται άμεσα από τις μέγιστες τιμές που έχει το κάθε σύνολο 
[image: image437.wmf]k
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. Οπότε μπορούμε να θεωρήσουμε αναμενόμενο ότι αυτή η συμπεριφορά μπορεί να μεταφέρεται και στην λύση του γενικού προβλήματος.
Ωστόσο όπως θα δούμε λίγο πιο κάτω στην εργασία τα πράγματα δεν είναι τόσο απλά όταν κάποιος θελήσει να βρει τη λύση με την παρουσία των περιορισμών 
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 καθώς η λύση του γενικού προβλήματος εξαρτάται άμεσα από αυτούς. 

Ακόμη η λύση του προβλήματος (ΤΡ3) στη γενική του μορφή εξαρτάται και από την μορφή που έχουν και τα σύνολα 
[image: image439.wmf]k
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 δηλαδή αν αποτελούνται από συνεχόμενα στοιχεία ή υπάρχουν σύνολα που το ένα ‘πέφτει’ πάνω στο άλλο. Όλα αυτά τα προβλήματα αντιμετωπίζονται στην παρακάτω παράγραφο.
3.3.2.2 Επίλυση του προβλήματος (ΤΡ3) με τους περιορισμούς και με άγνωστα τα σύνολα Ικ
Γράφοντας ξανά το πρόβλημα (ΤΡ3) έχουμε τα εξής:
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Όπως βλέπουμε η λύση του προβλήματος (ΤΡ3) εξαρτάται και από τα σύνολα 
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, από τους περιορισμούς και από τις τιμές των 
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 και 
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.
Η μορφή των συνόλων 
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 μπορεί να είναι οποιαδήποτε δηλαδή δεν είναι αναγκαίο τα στοιχεία που βρίσκονται στο 
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 να είναι σε συνεχόμενη σειρά αλλά μπορεί μεταξύ δύο μετρήσεων που ανήκουν στο 
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 να παρεμβάλλονται ένα ή και περισσότερα στοιχεία από άλλα σύνολα.

Ωστόσο θα αποδείξουμε παρακάτω ότι υπάρχει γενική λύση του (ΤΡ3) για την οποία τα σύνολα 
[image: image447.wmf]k
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 αντιστοιχούν σε διαστήματα τιμών των μετρήσεων 
[image: image448.wmf]p
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. Εδώ είναι καλό να θυμηθούμε ότι έχουμε θεωρήσει για τα 
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 ότι είναι σε αύξουσα σειρά και έχουμε διώξει τις επαναλήψεις. Παρακάτω παραθέτουμε μία πρόταση που αποδεικνύει αυτά που αναφέραμε πιο πάνω.

3.3.2.2.1 Απόδειξη της ύπαρξης γενικής λύσης του προβλήματος (ΤΡ3) στην οποία τα σύνολα Ικ είναι διαστήματα τιμών των μετρήσεων tp
Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζουμε και αποδεικνύουμε ουσιαστικά μία πρόταση που λεει ότι στο πρόβλημα (ΤΡ3) υπάρχουν λύσεις στις οποίες τα σύνολα 
[image: image450.wmf]k
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 αντιστοιχούν σε διαστήματα τιμών των μετρήσεων 
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Αυτό είναι πολύ σημαντικό διότι τότε τα σύνολα 
[image: image452.wmf]k
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 εξαρτώνται ουσιαστικά μόνο από τα όριά τους τα οποία εισέρχονται στην διατύπωση του προβλήματος απλοποιώντας το σε πολύ μεγάλο βαθμό.

Έχουμε την παρακάτω πρόταση:
Πρόταση 3.6
Για το πρόβλημα (ΤΡ3) υπάρχει ένα σημείο γενικού ελαχίστου 
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με 
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η συνάρτηση κόστους του (ΤΡ3), όπου 
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Βήμα 2: Ας είναι 
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Τότε έχουμε τα εξής:
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Βήμα 3:Αν ισχύει 
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Από τον τρόπο που εκτελούμε το βήμα 2 του αλγορίθμου τα σύνολα 
[image: image491.wmf]1

~

~

+

q

k

q

I

 προφανώς αποτελούνται από συνεχόμενα στοιχεία 
[image: image492.wmf]p

t

. Είναι προφανές ότι ο αλγόριθμος τερματίζει μετά από πεπερασμένο αριθμό βημάτων και συγκεκριμένα ύστερα από 
[image: image493.wmf]N

 βήματα.
Αυτό που θα αποδείξουμε στη συνέχεια είναι ότι τα σημεία 
[image: image494.wmf](

)

q

I

y

~

,

~

,

~

y

 για 
[image: image495.wmf]N

q

,...,

1

=

 είναι γενικά ελάχιστα του (ΤΡ3). Για να το πετύχουμε αυτό θα χρησιμοποιήσουμε επαγωγή.

Από υπόθεση έχουμε ότι 
[image: image496.wmf](

)

(

)

I

y

I

y

~

,

~

,

~

~

,

~

,

~

0

y

y

=

 είναι γενικό ελάχιστο. Επομένως ικανοποιεί τους περιορισμούς του (ΤΡ3) και η συνάρτηση 
[image: image497.wmf](

)

×

g

 έχει την ελάχιστη τιμή για 
[image: image498.wmf](

)

(

)

0

~

,

~

,

I

I

y

y

=

. Έστω ότι το 
[image: image499.wmf](

)

q

I

y

~

,

~

,

~

y

 είναι γενικό ελάχιστο του (ΤΡ3) τότε ικανοποιεί τους περιορισμούς και γενικά 
[image: image500.wmf](

)

(

)

q

I

I

~

,

~

,

y

y

g

³

. Τότε θα δείξουμε ότι και το σημείο 
[image: image501.wmf](

)

1

~

,

~

,

~

+

q

I

y

y

 είναι επίσης γενικό ελάχιστο του (ΤΡ3). Αρκεί επομένως να δείξουμε ότι το σημείο 
[image: image502.wmf](

)

1

~

,

~

,

~

+

q

I

y

y

 ικανοποιεί τους περιορισμούς του (ΤΡ3) και 
[image: image503.wmf](

)

(

)

q

q

I

I

~

,

~

~

,

~

1

y

g

y

g

=

+

.
Ισχύει ότι 
[image: image504.wmf]y

Q

~

~

=

y

 και 
[image: image505.wmf]{

}

m

I

q

k

,...,

1

~

1

Ì

+

 για 
[image: image506.wmf]{

}

N

k

,...,

1

Î

"

. Ακόμη έχουμε ότι:

[image: image507.wmf](

)

=

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

=

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

¹

=

¹

=

+

+

=

+

U

U

U

I

U

U

U

N

k

k

k

q

k

q

q

k

q

q

k

N

k

k

k

q

k

q

k

N

k

q

k

q

q

q

q

I

P

I

P

I

I

I

I

~

1

~

~

1

1

1

~

1

1

~

~

~

~

~

~



[image: image508.wmf]{

}

[

]

{

}

m

P

I

m

P

I

q

q

k

q

q

k

q

q

,...,

1

~

,...,

1

~

~

~

=

-

=

U

U

U


Ακόμη έχουμε το εξής για 
[image: image509.wmf]q

k

k

~

¹

 και 
[image: image510.wmf]q

k

~

¹

l

:

[image: image511.wmf][

]

[

]

q

q

q

q

k

q

q

k

q

q

k

I

P

I

I

P

I

I

I

l

l

l

~

~

~

~

~

~

1

1

I

I

I

I

-

-

=

+

+



[image: image512.wmf]0

~

~

~

~

1

1

/

=

Ì

Þ

+

+

q

q

k

q

q

k

I

I

I

I

l

l

I

I



[image: image513.wmf]0

~

~

1

1

/

=

Þ

+

+

q

q

k

I

I

l

I

 για 
[image: image514.wmf]q

k

k

~

¹

 και 
[image: image515.wmf]q

k

~

¹

l


Στην περίπτωση που έχουμε μόνο 
[image: image516.wmf]q

k

~

¹

l

 τότε ισχύει:


[image: image517.wmf][

]

[

]

=

-

=

+

+

q

q

q

q

q

k

q

q

k

I

P

I

P

I

I

I

q

q

l

l

l

~

~

~

~

~

~

1

1

~

I

I

U

I



[image: image518.wmf][

]

[

]

q

q

q

q

q

q

q

q

k

I

P

I

P

I

P

I

I

l

l

l

l

~

~

~

~

~

I

I

U

I

I

-

-

=



[image: image519.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image520.wmf](

)

0

0

~

~

~

~

~

1

1

~

/

=

/

Ì

Þ

+

+

U

I

I

q

q

k

q

q

k

I

I

I

I

q

q

l

l

  για 
[image: image521.wmf]q

k

~

¹

l


Δηλαδή σε κάθε περίπτωση ισχύει 
[image: image522.wmf]0

~

~

1

1

/

=

+

+

q

q

k

I

I

l

I

 για 
[image: image523.wmf]l

¹

"

k

.
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Όμως ισχύει
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Για τα 
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Με χρήση της σχέσης (3.50) η (3.49) γίνεται ως εξής:
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Ακόμη επειδή 
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Τελικά από τις σχέσεις (3.48), (3.49),(3.51) και (3.52) καταλήγουμε στην παρακάτω ανισότητα.
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Εφόσον όμως το σημείο 
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Άρα από τις σχέσεις (3.53) και (3.54) έχουμε ότι 
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Αποδείξαμε τελικά ότι τα σημεία 
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Το μόνο που μένει τώρα για να τελειώσουμε την απόδειξη είναι να δείξουμε ότι υπάρχει 
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Για το σκοπό αυτό θα αποδείξουμε πρώτα ότι ισχύει το παρακάτω:
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δηλαδή 
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Τότε θα δείξουμε ότι 
[image: image566.wmf]'

~

1

'

~

~

~

q

k

q

k

q

q

I

I

=

+

. 

Στο βήμα 2 του αλγορίθμου από τη σχέση (3.45) για την 
[image: image567.wmf]'

q

 επανάληψη για 
[image: image568.wmf]'

~

q

k

k

=

 έχουμε ότι 


[image: image569.wmf]'

~

'

'

~

1

'

~

~

~

~

q

k

q

q

k

q

k

q

q

q

I

P

I

I

I

-

=

+

για 
[image: image570.wmf]{

}

1

,...,

1

'

-

+

Î

"

N

q

q

   (3.59)

Το σύνολο 
[image: image571.wmf]'

q

P

 δίνεται από την σχέση (3.43) και σε αυτή την περίπτωση έχει την παρακάτω μορφή για 
[image: image572.wmf]{

}

1

,...,

1

'

-

+

Î

"

N

q

q

:

[image: image573.wmf]{

}

{

}

'

~

'

'

'

'

~

,

:

,...,

1

q

k

q

p

q

q

q

I

p

M

t

m

m

p

P

Ï

£

£

Î

=

   (3.60)

 
[image: image574.wmf]{

}

p

I

p

q

t

m

q

q

k

'

'

~

~

'

)

41

.

3

(

)

42

.

3

(

min

Î

=

Þ

 και 
[image: image575.wmf]{

}

p

I

p

q

t

M

q

q

k

'

'

~

~

'

max

Î

=

   (3.61)
Θα αποδείξουμε ότι:
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Η απόδειξη θα γίνει με απαγωγή σε άτοπο. Έστω ότι 
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Οι δύο πρώτες περιπτώσεις δεν μας ενοχλούν διότι τότε το 
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Από την σχέση (3.47) ορίζουμε τις παρακάτω ποσότητες:
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Από τη σχέση (3.46) έχουμε ότι:
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δηλαδή ισχύει ότι 
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Από το 2ο βήμα του αλγορίθμου για την 
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Επομένως από τις σχέσεις (3.66), (3.67), (3.68) και (3.70) έχουμε ότι:
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Δηλαδή τελικά έχουμε ότι:
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Από τις σχέσεις (3.47) και (3.66) έχουμε ότι:
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Ομοίως αποδεικνύουμε ότι:
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Επομένως ισχύει:
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όπου η τελευταία ισότητα προέκυψε από τη σχέση 
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Αν ισχύει τότε η (3.65) με χρήση της σχέσης (3.74) έχουμε ότι:
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Όμως η σχέση (3.75) έρχεται σε αντίθεση με τη σχέση (3.71). Επομένως δεν μπορεί να ισχύει η (3.65) και έτσι για 
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Επομένως από τις σχέσεις (3.44) και (3.46) έχουμε ότι:
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Άρα αποδείξαμε ότι ισχύει η (3.56).
Τότε, λόγω του βήματος 3, θα έχουμε ότι:
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Τα σύνολα 
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 ικανοποιούν τους περιορισμούς του (ΤΡ3) επομένως ισχύει:
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άρα τα διαστήματα 
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 τέτοιο ώστε να ισχύει η (3.39). ⁯
Μετά από όλα τα παραπάνω αποδείξαμε ότι η πρόταση 3.6 ισχύει γεγονός που είναι πολύ σημαντικό διότι τότε μπορούμε να αναζητήσουμε λύσεις στις οποίες η μορφή των συνόλων 
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3.3.2.2.2 Εύρεση άνω φράγματος για τη γενική λύση του προβλήματος (ΤΡ3) όταν τα σύνολα Ικ είναι διαστήματα
Σύμφωνα με την πρόταση 3.6 που παρουσιάστηκε στην προηγούμενη παράγραφο θεωρούμε ότι τα σύνολα 
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Οπότε θωρώντας ένα καινούργιο διάνυσμα 
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 το πρόβλημα (ΤΡ3) μετατρέπεται στο παρακάτω πρόβλημα (ΤΡ3.1).
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Πρέπει να τονίσουμε ότι τα 
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Πρέπει να τονίσουμε ότι το πρόβλημα (ΤΡ3.1) μοιάζει αρκετά στο πρόβλημα (ΤΡ2), που είναι ισοδύναμο με το (ΤΡ1), αλλά δεν έχει τους ανισοτικούς περιορισμούς. Όπως θα φανεί και στην συνέχεια της εργασίας οι ανισοτικοί περιορισμοί παίζουν ουσιαστικό ρόλο, αυτοί χωρίζουν το χώρο και καθορίζουν ποιοι νευρώνες θα ενεργοποιούνται σε κάθε κομμάτι, και είναι δύσκολο να βρούμε τρόπο ώστε να ικανοποιούνται όλοι και ταυτόχρονα το σφάλμα της προσέγγισης να είναι το ελάχιστο δυνατό.
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Χρήσιμοι ορισμοί
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Επίσης ορίζουμε τις παρακάτω δύο συναρτήσεις που είναι πολύ χρήσιμες.
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Στο παρακάτω σχήμα φαίνονται γραφικά οι συναρτήσεις 
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Με χρήση των δύο παραπάνω συναρτήσεων η 
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Δηλαδή ισχύει:
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Η παραπάνω ισοδυναμία φαίνεται πιο ξεκάθαρα και στο παρακάτω σχήμα.
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Επομένως σύμφωνα με τα παραπάνω ισχύει τελικά
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Στο πρόβλημα (ΤΡ3.1) αν η εσωτερική παράσταση του min οριστεί σαν τη συνάρτηση 
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Και αλλάζοντας την σειρά των max έχουμε ότι τελικά:
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Επομένως το πρόβλημα (ΤΡ3.1) γράφεται στη μορφή
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Γενικά ισχύει ότι:
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Τότε το πρόβλημα (ΤΡ3.1) μπορεί να γραφτεί στο παρακάτω ισοδύναμο πρόβλημα
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Ωστόσο στην περίπτωση που έχουμε πολλές μετρήσεις και ομοιόμορφα κατανεμημένες η λύση του προβλήματος (ΤΡ3.2) μπορεί να βρεθεί κατά προσέγγιση όπως θα δείξουμε στο παράρτημα.

Αν ορίσουμε τη συνάρτηση 
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Τότε για τις συναρτήσεις 
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Επομένως με τη χρήση των παραπάνω σχέσεων οι περιορισμοί για το πρόβλημα (ΤΡ3.2) αποκτούν την παρακάτω μορφή
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Σύμφωνα με τα παραπάνω το πρόβλημα (ΤΡ3.2) μετατρέπεται στο παρακάτω ισοδύναμό του:
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Επειδή στο πρόβλημα (ΤΡ3.3) τα 
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Το εσωτερικό πρόβλημα του (ΤΡ3.4) είναι το εξής:
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Επειδή στους περιορισμούς 
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 το αριστερό μέλος είναι σταθερός αριθμός η δυσκολία στην εύρεση λύσης στο πρόβλημα (ΤΡ6) παρουσιάζεται στην πραγματικότητα σε όλους του άλλους περιορισμούς. Ας θεωρήσουμε ως (ΤΡ6.1) το παρακάτω πρόβλημα:
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Το (ΤΡ6.1) είναι ουσιαστικά το (ΤΡ6) χωρίς τους δύο περιορισμούς που αναφέραμε. Αν 
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Από τον ορισμό του 
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Από την παραπάνω ανισότητα εύκολα καταλαβαίνουμε ότι ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις:
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Επομένως λύνοντας το παρακάτω πρόβλημα βρίσκουμε ένα άνω φράγμα για την λύση του προβλήματος (ΤΡ6.1):
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Στην ουσία από το πρόβλημα (ΤΡ6.2) βρίσκουμε την προσεγγιστική λύση του (ΤΡ6.1) στην περίπτωση που έχουμε πολλές μετρήσεις και ομοιόμορφα κατανεμημένες. Σε αυτή την περίπτωση είναι λογικό να θεωρήσουμε την παρακάτω προσέγγιση:
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Ας είναι 
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Πρόταση 3.7
Η λύση του προβλήματος (ΤΡ6.2) είναι οι εξής:


[image: image725.wmf](

)

þ

ý

ü

î

í

ì

-

=

+

-

=

k

k

N

k

y

y

e

1

1

,...,

1

2

1

max

~

   (3.97)


[image: image726.wmf](

)

1

,...,

1

,

2

1

~

1

-

=

+

=

+

N

k

l

k

k

k

y

y

   (3.98)

Απόδειξη
Οι συνθήκες Kuhn-Tucker για το πρόβλημα είναι οι παρακάτω:
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Από την (3.100) έχουμε ότι 
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Ακόμη από την (3.101) βλέπουμε ότι 
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Σύμφωνα με τα παραπάνω η παρακάτω επιλογή των 
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Από τις (3.107) και (3.109) εύκολα δείχνουμε ότι η (3.101) ικανοποιείται. Έχουμε δηλαδή:
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 η οποία ισχύει.

Εδώ τελειώνει η απόδειξή μας. ⁯
Αφού βρήκαμε την λύση για το  πρόβλημα (ΤΡ6.2) θα δείξουμε ότι το σημείο 
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είναι λύση του (ΤΡ6.1). Το επιτρεπτό σύνολο του (ΤΡ6.2) είναι υποσύνολο του επιτρεπτού συνόλου του (ΤΡ6.1) εξαιτίας των σχέσεων (3.94)-(3.95) που  έχουμε αναφέρει παραπάνω. Οπότε είναι λογικό να ισχύει:
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Από την τελευταία σχέση βλέπουμε ότι βρίσκουμε ένα άνω φράγμα για τη λύση του προβλήματος (ΤΡ6.1) γεγονός που είναι πολύ σημαντικό.

Πρόταση 3.8
Το σημείο 
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Απόδειξη
Για την απόδειξη της παραπάνω πρότασης θα χρησιμοποιήσουμε απαγωγή σε άτοπο. Έστω λοιπόν ότι το σημείο 
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με 
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Ας είναι 
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Σε αυτή την περίπτωση έχουμε τρεις πιθανές επιλογές για το 
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Β)Έστω ότι 
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Ακόμη από τις σχέσεις (3.93) και (3.113) έχουμε ότι:
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Επίσης από τις σχέση (3.117) και (3.119) προκύπτει ότι:
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Σε αυτή την περίπτωση πρέπει να διακρίνουμε δύο περιπτώσεις.

Ι)Έστω ότι 
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ΙΙ) Έστω ότι 
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Επομένως έχουμε ότι:
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Όμως η σχέση (3.123) έρχεται σε αντίθεση με την (3.93). 

Γ)Έστω ότι ισχύει 
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Δηλαδή έχουμε αποδείξει με την πρόταση 3.8 ότι το σημείο 
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Άρα το πρόβλημα (ΤΡ3.4), που αυτό μας ενδιαφέρει περισσότερο διότι είναι ισοδύναμο με το (ΤΡ3.1), μπορεί να γραφτεί στην παρακάτω μορφή απαλείφοντας τις μεταβλητές 
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   (ΤΡ3.5)

Σύμφωνα με την σχέση (3.115) έχουμε ότι 
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   (ΤΡ7)

που αντί της λύσης 
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Η λύση του (ΤΡ7) αποτελεί γενικά ένα άνω φράγμα για την λύση του (ΤΡ3.5) και σε ειδικές περιπτώσεις που έχουμε αναφέρει παραπάνω(σχέση(3.96)) αποτελεί και προσεγγιστική λύση.

Σύμφωνα με όλα τα παραπάνω το (ΤΡ7) μπορεί να γραφτεί ισοδύναμα 
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   (ΤΡ7.1)

Επειδή στο παραπάνω πρόβλημα η εξάρτηση ως προς 
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   (ΤΡ7.2)

βρίσκοντας λύσεις 
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Πρόταση 3.9
Η λύση του προβλήματος (ΤΡ7.2) είναι η εξής:
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Απόδειξη

Για την επίλυση του προβλήματος είναι συνθήκες Kuhn-Tucker είναι οι παρακάτω:
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Στις παρακάτω γραμμές θα αποδείξουμε από τις σχέσεις (3.126)-(3.136) ότι το επιθυμητό 
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 είναι αυτό που δίνονται από τις σχέσεις (3.124) και (3.125). Από τις σχέσεις (3.124)-(3.126) έχουμε ότι:
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Αν θέσουμε 
[image: image822.wmf]0

m

m

=

 τότε η σχέση (3.126) γίνεται


[image: image823.wmf]N

N

k

2

1

1

2

1

1

=

Þ

=

+

+

å

-

=

m

m

m

m

   (3.137)

Με αυτόν τον τρόπο ικανοποιούνται οι (3.126)-(3.129) και εφόσον 
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 ικανοποιείται και η (3.136). Από τις (3.133)-(3.135) με 
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Δηλαδή ισχύουν τα παρακάτω:
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Από τις δύο τελευταίες σχέσεις έχουμε τα εξής:

(3.138-Ν),(3.138-Ν+1) 
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Επίσης από τις (3.138-2) και (3.138-1) έχουμε ότι:
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Με την ίδια λογική έχουμε ότι:
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Επομένως με την παραπάνω επιλογή των 
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 ικανοποιούνται και οι (3.130)-(3.135). Εδώ τελειώνει η απόδειξη της πρότασης. ⁯
Το μόνο που μένει να αποδείξουμε τώρα είναι η ύπαρξη ενός κατάλληλου 
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 τέτοιο ώστε να ισχύει η σχέση 
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 από τη σχέση (3.22). Βρίσκοντας το 
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 τότε έχουμε και την λύση του προβλήματος (ΤΡ7.1) άρα και του (ΤΡ7). Ισχύει το παρακάτω λήμμα.
Λήμμα 3.10

Η κατάλληλη επιλογή του 
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είναι η παρακάτω:
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Απόδειξη

Η απόδειξη μας θα γίνει με επαγωγή στον αριθμό 
[image: image858.wmf]n

. Πρέπει να τονίσουμε ότι θεωρούμε τον αριθμό 
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 σταθερό διότι όπως θα φανεί και από την απόδειξη δεν επηρεάζει σε κάτι. Επομένως έχουμε τα εξής

1)Για 
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 έχουμε ότι η μήτρα 
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 έχει την παρακάτω μορφή σύμφωνα με τη σχέση (3.22) και την πρόταση 3.3:
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Επομένως έχουμε ότι:
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Άρα ικανοποιούνται οι (3.140)-(3.141) για 
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=

n

.
2)Έστω ότι ισχύουν οι (3.140)-(3.141) για 
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 τότε θα δείξουμε ότι ισχύουν και για 
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 όπου τα στοιχεία του δίνονται από τις σχέσεις (3.140)-(3.141) ικανοποιούν την εξίσωση 
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Η μήτρα 
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 από τη σχέση (3.22) και την πρόταση 3.3 έχει την εξής μορφή:
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Από τη δομή που έχει ο πίνακας 
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Η παραπάνω εξίσωση όμως είναι ίδια για την περίπτωση που έχουμε 
[image: image874.wmf]n

 που λόγο επαγωγή ισχύει. Επομένως ισχύουν οι (3.140) και η (3.141) για τις πρώτες 
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 εξισώσεις Το μόνο που μένει να κάνουμε τώρα είναι να υπολογίσουμε το 
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 στοιχείο και να δούμε ότι ικανοποιούνται και οι υπόλοιπες εξισώσεις. Ισχύει όμως 
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Εδώ τελειώνει η απόδειξη. ⁯
Συνοψίζοντας όλα όσα έχουμε αποδείξει παραπάνω μπορούμε να διατυπώσουμε την παρακάτω πρόταση που δίνει τη λύση για το πρόβλημα (ΤΡ7.1).
Πρόταση 3.11

Η λύση του προβλήματος (ΤΡ7.1) είναι η παρακάτω:
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Οπότε τώρα έχουμε τη δυνατότητα να δώσουμε την λύση για το αρχικό πρόβλημα που θέλαμε να λύσουμε και ήταν το (ΤΡ7). Πρέπει να τονίσουμε ότι από τις σχέσεις (3.143)-(3.144) έχουμε ότι τελικά 
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. Επομένως λύση του (ΤΡ7) διατυπώνεται στην παρακάτω πρόταση.
Πρόταση 3.12

Η λύση του προβλήματος (ΤΡ7) είναι η παρακάτω:
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Εφόσον η λύση του προβλήματος (ΤΡ7) είναι ένα άνω φράγμα για το (ΤΡ3.5) είναι επομένως άνω φράγμα και για το πρόβλημα (ΤΡ3.1). Τέλος επειδή με την πρόταση 3.6 αποδείξαμε ότι τα γενικά ελάχιστα του προβλήματος (ΤΡ3.1) έχει γενικά ελάχιστα και του  προβλήματος (ΤΡ3) τότε έχουμε ότι οι λύσεις του προβλήματος (ΤΡ7) είναι άνω φράγματα και για τις λύσεις του (ΤΡ3)
Συνοψίζοντας καταλήξαμε στο παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 3.13

Ένα στενό άνω φράγμα του παρακάτω προβλήματος:
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   (ΤΡ3)

δίνεται από τις παρακάτω σχέσεις. 


[image: image892.wmf]N

k

N

t

t

k

t

m

k

,...,

1

,

2

)

1

2

(

1

1

=

-

-

+

=

y

   (3.151)

[image: image893.wmf]1

1

y

=

+

n

y

   (3.152)

[image: image894.wmf]n

k

N

t

t

y

m

k

k

,...,

1

,

2

1

1

=

-

=

-

   (3.153)

[image: image895.wmf][

]

k

k

k

l

l

I

,

1

-

=

 για 
[image: image896.wmf]N

k

,...,

1

=

"

 με 
[image: image897.wmf]0

0

t

l

=

, 
[image: image898.wmf]m

N

t

l

=

 και 
[image: image899.wmf]2

1

k

k

k

l

y

y

+

=

+

   (3.154)
με σφάλμα 
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Συμπεράσματα

Η εύρεση ενός άνω φράγματος για το πρόβλημα (ΤΡ3.1) είναι πολύ σημαντικό διότι μας δίνει ένα όριο για πόσο μεγάλο μπορεί να γίνει το σφάλμα. Ακόμη πολύ σημαντικό είναι ότι οι παραστάσεις που μας δίνουν αυτό το άνω φράγμα είναι απλές εκφράσεις και μπορούν να υπολογισθούν πολύ εύκολα αρκεί να γνωρίζουμε την μέγιστη και την ελάχιστη τιμή των μετρήσεών μας. 

Ακόμη αυτό που μπορούμε να παρατηρήσουμε είναι ότι αυτό το άνω φράγμα του σφάλματος είναι ανάλογο του 
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, δηλαδή 
[image: image902.wmf]n

-

µ

2

e

, γεγονός που δηλώνει ότι με σχετικά μικρό αριθμό νευρώνων(ο αριθμός 
[image: image903.wmf]n

 δείχνει τον αριθμό των νευρώνων) μπορούμε να πετύχουμε σημαντικά μικρά σφάλματα.
Υπενθυμίζουμε ότι το πρόβλημα (ΤΡ3) προέκυψε από το πρόβλημα (ΤΡ2) παραλείποντας τους ανισοτικούς περιορισμούς και πως το (ΤΡ2) είναι ισοδύναμο πρόβλημα με τα αρχικά (ΤΡ1) και (ΤΡ00). Επομένως η γενική λύση του (ΤΡ3) είναι κάτω φράγμα για τη γενική λύση των (ΤΡ2), (ΤΡ1) και (ΤΡ00). Δεν μπορούμε ωστόσο να ισχυριστούμε ότι οι σχέσεις (3.151)-(3.154) που αναφέρονται στο θεώρημα 3.13 αποτελούν ένα κάτω φράγμα για τη γενική λύση των (ΤΡ2), (ΤΡ3) και (ΤΡ00) διότι αυτές δεν είναι πραγματικά η γενική λύση του (ΤΡ3) αλλά ένα άνω φράγμα. Επειδή όμως η συνάρτηση κόστους του (ΤΡ7) είναι καλή προσέγγιση προς τη συνάρτηση κόστους του (ΤΡ3) περιμένουμε οι σχέσεις (3.151)-(3.154) να είναι κάτω φράγματα για τη γενική λύση των (ΤΡ2), (ΤΡ1) και (ΤΡ00).
3.4 Μελέτη προβλήματος (ΤΡ2) και τελικά αποτελέσματα 
Εφόσον επεξεργαστήκαμε στις παραπάνω σελίδες το πρόβλημα (ΤΡ3) και βρήκαμε ένα άνω φράγμα για τις λύσεις του, σε αυτή την ενότητα θα ασχοληθούμε με την παρουσία των ανισοτικών περιορισμών καθώς και τα προβλήματα που δημιουργούν. Επομένως αυτό που θα μας απασχολήσει σε αυτό το κεφάλαιο είναι το πρόβλημα (ΤΡ2) σε όλη του την έκταση.
Παρακάτω επαναδιατυπώνεται το πρόβλημα (ΤΡ2).
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όπου 
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Ας ονομάσουμε ‘υποβέλτιστη’ την προσεγγιστική λύση του (ΤΡ3) που βρήκαμε παραπάνω. Η λύση αυτή δίνεται από τις σχέσεις (3.151)-(3.155) του θεωρήματος 3.13. Με γνωστά τα ‘υποβέλτιστα’ σύνολα 
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 που δίνονται από τη σχέση (3.154) η ικανοποίηση των ανισοτικών περιορισμών του (ΤΡ2) ανάγεται στην επίλυση (ως προς 
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ή ισοδύναμα:
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Σε πρώτη ματιά η επίλυση του παραπάνω προβλήματος ανισοτήτων φαίνεται απλή. Ωστόσο τα πράγματα δεν είναι τόσο εύκολα . Το ακόλουθο πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού προσπαθεί να ικανοποιήσει την (3.156):
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όπου ο περιορισμός 
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 εξασφαλίζει ότι το πρόβλημα (ΤΡ8) θα έχει πάντοτε φραγμένη λύση. Αν στη λύση του (ΤΡ8) έχουμε 
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 διότι οι άλλοι περιορισμοί του (ΤΡ8) είναι ομογενείς ως προς τις μεταβλητές 
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Όμως τι σημαίνει γεωμετρικά ότι το πρόβλημα (ΤΡ8) θα έχει πάντοτε φραγμένη λύση; Λόγω της εξίσωσης (3.154) τα σημεία 
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[image: image931.wmf](

)

p

p

x

t

,

 προέρχονται από μία άγνωστη συνάρτηση 
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 βρίσκονται κοντά στην ισοϋψή 
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. Επίσης, λόγω της (3.156), τα σημεία 
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 πρέπει να ανήκουν όλα σε μία μόνο από τις περιοχές στις οποίες τα υπερεπίπεδα 
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Επομένως για να ικανοποιείται η σχέση (3.156) πρέπει η συνάρτηση 
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 να είναι τέτοια ώστε 
[image: image942.wmf]n

N

2

=

 ισαπέχουσες ισοϋψείς της να χωρίζονται από τα υπερεπίπεδα 
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. Κάτι τέτοιο όμως σπάνια μπορούμε να περιμένουμε να συμβαίνει. Ακόμη ο αριθμός των περιοχών στις οποίες τα υπερεπίπεδα 
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 χωρίζουν τον χώρο μπορεί να μην είναι 
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 αλλά μικρότερος. Τότε είναι αδύνατο να ικανοποιηθεί η (3.156).
Οι παραπάνω σκέψεις οδηγούν στο συμπέρασμα ότι η προηγούμενη ανάλυση χρειάζεται σοβαρή αναθεώρηση αν πρόκειται να φανεί χρήσιμη για την επίλυση του προβλήματος εκπαίδευσης Νευρωνικών Δικτύων. Η αναθεώρηση αυτή μπορεί να ακολουθήσει τις εξής κατευθύνσεις:

· Εύρεση ‘υποβέλτιστου’ προβλήματος (ΤΡ3) (δηλαδή του (ΤΡ2) χωρίς τους ανισοτικούς περιορισμούς) όταν ο αριθμός 
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 των συνόλων 
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 είναι μικρότερος του 
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 και στη συνέχεια προσπάθεια ικανοποίησης των ανισοτικών περιορισμών.

· Ανάλυση Νευρωνικών Δικτύων με δύο κρυφά στρώματα εν όψη του θεωρήματος 2.16 του 2ου κεφαλαίου. Τέτοια Νευρωνικά Δίκτυα δίνουν τη δυνατότητα αυθαίρετης επιλογής των τιμών που προσεγγίζουν την 
[image: image950.wmf]f

 σε καθεμία από τις υποπεριοχές στις οποίες χωρίζεται ο χώρος από τους ανισοτικούς περιορισμούς. Σημειώνεται ότι για Νευρωνικά Δίκτυα ενός κρυφού στρώματος (όπως φαίνεται και από την προσεγγιστική λύση επίλυση του (ΤΡ3) που προηγήθηκε) οι ‘υποβέλτιστες’ αυτές τιμές δεν είναι αυθαίρετες αλλά ισαπέχουν.
Παράρτημα 1
Στο παράρτημα αυτό παραθέτουμε μία λύση για το πρόβλημα (ΤΡ3.2) στη σελίδα 54 του 3ου κεφαλαίου έχοντας κάνει την λογική παραδοχή(όπως ήδη έχουμε αναφέρει):
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Η παραπάνω προσέγγιση που κάναμε είναι απόλυτα λογικά στην περίπτωση που έχουμε πολλές μετρήσεις κοντά η μία στην άλλη και ομοιόμορφα κατανεμημένες.  

Επομένως το πρόβλημα (ΤΡ3.2) γράφεται στην παρακάτω μορφή:
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   (ΤΡΠ1)

Πρέπει να τονίσουμε ότι η μορφή της μήτρας 
[image: image954.wmf]Q

 είναι η ίδια με αυτή του κεφαλαίου 3 και περιγράφεται από την πρόταση 3.3 και τη σχέση (3.22). 

Σύμφωνα με όλα τα παραπάνω έχουμε την παρακάτω πρόταση:
Πρόταση Π1

Η λύση του προβλήματος (ΤΡΠ1) είναι η εξής:
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Απόδειξη

Οι συνθήκες Kuhn-Tucker του προβλήματος είναι οι εξής:
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Επειδή το πρόβλημα είναι κυρτό η λύση που θα ικανοποιεί τις συνθήκες Kuhn-Tucker (Π1)-(Π13) θα είναι και η ολική λύση του προβλήματος δηλαδή αυτή που ψάχνουμε.

Παρακάτω θα δώσουμε δύο διαφορετικές λύσεις. Η πρώτη είναι εκτενέστερη ενώ η δεύτερη είναι αρκετά πιο σύντομη και παρουσιάζουμε για θέμα πληρότητας.

1η Λύση

1-Ελεγχος της συνθήκης (Π11)
Η εξίσωση (Π11) ικανοποιείται εξαιτίας του Λήμματος 3.10 αφού εύκολα κανείς μπορεί να καταλαβαίνει ότι αναφερόμαστε στις ίδιες σχέσεις.

2- Έλεγχος ικανοποίησης συνθηκών (Π12)- (Π18)
Ας είναι 
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Βλέπουμε δηλαδή ότι η επιλογή του 
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3-Έλεγχος ικανοποίησης συνθηκών (Π7)- (Π10) και επιλογή κατάλληλων λk, μk και νk
Όπως έχουμε ήδη αναφέρει η μορφή της μήτρας 
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Επιλέγοντας 
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 οι παραπάνω ισότητες ικανοποιούνται. 
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Εφόσον όμως έχουμε υποθέσει ότι ισχύει 
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Επιλέγοντας 
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Τελικά έχουμε ότι το διάνυσμα  που δίνεται από τον τύπο 
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Το μόνο που μένει να βρούμε για να τελειώσει η απόδειξη είναι τις τιμές των 
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Από την (Π20) έχουμε ότι:
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    (Π22)

Εφόσον θέλουμε 
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Ωστόσο από τον ορισμό του διανύσματος 
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. Οπότε η σχέση (Π23) καταλήγει ουσιαστικά στη ανισότητα 
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Με τις παραπάνω επιλογές ικανοποιούνται οι (Π8), (Π9) και (Π19) από τις συνθήκες Kuhn-Tucker. Η μόνη που μένει να δούμε αν ικανοποιείται είναι η (Π7). επομένως έχουμε τα εξής:
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Ανακεφαλαιώνοντας οι βέλτιστες τιμές που δίνονται από το τις σχέσεις (Π1)-(Π4) παρουσιάζονται ξανά με τις τιμές των 
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Στο σημείο αυτό θα παρουσιάσουμε και την δεύτερη λύση που είναι πιο σύντομη από την προηγούμενη όπως έχουμε αναφέρει. 

2η Λύση

Η επιλογή των 
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 καθώς και της μήτρας Q είναι η ίδια με την προηγούμενη απόδειξη οπότε οι συνθήκες (Π11)-(Π19) ικανοποιούνται. Οι μόνες τώρα συνθήκες που πρέπει να ελέγξουμε είναι οι (Π7)-(Π10). Επιλέγοντας 
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 μπορεί εύκολα κάποιος να δει ότι ικανοποιούνται και όλες οι άλλες συνθήκες. 

Συμπεράσματα

Από τη μορφή της λύσης που βρήκαμε για το πρόβλημα (ΤΡ3.2) μπορούμε να καταλάβουμε ότι τα σύνολα 
[image: image1082.wmf]k
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 έχουν ίδιο μήκος το καθένα που εξαρτάται μόνο από τις δύο ακραίες μετρήσεις που έχουμε καθώς και από τον αριθμό 
[image: image1083.wmf]N

. Επίσης το σφάλμα 
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 είναι σταθερό και μάλιστα το μισό από το μήκος κάθε συνόλου 
[image: image1085.wmf]k

I

. 
Εφόσον για το (ΤΡ3.2) είχαμε υποθέσει ότι έχουμε πολλές και ομοιόμορφα κατανεμημένες τιμές μπορούμε να υποθέσουμε ότι στην περίπτωση που οι τιμές μας σε ένα πραγματικό πρόβλημα έχουν σε κάποιο βαθμό αυτές τις ιδιότητες τότε και η λύση σε αυτή την περίπτωση δεν θα είναι αρκετά διαφορετική από την ιδανική.
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