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Πεπίλητη 

Έλα πξόβιεκα ην νπνίν πξνέθπςε ζηηο αζύξκαηεο επηθνηλσλίεο, είλαη απηό ηεο 

ρξνλνδξνκνιόγεζεο ηεο απνζηνιήο θαη ιήςεο δεδνκέλσλ (Preemptive Bipartite 

Scheduling problem-PBS). ΢ην πξόβιεκα απηό έρνπκε έλα ζύλνιν από πνκπνύο, έλα 

ζύλνιν από δέθηεο θαη έλα ζύλνιν από δεδνκέλα, ηα νπνία ζέινπκε λα ζηείινπκε από ηνπο 

πνκπνύο ζηνπο δέθηεο. Γηα θάζε δεδνκέλν γλσξίδνπκε εθ ησλ πξνηέξσλ ηνλ ρξόλν πνπ 

ρξεηάδεηαη γηα λα ζηαιεί. Έλαο πνκπόο δελ κπνξεί λα ζηέιλεη ηαπηόρξνλα δεδνκέλα ζε δύν 

ή πεξηζζόηεξνπο δέθηεο, θαη αληίζηνηρα έλαο δέθηεο δελ κπνξεί λα ιακβάλεη ηαπηόρξνλα 

δεδνκέλα από δύν ή πεξηζζόηεξνπο πνκπνύο. Πξνζπαζνύκε λα βξνύκε κία ζπγθεθξηκέλε 

ζεηξά απνζηνιήο ησλ δεδνκέλσλ, έηζη ώζηε λα επηηύρνπκε ηελ απνζηνιή όισλ ησλ 

δεδνκέλσλ ζηνλ ειάρηζην δπλαηό ρξόλν. Η απνζηνιή απηή γίλεηαη ρσξίδνληαο ηα δεδνκέλα 

ζε θαηάιιειεο νκάδεο δεδνκέλσλ, απνηεινύκελεο από δεδνκέλα πνπ κπνξνύλ λα 

απνζηαινύλ ηαπηόρξνλα. Ο θαζνξηζκόο ηνπ ζπζηήκαηνο, ώζηε λα απνζηαιεί κία νκάδα 

απνζηνιήο ζεσξνύκε όηη απαηηεί γλσζηό εθ ησλ πξνηέξσλ ρξόλν. Η βέιηηζηε ιύζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο, είλαη εθείλε πνπ ειαρηζηνπνηεί ηνλ ζπλνιηθό ρξόλν απνζηνιήο ησλ 

δεδνκέλσλ, δειαδή ην άζξνηζκα ησλ ρξόλσλ απνζηνιήο θαη ησλ ρξόλσλ θαζνξηζκνύ ησλ 

νκάδσλ απνζηνιήο. Δπεηδή ε εύξεζε ηεο βέιηηζηεο ιύζεο ζπρλά είλαη ηδηαίηεξα δύζθνιε 

θαη απαηηεί πνιιέο θνξέο πεξηζζόηεξν ρξόλν από εθείλνλ πνπ δηαζέηνπκε, νδεγνύκαζηε 

ζηε ρξήζε πξνζεγγηζηηθώλ αιγνξίζκσλ γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο απηνύ. Οη 

πξνζεγγηζηηθνί αιγόξηζκνη βξίζθνπλ κία ιύζε, ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν, ε νπνία ελ γέλεη δελ 

είλαη ε βέιηηζηε, αιιά καο εμαζθαιίδνπλ πόζν «θνληά» ζηελ βέιηηζηε είλαη, ζηελ 

ρεηξόηεξε πεξίπησζε. ΢ηελ παξνύζα εξγαζία, παξνπζηάδνπκε ηξείο ηέηνηνπο αιγνξίζκνπο. 

΢ηε ζπλέρεηα ηνπο πινπνηνύκε, θαη πξαγκαηνπνηνύκε κηα ζεηξά πεηξακάησλ , πξνθεηκέλνπ 

λα βγάινπκε ρξήζηκα ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ απόδνζή ηνπο.      

 

 
Λέξειρ Κλειδιά: <<πξνζεγγηζηηθνί αιγόξηζκνη, ρξνλνδξνκνιόγεζε απνζηνιήο δεδνκέλσλ,  

Preemptive Bipartite Scheduling Problem, ειαρηζηνπνίεζε ηνπ ρξόλνπ απνζηνιήο >> 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 
Abstract 

 
The Preemptive Bipartite Scheduling problem (PBS), has aroused in satellite 

communication systems. We consider, having a set of transmitters (T), a set of receivers 

(R), and a set of messages, that we want to be sent from (T) to (R). Preemption of the 

messages during the transmission is allowed. We usually, prefer describing this problem, in 

terms of a bipartite weighted graph. One set of nodes denotes the transmitters, the other set 

the receivers, and edges are communication tasks, where the weight of an edge is the time 

required for the specific transmission. It is implied that each transmitter and receiver can 

only send or receive one message at a time, but messages between different transmitters and 

receivers can overlap. Thus, a simultaneous transmission of messages between several 

transmitters and receivers is a matching of the graph. We consider, that there is a cost for the 

set-up of each parallel transmission step, referred as set-up delay. The objective is to find a 

scheduling for parallel transmissions, minimizing the total transmission time. Unfortunately, 

finding the optimal solution of this problem, is usually difficult, and in practice non 

realizable. Thus, we use approximation algorithms, for solving it. An approximation 

algorithm produces feasible solutions, in polynomial time, that are not, in general, the 

optimal, but are “close” to the optimal. In the current work, we present three approximation 

algorithms for the PBS problem. After implementing these algorithms, we run some test for 

comparison, and we present the experimental results.  

 

 
Keywords: <<approximation algorithms, scheduling in switching networks, preemptive bipartite 

scheduling problem, minimization of transmission time>> 
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1   

Διζαγφγή 

1.1 Διζαγφγή-Γενική Περιγραθή 

΢ηελ παξνύζα εξγαζία ζα παξνπζηάζνπκε θαη έπεηηα ζα ζπγθξίλνπκε ηξεηο πξνζεγγηζηηθνύο 

αιγνξίζκνπο, νη νπνίνη επηιύνπλ ην πξόβιεκα ηεο δηκεξνύο ρξνλνδξνκνιόγεζεο ζε δίθηπα 

απνζηνιήο θαη ιήςεο δεδνκέλσλ. Οη πξνζεγγηζηηθνί αιγόξηζκνη ρξεζηκνπνηνύληαη επξέσο 

ζηελ επηζηήκε ησλ ππνινγηζηώλ γηα ηελ επίιπζε πνιύπινθσλ θαη δπζεπίιπησλ 

πξνβιεκάησλ. Σν πξόβιεκα ζην νπνίν αλαθεξόκαζηε ζηελ παξνύζα εξγαζία, είλαη έλα 

ξεαιηζηηθό πξόβιεκα κε εθαξκνγέο ζε πνιινύο ηνκείο, θαη ζπλεπώο ε εύξεζε αιγνξίζκσλ 

πνπ βξίζθνπλ ιύζε ζε ζύληνκν ρξνληθό δηάζηεκα, είλαη νπζηώδεο γηα ηνλ θόζκν ηεο 

ηερλνινγίαο. Γηα ηνλ ιόγν απηό, ζα πξνζπαζήζνπκε ζην πεηξακαηηθό ηκήκα ηεο εξγαζίαο, λα 

δεκηνπξγήζνπκε πεξηπηώζεηο ηέηνηεο ώζηε λα θαιύςνπκε όιεο ηηο πηζαλέο εθαξκνγέο θαη λα 

εμάγνπκε αζθαιή ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ απνδνηηθόηεηα ησλ αιγνξίζκσλ.   

 

 

1.2 Οργάνφζη κειμένοσ 

΢ην ζεκείν απηό παξνπζηάδνπκε ζπλνπηηθά ηα ζέκαηα ηα νπνία θαιύπηνπλ ηα θεθάιαηα πνπ 

αθνινπζνύλ. ΢ην Κεθάιαην 2 παξνπζηάδνληαη θάπνηεο βαζηθέο ζεσξεηηθέο έλλνηεο, κε ηηο 
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νπνίεο ν αλαγλώζηεο πξέπεη λα εμνηθεησζεί πξνθεηκέλνπ λα θαηαλνήζεη ηελ ππόινηπε 

εξγαζία. ΢ην θεθάιαην 3 αλαθέξνπκε ηα βαζηθά ζηνηρεία ησλ πξνζεγγηζηηθώλ αιγνξίζκσλ. 

Οη πξνζεγγηζηηθνί αιγόξηζκνη είλαη ε βαζηθή έλλνηα κε ηελ νπνία ζα αζρνιεζνύκε ζηελ 

παξνύζα εξγαζία. ΢ην θεθάιαην 4 παξνπζηάδνπκε ην πξόβιεκα PBS, θαζώο θαη ηξείο 

πξνζεγγηζηηθνύο αιγνξίζκνπο πνπ ην επηιύνπλ. ΢ην θεθάιαην 5 αλαθέξνπκε ηα πεηξάκαηα 

ζύγθξηζεο ησλ αιγνξίζκσλ πνπ πξαγκαηνπνηήζακε θαη παξνπζηάδνπκε ηα απνηειέζκαηα 

ησλ πεηξακάησλ απηώλ. Σέινο, ζην θεθάιαην 6, θαηαγξάθνπκε ηα ζπκπεξάζκαηα ζηα νπνία 

νδεγεζήθακε από ηελ όιε κειέηε πνπ θάλακε. 
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2  

Θεφρηηικό Υπόβαθρο  

΢ην θεθάιαην απηό ζα πεξηγξάςνπκε ρξήζηκεο έλλνηεο-ζέκαηα κε ηηο νπνίεο,  ελδερνκέλσο ν 

αλαγλώζηεο  λα πξέπεη λα εμνηθεησζεί πξνηνύ ζπλερίζεη ζηελ αλάγλσζε ησλ επόκελσλ 

θεθαιαίσλ. 

2.1 Σηοιτεία Θεφρίας Γραθημάηφν 

2.1.1 Διζαγφγή- Οριζμοί 

Έλαο γξάθνο (Graph) G είλαη έλα δεύγνο (V,E), όπνπ V είλαη έλα ζύλνιν από θνξπθέο 

(Vertices) θαη Δ είλαη έλα ζύλνιν από αθκέο (Edges) πνπ ζπλδένπλ δύν θνξπθέο  κεηαμύ 

ηνπο. Έλαο γξάθνο απεηθνλίδεηαη ζρεκαηηθά κε ηνλ ηξόπν πνπ θαίλεηαη ζην ζρήκα πνπ 

αθνινπζεί. 

 

   

 

 

 

 

                            ΢σήμα 2.1 : απεικόνιζη ηςσαίος γπάθος. 

V1 

V6 

V2 

V3 

V4 V5 

e1 

e3 

e5 

e2 

e4 
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 O γξάθνο ηνπ ζρήκαηνο έρεη 6 θνξπθέο ηηο v1,v2,v3,v4,v5,v6 θαη 5 αθκέο ηηο e1,e2,e3,e4,e5. 

Γξάθν κε βάξε (weighted graph) απνθαινύκε έλαλ γξάθν G(V,E) ζηνλ νπνίν, ζε θάζε αθκή 

(u,v) є E, όπνπ u, v є V, έρνπκε απνδώζεη κηα ηηκή, ηελ νπνία νλνκάδνπκε θόζηνο ή βάξνο 

ηεο αθκήο C[u,v].   

 

΢σήμα 2.2: απεικόνιζη ηςσαίος γπάθος με βάπη. 

΢ηνλ γξάθν ηνπ ζρήκαηνο έρνπκε C[u1,u2]= 3 , C[u2,u3]= 5, C[u3,u4]= 2, C[u1,u5]= 1.  

2.1.2 Πλήρης Γράθος- Κανονικός Γράθος 

Γύν θνξπθέο ελόο γξάθνπ πνπ ελώλνληαη κε κία αθκή νλνκάδνληαη γείηνλεο ή γεηηνληθέο 

θνξπθέο (neighbors). Έλαο γξάθνο ζηνλ νπνίν θάζε θνξπθή γεηηνλεύεη κε όιεο ηηο ππόινηπεο 

θνξπθέο νλνκάδεηαη πιήξεο γξάθνο (complete graph).   

Βαζκόο (degree) κηαο θνξπθήο νλνκάδεηαη ν αξηζκόο ησλ αθκώλ πνπ ελώλνληαη κε απηήλ. O 

βαζκόο κία θνξπθήο u ζε έλαλ γξάθν G ζπκβνιίδεηαη κε d(u). O κέγηζηνο βαζκόο όισλ ησλ 

θνξπθώλ ελόο γξάθνπ G ζπκβνιίδεηαη κε Γ(G), ελώ ν ειάρηζηνο κε δ(G). Aλ γηα θάπνην 

γξάθν G ηζρύεη Γ(G) = δ(G) = θ ηόηε ν γξάθνο νλνκάδεηαη θ-Καλνληθόο (θ-Regular). 

 

΢σήμα 2.3 : (α) γπάθορ 2-κανονικόρ-πλήπηρ, (β) γπάθορ πλήπηρ- όσι κανονικόρ,             

(γ) γπάθορ 3-κανονικόρ- όσι πλήπηρ. 

u1 

u2 

u3 

u5 

u4 u1 

u2 

u3 

u1 

u2 

u3 

u6 

(α) (β) (γ) 

u1 

u2 

u3 

u5 

u4 

3 
5 

1 
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2.1.3 Γιμερής Γράθος 

Γηκεξήο γξάθνο (bipartite graph) νλνκάδεηαη έλαο γξάθνο G(V,E) ζηνλ νπνίν ην ζύλνιν ησλ 

θνξπθώλ V έρεη ρσξηζηεί ζε δύν ζύλνια V θαη U, έηζη ώζηε γηα θάζε αθκή (u,v) є E λα 

ηζρύεη  u є V θαη v є U ή u є U θαη v є V. 

 

 

΢σήμα 2.4 : απεικόνιζη διμεπούρ γπάθος. 

2.1.4 Matchings ζε διμερή γραθήμαηα 

Matching ζε έλαλ γξάθν G είλαη έλα ζύλνιν από αθκέο ηνπ γξάθνπ πνπ δελ έρνπλ θνηλέο 

θνξπθέο. Γειαδή γηα ην γξάθν G(V,E), ηζρύεη matching 𝑀 ⊆ 𝐸, ∀  𝑢𝑖 , 𝑣𝑗  ∈ 𝑀,  𝑢𝑖 , 𝑣𝑘 ∉

𝑀 𝜅𝛼𝜄  𝑢𝑘 , 𝑣𝑗  ∉ 𝑀.  

Σν κέγεζνο (cardinality) ελόο matching είλαη ην πιήζνο ησλ αθκώλ πνπ πεξηέρεη. ΢ηα 

ζρήκαηα πνπ αθνινπζνύλ, ζα παξηζηάλνπκε ηηο αθκέο πνπ αλήθνπλ ζην matching κε 

δηαθεθνκκέλε γξακκή. 

 

΢σήμα 2.5 : matching μεγέθοςρ 2. 
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Perfect Matching είλαη έλα matching M ζην νπνίν νη αθκέο πνπ αλήθνπλ ζην Μ θαιύπηνπλ 

όιεο ηηο θνξπθέο ηνπ G. Πξνθαλώο γηα λα ππάξρεη perfect matching ζε έλαλ δηκεξή γξάθν, 

ζα πξέπεη ηα ζύλνια U θαη V λα έρνπλ ηνλ ίδην αξηζκό ζηνηρείσλ.  

 

΢σήμα 2.6 : perfect matching. 

 

Maximal Matching νλνκάδνπκε έλα matching ζην νπνίν δελ κπνξνύκε λα πξνζζέζνπκε 

θακία αθκή ηνπ γξάθνπ G. Γειαδή είλαη έλα matching ηνπ νπνίνπ ην κέγεζνο δελ κπνξεί λα 

απμεζεί.  

 

΢σήμα 2.7 : maximal matching. 

 

Maximum Matching ελόο γξάθνπ G νλνκάδνπκε ην matching πνπ έρεη ην κεγαιύηεξν 

κέγεζνο από όια ηα matchings ηνπ γξάθνπ G. 

u1 

u2 

u3 

u4 

v1 

v2 

v3 

v4 

u1 

u2 

u3 

u4 

v1 

v2 

v3 

v4 



 

17 

 

 

΢σήμα 2.8 : maximum matching. 

 

Σν κέγεζνο ελόο maximum matching ελόο δηκεξνύο γξαθήκαηνο ζα είλαη πάληα κηθξόηεξν ή 

ίζν από ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ (θνξπθώλ) , ηνπ ζπλόινπ κε ηα ιηγόηεξα ζηνηρεία , εθ ησλ 

U θαη V. Δπίζεο, πξνθαλώο έλα maximum matching ζα είλαη θαη maximal matching, ελώ έλα  

perfect matching ζα είλαη θαη maximum matching. 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε δηκεξή γξάθν κε βάξε, ηόηε απνθαινύκε βάξνο ή θόζηνο ηνπ 

matching C[M], ην άζξνηζκα ησλ βαξώλ ησλ αθκώλ πνπ πεξηέρνληαη ζην matching (M). 

Γειαδή  C[M] =  𝐶 𝑒 , ∀ 𝑒 ∈ 𝑀. 

 

 

΢σήμα 2.9 : matching κόζηοςρ 9. 

2.1.5  Αναπαράζηαζη γράθοσ με πίνακα 

2.1.5.1 Πίνακαρ Ππόζπηωζηρ 

Έζησ έλαο γξάθνο G(V,E) όπνπ ην πιήζνο ησλ θνξπθώλ ηνπ είλαη n θαη ην πιήζνο ησλ 

αθκώλ ηνπ m. Ο πίλαθαο πξόζπησζεο (incidence matrix) γηα ηνλ γξάθν G ζα είλαη ν n x m 
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πίλαθαο ΙM(G) = [imij], όπνπ imij = 1 αλ ε αθκή j ηνπ γξάθνπ πξνζπίπηεη ζηελ θνξπθή i, 

αιιηώο imij =0.  

 

΢σήμα 2.10 : γπάθορ G, n=4 και m=5. 

 

Γηα ηνλ γξάθν G ηνπ ζρήκαηνο ν πίλαθαο πξόζπησζεο ζα είλαη  IM(G) =  

1 1 0
1 0 1

0 0
1 0

0 1 1
0 0 0

1 1
0 1

  .  

2.1.5.2 Πίνακαρ γειηνίαζηρ  

Έζησ γξάθνο G(V,E), όπνπ n ην πιήζνο ησλ θνξπθώλ ηνπ. Ο πίλαθαο γεηηλίαζεο γηα ηνλ 

γξάθν G ζα είλαη ν nxn πίλαθαο A(G) = [aij] όπνπ αij  =1 αλ ππάξρεη αθκή ζηνλ γξάθν κεηαμύ 

ησλ  θνξπθώλ i θαη j θαη αij =0 αλ νη θνξπθέο i θαη j δελ ζπλδένληαη κέζσ θάπνηαο αθκήο 

ζηνλ γξάθν G. ΢ηελ πεξίπησζε όπνπ δύν θνξπθέο κπνξεί λα ζπλδένληαη κε πεξηζζόηεξεο 

από κία αθκέο ηόηε ε ηηκή ηνπ ζηνηρείνπ αij κπνξεί λα δειώλεη ην πιήζνο ησλ αθκώλ πνπ 

ζπλδένπλ ηηο θνξπθέο i θαη j. Γηα ηνλ γξάθν G ηνπ ζρήκαηνο, ν πίλαθαο γεηηλίαζεο ζα είλαη 

A(G)=  

0 1 1 0
1 0
1 2
0 0

2 0
0 1
1 0

   . 

2.2 Σηοιτεία Αλγοριθμικής Θεφρίας 

2.2.1 Διζαγφγή 

΢ην ζεκείν απηό ζα παξνπζηάζνπκε θάπνηα βαζηθά ζηνηρεία από ηελ ζεσξία αιγνξίζκσλ, ε  

γλώζε ησλ νπνίσλ, είλαη πνιύ ζεκαληηθή γηα ηελ θαηαλόεζε ησλ ελλνηώλ πνπ εηζάγνληαη 

ζηα επόκελα θεθάιαηα. Έλαο αιγόξηζκνο είλαη κηα δηαδηθαζία από ζαθώο νξηζκέλα βήκαηα, 

ε νπνία δέρεηαη έλα ζύλνιν παξακέηξσλ σο είζνδν, θαη επηζηξέθεη έλα ζύλνιν παξακέηξσλ 

σο έμνδν. Οη αιγόξηζκνη ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηελ επίιπζε απιώλ έσο θαη εμαηξεηηθά 

πνιύπινθσλ πξνβιεκάησλ. Οη έλλνηεο νη νπνίεο καο απαζρνινύλ θαηά ηελ ζρεδίαζε ελόο 
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αιγνξίζκνπ, είλαη απηέο ηεο νξζόηεηαο θαη ηεο απνδνηηθόηεηαο. Ωο νξζόο, ραξαθηεξίδεηαη 

έλαο αιγόξηζκνο ηνπ νπνίνπ ε έμνδνο απνηειεί ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο γηα ην νπνίν έρεη 

ζρεδηαζηεί, ζύκθσλα κε ηνλ νξηζκό ηνπ. Σελ απνδνηηθόηεηα, κπνξνύκε λα ηελ ζεσξήζνπκε 

ζαλ έλα κέηξν ζύγθξηζεο θαη ηαμηλόκεζεο δύν δηαθνξεηηθώλ αιγνξίζκσλ.  

2.2.2 Οριζμοί 

Έλα κέηξν ραξαθηεξηζκνύ ελόο αιγνξίζκνπ, σο πξνο ηελ απνδνηηθόηεηά ηνπ, είλαη ν ρξόλνο 

πνπ ρξεηάδεηαη γηα λα επηζηξέςεη ηελ ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο γηα ην νπνίν ηνλ 

ρξεζηκνπνηνύκε. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, σο κέζν ζύγθξηζεο, ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ ρξόλν πνπ 

απαηηείηαη ζηελ ρεηξόηεξε πεξίπησζε (worst case), δειαδή ηνλ κέγηζην δπλαηό ρξόλν πνπ 

κπνξεί λα ρξεηαζηεί ε εθηέιεζε ηνπ αιγόξηζκνπ. 

2.2.2.1 Αζςμπηωηικοί  Σςμβολιζμοί 

 ΢πλήζσο, δελ καο ελδηαθέξεη λα κεηξήζνπκε αθξηβώο ην θόζηνο εθηέιεζεο ελόο αιγνξίζκνπ, 

αιιά λα βξνύκε κόλν ηελ ηάμε κεγέζνπο ηνπ θόζηνπο. Γειαδή, καο ελδηαθέξεη ε 

αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ αιγνξίζκνπ. Γηα ηνλ ιόγν απηό έρνπλ εηζαρζεί νη αθόινπζνη 

ζπκβνιηζκνί. Αλ f(n) είλαη κία ζπλάξηεζε πνιππινθόηεηαο ηόηε αλ: 𝑓 𝑛 = 𝛩(𝑔(𝑛)) 

ζεκαίλεη όηη  ∃𝑐1, 𝑐2, 𝑛0 > 0: ∀𝑛 ≥ 𝑛0 0 ≤ 𝑐1𝑔(𝑛) ≤ 𝑓(𝑛) ≤ 𝑐2𝑔(𝑛) , αλ 𝑓 𝑛 = 𝛰(𝑔(𝑛)) 

ζεκαίλεη όηη  ∃𝑐, 𝑛0 > 0: ∀𝑛 ≥ 𝑛0 ,0 ≤ 𝑓(𝑛) ≤ 𝑐𝑔(𝑛), αλ 𝑓 𝑛 = 𝛺(𝑔(𝑛)), ζεκαίλεη όηη 

 ∃𝑐, 𝑛0 > 0: ∀𝑛 ≥ 𝑛0 ,0 ≤ 𝑐 𝑔 𝑛  ≤ 𝑓 𝑛 , αλ 𝑓 𝑛 = 𝜊 𝑔 𝑛  , ζεκαίλεη όηη ∀𝑐, ∃𝑛0 >

0: 𝑛 ≥ 𝑛0 ,0 ≤ 𝑓 𝑛 ≤ 𝑐𝑔 𝑛 .  

2.2.2.2 Οπιζμόρ Πποβλήμαηορ-Σηιγμιόηςπος Πποβλήμαηορ 

Με ηνλ όξν πξόβιεκα ζα ελλννύκε ηελ αθεξεκέλε δηαδηθαζία, γηα ηελ νπνία επηζπκνύκε λα 

βξνύκε κία ιύζε, εθαξκόδνληαο ηα βήκαηα θάπνηνπ αιγνξίζκνπ. Η πινπνίεζε-πξαγκάησζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο, δίλνληαο ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο ζηηο παξακέηξνπο ηνπ, δεκηνπξγεί έλα 

ζηηγκηόηππν (instance) I, ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο. Σν ζηηγκηόηππν απηό είλαη ε 

είζνδνο ζε έλαλ αιγόξηζκν επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο. Γηα παξάδεηγκα, αο ζεσξήζνπκε ην 

πξόβιεκα ηεο ηαμηλόκεζεο. ΢ύκθσλα κε απηό ην πξόβιεκα, ζέινπκε γηα κία αθνινπζία n 

αξηζκώλ, λα βξνύκε κία αλαδηάηαμή ηνπο, ηέηνηα ώζηε θάζε αξηζκόο λα είλαη κεγαιύηεξνο 

από ηνλ ακέζσο πξνεγνύκελν ηνπ (ηαμηλόκεζε ζε αύμνπζα ζεηξά). Αλ ε αθνινπζία, ε νπνία 

θαινύκαζηε λα ηαμηλνκήζνπκε είλαη ε {5,8,1,6}, ηόηε απηή απνηειεί έλα ζηηγκηόηππν ηνπ 

πξνβιήκαηνο ηεο ηαμηλόκεζεο θαη έλαο αιγόξηζκνο πνπ επηιύεη ην πξόβιεκα απηό, ζα 

δέρεηαη ην ζηηγκηόηππν απηό ζαλ είζνδν θαη ζα επηζηξέθεη ζαλ έμνδν ηελ αθνινπζία 

{1,5,6,8}.  
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2.2.2.3 Καηηγοπιοποίηζη Πποβλημάηων 

Σα πξνβιήκαηα ηα νπνία επηιύνπκε κε ηελ ρξήζε αιγνξίζκσλ, κπνξνύλ λα ρσξηζηνύλ ζε 

ηξείο θαηεγνξίεο. ΢ηα πξνβιήκαηα απόθαζεο, ζηα πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο θαη ζηα 

ππνινγηζηηθά πξνβιήκαηα. ΢ηα ππνινγηζηηθά πξνβιήκαηα, ην πξόβιεκα πνπ θαινύκαζηε λα 

επηιύζνπκε, απαηηεί ηελ δηελέξγεηα ππνινγηζκώλ πξνθεηκέλνπ λα βξνύκε ηελ ηηκή θάπνηαο 

παξακέηξνπ, πνπ γηα ηα ζπγθεθξηκέλα δεδνκέλα εηζόδνπ, απνηειεί ηελ ιύζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο.  

΢ηα πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο δεηάκε ηε ιύζε πνπ βειηηζηνπνηεί (ειαρηζηνπνηεί ή 

κεγηζηνπνηεί) κία αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε. Γηα θάζε ζηηγκηόηππν Ι, ελόο πξνβιήκαηνο Π, 

ππάξρεη έλα ζύλνιν εθηθηώλ ιύζεσλ F(I).΢ε έλα πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο, γηα θάζε ιύζε 

SOL ∈ F(I), θάλνπκε αληηζηνίρεζε κίαο ηηκήο , κέζσ κίαο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο. Έζησ 

όηη ε ηηκή απηή είλαη ε C(SOL). Αλαδεηνύκε ηελ ιύζε εθείλε, από όιεο ηηο εθηθηέο ιύζεηο, 

γηα ηελ νπνία ε ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο είλαη κέγηζηε ή ειάρηζηε. Γειαδή 

ζέινπκε λα βξνύκε ηελ  𝑆𝑂𝐿 ∈ 𝐹 𝐼 ∶  𝐶(𝑆𝑂𝐿) ≤ 𝐶 𝑆𝑂𝐿𝑖  ή 𝐶 𝑆𝑂𝐿 ≥ 𝐶 𝑆𝑂𝐿𝑖 , ∀ 𝑆𝑂𝐿𝑖 ∈

𝐹 𝐼 , 1 ≤ 𝑖 ≤ |𝐹(𝐼)|.  

΢ηα πξνβιήκαηα απόθαζεο, ε ιύζε ηνπο είλαη ηεο κνξθήο «λαη»-«όρη». Γειαδή γηα θάζε 

πηζαλή είζνδν ζε έλαλ αιγόξηζκν πνπ επηιύεη έλα πξόβιεκα απόθαζεο, αληηζηνηρεί ε ηηκή 

«1» (λαη) ή «0» (όρη) ζηελ έμνδό ηνπ. Αλ ζεσξήζνπκε όηη Α, είλαη ην ζύλνιν όισλ ησλ 

εηζόδσλ x, γηα ηηο νπνίεο ε έμνδνο ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη «1», ηόηε κπνξνύκε λα 

αλαδηαηππώζνπκε ην έλα πξόβιεκα απόθαζεο σο : 𝑥 ∈ 𝐴? 

Γηα ηελ θαιύηεξε θαηαλόεζε ησλ δύν παξαπάλσ θαηεγνξηώλ πξνβιεκάησλ, ζα νξίζνπκε ην 

πξόβιεκα Vertex Cover (θάιπςε θνξπθώλ) ζε έλαλ γξάθν. ΢ην πξόβιεκα απηό, γηα έλαλ 

δεδνκέλν γξάθν G(V,E), αλαδεηνύκε έλα ζύλνιν από θνξπθέο ηνπ, έηζη ώζηε θάζε αθκή ηνπ 

G, λα θαιύπηεηαη ηνπιάρηζηνλ από κία θνξπθή. Γειαδή αλ VC είλαη κία ηέηνηα θάιπςε, ηόηε 

ζα ηζρύεη : 𝑉𝐶 ⊆ 𝑉: ∀  𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸, 𝑢 ∈ 𝑉𝐶 ή 𝑣 ∈ 𝑉𝐶. Έλα πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο είλαη ην 

αθόινπζν: γηα ηνλ γξάθν G(V,E) λα βξεζεί ε θάιπςε (VC) κε ην ειάρηζην πιήζνο θνξπθώλ. 

Έλα αληίζηνηρν πξόβιεκα απόθαζεο είλαη: γηα ηνλ γξάθν G, ππάξρεη θάιπςε (VC), πνπ λα 

έρεη πιήζνο θνξπθώλ ίζν κε n; 

Έζησ όηη G(V,E) είλαη ν γξάθνο ηνπ ζρήκαηνο πνπ αθνινπζεί. Ο γξάθνο G απνηειεί έλα 

ζηηγκηόηππν ηνπ πξνβιήκαηνο θαζνξηζκνύ κηαο θάιπςεο θνξπθώλ. Έλαο αιγόξηζκνο πνπ 

επηιύεη ην παξαπάλσ πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο, γηα είζνδν ηνλ γξάθν G, ζα επηζηξέςεη ηελ 

θάιπςε πνπ θαίλεηαη ζην αθόινπζν ζρήκα κε δηαθεθνκκέλε γξακκή. Γειαδή ε ειάρηζηε 

θάιπςε είλαη ε VC={u1,u3}, ε νπνία έρεη πιήζνο θνξπθώλ ίζν κε 2. Αληίζηνηρα έλαο 

αιγόξηζκνο πνπ επηιύεη ην παξαπάλσ πξόβιεκα απόθαζεο, ζηελ εξώηεζε αλ ππάξρεη 

θάιπςε κεγέζνπο 2(ή κεγαιύηεξε), ζα απνθαίλεηαη θαηαθαηηθά.    
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΢σήμα 2.11: (α) γπάθορ G, (β) Vertex Cover μεγέθοςρ 2 

 

2.2.3 Σηοιτεία Πολσπλοκόηηηας Αλγορίθμφν 

2.2.3.1 Αλγόπιθμοι πολςωνςμικού σπόνος 

Έλαο αιγόξηζκνο, ν νπνίνο γηα είζνδν κεγέζνπο n, ζηελ ρεηξόηεξε πεξίπηεξε (worst case), 

έρεη ρξόλν ηξεμίκαηνο ηεο ηάμεο ηνπ Ο(n
k
), όπνπ k είλαη ζηαζεξά, νλνκάδεηαη Αιγόξηζκνο 

Πνιπσλπκηθνύ Υξόλνπ (polynomial time algorithm). Οη κειέηεο πνπ έρνπλ γίλεη πάλσ ζην 

πεδίν ηεο αλάιπζεο πνιππινθόηεηαο αιγνξίζκσλ, έρνπλ δείμεη όηη ππάξρνπλ πξνβιήκαηα ηα 

νπνία δελ κπνξνύλ λα ιπζνύλ από νπνηνλδήπνηε ππνινγηζηή όζν ρξόλν θαη αλ δηαζέηνπκε 

(π.ρ. Halting Problem). Δλώ άιια πξνβιήκαηα, δελ κπνξνύλ λα ιπζνύλ ζε ρξόλν O(n
k
) 

νπνηαδήπνηε ζηαζεξά k θαη αλ επηιέμνπκε (π.ρ. Traveling Salesperson Problem). Έηζη, 

πξνβιήκαηα ηα νπνία επηιύνληαη κε αιγόξηζκνπο πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ ζα ηα ζεσξνύκε 

«εύθνια», ελώ ηα ππόινηπα «δύζθνια». 

2.2.3.2 Κλάζειρ πποβλημάηων 

΢ύκθσλα κε ηελ πνιππινθόηεηα πνπ ραξαθηεξίδεη έλαλ αιγόξηζκν, κπνξνύκε λα ηνλ 

θαηαηάμνπκε ζε δηάθνξεο νκάδεο- θιάζεηο πξνβιεκάησλ. ΢ηε ζπλέρεηα ζα παξνπζηάζνπκε 

ζπλνπηηθά εθείλεο ηηο θιάζεηο ,κε ηηο νπνίεο ζα αζρνιεζνύκε ζηελ παξνύζα εξγαζία. Η 

θιάζε Ρ (Polynomial) πεξηέρεη ηα πξνβιήκαηα, πνπ ιύλνληαη ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. Η 

θιάζε NP (Non-deterministic Polynomial time) πεξηέρεη ηα πξνβιήκαηα πνπ ιύλνληαη ζε 

πνιπσλπκηθό ρξόλν από έλαλ κε- ληεηεξκηληζηηθό αιγόξηζκν. Έλαο ηέηνηνο αιγόξηζκνο, είλαη 

έλαο ζεσξεηηθόο αιγόξηζκνο, ν νπνίνο δελ έρεη πξνθαζνξηζκέλε αιιεινπρία βεκάησλ, αιιά 
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u3

2 

u1 u5 

u2 

u4 

(β) 

u3

2 
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ζε θάζε βήκα κπνξεί λα επηιέμεη κία από ηηο πηζαλέο αθνινπζίεο βεκάησλ πνπ ζα 

αθνινπζήζεη. Γηαθνξεηηθά, κπνξνύκε λα πνύκε όηη γηα ηα πξνβιήκαηα απηά, ε εύξεζε ηεο 

ιύζεο ηνπο είλαη ρξνλνβόξα, ελώ ν έιεγρνο ηεο νξζόηεηαο ηεο ιύζεο απηήο κπνξεί λα γίλεη 

ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. Γειαδή αλ καο δνζεί κία ππνςήθηα ιύζε ελόο ηέηνηνπ πξνβιήκαηνο, 

κπνξνύκε ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν λα απνθαλζνύκε αλ είλαη ιύζε ή όρη.  

΢αλ παξάδεηγκα αλαθέξνπκε ην πξόβιεκα ηνπ θαζνξηζκνύ θύθινπ Hamilton (Hamiltonian 

Cycle) ζε έλαλ γξάθν. ΢ύκθσλα κε ην πξόβιεκα απηό, γηα έλαλ δεδνκέλν γξάθν αλαδεηνύκε 

λα βξνύκε, λα ππάξρεη, κία δηαδξνκή ε νπνία αξρίδεη θαη ηειεηώλεη ζηελ ίδηα θνξπθή ηνπ 

γξάθνπ, θαη δηέξρεηαη αθξηβώο κία θνξά από θάζε θνξπθή ηνπ. Σν λα βξνύκε κία ηέηνηα 

αθνινπζία αθκώλ είλαη ηδηαίηεξα δύζθνιν θαη ρξνλνβόξν, όκσο ην λα ειέγμνπκε αλ κία 

αθνινπζία είλαη θύθινο Hamilton ή όρη, ρξεηάδεηαη πνιπσλπκηθό ρξόλν. ΢πλεπώο ην 

πξόβιεκα ηεο εύξεζεο θύθινπ Hamilton ζε έλαλ γξάθν αλήθεη ζηελ θιάζε πξνβιεκάησλ 

NP. 

Έλα πξόβιεκα Π ην νπνίν αλήθεη ζηελ θιάζε P, ζα αλήθεη επίζεο θαη ζηελ NP. Απηό 

πξνθύπηεη από ην όηη ν ληεηεξκηληζηηθόο αιγόξηζκνο πνπ επηιύεη ην Π ζε πνιπσλπκηθό 

ρξόλν, κπνξεί λα ζεσξεζεί ζαλ εηδηθή πεξίπησζε ελόο κε-ληεηεξκηληζηηθνύ αιγνξίζκνπ. 

Δπνκέλσο, νπνηνδήπνηε πξόβιεκα κπνξεί λα επηιπζεί ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν από 

ληεηεξκηληζηηθό αιγόξηζκν, κπνξεί λα επηιπζεί ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν θαη από κε-

ληεηεξκηληζηηθό αιγόξηζκν. ΢πλεπώο ηζρύεη  𝑃 ⊆ 𝑁𝑃.  

2.2.3.3 Αναγωγέρ Πολςωνςμικού Χπόνος 

Αο ππνζέζνπκε όηη ζέινπκε λα ιύζνπκε ην πξόβιεκα Α, ην νπνίν είλαη έλα πξόβιεκα 

απόθαζεο. Δπίζεο όηη ππάξρεη έλα δηαθνξεηηθό πξόβιεκα απόθαζεο Β, θαη όηη γλσξίδνπκε 

κία δηαδηθαζία ε νπνία κεηαζρεκαηίδεη έλα νπνηνδήπνηε ζηηγκηόηππν ηνπ Α, ζε θάπνην 

ζηηγκηόηππν ηνπ Β, κε ηηο εμήο ηδηόηεηεο: (α) ν κεηαζρεκαηηζκόο ρξεηάδεηαη πνιπσλπκηθό 

ρξόλν, θαη (β) νη απαληήζεηο ησλ δύν πξνβιεκάησλ είλαη ίδηεο. Γειαδή ε απάληεζε ζην 

πξόβιεκα Α είλαη «λαη» αλ θαη κόλν αλ ε απάληεζε ζην πξόβιεκα Β είλαη επίζεο «λαη». 

Σόηε απνθαινύκε ηελ δηαδηθαζία απηή αλαγσγή πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ (polynomial time 

reduction).  

Αλ όια ηα πξνβιήκαηα πνπ αλήθνπλ ζηελ θιάζε NP, αλάγνληαη πνιπσλπκηθά ζε θάπνην 

πξόβιεκα Π, ηόηε ην Π ραξαθηεξίδεηαη σο NP-Hard πξόβιεκα. Αλ ην Π αλήθεη ζηελ θιάζε 

NP ηόηε ιέκε όηη ην πξόβιεκα Π είλαη NP-Complete. ΢πλεπώο γηα λα δείμνπκε όηη έλα 

πξόβιεκα είλαη NP-Complete, πξέπεη λα δείμνπκε όηη αλήθεη ζηελ θιάζε NP, θαη όηη θάζε 

NP πξόβιεκα αλάγεηαη ζε απηό, ή δηαθνξεηηθά όηη ππάξρεη θάπνην NP-Complete πξόβιεκα 

ην νπνίν αλάγεηαη ζε απηό. Αλ βξεζεί αιγόξηζκνο πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ γηα θάπνην NP-
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Complete πξόβιεκα, ηόηε πξνθαλώο ν ίδηνο αιγόξηζκνο ζα επηιύεη θάζε NP πξόβιεκα θαη 

ζηελ πεξίπησζε απηή ζα ηζρύεη όηη P=NP.                  
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3  

Προζεγγιζηικοί Αλγόριθμοι 

3.1 Διζαγφγή 

Όπσο γλσξίδνπκε, ππάξρνπλ πξνβιήκαηα ηα νπνία είλαη ππνινγηζηηθά δπζεπίιπηα, θαζώο ν 

ρξόλνο πνπ απαηηείηαη από θάπνηνλ αιγόξηζκν γηα λα επηζηξέςεη κία ιύζε, είλαη ηδηαίηεξα 

κεγάινο, θαζηζηώληαο ζπρλά ηνλ ππνινγηζκό ιύζεο πξαθηηθά αλέθηθην. Πνιιέο θνξέο 

θαινύκαζηε λα επηιύζνπκε ηέηνηα πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο, έρνληαο πεξηνξηζκέλν 

ρξόλν. ΢ηηο πεξηπηώζεη εθείλεο  πνπ καο ελδηαθέξεη λα βξνύκε κία ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο, ζε 

κηθξό ρξνληθό δηάζηεκα, θαη είκαζηε ειαζηηθνί σο πξνο ην αλ ε ιύζε πνπ ζα βξνύκε ζα είλαη 

βέιηηζηε ή όρη, κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε αιγνξίζκνπο πνπ βξίζθνπλ κία ζρεδόλ-

βέιηηζηε (near-optimal) ιύζε ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. Σέηνηνη αιγόξηζκνη, πνπ βξίζθνπλ γηα 

θάπνην πξόβιεκα κία ιύζε, ή νπνία ελ γέλεη δελ είλαη βέιηηζηε αιιά είλαη «θνληά» ζηελ 

βέιηηζηε , νλνκάδνληαη πξνζεγγηζηηθνί αιγόξηζκνη.  

3.2 Οριζμοί-Σσμβολιζμοί 

΢ηε ζπλέρεηα ζα ζπκβνιίδνπκε κε Π ην πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο, ην νπνίν θαινύκαζηε λα 

επηιύζνπκε θαη κε Α ηνλ αιγόξηζκν ηνλ νπνίν ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε γηα ηελ επίιπζε ηνπ. Σν 

Π κπνξεί λα είλαη έλα πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο ή κεγηζηνπνίεζεο. Γηα θάζε ζηηγκηόηππν I 

ηνπ Π, ζα ππάξρεη έλα ζύλνιν από εθηθηέο ιύζεηο (feasible solutions), FΠ(Ι). Θα ππάξρεη 

αιγόξηζκνο πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ, νπνίνο δερόκελνο κία πηζαλή ιύζε s θαη ην ζηηγκηόηππν Ι, 
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κπνξεί λα απνθαλζεί αλ s∈FΠ Ι . Γηα θάζε εθηθηή ιύζε s∈FΠ Ι , ππάξρεη αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε CΠ , ππνινγίζηκε ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν, ε νπνία αλαζέηεη έλαλ κε-αξλεηηθό 

ξεηό αξηζκό ζε θάζε δεύγνο (Ι,s). Η ηηκή CΠ(Ι,s) πνπ πξνθύπηεη από ηελ εθαξκνγή ηνπ 

αιγόξηζκνπ Α, είλαη ε ιύζε πνπ παίξλνπκε από ηνλ Α, θαη ηελ ζπκβνιίδνπκε κε SOLA(I). 

Γηα έλα πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο, ε βέιηηζηε ιύζε είλαη ε εθηθηή ιύζε ηεο νπνίαο ε ηηκή 

ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο CΠ είλαη ε ειάρηζηε. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε πξόβιεκα 

κεγηζηνπνίεζεο, αληίζηνηρα είλαη ε εθηθηή ιύζε κε ηελ κέγηζηε ηηκή αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο. Καη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο ζπκβνιίδνπκε ηελ βέιηηζηε ιύζε κε  OPTΠ(Ι). Σν 

κέγεζνο ηνπ ζηηγκηόηππνπ Ι ζα ζπκβνιίδνπκε κε |Ι| θαη ζα αληηζηνηρεί ζην πιήζνο ησλ bits 

πνπ ρξεηαδόκαζηε γηα ηελ αλαπαξάζηαζε ηνπ Ι ζε δπαδηθή κνξθή.  

3.3 Παράγονηας Προζέγγιζης 

Αλαθνξηθά ζηελ απόδνζε ησλ πξνζεγγηζηηθώλ αιγνξίζκσλ, κειεηάκε ηελ ρεηξόηεξε 

πεξίπησζε, όρη κόλν σο πξνο ηελ ρξνληθή πνιππινθόηεηα, αιιά θαη σο πξνο ηελ βέιηηζηε 

ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Γειαδή ελδηαθεξόκαζηε γηα ην πόζν θνληά ζηε βέιηηζηε ιύζε  

(OPTΠ(Ι)), είλαη ε ιύζε πνπ καο δίλεη έλαο πξνζεγγηζηηθόο αιγόξηζκνο (SOLA(I)). Έλαο 

αιγόξηζκνο Α, πνπ επηιύεη έλα πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο Π, έρεη παξάγνληα-πειίθν 

πξνζέγγηζεο (approximation factor-ratio) έλαλ πξαγκαηηθό αξηζκό π≥ 1, αλ γηα θάζε 

ζηηγκηόηππν Ι ηνπ Π ηζρύεη : 

𝑆𝑂𝐿𝐴 𝐼 ≤ 𝜌 ∙ 𝑂𝑃𝑇𝛱 𝛪 ⇒
𝑆𝑂𝐿𝐴 𝐼 

𝑂𝑃𝑇𝛱 𝛪 
≤ 𝜌 

Αληίζηνηρα, γηα έλα πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο ζα ηζρύεη 𝑂𝑃𝛵𝛱 𝐼 ≥ 𝑆𝑂𝐿𝐴 𝐼 ≥ 𝜌 ∙ 𝑂𝑃𝛵𝛱 𝐼  

⇒
𝑂𝑃𝑇𝛱  𝛪 

𝑆𝑂𝐿𝐴  𝐼 
≤ 𝜌 θαη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο ραξαθηεξίδνπκε ηνλ Α ζαλ π-πξνζεγγηζηηθό 

αιγόξηζκν.  

Δλαιιαθηηθά, κπνξνύκε λα νξίζνπκε ηνλ παξάγνληα πξνζέγγηζεο ζαλ 

𝜌 = 𝑚𝑎𝑥
𝑆𝑂𝐿𝐴  𝐼 

𝑂𝑃𝑇𝛱  𝛪 
 , ∀𝐼 ∈ 𝐹𝛱 𝛪  γηα πξνβιήκαηα ειαρηζηνπνίεζεο θαη 𝜌 = 𝑚𝑎𝑥

𝑂𝑃𝑇𝛱  𝛪 

𝑆𝑂𝐿𝐴  𝐼 
 , ∀𝐼 ∈

𝐹𝛱 𝛪  γηα πξνβιήκαηα κεγηζηνπνίεζεο. Από ηνλ παξαπάλσ νξηζκό, θαίλεηαη πσο καο 

ελδηαθέξεη ε ηηκή ηνπ π ζηελ ρεηξόηεξε πεξίπησζε (worst case), δειαδή γηα ην ζηηγκηόηππν Ι 

εθείλν, όπνπ ε ηηκή 𝑆𝑂𝐿𝐴 𝐼  απέρεη ηελ κεγαιύηεξε απόζηαζε από ηελ ηηκή ηεο βέιηηζηεο 

ιύζεο γηα ην Π (𝑂𝑃𝛵𝛱 𝐼 ). Όζν ε ηηκή ηνπ π πιεζηάδεη ζηελ κνλάδα, ηόζν ν αιγόξηζκνο Α 

γίλεηαη απνδνηηθόηεξνο, αθνύ ε ιύζε πνπ καο επηζηξέθεη πιεζηάδεη ηελ βέιηηζηε ιύζε. Έλαο 

αιγόξηζκνο πνπ έρεη π=1, παύεη λα είλαη πξνζεγγηζηηθόο, θαζώο επηζηξέθεη πάληα ηελ 

βέιηηζηε ιύζε. Δλ γέλεη ν παξάγνληαο π κπνξεί λα κελ είλαη έλαο ζηαζεξόο αξηζκόο γηα 

θάπνηνλ αιγόξηζκν Α, αιιά λα είλαη ζπλάξηεζε ηεο εηζόδνπ ηνπ. Αλ ζεσξήζνπκε όηη |Ι|=n, 

ηόηε ζηελ γεληθή πεξίπησζε ν παξάγνληαο πξνζέγγηζεο ζα είλαη 𝜌𝛢 𝑛 .  
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3.4 Κάηφ Φράγμα Βέληιζηης Λύζης 

Καηά ηελ ζρεδίαζε ή ηελ αλάιπζε ελόο πξνζεγγηζηηθνύ αιγνξίζκνπ είλαη απαξαίηεηνο ν 

ππνινγηζκόο ηνπ παξάγνληα πξνζέγγηζεο π. ΢ην ζεκείν απηό πξνθύπηεη έλα πνιύ ζεκαληηθό 

πξόβιεκα. Όπσο αλαθέξακε, ρξεζηκνπνηνύκε πξνζεγγηζηηθνύο αιγνξίζκνπο γηα ηελ επίιπζε 

δύζθνισλ πξνβιεκάησλ, ησλ νπνίσλ ε ιύζε είλαη ρξνλνβόξα, επνκέλσο ε εύξεζε ηεο 

βέιηηζηεο ιύζεο, πνπ είλαη απαξαίηεηε γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ π, δελ είλαη εθηθηή. Γηα ηνλ 

ιόγν απηό, αθνινπζνύκε ηελ ηαθηηθή ηεο εύξεζεο ελόο θάησ θξάγκαηνο γηα ηελ βέιηηζηε 

ιύζε, αληί γηα ηελ ίδηα ηελ ηηκή. Έζησ όηη LB είλαη ε ηηκή ηνπ θάησ θξάγκαηνο πνπ έρνπκε 

βξεη γηα ηελ ηηκή ηεο βέιηηζηεο ιύζεο ηνπ πξνβιήκαηνο ειαρηζηνπνίεζεο Π. Σόηε ζα ηζρύεη 

𝑂𝑃𝑇 ≥ 𝐿𝐵  θαη γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο πξνζεγγηζηκόηεηαο ηνπ αιγνξίζκνπ ζα 

ρξεζηκνπνηνύκε ην πειίθν 
𝑆𝑂𝐿𝐴 (𝐼)

𝐿𝐵(𝐼)
. Έηζη, είκαζηε ζε ζέζε λα ππνινγίζνπκε ηνλ παξάγνληα 

πξνζέγγηζεο, ρσξίο λα γλσξίδνπκε ηελ ηηκή ηεο βέιηηζηεο ιύζεο. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ 

έρνπκε πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο, αξθεί λα ππνινγίζνπκε έλα άλσ θξάγκα γηα ηελ βέιηηζηε 

ιύζε.  

3.5 Στεδίαζη-Βεληιζηοποίηζη Προζεγγιζηικών Αλγορίθμφν 

 Καηά ηελ ζρεδίαζε ελόο αιγνξίζκνπ, ζε γεληθέο γξακκέο, κπνξνύκε λα αθνινπζήζνπκε ηελ 

παξαθάησ ζηξαηεγηθή. Πξώηα πξέπεη λα βξνύκε έλα θξάγκα LB γηα ηελ βέιηηζηε ιύζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο πνπ ζέινπκε λα επηιύζνπκε. ΢ηε ζπλέρεηα, εθκεηαιιεπόκελνη ην θξάγκα πνπ 

ππνινγίζακε, βξίζθνπκε έλαλ αιγόξηζκν, ν νπνίνο καο επηζηξέθεη κηα ιύζε, ε ηηκή ηεο 

νπνίαο είλαη π θνξέο  ε ηηκή ηνπ θξάγκαηνο πνπ έρνπκε βξεη. Αθνύ ειέγμνπκε ηελ νξζόηεηα 

θαη ηελ απνδνηηθόηεηά ηνπ, πξέπεη λα κειεηήζνπκε αλ κπνξεί λα γίλεη θαιύηεξνο. Γειαδή, 

θαηά πόζν κπνξνύκε λα επηηύρνπκε θαιύηεξε πξνζέγγηζε ηεο βέιηηζηεο ιύζεο. Μέρξη ηώξα, 

έρνπκε δεκηνπξγήζεη έλαλ αιγόξηζκν, έρνπκε βξεη θάπνην θξάγκα γηα ηελ βέιηηζηε ιύζε θαη 

ζύκθσλα κε απηό έρνπκε ππνινγίζεη ηνλ παξάγνληα πξνζέγγηζεο π ηνπ αιγνξίζκνπ καο. 

 Σν πξώην εξώηεκα ζην νπνίν πξέπεη λα απαληήζνπκε είλαη αλ πξάγκαηη ε ιύζε πνπ καο 

δίλεη ν πξνζεγγηζηηθόο αιγόξηζκνο πνπ θαηαζθεπάζακε είλαη π θνξέο ρεηξόηεξε από ηελ 

βέιηηζηε ιύζε. Πξνθεηκέλνπ λα απνδείμνπκε όηη θάηη ηέηνην ηζρύεη, αξθεί λα βξνύκε έλα 

ζηηγκηόηππν Ι, ηνπ πξνβιήκαηόο καο, γηα ην νπνίν ε ιύζε πνπ παίξλνπκε, αλ αθνινπζήζνπκε 

ηα βήκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ καο, είλαη π θνξέο ρεηξόηεξε από ην θξάγκα πνπ έρνπκε βξεη.  

Έλα άιιν εξώηεκα ζην νπνίν πξέπεη λα απαληήζνπκε είλαη, κήπσο ζα κπνξνύζακε λα 

κεηαβάιινπκε ηνλ αιγόξηζκό καο, έηζη ώζηε λα πξνζεγγίδεη θαιύηεξα ηελ βέιηηζηε ιύζε. 

Πξνθεηκέλνπ λα κεηαβάινπκε ηνλ αιγόξηζκν, ζα πξέπεη λα εμαιείςνπκε ή λα 

δηαθνξνπνηήζνπκε θάπνην από ηα βήκαηά ηνπ. Γηα λα απνδείμνπκε όηη θάηη ηέηνην δελ είλαη 
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εθηθηό, αξθεί λα βξνύκε έλα ζηηγκηόηππν ηνπ πξνβιήκαηνο, ζην νπνίν όηαλ εθαξκόζνπκε 

ηνλ αιγόξηζκν πνπ έρνπκε θαηαζθεπάζεη, θάζε βήκα ηνπ είλαη απαξαίηεην γηα λα πξνθύςεη 

βέιηηζηε ιύζε γηα ην πξόβιεκά καο. Σέινο, ζα πξέπεη λα ειέγμνπκε, αλ ην θξάγκα πνπ 

έρνπκε βξεη, ζα κπνξνύζε λα γίλεη θαιύηεξν. Γειαδή, αλ είλαη δπλαηόλ λα βξνύκε έλα 

δηαθνξεηηθό θξάγκα, ην νπνίν ζα πιεζηάδεη πεξηζζόηεξν ζηελ βέιηηζηε ιύζε από εθείλν πνπ 

έρνπκε ήδε βξεη. Σν θνκκάηη απηό ζπρλά είλαη ην δπζθνιόηεξν, θαζώο δελ ππάξρεη 

ζπγθεθξηκέλε ηαθηηθή ηελ νπνία πξέπεη λα αθνινπζήζνπκε, αιιά ε πξνζέγγηζε πνπ πξέπεη 

λα θάλνπκε εμαξηάηαη από ην πξόβιεκα ην νπνίν θαινύκαζηε λα επηιύζνπκε.   

3.6 Παραδείγμαηα 

3.6.1 Προζεγγιζηικός αλγόριθμος για ηο Vertex Cover 

Σν  παξάδεηγκα πνπ ζα δνύκε είλαη ε επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο εύξεζεο γηα έλαλ γξάθν, 

ην Vertex Cover κε ην ειάρηζην κέγεζνο. Έζησ G(V,E) έλαο κε-θαηεπζπλόκελνο γξάθνο. 

Όπσο έρνπκε δεη θαη ζην πξνεγνύκελν θεθάιαην, έλα ζύλνιν VC από θνξπθέο ηνπ G είλαη 

vertex cover αλ 𝑉𝐶 ⊆ 𝑉: ∀  𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸, 𝑢 ∈ 𝑉𝐶 ή 𝑣 ∈ 𝑉𝐶. Σν πξόβιεκα πνπ θαινύκαζηε λα 

επηιύζνπκε, είλαη έλα πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο. ΢ηηγκηόηππν ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη έλαο 

γξάθνο G. Σν ζύλνιν ησλ εθηθηώλ ιύζεσλ, είλαη ην ζύλνιν όισλ ησλ VC πνπ ππάξρνπλ 

ζηνλ G. Η αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη ην κέγεζνο ηνπ VC, θαη ε βέιηηζηε ιύζε ζα είλαη 

ην VC πνπ ειαρηζηνπνηεί ηελ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, δειαδή ην VC κε ην 

ειάρηζην πιήζνο. 

Αξρηθά, πξέπεη λα βξνύκε έλα θάησ θξάγκα γηα ηελ ηηκή ηεο βέιηηζηεο ιύζεο. Αλ βξνύκε 

έλα maximal matching M γηα ηνλ γξάθν G, ηόηε ην κέγεζνο ηνπ matching |Μ| ζα είλαη έλα 

θάησ θξάγκα. Απηό ηζρύεη, δηόηη νπνηνδήπνηε VC ζηνλ γξάθν G, ζα πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ 

έλα από ηα δύν άθξα (θνξπθέο) ησλ αθκώλ πνπ αλήθνπλ ζην Μ. Αλ γηα θάπνηα αθκή δελ 

πεξηέρεηαη θαλέλα από ηα δύν ηεο άθξα, ηόηε ε αθκή απηή δελ ζα θαιύπηεηαη. Έλαο 

πξνζεγγηζηηθόο αιγόξηζκνο πνπ πξνθύπηεη, είλαη ν αθόινπζνο. Γηα ηνλ γξάθν G, βξεο έλα 

maximal matching M. Γηα θάζε αθκή (u,v)∈M, ηνπνζέηεζε ζην ζύλνιν VC ηηο θνξπθέο u θαη 

v. 

Γηα ηνλ παξαπάλσ αιγόξηζκν, ζα ππνινγίζνπκε ηνλ παξάγνληα πξνζέγγηζεο. Όπσο δείμακε 

παξαπάλσ, ηζρύεη |𝑀| ≤ 𝑂𝑃𝑇 θαη  𝑉𝐶 = 2 ∙ |𝑀|,  νπόηε πξνθύπηεη:  

𝑆𝑂𝐿 =  𝑉𝐶 = 2 ∙  𝑀 ≤ 2 ∙ 𝑂𝑃𝑇 ⇒ 𝑆𝑂𝐿 ≤ 2 ∙ 𝑂𝑃𝑇 ⇒ 𝜌 = 2 .Δπνκέλσο ν αιγόξηζκνο πνπ 

παξνπζηάζακε είλαη 2-πξνζεγγηζηηθόο θαη ζπλεπώο ζηελ ρεηξόηεξε πεξίπησζε, ζα καο 

επηζηξέςεη έλα VC ην νπνίν ζα πεξηέρεη ηηο δηπιάζηεο θνξπθέο, από εθείλν ηεο βέιηηζηεο 

ιύζεο. ΢ηε ζπλέρεηα πξέπεη λα βξνύκε, ζύκθσλα κε ηελ πξνεγνύκελε ελόηεηα, έλα 

ζηηγκηόηππν ζην νπνίν, ε ιύζε πνπ παίξλνπκε από ηελ εθαξκνγή ηνπ αιγνξίζκνπ, είλαη 
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δηπιάζηα από ηελ βέιηηζηε. Γηα ηνλ ιόγν απηό, ζεσξνύκε έλαλ πιήξε δηκεξή γξάθν 

Κn,n.Οπνηνδήπνηε maximal matching ζηνλ γξάθν απηό, ζα έρεη κέγεζνο n, ελώ ν αιγόξηζκνο 

ζα επηζηξέςεη πάληα VC κεγέζνπο 2n. Δθόζνλ ην βέιηηζην VC έρεη κέγεζνο n, ε ηηκή πνπ 

επηζηξέθεη ε ιύζε ηνπ αιγόξηζκνπ, είλαη όλησο δηπιάζηα από ηελ βέιηηζηε.  

΢ηελ ζπλέρεηα, ζεσξνύκε όηη εθαξκόδνπκε ηνλ αιγόξηζκν ζε έλαλ πιήξε γξάθν, κε πεξηηηό 

αξηζκό θνξπθώλ K2n+1. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, έλα maximal matching ζα έρεη κέγεζνο n, θαη 

ζπλεπώο ν αιγόξηζκνο ζα επηζηξέςεη έλα VC κεγέζνπο 2n. ΢ε έλαλ πιήξε γξάθν κε πεξηηηό 

πιήζνο θνξπθώλ όκσο, ην ειάρηζην VC έρεη κέγεζνο 2n. Δπνκέλσο ν αιγόξηζκνο καο 

επηζηξέθεη ηελ βέιηηζηε ιύζε.      
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4                       

Το πρόβλημα ηης τρονοδρομολόγηζης αποζηολής 

δεδομένφν ζε δίκησα 

΢ην θεθάιαην απηό ζα πεξηγξάςνπκε ην πξόβιεκα κε ην νπνίν ζα αζρνιεζνύκε ζηελ 

παξνύζα εξγαζία θαη ηελ κνληεινπνίεζε ηνπ. Έπεηηα ζα αλαθέξνπκε θάπνηεο εθαξκνγέο 

ζηηο νπνίεο πξνθύπηεη ην πξόβιεκα απηό, θαη ζηε ζπλέρεηα ζα παξνπζηάζνπκε ηξεηο 

πξνζεγγηζηηθνύο αιγνξίζκνπο, πνπ επηιύνπλ ην πξόβιεκα απηό. 

 

4.1 Το πρόβλημα 

4.1.1 Περιγραθή 

Θεσξνύκε πσο έρνπκε έλα ζύλνιν από δεδνκέλα, ηα νπνία ζέινπκε λα ζηείινπκε από έλα 

αξρηθό ζεκείν (απνζηνιέαο) ζε έλα ηειηθό ζεκείν (παξαιήπηεο). Θεσξνύκε επίζεο πσο ε 

απνζηνιή ησλ δεδνκέλσλ γίλεηαη από έλα ζύλνιν πνκπώλ θαη ε ιήςε από έλα ζύλνιν από 

δέθηεο. Έλαο πνκπόο δελ κπνξεί λα ζηέιλεη ηαπηόρξνλα δεδνκέλα ζε δύν ή πεξηζζόηεξνπο 

δέθηεο, θαη αληίζηνηρα έλαο δέθηεο δελ κπνξεί λα ιακβάλεη ηαπηόρξνλα δεδνκέλα από δύν ή 

πεξηζζόηεξνπο πνκπνύο. Γερόκαζηε όηη γλσξίδνπκε εθ ησλ πξνηέξσλ ην πιήζνο ησλ 

κελπκάησλ (δεδνκέλσλ) πνπ πξέπεη λα ζηαινύλ από ηνπο πνκπνύο ζηνπο δέθηεο. Γηα θάζε 

κήλπκα γλσξίδνπκε ην πνκπό από ηνλ νπνίν πξέπεη λα ζηαιεί, ηνλ δέθηε πνπ πξέπεη λα ην 
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ιάβεη, θαζώο θαη ηνλ ρξόλν πνπ απαηηείηαη γηα ηελ απνζηνιή απηή. Πξνθεηκέλνπ λα γίλεη ε 

απνζηνιή ησλ δεδνκέλσλ, ηα νκαδνπνηνύκε έηζη ώζηε λα γίλνληαη ηαπηόρξνλεο απνζηνιέο 

δεδνκέλσλ, όηαλ απηό είλαη εθηθηό. Πξηλ από ηελ απνζηνιή θάζε νκάδαο κελπκάησλ, 

ζεσξνύκε πσο απαηηείηαη θάπνηνο ρξόλνο ώζηε λα θαζνξίζεη ην ζύζηεκα πνηα κελύκαηα ζα 

απνζηαινύλ θαη ζπλεπώο πνηνη πνκπνί θαη δέθηεο ζα ελεξγνπνηεζνύλ. Σν ρξόλν απηό ηνλ 

νλνκάδνπκε θαζπζηέξεζε-ρξόλν θαζνξηζκνύ ή set-up delay. Ο  ρξόλνο πνπ απαηηείηαη  γηα 

ηελ απνζηνιή θάζε νκάδαο κελπκάησλ ζα είλαη ην άζξνηζκα ηεο θαζπζηέξεζεο θαζνξηζκνύ 

θαη ηνπ ρξόλνπ ηνπ κελύκαηνο κε ηνλ κεγαιύηεξν ρξόλν απνζηνιήο ηεο ζπγθεθξηκέλεο 

νκάδαο κελπκάησλ. Καηά αληηζηνηρία, ν ζπλνιηθόο ρξόλνο πνπ ρξεηάδεηαη γηα ηελ απνζηνιή 

όισλ ησλ κελπκάησλ, ζα είλαη ίζνο κε ην άζξνηζκα ησλ ρξόλσλ όισλ ησλ νκάδσλ 

κελπκάησλ πνπ ζηάιζεθαλ. Θέινπκε λα βξνύκε ηελ ζεηξά εθείλε, κε ηελ νπνία πξέπεη λα 

γίλεη ε απνζηνιή ησλ κελπκάησλ, ώζηε λα απαηηείηαη ν ειάρηζηνο ζπλνιηθόο ρξόλνο γηα ηελ 

απνζηνιή όισλ ησλ κελπκάησλ.  Δπνκέλσο πξόθεηηαη γηα έλα πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο 

θαη ζπγθεθξηκέλα ειαρηζηνπνίεζεο. 

4.1.2 Μονηελοποίηζη 

Έζησ όηη έρνπκε έλα ζύλνιν από n πνκπνύο, ην S: {s1,s2,…sn} θαη έλα ζύλνιν από m 

δέθηεο, ην R:{r1,r2,…,rm}, πνπ απνηεινύλ ην ζύζηεκά καο. Δπίζεο έρνπκε έλα ζύλνιν από k 

δεδνκέλα, ην D:{d1,d2,…,dk}, ηα νπνία θαη ζέινπκε λα ζηείινπκε από ηνπο πνκπνύο ζηνπο 

δέθηεο. ΢ηε ζπλέρεηα νξίδνπκε ηξεηο ζπλαξηήζεηο, πξνθεηκέλνπ γηα θάζε δεδνκέλν di ∈ D, λα 

κπνξνύκε λα αλαθηήζνπκε ηηο απαξαίηεηεο πιεξνθνξίεο γηα απηό. ΢πγθεθξηκέλα, ε 

ζπλάξηεζε s(di) καο επηζηξέθεη ηνλ πνκπό, ν νπνίνο πξέπεη λα ζηείιεη ην δεδνκέλν di, ε 

ζπλάξηεζε r(di) αληίζηνηρα καο επηζηξέθεη ηνλ δέθηε ζηνλ νπνίν πξέπεη λα ζηαιεί ην 

δεδνκέλν di, θαη ε ζπλάξηεζε t(di) καο επηζηξέθεη ηνλ ρξόλν πνπ απαηηείηαη γηα ηελ 

απνζηνιή ηνπ δεδνκέλνπ di. Μία νκάδα κελπκάησλ-δεδνκέλσλ ηαπηόρξνλεο απνζηνιήο 

είλαη έλα ζύλνιν M ⊆ D ηέηνην ώζηε ∀ di, dj ∈ M : s(di) ≠ s(dj) θαη r(di) ≠ r(dj). Σν πιήζνο 

ησλ ζηνηρείσλ πνπ απνηεινύλ κία νκάδα Μ ζα ην ζπκβνιίδνπκε κε |Μ|. O ρξόλνο πνπ 

απαηηείηαη γηα ηελ απνζηνιή κηαο νκάδαο κελπκάησλ Μ, αλ d είλαη ε θαζπζηέξεζε 

θαζνξηζκνύ - set up delay, ζα είλαη: time (M) = max {t (di)} + d, ∀ di ∈ M. Αλ γηα ηελ 

απνζηνιή όισλ ησλ δεδνκέλσλ, απαηηνύληαη ζπλνιηθά 𝑙 νκάδεο, ηόηε ν ζπλνιηθόο ρξόλνο 

πνπ απαηηείηαη ζα είλαη total time T= 𝑡𝑖𝑚𝑒(𝑀𝑖)𝑙
𝑖=1 .  

Ωο εθαξκνγή ησλ παξαπάλσ, παξαζέηνπκε ην παξάδεηγκα πνπ αθνινπζεί. Έζησ ην 

αθόινπζν ζηηγκηόηππν ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ κειεηνύκε: S={s1,s2,s3,s4} , R={r1,r2,r3}, 

D={d1,d2,d3,d4,d5} θαη d =1. Γειαδή έρνπκε έλα ζύζηεκα πνπ απνηειείηαη από 4 πνκπνύο 

θαη 3 δέθηεο, ζην νπνίν ζέινπκε λα ζηείινπκε ζπλνιηθά 5 δεδνκέλα, ησλ νπνίσλ νη 
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πιεξνθνξίεο θαίλνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα, ελώ ε θαζπζηέξεζε θαζνξηζκνύ είλαη 1 

ρξνληθή κνλάδα.  

 

 

 

di s(di) r(di) t(di) 

1 1 1 4 

2 1 3 2 

3 2 2 1 

4 3 3 3 

5 4 2 2 

 

΢σήμα 4.1 : πίνακαρ δεδομένυν. 

Έζησ όηη γηα ην παξάδεηγκά καο, επηιέγνπκε ηηο εμήο νκάδεο απνζηνιήο: M1={d1,d3,d4} θαη 

Μ2={d2,d5}. Τπνινγίδνπκε ηνλ ρξόλν απνζηνιήο γηα ηελ θάζε νκάδα: time(M1)= 

max{t(d1), t(d3), t(d4)} + d = max{4,1,3} +1= 4+1 = 5 ρξνληθέο κνλάδεο. Αληίζηνηρα γηα ηελ 

νκάδα Μ2 έρνπκε time(M2)= max{t(d2),t(d5)}+d = max{2,2} +1=2+1=3 ρξνληθέο κνλάδεο. 

΢πλεπώο ν ζπλνιηθόο ρξόλνο πνπ απαηηείηαη, γηα ηελ ζπγθεθξηκέλε επίιπζε ηνπ ζηηγκηόηππνπ 

πνπ έρνπκε ζα είλαη Σ= time(M1)+time(M2) = 5+3 = 8 ρξνληθέο κνλάδεο. 

4.1.2.1 Απεικόνιζη ζηιγμιόηςπος πποβλήμαηορ με γπάθο 

Ο πην εύρξεζηνο ηξόπνο απεηθόληζεο θαη παξνπζίαζεο ελόο ζηηγκηόηππνπ ηνπ πξνβιήκαηόο 

καο, είλαη θάλνληαο ρξήζε ελόο δηκεξνύο γξάθνπ κε βάξε. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ην έλα 

ζύλνιν ησλ θνξπθώλ (U) ηνπ δηκεξνύο γξάθνπ (G) αληηζηνηρεί ζην ζύλνιν ησλ πνκπώλ (Σ), 

ελώ ην άιιν ζύλνιν θνξπθώλ (V) ζην ζύλνιν ησλ δεθηώλ (R). Οη αθκέο ηνπ γξάθνπ 

αληηζηνηρνύλ ζηα δεδνκέλα πνπ ζέινπκε λα ζηείινπκε, ελώ ηα βάξε ζηηο αθκέο ζηνλ ρξόλν 

απνζηνιήο θάζε δεδνκέλνπ αληίζηνηρα. Γειαδή αλ ε αθκή (u,v) ∈ E αληηζηνηρεί ζην 

δεδνκέλν d, ηόηε ζα ηζρύεη s(d)=u, r(d)=v θαη t(d)= C[u,v]. Έηζη ην ζηηγκηόηππν ηνπ 

παξαπάλσ παξαδείγκαηνο κπνξεί λα απεηθνληζηεί κε ηνλ αθόινπζν γξάθν:  
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΢σήμα 4.2 : απεικόνιζη γπάθος ζηιγμιόηςπος ηος πποβλήμαηορ. 

Πξνθαλώο, κία νκάδα απνζηνιήο Μ γηα ην πξόβιεκά καο, ζα απνηειεί έλα matching ζηνλ 

γξάθν ηνπ πξνβιήκαηνο, θαη ν ρξόλνο απνζηνιήο ηεο νκάδαο ζα είλαη ίζνο κε ην θόζηνο ηνπ 

αληίζηνηρνπ matching (ε κέγηζηε ηηκή ησλ βαξώλ ησλ αθκώλ ηνπ Μ), πξνζαπμεκέλε θαηά 

ηελ ηηκή ηνπ ρξόλνπ θαζνξηζκνύ : time(M)= C[M]+d. Αλ απαηηείηαη ε απνζηνιή 𝑙 νκάδσλ, ν 

ζπλνιηθόο ρξόλνο απνζηνιήο ησλ δεδνκέλσλ ζα είλαη T= 𝐶[𝑀𝑖]𝑙
𝑖=1 + 𝑙 ∙ 𝑑. ΢ην ζρήκα πνπ 

αθνινπζεί θαίλνληαη ηα matchings Μ1 θαη Μ2 πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο νκάδεο απνζηνιήο πνπ 

επηιέμακε γηα ηελ επίιπζε ηνπ ζηηγκηόηππνπ ηνπ παξαδείγκαηόο. 

 

 

΢σήμα 4.3 : (α) matching M1 κόζηοςρ 4, (β) matching M2 κόζηοςρ 2. 
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4.1.3 Πολσπλοκόηηηα ηοσ προβλήμαηος 

Πξνθεηκέλνπ λα βξνύκε ηελ βέιηηζηε ιύζε ζην πξόβιεκα απηό, ζα πξέπεη λα βξνύκε όινπο 

ηνπο πηζαλνύο ζπλδπαζκνύο νκάδσλ (matchings), πνπ θαιύπηνπλ ζην ζύλνιό ηνπο, όια ηα 

πξνο απνζηνιή δεδνκέλα. Καηόπηλ λα επηιέμνπκε σο βέιηηζηε, ηελ ιύζε εθείλε ζηελ νπνία ν 

ζπλνιηθόο ρξόλνο απνζηνιήο (Σ) είλαη ν ειάρηζηνο. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ν ρώξνο 

αλαδήηεζεο πηζαλώλ ιύζεσλ απμάλεηαη εθζεηηθά σο πξνο ην κέγεζνο ησλ δεδνκέλσλ ηνπ 

πξνβιήκαηνο, γεγνλόο πνπ θαζηζηά ζπρλά αλέθηθηε ηελ εύξεζε ηεο βέιηηζηεο ιύζεο. 

΢πγθεθξηκέλα ην πξόβιεκα απηό έρεη απνδεηρζεί πσο αλήθεη ζηελ θιάζε πνιππινθόηεηαο 

NP. Η απόδεημε όηη ην πξόβιεκα αλήθεη ζηελ θιάζε πξνβιεκάησλ NP-complete γίλεηαη κε 

αλαγσγή ζην πξόβιεκα ζρεδηαζκνύ ρξνλνπίλαθα (timetable design problem) [GW85]. 

Πξνθεηκέλνπ ινηπόλ λα βξίζθνπκε ιύζεηο ζε εθηθηό ρξόλν, ρξεζηκνπνηνύκε πξνζεγγηζηηθνύο 

αιγνξίζκνπο πνπ καο δίλνπλ ιύζεηο «θνληά» ζηελ βέιηηζηε. Γηα λα βξνύκε πόζν «θνληά» 

ζηελ βέιηηζηε, είλαη ε ιύζε πνπ καο δίλεη έλαο πξνζεγγηζηηθόο αιγόξηζκνο, θαη λα 

ραξαθηεξίζνπκε έλαλ αιγόξηζκν, ζα πξέπεη λα ππνινγίζνπκε ηνλ παξάγνληα πξνζέγγηζεο 

(approximation ratio) θαη ζπλεπώο λα ζπγθξίλνπκε ηελ ιύζε πνπ καο δίλεη ν αιγόξηζκνο κε 

ηελ βέιηηζηε. Δπεηδή, όπσο αλαθέξακε, ν ππνινγηζκόο ηεο βέιηηζηεο ιύζεο είλαη αλέθηθηνο, 

είλαη απαξαίηεην λα βξνύκε έλαλ ηξόπν λα ππνινγίδνπκε έλα θάησ θξάγκα (lower bound) 

γηα ηελ βέιηηζηε ιύζε, δειαδή κία ηηκή από ηελ νπνία ε βέιηηζηε ιύζε ζα είλαη πάληα 

κεγαιύηεξε ή ίζε, θαη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε απηή γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ παξάγνληα 

πξνζέγγηζεο. ΢ην πξόβιεκά καο ν ζπλνιηθόο ρξόλνο ηεο ιύζεο είλαη ην άζξνηζκα αλάκεζα 

ζε δύν πξνζζεηένπο. Ο πξώηνο είλαη ην γηλόκελν ηεο θαζπζηέξεζεο θαζνξηζκνύ θαη ηνπ 

πιήζνπο ησλ νκάδσλ απνζηνιήο- matchings πνπ απαηηνύληαη. Αλ κε G ζπκβνιίδνπκε ηνλ 

γξάθν ηνπ πξνβιήκαηόο καο, ηόηε ην πιήζνο ησλ matchings πνπ απαηηνύληαη ζα είλαη 

ηνπιάρηζηνλ ίζν κε ηνλ κέγηζην βαζκό ηνπ γξάθνπ Γ(G). Ο δεύηεξνο είλαη ην άζξνηζκα ησλ 

βαξώλ ησλ matchings πνπ απαηηνύληαη γηα ηελ απνζηνιή ησλ δεδνκέλσλ. Γεδνκέλνπ όηη 

αθκέο κε θνηλή θνξπθή ζα αλήθνπλ ζε δηαθνξεηηθό matching, ν πξνζζεηένο απηόο ζα έρεη 

ηηκή ηνπιάρηζηνλ ίζε κε ην ζπλνιηθό βάξνο ηεο θνξπθήο ηνπ G κε ην κεγαιύηεξν βάξνο, 

δειαδή W(G). Δπνκέλσο ην θάησ θξάγκα ζην νπνίν θαηαιήμακε θαη ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

γηα ην πξόβιεκά καο είλαη :  𝑑 ∙ 𝛥 𝐺 +  𝑊 𝐺 .  ΢ην παξάδεηγκα ηεο πξνεγνύκελεο ελόηεηαο 

έρνπκε Γ(G)=2 θαη W(G)=6, νπόηε γηα d=1 ην θάησ θξάγκα πξνθύπηεη 1 ∙ 2 + 6 =

8 ρξνληθέο κνλάδεο , θαη επνκέλσο ε επηινγή ησλ matchings πνπ θάλακε ζην παξάδεηγκα, 

καο δίλεη ηελ βέιηηζηε ιύζε. 

4.1.4 Δθαρμογές 

΢ην ζεκείν απηό ζα παξνπζηάζνπκε θάπνηεο ηερλνινγηθέο εθαξκνγέο, ζηηο νπνίεο 

εκθαλίδεηαη ην πξόβιεκα πνπ πεξηγξάθνπκε.  
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4.1.4.1 Σςζηήμαηα Δοπςθοπικών Επικοινωνιών SS/TDMA 

Σα ζπζηήκαηα SS/TDMA (satellite switched/time division multiple access), είλαη ζπζηήκαηα 

δνξπθνξηθώλ επηθνηλσληώλ αλάκεζα ζε ζηαζκνύο, πνπ βξίζθνληαη ζε δηαθνξεηηθέο 

γεσγξαθηθέο πεξηνρέο[GW85],[JWB97]. Οιόθιεξε ε πεξηνρή ηεο γεο, είλαη ρσξηζκέλε ζε 

έλαλ αξηζκό από γεσγξαθηθέο δώλεο. Έλαο δνξπθόξνο, κέζσ κίαο ηζρπξήο θεξαίαο, κπνξεί 

λα θαιύπηεη πνιιέο ηέηνηεο δώλεο, θαη ρξεζηκνπνηώληαο έλαλ κεηαγσγέα (switch), επηηξέπεη 

ηελ δηαζύλδεζε αλάκεζα ζε εηζεξρόκελεο (uplink) θαη εμεξρόκελεο (downlink) δεύμεηο. 

΢ύκθσλα κε ηελ ζπγθεθξηκέλε δηακόξθσζε, ε ζπλνιηθή πξνο απνζηνιή πιεξνθνξία, 

ρσξίδεηαη θαη απνζηέιιεηαη ζε πιαίζηα απνζηνιήο (TDMA frames). Σν θάζε πιαίζην 

αληίζηνηρα ρσξίδεηαη ζε ρξνλνζρηζκέο (time slots), ζηελ θάζε κία από ηεο νπνίαο αλαηίζεηαη 

ε απνζηνιή ελόο ζπγθεθξηκέλνπ κελύκαηνο ή ελόο ηκήκαηνο απηνύ, αλαιόγσο ην κέγεζνο 

ηεο ζρηζκήο θαη ηνπ κελύκαηνο. Έλαο πεξηνξηζκόο πνπ πξνθύπηεη, είλαη όηη ν κεηαγσγέαο δελ 

κπνξεί λα ζηέιλεη ηαπηόρξνλα (ζην ίδην πιαίζην), κελύκαηα ηα νπνία πξνέξρνληαη από ηελ 

ίδηα δώλε ή πξννξίδνληαη πξνο ηελ ίδηα δώλε.  

Πξνθεηκέλνπ λα βειηηζηνπνηήζνπκε ηελ ιεηηνπξγία ελόο ηέηνηνπ ζπζηήκαηνο, πξέπεη λα 

βξνύκε κία αλάζεζε ρξνλνζρηζκώλ ζε πιαίζηα TDMA , έηζη ώζηε λα έρνπκε ηελ απνζηνιή 

όισλ ησλ κελπκάησλ ρσξίο ζπγθξνύζεηο. Αθόκα πξέπεη λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηελ 

ρξεζηκνπνίεζε (utilization) ηνπ κεηαγσγέα, θαη λα ειαρηζηνπνηήζνπκε ηνλ ζπλνιηθό ρξόλν 

απνζηνιήο ησλ δεδνκέλσλ. Υξεζηκνπνηώληαο ηελ νξνινγία ηνπ πξνβιήκαηνο καο, ζηνλ 

δηκεξή γξάθν δεδνκέλσλ G((U-V),E), νη θνξπθέο πνπ αλήθνπλ ζην ζύλνιν U, ζα 

αληηζηνηρνύλ ζηηο δώλεο απνζηνιήο ησλ δεδνκέλσλ, ελώ νη ππόινηπεο ζηηο δώλεο πξννξηζκνύ 

ησλ δεδνκέλσλ. Οη αθκέο ζα αληηζηνηρνύλ ζηα δεδνκέλα πνπ ζέινπκε λα ζηείινπκε, ελώ ην 

θόζηνο ηνπο, ζε ρξνληθέο κνλάδεο απνζηνιήο. Η δηάζπαζε ησλ κελπκάησλ (preemption), 

πξαγκαηνπνηείηαη κέζσ ηνπ νξηζκνύ κήθνπο ησλ ρξνλνζρηζκώλ. Σέινο ην θόζηνο 

θαζνξηζκνύ αληηζηνηρεί ζηνλ ρξόλν πνπ απαηηείηαη γηα ηνλ θαζνξηζκό από ηνλ κεηαγσγέα, 

ησλ κελπκάησλ πνπ ζα απνζηαινύλ.   

4.1.4.2 Οπηικά Δίκηςα WDM 

Σα νπηηθά δίθηπα WDM (wavelength division multiplexing) ζηηο κέξεο καο, απνηεινύλ ηελ 

επηθξαηνύζα ηάζε γηα ηελ αλάπηπμε επξπδσληθώλ δηθηύσλ. Παξέρνπλ εμαζθαιηζκέλε 

πνηόηεηα ππεξεζηώλ θαη κεγάιν δηαζέζηκν εύξνο δώλεο, θαζηζηώληαο ηα, απαξαίηεηα γηα ηελ 

εμππεξέηεζε ελόο ζπλόινπ ζύγρξνλσλ επξπδσληθώλ ππεξεζηώλ όπσο, πνιπκεζηθώλ, 

ηειεκαηηθώλ θαη γξήγνξεο πινήγεζεο ζην δηαδίθηπν. ΢ύκθσλα κε ηελ δηακόξθσζε απηή, 

κπνξεί λα ρσξηζηεί κία ζύλδεζε νπηηθήο ίλαο, ζε έλαο πιήζνο θαλαιηώλ, αλάινγα κε ηελ 

ζπρλόηεηα. Κάζε θαλάιη πνπ δεκηνπξγείηαη, αληηζηνηρεί ζε έλα ζπγθεθξηκέλν κήθνο θύκαηνο 

(ρξώκα).  
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Υξεζηκνπνηείηαη έλαο πνιππιέθηεο (multiplexer) ζηνλ πνκπό, ώζηε λα πνιππιέμεη δηάθνξα 

ζήκαηα πξνο κεηάδνζε ζε δηαθνξεηηθά θαλάιηα, θαη αληίζηνηρα έλα απνπιέθηεο 

(demultiplexer) ζηνλ δέθηε γηα λα μερσξίζεη μαλά ηα ιακβαλόκελα ζήκαηα. Σα ζύγρξνλα 

ζπζηήκαηα ππνζηεξίδνπλ ηελ ηαπηόρξνλε απνζηνιή έσο θαη 160 δηαθνξεηηθώλ ζεκάησλ. Σα 

ζπζηήκαηα απηά ρξεζηκνπνηνύληαη ηδηαίηεξα θαη ζηηο ηειεπηθνηλσλίεο, θαζώο νη εηαηξίεο 

ηειεπηθνηλσληώλ έρνπλ ηελ δπλαηόηεηα λα απμήζνπλ ηελ ρσξεηηθόηεηα ηνπ δηθηύνπ ηνπο 

ρσξίο ηελ εγθαηάζηαζε λέσλ γξακκώλ.  

΢ηελ εθαξκνγή απηή, όπσο θαη ζηελ πξνεγνύκελε, έρνπκε ηελ δπλαηόηεηα δηάζπαζεο ησλ 

κελπκάησλ πνπ ζέινπκε λα απνζηείινπκε ζε κηθξόηεξα, ρξεζηκνπνηώληαο ρξνλνζρηζκέο 

αληίζηνηρνπ κεγέζνπο ζηα θαλάιηα. Υξεζηκνπνηώληαο ηνπο ζπκβνιηζκνύο ηνπ πξνβιήκαηνο 

καο, ν πίλαθαο δήηεζεο εθπνκπήο ηνπ WDM, αληηζηνηρεί ζηνλ πίλαθα δεδνκέλσλ ηνπ 

πξνβιήκαηνο. ΢ηόρνο καο είλαη, ν ππνινγηζκόο ελόο ρξνλνδηαγξάκκαηνο εθπνκπήο ησλ 

δεδνκέλσλ ζηηο ρξνλνζρηζκέο ησλ θαλαιηώλ, ηαπηόρξνλα κεγηζηνπνηώληαο ηελ 

ρξεζηκνπνίεζε ηνπ δηθηύνπ, θαη ειαρηζηνπνηώληαο ηνλ ρξόλν απνζηνιήο.[SWW+02] 

4.1.4.3 Δίκηςα Μεηαγωγήρ Πακέηος 

΢ηα δίθηπα κεηαγσγήο παθέησλ (packet switching networks), έρνπκε έλα πιήζνο κελπκάησλ, 

ηα νπνία ζέινπκε λα ζηείινπκε, από θάπνηνλ αξρηθό θόκβν, ζε θάπνην θόκβν πξννξηζκνύ. 

Σν θάζε κήλπκα, ρσξίδεηαη ζε κηθξόηεξα ηκήκαηα, ηα νπνία νλνκάδνληαη παθέηα. Κάζε 

παθέην απνζηέιιεηαη απηόλνκα, από ηα ππόινηπα παθέηα πνπ αλήθνπλ ζην ίδην κήλπκα. Έλα 

κήλπκα, ζεσξνύκε όηη έρεη απνζηαιεί πιήξσο, όηαλ όια ηα παθέηα πνπ έρνπλ πξνθύςεη από 

ηελ δηάζπαζε απηνύ, έρνπλ θηάζεη ζηνλ θόκβν-πξννξηζκό θαη ζπλεπώο απηόο, είλαη ζε ζέζε 

λα ζπγθξνηήζεη ην αξρηθό κήλπκα.  

Σν δίθηπν πνπ ππάξρεη αλάκεζα ζηνπο δύν αθξαίνπο θόκβνπο, ζεσξνύκε όηη απνηειείηαη από 

κεηαγσγείο (switches). Θεσξνύκε όηη νη κεηαγσγείο απηνί, είλαη ζε ζέζε λα ζηέιλνπλ 

νπνηνδήπνηε παθέην θηάζεη ζε απηνύο ζηνλ επόκελν θόκβν, ρσξίο λα έρνπκε απόξξηςε 

παθέησλ. Κάζε κεηαγσγόο έρεη θάπνηεο δεύμεηο εηζόδνπ, από ηηο νπνίεο δέρεηαη παθέηα 

δεδνκέλσλ, θαη θάπνηεο δεύμεηο εμόδνπ, όπνπ ζηέιλεη παθέηα πξνο ηνλ επόκελν κεηαγσγό ή 

ηνλ θόκβν πξννξηζκνύ. Ο κεηαγσγόο ιεηηνπξγεί κε ηνλ πεξηνξηζκό, όηη δελ κπνξεί λα 

ζηέιλεη παθέηα πξνο ηελ ίδηα δεύμε εμόδνπ, ηα νπνία πξνέξρνληαη από δηαθνξεηηθέο δεύμεηο 

εηζόδνπ, θαη αληίζηνηρα δελ κπνξεί λα πξνσζεί ηαπηόρξνλα, παθέηα πνπ πξνέξρνληαη από ηελ 

ίδηα δεύμε, θαη πξννξίδνληαη ζε δηαθνξεηηθή δεύμε εμόδνπ.  

΢θνπόο, γηα ην δίθηπν απηό είλαη λα βξνύκε έλαλ αιγόξηζκν ρξνλνδξνκνιόγεζεο, γηα θάζε 

κεηαγσγό, έηζη ώζηε λα κεγηζηνπνηείηαη ε ρξεζηκνπνίεζε ησλ κεηαγσγώλ θαη ζπλεπώο ηνπ 

δηθηύνπ, θαη ζπλάκα λα ειαρηζηνπνηείηαη ν ρξόλνο πνπ θάλεη έλα παθέην γηα λα θηάζεη από 

ηνλ θόκβν απνζηνιήο ζηνλ θόκβν πξννξηζκνύ (packet delay). Σνλ ρξόλν απηό, 
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θαηαθέξλνπκε λα ηνλ κεηώζνπκε, ειαηηώλνληαο ηνλ ρξόλν πνπ πεξηκέλεη έλα παθέην ζηνλ 

κεηαγσγό γηα απνζηνιή (queuing delay), θαζώο ν ρξόλνο κεηάδνζεο ησλ παθέησλ ζε θάζε 

δεύμε, εμαξηάηαη από ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ δηθηύνπ. Υξεζηκνπνηώληαο ηνλ ζπκβνιηζκό ηνπ 

πξνβιήκαηόο καο, έλαο δηκεξήο γξάθνο δεδνκέλσλ, αληηζηνηρεί ζε θάζε κεηαγσγό. 

΢πγθεθξηκέλα, νη δύν νκάδεο θνξπθώλ αληηζηνηρνύλ ζηηο δεύμεηο εηζόδνπ θαη εμόδνπ 

αληίζηνηρα, ελώ νη αθκέο αληηζηνηρνύλ ζηηο εζσηεξηθέο ζπλδέζεηο ηνπ κεηαγσγνύ, ώζηε λα 

πξνσζήζεη ηα παθέηα από ηηο δεύμεηο εηζόδνπ, ζηηο δεύμεηο εμόδνπ. Σα θόζηε ζηηο αθκέο, 

αληηζηνηρνύλ ζηνλ ρξόλν πνπ απαηηείηαη γηα ηελ πξνώζεζε θάζε παθέηνπ, θαη είλαη αλάινγα 

κε ην κέγεζόο ηνπ. [PHI97]     

4.1.4.4 Μεηαθοπά δεδομένων ζε ζςζηήμαηα πολςεπεξεπγαζηών 

Θεσξνύκε έλα ππνινγηζηηθό ζύζηεκα, θαηαλεκεκέλν ή κε, ζην νπνίν έρνπκε έλαλ αξηζκό 

από επεμεξγαζηέο, θαη έλαλ αξηζκό από ππνζπζηήκαηα εηζόδνπ-εμόδνπ (Ι/Ο subsystems). 

Λόγσ ηεο ξαγδαίαο αύμεζεο ηεο ηερλνινγίαο ηηο ηειεπηαίεο δεθαεηίεο, έρεη επηηεπρζεί ε 

ζπλερήο αύμεζε ηεο ηαρύηεηαο ησλ επεμεξγαζηώλ πνπ θαηαζθεπάδνληαη, ρσξίο όκσο ε 

αύμεζε ηεο ηαρύηεηαο ησλ κνλάδσλ εηζόδνπ-εμόδνπ λα είλαη αληίζηνηρε. Απνηέιεζκα απηνύ, 

είλαη ε δεκηνπξγία ζπκθόξεζεο (bottleneck) ζηηο εξγαζίεο Ι/Ο ζε πνιιέο εθαξκνγέο, όπσο 

πνιπκεζηθέο, επηζηεκνληθώλ ππνινγηζκώλ θαη βάζεηο δεδνκέλσλ. Λύζε ζην πξόβιεκα απηό, 

κπνξεί λα δώζεη ε θαηάιιειε ρξνλνδξνκνιόγεζε ηεο αληαιιαγήο δεδνκέλσλ αλάκεζα ζε 

επεμεξγαζηέο θαη κνλάδεο Ι/Ο [DJT94].  

΢πγθεθξηκέλα, ε κνληεινπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο κπνξεί λα είλαη ε αθόινπζε: ζεσξνύκε 

έλαλ δηκεξή γξάθν κε βάξε G(U-V,E) , θαηά αληηζηνηρία κε ηνλ γξάθν δεδνκέλσλ ηνπ 

αξρηθνύ καο πξνβιήκαηνο. ΢ηνλ γξάθν απηό, ε κία νκάδα θνξπθώλ αληηζηνηρεί ζηνπο 

επεμεξγαζηέο ηνπ ζπζηήκαηνο, θαη ε άιιε ζηηο κνλάδεο Ι/Ο, νη νπνίεο αο ζεσξήζνπκε όηη 

είλαη δίζθνη. Κάζε αθκή ηνπ G, αληηζηνηρεί ζε θάπνηα ιεηηνπξγία Ι/Ο πνπ πξέπεη λα γίλεη 

αλάκεζα ζηηο κνλάδεο πνπ νξίδνπλ ηα άθξα ηεο. Σν θόζηνο ηεο θάζε αθκήο, αληηζηνηρεί ζηνλ 

ρξόλν πνπ απαηηείηαη ηελ αληίζηνηρε ιεηηνπξγία. Η κεηαθνξά δεδνκέλσλ πάληα μεθηλάεη από 

ηνπο επεμεξγαζηέο, όκσο ε ξνή, κπνξεί λα είλαη ακθίδξνκε(π.ρ. read-write). Γεδνκέλεο ηεο 

ζύγρξνλεο αξρηηεθηνληθήο ησλ επεμεξγαζηώλ θαη ελ γέλεη ησλ ππνινγηζηηθώλ ζπζηεκάησλ, 

θάζε απνζηνιή έρεη ζπγθεθξηκέλν κέγεζνο δεδνκέλσλ, ίζν κε ην block ηεο κλήκεο. 

Μεγαιύηεξα κελύκαηα, δηαζπώληαη (preemption) ζηα όξηα ηνπ block. Σέινο, ζεσξνύκε όηη 

αλάκεζα ζηνπο επεμεξγαζηέο θαη ηνπο δίζθνπο δεδνκέλσλ, δελ ππάξρεη θάπνηα θνηλή κλήκε.  

Όινη νη επεμεξγαζηέο, κπνξνύλ λα ζηέιλνπλ δεδνκέλα ηαπηόρξνλα, θαη όινη νη δίζθνη 

κπνξνύλ λα ιακβάλνπλ δεδνκέλα ηαπηόρξνλα θαη αληίζηξνθα. Ο πεξηνξηζκόο πνπ ππάξρεη, 

είλαη όηη θάζε κνλάδα (επεμεξγαζηήο ή δίζθνο) δελ κπνξεί λα πξαγκαηνπνηεί πεξηζζόηεξεο 

από κία ζπλαιιαγή, ηελ ίδηα ρξνληθή ζηηγκή. ΢ηόρνο είλαη, ε εύξεζε ελόο αιγόξηζκνπ  
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ρξνλνδξνκνιόγεζεο γηα ηελ κεηαθνξά ησλ δεδνκέλσλ ζηνλ ειάρηζην δπλαηό ρξόλν. Γειαδή, 

ε εύξεζε νκάδσλ κεηαθνξάο δεδνκέλσλ (matching ζηνλ γξάθν G), πνπ κπνξνύλ λα 

πξαγκαηνπνηεζνύλ ηαπηόρξνλα, όπνπ ν ζπλνιηθόο ρξόλνο κεηαθνξάο όισλ ησλ δεδνκέλσλ 

λα είλαη ν ειάρηζηνο. Γεδνκέλνπ, όηη ε ρξόλνο πνπ απαηηείηαη γηα ηελ ρξνλνδξνκνιόγεζε, 

πξέπεη λα είλαη ζεκαληηθά κηθξόηεξνο από ηνλ ρξόλν απνζηνιήο ησλ δεδνκέλσλ, είλαη 

εκθαλήο ε αλάγθε γηα ηελ εύξεζε αιγνξίζκσλ πνπ δίλνπλ ιύζε ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν.  

                           

                

4.2 Οι αλγόριθμοι 

΢ην ζεκείν απηό ζα παξνπζηάζνπκε θαη ζα αλαιύζνπκε ηξεηο πξνζεγγηζηηθνύο αιγνξίζκνπο 

πνπ επηιύνπλ ην πξόβιεκα.  

4.2.1 Ο αλγόριθμος G-W 

4.2.1.1 Ειζαγωγή  

O αιγόξηζκνο απηόο παξνπζηάζηεθε από ηνπο Inder S. Gopal θαη C. K. Wong ην 1985 

[GW85]. Ο αιγόξηζκνο G-W ζθνπό έρεη λα επηιύζεη ην πξόβιεκα ζηελ εθαξκνγή ηνπ ζε έλα 

ζύζηεκα SS/TDMA. Γηα ηνλ ιόγν απηό πξνθύπηεη κία λέα παξάκεηξνο εηζόδνπ ηνπ 

αιγνξίζκνπ, πνπ είλαη ν αξηζκόο ησλ transponders ηνπ ζπζηήκαηνο. Σνλ αξηζκό απηόλ ζα ηνλ 

ζπκβνιίδνπκε κε Κ θαη ζα καο ππνδεηθλύεη ηνλ κέγηζην αξηζκό ηαπηόρξνλσλ απνζηνιώλ πνπ 

κπνξνύκε λα έρνπκε ζην ζύζηεκά καο. Πξνθαλώο, ζηελ πεξίπησζε πνπ ν αξηζκόο Κ είλαη 

κεγαιύηεξνο ή ίζνο από ηελ κηθξόηεξε από ηηο δηαζηάζεηο ηνπ πίλαθα ηνπ πξνβιήκαηνο, ηόηε 

δελ επεξεάδεη ηνλ αξηζκό ησλ ηαπηόρξνλσλ απνζηνιώλ πνπ κπνξνύκε λα έρνπκε. Οη 

ζρεδηαζηέο ηνπ αιγνξίζκνπ ρξεζηκνπνηνύλ ηελ ηδέα, πσο κπνξνύκε λα πάξνπκε κία «θαιή» 

ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο, δειαδή κία ιύζε πνπ ζα είλαη θνληά ζηελ βέιηηζηε, αλ ζηείινπκε 

όια ηα δεδνκέλα πνπ έρνπκε, κε ηνλ κηθξόηεξν αξηζκό απνζηνιώλ. Γειαδή αλ 

ειαρηζηνπνηήζνπκε ην πιήζνο ησλ νκάδσλ απνζηνιήο. Απηό αθξηβώο επηηπγράλεη ν 

αιγόξηζκνο G-W.  

4.2.1.2 Είζοδορ ηος αλγοπίθμος- οπιζμοί  

΢αλ είζνδν, αξρηθά, πξέπεη λα έρνπκε ηα δεδνκέλα πνπ πξέπεη λα ζηείινπκε, θαη ηηο 

απαξαίηεηεο πιεξνθνξίεο γηα απηά. Σα ζηνηρεία απηά ηα δερόκαζηε ζπγθεληξσκέλα ζηνλ 

πίλαθα δεδνκέλσλ ηνπ πξνβιήκαηόο καο, πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ δηκεξή γξάθν απεηθόληζεο 

ηνπ ζηηγκηόηππνπ πνπ επηζπκνύκε λα επηιύζνπκε. Σνλ πίλαθα απηόλ ζα ζπκβνιίδνπκε κε D 
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θαη ζα είλαη ελ γέλεη έλαο mxn πίλαθαο. Σα ζηνηρεία ηνπ, ζεσξνύκε όηη είλαη κε αξλεηηθνί, 

αθέξαηνη αξηζκνί, αθνύ αληηπξνζσπεύνπλ ηνλ ρξόλν απνζηνιήο θάπνηνπ δεδνκέλνπ. 

Αλαθέξακε πσο Κ ζα είλαη ν αξηζκόο ησλ transponders πνπ έρνπκε. Έηζη, ην πιήζνο ησλ 

ηαπηόρξνλσλ εθπνκπώλ, δειαδή ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ πνπ ζα πεξηέρεη κηα νκάδα 

απνζηνιήο-matching M, δελ ζα κπνξεί λα είλαη κεγαιύηεξν από ην κηθξόηεξν εθ ησλ Κ,m,n. 

Δπνκέλσο ζα ηζρύεη:  ∀ 𝑀 ∶ |𝑀| ≤ min 𝐾, 𝑚, 𝑛 .   

Θα ζπκβνιίδνπκε κε Β ηνλ αξηζκό ησλ απνζηνιώλ πνπ απαηηνύληαη, δειαδή ην πιήζνο ησλ 

matchings πνπ ζα παίξλνπκε ζηνλ γξάθν. Αλ γηα ηνλ πίλαθα D, κε ri ζπκβνιίδνπκε ην πιήζνο 

ησλ κε-κεδεληθώλ ζηνηρείσλ πνπ ππάξρνπλ ζηελ γξακκή i, κε cj ην πιήζνο ησλ κε-

κεδεληθώλ ζηνηρείσλ πνπ ππάξρνπλ ζηελ ζηήιε j, θαη κε Σ ην πιήζνο ησλ κε-κεδεληθώλ 

ζηνηρείσλ πνπ έρεη ζπλνιηθά ν πίλαθαο D, ηόηε γηα ηελ ηηκή ηνπ Β ζα ηζρύεη: ∀ 𝑖, 𝑗 ∶ 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑚 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  𝐵 ≥ max  max 𝑟𝑖 , max 𝑐𝑗  ,  
𝛵

𝛫
  .  Με ην ηύπν απηό, θαηαθέξλνπκε λα 

ππνινγίζνπκε έλα θάησ θξάγκα γηα ην πιήζνο ησλ απνζηνιώλ πνπ πξέπεη λα θάλνπκε.  

4.2.1.3 Τα βήμαηα ηος αλγοπίθμος 

Αξρηθά θαηαζθεπάδνπκε ηνλ δηκεξή γξάθν GD = (U,V,E) πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ πίλαθα D ηνπ 

πξνβιήκαηνο πνπ θαινύκαζηε λα επηιύζνπκε. Πξνζζέηνπκε ηηο θνξπθέο um+1, um+2, …,um+n-Κ 

ζην ζύλνιν U, θαη ηηο θνξπθέο vm+1, vm+2, …,vm+n-Κ ζην ζύλνιν V. Τπνινγίδνπκε ηνλ 

ειάρηζην δπλαηό αξηζκό από matchings Β πνπ πξέπεη λα πάξνπκε, ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ ηύπν 

ηνπ θάησ θξάγκαηνο ηεο πξνεγνύκελεο ελόηεηαο.  

΢ηε ζπλέρεηα πξνζζέηνπκε αθκέο, κε ηξόπν ηέηνην, ώζηε θάζε θνξπθή λα έρεη βαζκό 

αθξηβώο ίζν κε Β. ΢πγθεθξηκέλα, γηα θάζε θνξπθή ui ∈ { um+1, um+2, …,um+n-Κ } όπνπ d(ui) < 

B, βξίζθνπκε κία θνξπθή vj ∈ { v1, v2, …,vn } όπνπ d(vj) < B, θαη πξνζζέηνπκε ηελ αθκή 

(ui,vj) ζην ζύλνιν Δ ησλ αθκώλ ηνπ GD. Δπαλαιακβάλνπκε ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία, κέρξηο 

όηνπ θάζε αθκή ζην ζύλνιν  { um+1, um+2, …,um+n-Κ } λα έρεη βαζκό ίζν κε Β. Έπεηηα, 

αληίζηνηρα γηα θάζε θνξπθή vj ∈ { vn+1, vn+2, …,vm+n-Κ } όπνπ d(vj) < B, βξίζθνπκε κία 

θνξπθή ui ∈ { u1, u2, …,vm } όπνπ d(vj) < B, θαη πξνζζέηνπκε ηελ αθκή (ui,vj) ζην ζύλνιν Δ 

ησλ αθκώλ ηνπ GD. Δπαλαιακβάλνπκε ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία, κέρξηο όηνπ θάζε αθκή ζην 

ζύλνιν  { vn+1, vn+2, …,vm+n-Κ } λα έρεη βαζκό ίζν κε Β. Σέινο  γηα θάζε θνξπθή ui ∈ { u1, u2, 

…,um} όπνπ d(ui) < B, βξίζθνπκε κία θνξπθή vj ∈ { v1, v2, …,vn } όπνπ d(vj) < B, θαη 

πξνζζέηνπκε ηελ αθκή (ui,vj) ζην ζύλνιν Δ ησλ αθκώλ ηνπ GD. Δπαλαιακβάλνπκε ηελ 

παξαπάλσ δηαδηθαζία, κέρξηο όηνπ θάζε αθκή ζην ζύλνιν  { u1, u2, …,um} λα έρεη βαζκό ίζν 

κε Β.    

Αθνύ πξνζζέζακε ηηο θνξπθέο θαη ηηο αθκέο ζηνλ γξάθν GD, ζεσξνύκε πσο νη 

λενεηζαρζείζεο αθκέο έρνπλ βάξνο ίζν κε κεδέλ. Σαμηλνκνύκε όιεο ηηο αθκέο πνπ αλήθνπλ 
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ζην ζύλνιν Δ ζε αύμνπζα ζεηξά, σο πξνο ηελ ηηκή ηνπ βάξνπο ηνπο. Έηζη πξνθύπηεη ε εμήο 

δηάηαμε ησλ αθκώλ e1,e2,…,e|E|.   

Γεκηνπξγνύκε δύν ζύλνια, ην ζύλνιν ησλ αθκώλ Ρ θαη ην ζύλνιν ηνπ matching Q, θαζώο 

θαη δύν κεηαβιεηέο i θαη j. Αξρηθνπνηνύκε i,j=1 θαη Ρ←{ei}, Q←{ei}. Θέηνπκε i=i+1 θαη 

Ρ←Ρ∪ei. ΢ην ζύλνιν Q ηνπνζεηνύκε ηηο αθκέο πνπ απνηεινύλ ην ηξέρνλ matching, έηζη αλ ε 

αθκή ei κπνξεί λα πξνζηεζεί ζην Q, ηελ πξνζζέηνπκε, αιιηώο επαλαιακβάλνπκε ην βήκα ηνπ 

αιγνξίζκνπ. Δπαλαιακβάλνπκε ην βήκα έσο όηνπ |Q|= m+n-K, όπνπ πιένλ έρνπκε 

ζρεκαηίζεη ην matching ην νπνίν πξέπεη λα επηιέμνπκε.  

΢ην ηειεπηαίν βήκα ηνπ αιγνξίζκνπ δεκηνπξγνύκε ηνλ πίλαθα απνζηνιήο. Ο πίλαθαο 

απνζηνιήο S(j) ζα είλαη έλαο mxn πίλαθαο, πνπ ζα ζρεκαηηζηεί από ηα κε-κεδεληθά ζηνηρεία 

πνπ αλήθνπλ ζην ζύλνιν Q. Θέηνπκε P←P-Q , αλαδεηνύκε  matching κέγηζηνπ κεγέζνπο ζην 

ζύλνιν Ρ θαη, αλ απηό ππάξρεη, ζέηνπκε ην Q ίζν κε απηό. Αλ j<B ηόηε ζέηνπκε j=j+1 θαη 

επαλαιακβάλνπκε ηα δύν ηειεπηαία βήκαηα, αιιηώο ζηακαηάκε θαζώο έρνπκε θαιύςεη όια 

ηα ζηνηρεία ηνπ αξρηθνύ πίλαθα.  

4.2.1.4 Παπάδειγμα Εθαπμογήρ ηος Αλγοπίθμος  

Έζησ όηη έρνπκε λα επηιύζνπκε ην αθόινπζν πξόβιεκα: D=  
1 0 2
0 3 1
1 0 1

  , K=2, set-up delay 

d=1. Πξνθαλώο ζα ηζρύεη m=n=3. Δπίζεο max{ri}=2, max{cj}=3 θαη Σ=6 ⇒ Σ/Κ = 3, 

επνκέλσο ην θάησ θξάγκα γηα ην Β ζα είλαη max{2,3,3}=3. Καηαζθεπάδνπκε ηνλ δηκεξή 

γξάθν GD θαη πξνζζέηνπκε ηηο θνξπθέο θαη ηηο αθκέο πνπ ρξεηάδνληαη, όπσο νξίδεη ν 

αιγόξηζκνο. 

 

΢ρήκα 4.4: (α) γξάθνο GD ηνπ πξνβιήκαηνο , (β) επεθηακέλνο γξάθνο GD΄  
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΢ην παξαπάλσ ζρήκα βιέπνπκε ηελ απεηθόληζε ηνπ γξάθνπ GD πνπ αληηζηνηρεί ζηα 

δεδνκέλα ηνπ πίλαθα D, θαη ηνλ γξάθν πνπ πξνθύπηεη κεηά ηελ πξνζζήθε λέσλ θνξπθώλ θαη 

αθκώλ ζύκθσλα κε ηνλ αιγόξηζκν. ΢ην παξάδεηγκά καο m+n-K=3+3-2=4 επνκέλσο 

πξνζζέζακε ηηο θνξπθέο u4 θαη v4. Πξνθεηκέλνπ λα απνθηήζνπλ όιεο νη θνξπθέο βαζκό ίζν 

κε Β=3, πξνζζέηνπκε ηηο αθκέο πνπ θαίλνληαη ζην ζρήκα κε δηαθεθνκκέλε γξακκή θαη έρνπλ 

βάξνο κεδέλ.  

΢ηε ζπλέρεηα δεκηνπξγνύκε κηα δηάηαμε ησλ αθκώλ ηνπ γξάθνπ GD΄, ζε αύμνπζα ζεηξά σο 

πξνο ηα βάξε ηνπο. ΢ηε δηάηαμε απηή, ηα πξώηα ζηνηρεία ζα αληηζηνηρνύλ ζηηο αθκέο πνπ 

πξνζζέζακε ζηνλ αξρηθό γξάθν, νη νπνίεο έρνπλ βάξνο ίζν κε κεδέλ. Έπεηηα δεκηνπξγνύκε 

ηα matchings πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο νκάδεο απνζηνιήο κελπκάησλ. ΢ύκθσλα κε ηνλ 

αιγόξηζκν, επηδηώθνπκε θάζε matching λα έρεη κέγηζην βαζκό- πιεζηθόηεηα, δειαδή γηα ην 

παξάδεηγκά καο, λα απνηειείηαη από ηέζζεξεηο αθκέο. Σα ηξία matchings πξνθύπηνπλ από 

ηελ εθαξκνγή ηνπ αιγνξίζκνπ, απεηθνλίδνληαη ,θαηά ζεηξά, ζην αθόινπζν ζρήκα. Με 

δηαθεθνκκέλε γξακκή εκθαλίδνληαη θαη πάιη νη αθκέο κεδεληθνύ θόζηνπο.  
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΢σήμα 4.5 : Matchings πος ανηιζηοισούν ζηιρ ηπείρ αποζηολέρ δεδομένυν ηος 

πποβλήμαηορ μαρ, (α) Μ1, (β) Μ2, (γ)Μ3. 

 

Από ηα matchings πνπ επηιέμακε, πξνθύπηνπλ νη πίλαθεο απνζηνιήο S(j), 1≤j≤3. 

΢πγθεθξηκέλα, έρνπκε ηνπο αθόινπζνπο πίλαθεο : 𝑆 1 =   
0 0 0
0 0 1
1 0 0

  , 𝑆 2 =    
1 0 0
0 0 0
0 0 1

  ,

𝑆 3 =    
0 0 2
0 3 0
0 0 0

   . Πξνθαλώο, ηα κεδεληθά ζηνηρεία ησλ πηλάθσλ, δελ απαηηνύλ ηελ 

κεηάδνζε θάπνησλ δεδνκέλσλ. Ωο επηβεβαίσζε πσο έρνπλ απνζηαιεί όια ηα δεδνκέλα, ζα 

πξέπεη από ην άζξνηζκα ησλ πηλάθσλ απνζηνιήο λα πξνθύπηεη ν αξρηθόο πίλαθαο δεδνκέλσλ 

D. Πξάγκαηη  𝑆 1 + 𝑆 2 + 𝑆 3 =    
1 0 2
0 3 1
1 0 1

 = 𝐷 . O ρξόλνο απνζηνιήο γηα θάζε 

πίλαθα ζα είλαη ίζνο κε ην κεγαιύηεξν ζηνηρείν ηνπ. Έηζη νη ρξόλνη απνζηνιήο γηα ηνπο 
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πίλαθεο S(1),S(2),S(3) ζα είλαη αληίζηνηρα 1,1 θαη 3 ρξνληθέο κνλάδεο. Γεδνκέλνπ όηη έρνπκε 

ηξείο απνζηνιέο θαη όηη d=1 ν ζπλνιηθόο ρξόλνο απνζηνιήο ζα είλαη : 3 ∙ 1 +  1 + 1 + 3 =

3 + 5 = 8 ρξνληθέο κνλάδεο.  

4.2.1.5 Παπάγονηαρ πποζέγγιζηρ 

Ο αιγόξηζκνο G-W βξίζθεη κία ιύζε, ε νπνία ρξεζηκνπνηεί ην κηθξόηεξν δπλαηό πιήζνο από 

νκάδεο απνζηνιήο, όκσο ν ζπλνιηθόο ρξόλνο απνζηνιήο, πνπ πξνθύπηεη από ηελ εθαξκνγή 

ηνπ αιγνξίζκνπ, δελ είλαη ελ γέλεη ν κηθξόηεξνο δπλαηόο, θαη γη’ απηό άιισζηε είλαη έλαο 

πξνζεγγηζηηθόο αιγόξηζκνο. Δπίζεο, δελ καο δίλεη θάπνηα «εγγύεζε» γηα ην πόζν θνληά ζηελ 

βέιηηζηε, ζα είλαη ε ιύζε πνπ δίλεη ν αιγόξηζκνο, επηηξέπνληάο καο λα ππνινγίζνπκε ηνλ 

παξάγνληα πξνζέγγηζεο (π) ηνπ. Παξαθάησ ζα απνδείμνπκε, πσο ν παξάγνληαο πξνζέγγηζεο 

ηνπ αιγνξίζκνπ G-W δελ είλαη θξαγκέλνο, θαη θαηά ζπλέπεηα ε ιύζε ηνπ αιγνξίζκνπ, 

κπνξεί λα είλαη απείξσο κεγαιύηεξε από ηελ βέιηηζηε ιύζε. 

Έζησ όηη θαινύκαζηε λα επηιύζνπκε, ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ αιγόξηζκν G-W, ην ζηηγκηόηππν 

ελόο πξνβιήκαηνο, ην νπνίν έρεη ηνλ εμήο πίλαθα δεδνκέλσλ : 𝐷 =  
𝑎 2𝑎 𝑟𝑎

3𝑎 𝑟𝑎 2𝑎
𝑟𝑎 2𝑎 𝑎

  , όπνπ α 

είλαη έλαο ζεηηθόο αθέξαηνο, θαη r αθέξαηνο κε r>3. Μεηά ηελ εθαξκνγή ηνπ αιγνξίζκνπ G-W 

ζα πξνθύςνπλ νη αθόινπζνη πίλαθεο απνζηνιήο: 

𝑆 1 =  
𝑎 0 0
0 𝑟𝑎 0
0 0 𝑎

  , 𝑆 2 =   
0 2𝑎 0
0 0 2𝑎
𝑟𝑎 0 0

  , 𝑆 3 =  
0 0 𝑟𝑎

3𝑎 0 0
0 2𝑎 0

 .    

Δπνκέλσο ν ζπλνιηθόο ρξόλνο απνζηνιήο πνπ πξνθύπηεη από ηελ ιύζε απηή ζα είλαη 

 𝑆𝑂𝐿 =3∙ 𝑑 + 3 ∙ 𝑟𝑎 . Σν θάησ θξάγκα ηνπ ρξόλνπ απνζηνιήο ζα είλαη 𝛥 𝐺 ∙ 𝑑 + 𝑊 𝐺 =

3 ∙ 𝑑 + 𝑟𝑎 + 3𝑎 + 2𝑎. Μία άιιε ιύζε ηνπ ζηηγκηόηππνπ ζα ήηαλ, λα είρακε ρξεζηκνπνηήζεη 

ηνπο αθόινπζνπο πίλαθεο απνζηνιήο: 𝑆 1 =  
0 0 𝑟𝑎
0 𝑟𝑎 0
𝑟𝑎 0 0

  , 𝑆 2 =   
𝑎 0 0
0 0 2𝑎
0 2𝑎 0

  ,

𝑆 3 =  
0 2𝑎 0

3𝑎 0 0
0 0 𝑎

 , ζύκθσλα κε ηνπο νπνίνπο, ν ζπλνιηθόο ρξόλνο είλαη 𝑇 = 3 ∙ 𝑑 + 𝑟𝑎 +

2𝑎 + 3𝑎 θαη είλαη βέιηηζηνο, αθνύ είλαη ίζνο κε ην θάησ θξάγκα. ΢πλεπώο 𝑂𝑃𝑇 = 3 ∙ 𝑑 +

𝑟𝑎 + 3𝑎 + 2𝑎. Ο παξάγνληαο πξνζέγγηζεο ζα είλαη : 

𝜌 =
𝑆𝑂𝐿

𝑂𝑃𝑇
=  

3𝑑 + 3𝑟𝑎

3𝑑 + 𝑟𝑎 + 3𝑎 + 2𝑎
 

 Έζησ πσο ε ηηκή α ζπλδέεηαη κε ηνλ ρξόλν θαζνξηζκνύ d κέζσ ηεο ζρέζεο 𝛼 = 𝑘 ∙ 𝑑, όπνπ 

k είλαη έλαο ζεηηθόο πξαγκαηηθόο αξηζκόο. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ζα έρνπκε : 

𝜌 =
3𝑑 + 3𝑟𝑘𝑑

3𝑑 + 𝑟𝑘𝑑 + 3𝑘𝑑 + 2𝑘𝑑
=

3𝑟𝑘 + 3

𝑟𝑘 + 5𝑘 + 3
=

3𝑟 +
3
𝑘

𝑟 + 5 +
3
𝑘
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Όπνπ  γηα 𝑘 → ∞ ∶ 𝜌 =
0

𝑟+5
 ⇒ 𝜌 → ∞. 

4.2.1.6 Σσόλια 

΢ύκθσλα κε ην απνηέιεζκα ηεο πξνεγνύκελεο ελόηεηαο, βιέπνπκε πσο όζν κεγαιώλεη ε 

ηηκή ηνπ k ηόζν κεγαιώλεη θαη ν παξάγνληαο πξνζέγγηζεο, θαη ζπλεπώο ηόζν ε ιύζε πνπ καο 

δίλεη ν αιγόξηζκνο, απνκαθξύλεηαη από ηελ βέιηηζηε. Ο παξάγνληαο k ζπλδέεη ηελ ηηκή ηεο 

κεηαβιεηήο α, θαη επνκέλσο ηηο ηηκέο ηνπ πίλαθα δεδνκέλσλ D, κε ηνλ ρξόλν θαζνξηζκνύ d. 

΢πγθεθξηκέλα, όζν κεγαιώλεη ε ηηκή ηνπ k, ηόζν κεγαιύηεξεο είλαη νη ηηκέο ηνπ πίλαθα ζε 

ζρέζε κε ηνλ ρξόλν d. ΢πλεπώο, ζηνλ ππνινγηζκό ζηνπ ζπλνιηθνύ ρξόλνπ απνζηνιήο ησλ 

δεδνκέλσλ, όζν κεγαιύηεξε ηηκή έρεη ην k, κεγαιύηεξν ξόιν έρνπλ νη ρξόλνη απνζηνιήο ησλ 

δεδνκέλσλ θαη ν ρξόλνο θαζνξηζκνύ κπνξεί λα ζεσξεζεί ακειεηένο. Έηζη ν αιγόξηζκνο G-

W, νπνίνο ζθνπό έρεη λα ειαρηζηνπνηήζεη ην πιήζνο ησλ απνζηνιώλ, ώζηε λα κεησζεί ε 

ζπλεηζθνξά ζηνλ ζπλνιηθό ρξόλν ηνπ ρξόλνπ θαζνξηζκνύ, δίλεη ιύζεηο «καθξηά» από ηελ 

βέιηηζηε.  

΢πκπεξαζκαηηθά, κπνξνύκε λα πνύκε, πσο ε εθαξκνγή ηνπ αιγνξίζκνπ G-W ελδείθλπηαη, 

ζηηο πεξηπηώζεηο εθείλεο όπνπ ν ρξόλνο θαζνξηζκνύ είλαη αξθεηά κεγάινο, ζε ζρέζε κε ηνλ 

ρξόλν απνζηνιήο ησλ δεδνκέλσλ. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, αθόκα θαη κία επηπιένλ απνζηνιή, 

από ηηο ειάρηζηεο δπλαηέο, κπνξεί λα επηβαξύλεη ρξνληθά ην απνηέιεζκα πνπ ζα πάξνπκε, 

ώζηε λα απνκαθξπλζνύκε αηζζεηά από ηνλ ρξόλν απνζηνιήο ηεο βέιηηζηεο ιύζεο.   

4.2.2 Ο αλγόριθμος CXP 

4.2.2.1 Ειζαγωγή 

Ο αιγόξηζκνο CXP αλαπηύρζεθε από ηνπο P. Crescenzi, D. Xiaotie θαη C. Papadimitrioiu ην 

2001. Από ηελ ζπγθεθξηκέλε εξγαζία ζα παξνπζηάζνπκε δύν αιγνξίζκνπο. Ο πξώηνο, είλαη 

έλαο απιόο , ζε πινπνίεζε, πξνζεγγηζηηθόο αιγόξηζκνο, ν νπνίνο καο δίλεη ιύζεηο κε 

παξάγνληα πξνζέγγηζεο ίζν κε 2. Δπεηδή όκσο ν αιγόξηζκνο απηόο, είλαη ςεύδν-

πνιπσλπκηθόο, ζηε ζπλέρεηα πξνηείλεηαη έλαο πην εμειηγκέλνο αιγόξηζκνο, θαη πην 

πεξίπινθνο, ν νπνίνο είλαη επίζεο 2-πξνζεγγηζηηθόο, θαη καο δίλεη ιύζεηο ζε πνιπσλπκηθό 

ρξόλν.  

4.2.2.2 Είζοδορ ηος αλγοπίθμος 

΢αλ είζνδν, όπσο θαη ζε όινπο ηνπο αιγόξηζκνπο πνπ ζα δνύκε, πξέπεη λα έρνπκε ηα 

δεδνκέλα πνπ πξέπεη λα ζηείινπκε, θαη ηηο απαξαίηεηεο πιεξνθνξίεο γηα απηά. Σα ζηνηρεία 

απηά ηα δερόκαζηε ζπγθεληξσκέλα ζηνλ πίλαθα δεδνκέλσλ ηνπ πξνβιήκαηόο καο, πνπ 

αληηζηνηρεί ζηνλ δηκεξή γξάθν απεηθόληζεο ηνπ ζηηγκηόηππνπ πνπ επηζπκνύκε λα 
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επηιύζνπκε. Σνλ δηκεξή απηό γξάθν ζα ζπκβνιίδνπκε κε G. Σνλ πίλαθα δεδνκέλσλ ζα 

ζπκβνιίδνπκε κε D θαη ζα είλαη ελ γέλεη έλαο mxn πίλαθαο. Σα ζηνηρεία ηνπ, ζεσξνύκε όηη 

είλαη κε αξλεηηθνί, ξεηνί αξηζκνί, ζε αληίζεζε κε ηνλ αιγόξηζκν G-W πνπ δέρεηαη ζαλ 

είζνδν κόλν αθέξαηεο ηηκέο ζηνλ ρξόλν απνζηνιήο θάπνηνπ δεδνκέλνπ. ΢ηνλ αιγόξηζκν CXP 

δερόκαζηε πσο ν ρξόλνο θαζνξηζκνύ (set-up delay) δηαξθεί κία ρξνληθή κνλάδα, δειαδή 

έρνπκε d=1. Θεσξνύκε δειαδή, πσο νη ρξόλνη απνζηνιήο ησλ δεδνκέλσλ είλαη 

θαλνληθνπνηεκέλνη σο πξνο ηνλ ρξόλν θαζνξηζκνύ. ΢πλεπώο, ην θάησ θξάγκα γηα ηελ 

βέιηηζηε ιύζε ζα είλαη Γ(G)+W(G). Σέινο, ζηνπο αιγόξηζκνπο πνπ ζα δνύκε, ζεσξνύκε όηη 

επηηξέπεηαη ν δηάζπαζε ησλ δεδνκέλσλ (preemption) θαη ε ηκεκαηηθή ηνπο απνζηνιή. 

Γειαδή όηη έλαο πνκπόο κπνξεί λα ζηείιεη έλα ηκήκα ελόο δεδνκέλνπ, ην νπνίν αληίζηνηρα 

ζα απαηηεί ρξόλν, έλα πνζνζηό ηνπ ζπλνιηθνύ ρξόλνπ απνζηνιήο ηνπ δεδνκέλνπ. Φπζηθά, 

γηα λα νινθιεξσζεί ε απνζηνιή ησλ δεδνκέλσλ, πξέπεη όια ηα δεδνκέλα λα έρνπλ ζηαιεί 

ζην ζύλνιό ηνπο.   

4.2.2.3 O αλγόπιθμορ CXP1 

΢ην ζεκείν απηό, παξνπζηάδνπκε ηα βήκαηα ηνπ πξώηνπ, από ηνπο δύν αιγνξίζκνπο πνπ ζα 

δνύκε. Πξώηα ζηξνγγπινπνηνύκε πξνο ηα πάλσ, ηηο ηηκέο ησλ αθκώλ ηνπ γξάθνπ G.Γειαδή 

∀ 𝑒 ∈ 𝐸, 𝑤 𝑒 =  𝑤(𝑒) . ΢ηε ζπλέρεηα, ρσξίδνπκε θάζε αθκή e ζε w(e) αθκέο κνλαδηαίνπ 

θόζηνπο, θαη νλνκάδνπκε ηνλ γξάθν πνπ πξνθύπηεη H. Βξίζθνπκε γηα ηνλ γξάθν H, αθξηβώο 

Γ(Η) matchings, ην θαζέλα κε θόζηνο ίζν κε ηελ κνλάδα. Σα matchings πνπ βξίζθνπκε, 

αληηζηνηρνύλ ζηηο νκάδεο απνζηνιήο ησλ δεδνκέλσλ, γηα ην πξόβιεκά καο.  

4.2.2.4 Παπάγονηαρ πποζέγγιζηρ 

Έζησ όηη s είλαη ην πιήζνο ησλ απνζηνιώλ πνπ απαηηνύληαη από ηνλ αιγόξηζκν, γηα ηελ 

απνζηνιή όισλ ησλ δεδνκέλσλ. Η ιύζε ελ γέλεη ζα απαηηεί 𝑠 +   𝑤(𝑀𝑖)  ρξνληθέο κνλάδεο, 

όπνπ ν δεύηεξνο όξνο αληηζηνηρεί ζην άζξνηζκα ησλ βαξώλ ησλ matchings πνπ επηιέγνπκε. 

Ιζρύεη όκσο s=Γ(Η) θαη  𝑤(𝑀𝑖) ≤ Γ(Η), επνκέλσο SOL= 𝑠 +   𝑤(𝑀𝑖) ≤ 𝛥 𝛨 + 𝛥 𝛨 =

2𝛥 𝛨 ≤ 2(𝛥 𝐺 + 𝑊 𝐺 ) όκσο OPT=Γ(G)+W(G) ⇒ SOL≤2OPT ⇒ ν αιγόξηζκνο έρεη 

παξάγνληα πξνζέγγηζεο 2.  

4.2.2.5 Παπάδειγμα Εθαπμογήρ ηος Αλγοπίθμος CXP1 

Έζησ όηη ζέινπκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ αιγόξηζκν CXP1, γηα λα επηιύζνπκε έλα 

ζηηγκηόηππν ελόο πξνβιήκαηνο, ην νπνίν έρεη σο πίλαθα δεδνκέλσλ ηνλ 𝐷 =  
3 1 0
2 3 1
0 2 0

 . Ο 

γξάθνο G πνπ πξνθύπηεη από ηνλ πίλαθα D, ζα είλαη απηόο πνπ θαίλεηαη ζην αθόινπζν 

ζρήκα. 
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΢σήμα 4.6: γπάθορ G ηος πποβλήμαηορ. 

 

Από ηνλ γξάθν G, βιέπνπκε όηη Γ(G)=3 θαη W(G)=6, επνκέλσο ην θάησ θξάγκα γηα ηελ 

βέιηηζηε ιύζε ηνπ ζηηγκηόηππνπ πνπ έρνπκε ζα είλαη Γ(G)+W(G)=3+6=9 ρξνληθέο κνλάδεο. 

΢ηε ζπλέρεηα, ζύκθσλα κε ηνλ αιγόξηζκν, δεκηνπξγνύκε ηνλ γξάθν Η, δηαζπώληαο θάζε 

αθκή e ηνπ G, ζε w(e) αθκέο κνλαδηαίνπ θόζηνπο.  

 

 

΢σήμα 4.7: παπαγόμενορ γπάθορ Η ηος πποβλήμαηορ. 

 Γηα ηνλ γξάθν Η πνπ πξνθύπηεη, ηζρύεη Γ(H)=6 θαη W(H)=6. Δπνκέλσο ε ιύζε πνπ καο 

δίλεη ν αιγόξηζκνο, ζα απνηειείηαη από 6 matchings-απνζηνιέο, όπνπ ην θαζέλα ζα απαηηεί 

κία ρξνληθή κνλάδα. Πξάγκαηη, έρνπκε  
3 1 0
2 3 1
0 2 0

 = 3 ∙  
1 0 0
0 1 0
0 0 0

 + 2 ∙  
0 0 0
1 0 0
0 1 0

 +

 
0 1 0
0 0 1
0 0 0

  θαη επνκέλσο ε ιύζε ζα απαηηεί 6+(3+2+1)=12 ρξνληθέο κνλάδεο.  

u1 

u2 

u3 

v1 

v2 

v3 

 

u1 

u2 

u3 

v1 

v2 

v3 

3 

1 
3 

 

 1 

2 

2 
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4.2.2.6 Ο αλγόπιθμορ CXP2 

Ο αιγόξηζκνο CXP1 είλαη ςεύδν-πνιπσλπκηθόο, θαζώο ν ρξόλνο πνπ ρξεηάδεηαη γηα 

επηζηξέςεη ηελ ιύζε ζην πξόβιεκα, εμαξηάηαη από ηηο ηηκέο ησλ βαξώλ, πνπ έρνπλ νη αθκέο 

ηνπ γξάθνπ G. Γηα ηνλ ιόγν απηό, παξνπζηάδνπκε ηνλ αιγόξηζκν CXP2, ν νπνίνο ζηεξίδεηαη 

ζηνλ πξνεγνύκελν αιγόξηζκν, είλαη επίζεο 2-πξνζεγγηζηηθόο, αιιά είλαη πνιπσλπκηθόο.  

΢ύκθσλα κε ηνλ αιγόξηζκν, ζηξνγγπινπνηνύκε πξνο ηα πάλσ ηηο ηηκέο ησλ βαξώλ ησλ 

αθκώλ ηνπ γξάθνπ G. Αλ νλνκάζνπκε (G,w΄) ηνλ λέν γξάθν πνπ πξνθύπηεη, ππνινγίδνπκε 

ηελ ηηκή ηνπ W(G,w΄). Απμάλνπκε ηηο ηηκέο ησλ βαξώλ ησλ αθκώλ ηνπ γξάθνπ (G,w΄), κε 

ηξόπν ηέηνην ώζηε, θάζε θνξπθή λα έρεη βάξνο ίζν κε W(G,w΄), θαη νλνκάδνπκε ηνλ γξάθν 

πνπ πξνθύπηεη G΄. ΢πλεπώο γηα ηνλ γξάθν G΄, ζα ηζρύεη ∀𝑢 ∈ 𝑈, 𝑣 ∈ 𝑉: 𝑤 𝑢 = 𝑤 𝑣 =

𝑊 𝐺 ′ = 𝑊(𝐺, 𝑤′). Έπεηηα, βξίζθνπκε perfect matching M, ζηνλ γξάθν G΄. Δπεηδή ν G΄ 

είλαη θαλνληθόο, σο πξνο ηα βάξε ησλ θνξπθώλ ηνπ, ζα ππάξρεη perfect matching. Έζησ 

w(M) όηη είλαη ε ειάρηζηε ηηκή ησλ βαξώλ, ησλ αθκώλ πνπ κεηέρνπλ ζην M, δειαδή 

𝑤 𝑀 = min⁡{𝑤 𝑒 : 𝑒 ∈ 𝑀}. Σόηε, γηα θάζε αθκή e ∈ M, κεηώλνπκε ην βάξνο ηεο, θαηά 

w(M). ΢ηνλ γξάθν G΄, κεηά ηελ κείσζε ησλ θαηάιιεισλ βαξώλ, αθαηξνύκε ηηο αθκέο 

εθείλεο πνπ έρνπλ κεδεληθό βάξνο. Ο γξάθνο εμαθνινπζεί λα είλαη θαλνληθόο σο πξνο ηα 

βάξε ησλ θνξπθώλ ηνπ, αθνύ ν αξηζκόο ησλ αθκώλ ηνπ, έρεη κεησζεί ηνπιάρηζηνλ θαηά έλα. 

Δπαλαιακβάλνπκε ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία, ην πνιύ |Δ| θνξέο, κέρξηο όηνπ αθαηξεζνύλ 

όιεο νη αθκέο ηνπ γξάθνπ G΄.  

 

4.2.2.7 Παπάδειγμα Εθαπμογήρ ηος Αλγοπίθμος CXP2  

Έζησ όηη θαινύκαζηε λα επηιύζνπκε ην ζηηγκηόηππν, πνπ έρεη πίλαθα δεδνκέλσλ ηνλ 

𝐷 =   
2 1 0
0 2 0
0 1 1

  , ρξεζηκνπνηώληαο ην αιγόξηζκν CXP2. Γεκηνπξγνύκε ηνλ γξάθν G πνπ 

αληηζηνηρεί ζηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο. Γηα ηνλ G παξαηεξνύκε πσο W(G)=4 θαη 

Γ(G)=3, επνκέλσο ην θάησ θξάγκα γηα ηελ βέιηηζηε ιύζε ζα είλαη 3+4=7 ρξνληθέο κνλάδεο. 

Πξνζζέηνπκε ζηνλ G αθκέο, θαη βάξε ζηηο αθκέο ηνπ ώζηε λα πξνθύςεη ν γξάθνο G΄, ζηνλ 

νπνίν θάζε θνξπθή έρεη βάξνο ίζν κε W(G)=4.  
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΢σήμα 4.8 : (α) γπάθορ G, (β) παπαγόμενορ γπάθορ G΄ 

 

Ο πίλαθαο δεδνκέλσλ πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ γξάθν G΄ ζα είλαη ν 𝐷′ =   
2 1 1
0 2 2
2 1 1

 . 

Παξαηεξνύκε πσο γηα ηνλ πίλαθα D πξέπεη πάληα, ην άζξνηζκα ησλ ηηκώλ ησλ ζηνηρείσλ 

κίαο νπνηαζδήπνηε ζηήιεο, λα είλαη ίζν κε ην άζξνηζκα ησλ ηηκώλ ησλ ζηνηρείσλ κίαο 

νπνηαζδήπνηε γξακκήο θαη ίζν κε W(G). ΢ηε ζπλέρεηα, έζησ όηη επηιέγνπκε ην perfect 

matching M1={(u1,v1),(u2,v2),(u3,v3)}, κε w(M1)= min{w(u1,v1),w(u2,v2),w(u3,v3)}= 

min{2,2,1}=1. Δπνκέλσο, ζηνλ γξάθν G΄ ζα πξέπεη λα κεηώζνπκε  ηα θόζηε ησλ αθκώλ πνπ 

αλήθνπλ ζην Μ1 θαηά έλα θαη λα αθαηξέζνπκε ηελ αθκή (u3,v3).  

 

΢σήμα 4.9 : (α) matching M1, (β) ο παπαγόμενορ γπάθορ G΄ πος πποκύπηει 
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΢ην παξαπάλσ ζρήκα, νη αθκέο πνπ αλήθνπλ ζην M1 εκθαλίδνληαη κε δηαθεθνκκέλε γξακκή. 

Ο γξάθνο G΄ πνπ πξνθύπηεη κεηά ηελ κείσζε ησλ βαξώλ θαη ηελ αθαίξεζε ηεο αθκήο, είλαη 

επίζεο θαλνληθόο σο πξνο ηνλ βαζκό ησλ θνξπθώλ ηνπ. Η δηαθνξά είλαη όηη ν βαζκόο απηόο 

έρεη κεησζεί θαηά w(M1), δειαδή θαηά έλα ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε, θαη επνκέλσο πιένλ 

W(G΄)=3. Ο λένο πίλαθαο δεδνκέλσλ πνπ πξνθύπηεη είλαη  𝐷′ =   
1 1 1
0 1 2
2 1 0

 . ΢πλερίδνπκε 

ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία έσο όηνπ έρνπλ ζηαιεί όια ηα δεδνκέλα θαη ζπλεπώο έρνπλ 

κεδεληζηεί όια ηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα D΄. ΢πλνπηηθά, κπνξνύκε λα παξνπζηάζνπκε όιε ηελ 

δηαδηθαζία γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηόο καο, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ αλαπαξάζηαζε ησλ 

πηλάθσλ απνζηνιήο, σο εμήο :   
2 1 1
0 2 2
2 1 1

 =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 +  
0 1 0
0 0 1
1 0 0

 +  
0 0 1
0 1 0
1 0 0

 +

 
1 0 0
0 0 1
0 1 0

 . Όπσο βιέπνπκε, ε απνζηνιή όισλ ησλ δεδνκέλσλ, ζύκθσλα κε ηνλ αιγόξηζκν 

CXP2, απαηηεί ηελ δεκηνπξγία ηεζζάξσλ νκάδσλ απνζηνιήο δεδνκέλσλ θαη επνκέλσο ζα 

απαηηεί 4+4=8 ρξνληθέο κνλάδεο.  

 

4.2.3 Ο αλγόριθμος Α-PBS(a) 

4.2.3.1 Ειζαγωγή-Είζοδορ ηος αλγοπίθμος 

Ο αιγόξηζκνο A-PBS(α) παξνπζηάζηεθε από ηνπο F. Afrati, T. Aslanidis, E. Bambis θαη I. 

Milis ην 2005. Δίλαη ν πξώηνο πξνζεγγηζηηθόο αιγόξηζκνο γηα ην πξόβιεκά καο, πνπ έρεη 

παξάγνληα πξνζέγγηζεο κηθξόηεξν από 2. ΢αλ είζνδν ν αιγόξηζκνο δέρεηαη ηνλ δηκεξή 

γξάθν G=(𝑉 ∪ 𝑈, 𝐸, 𝑤) πνπ αληηζηνηρεί ζηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο. Με w ζπκβνιίδνπκε 

ην ζύλνιν ησλ βαξώλ ησλ αθκώλ ηνπ γξάθνπ, πνπ αληηπξνζσπεύνπλ ηνπο ρξόλνπο 

απνζηνιήο ησλ δεδνκέλσλ. Αθόκε δέρεηαη έλαλ αθέξαην α, θαη ηελ ηηκή ηνπ ρξόλνπ 

θαζνξηζκνύ d. Σέινο, γηα ηελ εθαξκνγή ηνπ αιγνξίζκνπ, ζεσξνύκε όηη επηηξέπεηαη ν 

δηάζπαζε ησλ δεδνκέλσλ (preemption), θαη ε ηκεκαηηθή ηνπο απνζηνιή. Γειαδή όηη έλαο 

πνκπόο κπνξεί λα ζηείιεη έλα ηκήκα ελόο δεδνκέλνπ, ην νπνίν αληίζηνηρα ζα απαηηεί ρξόλν, 

έλα πνζνζηό ηνπ ζπλνιηθνύ ρξόλνπ απνζηνιήο ηνπ δεδνκέλνπ. Φπζηθά, γηα λα νινθιεξσζεί 

ε απνζηνιή ησλ δεδνκέλσλ, πξέπεη όια ηα δεδνκέλα λα έρνπλ ζηαιεί ζην ζύλνιό ηνπο.   

4.2.3.2 Τα  βήμαηα ηος αλγοπίθμος 

Σα βήκαηα πνπ αθνινπζνύκε γηα ηελ εθηέιεζε ηνπ αιγόξηζκνπ A-PBS(α) είλαη ηα εμήο:  

Αξρηθά, ζηξνγγπινπνηνύκε πξνο ηα πάλσ ηηο ηηκέο ησλ βαξώλ ησλ αθκώλ ηνπ γξάθνπ G, έηζη 

ώζηε θάζε βάξνο λα είλαη πνιιαπιάζην ηεο ηηκήο ηνπ αθεξαίνπ α. Ολνκάδνπκε ηνλ λέν 
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γξάθν πνπ πξνθύπηεη κεηά ηελ αλάζεζε ησλ λέσλ ηηκώλ ζηα βάξε, G΄=(𝑉 ∪ 𝑈, 𝐸, 𝑤′). 

Γειαδή γηα θάζε αθκή e ηνπ G΄ ζα ηζρύεη: 𝑤 ′ 𝑒 = 𝑘 ∙ 𝑤 𝑒 , 𝑘 ∈ 𝑍. 

΢ηε ζπλέρεηα ρσξίδνπκε θάζε αθκή e ηνπ G΄ ζε 𝑤 ′(𝑒) 𝛼  αθκέο, όπνπ ε θάζε κία έρεη θόζηνο 

ίζν κε α. Ολνκάδνπκε ηνλ παξαγόκελν γξάθν Gα ,θαη ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηνπ W(Gα)  

Βξίζθνπκε ζηνλ γξάθν Gα, αθξηβώο  
𝑊(𝐺𝛼 )

𝛼
  matchings , πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο απνζηνιέο πνπ 

ρξεηάδεηαη λα γίλνπλ, ζύκθσλα κε ηνλ αιγόξηζκν, ώζηε λα έρνπκε ζηείιεη όια ηα δεδνκέλα. 

Κάζε matching M πνπ επηιέγνπκε, έρεη θόζηνο απνζηνιήο W(M)=α. Δπνκέλσο ν ζπλνιηθόο 

ρξόλνο απνζηνιήο πνπ πξνθύπηεη από ηελ εθαξκνγή ηνπ αιγνξίζκνπ Α-PBS(α), ζα είλαη ίζνο 

κε 
𝑊(𝐺𝛼 )

𝛼
∙ 𝛼 +

𝑊(𝐺𝛼 )

𝛼
∙ 𝑑.  

4.2.3.3  Παπάγονηαρ πποζέγγιζηρ 

Όπσο αλαθέξακε παξαπάλσ, ζα έρνπκε αθξηβώο 
𝑊(𝐺𝛼 )

𝛼
 απνζηνιέο, ε θάζε κία θόζηνπο α. 

Έηζη ην ζπλνιηθό θόζηνο ζα είλαη:  

𝑊(𝐺𝛼)

𝛼
∙ 𝛼 +

𝑊(𝐺𝛼)

𝛼
∙ 𝑑  (1) 

Καηά ηελ δεκηνπξγία ηνπ γξάθνπ G΄, νη ηηκέο ησλ βαξώλ ζηηο αθκέο ηνπ G , έρνπλ απμεζεί ην 

πνιύ θαηά α-1, πξνθεηκέλνπ λα είλαη πνιιαπιάζηεο ηεο ηηκήο ηνπ α. Δπνκέλσο ε κέγηζηε ηηκή 

ησλ βαξώλ ησλ θνξπθώλ ηνπ γξάθνπ Gα (W(Gα)), ζα είλαη απμεκέλε ζε ζρέζε κε ηελ 

αληίζηνηρε ηηκή ηνπ γξάθνπ G, ην πνιύ θαηά (𝛼 − 1) ∙ 𝛥(𝐺). ΢πλεπώο ζα ηζρύεη 𝑊 𝐺𝛼 ≤

𝑊 𝐺 + (𝑎 − 1) ∙ 𝛥(𝐺) , θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ζρέζε (1), ζπκπεξαίλνπκε πσο ν 

ζπλνιηθόο ρξόλνο απνζηνιήο ησλ δεδνκέλσλ  θξάζζεηαη από ηελ παξάζηαζε : 

𝑊 𝐺 +  𝑎 − 1 ∙ 𝛥 𝐺 +
𝑊 𝐺 +(𝑎−1)∙𝛥(𝐺)

𝛼
∙ 𝑑 =

𝑑+𝑎

𝑎
∙  𝑊 𝐺 +  𝑎 − 1 ∙ 𝛥 𝐺    (2)   

Αλ δερζνύκε όηη ηζρύεη  𝑎 = 𝑑 + 1, ηόηε από ηελ ζρέζε (2), πξνθύπηεη όηη ην ζπλνιηθό 

θόζηνο ηεο ιύζεο πνπ παίξλνπκε από ηελ εθαξκνγή ηνπ αιγνξίζκνπ A-PBS(d+1) είλαη ην 

πνιύ ίζν κε: 

2 ∙ 𝑑 + 1

𝑑 + 1
∙  𝑊 𝐺 + 𝑑 ∙ 𝛥 𝐺     (3) 

Γεδνκέλνπ πσο, ην θάησ θξάγκα γηα ην θόζηνο ηεο βέιηηζηεο ιύζεο είλαη 𝑊 𝐺 + 𝑑 ∙ 𝛥(𝐺) , 

από ηελ ζρέζε (3) πξνθύπηεη όηη ν παξάγνληαο πξνζέγγηζεο γηα ηνλ αιγόξηζκν A-PBS(d+1) 

είλαη ίζνο κε  
2𝑑+1

𝑑+1
= 2 −

1

𝑑+1
 δειαδή κηθξόηεξνο από 2. 
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4.2.3.4 Παπάδειγμα εθαπμογήρ 

Τπνζέηνπκε πσο θαινύκαζηε λα επηιύζνπκε, ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ αιγόξηζκν A-PBS(α), ην 

ζηηγκηόηππν ελόο πξνβιήκαηνο, ην νπνίν έρεη πίλαθα δεδνκέλσλ ηνλ 𝛢 =  
3 7 1
5 0 3
1 2 5

  θαη ν 

ρξόλνο θαζνξηζκνύ είλαη d=1. Γηα ηελ επίιπζή ηνπ, ζα εθαξκόζνπκε ηα βήκαηα ηνπ 

αιγόξηζκνπ A-PBS(2). O γξάθνο G πνπ αληηζηνηρεί ζηα δεδνκέλα πνπ έρνπκε, θαίλεηαη ζην 

ζρήκα πνπ αθνινπζεί.  

  

΢σήμα 4.10: γπάθορ δεδομένυν G. 

 

΢ηε ζπλέρεηα απμάλνπκε ηηο ηηκέο ησλ βαξώλ ησλ αθκώλ, όπνπ απηό απαηηείηαη, ώζηε όιεο νη 

ηηκέο λα είλαη πνιιαπιάζηεο ηεο ηηκήο ηνπ α=2. ΢ηνλ γξάθν πνπ πξνθύπηεη (G΄) ρσξίδνπκε 

θάζε αθκή e ζε w(e)/2 αθκέο βάξνπο 2, δεκηνπξγώληαο έηζη ηνλ γξάθν Gα.   

 

΢σήμα 4.11: παπαγόμενοι γπάθοι (α) G΄, (β) Gα . 
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Ο πίλαθαο δενκέλσλ πνπ αληηζηνηρεί ζηνπο γξάθνπο G΄ θαη Gα είλαη ν 𝛢′ =  
4 8 2
6 0 4
2 2 6

 .  

Τπνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηνπ W(Gα), όπνπ ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε είλαη 4+8+2=14 θαη 

επνκέλσο ζα βξνύκε W(Gα)/α = 14/2= 7 matchings. Κάζε έλα από ηα matchings ζα 

αληηζηνηρεί ζε κία νκάδα απνζηνιήο, θαη ζα απαηηεί 2 ρξνληθέο κνλάδεο γηα ηελ απνζηνιή 

απηή. Έζησ όηη επηιέγνπκε από ηνλ γξάθν Gα ην matching M1={(u1,v2),(u2,v1),(u3,v3)}, ην 

νπνίν κπνξνύκε λα δνύκε ζην αθόινπζν ζρήκα. 

 

΢σήμα 4.12: matching M1. 

 

Ο πίλαθαο απνζηνιήο πνπ αληηζηνηρεί ζην matching M1 ζα είλαη ν  
0 2 0
2 0 0
0 0 2

  . ΢πλερίδνπκε 

ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία κέρξηο όηνπ λα απνζηαινύλ όια ηα δεδνκέλα πνπ έρνπκε. 

Οινθιεξσκέλε ε δηαδηθαζία, παξνπζηάδεηαη ζπλνπηηθά ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ ζπκβνιηζκό 

ησλ πηλάθσλ απνζηνιήο σο εμήο:  

𝛢′ =  
4 8 2
6 0 4
2 2 6

 =  
0 2 0
2 0 0
0 0 2

 +  
0 2 0
2 0 0
0 0 2

 +  
0 2 0
2 0 0
0 0 2

 +  
2 0 0
0 0 2
0 2 0

 +  
2 0 0
0 0 0
0 0 2

 +

 
0 2 0
0 0 2
0 0 0

 +  
0 0 2
0 0 0
0 0 0

  . Η ιύζε πνπ βξίζθνπκε, έρεη θόζηνο 7 ∙ 1 + 7 ∙ 2 = 7 + 14 = 21 

ρξνληθέο κνλάδεο, ελώ ε βέιηηζηε ιύζε έρεη θόζηνο W(G)+d∙Γ(G)=11+3∙1=14 ρξνληθέο 

κνλάδεο.  

4.2.3.5 Σσόλια 

Ο αιγόξηζκνο πνπ παξνπζηάζακε, είλαη ςεύδν-πνιπσλπκηθόο θαζώο ην πιήζνο ησλ 

επαλαιήςεσλ πνπ ζα ρξεηαζηνύλ, γηα λα επηζηξέςεη ηελ ιύζε, εμαξηάηαη από ηηο ηηκέο ησλ 

βαξώλ ζηνλ γξάθν, δειαδή από ηνπο ρξόλνπο απνζηνιήο ησλ δεδνκέλσλ. Γηα ηνλ ιόγν απηό, 

δεκηνπξγνύκε κία παξαιιαγή ηνπ αιγνξίζκνπ A-PBS(α), ε νπνία καο επηζηξέθεη ηελ ιύζε 

u1 

u2 

u3 

v1 

v2 

v3 
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ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. ΢ύκθσλα κε απηήλ, δελ ρσξίδνπκε ηηο αθκέο ηνπ γξάθνπ G΄, αιιά 

βξίζθνπκε matchings ζε απηόλ ην γξάθν. ΢ε θάζε matching M, βξίζθνπκε ην ειάρηζην βάξνο 

ησλ αθκώλ πνπ αλήθνπλ ζην Μ, θαη αθαηξνύκε ηελ ηηκή απηή από ηα βάξε ησλ αθκώλ πνπ 

αλήθνπλ ζην Μ. Δπαλαιακβάλνπκε, έσο όηνπ έρνπλ κεδεληζηεί όιεο νη αθκέο ηνπ γξάθνπ 

G΄, δειαδή έρνπλ ζηαιεί όια ηα δεδνκέλα.  

΢ην παξαπάλσ παξάδεηγκα, αλ εθαξκόζνπκε ηνλ πνιπσλπκηθό αιγόξηζκν A-PBS(2) 

πξνθύπηεη ε εμήο ιύζε:  𝛢′ =  
4 8 2
6 0 4
2 2 6

 =  
0 6 0
6 0 0
0 0 6

 +  
4 0 0
0 0 4
0 0 0

 +  
2 0 0
0 0 0
0 2 0

 +

 
0 2 0
0 0 0
2 0 0

  ε νπνία έρεη ζπλνιηθό θόζηνο 4 ∙ 1 +  6 + 4 + 2 + 2 = 4 + 14 = 18 ρξνληθέο 

κνλάδεο.  
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5  

Πειράμαηα Σύγκριζης Αλγορίθμφν 

΢ην θεθάιαην απηό, αθνύ έρνπκε πινπνηήζεη ηνπο ηξεηο πξνζεγγηζηηθνύο αιγνξίζκνπο πνπ 

έρνπκε δεη, ζα ηξέμνπκε κία ζεηξά πεηξακάησλ, πξνθεηκέλνπ λα εμάγνπκε θάπνηα 

ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ απνδνηηθόηεηά ηνπο. Η πινπνίεζε ησλ αιγνξίζκσλ, έρεη γίλεη κε 

ηέηνην ηξόπν, ώζηε ε είζνδνο θαη ζηνπο ηξεηο αιγνξίζκνπο λα είλαη θνηλή. ΢πγθεθξηκέλα, ε 

είζνδνο είλαη έλαο πίλαθαο από αθέξαηεο, κε-αξλεηηθέο ηηκέο, πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ πίλαθα 

δεδνκέλσλ ηνπ πξνβιήκαηνο, θαη  ε ηηκή ηεο παξακέηξνπ d (set-up delay). ΢ηνλ αιγόξηζκν 

G-W, έρνπκε ζεσξήζεη, πσο ν αξηζκόο ησλ transponders k , είλαη κεγαιύηεξνο από ηελ 

δηάζηαζε ηνπ πίλαθα δεδνκέλσλ, θαη έηζη ε ηηκή ηνπ δελ επεξεάδεη ηελ εθαξκνγή ηνπ 

αιγνξίζκνπ θαη ζπλεπώο δελ ρξεηάδεηαη λα ζπκπεξηιάβνπκε ηελ ηηκή ηνπ, ζηηο εηζόδνπο ηνπ.   

 

5.1 Πείραμα Σύγκριζης 

Αξρηθά, δεκηνπξγήζακε κία δνκή από 150 πίλαθεο, νη ηηκέο ησλ νπνίσλ είλαη αθέξαηεο, κε-

αξλεηηθέο , πξνθεηκέλνπ λα ηνπο ρξεζηκνπνηήζνπκε σο πίλαθεο δεδνκέλσλ ζηελ είζνδν ησλ 

αιγνξίζκσλ καο. Οη ηηκέο ησλ ζηνηρείσλ θάζε πίλαθα είλαη ηπραίεο θαη νκνηόκνξθα 

θαηαλεκεκέλεο ζην δηάζηεκα [0-10]. Οη πίλαθεο έρνπλ δηάζηαζε 3x3, 4x4 θαη 5x5, 

ζπγθεθξηκέλα ε δνκή απνηειείηαη από 50 πίλαθεο ηεο θάζε δηάζηαζεο από ηηο παξαπάλσ. 

Θεσξνύκε, πσο ν ρξόλνο θαζνξηζκνύ (set-up delay) είλαη ίζνο κε κία ρξνληθή κνλάδα.  
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΢ηε ζπλέρεηα, γηα θάζε πίλαθα, ππνινγίδνπκε ηελ βέιηηζηε ιύζε γηα ην πξόβιεκά καο, 

δειαδή ηνλ ειάρηζην ρξόλν πνπ απαηηείηαη γηα ηελ απνζηνιή όισλ ησλ δεδνκέλσλ. Ο 

ππνινγηζκόο απηόο γίλεηαη κέζσ εμαληιεηηθήο αλαδήηεζεο ζην ρώξν ιύζεσλ, 

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ηερληθή ηνπ θιαδέκαηνο (pruning). Έπεηηα, ηξέρνπκε ηνλ θάζε 

αιγόξηζκν 150 θνξέο, θάζε θνξά κε είζνδν έλαλ δηαθνξεηηθό πίλαθα δεδνκέλσλ από ηελ 

δνκή πνπ δεκηνπξγήζακε. ΢ην ηέινο θάζε εθηέιεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ γηα θάζε πίλαθα, 

ππνινγίδνπκε ηνλ παξάγνληα πξνζέγγηζεο (approximation ratio), δηαηξώληαο ηηο ρξνληθέο 

κνλάδεο πνπ καο επέζηξεςε ε εθαξκνγή ηνπ αιγνξίζκνπ, πξνο ηελ αληίζηνηρε ηηκή ηεο 

βέιηηζηεο ιύζεο πνπ έρνπκε ππνινγίζεη. Αθνύ ππνινγίζνπκε ηελ ηηκή ηνπ παξάγνληα 

πξνζέγγηζεο θαη γηα ηνπο 150 πίλαθεο, ππνινγίδνπκε θαη απνζεθεύνπκε ηελ κέζε ηηκή ηεο 

παξακέηξνπ απηήο, πξνθεηκέλνπ λα έρνπκε κία γεληθή εηθόλα γηα ηελ πξνζεγγηζηκόηεηα ηνπ 

θάζε αιγνξίζκνπ.  

Αθνύ νινθιεξώζνπκε ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία θαη γηα ηνπο ηξεηο αιγνξίζκνπο, απμάλνπκε 

θαηά κία ρξνληθή κνλάδα ηελ ηηκή ηεο θαζπζηέξεζεο θαζνξηζκνύ (d), θαη ππνινγίδνπκε εθ 

λένπ ηελ κέζε ηηκή ηνπ παξάγνληα πξνζέγγηζεο γηα θάζε αιγόξηζκν. Δπαλαιακβάλνπκε ηα 

παξαπάλσ βήκαηα, έσο όηνπ ν ρξόλνο θαζνξηζκνύ ιάβεη θαη ηελ ηηκή ησλ 30 ρξνληθώλ 

κνλάδσλ. Με ηελ δηαδηθαζία απηή, έρνπκε ππνινγίζεη ηνλ παξάγνληα πξνζέγγηζεο, γηα ηηκέο 

ηνπ ρξόλνπ θαζνξηζκνύ κηθξόηεξεο, ηνπ ίδηνπ κεγέζνπο έσο θαη πνιύ κεγαιύηεξεο από ηνλ 

κέζν ρξόλν απνζηνιήο ελόο δεδνκέλνπ.  

 

5.2 Γραθήμαηα – Αποηελέζμαηα 

Υξεζηκνπνηώληαο ηελ κέζε ηηκή ηνπ παξάγνληα πξνζέγγηζεο γηα θάζε αιγόξηζκν, γηα θάζε 

ρξόλν θαζνξηζκνύ (d), δεκηνπξγνύκε ηνπ βαζηθό γξάθεκα ζύγθξηζεο ησλ ηξηώλ 

αιγνξίζκσλ. ΢ην γξάθεκα πνπ αθνινπζεί, ζηνλ νξηδόληην άμνλα βιέπνπκε ηελ ηηκή ηνπ 

ρξόλνπ θαζνξηζκνύ ζε ρξνληθέο κνλάδεο, ελώ ζηνλ θαηαθόξπθν άμνλα ηελ κέζε ηηκή ηνπ 

παξάγνληα πξνζέγγηζεο όπσο πξνθύπηεη από ηελ εθαξκνγή ησλ αιγνξίζκσλ ζηνπο πίλαθεο 

δεδνκέλσλ. Οη ηξείο θακπύιεο πνπ βιέπνπκε, αληηζηνηρνύλ ζηελ πξνζεγγηζηκόηεηα ησλ 

ηξηώλ αιγνξίζκσλ ζε ζρέζε κε ηνλ ρξόλν θαζνξηζκνύ.  
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                  Στήμα 5.1 : Γράθημα ζύγκριζης παράγονηα προζέγγιζης ηφν ηριών 

αλγορίθμφν, ζε ζτέζη με ηον τρόνο καθοριζμού.  

 

Παξαηεξώληαο ην γξάθεκα απηό, βιέπνπκε πσο ν αιγόξηζκνο CXP δίλεη ιύζεηο πνιύ θνληά 

ζηελ βέιηηζηε όηαλ ε ηηκή ηεο θαζπζηέξεζεο θαζνξηζκνύ είλαη πνιύ κηθξή, ζε ζρέζε κε ηνλ 

κέζν ρξόλν απνζηνιήο ελόο δεδνκέλνπ. ΢ηε ζπλέρεηα όκσο, θαη θαζώο ε ηηκή ηνπ d 

απμάλεηαη, νη ιύζεηο πνπ παίξλνπκε από ηελ εθαξκνγή ηνπ CXP απνκαθξύλνληαη από ηελ 

βέιηηζηε ιύζε. Σν γεγνλόο απηό είλαη ινγηθό, θαζώο ν αιγόξηζκνο CXP έρεη ζρεδηαζηεί γηα 

ηηκή ηνπ d ίζε κε ηελ κνλάδα. Όηαλ ε ηηκή απηή είλαη κεγαιύηεξε, έρνπκε ρξνληθέο απώιεηεο 

θαηά ηελ θαλνληθνπνίεζε ησλ ηηκώλ ησλ ζηνηρείσλ ηνπ πίλαθα δεδνκέλσλ, νη νπνίεο 

απμάλνληαη κε ηελ αύμεζε ηνπ d. 

Γηα ηνλ αιγόξηζκν G-W, παξαηεξνύκε πσο θαζώο ε ηηκή ηνπ d απμάλεηαη ηόζν παίξλνπκε 

ιύζεηο πην θνληά ζηελ βέιηηζηε. Κάηη ηέηνην είλαη αλακελόκελν, θαζώο ν αιγόξηζκνο απηόο 

επηηπγράλεη λα ειαρηζηνπνηήζεη ην πιήζνο ησλ απνζηνιώλ πνπ γίλνληαη, πξνθεηκέλνπ λα 

ζηαινύλ όια ηα δεδνκέλα. Έηζη, γηα κεγάιεο ηηκέο ηνπ d, ζε ζρέζε κε ηνπο ρξόλνπο 

απνζηνιήο ησλ δεδνκέλσλ, επηζηξέθεη ιύζεηο πνιύ θνληά ζηε βέιηηζηε.  

Ο αιγόξηζκνο Α-PBS, παξαηεξνύκε όηη έρεη ηηο κηθξόηεξεο δηαθπκάλζεηο, σο πξνο ηνλ 

παξάγνληα πξνζέγγηζεο ησλ ιύζεσλ πνπ επηζηξέθεη. Έρεη θαιύηεξε απόδνζε από ηνλ 

αιγόξηζκν CXP, όηαλ ε ηηκή ηνπ d είλαη κεγαιύηεξε ηεο κνλάδαο, δειαδή, γηα ην 

ζπγθεθξηκέλν πείξακα, όηαλ είλαη κεγαιύηεξε από ην 1/10 ηνπ κέγηζηνπ ρξόλνπ απνζηνιήο 

θάπνηνπ δεδνκέλνπ. Γηα λα κπνξέζνπκε λα δνύκε κε κεγαιύηεξε ιεπηνκέξεηα, ηελ θακπύιε 

ηνπ αιγνξίζκνπ A-PBS ζε ζρέζε κε ηνλ G-W, παξνπζηάδνπκε ην αθόινπζν γξάθεκα.  
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              Στήμα 5.2 : γράθημα ζύγκριζης αλγορίθμφν A-PBS και G-W 

 

Όπσο παξαηεξνύκε από ην παξαπάλσ γξάθεκα, ε εθαξκνγή ηνπ αιγόξηζκνπ A-PBS 

ελδείθλπηαη γηα ζηηγκηόηππα ηνπ πξνβιήκαηνο, όπνπ ε ηηκή ηνπ ρξόλνπ θαζνξηζκνύ (d) είλαη 

ίζε ή κηθξόηεξε από ηνλ ρξόλν απνζηνιήο ελόο δεδνκέλνπ. Γηα κεγαιύηεξεο ηηκέο ηνπ 

ρξόλνπ d, αλ θαη ν αιγόξηζκνο G-W ππεξέρεη, ν A-PBS εμαθνινπζεί λα επηζηξέθεη ιύζεηο, 

πνπ είλαη πνιύ θνληά ζηελ βέιηηζηε. 

΢ηε ζπλέρεηα, επαλαιακβάλνπκε ην παξαπάλσ πείξακα, κε ηελ δηαθνξνπνίεζε όηη γηα θάζε 

αιγόξηζκν, απνζεθεύνπκε ηελ κέγηζηε ηηκή ηνπ παξάγνληα πξνζέγγηζεο. Έηζη, βξίζθνπκε 

πόζν απέρεη ε ιύζε πνπ καο επηζηξέθεη ν θάζε αιγόξηζκνο, από ηελ βέιηηζηε, ζηελ 

ρεηξόηεξε πεξίπησζε (worst case).Δπαλαιακβάλνπκε ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία, γηα ηηκέο 

ηνπ ρξόλνπ θαζνξηζκνύ από 1 έσο 30, θαη από ηηο ηηκέο ηνπ παξάγνληα πξνζέγγηζεο πνπ 

πξνθύπηνπλ γηα θάζε αιγόξηζκν, ζρεδηάδνπκε ην λέν δηάγξακκα ζύγθξηζεο. ΢ην λέν απηό 

δηάγξακκα, ην νπνίν είλαη πεξηζζόηεξν ζπκβαηό κε ηνπο ζεσξεηηθνύο νξηζκνύο ηνπ 

παξάγνληα πξνζέγγηζεο θαη ησλ πξνζεγγηζηηθώλ αιγνξίζκσλ, θαη πάιη ε ηηκέο ηνπ ρξόλνπ 

θαζνξηζκνύ εκθαλίδνληαη ζηνλ νξηδόληην άμνλα, ελώ νη ηηκέο ηνπ παξάγνληα πξνζέγγηζεο 

θαη γηα ηνπο ηξείο αιγνξίζκνπο ζηνλ θαηαθόξπθν.  
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΢σήμα 5.3 : γπάθημα ζύγκπιζηρ αλγοπίθμυν υρ ππορ ηην σειπόηεπη πεπίπηυζη 

 

΢ύκθσλα κε ην παξαπάλσ γξάθεκα, βιέπνπκε όηη θαη αλαθνξηθά ζηελ «ρεηξόηεξε» ιύζε 

πνπ επηζηξέθνπλ νη ηξείο αιγόξηζκνη, πξνθύπηνπλ παξόκνηεο θακπύιεο κε ην πξνεγνύκελν 

γξάθεκα, θαη ζπλεπώο ηζρύνπλ νη παξαηεξήζεηο πνπ έρνπκε επηζεκάλεη.   

 

5.3 Σσμπεράζμαηα Πειράμαηος 

Από ην πείξακα πνπ πξαγκαηνπνηήζακε, κπνξνύκε λα θαηαιήμνπκε ζε θάπνηα 

ζπκπεξάζκαηα. Αξρηθά, κπνξνύκε λα πνύκε πσο θαη νη ηξεηο αιγόξηζκνη επηζηξέθνπλ ιύζεηο 

νη νπνίεο είλαη θνληά ζηελ βέιηηζηε. Βεβαίσο, ην πόζν θνληά ζηε βέιηηζηε πξέπεη λα είλαη νη 

ιύζεηο απηέο, γηα λα ραξαθηεξίζνπκε σο απνδνηηθό έλαλ αιγόξηζκν, είλαη άκεζα 

ζπλδεδεκέλν κε ηελ εθαξκνγή ηνπ πξνβιήκαηνο ηελ νπνία θαινύκαζηε λα επηιύζνπκε. Αλ 

ζηελ εθαξκνγή απηή, κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε ακειεηέν ηνλ ρξόλν θαζνξηζκνύ ζε ζρέζε 

κε ηνλ ρξόλν απνζηνιήο ελόο δεδνκέλνπ, ηόηε ζα πξέπεη λα επηιέμνπκε ηνλ αιγόξηζκν CXP ή 

ηνλ A-PBS γηα ηελ επίιπζε ηνπ. Αληίζεηα, αλ ν ρξόλνο θαζνξηζκνύ είλαη κεγαιύηεξνο από 

ηνπο ρξόλνπο απνζηνιήο ησλ δεδνκέλσλ, ηόηε πξνθαλώο ζα πξέπεη λα επηιέμνπκε ηνλ 

αιγόξηζκν G-W. ΢ηελ πεξίπησζε όπνπ θαινύκαζηε λα εθαξκόζνπκε έλαλ από ηνπο ηξείο 

αιγνξίζκνπο, γηα κία πιεζώξα δηαθνξεηηθώλ ζρέζεσλ ρξόλσλ απνζηνιήο- θαζνξηζκνύ, ηόηε 
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ε θαηαιιειόηεξε επηινγή ζα είλαη απηή ηνπ A-PBS, θαζηζηώληαο ηνλ, ζαλ έλαλ γεληθό 

αιγόξηζκν επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηόο καο.       
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6  

Δπίλογος 

΢ην ζεκείν απηό ζα ζπλνςίζνπκε ην πεξηερόκελν ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο. Θα 

παξνπζηάζνπκε θάπνηα ζπγθεληξσηηθά ζπκπεξάζκαηα, ζηα νπνία θαηαιήμακε από ηελ 

κειέηε θαη ηα πεηξάκαηα ηεο εξγαζίαο, θαη ζα πξνηείλνπκε κειινληηθέο κειέηεο- εξγαζίεο, νη 

νπνίεο κπνξνύλ λα βαζηζηνύλ ζε απηήλ.    

6.1 Σύνουη και ζσμπεράζμαηα 

΢ηελ παξνύζα εξγαζία παξνπζηάζακε ηξεηο πξνζεγγηζηηθνύο αιγνξίζκνπο, γηα ηελ επίιπζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο ρξνλνδξνκνιόγεζεο απνζηνιήο δεδνκέλσλ ζε δίθηπα. Σν πξόβιεκα 

απηό, είλαη έλα ξεαιηζηηθό πξόβιεκα γηα ην νπνίν, όπσο θαίλεηαη θαη από ηηο εθαξκνγέο ηνπ 

πνπ παξνπζηάζακε, ε εύξεζε αιγνξίζκσλ πνπ καο επηζηξέθνπλ ιύζεηο, θνληά ζηελ βέιηηζηε 

θαη  ζε ζύληνκν ρξνληθό δηάζηεκα είλαη κεγάιεο ηερλνινγηθήο θαη επηζηεκνληθήο ζεκαζίαο.  

Αθνύ πινπνηήζακε ηνπο ηξεηο αιγνξίζκνπο θαη ηξέμακε θάπνηα πεηξάκαηα ζε απηνύο, 

θαηαιήμακε ζε κία ζεηξά ζπκπεξαζκάησλ, ρξήζηκα γηα ηελ επηινγή ηνπ θαηάιιεινπ 

αιγνξίζκνπ γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο καο. ΢πγθεθξηκέλα, δηαπηζηώζακε πσο ν 

θαζνξηζηηθόηεξνο παξάγνληαο γηα ηελ επηινγή απηή, είλαη ε ζρέζε αλάκεζα ζηνλ ρξόλν 

θαζνξηζκνύ (set-up delay-d) θαη ηνπ ρξόλνπ απνζηνιήο ησλ δεδνκέλσλ. ΢πγθεληξσηηθά, 

κπνξνύκε λα πνύκε πσο, ζε εθαξκνγέο όπνπ ν ρξόλνο θαζνξηζκνύ είλαη κεγαιύηεξνο από 

ηνλ ρξόλν απνζηνιήο ησλ δεδνκέλσλ, ν θαηαιιειόηεξνο αιγόξηζκνο είλαη ν G-W. ΢ε 

εθαξκνγέο όπνπ ν ρξόλνο θαζνξηζκνύ είλαη πνιύ κηθξόηεξνο από ηνλ ρξόλν απνζηνιήο θαη 
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ζπλεπώο κπνξεί λα αγλνεζεί, ε θαιύηεξε επηινγή είλαη απηή ηνπ αιγνξίζκνπ CXP ή ηνπ A-

PBS, ελώ γηα ηελ πεξίπησζε όπνπ ν ρξόλνο θαζνξηζκνύ είλαη πεξίπνπ ίζνο κε ηνλ ρξόλν 

απνζηνιήο, ή όπνπ ζέινπκε λα επηιέμνπκε έλαλ αιγόξηζκν γηα ηελ επίιπζε ζηηγκηόηππσλ κε 

δηαθνξεηηθέο ζρέζεηο ρξόλνπ θαζνξηζκνύ-απνζηνιήο, ν θαηαιιειόηεξνο αιγόξηζκνο είλαη ν 

Α-PBS.  

6.2 Μελλονηικές επεκηάζεις 

Γηα ηελ εμαγσγή αζθαιέζηεξσλ θαη πην ζπγθεθξηκέλσλ ζπκπεξαζκάησλ, ζθόπηκε ζεσξνύκε 

ηελ δηεμαγσγή πεηξακάησλ, ζηα νπνία ηα δεδνκέλα εηζόδνπ ησλ αιγνξίζκσλ λα είλαη ηηκέο 

από πξαγκαηηθέο εθαξκνγέο ηνπ πξνβιήκαηνο. Βαζηδόκελνη ζην γεγνλόο όηη, ε ζρέζε 

αλάκεζα ζηνλ ρξόλν θαζνξηζκνύ θαη ηνλ ρξόλν απνζηνιήο ησλ δεδνκέλσλ, επεξεάδεη 

ζεκαληηθά ηελ πξνζέγγηζε ηεο βέιηηζηεο ιύζεο, έλαο ζπλδπαζηηθόο αιγόξηζκνο, πνπ ζα 

ζηεξίδεηαη ζην παξαπάλσ θξηηήξην, ελδερνκέλσο λα έρεη θαιύηεξα πεηξακαηηθά 

απνηειέζκαηα από ηνπο ηξεηο αιγνξίζκνπο πνπ εμεηάζακε. Σέινο, ιόγσ ηεο ιεηηνπξγίαο ησλ 

εθαξκνγώλ ηνπ πξνβιήκαηνο, ε δεκηνπξγία αιγνξίζκσλ επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο, πνπ ζα 

επηηξέπνπλ ηελ αιιαγή ησλ ηηκώλ ησλ δεδνκέλσλ εηζόδνπ ηνπο, θαηά ηελ δηάξθεηα ηεο 

επεμεξγαζίαο ηνπο (Οn-line αιγόξηζκνη), ζεσξείηαη απαξαίηεηε.   
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