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ÐÑÏËÏÃÏÓ
Ï óêïðüò áõôÞò ôçò äéðëùìáôéêÞò åñãáóßáò åßíáé ìéá óõíïðôéêÞ ðáñïõóßáóç ôçòÓôïé÷åéþäïõò êáé ÁíáëõôéêÞò Èåùñßáò Áñéèìþí ìå åöáñìïãÝò óôçí Êñõðôïãñáößá.Åéäéêüôåñá, óôçí Èåùñßá Áñéèìþí, Ýìöáóç äßíåôáé: óôï Èåìåëéþäåò èåþñçìá ôçòÁñéèìçôéêÞò, óôéò âáóéêüôåñåò áñéèìçôéêÝò óõíáñôÞóåéò (óõíÜñôçóç Möbius ì(n),óõíÜñôçóç Euler ö(n), óõíÜñôçóç ó(n) êáé óõíÜñôçóç ô(n)), óå éäéüôçôÝò ôïõò êáèþòêáé óå èåùñÞìáôá ôá ïðïßá ó÷åôßæïíôáé ìå áõôÝò, óôïõò ôÝëåéïõò áñéèìïýò, óôïõò áñéèìïýòFermat, óôéò éóïôéìßåò, óôá ôåôñáãùíéêÜ õðüëïéðá (üðïõ ðáñïõóéÜæïõìå âáóéêÜèåùñÞìáôá ìå êõñéüôåñï áõôü ôçò ôåôñáãùíéêÞò áíôéóôñïöÞò ôïõ Gauss), óôéòóõíáñôÞóåéò ð(x), li(x) êáé óôç óõíÜñôçóç æ(s) ôïõ Riemann. ÔÝëïò, ðáñïõóéÜæïíôáéðáñáäåßãìáôá êáé åöáñìïãÝò ôçò èåùñßáò óôçí åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí.Áêïëïýèùò, óôçí Êñõðôïãñáößá, ðáñïõóéÜæïõìå: èåìåëéþäåéò ìåèüäïõò êáé âáóéêïýòáëãïñßèìïõò ðïõ áöïñïýí ôçí Ðéóôïðïßçóç Ðñþôùí Áñéèìþí (üðùò ôïõò áëãïñßèìïõòFermat, Miller-Rabin êáé Solovay�Strassen), ôçí Ðáñáãïíôïðïßçóç Áêåñáßùí óå ÐñþôïõòÐáñÜãïíôåò (üðùò ôïí áëãüñéèìï p � 1 ôïõ Pollard) êáé ôï ðñüâëçìá ôïõ ÄéáêñéôïýËïãáñßèìïõ (üðùò ôçí ìÝèïäï áíôáëëáãÞò êëåéäéïý Diffie�Hellman, ôïõò áëãïñßèìïõòShanks, Pohlig�Hellman, Index Calculus êáé ôéò ìåèüäïõò ñ êáé ë ôïõ Pollard).





ABSTRACT
In this diploma thesis entitled �Computational Number Theory with Applications�, weprovide an introduction to Elementary and Analytic Number Theory along with applicationsto Cryptography.More specifically, in Number Theory, we give emphasis to: the fundamental theorem ofArithmetic, the basic arithmetic functions (the Möbius function ì(n), the Euler functionö(n), the function ó(n) and the function ô(n)) and characteristic properties along withtheorems which are related to these, perfect numbers, Fermat numbers, congruences,quadratic residues, where we present some fundamental theorems proving Gauss� QuadraticReciprocity Law, the functions ð(x), li(x) and the Riemann æ(s) function with some oftheir characteristic properties along with relevant open problems. Finally, we give examplesand applications of the theory in the solution of some problems.Furthermore, in Cryptography, we present: fundamental methods and basic algorithmsconcerning Primality Testing (the Fermat, Miller�Rabin and Solovay�Strassen algorithms),factorization of integers (the p�1 Pollard algorithm) and the Discrete Logarithm Problem(the Diffie�Hellman key exchange method, the Shanks, Pohlig �Hellman, Index Calculusalgorithms and the ñ, ë Pollard methods).



Åõ÷áñéóôßåò
Èá Þèåëá íá åõ÷áñéóôÞóù ôïí åðéâëÝðïíôá êáèçãçôÞ ôçò äéðëùìáôéêÞò áõôÞò åñãáóßáò,Áíáð. ÊáèçãçôÞ ê. ÁëÝîáíäñï ÐáðáúùÜííïõ ãéá ôï ìåãÜëï åíäéáöÝñïí ôïõ, ôçíåíèÜññõíóç êáé ôçí ïõóéþäç âïÞèåéá êáé êáèïäÞãçóç ðïõ ìïõ ðñïóÝöåñå êáôÜ ôçíäéÜñêåéá ôùí öïéôçôéêþí ìïõ óðïõäþí óôï ÅÌÐ.Åðßóçò, èá Þèåëá íá åêöñÜóù ôéò åõ÷áñéóôßåò ìïõ óôïí Áíáð. ÊáèçãçôÞ ê. ÉùÜííçÓáñáíôüðïõëï ãéá ôéò ðïëýôéìåò ðáñáôçñÞóåéò ôïõ  êáôÜ ôçí äéÜñêåéá ôçò óõããñáöÞò ôçòåñãáóßáò áõôÞò êáèþò êáé ãéá ôï ðïëý ÷ñÞóéìï ìÜèçìÜ ôïõ ðïõ ðáñáêïëïýèçóá óôçíÌéãáäéêÞ ÁíÜëõóç.Åõ÷áñéóôþ áêüìá ôïí Åðéê. ÊáèçãçôÞ ê. Ãåþñãéï Öéêéþñç, ðïõ ïé óõæçôÞóåéò ìáò óôáÌáèçìáôéêÜ áðïôÝëåóáí Ýñåéóìá ãéá âáèýôåñç ìåëÝôç.Éäéáßôåñåò åõ÷áñéóôßåò åêöñÜæù óôïí ÊáèçãçôÞ ê. Âáóßëç ÐáðáíéêïëÜïõ êáé ôïí Áíáð.ÊáèçãçôÞ ê. Êùíóôáíôßíï ÐáðáïäõóóÝá ãéá ôéò óçìáíôéêÝò åðéóôçìïíéêÝò óõìâïõëÝòêáé ôï áìÝñéóôï åíäéáöÝñïí ôïõò íá ìïõ ìåôáëáìðáäåýóïõí ðïëýôéìç ãíþóç.Ìé÷áÞë È. ÑáóóéÜò
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ÅÉÓÁÃÙÃÇ
Ç Èåùñßá Áñéèìþí åßíáé Ýíáò áðü ôïõò áñ÷áéüôåñïõò êáé ðéï åíåñãïýò êëÜäïõò ôùí êáèáñþíÌáèçìáôéêþí, åíþ ôá ôåëåõôáßá ÷ñüíéá âñßóêåé óçìáíôéêÞ åöáñìïãÞ óôçí ÈåùñçôéêÞÐëçñïöïñéêÞ. Áó÷ïëåßôáé êáôÜ êýñéï ëüãï ìå ôç ìåëÝôç ôùí áêÝñáéùí êáé ôùí ñçôþí áñéèìþí.Áñ÷ßæïõìå ìå êÜðïéïõò âáóéêïýò ïñéóìïýò.
ÏñéóìüòÏíïìÜæïõìå ðñþôï áñéèìü (prime number) êÜèå èåôéêü áêÝñáéï ìåãáëýôåñï ôçò ìïíÜäáò,ï ïðïßïò äåí Ý÷åé Üëëïõò äéáéñÝôåò åêôüò áðü ôïí åáõôü ôïõ êáé ôçí ìïíÜäá.¸ôóé, ãéá ðáñÜäåéãìá ïé áêÝñáéïé 2, 3, 13, 17 åßíáé üëïé ðñþôïé áñéèìïß, åíþ ïé áêÝñáéïé 4, 8,12, 15, 18, 21 äåí åßíáé ðñþôïé áñéèìïß.Ï áñéèìüò 1 äåí èåùñåßôáé ðñþôïò áñéèìüò.
ÏñéóìüòÏé áêÝñáéïé ïé ïðïßïé äåí åßíáé ðñþôïé áñéèìïß êáé åßíáé ìåãáëýôåñïé ôçò ìïíÜäáò, ïíïìÜæïíôáéóýíèåôïé áñéèìïß (composite numbers).
ÏñéóìüòÄýï áêÝñáéïé áñéèìïß a  êáé b ïíïìÜæïíôáé ðñþôïé ìåôáîý ôïõò (relatively prime) áí äåíõðÜñ÷åé öõóéêüò áñéèìüò c  ìåãáëýôåñïò ôçò ìïíÜäáò, ôÝôïéïò þóôå íá äéáéñåß ôáõôü÷ñïíá ôïõòa  êáé b .Ãéá ðáñÜäåéãìá, ïé áêÝñáéïé áñéèìïß 12 êáé 17 åßíáé ðñþôïé ìåôáîý ôïõò.Ïé ðñþôïé áñéèìïß áðïôåëïýí ôïõò èåìåëéþäåéò ëßèïõò êáôáóêåõÞò üëùí ôùí áêåñáßùí.ÊÜèå èåôéêüò áêÝñáéïò ãñÜöåôáé óáí  ãéíüìåíï äõíÜìåùí ðñþôùí ðáñáãüíôùí, üðùò èá äïýìåóôçí áðüäåéîç ôïõ èåìåëéþäïõò èåùñÞìáôïò ôçò ÁñéèìçôéêÞò.Ï Åõêëåßäçò, áîéïðïéþíôáò ôï èåþñçìá áõôü, áðÝäåéîå üôé ïé ðñþôïé áñéèìïß åßíáé Üðåéñïéóôï ðëÞèïò.Èá îåêéíÞóïõìå ðáñïõóéÜæïíôáò ôçí áðüäåéîç ôçò áðåéñßáò ôïõ ðëÞèïõò ôùí ðñþôùíáñéèìþí. Ç áðüäåéîç ïöåßëåôáé óôïí Åõêëåßäç êáé åßíáé ìéá áðü ôéò ðéï óôïé÷åéþäåéò áðïäåßîåéòôïõ èåùñÞìáôïò áõôïý.
ÈåþñçìáÏé ðñþôïé áñéèìïß åßíáé Üðåéñïé óôï ðëÞèïò.

ÁÐÏÄÅÉÎÇÁò õðïèÝóïõìå ðùò ôï ðëÞèïò ôùí ðñþôùí áñéèìþí åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé üôé ï p  åßíáé ïìåãáëýôåñïò ðñþôïò áñéèìüò.Èåùñïýìå ôïí áñéèìü 1!++== pQ  .Ôüôå, áí ï Q  Þôáí ðñþôïò áñéèìüò èá Þôáí ìåãáëýôåñïò ôïõ p . Áõôü, üìùò, åßíáé áäýíáôïíëüãù ôçò éäéüôçôáò ôïõ p . Áí ï Q  äåí åßíáé ðñþôïò áñéèìüò ôüôå ðñïöáíþò  èá Ý÷åé ðñþôïõòäéáéñÝôåò. ÁëëÜ, êÜèå ðñþôïò áñéèìüò ìéêñüôåñïò ôïõ p  äåí ìðïñåß íá äéáéñåß ôïí Q , äéüôé èá
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áöÞíåé ðÜíôá õðüëïéðï 1. ÅðïìÝíùò ïé ðñþôïé äéáéñÝôåò ôïõ Q  åßíáé üëïé ìåãáëýôåñïé ôïõ p .¢ôïðï.Óõíåðþò, ç õðüèåóç üôé ïé ðñþôïé áñéèìïß åßíáé ðåðåñáóìÝíïé óôï ðëÞèïò êáôáëÞãåé óåÜôïðï. ¢ñá, ïé ðñþôïé áñéèìïß åßíáé Üðåéñïé.
  à

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÏé ðñþôïé áñéèìïß ôçò ìïñöÞò  34n++ , üðïõ Í∈∈n , åßíáé Üðåéñïé óôï ðëÞèïò.
ÁÐÏÄÅÉÎÇÈá åöáñìüóïõìå ðáñüìïéá áðïäåéêôéêÞ äéáäéêáóßá ìå áõôÞ ãéá ôï èåþñçìá ôïõ Åõêëåßäçãéá ôçí áðåéñßá ôùí ðñþôùí áñéèìþí. ¸óôù üôé ïé ðñþôïé áñéèìïß ôçò ìïñöÞò 34 ++n  åßíáéðåðåñáóìÝíïé óôï ðëÞèïò, êáé ï p åßíáé ï ôåëåõôáßïò êáé ìåãáëýôåñïò áðü ôïõò áñéèìïýò áõôïýò.Èåùñïýìå ôïí áêÝñáéï áñéèìü q , üðïõ 15322 −−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅== pqÏ áñéèìüò q  åßíáé ôçò ìïñöÞò Í∈∈++ nn ,34 , äéüôé:141...5322 −−==−−⋅⋅⋅⋅== κpq , üðïõ Ù∈∈⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅== p53κ .¢ñá 3)1(4434 ++−−==−−++== κκq ,  Í∈κ  .Ï áñéèìüò q  åßíáé ðñþôïò Þ ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß ùò ãéíüìåíï äõíÜìåùí ðñþôùíáñéèìþí.� Áí ï áñéèìüò q  åßíáé ðñþôïò, ôüôå Ý÷ïõìå Ýíáí ðñþôï ôçò ìïñöÞò 34 +n  ï ïðïßïò åßíáéìåãáëýôåñïò ôïõ p . ¢ôïðï (ôï ãåãïíüò üôé pq >>  áðïäåéêíýåôáé åýêïëá ìå ÌáèçìáôéêÞåðáãùãÞ).Óõíåðþò, ïé ðñþôïé áñéèìïß ôçò ìïñöÞò  34 ++n  åßíáé Üðåéñïé óôï ðëÞèïò.� Áí ï áñéèìüò q  äåí åßíáé ðñþôïò, ôüôå áíáðáñßóôáôáé ùò ãéíüìåíï äõíÜìåùí ðñþôùíðáñáãüíôùí. Ïé ðñþôïé áõôïß ðáñÜãïíôåò ìðïñïýí íá ëÜâïõí ôçí ìïñöÞ 14 ++n  Þ 34 ++n  (áöïýïé 24,4 ++nn  äåí åßíáé ðñþôïé).¼ìùò, äåí ìðïñïýí üëïé ïé ðñþôïé ðáñÜãïíôåò íá ëÜâïõí ôçí ìïñöÞ 14 ++n , äéüôé ôüôå ï  qèá Ýðñåðå íá ëáìâÜíåé ôçí ìïñöÞ 14 ++n . Áõôü óõìâáßíåé, äéüôé ôï ãéíüìåíï äýï áñéèìþí ôçòìïñöÞò 14 ++n  äßíåé åðßóçò áñéèìü ôçò ìïñöÞò  14 ++n .ÅðïìÝíùò, Ýíáò ôïõëÜ÷éóôïí áðü ôïõò ðñþôïõò ðáñÜãïíôåò ôïõ áêåñáßïõ áñéèìïý q  èáåßíáé ôçò ìïñöÞò  34 ++n .¼ìùò, êáíÝíáò áðü ôïõò ðñþôïõò áñéèìïýò ìÝ÷ñé ôïí p  äåí äéáéñåß ôïí q . ¸ôóé, ïïðïéïóäÞðïôå ðñþôïò ðáñÜãïíôáò ôïõ q  ï ïðïßïò Ý÷åé ôçí ìïñöÞ 34 ++n  èá åßíáé ìåãáëýôåñïòáðü ôïí p . ¢ôïðï.Óõíåðþò, êáé ó� áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç áðïäåéêíýåôáé ðùò ïé ðñþôïé áñéèìïß ôçò ìïñöÞò34 ++n  åßíáé Üðåéñïé óôï ðëÞèïò. à
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1. Ôï  èåìåëéþäåò èåþñçìá ôçò ÁñéèìçôéêÞò
Èá ðáñïõóéÜóïõìå ôï èåþñçìá, ôï ïðïßï åßíáé ãíùóôü ùò ËÞììá ôïõ Bezout Þ ùòåðåêôåôáìÝíïò Åõêëåßäåéïò Áëãüñéèìïò (extended Euclidean algorithm),  üðùò åðåêñÜôçóåóôïí êëÜäï ôçò ÈåùñçôéêÞò ÐëçñïöïñéêÞò.Èåþñçìá  (ËÇÌÌÁ ÔÏÕ BEZOUT)¸óôù Ù∈ba, , üðïõ ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáò áðü ôïõò äýï áêåñáßïõò åßíáé äéÜöïñïò ôïõìçäåíüò. Áí d åßíáé ï ìåãáëýôåñïò èåôéêüò áêÝñáéïò ìå ôçí éäéüôçôá ad   êáé bd , ôüôåõðÜñ÷ïõí Ù∈∈yx,  ôÝôïéïé þóôå byaxd += .

ÁÐÏÄÅÉÎÇÈåùñïýìå ôï ìç êåíü óýíïëï
{ }0üðïõ,,,, >+∈+= byaxyxbabyaxA Ù . Èá áðïäåßîïõìå üôé ï áêÝñáéïò d åßíáé ôï åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï ôïõ Á.¸óôù d ′′ ôï åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï ôïõ Á. Ôüôå, õðÜñ÷ïõí áêÝñáéïé rq,  ( q =ôï ðçëßêï,  r =ôïõðüëïéðï), ôÝôïéïé þóôå drrqda <≤+′= 0, .Èá áðïäåßîïõìå üôé ad ′ . ÄçëáäÞ, èá áðïäåßîïõìå üôé 0==r .¸óôù 0≠≠r . Ôüôå,

( ) ,11 qbyaxaqdar +−=′−=ãéá êÜðïéïõò áêåñáßïõò áñéèìïýò 11, yx .¢ñá,
( ) ( )qybqxar 111 −+−= .¼ìùò, Ý÷ïõìå õðïèÝóåé üôé 0≠≠r . Óõíåðþò, áíáãêáóôéêÜ èá éó÷ýåé üôé 0>>r  êáé

22 byaxr += , üðïõ qxx 12 1−−== , Ù∈∈−−== qyy 12 . Áõôü, üìùò, åßíáé áäýíáôïí äéüôé Ý÷ïõìåõðïèÝóåé ðùò ï áêÝñáéïò áñéèìüò d ′′  åßíáé ôï åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï ôïõ Á. ÅðïìÝíùò, 0==r .Ãéá ôïí  ëüãï áõôü ad ′ . Ìå áêñéâþò ôïí ßäéï ôñüðï áðïäåéêíýåôáé üôé bd ′′ .Óõíåðþò, Ý÷ïõìå áðïäåßîåé üôé ï áêÝñáéïò áñéèìüò d ′′  åßíáé êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí a  êáé b .Èá äåßîïõìå ôþñá ðùò ï d ′′  åßíáé ï ìåãáëýôåñïò  èåôéêüò áêÝñáéïò ìå ôçí éäéüôçôá áõôÞ.¸óôù  â  Ýíáò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí ba, . Ôüôå, byax +β . ¢ñá, db ′′  êáé óõíåðþò  d ′′≤≤β .ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù óõíåðÜãåôáé üôé,byaxdd +==′  ãéá Ù∈∈yx, . à
ÐáñáôÞñçóçÏ áñéèìüò d  åßíáé ìïíáäéêüò áêÝñáéïò ìå ôçí éäéüôçôá ôïõ èåùñÞìáôïò. Áõôü áëçèåýåé äéüôé áí õðÞñ÷áíäýï áêÝñáéïé 21, dd  ìå ôçí éäéüôçôá ðïõ ïñßæåé ôï èåþñçìá, ôüôå èá ßó÷õå 21 dd ≤  êáé 12 dd ≤ .ÅðïìÝíùò,  21 dd = .
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Áðü ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá ðñïêýðôåé ðùò ãéá ïðïéïíäÞðïôå áêÝñáéï áñéèìü e  ìå ôçíéäéüôçôá ae  êáé be , èá éó÷ýåé üôé de .Óôç óõíÝ÷åéá èá äþóïõìå ôïí ïñéóìü ôïõ ìÝãéóôïõ êïéíïý äéáéñÝôç äýï áêåñáßùí áñéèìþí.
Ïñéóìüò¸óôù Ù∈ba, , üðïõ ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáò áðü ôïõò äýï áêåñáßïõò áñéèìïýò åßíáé äéÜöïñïòôïõ ìçäåíüò. ÏíïìÜæïõìå ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç (greatest common divisor) ôùí a  êáé b  ôïíáêÝñáéï  áñéèìü d  ãéá ôïí ïðïßï éó÷ýåé üôé b dad   êáé  êáé ãéá üðïéïíäÞðïôå áêÝñáéï áñéèìüÙ∈∈e  ìå ôçí éäéüôçôá ae  êáé  be   íá  óõíåðÜãåôáé üôé de .
Óõìâïëßæïõìå ôïí ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç ôùí áêåñáßùí áñéèìþí ba,  ìå ( )ba, .
ÈåþñçìáÁí ( ) daaa n =,,, 21 L  åßíáé ï ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí áêåñáßùí áñéèìþí

na,aa ...,, 21 , ôüôå
1,,, 21 =





 dadada nL .

ÁÐÏÄÅÉÎÇÉó÷ýåé üôé
nadadad ,,, 21 L .¢ñá dê a,d, êad,êa nn === 2211 L (1)üðïõ Ù∈∈iê  ãéá  ni ,,2,1 L= .¸óôù

1,,, 21 >′=




 ddadada nL .

Ôüôå, ïìïßùò éó÷ýåé
dad, ,dad,dad n21 ′′′ L ,

äçëáäÞ
dêda, , dêda, dêda nn ′′=′′=′′= L2211 (2)

üðïõ Ù∈∈′′iê  ãéá ni ,,2,1 L=Óõíåðþò, áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1), (2) ðñïêýðôåé üôé ddê, ad, dêd, adêa nn ′′=′′=′′= L2211 .
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¸ôóé
nadd,,add,add 21 ′′′ L .¢ñá ddd ′′ ,ôï ïðïßï åßíáé áäýíáôïí áöïý 1>>′′d . Óõíåðþò 1==′′d .Áõôü ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò. à

Èåþñçìá¸óôù Ù∈cba ,,  ìå bca . Áí ( ) 1, =ba , ôüôå ca  åíþ áí ( ) 1, =ca , ôüôå ba .
ÁÐÏÄÅÉÎÇ� Áí ( ) 1, =ba  , ôüôå ,1 byax +=  üðïõ Ù∈∈yx, .Óõíåðþò bcyacxc += . ¼ìùò, acxa  êáé bcya . ¢ñá ca .�  Ïìïßùò, áðïäåéêíýåôáé ðùò áí bca  êáé ( ) 1, =ca , ôüôå ba . à

Äýï âáóéêïß ôñüðïé ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ ìÝãéóôïõ êïéíïý äéáéñÝôç äýï áêåñáßùí.Ï Ýíáò ôñüðïò åßíáé ï õðïëïãéóìüò ôïõ åëá÷ßóôïõ óôïé÷åßïõ ôïõ óõíüëïõ
{ }0üðïõ,,,, >+∈+= byaxyxbabyaxA Ù .Ï äåýôåñïò ôñüðïò, ðïõ åßíáé ðåñéóóüôåñï áðïäïôéêüò, åßíáé ï áëãüñéèìïò ôïõ Åõêëåßäç.

Áëãüñéèìïò ôïõ Åõêëåßäç¸óôù ðùò åðéèõìïýìå íá âñïýìå ôïí ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç ôùí áêåñáßùí ba, . Èåùñïýìå,÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, üôé ab ≤ .Ôüôå  ( ) ( )rbba ,, = , üðïõ r  åßíáé ôï õðüëïéðï ôçò äéáßñåóçò ôïõ a  ìå ôï  b . ÄçëáäÞrbqa += .Áõôü éó÷ýåé äéüôé: ( ) bba,  êáé ( ) rba, , áöïý bqar −= . ̧ ôóé, ( ) ( )rbba ,,  áðü ôïí ïñéóìüôïõ ìÝãéóôïõ êïéíïý äéáéñÝôç. Ïìïßùò, (( )) brb,  êáé  ( ) arb, , áöïý rbqa += . ¢ñá, ( ) ( )barb ,, .Ëüãù ôïõ ãåãïíüôïò üôé ( ) ( )rbba ,,  êáé ( ) ( )barb ,,  ðñïêýðôåé üôé ( ) ( )rbba ,, = .Áí ab = , ôüôå ( ) ( ) ( ) bababa ==== 0,0,,  êáé ï  áëãüñéèìïò óôáìáôÜ óôï ðñþôï âÞìá.ÃåíéêÜ éó÷ýåé
( ) ( ) ( ) ( ) nnnn rrrrrrrbba ====== − )0,(,,,, 1211 L ,
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üôáí ,11 rbqa +=  áöïý ab ≤,221 rqrb ++==  áöïý br <<≤≤ 10,3321 rqrr ++==  áöïý 120 rr <<≤≤M ,12 nnnn rqrr ++== −−−−  áöïý nn rr <<≤≤ −−10,011 ++== ++−− nnn qrr  áöïý  10 −−<<≤≤ nn rr .Èá ðáñïõóéÜóïõìå ôþñá ôïí Áëãüñéèìï ôïõ Åõêëåßäç ãñáììÝíï óå ãëþóóá Pascal êáé Cáíôßóôïé÷á, ãéá ôçí õëïðïßçóÞ ôïõ ìå ôçí âïÞèåéá çëåêôñïíéêþí õðïëïãéóôþí.Ï áëãüñéèìïò ôïõ Åõêëåßäç óå ãëþóóá Pascalb;j:a;i: ==while (( ))0>>i  and (( ))0>>j  doif (( ))ji >>  then jii mod: ==  else ;mod: ijj ==write (( ))ji ++ln .O áëãüñéèìïò ôïõ Åõêëåßäç  óå ãëþóóá C
;bj ;ai

=
=

                                     while (( ))0>>i  && (( ))0>>j
{{if (( ))ji >> ;% jii ==else ;%ijj ==
}}print (( ))jif ++   .

Ç ÌÝèïäïò ôïõ BlankinshipH ÌÝèïäïò ôïõ Blankinship áðïôåëåß Ýíáí ðñáêôéêü ôñüðï ãéá ôïí  õðïëïãéóìü ôïõ ìÝãéóôïõêïéíïý äéáéñÝôç äýï èåôéêþí áêåñáßùí  ba, .Áí, ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, èåùñÞóïõìå ðùò 0>> ba  ôüôå, îåêéíþíôáò áðü ôïí ðßíáêá







 10 01baêÜíïíôáò ãñáììïðñÜîåéò ìå áêÝñáéá ðïëëáðëÜóéá ôùí ãñáììþí  ðñïóðáèïýìå íáäçìéïõñãÞóïõìå Ýíáí ðßíáêá ôçò ìïñöÞò








′′′′ yx yxd0
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Þ







 ′′′′ yxd yx0
äçëáäÞ ðñïóðáèïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå Ýíá ìçäåíéêü óôïé÷åßï óôçí ðñþôç óôÞëç ôïõ ðßíáêá.Ôüôå, ï æçôïýìåíïò ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò åßíáé ôï óôïé÷åßï d  ôçò ðñþôçò óôÞëçò ôïõðßíáêá óôïí ïðïßï êáôáëÞîáìå êáé åéäéêüôåñá byaxd += .ÅðïìÝíùò, ç ìÝèïäïò ôïõ Blankinship äåí  õðïëïãßæåé ìüíï ôïí ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç ôùíba,  áëëÜ êáé ôïõò óõíôåëåóôÝò yx,  ôïõ ËÞììáôïò ôïõ Bezout.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁNá õðïëïãéóôåß ï ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí áêåñáßùí áñéèìþí  78 êáé 513.
ËÕÓÇÈåùñïýìå ôïí  ðßíáêá








 1078 01513
Ôüôå









−−

−−−−←←







 −−−−←←







 7133 61451078 614561078 01513 122211 ΓΓΓΓΓΓ









−−

−−−−←←








−−

−−−−←← 3359 1321227133 13212 122211 ΓΓΓΓΓΓ









−−

−−−−←←








−−

−−−−←← 171260 467333359 4673 122211 ΓΓΓΓΓΓ

¸ôóé, ðñïêýðôåé üôé (( )) 378,513 ==== d êáé ìÜëéóôá )46(7875133 −−++⋅⋅== . à
Èåþñçìá (ÔÏ ÐÑÙÔÏ   ÈÅÙÑÇÌÁ  ÔÏÕ  ÅÕÊËÅÉÄÇ)¸óôù p  åíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé Ù∈∈ba, . Áí abp , ôüôåap  Þ  bp .

ÁÐÏÄÅÉÎÇ¸óôù üôé Ip a . Ôüôå ( ) 1, =pa  êáé óýìöùíá ìå ôçí éäéüôçôá ôïõ ìÝãéóôïõ êïéíïý  äéáéñÝôç,ðïõ Ý÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé, èá éó÷ýåé Ù∈+= x,ypyax üðïõ,1 pbyabxb +=⇔ , üðïõ Ù∈x,y  .¼ìùò, abxp  êáé pbyp . ¢ñá, bp .Ïìïßùò, áí Ip b  áðïäåéêíýåôáé üôé ap . Óõíåðþò, ap  Þ bp . à
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Èåþñçìá (ÔÏ ÈÅÌÅËÉÙÄÅÓ ÈÅÙÑÇÌÁ ÔÇÓ ÁÑÉÈÌÇÔÉÊÇÓ)ÊÜèå èåôéêüò áêÝñáéïò  ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß ùò ãéíüìåíï äõíÜìåùí ðñþôùíðáñáãüíôùí  êáôÜ  ìïíáäéêü ôñüðï.
ÁÐÏÄÅÉÎÇ� Èá áðïäåßîïõìå üôé êÜèå èåôéêüò áêÝñáéïò ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß ùò ãéíüìåíïðñþôùí ðáñáãüíôùí.ÊÜèå èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò n , Ý÷åé äéáéñÝôåò ôïõò áêÝñáéïõò áñéèìïýò d , ôÝôïéïõò þóôånd ≤≤<<1 . Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ï n  åßíáé ðñþôïò áñéèìüò èá éó÷ýåé üôé 1dn == . Óå êÜèå Üëëçðåñßðôùóç åßíáé nd <<<<1 .Óôç óõíÝ÷åéá  èá åîåôÜóïõìå ôçí ðåñßðôùóç üðïõ ï n  åßíáé óýíèåôïò. Óôçí ðåñßðôùóçáõôÞ, éó÷ýåé üôé nd <<<<1 . Ï åëÜ÷éóôïò äéáéñÝôçò d , èá åßíáé áíáãêáóôéêÜ ðñþôïò. Áõôüóõìâáßíåé äéüôé, áí õðÞñ÷å Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò 0d , üðïõ dd0  ìå dd ≠≠0  ôüôå, dd <<0 .Áõôü, üìùò, áíôéâáßíåé óôçí åðéëïãÞ ôïõ d  ùò åëÜ÷éóôïõ äéáéñÝôç.´Åóôù 1d  ï åëÜ÷éóôïò áõôüò äéáéñÝôçò. Ôüôå,11ndn ==  üðïõ Í∈∈1n .Ïìïßùò, ï èåôéêüò áêÝñáéïò  1n  Ý÷åé Ýíáí åëÜ÷éóôï äéáéñÝôç 2d , ðïõ åßíáé ðñþôïò áñéèìüò.¸ôóé ðñïêýðôåé, Í∈∈== 2221 , nnddn .Óõíå÷ßæïíôáò áõôÞí ôçí äéáäéêáóßá, óõíåðÜãåôáé üôé ï èåôéêüò áêÝñáéïò n  ìðïñåß íááíáðáñáóôáèåß ùò ãéíüìåíï  ðñþôùí ðáñáãüíôùí.Ëüãù ôïõ ãåãïíüôïò üôé êÜðïéïé ðñþôïé ðáñÜãïíôåò ìðïñåß íá ðáñïõóéÜæïíôáé ðåñéóóüôåñåòáðü ìßá öïñÜ óôï ðáñáðÜíù ãéíüìåíï, ìðïñïýìå íá ôï åêöñÜóïõìå ôï ãéíüìåíï áõôü óáíãéíüìåíï äõíÜìåùí ðñþôùí ðáñáãüíôùí.¸ôóé, Í∈= κκ

κ üðïõ,pppn aaa ...21 21 .Ôüôå, ï èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò n  Ý÷åé áíáðáñáóôáèåß óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ (canonicalform).� Èá áðïäåßîïõìå üôé ç áíáðáñÜóôáóç áõôÞ åßíáé êáé ìïíáäéêÞ.Áò õðïèÝóïõìå üôé ï èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò n  Ý÷åé áíáðáñáóôáèåß ùò ãéíüìåíï äõíÜìåùíðñþôùí ðáñáãüíôùí êáôÜ äýï ôñüðïõò.Ôüôå éó÷ýåé Í∈= λκλκ
λκ ,üðïõ,...... 2121 2121 qqqppp bbbaaa .Áðü ôï ðñþôï  èåþñçìá ôïõ Åõêëåßäç èá Ý÷ïõìå ,...... 2121 2121 jibbbiaaai qpqqqppppp ⇒⇒ λκ

λκãéá êÜèå ji, , üðïõ κ,...,2,1=i  êáé λ,...,2,1==j .¢ñá, êÜèå ip åßíáé ßóï ìå Ýíá jq . ¢ñá, λκ = .
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Áñêåß íá äåßîïõìå üôé ,ii ba =  ãéá êÜèå i , üðïõ λκ ==== ,...,2,1i .¸óôù ii ba ≠ . ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò õðïèÝôïõìå üôé ii ba > . Ôüôå
κ

κ
bbibbaêaiaa ...q...qqq...p...ppp iêi 2121 2121 =

êi bêbibb ...p...ppp 21 21==

κκ
κ

α
κ

ααα bbibibbbi ...pp...ppp...p...ppp iiii 112121 112121 ++−−
++−−

−− ==⇔⇔ (1)Áöïý 1≥− ii ba , áðü ôçí  éóüôçôá (1) ðñïêýðôåé üôé
êaêaai ...pppp 21 21  áëëÜ  ip I êbêbb ...ppp 21 21 ,ôï  ïðïßï åßíáé  áäýíáôïí.¼ìùò, êáôáëÞãïõìå óå Üôïðï óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ii ba < . ¢ñá, áíáãêáóôéêÜ èá  éó÷ýåéüôé ii ba = , ãéá êÜèå  κ,...,2,1==i .Áõôü ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò. à

ËÞììáÊÜèå èåôéêüò áêÝñáéïò n  ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï, ùò ôï ãéíüìåíïba2  äýï áêåñáßùí áñéèìþí ba, , üðïõ ï èåôéêüò áêÝñáéïò b Ý÷åé ôçí  éäéüôçôá íá  ìçìðïñåß íá äéáéñåèåß áðü êáíÝíá ôåôñÜãùíï ðñþôïõ áñéèìïý (b is a squarefree integer).
ÁÐÏÄÅÉÎÇÁðü ôï èåìåëéþäåò èåþñçìá ôçò ÁñéèìçôéêÞò ãíùñßæïõìå üôé êÜèå èåôéêüò áêÝñáéïò ìðïñåßíá áíáðáñáóôáèåß, êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï, ùò ãéíüìåíï äõíÜìåùí ðñþôùí ðáñáãüíôùí.¸ôóé, ëáìâÜíïõìå üôé:

κ
κ
qqq pppn ...21 21== , üðïõ  Í∈∈n .Èåùñïýìå ôï óýíïëï {{ }}κqqqA ,...,, 21== . ¸óôù im  ïé áêÝñáéïé áñéèìïß ðïõ áíÞêïõí óôïóýíïëï Á êáé åßíáé Üñôéïé êáé jh  ïé áêÝñáéïé áñéèìïß ðïõ áíÞêïõí óôï óýíïëï Á êáé åßíáéðåñéôôïß.Ôüôå

(( )) (( ))µ

µ

λ

λ

hjhjhjmimimi ppppppn ...... 22112211 ⋅⋅==

(( )) (( ))121212222 ...... 22112211
++++++⋅⋅== µ

µ

λ

λ

fjfjfjeieiei pppppp
( ) ( )

µ

µ

µ
λ

λ jjfjfjfjeieiei pppppppp ......... 122112211
2

⋅⋅=

ba ⋅= 2Ïé áêÝñáéïé ba,  åßíáé ìïíáäéêïß äéüôé ïé áêÝñáéïé ii qp ,  åßíáé ìïíáäéêïß êáé óõíåðþò ïé
ji hm ,  åßíáé ìïíáäéêïß. à
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2. ÁñéèìçôéêÝò óõíáñôÞóåéò
ÁñéèìçôéêÞ óõíÜñôçóç ïíïìÜæåôáé  ìéá óõíÜñôçóç   ÂÍ →→:f , ç ïðïßá Ý÷åé ùò ðåäßïïñéóìïý ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí Í  êáé ôéìÝò óôï óýíïëï ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí  Â.
Ç  óõíÜñôçóç f  êáëåßôáé áèñïéóôéêÞ (additive function) üôáí éó÷ýåé)()()( nfmfmnf ++== (1)ãéá üëïõò ôïõò áêåñáßïõò  nm, ïé ïðïßïé åßíáé  ðñþôïé ìåôáîý ôïõò.Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ç óõíèÞêç (1) éêáíïðïéåßôáé ãéá ïðïéïõóäÞðïôå áêÝñáéïõò nm, , ïéïðïßïé äåí åßíáé áíáãêáóôéêÜ ðñþôïé ìåôáîý ôïõò, ôüôå ç óõíÜñôçóç   f  ïíïìÜæåôáé  ðëÞñùòáèñïéóôéêÞ.Ç óõíÜñôçóç  f  ïíïìÜæåôáé  ðïëëáðëáóéáóôéêÞ üôáí áëçèåýåé1)1( ==f  êáé )()()( nfmfmnf == (2)ãéá üëïõò ôïõò áêåñáßïõò nm,  ïé ïðïßïé åßíáé ðñþôïé ìåôáîý ôïõò.Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ïé óõíèÞêåò (2) éêáíïðïéïýíôáé ãéá ïðïéïõóäÞðïôå áêÝñáéïõò  nm, ,ïé ïðïßïé äåí åßíáé áíáãêáóôéêÜ ðñþôïé ìåôáîý ôïõò, ôüôå ç  óõíÜñôçóç  f  ïíïìÜæåôáé  ðëÞñùòðïëëáðëáóéáóôéêÞ.
Ç óõíÜñôçóç Möbius ì(n)H óõíÜñôçóç Möbius ïñßæåôáé áðü ôïí ðáñáêÜôù ôýðï







===
=

= ðåñßðôùóçÜëëçêÜèåóå ,...,ê,(iaìåppnáí náíì(n) iaa0, )211...,(�1) 1,1
11 κ

κ
κ

Ó÷üëéïÓôçí ðáñáðÜíù áíáðáñÜóôáóç ôïõ n  óôç  ìïñöÞ κ
κ
aa pp ...11   ìå κpp ,...,1 äåí óõìâïëßæïõìåáíáãêáóôéêÜ ôïí ðñþôï, ..., ôïí ê-ïóôü ðñþôï áñéèìü óôçí áêïëïõèßá ôùí ðñþôùí áñéèìþí (ð.÷. ìðïñåßíá åßíáé 21 ≠≠p ).

¸ôóé, ãéá ðáñÜäåéãìá éó÷ýåé
(( )) (( )) (( )) (( )) (( )) 1615041312 ==−−====−−==−−== , ì, ì,  ì,  ìì .� Ç óõíÜñôçóç Möbius åßíáé ðïëëáðëáóéáóôéêÞ, äéüôé  éó÷ýåé üôéì(1)=1  êáé ( ) )()( nmmn µµµ =ãéá üëïõò ôïõò áêÝñáéïõò nm,  ìå (( )) 1, ==nm .

ÐáñáôÞñçóçÇ óõíÜñôçóç Möbius äåí åßíáé ðëÞñùò ðïëëáðëáóéáóôéêÞ áöïý ì(4)=0 êáé ì(2)ì(2)=(�1)(�1)=1.
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Èåþñçìá
∑∑ ==nd d ,1)(µ áí 1==n   êáé ∑∑ ==nd d ,0)(µ  áí 1>>n

ÁÐÏÄÅÉÎÇ� Ç ðåñßðôùóç 1==n  åßíáé ðñïöáíÞò äéüôé ,1)1( ==µ  áðü ôïí ïñéóìü ôçò óõíÜñôçóçò Möbius.� Ãéá 1>>n  ëáìâÜíïõìå üôé
κ

κ
aaa pppn ...21 21=´Áñá

( ) ( ) L+++= ∑∑∑
≤≤

≠≤≤
κ

κ
µµµµ

ji ji jii ind pppd
,11)1()( (( ))ê...ppp 21µ++ ,

üðïõ ôï ôõ÷áßï Üèñïéóìá
( )∑

≠≠≠ λ

λ
µiii iii ppp...21 21 Låêôåßíåôáé ó�  üëïõò ôïõò äõíáôïýò óõíäéáóìïýò λ  äéáöïñåôéêþí ìåôáîý ôïõò ðñþôùíðáñáãüíôùí ôïõ n . Áðü ôïí ïñéóìü ðñïêýðôåé ðùò óôçí  ðåñßðôùóç üðïõ ïé ðñþôïé áñéèìïßäåí åßíáé üëïé äéÜöïñïé ìåôáîý ôïõò, ôüôå ç óõíÜñôçóç Möbius ìçäåíßæåôáé.Áðü ôïí äéùíõìéêü ôýðï óõíåðÜãåôáé

( ) ( ) ( ) ( )κ
κ
κκκ

µ 1...12111 2 −





++−





+−





+=∑ dnd

(( )) 011 ==−−== κ .ÅðïìÝíùò
∑∑ ==nd d ,0)(µ  áí 1>>n  .

Áõôü, ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò. àÐáñáôÞñçóçÇ ðáñáðÜíù áðüäåéîç ãéá ôçí óõíÜñôçóç Möbius )(nµ , êáèþò êáé ç ôÝôáñôç áðüäåéîç óôçí ðáñÜãñáöïãéá ôçí  óõíÜñôçóç Euler (n)ϕ , ðïõ èá äïýìå  ðáñáêÜôù, âáóßæåôáé óôçí Áñ÷Þ Åãêëåéóìïý � Áðïêëåéóìïý(Inclusion � Exclusion).
Èåþñçìá (ÔÕÐÏÓ ÁÍÔÉÓÔÑÏÖÇÓ MÖBIUS � The Möbius inversion formula).Aí éó÷ýåé üôé

∑∑== nd dfng )()( ,ôüôå )()( dgdnnf nd∑∑ 




== µêáé áíôéóôñüöùò.
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ÁÐÏÄÅÉÎÇ� Èá áðïäåßîïõìå ðñþôá ôï  åõèý.ÃåíéêÜ, ãéá êÜèå áñéèìçôéêÞ óõíÜñôçóç )(nm , éó÷ýåé üôé
∑∑∑∑ 





== ndnd dnmdm )( , áöïý ddn ′′== ,

üðïõ d ′′  åßíáé Ýíáò äéáéñÝôçò ôïõ n .Áêïëïõèþíôáò ôçí ßäéá éäÝá ðñïêýðôåé üôé
( ) 





=





 ∑∑ dngddgdn ndnd µµ )( . (1)´Ïìùò

( ) ( )∑ ∑∑
















⋅= nd dnnd fddngd
λ

λµµ )()( . (2)
Èá åêöñÜóïõìå ôï äåîß ìÝëïò ôçò ó÷Ýóçò (2) Ýôóé þóôå íá ðåñéëáìâÜíåé Ýíá ìüíï Üèñïéóìá.Ãéá íá ôï êÜíïõìå áõôü  ðñÝðåé íá âñïýìå ìéá êïéíÞ óõíèÞêç ãéá ôá áèñïßóìáôá

∑∑nd  êáé   ∑∑
dnλ

.
Ç óõíèÞêç áõôÞ åßíáé ç nëd .¢ñá

(( )) (( )) (( ))∑∑∑∑ ⋅⋅==






nëdnd ëfddngdì µ

Oìïßùò ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå
∑∑∑∑ ∑∑ ⋅⋅==

















nëdn ënd
fddf )()()()( λµµλ

λ

Óõíåðþò
∑∑ ∑∑∑∑
















==







në ndnd dìëfdngd
λ

µ )()()( . (3)
ÁëëÜ, áðü ôï  èåþñçìá ðïõ áðïäåßîáìå ðñïçãïõìÝíùò óõíåðÜãåôáé üôé

∑∑ ==

λ

µnd d 1)(  áí êáé ìüíï áí 1==
λ
n , äçëáäÞ λ==n

 (óå êÜèå Üëëç ðåñßðôùóç ôï Üèñïéóìá ìçäåíßæåôáé).



26 ÄÉÐËÙÌÁÔÉÊÇ ÅÑÃÁÓÉÁ

Óôçí ðåñßðôùóç, üìùò, üðïõ λ==n  ðñïêýðôåé
(( )) (( )) (( ))nfdfn nd

==
















∑∑ ∑∑
λ

λ

µλ . (4)
Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1), (3) êáé (4) ðñïêýðôåé üôé

áí ∑∑== nd dfng )()(  ôüôå (( ))dgdnnf nd∑∑ 




== µ)(   .� Ãéá ôï áíôßóôñïöï, áêïëïõèïýìå ðáñüìïéá ìÝèïäï.Èá áðïäåßîïõìå üôé áí

(( ))dgdnnf nd∑∑ 




== µ)(  ,

ôüôå
(( ))dfng nd∑∑==)( .

Èá îåêéíÞóïõìå áðü ôï äåýôåñï ìÝëïò ãéá íá öôÜóïõìå óôï ðñþôï ìÝëïò:
(( )) ∑∑∑∑ 





== ndnd dnfdf ,

(( ))λ
λ

µ
λ

gdnnd dn
∑∑ ∑∑ 





== ,

(( ))λ
λ

µ
λ

gdnnd∑∑ 




==

(( ))∑∑ ∑∑





















== n nd dng

λ
λ

λ
µλ ,

üðùò áêñéâþò êÜíïõìå êáé óôï åõèý.Ôï Üèñïéóìá
∑∑ 







λ

λ
µnd dn  åßíáé ßóï ìå 1 áí êáé ìüíï áí λ==n

(óå êÜèå  Üëëç ðåñßðôùóç ôï Üèñïéóìá ìçäåíßæåôáé).¸ôóé, ãéá λ==n  ëáìâÜíïõìå üôé
(( )) (( ))ngdfnd ==∑∑ .Áõôü, ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò. à
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ÅÖÁÑÌÏÃÇ¸óôù f  ìéá ðïëëáðëáóéáóôéêÞ óõíÜñôçóç êáé Í∈= κκ
κ üðïõpppn aaa ,...21 21ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ ôïõ èåôéêïý áêåñáßïõ n .

Íá äåé÷èåß üôé
(( )) (( )) (( ))(( ))∏∏∑∑

==

−−==
ê

i ind pfdfdì 1 1 ,üðïõ ôï Üèñïéóìá åêôåßíåôáé ó� üëïõò ôïõò äéáéñÝôåò ôïõ n .
ÁÐÏÄÅÉÎÇÏé ìç-ìçäåíéêïß üñïé ôïõ áèñïßóìáôïò

(( )) (( ))∑∑nd dfdì
áíôéóôïé÷ïýí óå äéáéñÝôåò d, üðïõ

κ
κ
qqq pppd ...21 21== , ãéá Þ 10==iq êáé κ≤≤≤≤ i1 .´Áñá

( ) ( )κ
κ

κµ qq
nd Þq ppfdfd

i
...1)()( 1110∑ ∑

=

−= , (1)üðïõ ôï Üèñïéóìá óôï äåîß ìÝëïò ôçò ó÷Ýóçò (1) åêôåßíåôáé ó� üëïõò  ôïõò äõíáôïýò óõíäõáóìïýòãéíïìÝíùí ðñþôùí ðáñáãüíôùí ôïõ n  óå äõíÜìåéò 0 Þ 1.¼ìùò, áí åêôåëÝóïõìå ôéò ðñÜîåéò óôï ãéíüìåíï
(( )) (( )) (( )))(1...)(1)(1 21 κpfpfpf −−−−−−ðñïêýðôåé Ýíá Üèñïéóìá ôçò ìïñöÞò

( ) ( ) ( ) ( )κ
κ

κ qqq pfpfpf ...1 21 21∑ −  ,
( ) ( )∑ −= κ

κ
κ qqq pppf ...1 21 21  ,üðïõ 0==iq  Þ 1 êáé κ≤≤≤≤ i1ÄçëáäÞ éó÷ýåé

(( )) (( ))κ
κ

κ
κ qq

i i ppfpf ...)1()(1 111 ∑∑∏∏ −−−− ==
==

∑∑== nd dfdì )()()1( .Áõôü ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç. à
Ó÷üëéïÓôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ 1)( ==df ãéá êÜèå äéáéñÝôç d  ôïõ n , ôüôå:

∏∏ ==−−==∑∑ ∑∑==
== 



κ

µµ 1
1)11()()()( ind nd nddfd ,ôï ïðïßï åßíáé áêñéâþò ôï èåþñçìá ðïõ áðïäåßîáìå óôçí åíüôçôá ãéá ôçí óõíÜñôçóç Möbius.
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H óõíÜñôçóç ôïõ Euler )(nφH óõíÜñôçóç (n)φ  ôïõ Euler åêöñÜæåé ôï ðëÞèïò ôùí öõóéêþí áñéèìþí, ïé ïðïßïé åßíáéìéêñüôåñïé Þ ôï ðïëý ßóïé ìå n  êáé ðñþôïé ðñïò ôï n .� ÓõìâïëéêÜ, ìðïñïýìå íá åêöñÜóïõìå ôçí óõíÜñôçóç )(nφ  ùò åîÞò:
(( )) (( ))∑∑

==







==
n

m mnn 1 ,1φ

 (Üèñïéóìá áêåñáßùí ìåñþí)Åßíáé
(( )) (( )) (( )) (( )) (( )) 6,2,2,1,1 ========== 96321 φφφφφ .� Äýï âáóéêÝò éäéüôçôåò ôçò óõíÜñôçóçò φ , ôéò ïðïßåò èá ãåíéêåýóïõìå ðáñáêÜôù, åßíáé ïéåîÞò:�  Ãéá êÜèå ðñþôï áñéèìü p  éó÷ýåé üôé

(( )) 1−−−−== κκκφ ppp .
ÁÐÏÄÅÉÎÇÏé ìïíáäéêïß èåôéêïß áêÝñáéïé,  ïé ïðïßïé ëáìâÜíïõí ôéìÞ ôï ðïëý κp êáé äåí åßíáé ðñþôïé ðñüòôïí áñéèìü κp åßíáé ïé áñéèìïß ppppp ...,,3,2, 1−κ .Ôï  ðëÞèïò ôùí áñéèìþí áõôþí åßíáé 1−−κp .Óõíåðþò, ôï ðëÞèïò ôùí èåôéêþí áêåñáßùí ïé ïðïßïé äåí õðåñâáßíïõí ôïí κp  êáé åßíáé ðñþôïéðñïò áõôüí, åßíáé 1−−−− κκ pp .Áõôü ïëïêëçñþíåé ôçí  áðüäåéîç ôçò éäéüôçôáò. à�  Ç óõíÜñôçóç (n)φ  åßíáé ðïëëáðëáóéáóôéêÞ, äçëáäÞ éó÷ýåé üôé

( ) ( ) ( )nmmn φφφ = ,  áí (( )) 1, ==nm .
Èá ðáñïõóéÜóïõìå ôçí áðüäåéîç áõôïý ôïõ èåùñÞìáôïò áöïý ðñþôá áðïäåßîïõìå êÜðïéáÜëëá âáóéêÜ èåùñÞìáôá.
ÈåþñçìáÃéá êÜèå öõóéêü áñéèìü n  éó÷ýåé üôé

(( )) dndn nd∑∑== )(µφ
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ÁÐÏÄÅÉÎÇ¸÷ïõìå áðïäåßîåé ðñïçãïýìåíá ðùò ôï  Üèñïéóìá ∑∑nd d )(µ  åßíáé ßóï ìå 1 ãéá  1==n  åíþ åßíáéßóï ìå 0  óå êÜèå Üëëç ðåñßðôùóç. ¸ôóé, ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå
∑∑ 



==nd nd 1)(µ .

Ëüãù ôïõ ãåãïíüôïò áõôïý ëáìâÜíïõìå
( ) ( )

.)(,1 1 ,1 ∑ ∑∑
==

=







=

n
m mnd

n
m dmn)n( µφ (1)Ïé óõíèÞêåò ðïõ Ý÷ïõìå óôá ðáñáðÜíù áèñïßóìáôá åßíáénm ≤≤≤≤1 ndêáé md .ÄçëáäÞ nd ≤≤≤≤ λ1 , ãéá êÜðïéï Í∈∈λÞ

dn≤≤≤≤ λ1  êáé  nd .ÅðïìÝíùò, ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå
(( ))

∑∑∑∑∑∑ ∑∑
====

== nd
dnn

m mnd dd /
11 , )()(

λ
µµ ∑∑== nd ddn )(µ . (2)¢ñá áðü ôéò  ó÷Ýóåéò (1), (2) ðñïêýðôåé üôé

(( )) dndn nd∑∑== )(µφ . à
ÈåþñçìáÃéá êÜèå öõóéêü áñéèìü n  éó÷ýåé üôé ndnd ==∑∑ )(φ

ÁÐÏÄÅÉÎÇ¼ëïé ïé èåôéêïß áêÝñáéïé κ  ïé ïðïßïé äåí  õðåñâáßíïõí ôïí  öõóéêü áñéèìü n  Ý÷ïõí êÜðïéáó÷Ýóç äéáéñåôüôçôáò ìå ôïí  n . ÄçëáäÞ, åßôå èá åßíáé ðñþôïé ùò ðñïò ôïí n  åßôå ( ) 1, >= dn κ .
ÃåíéêÜ  áí (( )) dn ==κ, , ôüôå 1, ==





 ddn κ . Ïðüôå, ôï ðëÞèïò ôùí èåôéêþí áêåñáßùí ãéá ôïõò

ïðïßïõò éó÷ýåé üôé (( )) dn ==κ,  åßíáé 




 dnφ .

¼ìùò, ôï ðëÞèïò ôùí èåôéêþí áêåñáßùí κ , üðïõ n≤≤κ  åßíáé, ðñïöáíþò, ßóï ìå n .
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¢ñá
∑∑ ==







nd ndnφ .ÁëëÜ
(( ))∑∑ ∑∑==







nd nddn dφφ  ,óõíåðþò
(( ))∑∑ ==nd ndφ . àÓ÷üëéïÌéÜ Üëëç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò ìðïñåß íá äïèåß ìå ôïí ôýðï áíéóôñïöÞò ôïõ Möbius.

ÈåþñçìáÃéá êÜèå öõóéêü áñéèìü n  ìå κ
κ
aaa pppn ...21 21=  éó÷ýåé üôé

( ) 





−





−





−=

κ

φ pppnn 11...1111 21êáé  åðïìÝíùò ãéá ïðïéïõóäÞðïôå öõóéêïýò áñéèìïýò 21, nn   éó÷ýåé üôé
(( )) (( )) (( )) (( ))ddnnnn

φ
φφφ 2121 ==üðïõ (( ))21,nnd == .

ÁÐÏÄÅÉÎÇÅßíáé






−−





−−





−−

κppp 11...1111 21
(( ))∑∑ −−++==

λ

λ

mmm ppp ...11
21

,
üðïõ κ,..,2,1==imêáé ôï Üèñïéóìá åêôåßíåôáé ó� üëïõò ôïõò äõíáôïýò óõíäõáóìïýò ãéíïìÝíùí 

λmmm ppp ...21 .¼ìùò, Ý÷ïõìå
(( )) (( )) 1(1)üðïõ,1...21 ==−−== µµ λ

λmmm pppêáé (( )) 0==dµ , áí ï d  äéáéñåßôáé áðü ôï ôåôñÜãùíï åíüò áðü ôïõò ðñþôïõò ðáñÜãïíôåò
κppp ,...,, 21 . ÅðïìÝíùò

∑∑==





−−





−−





−− nd ddmppp )(11...1111 21 κ

(( ))nnφ==  .
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¢ñá
( ) 





−





−





−=

κ

φ pppnn 11...1111 21 .
Ãéá íá  áðïäåßîïõìå ôþñá üôé

(( )) (( )) (( )) (( ))ddnnnn
φ

φφφ 2121 ==

Ý÷ïõìå
(( )) (( ))∏∏ 





−−==

21
112121 nnp pnnnnφ .

¼ìùò, áí  mqmqq pppnn ...21 2121 == , ôüôå óôï  ãéíüìåíï
∏∏ 





−−

21
11nnp p ïé  áñéèìïß mppp ,...,, 21  ðáñïõóéÜæïíôáé áðü ìéá ìüíï öïñÜ óå Ýíáí áðü ôïõò ðáñÜãïíôåò

p11− .
ÁíôéèÝôùò, áí èåùñÞóïõìå ôï ãéíüìåíï

∏∏∏∏ 





−−⋅⋅





−−

21
1111 npnp pp ,

ôüôå áõôïß ïé ðñþôïé ðáñÜãïíôåò áðü ôïõò mppp ,...,, 21  ïé  ïðïßïé äéáéñïýí ôáõôï÷ñüíùò ôïí 1n
êáé ôïí 2n , ðáñïõóéÜæïíôáé äýï öïñÝò. ÄçëáäÞ åìöáíßæïíôáé óå äýï ðáñÜãïíôåò 





−− p11  ôïõãéíïìÝíïõ.Óõíåðþò

∏∏

∏∏ ∏∏
∏∏






 −−






 −−⋅⋅




 −−
==





−−

2
1

1 2
21 11

111111
np np

np np
nnp p

ppp
¢ñá

(( ))
∏∏

∏∏ ∏∏






 −−






 −−⋅⋅




 −−
==

2
1

1 211
1111 21

np np
np np

p
pnpnn 21nφ

(( )) (( ))

∏∏ 




 −−
==

dp p
nn 11 21 φφ
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(( )) (( ))
(( ))dd

nn
φ

φφ 21==

(( )) (( )) (( ))ddnn
φ

φφ 21== .
ÅðïìÝíùò

(( )) (( )) (( )) (( ))ddnnnn
φ

φφφ 2121 ==   .
Áõôü, ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç. à

Ó÷üëéïÃéá ðåñéóóüôåñåò ðëçñïöïñßåò ðÜíù óôéò óõíáñôÞóåéò Möbius êáé Euler ï áíáãíþóôçò ðáñáðÝìðåôáé óåâéâëßá ÓõíäéáóôéêÞò, ãéá ðáñÜäåéãìá óôï âéâëßï ôïõ Laszlo Lovász, Combinatorial Problems and Exer-cises, North Holland Publishing Co., 1979.
H  óõíÜñôçóç (( ))nôH óõíÜñôçóç (( ))nô åßíáé ìßá áñéèìçôéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ åêöñÜæåé ôï ðëÞèïò ôùí èåôéêþíäéáéñåôþí ôïõ öõóéêïý áñéèìïý n .� ÓõìâïëéêÜ ãñÜöïõìå

(( )) ∑∑
≥≥

==
1
1

d ndnτ ,
üðïõ ôï Üèñïéóìá åêôåßíåôáé ó� üëïõò ôïõò èåôéêïýò äéáéñÝôåò ôïõ n .� Ç óõíÜñôçóç (( ))nô åßíáé ðïëëáðëáóéáóôéêÞ, äçëáäÞ áí (( )) 1, ==nm  ôüôå éó÷ýåé

( ) ( ) ( )nmmn τττ = .Ç éäéüôçôá áõôÞ åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìç ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí äéáéñåôþí ìåãÜëùíáêåñáßùí áñéèìþí.
ÈåþñçìáÁí κ

κ
aaa pppn ...21 21=  åßíáé ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ ôïõ èåôéêïý áêåñáßïõ áñéèìïý n , ôüôå éó÷ýåéç ó÷Ýóç

( ) ( ) ( )aan 11 21 ++=τ ... ( )1+κa  .
ÁÐÏÄÅÉÎÇÈá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí MÝèïäï ôçò ÌáèçìáôéêÞò ÅðáãùãÞò.Ãéá 1==κ áëçèåýåé
( ) ( )11apn ττ = .¼ìùò ïé äéáéñÝôåò ôïõ n, üðïõ 11apn =  åßíáé ïé öõóéêïß áñéèìïß 11211 ,...,,,1 αppp .
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ÄçëáäÞ éó÷ýåé
( ) 11 += anτ .ÈÝôïõìå, 11 11 ... −−

−−== κα
κ

α ppm  êáé õðïèÝôïõìå üôé
( ) ( ) ( )11 21 ++= αατ m ... ( )11 +−κα . (1)¼ìùò, ïé äéáéñÝôåò ôïõ  èåôéêïý áêåñáßïõ áñéèìïý n , üðïõ 2211 aa ppn = ... κ

κ

ap    ðñïêýðôïõíáðü ôïõò äéáéñÝôåò ôïõ  èåôéêïý áêåñáßïõ m  áí ðïëëáðëáóéáóèïýí áíôßóôïé÷á ìå ôéò äõíÜìåéòôïõ ðáñÜãïíôá ( )κ
κκκκκ
appppp ,...,,,äçë., 210 .Óõíåðþò, áí óõìâïëßóïõìå ìå nd êáé md  ôïõò èåôéêïýò äéáéñÝôåò ôùí n  êáé m  áíôßóôïé÷á,ôüôå

(( )) ∑∑== ndn
n 1τ ∑∑∑ +++= npdnpdmd mmm 2 111

κκ

... ∑+ npdm κα
κ

1
êáé åðåéäÞ ôï ðëÞèïò ôùí äéáéñåôþí md  åßíáé (( ))mτ , ëáìâÜíïõìå üôé

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )öïñÝò1... +++++= κτττττ ammmmn (2)
( )1)( += κµτ a .Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé
( )( ) ( )( )1111)( 121 ++++= − κκτ aaaan L .Áõôü ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò. à

ÐáñáôÞñçóçÃéá ôçí óõíÜñôçóç )(nτ áëçèåýåé ç ó÷Ýóç )(...)()()( 2211 κ
κττττ aaa pppn = ,üðïõ κ

κ
aaa pppn ...2211= .

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ� (( )) (( )) (( ))(( ))(( )) 12==++++++==⋅⋅⋅⋅== 11111253260 2ττ� (( )) (( )) (( ))(( ))(( )) 16111113532120 3 ==++++++==⋅⋅⋅⋅== ττ� (( )) (( )) (( ))(( ))(( )) 361212137323528 223 ==++++++==⋅⋅⋅⋅== ττ .
Ç óõíÜñôçóç ( )nóaÇ ( )nóa  åßíáé ìéá áñéèìçôéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ åêöñÜæåé ôï Üèñïéóìá ôùí a � ïóôþí äõíÜìåùíôùí èåôéêþí äéáéñåôþí ôïõ öõóéêïý áñéèìïý n , üðïõ ï a  ìðïñåß íá ëÜâåé ïðïéáäÞðïôå ìéãáäéêÞôéìÞ.̧ôóé, óõìâïëéêÜ ãñÜöïõìå

( ) ∑
≥

=

1d nd
aa dnσ ,üðïõ ôï Üèñïéóìá åêôåßíåôáé ó� üëïõò ôïõò èåôéêïýò äéáéñÝôåò ôïõ n .
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�  Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ 0==κ  ðñïêýðôåé ç óõíÜñôçóç (( ))nτ , äçëáäÞ
(( )) (( ))nn 0στ == .� Ç óõíÜñôçóç ( )naσ  åßíáé ðïëëáðëáóéáóôéêÞ, äçëáäÞ  áí (( )) 1, ==nm  ôüôå éó÷ýåé

( ) ( ) ( )nmmn aaa σσσ = .
ÈåþñçìáÁí κ

κ
aaa pppn ...21 21=  åßíáé ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ ôïõ èåôéêïý áêåñáßïõ áñéèìïý n , ôüôå éó÷ýåéüôé:

( ) ppppn aa 1111
2

121
111 21

−
−⋅

−
−=

++

σ ... 111
−

−+

κ

κ
κppa

ÁÐÏÄÅÉÎÇÈá êÜíïõìå ÷ñÞóç ôçò Ìåèüäïõ ôçò ÌáèçìáôéêÞò ÅðáãùãÞò ãéá ôïí áêÝñáéï áñéèìü κ .� Ãéá 1==κ   éó÷ýåé
( ) ( )1111 apn σσ = .¼ìùò ïé äéáéñÝôåò ôïõ n , üðïõ 11αpn == åßíáé ïé èåôéêïß áêÝñáéïé 11211 ...,,,,1 appp  êáé åðïìÝíùò

( ) ppn +++= 2111 1σ ... 11ap+ 11
1

11 1
−

−=
+ppa .

�  ¼ðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ èåùñÞìáôïò ãéá ôçí óõíÜñôçóç (( ))nτ , èÝôïõìå  11apm = ...
11−−

κ
κ
ap  êáé õðïèÝôïõìå üôé éó÷ýåé

( ) ppppm aa 1111
2

121
111 21

−
−⋅

−
−=

++

σ ... 1111
1
−
−

−

−
−

κ

κ
κppa . (3)

Áêïëïõèïýìå ôçí ßäéá  ëïãéêÞ ðïõ áêïëïõèÞóáìå êáé óôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá. ¸ôóé, áí
nd  êáé md  åßíáé ïé èåôéêïß äéáéñÝôåò ôùí mn,  áíôßóôïé÷á, üðïõ 21 21 aa ppn = ... κ

κ
ap , ôüôå éó÷ýåé

(( )) ∑∑== nd nn
dn1σ

+++= ∑∑∑ 2
κκ pdpdd md mmd mmd m mmm

... κ
κ
a

md m pd
m∑

+

dpdpd md mmd mmd m mmm
+++⋅= ∑∑∑ 21 κκ ... ∑+ md ma

m
dp κ

κ

( L+++= 21 κκ pp )paκ
κ+ ( )mppd a

md mm 11 11 σ
κ

κ
κ

⋅
−

−=
+

∑ (4)
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ÅðïìÝíùò, áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3), (4) ðñïêýðôåé
1111)( 2

121
111 21

−
−⋅

−
−=

++ ppppn aa
σ ... 1111 1

1
111

−
−⋅

−
− +

−

+
−

−

κ

κ

κ

κ
κκ pppp aa .

Áõôü ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò. àÐáñáôçñÞóåéò Ãéá ôçí óõíÜñôçóç ( )naσ  éó÷ýïõí ïé éäéüôçôåò:   �                  ∏
=

+

−

−
=

κ
σ 1

)1(
1 1)( i ai

aaa pipn i  .
� 











 = κ

κκ σσσσ κ aaaaaaaaa ppppp ...... 211 211  .
ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ

� (( )) (( )) 16815 1513 1312 1253260 223211 ==
−−
−−⋅⋅

−−
−−⋅⋅

−−
−−==⋅⋅⋅⋅== σσ

� (( )) (( )) 36015 1513 1312 12532120 224311 ==
−−
−−⋅⋅

−−
−−⋅⋅

−−
−−==⋅⋅⋅⋅== σσ

� (( )) (( )) 1111517 1713 1312 127323528 33422311 ==
−−
−−⋅⋅

−−
−−⋅⋅

−−
−−==⋅⋅⋅⋅== σσ .
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3. TÝëåéïé áñéèìïß, áñéèìïß Fermat
TÝëåéïé Áñéèìïß¸íáò èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò n  ïíïìÜæåôáé ôÝëåéïò (perfect number) üôáí ï áñéèìüò áõôüòåßíáé ßóïò ìå ôï Üèñïéóìá ôùí äéáéñåôþí ôïõ ÷ùñßò öõóéêÜ íá óõìðåñéëáìâÜíïõìå ôïí nóôçí Üèñïéóç.Ìå óýìâïëá ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ðùò ï n  åßíáé ôÝëåéïò áñéèìüò áí êáé ìüíïí áí éó÷ýåé

( ) nn 21 =σ .Ï ðñþôïò ôÝëåéïò áñéèìüò åßíáé ï 6 äéüôé  6=1+2+3.  Ï äåýôåñïò ôÝëåéïò áñéèìüò åßíáé ï 28,äéüôé 28=1+2+4+7+14, ê.ë.ð.Ç Ýñåõíá ãéá ôïõò ôÝëåéïõò áñéèìïýò îåêßíçóå áðü ôá áñ÷áßá ÷ñüíéá êáé åéäéêüôåñá áðü ôïõòáñ÷áßïõò ¸ëëçíåò, áöïý ï Åõêëåßäçò óôá Óôïé÷åßá ðáñïõóßáóå Ýíá áðü ôá âáóéêüôåñáèåùñÞìáôá ðïõ áöïñïýí ôïõò ôÝëåéïõò áñéèìïýò.
Èåþñçìá  (ÈÅÙÑÇÌÁ ÔÏÕ ÅÕÊËÅÉÄÇ)Ãéá ïðïéïíäÞðïôå öõóéêü áñéèìü n ãéá ôïí  ïðïßï ï áñéèìüò 12 −−n   åßíáé ðñþôïò, ï

(( ))122 1 −−−− nn åßíáé ôÝëåéïò áñéèìüò.
ÁÐÏÄÅÉÎÇÁñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé (( )) (( ))122)12(2 11 −−==−−−− nnnnσ . Ãé� áõôü ôï óêïðü åßíáé áñêåôü íáðñïóäéïñßóïõìå ôïõò äéáéñÝôåò ôïõ áñéèìïý pn ⋅⋅−−12 , üðïõ 12 −−== np .Ïé äéáéñÝôåò ôïõ áñéèìïý áõôïý åßíáé ïé áêÝñáéïé pppp nn 1212 2,...,2,2,,2,...,2,2,1 −− .Óõíåðþò

( ) +++=− 211 2212 pnσ ... +++++ − pppn 21 222 ... pn 12 −+

( )( ++++= 22211p ... )12 −+ n
(( ))(( ))121 −−++== np

(( ))122 −−== nn .äçëáäÞ
( )pn 11 2 −σ (( ))122 −−== nn  .

Áõôü, ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò.  à
Èåþñçìá (ÈÅÙÑÇÌÁ ÔÏÕ EULER)ÊÜèå Üñôéïò ôÝëåéïò áñéèìüò ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß óôçí ìïñöÞ (( ))122 1 −−−− nn  üôáíÍ∈∈n , üðïõ 12 −−n åßíáé ðñþôïò áñéèìüò.
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ÁÐÏÄÅÉÎÇ¸óôù κ Ýíáò ôÝëåéïò áñéèìüò.Ôüôå éó÷ýåé
(( )) κκσ 21 == .ÕðïèÝôïõìå üôé ï öõóéêüò áñéèìüò 1−−n  åßíáé ç ìåãáëýôåñç äýíáìç ôïõ 2 ðïõ äéáéñåß ôïíáñéèìü κ . Óõíåðþò

λκ 12 −−== n , üðïõ λ  Ýíáò ðåñéôôüò áêÝñáéïò áñéèìüò.¸ôóé
(( )) (( ))λσκσκ 111 22 −−==== n
(( )) (( ))λσσ 111 2 −−== n ,áöïý ïé áêÝñáéïé 12 −−n  êáé λ  åßíáé ðñþôïé ìåôáîý ôïõò.¼ìùò,

(( )) 1111 −−
−−==

++ppp κ
κσ ,áí p åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò,åðïìÝíùò
(( )) (( ))λσκ 1122 −−== nÞ
(( )) (( ))λσλ 1122 −−== nn (1)Þ

n
n2 12)(1

−−==
λσ

λ  .
Ðñïöáíþò,  ôï êëÜóìá  n

n2 12 −−  åßíáé áíÜãùãï, áöïý (( )) 12,12 ==−− nn .
Óõíåðþò (( ))12 −−== nmλ  êáé  (( )) nm21 ==λσ , ãéá êÜðïéïí áñéèìü Í∈∈m . Èá áðïäåßîïõìå üôé1==m .ÕðïèÝôïõìå üôé 1≠≠m , ôüôå

(( )) ,11 ++++≥≥ mλλσêáèþò ï λ  èá Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ôïõò áêåñáßïõò 1,, mλ  ùò äéáéñÝôåò.ÄçëáäÞ
(( )) (( )) ),(12112 11 λσλσ >>++==++++−−≥≥ mmm nn

áöïý (( )) nm21 ==λσ .  ¢ôïðï.´Åôóé, éó÷ýåé üôé 1==m  êáé óõíåðþò 12 −−== nλ  êáé åðåéäÞ λκ 12 −−== n  ëáìâÜíïõìå üôé
(( ))122 1 −−== −− nnκ .Áñêåß íá áðïäåßîïõìå, üôé ï 12 −−n  åßíáé ðñþôïò áñéèìüò.

Áðü ôçí ó÷Ýóç (1) ðñïêýðôåé üôé
( ) ( ) ( )1221212 1 −=−− nnnn σ
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Þ
(( )) (( )) 1122121 ++−−====−− nnnσ .ÅðïìÝíùò, ïé ìïíáäéêïß äéáéñÝôåò ôïõ 12 −−n  åßíáé ï åáõôüò ôïõ êáé ç ìïíÜäá. Óõíåðþò, ïèåôéêüò áêÝñáéïò 12 −−n  åßíáé ðñþôïò áñéèìüò. Áõôü, ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò. àÁíïé÷ôÜ ÐñïâëÞìáôá� Ðáñáôçñïýìå üôé ôï èåþñçìá ôïõ Euler áíáöÝñåôáé ìüíï óå Üñôéïõò ôÝëåéïõò áñéèìïýòêáé Ýôóé ãåííÜôáé ôï åñþôçìá: «ÕðÜñ÷ïõí ðåñéôôïß ôÝëåéïé áñéèìïß;»Ôï ðáñáðÜíù åñþôçìá åßíáé Ýíá áðü ôá áñ÷áéüôåñá áíïé÷ôÜ ðñïâëÞìáôá ôçò ÈåùñßáòÁñéèìþí êáé ßóùò ôùí Ìáèçìáôéêþí.Ïé R. Brent, G. Cohen êáé H. te Riele óôçí åñãáóßá ôïõò: Improved techniques for lowerbounds for odd perfect numbers, Math. Comp., 61(1993), 857 � 868, áðÝäåéîáí ðùò áí õðÜñ÷ïõíðåñéôôïß ôÝëåéïé áñéèìïß n, ôüôå ðñÝðåé íá éó÷ýåé 30010>>n .� ¸íá áêüìç ðïëý óðïõäáßï áíïé÷ôü ðñüâëçìá ðïõ áöïñÜ ôïõò ôÝëåéïõò áñéèìïýò åßíáéôï åîÞò:«Åßíáé ïé Üñôéïé ôÝëåéïé áñéèìïß Üðåéñïé ôï ðëÞèïò;»

Óçìåéþíïõìå üôé óôá äýï ðñïçãïýìåíá èåùñÞìáôá áíáöåñèÞêáìå óôïí áñéèìü 12 −−n  óôçíðåñßðôùóç ðïõ áõôüò åßíáé ðñþôïò áñéèìüò.Ôïýò ðñþôïõò áñéèìïýò áõôÞò ôçò ìïñöÞò ôïõò ìåëÝôçóå ï Marin Mersenne êáé ãé� áõôüïíïìÜæïíôáé ðñþôïé ôïõ Mersenne.O Mersenne äéáôçñïýóå áëëçëïãñáößá ìå ôïí Pierre de Fermat (1601 � 1665).  ¸ôóé ïFermat åîåôÜæïíôáò ôïõò ðñþôïõò áñéèìïýò  ôçò ìïñöÞò 12 −−n  êáôÝëçîå ó� áõôü ôï èåþñçìáðïõ åßíáé ãíùóôü ùò «Ìéêñü Èåþñçìá ôïõ Fermat».� Ôï Ýôïò 1644 ï Ìersenne äéáôýðùóå ôçí åéêáóßá üôé ï áêÝñáéïò áñéèìüò pM , üðïõ12 −−== ppMåßíáé ðñþôïò ãéá 257,127,67,31,19,17,13,7,5,3,2==p  êáé óýíèåôïò áñéèìüò ãéá ôïõòõðüëïéðïõò ðñþôïõò ïé ïðïßïé åßíáé ìéêñüôåñïé ôïõ áñéèìïý 257.Áõôü üìùò äåí  éó÷ýåé. Ôï ðñþôï áíôéðáñÜäåéãìá óôçí åéêáóßá ôïõ Mersenne äüèçêå ôï Ýôïò1886 áðü ôïõò Pervusin êáé Seelhoff ïé ïðïßïé áðÝäåéîáí üôé ãéá 61==p , ï áêÝñáéïò 12 −−p  åßíáéðñþôïò. Áñéèìïß FermatÙò áñéèìïýò Fermat ïñßæïõìå ôïõò áñéèìïýò nF  ðïõ åêöñÜæïíôáé áðü ôïí áêüëïõèï ôýðï:122 ++==
nnF ,   üðïõ   n=0,1,2,...Óõíåðþò, éó÷ýåé üôé: 655372571753 43210 ===== F, F, F, F, F .
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Ï Fermat õðÝèåóå ðùò üëïé ïé áñéèìïß ôçò ìïñöÞò122 ++
n       åßíáé ðñþôïé. ¼ìùò ï Leonhard Euler (1707 � 1783) áðÝäåéîå ôï Ýôïò 1732 ðùò ï áêÝñáéïò12 525 ++==Fåßíáé óýíèåôïò áñéèìüò. (Ç áðüäåéîç ôïõ Euler ðáñïõóéÜæåôáé óôç óõíÝ÷åéá ôçò åñãáóßáò).

×ÁÑÁÊÔÇÑÉÓÔÉÊÅÓ ÉÄÉÏÔÇÔÅÓ1) Íá äåé÷èåß üôé ãéá ôïõò áñéèìïýò Fermat éó÷ýåé üôé:
10m FF2F =− ... 1mF − ãéá 1m ≥≥  ìå Ù∈∈m .

ÁÐÏÄÅÉÎÇ� Ãéá m=1 ëáìâÜíïõìå üôé 32 001 ==⇔⇔==−− FFF ,ôï ïðïßï éó÷ýåé.� ÕðïèÝôïõìå ðùò ãéá êÜðïéï Ù∈∈κ  ìå 1>>κ  éó÷ýåé üôé
102 FFF =−κ
... 1−κF .� Áñêåß íá äåßîïõìå üôé

101 2 FFF =−+κ ... κF .¼ìùò
( 10FF ... ) ( ) )12)12(2 221 +−=−=−

κκ
κκκκ (FFFF

10FF⇔ ... 121212212 12222222 −=−=−⋅=−


=
+⋅ κκ

κ

κκκF
10FF⇔ ... 21 −= +κκ FF .¢ñá, óýìöùíá ìå ôçí Áñ÷Þ ôçò ÌáèçìáôéêÞò ÅðáãùãÞò áðïäåß÷èçêå ç æçôïýìåíç éäéüôçôá.à

2)  Íá äåé÷èåß üôé ãéá ôïõò áñéèìïýò Fermat  nF , üðïõ 12F n2n ++==  éó÷ýåé üôé 2 2F nFn −− ,üðïõ  0,1,2,...n ==   . ÁÐÏÄÅÉÎÇÁðü ôçí ðáñáðÜíù éäéüôçôá Ý÷ïõìå:
110 ...2 −−==−− mm FFFF .Èåùñïýìå  üôé  nm >> . Ôüôå ï nF  åßíáé Ýíáò áðü ôïõò áñéèìïýò 110 ,...,, −−mFFF .� Éó÷ýåé üôé 12 ++≥≥ nn .
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ÐñÜãìáôéÃéá n=1 , 22 ≥≥  , ðïõ éó÷ýåé.¸óôù üôé 12 ++≥≥ nn  ãéá ôõ÷áßï èåôéêü áêÝñáéïáñéèìü n . Áñêåß íá äåßîïõìå üôé22 1 ++≥≥++ nn .¼ìùò
(( )) 222221222 1 ++≥≥⇔⇔++≥≥++==++≥≥⋅⋅ ++ nnnn nn .Óõíåðþò óýìöùíá ìå ôçí Áñ÷Þ ôçò ÌáèçìáôéêÞò ÅðáãùãÞò éó÷ýåé ç ó÷Ýóç12 ++≥≥ nn .�  ÅðïìÝíùò, ìðïñïýìå íá èÝóïõìå üðïõ m  ôï n2 , ìå ôï nF  íá åßíáé ðÜëé Ýíáò áðü ôïõòáñéèìïýò ,, 10 FF ... 1, −mF .Ôüôå ëáìâÜíïõìå üôé:

102 2 FFF n ⋅=− ... 12 −nF .ÅðïìÝíùò 22 −−nFFn .¼ìùò 1212 122 2
++==++== −−nn

n FF´Áñá
( )12 1 −−nFnF´êáé óõíåðþò

( ) ( )22äçë.,122 1 −−− nn FnFn FF . àÓ÷üëéï
Ï G. Pólya (1887 �1985) áîéïðïßçóå ôçí ðñþôç  ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá ãéá íá äþóåé ìéá Üëëç áðüäåéîçôïõ ãåãïíüôïò üôé ôï ðëÞèïò ôùí ðñþôùí áñéèìþí åßíáé Üðåéñï.

3) Íá äåé÷èåß üôé ïé ðñþôïé áñéèìïß åßíáé Üðåéñïé óôï ðëÞèïò.
ÁÐÏÄÅÉÎÇÏ G. Pólya óêÝöôçêå ðùò ãéá íá áðïäåßîåé üôé ïé ðñþôïé áñéèìïß åßíáé Üðåéñïé óôï ðëÞèïòáñêåß íá âñåé ìéá Üðåéñç áêïëïõèßá öõóéêþí áñéèìþí ïé ïðïßïé íá åßíáé áíÜ äýï ðñþôïé ìåôáîýôïõò. Ôüôå, áí ï ðñþôïò áñéèìüò κp   äéáéñåß  ôïí κ �ïóôü üñï ôçò áêïëïõèßáò (( ))κα , äåí èáìðïñåß íá äéáéñåß êáíÝíáí Üëëï üñï ôçò áêïëïõèßáò. ÅðïìÝíùò, ôïõò üñïõò ...,, 21 ++ κκ aa  èáôïõò äéáéñïýí Üëëïé ðñþôïé áñéèìïß  ðïõ åßíáé äéÜöïñïé ôïõ κp  êáé äéáêåêñéìÝíïé ìåôáîý ôïõò.¼ìùò, ïé üñïé ôçò áêïëïõèßáò åßíáé Üðåéñïé óôï ðëÞèïò, Üñá êáé ïé äéáöïñåôéêïß ìåôáîý ôïõòðñþôïé áñéèìïß åßíáé Üðåéñïé óôï ðëÞèïò.
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Èá äåßîïõìå ðùò ìéá ôÝôïéá áêïëïõèßá äçìéïõñãåßôáé áðü ôïõò áñéèìïýò Fermat.¸óôù üôé ïé áñéèìïß Fermat äåí åßíáé áíÜ äýï ðñþôïé ìåôáîý ôïõò. Ôüôå õðÜñ÷åé ðñþôïòáñéèìüò p  ôÝôïéïò þóôå:
nm FpFp , ,  ãéá mn << .Ëüãù ôçò ðñþôçò éäéüôçôáò  ëáìâÜíïõìå üôé .22 −−⇒⇒−− mmn FpFF¢ñá

mFp  êáé 2−−mFp .Óõíåðþò
(( )) 222 ==⇒⇒⇒⇒−−−− ppFFp mm . ¢ôïðï, äéüôé ïé áñéèìïß Fermat åßíáé ðåñéôôïß êáé óõíåðþò äåí äéáéñïýíôáé áðü ôï 2.Óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù ðñïêýðôåé ðùò ïé ðñþôïé áñéèìïß åßíáé Üðåéñïé óôï ðëÞèïò.  à

¼ðùò Ý÷åé ðñïáíáöåñèåß, ï Euler áðÝäåéîå ôï Ýôïò 1732 üôé ï áñéèìüò Fermat12 525 ++==Fäåí åßíáé ðñþôïò. Åßíáé ðñáãìáôéêÜ åíôõðùóéáêü ôï ãåãïíüò üôé ï Euler Ýêáíå ôçí áðüäåéîçáõôÞ ðáñüëï ðïõ Þôáí ðëÝïí ôåëåßùò ôõöëüò.Ç áðüäåéîÞ ôïõ åßíáé ç áêüëïõèç: 670041764112 525 ⋅⋅==++==Fðïõ åßíáé óýíèåôïò áñéèìüò. ÂÝâáéá, ãéá íá áðïäåßîåé ï Euler  üôé  ï 5F  åßíáé óýíèåôïò áñéèìüòäåí ðáñÝèåóå áðëþò ôï ðáñáðÜíù ãéíüìåíï. ÁðÝäåéîå ôï ãåãïíüò üôé ï  áñéèìüò 641 äéáéñåß ôïí
5F .Áõôü éó÷ýåé  äéüôé 1151255165525641 344 ++++⋅⋅==++⋅⋅==++==

(( )) 12511285131255 7 ++⋅⋅==++⋅⋅==++++== ,äçëáäÞ 12525641 744 ++⋅⋅==++== . (1)¼ìùò  , áëçèåýåé üôé
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )47474744744744 22252225225 ⋅+⋅=+=+ 32284 225 ++⋅⋅== ,äçëáäÞ

32284 225641 ++⋅⋅ëüãù ôçò (1).Åðßóçò, éó÷ýåé üôé 12525125 142142284 −−⋅⋅⋅⋅⋅⋅==−−⋅⋅

( ) 125 2142 −⋅=

(( ))(( ))125125 142142 ++⋅⋅−−⋅⋅==
(( ))(( ))(( ))125125125 14277 ++⋅⋅++⋅⋅−−⋅⋅==
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Ïðüôå, ðñïêýðôåé üôé 125641 284 −−⋅⋅    ëüãù ôçò (1).Óõíåðþò
(( )) (( ))125225641 28432284 −−⋅⋅−−++⋅⋅Þ 12641 32 ++ ,äçëáäÞ 12641 52 ++ ,  üðïõ 52 12 5 F==++ .

¢ñá
5641 F ,ðïõ óçìáßíåé üôé ï 5F  äåí ìðïñåß íá åßíáé ðñþôïò áñéèìüò. à

Ó÷üëéïÅßíáé óçìáíôéêü íá áíáöÝñïõìå üôé 148 ÷ñüíéá ìåôÜ ôïí Euler, o Landau  áðÝäåéîå üôé ïýôå ï 6F  åßíáéðñþôïò áñéèìüò. Áðü ôüôå, Ý÷ïõí âñåèåß ðïëëïß áñéèìïß Fermat  ïé  ïðïßïé åßíáé óýíèåôïé, áíôéâáßíïíôáòóôçí åéêáóßá ôïõ Fermat üôé üëïé ïé áêÝñáéïé ôçò ìïñöÞò
122 ++

n    åßíáé ðñþôïé ãéá êÜèå Í∈∈n .
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4. Éóïäõíáìßåò (Þ Éóïôéìßåò)
ÏñéóìüòÄýï áêÝñáéïé áñéèìïß a, b ëÝãïíôáé éóïäýíáìïé Þ éóüôéìïé ( Þ éóïûðüëïéðïé) modulo  m, üðïõm Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò, áí ï m äéáéñåß ôç äéáöïñÜ  a �b  êáé óõìâïëßæïõìå)(mod mba ≡ .Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ç äéáöïñÜ a �b äåí äéáéñåßôáé ìå ôïí m, ôüôå óõìâïëßæïõìå

( )mba modT .
Èåþñçìá (ÔÏ ÌÉÊÑÏ ÈÅÙÑÇÌÁ ÔÏÕ FERMAT)Aí p  åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé  Ù∈a  ìå ( ) 1, =pa , ôüôå )(mod11 pa p ≡− .

ÁÐÏÄÅÉÎÇÁñ÷éêÜ, èá áðïäåßîïõìå üôé paa p mod≡ . Óôç óõíÝ÷åéá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí éäéüôçôá
( ) 1, =pa  èá êáôáëÞîïõìå óôï åðéèõìçôü áðïôÝëåóìá.�  Èåùñïýìå ðñþôá ôçí ðåñßðôùóç üðïõ ô∈a . Ôüôå, ãéá 1=a  éó÷ýåé üôé  ( )paa p mod≡ãéá ïðïéïíäÞðïôå ðñþôï áñéèìü p .ÕðïèÝôïõìå üôé ç ó÷Ýóç ( )paa p mod≡ éêáíïðïéåßôáé êáé èá áðïäåßîïõìå üôé
( ) ( )( )paa p mod11 +≡+ .Áðü ôï äéþíõìï ôïõ Íåýôùíá Ý÷ïõìå

( ) +





+





=+ −1101 ppp apapa ... 





+





−

+ ppapp 1
+





+= 11 p-p apa ... 11 +





−

+ app .¼ìùò, ï p  äéáéñåß êáèÝíáí áðü ôïõò áêåñáßïõò





 1p  , 




 2p  ,  ...  , 





−1pp  .Óõíåðþò, áðü ôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ðñïêýðôåé üôé

( ) )(mod11 paa pp +≡+ . (1)ÁëëÜ, ãíùñßæïõìå üôé )(mod paa p ≡ . ¸ôóé, ç ó÷Ýóç (1) ãßíåôáé
( ) )(mod11 paa p +≡+ .ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôçí Áñ÷Þ ôçò ÌáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò áðïäåßîáìå ðùò

( )paa p mod≡ , ãéá Í∈a .� Èá áðïäåßîïõìå ôçí  ßäéá ó÷Ýóç óôçí ðåñßðôùóç üðïõ Ù∈a , ìå  0≤a .



46 ÄÉÐËÙÌÁÔÉÊÇ ÅÑÃÁÓÉÁ

Ãéá 0=a , åßíáé ðñïöáíÝò üôé ( )paa p mod≡ .Ãéá 0<a , Ý÷ïõìå:� Áí 2==p , ôüôå ( ) ( )( )2mod22 aaa −≡−=  êáèþò Í∈− a . ÄçëáäÞ, aa +22 . ¼ìùò,
a22  êáé óõíåðþò aaa 22 2 −+ . ¢ñá,  aa −22 . ÅðïìÝíùò, ( )2mod2 aa ≡ .� Áí 2≠≠p , äçëáäÞ ï p  åßíáé ðåñéôôüò, ðñïêýðôåé

( ) ( )( )paaa pp mod−−≡−−=  êáèþò Í∈− a .¸ôóé, ( )paa p mod≡ .Áöïý äåßîáìå üôé ( )paa p mod≡ , ãéá êÜèå Ù∈a , èá ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí áðüäåéîç ôïõèåùñÞìáôïò.Éó÷ýåé üôé aap p − , äçëáäÞ ( )11 −−paap .
¼ìùò, ( ) 1, =pa . ¢ñá, ï p  áíáãêáóôéêÜ äéáéñåß ôïí áêÝñáéï 11 −−pa . Óõíåðþò

( )pa p mod11 ≡− . à
Èåþñçìá (ÔÏ ÈÅÙÑÇÌÁ FERMAT � EULER )Aí Ù∈∈ma,  êáé  ( ) 1, =ma , ôüôå

( ) ( )ma m mod1≡φ(üðïõ (( ))mφ  åßíáé ç óõíÜñôçóç ôïõ Euler).
ÁÐÏÄÅÉÎÇÈá áðïäåßîïõìå, áñ÷éêÜ, ôï èåþñçìá óôç ðåñßðôùóç üðïõ ï áêÝñáéïò áñéèìüò m  åßíáéôÝëåéá äýíáìç åíüò ðñþôïõ áñéèìïý. ¸óôù, ëïéðüí, üôé κpm == , üðïõ p  ðñþôïò áñéèìüò êáéô∈∈κ . Ãéá 1==κ , éó÷ýåé

( ) ( )paa pp mod11 ≡= −φ ,äçëáäÞ
( ) ( )ma m mod1≡φ .Ðáñáôçñïýìå, äçëáäÞ, ðùò ãéá 1==κ  Ý÷ïõìå áêñéâþò ôï Ìéêñü Èåþñçìá ôïõ Fermat.YðïèÝôïõìå ðùò éó÷ýåé üôé
( ) ( )κφ κ pa p mod1≡êáé èá äåßîïõìå ðùò

( ) ( )1mod11 +≡
+ κφ pa êp .¸ôóé, ëáìâÜíïõìå

( ) êp ëpa ê
=−1φ , ãéá êÜðïéï Ù∈∈λ

Þ                                                           κλ
κκ pa pp +=

−− 11
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Þ ( ) pêpp ëpa êê
+=−+ 11

Þ ( ) ( ) pêp ëpa ê
+=

+ 11φ . (1)¼ìùò,
( ) +





+=+ κëppëp pê 111 ... (( )) (( )) pêpê ëpëppp

++





−−

++
−−11 .ÁëëÜ, ï ðñþôïò áñéèìüò p äéáéñåß êáèÝíáí áðü ôïõò áêåñáßïõò  áñéèìïýò






 1p , 




 2p , ..., 





−−1pp . ¢ñá,

( ) 111 +′+=+ κλ pëp pê , ãéá êÜðïéï Ù∈∈′′λ .Óõíåðþò, áðü  ôçí ó÷Ýóç (1) ëáìâÜíïõìå üôé:
( ) 111 +′+=

+ êp pëa êφ ,äçëáäÞ
( ) ( )1mod11 +≡

+ êp pa êφ .ÅðïìÝíùò, ãéá êÜèå Í∈∈κ  éó÷ýåé üôé
( ) ( )κφ κ pa p mod1≡ .Áðü  ôï èåìåëéþäåò èåþñçìá ôçò ÁñéèìçôéêÞò èá Ý÷ïõìå üôé ,üðïõ,21 21 Í∈∈== n...pppm nênêêåíþ ãíùñßæïõìå, åðßóçò, ðùò ç óõíÜñôçóç φ  åßíáé ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ãéá áêåñáßïõò ðïõ åßíáéáíÜ äýï ðñþôïé ìåôáîý ôïõò.Óõíåðþò, óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù èá éó÷ýåé

( )
( )

( )
( )

( )11
22112211 mod1 κ

φ
φ

φ

φ
φ

φ

κ

pa
nênêê

nnêê
ppp

ppp































≡































 





 NN

Þ
( )11

2211 mod1 ê...ppp pa nênêê
≡






φ

Þ
( ) ( )11mod1 êm pa ≡φ .Ïìïßùò, Ý÷ïõìå

( ) ( ) ( ) ( )nênmm p, a...,pa mod1mod1 22 ≡≡ φκφ .Áêïëïýèùò, ãíùñßæïõìå ðùò áí ca  êáé cb  ìå ( ) 1, =ba , ôüôå cab . ¸ôóé, åöáñìüæïíôáòáõôÞí ôçí éäéüôçôá óôçí ðáñáðÜíù ðåñßðôùóç, ëáìâÜíïõìå
( ) ( ) 111 21 21 −−− mênmê(m)ê a, ..., pa, pap n φφφ
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ìå
( ) 1...21 21 =nênêê , p, ,pp .¢ñá, pp êê ⋅⋅ 21 21 ... ( ) 1−⋅ möên a p n ,äçëáäÞ ( ) ( )ma mö mod1≡ à

ÐáñáôÞñçóçÔï èåþñçìá Fermat�Euler áðÝäåéîå ï Leonhard Euler ôï Ýôïò 1758. Ôï èåþñçìá áõôü áðïôåëåß ãåíßêåõóçôïõ Ìéêñïý ÈåùñÞìáôïò ôïõ Fermat .
Èåþñçìá¸óôù ïé áêÝñáéïé áñéèìïß cba ,,  ìå ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáí áðü ôïõò b,α  äéÜöïñï ôïõ ìçäåíüò.Áí ( )bad ,=  êáé cd , ôüôå ç äéïöáíôéêÞ åîßóùóçcbyax =+Ý÷åé Üðåéñåò ëýóåéò ôçò ìïñöÞò

Ù∈−=+= nndayyndbxx ,, 00üðïõ (( ))00 , yx  åßíáé ìßá ëýóç ôçò åîßóùóçò áõôÞò.Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ Id c , ç äéïöáíôéêÞ åîßóùóçcbyax =+äåí Ý÷åé ëýóåéò.
ÁÐÏÄÅÉÎÇ� Áí cd , ôüôå åßíáé dc κ== , ãéá êÜðïéïí áêÝñáéï áñéèìü κ .¼ìùò, ëüãù ôïõ ãåãïíüôïò üôé ï d  Ý÷åé ôçí éäéüôçôá íá åßíáé ï ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçòôùí ba, , èá õðÜñ÷ïõí áêÝñáéïé 21,κκ ôÝôïéïé þóôå bad 21 κκ += .¢ñá bêêaêêc 21 += .ÅðïìÝíùò, ìßá ëýóç ôçò äéïöáíôéêÞò åîßóùóçò åßíáé ç 2010 , κκκκ ==== yx . Äåßîáìå, ëïéðüí,ôçí  ýðáñîç ìéáò ôïõëÜ÷éóôïí ëýóçò ôçò äéïöáíôéêÞò åîßóùóçò.Ãéá íá áðïäåßîïõìå ðùò õðÜñ÷ïõí Üðåéñåò ëýóåéò ôçò äéïöáíôéêÞò åîßóùóçò êáé ìÜëéóôá ôçòìïñöÞò ndayyndbxx −=+= 00 ,èåùñïýìå üôé ç (( ))yx,  åßíáé ìßá ôõ÷áßá ëýóç ôçò äéïöáíôéêÞò åîßóùóçò.
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Ôüôå éó÷ýåé
cbyax cbyax

=+
=+

00 .¢ñá
( ) 0)( 00 =−+− yybxxa

( ) )( 00 yybxxa −=−⇔

( ) )( 00 yydbxxda −=−⇔ (1)ÄçëáäÞ
( ),0xxdadb − üìùò 1, =





 dbda ,Üñá

( )0xxdb − .Óõíåðþò, õðÜñ÷åé Ù∈∈n  ôÝôïéïò, þóôå
dbnxx ++== 0 .

Èåùñïýìå, ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, üôé 0≠≠b . Ôüôå, áðü ôçí ó÷Ýóç (1) ëáìâÜíïõìå üôé
( )yydbdbnda −=⋅ 0

yynda −=⋅⇒ 0
ndayy −=⇒ 0 .Áí èåùñÞóïõìå ðùò 0≠a , åêôåëïýìå áêñéâþò ôçí ßäéá äéáäéêáóßá êáé êáôáëÞãïõìå óôçíßäéá ëýóç.¢ñá, ãéá êÜðïéïí óõãêåêñéìÝíï áêÝñáéï áñéèìü n  ðñïêýðôåé üôé ç

ndayyndbxx −=+= 00 ,
åßíáé ëýóç ôçò äéïöáíôéêÞò åîßóùóçò cbyax =+ . ¼ìùò, áí èåùñÞóïõìå Ýíáí ôõ÷áßï áêÝñáéïáñéèìü t, ôüôå ãéá

tdbxx ++== 0  êáé tdayy −= 0ëáìâÜíïõìå üôé





 −+





 += tdaybtdbxac 00
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tdbabytdabax −++= 00
00 byax += ,ðïõ éó÷ýåéÓõíåðþò, ç äéoöáíôéêÞ åîßóùóç cbyax =+ Ý÷åé Üðåéñåò ëýóåéò ïé ïðïßåò åêöñÜæïíôáé óôçíìïñöÞ

ndbxx += 0 ,  ndayy −= 0 , ãéá Ù∈∈n .� Áí Id c ,  ôüôå ðñïêýðôåé: ad  êáé bd .¢ñá )byxa(d + .ÄçëáäÞ cd . ¢ôïðï.Óõíåðþò, óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, ç äéïöáíôéêÞ åîßóùóçcbyax =+äåí äÝ÷åôáé êáìßá ëýóç. à
Èåþñçìá¸óôù ïé áêÝñáéïé áñéèìïß a,b  êáé ï öõóéêüò áñéèìüò m. Áí ( )mad ,=  êáé bd , ôüôå çãñáììéêÞ éóïäõíáìßá

)(mod mbax ≡Ý÷åé d , áíÜ äýï äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò, ëýóåéò modulo m.Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ Id b , ç ãñáììéêÞ éóïäõíáìßá äåí Ý÷åé ëýóåéò.
ÐáñáôÞñçóç: Ïé ëýóåéò 21 x,x  èåùñïýíôáé äéáöïñåôéêÝò, áí (( ))mxx mod21T .

ÁÐÏÄÅÉÎÇ� Áí bd  ôüôå, ãéá íá Ý÷åé ç ãñáììéêÞ éóïäõíáìßá )(mod mbax ≡  ëýóç ðñÝðåé , éóïäýíáìá,ç äéïöáíôéêÞ åîßóùóç bmyax =−íá Ý÷åé ëýóç.Ç äéïöáíôéêÞ åîßóùóç bmyax =−  äÝ÷åôáé  Üðåéñåò ëýóåéò ìå
ndmxx −−== 0 ,

üðïõ (( ))00 , yx  åßíáé ìéá ëýóç ôçò bmyax =− .
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Èá áðïäåßîïõìå ðùò áðü ôçí áðåéñßá ôùí ëýóåùí ôçò  ãñáììéêÞò éóïäõíáìßáò
( )mbax mod≡ ,ìüíï d  ëýóåéò åßíáé áíÜ äýï äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò.Ðáñáôçñïýìå ðùò ïé áñéèìïß

( ) dmdxdmxdmxx 1...,,2,, 0000 −−−−åßíáé üëåò ëýóåéò ôçò ãñáììéêÞò éóïäõíáìßáò ( )mbax mod≡ . Ïé ëýóåéò áõôÝò åßíáé áíÜ äýïäéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò êáèþò áí
(( ))mdmnxdmnx mod2010 −−≡≡−−

ãéá êÜðïéïõò áêåñáßïõò 21,nn  ìå 1,1 21 −−≤≤≤≤ dnn ,  ôüôå
(( ))mdmndmn mod21 ≡≡äçëáäÞ

(( )) dmnnm 21 −− .¢ñá
(( ))21 nnm −−   Þ   dmm .

¼ìùò, åßíáé ðñïöáíÝò üôé dmm I . Óõíåðþò, ðñÝðåé íá éó÷ýåé üôé
(( ))21 nnm −− .ÁëëÜ md  êáé Ýôóé ðñÝðåé
(( ))21 nnd −− .¢ôïðï, êáèþò 1,1 21 −−≤≤≤≤ dnn .ÅðïìÝíùò, ïé ëýóåéò

(( )) dmdxdmxdmxx 1...,,2,, 0000 −−−−−−−−

åßíáé áíÜ äýï äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò.Èá äåßîïõìå ðùò äåí ìðïñïýí íá õðÜñîïõí Üëëåò ëýóåéò ôçò ãñáììéêÞò éóïäõíáìßáò
( )mbax mod≡þóôå üëåò ïé ëýóåéò íá ðáñáìÝíïõí áíÜ äýï äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò.¸óôù, ëïéðüí, Ù∈∈κ   ìéá äéáöïñåôéêÞ ëýóç.Ôüôå, ëáìâÜíïõìå üôé ç
( )mbax mod≡ìðïñåß íá ëÜâåé ôçí ìïñöÞ
( )mba mod≡κåíþ ãíùñßæïõìå üôé ( )mbax mod0 ≡ .
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¸ôóé
( )maxa mod0≡κ . (1)¼ìùò, ãíùñßæïõìå üôé ( ) dma =, . Óõíåðþò, ìðïñïýìå íá èÝóïõìå dmda 21 , λλ == , ãéá Ù∈∈21,λλ  ìå (( )) 1, 21 ==λλ .Áíôéêáèéóôþíôáò óôçí ó÷Ýóç (1)  ðñïêýðôåé:

(( ))mdxëdêë mod011 ≡≡ ,äçëáäÞ
( )01 xêdëm −ÁëëÜ dëm 2== , ïðüôå ðñïêýðôåé üôé
( )012 xddë −κλ ,äçëáäÞ
( )012 xë −κλ .¼ìùò, ãéá ôïõò 21, ëλ éó÷ýåé üôé (( )) 1, 21 ==ëλ . ÅðïìÝíùò

( )02 xë −κ .¢ñá, õðÜñ÷åé áêÝñáéïò  áñéèìüò  ν   ôÝôïéïò, þóôå:
20 νλκ ++== x .Äéáéñþíôáò ôïí áêÝñáéï ν   ìå d , óõíåðÜãåôáé

υπν ++== d , üðïõ Ù∈∈υπ ,  ìå d<<≤≤ υ0 .¸ôóé
(( )) 20 λυπκ ++++== dx

υλπλκ 220 ++++==⇔⇔ dx .
υπκ dmmx ++++==⇔⇔ 0





 ++−−==⇔⇔ υκπ dmxm 0  .ÄçëáäÞ,

(( )) 10üðïõ,mod0 −−≤≤≤≤++≡≡ dmdmx υυκ .¢ñá, ç κ  äåí áðïôåëåß äéáöïñåôéêÞ ëýóç. Áõôü ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç óôçí ðåñßðôùóçüðïõ bd .� Áí bdI , ôüôå ç äéïöáíôéêÞ åîßóùóç bmyax =−äåí ëáìâÜíåé êáììßá ëýóç. ¢ñá êáé ç ãñáììéêÞ éóïäõíáìßá
( )mbax mod≡äåí èá ëáìâÜíåé êáìßá ëýóç. à
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ÐáñáôÞñçóç:Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ( ) 1, =ma , ðñïêýðôåé üôé ç ãñáììéêÞ éóïäõíáìßá ( )mbax mod≡  ëáìâÜíåéìïíáäéêÞ ëýóç.
Èåþñçìá (ÈÅÙÑÇÌÁ ÔÏÕ LAGRANGE)¸óôù ôï ðïëõþíõìï ++= −

−
11 nnnn xaxaf(x)  ... 01 axa ++ , üðïõÙ∈− nn a,,...,aa,a 110  êáé 0≠na . Áí p  åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé

( )pan mod0T , ôüôå ç ðïëõùíõìéêÞ éóïäõíáìßá
(( ))pxf mod0)( ==Ý÷åé ôï ðïëý n  ëýóåéò.

ÁÐÏÄÅÉÎÇ� Ãéá  1==n  Ý÷ïõìå 01 axaf(x) += . Ç ðïëõùíõìéêÞ éóïäõíáìßá ( )paxa mod001 ≡+  ëáìâÜíåéáêñéâþò ìßá ëýóç. ¸ôóé, óôçí ðåñßðôùóç üðïõ 1==n , ôï èåþñçìá éêáíïðïéåßôáé.� ÕðïèÝôïõìå ðùò ï õó÷õñéóìüò ôïõ èåùñÞìáôïò éêáíïðïéåßôáé ãéá ðïëõþíõìá Ýùò êáéâáèìïý 1−−n .�  ¸óôù ðùò ç ðïëõùíõìéêÞ éóïäõíáìßá
( )paxaxaxa nnnn mod00111 ≡++++ −

− Läåí Ý÷åé ôï ðïëý n  ëýóåéò, áëëÜ Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí 1++n  ëýóåéò nxxx ,...,, 10 .Ôüôå
( ++ −

−
11 ninnin xaxa ... ) ( ++−++ −

−
101001 nnnni xaxaaxa ... )001 axa ++

( ) ( )+−+−= −−
−

10110 nninnnin xxaxxa ... ( )01 xxa i −+

(( )) (( )) ,,...,2,1,0 nixpxx ii ==−−==üðïõ )(xp  åßíáé Ýíá ðïëõþíõìï 1−−n  âáèìïý  ìå áêÝñáéïõò óõíôåëåóôÝò.Éó÷ýåé üôé
( L+nin xáp )01 áxá i ++  êáé ( +nnxáp 0 ... )001 áxá ++ .¢ñá

(( )) (( ))ii xpxxp 0−− , ni ,...,2,1== .Ïé áñéèìïß 0, xxi  åßíáé äéáöïñåôéêÝò ëýóåéò. ÅðïìÝíùò, áðü ôïí ïñéóìü ôçò äéáöïñåôéêüôçôáòôùí ëýóåùí èá åßíáé
(( ))pxxi mod0T  .ÅðïìÝíùò

( ) nixpp i ,...,2,1, = .
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ÄçëáäÞ, ãéá ôï ðïëõþíõìï (( ))xp , ôï ïðïßï åßíáé âáèìïý 1−−n , ëáìâÜíïõìå n  ëýóåéò ôçòðïëõùíõìéêÞò éóïäõíáìßáò
(( )) (( ))pxp mod0≡≡ .Áõôü åßíáé áäýíáôïí, êáèþò Ý÷ïõìå õðïèÝóåé ðùò ôï èåþñçìá éêáíïðïéåßôáé ãéá ðïëõþíõìáÝùò êáé âáèìïý 1−−n .Óõíåðþò, óýìöùíá ìå ôçí Áñ÷Þ ôçò ÌáèçìáôéêÞò ÅðáãùãÞò ðñïêýðôåé üôé ç ðïëõùíõìéêÞéóïäõíáìßá

++ −
−

11 nnnn xaxa ... ( )paxa mod001 ≡++Ý÷åé  ôï ðïëý n  ëýóåéò, üôáí ( )pan mod0T . à
Èåþñçìá  (óõíôåëåóôþí ðïëõùíýìïõ)Èåùñïýìå ôï ðïëõþíõìï ( ) ++= −

−
11 nnnn xaxaxf ... 01 axa ++ , üðïõÙ∈− nn ,a,...,a,aa 110  êáé 0≠na . Áí p  åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé ç ðïëõùíõìéêÞéóïäõíáìßá (( )) (( ))pxf mod0≡≡  Ý÷åé ðåñéóóüôåñåò áðü n  ëýóåéò, ôüôå ï áñéèìüò p  äéáéñåßêáèÝíáí áðü ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ ðïëõùíýìïõ. ÄçëáäÞ,

nn apapapapap ,...,,,, 1210 êáé− .
ÁÐÏÄÅÉÎÇËüãù ôïõ ãåãïíüôïò üôé ç ðïëõùíõìéêÞ éóïäõíáìßá (( )) (( ))pxf mod0≡≡  ëáìâÜíåé ðåñéóóüôåñåòáðü n  ëýóåéò, ðñïêýðôåé üôé nap . Áõôü óõìâáßíåé äéüôé, áí ( )pan mod0T  ôüôå, ç éóïäõíáìßá

(( )) (( ))pxf mod0≡≡  èá åß÷å ôï ðïëý n  ëýóåéò. Áäýíáôïí, ëüãù ôçò õðüèåóçò.ÅðïìÝíùò, ãéá êÜèå ëýóç 0x  ôçò éóïäõíáìßáò (( )) (( ))pxf mod0≡≡  èá éó÷ýåé áíáãêáóôéêÜ üôé
+−

−
101 nn xap ... 001 axa ++ .¢ñá, ç ðïëõùíõìéêÞ éóïäõíáìßá

+−
−

11 nn xa ... ( )paxa mod001 ≡++Ý÷åé ðåñéóóüôåñåò áðü n  (êáé óõíåðþò ðåñéóóüôåñåò áðü 1−−n ) ëýóåéò. Ïìïßùò, ëïéðüí, èá éó÷ýåé üôé 1−nap .Áêïëïõèþíôáò áõôÞí ôçí äéáäéêáóßá ðñïêýðôåé üôé ãéá êÜèå n≤≤λ  ç ðïëõùíõìéêÞ éóïäõíáìßá
++ −

−
11 λ

λ
λ

λ xaxa ... ( )paxa mod001 ≡++Ý÷åé ðåñéóóüôåñåò áðü λ  ëýóåéò. ¢ñá λap , ãéá êÜèå n,...,2,1,0==λ . à
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Èåþñçìá (ÊÉÍÅÆÉÊÏ ÈÅÙÑÇÌÁ ÕÐÏËÏÉÐÙÍ)¸óôù êê ,...,a,a,a,...,m,mm 2121  áêÝñáéïé áñéèìïß ôÝôïéïé þóôå (( )) 1==ji ,mm , ãéá ji ≠≠ êáé
( ) 1, =ii ma , ãéá êÜèå i , üðïõ κ≤≤≤≤ ji,1 .Áí κmmmm ...21== , ôüôå ôï  óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí éóïäõíáìéþí

( )111 modmbxa ≡

( )222 mod mbxa ≡ M
( )κκκ mbxa mod≡Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç modulo m.

AÐÏÄÅÉÎÇÈá áðïäåßîïõìå ðùò ôï óýóôçìá Ý÷åé ìéá êïéíÞ ëýóç modulo m êáé óôç óõíÝ÷åéá, èááðïäåßîïõìå ôçí ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóçò áõôÞò.
ÈÝôïõìå ii mmr == . Åßíáé ðñïöáíÝò üôé (( )) 1, ==ii mr .
Óõíåðþò, ç ãñáììéêÞ éóïäõíáìßá (( ))ii mxr mod1≡≡  ëáìâÜíåé ìïíáäéêÞ ëýóç. ¸óôù ir′′  íáåßíáé ç ëýóç áõôÞ.Ôüôå

(( )),mod1 iii mrr ≡≡′′  ãéá κ,...,2,1==i .Èá äåßîïõìå üôé ï áêÝñáéïò áñéèìüò
∑∑

==

′′==
κ

10 i iii rrxx
üðïõ ix åßíáé ç ìïíáäéêÞ ëýóç immod ôçò ãñáììéêÞò éóïäõíáìßáò )(mod iii mbxa ≡ , ãéá,,...,2,1 κ=i áðïôåëåß ëýóç modulo m ôïõ óõóôÞìáôïò.Éó÷ýåé üôé

+′+′= 2221110 rrxarrxaxa iii ... iiii rrxa ′+ ...
κκκ rrxai ′+ ,ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ i, üðïõ κ,...,2,1==i .¼ìùò, ç ãñáììéêÞ éóïäõíáìßá ( )iii mbxa mod≡  ëáìâÜíåé ìïíáäéêÞ ëýóç êáèþò ( ) 1, =ii ma .¸óôù, ëïéðüí, ix íá åßíáé ç  áíôßóôïé÷ç ëýóç.Ôüôå

( )iiii mbxa mod≡êáé
(( ))iii mrr mod1≡≡′′ .ÅðïìÝíùò

( )iiiiii mbrrxa mod≡′ . (1)
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Åðßóçò, óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ji ≠≠ åßíáé ðñïöáíÝò üôé ji rm .Óõíåðþò, éó÷ýåé üôé
jjjii rrxam ′ , ãéá êÜèå ji ≠≠ . (2)ÁëëÜ

+′+′=− 2221110 rrxarrxabxa iiii ... ( )+−′+ iiiii brrxa ...... ,...,ê,,    irrxa êêêi 21=′+ .ÅðïìÝíùò, áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé
( )iii bxam −0 ,  ãéá êÜèå  κ,...,2,1==i ,äçëáäÞ ( )iii mbxa mod0 ≡ , ãéá êÜèå κ,...,2,1==i .Ãíùñßæïõìå üôé ïé áêÝñáéïé áñéèìïß  κmmm ,...,, 21  åßíáé ðñþôïé ìåôáîý ôïõò. ¢ñá

( )êii ...mmmbxa 210 mod≡Þ
( ),mod0 mbxa ii ≡ãéá êÜèå κ,...,2,1=i .Áñêåß, ëïéðüí, íá äåßîïõìå ðùò ç êïéíÞ ëýóç 0x ôïõ óõóôÞìáôïò åßíáé êáé ìïíáäéêÞ modulom. ¸óôù ðùò õðÜñ÷åé ìßá áêüìç êïéíÞ ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò modulo m. Aí ïíïìÜóïõìå 0x′′ôçí ëýóç áõôÞ, ôüôå

( )ii bxam −′0 ,  ãéá êÜèå κ,...,2,1==i .¢ñá, åßíáé ðñïöáíÝò üôé
( )iii bxam −′0 ,  ãéá êÜèå  κ,...,2,1==i .¼ìùò, ( )iii bxam −0 , ãéá êÜèå κ,..,2,1==i .ÄçëáäÞ

( )00 xxam ii −′ , ãéá êÜèå κ,..,2,1==i .Ãíùñßæïõìå ðùò ( ) 1=ii ,ma . ¸ôóé
(( ))imxx mod00 ≡≡′′ .ÁëëÜ ïé κmmm ,...,, 21  åßíáé ðñþôïé ìåôáîý ôïõò.Óõíåðþò
(( ))mxx mod00 ≡≡′′ .ÄçëáäÞ ïé ëýóåéò 00 , xx′′  äåí åßíáé äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò. Áõôü óçìáßíåé ðùò ç 0x åßíáéìïíáäéêÞ ëýóç êáé Ýôóé ïëïêëçñþíåôáé ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò. à
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5. ÔåôñáãùíéêÜ õðüëïéðá (Þ êáôÜëïéðá)     êáé ï íüìïò ôçò ôåôñáãùíéêÞò áíôéóôñïöÞò(Þ áìïéâáéüôçôáò)
TåôñáãùíéêÜ õðüëïéðá (Þ êáôÜëïéðá)ÏñéóìüòÏ áêÝñáéïò áñéèìüò a  åßíáé ôåôñáãùíéêü õðüëïéðï (quadratic residue) ôïõ èåôéêïý áêåñáßïõc, áí ( ) 1, =ca êáé ç éóïôéìßá ( )cax mod2 ≡  Ý÷åé ëýóç.

¸ôóé, ãéá ðáñÜäåéãìá Ý÷ïõìå
(( ))4mod132 ≡≡ ,   (( ))5mod1162 ≡≡ .Èá ðáñïõóéÜóïõìå êÜðïéá âáóéêÜ èåùñÞìáôá ðïõ áöïñïýí ôá ôåôñáãùíéêÜ õðüëïéðá.

Èåþñçìá¸óôù p ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò êáé a  Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò ôÝôïéïò þóôå ( ) 1, =pa .Ôüôå, ç
( )pax mod2 ≡ (1)åßôå äåí  èá  Ý÷åé êáììßá ëýóç Þ èá Ý÷åé äýï äéáöïñåôéêÝò ëýóåéò.

(Õðåíèõìßæïõìå üôé ìå ôïí üñï äéáöïñåôéêÝò ëýóåéò åííïïýìå ðùò ïé ëýóåéò áõôÝò åßíáé ìç -éóïäýíáìåò mod p).
AÐÏÄÅÉÎÇÓôçí ðåñßðôùóç üðïõ ç ( )pax mod2 ≡  Ý÷åé ëýóç, èåùñïýìå ðùò

( )pax mod20 ≡ .Ôüôå, åßíáé ðñïöáíÝò üôé
( ) ( )pax mod20 ≡− .ÄçëáäÞ, áí 0x  åßíáé ìßá ëýóç ôçò (1) , ôüôå êáé ç 0x−−  åßíáé ëýóç ôçò (1) êáé ìÜëéóôá éó÷ýåéüôé

(( ))pxx mod00 −−T .Áõôü ðñïêýðôåé äéüôé áí (( ))pxx mod00 −−≡≡ ,  ôüôå 02xp  äçëáäÞ, 0xp .
¼ìùò, éó÷ýåé üôé )( 20 axp −  êáé Ip a  Üñá äåí  ìðïñåß íá áëçèåýåé üôé 0xp .Èá áðïäåßîïõìå üôé äåí ìðïñïýí íá õðÜñîïõí Üëëåò, äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò, ëýóåéò.(Áõôü åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôïõ èåùñÞìáôïò óõíôåëåóôþí ðïëõùíýìïõ, ðïõ Ý÷ïõìå áðïäåßîåé).Ìðïñåß áõôü  åðßóçò íá äåé÷èåß ùò áêïëïýèùò:¸óôù üôé ç 0x′′  åßíáé ìéá Üëëç ëýóç, äéáöïñåôéêÞ áðü ôéò ðáñáðÜíù.
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Ôüôå
( )pax mod20 ≡ ,

( ) ( )pax mod20 ≡′ .Óõíåðþò
( )2020 xxp ′−Þ

( )( )0000 xxxxp ′+′−äçëáäÞ
(( ))00 xxp ′′−−  Þ (( ))00 xxp ′′++ ,ôï ïðïßï óçìáßíåé ðùò

(( ))pxx mod00 ′′≡≡   Þ  (( ))pxx mod00 ′′≡≡−− .ÅðïìÝíùò,ç ëýóç 0x′′  äåí åßíáé äéáöïñåôéêÞ ôùí 00, xx ′′−− . ¢ôïðï.Áõôü ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò. à
Èåþñçìá¸óôù p  ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò, ôüôå õðÜñ÷ïõí áêñéâþò 2 1−−p  ôåôñáãùíéêÜ õðüëïéðá
êáé 2 1−−p  ôåôñáãùíéêÜ  ìç õðüëïéðá pmod .

ÁÐÏÄÅÉÎÇÐáñáôçñïýìå üôé
(( ))pp mod11 −−≡≡−−

(( ))pp mod22 −−≡≡−− M
(( ))pppp mod2 12 1 −−−−≡≡−−−− .ÅðïìÝíùò

(( )) (( ))pp mod11 22 ≡≡−−

(( )) (( ))pp mod22 22 ≡≡−− M
(( ))pppp mod2 12 1 22






 −−≡≡





 −−−− .

Óõíåðþò, ïé áêÝñáéïé áñéèìïß  222 2 1...,,2,1 




 −−p  åßíáé üëïé ôåôñáãùíéêÜ õðüëïéðá pmod .

Èá áðïäåßîïõìå, ôþñá, ðùò åßíáé êáé áíÜ äýï ìÞ � éóïäýíáìïé pmod .
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¸óôù






 −−∈∈ 2 1,...,2,1, 21 pxx .

Ôüôå pxx <<++<< 211 . (1)Óõíåðþò áí (( ))pxx mod2221 ≡≡  ìå 21 xx ≠≠ , ôüôå ( ) ( )2121 xxxxp +− , äçëáäÞ (( ))21 xxp −−  Þ
(( ))21 xxp ++ . Ëüãù ôçò áíéóüôçôáò (1) ðñïêýðôåé üôé

(( ))21 xxp −− .ÁëëÜ, éó÷ýåé üôé pxx <<−− 21 .¢ñá, ðñÝðåé íá áëçèåýåé üôé 21 xx == . ¢ôïðï.
ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù, ðñïêýðôåé ðùò õðÜñ÷ïõí  2 1−−p  ôåôñáãùíéêÜ õðüëïéðá

êáé 2 1−−p  ôåôñáãùíéêÜ ìç-õðüëïéðá ôïõ p .
Ôá ôåôñáãùíéêÜ õðüëïéðá åßíáé ïé áñéèìïß

222 2 1,...,2,1 




 −−p . à

Èåþñçìá (ÈÅÙÑÇÌÁ ÔÏÕ DIRICHLET)¸óôù p  ðñþôïò áñéèìüò êáé a  Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò  ôÝôïéïò, þóôå 11 −≤≤ pa . Áí ç
( )pax mod2 ≡  äåí Ý÷åé ëýóåéò,ôüôå

( ) ( ) 2/1!1 −−− papp ,åíþ áí ç ( )pax mod2 ≡  Ý÷åé ëýóåéò,ôüôå
( ) ( ) 2/1!1 −+− papp .
ÁÐÏÄÅÉÎÇ� Áí ï ðñþôïò áñéèìüò p  åßíáé Üñôéïò, äçëáäÞ 2==p , ï éó÷õñéóìüò ôïõ èåùñÞìáôïò åßíáéðñïöáíÞò.� Èá åîåôÜóïõìå, ëïéðüí, ôçí ðåñßðôùóç üôáí ï p  åßíáé ðåñéôôüò áñéèìüò.Èåùñïýìå ôçí

( )paxa mod1 ≡ (1)ìå 11 1 −≤≤ pa .
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Ôüôå, ç (1) Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç. Óýìöùíá ìå ôéò áñ÷Ýò ðïõ äéÝðïõí ôéò ëýóåéò ôùí ãñáììéêþíéóïäõíáìéþí, ðñïêýðôåé üôé ôéò ôéìÝò ôïõ x ôéò áíáæçôïýìå óôï óýíïëï
{{ }}1,...,1,0 −−pÞ óôï óýíïëï







 −−−−−−−−−− 2 1...,,2,1,0,1,2...,,2 1 pp .

Óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò , èá èåùñÞóïõìå ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò üôé {{ }}1,...,2,1 −−∈∈ px .Åßíáé ðñïöáíÝò ðùò ç ðåñßðôùóç 0==x  áðïññßðôåôáé êáèþò ( ) 1, =pa .¸óôù ðùò b  åßíáé ç ìïíáäéêÞ ëýóç ôçò (1).Ôüôå
( )paba mod1 ≡ .¸ôóé, áí ç éóïäõíáìßá  ( )pax mod2 ≡  äåí Ý÷åé ëýóåéò ðñïêýðôåé üôé  ba ≠1  (åíþ ôáõôü÷ñïíá

{ }1,...,2,1,1 −∈ pba ).
Óõíåðþò, ìðïñïýìå íá äéáìåñßóïõìå ôï óýíïëï {{ }}1,...,2,1 −−p óå 2 1−−p  äéáöïñåôéêÜ æåýãç

( )ba ,1 , ìå ba ≠1 .ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò êáôÜ ìÝëç üëåò ôéò ãñáììéêÝò éóïäõíáìßåò ðïõ èá ðñïêýøïõí áðü ôáæåýãç áõôÜ, èá Ý÷ïõìå:
( ) ( )pap p mod!1 2 1−

≡−  .¢ñá
( ) 2 1!1 −

−−
papp .

Áí ç ( )pax mod2 ≡  Ý÷åé ëýóåéò, ôüôå èá Ý÷åé áêñéâþò äýï ëýóåéò.Èá ðåñéïñéóôïýìå ðÜëé óôï óýíïëï {{ }}1,...,2,1 −−p  ãéá ôéò ëýóåéò ôçò éóïäõíáìßáò áõôÞò.¸óôù κ  ç ìßá áðü ôéò äýï ëýóåéò. Ôüôå ðáñáôçñïýìå ðùò êáé ï áêÝñáéïò κ−−p  áðïôåëåß ëýóçôçò éóïäõíáìßáò. ¼ìùò, ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå äýï ôï ðïëý ëýóåéò. ¢ñá, ïé ìïíáäéêÝò ëýóåéòåßíáé ïé áêÝñáéïé
{ }1,...,2,1, −∈− pp κκ .Áöáéñþíôáò ôïõò áêÝñáéïõò  κκ −p, áðü ôï óýíïëï { }1,...,2,1 −p , èá ðáñáìåßíïõí 3−−p ,

óôï ðëÞèïò, áêÝñáéïé ôïõò ïðïßïõò ìðïñïýìå íá äéáìåñßóïõìå óå 2 3−−p  äéáöïñåôéêÜ æåýãç
( )ba ,1 , ìå ba ≠≠1 êáé

( )paba mod1 ≡(üðùò óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç).Ïìïßùò, ðïëëáðëáóéÜæïíôáò êáôÜ ìÝëç üëåò ôéò ãñáììéêÝò éóïäõíáìßåò ðïõ èá ðñïêýøïõíáðü ôá æåýãç, ëáìâÜíïõìå üôé
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( )paA p mod2 3−

≡ , üðïõ Í∈∈A .¢ñá
(( ))
(( ))κκ −−⋅⋅

−−== ppA !1
¼ìùò,

( ) ( )papp mod2 −≡−=−⋅ κκκκ .¸ôóé
( ) paapA p mod)(2 3

−≡−⋅⋅
−

κκ ,äçëáäÞ
( ) ( )pap p mod!1 21−

−≡− .¢ñá
( ) 21!1 −

+−
papp .Áõôü ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò. à

Èåþñçìá (ÔÏ ÈÅÙÑÇÌÁ ÔÏÕ WILSON)¸óôù p  Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò. Ôüôå, ï áñéèìüò  p äéáéñåß ôïí
(( )) 1!1 ++−−pêáé áíôéóôñüöùò.

ÁÐÏÄÅÉÎÇ1ïò ôñüðïò� Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôï åõèý ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ Wilson èá áîéïðïéÞóïõìå ôï èåþñçìá ôïõDirichlet.Èåùñïýìå ôçí éóïäõíáìßá
(( ))px mod12 ≡≡ ,ç ïðïßá Ý÷åé áíáãêáóôéêÜ ëýóç, áöïý ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå êáôÜëëçëï x,  ôÝôïéï þóôå

( )( )11 +− xxp  (ãéá ðáñÜäåéãìá 1−−== px ).Áí óôï èåþñçìá Dirichlet, ðïõ áðïäåßîáìå ðñïçãïýìåíá, èåùñÞóïõìå ôçí ôéìÞ ôïõ a  íáåßíáé  1=a , ôüôå ðñÝðåé
( ) 211!1 p-pp +− ,

äçëáäÞ ( ) 1!1 +−pp .
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� Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ áíôéóôñüöïõ èá åñãáóôïýìå ùò åîÞò:¸óôù
(( )) 1!++−−1pp ,÷ùñßò íá ãíùñßæïõìå ðùò ï p  åßíáé ðñþôïò áñéèìüò.Ðáñáôçñïýìå üôé êáíÝíáò ôùí áêåñáßùí áñéèìþí 2, 3, ..., 1−−p  äåí äéáéñåß ôïí (( )) 1!++−−1p .¸ôóé, ï ìéêñüôåñïò äéáéñÝôçò ôïõ (( )) 1!++−−1p  åßíáé ï p . ¼ìùò, ï  ìéêñüôåñïò äéáéñÝôçò êÜèåáêåñáßïõ áñéèìïý åßíáé ðÜíôá ðñþôïò. ¢ñá, ï p  åßíáé áíáãêáóôéêÜ ðñþôïò áñéèìüò. à2ïò ôñüðïò  (Ç áðüäåéîç ïöåßëåôáé óôïí Lagrange).Èåùñïýìå ôï ðïëõþíõìï

( )( ) ( )( ) ( )1121)( 1 −−−−−−= −pxpxxxxf L ,üðïõ 1...,,2,1 −−== px   êáé p  ðñþôïò áñéèìüò.Áöïý 1...,,2,1 −−== px , ðñïêýðôåé üôé (( )) 1, ==px  êáé Ýíáò áðü ôïõò áêåñáßïõò )1(,...,2,1 −−−−−−−− pxxxåßíáé ßóïò ìå ìçäÝí.Áðü ôï ãåãïíüò üôé (( )) 1, ==px , óõíåðÜãåôáé üôé
(( ))px p mod11 ≡≡−−(Ìéêñü Èåþñçìá ôïõ Fermat),åíþ

( )( )21 −− xxp ... ( )( )1−− px ,áöïý 0p .¢ñá, ç  éóïäõíáìßá
(( )) (( ))pxf mod0≡≡Ý÷åé 1−−p  ëýóåéò. ¼ìùò, ôï ðïëõþíõìï (( ))xf  åßíáé âáèìïý 2−−p . ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôïèåþñçìá  óõíôåëåóôþí ðïëõùíýìïõ, ðïõ áðïäåßîáìå ðñïçãïýìåíá, áí

( ) += −
−

22 pp xaxf ... 01 axa ++èá éó÷ýåé üôé
210 ...,,, −papapap .

ÁëëÜ ( ) 1!10 +−= pa  êáé áöïý 0ap , ðñïêýðôåé üôé
( ) 1!1 +−pp .¸ôóé, áðïäåßîáìå ôï åõèý ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ Wilson. Ãéá ôï áíôßóôñïöï áêïëïõèïýìåôïí ðñïçãïýìåíï ôñüðï. à
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Ôï óýìâïëï ôïõ LegendreOñéóìüò¸óôù p  Ýíáò ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò êáé a  Ýíáò áêÝñáéïò  áñéèìüò ôÝôïéïò þóôå ( ) 1, =pa .Ôüôå, ïñßæïõìå ôï óýìâïëï ôïõ Legendre
 




 paùò åîÞò:



−

=




 pa papa modðüëïéðïáãùíéêüåßíáé ôåôñäåíáêÝñáéïòïáí,1 modðüëïéðïáãùíéêüåßíáé ôåôñáêÝñáéïòïáí,1 õõ
Ôï óýìâïëï ôïõ Legendre ãåíéêåýåôáé êáé óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ap  ëáìâÜíïíôáò  ìçäåíéêÞôéìÞ. ÄçëáäÞ

0=




 pa ,  áí ap .¸ôóé, ãéá ðáñÜäåéãìá åßíáé
0515,1136,1711 ==





−−==





==





 .

Èá áðïäåßîïõìå êÜðïéåò âáóéêÝò éäéüôçôåò êáé èåùñÞìáôá ðïõ áöïñïýí ôï óýìâïëï ôïõLegendre.
Èåþñçìá (ÔÏ ÊÑÉÔÇÑÉÏ ÔÏÕ EULER)¸óôù p ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò  êáé a  áêÝñáéïò áñéèìüò, ôÝôïéïò þóôå ( ) 1, =pa . Ôüôå,éó÷ýåé üôé

( )papa p mod2 1−

≡




 .
ÁÐÏÄÅÉÎÇ

Ãíùñßæïõìå üôé ( ) 1, =pa . ¢ñá, áðïêëåßåôáé ç ðåñßðôùóç 0=




 pa . ÄçëáäÞ
1±=




 pa .� Áí 1=




 pa , ôüôå ï áêÝñáéïò áñéèìüò a  åßíáé ôåôñáãùíéêü õðüëïéðï ôïõ p  êáé óõíåðþòõðÜñ÷åé áêÝñáéïò áñéèìüò 0x  ôÝôïéïò, þóôå
( )pax mod20 ≡ .Óõíåðþò

( ) ( )pax pp mod2 12 120
−−

≡

Þ ( ) ( )pax pp mod2 110
−

− ≡
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Þ ( )pxa pp mod102 1
−

−

≡




 . (1)
¼ìùò, ãíùñßæïõìå üôé (( )) 1,0 ==px  áöïý ( )axp −20  êáé ( ) 1, =pa . ÅðïìÝíùò, áðü ôï ÌéêñüÈåþñçìá ôïõ Fermat ðñïêýðôåé

(( ))px p mod110 ≡≡−− . (2)¢ñá, áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé
( )pa p mod12 1

≡
−

Þ                                    ( )pa p mod1 2 1−

≡ .ÄçëáäÞ
( )papa p mod2 1−

≡




 .� Áí 1−=




 pa , ôüôå ï áêÝñáéïò áñéèìüò a  åßíáé ôåôñáãùíéêü
ìç-õðüëïéðï ôïõ p . ÄçëáäÞ ç  ( )pax mod2 ≡  äåí Ý÷åé êáììßá ëýóç. Ó� áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç,üìùò, áðü ôï èåþñçìá ôïõ Dirichlet ãíùñßæïõìå üôé

( ) 21!1 p-app −− ,äçëáäÞ
( ) ( )ppa p mod!12 1

−≡
− . (3)ÁëëÜ, áðü ôï èåþñçìá ôïõ Wilson  áëçèåýåé

(( )) (( ))pp mod1!1 −−≡≡−− (4)êáé  åðïìÝíùò, áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3) êáé (4) ëáìâÜíïõìå üôé
( )pa p mod12 1

−≡
−

( )pa p mod1 2 1−

≡−⇔ .Óõíåðþò
( )pp p mod21−

≡




 αα .Áõôü ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ  êñéôçñßïõ Euler. à
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Èåþñçìá¸óôù p  ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò êáé a  áêÝñáéïò áñéèìüò, ôÝôïéïò þóôå  ( ) 1, =pa . Áí
( )pba mod≡ , ôüôå







=




 pbpa .
ÁÐÏÄÅÉÎÇÅßíáé ðñïöáíÝò üôé (( )) 1, ==pb , äéüôé áí bp  ôüôå ap , ôï ïðïßï åßíáé  áäýíáôïí. Óõíåðþò,áöïý ( )pba mod≡  ðñïêýðôåé üôé ï a  åßíáé ôåôñáãùíéêü õðüëïéðï (áíôßóôïé÷á ìç-õðüëïéðï)ôïõ p  áí êáé  ìüíï áí ï b  åßíáé ôåôñáãùíéêü õðüëïéðï (áíôßóôïé÷á ìç-õðüëïéðï). ¸ôóé, áðüôïí ïñéóìü ôïõ óõìâüëïõ ôïõ Legendre, Ý÷ïõìå







=




 pbpa .
à

Èåþñçìá¸óôù p ðåñéôôüò ðñþôïò êáé ba,  áêÝñáéïé áñéèìïß , ôÝôïéïé þóôå ( ) 1, =pab . Ôüôå,éó÷ýåé üôé












=




 pbpapab   ,äçëáäÞ ôï óýìâïëï ôïõ Legendre åßíáé ìéá ðëÞñçò ðïëëáðëáóéáóôéêÞ óõíÜñôçóç.
ÁÐÏÄÅÉÎÇÁðü ôï êñéôÞñéï ôïõ Euler ëáìâÜíïõìå üôé

( ) ( )pabpab p mod21−
≡




  ,ôï ïðïßï åßíáé éóïäýíáìï ìå
( )pbapab pp mod2 12 1 −−

≡






( )ppbpa mod











≡ .¢ñá













−




 pbpapabp   .
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¼ìùò,











 papab ,  êáé 




 pbëáìâÜíïõí ôéò ôéìÝò �1, 1. ÄçëáäÞ
( ) ( )( ) 0=− pbpapab  Þ 2 Þ �2åíþ ï p  åßíáé ðåñéôôüò áñéèìüò. Óõíåðþò, áíáãêáóôéêÜ èá éó÷ýåé üôé













=




 pbpapab  .
Áõôü ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò. à
ËÞììá 1¸óôù p  ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò. Ôüôå éó÷ýåé üôé

(( )) 2 111 −−
−−==




 −− pp  .
ÁÐÏÄÅÉÎÇÁðü ôï êñéôÞñéï ôïõ Euler ðñïêýðôåé  üôé

(( )) (( ))pp p mod11 2 1−−

−−≡≡




 −− .
¼ìùò,







−− p1  êáé (( )) 2 11 −−

−−
p

ìðïñïýí  íá ëÜâïõí ìüíï ôéò ôéìÝò �1 êáé 1. Óõíåðþò, áöïý
(( )) 2 111 −−
−−−−




 −− ppp
êáé ï p  åßíáé ðåñéôôüò áñéèìüò, áíáãêáóôéêÜ èá éó÷ýåé üôé

(( )) 2 111 −−
−−==




 −− pp .
à

ËÞììá 2¸óôù p  ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò. Ôüôå éó÷ýåé üôé
( )
( )




≡−
≡

=





− 4m3áí,1 4m1áí,11 odp odpp
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ÁÐÏÄÅÉÎÇÏ ðñþôïò áñéèìüò p  ìðïñåß íá ëÜâåé ôçí ìïñöÞ 14 ++n  Þ ôçí  ìïñöÞ 34 ++n , üðïõ Í∈∈n .� Áí 14 ++== np , ôüôå áðü ôï ËÞììá 1 ðñïêýðôåé
(( )) (( )) 1111 22 1

==−−==−−==





−−

−− npp .� Áí 34 ++== np , ôüôå áðü ôï ËÞììá 1 óõíåðÜãåôáé
(( )) (( )) 1111 122 1

−−==−−==−−==





−− ++−− npp  .

à
Èåþñçìá¸óôù p  ðåñéôôüò ðñþôïò. Ôüôå éó÷ýåé üôé

( ) ( )
( )




±≡−
±≡

=−=




 − mod83áí,1 mod81áí,112 8 12 ppp p

ÁÐÏÄÅÉÎÇÈåùñïýìå ôéò ðáñáêÜôù  2 1−−p  ôï ðëÞèïò éóïäõíáìßåò:
(( )) (( ))pp mod111 1−−⋅⋅≡≡−−

(( )) (( ))pmod122 2−−⋅⋅≡≡

(( )) (( ))pp mod133 3−−⋅⋅≡≡−−

(( )) (( ))pmod144 4−−⋅⋅≡≡ M
(( )) (( ))pp p mod12 1 2 1−−
−−⋅⋅−−≡≡κ ,üðïõ
( )

( )







−−−

−−

= ôôüò.åßíáé ðåñé21áêÝñáéïòïáí,2 1 Üñôéïòåßíáé 21áêÝñáéïòïáí,2 1
/ppp
/pp

κ

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôéò ðáñáðÜíù éóïäõíáìßåò êáôÜ ìÝëç, ðñïêýðôåé üôé
642 ⋅⋅ ( ) ( ) ( )ppp p mod1!2 11 8 12 −

−




 −≡−L  . (1)

¼ìùò, éó÷ýåé üôé
642 ⋅⋅ ... ( ) ( ) ( ) ( )3222121 ⋅⋅⋅⋅⋅≡−p ... 





 −⋅ 2 12 p
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!




 −−==

−− 2 12 2 1 pp .¢ñá, ç ó÷Ýóç (1) ëáìâÜíåé ôçí ìïñöÞ
(( )) (( ))ppp pp mod12 12 12 8 12 1 2 −−−−

−−




 −−≡≡





 −− !! . (2)

¼ìùò, åßíáé ðñïöáíÝò ðùò ï p  äåí äéáéñåß ôïí áêÝñáéï !2 1





 −−p  .

Óõíåðþò, áðü ôç (2) ðñïêýðôåé üôé
(( )) (( ))ppp mod12 8 12 1 2 −−−−

−−≡≡ . (3)Áðü ôï êñéôÞñéï ôïõ Euler ëáìâÜíïõìå
( )p2p p mod2 2 1−

≡




  . (4)Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3) êáé (4) óõíåðÜãåôáé üôé
( ) ( )pp p mod12 8 1�2
−≡




 .ÁëëÜ ôá
(( ))p2  êáé ( ) 8 1�21 p

−ìðïñïýí íá ëÜâïõí ìüíï ôéò ôéìÝò �1 êáé 1. Óõíåðþò, èá éó÷ýåé üôé
( ) ( )( ) 012 8/1�2

=−− pp  Þ 2 Þ �2,åíþ
( ) 8 1�212 pp −=




 .Ï ðñþôïò áñéèìüò p  ìðïñåß íá ëÜâåé ôçí ìïñöÞ18 ++n  Þ 38 ++n  Þ 38 −−n  Þ 18 −−n , üðïõ Í∈∈n .Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ 18 ±±== np  ëáìâÜíïõìå üôé
nnp 288 1 22

±±==−− ,ðïõ åßíáé Üñôéïò áñéèìüò.Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ 38 ±±== np  óõíåðÜãåôáé üôé
1688 1 22

++±±==−− nnp ,ðïõ åßíáé ðåñéôôüò áñéèìüò.¸ôóé, óõíïøßæïíôáò, ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå üôé
( ) ( )

( )



±≡−
±≡

=−=




 − 8mod3áí,1 8mod1áí,112 8 12 ppp p . à
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Èåþñçìá (ÔÏ ËÇÌÌÁ ÔÏÕ GAUSS)¸óôù p ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò êáé a  áêÝñáéïò áñéèìüò, ôÝôïéïé þóôå  ( ) 1, =pa .Èåùñïýìå ôá åëÜ÷éóôá èåôéêÜ õðüëïéðá ôùí áêåñáßùíap...,aaa 2 1,3,2, − .Ôüôå, áí õðïèÝóïõìå üôé ï áêÝñáéïò áñéèìüò s  óõìâïëßæåé ôï ðëÞèïò ôùí õðïëïßðùí
áõôþí, ðïõ åßíáé ìåãáëýôåñá áðü ôïí ðñáãìáôéêü áñéèìü 2p , éó÷ýåé üôé

( )spa 1−=




 .
ÁÐÏÄÅÉÎÇÅßíáé ðñïöáíÝò üôé êáèÝíáò áðü ôïõò áñéèìïýò  ôçò ìïñöÞò ,αm 2 1,...,2,1 −−== pmüðïõäéáéñïýìåíïò áðü ôïí p , äßíåé Ýíá ìç �  ìçäåíéêü õðüëïéðï. Áõôü áëçèåýåé, äéüôé

( ) 1, =pa  êáé (( )) 1, ==pm , ãéá êÜèå m.
Èåùñþíôáò ôá åëÜ÷éóôá áðü ôá 2 1−−p  èåôéêÜ õðüëïéðá ôá êáôáíÝìïõìå óå äýï óýíïëá ùòåîÞò:

{{ }}λrrrS ,...,, 211 == , áí  λ,...,2,1,2 ==<< ipri ìåêáé
{{ }}seeeS ,...,, 212 == , áí sipei ,...,2,1,2 ==>> ìå .Åßíáé ðñïöáíÝò ðùò éó÷ýåé üôé (( )) 2/1−−==++ ps λ , êáèþò =∩ 21 SS ∅.Èá ðñïóðáèÞóïõìå, ôþñá, áîéïðïéþíôáò ôá óôïé÷åßá ôïõ óõíüëïõ 2S  íá äçìéïõñãÞóïõìå Ýíáôñßôï óýíïëï 3S , ôÝôïéï þóôå

(( )){{ }}2/1...,,2,131 −−==∪∪ pSS .Ðáñáôçñïýìå üôé ïðïéïäÞðïôå óôïé÷åßï 1Sri ∈∈  åßíáé äéáöïñåôéêü áðü  êÜèå áêÝñáéï áñéèìü
jw , jj epw −−== , üðïõ 2Se j ∈∈ , äçëáäÞ, ãéá ïðïéïäÞðïôå æåýãïò (( ))ji,  ìå λ,...,2,1==i  êáésj ,...,2,1== , éó÷ýåé üôé ij rw ≠≠ . Áõôü óõìâáßíåé, äéüôé áí õðÞñ÷áí ji,  ôÝôïéá þóôå ij rw == , ôüôå

ji erp ++== . ¼ìùò, áðü ôïí ïñéóìü ôùí  ji er ,  ëáìâÜíïõìå üôé
ii rpêêa += ,  üðïõ  λκ ...,,2,1,2 11 ìå ==−−≤≤≤≤ ip  , (1)êáé ,epíía jj +=  üðïõ  sjp ìå ...,,2,1,2 11 ==−−≤≤≤≤ν . (2)¢ñá

( ) ( ) ( )jiji erpíêaíê +++=+
( ) ppíê ji ++=
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êáé åðåéäÞ ( ) 1, =pa , èá Ý÷ïõìå üôé
(( ))pmod0≡≡++νκ .¢ôïðï, åðåéäÞ 12 −−≤≤++≤≤ pνκ .Óõíåðþò, áðü ôá ðáñáðÜíù ðñïêýðôåé üôé ôá óýíïëá 1S  êáé {{ }}swww ,...,, 21  åßíáé îÝíá ìåôáîýôïõò.

 ÁëëÜ ãíùñßæïõìå üôé 






 −∈ 2 1...,,2,1 pwj , ãéá êÜèå sj ...,,2,1==  êáèþò

jj epw −−==  êáé 2pe j >> .
ÅðïìÝíùò, ôï óýíïëï 3S  ðïõ áíáæçôïýóáìå åßíáé áêñéâþò ôï óýíïëï {{ }}swww ,...,, 21 . ¢ñá







 −−==∪∪ 2 1...,,2,131 pSS .

Ôï ãéíüìåíï ôùí óôïé÷åßùí ôïõ óõíüëïõ 31 SS ∪∪  äßíåé
rr 21 ... wwr 21⋅λ ... ws 321 ⋅⋅= ... 2 1−p ,

ôï ïðïßï éóïäýíáìá ãñÜöåôáé
rr 21 ... ( ) ( )epepr 21 −−λ ... ( ) !2 1






 −=− pep s .

¼ìùò rr 21 ... ( )( )epepr 21 −−λ ... ( ) 21rrpcep s −=− ... ( ) 211 eer s−λ ... ,seãéá êÜðïéïí áêÝñáéï áñéèìü c .ÁëëÜ
21rrp ... ( )( )21 epepr −−λ ... ( )ep s− 0!2 1 =





 −− p ,

óõíåðþò
21rrcpp − ... ( ) 211 eer s−λ

... se !2 1p





 −−

êáé åðïìÝíùò
( ) 211 rrp s− ... !2 1...21 





 −−⋅ peeer sλ (3)Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ëáìâÜíïõìå ,...,ë,ipêp,   êêar ii 21ìå2 11 =−≤≤−=êáé

,...,s, jpp,   íae jj 21ìå2 11 =−≤≤−= νν .



ÌÉ×ÁÇË È. ÑÁÓÓÉÁÓ 71

¢ñá
rr 21 ... eer 21⋅λ ... ( )( )32 aaaes ≡ ... ( )pap mod2 1






 − . (4)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3) êáé (4) ðñïêýðôåé üôé
( )sp 1!2 1 −≡





 − ( )ppa p mod!2 12 1






 −− .

ÂÝâáéá, áðü ôï êñéôÞñéï ôïõ Euler, Ý÷ïõìå
( )ppaa p mod21







≡

− .
Óõíåðþò

( ) ( )pppap s mod!2 11!2 1





 −







−≡





 −

( ) ( )ppas mod11 





−≡⇔

( ) ( )ppapapa s mod1 





−





≡





⇔

( ) ( )ppa s mod1−≡





⇔

êáé åðåéäÞ
( ) 01 =−−




 spa  Þ 2 Þ �2,ðñïêýðôåé üôé
( ) spa 1−=




 . à
Èåþñçìá (ÍÏÌÏÓ ÔÅÔÑÁÃÙÍÉÊÇÓ ÁÍÔÉÓÔÑÏÖÇÓ Þ ÁÌÏÉÂÁÉÏÔÇÔÁÓ)¸óôù qp,  äýï äéáöïñåôéêïß ðåñéôôïß ðñþôïé áñéèìïß. Ôüôå, éó÷ýåé üôé

( )
( )( )4 111 −−

−=










 qppqqp   .
ÁÐÏÄÅÉÎÇÁðü ôï ëÞììá ôïõ Gauss ðïõ áðïäåßîáìå ðñïçãïýìåíá, Ý÷ïõìå

( ) 11 sqp −=




  êáé ( ) 21 spq −=




 ,
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üðïõ 21, ss  óõìâïëßæïõí ôá ðëÞèç ôùí èåôéêþí õðïëïßðùí ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôçí äéáßñåóçôùí áñéèìþí
,2 1...,,3,2, pqppp −−  äéÜ ôïõ qêáé
,2 1...,,3,2, qpqqq −−  äéÜ ôïõ p

êáé åßíáé ìåãáëýôåñá áðü 2,2 pq , áíôßóôïé÷á.¢ñá
( ) 211 sspqqp +−=










 .
ÂÞìá 1: Èá áðïäåßîïõìå üôé

(( ))2mod2/)1(
1 11 1∑∑

−−

==








==

q
m qpms    êáé  (( ))2mod2/)1(

1 22 2∑∑
−−

==








==

p
m pqms  .

Ãé� áõôü ôï óêïðü áñêåß íá äåßîïõìå ðùò ãéá ôï ðëÞèïò s  ðïõ Ý÷ïõìå èåùñÞóåé óôï ëÞììáôïõ Gauss, éó÷ýåé üôé
( ) ( )2mod8 11 2/)1(

1
2

∑
−

=








+−−≡

p
m pmapas .

¸ôóé, óõíåðÜãåôáé
(( ))∑∑∑∑∑∑ ∑∑∑∑

====== ==

−−

==
−−++==++==

s
j ji ii

s
j iip

m eprwrm 111 1
2/)1(

1
λλ

∑∑∑∑
====

−−⋅⋅++==
s

j ji i epsr 11
λ . (1)Åðßóçò éó÷ýåé

mpmapma υ+







= ,  üðïõ 10 <<<< mυ ,ôï ïðïßï éóïäýíáìá ãñÜöåôáé

pppmama mυ+







= . (2)

ÈÝôïõìå ph mm υ== . ¢ñá, èá éó÷ýåé üôé phm <<<<0 . Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ôï mh  åßíáé ôï åëÜ÷éóôïèåôéêü õðüëïéðï ôçò äéáßñåóçò ôïõ ma  äéá p .
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Óõíåðþò
∑∑∑∑ ∑∑
−−

==== ==
==++

2/)1(
11 1

p
m mi

s
j ji herλ

êáé ëüãù ôçò  (2) ðñïêýðôåé üôé
∑∑∑ ∑

==

−

=

−

=

+=







−

s
j ji ip

m
p
m erpmapma 11

2/)1(
1

2/)1(
1

λ . (3)
ÐñïóèÝôïíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (3) ëáìâÜíïõìå üôé

( ) psrpmapma i ip
m

p
m ⋅+=








−+ ∑∑ ∑

=

−

=

−

=

λ

1
2/)1(

1
2/)1(

1 21 (4)
¼ìùò, ãíùñßæïõìå üôé (( ))2mod1≡≡p .  Áðü ôçí ó÷Ýóç áõôÞ ðñïêýðôïõí ïé éóïäõíáìßåò

(( ))2modssp ≡≡êáé
( )2mod2/)1(

1
2/)1(

1 pmapmap p
m

p
m ∑∑

−

=

−

=








≡







   .
Åðßóçò ãíùñßæïõìå üôé ( )2mod11 −≡+ aa .¢ñá

( ) ( ) ( )2mod11 2/)1(
1

2/)1(
1 ∑∑

−

=

−

=

−≡+
p
m

p
m mama  .

Óõíåðþò, áðü ôéò ôñåéò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò ðñïêýðôåé
( ) ( ) ( )∑∑∑∑

−

=

−

=

−

=

−

=

−+







+≡++








+

2/)1(
1

2/)1(
1

2/)1(
1

2/)1(
1 2mod11 p

m
p
m

p
m

p
m mapmaspmapmaps .êáé ëüãù ôçò ó÷Ýóçò (4) ëáìâÜíïõìå

∑∑
−

==








+++

2/)1(
11 22 p

mi i pmapsprs λ

( ) ( )∑∑
−

=

−

=

−+







+≡

2/)1(
1

2/)1(
1 2mod1 p

m
p
m mapmasp .¢ñá

( ) ( )∑∑
−

=

−

=

−+







≡

2/)1(
1

2/)1(
1 2mod1 p

m
p
m mapmas  .ÅðïìÝíùò

( ) ( )2mod8 11 22/)1(
1

−−+







≡ ∑

−

=

papmas p
m .
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Áõôü ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ ðñþôïõ âÞìáôïò.´Áñá Ý÷ïõìå áðïäåßîåé üôé
( ) 211 sspqqp +−=










 ,üðïõ
( )2mod2/)1(

1
22/)1(

1
121 21 ∑∑

−

=

−

=








+








≡+

p
m

q
m pqmqpmss .

ÂÞìá 2: Èá áðïäåßîïõìå üôé
2 12 12/)1(

1 22/)1(
1 1

21
−−⋅⋅−−==








++







 ∑∑∑∑
−−

==

−−

==

qppqmqpm p
m

q
mÈåùñïýìå óôï êáñôåóéáíü åðßðåäï ôá óõíäåóìéêÜ óçìåßá  (lattice points) (( ))12 ,mm , üðïõ

2 11 1 −−≤≤≤≤ qm  êáé 2 11 2 −−≤≤≤≤ pm , ìå (( )) Í∈∈21,mm .
Ç åõèåßá ìå åîßóùóç qxpy ==  äåí äéÝñ÷åôáé áðü êáíÝíá óõíäåóìéêü óçìåßï (( ))12 ,mm .

Áõôü óõìâáßíåé, äéüôé áí  õðÞñ÷å Ýóôù êáé Ýíá æåýãïò (( ))12 ,mm , ôÝôïéï þóôå 12 qmpm == ,ôüôå èá Ýðñåðå (( ))pqm mod01 ≡≡ , ôï ïðïßï åßíáé áäýíáôïí êáèþò  (( )) 1, ==pq  êáé (( )) 2/11 1 −−≤≤≤≤ qm .Óõíåðþò, êÜèå óõíäåóìéêü óçìåßï (( ))12 ,mm  èá âñßóêåôáé åßôå ðÜíù åßôå êÜôù áðü ôçí åõèåßáìå åîßóùóç qxpy == .Èá èåùñÞóïõìå äýï ðåñéðôþóåéò.1ç ðåñßðôùóç: Áí ôï óõíäåóìéêü óçìåßï (( ))12 ,mm  âñßóêåôáé ðÜíù áðü ôçí åõèåßá  ìå åîßóùóçqxpy == , ôüôå éó÷ýåé
21 qmpm >>êáé åðïìÝíùò

qpmm 12 << .
¢ñá, ãéá êÜèå óôáèåñÞ ôéìÞ ôïõ 1m  õðÜñ÷ïõí  







 qpm1  óõíäåóìéêÜ óçìåßá ôá ïðïßá âñßóêïíôáé
ðÜíù áðü ôçí åõèåßá ìå åîßóùóç qxpy == .
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Óõíåðþò, ôï óõíïëéêü ðëÞèïò ôùí óõíäåóìéêþí óçìåßùí ðïõ âñßóêïíôáé ðÜíù áðü ôçíåõèåßá åßíáé
∑∑
−−

==







2/)1(
1 1

1
q
m qpm .

2ç ðåñßðôùóç: Áí ôï óõíäåóìéêü óçìåßï (( ))12 ,mm  âñßóêåôáé êÜôù áðü ôçí åõèåßá ìå åîßóùóçqxpy == , ôüôå éó÷ýåé
21 qmpm <<êáé óõíåðþò

pqmm 21 << .
¸ôóé, áêïëïõèþíôáò ôçí ßäéá åðé÷åéñçìáôïëïãßá ìå ôçí ðñïçãïýìåíç ðåñßðôùóç, ëáìâÜíïõìåüôé ôï ðëÞèïò ôùí óõíäåóìéêþí óçìåßùí ðïõ âñßóêïíôáé êÜôù áðü ôçí åõèåßá åßíáé

∑∑
−−

==







2/)1(
1 2

2
p
m pqm .

ÅðïìÝíùò, ôï óõíïëéêü ðëÞèïò ôùí óõíäåóìéêþí óçìåßùí ðïõ âñßóêïíôáé ðÜíù êáé êÜôùáðü ôçí åõèåßá ìå åîßóùóç qxpy ==  åßíáé
∑∑∑∑
−−

==

−−

==








++







 2/)1(
1 22/)1(

1 1
21

p
m

q
m pqmqpm .

¼ìùò, ãåíéêÜ, ôï ðëÞèïò ôùí óõíäåóìéêþí óçìåßùí  (( ))12 ,mm  åßíáé 2 12 1 −−⋅⋅−− qp   êáé êáèþòêáíÝíá óõíäåóìéêü óçìåßï äåí âñßóêåôáé ðÜíù óôçí åõèåßá ìå åîßóùóç qxpy == , åßíáé ðñïöáíÝòüôé
2 12 12/)1(

1 22/)1(
1 1

21
−−⋅⋅−−==








++







 ∑∑∑∑
−−

==

−−

==

qppqmqpm p
m

q
m  .

Óõíåðþò, áðü ôá áðïôåëÝóìáôá ôùí âçìÜôùí 1 êáé 2 ðñïêýðôåé üôé
(( ))2mod2 12 121 −−⋅⋅−−≡≡++ qpss ,äçëáäÞ

Ù∈∈==−−⋅⋅−−−−++ κκ üðïõ,22 12 121 qpss .¢ñá
( ) ( ) ( ) κ2212 1 111 21 −−=−=










 −⋅−+ qpsspqqp
= (( )) 212 11 −−⋅⋅−−

−−
qp .Áõôü ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ íüìïõ ôçò ôåôñáãùíéêÞò áíôéóôñïöÞò (Þ áìïéâáéüôçôáò).à
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Ó÷üëéïÏ íüìïò ôçò ôåôñáãùíéêÞò áíôéóôñïöÞò (Þ áìïéâáéüôçôáò) óõó÷åôßæåé ôçí åðéëõóéìüôçôá ôçò éóïóõíáìßáò
(( ))qpx mod2 ≡≡ (*)ìå ôçí åðéëõóéìüôçôá ôçò éóïäõíáìßáò
(( ))pqx mod2 ≡≡ . (**)¸ôóé, õðÜñ÷ïõí äýï âáóéêÝò ðåñéðôþóåéò1ç ðåñßðôùóç: Áí (( ))4mod1≡≡p  Þ (( ))4mod1≡≡q , ôüôå

1==










 pqqp .

Áõôü óçìáßíåé üôé ç éóïäõíáìßá (*)  Ý÷åé ëýóç áí êáé ìüíï áí ç éóïäõíáìßá (**) Ý÷åé ëýóç.2ç ðåñßðôùóç: Áí (( ))4mod3≡≡p  êáé (( ))4mod3≡≡q , ôüôå
1−−==










 pqqp .
Áõôü óçìáßíåé üôé ç éóïäõíáìßá (*) Ý÷åé ëýóç áí êáé ìüíï áí ç éóïäõíáìßá (**) äåí Ý÷åé ëýóç.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ� Éó÷ýåé üôé ( )31mod562 ≡ , äçëáäÞ, áëçèåýåé üôé 1315 ==




 . ¼ìùò, áðü ôïí íüìï ôçòôåôñáãùíéêÞò áíôéóôñïöÞò ëáìâÜíïõìå üôé

(( )) (( )) 111315531 2152152 131
==−−==−−==











 ⋅⋅−−⋅⋅−− .

¢ñá 1==




 531

êáé óõíåðþò ï áñéèìüò 31 åßíáé ôåôñáãùíéêü õðüëïéðï 5mod .� Éó÷ýåé üôé 1−−==




 1729 . ¸ôóé, áðü ôïí íüìï ôçò ôåôñáãùíéêÞò áíôéóôñïöÞò ðñïêýðôåé üôé

(( )) (( )) 11129171729 8142 1172 129
==−−==−−==











 ⋅⋅−−⋅⋅−− .¢ñá 12917 −=







êáé óõíåðþò ï áñéèìüò 17 åßíáé ôåôñáãùíéêü ìç �õðüëïéðï 29mod .� Áðü ôïí íüìï ôçò ôåôñáãùíéêÞò áíôéóôñïöÞò Ý÷ïõìå
(( )) (( )) 111729297 1432 129217

==−−==−−==










 ⋅⋅−−⋅⋅−− .Óõíåðþò, ç åîßóùóç (( ))29mod72 ≡≡x  Ý÷åé ëýóç áí êáé ìüíï áí ç åîßóùóç (( ))7mod292 ≡≡x
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Ý÷åé ëýóç. ÁëëÜ, éó÷ýåé üôé ( )29mod762 ≡ . Óõíåðþò  1729297 ==




==





 , êáèþò êáé ïé äýï

éóïôéìßåò Ý÷ïõí ëýóåéò.
Ôï óýìâïëï ôïõ JacobiÔï óýìâïëï ôïõ Jacobi [ðïõ ïíïìÜóôçêå Ýôóé ðñïò ôéìÞí ôïõ Carl Gustav Jacobi(1804 � 1851), ï ïðïßïò ôï ðáñïõóßáóå ôï Ýôïò 1846] áðïôåëåß ìéá ãåíßêåõóç ôïõ óõìâüëïõ ôïõLegendre ðïõ ðáñïõóéÜóáìå ðñïçãïýìåíá. Ôï óýìâïëï ôïõ Legendre áíáöÝñåôáé óôçíåðéëõóéìüôçôá ôçò éóïôéìßáò ( )pax mod2 ≡  áí ï p  åßíáé ðñþôïò áñéèìüò êáé ( ) 1, =pa .  Óôïóýìâïëï ôïõ Jacobi äåí ìåëåôÜìå ìüíï ðñþôï áñéèìü p  áëëÜ ïðïéïíäÞðïôå ðåñéôôü èåôéêüáêÝñáéï P êáé ôï áðïôÝëåóìá ðïõ åðéóôñÝöåé ôï óýìâïëï áõôü äåí ìáò ðëçñïöïñåß ãéá ôï áí çéóïôéìßá ( )Pax mod2 ≡ , üðïõ ( ) 1, =Pa , Ý÷åé ëýóåéò (âëÝðå ó÷üëéï). Óôçí ðåñßðôùóç, üìùò,ðïõ ï P åßíáé ðñþôïò áñéèìüò ôá óýìâïëá Legendre êáé Jacobi ôáõôßæïíôáé.Ïñéóìüò¸óôù P ðåñéôôüò èåôéêüò áêÝñáéïò êáé a  Ýíáò  áêÝñáéïò  áñéèìüò, ôÝôïéïò þóôå ( ) 1, =Pa .

Ôüôå, ïñßæïõìå ôï óýìâïëï ôïõ Jacobi





 Paùò åîÞò
1=





 Pa ,  áí 1==Pêáé

κ

κ

mmm papapaPa 

















=





 ...21

21 , áí κ
κ
mmm pppP ...21 21==

üðïõ 






ipa  åßíáé ôï óýìâïëï ôïõ Legendre.
ÐáñáôÞñçóçÐïëëÝò öïñÝò ôï óýìâïëï ôïõ Jacobi ãåíéêåýåôáé êáé óôçí ðåñßðôùóç üðïõ aP  ëáìâÜíïíôáò

     ìçäåíéêÞ ôéìÞ. ÄçëáäÞ 0=




 Pa , áí aP .

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ� 
















==







⋅⋅⋅⋅
==





 311429141914312919 141708114
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(( )) (( )) 1111 ==⋅⋅−−⋅⋅−−==� 
















==







⋅⋅⋅⋅
==





 311429141914312919 1432453914 2

2
(( )) (( )) 1111 2 −−==⋅⋅−−⋅⋅−−==� 0927 ==





  .

Ó÷üëéï
¼ðùò áíáöÝñáìå ðáñáðÜíù, ç ôéìÞ ôïõ óõìâüëïõ ôïõ Jacobi 





 Pa  äåí ìáò ðëçñïöïñåß ãéá ôï áí ï

áêÝñáéïò áñéèìüò a  åßíáé ôåôñáãùíéêü õðüëïéðï ôïõ P . Áõôü óõìâáßíåé äéüôé, áí õðïèÝóïõìå üôé
κpppP L21= , üðïõ λκ 2= , Í∈λ (÷ùñßò áíáãêáóôéêÜ íá éó÷ýåé üôé ïé ðñþôïé κppp ,...,, 21  åßíáé äéÜöïñïé ìåôáîý ôïõò)

êáé 1−=






ipa  , ãéá êÜèå κ...,,2,1==i , ôüôå
( ) 11 =−=





 κPa  .

ÁëëÜ, ðñïöáíþò, ç éóïôéìßá ( )Pax mod2 ≡  äåí Ý÷åé ëýóåéò äéüôé áí åß÷å ëýóåéò, ôüôå êÜèå ìéá áðü ôéò
éóïôéìßåò ( )ipax mod2 ≡  èá åß÷å ëýóç. ÄçëáäÞ, èá ßó÷õå üôé 1=











ipa , ãéá êÜèå κi ...,,2,1= . ¢ôïðï,
ëüãù ôçò õðüèåóçò.¼ìùò, áí ï áêÝñáéïò áñéèìüò a åßíáé ôåôñáãùíéêü õðüëïéðï ôïõ P , ôüôå (üìïéá ìå ðáñáðÜíù) èá
éó÷ýåé üôé 1=











ipa , ãéá êÜèå ðñþôï äéáéñÝôç ip ôïõ P  êáé óõíåðþò ãíùñßæïõìå ðùò ôï óýìâïëï ôïõ
Jacobi åðéóôñÝöåé ôçí ôéìÞ 1.
Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ 1−=





 Pa , ãíùñßæïõìå üôé ï a äåí åßíáé ôåôñáãùíéêü õðüëïéðï ôïõ P . Áí áõôüóõíÝâáéíå, ôüôå êÜèå éóïôéìßá

( )ipax mod2 ≡ ,
    üðïõ ip ïé ðñþôïé äéáéñÝôåò ôïõ P ,  èá åß÷å ëýóç  êáé ôüôå, ðñïöáíþò, èá åß÷áìå 1=





 Pa . ¢ôïðï.

¸ôóé, óõãêåíôñùôéêÜ Ý÷ïõìå� Áí 1=




 Pa , äåí ìðïñïýìå íá áðïöáíèïýìå ãéá ôï áí ï a  åßíáé ôåôñáãùíéêü õðüëïéðï ôïõ P .
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� Áí ï a  åßíáé ôåôñáãùíéêü õðüëïéðï ôïõ P , ôüôå 1=




 Pa .� Áí 1−=





 Pa , ôüôå ï a  äåí åßíáé ôåôñáãùíéêü õðüëïéðï ôïõ P .

Èåþñçìá¸óôù a   ïðïéïóäÞðïôå áêÝñáéïò áñéèìüò ðïõ åßíáé ðñþôïò ðñïò ôïõò ðåñéôôïýò èåôéêïýòáêåñáßïõò QP, . Ôüôå éó÷ýåé











=




 QaPaPQa .
ÁÐÏÄÅÉÎÇ¸óôù κ

κ
mmm pppP ...21 21==  êáé λ

λ
bbb qqqQ ...21 21== , üðïõ Í∈∈λκ ,  ïé êáíïíéêÝò  ìïñöÝò ôùí QP, ,áíôßóôïé÷á.Ôüôå, áðü ôïí ïñéóìü ôïõ óõìâüëïõ ôïõ Jacobi, ëáìâÜíïõìå











=





ëê bëbbmêmm ...qqq...ppp aPQa 2121 2121

λκ

λκ

bbbmmm qaqaqapapapa 



































= ...... 2121

2121











= QaPa .

à
Èåþñçìá¸óôù ba, áêÝñáéïé áñéèìïß ðïõ åßíáé ðñþôïé ðñïò ôïí èåôéêü  ðåñéôôü áêÝñáéï áñéèìüP . Ôüôå  éó÷ýåé






=











 PabPbPa .

ÁÐÏÄÅÉÎÇ¸óôù Í∈∈== κκ
κ ,...21 21 mmm pppP , ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ ôïõ ðåñéôôïý èåôéêïý áêåñáßïõ áñéèìïý P .Ôüôå

ppp bppp aPbPa mmmmmm 











=













κκ
κκ ...... 2121 2121
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κκ

κκ

mmmmmm pbpbpbpapapa 



































= ...2121

2121 L
κ

κκ

mmm
pbpapbpapbpa 








































⋅




















= ...21

2211 . (1)
¼ìùò, óôçí ðáñÜãñáöï áíáöïñéêÜ ìå ôï óýìâïëï ôïõ Legendre áðïäåßîáìå ðùò áí p  åßíáéÝíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé ba,  åßíáé áêÝñáéïé áñéèìïß, ôÝôïéïé þóôå ( ) 1, =pab , ôüôå













=




 pbpapab .
¸ôóé,  áðü ôç ó÷Ýóç (1) ëáìâÜíïõìå üôé

κ

κ

mmm pabpabpabPbPa 

















=











 ...21

21





= Pab . à

Ðüñéóìá¸óôù a  áêÝñáéïò áñéèìüò ðïõ åßíáé  ðñþôïò ðñïò ôïí ðåñéôôü èåôéêü áêÝñáéï P . Ôüôåéó÷ýåé
12

2
=












 PaPa  .
ÁÐÏÄÅÉÎÇÁðü ôá äýï ðáñáðÜíù èåùñÞìáôá, ðïõ áðïäåßîáìå, ðñïêýðôåé üôé












=





 PaPaPa2êáé












=




 PaPaPa2 .
ÁëëÜ, åßíáé ðñïöáíÝò üôé 1=











 PaPa  êáé åðïìÝíùò

12
2

=




=




 PaPa  . à
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Èåþñçìá¸óôù ba,  áêÝñáéïé áñéèìïß, üðïõ ï a  åßíáé ðñþôïò ðñïò ôïí ðåñéôôü èåôéêü áêÝñáéïáñéèìü P . Áí ( )Pba mod≡ , ôüôå éó÷ýåé





=





 PbPa .
ÁÐÏÄÅÉÎÇÁí õðïèÝóïõìå ðùò Í∈∈== κκ

κ ,...21 21 mmm pppP , åßíáé ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ ôïõ áñéèìïý P , ôüôåèá éó÷ýåé üôé
( )ipba mod≡ , ãéá êÜèå κ...,,2,1==i .¼ìùò, óôçí ðáñÜãñáöï ðïõ áíáöÝñåôáé óôï óýìâïëï ôïõ Legendre  áðïäåßîáìå ðùò áí påßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò, a  áêÝñáéïò áñéèìüò, ôÝôïéïò þóôå ( ) 1, =pa êáé ( )pba mod≡ , ôüôå







=




 pbpa .
Óõíåðþò, óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù, ðñïêýðôåé







=






ii pbpa , ãéá êÜèå κ...,,2,1==i .
¢ñá

κ

κ

mmm papapaPa 

















=





 ...21

21





==

















== Pbpbpbpb mmm κ

κ

...21
21 .

Áõôü ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò. à
Èåþñçìá¸óôù P  ðåñéôôüò èåôéêüò áêÝñáéïò. Ôüôå  éó÷ýåé

(( )) 2 111 −−
−−==





 −−

PP .
ÁÐÏÄÅÉÎÇ¸óôù Í∈∈== κκ

κ ,...21 21 mmm pppP ,åßíáé ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ ôïõ ðåñéôôïý èåôéêïý áêåñáßïõ P . Ôüôå, áðü ôïí ïñéóìü ôïõ óõìâüëïõôïõ Jacobi Ý÷ïõìå
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κ

κ

mmm pppP 




 −−





 −−





 −−==




 −− 1...111 21

21 (1)
¼ìùò, áðü ôï êñéôÞñéï ôïõ Euler ðñïêýðôåé Üìåóá üôé

(( )) 2 111 −−
−−==




 −− ip
ip , ãéá êÜèå κ,...,2,1==i ,

êáèþò êáèÝíáò áðü ôïõò ip  åßíáé ðåñéôôüò êáé óõíåðþò ìåãáëýôåñïò ôïõ 2.¢ñá, áðü ôç ó÷Ýóç (1) ëáìâÜíïõìå üôé
( )

( )∑
=

−

−=




 −

κ1 2/111 i imipP¸óôù
λκ

κ qqqppp mmm ...... 2121 21 == ,üðïõ
++= 21 mmλ ...

κm+   êáé {{ }}κλ pppqqq ,...,,,...,, 2121 ∈∈Ôüôå
( )

∑ 






=
−

−=




−

λ1 2/111 j q jP    . (2)
¼ìùò, éó÷ýåé üôé

(( ))[[ ]]∏∏ ∏∏
== ==

−−++====
λ λ

1 1 11j j jj qqP
(( )) Í∈∈++−−++== ∑∑

==
rrqj j ,411 1

λ ,
êáèþò êÜèå üñïò 1−−jq  åßíáé Üñôéïò áñéèìüò.Óõíåðþò

(( )) (( )) rqP j j 2121121 1 ++−−==−− ∑∑
==

λ .ÅðïìÝíùò, ç ó÷Ýóç (2) ëáìâÜíåé ôçí ìïñöÞ
(( )) (( )) (( )) 2 122 1 1111 −−−−−−

−−==−−−−==




 −− PrPP .

Áõôü ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò.  à
Èåþñçìá¸óôù P  ðåñéôôüò èåôéêüò áêÝñáéïò. Ôüôå éó÷ýåé

(( )) 8 1212 −−
−−==





 PP .
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ÁÐÏÄÅÉÎÇÁò õðïèÝóïõìå, üðùò óôçí ðñïçãïýìåíç áðüäåéîç, üôé
2121 ...21 qqpppP mmm == κ

κ ... λq ,üðïõ
++= 21 mmλ ... κm+êáé  {{ }}κλ pppqqq ,...,,,...,, 2121 ∈∈ .Ôüôå



















=







λq...qqP 2222
21 . (1)

¼ìùò, óôçí ðáñÜãñáöï ðïõ áíáöåñèÞêáìå  óôï óýìâïëï ôïõ Legendre áðïäåßîáìå üôé áí ï påßíáé ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò, ôüôå
( )( ) 8/1212 −−=




 pp .
¸ôóé, ç ó÷Ýóç (1) ãßíåôáé

( )
8/11 212 


∑ −

=
−=





 iqiP

λ  . (2)ÁëëÜ
8 1...8 1 222212 −−==−− λqqqP

8
18 181...8 1818 181 22221 −




 −⋅+




 −⋅+




 −⋅+
=

λqqq . (3)
Ï áñéèìçôÞò ãñÜöåôáé éóïäýíáìá óôç ìïñöÞ

18 181...8 1818 181 22221 −




 −⋅+




 −⋅+




 −⋅+ λqqq
(( )) (( )) (( ))





 −−
⋅⋅−−++−−++== ∑∑∑∑

≠≠== ji
jii i qqq 8 188 188 181 22

1
2λ

(( )) (( )) (( )) 18 188 188 18 222
−−





⋅⋅⋅⋅⋅⋅++−−⋅⋅

−−
⋅⋅−−++ ∑∑

≠≠≠≠

κ

κ

qqq j
ji

i

(( )) 





⋅⋅⋅⋅⋅⋅++⋅⋅⋅⋅++⋅⋅++−−== ∑∑ ∑∑∑∑

≠≠ ≠≠≠≠== ji ji jijii i vvvvvq
κ

κ

λ 8888811
2 (4)

êáèþò 182 ++== ii vq , ãéá êÜðïéá ôéìÞ ôïõ Í∈∈iv .Óõíåðþò, ç ó÷Ýóç (3) ìÝóù ôçò (4) ëáìâÜíåé ôçí éóïäýíáìç ìïñöÞ
(( )) ,21818 1 2

1
2 rqP ii ++−−==−− ∑∑

==

λ  ãéá êÜðïéïí Í∈∈r
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ÅðïìÝíùò, ç ó÷Ýóç (2) ãßíåôáé
(( )) (( )) (( )) 8 128 1 22 1112 −−−−−−

−−==−−−−==




 PrPP .Áõôü ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò. à

Èåþñçìá (ÍÏÌÏÓ ÔÅÔÑÁÃÙÍÉÊÇÓ ÁÍÔÉÓÔÑÏÖÇÓ ÃÉÁ ÓÕÌÂÏËÁ JACOBI)¸óôù QP,  ðåñéôôïß èåôéêïß áêÝñáéïé ãéá ôïõò ïðïßïõò éó÷ýåé üôé  (( )) 1, ==QP . Ôüôå
(( )) 2 12 11 −−⋅⋅−−
−−==












 QPPQQP .
ÁÐÏÄÅÉÎÇÁò õðïèÝóïõìå üôé λpppP L21= , Í∈∈λ   (üðïõ ïé ðñþôïé áñéèìïß λppp ,...,, 21   äåí åßíáéáíáãêáóôéêÜ äéÜöïñïé ìåôáîý ôïõò) êáé mqqqQ L21= , Í∈∈m  (üðïõ ïé ðñþôïé áñéèìïß

mqqq ,...,, 21  äåí åßíáé áíáãêáóôéêÜ äéÜöïñïé ìåôáîý ôïõò).
Ôüôå éó÷ýåé

∏∏∏∏∏∏
== ====







==





==




 m
i j i

jm
i i qpqPQP 1 11

λ .Ïìïßùò áëçèåýåé
∏∏∏∏∏∏

== ====










==










==





 λλ

1 11 j
m

i j
i

j j pqpQPQ .
Óõíåðþò

∏∏
= =

















=












 λ

1 1j ji
m

i i
j pqqpPQQP . (1)

¼ìùò, áðü ôïí íüìï ôçò ôåôñáãùíéêÞò áíôéóôñïöÞò (ãéá óýìâïëá Legendre) ãíùñßæïõìåüôé
(( )) 2 12 11 −−

⋅⋅
−−

−−==














 ij qp
j
i

i
j pqqp

¢ñá, áðü ôçí ó÷Ýóç (1) ðñïêýðôåé
(( ))

(( )) (( ))∑∑ ∑∑ ⋅⋅
== ==

−−−−

−−==












λ1 1 1211211 j mi iqjpPQQP

(( ))
(( )) (( ))∑∑

==
∑∑⋅⋅
==

−−−−

−−==

λ1 1 1211211 j m ij i qp (2)
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ÁëëÜ, êáôÜ ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò
(( )) 2 111 −−
−−==





 −−

PPäåßîáìå üôé
(( )) (( )) 11 2121121 rpP j j ++−−==−− ∑∑

==

λ ,  Í∈∈1r .Ïìïßùò, ðñïêýðôåé üôé
(( )) (( )) 21 2121121 rqQ m

i i ++−−==−− ∑∑
==

,  Í∈∈2r .ÅðïìÝíùò, ç  ó÷Ýóç (2) ãñÜöåôáé
(( )) (( )) (( )) (( )) (( ))12112122 111 21 −−⋅⋅−−−−−− −−−−−−==












 QPrrPQQP
(( )) 2 12 11 −−⋅⋅−−
−−==

QP .Áõôü ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò. à
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6. Oé óõíáñôÞóåéò ð(x)  êáé li(x)
Ç óõíÜñôçóç ð(x)Ç óõíÜñôçóç (x)π  åêöñÜæåé ôï ðëÞèïò ôùí ðñþôùí áñéèìþí ðïõ äåí õðåñâáßíïõí ôïíðñáãìáôéêü áñéèìü x .Äåí õðÜñ÷åé Ýíáò ãíùóôüò ôýðïò ðïõ íá ðñïóäéïñßæåé ôçí óõíÜñôçóç (x)π . Áõôü óõìâáßíåéäéüôé, äåí Ý÷ïõìå ðëÞñç ãíþóç ãéá ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï åßíáé êáôáíåìçìÝíïé ïé ðñþôïéáñéèìïß ìÝóá óôïõò áêåñáßïõò.Åßíáé äõíáôüí íá áðïäåßîïõìå, ðùò ôá êåíÜ ìåôáîý äéáäï÷éêþí ðñþôùí áñéèìþí ìðïñåß íáåßíáé ïóïäÞðïôå ìåãÜëá. Êé áõôü ãéáôß, ïðïéïíäÞðïôå öõóéêü áñéèìü n  êáé áí èåùñÞóïõìå,ðÜíôá èá õðÜñ÷ïõí n  óôï ðëÞèïò äéáäï÷éêïß óýíèåôïé áñéèìïß.Áò èåùñÞóïõìå ôçí áêïëïõèßá ôùí äéáäï÷éêþí öõóéêþí áñéèìþí:

(( )) (( )) (( )) (( )) (( ))1!1,!1,3!1,2!1 ++++++++++++++++++ nnnnnn ..., .ÊáíÝíáò áðü ôïõò ðáñáðÜíù n  äéáäï÷éêïýò öõóéêïýò áñéèìïýò äåí åßíáé ðñþôïò áöïý
 )1()!1()1(,)!1(...,,3)!1(3,2)!1(2 ++++++++++ nnnnnnnn .¸ôóé áñ÷ßæïõìå íá áíôéëáìâáíüìáóôå üôé ôï ðñüâëçìá ôçò êáôáíïìÞò ôùí ðñþôùí áñéèìþíåßíáé Ýíá ðñáãìáôéêÜ óýíèåôï åñþôçìá êáé êáô� åðÝêôáóç üôé ï ðñïóäéïñéóìüò ôçò (x)π  åßíáéðïëýðëïêïò.Óôçí óõíÜñôçóç áõôÞ âáóßæåôáé Ýíá áðü ôá ðëÝïí öçìéóìÝíá èåùñÞìáôá ôçò ÈåùñßáòÁñéèìþí, ôï Èåþñçìá ôùí Ðñþôùí Áñéèìþí (The Prime Number Theorem).Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá áõôü, ç óõíÜñôçóç (x)π  åßíáé áóõìðôùôéêÜ ßóç ðñïò ôçí óõíÜñôçóçxx log/ , äçëáäÞ

( ) ).(log~ ∞→xxxxð
Ìéá óõíåðáãùãÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò ôùí Ðñþôùí Áñéèìþí åßíáé ôï áêüëïõèï èåþñçìá:ÏðïéïõóäÞðïôå èåôéêïýò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò ba,  êáé áí èåùñÞóïõìå, üðïõ ba < , èáõðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò ìåôáîý ôùí ca  êáé cb , ãéá êáôÜëëçëá ìåãÜëåòôéìÝò ôïõ c.

Ç óõíÜñôçóç li(x)¼ðùò áíáöÝñáìå ðñïçãïýìåíá, Ýíáò ðñïóåããéóôéêüò ôýðïò ôçò (( ))xπ  åßíáé ï
(( )) xxx log~π    (Èåþñçìá ôùí Ðñþôùí Áñéèìþí).¼ìùò, ç óõíÜñôçóç (( ))xπ  ìðïñåß íá ðñïóåããéóôåß áêüìç êáëýôåñá áðü ôçí óõíÜñôçóç ðïõïñßæåôáé ùò åîÞò

(( )) tdtxi x log2∫∫==l ,êáèþò ôï ðçëßêï ( ) )(/ xix lπ  ôåßíåé óôï 1 ðéï ãñÞãïñá áðü ôï ðçëßêï ( ) xxogx /)(lπ .
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ÐáñáôÞñçóçÓôç âéâëéïãñáößá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé åðßóçò ïé óõìâïëéóìïß
( ) ( ) tdtxitdtxLi xx log,log 02 ∫∫ == l  .

Ï P. Chebyshev åß÷å áðïäåßîåé ðùò áí ôï üñéï xx x
x log/ )(lim π

∞∞→→
 õðÜñ÷åé, ôüôå èá åßíáé áíáãêáóôéêÜßóï ìå 1. ¼ôáí ïé J. Hadamard êáé C. J. de la Vallée � Poussin ïëïêëÞñùóáí ôçí áðüäåéîç,Ýäåéîáí ðùò ãéá êÜðïéïí èåôéêü áñéèìü C éó÷ýåé üôé:

( )xCxeOxlix log)()( −+=π   .Áðü ôçí ó÷Ýóç áõôÞ ðñïêýðôåé üôé:
(( )) 





==−− xxOxlix mlog)(π , ãéá êÜèå 0>>m .¢ëëåò ÷ñÞóéìåò éäéüôçôåò ôçò (( ))xli  åßíáé ïé åîÞò:

(( )) xx~xli log    (åöáñìüæïíôáò ôïí êáíüíá ôïõ L� Hôpital),
( ) 





++= xxOxxxxxli 32 logloglog .

Êáôüðéí  áñéèìçôéêþí õðïëïãéóìþí, ç (( ))xli  ðáñïõóéÜæåôáé óôçí áñ÷Þ óáí ìéá �õðåñåêôßìçóç�ôçò (( ))xπ , üðùò öáßíåôáé óôïí  ðßíáêá ðáñáêÜôù.
x )(xπ )()( xxli π−−

108 5761455 753109 50847534 17001010 455052511 31031011 4118054813 115871012 37607912018 382621013 346065536839 1089701014 3204941750802 3148891015 29844570422669 10526181016 279238341033925 32146311017 2623557157654233 79565881018 24739954287740860 219495541019 234057667276344607 998777741020 2220819602560918840 222744643
¼ìùò, ôï Ýôïò 1914 ï J.E. Littlewood áðÝäåéîå ðùò ç äéáöïñÜ (( )) (( ))xlix −−π  áëëÜæåé ðñüóçìï
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Üðåéñåò öïñÝò. Áñãüôåñá, ôï Ýôïò 1933, Ýíáò áðü ôïõò ìáèçôÝò ôïõ Littlewood, o Skewes,áðÝäåéîå ðùò ç ðñþôç áëëáãÞ ðñïóÞìïõ ðñÝðåé áíáãêáóôéêÜ íá óõìâáßíåé ãéá79101010<<x .Áõôü ôï Üíù öñÜãìá Ý÷åé åëáôôùèåß áéóèçôÜ áðü Ýñåõíåò ðïõ áêïëïýèçóáí, áëëÜ áêüìáâñßóêåôáé óôçí ðåñéï÷Þ ôïõ 10316.
x )(xð xx log/ xxx log)( /π (( ))xli )()( xlixπ

103 168 144.8 1.160 178 0.9438202104 1229 1085.7 1.132 1246 0.9863563105 9592 8685.9 1.104 9630 0.9960540106 78498 72382.4 1.085 78628 0.9983466107 664579 620420.7 1.071 664918 0.9998944108 5761455 5428681.0 1.061 5762209 0.9998691109 50847534 48254942.4 1.054 50849235 0.99996651010 455052512 434294481.9 1.048 455055614 0.99999321011 4118054813 3948131663.7 1.043 4118165401 0.99997311012 37607912018 36191206825.3 1.039 37607950281 0.9999990
ÅéêáóßáÃéá êÜèå ðñþôï áñéèìü p ìåãáëýôåñï ôïõ äýï, õðÜñ÷ïõí äýï ðñþôïé áñéèìïß )(, 2121 pppp < ,ôÝôïéïé, þóôå

1
21 1pppp ++=   .

Ç åéêáóßá ìðïñåß åðßóçò íá äéáôõðùèåß ùò åîÞò:Ãéá êÜèå ðñþôï áñéèìü p ìåãáëýôåñï ôïõ äýï, õðÜñ÷ïõí äýï ðñþôïé áñéèìïß)(, 2121 pppp < ôÝôïéïé, þóôå ïé áñéèìïß 21,)1( ppp −  íá åßíáé äéáäï÷éêïß áêÝñáéïé(Ìé÷áÞë È. ÑáóóéÜò, Octogon Mathematical Magazine 13 (1B) (2005), óåë. 885.ÂëÝðå, åðßóçò, Problem 25, Newsletter, European Mathematical Society, 65 (2007), óåë. 47).
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7. Ç óõíÜñôçóç æÞôá ôïõ Riemann
Ç óõíÜñôçóç æÞôá ïñßæåôáé  ùò

(( )) ∑∑
+∞+∞

==

== 1
1

n snsζ

ãéá ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò ôïõ s ,  1>>s .Ç óõíÜñôçóç ïñßóôçêå ãéá ðñþôç öïñÜ ôï Ýôïò 1737 áðü ôïí Leonhard Euler (1707 � 1783).Ôï Ýôïò 1859, ï Georg Bernhard Riemann (1826 � 1866)  ÷ñçóéìïðïßçóå ôçí óõíÜñôçóç áõôÞóôçí ðñïóðÜèåéÜ ôïõ íá áðïäåßîåé ôï Èåþñçìá ôùí Ðñþôùí Áñéèìþí. Èåþñçóå ìéãáäéêÝòôéìÝò ôïõ s  êáé áðÝäåéîå êÜðïéåò âáóéêÝò éäéüôçôåò ôçò (( ))sζ . Ï Riemann ðáñïõóßáóå ÝîéõðïèÝóåéò óôçí åñãáóßá ôïõ .Áîéïðïéþíôáò ôéò õðïèÝóåéò áõôÝò, áðÝäåéîå ôü Èåþñçìá ôùí Ðñþôùí Áñéèìþí. ¼ìùò, ìÝ÷ñéóÞìåñá, ìüíï ïé ðÝíôå áðü áõôÝò ôéò õðïèÝóåéò Ý÷ïõí áðïäåé÷èåß. Ç Ýêôç ðáñáìÝíåé áíïéêôüðñüâëçìá êáé åßíáé ãíùóôÞ ùò õðüèåóç ôïõ Riemann (Riemann hypothesis).H äéáôýðùóç ôçò õðüèåóçò áõôÞò åßíáé ç åîÞò:«Ïé ìç�ôåôñéììÝíåò ñßæåò ôçò óõíÜñôçóçò (( ))sζ , üðïõ Â∈∈s , Ý÷ïõí ðñáãìáôéêü ìÝñïò ßóï ìå1/2 (äçë. 2/1)Re( =s »*.Ìå ôïí üñï «ôåôñéììÝíåò ñßæåò» åííïïýìå ôïõò áñíçôéêïýò Üñôéïõò áêåñáßïõò.Èá ðáñïõóéÜóïõìå ôþñá ôá âáóéêÜ âÞìáôá ôçò åñãáóßáò ôïõ Riemann, þóôå íá ãßíåéêáôáíïçôÞ ç ó÷Ýóç ôçò óõíÜñôçóçò (( ))sζ  ìå ôçí êáôáíïìÞ ôùí ðñþôùí áñéèìþí.Áñ÷éêÜ, ï Riemann Ýèåóå



== ∑∑
+∞+∞

==

κ

κ
π

κ
1

1
1)( xxJ

(ïé üñïé ôçò ðáñáðÜíù óåéñÜò ìçäåíßæïíôáé ãéá êÜèå 0κκ ≥≥ , ãéá êÜðïéá èåôéêÞ áêÝñáéá  ôéìÞôïõ 0κ , äéüôé (( )) 0==xπ  ãéá êÜèå 2<<x ).Óôçí óõíÝ÷åéá, áðÝäåéîå ðùò
(( )) (( )) (( ))κ

κ
κµ

κ
π /1

1
1 xJx ∑∑

+∞+∞

==
== , (1)

üðïõ (( ))κµ  åßíáé ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ôïõ Möbius.¼ìùò
(( )) (( )) (( )) ∫∫∑∑

∞∞++

−−
++−−−−== x ttt dtxlixlixJ log)1(2log 2

ρ

ρ (2)
* Óôçí åñãáóßá ôïõ ï Riemann èåþñçóå ôçí óõíÜñôçóç
 ( ) ( ) ( )sssst s ζπξ 







Γ−= − 2121 2/ , üðïõ  its += 21  êáé  (( ))sΓ  ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ÃÜììá. ÕðÝèåóå ðùò üëåò ïé ñßæåò
ôçò óõíÜñôçóçò (( ))tξ  åßíáé ðñáãìáôéêÝò. ÁõôÞ åßíáé ç õðüèåóç ôïõ Riemann ìå éóïäýíáìç äéáôýðùóç áõôÞ ðïõ ðáñïõóéÜóáìåðáñáðÜíù.
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üðïõ ôï Üèñïéóìá
(( ))∑∑

ρ

ρxli
 åêôåßíåôáé ó� üëåò ôéò ìç�ôåôñéììÝíåò ñßæåò ôçò óõíÜñôçóçò (( ))sζ .Óõãêñßíïíôáò, ëïéðüí, ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) êáôáëáâáßíïõìå üôé ìðïñåß íá ðñïêýøåé Ýíáòôýðïò ãéá ôçí (( ))xπ  ðïõ íá åîáñôÜôáé áðü óáöþò êáèïñéóìÝíåò óõíáñôÞóåéò êáé ôéò ìç�ôåôñéììÝíåò ñßæåò ôçò (( ))sζ . Åäþ ìðïñåß íá äåé êáíåßò ôçí ðïëý ìåãÜëç «ðñáêôéêÞ» óçìáóßáôçò õðüèåóçò Riemann.

ÂÁÓÉÊÅÓ ÉÄÉÏÔÇÔÅÓ ÔÇÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÇÓ (( ))sζÈá áðïäåßîïõìå ôþñá êÜðïéåò âáóéêÝò éäéüôçôåò ôçò óõíÜñôçóçò æÞôá ãéá ðñáãìáôéêÝò ôéìÝòôçò ìåôáâëçôÞò s .� ÔÁÕÔÏÔÇÔÁ EULER
( ) ∏ −−

= p spsæ 1 1 ,  1>s ,üðïõ ôï ãéíüìåíï åêôåßíåôáé óå üëïõò ôïõò ðñþôïõò áñéèìïýò p .
Ç éäÝá ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò ðáñáðÜíù ôáõôüôçôáò åßíáé:

ssp s ppp −−− −
⋅

−
=

−∏ 21 1 11 11 1 ... sp−− κ1 1 ...






+++= Lss pp 211

111 Í∈





+++





+++⋅ κ

κκ

,111111 2222 LLLL ssss ppppÐáñáôçñïýìå, üìùò, üôé êÜíïíôáò ôéò ðñÜîåéò óôï ðáñáðÜíù ãéíïìåíï, èá åìöáíéóôïýíüñïé ôçò ìïñöÞò:
( )sppp λα

λ
αα ...1

21 21
, üðïõ Í∈∈λ

áðü ìéá öïñÜ ï êáèÝíáò.ÂÝâáéá,  áðü ôï èåìåëéþäåò èåþñçìá ôçò ÁñéèìçôéêÞò ãíùñßæïõìå üôé êÜèå èåôéêüò áêÝñáéïòìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß ùò ãéíüìåíï äõíÜìåùí ðñþôùí ðáñáãüíôùí êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï.¸ôóé, ðñïêýðôåé  üôé
∑∑∏∏

≥≥
−− ==

−− 1
11 1

n sp s np  , s >1Þ
(( )) ∏∏ −−−−

== p sps 1 1ζ , s >1 . à



ÌÉ×ÁÇË È. ÑÁÓÓÉÁÓ 93

Ó÷üëéï
Ç  ðáñáðÜíù ôáõôüôçôá ðáñïõóéÜóôçêå ãéá ðñþôç öïñÜ óôï âéâëßï ôïõ Euler, «Introductio in AnalysinInfinitorum», ôï ïðïßï äçìïóéåýôçêå ôï Ýôïò  1748. Åöáñìüæïíôáò ôçí ôáõôüôçôá áõôÞ ðñïêýðôåé Üìåóáüôé

(( ))
(( )) ∏∏ −−++

== p spss 1 12
ζ
ζ  .� Éó÷ýåé üôé

( ) 1111111 11 −
+=+≤≤=

− ∫∫
∞+∞+ s1dxxsædxxs ssêáé Üñá ç óõíÜñáôçóç (( ))sæ  óõãêëßíåé óå ðñáãìáôéêü áñéèìü,  ãéá  1>s .

ÁÐÏÄÅÉÎÇÁñ÷éêÜ, èá áðïäåßîïõìå ðùò ãéá ìéá ìç áñíçôéêÞ, óõíå÷Þ êáé öèßíïõóá óõíÜñôçóç f , ôçòáíåîáñôÞôïõ ìåôáâëçôÞò x , ðïõ ïñßæåôáé óôï äéÜóôçìá [[ ))+∞+∞,1 , éó÷ýåé üôé
( ) ( )∫∫

∞++∞
+≤≤ dxxfaSdxxf 11 1 ,üðïõ

( )νν fa =êáé
( ) ( ) ( )( )ν

ν
ν

ν
fffSS +++==

+∞→+∞→
L21limlim , ãéá Í∈∈ν .Ãé�áõôü ôï óêïðü, èåùñïýìå ìéá õðïäéáßñåóç ôïõ äéáóôÞìáôïò [[ ]]ν,1  üðùò öáßíåôáé óôá äýïðáñáêÜôù ó÷Þìáôá.

                                               Ó÷. 1 Ó÷. 2
  Ðáñáôçñïýìå üôé óôï Ó÷. 1 ó÷çìáôßæåôáé  Ýíá óýíïëï åããåãñáììÝíùí ïñèïãþíéùíðáñáëëçëïãñÜììùí. ¸ôóé, ôï åìâáäüí ôïõ ãñáììïóêéáóìÝíïõ ÷ùñßïõ óôï Ó÷. 1 åßíáé ßóï ìå

(( ))∑∑
==

ν

κ
κ2 f .

Ïìïßùò, óôï Ó÷. 2 ó÷çìáôßæåôáé Ýíá óýíïëï ðåñéãåãñáììÝíùí ïñèïãùíßùí ðáñáëëçëïãñÜììùí.
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Óõíåðþò, ôï åìâáäüí ôïõ ãñáììïóêéáóìÝíïõ ÷ùñßïõ óôï Ó÷. 2 åßíáé ßóï ìå
(( ))∑∑

−−

==

1
1

ν

κ
κf .¼ðùò óõìðåñáßíïõìå áðü ôá Ó÷Þìáôá 1 êáé 2 åßíáé ðñïöáíÝò üôé

(( )) (( )) (( ))∑∑∫∫∑∑
−−

====

≤≤≤≤
1
112

vv fdxxff
κ

ν

κ
κκ   .

¼ìùò,
( ) ( ) ( )vfffSv +++= L21  .¢ñá,

( ) ( )∫ −≤≤−
ν

1 11 vv SdxxffSÞ
(( ))(( )) 11 lim)(lim1lim −−+∞+∞→→+∞+∞→→+∞+∞→→ ∫∫ ≤≤≤≤−− vv

vvv SdxxffS
νÞ

(( )) (( ))∫∫
∞∞++

≤≤≤≤−− 11 SdxxffS .ÅðïìÝíùò
(( )) (( )) (( ))dxxffSdxxf ∫∫∫∫

∞∞++∞∞++
++≤≤≤≤ 11 1  .ÄçëáäÞ
∫∫

∞+∞+
+≤≤ 11 1 )()( dxxfaSdxxf  .¸ôóé, ãéá ôçí ðåñßðôùóç ôçò óõíÜñôçóçò (( ))sζ   éó÷ýåé

∫∫
∞+

+∞→

∞+
+≤





 +++≤ ssssss dxxdxx 11 11112111lim1

νν
L

ÁëëÜ
1111 −−

==∫∫
∞∞++ sdxxsêáé

∑
≥+∞→

=




 +++ 1

112111lim
νν νν ssss L .

Óõíåðþò,
(( )) 11111111 11 −−

++==++≤≤≤≤==
−− ∫∫∫∫

∞∞++∞∞++ sdxxsdxxs ss ζ .
à
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� Ç óåéñÜ ∑
≥1n 2n1  óõãêëßíåé óôï Ñ êáé ìÜëéóôá éó÷ýåé üôé

(( )) 6ð2æ 2
== .

 (ÁõôÞ ç ó÷Ýóç åßíáé ãíùóôÞ êáé óáí ðñüâëçìá ôçò Basel).
ÁÐÏÄÅÉÎÇ� Áñ÷éêÜ èá áðïäåßîïõìå ðùò ç óåéñÜ

∑∑
≥≥1 21

n nóõãêëßíåé óôï Ñ .
Åßíáé

(( )) 211111111
221 2 ==





 −−

−−
++==

−−
++<< ∑∑∑∑∑∑

≥≥≥≥≥≥ nn nnnnnn .ÅðïìÝíùò
∑∑

≥≥

<<1 2 21
n n .¢ñá , ç óåéñÜ
∑

≥1 21n nóõãêëßíåé óôï Ñ .� Èá áðïäåßîïõìå üôé
(( )) 62 2πζ == .

Ï óêïðüò ìáò åßíáé íá êáôáóêåõÜóïõìå ôç óåéñÜ ∑∑
≥≥1 21n n  êáé íá ôçí öñÜîïõìå áðü êÜôù êáé

áðü ðÜíù áðü ôï ßäéï üñéï. Ãéá íá ôï êÜíïõìå áõôü, èá áîéïðïéÞóïõìå ôçí ãíùóôÞ áíéóüôçôá
xxx 222 csc1cot <<<< , ãéá 20 π<<<< x .Ç áíéóüôçôá áõôÞ éó÷ýåé êáèþò

(i) 2222 1sin1sinsin xxxxxx >>⇒⇒<<⇒⇒<< .¢ñá
22 1csc xx >> .(ii) Åßíáé

xx tan<<  ãéá 20 π<<<< x
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äéüôé áí èåùñÞóïõìå ôïí ìïíáäéáßï ôñéãùíïìåôñéêü êýêëï Ý÷ïõìå:

Ôï  åìâáäüí ôïõ êõêëéêïý ôïìÝá  OAB  åßíáé ìéêñüôåñï áðü ôï åìâáäüí ôïõ ôñéãþíïõ ÏÁÌ.ÅðïìÝíùò
( ) ( )( )AMOAxOA 2121 < .¢ñá

(( ))AMx << .
¼ìùò, (( )) xAM tan== . ÄçëáäÞ xx tan<< , ãéá 20 π<<<< x .ÅðïìÝíùò, áðü ôá (i) êáé (ii) óõíåðÜãåôáé

,csc1cot 222 xxx <<<<  ãéá 20 π<<<< x . (1)ÁëëÜ
( ) ( )

( )
( )

( )n
n

n x xixx nxinx sin sincossin sincos +=+  (áðü ôïí ôýðï ôïõ De Moivre)
( ) 221 cot2cot1cot0cot ixnixnxnix nnnn ⋅





+⋅





+





=+= −−

nnn innixnnixn






+⋅





−

++⋅





+ −− 133 cot1cot3 L









+





−





+








+





−





= −−− LL xnxnixnxn nnnn 312 cot3cot1cot2cot0¢ñá,

( )
( ) 








+





−





= −− Lxnxnxnx nnn 31 cot3cot1sinsin  .ÈÝôïõìå 12 ++== mn  êáé 12 ++

== mrx π  ìå mr ,...,2,1== .
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 Ôüôå πrnx == . ÄçëáäÞ, (( ))
(( )) 0sinsin ==nxnx  ãéá üëåò áõôÝò ôéò ôéìÝò ôïõ x .

¸ôóé
0cot3 12cot1 12 222 =+




 +
−




 + − Lxmxm mm .ÅðïìÝíùò
( ) ( ) 0cot3 12cot1 12 122 =+




 +
−




 + − Lmm xmxm
ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ x ìå 12 ++

== mrx π , üðïõ , ...,m, r 21== .
Óõíåðþò, ôï ðïëõþíõìï

 ( ) ,3 121 12 1 L+




 +
−




 +
= −mm tmtmtp

Ý÷åé ùò m  ñßæåò ôéò x2cot , ãéá ôéò äéÜöïñåò ôéìÝò ôïõ x  (ðïõ åßíáé m  óôï ðëÞèïò, êáèþòmr ,...,2,1== ).ÅðïìÝíùò, áðü ôéò ó÷Ýóåéò ñéæþí êáé óõíôåëåóôþí ðïëõùíýìïõ (ôýðïé Viète), ðñïêýðôåé:






 +






 +

=






+
++







+
+







+ 1 12 3 12
12cot12 2cot12cot 222 m

m
mmmm πππ L

(( ))
(( ))

(( ))
(( ))

(( ))6 122!12 !2!22!3 !12 −−==
++−−

++== mmmmmm
( )6 12212cot12 2cot12cot 222 −=







+
++







+
+







+
⇔ mmmmmm πππ L   . (2)

ÁëëÜ  1cotcsc 22 ++== xx , óõíåðþò, áðü ôçí ó÷Ýóç (2) ëáìâÜíïõìå üôé:
( )6 12212csc12 2csc12csc 222 −=−







+
++







+
+







+
mmmmmmm πππ L

( ) 6326 12212csc12 2csc12csc 222 mmmmmmm ⋅+−=






+
++







+
+







+
⇔ πππ L

(( ))6 222 ++== mm .Ïðüôå, ôåëéêÜ Ý÷ïõìå
( )6 22212csc12 2csc12csc 222 +=







+
++







+
+







+
mmmmmm πππ L (3)
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Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (2), (3) êáé ôçí áíéóüôçôá (1) óõíåðÜãåôáé







+
++







+
+







+ 12cot12 2cot12cot 222 mmmm πππ L
( ) ( ) ( )22

2
22

2
2

2 122 1212
πππ mmmm ++++++< L








+
++







+
+







+
< 12csc12 2csc12csc 222 mmmm πππ L .

¢ñá
(( )) (( )) (( ))6 2221126 122

1 22
2 ++<<++<<−− ∑∑

==

mmnmmm m
nπ

.
Óõíåðþò

(( ))
(( ))

(( ))
(( ))2

2
1 22

2 12 2226112 1226 ++
++<<<<

++
−− ∑∑

== mmmnm mm m
n

ππ .ÅðïìÝíùò
(( ))

(( ))
(( ))

(( ))2
2

1 22
2 12 222lim6112 122lim6 ++

++≤≤≤≤
++

−−
+∞+∞→→

+∞+∞

==+∞+∞→→ ∑∑ mmmnm mm mnm ππ ,äçëáäÞ
(( )) 2

22
2
22 44lim6244lim6 mmmm mm +∞+∞→→+∞+∞→→

≤≤≤≤ πζπ

Þ
(( )) 626 22 πζπ ≤≤≤≤¢ñá

(( )) 62 2πζ == .
à

Ó÷üëéá�  Ç ðáñáðÜíù áðüäåéîç ïöåßëåôáé óôïí  ÉùÜííç Ðáðáäçìçôñßïõ êáé áðïôåëåß ìéá áðü ôéò ðëÝïíóôïé÷åéþäåéò áðïäåßîåéò ôïõ èåùñÞìáôïò áõôïý.Ôï ðñüâëçìá õðïëïãéóìïý ôçò (( ))2ζ  ôÝèçêå ãéá ðñþôç öïñÜ ôï 1644 áðü ôïí Pietro Mengoli. Ï ðñþôïòìáèçìáôéêüò ðïõ ðáñïõóßáóå ëýóç ôïõ ðáñáðÜíù ðñïâëÞìáôïò Þôáí ï Euler ôï 1735 (óå çëéêßá 28åôþí). ÏñéóìÝíåò éäÝåò ôïõ Euler ó÷åôéêÜ ìå êÜðïéåò ãåíéêåýóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò áõôïý áîéïðïéÞèçêáíáñãüôåñá áðü ôïí Riemann óôçí åñãáóßá ðïõ äçìïóßåõóå ôï 1859.Ç ïíïìáóßá «ôï ðñüâëçìá ôçò Basel» ðñïÝñ÷åôáé áðü ôçí Âáóéëåßá, ôüðï ãÝííçóçò ôïõ Euler.�  Ï Euler Ýëõóå ôï ðñüâëçìá èåùñþíôáò ôçí ó÷Ýóç
,!5!31!5!3sin 4253

LL
−+−=

++−
=

xxx
xxxx x
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ïðüôå ï óõíôåëåóôÞò ôïõ 2x  åßíáé ï áñéèìüò 61−− .Ïé ñßæåò ôçò óõíÜñôçóçò x xsin  åßíáé  ïé áñéèìïß
ð, ...ð, ð, 32 ±±±    .

Ï Euler áíôéìåôþðéóå  ôçí óõíÜñôçóç x xsin  ùò ðïëõþíõìï êáé Ýãñáøå
Lðxðxðxðxðxðxx x




































 +−+−+−= 3131212111sin

Lxxx


















−−−= 22 222 222 31211

πππ

Áí åêôåëÝóïõìå ôéò ðñÜîåéò, ðñïêýðôåé üôé ï óõíôåëåóôÞò ôïõ 2x  åßíáé ï áñéèìüò





 +++− L222 312111

π
.¢ñá
61312111 222 −=+++− 





 L

π
 .

ÅðïìÝíùò
(( )) 62 2π

ζ == .�  ̧ íá óçìáíôéêü óõìðÝñáóìá åßíáé ðùò ç óõíÜñôçóç (( ))sζ  óõãêëßíåé óå ñçôü ðïëëáðëÜóéïôïõ sπ , ãéá êÜèå Üñôéï áñéèìü 2≥≥s . Ï Euler áðÝäåéîå üôé
(( )) (( )) (( ))

(( ))!222112 221
1 2 n Bn nnnn ⋅⋅−−==== −−

+∞+∞

==
∑∑ π

κ
ζ

κ
,

üðïõ ìå nB óõìâïëßæïõìå ôïõò áñéèìïýò Bernoulli, ïé ïðïßïé ìðïñïýí íá ïñéóôïýí áðü ôïíáíáäñïìéêü ôýðï:
,BsnB,B sn

sn ∑
=







== 00 1  ãéá 2≥≥n

,...)665301,421,30161,21,1( 10864210 ==−−====−−====−−==== BBBBBBB ,,¸ôóé
(( )) 62 2πζ ==

(( )) 904 4πζ ==

(( )) 9456 6πζ ==

(( )) 94508 8πζ ==
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(( )) M 9355510 10πζ ==

Ôï Ýôïò 1979, ï Roger Apéry áðÝäåéîå ðùò ï áñéèìüò (( ))3ζ  åßíáé Üññçôïò.
Áíïé÷ôü ÐñüâëçìáÍá åîåôáóôåß áí õðÜñ÷ïõí Üëëïé ðåñéôôïß áêÝñáéïé  s , üðïõ  5≥≥s , ôÝôïéïé þóôå ç óåéñÜ

(( ))sζ  íá óõãêëßíåé óå Üññçôï áñéèìü.Åßíáé
( )
( )
( )
( ) LL

LL
002008392,19 008349277,17 036927755,15 202056903,13

=
=
=
=

ζ
ζ
ζ
ζ

ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ1) ÊÜíïíôáò ÷ñÞóç ôçò óõíÜñôçóçò (( ))sζ , íá äåé÷èåß üôé õðÜñ÷ïõí Üðåéñïé ðñþôïé áñéèìïß.
ÁÐÏÄÅÉÎÇ¸óôù ðùò ïé ðñþôïé áñéèìïß åßíáé ðåðåñáóìÝíïé óôï ðëÞèïò. Ôüôå, ôï ãéíüìåíï
∏∏

−−p sp11 1 ,
ôï ïðïßï åêôåßíåôáé ó� üëïõò ôïõò ðñþôïõò áñéèìïýò p, èá óõãêëßíåé óå ðñáãìáôéêü áñéèìü.¢ñá êáé óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ++→→ 1s , ôï ãéíüìåíï èá óõãêëßíåé óå ðñáãìáôéêü áñéèìü.¼ìùò, áðü ôçí ôáõôüôçôá ôïõ Euler ðñïêýðôåé:

+∞+∞====
−− ∑∑∏∏

+∞+∞

==→→−−→→ ++++ 111 1lim1 1lim n ssp ss np ,
ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï. à

2) ÊÜíïíôáò ÷ñÞóç ôçò óõíÜñôçóçò (( ))sζ , íá äåé÷èåß üôé ç óåéñÜ ∑∑p p1 ,
ç ïðïßá åêôåßíåôáé ó� üëïõò ôïõò ðñþôïõò áñéèìïýò p , áðïêëßíåé, äçë. áðåéñßæåôáé èåôéêÜ.

Õðüäåéîç: Éó÷ýåé üôé
1üðïõ,11 1log 1 >>==

−− ∑∑
+∞+∞

==
−− snpp n nss .
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ÁÐÏÄÅÉÎÇÃíùñßæïõìå üôé (( )) +∞+∞==
++→→

ss ζ1lim . ¢ñá, èá éó÷ýåé, åðßóçò, üôé:
(( ))(( )) +∞+∞==

++→→
ss ζloglim1 .¼ìùò,

(( )) 





−−

==




== ∏∏∑∑ −−

≥≥ p sn s pns 1 1log1loglog 1ζ

∑∑ −−−−
== p sp1 1log

∑∑ ∑∑∑∑∑∑ 





++====

+∞+∞

==

+∞+∞

== p n nssp n ns nppnp 21
111 .

¢ñá,
(( )) ∑∑∑∑∑∑

+∞+∞

==

++== p n nsp s npps 2
11logζ .

Óõíåðþò,
(( )) ∑∑∑∑∑∑

+∞+∞

==
++<< p n nsp s pps 2

11logζ .
ÁëëÜ, ç óåéñÜ

∑∑
+∞+∞

==2
1

n nsp
áðïôåëåß  Üèñïéóìá öèßíïõóáò ãåùìåôñéêÞò ðñïüäïõ áðåßñùí üñùí ìå ðñþôï üñï sp21  êáé
ëüãï sp1 .

ÅðïìÝíùò,
(( )) ∑∑∑∑

−−
++<< p s

s
p s p

pps 11
11log 2

ζ

∑∑∑∑ −−
++== p ssp s ppp 2 11
∑∑∑∑ −−

++== p ssp s ppp )1( 11
∑∑∑∑
+∞+∞

== −−
++<< 2 )1( 11

n ssp s nnp
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∑∑∑∑
+∞+∞

== −−
++<< 2 )1( 11

np s nnp ,  äéüôé 1>>s
∑∑∑∑
+∞+∞

== −−
++<< 2 2)1( 11

np s np .
¢ñá,

(( ))(( )) (( )) 





−−

++≤≤ ∑∑ ∑∑
+∞+∞

==→→→→ ++++ p nsss nps 2 211 111limloglim ζ .ÅðïìÝíùò
(( )) +∞+∞==





−−

++∑∑ ∑∑
+∞+∞

==→→ ++ p nss np 2 21 111lim ,áöïý
(( ))(( )) +∞+∞==

++→→
ss ζloglim1 .¼ìùò ç óåéñÜ

(( ))∑∑
+∞+∞

== −−2 211
n nóõãêëßíåé óå ðñáãìáôéêü áñéèìü, óõíåðþò

+∞+∞==∑∑++→→ p ss p1lim1 .
ÅðïìÝíùò, óõíåðÜãåôáé üôé

+∞+∞==∑∑p p1   .
à3) Íá äåé÷èåß üôé

(( ))
(( ))∑∑

+∞+∞

==
== 1n snnìsæ 1 .

Ç éäÝá ãéá ôçí áðüäåéîç åßíáé ç áêüëïõèç:Áðü  ôçí ôáõôüôçôá ôïõ Euler ëáìâÜíïõìå üôé
(( )) ∏∏

∏∏






−−==

−−

==
−−

p s
p s pps 111 111

ζ

⋅⋅⋅⋅⋅⋅





−−





−−== 1111 21 ss pp¼ìùò, åêôåëþíôáò ôéò ðñÜîåéò óôï ðáñáðÜíù ãéíüìåíï, èá ðñïêýøåé Ýíá Üèñïéóìá üñùí ôçòìïñöÞò
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( ) saaa )ppp( κ
κ

κ...1
21 21

− ,
üðïõ 0=ia  Þ 1 ãéá κ,...,2,1==i  ÷ùñßò íá ìçäåíßæïíôáé üëïé ïé åêèÝôåò ôáõôü÷ñïíá, áõîçìÝíïêáôÜ ìéá ìïíÜäá.Óôïõò ðáñáíïìáóôÝò ôùí ðáñáðÜíù üñùí ðáñïõóéÜæïíôáé üëá ôá äõíáôÜ ãéíüìåíá ðñþôùíðáñáãüíôùí ìå åêèÝôåò 0 Þ 1.Óõíåðþò

( )
( )∑ −+= saaa )ppps κ

κ

κ

ζ ...( 111
21 21

( ) 0...( )...(11 21
21

21
21 ++= ∑ saaa

aaa )ppp ppp
κ

κ

κ

κµµ

¼ìùò,  ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå
∑= sqqq

qqq ppp ppp )...( )...(0 21
21

21
21

λ

λ

λ

λµ  ,
üðïõ óôïõò ðáñïíïìáóôÝò ôïõ ðáñáðÜíù áèñïßóìáôïò ðáñïõóéÜæïíôáé üëïé ïé äõíáôïßóõíäõáóìïß ãéíïìÝíùí ðñþôùí ðáñáãüíôùí ìå λ...,,2,1,2 ==≥≥ iqi .¸ôóé

( ) ∑∑ ++= sqqq
qqq

saaa
aaa ppp pppppp ppps )...( )...()...( )...(1 )1(1

21
21

21
21

21
21

21
21

λ

λ

κ

κ

λ

λ

κ

κ µµµ
ζ .

¢ñá, ðñïêýðôåé üôé ìå ôïõò üñïõò κ
κ
aaa ppp ...21 21  êáé λ

λ
qqq ppp ...21 21  ìðïñïýí íááíáðáñáóôáèïýí, üëïé ïé èåôéêïß áêÝñáéïé 1>>n .ÄçëáäÞ éó÷ýåé

(( ))
(( ))∑∑

+∞+∞

==

== 1
1

n snnìsæ . à4) ¸óôù ç óõíÜñôçóç
( ) ( )∑

+∞

= +
= 0n san 1as,æ

ãéá ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò ôùí s  êáé a , üðïõ 1s >>  êáé 1.a0 ≤<Íá äåé÷èåß üôé
( ) ( ) dxe1 exas,æsÃ 0 x

ax1s
∫

∞+

−

−−

−
=

(ç óõíÜñôçóç ( )as,æ  åßíáé ãíùóôÞ ùò óõíÜñôçóç æÞôá ôïõ Hurwitz).Ç éäÝá ãéá ôçí áðüäåéîç åßíáé ç áêüëïõèç:Áðü ôïí ïñéóìü ôçò óõíÜñôçóçò ÃÜììá  Ý÷ïõìå
(( )) dttes st∫∫

+∞+∞ −−−−== 0 1Γ  .ÈÝôïõìå ( ) { }0, ∪∈+= Ínüðïõxant .
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¢ñá, ( ) dxandt += . ¸ôóé, ðñïêýðôåé üôé
(( )) (( )) (( )) (( )) (( )) ∫∫∫∫

∞∞++ −−−−−−−−∞∞++ ++−−−− ++==++++== 0 1101 dxxeeándxxeánánsÃ sáxnxssxáns
ÅðïìÝíùò,

( )
( ) ∫

∞+ −−−=Γ
+

sáxnxs dxxeesan 0 11 (1)
Óõíåðþò, ðñïêåéìÝíïõ íá äçìéïõñãÞóïõìå ôï ãéíüìåíï ( ) ( )ass ,ζΓ  áñêåß íá áèñïßóïõìåêáôÜ ìÝëç üëåò ôéò ó÷Ýóåéò ôçò ìïñöÞò (1), ãéá êÜèå 0≥≥n .ÅðïìÝíùò, ìåôÜ ôçí Üèñïéóç Ý÷ïõìå

( )
( ) ∑∫∑

+∞

=

∞+ −−−
+∞

=

=
+

Γ 0 0 1
0

1
n

saxnx
n s dxxeeans

Þ
( ) ( ) ∑∫

+∞

=

∞+ −−−=Γ 0 0 1, n
saxnx dxxeeass ζ .

Ãéá íá ìðïñÝóïõìå íá õðïëïãßóïõìå ôï áðåéñïÜèñïéóìá
∑∑ ∫∫
+∞+∞

==

∞∞++ −−−−−−

0 0 1
n

sxnx dxxee α ,èá åîåôÜóïõìå áí
∫∫ ∑∑∑∑∫∫

∞∞++ +∞+∞

==

−−−−−−
+∞+∞

==

∞∞++ −−−−−− == 0 0
1

0 0 1
n

sxnx
n

sxnx dxxeedxxee αα (2)Áõôü üìùò åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ Tonelli.¢ñá,
(( )) (( )) ∑∑∫∫ ∫∫ ∑∑

+∞+∞

==

∞∞++ ∞∞++ +∞+∞

==

−−−−−−−−−−−− ==== 0 0 0 0
11, n n

sxnxsáxnx dxxeedxxeess ααζΓ

∫∫ ∑∑
∞∞++ +∞+∞

==

−−−−−−== 0 0
1 dxexe n

nxsáx .Ç óåéñÜ
∑∑
+∞+∞

==

−−

0n
nxe

áðïôåëåß Üèñïéóìá áðåßñùí üñùí öèßíïõóáò ãåùìåôñéêÞò ðñïüäïõ.Óõíåðþò,
xn

nx ee −−

+∞+∞

==

−−

−−
==∑∑ 1 1

0   .
EðïìÝíùò,

(( )) (( )) dxexess x
sáx

∫∫
∞∞++

−−

−−−−

−−
== 0

11,αζΓ .
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Ó÷üëéáá) Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ 1==α , éó÷ýåé: (( )) (( ))ss ζζ ==1,  êáèþò
(( ))∑∑

∞∞++

==

∞∞++

== ++
==∑∑ 01 111

n sn s nn .
ÅðïìÝíùò,

( ) ( ) ∫ ∞+
−

−−

−
=ζΓ 0 1 1 dxexess x

sx .â) Ç ðáñáðÜíù áðüäåéîç äüèçêå ãéá ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò ôïõ s . Áðïäåéêíýåôáé åðßóçò ðùò
( ) ( ) ∫ ∞+

−

−−

−
=ζΓ 0 1 1 dxexess x

sx
êáé óôçí ðåñßðôùóç üðïõ bias += , ìå 1>a .ã)  Ìéá Üëëç ÷ñÞóéìç ó÷Ýóç ìåôáîý ôçò óõíÜñôçóçò (( ))sζ   êáé ôçò óõíÜñôçóçò )(sΓ  åßíáé ç áêüëïõèç:

( ) ( ) ( ) ( )( ) xdxxWsssæsÃð /ss/ xx�s/ 21212 112 −∞+ +




 ∫+

−
= ,üðïõ

(( )) (( )) ,2 1−−
==

xwxW (( )) (( ))iyyw ϑ==    ìå   ( ) ∑
∈

= Ùen zniz 2πθ  .
Äýï äéáóêåäáóôéêÝò ðáñáôçñÞóåéòðïõ áðáéôïýí ÌáèçìáôéêÞ èåìåëßùóçÁ. ÔÏ ÐÑÏÂËÇÌÁ ÔÏÕ CHEBYSHEVÇ «ðéèáíüôçôá» Q  þóôå äýï «ôõ÷áßïé» áêÝñáéïé áñéèìïß yx,  íá åßíáé ðñþôïé ìåôáîýôïõò, äçë. { }1)( == yx,PQ , åßíáé

( ) .2ð621 == æQ¸÷ïõìå
(( )) pyp

xpyx áñéèìïýò ðñþôïõò  ôïõòüëïõò ãéáÞ







⇔⇔== ,1, F

F .
¼ìùò, ôá «åíäå÷üìåíá» ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå êÜèå ðñþôï áñéèìü p îå÷ùñéóôÜ, èåùñïýíôáé«áíåîÜñôçôá».¸ôóé:

( ){ } { } { }LypÞxpPypÞxpPyxPQ FFFF 22111, ⋅===

{{ }}∏∏== p ypxpP FF Þ
(( ))∏∏ 






== ′′

p ypxpP   êáé  
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{{ }}(( ))∏∏ −−== p ypxpP   êáé  1 .¼ìùò, ôá «åíäå÷üìåíá»
{ } { }ypBxpA == ,åßíáé áíåîÜñôçôá.¢ñá

( ) ( ) ( )BPAPABP =  .Óõíåðþò
( ){ } { } { }( ) ∏∏ 





⋅−=⋅−=== pp ppypPxpPyxPQ 11111,

(( ))211 1111
22 ζ

==

−−

==





−−==

∏∏
∏∏

−−pp pp  .
ÄçëáäÞ

)2(1ζ
=Q .

à
Â. Èåùñïýìå óôï Êáñôåóéáíü åðßðåäï üëá ôá óõíäåóìéêÜ óçìåßá (lattice points) (( ))yx,  ìåÍ∈∈yx, . Áí õðïèÝóïõìå ðùò óå êÜèå óçìåßï (( ))yx,  êÜèåôáé Ýíáò ìáèçôÞò êáé óôï óçìåßï

(( ))0,0O  âñßóêåôáé ç Ýäñá ôïõ êáèçãçôÞ, ôüôå íá õðïëïãéóôåß ç «ðéèáíüôçôá» ï êáèçãçôÞò íáÝ÷åé ðëÞñç ïñáôüôçôá (÷ùñßò íá õðÜñ÷ïõí åíäéÜìåóá Üëëïé ìáèçôÝò) ðñïò Ýíáí «ôõ÷áßï»ìáèçôÞ ðïõ âñßóêåôáé óôçí èÝóç  (( ))yx,  .
Åßíáé öáíåñü üôé ï êáèçãçôÞò èá Ý÷åé ðëÞñç ïñáôüôçôá ðñïò Ýíáí ôõ÷áßï ìáèçôÞ ðïõâñßóêåôáé óôçí èÝóç (( ))yx, , áí êáé ìüíï áí ïé áêÝñáéïé áñéèìïß yx,  åßíáé ðñþôïé ìåôáîý ôïõò.

Áí Þôáí (( )) 1, >>== dyx , ôüôå óôçí èÝóç  




 dydx ,  èá õðÞñ÷å Üëëïò Ýíáò ìáèçôÞò ðïõ èá åìðüäéæå

ôçí ïñáôüôçôá ôïõ êáèçãçôÞ.
Óõíåðþò, ç æçôïýìåíç «ðéèáíüôçôá», åßíáé ßóç ìå ôçí «ðéèáíüôçôá» äýï «ôõ÷áßïé» öõóéêïßáñéèìïß yx, íá åßíáé ðñþôïé ìåôáîý ôïõò. ¼ìùò, óôï ðñüâëçìá ôïõ Chebyshev åßäáìå üôé ç«ðéèáíüôçôá» áõôÞ åßíáé ßóç ìå

(( )) 2621 πζ
== .

à
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ÄÕÏ ÅÉÊÁÓÉÅÓ Ó×ÅÔÉÊÅÓ ÌÅ ÔÏÕÓ ÐÑÙÔÏÕÓ ÁÑÉÈÌÏÕÓÉ. Åéêáóßá GoldbachÊÜèå Üñôéïò öõóéêüò áñéèìüò ìåãáëýôåñïò ôïõ äýï, ìðïñåß íá åêöñáóôåß ùò Üèñïéóìá äýïðñþôùí áñéèìþí.
Ó÷üëéïÇ ðáñáðÜíù åéêáóßá äéáôõðþèçêå áðü ôïí Christian Goldbach (1690 �1764) óå åðéóôïëÞ ôïõ ðñïò ôïíLeonhard Euler (1707 � 1783) óôéò 7 Éïõíßïõ 1742.

ÉÉ. Åéêáóßá Andrica¸óôù nP  ï n-ïóôüò ðñþôïò áñéèìüò. Áí èåùñÞóïõìå ôçí áêïëïõèßá 1)( ≥nnA  ðïõ ïñßæåôáéáðü ôïí ôýðï
nnn PPA −= +1ôüôå 1<nAãéá êÜèå èåôéêü áêÝñáéï n.

(Dorin Andrica, Problem 34, Newsletter, European Mathematical Society, 67(2008), óåë.44).
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8. Ðáñáäåßãìáôá � ÅöáñìïãÝò
1)  ¸óôù n  èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò. ¸íáò áêÝñáéïò áñéèìüò  Á áðïôåëåßôáé áðü 2nøçößá êáèÝíá ôùí ïðïßùí åßíáé ôï 4, åíþ Ýíáò Üëëïò áêÝñáéïò Â áðïôåëåßôáé áðü n  øçößáêáèÝíá ôùí ïðïßùí åßíáé ôï 8. Íá áðïäåé÷èåß üôé ï áêÝñáéïò áñéèìüò42BA ++++åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï áêåñáßïõ áñéèìïý.(7ç ÂáëêáíéêÞ ÌáèçìáôéêÞ ÏëõìðéÜäá).

ÁÐÏÄÅÉÎÇÅßíáé 321321321321 nnnnA 4...440...004...4444...4442 ++====

(( )) 321321 n
n

n 8...881104...444 ++−−⋅⋅==

(( )) Bn
n ++−−⋅⋅== 1104...444 321 .ÅðïìÝíùò BBA nnnn ++⋅⋅⋅⋅⋅⋅==++⋅⋅⋅⋅== 321321321321 1...11191...11149...9991...1114

BB nnn ++==++⋅⋅⋅⋅⋅⋅== 2)6...666(1...11161...1116 321321321
(( )) BBBB ++





 ⋅⋅==++





 ⋅⋅==++⋅⋅==

222 438...888432...2223 .¸ôóé, ëáìâÜíïõìå üôé:
424342 2

++++++




 ⋅⋅==++++ BBBBA

22 2243243 ++⋅⋅⋅⋅++




 ⋅⋅== BB

22 28...88843243 





++==





 ++== 321 nB

2
1

2 86...66622...2223 321321
−−

==





++⋅⋅== nn ,

 ðïõ åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï áêÝñáéïõ áñéèìïý. à
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2)   Íá âñåèïýí ïé ôñåéò ìéêñüôåñïé öõóéêïß äéáäï÷éêïß áñéèìïß ôùí ïðïßùí ôï Üèñïéóìáåßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï êáé ôÝëåéïò êýâïò öõóéêïý áñéèìïý.(Ì. È. ÑáóóéÜò, Ðñïôåéíïìåíï ðñüâëçìá #94, Åõêëåßäçò Â´, ÅëëçíéêÞ ÌáèçìáôéêÞ Åôáéñåßá,Ôåý÷ïò 62, 2006, óåë. 80). ËÕÓÇ´Åóôù, ïé ôñåéò äéáäï÷éêïß öõóéêïß áñéèìïß 1,,1 ++−− nnn , üðïõ {{}}1−−∈∈ Ín . Ôüôå, ëáìâÜíïõìånnnn 3)1()1( ==++++++−− .¢ñá, ðñÝðåé ï öõóéêüò áñéèìüò n3  íá åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï êáé ôÝëåéïò êýâïò öõóéêïýáñéèìïý. ÄçëáäÞ, 23 an =  êáé 33 bn == , üðïõ Í∈ba, .¸ôóé,
23 a êáé 33 b , ïðüôå a3  êáé b3(áöïý ï 3 åßíáé ðñþôïò áñéèìüò).Áðü ôï èåìåëéþäåò èåþñçìá ôçò áñéèìçôéêÞò ðñïêýðôåé

κ
κ
aaa ppa L21 31=  êáé κ

κ
bbb ppb L21 31= ,üðïõ κpp ,...,1  åßíáé  ðñþôïé áñéèìïß.¢ñá,

κκ
κκ

bbbaaa pppp 33312221 2121 33 LL =Óõíåðþò,
22 32 ba = . (1)ÄçëáäÞ, üôáí áíáðáñáóôáèåß ï öõóéêüò áñéèìïò n3  óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ  ï åêèÝôçò ôïõ 3 èáåßíáé ôáõôü÷ñïíá ðïëëáðëÜóéï êáé ôïõ 2 êáé ôïõ 3. Ãéá ôçí åýñåóç ôùí ìéêñüôåñùí öõóéêþíáñéèìþí ìå ôçí æçôïýìåíç éäéüôçôá, ï n3  ðñÝðåé íá åßíáé ï åëÜ÷éóôïò äõíáôüò.Áõôü èá óõìâáßíåé üôáí:

κ33 ==n ,üðïõ κ ï åëÜ÷éóôïò äõíáôüò åêèÝôçò ôïõ 3.Áðü ôçí ó÷Ýóç (1) ðñïêýðôåé üôé ï κ  åßíáé ôï åëÜ÷éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï ôùí áñéèìþí 2êáé 3.Óõíåðþò, 56 333 ==⇔⇔== nn .¢ñá, ïé æçôïýìåíïé öõóéêïß áñéèìïß åßíáé ïé 13,3,13 555 ++−− .ÐñÜãìáôé
( ) ( ) ( ) ( )322365555 3333313313 ===⋅=+++− . à
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3)  ¸óôù n  Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò, ôÝôïéïò þóôå (( )) 1n,6 == . Íá áðïäåé÷èåß üôé ôïÜèñïéóìá n  ôåôñáãþíùí äéáäï÷éêþí áêåñáßùí åßíáé ðïëëáðëÜóéï ôïõ n .
ÁÐÏÄÅÉÎÇ¸óôù 2222 )1(...)2()1( −+++++++= naaaaκ .Ôüôå ëáìâÜíïõìå üôé:

[ ]222222 )1()1(2...)222()12( −+−++++⋅+++++= nanaaaaaaκ

6 )12()1(2 )1(22 −−+−+= nnnannna
6 )12)(1()1(2 −−+−+= nnnnanna .

Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôï æçôïýìåíï áñêåß íá äåßîïõìå üôé ï áñéèìüò  6 )12)(1( −−−− nn
åßíáé áêÝñáéïò.Ãíùñßæïõìå üôé 1)6,( ==n  äçëáäÞ, ï áêÝñáéïò n  åßíáé ðåñéôôüò êáé Ýôóé ï 1−−n  åßíáé Üñôéïò.Áöïý 1)6,( ==n  ðñïêýðôåé, åðßóçò, üôé:13 ++== λn  Þ 13 −−== λn , üðïõ Ù∈∈λ ,äéüôé ï n  äåí ìðïñåß íá åßíáé ðïëëáðëÜóéï ôïõ 3.� Áí 13 ++== λn , ôüôå λ31 ==−−n  åíþ ï 1−−n  åßíáé ôáõôü÷ñïíá Üñôéïò áñéèìüò. ¢ñá 6mod01 =−n  êáé Ýôóé,  ( ) ( ) )6(mod0121 ≡−− nn  .� Áí 13 −−== λn , ôüôå )3(mod0)12(312 ≡≡−−==−− λn , åíþ ôáõôü÷ñïíá)2(mod01 ≡≡−−n .¸ôóé, )6(mod0)12)(1( ≡≡−−−− nn .Óõíåðþò

(( ))(( )) Ù∈∈−−−− 6 121 nn
êáé åðïìÝíùò ï áêÝñáéïò áñéèìüò κ  åßíáé ðïëëáðëÜóéï ôïõ n , ôï ïðïßï  áðïäåéêíýåé ôïæçôïýìåíï. à
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4)  ¸óôù äýï ðåñéôôïß ðñþôïé áñéèìïß 21 p,p  êáé na,  áêÝñáéïé áñéèìïß ìå 1a >  êáé1n >> . Áí ç åîßóùóç
 np2p2 a2 1p2 1p 11

=




 ++





 −

äåí Ý÷åé áêÝñáéåò ëýóåéò óôçí ðåñßðôùóç 21 pp == , ôüôå äåí Ý÷åé áêÝñáéåò ëýóåéò  êáé óôçíðåñßðôùóç 21 pp ≠≠ .(Ì. È. ÑáóóéÜò, Ðñïôåéíüìåíï ðñüâëçìá #110, Åõêëåßäçò Â´, ÅëëçíéêÞ ÌáèçìáôéêÞÅôáéñåßá, ôåý÷ïò 65, 2007, óåë. 75 � 76).
ÁÐÏÄÅÉÎÇÁðü ôá äåäïìÝíá áðïêëåßïíôáé ïé ðåñéðôþóåéò 21 =p  êáé 22 ==p , ïðüôå èåùñïýìå122 ++== xp , Í∈∈x .ÕðïèÝôïõìå, ôþñá, üôé ç åîßóùóç äÝ÷åôáé ôïõëÜ÷éóôïí ìéá áêÝñáéá ëýóç.  Ôüôå, ç åîßóùóç

npp app =




 ++





 − 11 2 12 1 22

ëáìâÜíåé ôç ìïñöÞ: npp axx =++ 11 )1( . (1)ÅðåéäÞ ï 1p  åßíáé ðåñéôôüò áñéèìüò, ðñïêýðôåé  üôé: ô∈+=++=++= AAxAxxxxa ppn ,)12()1()1( 11 .¢ñá nax )12( + .ÅðåéäÞ, ï 12 ++x  åßíáé ðñþôïò áñéèìüò ðñïêýðôåé  üôé:
( ) ax 12 + .     ¢ñá,

( ) 2212 ax + .´Ïìùò 1>>n , ïðüôå
( ) nax 212 +  Þ  ( ) 112 )1(12 pp xxx +++ (2)ÅðïìÝíùò,

( )[ ] 1111 12)1( pppp xxxxx −++=++

( ) ( ) ( ) ⋅⋅⋅+−+





+++= − xxpxx ppp 11 111 12112

( ) 11 )()(121 1
1

1 pp xxxpp
−+−+





−

+ −
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( ) 111 11
12 121)12( ppp xxxppBxx −+





−

+++= −

( ) ( ) ,12121 21
1

1 1 Bxxxpp p +++





−

= −  üðïõ Ù∈∈B .
Ïðüôå

( ) Bxxxppxx ppp 21
1

1 )12(121)1( 111 +++





−

=++ − .Áðü ôçí ó÷Ýóç (2) ðñïêýðôåé üôé:
11

12 1)12(1)12( −+





−

+ pxxppx
Þ

1
1

1 11)12( −






−

+ pxppx
Þ

11 1)12( −+ pxpxÅðåéäÞ ï áñéèìüò 12 ++x  åßíáé ðñþôïò, éó÷ýåé üôé
(( )) 112 px ++  Þ (( )) xx 12 ++ .Ç äåýôåñç ðåñßðôùóç áðïêëåßåôáé áöïýxx >>++12  êáé  (( )) 1,12 ==++ xx .ÔåëéêÜ (( )) 112 px ++ ,  äçëáäÞ 121 ++== xp , áöïý ï 1p  åßíáé ðñþôïò áñéèìüò.¢ñá

21 pp == .¼ìùò, óýìöùíá ìå ôçí  õðüèåóç, ç åîßóùóç äåí åðéäÝ÷åôáé ëýóç ãéá  21 pp == ,  óõíåðþò,ç åîßóùóç (1) êáé åðïìÝíùò ç åîßóùóç
npp app =





 ++





 − 11 2 12 1 22

äåí Ý÷åé áêÝñáéåò ëýóåéò. à
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5) Íá äåé÷èåß üôé ç åîßóùóç 444 zyx ==++äåí Ý÷åé  ìç�ìçäåíéêÝò áêÝñáéåò ëýóåéò.
ÁÐÏÄÅÉÎÇÔï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá áðïôåëåß ôçí  ðëÝïí áðëÞ (üóïí áöïñÜ ôçí áðüäåéîç) ðåñßðôùóçôïõ ôåëåõôáßïõ èåùñÞìáôïò ôïõ Fermat.Èá áðïäåßîïõìå üôé ç åîßóùóç nnn zyx =+  äåí Ý÷åé ìç ìçäåíéêÝò áêÝñáéåò ëýóåéò ãéá24n >= .Áñêåß íá äåßîïõìå üôé ç åîßóùóç 244 zyx ==++  äåí Ý÷åé ìç ìçäåíéêÝò áêÝñáéåò ëýóåéò. Áõôüóõìâáßíåé äéüôé, áí ç åîßóùóç 444 zyx ==++  åß÷å Ýóôù êáé ìßá ëýóç (( ))κκκ zyx ,,  óôï óýíïëï ôùíìç ìçäåíéêþí áêåñáßùí,  ôüôå êáé ç åîßóùóç 244 zyx ==++ èá åß÷å ìéá ëýóç ôçí (( ))2,, κκκ zyx .¢ñá, áðïäåéêíýïíôáò ôçí áíõðáñîßá ìç ìçäåíéêþí áêÝñáéùí ëýóåùí ôçò 244 zyx ==++áðïäåéêíýïõìå ôáõôï÷ñüíùò êáé ôçí áíõðáñîßá ìç ìçäåíéêþí áêÝñáéùí ëýóåùí ôçò444 zyx ==++ . Èá áêïëïõèÞóïõìå ôçí ìÝèïäï ôçò êáèüäïõ.ÕðïèÝôïõìå üôé ç åîßóùóç 244 zyx ==++  Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìéá ìç  ìçäåíéêÞ ëýóç (( ))zyx ,,óôï óýíïëï ôùí áêåñáßùí áñéèìþí.Èåùñïýìå Ýíáí áêÝñáéï áñéèìü S  ôÝôïéïí þóôå:xyzS == .Áðü ôï óýíïëï üëùí ôùí  áêÝñáéùí áñéèìþí S  ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôéò äéÜöïñåò ëýóåéò

(( ))zyx ,, , èá õðÜñ÷åé Ýíá S  ôï ïðïßï èá Ý÷åé ôçí åëÜ÷éóôç ôéìÞ.¸óôù,  ï 0000 zyxS == ï ìéêñüôåñïò áêÝñáéïò áðü üëá ôá äõíáôÜ S .Èá äåßîïõìå ôþñá  üôé  ãéá ôïí ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç ôùí 000 ,, zyx  éó÷ýåé (( )) 1,, 000 ==zyx .Áñêåß íá äåßîïõìå üôé (( )) 1, 00 ==yx  äéüôé, áí õðÞñ÷å Ýóôù êáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò p  ôÝôïéïòþóôå 0xp , 0yp  êáé 0zp , ôüôå ðñïöáíþò èá Þôáí (( )) 1, 00 ≠≠yx .ÕðïèÝôïõìå, ëïéðüí, üôé  õðÜñ÷åé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò p ôÝôïéïò þóôå 0xp  êáé 0yp .¼ìùò, Ý÷ïõìå õðïèÝóåé ðùò ç åîßóùóç 244 zyx ==++  Ý÷åé  ôïõëÜ÷éóôïí ìéá ìç ìçäåíéêÞ ëýóç
(( ))zyx ,,  óôï óýíïëï ôùí áêåñáßùí.¢ñá

Ù∈∈





==





++





⇔⇔==++

2
20

404024040 0 pzpypxzyx .
Óõíåðþò 02 zp . ÈÝôïõìå

2010101 ,, pzzpyypxx ====== .
ÅðïìÝíùò, ëáìâÜíïõìå üôé:

000020001111 SzyxpzpypxzyxS ==<<==== .
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¢ñá
01 SS << ,ôï ïðïßï åßíáé áäýíáôïí áðü ôïí ïñéóìü ôïõ 0S .Óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù  ðñïêýðôåé üôé  ãéá ôïí ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç ôùí 000 ,, zyxéó÷ýåé

(( )) 1,, 000 ==zyxêáé áðü áõôü ðñïêýðôåé åðßóçò üôé:
(( )) 1,, 02020 ==zyx ,äéüôé áí õðÞñ÷å ðñþôïò áñéèìüò p  ôÝôïéïò þóôå

02020 zp,yp,xp ,ôüôå èá ßó÷õå üôé 000 zp,yp,xp , ôï ïðïßï åßíáé  Üôïðï.Ç ôñéÜäá (( ))02020 ,, zyx  åßíáé ìéá Ðõèáãüñåéá ôñéÜäá äéüôé
( ) ( ) 20220220 zyx =+ .¼ìùò, Ý÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé üôé ïé áêÝñáéåò ëýóåéò ôçò åîßóùóçò 222 zyx ==++  ìðïñïýí íáåêöñáóôïýí óôç ìïñöÞ 2222 ,,2 azayax +=−== βββ , üðïõ a>β  êáé ( ) 1, =βa .¸ôóé, áí õðïèÝóïõìå üôé ï 20x  åßíáé Üñôéïò (êáèþò Ýíáò áðü ôïõò 2020 , yx  áíáãêáóôéêÜ ðñÝðåéíá åßíáé Üñôéïò) èá éó÷ýåé: 220222020 ,,2 γδγδγδ ++==−−==== zyx ,üðïõ γδ >>  êáé (( )) 1, ==δγ .¢ñá, ëáìâÜíïõìå üôé: 2202 γδ ++== y , üðïõ (( )) 1,, 0 ==γδ y  áöïý (( )) 1, ==δγ .Óõíåðþò ç ôñéÜäá (( ))γδ ,, 0y  åßíáé ìéá Ðõèáãüñåéá ôñéÜäá. ¸÷ïõìå õðïèÝóåé ðùò ï 20x  åßíáéÜñôéïò. Ãéá ôïí ëüãï áõôü ðñÝðåé ï 20y  íá åßíáé ðåñéôôüò êáé óõíåðþò ï 0y  íá åßíáé ðåñéôôüò.¢ñá, ï áñéèìüò γ  åßíáé Üñôéïò.¸ôóé 22220 ,,2 cdcdycd ++==−−==== δγ ,üðïõ cd >>  êáé (( )) 1, ==dc .¼ìùò, Ý÷ïõìå áðïäåßîåé üôé

γδ220 ==x .Óõíåðþò
(( ))(( ))2220 22 cdcdx ++== .¢ñá

(( ))22202 cdcdx ++==




 .
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Ðñïöáíþò Ù∈∈20x  áöïý ï 0x  åßíáé Üñôéïò áñéèìüò.¢ñá, ï áñéèìüò
202 




 x
åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï. Ïé áêÝñáéïé áñéèìïß 22,, cddc ++  åßíáé áíÜ äýï ðñþôïé ìåôáîý ôïõòäéüôé� áí õðÞñ÷å ðñþôïò áñéèìüò 1p ,  ôÝôïéïò þóôå cp1  êáé (( ))221 cdp ++ , ôüôå èá ßó÷õå 21 cp êáé

(( ))221 cdp ++ , äçëáäÞ 21 dp  êáé åðïìÝíùò dp1 , ôï ïðïßï åßíáé  áäýíáôï áöïý (( )) 1, ==dc .� áí õðÞñ÷å ðñþôïò áñéèìüò 2p  , ôÝôïéïò þóôå  dp2  êáé (( ))222 cdp ++ , ïìïßùò èá ßó÷õå
üôé 22 dp êáé (( ))222 cdp ++  êáé Üñá cp2 , ôï ïðïßï åßíáé  áäýíáôïí.

¸ôóé, èá éó÷ýåé üôé: 22222 ,, mmm zc dydxc ==++==== ,äçëáäÞ 244 mmm zyx ==++ .ÅðïìÝíùò, ç ôñéÜäá (( ))mmm zyx ,,  áðïôåëåß ëýóç ôçò åîßóùóçò 244 zyx ==++óôï óýíïëï ôùí áêÝñáéùí áñéèìþí.Ôüôå,
(( ))22222 cdcdzyxzyxS mmmmmmm ++======

000002 Szyxx ==<<== ,äçëáäÞ
0SSm << ,ôï ïðïßï åßíáé áäýíáôï.¢ñá, ç õðüèåóç üôé ç åîßóùóç 244 zyx ==++  Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìéá ëýóç óôï óýíïëï ôùíìçäåíéêþí áêåñáßùí áñéèìþí  êáôáëÞãåé óå Üôïðï. Óõíåðþò, ïýôå ç åîßóùóç 444 zyx ==++ìðïñåß íá Ý÷åé ìç ìçäåíéêÝò áêÝñáéåò ëýóåéò. à

Ó÷üëéïÇ ðáñáðÜíù áðüäåéîç ïöåßëåôáé óôïí Ãåñìáíü ìáèçìáôéêü Ernst Eduard Kummer (1810 � 1893).
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6)   Íá áðïäåé÷èåß üôé äåí ìðïñïýí íá âñåèïýí áêÝñáéåò ôéìÝò ôùí ìåôáâëçôþí zy,x,  ìåx  ôçò ìïñöÞò 34ê ++ , Ù∈∈ê , ôÝôïéåò þóôå íá éêáíïðïéåßôáé ç åîßóùóçnnn zyx ++==   ãéá {{}}1−−∈∈ Ín .
ÁÐÏÄÅÉÎÇÓýìöùíá ìå ôï Ôåëåõôáßï Èåþñçìá ôïõ Fermat (Fermat�s Last Theorem) ç äéïöáíôéêÞåîßóùóç nnn zyx ++==  äåí Ý÷åé ìç�ìçäåíéêÝò áêÝñáéåò ëýóåéò zyx ,,  ãéá 3≥≥n .Óõíåðþò, áñêåß íá äåßîïõìå üôé ãéá 2==n  ç åîßóùóç  nnn zyx ++==  äåí éêáíïðïéåßôáé, áí ï xåßíáé ôçò ìïñöÞò 34 ++κ , Ù∈ê .¼ìùò  áí ç åîßóùóç  222 zyx ++==  Ý÷åé ëýóç, ôüôå ðñïêýðôåé üôé êáé ç åîßóùóç 22 zyx ++==Ý÷åé ëýóç. Áõôü óõìâáßíåé äéüôé, áí 000 ,, zyx  åßíáé ìéá ëýóç  ôçò åîßóùóçò 222 zyx ++== , ôüôå ç( 0020 ,, zyx ) åßíáé ëýóç ôçò åîßóùóçò 22 zyx ++== .¼ìùò, áí ï x  åßíáé ôçò ìïñöÞò 34 +κ , ôüôå ç åîßóùóç 22 zyx ++==  äåí ìðïñåß íá Ý÷åé ëýóçáöïý êáíÝíáò áêÝñáéïò ôçò ìïñöÞò 34 ++κ  äåí ìðïñåß íá åêöñáóôåß ùò Üèñïéóìá äýïôåôñáãþíùí áêåñáßùí áñéèìþí.Ç áðüäåéîç ôïõ ðáñáðÜíù éó÷õñéóìïý åßíáé ç åîÞò:¸óôù 22 zyx ++==  ìå 34 += κx , ôüôå éó÷ýåé üôé: )4(mod322 ≡≡++ zy .¼ìùò, ãåíéêÜ ãéá ôá ôåôñÜãùíá áêåñáßùí éó÷ýåé:02 ≡a  Þ )4(mod1 äéüôé� áí ï áêÝñáéïò a  åßíáé Üñôéïò ôüôå Ù∈= λλa ,42  êáé åðïìÝíùò )4(mod02 ≡a .� áí ï áêÝñáéïò a  åßíáé ðåñéôôüò ôüôå Ù∈+= λλa ,182  êáé åðïìÝíùò)4(mod12 ≡a .Óõíåðþò, ãéá ôï Üèñïéóìá äýï ôåôñáãþíùí áêåñáßùí áñéèìþí éó÷ýåé:)4(mod1022 2ÞÞba ≡+êáé äåí éó÷ýåé ðïôÝ )4(mod322 ≡+ ba .¢ñá, ï éó÷õñéóìüò: áí  )4(mod32222 ≡≡++++== zyzyx   ôüôå êáôáëÞãåé óå Üôïðï.Óõíåðþò óôï óýíïëï ôùí áêåñáßùí áñéèìþí, ç åîßóùóç22 zyx ++==äåí Ý÷åé ëýóç êáé Üñá êáé ç åîßóùóç



118 ÄÉÐËÙÌÁÔÉÊÇ ÅÑÃÁÓÉÁ

222 zyx ++==äåí Ý÷åé ëýóç êáé óõíåðþò ïýôå êáé ç åîßóùóç nnn zyx ++==Ý÷åé ëýóç óôï Ù  áí  ï x  åßíáé ôçò ìïñöÞò  34 ++κ , Ù∈∈κ . à
7) Íá áðïäåé÷èåß üôé xð(x) loglog≥≥ ,ãéá 2x ≥≥  ìå ôçí âïÞèåéá ôçò áíéóüôçôáò n2n 2p <<( np  åßíáé ï n�ïóôüò ðñþôïò áñéèìüò ) .

ÁÐÏÄÅÉÎÇÐáñáôçñïýìå üôé óôçí áíéóüôçôá ðïõ èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå ðáñïõóéÜæåôáé �äéðëüò�ëïãÜñéèìïò. Ãéá ôïí ëüãï áõôüí èá öñÜîïõìå ôïí áñéèìü x  ìåôáîý äõíÜìåùí ôçò ìïñöÞòÍ∈n,e ne üðïõ .¸ôóé, èåùñïýìå nn ee exe ≤≤<<
−−1 , üðïõ  4≥≥n (1)(ôçí ðåñßðôùóç 4<<n  èá ôçí åîåôÜóïõìå ìåìïíùìÝíá).� Óýìöùíá ìå ôçí  õðüäåéîç ôçò åêöþíçóçò, èá áðïäåßîïõìå ðñþôá ôçí áíéóüôçôá nnp 22<< .Ãéá 1==n  éó÷ýåé 222 << . ÕðïèÝôïíôáò  üôé nnp 22<<  áñêåß íá äåßîïõìå üôé

1221 ++
<<++

nnp .Åßíáé ãíùóôü üôé 1...211 ++≤≤++ nn pppp .Ç áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò áõôÞò åßíáé ðñïöáíÞò êáèþò êáíÝíáò áðü ôïõò ðñþôïõò áñéèìïýò
nppp ,...,, 21  äåí äéáéñåß ôïí áêÝñáéï 1...21 ++nppp . ¢ñá, ï 1++np  åßíáé ï ìéêñüôåñïò áðü ôïõòðéèáíïýò ðñþôïõò ðáñÜãïíôÝò ôïõ. ÅðïìÝíùò, 121... 222211 21

+<+≤ +++
+

nnn pppp L
122)12(22)12(2 22222 +

=⋅<+= −− nnn ,äçëáäÞ
1221 ++

<<++

nnp .¢ñá  åðáãùãéêÜ äåßîáìå ðùò
nnp 22<< , ãéá êÜèå Í∈∈n .� Èá áðïäåßîïõìå êáé ðÜëé êÜíïíôáò ÷ñÞóç ôçò Ìåèüäïõ ôçò ÌáèçìáôéêÞò ÅðáãùãÞò üôé

nne 21 >>−−  ãéá êÜèå  Í∈∈n   ìå 4≥n .
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Ãéá  4==n  éó÷ýåé üôé )7.2(,243 >>>> ee äéüôé  .ÕðïèÝôïõìå üôé nne 21 >>−−  êáé èá äåßîïõìå üôé 12 ++>> nne .Åßíáé: 11 2222 ++−− ==>>>>== nnnnn eeee .Óõíåðþò, nne 21 >>−− , ãéá êÜèå 4≥≥n  .¸ôóé, nnee 221
>>

−− .� Áðü ôçí ðáñáðÜíù áíßóùóç êáé ôçí (1) óõíåðÜãåôáé üôé:
( ) ( )nneex 22)( 1

πππ ≥≥
−  .¼ìùò, nnp 22<<  êáé (( )) npn ==π ,äçëáäÞ

(( )) nn
≥≥22π . (2)¢ñá,

(( )) nx ≥≥π .ÂÝâáéá, ëüãù ôçò (1) éó÷ýåé üôé nx ≤≤loglog . (3)Áðü ôéò (2) êáé (3) ðñïêýðôåé üôé xx loglog)( ≥≥π , ãéá 3eex >> .Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé xx loglog)( ≥≥π  ãéá 32 eex ≤≤≤≤ (äçëáäÞ ãéá )4<<n .Ãéá 35 eex ≤≤≤≤ ç áðüäåéîç åßíáé ðñïöáíÞò êáèþò3loglog ≤≤x êáé 3)5()( ==≥≥ ππ x .Ãéá 52 ≤≤≤≤ x  åßíáé 48.05loglogloglog <<≤≤x  êáé 1)2()( ==≥≥ ππ x . ¢ñáxx loglog)( >>π .Óõíåðþò, ãåíéêÜ éó÷ýåé üôé:  xx loglog)( ≥≥π , ãéá 2≥≥x . àÐáñáôÞñçóçÔï óõìðÝñáóìá ôïõ ðáñáðÜíù èåùñÞìáôïò åßíáé �ðïëý áäýíáìï� êáèþò ïé ôéìÝò ôçò óõíÜñôçóçò ð(x)áõîÜíïíôáé ìå åîáéñåôéêÜ ðéï ãñÞãïñïõò ñõèìïýò áðü ôç óõíÜñôçóç xloglog .  Ãéá ðáñÜäåéãìá üôáí 1210==x  ç áíéóüôçôá äßíåé: L318.3)10( 12 ≥π   ,áëëÜ 83760791201)10( 12 ==π .
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9. ÅöáñìïãÝò óôçí êñõðôïãñáößá
Ðéóôïðïßçóç ðñþôùíÇ ðéóôïðïßçóç ðñþôùí áñéèìþí åßíáé ç äéáäéêáóßá ìå ôçí ïðïßá åîåôÜæïõìå áí Ýíáò èåôéêüòáêÝñáéïò åßíáé ðñþôïò áñéèìüò Þ ü÷é.ÃåíéêÜ, õðÜñ÷ïõí äýï åßäç äéáäéêáóéþí ðéóôïðïßçóçò ðñþôùí áñéèìþí, ïé íôåôåñìéíéóôéêÝòêáé ïé ðéèáíïôéêÝò äéáäéêáóßåò (íôåôåñìéíéóôéêïß Þ ðéèáíïôéêïß áëãüñéèìïé).Ïé íôåôåñìéíéóôéêïß áëãüñéèìïé ðéóôïðïßçóçò ðñþôùí áñéèìþí åßíáé åêåßíïé ðïõ áðïöáßíïíôáéìå áðüëõôç âåâáéüôçôá ãéá ôï áí Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò åßíáé ðñþôïò Þ óýíèåôïò.ÐáñÜäåéãìá ôÝôïéïõ åßäïõò áëãïñßèìïõ ðéóôïðïßçóçò ðñþôùí, åßíáé ï áëãüñéèìïò Lucas �Lehmer (Lucas � Lehmer test). ÁíôéèÝôùò, ðéèáíïôéêïß åßíáé ïé áëãüñéèìïé åêåßíïé ðïõáðïöáßíïíôáé ìå ìåãÜëç ðéèáíüôçôá ãéá ôï áí Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò åßíáé ðñþôïò. ÄçëáäÞ,õðÜñ÷åé ìéá ìéêñÞ ðéèáíüôçôá íá áíáãíùñßóïõí Ýíáí óýíèåôï áêÝñáéï ùò ðñþôï (ôï áíôßóôñïöïüìùò äåí óõìâáßíåé ðïôÝ). Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ óõìâåß áõôü, ôüôå ïíïìÜæïõìå ôïí óýíèåôïáõôüí áêÝñáéï ùò øåõäïðñþôï. Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýíáò óýíèåôïò èåôéêüò áêÝñáéïò ðïõ éêáíïðïéåßôï Ìéêñü Èåþñçìá ôïõ Fermat (ôï ïðïßï áðïôåëåß ìéá ðéèáíïôéêÞ äéáäéêáóßá ðéóôïðïßçóçòðñþôùí), ïíïìÜæåôáé øåõäïðñþôïò ôïõ Fermat Þ Fermat øåõäïðñþôïò.ÓõíÞèùò, ïé ðéèáíïôéêïß áëãüñéèìïé ðéóôïðïßçóçò ðñþôùí áñéèìþí åßíáé áñêåôÜ ðéï ãñÞãïñïéáðü ôïõò íôåôåñìéíéóôéêïýò. ̧ íá ðáñÜäåéãìá ðïëý áðïäïôéêïý êáé ãñÞãïñïõ ôÝôïéïõ ðéèáíïôéêïýáëãïñßèìïõ åßíáé ôï éó÷õñü Rabin � Miller test (Rabin � Miller strong pseudoprime test).Ôï 2004, áíáêáëýöèçêå Ýíáò íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðéóôïðïßçóçò ðñþôùí áñéèìþí,ï ïðïßïò äåí åßíáé áðëþò áðïäïôéêüò, áëëÜ áðïäåéêíýåé åðßóçò, üíôáò ðïëõùíõìéêüò, ðùò ôïðñüâëçìá ôçò ðéóôïðïßçóçò ðñþôùí áñéèìþí áíÞêåé óôï Ñ. ÄçëáäÞ, åßíáé ðñüâëçìáðïëõùíõìéêïý ÷ñïíïõ. Ï áëãüñéèìïò áõôüò áíáêáëõöèçêå áðü ôïõò Éíäïýò ìáèçìáôéêïýòManindra Agrawal, Neeraj Kayal êáé Nitin Saxena, ïé ïðïßïé ôïí äçìïóßåõóáí óôéò 6 Áõãïýóôïõôïõ 2004 óôçí åñãáóßá ôïõò ìå ôßôëï PRIMES is in P,  Annals of Mathematics 160 (2004), No.2,pp.781�793 Ï áëãüñéèìïò áõôüò åßíáé ðëÝïí ãíùóôüò ùò áëãüñéèìïò AKS.Èá ðñï÷ùñÞóïõìå, ôþñá, óôçí ðáñïõóßáóç êÜðïéùí âáóéêþí óõìðåñáóìÜôùí êáé ïñéóìÝíùíáðü ôïõò óçìáíôéêüôåñïõò áëãïñßèìïõò ðéóôïðïßçóçò ðñþôùí.Áëãüñéèìïò Fermat (Fermat Primality test)Aðü ôï ìéêñü èåþñçìá ôïõ Fermat, ãíùñßæïõìå üôé áí ï p åßíáé ðñþôïò áñéèìüò, ôüôå)(mod11 pa p ≡− ,ãéá êÜèå áêÝñáéï á.ÅðïìÝíùò, åßíáé ðñïöáíÝò ðùò áí ãéá êÜðïéïí áêÝñáéï â éó÷ýåé üôé)(mod11 pp  T  −βôüôå ï p äåí ìðïñåß íá åßíáé ðñþôïò áñéèìüò.¸ôóé, ôá âÞìáôá ôïõ óôïé÷åéþäïõò ðéèáíïôéêïý áëãïñßèìïõ ðéóôïðïßçóçò ðñþôùí ðïõðñïêýðôåé åßíáé ôá áêüëïõèá:1. ÅðéëÝãïõìå Ýíáí èåôéêü áêÝñáéï 3≥n ðïõ èÝëïõìå íá åîåôÜóïõìå áí åßíáé ðñþôïò.2. Èåùñïýìå ôï óýíïëï { }nA 2...,,3,2 −=  êáé åðéëÝãïõìå ôõ÷áßá Ýíáí áêÝñáéï Aa ∈ .3. Õðïëïãßæïõìå ôï )(mod1 nan− .Áí ôï áðïôÝëåóìá ôïõ õðïëïãéóìïý åßíáé äéáöïñåôéêü ôïõ 1, ôüôå ï n åßíáé óýíèåôïòáñéèìüò, áëëéþò ï  n  åßíáé ðéèáíüí ðñþôïò áñéèìüò.
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¼ðùò áíôéëáìâáíüìáóôå áðü ôá âÞìáôá ôïõ ðáñáðÜíù áëãïñßèìïõ, ôï êñéôÞñéï ôïõ Fermatáðïöáßíåôáé ìå âåâáéüôçôá ìüíï üôáí ï áêÝñáéïò ðïõ åîåôÜæïõìå åßíáé óýíèåôïò. Áõôüóõìâáßíåé, äéüôé õðÜñ÷ïõí ðïëëÜ ðáñáäåßãìáôá  óýíèåôùí öõóéêþí áñéèìþí n ðïõ éêáíïðïéïýíôçí éóïäõíáìßá )(11 nmodan ≡− .ÃåíéêÜ, áí ï öõóéêüò áñéèìüò n åßíáé óýíèåôïò ðåñéôôüò êáé éó÷ýåé )(mod naan ≡ , ãéá êÜðïéïíáêÝñáéï á, ôüôå ï n ïíïìÜæåôáé øåõäïðñþôïò ùò ðñïò ôçí âÜóç a êáé ï a ïíïìÜæåôáé Fermatøåýôçò. Åíþ, áí éó÷ýåé üôé 1)(mod1 T nan−  ìå na <≤1 ,ôüôå ï a ïíïìÜæåôáé Fermat ìÜñôõñáò.
ÐáñÜäåéãìáÏ áêÝñáéïò 4353645 ⋅⋅=  åßíáé ðáñÜäåéãìá øåõäïðñþôïõ ùò ðñïò ôçí âÜóç 2, êáèþò éó÷ýåéüôé )645(mod22645 ≡

ÈåþñçìáÕðÜñ÷ïõí Üðåéñïé øåõäïðñþôïé ùò ðñïò ôçí âÜóç 2.
ÁðüäåéîçÁñêåß íá ìðïñÝóïõìå  íá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá Üðåéñç áêïëïõèßá äéáöïñåôéêþí ìåôáîýôïõò øåõäïðñþôùí ùò ðñïò ôçí âÜóç 2.Áí 0n åßíáé Ýíáò øåõäïðñþôïò ùò ðñïò ôçí âÜóç äýï, ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ðùò êáé ïáêÝñáéïò 1n , ìå 01 12 0 nn n >−=  åßíáé øåõäïðñþôïò ùò ðñïò ôçí ßäéá âÜóç. Ç áðüäåéîç áõôïýôïõ éó÷õñéóìïý ðáñïõóéÜæåôáé ðáñáêÜôù:Éó÷ýåé üôé 210 qqn ⋅= , ãéá êÜðïéïõò áêåñáßïõò 21, qq  (áöïý ï 0n åßíáé óýíèåôïò) êáé)(mod12 10 nn ≡−(áöïý åßíáé øåõäïðñþôïò ùò ðñïò 2).¼ìùò, ôüôå éó÷ýåé üôé 1212 01 −− nq , äéüôé áí èÝóïõìå 12q=ω  éó÷ýåé)1...()1(1 21 222 +++−=− −− qqq ωωωω¢ñá 1...2()12(12 )1( 21121 ++−=− −qqqqq ))12()12(12 )1( 2110 ++−=−⇔ − ...qqqn

ïðüôå, åßíáé  ðñïöáíÝò üôé 11212 01 nnq =−− . ÄçëáäÞ, ï áêÝñáéïò áñéèìüò 1n  åßíáé óýíèåôïò.Åðßóçò, ëüãù ôïõ ãåãïíüôïò üôé ï 0n åßíáé øåõäïðñþôïò ùò ðñïò ôçí âÜóç 2, éó÷ýåé üôé)(mod22 00 nn ≡
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ÅðïìÝíùò, õðÜñ÷åé áêÝñáéïò m ôÝôïéïò þóôå 022 0 mnn =− . ¼ìùò, ôüôå ëáìâÜíïõìå
001 222 221 mnn n

== −−Þ 1212 01 1 −=−− mnn (1)Áêïëïýèùò, åðåéäÞ éó÷ýåé 00 mnn  ðñïêýðôåé üôé  1212 00 −− mnn  (ç áðüäåéîç åßíáé üìïéá ìåáõôÞí ðïõ ðáñïõóéÜóáìå ðáñáðÜíù). Óõíåðþò, ìÝóù ôçò ó÷Ýóçò (1) ëáìâÜíïõìå üôé1212 11 10 −−= −nnnÞ )(mod12 111 nn ≡−

ÅðïìÝíùò, ï áêÝñáéïò áñéèìüò 12 01 −= nn  éêáíïðïéåß ôï êñéôÞñéï ôïõ Fermat åíþ åßíáéóýíèåôïò áñéèìüò. ¢ñá, áðïôåëåß øåõäïðñþôï ùò ðñïò ôçí âÜóç 2.Áðü ôçí ðáñáðÜíù åðé÷åéñçìáôïëïãßá, ðñïêýðôåé Üìåóá ðùò áí ï kn åßíáé øåõäïðñþôïò ùòðñïò ôçí âÜóç 2, ôüôå êáé ï 121 −=+
knknåßíáé øåõäïðñþôïò ùò ðñïò ôçí âÜóç 2.ÅðåéäÞ ç áêïëïõèßá  kn  åßíáé ãíùóßùò áýîïõóá êáé ðåñéëáìâÜíåé Üðåéñïõò üñïõò, ðñïêýðôåéüôé õðÜñ÷ïõí Üðåéñïé ôï ðëÞèïò øåõäïðñþôïé ùò ðñïò ôçí âÜóç 2.Áõôü ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò.  à

Áëãüñéèìïò Miller � RabinÈá ðáñïõóéÜóïõìå áñ÷éêÜ êÜðïéåò âáóéêÝò éäéüôçôåò.
ËÞììá¸óôù ïé áêÝñáéïé x, y, n ãéá ôïõò ïðïßïõò éó÷ýåé )(mod22 nyx ≡ ,åíþ ôáõôü÷ñïíá ).n(modyx ±≡  Ôüôå, ï áêÝñáéïò n åßíáé óýíèåôïò êáé ìÜëéóôá ï (x�y, n)åßíáé Ýíáò ìç � ôåôñéììÝíïò ðáñÜãïíôÜò ôïõ.

ÁðüäåéîçÈÝôïõìå ),( nyxd −= . Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé nd ,1≠ .� Áí 1=d , ðñïêýðôåé üôé )( yxn −I . ¼ìùò, ãíùñßæïõìå üôé yxyxn ))(( +− . Óõíåðþò,)( yxn + . ÁëëÜ, áõôü åßíáé Üôïðï, äéüôé áðü ôá äåäïìÝíá ãíùñßæïõìå üôé )(mod nyx −T 
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� Áí  nd = , ôüôå )( yxn − . ¢ôïðï, áöïý )(mod nyx +T .Óõíåðþò, ï d åßíáé ìç�ôåôñéììÝíïò äéáéñÝôçò ôïõ n êáé åðïìÝíùò ï n åßíáé óýíèåôïò. à
¸óôù p Ýíáò ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò. Ôüôå, ï 1−p åßíáé Üñôéïò êáé ìðïñïýìå íá ôïíáíáðáñáóôÞóïõìå ùò kp m21 =− ,üðïõ m åßíáé ç ìÝãéóôç äýíáìç ôïõ 2 ðïõ äéáéñåß ôïí 1−p .Óôçí äéåèíÞ âéâëéïãñáößá, ï áêÝñáéïò áñéèìüò k  áíáöÝñåôáé ùò squarefree integer (áêÝñáéïò�åëåýèåñïò ôåôñáãþíïõ�).Áðü ôï ìéêñü èåþñçìá ôïõ Fermat ãíùñßæïõìå üôé )(mod11 pa p ≡−

Õðïëïãßæïíôáò äéáäï÷éêÜ ôéò ôåôñáãùíéêÝò ñßæåò ôïõ 1−pa  èá ðñïêýðôåé ðÜíôá Ýíáò áêÝñáéïòðïõ èá åßíáé ßóïò ìå 1 Þ �1 )(mod p . Ïé äýï äõíáôÝò ðåñéðôþóåéò ðïõ ëáìâÜíïõìå åßíáé)(mod12 pa kq
−≡ , ãéá êÜðïéïí q ìå 10 −≤≤ mq (1)Þ )(mod1 pak ≡ . (2)

Ï áëãüñéèìïò ôùí Miller êáé Rabin âáóßæåôáé óôçí ðáñáðÜíù éäéüôçôá. Ç êåíôñéêÞ éäÝá ôïõáëãïñßèìïõ áõôïý åßíáé ðùò áí )(mod1 pakT  êáé )p(moda kq 12 −T , ãéá êÜèå q , ìå 10 −≤≤ mq ,ôüôå ï áêÝñáéïò áñéèìüò kn m2=  åßíáé óýíèåôïò.Ðñéí ðáñïõóéÜóïõìå ôá âÞìáôá ôïõ áëãïñßèìïõ, èá ðáñáèÝóïõìå êÜðïéïõò ó÷åôéêïýòïñéóìïýò.
Ïñéóìïß¸óôù n ðåñéôôüò óýíèåôïò áêÝñáéïò ìå kn m21 =− , üðïõ m ç ìÝãéóôç äýíáìç ôïõ 2 ðïõäéáéñåß ôïí 1−n . Áí á åßíáé Ýíáò áêÝñáéïò ìå 11 −≤≤ na , ãéá ôïí ïðïßï éó÷ýåé üôé:(i) )(mod1 nakT êáé )(mod12 na kq

−T , ãéá êÜèå q , ìå 10 −≤≤ mq , ôüôå ï áñéèìüò aïíïìÜæåôáé éó÷õñüò ìÜñôõñáò ãéá ôïí n.(ii) Aí )(mod1 nak ≡  Þ )(mod12 na kq
−≡ , ãéá êÜðïéïí q, ìå 10 −≤≤ mq , ôüôå ï áñéèìüò nïíïìÜæåôáé éó÷õñüò øåõäïðñþôïò ùò ðñïò ôçí âÜóç a êáé ï a ïíïìÜæåôáé éó÷õñüò øåýôçò ãéáôïí n.

Ðñï÷ùñïýìå ôþñá óôçí ðáñïõóßáóç ôïõ áëãïñßèìïõ:
1. Èåùñïýìå ôïí èåôéêü ðåñéôôü áêÝñáéï 1>n  ðïõ åíäéáöåñüìáóôå íá åîåôÜóïõìå áí åßíáéðñþôïò.2. ÅêöñÜæïõìå ôïí n � 1 óôçí ìïñöÞ km2 , üðïõ m ç ìåãáëýôåñç äýíáìç ôïõ 2 ðïõ äéáéñåßôïí n � 1.
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3. ÅðéëÝãïõìå Ýíáí ôõ÷áßï áêÝñáéï a óôï äéÜóôçìá (0,n) .4. Õðïëïãßæïõìå ôï 0x ôÝôïéï þóôå )(mod0 nax k≡ .    Áí )(mod10 nx ±≡  ôüôå ï n åßíáé ðéèáíüí ðñþôïò êáé ï áëãüñéèìïò óôáìáôÜ ó� áõôü ôïâÞìá. Áëëéþò4.1 ÈÝôïõìå )(mod201 nxx ≡Áí )(mod11 nx ≡ ôüôå ï n åßíáé óýíèåôïò áñéèìüò êáé ìÜëéóôá ï ),1( 0 nx −  åßíáé Ýíáò ìç� ôåôñéììÝíïò äéáéñÝôçò ôïõ.Áëëéþò áí )(mod11 nx −≡ , ôüôå ï n åßíáé ðéèáíüí ðñþôïò áñéèìüò êáé ï áëãüñéèìïòóôáìáôÜ ó´áõôü ôï âÞìá.Áëëéþò4.2  ÈÝôïõìå )(mod212 nxx ≡Áí )(mod12 nx ≡ , ôüôå o áñéèìüò  n åßíáé óýíèåôïòÁëëéþò áí )(mod12 nx −≡ , ôüôå ï n åßíáé ðéèáíüí ðñþôïò áñéèìüò êáé ï áëãüñéèìïòóôáìáôÜ ó´áõôü ôï âÞìá.Áëëéþò ï áëãüñéèìïò áêïëïõèåß ôçí ßäéá äéáäéêáóßá þóðïõ íá ïäçãçèåß óå ðéèáíü ðñþôïÞ ìÝ÷ñé íá öôÜóåé óôï åðßðåäï 1−kx .Áí )(mod11 nxk −− T , ôüôå ï áñéèìüò  n  åßíáé óýíèåôïò.
ÐáñÜäåéãìáÃéá 561=n ëáìâÜíïõìå 35235165601 4 ⋅=⋅==−n . ÄçëáäÞ, 4=m êáé 35=k .Ãéá 2=a , ï áëãüñéèìïò Miller � Rabin åðéóôñÝöåé ôá åîÞò:)561(mod2632350 ≡≡x 166201 ≡≡ xx 67212 ≡≡ xx 1223 ≡≡ xxÅðïìÝíùò áðü ôçí ôåëåõôáßá éóïäõíáìßá ðñïêýðôåé üôé ï  áñéèìüò 561 åßíáé óýíèåôïò (êáéôï áðïôÝëåóìá áõôü åßíáé ìáèçìáôéêþò âÝâáéï). ÐñÜãìáôé åßíáé 561=3´11´17.
ÉóôïñéêÞ ÐáñáôÞñçóçÏ Garry Lee Miller åßíáé óÞìåñá êáèçãçôÞò èåùñçôéêÞò ðëçñïöïñéêÞò óôï ÐáíåðéóôÞìéïCarnegie Mellon ôùí ÇÐÁ. Åßíáé ðåñéóóüôåñï ãíùóôüò ãéá ôçí áíáêÜëõøç, óå óõíåñãáóßá ìåôïí Rabin, ôïõ áðïäïôéêïý áëãïñßèìïõ ðéóôïðïßçóçò ðñþôùí ðïõ áíáöÝñåôáé ðëÝïí ùò Miller� Rabin primality test. Ãé� áõôü ôïõ ôï åðßôåõãìá, ôï 2003 ôïõ áðïíåìÞèåé ôï âñáâåßï ACMParis Kanellakis, åíþ áðü ôï 2002 åß÷å áíáêçñõ÷èåß ùò ACM Fellow.Ï Miller Ýëáâå ôï äéäáêôïñéêü ôïõ áðü ôï ÐáíåðéóôÞìéï ôçò California, óôï Berkeley ôï1975. Óôç äéäáêôïñéêÞ ôïõ äéáôñéâÞ ìå ôßôëï Riemann�s Hypothesis and Tests for Primalityðáñïõóßáóå äýï áëãïñßèìïõò ðéóôïðïßçóçò ðñþôùí. Ï Ýíáò áëãüñéèìïò áðáéôïýóå  Ï(n/7)âÞìáôá ãéá íá äþóåé áðÜíôçóç, åíþ ï äåýôåñïò áðáéôïýóå )(log4 nO  âÞìáôá. ¼ìùò, ï äåýôåñïòáõôüò áëãüñéèìïò âáóéæüôáí óôçí ïñèüôçôá ôçò ÅðåêôåôáìÝíçò Õðüèåóçò Riemann.
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Ôá ðåäßá åñåýíçò ôïõ Miller äåí ðåñéïñßæïíôáé ìüíï óôçí ÕðïëïãéóôéêÞ Èåùñßá Áñéèìþíêáé ôçí ðéóôïðïßçóç ðñþôùí áñéèìþí. ̧ ÷åé äéåîÜãåé Ýñåõíá êáé óôéò ðåñéï÷Ýò ôçò ÕðïëïãéóôéêÞòÃåùìåôñßáò, ôùí ðáñÜëëçëùí áëãïñßèìùí êáé ôùí randomized algorithms.Aëãüñéèìïò Solovay � StrassenÅäþ èá ðáñïõóéÜóïõìå Ýíáí Üëëï äéáäåäïìÝíï áëãüñéèìï ðéóôïðïßçóçò ðñþôùí, ï  ïðïßïòáíáêáëýöèçêå áðü ôïõò Robert M. Solovay êáé Volker Strassen. ÐáñáèÝôïõìå áõôüí ôïíáëãüñéèìï êõñßùò ãéá ëüãïõò éóôïñéêÞò ðëçñüôçôáò, êáèþò ç ìÝèïäïò ôùí Miller êáé Rabinåßíáé ðéï áðïäïôéêÞ (áí êáé ïé äýï áëãüñéèìïé áðáéôïýí ðëÞèïò ðñÜîåùí ôçò ßäéáò ôÜîçòìåãÝèïõò). Êáé ïé äýï áõôïß ðéèáíïôéêïß áëãüñéèìïé ðáñïõóéÜóôçêáí óôéò áñ÷Ýò ôçò äåêáåôßáòôïõ 1980.Áñ÷éêÜ, õðåíèõìßæïõìå ôï êñéôÞñéï ôïõ Euler.
Èåþñçìá (ÊÑÉÔÇÑÉÏ ÔÏÕ EULER)¸óôù p ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò êáé a áêÝñáéïò, ôÝôïéïò þóôå 1),( =pa . Ôüôå

)(mod2 1 papa p−

≡




 .
ÃåíéêÜ, üðïõ  





 na  åßíáé ôï óýìâïëï ôïõ Jacobi.

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí ðáñïõóßáóç ôùí âçìÜôùí ôïõ áëãïñßèìïõ, èá ðáñáèÝóïõìåêÜðïéïõò ó÷åôéêïýò âáóéêïýò ïñéóìïýò.
Ïñéóìïß¸óôù n ðåñéôôüò óýíèåôïò áêÝñáéïò êáé a  áêÝñáéïò ãéá ôïí ïðïßï éó÷ýåé üôé 11 −≤≤ na .Ôüôå(i) Áí

1),( >na  Þ )(2)1( nmodnaa /n 




− T ,

ï áñéèìüò  a  ïíïìÜæåôáé Euler ìÜñôõñáò ãéá ôïí áêÝñáéï n.(ii) Áí
1),( =na  êáé )(2)1( nmodnaa /n 





≡− ,

ï n ïíïìÜæåôáé Euler øåõäïðñþôïò ùò ðñïò ôçí âÜóç a êáé ï áêÝñáéïò á ïíïìÜæåôáé Eulerøåýôçò.
Ï áëãüñéèìïò Solovay - Strassen áðïôåëåßôáé áðü ôá åîÞò âÞìáôá:1. Èåùñïýìå ôïí ðåñéôôü èåôéêü áêÝñáéï 3≥n  ðïõ èÝëïõìå íá åîåôÜóïõìå áí åßíáé ðñþôïò.2. ÅðéëÝãïõìå ôõ÷áßá Ýíáí áêÝñáéï óôï äéÜóôçìá )1,1( −n .3. Õðïëïãßæïõìå ôï )(mod2/)1( nax n−≡ .
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Áí 1≠x êáé 1−≠ nx , ôüôå ï áêÝñáéïò áñéèìüò  n  åßíáé óýíèåôïò êáé ï áëãüñéèìïò óôáìáôÜó� áõôü ôï âÞìá.
Áëëéþò3.1 Õðïëïãßæïõìå ôï óýìâïëï Jacobi






= naj .

Aí )(mod njxT , ôüôå ï áêÝñáéïò áñéèìüò n åßíáé óýíèåôïò êáé ï áëãüñéèìïò óôáìáôÜ ó�áõôü ôï âÞìá.4. Áí ôá ðáñáðÜíù âÞìáôá îåðåñáóôïýí ãéá äéÜöïñåò åðéëïãÝò ôïõ á, ôüôå ï n åßíáé ðéèáíüíðñþôïò áñéèìüò .Óýìöùíá ìå ôá âÞìáôá ôïõ áëãïñßèìïõ áõôïý, ç ìïíáäéêÞ ðåñßðôùóç  üðïõ õðÜñ÷åéðéèáíüôçôá íá ïäçãçèïýìå óå ëáíèáóìÝíï óõìðÝñáóìá, åßíáé üôáí ï n åßíáé óýíèåôïò êáé çáëãïñéèìéêÞ äéáäéêáóßá ìáò ëÝåé ðùò ï n åßíáé ðñþôïò. Ôï ðëÞèïò ôùí Euler øåõôþí åßíáé ôïðïëý 2)1(2)( /n/n −<φ .¢ñá, ç ðéèáíüôçôá íá ðñïêýøåé Euler øåýôçò åßíáé ìéêñüôåñç ôïõ 1/2.
ÐáñáôÞñçóç� Áí ï áëãüñéèìïò åðéóôñÝøåé ùò áðïôÝëåóìá ðùò ï n åßíáé óýíèåôïò, ôüôå áõôü åßíáé áðïëýôùò âÝâáéï.Åðßóçò, áí ï n åßíáé ðñþôïò, ôüôå ðÜëé ï áëãüñéèìïò áðïöáßíåôáé ðùò ï n åßíáé ðñþôïò.� ¸÷ïíôáò ðáñïõóéÜóåé ôïõò ïñéóìïýò ôùí Euler  øåýôç, Fermat øåýôç êáé éó÷õñïý øåýôç ãéá ôïí n,ìðïñïýìå íá ðáñáèÝóïõìå êÜðïéá ãåíéêÜ óõìðåñÜóìáôá:(Á) Áí ï áêÝñáéïò á åßíáé Euler øåýôçò ãéá ôïí n, ôüôå åßíáé êáé Fermat øåýôçò ãéá ôïí n.(B) Aí ï áêÝñáéïò á åßíáé éó÷õñüò øåýôçò ãéá ôïí n, ôüôå åßíáé êáé Euler øåýôçò ãéá ôïí n.

Tá ðáñáðÜíù óõìðåñÜóìáôá ìðïñïýí íá áíáðáñáóôáèïýí ãñáöéêÜ ùò åîÞò:
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Ðáñáãïíôïðïßçóç Áêåñáßùí óå ÐñþôïõòÐáñÜãïíôåò
Ç ðáñáãïíôïðïßçóç áêåñáßùí óå ðñþôïõò ðáñÜãïíôåò áðáó÷ïëåß ôïõò ìáèçìáôéêïýò áðüôçí áñ÷áéüôçôá Ýùò êáé óôéò ìÝñåò ìáò.Óôçí óýã÷ñïíç Èåùñßá Áñéèìþí, ç åýñåóç ðñþôùí ðáñáãüíôùí ìåãÜëùí áêÝñáéùí áñéèìþíáðïôåëåß Ýíá áðü ôá äõóêïëüôåñá êáé óçìáíôéêüôåñá ðñïâëÞìáôá ëüãù êáé ôùí åöáñìïãþíðïõ âñßóêåé óôçí Êñõðôïãñáößá. ¸ôóé, Ý÷ïõí áíáêáëõöèåß äéÜöïñåò ìÝèïäïé ãéá ôçí åðßëõóçáõôïý ôïõ ðñïâëÞìáôïò. ÂÝâáéá, ç ìÝ÷ñé óÞìåñá Ýëëåéøç åíüò ðïëõùíõìéêïý áëãïñßèìïõ ãéáôçí åðßëõóÞ ôïõ, Ýðáéîå ðïëý óçìáíôéêü ñüëï óôçí  áíáêÜëõøç ôïõ êñõðôïóõóôÞìáôïò RSA,ç áóöÜëåéá ôïõ ïðïßïõ âáóßæåôáé óôçí äõóêïëßá ðáñáãïíôïðïßçóçò åíüò áêåñáßïõ áñéèìïýqpn ⋅= , üðïõ qp, åßíáé ìåãÜëïé ðñþôïé áñéèìïß.ÖõóéêÜ, Ýíáò áêüìá ëüãïò ðïõ áéôéïëïãåß ôçí óðïõäáéüôçôá ôçò åýñåóçò ôùí ðñþôùíðáñáãüíôùí åíüò áêåñáßïõ åßíáé ç éäéüôçôá ôùí áêåñáßùí íá áíáðáñßóôáíôáé óå êáíïíéêÞìïñöÞ êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï.Ó� áõôü ôï óçìåßï ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå ðùò êÜðïéá óýíïëá áñéèìþí Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôááõôÞ, åíþ êÜðïéá Üëëá ü÷é. Ãéá ðáñÜäåéãìá óôï óýíïëï ôùí áêåñáßùí ôïõ Gauss   Ù[i]  ç éäéü-ôçôá áõôÞ éó÷ýåé, áêñéâþò üðùò óõìâáßíåé êáé óôï óýíïëï ôùí áêåñáßùí. ÁíôéèÝôùò, üìùò, èáðáñïõóéÜóïõìå ðáñáêÜôù Ýíá äáêôýëéï ðïõ äåí õðáêïýåé óôÞí éäéüôçôá áõôÞí.Èåùñïýìå ôï óýíïëï

{ bkaA += , üðïõ Ù∈ba, êáé k óõìâïëßæåé ôçí ôåôñáãùíéêÞ ñßæá ôïõ � 5}.Ôüôå ëáìâÜíïõìå )) kkk +−=−=+==⋅ 1(1(151632 2 .¼ìùò, ïé áñéèìïß 2,3, 1� k, Ak ∈+1  äåí ìðïñïýí íá ðáñáãïíôïðïéçèïýí óôï óýíïëï Á.ÅðïìÝíùò, åíôïðßóáìå Ýíá óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ áõôïý ðïõ åðéäÝ÷åôáé ðåñéóóüôåñåò áðü ìßáðáñáãïíôïðïéÞóåéò.Èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí ðáñáãïíôïðïßçóç óôï óýíïëï ôùí áêåñáßùí áñéèìþí, óôï ïðïßï çêáíïíéêÞ áíáðáñÜóôáóç åßíáé ìïíáäéêÞ.Èá ðáñïõóéÜóïõìå êÜðïéïõò áðü ôïõò âáóéêüôåñïõò áëãïñßèìïõò ðïõ Ý÷ïõí ùò óêïðü ôçíåðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áõôïý.Ï áñ÷áéüôåñïò êáé ðëÝïí óôïé÷åéþäçò ôÝôïéïò áëãüñéèìïò åßíáé áõôüò ôùí äéáäï÷éêþíäéáéñÝóåùí. Ï áëãüñéèìïò âáóßæåôáé óôï áêüëïõèï ëÞììá, ãíùóôü áðü ôçí åðï÷Þ ôïõÅñáôïóèÝíç.
ËÞììáÁí n  åßíáé Ýíáò óýíèåôïò èåôéêüò áêÝñáéïò, ôüôå Ý÷åé ðñþôï äéáéñÝôç p, üðïõ np ≤  .

ÁðüäåéîçÁíáðáñéóôïýìå ôïí n óôçí êáíïíéêÞ ôïõ ìïñöÞ. Ôüôå 2üðïõ21 21 ≥= k,p...ppn kakaa .Áí êáíÝíáò áðü ôïõò ðñþôïõò ðáñÜãïíôåò kppp ...,,, 21 ôïõ n äåí Þôáí ìéêñüôåñïò Þ ôïðïëý ßóïò ðñïò n, ôüôå ðñïöáíþò èá ßó÷õå npppppnnn kakaaji =≤<= ...21 21 ,üðïõ kji ≤≤ ,1  ìå ,ji ≠ ðïõ åßíáé Üôïðï.
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ÅðïìÝíùò, ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáò ðñþôïò äéáéñÝôçò  p  ôïõ n, ãéá ôïí ïðïßï íáéó÷ýåé üôé np ≤ . à
¸ôóé, ðñïêåéìÝíïõ íá ðáñáãïíôïðïéÞóïõìå Ýíáí èåôéêü áêÝñáéï n, áíáæçôïýìå Ýíáí áðüôïõò ðñþôïõò ðáñÜãïíôÝò ôïõ p1 , áíÜìåóá óôïõò áêåñáßïõò ðïõ áíÞêïõí óôï äéÜóôçìá ],2[ n .¼ôáí åíôïðßóïõìå ôïí ,p1  äéåîÜãïõìå ôçí ßäéá äéáäéêáóßá áíáæçôþíôáò Ýíáí ðñþôï äéáéñÝôç

2p  ôïõ áêåñáßïõ 1pn . Óõíå÷ßæïíôáò ìå ôïí ßäéï ôñüðï ðñïóäéïñßæïõìå ðñþôïõò äéáéñÝôåò,þóðïõ íá öôÜóïõìå óôï óôÜäéï ãéá ôï  ïðïßï éó÷ýåé ç 121 21 =kakaa p...ppn .Ç ìÝèïäïò áõôÞ åßíáé ãíùóôÞ ùò ôï Êüóêéíï ôïõ ÅñáôïóèÝíç.ÂÝâáéá, üðùò ãßíåôáé åýêïëá êáôáíïçôü, áí ï n åßíáé êáôáóêåõáóìÝíïò áðü ìåãÜëïõò ðñþôïõòáñéèìïýò, ôüôå ç ìÝèïäïò áõôÞ äåí åßíáé êáèüëïõ áðïôåëåóìáôéêÞ. Óõíåðùò, ç áóöÜëåéá åíüòêñõðôïóõóôÞìáôïò üðùò ôo RSA ðïõ âáóßæåôáé óôçí äõóêïëßá ðáñáãïíôïðïßçóçò åíüò èåôéêïýáêåñáßïõ qpn ⋅= , üðïõ qp,  äýï ìåãÜëïé ðñþôïé áñéèìïß, äåí åðçñåÜæåôáé êáèüëïõ áðü ôïíáëãüñéèìï áõôüí.
ÉóôïñéêÞ ÐáñáôÞñçóç

Ï ÅñáôïóèÝíçò ï Êõñçíáßïò (Þ ÅñáôïóèÝíçò ï ÐÝíôáèëïò), ãåííÞèçêå ôï 276 ð.×., óôçíÊõñÞíç (óçìåñéíÞ Ëéâýç) êáé ðÝèáíå ôï 194 ð.×. óôçí ÁëåîÜíäñåéá.¹ôáí ̧ ëëçíáò ìáèçìáôéêüò, áóôñïíüìïò, áèëçôÞò, ðïéçôÞò êáé ãåùãñÜöïò. Óðïýäáóå óôçíÁëåîÜíäñåéá êáé ôï 236 ð.×, ï Ðôïëåìáßïò Ã´ ï ÅõåñãÝôçò, ôïõ ðáñá÷þñçóå ôçí èÝóç ôïõÁñ÷çâéâëéïèçêÜñéïõ ôçò âéâëéïèÞêçò ôçò ÁëåîÜíäñåéáò. ¸ôóé, Ýãéíå ï ôñßôïò âéâëéïèçêÜñéïò,äéáäå÷üìåíïò ôïí Æçíüäïôï.ÓõíÝâáëå êáèïñéóôéêÜ ìå óçìáíôéêÝò áíáêáëýøåéò, üðùò ôï êüóêéíï ãéá ôçíðáñáãïíôïðïßçóç áêåñáßùí óå ðñþôïõò ðáñÜãïíôåò, ôïí õðïëïãéóìü ôçò ðåñéöÝñåéáò ôçò Ãçòìå áîéïèáýìáóôç áêñßâåéá (ðåñßðïõ ôï 240 ð.×.), ôçí áíáêÜëõøç óõóôÞìáôïò ðáñÜëëçëùí êáéìåóçìâñéíþí, ôçí áíáêÜëõøç ôïõ óöáéñéêïý áóôñïëÜâïõ (ðåñßðïõ ôï 255 ð.×.) êáé ôçíäçìéïõñãßá åíüò ÷Üñôç ôïõ êüóìïõ âáóéæüìåíïò óôçí õðÜñ÷ïõóá ãåùãñáöéêÞ ãíþóç ôçò åðï÷Þò.Öçìïëïãåßôáé, ðùò åß÷å åðßóçò õðïëïãßóåé ôçí áðüóôáóç ìåôáîý Ãçò êáé ¹ëéïõ.
ÐáñáôÞñçóçÓôçí ðåñßðôùóç ðïõ ãíùñßæïõìå ôçí ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò ôïõ Euler )(nφ , ãéá êÜðïéïí áêÝñáéïqpn ⋅= , üðïõ p,q åßíáé ðñþôïé áñéèìïß, ôüôå ìðïñïýìå ðïëý åýêïëá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôïõòðñþôïõò ðáñÜãïíôåò p,q ôïõ n, üðùò èá äåßîïõìå ðáñáêÜôù. Óå ìéá ôÝôïéá ðåñßðôùóç, ç áóöÜëåéáåíüò êñõðôïóõóôÞìáôïò üðùò ôï RSA èá êáôÝñåå. ¼ìùò, ï ðñïóäéïñéóìüò ôçò ôéìÞò ôçò )(nφ  ãéáêÜðïéïí ôõ÷áßï èåôéêü áêÝñáéï n åßíáé åîßóïõ äýóêïëïò ìå ôçí ðáñáãïíôïðïßçóç ôïõ n.¸óôù ðùò ãíùñßæïõìå ôçí ôéìÞ ôçò )(nφ . Ôüôå, Ý÷ïõìåqpn ⋅=   êáé )1()1()( −−= qpnφÈÝôïõìå üðïõ  q ôï n/p. Ôüôå, ëáìâÜíïõìå
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1)( +−−= pnpnnφ

npnpnp −−+=⇔ 2)1()(φ

( ) 01)(2 =+−−+⇔ npnnp φÅðïìÝíùò, ëýíïíôáò ôçí ðáñáðÜíù äåõôåñïâÜèìéá åîßóùóç ùò ðñïò p õðïëïãßæïõìå ôïí ðñþôïðáñÜãïíôá ôïõ n. Ï õðïëïãéóìüò êáé ôïõ q åßíáé ðëÝïí ðïëý åýêïëïò.Ìßá áêüìç óôïé÷åéþäçò ìÝèïäïò ãéá ôçí ðáñáãïíôïðïßçóç åíüò èåôéêïý áêÝñáéïõ n åßíáé ç ìÝèïäïòôïõ Fermat (Fermat factorization method).Ç êåíôñéêÞ éäÝá ôçò ìåèüäïõ åßíáé íá åêöñÜóïõìå ôïí áêÝñáéï n ùò äéáöïñÜ äýï ôåôñáãþíùíáêÝñáéùí áñéèìþí.Ôüôå )()(22 bababan +−=−=Ïðüôå, Ý÷ïõìå ìéá áñ÷éêÞ ðáñáãïíôïðïßçóç ôïõ n. Óõíå÷ßæïíôáò ôçí ßäéá äéáäéêáóßá ãéá ôïõòáêÝñáéïõò ðáñÜãïíôåò ðïõ ðñïêýðôïõí, ôåëéêÜ ï n èá áíáëõèåß óå ðñþôïõò ðáñÜãïíôåò.Ç äéáäéêáóßá ðñïêåéìÝíïõ íá âñïýìå äýï áêåñáßïõò ba, ãéá ôïõò ïðïßïõò  22 ban −=  åßíáé çåîÞò:Õðïëïãßæïõìå ôéò ôéìÝò ôùí áêåñáßùí ...nnn ,3,2,1 222 +++   Ýùò üôïõ ôï áðïôÝëåóìá ðïõ èáðñïêýøåé íá áðïôåëåß ôÝëåéï ôåôñÜãùíï áêåñáßïõ. (Áí ï n áðïôåëåß ôï ãéíüìåíï äýï ðñþôùí áñéèìþíqp,  ôüôå áðáéôïýíôáé 2/qp −  âÞìáôá ðñïêåéìÝíïõ íá ôïõò åíôïðßóåé ï áëãüñéèìïò).
ÐáñÜäåéãìá
Åßíáé 22 65242510411424983 ==+¸ôóé 663641)11652()11652(424983 ⋅=+−=Ï áñéèìüò 641 åßíáé ðñþôïò êáé ï 663 åýêïëá ðáñáãïíôïðïéåßôáé.171332213663 ⋅⋅=⋅=Óõíåðþò, ëáìâÜíïõìå 64117133424983 ⋅⋅⋅= àÈá  ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá, óôçí ðáñïõóßáóç åíüò ðéï áðïäïôéêïý áëãïñßèìïõðáñáãïíôïðïßçóçò.
Áëãüñéèìïò p � 1 ôïõ Pollardï Áëãüñéèìïò áõôüò ðñïôÜèçêå ôï 1974 áðü ôïí John Pollard êáé åßíáé áðïäïôéêüò ãéá ôçíðáñáãïíôïðïßçóç áêåñáßùí ðïõ ïé ðáñÜãïíôÝò ôïõò Ý÷ïõí óõãêåêñéììÝíåò éäéüôçôåò (óôçí äéåèíÞâéâëéïãñáößá, ôÝôïéïõ åßäïõò áëãüñéèìïé êáëïýíôáé special � purpose algorithms).
Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí êáôáãñáöÞ ôùí âçìÜôùí ôïõ áëãïñßèìïõ èá ðáñïõóéÜóïõìå ôçíêåíôñéêÞ éäÝá óôçí ïðïßá áõôüò âáóßæåôáé.¸óôù n ï óýíèåôïò áñéèìüò ðïõ åðéèõìïýìå íá ðáñáãïíôïðïéÞóïõìå êáé p Ýíáò ðñþôïò
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ðáñÜãïíôÜò ôïõ. Áò õðïèÝóïõìå ðùò Â åßíáé Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò, ãéá ôïí ïðïßï êÜèå äýíáìçmp ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé üôé 1−ppm , åßíáé ìéêñüôåñç Þ ôï ðïëý ßóç ìå ôï Â.ÈÝôïõìå, ôþñá,
 ∏

≤

=λ Bq
Blogqq ,üðïõ ôï ãéíüìåíï åêôåßíåôáé óôïõò ðñþôïõò áñéèìïýò Bq ≤ . Ôüôå, áðü ôï ìéêñü èåþñçìá ôïõFermat, åýêïëá ðñïêýðôåé üôé )(mod1 pa ≡λ  .Óõíåðþò, éó÷ýåé üôé 1),1( >≥− pnaλ . ÅðïìÝíùò, áí nna ≠− ),1( λ  ôüôå ï ìÝãéóôïò êïéíüòäéáéñÝôçò ôùí 1−λa ,  n  åßíáé Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò ðáñÜãïíôáò ôïõ n.Áêïëïõèåß ç áíáëõôéêÞ ðåñéãñáöÞ ôùí âçìÜôùí ôïõ áëãïñßèìïõ:

1. ÅðéëÝãïõìå Ýíáí èåôéêü áêÝñáéï Â (ó÷åôéêÜ ìéêñü ð.÷. Â = 20) êáé óôçí óõíÝ÷åéáõðïëïãßæïõìå ôï ë ôÝôïéï þóôå
 ∏

≤

=λ Bq
Blogqq ,

üðïõ ôï ãéíüìåíï åêôåßíåôáé óôïõò ðñþôïõò áñéèìïýò Bq ≤ .2. ÅðéëÝãïõìå ôõ÷áßá Ýíáí áêÝñáéï áñéèìü a ãéá ôïí ïðïßï éó÷ýåé üôé na <<1  êáéõðïëïãßæïõìå ôï (á, n).2.1 Aí ( ) 1, >na  ôüôå ï ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí ),( na åßíáé Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïòðáñÜãïíôáò ôïõ n.áëëéþò2.2 Õðïëïãßæïõìå ôï ( )na ,1−λ .2.3 Áí ( ) 1,1 >− naλ  êáé ( ) nna ≠− ,1λ  ôüôå ï ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí 1−λa , n åßíáéÝíáò ìç ôåôñéììÝíïò ðáñÜãïíôáò ôïõ n.áëëéþò2.4 ÅðéëÝãïõìå Ýíáí äéáöïñåôéêü áêÝñáéï áñéèìü a êáé åðéóôñÝöïõìå óôï âÞìá 2.1 ôïõáëãïñßèìïõ.
ÐáñÜäåéãìáÈá ðáñïõóéÜóïõìå ôþñá Ýíá ðáñÜäåéãìá åêôÝëåóçò ôïõ áëãïñßèìïõ áõôïý. Åðéèõìïýìå íáðáñáãïíôïðïéÞóïõìå ôïí áêÝñáéï 1241143=n .¼ðùò õðáãïñåýåé ôï ðñþôï âÞìá, åðéëÝãïõìå ìéá âÜóç ðáñáãüíôùí Â, ó÷åôéêÜ ìéêñÞ. ̧ óôù,ëïéðüí, Â =13. Óôçí óõíÝ÷åéá õðïëïãßæïõìå ôï ë ðïõ åäþ ðñïêýðôåé üôé åßíáé13117532 23 ⋅⋅⋅⋅⋅=λÅðéëÝãïõìå, ôþñá, ôõ÷áßá Ýíáí áêÝñáéï áñéèìü a, ìå na <<1 . ¸óôù  a = 2. Ôüôå, éó÷ýåé üôé 1)1241143,2( = . Óõíåðþò, óýìöùíá ìå üóá õðáãïñåýåé ï áëãüñéèìïò, èá ðñï÷ùñÞóïõìå óôïí õðïëïãéóìüôïõ 121 32760 −=−λa .
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¼ìùò, ðáñáôçñïýìå (ìå ÷ñÞóç ôïõ áëãïñßèìïõ ôïõ Åõêëåßäç ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ìÝãéóôïõêïéíïý äéáéñÝôç) ðùò 1547)124114312( 32760 >=− ,êáé 1241143547 ≠ .ÅðïìÝíùò, ï áñéèìüò 547 áðïôåëåß ìç ôåôñéììÝíï ðáñÜãïíôá ôïõ áñéèìïý 1241143 êáéìÜëéóôá åßíáé ðñþôïò ðáñÜãïíôáò.¸ôóé, ìåôÜ áðü ìéá äéáßñåóç ðñïêýðôåé 54722691241143 ⋅= ,üðïõ ï öõóéêüò áñéèìüò  2269 åßíáé êáé áõôüò ðñþôïò. ¢ñá, åäþ ïëïêëçñþèçêå ç äéáäéêáóßáðáñáãïíôïðïßçóçò ôïõ áñéèìïý n = 1241143.
To ðñüâëçìá ôïõ Äéáêñéôïý Ëïãáñßèìïõ
¸óôù ç ðåðåñáóìÝíç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá ( )⋅,G . Áí Ga ∈  êáé <á> åßíáé ç êõêëéêÞõðïïìÜäá ôÜîçò n ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï á, ôüôå ãéá êÜèå >∈< aβ  õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò áêÝñáéïòx , ìå 10 −≤≤ nx , ôÝôïéïò þóôå  xa=β .Ôï ðñüâëçìá ôçò åýñåóçò ôïõ x , ãéá äïóìÝíïõò áêåñáßïõò β,a  (ðïõ áíÞêïõí óôï Ùn ÞãåíéêÜ óôçí ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá G óôçí ïðïßá áíáöåñüìáóôå) åßíáé ãíùóôü ùò ôïðñüâëçìá ôïõ äéáêñéôïý ëïãáñßèìïõ êáé ï áêÝñáéïò áñéèìüò x  ïíïìÜæåôáé ï äéáêñéôüòëïãÜñéèìïò ôïõ β  ùò ðñïò ôçí âÜóç á .Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí èÝóïõìå á = 2, x  = 17 êáé p = 13, ôüôå åðåéäÞ61310082131072217 +⋅== ,ðñïêýðôåé üôé )13(mod26 17≡ .ÅðïìÝíùò, ï äéáêñéôüò ëïãÜñéèìïò ôïõ 6 ìå âÜóç ôï 2 åßíáé ï 17.Óôï ðáñáðÜíù ðáñÜäåéãìá, áí óôá äåäïìÝíá åß÷áìå 6,2,13 === βap , ç åýñåóç ôïõ xäåí  èá áðïôåëïýóå äýóêïëï ðñüâëçìá åðåéäÞ ôõ÷áßíåé ç ôéìÞ ðïõ éêáíïðïéåß ôçí éóïäõíáìßá)(mod pxαβ ≡  íá åßíáé ó÷åôéêÜ ìéêñÞ.  Ïðüôå, ìéá äéáäéêáóßá üðùò ç ìÝèïäïò áðáñßèìçóçò(square � and � multiply)* èá ìáò Ýäéíå áðÜíôçóç óôï ðñüâëçìá óå óýíôïìï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá.¼ìùò, áí ôï ðñüâëçìá Þôáí ï õðïëïãéóìüò ôïõ äéáêñéôïý ëïãáñßèìïõ ãéá,a 1907,2199 == β êáé 2633=p , ôüôå ç äéáäéêáóßá ãßíåôáé áñêåôÜ ðïëýðëïêç êáé ç ìÝèïäïòáðáñßèìçóçò äåí åßíáé áðïäïôéêÞ (éó÷ýåé üôé )2633(mod21991907 2269≡ ).ÓõíÞèùò, ç äéáäéêáóßá õðïëïãéóìïý ôïõ äéáêñéôïý ëïãáñßèìïõ åßíáé ðïëý äýóêïëç. Ãéá ôïíëüãï áõôü Ý÷ïõí ãßíåé ðïëëÝò ðñïóðÜèåéåò ãéá ôçí êáôáóêåõÞ áëãïñßèìùí õðïëïãéóìïý ôïõ.
(*) Ç ìÝèïäïò áðáñßèìçóçò (square � and � multiply) åßíáé ìÝèïäïò ýøùóçò óå äýíáìç. Õðïëïãßæåé ôçí ôéìÞ ôïõ aê áðü ôáa êáé ê, üðïõ
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¼ìùò, äåí Ý÷åé áíáêáëõöèåß áêüìá áëãüñéèìïò ðïõ äßíåé áðÜíôçóç óôï ðñüâëçìá óåðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.Ëüãù ôçò ìåãÜëçò äõóêïëßáò ðïõ Ýãêåéôáé, óôçí ðëåéïøçößá ôùí ðåñéðôþóåùí, óôçí åýñåóçôïõ áêåñáßïõ x  ðïõ  éêáíïðïéåß ôçí éóïäõíáìßá )(mod pa x β≡ , ôï ðñüâëçìá ôïõ äéáêñéôïýëïãáñßèìïõ åöáñìüæåôáé éäéáßôåñá óôïí êëÜäï ôçò Êñõðôïãñáößáò.Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôçí ðáñïõóßáóç äéÜöïñùí ìåèüäùí êáé áëãïñßèìùíðñïóäéïñéóìïý ôïõ äéáêñéôïý  ëïãáñßèìïõ.Óçìåßùóç: Ïé ÷áñáêôÞñåò xa ,, β  èá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ó� áõôÞí ôçí åíüôçôá áíôéðñïóù-ðåýïíôáò ôá óôïé÷åßá ðïõ åðáëçèåýïõí ôï ðñüâëçìá ôïõ äéáêñéôïý ëïãáñßèìïõxa alogx =β⇔β= .
ËÞììá¸óôù p ðñþôïò áñéèìüò. Ôüôå

áñéèìüòðåñéôôüòåßíáéxoáí ,� áñéèìüòÜñôéïòåßíáéxoáí ,/p


 +

≡β − 112)1(

Óçìåßùóç: Óýìöùíá ìå ôï ËÞììá, óôï Ù p∗  ôï ôåëåõôáßï bit ôïõ äéáêñéôïý ëïãáñßèìïõ åßíáéÜ÷ñçóôï. Åðßóçò, ãéá >=< gG , ng =><  êáé mn r ⋅= 2 , üðïõ m åßíáé ðåñéôôüò öõóéêüòáñéèìüò, éó÷ýåé üôé ôá r ôåëåõôáßá bits ôïõ äéáêñéôïý ëïãáñßèìïõ åßíáé Ü÷ñçóôá.
ÁðüäåéîçÉó÷ýåé üôé )(mod pa x β≡ , 10 −≤≤ px (1)
Áðü ôï ìéêñü èåþñçìá ôïõ Fermat ãíùñßæïõìå üôé

)(mod1)()(mod1 22 11 papa pp ≡⇔≡
−

− (2)¼ìùò, ãåíéêÜ, ïé ìïíáäéêÝò ëýóåéò ôçò éóïäõíáìßáò  )(mod12 py ≡ åßíáé ïé  )(mod1 py ±≡ .Áõôü éó÷ýåé äéüôé  12 −yp  äçëáäÞ  ( ) ( )11 +− yyp . Óõíåðþò, áðü ôï ðñþôï èåþñçìá ôïõ
Åõêëåßäç ðñïêýðôåé üôé   yp 1− Þ  yp 1+ .ÅðïìÝíùò, áðü ôçí ó÷Ýóç (2) ëáìâÜíïõìå

)(mod12 1 pa p
±≡

−

ÁëëÜ, )(mod11 pa p ≡−êáé ï åêèÝôçò 1−p  åßíáé ï ìéêñüôåñïò öõóéêüò áñéèìüò ðïõ Ý÷åé ôçí éäéüôçôá áõôÞ. ¢ñá
)(mod12 1 pa p

−≡
− .Áðü ôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç êáé áðü ôçí ó÷Ýóç (1) ëáìâÜíïõìå
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)(mod)1(212 1 pa xpxp
−≡≡

−⋅−

β .¢ñá
)()1(2 1 pmodxp

−≡β
− ,äçëáäÞ

)(mod12 1 pp
≡

−

β , áí  ï x  åßíáé ÜñôéïòÞ
)(mod12 1 pp

−≡
−

β , áí ï x  åßíáé ðåñéôôüò . à
ÁíôáëëáãÞ  êëåéäïý Diffie - Hellman
Ç ìÝèïäïò áíôáëëáãÞò êëåéäéïý Diffie � Hellman Þ ôï ðñùôüêïëëï Diffie � Hellman,áîéïðïéåßôáé ðñïêåéìÝíïõ íá åðéôåõ÷èåß ç áóöáëÞò áíôáëëáãÞ êëåéäéïý êÜðïéïõêñõðôïóõóôÞìáôïò ìÝóù åíüò ìç áóöáëïýò äéáýëïõ åðéêïéíùíßáò.ÕðïèÝôïõìå ðùò ç Kim êáé ï Russell èÝëïõí íá áíôáëëÜîïõí Ýíá êëåéäß. ÅðéëÝãïõí, ÝíáíìåãÜëï ðñþôï áñéèìü p êáé ìéá ðñùôáñ÷éêÞ ñßæá á, üðïõ 22 −≤≤ pa , ÷ùñßò íá åíäéáöÝñïíôáéáí êÜðïéïò ðáñáêïëïõèåß ôçí óõíïìéëßá ôïõò.Áêïëïýèùò, ç Kim åðéëÝãåé Ýíáí áêÝñáéï áñéèìü k  ìå 20 −≤≤ pk , ôïí ïðïßï èá êñáôÞóåéêñõöü êáé õðïëïãßæåé Ýíáí áêÝñáéï c, ôÝôïéïí þóôå)(mod pac k≡ , üðïõ 11 −≤≤ pc . (1)Ç  Kim áðïóôÝëëåé óôïí Russel ôçí ôéìÞ ôïõ áêåñáßïõ c ìÝóù êÜðïéïõ äéáýëïõ åðéêïéíùíßáò.Ï Russel, áêïëïõèåß ôçí áíôßóôïé÷ç äéáäéêáóßá åðéëÝãïíôáò Ýíáí áêÝñáéï r  ìå 20 −≤≤ pr ,ôïí ïðïßï êñáôÜ êñõöü êáé õðïëïãßæåé Ýíáí áêÝñáéï e ôÝôïéïí þóôå)(mod pae r≡ , üðïõ 11 −≤≤ pe  . (2)Ï Russel ìå ôçí óåéñÜ ôïõ áðïóôÝëëåé óôçí Kim ôçí ôéìÞ ôïõ áêåñáßïõ e.Óôçí óõíÝ÷åéá, ç  Kim êáé ï Russel ìå ôá óôïé÷åßá ðïõ Ý÷ïõí êáôáóêåõÜæïõí Ýíá êïéíüêëåéäß S.H äéáäéêáóßá êáôáóêåõÞò åßíáé ç áêüëïõèç:Ç Kim õðïëïãßæåé )(mod peS k≡êáé ï Russel õðïëïãßæåé )(mod pcS r≡ .Áðü ôïõò ðáñáðÜíù õðïëïãéóìïýò ðñïêýðôåé êïéíü êëåéäß S, äéüôé áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1), (2)Ý÷ïõìå )(mod pae krk ≡êáé )(mod pac krr ≡ .
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*D. Shanks. Class number, a theory of factorization and genera. 1969 Number Theory Institute, Proc. Sympos. Pure Math.,Vol. XX, State Univ. New York, NY, p.p. 415 - 440, 1969.

Ç áóöÜëåéá ôçò ìåèüäïõ áõôÞò âáóßæåôáé óôçí ìåãÜëç äõóêïëßá õðïëïãéóìïý ôïõ äéáêñéôïýëïãáñßèìïõ. Áõôü ãßíåôáé êáôáíïçôü, äéüôé ïé áêÝñáéïé áñéèìïß  p, á, c, e áðïóôÝëïíôáé ìÝóùåíüò ìç áóöáëïýò äéáýëïõ êáé åðïìÝíùò åßíáé ðéèáíüí íá ãßíïõí ãíùóôïß ó� Ýíá Üëëï Üôïìï,ôïí Bill, óôïí ïðïßï ç Kim êáé ï Russel äåí åðéèõìïýí íá ãíùóôïðïéÞóïõí ôï êëåéäß. Ï ìïíáäéêüòôñüðïò, þóôå ï Bill íá áíáêáëýøåé ôï êëåéäß ãíùñßæïíôáò ìüíï ôïõò  p, á, c, e  åßíáé íá õðïëïãßóåéôïí äéáêñéôü ëïãÜñéèìï ck alog=  êáé áêïëïýèùò ôï êëåéäß  )(mod peS k≡  Þ íá õðïëïãßóåé ôïäéáêñéôü ëïãÜñéèìï er alog=  êáé áêïëïýèùò ôï êëåéäß )(mod pcS r≡ .Ëüãù ôïõ ãåãïíüôïò üôé ïé áëãüñéèìïé  ðïõ ãíùñßæïõìå, ùò óÞìåñá, äåí åßíáé áñêåôÜáðïäïôéêïß þóôå íá õðïëïãßæïõí ó÷åôéêÜ óýíôïìá ôïí äéáêñéôü ëïãÜñéèìï, üôáí ãßíåé êáôÜëëçëçåðéëïãÞ ôçò ðïëëáðëáóéáóôéêÞò ïìÜäáò  G, êáé ôïõ ãåííÞôïñá á ôçò êõêëéêÞò õðïïìÜäáò <á>,ç ìÝèïäïò Diffie � Hellman èåùñåßôáé áóöáëÞò. ÓÞìáñá ïé áñéèìïß ìå ðåñéóóüôåñá áðü 120øçößá èåùñïýíáé áóöáëåßò ãéá ôï DLP.
ÉóôïñéêÞ ÐáñáôÞñçóçÇ ìÝèïäïò Diffie � Hellman äçìïóéåýôçêå ãéá ðñþôç öïñÜ ôï 1976 áðü ôïõò WhitfieldDiffie êáé Martin Hellman. ¼ìùò, åß÷å áíáêáëõöèåß ëßãá ÷ñüíéá íùñßôåñá áðü ôïí Malcolm J.Williamson ôçò ÂñåôôáíéêÞò õðçñåóßáò ðëçñïöïñéþí óçìÜôùí êáé åß÷å ðáñáìåßíåé áðüññçôï,ìÝ÷ñé ôï Ýôïò 1997.Èåùñåßôáé ðùò åßíáé ç ðñþôç ìÝèïäïò ãéá ôçí ðñáãìáôïðïßçóç ìéáò áóöáëïýò áíôáëëáãÞòåíüò êñõöïý êëåéäéïý ìÝóù åíüò ìç áóöáëïýò äéáýëïõ åðéêïéíùíßáò. ÐñÝðåé íá ôïíéóôåß ðùòóôçí ìÝèïäï áõôÞí ï áóöáëÞò äßáõëïò ðåñéôôåýåé, ðñÜãìá ðïõ äåí éó÷ýåé óôá óõììåôñéêÜêñõðôïóõóôÞìáôá.Ïé Diffie êáé Hellman âáóßóôçêáí óôï Ýñãï ôïõ Ralph Merkle êáé ãéá ôïí ëüãï áõôüí ïHellman, ôï 2002, ðñüôåéíå íá ìåôïíïìáóôåß ç ìÝèïäïò áðü Diffie � Hellman óå Diffie � HellmanMerkle.
Óçìåßùóç: Áðü ôïõò áëãïñßèìïõò ðïõ èá ðáñïõóéÜóïõìå ðáñáêÜôù, ïé áëãüñéèìïé ôïõShanks, ôïõ  Pohlig � Hellman êáé ïé ìÝèïäïé ôïõ Pollard äåí áðáéôïýí  ç ïìÜäá íá åßíáéõðïïìÜäá ôçò ðïëëáðëáóéáóôéêÞò ïìÜäáò êÜðïéïõ ðåðåñáóìÝíïõ óþìáôïò. Äïõëåýïõí óôçíïðïéáäÞðïôå êõêëéêÞ ïìÜäá êáé êáôÜ óõíÝðåéá, ïé ðñïóèåôéêïß óõìâïëéóìïß ðïõ ÷ñçóé-ìïðïéïýíôáé óôéò åëëåéðôéêÝò êáìðýëåò äåí äçìéïõñãïýí ðñüâëçìá.
Aëãüñéèìïò Baby step � Giant step (Þ Áëãüñéèìïò ôïõ Shanks).
 O Áëãüñéèìïò ðïõ èá ðáñïõóéÜóïõìå, ïöåßëåôáé óôïí D. Shanks* êáé óêïðü Ý÷åé ôïíõðïëïãéóìü ôïõ äéáêñéôïý ëïãáñßèìïõ βalog (mod p), ùò ðñïò Ýíáí ðñþôï áñéèìü p.Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí êáôáãñáöÞ ôùí âçìÜôùí ôïõ áëãïñßèìïõ, èá ðáñáèÝóïõìå ôçíëïãéêÞ äéåñãáóßá ðïõ ïäçãåß óôçí êáôáóêåõÞ ôïõ.Åðéèõìïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôïí áêÝñáéï x  ôÝôïéïí þóôå )(mod pa x β≡ . ¼ìùò, åßíáéãíùóôü ðùò ìðïñïýìå íá åêöñÜóïõìå ôïí x  ùò qln+ , üðïõ 10 −≤≤ nq ,  n/pl <≤0 , ãéá
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êÜðïéïí áêÝñáéï áñéèìü  1−= pn .¸ôóé, Ý÷ïõìå üôé )( pmoda qln β≡+Þ )( pmodaa qln β≡Þ )( pmodaa qln −β≡ (1)üðïõ ï n åßíáé óôáèåñüò, åíþ ïé ql, ìðïñïýí íá ëáìâÜíïõí äéÜöïñåò áêÝñáéåò ôéìÝò óôáäéáóôÞìáôá ]1,0[ −n  êáé )0[ n/p,  áíôßóôïé÷á.Óõíåðþò, ï óêïðüò ìáò åßíáé íá åíôïðßóïõìå åêåßíåò ôéò ôéìÝò ôùí l, q ðïõ éêáíïðïéïýí ôçíó÷Ýóç (1). Ç ðéèáíüôçôá åýñåóçò ôÝôïéïõ æåýãïõò åßíáé éêáíïðïéçôéêÞ.
ÅðïìÝíùò, ôá âÞìáôá ôïõ áëãïñßèìïõ åßíáé ôá åîÞò:1. ÈÝôïõìå  1−= pn2. Õðïëïãßæïõìå ôï )( pmodaln , ãéá êÜèå äéáöïñåôéêÞ ôéìÞ ôïõ l, ìå npl /0 <≤ .3. Ôáîéíïìïýìå üëá ôá æåýãç ))(( pmoda,l ln  ðïõ ðñïêýðôïõí, óå áýîïõóá óåéñÜ ùò ðñïòôçí ôåôáãìÝíç )( pmodaln  . ¸ôóé, äçìéïõñãåßôáé ìéá áýîïõóá áêïëïõèßá S1.4. Yðïëïãßæïõìå ôï )(mod pq−βα , ãéá êÜèå äéáöïñåôéêÞ ôéìÞ ôïõ q ìå 10 −≤≤ nq .5. ¼ìïéá, ôáîéíïìïýìå üëá ôá æåýãç ))(( pmoda,q q−β , óå áýîïõóá óåéñÜ ùò ðñïò ôçíôåôáãìÝíç )( pmoda q−β . ¸ôóé, äçìéïõñãåßôáé ìéá áýîïõóá áêïëïõèßá 2S .6. ÅëÝã÷ïõìå ôéò áýîïõóåò áêïëïõèßåò ðïõ Ý÷ïõí ðñïêýøåé áðü ôá âÞìáôá (3), (5) þóôå íáâñïýìå äýï æåýãç ),( ωl  êáé ),( ωq ôÝôïéá þóôå 1S∈ω  êáé 2S∈ω .7. Ôüôå, èá éó÷ýåé )(mod paa qnl −≡≡ βω êáé åðïìÝíùò ï äéáêñéôüò ëïãÜñéèìïò x  ðïõáíáæçôïýìå èá åßíáé ï áêÝñáéïò áñéèìüò qln+ , ãéá ôéò óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò ôùí ql,  ðïõåíôïðßóáìå óôï âÞìá (6).Ï áëãüñéèìïò ôïõ Shanks ìðïñåß íá äéáôõðùèåß êáé ó� Ýíá ãåíéêüôåñï ðëáßóéï, ÷ùñßò ïéõðïëïãéóìïß íá ãßíïíôáé pmod , üðïõ p  åßíáé ðñþôïò áñéèìüò.Èåùñïýìå ôçí ðñïóèåôéêÞ ïìÜäá G  ôÜîçò n êáé ôá óôïé÷åßá GQP ∈, . Èåùñïýìå åðßóçòðùò ôï óôïé÷åßï Ñ åßíáé ãåííÞôïñáò ôçò G.  Ôüôå, ôá âÞìáôá ìðïñïýí íá ãñáöïýí ùò åîÞò:
1. ÅðéëÝãïõìå êÜðïéïí öõóéêü áñéèìü nm ≥ .2. Õðïëïãßæïõìå ôï mPR = .3. Õðïëïãßæïõìå ôéò ôéìÝò qP  ãéá mq <≤0  êáé ôéò áðïèçêåýïõìå óå ìéá ëßóôá L .Áõôü ôï âÞìá áðïôåëåß ôï Baby step.4. Yðïëïãßæïõìå ôéò ôéìÝò  lRQ − , ãéá ml <≤0 , ìÝ÷ñé íá âñïýìå ìéá ôéìÞ ðïõ íá ôáõôßæåôáéìå êÜðïéï óôïé÷åßï ôçò ëßóôáò L. (Áõôü ôï âÞìá áðïôåëåß ôï Giant step).5. ¸÷ïíôáò îåðåñÜóåé ôï âÞìá (4) åðéôõ÷þò, õðïëïãßæïõìå ôïí äéáêñéôü ëïãÜñéèìï)(mod nqlmx += ãéá ôéò ôéìÝò ôùí ql,  ðïõ åíôïðßóáìå óôá âÞìáôá 3 êáé 4.
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ÐáñÜäåéãìá
Èá ðáñïõóéÜóïõìå ôþñá ìéá åöáñìïãÞ ôïõ áëãïñßèìïõ ôïõ Shanks  óôçí ðåñßðôùóç üðïõïé õðïëïãéóìïß ãßíïíôáé pmod , üðïõ p åßíáé ðñþôïò áñéèìüò.Åðéèõìïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôïí äéáêñéôü ëïãÜñéèìï x  ôïõ  525 ìå âÜóç 3, ùò ðñïò ôïíðñþôï áñéèìü 809=p . ¢ñá èÝëïõìå íá åðéëýóïõìå ôï DLP3x=525 (mod 809).
Áñ÷éêÜ, Ý÷ïõìå üôé   291809 =−=n . Óôçí óõíÝ÷åéá, õðïëïãßæïõìå üëá ôá æåýãç))809(3( mod,l l , ãéá 290 <≤ l .¸ôóé ëáìâÜíïõìå:(0,1) (1,99) (2,93) (3,308) (4,559)(5,329) (6,211) (7,664) (8,207) (9,268)(10,644) (11,654) (12,26) (13,147) (14,800)(15,727) (16,781) (17,464) (18,632) (19,275)(20,528) (21,496) (22,564) (23,15) (24,676)(25,586) (26,575) (27,295) (28,81)
Ôáîéíïìþíôáò ôá æåýãç ðïõ ðñïÝêõøáí, ùò ðñïò ôçí äåýôåñç óõíéóôþóá, ëáìâÜíïõìå ôçíáýîïõóá áêïëïõèßá 1S .¼ìïéá, ðñï÷ùñïýìå óôïí  õðïëïãéóìü ôùí æåõãþí ( ))809(3525 mod,q q−⋅ , ãéá 290 <≤ q .ÅðïìÝíùò, Ý÷ïõìå(0,525) (1,175) (2,328) (3,379) (4,396)(5,132) (6,44) (7,554) (8,724) (9,511)(10,440) (11,686) (12,768) (13,256) (14,355)(15,388) (16,399) (17,133) (18,314) (19,644)(20,754) (21,521) (22,713) (23,777) (24,259)(25,356) (26,658) (27,489) (28,163)
Ôáîéíïìþíôáò ôá æåýãç áõôÜ ùò ðñïò ôçí äåýôåñç óõíéóôþóá, ðñïêýðôåé ç áýîïõóá áêïëïõèßá

2S .Ôþñá, üðùò õðáãïñåýåé ôï ÂÞìá 6 ôïõ áëãïñßèìïõ, áíáæçôïýìå äýï æåýãç),( ωl  êáé  ),( ωq , ôÝôïéá þóôå 1S∈ω  êáé  2S∈ω .¼ìùò, ðáñáôçñïýìå üôé
1)64410( S, ∈  êáé 2)64419( S, ∈  .Óõíåðþò, ìðïñïýìå ôþñá íá õðïëïãßóïõìå )808()191029(5253 modlogx +⋅== )808(mod309=  .ÐáñáôÞñçóç¼ôáí âñïýìå ôï ðñþôï ôáßñéáóìá äåí ÷ñåéÜæåôáé íá óõíå÷éóôåß ç êáôáóêåõÞ ôçòáêïëïõèßáò 2S .
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Ï Áëãüñéèìïò ôùí Pohlig - Hellman
Ï Áëãüñéèìïò áõôüò Ý÷åé óêïðü ôïí õðïëïãéóìü ôïõ äéáêñéôïý ëïãáñßèìïõ βax log= ,  ùòðñïò Ýíáí ðñþôï áñéèìü p.Ç áðïäïôéêüôçôÜ ôïõ åßíáé éêáíïðïéçôéêÞ ìüíï üôáí ïé ðñþôïé ðáñÜãïíôåò ôïõ áêÝñáéïõáñéèìïý 1−p  åßíáé ó÷åôéêÜ ìéêñïß.ÕðïèÝôïõìå, ëïéðüí, ðùò Ý÷ïõìå åðéëÝîåé Ýíáí êáôÜëëçëï ðñþôï áñéèìü p.¸óôù

krkrr qqqp ...1 21 21=−ç áíáðáñÜóôáóç ôïõ 1−p  óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ.Ëüãù ôïõ ãåãïíüôïò üôé ( ) 1=ji rjri q,q , ãéá ji ≠  êáé kji ,...,2,1, =  ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìåôïí äéáêñéôü ëïãÜñéèìï βαlog  ùò ðñïò iriq  ãéá êÜèå ki ,...2,1=  êáé óôçí óõíÝ÷åéá íáóõíèÝóïõìå ôçí ëýóç )1mod( −p  áîéïðïéþíôáò ôï ÊéíÝæéêï Èåþñçìá Õðïëïßðùí.Ï áëãüñéèìïò Pohlig � Hellman áöïñÜ ôçí åýñåóç ôïõ x  ùò ðñïò ôçí ìÝãéóôç äýíáìç r åíüòôõ÷áßïõ ðñþôïõ ðáñÜãïíôá q, ôïõ áêåñáßïõ 1−p , üðïõ )(mod rx qβα ≡ .Ç äéáäéêáóßá åßíáé ç áêüëïõèç:Áñ÷éêÜ, áíáðáñéóôïýìå ôïí x  ùò ðñïò ôçí âÜóç  q.¸ôóé, Ý÷ïõìå 112210 ... −
−++++= rr qxqxqxxx , ìå 10 −≤≤ qxi , (1)1,...,1,0 −= ri .

Ï óêïðüò ìáò, ðñïöáíþò, åßíáé íá õðïëïãßóïõìå ôïõò óõíôåëåóôÝò 110 −rx,...,x,x .Áðü ôçí ó÷Ýóç (1) ëáìâÜíïõìå
21210 ... −

−++++= rr qxqxxqxqx
( )21210 )1()1()1( −

−+++−+−=−⇔ rr qx...qxxpqpxqpx
mpqpx )1()1(0 −+−= ,

ãéá êÜðïéïí  Í∈m .ÅðïìÝíùò, áðü ôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç êáé áðü ôçí éóïäõíáìßá)(mod pa x β≡ðñïêýðôåé
)(mod11 pa qpxqp −−

≡β
( ) )(mod)1(/10 paa mpqpx −−≡
( ) )(mod/10 pa qpx −≡  , (2)
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áöïý áðü ôï ìéêñü èåþñçìá ôïõ Fermat ãíùñßæïõìå üôé )(mod11 pa p ≡− . Óå áõôü ôï óçìåßï,ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå ðùò üëåò ïé ðñÜîåéò åêèåôþí ðïõ èá êÜíïõìå áðü åäþ êáé óôï åîÞòèá ãßíïíôáé )1(mod −p , äéüôé êÜèå üñïò ôçò ìïñöÞò  )1( −pka áíáéñåßôáé ëüãù ôïõ óõìðåñÜóìáôïòôïõ ìéêñïý èåùñÞìáôïò ôïõ Fermat.Áðü ôçí ó÷Ýóç (2) ðñïêýðôåé üôé, ãéá íá âñïýìå ôïí óõíôåëåóôÞ 0x áñêåß íá õðïëïãßóïõìåôéò äõíÜìåéò ),()1( pmoda q/pn −   ãéá 1,...,1,0 −= qnìÝ÷ñé íá âñïýìå ôïí êáôÜëëçëï n ãéá ôïí ïðïßï )(mod/)1(/)1( pa qpqpn −− ≡ β .Ç ôéìÞ áõôÞ ôïõ n áðïôåëåß êáé ôïí åðéèõìçôü óõíôåëåóôÞ 0x .ÐñïêåéìÝíïõ íá õðïëïãßóïõìå ôïí óõíôåëåóôÞ 1x ãñÜöïõìå:)(mod pax≡β )(mod)...( 21210 paa rr qxqxxqx −
−+++≡ÄçëáäÞ )(mod)...(1 2121 pac rr qxqxxq −

−+++≡ , üðïõ 01 xac −= βÕøþíïõìå êáé ôá äýï ìÝëç ôçò ðáñáðÜíù éóïäõíáìßáò óôçí äýíáìç 2/)1( qp − .Ôüôå
)...()1(/)1(1

21212 −
−+++⋅−

− ≡
rr qxqxxqpqp ac

)...)(1(/)1( 3121 −
−++−− ⋅≡

rr qxxpqpx aa )(mod/)1(1 pa qpx −≡ .Ïðüôå, üðùò åñãáóôÞêáìå êáé ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ 0x , èá õðïëïãßóïõìå ôéò äõíÜìåéò)()1( qmoda q/pn − , ãéá 1,...,1,0 −= qnìÝ÷ñé íá âñïýìå ôï êáôÜëëçëï n ãéá ôï ïðïßï éó÷ýåé )(mod/)1(1/)1( pca qpqpn −− ≡  .Ç ôéìÞ ôïõ n ðïõ èá åíôïðßóïõìå áðïôåëåß ôïí åðéèõìçôü óõíôåëåóôÞ x1.ÈÝôïõìå, ôþñá, qxacc 112 −=  êáé åñãáæüìáóôå üìïéá, õøþíïíôáò óôçí äýíáìç 3/)1( qp − .¸ôóé, âñßóêïõìå ôïí óõíôåëåóôÞ 3x .Ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôïí ôõ÷áßï óõíôåëåóôÞ kx  åêôåëïýìå ôçí ßäéá äéáäéêáóßá èÝôïíôáò
111 −

−−
−=

kk qxkk accêáé õøþíïíôáò óôçí äýíáìç ,/)1( 1+− kqp  üðïõ 10 −≤≤ rk .Ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá èá ãßíåé ðéï êáôáíïçôÞ ìå ìéá áñéèìçôéêÞ åöáñìïãÞ.
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ÅöáñìïãÞ
¸óôù ï ðñþôïò áñéèìüò 8101=p , ï ãåííÞôïñáò á = 6 êáé â = 7531 .Ç åýñåóç ôïõ äéáêñéôïý ëïãáñßèìïõ βax log=  áîéïðïéþíôáò ôïí áëãüñéèìï Pohlig �Hellman ãßíåôáé ùò åîÞò: 242 53281001 ⋅⋅==−p  .Áñ÷éêÜ, èá åöáñìüóïõìå ôçí ìÝèïäï þóôå íá õðïëïãßóïõìå ôïõò áêåñáßïõò b1 , b2 , b3 ãéáôïõò ïðïßïõò éó÷ýåé üôé )2(mod 21 xb ≡ )3(mod 42 xb ≡ )5(mod 23 xb ≡  .Åýñåóç ôïõ b1Aíáðáñéóôïýìå ôïí b1 ìå âÜóç ôï 2. ¢ñá, Ý÷ïõìå2101 ⋅+= xxb , ìå 0, 10 =xx  Þ 1.Éó÷ýåé üôé )()1(75317531 40502)1( pmod/p −≡≡− .¼ìùò )(mod)1(640502/)1( pa p −≡≡− .¢ñá, 10 =x .ÈÝôïõìå, ôþñá, )(mod8006675317531 11 0 pac x ≡⋅== −− .¼ìùò )(mod180068006 20252/)1( 2 pp ≡≡− .¸ôóé, åßíáé ðñïöáíÝò üôé 01 =x . ÅðïìÝíùò 11 =b .
Åýñåóç b2¼ìïéá, Ý÷ïõìå ,333 3322102 ⋅+⋅+⋅+= xxxxb  ìå 0,,, 3210 =xxxx  Þ 1 Þ 2 .¸ôóé, ëáìâÜíïõìå )(mod22177531 3/)1( pp ≡− .ÁëëÜ )(22173)1(2 pmoda /p ≡−  .¢ñá 20 =x .ÈÝôïõìå )(mod6735675317531 21 0 pac x ≡⋅== −− .¼ìùò )(mod16735 23/)1( pp ≡−  .ÅðïìÝíùò åßíáé 01 =x  .
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ÈÝôïõìå )(mod673567356735 132 pac x ≡=⋅= − .¼ìùò )(mod22176735 33/)1( pp ≡−ÁëëÜ )(mod22173/)1(2 pa p ≡− .¢ñá 22 =x .ÈÝôïõìå, ôþñá, )(mod699267356735 1833 22 paac x ≡== −− .¼ìùò )(mod58836992 43/)1( pp ≡− .ÁëëÜ )(58833)1( pmoda /p ≡− .¢ñá 13 =x .ÅðïìÝíùò 473132302 322 =⋅+⋅+⋅+=b .Åýñåóç b3Eäþ Ý÷ïõìå 5103 ⋅+= xxb , ìå 4,3,2,1,0, 10 =xx .Éó÷ýåé üôé )(mod52217531 5/)1( pp ≡−  .¼ìùò )(52215)1(4 pmoda /p ≡−  .¢ñá 40 =x .ÈÝôïõìå )(mod76137531 01 pac x ≡= − .¼ìùò )(mod3567613 25/)1( pp ≡− .ÁëëÜ )(mod3565/)1(2 pa p ≡− .¢ñá 21 =x .ÅðïìÝíùò 145243 =⋅+=b .¸÷ïíôáò õðïëïãßóåé ôïõò áêåñáßïõò 321 ,, bbb  ðñïêýðôåé)4(mod1≡x (1))81(mod47≡x (2))25(mod14≡x (3)
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Áðü ôï ÊéíÝæéêï Èåþñçìá Õðïëïßðùí, ãíùñßæïõìå üôé ôï ðáñáðÜíù óýóôçìá éóïäõíáìéþíÝ÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç modulo )25814( ⋅⋅ .H ëýóç áõôÞ x  ðñïóäéïñßæåôáé áðü ôïí ðáñáêÜôù ôýðï:
333222111 rrxrrxrrxx ′+′+′= , (4)üðïõ ix  åßíáé ëýóç ôçò éóïäõíáìßáò (i) ãéá i=1, 2, 3:

32425 2581410081 2581420254 25814 321 =⋅⋅==⋅⋅==⋅⋅= r,r,rêáé )4(mod111 ≡′rr )81(mod122 ≡′rr )25(mod133 ≡′rrÅýêïëá ðñïêýðôåé üôé 11 =x , 472 =x , 143 =x , 24641 321 =′=′=′ r,r,r .Óõíåðþò, áíôéêáèéóôþíôáò óôïí ôýðï (4) ëáìâÜíïõìå üôé)8100(6689 modx ≡Áõôüò åßíáé ï äéáêñéôüò ëïãÜñéèìïò 7531log6 (mod 8101).
Áëãüñéèìïò Index Calculus
O áëãüñéèìïò áõôüò Ý÷åé ùò óêïðü ôïí õðïëïãéóìü ôïõ äéáêñéôïý ëïãáñßèìïõ βax log= ,ùò ðñïò Ýíáí ðñþôï p , üôáí ï á áðïôåëåß ðñùôáñ÷éêÞ ñßæá pmod .Ðñéí ðáñïõóéÜóïõìå ôçí äéáäéêáóßá ôïõ áëãïñßèìïõ, èá ðáñáèÝóïõìå ìéá éäéüôçôá êåíôñéêÞòóçìáóßáò ãéá ôçí äéåîáãùãÞ ôïõ.¸óôù )(mod pa x β≡ .Áí óõìâïëßóïõìå βax log= , ôüôå åßíáé )( pmodâa alog ≡β¼ìùò, áí èÝóïõìå üðïõ â ôï ãéíüìåíï 21ββ , üðïõ â1 êáé â2 áêÝñáéïé ãéá ôïõò ïðïßïõò éó÷ýåéüôé )(11 pmodâa âloga ≡êáé )(22 pmodâa âloga ≡ëáìâÜíïõìå üôé )(21( 21 pmodââa )ââloga ≡ )(21 pmodaa âlogâlog aa≡ )(21 pmoda âlogâlog aa +≡  .ÅðïìÝíùò )1(2121 −+≡ pmodâlogâlog)ââ(log aaa . (1)
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ÄçëáäÞ, ï äéáêñéôüò ëïãÜñéèìïò ãéíïìÝíïõ äéáóðÜôáé óå Üèñïéóìá äéáêñéôþíëïãáñßèìùí, üðùò áêñéâþò óõìâáßíåé êáé ìå ôïõò êëáóóéêïýò ëïãáñßèìïõò ðïõ ãíùñßæïõìåáðü ôçí ´Áëãåâñá.Áêïëïõèåß, ç äéáäéêáóßá ôïõ áëãïñßèìïõ Index Calculus.Áñ÷éêÜ, åðéëÝãïõìå Ýíáí ó÷åôéêÜ ìéêñü áêÝñáéï êáé óôçí óõíÝ÷åéá èåùñïýìå ôï óýíïëïôùí ðñþôùí áñéèìþí kppp ,...,, 21  ðïõ åßíáé ìéêñüôåñïß ôïõ. Ôï óýíïëï { }kp,...,p,pB 21=ïíïìÜæåôáé âÜóç ðáñáãüíôùí (factor base). Óôçí óõíÝ÷åéá, ãéá äéÜöïñåò ôéìÝò åíüòáêåñáßïõ m, õðïëïãßæïõìå ôï )(mod pam ðñïóðáèþíôáò íá åíôïðßóïõìå åêåßíåò ôéò ôéìÝò mãéá ôéò ïðïßåò, üëïé ïé ðñþôïé ðáñÜãïíôåò ôïõ )(mod pam áíÞêïõí óôçí âÜóç ðáñáãüíôùí Â.¸óôù 0m  ìéá ôÝôïéá åðéèõìçôÞ ôéìÞ. Ôüôå )(210 21 pmodp...ppa kekeem ≡ , ãéá { }0∪∈Íie  .Óõíåðþò, óýìöùíá ìå ôçí éäéüôçôá (1) ðñïêýðôåé )1(110 −++≡ pmodploge...plogem kaka . (2)
Ï óêïðüò ìáò åßíáé íá åíôïðßóïõìå áñêåôÝò ôÝôïéåò ôéìÝò ôïõ áêåñáßïõ m, þóôå íá ìðïñïýìåíá ó÷çìáôßóïõìå åðáñêåßò óôï ðëÞèïò ó÷Ýóåéò ôçò ìïñöÞò (2) ðñïêåéìÝíïõ íá õðïëïãßóïõìåôéò ôéìÝò ôùí ia plog , ãéá êÜèå ki ,...,2,1= , ìÝóù ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò.Áêïëïýèùò, åðé÷åéñïýìå íá åíôïðßóïõìå êÜðïéïí áêÝñáéï n, ãéá ôïí ïðïßï ïé ðñþôïéðáñÜãïíôåò ôïõ )(mod panβíá áíÞêïõí óôï óýíïëï Â.¸ôóé, üðùò êáé ðñéí, áí õðïëïãßóïõìå ìéá ôÝôïéá ôéìÞ ôïõ n, èá éó÷ýåé)(mod...21 21 ppppa kkn λλλβ ≡   ãéá { }0∪∈λ Íi  .ÄçëáäÞ )1(modlog...loglog 11 −++≡+ pppn kakaa λλβ )1(modlog...loglog 11 −+++−≡⇔ pppn kakaa λλβ . (3)
Óõíåðþò,  áðü ôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç, õðïëïãßæïõìå ôïí äéáêñéôü ëïãÜñéèìï ôïõ â (mod p).Ç áðïäïôéêüôçôá ôïõ áëãïñßèìïõ áõôïý, åîáñôÜôáé Üìåóá áðü ôçí åðéëïãÞ ôçò âÜóçòðáñáãüíôùí Â. Áí ôï óýíïëï áõôü ðåñéëáìâÜíåé ðïëëïýò ðñþôïõò áñéèìïýò, ôüôå ç åýñåóçôùí êáôÜëëçëùí ó÷Ýóåùí ôçò ìïñöÞò (2), èá åßíáé åýêïëç áëëÜ ç äéáäéêáóßá åðßëõóçò ôïõóõóôÞìáôïò ðïõ ðñïêýðôåé èá åßíáé ðïëý äýóêïëç. Áíôéóôñüöùò, áí ôï óýíïëï Â ðåñéëáìâÜíåéðïëý ëßãïõò ðñþôïõò áñéèìïýò, ôüôå èá åßíáé äýóêïëï íá ó÷çìáôßóïõìå ôéò ó÷Ýóåéò ôçò ìïñöÞò(2).ÃåíéêÜ, ï ðñïâëåðüìåíïò ÷ñüíïò ðïõ áðáéôåß ï áëãüñéèìïò áõôüò þóôå íá õðïëïãßóåé ôïíäéáêñéôü ëïãÜñéèìï åßíáé )( 2 plnlnplneO .
Ï Index Calculus èåùñåßôáé õðï�åêèåôéêüò (subexponetial) êáé ìç�êáèïëéêüò (non�generic)áëãüñéèìïò (äåí åöáñìüæåôáé óå ïðïéáäÞðïôå ïìÜäá).
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ÅöáñìïãÞÅðéèõìïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôïí äéáêñéôü ëïãÜñéèìï 37log3 , ùò ðñïò ôïí ðñþôï áñéèìüp= 1217, áîéïðïéþíôáò ôïí áëãüñéèìï Index Calculus.EðéëÝãïõìå, áñ÷éêÜ, ôçí âÜóç ðáñáãüíôùí { }13,11,7,5,3,2=B  êáé åðé÷åéñïýìå íáåíôïðßóïõìå êáôÜëëçëïõò åêèÝôåò m.Ðáñáôçñïýìå üôé
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Åßìáóôå óßãïõñïé ðùò ôï ãñáììéêü óýóôçìá Ý÷åé ëýóç áöïý Ý÷ïõìå 6+1 åîéóþóåéò óôïóýóôçìá. Èá ìðïñïýóáìå ßóùò íá ôï ëýóïõìå êáé ìå ëéãüôåñåò åîéóþóåéò.Áðü ôéò ðáñáðÜíù åîéóþóåéò, ðáñáôçñïýìå ðùò èá ÷ñåéáóôïýìå óôïõò õðïëïãéóìïýò ìáòôçí ôéìÞ ôïõ )1(log3 − . ¼ìùò,
)(13 221 pmodp

≡




 − .¢ñá )(13 2 1 pmodp
±≡

− .ÁëëÜ, ï 1−p  åßíáé ï ìéêñüôåñïò åêèÝôçò ãéá ôïí ïðïßï éó÷ýåé üôé )(mod13 )1( pp ≡− .ÅðïìÝíùò )(13 2 1 pmodp
−≡

− .ÄçëáäÞ
)1216(mod6082 1)1(log3 ≡−≡− p

Óõíåðþò, áðü ôéò ó÷Ýóåéò (Á) ðñïêýðôåé )1216(mod3log1 3≡ 13log7log2log260824 333 +++≡ 5log325 3≡ 5log22log60830 33 ++≡ 11log5log60854 33 ++≡ 13log87 3≡ .Èá åêôåëÝóïõìå ôéò ðñÜîåéò )1216(mod  óôáäéáêÜ.Éó÷ýåé üôé 8713log,8195log,13log 333 ≡≡≡
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Áêïëïýèùò, âñßóêïõìå 2168192608302log3 ≡⋅−−≡ 10598196085411log3 ≡−−≡ 113872162608247log3 ≡−⋅−−≡¸÷ïíôáò õðïëïãßóåé ôïõò äéáêñéôïýò ëïãáñßèìïõò üëùí ôùí óôïé÷åßùí ôçò âÜóçò, áõôü ðïõáðïìÝíåé åßíáé íá åíôïðßóïõìå Ýíáí áêÝñáéï áñéèìü n  ãéá ôïí ïðïßï ïé ðñþôïé ðáñÜãïíôåò ôïõáñéèìïý )1217(mod373 ⋅n  áíÞêïõí óôï óýíïëï Â.Ðáñáôçñïýìå, üìùò, üôé )1217(mod1172373 316 ⋅⋅≡⋅ .ÅðïìÝíùò )1216(1172337316 33333 modlogloglogloglog ++≡+ ,äçëáäÞ )1216(3161172337 33333 modlogloglogloglog −++≡  .Áíôéêáèéóôþíôáò ôéò ôéìÝò ôùí ëïãáñßèìùí, ðïõ õðïëïãßóáìå óôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç,ðñïêýðôåé üôé )1216(mod58837log3 ≡  . àÌÝèïäïé ñ êáé ë ôïõ PollardÓå áõôÝò ôéò ìåèüäïõò, åñãáæüìáóôå áíÜëïãá ìå ôçí ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ áëãïñßèìïõ ôïõShanks. ÄçëáäÞ, èåùñïýìå ôçí ðåðåñáóìÝíç ðñïóèåôéêÞ ïìÜäá G ôÜîçò n êáé ôá óôïé÷åßáGQP ∈, .  Èåùñïýìå åðßóçò ðùò ôï óôïé÷åßï Ñ åßíáé ãåííÞôïñáò ôçò G êáé ðñïóðáèïýìå íáðñïóäéïñßóïõìå Ýíáí êáôÜëëçëï öõóéêü áñéèìü ù ãéá ôïí ïðïßï éó÷ýåé üôé Q = ùÑ.
¸íá áðü ôá âáóéêüôåñá ìåéïíåêôÞìáôá ôïõ áëãïñßèìïõ ôïõ Shanks åßíáé ðùò äåóìåýåé ìåãÜëïôìÞìá ìíÞìçò åíüò õðïëïãéóôÞ ðñïêåéìÝíïõ íá áðïèçêåýåé ôá áðáñáßôçôá óôïé÷åßá ãéá ôçíäéåîáãùãÞ ôïõ. ÁíôéèÝôùò ïé ìÝèïäïé ðïõ áíÝðôõîå ï J. Pollard óôçí åñãáóßá ôïõ:Monte Carlo methods for index computation (modp), Mathematics of Computation,  32(143)(1978), 918 � 924, îåðåñíÜ áõôü ôï ðñüâëçìá. ¼ìùò, ìå ôéò ìåèüäïõò áõôÝò äåí åßíáéìáèçìáôéêþò âÝâáéï ðùò èá äïèåß áðÜíôçóç óôï ðñüâëçìá ôïõ äéáêñéôïý ëïãáñßèìïõ óåóõãêåêñéìÝíï ÷ñüíï, ðáñüëï ðïõ ç ðéèáíüôçôá åðéôõ÷ßáò åßíáé ðïëý ìåãÜëç. Ùò ðñïò áõôü ôïèÝìá, ï áëãüñéèìïò ôïõ Shanks õðåñôåñåß êáèþò åßíáé íôåôåñìéíéóôéêüò êáé ãíùñßæïõìå ðùòâñßóêåé áðÜíôçóç óå ÷ñüíï )( nO .Áñ÷éêÜ, èá ðáñïõóéÜóïõìå ôçí ìÝèïäï ñ êáé óôçí óõíÝ÷åéá èá ðåñéãñÜøïõìå ìéá ãåíßêåõóÞôçò ðïõ áðïôåëåß ôçí ìÝèïäï ë.Èåùñïýìå ìéá óõíÜñôçóç GGf →: , ç ïðïßá ðáñïõóéÜæåé ó÷åôéêÜ ôõ÷áßá óõìðåñéöïñÜ(óôçí óõíÝ÷åéá èá ðáñáèÝóïõìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ôÝôïéáò óõíÜñôçóçò) êáé èÝôïõìå )(1 kk PfP =+ ,üðïõ 0P  Ýíá ôõ÷áßï áñ÷éêü óôïé÷åßï ôçò G.Ëüãù ôïõ ãåãïíüôïò üôé ç ïìÜäá G åßíáé ðåðåñáóìÝíç êáé êõêëéêÞ, åßíáé âÝâáéï ðùò ìðïñïýìåíá åíôïðßóïõìå äýï óôïé÷åßá 00 , mk PP  ãéá ôá ïðïßá íá éó÷ýåé 00 mk PP = . ¼ìùò, ôüôå ðñïêýðôåé
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üôé )()( 00 mk PfPf = .ÄçëáäÞ
11 00 ++ = mk PP  .Áêïëïõèþíôáò ôçí ßäéá äéáäéêáóßá ëáìâÜíïõìå üôé

TmTk PP ++ = 00 , ãéá êÜèå { }0∪∈ÍT .Ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç õðïäçëþíåé ðùò ç áêïëïõèßá ôùí óôïé÷åßùí kP åßíáé ðåñéïäéêÞ, ìå ðåñßïäïÝíáí äéáéñÝôç ôïõ áêåñáßïõ 00 mk − . Ç éäéüôçôá ôçò ðåñéïäéêüôçôáò åßíáé ôï ÷áñáêôçñéóôéêüðïõ îåðåñíÜ ôï ðñüâëçìá ôçò ìåãÜëçò äÝóìåõóçò ìíÞìçò.ÕðÜñ÷ïõí äéÜöïñïé ôñüðïé íá åêìåôáëëåõôïýìå ôçí éäéüôçôá áõôÞ, ðñïêåéìÝíïõ íáåíôïðßóïõìå Ýíá æåýãïò 00 mk P,P  ãéá ôï ïðïßï 00 mk PP = . Ôá æåýãç áõôÜ èá ôá ïíïìÜæïõìåôáéñéáóôÜ æåýãç (matches). ¸íáò áðü ôïõò ôñüðïõò áõôïýò ðåñéãñÜöåôáé ðáñáêÜôù.ÅðéëÝãïõìå êáé áðïèçêåýïõìå Ýíá áðü êÜèå ω2  óôïé÷åßá. ÓõëëÝãïõìå üëá ôá óôïé÷åßá ðïõåðéëÝîáìå êáé åðé÷åéñïýìå íá âñïýìå ôáéñéáóôÜ æåýãç ìåôáîý ôïõò.ÁðïìÝíåé, íá ó÷çìáôßóïõìå ìéá óõíÜñôçóç  f  ìå ó÷åôéêÜ ôõ÷áßá óõìðåñéöïñÜ. Ìéá ôÝôïéáóõíÜñôçóç ðåñéãñÜöåôáé ðáñáêÜôù.Äéáìåñßæïõìå ôçí ïìÜäá G óå îÝíá ìåôáîý ôïõò õðïóýíïëá rCCC ,...,, 21  ôÝôïéá þóôå íáÝ÷ïõí ðåñßðïõ ôï ßäéï ðëÞèïò óôïé÷åßùí (áêñéâþò ßäéï áí åßíáé åöéêôü) êáé Üñá íá éó÷ýåéUri iCG 1=

= . Áêïëïýèùò, åðéëÝãïõìå  r  ôï ðëÞèïò ôõ÷áßá æåýãç nmodt,s ii )( .
Èåùñïýìå ôçí óõíÜñôçóç

iRaaf +=)( , ãéá iCa ∈ ,üðïõ QtPsR iii +=  .Ç óõíÜñôçóç áõôÞ óõìðåñéöÝñåôáé åðáñêþò ôõ÷áßá.Åðßóçò, üðùò ïñßóáìå áñ÷éêÜ, éó÷ýåé üôé )(1 kk PfP =+  .Óõíåðþò, ðñïêåéìÝíïõ íá  áñ÷ßóåé ï õðïëïãéóìüò ôùí ôéìþí kP , áñêåß íá èåùñÞóïõìå Ýíááñ÷éêü óçìåßï 0P . ÅðéëÝãïõìå, ëïéðüí, äýï ôõ÷áßïõò áêåñáßïõò 00 t,s  êáé èÝôïõìåQtPsP 000 +=  .Ôüôå, ãéá ôï ôõ÷áßï óôïé÷åßï kP  éó÷ýåé QPvP kkk ξ+=êáé ôáõôï÷ñüíùò
ikkk RPPfP +==+ )(1 QtPsv ikik )()( +ξ++=  .¼ìùò QPvP kkk 111 +++ ξ+=  .
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¢ñá
ikk svv +=+1   êáé  ikk t+=+ ξξ 1Áêïëïõèþíôáò áõôÞ ôçí äéáäéêáóßá, èá åíôïðßóïõìå ôåëéêÜ Ýíá ôáéñéáóôü æåýãïò 00 , mk PP .ÅðïìÝíùò, èá éó÷ýåé üôé QPvQPv mmkk 0000 ξ+=ξ+  .Óõíåðþò

( ) ( )QPvv kmmk 0000 ξ−ξ=− .Ôüôå, ç éóïäõíáìßá
( ) ( ) )(0000 nmodvv mkkm −≡ωξ−ξ  ,üðïõ ),( 00 nd km ξξ −=ëáìâÜíåé d ëýóåéò ùò ðñïò ù.ÄïêéìÜæïíôáò üëåò ôéò äõíáôÝò ðåñéðôþóåéò âñßóêïõìå ôåëéêÜ Ýíáí öõóéêü áñéèìü ù,ôÝôïéï þóôå  PQ ω= .Ç ìÝèïäïò ë ôïõ Pollard åßíáé üìïéá ìå ôçí ìÝèïäï ñ, ìå ôçí äéáöïñÜ üôé ÷ñçóéìïðïéïýìåðåñéóóüôåñá áðü Ýíá ôõ÷áßá áñ÷éêÜ óçìåßá 0P .¸óôù  vP...,PP 02010 ,,  ôá óçìåßá áõôÜ. Ôüôå, èÝôïõìå)(1 mkmk PfP =+ , ãéá  m= 1, 2, ..., vêáé åöáñìüæïõìå ôçí ìÝèïäï ñ ãéá êÜèå ìéá áðü ôéò v áêïëïõèßåò.
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Ðßíáêáò Óõìâüëùí
Í : Ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí 1, 2, 3,4,...,í,...

0Í : Ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí êáé ôïõ ìçäåíüò.Ù : Ôï óýíïëï ôùí áêåñáßùí áñéèìþí.
++Ù : Ôï óýíïëï ôùí ìç áñíçôéêþí áêåñáßùí.
−−Ù : Ôï óýíïëï ôùí ìç èåôéêþí áêåñáßùí.Ð : Ôï óýíïëï ôùí ñçôþí áñéèìþí.
++Ð : Ôï óýíïëï ôùí ìç áñíçôéêþí ñçôþí áñéèìþí.
−−Ð : Ôï óýíïëï ôùí ìç èåôéêþí ñçôþí áñéèìþí. Ñ : Ôï óýíïëï ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí.
++Ñ : Ôï óýíïëï ôùí ìç áñíçôéêþí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí.
−−Ñ : Ôï óýíïëï ôùí ìç èåôéêþí ðñáãìáôéêþí  áñéèìþí.!v v... ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅== 321 , áí v  öõóéêüò áñéèìüò, 0! = 1.Aa ∈ : Ôï a  åßíáé óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ Á.Aa ∉ : Ôï a  äåí áíÞêåé óôï óýíïëï Á.BA ∪∪ : ¸íùóç ôùí óõíüëùí Á êáé Â.BA ∩∩ :  ÔïìÞ ôùí óõíüëùí Á êáé Â.BA −− : ÄéáöïñÜ ôïõ óõíüëïõ Â áðü ôï óýíïëï Á.

(( ))BCA :  ÓõìðëÞñùìá ôïõ óõíüëïõ Â ùò ðñïò ôïóýíïëï Á.BA×× : Ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï ôïõ óõíüëïõ Á ìå ôïóýíïëï Â.Ôï óýíïëï üëùí ôùí äéáôåôáãìÝíùí æåõãþí(á,â) ôÝôïéùí, þóôå Aá ∈∈  êáé Bâ ∈∈ .
2A : Ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï ôïõ óõíüëïõ Á  ìå ôï  Á(äçëáäÞ AAA2 ××== ).{ } : ¢ããéóôñá óõíüëïõ.

∅ : Ôï êåíü óýíïëï.
⊆ : Åßíáé õðïóýíïëï ôïõ ...
⊄⊄ : Äåí åßíáé õðïóýíïëï ôïõ ...
⊂⊂ : Åßíáé ãíÞóéï õðïóýíïëï ôïõ ...
⊄⊄ : Äåí åßíáé ãíÞóéï õðïóýíïëï ôïõ ...
⊇⊇ : Åßíáé õðåñóýíïëï ôïõ ...� : Äåí åßíáé õðåñóýíïëï ôïõ ...
⊃⊃ : Åßíáé ãíÞóéï õðåñóýíïëï ôïõ ...� : Äåí åßíáé ãíÞóéï õðåñóýíïëï ôïõ ...

(( ))βα , : ÄéáôåôáãìÝíï æåýãïò ìå ðñþôï óôïé÷åßï ôï αêáé äåýôåñï óôïé÷åßï ôï β .
⋅⋅ : Áðüëõôç ôéìÞ ðñáãìáôéêïý áñéèìïý.d : Áðüóôáóç, ìåôñéêÞ.
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⇒⇒ : Óýìâïëï óõíåðáãùãÞò.
⇔⇔ : Óýìâïëï éóïäõíáìßáò.
∀∀ : Ãéá  êÜèå.
∃∃ : ÕðÜñ÷åé Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí.BAf →→: : ÓõíÜñôçóç f  ìå ðåäßï (óýíïëï) ïñéóìïý ôï Á(Þ õðïóýíïëï ôïõ Á) êáé ðåäßï (óýíïëï) ôéìþíôï Â (Þ  õðïóýíïëï ôïõ Â).)(xf : ÓõíÜñôçóç ôçò ìåôáâëçôÞò x .gf ≡≡ : Ïé óõíáñôÞóåéò f  êáé g  ôçò ìåôáâëçôÞò xåßíáé åê ôáõôüôçôïò ßóåò, äçë. )()( xgxf ==ãéá êÜèå x  óôï êïéíü ðåäßï ïñéóìïý ôïõò.~ : Åßíáé éóïäýíáìï ôïõ ...> : Åßíáé êáôÜ ðñïóÝããéóç ßóï ìå ...

(( ))Af  Þ [[ ]]Af : Åéêüíá ôïõ óõíüëïõ Á ìÝóù ôçò óõíÜñôçóçò f .
(( ))Bf 1−−  Þ [[ ]]Bf 1−− : Åéêüíá ôïõ óõíüëïõ Â ìÝóù ôçò óõíÜñôçóçò 1−−f .

1−−f : Áíôßóôñïöç ôçò óõíÜñôçóçò f .
vv

αααα
κ

κ ++++++==∑∑
==

...211
vv

ααααα
κ

κ ⋅⋅⋅⋅⋅⋅==∏∏
==

...3211 à : ÔÝëïò ëýóçò  Þ áðüäåéîçò.
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