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Περίληψη

Αντικείµενο της παρούσας εργασίας είναι η ιεραρχική κατάτµηση 3-∆ πο-
λυγωνικών πλεγµάτων µε έµφαση στις µεθόδους µη-γραµµικής µείωσης της
διαστασιµότητας (ΜΓΜ∆). Κατόπιν µιας διεξοδικής παρουσίασης των µεθόδων
κατάτµησης 3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων της τρέχουσας τεχνολογικής στάθ-
µης (κεφάλαιο 1), παρουσιάζεται λεπτοµερώς η υλοποίηση ενός δηµοφιλούς
αλγορίθµου κατάτµησης ο οποίος είναι αναλλοίωτος στη στάση του µοντέλου
(κεφάλαιο 2). Στο πλαίσιο της υλοποίησης του αλγορίθµου µελετήθηκε η ε-
ϕαρµογή διαφόρων µετασχηµατισµών (µεθόδων ΜΓΜ∆) στην κατάτµηση 3-∆
πολυγωνικών πλεγµάτων. Κατά την παρουσίαση των διαφόρων ϐηµάτων του
αλγορίθµου, αναλύονται αδυναµίες του και προτείνονται διάφορες τροποποι-
ήσεις του. Τέλος, σε κάθε ϐήµα συγκρίνεται ο πρωτότυπος αλγόριθµος µε
τον τροποποιηµένο.

Λέξεις–Κλειδιά

κατάτµηση 3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων, ιεραρχική κατάτµηση, κατάτµη-
ση αναλλοίωτη στη στάση, µη-γραµµικές µέθοδοι µείωσης διαστασιµότητας,
πολυ-διάστατη κλιµάκωση, εξαγωγή χαρακτηριστικών σηµείων



Abstract

The present diploma thesis deals with hierarchical segmentation of 3-
D meshes with emphasis on non-linear dimensionality reduction (NLDR)
methods. After an exhaustive presentation of the state of the art 3-D mesh
segmentation methods (chapter 1), an analysis of the implementation of
a popular segmentation algorithm is presented, which is pose (bending)
invariant (chapter 2). During the implementation of the algorithm, the ap-
plication of several transforms (NLDR methods) to 3-D mesh segmentation
has been studied. While presenting the various steps of the algorithm, its
flaws are pinpointed and some modifications are proposed. Finally, at each
step, the original algorithm is compared to the modified one.

Keywords

3-D mesh segmentation, hierarchical segmentation, bending invariant seg-
mentation, pose invariant segmentation, non-linear dimensionality reduc-
tion methods, multi-dimensional scaling, feature point extraction



Πρόλογος

Λίγα Λόγια Για Την Κατάτµηση 3-∆ Πολυγωνικών
Πλεγµάτων

Ας ϕανταστούµε το πολυγωνικό πλέγµα (mesh) µιας τρισδιάστατης (3-∆)
επιφάνειας. Μπορεί να περιγραφεί σαν ένα σύνολο εδρών οι οποίες µοιρά-
Ϲονται ακµές, ή σαν ένα σύνολο κορυφών οι οποίες συνδέονται µε γειτονικές
κορυφές µέσω ακµών. Τέτοιου είδους πολυγωνικά πλέγµατα δεν έχουν σαφή
δοµή υψηλότερου επιπέδου : ορίζονται απλώς σαν µια συλλογή συνεκτικών
πολυγώνων. ΄Ενας τρόπος για να επιβάλλουµε µια υψηλότερου επιπέδου δο-
µή σ’ ένα τέτοιου είδους πολυγωνικό πλέγµα, είναι να το διαµερίσουµε σε
ένα σύνολο συνεκτικών τµηµάτων, τα οποία σχετίζονται µε άλλα τµήµατα.
Προφανώς, τα τµήµατα ϑα πρέπει να αντιπροσωπεύουν την υποκείµενη δοµή
του ίδιου του αντικειµένου - την σηµασιολογία των τµηµάτων και των υπο-
τµηµάτων του αντικειµένου. Ωστόσο, όταν δεν καθορίζεται άλλη δοµή πλην
της τοπικής συνεκτικότητας των πολυγώνων, οποιοσδήποτε αλγόριθµος απο-
πειράται να διαµερίσει τέτοιου είδους πολυγωνικά πλέγµατα, ϑα πρέπει να
‘‘συµπεράνει’’ κάποια δοµή από το τοπικό σχήµα (πχ γεωµετρία) του ίδιου
του πολυγωνικού πλέγµατος. Το πρόβληµα διαµέρισης ενός πολυγωνικού
πλέγµατος µιας 3-∆ επιφάνειας σε ουσιώδη, συνεκτικά τµήµατα, καλείται
: ‘‘πρόβληµα κατάτµησης πολυγωνικού πλέγµατος’’. Με τον όρο ‘‘ουσιώδη’’
εννοοείται πως το σχετικό µέγεθος και η οργάνωση των κατατµηθέντων πε-
ϱιοχών πρέπει να συσχετίζεται µε την εκάστοτε εφαρµογή. Το πρόβληµα της
κατάτµησης πολυγωνικών πλεγµάτων, µοιάζει πολύ µε την κατάτµηση εικό-
νων στην επεξεργασία εικόνας και στην όραση υπολογιστών. ΄Οπως και το
πρόβληµα της κατάτµησης εικόνων, το πρόβληµα της κατάτµησης πολυγωνι-
κών πλεγµάτων δεν είναι καλώς ορισµένο. Οι λύσεις συχνά καθορίζονται από
την εφαρµογή, και είναι ισχυρά εξαρτώµενες από τον εκάστοτε ορισµό του
όρου ‘‘ουσιώδης’’.
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Η κατάτµηση 3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων ϐρίσκει εφαρµογές σε αλγο-
ϱίθµους που αφορούν τα γραφικά υπολογιστών και την όραση υπολογιστών.
Μερικές από αυτές είναι :

• σχεδίαση µε την ϐοήθεια υπολογιστή (computer-aided design - CAD)

• κατασκευή µε την ϐοήθεια υπολογιστή (computer-aided manufactu-
ring - CAM)

• µηχανική µε την ϐοήθεια υπολογιστή (computer-aided engineering -
CAE)

• ψηφιακή ανακασκευή σχηµάτων (digital shape reconstruction) : δη-
µιουργία ψηφιακών µοντέλων από ϕυσικά αντικείµενα

• 3-∆ µοντελοποίηση (3-D modeling) : αναπαράσταση 3-∆ αντικειµένων
µε µαθηµατικά µοντέλα

• 3-∆ µεταµόρφωση (3-D metamorphosis - 3-D morphing - shape mor-
phing) : η σταδιακή αλλαγή από ένα 3-∆ αντικείµενο-πηγή σε ένα 3-∆
αντικείµενο-στόχο

• συµπίεση 3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων (mesh compression) : περιγρα-
ϕή της πληροφορίας του 3-∆ µοντέλου µε µικρότερο αριθµό στοιχείων

• απλοποίηση 3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων (mesh simplification) : προ-
σέγγιση µεγάλης ανάλυσης πολυγωνικών πλεγµάτων µε πλέγµατα µι-
κρότερης ανάλυσης

• ανάκτηση 3-∆ αντικειµένων (3-D shape retrieval) : σύγκριση οµοιότη-
τας 3-∆ αντικειµένων (3-D shape matching) από µια ϐάση δεδοµένων
µε σκοπό την ανάκτηση παρόµοιων 3-∆ αντικειµένων

• εντοπισµός σύγκρουσης (collision detection) : ο έλεγχος για την σύγ-
κρουση (τοµή) δύο στερεών

• απεικόνιση υφής (texture mapping) : η προσθήκη υφής σε ένα 3-∆
µοντέλο

• εξαγωγή σκελετού (skeleton extraction) : εξαγωγή ενός ιεραρχικού συ-
νόλου ‘‘οστών’’, καθένα από τα οποία σχετίζεται µε κάποιο µέρος του
3-∆ µοντέλου

• αναγνώριση αντικειµένων (object recognition) : η εύρεση ενός δοθέντος
αντικειµένου σε µια σκηνή
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• ανάλυση ανθρώπινης κίνησης (human motion analysis)

• συνθετικές ταινίες (animation)

• συστήµατα παρακολούθησης (surveillance systems)
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Κεφάλαιο 1

Σύνοψη Των Μεθοδολογιών
Κατάτµησης 3-∆ Πολυγωνικών
Πλεγµάτων 1

1.1 Εισαγωγή

Η κατάτµηση 3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων αποτελεί καθοριστικό ϐήµα
σε διαδικασίες κατά τις οποίες εκµεταλλευόµαστε την υψηλού επιπέδου ση-
µασιολογία των ακατέργαστων 3-∆ δεδοµένων. Αυτή η υψηλού επιπέδου
σηµασιολογία είναι χρήσιµη σε µια πληθώρα εφαρµογών, παραδείγµατα των
οποίων αναφέρθηκαν στον πρόλογο.
Συνήθως, ένα ϕυσικό, 3-∆ αντικείµενο δειγµατοληπτείται µε ένα σαρωτή la-
ser (laser scanner) και το αποτέλεσµα είναι ένα σύνολο από σηµεία τα οποία
αντιπροσωπεύουν την επιφάνεια του αντικειµένου. Το σύνολο αυτό τριγωνο-
ποιείται, αποκτώντας µε τον τρόπο αυτό µια τοπολογική δοµή της επιφάνειας,
η οποία καλείται 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα. ΄Ενα 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα (Σχή-
µα 1.1) περιέχει µη-οργανωµένες πληροφορίες (τρίγωνα, ακµές, σηµεία) οι
οποίες ϑα πρέπει να επεξεργαστούν περαιτέρω ώστε να είναι χρήσιµες σε ε-
ϕαρµογές.
Υπάρχουν τρεις ϐασικοί τύποι µοντέλων. Ο πρώτος τύπος περιλαµβάνει τα
µοντέλα τα οποία αποτελούνται από επιφάνειες γνωστής γεωµετρίας (πχ επί-
πεδα, σφαίρες, κύλινδροι, επιφάνειες εκ περιστροφής, κτλ). Ο δεύτερος τύπος
περιλαµβάνει τα µοντέλα τα οποία αποτελούνται από επιφάνειες ελεύθερης
µορφής. Ο τρίτος τύπος είναι ο συνδυασµός του πρώτου και του δεύτερου τύ-
που. Στο Σχήµα 1.1 δίνονται δύο παραδείγµατα 3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων
: το πρώτο παράδειγµα (εικόνα α) αντιπροσωπεύει ένα µοντέλο του πρώτου
τύπου ενώ το δεύτερο παράδειγµα (εικόνα ϐ) αντιπροσωπεύει ένα µοντέλο του

1 Αυτό το κεφάλαιο έχει ϐασιστεί σε µεγάλο ϐαθµό στο [1].
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δεύτερου τύπου.

Η κατάτµηση είναι µια διαδικασία που παρέχει την απαραίτητη οργάνωση της
πληροφορίας των σηµείων χωρίζοντάς τα σε συνεκτικές περιοχές ή τµήµατα τα
οποία µπορούν να προσεγγιστούν µε συνηθισµένες επιφάνειες (πχ επίπεδα,
κύλινδροι, κτλ) ή µε ογκοµετρικά πρωτογενή στοιχεία (πχ υπερελλειψοει-
δή - super-ellipsoids). Οι αλγόριθµοι για την κατάτµηση 3-∆ πολυγωνικών
πλεγµάτων µπορούν να χωριστούν σε δύο ϐασικές κατηγορίες :

(i) αλγόριθµοι που ϐασίζονται σε επιφάνειες (surface-based) : το 3-∆ πολυ-
γωνικό πλέγµα χωρίζεται σε περιοχές οι οποίες αντιπροσωπεύουν διακρι-
τές επιφάνειες του µοντέλου και µπορούν να προσεγγιστούν µε διάφορα
πρωτογενή στοιχεία όπως επίπεδα, κύλινδροι, σφαίρες, πολυώνυµα, κτλ

(ii) αλγόριθµοι που ϐασίζονται σε τµήµατα (part-based) : το 3-∆ πολυγω-
νικό πλέγµα χωρίζεται σε ογκοµετρικά τµήµατα τα οποία µπορούν να
προσεγγιστούν µε ογκοµετρικά πρωτογενή στοιχεία (πχ υπερελλειψοει-
δή)

Σχήµα 1.1: 3-∆ πολυγωνικά πλέγµατα µοντέλων. (α) ΄Ενα µοντέλο που αποτε-
λείται από επιφάνειες γνωστής γεωµετρίας ; (ϐ) ΄Ενα µοντέλο που αποτελείται
από επιφάνειες ελεύθερης µορφής.

Η ποιότητα της κατάτµησης αποτελεί καθοριστικής σηµασίας Ϲήτηµα το οποίο
είναι άµεσα συνδεδεµένο µε την αντίστοιχη εφαρµογή η οποία επιβάλλει συγ-
κεκριµένες απαιτήσεις.
Για τους αλγορίθµους που ϐασίζονται σε επιφάνειες συνήθως απαιτείται :

(i) τα σύνορα των κατατµηµένων περιοχών να είναι οµαλά

(ii) οι εξαγόµενες περιοχές να µπορούν να προσεγγιστούν µε οµαλές επιφά-
νειες
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(iii) τα σύνορα όπου συναντιούνται οι περιοχές, να επιτρέπουν στις προσεγ-
γίζουσες επιφάνειες να ικανοποιούν ορισµένους τύπους συνέχειας (όπως
C1 ή C2)

Για τους αλγορίθµους που ϐασίζονται σε τµήµατα, µια ποικιλία κριτηρίων
µπορούν να χρησιµοποιηθούν που να µας δίνουν την δυνατότητα να εξαγά-
γουµε τα ουσιώδη 2 τµήµατα του αντικειµένου. Το πιο συχνά χρησιµοποιού-
µενο κριτήριο είναι ο κανόνας των ελαχίστων (minima rule) ο οποίος εισήχθη
στο [26] και αναφέρει πως ένα αντικείµενο κατατµείται από την ανθρώπινη
αντίληψη στις κοίλες περιοχές. Το κριτήριο αυτό έχει υιοθετηθεί από πολ-
λούς ερευνητές [30],[31],[37],[38],[41],[49],[50],[69],[70] για την κατάτµηση
3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων. Η ποιότητα της κατάτµησης είναι επίσης άµε-
σα εξαρτώµενη από τον τύπο του υπό επεξεργασία µοντέλου. ∆ιαφορετικοί
αλγόριθµοι έχουν καλύτερα αποτελέσµατα για κάθε τύπο µοντέλου.

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται µια εξαντλητική σύνοψη των αλγορίθµων
κατάτµησης 3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων, µε δύο στόχους : από την µια να
κατηγοριοποιήσει και να σκιαγραφήσει τους αλγορίθµους αυτούς και από
την άλλη να εντοπίσει πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατά τους.
Το υπόλοιπο του κεφαλαίου αυτού δοµείται ως εξής :

• στην Ενότητα 1.2 εισάγεται ένας τυπικός ορισµός της διαδικασίας της
κατάτµησης καθώς επίσης και άλλοι ορισµοί που διευκολύνουν την
κατανόηση της περιγραφής της εκάστοτε µεθόδου

• στην Ενότητα 1.3 παρουσιάζεται µια ταξινόµηση των διάφορων αλγορίθ-
µων για κατάτµηση 3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων µαζί µε την αντίστοιχη
περιγραφή τους

• στην ενότητα 1.4 γίνεται εξαγωγή συµπερασµάτων

1.2 Ορισµοί

Σε αυτήν την ενότητα, εισάγουµε ένα σύνολο ορισµών οι οποίοι είναι κα-
τάλληλοι για την κατανόηση των µεθόδων που ϑα περιγραφούν.

΄Εστω S το σύνολο των κορυφών (3-∆ σηµείων), ακµών ή εδρών (συνήθως τρι-
γώνων, εν γένει πολυγώνων) του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος. Κατάτµηση

2 ΄Ενα ουσιώδες τµήµα (ή συνιστώσα) αναφέρεται σε ένα τµήµα που µπορεί να διαχωριστεί
εννοιολογικά από το εναποµένον αντικείµενο [31].
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ενός 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος Μ καλείται η διαµέριση του S σε k-ξένα
συνεκτικά σύνολα, ήτοι :

∪𝑘
𝑖=1 𝑆 𝑖 = 𝑆, 𝑆 𝑖 ⊂ 𝑆, 𝑆 𝑖 ∩ 𝑆 𝑗 = ∅, 𝑖, 𝑗 = 1 . . . 𝑘, 𝑖 ̸= 𝑗 (1.1)

Η κατάτµηση ενός 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος εξαρτάται από κριτήρια τα
οποία επιβάλλουν ποια στοιχεία του S ανήκουν στο ίδιο τµήµα. Τα κριτήρια
αυτά ϐασίζονται στον αντικειµενικό σκοπό της κατάτµησης, που µε την σειρά
του εξαρτάται από την εφαρµογή ή από το συγκείµενο. Ωστόσο, ϕαίνεται πως
υπάρχουν κοινές συνιστώσες στους εν γένει αντικειµενικούς σκοπούς πολλών
αλγορίθµων κατάτµησης [58, 59].

Μια ευρέως χρησιµοποιούµενη συνάρτηση που εισήχθη στο [25], αντιπροσω-
πεύει το µέγεθος της προεξοχής σε µια επιφάνεια M. Η συνάρτηση προεξοχής
(protrusion function) σε ένα σηµείο u της επιφάνειας M, είναι το άθροισµα
των αποστάσεών του από όλα τα άλλα σηµεία της επιφάνειας και ορίζεται ως :

𝑚(𝑢) =

∫︁
𝑝∈𝑀

𝑔(𝑢, 𝑝) d𝑀 (1.2)

όπου g(u,p) η γεωδαιτική απόσταση των σηµείων u,p της επιφάνειας M. Με-
γάλες τιµές της συνάρτησης m υποδηλώνουν πως το σηµείο u ανήκει σε µια
προεξοχή ενώ µικρές τιµές υποδηλώνουν πως το u είναι κοντά στο κέντρο της
επιφάνειας (Σχήµα 1.2).

Σχήµα 1.2: Χρωµατική αναπαράσταση της συνάρτησης προεξοχής : το µπλε
χρώµα υποδηλώνει µικρές τιµές της συνάρτησης m, το κόκκινο χρώµα υπο-
δηλώνει µεγάλες τιµές και το πράσινο ενδιάµεσες τιµές.

Ο δυϊκός γράφος (dual graph) ενός 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος, είναι ο
γράφος του οποίου οι κόµβοι είναι οι τριγωνικές έδρες (του 3-∆ πολυγωνι-
κού πλέγµατος), και στον οποίο δυο κόµβοι συνδέονται, αν τα τρίγωνα που
αντιπροσωπεύουν, µοιράζονται µια κοινή ακµή. Τα τρίγωνα, τα οποία αντι-
προσωπεύουν τους κόµβους του γράφου, ϑα αναφέροναι ως δυϊκά τρίγωνα
(Σχήµα 1.3). Για λόγους σαφήνειας, από εδώ και στο εξής, οι περιοχές στις
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οποίες κατατµείται το αντικείµενο ϑα αναφέρονται ως περιοχές κατάτµησης.
Τα σύνορα όπου συναντώνται οι περιοχές κατάτµησης ϑα αναφέρονται ως
σύνορα κατάτµησης.

Σχήµα 1.3: Ο δυϊκός γράφος ενός 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος απεικονισµέ-
νος µε κόκκινες γραµµές.

1.3 Κατηγοριοποίηση Των Μεθόδων Κατάτµη-
σης

Στην ϐιβλιογραφία, υπάρχουν διάφοροι αλγόριθµοι για κατάτµηση 3-∆
πολυγωνικών πλεγµάτων. Οι αλγόριθµοι αυτοί µπορούν να οµαδοποιηθούν
σε κατηγορίες σύµφωνα µε την ϐασική τους µεθοδολογία. Στην ταξινόµηση
που ακολουθεί, έχουν αναγνωριστεί οι ακόλουθες κατηγορίες αλγορίθµων:

(i) επέκτασης περιοχών (region growing)

(ii) µετασχηµατισµού υδατοφράκτη (watershed-based)

(iii) γράφων Reeb (Reeb graphs)

(iv) µοντέλων (model-based)

(v) σκελετών (skeleton-based)

(vi) συσταδοποιήσης (clustering)

(vii) ϕασµατικής ανάλυσης (spectral analysis)

(viii) εξαγωγής σαφών συνόρων (explicit boundary extraction)

(ix) κρίσιµων σηµείων (critical points-based)
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(x) περιγραφέων σχήµατος πολλαπλής κλίµακας (multiscale shape descri-
ptors)

(xi) Μαρκοβιανών τυχαίων πεδίων (Markov random fields)

(xii) απευθείας κατάτµησης (direct segmentation)

Στη συνέχεια δίνεται µια λεπτοµερής ανάλυση των προαναφερθέντων κατη-
γοριών.

1.3.1 Αλγόριθµοι Επέκτασης Περιοχών (Region Growing
Algorithms)

Σε αυτήν την τεχνική, οι περιοχές κατάτµησης προκύπτουν από την ε-
πέκταση διακεκριµένων στοιχείων - γόνων (σηµεία, τρίγωνα, περιοχές). Στην
επέκταση περιοχών, εφαρµόζεται ένα σύνολο κανόνων το οποίο είτε επιτρέπει,
είτε σταµατά την επέκταση. Στην ϐιβλιογραφία, το σύνολο των κανόνων αυτών
ονοµάζεται είτε κριτήρια τερµατισµού, είτε κριτήρια επέκτασης. Για παρά-
δειγµα, η ετικέτα της περιοχής κατάτµησης του σηµείου Α στο Σχήµα 1.4
αποδίδεται στους γείτονές του, επεκτείνοντας έτσι την περιοχή κατάτµησης
στην οποία ανήκει. Η διαδικασία αυτή κατόπιν επαναλαµβάνεται µέχρις ό-
του ικανοποιηθεί κάποιο κριτήριο τερµατισµού. Σε αυτήν την κατηγορία
συγκαταλέγονται αλγόριθµοι που ϐασίζονται τόσο σε επιφάνειες όσο και σε
τµήµατα.

Σχήµα 1.4: Το σηµείο Α ‘‘επεκτείνεται’’ προσθέτοντας τους γείτονές του στην
περιοχή κατάτµησης στην οποία ανήκει.
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1.3.1.1 Αλγόριθµοι Που Βασίζονται Σε Επιφάνειες

Στο [10] πραγµατοποιείται επέκταση περιοχών σε εικόνες εύρους (range
images) 3. Αρχικά τα σηµεία ετικετοποιούνται χρησιµοποιώντας την µέση
και την Γκαουσιανή (Gaussian) καµπυλότητα. Χρησιµοποιώντας αυτή την
ετικετοποίηση, κατασκευάζονται περιοχές - γόνοι στις οποίες ϑα εφαρµοστεί
η επέκταση περιοχών. Η επέκταση περιοχών πραγµατοποιείται µε την προ-
σαρµογή µεταβλητής τάξης, διµεταβλητών πολυωνύµων στην επεκτεινόµενη
περιοχή και µε τα γειτονικά σηµεία να προστίθενται ϐάσει της συµβατότητάς
τους µε το προσεγγίζον πολυώνυµο. Εδώ το κριτήριο τερµατισµού ικανοποιεί-
ται, όταν η περιοχή δεν µπορεί να επεκταθεί άλλο. Ο αλγόριθµος αργότερα
επεκτάθηκε σε 3-∆ πολυγωνικά πλέγµατα [64].

Στο [54] εφαρµόζεται επίσης επέκταση περιοχών σε δεδοµένα από εικόνες
εύρους τα οποία κατατµούνται σε Ν περιοχές, οι οποίες µπορούν να προσεγ-
γιστούν µε Ν πολυωνυµικές συναρτήσεις έτσι ώστε :

(i) η απόσταση ανάµεσα σε ένα σηµείο της περιοχής και του αντίστοιχου
πολυωνύµου να είναι µικρότερη από ένα κατώφλι

(ii) ο συνολικός αριθµός στοιχείων που περιέχονται σε κάθε περιοχή να µε-
γιστοποιείται

(iii) να µπορεί να εφαρµοστεί συνέχεια τύπου C1 ή C2 µεταξύ γειτονικών
πολυωνύµων

Η επέκταση περιοχών ξεκινά µε µια περιοχή - γόνο στην οποία προσαρµόζε-
ται ένα πολυώνυµο. Η περιοχή αυτή επεκτείνεται σύµφωνα µε ένα κριτήριο
απόστασης και προσανατολισµού και κατόπιν υπολογίζεται το προσεγγίζον
πολυώνυµο της επεκταθείσας περιοχής. Η διαδικασία συνεχίζεται µέχρι να
µην είναι δυνατή περαιτέρω επέκταση. Εδώ το κριτήριο τερµατισµού ικα-
νοποιείται όταν δεν είναι δυνατή η περαιτέρω επέκταση της περιοχής, εντός
κάποιας δεδοµένης πολυωνυµικής ανοχής προσαρµογής. ΄Ενα σηµαντικό
πλεονέκτηµα του αλγορίθµου αυτού, είναι πως η προσεγγίζουσα επιφάνεια
της κατατµηθείσας περιοχής καθώς και το ίδιο το τµήµα ϐρίσκονται ταυτό-
χρονα, προσαρµοζόµενα στους περιορισµούς που έχουν τεθεί από τους συγ-
γραφείς.

Στο [34] οι κορυφές (του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος) ταξινοµούνται, σύµφω-
3 Εικόνες 2-∆ που απεικονίζουν την απόσταση των σηµείων µιας σκηνής από ένα συγκε-

κριµένο σηµείο, συνήθως συσχετισµένο µε κάποιο είδος αισθητήρα. Τα pixel των εικόνων
αυτών έχουν τιµές που ανταποκρίνονται στην απόσταση, πχ ϕωτεινότερες τιµές υποδηλώνουν
µικρότερη απόσταση ή αντίστροφα (πηγή : www.wikipedia.org).



1.3 Κατηγοριοποίηση Των Μεθόδων Κατάτµησης 22

να µε τις απόλυτες τιµές των πρωτευουσών καµπυλοτήτων τους (principal cu-
rvatures), σε k-συστάδες χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο k-µέσων (k-means)
4, όπου το k είναι οριζόµενο από τον χρήστη. Επίσης εντοπίζονται οι απότο-
µες ακµές (ακµές των οποίων η διεδρική γωνία 5 των προσπίπτοντων τριγώνων
υπερβαίνει ένα κατώφλι) και οι απότοµες κορυφές (κορυφές που ανήκουν σε
µια απότοµη ακµή). Το κριτήριο επέκτασης στην περίπτωση αυτή, προσθέτει
στην περιοχή γειτονικά τρίγωνα τα οποία δεν µοιράζονται µια απότοµη ακµή
και όλες τους οι κορυφές, είτε είναι απότοµες είτε ανήκουν στην ίδια συστάδα.

1.3.1.2 Αλγόριθµοι Που Βασίζονται Σε Τµήµατα

Στο [70] τα σηµεία ετικετοποιούνται σύµφωνα µε την Γκαουσιανή καµ-
πυλότητά τους. Ακολουθώντας τον κανόνα των ελαχίστων και εφαρµόζοντας
κατωφλίωση, τα σηµεία µεγάλης αρνητικής Γκαουσιανής καµπυλότητας ε-
τικετοποιούνται ως συνοριακά σηµεία. Κατόπιν, επιλέγοντας τυχαία σηµεία
- γόνους εκ των µη-συνοριακών σηµείων εφαρµόζεται επέκταση περιοχών.
Εδώ, το κριτήριο επέκτασης δεν προσθέτει γειτονικά σηµεία που ανήκουν
σε σύνορα ή σηµεία που έχουν ήδη προστεθεί στην περιοχή. Αποτελέσµατα
αυτού του αλγορίθµου ϕαίνονται στο Σχήµα 1.5.

Σχήµα 1.5: Αποτελέσµατα του αλγορίθµου [70]. (α) 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα
από τάπα διανοµέα ; (ϐ) Η αντίστοιχη κατάτµηση.

΄Ενα πλεονέκτηµα αυτής της µεθόδου είναι η ευκολία της υλοποίησής της.
΄Ενα από τα µειονεκτήµατά της είναι πως το αποτέλεσµα εξαρτάται έντονα από
το οριζόµενο από τον χρήστη κατώφλι.

Στο [74] οι περιοχές κατάτµησης εξάγονται µε ένα πληµµύρισµα του δυϊκού
4 Αλγόριθµος για την συσταδοποίηση Ν αντικειµένων σε k διαµερίσµατα µε ϐάση κάποια

χαρακτηριστικά.
5 ∆οθέντων δύο προσκείµενων τριγώνων, η γωνία µεταξύ των καθέτων στην επιφάνειά τους

ονοµάζεται διεδρική γωνία.
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γράφου. Πιο συγκεκριµένα, η τεχνική ξεκινά από µια διάσχιση των κόµ-
ϐων του γράφου µε αναζήτηση κατά ϐάθος (Depth First Search - DFS) ή µε
αναζήτηση κατά πλάτος (Breadth First Search - BFS). Η διάσχιση αυτή συλ-
λέγει επαυξητικά έδρες (τρίγωνα) εφόσον σχηµατίζουν µια κυρτή περιοχή.
Εδώ, το κριτήριο τερµατισµού ικανοποιείται όταν παραβιάζεται η κυρτότη-
τα. Σε περίπτωση παραβίασης της κυρτότητας, µια νέα περιοχή κατάτµησης
δηµιουργείται από ένα κόµβο, που ο αλγόριθµος διάσχισης του γράφου δεν έ-
χει ακόµα επισκεφθεί, και η διάσχιση συνεχίζεται. Το κύριο πρόβληµα αυτής
της προσέγγισης, είναι η υπερκατάτµηση την οποία οι συγγραφείς αντιµετω-
πίζουν ευνοώντας την συγχώνευση των µικρότερων περιοχών κατάτµησης µε
γειτονικές, µεγαλύτερες περιοχές.

Στο [39] χρησιµοποιείται η µέθοδος της επέκτασης περιοχών και το µοντέ-
λο ‘‘ανάκτησε-και-επέλεξε’’ (recover-and-select) ώστε να ανακτηθούν υπερτε-
τραγωνικές επιφάνειες (superquadrics) από δεδοµένα (εικόνες) εύρους 6. Η
διαδικασία κατάτµησης αποτελείται από δύο στάδια τα οποία συνδυάζονται
επαναληπτικά :

(i) ανάκτηση µοντέλου : Περιοχές - γόνοι αποτελούµενες από σηµεία επι-
λέγονται από την εικόνα εύρους και προσαρµόζονται σε αυτές υπερτε-
τραγωνικές επιφάνειες. Οι περιοχές αυτές επεκτείνονται προσθέτοντας
γειτονικά σηµεία και µια νέα υπερτετραγωνική επιφάνεια προσαρµόζε-
ται σε κάθε επεκταθείσα περιοχή. Το κριτήριο για την επέκταση του
µοντέλου ϐασίζεται σε ένα µέτρο του µέσου σφάλµατος προσαρµογής το
οποίο χρησιµοποιεί την ακτινική Ευκλείδια µετρική απόστασης.

(ii) επιλογή µοντέλου : ΄Οπως υπονοεί το όνοµά του, επιλέγει εκείνα τα
µοντέλα που παράγουν την απλούστερη περιγραφή, ήτοι επιλέγει τον
ελάχιστο αριθµό υπερτετραγωνικών επιφανειών οι οποίες περιγράφουν
τα δεδοµένα, διατηρώντας ταυτόχρονα µικρές τις αποκλίσεις µεταξύ των
δεδοµένων σηµείων και των επιλεχθεισών υπερτετραγωνικών επιφανειών.

Η επανάληψη των σταδίων (i) και (ii) συνεχίζεται µέχρις ότου οι εναποµένου-
σες υπερτετραγωνικές επιφάνειες ανακτηθούν πλήρως. Πρέπει να σηµειωθεί
ότι οι περιοχές κατάτµησης που δηµιουργούνται κατά την διαδικασία της
επέκτασης περιοχών δεν είναι αµοιβαία αποκλειόµενες.

6 Εικόνες 2-∆ που απεικονίζουν την απόσταση των σηµείων µιας σκηνής από ένα συγκε-
κριµένο σηµείο, συνήθως συσχετισµένο µε κάποιο είδος αισθητήρα. Τα pixel των εικόνων
αυτών έχουν τιµές που ανταποκρίνονται στην απόσταση, πχ ϕωτεινότερες τιµές υποδηλώνουν
µικρότερη απόσταση ή αντίστροφα (πηγή : www.wikipedia.org).
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1.3.2 Αλγόριθµοι Μετασχηµατισµού Υδατοφράκτη (Water-
shed Transform Algorithms)

Σε αυτή την κατηγορία, η κατάτµηση επιτυγχάνεται σε αναλογία µε τον
τρόπο που το νερό γεµίζει µια γεωγραφική επιφάνεια (Σχήµα 1.6). Καθώς
το νερό πληµµυρίζει τις κοιλάδες, ϑα υπάρξουν σηµεία όπου οι περιοχές
πληµµυρισµού ϑα συναντηθούν. Τα σηµεία αυτά ορίζουν τις γραµµές υδα-
τοφράκτη, οι οποίες διαιρούν την επιφάνεια σε διακεκριµένες περιοχές. Οι
πληµµυρισµένες κοιλάδες ονοµάζονται κοιλάδες συλλογής υδάτων και αντι-
προσωπεύουν περιοχές κατάτµησης.

Αρχικά, ο µετασχηµατισµός υδατοφράκτη χρησιµοποιήθηκε για κατάτµηση
2-∆/3-∆ εικόνων [52, 65]. Στο [44] εισάγεται για πρώτη ϕορά η επέκταση σε
3-∆ πολυγωνικά πλέγµατα. ΄Οταν χρησιµοποιείται µε σκοπό την κατάτµηση,
ο αλγόριθµος µετασχηµατισµού υδατοφράκτη δεν εφαρµόζεται στο πρωτότυ-
πο 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα, αλλά σε µια µετασχηµατισµένη του εκδοχή, η
οποία ϐασίζεται σε µια συνάρτηση υδατοφράκτη 𝑓 : ℜ3 → ℜ. Η συνάρτηση
υδατοφράκτη 𝑓 καθοδηγεί τις γραµµές υδατοφράκτη να αναγνωρίσουν τις
κορυφογραµµές του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος. Υπάρχει ένα προς ένα αν-
τιστοιχία ανάµεσα στα ελάχιστα της f και των κοιλάδων συλλογής υδάτων.

Από αλγοριθµικής άποψης, η εξαγωγή των κοιλάδων συλλογής υδάτων µπο-
ϱεί να επιτευχθεί µε δύο τρόπους :

(i) διάσχιση του πιο απόκρηµνου µονοπατιού (steepest path following) :
΄Ενα σηµείο στην επιφάνεια ακολουθεί το πιο απόκρηµνό του µονοπά-
τι και ολισθαίνει σε ένα τοπικό ελάχιστο της f . Το σηµείο αυτό και το
ακολουθούµενο µονοπάτι ανήκουν στην περιοχή κατάτµησης που αντι-
στοιχεί στο ελάχιστο της κοιλάδας συλλογής υδάτων.

(ii) πληµµύρισµα (flooding) : Ο αλγόριθµος πληµµυρίζει το τοπογραφικό
του ανάγλυφο ξεκινώντας από το τοπικό του ελάχιστο.

΄Ενα από τα κύρια µειονεκτήµατα της κατάτµησης µε µετασχηµατισµό υδα-
τοφράκτη είναι πως τις περισσότερες ϕορές οδηγεί σε υπερκατάτµηση. Μια
λύση για να αντιµετωπιστεί αυτό το πρόβληµα είναι η συγχώνευση περιοχών
µε ϐάση διάφορα κριτήρια.
΄Οπως και µε την προηγούµενη κατηγορία, αναφέρονται αλγόριθµοι που ϐα-
σίζονται τόσο σε επιφάνειες όσο και σε τµήµατα.
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Σχήµα 1.6: Μετασχηµατισµός υδατοφράκτη. (α) Αρχικό πληµµύρισµα της
γεωγραφικής επιφάνειας ; (ϐ) Γραµµή υδατοφράκτη που αναφαίνεται σε ένα
συγκεκριµένο επίπεδο πληµµυρίσµατος.

1.3.2.1 Αλγόριθµοι Που Βασίζονται Σε Επιφάνειες

Η πλειοψηφία των αλγορίθµων χρησιµοποιούν την καµπυλότητα σαν συ-
νάρτηση υδατοφράκτη. Στο [63] χρησιµοποιούνται διάφοροι τύποι καµπυλό-
τητας όπως Γκαουσιανή, µέση (average), απόλυτη (absolute), κτλ. Στο [44]
χρησιµοποιείται η τετραγωνική ϱίζα της ‘‘απόκλισης από την επιπεδότητα’’
(𝐷 =

√︀
𝑘2
1 + 𝑘2

2 , όπου 𝑘1, 𝑘2, οι πρωτεύουσες καµπυλότητες). Το ϐασικό
µειονέκτηµα των παραπάνω προσεγγίσεων είναι πως τα σύνορα κατάτµησης
δεν είναι οµαλά καθώς επίσης και το γεγονός πως µπορούν να κατατµήσουν
µόνο περιοχές µε µεγάλη καµπυλότητα.

Στο [74] χρησιµοποιούνται οι ακµές των τριγώνων για την ολίσθηση προς το
ελάχιστο. Με την µέθοδο αυτή, επιτυγχάνεται καλύτερη κατάτµηση, σε περι-
πτώσεις όπου οι κορυφές του προς κατάτµηση 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος
δεν είναι αρκετά πυκνές για να ορίσουν τις κοιλάδες συλλογής υδάτων. Εδώ,
σαν συνάρτηση υδατοφράκτη χρησιµοποιείται η διεδρική γωνία των προσκεί-
µενων στις ακµές τριγώνων. Το κύριο µειονέκτηµα αυτής της µεθόδου, είναι
πως λόγω της µικρής τοπικής υποστήριξης της διεδρικής γωνίας, είναι επιρ-
ϱεπής στον ϑόρυβο, οδηγώντας έτσι σε υπερκατάτµηση.

1.3.2.2 Αλγόριθµοι Που Βασίζονται Σε Τµήµατα

Στα [49, 50] υλοποιείται ένα σχήµα που υποβαθµίζει το πρόβληµα της
υπερκατάτµησης. Στο σχήµα αυτό, οι κοιλάδες πληµµυρίζουν µέχρις ενός
σηµείου το οποίο καθορίζεται µε κατωφλίωση και την εφαρµογή 3-∆ µορ-
ϕολογικών τελεστών [53] στην ελάχιστη καµπυλότητα. Κατόπιν, οι κοιλάδες
συνεχίζουν να πληµµυρίζουν, ϐάσει ενός πληµµυρίζοντος αλγορίθµου υδα-
τοφράκτη που χρησιµοποιεί ως συνάρτηση υδατοφράκτη την κάθετη καµπυ-
λότητα (normal curvature). Η διαδικασία απεικονίζεται στο Σχήµα 1.7 : στην
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εικόνα (α) ϕαίνεται η κατωφλίωση και η εφαρµογή µορφολογικών τελεστών
στην ελάχιστη καµπυλότητα (τα σηµεία άνω του κατωφλίου σχεδιάζονται µε
µαύρο ενώ τα σηµεία κάτω του κατωφλίου σχεδιάζονται µε άσπρο), ενώ στην
εικόνα (ϐ) ϕαίνεται η κατάτµηση του ϕλιτζανιού. ΄Οπως µπορεί να παρατηρή-
σει κανείς, τα σύνορα κατάτµησης αυτής της µεθόδου ενδέχεται να µην είναι
οµαλά.

Σχήµα 1.7: ∆ιαδικασία κατάτµησης από το [50]. (α) ΄Ενα µοντέλο ϕλιτζα-
νιού κατόπιν κατωφλίωσης και εφαρµογής των µορφολογικών τελεστών στην
ελάχιστη καµπυλότητα ; (ϐ) Η κατάτµηση του ϕλιτζανιού απεικονίζεται µε τα
χρώµατα να υποδηλώνουν διαφορετικές περιοχές.

1.3.3 Αλγόριθµοι Γράφων Reeb (Reeb Graph Algorithms)

Σε αυτή την µέθοδο, χρησιµοποιείται για την κατάτµηση µια δοµή γρά-
ϕου που ονοµάζεται γράφος Reeb. ΄Εστω 𝑓 : 𝑀 ⊆ ℜ3 → ℜ, όπου M µια
τρισδιάστατη επιφάνεια. Ο γράφος Reeb της επιφάνειας M είναι ο χώρος
πηλίκο [2] της f στο 𝑀 × ℜ που προκύπτει χρησιµοποιώντας την ακόλουθη
σχέση ισοδυναµίας :

(𝑢1, 𝑓 (𝑢1)) ∼ (𝑢2, 𝑓 (𝑢2)) ⇔

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑓 (𝑢1) = 𝑓 (𝑢2)

&
𝑢1, 𝑢2 να κείνται στην ίδια
συνεκτική συνιστώσα της

𝑓−1 (𝑓 (𝑢1))

(1.3)

Αν για παράδειγµα, η f είναι µια συνάρτηση ύψους, η οποία επιστρέφει την
συντεταγµένη z ενός σηµείου σε µια επιφάνεια M, τότε οι κλάσεις ισοδυναµίας
του γράφου Reeb της επιφάνειας M, είναι οι καµπύλες που είναι κάθετες στην
διεύθυνση του ύψους z (Σχήµα 1.8).
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Σχήµα 1.8: ΄Ενα τοροειδές αντικείµενο συσχετισµένο µε την συνάρτηση ύ-
ψους 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧. Τα σηµεία 𝑢1, 𝑢2 του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος α-
νήκουν στην ίδια συνεκτική συνιστώσα, εποµένως τα (𝑢1, 𝑓 (𝑢1)), (𝑢2, 𝑓 (𝑢2))
είναι ισοδύναµα.

1.3.3.1 Αλγόριθµοι Που Βασίζονται Σε Τµήµατα

Στο [3] η συνάρτηση προεξοχής κβαντίζεται µε σκοπό την κατάτµηση. Για
παράδειγµα, η κβάντιση (σε 7 στάθµες - bins7) της συνάρτησης προεξοχής
(ενότητα 1.2) ενός ανθρώπινου µοντέλου ϕαίνεται στο Σχήµα 1.9 (εικόνα α).
Με ϐάση αυτή την κβάντιση µπορεί να κατασκευαστεί ένας διακριτός γράφος
Reeb. Ο αντικειµενικός σκοπός αυτού του αλγορίθµου κατάτµησης είναι να
εξαγάγει τις εννοιολογικά ουσιώδεις συνιστώσες. Το πρόβληµα της υπερκα-
τάτµησης αντιµετωπίζεται επιτυχώς απλοποιώντας τον γράφο Reeb. Παρότι
εξάγονται οι εννοιολογικά ουσιώδεις συνιστώσες, τα σύνορα µεταξύ των πε-
ϱιοχών δεν ϐρίσκονται σε κοίλες περιοχές όπως αναµένεται από τον κανόνα
των ελαχίστων. Ο αλγόριθµος µπορεί να ϑεωρηθεί πως ϐασίζεται σε τµήµατα,
λόγω της διαδικασίας απλοποίησης του γράφου Reeb η οποία τοποθετεί στην
ίδια οµάδα τµήµατα µε παρόµοια γεωµετρικά χαρακτηριστικά.

7 Το ιστόγραµµα µιας διακριτής µεταβλητής η οποία µπορεί να λάβει m διαφορετικές
τιµές καλείται ιστόγραµµα m-σταθµών (m-bin histogram) (πηγή : www.wikipedia.org).
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Σχήµα 1.9: ∆ιαδικασία κατάτµησης από το [3]. (α) Κβαντισµός σε 7 επί-
πεδα ; (ϐ) Ο διακριτός γράφος Reeb που αντιστοιχεί στην κβάντιση ; (γ) Οι
περιοχές κατάτµησης έπειτα από την απλοποίηση του γράφου Reeb ; (δ) Ο
απλοποιηµένος γράφος.
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1.3.4 Αλγόριθµοι Μοντέλων (Model-Based Algorithms)

Σε αυτή την µέθοδο, για τον σκοπό της κατάτµησης κατασκευάζεται ένα
µοντέλο της επιφάνειας του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος.

1.3.4.1 Αλγόριθµοι Που Βασίζονται Σε Τµήµατα

Στο [67] χρησιµοποιείται για την κατάτµηση, η κατανοµή του ηλεκτρι-
κού ϕορτίου κατά µήκος της επιφάνειας. Συγκεκριµένα, χρησιµοποιείται η
ιδιότητα πως η πυκνότητα του ηλεκτρικού ϕορτίου, είναι πολύ χαµηλή σε
περιοχές µε ϐαθιές επιφανειακές κοιλότητες και πολύ υψηλή σε περιοχές µε
µεγάλη επιφανειακή κυρτότητα. Σύµφωνα µε τον κανόνα των ελαχίστων, οι
περιοχές κατάτµησης ϑα κείνται σε περιοχές του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος
όπου απαντώνται τα ελάχιστα στην πυκνότητα του ϕορτίου. Ο αλγόριθµος εν-
τοπίζει στο αντικείµενο περιγράµµατα όπου υπάρχουν ελάχιστα στην τοπική
πυκνότητα ϕορτίου. Αυτά τα περιγράµµατα είναι τα σύνορα κατάτµησης.
΄Ενα από τα πλεονεκτήµατα αυτής της µεθόδου είναι πως χρησιµοποιεί ένα
καθολικό χαρακτηρισµό της επιφάνειας για να ϐρει κοιλότητες ενώ οι πε-
ϱισσότερες από τις υπόλοιπες µεθόδους χρησιµοποιούν τοπικούς χαρακτηρι-
σµούς όπως η καµπυλότητα. Το γεγονός αυτό καθιστά την µέθοδο λιγότερο
ευαίσθητη στο ϑόρυβο. Μειονεκτήµατα της µεθόδου είναι πως µπορεί να εν-
τοπίσει µόνο σύνορα κατάτµησης τα οποία περιβάλλονται από κοιλότητες και
πως µπορεί να είναι αποτελεσµατική, µόνο σε επιφάνειες που δεν περιέχουν
άλλες κοίλες περιοχές πλην αυτών που περιλαµβάνουν περιοχές κατάτµησης.
Η µέθοδος αυτή δύναται να χρησιµοποιηθεί για να εξάγει τµήµατα τα οποία
µπορούν να αναπαρασταθούν µε ογκοµετρικά πρωτογενή στοιχεία χρήσιµα
σε εφαρµογές όπως η αναγνώριση αντικειµένων.

1.3.5 Αλγόριθµοι Σκελετών (Skeleton-Based Algorithms)

Σε αυτή την µέθοδο, ο σκελετός του αντικειµένου καθοδηγεί τον αλγόριθ-
µο κατάτµησης.

1.3.5.1 Αλγόριθµοι Που Βασίζονται Σε Τµήµατα

Στο [43] ο σκελετός του αντικειµένου κατασκευάζεται πραγµατοποιώντας
απλοποίηση της επιφάνειας χρησιµοποιώντας την µέθοδο συναίρεσης ακµών
(edge contraction) [28]. Οι περιοχές κατάτµησης του αντικειµένου εξάγονται
χρησιµοποιώντας ένα επίπεδο το οποίο σαρώνει το 3-∆ πολυγωνικό πλέγ-
µα κατά µήκος των σκελετικών ακµών. Η τοµή του επιπέδου και του 3-∆
πολυγωνικού πλέγµατος αποτελείται από ένα ή περισσότερα πολυγωνικά πε-
ϱιγράµµατα. Οι περιοχές κατάτµησης εξάγονται εξετάζοντας τον τρόπο µε
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τον οποίο µεταβάλλονται τα περιγράµµατα αυτά καθώς κινείται το επίπεδο
σάρωσης. Για τον σκοπό αυτό, ορίζεται µια παραµετρική γεωµετρική και το-
πολογική συνάρτηση για αυτά τα περιγράµµατα. Τα περιγράµµατα τα οποία
περιέχουν κρίσιµα σηµεία αυτών των συναρτήσεων υποδηλώνουν σύνορα κα-
τάτµησης.
΄Ενα µειονέκτηµα αυτής της µεθόδου είναι πως λόγω της εφαρµογής ϕίλτρων
εξοµάλυνσης στις παραµετρικές συναρτήσεις, υπάρχουν περιπτώσεις όπου
δοµές µικρής κλίµακας εξαφανίζονται.

1.3.6 Αλγόριθµοι Συσταδοποίησης (Clustering Algorithms)

Σύµφωνα µε την µέθοδο αυτή, η κατάτµηση επιτυγχάνεται είτε µε µια
προσέγγιση επαναληπτικής συσταδοποίησης κατά την οποία εφαρµόζεται έ-
νας αλγόριθµος k-µέσων, είτε µε µια ιεραρχία στοιχείων συστάδας (τριγώνων,
σηµείων, κτλ) η οποία προσεγγίζεται µε ένα πρωτογενές (επίπεδο, σφαίρα,
κτλ). Παροµοίως µε τις προηγούµενες προσεγγίσεις, υπάρχουν αλγόριθµοι
που ϐασίζονται τόσο σε επιφάνειες όσο και σε τµήµατα.

1.3.6.1 Αλγόριθµοι Που Βασίζονται Σε Επιφάνειες

Στο [22] προτείνεται µια µεθοδολογία ιεραρχικής συσταδοποίησης, κα-
τάλληλη για εφαρµογές οι οποίες χρησιµοποιούν 3-∆ µοντέλα µε σχεδόν επί-
πεδες περιοχές κατάτµησης. Συγκεκριµένα, εφαρµόζεται συναίρεση ακµών
στον δυϊκό γράφο του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος. Το κόστος της συναίρε-
σης µιας ακµής ϐασίζεται σε µέτρα επιπεδότητας, πόλωσης προσανατολισµού
(orientation bias) και πόλωσης σχήµατος (shape bias). Η ακολουθία συναί-
ϱεσης ϱυθµίζεται από µια ουρά προτεραιότητας η οποία ταξινοµεί τις ακµές
του δυϊκού γράφου σύµφωνα µε το κόστος συναίρεσης. Αυτός ο αλγόριθµος
κατάτµησης µπορεί να χρησιµοποιηθεί για κατάτµηση µοντέλων, κατά την
οποία ϑα πρέπει να εξαχθούν επίπεδες επιφάνειες.

Στο [29] εφαρµόζεται ένας αλγόριθµος συσταδοποίησης παρόµοιος µε τον
[22] ο οποίος χρησιµοποιείται για να απλοποιήσει την δοµή του µοντέλου.
Το κόστος συναίρεσης ϐασίζεται στα ακόλουθα κριτήρια :

(i) µέγεθος του εµβαδού : το εµβαδόν µιας περιοχής ϑα πρέπει να είναι
αρκούντως µεγάλο σε σχέση µε το εµβαδό ενός στοιχείου του 3-∆ πολυ-
γωνικού πλέγµατος

(ii) οµαλότητα των συνόρων : το σύνορο µιας περιοχής ϑα πρέπει να είναι
όσο το δυνατόν πιο οµαλό
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(iii) επιπεδότητα των περιοχών : κάθε περιοχή ϑα πρέπει να είναι όσο το
δυνατόν πιο επίπεδη

Στο [5] χρησιµοποιείται η ίδια ιεραρχική συσταδοποίηση όπως µε το [22] για
να ταξινοµηθούν τα τρίγωνα του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος σε συστάδες οι
οποίες µπορούν να προσεγγιστούν µε ένα πρωτογενές επιπέδου, σφαίρας ή
κυλίνδρου. Το κόστος συναίρεσης µιας δυϊκής ακµής είναι το ελάχιστο των
σφαλµάτων που προκύπτουν µετά από την εφαρµογή των πρωτογενών επιπέ-
δου, σφαίρας και κυλίνδρου, στα τρίγωνα των συγχωνευµένων περιοχών. Το
πρωτογενές που αντιστοιχεί στο ελάχιστο σφάλµα προσαρµογής προσεγγίζει
την συστάδα. Ο αλγόριθµος παρέχει µια ιεραρχία περιοχών που προσεγγί-
Ϲουν επίπεδα, σφαίρες και κυλίνδρους, δίνοντας έτσι µια υψηλού επιπέδου
δοµή του µοντέλου, χρήσιµη για εφαρµογές σηµασιολογικής ερµηνείας. Το
µόνο µειονέκτηµα του αλγορίθµου είναι πως προσεγγίζει ένα µικρό µόνο εύ-
ϱος επιφανειών (επίπεδα, σφαίρες, κύλινδροι).

Το [23] ϐασίζει την τεχνική της ιεραρχικής συσταδοποίησης σε ολισθαίνουσες
κινήσεις (slippable motions). Αυτές είναι άκαµπτες κινήσεις (rigid motions)
οι οποίες όταν εφαρµόζονται στο σχήµα, ολισθαίνουν την µετασχηµατισµένη
του εκδοχή επί της στάσιµης χωρίς τον σχηµατισµό κενών. Αυτό συµβαίνει
όταν η στιγµιαία κίνηση σε κάθε σηµείο είναι εφαπτόµενη στο 3-∆ πολυγωνι-
κό πλέγµα. Μια κινηµατική επιφάνεια, είναι µια επιφάνεια η οποία διαθέτει
µια ολισθαίνουσα κίνηση. Μια ολισθαίνουσα συνιστώσα, είναι µια συλλογή
κορυφών του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος οι οποίες µπορούν να προσεγγι-
στούν µε µια κινηµατική επιφάνεια. Ο αλγόριθµος κατατµεί την εισαγόµενη
επιφάνεια σε ένα σύνολο ολισθαινουσών συνιστωσών εφαρµόζοντας µια τε-
χνική ιεραρχικής συσταδοποίησης παρόµοια µε αυτή του [22] στο σύνολο
των σηµείων του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος. Ο αλγόριθµος αυτός µπορεί
να χρησιµοποιηθεί σε εφαρµογές µοντέλων µε σκοπό την εξαγωγή επιπέδων,
σφαιρών, κυλίνδρων, επιφανειών γραµµικής εξώθησης (linear extrusion sur-
faces), επιφανειών εκ περιστροφής (surfaces of revolution) και ελικοειδών
επιφανειών.

1.3.6.2 Αλγόριθµοι Που Βασίζονται Σε Τµήµατα

Στο [61] χρησιµοποιείται ο αλγόριθµος k-µέσων για κατάτµηση. Το σχήµα
κατάτµησης συσταδοποιεί τρίγωνα και περιλαµβάνει τα ακόλουθα ϐήµατα :

(i) υπολογισµός των αποστάσεων µεταξύ κάθε Ϲεύγους τριγώνων

(ii) υπολογισµός των εκπροσώπων των συστάδων τριγώνων
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(iii) ανάθεση όλων των υπόλοιπων τριγώνων στον κοντινότερό τους εκπρόσω-
πο

(iv) αναπροσαρµογή των εκπροσώπων ελαχιστοποιώντας το άθροισµα των α-
ποστάσεων µεταξύ τριγώνων που ανήκουν στην ίδια συστάδα και στον
εκπρόσωπό της

Η συνάρτηση απόστασης µεταξύ κάθε Ϲεύγους προσκείµενων τριγώνων είναι
ένα σταθµισµένο άθροισµα της γεωδαιτικής απόστασης των ϐαρύκεντρων και
της (διεδρικής) γωνίας των τριγώνων.

Στο [31] χρησιµοποιείται ένας ιεραρχικός ασαφής (fuzzy) αλγόριθµος k-µέσων
για κατάτµηση αντικειµένων. ΄Οπως και στο [61], ο αλγόριθµος συσταδοποιεί
τρίγωνα µε µια συνάρτηση απόστασης η οποία είναι ένα σταθµισµένο άθροι-
σµα της γεωδαιτικής απόστασης των ϐαρύκεντρων και της γωνίας µεταξύ των
τριγώνων. Στην περίπτωση δυαδικής διαµέρισης, ο αλγόριθµος διαµερίζει το
3-∆ πολυγωνικό πλέγµα σε δύο περιοχές κατάτµησης και µια ασαφή περιο-
χή. Η ασαφής περιοχή περιέχει τρίγωνα τα οποία πρέπει να ανατεθούν σε
µια από τις δύο περιοχές κατάτµησης. Η απόφαση αυτή λαµβάνεται µε ϐάση
έναν αλγόριθµο min cut (αλγόριθµος ελάχιστης τοµής), ο οποίος διαχωρίζει
την ασαφή περιοχή σε δυο Ϲώνες χωριζόµενες από ϐαθιές κοιλότητες. ΄Ενα
παράδειγµα κατάτµησης ϕαίνεται στο Σχήµα 1.10.

Σχήµα 1.10: Κατάτµηση ενός µηχανικού τµήµατος από το [31].

Το πλεονέκτηµα αυτής της µεθόδου είναι ότι κατατµεί το 3-∆ πολυγωνικό
πλέγµα σε ουσιώδεις συνιστώσες και σε ϐαθιές κοιλότητες, κάτι που συµµορ-
ϕώνεται µε τον κανόνα των ελαχίστων (ενότητα 1.2). ΄Ενα µειονέκτηµα είναι
πως όταν το σύνορο κατάτµησης δεν περιβάλλεται από κοιλότητα, ο αλγόριθ-
µος min cut ενδέχεται να µην ϐρει το ϐέλτιστο σύνορο κατάτµησης.

Με ϐάση τα προηγούµενα µπορεί να παρατηρήσει κανείς πως οι µέθοδοι συ-
σταδοποίησης και επέκτασης περιοχών είναι µάλλον παρόµοιες στην ϕύση
τους. Στην προσέγγιση της επαναληπτικής συσταδοποίησης, η κύρια διαφο-
ϱά είναι πως οι εκπρόσωποι εκλεπτύνονται χρησιµοποιώντας µια συνάρτηση
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ελαχιστοποίησης ενώ στην µέθοδο επέκτασης περιοχών τα στοιχεία - γόνοι
επιλέγονται µόνο στην αρχή του αλγορίθµου και δεν αλλάζουν. Επίσης, το
κριτήριο που αναθέτει ένα στοιχείο του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος σε µια
περιοχή κατάτµησης, στην προσέγγιση της επαναληπτικής συσταδοποίησης
ϐασίζεται στην απόστασή του από τον εκπρόσωπο ενώ στην προσέγγιση της
επέκτασης περιοχών το κριτήριο είναι ανεξάρτητο από τα στοιχεία - γόνους.
Στην προσέγγιση της επαναληπτικής συσταδοποίησης, όλα τα στοιχεία µπο-
ϱούν να ϑεωρηθούν στοιχεία - γόνοι κατά το πρώτο επίπεδο της ιεραρχίας και
κατόπιν συγχωνεύονται στα ιεραρχικά επίπεδα µεγαλύτερης λεπτοµέρειας
σύµφωνα µε κάποιο κριτήριο, ενώ στην προσέγγιση της επέκτασης περιοχών,
κάποια λιγοστά στοιχεία ϑεωρούνται στοιχεία - γόνοι, τα οποία στη συνέχεια
επεκτείνονται προσθέτοντας στοιχεία που δεν είναι γόνοι σύµφωνα µε κάποιο
κριτήριο.

1.3.7 Αλγόριθµοι Φασµατικής Ανάλυσης (Spectral Analy-
sis Algorithms)

Η µέθοδος της ϕασµατικής ανάλυσης χρησιµοποιεί τις ιδιοτιµές καταλ-
λήλως ορισµένων πινάκων µε ϐάση την συνεκτικότητα του γράφου µε σκοπό
την κατάτµηση του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος.

1.3.7.1 Αλγόριθµοι Που Βασίζονται Σε Τµήµατα

Στο [41] χρησιµοποιείται ϕασµατική ανάλυση του δυϊκού γράφου του 3-∆
πολυγωνικού πλέγµατος. Ορίζεται ένας πίνακας συνάφειας W µε στοιχεία
0 ≤ 𝑤𝑖 𝑗 ≤ 1 που υποδηλώνουν την πιθανότητα οι έδρες (τρίγωνα) 𝑖,𝑗 να
συσταδοποιηθούν στην ίδια περιοχή κατάτµησης. Τα στοιχεία αυτά δηµιουρ-
γούνται χρησιµοποιώντας την συνάρτηση απόστασης που ορίζεται στο [31]
και έναν εκθετικό πυρήνα. Αυτός ο τύπος πίνακα έχει χρησιµοποιηθεί επι-
τυχηµένα για συσταδοποίηση (πχ [66]), καθώς οµαδοποιεί στοιχεία µεγάλης
συνάφειας. ΄Ετσι, χρησιµοποιώντας τον πίνακα αυτό µε αποστάσεις όπως
ορίζονται στο [31], µπορεί να επιτευχθεί µια ουσιώδης κατάτµηση. Ακολου-
ϑώντας το ϑεώρηµα Πόλωσης [13], και παροµοίως µε το [56], κατασκευάζεται
ένας πίνακας V, του οποίου οι στήλες είναι τα k µεγαλύτερα ιδιοδιανύσµατα
8 του κανονικοποιηµένου πίνακα συνάφειας W𝑛 και καθεµία από τις γραµ-
µές του κανονικοποιείται. Κατόπιν, εφαρµόζεται συσταδοποίηση k-µέσων
στα διανύσµατα - γραµµές του πίνακα V χρησιµοποιώντας την συνηθισµένη
Ευκλείδια απόσταση. Κάθε ένα από τα παραπάνω συσταδοποιηµένα δια-

8 Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στις k µεγαλύτερες ιδιοτιµές (πχ κατά µέτρο, µε το
µεγαλύτερο πραγµατικό µέρος κτλ).
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νύσµατα, αντιστοιχεί στις έδρες (τρίγωνα) του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος,
οδηγώντας µε τον τρόπο αυτό σε κατάτµηση. ΄Ενα παράδειγµα κατάτµησης
ϕαίνεται στο Σχήµα 1.11 (εικόνα α).
΄Ενα από τα µειονεκτήµατα του αλγορίθµου είναι πως δίνει κυρίως έµφαση
στην κοιλότητα. Αυτό σηµαίνει πως ενίοτε κατατµούνται ϱηχές κοιλότητες
καθιστώντας την ποιότητα κατάτµησης κάποιων περιοχών χαµηλή.

Στο [69] χρησιµοποιείται ο ίδιος πίνακας συνάφειας µε το [41] για να τα-
ξινοµηθούν τα τρίγωνα του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος σε δύο περιοχές
κατάτµησης, εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο normalized cut (αλγόριθµος κα-
νονικοποιηµένων τοµών) [60]. Για να µειωθεί η πολυπλοκότητα, ο πίνακας
συνάφειας ορίζεται µερικώς. Συγκεκριµένα, κατασκευάζεται χρησιµοποιών-
τας τις αποστάσεις δύο εδρών (τριγώνων) από όλες τις άλλες έδρες. Οι δύο
αυτές έδρες ανήκουν σε εννοιολογικά διαφορετικά τµήµατα του 3-∆ πολυγω-
νικού πλέγµατος. Τα δύο πρωτεύοντα ιδιοδιανύσµατα (leading eigenvectors)
9 αυτού του µερικώς ορισµένου πίνακα συνάφειας εξάγονται µε την µέθοδο
του Nyström [20] και χρησιµοποιούνται σε ένα αλγόριθµο αναζήτησης γραµ-
µής (line search algorithm) για την εύρεση της πιο προεξέχουσας τοµής, η
οποία διαµερίζει το 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα (σε δύο περιοχές). ΄Ενα παρά-
δειγµα κατάτµησης ϕαίνεται στο Σχήµα 1.11 (εικόνα ϐ).

Σχήµα 1.11: Παραδείγµατα κατάτµησης από τα [41, 69]. (α) Κατάτµηση
παιδικού αεροπλάνου χρησιµοποιώντας το [41] ; (ϐ) Κατάτµηση µηχανικού
τµήµατος χρησιµοποιώντας το [69].

9 Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στις δύο µεγαλύτερες ιδιοτιµές.
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1.3.8 Αλγόριθµοι Εξαγωγής Σαφών Συνόρων (Explicit Boun-
dary Extraction Algorithms)

Σε αυτή την µέθοδο, εξάγονται τα περιγράµµατα των συνόρων κατάτµη-
σης.

1.3.8.1 Αλγόριθµοι Που Βασίζονται Σε Τµήµατα

Στα [37, 38] πραγµατοποιείται εξαγωγή σαφών συνόρων κατάτµησης του
3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος. Συγκεκριµένα, ϐρίσκονται περιγράµµατα χα-
ϱακτηριστικών του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος µε ϐάση την ελάχιστη αρνη-
τική καµπυλότητα. Κατόπιν, επιλέγονται κάποια από αυτά τα περιγράµµατα
τα οποία µετατρέπονται σε κλειστά, και αποτελούν τα σύνορα κατάτµησης. Η
επιλογή ϐασίζεται στην συνάρτηση προεξοχής και τα περιγράµµατα καθίσταν-
ται κλειστά ϐρίσκοντας το ελάχιστο µονοπάτι στο 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα,
χρησιµοποιώντας σαν κόστος ακµής ένα σταθµισµένο συνδυασµό απόστασης,
καθέτου, κεντρικότητας και χαρακτηριστικών. Η εγκυρότητα καθενός από τα
περιγράµµατα ελέγχεται µε ϐάση την προεξοχή της κατατµηθείσας περιοχής
([27]) και εκλεπτύνεται περαιτέρω µε χρήση γεωµετρικών ϕιδιών (geometrical
snakes) ([36]). Στο Σχήµα 1.12 απεικονίζεται ολόκληρη η διαδικασία.

΄Ενα από τα κύρια πλεονεκτήµατα αυτής της µεθόδου είναι πως παράγει ο-
µαλά και κλειστά σύνορα κατάτµησης τα οποία επιπλέον περνούν από έναν
έλεγχο προεξοχής. Μερικές ϕορές ωστόσο, το αποδεκτό περίγραµµα ενδέχε-
ται να µην διαχωρίζει το 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα σε ουσιώδεις συνιστώσες,
µε συνέπεια την ανάγκη ενός χρήστη για να διαχωρίσει το 3-∆ πολυγωνικό
πλέγµα χειροκίνητα. Πρέπει να σηµειωθεί επίσης, πως απαιτείται το 3-∆ αν-
τικείµενο να είναι αρκούντως δειγµατοληπτηµένο στις κοιλότητές του, ώστε ο
αλγόριθµος να δουλεύει σωστά. Ο αλγόριθµος έχει δείξει την ικανότητά του
να κατατµεί αντικείµενα όταν οι γραµµές χαρακτηριστικών περιορίζονται σε
αιχµηρές, κοίλες πτυχές.
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Σχήµα 1.12: Μέθοδος εξαγωγής σαφών συνόρων από το [37]. (α) Ελάχιστες
καµπυλότητες ; (ϐ) Εξαγωγή περιγραµµάτων χαρακτηριστικών ; (γ) Επιλογή
περιγραµµάτων χαρακτηριστικών ; (δ) Συµπλήρωση περιγραµµάτων χαρα-
κτηριστικών (κλείσιµο) ; (ε) ΄Ελεγχος προεξοχής τµήµατος ; (στ) Κίνηση ϕιδιού
; (Ϲ) Αποτέλεσµα ψαλιδίσµατος.
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1.3.9 Αλγόριθµοι Κρίσιµων Σηµείων (Critical Points-Based
Algorithms)

Οι αλγόριθµοι οι οποίοι ακολουθούν αυτήν την µέθοδο χρησιµοποιούν
κρίσιµα σηµεία, οριζόµενα στο 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα, τα οποία καθοδη-
γούν την κατάτµηση. Τα κρίσιµα αυτά σηµεία είναι προεξέχοντα χαρακτηρι-
στικά του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος και χρησιµοποιούνται για να ϐοηθή-
σουν την διαδικασία της κατάτµησης να ξεχωρίσει τις διαφορετικές προεξοχές
του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος.

1.3.9.1 Αλγόριθµοι Που Βασίζονται Σε Τµήµατα

Στο [30] παρουσιάζεται µια µέθοδος κατάτµησης η οποία ϐασίζεται σε
κρίσιµα σηµεία που ορίζονται στο 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα. Πρώτα, το 3-∆
πολυγωνικό πλέγµα µετασχηµατίζεται σε µια αναπαράσταση αναλλοίωτη στη
στάση (pose invariant representation) µε την µέθοδο της πολυ-διάστατης
κλιµά- κωσης (Π∆Κ) (multi-dimensional scaling - MDS) [15]. Στη συνέχεια
µε ϐάση την αναπαράσταση αυτή, ϐρίσκονται τα κρίσιµα σηµεία. Τα σηµεία
αυτά είναι τοπικά µέγιστα της συνάρτησης προεξοχής, τα οποία ανήκουν στο
κυρτό κέλυφος (convex hull) της µετασχηµατισµένης αναπαράστασης. Κατό-
πιν, ορίζεται µια περιβάλλουσα σφαίρα της αναπαράστασης η οποία χρησιµο-
ποιείται για να καθρεφτιστούν τα σηµεία της (αναπαράστασης), ούτως ώστε οι
κορυφές του κεντρικού τµήµατος του αντικειµένου να καταστούν εξωτερικά
σηµεία της σφαίρας. Το κεντρικό τµήµα του αντικειµένου ϑα ανήκει πλέον
στο κυρτό κέλυφος αυτού του καθρεφτισµού το οποίο ϑεωρείται ο πυρήνας
(core). ΄Επειτα, εξαγάγονται οι κορυφές του πυρήνα και τα προσπίπτοντα σε
αυτές τρίγωνα, αποµονώνοντας µε τον τρόπο αυτό όλα τα κρίσιµα σηµεία (µε
εξαίρεση αυτών που ϐρίσκονται κοντά µεταξύ τους). Στο τέλος, η κατάτµηση
εκλεπτύνεται περαιτέρω µε εφαρµογή ενός αλγορίθµου min cut, ο οποίος
τέµνει το αντικείµενο στις κοιλότητές του παρόµοια µε το [31]. ΄Ενα παρά-
δειγµα κατάτµησης ϕαίνεται στο Σχήµα 1.13.

Στο [40] επίσης ορίζονται κρίσιµα σηµεία στο 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα, τα
οποία καλούνται προεξέχοντες εκπρόσωποι. Οι εκπρόσωποι αυτοί είναι τοπι-
κά µέγιστα της συνάρτησης προεξοχής, ορισµένοι στον δυϊκό γράφο του 3-∆
πολυγωνικού πλέγµατος. Κάθε εκπρόσωπος δηµιουργεί γεωδαιτικές Ϲώνες οι
οποίες ονοµάζονται τοποθεσίες (locales). Οι τοποθεσίες αυτές χρησιµοποιούν-
ται για να ορίσουν µια συνάρτηση συνόρου, η οποία ταυτοποιεί εκείνες τις
τοποθεσίες που περιέχουν το σύνορο της προεξοχής. Κατόπιν της ευρέσεως
των τοποθεσιών αυτών, χρησιµοποιείται ο αλγόριθµος min cut του [31] για
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Σχήµα 1.13: Κατάτµηση αντικείµενου από το [6].

τον διαχωρισµό της προεξοχής από το υπόλοιπο αντικείµενο.
΄Ενα πλεονέκτηµα αυτής της µεθόδου είναι πως δύναται να ταυτοποιεί τις
προεξοχές ενός 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος ακόµα κι όταν είναι πολύ ϑο-
ϱυβώδεις. Μειονέκτηµα του αλγορίθµου αποτελεί το γεγονός πως δουλεύει
αποτελεσµατικά µόνο σε 3-∆ πολυγωνικά πλέγµατα που διαθέτουν προεξο-
χές. Ο αλγόριθµος αυτός είναι κατάλληλος για την κατάτµηση προεξοχών
µοντέλων.

1.3.10 Αλγόριθµοι Περιγραφέων Σχήµατος Πολλαπλής Κλί-
µακας (Multiscale Shape Descriptor Algorithms)

Στην κατηγορία αυτή, χρησιµοποιούνται περιγραφείς σχήµατος για να
περιγράψουν το 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα και να εξαγάγουν συνιστώσες.

1.3.10.1 Αλγόριθµοι Που Βασίζονται Σε Επιφάνειες

Στο [47] το 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα κατατµείται µε ϐάση περιγραφείς
σχήµατος σε διάφορες κλίµακες. Σε κάθε σηµείο χρησιµοποιείται ένα σύ-
νολο σφαιρών ακτίνων 𝑅𝑖 οι οποίες τέµνονται µε το 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα
M. Ο αριθµός των τοµών χαρακτηρίζει το σχήµα της 3-∆ γειτονιάς γύρω από
το σηµείο σε διάφορες κλίµακες. Αν υπάρχει µια τοµή, τότε διαφορετικά
χαρακτηριστικά µπορούν να εξαχθούν. Για παράδειγµα το σηµείο µπορεί να
είναι απόληξη, λάκκος, λόφος ή εµβύθιση. Αν υπάρχουν δυο τοµές, τότε το
χαρακτηριστικό µπορεί να είναι µέλος, πηγάδι, άρθρωση, κτλ. Αν υπάρχουν
τρεις ή περισσότερες τοµές, τότε το σηµείο καλείται σχίσµα. Κατόπιν της ετι-
κετοποίησης όλων των κορυφών µε ένα χαρακτηριστικό σχήµατος, χρησιµο-
ποιείται στο 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα µια τεχνική πληµµυρίσµατος µε σκοπό
την εξαγωγή των περιοχών κατάτµησης που αντιστοιχούν σε ένα χαρακτηρι-
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στικό σχήµατος για µια δοθείσα κλίµακα. Ο αλγόριθµος αυτός µπορεί να
χρησιµοποιηθεί για την κατάτµηση µοντέλων σε περιοχές χαρακτηριστικών
σε διάφορες κλίµακες.

1.3.11 Αλγόριθµοι Μαρκοβιανών Τυχαίων Πεδίων (Mar-
kov Random Field Algorithms)

1.3.11.1 Αλγόριθµοι Που Βασίζονται Σε Τµήµατα

Στο [51] χρησιµοποιούνται Μαρκοβιανά τυχαία πεδία για την εξαγωγή της
κατάτµησης µιας εικόνας εύρους. Πρώτα, δηµιουργείται µια Μαρκοβιανή
ιεραρχική διαδικασία µε σκοπό την απόκτηση αποθορυβοποιηµένων τιµών
δεικτών σχήµατος [32] στις κορυφές του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος. Κα-
τόπιν, χρησιµοποιούνται Μαρκοβιανά τυχαία πεδία για τη εξαγωγή συναφών
κυρτών περιοχών (περιοχών κατάτµησης) οι οποίες διαχωρίζονται από ϐαθιές
κοιλότητες. Η ελαχιστοποίηση που απαιτείται από την διαδικασία, χρησι-
µοποιεί τους δείκτες σχήµατος και την πληροφορία της καµπυλότητας. Ο
αλγόριθµος αυτός µπορεί να χρησιµοποιηθεί για εφαρµογές που περιλαµβά-
νουν αναγνώριση αντικειµένων.

1.3.12 Αλγόριθµοι Απευθείας Κατάτµησης (Direct Segmen-
tation Algorithms)

1.3.12.1 Αλγόριθµοι Που Βασίζονται Σε Επιφάνειες

Στο [9] εισάγεται η µέθοδος απευθείας κατάτµησης κατά την οποία το µο-
ντέλο κατατµείται σε µικρότερες περιοχές όπου τα 3-∆ σηµεία που ανήκουν
σε απότοµες ακµές ( 1.3.1.1) ή οµαλές ακµές διαφόρων ειδών αγνοούνται.
Οι περιοχές αυτές αργότερα προσεγγίζονται µε µια ιεραρχία επιφανειών. Η
ιεραρχία ξεκινά από απλές επιφάνειες όπως επίπεδα, σφαίρες, κύλινδροι,
τόροι, προχωρά σε πιο περίπλοκες όπως επιφάνειες γραµµικής εξώθησης,
επιφάνειες εκ περιστροφής, καταλήγοντας σε οµαλές επιφάνειες πολλαπλών
περιοχών (που ικανοποιούν τις συνθήκες συνέχειας 𝐺1), οι οποίες υποδιαι-
ϱούνται περαιτέρω, µέχρι να ϐρεθούν απλούστερες επιφάνειες της ιεραρχίας.

1.4 Συµπεράσµατα

Στο κεφάλαιο αυτό προτάθηκε µια κατηγοριοποίηση των διαθέσιµων µε-
ϑόδων κατάτµησης 3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων µε ϐάση την υποκείµενη ϑε-
µελιώδη µεθοδολογία καθώς επίσης και τα ξεχωριστά κριτήρια και χαρακτη-
ϱιστικά που χρησιµοποιούνται στην διαδικασία της κατάτµησης. Επιπλέον,
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για κάθε κατηγορία αναφέρθηκαν οι αναπαραστάσεις που χρησιµοποιούν-
ται για τις κατατµηθείσες περιοχές, οι οποίες ϐασίζονται είτε σε επιφάνειες
είτε σε τµήµατα. Τα συµπεράσµατα που εξάγονται σε αυτό το κεφάλαιο ϑα
αναφερθούν στην συνέχεια για κάθε αναπαράσταση ξεχωριστά.

• Αναπαραστάσεις που ϐασίζονται σε επιφάνειες :

- Στην περίπτωση µοντέλων που αποτελούνται από επιφάνειες γνω-
στής γεωµετρίας, οι αλγόριθµοι κατάτµησης ϑα πρέπει να είναι σε
ϑέση να κατατµούν την επιφάνεια σε περιοχές γνωστής γεωµετρίας
(επίπεδα, σφαίρες, κύλινδροι, κτλ). Με τον τρόπο αυτό, η αποτε-
λεσµατικότητα ενός αλγορίθµου κατάτµησης για αυτόν τον τύπο
µοντέλων κείται στην ικανότητά του να διακρίνει τις διαφορετικές
επιφάνειες που υπάρχουν στο µοντέλο. Η κατάτµηση αυτού του
τύπου µοντέλων δίνει επίσης µια άµεση, υψηλού επιπέδου ανα-
παράσταση στο αντικείµενο, καθώς παρέχει γνώση για τον τύπο
των επιφανειών που αντιπροσωπεύουν οι περιοχές. Οι αλγόριθµοι
οι οποίοι µπορούν να διαχειριστούν τα µοντέλα αυτού του τύπου
αναφέρονται στα [5, 9, 23].

- Στην περίπτωση µοντέλων που αποτελούνται από επιφάνειες ελεύ-
ϑερης µορφής, υπάρχει µια ποικιλία τρόπων µε τους οποίους έ-
νας αλγόριθµος µπορεί να διαµερίσει ένα 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα,
καθώς το 3-∆ αντικείµενο αποτελείται από επιφάνειες αυθαίρετης
µορφής. Στόχος είναι η εξαγωγή περιοχών οι οποίες µπορούν αρ-
γότερα να προσεγγιστούν µε παραµετρικές επιφάνειες (πχ [54]).

- Στην περίπτωση µοντέλων που αποτελούνται τόσο από επιφάνειες
ελεύθερης µορφής, όσο και από επιφάνειες γνωστής γεωµετρίας,
µπορεί κανείς να προσαρµόσει όλες τις µεθόδους που σχετίζονται
µε την περίπτωση επιφανειών ελεύθερης µορφής. ΄Οσον αφορά
τα προτεινόµενα κριτήρια που τέθηκαν στην εισαγωγή, η σηµασία
τους εξαρτάται από την εκάστοτε εφαρµογή. ∆εν υπάρχουν µόνο
περιπτώσεις στις οποίες είναι επιθυµητό να εξαχθούν οµαλά σύ-
νορα ώστε να επιτευχθεί συνέχεια τύπου 𝐶1 ή 𝐶2 στα σύνορα των
προσεγγιζόντων πρωτογενών [54], αλλά και περιπτώσεις στις οποί-
ες στο επίκεντρο ϐρίσκεται η εξαγωγή των σηµείων που ανήκουν
σε κάθε περιοχή, αντιµετωπίζοντας την εξαγωγή συνόρων σαν µια
µετέπειτα διαδικασία [9].

• Αναπαραστάσεις που ϐασίζονται σε τµήµατα :

Στις αναπαραστάσεις που ϐασίζονται σε τµήµατα, ο ϐασικός αντικειµε-
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νικός σκοπός είναι να εξαχθούν ογκοµετρικά τµήµατα. Στην αναπα-
ϱάσταση αυτού του τύπου, ο τύπος του µοντέλου δεν είναι σηµαντικός,
καθώς ο αντικειµενικός σκοπός της κατάτµησης δεν είναι η εξαγωγή
επιφανειών επί του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος αλλά η εξαγωγή ογκο-
µετρικών τµηµάτων µε χρήση διαφόρων µεθόδων και κριτηρίων. Από
όλους τους αλγορίθµους, οι πιο δηµοφιλείς είναι εκείνοι οι οποίοι χρη-
σιµοποιούν τον κανόνα των ελαχίστων για την κατάτµηση του 3-∆ πολυ-
γωνικού πλέγµατος. Εποµένως στην περίπτωση αυτή, το µέτρο ποιότη-
τας κείται στην αποτελεσµατικότητα του αλγορίθµου να εφαρµόσει τον
κανόνα των ελαχίστων [30],[31],[37],[38],[41],[49],[50],[69],[70]. Το πιο
κρίσιµο Ϲήτηµα που έχει να κάνει µε τον κανόνα των ελαχίστων είναι
ο ϑόρυβος. Οι περισσότεροι αλγόριθµοι χρησιµοποιούν τις διεδρικές
γωνίες και τις πρωτεύουσες καµπυλότητες για να εντοπίσουν κοιλότη-
τες, οι οποίες είναι επιρρεπείς στο ϑόρυβο και µπορούν να τους παρα-
πλανήσουν µε αποτέλεσµα να εντοπίσουν λάθος σύνορα κατάτµησης.
Επιπλέον, στις αναπαραστάσεις που ϐασίζονται σε τµήµατα, µια καλή
διαµέριση επιτυγχάνεται όταν τα σύνορα κατάτµησης είναι πλήρως πε-
ϱιβαλλόµενα από ϐαθιές κοιλότητες, ειδάλλως, ενδέχεται να προκύψουν
παραµορφωµένα σύνορα. Μια εξαίρεση σε αυτό µπορεί να αποτελεί το
παράδειγµα των αλγορίθµων [37, 38].

Χάριν σαφήνειας, µέσω του πίνακα 1.1, παρουσιάζονται τα κριτήρια καθώς
επίσης και τα χαρακτηριστικά που χρησιµοποιούνται για κάθε µέθοδο κα-
τάτµησης που αναλύθηκε στην ενότητα 1.3. ΄Οπως µπορεί να παρατηρή-
σει κανείς, υπάρχει µεγάλη ποικιλία στα κριτήρια και στα χαρακτηριστικά
που χρησιµοποιούνται για την κατάτµηση. Ωστόσο, µπορούν να διακριθούν
κάποιες τάσεις σχετικά µε την κατάτµηση. Για παράδειγµα η γεωδαιτικές
αποστάσεις και οι διεδρικές γωνίες χρησιµοποιούνται ευρέως από πολλούς
αλγορίθµους. Η συνάρτηση προεξοχής είναι και αυτή δηµοφιλής στην εξα-
γωγή ουσιωδών συνιστωσών. Πρωτογενή όπως επίπεδα, σφαίρες, κύλινδροι,
κτλ, που προσεγγίζουν τις περιοχές κατάτµησης είναι επίσης δηµοφιλή. Τέ-
λος, η πληροφορία της καµπυλότητας αποτελεί ϑεµελιακό στοιχείο πολλών
αλγορίθµων κατάτµησης.
Από την συνολική ανάλυση γίνεται ϕανερό πως µια επιτυχής διαµέριση εξαρ-
τάται από την εκάστοτε εφαρµογή, η οποία λαµβάνει υπ’ όψιν συγκεκριµένες
απαιτήσεις. Αυτό σηµαίνει πως µια τεχνική κατάτµησης µπορεί να παράγει
ουσιώδη αποτελέσµατα µόνο αν τα αντίστοιχα χαρακτηριστικά της υποστηρί-
Ϲουν ϐέλτιστα όλα τα απαιτούµενα κριτήρια της επιλεχθείσας εφαρµογής. Για
το σκοπό αυτό, η σύνοψη αυτή των µεθοδολογιών κατάτµησης 3-∆ πολυγωνι-
κών πλεγµάτων παρέχει στον αναγνώστη ουσιώδεις συµβουλές για την επιλογή
χαρακτηριστικών και κριτηρίων, δοθείσας µιας συγκεκριµένης εφαρµογής.
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Πίνακας 1.1: Σύνοψη κριτηρίων και χαρακτηριστικών των µεθοδολογιών κα-
τάτµησης 3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων

Μέθοδος Αναφορά Χαρακτηριστικά Κριτήρια

Ε
π
έκ

τα
σ
η

Π
ερ

ιο
χώ

ν

[10]

µεταβλητής τάξης
πολυώνυµα,
µέση και γκαου-
σιανή καµπυλότητα

απόσταση σηµείων από την πο-
λυωνυµική επιφάνεια,
εκτιµήσεις παραγώγων των σηµεί-
ων κοντά στην πολυωνυµική επι-
ϕάνεια

[54]

προσεγγίζουσα πο-
λυωνυµική επιφά-
νεια,
κάθετα διανύσµατα
του νέφους σηµείων

απόσταση σηµείων από την πο-
λυωνυµική επιφάνεια,
κάθετος προσανατολισµός σηµεί-
ων σε σχέση µε την διεύθυνση του
άξονα z

[34] πρωτεύουσες καµ-
πυλότητες

ένα τρίγωνο προστίθεται σε µια
περιοχή µε ϐάση τη συσταδοποί-
ηση των πρωτευουσών καµπυλο-
τήτων

[70] γκαουσιανή καµπυ-
λότητα

τιµή της γκαουσιανής καµπυλό-
τητας πάνω από ένα οριζόµενο α-
πό το χρήστη κατώφλι

[74]
διεδρική γωνία προ-
σκείµενων τριγώνων

επικύρωση κυρτότητας µε ϐάση
την διεδρική γωνία

[39] υπερτετραγωνικές
επιφάνειες

µέσο σφάλµα προσαρµογής µε-
ταξύ της επιφάνειας των ση-
µείων και της υπερτετραγωνικής
επιφάνειας

συνέχεια στην επόµενη σελίδα
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Μέθοδος
(συνέχεια)

Αναφορά
(συνέχεια)

Χαρακτηριστικά
(συνέχεια)

Κριτήρια
(συνέχεια)

Μ
ετ

α
σ
χη

µ
α
τι
σ
µ
ό
ς
Υ
δ
α
το

φ
ρ
ά
κ
τη

[44] απόκλιση από την ε-
πιπεδότητα

σ
υ
νά

ρ
τη

σ
η

υ
δ
α
το

φ
ρ
ά
κ
τη

f

σηµεία που ανήκουν στις
κοιλάδες συλλογής υδάτων
που δηµιουργεί η f

[63]

γκαουσιανή καµ-
πυλότητα, µέση
καµπυλότητα, τε-
τραγωνική ϱίζα της
µέσης τεραγωνικής
καµπυλότητας,
απόλυτη καµπυλό-
τητα

σηµεία που ανήκουν στις
κοιλάδες συλλογής υδάτων
που δηµιουργεί η f

[49, 50]

ελάχιστη καµπυλό-
τητα,
κάθετη καµπυλότη-
τα

σηµεία που ανήκουν σε
κοιλάδα συλλογής υδάτων
αν η ελάχιστη καµπυλότη-
τά τους ϐρίσκεται πάνω α-
πό ένα κατώφλι,
επιπλέον σηµεία προστί-
ϑενται στα τµήµατα µε ϐά-
ση την κάθετη καµπυλότη-
τά τους

[74] διεδρικές γωνίες
ακµές που ανήκουν σε
κοιλάδα συλλογής υδάτων
που δηµιουργεί η f

Γράφοι
Reeb

[3]
µέση καµπυλότητα,
συνάρτηση προεξο-
χής

συνεκτικότητα διακριτών γράφων
Reeb,
µέση καµπυλότητα

Αλγόριθµοι
Μοντέλων

[67]
κατανοµή πυκνό-
τητας ηλεκτρικού
ϕορτίου

τα συνοριακά σηµεία επιλέγονται
µε ϐάση τα ελάχιστα της κατανο-
µής πυκνότητας ηλεκτρικού ϕορ-
τίου

Αλγόριθµοι
Σκελετών

[43]
γεωµετρική και πα-
ϱαµετρική συνάρτη-
ση

τα κρίσιµα σηµεία της γεωµετρι-
κής και παραµετρικής συνάρτη-
σης ορίζουν τα σύνορα κατάτµη-
σης

συνέχεια στην επόµενη σελίδα
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Μέθοδος
(συνέχεια)

Αναφορά
(συνέχεια)

Χαρακτηριστικά
(συνέχεια)

Κριτήρια
(συνέχεια)

Σ
υ
σ
τα

δ
ο
π
ο
ίη

σ
η

[22]

κάθετοι επιπέδων
και επιφανειών
µέτρο µη-κανονικό-
τητας

επιπεδότητα,
πόλωση προσανατολισµού,
πόλωση συµπαγούς σχήµατος

[29]

εµβαδό και περίµε-
τρος περιοχών,
κάθετοι της επιφά-
νειας

µέγεθος εµβαδού,
οµαλότητα συνόρων,
επιπεδότητα περιοχών

[5]
πρωτογενή επιπέ-
δου, σφαίρας και
κυλίνδρου

τα σηµεία συσταδοποιούνται µε
ϐάση την ϐέλτιστη προσαρµογή
τους στα πρωτογενή επιπέδου,
σφαίρας και κυλίνδρου

[23] ολισθαίνουσες κινή-
σεις

ο αριθµός και η συµβατότητα των
ολισθαινουσών κινήσεων ορίζουν
περιοχές κατάτµησης

[61]
γεωδαιτική απόστα-
ση,
διεδρικές γωνίες

τα τρίγωνα συσταδοποιούνται µε
ϐάση µια συνάρτηση απόστασης
οριζόµενη από ένα σταθµισµένο
(από τον χρήστη) άθροισµα γεω-
δαιτικών αποστάσεων και διεδρι-
κών γωνιών

[31]
γεωδαιτική απόστα-
ση,
διεδρικές γωνίες

τα τρίγωνα συσταδοποιούνται µε
ϐάση µια συνάρτηση απόστασης
οριζόµενη από ένα σταθµισµένο
(από τον χρήστη) άθροισµα γεω-
δαιτικών αποστάσεων και διεδρι-
κών γωνιών

Φ
α
σ
µ
α
τι
κ
ή

α
νά

λυ
σ
η

[41] ιδιοτιµές του πίνακα
συνάφειας

η συσταδοποίηση των ιδιοτιµών
του πίνακα συνάφειας ορίζει την
ετικετοποίηση των τριγώνων σε
περιοχές κατάτµησης

[69] ιδιοτιµές του πίνακα
συνάφειας

τα δύο πρωτεύοντα ιδιοδιανύσµα-
τα του πίνακα συνάφειας ορίζουν
µια (δυαδική) διαµέριση του συ-
νόλου των τριγώνων

συνέχεια στην επόµενη σελίδα
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Μέθοδος
(συνέχεια)

Αναφορά
(συνέχεια)

Χαρακτηριστικά
(συνέχεια)

Κριτήρια
(συνέχεια)

Εξαγωγή
σαφών

συνόρων
[37, 38] ελάχιστη καµπυλό-

τητα
κεντρικότητα του περιγράµµατος,
έλεγχος προεξοχής

Κ
ρ
ίσ

ιµ
α

σ
η
µ
εί
α

[30] κρίσιµα σηµεία,
διεδρικές γωνίες

κεντρικότητα των σηµείων του 3-∆
πολυγωνικού πλέγµατος

[40]

κρίσιµα σηµεία,
γεωδαιτική από-
σταση,
συνάρτηση προε-
ξοχής

οι γεωδαιτικές και γωνιακές απο-
στάσεις από τα κρίσιµα σηµεία
του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος
ορίζουν Ϲώνες στις οποίες ανήκουν
πιθανά σύνορα κατάτµησης

Περιγραφείς
σχήµατος
πολλαπλής
κλίµακας

[47]

ολοκληρωτική γκα-
ουσιανή καµπυλό-
τητα,
περιγράµµατα πα-
ϱαγόµενα από την
τοµή σφαίρας µε
το 3-∆ πολυγωνικό
πλέγµα

αριθµός των περιγραµµάτων που
παράγονται από την τοµή της
σφαίρας µε την επιφάνεια

Μαρκοβιανά
τυχαία πεδία

[51] δείκτης σχήµατος,
καµπυλότητα κυρτότητα

Απευθείας
κατάτµηση

[9]

κάθετα διανύσµατα,
διάφοροι τύποι
ϕίλτρων ξεχωρίζουν
τους τύπους των
επιφανειών

σηµεία του 3-∆ πολυγωνικού
πλέγµατος ελέγχονται έναντι µιας
ακολουθίας επιφανειών υπόθεσης
ώστε να καθοριστεί σε ποιον τύπο
επιφάνειας ανήκουν



Κεφάλαιο 2

Κατάτµηση 3-∆ Πολυγωνικών
Πλεγµάτων Με Χρήση
Χαρακτηριστικών Σηµείων Και
Εξαγωγή Πυρήνα 1

Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφεται η υλοποίηση του αλγορίθµου κατάτµη-
σης που περιγράφεται στο [30] συµπεριλαµβανοµένων κάποιων τροποποιή-
σεων - ϐελτιώσεων.

2.1 Σύνοψη Αλγορίθµου

∆οθέντος ενός προσανατολήσιµου 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος (orientable
mesh) 2 𝑆, ο στόχος του αλγορίθµου είναι να το κατατµήσει ιεραρχικά σε
ουσιώδη, ξένα (αναφορικά µε τις έδρες), συνεκτικά 3-∆ πολυγωνικά υπο-
πλέγµατα, των οποίων η ένωση δίνει το 𝑆.
Κάθε κόµβος στο ιεραρχικό δέντρο συσχετίζεται µε ένα 3-∆ πολυγωνικό υπο-
πλέγµα και η ϱίζα µε ολόκληρο το 𝑆. Για κάθε κόµβο του ιεραρχικού δέντρου,
ο αλγόριθµος αποτελείται από τα εξής στάδια :

(i) απλοποίηση 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος :
Εφαρµόζεται σαν ϐήµα προεπεξεργασίας [46]. ∆εν ϐοηθάει µόνο στην
επιτάχυνση του αλγορίθµου όταν εκτελείται σε µεγάλα 3-∆ πολυγωνικά
πλέγµατα, αλλά επίσης µειώνει την ευαισθησία του στην παρουσία ϑο-
ϱύβου. Το ϐήµα αυτό εφαρµόζεται µόνο σε περίπτωση που ο αριθµός

1 Αυτό το κεφάλαιο έχει ϐασιστεί εν µέρει στο [30].
2 ΄Ενα 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα καλείται προσανατολήσιµο αν κάθε Ϲεύγος εδρών που

µοιράζονται τουλάχιστον µια ακµή, έχει συνεπείς προσανατολισµούς, ήτοι οι κοινές κορυφές
διασχίζονται µε αντίθετες κατευθύνσεις.
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των εδρών του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος είναι µεγαλύτερος από ένα
κατώφλι που δίνεται ως είσοδος από τον χρήστη.

(ii) έλεγχος κατατµησιµότητας :
Σε περίπτωση που το 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα ϑεωρείται µη-κατατµήσιµο
ο αλγόριθµος τερµατίζεται. Αξίζει να σηµειωθεί πως το ϐήµα αυτό εφαρ-
µόζεται τµηµατικά και ολοκληρώνεται µετά την εφαρµογή του ϐήµατος
(iii), καθώς κάποια από τα κριτήρια κατατµησιµότητας εξαρτώνται από
το 𝑆MDS. Αυτό γίνεται ώστε σε περίπτωση που το 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα
κριθεί εξαρχής µη-καταµήσιµο, να αποφευχθεί ο χρονοβόρος υπολογι-
σµός του 𝑆MDS.

(iii) αναπαράσταση αναλλοίωτη στη στάση :
Χρησιµοποιείται Π∆Κ για τον µετασχηµατισµό του 𝑆 σε ένα κανονικό 3-
∆ πολυγωνικό πλέγµα 𝑆MDS. Οι Ευκλείδιες αποστάσεις µεταξύ σηµείων
στο 𝑆MDS είναι παρόµοιες µε τις γεωδαιτικές αποστάσεις ανάµεσα στα
αντίστοιχα σηµεία στο 𝑆 (Σχήµα 2.2).

(iv) εντοπισµός χαρακτηριστικών σηµείων :
Τα χαρακτηριστικά σηµεία υπολογίζονται στο 𝑆MDS και απεικονίζονται
στα αντίστοιχά τους στο 𝑆 όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 2.3 (εικόνα α).

(v) εξαγωγή συνιστώσας πυρήνα :
Η συνιστώσα του πυρήνα εξάγεται µε σφαιρικό καθρεφτισµό όπως ϕαί-
νεται στο Σχήµα 2.3 (εικόνα ϐ).

(vi) κατάτµηση 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος :
Ο αλγόριθµος υπολογίζει τα υπόλοιπα τµήµατα, καθένα από τα οποία
αντιπροσωπεύει τουλάχιστον ένα χαρακτηριστικό σηµείο όπως ϕαίνεται
στο Σχήµα 2.3 (εικόνα γ).

(vii) εκλέπτυνση συνόρων :
Τα σύνορα µεταξύ των τµηµάτων, τα οποία ϐρέθηκαν στο προηγούµε-
νο στάδιο, εκλεπτύνονται. Ο στόχος είναι να ϐρεθούν τα σύνορα που
ϐρίσκονται κατά µήκος των (ϕυσικών) διαχωριστικών ορίων του 3-∆ πο-
λυγωνικού πλέγµατος.

(viii) εκλέπτυνση 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος 3 :
Κατόπιν της κατάτµησης του απλοποιηµένου (χαµηλής ανάλυσης) 3-∆
πολυγωνικού πλέγµατος του ϐήµατος (i), πραγµατοποιείται απεικόνισή

3 Το ϐήµα αυτό εφαρµόζεται µόνο σε περίπτωση που το 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα που έχει
δοθεί ως είσοδος έχει απλοποιηθεί στο ϐήµα (i).
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του στο αρχικό, υψηλής ανάλυσης 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα (πλέγµα ει-
σόδου), και τα σύνορα εκλεπτύνονται ξανά, παρόµοια µε το ϐήµα (vii).

Στη συνέχεια δίνεται το διάγραµµα ϱοής (flow diagram) του αλγορίθµου. Ο
αλγόριθµος που περιγράφεται από το διάγραµµα αυτό εφαρµόζεται (αναδρο-
µικά) για κάθε κόµβο του ιεραρχικού δέντρου κατάτµησης (ενότητα 2.1).
Στις ενότητες που ακολουθούν περιγράφονται αναλυτικά τα ϐήµατα του αλ-
γορίθµου περιλαµβάνοντας τις εξής υπο-ενότητες :

• ϑεωρητική περιγραφή (από τους συγγραφείς του [30])

• λεπτοµέρειες υλοποίησης (η υλοποίση του εκάστοτε ϐήµατος δεν ακο-
λουθεί πάντα πιστά την ϑεωρητική περιγραφή)

• παρατηρήσεις
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Σχήµα 2.1: ∆ιάγραµµα ϱοής αλγορίθµου.
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Σχήµα 2.2: (α) Αρχικό µοντέλο ; (ϐ) Μετασχηµατισµός Π∆Κ .

Σχήµα 2.3: (α) Χαρακτηριστικά σηµεία ; (ϐ) Πυρήνας ; (γ) Κατάτµηση ; (από
το [30]).
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2.2 Απλοποίηση 3-∆ Πολυγωνικού Πλέγµατος

2.2.1 Θεωρητική Περιγραφή

΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί, ο αλγόριθµος απλοποίησης 3-∆ πολυγωνικών
πλεγµάτων περιγράφεται στο [46]. ∆εδοµένου ότι η απλοποίηση 3-∆ πολυγω-
νικών πλεγµάτων δεν αποτελεί ουσιώδες τµήµα του αλγορίθµου κατάτµησης,
αλλά αποτελεί µια παράπλευρη διαδικασία για την επιτάχυνσή του, δεν ϑα
δοθούν πολλές λεπτοµέρειες. Αξίζει να αναφέρει κανείς µόνο την ϐασική λει-
τουργία του αλγορίθµου απλοποίησης 3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων, η οποία
ονοµάζεται επαναληπτική συναίρεση Ϲευγών κορυφών (iterative contraction
of vertex pairs). Η συναίρεση ενός Ϲεύγους κορυφών, η οποία συµβολίζεται
µε (v1, v2) → v̄, µετακινεί τις κορυφές v1 και v2 στη νέα ϑέση v̄, συνδέει
όλες τις προσπίπτουσες ακµές τους στην v1 και διαγράφει την v2. Κατόπιν,
αφαιρούνται όσες τυχόν ακµές ή έδρες έχουν εκφυλιστεί. Πρέπει να τονιστεί
πως εφαρµόζεται γενική συναίρεση Ϲευγών κορυφών, ήτοι, δεν απαιτείται το
Ϲεύγος των κορυφών v1,v2 να ανήκει σε κοινή ακµή. Αν το Ϲεύγος (v1, v2)
είναι ακµή, τότε µία ή περισσότερες έδρες ϑα αφαιρεθούν (Σχήµα 2.4). Ει-
δάλλως, δύο προηγούµενα ξεχωριστοί τοµείς του µοντέλου ϑα ενωθούν στο v̄
(Σχήµα 2.5).

Σχήµα 2.4: Συναίρεση Ϲεύγους κορυφών που ανήκουν σε κοινή ακµή. (α)
Πριν την συναίρεση ; (ϐ) Μετά την συναίρεση ; (από το [46]).

2.2.2 Παρατηρήσεις

• Η υλοποίηση του αλγορίθµου που έχει χρησιµοποιηθεί, είναι αυτή του
ίδιου του συγγραφέα του [46], η οποία είναι διαθέσιµη στην προσωπική
του ιστοσελίδα http://mgarland.org/ σαν ένα πακέτο λογισµι-
κού µε το όνοµα qslim (χρησιµοποιήθηκε η έκδοση 2.1).

• Πέρα από το απλοποιηµένο µοντέλο, ο αλγόριθµος παράγει ένα αρχείο
µε το ιστορικό απλοποίησης του µοντέλου (ήτοι τα Ϲεύγη κορυφών που

http://mgarland.org/
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Σχήµα 2.5: Συναίρεση Ϲεύγους κορυφών που δεν ανήκουν σε κοινή ακµή.
(α) Πριν την συναίρεση ; (ϐ) Μετά την συναίρεση ; (από το [46]).

έχουν συναιρεθεί) ώστε να είναι δυνατή η απεικόνιση της κατάτµησης
του απλοποιηµένου µοντέλου πίσω στο αρχικό.

• Στο Σχήµα 2.6 ϕαίνεται µια ακολουθία απλοποίησης ενός µοντέλου.
Το αρχικό µοντέλο στα αριστερά διαθέτει 5,084 έδρες. Οι απλοποιή-
σεις προς τα δεξιά, διαθέτουν 994, 532, 248 και 64 έδρες αντίστοιχα.
Σηµειώνεται πως χαρακτηριστικά όπως τα κέρατα και οι οπλές συνε-
χίζουν να υπάρχουν κατά τις διάφορες απλοποιήσεις. Μόνο σε πάρα
πολύ χαµηλά επίπεδα λεπτοµέρειας αρχίζουν να χάνονται.

• Ο αλγόριθµος απλοποίησης 3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων µπορεί να ε-
πηρεάσει αρνητικά την κατάτµηση. Από δύο απλοποιηµένες εκδοχές
του ίδιου µοντέλου µε διαφορετικό αριθµό τριγώνων, ενδέχεται να προ-
κύψουν διαφορετικά αποτελέσµατα κατάτµησης (τόσο αναφορικά µε τα
σύνορα όσο και µε τα τµήµατα). Επιφάνειες σχεδόν επίπεδες, ενδέχεται
να προσεγγιστούν µε πολύ µικρό αριθµό τριγώνων µεγάλης επιφάνειας
(πχ το κάθισµα µιας καρέκλας) κάτι το οποίο καθιστά γειτονικές (α-
ναφορικά µε τις κορυφές) µη-κοντινές (γεωδαιτικά) περιοχές και έχει
αρνητικό αντίκτυπο στον υπολογισµό του πυρήνα του µοντέλου (και
συνεπώς στο τελικό αποτέλεσµα της κατάτµησης). Τέλος είναι λογικό,
καθώς µειώνεται ο αριθµός των τριγώνων του απλοποιηµένου µοντέ-
λου, δοµές µικρής κλίµακας ϐαθµιαία να χάνονται και συνεπώς να µην
ανιχνεύονται ούτε στο αρχικό µοντέλο.
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Σχήµα 2.6: Ακολουθία απλοποιήσεων ενός 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος που
έχει παραχθεί µε τον αλγόριθµο απλοποίησης 3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων
(από το [46]).

2.3 ΄Ελεγχος Κατατµησιµότητας

Ο έλεγχος αυτός πραγµατοποιείται για να εξακριβωθεί κατά πόσο µια πε-
ϱιοχή ϑεωρείται κατατµήσιµη. Με τον τρόπο αυτό αποτρέπονται καταστάσεις
κατά τις οποίες αντικείµενα χωρίς προεξέχουσες συνιστώσες (ήτοι σχεδόν κυρ-
τά αντικείµενα) κατατµούνται περαιτέρω. Για παράδειγµα, ένας κύβος, µια
σφαίρα ή ένας κώνος δεν κατατµούνται, αφού καθένα από αυτά ϑεωρείται
εννοιολογικά ένα ενιαίο τµήµα.
΄Οπως ϕάνηκε όµως µέσα από τα διάφορα πειράµατα, ενίοτε δεν είναι δυνατή
η συνέχεια του αλγορίθµου κατάτµησης ακόµα και αν το 3-∆ πολυγωνικό
πλέγµα ϑεωρείται τυπικά κατατµήσιµο.

2.3.1 Θεωρητική Περιγραφή

Σύµφωνα µε το [30] η ιεραρχική κατάτµηση συνεχίζεται εφόσον συντρέ-
χουν οι ακόλουθες συνθήκες :

1. το τρέχον τµήµα 𝑆 i διαθέτει χαρακτηριστικά σηµεία

2. ο λόγος µεταξύ του αριθµού των κορυφών που περιέχονται στο κυρτό
κέλυφος του 𝑆 i και του συνολικού αριθµού των κορυφών είναι σχετικά
µικρός (τυπικά 0.5)

3. ο λόγος µεταξύ του αριθµού των κορυφών που περιέχονται στο κυρ-
τό κέλυφος του 𝑆 i 𝑀𝐷𝑆

και του συνολικού αριθµού των κορυφών είναι
σχετικά µικρός (τυπικά 0.5)

2.3.2 Λεπτοµέρειες Υλοποίησης

Πριν από τον έλεγχο των παραπάνω συνθηκών, γίνονται κάποιοι επιπρό-
σθετοι έλεγχοι τόσο στο 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα που δίνεται ως είσοδος, ό-
σο και στο απλοποιηµένο 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα. Σε περίπτωση αποτυχί-
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ας κάποιου ελέγχου, ο αλγόριθµος κατάτµησης τερµατίζεται για το εν λόγω
υπο-πλέγµα. Η διαδικασία ελέγχου των 3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων περι-
λαµβάνει τα εξής ϐήµατα :

• έλεγχος του κατά πόσο ανήκουν όλες οι κορυφές του 3-∆ πολυγωνικού
πλέγµατος σε τουλάχιστον ένα τρίγωνο

• έλεγχος για εκφυλισµένα τρίγωνα (τρίγωνα που δεν αποτελούνται από
3 διαφορετικές κορυφές)

• έλεγχος συνεκτικότητας του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος µε όρους κο-
ϱυφών (µε χρήση του πίνακα γειτνίασης)

• έλεγχος συνεκτικότητας του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος µε όρους τρι-
γώνων (µε χρήση του δυϊκού γράφου)

Τα παραπάνω ϐήµατα κρίθηκαν απαραίτητα, καθώς σε περίπτωση µη-συνεκτι-
κότητας του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος δεν είναι δυνατός ο υπολογισµός
των γεωδαιτικών του αποστάσεων. Η µη-συνεκτικότητα του 3-∆ πολυγωνικού
πλέγµατος µπορεί να παρατηρηθεί είτε εξαρχής, λόγω ενός κακού µοντέλου
εισόδου, είτε κατά την απλοποίηση του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος εισόδου,
είτε σε ιεραρχικά επίπεδα µεγαλύτερης λεπτοµέρειας, λόγω του αλγορίθµου
min cut.
Στη συνέχεια ελέγχεται η συνθήκη 2 και εφόσον ικανοποιείται, υπολογίζεται
ο µετασχηµατισµός Π∆Κ του 𝑆 i και ελέγχονται διαδοχικά οι συνθήκες 1 και
3.

2.4 Αναπαράσταση Αναλλοίωτη Στη Στάση 4

Η Π∆Κ είναι µια τεχνική για την ανάλυση δεδοµένων οµοιότητας ή α-
νοµοιότητας επί ενός συνόλου αντικειµένων. Η τεχνική Π∆Κ αποπειράται να
µοντελοποιήσει αυτά τα δεδοµένα σαν αποστάσεις µεταξύ σηµείων σε ένα γεω-
µετρικό χώρο (Ευκλείδιο χώρο m-διαστάσεων). Ο κύριος λόγος γι’ αυτό, είναι
η επίτευξη µιας γραφικής απεικόνισης της δοµής των δεδοµένων. Για τον
σκοπό της κατάτµησης, ως δεδοµένα ανοµοιότητας χρησιµοποιούνται οι γε-
ωδαιτικές αποστάσεις µεταξύ των κορυφών του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος.
΄Οσο περισσότερο ανόµοια είναι δύο αντικείµενα (κορυφές), τόσο µεγαλύτερη
ϑα είναι η απόσταση µεταξύ τους στο χώρο. Για την καλύτερη κατανόηση του
πως λειτουργεί η τεχνική Π∆Κ, ϑα δοθεί ένα παράδειγµα.
Ας υποθέσουµε πως µας δίνεται ένας χάρτης που δείχνει τις τοποθεσίες δια-
ϕόρων πόλεων µιας χώρας, και µας Ϲητείται να κατασκευάσουµε ένα πίνακα

4 Αυτή η ενότητα έχει ϐασιστεί εν µέρει στα [11, 33].
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των αποστάσεων µεταξύ των πόλεων αυτών. Κάθε είσοδος του πίνακα µπορεί
να συµπληρωθεί πολύ εύκολα µετρώντας µε κανόνα την απόσταση µεταξύ των
εκάστοτε πόλεων και κατόπιν µετατρέποντας την απόσταση σε πραγµατική,
µε χρήση της κλίµακας του χάρτη.
Ας ϕανταστούµε τώρα το αντίστροφο πρόβληµα, όπου µας δίνεται ο πίνακας
των αποστάσεων µεταξύ των πόλεων και µας Ϲητείται η σχεδίαση του χάρτη,
δηλαδή µε άλλα λόγια µας Ϲητείται η εύρεση συντεταγµένων για κάθε πόλη.
Ουσιαστικά, η τεχνική Π∆Κ λύνει το αντίστροφο αυτό πρόβληµα, το οποίο
όµως στην πραγµατικότητα είναι πολύ πιο πολύπλοκο, καθώς τα δεδοµένα
περιέχουν σφάλµα (ϑόρυβο) και δεν είναι γνωστή η κατάλληλη διάσταση της
απεικόνισης των δεδοµένων (στη γενική περίπτωση εφαρµογής της Π∆Κ) εκ
των προτέρων.
Στο ϐήµα αυτό λοιπόν του αλγορίθµου, δίνουµε σαν είσοδο µια εκτίµηση των
γεωδαιτικών αποστάσεων µεταξύ των κορυφών του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµα-
τος (που περιέχουν κάποιο σφάλµα) και λαµβάνουµε σαν έξοδο 3-∆ συντεταγ-
µένες των κορυφών αυτών. Η 3-∆ απεικόνιση αυτή έχει το χαρακτηριστικό
της µετατροπής των γεωδαιτικών αποστάσεων του αρχικού 3-∆ πολυγωνικού
πλέγµατος, σε Ευκλείδιες στο µετασχηµατισµένο 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα.
Με τον τρόπο αυτό, το µετασχηµατισµένο 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα ‘‘τεντώνε-
ται’’ και προκύπτει µια αναπαράσταση αναλλοίωτη στη στάση. Οι τεχνικές
Π∆Κ διαφοροποιούνται (µεταξύ άλλων) µε ϐάση την συνάρτηση σφάλµατος
(µεταξύ των δεδοµένων οµοιότητας / ανοµοιότητας και των συντεταγµένων
που παράγονται ως έξοδος) που ελαχιστοποιούν. ΄Ενα παράδειγµα απεικόνι-
σης Π∆Κ ϕαίνεται στο Σχήµα 2.2.

2.4.1 Θεωρητική Περιγραφή

Σύµφωνα µε το [30], ως µέτρο ανοµοιότητας των κορυφών του 3-∆ πο-
λυγωνικού πλέγµατος, χρησιµοποιείται η µεταξύ τους γεωδαιτική απόσταση,
ήτοι, η απόσταση κατά µήκος της επιφάνειας επί της οποίας εδρεύουν τα
σηµεία. ΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί, ο λόγος για το (γεωδαιτικό) µετασχηµατι-
σµό Π∆Κ του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος είναι το γεγονός ότι αποτελεί µια
αναλλοίωτη στη στάση αναπαράσταση. Σύµφωνα µε το [18], η κάµψη έχει
ελάσσονα επίδραση στις γεωδαιτικές αποστάσεις. Η ιδιότητα αυτή απεικο-
νίζεται στο Σχήµα 2.2, όπου η ουρά, τα χέρια και τα πόδια του µοντέλου
‘‘τεντώνονται’’.
∆οθέντος ενός συνόλου κορυφών {𝑢 𝑖 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ενός 3-∆ πολυγωνικού πλέγ-
µατος, ο πίνακας ανοµοιοτήτων ορίζεται ως {𝛿𝑖 𝑗 = Γ∆Α (𝑢 𝑖, 𝑢 𝑗)}, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.
Οι γεωδαιτικές αποστάσεις (Γ∆Α) µπορούν να υπολογιστούν αποδοτικά µε
ϐάση το [57].
Υπάρχουν δύο ϐασικές κατηγορίες µεθόδων Π∆Κ :
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• µετρική Π∆Κ (metric MDS) : αποπειράται να διατηρήσει τις αποστάσεις
και τις αναλογίες µεταξύ των ανοµοιοτήτων

• µη-µετρική Π∆Κ (non-metric MDS) : διατηρεί µόνο την τάξη (<,>) µε-
ταξύ των ανοµοιοτήτων, παρά τις ακριβείς αποστάσεις και αναλογίες

Σύµφωνα µε το [30], η µετρική Π∆Κ ϑεωρείται πολύ περιοριστική. Καλύτερα
αποτελέσµατα, τόσο οπτικά όσο και αναφορικά µε την συνάρτηση σφάλµατος
(ϐλέπε παρακάτω), επιτυγχάνονται µε χρήση µη-µετρικής Π∆Κ.
Οι συναρτήσεις stress (stress functions) χρησιµοποιούνται για να µετρήσουν
το ϐαθµό ανταπόκρισης των αποστάσεων µεταξύ των κορυφών. ΄Εστω 𝛿𝑖 𝑗 η
γεωδαιτική απόσταση µεταξύ των κορυφών 𝑢 𝑖,𝑢 𝑗 επί του 3-∆ πολυγωνικού
πλέγµατος 𝑆 και 𝑑𝑖 𝑗 η Ευκλείδια απόσταση µεταξύ των αντίστοιχων σηµείων
στο χώρο Π∆Κ. Χρησιµοποιείται η ακόλουθη συνάρτηση σφάλµατος :

𝐹𝑠 =

∑︀
𝑖< 𝑗 ( 𝑓 (𝛿𝑖 𝑗) − 𝑑𝑖 𝑗)

2∑︀
𝑖< 𝑗 𝑑

2
𝑖 𝑗

(2.1)

Ο αλγόριθµος Π∆Κ αποπειράται να ϐελτιστοποιήσει την παραπάνω συνάρτη-
ση stress ελαχιστοποιώντας το άθροισµα των αποστάσεων µεταξύ των ϐελτί-
στως κλιµακωµένων δεδοµένων 𝑓 (𝛿𝑖 𝑗) και των 𝑑𝑖 𝑗, όπου 𝑓 είναι µια ϐέλτιστη
µονότονη συνάρτηση των ανοµοιοτήτων.
Η ϐελτιστοποίηση αυτή εξελίσσεται ως εξής. Κατά το στάδιο αρχικοποίησης,
ο αλγόριθµος ϐρίσκει µια αρχική διευθέτηση των σηµείων στον 𝑚-διάστατο
χώρο Π∆Κ. Αυτό µπορεί να γίνει είτε µε τυχαία δειγµατοληψία από µια κανο-
νική κατανοµή, είτε χρησιµοποιώντας τη λύση της µετρικής Π∆Κ. Επιλέγεται
η δεύτερη εκδοχή, η οποία προκύπτει µε διάσπαση ιδιοτιµών (eigenvalue de-
composition) [11].
Κατόπιν, ο αλγόριθµος επαναλαµβάνει τα ακόλουθα ϐήµατα µέχρι η συνάρ-
τηση stress να γίνει αρκούντως µικρή :

(i) υπολογισµός των Ευκλείδιων αποστάσεων 𝑑𝑖 𝑗 µεταξύ των σηµείων στο
χώρο Π∆Κ

(ii) υπολογισµός της ϐέλτιστης µονότονης συνάρτησης των ανοµοιοτήτων,
𝑓 , χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο pool adjacent violators [7], ώστε να
ϐρεθούν οι ϐελτίστως κλιµακωµένες ανοµοιότητες

(iii) εκ νέου απεικόνιση κάθε κορυφής σε ένα σηµείο στο χώρο Π∆Κ ελαχι-
στοποιώντας την εξίσωση (2.1)

Ο αλγόριθµος Π∆Κ µπορεί να απεικονίσει τις κορυφές του 3-∆ πολυγωνικού
πλέγµατος σε οποιοδήποτε 𝑚-διάστατο Ευκλείδιο χώρο. Στην προκειµένη
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περίπτωση, αντικειµενικός σκοπός είναι το ‘‘τέντωµα’’ των συνιστωσών του 3-
∆ πολυγωνικού πλέγµατος, διατηρώντας ταυτόχρονα το γενικό σχήµα του.
Απεικονίζοντας τις κορυφές στην αρχική διάσταση (𝑚 = 3), ο σκοπός αυτός
επιτυγχάνεται. Αντίθετα, η απεικόνιση στο χώρο R2 προκαλεί απώλεια πλη-
ϱοφορίας, ενώ στο χώρο R𝑚 , 𝑚 > 3, πάρα πολλές κορυφές απεικονίζονται
στο κυρτό κέλυφος, αλλοιώνοντας µε τον τρόπο αυτό το γενικό σχήµα του 3-∆
πολυγωνικού πλέγµατος.

2.4.2 Μέθοδοι Μη-Γραµµικής Μείωσης ∆ιαστασιµότητας

Είναι σηµαντικό να σηµειώσει κανείς πως η µέθοδος Π∆Κ ανήκει στις µε-
ϑόδους µη-γραµµικής µείωσης διαστασιµότητας (ΜΓΜ∆) (non-linear dimen-
sionality reduction methods - NLDR methods ). Οι µέθοδοι αυτές, έχουν σαν
γενικό στόχο την αποκάλυψη της υποκείµενης ϐασικής δοµής των δεδοµένων
(πχ τον κύκλο για ένα κύλινδρο, ή την ευθεία για µια ελικοειδή καµπύλη).
Κατά κάποιο τρόπο, είναι σαν κάποιος να έχει ‘‘τσαλακώσει’’ ή ‘‘µπλέξει’’ τα
δεδοµένα, και οι µη-γραµµικοί αυτοί µετασχηµατισµοί προσπαθούν να τα
ξεδιπλώσουν (πχ σαν να προσπαθούµε να ισιώσουµε ένα τσαλακωµένο ϕύλλο
χαρτί). Στο πλαίσιο αυτό, διευρενήθηκε η ‘‘επέκταση’’ 5 κάποιων δηµοφιλών
µεθόδων ΜΓΜ∆ 6 σε 3-∆ πολυγωνικά πλέγµατα :

• Ανάλυση Πρωτευουσών Συνιστωσών (Principal Component Analysis -
PCA)

• Απεικόνιση ∆ιάχυσης (Diffusion Map)

• Χωρική Ευθυγράµµιση Τοπικής Εφαπτοµένης (Local Tangent Space
Alignment - LTSA)

• Τοπικά Γραµµική ΄Ενθεση (Locally Linear Embedding - LLE)

• Εσσιανή Τοπικά Γραµµική ΄Ενθεση (Hessian LLE)
5 Στο πλαίσιο της επέκτασης αυτής έγιναν κάποιοι πειραµατισµοί. ΄Ετσι σε όσους αλγόριθ-

µους χρησιµοποιούνται Ευκλείδιες αποστάσεις, δοκιµάστηκαν εναλλακτικά οι γεωδαιτικές.
Ακόµα σε όσες µεθόδους χρησιµοποιείται ως παράµετρος ο αριθµός γειτονικών σηµείων K,
χρησιµοποιήθηκε εναλλακτικά η συνεκτικότητα του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος, ήτοι µια
κορυφή διαθέτει τόσους γείτονες όσες και οι κορυφές µε τις οποίες γειτονεύει, ϐάσει των
πολυγώνων του 3-∆ πλέγµατος. Τέλος, για καθεµία από τις µεθόδους που χρησιµοποιούν
διάσπαση ιδιοτιµών, διερευνήθηκε το κατά πόσο διαθέτει δοµή σε υψηλότερες διαστάσεις (πχ
µε χρήση των ιδιοδιανυσµάτων 2-4 αντί των 1-3).

6 Πηγή για αυτή την µικρή µελέτη αποτέλεσαν οι προσωπικές ιστοσελίδες των Todd
Wittman (http://www.math.ucla.edu/˜wittman/mani/index.html) και Gabriel
Peyré (http://www.ceremade.dauphine.fr/˜peyre/) .

http://www.math.ucla.edu/~wittman/mani/index.html
http://www.ceremade.dauphine.fr/~peyre/
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• Λαπλασιανή Ιδιο-Απεικόνιση (Laplacian Eigenmap)

• Ισοµορφική Απεικόνιση (Isomap)

• Ταχεία Πολυ-∆ιάστατη Κλιµάκωση (Fast Multi-Dimensional Scaling -
MDS)

• Κλασική Πολυ-∆ιάστατη Κλιµάκωση (Classic MDS)

• Πολυ-∆ιάστατη Κλιµάκωση Ορόσηµων (Landmark MDS)

• Πολυ-∆ιάστατη Κλιµάκωση Ελαχίστων Τετραγώνων (Least Square MDS)

2.4.2.1 Ανάλυση Πρωτευουσών Συνιστωσών (Principal Component A-
nalysis)

Ο αλγόριθµος αυτός αποτελεί υλοποίηση της κλασικής µεθόδου ανάλυσης
πρωτευουσών συνιστωσών (ΑΠΣ). ΄Ενα παράδειγµα του µετασχηµατισµού αυ-
τού ϕαίνεται στο Σχήµα 2.7. Ο αλγόριθµος δέχεται ως παράµετρο τον αριθµό
των ιδιοτιµών / ιδιοδιανυσµάτων (ήτοι την διάσταση της απεικόνισης). ΄Οπως
ϕαίνεται στο σχήµα αυτό, ο µετασχηµατισµός ΑΠΣ αποτελεί µια πεπλάτυνση
του αρχικού µοντέλου και δεν δείχνει να έχει κάποιο ιδιαίτερο ενδιαφέρον
αναφορικά µε την κατάτµηση. Αξίζει να σηµειωθεί πως, σε αντίθεση µε άλλες
µεθόδους (πχ Λαπλασιανή ιδιο-απεικόνιση) δεν παρουσιάζει δοµή σε υψηλό-
τερες διαστάσεις (πχ µε χρήση των ιδιοδιανυσµάτων 2-4 αντί των 1-3).

Σχήµα 2.7: (α) Αρχικό µοντέλο ; (ϐ) Μετασχηµατισµός ΑΠΣ.
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2.4.2.2 Απεικόνιση ∆ιάχυσης (Diffusion Map)

Ο αλγόριθµος απεικόνισης διάχυσης περιγράφεται στο [48] και η υλοποί-
ησή του είναι διαθέσιµη από τους ίδιους τους συγγραφείς του.
Η απεικόνιση διάχυσης χρησιµοποιεί ένα Γκαουσιανό πυρήνα πλάτους 𝜎 για
να κατασκευάσει ένα γράφο µε ϐάρη και κανονικοποιεί τον τελεστή µε πα-
ϱάµετρο 𝛼. ΄Οσο µεγαλύτερη είναι η παράµετρος 𝜎, τόσο µεγαλύτερο ϐάρος
ϑα ασκήσουν αποµακρυσµένα σηµεία στο γράφο µε ϐάρη. Η παράµετρος 𝛼
ελέγχει την κανονικοποίηση που χρησιµοποιείται από την απεικόνιση διάχυ-
σης :

• µε 𝛼 = 0 χρησιµοποιείται η Λαπλασιανή µήτρα γράφου

• µε 𝛼 = 0.5 χρησιµοποιείται ο Fokker-Plank propagator

• µε 𝛼 = 1 χρησιµοποιείται ο τελεστής Laplace-Beltrami

Κάποια παραδείγµατα της απεικόνισης διάχυσης ϕαίνονται στα σχήµατα 2.8,
2.9. Αξίζει να σηµειωθεί πως η παράµετρος 𝛼 δεν δείχνει να επηρεάζει το
αποτέλεσµα του µετασχηµατισµού. Ο µετασχηµατισµός όµως δείχνει να ε-
πηρεάζεται δραµατικά από την παράµετρο 𝜎 όπως ϕαίνεται στα σχήµατα. Για
𝜎 = 0.2 (Σχήµα 2.9) παρατηρούµε µεν πως οι προεξοχές του 3-∆ πολυγωνι-
κού πλέγµατος έχουν διαχωριστεί και ‘‘τεντωθεί’’, όµως τα πίσω πόδια έχουν
τεντωθεί προς τα πάνω. Για 𝜎 ≥ 3 (Σχήµα 2.8) η απεικόνιση είναι αντί-
στοιχη µε το µετασχηµατισµό ΑΠΣ. Για αυξανόµενες τιµές της παραµέτρου
0.2 < 𝜎 < 3 το 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα µεταµορφώνεται σταδιακά µέχρι να
λάβει την τελική του πεπλατυσµένη µορφή, όντας ενίοτε διδιάστατο, µε τις
προεξοχές του να καταρρέουν η µια πάνω στην άλλη.
Αξίζει να σηµειωθεί επίσης πως ο αλγόριθµος χρησιµοποεί τις Ευκλείδιες
αποστάσεις µεταξύ των σηµείων του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος. Χρησιµο-
ποιώντας πειραµατικά γεωδαιτικές αποστάσεις, παρατηρήθηκε πως ο αλγό-
ϱιθµος δεν συγκλίνει (αποτυχία υπολογισµού των ιδιοτιµών). Τέλος, η απει-
κόνιση διάχυσης παρουσιάζει δοµή σε υψηλότερες διαστάσεις (πχ µε χρήση
των ιδιοδιανυσµάτων 2-4 αντί των 1-3), η οποία όµως δεν παρουσιάζει χρηστι-
κό ενδιαφέρον (η υψηλότερης διάστασης απεικόνιση είναι µια αναδιπλωµένη,
παραµορφωµένη εκδοχή του αρχικού µοντέλου µε τις προεξοχές να εξακο-
λουθούν να διαχωρίζονται).
Η µεγάλη ευαισθησία του µετασχηµατισµού στην παράµετρο 𝜎 και η αδυνα-
µία επιλογής µιας ενιαίας τιµής για την παράµετρο 𝜎 που να λειτουργεί το
ίδιο αποτελεσµατικά για όλα τα µοντέλα, καθιστούν την απεικόνιση διάχυσης
ασταθή και ακατάλληλη για τους σκοπούς της κατάτµησης.



2.4 Αναπαράσταση Αναλλοίωτη Στη Στάση 60

Σχήµα 2.8: (α) Αρχικό µοντέλο ; (ϐ) Απεικόνιση διάχυσης µε 𝜎 = 3 .

Σχήµα 2.9: Απεικόνιση διάχυσης µε 𝜎 = 0.2 .
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2.4.2.3 Χωρική Ευθυγράµµιση Τοπικής Εφαπτοµένης (Local Tangent
Space Alignment)

Ο αλγόριθµος χωρικής ευθυγράµµισης τοπικής εφαπτοµένης (ΧΕΤΕ) πε-
ϱιγράφεται στο [71] και η υλοποίησή του είναι διαθέσιµη από τους ίδιους
τους συγγραφείς του.
Ο µετασχηµατισµός αυτός χρησιµοποιεί τους K 7 κοντινότερους γείτονες (K
κοντινότερα γειτονικά σηµεία) για να δηµιουργήσει ένα γράφο και να προ-
σεγγίσει τους τοπικούς εφαπτόµενους χώρους για κάθε γειτονιά. Αν η παρά-
µετρος K είναι πολύ µεγάλη ή πολύ µικρή, ενδέχεται η τοπική γεωµετρία να
µην ερµηνευθεί σωστά από τον αλγόριθµο.
΄Ενα παράδειγµα εκτέλεσης του αλγορίθµου ϕαίνεται στο Σχήµα 2.10. ΄Οπως
µπορεί να παρατηρήσει κανείς, δεν παρουσιάζει κάποιο ιδιαίτερο ενδιαφέρον
αναφορικά µε την κατάτµηση. Αξίζει να σηµειωθεί πως ο αλγόριθµος είναι
δραµατικά ευαίσθητος στην παράµετρο K (αριθµός γειτονικών σηµείων). Ο
µετασχηµατισµός µοιάζει σαν να συµπιέζει το µοντέλο κατά ένα επίπεδο, το
οποίο διαφέρει ανάλογα µε την τιµή της παραµέτρου K. Ο µετασχηµατισµός
αυτός δεν δείχνει να έχει δοµή σε υψηλότερες διαστάσεις, ενώ η χρήση της
συνεκτικότητας του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος (για τον καθορισµό των γει-
τόνων) έναντι ενός σταθερού αριθµού γειτόνων K δεν παρουσίασε ενδιαφέρον.

Σχήµα 2.10: (α) Αρχικό µοντέλο ; (ϐ) Μετασχηµατισµός ΧΕΤΕ µε Κ=14.

7 Θα πρέπει να σηµειωθεί πως οι µέθοδοι ΜΓΜ∆ δοκιµάζονται στα απλοποιηµένα µοντέ-
λα (δεν γίνεται να δοκιµαστούν στα αρχικά, λόγω περιορισµών µνήµης του υπολογιστή) και
συνεπώς οι ‘‘κοντινότεροι’’ γείτονες µπορεί στην πραγµατικότητα να είναι αποµακρυσµένοι,
ανάλογα µε το ϐαθµό απλοποίησης. Σε κάθε περίπτωση πάντως, ϑα πρέπει να σηµειω-
ϑεί η (ενδεχοµένως) αρνητική επίδραση της απλοποίησης 3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων στο
αποτέλεσµα των εκάστοτε µετασχηµατισµών.
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2.4.2.4 Τοπικά Γραµµική ΄Ενθεση (Locally Linear Embedding)

Ο αλγόριθµος τοπικά γραµµικής ένθεσης (ΤΓΕ) περιγράφεται στο [55] και
η υλοποίησή του είναι διαθέσιµη από τους ίδιους τους συγγραφείς του.
Ο µετασχηµατισµός αυτός κατασκευάζει ένα γράφο από τους K κοντινότερους
γείτονες, υπολογίζει τα ϐάρη του γράφου υποθέτοντας πως οι γειτονιές των
σηµείων είναι τοπικά επίπεδες και λαµβάνει τα d (d=4) µεγαλύτερα ιδιοδια-
νύσµατα 8. Αν η παράµετρος K είναι πολύ µεγάλη ή πολύ µικρή, ενδέχεται
η τοπική γεωµετρία να µην ερµηνευθεί σωστά από τον αλγόριθµο.
Ο µετασχηµατισµός ΤΓΕ έχει χρησιµοποιηθεί στο [45] µεταξύ άλλων, για κα-
τάτµηση ανθρωποειδών µοντέλων. ΄Οπως αναφέρεται στο [45], αποτελεί µια
µορφή Λαπλασιανής ένθεσης (η οποία όπως ϑα σηµειωθεί παρακάτω έχει και
αυτή χρησιµοποιηθεί για κατάτµηση ανθρωποειδών µοντέλων).
΄Ενα παράδειγµα του µετασχηµατισµού ϕαίνεται στο Σχήµα 2.11. Μπορεί να
παρατηρήσει κανείς πως τα χέρια και το κεφάλι έχουν (κατά κάποιο τρόπο)
σµικρυνθεί. Ουσιαστικά µέρος αυτών των προεξοχών έχει απεικονιστεί στον
κορµό του µοντέλου. Εντούτοις, οι προεξοχές του µοντέλου έχουν διαχω-
ϱιστεί. ΄Οµως δεν συµβαίνει το ίδιο για µοντέλα µε περισσότερες προεξοχές
(πχ ένα έντοµο), όπου κάποιες προεξοχές ενώνονται µε άλλες. Αυτό είναι
ένα εγγενές πρόβληµα των Λαπλασιανών µετασχηµατισµών όπως περιγράφε-
ται στο [4] (ο αριθµός των διαστάσεων που απαιτούνται για το διαχωρισµό
των προεξοχών ενός 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος σχετίζεται µε τον αριθµό
των προεξοχών). Αξίζει επίσης να σηµειωθεί η κακή συµπεριφορά του αλ-
γορίθµου σε µη-ανθρωποειδή µοντέλα (πχ µια καρέκλα). Τέλος πρέπει να
αναφερθεί πως ο µετασχηµατισµός του ίδιου µοντέλου σε διαφορετική στάση
ενίοτε διαφέρει (και εποµένως η απεικόνιση δεν είναι αναλλοίωτη στη στάση).
Ο µετασχηµατισµός ΤΓΕ διαθέτει δοµή σε υψηλότερες διαστάσεις (όπως και
όλοι οι Λαπλασιανοί µετασχηµατισµοί) : προεξοχές που ενώνονταν διαχωρί-
Ϲονται ενώ άλλες που ήταν διαχωρισµένες ενώνονται, λόγω του περιορισµού
απεικόνισης σε τρεις διαστάσεις. Ακόµα, δοµές που παρατηρούνται σε χα-
µηλότερες διαστάσεις, επαναλαµβάνονται σε υψηλότερες. Επίσης, δεν ήταν
δυνατόν να εφαρµοστεί ορισµός των γειτόνων µε ϐάση την συνεκτικότητα του
3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος, λόγω της ϕύσης του αλγορίθµου που απαιτεί
ένα σταθερό αριθµό γειτόνων για κάθε σηµείο 9.
Συµπερασµατικά λοιπόν, ο µετασχηµατισµός παρουσιάζει ενδιαφέρον για την
κατάτµηση, όµως για µοντέλα µε περιορισµένο αριθµό αριθµό προεξοχών
όπως τα ανθρωποειδή. Ωστόσο, παραµένει το πρόβληµα επιλογής του κα-

8 Επειδή το πρώτο ιδιοδιάνυσµα είναι σταθερό, πρέπει να χρησιµοποιηθούν τα ιδιοδιανύ-
σµατα 2-4. Αν χρησιµοποιηθούν τα 1-3 η απεικόνιση ϑα είναι διδιάστατη.

9 Επειδή υπάρχουν κορυφές που ανήκουν σε ένα µόνο τρίγωνο, ο αριθµός των γειτόνων
ϑα περιοριζόταν σε 2, κάτι το οποίο δεν έχει νόηµα.
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τάλληλου αριθµού γειτόνων K, καθώς δεν υπάρχει µια ενιαία τιµή για την
παράµετρο που να παρουσιάζει το ίδιο καλά αποτελέσµατα για διαφορετικά
µοντέλα.

Σχήµα 2.11: (α) Αρχικό µοντέλο ; Μετασχηµατισµός ΤΓΕ µε Κ=16.

2.4.2.5 Εσσιανή Τοπικά Γραµµική ΄Ενθεση (Hessian Locally Linear
Embedding)

Ο αλγόριθµος Εσσιανής τοπικά γραµµικής ένθεσης (ΕΤΓΕ) περιγράφεται
στο [17] και η υλοποίησή του είναι διαθέσιµη από τους ίδιους τους συγγρα-
ϕείς του.
Η µέθοδος ΕΤΓΕ προσαρµόζει τα ϐάρη στην ΤΓΕ ώστε να ελαχιστοποιήσει
τον Εσσιανό τελεστή. ΄Οπως και η ΤΓΕ, απαιτεί προσεκτική επιλογή της πα-
ϱαµέτρου K (αριθµός γειτόνων) : αν η παράµετρος K είναι πολύ µεγάλη ή
πολύ µικρή, ενδέχεται η τοπική γεωµετρία να µην ερµηνευθεί σωστά από τον
αλγόριθµο. Το ϐασικό (ϑεωρητικό) πλεονέκτηµα της Εσσιανής ΤΓΕ είναι πως
είναι η µόνη µέθοδος σχεδιασµένη για µη-κυρτά σύνολα δεδοµένων (αν και
ο αλγόριθµος δεν συγκλίνει σε ορισµένα σύνολα δεδοµένων).
΄Ενα παράδειγµα του µετασχηµατισµού ϕαίνεται στο Σχήµα 2.12. ΄Οπως,
µπορεί να παρατηρήσει κανείς, ο µετασχηµατισµός δεν παρουσιάζει ιδιαίτε-
ϱο ενδιαφέρον, ενώ έχει χειρότερη συµπεριφορά σε µοντέλα µε περισσότε-
ϱες προεξοχές. Ο µετασχηµατισµός ΕΤΓΕ δεν διαθέτει δοµή σε υψηλότερες
διαστάσεις και εξαρτάται έντονα από την παράµετρο K. Επιπλέον, δεν ήταν
δυνατόν να εφαρµοστεί ορισµός των γειτόνων µε ϐάση την συνεκτικότητα του
3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος, λόγω της ϕύσης του αλγορίθµου που απαιτεί
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ένα σταθερό αριθµό γειτόνων για κάθε σηµείο 10.
Συµπερασµατικά λοιπόν, ο µετασχηµατισµός δεν δείχνει να έχει ενδιαφέρον
αναφορικά µε την κατάτµηση.

Σχήµα 2.12: (α) Αρχικό µοντέλο ; (ϐ) Μετασχηµατισµός ΕΤΓΕ µε Κ=18.

2.4.2.6 Λαπλασιανή Ιδιο-Απεικόνιση (Laplacian Eigenmap)

Ο αλγόριθµος Λαπλασιανής ιδιο-απεικόνισης περιγράφεται στο [8] και η
υλοποίησή του είναι διαθέσιµη από τους ίδιους τους συγγραφείς του.
Η µέθοδος Λαπλασιανής ιδιο-απεικόνισης κατασκευάζει ένα γράφο από τους
K κοντινότερους γείτονες, υπολογίζει τα ϐάρη του ώστε να ελαχιστοποιήσει
την νόρµα της ϐαθµίδας (gradient) ως προς τα ελάχιστα τετράγωνα, και λαµ-
ϐάνει τα d (d=4) µεγαλύτερα ιδιοδιανύσµατα 11. Αν η παράµετρος K είναι
πολύ µεγάλη ή πολύ µικρή, ενδέχεται η τοπική γεωµετρία να µην ερµηνευ-
ϑεί σωστά από τον αλγόριθµο.
Η Λαπλασιανές ιδιο-απεικονίσεις έχουν χρησιµοποιηθεί µε διάφορες µορφές
για τον σκοπό της κατάτµησης [4, 42]. Στα Σχήµατα 2.13 , 2.14 ϕαίνονται
παραδείγµατα του µετασχηµατισµού µε Κ=10 και µε γειτνίαση ϐάσει της συ-
νεκτικότητας του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος, ενώ στα σχήµατα 2.15, 2.16
απεικονίζονται οι ϕασµατικές προβολές [42] των µετασχηµατισµών αυτών. Α-
πό τα προαναφερθέντα σχήµατα µπορούµε να παρατηρήσουµε την παρόµοια

10 Επειδή υπάρχουν κορυφές που ανήκουν σε ένα µόνο τρίγωνο, ο αριθµός των γειτόνων
ϑα περιοριζόταν σε 2, κάτι το οποίο δεν έχει νόηµα.

11 Επειδή το πρώτο ιδιοδιάνυσµα είναι σταθερό, πρέπει να χρησιµοποιηθούν τα ιδιοδιανύ-
σµατα 2-4. Αν χρησιµοποιηθούν τα 1-3 η απεικόνιση ϑα είναι διδιάστατη.
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δοµή των παραλλαγών της Λαπλασιανής ιδιο-απεικόνισης. Το κεφάλι, τα χέ-
ϱια και τα πόδια απεικονίζονται σε µεγάλες, διαχωριζόµενες προεξοχές, ενώ
η ουρά σε µια µικρή προεξοχή. Τα πίσω πόδια στρέφονται προς τα πάνω
και η ουρά προς τα κάτω. Αυτό οφείλεται στην ιδιότητα της Λαπλασιανής
ιδιο-απεικόνισης να αποµακρύνει κατά το δυνατόν τις προεξοχές µεταξύ τους
[4].
΄Οµως τα αποτελέσµατα δεν είναι το ίδιο καλά για µοντέλα µε περισσότε-
ϱες προεξοχές (πχ ένα έντοµο), όπου κάποιες προεξοχές ενώνονται µε άλλες.
Αυτό είναι ένα εγγενές πρόβληµα των Λαπλασιανών µετασχηµατισµών όπως
περιγράφεται στο [4] (ο αριθµός των διαστάσεων που απαιτούνται για το δια-
χωρισµό των προεξοχών ενός 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος σχετίζεται µε τον
αριθµό των προεξοχών). Αξίζει επίσης να σηµειωθεί η κακή συµπεριφορά του
αλγορίθµου σε µη-ανθρωποειδή µοντέλα (πχ µια καρέκλα). Τέλος πρέπει να
αναφερθεί πως ο µετασχηµατισµός του ίδιου µοντέλου σε διαφορετική στάση
ενίοτε διαφέρει (και εποµένως η απεικόνιση δεν είναι αναλλοίωτη στη στάση).
Ο µετασχηµατισµός Λαπλασιανής ιδιο-απεικόνισης διαθέτει δοµή σε υψη-
λότερες διαστάσεις : προεξοχές που ενώνονταν διαχωρίζονται ενώ άλλες που
ήταν διαχωρισµένες ενώνονται, λόγω του περιορισµού απεικόνισης σε τρεις
διαστάσεις. Ακόµα, δοµές που παρατηρούνται σε χαµηλότερες διαστάσεις,
επαναλαµβάνονται σε υψηλότερες. Αξίζει επίσης να σηµειωθεί η ευαισθησία
του αλγορίθµου στην παράµετρο Κ.
Συµπερασµατικά λοιπόν, ο µετασχηµατισµός παρουσιάζει ενδιαφέρον για την
κατάτµηση, όµως για µοντέλα µε περιορισµένο αριθµό αριθµό προεξοχών
όπως τα ανθρωποειδή. Ωστόσο, παραµένει το πρόβληµα επιλογής του κα-
τάλληλου αριθµού γειτόνων K, καθώς δεν υπάρχει µια ενιαία τιµή για την
παράµετρο που να παρουσιάζει το ίδιο καλά αποτελέσµατα για διαφορετικά
µοντέλα, αν και εδώ µπορεί να εφαρµοστεί γειτνίαση ϐάσει της συνεκτικότη-
τας του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος.
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Σχήµα 2.13: (α) Αρχικό µοντέλο ; (ϐ) Λαπλασιανή ιδιο-απεικόνιση µε Κ=10.

Σχήµα 2.14: (α) Αρχικό µοντέλο ; (ϐ) Λαπλασιανή ιδιο-απεικόνιση µε γειτνί-
αση ϐάσει της συνεκτικότητας του µοντέλου.
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Σχήµα 2.15: (α) Αρχικό µοντέλο ; (ϐ) Φασµατική προβολή της Λαπλασιανής
ιδιο-απεικόνισης µε Κ=10.

Σχήµα 2.16: (α) Αρχικό µοντέλο ; (ϐ) Φασµατική προβολή της Λαπλασιανής
ιδιο-απεικόνισης µε γειτνίαση ϐάσει της συνεκτικότητας του µοντέλου.
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2.4.2.7 Ισοµορφική Απεικόνιση (Isomap)

Ο αλγόριθµος ισοµορφικής απεικόνισης περιγράφεται στο [62] και η υ-
λοποίησή του είναι διαθέσιµη από τους ίδιους τους συγγραφείς του.
Η µέθοδος ισοµορφικής απεικόνισης κατασκευάζει ένα γράφο από τους K
κοντινότερους γείτονες και κατόπιν εφαρµόζει Π∆Κ . Αν η παράµετρος K είναι
πολύ µεγάλη ή πολύ µικρή, ενδέχεται η τοπική γεωµετρία να µην ερµηνευθεί
σωστά από τον αλγόριθµο.
∆ύο παραδείγµατα του µετασχηµατισµού ϕαίνονται στα Σχήµατα 2.17 , 2.18.
΄Οπως µπορεί να παρατηρήσει κανείς, και οι δυο παραλλαγές του µετασχηµα-
τισµού (µε Ευκλείδιες και γεωδαιτικές αποστάσεις) έχουν σχεδόν ταυτόσηµη
απεικόνιση. Αυτό ισχύει για διάφορα είδη µοντέλων. Μια διαφορά των δύο
παραλλαγών που αξίζει να σηµειωθεί, είναι πως στην περίπτωση χρήσης γεω-
δαιτικών αποστάσεων, οι κυρτές περιοχές (πχ ο κορµός του Ϲώου) τείνουν να
γίνουν επίπεδες (συµπιέζονται). ΄Ενα µειονέκτηµα του µετασχηµατισµού που
µπορεί να παρατηρήσει κανείς, είναι το γεγονός πως διάφορα χαρακτηριστι-
κά του µοντέλου (κεφάλι, δάχτυλα, ουρά) σχεδόν εξαφανίζονται.
Ο αλγόριθµος δεν δείχνει να είναι ευαίσθητος στην παράµετρο K (σε ένα εύ-
ϱος τιµών 10 ≤ 𝐾 ≤ 18) και συνεπώς είναι ευσταθής. Είναι όµως και αρκετά
αργός (η ταχύτητα εκτέλεσης εξαρτάται από την παράµετρο K). Πρέπει επίσης
να σηµειωθεί πως ο αλγόριθµος απέτυχε στην περίπτωση µη-ανθρωποειδούς
µοντέλου (καρέκλα). Γενικότερα όµως, είναι προφανές πως η ισοµορφική
απεικόνιση παρουσιάζει ενδιαφέρον για την κατάτµηση αφού απεικονίζει το
εισαγόµενο µοντέλο σε µια µορφή αναλλοίωτη στη στάση. Ο µετασχηµατι-
σµός ισοµορφικής απεικόνισης δεν διαθέτει δοµή σε υψηλότερες διαστάσεις.
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Σχήµα 2.17: (α) Αρχικό µοντέλο ; (ϐ) Ισοµορφική απείκονιση µε Κ=14 (Ευ-
κλείδιες αποστάσεις).

Σχήµα 2.18: (α) Αρχικό µοντέλο ; (ϐ) Ισοµορφική απείκονιση µε Κ=14 (γεω-
δαιτικές αποστάσεις).
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2.4.2.8 Ταχεία Πολυ-∆ιάστατη Κλιµάκωση (Fast Multi-Dimensional
Scaling)

Η µέθοδος ταχείας Π∆Κ εκτελείται επαναληπτικά, συγκλίνοντας σε µια
λύση υπό ένα σταθερό ϱυθµό εκµάθησης. Η υλοποίησή της έχει γίνει από
τον Michael D. Lee 12 και αργότερα ϐελτιώθηκε από τον Paul Tiesinga. Μια
σύντοµη περιγραφή του αλγορίθµου µπορεί να ϐρει κανείς στο [35].
∆ύο παραδείγµατα της µεθόδου ϕαίνονται στα Σχήµατα 2.19 , 2.20. ΄Οπως
µπορεί να παρατηρήσει κανείς, η χρήση Ευκλείδιων αποστάσεων αφήνει το
µοντέλο αµετάβλητο. Η χρήση γεωδαιτικών αποστάσεων όµως παρουσιάζει
ιδιαίτερο ενδιαφέρον, καθώς µετασχηµατίζει το µοντέλο σε µια µορφή αναλ-
λοίωτη στη στάση. Αξίζει να σηµειωθεί πως ο µετασχηµατισµός είχε πολύ
καλά αποτελέσµατα ακόµα και σε µοντέλα (πχ καρέκλα) που άλλες µέθοδοι
(ισοµορφική απεικόνιση) απέτυχαν. Ακόµα σε αντίθεση µε την ισοµορφική
απεικόνιση, τα διάφορα χαρακτηριστικά του µοντέλου (κεφάλι, δάχτυλα, ου-
ϱά) διατηρούνται σε ικανοποιητικό ϐαθµό. Ο µετασχηµατισµός ταχείας Π∆Κ
διαθέτει δοµή σε υψηλότερες διαστάσεις, χωρίς όµως να είναι χρήσιµη για
τους σκοπούς της κατάτµησης.

Σχήµα 2.19: (α) Αρχικό µοντέλο ; (ϐ) Μετασχηµατισµός ταχείας Π∆Κ (Ευ-
κλείδιες αποστάσεις).

12 Η προσωπική σελίδα του Michael D. Lee είναι (http://www.socsci.uci.edu/
˜mdlee/). Στην σελίδα αυτή είναι διαθέσιµες διάφορες µέθοδοι Π∆Κ οι οποίες όµως είτε
δεν συγκλίνουν είτε είναι πολύ αργές στην εκτέλεσή τους. ΄Οσες ήταν δυνατόν να δοκιµαστούν
δεν έδωσαν κάποιο αποτέλεσµα διαφορετικό από αυτά που αναφέρονται στο κείµενο αυτό.

http://www.socsci.uci.edu/~mdlee/
http://www.socsci.uci.edu/~mdlee/
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Σχήµα 2.20: (α) Αρχικό µοντέλο ; (ϐ) Μετασχηµατισµός ταχείας Π∆Κ (γεω-
δαιτικές αποστάσεις).

2.4.2.9 Κλασική Πολυ-∆ιάστατη Κλιµάκωση (Classic Multi-Dimensio-
nal Scaling)

Η µέθοδος της κλασικής Π∆Κ περιγράφεται αναλυτικά στα [11, 15]. Η υ-
λοποίησή της είναι πολύ απλή και µπορεί να την ϐρει κανείς στο [73]. ΄Οπως
και στην ταχεία Π∆Κ, η χρήση Ευκλείδιων αποστάσεων αφήνει το µοντέλο
αµετάβλητο. ΄Ενα παράδειγµα του µετασχηµατισµού µε χρήση γεωδαιτικών
αποστάσεων ϕαίνεται στο Σχήµα 2.21. ΄Οπως µπορεί να παρατηρήσει κανείς,
ο µετασχηµατισµός είναι σχεδόν ταυτόσηµος µε την ισοµορφική απεικόνιση
(ιδιαίτερα µε χρήση γεωδαιτικών αποστάσεων). ΄Ετσι και στην περίπτωση αυ-
τή, τα χαρακτηριστικά του µοντέλου (κεφάλι, δάχτυλα, ουρά) εξαφανίζονται.
Παρ’ όλα αυτά, η µέθοδος της κλασικής Π∆Κ παρουσιάζει ενδιαφέρον, κα-
ϑώς µετασχηµατίζει το µοντέλο σε µια µορφή αναλλοίωτη στη στάση. Αξίζει
να σηµειωθεί πως ο µετασχηµατισµός είχε πολύ καλά αποτελέσµατα ακόµα
και σε µοντέλα (πχ καρέκλα) που άλλες µέθοδοι (ισοµορφική απεικόνιση)
απέτυχαν. Ο µετασχηµατισµός κλασικής Π∆Κ διαθέτει δοµή σε υψηλότερες
διαστάσεις, χωρίς όµως να είναι χρήσιµη για τους σκοπούς της κατάτµησης.
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Σχήµα 2.21: (α) Αρχικό µοντέλο ; (ϐ) Μετασχηµατισµός κλασικής Π∆Κ (γεω-
δαιτικές αποστάσεις).

2.4.2.10 Πολυ-∆ιάστατη Κλιµάκωση Ορόσηµων (Landmark Multi-Di-
mensional Scaling)

Η µέθοδος της Π∆Κ ορόσηµων περιγράφεται αναλυτικά στο [16]. Η υλο-
ποίησή της έχει γίνει από τον Gabriel Peyré 13 . Ουσιαστικά αποτελεί µια
αποδοτική προσέγγιση της κλασικής Π∆Κ. ΄Ενα παράδειγµα του µετασχηµα-
τισµού ϕαίνεται στο Σχήµα 2.22. ΄Οπως µπορεί να παρατηρήσει κανείς, ο
µετασχηµατισµός Π∆Κ ορόσηµων µοιάζει αρκετά µε τους µετασχηµατισµούς
κλασικής Π∆Κ και ισοµορφικής απεικόνισης, εξαφανίζοντας διάφορα χαρα-
κτηριστικά του µοντέλου (κεφάλι, δάχτυλα, ουρά). Παρ’ όλα αυτά, η µέθοδος
της Π∆Κ ορόσηµων παρουσιάζει ενδιαφέρον, καθώς µετασχηµατίζει το µοντέ-
λο σε µια µορφή αναλλοίωτη στη στάση. Αξίζει να σηµειωθεί πως ο µετασχη-
µατισµός είχε πολύ καλά αποτελέσµατα ακόµα και σε µοντέλα (πχ καρέκλα)
που άλλες µέθοδοι (ισοµορφική απεικόνιση) απέτυχαν. Ο µετασχηµατισµός
Π∆Κ ορόσηµων, δεν παρουσιάζει ευαισθησία στον αριθµό των ορόσηµων.

13 Ηπροσωπική ιστοσελίδα του Gabriel Peyré είναι
http://www.ceremade.dauphine.fr/˜peyre/.

http://www.ceremade.dauphine.fr/~peyre/
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Σχήµα 2.22: (α) Αρχικό µοντέλο ; (ϐ) Μετασχηµατισµός Π∆Κ ορόσηµων µε
150 ορόσηµα (γεωδαιτικές αποστάσεις).
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2.4.2.11 Πολυ-∆ιάστατη Κλιµάκωση Ελαχίστων Τετραγώνων (Least
Square Multi-Dimensional Scaling)

Η µέθοδος Π∆Κ ελαχίστων τετραγώνων περιγράφεται αναλυτικά στο [11],
ενώ µια σύντοµη περιγραφή συνοδευόµενη από µια σύνοψη των µαθηµατι-
κών τύπων της µπορεί να ϐρει κανείς στο [18]. Η µέθοδος αυτή ϑα περι-
γραφεί στην επόµενη ενότητα µε µεγαλύτερη λεπτοµέρεια σε σχέση µε τις
προηγούµενες, καθώς είναι αυτή που επιλέχθηκε ως η πιο κατάλληλη για
τον µετασχηµατισµό των 3-∆ µοντέλων σε µια µορφή αναλλοίωτη στη στάση.

2.4.3 Λεπτοµέρειες Υλοποίησης14

΄Οπως ήδη αναφέρθηκε, η µέθοδος για τον µετασχηµατισµό των 3-∆ πο-
λυγωνικών πλεγµάτων σε µια µορφή αναλλοίωτη στη στάση που τελικά επιλέ-
χθηκε είναι η Π∆Κ ελαχίστων τετραγώνων. Το αποτέλεσµα του µετασχηµατι-
σµού αυτού είναι παρόµοιο µε αυτό που περιγράφεται στο [30] όπως ϕαίνεται
στο Σχήµα 2.27, παρόλο που η Π∆Κ ελαχίστων τετραγώνων ανήκει στην µε-
τρική Π∆Κ, ενώ η Π∆Κ που περιγράφεται στο [30] ανήκει στην µη-µετρική
Π∆Κ.
Η µέθοδος ελαχίστων τετραγώνων είναι µια καθιερωµένη προσέγγιση ϐελτι-
στοποίησης για την επίλυση του προβλήµατος ελαχιστοποίησης του κόστους
που ορίζεται από την συνάρτηση stress (2.2) :

𝑆𝑡𝑟𝑒𝑠𝑠(𝑋) =

∑︀
𝑖< 𝑗 𝑤𝑖 𝑗 (𝛿𝑖 𝑗 − 𝑑𝑖 𝑗(𝑋))2∑︀

𝑖< 𝑗 𝛿
2
𝑖 𝑗

(2.2)

όπου X οι συντεταγµένες του µετασχηµατισµένου µοντέλου στον Ευκλείδιο
χώρο ℜ𝑚 (m=3), 𝛿𝑖 𝑗 οι γεωδαιτικές αποστάσεις (ένα µέτρο ανοµοιότητας στη
γενική περίπτωση) µεταξύ των σηµείων 𝑖 , 𝑗, 𝑑𝑖 𝑗(𝑋) οι Ευκλείδιες αποστάσεις
µεταξύ των σηµείων 𝑖 , 𝑗 και 𝑤𝑖 𝑗 κάποιοι συντελεστές στάθµισης.
Το πρόβληµα είναι πως δεν υπάρχει απλός τρόπος να εκφράσει κανείς σε
κλειστή µορφή την πρώτη παράγωγο αυτού του µη-γραµµικού συναρτησια-
κού. Μια απλή, ωστόσο ισχυρή στρατηγική ελαχιστοποίησης είναι η αρχή
ελαχιστοποίησης µιας συνάρτησης µε την µέθοδο iterative majorization (ε-
παναληπτική ‘‘µειζονοποίηση’’). Η µέθοδος αυτή εφαρµόζεται στον αλγόριθ-
µο SAMCOF (Scaling by Maximizing a Convex Function - κλιµάκωση µέσω
µεγιστοποίησης µιας κυρτής συνάρτησης) για την ελαχιστοποίηση της συ-
νάρτησης stress. Η ϐασική ιδέα είναι να ϕράξει κανείς την συνάρτηση stress
𝑆(𝑋) επαναληπτικά µε µια απλή συνάρτηση 𝑆(𝑋,𝑍), όπου Z είναι µια πι-
ϑανή λύση, 𝑆(𝑋,𝑍) ≥ 𝑆(𝑋) για 𝑋 ̸= 𝑍 και 𝑆(𝑍,𝑍) = 𝑆(𝑍).
Στη συνέχεια ακολουθεί µια µικρή µαθηµατική περιγραφή του αλγορίθµου

14 Αυτό η υπο-ενότητα έχει ϐασιστεί εν µέρει στο [18].
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SAMCOF.

Ελαχιστοποίηση της συνάρτησης stress (2.2) ισοδυναµεί µε ελαχιστοποίηση
του ακόλουθου συναρτησιακού :

𝑆(𝑋) =
∑︁
𝑖< 𝑗

𝑤𝑖 𝑗 (𝛿𝑖 𝑗 − 𝑑𝑖 𝑗(𝑋))2 = 𝜂2𝛿 + 𝜂(𝑋)2 − 2 · 𝜌(𝑋) (2.3)

όπου :

𝜂2𝛿 =
∑︁
𝑖< 𝑗

𝑤𝑖 𝑗 · 𝛿2𝑖 𝑗

𝜂(𝑋)2 =
∑︁
𝑖< 𝑗

𝑤𝑖 𝑗 · 𝑑𝑖 𝑗(𝑋)2

𝜌(𝑋) =
∑︁
𝑖< 𝑗

𝑤𝑖 𝑗 · 𝛿𝑖 𝑗 · 𝑑𝑖 𝑗(𝑋)

𝑑𝑖 𝑗(𝑋) =

(︃
𝑚∑︁

𝛼=1

(𝑥𝑖 𝛼 − 𝑥𝑗 𝛼)2
)︃1/2

Εφαρµόζοντας την ανισότητα Cauchy-Schwartz και ϐασικές αλγεβρικές πρά-
ξεις, µπορεί να δειχθεί ότι η συνάρτηση stress ϕράσσεται από την ακόλουθη
τετραγωνική συνάρτηση του 𝑋 :

𝑆(𝑋) ≤ 𝜂2𝛿 + 𝑡𝑟
(︀
𝑋𝑇𝑉 𝑋

)︀
− 2𝑡𝑟

(︀
𝑋𝑇𝐵(𝑍)𝑍

)︀
= 𝜏(𝑋,𝑍)

όπου 𝑡𝑟() η συνάρτηση ίχνος πίνακα.
Τα στοιχεία του πίνακα 𝐵(𝑍) δίνονται από τους τύπους :

𝑏𝑖 𝑗 =

⎧⎨⎩ −𝑤𝑖 𝑗𝛿𝑖 𝑗
𝑑𝑖 𝑗(𝑍)

, αν 𝑖 ̸= 𝑗 και 𝑑𝑖 𝑗(𝑍) ̸= 0

0, αν 𝑖 ̸= 𝑗 και 𝑑𝑖 𝑗(𝑍) = 0

𝑏𝑖 𝑖 = −
𝑛∑︁

𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖

𝑏𝑖 𝑗

Τα στοιχεία του πίνακα 𝑉 δίνονται από τους τύπους :

𝑉𝑖 𝑗 =
∑︁
𝑖< 𝑗

𝑤𝑖 𝑗𝐴𝑖 𝑗

𝐴𝑖 𝑗 = (𝑒𝑖 − 𝑒𝑗) (𝑒𝑖 − 𝑒𝑗)
𝑇
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όπου 𝑒𝑖 είναι η i-οστή στήλη του µοναδιαίου πίνακα και συνεπώς ο πίνακας
𝐴𝑖 𝑗 είναι 𝑛× 𝑛 (όπου 𝑛 ο αριθµός των κορυφών του µοντέλου).

Το ελάχιστο της συνάρτησης 𝜏(𝑋,𝑍) µπορεί να εξαχθεί ϑέτοντας την παρά-
γωγο του 𝜏(𝑋,𝑍) ίση µε µηδέν οπότε η Ϲητούµενη λύση προκύπτει :

𝑋𝑖 = 𝑉 +𝐵(𝑍)𝑍 (2.4)

Εδώ, ο πίνακας 𝑉 + είναι ο Moore-Penrose αντίστροφος του πίνακα 𝑉 . Απο-
δεικνύεται ότι αν όλα τα ϐάρη τεθούν ίσα µε την µονάδα (𝑤𝑖 𝑗 = 1), τότε η
εξίσωση (2.4) γίνεται :

𝑋𝑖 = 𝑛−1𝐵(𝑍)𝑍 (2.5)

Ο αλγόριθµος SAMCOF για την Π∆Κ ελαχίστων τετραγώνων, µπορεί να συ-
νοψιστεί στα εξής ϐήµατα :

1. Θέτουµε 𝑍 = 𝑋0 και 𝑖 = 0, όπου 𝑋0 είναι µια (µη) τυχαία αρχική
διευθέτηση των σηµείων

2. Υπολογίζουµε την συνάρτηση stress 𝑆 (𝑋0) (εξίσωση (2.3))

3. Θέτουµε 𝑖 = 𝑖 + 1

4. Υπολογίζουµε την επόµενη λύση 𝑋𝑖 µε ϐάση την εξίσωση (2.4) ή (2.5)

5. Αν 𝑆 (𝑋𝑖) − 𝑆 (𝑋𝑖−1) < 𝜖, τερµατισµός του αλγορίθµου

6. Θέτουµε 𝑍 = 𝑋𝑖 και πηγαίνουµε στο ϐήµα 3

Σύµφωνα µε το ϐήµα 1 της παραπάνω σύνοψης του αλγορίθµου SAMCOF,
απαιτείται µια αρχική, (µη) τυχαία διευθέτηση των σηµείων. Για το σκοπό
αυτό µπορούν να χρησιµοποιηθούν οι µέθοδοι ΜΓΜ∆ . Λαµβάνοντας υπ’ ό-
ψιν τις προαναφερθείσες µεθόδους ΜΓΜ∆, κρίθηκε πως οι καταλληλότερες
υποψήφιες είναι οι εξής :

• η ισοµορφική απεικόνιση

• η ταχεία Π∆Κ

• η κλασική Π∆Κ 15

• η Π∆Κ ορόσηµων
15 Η κλασική Π∆Κ χρησιµοποιείται σαν αρχικοποίηση αλγορίθµου Π∆Κ και στο [30].
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Πρέπει να σηµειωθεί πως όταν καθεµία από τις παραπάνω µεθόδους, λειτουρ-
γεί σωστά, δίνει µια ικανοποιητική αρχική διευθέτηση των σηµείων για τον
αλγόριθµο SAMCOF. Επιπλέον, αν και οι τέσσερις µέθοδοι δεν έχουν µεταξύ
τους ταυτόσηµη απεικόνιση, το αποτέλεσµα του αλγορίθµου SAMCOF είναι
σχεδόν ταυτόσηµο χρησιµοποιώντας οποιαδήποτε από τις αρχικές διευθετή-
σεις.
΄Οπως έχει αναφερθεί στα προηγούµενα, η ισοµορφική απεικόνιση είναι πιο
αργή σε σχέση µε τις άλλες µεθόδους και ενίοτε αποτυγχάνει (µοντέλο καρέ-
κλας). Για το λόγο αυτό τελικά απορρίφθηκε.
Ο αλγόριθµος SAMCOF δεν δίνει πάντα το ίδιο αποτέλεσµα (για το ίδιο µοντέ-
λο), ανεξάρτητα από την αρχική διευθέτηση των σηµείων. Ενίοτε το µετασχη-
µατισµένο µοντέλο έχει κάποιο µέρος του περιστραµένο ή καθρεπτισµένο.
΄Ενα παράδειγµα αυτής της περιστροφής ϕαίνεται στο Σχήµα 2.23 όπου το
κεφάλι έχει περιστραφεί σε σχέση µε την ϕυσιολογική του ϑέση (Σχήµα 2.27).

Σχήµα 2.23: (α) Αρχικό µοντέλο ; (ϐ) Μετασχηµατισµός Π∆Κ ελαχίστων τε-
τραγώνων µε αρχικοποίηση ταχείας Π∆Κ.

2.4.4 Παρατηρήσεις

• Στα Σχήµατα 2.24, 2.25, 2.26 ϕαίνονται κάποια αντιπροσωπευτικά µο-
ντέλα και οι µετασχηµατισµοί τους. Στο Σχήµα 2.27 ϕαίνεται µια σύγ-
κριση του µετασχηµατισµού Π∆Κ που περιγράφεται στο [30] και του
µετασχηµατισµού Π∆Κ ελαχίστων τετραγώνων. ΄Οπως µπορεί να διαπι-
στώσει κανείς, αν και οι µετασχηµατισµοί δεν χρησιµοποιούν την ίδια
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συνάρτηση stress (εξισώσεις (2.1), (2.2)), είναι σχεδόν ταυτόσηµοι.

• Στο [18] µπορεί να ϐρει κανείς µια σύγκριση της κλασικής Π∆Κ , της
Π∆Κ ελαχίστων τετραγώνων, και µιας ταχείας Π∆Κ που περιγράφεται
στο [19] (δεν είναι η ταχεία Π∆Κ που περιγράφηκε στα προηγούµενα).
Το συµπέρασµα της σύγκρισης είναι η ανωτερότητα της Π∆Κ ελαχίστων
τετραγώνων, και η µεγαλύτερη όµως (χρονική) πολυπλοκότητά της.

Σχήµα 2.24: (α) Αρχικό µοντέλο ; (ϐ) Μετασχηµατισµός Π∆Κ ελαχίστων τε-
τραγώνων µε αρχικοποίηση ταχείας Π∆Κ.
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Σχήµα 2.25: (α) Αρχικό µοντέλο ; (ϐ) Μετασχηµατισµός Π∆Κ ελαχίστων τε-
τραγώνων µε αρχικοποίηση ταχείας Π∆Κ.

Σχήµα 2.26: (α) Αρχικό µοντέλο ; (ϐ) Μετασχηµατισµός Π∆Κ ελαχίστων τε-
τραγώνων µε αρχικοποίηση ταχείας Π∆Κ.
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Σχήµα 2.27: (α) Μετασχηµατισµός Π∆Κ από το [30] ; (ϐ) Μετασχηµατισµός
Π∆Κ ελαχίστων τετραγώνων µε αρχικοποίηση ταχείας Π∆Κ.
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2.5 Εντοπισµός Χαρακτηριστικών Σηµείων

Στην ενότητα αυτή ορίζονται τα προεξέχοντα χαρακτηριστικά σηµεία και
περιγράφεται ένας αλγόριθµος για την εύρεσή τους. Ο προτεινόµενος αλγό-
ϱιθµος δεν απαιτεί προηγούµενη γνώση σχετικά µε τον αριθµό των χαρακτη-
ϱιστικών σηµείων, ούτε άλλες παραµέτρους οριζόµενες από χρήστη.

2.5.1 Θεωρητική Περιγραφή

∆ιαισθητικά, τα χαρακτηριστικά σηµεία ϑα ϐρίσκονται στις άκρες των προ-
εξεχουσών συνιστωσών ενός δοθέντος µοντέλου. ΄Ενα παράδειγµα εντοπισµού
χαρακτηριστικών σηµείων ϕαίνεται στο Σχήµα 2.28. Συγκρίνοντας τα Σχή-
µατα 2.28 και 2.3 (στο Σχήµα 2.3 ϕαίνονται και τα χαρακτηριστικά σηµεία
µε ϐάση το [30]) µπορεί να διαπιστώσει κανείς πως ουσιαστικά οι αλγόριθµοι
Π∆Κ του [30] και της Π∆Κ ελαχίστων τετραγώνων δεν διαφέρουν στο αποτέλε-
σµα, αφού τα χαρακτηριστικά σηµεία που τελικά εντοπίζονται είναι ακριβώς
τα ίδια.
Σηµειώνεται πως τα χαρακτηριστικά σηµεία ϑα πρέπει να είναι αµετάβλητα
στη στάση του µοντέλου.

Στον παρόντα αλγόριθµο, τα χαρακτηριστικά σηµεία χρησιµοποιούνται τόσο
για να εδραιώσουν την ϑέση των τµηµάτων, όσο και για να καθοριστεί αν η
διαδικασία κατάτµησης ϑα πρέπει να τερµατιστεί.
Στα [68, 72] τα τοπικά µέγιστα (τοπικά ακραία σηµεία) της συνάρτησης µέσης
γεωδαιτικής απόστασης [25] ορίζουν τα κρίσιµα σηµεία. Το ϕιλτράρισµα των
σηµείων αυτών είναι απαραίτητο, λόγω της παρουσίας πολλών χαρακτηριστι-
κών µικρής κλίµακας, απαιτώντας µε τον τρόπο αυτό, ένα κατώφλι οριζόµενο
από τον χρήστη.
Στον προτεινόµενο αλγόριθµο, οι οριζόµενες από το χρήστη παράµετροι απο-
ϕεύγονται χρησιµοποιώντας µια καθολική και µια τοπική συνθήκη.
Για τον τυπικό ορισµό των κορυφών που ϐρίσκονται στις άκρες των συνι-
στωσών του εκάστοτε µοντέλου, απαιτείται οι κορυφές να ικανοποιούν τις
συνθήκες που περιγράφονται παρακάτω.
∀𝜐 ∈ 𝑆, έστω 𝑁𝜐 το σύνολο των γειτονικών κορυφών της κορυφής 𝜐. ΄Εστω
ακόµα Γ∆Α (𝜐𝑖, 𝜐𝑗) η γεωδαιτική απόσταση µεταξύ των κορυφών 𝜐𝑖 και 𝜐𝑗 του
3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος 𝑆. Η τοπική συνθήκη που πρέπει να ικανοποιεί
ένα χαρακτηριστικό σηµείο είναι η ακόλουθη :∑︁

𝜐𝑖∈𝑆

Γ∆Α (𝜐, 𝜐𝑖) >
∑︁
𝜐𝑖∈𝑆

Γ∆Α (𝜐𝑛, 𝜐𝑖) ,∀𝜐𝑛 ∈ 𝑁𝜐 (2.6)

Με άλλα λόγια, µια κορυφή ϐρίσκεται στην άκρη µιας συνιστώσας αν είναι
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Σχήµα 2.28: Χαρακτηριστικά σηµεία.

τοπικό µέγιστο του συναρτησιακού του αθροίσµατος της γεωδαιτικής από-
στασης (ουσιαστικά το συναρτησιακό αυτό είναι η συνάρτηση προεξοχής).
Αν και η παραπάνω συνθήκη καταφέρνει να εξάγει ένα σύνολο σηµείων το
οποίο περιέχει τα προεξέχοντα χαρακτηριστικά σηµεία, ενδέχεται να περιέχει
επίσης πολλά επιπρόσθετα σηµεία, τα οποία δεν είναι προεξέχοντα χαρακτη-
ϱιστικά σηµεία, εξαιτίας της παρουσίας ϑορύβου. Για το λόγο αυτό, προστίθε-
ται µια καθολική συνθήκη, η οποία ϕιλτράρει αυτόµατα το σύνολο αυτών των
σηµείων. Πρέπει να σηµειωθεί πως στο 𝑆𝑀𝐷𝑆 οι ακραίες κορυφές, τείνουν να
εξέχουν προς µια κατεύθυνση. Αυτό συµβαίνει γιατί ο µετασχηµατισµός Π∆Κ
‘‘τεντώνει’’ τις αναδιπλωµένες συνιστώσες ενός µοντέλου. Η παρατήρηση αυτή
οδηγεί στην δεύτερη προϋπόθεση : ένα χαρακτηριστικό σηµείο ϑα πρέπει να
κείται στο κυρτό κέλυφος του 𝑆𝑀𝐷𝑆.

Ορισµός 1. Χαρακτηριστικό σηµείο : Μια κορυφή ενός 3-∆ πολυγωνικού
πλέγµατος είναι χαρακτηριστικό σηµείο, αν ικανοποιεί την συνθήκη (2.6)
και κείται στο κυρτό κέλυφος του 𝑆𝑀𝐷𝑆.

Ο παραπάνω ορισµός, αποτελεί ουσιαστικά και έναν αλγόριθµο για τον υπο-
λογισµό των χαρακτηριστικών σηµείων των 3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων.
∆οθέντος ενός 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος 𝑆 και της µετασχηµατισµένης
εκδοχής του 𝑆𝑀𝐷𝑆, τα ϐήµατα του αλγορίθµου υπολογισµού των χαρακτηρι-
στικών του σηµείων είναι τα εξής :

• υπολογισµός του κυρτού κελύφους του 𝑆𝑀𝐷𝑆
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• εύρεση των κορυφών του κυρτού κελύφους που ικανοποιούν την εξίσω-
ση (2.6)

• απεικόνιση των κορυφών στις αντίστοιχες κορυφές του 𝑆

2.5.2 Λεπτοµέρειες Υλοποίησης

Για τον υπολογισµό των χαρακτηριστικών σηµείων έχει χρησιµοποιηθεί
αυτούσιος ο αλγόριθµος που περιγράφηκε στην υπο-ενότητα 2.5.1. Αξίζει
ωστόσο να σηµειωθούν οι ακόλουθες παρατηρήσεις :

• για τον υπολογισµό του κυρτού κελύφους του 𝑆𝑀𝐷𝑆 έχει χρησιµοποι-
ηθεί η συνάρτηση του MATLAB r� convhulln()

• ως γειτονιά µιας κορυφής 𝜐 έχει χρησιµοποιηθεί η γειτονιά 2-δακτυλίων
(2-ring neighborhood)16 ώστε να αποφευχθεί η εσφαλµένη ανίχνευση
κοντινών χαρακτηριστικών σηµείων και να καταστεί ο αλγόριθµος πιο
εύρωστος

• σε περίπτωση αναδροµικής (ιεραρχικής) κατάτµησης, οι κορυφές των
κατατµηµένων περιοχών (ήτοι οι τοµές του προηγούµενου επιπέδου
ιεραρχικής κατάτµησης) αποκλείονται από το σύνολο των (υποψήφιων)
χαρακτηριστικών σηµείων του τρέχοντος ιεραρχικού επιπέδου, ώστε να
αποφευχθεί η υπερκατάτµηση 17

• κορυφές που ανιχνεύονται από την διαδιακασία εξαγωγής (αρχικού)
πυρήνα (ενότητα 2.6) και έχουν ήδη ανιχνευθεί και ως χαρακτηριστικά
σηµεία αποκλείονται από το σύνολο των χαρακτηριστικών σηµείων 18

• σε περίπτωση µηδενικού αριθµού χαρακτηριστικών σηµείων (είτε ε-
ξαρχής είτε κατόπιν αποκλεισµού εσφαλµένων χαρακτηριστικών ση-
µείων) προφανώς το τµήµα (3-∆ πολυγωνικό υπο-πλέγµα) ϑεωρείται
µη-κατατµήσιµο και ο αλγόριθµος κατάτµησης τερµατίζεται (για τον
τρέχοντα κόµβο του ιεραρχικού δέντρου κατάτµησης)

16 Ως γειτονιά ενός δακτυλίου µιας κορυφής 𝜐, ϑεωρούνται οι γειτονικές κορυφές της µε
ϐάση την συνεκτικότητα του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος (ήτοι τα πολύγωνα του πλέγµατος).
Ως γειτονιά 2-δακτυλίων µιας κορυφής 𝜐, ϑεωρείται η ένωση των εξής δύο συνόλων κορυφών :
των γειτόνων ενός δακτυλίου 𝜐𝑛 της κορυφής 𝜐 και της γειτονιάς ενός δακτυλίου των κορυφών
𝜐𝑛.

17 Αυτό αποτελεί µια προσθήκη στον αλγόριθµο για την ανίχνευση χαρακτηριστικών που
περιγράφεται στο [30].

18 Αυτό αποτελεί µια προσθήκη στον αλγόριθµο για την ανίχνευση χαρακτηριστικών που
περιγράφεται στο [30] η οποία εφαρµόστηκε για τον αποκλεισµό εσφαλµένων χαρακτηριστι-
κών σηµείων.
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2.5.3 Παρατηρήσεις

Λόγω του τρόπου µε τον οποίο ανιχνεύονται τα χαρακτηριστικά σηµεία
(µέσω του κυρτού κελύφους του 𝑆𝑀𝐷𝑆), για ένα δεδοµένο επίπεδο ιεραρχίας,
δεν εντοπίζονται κάποια κοντινά χαρακτηριστικά σηµεία µικρότερης κλίµα-
κας που αντιστοιχούν σε ιεραρχικά επίπεδα µεγαλύτερης λεπτοµέρειας (πχ
όλα τα δάκτυλα σε ένα χέρι όταν έχουµε σαν είσοδο ένα ανθρωποειδές µοντέ-
λο). Το γεγονός αυτό όµως, ϐοηθά στην ιεραρχική κατάτµηση : στο πρώτο
επίπεδο ιεραρχίας (πχ σε ένα ανθρωποειδές µοντέλο) ως ξεχωριστό µέρος κα-
τατµείται ολόκληρο το χέρι και σε επόµενα επίπεδα ιεραρχίας διαχωρίζονται
τα δάκτυλα ως ξεχωριστά µέρη. Ουσιαστικά µε τον τρόπο αυτό ανιχνεύονται
χαρακτηριστικά σηµεία παρόµοιας κλίµακας (αντίστοιχης µε το ιεραρχικό
επίπεδο κατάτµησης).

2.6 Εξαγωγή Συνιστώσας Πυρήνα

Μόλις εξαχθούν τα χαρακτηριστικά σηµεία του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµα
τος, χρησιµοποιούνται για να καθοδηγήσουν την κατάτµηση. Το 3-∆ πολυ-
γωνικό πλέγµα κατατµείται στην συνιστώσα πυρήνα και στις προεξέχουσες
συνιστώσες του. Κάθε προεξέχουσα συνιστώσα ορίζεται από ένα ή περισσότε-
ϱα χαρακτηριστικά σηµεία.
Ο αλγόριθµος κατάτµησης αποτελείται από τρία ϐασικά ϐήµατα :

• σφαιρικός καθρεφτισµός του 𝑆𝑀𝐷𝑆 - εξαγωγή αρχικής συνιστώσας πυ-
ϱήνα του 𝑆

• επέκταση της αρχικής συνιστώσας πυρήνα του 𝑆 - εξαγωγή της τελικής
συνιστώσας πυρήνα του 𝑆

• εξαγωγή των υπόλοιπων τµηµάτων του 𝑆

Τα παραπάνω ϐήµατα περιγράφονται λεπτοµερώς στη συνέχεια.

2.6.1 Θεωρητική Περιγραφή

2.6.1.1 Σφαιρικός Καθρεφτισµός (Εξαγωγή Αρχικής Συνιστώσας Πυ-
ϱήνα)

΄Οπως έχει ήδη σηµειωθεί, τα προεξέχοντα χαρακτηριστικά σηµεία του
𝑆𝑀𝐷𝑆 τείνουν να είναι ακραία σε κάποια κατεύθυνση, ενώ οι κορυφές της
συνιστώσας πυρήνα τείνουν να είναι πιο κοντά στο κέντρο του 𝑆𝑀𝐷𝑆 (Σχή-
µα 2.3). Αξίζει να σηµειωθεί πως αυτό ισχύει τόσο όταν τα χαρακτηριστικά
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σηµεία ϐρίσκονται σε κυρτές περιοχές στο αρχικό µοντέλο 𝑆 (πχ τα δάκτυ-
λα σε ένα ανθρωποειδές µοντέλο), όσο και όταν τα χαρακτηριστικά σηµεία
ϐρίσκονται σε κοίλες περιοχές στο αρχικό µοντέλο 𝑆 (πχ τα µάτια σε ένα αν-
ϑρωποειδές µοντέλο).
Ο σφαιρικός καθρεφτισµός στοχεύει στο να αντιστρέψει αυτή την κατάσταση,
ούτως ώστε οι κορυφές του πυρήνα να καταστούν εξωτερικές και να µπορούν
να εξαχθούν εύκολα. Για το σκοπό αυτό, υπολογίζεται µια περιβάλλουσα
σφαίρα και οι κορυφές του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος 𝑆𝑀𝐷𝑆 ‘‘καθρεφτίζον-
ται’’.
΄Εστω 𝐶 και 𝑅 (ϑα οριστούν παρακάτω), το κέντρο και η ακτίνα της περιβάλ-
λουσας σφαίρας (η οποία δεν είναι απαραίτητο να είναι η ελάχιστη περιβάλ-
λουσα σφαίρα). Χρησιµοποιώντας την σφαίρα σαν καθρέφτη, κάθε κορυφή
𝜐 µετασχηµατίζεται στην εικόνα της έξω από την σφαίρα, σύµφωνα µε την
ακόλουθη εξίσωση :

𝜐𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟 = 𝜐 + 2 · (𝑅− ‖𝜐 − 𝐶‖) · (𝜐 − 𝐶)

‖𝜐 − 𝐶‖
(2.7)

Με αυτόν τον τρόπο, η εικόνα των κορυφών του πυρήνα κείται στο κυρτό
κέλυφος των καθρεφτισµένων κορυφών, ενώ οι κορυφές των χαρακτηριστικών
σηµείων καθίστανται εσωτερικές (του κυρτού κελύφους).
Η διαδικασία απεικονίζεται σε 2-∆ στο Σχήµα 2.29. Τα καθρεφτισµένα άκρα
και το κεφάλι είναι πιο κοντά στο κέντρο, ενώ ο καθρεφτισµένος πυρήνας του
αντικειµένου κείται στο κυρτό κέλυφος.
Αποµένει προς αποσαφήνιση ο υπολογισµός των 𝐶 και 𝑅. Υπάρχουν πολλοί
τρόποι για να υπολογίσει κανείς το κέντρο 𝐶. Στον παρόντα αλγόριθµο το
κέντρο 𝐶 προσεγγίζεται στο πρώτο επίπεδο ιεραρχίας µε το κέντρο µάζας ενός
υποσυνόλου των κορυφών του 𝑆𝑀𝐷𝑆, οι οποίες πληρούν δύο προϋποθέσεις :

• κάθε κορυφή σε αυτό το υποσύνολο ϑα πρέπει να ϐρίσκεται µακριά από
όλα τα χαρακτηριστικά σηµεία

• για κάθε κορυφή αυτού του υποσυνόλου, ο λόγος µεταξύ της µέγιστης
απόστασης και της ελάχιστης απόστασης από τα χαρακτηριστικά σηµεία
πρέπει να είναι µικρός

Με τον τρόπο αυτό, το υπολογιζόµενο κέντρο 𝐶 ϐρίσκεται σχεδόν πάντα στο
εσωτερικό της συνιστώσας πυρήνα του 𝑆𝑀𝐷𝑆.
Στα ιεραρχικά επίπεδα µεγαλύτερης λεπτοµέρειας, το 𝐶 υπολογίζεται ως
το κέντρο της τοµής µεταξύ του προς κατάτµηση 3-∆ πολυγωνικού υπο-
πλέγµατος και του πυρήνα του γονικού κόµβου (στο δέντρο της ιεραρχικής
κατάτµησης - ενότητα 2.1).
Η ακτίνα 𝑅 της περιβάλλουσας σφαίρας υπολογίζεται µετρώντας την µέγιστη
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απόσταση του κέντρου 𝐶 από τις κορυφές του 𝑆𝑀𝐷𝑆 : 𝑅 = 𝑚𝑎𝑥
𝜐

‖𝜐 − 𝐶‖.
Στο Σχήµα 2.30 απεικονίζονται τα αποτελέσµατα του σφαιρικού καθρεφτι-
σµού σε διάφορα 3-∆ πολυγωνικά πλέγµατα.

Σχήµα 2.29: Βήµατα σφαιρικού καθρεφτισµού (εξαγωγή αρχικού πυρήνα)
σε 2-∆. (α) ένα σχήµα στο χώρο Π∆Κ (𝑆𝑀𝐷𝑆) ; (ϐ) σφαιρικός καθρεφτισµός
: ο κόκκινος κύκλος είναι η περιβάλλουσα σφαίρα. Η µπλε καµπύλη είναι
το καθρεφτισµένο σχήµα ; (γ) κυρτό κέλυφος του καθρεφτισµένου σχήµατος
µε πράσινο και πορτοκαλί χρώµα. Οι πράσινες καµπύλες είναι τα µέρη της
καθρεφτισµένης εικόνας που κείνται στο κυρτό κέλυφος και η κυανή καµπύ-
λη είναι ο πυρήνας ; (δ) ο πυρήνας απεικονισµένος στο 𝑆, µε κυανό χρώµα.
Τα χρώµατα αντιπροσωπεύουν συνεκτικές συνιστώσες που δηµιουργούνται
αφαιρώντας τον πυρήνα ; (από το [30]).
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Σχήµα 2.30: Σφαιρικοί καθρεφτισµοί σε 3-∆ (από το [30]).

2.6.1.2 Επέκταση Της Αρχικής Συνιστώσας Πυρήνα (Εξαγωγή Τελι-
κής Συνιστώσας Πυρήνα)

΄Οπως αναφέρθηκε στην προηγούµενη υπο-ενότητα, για την εξαγωγή της
αρχικής συνιστώσας πυρήνα, απαιτείται ο υπολογισµός του κυρτού κελύφους
των καθρεφτισµένων κορυφών. Οι κορυφές που κείνται στο κυρτό κέλυφος,
µαζί µε τις έδρες (τρίγωνα) που ορίζουν στο 𝑆, ϑεωρούνται η αρχική συνιστώ-
σα πυρήνα. Στις περισσότερες περιπτώσεις, ο αρχικός πυρήνας διαχωρίζει τα
χαρακτηριστικά (Σχήµα 2.29). ΄Οταν αυτό δεν ισχύει, η συνιστώσα πυρήνα
επεκτείνεται.
Η επέκταση πυρήνα είναι µια επαναληπτική διαδικασία πρόσθεσης γειτονι-
κών εδρών στον τρέχοντα πυρήνα, µέχρι να ικανοποιηθεί µια εκ των ακολού-
ϑων δύο συνθηκών :

• ο τρέχων πυρήνας να διαχωρίσει όλα τα χαρακτηριστικά σηµεία, δη-
µιουργώντας έτσι µη-συνεκτικές συνιστώσες οι οποίες ορίζουν τα τµή-
µατα, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 2.3

• η επέκταση πυρήνα να µειώσει την απόσταση του (αρχικού) πυρήνα από
το κοντινότερο χαρακτηριστικό σηµείο περισσότερο από ένα σταθερό
παράγοντα (0.5)

Η δεύτερη συνθήκη ικανοποιείται όταν λιγοστά χαρακτηριστικά σηµεία ϐρί-
σκονται κοντά µεταξύ τους και συνεπώς δεν µπορούν (και δεν πρέπει) να
διαχωριστούν από τον πυρήνα, όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 2.3, όπου κά-
ϑε πόδι περιέχει δύο χαρακτηριστικά σηµεία.
Στην περίπτωση αυτή, ο αλγόριθµος οπισθοχωρεί στην κατάσταση κατά την
οποία έλαβε χώρα ο τελευταίος διαχωρισµός χαρακτηριστικών σηµείων και η
διαδικασία επέκτασης πυρήνα τερµατίζεται. Αυτή η οπισθοχώρηση έχει σαν
αποτέλεσµα την συσταδοποίηση χαρακτηριστικών σηµείων που αντιστοιχούν
σε χαρακτηριστικά µικρότερης κλίµακας. Αυτά τα χαρακτηριστικά δεν ϑε-
ωρούνται προεξέχοντα στο τρέχον επίπεδο ιεραρχίας. Για παράδειγµα στο
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Σχήµα 2.3, στο πρώτο επίπεδο ιεραρχίας, τα πόδια του Ϲώου περιέχουν δύο
χαρακτηριστικά σηµεία (στα δάκτυλα). Ωστόσο, η οπισθοχώρηση έχει σαν
αποτέλεσµα την εξαγωγή ολόκληρων των ποδιών σαν µια µεµονωµένες συ-
νιστώσες. Τα δάκτυλα (ως µεµονωµένες συνιστώσες) εξάγονται σε ιεραρχικά
επίπεδα µεγαλύτερης λεπτοµέρειας.

2.6.1.3 Εξαγωγή Υπόλοιπων Τµηµάτων

Μόλις εξαχθεί η συνιστώσα πυρήνα, τα υπόλοιπα τµήµατα του 3-∆ πολυ-
γωνικού πλέγµατος εξάγονται µε ‘‘αφαίρεση’’ της συνιστώσας πυρήνα από το
3-∆ πολυγωνικό πλέγµα (Σχήµα 2.29). Η αφαίρεση αυτή, πραγµατοποιείται
διασχίζοντας το 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα µε BFS, η οποία ξεκινά από τα χα-
ϱακτηριστικά σηµεία, και κατατµεί το 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα σε συνεκτικές
συνιστώσες.
Μια συνεκτική συνιστώσα η οποία περιέχει τουλάχιστον ένα χαρακτηριστικό
σηµείο, ϑεωρείται ένα τµήµα του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος. Μια συνεκτι-
κή συνιστώσα η οποία δεν περιέχει κανένα χαρακτηριστικό σηµείο, ενώνεται
µε την συνιστώσα πυρήνα.

2.6.2 Λεπτοµέρειες Υλοποίησης

• Για τον υπολογισµό του κέντρου 𝐶 της περιβάλλουσας σφαίρας, ακο-
λουθείται η εξής διαδικασία. Για κάθε κορυφή του 3-∆ πολυγωνικού
πλέγµατος 𝜐𝑖, αποθηκεύεται η ελάχιστη απόσταση 𝑑𝑖𝑚𝑖𝑛 και ο λόγος της

µέγιστης προς την ελάχιστη απόσταση 𝑟𝑖 =
𝑑𝑖𝑚𝑎𝑥

𝑑𝑖𝑚𝑖𝑛

από τα χαρακτηριστι-

κά σηµεία. Ακόµα, αποθηκεύονται οι τιµές :

𝑚𝑖𝑛𝑑 = 𝑚𝑖𝑛
𝑖

{︀
𝑑𝑖𝑚𝑖𝑛

}︀
𝑚𝑎𝑥𝑑 = 𝑚𝑎𝑥

𝑖

{︀
𝑑𝑖𝑚𝑖𝑛

}︀
𝑚𝑖𝑛𝑟 = 𝑚𝑖𝑛

𝑖
{𝑟𝑖}

𝑚𝑎𝑥𝑟 = 𝑚𝑎𝑥
𝑖

{𝑟𝑖}

Ο χρήστης δίνει σαν είσοδο δύο ποσοστά 𝑃𝑑, 𝑃𝑟 για τα 𝑑𝑖𝑚𝑖𝑛, 𝑟𝑖 αντί-
στοιχα, τα οποία µετατρέπονται στα κατώφλια 𝑇𝑑, 𝑇𝑟 , ϐάσει των τύπων
:

𝑇𝑑 = 𝑚𝑖𝑛𝑑 + (𝑚𝑎𝑥𝑑 −𝑚𝑖𝑛𝑑) · 𝑃𝑑

𝑇𝑟 = 𝑚𝑖𝑛𝑟 + (𝑚𝑎𝑥𝑟 −𝑚𝑖𝑛𝑟) · 𝑃𝑟
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Οι συνθήκες που πρέπει να ικανοποιεί µια κορυφή του 3-∆ πολυγωνι-
κού πλέγµατος 𝜐𝑖, για να χρησιµοποιηθεί στον υπολογισµό του κέντρου
𝐶 της περιβάλλουσας σφαίρας είναι οι ακόλουθες :

𝑑𝑖𝑚𝑖𝑛 > 𝑇𝑑

𝑟𝑖 < 𝑇𝑟

Τα παραπάνω εφαρµόζονται για το πρώτο ιεραρχικό επίπεδο κατάτµη-
σης. Για τα ιεραρχικά επίπεδα µεγαλύτερης λεπτοµέρειας, το κέντρο 𝐶
υπολογίζεται ως το κέντρο µάζας των κορυφών που αποτελούν την τοµή
µεταξύ του προς κατάτµηση 3-∆ πολυγωνικού υπο-πλέγµατος και του
πυρήνα του γονικού κόµβου (στο δέντρο της ιεραρχικής κατάτµησης -
ενότητα 2.1).

• Για τον υπολογισµό του κυρτού κελύφους του ‘‘καθρεφτισµένου’’ 𝑆𝑀𝐷𝑆

έχει χρησιµοποιηθεί η συνάρτηση του MATLAB r� convhulln().

• Μόλις εξαχθούν οι κορυφές της αρχικής συνιστώσας πυρήνα, υπολογί-
Ϲονται και οι έδρες (τρίγωνα) που της αντιστοιχούν. Για να ανήκει ένα
τρίγωνο στην αρχική συνιστώσα πυρήνα, ϑα πρέπει και οι τρεις κορυφές
του να ανήκουν σε αυτήν. Στην συνέχεια, υπολογίζεται ένας τροποποιη-
µένος δυϊκός γράφος (ενότητα 1.2), στον οποίο δύο τρίγωνα συνδέονται,
εφόσον συνδέονται στον κανονικό δυϊκό γράφο και επιπλέον ανήκουν
και τα δύο στην αρχική συνιστώσα πυρήνα. Κατόπιν, ο τροποποιηµένος
δυϊκός γράφος διασχίζεται µε BFS και λαµβάνεται ως αρχική συνιστώ-
σα πυρήνα η µεγαλύτερη συνεκτική συνιστώσα του τροποποιηµένου
δυϊκού γράφου.

• ΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί στην υπο-ενότητα 2.5.2, σε περίπτωση που
κάποια χαρακτηριστικά σηµεία ανήκουν στην αρχική συνιστώσα πυρή-
να, προφανώς αποκλείονται από το σύνολο χαρακτηριστικών σηµείων
(ϑεωρούνται εσφαλµένα χαρακτηριστικά σηµεία). Σε περίπτωση µη-
δενισµού του αριθµού των χαρακτηριστικών σηµείων, το τρέχον 3-∆
πολυγωνικό υπο-πλέγµα ϑεωρείται µη-κατατµήσιµο και η διαδικασία
τερµατίζεται (για τον τρέχοντα κόµβο του ιεραρχικού δέντρου κατάτµη-
σης).

• Στα Σχήµατα 2.31, 2.32 ϕαίνονται δυο παραδείγµατα εξαγωγής της αρ-
χικής συνιστώσας πυρήνα. ΄Οπως µπορεί να παρατηρήσει κανείς, στο
Σχήµα 2.31, η αρχική συνιστώσα πυρήνα εξάγεται ικανοποιητικά, ενώ
στο Σχήµα 2.32 (εικόνα α) το αποτέλεσµα δεν είναι καθόλου καλό (ως



2.6 Εξαγωγή Συνιστώσας Πυρήνα 90

αρχικός πυρήνας έχει εξαχθεί µόνο το κάτω µέρος του καθίσµατος της
καρέκλας και όχι το πάνω) και αποτελεί ϐασική αιτία για ένα κακό α-
ποτέλεσµα κατάτµησης 19.
Σαν λύση στο πρόβληµα αυτό, δοκιµάστηκε ένας εναλλακτικός τρόπος
για την εξαγωγή της αρχικής συνιστώσας πυρήνα : ο κβαντισµός της
συνάρτησης προεξοχής (ενότητα 1.2) [3, 25]. Σε αδρές γραµµές, η δια-
δικασία που ακολουθείται είναι η εξής. Οι τιµές της συνάρτησης προ-
εξοχής πολλαπλασιάζονται µε ένα σταθερό συντελεστή ώστε να αυξηθεί
η µεταξύ τους διακριτότητα. Το διάστηµα τιµών µεταξύ της ελάχιστης
και της µέγιστης τιµής της συνάρτησης προεξοχής, κβαντίζεται σε ένα
αριθµό σταθµών που δίνεται από το χρήστη ως παράµετρος (έχουν ε-
πιλεχθεί 5 στάθµες). Οι κορυφές του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος που
ανήκουν στην πρώτη στάθµη κβάντισης (αυτή µε την µικρότερη τιµή)
αποτελούν την αρχική συνιστώσα πυρήνα. Προφανώς, όσο αυξάνεται
ο αριθµός των σταθµών, τόσο µικρότερη ϑα είναι η αρχική συνιστώσα
πυρήνα. Η µέθοδος αυτή δεν έχει πάντα καλύτερα αποτελέσµατα από
αυτή που περιγράφεται στο [30], όµως παρουσιάζει µεγαλύτερη ευστά-
ϑεια και ευρωστία.
Στο Σχήµα 2.32 (δεξιά) ϕαίνεται ένα παράδειγµα εξαγωγής της αρχικής
συνιστώσας πυρήνα µε την εναλλακτική αυτή µέθοδο. ΄Οπως µπορεί
να παρατηρήσει κανείς, σαν αρχικός πυρήνας έχει εξαχθεί τµήµα τόσο
του πάνω όσο και του κάτω µέρους της καρέκλας. Αυτός είναι ένας
ικανοποιητικός αρχικός πυρήνας, ο οποίος ϑα πάρει την τελική µορφή
του µε την διαδικασία της επέκτασης πυρήνα.
Πρέπει να τονισθεί πως ο κβαντισµός της συνάρτησης προεξοχής σαν
διαδικασία εξαγωγής της αρχικής συνιστώσας πυρήνα, έχει νόηµα µό-
νο για το πρώτο ιεραρχικό επίπεδο κατάτµησης (στα ιεραρχικά επίπεδα
µεγαλύτερης λεπτοµέρειας παύει να έχει νόηµα η συνάρτηση προεξο-
χής).

• Για την επέκταση αρχικού πυρήνα χρησιµοποιείται η ακόλουθη διαδι-
κασία. Για κάθε χαρακτηριστικό σηµείο ΧΣ𝑗 υπολογίζεται η κοντινότερη
(γεωδαιτικά) κορυφή του αρχικού πυρήνα 𝜐𝑚𝑖𝑛

𝑗 . Στη συνέχεια για κάθε
κορυφή 𝜐𝑖 που δεν ανήκει στον αρχικό πυρήνα, εξετάζεται αν ικανο-
ποιεί την συνθήκη : 𝑚𝑖𝑛

𝑗
{Γ∆Α (𝜐𝑖,ΧΣ𝑗)} < 𝐾 · Γ∆Α

(︀
ΧΣ𝑗, 𝜐

𝑚𝑖𝑛
𝑗

)︀
, όπου

Γ∆Α() η συνάρτηση γεωδαιτικής απόστασης και𝐾 ένα κατώφλι το οποί-
ο σύµφωνα µε το [30] τίθεται ίσο µε 0.5 . Οι κορυφές που ικανοποιούν

19 Η αρχική συνιστώσα πυρήνα είναι καθοριστική για το αποτέλεσµα της κατάτµησης κα-
ϑώς η διαδικασία επέκτασης πυρήνα δεν είναι συνήθως σε ϑέση να διορθώσει ικανοποιητικά
ένα κακό αρχικό πυρήνα.
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την παραπάνω συνθήκη ορίζουν ένα σύνολο κορυφών 𝐵 οι οποίες αν
επιλεχθούν κατά την επέκταση πυρήνα, ϑα σηµάνουν το τέλος της δια-
δικασίας αυτής.
Σε περίπτωση λοιπόν, µη-διαχωρισµού των χαρακτηριστικών σηµείων
από τον αρχικό πυρήνα, εφαρµόζεται η διαδικασία επέκτασης πυρήνα.
Η διαδικασία αυτή περιλαµβάνει τα εξής ϐήµατα :

1. προσθήκη της γειτονιάς 1-δακτυλίου 20 των κορυφών του τρέχον-
τος πυρήνα στη συνιστώσα πυρήνα

2. σε περίπτωση που κάποια από τις προστιθέµενες κορυφές ανή-
κει στο σύνολο 𝐵 η διαδικασία επέκτασης πυρήνα τερµατίζεται,
και σε περίπτωση µη-διαχωρισµού των χαρακτηριστικών σηµείων
εφαρµόζεται οπισθοχώρηση (backtracking) στην κατάσταση του
πυρήνα κατά την οποία συνέβη ο τελευταίος διαχωρισµός χαρα-
κτηριστικών σηµείων

3. αν ο τρέχων πυρήνας διαχωρίζει τα χαρακτηριστικά σηµεία, η δια-
δικασία επέκτασης τερµατίζεται χωρίς οπισθοχώρηση

Για την διευρένηση του κατά πόσο ο πυρήνας διαχωρίζει τα χαρακτηρι-
στικά σηµεία (και για την εξαγωγή των µη-εκλεπτυσµένων συνιστωσών),
ακολουθείται η εξής διαδικασία. Κατασκευάζεται ένας τροποποιηµένος
πίνακας γειτνίασης (µε ϐάση την συνεκτικότητα των κορυφών του 3-
∆ πολυγωνικού πλέγµατος), στον οποίο διαγράφονται οι συνδέσεις των
κορυφών που ανήκουν στην συνιστώσα πυρήνα. Στη συνέχεια, ο γρά-
ϕος που περιγράφεται από τον τροποποιηµένο αυτό πίνακα, διασχίζεται
µε BFS ξεκινώντας από τα χαρακτηριστικά σηµεία. Με τον τρόπο αυ-
τό, προκύπτουν συνεκτικές συνιστώσες του γράφου οι οποίες αντιστοι-
χούν στα τµήµατα του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος αν αφαιρέσουµε
τον πυρήνα. Κάθε συνιστώσα περιέχει ένα ή περισσότερα χαρακτηρι-
στικά σηµεία. Αν µια συνιστώσα δεν περιέχει χαρακτηριστικά σηµεία,
ενώνεται µε τον πυρήνα. Αν κάθε συνεκτική συνιστώσα περιέχει ένα
χαρακτηριστικό σηµείο, τότε αυτό σηµαίνει πως ο πυρήνας διαχωρίζει
τα χαρακτηριστικά σηµεία.

• Σε ένα 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα, είτε είναι απλοποιηµένο είτε όχι, η
κατανοµή των πολυγώνων δεν είναι οµοιόµορφη (ανάλογα µε την µορ-
ϕολογία της περιοχής αλλού υπάρχουν πολλά τρίγωνα µικρής επιφά-
νειας και αλλού λίγα µεγάλης επιφάνειας). Το γεγονός αυτό ϕέρνει στην

20 Ως γειτονιά ενός δακτυλίου µιας κορυφής 𝜐, ϑεωρούνται οι γειτονικές κορυφές της µε
ϐάση την συνεκτικότητα του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος (ήτοι τα πολύγωνα του 3-∆ πλέγ-
µατος).
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επιφάνεια µια αδυναµία του αλγορίθµου επέκτασης πυρήνα που περι-
γράφεται στο [30]. Σύµφωνα µε τον αλγόριθµο αυτό, ο τερµατισµός της
επέκτασης πυρήνα είναι καθολικός, µε αποτέλεσµα τον ενδεχόµενο µη-
διαχωρισµό συνιστωσών όταν η διαδικασία επέκτασης πυρήνα τερµατι-
σθεί ‘‘πρώιµα’’ (πχ σε ένα ανθρωποειδές µοντέλο, τον µη-διαχωρισµό των
ποδιών λόγω του τερµατισµού της επέκτασης πυρήνα από µια κορυφή
στο λαιµό του µοντέλου). Η µη-οµοιόµορφη κατανοµή πολυγώνων στο
3-∆ πολυγωνικό πλέγµα µπορεί να οδηγήσει σε ένα τέτοιο ‘‘πρώιµο’’
τερµατισµό της διαδικασίας επέκτασης πυρήνα.
Για την επίλυση αυτού του προβήµατος, δοκιµάστηκαν δύο τροποποι-
ήσεις του πρωτότυπου αλγορίθµου για την επέκταση πυρήνα :

1. επέκταση πυρήνα µε µη-καθολικό τερµατισµό : Ο αλγόριθµος αυτός
διαφοροποιείται από τον πρωτότυπο στο εξής. Σε περίπτωση που
κάποια από τις (υποψήφιες) προστιθέµενες κορυφές ανήκει στο
σύνολο𝐵 (ϐλέπε προηγούµενη παρατήρηση) η διαδικασία επέκτα-
σης πυρήνα δεν τερµατίζεται, απλώς δεν προστίθεται η συγκεκρι-
µένη κορυφή στην συνιστώσα πυρήνα. Η διαδικασία συνεχίζεται
εφόσον υπάρχουν γειτονικές κορυφές της τρέχουσας συνιστώσας
πυρήνα που να µην ανήκουν στο σύνολο 𝐵.

2. µη-οµοιόµορφη επέκταση πυρήνα : Ο αλγόριθµος αυτός διαφορο-
ποιείται από αυτόν της επέκτασης πυρήνα µε µη-καθολικό τερµα-
τισµό στο εξής. Αντί να εφαρµόζεται ενιαία σε όλες τις περιοχές του
αρχικού πυρήνα, εφαρµόζεται κατά τµήµα, ήτοι, κάθε σύνορο του
αρχικού πυρήνα µε κάποιο τµήµα επεκτείνεται (και ενδεχοµένως
οπισθοχωρεί) ξεχωριστά.

Αξίζει να σηµειωθεί πως οι προαναφερθείσες µέθοδοι επέκτασης πυ-
ϱήνα δεν διαφέρουν σηµαντικά στα αποτελέσµατα. Είναι προτιµότερη
όµως η µη-οµοιόµορφη επέκταση πυρήνα. Πρέπει επίσης να τονισθεί
πως το καθοριστικό στοιχείο για την εξαγωγή µιας ποιοτικής συνιστώ-
σας πυρήνα είναι ένας ικανοποιητικός αρχικός πυρήνας. Η διαδικασία
επέκτασης πυρήνα (σε οποιαδήποτε από τις προαναφερθείσες εκδοχές
της) παίζει δευτερεύοντα ϱόλο (απαραίτητο παρ’ όλα αυτά) και δεν µπο-
ϱεί από µόνη της, ξεκινώντας µε ένα κακό αρχικό πυρήνα να εξάγει ένα
ικανοποιητικό τελικό πυρήνα.
Στα Σχήµατα 2.33, 2.34 µπορεί να δει κανείς δύο παραδείγµατα στα
οποία συγκρίνονται ο πρωτότυπος αλγόριθµος για την εξαγωγή του πυ-
ϱήνα, µε την µη-οµοιόµορφη επέκταση πυρήνα (µε κβαντισµό της συ-
νάρτησης προεξοχής για την εξαγωγή της αρχικής συνιστώσας πυρήνα).
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Στα δύο αυτά παραδείγµατα, ο πρωτότυπος αλγόριθµος επέκτασης πυ-
ϱήνα αποτυγχάνει, καθώς οι επίπεδες επιφάνειες των αντικειµένων, α-
ποτελούνται από λιγοστά τρίγωνα µεγάλης επιφάνειας, µε αποτέλεσµα
τον πρώιµο τερµατισµό της διαδικασίας επέκτασης πυρήνα, πριν να
διαχωριστούν τα χαρακτηριστικά σηµεία. Εντούτοις, καθοριστικό πα-
ϱάγοντα για την αποτυχία του συνολικού αλγορίθµου εξαγωγής πυρήνα
αποτελεί η κακή αρχική συνιστώσα πυρήνα.

2.6.3 Παρατηρήσεις

΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί, για την εξαγωγή των υπόλοιπων, µη-εκλεπτυ-
σµένων συνιστωσών του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος (όπως και για την διευ-
ϱένηση του κατά πόσο ο πυρήνας διαχωρίζει τα χαρακτηριστικά σηµεία) ακο-
λουθείται η εξής διαδικασία. Κατασκευάζεται ένας τροποποιηµένος πίνακας
γειτνίασης (µε ϐάση την συνεκτικότητα των κορυφών του 3-∆ πολυγωνικού
πλέγµατος) στον οποίο διαγράφονται οι συνδέσεις των κορυφών που ανήκουν
στην συνιστώσα πυρήνα. Στη συνέχεια, ο γράφος που περιγράφεται από τον
τροποποιηµένο αυτό πίνακα, διασχίζεται µε BFS ξεκινώντας από τα χαρακτη-
ϱιστικά σηµεία. Με τον τρόπο αυτό, προκύπτουν συνεκτικές συνιστώσες του
γράφου οι οποίες αντιστοιχούν στα τµήµατα του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος
αν αφαιρέσουµε τον πυρήνα. Κάθε συνιστώσα περιέχει ένα ή περισσότερα
χαρακτηριστικά σηµεία. Αν µια συνιστώσα δεν περιέχει χαρακτηριστικά ση-
µεία, ενώνεται µε τον πυρήνα.
΄Ενα παράδειγµα εξαγωγής µη-εκλεπτυσµένων συνιστωσών ϕαίνεται στο Σχή-
µα 2.35.

Σχήµα 2.31: Αρχική συνιστώσα πυρήνα µε ϐάση τον αλγόριθµο του [30].
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Σχήµα 2.32: (α) Αρχική συνιστώσα πυρήνα µε ϐάση τον αλγόριθµο του [30]
; (ϐ) Αρχική συνιστώσα πυρήνα µε κβαντισµό της συνάρτησης προεξοχής.

Σχήµα 2.33: (α) Επεκταθείσα συνιστώσα πυρήνα µε ϐάση τον αλγόριθµο
του [30] ; (ϐ) Επεκταθείσα συνιστώσα πυρήνα µε κβαντισµό της συνάρτησης
προεξοχής και µη-οµοιόµορφη επέκταση πυρήνα.
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Σχήµα 2.34: (α) Επεκταθείσα συνιστώσα πυρήνα µε ϐάση τον αλγόριθµο
του [30] ; (ϐ) Επεκταθείσα συνιστώσα πυρήνα µε κβαντισµό της συνάρτησης
προεξοχής και µη-οµοιόµορφη επέκταση πυρήνα.

Σχήµα 2.35: Μη-εκλεπτυσµένες συνιστώσες µε ϐάση τον αλγόριθµο του [30]
(ο πυρήνας έχει σχεδιαστεί µε κόκκινο χρώµα).
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2.7 Εκλέπτυνση Συνόρων

Κατά το προηγούµενο στάδιο προέκυψε µια κατάτµηση του 3-∆ πολυ-
γωνικού πλέγµατος, η οποία διαθέτει µη-εκλεπτυσµένα σύνορα µεταξύ των
τµηµάτων. Το τρέχον στάδιο του αλγορίθµου έχει σαν στόχο την εξοµάλυνση
αυτών των συνόρων.

2.7.1 Θεωρητική Περιγραφή

Η εξοµάλυνση συνόρων στην ϐιβλιογραφία έχει γίνει ϐρίσκοντας ελάχιστες
τοµές [31], υπολογίζοντας ένα µονοπάτι ελαχίστου κόστους µε περιορισµούς
[21] και µε χρήση 3-∆ γεωµετρικών ϕιδιών (3-D geometrical snakes) [38].
Ο προτεινόµενος αλγόριθµος χρησιµοποιεί ελάχιστες τοµές, οι οποίες είναι
εύκολες στην υλοποίηση, και εξασφαλίζουν τον διαχωρισµό των δοθέντων συ-
νιστωσών.
Για κάθε µη-εκλεπτυσµένο σύνορο µεταξύ τµηµάτων (το οποίο προκύπτει α-
πό το προηγούµενο στάδιο του αλγορίθµου), απαιτείται η κατασκευή ενός
γράφου ϱοής (flow graph). Για το σκοπό αυτό ορίζεται µια περιοχή αναζή-
τησης (search region) και µια συνάρτηση χωρητικότητας (capacity function)
στις ακµές του γράφου ϱοής. Ο δυϊκός γράφος (ενότητα 1.2) της περιοχής
αναζήτησης, µαζί µε δύο επιπλέον κόµβους πηγής και στόχου (source node,
target node), ορίζουν τον γράφο ϱοής. Η υλοποίηση του αλγορίθµου min cut
- max flow (αλγόριθµος ελάχιστης τοµής - µέγιστης ϱοής) διαφέρει από αυτή
του [31] και στους δύο ορισµούς :

∙ Η περιοχή αναζήτησης ορίζεται ώστε να περιέχει όλες τις έδρες (τρί-
γωνα) των οποίων η κοντινότερη (γεωδαιτική) απόσταση από το (µη-
εκλεπτυσµένο) σύνορο είναι µικρότερη κατά ένα συντελεστή, από την
απόσταση του κοντινότερου χαρακτηριστικού σηµείου. Ο συντελεστής
αυτός είναι µια παράµετρος οριζόµενη απο το χρήστη.

∙ Η συνάρτηση χωρητικότητας ορίζεται ως ακολούθως. ΄Εστω 𝜐𝑖 και 𝜐𝑗
κορυφές του γράφου ϱοής, των οποίων οι δυϊκές έδρες (τρίγωνα) στο
3-∆ πολυγωνικό πλέγµα, 𝑓𝑖 και 𝑓𝑗, είναι προσκείµενες. ΄Εστω ακόµη :

- 𝜃𝑖 𝑗, η διεδρική γωνία 21 µεταξύ των 𝑓𝑖 και 𝑓𝑗
- |𝑒𝑖 𝑗|, το µήκος της κοινής ακµής των 𝑓𝑖 και 𝑓𝑗

21 ∆οθέντων δύο προσκείµενων τριγώνων, η γωνία µεταξύ των καθέτων στην επιφάνειά τους
ονοµάζεται διεδρική γωνία.
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- ∠𝑊𝑖 𝑗 = (1 − (1 − |cos (𝜃𝑖 𝑗)|) · ΣΚ)2, το ‘‘γωνιακό’’ ϐάρος της διε-
δρικής γωνίας 𝜃𝑖 𝑗. Η µεταβλητή ΣΚ (συντελεστής κυρτότητας) είναι
µικρή για κυρτές γωνίες 22 και 1 για κοίλες γωνίες 23

- ¯|𝑒|, η µέση τιµή της µεταβλητής |𝑒𝑖 𝑗|
- ∠�̄� , η µέση τιµή της µεταβλητής ∠𝑊𝑖 𝑗

Η χωρητικότητα του τόξου (της ακµής) µεταξύ των 𝜐𝑖 και 𝜐𝑗 ορίζεται
ως :

𝐶𝑖 𝑗 = 𝛼 ·
(︂
∠𝑊𝑖 𝑗

∠�̄�

)︂
+ (1 − 𝛼) ·

(︂
|𝑒𝑖 𝑗|

¯|𝑒|

)︂
(2.8)

όπου 0 ≤ 𝛼 ≤ 1 είναι µια παράµετρος οριζόµενη από το χρήστη.

∆εδοµένου ότι η ελάχιστη τοµή τείνει να περάσει δια µέσω τόξων µε µικρές χω-
ϱητικότητες , το (εκλεπτυσµένο) σύνορο ϑα περάσει δια µέσω κοίλων, µικρού
µήκους ακµών 24.

2.7.2 Λεπτοµέρειες Υλοποίησης

• Για την εξαγωγή των µη-εκλεπτυσµένων συνόρων ακολουθείται η ε-
ξής διαδικασία. Χρησιµοποιώντας τον πυρήνα και τις υπόλοιπες µη-
εκλεπτυσµένες συνιστώσες, υπολογίζονται οι κορυφές κάθε συνιστώσας
οι οποίες συνορεύουν (ϐάσει της συνεκτικότητας του 3-∆ πολυγωνικού
πλέγµατος) µε κορυφές του πυρήνα. Οι κορυφές αυτές της συνιστώ-
σας, µαζί µε τις γειτονικές κορυφές του πυρήνα, ϑεωρούνται ως το
µη-εκλεπτυσµένο σύνορο της συνιστώσας αυτής µε τον πυρήνα. Για
την εύρεση των εδρών που αντιστοιχούν στο κάθε µη-εκλεπτυσµένο σύ-
νορο, εξετάζεται κατά πόσο και οι τρεις κορυφές του κάθε τριγώνου
ανήκουν στο µη-εκλεπτυσµένο σύνορο.
Στη συνέχεια εξετάζεται αν τα µη-εκλεπτυσµένα σύνορα περιέχουν ‘‘ο-
πή’’, αν διαθέτουν δηλαδή µορφή δακτυλίου, καθώς ενίοτε συµβαίνει
τα σύνορα που αντιστοιχούν σε χαρακτηριστικά σηµεία πολύ µικρής
κλίµακας να εκφυλίζονται σε ενιαίες επιφάνειες (οι οποίες µπορεί να
περιέχουν κάποια οπή σε όρους κορυφών αλλά όχι σε όρους εδρών).

22 Μια γωνία καλείται κυρτή όταν είναι το πολύ 180 ∘ και κοίλη όταν είναι µεγαλύτερη από
180 ∘.

23 Στο [30] ο ορισµός για την µεταβλητή ΣΚ είναι ο αντίστροφος (ήτοι είναι µικρή για κοίλες
γωνίες και 1 για κυρτές γωνίες). ΄Οµως το αποτέλεσµα της εκτέλεσης των πειραµάτων και
µια παρατήρηση των ίδιων των συγγραφέων που ϑα δοθεί στη συνέχεια καταδεικνύουν ότι
πρόκειται για κάποιο τυπογραφικό λάθος.

24 Βάσει του ορισµού του γωνιακού ϐάρους ∠𝑊𝑖 𝑗 , και της χωρητικότητας 𝐶𝑖 𝑗 , προκύπτει
πως για να παίρνει µικρές τιµές η χωρητικότητα 𝐶𝑖 𝑗 στις κοίλες περιοχές (κοίλες διεδρικές
γωνίες) ϑα πρέπει η µεταβλητή ΣΚ να είναι µικρή για κυρτές γωνίες και 1 για κοίλες γωνίες.
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Ουσιαστικά εξετάζεται αν υπάρχουν γειτονικά τρίγωνα των συνόρων τα
οποία να ανήκουν στην αντίστοιχη συνιστώσα, αλλά όχι στο ίδιο το σύ-
νορο.
Τα ‘‘εκφυλισµένα’’ σύνορα διαγράφονται και οι αντίστοιχες συνιστώσες
ενσωµατώνονται στον πυρήνα. Στη συνέχεια εξάγονται εκ νέου οι µη-
εκλεπτυσµένες συνιστώσες (και τα αντίστοιχα σύνορα). Επίσης τα χα-
ϱακτηριστικά σηµεία που αντιστοιχούν στις συνιστώσες που ενσωµα-
τώθηκαν στον πυρήνα, δεν ϑεωρούνται πλέον έγκυρα. Προφανώς σε
περίπτωση µηδενισµού του αριθµού των έγκυρων χαρακτηριστικών ση-
µείων, η διαδικασία κατάτµησης τερµατίζεται για τον τρέχοντα κόµβο
του ιεραρχικού δέντρου κατάτµησης.
΄Ενα παράδειγµα εξαγωγής µη-εκλεπτυσµένων συνόρων ϕαίνεται στο
Σχήµα 2.38.

• Για τον υπολογισµό των περιοχών αναζήτησης µε τον πρωτότυπο αλγό-
ϱιθµο ακολουθείται η εξής διαδιακασία. Για κάθε τρίγωνο 𝑡𝑖 (χρησιµο-
ποιώντας τις τρεις κορυφές του τριγώνου) υπολογίζεται το κοντινότερο
χαρακτηριστικό σηµείο 𝜐𝜒𝜎

𝑖 και η κοντινότερη συνοριακή κορυφή 𝜐𝜎𝜐𝜈
𝑖 .

Το τρίγωνο 𝑡𝑖 συµπεριλαµβάνεται στην αντίστοιχη περιοχή αναζήτησης
αν ικανοποιεί την συνθήκη :

Γ∆Α (𝜐𝜎𝜐𝜈
𝑖 , 𝑡𝑖) < 𝐾 · Γ∆Α (𝜐𝜒𝜎

𝑖 , 𝑡𝑖) (2.9)

, όπου Κ ένα κατώφλι µε την µορφή ποσοστού και Γ∆Α() η συνάρτηση
γεωδαιτικής απόστασης.
Ουσιαστικά η παραπάνω συνθήκη επιτρέπει σε ένα τρίγωνο 𝑡𝑖 να συµ-
περιληφθεί σε µια περιοχή αναζήτησης εφόσον ϐρίσκεται πιο κοντά στο
αντίστοιχο σύνορο απ’ ότι στο κοντινότερο χαρακτηριστικό σηµείο. Προ-
ϕανώς, ένα τρίγωνο µπορεί να ανήκει σε περισσότερες από µια περιοχές
αναζήτησης.
Ο παραπάνω αλγόριθµος αποτελεί ουσιαστικά µια διαδικασία επέκτα-
σης του µη-εκλεπτυσµένου συνόρου (αντίστοιχης µε την διαδικασία ε-
πέκτασης πυρήνα).
Αξίζει να σηµειωθεί πως στο τέλος της διαδικασίας, λαµβάνεται η µεγα-
λύτερη συνεκτική συνιστώσα της περιοχής αναζήτησης µέσω ενός τρο-
ποποιηµένου δυϊκού γράφου, στον οποίο ορίζεται µια ακµή εφόσον δυο
τρίγωνα είναι προσκείµενα και ανήκουν αµφότερα στην περιοχή αναζή-
τησης. Ο τροποποιηµένος δυϊκός γράφος διασχίζεται µε BFS, ξεκινών-
τας από ένα τρίγωνο το οποίο ανήκει στο αντίστοιχο µη-εκλεπτυσµένο
σύνορο.

• Οι πειραµατισµοί µε διάφορα µοντέλα οδήγησαν στις εξής ϐελτιώσεις
του αλγορίθµου για τον υπολογισµό των περιοχών αναζήτησης :
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1. Χρήση διαφορετικού κατωφλίου Κ (εξίσωση (2.9)) ανάλογα µε την
πλευρά που ϐρίσκεται το τρίγωνο το οποίο εξετάζεται αν ϑα συµπε-
ϱιληφθεί στην περιοχή αναζήτησης : αν το τρίγωνο ϐρίσκεται στην
περιοχή της συνιστώσας (προεξοχής) την οποία διαχωρίζει το µη-
εκλεπτυσµένο σύνορο από το υπόλοιπο 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα
χρησιµοποιείται µικρότερο κατώφλι Κ. Με τον τρόπο αυτό επιτρέ-
πεται µεγαλύτερη επέκταση της περιοχής αναζήτησης προς την
κατεύθυνση του πυρήνα σε σχέση µε την κατεύθυνση της προεξο-
χής.

2. Χρήση µόνο των χαρακτηριστικών σηµείων που ανήκουν στην ίδια
πλευρά που ϐρίσκεται το τρίγωνο το οποίο εξετάζεται αν ϑα συµπε-
ϱιληφθεί στην περιοχή αναζήτησης : αν το τρίγωνο ϐρίσκεται στην
περιοχή της συνιστώσας (προεξοχής) την οποία διαχωρίζει το µη-
εκλεπτυσµένο σύνορο από το υπόλοιπο 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα
λαµβάνονται υπ’ όψιν µόνο τα χαρακτηριστικά σηµεία που αντι-
στοιχούν στην συνιστώσα αυτή, ειδάλλως, λαµβάνονται υπ’ όψιν
τα υπόλοιπα χαρακτηριστικά σηµεία. Με τον τρόπο αυτό, απο-
ϕεύγονται καταστάσεις κατά τις οποίες, η επέκταση ενός συνόρου
προς µια πλευρά (πλευρά της προεξοχής / πλευρά του πυρήνα)
αποτρέπεται από ένα χαρακτηριστικό σηµείο που ϐρίσκεται στην
άλλη πλευρά του συνόρου.

Για την υλοποίηση των παραπάνω ϐελτιώσεων χρησιµοποιείται µια δια-
δικασία διαχωρισµού των τριγώνων σε συνοριακά, τρίγωνα προεξοχής
και τρίγωνα προς την πλευρά του πυρήνα. Η διαδικασία αυτή εφαρµό-
Ϲεται για κάθε µη-εκλεπτυσµένο σύνορο ξεχωριστά.
Κατασκευάζεται ένας τροποποιηµένος δυϊκός γράφος στον οποίο ορίζε-
ται µια ακµή εφόσον δυο τρίγωνα είναι προσκείµενα και δεν ανήκουν
αµφότερα στο αντίστοιχο µη-εκλεπτυσµένο σύνορο. Ο τροποποιηµένος
δυϊκός γράφος διασχίζεται µε BFS, ξεκινώντας από τρίγωνα τα οποία
δεν ανήκουν στο µη-εκλεπτυσµένο σύνορο. Τα µη-συνοριακά τρίγωνα
µαρκάρονται ως τρίγωνα προεξοχής ή ως τρίγωνα προς την πλευρά του
πυρήνα ανάλογα µε το αν κατά την διάσχιση του γράφου προέκυψαν
τρίγωνα που να ανήκουν στην συνιστώσα πυρήνα ή όχι. Η διαδικασία
συνεχίζεται µέχρι να µαρκαριστούν όλα τα µη-συνοριακά τρίγωνα.
Χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα αυτής της διαδικασίας, διαχωρίζον-
ται µε αντίστοιχο τρόπο και τα χαρακτηριστικά σηµεία (ο διαχωρισµός
αυτός γίνεται και πάλι ανά σύνορο).

• ΄Οπως αναφέρεται στο [30] για την εκλέπτυνση των µη-εκλεπτυσµένων
συνόρων, χρησιµοποιείται ο αλγόριθµος που περιγράφεται στο [31]
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χρησιµοποιώντας διαφορετικούς ορισµούς για την περιοχή αναζήτησης
και την συνάρτηση χωρητικότητας. Βάσει του αλγορίθµου για την εκλέ-
πτυνση συνόρων που περιγράφεται στο [31], µόλις υπολογιστούν οι πε-
ϱιοχές αναζήτησης, το επόµενο απαραίτητο ϐήµα είναι ο υπολογισµός
των άκρων της κάθε περιοχής. Για το σκοπό αυτό ακολουθείται η εξής
διαδικασία. ΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί στα προηγούµενα, η περιοχή
αναζήτησης ουσιαστικά αποτελεί µια επέκταση του µη-εκλεπτυσµένου
συνόρου. ΄Οσον αφορά λοιπόν τα δυο άκρα µιας περιοχής αναζήτησης,
το ένα ϑα ϐρίσκεται από την πλευρά της προεξοχής που σχετίζεται µε
το µη-εκλεπτυσµένο σύνορο και το άλλο προς την πλευρά του πυρή-
να. Για καθένα από τα δύο Ϲητούµενα άκρα δηµιουργούνται δυο κενές
λίστες τριγώνων. ΄Ενα τρίγωνο που ανήκει σε µια περιοχή αναζήτησης
ϑεωρείται ότι ανήκει σε κάποιο άκρο της αν διαθέτει προσκείµενα τρί-
γωνα τα οποία δεν ανήκουν στην εν λόγω περιοχή αναζήτησης. ΄Οπως
αναφέρθηκε σε προηγούµενη παρατήρηση, για τον υπολογισµό των πε-
ϱιοχών αναζήτησης, έχει χρησιµοποιηθεί µια διαδικασία διαχωρισµού
των τριγώνων σε συνοριακά, τρίγωνα προεξοχής και τρίγωνα προς την
πλευρά του πυρήνα. Με ϐάση αυτό το διαχωρισµό, εφόσον ένα τρίγωνο
ϑεωρηθεί πως ανήκει σε κάποιο από τα άκρα της περιοχής, τοποθετείται
στην αντίστοιχη λίστα.
Συµπληρωµατικά, για λόγους ευρωστίας του αλγορίθµου, χρησιµο-
ποιούνται προαιρετικά κάποιες προσθήκες στον παραπάνω αλγόριθµο
:

1. σε περίπτωση αναδροµικής εφαρµογής του αλγορίθµου κατάτµη-
σης (υψηλότερα ιεραρχικά επίπεδα), αν µια περιοχή κατάτµησης
(τοµή) του προηγούµενου ιεραρχικού επιπέδου συµπεριλαµβάνε-
ται σε µια περιοχή αναζήτησης, ϑεωρείται ότι ανήκει και σε κάποιο
από τα άκρα της (το άκρο που αντιστοιχεί στην πλευρά του πυρήνα)

2. αν το µη-εκλεπτυσµένο σύνορο περιλαµβάνει κάποιο χαρακτηρι-
στικό σηµείο (αυτό µπορεί να συµβεί σε υψηλότερα ιεραρχικά επί-
πεδα), τότε το µη-εκλεπτυσµένο σύνορο εκλαµβάνεται ως το άκρο
της περιοχής αναζήτησης που αντιστοιχεί στην πλευρά της προε-
ξοχής (που σχετίζεται µε αυτό)

3. αν µετά από την εκτέλεση των προηγούµενων ϐηµάτων, δεν ϐρε-
ϑούν τρίγωνα που να σχετίζονται µε το άκρο της περιοχής ανα-
Ϲήτησης που αντιστοιχεί στην πλευρά της προεξοχής, τότε το µη-
εκλεπτυσµένο σύνορο εκλαµβάνεται ως το άκρο αυτό

Οι παραπάνω προσθήκες έχουν ιδιαίτερη σηµασία, στα ιεραρχικά ε-
πίπεδα µεγαλύτερης λεπτοµέρειας, όπου οι περιοχές αναζήτησης είναι
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πιο µικρές, και τα άκρα πιο δύσκολο να διαχωριστούν.
Σε περίπτωση που δεν ϐρεθούν τρίγωνα που να σχετίζονται µε κάποιο
από τα άκρα, ο αλγόριθµος εκλέπτυνσης συνόρων τερµατίζεται (για το
συγκεκριµένο σύνορο) και η αντίστοιχη συνιστώσα ενσωµατώνεται στον
πυρήνα, όπως ϑα περιγραφεί λεπτοµερέστερα παρακάτω.
Στο Σχήµα 2.39 ϕαίνεται ένα παράδειγµα περιοχής αναζήτησης µε ϐά-
ση τον τροποποιηµένο αλγόριθµο για την εύρεση της περιοχής αναζή-
τησης.

• Σύµφωνα µε τον αλγόριθµο που περιγράφεται στο [31], για την εκλέ-
πτυνση συνόρων απαιτείται η κατασκευή του δυϊκού γράφου της περιο-
χής αναζήτησης. Χρησιµοποιούνται δυο επιπλέον κόµβοι µια ‘‘πηγή’’
κι ένας ‘‘στόχος ’’, οι οποίοι συνδέονται µε τα άκρα της περιοχής ανα-
Ϲήτησης (ϐλέπε προηγούµενη παρατήρηση). ΄Ενα παράδειγµα τέτοιου
γράφου ϕαίνεται στο Σχήµα 2.36. Οι χωρητικότητες των ακµών του
γράφου υπολογίζονται από τον τύπο (2.8). Το εκλεπτυσµένο σύνορο
µπορεί να ϐρεθεί εφαρµόζοντας έναν αλγόριθµο min cut - max flo-
w από τον κόµβο - ‘‘πηγή’’ στον κόµβο ‘‘στόχο’’. Πρέπει να τονισθεί
(όπως άλλωστε αναφέρεται και στο [31]) πως ο δυϊκός γράφος αναζή-
τησης είναι ένας µη-κατευθυνόµενος γράφος. Παρ’ όλα αυτά, στο [31]
αναφέρονται δυο αλγόριθµοι min cut - max flow [14, 24], οι οποίοι
εφαρµόζονται µόνο σε κατευθυνόµενους γράφους 25. ΄Ενας αλγόριθµος
min cut - max flow που µπορεί να εφαρµοστεί σε µη-κατευθυνόµενους
γράφους είναι ο [12] 26. Το αποτέλεσµα εκτέλεσης του αλγορίθµου min
cut - max flow, είναι η δυαδική ετικετοποίηση των κόµβων του δυϊκού
γράφου και συνεπώς των τριγώνων της περιοχής αναζήτησης. Τα τρί-
γωνα της περιοχής αναζήτησης τα οποία συνορεύουν µε προσκείµενα
τρίγωνα διαφορετικής ετικέτας, ϑεωρούνται συνοριακά. Με τον τρόπο
αυτό για κάθε περιοχή αναζήτησης προκύπτει ένας διπλός δακτύλιος
τριγώνων, εκ των οποίων ο ένας διαθέτει τρίγωνα της µιας ετικέτας και ο
άλλος δακτύλιος της άλλης. Το εκλεπτυσµένο σύνορο αποτελείται από
τις κοινές ακµές των δυο δακτυλίων. Για το λόγο αυτό, ο ένας δακτύ-
λιος τριγώνων ενσωµατώνεται στην συνιστώσα πυρήνα και ο άλλος στο
εξαγόµενο τµήµα (ϐλέπε επόµενη παρατήρηση).
΄Ενα παράδειγµα εξαγωγής εκλεπτυσµένων συνόρων ϕαίνεται στο Σχή-

25 Αυτό µπορεί να επιβεβαιωθεί και από την συνάρτηση graphmaxflow() του MATLAB r� η
οποία υλοποιεί τους παραπάνω αλγορίθµους και δέχεται ως όρισµα µόνο κατευθυνόµενους
γράφους.

26 Η υλοποίηση του αλγορίθµου σε C++ διατίθεται στην προσωπική σελίδα του συγγραφέα
(http://www.cs.ucl.ac.uk/staff/V.Kolmogorov/) , ενώ η ϐιβλιοθήκη για την
εκτέλεσή του σε MATLAB r� διατίθεται από τον Michael (Miki) Rubinstein (http://www.
cs.tau.ac.il/˜rubinst1/) .

http://www.cs.ucl.ac.uk/staff/V.Kolmogorov/
http://www.cs.tau.ac.il/~rubinst1/
http://www.cs.tau.ac.il/~rubinst1/
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µα 2.38.

Σχήµα 2.36: (α) Περιοχή αναζήτησης µε κόκκινο χρώµα ; (ϐ) ∆υϊκός γράφος
περιοχής αναζήτησης ; (από το [31]).

• ΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί, ενίοτε είτε δεν είναι δυνατή η εκτέλεση του
αλγορίθµου min cut - max flow (λόγω αποτυχίας του υπολογισµού των
άκρων της περιοχής αναζήτησης), είτε ο ίδιος ο αλγόριθµος αποτυγχά-
νει (πχ επειδή η περιοχή αναζήτησης είναι πού µικρή και τα άκρα της
είναι εφαπτόµενα). Για το σκοπό αυτό (και όχι µόνο) απαιτείται η διόρ-
ϑωση - ενηµέρωση διάφορων µεταβλητών του αλγορίθµου κατάτµησης
για την ορθή εκτέλεσή του.
΄Ετσι, µε το πέρας της εκτέλεσης του αλγορίθµου κατά την οποία έχουν
µαρκαριστεί οι περιοχές αναζήτησης για τις οποίες ο αλγόριθµος είτε
δεν εκτελέστηκε είτε απέτυχε, ακολουθείται η εξής διαδικασία. ∆ιαγρά-
ϕονται τα χαρακτηριστικά σηµεία τα οποία ανήκουν στις συνιστώσες
των περιοχών αναζήτησης για τις οποίες δεν εκτελέστηκε ή απέτυχε ο
αλγόριθµος min cut - max flow .
Στη συνέχεια ακολοθείται µια διαδικασία διαχωρισµού των τριγώνων σε
συνοριακά, τρίγωνα προεξοχής και τρίγωνα προς την πλευρά του πυ-
ϱήνα, παρόµοια µε αυτή που εφαρµόστηκε για τα µη-εκλεπτυσµένα
σύνορα. Η διαδικασία αυτή εφαρµόζεται για κάθε εκλεπτυσµένο σύνο-
ϱο ξεχωριστά.
Κατασκευάζεται ένας τροποποιηµένος δυϊκός γράφος στον οποίο ορίζε-
ται µια ακµή εφόσον δυο τρίγωνα είναι προσκείµενα και δεν ανήκουν
αµφότερα στο αντίστοιχο εκλεπτυσµένο σύνορο. Ο τροποποιηµένος δυ-
ϊκός γράφος διασχίζεται µε BFS, ξεκινώντας από τρίγωνα τα οποία δεν
ανήκουν στο εκλεπτυσµένο σύνορο. Τα µη-συνοριακά τρίγωνα µαρκά-
ϱονται ως τρίγωνα προεξοχής ή ως τρίγωνα προς την πλευρά του πυρήνα
ανάλογα µε το αν κατά την διάσχιση του γράφου προέκυψαν τρίγωνα
τα οποία γειτονεύουν µε τον δακτύλιο του εκλεπτυσµένου συνόρου που
αντιστοιχεί στον πυρήνα ή όχι (ϐλέπε προηγούµενη παρατήρηση). Η
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διαδικασία συνεχίζεται µέχρι να µαρκαριστούν όλα τα µη-συνοριακά
τρίγωνα.
Τα τρίγωνα που δεν ανήκουν σύµφωνα µε την προηγούµενη διαδικασία
σε καµιά προεξοχή, ούτε και σε κάποιο σύνορο, ϑεωρούνται ως τα τρί-
γωνα της συνιστώσας πυρήνα. Σε αυτή την συνιστώσα πυρήνα αποµένει
να προστεθούν τα συνοριακά τρίγωνα που της αντιστοιχούν (όπως έχει
ήδη αναφερθεί, τα εκλεπτυσµένα σύνορα είναι διπλοί δακτύλιοι τριγώ-
νων εκ των οποίων ο ένας δακτύλιος ενσωµατώνεται στον πυρήνα και ο
άλλος στην προσκείµενη συνιστώσα).
Τα χαρακτηριστικά σηµεία ξαναελέγχονται και αν κάποιο από αυτά
ανήκει στην συνιστώσα πυρήνα δεν ϑεωρείται πλέον έγκυρο και δια-
γράφεται.

• Για την εξαγωγή των εκλεπτυσµένων συνιστωσών, ακολουθείται η εξής
διαδιακασία. Κάθε τρίγωνο που µε την προηγούµενη διαδικασία δια-
χωρισµού των τριγώνων σε συνοριακά, τρίγωνα προεξοχής και τρίγωνα
προς την πλευρά του πυρήνα, ϑεωρείται τρίγωνο προεξοχής, εντάσσεται
στην αντίστοιχη συνιστώσα. Στη συνέχεια τα συνοριακά τρίγωνα (εκλε-
πτυσµένα σύνορα) τα οποία αποτελούνται από δύο δακτυλίους τριγώνων
διαφορετικής ετικέτας, εντάσσονται στις αντίστοιχες συνιστώσες : ένας
δακτύλιος στον πυρήνα και ένας στην προσκείµενη συνιστώσα προεξο-
χής. Τέλος, τα τρίγωνα που αποµένουν, ϑεωρούνται πως ανήκουν στην
συνιστώσα πυρήνα.

• Για τον υπολογισµό της παράστασης ∠𝑊𝑖 𝑗 (ενότητα 2.7.1) απαιτείται
ο υπολογισµός της διεδρικής γωνίας 𝜃𝑖 𝑗 µεταξύ των προσκείµενων τρι-
γώνων 𝑓𝑖 και 𝑓𝑗 και η πληροφορία της κυρτότητάς της (ή µη). Για το
σκοπό αυτό ακολουθείται η εξής διαδικασία. ΄Εστω τα προσκείµενα

τρίγωνα
△

𝑘1𝑖 𝑗,
△

𝑖 𝑘2 𝑗 µε κοινή πλευρά 𝑖 𝑗 (Σχήµα 2.37). ΄Οπως έχει ήδη
αναφερθεί, δοθέντων δύο προσκείµενων τριγώνων, η γωνία 𝜃𝑖 𝑗 µεταξύ
των καθέτων στην επιφάνειά τους (διανυσµάτων) ονοµάζεται διεδρική

γωνία. Τα κάθετα στην επιφάνεια των τριγώνων
△

𝑘1𝑖 𝑗,
△

𝑖 𝑘2 𝑗 διανύσµατα
δίνονται από τους τύπους :
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→
𝑠⊥ =

→
𝑠

△
𝑘1𝑖 𝑗

⊥ =
→
𝑖 𝑗 ×

→
𝑖 𝑘1

→
𝑣⊥ =

→
𝑣

△
𝑖 𝑘2 𝑗

⊥ =
→
𝑖 𝑘2 ×

→
𝑖 𝑗

𝑠⊥ =

→
𝑠⊥⃦⃦⃦
→
𝑠⊥

⃦⃦⃦
𝑣⊥ =

→
𝑣⊥⃦⃦⃦
→
𝑣⊥

⃦⃦⃦
𝑖 𝑗 =

→
𝑖 𝑗⃦⃦⃦→
𝑖 𝑗
⃦⃦⃦

Η παράσταση 1 − |cos (𝜃𝑖 𝑗)| υπολογίζεται από τον τύπο :

1 − |cos (𝜃𝑖 𝑗)| =

{︂
0 , αν

→
𝑠⊥ · →𝑠⊥ = 0 ή

→
𝑣⊥ · →𝑣⊥ = 0

1 − |𝑠⊥ · 𝑣⊥| , αλλιώς

Η πληροφορία της κυρτότητας της διεδρικής γωνίας 𝜃𝑖 𝑗 δίνεται από τον
τύπο :

𝜃𝑖 𝑗 =

{︂
κυρτή , αν 𝑖 𝑗 · (𝑠⊥ × 𝑣⊥) ≥ 0
κοίλη , αλλιώς

Σχήµα 2.37: Υπολογισµός διεδρικής γωνίας προσκείµενων τριγώνων.



2.7 Εκλέπτυνση Συνόρων 105

• Στα πλαίσια πειραµάτων, δοκιµάστηκε η εξής τροποποίηση της χωρη-
τικότητας του τόξου (της ακµής) µεταξύ των 𝜐𝑖 και 𝜐𝑗 (δυϊκά τρίγωνα
𝑓𝑖, 𝑓𝑗), που δίνεται από τον τύπο (2.8) :

𝐶𝑖 𝑗 = 𝛼 ·
(︂
∠𝑊𝑖 𝑗

∠�̄�

)︂
+ (1 − 𝛼) ·

(︂
𝑝𝑖 𝑗
𝑝

)︂
(2.10)

όπου :

- ο πρώτος όρος είναι ο ίδιος µε την εξίσωση (2.8)

- 𝑝𝑖 𝑗 =
∑︀

𝑘∈
△
𝑓𝑖 ,

△
𝑓𝑗

𝑃𝐹 (𝑘)

- 𝑃𝐹 (𝑘) =
∑︀

𝑠∈𝑀

Γ∆Α(𝑘, 𝑠) (συνάρτηση προεξοχής)

- Γ∆Α(𝑘, 𝑠), η γεωδαιτική απόσταση των κορυφών 𝑘, 𝑠 του 3-∆ πο-
λυγωνικού πλέγµατος 𝑀

- ¯| 𝑝 |, η µέση τιµή της µεταβλητής |𝑝𝑖 𝑗|
- 0 ≤ 𝛼 ≤ 1 είναι µια παράµετρος οριζόµενη από το χρήστη

Η τροποποίηση αυτή έγινε µε σκοπό να αποτρέψει τον αλγόριθµο min
cut - max flow να ‘‘κόψει’’ το 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα σε περιοχές
µεγάλης κοιλότητας, που ωστόσο εξέχουν τόσο, ώστε να ϑεωρούνται µέ-
ϱος κάποιας συνιστώσας (προφανώς όχι της συνιστώσας πυρήνα). Αυτό
µπορεί να συµβεί σε περίπτωση µεγάλης εξάπλωσης της περιοχής ανα-
Ϲήτησης.
Πρέπει να τονισθεί πως η χρήση της τροποποιηµένης αυτής χωρητικό-
τητας έχει νόηµα µόνο στο πρώτο ιεραρχικό επίπεδο κατάτµησης (στα
ιεραρχικά επίπεδα µεγαλύτερης λεπτοµέρειας παύει να έχει νόηµα η
συνάρτηση προεξοχής).
Στο Σχήµα 2.40 παρουσιάζεται η εξαγωγή των εκλεπτυσµένων συνι-
στωσών µε χρήση των χωρητικοτήτων που περιγράφονται από τους τύ-
πους (2.8) , (2.10). ΄Οπως µπορεί να παρατηρήσει κανείς, τα αποτελέ-
σµατα είναι παρόµοια. Στο λαιµό και στην ουρά ωστόσο, η γραµµή του
συνόρου είναι πιο οµαλή µε χρήση της τροποποιηµένης χωρητικότητας
(τύπος (2.10)).

2.7.3 Παρατηρήσεις

• Στο Σχήµα 2.38 ϕαίνεται ένα παράδειγµα εξαγωγής των εκλεπτυσµένων
και µη συνόρων. ΄Οπως µπορεί να παρατηρήσει κανείς στην περιοχή των
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Σχήµα 2.38: (α) Μη-εκλεπτυσµένα σύνορα µε ϐάση τον αλγόριθµο του [30]
(τα µη-εκλεπτυσµένα σύνορα έχουν σχεδιαστεί µε κόκκινο χρώµα) ; (ϐ) Ε-
κλεπτυσµένα σύνορα µε ϐάση τον αλγόριθµο του [30] (κάθε εκλεπτυσµένο
σύνορο αποτελείται από δύο δακτυλίους : µε κόκκινο σχεδιάζονται τα τρίγω-
να που πρόκειται να ενσωµατωθούν στον πυρήνα και µε πράσινο τα τρίγωνα
που ϑα ενσωµατωθούν στις λοιπές συνιστώσες). Οι κοινές ακµές των δακτυ-
λίων είναι αυτές που τελικά διαχωρίζουν τις συνιστώσες από τον πυρήνα.
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Σχήµα 2.39: Περιοχή αναζήτησης (χρωµατισµένη περιοχή) : µε κόκκινο και
πράσινο σχεδιάζονται τα άκρα της περιοχής που αντιστοιχούν στην πλευρά
της προεξοχής και στην πλευρά του πυρήνα αντίστοιχα (σε σχέση µε το µη-
εκλεπτυσµένο σύνορο). Με µπλε χρώµα σχεδιάζεται το µη-εκλεπτυσµένο
σύνορο ενώ µε κίτρινο χρώµα η υπόλοιπη περιοχή αναζήτησης.

Σχήµα 2.40: Σύγκριση χωρητικοτήτων. (α) Εξαγωγή εκλεπτυσµένων συνιστω-
σών στο απλοποιηµένο 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα µε ϐάση την χωρητικότητα
του τύπου (2.8); (ϐ) Εξαγωγή εκλεπτυσµένων συνιστωσών στο απλοποιηµένο
3-∆ πολυγωνικό πλέγµα µε ϐάση την χωρητικότητα του τύπου (2.10).



2.8 Εκλέπτυνση 3-∆ Πολυγωνικού Πλέγµατος 108

ποδιών, είναι προφανής η ‘‘µετακίνηση’’ των εκλεπτυσµένων συνόρων
στην σωστή ϑέση σε σχέση µε τα µη-εκλεπτυσµένα σύνορα.

• Για να συµπεριληφθεί ένα τρίγωνο σε µια περιοχή αναζήτησης, αρκεί
µια κορυφή του να ικανοποιεί την συνθήκη (2.9). Αυτό γίνεται για
την αποφυγή ‘‘οπών’’ στο εσωτερικό της περιοχής αναζήτησης, τριγώνων
δηλαδή που ϐρίσκονται στο εσωτερικό µιας περιοχής αναζήτησης και
ωστόσο δεν ανήκουν σε αυτήν.

• Αξίζει να σηµειωθεί πως το ίδιο κατώφλι 𝐾 (εξίσωση (2.9)) οδηγεί σε δια-
ϕορετικής κλίµακας επέκταση διαφορετικών περιοχών αναζήτησης. Αυ-
τό οφείλεται στο διαφορετικό µήκος της εκάστοτε προεξοχής, καθώς και
στο πόσο κοντά είναι τα χαρακτηριστικά σηµεία στα µη-εκλεπτυσµένα
σύνορα.
Ακόµα όµως και σε µια δεδοµένη περιοχή αναζήτησης, η επέκταση
δεν είναι οµοιόµορφη. Το κατά πόσο ένα τρίγωνο ϑα συµπεριληφθεί
στην περιοχή αναζήτησης, εξαρτάται από το πόσο κοντά ϐρίσκεται στα
χαρακτηριστικά σηµεία και στο µη-εκλεπτυσµένο σύνορο. Αυτό έχει
σαν αποτέλεσµα κάποιες κυρτές περιοχές χωρίς χαρακτηριστικά σηµεί-
α (πχ η κοιλιά ενός µοντέλου Ϲώου) να επεκτείνονται περισσότερο απ’
ότι άλλες περισσότερο επίπεδες ή λιγότερο κυρτές (όπως η ϱάχη ενός
µοντέλου Ϲώου).

• Ενίοτε (ιδιαίτερα στα ιεραρχικά επίπεδα µεγαλύτερης λεπτοµέρειας), τα
εκλεπτυσµένα σύνορα τέµνονται, οδηγώντας σε µια ασάφεια για το πως
ϑα εξαχθούν οι συνιστώσες. Σε περίπτωση που κάποιο τρίγωνο ανήκει
σε περισσότερες από µια συνιστώσες προεξοχής, αποδίδεται αυθαίρετα
στην πρώτη. Σε περίπτωση που κάποιο τρίγωνο για κάποιο σύνορο
αντιστοιχεί σε συνιστώσα προεξοχής και για κάποιο άλλο αντιστοιχεί
στη συνιστώσα πυρήνα, αποδίδεται στην συνιστώσα προεξοχής.

2.8 Εκλέπτυνση 3-∆ Πολυγωνικού Πλέγµατος

Η παρούσα ενότητα του αλγορίθµου κατάτµησης, εκτελείται µόνο σε πε-
ϱίπτωση που το 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα που έχει δοθεί σαν είσοδος, έχει α-
πλοποιηθεί (σε περίπτωση που ένα 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα διαθέτει εξαρχής
µικρό αριθµό τριγώνων, ή στα ιεραρχικά επίπεδα µεγαλύτερης λεπτοµέρειας,
η απλοποίηση 3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων ενδέχεται να µην εφαρµοστεί, αν
ο αριθµός των τριγώνων είναι µικρότερος από ένα κατώφλι, οριζόµενο από το
χρήστη).
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2.8.1 Θεωρητική Περιγραφή

Τα εκλεπτυσµένα σύνορα τα οποία τα οποία υπολογίστηκαν στο προη-
γούµενο στάδιο, αφορούσαν το απλοποιηµένο µοντέλο (ενότητα 2.2). Για τον
υπολογισµό των (εκλεπτυσµένων) συνόρων µεταξύ των συνιστωσών του (µεγά-
λης ανάλυσης) µοντέλου εισόδου, πρέπει εφαρµοστούν τα εξής ϐήµατα :

1. απεικόνιση της συνιστώσας πυρήνα του απλοποιηµένου µοντέλου στο
αρχικό (µεγάλης ανάλυσης) µοντέλο εισόδου

2. εξαγωγή µη-εκλεπτυσµένων συνόρων στο (µεγάλης ανάλυσης) µοντέλο
εισόδου

3. ορισµός περιοχών αναζήτησης στο (µεγάλης ανάλυσης) µοντέλο εισόδου

4. εφαρµογή αλγορίθµου min cut - υπολογισµός εκλεπτυσµένων συνόρων
στο (µεγάλης ανάλυσης) µοντέλο εισόδου

2.8.2 Λεπτοµέρειες Υλοποίησης

• Για την εξαγωγή της συνιστώσας πυρήνα στο αρχικό µοντέλο ακολου-
ϑείται η εξής διαδικασία. ΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί στην ενότητα 2.2
κατά την απλοποίηση του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος παράγεται ένα
αρχείο µε το ιστορικό απλοποίησης του µοντέλου (ήτοι τα Ϲεύγη κορυ-
ϕών που έχουν συναιρεθεί ). Μέσω αυτού του αρχείου γνωρίζουµε σε
ποια κορυφή του απλοποιηµένου µοντέλου αντιστοιχεί κάθε κορυφή
του αρχικού µοντέλου και το αντίστροφο. Βάσει λοιπόν του παραπάνω
ιστορικού, οι κορυφές της συνιστώσας πυρήνα του απλοποιηµένου µο-
ντέλου απεικονίζονται στο αρχικό µοντέλο. Στη συνέχεια υπολογίζεται η
κοντινότερη (µε Ευκλείδιες αποστάσεις) κορυφή 𝑠 του 3-∆ απλοποιηµέ-
νου πολυγωνικού πλέγµατος σε σχέση µε το κέντρο της περιβάλλουσας
σφαίρας (ενότητα 2.6). Στη συνέχεια η κορυφή 𝑠 απεικονίζεται στο αρ-
χικό µοντέλο (𝑠𝑜).
Κατόπιν, κατασκευάζεται ένας τροποποιηµένος πίνακας γειτνίασης (για
το αρχικό µοντέλο), στον οποίο ορίζεται µια ακµή, εφόσον δυο κορυ-
ϕές είναι γειτονικές (ϐάσει της συνεκτικότητας του 3-∆ πολυγωνικού
πλέγµατος) και ανήκουν αµφότερες στην συνιστώσα πυρήνα. Ο γράφος
που περιγράφεται από τον τροποποιηµένο αυτό πίνακα, διασχίζεται µε
BFS ξεκινώντας από την κορυφή 𝑠𝑜. Με τον τρόπο αυτό λαµβάνεται η
µεγαλύτερη συνεκτική συνιστώσα του πυρήνα (στο αρχικό µοντέλο).

• Για να ϐρούµε τα χαρακτηριστικά σηµεία στο αρχικό µοντέλο, χρησιµο-
ποιούµε και πάλι το ιστορικό απλοποίησης του µοντέλου και κάνουµε
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την εξής προσέγγιση : ϐρίσκουµε ποιες κορυφές του αρχικού 3-∆ πο-
λυγωνικού πλέγµατος έχουν απεικονιστεί στα χαρακτηριστικά σηµεία
του απλοποιηµένου 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος. Οι κορυφές αυτές
ϑεωρούνται τα χαρακτηριστικά σηµεία του αρχικού 3-∆ πολυγωνικού
πλέγµατος 27.

• Τα ακόλουθα ϐήµατα υλοποιούνται για το αρχικό µοντέλο µε τον ίδιο
τρόπο όπως και για το απλοποιηµένο :

- εξαγωγή µη-εκλεπτυσµένων συνιστωσών και συνόρων

- ορισµός περιοχών αναζήτησης

- εφαρµογή του αλγορίθµου min cut

- διόρθωση µεταβλητών του αλγορίθµου (σε περίπτωση αποτυχίας
του αλγορίθµου min cut)

- εξαγωγή εκλεπτυσµένων συνιστωσών

• Στα παραπάνω ϐήµατα, όπου χρησιµοποιούνται γεωδαιτικές αποστά-
σεις, χρησιµοποιείται η εξής προσέγγιση : ως γεωδαιτική απόσταση
µεταξύ δυο κορυφών 𝑣𝑜𝑖 , 𝑣

𝑜
𝑗 στο αρχικό 3-∆ πολυγωνικό πλέγµα, λαµ-

ϐάνεται η απόσταση των αντίστοιχων κορυφών (µε ϐάση το ιστορικό
απλοποίησης του µοντέλου) 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 στο απλοποιηµένο µοντέλο.

2.8.3 Παρατηρήσεις

• Ακόµα και µικρές αλλαγές στα κατώφλια των περιοχών αναζήτησης ή
στον αριθµό των τριγώνων του απλοποιηµένου µοντέλου, έχουν µεγάλη
επίδραση στο τελικό αποτέλεσµα της κατάτµησης, ιδιαίτερα στα ιεραρ-
χικά επίπεδα µεγαλύτερης λεπτοµέρειας.

• Είναι δυνατόν σε κάποιες ιδιαίτερες περιπτώσεις (µικρές κοίλες περιο-
χές - πχ µάτια) η εκλεπτυσµένη συνιστώσα του απλοποιηµένου µοντέ-
λου να µην περιέχει το αντίστοιχο χαρακτηριστικό σηµείο µε αποτέ-
λεσµα κατά την απεικόνιση στο αρχικό µοντέλο η συνιστώσα αυτή να
χαθεί. Αυτό έχει παρατηρηθεί σε µικρής κλίµακας χαρακτηριστικά στα
ιεραρχικά επίπεδα µεγαλύτερης λεπτοµέρειας.

27 ∆εδοµένου ότι σε µια κορυφή του απλοποιηµένου 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος αντιστοι-
χούν πολλές κορυφές του αρχικού 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος, στο αρχικό 3-∆ πολυγωνικό
πλέγµα, ϑα υπάρχει µια οµάδα σηµείων για κάθε χαρακτηριστικό σηµείο του απλοποιηµέ-
νου 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος.
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2.9 Αποτελέσµατα Αλγορίθµου

Στους πίνακες 2.1, 2.2, 2.3, παρουσιάζεται η σύγκριση των αποτελεσµά-
των του πρωτότυπου (αριστερά) και του τροποποιηµένου αλγορίθµου (δεξιά).
Στον πίνακα 2.1 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα για το πρώτο ιεραρχικό
επιπέδο. Στον πίνακα 2.2 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα για ιεραρχικά ε-
πίπεδα µεγαλύτερης λεπτοµέρειας. Στον πίνακα 2.3 παρουσιάζονται κάποια
αποτελέσµατα από τον πίνακα 2.2 µε zoom σε λεπτοµέρειες.

2.9.1 Παρατηρήσεις

• ΄Εχουν χρησιµοποιηθεί οι ίδιες παράµετροι (κατώφλια) για όλα τα µο-
ντέλα (όχι απαραίτητα όµως ίδιες για τον πρωτότυπο και τον τροπο-
ποποιηµένο αλγόριθµο, ούτε και για όλα τα ιεραρχικά επίπεδα - στα
ιεραρχικά επίπεδα µεγαλύτερης λεπτοµέρειας οι περιοχές αναζήτησης
πρέπει να είναι µικρότερες). Αυτό σηµαίνει πως για κάποια µοντέλα
(µοντέλα ή τµήµατα µε ‘‘µεγάλες’’ προεξοχές), τα κατώφλια των περιο-
χών αναζήτησης µπορεί να είναι µικρότερα απ’ όσο πρέπει (µικρότερες
περιοχές αναζήτησης απ’ όσο πρέπει), µε αποτέλεσµα µια ενδεχόµε-
νη υπερκατάτµηση, ενώ για κάποια άλλα µεγαλύτερα απ’ όσο πρέπει
(µοντέλα ή τµήµατα µε ‘‘µικρές’’ προεξοχές), µε αποτέλεσµα η τοµή να
γίνεται ενδεχοµένως σε κάποια γειτονική κοιλότητα. Τα κατώφλια έχουν
επιλεχθεί κατόπιν δοκιµών ώστε να δίνουν όσο το δυνατόν καλύτερα α-
ποτελέσµατα στο σύνολο των µοντέλων και στο σύνολο των ιεραρχικών
επιπέδων.

• Στον πίνακα 2.1, τα µοντέλα για τα οποία έχει αποτύχει ο πρωτότυ-
πος αλγόριθµος (λόγω κακής συνιστώσας πυρήνα) έχουν σχεδιαστεί µε
λευκό χρώµα.

• ΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί, ο τροποποιηµένος αλγόριθµος εξαγωγής
αρχικού πυρήνα (ενότητα 2.6.2) και η τροποποιηµένη χωρητικότητα
(τύπος (2.10)) εφαρµοζονται µόνο στο πρώτο ιεραρχικό επίπεδο κατά-
τµησης του τροποποιηµένου αλγορίθµου.
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Πίνακας 2.1: Σύγκριση κατατµήσεων πρώτου ιεραρχικού επιπέδου µε τον
πρωτότυπο (αριστερά) και τον τροποποιηµένο (δεξιά) αλγορίθµο



2.9 Αποτελέσµατα Αλγορίθµου 113



2.9 Αποτελέσµατα Αλγορίθµου 114



2.9 Αποτελέσµατα Αλγορίθµου 115



2.9 Αποτελέσµατα Αλγορίθµου 116



2.9 Αποτελέσµατα Αλγορίθµου 117



2.9 Αποτελέσµατα Αλγορίθµου 118



2.9 Αποτελέσµατα Αλγορίθµου 119



2.9 Αποτελέσµατα Αλγορίθµου 120



2.9 Αποτελέσµατα Αλγορίθµου 121



2.9 Αποτελέσµατα Αλγορίθµου 122



2.9 Αποτελέσµατα Αλγορίθµου 123

Πίνακας 2.2: Σύγκριση κατατµήσεων πολλών ιεραρχικών επιπέδων µε τον
πρωτότυπο (αριστερά) και τον τροποποιηµένο (δεξιά) αλγορίθµο

1ο ιεραρχικό επίπεδο

2ο ιεραρχικό επίπεδο

1ο ιεραρχικό επίπεδο
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2ο ιεραρχικό επίπεδο

1ο ιεραρχικό επίπεδο

2ο ιεραρχικό επίπεδο
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3ο ιεραρχικό επίπεδο

1ο ιεραρχικό επίπεδο

2ο ιεραρχικό επίπεδο
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3ο ιεραρχικό επίπεδο

1ο ιεραρχικό επίπεδο

2ο ιεραρχικό επίπεδο
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3ο ιεραρχικό επίπεδο

4ο ιεραρχικό επίπεδο

5ο ιεραρχικό επίπεδο
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6ο ιεραρχικό επίπεδο

1ο ιεραρχικό επίπεδο

2ο ιεραρχικό επίπεδο
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3ο ιεραρχικό επίπεδο

4ο ιεραρχικό επίπεδο

5ο ιεραρχικό επίπεδο
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1ο ιεραρχικό επίπεδο

2ο ιεραρχικό επίπεδο

3ο ιεραρχικό επίπεδο
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4ο ιεραρχικό επίπεδο

5ο ιεραρχικό επίπεδο

1ο ιεραρχικό επίπεδο
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2ο ιεραρχικό επίπεδο

3ο ιεραρχικό επίπεδο

1ο ιεραρχικό επίπεδο
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2ο ιεραρχικό επίπεδο

1ο ιεραρχικό επίπεδο

2ο ιεραρχικό επίπεδο
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1ο ιεραρχικό επίπεδο

2ο ιεραρχικό επίπεδο

1ο ιεραρχικό επίπεδο



2.9 Αποτελέσµατα Αλγορίθµου 135

2ο ιεραρχικό επίπεδο

3ο ιεραρχικό επίπεδο

4ο ιεραρχικό επίπεδο
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5ο ιεραρχικό επίπεδο

6ο ιεραρχικό επίπεδο

7ο ιεραρχικό επίπεδο
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1ο ιεραρχικό επίπεδο

2ο ιεραρχικό επίπεδο

1ο ιεραρχικό επίπεδο
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2ο ιεραρχικό επίπεδο

3ο ιεραρχικό επίπεδο

4ο ιεραρχικό επίπεδο
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1ο ιεραρχικό επίπεδο

2ο ιεραρχικό επίπεδο

3ο ιεραρχικό επίπεδο
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4ο ιεραρχικό επίπεδο

5ο ιεραρχικό επίπεδο

6ο ιεραρχικό επίπεδο
(µόνο πρωτότυπος αλγόριθµος - αριστερά)
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1ο ιεραρχικό επίπεδο

2ο ιεραρχικό επίπεδο

3ο ιεραρχικό επίπεδο

4ο ιεραρχικό επίπεδο
(µόνο τροποποιηµένος αλγόριθµος - δεξιά)
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5ο ιεραρχικό επίπεδο
(µόνο τροποποιηµένος αλγόριθµος - δεξιά)

1ο ιεραρχικό επίπεδο

2ο ιεραρχικό επίπεδο
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1ο ιεραρχικό επίπεδο

2ο ιεραρχικό επίπεδο
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3ο ιεραρχικό επίπεδο

4ο ιεραρχικό επίπεδο
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5ο ιεραρχικό επίπεδο
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Πίνακας 2.3: Σύγκριση κατατµήσεων του πρωτότυπου (αριστερά) και του
τροποποιηµένου (δεξιά) αλγορίθµου µε zoom σε λεπτοµέρειες
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2.9.2 Σχολιασµός Αποτελεσµάτων

Στις υπο-ενότητες που ακολουθούν, συγκρίνονται και σχολιάζονται τα α-
ποτελέσµατα µεταξύ του πρωτότυπου και του τροποποιηµένου αλγορίθµου,
για τα διάφορα ιεραρχικά επίπεδα.

2.9.2.1 Κατατµήσεις Πρώτου Ιεραρχικού Επιπέδου

Στον πίνακα 2.1 µπορούµε να παρατηρήσουµε αποτελέσµατα κατάτµησης
του πρώτου ιεραρχικού επιπέδου σε µια ποικιλία µοντέλων. Σε κάθε εικόνα
συγκρίνονται η υλοποίηση του [30] χωρίς (κατά το δυνατόν) τροποποιήσεις
(αριστερά), µε την τροποποιηµένη εκδοχή της (δεξιά).
Η τροποποιηµένη εκδοχή της υλοποίησης περιλαµβάνει :

- εξαγωγή του αρχικού πυρήνα µε κβαντισµό της συνάρτησης προεξοχής

- εξαγωγή της τελικής συνιστώσας πυρήνα µε µη-οµοιόµορφη επέκταση
του αρχικού πυρήνα

- χρήση µόνο των χαρακτηριστικών σηµείων που ϐρίσκονται προς την
πλευρά της περιοχής αναζήτησης που επεκτείνεται κάθε ϕορά (πλευρά
πυρήνα / πλευρά προεξοχής)
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- χρήση διαφορετικών κατωφλίων για την επέκταση της περιοχής αναζή-
τησης προς την πλευρά πυρήνα και την πλευρά προεξοχής (η τροπο-
ποίηση αυτή αποδείχτηκε απαραίτητη και στην πρωτότυπη εκδοχή της
υλοποίησης)

- χρήση της χωρητικότητας µε ϐάση τον τύπο (2.10) για την εφαρµογή
του αλγορίθµου min cut

• ΄Οσον αφορά την αρχική συνιστώσα πυρήνα, η εξαγωγή της µε κβαντι-
σµό της συνάρτησης προεξοχής, είναι µια πολύ πιο απλή (υπολογιστι-
κά) διαδικασία (απαιτεί τον υπολογισµό των γεωδαιτικών αποστάσεων,
δεν απαιτεί όµως τον µετασχηµατισµό Π∆Κ ), η οποία ϕαίνεται να εί-
ναι πιο ευσταθής και εύρωστη. ΄Οπως έχει τονισθεί στην ενότητα 2.6,
η διαδικασία επέκτασης πυρήνα συνήθως δεν µπορεί να διορθώσει µια
κακή αρχική συνιστώσα πυρήνα. Τα µοντέλα του πίνακα 2.1 που δεν έ-
χουν χρωµατιστεί αποτελούν τέτοιες περιπτώσεις (µοντέλο αεροπλάνου,
µοντέλο καρέκλας και µοντέλο χεριού). Στο µοντέλο σκορπιού ϕαίνε-
ται µια περίπτωση που η επέκταση πυρήνα διόρθωσε ένα κακό αρχικό
πυρήνα.

• ΄Οσον αφορά την τελική συνιστώσα πυρήνα, µπορούµε να παρατηρή-
σουµε τα εξής. Σε πολλές περιπτώσεις η πρωτότυπη και η τροποποιηµέ-
νη εκδοχή της διαδικασίας επέκτασης πυρήνα δεν διαφέρουν ως προς το
αποτέλεσµα (πχ µοντέλο µυρµηγκιού, σκορπιού). Υπάρχουν περιπτώ-
σεις που ϕαίνεται η αδυναµία του πρωτότυπου αλγορίθµου επέκτασης
πυρήνα. Για παράδειγµα, στα ανθρωποειδή µοντέλα συχνά τα πόδια
δεν διαχωρίζονται σωστά (τοµή στο γόνατο), λόγω περιττής επέκτασης
της συνιστώσας πυρήνα προς την σχετική προεξοχή. Αντίθετα, ενίοτε
λόγω πρώιµου τερµατισµού της διαδικασίας επέκτασης πυρήνα, ο κορ-
µός δεν εξάγεται σωστά (µοντέλο γυναίκας, µοντέλο σκυλιού). ΄Οµως
και η προτεινόµενη µη-οµοιόµορφη επέκταση πυρήνα µερικές ϕορές
οδηγεί σε µεγαλύτερη επέκταση από αυτήν που χρειάζεται (η οποία ό-
µως είναι πιο εύλογη σε σχέση µε την περιττή επέκταση του πυρήνα
- πρωτότυπος αλγορίθµος - προς το γόνατο στα ανθρωποειδή µοντέλα,
καθώς διαχωρίζει κοντινά χαρακτηριστικά σηµεία). Τα µοντέλα της α-
γελάδας (κεφάλι), της καµήλας (πόδια), του πάνθηρα (µάτια) και της
καρέκλας (πλάτη) αποτελούν τέτοιες περιπτώσεις.

• Αναφορικά µε τις χωρητικότητες, αυτό που µπορεί να πει κανείς είναι
πως σε γενικές γραµµές τα αποτελέσµατα δεν διαφέρουν πολύ. Υπάρ-
χουν περιπτώσεις που τα αποτελέσµατα διαφοροποιούνται όπως στην
περίπτωση του µοντέλου µοσχαριού (λαιµός) και στο µοντέλο λύκου
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(λαιµός). ∆εν συµβαίνει όµως το ίδιο σε άλλες περιοχές (πχ πόδια των
µοντέλων Ϲώων). ΄Ενας ενδεχόµενος λόγος για το ϕαινόµενο αυτό, είναι
πως οι γεωδαιτικές αποστάσεις έχουν υπολογιστεί για το απλοποιηµένο
µοντέλο και χρησιµοποιούνται προσεγγιστικά και στο πρωτότυπο (µε
ϐάση το ιστορικό απλοποίησης του µοντέλου) κάτι που εισάγει σφάλµα
στον υπολογισµό της συνάρτησης προεξοχής των κορυφών του πρωτότυ-
που µοντέλου (ο αλγόριθµος απλοποίησης 3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων
επηρεάζει µε διαφορετικό τρόπο διαφορετικές περιοχές - άλλες απλο-
ποιούνται περισσότερο και άλλες λιγότερο). Πρέπει επίσης να σηµειωθεί
πως µεγαλύτερο ϐάρος έχει δοθεί στον κοινό όρο των δύο χωρητικοτήτων
(εξισώσεις (2.8) και (2.10)).

• ΄Οσον αφορά την ιδιότητα του αναλλοίωτου στη στάση, µπορούµε να
παρατηρήσουµε πως ο τροποποιηµένος αλγόριθµος δίνει σχεδόν το ίδιο
αποτέλεσµα για µοντέλα διαφορετικής στάσης (ανθρωποειδές µοντέλο).
Ακόµα παρατηρούµε πως το σύνολο των ανθρωποειδών µοντέλων έχει
κατατµηθεί µε ένα συνεπή τρόπο, όπως και το σύνολο των µοντέλων
Ϲώων (τουλάχιστον όσον αφορά τον τροποποιηµένο αλγόριθµο).

2.9.2.2 Κατατµήσεις Ιεραρχικών Επιπέδων Μεγαλύτερης Λεπτοµέ-
ϱειας

Στον πίνακα 2.2 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα για ιεραρχικά επίπεδα
µεγαλύτερης λεπτοµέρειας. Στον πίνακα 2.3 παρουσιάζονται κάποια αποτε-
λέσµατα από τον πίνακα 2.2 µε zoom σε λεπτοµέρειες.
΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί, ο τροποποιηµένος αλγόριθµος εξαγωγής αρχικού
πυρήνα (ενότητα 2.6.2) και η τροποποιηµένη χωρητικότητα (τύπος (2.10))
εφαρµόζονται µόνο στο πρώτο ιεραρχικό επίπεδο κατάτµησης του τροποποι-
ηµένου αλγορίθµου. ΄Ετσι αυτό που διαφέρει στα ιεραρχικά επίπεδα µε-
γαλύτερης λεπτοµέρειας, είναι τα ελαφρώς διαφορετικά τµήµατα (λόγω της
διαφοροποίησης των τελικών εκλεπτυσµένων συνόρων από το προηγούµενο
ιεραρχικό επίπεδο) και η διαδικασία επέκτασης του αρχικού πυρήνα.
Εδώ, τα αποτελέσµατα των αλγορίθµων είναι παρόµοια. Οι προεξοχές, α-
νάλογα µε το µήκος και το πόσο ανώµαλη είναι η επιφάνειά τους ενίοτε
υπερκατατµούνται. ∆ύσκολες περιοχές όπως τα µάτια και η µύτη (ανθρω-
ποειδή µοντέλα), είτε δεν διαχωρίζονται ικανοποιητικά είτε δεν ανιχνεύονται
καθόλου. Αυτό έχει να κάνει µε το πόσο καλή είναι η ανάλυση του µοντέ-
λου για το εν λόγω χαρακτηριστικό. Χαρακτηριστικά όπως η µουσούδα, τα
αυτιά, τα δάκτυλα, τα νύχια και το ϱάµφος εντοπίζονται και κατατµούνται
ικανοποιητικά.
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2.10 Συνολικά Συµπεράσµατα

Η παρούσα εργασία είχε ως αντικείµενο την ιεραρχική κατάτµηση 3-∆ πο-
λυγωνικών πλεγµάτων µε έµφαση στις µεθόδους ΜΓΜ∆ . Στο κεφάλαιο 1 δό-
ϑηκε µια διεξοδική παρουσίαση των µεθόδων κατάτµησης 3-∆ πολυγωνικών
πλεγµάτων της τρέχουσας τεχνολογικής στάθµης. Στο κεφάλαιο 2 παρουσιά-
στηκε λεπτοµερώς η υλοποίηση ενός δηµοφιλούς αλγορίθµου κατάτµησης
ο οποίος είναι αναλλοίωτος στη στάση του µοντέλου. Στο πλαίσιο της υλο-
ποίησης του αλγορίθµου µελετήθηκε η εφαρµογή διαφόρων µεθόδων ΜΓΜ∆
στην κατάτµηση 3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων. Επίσης κατά την παρουσία-
ση των διαφόρων ϐηµάτων του αλγορίθµου, αναλύθηκαν οι αδυναµίες του
πρωτότυπου αλγορίθµου και προτάθηκαν οι εξής τροποποιήσεις :

- εξαγωγή του αρχικού πυρήνα µε κβαντισµό της συνάρτησης προεξοχής

- εξαγωγή της τελικής συνιστώσας πυρήνα µε µη-οµοιόµορφη επέκταση
του αρχικού πυρήνα

- χρήση µόνο των χαρακτηριστικών σηµείων που ϐρίσκονται προς την
πλευρά της περιοχής αναζήτησης που επεκτείνεται κάθε ϕορά (πλευρά
πυρήνα / πλευρά προεξοχής)

- χρήση διαφορετικών κατωφλίων για την επέκταση της περιοχής αναζή-
τησης προς την πλευρά πυρήνα και την πλευρά προεξοχής

- χρήση τροποποιηµένης χωρητικότητας για την εφαρµογή του αλγορίθ-
µου min cut (τύπος (2.10))

- αποκλεισµός των τοµών από υποψήφια χαρακτηριστικά σηµεία (ιεραρ-
χικά επίπεδα µεγαλύτερης λεπτοµέρειας)

Τέλος, σε κάθε ϐήµα συγκρίθηκε ο πρωτότυπος αλγόριθµος µε τον τροποποι-
ηµένο.

• ΄Οσον αφορά τις µεθόδους ΜΓΜ∆, η Λαπλασιανή ιδιο-απεικόνιση και η
τοπικά γραµµική ένθεση κρίθηκαν κατάλληλες για την κατάτµηση αν-
ϑρωποειδών µοντέλων (µοντέλων µε περιορισµένο αριθµό προεξοχών).
Η ισοµοµορφική απεικόνιση και η Π∆Κ σε όλες τις εκδοχές της, διαθέ-
τουν την ιδιότητα του αναλλοίωτου στη στάση και κρίθηκαν πιο γενικές
µέθοδοι, κατάλληλες για την κατάτµηση οποιασδήποτε κατηγορίας µο-
ντέλων.
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• Η εξαγωγή του αρχικού πυρήνα µε κβαντισµό της συνάρτηση προε-
ξοχής αποτελεί υπολογιστικά απλούστερη και πιο ευσταθή διαδικασία
µε πιο εύρωστα αποτελέσµατα σε σχέση µε τον πρωτότυπο αλγόριθµο
εξαγωγής πυρήνα (σφαιρικός καθρεφτισµός). Υπήρξαν µοντέλα, για τα
οποία ο σφαιρικός καθρεφτισµός έδωσε ένα µη-ικανοποιητικό αποτέ-
λεσµα το οποίο στη συνέχεια δεν ήταν δυνατόν να διορθωθεί από την
διαδικασία επέκτασης πυρήνα, οδηγώντας έτσι σε αποτυχία τον αλγό-
ϱιθµο κατάτµησης.

• Η µη-οµοιόµορφη επέκταση πυρήνα αντιµετωπίζει τον ενίοτε πρώιµο
τερµατισµό της πρωτότυπης διαδικασίας επέκτασης πυρήνα, και απο-
τρέπει την περιττή του επέκταση προς µια προεξοχή, όταν δεν συνε-
πάγεται περαιτέρω διαχωρισµό χαρακτηριστικών σηµείων. Παρ’ όλα
αυτά, µερικές ϕορές, η µη-οµοιόµορφη επέκταση πυρήνα, δίνει ως α-
ποτέλεσµα ένα πυρήνα πιο εκτεταµένο απ’ όσο χρειάζεται (για το πρώτο
ιεραρχικό επίπεδο), σε κάθε περίπτωση όµως το αποτέλεσµα ϑεωρείται
αποδεκτό.

• Η χρήση µόνο των χαρακτηριστικών σηµείων που ϐρίσκονται προς την
πλευρά της περιοχής αναζήτησης που επεκτείνεται κάθε ϕορά (πλευρά
πυρήνα / πλευρά προεξοχής) έχει σκοπό την αποφυγή καταστάσεων
κατά τις οποίες, η επέκταση ενός συνόρου προς µια πλευρά αποτρέπεται
από ένα χαρακτηριστικό σηµείο που ϐρίσκεται στην άλλη πλευρά του
συνόρου (αυτό µπορεί να συµβεί αν δυο κοντινά χαρακτηριστικά σηµεία
διαχωρίζονται από το µη-εκλεπτυσµένο σύνορο).

• Η χρήση διαφορετικών κατωφλίων για την επέκταση της περιοχής ανα-
Ϲήτησης προς την πλευρά πυρήνα και την πλευρά προεξοχής, επιτρέπει
την µεγαλύτερη επέκτασή της προς την κατεύθυνση του πυρήνα σε σχέ-
ση µε την κατεύθυνση της προεξοχής.

• Η χρήση της τροποποιηµένης χωρητικότητας για την εφαρµογή του αλ-
γορίθµου min cut (τύπος (2.10)) αποτέλεσε ένα πειραµατισµό, ο οποίος
δεν έδειξε να διαφοροποιείται ιδιαίτερα από την πρωτότυπη χωρητικό-
τητα, εκτός από κάποιες συγκεκριµένες περιπτώσεις (πχ λαιµός Ϲώων).
Επίσης παρατηρήθηκε και ένα αποτέλεσµα µη-αναµενόµενο µεν, απο-
δεκτό δε, ιδιαίτερα στις περιοχές των ποδιών των µοντέλων Ϲώων. ΄Οπως
έχει ήδη αναφερθεί, αυτό έχει εν µέρει να κάνει µε το γεγονός πως
οι γεωδαιτικές αποστάσεις υπολογίζονται για τις κορυφές του απλο-
ποιηµένου 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος και κατόπιν χρησιµοποιούνται
προσεγγιστικά και για τις κορυφές του πρωτότυπου 3-∆ πολυγωνικού
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πλέγµατος. Λαµβάνοντας υπ’ όψιν το γεγονός, πως τα τρίγωνα του πρω-
τότυπου 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος δεν απλοποιούνται οµοιόµορφα
από τον αλγόριθµο απλοποίησης 3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων αλλά µε
ϐάση την επιφάνεια της κάθε περιοχής, το ϕαινόµενο αυτό εξηγείται σε
ένα ϐαθµό.

• Ο αποκλεισµός των τοµών από υποψήφια χαρακτηριστικά σηµεία (για
ιεραρχικά επίπεδα µεγαλύτερης λεπτοµέρειας), έγινε µε σκοπό την α-
ποτροπή της υπερκατάτµησης του 3-∆ πολυγωνικού πλέγµατος.

• Τα αποτελέσµατα που προέκυψαν (πίνακες 2.1, 2.2, 2.3) ϑεωρούνται
ικανοποιητικά, τόσο για το πρώτο ιεραρχικό επίπεδο κατάτµησης, όσο
και για τα ιεραρχικά επίπεδα κατάτµησης µεγαλύτερης λεπτοµέρειας.
Τα χαρακτηριστικά µικρότερης κλίµακας, (µουσούδα, αυτιά, δάκτυλα,
νύχια, ϱάµφος) εντοπίστηκαν και κατατµήθηκαν σωστά, µε εξαίρεση τα
µάτια και την µύτη στα ανθρωποειδή µοντέλα, κάτι που οφείλεται σε
µεγάλο ϐαθµό, στην κακή ανάλυση των µοντέλων στις συγκεκριµένες
περιοχές.

• Ο υπολογισµός των γεωδαιτικών αποστάσεων αποτελεί µια υπολογιστι-
κά πολύπλοκη και χρονοβόρα διαδικασία (ενίοτε απαγορευτική) και η
διαδικασία απλοποίησης 3-∆ πολυγωνικών πλεγµάτων έχει ενίοτε ως
αρνητική επίπτωση την εξαφάνιση δοµών µικρής κλίµακας, ο οποίες
κατόπιν δεν ανιχνεύονται ούτε στο πρωτότυπο 3-∆ πολυγωνικό πλέγ-
µα. Παρ’ όλα αυτά, ο αλγόριθµος κατάτµησης που υλοποιήθηκε είναι
από τους ελάχιστους που διαθέτουν την ιδιότητα του αναλλοίωτου στη
στάση, καθώς και την ιδιότητα της ιεραρχικότητας.
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Γλωσσάρι

3-∆ πολυγωνικό πλέγµα (mesh) : ένα τριγωνοποιηµένο (πολυγωνοποιηµέ-
νο) 3-∆ σύνολο σηµείων το οποίο διαθέτει τοπολογική δοµή και περι-
γράφει την επιφάνεια ενός αντικειµένου.

ίχνος πίνακα (matrix trace) : το ίχνος ενός τετραγωνικού πίνακα, ορίζεται
ως το άθροισµα των στοιχείων της κυρίας διαγωνίου (η διαγώνιος από
πάνω αριστερά προς τα κάτω δεξιά).

γεωδαιτική απόσταση (geodesic distance) : η ελάχιστη απόσταση κατά µή-
κος της επιφάνειας επί της οποίας εδρεύουν δύο σηµεία.

διάσχιση µε αναζήτηση κατά ϐάθος (depth first search traversal) :
αλγόριθµος διάσχισης γράφων, ο οποίος ξεκινά από ένα κόµβο και ε-
πισκέπτεται όσο το δυνατόν περισσότερο αποµακρυσµένους κόµβους
κατά µήκος ενός κλάδου πριν να οπισθοχωρήσει.

διάσχιση µε αναζήτηση κατά πλάτος (breadth first search traversal) :
αλγόριθµος διάσχισης γράφων, ο οποίος ξεκινά από ένα κόµβο, επισκέ-
πτεται τους γειτονικούς του, κατόπιν για καθένα από τους γεινικούς
αυτούς κόµβους επισκέπτεται τους γειτονικούς τους που δεν έχει ήδη
επισκεφθεί και συνεχίζει µέχρι να επισκεφθεί όλους τους κόµβους.

διεδρική γωνία (dihedral angle) : δοθέντων δύο προσκείµενων τριγώνων,
η γωνία µεταξύ των καθέτων στην επιφάνειά τους ονοµάζεται διεδρική
γωνία.

δυϊκός γράφος (dual graph) : ο γράφος του οποίου οι κόµβοι είναι οι τρι-
γωνικές έδρες (του πολυγωνικού πλέγµατος), και στον οποίο δυο κόµβοι
συνδέονται, αν τα τρίγωνα που αντιπροσωπεύουν, µοιράζονται µια κοι-
νή ακµή.

κατάτµηση (segmentation) : η διαµέριση ενός πολυγωνικού πλέγµατος µιας
3-∆ επιφάνειας σε ουσιώδη, συνεκτικά τµήµατα.
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κυρτό κέλυφος (convex hull) : το ελάχιστο κυρτό σύνολο που περιέχει ένα
σύνολο σηµείων 𝑋 σ’ ένα πραγµατικό διανυσµατικό χώρο 𝑉 .

πίνακας γειτνίασης (adjacency matrix) : 𝑛 × 𝑛 πίνακας που χρησιµεύει
στην αναπαράσταση της γειτνίασης των 𝑛 κορυφών ενός γράφου µε την
σύµβαση πως η είσοδος 𝑎𝑖 𝑗 είναι 1 εάν οι κορυφές 𝑖 , 𝑗 είναι γειτονικές,
ειδάλλως είναι µηδενική.

πολυ-διάστατη κλιµάκωση (multi-dimensional scaling) : τεχνική για την
ανάλυση δεδοµένων οµοιότητας ή ανοµοιότητας επί ενός συνόλου αντι-
κειµένων η οποία αποπειράται να µοντελοποιήσει αυτά τα δεδοµένα σαν
αποστάσεις µεταξύ σηµείων σε ένα γεωµετρικό χώρο (Ευκλείδιο χώρο
µ-διαστάσεων), µε σκοπό την επίτευξη µιας γραφικής απεικόνισης της
δοµής των δεδοµένων.

πρωτεύον ιδιοδιάνυσµα (leading eigenvector) : το ιδιοδιάνυσµα που αν-
τιστοιχεί στην µεγαλύτερη ιδιοτιµή (πχ κατά µέτρο, µε το µεγαλύτερο
πραγµατικό µέρος κτλ).

συνάρτηση stress (stress function) : συνάρτηση σφάλµατος η οποία µε-
τρά το ϐαθµό ανταπόκρισης µεταξύ των δεδοµένων ανοµοιότητας ενός
συνόλου αντικειµένων 𝛿𝑖 𝑗 ( 𝑓 (𝛿𝑖 𝑗) στη γενική περίπτωση ) και των Ευ-
κλείδιων αποστάσεων 𝑑𝑖 𝑗 µεταξύ της απεικονισµένης εκδοχής των αντι-
κειµένων που προκύπτει από την πολυ-διάστατη κλιµάκωση.

συνάρτηση προεξοχής (protrusion function) : συνάρτηση που αντιπροσω-
πεύει το µέγεθος της προεξοχής ενός συνόλου σηµείων που ανήκουν σε
µια επιφάνεια.

συναίρεση ακµών (edge contraction) : ϐασική λειτουργία ορισµένων αλ-
γορίθµων απλοποίησης πολυγωνικών πλεγµάτων η οποία συµβολίζεται
µε (v1, v2) → v̄, µετακινεί τις κορυφές v1 και v2 (οι οποίες δεν είναι
απαραίτητο να ανήκουν σε κοινή ακµή) στη νέα ϑέση v̄, συνδέει όλες
τις προσπίπτουσες ακµές τους στην v1 και διαγράφει την v2.



Ακρωνύµια

BFS breadth first search.

ΜΓΜ∆ µη-γραµµική(ς) µείωση(ς) διαστασιµότητας.

Π∆Κ πολυ-διάστατη κλιµάκωση.
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