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Περίληψη 
Ο σκοπός της διπλωµατικής εργασίας ήταν η µελέτη, υλοποίηση και 

παραλληλοποίηση αλγόριθµων γραµµικής άλγεβρας για αρχιτεκτονικές υψηλής 
επίδοσης. Η εργασία περιλαµβάνει θεωρητικό και προγραµµατιστικό µέρος, ενώ 
ακολουθούν πειραµατικά αποτελέσµατα και µελέτη της επίδοσης των παράλληλων 
υλοποιήσεων. 
 Το θεωρητικό µέρος της εργασίας περιλαµβάνει κατ’ αρχήν µελέτη των 
κυριότερων παράλληλων αρχιτεκτονικών. Περιγράφονται τα χαρακτηριστικά των 
αρχιτεκτονικών, τα διαθέσιµα προγραµµατιστικά µοντέλα, τα πλεονεκτήµατα και τα 
µειονεκτήµατα κάθε αρχιτεκτονικής. Επίσης, πραγµατοποιείται µία σύγκριση 
ανάµεσα στα δύο κύρια µοντέλα, κατανεµηµένης και µοιραζόµενης µνήµης, ώστε να 
επεξηγηθεί η επιλογή του πρώτου, ως το µοντέλο που χρησιµοποιήθηκε στην 
παρούσα εργασία. Στη συνέχεια, παρέχεται το απαραίτητο θεωρητικό υπόβαθρο για 
την κατανόηση των µεθόδων επίλυσης συστηµάτων γραµµικών εξισώσεων. 
Παρουσιάζονται οι σηµαντικότερες άµεσες και επαναληπτικές µέθοδοι επίλυσης 
συστηµάτων, καθώς και οι εφαρµογές στις οποίες χρησιµοποιούνται αυτές οι 
µέθοδοι. 
 Το προγραµµατιστικό κοµµάτι της εργασίας περιλαµβάνει την υλοποίηση δύο 
αλγόριθµων σειριακά, και στη συνέχεια την υλοποίηση παράλληλων εκδόσεων. Ο 
πρώτος αλγόριθµος αφορά στην εκτίµηση κατάστασης συστηµάτων ηλεκτρικής 
ενέργειας µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων και ο δεύτερος αποτελεί την 
υλοποίηση της µεθόδου Conjugate Gradient για την επίλυση γραµµικών 
συστηµάτων. Η υλοποίηση των προγραµµάτων έγινε σε γλώσσα C, µε τη χρήση των 
προγραµµατιστικών εργαλείων MPI, PETSc και BLAS, τα οποία περιγράφονται 
συνοπτικά στην εργασία. 
 Τέλος, πραγµατοποιήθηκαν µετρήσεις για διάφορα µεγέθη προβληµάτων σε 
συστοιχία υπολογιστικών κόµβων. Από τις µετρήσεις αυτές, κατασκευάστηκαν 
διαγράµµατα, τα οποία βοηθούν στην εξαγωγή συµπερασµάτων για την απόδοση των 
παράλληλων υλοποιήσεων, αλλά και για την κατανοµή του χρόνου εκτέλεσης των 
προγραµµάτων σε χρόνο υπολογισµών και χρόνο επικοινωνίας. 
 
 

Λέξεις Κλειδιά 
Παράλληλες αρχιτεκτονικές, αρχιτεκτονική κατανεµηµένης µνήµης, αρχιτεκτονική 
µοιραζόµενης µνήµης, επεκτασιµότητα συστήµατος, επίλυση γραµµικών 
συστηµάτων, εκτίµηση κατάστασης, Conjugate Gradient, µέθοδοι Krylov, MPI, 
PETSc, BLAS. 
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Abstract 
The scope of this diploma thesis is the study, implementation and 

parallelization of linear algebra algorithms for high scale architectures. This thesis 
consists of a theoretical and programming part, while experimental results are also 
available in order to study the efficiency of the parallel implementations. 

The theoretical part contains study of the main parallel architectures. There is 
a description of the characteristics of the architectures, the available programming 
models, as well as the advantages and disadvantages of each architecture. Moreover, 
a comparison is conducted between the two fundamental models of distributed and 
shared memory, in order to explain the choice of using the distributed memory model 
for the implementations. Following, the necessary theory of the methods for solving 
systems of linear equations is provided, including the most important direct and 
iterative methods, as well as the corresponding applications. 

The programming part contains the implementation of two serial algorithms 
and their parallel versions. The first algorithm refers to the state estimation of 
electrical systems using the least squares method and the second algorithm is an 
implementation of the Conjugate Gradient method for solving linear systems. The 
programs were implemented using the C programming language and the MPI, PETSc 
and BLAS programming tools, which are described briefly inside this document. 

Finally, a set of measurements is provided for different problem sizes, 
conducted on a cluster of processing nodes. These measurements lead to the 
construction of diagrams used to extract conclusions on the performance of the 
parallel implementations and the distribution of the execution time to computation 
and communication among the processors. 
 

Key Words 
Parallel architectures, distributed memory architecture, shared memory architecture, 
system scalability, linear systems solving, state estimation, Conjugate Gradient, 
Krylov methods, MPI, PETSc, BLAS. 
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Κεφάλαιο 1ο: Παράλληλες Αρχιτεκτονικές 

1.1 Εισαγωγή 
Η ανάγκη για όλο και πιο αποδοτικές εφαρµογές γεννήθηκε σχεδόν ταυτόχρονα 

µε την εµφάνιση των υπολογιστικών συστηµάτων.  Η πρόοδος που σηµειώνεται στον 
τοµέα του υλικού των υπολογιστών δίνει δυνατότητες για την ανάπτυξη νέων 
λειτουργιών στις εφαρµογές και κάνει ακόµη πιο σηµαντική την ανάγκη για την 
υλοποίηση αρχιτεκτονικών, ικανών να ανταποκριθούν στις σύγχρονες απαιτήσεις. Το 
γεγονός αυτό έστρεψε τους ερευνητές στο σχεδιασµό παράλληλων αρχιτεκτονικών, 
οι οποίες µπορούν να ικανοποιήσουν τις πιο απαιτητικές από αυτές τις εφαρµογές. 
Πριν από την εµφάνιση των παράλληλων αρχιτεκτονικών, οι απαιτήσεις για επίδοση 
ικανοποιούνταν δίνοντας βάρος στο σχεδιασµό πολύπλοκων επεξεργαστικών 
κυκλωµάτων. Σήµερα, για την επίτευξη ακόµη µεγαλύτερης επίδοσης, η πρώτη 
επιλογή είναι η χρήση πολλών επεξεργαστών, και οι πιο απαιτητικές εφαρµογές 
γράφονται πλέον ως παράλληλα προγράµµατα. 

 Τα µεγάλα επιτεύγµατα που έχουν σηµειωθεί τα τελευταία χρόνια στον τοµέα 
της τεχνολογίας και της αρχιτεκτονικής υπολογιστών µαρτυρούν τη γενικότερη τάση 
που επικρατεί στον εµπορικό και επιστηµονικό κόσµο. Η τάση αυτή βρίσκει 
δελεαστική την ιδέα των παράλληλων αρχιτεκτονικών θεωρώντας πιο δύσκολο «να 
περιµένουµε µέχρι ο ένας επεξεργαστής να γίνει αρκετά γρήγορος». Επιπλέον, η έως 
τώρα εµπειρία δείχνει ότι τα κρίσιµα ζητήµατα που έχει να αντιµετωπίσει ο 
σχεδιαστής µιας παράλληλης αρχιτεκτονικής είναι θεµελιωδώς όµοια µε αυτά που 
αντιµετωπίζει και κατά τη σχεδίαση µιας σειριακής. Συγκεκριµένα, ζητήµατα όπως η 
κατανοµή των πόρων στις λειτουργικές µονάδες που εκτελούν τους υπολογισµούς, η 
εκµετάλλευση της χωρικής τοπικότητας από τις κρυφές µνήµες και ο σχεδιασµός 
δικτύων που µεγιστοποιούν το εύρος της επικοινωνίας, είναι βασικά στο σχεδιασµό 
οποιουδήποτε τύπου αρχιτεκτονικής. 

 Από την άλλη πλευρά, ήταν φυσικό να προκύψουν και νέα ζητήµατα 
σχεδιασµού. Όσο τα υπολογιστικά συστήµατα στήριζαν όλη τους την απόδοση στην 
ύπαρξη µιας µοναδικής, ισχυρής κεντρικής µονάδας επεξεργασίας, η µόνη 
δυνατότητα παράλληλης επεξεργασίας ήταν µέσω της ταυτόχρονης λειτουργίας του 
επεξεργαστή και των συσκευών εισόδου/εξόδου σε επίπεδο εντολών (Instruction 
Level Parallelism). Η εισαγωγή, όµως, του παραλληλισµού στην εκτέλεση των 
εντολών µε τη χρήση πολλών µονάδων επεξεργασίας συνοδεύτηκε από την ανάγκη 
για λήψη αποφάσεων πάνω σε θέµατα, όπως: 

- Τον τρόπο επικοινωνίας και συγχρονισµού των επεξεργαστικών µονάδων 
- Τον έλεγχο των ταυτόχρονων αναφορών στην κοινή µνήµη και τις συσκευές 

εισόδου/εξόδου 
- Την έκφραση της παραλληλίας µέσω ενός προγραµµατιστικού µοντέλου. 

 
1.1.1 Επιστηµονικές Εφαρµογές 

Η απαίτηση για αυξανόµενη επίδοση είναι ιδιαίτερα εµφανής στην περίπτωση 
επιστηµονικών εφαρµογών. Κατ’ αρχήν, στον τοµέα της επιστήµης, τα υπολογιστικά 
συστήµατα χρησιµοποιούνται για προσοµοιώσεις φυσικών και άλλων φαινοµένων, 
τα οποία είναι αδύνατο να παρατηρηθούν µε εµπειρικά µέσα. Τυπικά παραδείγµατα 
αποτελούν η µοντελοποίηση κλιµατικών αλλαγών, η εξέλιξη ουράνιων σωµάτων, η 
ατοµική δοµή των υλικών, η απόδοση της καύσης σε µια µηχανή, η συµπεριφορά 
µικροσκοπικών ηλεκτρονικών συσκευών και άλλα. Η µοντελοποίηση µε τη χρήση 
υπολογιστών επιτρέπει τη διεξαγωγή ανάλυσης σε βάθος, µε χαµηλό κόστος, µέσω 
µεθόδων προσοµοίωσης. Στο Σχήµα 1.1 παρουσιάζεται, µε γραφικό τρόπο, η εξέλιξη 
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των υπολογιστικών απαιτήσεων σε διάφορους επιστηµονικούς τοµείς. Είναι φανερό 
ότι ακόµη και µια δραµατική αύξηση στην απόδοση του ενός επεξεργαστή δεν θα 
µπορούσε να ανταποκριθεί στις ανάγκες των σύγχρονων και µελλοντικών 
επιστηµονικών εφαρµογών. Η παρατήρηση αυτή καθιστά απαραίτητη την ανάπτυξη 
παράλληλων αρχιτεκτονικών για επιστηµονικές εφαρµογές. 

 

 
Σχήµα 1.1: Υπολογιστικές απαιτήσεις επιστηµονικών εφαρµογών 
(Πηγή: Committee of Physical, Mathematical and Engineering sciences, Federal Office of Science and Technology Policy, 
1003) 

 
 Οι παράλληλες αρχιτεκτονικές είναι ο στυλοβάτης κάθε τοµέα επιστηµονικών 
υπολογισµών, συµπεριλαµβανοµένων της φυσικής, της χηµείας, της επιστήµης των 
υλικών, της βιολογίας, της αστρονοµίας και άλλων. Η εφαρµογή των εργαλείων 
µοντελοποίησης που βασίζονται σε παράλληλες αρχιτεκτονικές, είναι πλέον 
απαραίτητη σε πολλές βιοµηχανίες, όπως την πετρελαϊκή (µοντελοποίηση 
αποθεµάτων), την αυτοκινητοβιοµηχανία (προσοµοίωση συγκρούσεων, απόδοση 
καύσης), την αεροναυπηγική (απόδοση µηχανών, µοντελοποίηση µηχανικών δοµών, 
ηλεκτροµαγνητισµός), τη φαρµακευτική (µοντελοποίηση ατοµικής δοµής) και άλλες. 
Σχεδόν σε όλες αυτές τις εφαρµογές, υπάρχει η ανάγκη για οπτικοποίηση των 
αποτελεσµάτων, η οποία από τη φύση της είναι µια ιδιαίτερα απαιτητική λειτουργία 
η οποία προσφέρεται για παράλληλο υπολογισµό. 
 
1.1.2 Εµπορικές Εφαρµογές 

Εκτός από τον επιστηµονικό χώρο, και ο τοµέας των εµπορικών εφαρµογών έχει 
στραφεί προς τις παράλληλες αρχιτεκτονικές τα τελευταία χρόνια. Αν και ο βαθµός 
του παραλληλισµού δεν είναι τόσο µεγάλος όπως στις επιστηµονικές εφαρµογές, η 
χρήση του παραλληλισµού είναι αρκετά διαδεδοµένη. Οι πολυεπεξεργαστές έχουν 
εισβάλλει στις εµπορικές εφαρµογές από τα µέσα της δεκαετίας του 1960. Στο χώρο 
αυτό, η ταχύτητα του υπολογιστικού συστήµατος µεταφράζεται στην εταιρική 
έκταση που µπορεί να υποστηριχθεί από το σύστηµα. Η σχέση ανάµεσα στην 
απόδοση του συστήµατος και στην έκταση της εταιρικής υποστήριξης  γίνεται 
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ξεκάθαρη αν θεωρήσουµε ένα σύστηµα το οποίο εξυπηρετεί ένα φορτίο από 
συναλλαγές χρηστών, οι οποίοι εκτελούν ερωτήµατα σε µια µεγάλη βάση 
δεδοµένων. Στην περίπτωση αυτή, η απόδοση του συστήµατος αναλογεί στον όγκο 
των χρηστών που µπορεί να εξυπηρετήσει ταυτόχρονα το σύστηµα. 

 Η µετάβαση στην παράλληλη επεξεργασία είναι ακόµα σε εξέλιξη στον 
εµπορικό τοµέα. Τυπικά, οι εµπορικές εφαρµογές στοχεύουν σε µεσαίου µεγέθους 
πολυεπεξεργαστικά συστήµατα, τα οποία κυριαρχούν στην αγορά των 
εξυπηρετητών. Στον εµπορικό κόσµο, όλοι οι µεγάλοι κατασκευαστές βάσεων 
δεδοµένων υποστηρίζουν παράλληλα µηχανήµατα για τα προϊόντα τους. Αρκετοί 
από αυτούς παρέχουν, επίσης, εκδόσεις παράλληλων µηχανηµάτων και συστηµάτων 
σταθµών εργασίας πάνω από γρήγορα δίκτυα, τα επονοµαζόµενα clusters.  

Τέλος, ακόµη και στον προσωπικό επιτραπέζιο υπολογιστή συναντάµε την 
ανάγκη για πολυεπεξεργασία. Ένας µέσος χρήστης θα επιθυµεί συχνά πολλαπλές 
διεργασίες να εκτελούνται ταυτόχρονα στον προσωπικό του υπολογιστή, έχοντας 
αρκετά ενεργά παράθυρα ή νήµατα να εκτελούνται στο παρασκήνιο. Όλες αυτές οι 
τάσεις και οι αυξανόµενες απαιτήσεις του µέσου χρήστη, έχουν οδηγήσει στο 
σχεδιασµό παράλληλων αρχιτεκτονικών µικρότερης κλίµακας για επιτραπέζιους 
υπολογιστές. 

 
1.2 Μορφή και οργάνωση Παράλληλων Αρχιτεκτονικών  

Ιστορικά, έχουν χρησιµοποιηθεί αρκετές διακριτές αρχιτεκτονικές αρχές για την 
κατασκευή παράλληλων συστηµάτων. Ωστόσο, παρακολουθώντας την εξέλιξη των 
παράλληλων αρχιτεκτονικών, είναι ξεκάθαρο ότι ο σχεδιασµός έχει επηρεαστεί 
σηµαντικά από παρόµοιες τεχνολογικές τάσεις και απαιτήσεις εφαρµογών. Έτσι, 
όλες οι παράλληλες αρχιτεκτονικές είναι στηριγµένες πάνω σε κοινές θεµελιώδεις 
αρχές.  

Αν σκεφτούµε έναν παράλληλο υπολογιστή ως «µια συλλογή από επεξεργαστικά 
στοιχεία τα οποία επικοινωνούν µεταξύ τους και συνεργάζονται για να λύσουν 
προβλήµατα µε ταχύτητα» (Almansi aκαι Gottlieb 1989), µπορούµε εύκολα να 
συνειδητοποιήσουµε ότι µια παράλληλη αρχιτεκτονική είναι η επέκταση µιας 
συµβατικής αρχιτεκτονικής, στην οποία έχουν απλώς προστεθεί τα θέµατα της 
επικοινωνίας και της συνεργασίας ανάµεσα στις υπολογιστικές µονάδες. Η 
αρχιτεκτονική ενός υπολογιστικού συστήµατος έχει δύο πλευρές. Η µία αναφέρεται 
στο αφαιρετικό επίπεδο στο οποίο ορίζονται τα όρια µεταξύ λογισµού/υλικού και 
χρήστη/συστήµατος. Η άλλη πλευρά αναφέρεται στην δοµή η οποία πραγµατοποιεί 
αυτή την αφαίρεση έτσι ώστε να επιτευχθεί υψηλή επίδοση µε το χαµηλότερο δυνατό 
κόστος. Μια αρχιτεκτονική βασισµένη στην επικοινωνία (όπως οι περισσότερες 
παράλληλες αρχιτεκτονικές), έχει επίσης τις δύο αυτές πλευρές. Ορίζει τις βασικές 
διαδικασίες επικοινωνίας και συγχρονισµού και αναφέρεται στις δοµές οργάνωσης 
που µπορούν να υλοποιήσουν τις διαδικασίες αυτές. 

Τα µοντέλα παράλληλων αρχιτεκτονικών που βασίζονται στην επικοινωνία 
µπορούν να ταξινοµηθούν στις εξής τρεις κατηγορίες: 

- Κατανεµηµένης Μνήµης (distributed memory): Μηνύµατα που περιέχουν 
πληροφορία µεταφέρονται από έναν συγκεκριµένο αποστολές σε έναν 
συγκεκριµένο χρήστη. Το γεγονός της αποστολής ή λήψης της πληροφορίας 
ορίζεται ξεκάθαρα και καθορίζει το συντονισµό των ατοµικών ενεργειών. Σε 
αυτό το µοντέλο, δεν υπάρχει κοινός χώρος µνήµης, όπου να έχουν πρόσβαση 
όλες οι επεξεργαστικές µονάδες. 

- Μοιραζόµενης Μνήµης(shared memory): Στο µοντέλο αυτό υπάρχει ένας 
κοινός χώρος αποθήκευσης στον οποίο έχουν πρόσβαση όλες οι 
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επεξεργαστικές µονάδες. Κάθε µονάδα µπορεί να γράφει στο χώρο αυτό και 
να διαβάζει πληροφορίες που έγραψαν άλλες µονάδες. 

- Παράλληλων δεδοµένων (data parallel): Εδώ υπάρχει µια πιο πειθαρχηµένη 
µορφή συνεργασίας, όπου διάφορες µονάδες εκτελούν ταυτόχρονες ενέργειες 
σε ξεχωριστά στοιχεία ενός συνόλου δεδοµένων και στη συνέχεια, 
ανταλλάσσουν πληροφορίες µε όλες τις άλλες µονάδες, πριν συνεχίσουν την 
εργασία τους. Η καθολική αναδιοργάνωση των δεδοµένων επιτυγχάνεται είτε 
µέσω προσβάσεων σε έναν κοινό χώρο διευθύνσεων, είτε µέσω της 
ανταλλαγής µηνυµάτων. 

Στη συνέχεια, θα εξετάσουµε σε µεγαλύτερο βάθος τα δύο πρώτα µοντέλα, 
κατανεµηµένης και µοιραζόµενης µνήµης, τα οποία είναι και έχουν επικρατήσει στη 
σχεδίαση των σύγχρονων παράλληλων αρχιτεκτονικών. Στο τέλος αυτού του 
κεφαλαίου, πραγµατοποιούµε µια σύγκριση αυτών των δύο µοντέλων, 
παρουσιάζοντας συνοπτικά τα πλεονεκτήµατα και τα µειονεκτήµατα του καθενός. 

 
1.2.1 Αρχιτεκτονική Κατανεµηµένης Μνήµης 

Ένα σύστηµα κατανεµηµένης µνήµης συνδυάζει την τοπική µνήµη και τον 
επεξεργαστή σε κάθε κόµβο του δικτύου διασύνδεσης. ∆εν υπάρχει καθολική µνήµη, 
οπότε είναι αναγκαία η µεταφορά δεδοµένων ανάµεσα σε τοπικές µνήµες µέσω της 
αποστολής µηνυµάτων.  Αυτό υλοποιείται συνήθως από ζεύγη εντολών 
αποστολής/λήψης οι οποίες πρέπει να γραφούν από τον προγραµµατιστή. Στο Σχήµα 
1.2 φαίνεται µία υψηλού επιπέδου περιγραφή ενός τέτοιου συστήµατος.  Κάθε 
επεξεργαστής έχει πρόσβαση στη δική του τοπική µνήµη και µπορεί να επικοινωνεί 
µε τους άλλους επεξεργαστές µέσω του δικτύου διασύνδεσης. Αυτά τα συστήµατα 
διαδέχτηκαν τελικά διαδικτυακά συστήµατα όπου οι επεξεργαστικοί κόµβοι µπορεί 
να είναι κόµβοι ενός cluster, εξυπηρετητές, πελάτες ή κόµβοι σε κάποιο µεγαλύτερο 
πλέγµα. 

Η αρχιτεκτονική κατανεµηµένης µνήµης χρησιµοποιείται για τη µεταφορά 
δεδοµένων ανάµεσα σε ένα σύνολο επεξεργαστών χωρίς την ανάγκη για µία 
καθολική µνήµη. Η ιδέα είναι ότι κάθε επεξεργαστής έχει τη δική του τοπική µνήµη 
και επικοινωνεί µε τους άλλους επεξεργαστές χρησιµοποιώντας µηνύµατα. Η 
εξάλειψη της ανάγκης για µία µεγάλη και καθολική µνήµη καθώς και της απαίτησής 
της για συγχρονισµό προσδίδει στην αρχιτεκτονική κατανεµηµένης µνήµης ένα 
µεγάλο πλεονέκτηµα σε σχέση µε τις αρχιτεκτονικές µοιραζόµενης µνήµης.  

Στο Σχήµα 1.2 φαίνονται τα βασικά συστατικά µιας πολυεπεξεργαστικής 
αρχιτεκτονικής κατανεµηµένης µνήµης. Υπάρχουν n κόµβοι αριθµηµένοι από N1 ως 
Nn όπου κάθε κόµβος Ni αποτελείται από έναν επεξεργαστή Pi και την τοπική µνήµη 
Mi. Κάθε επεξεργαστής έχει, λοιπόν, το δικό του χώρο διευθύνσεων. Οι κόµβοι 
επικοινωνούν µεταξύ τους µέσω συνδέσµων (ονοµάζονται και εξωτερικά κανάλια) 
και µέσω του δικτύου διασύνδεσης που είναι συνήθως στατικό.  
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Σχήµα 1.2: Σύστηµα Κατανεµηµένης Μνήµης 
 

Σε µια τέτοια αρχιτεκτονική, η εκτέλεση ενός προγράµµατος διαχωρίζεται σε 
παράλληλες ταυτόχρονες διεργασίες όπου κάθε µία εκτελείται σε ξεχωριστό 
επεξεργαστή. Αν ο αριθµός των διεργασιών είναι µεγαλύτερος από τον αριθµό των 
επεξεργαστών, σε κάθε επεξεργαστή θα πρέπει να εκτελεστούν περισσότερες από µια 
διεργασίες µε κάποια χρονοδροµολόγηση. Οι διεργασίες που τρέχουν στον ίδιο 
επεξεργαστή χρησιµοποιούν τα ονοµαζόµενα εσωτερικά κανάλια για να 
ανταλλάξουν µηνύµατα µεταξύ τους. Τα δεδοµένα που ανταλλάσσονται µεταξύ 
επεξεργαστών δεν είναι µοιραζόµενα αλλά γίνεται αντιγραφή αυτών µε αποστολή 
και παραλαβή µηνυµάτων. Ένα σηµαντικό πλεονέκτηµα αυτής της µορφής 
ανταλλαγής µηνυµάτων είναι ότι δεν απαιτεί µηχανισµούς συγχρονισµού, όπως 
σηµατοφορείς, γεγονός που βελτιώνει αισθητά την επίδοση.  

Στο Σχήµα 1.3 φαίνεται ένα παράδειγµα ενός συστήµατος κατανεµηµένης 
µνήµης που αποτελείται από τέσσερεις διεργασίες. Στο σχήµα αυτό οι οριζόντιες 
γραµµές παριστάνουν την εκτέλεση κάθε διεργασίας και οι γραµµές ανάµεσα στις 
διεργασίες παριστάνουν τα µηνύµατα που ανταλλάσσουν µεταξύ τους. Το µήνυµα 
ορίζεται ως η λογική µονάδα για τη διακοµβική επικοινωνία. Θεωρείται ως µια 
συλλογή συσχετιζόµενης πληροφορίας που µεταφέρεται σαν µια οντότητα. Ένα 
σύστηµα κατανεµηµένης µνήµης επικοινωνεί µε το εξωτερικό περιβάλλον 
λαµβάνοντας µηνύµατα εισόδου και στέλνοντας µηνύµατα εξόδου.  
 

 
Σχήµα 1.3: Παράδειγµα Συστήµατος Κατανεµηµένης Μνήµης 
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1.2.1.1 Προγραµµατιστικά Μοντέλα Ανταλλαγής Μηνυµάτων 
Μια αρχιτεκτονική ανταλλαγής µηνυµάτων χρησιµοποιεί ένα σύνολο από 

κύριες λειτουργίες που επιτρέπουν στις διεργασίες να επικοινωνούν µεταξύ τους. Σε 
αυτές περιλαµβάνονται οι λειτουργίες send, receive, broadcast και barrier. Η 
λειτουργία send παίρνει δεδοµένα από τη µνήµη του κόµβου-αποστολέα και τα 
στέλνει στον κόµβο-προορισµό. Η λειτουργία receive δέχεται ένα µήνυµα από τον 
αποστολέα και το αποθηκεύει στη µνήµη του παραλήπτη. Το βασικό 
προγραµµατιστικό µοντέλο που χρησιµοποιείται στις αρχιτεκτονικές ανταλλαγής 
µηνυµάτων βασίζεται στην ιδέα του συνδυασµού µιας αίτησης send από έναν 
επεξεργαστή µε µια αίτηση receive από κάποιον άλλο. Η λογική αυτή παρουσιάζεται 
στο Σχήµα 1.4. Η µεταφορά των δεδοµένων, από τον ένα χώρο διευθύνσεων στον 
άλλο, λαµβάνει χώρα όταν µια λειτουργία send προς κάποια διεργασία αντιστοιχιστεί 
µε  µια λειτουργία receive από αυτή τη διεργασία. Σε ένα τέτοιο σχήµα, ο 
επεξεργαστής που εκτελεί την αποστολή περιµένει µέχρι ο άλλος επεξεργαστής να 
εκτελέσει τη λειτουργία λήψης και στη συνέχεια ξεκινά η µεταφορά δεδοµένων. 
Στην περίπτωση αυτή λέµε ότι συµβαίνει blocking-send και blocking-receive.  

 

 
Σχήµα 1.4: Αντιστοίχιση λειτουργιών Send και Receive 

Η υλοποίηση της αποστολής και λήψης ανάµεσα σε διεργασίες απαιτεί ένα 
πρωτόκολλο τριών φάσεων όπως φαίνεται στο Σχήµα 1.4. Στην περίπτωση αυτή, η 
διεργασία-αποστολέας στέλνει µια αίτηση αποστολής στη διεργασία-παραλήπτη. Η 
τελευταία αποθηκεύει την αίτηση και στέλνει ένα µήνυµα απάντησης. Όταν 
εκτελεστεί η λειτουργία λήψης, η διεργασία-αποστολέας λαµβάνει τη απάντηση και 
τελικά ξεκινά η µεταφορά δεδοµένων. Οι λειτουργίες blocking-send και blocking-
receive είναι πολύ απλές. ∆εν απαιτείται καµία αποθήκευση ούτε στην αφετηρία ούτε 
στον προορισµό. Ωστόσο, η τριµερής χειραψία του πρωτοκόλλου υποχρεώνει τόσο 
τον ποµπό όσο και τον δέκτη να περιµένουν για έναν ολόκληρο κύκλο τουλάχιστον, 
κατά τη διάρκεια του οποίου οι επεξεργαστές είναι αδρανείς. Επιπλέον, µε 
λειτουργίες blocking είναι αδύνατη η επικάλυψη επικοινωνίας και υπολογισµών, 
γεγονός που αφήνει µέρος του εύρους ζώνης του δικτύου αχρησιµοποίητο. 

Για την αποφυγή των µειονεκτηµάτων της τριµερούς χειραψίας, οι 
περισσότερες υλοποιήσεις ανταλλαγής µηνυµάτων χρησιµοποιούν non-blocking 
λειτουργίες. Στην περίπτωση αυτή, υπάρχει ένα στρώµα µηνυµάτων στο οποίο 
αποθηκεύονται τα µηνύµατα µέχρι να είναι διαθέσιµη µία θύρα στο δίκτυο, ώστε ο 
αποστολέας να µη χρειάζεται να περιµένει µέχρι την εκτέλεση της λήψης. Όταν ο 
κόµβος προορισµού εκτελέσει τη λειτουργία λήψης τότε θα αρχίσει η µεταφορά από 
το στρώµα µηνυµάτων σε αυτόν. 
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Σχήµα 1.5: Πρωτόκολλο τριµερούς χειραψίας blocking-send/receive. 
 

Η λειτουργία broadcast υλοποιεί την επικοινωνία ενός προς πολλούς. Ένας 
επεξεργαστής στέλνει το ίδιο µήνυµα σε διάφορους προορισµούς µε µία εντολή. 

Η λειτουργία barrier χρησιµοποιείται για το συγχρονισµό των διεργασιών 
όπως φαίνεται στο Σχήµα 1.6. Καµία ανταλλαγή δεδοµένων δεν επιτρέπεται µέχρι 
όλοι οι επεξεργαστές που συµµετέχουν σε αυτή να καλέσουν τη ρουτίνα barrier. 

 

 
Σχήµα 1.6: Λειτουργία barrier 
 
1.2.2 Αρχιτεκτονική Μοιραζόµενης Μνήµης 

Το βασικό χαρακτηριστικό του µοντέλου αυτού είναι το γεγονός ότι η 
επικοινωνία πραγµατοποιείται έµµεσα, ως αποτέλεσµα µιας σειράς από συµβατικές 
εντολές πρόσβασης στη µνήµη (π.χ. load, store). Κάθε επεξεργαστής έχει τη δική του 
κρυφή µνήµη και όλοι οι επεξεργαστές και οι µανάδες µνήµες συνδέονται στο ίδιο 
δίκτυο διασύνδεσης, το οποίο είναι συχνά ένας κοινός διάδροµος. Η δυνατότητα για 
αποδοτική πρόσβαση σε όλα τα µοιραζόµενα δεδοµένα από όλους τους 
επεξεργαστικούς κόµβους, σε συνδυασµό µε την αυτόµατη µεταφορά  των 
δεδοµένων στις τοπικές caches, διευκολύνει τον παράλληλο προγραµµατισµό. Τα 
χαρακτηριστικά αυτά είναι επίσης σηµαντικά για το λειτουργικό σύστηµα, του 
οποίου οι λειτουργίες µοιράζονται δοµές δεδοµένων και µπορούν εύκολα να 
εκτελεστούν σε ξεχωριστούς επεξεργαστές. Το µοντέλο αυτό χρονολογείται από τις 
αρχές της δεκαετίας του 1960, και σήµερα συναντάται σχεδόν σε όλους τους τοµείς 
της βιοµηχανίας υπολογιστών. Κυριαρχεί στην αγορά των εξυπηρετητών, ενώ γίνεται 
όλο και πιο σύνηθες και στους προσωπικούς υπολογιστές. 

Η επικοινωνία και η συνεργασία των επεξεργαστών στο µοντέλο αυτό, 
αποτελείται από εγγραφές και διάβασµα µοιραζόµενων µεταβλητών. Οι λειτουργίες 
αυτές αντιστοιχίζονται απ’ ευθείας σε ένα αφηρηµένο µοντέλο επικοινωνίας,  η 
οποία αποτελείται από εντολές load και store σε έναν κοινό χώρο διευθύνσεων, ο 
οποίος υποστηρίζεται από το υλικό µέσω ρητών προσβάσεων σε κοινές φυσικές 
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θέσεις µνήµης. Το προγραµµατιστικό µοντέλο και το µοντέλο της επικοινωνίας 
βρίσκονται πολύ κοντά στο υλικό. Κάθε επεξεργαστής µπορεί να ονοµατίσει 
οποιαδήποτε φυσική θέση στο µηχάνηµα. Μια διεργασία µπορεί να ονοµατίσει όλα 
τα δεδοµένα που µοιράζεται µε τις υπόλοιπες διεργασίες, µέσα στον εικονικό της 
χώρο διευθύνσεων. Τα δεδοµένα µεταφέρονται είτε ως πρωταρχικοί τύποι µέσα στο 
σύνολο των εντολών είτε ως blocks της κρυφής µνήµης. Κάθε διεργασία εκτελεί 
λειτουργίες πρόσβασης στη µνήµη, σε διευθύνσεις του δικού της εικονικού χώρου. Η 
διαδικασία µετάφρασης των διευθύνσεων υποδεικνύει µια φυσική διεύθυνση, η 
οποία µπορεί να είναι είτε τοπική είτε αποµακρυσµένη από τον επεξεργαστή και 
µπορεί να είναι µοιραζόµενη µε άλλες διεργασίες. Σε οποιαδήποτε από τις δύο 
περιπτώσεις, η πρόσβαση από το υλικό είναι άµεση, χωρίς την επέµβαση του χρήστη 
ή του λειτουργικού συστήµατος. 

Η επίδοση του µοντέλου µοιραζόµενης µνήµης εξαρτάται σε µεγάλο βαθµό 
από το εύρος του χρονικού διαστήµατος ανάµεσα στην πρόσβαση σε µια θέση 
µνήµης και στην ανάκτηση των επιθυµητών δεδοµένων, όπως επίσης και από το 
εύρος µεταφοράς δεδοµένων που µπορούν να υποστηριχθεί. Ακριβώς όπως µια 
ιεραρχία µνήµης επιτρέπει σε δεδοµένα που είναι δεσµευµένα σε µια θέση µνήµης να 
µεταφερθούν προς τον επεξεργαστή, η έκφραση της επικοινωνίας µε όρους του 
χώρου διευθύνσεων επιτρέπει σε µοιραζόµενα δεδοµένα να µεταφερθούν προς τον 
επεξεργαστή που τα ζητάει. 

 
1.2.2.1 Σχήµατα ∆ιασύνδεσης Μοντέλων Μοιραζόµενης Μνήµης 

Η οργάνωση του υλικού που χρησιµοποιείται στα πολυεπεξεργαστικά 
συστήµατα µοιραζόµενης µνήµης είναι µια φυσική επέκταση των συστηµάτων 
µνήµης που συναντάµε στους περισσότερους υπολογιστές. Όλα τα υπολογιστικά 
συστήµατα περιέχουν απαραίτητα έναν επεξεργαστή και ένα σύνολο από ελεγκτές 
εισόδου/εξόδου για την πρόσβαση στα στοιχεία της µνήµης µέσω κάποιου τύπου 
διασύνδεσης, όπως παρουσιάζεται στο Σχήµα 1.7. Η χωρητικότητα της µνήµης 
αυξάνεται προσθέτοντας απλά επιπλέον στοιχεία µνήµης. Η επιπλέον χωρητικότητα 
µπορεί να αυξήσει το διαθέσιµο εύρος µνήµης ή όχι, ανάλογα µε τη συγκεκριµένη 
οργάνωση του συστήµατος. Η χωρητικότητα των λειτουργιών εισόδου/εξόδου 
αυξάνεται προσθέτοντας συσκευές ελέγχου. Αντίστοιχα, υπάρχουν δύο τρόποι 
αύξησης της υπολογιστικής επίδοσης: αναµονή µέχρι να γίνει διαθέσιµος ένας πιο 
γρήγορος επεξεργαστής ή προσθήκη επιπλέον επεξεργαστικών µονάδων. Θεωρητικά, 
όταν περισσότεροι επεξεργαστές είναι διαθέσιµοι, περισσότερες διεργασίες µπορούν 
να εκτελούν ταυτόχρονα, µε αποτέλεσµα αύξηση στην επίδοση. Αν µια µοναδική 
εφαρµογή προγραµµατιστεί ώστε να δηµιουργεί πολλαπλά νήµατα, η παρουσία 
πολλών επεξεργαστών θα επιταχύνει την εκτέλεσή της. 
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Σχήµα 1.7: Αφαιρετική παρουσίαση οργάνωσης συστήµατος µοιραζόµενης 

µνήµης 
 

Μεγάλη πρόοδος σηµειώνεται στα συστήµατα µοιραζόµενης µνήµης, 
επεκτείνοντας το γενικό σύστηµα που παρουσιάζεται στο Σχήµα 1.7, καθώς το 
τεχνολογικό υπόβαθρο βελτιώνεται. Στα πρώτα υπολογιστικά συστήµατα, η µνήµη 
ήταν αργή σε σχέση µε τον επεξεργαστή, οπότε υπήρχε η ανάγκη για δροµολόγηση 
δεδοµένων µέσω πολλαπλών καναλιών, ώστε να αυξηθεί το εύρος ζώνης. Η τεχνική 
αυτή έθετε την προϋπόθεση ύπαρξης ενός δικτύου διασύνδεσης ανάµεσα στον 
επεξεργαστή και στα κανάλια. Έτσι, για την εξυπηρέτηση των απαιτήσεων 
εισόδου/εξόδου ενός φορτίου, προσαρτούνταν στο σύστηµα πολλά κανάλια 
εισόδου/εξόδου και συσκευές ελέγχου. Υπήρχε, επίσης, η ανάγκη για απ’ ευθείας 
πρόσβαση στη µνήµη από τα κανάλια. Για το λόγο αυτόν, τα συστήµατα τέτοιου 
τύπου ήταν συνήθως σχεδιασµένα ώστε ο επεξεργαστής να συνδέεται µε τα κανάλια 
εισόδου/εξόδου µέσω σταυρωτών διακοπτών, όπως φαίνεται στο Σχήµα 1.8.  Η 
προσθήκη επιπλέον επεξεργαστών ήταν απλώς θέµα επέκτασης του δικτύου. Η δοµή 
του υλικού για την πρόσβαση µιας θέσης µνήµης από µια θύρα του επεξεργαστή και 
η πλευρά της εισόδου/εξόδου στον διακόπτη διατήρησαν την ίδια λογική. Αυτό που 
περιόριζε τον αριθµό των επεξεργαστών  στα πρώιµα αυτά συστήµατα, ήταν το 
µέγεθος και το κόστος του επεξεργαστή. Ωστόσο, όσο η πυκνότητα του υλικού 
µεγάλωνε και το κόστος µειωνόταν, όλο και µεγαλύτερα συστήµατα 
κατασκευάζονταν. Αυτό που τελικά κατέληξε να αποτελεί περιορ9ιστικό παράγοντα, 
ήταν το κόστος της επέκτασης του σταυρωτού διακόπτη, ο οποίος αντικαταστάθηκε 
γρήγορα από τα πολυεπίπεδα δίκτυα διασύνδεσης, η δοµή των οποίων φαίνεται στο 
Σχήµα 1.9. 
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Σχήµα 1.8: ∆ίκτυο ∆ιασύνδεσης Σταυρωτού ∆ιακόπτη 

 

 
 
Σχήµα 1.9: Πολυεπίπεδο ∆ίκτυο ∆ιασύνδεσης 
 
Αν και το κόστος επέκτασης σε αυτό το δίκτυο είναι αρκετά χαµηλότερο, η ταχύτητα 
του δικτύου είναι µικρή όταν όλες οι θύρες χρησιµοποιούνται ταυτόχρονα. 
 Η έκρηξη στη χρήση υπολογιστικών συστηµάτων µοιραζόµενης µνήµης 
συνέβη κατά την εµφάνιση των 32-bit επεξεργαστών, στα µέσα της δεκαετίας του 
1980, διότι ο επεξεργαστής, η κρυφή µνήµη, η µονάδα διαχείρισης εντολών κινητής 
υποδιαστολής και η µονάδα ελέγχου της µνήµης χωρούσαν πλέον σε µία πλακέτα. 
Τα περισσότερα, µεσαίου µεγέθους υπολογιστικά συστήµατα, 
συµπεριλαµβανοµένων των µικροϋπολογιστών, των εξυπηρετητών και των 
προσωπικών υπολογιστών, είναι οργανωµένα γύρω από έναν κεντρικό διάδροµο 
µνήµης, όπως φαίνεται στο Σχήµα 1.10. Ο διάδροµος µπορεί να προσαρµοστεί ώστε 
να υποστηρίζει πολλαπλούς επεξεργαστές. Ο τυπικός µηχανισµός πρόσβασης στη 
µνήµη µέσω του διαδρόµου επιτρέπει σε κάθε επεξεργαστή να προσπελάσει 
οποιαδήποτε φυσική διεύθυνση στο σύστηµα. Όπως και στον σχεδιασµό που 
βασίζεται σε διακόπτες, όλες οι θέσεις µνήµης απέχουν το ίδιο από τους 
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επεξεργαστές, µε αποτέλεσµα όλες οι επεξεργαστικές µονάδες να απαιτούν τον ίδιο 
χρόνο για να ολοκληρώσουν µια προσπέλαση στη µνήµη.  
 

 
Σχήµα 1.10: Σύστηµα µοιραζόµενης µνήµης µε σύνδεση διαδρόµου 
 
 Οι παράγοντες που περιορίζουν τον αριθµό των επεξεργαστών που µπορούν 
να υποστηριχθούν από ένα σύστηµα οργανωµένο µε διάδροµο, είναι αρκετά 
διαφορετικοί από αυτούς που αναφέραµε στην περίπτωση των σταυρωτών 
διακοπτών. Η προσθήκη ενός επιπλέον επεξεργαστή σε ένα δίκτυο διακόπτη είναι 
µεν ακριβή, αλλά η συνολική ταχύτητα του δικτύου αυξάνεται µε την αύξηση των 
θυρών. Στην περίπτωση του διαδρόµου, το κόστος προσθήκης επιπλέον 
επεξεργαστών είναι πολύ µικρό, αλλά η συνολική ταχύτητα είναι δεδοµένη. 
∆ιαιρώντας τη δεδοµένη αυτή ταχύτητα µε έναν µεγαλύτερο αριθµό επεξεργαστών, 
µειώνεται η επεκτασιµότητα της προσέγγισης αυτής. Το ευτυχές γεγονός είναι ότι η 
παρουσία των κρυφών µνηµών µειώνει τις απαιτήσεις κάθε επεξεργαστή, καθώς 
πολλές από τις αιτήσεις εξυπηρετούνται από δεδοµένα που υπάρχουν σε αυτές. 
Ωστόσο, η διατήρηση πολλαπλών αντιγράφων σε κάθε προσωπική κρυφή µνήµη, 
γεννά το πρόβληµα της συνάφειας της κρυφής µνήµης, το οποίο δε θα εξετάσουµε 
όµως εδώ. 
 Αν αναρωτηθούµε τι πρέπει να προσέξουµε αν θέλουµε να επεκτείνουµε ένα 
µικρού µεγέθους σύστηµα µοιραζόµενης µνήµης , γίνεται αµέσως φανερό πως το 
πρόβληµα δεν βρίσκεται στις υπολογιστικές µονάδες, αλλά στο δίκτυο διασύνδεσης. 
Το δίκτυο σταυρωτού διακόπτη επεκτείνεται δύσκολα λόγω κόστους, ενώ η 
οργάνωση διαδρόµου πάσχει από την ύπαρξη ενός δεδοµένου εύρους ζώνης που 
πρέπει να µοιραστεί στους επεξεργαστές. Ωστόσο, έχουν κατασκευαστεί αρκετά 
εναλλακτικά δίκτυα διασύνδεσης τα οποία ξεπερνούν σε µεγάλο βαθµό τα παραπάνω 
προβλήµατα. Αυτό που θα πρέπει να προσέξουµε όταν σχεδιάζουµε ένα δίκτυο 
διασύνδεσης, είναι η επίδραση που θα έχει η σχεδίασή µας στο χρόνο που θα πρέπει 
να περιµένει ένας επεξεργαστεί µέχρι να εξυπηρετηθεί µια αίτησή του στη µνήµη. Αν 
ο χρόνος αυτός αυξηθεί σηµαντικά, τότε οι επεξεργαστές θα ξοδεύουν τον 
περισσότερο χρόνο τους περιµένοντας για δεδοµένα και δεν θα είναι εκµεταλλεύσιµα 
τα πλεονεκτήµατα από την ύπαρξη πολλών επεξεργαστών. 
 
1.2.2.2 Προγραµµατιστικά Μοντέλα Μοιραζόµενης Μνήµης 

Το κυρίαρχο προγραµµατιστικό µοντέλο σε µια αρχιτεκτονικής µοιραζόµενης 
µνήµης είναι αναγκαστικά παρόµοιο µε αυτό της επικάλυψης χρόνου σε ένα 
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µονοεπεξεργαστικό σύστηµα, µόνο που τη θέση του ψευδοπαραλληλισµού των 
εργασιών παίρνει πλέον ο πραγµατικός παραλληλισµός. Τυπικά, στο µοντέλο αυτό, 
ορίζουµε ως διεργασία έναν εικονικό χώρο µνήµης και ένα ή περισσότερα νήµατα 
ελέγχου. Οι διεργασίες µπορούν να διαµορφωθούν ώστε τµήµατα  του χώρου 
διευθύνσεών τους να είναι µοιραζόµενα, δηλαδή να αντιστοιχίζονται σε µια κοινή 
φυσική τοποθεσία.   Το τυπικό µοντέλο µνήµης για µια αρχιτεκτονική µοιραζόµενης 
µνήµης παρουσιάζεται στο Σχήµα 1.11. Στο σχήµα αυτό, βλέπουµε ότι συλλογές από 
διεργασίες µοιράζονται µια κοινή περιοχή διευθύνσεων η οποία αντιστοιχίζεται στον 
εικονικό τους χώρο διευθύνσεων, αλλά έχουν, επίσης, και µια προσωπική περιοχή 
µνήµης, όπου διατηρείται η στοίβα εκτέλεσης και άλλα προσωπικά δεδοµένα. 

Η συνεργασία ανάµεσα στα νήµατα και ο συντονισµός τους επιτυγχάνεται µε 
το διάβασµα και την εγγραφή κοινών µεταβλητών και δεικτών οι οποίοι δείχνουν σε 
κοινές διευθύνσεις. Εγγραφές από ένα νήµα σε µια λογικά µοιραζόµενη διεύθυνση 
είναι ορατές προς ανάγνωση από τα υπόλοιπα νήµατα. Η αρχιτεκτονική χρησιµοποιεί 
τις συνήθεις λειτουργίες πρόσβασης στη µνήµη για την παροχή επικοινωνίας 
ανάµεσα στις µοιραζόµενες διευθύνσεις, όπως επίσης και ειδικές ατοµικές 
λειτουργίες για συγχρονισµό. Ακόµη και εντελώς ανεξάρτητες µεταξύ τους 
διεργασίες, µοιράζονται τυπικά, τον πυρήνα του χώρου διευθύνσεων, αν σε αυτόν 
έχουν πρόσβαση µόνο διεργασίες του λειτουργικού συστήµατος.  

Αν και η κοινή µνήµη µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την επικοινωνία 
αυθαίρετων συλλογών από διεργασίες, τα περισσότερα παράλληλα προγράµµατα 
είναι προσεκτικά δοµηµένα όσον αφορά στη χρήση των εικονικών διευθύνσεων. 
Τυπικά, υπάρχει µια κοινή απεικόνιση του κώδικα, προσωπικά τµήµατα για τη 
στοίβα και άλλα προσωπικά δεδοµένα και κοινά τµήµατα τα οποία βρίσκονται στην 
ίδια περιοχή του εικονικού χώρου διευθύνσεων κάθε διεργασίας ή νήµατος του 
προγράµµατος. Αυτή η απλοϊκή δοµή υποδηλώνει ότι οι προσωπικές µεταβλητές του 
προγράµµατος βρίσκονται σε κάθε διεργασία, ενώ οι µοιραζόµενες µεταβλητές έχουν 
την ίδια διεύθυνση και νόηµα σε κάθε νήµα. Πολλές φορές, εφαρµόζονται τεχνικές 
ευθύ παραλληλισµού. Για παράδειγµα, κάθε διεργασία µπορεί να εκτελεί ένα 
υποσύνολο των επαναλήψεων ενός loop ή, πιο γενικά, οι διεργασίες µπορούν να 
λειτουργούν ως µια οµάδα υπολογιστικών πόρων στους οποίους ανατίθενται 
εργασίες από µία ουρά. 
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Σχήµα 1.11: Τυπικό µοντέλο για παράλληλα προγράµµατα µοιραζόµενης µνήµης 
 
1.2.3 Αρχιτεκτονική Κατανεµηµένης Μνήµης vs. Αρχιτεκτονική 

Μοιραζόµενης Μνήµης 
Το κύριο χαρακτηριστικό των συστηµάτων µοιραζόµενης µνήµης είναι το 

γεγονός ότι η επικοινωνία υλοποιείται µε λειτουργίες load-store σε έναν κοινό χώρο 
διευθύνσεων. Ακόµη ένα θεµελιώδες χαρακτηριστικό της µοιραζόµενης µνήµης είναι 
ο ξεκάθαρος διαχωρισµός επικοινωνίας και συγχρονισµού. Απαιτείται να υπάρχουν 
ειδικοί µηχανισµοί συγχρονισµού, επιπλέον των λειτουργιών load-store, ώστε να 
διαπιστώνεται πότε παράγονται ή καταναλώνονται δεδοµένα. Αντιθέτως, σε ένα 
σύστηµα κατανεµηµένης µνήµης χρησιµοποιείται ένα σαφές µοντέλο επικοινωνίας. 
∆ιακριτά µηνύµατα ανταλλάσσονται ανάµεσα  στους επεξεργαστές. Ο συγχρονισµός 
και η επικοινωνία ενοποιούνται µέσα από την ανταλλαγή µηνυµάτων. Η παραγωγή 
αποµακρυσµένων, ασύγχρονων γεγονότων είναι αναπόσπαστο κοµµάτι του µοντέλου 
ανταλλαγής µηνυµάτων. Είναι, ωστόσο, σηµαντικό να σηµειώσουµε ότι τα µοντέλα 
επικοινωνίας των δύο αρχιτεκτονικών είναι καθολικά, δηλαδή µπορούµε να 
χρησιµοποιήσουµε το ένα για να προσοµοιώσουµε το άλλο. Ωστόσο, έχει 
παρατηρηθεί ότι είναι πιο εύκολο να προσοµοιωθεί ένα σύστηµα µοιραζόµενης 
µνήµης από ένα σύστηµα ανταλλαγής µηνυµάτων απ’ ότι το αντίστροφο.  

Οι αρχιτεκτονικές µοιραζόµενης µνήµης χαρακτηρίζονται από πολλά επιθυµητά 
στοιχεία. Το µοντέλο επικοινωνίας επιτρέπει στον προγραµµατιστή να επικεντρωθεί 
σε θέµατα παραλληλισµού αποκρύπτοντάς του τις λεπτοµέρειες της 
πολυεπεξεργαστικής επικοινωνίας. Από αυτή την άποψη, η επικοινωνία 
µοιραζόµενης µνήµης παριστάνει µια σαφή επέκταση του µονοεπεξεργαστικού 
µοντέλου προγραµµατισµού. Επιπλέον, η σηµασιολογία της µοιραζόµενης µνήµης 
είναι ανεξάρτητη της φυσικής θέσης µε αποτέλεσµα να επιδέχεται δυναµικών 
βελτιστοποιήσεων από το εκάστοτε λειτουργικό σύστηµα. Από την άλλη πλευρά το 
µοντέλο µοιραζόµενης µνήµης είναι κατ’ ανάγκη ανταγωνιστικό µοντέλο. Αυτό είναι 
µειονέκτηµα όσον αφορά στο συγχρονισµό. Το γεγονός αυτό έχει διαπιστωθεί από 



 
 

22 
 

πολλούς αρχιτέκτονες πολυεπεξεργαστικών συστηµάτων και η λύση τους ήταν πάντα 
η επαύξηση του βασικού µοντέλου επικοινωνίας µε πρόσθετους µηχανισµούς 
συγχρονισµού. Ακόµη ένα µειονέκτηµα είναι η αδυναµία των αρχιτεκτονικών 
µοιραζόµενης µνήµης για µονόδροµη επικοινωνία. 

Η ανταλλαγή µηνυµάτων µπορεί να χαρακτηριστεί ως ένα είδος επικοινωνιακού 
µοντέλου βασισµένο στις διακοπές. Η αρχιτεκτονική αυτή ενοποιεί τα δεδοµένα και 
το συγχρονισµό σε µία µονάδα. Έτσι, το µοντέλο ανταλλαγής µηνυµάτων 
προσφέρεται για τις ενέργειες εκείνες ενός λειτουργικού συστήµατος κατά τις οποίες 
τα πρότυπα επικοινωνίας είναι εκ των προτέρων γνωστά, όπως λειτουργίες 
εισόδου/εξόδου, διακοπές και µεταφορά διεργασιών και δεδοµένων. Επιπλέον, τα 
µοντέλα ανταλλαγής µηνυµάτων είναι εξ’ ορισµού µοντέλα πελάτη-εξυπηρετητή. 
Ωστόσο, το µοντέλο ανταλλαγής µηνυµάτων πάσχει από το κόστος της 
συναρµολόγησης και αποσυναρµολόγησης των µηνυµάτων.  

Συµπερασµατικά, το µοντέλο µοιραζόµενης µνήµης και το µοντέλο ανταλλαγής 
µηνυµάτων είναι κατάλληλα για συγκεκριµένους τοµείς εφαρµογής το καθένα. Το 
µεγάλο πλεονέκτηµα των εφαρµογών µοιραζόµενης µνήµης είναι η ευκολία 
υλοποίησης, σε αντίθεση µε το µοντέλο ανταλλαγής µηνυµάτων. Από την πλευρά, 
όµως, ένα σύστηµα µοιραζόµενης µνήµης δεν είναι τόσο εύκολα επεκτάσιµο όσο ένα 
σύστηµα κατανεµηµένης µνήµης. Το µοντέλο µοιραζόµενης µνήµης επικρατεί 
ανάµεσα στους συγγραφείς εφαρµογών ενώ το µοντέλο ανταλλαγής µηνυµάτων είναι 
ιδιαίτερα δηµοφιλές στη σχεδίαση λειτουργικών συστηµάτων και σε εφαρµογές που 
περιέχουν συστατικά συγχρονισµού, όπως επίλυση συστηµάτων αραιών πινάκων και 
προσοµοίωση γεγονότων 

 
1.3 Συµπεράσµατα 

Το προγραµµατιστικό µέρος της παρούσας εργασίας περιλαµβάνει υλοποιήσεις 
δύο αλγόριθµων, τόσο σε σειριακή έκδοση και στη συνέχεια, παραλληλοποίηση 
τους. Ο πρώτος αλγόριθµος αφορά στην εκτίµηση κατάστασης συστηµάτων 
ηλεκτρικής ενέργειας µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, ενώ ο δεύτερος είναι 
η µέθοδος επίλυσης γραµµικών συστηµάτων Conjugate Gradient. Για την υλοποίηση 
των εφαρµογών αυτών, επιλέχθηκε το µοντέλο της ανταλλαγής µηνυµάτων. Η 
επιλογή βασίστηκε σε διάφορους παράγοντες. Ο βασικός λόγος ήταν η ανάγκη για 
κλιµάκωση των εφαρµογών σε πολλούς επεξεργαστές. Η ανάγκη αυτή είναι 
επιτακτική ιδιαίτερα για τον αλγόριθµο εκτίµησης κατάστασης, ο οποίος αφορά σε 
ένα σύστηµα ηλεκτρικής ενέργειας. Τα κέντρα ελέγχου του δικτύου είναι 
αποµακρυσµένα το ένα από το άλλο, περιέχουν διαφορετικά δεδοµένα και δεν 
µοιράζονται κάποιο κοινό χώρο δεδοµένων. Επίσης, το µέγεθος του δικτύου µπορεί 
να µεταβάλλεται, γεγονός που, επίσης, επιβάλλει τη δυνατότητα κλιµάκωσης του 
µοντέλου αρχιτεκτονικής. 

Επιπλέον, τόσο αλγόριθµος εκτίµησης κατάστασης, όσο και η µέθοδος επίλυσης 
γραµµικών συστηµάτων Conjugate Gradient, είναι δύο µαθηµατικά προβλήµατα, τα 
οποία περιέχουν κυρίως πράξεις πινάκων και διανυσµάτων. Η παραλληλοποίηση 
αυτών των λειτουργιών, όπως π.χ. του πολλαπλασιασµού ενός πίνακα µε διάνυσµα, 
απαιτούν συγχρονισµό, ο οποίος επιτυγχάνεται µε µεγάλη ευκολία στο µοντέλο 
ανταλλαγής µηνυµάτων.  

Ένας άλλος καθοριστικός παράγοντας για την επιλογή του µοντέλου ανταλλαγής 
µηνυµάτων, ήταν η διαθεσιµότητα, στο µοντέλο αυτό, προγραµµατιστικών 
εργαλείων για επιστηµονικούς υπολογισµούς. Η χρήση των εργαλείων αυτών, τα 
οποία παρουσιάζονται αναλυτικά σε επόµενο κεφάλαιο,  διευκόλυνε σε µεγάλο  
βαθµό την υλοποίηση της εργασίας. 
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Πριν  προχωρήσουµε στην περιγραφή των προγραµµατιστικών εργαλείων και 
των ίδιων των υλοποιήσεων που πραγµατοποιήθηκαν, θα παρουσιάσουµε, στο 
κεφάλαιο που ακολουθεί, κάποια θεωρητικά στοιχεία για τις µεθόδους επίλυσης 
γραµµικών συστηµάτων που χρησιµοποιήθηκαν.  
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Κεφάλαιο 2ο: Μέθοδοι Επίλυσης Γραµµικών Συστηµάτων 
 
2.1 Γενικά 

Ο µηχανικός καλείται συχνά να αντιµετωπίσει το πρόβληµα της επίλυσης 
γραµµικών συστηµάτων. Τα γραµµικά συστήµατα µπορούν να προκύψουν από 
φαινοµενικά µη σχετικά προβλήµατα. Χαρακτηριστικά παραδείγµατα στα οποία 
εφαρµόζονται µέθοδοι επίλυσης γραµµικών συστηµάτων είναι οι συνήθεις και οι 
µερικές διαφορικές εξισώσεις, τα προβλήµατα ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων, οι 
πολυωνυµικές ή άλλες προσεγγίσεις συναρτήσεων, ο υπολογισµός ελαχίστων 
τετραγώνων, ο γραµµικός προγραµµατισµός, ο βέλτιστος έλεγχος κ.ά. Ακόµη και τα 
µη γραµµικά συστήµατα, και τα άλλα µη γραµµικά προβλήµατα, ανάγονται και αυτά 
στην επίλυση γραµµικών συστηµάτων. Έτσι, είναι σαφές ότι σε κλάδους όπως οι 
εξοµοιώσεις φυσικών διεργασιών, ο βέλτιστος έλεγχος, η θεωρία προσέγγισης, ο 
µαθηµατικός προγραµµατισµός και σε διάφορα προβλήµατα επιχειρησιακής έρευνας, 
η ταχύτητα και η αξιοπιστία µε την οποία µπορούν να λυθούν τα γραµµικά 
συστήµατα, παίζουν σηµαντικό ρόλο και, προφανώς, εξαρτώνται από τη µέθοδο 
επίλυσης που χρησιµοποιείται. 

∆ιακρίνονται δύο γενικές µέθοδοι για την επίλυση γραµµικών συστηµάτων 
της µορφής Ax = b, οι άµεσες και οι έµµεσες ή επαναληπτικές. Στην πρώτη 
κατηγορία ανήκει η µέθοδος απαλοιφής του Gauss, η µέθοδος του Cramer και η 
παραγοντοποίηση LU. Στην περίπτωση όπου ο πίνακας του συστήµατος είναι 
συµµετρικός και θετικά οριζόµενος, η επίλυση µπορεί να γίνει µε την ιδιαίτερα 
γρήγορη µέθοδο παραγοντοποίησης Cholesky. Στη δεύτερη κατηγορία ανήκουν οι 
µέθοδοι Jacobi και Gauss-Siedel, η µέθοδος Ελάχιστων Υπολοίπων (GMRES) και η 
µέθοδος Conjugate Gradient. Στη συνέχεια, θα µελετήσουµε αναλυτικότερο κάποιες 
από αυτές. 
 
2.2 Άµεσες Μέθοδοι 
 Πρόκειται για µεθόδους όπου µε έναν πεπερασµένο αριθµό στοιχειωδών 
πράξεων αριθµητικής επιτυγχάνεται η λύση του προβλήµατος. Ευνόητο είναι ότι 
τέτοιες µέθοδοι δίνουν ακριβή αποτελέσµατα, εφόσον δεν εµπλέκονται σφάλµατα 
στρογγυλοποίησης. Σε περίπτωση που παρουσιάζονται τέτοιου είδους σφάλµατα, 
τότε οι λύσεις που προκύπτουν απέχουν πολύ από τις πραγµατικές λύσεις του 
συστήµατος. Για αυτό το λόγο, ένα µεγάλο µέρος της έρευνας αφορά τον 
προσδιορισµό διαδικασιών που περιορίζουν την επίδραση σφαλµάτων και 
βελτιώνουν την ευστάθεια των άµεσων µεθόδων. Στη συνέχεια, θα παρουσιάσουµε 
δύο από τις άµεσες µεθόδους επίλυσης γραµµικών συστηµάτων, την 
παραγοντοποίηση LU και την παραγοντοποίηση Cholesky. 
 
2.2.1 Παραγοντοποίηση LU 

Στη γραµµική άλγεβρα, η παραγοντοποίηση LU είναι η διάσπαση ενός 
πίνακα στο γινόµενο ενός άνω και ενός κάτω τριγωνικού πίνακα. Το γινόµενο 
περιέχει µερικές φόρες και έναν τρίτο πίνακα, τον πίνακα µετάθεσης. Η µέθοδος 
αυτή είναι κυρίως χρήσιµη όταν έχουµε να λύσουµε πολλά συστήµατα µε κοινό 
πίνακα A και διαφορετικά δεύτερα µέλη b, οπότε η παραγοντοποίηση γίνεται µία 
φορά µόνο. Όταν ο πίνακας Α είναι συµµετρικός και θετικά ορισµένος, η µέθοδος 
απλοποιείται και ονοµάζεται παραγοντοποίηση Cholesky, η οποία περιγράφεται στην 
επόµενη ενότητα. 
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Περιγραφή 
Έστω Α τετραγωνικός πίνακας. Η παραγοντοποίηση LU έχει τη µορφή 

 
όπου  και  είναι αντίστοιχα ένας κάτω και ένας άνω τριγωνικός πίνακας (ίδιου 
µεγέθους).  
 Ένας αντιστρέψιµος πίνακας επιδέχεται παραγοντοποίησης LU αν και µόνο 
αν όλες οι πρωτεύουσες ελάσσονες ορίζουσές του είναι µη µηδενικές. Τότε, η 
παραγοντοποίηση είναι µοναδική αν απαιτήσουµε η διαγώνιος του ενός από τους δύο 
παράγοντες να αποτελείται από µονάδες. 
 
 
Υπολογισµός της παραγοντοποίησης LU 
Εξισώνοντας τους συντελεστές στην παρακάτω εξίσωση  
 

 
 
και απαιτώντας τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα L να είναι ίσα µε τη µονάδα, 
παίρνουµε τις ακόλουθες σχέσεις: 

 
 

 
 
Η µέθοδος µπορεί να περιγραφεί µε ψευδοκώδικα ως εξής: 

 
  

 
  

 
  
   
  
   
 

Στη συνέχεια, η επίλυση του συστήµατος γίνεται σε δύο βήµατα. Αρχικά, 
επιλύουµε την εξίσωση  ως προς y και στη συνέχεια λύνουµε την εξίσωση 

 ως προς x. Ας σηµειώσουµε εδώ, ότι και στις δύο περιπτώσεις, έχουµε 
τριγωνικούς πίνακες, οπότε τα συστήµατα µπορούν να λυθούν απ’ ευθείας 
χρησιµοποιώντας προς-πίσω αντικαταστάσεις, χωρίς να χρησιµοποιήσουµε τη 
µέθοδο απαλοιφής του Gauss. Ωστόσο, η µέθοδος απαλοιφής του Gauss απαιτείται 
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για τον υπολογισµό της ίδιας της παραγοντοποίησης LU, γεγονός που καθιστά τη 
µέθοδο αποδοτική µόνο όταν έχουµε να λύσουµε πολλαπλά συστήµατα µε τον ίδιο 
πίνακα Α αλλά διαφορετικό διάνυσµα b.  
 
2.2.1.1 Ατελής Παραγοντοποίηση LU 

Για λόγους επίδοσης και κυρίως όταν ο πίνακας του συστήµατος είναι 
ιδιαίτερα αραιός, χρησιµοποιείται συχνά µια παραλλαγή της παραγοντοποίησης LU, 
η ατελής LU. Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή, η παραγοντοποίηση προσεγγίζεται 
χρησιµοποιώντας ένα υποσύνολο των στοιχείων του πίνακα. Έστω A ο nxn πίνακας 
του συστήµατος και S  το σύνολο των στοιχείων του που έχουµε επιλέξει για την 
προσέγγιση της παραγοντοποίησης.  Ο αλγόριθµος παρουσιάζεται στη συνέχεια µε 
τη µορφή ψευδοκώδικα: 

 
  
  
  
   
   
   
    
     

 
2.2.2 Παραγοντοποίηση Cholesky 
 Όταν ο πίνακας του συστήµατος είναι συµµετρικός και θετικά ορισµένος, η 
παραγοντοποίηση LU παίρνει µια ιδιαίτερη µορφή και ονοµάζεται παραγοντοποίηση 
Cholesky. Η παραγοντοποίηση Cholesky αναφέρεται στη διάσπαση του πίνακα στο 
γινόµενο ενός κάτω τριγωνικού πίνακα και του συζυγή ανάστροφού του. ∆εδοµένου 
ότι ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις για την εφαρµογής της, έχει βρεθεί πειραµατικά 
ότι η παραγοντοποίηση Cholesky είναι ως και δύο φορές πιο γρήγορη στην επίλυση 
ενός γραµµικού συστήµατος από την LU. 
 
Περιγραφή 

Αν ο πίνακας  είναι συµµετρικός και θετικά ορισµένος, τότε ο  µπορεί να 
γραφτεί ως εξής: 

  
όπου  είναι ένας κάτω τριγωνικός πίνακας µε αυστηρώς θετικά διαγώνια στοιχεία 
και   είναι ο ανάστροφός του πίνακας. Η παραγοντοποίηση Cholesky είναι 
µοναδική. ∆εδοµένου ενός συµµετρικού, θετικά ορισµένου πίνακα , υπάρχει µόνο 
ένας κάτω τριγωνικός πίνακας  µε αυστηρώς θετικά διαγώνια στοιχεία, τέτοιος ώστε 

. 
Ισχύει, επίσης και το αντίστροφο, ότι δηλαδή, αν ο Α µπορεί να γραφτεί ως 

 για κάποιον αντιστρέψιµο κάτω τριγωνικό πίνακα , τότε ο Α είναι συµµετρικός 
και θετικά ορισµένος. 
 
Υπολογισµός της παραγοντοποίησης Cholesky 

Για τον υπολογισµό των ,  εξισώνουµε απλώς τους συντελεστές των δύο 
µελών της εξίσωσης: 
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και λαµβάνουµε: 

 

 

 
 

, κ.τ.λ. 

 
Γενικά, για i=1, …, n και j = i+1, …, n παίρνουµε: 

 

 
 
Η µέθοδος µπορεί να περιγραφεί µε ψευδοκώδικα ως εξής: 

 
  
  
   
  
   
     

 
 

Αφού υπολογίσουµε την παραγοντοποίηση του πίνακα , µπορούµε στη 
συνέχεια να λύσουµε το σύστηµα , λύνοντας πρώτα το σύστηµα , ώστε 
να πάρουµε το διάνυσµα y και στη συνέχεια λύνοντας το σύστηµα , ώστε να 
πάρουµε τελικά τη λύση x. 
 
2.3 Επαναληπτικές Μέθοδοι 

Στις επαναληπτικές µεθόδους η λύση προσεγγίζεται, µε τη βοήθεια µιας 
αρχικής εκτίµησης της λύσης και µε ένα κατάλληλα επιλεγµένο αλγόριθµο. Ένα 
σηµαντικό πρόβληµα που απασχολεί τους χρήστες των έµµεσων µεθόδων, είναι η 
σύγκλιση και µάλιστα η ταχύτητα σύγκλισης που τις χαρακτηρίζουν. Σηµαντικό 
πλεονέκτηµα των έµµεσων µεθόδων είναι η απλότητά τους και η ανεξαρτησία τους 
από σφάλµατα στρογγυλοποίησης. Οι επαναληπτικές µέθοδοι χρησιµοποιούνται 
συχνά, ιδιαίτερα στη λύση µερικών διαφορικών εξισώσεων και προβληµάτων 
βελτιστοποίησης. 
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2.3.1 Μέθοδοι Krylov 
 Τα συστήµατα γραµµικών εξισώσεων που προκύπτουν από τα περισσότερα 
πρακτικά προβλήµατα επιστηµονικών υπολογισµών, είναι συνήθως τόσο µεγάλα, 
ώστε η χρήση των άµεσων µεθόδων που περιγράφηκαν στην προηγούµενη ενότητα, 
είναι απαγορευτική. Το γεγονός αυτό, οφείλεται  τόσο στους περιορισµούς στο χώρο 
αποθήκευσης των δεδοµένων, όσο και σε περιορισµούς στο χρόνο υπολογισµού της 
λύσης. 
Ευτυχώς, οι περισσότεροι πίνακες, σε «πραγµατικές» συνθήκες, είναι συνήθως 
αραιοί, έχουν, δηλαδή, λίγες µόνο µη µηδενικές τιµές. Πρακτικά, αυτό σηµαίνει ότι 
γινόµενα τέτοιων πινάκων µε διανύσµατα µπορούν να υπολογιστούν σχετικά 
γρήγορα. Οι επαναληπτικές µέθοδοι παράγουν µια ακολουθία από προσεγγιστικές 
λύσεις, όπου ο προσδιορισµός της επόµενης προσέγγισης προκύπτει από την 
προηγούµενη, εκτελώντας µια σειρά από πολλαπλασιασµούς πίνακα επί διάνυσµα. 
 Οι µέθοδοι Krylov αποτελούν τη σηµαντικότερη κατηγορία επαναληπτικών 
µεθόδων επίλυσης γραµµικών συστηµάτων. Ένας υποχώρος Krylov τάξης r 
παράγεται από έναν nxn πίνακα A και ένα διάνυσµα b µεγέθους n ως ένα γραµµικό 
υποσύνολο ανεπτυγµένο από τις προβολές του b πάνω στις πρώτες r δυνάµεις του Α, 
ως εξής: 

 
 Αν τα διανύσµατα  είναι γραµµικά ανεξάρτητα, τότε λέµε 
ότι σχηµατίζουν µια βάση για τον υποχώρο Krylov . Συνήθως, όµως, η βάση 
αυτή δεν είναι η καταλληλότερη για τη µέθοδο. Αυτό συµβαίνει διότι τα διανύσµατα 

 τείνουν να πλησιάζουν την κατεύθυνση του κυρίαρχου ιδιοδιανύσµατος, όσο το j 
αυξάνεται. Αυτό, σηµαίνει, πως για k αρκετά µεγάλο, τα περισσότερα διανύσµατα 
του υποχώρου Krylov θα δείχνουν προς την ίδια κατεύθυνση. Για το λόγο αυτό, 
απαιτείται η δηµιουργία µιας άλλης βάσης για τον υποχώρο, µε διανύσµατα , 
τέτοια ώστε   
Οι διάφορες διαδικασίες που οδηγούν στη δηµιουργία µιας βάσης Krylov γεννούν τις 
µεθόδους Krylov για την επίλυση γραµµικών συστηµάτων. ∆ύο από τις βασικότερες, 
η GMRES και η Conjugate Gradient περιγράφονται στη συνέχεια.  
 
2.3.2 Μέθοδος GMRES (Generalized Minimal Residual Method) 
 Η µέθοδος GMRES είναι σχεδιασµένη για την επίλυση µη-συµµετρικών 
γραµµικών συστηµάτων. Η πιο δηµοφιλής µορφή της βασίζεται σε µια 
τροποποιηµένη Gram-Schmidt διαδικασία και χρησιµοποιεί επανεκκινήσεις για τον 
έλεγχο των αποθηκευτικών απαιτήσεων. Στην περίπτωση όπου δεν χρησιµοποιούνται 
επανεκκινήσεις, η µέθοδος (όπως και κάθε άλλη ορθογωνική µέθοδος Krylov) θα 
συγκλίνει σε n το πολύ βήµατα, όπου n είναι το µέγεθος του συστήµατος. Φυσικά, 
για n αρκετά µεγάλο, η σύγκλιση σε n βήµατα δεν είναι πρακτικά αποδεκτή. 
Επιπλέον, σε αυτή την περίπτωση, η χρήση της µεθόδου χωρίς επανεκκινήσεις είναι 
απαγορευτική, λόγω του φόρτου υπολογισµών αλλά και των αποθηκευτικών 
απαιτήσεων. Στην πραγµατικότητα, η κρίσιµη απόφαση κατά τη χρήση της µεθόδου 
αυτής, είναι ο προσδιορισµός του σηµείου επανεκκίνησης. 
 
Περιγραφή της µεθόδου. 
 Έστω ότι ο πίνακας Α είναι αντιστρέψιµος και το διάνυσµα b είναι 
κανονικοποιηµένο (δηλαδή ). Ο υποχώρος Krylov τάξης r για το πρόβληµα 
θα είναι: 
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. Η µέθοδος GMRES προσεγγίζει τη λύση 
αναζητώντας το διάνυσµα  το οποίο ελαχιστοποιεί τη νόρµα του υπολοίπου 

. Όπως αναφέραµε και προηγουµένως, τα διανύσµατα  
είναι σχεδόν γραµµικά εξαρτηµένα. Για το λόγο αυτό, αντί της βάσης, 
χρησιµοποιείται η µέθοδος Arnoldi για την εύρεση ορθοκανονικών διανυσµάτων 
βάσης . Τώρα, το διάνυσµα  µπορεί να γραφτεί ως  
όπου  και  είναι o nxr πίνακας που σχηµατίζεται από τα . Η 
µέθοδος Arnoldi παράγει, επίσης, έναν πίνακα Hessenberg  τέτοιο ώστε 

. Επειδή ο  είναι ορθογωνικός, έχουµε 
, όπου  είναι το πρώτο διάνυσµα στη 

βάση του  και , όπου  είναι η πρώτη εκτίµηση της λύσης 
(συνήθως το µηδενικό διάνυσµα). Εποµένως, το διάνυσµα  µπορεί να βρεθεί 
ελαχιστοποιώντας τη νόρµα του υπολοίπου . Αυτό είναι ένα 
πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων µεγέθους n, από το οποίο προκύπτει και η µέθοδος 
GMRES. Η µέθοδος παρουσιάζεται στη συνέχεια σε ψευδοκώδικα: 

, ,  

 
 

  
  
   
   
  

  
   
   
  

 
  
  
 Όπως είναι φανερό από τον ψευδοκώδικα που παρατίθεται, το µεγαλύτερο 
µειονέκτηµα της µεθόδου είναι ότι το πλήθος των υπολογισµών, αλλά και ο χώρος 
αυξάνονται σχεδόν γραµµικά µε τον αριθµό των επαναλήψεων. Εκτός κι αν είµαστε 
ιδιαίτερα τυχεροί ώστε να επιτύχουµε πολύ γρήγορη σύγκλιση, το κόστος εκτέλεσης 
της µεθόδου θα γίνεται όλο και πιο απαγορευτικό. Ο συνήθης τρόπος αποφυγής του 
κινδύνου αυτού, είναι η επανεκκίνηση της µεθόδου έπειτα από έναν επιλεγµένο 
αριθµό m επαναλήψεων. Τα αποθηκευµένα δεδοµένα καθαρίζονται και τα 
αποτελέσµατα της m-οστής επανάληψης χρησιµοποιούνται ως αρχική τιµή για τις 
επόµενες m επαναλήψεις. Η διαδικασία αυτή επαναλαµβάνεται έως ότου επιτευχθεί 
σύγκλιση. Η επιλογή της κατάλληλης τιµής m είναι συνήθως µια πολύ δύσκολη 
απόφαση. Αν το m επιλεγεί πολύ µικρό, τότε η µέθοδος θα έχει πολύ αργή σύγκλιση 
ή µπορεί η σύγκλιση και να αποτύχει. Από την άλλη πλευρά, αν η τιµή του m είναι 
µεγαλύτερη απ’ όσο απαιτείται, η µέθοδος θα εκτελέσει περιττούς υπολογισµούς και 
θα χρησιµοποιήσει περισσότερο χώρο απ’ όσο απαιτείται. ∆υστυχώς, δεν υπάρχει 
κάποια µέθοδος ακριβούς προσδιορισµού της τιµής m και συνήθως επιλέγεται µε 
βάση εµπειρικά κριτήρια.  
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2.3.3 Μέθοδος Conjugate Gradient 

Η µέθοδος conjugate gradient είναι ένας αλγόριθµος για την αριθµητική 
επίλυση εκείνων των συστηµάτων γραµµικών εξισώσεων, των οποίων ο πίνακας 
είναι συµµετρικός και θετικά ορισµένος. Η conjugate gradient είναι µια 
επαναληπτική µέθοδος, γεγονός το οποίο µας επιτρέπει να τη χρησιµοποιήσουµε σε 
αραιά συστήµατα τα οποία είναι πολύ µεγάλα για να επιλυθούν από άµεσες 
µεθόδους, όπως η παραγοντοποίηση Cholesky. Τέτοια συστήµατα προκύπτουν κατά 
την αριθµητική επίλυση µερικών διαφορικών εξισώσεων. 
Η µέθοδος conjugate gradient µπορεί, επίσης, να χρησιµοποιηθεί για την επίλυση 
προβληµάτων βελτιστοποίησης χωρίς περιορισµούς, όπως ελαχιστοποίηση της 
ενέργειας. 
 
Περιγραφή της µεθόδου. 

Ας υποθέσουµε ότι ο nxn πίνακας Α είναι συµµετρικός (δηλαδή ), 
θετικά ορισµένος (δηλαδή ) και 
πραγµατικός. 
Συµβολίζουµε τη µοναδική λύση του συστήµατος µε x*. 
 
Άµεση Conjugate Gradient 

Λέµε ότι δύο διανύσµατα u και v είναι συζυγή (σε σχέση µε τον Α) αν 
. 

Εφ’ όσον ο Α είναι συµµετρικός και θετικά ορισµένος, το αριστερό µέλος ορίζει ένα 
εσωτερικό γινόµενο 

. 
 
Άρα, δύο διανύσµατα είναι συζυγή αν είναι ορθογώνια σε σχέση µε αυτό το 
εσωτερικό γινόµενο. Η σχέση αυτή είναι συµµετρική: Αν το u είναι συζυγές του v, 
τότε και το v είναι συζυγές του u. 
Ας υποθέσουµε ότι  είναι µια ακολουθία από n αµοιβαίως συζυγείς 
κατευθύνσεις. Τότε, η  σχηµατίζει µια βάση του , ώστε να µπορούµε να 
επεκτείνουµε τη λύση x* της  Ax=b στη βάση: 

 
 
Οι συντελεστές δίνονται από τις εξισώσεις: 

 

 

 
 

Το αποτέλεσµα είναι πιθανόν πιο εµφανές λαµβάνοντας υπόψη το εσωτερικό 
γινόµενο που ορίζεται παραπάνω. Με αυτόν τον τρόπο, προκύπτει η ακόλουθη 
µέθοδος για την επίλυση της εξίσωσης Ax = b. Αρχικά, βρίσκουµε µια ακολουθία 
από n συζυγείς κατευθύνσεις και στη συνέχεια υπολογίζουµε τους συντελεστές . 
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 Η µέθοδος ως επαναληπτική µέθοδος. 

Αν επιλέξουµε τα συζυγή διανύσµατα  προσεκτικά, τότε ίσως να µην τα 
χρειαζόµαστε όλα για να επιτύχουµε µια καλή προσέγγιση της λύσης x*. Έτσι, 
θέλουµε να θεωρήσουµε τη µέθοδο conjugate gradient ως µια επαναληπτική µέθοδο. 
Η θεώρηση αυτή θα µας επιτρέψει επιπλέον να επιλύσουµε συστήµατα όπου το n 
είναι τόσο µεγάλο που η άµεση µέθοδος θα πάρει πάρα πολύ χρόνο. 

Συµβολίζουµε την αρχική εκτίµηση της λύσης x* µε  . Μπορούµε να 
υποθέσουµε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι  (ισοδύναµα, µπορούµε να 
θεωρήσουµε το σύστηµα ). Ξεκινώντας µε τη   αναζητούµε τη λύση 
και σε κάθε επανάληψη χρειαζόµαστε µια µετρική µε βάση την οποία να βλέπουµε 
αν κινούµαστε πιο κοντά στη λύση x* (η οποία µας είναι άγνωστη). Η µετρική αυτή 
προκύπτει από το γεγονός ότι η λύση x* είναι επίσης και το µοναδικό διάνυσµα που 
ελαχιστοποιεί την εξής συνάρτηση: 

 
Οπότε, αν η f(x) µειώνεται σε κάθε επανάληψη, αυτό σηµαίνει ότι πλησιάζουµε τη 
λύση x*. 

Η παρατήρηση αυτή µας ωθεί ώστε να πάρουµε ως πρώτο βασικό διάνυσµα 
 την αρνητική τιµή της κλίσης της f στο σηµείο x = . Η κλίση αυτή θα είναι ίση 

µε . Αφού , αυτό σηµαίνει ότι παίρνουµε .  
Έστω  το υπόλοιπο στο κ-οστό βήµα: 

. 
Ας σηµειώσουµε εδώ ότι το  είναι η αρνητική τιµή της κλίσης στο x = , 

οπότε σύµφωνα µε τη µέθοδο της επαναληπτικής καθόδου θα έπρεπε να κινηθούµε 
στην κατεύθυνση . Εδώ επιµένουµε ότι οι κατευθύνσεις  είναι συζυγείς µεταξύ 
τους. Επίσης, απαιτούµε η επόµενη κατεύθυνση αναζήτησης να προκύψει από το 
τρέχον υπόλοιπο και όλες τις προηγούµενες κατευθύνσεις αναζήτησης, το οποίο είναι 
αρκετά λογικό στην πράξη. 
Προκύπτει η ακόλουθη έκφραση: 

 
 
Ακολουθώντας την κατεύθυνση αυτή, η επόµενη βέλτιστη λύση δίνεται από τη 
σχέση: 

 
 
όπου 
 

 
 
O αλγόριθµος 

Ο παραπάνω αλγόριθµος απαιτεί την αποθήκευση όλων των προηγούµενων 
κατευθύνσεων αναζήτησης και των διανυσµάτων υπολοίπων, όπως και τον 
υπολογισµό πολλών πολλαπλασιασµών πινάκων επί διάνυσµα, γεγονός που τον 
καθιστά υπολογιστικά ακριβό. Στην πράξη, τροποποιούµε ελαφρώς τη συνθήκη 
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υπολογισµού του τελευταίου διανύσµατος υπολοίπου, έτσι ώστε όχι να ελαχιστοποιεί 
τη µετρική που ακολουθεί η κατεύθυνση αναζήτησης, αλλά να την κάνει απλώς 
ορθογώνια στο προηγούµενο διάνυσµα υπολοίπου. Η ελαχιστοποίηση της µετρικής 
κατά την κατεύθυνση αναζήτησης θα επιτευχθεί αυτόµατα στην περίπτωση αυτή. Με 
αυτόν τον τρόπο, µπορούµε να καταλήξουµε σε έναν αλγόριθµο ο οποίος απαιτεί την 
αποθήκευση µόνο των δύο προηγούµενων διανυσµάτων υπολοίπων και της 
τελευταίας κατεύθυνσης αναζήτησης, και µόνο έναν πολλαπλασιασµό πίνακα επί 
διάνυσµα. 

Στη συνέχεια, περιγράφεται λεπτοµερώς ο αλγόριθµος για την επίλυση της 
εξίσωσης Ax = b, όπου A είναι πραγµατικός, συµµετρικός και θετικά ορισµένος 
πίνακας. Το διάνυσµα εισόδου  µπορεί να είναι είτε µια πρώτη εκτίµηση της λύσης 
είτε το µηδενικό διάνυσµα. 
 

 
 

 
Repeat 

  

    
    
 
Αν  είναι αρκετά µικρό τότε έξοδος από το loop 
 

 
 

 
 

 
End Repeat 
Το αποτέλεσµα είναι το . 
 
2.3.3.1 Preconditioned Conjugate Gradient 

Μερικές φορές είναι απαραίτητη η χρήση preconditioner για την εξασφάλιση 
της γρήγορης σύγκλισης του αλγορίθµου. Η preconditioned conjugate gradient 
µέθοδος παίρνει την ακόλουθη µορφή: 

 
 

 
 

Repeat 

  

    
    
 
Αν  είναι αρκετά µικρό τότε έξοδος από το loop 
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End Repeat 
Το αποτέλεσµα είναι το . 

Στον παραπάνω αλγόριθµο, Μ είναι ο preconditioner και πρέπει να είναι 
συµµετρικός και θετικά ορισµένος. Ισοδύναµα, µπορούµε να πούµε ότι εφαρµόζουµε 
τη µέθοδο conjugate gradient χωρίς χρήση preconditioner στο σύστηµα 

, 
όπου 
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Κεφάλαιο 3ο: Εργαλεία Επιστηµονικών Υπολογισµών 
 
3.1 Προγραµµατιστικά εργαλεία για επιστηµονικές εφαρµογές σε αρχιτεκτονικές 

κατανεµηµένης µνήµης  
Στο παρόν κεφάλαιο θα παρουσιάσουµε συνοπτικά τα προγραµµατιστικά 

εργαλεία που χρησιµοποιήθηκαν για την υλοποίηση του τεχνικού µέρους της 
παρούσας εργασίας. Τα εργαλεία που χρησιµοποιήθηκαν είναι το πρότυπο MPI, η 
βιβλιοθήκη BLAS και η βιβλιοθήκη PETSc. Τα εργαλεία αυτά είναι υλοποιηµένα για 
χρήση µε το µοντέλο ανταλλαγής µηνυµάτων και προορίζονται για εφαρµογές που 
περιέχουν επιστηµονικούς υπολογισµούς. Το πρότυπο MPI παρέχει τη διεπαφή για 
την υλοποίηση του µοντέλου ανταλλαγής µηνυµάτων. Περιέχει έτοιµες ρουτίνες για 
τη δηµιουργία διεργασιών, την κατανοµή των δεδοµένων και, φυσικά, την 
επικοινωνία µε ανταλλαγή µηνυµάτων. Οι βιβλιοθήκες BLAS και PETSc παρέχουν 
υλοποιηµένες τις ρουτίνες και τις δοµές που χρησιµοποιούνται συχνά στις 
επιστηµονικές εφαρµογές, όπως δοµές αραιών πινάκων και επιλυτές γραµµικών 
συστηµάτων, πράξεις µεταξύ πινάκων και διανυσµάτων κ.ά.. Η χρήση των εργαλείων 
αυτών διευκόλυνε ιδιαίτερα την υλοποίηση των αλγόριθµων της παρούσας εργασίας, 
γι’ αυτό και κρίθηκε σκόπιµη η αφιέρωση ενός κεφαλαίου για την περιγραφή τους.   
 
3.2 Το Πρότυπο MPI 

Η ανταλλαγή µηνυµάτων είναι µια προγραµµατιστική τεχνική που 
χρησιµοποιείται ευρέως στα παράλληλα συστήµατα υπολογιστών, κυρίως στα 
συστήµατα µε κατανεµηµένη µνήµη (Scalable Parallel Computers) και σε δίκτυα 
σταθµών εργασίας (Networks of Workstations). Αν και υπάρχουν διάφορες 
παραλλαγές, η βασική ιδέα της επικοινωνίας µεταξύ διεργασιών µε τη χρήση 
µηνυµάτων είναι πλήρως κατανοητή. Τα τελευταία δέκα χρόνια έχει γίνει ουσιαστική 
πρόοδος όσον αφορά στην προσαρµογή σηµαντικών εφαρµογών στο µοντέλο αυτό. 
Έτσι, λοιπόν, ήταν επιτακτική η ανάγκη για τον ορισµό της σύνταξης και της 
σηµασιολογίας ενός πρότυπου πυρήνα ρουτινών βιβλιοθήκης ώστε να χρησιµεύσουν 
σε ένα µεγάλο πλήθος χρηστών και να είναι υλοποιήσιµες σε ένα µεγάλο εύρος 
υπολογιστικών συστηµάτων. Την προσπάθεια αυτή έχει αναλάβει τα τελευταία 
χρόνια το Message Passing Interface (MPI) Forum, µία οµάδα περισσότερων από 80 
ατόµων από περισσότερους από 40 οργανισµούς, οι οποίοι εκπροσωπούν εµπόρους 
παράλληλων συστηµάτων, βιοµηχανικούς χρήστες, ιδιωτικά και δηµόσια ερευνητικά 
κέντρα και πανεπιστήµια. 

Οι σχεδιαστές του MPI επέλεξαν να χρησιµοποιήσουν τα πιο ελκυστικά 
χαρακτηριστικά των προϋπάρχοντων συστηµάτων ανταλλαγής µηνυµάτων αντί να 
επικεντρωθούν σε ένα από αυτά. Το MPI έχει, λοιπόν, επιρροές από εργασίες 
διάφορων ερευνητικών κέντρων και εταιρειών. Το πρότυπο MPI ορίζει τη διεπαφή 
χρήστη και τη λειτουργικότητα ενός µεγάλου συνόλου δυνατοτήτων για πέρασµα 
µηνυµάτων. Από την ολοκλήρωσή του το 1994 το MPI είναι κοινώς αποδεκτό και 
έχει χρησιµοποιηθεί ευρέως.  Είναι διαθέσιµες διάφορες υλοποιήσεις τόσο για 
συστήµατα κατανεµηµένης µνήµης όσο και για δίκτυα σταθµών εργασίας. Έτσι, 
λοιπόν, το MPI πέτυχε έναν από τους στόχους του, την προσθήκη αξιοπιστίας στα 
παράλληλα συστήµατα.  

Ο κύριος στόχος του MPI, όπως και σχεδόν κάθε προτύπου, είναι η επίτευξη ενός 
βαθµού φορητότητας ανάµεσα σε διαφορετικές πλατφόρµες, συγκρίσιµη µε αυτή που 
προσφέρεται από γλώσσες προγραµµατισµού, όπως για παράδειγµα η Fortran. Αυτό 
σηµαίνει ότι ο ίδιος πηγαίος κώδικας MPI να µπορεί να εκτελεστεί σε πληθώρα 
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µηχανηµάτων µε µόνη προϋπόθεση τη διαθεσιµότητα της βιβλιοθήκης MPI, ενώ 
παράλληλα να δίνεται η δυνατότητα για εκµετάλλευση των πλεονεκτηµάτων κάθε 
ξεχωριστού συστήµατος. Αν και τις περισσότερες φορές το πέρασµα µηνυµάτων 
είναι στενά συνδεδεµένο µε τα παράλληλα συστήµατα κατανεµηµένης µνήµης, ο 
ίδιος κώδικας µπορεί να εκτελεστεί και σε έναν παράλληλο υπολογιστή 
µοιραζόµενης µνήµης επίσης. Μπορεί να εκτελεστεί από ένα δίκτυο σταθµών 
εργασίας ή ακόµη και από ένα σύνολο διεργασιών ενός µοναδικού σταθµού 
εργασίας. Γνωρίζοντας την ύπαρξη αποδοτικών υλοποιήσεων µε MPI σε µεγάλη 
ποικιλία προβληµάτων παρέχεται ένας υψηλός βαθµός ευελιξίας στη συγγραφή και 
τον έλεγχο του κώδικα και στην επιλογή της κατάλληλης πλατφόρµας εκτέλεσης.  

Η φορητότητα ήταν από τους κύριους στόχους του προτύπου, όπως και η επίδοση 
στην οποία τελικά επικεντρώθηκαν οι εµπνευστές του ώστε να το κάνουν ευρέως 
χρησιµοποιούµενο. Το κρίσιµο σηµείο είναι ότι το MPI σχεδιάστηκε προσεχτικά 
ώστε να επιτρέπει τη δηµιουργία αποδοτικών υλοποιήσεων και φαίνεται πως αυτές οι 
σχεδιαστικές επιλογές ήταν τελικά σωστές, όπως αποδεικνύουν οι αποδοτικές MPI 
εφαρµογές που έχουν υλοποιηθεί σε πληθώρα συστηµάτων.    

Το MPI σχεδιάστηκε µε σκοπό να ενθαρρύνει την επικάλυψη της επικοινωνίας 
και των υπολογισµών ώστε να µπορεί να εκµεταλλευτεί ευφυείς πράκτορες 
επικοινωνίας και να αποκρύψεις το χρόνο που απαιτείται από την έναρξη της 
επικοινωνίας ως την ολοκλήρωσή της. 

Η επεκτασιµότητα είναι πολύ σηµαντικός στόχος της παράλληλης επεξεργασίας. 
Το MPI υποστηρίζει επεκτασιµότητα µέσω διάφορων χαρακτηριστικών του. Για 
παράδειγµα, είναι δυνατόν µια εφαρµογή να δηµιουργήσει υποσύνολα διεργασιών οι 
οποίες µε τη σειρά τους επιτρέπουν συλλογικές λειτουργίες επικοινωνίας 
περιορισµένες στην εµβέλεια των εµπλεκόµενων διεργασιών.  

Συµπερασµατικά, το MPI, όπως όλα τα καλά σχεδιασµένα πρότυπα, είναι 
χρήσιµο γιατί ορίζει την ελάχιστη συµπεριφορά υλοποιήσεων που χρησιµοποιούν 
αποστολή µηνυµάτων. Το γεγονός αυτό απαλλάσσει τον προγραµµατιστή από την 
ευθύνη να αντιµετωπίσει διάφορα προβλήµατα που µπορούν να προκύψουν. Ένα 
παράδειγµα είναι το γεγονός ότι το MPI φροντίζει για την αξιόπιστη µετάδοση των 
µηνυµάτων. Έτσι, ο χρήστης δε χρειάζεται να ελέγξει αν κάθε µήνυµα παραδόθηκε 
σωστά.  
 
3.2.1  Η έννοια της διεργασίας  

Μια εφαρµογή MPI µπορεί να θεωρηθεί ως µια συλλογή από ταυτόχρονες 
διεργασίες που επικοινωνούν. Ένα πρόγραµµα περιέχει κώδικα, γραµµένο από τον 
προγραµµατιστή της εφαρµογής, ο οποίος συνδέεται µε µια βιβλιοθήκη από ρουτίνες 
που παρέχει η υλοποίηση MPI. Σε κάθε διεργασία δίνεται ένας µοναδικός βαθµός 
(rank), δηλαδή ένας ακέραιος από 0 ως n-1, αν n  είναι οι διεργασίες που αποτελούν 
την εφαρµογή. Τα αναγνωριστικά αυτά χρησιµοποιούνται από τις διεργασίες του 
MPI για να αναγνωρίζουν η µία την άλλη όταν στέλνουν ή λαµβάνουν µηνύµατα, 
όταν εκτελούν συλλογικές λειτουργίες και γενικά για να συνεργάζονται. Οι 
διεργασίες του MPI µπορούν να εκτελούνται στον ίδιο ή σε διαφορετικούς 
επεξεργαστές ταυτόχρονα. 
 
3.2.2 Communicator 

Μια σηµαντική απαίτηση σε όλα τα συστήµατα ανταλλαγής µηνυµάτων είναι 
να εγγυώνται έναν ασφαλή χώρο επικοινωνίας όπου µη σχετιζόµενα µεταξύ τους 
µηνύµατα να είναι διαχωρισµένα το ένα από το άλλο. Για παράδειγµα, τα µηνύµατα 
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βιβλιοθήκης µπορούν να αποσταλούν και να ληφθούν χωρίς παρεµβολές από άλλα 
µηνύµατα που παράγονται στο σύστηµα. 

Στο MPI, όπου δεν υπάρχει εικονική µηχανή, η χρήση µιας απλής ετικέτας σε 
κάθε µήνυµα δεν είναι αρκετή για τον ασφαλή διαχωρισµό των µηνυµάτων 
βιβλιοθήκης από τα µηνύµατα του χρήστη. Για την επίτευξη της απαίτησης αυτής, 
εισάγεται στο MPI η έννοια του communicator. Ο communicator µπορεί να θεωρηθεί 
ως µια συσχέτιση ανάµεσα σε µια οµάδα διεργασιών στο γενικό πλαίσιο της 
επικοινωνίας. Ο communicator είναι ένα αντικείµενο που µπορεί να προσπελαστεί 
µέσω ενός χειριστή τύπου MPI_COMM. 
 
Βαθµός ∆ιεργασίας 

Στις διεργασίες που ανήκουν σε κάποιον communicator ανατίθενται 
συνεχόµενοι ακέραιοι από µηδέν ως n, όπου n το µέγεθος της οµάδας του 
communicator πλην ένα, ως αναγνωριστικά. Τα αναγνωριστικά αυτά, που 
ονοµάζονται βαθµοί (ranks), χρησιµοποιούνται για το διαχωρισµό των διεργασιών 
µέσα στην ίδια οµάδα. Για παράδειγµα, σε διεργασίες µε διαφορετικό βαθµό 
µπορούν να ανατεθούν διαφορετικές εργασίες για εκτέλεση. Μια διεργασία µπορεί 
να βρει το βαθµό της µέσα σε έναν communicator καλώντας τη συνάρτηση 
MPI_Comm_Rank ως εξής: 
 
MPI_Comm communicator; /* communicator handle */ 
int my_rank; /* ο βαθµός της καλούσας διεργασίας */ 
MPI_Comm_rank(communicator, &my_rank); 
 
 
Μέγεθος µιας οµάδας 

Το µέγεθος µιας οµάδας συσχετιζόµενης µε έναν communicator µπορεί να 
βρεθεί καλώντας τη συνάρτηση MPI_Comm_size(). Η συνάρτηση αυτή δέχεται έναν 
communicator και επιστρέφει το µέγεθος της αντίστοιχης οµάδας ως εξής: 
 
MPI_Comm communicator; /*communicator handle */ 
int number_of_tasks; 
MPI_Comm_size(communicator, &number_of_tasks)  
 
3.2.3 Επικοινωνία 

Η επικοινωνία ανάµεσα στις διεργασίες του MPI βασίζεται στην τεχνική της 
ανταλλαγής µηνυµάτων. To MPI χρησιµοποιεί ένα πλούσιο σύνολο συναρτήσεων για 
την αποστολή και τη λήψη µηνυµάτων. Η επικοινωνία µεταξύ δύο διεργασιών 
περιλαµβάνει τα εξής στοιχεία: 

1. Αποστολέας, ο οποίος προσδιορίζεται συνήθως από το βαθµό του. 
2. Παραλήπτης, ο οποίος προσδιορίζεται επίσης από το βαθµό του. 
3. Τα δεδοµένα του µηνύµατος. 
4. Η ετικέτα του µηνύµατος, η οποία χρησιµοποιείται για την ταξινόµηση των 

µηνυµάτων που ανταλλάσσονται µεταξύ δύο διεργασιών. 
5. O Communicator, ο οποίος παρέχει το γενικό πλαίσιο για την επικοινωνία. 

 
3.2.3.1 Blocking Επικοινωνία 

Οι βασικές συναρτήσεις για την αποστολή και τη λήψη µηνυµάτων στο MPI 
είναι η blocking send και η blocking receive. Υπάρχουν διάφορες παραλλαγές των 
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συναρτήσεων αυτών που εξυπηρετούν διαφορετικά είδη επικοινωνίας µεταξύ 
διεργασιών. Το MPI υποστηρίζει τις παρακάτω µεθόδους: 
 
Standard Send  

Με τη µέθοδο αυτή, ο αποστολέας θα «µπλοκάρει» µέχρι το µήνυµά του να 
αντιγραφεί µε ασφάλεια είτε στον αντίστοιχο χώρο αποθήκευσης του παραλήπτη είτε 
σε έναν προσωρινό χώρο αποθήκευσης του συστήµατος. Αν το µήνυµα πρέπει να 
αποθηκευτεί ή όχι εξαρτάται από την εκάστοτε υλοποίηση του MPI. Μόλις γίνει 
επιστροφή της κλήσης send, η προσωρινή µνήµη του αποστολέα µπορεί να 
επαναχρησιµοποιηθεί για άλλους σκοπούς από τον αποστολέα. Η συνάρτηση αυτή 
ορίζεται ως εξής: 
 
MPI_Send(buf, count, data_type, to_whom, tag, 
communicator)  
 

Η συνάρτηση αυτή θα στείλει το µήνυµα που είναι αποθηκευµένο στην αρχή 
της διεύθυνσης buf στη διεργασία µε rank to_whom. Το µήνυµα αποτελείται από 
count στοιχεία, καθένα από τα οποία είναι τύπου data_type. Η ετικέτα του µηνύµατος 
είναι η παράµετρος tag. Τόσο ο αποστολέας όσο και ο παραλήπτης πρέπει να είναι 
µέλη του ίδιου communicator communicator. Αν χρησιµοποιείται προσωρινή µνήµη 
για την αποθήκευση του εξερχόµενου µηνύµατος, ο αποστολέας θα συνεχίσει την 
εκτέλεσή του χωρίς να χρειάζεται να περιµένει για την αντίστοιχη λειτουργία receive. 
 
Blocking Receive  

Η πρότυπη συνάρτηση λήψης στο MPI είναι η blocking receive. Μια κλήση 
σε αυτή τη συνάρτηση δεν θα επιστρέψει µέχρι να παραλάβει το µήνυµα που 
αναµένει στην προσωρινή της µνήµη. Η συνάρτηση ορίζεται ως εξής: 
 
MPI_Recv(buf, count, data_type, from_whom, tag, 
communicator,&status) 
 

Η συνάρτηση αυτή θα επιλέξει ένα µήνυµα από τον αποστολέα µε rank 
from_whom µε ετικέτα tag και θα το αποθηκεύσει στη διεύθυνση που ξεκινά από 
buf. Πρόσθετη πληροφορία για την κατάσταση της λειτουργίας θα επιστραφεί στη 
µεταβλητή status. Η µεταβλητή αυτή είναι συνήθως µια δοµή που αποτελείται από 
δύο πεδία MPI_SOURCE και MPI_TAG που αντιστοιχούν στο βαθµό του 
αποστολέα και στην ετικέτα του µηνύµατος. Και εδώ ο αποστολέας και ο 
παραλήπτης πρέπει να ανήκουν στον communicator. 
 
3.2.3.2 Non-Blocking Επικοινωνία 

Το MPI υποστηρίζει non-blocking επικοινωνία κατά την οποία µια διεργασία 
µπορεί να ξεκινήσει µια λειτουργία αποστολής ή παραλαβής, να εκτελέσει στη 
συνέχεια κάποια άλλη εργασία και έπειτα να επιστρέψει για να ελέγξει την 
κατάσταση της λειτουργίας ανταλλαγής µηνύµατος. Αυτές οι δυνατότητες µπορούν 
να χρησιµοποιηθούν σε συνδυασµό µε τις standard λειτουργίες και δεν είναι ανάγκη 
να απαντώνται σε ζεύγη. Η χρήση µιας non-blocking λειτουργίας αποστολής (λήψης) 
µπορεί να επιτευχθεί σε τρία βήµατα: 

1. Έναρξη λειτουργίας αποστολής (λήψης) καλώντας τη συνάρτηση 
MPI_Isend() (MPI_Irecv()). 

2. Εκτέλεση κάποιων υπολογισµών κατά τη διάρκεια του χρόνου επικοινωνίας. 
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3. Ολοκλήρωση της επικοινωνίας καλώντας την MPI_Wait() ή την MPI_Test(). 
 

Έναρξη της Nonblocking Επικοινωνίας 
Η συνάρτηση που χρησιµοποιείται για µια nonblocking αποστολή είναι η 

εξής: 
 
MPI_Isend(buf, count, data_type, to_whom, tag, 
communicator,&request) 
 

Μια κλήση στη συνάρτηση αυτή θα επιστρέψει πριν αντιγραφεί το µήνυµα 
από την προσωρινή µνήµη του αποστολέα. Όλα τα ορίσµατα της συνάρτησης αυτής, 
εκτός από ένα, έχουν το ίδιο νόηµα όπως στις υπόλοιπες συναρτήσεις αποστολής. Το 
τελευταίο όρισµα, request, είναι ένα αντικείµενο του συστήµατος που επιστρέφεται 
όταν καλείται η συνάρτηση και µπορεί να προσπελαστεί µέσω ενός χειριστή. 
Χρησιµοποιείται για την αναγνώριση και το συνδυασµό διάφορων λειτουργιών 
επικοινωνίας. Οµοίως, για nonblocking λήψη ενός µηνύµατος χρησιµοποιείται η εξής 
συνάρτηση: 
 
MPI_Irecv(buf, count, data_type, from_whom, tag, 
communicator,&request) 
 

Μια κλήση στη συνάρτηση αυτή θα ξεκινήσει τη λειτουργία λήψης. Θα 
επιστρέψει αµέσως χωρίς να χρειάζεται να περιµένει να αποθηκευτεί κάποιο µήνυµα 
στην προσωρινή µνήµη λήψης. Όπως και στην περίπτωση της αποστολής, το όρισµα 
request µπορεί να χρησιµοποιηθεί αργότερα για την εξακρίβωση της κατάστασης της 
λειτουργίας.  
 
Ολοκλήρωση της Non-blocking Επικοινωνίας 

Το MPI παρέχει ρουτίνες για τον έλεγχο της ολοκλήρωσης των λειτουργιών 
επικοινωνίας που έχουν ξεκινήσει. Η ολοκλήρωση µιας non-blocking λειτουργίας 
αποστολής υποδηλώνει ότι τα δεδοµένα έχουν αντιγραφεί από τη µνήµη του 
αποστολέα και η µνήµη αυτή µπορεί να χρησιµοποιηθεί από άλλες λειτουργίες. 
Αντίστοιχα, η ολοκλήρωση µιας non-blocking λειτουργίας λήψης υποδηλώνει ότι τα 
δεδοµένα έχουν ήδη τοποθετηθεί στον κατάλληλο χώρο αποθήκευσης ώστε ο 
παραλήπτης να είναι σε θέση να τα διαβάσει.  
Η ακόλουθη συνάρτηση χρησιµοποιείται για τον έλεγχο της ολοκλήρωσης µιας non-
blocking λειτουργίας: 
 
MPI_Test(request, &flag, &status) 
 

Μια κλήση στη συνάρτηση αυτή επιστρέφει την τρέχουσα κατάσταση της 
λειτουργίας που δηλώνεται µέσω της µεταβλητής request. Το όρισµα flag θα τεθεί 
true αν η επικοινωνία έχει ολοκληρωθεί, αλλιώς θα πάρει την τιµή false. Το πεδίο 
status θα επιστρέψει πρόσθετη πληροφορία για την κατάσταση της λειτουργίας.  
Η ακόλουθη συνάρτηση θα περιµένει µέχρι η επικοινωνία να ολοκληρωθεί: 
 
MPI_Wait(request, &status) 
 
Μια κλήση στην MPI_Wait() θα επιστρέψει όταν ολοκληρωθεί η λειτουργία που 
ορίζεται από τη µεταβλητή request.  
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3.2.4 Συγχρονισµός 

Οι δοµές συγχρονισµού χρησιµοποιούνται για την επιβολή µιας 
συγκεκριµένης σειράς εκτέλεσης ανάµεσα στις λειτουργίες των παράλληλων 
διεργασιών. Σε µερικές περιπτώσεις, οι παράλληλες διεργασίες απαιτείται να 
συγχρονιστούν µεταξύ τους σε κάποιο σηµείο κατά τη διάρκεια της εκτέλεσης. Τα 
µέλη µιας οµάδας ίσως χρειαστεί να περιµένουν σε κάποιο σηµείο συγχρονισµού 
µέχρι όλες οι διεργασίες να φτάσουν στο ίδιο σηµείο. Ο συγχρονισµός στο MPI 
µπορεί να επιτευχθεί είτε µε την ανταλλαγή µηνυµάτων, χρησιµοποιώντας blocking 
µεθόδους, είτε µε τη χρήση barriers. 
 
Barriers 

Οι διεργασίες που ανήκουν σε µία οµάδα µπορούν να συγχρονιστούν σε ένα 
σηµείο χρησιµοποιώντας ένα barrier. Καµία διεργασία δεν µπορεί να προχωρήσει 
πέραν του σηµείου µέχρι ότου όλες οι διεργασίες να φτάσουν στο barrier. Ανάλογα 
µε τον communicator, µπορούµε να συγχρονίσουµε όλες τις διεργασίες µιας οµάδας 
ή ένα υποσύνολο αυτών. Η συνάρτηση που εκτελεί την παραπάνω λειτουργία 
ορίζεται ως εξής: 
 
MPI_Barrier(communicator) 
 
Ο συγχρονισµός επιτυγχάνεται αν όλες οι διεργασίες στην οµάδα του communicator 
καλέσουν τη συνάρτηση αυτή. Μία κλήση στη συνάρτηση αυτή επιστρέφει όταν όλα 
τα µέλη της οµάδας του communicator έχουν εκτελέσει την δική τους κλήση στην 
MPI_Barrier(). 
 
3.2.5 Collective Operations 

Συλλογικές λειτουργίες (collective operations) στο MPI είναι εκείνες που 
εφαρµόζονται σε όλα τα µέλη µιας οµάδας ενός communicator. Μια συλλογική 
λειτουργία ορίζεται συνήθως στα πλαίσια µιας οµάδας διεργασιών. Η λειτουργία 
εκτελείται όταν όλες οι διεργασίες της οµάδας καλέσουν την αντίστοιχη ρουτίνα µε 
τις κατάλληλες παραµέτρους. Υπάρχουν τρεις τύποι συλλογικών λειτουργιών: 
ελέγχου διεργασιών, καθολικού υπολογισµού και µεταφοράς δεδοµένων. Η 
συνάρτηση MPI_Barrier()που περιγράφηκε προηγουµένως µπορεί να θεωρηθεί ως 
συλλογική λειτουργία ελέγχου διεργασιών.  
 
Καθολικός Υπολογισµός (Global Computation) 

Στην κατηγορία αυτή ανήκουν λειτουργίες αναγωγής και σάρωσης. Μια 
λειτουργία αναγωγής είναι µια συσχετιστική, τροποποιητική λειτουργία που 
εφαρµόζεται πάνω σε δεδοµένα που παρέχονται από διεργασίες µιας οµάδας. Μια 
λειτουργία αναγωγής µπορεί να είναι προκαθορισµένη από το MPI, όπως άθροισµα, 
εύρεση ελάχιστου-µέγιστου κ.ά. ή µια ορισµένη από το χρήστη συνάρτηση. Το 
αποτέλεσµα της αναγωγής µπορεί να σταλεί σε κάθε διεργασία της οµάδας ή σε µία 
µόνο η οποία ονοµάζεται ρίζα (root).  
Το MPI παρέχει την παρακάτω συνάρτηση αναγωγής µε την οποία τα αποτέλεσµα 
επιστρέφεται µόνο στη διεργασία-ρίζα: 
 
MPI_Reduce(sbuf, rbuf, n, data_type, op, rt, 
communicator) 
 



 
 

40 
 

Μια παραλλαγή της παραπάνω συνάρτησης είναι η λειτουργία αναγωγής κατά την 
οποία το αποτέλεσµα αποστέλλεται σε όλες τις διεργασίες που είναι µέλη της 
οµάδας. Η συνάρτηση ορίζεται ως εξής: 
 
MPI_Allreduce(sbuf, rbuf, n, data_type, op, communicator) 
 
Τα ορίσµατα έχουν την ίδια σηµασία όπως στην MPI_Reduce(). Οι δύο παραπάνω 
λειτουργίες παρουσιάζονται σχηµατικά στο Σχήµα 3.1. 
 

 
 

Σχήµα 3.1: Αριστερά παρουσιάζεται η λειτουργία Reduce και δεξιά η λειτουργία 
AllReduce. 
 
Μεταφορά ∆εδοµένων 

Το MPI υποστηρίζει µεγάλη ποικιλία συλλογικών συναρτήσεων για τη 
µεταφορά δεδοµένων. Οι βασικές λειτουργίες που καλύπτονται είναι οι broadcast, 
scatter και gather. Με τη λειτουργία broadcast, µια διεργασία στέλνει το ίδιο µήνυµα 
σε κάθε µέλος µιας οµάδας. Μια λειτουργία scatter επιτρέπει σε µια διεργασία να 
στείλει διαφορετικό µήνυµα σε κάθε µέλος, ενώ η λειτουργία  gather είναι η δυική 
της scatter, κατά την οποία µία διεργασία θα λάβει ένα µήνυµα από κάθε µέλος µιας 
οµάδας διεργασιών.  
 
Broadcasting 

Το MPI παρέχει την ακόλουθη συνάρτηση για την αποστολή ενός µηνύµατος 
από τη root-διεργασία σε όλες τις υπόλοιπες στην οµάδα ενός communicator: 
 
MPI_Bcast(buffer, n, data_type, root, communicator) 
 
Η συνάρτηση αυτή πρέπει να κληθεί από όλες τις διεργασίες µιας οµάδας 
χρησιµοποιώντας τα ίδια ορίσµατα για το βαθµό της root-διεργασίας και τον 
communicator. Τα περιεχόµενα της προσωρινής µνήµης αποστολής της root-
διεργασίας θα αντιγραφούν στις µνήµες όλων των υπόλοιπων διεργασιών (βλέπε 
Σχήµα 3.2). 
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Σχήµα 3.2 : Λειτουργία Broadcast 
 
Scatter – Gather 

Η συνάρτηση scatter επιτρέπει σε µια διεργασία να κατανείµει τα δεδοµένα 
της µνήµης της σε κάθε µέλος µιας οµάδας διεργασιών ενώ η συνάρτηση gather 
επιτρέπει σε µια διεργασία να συλλέξει κοµµάτια δεδοµένων από τις άλλες 
διεργασίες για να χτίσει το περιεχόµενο της µνήµης της. Οι δύο συναρτήσεις 
ορίζονται ως εξής: 
 
MPI_Scatter(sbuf, n, stype, rbuf, m, rtype, rt, 
communicator) 
 
MPI_Gather(sbuf, n, stype, rbuf, m, rtype, rt, 
communicator)  
 

Στη scatter η προσωρινή µνήµη αποστολής της root-διεργασίας χωρίζεται σε 
τµήµατα µεγέθους n. Τα πρώτα n στοιχεία στη µνήµη της root-διεργασίας 
αντιγράφονται στο χώρο αποθήκευσης του πρώτου µέλους της οµάδας, τα επόµενα n 
στοιχεία στο χώρο του δεύτερου µέλους κ.ο.κ.. 
Στη gather, κάθε διεργασία (συµπεριλαµβανοµένης της root) στέλνει τα περιεχόµενα 
της προσωρινής της µνήµης στη root-διεργασία. Η root-διεργασία λαµβάνει τα 
µηνύµατα και τα αποθηκεύει στη σειρά µε βάση το βαθµό της κάθε διεργασίας. 
Οι λειτουργίες αυτές παρουσιάζονται στο Σχήµα 3.3. 
 

 
Σχήµα 3.3: Λειτουργίες Scatter και Gather 
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3.3 Η βιβλιοθήκη BLAS 
Η BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms) είναι µια συλλογή από ρουτίνες οι 

οποίες προσφέρουν έναν προκαθορισµένο τρόπο εκτέλεσης βασικών πράξεων 
πινάκων και διανυσµάτων. Έχει χρησιµοποιηθεί ευρέως στη συγγραφή αλγεβρικού 
λογισµικού υψηλής επίδοσης, όπως για παράδειγµα στη δηµιουργία του λογισµικού 
LAPACK και της PETSc. H BLAS είναι διαθέσιµη τόσο ως διεπαφή σε ANSI C όσο 
και σε FORTRAN 77/90. 

Η BLAS είναι λογισµικό ανοιχτού κώδικα, διαθέσιµο στο διαδίκτυο 
(http://www.netlib.org/blas). Μπορεί να χρησιµοποιηθεί ελεύθερα στη δηµιουργία 
εµπορικών πακέτων λογισµικού.  
Εκτός από τη standard έκδοση της BLAS, έχουν αναπτυχθεί βελτιστοποιηµένες 
εκδόσεις της βιβλιοθήκης για µια πληθώρα αρχιτεκτονικών. Εταιρείες όπως η AMD, 
η Apple, η ΙΒΜ, η Intel, η SUN και άλλες, παρέχουν βελτιστοποιηµένες εκδόσεις της 
βιβλιοθήκης, ειδικά σχεδιασµένες για κάθε αρχιτεκτονική. 
 
3.3.2 Λειτουργικότητα 

Ανάλογα µε τη λειτουργικότητά τους, οι ρουτίνες της BLAS 
κατηγοριοποιούνται στα εξής τρία επίπεδα: 

- Επίπεδο 1: Ρουτίνες βαθµωτών και διανυσµατικών πράξεων. 
- Επίπεδο 2: Ρουτίνες για πράξεις διανυσµάτων µε πίνακες. 
- Επίπεδο 3: Ρουτίνες για πράξεις πινάκων µε πίνακες. 

 
Οι ρουτίνες της BLAS παρέχονται µέχρι και σε τέσσερεις διαφορετικές 

εκδόσεις, ανάλογα µε τον τύπο δεδοµένων των ορισµάτων – πραγµατικοί απλής 
ακρίβειας, πραγµατικοί διπλής ακρίβειας, µιγαδικοί απλής ακρίβειας και µιγαδικοί 
διπλής ακρίβειας. Για τον διαχωρισµό των ρουτινών, χρησιµοποιούνται τα γράµµατα 
S, D, C και Ζ, αντίστοιχα πριν από το όνοµα της ρουτίνας. Γενικά, µια ρουτίνα 
BLAS έχει όνοµα BLAS_x<name>, όπου x είναι ένα από τα παραπάνω γράµµατα 
και δηλώνει τον τύπο δεδοµένων, ενώ το <name> αναφέρεται στη λειτουργία που 
επιτελεί η ρουτίνα. Στις ρουτίνες επιπέδου 2 και 3, συµπεριλαµβάνεται, επίσης, 
πληροφορία για τον τύπο του πίνακα στο <name>. Οι διάφοροι τύποι πινάκων που 
υποστηρίζονται και η ονοµατολογία που χρησιµοποιείται παρουσιάζονται στον 
Πίνακα 3.1.  
 
Πίνακας 3.1: Τύποι Πινάκων στις ρουτίνες της BLAS 

Ονοµατολογία Τύπος Πίνακα 
GB General Band 
GE General (µη συµµετρικός) 
HB Hermitian Band 
HE Hermitian 
HP Hermitian, packed storage 
SB Symmetric Band 
SP Symmetric, packed storage 
SY Symmetric 
TB Triangular Band 
TP Triangular, packed storage 
TR Triangular 
US Unstructured Sparse 
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3.3.2.1 Ρουτίνες Επιπέδου 1 

Οι ρουτίνες της BLAS που αφορούν βαθµωτές και διανυσµατικές λειτουργίες 
παρουσιάζονται στον Πίνακα 3.2. 
 
Πίνακας 3.2: Ρουτίνες BLAS Επιπέδου 1 
Ρουτίνα ή Οµάδα 

Συναρτήσεων 
Τύπος  

∆εδοµένων 
Λειτουργία 

_asum s, d, c, z Άθροισµα µέτρων διανυσµάτων 
_axpy s, d, c, z Γινόµενο διανύσµατος µε σταθερά 
_copy s, d, c, z Αντιγραφή διανύσµατος 
_dot s, d Εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων 
_sdot s, d Εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων 

εκτεταµένης ακρίβειας 
_dotc c, z Εσωτερικό γινόµενο συζυγών διανυσµάτων 
_dotu c, z Εσωτερικό γινόµενο µη συζυγών διανυσµάτων 
_nrm2 s, d, c, z Ευκλείδεια νόρµα 
_rot s, d, c, d Περιστροφή 
_scal s, d, c, z Ρουτίνες πράξεων διανύσµατος µε σταθερά 
_swap  s, d, c, z Ρουτίνες ανταλλαγής διανυσµάτων 
i_amax s, d, c, z Μέγιστη απόλυτη τιµή στοιχείου διανύσµατος 
i_amin s, d, c, z Ελάχιστη απόλυτη τιµή στοιχείου 

διανύσµατος 
dcabs1  d Απόλυτη τιµή µιγαδικού διπλής ακρίβειας 
 
 
3.3.2.2 Ρουτίνες Επιπέδου 2 

Οι ρουτίνες BLAS που αναφέρονται σε πράξεις διανυσµάτων µε πίνακες 
παρουσιάζονται στον Πίνακα 3.3: 
Πίνακας 3.3: Ρουτίνες BLAS Επιπέδου 2 

Ρουτίνα ή Οµάδα 
Συναρτήσεων 

Τύπος  
∆εδοµένων 

Λειτουργία 

_gbmv, _gemv, 
_sbmv, _spmv, _symv 

s, d, c, z Γινόµενο Πίνακα επί διάνυσµα 

_ger, _gerc, _geru, 
_spr, _spr2, _syr, 

_syr2 

s, d Ενηµέρωση Πίνακα 

_hbmv, _hemv, _hpmv c, z Γινόµενο Ερµιτιανού Πίνακα επί διάνυσµα 
_her, _her2, _hpr, 

_hpr2 
c, z Ενηµέρωση Ερµιτιανού Πίνακα 

_tbmv, _tpmv, _trmv s, d, c, z Γινόµενο τριγωνικού Πίνακα επί διάνυσµα 
_tbsv, _trsv, _tpsv s, d, c, z Επίλυση Γραµµικού Συστήµατος 

Εξισώσεων µε τριγωνικό Πίνακα 
 
 
3.3.2.3 Ρουτίνες Επιπέδου 3 

Στο επίπεδο αυτό ανήκουν οι ρουτίνες που εκτελούν πράξεις µεταξύ πινάκων. 
Οι βασικότερες από αυτές αναφέρονται στον Πίνακα 3.4 που ακολουθεί: 
 

http://www.intel.com/software/products/mkl/docs/webhelp/bla/functn_asum.html#functn_asum
http://www.intel.com/software/products/mkl/docs/webhelp/bla/functn_axpy.html#functn_axpy
http://www.intel.com/software/products/mkl/docs/webhelp/bla/functn_copy.html#functn_copy
http://www.intel.com/software/products/mkl/docs/webhelp/bla/functn_dot.html#functn_dot
http://www.intel.com/software/products/mkl/docs/webhelp/bla/functn_sdot.html#functn_sdot
http://www.intel.com/software/products/mkl/docs/webhelp/bla/functn_dotc.html#functn_dotc
http://www.intel.com/software/products/mkl/docs/webhelp/bla/functn_dotu.html#functn_dotu
http://www.intel.com/software/products/mkl/docs/webhelp/bla/functn_nrm2.html#functn_nrm2
http://www.intel.com/software/products/mkl/docs/webhelp/bla/functn_d_s_rot.html#functn_d_s_rot
http://www.intel.com/software/products/mkl/docs/webhelp/bla/functn_scal.html#functn_scal
http://www.intel.com/software/products/mkl/docs/webhelp/bla/functn_swap.html#functn_swap
http://www.intel.com/software/products/mkl/docs/webhelp/bla/functn_iamax.html#functn_iamax
http://www.intel.com/software/products/mkl/docs/webhelp/bla/functn_iamin.html#functn_iamin
http://www.intel.com/software/products/mkl/docs/webhelp/bla/functn_dcabs1.html#functn_dcabs1
http://www.intel.com/software/products/mkl/docs/webhelp/bla/functn_gemv.html#functn_gemv
http://www.intel.com/software/products/mkl/docs/webhelp/bla/functn_gerc.html#functn_gerc
http://www.intel.com/software/products/mkl/docs/webhelp/bla/functn_d_s_spr.html#functn_d_s_spr
http://www.intel.com/software/products/mkl/docs/webhelp/bla/functn_d_s_syr.html#functn_d_s_syr
http://www.intel.com/software/products/mkl/docs/webhelp/bla/functn_hemv.html#functn_hemv
http://www.intel.com/software/products/mkl/docs/webhelp/bla/functn_hpmv.html#functn_hpmv
http://www.intel.com/software/products/mkl/docs/webhelp/bla/functn_hpr.html#functn_hpr
http://www.intel.com/software/products/mkl/docs/webhelp/bla/functn_tpsv.html#functn_tpsv
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Πίνακας 3.4: Ρουτίνες BLAS Επιπέδου 3 

Ρουτίνα ή Οµάδα 
Συναρτήσεων 

Τύπος  
∆εδοµένων 

Λειτουργία 

_gemm s, d, c, z Γινόµενο Πίνακα επί Πίνακα γενικού τύπου 
Πινάκων 

_hemm c, z Γινόµενο Πίνακα επί Πίνακα Ερµιτιανών 
Πινάκων 

_symm s, d, c, z Γινόµενο Πίνακα επί Πίνακα Συµµετρικών 
Πινάκων 

_trmm s, d, c, z Γινόµενο Πίνακα επί Πίνακα Τριγωνικών 
Πινάκων 

_trsm s, d, c, z Γραµµική Επίλυση Συστήµατος Τριγωνικών 
Πινάκων 

 
 
3.4 PETSc 

Η βιβλιοθήκη PETSC αναπτύχθηκε αρχικά ως µία πλατφόρµα για πειραµατισµό 
πάνω σε µοντέλα, επιλυτές και αλγόριθµους. Το έργο ξεκίνησε το Σεπτέµβριο του 
1991 και σήµερα, είναι ένα σύνολο ελεύθερα διαθέσιµου και ερευνητικά 
υποστηριζόµενου κώδικα που µπορεί να χρησιµοποιηθεί από τις γλώσσες C, C++, 
Fortran 77/90 και Python.  

Μπορεί να εγκατασταθεί σε οποιοδήποτε παράλληλο σύστηµα που υποστηρίζει 
MPI, όπως σε ισχυρά συνδεδεµένα συστήµατα (Cray T3E, SGI Origin, IBM SP, HP 
9000, Sub Enterprise) ή σε χαλαρά συνδεδεµένα όπως δίκτυα και σταθµούς εργασίας 
(Compaq,HP, IBM, SGI, Sun, PCs µε Linux ή Windows). 

Η PETSc (Portable Extensive Toolkit for Scientific Computation) έχει αποδείξει 
µε επιτυχία ότι η χρήση σύγχρονων προγραµµατιστικών προτύπων µπορεί να 
διευκολύνει σηµαντικά την ανάπτυξη εκτεταµένων επιστηµονικών εφαρµογών σε 
Fortran , C και C++. Η ανάπτυξη του εργαλείου αυτού ξεκίνησε πριν αρκετά χρόνια 
και έχει σήµερα εξελιχθεί σε ένα ισχυρό σύνολο εργαλείων για την αριθµητική 
επίλυση µερικών διαφορικών εξισώσεων και συναφών προβληµάτων σε 
υπολογιστικά συστήµατα υψηλής επίδοσης.  

Η PETSc αποτελείται από µία ποικιλία βιβλιοθηκών (κάτι παρόµοιο µε τις 
κλάσεις της C++) . Κάθε βιβλιοθήκη διαχειρίζεται  µια συγκεκριµένη οικογένεια 
αντικειµένων (όπως διανύσµατα, για παράδειγµα) και τις λειτουργίες  που 
εφαρµόζονται στα αντικείµενα αυτά. Τα αντικείµενα και οι λειτουργίες που 
περιλαµβάνει η PETSc προέκυψαν µέσα από την µακρά εµπειρία στους 
επιστηµονικούς υπολογισµούς. Μεταξύ των στοιχείων της PETSc περιλαµβάνονται 
και τα εξής: 

• Σύνολα δεικτών, συµπεριλαµβανοµένων µεταθέσεων για δεικτοδότηση 
διανυσµάτων, αναρίθµηση, κτλ. 

• ∆ιανύσµατα. 
• Πίνακες (κυρίως αραιοί). 
• Μέθοδοι υποχώρων Krylov. 
• Preconditioners. 
• Μη γραµµικοί επιλυτές. 
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Σχήµα 3.4: Οργάνωση των βιβλιοθηκών της PETSc 
 

Κάθε ένα από τα παραπάνω στοιχεία αποτελείται από µια αφηρηµένη 
διεπαφή (ή απλούστερα ένα σύνολο ακολουθιακών κλήσεων) και από µία ή 
περισσότερες υλοποιήσεις χρησιµοποιώντας συγκεκριµένες δοµές δεδοµένων. Έτσι, 
η PETSc παρέχει ξεκάθαρο και αποτελεσµατικό κώδικα για την επίλυση Μ∆Ε, µε 
µία καθολική προσέγγιση για κάθε είδος προβλήµατος. Ο σχεδιασµός αυτός 
διευκολύνει τη σύγκριση και τη χρήση διαφορετικών αλγόριθµων (για παράδειγµα, 
πειραµατισµός µε διάφορες µεθόδους Krylov, preconditioners, ή µεθόδους Newton).  
Έτσι, η PETSc παρέχει ένα πλούσιο περιβάλλον για τη µοντελοποίηση 
επιστηµονικών εφαρµογών όπως επίσης και το γρήγορο σχεδιασµό και 
προτυποποίηση αλγόριθµων. 
 Οι βιβλιοθήκες διευκολύνουν την προσαρµογή και την επέκταση τόσο των 
αλγόριθµων όσο και των υλοποιήσεων. Η προσέγγιση αυτή προωθεί την 
επαναχρησιµοποίηση του κώδικα και την ευελιξία και διαχωρίζει τα θέµατα του 
παραλληλισµού από την επιλογή των αλγόριθµων. Η υποδοµή της PETSc δηµιουργεί 
το θεµέλιο για την ανάπτυξη εφαρµογών µεγάλης κλίµακας. 
 Είναι χρήσιµο να λάβουµε υπόψη µας τις εσωτερικές σχέσεις ανάµεσα στα 
διαφορετικά τµήµατα της PETSc. Στο Σχήµα 3.4 παρουσιάζεται ένα διάγραµµα των 
σηµαντικότερων από αυτά τα τµήµατα. Στο Σχήµα 3.5 µπορούµε να δούµε κάποια 
από τα αυτόνοµα τµήµατα µε µεγαλύτερη λεπτοµέρεια.  Μέσα από τα σχήµατα αυτά, 
γίνεται εµφανής η ιεραρχική οργάνωση της βιβλιοθήκης, η οποία δίνει τη δυνατότητα 
στους χρήστες να εφαρµόσουν το επίπεδο εκείνο της αφαίρεσης που είναι κατάλληλο 
για κάθε συγκεκριµένο πρόβληµα. 
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Σχήµα 3.5: Αριθµητικές Βιβλιοθήκες της PETSc. 
 
3.4.1 Συγγραφή Προγραµµάτων µε την PETSc 

Τα περισσότερα προγράµµατα PETSc ξεκινούν µε µια κλήση στη συνάρτηση: 
 
PetscInitialize(int *argc, char ***argv, char *file, char 
*help); 
 
η οποία αρχικοποιεί τόσο την PETSc όσο και το MPI. Τα ορίσµατα argc και argv 
είναι τα ορίσµατα γραµµής εντολών που δίνονται σε όλα τα προγράµµατα σε C ή 
C++. Το όρισµα  file καθορίζει προαιρετικά ένα εναλλακτικό όνοµα για το αρχείο 
προτιµήσεων της PETSc (.petsrc), το οποίο βρίσκεται στον αρχικό φάκελο του 
χρήστη. Το τελευταίο όρισµα, help, είναι ένα προαιρετικό string που θα εκτυπωθεί αν 
το πρόγραµµα εκτελεστεί χρησιµοποιώντας την επιλογή –help.  

Η κλήση στην PetscInitialize() αυτόµατα καλεί την MPI_Init() αν το MPI δεν 
έχει προηγουµένως αρχικοποιηθεί. Κάτω από συγκεκριµένες συνθήκες όπου το MPI 
πρέπει να αρχικοποιηθεί ευθέως (ή αρχικοποιείται από κάποια άλλη βιβλιοθήκη), ο 
χρήστης µπορεί να καλέσει την MPI_Init() και έπειτα την PetscInitialize(). Η 
PetscInitialize() θέτει ως προεπιλογή στον καθολικό communicator, 
PETSC_COMM_WORLD, τον MPI_COMM_WORLD. Να σηµειώσουµε εδώ, ότι 
οι χρήστες της PETSc δεν απαιτείται να χρησιµοποιούν συχνά απ’ ευθείας κλήσεις 
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του MPI, ωστόσο είναι αναγκαίο να είναι εξοικειωµένοι µε την έννοια της 
ανταλλαγής µηνυµάτων και του κατανεµηµένου προγραµµατισµού. 
 Όλες οι ρουτίνες της PETSc  επιστρέφουν έναν ακέραιο ο οποίος δηλώνει αν 
προέκυψε κάποιο λάθος κατά την κλήση. Ο κωδικός λάθους τίθεται σε µη µηδενική 
τιµή αν εντοπιστεί κάποιο σφάλµα, αλλιώς παίρνει µηδενική τιµή. Στο τέλος κάθε 
PETSc προγράµµατος πρέπει να υπάρχει µια κλήση στην PetscFinalize(). Η ρουτίνα 
αυτή διαχειρίζεται επιλογές τερµατισµού του προγράµµατος και καλεί την 
MPI_Finalize() αν το MPI αρχικοποιήθηκε από την PetscInitialize(). 
 
3.4.2 ∆ιανύσµατα και βασικές λειτουργίες διανυσµάτων 
Το διάνυσµα (το οποίο συµβολίζεται µε Vec) είναι ένα από τα απλούστερα 
αντικείµενα της PETSc. Τα διανύσµατα χρησιµοποιούνται για την αποθήκευση 
λύσεων διακριτών µερικών διαφορικών εξισώσεων, δεξιών µελών γραµµικών 
συστηµάτων, κτλ. 
 
∆ηµιουργία και συναρµολόγηση διανυσµάτων 

Η PETSc παρέχει δύο βασικούς τύπους διανυσµάτων: σειριακά και 
παράλληλα (βασισµένα στο MPI). Για να δηµιουργήσουµε ένα σειριακό διάνυσµα µε 
m στοιχεία µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τη ρουτίνα 
VecCreateSeq(PETSC COMM SELF, int m, Vec *x); 
 
Αν θέλουµε να δηµιουργήσουµε ένα παράλληλο διάνυσµα µπορούµε είτε να 
καθορίσουµε τον αριθµό των στοιχείων του που θα αποθηκευτούν σε κάθε διεργασία, 
είτε να αφήσουµε την PETSc να το αποφασίσει. Η εντολή 
 
VecCreateMPI(MPI Comm comm, int m, int M, Vec *x); 
 
δηµιουργεί ένα διάνυσµα το οποίο κατανέµεται σε όλες τις διεργασίες του 
communicator, comm, όπου το m προσδιορίζει τον αριθµό των στοιχείων που θα 
αποθηκευτούν στην τοπική διεργασία, και M είναι ο συνολικός αριθµός των 
στοιχείων του διανύσµατος. Είτε η τοπική είτε η καθολική διάσταση, αλλά όχι και οι 
δύο, µπορεί να τεθεί σε PETSC_DECIDE 
ώστε να δηλωθεί ότι θα καθοριστεί από την PETSc. Πιο γενικά, µπορεί κανείς να 
χρησιµοποιήσει τις ρουτίνες 
 
VecCreate(MPI Comm comm,Vec *v); 
VecSetSizes(Vec v, int m, int M); 
VecSetFromOptions(Vec v); 
 
οι οποίες αυτόµατα παράγουν τον κατάλληλο τύπο διανύσµατος (σειριακό ή 
παράλληλο) πάνω σε όλες τις διεργασίες του comm. Η επιλογή -vec_type mpi µπορεί 
να χρησιµοποιηθεί σε συνδυασµό µε τις VecCreate() και VecSetFromOptions() ώστε 
να εξειδικεύσει τη χρήση των MPI διανυσµάτων, ακόµα στην περίπτωση ενός 
επεξεργαστή.  

Πρέπει να σηµειώσουµε ότι όλες οι διεργασίες στον comm., πρέπει να 
καλέσουν τις ρουτίνες δηµιουργίας του διανύσµατος, εφ’ όσον οι ρουτίνες αυτές 
είναι συλλογικές επάνω σε όλες τις διεργασίες του communicator.  
Για να αναθέσουµε µια τιµή σε όλα τα στοιχεία ενός διανύσµατος µπορούµε να 
χρησιµοποιήσουµε την εντολή 
VecSet(Vec x,PetscScalar value); 
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Η ανάθεση διαφορετικών τιµών στα στοιχεία ενός διανύσµατος είναι πιο 

περίπλοκη, ώστε να καταστεί δυνατή η συγγραφή αποδοτικού παράλληλου κώδικα. 
Σε δύο βήµατα, µπορεί κανείς να χρησιµοποιήσει αρχικά τη ρουτίνα 
 
VecSetValues(Vec x, int n, int *indices, PetscScalar 
*values, INSERT VALUES); 
 
όσες φορές απαιτείται, σε κάποιες ή όλες τις διεργασίες. Το όρισµα n δίνει τον 
αριθµό των στοιχείων τα οποία τίθενται κατά την εισαγωγή. Ο πίνακας ακεραίων 
indices περιέχει τους καθολικούς δείκτες των στοιχείων, ενώ ο πίνακας values 
περιέχει τις τιµές προς εισαγωγή. Οποιαδήποτε διεργασία µπορεί να δώσει τιµή σε 
οποιοδήποτε στοιχείο του διανύσµατος. Η PETSc, έπειτα, φροντίζει ώστε η τιµή να 
αποθηκευτεί στη σωστή τοποθεσία. Όταν όλες οι τιµές έχουν εισαχθεί µε την 
VecSetValues(), πρέπει να κληθούν οι ρουτίνες  
 
VecAssemblyBegin(Vec x); 
VecAssemblyEnd(Vec x); 
 
ώστε να εκτελεστούν οι απαραίτητες ενέργειες περάσµατος µηνυµάτων για τα µη 
τοπικά στοιχεία.  Για να πετύχουµε επικάλυψη επικοινωνίας και υπολογισµών, ο 
κώδικας του χρήστη µπορεί να περιέχει ενδιάµεσα στις δύο αυτές κλήσεις, άλλες 
εντολές οι οποίες θα εκτελεστούν όσο µεταδίδονται τα µηνύµατα. 
Όταν ένα διάνυσµα δεν µας είναι πλέον χρήσιµο, πρέπει να καταστραφεί µε την 
εντολή  
 
VecDestroy(Vec x);  
 
Βασικές λειτουργίες διανυσµάτων 

Οι βασικότερες λειτουργίες διανυσµάτων που υποστηρίζονται από την PETSc 
παρουσιάζονται στον Πίνακα 3.5. 
Για τον καθορισµό των τοπικών ορίων ενός κατανεµηµένου διανύσµατος σε 
διεργασίες  υπάρχει η ρουτίνα VecGetOwnershipRange(Vec vec,int 
*low,int *high). 

Το όρισµα low υποδεικνύει το πρώτο στοιχείο που ανήκει στη διεργασία, ενώ 
το όρισµα high δηλώνει το επόµενο από το τελευταίο στοιχείο της διεργασίας.  
Περιστασιακά, είναι πιθανό να θελήσει ο χρήστης να προσπελάσει τα πραγµατικά 
στοιχεία του διανύσµατος. Για το σκοπό αυτό, η ρουτίνα VecGetArray(Vec v, 
PetscScalar **array) επιστρέφει ένα δείκτη στα τοπικά στοιχεία της διεργασίας. Όταν 
δεν απαιτείται πλέον πρόσβαση στον πίνακα, πρέπει να κληθεί η 
VecRestoreArray(Vec v,  PetscScalar **array). 
 Ο αριθµός των στοιχείων που αποθηκεύονται τοπικά σε µία διεργασία και ο 
συνολικός αριθµός των στοιχείων του διανύσµατος  µπορούν να βρεθούν καλώντας 
τις ρουτίνες 
 
VecGetLocalSize(Vec v,int *size); 
και  
VecGetSize(Vec v,int *size); 
αντίστοιχα. 
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Πίνακας 3.5: Βασικές λειτουργίες διανυσµάτων στην PETSc. 
Όνοµα Συνάρτησης Λειτουργία 

VecAXPY(Vec y,PetscScalar a,Vec x); y = y + a * x 
VecAYPX(Vec y,PetscScalar a,Vec x); y = x + a * y 
VecWAXPY(Vec w,PetscScalar a,Vec x,Vec y); w = a * x + y 
VecAXPBY(Vec y,PetscScalar a,PetscScalar b,Vec x); y = a * x + b * y 
VecScale(Vec x, PetscScalar a); x = a * x 
VecDot(Vec x, Vec y, PetscScalar *r); r =  * y 
VecTDot(Vec x, Vec y, PetscScalar *r); r = x’ * y 
VecNorm(Vec x,NormType type, double *r); r = ||x||type 
VecSum(Vec x, PetscScalar *r); r =  
VecCopy(Vec x, Vec y); y = x 
VecSwap(Vec x, Vec y); y = x while x = y 
VecPointwiseMult(Vec w,Vec x,Vec y); wi = xi * yi 
VecPointwiseDivide(Vec w,Vec x,Vec y); wi = xi / yi 
VecMDot(Vec x,int n,Vec y[],PetscScalar *r); r[i] =  * y[i] 
VecMTDot(Vec x,int n,Vec y[],PetscScalar *r); r[i] = x’ * y[i] 
VecMAXPY(Vec y,int n, PetscScalar *a, Vec x[]); y = y + *x[i] 
VecMax(Vec x, int *idx, double *r); r = max  
VecMin(Vec x, int *idx, double *r); r = min  
VecAbs(Vec x);  
VecReciprocal(Vec x);  
VecShift(Vec x,PetscScalar s);  
VecSet(Vec x,PetscScalar alpha); = a 
 
 
3.4.3  Πίνακες και βασικές λειτουργίες πινάκων 

Η PETSc παρέχει µια µεγάλη ποικιλία υλοποιήσεων για πίνακες αφού δεν 
υπάρχει κάποια µορφή πίνακα η οποία να είναι κατάλληλη για όλα τα είδη των 
προβληµάτων. Στην τρέχουσα έκδοση, υποστηρίζεται πυκνή µορφή και διάφορες 
αραιές µορφές, τόσο σειριακές όσο και κατανεµηµένες.  

Η χρήση πινάκων της PETSc περιλαµβάνει τις εξής ενέργειες: δηµιουργία 
ενός συγκεκριµένου τύπου πίνακα, εισαγωγή τιµών σε αυτόν, επεξεργασία του 
πίνακα, χρήση του πίνακα σε διάφορους υπολογισµούς και τέλος, αποδέσµευση της 
µνήµης που καταλαµβάνει. Ο κώδικας µια εφαρµογής δεν απαιτείται να γνωρίζει 
τίποτα για το συγκεκριµένο τύπο του πίνακα ή τη µορφή του. 
 
∆ηµιουργία και συναρµολόγηση πινάκων 

Οι απλούστερες ρουτίνες που παρέχει η PETSc για τη δηµιουργία ενός 
πίνακα A είναι οι  
 
MatCreate(MPI Comm comm,Mat *A) 
 
MatSetSizes(Mat A,int m,int n,int M,int N) 
 

Οι ρουτίνες αυτές παράγουν ένα σειριακό πίνακα όταν το πρόγραµµα 
εκτελείται µε µία διεργασία ενώ δηµιουργούν παράλληλο πίνακα όταν δύο ή 
περισσότερες διεργασίες είναι διαθέσιµες. Ο συγκεκριµένος τύπος για τον πίνακα 
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µπορεί να ορισθεί από το χρήστη χρησιµοποιώντας την κατάλληλη επιλογή κατά το 
χρόνο εκτέλεσης. Ο χρήστης προσδιορίζει είτε τις καθολικές διαστάσεις του πίνακα, 
οι οποίες δίνονται από τα ορίσµατα M και N, είτε τις τοπικές διαστάσεις, οι οποίες 
δίνονται από τα m και n, ενώ η PETSc αναλαµβάνει εξ’ ολοκλήρου τη δέσµευση της 
απαιτούµενης µνήµης. Οι ρουτίνες αυτές διευκολύνουν την εναλλαγή ανάµεσα σε 
διάφορους τύπους πινάκων, όταν, για παράδειγµα, είναι πιο αποδοτική η χρήση ενός 
τύπου για µια συγκεκριµένη εφαρµογή. Ο προκαθορισµένος τύπος που δηµιουργείται 
µε την MatCreate() είναι ο AIJ.  

Για την εισαγωγή ή την πρόσθεση τιµών σε έναν πίνακα, διατίθεται η ρουτίνα  
 
MatSetValues(Mat A,int m,const int idxm[],int n,const int 
idxn[],const PetscScalar values[],InsertMode addv); 
 
όπου το όρισµα addv µπορεί να είναι είτε INSERT_VALUES είτε ADD_VALUES 
ανάλογα µε τη λειτουργία. Οι πίνακες ακεραίων idxm και idxn δίνουν τους 
καθολικούς δείκτες των γραµµών και στηλών των στοιχείων προς εισαγωγή 
αντίστοιχα. Η MatSetValues() θεωρεί ότι το πρώτο στοιχείο του πίνακα βρίσκεται 
στο (0, 0) ανεξάτητα του τύπου πίνακα που θα παραχθεί. Το όρισµα values είναι ένας 
πίνακας δύο διαστάσεων ο οποίος περιέχει τις τιµές που θα εισαχθούν. 
 Αφού εισαχθούν ή προστεθούν τα στοιχεία σε έναν πίνακα, πρέπει να 
επεξεργαστούν πριν χρησιµοποιηθεί ο πίνακας σε οποιονδήποτε υπολογισµό. Οι 
ρουτίνες που αναλαµβάνουν την επεξεργασία αυτή είναι οι  
 
MatAssemblyBegin(Mat A,MAT FINAL ASSEMBLY); 
MatAssemblyEnd(Mat A,MAT FINAL ASSEMBLY); 
 

Προσθέτοντας κώδικα ανάµεσα σε αυτές τις δύο ρουτίνες, ο χρήστης µπορεί 
να επιτελέσει διάφορους υπολογισµούς όσο αποστέλλονται µηνύµατα για την τελική 
διαµόρφωση του πίνακα. Κλήσεις στην MatSetValues() µε επιλογή εισαγωγής και 
πρόσθεσης δεν µπορούν να αναµειγνύονται χωρίς προηγούµενη κλήση των ρουτινών 
τελικής διαµόρφωσης. 
 Αν και επιτρέπεται να εισάγουµε τιµές σε έναν πίνακα, χωρίς να ορίσουµε σε 
ποια διεργασία θα ανήκουν, είναι καλό, για λόγους επίδοσης, να παράγονται οι 
περισσότερες τιµές από τη διεργασία στην οποία τελικά θα αποθηκευτούν. Προς 
διευκόλυνση του προγραµµατιστή προσφέρεται η ρουτίνα  
 
MatGetOwnershipRange(Mat A,int *first row,int *last row); 
 
η οποία πληροφορεί το χρήστη ότι όλες οι γραµµές µεταξύ των first_row και  
last_row-1 θα αποθηκευτούν στην τοπική διεργασία. Στις υλοποιήσεις αραιών 
πινάκων, µόλις κληθούν οι συναρτήσεις τελικής διαµόρφωσης, ο πίνακας είναι 
συµπτυγµένος και µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε υπολογισµούς, όπως 
πολλαπλασιασµό πινάκων κτλ. Η εισαγωγή στοιχείων σε αυτό το σηµείο είναι 
ιδιαίτερα «ακριβή», καθώς, κατά πάσα πιθανότητα, θα χρειαστεί αποθήκευση ενός 
αντίγραφου και εκ νέου δέσµευση µνήµης. Έτσι, όποτε είναι δυνατό, πρέπει όλες οι 
εισαγωγές τιµών να γίνονται πριν την κλήση των συναρτήσεων τελικής 
διαµόρφωσης.  
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 Αραιοί πίνακες 
 Η προκαθορισµένη υλοποίηση για έναν αραιό πίνακα γενικού σκοπού στην 
PETSc είναι η AIJ ( η οποία καλείται επίσης αραιή µορφή του Yale ή Compressed 
Sparse Row, CSR).  
 
Σειριακοί AIJ Αραιοί Πίνακες 
Στους AIJ PETSc πίνακες, τα µη µηδενικά στοιχεία αποθηκεύονται κατά γραµµές, 
συνοδευόµενα από έναν πίνακα µε τους δείκτες των στηλών των στοιχείων και έναν 
πίνακα µε στοιχεία που δείχνουν την αρχή κάθε γραµµής. Ας σηµειωθεί ότι τα 
διαγώνια στοιχεία δεν αποθηκεύονται ξεχωριστά από τα υπόλοιπα µη µηδενικά 
στοιχεία. 
 Για να δηµιουργήσουµε έναν σειριακό αραιό πίνακα τύπου AIJ, A, µε m 
γραµµές και n στήλες, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την εντολή 
 
MatCreateSeqAIJ(PETSC COMM SELF,int m,int n,int 
nz,int*nnz,Mat *A); 
 
όπου τα ορίσµατα nz ή nnz µπορούν να χρησιµοποιηθούν για πιο αποδοτική 
δέσµευση µνήµης. Ο χρήστης έχει την επιλογή να θέσει nz=0 και 
nnz=PETSC_NULL αν επιθυµεί η δέσµευση της µνήµης να ελεγχθεί αποκλειστικά 
από την PETSc.  
 
Παράλληλοι AIJ Αραιοί Πίνακες 
 Παράλληλοι αραιοί πίνακες τύπου AIJ µπορούν να δηµιουργηθούν µε την 
εντολή 
MatCreateMPIAIJ(MPI Comm comm,int m,int n,int M,int N,int 
d nz,int *d nnz, int o nz,int *o nnz,Mat *A); 
 όπου A είναι ο πίνακας που δηµιουργείται, ενώ τα ορίσµατα m, M και N καθορίζουν 
τον αριθµό των τοπικών γραµµών και τους αριθµούς των καθολικών γραµµών και 
στηλών, αντίστοιχα. Είτε οι τοπικές είτε οι καθολικές παράµετροι µπορούν να έχουν 
την τιµή PETSC_DECIDE, ώστε να αναλάβει η PETSc τον καθορισµό τους. Ο 
αριθµός των γραµµών του πίνακα που αποθηκεύονται σε κάθε διεργασία δίνεται από 
το όρισµα m, είναι προκαθορισµένος και δεν µπορεί να αλλάξει, ενώ καθορίζεται 
από την PETSc αν έχει την τιµή PETSC_DECIDE. 
 Αν η τιµή PETSC_DECIDE δεν χρησιµοποιηθεί για τα ορίσµατα m και n, θα 
πρέπει ο χρήστης να διασφαλίσει ότι τα ορίσµατα αυτά θα συµφωνούν µε τα 
διανύσµατα. Για να το επιτύχουµε αυτό, θεωρούµε πρώτα το γινόµενο y=Ax. Η 
µεταβλητή m της ρουτίνας δηµιουργίας MatCreateMPIAIJ() θα πρέπει τότε να 
συµφωνεί µε το τοπικό όρισµα του µεγέθους στη ρουτίνα δηµιουργίας του 
διανύσµατος y, VecCreateMPI().  Οµοίως, το όρισµα n θα πρέπει να συµφωνεί µε το 
µέγεθος του διανύσµατος στη ρουτίνα δηµιουργίας του διανύσµατος x.  
  
Εκ των προτέρων δέσµευση µνήµης για παράλληλους AIJ αραιούς πίνακες 
 Όπως παρατηρήθηκε και προηγουµένως, η εκ των προτέρων δέσµευση 
µνήµης είναι κρίσιµη για την καλύτερη επίδοση κατά τη διάρκεια της τελικής 
διαµόρφωσης του πίνακα. Παρουσιάζουµε εδώ ένα παράδειγµα για να δείξουµε πώς 
µπορούµε να το επιτύχουµε αυτό για τον τύπο MATMPIAIJ. Ας θεωρήσουµε τρεις 
διεργασίες και έναν πίνακα 8x8, οποίος διαχωρίζεται αναθέτοντας τρεις γραµµές 
στην πρώτη διεργασία, τις τρεις επόµενες στη δεύτερη και τις δύο τελευταίες στην 
τρίτη: 
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Ο διαγώνιος υποπίνακας, d, που ανατίθεται στην πρώτη διεργασία θα είναι ο  

, 
ενώ ο µη-διαγώνιος, o, δίνεται ως εξής: 

. 
Για την πρώτη διεργασία, λοιπόν, µπορούµε να θέσουµε το όρισµα d_nz=2 (αφού 
κάθε γραµµή του διαγώνιου υποπίνακα έχει δύο µη µηδενικά στοιχεία), ή 
εναλλακτικά, µπορούµε να θέσουµε d_nnz={2, 2, 2}. Το όρισµα o_nz µπορεί να 
τεθεί ίσο µε 2, αντίστοιχα, αφού κάθε γραµµή του υποπίνακα o έχει δύο µη µηδενικά 
στοιχεία, ή ισοδύναµα µπορούµε να θέσουµε o_nnz={2, 2, 2}. Με την ίδια λογική, οι 
πίνακες d και o για τη δεύτερη διεργασία θα δίνονται ως 

 και  
µε d_nz=3 ή d_nnz={3, 3, 2} και o_nz=2 ή o_nnz={2, 1, 1}. 
 Ας σηµειώσουµε εδώ ότι ο χρήστης δεν εργάζεται ποτέ απ’ ευθείας µε τους 
πίνακες d και o, παρά µόνο κατά τη διαδικασία της δέσµευσης µνήµης. Επίσης, δεν 
είναι απαραίτητος ο ακριβής καθορισµός του απαιτούµενου χώρου, αλλά είναι 
αποδεκτό όσον αφορά στην επίδοση, να παρέχεται µία καλή εκτίµηση του χώρου 
αυτού. 
 
Βασικές λειτουργίες Πινάκων  
 Στον Πίνακα 3.6 παρουσιάζονται οι βασικότερες λειτουργίες πινάκων που 
διατίθενται από την PETSc. 
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 Ένας παράλληλος πίνακας µπορεί να πολλαπλασιασθεί µε ένα διάνυσµα 
µεγέθους n, δίνοντας ως γινόµενο ένα διάνυσµα µεγέθους m µε την παρακάτω 
ρουτίνα: 
 
MatMult(Mat A,Vec x,Vec y); 
 
ενώ τα διανύσµατα x, y θα πρέπει να έχουν δηµιουργηθεί µε τις εξής κλήσεις: 
 
VecCreateMPI(MPI Comm comm,n,N,&x); 
VecCreateMPI(MPI Comm comm,m,M,&y); 
 
Για να πολλαπλασιάσουµε µε τον ανάστροφο ενός πίνακα υπάρχει η ρουτίνα   
 
MatMultTranspose(Mat A,Vec x,Vec y); 
 
Υπάρχουν, επίσης, εκδοχές του πολλαπλασιασµού όπου το αποτέλεσµα προστίθεται 
σε ένα άλλο διάνυσµα: 
 
MatMultAdd(Mat A,Vec x,Vec y,Vec w); 
MatMultTransposeAdd(Mat A,Vec x,Vec y,Vec w); 
 
Οι ρουτίνες αυτές παράγουν τα αποτελέσµατα w=A*x+y και w= *x+y αντίστοιχα. 
Για την εκτύπωση ενός πίνακα στην οθόνη παρέχεται η ρουτίνα 
 
MatView(Mat mat,PETSC VIEWER DRAW WORLD). 
 
Πίνακας 3.6: Βασικές λειτουργίες πινάκων στην PETSc. 

Όνοµα Συνάρτησης Λειτουργία 
MatMult(Mat A,Vec x, Vec y);  y = A*x 
MatMultAdd(Mat A,Vec x, Vec y,Vec z z = y + A* x 
MatMultTranspose(Mat A,Vec x, Vec y);  y = *x 
MatMultTransposeAdd(Mat A,Vec x, 
Vec y,Vec z);  

z = y + * x 

MatNorm(Mat A,NormType type, double 
*r); 

r = ||A||type 

MatDiagonalScale(Mat A,Vec l,Vec r);  A = diag(l) * A * diag(r) 
MatScale(Mat A,PetscScalar a);  A = a * A 
MatConvert(Mat A,MatType type,Mat 
*B);  

B = A 

MatCopy(Mat A,Mat B,MatStructure);  B = A 
MatGetDiagonal(Mat A,Vec x);  x = diag(A) 
MatTranspose(Mat A,MatReuse,Mat* 
B);  

B =  

MatZeroEntries(Mat A);  A = 0 
MatShift(Mat Y,PetscScalar a); Y = Y + a * I 
 
3.4.4 KSP: Επίλυση γραµµικών συστηµάτων µε την PETSc 
Το αντικείµενο KSP αποτελεί την καρδιά της PETSc, καθώς παρέχει µια οµοιόµορφη 
και αποδοτική πρόσβαση σε όλους τους γραµµικούς επιλυτές του πακέτου, 
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σειριακούς και παράλληλους, ευθείς και επαναληπτικούς. Το KSP προορίζεται για 
την επίλυση συστηµάτων της µορφής  

Ax=b, 
όπου A ο πίνακας του γραµµικού συστήµατος, b το διάνυσµα του δεξιού µέλους της 
εξίσωσης και x το διάνυσµα της λύσης. Το KSP χρησιµοποιεί την ίδια ακολουθία 
κλήσεων τόσο για την άµεση όσο και για την επαναληπτική διαδικασία επίλυσης 
ενός συστήµατος. Σε ορισµένες τεχνικές επίλυσης, είναι ακόµη εφικτό να οριστούν 
κάποιες επιλογές κατά το χρόνο εκτέλεσης. 
 Ο συνδυασµός µιας µεθόδου υποχώρου Krylov και ενός preconditioner 
βρίσκεται στο κέντρο των πιο σύγχρονων αριθµητικών τεχνικών για την 
επαναληπτική επίλυση γραµµικών συστηµάτων. 
 
Χρήση της διεπαφής KSP 
 Για την επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος µε KSP, πρέπει αρχικά να 
δηµιουργήσουµε το υπόβαθρο του επιλυτή µε την εντολή: 
 
KSPCreate(MPI Comm comm,KSP *ksp); 
 
Εδώ, comm είναι ο MPI communicator και ksp το υπόβαθρο του επιλυτή που 
δηµιουργείται. Πριν την επίλυση του γραµµικού συστήµατος, ο χρήστης θα πρέπει να 
καλέσει την ακόλουθη ρουτίνα ώστε να ορίσει τους πίνακες που σχετίζονται µε το 
γραµµικό σύστηµα: 
 
KSPSetOperators(KSP ksp,Mat Amat,Mat Pmat,MatStructure 
flag); 
 
Το όρισµα Amat αποτελεί τον πίνακα που ορίζει το σύστηµα και το όρισµα Pmat 
αποτελεί τον πίνακα από τον οποίο θα δηµιουργηθεί ο preconditioner. Τυπικά, ο 
πίνακας αυτός είναι ο ίδιος µε τον Amat. Μπορεί, ωστόσο, να διαφέρει, όταν για 
παράδειγµα ο πίνακας αυτός παρέχεται από κάποια µέθοδο χαµηλότερου επιπέδου 
που χρησιµοποιήθηκε για τη µορφοποίηση του πίνακα του γραµµικού συστήµατος. 
Το όρισµα flag µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να αποφευχθούν περιττοί υπολογισµοί 
όταν λύνονται επαναληπτικά συστήµατα του ίδιου µεγέθους µε την ίδια 
preconditioning µέθοδο. Κατά την επίλυση ενός µόνο συστήµατος, το όρισµα αυτό 
αγνοείται. Ο χρήστης µπορεί να θέσει το όρισµα αυτό ως εξής: 

- SAME_NONZERO_PATTERN: ο preconditioner διατηρεί τη µορφή των µη 
µηδενικών του στοιχείων ανάµεσα σε διαδοχικές γραµµικές επιλύσεις. 

- DIFFERENT_NONZERO_PATTERN: ο preconditioner πίνακας δεν διατηρεί 
τη µορφή των µη µηδενικών του στοιχείων ανάµεσα σε διαδοχικές γραµµικές 
επιλύσεις. 

- SAME_PRECONDITIONER: Ο preconditioner πίνακας είναι ακριβώς ο ίδιος 
µε αυτόν που χρησιµοποιήθηκε στην αµέσως προηγούµενη επίλυση. 

Αν η µορφή του πίνακα δεν είναι γνωστή εκ των προτέρων, θα πρέπει να τεθεί η τιµή 
DIFFERENT_NONZERO_PATTERN. 
 Οι περισσότερες από τις λειτουργίες του KSP µπορούν να οριστούν από την 
ρουτίνα 
 
KSPSetFromOptions(KSP ksp); 
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Η ρουτίνα αυτή δέχεται τις επιλογές –h και –help όπως και όλες τις επιλογές των 
αντικειµένων KSP και PC που παρουσιάζονται στη συνέχεια. Για την επίλυση ενός 
γραµµικού συστήµατος, αφού δηµιουργηθούν τα διανύσµατα του συστήµατος, 
πρέπει να εκτελεστεί η εντολή: 
 
KSPSolve(KSP ksp,Vec b,Vec x); 
 
Όταν η επίλυση είναι επιτυχής, µπορούµε να ανακτήσουµε τον αριθµό των 
επαναλήψεων που χρειάστηκαν για να επιτευχθεί σύγκλιση καλώντας τη ρουτίνα: 
 
KSPGetIterationNumber(KSP ksp, int *its); 
 

Πρέπει να σηµειώσουµε ότι το ίδιο υπόβαθρο KSP µπορεί να χρησιµοποιηθεί 
για πολλαπλές επιλύσεις συστηµάτων. Όταν δεν χρειαζόµαστε πλέον το αντικείµενο 
KSP πρέπει να το καταστρέψουµε µε την εντολή: 
 
KSPDestroy(KSP ksp); 
 

Η παραπάνω διαδικασία είναι επαρκής για µια γενική χρήση του πακέτου 
KSP. Ένα επιπλέον βήµα απαιτείται από τους χρήστες που επιθυµούν να ορίσουν 
κάποιον συγκεκριµένο preconditioner ή να καταγράψουν δεδοµένα επίδοσης. Στη 
περίπτωση αυτή, ο χρήστης µπορεί να καλέσει προαιρετικά τη ρουτίνα: 
 
KSPSetUp(KSP ksp) 
 
πριν την κλήση της KSPSolve() ώστε να καθορίσει τις επιλογές του. Η ρητή κλήση 
της ρουτίνας αυτής επιτρέπει την παρακολούθηση και καταγραφή των υπολογισµών 
που εκτελούνται κατά τη φάση της προετοιµασίας, όπως π.χ. της παραγοντοποίησης 
για τον ILU(Incomplete LU) preconditioner.  
 Ο προκαθορισµένος επιλυτής του KSP είναι ο restarted GMRES (Generalized 
Minimal Residual), και χρησιµοποιεί ILU preconditioner για µία διεργασία, ενώ στην 
περίπτωση πολλών διεργασιών χρησιµοποιείται η µέθοδος Jacobi µε ένα block ανά 
διεργασία, καθένα από τα οποία λύνεται µε ILU. Παρέχεται, ωστόσο,  ποικιλία 
άλλων επιλυτών και επιλογών επίλυσης. Για τον ορισµό ενός άλλου preconditioner, 
εκτός του προκαθορισµένου από τον χρήστη, παρέχεται η ρουτίνα 
 
KSPGetPC(KSP ksp,PC *pc); 
 
µε την οποία µπορούµε να έχουµε πρόσβαση στα αντικείµενα KSP και PC, ώστε να 
αλλάξουµε τις προκαθορισµένες τιµές και επιλογές της επίλυσης. 
 
3.4.4.1 Μέθοδοι Krylov 

Όταν απαιτείται η επίλυση πολλαπλών γραµµικών συστηµάτων, ίδιου 
µεγέθους µε την ίδια µέθοδο, η PETSc προσφέρει πολλές επιλογές. Για την επίλυση 
διαδοχικών γραµµικών συστηµάτων τα οποία έχουν τον ίδιο preconditioner (δηλαδή, 
έχουν ουσιαστικά τη ίδια δοµή µε τα ίδια στοιχεία) αλλά διαφορετικά διανύσµατα 
δεξιού µέλους, ο χρήστης µπορεί απλώς να καλέσει τη ρουτίνα KSPSolve() πολλές 
φορές. Οι λειτουργίες αρχικοποίησης του preconditioner θα εκτελεστούν µόνο κατά 
την πρώτη κλήση της KSPSolve() και θα επαναληφθούν κατά τις διαδοχικές κλήσεις 
σε αυτή. Για την επίλυση διαδοχικών συστηµάτων µε διαφορετικούς preconditioners 
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(όπου δηλαδή η δοµή του πίνακα µεταβάλλεται ανάµεσα στις επαναλήψεις) ο 
χρήστης θα πρέπει να χρησιµοποιήσει τις συναρτήσεις KSPSetOperators() και 
KSPSolve() για κάθε επίλυση. Ωστόσο, και πάλι υπάρχουν ορίσµατα, τα οποία 
λάβουν τη σωστή τιµή, θα αποφευχθούν αρκετοί υπολογισµοί από τη µία επίλυση 
στην άλλη.   

Οι µέθοδοι Krylov δέχονται µια πληθώρα επιλογών, µερικές από τις οποίες 
παρουσιάζονται στη συνέχεια. Αρχικά, για να ορίσουµε ποια Krylov µέθοδος θα 
χρησιµοποιηθεί, πρέπει να καλέσουµε τη ρουτίνα 
 
KSPSetType(KSP ksp,KSPType method) 
 
Το όρισµα type µπορεί να πάρει µία από τις τιµές που φαίνονται στον Πίνακα 3.7. Ο 
τύπος µπορεί, επίσης, να καθοριστεί κατά το χρόνο εκτέλεσης, χρησιµοποιώντας την 
επιλογή –ksp_type. 
 
Πίνακας 3.7: Krylov µέθοδοι της PETSc 
Μέθοδος KSPType 
Richardson KSPRICHARDSON 
Chebychev KSPCHEBYCHEV 
Conjugate Gradient KSPCG 
BiConjugate Gradient KSPBICG 
Generalized Minimal Residual KSPGMRES 
BiCGSTAB KSPBCGS 
Conjugate Gradient Squared KSPCGS 
Transpose-Free Quasi-Minimal Residual KSPTFQMR 
Transpose-Free Quasi-Minimal Residual KSPTCQMR 
Conjugate Residual KSPCR 
Least Squares Method KSPLSQR 
Shell for no KSP method KSPPREONLY 
 
 
3.4.4.2 Preconditioners 

Όπως αναφέραµε στην προηγούµενη ενότητα, οι µέθοδοι Krylov 
χρησιµοποιούνται συνήθως σε συνδυασµό µε κάποιον preconditioner. Για να 
υλοποιήσουµε µια συγκεκριµένη τεχνική preconditioning µπορούµε να καλέσουµε τη 
ρουτίνα 
 
PCSetType(PC pc,PCType method). 
 
Στον Πίνακα 3.8 παρουσιάζονται οι βασικές µέθοδοι preconditioning που παρέχονται 
από την PETSc. O preconditioner PSCSHELL χρησιµοποιεί έναν συγκεκριµένο 
preconditioner που παρέχεται από την εφαρµογή. Ο άµεσος preconditioner, PCLU, 
είναι ουσιαστικά ένας άµεσος επιλυτής για γραµµικά συστήµατα ο οποίος 
χρησιµοποιεί παραγοντοποίηση LU.  
 Κάθε preconditioner µπορεί να συνδεθεί µε ένα σύνολο από επιλογές, οι 
οποίες µπορούν να οριστούν µέσα από ρουτίνες ή εντολές γραµµής εργασιών κατά 
την εκτέλεση της εφαρµογής. Όλες οι ρουτίνες αυτού του τύπου έχουν ονόµατα της 
µορφής PC<TYPE>Option, ενώ οι εντολές είναι της µορφής –pc_<type>_option 
[value]. 
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Πίνακας 3.8: Preconditioners της PETSc 

Μέθοδος PCType Όνοµα Επιλογής Εντολής 
Jacobi PCJACOBI jacobi 
Block Jacobi PCBJACOBI bjacobi 
SOR PCSOR sor 
Incomplete Cholesky PCICC icc 
Incomplete LU PCILU ilu 
Additive Swartz PCASM asm 
Linear Solver PCKSP ksp 
LU PCLU lu 
Cholesky PCCholesky cholesky 
Χωρίς Preconditioner PCNONE none 
Preconditioner ορισµένος 
από το χρήστη 

PCSHELL shell 
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Κεφάλαιο 4ο: Εφαρµογές 

4.1 Εισαγωγή 
Το προγραµµατιστικό κοµµάτι της παρούσας διπλωµατικής εργασίας 

συµπεριλαµβάνει την σειριακή υλοποίηση και στη συνέχεια, την παραλληλοποίηση 
δύο αλγόριθµων, χρησιµοποιώντας τα προγραµµατιστικά εργαλεία που αναλύθηκαν 
στο προηγούµενο κεφάλαιο. 

Η πρώτη υλοποίηση, προέρχεται από τον τοµέα των Συστηµάτων Ηλεκτρικής 
Ενέργειας και  αφορά στον αλγόριθµο WLS (Weighted Least Squares) για την 
εκτίµηση της κατάστασης ενός Σ.Η.Ε. Είναι µια ρεαλιστική εφαρµογή των 
τεχνολογικών θεµάτων που εξετάζονται στην παρούσα εργασία. Ο αλγόριθµος αυτός 
αποτελεί ένα τυπικό παράδειγµα επιστηµονικών υπολογισµών, ο οποίος περιέχει 
πράξεις γραµµικής άλγεβρας µε πίνακες και διανύσµατα, όπως και επίλυση 
γραµµικών συστηµάτων. Επιπλέον, προσφέρεται για παραλληλοποίηση και 
υλοποίηση σε µια παράλληλη αρχιτεκτονική, έτσι ώστε να επιβεβαιώσουµε 
πειραµατικά τα όσα συζητήθηκαν στα προηγούµενα κεφάλαια σε θεωρητικό επίπεδο. 
Η υλοποίηση έγινε µε τη χρήση της βιβλιοθήκης PETSc και του MPI. 

Σε συνέχεια της υλοποίησης µιας επιστηµονικής εφαρµογής χρησιµοποιώντας 
έτοιµες ρουτίνες γραµµικής άλγεβρας, προχωρήσαµε σε µία εξαρχής υλοποίηση µιας 
µεθόδου επίλυσης γραµµικών συστηµάτων. Η µέθοδος αυτή αφορά στον αλγόριθµο 
Conjugate Gradient, ο οποίος υλοποιήθηκε σε δύο σειριακές εκδόσεις (µε τη χρήση 
της βιβλιοθήκης BLAS και χωρίς) και στη συνέχεια παραλληλοποιήθηκε µε MPI. 
Αρχικά, παρουσιάζεται το απαραίτητο θεωρητικό υπόβαθρο για την κατανόηση του 
αλγόριθµου εκτίµησης κατάστασης WLS και ακολουθεί αναλυτική περιγραφή των 
υλοποιήσεων, παρουσίαση και ανάλυση των µετρήσεων, καθώς και συµπεράσµατα 
και γνώση που αποκοµίσαµε από τις εφαρµογές αυτές.  
 
4.2  Εκτίµηση Κατάστασης ενός Σ.Η.Ε. 

Τα Συστήµατα Ηλεκτρικής Ενέργειας παρακολουθούνται συνεχώς µε στόχο 
να διατηρηθεί η λειτουργία τους σε ασφαλή κατάσταση. Η λειτουργία της Εκτίµησης 
Κατάστασης εφαρµόζεται για τον σκοπό αυτό. Επεξεργάζεται µετρήσεις, µε στόχο 
να παρέχει µια βέλτιστη εκτίµηση της παρούσας λειτουργικής κατάστασης.  

Το πρόβληµα της εκτίµησης κατάστασης ερευνάται από τα τέλη της 
δεκαετίας του 1960, όταν και πρωτοεισήχθη ο όρος. Όντας µια on-line λειτουργία, 
εµπεριέχει υπολογιστικά θέµατα σχετικά µε την ταχύτητα, την αποθήκευση και την 
αριθµητική ευρωστία  των αλγόριθµων εκτίµησης. Οι εκτιµητές κατάστασης, 
λειτουργούν και ως φίλτρα λανθασµένων µετρήσεων , δεδοµένων και άλλων 
πληροφοριών που λαµβάνονται µέσω του συστήµατος µετρήσεων. Ακόµη, έχουν 
αναπτυχθεί αλγόριθµοι αναγνώρισης λαθών σε αναλογικές µετρήσεις αλλά και  
ειδικές µέθοδοι για την ανίχνευση σφαλµάτων στις πληροφορίες τοπολογίας και 
παραµέτρων του δικτύου.  

Στη συνέχεια, παρουσιάζουµε αναλυτικά τις λειτουργικές καταστάσεις στις 
οποίες µπορεί να βρεθεί ένα Σ.Η.Ε. και έπειτα παρουσιάζουµε τις µεθόδους που 
έχουν αναπτυχθεί για την εκτίµηση των καταστάσεων αυτών.  
 
4.2.1 Περιγραφή των Καταστάσεων Ενός Σ.Η.Ε. 

Τα συστήµατα ηλεκτρικής ενέργειας, γενικά, αποτελούνται από 
υποσυστήµατα µεταφοράς, υποµεταφοράς, διανοµής καθώς και παραγωγής. Τα 
δίκτυα µεταφοράς δύνανται να περιέχουν µεγάλο αριθµό υποσταθµών οι οποίοι είναι 
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συνδεδεµένοι µε γραµµές µεταφοράς, µετασχηµατιστές και άλλα µέσα ελέγχου και 
προστασίας του δικτύου. Η ισχύς µπορεί να εγχέεται στο δίκτυο µέσω γεννητριών η 
να απορροφάται από το σύστηµα  από τα φορτία αυτών των υποσταθµών.  

Οι λειτουργικές συνθήκες ενός συστήµατος ηλεκτρικής ενέργειας σε ένα 
συγκεκριµένο σηµείο µια καθορισµένη χρονική στιγµή, µπορούν να προσδιοριστούν 
εάν το µοντέλο του δικτύου και οι σύνθετες τάσεις (µέτρο-γωνία) κάθε ζυγού του 
δικτύου είναι γνωστές. Καθώς το σύνολο των σύνθετων τάσεων προσδιορίζει πλήρως 
το σύστηµα, αναφέρεται ως η στατική συνθήκη του συστήµατος. Σύµφωνα µε το 
Σχήµα 4.1 που ακολουθεί, το σύστηµα, καθώς οι συνθήκες λειτουργίας 
µεταβάλλονται, είναι πιθανό να βρεθεί σε µία από τις εξής τρεις δυνατές 
καταστάσεις: Φυσιολογική, Εκτάκτου Ανάγκης και Αποκατάστασης. 
 

 
Σχήµα 4.1: ∆ιάγραµµα καταστάσεων λειτουργιάς Συστήµατος Ηλ. Ενέργειας 
 

Ένα Σ.Η.Ε.  θεωρείται ότι λειτουργεί σε Φυσιολογική Κατάσταση αν όλα τα 
φορτία µπορούν  να τροφοδοτηθούν από τις υπάρχουσες γεννήτριες  χωρίς να 
παραβιάζεται κανένας λειτουργικός περιορισµός. Οι περιορισµοί αυτοί 
περιλαµβάνουν τα όρια φόρτισης των γραµµών µεταφοράς καθώς και τα άνω και 
κάτω όρια των µέτρων των τάσεων.  Η φυσιολογική κατάσταση του δικτύου  
θεωρείται ασφαλής  εάν το σύστηµα µπορεί να παραµείνει σε οµαλή κατάσταση 
ακόµη και µετά την παρουσίαση συγκεκριµένων -  κρίσιµων ενδεχοµένων.  Άξια 
ενδιαφέροντος απρόοπτα αποτελούν η διακοπή λειτουργιάς µιας γραµµής µεταφοράς 
ή µιας γεννήτριας εξαιτίας απροσδόκητων σφαλµάτων στον εξοπλισµό ή λόγω 
φυσικών αιτιών όπως π.χ. οι καταιγίδες.  Στην αντίθετη περίπτωση η φυσιολογική 
κατάσταση κατατάσσεται ως  µη ασφαλής και ενώ το ισοζύγιο ισχύος σε κάθε ζυγό 
καθώς και όλοι οι λειτουργικοί ανισοτικοί περιορισµοί συνεχίζουν να 
ικανοποιούνται, το σύστηµα παραµένει ευάλωτο όσον αφορά κάποια συγκεκριµένα 
απρόοπτα. Αν το σύστηµα βρεθεί να είναι σε οµαλή - µη ασφαλή λειτουργία, τότε 
συγκεκριµένοι τρόποι δράσης πρέπει να εφαρµοστούν ουτοσώστε να παρεµποδιστεί 
η µεταπήδηση του σε συνθήκη Εκτάκτου Ανάγκης.  Τέτοιοι περιοριστικοί έλεγχοι 
µπορούν να προσδιοριστούν  µε τη βοήθεια ενός προγράµµατος ασφάλειας, 
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εξαναγκασµένης και βέλτιστης ροής φορτίου το οποίο θα λαµβάνει υπόψη του 
συγκεκριµένες καταστάσεις κινδύνου. 

Οι συνθήκες λειτουργίας δύνανται να µεταβληθούν σηµαντικά εξαιτίας ενός 
συµβάντος που µπορεί να οδηγήσει στην παραβίαση κάποιων λειτουργικών 
περιορισµών, ενώ το Σ.Η.Ε. συνεχίζει να παρέχει ισχύ σε όλα τα φορτία που είναι 
συνδεδεµένα στο σύστηµα. Σε µια τέτοια περίπτωση το δίκτυο θεωρείται πως 
λειτουργεί σε Κατάσταση Εκτάκτου Ανάγκης. Σε ένα τέτοιο ενδεχόµενο, επιβάλλεται 
η εφαρµογή άµεσων διορθωτικών ρυθµίσεων από τον διαχειριστή του δικτύου ώστε 
το σύστηµα να επιστρέψει σε φυσιολογική κατάσταση. 

Όσο το δίκτυο παραµένει σε κατάσταση εκτάκτου ανάγκης, η κατάρρευση 
ολόκληρου του συστήµατος µπορεί να αποφευχθεί µε διορθωτικές κινήσεις ελέγχου 
όπως η  αποσύνδεση φορτίων, µετασχηµατιστών, γραµµών µεταφοράς και άλλου 
εξοπλισµού. Με απόρριψη φορτίου και αναδιαρθρωµένη τοπολογία, λοιπόν, η  
παραβίαση  των λειτουργικών ορίων µπορεί να επαλειφθεί και το σύστηµα να 
επανέλθει σε σταθερότητα.  Τότε η ισορροπία µεταξύ φορτίου και παραγωγής 
χρειάζεται να αποκατασταθεί  για να αρχίσει η τροφοδότηση όλων των φορτίων. 
Εδώ, όπως είναι προφανές, έγινε περιγραφή της Καταστάσεως Επαναφοράς,  ενώ οι 
ενέργειες που πρέπει να πραγµατοποιηθούν για την µεταπήδηση στην οµαλή 
κατάσταση λειτουργίας αναφέρονται ως έλεγχοι επαναφοράς. Το διάγραµµα 
καταστάσεων που προηγείται παρουσιάζει τις πιθανές µεταβάσεις ανάµεσα στις 
λειτουργικές καταστάσεις. 

Τα συστήµατα Ηλεκτρικής Ενέργειας λειτουργούν υπό την εποπτεία των 
διαχειριστών του δικτύου από τα κέντρα ελέγχου της περιοχής. Ο κύριος στόχος του 
διαχειριστή είναι να διατηρεί το σύστηµα σε οµαλή – ασφαλή κατάσταση καθώς οι 
συνθήκες µεταβάλλονται κατά την καθηµερινή λειτουργία. Η πραγµατοποίηση αυτού 
του στόχου απαιτεί συνεχή παρακολούθηση των συνθηκών του συστήµατος, 
αναγνώριση της κατάστασης λειτουργίας αλλά και προσδιορισµό των απαραίτητων 
περιοριστικών ενεργειών σε περίπτωση που το σύστηµα ευρεθεί να είναι Μη 
Ασφαλές. Αυτή η ακολουθία ενεργειών αναφέρεται ως ανάλυση ασφαλείας του 
συστήµατος. 
 
4.2.2  ∆ιαδικασία Εκτίµησης Κατάστασης 

Για την αναγνώριση της παρούσας λειτουργικής κατάστασης, οι εκτιµητές 
κατάστασης διευκολύνουν την ακριβή και αποτελεσµατική  παρακολούθηση των 
λειτουργικών περιορισµών σε ποσότητες όπως η φόρτιση των γραµµών µεταφοράς ή 
τα µέτρα των τάσεων των ζυγών. Παρέχουν µια αξιόπιστη, πραγµατικού χρόνου 
βάση δεδοµένων του συστήµατος, και βασισµένοι στην υπάρχουσα κατάσταση, 
καθιστούν δυνατή την εφαρµογή λειτουργιών αποτίµησης της ασφάλειας του 
συστήµατος µε στόχο την ανάλυση δυσµενών ενδεχοµένων, καθώς και τον 
καθορισµό των απαραίτητων διορθωτικών κινήσεων. 

Οι  τυπικοί εκτιµητές καταστάσεως περιλαµβάνουν τις ακόλουθες  
λειτουργίες: 
• Επεξεργασία  τοπολογίας:  Συγκέντρωση δεδοµένων καταστάσεως 
αποζευκτών και διακοπτών ισχύος αλλά και διαµόρφωση του µονογραµµικού 
διαγράµµατος του συστήµατος. 
• Ανάλυση παρατηρησιµότητας:  Καθορίζεται εάν µε τις διαθέσιµες µετρήσεις 
µπορεί να προσδιοριστεί µια λύση της εκτίµησης καταστάσεως για ολόκληρο το 
σύστηµα. Αναγνωρίζονται, ακόµη, οι µη παρατηρήσιµοι κλάδοι του συστήµατος 
καθώς και (αν υπάρχουν) οι παρατηρήσιµες νησίδες. 
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• Λύση της εκτίµησης καταστάσεως: Καθορίζεται η βέλτιστη εκτίµηση για την 
κατάσταση του συστήµατος, η οποία αποτελείται από σύνθετες τάσεις ζυγών σε 
ολόκληρο το Σ.Η.Ε,  βασισµένη στο µοντέλο του δικτύου και στις µετρήσεις που 
έχουν παρθεί από το σύστηµα. Ακόµη, παρέχεται η καλύτερη εκτίµηση για όλες τις 
ροές , τα φορτία, τις λήψεις των µετασχηµατιστών και τις εξόδους των γεννητριών  
• Επεξεργασία των λανθασµένων δεδοµένων: Ανίχνευση της ύπαρξης µεγάλων 
σφαλµάτων στο σύνολο των µετρήσεων. Αναγνωρίζει και εξαλείφει λανθασµένες 
µετρήσεις δεδοµένου ότι υπάρχει πλεόνασµα στη διαµόρφωση των µετρήσεων 
• Επεξεργασία των παραµετρικών και δοµικών σφαλµάτων: Εκτίµηση 
διάφορων παραµέτρων του δικτύου, όπως αυτές των µοντέλων των γραµµών 
µεταφοράς, των αλλαγών των λήψεων των µετασχηµατιστών, των εγκάρσιων 
χωρητικοτήτων και αντιδράσεων. Ανίχνευση, ακόµη, κατασκευαστικών σφαλµάτων 
στη διαµόρφωση του δικτύου αλλά και αναγνώριση εσφαλµένων καταστάσεων των 
διακοπτών, δεδοµένου και εδώ υπάρξεως αφθονίας µετρήσεων. 

Κατ’ αυτόν τον τρόπο, η εκτίµηση κατάστασης ενός Σ.Η.Ε. αποτελεί τον 
πυρήνα της on-line ανάλυσης ασφαλείας. ∆ρα σαν φίλτρο µεταξύ των 
ανεπεξέργαστων µετρήσεων που λαµβάνονται από το σύστηµα και όλων των 
εφαρµογών που απαιτούν την πιο αξιόπιστη βάση δεδοµένων για την παρούσα 
κατάσταση του συστήµατος. Το Σχήµα 4.2  περιγράφει τα δεδοµένα και τις 
λειτουργικές διασυνδέσεις µεταξύ των διαφόρων εφαρµογών που εµπλέκονται στην 
on-line διαδικασία της στατικής αποτίµησης ασφαλείας. Οι µετρήσεις, που 
περιλαµβάνουν τις θέσεις των αποζευκτών και των διακοπτών ισχύος στους 
υποσταθµούς, επεξεργάζονται από τον επεξεργαστή τοπολογίας, ο οποίος µε τη 
σειρά του παράγει είναι µοντέλο γεννητριών – κλάδων του συστήµατος. Το µοντέλο 
αυτό, όχι µόνο περιλαµβάνει όλους τους ζυγούς του κέντρου ελέγχου αλλά και 
ζυγούς γειτονικών συστηµάτων.  Οι πληροφορίες  και οι µετρήσεις που αποκτώνται 
από τα γειτονικά συστήµατα χρησιµοποιούνται για τη δηµιουργία και την ενηµέρωση 
του µοντέλου του εξωτερικού συστήµατος. Επιπλέον, δύναται η ύπαρξη  µη 
παρατηρήσιµων νησίδων µέσα στην ίδια περιοχή του συστήµατος εξαιτίας παροδικής 
απώλειας των τηλεµετρήσεων, απόρριψης λανθασµένων δεδοµένων ή άλλα µη 
αναµενόµενα σφάλµατα. Τέτοιες περιοχές, είτε φυσικά τοποθετηµένες στην περιοχή 
ελέγχου του συστήµατος είτε ως µέρος του εξωτερικού συστήµατος, θα εκτιµηθούν 
µε τη χρήση ψευδοµετρήσεων. Ψευδοµετρήσεις µπορούν να παραχθούν µε βάση τη 
βραχυχρόνια πρόβλεψη φορτίου, τα ιστορικά στοιχεία και άλλες παρόµοιες 
προσεγγιστικές µεθόδους. Βέβαια, στις ψευδοµετρήσεις προσδίδονται υψηλές 
µεταβλητότητες (χαµηλά βάρη) ή επιβάλλονται ως κρίσιµες µετρήσεις κατά το 
σχεδιασµό. Ακόµη, µπορεί να υπάρχουν παθητικοί ζυγοί χωρίς καθόλου παραγωγή ή 
φορτίο, µε µηδενική έγχυση ενεργού και άεργου ισχύος. Τέτοιες εγχύσεις ζυγών, αν 
και δεν µετρώνται, µπορούν να θεωρηθούν ως µετρήσεις δίχως σφάλµα στη 
διαµόρφωση της εκτίµησης καταστάσεως και να αναφέρονται ως “εικονικές” 
µετρήσεις. Τα αποτελέσµατα στα οποία οδηγούµαστε από τη εκτίµηση καταστάσεως, 
ελέγχονται έτσι ώστε να κατατάξουµε την κατάσταση του συστήµατος σε µία από τις 
τρεις κατηγορίες που εµφανίζονται στο Σχήµα 4.1. Σε περίπτωση που το δίκτυο 
ευρεθεί να είναι σε οµαλή κατάσταση, τότε απαιτείται η διεξαγωγή ανάλυσης 
δυσµενών ενδεχοµένων για να καθοριστεί η ασφάλεια του συστήµατος απέναντι σε 
ένα σύνολο συγκεκριµένων απροόπτων. Εάν το σύστηµα αποδειχθεί µη ασφαλές , 
διορθωτικές-προληπτικές κινήσεις ελέγχου επιβάλλεται να υπολογιστούν µέσω της 
χρήσης κατάλληλου λογισµικού, όπως η βέλτιστη ροή φορτίου υπό περιορισµούς 
ασφαλείας. Υλοποιώντας αυτά τα µέτρα, θα οδηγήσει το σύστηµα στην επιθυµητή 
οµαλή – ασφαλή κατάσταση λειτουργίας. Το Σχήµα 4.2, επιπλέον, παρουσιάζει και 
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τις δράσεις ελέγχου επαναφοράς  οι οποίες θα πραγµατοποιηθούν κάτω από µη 
φυσιολογικές συνθήκες λειτουργίας. 

 
Σχήµα 4.2: Λειτουργικό ∆ιάγραµµα: On-line στατική αποτίµηση ασφαλείας 
 
4.2.3 Μέθοδοι Εκτίµησης Κατάστασης 
  Η στατική εκτίµηση καταστάσεως αναφέρεται στη διαδικασία λήψης των 
διανυσµάτων της τάσης σε όλους τους ζυγούς τους συστήµατος σε δοσµένο σηµείο 
συγκεκριµένη χρονική στιγµή. Τούτο µπορεί να επιτευχθεί µε άµεσα µέσα που 
περιλαµβάνουν πολύ ακριβείς συγχρονισµένες µετρήσεις διανυσµάτων τάσεων σε 
όλους τους ζυγούς του συστήµατος. Ωστόσο, µια τέτοια προσέγγιση θα ήταν πολύ 
ευάλωτη σε λανθασµένες µετρήσεις και σφάλµατα τηλεµετρήσεων. Εν αντιθέσει, η 
διαδικασία της εκτίµησης κατάστασης χρησιµοποιεί ένα σύνολο περιορισµένων 
µετρήσεων µε στόχο το φιλτράρισµα τέτοιων λαθών και την εύρεση µιας βέλτιστης 
εκτίµησης. Οι µετρήσεις µπορεί να περιλαµβάνουν όχι µόνο τις συµβατικές 
µετρήσεις τάσεων και ισχύος, αλλά και άλλες, όπως τα πλάτη των ρευµάτων ή και τα 
συγχρονισµένα διανύσµατα των τάσεων. Η ταυτόχρονη µέτρηση ποσοτήτων σε 
διάφορα τµήµατα του δικτύου είναι πρακτικά αδύνατη και γι’ αυτό µια µικρή ανοχή 
είναι γενικά αποδεκτή. Αυτή η ανοχή δικαιολογείται κυρίως λόγω της αργής 
µεταβολής των λειτουργικών συνθηκών του συστήµατός στην οµαλή – φυσιολογική 
κατάσταση λειτουργίας.    
 Ο ορισµός της κατάστασης του συστήµατος συνήθως περιλαµβάνει µόνο τα 
διανύσµατα των τάσεων των ζυγών σε µόνιµη κατάσταση.  Αυτό, βέβαια, 
συνεπάγεται ότι η τοπολογία και οι παράµετροι του δικτύου είναι πλήρως γνωστά. 
Εντούτοις, σφάλµατα στην τοπολογία και στις παραµέτρους εµφανίζονται 
περιστασιακά εξαιτίας διαφόρων λόγων όπως µη προγραµµατισµένες διακοπές της 
λειτουργίας τµήµατος του δικτύου, προβλήµατα στις γραµµές µεταφοράς τις ζεστές 
ηµέρες κλπ. 
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Εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας  

 Ο σκοπός της εκτίµησης καταστάσεως είναι να προσδιορίσει την πιο πιθανή 
κατάσταση του συστήµατος µε βάση τις µετρούµενες ποσότητες κατά µήκος του 
δικτύου. Ένας τρόπος να επιτευχθεί τούτο είναι µέσω της εκτίµησης µεγίστης 
πιθανοφάνειας, µιας µεθόδου ευρέως χρησιµοποιούµενης στη στατιστική. Τα λάθη 
των µετρήσεων θεωρείται πως έχουν µια γνωστή κατανοµή πιθανότητας µε άγνωστες 
παραµέτρους. Η Αθροιστική Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας µπορεί να 
γραφτεί για όλες τις µετρήσεις βάσει αυτών των άγνωστων παραµέτρων. Η 
συνάρτηση αυτή αναφέρεται ως η συνάρτηση πιθανοφάνειας που αποκτά τη µέγιστη 
τιµή της όταν οι άγνωστες παράµετροι επιλέγονται έτσι ώστε να είναι όσο το 
δυνατόν πιο κοντά στις πραγµατικές τους τιµές. Ως εκ τούτου, προσδιορίζεται ένα 
πρόβληµα βελτίωσης µε στόχο τη µεγιστοποίηση της συνάρτησης πιθανοφάνειας 
συναρτήσει αυτών των αγνώστων παραµέτρων. Το αποτέλεσµα θα δώσει τις 
εκτιµήσεις µέγιστης πιθανοφάνειας για τις παραµέτρους που µας ενδιαφέρουν. 

Τα λάθη των µετρήσεων συνήθως θεωρούνται πως έχουν κανονική (Gauss) 
κατανοµή. Οι παράµετροι για µια τέτοια κατανοµή είναι ο µέσος όρος µ καθώς και η 
διακύµανση σ2. Το πρόβληµα της εκτίµησης της µέγιστης πιθανοφάνειας λύνεται 
τότε γι’ αυτές τις δύο παραµέτρους . Η γκαουσιανή Συνάρτηση Πυκνότητας 
Πιθανότητας (ΣΠΠ) και η αντίστοιχη συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας 
παρουσιάζονται σύντοµα παρακάτω. 
 
Συνάρτηση Πιθανοφάνειας 

Θεωρούµε την Αθροιστική Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας ή οποία 
αντιπροσωπεύει την πιθανότητα µέτρησης m ανεξάρτητων µετρήσεων η κάθε µία εκ 
των οποίων έχει την ίδια Γκαουσιανή Συνάρτησης Πυκνότητας Πιθανότητας. Η 
Αθροιστική ΣΠΠ µπορεί απλά να εκφραστεί ως το γινόµενο των ανεξάρτητων ΣΠΠ 
εάν κάθε µέτρηση υποτίθεται ανεξάρτητη των υπόλοιπων. Έτσι,  

 

 

 
 

όπου zi η i-ιοστή µέτρηση  
Η συνάρτηση fm(z) είναι η συνάρτηση πιθανοφάνειας για τη µεταβλητή z. 

Βασικά, είναι ένα µέτρο της πιθανότητας να παρατηρηθεί ένα συγκεκριµένο σύνολο 
µετρήσεων στο διάνυσµα z. 

Ο αντικειµενικός σκοπός της εκτίµησης της µεγίστης πιθανοφάνειας είναι να 
µεγιστοποιήσει τη συνάρτηση πιθανοφάνειας µεταβάλλοντας τις παραµέτρους της 
συνάρτησης  πυκνότητας πιθανότητας µ και σ. Κατά τον προσδιορισµό των 
βέλτιστων τιµών τους, για την απλοποίηση της διαδικασίας βελτιστοποίησης, η 
συνάρτηση συνήθως αντικαθίσταται από τον λογάριθµο της. Η τροποποιηµένη 
συνάρτηση ονοµάζεται Λογαριθµική Συνάρτηση Πιθανοφάνειας και δίνεται από: 

 

 

Η εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας (ΕΜΠ) µεγιστοποιεί τη συνάρτηση  
(λογαριθµικής) πιθανοφάνειας για ένα δεδοµένο σύνολο παρατηρήσεων z1, z2, z3,…, 
zm. Έτσι, επιβάλλεται η επίλυση του ακόλουθου προβλήµατος: 
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Ή 

 
Το πρόβληµα ελαχιστοποίησης αυτό µπορεί να γραφτεί και µε βάση τα 

υπόλοιπα ri των µετρήσεων i, τα οποία ορίζονται ως εξής: 

 
όπου η µέση τιµή µi  ή η αναµενόµενη τιµή Ε(zi) της µέτρησης zi εκφράζεται ως hi(x), 
µια µη γραµµική συνάρτηση που συσχετίζει το διάνυσµα κατάστασης του 
συστήµατος x µε την iοστή µέτρηση. Το τετράγωνο του κάθε υπολοίπου ri

2  
σταθµίζεται µε βάρος Wii=σi

-2
 που είναι αντιστρόφως συνδεδεµένο µε τη διακύµανση 

του λάθους για τη συγκεκριµένη µέτρηση. Συνεπώς, το πρόβληµα ελαχιστοποίησης 
της προηγούµενης εξίσωσης είναι ισοδύναµο µε την ελαχιστοποίηση του 
σταθµισµένου αθροίσµατος των τετραγώνων των υπολοίπων, ή την επίλυση του 
ακολούθου προβλήµατος βελτιστοποίησης για το διάνυσµα κατάστασης x: 

 

 
Η λύση του ανωτέρου προβλήµατος βελτιστοποίησης ονοµάζεται εκτίµηση 
σταθµισµένων ελαχίστων τετραγώνων (WLS estimator) για το x.  
 
Μοντέλο µετρήσεων 
Θεωρούµε το σύνολο των µετρήσεων που δίνεται από το διάνυσµα z: 

 
Όπου hT= [h1(x),h2(x),…,hm(x)] 
         hi(x) ή µη γραµµική συνάρτηση που συσχετίζει την iοστή µέτρηση µε το 
διάνυσµα κατάστασης του συστήµατος x  
         xT=[x1,x2,…,xm] το διάνυσµα κατάστασης του συστήµατος 
         eT=[e1,e2,…,em] το διάνυσµα των σφαλµάτων µετρήσεων 
Όσον αφορά τα σφάλµατα µετρήσεων έχουν γίνει οι παρακάτω συνηθισµένες 
συµβάσεις – υποθέσεις: 

• Ε(ei) = 0, i = 1,…,m. 
• Τα σφάλµατα των µετρήσεων είναι ανεξάρτητα. Έτσι, Cov(e)= E[e 

eT]=R=diag{σ1
2, σ2

2,..., σm
2} 

Η τυπική απόκλιση σi κάθε µιας από τις i µετρήσεις υπολογίζεται έτσι ώστε να 
αντιπροσωπεύει την αναµενόµενη ακρίβεια του αντίστοιχου οργάνου που 
χρησιµοποιήθηκε. 
Ο εκτιµητής WLS θα ελαχιστοποιήσει την ακόλουθη αντικειµενική συνάρτηση: 

 

 
 
Στο ελάχιστο, οι πρώτης τάξεως συνθήκες ακρότατου θα πρέπει να ικανοποιούνται. 
Τούτο εκφράζεται σε συµπτυγµένη µορφή ως εξής: 
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όπου   

 
Αναπτύσσοντας τη µη γραµµική συνάρτηση g(x) σε σειρά Taylor  γύρω από το 
διάνυσµα κατάστασης xk προκύπτει: 

 
Αµελώντας τους µεγιστοτάξιους όρους οδηγούµαστε σε µια επαναληπτική 
µεθοδολογία γνωστή ως Gauss-Newton όπως χαρακτηριστικά δείχνεται παρακάτω: 

 
όπου k o δείκτης επανάληψης και xk το διάνυσµα της λύσης στην k-στη επανάληψη.   

 

 
Ο πίνακας G(x) ονοµάζεται µήτρα κέρδους. Είναι αραιός, θετικά ορισµένος 

και συµµετρικός δεδοµένου πως το σύστηµα είναι πλήρως παρατηρήσιµο. Ο G(x) 
είναι γενικά µη αντιστρέψιµος, τουναντίον ωστόσο, δύναται να αναλυθεί στους 
τριγωνικούς του παράγοντες και έτσι το ακόλουθο σύνολο αραιών και γραµµικών 
εξισώσεων επιλύεται χρησιµοποιώντας µπρος - πίσω αντικαταστάσεις σε κάθε 
επανάληψη k: 

 
όπου ∆xk+1= xk+1-xk. Το σύνολο αυτό των εξισώσεων ονοµάζεται συχνά και 
«κανονικές εξισώσεις». 
 
4.2.4 Αλγόριθµος WLS Εκτίµησης Κατάστασης 

Η WLS(σταθµισµένα ελάχιστα τετράγωνα) εκτίµηση καταστάσεως περιλαµβάνει 
την επαναληπτική επίλυση των κανονικών εξισώσεων. Μια αρχική υπόθεση 
επιβάλλεται για το διάνυσµα κατάστασης x0. Όπως και στην περίπτωση της ροής 
φορτίου, η εικασία αυτή αντιστοιχεί σε αρχικές συνθήκες, όπου οι τάσεις όλων των 
ζυγών υποτίθενται ίσες µε 1,0 ανά µονάδα και σε φάση µεταξύ τους (flat conditions). 
Ο αλγόριθµος της επαναληπτικής επίλυσης για το πρόβληµα της WLS εκτίµησης 
κατάστασης µπορεί να σκιαγραφηθεί ως εξής:    

1. Αρχή επαναλήψεων. Θέτουµε τον δείκτη επανάληψης k=0 
2. Αρχικοποίηση του διανύσµατος κατάστασης xk, συνήθως µε flat αρχικές 

συνθήκες (τάσεις 1 α.µ. και µηδενικές γωνίες) 
3. Υπολογισµός της µήτρας κέρδους  G(xk) 
4. Υπολογισµός του δεξιού µέλους της εξίσωσης 4.1,  tk=H(xk)TR-1(z-h(xk)) 
5. Παραγοντοποίηση της G(xk) και επίλυση για ∆xk 
6. Έλεγχος σύγκλισης. 
7. Αν δεν επιτεύχθηκε σύγκλιση, ενηµέρωση των xk+1= xκ + ∆xk , k=k+1 και  

επιστροφή στο βήµα 3. 
Ο ανωτέρω αλγόριθµος, βασικά, περιλαµβάνει τους ακόλουθους υπολογισµούς σε 
κάθε επανάληψη k: 

1. Υπολογισµός του δεξιού µέλους της εξίσωσης 4.1,  tk (βήµα 4) 
a. Υπολογισµός της συνάρτησης µετρήσεων h(xk) 
b. Κατασκευή της Ιακωβιανής µήτρας H(xk) 

2. Υπολογισµός της G(xk) και επίλυση της εξίσωσης 4.1 
a. Κατασκευή της µήτρας κέρδους G(xk) 



 
 

66 
 

b. Ανάλυση της G(xk) στους Cholesky παράγοντές της 
c. Εφαρµογή της µπρος/πίσω αντικατάστασης για την επίλυση του ∆xk+1 

 
Συνάρτηση µετρήσεων 

Οι µετρήσεις µπορεί να είναι διαφόρων ειδών. Οι πιο συνηθισµένες είναι: 
µετρήσεις ροών ισχύος στις γραµµές, εγχύσεων ισχύος στους ζυγούς, πλάτη τάσεων 
στους ζυγούς καθώς και πλάτη ροών ρεύµατος στις γραµµές. Οι µετρήσεις αυτές 
δύνανται να εκφρασθούν ως συνάρτηση των µεταβλητών κατάστασης σε 
καρτεσιανές ή σε πολικές συντεταγµένες. Σε περίπτωση που χρησιµοποιηθούν 
πολικές συντεταγµένες για ένα σύστηµα που περιλαµβάνει Ν ζυγούς, το διάνυσµα 
κατάστασης θα περιλαµβάνει 2Ν-1 στοιχεία, εκ των οποίων Ν πλάτη τάσεων ζυγών 
και (Ν-1) φάσεις γωνιών, όπου η φάση της γωνίας του ζυγού αναφοράς τίθεται ίση 
µε µια αυθαίρετη τιµή ίση µε το µηδέν. Το διάνυσµα κατάστασης x θα έχει την 
ακόλουθη µορφή θεωρώντας πως ο ζυγός 1 επιλέγεται ως αναφορά: 
XT=[θ2θ3...θΝV1V2…VN]  

Οι εκφράσεις του κάθε τύπου µέτρησης δίνονται παρακάτω, υποθέτοντας ότι 
ισχύει το γενικό 2θυρο ισοδύναµο µοντέλο π του ακόλουθου σχήµατος 

 
Οι πραγµατικές και οι αντιδραστικές εγχύσεις ισχύος στο ζυγό i δίνονται από: 

 

 
ενώ οι πραγµατικές και αντιδραστικές ροές ισχύος από τον ζυγό i στο ζυγό j από: 

 

 
Ακόµη τα πλάτη των ροών ρεύµατος στις γραµµές από τον ζυγό i στο ζυγό j από: 

 
Ή αγνοώντας την εγκάρσια αγωγιµότητα (gsi+jbsi):  

 
Όπου  Vi,θi το πλάτος της τάσης και η φάση της γωνίας στον ζυγό i 
           θij= θi- θj 

                Gij+jBij to ij-οστό στοιχείο της µήτρας αγωγιµοτήτων 
 gij+jbij η αγωγιµότητα σειράς του κλάδου που συνδέει τους ζυγούς i και j 
  gsj+jbsj η εγκάρσια αγωγιµότητα του κλάδου i 
 Νi το σύνολο των ζυγών που είναι απευθείας συνδεδεµένοι µε το ζυγό i 
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Jacobian Matrix 
Η κατασκευή της Ιακωβιανής µήτρας πραγµατοποιείται όπως δείχνεται 

παρακάτω: 
 

H =  

Οι εκφράσεις για κάθε µέλος, τότε είναι: 
• Στοιχεία που αντιστοιχούν σε µετρήσεις ενεργού εγχύσεως ισχύος 

 

 

 

 
• Στοιχεία που αντιστοιχούν σε µετρήσεις άεργου εγχύσεως ισχύος 

 

 

 

 
• Στοιχεία που αντιστοιχούν σε µετρήσεις πραγµατικής ροής ισχύος 
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• Στοιχεία που αντιστοιχούν σε µετρήσεις άεργου ροής ισχύος 

 

 

 

 
• Στοιχεία που αντιστοιχούν σε µετρήσεις πλάτους τάσεως 

 
• Στοιχεία που αντιστοιχούν σε µετρήσεις πλάτους ρεύµατος (αγνοώντας την 

εγκάρσια αγωγιµότητα του κλάδου) 

 

 

 

 
Σηµειώνεται εδώ ότι η Η είναι µια αραιή µήτρα, γεγονός που είναι πιο ευδιάκριτο σε 
µεγάλης έκτασης συστήµατα όπου ο αριθµός των µη µηδενικών στοιχείων παραµένει 
γενικά σταθερός, ανεξαρτήτως του µεγέθους του συστήµατος. 
 
Η µήτρα κέρδους G 

Η µήτρα κέρδους σχηµατίζεται χρησιµοποιώντας την Ιακωβιανή H αλλά και τη 
µήτρα συνδιακύµανσης των λαθών µετρήσεων, R. Η µήτρα συνδιακύµανσης 
υποτίθεται διαγώνια µε διαγώνια στοιχεία τις διακυµάνσεις των µετρήσεων. Τελικά η 
G σχηµατίζεται ως                  G(xk)= HTR-1H και έχει τις ακόλουθες ιδιότητες: 
• Είναι δοµικά και αριθµητικά συµµετρική. 
• Είναι αραιή, αν και λιγότερη αραιή σε σύγκριση µε την Η 
• Γενικά είναι µια µη αρνητικά ορισµένη µήτρα µε όλες τις ιδιοτιµές της µη 

αρνητικές. Για πλήρως παρατηρήσιµα δίκτυα είναι θετικά ορισµένη 
Η µήτρα G κατασκευάζεται και αποθηκεύεται ως αραιή µήτρα για υπολογιστική 
αποδοτικότητα  αλλά και λόγους µνήµης. ∆οµείται µε την επεξεργασία µιας 
µέτρησης κάθε φορά. Έστω, Ιακωβιανή Η και η µήτρα συνδιακυµάνσεων R για ένα 
σύνολο µετρήσεων m, κάθε µία εκ των οποίων ανταποκρίνονται σε µια γραµµή όπως 
χαρακτηριστικά δείχνεται πιο κάτω. 

 
Έπειτα, η µήτρα κέρδους µπορεί να ξαναγραφεί ως εξής: 
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Καθώς οι πίνακες Ηi είναι πολύ αραιά διανύσµατα στήλες, το γινόµενο τους 

θα προκύψει κ αυτό ένας αραιός πίνακας. Μη µηδενικοί όροι στη G µπορούν, έτσι, 
να υπολογιστούν και να αποθηκευτούν σε αραιά µορφή. 
 
Παραγοντοποίηση Cholesky της G 

Η µήτρα κέρδους G δύναται να γραφεί σαν γινόµενο ενός κάτω τριγωνικού 
αραιού πίνακα και του αντίστροφου του, δηλαδή ως G=LLT . 

Σηµειώνουµε εδώ πως η παραγοντοποίηση αυτή µπορεί να µην είναι δυνατό 
να πραγµατοποιηθεί σε συστήµατα που δεν είναι πλήρως παρατηρήσιµα. Σαν 
αποτέλεσµα, δεν µπορεί να προσδιοριστεί µια επίλυση της εκτίµησης καταστάσεως 
για τέτοια µη παρατηρήσιµα συστήµατα.    

Οι τριγωνικοί συντελεστές της G δεν είναι µοναδικοί και το πόσο αραιοί είναι 
εξαρτάται σηµαντικά από τον τρόπο µε τον οποίο πραγµατοποιείται η τριγωνοποίηση 
και γι’ αυτό υπάρχουν διάφοροι τρόποι βελτίωσης της αραιότητας των L 
συντελεστών που προκύπτουν. 
  
Πραγµατοποιώντας τις Μπρος/Πίσω Αντικαταστάσεις 
Υποθέτοντας πως η µήτρα κέρδους έχει αναλυθεί σωστά στους παράγοντες Cholesky 
L και LT, το επόµενο βήµα είναι η επίλυση της κανονικής εξίσωσης ως προς ∆xk, 
δηλ. 
    LLT∆xk =tk 

Όπου το tk υποδηλώνει το δεξί µέλος της 666. Η λύση αυτή αποκτάται σε 2 στάδια: 
1. Εµπρός αντικατάσταση: έστω LT∆xk =u. Τότε παίρνουµε τα στοιχεία του u 

ξεκινώντας από το u1 και χρησιµοποιώντας αντικαταστάσεις στη 
µετασχηµατισµένη εξίσωση Lu =tk. Από την πάνω σειρά θα προκύψει η λύση 
για το u1 ως t1/L11. Αντικαθιστώντας το u1 στις εναποµείναντες σειρές θα 
µειώσει το σύνολο των εξισώσεων κατά 1. Επαναλαµβάνοντας την ίδια 
διαδικασία για το u2 και τα υπόλοιπα στοιχεία, θα προκύψει η επίλυση για 
ολόκληρο το u.  

2. Πίσω αντικατάσταση: Τώρα που πλέον το u είναι διαθέσιµο, χρησιµοποιούµε 
την   LT∆xk =u, για να αντικαταστήσουµε το u και να επιλύσουµε για τα 
στοιχεία του ∆xk. Ετούτη τη φορά, οι αντικαταστάσεις επιβάλλεται να 
αρχίσουν από την τελευταία σειρά, όπου το τελευταίο στοιχείο του 
διανύσµατος επίλυσης δίνεται ως ∆xk(n)=un/Lnn. Αντικαθιστώντας στις 
υπόλοιπες σειρές, η διαδικασία της πίσω αντικατάστασης συνεχίζεται µέχρι 
όλα τα στοιχεία να έχουν υπολογιστεί. 

Σηµειώνουµε πως τόσο η εµπρός όσο και η πίσω αντικατάσταση λειτουργούν πολύ 
αποδοτικά λόγω της αραιής δοµής των τριγωνικών συντελεστών L. 
           
4.2.4.1 Σειριακή Υλοποίηση µε τη χρήση της PETSc 

Η σειριακή υλοποίηση του αλγόριθµου WLS για την εκτίµηση κατάστασης 
έγινε σε γλώσσα C, µε χρήση της βιβλιοθήκης PETSc. Ο σχεδιασµός βασίστηκε στο 
διαχωρισµό των βηµάτων του αλγόριθµου και την υλοποίηση κάθε βήµατος ως 
ξεχωριστή ρουτίνα. Έτσι, προέκυψαν οι εξής ρουτίνες: 
- calculateH: Υπολογισµός της Ιακωβιανής Μήτρας H 
- calculateG: Υπολογισµός της Μήτρας Κέρδους G 
- calculatet: Υπολογισµός του δεξιού µέλους της εξίσωσης 4.1 
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Για την παραγοντοποίηση της µήτρας κέρδους και την επίλυση του 
συστήµατος χρησιµοποιήθηκαν ρουτίνες της PETSc.  

Η είσοδος στο πρόγραµµα γίνεται διαβάζοντας δύο αρχεία, τα οποία έχουν 
συγκεκριµένη δοµή, η οποία περιγράφεται λεπτοµερώς στο παράρτηµα. Για την 
ανάγνωση των αρχείων αυτών και την αποθήκευση των απαραίτητων δεδοµένων, 
υλοποιήθηκαν ξεχωριστές συναρτήσεις. Το πρώτο αρχείο, το οποίο έχει κατάληξη 
.sys, περιέχει δεδοµένα για την τοπολογία του δικτύου, όπως τον αριθµό των ζυγών, 
των γεννητριών και των κλάδων του δικτύου, τις συνδέσεις µεταξύ των ζυγών, τις 
αγωγιµότητες στους κλάδους κ.ά. Τα δεδοµένα αυτά, παρέχουν στο πρόγραµµα 
πληροφορίες για το µέγεθος και τη δοµή των µητρών H και G, όπως και για την 
κατασκευή των µητρών αγωγιµοτήτων. Το δεύτερο αρχείο, µε κατάληξη .ses, 
περιέχει µετρήσεις τάσης, ενεργού και άεργου ροής ισχύος και ενεργού και άεργου 
εγχύσεως. Τα δεδοµένα αυτά χρησιµοποιούνται για την κατασκευή του διανύσµατος 
µετρήσεων και κατ’ επέκταση του δεξιού µέλους της εξίσωσης 4.1. 

Λόγω της αραιότητας των πινάκων του προβλήµατος, και κυρίως της µήτρας 
H, ο τύπος δεδοµένων της PETSc που χρησιµοποιήθηκε για την αποθήκευσή τους 
είναι ο σειριακός AIJ (SeqAIJ).  Αντίστοιχα, για την αποθήκευση των διανυσµάτων 
του προβλήµατος χρησιµοποιήθηκε ο απλός σειριακός τύπος της PETSc. Για την 
επίλυση του συστήµατος εξισώσεων σε κάθε επανάληψη, χρησιµοποιήθηκε η 
παραγοντοποίηση Cholesky, η οποία επιτυγχάνεται στην PETSc σε τέσσερα βήµατα 
(MatGetFactor(), MatCholeskyFactorSymbolic(), MatCholeskyFactorNumeric() και 
MatSolve()). Για τον έλεγχο σύγκλισης, ως σφάλµα θεωρήθηκε η µέγιστη απόλυτη 
διαφορά µεταξύ του διανύσµατος λύσης της τρέχουσας επανάληψης και του 
διανύσµατος λύσης της προηγούµενης επανάληψης.  

Το πρόγραµµα εκτελέστηκε στη συνέχεια για τέσσερα αρχεία, τα οποία 
περιείχαν δεδοµένα για δίκτυα 14, 118, 1180 και 2360 ζυγών. Στον Πίνακα 4.1 
παρουσιάζονται οι χρόνοι εκτέλεσης του προγράµµατος, ενώ στο Σχήµα 4.3 
παρουσιάζεται ένα διάγραµµα του συνολικού χρόνου εκτέλεσης σε σχέση µε το 
µέγεθος του δικτύου. 

 
14 ζυγοί 118 ζυγοί 1180 ζυγοί 2360 ζυγοί 

Συνολικός Χρόνος 
(sec) 0,007260009 0,462895996 146,8647576 1097,734655 
Χρόνος CalculateH 
(sec) 0,001249023 0,173136475 16,75624023 43,29203125 
Χρόνος CalculateG 
(sec) 0,002703125 0,02502832 0,233516113 0,3190896 
Χρόνος Calculatet 
(sec) 0,002337646 0,077899902 6,732709229 17,13288916 
Χρόνος Επίλυσης 
(sec) 0,000970215 0,186831299 123,142292 1036,990645 
 
Πίνακας 4.1: Μετρήσεις χρόνου για τη σειριακή υλοποίηση του WLS 
αλγόριθµου 
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Σχήµα 4.3: Συνολικός χρόνος εκτέλεσης σειριακού WLS σε σχέση µε το µέγεθος 
του δικτύου. 
 
 Από το διάγραµµα του Σχήµατος 4.3, είναι φανερό ότι ο χρόνος εκτέλεσης 
του αλγόριθµου αυξάνεται εκθετικά µε το µέγεθος του δικτύου. Όπως αναφέραµε και 
προηγουµένως, η εκτίµηση κατάστασης ενός Σ.Η.Ε. είναι µια διαδικασία ύψιστης 
σηµασίας για την οµαλή λειτουργία και την ασφάλεια του δικτύου. Επίσης, καθώς οι 
συνθήκες στο δίκτυο µεταβάλλονται µε το χρόνο, η ακρίβεια της εκτίµησης 
κατάστασης εξαρτάται από την ταχύτητα υπολογισµού της. Επιπλέον, η ταχύτητα 
υπολογισµού της εκτίµησης, είναι υψίστης σηµασίας και για τον διαχειριστή του 
δικτύου, ώστε να µπορέσει εγκαίρως να λάβει τα κατάλληλα µέτρα για την αποφυγή 
µετάπτωσης σε ανεπιθύµητη κατάσταση. Οι παραπάνω διαπιστώσεις κάνουν 
φανερούς τους λόγους για τους οποίους η παραλληλοποίηση του αλγόριθµου WLS 
εκτίµησης κατάστασης είναι αναγκαία, ώστε να επιτύχουµε καλύτερη επίδοση του 
αλγόριθµου. Πριν προχωρήσουµε, όµως στην περιγραφή της διαδικασίας 
παραλληλοποίησης, αξίζει να εξετάσουµε την κατανοµή του χρόνου εκτέλεσης στα 
διάφορα βήµατα του αλγόριθµου. Η µελέτη της κατανοµής αυτής θα µας 
πληροφορήσει για το ποιο ή ποια βήµατα του αλγόριθµου περιέχουν υπολογισµούς οι 
οποίοι βλάπτουν την επίδοση και επιβραδύνουν την εκτέλεση. Έτσι, θα έχουµε έναν 
οδηγό για  τη διαδικασία της παραλληλοποίησης, ώστε να γνωρίζουµε ποια βήµατα 
αξίζει να εκτελεστούν παράλληλα, ώστε να πετύχουµε επιτάχυνση. 
 Η κατανοµή του χρόνου επεξεργασίας στα διάφορα βήµατα του αλγόριθµου 
παρουσιάζεται σχηµατικά στο διάγραµµα του Σχήµατος 4.4 που ακολουθεί: 
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Σχήµα 4.4: Κατανοµή του χρόνου εκτέλεσης στα διάφορα βήµατα του WLS 
αλγόριθµου 
 
 Είναι φανερό πως η πιο «βαριά» εργασία του αλγόριθµου είναι αυτή της 
επίλυσης του συστήµατος των γραµµικών εξισώσεων σε κάθε επανάληψη. Από τους 
υπόλοιπους υπολογισµούς που γίνονται σε κάθε επανάληψη, τον περισσότερο χρόνο 
καταλαµβάνει η κατασκευή της µήτρας H και η κατασκευή της συνάρτησης 
µετρήσεων. Αυτές είναι και οι δύο λειτουργίες µε βάση τις οποίες σχεδιάστηκε το 
παράλληλο πρόγραµµα, καθώς για τη λειτουργία της επίλυσης, η PETSc παρέχει ήδη 
υλοποιηµένους παράλληλους επιλυτές. 
 
4.2.4.2 Παραλληλοποίηση µε τη χρήση της PETSc 

Οι σχεδιαστικές αποφάσεις της παράλληλης υλοποίησης βασίστηκαν στη 
µελέτη της κατανοµής του χρόνου εκτέλεσης της σειριακής έκδοσης του αλγόριθµου.  
Η υλοποίηση βασίστηκε στην ιδέα της παραλληλοποίησης κάθε βήµατος, 
διατηρώντας, όσο το δυνατόν, ανέπαφη τη δοµή του προγράµµατος. Έτσι, οι 
ρουτίνες που αναφέραµε προηγουµένως, παραλληλοποιήθηκαν η καθεµία ξεχωριστά. 
Οι εργασίες αρχικοποίησης και προετοιµασίας για την εκτέλεση του κυρίως πυρήνα 
του προγράµµατος ανατέθηκαν στη διεργασία 0. Η διεργασία αυτή, αναλαµβάνει να 
διαβάσει τα αρχεία .sys και .ses, να αποθηκεύσει τα απαραίτητα δεδοµένα σε δοµές 
και να υπολογίσει τις µήτρες αγωγιµοτήτων. Στη συνέχεια, αναλαµβάνει να 
υπολογίσει πόσα και ποια δεδοµένα πρέπει να σταλούν σε κάθε άλλη διεργασία. 
Καθολικά δεδοµένα για το δίκτυο, όπως π.χ. ο αριθµός των ζυγών και των κλάδων, ο 
αριθµός των µετρήσεων, οι µήτρες αγωγιµοτήτων και το αρχικό διάνυσµα εισόδου 
γίνονται broadcast στις άλλες διεργασίες.  Η υλοποίηση των βηµάτων αυτών της 
αρχικοποίησης και της αποστολής των αρχικών δεδοµένων έγιναν µε τη χρήση των 
κλασικών ρουτινών του MPI και όχι µε χρήση κατανεµηµένων δοµών της PETSc. Οι 
κύριες δοµές του προγράµµατος, όµως, οι οποίες συµµετέχουν στο βρόχο επίλυσης 
του συστήµατος, υλοποιήθηκαν όλες ως κατανεµηµένες PETSc δοµές πινάκων και 
διανυσµάτων, ώστε να επωφεληθούµε από τη χρήση των έτοιµων ρουτινών πράξεων 
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και επίλυσης. Έτσι, αφού µοιραστούν τα δεδοµένα, δηµιουργούνται οι κατάλληλες 
κατανεµηµένες δοµές και οι υπόλοιπες εργασίες εκτελούνται παράλληλα από όλες τις 
διεργασίες. Έτσι, όποια επικοινωνία απαιτείται κατά τους υπολογισµούς, ουσιαστικά 
«κρύβεται» µέσα στις ρουτίνες της PETSc. Η µόνη ανάγκη για επικοινωνία και ρητή 
χρήση MPI ρουτίνας, προκύπτει στο τέλος κάθε επανάληψης, όπου και πρέπει να 
ενηµερωθεί το διάνυσµα κατάστασης και να υπολογιστεί το σφάλµα της 
επανάληψης. 
 
4.2.5 Μετρήσεις 

Μετά την ολοκλήρωση της υλοποίησης, πραγµατοποιήθηκαν µετρήσεις στα 
µηχανήµατα του εργαστηρίου υπολογιστικών συστηµάτων, σε συστοιχία οκτώ 
επεξεργαστικών κόµβων. Κάθε κόµβος  αποτελείται από δύο τετραπύρηνους 
επεξεργαστές Intel(R) Xeon(R) CPU E5335, 2.00GHz, µε 4 ΜΒ L1 cache. 
Πραγµατοποιήθηκαν µετρήσεις για 2, 4, 8, 16, 32 και 64 διεργασίες για τα δίκτυα 
των 118, 1180 και 2360 ζυγών. Στα επόµενα τρία σχήµατα παρουσιάζονται τα 
διαγράµµατα επιτάχυνσης σε σχέση µε την σειριακή υλοποίηση, για κάθε ένα από τα 
τρία αρχεία αντίστοιχα. Στο χρόνο υπολογισµού συµπεριλαµβάνεται µόνο ο χρόνος 
εκτέλεσης των επαναλήψεων µέχρι τη σύγκλιση του αλγόριθµου, και όχι οι χρόνοι 
αρχικοποιήσεων, διαβάσµατος των αρχείων και αρχικής επικοινωνίας-αποστολής 
δεδοµένων. 
 

 
Σχήµα 4.5: Επιτάχυνση παράλληλου WLS για το αρχείο των 118 ζυγών. 
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Σχήµα 4.6: Επιτάχυνση παράλληλου WLS για το αρχείο των 1180 ζυγών. 
 

 
Σχήµα 4.7: Επιτάχυνση παράλληλου WLS για το αρχείο των 2360 ζυγών. 
 
 Να σηµειώσουµε αρχικά, ότι όλες οι µετρήσεις πραγµατοποιήθηκαν µε την 
επιλογή –bynode, δηλαδή αναθέτοντας τις διεργασίες ανά κόµβο. Παρατηρώντας τα 
τρία διαγράµµατα της επιτάχυνσης του παράλληλου προγράµµατος σε σχέση µε το 
σειριακό, βλέπουµε αρχικά βελτίωση στην επίδοση σε σχέση µε το σειριακό 
πρόγραµµα. Το παράλληλο πρόγραµµα εκτελείται έως και 6 φορές πιο γρήγορα, στην 
περίπτωση των 1180 ζυγών για οκτώ διεργασίες. Συνολικά, φαίνεται να έχουµε 
επιτύχει επιτάχυνση, η οποία ωστόσο, δεν βελτιώνεται γραµµικά µε την αύξηση των 
διεργασιών, όπως θα θέλαµε, αλλά αντιθέτως παρατηρούµε πτώση της επίδοσης όταν 
οι διεργασίες ξεπεράσουν τις 16. Παρατηρούµε, επίσης, ότι η µεγαλύτερη 
επιτάχυνση για τα δύο µεγάλα αρχεία, σηµειώνεται κατά την εκτέλεση µε οκτώ 
διεργασίες, δηλαδή όταν έχει ανατεθεί µία διεργασία σε κάθε επεξεργαστικό κόµβο 
του συστήµατος. Το φαινόµενο αυτό δικαιολογείται αν σκεφτούµε πως όταν οι 
διεργασίες ξεπεράσουν τον αριθµό των κόµβων, θα πρέπει να ανατεθούν 
περισσότερες σε κάθε έναν από αυτούς, µε αποτέλεσµα την εµφάνιση ανταγωνισµού 
µεταξύ τους, για τους κοινούς προς εκµετάλλευση πόρους του κόµβου. Ακόµη ένα 
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γεγονός που µπορεί να δικαιολογήσει την πτώση της επιτάχυνσης, καθώς αυξάνεται 
ο αριθµός των διεργασιών, γίνεται εµφανές παρατηρώντας το ακόλουθο διάγραµµα: 

 
Σχήµα 4.8: Πλήθος MPI µηνυµάτων σε σχέση µε τον αριθµό των διεργασιών για 
το αρχείο των 2360 ζυγών. 
 

Το παραπάνω σχήµα απεικονίζει το πλήθος των µηνυµάτων MPI που 
ανταλλάσσονται µεταξύ των διεργασιών σε σχέση µε το πλήθος των διεργασιών, 
κατά την εκτέλεση του παράλληλου WLS  αλγόριθµου, για το δίκτυο των 2360 
ζυγών. Τα διαγράµµατα που αφορούν στα άλλα δύο δίκτυα έχουν πανοµοιότυπη 
µορφή, οπότε και δεν κρίθηκε σκόπιµη η παράθεσή τους. Παρατηρούµε πως το 
πλήθος των µηνυµάτων αυξάνεται σχεδόν εκθετικά µε το πλήθος των διεργασιών, 
γεγονός που σίγουρα επηρεάζει την επίδοση. Τα επόµενα δύο διαγράµµατα 
παρουσιάζουν την κατανοµή του χρόνου εκτέλεσης του αλγόριθµου, σε χρόνο 
επίλυσης και χρόνο επικοινωνίας, και υποστηρίζουν απόλυτα την υπόθεσή µας αυτή: 
 

 
 
Σχήµα 4.9: Κατανοµή Χρόνου Εκτέλεσης του παράλληλου WLS για το αρχείο 
των 1180 ζυγών. 
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Σχήµα 4.10: Κατανοµή Χρόνου Εκτέλεσης του παράλληλου WLS για το αρχείο 
των 2360 ζυγών. 
 

Ο χρόνος επικοινωνίας που αναφέραµε πιο πάνω, αποτελείται από το χρόνο 
που χρειάζεται η PETSc για τη συναρµολόγηση των κατανεµηµένων δοµών της και 
ουσιαστικά, είναι «κρυµµένος» µέσα στις συλλογικές ρουτίνες της. Ωστόσο, η 
PETSc παρέχει έναν εύκολο τρόπο στον προγραµµατιστή, για την εξαγωγή ενός 
λεπτοµερούς αρχείου µε πληροφορίες όπως ο χρόνος αυτός. Από τα διαγράµµατα 
γίνεται φανερό ότι ο χρόνος για την κατανοµή και την επανασυναρµολόγηση των 
δοµών σε κάθε επανάληψη, γίνεται σηµαντικά µεγαλύτερος από το χρόνο επίλυσης, 
για 16 και ή περισσότερες διεργασίες. Αντίθετα, αξίζει, να παρατηρήσουµε ότι ο 
χρόνος επίλυσης µειώνεται µε την αύξηση των διεργασιών, γεγονός που φανερώνει 
την αποδοτική υλοποίηση των ρουτινών επίλυσης της βιβλιοθήκης. 
 
4.3 Υλοποίηση του αλγόριθµου Conjugate Gradient µε Jacobi Preconditioner 

Η πρώτη εφαρµογή που εξετάσαµε, αφορούσε υλοποίηση χρησιµοποιώντας 
προγραµµατιστικά εργαλεία, τα οποία µας παρείχαν υλοποιηµένες ρουτίνες 
επίλυσης. Για τη δεύτερη εφαρµογή, θεωρήθηκε σκόπιµο να µελετηθεί µεµονωµένα 
κάποιος αλγόριθµος επίλυσης γραµµικών συστηµάτων, να υλοποιηθεί εξ’ αρχής και 
στη συνέχεια να παραλληλοποιηθεί. Ο αλγόριθµος που επιλέχθηκε είναι η µέθοδος 
Conjugate Gradient. Καθώς η σύγκλιση της απλής µεθόδου είναι ιδιαίτερα αργή στη 
µέση περίπτωση (απαιτούνται τόσα βήµατα όσο είναι το µέγεθος του συστήµατος), 
υλοποιήθηκε η µέθοδος µε Jacobi preconditioner. O Jacobi preconditioner, έστω C, 
δηµιουργείται από τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα Α του συστήµατος, δηλαδή: 
 

 
O Jacobi preconditioner είναι πολύ εύκολο και γρήγορο να υλοποιηθεί και έχει 
ιδιαίτερα χαµηλές απαιτήσεις σε µνήµη. 

 

 



 
 

77 
 

4.3.1 Σειριακή Υλοποίηση 
Πραγµατοποιήθηκαν δύο σειριακές εκδόσεις του αλγόριθµου, µία 

χρησιµοποιώντας «καθαρή» γλώσσα C και τις δικές µας ρουτίνες γραµµικής 
άλγεβρας και µία χρησιµοποιώντας ρουτίνες από τη βιβλιοθήκη BLAS. Σκοπός µας 
ήταν να γίνει µία σύγκριση στην επίδοση των δύο προγραµµάτων, ώστε να 
διαπιστώσουµε αν υπάρχουν οφέλη από τη χρήση της BLAS. 
Από την περιγραφή του αλγόριθµου που παρατίθεται στο 2ο κεφάλαιο της παρούσας 
εργασίας, µπορούµε να προσδιορίσουµε τις πράξεις - λειτουργίες που απαιτούνται 
για την υλοποίηση: πολλαπλασιασµός πίνακα µε διάνυσµα, εσωτερικό γινόµενο, 
γραµµικό άθροισµα διανυσµάτων. Καθεµία από τις παραπάνω πράξεις υλοποιήθηκε 
ως ξεχωριστή ρουτίνα. Ακόµη, δηµιουργήθηκε µία ρουτίνα για τη δηµιουργία του 
preconditioner και µία για την εφαρµογή του preconditioner στο σύστηµα. Τέλος, 
υλοποιήθηκαν και ρουτίνες δηµιουργίας τυχαίων γραµµικών συστηµάτων προς 
επίλυση. 

Στην υλοποίηση που έγινε µε τη χρήση της BLAS, οι δικές µας ρουτίνες 
πράξεων γραµµικής άλγεβρας (εσωτερικό γινόµενο, πολλαπλασιασµός πίνακα µε 
διάνυσµα και γραµµικό άθροισµα διανυσµάτων) αντικαταστάθηκαν από ρουτίνες της 
βιβλιοθήκης. Στο Σχήµα 4.11 που ακολουθεί, παρουσιάζεται το διάγραµµα της 
επιτάχυνσης που επιτεύχθηκε µε τον τρόπο αυτό: 
 

 
Σχήµα 4.11: Επιτάχυνση σειριακής υλοποίησης Conjugate Gradient σε σχέση µε 
την υλοποίηση BLAS. Ο οριζόντιος άξονας αντιστοιχεί στο µέγεθος του προς 
επίλυση συστήµατος. 

∆ηµιουργήθηκαν επτά διαφορετικά τυχαία συστήµατα προς επίλυση, 
αυξανόµενου µεγέθους, από 128 έως 8192 αγνώστων. Βλέπουµε πως η χρήση 
συναρτήσεων της βιβλιοθήκης BLAS επιτάχυνε το πρόγραµµά µας για όλα τα 
µεγέθη συστηµάτων, ενώ η µεγαλύτερη επιτάχυνση σηµειώνεται για το σύστηµα των 
1024 αγνώστων και είναι της τάξης του 30%. Για τα υπόλοιπα µεγέθη συστηµάτων, 
η επιτάχυνση είναι της τάξης του 15-20%. 
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4.3.2 Παράλληλη Υλοποίηση 
Για την υλοποίηση της παράλληλης µεθόδου Conjugate Gradient, χρειάστηκε 

να παραλληλοποιήσουµε τις τρεις βασικές πράξεις, εσωτερικό γινόµενο, γραµµικό 
άθροισµα και πολλαπλασιασµό πίνακα επί διάνυσµα. Ο πίνακας του συστήµατος 
µοιράστηκε στις διεργασίες κατά γραµµές, αντίστοιχα και το διάνυσµα του δεξιού 
µέλους. Με την κατανοµή αυτή, το γραµµικό άθροισµα υλοποιήθηκε χωρίς να 
χρειαστεί κάποια επικοινωνία – κάθε διεργασία υπολογίζει και χρησιµοποιεί το 
µερικό της αποτέλεσµα. Όσον αφορά στο εσωτερικό γινόµενο, η ρουτίνα 
τροποποιήθηκε ώστε κάθε διεργασία να υπολογίζει ένα µέρος του αποτελέσµατος µε 
τα στοιχεία που της ανήκουν. Στη συνέχεια, χρησιµοποιείται η κατάλληλη ρουτίνα 
επικοινωνίας MPI ώστε να αθροιστούν τα µερικά γινόµενα και πάρει κάθε διεργασία 
το συνολικό αποτέλεσµα. Αντίστοιχα, για τον πολλαπλασιασµό πίνακα επί διάνυσµα, 
χρησιµοποιήθηκε η ρουτίνα broadcast του MPI ώστε να διανεµηθεί ολόκληρο το 
διάνυσµα του υπολογισµού στις διεργασίες. Οπότε, σε κάθε επανάληψη της µεθόδου, 
απαιτείται µία λειτουργία επικοινωνίας για κάθε ένα από τα τρία εσωτερικά γινόµενα 
που υπολογίζονται και µία λειτουργία επικοινωνίας για τη λήψη του αποτελέσµατος 
του πολλαπλασιασµού. 
 
4.3.3 Μετρήσεις 

Όπως και στην περίπτωση του αλγόριθµου εκτίµησης κατάστασης, οι 
µετρήσεις πραγµατοποιήθηκαν σε οκτώ επεξεργαστικούς κόµβους µε οκτώ πυρήνες 
στον καθένα. Η µελέτη µας επικεντρώθηκε κυρίως στην κατανοµή του χρόνου 
εκτέλεσης σε χρόνο για υπολογισµούς και χρόνο για επικοινωνία. 
Πραγµατοποιήθηκαν δύο σύνολα µετρήσεων, θέτοντας διαφορετικές επιλογές στον 
τρόπο κατανοµής των διεργασιών στους πυρήνες. Με την επιλογή –bynode ορίζουµε 
την κατανοµή των διεργασιών ανά κόµβο, ενώ µε την επιλογή –byslot ορίζουµε την 
κατανοµή ανά «slot». Για παράδειγµα, αν εκτελεστεί το πρόγραµµα µε 16 διεργασίες 
–bynode, τότε σε κάθε επεξεργαστικό κόµβο θα ανατεθούν 2 διεργασίες. Αντίστοιχα, 
µε 16 διεργασίες –byslot, θα ανατεθούν από 8 διεργασίες σε 2 επεξεργαστικούς 
κόµβους. Στα τρία σχήµατα που ακολουθούν, παρουσιάζονται διαγράµµατα για τα 
δύο αυτά σύνολα µετρήσεων, µε 16 διεργασίες. Στον οριζόντιο άξονα αντιστοιχεί το 
µέγεθος του συστήµατος και στον κάθετο άξονα απεικονίζεται ο χρόνος εκτέλεσης 
σε sec. Τα διαγράµµατα αφορούν στο συνολικό χρόνο εκτέλεσης, στον χρόνο 
επικοινωνίας και στο χρόνο υπολογισµών αντίστοιχα: 
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Σχήµα 4.12: Σύγκριση Συνολικού Χρόνου Εκτέλεσης --bynode και –byslot. 

 

Σχήµα 4.13: Σύγκριση Χρόνου Επικοινωνίας --bynode και –byslot. 
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Σχήµα 4.14: Σύγκριση Χρόνου Υπολογισµών --bynode και –byslot. 

Παρατηρώντας κατ’ αρχήν το διάγραµµα του συνολικού χρόνου εκτέλεσης, 
βλέπουµε ότι υπάρχει σηµαντική διαφορά, µε την επιλογή ανά κόµβο να είναι 
εµφανώς πιο αποδοτική. Τα επόµενα δύο διαγράµµατα κάνουν φανερό το λόγο που 
συµβαίνει αυτό, καθώς ο χρόνος υπολογισµών στην περίπτωση –byslot είναι 
σηµαντικά υψηλότερος. Το γεγονός αυτό οφείλεται προφανώς στην κατανοµή 
περισσότερων διεργασιών σε έναν κόµβο στην περίπτωση αυτή. Οκτώ διεργασίες 
εκτελούνται ταυτόχρονα στον ίδιο επεξεργαστικό κόµβο και «ανταγωνίζονται» 
µεταξύ τους για την εκµετάλλευση των ίδιων πόρων, ενώ στην περίπτωση –bynode 
οι ίδιοι πόροι είναι διαθέσιµοι σε δύο µόνο διεργασίες. 
 Με βάση τις παραπάνω διαπιστώσεις, τα διαγράµµατα µετρήσεων που 
ακολουθούν αφορούν σε µετρήσεις που πραγµατοποιήθηκαν µε την επιλογή –
bynode. Αρχικά, παρουσιάζουµε διαγράµµατα επιτάχυνσης του παράλληλου κώδικα 
σε σχέση µε το σειριακό (BLAS υλοποίηση) για 4, 16, 32 και 64 διεργασίες: 

 
Σχήµα 4.15: Επιτάχυνση για 4 διεργασίες 
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Σχήµα 4.16: Επιτάχυνση για 16 διεργασίες 
 

 
Σχήµα 4.17: Επιτάχυνση για 32 διεργασίες 
 

 
Σχήµα 4.18: Επιτάχυνση για 64 διεργασίες 
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Παρατηρούµε ότι για 4 και 16 διεργασίες, καλύτερη επίδοση από το σειριακό 
παρουσιάζεται για το σύστηµα των 2048 αγνώστων και πάνω, για 32 διεργασίες 
παρατηρείται επιτάχυνση για τα αρχεία 4096 και 8192 αγνώστων, ενώ για 64 
διεργασίες, µόνο για το µεγαλύτερο σύστηµα. Για τα µικρά συστήµατα, 
παρατηρούµε ακόµη και χειρότερη επίδοση από το σειριακό. Αυτό οφείλεται στο 
γεγονός ότι το µέγεθος του προβλήµατος είναι σηµαντικά µικρό ώστε να φανεί 
κάποια βελτίωση στην επίδοση από την παραλληλοποίηση, ενώ ταυτόχρονα η 
επικοινωνία που περιέχεται στο παράλληλο πρόγραµµα επιβαρύνει το χρόνο 
εκτέλεσης. Η µεγαλύτερη βελτίωση επιτυγχάνεται για 16 διεργασίες και 8192 
αγνώστους, ενώ αυξάνοντας τις διεργασίες δεν παίρνουµε την επιτάχυνση που θα 
επιθυµούσαµε. Για παράδειγµα, µε 16 διεργασίες, στο σύστηµα των 4096 αγνώστων, 
επιτύχαµε 3,5 φορές ταχύτερη εκτέλεση. ∆ιπλασιάζοντας τις διεργασίες, το 
παράλληλο πρόγραµµα ήταν 2,5 φορές ταχύτερο, ενώ για 64 διεργασίες, µόλις 1,5 
φορά. Συµπεραίνουµε, λοιπόν, πως αυξάνοντας τον αριθµό των διεργασιών, υπάρχει 
κάποιος παράγοντας ο οποίος επηρεάζει αρνητικά την επίδοση, ο οποίος, όπως 
µαρτυρούν τα διαγράµµατα που ακολουθούν, είναι η επικοινωνία. Στα σχήµατα 4.19 
έως 4.22, βλέπουµε την κατανοµή του χρόνου εκτέλεσης σε χρόνο επικοινωνίας και 
χρόνο υπολογισµών για τα συστήµατα των 1024, 2048, 4096 και 8192 αγνώστων. Τα 
διαγράµµατα που αφορούν στα µικρότερα συστήµατα παραλείπονται, καθώς το 
µέγεθος τους δεν θεωρείται αντιπροσωπευτικό για την εξαγωγή ασφαλών 
συµπερασµάτων. 
 

 
Σχήµα 4.19: Κατανοµή χρόνου επεξεργασίας για 1024 αγνώστους. 
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Σχήµα 4.20: Κατανοµή χρόνου επεξεργασίας για 2048 αγνώστους. 
 
 

 
Σχήµα 4.21: Κατανοµή χρόνου επεξεργασίας για 4096 αγνώστους. 
 

 
Σχήµα 4.22: Κατανοµή χρόνου επεξεργασίας για 8192 αγνώστους. 
 

Από τα παραπάνω σχήµατα βλέπουµε καθαρά πως ο περιοριστικός 
παράγοντας της επιτάχυνσης είναι η επικοινωνία. Μάλιστα, για µικρότερο µέγεθος 
συστήµατος, η καµπύλη του χρόνου εκτέλεσης ακολουθεί αυτή του χρόνου 
επικοινωνίας, ενώ ο χρόνος υπολογισµών είναι µηδαµινός. Όσο το µέγεθος του 
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συστήµατος αυξάνεται, οι υπολογισµοί καταλαµβάνουν περισσότερο από το 
συνολικό χρόνο. Βλέπουµε, επίσης, ότι η βέλτιστη επίδοση επιτυγχάνεται για 8 
διεργασίες, όταν δηλαδή, έχουµε αναθέσει µία διεργασία σε κάθε κόµβο. Για τα 
µεγάλα συστήµατα, ο χρόνος επικοινωνίας επικρατεί όταν αυξηθεί αρκετά ο αριθµός 
των διεργασιών.  

Στο σχήµα που ακολουθεί παρουσιάζεται η κατανοµή του χρόνου εκτέλεσης 
για το σύστηµα των 8192 αγνώστων και 4, 8, 16, 32 διεργασίες. Με κόκκινο χρώµα 
παρουσιάζεται ο χρόνος υπολογισµών και µε µπλε ο χρόνος επικοινωνίας. Βλέπουµε 
πως για µικρό αριθµό διεργασιών, το µεγαλύτερο ποσοστό του χρόνου αναλώνεται 
σε υπολογισµούς, ενώ ο χρόνος που απαιτείται για επικοινωνία είναι αµελητέος. Όσο 
ο αριθµός των διεργασιών αυξάνεται, η εικόνα αντιστρέφεται και ο χρόνος 
επικοινωνίας αυξάνεται δραµατικά σε σχέση µε το χρόνο υπολογισµών. 

 

 
Σχήµα 4.23: Κατανοµή του χρόνου εκτέλεσης σε επικοινωνία (σκούρο γκρι) και 
υπολογισµους (ανοιχτό γκρι), για 8192 αγνώστους και 4, 8, 16 και 32 διεργασίες. 
 
4.3.4 Συµπεράσµατα 

Έχοντας εξετάσει και τις δύο εφαρµογές, τον αλγόριθµο εκτίµησης 
κατάστασης και τη µέθοδο Conjugate Gradient, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι σε 
µια παράλληλη εφαρµογή,  η επικοινωνία παίζει σηµαντικότατο ρόλο και η επίδρασή 
της στην επίδοση θα πρέπει να µελετάται µε προσοχή. Και στις δύο υλοποιήσεις που 
πραγµατοποιήσαµε και εξετάσαµε, η επικοινωνία αποτέλεσε τον περιοριστικό 
παράγοντα της επίδοσης. Ωστόσο, έγινε φανερό, πως η επίδραση της επικοινωνίας 
εξαρτάται σε µεγάλο βαθµό από το µέγεθος του προβλήµατος και από τη σχέση της 
µε το φορτίο των υπολογισµών. Όσο µεγαλύτερο είναι το µέγεθος ενός προβλήµατος, 
τόσο αυξάνεται το φορτίο των υπολογισµών, µε αποτέλεσµα να µειώνεται η διαφορά 
στο χρόνο επικοινωνίας και στο χρόνο υπολογισµών. Θα πρέπει, επίσης, να λάβουµε 
υπόψη το γεγονός ότι  προγραµµατιστικά εργαλεία όπως η PETSc, είναι σχεδιασµένα 
για εφαρµογές µεγάλης κλίµακας, όπως επίλυση συστηµάτων µε εκατοµµύρια 
αγνώστους. 

Γενικότερα, θα µπορούσαµε να σηµειώσουµε ότι από τη µελέτη µας, 
προκύπτει ότι το όφελος που λαµβάνουµε από την παραλληλοποίηση ενός 
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αλγόριθµου, εξαρτάται τόσο από τη φύση του ίδιου του αλγόριθµου όσο και από το 
µέγεθος του προβλήµατος που εξετάζεται. Σκοπός µας πρέπει να είναι η 
παραλληλοποίηση εφαρµογών οι οποίες απαιτούν πολύ χρόνο εκτέλεσης, ώστε η 
βελτίωση στην επίδοση που θα πετύχουµε µε την παραλληλοποίηση, να 
αντισταθµίζει το κόστος υλοποίησης. 
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Κεφάλαιο 5ο: Ζητήµατα υλοποίησης και συµπεράσµατα 

5.1 Εισαγωγή 
Στο παρόν κεφάλαιο θα συζητήσουµε θέµατα που αφορούν στην υλοποίηση 

των εφαρµογών, όπως δυσκολίες και διλλήµατα που αντιµετωπίσαµε κατά την 
παραλληλοποίηση των αλγόριθµων. Θα παρουσιάσουµε εµπειρίες που αποκοµίσαµε 
από τη χρήση των προγραµµατιστικών εργαλείων που παρουσιάστηκαν στο 
κεφάλαιο 3, ενώ θα σχολιάσουµε, επίσης, την επίδραση της τοπολογίας του 
συστήµατος όπου πραγµατοποιήθηκαν οι µετρήσεις, στην επίδοση των υλοποιήσεων  

 
5.2 Η χρήση της BLAS ως προγραµµατιστικό εργαλείο 

Όπως φάνηκε και από την περιγραφή της στο τρίτο κεφάλαιο, η βιβλιοθήκη 
BLAS, αν και ιδιαίτερα λειτουργική και αποδοτική, είναι, επίσης, απλή στη χρήση. Η 
εκµάθηση της βιβλιοθήκης γίνεται γρήγορα, ενώ είναι αρκετά βοηθητικό για τον 
προγραµµατιστή, το γεγονός ότι τα ονόµατα των συναρτήσεων δηλώνουν τη 
λειτουργία που επιτελούν. Η εγκατάστασή της είναι εύκολη και γίνεται σε λίγα και 
απλά βήµατα. Αν και υλοποιηµένη σε FORTRAN, παρέχεται ξεκάθαρο C interface, 
απλώς κάνοντας «include» το κατάλληλο header αρχείο. Έτσι, οι συναρτήσεις της 
µπορούν να χρησιµοποιηθούν όπως οποιεσδήποτε άλλες C συναρτήσεις, χωρίς 
κάποια ιδιαίτερη προγραµµατιστική απαίτηση. 

 
5.3 Η χρήση της PETSc ως προγραµµατιστικό εργαλείο 

Σε αντίθεση µε τη BLAS, η PETSc είναι µια «αχανής» βιβλιοθήκη, αλλά 
προσφέρει, επίσης, πολλές περισσότερες δυνατότητες. Η διαδικασία εγκατάστασής 
της είναι αρκετά πολύπλοκη, και µπορεί να φανεί ιδιαίτερα δύσκολη σε κάποιον 
αρχάριο σε σύστηµα linux. Κατά την εγκατάσταση µπορούν να τεθούν αρκετές 
επιλογές παραµετροποίησης, οι περισσότερες από τις οποίες εξαρτώνται από το 
σύστηµα στο οποίο γίνεται η εγκατάσταση, και πρέπει να µελετηθούν µε προσοχή. 
Λανθασµένη τιµή στις επιλογές αυτές απαιτεί επαναδιαµόρφωση της βιβλιοθήκης, 
µια λειτουργία αρκετά χρονοβόρα. 

Για την εκµάθησή της απαιτείται αρκετός χρόνος και συµµόρφωση µε 
αυστηρό προγραµµατιστικό στυλ που ακολουθεί συγκεκριµένους κανόνες. Για τη 
χρήση της, ο προγραµµατιστής, χρειάζεται να ανατρέχει συχνά στο εγχειρίδιο των 
συναρτήσεων, το οποίο, όµως, είναι πολύ καλά οργανωµένο µε συνδέσµους σε 
κώδικα και αρκετά κατατοπιστικά παραδείγµατα για τις περισσότερες από τις 
ρουτίνες. Οι ρουτίνες στο εγχειρίδιο είναι οµαδοποιηµένες ανά τύπο αντικειµένου 
(διάνυσµα, πίνακα, KSP, κτλ) ώστε να διευκολύνεται η αναζήτηση. Παρέχονται, 
επίσης, πληροφορίες επίδοσης των συναρτήσεων και συµβουλές χρήσης. 

 
5.3.1 Η χρήση PETSc στην παραλληλοποίηση του WLS  
 Συγκεκριµένα για τον αλγόριθµο εκτίµησης κατάστασης, η χρήση της PETSc 
ήταν βοηθητική σε πολλές περιπτώσεις, αλλά µας έθεσε και αρκετούς περιορισµούς 
στην ελευθερία υλοποίησης.  

Ως πρώτο και σηµαντικότατο πλεονέκτηµα της χρήσης της PETSc, είναι η 
παροχή έτοιµων δοµών αραιών πινάκων και ρουτινών πράξεων µε αραιούς πίνακες. 
Η εξ’ αρχής υλοποίηση δοµών αποθήκευσης αραιών πινάκων είναι µια επίπονη 
διαδικασία και οι πράξεις µεταξύ πινάκων αποθηκευµένων µε κάποια αραιή µορφή 
απαιτούν ιδιαίτερη διαχείριση. Η PETSc «κρύβει» τη µορφή αποθήκευσης από τον 
προγραµµατιστή, ο οποίος εκτελεί τις πράξεις σε υψηλότερο επίπεδο.  
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Άλλο ένα πλεονέκτηµα είναι ότι η επικοινωνία «κρύβεται» µέσα στις 
συλλογικές ρουτίνες και τις κατανεµηµένες δοµές. Χρησιµοποιώντας C και ρουτίνες 
MPI, για να υλοποιήσουµε π.χ. έναν πολλαπλασιασµό πίνακα επί διάνυσµα, θα 
πρέπει να µοιράσουµε τον πίνακα µε MPI_Send() – MPI_Recv(), να κάνουµε 
broadcast το διάνυσµα, να κάνει η κάθε διεργασία τις πράξεις για το κοµµάτι του 
πίνακα που της αντιστοιχεί, και στη συνέχεια, να «στείλει» πίσω  το µερικό 
αποτέλεσµά της ώστε να πάρουµε το τελικό αποτέλεσµα. Με την PETSc, αρκεί να 
ορίσουµε τον πίνακα και το διάνυσµα ως κατανεµηµένες δοµές, δίνοντας ως 
παράµετρο µόνο τον communicator, και στη συνέχεια να καλέσουµε τη ρουτίνα 
πολλαπλασιασµού, και τις ρουτίνες Assembly Begin-End. 

Ιδιαίτερα βοηθητικές είναι, επίσης, οι επιλογές παρακολούθησης εκτέλεσης 
που παρέχει η PETSc, όπως η επιλογή «-log_summary». Με την επιλογή αυτή, 
µπορούµε να δούµε τη δηµιουργία και την αποδέσµευση αντικειµένων, να 
παρακολουθήσουµε τη δέσµευση και απελευθέρωση µνήµης, να καταγράψουµε ποιες 
ρουτίνες κλήθηκαν, πόσες φορές και πώς κατανέµεται ο χρόνος σε αυτές, να 
µετρήσουµε πόσα MPI µηνύµατα στάλθηκαν και το µέγεθός αυτών. 

Οι περιορισµοί που συναντήσαµε κατά την υλοποίηση του παράλληλου 
προγράµµατος WLS, αφορούν περισσότερο στην κατανοµή των δεδοµένων στις 
διεργασίες. Κατ’ αρχήν, όλες οι συλλογικές ρουτίνες τις PETSc προϋποθέτουν την 
ύπαρξη κατανεµηµένων δοµών δεδοµένων (πινάκων και διανυσµάτων). Όµως, ένα 
κατανεµηµένο αντικείµενο της PETSc µοιράζεται µε συγκεκριµένο τρόπο σε 
διεργασίες. Για παράδειγµα, ένας πίνακας τύπου MatMPIAIJ, κατά τη δηµιουργία 
του, µοιράζεται στις διαθέσιµες διεργασίες κατά γραµµές. Ο προγραµµατιστής δεν 
έχει καµία ελευθερία στην κατανοµή του πίνακα και µπορεί µόνο να µάθει ποιες 
γραµµές έχουν ανατεθεί σε ποιες διεργασίες, ώστε να χρησιµοποιήσει την 
πληροφορία αυτή σε άλλους υπολογισµούς. Κάθε διεργασία µπορεί να έχει 
πρόσβαση στα δεδοµένα των άλλων, ωστόσο η προσπέλαση σε στοιχείο άλλης 
διεργασίας προσθέτει overhead κατά τη λειτουργία της τελικής συναρµολόγησης της 
δοµής. 

Ο πρώτος πίνακας που έπρεπε να κατανεµηθεί σε διεργασίες, ήταν η µήτρα 
H, η οποία υπολογίζεται στην αρχή κάθε επανάληψης από την αντίστοιχη ρουτίνα. 
Παρατηρώντας τη δοµή του πίνακα αυτού, γίνεται αµέσως φανερό ότι η κατανοµή 
κατά γραµµές δεν ισοκατανέµει και το φορτίο υπολογισµού των στοιχείων της 
µήτρας. Για να γίνει εµφανές το γεγονός αυτό, παραθέτουµε στη συνέχεια ένα 
παράδειγµα. Έστω το δίκτυο τριών ζυγών του παρακάτω σχήµατος: 

 

 
Σχήµα 5.1: Παράδειγµα δικτύου τριών ζυγών 

Το δίκτυο αποτελείται από τρεις ζυγούς, άρα η µήτρα Η θα έχει έξι στήλες (οι 
τρεις πρώτες αντιστοιχούν σε γωνίες και οι επόµενες τρεις σε τάσεις). Επίσης, στο 
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δίκτυο έχουµε δύο µετρήσεις ενεργού και άεργου ροής ισχύος (στους κλάδους 1-2 
και 1-3), µία µέτρηση ενεργού και άεργου έγχυσης (στο ζυγό 2)και δύο µετρήσεις 
τάσεων (στους ζυγούς 1 και 2). Οι µετρήσεις καθορίζουν το πλήθος των γραµµών της 
µήτρας Η, οι οποίες στην περίπτωσή µας θα είναι οκτώ. Με βάση τις εξισώσεις 
υπολογισµού των στοιχείων της µήτρας H που δόθηκαν στην προηγούµενη ενότητα, 
και θεωρώντας ως αρχικό διάνυσµα εισόδου το x0=[0, 0, 0, 1.0, 1.0, 1.0], µπορούµε 
εύκολα να κατασκευάσουµε τη δοµή της µήτρας για την πρώτη επανάληψη: 
   

 
 

Παρατηρώντας τη δοµή αυτή, γίνεται αµέσως αντιληπτή η διαπίστωση που 
κάναµε προηγουµένως: Αν η παραπάνω µήτρα µοιραστεί κατά γραµµές, τότε η 
διεργασία η οποία θα πάρει µια γραµµή που αντιστοιχεί σε µέτρηση έγχυσης ισχύος, 
θα χρειαστεί να υπολογίσει έξι στοιχεία της µήτρας. Αντίθετα, η διεργασία στην 
οποία θα ανατεθεί µία γραµµή µέτρησης τάσης, θα χρειαστεί να υπολογίσει µόνο ένα 
στοιχείο. Στην υλοποίησή µας, λοιπόν, θεωρήσαµε καταλληλότερη τη διανοµή του 
πίνακα κατά στήλες, δηλαδή το χωρισµό του δικτύου κατά ζυγούς. Για να το 
πετύχουµε αυτό, χρησιµοποιώντας ταυτόχρονα και τους τύπους δεδοµένων της 
PETSc, τροποποιήσαµε τη ρουτίνα υπολογισµού της µήτρας H, ώστε να υπολογίζει 
την ανάστροφη µήτρα. Ο υπολογισµός του ανάστροφου πίνακα, στη συνέχεια, για 
την ανάκτηση της µήτρας Η, δεν προσθέτει κάποιο overhead, αφού απαιτείται έτσι κι 
αλλιώς για τον υπολογισµό της µήτρας κέρδους G. 

Άλλο ένα γεγονός που µπορεί να «ξενίσει» τον προγραµµατιστή στη χρήση 
της PETSc,  είναι πως λόγω της ιδιαίτερης µορφής αποθήκευσης, δεν µπορούµε να 
διαβάσουµε ένα στοιχείο του πίνακα µε τον κλασικό τρόπο δεικτών της C. Αντ’  
αυτού, πρέπει να χρησιµοποιηθεί συγκεκριµένη ρουτίνα για το διάβασµα ενός 
στοιχείου, η οποία απαιτεί ενδιάµεση αποθήκευση σε άλλη µεταβλητή ή πίνακα.  Το 
ίδιο πρόβληµα παρουσιάζεται και στην περίπτωση που θέλουµε να θέσουµε µια τιµή 
στον πίνακα. Και πάλι, πρέπει να χρησιµοποιήσουµε ενδιάµεση µεταβλητή για την 
αποθήκευση της τιµής και έπειτα να καλέσουµε την κατάλληλη ρουτίνα. Η 
διαδικασία αυτή, επιβάρυνε τις λειτουργίες υπολογισµού της µήτρας H και της 
συνάρτησης µετρήσεων, κάθε στοιχείο των οποίων προκύπτει από ξεχωριστό  
µαθηµατικό τύπο.  

Αν και «stable» η έκδοση της βιβλιοθήκης που χρησιµοποιήσαµε, είναι 
ακόµη υπό ανάπτυξη, πράγµα που σηµαίνει ότι bugs υπάρχουν και διορθώνονται 
συνεχώς από την κοινότητα υποστήριξης. Ωστόσο,  το debugging ρουτινών της 
βιβλιοθήκης είναι αρκετά δύσκολο, λόγω του δυσνόητου και περιεκτικού κώδικα και 
του συγκεκριµένου στυλ προγραµµατισµού µε το οποίο χρειάζεται εξοικείωση. 
Αλλαγή σε κάποια ρουτίνα απαιτεί µεταγλώττιση από την αρχή ολόκληρης της 
βιβλιοθήκης, το οποίο είναι χρονοβόρο. 

Τέλος, ένα χαρακτηριστικό το οποίο δυσκόλεψε την υλοποίηση του 
παράλληλου WLS αλγόριθµου, είναι ότι το πακέτο της PETSc δεν περιέχει 
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παράλληλα υλοποιηµένους άµεσους επιλυτές (LU, Cholesky). Οι προγραµµατιστές 
της PETSc αποθαρρύνουν τη χρήση ακόµη και των σειριακά υλοποιηµένων άµεσων 
επιλυτών. Αντίθετα, προτείνουν και υποστηρίζουν τη λύση µε µεθόδους Krylov, ως 
περισσότερο φιλικές προς το χρήστη και ελεγµένες µεθόδους. Ωστόσο, υπάρχει 
δυνατότητα για χρήση «εξωτερικών πακέτων» που παρέχουν κάποιο interface για 
παράλληλους άµεσους επιλυτές, όπως το PASTIX. Επειδή, όµως, είναι πακέτα 
προσφερόµενα από τρίτους, δεν υπάρχει πλήρης υποστήριξη και διόρθωση λαθών-
προβληµάτων από την κοινότητα της PETSc.  

 
5.4 Επίδραση του δικτύου στην επίδοση 

Από τα πειραµατικά αποτελέσµατα που εξετάσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, 
είδαµε ότι ο χρόνος επικοινωνίας αποτελεί τον κύριο ανασταλτικό παράγοντα για την 
επίτευξη υψηλής επίδοσης. Ιδιαίτερα για τους αλγόριθµους επαναληπτικής επίλυσης 
γραµµικών συστηµάτων, η ανάγκη για επικοινωνία είναι πολύ µεγάλη, καθώς οι 
διεργασίες απαιτείται να ανταλλάσσουν µεταξύ τους δεδοµένα, συνήθως µικρού 
µεγέθους, τόσο κατά την διάρκεια µιας επανάληψης όσο και ανάµεσα σε διαδοχικές 
επαναλήψεις. Για το λόγο αυτό, για να επιτύχουµε υψηλή επίδοση σε υλοποιήσεις 
τέτοιων αλγόριθµων, είναι καλό να έχουµε στη διάθεσή µας ένα δίκτυο διασύνδεσης 
µε πολύ µικρό χρόνο απόκρισης (latency). Το δίκτυο του εργαστηρίου 
υπολογιστικών συστηµάτων, στο οποίο πραγµατοποιήθηκαν οι πειραµατικές 
µετρήσεις, είναι Gigabit Ethernet, το έχει σηµαντικό latency, γεγονός που εµποδίζει 
τις εφαρµογές αυτές να κλιµακώσουν. 

 
5.5 Θέµατα για περαιτέρω διερεύνηση 

Με την ολοκλήρωση της εργασίας αυτής, αναδείχθηκαν διάφορα θέµατα τα 
οποία χρήζουν περαιτέρω διερεύνησης και θα µπορούσαν να αποτελέσουν 
αντικείµενο επόµενων διπλωµατικών εργασιών. Αναφέρουµε µερικά από αυτά: 

 
Α. Αλγόριθµος Εκτίµησης Κατάστασης 
• Υλοποίηση του αλγόριθµου µε την προσθήκη τεχνητών καθυστερήσεων στις 

συνδέσεις µεταξύ των κόµβων ώστε να προσοµοιωθεί ακριβέστερα η τοπολογία 
ενός πραγµατικού Σ.Η.Ε. 

• ∆ηµιουργία αρχείων και εκτέλεση του αλγόριθµου για µεγαλύτερα δίκτυα ώστε 
να µελετηθεί η συµπεριφορά κλιµάκωσής του. 

• ∆ηµιουργία και εκτέλεση σεναρίων διακοπής λειτουργίας κάποιου κόµβου του 
δικτύου και ανάπτυξη µηχανισµών ανάκαµψης. 

• ∆ηµιουργία και εκτέλεση σεναρίων εντοπισµού εσφαλµένων µετρήσεων από 
κάποιο κόµβο και ανάπτυξη µηχανισµών ανάκαµψης ή προσέγγισης της λύσης 
µε ελλειπή δεδοµένα. 

 
Β. Αλγόριθµος Conjugate Gradient 
• Μελέτη της υλοποιηµένης έκδοσης του αλγόριθµου της PETSc και δηµιουργία 

σεναρίων για σύγκριση. 
• Υλοποίηση και σύγκριση συµπεριφορών του αλγόριθµου χρησιµοποιώντας 

διαφορετικούς Preconditioners. 
• Περαιτέρω µελέτη κατανοµής χρόνου υπολογισµών και επικοινωνίας. Εύρεση 

µεθόδων για δυνατότητα επικάλυψης υπολογισµών και επικοινωνίας. 
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