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ΠΡΟΛΟΓΟ΢ 

 
Σα ηειεπηαία ρξόληα ε Γξνκνιόγεζε ελππάξρεη σο δηαδηθαζία ζε έλα κεγάιν αξηζκό 

ηερλνινγηθώλ εθαξκνγώλ. Από ηα δίθηπα ησλ ειεθηξνληθώλ ππνινγηζηώλ κέρξη ηνλ 

πξνγξακκαηηζκό ηεο βηνκεραληθήο παξαγσγήο θαη ηελ πινήγεζε ησλ νρεκάησλ ζηα 

νδηθά δίθηπα, ζπλαληνύκε ηελ αλάγθε ηεο εμαγσγήο βειηίζησλ δηαδξνκώλ γηα κηα 

πιεζώξα δεηεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο πνπ αλαπαξηζηώληαη κε ηε βνήζεηα γξάθσλ, 

πνπ θέξνπλ θόζηε επί ησλ αθκώλ ηνπο.  

 

Δηδηθόηεξα, ην πξόβιεκα ηεο βέιηηζηεο δξνκνιόγεζεο ελόο νρήκαηνο πνπ δηαηξέρεη 

ηνπο θόκβνπο ελόο δηθηύνπ, μεθηλώληαο από έλα θόκβν πεγήο θαη θαηαιήγνληαο ζε 

έλα θόκβν πξννξηζκνύ, απνηειεί έλα ζύγρξνλν πξόβιεκα απνθάζεσλ πνπ 

πξσηνζηαηεί ζην ζρεδηαζκό ησλ ζπζηεκάησλ πινήγεζεο θαη γεληθόηεξα ησλ 

ζπζηεκάησλ πξνγξακκαηηζκνύ δηαδξνκώλ, θπξίσο γηα νρήκαηα πνπ επηηεινύλ 

δηαλνκέο αγαζώλ ζε δηακνηξαζκέλνπο θόκβνπο εμππεξέηεζεο. 

 

΢ηα πξαγκαηηθά πξνβιήκαηα δξνκνιόγεζεο νη ρξνληθέο θαζπζηεξήζεηο ζηνπο 

δξόκνπο ηνπ δηθηύνπ δελ είλαη ζηαζεξέο αιιά ζηνραζηηθέο. Κάηη ηέηνην είλαη 

απνδεθηό από ηε ζηηγκή πνπ ε θπθινθνξηαθή ζπκθόξεζε κεηαβάιιεηαη πηζαλνηηθά 

κέζα ζηα ρξνληθά πιαίζηα ηεο παξαηήξεζεο ηεο θίλεζεο ησλ νρεκάησλ ζην δίθηπν. 

Γηα ην ιόγν απηό, κειεηάηαη ζηελ παξνύζα δηπισκαηηθή εξγαζία ην πξόβιεκα ηεο 

βέιηηζηεο δξνκνιόγεζεο νρήκαηνο ππό ζπλζήθεο αβεβαηόηεηαο.  

 

Έπεηηα από ηελ παξνπζίαζε νξηζκέλσλ ζεκαληηθώλ πξνβιεκάησλ δξνκνιόγεζεο 

(Πξόβιεκα ηνπ Πιαλόδηνπ Πσιεηή, Πξόβιεκα Γξνκνιόγεζεο ΢ηόινπ Ορεκάησλ, 

Πξόβιεκα ηνπ ΢πληνκνηέξνπ Μνλνπαηηνύ), αζρνινύκαζηε κε κηα ζηνραζηηθή 

εθδνρή ηνπ πξνβιήκαηνο ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνύ. ΢ηόρνο απνηειεί ε πεξηγξαθή 

ελόο ζεσξεηηθνύ πιαηζίνπ απνθάζεσλ πξνθεηκέλνπ λα θαηαιήμνπκε ζε έλαλ 

Φεπδνπνιπσλπκηθό Αιγόξηζκν Γπλακηθνύ Πξνγξακκαηηζκνύ πνπ ππνινγίδεη ην 

βέιηηζην κνλνπάηη θαη ην πξνζδνθώκελν θόζηνο απηνύ. Η βειηηζηνπνίεζε 

ζπλίζηαηαη ζηελ ειαρηζηνπνίεζε κηαο ζηνραζηηθήο ζπλάξηεζεο ηνπ ζπλνιηθνύ 

ρξόλνπ δηαδξνκήο. Δθαξκόδεηαη ν πξνηεηλόκελνο Φεπδνπνιπσλπκηθόο Αιγόξηζκνο 

ζε γξάθνπο πνπ θέξνπλ ζηνραζηηθνύο ρξόλνπο ζηηο αθκέο, κε δεδνκέλεο ηηο 

ζηαηηζηηθέο ηνπο θαηαλνκέο. Δμάγνληαη νη γξεγνξόηεξεο δηαδξνκέο θαη ηα αληίζηνηρα 

δηαγξάκκαηα ηνπ πξνζδνθώκελνπ θόζηνπο ζε ζπλάξηεζε κε ηε ρξνληθή ζηηγκή 

εθθίλεζεο, θαηά ηελ νπνία ην όρεκα μεθηλά ηε δηαδξνκή, ζε νξηζκέλεο πεξηπηώζεηο 

γξάθσλ δηαθνξεηηθνύ κεγέζνπο. Τπνινγίδνπκε θαη ηε βέιηηζηε ζηηγκή εθθίλεζεο. Οη 

πξνζνκνηώζεηο γίλνληαη ζην πεξηβάιινλ Matlab. 
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PREFACE 

 
Over the last years, Routing is an inherent process found in a large number of 

technological applications. Via a variety of applications, such as computer networks, 

industrial planning and vehicle navigation on roads, we encounter the need to know 

the best export route for a variety of optimization problems that are represented using 

graphs,  carrying costs on the edges. 

 

Specifically, the problem of optimal routing of a vehicle that runs a network of nodes, 

starting from a source node and ending at a destination node is a modern decision 

making problem that is leading the design of navigation and general route planning 

systems, particularly for vehicles performing deliveries of goods under shared service 

hubs. 

 

In real routing problems, the time delays on the network’s roads are not constant but 

stochastic. This is acceptable since the traffic congestion changes in a probabilistic 

way within a time frame of observation of the movement of vehicles on the network. 

For this reason, we study the problem of optimal vehicle routing under uncertainty.  

 

After the exploration of some important routing problems (Travelling Salesman 

Problem, Vehicle Routing Problem, Shortest Path Problem), we study a stochastic 

version of the shortest path problem. Our goal is to provide a decision theoretical 

framework in order to reach to a Pseudopolynomial Dynamic Programming 

Algorithm that calculates the optimal paths and their expected costs. The optimization 

refers to the minimization of a stochastic function of the total travel time. We apply 

the suggested Pseudopolynomial algorithm on graphs with stochastic travel times on 

the edges. These travel times are characterized by known statistical distributions. We 

derive the fastest routes and the corresponding diagrams of the expected cost as a 

function of the starting time, when the vehicle begins its journey, on graphs with 

several sizes. We also calculate the optimum time of departure. The simulations take 

place in Matlab’s environment. 
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Κεθάιαην 1 

 

Δηζαγσγηθά γηα ηε Γξνκνιφγεζε 

 
΢ην Κεθάιαην απηφ, επηρεηξείηαη κηα πξψηε εηζαγσγή ζηελ έλλνηα ηεο 

δξνκνιφγεζεο. Ζ εηζαγσγή απηή παξνπζηάδεηαη πνιχ ζπλνπηηθά ζηελ πξψηε 

παξάγξαθν ηνπ θεθαιαίνπ. Έπεηηα, αθνινπζνχλ νξηζκέλεο αλαθνξέο πνπ έρνπλ σο 

ζηφρν ηνπο λα αλαδείμνπλ ην ξφιν πνπ έρεη ε δηαδηθαζία ηεο δξνκνιφγεζεο ζε 

δηάθνξεο ζχγρξνλεο ηερλνινγίεο. Ο ραξαθηήξαο ηνπ 1
νπ

 θεθαιαίνπ είλαη θαζαξά 

ελεκεξσηηθφο. ΢ηφρνο είλαη λα παξνπζηαζηνχλ νη πην ζεκαληηθέο πιεξνθνξίεο γχξσ 

απφ εθείλεο ηηο εθαξκνγέο ηεο δξνκνιφγεζεο πνπ πξσηαγσληζηνχλ ζήκεξα ζηνπο 

ηνκείο ηεο έξεπλαο θαη ηεο αγνξάο. Καη απηφ γηαηί ζήκεξα, ε δξνκνιφγεζε ελππάξρεη 

σο δηαδηθαζία κέζα ζηηο ιεηηνπξγίεο ησλ πεξηζζνηέξσλ απηνκαηνπνηεκέλσλ 

ζπζηεκάησλ (ειεθηξνληθνί ππνινγηζηέο, ζπζηήκαηα πινήγεζεο, βηνκεραληθά 

ειεθηξνληθά), γεγνλφο πνπ ζηα πιαίζηα κηαο πιήξνπο πεξηγξαθήο ζα απαηηνχζε ηελ 

παξάζεζε ηδηαίηεξσλ ιεπηνκεξεηψλ, πνπ μεθεχγνπλ απφ ηα πεξηζψξηα ηεο παξνχζεο 

δηπισκαηηθήο εξγαζίαο. ΢ε επφκελν θεθάιαην, παξνπζηάδνληαη δηάθνξα είδε 

πξνβιεκάησλ δξνκνιφγεζεο, ηα νπνία θαη εμεηάδνληαη απφ κηα πην καζεκαηηθή 

ζθνπηά. 

     

 

1.1 Διζαγυγικά για ηη Γπομολόγηζη 

 

Ζ Γξνκνιφγεζε είλαη κηα έλλνηα, πνπ ζηε γεληθφηεηά ηεο ζρεηίδεηαη κε ηελ 

θαηάζηξσζε θαη ζρεδίαζε ηεο βέιηηζηεο δηαδξνκήο πάλσ ζε έλα γξάθν, ηνπ νπνίνπ 

νη αθκέο (δπλαηέο κεηαβάζεηο κεηαμχ ησλ θφκβσλ) ραξαθηεξίδνληαη απφ θφζηε. Σα 

θφζηε κπνξεί λα αληηπξνζσπεχνπλ ρξνληθέο θαζπζηεξήζεηο, ρηιηνκεηξηθέο 

απνζηάζεηο ή θπθινθνξηαθή ζπκθφξεζε, αλάινγα κε ηε θχζε ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ 

εμεηάδεηαη. Ο αληηθεηκεληθφο ζθνπφο ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη απηή ε βέιηηζηε 

δηαδξνκή, δειαδή ε δηαδξνκή πνπ νδεγεί απφ έλαλ θφκβν ζε έλαλ άιινλ θαη ην 

θφζηνο απηήο είλαη ην ειάρηζην. ΢χκθσλα ινηπφλ κε ηα παξαπάλσ, ηα πξνβιήκαηα 

δξνκνιφγεζεο ζπληζηνχλ δεηήκαηα βειηηζηνπνίεζεο. Πξάγκαηη, νη αιγφξηζκνη θαη νη 

ηερληθέο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη  γηα ηελ εχξεζε ή πξνζέγγηζε ηεο βέιηηζηεο 

δηαδξνκήο, απαληψληαη ηαθηηθά ζε πξνβιήκαηα ηεο ΢πλδπαζηηθήο Βειηηζηνπνίεζεο  

(Combinatorial Optimization), κε πξνεθηάζεηο ζηηο ζπγγελείο πεξηνρέο ηεο 

΢ηνραζηηθήο Βειηηζηνπνίεζεο (Stochastic Optimization) θαη Βειηίζηνπ Διέγρνπ 

(Optimal Control).  

Πξνθεηκέλνπ λα γίλεη άκεζα θαηαλνεηή κηα πξψηε εηζαγσγή ζηελ έλλνηα ηεο 

Γξνκνιφγεζεο, δίλεηαη έλα απηφ παξάδεηγκα ελφο πξνβιήκαηνο, πνπ ζρεηίδεηαη κε ην 

αληηθείκελν πνπ εμεηάδνπκε ζην παξφλ θείκελν. 

Έλαο γξάθνο ιέγεηαη ζπλεθηηθφο φηαλ γηα θάζε δεχγνο θνξπθψλ ηνπ, u θαη v, ππάξρεη 

έγθπξν κνλνπάηη (αθνινπζία θνξπθψλ θαη αθκψλ ζηελ νπνία θάζε θνξπθή θαη αθκή 

απαληάηαη κφλν κία θνξά), πνπ λα νδεγεί απφ ηελ u ζηε v. Έλαο ζπλεθηηθφο γξάθνο 

ηνπ νπνίνπ νη αθκέο θέξνπλ θφζηε ιέγεηαη δίθηπν. Έλα πξφβιεκα πνπ κπνξεί λα 

ηεζεί ζε έλα δίθηπν είλαη ην εμήο: Γνζκέλνπ ελφο αξρηθνχ θφκβνπ, λα νδεγεζνχκε ζε 

έλαλ άιιν θφκβν, επηιέγνληαο εθείλν ην κνλνπάηη πνπ θέξεη ην ειάρηζην αζξνηζηηθφ 
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θφζηνο επί ησλ αθκψλ ηνπ γξάθνπ, πνπ νδεγνχλ δηαδνρηθά απφ ηνλ αξρηθφ θφκβν 

ζηνλ θφκβν πξννξηζκνχ. Ζ εχξεζε απηνχ ηνπ βέιηηζηνπ κνλνπαηηνχ νξίδεη έλα 

πξφβιεκα δξνκνιφγεζεο θαη ε ηδέα ηνπ πξνβιήκαηνο κπνξεί λα απνηειεί ηελ 

απινπνηεκέλε εθδνρή γηα κηα επξχηεξε θιάζε πξνβιεκάησλ δξνκνιφγεζεο.  

Σν παξαπάλσ πξφβιεκα είλαη γλσζηφ ζαλ ην Πξφβιεκα ηνπ ΢πληνκφηεξνπ 

Μνλνπαηηνχ (Shortest Path Problem). Απνηειεί ζεκείν αλαθνξάο γηα ζρεδφλ φια ηα 

πξνβιήκαηα δξνκνιφγεζεο θαη απαληάηαη ζήκεξα ζε πνιιέο πεξηνρέο ηεο έξεπλαο, 

φπσο γηα παξάδεηγκα ε Θεσξεηηθή Πιεξνθνξηθή θαη Δπηζηήκε ησλ Τπνινγηζηψλ 

(Theoretical Informatics and Computer Science), ε Δπηρεηξεζηαθή Έξεπλα 

(Operations Research), ηα Γηαθξηηά Μαζεκαηηθά (Discrete Mathematics) θ.α. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 1.1: Δπίπεδνο γξάθνο κε ζπλνδεχνληα θφζηε ζηηο αθκέο (δίθηπν). Με 

δηαθεθνκέλεο γξακκέο δηαθαίλεηαη ε βέιηηζηε δηαδξνκή, πνπ ππνζηεξίδεη ηελ 

νηθνλνκηθφηεξε κεηάβαζε απφ ηνλ θφκβν 1 ζηνλ θφκβν 7.  

 

 

1.2 Γπομολόγηζη και ζύγσπονερ ηεσνολογίερ 
 

Δμ’νξηζκνχ ηεο, ε δξνκνιφγεζε είλαη κηα δηαδηθαζία πνπ αθνξά νπνηνδήπνηε δίθηπν. 

Δίηε πξφθεηηαη γηα έλα δίθηπν ππνινγηζηψλ, είηε γηα έλα νδηθφ δίθηπν πνπ πεξλά 

δηακέζνπ θάπνησλ πφιεσλ, ε ηδέα ηεο εχξεζεο ηεο βέιηηζηεο δηαδξνκήο είλαη θνηλή 

θαη νη αξρέο πάλσ ζηηο νπνίεο βαζηδφκαζηε γηα λα ηε ζρεδηάζνπκε, εληειψο 

παξφκνηεο. Απηφ ζπκβαίλεη γηαηί έλλνηεο φπσο απηέο ηνπ γξάθνπ θαη ηνπ 

ζπλνδεχνληνο θφζηνπο (θφζηνο πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε αθκή ηνπ γξάθνπ) είλαη 

εμαηξεηηθά δηαηζζεηηθέο πξνθεηκέλνπ λα πεξηγξάςνπλ ηε κνξθή ελφο δηθηχνπ, 

αλεμάξηεηα απφ ην θπζηθφ λφεκα απηνχ.  
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Έηζη ινηπφλ, αμίδεη λα αλαθέξνπκε νξηζκέλεο βαζηθέο εθαξκνγέο ηεο δξνκνιφγεζεο 

πάλσ ζε γλσζηέο ζχγρξνλεο ηερλνινγίεο, φπσο π.ρ. ηα Γίθηπα Τπνινγηζηψλ 

(Computer Networks), ην Παγθφζκην ΢χζηεκα Θεζηζεζίαο (Global Positioning 

System-GPS) θαη ε Πινήγεζε (Navigation), ε Γηαρείξηζε ΢ηφινπ Ορεκάησλ (Fleet 

Management) θ.α. 

 

 

1.2.1  Η Γπομολόγηζη ζηα δίκηςα ςπολογιζηών 

 

΢ηα δίθηπα ππνινγηζηψλ ν φξνο δξνκνιφγεζε (routing) αλαθέξεηαη ζηε δηαδηθαζία 

κε ηελ νπνία επηιέγεηαη ε δηαδξνκή κέζα ζε έλα δίθηπν πάλσ απφ ηελ νπνία ζα 

ζηαινχλ δεδνκέλα. Ζ δξνκνιφγεζε θαηεπζχλεη θαη πξνσζεί ην πέξαζκα ησλ ινγηθά 

δηεπζπλζηνδνηεκέλσλ παθέησλ απφ ηελ πεγή ηνπο πξνο ηνλ απφιπην πξννξηζκφ ηνπο 

κέζσ ελδηάκεζσλ θφκβσλ, πνπ ιέγνληαη δξνκνινγεηέο (routers). Ζ δηαδηθαζία ηεο 

δξνκνιφγεζεο θαηεπζχλεη ηα δεδνκέλα πξνσζψληαο ηα κε βάζε πίλαθεο 

δξνκνιφγεζεο πνπ βξίζθνληαη ζηνπο δξνκνινγεηέο, νη νπνίνη δηαηεξνχλ κηα εγγξαθή 

γηα ηελ θαιχηεξε δηαδξνκή πξνο δηάθνξεο θαηεπζχλζεηο ζην δίθηπν. Καηά ζπλέπεηα 

ε θαηαζθεπή ησλ πηλάθσλ δξνκνιφγεζεο είλαη πνιχ ζεκαληηθή πξνθεηκέλνπ λα 

πεηχρνπκε απνηειεζκαηηθή δξνκνιφγεζε.  

Ζ δξνκνιφγεζε δηαθέξεη απφ ηε γεθχξσζε (bridging), ζηελ ππφζεζή ηεο φηη νη δνκέο 

δηεπζχλζεσλ ππνλννχλ ηελ εγγχηεηα ησλ παξφκνησλ δηεπζχλζεσλ κέζα ζην δίθηπν, 

επηηξέπνληαο θαηά ζπλέπεηα ζε έλαλ πίλαθα δξνκνιφγεζεο εηζφδνπ λα 

αληηπξνζσπεχζεη ηε δηαδξνκή πξνο κηα νκάδα δηεπζχλζεσλ. Γηα απηφ θαη ε 

δξνκνιφγεζε μεπεξλά ηε γεθχξσζε ζε κεγάια δίθηπα θαη έρεη γίλεη βαζηθφο ηξφπνο 

εχξεζεο δηαδξνκήο ζην Ίληεξλεη. ΢ηνλ αληίπνδα απηψλ, ε γεθχξσζε βαζίδεηαη ζηε 

ινγηθή ηεο «πιεκκχξαο» (flooding) ησλ παθέησλ θαη εμεηάδεη ηηο δηεπζχλζεηο πεγήο 

(source addresses), πξνθεηκέλνπ λα αλαγλσξίζεη ηεξκαηηθά εληφο ηνπ δηθηχνπ.  

΢ε κηθξά δίθηπα, νη πίλαθεο δξνκνιφγεζεο κπνξνχλ λα ζπκπιεξσζνχλ θαη κε ην 

ρέξη. ΢ε κεγάια δίθηπα, φπνπ εκπιέθνληαη πνιχπινθεο θαη δηαξθψο κεηαβαιιφκελεο 

ηνπνινγίεο, ε δηα ρεηξφο θαηαζθεπή ησλ πηλάθσλ δξνκνιφγεζεο είλαη πνιχπινθε θαη 

ελ ηέιεη πξνβιεκαηηθή δηαδηθαζία. 

Χζηφζν, ηα πεξηζφηεξα δεκφζηα ηειεθσληθά δίθηπα κεηαγσγήο (PSTN) 

ρξεζηκνπνηνχλ πξνυπνινγηζκέλνπο πίλαθεο δξνκνιφγεζεο, κε εθεδξηθέο δηαδξνκέο 

αλ ε πην ζχληνκε κπινθαξηζηεί. Ζ δπλακηθή δξνκνιφγεζε (dynamic routing) 

πξνζπαζεί λα ιχζεη απηφ ην πξφβιεκα θαηαζθεπάδνληαο ηνπο πίλαθεο δξνκνιφγεζεο 

απηφκαηα, βαζηδφκελε ζηηο πιεξνθνξίεο πνπ κεηαθέξνληαη απφ ηα πξσηφθνιια 

δξνκνιφγεζεο (routing protocols) θαη αθήλεη ην δίθηπν λα ελεξγεί ζρεδφλ απηφλνκα 

ζην λα απνθεχγεη βιάβεο θαη κπινθαξίζκαηα. 

Ζ δπλακηθή δξνκνιφγεζε θπξηαξρεί ζην Ίληεξλεη. Δληνχηνηο φκσο, ε ζέζπηζε 

πνιηηηθψλ δξνκνιφγεζεο απαηηεί ηδηαίηεξε πξνζνρή. Ζ ηερλνινγία ησλ δηθηχσλ δελ 

έρεη εμειηρζεί κέρξη ην ζεκείν ηεο πιήξνπο απηνκαηνπνίεζεο ηεο δξνκνιφγεζεο, 

γεγνλφο πνπ πξνυπνζέηεη ζσζηφ ζρεδηαζκφ ησλ πξνηνθφιισλ δξνκνιφγεζεο.   

Σα δίθηπα κεηαγσγήο παθέησλ φπσο ην Ίληεξλεη, ρσξίδνπλ ηα δεδνκέλα ζε παθέηα 

πνπ ην θαζέλα πεξηέρεη πιεξνθνξίεο γηα ηνλ πξννξηζκφ ηνπ θαη δξνκνινγνχληαη 

μερσξηζηά. Σα δίθηπα κεηαγσγήο θπθιψκαηνο φπσο ηα ηειεθσληθά δίθηπα, εθηεινχλ 

θαη απηά δξνκνιφγεζε, κε ζθνπφ λα βξνχλ δηαδξνκέο γηα θπθιψκαηα (φπσο 

ηειεθσληθέο θιήζεηο) πάλσ απφ ηηο νπνίεο κπνξνχλ λα ζηείινπλ κεγάιεο πνζφηεηεο 

δεδνκέλσλ ρσξίο λα επαλαιακβάλνπλ ζπλερψο ηε δηεχζπλζε ηνπ πξννξηζκνχ. 

Σν πιηθφ πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηε δξνκνιφγεζε πεξηιακβάλεη ζπγθεληξσηέο 

(accumulators), κεηαγσγείο (switchers), θαη δξνκνινγεηέο (routers). 

http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%94%CE%AF%CE%BA%CF%84%CF%85%CE%BF_%CF%85%CF%80%CE%BF%CE%BB%CE%BF%CE%B3%CE%B9%CF%83%CF%84%CF%8E%CE%BD
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A0%CF%81%CE%BF%CF%8E%CE%B8%CE%B7%CF%83%CE%B7_%28%CF%85%CF%80%CE%BF%CE%BB%CE%BF%CE%B3%CE%B9%CF%83%CF%84%CE%AD%CF%82%29
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%9A%CF%8C%CE%BC%CE%B2%CE%BF%CF%82_%28%CF%85%CF%80%CE%BF%CE%BB%CE%BF%CE%B3%CE%B9%CF%83%CF%84%CE%AD%CF%82%29&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A0%CE%AF%CE%BD%CE%B1%CE%BA%CE%B1%CF%82_%CE%B4%CF%81%CE%BF%CE%BC%CE%BF%CE%BB%CF%8C%CE%B3%CE%B7%CF%83%CE%B7%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A0%CE%AF%CE%BD%CE%B1%CE%BA%CE%B1%CF%82_%CE%B4%CF%81%CE%BF%CE%BC%CE%BF%CE%BB%CF%8C%CE%B3%CE%B7%CF%83%CE%B7%CF%82
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%93%CE%AD%CF%86%CF%85%CF%81%CF%89%CF%83%CE%B7_%28%CF%85%CF%80%CE%BF%CE%BB%CE%BF%CE%B3%CE%B9%CF%83%CF%84%CE%AD%CF%82%29&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%8A%CE%BD%CF%84%CE%B5%CF%81%CE%BD%CE%B5%CF%84
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A4%CE%BF%CF%80%CE%BF%CE%BB%CE%BF%CE%B3%CE%AF%CE%B1_%CE%B4%CE%B9%CE%BA%CF%84%CF%8D%CE%BF%CF%85
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%94%CE%B7%CE%BC%CF%8C%CF%83%CE%B9%CE%BF_%CE%A4%CE%B7%CE%BB%CE%B5%CF%86%CF%89%CE%BD%CE%B9%CE%BA%CF%8C_%CE%94%CE%AF%CE%BA%CF%84%CF%85%CE%BF_%CE%9C%CE%B5%CF%84%CE%B1%CE%B3%CF%89%CE%B3%CE%AE%CF%82&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A0%CF%81%CF%89%CF%84%CF%8C%CE%BA%CE%BF%CE%BB%CE%BB%CE%BF_%CE%94%CF%81%CE%BF%CE%BC%CE%BF%CE%BB%CF%8C%CE%B3%CE%B7%CF%83%CE%B7%CF%82&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A0%CF%81%CF%89%CF%84%CF%8C%CE%BA%CE%BF%CE%BB%CE%BB%CE%BF_%CE%94%CF%81%CE%BF%CE%BC%CE%BF%CE%BB%CF%8C%CE%B3%CE%B7%CF%83%CE%B7%CF%82&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%94%CE%AF%CE%BA%CF%84%CF%85%CE%BF_%CE%BC%CE%B5%CF%84%CE%B1%CE%B3%CF%89%CE%B3%CE%AE%CF%82_%CF%80%CE%B1%CE%BA%CE%AD%CF%84%CF%89%CE%BD&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%94%CE%AF%CE%BA%CF%84%CF%85%CE%BF_%CE%BC%CE%B5%CF%84%CE%B1%CE%B3%CF%89%CE%B3%CE%AE%CF%82_%CE%BA%CF%85%CE%BA%CE%BB%CF%8E%CE%BC%CE%B1%CF%84%CE%BF%CF%82&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A3%CF%85%CE%B3%CE%BA%CE%B5%CE%BD%CF%84%CF%81%CF%89%CF%84%CE%AE%CF%82&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9C%CE%B5%CF%84%CE%B1%CE%B3%CF%89%CE%B3%CE%AD%CE%B1%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%94%CF%81%CE%BF%CE%BC%CE%BF%CE%BB%CE%BF%CE%B3%CE%B7%CF%84%CE%AE%CF%82
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Δηθφλα 1.1: Πίλαθαο Γξνκνιφγεζεο ζε ηνπηθφ δίθηπν ππνινγηζηψλ 

 

 

1.2.1.1  Γύο βαζικά ζσήμαηα Γπομολόγηζηρ 
 

Αλ κηα ζπγθεθξηκέλε δηαδξνκή γίλεη κε δηαζέζηκε, νη ππάξρνληεο θφκβνη πξέπεη λα 

απνθαζίζνπλ κηα ελαιιαθηηθή δηαδξνκή πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπλ γηα λα ζηείινπλ ηα 

δεδνκέλα ζηνλ πξννξηζκφ ηνπο. ΢πρλά ην πεηπραίλνπλ απηφ κέζσ ηεο ρξήζεο 

πξσηνθφιισλ δξνκνιφγεζεο πνπ ρξεζηκνπνηνχλ κία απφ ηηο δπν επξείεο θιάζεηο 

αιγνξίζκσλ δξνκνιφγεζεο: Αιγνξίζκνπο Γηαλχζκαηνο Απφζηαζεο θαη Αιγνξίζκνπο 

Καηάζηαζεο ΢πλδέζκσλ, νη νπνίεο πεξηέρνπλ ζρεδφλ ηνλ θάζε αιγφξηζκν 

δξνκνιφγεζεο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζήκεξα ζην Ίληεξλεη. 
  

1) Αλγόπιθμοι διανςζμάηυν απόζηαζηρ (Distance vector algorithms): Οη 

αιγφξηζκνη δηαλπζκάησλ απφζηαζεο ρξεζηκνπνηνχλ ηνλ αιγφξηζκν Bellman-Ford. 

Απηή ε δηαδηθαζία αλαζέηεη έλαλ αξηζκφ, ην θφζηνο, ζε θάζε κία απφ ηηο ζπλδέζεηο 

κεηαμχ ησλ θφκβσλ ζε έλα δίθηπν. Οη θφκβνη ζα ζηέιλνπλ πιεξνθνξίεο απφ ην 

ζεκείν Α ζην ζεκείν Β κέζσ ηεο δηαδξνκήο πνπ έρεη ην κηθξφηεξν ζπλνιηθφ θφζηνο 

(δειαδή ην απνηέιεζκα πνπ βγαίλεη απφ ηελ άζξνηζε ηνπ θφζηνπο κεηαμχ ησλ 

θφκβσλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ).  

Ο αιγφξηζκνο ιεηηνπξγεί κε έλαλ πνιχ απιφ ηξφπν. ΋ηαλ μεθηλάεη έλαο θφκβνο, μέξεη 

κφλν ηνπο άκεζνπο γείηνλέο ηνπ θαη ην θφζηνο πνπ εκπιέθεηαη ψζηε λα θηάζεη ζε 

απηνχο. Απηέο νη πιεξνθνξίεο, ε ιίζηα κε ηνπο πξννξηζκνχο, ην εκπιεθφκελν θφζηνο 

γηα λα θηάζεη θαλείο ζε απηφλ θαη ζηνλ επφκελν θφκβν (hop), ζρεκαηίδνπλ ηνλ 

πίλαθα δξνκνιφγεζεο ή αιιηψο πίλαθα απνζηάζεσλ. Κάζε θφκβνο, ζε ηαθηηθά 

ρξνληθά δηαζηήκαηα, ζηέιλεη ζε θάζε γείηνλά ηνπ ηελ δηθή ηνπ παξνχζα αληίιεςε γηα 

ην θφζηνο πνπ εκπιέθεηαη κέρξη λα θηάζεη ζε φινπο ηνπο πξννξηζκνχο πνπ ηνπ είλαη 

γλσζηνί. Οη γεηηνληθνί θφκβνη εμεηάδνπλ απηέο ηηο πιεξνθνξίεο θαη ηηο ζπγθξίλνπλ 

κε απηέο πνπ ήδε μέξνπλ. Αλ δηαπηζηψζνπλ κηα βειηίσζε ζε ζρέζε κε απηά πνπ ήδε 

έρνπλ, ηφηε ηελ εηζάγνπλ ζηνλ δηθφ ηνπο πίλαθα δξνκφινγεζεο. Με ηνλ θαηξφ, φινη 

νη θφκβνη ηνπ δηθηχνπ ζα αλαθαιχπηνπλ ην θαιχηεξν επφκελν βήκα (hop) γηα φινπο 

ηνπο πξννξηζκνχο θαη έηζη, ην βέιηηζην ζπλνιηθφ θφζηνο. 

 

2) Αλγόπιθμοι καηάζηαζηρ ζςνδέζευν (Link-state algorithms): ΋ηαλ 

εθαξκφδνληαη αιγφξηζκνη θαηάζηαζεο ζπλδέζκσλ, ν θάζε θφκβνο ρξεζηκνπνηεί ζαλ 

http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%9A%CF%8C%CE%BC%CE%B2%CE%BF%CF%82_%28%CE%95%CF%80%CE%B9%CF%83%CF%84%CE%AE%CE%BC%CE%B7_%CE%A5%CF%80%CE%BF%CE%BB%CE%BF%CE%B3%CE%B9%CF%83%CF%84%CF%8E%CE%BD%29&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CE%BB%CE%B3%CF%8C%CF%81%CE%B9%CE%B8%CE%BC%CE%BF%CF%82
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%91%CE%BB%CE%B3%CF%8C%CF%81%CE%B8%CE%BC%CE%BF%CF%82_%CE%B4%CF%81%CE%BF%CE%BC%CE%BF%CE%BB%CF%8C%CE%B3%CE%B7%CF%83%CE%B7%CF%82&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%91%CE%BB%CE%B3%CF%8C%CF%81%CE%B8%CE%BC%CE%BF%CF%82_%CE%B4%CF%81%CE%BF%CE%BC%CE%BF%CE%BB%CF%8C%CE%B3%CE%B7%CF%83%CE%B7%CF%82&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%8A%CE%BD%CF%84%CE%B5%CF%81%CE%BD%CE%B5%CF%84
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=Bellman-Ford&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A0%CE%AF%CE%BD%CE%B1%CE%BA%CE%B1%CF%82_%CE%B4%CF%81%CE%BF%CE%BC%CE%BF%CE%BB%CF%8C%CE%B3%CE%B7%CF%83%CE%B7%CF%82
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αξρηθά δεδνκέλα έλα ράξηε ηνπ δηθηχνπ κε ηελ κνξθή γξάθνπ. Γηα λα παξαρζεί 

απηφο, θάζε θφκβνο πιεκκπξίδεη νιφθιεξν ην δίθηπν κε πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ην 

κε πνηνχο άιινπο θφκβνπο κπνξεί λα ζπλδεζεί, ελ ζπλερεία θάζε θφκβνο 

ζπγθεληξψλεη φιεο απηέο ηηο πιεξνθνξίεο θαη ζρεκαηίδεη έλαλ ράξηε. 

Υξεζηκνπνηψληαο απηφ ην ράξηε, θάζε δξνκνινγεηήο απνθαζίδεη αλεμάξηεηα ηελ 

θαιχηεξε δηαδξνκή απφ ηνλ εαπηφ ηνπ πξνο θάζε άιιν θφκβν. 

Ο αιγφξηζκνο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα επηιεγεί ε βέιηηζηε δηαδξνκή, ν 

αιγφξηζκνο ηνπ Dijkstra, ην θάλεη απηφ δεκηνπξγψληαο κηα δνκή δεδνκέλσλ, έλα 

δέληξν (αθπθιηθφο ζπλεθηηθφο ππνγξάθνο), κε ηνλ ηξέρνληα θφκβν ζαλ ξίδα ηνπ 

δέληξνπ, πνπ πεξηέρεη φινπο ηνπο ππφινηπνπο θφκβνπο ηνπ δηθηχνπ. Ξεθηλάεη κε έλα 

δέληξν πνπ πεξηέρεη κφλν ηνλ εαπηφ ηνπ. Μεηά, έλαλ έλα ηε θνξά, απφ ην ζχλνιν ησλ 

θφκβσλ πνπ δελ έρνπλ πξνζηεζεί ζην δέληξν, πξνζζέηεη ηνλ θφκβν πνπ έρεη ην 

κηθξφηεξν θφζηνο γηα λα θηάζεη έλαλ γεηηνληθφ θφκβν ν νπνίνο ήδε ππάξρεη ζην 

δέληξν. Απηφ ζπλερίδεηαη κέρξηο φηνπ φινη νη θφκβνη λα ππάξρνπλ ζην δέληξν. Απηφ 

ην δέληξν εμππεξεηεί ζηελ θαηαζθεπή ηνπ πίλαθα δξνκνιφγεζεο ηνπ θάζε θφκβνπ, 

δείρλνληαο ην θαιχηεξν επφκελν βήκα (hop), γηα λα θηάζεη απφ ηνλ εαπηφ ηνπ ζε 

νπνηνλδήπνηε άιιν θφκβν ζην δίθηπν.  

 

 

1.2.1.2  Δίδη Γπομολόγηζηρ ζηα δίκηςα ςπολογιζηών 

 

Θα αλαθέξνπκε ηψξα νξηζκέλα βαζηθά είδε δξνκνιφγεζεο ζε δίθηπα δηαθίλεζεο 

δεδνκέλσλ.  

 

Γςναμική δπομολόγηζη: Ζ δξνκνιφγεζε πξνζαξκφδεηαη δπλακηθά ζηηο αιιαγέο ηεο 

ηνπνινγίαο ηνπ δηθηχνπ, κέζσ ηεο απνζηνιήο ησλ routing update κελπκάησλ. Οη 

routers επηθνηλσλνχλ κεηαμχ ηνπο θαη πξέπεη λα ελεκεξψλνπλ ν έλαο ηνλ άιιν γηα 

ηελ πεξηνρή επζχλεο ηνπο. Γειαδή πνην ηκήκα δηθηχνπ δηαρεηξίδεηαη ν έλαο θαη πνηφ 

ν άιινο. Σα δχν ζρήκαηα δξνκνιφγεζεο πνπ πεξηγξάςακε παξαπάλσ, βξίζθνπλ 

εμαηξεηηθή απήρεζε ζηελ δπλακηθή πεξίπησζε πνπ αλαθέξνπκε εδψ.  

Άμεζη δπομολόγηζη: Άκεζε δξνκνιφγεζε (direct) έρνπκε φηαλ, θάπνηνο θφκβνο 

ζηέιλεη IP datagrams (δεδνκελνγξάκκαηα) ζε θφκβν ηνπ ίδηνπ ππν-δηθηχνπ (π.ρ. ηνπ 

ίδηνπ Ethernet segment). Σφηε κε θαηάιιεια κελχκαηα (ARP), κπνξεί λα 

πιεξνθνξεζεί ηελ θπζηθή δηεχζπλζε ηνπ άιινπ θφκβνπ, λα ηνπνζεηήζεη ην datagram 

ζε έλα MAC πιαίζην κε ηε θπζηθή δηεχζπλζε απηή, θαη λα ην κεηαδψζεη.  

Έμμεζη δπομολόγηζη: ΢ηελ έκκεζε δξνκνιφγεζε (indirect) θάπνηνο θφκβνο 

ζηέιλεη IP datagrams ζε θφκβν δηαθνξεηηθνχ δηθηχνπ, ρξεζηκνπνηψληαο 

θαηάιιεινπο ελδηάκεζνπο θφκβνπο, ηνπο γλσζηνχο κε βάζε ηα παξαπάλσ, 

δξνκνινγεηέο (routers). ΋ηαλ θάπνηνο θφκβνο αλαγλσξίζεη φηη έλα IP datagram 

θαηεπζχλεηαη ζε θφκβν δηαθνξεηηθνχ δηθηχνπ, ηφηε κέζα απφ έλα  κηθξφ πίλαθα 

δξνκνιφγεζεο επηιέγεη ηνλ θαηάιιειν δξνκνινγεηή. Με έλα ARP κήλπκα καζαίλεη 

ηελ θπζηθή δηεχζπλζε ηνπ δξνκνινγεηή απηνχ, θαη ηνπ ζηέιλεη ην IP datagram 

εθνδηαζκέλν κε έλα MAC πιαίζην. ΢ε πεξίπησζε πνπ ν δξνκνινγεηήο είλαη 

ζπλδεδεκέλνο θαη ζην δίθηπν πξννξηζκνχ, ηφηε πιεξνθνξείηαη κε παξφκνην ηξφπν 

ηελ θπζηθή δηεχζπλζε ηνπ θφκβνπ πξννξηζκνχ θαη ηνπ ζηέιλεη ην IP datagram. ΢ε 

αληίζεηε πεξίπησζε, βξίζθεη κε ηε ζεηξά ηνπ έλα δεχηεξν δξνκνινγεηή ζηελ θπζηθή 

δηεχζπλζε ηνπ νπνίνπ ζηέιλεηαη ην datagram, ν νπνίνο κε ηελ ζεηξά ηνπ ζα εθηειέζεη 

ηηο ίδηεο ιεηηνπξγίεο. Να ζεκεηψζνπκε φηη νη δξνκνινγεηέο, παίξλνπλ απνθάζεηο κε 

http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A7%CE%AC%CF%81%CF%84%CE%B7&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%93%CF%81%CE%AC%CF%86%CE%BF%CF%82_%28%CE%BC%CE%B1%CE%B8%CE%B7%CE%BC%CE%B1%CF%84%CE%B9%CE%BA%CE%AC%29&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%94%CF%81%CE%BF%CE%BC%CE%BF%CE%BB%CE%BF%CE%B3%CE%B7%CF%84%CE%AE%CF%82
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%91%CE%BB%CE%B3%CF%8C%CF%81%CE%B9%CE%B8%CE%BC%CE%BF%CF%82_%CF%84%CE%BF%CF%85_Dijkstra_%28Dijkstra%27s_algorithm%29&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%94%CE%BF%CE%BC%CE%AE_%CE%B4%CE%B5%CE%B4%CE%BF%CE%BC%CE%AD%CE%BD%CF%89%CE%BD&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%94%CE%AD%CE%BD%CF%84%CF%81%CE%BF_%28%CE%98%CE%B5%CF%89%CF%81%CE%AF%CE%B1_%CE%B3%CF%81%CE%AC%CF%86%CF%89%CE%BD%29&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A3%CF%8D%CE%BD%CE%BF%CE%BB%CE%BF
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βάζε ην δίθηπν πξννξηζκνχ θαη φρη κε βάζε ηνλ ζηαζκφ πξννξηζκνχ. Απηφ ζεκαίλεη 

φηη εμεηάδνπλ αλ είλαη ζπλδεδεκέλνη κε δίθηπν ην νπνίν έρεη ην ίδην netid (network 

identification) κε ηνλ θφκβν πξννξηζκνχ, δηαθνξεηηθά ζηέιλνπλ ην datagram ζε άιιν 

δξνκνινγεηή, ν νπνίνο ζα θαζνξίζεη ηε ζπλέρεηα ηεο δηαδξνκήο. Με ιίγα ιφγηα, νη 

δξνκνινγεηέο ζε έλα TCP/IP δίθηπν απνηεινχλ έλα ζπλεξγαδφκελν δηαζπλδεδεκέλν 

ζχλνιν (κπνξνχκε λα πνχκε φηη ζπγθξνηνχλ έλα Καηαλεκεκέλν ΢χζηεκα), φπνπ 

datagrams πεξλνχλ απφ δξνκνινγεηή ζε δξνκνινγεηή, έσο φηνπ θζάζνπλ ζ' εθείλν 

ην δξνκνινγεηή φπνπ ε άκεζε δξνκνιφγεζε ζα είλαη δπλαηή. 

΢ηαηική δπομολόγηζη: Ζ δήισζε ηεο δξνκνιφγεζεο ζην configuration 

(δηακφξθσζε) ηνπ router ιέγεηαη ζηαηηθή δξνκνιφγεζε (static routing).  

Πιενλέθηεκα ηεο ζηαηηθήο δξνκνιφγεζεο είλαη φηη ζπληζηά ην πην απιφ είδνο 

δξνκνιφγεζεο θαη δελ επηβαξχλεη ηνλ router θαη ηα interfaces (δηεπαθέο) ηνπ router. 

Μεηνλέθηεκα ηεο κεζφδνπ είλαη φηη αλ ζπκβεί θάπνηα κεγάιε αιιαγή ζην δίθηπν, 

ηφηε πξέπεη ν δηαρεηξηζηήο (administrator) ηνπ router λα θάλεη ν ίδηνο ηελ αιιαγή ζηε 

δξνκνιφγεζε. Ζ ζηαηηθή δξνκνιφγεζε πεξηγξάθεηαη ζην configuration ηνπ router. 

Κάζε εγγξαθή ζηαηηθήο δξνκνιφγεζεο πεξηγξάθεη έλα ππνδίθηπν θαζψο θαη ην 

interface απφ ην νπνίν ζα πξνσζεζεί έλα παθέην γηα λα θηάζεη ζην ζπγθεθξηκέλν 

ππνδίθηπν. Δίλαη δπλαηφλ γηα έλα ππνδίθηπν λα έρνπκε δχν εγγξαθέο δξνκνιφγεζεο 

ζην configuration ηνπ router. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε ρξεζηκνπνηείηαη ή έλλνηα ηνπ 

βάξνπο (metric), ην νπνίν είλαη έλαο αξηζκφο απφ ην 0 έσο ην 255. Οξίδεηαη δειαδή 

έλα είδνο πνηφηεηαο ηεο δηαδξνκήο, ε νπνία απμάλεηαη φζν ν αξηζκφο ηνπ βάξνπο 

κηθξαίλεη. Μηα δηαδξνκή κπνξεί λα έρεη βάξνο απφ 0 (άξηζηε) έσο 254 (ρείξηζηε), 

ελψ βάξνο 255 έρεη κηα δηαδξνκή φηαλ (π.ρ. ιφγσ βιάβεο ηεο γξακκήο) δελ 

ιεηηνπξγεί. ΋ηαλ κηα δηαδξνκή  έρεη  βάξνο 255, ηφηε θαλέλα παθέην δελ  ζα 

δξνκνινγείηαη πάλσ απφ απηήλ. Δδψ πξέπεη λα ζεκεηψζνπκε πσο ππάξρεη θαη έλα 

ηδεαηφ interface, ην Null0 interface. Σν ζπγθεθξηκέλν interface είλαη έλα 

αλχπαξθην/θελφ interface ην νπνίν ιεηηνπξγεί σο "καχξε ηξχπα", δειαδή 

νπνηνδήπνηε παθέην δξνκνινγεζεί πξνο ην ζπγθεθξηκέλν interface ράλεηαη. Σν 

ζπγθεθξηκέλν interface ρξεζηκνπνηείηαη φηαλ επηζπκνχκε θάπνηα θίλεζε πξνο έλα 

ζπγθεθξηκέλν ππνδίθηπν λα κελ βγαίλεη πξνο θαλέλα θπζηθφ interface αιιά λα 

ζηακαηά ζηνλ router π.ρ. έλα ςεχηηθν ππνδίθηπν (10.xxx.yyy.0) δελ ζέινπκε λα 

βγαίλεη πξνο ην Internet θαη ην δξνκνινγνχκε ζην interface Null0. 

 

 

1.2.2  Η Γπομολόγηζη οσήμαηορ ζε οδικό δίκηςο 

 

Γίλεηαη ηψξα αλαθνξά ζε κηα άιιε εθαξκνγή δξνκνιφγεζεο, αξθεηά πην θνληηλή 

ζηελ αληίιεςε πνπ κπνξεί λα έρεη θάπνηνο φηαλ αζρνιείηαη γηα πξψηε θνξά κε 

έλλνηεο φπσο απηέο ηεο «βέιηηζηεο δηαδξνκήο» θαη ηνπ «θφζηνπο» πάλσ ζε έλα 

γξάθν.  

Έλα βαζηθφ δήηεκα βειηηζηνπνίεζεο είλαη απηφ ηεο δξνκνιφγεζεο ελφο νρήκαηνο, 

πνπ δηαηξέρεη ηνπο θφκβνπο ελφο νδηθνχ δηθηχνπ θαηά βέιηηζην ηξφπν. ΢θνπφο καο 

εδψ είλαη ε ζρεδίαζε εθείλεο ηεο δηαδξνκήο γηα ην φρεκα, πνπ πεηπραίλεη ηελ 

ειαρηζηνπνίεζε κηαο πνζφηεηαο θφζηνπο, εθθξαδφκελεο ζπλήζσο ρηιηνκεηξηθά. 

Μπνξεί βέβαηα λα έρνπκε θαη παξαιιαγέο ηνπ πξνβιήκαηνο, φηαλ γηα παξάδεηγκα ην 

θφζηνο εθθξάδεη ηε ρξνληθή θαζπζηέξεζε κηαο δηαδξνκήο ή αθφκα θαη ηε 

ζπγθέληξσζε νρεκάησλ αλά κνλάδα ρξφλνπ (θπθινθνξηαθή ζπκθφξεζε).    

Ζ ζεκαζία ηεο κειέηεο ελφο ηέηνηνπ πξνβιήκαηνο είλαη πνηθηινηξφπσο ζεκαληηθή. 

΢ήκεξα, πνπ ε εμνηθνλφκεζε ρξφλνπ απνηειεί θξίζηκε αλαγθαηφηεηα ζε πνιιά 
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δεηήκαηα ηεο ζχγρξνλεο θαζεκεξηλφηεηαο, ε βέιηηζηε δξνκνιφγεζε νρεκάησλ 

αλαδεηθλχεηαη ζε νπζηαζηηθφ παξάγνληα νηθνλνκηθνχ ζρεδηαζκνχ ησλ κεηαθηλήζεσλ.  

Δίλαη γεγνλφο φηη ζήκεξα ε κεηαθνξά αγαζψλ θαη ππεξεζηψλ αληηκεησπίδεη κηα απφ 

ηηο ρεηξφηεξεο θξίζεηο ηεο. Οη πηέζεηο πνπ δέρνληαη νη κεηαθνξείο απφ ηνπο πειάηεο 

ηνπο γηα κείσζε ηνπ θφζηνπο κεηαθνξάο είλαη αθφξεηεο θαη ζπλερείο. Απφ ηελ άιιε 

κεξηά ηα θφζηε ζπλερψο αλεβαίλνπλ θαη εηδηθά κε ηνλ ζεκαληηθφηεξν παξάγνληα 

θφζηνπο ζε έλα φρεκα, ην θαχζηκν. Ζ ηεξάζηηα πνηθηιία ησλ θνξηίσλ, νη λέεο 

απφςεηο πεξί πνιηηηθψλ απνζεκαηνπνίεζεο, ε επηθέληξσζε ζηελ βειηίσζε ηεο 

εμππεξέηεζεο ησλ πειαηψλ θαη ησλ απαηηήζεσλ ζηηο παξαιαβέο θαη παξαδφζεηο 

πεξηπιέθεη αθφκα πεξηζζφηεξν ηα πξάγκαηα γηα ηνλ κεηαθνξέα. Οη κεηαθνξείο 

βξίζθνληαη ζε κηα δχζθνιε ζέζε φπνπ ν πξνγξακκαηηζκφο θαη ν έιεγρνο ησλ 

δξνκνινγίσλ απνηεινχλ κνλφδξνκν γηα ηελ επηβίσζε ηνπο. 

Ζ αλαπηπγκέλε ηερλνινγία δελ ζα κπνξνχζε λα κελ έξζεη αξσγφο θαη ζε απηή ηε 

πεξίπησζε. Ξεθηλψληαο απφ ηνλ πξνγξακκαηηζκφ ησλ δξνκνινγίσλ κέρξη θαη ηελ 

επνπηεία θαη επηηπρή εθηέιεζε ηνπο, έρνπλ αλαπηπρζεί έλα πιήζνο απφ πξντφληα, 

ηφζν ινγηζηηθά (software) φζν θαη πιηζηηθά (hardware). Ζ ρξεζηκφηεηα θαη ε 

εθαξκνγή ηνπο ζε θάζε πεξίπησζε είλαη θάηη πνπ απνθαζίδεη ν θαζέλαο κέζα απφ ηε 

ρξήζε ηνπο. 

Έηζη ινηπφλ, ζα κηιήζνπκε εδψ γηα ζπζηήκαηα βέιηηζηεο δξνκνιφγεζεο γεληθά. Θα 

αλαθεξζνχκε ζηα ππνινγηζηηθά ζπζηήκαηα βέιηηζηεο δξνκνιφγεζεο (computerized 

vehicle routing systems), ζηα πην απιά ζπζηήκαηα πξνγξακκαηηζκνχ δηαδξνκήο 

(journey planners) θαη ηέινο, ζηα ζχγρξνλα ζπζηήκαηα πινήγεζεο (navigators), ηα 

νπνία ζήκεξα δηαθηλνχληαη επξχηαηα ζηελ αγνξά. 

  

 

1.2.2.1  ΢ςζηήμαηα βέληιζηηρ Γπομολόγηζηρ 

 

Σα ΢πζηήκαηα Βέιηηζηεο Γξνκνιφγεζεο παίξλνπλ έλα κεγάιν αξηζκφ δεηνχκελσλ 

δηαδξνκψλ ηνλ νπνίν θαη επεμεξγάδνληαη, ππνινγίδνληαο ηνλ πνην απνδνηηθφ ηξφπν 

γηα ηελ πινπνίεζε ηνπο. Τπνινγίδνπλ ην ρξφλν θαη ηνπο πφξνπο (π.ρ. θαχζηκν) πνπ 

ζα απαηηεζνχλ, ιακβάλνληαο ππφςε δηαθφξνπο πεξηνξηζκνχο (π.ρ. φηη θάπνηνο 

δξφκνο είλαη θιεηζηφο), αθνινπζψληαο ηηο πξναπνθαζηζκέλεο παξακέηξνπο πνπ 

ειέγρνπλ ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν εθηειείηαη ην κεηαθνξηθφ έξγν. Σέηνηεο παξάκεηξνη 

κπνξεί λα είλαη ε ηαρχηεηα ηνπ νρήκαηνο, ε αξρηθή ζηηγκή θαηά ηελ νπνία μεθίλεζε 

ην φρεκα ηε δηαδξνκή θ.α. 

Σα ΢πζηήκαηα Βέιηηζηεο Γξνκνιφγεζεο κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζην δπλακηθφ 

πξνγξακκαηηζκφ ησλ ηαθηηθψλ δξνκνινγίσλ ελφο νρήκαηνο αιιά θαη ζαλ εξγαιείν 

ζηξαηεγηθήο αλάιπζεο. ΢ηνλ θαζεκεξηλφ πξνγξακκαηηζκφ εξγαζηψλ κπνξνχλ πνιχ 

γξήγνξα λα ππνινγίζνπλ ηηο βέιηηζηεο δηαδξνκέο γηα ηελ εθηέιεζε ησλ δξνκνινγίσλ 

ηθαλνπνηψληαο ηηο φπνηεο παξακέηξνπο έρνπλ δνζεί. Οη δξνκνινγεηέο – routers θαη νη 

ζρεδηαζηέο δηαδξνκψλ – planners κπνξνχλ λα βειηηζηνπνηήζνπλ αθφκα πεξηζζφηεξν 

ηα δξνκνιφγηα ησλ νρεκάησλ, ρξεζηκνπνηψληαο εμεηδηθεπκέλα γεσγξαθηθά δεδνκέλα 

πνπ απνζηέιινληαη  απφ δνξπθφξν, εμαηξεηηθά ρξήζηκα γηα ηελ ππφδεημε ησλ 

νηθνλνκηθφηεξσλ δηαδξνκψλ. 
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1.2.2.2  ΢ςζηήμαηα ππογπαμμαηιζμού διαδπομών 
 

Σα ζπζηήκαηα πξνγξακκαηηζκνχ δηαδξνκψλ είλαη εθνδηαζκέλα κε ινγηζκηθφ ην 

νπνίν πεξηιακβάλεη ην νδηθφ δίθηπν ζε ςεθηνπνηεκέλνπο ράξηεο θαη ηελ δπλαηφηεηα 

λα ππνινγίδεη ηε βέιηηζηε δηαδξνκή αλάκεζα ζε δχν ηνπνζεζίεο. ΢ε πνιχ απιή 

γιψζζα, ζα ιέγακε φηη είλαη κηα πην θησρή έθδνζε ησλ ζπζηεκάησλ βέιηηζηεο 

δξνκνιφγεζεο ή έλαο πξνγξακκαηηζκφο δξνκνινγίσλ πνπ γίλεηαη ρεηξνγξαθηθά θαη 

ππνινγηζηηθά καδί.  

Ο δξνκνινγεηήο νκαδνπνηεί κφλνο ηνπ ηα δξνκνιφγηα πνπ πξέπεη λα εθηειεζηνχλ θαη 

ρξεζηκνπνηεί ην πξφγξακκα σο εξγαιείν γηα λα βξεη ηε βέιηηζηε δηαδξνκή 

(ζπληνκφηεξε, γξεγνξφηεξε, ή απνθεχγνληαο ζπγθεθξηκέλνπο δξφκνπο). ΋πσο ζηα 

΢πζηήκαηα Βέιηηζηεο Γξνκνιφγεζεο, έηζη θαη εδψ, ν δξνκνινγεηήο κπνξεί λα έρεη 

ηηο αλαθνξέο ησλ δξνκνινγίσλ.    

Μηα λέα δηαδηθηπαθή ππεξεζία πξνγξακκαηηζκνχ δηαδξνκψλ κε ηελ νλνκαζία 

«ΑΝΑΕΖΣΖ΢Ζ ΒΔΛΣΗ΢ΣΖ΢ ΓΗΑΓΡΟΜΖ΢» ζέηεη ν ΟΑ΢Α ζηε δηάζεζε ηνπ 

θνηλνχ κέζσ ηνπ δηθηπαθνχ ηνπ ηφπνπ (http://tp.oasa.gr/). Ζ ππεξεζία απηή 

ζηεξίδεηαη ζε ινγηζκηθφ, ην νπνίν δίλεη ηε δπλαηφηεηα ζην ρξήζηε λα θάλεη ηε 

βέιηηζηε επηινγή ζπγθνηλσληαθψλ κέζσλ θαη δηαδξνκψλ ζηηο κεηαθηλήζεηο ηνπ κε ηα 

Γεκφζηα Μέζα Μαδηθήο Μεηαθνξάο (ιεσθνξεία, ηξφιιευ, ειεθηξηθφ, κεηξφ, ηξακ 

θαη πξναζηηαθφ). Σν πξφγξακκα ηξνθνδνηείηαη απφ κηα ηεξάζηηα βάζε δεδνκέλσλ 

θαη κε πνιχπινθνπο αιγνξίζκνπο βξίζθεη ην βέιηηζην ζπλδπαζκφ ησλ 

ζπγθνηλσληαθψλ κέζσλ, πξνθεηκέλνπ ν ρξήζηεο λα κεηαθηλεζεί απφ έλα ζεκείν ηνπ 

ιεθαλνπεδίνπ ζε έλα άιιν. Ο ρξήζηεο εηζάγεη ην ζεκείν εθθίλεζεο ηεο δηαδξνκήο 

ηνπ θαη ην επηζπκεηφ ζεκείν πξννξηζκνχ θαη ζε ειάρηζην ρξφλν έρεη ζηελ νζφλε ηνπ 

ππνινγηζηή ηνπ ηε δηαδξνκή πνπ πξέπεη λα αθνινπζήζεη. Σν έξγν πινπνηήζεθε ζην 

πιαίζην ηνπ Δπηρεηξεζηαθνχ Πξνγξάκκαηνο «Αληαγσληζηηθφηεηα» ηνπ Γ’ ΚΠ΢ 

(Πξφγξακκα Σερλνινγηθψλ Δπηδεηθηηθψλ Έξγσλ ΠΔΠΔΡ), νλνκάζηεθε ΑΓΑΜΑ΢ 

απφ ηα ηα αξρηθά ησλ ιέμεσλ Αηηηθή Γηθηπαθή εθαξκνγή Αξηζηνπνίεζεο 

Μεηαθηλήζεσλ κε Αζηηθέο ΢πγθνηλσλίεο θαη ζπγρξεκαηνδνηήζεθε απφ ηελ 

Δπξσπατθή Έλσζε θαη ηε Γεληθή Γξακκαηεία Έξεπλαο & Σερλνινγίαο. Ο θνξέαο 

πινπνίεζεο ηνπ ΑΓΑΜΑ΢ είλαη ε εηαηξεία THESA ΑΔ, ζπλεξγαδφκελνο θνξέαο ε 

εηαηξεία MDM AEE θαη θνξέαο-ρξήζηεο ν Οξγαληζκφο Αζηηθψλ ΢πγθνηλσληψλ 

Αζελψλ AE.  

 

 

1.2.2.3  Βέληιζηη Γπομολόγηζη  και Πλοήγηζη (Navigation) 

 

Ο φξνο πινήγεζε αλαθέξεηαη ζηε δηαδηθαζία ηεο επεμεξγαζίαο ηεο δηαδξνκήο ελφο 

νρήκαηνο, πξνθεηκέλνπ απηφ λα κεηαβεί απφ έλα ζεκείν αθεηεξίαο ζε έλα ζεκείν 

πξννξηζκνχ. Ζ ζπζρέηηζε ηεο βέιηηζηεο δξνκνιφγεζεο θαη ηεο πινήγεζεο ελφο 

νρήκαηνο είλαη πξνθαλήο, αλ ζεσξήζεη θαλείο φηη ε πινήγεζε πξέπεη λα απνθέξεη ην 

ειάρηζην ρηιηνκεηξηθφ θφζηνο ή ηελ ειάρηζηε ρξνληθή θαζπζηέξεζε γηα ηε δεηνχκελε 

δηαδξνκή. Οη δχν έλλνηεο είλαη αξθεηά θνληηλέο νπφηε, ζα γίλεη κηα ζπλνπηηθή 

αλαθνξά εδψ γηα ηα ζχγρξνλα ζπζηήκαηα πινήγεζεο (navigators), κε ηα νπνία, 

κπνξεί λα πεη θαλείο πσο είλαη εθνδηαζκέλα ζήκεξα πνιιά νρήκαηα (Η.Υ., θνξηεγά), 

ηδηαίηεξα απηά πνπ εμππεξεηνχλ εθηελείο κεηαθνξέο.    

Σα Car Navigators ή αιιηψο  PNAs απνηεινχλ ηζρπξά εξγαιεία γηα θάζε 

επαγγεικαηία νδεγφ (νδεγνί ηαμί - θνξηεγψλ, δηαλνκείο, courier) αιιά θαη γηα φζνπο 

πεξλνχλ αξθεηφ απφ ηνλ ρξφλν ηνπο νδεγψληαο. Γηαζέηνπλ ελζσκαησκέλν δέθηε 
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GPS (γηα ηνπο δέθηεο GPS ζα γίλεη αξγφηεξα αλαθνξά) θαη δίλνπλ αλά πάζα ζηηγκή 

ην ζηίγκα κηαο ζέζεο κε ζπληεηαγκέλεο, νπνπδήπνηε πάλσ ζην ράξηε. Ζ δηαθνξά ησλ 

Car Navigators  απφ ηνπο άιινπο απινχο δέθηεο GPS είλαη φηη δηαζέηνπλ δπλαηφηεηα 

δξνκνιφγεζεο, ην νπνίν ζεκαίλεη φηη ν ρξήζηεο κπνξεί λα δειψζεη ην ζεκείν (είηε 

ηελ νδφ-αξηζκφ, είηε δηαζηαχξσζε, είηε ηελ ηνπνζεζία πνπ ζέινπκε ζην ράξηε) ζην 

νπνίν επηζπκεί λα κεηαβεί θαη ην PNA ηνλ θαζνδεγεί κε θσλεηηθέο νδεγίεο αιιά θαη 

κε ηφμα πάλσ ζηνλ ράξηε. ΢ρεδφλ φια ηα κνληέια PNA δηαζέηνπλ έγρξσκεο νζφλεο 

TFT LCD αθήο, έμππλν ιεηηνπξγηθφ ζχζηεκα (π.ρ Windows CE) θαη επηπιένλ 

δπλαηφηεηεο πέξαλ απφ απηή ηεο πινήγεζεο (ςπραγσγία θ.ά). 

Πέξαλ απφ ηα PNA’s, έρεη γίλεη ε αλάπηπμε δηαθφξσλ πξνγξακκάησλ πινήγεζεο πνπ 

είλαη ζπκβαηά κε θηλεηά ηειέθσλα ή ππνινγηζηέο ρεηξφο (PDA’s), αξθεί βέβαηα νη 

ζπζθεπέο απηέο λα θέξνπλ δέθηε GPS. Έλα πξφγξακκα ηέηνηνπ είδνπο είλαη ην 

ινγηζκηθφ δπλακηθήο πινήγεζεο (off-board navigation), ην νπνίν έρεη πξνσζεζεί ζην 

εκπφξην απφ δηάθνξεο εηαηξείεο πψιεζεο ινγηζκηθνχ δηαρείξηζεο θπθινθνξίαο (π.ρ. 

infotrip).     

Ο ρξήζηεο κπνξεί λα δεηήζεη απφ ην θηλεηφ ηνπ ηειέθσλν ή ην PDA ηελ πινήγεζε 

απφ έλα ζεκείν έλαξμεο ζε έλα ζεκείν πξννξηζκνχ. Ζ ζέζε ηνπ ρξήζηε βξίζθεηαη 

κέζσ ηερλνινγίαο δνξπθνξηθνχ εληνπηζκνχ GPS θαη ππνινγίδεηαη ζηνλ εμππεξεηεηή 

ε βέιηηζηε δηαδξνκή, κε βάζε δςναμικά κςκλοθοπιακά δεδομένα θαη κεηά 

απνζηέιιεηαη ζηελ ηεξκαηηθή ζπζθεπή. Ο ρξήζηεο πινεγείηαη θαζ’ φιε ηε δηάξθεηα 

ηνπ ηαμηδηνχ ηνπ. Με απηφλ ηνλ ηξφπν έλαο ρξήζηεο κπνξεί λα ιάβεη πινήγεζε θαηά 

ηελ δηάξθεηα ηνπ ηαμηδηνχ ηνπ ζε λνκαδηθή ζπζθεπή, κε απνηέιεζκα λα επηιέμεη ηελ 

βέιηηζηε δηαδξνκή θαη λα ππνζηεξηρζεί θαηά ηελ εθηέιεζε ηνπ ηαμηδηνχ ηνπ αλάινγα 

κε ηηο ηξέρνπζεο ζπλζήθεο. Σν ζχζηεκα βαζίδεηαη ζε μησανή ομογενοποίηζηρ & 

διασείπιζηρ κςκλοθοπιακών δεδομένυν ππαγμαηικού σπόνος (MISTIC engine) 

θαη αλγόπιθμο ςπολογιζμού οδικών διαδπομών με σπήζη δςναμικών ζηοισείυν. 

Ζ κεραλή δπλακηθήο πινήγεζεο ππνζηεξίδεη ηελ δεκηνπξγία ηεο ππεξεζίαο πνπ 

ηειηθά ζα απνζηαιεί ζηελ λνκαδηθή ζπζθεπή. Γηα ηελ εμππεξέηεζε ηνπ ASP 

κνληέινπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζπλήζσο web services κε XML/SOAP δηεπαθέο. Έλα 

θαλάιη πξνο θηλεηφ Ηnternet είλαη ελζσκαησκέλν ζηελ κεραλή. Ζ εθαξκνγή off board 

navigation ρξεζηκνπνηεί ράξηεο ζε κνξθή SVG Tiny, πνπ απνηειεί πξφηππν W3C γηα 

2D vector γξαθηθά, κε ρξήζε ζε θηλεηέο ζπζθεπέο. Σν off board navigation 

ζπλδπάδεηαη κε δέθηε GPS, πνπ είλαη είηε ελζσκαησκέλνο ζηελ ζπζθεπή ή παξέρεηαη 

κέζσ εμσηεξηθήο ζπζθεπήο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δηθφλα 1.2: GPS Navigator ηεο εηαηξείαο LG 
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1.2.3  Η Γπομολόγηζη ζηόλος οσημάηυν 

 

Μηα ζεκαληηθή γελίθεπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο δξνκνιφγεζεο ελφο νρήκαηνο 

πξνθχπηεη, αλ ζεσξήζνπκε έλα ζηφιν (fleet) νρεκάησλ πνπ επηζθέπηνληαη ηηο 

θνξπθέο ελφο γξάθνπ θαηά κήθνο ηεο βέιηηζηεο δηαδξνκήο (optimal tour). Ζ 

δξνκνιφγεζε ζηφινπ νρεκάησλ απνηειεί εθαξκνγή ηνπ γεληθφηεξνπ πξνβιήκαηνο 

δηαλνκήο θαη ζπιινγήο αγαζψλ απφ έλα ζχλνιν νρεκάησλ εμππεξέηεζεο πειαηψλ. 

΢ην ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα, ηα νρήκαηα νξηζκέλσλ επηρεηξήζεσλ δηαθηλνχληαη 

κεηαμχ ησλ πειαηψλ ηεο θάζε επηρείξεζεο, μεθηλψληαο απφ έλα ή πεξηζζφηεξνπο 

θεληξηθνχο ζηαζκνχο κέζσ ελφο νδηθνχ δηθηχνπ.  ΢ηα νρήκαηα απηά αληηζηνηρεί έλα 

ζπγθεθξηκέλν πιήξσκα θαη κπνξνχλ λα εμππεξεηήζνπλ, αλάινγα κε ηε 

ρσξεηηθφηεηά ηνπο, κεγάιν αξηζκφ πειαηψλ ηεο επηρείξεζεο. 

Ζ δηαθίλεζε απηή αθνξά πηζαλφλ θαη απνζηνιέο κεηαμχ πειαηψλ, κε ηελ έλλνηα φηη 

έλα φρεκα κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ηαπηφρξνλα σο κέζν δηαλνκήο θαη ζπιινγήο 

αγαζψλ.  Ζ δηαθίλεζε γίλεηαη κέζσ ελφο πξαγκαηηθνχ νδηθνχ δηθηχνπ ζην νπνίν ε 

θπθινθνξηαθή θίλεζε κπνξεί λα επεξεάζεη ζεκαληηθά ηηο απνθάζεηο πνπ ζρεηίδνληαη 

κε ην πξφβιεκα. Έηζη, ε δξνκνιφγεζε ησλ νρεκάησλ ησλ επηρεηξήζεσλ απηψλ είλαη 

έλα ζχλζεην πξφβιεκα καζεκαηηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ κε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε 

ην θφζηνο κεηαθνξάο θαη ηνπο πεξηνξηζκνχο εμππεξέηεζεο πνπ θάζε θνξά 

πξνηάζνληαη απφ ηνπο πειάηεο θαη ηηο ηδηαηηεξφηεηεο απηψλ ησλ πεξηνξηζκψλ. 

΢ε φιεο ηηο πεξηπηψζεηο ην ελδηαθέξνλ εζηηάδεηαη ζηελ αληηκεηψπηζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο δξνκνιφγεζεο κέζσλ κεηαθνξάο θαη δηαλνκήο ηφζν ζε επίπεδν 

επηρεηξεζηαθφ φζν θαη ζε επίπεδν ζηξαηεγηθνχ ζρεδηαζκνχ. 

Ζ πξψηε πεξίπησζε αθνξά αλάγθεο πνπ πξνθχπηνπλ ζε δεδνκέλε ρξνληθή ζηηγκή θαη 

πξέπεη λα αληηκεησπηζηνχλ, ελψ ε δεχηεξε πεξίπησζε αθνξά ηνλ ζρεδηαζκφ ηνπ 

ζηφινπ ζε καθξνπξφζεζκε βάζε γηα ηελ ζπλνιηθή αληηκεηψπηζε ηνπ ζρεδηαζκνχ ησλ 

πξνγξακκάησλ ηνπ πξνζσπηθνχ θαη ηνπ βαζκνχ εηνηκφηεηαο ησλ νρεκάησλ. 

΢ηελ δεχηεξε πεξίπησζε αληηκεησπίδεηαη ην πξφβιεκα παξαγγειηψλ/αλαλέσζεο ηνπ 

ζηφινπ θαη βέιηηζηεο δηαρείξηζεο ηνπ πξνζσπηθνχ θαη είλαη πξφβιεκα πνπ 

απαζρνιεί γεληθφηεξα ηηο επηρεηξήζεηο δξνκνιφγεζεο. 

Ζ δηαθίλεζε αθνξά θαη ζε ζπιινγέο αγαζψλ πνπ πξαγκαηνπνηνχληαη απφ ην ίδην 

κεηαθνξηθφ κέζν γηα ινγαξηαζκφ πεξηζζνηέξσλ επηρεηξήζεσλ (θφκβσλ).  Αληίζεηα, 

είλαη δπλαηή ε δηαλνκή αγαζψλ απφ ΗΥ- κεηαθνξηθφ κέζν κηαο επηρείξεζεο γηα 

ινγαξηαζκφ ηξίησλ. 

Οη αληηθεηκεληθνί ζηφρνη ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη ε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ ιεηηνπξγηθνχ 

θφζηνπο πνπ πξνθχπηεη απφ ηε δξνκνιφγεζε ησλ νρεκάησλ θαη ηνπ 

πξνγξακκαηηζκνχ ηεο εξγαζίαο ησλ πιεξσκάησλ ηνπο.  Ζ εμαζθάιηζε ησλ 

αληηθεηκεληθψλ απηψλ ζηφρσλ έρεη ζαλ απνηέιεζκα: 

 

 Σνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ αθξηβνχο αξηζκνχ εκπιεθνκέλσλ νρεκάησλ θαη ηελ 

θαηαγξαθή ησλ αληίζηνηρσλ πνζνηήησλ. 

 Σνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ ειάρηζηνπ αξηζκνχ νρεκάησλ ησλ επηρεηξήζεσλ 

εμππεξέηεζεο. 

 Σε βέιηηζηε νξγάλσζε εξγαζίαο ησλ πιεξσκάησλ ηνπο 

 Σνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ θαιχηεξσλ δηαδξνκψλ ησλ νρεκάησλ κέζα απφ ην 

ζπγθεθξηκέλν νδηθφ δίθηπν. 

 

΢ε φιεο ηηο πεξηπηψζεηο νη ζηφρνη απηνί ζα πξέπεη λα εμαζθαιίδνληαη ηαπηφρξνλα.  

Καηά ζπλέπεηα, ην πξνζθεξφκελν ινγηζκηθφ αθνξά έλα ζχζηεκα δηαρείξηζεο θαη 
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ζπληνληζκνχ ηνπ ζηφινπ θαη ηνπ πξνζσπηθνχ ην νπνίν ζα είλαη ππεχζπλν γηα ηε 

δξνκνιφγεζε ηνπ ζηφινπ ησλ νρεκάησλ ησλ επηρεηξήζεσλ κε ζηφρν ηελ βέιηηζηε 

δπλαηή νξγάλσζε απφ πιεπξάο θφζηνπο θαη αζθάιεηαο κεηαθνξάο θαη πνπ: 

 

 ρξεζηκνπνηεί ζην ππνινγηζηηθφ πεξηβάιινλ πξαγκαηηθά ιεηηνπξγηθά δεδνκέλα 

πνπ ζρεηίδνληαη κε ην θχθισκα δηαλνκήο θαη δίδνληαη απφ ηνλ θάζε πειάηε. 

 πξνηείλεη εθείλα ηα δξνκνιφγηα πνπ έρνπλ ρακειφηεξν θφζηνο γηα ηελ 

εηαηξεία, ιακβάλνληαο ππφςε ην πθηζηάκελν νδηθφ δίθηπν. 

 βειηηψλεη ζεκαληηθά ην επίπεδν εμππεξέηεζεο ησλ ππεξεζηψλ. 

 αμηνπνηεί ζην κέγηζην ηηο δπλαηφηεηεο θαη ηελ απνδνηηθφηεηα ησλ 

απηνθηλήησλ θαη ηνπ πξνζσπηθνχ. 

 πξαγκαηνπνηεί ηνλ θαζεκεξηλφ πξνγξακκαηηζκφ ηεο δηαλνκήο ελψ 

ππνζηεξίδεη θαη ηνλ ζηξαηεγηθφ ζρεδηαζκφ απφ πιεπξάο επηρείξεζεο. 

 επηηπγράλεη ηε κέγηζηε δπλαηή κείσζε ηνπ θφζηνπο δηαλνκήο. 

 

Δπηρεηξήζεηο πνπ σθεινχληαη απφ έλα ηέηνην ζχζηεκα είλαη φιεο νη επηρεηξήζεηο ηνπ 

θπθιψκαηνο LOGISTICS, νη εηαηξείεο δηαλνκψλ θαη ηαρπκεηαθνξψλ, νη κεηαθνξηθέο 

επηρεηξήζεηο, νη επηρεηξήζεηο πνπ ελδηαθέξνληαη γηα πξνγξακκαηηζκφ ζπλαληήζεσλ 

πσιεηψλ θαη εηζπξαθηφξσλ θαη γεληθφηεξα νη επηρεηξήζεηο πνπ δξαζηεξηνπνηνχληαη 

ζηηο δηαλνκέο. 

Οη ζχγρξνλεο εθαξκνγέο δξνκνιφγεζεο έρνπλ εκπινπηηζηεί κε πιεζψξα 

ιεηηνπξγηψλ-επθνιηψλ πνπ αληαπνθξίλνληαη ζηηο νινέλα θαη απμαλφκελεο αλάγθεο 

ησλ εηαηξεηψλ πνπ δξαζηεξηνπνηνχληαη ζην λεπξαιγηθφ ηνκέα ησλ κεηαθνξψλ. Ζ 

εμάπισζε ηεο ρξήζεο ηέηνησλ ζπζηεκάησλ ππφζρεηαη ηε ξηδηθή αιιαγή ζηνλ ηνκέα 

ηεο δηαρείξηζεο νρεκάησλ.  

΢ην παξειζφλ ηα ζπζηήκαηα δξνκνιφγεζεο παξείραλ γεληθέο κφλν πιεξνθνξίεο. 

Ήηαλ επνκέλσο ρξήζηκα κφλν ζε επίπεδν ζηξαηεγηθνχ ζρεδηαζκνχ θαη φρη ζηελ 

θαζεκεξηλή πξαθηηθή θαη δξαζηεξηνπνίεζε ησλ θνξέσλ κεηαθνξάο. ΢ήκεξα 

δηαζπλδένληαη κε ιεπηνκεξή GIS (Geographical Information Systems) γηα ηε 

δεκηνπξγία αλαιπηηθψλ δηαδξνκψλ πςειήο αθξίβεηαο ζε ειάρηζην ρξφλν. Μέρξη 

πξφηηλνο ζηελ Διιάδα, πξνζπάζεηεο γηα ηε ιεηηνπξγία ηέηνησλ εθαξκνγψλ δελ είραλ 

ηα επηζπκεηά απνηειέζκαηα ελ κέξεη ιφγσ ηεο απνπζίαο ελφο GIS πνπ ζα πιεξνχζε 

ηηο πξνυπνζέζεηο πνπ ζέηνπλ ηα ζχγρξνλα ζπζηήκαηα δξνκνιφγεζεο. 

Δπελδχνληαο ζήκεξα ζε πςειή ηερλνινγία βέιηηζηεο δξνκνιφγεζεο, νη δηαρεηξηζηέο 

ηνπ ζηφινπ έρνπλ πιένλ ηε δπλαηφηεηα λα αμηνπνηήζνπλ ζε κέγηζην βαζκφ ηα 

νρήκαηα πνπ δηαζέηνπλ θαη λα αλεβάζνπλ ηνλ πήρπ ζηελ εμππεξέηεζε ησλ πειαηψλ 

ηνπο. Χο άκεζν απνηέιεζκα ζα έρνπλ απμεκέλε απφδνζε (πεξηζζφηεξα δξνκνιφγηα 

κε ηνλ ίδην αξηζκφ νρεκάησλ), πην ηζζνξνπεκέλα θνξηία θαη άκεζε επηζηξνθή ησλ 

ρξεκάησλ πνπ επέλδπζαλ κέζσ ηεο νηθνλνκίαο αιιά θαη ηεο απμεκέλεο 

παξαγσγηθφηεηαο. Ζ βειηηζηνπνίεζε ησλ δξνκνινγίσλ βέβαηα είλαη κηα 

ππνθεηκεληθή δηαδηθαζία. Κάζε δηαρεηξηζηήο έρεη έλα δηαθνξεηηθφ ζχλνιν απφ 

πξνηεξαηφηεηεο θαη ζηφρνπο πνπ ζέιεη λα επηηχρεη γηα ηελ νξζή ιεηηνπξγία ηνπ. 

Κάπνηνη εληνπίδνπλ ην ζηφρν ζηελ απφιπηε κείσζε ηνπ θφζηνπο ελψ άιινη 

επηθεληξψλνληαη ζηε θαιχηεξε εμππεξέηεζε ησλ πειαηψλ. Ο νξηζκφο ηεο 

βειηηζηνπνίεζε είλαη κνλαδηθφο γηα θάζε εηαηξεία θαη ελδερνκέλσο δηαθέξεη αλά 

δξαζηεξηφηεηα. 

Αθνινπζνχλ ελδεηθηηθέο screenshots απφ ηελ επηθάλεηα δηεπαθήο ινγηζκηθνχ 

δξνκνιφγεζεο νρεκάησλ. Σα δεδνκέλα είλαη πξνζαξκνζκέλα ζε πξαγκαηηθνχο 

ράξηεο θαη πξνβιήκαηα. 
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Δηθφλα 1.3: Πξνγξακκαηηζκφο delivery κεραλψλ ζηελ πεξηνρή Εσγξάθνπ 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Δηθφλα 1.4: Γξνκνιφγεζε ζηφινπ θνξηεγψλ ζηνπο πξσηεχνληεο δξφκνπο ηνπ 

ιεθαλνπεδίνπ 

 

1.2.3.1  ΢ςζηήμαηα διασείπιζηρ ζηόλος οσημάηυν 
 

Σα ζπζηήκαηα απηά απνηεινχλ πξνεθηάζεηο ησλ ζπζηεκάησλ βέιηηζηεο 

δξνκνιφγεζεο πνπ είδακε παξαπάλσ. Πξφθεηηαη επί ηεο νπζίαο γηα κηα θαηεγνξία 

ςεθηαθψλ ζπζηεκάησλ πνπ ιακβάλνπλ απνθάζεηο ζρεηηθά κε ηηο δηαδξνκέο πνπ 

πξέπεη λα αθνινπζήζνπλ ηα νρήκαηα ελφο δνζκέλνπ ζηφινπ. Σα ζπζηήκαηα απηά, 

ραξαθηεξίδνληαη απφ θάπνηεο ζπγθεθξηκέλεο δπλαηφηεηεο πνπ αλαθέξνπκε επζχο 

ακέζσο.  
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Σα ζπζηήκαηα δηαρείξεζεο ζηφινπ, γλσζηνπνηνχλ κε ηε  κέγηζηε δπλαηή αθξίβεηα ηηο 

ζέζεηο ησλ νρεκάησλ πάλσ ζην δίθηπν. Πέξαλ ηεο ελεκέξσζεο γηα έθηαθηα 

γεγνλφηα, απνηεινχλ έλα ηζρπξφ εξγαιείν θαηαγξαθήο θαη επνπηείαο ηεο ζπλνιηθήο 

δξαζηεξηφηεηαο ηνπ ζηφινπ θαζφιε ηε δηάξθεηα εθηέιεζεο ηεο δξνκνιφγεζεο. 

Δπηπιένλ, παξέρνπλ  ιεπηνκεξή ζηαηηζηηθά ζηνηρεία πνπ δηεπθνιχλνπλ ηελ αλάιπζε, 

ην ζρεδηαζκφ θαη ηε ιήςε απνθάζεσλ πνπ αθνξνχλ ζηε ιεηηνπγία ησλ νρεκάησλ.  

Σα ζπζηήκαηα απηά απνζεθεχνπλ κέζα ηνπο έλα πιήζνο πιεξνθνξηψλ θαζεκεξηλά. 

Έηζη, ν logistics manager (δηαρεηξηζηήο) κπνξεί λα έρεη κηα πιεζψξα αλαθνξψλ θαη 

ζηνηρείσλ πνπ πξηλ δελ ήηαλ δηαζέζηκα: 

 

 Λεπηνκεξείο αλαθνξέο δξνκνινγίσλ 

 

 Υξήζε πφξσλ θαη θφζηνο απηψλ 

 

 Απνδνηηθή ρξήζε νδεγψλ θαη θνξηεγψλ ζηα δξνκνιφγηα 

 

 Μεηξήζεηο παξαγσγηθφηεηαο θαη απνδνηηθφηεηαο (ζπγθξίζεηο πξαγκαηηθψλ 

ζε ζρέζε κε ηα πξνυπνινγηζκέλα) 

 

 ΢χλνιν δξνκνινγίσλ κε ζηνηρεία απνζηάζεσλ, ρξφλσλ, αξηζκνχ πειαηψλ, 

πνζνηήησλ θαη θφζηε ηνπο. 

 

 Δπηζηξνθέο θαη θφζηε ηνπο 

 

 Γξαθηθέο απεηθνλίζεηο ησλ ρξφλσλ νδήγεζεο, εμππεξέηεζεο ζεκείσλ, 

δηαιεηκκάησλ θαη θφζηε ηνπο 

 

Μέζα απφ ηε ρξήζε ησλ ζπζηεκάησλ δηαρείξηζεο ζηφινπ (fleet management 

systems), ν ζεκεξηλφο επηρεηξεκαηίαο έρεη ηε δπλαηφηεηα λα βειηηψζεη ηε ρξήζε ησλ 

νρεκάησλ ηνπ, λα ρξεζηκνπνηήζεη πνην απνδνηηθά ην ρξφλν αλζξψπσλ θαη νρεκάησλ, 

λα δηαλχζεη ιηγφηεξα ρηιηφκεηξα κε ην ίδην θνξηίν. ΋ια απηά βνεζνχλ ζηε κείσζε 

ηνπ ιεηηνπξγηθνχ θφζηνπο ηνπ, θάηη πνπ κπνξεί λα κεηαθξαζηεί ζε απμεκέλε 

θεξδνθνξία ή αληαγσληζηηθφηεηα ησλ ηηκψλ. 

Σα πιενλεθηήκαηα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηε ρξήζε ησλ ζπζηεκάησλ δηαρείξηζεο 

ζηφινπ είλαη πνιιά θαη ζεκαληηθά. Καη' αξράο, ζεκαληηθή πνζφηεηα πιεξνθνξηψλ 

πνπ κία επηρείξεζε αδπλαηνχζε κέρξη ζήκεξα λα ζπγθεληξψζεη, ηψξα βξίζθεηαη ζηα 

ρέξηα ηεο. Σν γεγνλφο φηη έλα ζχζηεκα fleet management επηηειεί, κεηαμχ άιισλ, ην 

ξφιν ελφο MIS (Management Information System) θαηαδεηθλχεη ζε κεγάιν βαζκφ ηηο 

αξεηέο ηνπ. Ζ ζπγθέληξσζε ζεκαληηθψλ πιεξνθνξηψλ έρεη κε ηε ζεηξά ηεο σο 

απνηέιεζκα λα είλαη εθηθηή ε παξαγσγή αλαθνξψλ (reports) ζρεηηθά κε ηελ πνξεία 

ηεο επηρείξεζεο, ηελ αμηνιφγεζε ηνπ ηξφπνπ ιεηηνπξγίαο ηεο, ελψ θαηαδεηθλχεη θαη 

ηξφπνπο βειηίσζεο θαη απνηειεζκαηηθφηεξεο αμηνπνίεζεο ηεο ππάξρνπζαο 

ππνδνκήο. Οη πιεξνθνξίεο απηέο γίλνληαη πεξηζζφηεξν ζεκαληηθέο ζήκεξα, αλ 

αλαινγηζηεί θαλείο ην επίπεδν ηνπ αληαγσληζκνχ ζηηο ζχγρξνλεο επηρεηξήζεηο. 

΢εκαληηθά είλαη θαη ηα νθέιε απφ ηελ εμνηθνλφκεζε πφξσλ πνπ αθνξνχλ ζε 

ηειεπηθνηλσληαθά  θφζηε. Ζ αμηνπνίεζε ππεξεζηψλ, φπσο ην SMS αιιά θαη φζεο 

πεγάδνπλ απφ ην GPRS, απαιιάζζεη ηελ επηρείξεζε απφ πςεινχο 

ηειεπηθνηλσληαθνχο ινγαξηαζκνχο, νη νπνίνη ζπλήζσο πξνέξρνληαη απφ κεγάιν 
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αξηζκφ θιήζεσλ πξνο θηλεηά θαη ζηαζεξά ηειέθσλα ησλ "ελ θηλήζεη" εξγαδνκέλσλ 

ηεο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

Δηθφλα 1.5: Αξρηηεθηνληθή Δμππεξεηεηή ζπζηεκάησλ δηαρείξηζεο ζηφινπ 

 

 

1.2.3.2  Σηλεμαηική και διασείπιζη ζηόλος 

 

Σα ζπζηήκαηα δξνκνιφγεζεο ζηφινπ δελ ζα κπνξνχζαλ λα απνηεινχλ 

νινθιεξσκέλεο ιχζεηο γηα ηελ logistics νηθνγέλεηα αλ δελ ζπλδπάδνληαλ κε έλα 

ζχζηεκα αζχξκαηεο επνπηείαο ηνπ ζηφινπ. Δδψ είλαη πνπ ππεηζέξρεηαη ε ηερλνινγία 

GPS (Global Positioning System), γηα ηελ ζα κηιήζνπκε αλαιπηηθφηεξα πην θάησ. Αλ 

ηνπνζεηήζνπκε έλα δέθηε GPS ζε έλα φρεκα, κπνξνχκε λα έρνπκε απεηθφληζε ηεο 

αθξηβνχο ζέζεο ηνπ κε ηελ πξνυπφζεζε φηη ν δέθηεο ιακβάλεη ζήκαηα απφ 4 

δνξπθφξνπο ηαπηφρξνλα. Ζ αθξίβεηα ηνπ GPS έρεη βειηησζεί δξακαηηθά ηα ηειεπηαία 

ρξφληα, θηάλνληαο ζηα επίπεδα ησλ 3-5 κέηξσλ απφθιηζε.  

Σα ζηνηρεία ηεο ζέζεο ηνπ νρήκαηνο δελ ζα κπνξνχζαλ λα είλαη αμηνπνηήζηκα αλ δελ 

βνεζνχζε κηα άιιε ηερλνινγία, απηή ηεο θηλεηήο ηειεθσλίαο εθνδηαζκέλεο κε ηε 

δπλαηφηεηα κεηάδνζεο data (GPRS). Σα δεδνκέλα ζέζεο κεηαθέξνληαη κέζα απφ 

GPRS πξσηνθφιια ζηνλ πειάηε ή ζε θεληξηθνχο ζηαζκνχο ηειεκαηηθήο, 

πξνζθέξνληαο έηζη ζεκαληηθέο δπλαηφηεηεο επνπηείαο θαη ειέγρνπ ηνπ ζηφινπ ζηνπο 

δξνκνινγεηέο.  

΢ήκεξα ππάξρεη πιένλ κηα πιεζψξα επηινγψλ ζε δέθηεο GPS πνπ ζπλδπάδνληαη κε 

κηα θάξηα θηλεηήο (GPRS). Οη ηηκέο πνηθίινπλ αλάινγα κε ηηο δπλαηφηεηεο ησλ 

ζπζθεπψλ αιιά θαη ησλ ππεξεζηψλ ηηο νπνίεο νη πξψηεο παξέρνπλ. Ο ηδηνθηήηεο 

θνξηεγψλ δηαλνκήο ή ν επηρεηξεκαηίαο έρεη πνιιέο επηινγέο αιιά ζα πξέπεη λα 
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πξνζέμεη ηδηαίηεξα αλ ηα ζπζηήκαηα απηά ζα θαιχπηνπλ ηηο αλάγθεο ηνπ θαη ζην 

άκεζν κέιινλ. Σα θφζηε ησλ ζπζηεκάησλ απηψλ πέθηνπλ κε ηελ αλάπηπμε ηεο 

ηερλνινγίαο, δελ παχνπλ φκσο λα είλαη ζεκαληηθά φηαλ κηιάκε γηα ζηφινπο 20, 30 ή 

100 νρεκάησλ.  

Ζ ηειεκαηηθή πξνζθέξεη κηα επξεία γθάκα εθαξκνγψλ, φπνπ κνλάδεο κπνξνχλ λα 

ηνπνζεηεζνχλ ζε νρήκαηα, θνξηεγά, container, trailer, ζθάθε, θ.α. Οη κνλάδεο απηέο 

πξνζθέξνπλ ηελ δπλαηφηεηα ζηνλ ρξήζηε – εηαηξεία λα γλσξίδεη ηελ πξαγκαηηθή 

ζέζε ηνπ νρήκαηνο ζην νπνίν έρεη ηνπνζεηεζεί ε κνλάδα. Αλάινγα κε ηνλ 

πξνγξακκαηηζκφ ησλ κνλάδσλ ή θαη ηελ ζπλδεζκνινγία ηνπο, ε ζέζε ηνπ νρήκαηνο 

είλαη δηαζέζηκε ζε πξνθαζνξηζκέλα ρξνληθά δηαζηήκαηα ηεο εκέξαο (π.ρ. θάζε 6 

ψξεο), ζε ζπγθεθξηκέλα ζπκβάληα ελδηαθέξνληνο (π.ρ. άλνηγκα ηεο πφξηαο ελφο 

container) ή θαη ζε νπνηαδήπνηε αίηεζε γλσζηνπνίεζεο ηεο ζέζεο. Δηαηξίεο 

εθαξκνγήο ηέηνηαο ηερλνινγίαο είλαη εηαηξείεο ελνηθηάζεσλ ζθαθψλ, εηαηξείεο 

δηαθίλεζεο containers, εηαηξείεο πνπ αθήλνπλ ηξέηιεξ ζηαζκεπκέλα γηα 

παξαηεηακέλα ρξνληθά δηαζηήκαηα ζε κε θπιαζζφκελνπο ρψξνπο, εηαηξείεο πνπ 

κεηαθέξνπλ εκπνξεχκαηα πςεινχ θηλδχλνπ θαη νπνηαδήπνηε άιιε εηαηξεία 

κεηαθνξψλ πνπ επηζπκεί λα ελεκεξψλεηαη γηα ηελ αζθαιή κεηαθνξά ηνπ 

εκπνξεχκαηνο πνπ δηαθηλεί. 

΢ηελ επφκελε εηθφλα παξαζέηνπκε ηνλ ηξφπν νξγάλσζεο κηαο ζχγρξνλεο 

εθνδηαζηηθήο αιπζίδαο (e-logistics). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

Δηθφλα 1.6: ΢χγρξνλε εθνδηαζηηθή αιπζίδα (e-logistics) 

 

 

1.2.3.3  Σα Fleet Management Systems ζηην ελληνική αγοπά 

 

Σα ζπζηήκαηα δηαρείξηζεο ζηφινπ είλαη γλσζηά δηεζλψο σο fleet management 

systems. Αθνινπζεί ε παξάζεζε νξηζκέλσλ ελδεηθηηθψλ ζηνηρείσλ ζρεηηθά κε 

εηαηξείεο πνπ πξνζθέξνπλ ιχζεηο fleet management ζηελ ειιεληθή αγνξά. 
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Σν Mobile Fleet είλαη έλα ζχγρξνλν ζχζηεκα δηαρείξηζεο ζηφινπ νρεκάησλ, ην νπνίν 

έρεη αλαπηπρζεί απφ ηελ ACE-Hellas. ΢ηφρνο ηνπ είλαη λα θαιχςεη πιήξσο ηηο 

αλάγθεο ησλ εηαηξεηψλ κεηαθνξψλ, αλεθνδηαζκνχ θαη γεληθφηεξα θάζε επηρείξεζεο 

πνπ ρξεηάδεηαη έλα πιήξεο πιεξνθνξηαθφ ζχζηεκα δηνίθεζεο ζηφινπ νρεκάησλ ζε 

πξαγκαηηθφ ρξφλν. Πξφθεηηαη γηα έλα ζχζηεκα βαζηζκέλν ζηνλ ζπλδπαζκφ ησλ 

ηερλνινγηψλ GPS, GPRS (νπνηνπδήπνηε πάξνρνπ θηλεηήο ηειεθσλίαο) θαη GIS (γηα 

ηε γξαθηθή απεηθφληζε ησλ νρεκάησλ πάλσ ζε ςεθηαθνχο ράξηεο). 

Ζ ΑΝΚΟ ΑΔ, ζην πιαίζην ηεο πξνψζεζεο θαη αλάπηπμεο λέσλ ηερλνινγηψλ, 

δεκηνχξγεζε ην ζχζηεκα NAViCAR Suite γηα ηνλ εληνπηζκφ ζέζεο (AVL) θαη ηε 

δηαρείξηζε κηθξψλ θαη κεγάισλ ζηφισλ νρεκάησλ (Fleet Management). Δθφζνλ έλα 

φρεκα είλαη θαηάιιεια εμνπιηζκέλν κε ζπζθεπή επηθνηλσληψλ TETRA ή 

GSM/GPRS ή VHF/UHF θαη δνξπθνξηθφ δέθηε GPS, απνζηέιιεη ηηο πιεξνθνξίεο 

πνπ ζπιιέγεη (γεσγξαθηθή ζέζε/ζεκαηνδνζία) ζην εηαηξηθφ θέληξν επηθνηλσληψλ. 

Ζ COSMΟΣΔ δξαζηεξηνπνηείηαη ζηνλ ηνκέα ηεο δηαρείξηζεο ζηφινπ έρνληαο 

ζηξαηεγηθή ζπλεξγαζία κε ηελ Space Hellas, ηηο ιχζεηο ηεο νπνίαο πξνσζεί κέζσ 

δηαθφξσλ θαλαιηψλ δηαλνκήο. 

Ηδηαίηεξε έκθαζε ζηνλ ρψξν ηεο δηαρείξηζεο ζηφινπ νρεκάησλ έρεη δψζεη θαη ε 

Vodafone, φπσο πξνθχπηεη απφ ην γεγνλφο φηη ζπλεξγάζηεθε φρη κε κία αιιά κε 

ηέζζεξηο εηαηξείεο ηνπ ρψξνπ ('Δκθαζηο Σειεκαηηθή, Telenavis, n-topos θαη 

Compucon), πξνθεηκέλνπ λα δεκηνπξγήζεη ην Fleet Manager, έλα νινθιεξσκέλν 

ζχζηεκα παξαθνινχζεζεο, ηειεδηαρείξηζεο θαη ειέγρνπ ζηφινπ νρεκάησλ ζηελ 

Διιάδα θαη ζην εμσηεξηθφ. 

 

 

1.3   To Παγκόζμιο ΢ύζηημα Θεζιθεζίαρ (GPS) 
 

Αμίδεη λα αλαθέξνπκε νξηζκέλεο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ην παγθφζκην ζχζηεκα 

ζεζηζεζίαο (Global Positioning System-GPS), πνπ παίδεη έλαλ θαζνξηζηηθφ ξφιν ζηε 

ιεηηνπξγία ησλ πξνγξακκάησλ δξνκνιφγεζεο ζηφινπ νρεκάησλ θαη φρη κφλν. 

Σν GPS είλαη έλα παγθφζκην ζχζηεκα εληνπηζκνχ ζέζεο, ην νπνίν βαζίδεηαη ζε έλα 

"πιέγκα" εηθνζηηεζζάξσλ δνξπθφξσλ ηεο Γεο, ζηνπο νπνίνπο ππάξρνπλ εηδηθέο 

ζπζθεπέο, νη νπνίεο νλνκάδνληαη "δέθηεο GPS". Οη δέθηεο απηνί παξέρνπλ αθξηβείο 

πιεξνθνξίεο γηα ηε ζέζε ελφο ζεκείνπ, ην πςφκεηξφ ηνπ, ηελ ηαρχηεηα θαη ηελ 

θαηεχζπλζε ηεο θίλεζεο ηνπ. Δπίζεο, ζε ζπλδπαζκφ κε εηδηθφ ινγηζκηθφ 

ραξηνγξάθεζεο κπνξνχλ λα απεηθνλίζνπλ γξαθηθά ηηο πιεξνθνξίεο απηέο.  

Πψο φκσο μεθίλεζε ε ηδέα ηεο ιεηηνπξγίαο ελφο ηέηνηνπ ζπζηήκαηνο; Πνηα ήηαλ ε 

βαζηθή θαηεχζπλζε  πάλσ ζηελ νπνία πξνζαλαηνιίζηεθαλ νη εξεπλεηέο πξνθεηκέλνπ 

λα είλαη εθηθηφο ν εληνπηζκφο ελφο ηπραίνπ ζεκείνπ πάλσ ζηνλ πιαλήηε; 

Έλα δίθηπν πνιπάξηζκσλ δνξπθφξσλ πνπ βξίζθνληαη ζε ζηαζεξή ζέζε γχξσ απφ ηνλ 

πιαλήηε καο, βνεζά ηνπο δέθηεο GPS λα παξέμνπλ ην αθξηβέο ζηίγκα ηεο ζέζεο ελφο 

ζεκείνπ νπνπδήπνηε ζηνλ θφζκν. ΋ηαλ, ην 1957, πξαγκαηνπνηήζεθε ε εθηφμεπζε 

ηνπ δνξπθφξνπ ΢πνχηληθ, νη άλζξσπνη είραλ ήδε αληηιεθζεί φηη έλα ηερλεηφ νπξάλην 

ζψκα θνληά ζηε Γε είλαη δπλαηφ λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα εληνπηζηεί έλα ηπραίν 

ζεκείν πάλσ ζηνλ πιαλήηε. Ακέζσο κεηά ηελ εθηφμεπζή ηνπ, νη εξεπλεηέο ηνπ 

Ηλζηηηνχηνπ Σερλνινγίαο ηεο Μαζαρνπζέηεο (ΜΗΣ) δηαπίζησζαλ φηη ην ζήκα πνπ 

ιακβαλφηαλ απφ ηνλ δνξπθφξν απμαλφηαλ θαζψο απηφο πιεζίαδε πξνο ην επίγεην 

ζεκείν παξαηήξεζεο θαη κεησλφηαλ φηαλ ν δνξπθφξνο απνκαθξπλφηαλ απφ απηφ. 

Απηφ ήηαλ θαη ην πξψην βήκα γηα ηελ πινπνίεζε ηεο ηερλνινγίαο πνπ ζήκεξα 

απνθαιείηαη Global Positioning System. Με ηνλ ίδην ηξφπν πνπ ε ζέζε ελφο 

δνξπθφξνπ κπνξνχζε λα εληνπηζηεί αλάινγα κε ηελ ηζρχ ηνπ ζήκαηνο πνπ 
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ιακβάλεηαη απφ απηφλ, ππήξρε θαη ε δπλαηφηεηα λα ζπκβεί ην αθξηβψο αληίζεην: Ο 

δνξπθφξνο λα εληνπίζεη ηε ζέζε ελφο ζεκείνπ κε ηδηαίηεξε αθξίβεηα. ΢ηελ 

πξαγκαηηθφηεηα έλαο δνξπθφξνο δελ είλαη αξθεηφο γηα λα ππάξμνπλ αθξηβή 

απνηειέζκαηα, αιιά απαηηνχληαη ηνπιάρηζηνλ ηξεηο.  

Σν GPS αξρηθά δεκηνπξγήζεθε απνθιεηζηηθά γηα ζηξαηησηηθή ρξήζε θαη αλήθε ζηε 

δηθαηνδνζία ηνπ ακεξηθαληθνχ Τπνπξγείνπ Δζληθήο Άκπλαο. ΢ηα κέζα ηεο δεθαεηίαο 

ηνπ 1960 ην ζχζηεκα δνξπθνξηθήο πινήγεζεο, γλσζηφ ηφηε κε ηελ νλνκαζία Transit 

System, ρξεζηκνπνηήζεθε επξέσο απφ ην ακεξηθαληθφ λαπηηθφ. Απαηηήζεθαλ αξθεηέο 

δεθαεηίεο, κέρξη δειαδή ηα κέζα ηεο δεθαεηίαο ηνπ 1990, ψζηε ην ζχζηεκα GPS λα 

εμειηρζεί, λα γίλεη ηδηαίηεξα αθξηβέο θαη λα αξρίζεη λα δηαηίζεηαη γηα ειεχζεξε ρξήζε 

απφ ην επξχ θνηλφ. 

Σν ζχζηεκα εληνπηζκνχ ζέζεο GPS ζρεκαηίδεη έλα παγθφζκην δίθηπν, κε εκβέιεηα 

πνπ θαιχπηεη μεξά, ζάιαζζα θαη αέξα. Δμαηηίαο απηήο ηεο έθηαζήο ηνπ είλαη 

απαξαίηεηνο ν δηαρσξηζκφο ηνπ ζε επηκέξνπο ηκήκαηα, φπνπ πξαγκαηνπνηνχληαη 

φιεο νη ιεηηνπξγίεο ηνπ αιιά θαη ν ζπληνληζκφο ηνπ. ΢πγθεθξηκέλα, ηα ηκήκαηα απηά 

είλαη: 

 

 Γιαζηημικό ημήμα: Απνηειείηαη απφ ην δίθηπν 24 δνξπθφξσλ πνπ ήδε 

αλαθέξακε. Οη δνξπθφξνη απηνί «ζθεπάδνπλ» νκνηφκνξθα κε ην ζήκα ηνπο 

νιφθιεξν ηνλ πιαλήηε, γεγνλφο πνπ απνδεηθλχεη ηε θηινζνθία πνπ θξχβεηαη 

πίζσ απφ ηε ιεηηνπξγία ηνπ ζπζηήκαηνο GPS, δειαδή ηε δηαζεζηκφηεηά ηνπ 

ζε θάζε ζεκείν ηεο Γεο, ψζηε λα κελ ππάξρεη πεξίπησζε λα 

απνπξνζαλαηνιηζηεί θαλείο πνηέ θαη πνπζελά. ΋ινη νη δνξπθφξνη βξίζθνληαη 

ζε χςνο πεξίπνπ 12.700 κηιίσλ πάλσ απφ ηελ επηθάλεηα ηεο ζάιαζζαο θαη 

εθηεινχλ δχν πεξηζηξνθέο γχξσ απφ ηε Γε θάζε 24σξν. Ζ θαηαζθεπάζηξηα 

εηαηξεία είλαη ε Rockwell International, ε εθηφμεπζή ηνπο πξαγκαηνπνηήζεθε 

απφ ην αθξσηήξην Canaveral, ελψ ε ηξνθνδνζία ηπνπο κε ειεθηξηθή ελέξγεηα 

πξαγκαηνπνηείηαη κέζσ ησλ ειηαθψλ ζηνηρείσλ πνπ δηαζέηνπλ. 

 

 Δπίγειο ημήμα ελέγσος: Οη δνξπθφξνη, φπσο είλαη αλακελφκελν, είλαη πνιχ 

πηζαλφ λα αληηκεησπίζνπλ αλά πάζα ζηηγκή πξνβιήκαηα θαηά ηε δηάξθεηα 

ηεο ιεηηνπξγίαο ηνπο. Οη έιεγρνη πνπ πξαγκαηνπνηνχληαη ζε απηνχο, αθνξνχλ 

ζηε ζσζηή ηνπο ηαρχηεηα θαη πςφκεηξν θαη ζηελ θαηάζηαζε ηεο επάξθεηάο 

ηνπο ζε ειεθηξηθή ελέξγεηα. Παξάιιεια, εθαξκφδνληαη φιεο νη δηνξζσηηθέο 

ελέξγεηεο πνπ αθνξνχλ ζην ζχζηεκα ρξνλνκέηξεζεο ησλ δνξπθφξσλ, ψζηε 

λα απνηξέπεηαη ε παξνρή ιαλζαζκέλσλ πιεξνθνξηψλ ζηνπο ρξήζηεο ηνπ 

ζπζηήκαηνο. Σν ηκήκα επίγεηνπ ειέγρνπ απνηειείηαη απφ έλα επαλδξσκέλν 

θαη ηέζζεξα κε επαλδξσκέλα θέληξα, εγθαηεζηεκέλα ζε ηζάξηζκεο πεξηνρέο 

ηνπ πιαλήηε. Οη πεξηνρέο απηέο είλαη νη εμήο: α) Κνινξάλην (Ζλσκέλεο 

Πνιηηείεο ηεο Ακεξηθήο) β) Υαβάε (Αλαηνιηθφο Δηξεληθφο Χθεαλφο) γ) 

Ascension Island (Αηιαληηθφο Χθεαλφο) δ) Diego Garcia (Ηλδηθφο Χθεαλφο) ε) 

Kwajalein (Γπηηθφο Δηξεληθφο Χθεαλφο). Ο θπξηφηεξνο ζηαζκφο βάζεο είλαη 

απηφο ηνπ Κνινξάλην, ν νπνίνο είλαη κάιηζηα θαη ν κνλαδηθφο πνπ βξίζθεηαη 

ζηελ μεξά. Αλαιακβάλεη ηνλ έιεγρν ηεο ζσζηήο ιεηηνπξγίαο ησλ 

ελαπνκεηλάλησλ ηεζζάξσλ ζηαζκψλ, θαζψο θαη ηνλ ζπληνληζκφ ηνπο. 

΢εκεηψλνληαο ηε ζέζε ησλ ζηαζκψλ απηψλ πάλσ ζε έλαλ παγθφζκην ράξηε, 

παξαηεξεί θαλείο φηη ε δηάηαμή ηνπο δελ είλαη ηπραία, αιιά αθνινπζνχλ κηα 

γξακκή παξάιιειε κε ηα γεσγξαθηθά κήθε ηεο Γεο. 
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 Σο ημήμα ηελικού σπήζηη: Απαξηίδεηαη απφ ηνπο ρηιηάδεο ρξήζηεο δεθηψλ 

GPS αλά ηελ πθήιην. Οη δέθηεο απηνί κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ ηφζν 

θαηά ηε δηάξθεηα κηαο απιήο πεδνπνξίαο, φζν θαη ζε νρήκαηα ή ζαιάζζηα 

ζθάθε θαη θαηά θαλφλα δηαζέηνπλ αξθεηά κηθξέο δηαζηάζεηο. Γηα λα 

πξνζθέξνπλ φζν ην δπλαηφλ πεξηζζφηεξεο πιεξνθνξίεο, νη δέθηεο 

ζπλδπάδνληαη κε εηδηθφ ινγηζκηθφ, πνπ πξνβάιιεη έλα ράξηε ζηελ νζφλε ηεο 

ζπζθεπήο GPS. Πξφθεηηαη, δειαδή, γηα ινγηζκηθφ πνπ ιακβάλεη απφ ηνπο 

δνξπθφξνπο ηηο πιεξνθνξίεο γηα ην ζηίγκα ηνπ ζεκείνπ ζην νπνίν βξίζθεηαη ν 

δέθηεο θαη ηηο κεηαηξέπεη ζε θαηαλνεηή «αλζξψπηλε» κνξθή, πιεξνθνξψληαο 

ην ρξήζηε γηα ηελ αθξηβή γεσγξαθηθή ηνπ ζέζε. 

 

 

1.3.1  Φοπηηέρ ΢ςζκεςέρ GPS 

 

Ζ κεγάιε εμάπισζε ηεο ρξήζεο ηνπ GPS νθείιεηαη θαη ζηε δηάδνζε ησλ νηθνλνκηθά 

πξνζηηψλ, θνξεηψλ δεθηψλ GPS γηα πεδνχο ή νρήκαηα θαη ησλ γεληθψλ 

ππνινγηζηηθψλ ζπζθεπψλ (φπσο ηα PDA) κε ελζσκαησκέλν δέθηε GPS. Έλαο 

θνξεηφο δέθηεο GPS απνηειείηαη απφ: 

 

 Σελ εζσηεξηθή δνξπθνξηθή θεξαία, ε νπνία ιακβάλεη ην ζήκα GPS απφ ηνπο 

δνξπθφξνπο κε ηνπο νπνίνπο έρεη νπηηθή επαθή. Δπίζεο, ιακβάλεη ζήκα θαη 

απφ αλαθιάζεηο, π.ρ. απφ ηνίρνπο, θάλνληαο δπλαηή ηε ιήςε ζε δξφκνπο πνπ 

πεξηβάιινληαη απφ πνιχ ςειά θηήξηα (ζηελ θαζηεξσκέλε αγγιφθσλε ζρεηηθή 

νξνινγία, νη ζπλζήθεο απηέο απνθαινχληαη "urban canyon") ή αθφκε θαη ζε 

θάπνηνπο εζσηεξηθνχο ρψξνπο. Πάλησο, αξθεηνί δέθηεο δηαζέηνπλ ππνδνρή 

γηα εμσηεξηθή θεξαία. Οη εμσηεξηθέο δνξπθνξηθέο θεξαίεο δηαζέηνπλ πάληα 

πξνεληζρπηή θαη δίλνπλ θαιχηεξε ιήςε ιφγσ ηεο δπλαηφηεηαο ηνπνζέηεζεο 

πάλσ απφ πηζαλά εκπφδηα (π.ρ. ζηελ νξνθή ηνπ απηνθηλήηνπ) θαη ηεο 

ελίζρπζεο πνπ δηαζέηνπλ (ζηηο εζσηεξηθέο θεξαίεο δελ κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί επηπιένλ ζηάδην πξνελίζρπζεο, θαζψο απηφ ζα νδεγνχζε ζε 

αλεπηζχκεηε αλάδξαζε, ιφγσ ηεο γεηηλίαζεο κε ην αλαινγηθφ ηκήκα ηνπ 

δέθηε). 

 

 Σνλ θπξίσο δέθηε GPS ν νπνίνο ρξεζηκνπνηεί θπθιψκαηα πνιχ ρακεινχ 

ζνξχβνπ θαη εηδηθέο ηερληθέο επεμεξγαζίαο ζήκαηνο ψζηε λα μερσξίδεη ηα 

εμαηξεηηθά αζζελή ζήκαηα ησλ δνξπθφξσλ απφ ηνλ ηζρπξφ ηειεπηθνηλσληαθφ 

ζφξπβν ν νπνίνο έρεη ηε κνξθή ηπραίνπ ζήκαηνο. Ο θπξίσο δέθηεο 

απνηειείηαη απφ έλα αλαινγηθφ ηκήκα εηζφδνπ θαζψο θαη απφ έλα ςεθηαθφ, 

ην νπνίν πεξηέρεη ζπλήζσο θάπνην εμεηδηθεπκέλν νινθιεξσκέλν θχθισκα 

ηχπνπ ASIC θαη κηθξνειεγθηή (microcontroller) ρακειήο θαηαλάισζεο 

ηζρχνο. Απηφ ην hardware ρξεζηκνπνηεί πνιχ εμειηγκέλν ινγηζκηθφ 

επεμεξγαζίαο, γηα λα κπνξέζεη λα εμάγεη ρξήζηκν ζηίγκα ζε ζπλζήθεο urban 

canyon ή δχζθνιεο ιήςεο ελ γέλεη. ΢ηηο ζπλζήθεο απηέο, ε αθξίβεηα ηεο 

ιήςεο επεξεάδεηαη ιφγσ ησλ πνιιαπιψλ ζεκάησλ, ηα νπνία ιακβάλεη ε 

θεξαία απφ ηνλ ίδην δνξπθφξν, κε ρξνληθή θαζπζηέξεζε κεηαμχ ηνπο 

(θαηλφκελν ερνχο). Έηζη κπνξεί λα έρνπκε ζεκαληηθή ππνβάζκηζε ζηελ 

αθξίβεηα ηεο ζέζεο. Σν απνηέιεζκα εμαξηάηαη έληνλα απφ ηελ πνηφηεηα ησλ 

αιγνξίζκσλ θαη βειηηψλεηαη ζεκαληηθά απφ ηε κηα γεληά δεθηψλ ζηελ 

επφκελε. Ζ ηειηθή έμνδνο ηνπ δέθηε είλαη ην ζηίγκα (ζέζε) ηνπ θαη ε αθξηβήο 

παγθφζκηα ψξα UMT. Απηά ηα δχν δεδνκέλα καδί κε άιιεο ρξήζηκεο 
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πιεξνθνξίεο φπσο ν αξηζκφο ησλ ιακβαλφκελσλ δνξπθνξηθψλ ζεκάησλ θαη 

ε ζηάζκε ηνπο, απνζηέιινληαη ζε κηα ζχξα επηθνηλσλίαο ηνπ δέθηε, ζπλήζσο 

ζεηξηαθήο κνξθήο, δειαδή αζχγρξνλε (UART) ή ζχγρξνλε (π.ρ. SPI). Ο 

ξπζκφο κε ηνλ νπνίν βγαίλεη λέν ζηίγκα ζηελ έμνδν ηνπ δέθηε είλαη ζπλήζσο 

1 θνξά ην δεπηεξφιεπην (δειαδή 1 Hz), αλ θαη ππάξρνπλ δέθηεο πνπ κπνξνχλ 

λα δίλνπλ ζηίγκα κε ηαρχηεξνπο ξπζκνχο (π.ρ. 10 Hz). ΢ε ζπζθεπέο πνπ 

ιεηηνπξγνχλ κε κπαηαξία, ν θπξίσο δέθηεο GPS δηαζέηεη θαη θαηαζηάζεηο 

ιεηηνπξγίαο φπνπ ν ξπζκφο απνζηνιήο ζηίγκαηνο κεηψλεηαη ζεκαληηθά, κε 

απνηέιεζκα ηελ εμνηθνλφκεζε ηζρχνο.  

 

 Σνλ θπξίσο κηθξνειεγθηή, ηελ νζφλε απεηθφληζεο (ζπλήζσο πγξψλ 

θξπζηάιισλ) θαη ην ππφινηπν hardware ηεο επηθνηλσλίαο ηνπ ρξήζηε κε ηε 

ζπζθεπή. Ο κηθξνειεγθηήο απηφο, κέζσ ηνπ ελζσκαησκέλνπ ινγηζκηθνχ ηνπ, 

επεμεξγάδεηαη ην ζηίγκα πνπ ιακβάλεη απφ ηνλ θπξίσο δέθηε GPS, κέζσ ηεο 

αληίζηνηρεο ζεηξηαθήο ηνπ ζχξαο. Σν απνηέιεζκα ηεο επεμεξγαζίαο είλαη κηα 

πην θαηαλνεηή γηα ηνλ άλζξσπν κνξθή ηνπ ζηίγκαηνο θαη ζπλήζσο 

εκθαλίδεηαη ζε νζφλε κε δπλαηφηεηεο γξαθηθψλ, πάλσ ζε έλα ςεθηαθφ ράξηε, 

καδί κε άιιεο πιεξνθνξίεο φπσο ψξα, πςφκεηξν θαη ηαρχηεηα θίλεζεο. Ζ 

αθξίβεηα ηνπ ελζσκαησκέλνπ ράξηε κπνξεί λα είλαη αξθεηά κεγάιε ζηα 

αθξηβφηεξα κνληέια ζπζθεπψλ, ελψ ζπρλά ππάξρεη ε δπλαηφηεηα 

αλαβάζκηζεο ή επαχμεζήο ηνπ κέζσ ζχλδεζεο κε πξνζσπηθφ ππνινγηζηή 

(PC).  

 

Οη ηζρπξνί κηθξνειεγθηέο θαη ε κεγάιε κλήκε ησλ ζχγρξνλσλ θνξεηψλ δεθηψλ 

έρνπλ θάλεη δπλαηή ηελ χπαξμε δηάθνξσλ απιψλ θαη εμειηγκέλσλ βνεζεκάησλ 

εχξεζεο ζέζεο θαη πινήγεζεο (navigation). Π.ρ. κπνξνχκε λα βιέπνπκε ηε δηαδξνκή 

πνπ έρνπκε ήδε θάλεη, λα θάλνπκε κεγέζπλζε πάλσ ζην ράξηε ή λα εηζάγνπκε 

πξννξηζκφ θαη ν δέθηεο λα βξίζθεη ηε βέληιζηη διαδπομή (λειηοςπγία πλοήγηζηρ). 

΢ρεδφλ πάληα ππάξρεη ε δπλαηφηεηα νξηζκνχ ζεκείσλ ζην ράξηε σο πξνηηκψκελσλ ή 

αθφκε θαη θαηάινγνο κε ζεκεία ελδηαθέξνληνο, φπσο πξαηήξηα βελδίλεο, 

θαηαζηήκαηα θαη αμηνζέαηα. ΢ηα κνληέια γηα απηνθίλεην ζπλήζσο ππάξρεη ε 

δπλαηφηεηα θσλεηηθψλ νδεγηψλ θαηά ηε ιεηηνπξγία πινήγεζεο, ψζηε ν νδεγφο λα κε 

ρξεηάδεηαη λα θνηηά ηελ νζφλε. Δπίζεο, θπθιψκαηα δεθηψλ GPS αξρίδνπλ λα 

ελζσκαηψλνληαη θαη ζε θηλεηά ηειέθσλα θαη άιιεο ζπζθεπέο, φπσο ςεθηαθέο 

θσηνγξαθηθέο κεραλέο. ΢ην θνληηλφ κέιινλ νη θνξεηνί δέθηεο GPS ζα βξίζθνπλ 

κεγάιε εθαξκνγή θαη ζηα άηνκα κε αλαπεξία, φπσο νη ηπθινί, νη νπνίνη έρνπλ ηελ 

δπλαηφηεηα λα δεηνχλ πξννξηζκφ θαη λα αθνχλ θσλεηηθέο νδεγίεο απφ ην δέθηε 

GPS. 

 

 

1.4  Σο ΢ύζηημα Γευγπαθικών Πληποθοπιών (GIS) 

 

Σν ΢χζηεκα Γεσγξαθηθψλ Πιεξνθνξηψλ (΢ΓΠ), γλσζηφ επξέσο θαη σο G.I.S. 

(Geographic Information System), είλαη έλα ζχζηεκα δηαρείξηζεο ρσξηθψλ 

δεδνκέλσλ (spatial data) θαη ζπζρεηηζκέλσλ ηδηνηήησλ. ΢ηελ πην απζηεξή κνξθή ηνπ, 

είλαη έλα ςεθηαθφ ζχζηεκα, ηθαλφ λα ελζσκαηψζεη, απνζεθεχζεη, πξνζαξκφζεη, 

αλαιχζεη θαη παξνπζηάζεη γεσγξαθηθά ζπζρεηηζκέλεο (geographically-referenced) 

πιεξνθνξίεο. ΢ε πην γεληθή κνξθή, έλα ΢ΓΠ είλαη έλα εξγαιείν "έμππλνπ ράξηε", ην 

νπνίν επηηξέπεη ζηνπο ρξήζηεο ηνπ λα απνηππψζνπλ κηα πεξίιεςε ηνπ πξαγκαηηθνχ 
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θφζκνπ, λα δεκηνπξγήζνπλ δηαδξαζηηθά εξσηήζεηο ρσξηθνχ ή πεξηγξαθηθνχ 

ραξαθηήξα (αλαδεηήζεηο δεκηνπξγνχκελεο απφ ηνλ ρξήζηε), λα αλαιχζνπλ ηα 

ρσξηθά δεδνκέλα (spatial data), λα ηα πξνζαξκφζνπλ θαη λα ηα απνδψζνπλ ζε 

αλαινγηθά κέζα (εθηππψζεηο ραξηψλ θαη δηαγξακκάησλ) ή ζε ςεθηαθά κέζα (αξρεία 

ρσξηθψλ δεδνκέλσλ, δηαδξαζηηθνί ράξηεο ζην Γηαδίθηπν).  

Σα ζπζηήκαηα GIS, φπσο θαη ηα ζπζηήκαηα CAD, απνηππψλνπλ ρσξηθά δεδνκέλα ζε 

γεσγξαθηθφ ή ραξηνγξαθηθφ ή θαξηεζηαλφ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ. Βαζηθφ 

ραξαθηεξηζηηθφ ησλ ΢ΓΠ είλαη φηη ηα ρσξηθά δεδνκέλα ζπλδένληαη θαη κε 

πεξηγξαθηθά δεδνκέλα, π.ρ. κηα νκάδα ζεκείσλ πνπ αλαπαξηζηνχλ ζέζεηο πφιεσλ 

ζπλδέεηαη κε έλα πίλαθα φπνπ θάζε εγγξαθή εθηφο απφ ηε ζέζε πεξηέρεη πιεξνθνξίεο 

φπσο νλνκαζία, πιεζπζκφο θιπ. 

Σα ΢πζηήκαηα Γεσγξαθηθψλ Πιεξνθνξηψλ (ΓΠ΢) είλαη πιεξνθνξηαθά ζπζηήκαηα 

(Information Systems) πνπ παξέρνπλ ηελ δπλαηφηεηα ζπιινγήο, δηαρείξηζεο, 

απνζήθεπζεο, επεμεξγαζίαο, αλάιπζεο θαη νπηηθνπνίεζεο, ζε ςεθηαθφ πεξηβάιινλ, 

ησλ δεδνκέλσλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνλ ρψξν. 

Σα δεδνκέλα απηά, ζπλήζσο ιέγνληαη γεσγξαθηθά ή ραξηνγξαθηθά ή ρσξηθά (spatial) 

θαη κπνξεί λα ζπζρεηίδνληαη κε κηα ζεηξά απφ πεξηγξαθηθά δεδνκέλα ηα νπνία θαη ηα 

ραξαθηεξίδνπλ κνλαδηθά. 

Ζ ραξαθηεξηζηηθή δπλαηφηεηα πνπ παξέρνπλ ηα GIS είλαη απηή ηεο ζχλδεζεο ηεο 

ρσξηθήο κε ηελ πεξηγξαθηθή πιεξνθνξία (ε νπνία δελ έρεη απφ κφλε ηεο ρσξηθή 

ππφζηαζε). Ζ ηερλνινγία πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ ιεηηνπξγία απηή βαζίδεηαη: 

 

1. Δίηε ζην ζρεζηαθφ (relational) κνληέιν δεδνκέλσλ, φπνπ ηα πεξηγξαθηθά 

δεδνκέλα πηλαθνπνηνχληαη ρσξηζηά θαη αξγφηεξα ζπζρεηίδνληαη κε ηα ρσξηθά 

δεδνκέλα κέζσ θάπνησλ κνλαδηθψλ ηηκψλ πνπ είλαη θνηλέο θαη ζηα δχν είδε 

δεδνκέλσλ. 

 

2. Δίηε ζην αληηθεηκελνζηξαθέο (object-oriented) κνληέιν δεδνκέλσλ, φπνπ ηφζν 

ηα ρσξηθά φζν θαη ηα πεξηγξαθηθά δεδνκέλα ζπγρσλεχνληαη ζε αληηθείκελα, 

ηα νπνία κπνξεί λα κνληεινπνηνχλ θάπνηα αληηθείκελα κε θπζηθή ππφζηαζε 

(π.ρ. θαηεγνξία = "δξφκνο", φλνκα = "Παλεπηζηεκίνπ", γεσκεηξία = 

"[Υ1,Τ1],[Υ2,Τ2]...", πιάηνο = "20κέηξα"). 

 

Σν αληηθεηκελνζηξαθέο κνληέιν ηείλεη λα ρξεζηκνπνηείηαη φιν θαη πεξηζζφηεξν ζε 

εθαξκνγέο GIS, εμαηηίαο ησλ απμεκέλσλ δπλαηνηήησλ ηνπ ζε ζρέζε κε ην ζρεζηαθφ 

κνληέιν. Παξέρεη εχθνιε θαη απινπνηεκέλε κνληεινπνίεζε ζχλζεησλ θπζηθψλ 

θαηλνκέλσλ θαη αληηθεηκέλσλ κε ρσξηθή δηάζηαζε. 
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Κεθάιαην 2 

 

Πξνβιήκαηα  Γξνκνιφγεζεο 

 
΢ην Κεθάιαην απηφ παξαζέηνπκε κεξηθέο ζεκαληηθέο πεξηπηψζεηο δεηεκάησλ 

δξνκνιφγεζεο. Σα πξνβιήκαηα γηα ηα νπνία ζα κηιήζνπκε, κειεηψληαη δηεμνδηθά 

απφ ηνπο ζχγρξνλνπο εξεπλεηέο θαη παίδνπλ θαζνξηζηηθφ ξφιν ζε δηάθνξεο πεξηνρέο 

ηεο επηζηήκεο (δηαδίθηπν, θαηαλεκεκέλα ζπζηήκαηα, traffic management, bandwidth 

management θ.α). ΢θνπφο ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ είλαη κηα ζχληνκε ζεσξεηηθή 

επηζθφπεζε θαη κηα πξψηε εηζαγσγή ζηηο αιγνξηζκηθέο έλλνηεο πνπ δηέπνπλ 

πξνβιήκαηα φπσο ην Πξφβιεκα ηνπ Πιαλφδηνπ Πσιεηή (TSP), ην Πξφβιεκα 

Γξνκνιφγεζεο Ορεκάησλ (VRP) θαη ην Πξφβιεκα ηνπ ΢πληνκνηέξνπ Μνλνπαηηνχ 

(SPP). ΢ην θεθάιαην πνπ αθνινπζεί δηεηζδχνπκε ζε πην ζπγθεθξηκέλν δήηεκα 

δξνκνιφγεζεο, ην κειεηνχκε θαη εμεηάδνπκε ηνπο αιγνξίζκνπο πνπ νδεγνχλ ζηε 

ζρεδίαζε ηεο βέιηηζηεο δηαδξνκήο, πνπ είλαη θαη ν αληηθεηκεληθφο ζθνπφο ηνπ 

Πξνβιήκαηνο ηεο Γξνκνιφγεζεο.  

 

 

2.1  Δίδη  Πποβλημάηυν Γπομολόγηζηρ 
 

Σν πξφβιεκα ηεο ζρεδίαζεο ηεο βέιηηζηεο δηαδξνκήο κπνξεί λα ηεζεί ππφ ηε κνξθή 

κηαο πιεζψξαο πεξηπηψζεσλ, πνπ ζρεηίδνληαη κε ην αλ γηα παξάδεηγκα ε δεηνχκελε 

δηαδξνκή είλαη θιεηζηή ή αλνηρηή (κνλνπάηη ή θχθινο), αλ ηα θφζηε κεηαβάιινληαη ή 

είλαη ζηαζεξά, αλ ε ηνπνινγία ηνπ δηθηχνπ αιιάδεη κε ην ρξφλν θ.α. Έηζη ινηπφλ, 

πξνθχπηεη ε αλάγθε θαηεγνξηνπνίεζεο ησλ δηαθφξσλ πξνβιεκάησλ δξνκνιφγεζεο, 

νπφηε θαη κειεηνχκε ην θάζε πξφβιεκα μερσξηζηά. Παξαθάησ δίλνπκε ηηο 

ζπλνπηηθέο πεξηγξαθέο νξηζκέλσλ απφ ηα πνην γλσζηά πξνβιήκαηα πνπ ζπλαληνχκε 

ζηελ πεξηνρή απηή. 

 

 

2.2 Σο Ππόβλημα ηος Πλανόδιος Πυληηή (Travelling 

Salesman Problem – TSP) 
 

To πιένλ δηαδεδνκέλν απηφ πξφβιεκα δξνκνιφγεζεο, απαληάηαη ζπρλά ζηελ πεξηνρή 

ηεο Θεσξεηηθήο Πιεξνθνξηθήο θαη ηεο Μαζεκαηηθήο Βειηηζηνπνίεζεο θαη καο ιέεη 

ην εμήο: Γνζείζαο κηαο ιίζηαο πφιεσλ θαη ησλ κεηαμχ ηνπο απνζηάζεσλ, λα βξεζεί ε 

ζπληνκφηεξε δηαδξνκή, πνπ επηζθέπηεηαη θάζε πφιε αθξηβψο κία θνξά, θαη 

θαηαιήγεη ζηελ πφιε απφ ηελ νπνία μεθηλά (αθεηεξία). 

Σν πξφβιεκα δηαηππψζεθε γηα πξψηε θνξά ην 1930, θαη απνηειεί βαζηθφ 

αληηθείκελν κειέηεο θαη αλάιπζεο γηα πνιιά αθφκε πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο. Ζ 

απιφηεηα ηεο δηαηχπσζεο ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη παξαπιαλεηηθή. Καη απηφ γηαηί ην 

TSP είλαη έλα απφ ηα πην εληφλσο κειεηεκέλα πξνβιήκαηα ησλ Τπνινγηζηηθψλ 

Μαζεκαηηθψλ, αθνχ θακία γεληθή κέζνδνο επίιπζεο ηνπ δελ έρεη βξεζεί κέρξη 

ζήκεξα. Παξφηη φκσο ην TSP παξνπζηάδεη κεγάιε δπζθνιία σο πξνο ηελ 

ππνινγηζηκφηεηα θαη πνιππινθφηεηά ηνπ, έλαο κεγάινο αξηζκφο επξεηηθψλ 
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αιγνξίζκσλ έρνπλ πξνηαζεί, παξνπζηάδνληαο ιχζεηο θαη γηα ηελ πεξίπησζε πνπ 

ππάξρνπλ αξθεηέο πφιεηο ζαλ δεδνκέλν ηνπ πξνβιήκαηνο.  

Σν TSP έρεη δηάθνξεο εθαξκνγέο, αθφκα θαη ζηελ πην πξσηαξρηθή κνξθή ηνπ, φπσο 

είλαη ε ζρεδίαζε γεσγξαθηθψλ δηαδξνκψλ ζηα νδηθά δίθηπα, ηα νηθνλνκηθά 

καζεκαηηθά θαη ε θαηαζθεπή κηθξνθπθισκάησλ. Ζ ειαθξηά παξαιιαγή ηνπ, 

πξνζδίδεη αθφκα πεξηζζφηεξεο εθαξκνγέο ζην πξφβιεκα, φπσο γηα παξάδεηγκα, ε 

αιιεινπρία ησλ βάζεσλ ζην DNA. ΢ηηο παξαπάλσ εθαξκνγέο, ε έλλνηα πφιε 

αληηζηνηρεί ζε πειάηεο, ζεκεία ζπλαιιαγήο ή ηκήκαηα DNA, θαη ε απφζηαζε 

κεηαθξάδεηαη ζε ρξφλνπο κεηάβαζεο, θφζηε, ή κέηξα νκνηφηεηαο κεηαμχ ηκεκάησλ 

DNA. ΢ε επηπξφζζεηεο εθαξκνγέο, κπνξεί λα έρνπκε πεξηνξηζκνχο, φπσο ε χπαξμε 

ρξνλνπαξαζχξσλ (time windows), ή πεξηνξηζκέλνπο πφξνπο (limited resources), 

νπφηε ην πξφβιεκα γίλεηαη ζαθψο δπζθνιφηεξν.  

΢ηε ζεσξία ηεο Τπνινγηζηηθήο Πνιππινθφηεηαο, ην TSP θαηαηάζζεηαη ζηελ NP 

θιάζε πξνβιεκάησλ. Απηφ ζεκαίλεη φηη δελ ππάξρεη αιγφξηζκνο πνπ λα επηιχεη ην 

πξφβιεκα ζε πνιπσλπκηθφ ρξφλν, δειαδή ζε ρξφλν πνπ εμαξηάηαη πνιπσλπκηθά απφ 

ην πιήζνο ησλ πφιεσλ πνπ πεξηέρεη ζαλ δεδνκέλν ην πξφβιεκα. Δπνκέλσο φηαλ 

απμάλνληαη νη πφιεηο, ν απαηηνχκελνο ρξφλνο κεγαιψλεη εθζεηηθά, δειαδή έλαο 

ππνινγηζηήο ζα ρξεηαδφηαλ κεξηθά ρξφληα γηα λα ιχζεη αθξηβψο, έλα πξφβιεκα 

κεξηθψλ εθαηνληάδσλ πφιεσλ!  

 

 

2.2.1  Πεπιγπαθή ηος Πποβλήμαηορ TSP 
 

Σν TSP πξφβιεκα πεξηγξάθεηαη απφ έλα γξάθν, ηνπ νπνίνπ νη θνξπθέο 

αλαπαξηζηνχλ ηηο πφιεηο, νη αθκέο ηηο δπλαηέο κεηαβάζεηο θαη κηα ιίζηα απφ θφζηε 

επί ησλ αθκψλ, πνπ ζρεηίδνληαη άκεζα κε ηηο απνζηάζεηο κεηαμχ ησλ πφιεσλ. Μηα 

δηαδξνκή ζε έλα πξφβιεκα TSP ζπληζηά γξαθνζεσξεηηθά έλα θχθιν Hamilton θαη ε 

βέιηηζηε δηαδξνκή πνπ αλαδεηνχκε, είλαη ν θχθινο Hamilton ειαρίζηνπ κήθνπο. 

΢πρλά ην κνληέιν εθαξκφδεηαη ζε έλα πιήξε γξάθν, δειαδή ζε έλα γξάθν πνπ θάζε 

θνξπθή ηνπ ζπλδέεηαη κέζσ αθκψλ κε φιεο ηηο άιιεο θνξπθέο. 

Παξαθάησ δίλεηαη έλα ζρήκα πνπ απεηθνλίδεη έλα πξφβιεκα TSP ηεζζάξσλ πφιεσλ 

ζε έλα πιήξε γξάθν. 

 

 

      

  

    

    

 

 

 

 

 
 

 

 

΢ρήκα 2.1: Πιήξεο δίθηπν ηεζζάξσλ πφιεσλ 
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Αλάινγα  κε ηηο απαηηήζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο, ζπλαληνχκε ην  TSP  ζε δχν εθδνρέο, 

απηέο ηνπ ζπκκεηξηθνχ θαη αζχκκεηξνπ πξνβιήκαηνο. ΢ηελ πξψηε, ην θφζηνο 

κεηάβαζεο αλάκεζα ζε δχν πφιεηο είλαη αλεμάξηεην ηεο θαηεχζπλζεο ηεο θίλεζεο, 

δειαδή δελ αιιάδεη είηε κεηαβαίλνπκε απφ ηελ θνξπθή Α πξνο ηελ Β, είηε 

αληίζηξνθα. Έρνπκε επνκέλσο λα κειεηήζνπκε έλαλ κε θαηεπζπλφκελν γξάθν. ΢ηελ 

αζχκκεηξε πεξίπησζε, ηα κνλνπάηηα κπνξεί λα κελ είλαη ηα ίδηα αλ αιιάδνπκε ηελ 

θαηεχζπλζε ηεο θίλεζεο, ή αθφκα ηα θφζηε κπνξεί λα είλαη δηαθνξεηηθά, νπφηε ν 

γξάθνο είλαη θαηεπζπλφκελνο. Δδψ ην πξφβιεκα είλαη ζπλζεηφηεξν. Ζ αζπκκεηξία, 

κπνξεί λα πεξηγξάθεη θαηαζηάζεηο θπθινθνξηαθήο ζχγθξνπζεο (traffic collisions), 

κνλφδξνκνπο θαζψο θαη δηαδξνκέο αλάκεζα ζε πφιεηο κε δηαθνξεηηθέο ηηκέο θφζηνπο 

εηζεηεξίσλ θ.α.  

Σν Πξφβιεκα  ηνπ Πιαλφδηνπ Πσιεηή, κπνξεί λα είλαη εθνδηαζκέλν κε κηα κεηξηθή 

επί ηνπ ζπλφινπ ησλ θνξπθψλ. Έλα απιφ ελδερφκελν κηαο ηέηνηαο πεξίπησζεο, είλαη 

λα έρνπκε ζε ηζρχ ηελ ηξηγσληθή  αληζφηεηα γηα ηηο απνζηάζεηο κεηαμχ ηξηψλ 

δηαθνξεηηθψλ θνξπθψλ i,j θαη k. Πξαθηηθά απηφ κπνξεί λα ζεκαίλεη φηη, ζην δίθηπν 

δελ ππάξρνπλ ζπληνκεχζεηο, δειαδή φηη ε απεπζείαο κεηάβαζε απφ ηελ Α ζηε Β δελ 

έρεη κεγαιχηεξε απφζηαζε, απφ φηη λα γίλεη ε κεηάβαζε δηακέζνπ ηεο θνξπθήο C. 

Ηζρχεη ινηπφλ εδψ φηη: Cij≤Cik+Ckj. Πξνθαλψο φκσο, ζε πνιιά πξνβιήκαηα 

δξνκνιφγεζεο, νη απνζηάζεηο δελ ηθαλνπνηνχλ ηελ ηξηγσληθή αληζφηεηα. Γηα 

παξάδεηγκα, δηαδξνκέο πνπ θαιχπηνληαη αεξνπνξηθά κπνξεί λα είλαη ηαρχηεξεο, 

παξφηη νη απνζηάζεηο είλαη κεγαιχηεξεο.  

Δμ’νξηζκνχ ηνπ, ην TSP δελ επηηξέπεη ν πσιεηήο (salesman) λα επηζθεθζεί πφιεηο,  

πεξηζζφηεξν απφ κία θνξά, αιιά πνιιέο εθαξκνγέο δελ ρξεηάδνληαη απηφλ ηνλ 

πεξηνξηζκφ. ΢ε απηέο ηηο πεξηπηψζεηο, έλα ζπκκεηξηθφ ελδερφκελν ηνπ πξνβιήκαηνο, 

ην νπνίν δελ θέξεη κεηξηθή, κπνξεί λα αλαρζεί ζε έλα άιιν, πνπ θέξεη κηα κεηξηθή 

ζρέζε, ψζηε λα βνεζεζεί ν ζρεδηαζηήο θαηά ηε δηαδηθαζία εχξεζεο ηεο βέιηηζηεο 

δηαδξνκήο. Έηζη ινηπφλ, κπνξνχκε λα αληηθαηαζηήζνπκε ηνλ αξρηθφ γξάθν κε έλαλ 

πιήξε γξάθν, ζηνλ νπνίν ε απφζηαζε Cij αληηθαζίζηαηαη απφ ην θφζηνο ηνπ 

ζπληνκφηεξνπ κνλνπαηηνχ (Shortest Path), αλάκεζα ζηεο θνξπθέο i θαη  j, ζηνλ 

αξρηθφ γξάθν.  

 

2.2.2 Τπολογιζηική Πολςπλοκόηηηα και Αλγόπιθμοι  

Δπίλςζηρ ζηο TSP 

Σν TSP, φπσο ήδε αλαθέξζεθε, θαηαηάζζεηαη ζηελ νηθνγέλεηα ησλ πξνβιεκάησλ 

πνπ  παξνπζηάδνπλ πνιππινθφηεηα NP ηχπνπ. Γηα ην ιφγν απηφ νη βαζηθέο αξρέο πνπ 

αθνινπζνχκε γηα ηελ επίιπζε ηνπ είλαη νη αθφινπζεο: 

 

 ΢ρεδίαζε αιγνξίζκσλ γηα ηελ αθξηβή ιχζε (νη αιγφξηζκνη απηνί ζα 

δνπιέςνπλ γξήγνξα γηα πξνβιήκαηα πνπ έρνπλ ζρεηηθά ιίγνπο θφκβνπο ζην 

γξάθν). 

 ΢ρεδίαζε Δπξεηηθψλ Αιγνξίζκσλ (Heuristic Algorithms). Οη αιγφξηζκνη 

απηνί δίλνπλ κηα ιηγφηεξν βέιηηζηε ιχζε (sub-optimal solution), αιιά 

ζίγνπξα πξνζθέξνπλ θαιχηεξα πνιππινθφηεηα απφ φηη ε αθξηβήο  ιχζε. 

 Δχξεζε εηδηθψλ πεξηπηψζεσλ ηνπ πξνβιήκαηνο, γηα ηηο νπνίεο είλαη δπλαηή ε 

εχξεζε βειηησκέλσλ (επξεηηθψλ) αιγνξίζκσλ. 
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Πεξαηηέξσ, έρεη απνδεηρζεί πσο ην TSP είλαη πιήξεο σο πξνο ηελ θιάζε 

πνιππινθφηεηαο FP
NP

. ΢ηε ζεσξία ηεο Τπνινγηζηηθήο Πνιππινθφηεηαο, έλα function 

problem είλαη έλα πξφβιεκα, γηα ην νπνίν κία θαη κφλν έμνδνο αλακέλεηαη γηα θάζε 

είζνδν. Αιιά απηή ε έμνδνο είλαη ζπλζεηφηεξε απφ εθείλε ελφο πξνβιήκαηνο 

απφθαζεο (decision problem), δειαδή δελ πεξηνξίδεηαη ζε δχν θαηαζηάζεηο ηχπνπ 

ΝΑΗ ή ΟΥΗ. Έηζη ινηπφλ, κε ηνλ φξν FP
NP

, ππνλννχκε ηελ θιάζε φισλ ησλ function 

problems πνπ επηιχνληαη απφ κηα κεραλή Turing ζε πνιπσλπκηθφ ρξφλν, αιιά ζηελ 

πεξίπησζε πνπ ε πνιππινθφηεηα είλαη ηχπνπ NP, ππάξρεη κηα κεραλή ρξεζκνχ 

(oracle machine) πνπ νδεγεί  ην πξφβιεκα ζηελ επίιπζή ηνπ, κέζσ ιήςεο 

απνθάζεσλ.   

Ζ πην άκεζε δηαδηθαζία γηα ηελ αθξηβή ιχζε  ελφο πξνβιήκαηνο TSP είλαη λα 

δνθηκάζνπκε φιεο ηηο δπλαηέο δηαδξνκέο (permutations), θαη λα απνθαλζνχκε γηα ην 

πνηα είλαη ε νηθνλνκηθφηεξε. Μπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ ηερληθή ηνπ brute-

force search ή αιιηψο γλσζηή θαη ζαλ exhaustive search. Ζ κέζνδνο απηή πνπ είλαη 

γεληθά αδχλακε (trivial), πεξηιακβάλεη ηε ζπζηεκαηηθή απαξίζκεζε φισλ ησλ 

δπλαηψλ ππνςεθίσλ ιχζεσλ θαη έιεγρν απηψλ, σο πξνο ην αλ ηθαλνπνηνχλ ηηο αξρέο-

πξνυπνζέζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο. Σα δχν βαζηθά πιενλεθηήκαηα ηνπ brute-search 

αιγνξίζκνπ είλαη πσο αθελφο είλαη αξθεηά απιφο ζηελ πινπνίεζή ηνπ, αθεηέξνπ δε  

βξίζθεη πάληα ηε ιχζε, εθφζνλ ππάξρεη. Χζηφζν ε πνιππινθφηεηά ηνπ είλαη 

αλάινγε ηνπ αξηζκνχ ησλ πηζαλψλ ιχζεσλ, γεγνλφο πνπ θαζηζηά ηελ εθαξκνγή ηνπ 

αιγνξίζκνπ απαγνξεπηηθή γηα πξνβιήκαηα κεγάινπ κεγέζνπο. Πξάγκαηη, ν 

απαηηνχκελνο ρξφλνο, ρξεζηκνπνηψληαο ηε κέζνδν ηεο απαξίζκεζεο φισλ ησλ 

δπλαηψλ δηαδξνκψλ, παξνπζηάδεη πνιππινθφηεηα ηεο ηάμεο ηνπ Ο(n!), φπνπ n είλαη ν 

αξηζκφο ησλ πφιεσλ πνπ πξέπεη λα επηζθεθηεί ν πσιεηήο. Ο Γπλακηθφο 

Πξνγξακκαηηζκφο έδσζε έλαλ άιιν ηξφπν εχξεζεο ηεο αθξηβνχο ιχζεο, πνπ 

παξνπζηάδεη πνιππινθφηεηα ηεο ηάμεο ηνπ O(n
2
2

n
) (Bellman).  

Γίλεηαη ινηπφλ απφιπηα αληηιεπηφ, πσο γηα ηηο δηάθνξεο εθαξκνγέο, θαζίζηαηαη 

αλαγθαίνο ν ζρεδηαζκφο αιγνξίζκσλ πνπ πξνζεγγίδνπλ ηε βέιηηζηε δηαδξνκή, θαη 

κάιηζηα ην πεηπραίλνπλ απηφ ζε ζρεηηθά ηθαλνπνηεηηθφ ρξφλν. Έηζη είλαη ρξήζηκε 

κηα άιιε πξνζέγγηζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Αλ δνζεί έλα ζηηγκηφηππν ελφο TSP, κε n 

θφκβνπο, ηφηε θάζε δηαδξνκή πνπ πεξλά απφ θάζε θφκβν αθξηβψο κία θνξά είλαη κηα 

ππνςήθηα ιχζε, θαη ην θφζηνο ηεο απνηειεί έλα άλσ θξάγκα (upper bound) γηα ην 

ειάρηζην (βέιηηζην) θφζηνο. Οη αιγφξηζκνη πνπ δνπιεχνπλ ζε πνιπσλπκηθφ ρξφλν, 

δίλνληαο n ζην ζχλνιν εθηθηέο ιχζεηο, (δειαδή δίλνπλ ιχζεηο πνπ απνηεινχλ άλσ 

θξάγκαηα γηα ηε βέιηηζηε ιχζε) ιέγνληαη πξνζεγγηζηηθνί αιγφξηζκνη. ΢ηε γεληθή 

πεξίπησζε, νη αιγφξηζκνη απηνί παξάγνπλ ιχζεηο ρσξίο φκσο θακία εγγχεζε γηα ην 

πφζν απέρνπλ νη ιχζεηο απηέο απφ ηε βέιηηζηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Έζησ Ch ην θφζηνο πνπ παίξλνπκε απφ ηε ιχζε πνπ καο δίλεη έλαο επξηζηηθφο 

αιγφξηζκνο θαη Cleast ην ειάρηζην δπλαηφ θφζηνο (least possible cost). Αλ ππάξρεη 

πξαγκαηηθφο αξηζκφο k>1, ηέηνηνο ψζηε Ch< kCleast , ηφηε ν επξηζηηθφο αιγφξηζκνο 

θαιείηαη k-πξνζεγγηζηηθφο αιγφξηζκνο (k-approximation algorithm). Γπζηπρψο, k-

πξνζεγγηζηηθφο αιγφξηζκνο γηα ην TSP δελ έρεη βξεζεί, κε k>1. Δπηπιένλ, έρεη δεηρζεί 

φηη ζην δηάζηεκα 1<k<(97/96), ε ππάξμε k-πξνζεγγηζηηθνχ αιγνξίζκνπ 

εμαζθαιίδεηαη αλ θαη κφλν αλ P=NP, πνπ είλαη κηα κάιινλ απίζαλε ππφζεζε 

ζχκθσλα κε ηελ έξεπλα ησλ ηειεπηαίσλ εηψλ. Έηζη, ε εχξεζε ελφο θαινχ επξηζηηθνχ 

αιγνξίζκνπ γηα ην TSP θαίλεηαη δχζθνιε δηαδηθαζία.  

Πεξηζζφηεξα απνηειέζκαηα έρνπλ βξεζεί γηα έλα ππνπξφβιεκα ηνπ TSP, ην νπνίν 

αλήθεη ζηελ NP-hard θιάζε πνιππινθφηεηαο (δειαδή είλαη ηνπιάρηζηνλ δχζθνιν 

φζν ην πην δχζθνιν πξφβιεκα ηεο θιάζεο NP). Γηα παξάδεηγκα, έρεη βξεζεί έλαο 3/2-

πξνζεγγηζηηθφο αιγφξηζκνο γηα έλα TSP, πνπ θέξεη κεηξηθή επί ησλ αθκψλ.  
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2.2.3  Πεπιζζόηεπα για ηοςρ Αλγοπίθμοςρ ζηο TSP 

 

Ζ δπζθνιία ζηελ επίιπζε ηνπ TSP απνηειεί ηαπηφρξνλα θαη πξφθιεζε γηα ηελ 

αλαθάιπςε ηερληθψλ θαη κεζφδσλ, πνπ ζα νδεγήζνπλ ζηελ παξαπέξα ζπζηεκαηηθή 

δηεξεχλεζε θαη θαηά ην δπλαηφλ επίιπζε πξνβιεκάησλ δξνκνιφγεζεο. Γεδνκέλεο 

ηεο απιφηεηαο ζηελ δηαηχπσζε ηνπ, ην TSP απνηειεί ίζσο ην πην βαζηθφ πξφβιεκα 

δξνκνιφγεζεο, πνπ νδεγεί παξαπέξα ζε δεηήκαηα θαη εθαξκνγέο, ηα νπνία 

ζπλαληνχκε έληνλα ζηελ πξάμε. Μπνξεί λα ηζρπξηζηεί θαλείο, πσο νη αιγφξηζκνη θαη 

νη δηάθνξεο ηερληθέο πνπ δίλνπλ έζησ θαη πξνζεγγηζηηθά ηε βέιηηζηε δηαδξνκή γηα 

έλα πξφβιεκα TSP, κπνξνχλ λα εθαξκνζηνχλ κε επηπιένλ πξνεθηάζεηο θαη γηα άιια 

πξνβιήκαηα δξνκνιφγεζεο πνπ ζπλαληνχκε ζηελ πεξηνρή ηεο ΢πλδπαζηηθήο 

Βειηηζηνπνίεζεο (Combinatorial Optimization).  

Καηά θαηξνχο πξνηάζεθαλ δηάθνξεο πξνζεγγίζεηο, γηα ηελ επίιπζε ηνπ TSP. ΢ρεδφλ 

θάζε λέα ηερληθή πνπ εθεπξέζεθε γηα ηελ αληηκεηψπηζε δηαθφξσλ δεηεκάησλ 

βειηηζηνπνίεζεο, εθαξκφζηεθε θαη ζην TSP, ζηα πιαίζηα ηεο δνθηκήο δηαθφξσλ 

κεζφδσλ κε ηηο νπνίεο θαηαπηάλνληαλ νη εξεπλεηέο παληνχ ζηνλ θφζκν. ΋πσο 

αλαθέξζεθε, ηα πξψηα βήκαηα αθνξνχζαλ ηηο θιαζζηθέο ηερληθέο, δειαδή ηελ 

αθξηβή κέζνδν (π.ρ. brute force search) θαη ηνπο πξνζεγγηζηηθνχο αιγφξηζκνπο. Οη 

ηειεπηαίνη  εληνπίδνληαη θπξίσο κέζσ ησλ επξηζηηθψλ ηερληθψλ, πνπ πεξηιακβάλνπλ 

γλσζηέο κεζφδνπο, φπσο γηα παξάδεηγκα ε cutting-plane κέζνδνο. Ο ηξφπνο 

ιεηηνπξγίαο ηεο κεζφδνπ απηήο βαζίδεηαη ζε κηα ζεηξά επαλαιήςεσλ, πνπ 

βειηηψλνπλ έλα εθηθηφ ζχλνιν (feasible set) ή κηα αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε 

(objective function) κέζσ γξακκηθψλ αληζνηήησλ (πνπ είλαη γλσζηέο κε ηνλ φξν 

cuts). Μηα άιιε ηερληθή πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε επξχηαηα είλαη απηή ηνπ branch and 

bound αιγνξίζκνπ. Ο αιγφξηζκνο απηφο πεξηιακβάλεη ηε ζπζηεκαηηθή απαξίζκεζε 

φισλ ησλ ππνςεθίσλ ιχζεσλ. Δθεί φπνπ ζεκεηψλνληαη αδφθηκεο ιχζεηο, έρνπκε ηε 

καδηθή απφξξηςή ηνπο ρξεζηκνπνηψληαο έλα άλσ θαη έλα θάησ θξάγκα ηεο 

πνζφηεηαο πνπ πξνζπαζνχκε λα ειαρηζηνπνηήζνπκε.  

Μέζνδνη φπσο απηέο ηνπ cutting-plane θαη ηνπ branch-and-bound, κπνξνχλ λα 

επηιχζνπλ κηθξά πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο, ελψ άιιεο επξηζηηθέο ηερληθέο, φπσο 

νη 2-opt, 3-opt, νη αιπζίδεο Markov, ην simulated annealing θαη ην tabu search 

πξνηείλνληαη γηα κεγαιχηεξα πξνβιήκαηα. Πεξαηηέξσ, νξηζκέλνη αιγφξηζκνη πνπ 

βαζίδνληαη ζηελ άπιεζηε κέζνδν (greedy method), φπσο απηή ηνπ θνληηλφηεξνπ 

«γείηνλα» (nearest neighbor) θαη ηνπ ζπλδεηηθνχ δέληξνπ (spanning tree) 

ππνδεηθλχνληαη σο απνηειεζκαηηθέο ηερληθέο επίιπζεο. 

Ζ εθζεηηθή ππνινγηζηηθή πνιππινθφηεηα ζην TSP είλαη εμαηξεηηθά δχζθνιν λα 

παξαθακθζεί, θάηη πνπ έρεη δηαπηζησζεί  γηα φια ηα παξαπάλσ είδε αιγνξίζκσλ. Χο 

εθ ηνχηνπ, πξνθχπηεη ε αλάγθε θαηαζθεπήο λέσλ αιγνξίζκσλ, πνπ ζα μεπεξάζνπλ ζε 

ηθαλνπνηεηηθφ βαζκφ ην πξφβιεκα ηεο πνιππινθφηεηαο. Οη ζχγρξνλνη εξεπλεηέο 

πξνζαλαηνιίδνληαη ζε λέεο κνξθέο ηερληθψλ βειηηζηνπνίεζεο. Σα δπλακηθά 

θαηλφκελα πνπ ζπκβαίλνπλ ζηε θχζε, φπσο γηα παξάδεηγκα απηφ ηεο εμέιημεο ησλ 

πιεζπζκψλ, ππξνδφηεζαλ έλα λέν θνκκάηη ηεο έξεπλαο, πνπ αζρνιείηαη κε 

αιγνξίζκνπο πνπ βαζίδνληαη ζηελ παξαηήξεζε δηαθφξσλ θπζηθψλ δηαδηθαζηψλ.  

Σα φληα θαη ηα νηθνζπζηήκαηα πνπ αλαπηχζζνληαη ζην θπζηθφ θφζκν, απνηεινχλ 

ελδηαθέξνπζεο, πνιχηηκεο πεγέο έκπλεπζεο λέσλ ηερληθψλ θαη αιγνξίζκσλ πνπ 

αλαθέξνληαη ζε ζχγρξνλα ζπζηήκαηα, φπσο απηά πνπ ζπλαληνχκε ζηα πεδία ηεο 

επηζηήκεο θαη ηεο ηερλνινγίαο. Ζ Δμειηθηηθή Τπνινγηζηηθφηεηα (Evolutionary 

Computation), ηα Νεπξσληθά Γίθηπα (Neural Networks), νη Time-Adaptive Self-

Organizing Maps, ηα Ant Systems, ην Simulated Annealing, ην Bee Colony 
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Optimization, θαη ην DNA Computing ζπγθαηαιέγνληαη αλάκεζα ζηηο ηερληθέο 

βειηηζηνπνίεζεο πνπ έρνπλ εκπλεπζηεί απφ ηελ παξαηήξεζε ηεο θχζεο.  

Πεξίνπηε ζέζε ζηηο αιγνξηζκηθέο κεζφδνπο επίιπζεο, θαηέρνπλ νη Δμειηθηηθνί 

Αιγφξηζκνη (Evolutionary Algorithms). Έλαο αιγφξηζκνο ηέηνηνπ είδνπο, κηκείηαη ηε 

δηαδηθαζία ηεο βηνινγηθήο εμέιημεο ζηε θχζε, αθνινπζψληαο ηε ινγηθή ηεο 

επηβίσζεο ηνπ ηζρπξφηεξνπ (fittest), φπσο απηή παξνπζηάδεηαη ζηνλ θπζηθφ θφζκν. Ζ 

θηινζνθία ζηε ρξήζε ελφο εμειηθηηθνχ αιγφξηζκνπ, πεξηζηξέθεηαη γχξσ απφ έλαλ 

«πιεζπζκφ» ιχζεσλ, θαηά ηελ εμέηαζε ηνπ νπνίνπ επηθξαηεί ε πην ηζρπξή ιχζε, ελψ 

νη ππφινηπεο πνπ είλαη «αδχλακεο», απνξξίπηνληαη. Κάζε επαλάιεςε ζε έλαλ 

εμειηθηηθφ αιγφξηζκν, πεξηιακβάλεη κηα επηινγή πνπ βαζίδεηαη ζηνλ αληαγσληζκφ 

ησλ ιχζεσλ. Με ηελ αληαιιαγή ησλ ηκεκάησλ (parts) αλάκεζα ζηηο ιχζεηο, 

πξνθχπηνπλ ζπλδπαζηηθέο ιχζεηο πνπ κπνξεί λα είλαη ηζρπξφηεξεο απφ ηηο 

πξνεγνχκελεο πνπ ηηο δεκηνχξγεζαλ. Ζ ηδέα απηή είλαη γλσζηή σο αλαζπλδπαζκφο 

(recombination). Πεξαηηέξσ, κηα ιχζε κπνξεί λα κεηαιιαρζεί, εθφζνλ παξαπνηεζνχλ 

νξηζκέλα ηκήκαηά ηεο. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, θάλνπκε ιφγν γηα κεηαιιαγή ηεο 

ιχζεο (mutation). 

 Έλα άιιν κνηίβν επίιπζεο, είλαη απηφ πνπ ζπληίζεηαη απφ ηνπο Γελεηηθνχο 

Αιγνξίζκνπο (Genetic Algorithms). Οη αιγφξηζκνη απηνί εθαξκφδνληαη ζε γεληθά, 

ζπλδπαζηηθά πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο. Γηάθνξεο πηζαλέο ιχζεηο ιακβάλνληαη 

ππφςηλ θαηά ηε δηάξθεηα ηεο αλαδήηεζεο ιχζεσλ γηα ην ζχζηεκα, θαη ν πιεζπζκφο 

εμειίζζεηαη κέρξηο φηνπ κηα ππνςήθηα ιχζε λα ηθαλνπνηήζεη έλα πξνθαζνξηζκέλν 

θξηηήξην (predefined criteria). ΢ηνπο πεξηζζφηεξνπο γελεηηθνχο αιγφξηζκνπο, κηα 

ππνςήθηα ιχζε, πνπ θαιείηαη κεκνλσκέλε (individual), αλαπαξηζηάηαη κε κηα 

δπαδηθή ιέμε π.ρ. έλα string ησλ ζηνηρείσλ (elements) 0 θαη 1. Κάζε ιχζε 

πεξηγξάθεηαη σο αθνινπζία (chromosome) ζηνηρείσλ, πνπ ηεο θαηαρσξείηαη κηα ηηκή 

ηζρχνο (fitness value) βαζηζκέλε ζε κηα ζπλάξηεζε ππνινγηζκνχ. Ζ ηηκή ηζρχνο 

δείρλεη  ην πφζν θνληά βξίζθεηαη ε ππνςήθηα ιχζε απφ ηε βέιηηζηε ιχζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο. Έλα ζχλνιν κεκνλσκέλσλ ιχζεσλ ζπγθξνηεί έλαλ πιεζπζκφ, πνπ 

εμειίζζεηαη απφ ηε κηα γεληά πξνο ηελ επφκελε, κέζσ ηεο πξνζζήθεο λέσλ ιχζεσλ 

θαη ηεο δηαγξαθήο παιηψλ. Ζ δηαδηθαζία μεθηλά κε έλαλ αξρηθφ πιεζπζκφ πνπ 

δεκηνπξγείηαη κε θάπνην ηξφπν π.ρ. κέζσ κηαο ηπραίαο δηαδηθαζίαο (random process). 

Ζ εμέιημε κπνξεί λα αθνινπζήζεη δχν ζρήκαηα. Απηφ ηεο δηαζηαχξσζεο (crossover) 

θαη εθείλν ηεο κεηάιιαμεο (mutation). Καηά ηε δηαζηαχξσζε, έλαο ηειεζηήο κπνξεί 

λα ζπλδπάζεη δχν επηιεγκέλα ρξσκνζψκαηα, ην απνηέιεζκα ησλ νπνίσλ ζα 

αληηθαηαζηήζεη ηα ιηγφηεξν ηζρπξά ρξσκνζψκαηα ηνπ πιεζπζκνχ. Ζ επηινγή 

θαζελφο απφ ηα ρξσκνζψκαηα βαζίδεηαη ζε έλαλ αιγφξηζκν, πξνθεηκέλνπ λα 

εμαζθαιηζηεί φηη ε πηζαλφηεηα δηαινγήο είλαη αλάινγε ηεο ηζρχνο θαζελφο 

ρξσκνζψκαηνο. Καηά ηε κεηάιιαμε, ην γνλίδην (gene) ελφο  επηιεγκέλνπ 

ρξσκνζψκαηνο αιιάδεη θαηά ηπραίν ηξφπν. Σν γεγνλφο απηφ απμάλεη ηηο πηζαλφηεηεο 

λα πάξνπκε ιχζεηο πην ηζρπξέο, απ’φηη απηέο πνπ είρακε πξηλ ηε κεηάιιαμε. 

  

 

2.2.4  Παπαλλαγέρ ηος TSP 
 

Γηάθνξεο παξαιιαγέο ηνπ TSP, πνπ ππάξρνπλ ζηε βηβιηνγξαθία, έρνπλ κειεηεζεί γηα 

ηηο αλάγθεο ησλ πξαθηηθψλ εθαξκνγψλ. Αλαθέξνπκε εδψ νξηζκέλεο απφ απηέο ηηο 

παξαιιαγέο, πνπ πξνθχπηνπλ έπεηηα απφ ηε ζεψξεζε θάπνησλ απιψλ 

κεηαζρεκαηηζκψλ γηα ην αξρηθφ πξφβιεκα.  
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 MAX TSP: Αληίζεηα κε ην TSP, ζθνπφο εδψ είλαη ε εχξεζε κηαο δηαδξνκήο 

(tour) G φπνπ ην ζπλνιηθφ θφζηνο ησλ αθκψλ ηεο δηαδξνκήο είλαη ην κέγηζην 

δπλαηφ. Σν MAX TSP κπνξεί λα αλαρζεί ζην θιαζζηθφ TSP, αλ 

αληηθαηαζηήζνπκε ην θφζηνο θάζε  πιεπξάο κε ην αληίζηξνθν πξνζζεηηθφ 

ηνπ. Αλ ζέινπκε ηα θφζηε λα είλαη κε-αξλεηηθά, κία ζηαζεξά κεγάιεο ηηκήο 

κπνξεί λα πξνζηεζεί ζηα θφζηε φισλ ησλ πιεπξψλ, ρσξίο λα αιιάμεη ε 

βέιηηζηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 

 Bottleneck TSP: ΢ηελ πεξίπησζε ηνπ Bottleneck TSP, ζθνπφο είλαη λα βξεζεί 

κηα δηαδξνκή G, ηεο νπνίαο ην κέγηζην θφζηνο ησλ αθκψλ λα είλαη φζν ην 

δπλαηφλ πην κηθξφ. Σν Bottleneck TSP κπνξεί λα αλαρζεί ζην θιαζζηθφ TSP, 

αλ ζεσξήζνπκε εθζεηηθψο κεγάια θφζηε ζηηο αθκέο ηνπ γξάθνπ. 

 

 TSP with multiple visits (TSPM): Δδψ αλαδεηνχκε ηε δηαδξνκή ελφο 

πιαλφδηνπ πσιεηή, πνπ μεθηλά απφ έλα δνζκέλν θφκβν ελφο γξάθνπ G, 

επηζθέθηεηαη θάζε θφκβν ηοσλάτιζηον μία θορά θαη επηζηξέθεη ζηνλ αξρηθφ 

θφκβν θαηά ηέηνηνλ ηξφπν ψζηε ε ζπλνιηθή απφζηαζε πνπ δηήλπζε λα είλαη ε 

ειάρηζηε. Σν πξφβιεκα κπνξεί λα αλαρζεί ζε θιαζζηθφ TSP, 

αληηθαζηζηψληαο ηα θφζηε ησλ αθκψλ κε ηηο απνζηάζεηο ηνπ ζπληνκφηεξνπ 

κνλνπαηηνχ (shortest path) πνπ ιακβάλνπκε επί ηνπ G. Αλ ν γξάθνο δελ θέξεη 

θχθινπο κε αζξνηζηηθφ θφζηνο αξλεηηθφ (non-negative), νη απνζηάζεηο ηνπ 

ζπληνκφηεξνπ κνλνπαηηνχ πνπ ζπλδέεη δχν νπνηνπζδήπνηε θφκβνπο ζην 

γξάθν, ππνινγίδνληαη κέζσ αιγνξίζκνπλ πνπ δνπιεχνπλ ηθαλνπνηεηηθά 

(efficient algorithms). ΢ε δηαθνξεηηθή πεξίπησζε, ην TSPM είλαη κε 

θξαγκέλν. Γηάθνξνη αιγφξηζκνη ζπληνκφηεξνπ κνλνπαηηνχ εθαξκφδνληαη 

πξνθεηκέλνπ λα αληρλεχζνπκε θχθινπο αξλεηηθνχ θφζηνπο ζε έλα γξάθν.  

 

  Messenger Problem: Σν πξφβιεκα απηφ είλαη γλσζηφ θαη ζαλ the wandering    

salesman problem (ην πξφβιεκα ηνπ πεξηπιαλφκελνπ πσιεηή). Γνζέλησλ δχν 

θφκβσλ u θαη v ζε έλα γξάθν G, αλαδεηνχκε ην κνλνπάηη Hamilton ειαρίζηνπ 

κήθνπο πνπ νδεγεί δηαδνρηθά απφ ηελ θνξπθή u ζηε v. To πξφβιεκα κπνξεί 

λα αλαρζεί ζηελ πεξίπησζε ηνπ θιαζζηθνχ TSP, εθιέγνληαο κηα ηηκή θφζηνπο 

ίζε κε –Μ γηα ηελ αθκή (v,u), φπνπ Μ είλαη έλαο κεγάινο αξηζκφο. Αλ δελ 

ππάξρνπλ πξνθαζνξηζκέλνη θφκβνη, θαη ζέινπκε λα βξνχκε ην βέιηηζην 

κνλνπάηη Hamilton επί ηνπ G, κπνξνχκε πάιη λα θάλνπκε κηα αλαγσγή ζε έλα 

ηζνδχλακν TSP. Απηφ επηηπγράλεηαη ηξνπνπνηψληαο ηνλ αξρηθφ γξάθν G. 

Πξνζζέηνπκε έλα λέν θφκβν, ηνλ νπνίν θαη ελψλνπκε κε φινπο εθείλνπο ηνπο 

θφκβνπο ζηνπο νπνίνπο πξνζπίπηνπλ αθκέο θφζηνπο –Μ (αλ ν γξάθνο είλαη 

θαηεπζπλφκελνο, θαηαζθεπάδνπκε δχν ηφμα γηα θάζε δεχγνο θφκβσλ, έλα 

ζηελ επζεία θαη έλα ζηελ αληίζεηε θαηεχζπλζε). Απφ ηε βέιηηζηε δηαδξνκή 

γηα ην TSP ζηνλ ηξνπνπνηεκέλν γξάθν, κπνξεί λα εμαρζεί θαη ε βέιηηζηε 

ιχζε γηα ην αξρηθφ πξφβιεκα. 

  

 Clustered TSP: ΢ηελ πεξίπησζε απηή ην ζχλνιν ησλ θφκβσλ ηνπ γξάθνπ G, 

δηακνηξάδεηαη ζηα (ππν)ζχλνια V1,V2,…,Vk (μέλα κεηαμχ ηνπο). To clustered 

TSP ζπλίζηαηαη ζηελ εχξεζε ηεο ζπκθεξφηεξεο δηαδξνκήο ζηνλ G, κε ηνλ 

πεξηνξηζκφ φκσο φηη ν πσιεηήο πξέπεη λα επηζθεθζεί δηαδνρηθά θφκβνπο πνπ 

αλήθνπλ ζην ίδην ππνζχλνιν. Σν πξφβιεκα κπνξεί λα αλαρζεί ζην θιαζζηθφ 

TSP, πξνζζέηνληαο έλα κεγάιν θφζηνο Μ ζηα θφζηε εθείλσλ ησλ αθκψλ πνπ 

πξνζπίπηνπλ ζε θφκβνπο ηνπ ίδηνπ ππνζπλφινπ. 
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 Generalized TSP (GTSP): ΋πσο θαη πξηλ, έζησ V1,V2,…,Vk κηα δηακέξηζε 

ηνπ ζπλφινπ ησλ θφκβσλ ηνπ γξάθνπ G. ΢ην GTSP, αλαδεηνχκε ην βέιηηζην 

θχθιν C
*
 (ην θιεηζηφ κνλνπάηη ειαρίζηνπ κήθνπο δειαδή), πνπ πεξλά 

δηακέζνπ κφλν ελφο θφκβνπ απφ θάζε ππνζχλνιν Vi, 1≤i≤k. Αλ γηα θάζε i  

ηζρχεη |Vi|=1 ηφηε ην GTSP κεηαπίπηεη ζην θιαζζηθφ TSP. Μπνξνχκε λα 

δείμνπκε φηη ην GTSP αλάγεηαη ζην θιαζζηθφ TSP γηα ηπραίνπο πιεζηθνχο 

αξηζκνχο |Vi|.  

Υσξίο βιάβε ηεο γεληθφηεηαο, έζησ φηη ν G είλαη θαηεπζπλφκελνο, θαη ηα 

ππνζχλνια        
  αξηζκψληαη έηζη ψζηε |Vi|≥2 γηα 1≤i≤r θαη |Vi|=1 γηα 

r+1≤i≤k. Έζησ φηη γηα θάζε i≤r έρνπκε φηη                
 . Γηα θάζε ηφμν 

   , ζεσξνχκε έλα λέν θφζηνο πνπ νξίδεηαη σο εμήο:        
   , j=1…ni 

κε ni+1≡1 γηα i=1…r. Απηφ εμαζθαιίδεη φηη αλ κηα βέιηηζηε δηαδξνκή γηα ην 

TSP, εηζέξρεηαη ζην ζχλνιν Vi κέζσ ηνπ θφκβνπ xj, ηφηε δηαηξέρεη θνξπθέο 

ηνπ Vi ππφ ηε δηαδνρή xj,xj+1,…,xn,x1,…,xij-1 θαη πξνζπεξλά ην Vi κέζσ ηνπ 

ηειεπηαίνπ θφκβνπ πνπ είλαη ν xj-1. Θέινπκε λα κεηαθξάζνπκε ην 

ζπκπέξαζκα απηφ, ηζνδχλακα, γηα κηα δηαδξνκή ζην GTSP ε νπνία δηαπεξλά 

ην Vi κέζσ ηεο θνξπθήο xj. Γηα λα θαλεί ε ηζνδπλακία πνπ δεηνχκε, 

ζεσξνχκε φηη ην λέν θφζηνο ηνπ ηφμνπ πνπ αλαρσξεί απφ ηνλ θφκβν xj-1 

ηζνχηαη κε ην αξρηθφ θφζηνο ησλ ηφμσλ πνπ αθήλνπλ ηνλ θφκβν xj. Έρνπκε 

δειαδή φηη:       
         , j=1,..,ni, θαη γηα i=1,..,r ζεσξνχκε φηη ni≡0. 

Γηα νπνηεζδήπνηε άιιεο αθκέο είλαη        . Ζ βέιηηζηε ιχζε πνπ 

πξνθχπηεη γηα ην TSP ζηνλ G, ιακβάλνληαο ππφςηλ ηα ηξνπνπνηεκέλα θφζηε, 

δίλεη κηα ηζνδχλακε βέιηηζηε ιχζε γηα ην GTSP.  

 

 m-salesmen TSP: Θεσξνχκε φηη m ην πιήζνο πσιεηέο βξίζθνληαη ζηνλ 

θφκβν 1 ελφο γξάθνπ G. Ξεθηλψληαο απφ ηνλ θφκβν 1, θάζε πσιεηήο 

επηζθέπηεηαη έλα ππνζχλνιν Xi θνξπθψλ ηνπ G, αθξηβψο κία θνξά θαη 

επηζηξέθεη ζηνλ θφκβν 1. Θέινπκε λα βξνχκε κηα δηακέξηζε X1,X2,…,Xm ηνπ 

ζπλφινπ V-{1} (V είλαη ην ζχλνιν ησλ θφκβσλ ηνπ γξάθνπ), θαη ηε δηαδξνκή 

θαζελφο απφ ηνπο m πσιεηέο έηζη ψζηε (i) |Xi|≥1 γηα θάζε i, (ii)    
 
    

     , (iii)         γηα i≠j θαη (iv) ε ζπλνιηθή δηαδξνκή πνπ 

αθνινπζνχλ νη m πσιεηέο είλαη ε ειάρηζηε. Αλ ν γξάθνο G δελ είλαη 

θαηεπζπλφκελνο, ην m-salesmen TSP κπνξεί λα αλαρζεί ζε θιαζζηθφ TSP 

πάλσ ζην γξάθν            κε m-1 επηπξφζζεηνπο θφκβνπο, φπνπ      
                                                Με 

   
  ζπκβνιίδνπκε ην θφζηνο ηεο  πιεπξάο (i,j) ηνπ γξάθνπ   . Αλ (i,j)  E ηφηε 

   
      αιιηψο       

       γηα 2≤k≤m θαη 2≤i≤n. Ζ βέιηηζηε ιχζε γηα ην 

TSP ζηνλ γξάθν    δίλεη θαη ηε βέιηηζηε ιχζε γηα ην m-salesmen TSP. H 

πεξίπησζε φπνπ ν G είλαη έλαο θαηεπζπλφκελνο γξάθνο κπνξεί λα 

αληηκεησπηζηεί κε αξθεηά απιέο ηξνπνπνηήζεηο ζηε κέζνδν πνπ πεξηγξάθεθε 

παξαπάλσ.  

 

 

2.2.5  Δθαπμογέρ ηος TSP 
 

Οη εθαξκνγέο ηνπ TSP επεθηείλνληαη πέξα απφ ην θιαζζηθφ πξφβιεκα ηεο ζρεδίαζεο 

ηεο βέιηηζηεο δηαδξνκήο γηα έλα πξφβιεκα δξνκνιφγεζεο. ΢ηα πεδία ησλ 
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Τπνινγηζηηθψλ Μαζεκαηηθψλ, ηεο Γελεηηθήο, ηεο Ζιεθηξνληθήο θαη ηεο Ρνκπνηηθήο 

κπνξεί λα δεη θαλείο δηάθνξεο εθαξκνγέο ηνπ TSP θαζψο θαη πνηθίιεο παξαιιαγέο 

ηνπο. Αλαθέξνπκε εδψ επηιεγκέλα δεηήκαηα ζηα νπνία ε κέιεηε ηνπ TSP παίδεη έλαλ 

αξθεηά ζεκαληηθφ ξφιν.  

 

a) Machine Scheduling Problems: Ζ ειιεληθή απφδνζε ηνπ φξνπ κπνξνχκε λα 

πνχκε πσο είλαη «Πξνβιήκαηα Πξνγξακκαηηζκνχ Γηεξγαζηψλ Μεραλψλ». 

Σα πξνβήκαηα απηά ίζσο είλαη ηα πην κειεηεκέλα ζηελ πεξηνρή ηνπ TSP θαη 

αθνξνχλ  ηνλ πξνγξακκαηηζκφ ηεο δηαδνρηθήο ιεηηνπξγίαο θάπνησλ κεραλψλ 

(π.ρ. ξνκπνηηθνί κεραληζκνί ζε κηα βηνκεραληθή δηάηαμε). Έλα απιφ 

πξφβιεκα πξνγξακκαηηζκνχ δηαδηθαζίαο κπνξεί λα πεξηγξαθεί σο 

αθνινχζσο. Έζησ φηη ππάξρνπλ n ην πιήζνο δηεξγαζίεο {1,2,…,n}, ηηο νπνίεο 

πξέπεη λα εθηειέζεη δηαδνρηθά κηα κεραλή. Έζησ φηη κε cij ζπκβνιίδνπκε ην 

θφζηνο κεηάβαζεο ηεο κεραλήο αλ πξνγξακκαηηζηεί λα εθηειέζεη ηε 

δηεξγαζία j, ακέζσο κεηά ην ηέινο εθηέιεζεο ηεο δηεξγαζίαο i (κπνξνχκε λα 

θαληαζηνχκε φηη ην θφζηνο απηφ αλαπαξηζηά έλα ρξνληθφ δηάζηεκα 

θαζπζηέξεζεο αλάκεζα ζε δχν δηεξγαζίεο). ΋ηαλ φιεο νη δηεξγαζίεο 

εθηειεζηνχλ, ε κεραλή επαλέξρεηαη ζηελ αξρηθή ηεο θαηάζηαζε κε θφζηνο 

cj1, φπνπ κε j ζπκβνιίδνπκε ηε δηεξγαζία πνπ εθηειέζηεθε ηειεπηαία. Σν 

πξφβιεκα πνπ ηίζεηαη εδψ, είλαη ε εχξεζε εθείλεο ηεο δηαδνρήο ησλ 

δηεξγαζηψλ, πνπ θέξεη ην ειάρηζην ζπλνιηθφ θφζηνο κεηαβάζεσλ. 

Ηζνδχλακα, πξέπεη λα βξνχκε εθείλε ηε κεηαιιαγή (permutation) π ηνπ 

{1,2,..,n} πνπ ειαρηζηνπνηεί ην θξηηήξην                            
   
    . 

΢ε πνιιέο πξαθηηθέο εθαξκνγέο, νη δηεξγαζίεο δελ είλαη απζαίξεηεο, αιιά 

κπνξνχλ λα νκαδνπνηεζνχλ ζε ζπζηάδεο (clusters), έηζη ψζηε ν ρξφλνο 

κεηάβαζεο κεηαμχ δηεξγαζηψλ ηεο ίδηαο ζπζηάδαο λα είλαη αξθεηά 

κηθξφηεξνο απφ  ηνλ αληίζηνηρν ρξφλν κεηάβαζεο αλάκεζα ζε δηεξγαζίεο 

δηαθνξεηηθψλ ζπζηάδσλ. Απηφ είλαη έλα ηππηθφ ζελάξην ζε κηα γξακκή 

ζπλαξκνιφγεζεο. Πξάγκαηη,, ε ζπλαξκνιφγεζε παξφκνησλ εμαξηεκάησλ 

απαηηεί ιηγφηεξν ρξφλν απ’φηη απηή δηαθνξεηηθψλ εμαξηεκάησλ, αθνχ ε 

ηειεπηαία ίζσο ρξεηάδεηαη θαπνηα επηπιένλ εξγαιεία, πεξηζζφηεξεο δνθηκέο 

αμηνπηζηίαο θ.α. Σν πξφβιεκα ησλ δηαδνρηθψλ δηεξγαζηψλ κπνξεί λα 

κνληεινπνηεζεί εδψ ζαλ έλα Clustered TSP, πνπ είδακε πξνεγνπκέλσο.  

 

b) Cellular Manufacturing Systems (΢ςζηήμαηα Κςτελοειδούρ Γομήρ): ΢ε 

έλα ζχζηεκα θπςεινεηδνχο δνκήο, ζχλνια αληηθεηκέλσλ, πνπ απαηηνχλ 

παξφκνηα επεμεξγαζία, νκαδνπνηνχληαη θαη αλαηίζεληαη ζην ίδην θειί (cell) 

πξνθεηκέλνπ λα επηηεπρζεί ην ειάρηζην δπλαηφ θφζηνο θαηά ηελ επεμεξγαζία. 

΢πρλά, ζε ηέηνηα ζπζηήκαηα ρξεζηκνπνηνχληαη ξνκπνηηθνί κεραληζκνί πνπ 

απμάλνπλ ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο αλά ιεηηνπξγία θειηνχ. 

Οη Aneja θαη Kamoun ζεψξεζαλ ην πξφβιεκα ηεο επεμεξγαζίαο ησλ 

δηεξγαζηψλ ζε έλα ξνκπνηηθφ ζχζηεκα δχν θπςειψλ θαη έδεημαλ φηη κπνξεί 

λα αλαρζεί ζηε κειέηε ελφο TSP. 

Έζησ p1,p2,…,pn n πξντφληα πνπ πξέπεη λα παξαρζνχλ. Κάζε πξντφλ pi 

πξέπεη λα πεξάζεη απφ ηελ επεμεξγαζία δχν ξνκπνηηθψλ κεραληζκψλ Μ1 θαη 

Μ2, κε ηνλ Μ2 λα δηαδέρεηαη ηνλ Μ1. Με ai ζπκβνιίδνπκε ην ρξφλν 

επεμεξγαζίαο ηνπ πξντφληνο pi απφ ην κεραληζκφ Μ1 θαη κε bi ηνλ αληίζηνηρν 

ρξφλν επεμεξγαζίαο ηνπ πξντφληνο απφ  ην κεραληζκφ Μ2. Σν ξνκπφη 

ζπιιέγεη έλα αληηθείκελν (material) απφ έλαλ απνζεθεπηηθφ ρψξν εηζφδνπ 

(input storage buffer),  ην θνξηψλεη ζην κεραληζκφ Μ1 θαη εθηειείηαη έηζη ην 
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πξψην ζηάδην ηεο επεμεξγαζίαο. Καηφπηλ, απφ ηελ έμνδν ηνπ Μ1, ην 

αληηθείκελν θνξηψλεηαη ζην κεραληζκφ Μ2 θαη παξάγεηαη ην ηειηθφ πξντφλ, 

πνπ ηνπνζεηείηαη ζε θάπνηνλ απνζεθεπηηθφ ρψξν εμφδνπ (output storage 

buffer). Οη απνζεθεπηηθνί ρψξνη θαη νη κεραληζκνί ηνπνζεηνχληαη επί επζείαο 

ηξνρηάο, έηζη ψζηε ην ξνκπφη λα θηλείηαη κφλν επζχγξακκα. Με t 

ζπκβνιίδνπκε ην ρξφλν πνπ απαηηείηαη γηα φιεο ηηο δπλαηέο κεηαβάζεηο ηνπ 

ξνκπφη. Έζησ l ν ρξφλνο πνπ ρξεηάδεηαη ην ξνκπφη γηα λα θνξηψζεη ή λα 

εθθνξηψζεη θάπνην αληηθείκελν ή ην ηειηθφ πξντφλ.  

Θα ζεσξήζνπκε φηη ην ξνκπφη δηαγξάθεη δχν θχθινπο, C1 θαη C2, νη νπνίνη 

ηέκλνληαη ζε θάπνην ζεκείν. Έζησ π ε κεηαιιαγή (permutation) {1,2,…,n} 

πνπ αλαπαξηζηά ηε δηαδνρή θαηά ηελ νπνία ηα αληηθείκελα επηιέγνληαη γηα 

επεμεξγαζία. ΢ηνλ θχθιν C1, μεθηλψληαο απφ θάπνην αξρηθφ ζεκείν, ην 

ξνκπφη θνξηψλεη έλα αληηθείκελν ζην κεραληζκφ Μ2, έζησ ην pπ(i). Αθνχ 

νινθιεξσζεί ε θαηεξγαζία, ζπιιέγεη ην ηειηθφ πξντφλ απφ ηελ έμνδν ηνπ 

Μ2, ην ελαπνζέηεη ζηνλ απνζεθεπηηθφ ρψξν εμφδνπ θαη επηζηξέθεη ζηνλ 

απνζεθεπηηθφ ρψξν εηζφδνπ. Απφ εθεί ζπιιέγεη ην αληηθείκελν pπ(i+1), ην 

νπνίν πξνσζεί θαη πάιη ζηνλ Μ2. Ο ρξφλνο ηνπ θχθινπ πνπ απαηηείηαη ζηελ 

πεξίπησζε απηή είλαη:             
                      .  

΢ηνλ θχθιν C2, ην ξνκπφη μεθηλά θαη πάιη απφ θάπνηα αξρηθή θαηάζηαζε, 

έπεηηα θνξηψλεη ην αληηθείκελν pπ(i) ζηνλ Μ2, κεηαβαίλεη ζηνλ απνζεθεπηηθφ 

ρψξν εηζφδνπ, ζπιιέγεη ην αληηθέηκελν pπ(i+1) θαη ην θνξηψλεη ζηνλ Μ1. Δλ 

ζπλερεία, κεηαβαίλεη ζηνλ Μ2 θαη  πεξηκέλεη (αλ απηφ είλαη αλαγθαίν) ηελ 

νινθιήξσζε ηεο επεμεξγαζίαο ηνπ pπ(i) ζηνλ Μ2, έπεηηα ζπιιέγεη ην ηειηθφ 

πξντφλ απφ ηελ έμνδν ηνπ Μ2 ην νπνίν θαη ελαπνζέηεη ζηνλ απνζεθεπηηθφ 

ρψξν εμφδνπ. Μεηά απφ απηφ, ην ξνκπφη επηζηξέθεη ζηνλ Μ1 θαη πεξηκέλεη 

(εθφζνλ ρξεηάδεηαη) ηελ νινθιήξσζε ηεο επεμεξγαζίαο ηνπ pπ(i+1) ζηνλ Μ1. 

Σέινο ζπιιέγεη ην αληηθείκελν απηφ, ην νπνίν θαη πξνσζεί πξνο ην επφκελν 

ζηάδην επεμεξγαζίαο, απηφ ηνπ Μ2. Ο ρξφλνο ηνπ θχθινπ πνπ απαηηείηαη ζηελ 

πεξίπησζε απηή είλαη:            
                     , φπνπ 

w1(i+1) είλαη ν ρξφλνο αλακνλήο ζηνλ Μ1 θαη w2(i)  ν ρξφλνο αλακνλήο ζηνλ 

Μ2. Έρνπκε ηηο αθφινπζεο εθθξάζεηο γηα ηνπο ρξφλνπο απηνχο: 

  

                                     

                           

 

Οξίδνπκε ηψξα ηηο πνζφηεηεο Xi=bi+2(t+l) θαη Τi=ai+2(t+l). Σφηε έρνπκε φηη: 

 

   
               

   
                          

 

΢εκεηψλνπκε φηη, θάζε θχθινο (είηε ν C1 είηε ν C2), πεξηιακβάλεη δχν 

αληηθείκελα, ηα pπ(k) θαη pπ(k+1) γηα θάπνην k θαη θάπνηα κεηαιιαγή 

(permutation) π. Καη γηα ηνπο δχν θχθινπο ε θάζε θαηά ηελ νπνία ην ξνκπφη 

νινθιεξψλεη ηελ παξάδνζε αληηθεηκέλνπ ζηελ είζνδν ηνπ Μ2, είλαη θνηλή. 

Έηζη ζε κηα ηέηνηα πεξίπησζε, ην ξνκπφη πξέπεη λα απνθαζίζεη πνηνλ θχθιν 

ζα αθνινπζήζεη. Αλ Σπ   π     
  Σπ   π     

 
, ηφηε επηιέγεηαη ν θχθινο C1 

αιιηψο επηιέγεηαη ν θχθινο C2. Αο ζεσξήζνπκε ηνλ πίλαθα C=(cij)nxn, κε 

           
     

  . H βέιηηζηε δηαδξνκή πνπ βξίζθνπκε γηα ην TSP 
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ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ πίλαθα C, καο δίλεη ηε βέιηηζηε δηαδνρή ησλ 

δηεξγαζηψλ πνπ ζα εθηειέζεη ην ξνκπφη. Απηφ ην ζπγθεθξηκέλν ζελάξην TSP, 

κπνξεί λα ιπζεί ζε πνιππινθφηεηα ρξφλνπ ηεο ηάμεο ηνπ O(nlogn), 

εμεξεπλψληαο ηελ εηδηθή δνκή ηνπ πίλαθα C. 

 

c) Arc Routing Problems (Πποβλήμαηα Γπομολόγηζηρ ζε καηεςθςνόμενοςρ 

γπάθοςρ): Έλα βαζηθφ πξφβιεκα ηεο θαηεγνξίαο απηήο, γλσζηφ σο Mixed 

Windy Rural Postman Problem (MWRPP) δηαηππψλεηαη σο εμήο: έζησ 

G=(V,A E) έλαο ζπλδπαζηηθφο γξάθνο, φπνπ ηα ζηνηρεία ηνπ Α είλαη ηφμα 

θαη ηα ζηνηρεία ηνπ Δ αθκέο. Έζησ                Θεσξνχκε φηη ηα 

θφζηε ησλ αθκψλ θαη ησλ ηφμσλ είλαη κε αξλεηηθά. Σν MWRPP ζπλίζηαηαη 

ζηελ εχξεζε ηεο θιεηζηήο δηαδξνκήο ειαρίζηνπ θφζηνπο, ε νπνία πεξηέρεη 

φιεο ηηο αθκέο ηνπ    θαη φια ηα ηφμα ηνπ     To πξφβιεκα ηνπνζεηείηαη ζηελ  

NP-hard θιάζε πνιππινθφηεηαο. Παξαηεξνχκε φηη ην MWRPP κπνξεί λα 

αλαρζεί ζηελ επίιπζε ελφο αζχκκεηξνπ TSP (Laporte).  

΢ηνλ (αξρηθφ) γξάθν G, αληηθαζηζηνχκε θάζε αθκή (i,j) κε δχν ηφμα, ηα (i,j) 

θαη (j,i). Σα λέα απηά ηφμα θέξνπλ θφζηε ίζα πξνο ην θφζηνο ηεο αθκήο πνπ 

αληηθαζηζηνχκε. Έζησ           o θαηεπζπλφκελνο γξάθνο πνπ πξνθχπηεη, 

θαη αθφκε έζησ                                   Θα νξίζνπκε έλα 

γεληθεπκέλν TSP (GTSP) πάλσ ζηνλ πξνζαλαηνιηζκέλν γξάθν D=(U,Z). Γηα 

θάζε ηφμν           ππάξρεη έλαο θφκβνο uij ζην U. To θφζηνο ηνπ ηφμνπ 

(uij,upq) ℤ σο ην κήθνο ηνπ ζπληνκφηεξνπ κνλνπαηηνχ πνπ νδεγεί απφ ηνλ 

θφκβν I ζηνλ θφκβν q, ζην γξάθν   . Σψξα ην MWRPP είλαη ηζνδχλακν κε 

έλα GTSP ζην D, θαη γηα ηε δηακέξηζε {U1,U2,…,Um} έρνπκε φηη: Ul={uij} 

αλ (i,j)   , κε l=1,2,…,|    θαη Ul={uij,uji} αλ (i,j)    κε l=|   +1,…,     
    . Σν GTSP κπνξεί λα αλαρζεί ζε TSP ζχκθσλα κε απηά πνπ 

αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ.  

 

d) Frequency Assignment Problem (To ππόβλημα ανάθεζηρ ζςσνοηήηυν): 

΢ε έλα ηειεπηθνηλσληαθφ δίθηπν, πνπ θέξεη έλα ζχλνιν πνκπψλ, ην 

πξφβιεκα ηεο αλάζεζεο ζπρλνηήησλ ζπλίζηαηαη ζην κνίξαζκα ζπρλνηήησλ 

ζηνπο πνκπνχο έηζη ψζηε λα ηθαλνπνηνχληαη θάπνηνη πεξηνξηζκνί ιφγσ 

παξεκβνιψλ. Οη ζπρλφηεηεο πνπ κνηξάδνληαη αλήθνπλ ζε έλα δνζκέλν 

ζχλνιν δηαζεζίκσλ ζπρλνηήησλ. Οη πεξηνξηζκνί αλαπαξηζηψληαη κε έλα 

γξάθν G=(V,E), φπνπ θάζε θφκβνο i αληηπξνζσπεχεη έλαλ πνκπφ. Έλα κε 

αξλεηηθφ, αθέξαην βάξνο cij πεξηγξάθεη ηελ αλεθηηθφηεηα ηνπ δηθηχνπ ζε 

θάζε ηφμν (i,j). Έζησ F={0,1,2,…,R}κηα ζπιινγή δηαζεζίκσλ ζπρλνηήησλ. Ζ 

αλάζεζε ζπρλφηεηαο καο δεηά λα αλαζέζνπκε ηελ ηηκή f(i)  F ζηνλ θφκβν 

i V, έηζη ψζηε |f(i)-f(j)|>cij γηα φια ηα (i,j) E. Αλ κηα ηέηνηα αλάζεζε 

ππάξρεη, ηφηε θαιείηαη δπλαηή αλάζεζε ζπρλνηήησλ (feasible assignment). 

Αλ ην R είλαη επαξθψο κεγάιν, ηφηε ππάξρεη πάληνηε κηα δπλαηή αλάζεζε 

ζπρλνηήησλ. Ζ ειάρηζηε ηηκή ηνπ R γηα ηελ νπνία ππάξρεη κηα δπλαηή 

αλάζεζε ζπρλνηήησλ ζην δίθηπν G, ζπκβνιίδεηαη κε span(G).  

 

 

2.2.6  Σο Γςναμικό TSP (Dynamic TSP) 
 

H δπλακηθή εθδνρή ηνπ TSP απνηειεί ζελάξην δξνκνιφγεζεο, ην νπνίν είλαη πην 

θνληά ζηηο πξαθηηθέο εθαξκνγέο απ’φηη ην θιαζζηθφ (ζηαηηθφ) TSP. To δπλακηθφ 
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TSP ζπλίζηαηαη ζηελ εχξεζε ηνπ θχθινπ Hamilton ειαρίζηνπ θφζηνπο ζε έλαλ 

γξάθν G, ηνπ νπνίνπ ηα ραξαθηεξηζηηθά είλαη δπλακηθά ζην ρξφλν. Απηφ κπνξεί λα 

ζεκαίλεη φηη ηα θφζηε ησλ αθκψλ αιιάδνπλ θαηά ηε δηάξθεηα ηεο δξνκνιφγεζεο. 

Αθφκα, είλαη δπλαηφλ λα έρνπκε ηελ πξνζζήθε λέσλ θφκβσλ ζην δίθηπν, γεγνλφο 

πνπ ζπλεπάγεηαη επαλαζρεδίαζε ηεο βέιηηζηεο δηαδξνκήο, ψζηε λα ζπκπεξηιεθζνχλ 

ζηνλ θχθιν Hamilton νη θφκβνη πνπ εηζήιζαλ δπλακηθά ζην δίθηπν. Σν δπλακηθφ 

TSP βξίζθεη εμαηξεηηθή απήρεζε ζε δηάθνξνπο ηνκείο ηεο έξεπλαο, φπσο γηα 

παξάδεηγκα νη ηειεπηθνηλσλίεο, ν έιεγρνο ξνκπφη, ε βειηηζηνπνίεζε δηθηχσλ 

ππνινγηζηψλ θ.α. 

Γεδνκέλνπ φηη ην δπλακηθφ TSP ζρεηίδεηαη άκεζα κε ην θιαζζηθφ TSP, πνιιά 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπ είλαη παξφκνηα κε απηά ηνπ ζπκβαηηθνχ πξνβιήκαηνο. Χζηφζν, 

ε δπλακηθή ζεψξεζε πνπ έρνπκε εδψ, πξνζδίδεη ζην DTSP (Dynamic TSP) 

απηνηειείο  ηδηφηεηεο, πνπ αλαθέξνπκε επζχο ακέζσο.  

Πξψηα απφ φια, ζα κπνξνχζακε λα πνχκε φηη ην DTSP πεξηγξάθεη έλα θηλνχκελν 

πξνθίι ζηαηηθψλ πξνβιεκάησλ. Ζ παξαηήξεζε απηή είλαη θαζαξά επνπηηθή. 

Πξάγκαηη γηα δχν δηαθνξεηηθέο ρξνληθέο ζηηγκέο, ηα ζηηγκηφηππα ηνπ DTSP 

απνηεινχλ δχν μερσξηζηά πξνβιήκαηα δξνκνιφγεζεο, ηα νπνία φκσο δελ είλαη 

απνθνκκέλα κεηαμχ ηνπο. Γίλεηαη ινηπφλ αληηιεπηφ, πσο ην DTSP παξνπζηάδεη έλαλ 

επίθαηξν ραξαθηήξα (actuality) σο πξνο ηε ρξνληθή εμέιημε ηεο δηαδηθαζίαο ηεο 

δξνκνιφγεζεο (routing process).  

Μηα δεχηεξε παξαηήξεζε πνπ θάλνπκε, είλαη πσο ην DTSP παξνπζηάδεη κηα ζπλέρεηα 

(continuity). Καη πάιη εδψ βαζηδφκαζηε ζηελ επνπηεία ηνπ πξνβιήκαηνο. Σν DTSP 

αιιάδεη κεξηθψο (partially) θαη πνζνηηθψο (quantitatively) κέζα ζην ρξφλν, θαη ε 

εμέιημε απηή ζπκβαίλεη θαηά ηξφπν ζπλερή θαη αβίαζην. 

Σν DTSP ραξαθηεξίδεηαη απφ επξσζηία (robustness). Απηφ ζεκαίλεη φηη θαηαζηάζεηο 

πνπ δελ είλαη αλακελφκελεο γηα ην ζχζηεκα, φπσο γηα παξάδεηγκα δηαγξαθή ή 

εηζαγσγή θφκβνπ ζην γξάθν, αληηκεησπίδνληαη κε γξήγνξε αληαπφθξηζε (δειαδή 

άκεζα). 

Σέινο, είλαη θαηαλνεηφ πσο ζην DTSP αλαδεηνχκε ηε βέιηηζηε ιχζε κέζα ζε ινγηθά 

πιαίζηα ρξφλνπ. Σν πξφβιεκα πξέπεη δειαδή λα ραξαθηεξίδεηαη θαη απφ 

απνηειεζκαηηθφηεηα (effectiveness). 

 

 

2.2.6.1  Θευπήζειρ για ηο DTSP 
 

Έλαο νξηζκφο γηα ην DTSP είλαη ν εμήο: Έζησ G έλαο πιήξεο γξάθνο n θφκβσλ. ΢ε 

θάζε θφκβν ηνπ γξάθνπ πξνθχπηνπλ αηηήζεηο γηα εμππεξέηεζε, νη νπνίεο είλαη 

αλεμάξηεηεο κεηαμχ ηνπο. Ζ δηαδηθαζία παξαγσγήο ησλ αηηήζεσλ κπνξεί λα είλαη γηα 

παξάδεηγκα κηα δηαδηθαζία Poisson, πνπ ραξαθηεξίδεηαη απφ ηελ παξάκεηξν έληαζεο 

ι. Οη αηηήζεηο πξέπεη λα εμππεξεηεζνχλ απφ έλαλ πσιεηή, ν νπνίνο κεηαβαίλεη κε 

ζηαζεξή ηαρχηεηα απφ ηνλ θφκβν i ζηνλ θφκβν j, κέζα ζε ρξφλν tij. Ο ρξφλνο 

εμππεξέηεζεο θάζε αίηεζεο ζε νπνηνλδήπνηε θφκβν ζπκβνιίδεηαη κε t0. Σν 

πξφβιεκα ζπλίζηαηαη ηψξα ζηελ εχξεζε ηεο «βέιηηζηεο» πνιηηηθήο (optimal routing 

policy) πνπ ζα θαζνξίζεη ηε δηαδξνκή πνπ πξέπεη λα αθνινπζήζεη ν πσιεηήο. Ο 

Φαξάθηεο ζέηεη ηα επφκελα δεηήκαηα σο θαζνξηζηηθά θαη ζεκαληηθά γηα ηε κειέηε 

ηνπ DTSP κε βάζε ηνλ νξηζκφ πνπ έδσζε.  

 

 Μέηπα Δπίδοζηρ (Performance Measures): ΢ηα ηειεπηθνηλσληαθά δίθηπα 

ηα κέηξα επίδνζεο βαζίδνληαη ζε θξηηήξηα φπσο είλαη ε δηεθπεξαησηηθή 
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ηθαλφηεηα (throughput) θαη ε θαζπζηέξεζε (delay) ζηελ θίλεζε ηνπ δηθηχνπ. 

΢ηελ πεξίπησζε δξνκνιφγεζεο ελφο νρήκαηνο, ε επίδνζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

εθηηκάηαη αλάινγα κε ην αλ γηα παξάδεηγκα, ε βέιηηζηε πνιηηηθή 

δξνκνιφγεζεο πξέπεη λα είλαη εθείλε ε πνιηηηθή πνπ κεγηζηνπνηεί ηνλ 

αλακελφκελν αξηζκφ (mean value) αηηήζεσλ πνπ εμππεξεηνχληαη αλά κνλάδα 

ρξφλνπ. Θα κπνξνχζε έλα άιιν θξηηήξην επίδνζεο λα απνθαζίδεη γηα ηε 

βέιηηζηε πνιηηηθή, ζχκθσλα κε ην αλ ε πνιηηηθή απηή ειαρηζηνπνηεί ηνλ κέζν 

ρξφλν αλακνλήο πνπ ρξεηάδνληαη νη αηηήζεηο γηα λα εθπιεξσζνχλ. ΋πσο θαη 

αλ είλαη, ηα κέηξα επίδνζεο θαζνξίδνληαη απφ ην θπζηθφ ραξαθηήξα ηνπ 

πξνβιήκαηνο θαη είλαη δηαθνξεηηθά αλάινγα θαη κε ηνπο ζηφρνπο ηνπ 

ζρεδηαζηή. 

 

 Κίνηζη Υαμηλήρ Ένηαζηρ (Light Traffic): Αλ ν ξπζκφο δήηεζεο ι είλαη 

ζρεηηθά κηθξφο, ην φρεκα (vehicle) ζα κπνξεί λα ιεηηνπξγεί ζε ζπλζήθεο 

ακείσηεο δήηεζεο θαη ε δηεθπεξαησηηθή ηθαλφηεηα ζα είλαη ίζε κε n∙ι, 

αλεμάξηεηε ηεο πνιηηηθήο δξνκνιφγεζεο πνπ εθαξκφδεηαη. Βέβαηα, ν ρξφλνο 

αλακνλήο ζα εμαξηάηαη απφ ηελ πνιηηηθή απηή. Ζ πνιηηηθή ηνπ «εμππεξέηεζε 

ηε δήηεζε φζν πην γξήγνξα κπνξείο απφ ηε ζηηγκή πνπ γίλεη γλσζηή θαη κεηά 

πεξίκελε»  νδεγεί ζε ιηγφηεξν ρξφλν αλακνλήο απ’φηη εθείλε ηνπ «ε 

εμππεξέηεζε απαηηεί λα αθνινπζήζεηο ηε δηαδνρή θφκβνο 1→θφκβνο 

2→…→θφκβνο n→θφκβνο 1» γηα κηθξέο ηηκέο ηνπ ι.  

 

 Κίνηζη Ττηλήρ Ένηαζηρ (Heavy Traffic): Αλ ν ξπζκφο δήηεζεο 

πξνζεγγίδεη κεγάιεο ηηκέο, ε θαηάζηαζε γίλεηαη πνιππινθφηεξε. ΢ε κεξηθέο 

πεξηπηψζεηο, ε δήηεζε γίλεηαη ηφζν κεγάιε, πνπ ην φρεκα δελ κπνξεί λα 

ζπκβαδίζεη  κε φιεο ηηο αηηήζεηο. Αξθεηέο θνξέο, ε επίδνζε ησλ πνιηηηθψλ 

δξνκνιφγεζεο θαζνξίδεη αλ ην ζχζηεκα ζα δερζεί ή φρη κηα αίηεζε.  

 

 Δπαναηοποθέηηζη (Repositioning): ΢ε πεξηπηψζεηο θαηά ηηο νπνίεο ε 

δήηεζε είλαη κηθξή, έρεη λφεκα λα επαλαηνπνζεηήζνπκε ην φρεκα ζε θάπνηνλ 

θφκβν ζηξαηεγηθήο ζεκαζίαο.  

 

Φπζηθά, ππάξρνπλ δηάθνξεο παξαιιαγέο ηνπ DTSP. Ο γξάθνο G κπνξεί  γηα 

παξάδεηγκα λα κελ είλαη πιήξεο ή λα είλαη ζπκκεηξηθφο. Δπηπιένλ, ε δηαδηθαζία 

άθημεο ησλ αηηήζεσλ, κπνξεί λα κελ είλαη κηα δηαδηθαζία Poisson, αιιά κπνξεί λα 

έρνπκε δηαθνξεηηθφ ξπζκφ δήηεζεο γηα δηαθνξεηηθνχο θφκβνπο. 

 

 

2.2.6.2  Έναρ ςβπιδικόρ αλγόπιθμορ για ηο DTSP 
 

Ο n-opt αιγφξηζκνο βαζίδεηαη ζηελ ηδέα ηεο n-βειηηζηφηεηαο (n-optimality). Λέκε φηη 

κηα δηαδξνκή είλαη n-opt, αλ είλαη αδχλαηνλ λα πεηχρνπκε ζπληνκφηεξε δηαδξνκή 

αληηθαζηζηψληαο νπνηεζδήπνηε n ην πιήζνο ζπλδέζεηο (links) κε έλα άιιν ζχλνιν n 

ζπλδέζεσλ. Γεληθά, φζν πην κεγάιε είλαη ε ηηκή ηνπ n, ηφζεο πεξηζζφηεξεο 

πηζαλφηεηεο έρνπκε ψζηε ε ηειηθή δηαδξνκή λα είλαη ε βέιηηζηε. Χζηφζν, γηα κεγάια 

n, απμάλεηαη δξακαηηθά ν αξηζκφο ησλ δνθηκψλ πνπ έρνπκε λα θάλνπκε πξνθεηκέλνπ 

λα θαηαιήμνπκε ζηε βέιηηζηε δηαδξνκή. Ζ πξάμε δείρλεη πσο νη πην ζπρλά 

ρξεζηκνπνηνχκελεο ηηκέο γηα ην n είλαη νη 2 θαη 3.  
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Πην πάλσ, είδακε θάπνηα ζηνηρεία πνπ αθνξνχλ ηνπο γελεηηθνχο αιγφξηζκνπο. 

Πεξηγξάςακε εθεί νξηζκέλεο βαζηθέο ηδέεο θαη αξρέο πάλσ ζηηο νπνίεο βαζίδεηαη ε 

ιεηηνπξγία ησλ αιγνξίζκσλ απηψλ (δηαζηαχξσζε, κεηάιιαμε, αληαγσληζηηθφηεηα). 

Ο ζπλδπαζκφο ησλ n-opt ηερληθψλ κε ην γελεηηθφ είδνο αιγνξίζκσλ παξάγεη έλαλ 

πβξηδηθφ αιγφξηζκν, πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ αληηκεηψπηζε πεξηπηψζεσλ DTSP.  

Σν δπλακηθφ TSP απαηηεί φρη κφλν πνηνηηθά θαιέο ιχζεηο, αιιά θαη ιχζεηο επαξθείο 

θαη εχξσζηεο. Οη 2 θαη 3-opt αιγφξηζκνη ραξαθηεξίδνληαη σο επαξθείο θαη εχξσζηνη 

γηα ην DTSP, αιιά ε δηαθνξά αλάκεζα ζηελ ηξέρνπζα ιχζε θαη ηε βέιηηζηε δπλαηή, 

νινέλα θαη απμάλεη. Οη γελεηηθνί αιγφξηζκνη  παξάγνπλ αξθεηά πνηνηηθέο ιχζεηο, 

αιιά ραξαθηεξίδνληαη απφ θαηψηεξα επίπεδα επάξθεηαο ελψ αληαπνθξίλνληαη αξγά 

ζηηο κεηαβνιέο ηνπ πξνβιήκαηνο. Γηα λα επηιχζνπκε ην DTSP, ρξεζηκνπνηνχκε ηνπο 

2 θαη 3-opt αιγφξηζκνπο, ηνπο νπνίνπο θαη πξνζαξκφδνπκε ζε ήδε γλσζηέο 

δηαδηθαζίεο γελεηηθψλ αιγνξίζκσλ, φπσο απηέο ηεο κεηάιιαμεο θαη ηεο επηινγήο ηεο 

ηζρπξφηεξεο ιχζεο (fittest solution).  

Παξαζέηνπκε κηα πεξηγξαθή ηνπ πβξηδηθνχ αιγνξίζκνπ: 

 

program Dynamic_TSP_OPT_GA ( ) 

begin 

Step 1.generation_no := 0; 

Step 2.Population(generation_no):={T1,T2,……,Tn}; 

Step 3.while (not terminated) do { 

Step 3.1. generation_no := generation_no+1; 

Step 3.2. if(needed) Insert(new Node); 

Step 3.3. if(needed) Delete(Node); 

Step 3.4. if(needed) Change_weight(side); 

Step 3.5. Select Parents(generation_no) from Population(generation_no-1); 

Step 3.6. Apply crossover to Parents(generation_no) to get Offspring(generation_no); 

Step 3.7. Apply mutation to Offspring(generation_no)to get Mutation(generation_no); 

Step 3.8. Apply TwoOpt(t) on Mutation(generation_no)  

                to get Population(generation_no); 

Step 3.9. Evaluate Population(generation_no); 

Step 3.10.if (needed) {Current_Best_Solution:=ThreeOpt(Current_Best_Solution);  

                Output(Current_Best_Solution); } 

} 

end. 

 

 

2.2.6.3  Πολιηικέρ δπομολόγηζηρ για ηο DTSP  
 

Θα πξνρσξήζνπκε ηψξα ζε κηα επηζθφπεζε ηνπ DTSP, ζεσξψληαο φηη νη αηηήζεηο 

θαηαθζάλνπλ  ππφ ηελ θαζνδήγεζε ελφο ζπγθεθξηκέλνπ πιάλνπ. Δπηπιένλ, ζα 

ππνζέζνπκε φηη ε άθημε ησλ αηηήζεσλ κνληεινπνηείηαη απφ κηα νκνηνγελή δηαδηθαζία 

Poisson, θαη νη θφκβνη πνπ απνζηέιινπλ ηηο αηηήζεηο είλαη αλεμάξηεηνη θαη 

νκνηφκνξθα ηνπνζεηεκέλνη εληφο κηαο θξαγκέλεο πεξηνρήο Α, πνπ έρεη έθηαζε ίζε 

κε ΢. Γηα ιφγνπο απιφηεηαο, ζα ζεσξήζνπκε φηη ε πεξηνρή είλαη ηεηξαγσληθή θαη φηη 

ζην κέζν ηεο ππάξρεη κηα απνζήθε αλεθνδηαζκνχ ηνπ  νρήκαηνο (depot). Οη αηηήζεηο 

εμππεξεηνχληαη απφ έλα κφλν φρεκα, ην νπνίν θίλείηαη κε κηα ζηαζεξή ηαρχηεηα v. 

Θα ππνζέζνπκε αθφκα φηη έρνπκε θίλεζε πςειήο έληαζεο (heavy traffic), κε ηελ 

παξάκεηξν έληαζεο ι→∞. Σν φρεκα έρεη ηε δπλαηφηεηα απεξηφξηζηεο ρσξεηηθφηεηαο  

θνξηίνπ, ελψ ν ρξφλνο εμππεξέηεζεο ζε θάζε θφκβν ζεσξείηαη ακειεηένο. ΢θνπφο 
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καο είλαη ε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ αζξνηζηηθνχ κέζνπ ρξφλνπ αλακνλήο, γηα φιεο ηηο 

αηηήζεηο πνπ παξνπζηάδνληαη ζην ζχζηεκα. Έζησ di,i+1 ν ρξφλνο πνπ απαηηείηαη, ψζηε 

ην φρεκα λα κεηαβεί απφ ηνλ θφκβν i ζηνλ i+1. Με Di ππνλννχκε ηνλ ρξφλν 

εμππεξέηεζεο ηεο i-νζηήο αίηεζεο (request). Αθφκα κε ti ζπκβνιίδνπκε ηνλ ρξφλν 

άθημεο ηεο i-νζηήο δήηεζεο (demand) θαη κε Ti=Di-Ti ηνλ ρξφλν αλακνλήο ηεο i-

νζηήο δήηεζεο. Με       →        ζπκβνιίδνπκε ηε κέζε ηηκή ηνπ Σi.  

΢ην ζεκείν απηφ, ζα αλαθέξνπκε ηξεηο πνιηηηθέο δξνκνιφγεζεο γηα ην DTSP πνπ 

ραξαθηεξίδνληαη απφ ρσξηθή ακεξνιεςία, δειαδή είλαη δίθαηεο πξνο φια ηα ζεκεία 

εμππεξέηεζεο δήηεζεο. Έλα θνηλφ ραξαθηεξηζηηθφ ησλ δχν πξψησλ πνιηηηθψλ, είλαη 

ε ηνκενπνίεζε ηεο πεξηνρήο εμππεξέηεζεο Α ζε ππνπεξηνρέο, ελψ ε ηξίηε πνιηηηθή 

ρξεζηκνπνηεί κηα απιή αιιά επαξθή κέζνδν εηζαγσγήο. Δπηπιένλ, ζηελ πεξίπησζε 

πνπ έρνπκε θίλεζε ρακειήο έληαζεο, ην φρεκα επαλαηνπνζεηείηαη ζην ζηνραζηηθφ 

κέζν (stochastic median) ηεο πεξηνρήο εμππεξέηεζεο θαη πεξηκέλεη ηελ άθημε κηαο 

λέαο δήηεζεο. 

 

 Πολιηική ΢ςνολικήρ Αναβολήρ (The Total Deferment Policy): H πεξηνρή 

εμππεξέηεζεο Α δηακνηξάδεηαη ζε k ππνπεξηνρέο A1,A2,…,Ak, πνπ έρνπλ 

φιεο ην ίδην κέγεζνο. Ηζρχεη φηη            
 

 
            Με δ 

ζπκβνιίδνπκε θάπνηα γεληθή δήηεζε (generic demand) πνπ πξφθεηηαη λα 

εμππεξεηεζεί. Σν φρεκα αθνινπζεί κηα a priori δηαδξνκή αλάκεζα ζε δψλεο 

πνπ έρνπλ επηιεγεί απζαίξεηα. Αλ ηε ζηηγκή πνπ ην φρεκα εηζέιζεη ζε 

θάπνηα απφ ηηο ππνπεξηνρέο γλσζηνπνηεζεί θάπνηα δήηεζε, ηφηε απηή 

ηίζεηαη ππφ εμππεξέηεζε πάλσ ζε έλα κνλνπάηη Hamilton. Μφιηο ην φρεκα 

ηεξκαηίζεη ην ηξέρνλ κνλνπάηη, πξνρσξά πξνο ηελ επφκελε ππνπεξηνρή, 

πάληα ζηα πιαίζηα ηεο a priori δηαδξνκήο. Ζ δηαδηθαζία απηή 

επαλαιακβάλεηαη έσο φηνπ δελ ππάξρεη θακία λέα δήηεζε πξνο 

εμππεξέηεζε. Καζψο ην φρεκα θηλείηαη θαηά κήθνο ηεο ηξέρνπζαο 

δηαδξνκήο, κπνξνχλ λα αθηρζνχλ λέεο αηηήζεηο. Οη ζέζεηο εληνπηζκνχ 

απηψλ ησλ αηηήζεσλ, κπνξεί λα είλαη φιεο ζηελ ίδηα (ηξέρνπζα) 

ππνπεξηνρή, ή ζε θάπνηα δηαθνξεηηθή. Ζ πνιηηηθή πνπ πεξηγξάθνπκε, 

πξνζδίδεη ζηνλ πσιεηή ηε δπλαηφηεηα λα απνθαζίζεη ην πφηε ζα 

εμππεξεηήζεη ηηο λέεο αηηήζεηο πνπ θαηαθζάλνπλ. Αλ δειαδή ηηο 

εμππεξεηήζεη εληφο ηεο ηξέρνπζαο δηαδξνκήο ή εληφο ηεο επφκελεο. Έηζη 

ινηπφλ, έρνπκε νπξέο (queues) πνπ πξνσζνχλ ηηο λέεο αηηήζεηο πξνο 

επφκελεο δηαδξνκέο. H Πνιηηηθή ΢πλνιηθήο Αλαβνιήο θέξεη ην ζεσξεηηθφ 

πιενλέθηεκα ηεο Αζπκπησηηθήο ζχγθιηζεο πξνο ηε βέιηηζηε δηαδξνκή.  

 

 Πολιηική Μεπικήρ Αναβολήρ (The Partial Deferment Policy): Ζ 

πνιηηηθή κεξηθήο αλαβνιήο απνηειεί κηα παξαιιαγή ηεο πξνεγνχκελεο πνπ 

πεξηγξάςακε. Ζ κεηαμχ ηνπο δηαθνξά έγθεηηαη ζηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν 

αληηκεησπίδνληαη νη λέεο αηηήζεηο. ΋ηαλ κηα λέα δήηεζε δ αθηρζεί ζηελ 

ππνπεξηνρή ζηελ νπνία θηλείηαη ην φρεκα, ηφηε ε πνιηηηθή θαζνξίδεη πφηε 

είλαη βνιηθφηεξν λα εμππεξεηεζεί απηή ε λέα δήηεζε. Αλ δειαδή ζα 

ππάξμεη άκεζε εμππεξέηεζε, ή αλ ζα πξνσζεζεί ε δήηεζε πξνο επφκελε 

δηαδξνκή ηνπ νρήκαηνο. ΢ηελ πεξίπησζε φπνπ ε εμππεξέηεζε ηεο αίηεζεο 

θαζπζηεξήζεη, ην θφζηνο παξάθακςεο (detour cost) ηζνχηαη κε ην κέζν 

ρξφλν αλακνλήο ηεο αίηεζεο πνπ πεξηκέλεη λα εμππεξεηεζεί. ΢ηελ 

πεξίπησζε φπνπ ε αίηεζε πιεξείηαη θαηά ηελ επίζθεςε ηεο ηξέρνπζαο 

ππνπεξηνρήο, ην παξαπάλσ θφζηνο πεξηιακβάλεη ην κέζν ρξφλν αλακνλήο 

ησλ αηηήζεσλ, πνπ εηζέξρνληαη ζηελ νπξά θαηά ηε δηάξθεηα πνπ ην φρεκα 
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θηλείηαη επί ηεο παξάθακςεο. Μαζεκαηηθψο, απηφ κπνξεί λα εθθξαζηεί κε 

ηε κεγηζηνπνίεζε ηεο δηαθνξάο θέξδνπο θαη θφζηνπο (ρξνληθά κεγέζε), πνπ 

πξνθχπηνπλ ιφγσ ηεο παξάθακςεο. Με ηελ έλλνηα «θέξδνο», ελλννχκε ην 

ρξνληθφ πιενλέθηεκα πνπ απνθέξεηαη απφ ηελ άκεζε (immediately) 

εμππεξέηεζε ηεο λέαο δήηεζεο δ (ζην ηξέρνλ κνλνπάηη), ακέζσο κεηά ηε 

δήηεζε h. Έζησ φηη κε n δειψλνπκε ηελ ηπραία κεηαβιεηή πνπ πεξηγξάθεη 

ηνλ αξηζκφ ησλ αηηήζεσλ πνπ εθδειψλνληαη ζην ζχζηεκα, ακέζσο κεηά ηε 

δήηεζε δ. Σφηε, ην θέξδνο ζα είλαη: (Lε+1 – dh,δ) /u, φπνπ κε ε ζπκβνιίδνπκε 

ηελ εθηίκεζε κφληκεο θαηάζηαζεο ηεο κεηαβιεηήο n. Με Lε+1 

παξηζηάλνπκε ην κήθνο ηνπ βέιηηζηνπ TSP κνλνπαηηνχ δηακέζνπ ησλ ε 

ζεκείσλ,  ζπκπεξηιακβαλνκέλεο θαη ηεο δήηεζεο δ. Σν θφζηνο ηεο 

παξάθακςεο, είλαη ην θφζηνο πνπ πξνθχπηεη φηαλ ην φρεκα δέρεηαη λα 

εμππεξεηήζεη ηε λέα δήηεζε δ εληφο ηεο ηξέρνπζαο δηαδξνκήο, 

δεκηνπξγψληαο έηζη θαζπζηέξεζε πξνο ηηο άιιεο αηηήζεηο πνπ βξίζθνληαη 

ζηελ νπξά αλακνλήο. Σν θφζηνο απηφ είλαη ίζν κε: (ε/u)∙(dh,δ+dδ,h+1-dh,h+1). 

Σν πξφβιεκα ηφηε αλάγεηαη ζην εμήο: 

 

   
   

  
         

 
  

 

 
                      

 

Γίρσο βιάβε ηεο γεληθφηεηαο, θαη δεδνκέλνπ φηη ε πνζφηεηα Lε+1 δελ 

εμαξηάηαη απφ ην δείθηε j, κπνξνχκε λα γξάςνπκε φηη:  

 

   
   

  
       

 
  

 

 
                      

 

Με i ζπκβνιίδνπκε ηε δήηεζε πνπ εμππεξεηεί ην φρεκα θαηά κήθνο ηνπ 

κνλνπαηηνχ, ηε ζηηγκή πνπ θαηαθζάλεη ε δήηεζε δ. Με j ζπκβνιίδνπκε ηε 

δήηεζε πνπ έρεη πξνγξακκαηηζηεί πξνο εμππεξέηεζε, ακέζσο κεηά ηε 

δήηεζε i.  

 

 Πολιηική Πποζθήκηρ (The Insertion Policy): Αθφκα θαη αλ νη δχν 

πξνεγνχκελεο πνιηηηθέο θέξνπλ ζεσξεηηθά πιενλεθηήκαηα σο πξνο ηε 

δηαρείξηζε ησλ αηηήζεσλ, κεηνλεθηνχλ απφ ηελ άπνςε φηη παξνπζηάδνπλ 

κηθξή απφδνζε γηα πεπεξαζκέλν ξπζκφ άθημεο. Ζ ζπκπεξηθνξά απηή 

νθείιεηαη ζηελ ηνκενπνίεζε ηεο πεξηνρήο εμππεξέηεζεο ζε επηκέξνπο 

ππνπεξηνρέο. Καη απηφ, γηαηί ην φρεκα κπνξεί λα αλαβάιεη κηα δήηεζε πνπ 

εληνπίδεηαη θνληά ζηε ζέζε ηνπ αιιά αλήθεη ζε δηαθνξεηηθή ππνπεξηνρή. 

Απηφ γηα παξάδεηγκα κπνξεί λα ζπκβεί φηαλ δχν αηηήζεηο εληνπίδνληαη 

θνληά ζην ζχλνξν δχν γεηηνληθψλ ππνπεξηνρψλ, αιιά δελ έρεη 

πξνγξακκαηηζηεί ε δηαδνρηθή ηνπο εμππεξέηεζε ζηα πιαίζηα ηεο a priori 

δηαδξνκήο. Πξνθεηκέλνπ λα απνθχγνπκε κηα ηέηνηα θαηάζηαζε, ε πνιηηηθή 

πξνζζήθεο (Insertion Policy-Ins) εγθαηαιείπεη ηελ ηδέα ηεο ηνκενπνίεζεο 

θαη ρξεζηκνπνηεί κηα απιή ηερληθή πξνζζήθεο. Ζ ηδέα ηεο πνιηηηθήο απηήο 

είλαη ε εηζαγσγή κηαο λέαο αίηεζεο εληφο ηεο ηξέρνπζαο δηαδξνκήο κε 

παξάιιειε ειαρηζηνπνίεζε ελφο θφζηνπο εηζαγσγήο. Αλ κε δ 

ζπκβνιίζνπκε κηα λέα δήηεζε πνπ εηζάγεηαη κεηαμχ δχν ήδε 

πξνγξακκαηηζκέλσλ πξνο εμππεξέηεζε αηηήζεσλ, ηφηε ε πνιηηηθή πνπ 

πεξηγξάθνπκε καο ιέεη φηη: 
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2.2.7  Σο πιθανοηικό TSP (Probabilistic TSP) 
 

Πνιιέο θνξέο, ηα δεδνκέλα ζε έλα πξφβιεκα δξνκνιφγεζεο απνηεινχλ ζηαηηζηηθά 

κεγέζε. Απηφ ζεκαίλεη φηη ν ζρεδηαζηήο νθείιεη λα θαηαζηξψζεη ηε βέιηηζηε 

δηαδξνκή ζηα πιαίζηα ησλ ζηαηηζηηθψλ δηαθπκάλζεσλ ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ πνπ 

πεξηγξάθνπλ ην πξφβιεκα. Έηζη ινηπφλ, ζα κηιήζνπκε εδψ γηα κηα πηζαλνηηθή 

(ζηνραζηηθή) εθδνρή ηνπ TSP, πνπ απνηειεί πξνέθηαζε ηνπ θιαζζηθνχ  TSP, φπσο 

αθξηβψο θαη ην DTSP πνπ αλαθέξακε πξνεγνπκέλσο.  

Σν PTSP (Probabilistic TSP) νξίδεηαη ζε έλα γξάθν G=(N,A), φπνπ Ν είλαη ην 

ζχλνιν ησλ θφκβσλ θαη Α ην ζχλνιν ησλ αθκψλ ηνπ γξάθνπ. Κάζε θφκβνο είλαη 

παξψλ κε κηα πηζαλφηεηα pi. Κφκβνη πνπ εκθαλίδνληαη κε πηζαλφηεηα 1, αλαθέξνληαη 

σο «καχξνη θφκβνη», ελψ φινη νη άιινη σο «άζπξνη». Σν θφζηνο cij, νξίδεηαη γηα θάζε 

πιεπξά e A. ΢θνπφο καο είλαη ε εχξεζε ηεο κέζεο (expected) νηθνλνκηθφηεξεο 

δηαδξνκήο. 

 ΋ηαλ ινηπφλ απνθαζηζηεί πνηα δηαδξνκή ζα αθνινπζεζεί, θάζε «άζπξνο» θφκβνο 

έηλαη παξψλ ή φρη. Οη θφκβνη πνπ δελ είλαη παξφληεο ζην γξάθν, κπνξνχλ λα 

ακειεζνχλ θαη ν πσιεηήο ζα κεηαβεί ζηνλ ακέζσο επφκελν θφκβν πνπ αηηείηαη 

εμππεξέηεζεο. Έλα απιφ παξάδεηγκα PTSP θαίλεηαη ζην ζρήκα 2.2   

 

 

 

 

 

 

 

                                                                          ΢ρήκα 2.2: (α) Ζ a-priori 

δηαδξνκή 

 

 

 

 

 

 

         
 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                           (β) Ζ πξαγκαηηθή δηαδξνκή 

φηαλ νη θφκβνη 3 θαη 7 

 δελ είλαη παξφληεο. 
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Οη εθαξκνγέο ηνπ PTSP απαληψληαη ζε δηάθνξα πεδία ηεο έξεπλαο. Έλα γλσζηφ 

παξάδεηγκα εθαξκνγήο αθνξά έλα ζχλνιν πειαηψλ πνπ πξέπεη λα εμππεξεηεζεί ζε 

θαζεκεξηλή βάζε, ρσξίο φκσο λα απαηηνχλ φινη νη πειάηεο εμππεξέηεζε κέζα ζηελ 

ίδηα κέξα. Έρεη κάιηζηα αλαπηπρζεί έλα πξφγξακκα δξνκνιφγεζεο νρήκαηνο (vehicle 

routing program) πξνθεηκέλνπ λα πξνζθέξνληαη ππεξεζίεο ζε αλζξψπνπο ηξίηεο 

ειηθίαο, ην νπνίν βαζίδεηαη ζηε ζεψξεζε ελφο PTSP. Ζ ιίζηα ησλ πξνο εμππεξέηεζε 

ειηθησκέλσλ άιιαδε κε έλα κέζν ξπζκφ 14% αλά κήλα. Σν “meals on wheels” 

πξφγξακκα πεξηιάκβαλε έλαλ πιήξνπο απαζρφιεζεο εξγαδφκελν, ν νπνίνο ήηαλ 

ππεχζπλνο γηα ηε δηαρείξεζε ησλ πφξσλ ηνπ ζπζηήκαηνο, ηε ζρεδίαζε ησλ menu 

δηαηξνθήο, ηελ επίβιεςε ηεο πνηφηεηαο ησλ ππεξεζηψλ θαη θπζηθά ηελ παξάδνζε 

ησλ θνξηίσλ πξνο ηνπο ειηθησκέλνπο πειάηεο ηνπ πξνγξάκκαηνο. Με άιια ιφγηα, ε 

δηαρείξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο ήηαλ αξθεηά πνιχπινθε, γεγνλφο πνπ επέβαιιε ηελ 

αλαγθαηφηεηα γηα απινπνίεζε θαη βέιηηζην ζρεδηαζκφ ηνπ πξνγξάκκαηνο παξάδνζεο 

ησλ ππεξεζηψλ πνπ αλαθέξακε. Έηζη αλαπηχρζεθε έλα ζχζηεκα δξνκνιφγεζεο 

βαζηδφκελν ζε έλαλ αξθεηά απιφ επξηζηηθφ αιγφξηζκν, ν νπνίνο φκσο απνδίδεη 

ηθαλνπνηεηηθέο ιχζεηο θαηά κέζν φξν. Ζ θχξηα ηδέα επηθεληξψλεηαη ζηε ρξήζε ηεο 

“space filling curve”, κηαο θακπχιεο δειαδή πνπ επηζθέπηεηαη φια ηα ζεκεία πνπ 

βξίζθνληαη εληφο κηαο δνκηθήο πεξηνρήο (unit square). ΢ε πξψηε θάζε ππνινγίδεηαη ε 

ζρεηηθή ζέζε Θ θαζελφο απφ ηνπο πειάηεο, σο πξνο ηελ θακπχιε πιήξσζεο ρψξνπ. 

Ζ δηαδξνκή ηφηε βξίζθεηαη ηαμηλνκψληαο ηηο ηηκέο ηνπ Θ (sorting). H ηνπνζέηεζε ηνπ 

“the meals on wheels” πξνβιήκαηνο νδεγεί ζε έλα PTSP, αθνχ φινη νη θφκβνη θαηά 

κήθνο ηεο θακπχιεο πιήξσζεο ρψξνπ κπνξεί λα είλαη πηζαλέο ζέζεηο εμππεξέηεζεο 

δήηεζεο.  

Σν παξαπάλσ ζρήκα δξνκνιφγεζεο βειηίσζε ηνπο ρξφλνπο δηαδξνκήο θαηά 13% θαη 

ν δηαλνκέαο θαηάθεξε λα κεηψζεη ηηο πέληε δηαδξνκέο ζε ηέζζεξηο. Άιιν παξάδεηγκα 

ηνπ PTSP είλαη ε δξνκνιφγεζε ελφο ηαρπδξφκνπ. Σν ζχλνιν ησλ πειαηψλ νξίδεηαη 

ζηελ αξρή ηνπ πξνβιήκαηνο, φκσο δελ ιακβάλνπλ κήλπκα φινη νη πειάηεο θάζε 

κέξα, νπφηε θάπνηνη κπνξνχλ λα παξαιεηθζνχλ απφ ηνλ ηαρπδξφκν.  

 

 

2.2.7.1  Αλγόπιθμοι ζηο PTSP 

 

Σν PTSP θαηαηάζζεηαη ζηα πξνβιήκαηα κε γξακκηθνχ, αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ 

(nonlinear integer programming). Ο κε γξακκηθφο, αθέξαηνο πξνγξακκαηηζκφο 

αλαθέξεηαη ζηα πξνβιήκαηα πνπ πιεξνχλ δχν ηδηφηεηεο. Ζ πξνο βειηηζηνπνίεζε 

πνζφηεηα (objective function) είλαη κε γξακκηθή ζπλάξηεζε ηεο αλεμάξηεηεο 

κεηαβιεηήο, ε δε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή νξίδεηαη ζε ζχλνια πνπ θηινμελνχλ θαζαξά 

αθέξαηεο ηηκέο. Χζηφζν, έρεη δεηρζεί πσο έπεηηα απφ πξνζεγγίζεηο γηα δηάθνξεο 

πεξηπηψζεηο PTSP, ην πξφβιεκα κπνξεί λα αλαρζεί ηειηθά ζηελ επίιπζε ελφο 

δεηήκαηνο γξακκηθνχ, αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ (linear integer programming).  

Ζ βέιηηζηε ιχζε βξίζθεηαη κε ηε ρξήζε ελφο branch-and-bound ζρήκαηνο, παξφκνην 

κε απηφ πνπ ρξεζηκνπνηνχκε θαη ζην θιαζζηθφ TSP. Έρεη δεηρζεί (Jaillet) φηη ν 

δπλακηθφο πξνγξακκαηηζκφο δελ δίλεη κηα αθξηβή ιχζε ηνπ PTSP, παξφηη 

θαηλνκεληθά κπνξεί λα ππνλνείηαη ην αληίζεην. Ζ αιήζεηα είλαη πσο θαη εδψ 

δνπιεχνπκε πάλσ ζηε ινγηθή ησλ επξηζηηθψλ αιγνξίζκσλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη 

επξχηαηα θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ ζηαηηθνχ TSP.  

Μία βαζηθή ηδέα πξνζέγγηζεο ηεο βέιηηζηεο ιχζεο είλαη ε θαηαζθεπή κηαο αξρηθήο 

δηαδξνκήο γηα ην πξφβιεκα (tour construction), ε νπνία έπεηηα πθίζηαηαη δηαδνρηθέο 

βειηηψζεηο (tour improvement), ρσξίο βέβαηα λα ππάξρεη θάπνηα εγγχεζε γηα ην πφζν 

απέρνπκε απφ ηελ αθξηβή νηθνλνκηθφηεξε δηαδξνκή (exact optimal tour). 
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Αλαηξέρνληαο ζηε βηβιηνγξαθία, ζπλαληνχκε κηα επξηζηηθή ηερληθή πνπ δνπιεχεη 

ζχκθσλα κε ηα παξαπάλσ, απηή ηνπ “Supersavings Algorithm”. Ο αιγφξηζκνο απηφο, 

πνπ βαζίδεηαη ζηoπο Clarke θαη Wright, επηθεληξψλεηαη ζηελ εθηίκεζε ηνπ 

πξνζδσθφκελνπ θέξδνπο (“savings”) πνπ απνθέξεη θάπνηα δηαδξνκή. Ζ δηαδξνκή 

κεγίζηνπ δπλαηνχ θέξδνπο είλαη κηα πξνζέγγηζε ηεο βέιηηζηεο ιχζεο γηα ην PTSP. 

Έλαο άιινο επξηζηηθφο αιγφξηζκνο πνπ δνπιεχεη ζηε βάζε ηεο θαηαζθεπήο κηαο 

πεξίπνπ βέιηηζηεο δηαδξνκήο, είλαη απηφο ηνπ «ζρεδφλ θνληηλφηεξνπ γείηνλα» 

(Almost Nearest Neighbor). Φέξνπζα ηδέα είλαη θαη εδψ ε κείσζε ηνπ κήθνπο κέζεο 

δηαδξνκήο, πνπ νδεγεί ζηε βέιηηζηε ζρεδίαζε. Πεξαηηέξσ, έρεη βξεζεί θαη κηα 

παξαιιαγή ηνπ k-opt αιγνξίζκνπ, πνπ επηιχεη ην PTSP ζχκθσλα κε ηε ινγηθή ησλ 

δηαδνρηθψλ πξνζεγγίζεσλ.  

Μηα άιιε ηερληθή αληηκεηψπηζεο ηνπ PTSP πεξηιακβάλεη ηελ εθαξκνγή επξηζηηθψλ 

αιγνξίζκσλ, αθνχ πξψηα γίλεη ηνκενπνίεζε ηεο πεξηνρήο εμππεξέηεζεο ζε 

επηκέξνπο ππνπεξηνρέο. Έπεηηα, γίλεηαη κηα εθηίκεζε ηεο βέιηηζηεο δηαδξνκήο γηα 

θάζε ηνκέα μερσξηζηά, ρξεζηκνπνηψληαο γλσζηνχο αιγνξίζκνπο φπσο απηνχο πνπ 

αλαθέξακε πξνεγνπκέλσο. Έηζη πξνρσξνχκε ζηελ ηειηθή ζρεδίαζε, ζπλελψλνληαο 

ηα ηκήκαηα ηεο δηαδξνκήο πνπ βξήθακε γηα θάζε ππνπεξηνρή. Ζ ηερληθή απηή δελ 

είλαη άγλσζηε, θαζψο κνηάδεη αξθεηά κε ηηο πνιηηηθέο δξνκνιφγεζεο πνπ 

αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ δπλακηθνχ TSP.  

Παξφιν πνπ νη αθξηβείο κέζνδνη επίιπζεο θαίλνληαη αξθεηά θηιφδνμεο γηα ην PTSP, 

ν καζεκαηηθφο πξνγξακκαηηζκφο (mathematical programming) είλαη θαηάιιεινο γηα 

πξνβιήκαηα ελφο κέζνπ κεγέζνπο ζηα νπνία νη πηζαλφηεηεο εκθάληζεο ησλ θφκβσλ 

είλαη θνληά ζην 1 ή ππάξρεη έλαο ζεκαληηθφο αξηζκφο «καχξσλ» θφκβσλ ζην γξάθν 

(ππελζπκίδνπκε φηη «καχξνη» θφκβνη είλαη απηνί πνπ έρνπλ κνλαδηαία πηζαλφηεηα 

εκθάληζεο).  

Μπνξνχκε λα πνχκε (Jezequel) φηη κηα δηαδξνκή ζε έλα Δπθιείδην PTSP είλαη θαιψο 

ηνπνζεηεκέλε φηαλ πξνθχπηεη ζαλ ζπκβηβαζκφο αλάκεζα ζε δχν απαηηήζεηο. Ζ 

πξψηε έρεη λα θάλεη κε ην πξνθαλέο θξηηήξην ηεο ειάρηζηεο απφζηαζεο θαη ε δεχηεξε 

κε ην φηη ε βέιηηζηε δηαδξνκή πξέπεη λα αθνινπζεί κηα zigzag πνξεία πνπ πεξλά 

κέζα απφ φινπο ηνπο ηξέρνληεο θφκβνπο εμππεξέηεζεο.  

Οη Bertsimas θαη Howell κίθξπλαλ ηηο ήδε ππάξρνπζεο ηηκέο θξάγκαηνο γηα δηάθνξεο 

πεξηπηψζεηο ηνπ PTSP θαηαιήγσληαο ζε ζεκαληηθά ζπκπεξάζκαηα πνπ αθνξνχλ ηελ 

αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά δηαθφξσλ επξηζηηθψλ αιγνξίζκσλ, 

ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ θαη ησλ ζηξαηεγηθψλ επαλαζρεδίαζεο ηεο βέιηηζηεο 

δηαδξνκήο (re-optimization strategies). Οη Bertsimas θαη Howell αλαθέξνπλ επίζεο 

φηη, έλα άιιν θίλεηξν πνπ καο νδεγεί ζηελ εμέηαζε πηζαλνηηθψλ εθδνρψλ 

ληεηεξκηληζηηθψλ κνληέισλ, είλαη ε εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ ζρεηηθά κε ηελ 

επξσζηία (robustness with respect to optimality) ησλ γλσζηψλ κεζφδσλ φηαλ απηέο 

εθαξκφδνληαη ζε έλα ζηνραζηηθφ πεξηβάιινλ.  

 

 

2.3 Σο  Ππόβλημα Γπομολόγηζηρ Οσημάηυν (Vehicle 

Routing Problem-VRP) 

 

Σν Πξφβιεκα Γξνκνιφγεζεο Ορεκάησλ (Vehicle Routing Problem-VRP) απνηειεί 

έλα απφ ηα πην ζεκαληηθά πξνβιήκαηα πνπ ζπλαληνχκε ζηελ πεξηνρή ηεο 

΢πλδπαζηηθήο Βειηηζηνπνίεζεο (Combinatorial Optimization) θαη εληάζζεηαη ζηελ 

θαηεγνξία ησλ πξνβιεκάησλ Αθέξαηνπ Πξνγξακκαηηζκνχ. Σα πξνβιήκαηα απηά 

απνηεινχλ ζπλήζσο εηδηθέο πεξηπηψζεηο πξνβιεκάησλ Γξακκηθνχ  
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Πξνγξακκαηηζκνχ  (Linear Programming), ζηα νπνία φκσο νη κεηαβιεηέο ιακβάλνπλ 

επηηξεπηέο ηηκέο απφ έλα ζχλνιν αθεξαίσλ αξηζκψλ. Ζ βαζηθή παξαηήξεζε γηα ηνλ 

Αθέξαην Πξνγξακκαηηζκφ έγθεηηαη ζην φηη, δηάθνξα πξνβιήκαηά ηνπ παξνπζηάδνπλ 

πνιππινθφηεηα ΝΡ-ηχπνπ, δειαδή δελ έρεη βξεζεί γηα απηά αιγφξηζκνο πνπ λα ηα 

επηιχεη ζε πνιπσλπκηθφ ρξφλν.  

Ζ δηαηχπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη αξθεηά απιή. Εεηνχκε ηνλ θαζνξηζκφ ηνπ 

ζπλφινπ βειηίζησλ δηαδξνκψλ γηα έλαλ ζηφιν νρεκάησλ, πξνθεηκέλνπ λα 

εμππεξεηεζνχλ θάπνηνη πειάηεο πνπ εληνπίδνληαη ζε θαζνξηζκέλνπο θφκβνπο ελφο 

δηθηχνπ.  Σα νρήκαηα αλαρσξνχλ απφ κηα ή πεξηζζφηεξεο απνζήθεο αλεθνδηαζκνχ 

(depots), ζηηο νπνίεο θαη επηζηξέθνπλ κε ην πέξαο ηεο απνζηνιήο ηνπο.  

Ζ ζεσξεηηθή έξεπλα θαη νη πξαθηηθέο εθαξκνγέο ζην πεδίν δξνκνιφγεζεο νρεκάησλ 

μεθίλεζαλ ην 1959 κε ην «πξφβιεκα απνζηνιήο θνξηεγψλ» (truck dispatching 

problem),  ην νπνίν παξνπζηάζηεθε απφ ηνπο Dantzig θαη Ramser. Ο νξηζκφο ηνπ 

πξνβιήκαηνο απηνχ έιεγε φηη: «Να βξεζεί ε βέιηηζηε δξνκνιφγεζε (ζρεδηαζκφο 

δηαδξνκήο (tour), δειαδή) ελφο ζηφινπ θνξηεγψλ δηαλνκήο θαπζίκνπ, κεηαμχ ελφο 

ηεξκαηηθνχ ζηαζκνχ αλεθνδηαζκνχ θαη ελφο κεγάινπ αξηζκνχ ζηαζκψλ 

εμππεξέηεζεο, νη νπνίνη ηξνθνδνηνχληαη κε θαχζηκν απφ ηνλ ζηαζκφ 

αλεθνδηαζκνχ». Υξεζηκνπνηψληαο κηα κέζνδν βαζηζκέλε ζηηο αξρέο ηνπ Γξακκηθνχ 

Πξνγξακκαηηζκνχ, νη Dantzig θαη Ramser θαηέιεμαλ ζε κηα πξνζεγγηζηηθά βέιηηζηε 

ιχζε πνπ πεξηιάκβαλε ηέζζεξηο δηαδξνκέο γηα έλα πξφβιεκα δψδεθα ζηαζκψλ 

εμππεξέηεζεο. Μεξηθά ρξφληα αξγφηεξα θαη ζπγθεθξηκέλα ην 1964, νη Clarke θαη 

Wright πξφηεηλαλ έλαλ επξηζηηθφ αιγφξηζκν βαζηζκέλν ζηελ άπιεηζηε κέζνδν 

(greedy method), ν νπνίνο πέηπρε θαιχηεξεο πξνζεγγίζεηο απφ απηέο ησλ Dantzig θαη 

Ramser. Αθνινπζψληαο ηηο παξαπάλσ κειέηεο, εθαηνληάδεο αιγνξίζκσλ θαη 

κνληέισλ πξνηάζεθαλ γηα ηελ αθξηβή θαη πξνζεγγηζηηθή επίιπζε δηαθφξσλ 

πεξηπηψζεσλ VRP. ΢ήκεξα, ππάξρνπλ δηαζέζηκα ζηελ αγνξά αξθεηά παθέηα 

ινγηζκηθνχ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ επίιπζε πξαγκαηηθψλ πξνβιεκάησλ 

δηαρείξεζεο ζηφισλ νρεκάησλ.   

Ζ επηζηεκνληθή θνηλφηεηα έζηξεςε έληνλα ηελ πξνζνρή ηεο ζηε κειέηε ηνπ VRP, 

ηδηαίηεξα ηηο ηειεπηαίεο ηξεηο κε ηέζζεξηο δεθαεηίεο. Καη απηφ γηαηί ζηα ρξφληα απηά, 

ζεκεηψζεθε αξθεηά έληνλε αχμεζε ηεο πνιππινθφηεηαο ησλ Kαηαλεκεκέλσλ 

΢πζηεκάησλ (Distributed Systems). Έλα θαηαλεκεκέλν ζχζηεκα απνηειείηαη απφ 

γεσγξαθηθά αλεμάξηεηεο, απηφλνκεο ππνινγηζηηθέο ζπζθεπέο, πνπ έρνπλ ηε 

δπλαηφηεηα λα επηθνηλσλνχλ κεηαμχ ηνπο θαη λα ιεηηνπξγνχλ ζπληνληζκέλα γηα ηελ 

επίηεπμε ελφο θνηλνχ ζηφρνπ. ΢ε αληίζεζε κε ηα θεληξηθνπνηεκέλα ζπζηήκαηα, ν 

ζρεδηαζκφο ησλ θαηαλεκεκέλσλ ζπζηεκάησλ, ε θαηαλφεζε ηεο ιεηηνπξγίαο ηνπο ππφ 

ηδηαίηεξεο ζπλζήθεο θαζψο θαη ε αλάιπζε ηεο ζπκπέξηθνξάο ηνπο απαηηεί εηδηθέο 

γλψζεηο θαη ηθαλφηεηεο.  

Σν VRP πνπ ζα ζπδεηήζνπκε εδψ, θέξεη σο επίθεληξν ηελ ηδέα ηεο δηαλνκήο αγαζψλ  

αλάκεζα ζε έλα ζχλνιν απνζεθψλ (depots) θαη έλα ζχλνιν γεσγξαθηθά 

δηαζθνξπηζκέλσλ πειαηψλ (customers). Μπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε ηηο ζέζεηο ησλ 

πειαηψλ ζαλ θφκβνπο εμππεξέηεζεο πάλσ ζε έλα (νδηθφ) δίθηπν, ζην νπνίν 

ζεκεηψλνπκε πξνθαλψο θαη φιεο ηηο δπλαηέο κεηαβάζεηο (αθκέο) πνπ ελψλνπλ ηνπο 

θφκβνπο εμππεξέηεζεο κεηαμχ ηνπο, αιιά θαη κε ηνπο ζηαζκνχο αλεθνδηαζκνχ 

επίζεο.  

Σα κνληέια θαη νη αιγφξηζκνη πνπ πξνηείλνληαη γηα ηε ιχζε ηνπ VRP κπνξνχλ λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ επαξθψο θαη ζηελ πεξίπησζε γεληθφηεξσλ δεηεκάησλ πάλσ ζηα 

ζπζηήκαηα κεηαθνξάο. Ζ ζπιινγή ζηεξεψλ απνβιήησλ (solid waste collection), ε 

δξνκνιφγεζε ζρνιηθψλ ιενθσξείσλ (school bus routing), ε κεηαθνξά αηφκσλ κε 

αλαπεξία (transportation of handicapped persons) θαη ε δηαρείξεζε κνλάδσλ 
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ζπληήξεζεο (management of maintenance units) απνηεινχλ κεξηθά παξαδείγκαηα 

πξαγκαηηθψλ πξνβιεκάησλ ζηα νπνία εθαξκφδνληαη παξεκθεξείο ηερληθέο επίιπζεο 

κε απηέο πνπ ρξεζηκνπνηνχκε ζην VRP.  

 

 

2.3.1  Πεπιγπαθή ηος Πποβλήμαηορ VRP 

 

΋πσο είδακε παξαπάλσ, έλα ζεκειηψδεο πξφβιεκα δξνκνιφγεζεο είλαη απηφ ηνπ 

Πιαλφδηνπ Πσιεηή (TSP). Τπελζπκίδνπκε φηη, ζην πξφβιεκα απηφ έλαο πιαλφδηνο 

πσιεηήο πξέπεη λα επηζθεθηεί έλα ζχλνιν πφιεσλ θαη λα επηζηξέςεη ζηελ πφιε απφ 

ηελ νπνία μεθίλεζε, ειαρηζηνπνηψληαο ηελ απφζηαζε πνπ ζπλνιηθά δηαλχεη. 

Πξνθαλψο, ν πσιεηήο πξέπεη λα επηζθεθηεί θάζε πφιε κία θαη κφλν θνξά, 

δηαθνξεηηθά ε ιχζε δελ είλαη βέιηηζηε. Σν VRP απνηειεί κηα επέθηαζε ηνπ TSP, κε 

ηελ έλλνηα φηη ζην VRP πξέπεη λα βξεζνχλ m ην πιήζνο βέιηηζηεο δηαδξνκέο 

νρεκάησλ, ζηηο νπνίεο θάζε φρεκα μεθηλάεη απφ έλαλ θφκβν-απνζήθε (depot), 

δηαηξέρεη έλα ππνζχλνιν θφκβσλ πειαηψλ (customers) ζε θαζνξηζκέλε ζεηξά θαη 

επηζηξέθεη ζηνλ αξρηθφ θφκβν.  

΢ηνπο θφκβνπο πειαηψλ κπνξεί λα έρνπκε πνηθίιεο κνξθέο εμππεξέηεζεο, ελψ θαη νη 

ρσξεηηθφηεηεο ησλ νρεκάησλ κπνξεί λα δηαθέξνπλ. Σα νρήκαηα πξέπεη λα 

επηζθεθζνχλ ηα ζεκεία εμππεξέηεζεο αθξηβψο κία θνξά θαη ε ζπλνιηθή δήηεζε 

θνξηίνπ (total demand) πάλσ ζε κία δηαδξνκή δελ πξέπεη λα μεπεξλά ηε 

ρσξεηηθφηεηα (capacity) ηνπ νρήκαηνο. Ο αληηθεηκεληθφο ζθνπφο ηνπ VRP είλαη ε 

ειαρηζηνπνίεζε ηνπ θφζηνπο γηα θάζε κία απφ ηηο m δηαδξνκέο (overall distribution 

costs). ΢ηηο πξαγκαηηθέο εθαξκνγέο δξνκνιφγεζεο, φκσο, πξνθχπηνπλ πεξηνξηζκνί 

πνπ θαζηζηνχλ ην πξφβιεκα πνιππινθφηεξν. Απηνί νη παξάπιεπξνη πεξηνξηζκνί 

κπνξεί γηα παξάδεηγκα λα δεζκεχνπλ ην ζπλνιηθφ ρξφλν πνπ απαηηείηαη γηα ηε 

δξνκνιφγεζε, έηζη ψζηε απηφο λα θηλείηαη εληφο ελφο πξνθαζνξηκέλνπ δηαζηήκαηνο. 

Αθφκα, κπνξεί λα ζρεηίδνληαη κε ρξνλνπαξάζπξα (time windows) κέζα ζηα νπνία 

πξέπεη λα μεθηλήζεη ε εμππεξέηεζε (service). Σν ηειεπηαίν απηφ είδνο πξνβιήκαηνο 

δξνκνιφγεζεο αλαθέξεηαη σο VRPTW (Vehicle Routing Problem with Time 

Windows). Πεξηπηψζεηο ηέηνηνπ είδνπο, ζπλαληά θαλείο ζηα πιαίζηα ησλ 

πξνβιεκάησλ ρξνλνπξνγξακκαηηζκνχ νρεκάησλ (Vehicle Scheduling). Δπηπιένλ, 

φηαλ έρνπκε λα κειεηήζνπκε δεηήκαηα ζηα νπνία ππάξρνπλ πνιιαπιέο απνζήθεο 

(depots) θαη εκπνξεχκαηα (commodities), ε πνιππινθφηεηα ηεο επίιπζεο απμάλεη 

ππεξβνιηθά. 

Παξαζέηνπκε ηψξα έλαλ ελδεηθηηθφ πίλαθα, ζηνλ νπνίν δείρλνπκε νξηζκέλα πνηνηηθά 

ραξαθηεξηζηηθά πξνβιεκάησλ δηαλνκψλ. Αλαθέξνπκε επίζεο θαη ηηο δηάθνξεο 

επηινγέο πνπ έρεη ζηε δηάζεζή ηνπ ν ζρεδηαζηήο θαηά ηε δηαδηθαζία ηεο ζρεδίαζεο 

ηεο βέιηηζηεο δξνκνιφγεζεο ησλ νρεκάησλ ζηα πξνβιήκαηα απηά. 

 

Υαπακηηπιζηικά Δπιλογέρ 

Μέγεζνο ΢ηφινπ Έλα ή πεξηζζφηεξα νρήκαηα 

Βάζε ΢ηφινπ (depot) Μία ή πεξηζζφηεξεο 

Δίδνο Γηθηχνπ Καηεπζπλφκελνο ή κε θαηεπζπλφκελνο 

γξάθνο 

Δίδνο Εήηεζεο ΢ηνπο θφκβνπο ή ζηηο αθκέο 

Υσξεηηθφηεηα Ορήκαηνο Ίδηα γηα φια ηα νρήκαηα ή δηαθνξεηηθή 

Υξνληθφ Παξάζπξν Με ή ρσξίο παξάζπξν 

Δίδνο Δξγαζηψλ Παξάδνζε ή /θαη παξαιαβή θνξηίνπ 
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΢ηφρνη Διαρηζηνπνίεζε ζπλνιηθνχ θφζηνπο 

Διαρηζηνπνίεζε αξηζκνχ νρεκάησλ 

Διαρηζηνπνίεζε ρξφλνπ εμππεξέηεζεο 

΢πκκφξθσζε κε ζπκβφιαην 

 

Πίλαθαο 2.1: Υαξαθηεξηζηηθά πξνβιεκάησλ δηαλνκήο θαη νη αληίζηνηρεο επηινγέο 

 

΋πσο ην TSP, έηζη θαη ην VRP κπνξεί λα παξαζηαζεί κε ηε βνήζεηα ελφο γξάθνπ. 

΢ηα ζρήκαηα πνπ αθνινπζνχλ, δείρλνπκε ηνπο θφκβνπο εηζφδνπ ελφο παξαδείγκαηνο 

δξνκνιφγεζεο νρεκάησλ, θαζψο θαη ηελ αληίζηνηρε έμνδν, δειαδή ηηο 

νηθνλνκηθφηεξεο δηαδξνκέο πνπ αθνινπζνχλ ηξία ζηνλ αξηζκφ, νρήκαηα 

εμππεξέηεζεο δήηεζεο.  

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 2.3 (α): Κφκβνη εηζφδνπ ζε πξφβιεκα δηαλνκήο θνξηίσλ απφ ζηφιν νρεκάησλ 

εμεπεξέηεζεο 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

΢ρήκα 2.3 (β): Ζ έμνδνο ηνπ παξαδείγκαηνο ηνπ ζρήκαηνο (α) 

depot

depot
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Μηιψληαο πην απζηεξά, ην VRP είλαη έλα ζπλδπαζηηθφ πξφβιεκα ην πεδίν νξηζκνχ 

ηνπ νπνίνπ, είλαη ην ζχλνιν ησλ αθκψλ ελφο γξάθνπ G(V,E). Γηα ην πξφβιεκα απηφ 

νξίδνπκε: 

 

 V={v0,v1,…,vn} είλαη έλα ζχλνιν θνξπθψλ, φπνπ ζεσξνχκε ηελ απνζήθε 

αλεθνδηαζκνχ ηνπνζεηεκέλε ζηνλ θφκβν v0 θαη έζησ      {v0} ην ζχλνιν 

n πφιεσλ. 

 

 Α={(vi,vj)/ vi,vj V; i≠j}, δειαδή Α⊆     είλαη έλα ζχλνιν αθκψλ 

 

 C είλαη έλαο πίλαθαο απφ κε αξλεηηθά θφζηε ή απνζηάζεηο cij κεηαμχ ησλ 

πειαηψλ vi θαη vj. 

 

 d είλαη έλα δηάλπζκα πνπ πεξηέρεη ηηο πνζφηεηεο δήηεζεο ησλ πειαηψλ. 

 

 Ri είλαη ε δηαδξνκή ηνπ  i-νζηνχ νρήκαηνο. 

 

 m είλαη ην πιήζνο ησλ νρεκάησλ. Οπνηαδήπνηε δηαδξνκή αληηζηνηρεί ζε έλα 

κφλν φρεκα. 

 

Αλ ηζρχεη cij=cji γηα θάζε (vi,vj) A ην πξφβιεκα θαιείηαη ζπκκεηξηθφ θαη αξθεί ηφηε 

λα αληηθαηαζηήζνπκε ην ζχλνιν Α κε ην ζχλνιν αθκψλ Δ=={(vi,vj)/ vi,vj V; i<j}. 
Με θάζε θνξπθή vi     ζπζρεηίδνπκε κηα πνζφηεηα qi πνπ παξηζηάλεη ην θνξηίν πνπ 

πξέπεη λα παξαδνζεί ζηνλ θφκβν ui.  

Θα ζεσξήζνπκε αθφκε έλα ρξφλν εμππεξέηεζεο δi, πνπ απαηηείηαη γηα ηελ 

εθθφξησζε ηεο πνζφηεηαο qi ζηνλ θφκβν ui. Δίλαη  πξνθαλέο φηη ε ζπλνιηθή δηάξθεηα 

νπνηαζδήπνηε δηαδξνκήο δελ πξέπεη λα μεπεξλά έλα δνζκέλν θξάγκα D, νπφηε 

κπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε γηα παξάδεηγκα φηη ηα θφζηε cij αληηζηνηρνχλ ζηνπο 

ρξφλνπο κεηάβαζεο ηνπ νρήκαηνο απφ αθκή ζε αθκή ηνπ γξάθνπ.  

Μηα δπλαηή ιχζε (feasible solution) ηνπ VRP απνηειείηαη απφ: 

 

 κηα δηακέξηζε        
  ηνπ V. 

 κηα κεηαιιαγή (permutation) ζi ηνπ ζπλφινπ Ri {v0}, πνπ λα δειψλεη ηε 

δηαδνρή ζηελ εμππεξέηεζε ησλ πειαηψλ, πάλσ ζηε δηαδξνκή i. 

 

To θφζηνο κηαο ζπγθεθξηκέλεο δηαδξνκήο Ri={v0,v1,…,vm+1}, φπνπ v0 ≡ vm+1 (depot), 

δίλεηαη σο              
 
     δ 

 
   . Ζ δηαδξνκή Ri είλαη  κέινο κηαο ππνςήθηαο 

ιχζεο, αλ ην φρεκα i ζηακαηά αθξηβψο κηα θνξά ζε θάζε θφκβν εμππεξέηεζεο θαη ε 

ζπλνιηθή δηάξθεηα ηεο δηαδξνκήο δελ μεπεξλά έλα πξνθαζνξηζκέλν θαηψθιη D, 

δειαδή έρνπκε φηη C(Ri≤D. Σέινο, ην θφζηνο ηεο ιχζεο S ηνπ πξνβιήκαηνο 

ιακβάλεηαη ίζν κε FVRP(S)=      
 
   .  

 

 

2.3.2  Παπαλλαγέρ ηος VRP 

 

 Οη πξαθηηθέο εθαξκνγέο, πνπ έρνπκε γηα ην VRP, ραξαθηεξίδνληαη απφ δηάθνξνπο 

παξάπιεπξνπο πεξηνξηζκνχο. Γηα ην ιφγν απηφ ππάξρνπλ ζηε βηβιηνγξαθία, αξθεηέο 

παξαιιαγέο vehicle routing πξνβιεκάησλ. Οξηζκέλεο απφ ηηο παξαιιαγέο απηέο, ζα 

αλαθέξνπκε επζχο ακέζσο. 
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 Capacitated VRP (CVRP): To CVRP είλαη κηα πεξίπησζε VRP, ζηελ 

νπνία έλαο ζηφινο νρεκάησλ ίδηαο ρσξεηηθφηεηαο (uniform capacity), πξέπεη 

λα εμππεξεηήζεη γλσζηέο δεηήζεηο πειαηψλ (known customer demands), γηα 

έλα δεδνκέλν θαη κνλαδηθφ είδνο εκπνξεχκαηνο (single commodity). Γηα φια 

ηα νρήκαηα ππάξρεη κία θαη κφλν απνζήθε (depot) θαη ζηφρνο καο είλαη ε 

ζρεδίαζε ησλ δηαδξνκψλ ειαρίζηνπ θφζηνπο. Σν CVRP κνηάδεη κε ην 

πξσηαξρηθφ VRP, γηα ην νπνίν κηιήζακε πξνεγνπκέλσο, κε ηνλ επηπιένλ 

πεξηνξηζκφ φηη φια ηα νρήκαηα έρνπλ ηελ ίδηα ρσξεηηθφηεηα θαη 

εμππεξεηνχλ ηελ παξάδνζε ελφο είδνπο εκπνξεχκαηνο. Μπνξνχκε επνκέλσο 

λα δψζνπκε ηελ ηππηθή πεξηγξαθή ηνπ CVRP: 

1. O αληηθεηκεληθφο ζθνπφο ηνπ CVRP είλαη ε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ 

αξηζκνχ ησλ νρεκάησλ ηνπ ζηφινπ θαη ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ ρξφλσλ 

κεηάβαζεο απφ θφκβν ζε θφκβν (θφζηε). Ζ ζπλνιηθή δήηεζε ησλ 

εκπνξεπκάησλ γηα θάζε δηαδξνκή δελ πξέπεη λα μεπεξλά ηε 

ρσξεηηθφηεηα ηνπ θάζε νρήκαηνο. 

2. Έλα ζχλνιν δηαδξνκψλ ζην CVRP ζπληζηά κηα ππνςήθηα ιχζε, αλ 

ηθαλνπνηείηαη ε πξνυπφζεζε πνπ αλαθέξακε αθξηβψο παξαπάλσ γηα 

ηε ρσξεηηθφηεηα ησλ νρεκάησλ. 

3. Σα ραξαθηεξηζηηθά 1 θαη 2 νξίδνπλ φηη: Ζ ιχζε γηα ην CVRP είλαη 

ίδηα κε απηή ηνπ VRP, κε ηελ πξνυπφζεζε φηη ππάξρεη κηα πνζφηεηα 

Q (ρσξεηηθφηεηα νρήκαηνο), ηέηνηα ψζηε γηα θάζε δηαδξνκή Ri λα 

ηζρχεη       
    (κε di παξηζηάλνπκε ηε ζπλνιηθή δήηεζε ζηε 

δηαδξνκή Ri). 

 

 Multiple Depots VRP (MDVRP): Μηα εηαηξεία δηαλνκψλ κπνξεί λα 

δηαζέηεη πνιιέο απνζήθεο, απφ ηηο νπνίεο εμππεξεηεί ηελ πειαηεηαθή δήηεζε 

πνπ ηεο παξνπζηάδεηαη. Αλ νη θφκβνη ησλ πειαηψλ δηακεξίδνληαη ζε 

ππνζχλνια (clusters), πνπ θέξνπλ σο γεσγξαθηθφ ηνπο επίθεληξν ηηο 

απνζήθεο ηεο εηαηξείαο, ηφηε ην πξφβιεκα ηεο δηαλνκήο κπνξεί λα αλαρζεί 

ζε έλα ζχλνιν αλεμάξηεησλ κεηαμχ ηνπο VRPs. Αλ φκσο, νη πειάηεο θαη νη 

απνζήθεο δηαπιέθνληαη κεηαμχ ηνπο, ηφηε πξέπεη λα επηιχνζπκε έλα 

MDVRP. Έλα ηέηνην πξφβιεκα απαηηεί ηελ αλάζεζε ησλ πειαηψλ ζηηο 

δηαζέζηκεο απνζήθεο. ΢ε θάζε απνζήθε ππάξρεη έλαο ζηφινο νρεκάησλ. 

Κάζε φρεκα αλαρσξεί απφ κηα απνζήθε, εμππεξεηεί ηνπο πειάηεο πνπ έρνπλ 

αλαηεζεί ζηε ζπγθεθξηκέλε απνζήθε, θαη επηζηξέθεη ζην ζεκείν απφ ην 

νπνίν μεθίλεζε. Γίλνπκε ηελ ηππηθή πεξηγξαθή ηνπ MDVRP: 

1. O αληηθεηκεληθφο ζθνπφο ηνπ MDVRP είλαη ε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ 

αξηζκνχ ησλ νρεκάησλ ηνπ ζηφινπ θαη ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ ρξφλσλ 

κεηάβαζεο απφ θφκβν ζε θφκβν (θφζηε). H ζπλνιηθή δήηεζε ησλ 

εκπνξεπκάησλ θάζε δηαδξνκήο εμππεξεηείηαη απφ ζπγθεθξηκέλε 

απνζήθε, πνπ γλσζηνπνηείηαη ακέζσο κεηά ηε δηαδηθαζία ηεο 

αλάζεζεο (assignment).  

2. Έλα ζχλνιν δηαδξνκψλ ζην MDVRP ζπληζηά κηα ππνςήθηα ιχζε, αλ  

θάζε δηαδξνκή ηθαλνπνηεί ηηο πξνυπνζέζεηο ηνπ πξσηαξρηθνχ VRP 

θαη επηπιένλ μεθηλά θαη θαηαιήγεη ζηελ ίδηα απνζήθε. 

3. Σα ραξαθηεξηζηηθά 1 θαη 2 νξίδνπλ φηη: Σν ζχλνιν ησλ θφκβσλ ζην 

MDVRP γξάθεηαη ζαλ V={v1,…,vn} V0 φπνπ V0={v01,…,v0d} είλαη 

ην ζχλνιν ησλ θφκβσλ ησλ απνζεθψλ. Μηα δηαδξνκή i νξίδεηαη σο 
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Ri={d,v1,…,vm,d}, φπνπ d V0. To θφζηνο ηεο δηαδξνκήο 

ππνινγίδεηαη φπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ VRP. 

 

 Periodic VRP (PVRP): ΢ην θιαζζηθφ VRP, ε ζρεδίαζε ηεο βέιηηζηεο 

δξνκνιφγεζεο αθνξά ζην ρξνληθφ δηάζηεκα κηαο εκέξαο. ΢ηελ πεξίπησζε 

ηνπ PVRP φκσο, πξέπεη λα απνθαζίζνπκε γηα ηηο δηαδξνκέο ηνπ ζηφινπ 

δεδνκέλνπ φηη ε δηαδηθαζία ηεο εμππεξέηεζεο δηαξθεί M εκέξεο. Γίλνπκε 

ηελ ηππηθή πεξηγξαθή ηνπ PVRP: 

1. O αληηθεηκεληθφο ζθνπφο ηνπ MDVRP είλαη ε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ 

αξηζκνχ ησλ νρεκάησλ ηνπ ζηφινπ θαη ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ 

ρξφλσλ κεηάβαζεο απφ θφκβν ζε θφκβν (θφζηε). 

2. Έλα ζχλνιν δηαδξνκψλ ζην PVRP ζπληζηά κηα ππνςήθηα ιχζε, αλ  

θάζε δηαδξνκή ηθαλνπνηεί ηηο πξνυπνζέζεηο ηνπ θιαζζηθνχ VRP. 

Δπηπιένλ, νπνηνδήπνηε φρεκα δελ επηηξέπεηαη λα επηζηξέςεη ζηελ 

απνζήθε αλαρψξεζήο ηνπ, ηελ ίδηα κέξα θαηά ηελ νπνία μεθίλεζε 

ηελ πξνγξακκαηηδφκελε δηαδξνκή ηνπ απφ ηελ απνζήθε απηή. Με 

ην πέξαο ηεο πεξηφδνπ ησλ Μ εκεξψλ, θάζε πειάηεο ζα πξέπεη λα 

έρεη εμππεξεηεζεί ηνπιάρηζηνλ κία θνξά.  

3. Γηα θάζε πειάηε είλαη δεδνκέλε ε εκεξήζηα δήηεζε θνξηίνπ. Ζ 

εμππεξέηεζε ζε θάζε θφκβν πξέπεη λα γίλεη εμνινθιήξνπ ζε κία 

επίζθεςε θαη απφ έλα κφλν φρεκα. Αλ ε πεξίνδνο Μ=1, ην PVRP 

κεηαπίπηεη ζε πεξίπησζε θιαζζηθνχ VRP. Κάζε θφκβνο ζην PVRP, 

πξέπεη λα πξνζπειαζηεί k θνξέο, φπνπ 1≤k≤M. ΢ην θιαζζηθφ 

PVRP, ε εκεξήζηα δήηεζε θάζε πειάηε είλαη ζηαζεξή. 

Σν PVRP κπνξεί λα αληηκεησπηζηεί ζαλ έλα πξξφβιεκα, ζην νπνίν 

δεηνχκε έλα ζχλνιν δηαδξνκψλ γηα θάζε εκέξα έηζη ψζηε νη 

ζπλνιηθνί πεξηνξηζκνί λα ηθαλνπνηνχληαη θαη λα πεηπραίλνπκε ην 

ειάρηζην θφζηνο δηαδξνκψλ.  

4. Σν PVRP κπνξεί λα κειεηεζεί θαη απφ ηε ζθνπηά ελφο 

ζπλδπαζηηθνχ πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο, πνιιψλ επηπέδσλ 

(multi-level combinatorial optimization problem):  

 

i. ΢ην πξψην επίπεδν, ζθνπφο είλαη ε εχξεζε ελφο ζπλφινπ 

δπλαηψλ ζπλδπαζκψλ γηα θάζε πειάηε. Γηα παξάδεηγκα, αλ 

ε πεξίνδνο εμππεξέηεζεο έρεη  t=3 εκέξεο {d1,d2,d3} ηφηε νη 

δπλαηνί ζπλδπαζκνί είλαη: 0→000, 1→001, 2→010, 3→011, 

4→100, 5→101, 6→110, 7→111. Αλ θάπνηνο πειάηεο 

αηηείηαη δχν επηζθέςεσλ εμππεξέηεζεο, ηφηε έρεη ηηο 

αθφινπζεο ελαιιαθηηθέο: {d1,d2}, {d1,d3} θαη {d2,d3}, ή ηηο 

επηινγέο 3,5 θαη 6 ηνπ παξαθάησ πίλαθα: 

 

Πειά-

ηεο 

Καζεκεξη-

λή δήηεζε 

Αξηζκφο 

επηζθέ-

ςεσλ 

Πιήζνο 

ζπλδπαζκψλ 

Γπλαηνί 

ζπλδπαζκνί 

1 30 1 3 1,2,4 

2 20 2 3 3,5,6 

3 20 2 3 3,5,6 

4 30 2 3 1,2,4 

5 10 3 1 7 
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ii. ΢ην δεχηεξν επίπεδν, πξέπεη λα επηιέμνπκε έλαλ απφ ηνπο 

δπλαηνχο ζπλδπαζκνχο γηα θάζε πειάηε, πξνζέρνληαο λα 

ηθαλνπνηνχληαη νη εκεξήζηνη πεξηνξηζκνί. Έηζη, δηαιέγνπκε 

ηνπο πειάηεο πνπ πξφθεηηαη λα εμππεξεηεζνχλ αλά κέξα, γηα 

ηεο δνζκέλε πεξίνδν.  

iii. ΢ην ηξίην επίπεδν, ιχλνπκε ην VRP θάζε εκέξαο. 

 

 Split Delivery VRP (SDVRP): Σν SDVRP απνηειεί κηα ραιάξσζε ηνπ 

VRP, κε ηελ έλλνηα φηη ζην SDVRP επηηξέπεηαη  ε εμππεξέηεζε ελφο πειάηε 

απφ δηαθνξεηηθά νρήκαηα, αλ απηφ επηθέξεη κείσζε ηνπ ζπλνιηθνχ θφζηνπο 

ηεο δξνκνιφγεζεο. Ζ ραιάξσζε απηή είλαη εμαηξεηηθά ζεκαληηθή φηαλ ην 

κέγεζνο ηεο δήηεζεο ησλ πειαηψλ είλαη ζπγθξίζηκν κε ηελ ρσξεηηθφηεηα 

ησλ νρεκάησλ. Ζ εχξεζε ηεο ιχζεο ζην SDVRP είλαη αξθεηά πην 

πνιχπινθε δηαδηθαζία απφ ηελ αληίζηνηρε ηνπ θιαζζηθνχ VRP. Γίλνπκε ηελ 

ηππηθή πεξηγξαθή ηνπ SDVRP:   

1. O αληηθεηκεληθφο ζθνπφο ηνπ MDVRP είλαη ε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ 

αξηζκνχ ησλ νρεκάησλ ηνπ ζηφινπ θαη ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ 

ρξφλσλ κεηάβαζεο απφ θφκβν ζε θφκβν (θφζηε). 

2. Έλα ζχλνιν δηαδξνκψλ ζην PVRP ζπληζηά κηα ππνςήθηα ιχζε, αλ  

θάζε δηαδξνκή ηθαλνπνηεί ηηο πξνυπνζέζεηο ηνπ θιαζζηθνχ VRP. 

Ηζρχεη φκσο εδψ φηη, έλαο πειάηεο κπνξεί λα εμππεξεηεζεί απφ 

πεξηζζφηεξα ηνπ ελφο νρήκαηα. 

3. Μπνξνχκε λα κεηαηξέςνπκε ην θιαζζηθφ VRP ζε SDVRP, 

επηβάιινληαο ηνλ δηαρσξηζκφ ησλ παξαδφζεσλ, αθνχ πξψηα 

δηακνηξάζνπκε ηηο αηηήζεηο ησλ πειαηψλ ζε επηκέξνπο αδηαίξεηα 

ππνζχλνια αηηήζεσλ. 

 

 VRP with Backhauls (VRPB):  Σν VRPB είλαη κηα πξνέθηαζε ηνπ CVRP, 

ζηελ νπνία ην ζχλνιν ησλ πειαηψλ, V\{v0}, δηακνηξάδεηαη ζε δχν 

ππνζχλνια.  Σν πξψην ππνζχλνιν, έζησ L, πεξηέρεη n πειάηεο «εκπξφζζηαο 

εμππεξέηεζεο» (linehaul customers), θαζέλαο απφ ηνπο νπνίνπο δεηά λα ηνπ 

παξαδνζεί κηα ζπγθεθξηκέλε πνζφηεηα θνξηίνπ. Σν δεχηεξν ππνζχλνιν, 

έζησ Β, πεξηέρεη  m πειάηεο «νπίζζεηαο εμππεξέηεζεο» (backhaul 

customers), απφ ηνπο νπνίνπο θάπνηα νρήκαηα πξέπεη λα παξαιάβνπλ 

νξηζκέλε πνζφηεηα εηζεξρφκελνπ θνξηίνπ. Οη θφκβνη αξηζκψληαη έηζη ψζηε 

L={1,2,..,n} θαη B={n+1,..,n+m}. ΢ην VRPB ππάξρεη κηα πξνηεξαηφηεηα 

αλάκεζα ζηνπο linehaul θαη backhaul πειάηεο: φηαλ ζε κηα δηαδξνκή  

επίθεηηαη λα γίλεη εμππεξέηεζε θαη ησλ δχν εηδψλ πειαηψλ, πάληα 

εμππεξεηνχληαη πξψηα νη linehaul πειάηεο. Γηαθνξεηηθά, δελ μεθηλά ε 

εμππεξέηεζε ησλ backhaul πειαηψλ. Μηα κε αξλεηηθή πνζφηεηα di, 

ζπκβνιίδεη ην θνξηίν παξάδνζεο ή παξαιαβήο πνπ ζρεηίδεηαη κε ηνλ θφκβν 

i, ελψ γηα ηνλ θφκβν αλεθνδηαζκνχ ηζρχεη φηη d0=0. ΋ηαλ ν πίλαθαο θφζηνπο 

είλαη κε ζπκκεηξηθφο, ην πξφβιεκα αλαθέξεηαη σο Asymmetric VRP With 

Backhauls (AVRPB). Γίλνπκε ηελ ηππηθή πεξηγξαθή ηνπ VRPB: 

1. Ο αληηθεηκεληθφο ζθνπφο ηνπ VRPB είλαη ε εχξεζε ελφο ζπλφινπ, 

Κ ην πιήζνο απιψλ θιεηζηψλ δηαδξνκψλ (θχθισλ) ειαρίζηνπ 

θφζηνπο, γηα ην νπνίν: (i) θάζε θχθινο δηέξρεηαη απφ ηνλ θφκβν 

αλεθνδηαζκνχ (depot), (ii) o θφκβνο θάζε πειάηε αλήθεη 

απνθιεηζηηθά θαη κφλν ζε κηα θιεηζηή δηαδξνκή, (iii) ε ζπλνιηθή 

δήηεζε ηφζν ησλ backhaul φζν θαη ησλ linehaul πειαηψλ πνπ 
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εληνπίδνληαη ζηνπο θφκβνπο κηαο θιεηζηήο δηαδξνκήο δελ 

μεπεξλνχλ (μερσξηζηά) ηε ρσξεηηθφηεηα C ηνπ νρήκαηνο θαη (iv) 

ζε θάζε θιεηζηή δηαδξνκή νη linehaul πειάηεο πξνεγνχληαη ησλ 

backhaul πειαηψλ, εθφζνλ ππάξρνπλ. 

2. Έλα ζχλνιν δηαδξνκψλ ζην VRPB ζπληζηά κηα ππνςήθηα ιχζε, αλ 

φιεο νη παξαιαβέο γηα θάζε δηαδξνκή νινθιεξψλνληαη πξνηνχ ηα 

νρήκαηα παξαιάβνπλ επηζηξνθέο θνξηίνπ. Σαπηφρξνλα, ηα 

πεξηζψξηα  ρσξεηηθφηεηαο θάζε νρήκαηνο δελ παξαβηάδνληαη είηε 

απφ ηνπο linehaul έηηε απφ ηνπο backhaul θφκβνπο.  

3. Σν θφζηνο κηαο δηαδξνκήο ππνινγίδεηαη φπσο θαη ζηελ πεξίπησζε 

ηνπ θιαζζηθνχ VRP, κε ηνλ επηπιένλ πεξηνξηζκφ φηη κηα δηαδξνκή 

είλαη δπλαηή (feasible) αλ θαη κφλνλ αλ είλαη delivery feasible, 

pick-up feasible και load-feasible. Καηαξρήλ, ζα νξίζνπκε κε p ην 

δηάλπζκα πνπ πεξηγξάθεη ηηο αηηήζεηο ησλ πειαηψλ σο πξνο ηελ 

επηζηξνθή θνξηίνπ. Γίλνπκε ινηπφλ ηηο εμήο πεξηγξαθέο: 

 Delivery feasible: Mε ηνλ φξν απηφ αλαθεξφκαζηε ζην φηη 

ε ζπλνιηθή πνζφηεηα ησλ εκπνξεπκάησλ ζε κηα δηαδξνκή 

δελ πξέπεη λα ππεξβαίλεη ηελ ρσξεηηθφηεηα C ηνπ 

νρήκαηνο. Γηα κηα δηαδξνκή Ri={v0,v1,…,vm+1} ζα πξέπεη 

λα έρνπκε φηη Cd(vk) ≤ C θαη Cd(vk+1) > C, φπνπ κε Cd(vk) 

δειψλνπκε ηε ζπλνιηθή πνζφηεηα εκπνξεπκάησλ πνπ 

παξαδφζεθε ζε φινπο ηνπο πειάηεο θαηά κήθνο κηαο 

δηαδξνκήο πνπ μεθηλά απφ ηνλ θφκβν v0 θαη θαηαιήγεη ζηνλ 

θφκβν vk:                     
. Με P(1,vk) ζπκβνιίδνπκε 

ηνπο πειάηεο πνπ επηζθέθηεθε ην φρεκα θαηά κήθνο ηεο 

δηαδξνκήο απφ ηνλ θφκβν v0 κέρξη θαη ηνλ θφκβν vk 

(πεξηιακβάλεηαη θαη ν θφκβνο vk).  

 Pick up feasible: O πεξηνξηζκφο απηφο εμαζθαιίδεη φηη ην 

φρεκα θέξεη αξθεηή ρσξεηηθφηεηα ψζηε λα παξαιάβεη ηα 

θνξηία επηζηξνθήο φισλ ησλ πειαηψλ πάλσ ζε κηα 

δηαδξνκή. Δδψ έρνπκε φηη Cp(vk) ≤ C θαη Cp(vk+1) > C, φπνπ 

κε Cp(vk) δειψλνπκε ηε ζπλνιηθή πνζφηεηα εκπνξεπκάησλ 

πνπ παξαιείθζεθε απφ φινπο ηνπο πειάηεο θαηά κήθνο κηαο 

δηαδξνκήο πνπ μεθηλά απφ ηνλ θφκβν v0 θαη θαηαιήγεη ζηνλ 

θφκβν vk:                     
 (πεξηιακβάλεηαη θαη ν 

θφκβνο vk). 

 Load feasible: O πεξηνξηζκφο ηεο ρσξεηηθφηεηαο ηνπ 

νρήκαηνο κπνξεί λα παξαβηαζηεί ζε νπνηνλδήπνηε θφκβν 

ηεο δηαδξνκήο. Μηα ηέηνηα παξαβίαζε εμαξηάηαη απφ ηελ 

ζεηξά ησλ πειαηψλ. Έζησ L(vk) ην θνξηίν ηνπ νρήκαηνο 

κεηά απφ ηελ πξνζπέιαζε ηνπ θφκβνπ vk. Τπνζέηνπκε φηη 

ην φρεκα θέξεη έλα αξρηθφ θνξηίν L(1) ≤ C. Σφηε ην θνξηίν 

ηνπ νρήκαηνο ζε θάζε ζεκείν ηεο δηαδξνκήο ζα είλαη 

L(vk)=Cp(vk)+L(1)-Cd(vk). Ζ εμίζσζε απηή δείρλεη πσο ην 

ηξέρνλ θνξηίν κπνξεί λα μεπεξλά ηελ ρσξεηηθφηεηα C ηνπ 

νρήκαηνο. Απηφ ζεκαίλεη πσο ε πξνθχπηνπζα δηαδξνκή 

είλαη κε εθηθηή δηφηη ην φρεκα δελ κπνξεί λα εμππεξεηήζεη 

ηνλ επφκελν θφκβν vk+1. Άξα κηα δηαδξνκή είλαη load 

feasible αλ L(vk) ≤ C θαη L(vk+1) > C.  
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 VRP with PickUp and Delivery (VRPPD): ΢ηελ πεξίπησζε ηνπ VRP with 

PickUp and Delivery, θάζε πειάηεο i ζρεηίδεηαη κε δχν πνζφηεηεο di θαη pi, 

πνπ αλαπαξηζηνχλ ηε δήηεζε παξαιαβήο θαη επηζηξνθήο θνξηίνπ 

αληίζηνηρα. Αξθεηά ζπρλά, κηα κφλν πνζφηεηα, ε δηαθνξά di-pi, αξθεί γηα λα 

ραξαθηεξηζηεί ε αίηεζε ηνπ θάζε πειάηε (ε δηαθνξά απηή κπνξεί λα είλαη 

θαη αξλεηηθή). Γηα θάζε πειάηε i, ππάξρεη κηα απνζήθε απνζηνιήο θνξηίνπ 

Οi θαη κηα απνζήθε παξαιαβήο θνξηίνπ Di. Τπνηίζεηαη φηη ζε θάζε θφκβν 

πειάηε ε παξάδνζε θνξηίνπ απφ ην φρεκα ζπκβαίλεη πξνηνχ ν πειάηεο 

απνζέζεη ην θνξηίν επηζηξνθήο. Γηα ην ιφγν απηφ ζα ηζρχεη θαη εδψ φηη 

L(vk)=Cp(vk)+L(1)-Cd(vk), ζχκθσλα κε ηηο παξαπάλσ επεμεγήζεηο. 

Μπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε εδψ φηη ε ηππηθή πεξηγξαθή ηνπ VRPPD 

αθνινπζεί ηα ραξαθηεξηζηηθά 1,2 θαη 3 φπσο θαη πξνεγνπκέλσο.  

 

 VRP With Satellite Facilities (VRPSF): Μηα ζεκαληηθή εθδνρή ηνπ VRP 

είλαη απηή πνπ πξνβιέπεη ηε κεζνιάβεζε δνξπθφξσλ πνπ ελεκεξψλνπλ ην 

ζχζηεκα σο πξνο ην αλ είλαη αλαγθαία ε αλαπιήξσζε νρεκάησλ. ΋ηαλ είλαη 

δπλαηφ, ε κεζνιάβεζε δνξπθφξσλ επηηξέπεη ηε ζπλέρηζε ηεο δηαδηθαζίαο 

εμππεξέηεζεο απφ ηα νρήκαηα, ρσξίο λα είλαη απαξαίηεηε ε επηζηξνθή ηνπο 

ζηελ θεληξηθή απνζήθε αλεθνδηαζκνχ.  

 

 VRP With Time Windows (VRPTW): Πξφθεηηαη γηα θιαζζηθή πεξίπησζε 

πξνβιήκαηνο δξνκνιφγεζεο κε σπονοπαπάθςπα. Σν VRPTW κνηάδεη κε ην 

θιαζζηθφ VRP, κφλν πνπ εδψ γηα θάζε πειάηε v V ππάξρεη έλα ρξνληθφ 

πιαίζην [ev,lv], κέζα ζηε δηάξθεηα ηνπ νπνίνπ ν πειάηεο πξέπεη λα 

εμππεξεηεζεί. Σν δηάζηεκα [e0,l0] ζηνλ θφκβν αλεθνδηαζκνχ ιέγεηαη 

oξίδνληαο πξνγξακκαηηζκνχ (scheduling horizon). Γίλνπκε ηελ ηππηθή 

πεξηγξαθή ηνπ VRPTW: 

1. O αληηθεηκεληθφο ζθνπφο ηνπ VRPTW είλαη ε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ 

αξηζκνχ ησλ νρεκάησλ, ηνπ ζπλνιηθνχ ρξφλνπ κεηάβαζεο θαη ηνπ 

ρξφλνπ αλακνλήο (waiting time) πξνθεηκέλνπ λα εμππεξεηεζνχλ φινη 

νη πειάηεο εληφο ησλ πξνθαζνξηζκέλσλ ρξνλνπαξαζχξσλ.  

2. Σν VRPTW, ζε ζρέζε κε ην θιαζζηθφ VRP, ραξαθηεξίδεηαη απφ ηνπο 

επηπιένλ πεξηνξηζκνχο: (i) κηα ιχζε είλαη αδχλαηε αλ θάπνηνο πειάηεο 

εμππεξεηείηαη κεηά ην άλσ θξάγκα ηνπ ρξνλνπαξαζχξνπ ηνπ, (ii) ε 

άθημε ελφο νρήκαηνο πξηλ ην θάησ θξάγκα ηνπ ρξνλνπαξαζχξνπ ζε 

θάπνην πειάηε ζπληειεί ζηελ αχμεζε ηεο θαζπζηέξεζεο ηεο 

δηαδξνκήο, (iii) θάζε δηαδξνκή πξέπεη λα μεθηλά θαη λα ηεξκαηίδεη 

εληφο ηνπ ρξνλνπαηαζχξνπ ηεο απνζήθεο (depot) θαη (iv) ζηελ 

πεξίπησζε ραιαξψλ ρξνλνπαξαζχξσλ (επηηξέπεηαη κηα κηθξή 

θαζπζηέξεζε) κηα θαζπζηεξεκέλε άθημε δελ επεξεάδεη ηε δπλαηφηεηα 

κηαο ιχζεο λα είλαη ε βέιηηζηε, αιιά νπσζδήπνηε εθρσξεί κηα 

πνζφηεηα πνηλήο ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε.  

3. Έζησ φηη κε bv δειψλνπκε ηε ζηηγκή εθθίλεζεο ηεο εμππεξέηεζεο 

ζηνλ πειάηε v. Γηα λα είλαη εθηθηή κηα δηαδξνκή Ri={v0,v1,…,vm+1} 

πξέπεη λα ηζρχνπλ επηπιένλ φηη    
    

    
       θαη    

 

δ  
           Γεδνκέλνπ φηη θάπνην φρεκα θαηεπζχλεηαη πξνο ηνλ 

επφκελν πειάηε, αθνχ έρεη ηειεηψζεη ηελ εμππεξέηεζε ηνπ ηξέρνληνο 

πειάηε    
, ζα έρνπκε αλαδξνκηθά φηη    

        
      

 δ    
 

            κε b0 = e0 θαη δ0 = 0. Έηζη, ν ρξφλνο αλακνλήο    
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 δ    
          

  κπνξεί λα αιιάμεη ζε θάπνην 

πειάηε vi. To θφζηνο ηεο δηαδξνκήο i δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 

                    

 
     δ  

 
        

 
   . Γηα κηα ππνςήθηα 

ιχζε S κε ζχλνιν δηαδξνκψλ        
  ην θφζηνο ζα είλαη 

                          
   , φπνπ Μ είλαη κηα ζηαζεξά 

κεγάιεο ηηκήο. Ζ ζηαζεξά Μ πξνζηίζεηαη γηαηί ε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ 

κεγέζνπο ηνπ ζηφινπ ησλ νρεκάησλ απνηειεί πξσηαξρηθφ ζηφρν ζην 

VRPTW. Λέκε φηη ε ιχζε S είλαη εθηθηή αλ φιεο νη δηαδξνκέο απηήο 

είλαη εθηθηέο θαη θάζε πειάηεο εμππεξεηείηαη αθξηβψο απφ κηα 

δηαδξνκή. ΢χκθσλα κε ηνλ Solomon (1995), ππνζέηνπκε φηη αξρηθά 

φια ηα νρήκαηα αλαρσξνχλ απφ ηνλ θεληξηθφ ζηαζκφ αλεθνδηαζκνχ 

ζηε κηθξφηεξε δπλαηή ρξνληθή ζηηγκή e0. Aθνχ έρνπκε βξεη ηε ιχζε 

ηνπ VRPTW, ξπζκίδνπκε ηε ρξνληθή ζηηγκή αλαρψξεζεο απφ ηνλ 

θεληξηθφ ζηαζκφ πξνθεηκέλνπ λα εμαιείςνπκε ηπρφλ πεξηηηφ ρξφλν 

θαζπζηέξεζεο.  

 

 

2.3.3  Σεσνικέρ Δπίλςζηρ ζηο VRP 

 

Παξαζέηνπκε ζην ζεκείν απηφ, νξηζκέλεο ηερληθέο επίιπζεο γηα ην πξφβιεκα 

δξνκνιφγεζεο νρεκάησλ. ΢ρεδφλ φιεο απφ απηέο απνηεινχλ εςπιζηικέρ θαη μεηα-

εςπιζηικέρ κεζφδνπο, δεδνκέλνπ φηη θαλείο αθξηβήο αιγφξηζκνο δελ κπνξεί λα 

εγγπεζεί ηελ εχξεζε ηεο βέιηηζηεο ιχζεο, εηδηθά φηαλ ην πιήζνο ησλ θφκβσλ είλαη 

ζρεηηθά κεγάιν. Απηφ νθείιεηαη ζην φηη ην VRP είλαη έλα NP-hard πξφβιεκα. Θα 

δψζνπκε ινηπφλ κηα θαηεγνξηνπνίεζε ησλ ηερληθψλ επίιπζεο, πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη 

επξχηαηα κέρξη ζήκεξα. 

 

 

2.3.3.1  Ακπιβήρ Μέθοδορ  
 

΋πσο ππνλνεί θαη ην φλνκά ηεο, ε κέζνδνο απηή πξνβιέπεη ηε ζπζηεκαηηθή 

απαξίζκεζε θάζε πηζαλήο ιχζεο κέρξηο φηνπ βξεζεί ε βέιηηζηε δπλαηή. 

Μηα απφ ηηο πην γλσζηέο, αθξηβείο ηερληθέο γηα ην CVRP είλαη ε K-tree κέζνδνο πνπ 

έρεη ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ επίιπζε CVRP 71 θφκβσλ (Branch and Bound 

Technique-Fischer 1994). Γνζκέλνπ ελφο γξάθνπ κε n+1 θφκβνπο, έλα K-δέληξν 

είλαη έλα ζχλνιν n+K αθκψλ πνπ επηιχεη θάζε δπλαηή δηαδξνκή ζην γξάθν. Σν VRP 

κπνξεί λα αληηκεησπηζηεί ζαλ ην πξφβιεκα ηεο εχξεζεο ηνπ ειαρίζηνπ K-δέληξνπ 

φηαλ ν βαζκφο ηνπ θφκβνπ αλεθνδηαζκνχ είλαη 2Κ, ν βαζκφο θάζε θφκβνπ 

εμππεξέηεζεο είλαη 2 θαη ηθαλνπνηνχληαη νη πεξηνξηζκνί σο πξνο ηε ρσξεηηθφηεηα 

ησλ νρεκάησλ. Παξφιν πνπ ε K-tree ηερληθή έρεη εθαξκνζηεί κε επηηπρία ζε 

ζχζηεκα 71 θφκβσλ, ππάξρνπλ πεξηπηψζεηο κε κηθξφηεξν αξηζκφ θφκβσλ γηα ηηο 

νπνίεο ε ηερληθή απηή δελ έρεη δψζεη ιχζεηο αθφκα. Πξνθεηκέλνπ λα πεηχρνπκε 

ιχζεηο γηα ηηο πεξηπηψζεηο απηέο, ή γηα λα κεηψζνπκε ηνλ ππνινγηζηηθφ ρξφλν πξέπεη 

λα αλαηξέμνπκε ζε επξηζηηθέο κεζφδνπο.  

H Κ-tree ηερληθή ρξεζηκνπνηεί κηα Branch-and-Bound δηαδηθαζία βάζεη ηεο νπνίαο ην 

πξφβιεκα δηαρσξίδεηαη, δηνξζψλνληαο ηηο πξνζπηψζεηο ησλ αθκψλ ηνπ γξάθνπ γηα 

ηα επηιεγφκελα ππνζχλνια ησλ δηακνηξαζκέλσλ πειαηψλ εμππεξέηεζεο. Οη 

παξάπιεπξνη πεξηνξηζκνί ππφθεηληαη ζε δπτζκφ (dualized) πξνθεηκέλνπ λα πεηχρνπκε 
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κηα ραιάξσζε θαηά Lagrange (Langrangian relaxation), νπφηε ην VRP αλάγεηαη ζηελ 

εχξεζε ηνπ ειαρίζηνπ (θαηά βαζκφ θφκβνπ αλεθνδηαζκνχ) Κ δέληξνπ. 

Ζ Κ-tree ηερληθή κπνξεί λα γεληθεπηεί πξνθεηκέλνπ λα επηιχζνπκε πην ξεαιηζηηθά 

ζελάξηα VRP, ζηα νπνία γηα παξάδεηγκα έρνπκε αζζχκεηξα θφζηε, ρξνλνπαξάζπξα 

θαη νρήκαηα δηαθνξεηηθήο ρσξεηηθφηεηαο. 

Έλαο branch-and-bound αιγφξηζκνο ρξεζηκνπνηεί ηε ζηξαηεγηθή ηνπ «δηαίξεη θαη 

βαζίιεπε». Γηαρσξίδεη ην ρψξν ησλ ιχζεσλ ζε ππνζχλνια θαη έπεηηα εθαξκφδεη ηε 

δηαδηθαζία ηεο βειηηζηνπνίεζεο ζε θάζε ππνζχλνιν ρσξηζηά. Υξεζηκνπνηψληαο ηε 

ινγηθή ηνπ branch-and-bound, εμεηάδνπκε αξρηθά φιν ηνλ ρψξν ησλ ιχζεσλ S. Καηά 

ηε θάζε πνπ θξάζζνπκε ηηο ιχζεηο, ραιαξψλνπκε ηνπο πεξηνξηζκνχο ηνπ 

πξνβιήκαηνο. Έηζη ινηπφλ, δερφκαζηε ιχζεηο πνπ δελ αλήθνπλ ζην εθηθηφ ζχλνιν 

ιχζεσλ S. H ραιάξσζε νδεγεί ζηελ εθηίκεζε ελφο θάησ θξάγκαηνο ηεο ηηκήο ηεο 

βέιηηζηεο ιχζεο. Αλ ε ιχζε πνπ δίλεη ε ραιάξσζε αλήθεη ζην S ή έρεη ηηκή ίζε κε 

απηή κηαο ιχζεο     , ηφηε έρνπκε βξεη ηε βέιηηζηε ιχζε.  

Γηαθνξεηηθά, θαζνξίδνπκε n ππνζχλνια {S1,S2,…,Sn} ηνπ S ηέηνηα ψζηε    
 
     . 

Κάζε έλα απφ ηα ππνζχλνια απηά θαιείηαη ππνπξφβιεκα. Οξηζκέλεο θνξέο ηα 

{S1,S2,…,Sn} θαινχληαη παηδηά ηνπ S. Πξνζζέηνπκε ηα παηδηά ηνπ S ζηε ιίζηα ησλ 

ππνςεθίσλ ππνπξνβιεκάησλ (απηψλ δειαδή πνπ αλακέλνπλ εμέηαζε). Ζ δηαδηθαζία 

απηή ιέγεηαη branching. Γηα λα ζπλερίζνπκε ηνλ αιγφξηζκν, επηιέγνπκε έλα απφ ηα 

ππνςήθηα ππνπξνβιήκαηα θαη ην εμεηάδνπκε. Τπάξρνπλ ηέζζεξα δπλαηά 

απνηειέζκαηα: 

1. Αλ βξνχκε κηα εθηθηή ιχζε θαιχηεξε απφ ηε ιχζε   , αληηθαζηζηνχκε ηελ    κε 

ηε ιχζε απηή θαη ζπλερίδνπκε. 

2. Μπνξεί λα βξνχκε φηη ην ππνπξφβιεκα δελ έρεη ιχζε, νπφηε ην 

απνξξίπηνπκε. 

3. Γηαθνξεηηθά, ζπγθξίλνπκε ην θάησ θξάγκα ηνπ ππνπξνβιήκαηνο κε ην 

θαζνιηθφ άλσ θξάγκα, πνπ είλαη ε ηηκή ηεο θαιχηεξεο εθηθηήο ιχζεο πνπ 

έρνπκε βξεη κέρξη θαη ην ζεκείν απηφ. Αλ ην θάησ θξάγκα είλαη κεγαιχηεξν ή 

ίζν ηεο ηηκήο απηήο, ηφηε κπνξεί θαη πάιη λα απνξξίςνπκε ην ππνπξφβιεκα. 

4. Δλ ηέιεη, αλ δελ κπνξνχκε λα απνξξίςνπκε ην ππνπξφβιεκα, επηβάιιεηαη λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ ηερληθή branch θαη λα πξνζζέζνπκε ηα παηδηά απηνχ 

ηνπ ππνπξνβιήκαηνο ζηε ιίζηα ησλ ελεξγψλ ππνςεθίσλ. ΢πλερίδνπκε θαηά 

απηφλ ηνλ ηξφπν, έσο φηνπ ε ιίζηα ησλ ππνςεθίσλ ππνπξνβιεκάησλ 

αδεηάζεη. Σφηε ζα έρνπκε πεηχρεη ηε βέιηηζηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο.  

 

 

  2.3.3.2  Δςπιζηικέρ Μέθοδοι 

 

Οη επξηζηηθέο κέζνδνη επηηεινχλ κηα ζρεηηθά πεξηνξηζκέλε εμεξεχλεζε ηνπ ρψξνπ 

ησλ ιχζεσλ θαη παξάγνπλ απνηειεζκαηηθέο πξνζεγγίζεηο, πνπ ραξαθηεξίδνληαη απφ 

ρακειή ππνινγηζηηθή πνιππινθφηεηα. Θα αλαθέξνπκε νλνκαζηηθά νξηζκέλεο 

βαζηθέο επξηζηηθέο ηερληθέο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζην VRP. 

 

 Καηαζθεπαζηηθέο κέζνδνη (Constructive Methods): ΢ηαδηαθά ρηίδνπκε κηα 

εθηθηή ιχζε ελψ ηαπηφρξνλα παξαηεξνχκε ηηο κεηαβνιιέο ζην θφζηνο. Γελ 

βειηνζηνπνηνχκε ηε ιχζε ζε θάζε θάζε ηεο ηερληθήο. Κπξηφηεξεο κειέηεο 

ζηηο θαηαζθεπαζηηθέο κεζφδνπο: 

 Savings (Clark and Wright 1964) 

 Matching Based 
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 Multi-Route Improvement Heuristics 

 Thomson and Psaraftis (1993) 

 Van Breedam (1994) 

 Kinderwater and Savelsbergh (1997) 

 

 Αιγφξηζκνο 2 θάζεσλ (2-Phase Algorithm): To πξφβιεκα απνζπληίζεηαη ζηα 

δχν βαζηθά ηνπ ραξαθηεξηζηηθά: (i) δηακέξηζε ηνπ ζπλφινπ ησλ θνξπθψλ ζε 

ππνζχλνια εθηθηψλ δηαδξνκψλ θαη (ii) επί ηεο νπζίαο θαηαζθεπή ηεο 

δηαδξνκήο, κε πηζαλνχο βξφρνπο αλάδξαζεο αλάκεζα ζηηο δχν θάζεηο. 

Κπξηφηεξεο κειέηεο γηα ηνλ αιγφξηζκν 2 θάζεσλ: 

 Cluster-First, Route-Second Algorithms 

 Fisher and Jaikumar (1981) 

 The Petal Algorithm 

 The Sweep Algorithm 

 Taillard (1993) 

 Route-First, Cluster-Second Algoriithms 

 

 

2.3.3.3  Μεηα-εςπιζηικέρ Μέθοδοι 

 

Ζ ινγηθή ησλ κεηα-επξηζηηθψλ κεζφδσλ είλαη ε ζε βάζνο εμεξεχλεζε ησλ πην πνιιά 

ππνζρφκελσλ ππνπεξηνρψλ ηνπ ρψξνπ ησλ ιχζεσλ ηνπ πξνβιήκαηνο. Ζ πνηφηεηα 

ησλ ιχζεσλ πνπ παξάγνπλ νη κεηα-επξηζηηθέο κέζνδνη είλαη αξθεηά πην πςειή απφ 

απηήλ ησλ ιχζεσλ πνπ δίλνπλ νη θιαζζηθέο επξηζηηθέο κέζνδνη. 

Ζ θηινζνθία ησλ κεηα-επξηζηθψλ ηερληθψλ, κπνξνχκε λα πνχκε πσο αθνινπζεί ηα 

εμήο βήκαηα: 

 

1. Γεκηνχξγεζε κηα αξρηθή ιχζε Υ 

2. Απνηίκεζε ην θφζηνο ηεο Υ 

3. Γεκηνχξγεζε κηα λέα ιχζε Τ ζηε γεηηνληά ηεο Υ 

4. Απνηίκεζε ην θφζηνο ηεο Τ 

5. Αλ Κφζηνο(Τ)<Κφζηνο(Υ) ζέζε Υ=Τ θαη πήγαηλε ζην βήκα 3 

6. Σέινο 

 

 Οη θπξηφηεξνη κεηα-επξηζηηθνί αιγφξηζκνη είλαη νη εμήο: 

 Μέζνδνη ηνπηθήο βειηηζηνπνίεζεο 

 Γελεηηθνί Αιγφξηζκνη (Genetic Algorithms) 

 Κνηλσλία κπξκεγθηψλ (Ant colonies) 

 ΢κήλνο ζσκαηηδίσλ (Particle swarm optimization) 

 Πξνζνκνησκέλε αλφπηπζε (Simulated annealing) 

 Νηεηεξκηληζηηθή αλφπηπζε (Deterministic annealing) 

 Απαγνξεπκέλεο αλαδήηεζεο (Tabu search): 

 Granular Tabu 

 The adaptive memory procedure 

 Kelly and Xu (1999) 

 Τβξίδηα ησλ παξαπάλσ κεζφδσλ 

 

Aθνινπζεί παξάδεηγκα πξνβιήκαηνο δξνκνιφγεζεο νρεκάησλ.  
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2.3.4  Παπάδειγμα Δπίλςζηρ VRP  
 

΢ην ζεκείν απηφ, ζα δνχκε ηε ιεηηνπξγία ηεο κεζφδνπ “Cluster First Route Second” 

(«Πξψηα νκαδνπνίεζε θαη κεηά δξνκνιφγεζε»). ΢ην επφκελν ζρήκα ζεσξνχκε έλα 

VRP γηα δχν νρήκαηα πνπ πξέπεη λα κεηαθέξνπλ θνξηίν ηζηκέληνπ ζε 12 

δηαθνξεηηθνχο πξννξηζκνχο. Ζ ρσξεηηθφηεηα ησλ νρεκάησλ είλαη 45 θαη 35 ηφλνη 

αληίζηνηρα.  

 

 

 
 

   

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 
΢ρήκα 2.4: Απεηθφληζε VRP γηα δχν νρήκαηα θαη 12 θφκβνπο εμππεξέηεζεο 

 

Ζ πξψηε θάζε ηεο κεζφδνπ ζπλίζηαηαη ζηελ εχξεζε ελφο ή πεξηζζνηέξσλ θφκβσλ νη 

νπνίνη αλ αιιάμνπλ ζέζε θαη κεηαθεξζνχλ απφ ηε κεγάιε δηαδξνκή (tour 1) ζηε 

κηθξή (tour 2) ηφηε νδεγνχκαζηε ζε κείσζε ηεο ζπλνιηθήο απφζηαζεο θαη ησλ δχν 

δηαδξνκψλ, ρσξίο θπζηθά λα παξαβηάδεηαη ε ρσξεηηθφηεηα ησλ δχν νρεκάησλ 

(βειηίσζε δηαδξνκήο). Αξρηθά, εληνπίδνπκε ηνπο θφκβνπο ηεο δηαδξνκήο 2 πνπ 

βξίζθνληαη πην θνληά ζηε δηαδξνκή 1. Δίλαη νη θφκβνη 7 θαη 8.  

Ο θφκβνο 8 θέξεη απαίηεζε 6 ηφλσλ θαη δελ κπνξεί λα θνξησζεί ζην φρεκα 1. 

Αληίζεηα ν 7 (απαίηεζε 3 ηφλσλ) κπνξεί. Σν εξψηεκα πνπ πξνθχπηεη είλαη ζε πην 

ζεκείν ηεο δηαδξνκήο 1 κπνξεί λα εηζαρζεί ν 7. 

Ζ απάληεζε ζα δνζεί κέζσ ηεο ηερληθήο Διαρίζηνπ Κφζηνπο Δηζαγσγήο (ΔΚΔ). Οη 

ππνςήθηεο ζέζεηο, ιακβάλνληαο ππφςε ηελ εγγχηεηα ηνπ θφκβνπ 7 ζηε δηαδξνκή 1, 

είλαη είηε κεηαμχ ησλ θφκβσλ 1 θαη 6, είηε κεηαμχ ησλ θφκβσλ 6 θαη 5.  

Έζησ k ν θφκβνο πνπ ζα εηζαρζεί κεηαμχ ησλ θφκβσλ i θαη j. H παξαθάησ ζρέζε 

δίλεη ην ειάρηζην θφζηνο απηήο ηεο εηζαγσγήο: 

 

Η                    κε  ≠   
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Δηζάγνπκε εθεί φπνπ ζα εληνπίζνπκε ην ειάρηζην θφζηνο εηζαγσγήο: 

 

 

 

Άξα σο πξνο ηε ιχζε ζα έρνπκε: 

Γηα i=1, j=6, k=7 είλαη Η16 = C17+C76-C16 = 50+30-50 = 30 

Γηα i=6, j=5, k=7 είλαη Η65 = C67+C75-C65 = 30+60-90 = 0 

Δπνκέλσο ζα έρνπκε ηνπνζέηεζε ηνπ θφκβνπ 7 κεηαμχ ησλ θφκβσλ 6 θαη 5. 

Ζ ιχζε απεηθφληδεηαη ζην ζρήκα 2.5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
΢ρήκα 2.5: Δπίιπζε ηνπ VRP 2 νρεκάησλ θαη 12 ζηαζκψλ εμππεξέηεζεο 

 

 

2.3.5  Σο Γςναμικό VRP (DVRP) 

 

Σν ζπκβαηηθφ πξφβιεκα δξνκνιφγεζεο αλαθέξεηαη αιιηψο θαη σο SVRP (Static 

Vehicle Routing Problem), θαζφηη φιε ε πιεξνθνξία πνπ ζρεηίδεηαη κε ην ζρεδηαζκφ 

ηεο δξνκνιφγεζεο είλαη εθ ησλ πξνηέξσλ γλσζηή, πξνηνχ πξηλ μεθηλήζνπλ ηα 

νρήκαηα ηηο δηαδξνκέο εμππεξέηεζεο ζηνπο θφκβνπο. Ζ πιεξνθνξία απηή δελ 

Απφ Πξνο Απφζηαζε 

1 7 50 miles 

6 7 30 miles 

5 7 60 miles 

1 5 130 miles 

1 8 60 miles 
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αιιάδεη απφ ηε ζηηγκή πνπ απνθαζίζνπκε πνηνη δξφκνη πεξηέρνληαη ζην ζρήκα ηεο 

βέιηηζηεο δξνκνιφγεζεο. 

Με ηνλ φξν «πιεξνθνξία» ελλννχκε νηηδήπνηε ζρεηηθφ πεξηιακβάλεη ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ πειαηψλ πνπ καο ελδηαθέξνπλ, φπσο γηα παξάδεηγκα ηε 

γεσγξαθηθή ηνπο ζέζε, ηνλ ρξφλν πνπ απαηηείηαη γηα ηελ θαηαηφπνπ εμππεξέηεζή 

ηνπο θαη θπζηθά ηε δήηεζε θνξηίνπ γηα θάζε έλαλ ηνπο. Δπηπιένλ, πιεξνθνξίεο ηνπ 

ζπλνιηθνχ (θαηαλεκεκέλνπ) ζπζηήκαηνο απαηηνχληαη λα είλαη γλσζηέο: νη ρξφλνη 

κεηάβαζεο απφ πειάηε ζε πειάηε πξέπεη λα είλαη δνζκέλνη ζην ζρεδηαζηή, 

πξνθεηκέλνπ λα εμαρζεί ε βέιηηζηε δξνκνιφγεζε γηα θάζε ππνζχλνιν ζηαζκψλ 

εμππεξέηεζεο. 

΢ηα πην πξαγκαηηθά ζελάξηα  πνπ αθνξνχλ ηε δξνκνιφγεζε νρεκάησλ ε ζπλδεφκελε 

κε ην πξφβιεκα πιεξνθνξία κεηαβάιιεηαη δπλακηθά απφ ηε ζηηγκή πνπ νη πξψηεο 

δηαδξνκέο ζρεδηαζηνχλ. Δπίζεο, ε δηαδηθαζία δξνκνιφγεζεο μεθηλά ρσξίο λα είλαη 

γλσζηή ε ζπλνιηθή πιεξνθνξία πνπ απαηηείηαη πξνθεηκέλνπ λα ζρεδηαζηνχλ νη 

δηαδξνκέο. Πξνθαλψο, ην Γπλακηθφ Πξφβιεκα Γξνκνιφγεζεο είλαη πην ζχλζεην ζε 

ζρέζε κε ην ζπκβαηηθφ πξφβιεκα πνπ αλαθέξακε. Αλ κε P(DVRP) ζπκβνιίζνπκε 

ηελ θιάζε ησλ δπλακηθψλ πξνβιεκάησλ δξνκνιφγεζεο, θαη κε P(SVRP) ηελ θιάζε 

ησλ αληηζηνίρσλ ζπκβαηηθψλ ηφηε ζα έρνπκε φηη P(SVRP)   P(DVRP). 

To DVRP επηιχεηαη ζπλήζσο κε on-line αιγφξηζκνπο πνπ δνπιεχνπλ ζε πξαγκαηηθφ 

ρξφλν (real time), απφ ηε ζηηγκή πνπ γλσζηνπνηεζνχλ νη αηηήζεηο ησλ πειαηψλ. ΋πσο 

θαη ην SVRP έηζη θαη ην DVRP θαηαηάζζεηαη ζηελ θιάζε ησλ NP-hard 

πξνβιεκάησλ. 

Λφγσ ηεο απμεκέλεο πνιππινθφηεηαο ηνπ DVRP, έρνπλ αλαπηπρζεί πξνζεγγηζηηθέο 

ηερληθέο (επξηζηηθέο θαη κεηα-επξηζηηθέο κέζνδνη) πνπ δίλνπλ ηε βέιηηζηε ιχζε ζε 

κηα πεξηνρή ηνπ ρψξνπ ησλ ιχζεσλ. Έηζη ινηπφλ, ρξεζηκνπνηνχληαη έληνλα εδψ 

αιγφξηζκνη ζαλ θαη απηνχο πνπ αλαθέξακε παξαπάλσ γηα ην ζπκβαηηθφ VRP κε ηε 

δηαθνξά φηη αξθεηνί απφ απηνχο έρνπλ εκπινπηηζηεί κε πξνζζήθεο δπλακηθψλ 

πνιηηηθψλ (dynamic policies) πξνθεηκέλνπ λα αληαπνθξίλνληαη ζηα απαηηνχκελα 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπ πξνβιήκαηνο.   

Αλ κε pt ζπκβνιίζνπκε ην ηξέρνλ ζηηγκηφηππν ελφο δπλακηθνχ πξνβιήκαηνο 

δξνκνιφγεζεο, ηφηε κε xt ζα ζεσξνχκε εθείλε ηε ιχζε, πνπ είλαη γλσζηή ζαλ 

δνθηκαζηηθή ιχζε (tentative solution). H δνθηκαζηηθή ιχζε αλαθέξεηαη ζην ηξέρνλ 

ζχλνιν εηζφδσλ ηνπ ζπζηήκαηνο, θαη κφλν ζ’απηφ. Αλ θαηά ηε δηάξθεηα ηεο 

δξνκνιφγεζεο θακία λέα αίηεζε δελ δνζεί ζην ζρεδηαζηή ιέκε φηη ε δνθηκαζηηθή 

ιχζε είλαη θαη ε βέιηηζηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

΢ην ζρήκα 2.6 δίλνπκε έλα απιφ παξάδεηγκα ελφο πξνβιήκαηνο δπλακηθήο 

δξνκνιφγεζεο. ΢ην παξάδεηγκα απηφ, δχν νρήκαηα, πνπ αξρηθά δελ θέξνπλ θνξηία, 

πξέπεη λα εμππεξεηήζνπλ θάπνηνπο πειάηεο, κεξηθνί εθ ησλ νπνίσλ εκθαλίδνληαη κε 

δεδνκέλε δήηεζε θαη κεξηθνί κε δήηεζε πνπ κεηαβάιιεηαη θαηά ηε δηάξθεηα ηεο 

δξνκνιφγεζεο. Οη πειάηεο δεδνκέλεο δήηεζεο αλαπαξηζηψληαη κε θφκβνπο καχξνπ 

ρξψκαηνο, ελψ νη ππφινηπνη κε θφκβνπο ιεπθνχ ρξψκαηνο. Σα ζπκπαγή βέιε 

δείρλνπλ ηηο δηαδξνκέο πνπ θαηαζθεχαζε ν ζρεδηαζηήο (dispatcher), πξηλ ηα νρήκαηα 

αλαρσξήζνπλ απφ ηελ απνζήθε αλεθνδηαζκνχ. Σα δχν βέιε έληνλνπ καχξνπ 

ρξψκαηνο δείρλνπλ ηηο ζέζεηο ησλ νρεκάησλ ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ θαηαθζάλεη ε 

δπλακηθή δήηεζε. Θεσξεηηθά, νη λένη πειάηεο ζα πξέπεη λα πξνζηεζνχλ πάλσ ζην 

ππάξρνλ δίθηπν εμππεξέηεζεο, ρσξίο λα αιιάμεη ε ζεηξά ησλ πειαηψλ πνπ δελ έρνπλ 

παξαιάβεη ηε δήηεζε ηνπο θαη βέβαηα φιν απηφ ζα πξέπεη λα γίλεη κε ηελ ειάρηζηε 

θαζπζηέξεζε. Ζ πεξίπησζε απηή αλαπαξίζηαηαη ζηνλ δεμηφ ππνγξάθν ηνπ ζρήκαηνο. 

΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα φκσο ε εηζαγσγή λέσλ πειαηψλ επηθέξεη επαλαζρεδίαζε ηεο 

ζεηξάο εμππεξέηεζεο ησλ πειαηψλ πνπ δελ έρνπλ παξαιάβεη ηε δήηεζή ηνπο. Ζ 
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πεξίπησζε απηή παξνπζηάδεηαη, ζηνλ αξηζηεξφ ππνγξάθν ηνπ ζπζηήκαηνο, εθεί φπνπ 

ε εμππεξέηεζε ηνπ λένπ πειάηε απνθέξεη κηα αξθεηά δαπαλεξή δηαδξνκή. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 2.6: Γπλακηθφ ζελάξην δξνκνιφγεζεο νρεκάησλ, πνπ πεξηιακβάλεη 8 θφκβνπο 

δεδνκέλεο δήηεζεο θαη 2 θφκβνπο κεηαβαιιφκελεο δήηεζεο. 

 

΢ε γεληθέο γξακκέο, φζν πην πεξίπινθν θαη ζχλζεην είλαη έλα πξφβιεκα 

δξνκνιφγεζεο νρεκάησλ, ηφζν πην δχζθνιε θαη ζχλζεηε ζα είλαη ε αληηκεηψπηζε ηεο 

πξνζζήθεο δπλακηθψλ θφκβσλ εμππεξέηεζεο. Γηα παξάδεηγκα, ε πξνζζήθε λέσλ 

πειαηψλ ζε έλα πξφβιεκα δξνκνιφγεζεο κε ρξνλνπαξάζπξα (time-windows) 

απνηειεί δπζθνιφηεξε πεξίπησζε επίιπζεο απ’φηη έλα δπλακηθφ πξφβιεκα ρσξίο 

ρξνλνπεξηνξηζκνχο. Αο ζεκεηψζνπκε φηη έλα δπλακηθφ ζχζηεκα δξνκνιφγεζεο 

κπνξεί λα απνξξίπηεη ηηο αηηήζεηο εμππεξέηεζεο λέσλ πειαηψλ, εθφζνλ απνθαζίζεη 

φηη ε ελζσκάησζή ηνπο ζην ζρήκα ηεο επηθείκελεο δξνκνιφγεζεο θαηαζηξαηεγεί ηε 

βειηηζηφηεηα ηνπ ζρεδηαζκνχ. ΢πρλά, κηα ηέηνηνπ είδνπο πνιηηηθή πεξηιακβάλεη ηελ 

πξνζθνξά εμππεξέηεζεο πξνο ηνπο πειάηεο πνπ απνξξίθζεθαλ, ακέζσο κφιηο ην 

ζχζηεκα νινθιεξψζεη ηε δηαδηθαζία εμππεξέηεζεο γηα ηνπο πειάηεο πνπ είραλ γίλεη 

απνδεθηνί ζην ζρήκα ηεο βέιηηζηεο δξνκνιφγεζεο. 

΢πρλά φηαλ κειεηνχκε ζπζηήκαηα βέιηηζηεο δπλακηθήο δξνκνιφγεζεο νρεκάησλ, 

ρξεζηκνπνηνχκε ηπραία δεδνκέλα (randomly generated data). Απηφ γίλεηαη γηα δχν 

ιφγνπο θπξίσο. Ο πξψηνο ιφγνο είλαη φηη ε ηπραηφηεηα ησλ δεδνκέλσλ ππνβνεζά 

ζηελ θαηαζθεπή ζπλφισλ δεδνκέλσλ (datasets), ζηα  νπνία ππάξρεη κηα δηεπζέηεζε 

ησλ παξακέηξσλ ηνπ ζπζηήκαηνο. Ο δεχηεξνο ιφγνο έρεη λα θάλεη κε ηελ πιεξφηεηα 

ησλ πιεξνθνξηψλ πνπ έρνπκε γηα ην πξφβιεκα. ΢ηα πξαγκαηηθά πξνβιήκαηα 

δξνκνιφγεζεο, είλαη αξθεηέο νη θνξέο πνπ ν ζρεδηαζηήο δελ δχλαηαη λα έρεη ηηο 

ζπληαηαγκέλεο ησλ νρεκάησλ θαη ηνπο ρξφλνπο άθημεο ησλ αηηήζεσλ. Γηα ην ιφγν 

απηφ, κνληεινπνηνχκε ην ζχζηεκα βάζεη ηπραίσλ δεδνκέλσλ έηζη ψζηε λα είκαζηε ζε 

ζέζε λα ιάβνπκε απνθάζεηο ππφ ζχλζήθεο έιιεηςεο πξαγκαηηθψλ δεδνκέλσλ. 

Ο ρξφλνο αληίδξαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο απνηειεί πνιχ βαζηθή παξάκεηξν πνπ 

επεξεάδεη ηελ αμηνπηζηία ηνπ ζρεδηαζκνχ. Ο ρξφλνο απηφο αθνξά ζην δηάζηεκα 
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αλάκεζα ζηελ άθημε ηεο αίηεζεο θαη ην ηέινο ηνπ ρξνλνπιαηζίνπ πνπ νξίδεη ηελ πην 

θαζπζηεξεκέλε ζηηγκή γηα λα μεθηλήζεη ε εμππεξέηεζε. Ο ρξφλνο αληίδξαζεο γηα 

θάζε θφκβν εμππεξέηεζεο απνηειεί έλα κέηξν ηνπ θαηά πφζν επείγεη ε εμππεξέηεζε 

ζηνλ θφκβν απηφ. Ο ζπλνιηθφο ρξφλνο αληίδξαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο εθθξάδεη ηελ 

έληαζε ή αιιηψο ηνλ δπλακηζκφ (dynamism) ηνπ ζπζηήκαηνο. Γεληθά, φζν πην 

δπλακηθφ είλαη ην ζχζηεκα ηφζν πην δχζθνιν είλαη γηα ην ζρεδηαζηή λα πεηχρεη κηθξφ 

ρξφλν αληίδξαζεο.  

 

 

2.3.5.1  DVRP Versus SVRP 

 

΢ην ζεκείν απηφ ζα δνχκε ηηο βαζηθέο δηαθνξέο αλάκεζα ζην ζπκβαηηθφ θαη ην 

δπλακηθφ πξφβιεκα δξνκνιφγεζεο νρεκάησλ. Αθνινπζεί ε παξάζεζε 12 ζεκείσλ 

δηαθνξψλ αλάκεζα ζηα δχν πξνβιήκαηα. Δκείο επηγξακκαηηθά κφλν ζα αλαθέξνπκε 

ηα ζεκεία απηά, ρσξίο λα εηζέιζνπκε ζηηο ιεπηνκεξείο αλαιχζεηο. Έρνπκε ινηπφλ γηα 

ην DVRP ζε ζρέζε κε ην SVRP: 

 

1. Ζ δηάζηαζε ηνπ ρξφλνπ είλαη αλαγθαία. ΢ην SVRP ν ρξφλνο κπνξεί λα είλαη 

αλαγθαίνο κπνξεί θαη φρη. ΢ην DVRP είλαη πάληνηε αλαγθαίνο, αθνχ φιεο νη 

κεηαβνιέο ηνπ πξνβιήκαηνο γίλνληαη αλαθνξηθά κε απηφλ. 

 

2. Σν DVRP κπνξεί λα είλαη open-ended. Απηφ ζεκαίλεη φηη αληί θιεηζηψλ 

δηαδξνκψλ ηα νρήκαηα κπνξεί λα θηλνχληαη πάλσ ζε βέιηηζηα κνλνπάηηα. 

΢ην SVRP νη δηαδξνκέο πάληνηε μεθηλνχλ θαη θαηαιήγνπλ ζηνλ θεληξηθφ 

θφκβν αλεθνδηαζκνχ. 

 

3. Ζ κειινληηθή πιεξνθνξία γηα ην ζχζηεκα κπνξεί λα είλαη άγλσζηε ή κε 

αθξηβήο. ΢ην SVRP ε ζπλνιηθή πιεξνθνξία ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη γλσζηή. 

΢ην DVRP φκσο δελ ηζρχεη θάηη ηέηνην. Μάιηζηα πνιιέο θνξέο φζνλ αθνξά 

ζηε κειινληηθή εμέιημε ηνπ ζπζηήκαηνο καο δίλεηαη ζηνραζηηθή πιεξνθνξία. 

 

4. Ζ εμππεξέηεζε ησλ θνληηλψλ πξνο ηα νρήκαηα αηηήζεσλ είλαη πην ζεκαληηθή 

ζην DVRP απ’φηη ζην SVRP. ΢ην SVRP φιεο νη αηηήζεηο θέξνπλ ην ίδην 

βάξνο σο πξνο ηα νρήκαηα εμππεξέηεζεο. Αληίζεηα δελ κπνξνχκε λα 

ηζρπξηζηνχκε ην ίδην γηα ην DVRP.  

 

5. ΢ην DVRP είλαη αλαγθαία ε γλψζε ηεο πιεξνθνξίαο πνπ πεξηγξάθεη ηνπο 

κεραληζκνχο ησλ κεηαβνιψλ ησλ παξακέηξσλ ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 

6. ΢ην DVRP κπνξεί λα έρνπκε επαλαζρεδίαζε ηεο δξνκνιφγεζεο ή 

επαλαδηαπξαγκάηεπζε ησλ αηηήζεσλ εμππεξέηεζεο. ΢ηε δπλακηθή 

δξνκνιφγεζε ε εηζαγσγή λένπ θφκβνπ κπνξεί λα θαηαζηξαηεγεί ηε 

βειηηζηφηεηα ηνπ ζρεδηαζκνχ. Γηα ην ιφγν απηφ ν ζρεδηαζηήο επαλεμεηάδεη 

ην ζχλνιν ησλ απνθάζεσλ (decision set) πνπ ηεξνχλ ζε ηζρχ ην βέιηηζην 

ραξαθηήξα ηεο ηξέρνπζαο δξνκνιφγεζεο. 

 

7. Οη γξεγνξφηεξνη ρξφλνη ππνινγηζκνχ είλαη αλαγθαηφηεξνη ζηελ πεξίπησζε 

ηνπ DVRP απ’φηη ζην SVRP. ΢ην SVRP ν ζρεδηαζηήο έρεη ηε δπλαηφηεηα λα 

πεξηκέλεη αξθεηφ ρξφλν κέρξηο φηνπ λα θαηαιήμεη ζε κηα επαξθψο 

πξνζεγγηζηηθή ιχζε, αθφκα θαη ζηε βέιηηζηε. ΢ην DVRP φκσο ν ζρεδηαζηήο 
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πξέπεη λα βξεη κηα θαιή ιχζε ζε ζχληνκα ρξνληθά πιαίζηα. Οη πεξηνξηζκνί 

ζηνπο ρξφλνπο ππνινγηζκνχ ππνλννχλ φηη ε επαλαδξνκνιφγεζε ή ε 

επαλαδηαπξαγκάηεπζε ησλ αηηήζεσλ πινπνηνχληαη κέζσ ηνπηθψλ 

δηνξζσηηθψλ επξηζηηθψλ ηερληθψλ φπσο είλαη ε ηερληθή ειαρίζηνπ θφζηνπο 

εηζαγσγήο, πνπ αλαθέξζεθε παξαπάλσ. 

 

8. ΢ην DVRP είλαη αλαγθαία ε εμαζθάιηζε απφ κέξνπο ηνπ ζπζηήκαηνο 

κεραληζκψλ απξφζκελεο αλαβνιήο (indefinite deferment mechanisms). Οη 

κεραληζκνί απηνί ελεξγνπνηνχληαη έηζη ψζηε λα αλαβιεζεί ε εμππεξέηεζε 

νξηζκέλσλ θφκβσλ, πξνθεηκέλνπ λα κελ θαηαζηξαηεγεζεί ε βειηηζηφηεηα 

ηνπ ζρεδηαζκνχ. Σερληθψο, νη κεραληζκνί απηνί κπνξεί λα αλαθέξνληαη ζηελ 

χπαξμε ρξνλνπαξαζχξσλ ή κηαο κε γξακκηθήο ζπλάξηεζεο θφζηνπο πνπ 

πνηληθνπνηεί ηηο κεγάιεο ρξνληθέο θαζπζηεξήζεηο. 

 

9. Ζ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε (πξνο ειαρηζηνπνίεζε) είλαη δηαθνξεηηθή ζην 

DVRP απ’φηη ζην SVRP. Οη παξαδνζηαθέο ζηαηηθέο αληηθεηκεληθέο 

ζπλαξηήζεηο φπσο ε ειαρηζηνπνίεζε ηεο ζπλνιηθήο δηαδξνκήο ησλ νρεκάησλ 

ή ηνπ ζπλνιηθνχ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο κπνξεί λα είλαη αδηάθνξεο ζην  

DVRP, δεδνκέλνπ φηη νη δηαδξνκέο κπνξεί λα κελ είλαη θιεηζηέο. Αλ θακία 

πιεξνθνξία γηα κειινληηθέο εηζφδνπο ζην ζχζηεκα δελ είλαη γλσζηή, είλαη 

ινγηθφ λα ειαρηζηνπνηνχκε επί νξηζκέλσλ κφλν γλσζηψλ εηζφδσλ. ΢ε 

νξηζκέλα ζπζηήκαηα δπλακηθήο δξνκνιφγεζεο, ρξεζηκνπνηνχκε κε 

γξακκηθέο αληηθεηκεληθέο ζπλαξηήζεηο ψζηε λα απνθχγνπκε θαηλφκελα 

αλαβνιήο εμππεξέηεζεο.  

 

10. Οη ρξνληθνί πεξηνξηζκνί ζην DVRP δηαθέξνπλ απφ απηνχο ηνπ SVRP. Κάηη 

ηέηνην είλαη ινγηθφ θαη επηβάιιεηαη απφ ηηο δηαθνξεηηθέο θχζεηο ησλ δχν 

πξνβιεκάησλ. ΢ην SVRP oη ρξνληθνί πεξηνξηζκνί αθνξνχλ απνθιεηζηηθά 

ζηνλ παξάγνληα ηνπ θφζηνπο, ελψ ζην DVRP αθνινπζνχλ ηε ρξνληθή 

εμέιημε ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 

11. Ζ δπλαηφηεηα ηεο απμνκείσζεο ηνπ κεγέζνπο ηνπ ζηφινπ ησλ νρεκάησλ ζην 

DVRP είλαη κηθξφηεξε απ’φηη ζην SVRP.  

 

12. Ζ θαηάηαμε ησλ απνθάζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο ζε δνκή νπξάο είλαη ζεκαληηθή 

ζην DVRP. Αλ ν ξπζκφο άθημεο ησλ αηηήζεσλ πξνο εμππεξέηεζε μεπεξάζεη 

έλα δεδνκέλν θαηψθιη, ην ζχζηεκα ζα βξεζεί ζε ζπκθφξεζε θαη νη 

αιγφξηζκνη θξάζζνληαη, παξάγνληαο έηζη αζήκαληα απνηειέζκαηα.  

 

 

2.3.6  Σο Πιθανοηικό VRP (PVRP) 

 

Ο Bertsimas πεξηγξάθεη ην Πηζαλνηηθφ VRP (PVRP) σο έλα θιαζζηθφ VRP, ζην 

νπνίν νη αηηήζεηο αθνινζνχλ ζηαηηζηηθέο θαηαλνκέο, δειαδή ελ γέλεη δελ είλαη 

ληεηεξκηληζηηθέο πνζφηεηεο. Σν PVRP είλαη έλα εμαηξεηηθά δχζθνιν πξφβιεκα (NP-

hard). Ο Bertsimas δίλεη κηα αλαδξνκηθή έθθξαζε σο πξνο ηελ εχξεζε ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο θφζηνπο, πνπ είλαη έλα επίζεο πνιχ δχζθνιν πξφβιεκα. 

Αθφκα, πξνηείλεη νξηζκέλα θξάγκαηα γχξσ απφ ηελ αζπκπησηηθή αλάιπζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο αιιά θαη πνιηηηθέο επαλαβειηηζηνπνίεζεο γηα ην PVRP. 
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Ο Bertimas πξνηείλεη δχν δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο εμππεξέηεζεο ησλ θφκβσλ. Τπφ 

ηελ ηζρχ ηεο ζηξαηεγηθήο Α, ην φρεκα επηζθέπηεηαη φινπο ηνπο πειάηεο ππφ ηελ ίδηα 

δηαδνρή φπσο θαη ζηελ a-priori δηαδξνκή. Χζηφζν, ην φρεκα εμππεξεηεί κφλν ηνπο 

πειάηεο πνπ αηηνχληαη εμππεξέηεζεο εθείλε ηε κέξα. H ζπλνιηθή πξνζδνθψκελε 

απφζηαζε πνπ δηαλχεη ην φρεκα, ζχκθσλα κε ηε ζηξαηεγηθή Α, πξνθχπηεη απφ ηελ 

άζξνηζε ηεο δεδνκέλεο απφζηαζεο ηεο a-priori δηαδξνκήο θαη ηεο πξνζδνθψκελεο 

απφζηαζεο ησλ δηαδξνκψλ πνπ εθηειεί ην φρεκα πξνο ηελ απνζήθε αλεθνδηαζκνχ, 

φηαλ ν πεξηνξηζκφο ηεο ρσξεηηθφηεηάο ηνπ επηβάιιεη θάηη ηέηνην. Τπφ ηελ ηζρχ ηεο 

ζηξαηεγηθήο Β νη πειάηεο πνπ δελ αηηνχληαη εμππεξέηεζεο, απιψο παξαθάκπηνληαη. 

Σν ΢ρήκα 2.7 δείρλεη έλα απιφ παξάδεηγκα PVRP ζην νπνίν έλα φρεκα 

ρσξεηηθφηεηαο 2 κνλάδσλ πξέπεη λα εμππεξεηήζεη 6 πηζαλνηηθνχο θφκβνπο 

εμππεξέηεζεο (θάζε έλαο αηηείηαη εμππεξέηεζεο 0 ή 1 κνλάδαο). ΢ην παξάδεηγκα νη 

θφκβνη 1 θαη 3 θαηαιήγνπλ λα έρνπλ κεδεληθέο αηηήζεηο θαη ελψ ε ζηξαηεγηθή Β ηνπο 

παξαθάκπηεη, ε ζηξαηεγηθή Α πξνβιέπεη ηελ επίζθεςε ησλ θφκβσλ απηψλ απφ 

πιεπξάο ηνπ νρήκαηνο.  

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
΢ρήκα 2.7: (a) Ζ a-priori δηαδξνκή, (b) H ζρεδηαδφκελε δηαδξνκή ππφ ηελ ηζρχ ηεο 

ζηξαηεγηθήο Α θαη (c) ε αληίζηνηρε δηαδξνκή ππφ ηελ ηζρχ ηεο ζηξαηεγηθήο Β. 

 

Οη Bertsimas, Simchi θαη Levi ζεκεηψλνπλ φηη ε ζηξαηεγηθή Α κνληεινπνηεί 

θαηαζηάζεηο ζηηο νπνίεο νη αηηήζεηο γλσζηνπνηνχληαη ζην φρεκα, κφιηο γίλεη ε άθημή 

ηνπ ζηνπο θαηά ηφπνπ θφκβνπο. Αληίζεηα, ε ζηξαηεγηθή Β κνληεινπνηεί θαηαζηάζεηο 

ζηηο νπνίεο ε γλσζηνπνίεζε ησλ αηηήζεσλ ζπκβαίλεη πξνηνχ ην φρεκα θζάζεη ζηνπο 

θφκβνπο εμππεξέηεζεο. Ο Gendreau εμεηάδεη κηα ιηγφηεξν πεξηνξηζηηθή εθδνρή ηνπ 

PVRP, ζηελ νπνία πξνηείλεη ηελ εχξεζε κηαο πξνζεγγηζηηθήο ιχζεο κέζσ ηνπ 

ειέγρνπ ησλ δηαδξνκψλ ειαρίζηνπ πξνζδνθψκελνπ κήθνπο.  

 

 

2.3.7  Σο ζηοσαζηικό VRP (St.VRP) 

 

To ζηνραζηηθφ VRP (Stochastic VRP) πξνθχπηεη φηαλ νξηζκέλεο πιεξνθνξίεο ηνπ 

πξνβιήκαηνο αιιάδνπλ θαηά ζηνραζηηθφ ηξφπν. Ζ ζηνραζηηθφηεηα απηή κπνξεί γηα 

παξάδεηγκα λα αθνξά ζε αβέβαηνπο ρξφλνπο κεηάβαζεο επί ησλ αθκψλ, αβέβαηε 

δήηεζε εμππεξέηεζεο ή ηελ πηζαλνηηθή εκθάληζε λέσλ θφκβσλ ζην δίθηπν. Δπί ηεο 
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νπζίαο, ην St.VRP απνηειεί κηα γελίθεπζε ηνπ PVRP πνπ ζπδεηήζεθε παξαπάλσ. Ο 

Gendreau πξνηείλεη επξηζηηθέο κεζφδνπο επίιπζεο γηα ην St.VRP ζε πνιχ γλσζηή 

εξγαζία ηνπ. 

 

 

2.4 To Ππόβλημα ηος ΢ςνηομοηέπος Μονοπαηιού (Shortest 

Path Problem) 

 

To Πξφβιεκα ηνπ ΢πληνκνηέξνπ Μνλνπαηηνχ (The Shortest Path Problem) απνηειεί 

έλα θιαζζηθφ, ζπλδπαζηηθφ πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο, ηνπ νπνίνπ ε επίιπζε 

πξνθχπηεη ζαλ αλαγθαηφηεηα ζε δηάθνξεο πεξηπηψζεηο ηερληθψλ εθαξκνγψλ. Ο 

νξηζκφο ηνπ πξνβιήκαηνο καο ιέεη φηη: δίλεηαη έλαο (θαηεπζπλφκελνο) γξάθνο G = 

(V,A) κε ηνπο θφκβνπο ηνπ αξηζκεκέλνπο 1,2,…,N. Κάζε αθκή (i,j) A θέξεη θφζηνο 

ή «κήθνο» ίζν κε aij. To κήθνο ελφο κνλνπαηηνχ (i1,i2,…,ik) είλαη ην κήθνο ησλ αθκψλ 

ηνπ, δειαδή ε πνζφηεηα         
 
   . To κνλνπάηη απηφ ραξαθηεξίδεηαη σο ην 

ζπληνκφηεξν αλ έρεη ην κηθξφηεξν κήθνο απφ φιεο ηηο δηαδξνκέο κε ηνπο ίδηνπο 

θφκβνπο πεγήο θαη πξννξηζκνχ. Σν κήθνο ηνπ ζπληνκφηεξνπ κνλνπαηηνχ ιέγεηαη 

αιιηψο θαη ζπληνκφηεξε απφζηαζε. Σν πξφβιεκα ηνπ ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ 

αθνξά ζηνλ ππνινγηζκφ ηεο βέιηηζηεο δηαδξνκήο κεηαμχ επηιεγκέλσλ δεπγψλ 

θφκβσλ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 2.8: ΢πλεθηηθφο γξάθνο 15 θφκβσλ θαη 31 αθκψλ. Με έληνλν ρξψκα 

ζπκβνιίδνπκε ηηο αθκέο πνπ ζπγθξνηνχλ ην ζπληνκφηεξν κνλνπάηη, πνπ νδεγεί απφ 

ηνλ θφκβν 1 ζηνλ θφκβν 15.  

 

 

Ζ πεξηγξαθή ηνπ SPP (Shortest Path Problem) είλαη απιή θαη ζχκθσλε κε ηα φζα 

πεξηγξάθεθαλ παξαπάλσ. Χζηφζν, ην πεδίν εθαξκνγήο ηνπ ελ ιφγσ πξνβιήκαηνο 
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είλαη ηδηαηηέξσο επξχ. ΢ε επφκελε ελφηεηα ζα πξνβάιινπκε νξηζκέλα 

αληηπξνζσπεπηηθά παξαδείγκαηα. Έπεηηα, ζα αλαθέξνπκε νξηζκέλνπο αιγνξίζκνπο 

πνπ επηιχνπλ ην SPP. Οη πεξηζζφηεξνη απφ ηνπο αιγνξίζκνπο απηνχο κπνξνχλ λα 

ζεσξεζνχλ σο ηερληθέο βειηηζηνπνίεζεο βαζηθνχ ή δπτθνχ θφζηνπο ζηελ εηδηθή 

πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ ειαρίζηνπ θφζηνπο ξνήο. Βέβαηα κέζα ζηα πιαίζηα 

ηεο ζρεηηθήο απινπνίεζεο ηνπ SPP, ε επίιπζε βαζίδεηαη πάλσ ζε απιέο αξρέο, ρσξίο 

λα δίλεηαη ηδηαίηεξε έκθαζε ζην θφζηνο βειηηζηνπνίεζεο. 

Σν SSP, φπσο θαη ην TSP, απνηειεί ζεκειηψδεο πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο. Καη 

απηφ γηα δχν ιφγνπο θπξίσο. Πξψηνλ, γηαηί νη αιγφξηζκνη πνπ ην επηιχνπλ 

ρξεζηκνπνηνχληαη ζε κηα γεληθφηεξε πιεζψξα δεηεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο. Καη 

δεχηεξνλ, γηαηί ην SSP δίλεη ηε δπλαηφηεηα λα παξνπζηαζηνχλ κεξηθέο βαζηθέο 

έλλνηεο ζρεηηθέο κε ηα γξαθήκαηα ζην πεξηβάιινλ ελφο πξνβιήκαηνο, γεγνλφο πνπ 

παξέρεη πινχζηα δηαίζζεζε γηα αθφκα ζπλζεηφηεξα, ζπλδπαζηηθά πξνβιήκαηα ηεο 

Θεσξίαο Γξαθεκάησλ.  

 

 

2.4.1  Δθαπμογέρ ηος SPP 

 

Παξαζέηνπκε ηψξα νξηζκέλεο βαζηθέο εθαξκνγέο ηνπ SPP: 

 

Γπομολόγηζη ζε δίκηςα δεδομένυν   
 

Ζ επηθνηλσλία κέζσ δηθηχσλ δεδνκέλσλ πεξηιακβάλεη ηε ρξήζε ελφο θαηαλεκεκέλνπ 

ζπλφινπ ππνινγηζηψλ (θφκβνη) πνπ αληαιιάζνπλ κεηαμχ ηνπο δέζκεο παθέησλ (bits) 

πάλσ απφ πξνγξακκαηηζκέλεο ζπλδέζεηο (αθκέο). Ζ θαηεχζπλζε ησλ ζπλδέζεσλ 

είλαη δεδνκέλε ηηο πεξηζζφηεξεο θνξέο, θαη έρεη λα θάλεη κε ηελ απνζηνιή ησλ 

δεδνκέλσλ απφ θάπνην θφκβν πεγήο πξνο θάπνην θφκβν πξννξηζκνχ. Ζ πην ζπλήζεο 

κέζνδνο γηα ηελ επηινγή ηεο πνξείαο ησλ δεδνκέλσλ βαζίδεηαη ζηε δηαηχπσζε ηεο 

ζπληνκφηεξεο δηαδξνκήο. ΢πγθεθξηκέλα, ζέηνπκε έλα ζεηηθφ αξηζκφ ζε θάζε δεχμε 

επηθνηλσλίαο, ν νπνίνο παξηζηάλεη ην «κήθνο» ηεο δεχμεο απηήο. Ο αιγφξηζκνο ηνπ 

ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ πξνσζεί-δξνκνινγεί θάζε παθέην κέζσ ηεο ζπληνκφηεξεο 

δηαδξνκήο πνπ νδεγεί απφ ηνλ θφκβν πξνέιεπζεο ζηνλ θφκβν πξννξηζκνχ ηνπ 

παθέηνπ. 

Τπάξρνπλ πνιιέο δπλαηφηεηεο σο πξνο ηελ επηινγή ηνπ κήθνπο ησλ ζπλδέζεσλ. 

΢ηελ πην απιή πεξίπησζε, θάζε ζχλδεζε έρεη κήθνο ίζν κε ηε κνλάδα. Σφηε, ην 

ζπληνκφηεξν κνλνπάηη είλαη απιά ε δηαδξνκή κε ηνλ κηθξφηεξν αξηζκφ ζπλδέζεσλ. 

Γεληθφηεξα, ην κήθνο κηαο ζχλδεζεο εμαξηάηαη απφ ηελ ηθαλφηεηα κεηάδνζήο ηεο θαη 

απφ ην θνξηίν δηαθίλεζήο ηεο. Ζ ηδέα ζηελ πεξίπησζε απηή είλαη πσο ε βέιηηζηε 

δηαδξνκή ζα πξέπεη λα πεξηιακβάλεη ζρεηηθά ιίγεο θαη αζχκβαηεο ζπλδέζεηο. Οη 

πνιχπινθνη αιγφξηζµνη πνξείαο επηηξέπνπλ ηπρφλ δπλακηθέο αιιαγέο ζην µήθνο 

θάζε ζχλδεζεο, αλάινγα µε ην επηθξαηέζηεξν επίπεδν ζπµθφξεζεο ζην δίθηπν. 

Καη’επέθηαζε, µία ζπληνµφηεξε δηαδξνµή µπνξεί λα πξνζαξµφδεηαη ζε θάπνηα 

πξνζσξηλή ππεξθφξησζε θαη ζε παθέηα πνξείαο γχξσ απφ ζεµεία ζπµθφξεζεο. ΢ε 

έλα ηέηνην πεξηβάιινλ, ν αιγφξηζµνο ηνπ ζπληνµφηεξνπ µνλνπαηηνχ ιεηηνπξγεί 

ζπλερψο, επηιχλνληαο ην πξφβιεµα ηεο ζπληνµφηεξεο δηαδξνµήο µε µήθε, ηα νπνία 

µεηαβάιινληαη δπλακηθά θαηά ηε δηάξθεηα ηεο ζχλδεζεο. 

Έλα ηδηαίηεξν ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ αιγφξηζµνπ ηνπ ζπληνµφηεξνπ µνλνπαηηνχ είλαη 

πσο µπνξεί λα ηεζεί ζε εθαξµνγή, ρξεζηµνπνηψληαο θαηαλεµεµέλε θαη αζχγρξνλε  

επηθνηλσλία  θαη  ππνινγηζµφ. ΢πγθεθξηµέλα, θάζε θφµβνο ηνπ δηθηχνπ επηθνηλσλίαο 

“παξαθνινπζεί” ηηο ζπλζήθεο θπθινθνξίαο ησλ παξαθείµελσλ ζπλδέζεψλ ηνπ, 
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ππνινγίδεη ηηο ζπληνµφηεξεο δηαδξνµέο πξνο ηνπο δηάθνξνπο πξννξηζµνχο θαη  

δηαβηβάδεη απηνχο ηνπο ππνινγηζµνχο ζηνπο άιινπο θφµβνπο, νη νπνίνη  

πξνζαξµφδνπλ, µε ηε ζεηξά ηνπο, ηνπο δηθνχο ηνπο ππνινγηζµνχο. Ζ δηαδηθαζία  

απηή βαζίδεηαη ζε θαλνληθνχο, ηππηθνχο, ζπλήζεηο αιγφξηζµνπο ζπληνµφηεξεο  

δηαδξνµήο, αιιά πξαγµαηνπνηείηαη αζχγρξνλα θαη µε παιαηφηεξεο πιεξνθνξίεο 

εμαηηίαο ηεο θαζπζηέξεζεο ηεο επηθνηλσλίαο µεηαμχ ησλ θφµβσλ. Πέξα απφ ην 

γεγνλφο απηφ, απνδεηθλχεηαη φηη απηνί νη θαηαλεµεµέλνη αζχγρξνλνη αιγφξηζµνη 

δηαηεξνχλ ηελ εγθπξφηεηα έλαληη ησλ ζπγρξνληζµέλσλ. 

Τπάξρεη ζηελή ζρέζε  µεηαμχ ησλ πξνβιεµάησλ ζπληνµφηεξνπ µνλνπαηηνχ θαη ησλ  

πξνβιεµάησλ δπλαµηθνχ πξνγξαµµαηηζµνχ, ηα νπνία απαηηνχλ ηε δηαδνρηθή ιήςε 

απνθάζεσλ ζε ζπγθεθξηµέλα ρξνληθά δηαζηήµαηα. Σν αθφινπζν παξάδεηγµα δείρλεη   

πψο ηα πξνβιήµαηα δπλαµηθνχ πξνγξαµµαηηζµνχ µπνξνχλ λα δηαηππσζνχλ σο   

πξνβιήµαηα ηνπ ζπληνµφηεξνπ µνλνπαηηνχ. Σν αληίζηξνθν είλαη επίζεο πηζαλφ.  

∆ειαδή, θάζε πξφβιεµα ζπληνµφηεξνπ µνλνπαηηνχ µπνξεί λα δηαηππσζεί σο  

πξφβιεµα δπλαµηθνχ πξνγξαµµαηηζµνχ. 

 

Γςναμικόρ Ππογπαμμαηιζμόρ 
 

΢ηελ πεξίπησζε απηή έρνπµε έλα δπλαµηθφ ζχζηεµα θαζνξηζµέλνπ ρξφλνπ, ην  

νπνίν πεξηιαµβάλεη Ν ζηάδηα. Ζ θαηάζηαζε ηνπ ζπζηήµαηνο ζηελ αξρή ηνπ k-νζηνχ 

ζηαδίνπ δειψλεηαη απφ ην δηάλπζκα xk θαη απνθηά αμία (εθηηµάηαη δειαδή ζηα 

πιαίζηα ελφο δεδνµέλνπ µεηξήζηµνπ ζπλφινπ, ην νπνίν µπνξεί λα εμαξηάηαη απφ ηνλ 

δείθηε  k). Ζ αξρηθή θαηάζηαζε x0 δίλεηαη. Καηά ηε δηάξθεηα ηνπ k-νζηνχ ζηαδίνπ, ε 

θαηάζηαζε ηνπ ζπζηήµαηνο µεηαβάιιεηαη απφ ην xk ζχµθσλα µε κηα εμίζσζε ηεο 

µνξθήο: 

               
 

΋πνπ uk είλαη ε είζνδνο ηνπ ζπζηήκαηνο ζην k-νζηφ βήκα. Απηή ε µεηαβνιή 

πεξηιαµβάλεη  έλα θφζηνο gk(xk,uk). Ζ ηειηθή µεηαβνιή απφ xN-1 ζε xN πεξηιακβάλεη 

έλα επηπξφζζεην θφζηνο G(xN). Οη ζπλαξηήζεηο fk, gk θαη G ζεσξνχληαη γλσζηέο. 

Γηα κηα δεδνκέλε αθνινπζία εηζφδνπ (u0,u1,…,uN-1) ε αληίζηνηρε αθνινπζία 

θαηάζηαζεο (x0,x1,…,xN) θαζνξίδεηαη απφ ην αξρηθφ ζεκείν x0 θαη ηελ παξαπάλσ 

εμίζσζε. Ο ζθνπφο ηνπ Γπλακηθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ είλαη ε εχξεζε κηαο ζηαζεξήο 

αθνινπζίαο        
    θαη ηεο αληίζηνηρεο        

  έηζη ψζηε λα ειαρηζηνπνηείηαη ην 

ηειηθφ θφζηνο  

                

   

   

 

 

Γηα λα µεηαηξέςνπµε ην πξφβιεµα δπλαµηθνχ πξνγξαµµαηηζµνχ ζε πξφβιεµα 

ζπληνµφηεξνπ µνλνπαηηνχ, εηζάγνπµε έλα γξάθεµα φκνην κε απηφ ηεο εηθφλαο  2.1,  

ζην νπνίν νη αθµέο αληηζηνηρνχλ ζηηο µεηαβνιέο µεηαμχ ησλ θαηαζηάζεσλ ζε  

δηαδνρηθά ζηάδηα, ελψ θάζε αθµή ζρεηίδεηαη µε έλα θφζηνο. Γηα λα θαηαλνήζνπµε ην  

ηειηθφ ζηάδην, πξνζζέηνπµε επίζεο έλαλ ηερλεηφ ηειηθφ θφµβν t. Κάζε θαηάζηαζε xΝ     

ζην ζηάδην Ν ζπλδέεηαη µε ηνλ ηειηθφ θφµβν t µε έλα ηφμν, ην νπνίν έρεη θφζηνο 

G(xN). Οη ζηαζεξέο αθνινπζίεο αληηζηνηρνχλ ζε µνλνπάηηα, ηα νπνία μεθηλνχλ απφ 

ηελ αξρηθή ζέζε x0 θαη θαηαιήγνπλ ζε έλαλ απφ ηνπο θφµβνπο πνπ αληηζηνηρεί ζην 

ηειηθφ ζηάδην Ν. H θαηαιιειφηεξε αθνινπζία καο δίλεη ην ζπληνµφηεξν µνλνπάηη 

πνπ νδεγεί απφ ηνλ  θφµβν x0 ζηνλ θφµβν t. 
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Δηθφλα 2.1: Μεηαηξέπνληαο έλα πξφβιεµα δπλαµηθνχ πξνγξαµµαηηζµνχ απφιπηα 

θαζνξηζµέλσλ θαηαζηάζεσλ πνπ πεξηιαµβάλεη Ν ζηάδηα, ζε πξφβιεµα 

ζπληνµφηεξνπ µνλνπαηηνχ. Οη θφµβνη αληηζηνηρνχλ ζε ζηάδηα-θαηαζηάζεηο. Μηα 

αθµή µε αξρή θαη ηέινο ηνπο θφµβνπο xk θαη xk+1 αληηζηνίρσο, ππνδειψλεη µεηαβνιή 

ηνπ ηχπνπ xk+1=fk(xk,uk). Σν µήθνο ηεο αθµήο απηήο ηζνχηαη µε ην θφζηνο ηεο 

αληίζηνηρεο µεηαβνιήο gk(xk,uk). Σν πξφβιεµα ηζνδπλαµεί µε ηνλ εληνπηζµφ ηεο 

ζπληνµφηεξεο δηαδξνµήο απφ ηνλ αξρηθφ  θφµβν x0 ζηνλ ηειηθφ ηερλεηφ θφµβν t. 

Πξέπεη λα ζεµεησζεί πσο ε απφζηαζε ησλ  θαηαζηάζεσλ-ζηαδίσλ θαζψο θαη νη 

πηζαλέο αιιαγέο µεηαμχ ησλ θαηαζηάζεσλ-ζηαδίσλ εμαξηψληαη απφ ηνλ δείθηε 

θαηάζηαζεο k. 

 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ζην ζχζηεκα ππεηζέξρεηαη θόπςβορ, ε δπλακηθή πεξηγξαθή 

αιιάδεη. Σφηε αλ κε xk ζπκβνιίζνπκε ηελ θαηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο, κε uk ηελ 

είζνδν θαη κε wk ηελ ηπραία κεηαβιεηή ηνπ ζνξχβνπ ζα έρνπκε φηη: 

 

                              
 

Mε Ν ζπκβνιίδνπκε ηνλ νξίδνληα ησλ επαλαιήςεσλ θαηά ηνλ νπνίν επηβάιινπκε 

είζνδν ζην ζχζηεκα. Με fk ζπκβνιίδνπκε ηε ζπλάξηεζε πνπ πεξηγξάθεη ηηο 

κεηαβνιέο ηνπ ζπζηήκαηνο γηα θάζε k.  

H ζπλάξηεζε θφζηνπο είλαη πξνζζεηηθή, κε ηελ έλλνηα φηη ην θφζηνο πνπ επηθέξεηαη 

ζην βήκα k, ην νπνίν δειψλεηαη σο gk(xk,uk,wk) ζπζζσξεχεηαη ζην ρξφλν. Σν 

ζπλνιηθφ θφζηνο ηζνχηαη κε: 

 

                   

   

   

 

 

Mε G(xN) ζπκβνιίδνπκε ην ηεξκαηηθφ θφζηνο. Δμαηηίαο ηεο παξνπζίαο ηεο ηπραίαο 

κεηαβιεηήο wk, ην θφζηνο ζα είλαη κηα ηπραία κεηαβιεηή πνπ δελ κπνξεί λα 

ειαρηζηνπνηεζεί θαηά ληεηεξκηληζηηθφ ηξφπν. Σν πξφβιεκα πεξηγξάθεηαη ηφηε ινηπφλ 

σο εμήο: 
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Γιασείπιζη Ππογπάμμαηορ 

 

Αζρνινχµαζηε µε ηε δεµηνπξγία ελφο ζρεδίνπ, ην νπνίν πεξηιαµβάλεη αξθεηέο 

δξαζηεξηφηεηεο. Μεξηθέο απφ απηέο, πξέπεη λα νινθιεξσζνχλ γηα λα µπνξνχλ λα 

μεθηλήζνπλ νη επφµελεο. Ζ δηάξθεηα θάζε δξαζηεξηφηεηαο είλαη γλσζηή εθ ησλ   

πξνηέξσλ. Αλαδεηνχµε ηνλ ρξφλν πνπ απαηηείηαη γηα ηελ νινθιήξσζε ηνπ ζρεδίνπ, 

θαζψο θαη ηνλ θαζνξηζµφ ησλ πην θξίζηµσλ ελεξγεηψλ. Οη ελέξγεηεο απηέο 

ζεσξνχληαη θξίζηµεο γηαηί ε µηθξφηεξε δπλαηή θαζπζηέξεζή ηνπο ζπληειεί ζε 

κείσζε ηεο θαζπζηέξεζεο ηεο νινθιήξσζεο ηνπ γεληθφηεξνπ ζρεδίνπ. 

Ζ αλαπαξάζηαζε ηνπ πξνβιήµαηνο δίλεηαη µε έλα γξάθεµα, ζην νπνίν νη θφµβνη 

ππνδειψλνπλ ηελ νινθιήξσζε θάπνηαο θάζεο ηνπ ζρεδίνπ (Δηθφλα 2.2). Μηα αθµή 

(i,j) αλαπαξηζηά µία δξαζηεξηφηεηα, ε νπνία μεθηλά µεηά ηελ νινθιήξσζε ηεο  

θάζεο i θαη έρεη γλσζηή δηάξθεηα tij > 0. Μία θάζε (θφµβνο) j νινθιεξψλεηαη µεηά 

ηελ νινθιήξσζε φισλ ησλ ελεξγεηψλ ή ησλ αθµψλ (i,j) πνπ εηζέξρνληαη ζην j. ∆χν  

εηδηθνί θφµβνη, ν 1 θαη ν Ν, αληηπξνζσπεχνπλ αληηζηνίρσο ηελ αξρή θαη ην ηέινο ηνπ 

ζρεδίνπ. Ο θφµβνο 1 δελ δηαζέηεη εηζεξρφµελεο αθµέο, ελψ ν θφµβνο Ν δελ έρεη  

εμεξρφµελεο. Δπηπιένλ, ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα µνλνπάηη απφ ηνλ θφµβν 1 πξνο  

θάζε άιιν θφµβν. Έλα απφ ηα πην ζεµαληηθά ραξαθηεξηζηηθά ελφο δηθηχνπ 

δξαζηεξηνηήησλ είλαη πσο είλαη αθπθιηθφ. Σν ραξαθηεξηζηηθφ απηφ ελππάξρεη ζην  

πξφβιεµα δηαηχπσζεο θαη ζηελ εξµελεία ησλ θφµβσλ σο νινθιεξψζεηο θάζεσλ. 

Γηα θάζε κνλνπάηη p = {(1,j1),(j1,j2),…,(jk,i)} πνπ ζπλδέεη ηνλ θφκβν 1 κε έλαλ θφκβν 

i, ζέηνπκε κε DP ηε δηάξθεηα ηνπ κνλνπαηηνχ, νξηζκέλε σο ην άζξνηζκα ηεο δηάξθεηαο 

ησλ ελεξγεηψλ ηνπ. Γειαδή έρνπκε φηη: 

 

                     

 

Σφηε, ν ρξφλνο Ti πνπ ρξεηάδεηαη γηα ηελ νινθιήξσζε ηεο θάζεο i ζα είλαη: 

 

Σ     
φια ηα κνλνπάηηα   

απφ ην
  ζην  

   

 

H κέγηζηε ηηκή γηα ηελ πνζφηεηα Ti επηηπγράλεηαη απφ κεξηθά κνλνπάηηα κφλν, 

δεδνκέλνπ φηη ην δίθηπν είλαη αθπθιηθφ. Δπνκέλσο γηα λα ππνινγίζνπκε ην Ti πξέπεη 

λα βξνχκε ην καθξχηεξν κνλνπάηη απφ ηνλ θφκβν 1 πξνο ηνλ θφκβν i. Δπεηδή ην 

γξάθεκα φπσο είπακε είλαη αθπθιηθφ, ην πξφβιεκα απηφ κπνξεί επίζεο λα 

πξνζεγγηζηεί θαη σο πξφβιεκα ζπληνκφηεξεο δηαδξνκήο κε ην κήθνο θάζε αθκήο (i,j) 

λα ηίζεηαη ίζν κε – tij. 
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Δηθφλα 2.2: Παξάδεηγκα γξαθήκαηνο ελφο δηθηχνπ ελεξγεηψλ. Οη αθκέο (i,j) αληη-

πξνζσπεχνπλ ηηο ελέξγεηεο θαη πξνζδηνξίδνληαη κε βάζε ηελ αληίζηνηρε δηάξθεηα tij. 

Οη θφκβνη αλαπαξηζηνχλ ηελ νινθιήξσζε θάπνηαο θάζεο ηνπ ζρεδίνπ. Μία θάζε 

νινθιεξψλεηαη αθφηνπ φιεο νη ελέξγεηεο κε ηηο εηζεξρφκελεο αθκέο ζηνλ αληίζηνηρν 

θφκβν έρνπλ νινθιεξσζεί. Σν ζρέδην νινθιεξψλεηαη φηαλ νινθιεξσζνχλ φιεο νη 

ελέξγεηεο. Ο ρξφλνο δηάξθεηαο ηνπ ζρεδίνπ ηζνχηαη κε ην κεγαιχηεξν άζξνηζκα ηεο 

δηάξθεηαο ησλ αθκψλ ζηα κνλνπάηηα πνπ μεθηλνχλ απφ ηνλ θφκβν 1 θαη θαηαιήγνπλ 

ζηνλ θφκβν 5. Σν κνλνπα΄ηη κεγαιχηεξεο δηάξθεηαο, ην νπνίν ιέγεηαη θαη θξίζηκν, 

δίλεηαη κε πην έληνλε γξακκή ράξαμεο. Δπεηδή ην γξάθεκα είλαη αθπθιηθφ, νξίδνπκε 

ζε θάζε αθκή αξλεηηθή πνζφηεηα κήθνπο ίζε πξνο – tij. Έπεηηα, γηα απηά ηα αξλεηηθά 

ρξνληθά κήθε επηιχνπκε ην πξφβιεκα ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ ζηνλ παξαπάλσ 

γξάθν.  

 

 

2.4.2  Αλγόπιθμοι ζηο SPP 

 

To Πξφβιεκα ηνπ ΢πληνκνηέξνπ Μνλνπαηηνχ κπνξεί λα εθθξαζηεί κε πνηθίινπο  

ηξφπνπο. Γηα παξάδεηγκα, ζε κηα πεξίπησζε ελφο SPP κπνξεί λα καο δεηείηαη ν 

πξνζδηνξηζκφο ηεο βέιηηζηεο δηαδξνκήο γηα έλαλ θφκβν πξννξηζκνχ θαη έλαλ θφκβν 

πεγήο. ΢ε δηαθνξεηηθή πεξίπησζε, κπνξεί λα πξέπεη λα επηιχζνπκε ην πξφβιεκα ησλ 

ζπληνκνηέξσλ δηαδξνκψλ γηα φια ηνπο δπλαηνχο θφκβνπο πξννξηζκνχ θαη έλαλ 

δεδνκέλν θφκβν πεγήο. Απηή είλαη θαη ε πξψηε πεξίπησζε SPP πνπ εμεηάδνπκε, 

φηαλ αζρνινχκαζηε κε πξνβιήκαηα βέιηηζηεο δξνκνιφγεζεο ζε ληεηεξκηληζηηθά 

δίθηπα.  

Καηά θαηξνχο έρνπλ πξνηαζεί δηάθνξνη αιγφξηζκνη, νξηζκέλνη εθ ησλ νπνίσλ πνιχ 

ζεκαληηθνί, πνπ επηιχνπλ ην πξφβιεκα ηνπ ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ ζε δηάθνξεο 

πεξηπηψζεηο. Δπεηδή είλαη ζαθψο αδχλαηνλ λα εμεηάζνπκε ηνλ θάζε αιγφξζκν 

μερσξηζηά, ζα ζπλνςίζνπκε ζε έλα δηάγξακκα θαηεγνξηνπνίεζεο ηηο βαζηθέο 

κεζφδνπο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη κέρξη ζήκεξα γηα ηελ επίιπζε ηνπ SSP.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 2.9: Καηεγνξηνπνίεζε ησλ πην βαζηθψλ αιγνξηζκηθψλ ηερληθψλ γηα ηελ 

επίιπζε ηνπ Πξνβιήκαηνο ΢πληνκνηέξνπ Μνλνπαηηνχ (SPP). 
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΢ηε ζπλέρεηα, ζα κηιήζνπκε εθηελέζηεξα γηα ηξείο βαζηθνχο αιγνξίζκνπο ζην SPP. O 

πξψηνο είλαη ν Αιγφξηζκνο ησλ Bellman-Ford, ν δεχηεξνο ν Αιγφξηζκνο ηνπ Dijkstra 

θαη ν ηξίηνο ν Αιγφξηζκνο ησλ Floyd-Warshall. 

 

 

2.4.2.1  Ο Αλγόπιθμορ ηυν Bellman – Ford  
 

Ο Αιγφξηζκνο ησλ Bellman-Ford ππνινγίδεη ηα ζπληνκφηεξα κνλνπάηηα κηαο πεγήο 

(single source paths) ζε γξάθνπο πνπ θέξνπλ βάξε επί ησλ αθκψλ. Γηα γξάθνπο κε 

κφλν κε αξλεηηθά βάξε, ν πην γξήγνξνο αιγφξηζκνο ηνπ Dijkstra ιχλεη επίζεο ην 

πξφβιεκα ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηνχ. Έηζη, ν αιγφξηζκνο ησλ Bellman-Ford 

ρξεζηκνπνηείηαη θπξίσο γηα γξαθήκαηα κε αξλεηηθά βάξε. Ο αιγφξηζκνο πήξε ην 

φλνκά ηνπ απφ ηνπο δεκηνπξγνχο ηνπ, ηνλ Richard Bellman θαη ηνλ Ford Lester. 

Δάλ θάπνηνο γξάθνο πεξηέρεη έλαλ "αξλεηηθφ θχθιν", δειαδή έλαλ θχθιν ηνπ νπνίνπ 

ην άζξνηζκα ησλ βαξψλ είλαη αξλεηηθφ, ηφηε κπνξνχλ λα θαηαζθεπαζηνχλ κνλνπάηηα 

απζαίξεηα κηθξνχ ζπλνιηθνχ βάξνπο, νπφηε δελ κπνξεί λα ππάξμεη ζπληνκφηεξε 

δηαδξνκή. Ο Αιγφξηζκνο ησλ Bellman-Ford κπνξεί λα αληρλεχζεη θχθινπο αξλεηηθνχ 

βάξνπο θαη δελ πξφθεηηαη λα θαηαζθεπάζεη κνλνπάηη ζην νπνίν επαλαιακβάλεηαη 

θάπνηα θνξπθή. 

 

Ο Αλγόπιθμορ 

 

Ο Αιγφξηζκνο ησλ Bellman-Ford κνηάδεη πνιχ κε ηνλ Αιγφξηζκν ηνπ Dijkstra, αιιά 

αληί ηεο άπιεηζηεο κεζφδνπ, απιά ραιαξψλεη φιεο ηηο αθκέο, θάλνληάο ην απηφ n-1 

θνξέο, φπνπ n=|V(G)|. Οη επαλαιήςεηο ηνπ αιγνξίζκνπ επηηξέπνπλ ηελ αλίρλεπζε 

ησλ ειαρίζησλ απνζηάζεσλ πάλσ ζην γξάθν, αθνχ ππφ ηελ απνπζία κε αξλεηηθψλ 

θχθισλ ην ζπληνκφηεξν κνλνπάηη ζα επηζθέπηεηαη θάζε θφκβν ηνπ ην πνιχ κία θνξά. 

΢ε αληίζεζε κε ηελ άπιεηζηε κέζνδν, ε νπνία εμαξηάηαη ζε ζπγθεθξηκέλεο ζεσξήζεηο 

πνπ πεγάδνπλ απφ ηηο ζεηηθέο ηηκέο ησλ βαξψλ, ε πξνζέγγηζε ησλ Bellman-Ford 

απνηειεί ηε γεληθή πεξίπησζε αληηκεηψπηζεο ηνπ Πξνβιήκαηνο ΢πληνκνηέξνπ 

Μνλνπαηηνχ.  

 

Φεςδοκώδικαρ 

 

procedure BellmanFord(list vertices, list edges, vertex source) 

   // This implementation takes in a graph, represented as lists of vertices 

   // and edges, and modifies the vertices so that their distance and 

   // predecessor attributes store the shortest paths. 

 

   // Step 1: Initialize graph 

   for each vertex v in vertices: 

       if v is source then v.distance := 0 

       else v.distance := infinity 

       v.predecessor := null 

    

   // Step 2: relax edges repeatedly 

   for i from 1 to size(vertices)-1:        

       for each edge uv in edges: // uv is the edge from u to v 

           u := uv.source 
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           v := uv.destination              

           if u.distance + uv.weight < v.distance: 

               v.distance := u.distance + uv.weight 

               v.predecessor := u 

 

   // Step 3: check for negative-weight cycles 

   for each edge uv in edges: 

       u := uv.source 

       v := uv.destination 

       if u.distance + uv.weight < v.distance: 

           error "Graph contains a negative-weight cycle" 

 

Φεπδνθψδηθαο πεξηγξαθήο ηνπ Αιγνξίζκνπ Bellman-Ford. 

 

Δπεηδή ν αιγφξηζκνο ησλ Bellman-Ford θέξεη νκνηφηεηεο κε ηνλ αιγφξηζκν ηνπ 

Dijkstra, πξνρσξνχκε απεπζείαο ζηελ παξνπζίαζε ηνπ αιγνξίζκνπ απηνχ. 

  

 

2.4.2.2  Ο Αλγόπιθμορ ηος Dijkstra 

 

O Αιγφξηζκνο ηνπ Dijkstra επηλνήζεθε απφ ηνλ Οιιαλδφ Δπηζηήκνλα ησλ 

Τπνινγηζηψλ Edsger Dijkstra ην 1959, θαη είλαη έλαο αιγφξηζκνο αλαδήηεζεο πνπ 

επηιχεη ην πξφβιεκα ηνπ ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ πάλσ ζε έλα γξάθν κε κε 

αξλεηηθά βάξε. Ο αιγφξηζκνο παξάγεη ην ζπληνκφηεξν δέληξν (Shortest Path Tree) 

φισλ ησλ κνλνπαηηψλ πνπ νδεγνχλ απφ ηνλ θφκβν πεγήο ζηνλ θφκβν πξννξηζκνχ. O 

αιγφξηζκνο απηφο ρξεζηκνπνηείηαη ηαθηηθά ζε δεηήκαηα δξνκνιφγεζεο. Ο Edward 

F.Moore είρε παξνπζηάζεη ην 1957 έλαλ αιγφξηζκν παξφκνην κε απηφλ ηνπ Dijkstra. 

Γηα έλαλ δνζκέλν θφκβν πεγήο πάλσ ζην γξάθν, ν αιγφξηζκνο ηνπ Dijkstra 

ππνινγίδεη ην κνλνπάηη κε ην ρακειφηεξν θφζηνο (δει. ην ζπληνκφηεξν κνλνπάηη) 

αλάκεζα ζηνλ θφκβν πεγήο θαη νπνηνλδήπνηε άιιν θφκβν ηνπ γξάθνπ (single-source 

algorithm). Αθφκα ν αιγφξηζκνο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζε πξνβιήκαηα 

ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ ελφο πξννξηζκνχ, ζηακαηψληαο ηα βήκαηά ηνπ κφιηο ν 

επηζπκεηφο θφκβνο πξννξηζκνχ πεξηιεθζεί ζην βέιηηζην κνλνπάηη πνπ ζηαδηαθά 

ππνινγίδνπκε. Αλ γηα παξάδεηγκα νη θφκβνη ελφο γξάθνπ αλαπαξηζηνχλ πφιεηο θαη ηα 

θφζηε ησλ δπλαηψλ κεηαβάζεσλ (αθκψλ) ρηιηνκεηξηθέο απνζηάζεηο, είλαη πξνθαλέο 

πσο ν αιγφξηζκνο ηνπ Dijkstra κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα βξεζνχλ νη 

ζπληνκφηεξεο δηαδξνκέο κεηαμχ κηαο δεδνκέλεο πφιεο θαη φισλ ησλ άιισλ πφιεσλ. 

Γηα ην ιφγν απηφ, ν ζπγθεθξηκέλνο αιγφξηζκνο ρξεζηκνπνηείηαη ηαθηηθά ζηελ 

επίιπζε πξνβιεκάησλ δξνκνιφγεζεο θαη ζπγθεθξηκέλα φζνλ αθνξά ζηε κεηαθνξά 

παθέησλ ζηα δίθηπα ππνινγηζηψλ, απνηειεί ηκήκα γλσζηψλ πξνηνθφιισλ 

δξνκνιφγεζεο φπσο ην IS-IS θαη ην OSFP (Open Shortest Path First).  

 

Ο Αλγόπιθμορ 
 

Έζησ ν αξρηθφο θφκβνο ηνπ κνλνπαηηνχ πνπ αλαδεηνχκε. Με ηνλ φξν απφζηαζε ζα 

ελλννχκε ηελ απφζηαζε ελφο ηξέρνληνο θφκβνπ Τ απφ ηνλ αξρηθφ θφκβν ηνπ 

κνλνπαηηνχ. Ο αιγφξηζκνο ηνπ Dijkstra απνδίδεη θάπνηεο αξρηθέο ηηκέο απνζηάζεσλ 

γηα φινπο ηνπο θφκβνπο θαη έπεηηα πξνζπαζεί λα ηηο βειηηψζεη ζε θάζε βήκα 

εθηέιεζήο ηνπ. Σα βήκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη ηα εμήο: 
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1. Αλαζέηνπκε ζε θάζε θφκβν κηα ηηκή απφζηαζεο. ΢πγθεθξηκέλα, αλαζέηνπκε 

ην κεδέλ ζηνλ θφκβν πεγήο θαη ην άπεηξν ζε θάζε άιιν θφκβν. 

 

2. ΢εκεηψλνπκε φινπο ηνπο θφκβνπο εθηφο ηνπ θφκβνπ πεγήο σο κε-

επηζθεπηφκελνπο (unvisited). Σνλ θφκβν πεγήο ηνλ ζεκεηψλνπκε σο ηξέρσλ 

(current) θφκβν. 

 

3. Γηα ηνλ ηξέρσλ θφκβν, ζεσξνχκε φινπο ηνπο κε-επηζθεπηφκελνπο γεηηνληθνχο 

ηνπ θφκβνπο. Γηα ηνπο θφκβνπο απηνχο ππνινγίδνπκε ηε δνθηκαζηηθή 

απφζηαζε (tentative distance) απφ ηνλ θφκβν πεγήο. Αλ γηα παξάδεηγκα 

έρνπκε ηνλ ηξέρνληα θφκβν Α κε απφζηαζε 6 θαη κηα αθκή θφζηνπο 2 ελψλεη 

ηνλ θφκβν Α κε ηνλ θφκβν Β, ε απφζηαζε ηνπ Β δηακέζνπ ηνπ Α ζα είλαη 

6+2=8. Αλ ε απφζηαζε απηή είλαη κηθξφηεξε απφ ηελ απφζηαζε πνπ 

θαηαγξάθεθε ζε πξνεγνχκελν βήκα (άπεηξν ζηελ αξρή, κεδέλ γηα ηνλ θφκβν 

πεγήο), ηελ αληηθαζηζηνχκε. 

 

4. ΋ηαλ ηειεηψζνπκε ηελ εμέηαζε ησλ γεηηνληθψλ θφκβσλ ηνπ ηξέρνληα θφκβνπ, 

ζεκεηψλνπκε ηνλ θφκβν απηφ ζαλ επηζθεπηφκελν (visited). Έλαο 

επηζθεπηφκελνο θφκβνο δελ πξφθεηηαη λα εμεηαζηεί μαλά. Ζ απφζηαζε πνπ 

θαηαγξάθεθε γηα απηφλ είλαη ηειηθή θαη ειάρηζηε. 

 

5. Αλ φινη νη θφκβνη είλαη επηζθεπηφκελνη, ν αιγφξηζκνο ηειείσζε. Γηαθνξεηηθά, 

ζέηνπκε εθείλνλ ηνλ κε-επηζθεπηφκελν θφκβν κε ηε κηθξφηεξε απφζηαζε 

(απφ ηελ πεγή) σο ηξέρσλ θφκβν θαη επηζηξέθνπκε ζην βήκα 3. 

 

 

 

Πεπιγπαθή 
 

Έζησ φηη ζέινπκε λα βξνχκε ην ζπληνκφηεξν κνλνπάηη κεηαμχ δχν δηαζηαπξψζεσλ 

πάλσ ζε έλα ράξηε. Γηα λα ην θάλνπκε απηφ, ζα πξέπεη λα ζεκεηψζνπκε εθείλνπο 

ηνπο δξφκνπο, πνπ ζχκθσλα κε κηα νξηζκέλε ζεηξά νδεγνχλ απφ ην ζεκείν αξρήο 

ζην ζεκείν πξννξηζκνχ. Ζ εχξεζε απηήο ηεο ζεηξάο είλαη απιή: ζε θάζε επαλάιεςε 

ζεσξνχκε έλα ζχλνιν κε ζεκεησκέλσλ δηαζηαπξψζεσλ, νη νπνίεο ζπλδένληαη 

απεπζείαο κε κηα ήδε ζεκεησκέλε δηαζηαχξσζε. Απφ ην ζχλνιν απηφ, βξίζθνπκε ηελ 

θνληηλφηεξε δηαζηαχξσζε πξνο ηνλ πξννξηζκφ (ε δηαδηθαζία απηή είλαη γλσζηή ζαλ 

άπιεηζηε κέζνδνο – greedy method), ζεκεηψλνληαο ην δξφκν εθείλεο ηεο 

δηαζηαχξσζεο. Οξίδνπκε ηελ θαηεχζπλζε ηνπ δξφκνπ πξνο ηνλ πξννξηζκφ θαη έπεηηα 

επαλαιακβάλνπκε. ΢ε θάζε βήκα ζεκεηψλνπκε κφλν κία λέα δηαζηαχξσζε. Μφιηο 

θηάζνπκε ζηνλ πξννξηζκφ, αθνινπζνχκε ηα βέιε πξνο ηελ αληίζηξνθε θαηεχζπλζε. 

Θα ππάξρεη κφλν έλα κνλνπάηη ζχκθσλα κε απηή ηε δηαδηθαζία, ην νπνίν είλαη θαη ην 

ζπληνκφηεξν.  

 

Φεςδοκώδικαρ 
 

΢ηελ ςεπδνπεξηγξαθή πνπ ζα αθνινπζήζεη, ε γξακκή ςεπδνθψδηθα u: = vertex in Q 

with smallest dist[ ] αλαδεηά ηελ θνξπθή u πνπ αλήθεη ζην ζχλνιν θνξπθψλ Q θαη 

έρεη ηελ ειάρηζηε ηηκή απφζηαζεο dist[u]. H θνξπθή απηή αθαηξείηαη απφ ην ζχλνιν 

θνξπθψλ Q θαη επηζηξέθεηαη ζην ρξήζηε. Ζ γξακκή ςεπδνθψδηθα dist_between(u,v) 

ππνινγίδεη ην θφζηνο – κήθνο αλάκεζα ζηηο γεηηνληθέο θνξπθέο u θαη v. Ζ κεηαβιεηή 
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alt ζηε γξακκή 13 απνζεθεχεη ην κήθνο ηνπ κνλνπαηηνχ απφ ηνλ θφκβν πεγήο πξνο 

ηνλ γεηηνληθφ θφκβν v tou u, εθφζνλ ην κνλνπάηη δηέξρεηαη κέζσ ηνπ u. Αλ ην 

κνλνπάηη απηφ είλαη ζπληνκφηεξν απφ ην ηξέρνλ ζπληνκφηεξν κνλνπάηη πνπ έρεη 

θαηαγξαθεί γηα ηνλ v, ηφηε αληηθαζηζηνχκε ην ππάξρνλ κνλνπάηη κε απηφ ην alt 

κνλνπάηη. Σν δηάλπζκα previous[v] δειψλεη ηνλ πξνεγνχκελν θφκβν ηνπ θφκβνπ v 

πάλσ ζην βέιηηζην κνλνπάηη, θαη είλαη αλαγθαίν γηα ηελ νπίζζηα ιεηηνπξγία ηνπ 

αιγνξίζκνπ πξνθεηκέλνπ δειαδή λα νδεγεζνχκε απφ ηνλ πξννξηζκφ πξνο ηελ πεγή.  

 

Ο ςεπδνθψδηθαο είλαη ν εμήο: 

 

1  function Dijkstra(Graph, source): 

 2      for each vertex v in Graph:           // Initializations 

 3          dist[v] := infinity               // Unknown distance function from source to v 

 4          previous[v] := undefined          // Previous node in optimal path from source 

 5      dist[source] := 0                     // Distance from source to source 

 6      Q := the set of all nodes in Graph 

        // All nodes in the graph are unoptimized - thus are in Q 

 7      while Q is not empty:                 // The main loop 

 8          u := vertex in Q with smallest dist[] 

 9          if dist[u] = infinity: 

10              break                         // all remaining vertices are inaccessible from source 

11          remove u from Q 

12          for each neighbor v of u:         // where v has not yet been removed from Q. 

13              alt := dist[u] + dist_between(u, v) 

14              if alt < dist[v]:             // Relax (u,v,a) 

15                  dist[v] := alt 

16                  previous[v] := u 

17      return dist[ ] 

 

Φεπδνθψδηθαο πεξηγξαθήο ηνπ Αιγνξίζκνπ ηνπ Dijkstra. 

 

 

Αλ καο ελδηαθέξεη κφλν ε εχξεζε ελφο s – t κνλνπαηηνχ (κία πεγή, έλαο πξννξηζκφο) 

κπνξνχκε λα ηεξκαηίζνπκε ηελ αλαδήηεζε πξνζζέηνληαο ζηε γξακκή 11 κηα 

ζπλζήθε ειέγρνπ ηεο κνξθήο if u = target. Σψξα, κπνξνχκε λα έρνπκε ηελ δηαδνρή 

ησλ θφκβσλ ζην βέιηηζην κνλνπάηη πεγήο – πξννξηζκνχ ζχκθσλα κε ηελ 

επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία: 

 

1  S := empty sequence 

2  u := target 

3  while previous[u] is defined: 

4      insert u at the beginning of S 

5      u := previous[u] 

 

 

Πξνζζήθε επαλάιεςεο πξνο εχξεζε s – t κνλνπαηηνχ. 

 

Ζ δηαδνρή S είλαη ε ιίζηα φισλ ησλ θνξπθψλ πνπ απαξηίδνπλ έλα απφ ηα 

ζπληνκφηεξα s – t κνλνπάηηα, ή ε θελή ιίζηα αλ θαλέλα ηέηνην κνλνπάηη δελ ππάξρεη. 
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Έλα γεληθφηεξν πξφβιεκα ζα ήηαλ ε εχξεζε φισλ ησλ ζπληνκνηέξσλ κνλνπαηηψλ 

κεηαμχ κηαο πεγήο θαη ελφο πξννξηζκνχ (κπνξεί λα ππάξρνπλ πεξηζζφηεξα ηνπ ελφο 

δηαθνξεηηθά κνλνπάηηα ίδηνπ κήθνπο). Σφηε, αληί λα απνζεθεχακε κφλν έλα θφκβν ζε 

θάζε ζέζε ηνπ δηαλχζκαηνο previous[ ], ζα απνζεθεχακε φινπο ηνπο θφκβνπο πνπ 

πιεξνχλ ηε ζπλζήθε ραιάξσζεο. Με ην ηέινο ηνπ αιγνξίζκνπ, ε δνκή δεδνκέλσλ 

previous[ ] ζα πεξηγξάθεη έλαλ ππνγξάθν ηνπ αξρηθνχ γξάθνπ, δεδνκέλνπ φηη έρνπκε 

αθαηξέζεη νξηζκέλεο αθκέο. Σν ζεκείν θιεηδί απηήο ηεο δηαδηθαζίαο είλαη φηη αλ ν 

αιγφξηζκνο εθηειεζηεί κε βάζε θάπνην δνζκέλν θφκβν πεγήο, ηφηε θάζε κνλνπάηη 

πνπ μεθηλά απφ ηνλ θφκβν πεγήο θαη θαηαιήγεη ζε νπνηνλδήπνηε θφκβν ηνπ 

θαηλνχξηνπ γξάθνπ (ππνγξάθνπ), ζα είλαη ην ζπληνκφηεξν κνλνπάηη κεηαμχ ησλ 

θφκβσλ απηψλ ζηνλ αξρηθφ γξάθν θαη φια ηα κνλνπάηηα ηδίνπ κήθνπο ζα 

ζεκεηψλνληαη πάλσ ζην λέν γξάθν. Σφηε, ε εχξεζε φισλ ησλ ζπληνκνηέξσλ 

κνλνπαηηψλ ζηνλ αξρηθφ γξάθν είλαη ζρεηηθά εχθνιε ππφζεζε, ρξεζηκνπνηψληαο 

θάπνην γλσζηφ αιγφξηζκν αλαδήηεζεο, φπσο π.ρ. ν αιγφξηζκνο ηεο αλαδήηεζεο θαηά 

βάζνο (depth-first search algorithm).  

 

 

Πολςπλοκόηηηα 
 

Έλα άλσ θξάγκα ζηνλ ρξφλν εθηέιεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ ηνπ Dijkstra κπνξεί λα 

εθθξαζηεί ζπλαξηήζεη ησλ πιεζηθψλ αξηζκψλ n=|V| θαη m=|E|.  

Έρεη βξεζεί πσο ε πνιππινθφηεηα ηνπ αιγνξίκνπ είλαη ηεο ηάμεο ηνπ O(n
2
+m) = 

O(n
2
). Γηα αξαηνχο γξάθνπο, δειαδή γηα γξάθνπο ζηνπο νπνίνπο ηζρχεη m<< n

2
 

κπνξνχκε λα πεηχρνπκε κείσζε ηεο πνιππινθφηεηαο, νπφηε κεηαπίπηεη ν ρξφλνο 

εθηέιεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ ζηελ ηάμε ηνπ Ο(m+nlogn). 

 

΢ςγγενικοί αλγόπιθμοι και πποβλήμαηα 
 

Σν πεδίν δξαζηηθφηεηαο ηνπ αιγνξίζκνπ ηνπ Dijkstra επεθηείλεηαη, εθφζνλ γίλνπλ 

νξηζκέλεο ηξνπνπνηήζεηο ζηε ζεψξεζε ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ αληηκεησπίδνπκε. Γηα 

παξάδεηγκα, νξηζκέλεο θνξέο είλαη επηζπκεηή ε εχξεζε ιχζεσλ πνπ είλαη ιηγφηεξν 

βέιηηζηεο απφ ηε βέιηηζηε δπλαηή (less than mathematically optimal). Πξνθεηκέλνπ 

λα έρνπκε έλαλ θαηάινγν ιηγφηεξν βειηίζησλ ιχζεσλ, ππνινγίδνπκε ζε πξψηε θάζε 

ηε βέιηηζηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Αθαηξνχκε κηα αθκή πνπ πεξηέρεηαη ζην 

βέιηηζην κνλνπάηη, θαη ππνινγίδνπκε εθ λένπ ηε βέιηηζηε ιχζε ζηνλ ππνγξάθν πνπ 

πξνθχπηεη. Καηά φκνην ηξφπν αθαηξνχκε κηα αθκή ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ πνπ 

βξήθακε θαη επαλαιακβάλνπκε ηε δηαδηθαζία. Έηζη, κπνξνχκε λα έρνπκε ζηε 

δηάζεζε καο έλα ζχλνιν βειηίζησλ ιχζεσλ θαη θπζηθά ην βέιηηζην κνλνπάηη ηνπ 

αξρηθνχ γξάθνπ απνηειεί ηε ιχζε πςειφηεξεο ηεξαξρίαο ζηνλ θαηάινγν ησλ ιχζεσλ 

πνπ βξίζθνπκε δηαδνρηθά.  

΢ε αληίζεζε κε ηνλ αιγφξηζκν ηνπ Dijkstra, o αιγφξηζκνο ησλ Bellman-Ford κπνξεί 

λα ρξεζηκνπνηεζεί ζε γξάθνπο πνπ θέξνπλ θαη αξλεηηθά θφζηε επί ησλ αθκψλ ηνπο, 

αξθεί βέβαηα λα κελ ππάξρνπλ θπθιηθέο δηαδξνκέο αξλεηηθνχ ζπλνιηθνχ θφζηνπο 

πνπ λα είλαη πξνζπειάζηκεο απφ ηνλ θφκβν πεγήο s. Ζ παξνπζία ηέηνηνπ είδνπο 

θχθισλ ζεκαίλεη φηη δελ ππάξρεη ην βέιηηζην κνλνπάηη πνπ αλαδεηνχκε, αθνχ θάζε 

θνξά πνπ δηαηξέρνπκε ηηο αθκέο ηνπ θχθινπ ην θφζηνο κεηψλεηαη.  

Ο Αλγόπιθμορ A
*
 (Astar) απνηειεί κηα γελίθεπζε ηνπ αιγνξίζκνπ ηνπ Dijkstra. Ο Α

*
 

πεξηνξίδεηαη ζηελ δηεξεχλεζε ελφο ππνγξάθνπ, αθνχ πξνεγνχκελσο δψζνπκε κηα 

επηπιένλ πιεξνθνξία πνπ ζρεηίδεηαη κε έλα άλσ θξάγκα ηεο απφζηαζεο ηνπ 
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κνλνπαηηνχ πνπ ζέινπκε λα βειηηζηνπνηήζνπκε. Ζ πξνζέγγηζε απηή πνπ θάλεη ν A
*
 

δελ είλαη ηπραία, αιιά ζηεξίδεηαη ζην Γξακκηθφ Πξνγξακκαηηζκφ (Linear 

Programming). Ζ βαζηθή αξρή είλαη ε εμήο: ππάξρεη έλα θπζηθφ γξακκηθφ 

πξφγξακκα (natural linear program) ππνινγηζκνχ ζπληνκνηέξσλ κνλνπαηηψλ και οι 

λύζειρ ηος δςφκού (dual) ηος ππογπάμμαηορ είναι εθικηέρ αν και μόνον αν 

επαληθεύοςν μια ζςνεσή εςπιζηική ζςνάπηηζη. ΢ηε Θεσξία Τπνινγηζκνχ, κηα 

ζπλερήο (ή κνλφηνλε) επξηζηηθή ζπλάξηεζε είλαη κηα ζηξαηεγηθή αλαδήηεζεο πνπ 

πξνζεγγίδεη ηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο κε βάζε κηα απμεηηθή ινγηθή, ρσξίο λα 

πεξηιακβάλεη νπίζζηα βήκαηα. Μηιψληαο πην θνξκαιηζηηθά, γηα θάζε θφκβν Ν θαη 

θάζε επφκελν θφκβν P ηνπ Ν πνπ παξάγεηαη κε βάζε νπνηαδήπνηε ελέξγεηα α, ην 

εθηηκψκελν θφζηνο γηα λα θηάζνπκε ζην ζηφρν μεθηλψληαο απφ ηνλ θφκβν Ν δελ 

είλαη κεγαιχηεξν απφ ην θφζηνο κεηάβαζεο απφ ηνλ Ν ζηνλ P ζπλ ην εθηηκψκελν 

θφζηνο γηα λα θηάζνπκε ζηνλ ζηφρν μεθηλψληαο απφ ηνλ θφκβν P. Ηζρχεη ινηπφλ φηη: 

 

                  θαη         
 

΋πνπ h είλαη ε ζπλερήο επξηζηηθή ζπλάξηεζε, Ν έλαο ηπραίνο θφκβνο ηνπ γξάθνπ, P 

έλαο θφκβνο – παηδί ηνπ P θαη G ν θφκβνο – ζηφρνο.  

Ζ ηδηφηεηα ηνπ δπτζκνχ πνπ αλαθέξζεθε παξαπάλσ θαη ε νπνία εθθξάδεηαη κέζσ ηεο 

ζπλερνχο επξηζηηθήο ζπλάξηεζεο h νξίδεη έλα κε αξλεηηθφ κεηνχκελν θφζηνο θαη ν 

A
*
 εθαξκφδεη ηνλ αιγφξηζκν ηνπ Dijkstra πάλσ ζε απηά ηα κεηνχκελα θφζηε. 

Τπάξρνπλ βέβαηα πεξηπηψζεηο φπνπ ην δπτθφ πξφγξακκα ραιαξψλεη ηελ αληζσηηθή 

ζπλζήθε πνπ πεξηγξάςακε, νπφηε ν A
*
 πξνζεγγίδεη ηε ινγηθή ηνπ αιγνξίζκνπ 

Bellman-Ford.  

Σέινο, ν αιγφξηζκνο ηνπ Dijkstra ρξεζηκνπνηεί ηελ άπιεηζηε κέζνδν παξφκνηα κε 

απηή ηνπ αιγνξίζκνπ ηνπ Prim, πνπ εθαξκφδεηαη φηαλ ζέινπκε λα βξνχκε ην 

ειάρηζην ζπλδεηηθφ δέληξν (Minimum Spanning Tree) ζε έλα γξάθν. Σν ειάρηζην 

ζπλδεηηθφ δέληξν ζε έλα γξάθν είλαη ν ζπλεθηηθφο αθπθιηθφο ππνγξάθνο πνπ 

δηέξρεηαη απφ φιεο ηηο θνξπθέο ηνπ αξρηθνχ γξάθνπ θαη ην θφζηνο απηνχ είλαη ην 

ειάρηζην. ΢χκθσλα κε ηνλ αιγφξηζκν ηνπ Prim, ηαμηλνκνχκε (sorting) ηα θφζηε φισλ 

ησλ αθκψλ ηνπ γξάθνπ θαηά αχμνπζα ζεηξά θαη έπεηηα πξνζζέηνπκε αθκέο βάζε 

απηήο ηεο ηαμηλφκεζεο μεθηλψληαο απφ ην γξάθεκα En (πεξηέρεη φιεο ηηο θνξπθέο ηνπ 

γξάθνπ G θακία φκσο αθκή). Πξνζέρνπκε λα κε ζρεκαηίζνπκε θχθινπο (αθνχ ην 

δέληξν είλαη αθπθιηθφ γξάθεκα), απνξξίπηνληαο ηπρφλ αθκέο ηεο ηαμηλφκεζεο πνπ 

παξαβηάδνπλ απηή ηελ αξρή. ΢ηακαηνχκε ηελ πξνζζήθε αθκψλ κφιηο έρνπκε 

ηνπνζεηήζεη m=n-1 αθκέο, αθνχ ζχκθσλα κε γλσζηφ ζεψξεκα γηα θάζε δέληξν 

T(n,m) ηζρχεη n=m+1. To δέληξν πνπ παίξλνπκε κα βάζε απηή ηελ άπιεηζηε 

δηαδηθαζία έρεη ην ειάρηζην ζπλνιηθφ θφζηνο. 

 

 

2.4.2.3  O Αλγόπιθμορ ηυν Floyd – Warshall 
 

΢ηελ Δπηζηήκε ησλ Τπνινγηζηψλ, ν Αιγφξηζκνο ησλ Floyd-Warshall (αιιηψο WFI 

αιγφξηζκνο ή Roy-Floyd) είλαη κηα αλαιπηηθή κέζνδνο εχξεζεο ησλ βειηίζησλ 

κνλνπαηηψλ πάλσ ζε γξάθνπο πνπ θέξνπλ θφζηε επί ησλ αθκψλ ηνπο (ζεηηθά θαη/ή 

αξλεηηθά). Μηα εθηέιεζε ηνπ αιγνξίζκνπ ζα βξεη ηα ζπλνιηθά κήθε (total lengths) 

ησλ βειηίζησλ κνλνπαηηψλ γηα φια ηα δπλαηά δεχγε δηαθεθξηκέλσλ θνξπθψλ ηνπ 

γξάθνπ, ρσξίο σζηφζν λα καο επηζηξέθεη ηελ αθνινπζία ησλ θφκβσλ πνπ απαξηίδνπλ 

ηα κνλνπάηηα απηά. Ο αιγφξηζκνο βαζίδεηαη ζηνλ Γςναμικό Ππογπαμμαηιζμό. 

Γεκνζηεχηεθε κε ηελ ηξέρνπζα κνξθή ηνπ απφ ηνλ Robert Floyd ην 1962. Χζηφζν, 
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είλαη παξφκνηνο κε αιγνξίζκνπο πνπ είραλ παξνπζηαζηεί απφ ηνλ Bernard Roy ην 

1959 θαη απφ ηνλ Stephen Warshall ην 1962. 

 

Ο Αλγόπιθμορ 
 

Ο Αιγφξηζκνο ησλ Floyd-Warshall ζπγθξίλεη φια ηα δπλαηά κνλνπάηηα πάλσ ζην 

γξάθν κεηαμχ φισλ ησλ δπλαηψλ δεπγψλ δηαθεθξηκέλσλ θνξπθψλ. Μπνξεί λα 

ιεηηνπξγήζεη κε κφλν Θ(n
3
) ζπγθξίζεηο (n=|V|). Κάηη ηέηνην είλαη αμηνζεκείσην 

δεδνκέλνπ φηη ην κέγηζην πιήζνο αθκψλ πνπ κπνξεί λα έρνπκε είλαη ίζν κε n(n-1)/2, 

θαη ν αιγφξηζκνο εμεηάδεη φια ηα δπλαηά δεχγε θνξπθψλ. Ο αιγφξηζκνο ζηαδηαθά 

βειηηψλεη κηα εθηίκεζε ηνπ ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ κεηαμχ δχν θνξπθψλ, έσο 

φηνπ ε ηειηθή εθηίκεζε λα είλαη ε βέιηηζηε.  

Έζησ έλαο γξάθνο G θαη V ην ζχλνιν ησλ θνξπθψλ ηνπ, θαζεκία αξηζκνχκελε απφ 1 

έσο Ν. Έζησ ε ζπλάξηεζε shortestPath(i, j, k) ε νπνία επηζηξέθεη ην ζπληνκφηεξν 

κνλνπάηη αλάκεζα ζηνπο θφκβνπο i θαη j ρξεζηκνπνηψληαο κφλν ηηο θνξπθέο 1,2,…,k 

ζαλ ελδηάκεζα ζεκεία θαηά ηε δηάζρηζε-εμέηαζε ηνπ κνλνπαηηνχ. Γνζείζαο απηήο 

ηεο  ζπλάξηεζεο, ζθνπφο καο είλαη ε εχξεζε ηνπ ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ κεηαμχ 

ησλ θφκβσλ i θαη j ρξεζηκνπνηψληαο κφλν ηνπο θφκβνπο 1,2,…,k+1.  

Τπάξρνπλ δχν ππνςήθηεο ιχζεηο: είηε ην πξαγκαηηθφ βέιηηζην κνλνπάηη πνπ 

ρξεζηκνπνηεί ελδηάκεζνπο θφκβνπο απφ ην ζχλνιιν {1,2,…,k} είηε ππάξρεη θάπνην 

κνλνπάηη πνπ νδεγεί απφ ηνλ θφκβν i ζηνλ k+1 θαη έπεηηα απφ ηνλ k+1 ζηνλ j, ην 

νπνίν είλαη θαιχηεξν. Γλσξίδνπκε φηη ην θαιχηεξν κνλνπάηη πνπ νδεγεί απφ ηνλ i 

ζηνλ j θαη ρξεζηκνπνηεί κφλν ηνπο θφκβνπο 1,2,…,k θαζνξίδεηαη απφ ηε ζπλάξηεζε 

shortestPath(i, j, k) θαη είλαη θαλεξφ πσο αλ ππήξρε έλα κνλνπάηη απφ ηνλ i ζηνλ k+1 

θαη έπεηηα ζηνλ j, ηφηε ην κήθνο ηνπ κνλνπαηηνχ απηνχ ζα ήηαλ ε αιεινπρία ησλ 

ζπληνκνηέξσλ κνλνπαηηψλ απφ ηνλ i ζηνλ k+1 (ρξεζηκνπνηψληαο ηηο θνξπθέο 

{1,2,…,k}) θαη απφ ηνλ k+1 ζηνλ j (επίζεο ρξεζηκνπνηψληαο ηηο θνξπθέο {1,2,…,k}). 

Μπνξνχκε επνκέλσο λα νξίζνπκε ηε ζπλάξηεζε shortestPath(i, j, k) αλαδξνκηθά σο 

εμήο: 

 

                   
                                                
                        

 

                                  
 

Ζ αλαδξνκηθή απηή δηαδηθαζία είλαη ην επίθεληξν ηνπ αιγνξίζκνπ Floyd-Warshall. O 

αιγφξηζκνο δνπιεχεη ππνινγίδνληαο ηε ζπλάξηεζε shortestPath(i, j, k) γηα φια ηα 

δεχγε (i,j) θαη k=1,2,… H δηαδηθαζία απηή ζπλερίδεηαη έσο φηνπ k=n νπφηε έρνπκε 

βξεη ηα ζπληνκφηεξα κνλνπάηηα γηα θάζε δεχγνο (i,j) ρξεζηκνπνηψληαο φινπο ηνπο 

ελδηάκεζνπο θφκβνπο.  

 

Φεςδοκώδικαρ 
 

Παξαζέηνπκε ησλ ςεπδνθψδηθα ηνπ αιγνξίζκνπ Floyd-Warshall: 

 

1 /* Assume a function edgeCost(i,j) which returns the cost of the edge from i to j 

 2    (infinity if there is none). 

 3    Also assume that n is the number of vertices and edgeCost(i,i) = 0 

 4 */ 
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 5 

 6 int path[ ][ ]; 

 7 /* A 2-dimensional matrix. At each step in the algorithm, path[i][j] is the shortest 

path 

 8    from i to j using intermediate vertices (1..k−1).  Each path[i][j] is initialized to 

 9    edgeCost(i,j) or infinity if there is no edge between i and j. 

10 */ 

11 

12 procedure FloydWarshall ( ) 

13    for k := 1 to n 

14       for i := 1 to n 

15          for j := 1 to n 

16             path[i][j] = min ( path[i][j], path[i][k]+path[k][j] ); 

 

 

Φεπδνθψδηθαο πεξηγξαθήο ηνπ Αιγνξίζκνπ Floyd-Warshall. 

 

Η Πεπίπηυζη Κύκλυν Απνηηικού Κόζηοςρ 
 

΢ε πξψηε θάζε ν αιγφξηζκνο ησλ Floyd-Warshall ππνζέηεη φηη δελ ππάξρνπλ θχθινη 

αξλεηηθνχ θφζηνπο ζην δίθηπν (ζηελ πξαγκαηηθφηεηα, κεηαμχ θάζε δεχγνπο θνξπθψλ 

πνπ απνηεινχλ κέξνο ελφο αξλεηηθνχ θχθινπσε ζπληνκφηεξε δηαδξνκή δελ είλαη 

θαζνξηζκέλε, δηφηη ην θφζηνο ηεο κπνξεί λα είλαη απζαίξεηα αξλεηηθφ). Παξ 'φια 

απηά, εάλ ππάξρνπλ θχθινη αξλεηηθνχ θφζηνπο, ν αιγφξηζκνο Floyd-Warshall κπνξεί 

λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηνλ εληνπηζκφ ηνπο.  

Ζ ηδέα είλαη ε εμήο: 

 

1. Ο αιγφξηζκνο Floyd-Warshall αλαζεσξεί επαλαιεπηηθά ην κήθνο ηεο 

δηαδξνκήο κεηαμχ φισλ ησλ δεπγψλ θνξπθψλ (i,j), ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ θαη 

εθείλσλ φπνπ i = j. 

2. Αξρηθά, ην κήθνο ηεο δηαδξνκήο (i,i) είλαη κεδέλ. 

3. Έλα κνλνπάηη ηεο κνξθήο ((i,k),(k,i)) κπνξεί λα βειηησζεί κφλνλ εάλ έρεη 

κήθνο κηθξφηεξν απφ ην κεδέλ, δειαδή ζεκαίλεη φηη απνηειεί θχθιν 

αξλεηηθνχ θφζηνπο. 

4. Έηζη, κεηά απφ ηνλ αιγφξηζκν, ην θιεηζηφ κνλνπάηη (i, i) ζα έρεη αξλεηηθφ 

θφζηνο εάλ ππάξρεη κηα αξλεηηθνχ-κήθνπο δηαδξνκή απφ ην i πίζσ ζην i. 

 

Δπνκέλσο γηα ηελ αλίρλεπζε αξλεηηθψλ θχθισλ ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ αιγφξηζκν ησλ 

Floyd-Warshall, αξθεί θαλείο λα εμεηάδεη ηα δηαγψληα ζηνηρεία ηεο κήηξαο δηαδξνκήο 

αθνχ ε παξνπζία ελφο αξλεηηθνχ αξηζκνχ ζεκαίλεη φηη ην γξάθεκα πεξηέρεη 

ηνπιάρηζηνλ έλαλ θχθιν αξλεηηθνχ θφζηνπο. Δίλαη πξνθαλέο φηη ζε έλα κε 

θαηεπζπλφκελν γξάθεκα κηα αθκή αξλεηηθνχ θφζηνπο δεκηνπξγεί έλαλ αξλεηηθφ 

θχθιν, πνπ πεξηέρεη ηηο γεηηνληθέο θνξπθέο ηεο. 

 

Καηαζκεςή ηος μονοπαηιού 
 

Ο αιγφξηζκνο Floyd-Warshall ππνινγίδεη κφλν ηα κήθε ησλ βειηίζησλ δηαδξνκψλ 

κεηαμχ φισλ ησλ δπλαηψλ δεπγψλ δηαθεθξηκέλσλ θφκβσλ. Με απιέο ηξνπνπνηήζεηο, 

είλαη δπλαηφ λα δεκηνπξγεζεί κηα κέζνδνο γηα ηελ θαηαζθεπή ηεο βέιηηζηεο 

δηαδξνκήο κεηαμχ δχν θφκβσλ. Ζ απνζήθεπζε φισλ ησλ κνλνπαηηψλ είλαη κηα 
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δηαδηθαζία αξθεηά δαπαλεξή φζνλ αθνξά ζηε δηαζέζηκε κλήκε ηνπ πξνγξάκκαηνο. 

Γηα θάζε θφκβν, αξθεί λα απνζεθεχνπκε ηηο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηνλ θφκβν πνπ 

πξέπεη λα δηαηξέμνπκε, εάλ ζέινπκε λα θαηαιήμνπκε ζε θάπνηνλ δεδνκέλν θφκβν ηνπ 

δηθηχνπ. Δπνκέλσο, νη πιεξνθνξίεο γηα ηελ εχξεζε φισλ ησλ βειηίζησλ δηαδξνκψλ 

κπνξνχλ λα απνζεθεπηνχλ ζε κία Ν×Ν κήηξα next[i][j]. Σν ζηνηρείν next[i][j] 

αληηπξνζσπεχεη ηνλ θφκβν πνπ πξέπεη θαλείο λα δηαηξέμεη εθφζνλ πξνηίζεηαη λα 

θηλεζεί πάλσ ζηε ζπληνκφηεξε δηαδξνκή απφ ηνλ θφκβν i ζηνλ θφκβν j. Ζ εθαξκνγή 

ελφο ηέηνηνπ πξνγξακκαηηζηηθνχ ζρήκαηνο γίλεηαη αζήκαληε, φηαλ κηα λέα 

ζπληνκφηεξε δηαδξνκή βξίζθεηαη κεηαμχ δχν θφκβσλ. Σφηε ε κήηξα πνπ πεξηέρεη ηα 

κνλνπάηηα ελεκεξψλεηαη. Ζ επφκελε κήηξα ελεκεξψλεηαη καδί κε ηε κήηξα 

δηαδξνκήο έηζη ψζηε θαηά ηελ νινθιήξσζε ηεο ελεκέξσζεο νη δχν κήηξεο είλαη 

πιήξεηο θαη αθξηβείο θαη φζεο θαηαρσξήζεηο έρνπλ ηελ ηηκή άπεηξν ζηελ κήηξα 

δηαδξνκήο ζα έρνπλ ηελ ηηκή null ζηε κήηξα next. To κνλνπάηη ηφηε απφ ηνλ i ζηνλ j 

ζα απνηειείηαη απφ ηα ππνκνλνπάηηα: (1) απφ ηνλ i ζηνλ next[i][j] θαη (2) απφ ηνλ 

next[i][j] ζηνλ j. Απηά ηα δχν ζπληνκφηεξα κνλνπάηηα θαζνξίδνληαη αλαδξνκηθά. 

Απηφο ν ηξνπνπνηεκέλνο αιγφξηζκνο ιεηηνπξγεί κε ηνλ ίδην ρξφλν εθηέιεζεο θαη κε 

ηελ ίδηα πνιππινθφηεηα ρψξνπ κλήκεο κε ηνλ κε ηξνπνπνηεκέλν αιγφξηζκν. 

Παξαζέηνπκε ηνλ ςεπδνθψδηθα πεξηγξαθήο ηεο ηξνπνπνηεκέλεο κεζφδνπ: 

 

1 procedure FloydWarshallWithPathReconstruction () 

 2    for k := 1 to n 

 3       for i := 1 to n 

 4          for j := 1 to n 

 5             if path[i][k] + path[k][j] < path[i][j] then 

 6                path[i][j] := path[i][k]+path[k][j]; 

 7                next[i][j] := k; 

 8 

 9 procedure GetPath (i,j) 

10    if path[i][j] equals infinity then 

11      return "no path"; 

12    int intermediate := next[i][j]; 

13    if intermediate equals 'null' then 

14      return " ";   /* there is an edge from i to j, with no vertices between */ 

15   else 

16      return GetPath(i,intermediate) + intermediate + GetPath(intermediate,j); 

 

Φεπδνθψδηθαο ηεο θαηαζθεπήο ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ. 

 

Δθαπμογέρ και Γενικεύζειρ ηος Αλγοπίθμος 

 

Ο αιγφξηζκνο Floyd-Warshall κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ επίιπζε ησλ 

αθφινπζσλ πξνβιεκάησλ (κεηαμχ άιισλ): 

1. Δχξεζε ζπληνκνηέξσλ κνλνπαηηψλ ζε θαηεπζπλφκελνπο γξάθνπο 

(Αιγφξηζκνο ηνπ Floyd) 

2. Μεηαβαηηθφ θιείζηκν ζε θαηεπζπλφκελνπο γξάθνπο (αιγφξηζκνο ηνπ 

Warshall). ΢ηελ αξρηθή δηαηχπσζε ηνπ αιγνξίζκνπ, ν γξάθνο δελ θέξεη 

θφζηε επί ησλ αθκψλ θαη εθπξνζσπείηαη απφ κηα Boolean κήηξα γεηηλίαζεο. 

΢ηε ζπλέρεηα, ε ιεηηνπξγία ηεο πξνζζήθεο αληηθαζίζηαηαη απφ ηε ινγηθή 

ζχδεπμε (ΚΑΗ) ελψ ε ειάρηζηε ιεηηνπξγία κε ηελ ινγηθή δηάδεπμε (OR). 
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3. Δχξεζε κηα θαλνληθήο έθθξαζεο (regular expression) πνπ ππνδειψλεη ηελ 

θαλνληθή γιψζζα (regular language) πνπ είλαη απνδεθηή απφ έλα 

πεπεξαζκέλν απηφκαην (finite automato) (αιγφξηζκνο ηνπ Kleene). 

4. Αληηζηξνθή ησλ πξαγκαηηθψλ πηλάθσλ (Gauss-Jordan αιγφξηζκνο). 

5. Βέιηηζηε δξνκνιφγεζε. ΢ηελ παξνχζα εθαξκνγή ελδηαθεξφκαζηε λα βξνχκε 

ην κνλνπάηη κε ηελ κέγηζηε ξνή αλάκεζα ζε δχν θνξπθέο. Απηφ ζεκαίλεη φηη, 

αληί ειαρίζησλ κεθψλ, πξνζαξκφδνπκε ηνλ ςεπδνθψδηθα πνπ πεξηγξάςακε 

ψζηε λα βξίζθνπκε ηα ππνκνλνπάηηα κεγίζηνπ κήθνπο. Σα θφζηε ησλ αθκψλ 

αληηπξνζσπεχνπλ ηνπο πεξηνξηζκνχο πνπ έρνπκε φζνλ αθνξά ζηε ξνή ηνπ  

κνλνπαηηνχ (Path’s flow). 

6. Έιεγρνο γηα ην αλ έλαο κε θαηεπζπλφκελνο γξάθνο είλαη δηκεξήο. 

7. Γξήγνξνο ππνινγηζκφο ησλ Pathfinder δηθηχσλ. 

8. Δχξεζε δηαδξνκψλ κεγίζηνπ εχξνπ δψλεο ζε δίθηπα ξνήο. 

 

 

2.4.3  Σο Γςναμικό SPP (DSPP) 

 

Οη ζχγρξνλεο εμειίμεηο ζηνπο ηνκείο ησλ δηθηχσλ ησλ ππνινγηζηψλ, ηεο ξνκπνηηθήο, 

ησλ ηειεπηθνηλσληψλ θαη ησλ κεηαθνξψλ έρνπλ ππξνδνηήζεη ην ελδηαθέξνλ πνιιψλ 

εξεπλεηψλ γχξσ απφ ηε κειέηε ησλ δηθηχσλ πνπ θέξνπλ δπλακηθά ραξαθηεξηζηηθά 

ζην ρξφλν. Σν ελδηαθέξνλ απηφ δηαθαίλεηαη έληνλα ζηελ ηδέα ηεο δπλακηθήο 

δπομολόγηζηρ (dynamic routing), φπσο απηή κεηνπζηψλεηαη θαη κέζα απφ ηελ 

επίιπζε ηνπ δπλακηθνχ πξνβιήκαηνο ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ (DSPP). 

΋πσο νη άιιεο πεξηπηψζεηο δπλακηθψλ πξνβιεκάησλ, ηηο νπνίεο εμεηάζακε, έηζη θαη 

ην DSPP απνηειεί κηα γελίθεπζε ηνπ SSPP (Static Shortest Path Problem), ζηελ 

νπνία ηα «κήθε» ησλ αθκψλ κεηαβάιινληαη κε ην ρξφλν ή αθφκα, νξηζκέλνη θφκβνη 

εηζέξρνληαη ζην βέιηηζην κνλνπάηη δπλακηθά. Παξφκνηα κε ην DTSP θαη ην DVRP 

κπνξνχκε θαη εδψ λα εμεηάζνπκε ηελ ηζρχ δηαθφξσλ πνιηηηθψλ δξνκνιφγεζεο πνπ 

θαζνξίδνπλ ηνλ δπλακηθφ αιγνξηζκηθφ ζρεδηαζκφ ηνπ DSPP. Χζηφζν, επεηδή θάηη 

ηέηνην θξίλεηαη πεξηηηφ (αθνχ έρνπλ παξνπζηαζηεί πνιηηηθέο γηα ηα άιια δχν 

δπλακηθά πξνβιήκαηα δξνκνιφγεζεο) ζα πξνρσξήζνπκε απεπζείαο ζηελ 

παξνπζίαζε ελφο αιγνξίζκνπ αληηκεηψπηζεο ηνπ DSPP. O αιγφξηζκνο απηφο 

απνηειεί κηα γεληθεπκέλε κνξθή ηνπ A
*
 αιγνξίζκνπ γηα ηνλ νπνίν κηιήζακε 

παξαπάλσ. Παξάιιεια κε ηελ παξνπζίαζε ηνπ αιγνξίζκνπ, ζα γίλεη πην μεθάζαξε 

θαη ε δπλακηθή θπζηνγλσκία θαη ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ DSPP.  

Πξηλ πξνρσξήζνπκε φκσο ζηελ παξνπζίαζε ηνπ αιγνξίζκνπ, αο πνχκε δχν ιφγηα γηα 

ηελ έλλνηα ηνπ δπλακηθνχ θφζηνπο ζε έλα ρξνληθά εμαξηψκελν δίθηπν (time-

dependent network).  

΢ε έλα ζηαηηθφ δίθηπν ηα θφζηε, πνπ κπνξεί λα είλαη ηα πξαγκαηηθά κήθε ησλ αθκψλ  

ή θάπνηεο άιιεο πνζφηεηεο φπσο νη ρξφλνη καηάβαζεο ηνπ νρήκαηνο απφ θφκβν ζε 

θφκβν, είλαη ζηαζεξά θαη ίδηα γηα θάζε ρξνληθή ζηηγκή. ΢ε έλα δπλακηθφ δίθηπν φκσο 

ηα θφζηε πεξηγξάθνληαη απφ νξηζκέλα πξνθίι (γξαθηθέο παξαζηάζεηο), πνπ 

εμειίζζνληαη ζην ρξφλν. Θα θάλνπκε θαη κηα επηπιένλ ζχκβαζε: επεηδή αθφκα θαη 

ζηα δπλακηθά δίθηπα ηα κήθε ησλ αθκψλ είλαη (ζπλήζσο) ζηαζεξά ζα ηαπηίζνπκε ηελ 

έλλνηα ηνπ θφζηνπο κε ηελ έλλνηα ηνπ σπόνος μεηάβαζηρ (travel time ή αιιηψο 

transit time), o νπνίνο κπνξεί λα είλαη δπλακηθφο, δειαδή λα αιιάδεη κε ηνλ ρξφλν.  

Έζησ ινηπφλ έλαο θαηεπζπλφκελνο γξάθνο G=(V,E), κηα κε-αξλεηηθή ζπλάξηεζε 

ce(t) πνπ πεξηγξάθεη ην ρξφλν κεηάβαζεο ηεο πιεπξάο e=(u,w) E (ε ζπλάξηεζε ce(t) 

νξίδεηαη γηα θάζε πιεπξά e ηνπ G ελψ κε t ζπκβνιίδνπκε ηε ρξνληθή ζηηγκή 

εθθίλεζεο ηεο κεηάβαζεο απφ ηελ θνξπθή u), έλαο θφκβνο πεγήο s V, έλαο θφκβνο 



89 
 

πξννξηζκνχ d V θαη κηα αξρηθή ζηηγκή αλαρψξεζεο απφ ηνλ s, έζησ t0. ΢θνπφο ηνπ 

ρξνληθά εμαξηψκελνπ πξνβιήκαηνο ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ (time-dependent 

shortest path problem)΄είλαη ε εχξεζε ηνπ βειηίζηνπ s-d κνλνπαηηνχ, εθείλνπ δειαδή 

πνπ αλαρσξεί απφ ηελ πεγή s ηε ρξνληθή ζηηγκή t0 θαη έρεη ηνλ ειάρηζην ζπλνιηθφ 

ρξφλν κεηάβαζεο φηαλ ην φρεκα θηάζεη ζηνλ πξννξηζκφ d. ΢ην ζρήκα 2.10 δείρλνπκε 

έλα ρξνληθά-εμαξηψκελν πξφβιεκα ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ: 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 2.10: Παξάδεηγκα δπλακηθνχ πξνβιήκαηνο ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ. ΢ε 

αληίζεζε κε ην ζηαηηθφ SPP, ηα θφζηε ησλ αθκψλ (ρξφλνη κεηάβαζεο) δελ είλαη 

ζηαζεξά αιιά κεηαβάιινληαη ζπλαξηήζεη ηνπ ρξφλνπ. Με t0 ζπκβνιίδνπκε ηε 

ρξνληθή ζηηγκή εθθίλεζεο ηνπ νρήκαηνο απφ ηελ πεγή s. 

 

Τπνζέηνπκε φηη νη ζπλαξηήζεηο ce(t), e E νξίδνληαη γηα θάζε t≥0. Χζηφζν ν 

αιγφξηζκνο ζηνλ νπνίν ζα αλαθεξζνχκε ιεηηνπξγεί θαη γηα ηηο πεξηπηψζεηο φπνπ t ℕ. 

Τπνζέηνπκε αθφκε φηη ε ρξνληθή πνιππινθφηεηα ππνινγηζκνχ ηεο ζπλάξηεζεο ce(t) 

θξάζζεηαη απφ έλα γλσζηφ άλσ θξάγκα ίζν κε κηα ζηαζεξά α.  

Σέινο πξέπεη λα αλαθεξζνχκε ζηελ FIFO (First-In-First-Out) ιδιόηηηα κε ηελ 

νπνία εθνδηάδνπκε ηελ αλάιπζή καο φηαλ αλαθεξφκαζηε ζε δπλακηθά πξνβιήκαηα 

ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ. ΢χκθσλα κε ηελ ηδηφηεηα απηή ηζρχεη φηη:        ε 

ζπλάξηεζε t+ce(t) δεν είναι θθίνοςζα. Γειαδή γηα ηηο ρξνληθέο ζηηγκέο t1 θαη t2 κε 

t1≤t2 ηζρχεη t1+ce(t1)≤t2+ce(t2). Mπνξνχκε λα πνχκε φηη ε ζπλάξηεζε t+ce(t) είλαη 

αχμνπζα αλ ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ ζηα νπνία ηζρχεη ε ηζφηεηα έρεη κεδεληθφ κέηξν 

Lebesgue. H ηζρχο ηεο FIFO ηδηφηεηαο εμαζθαιίδεη φηη δελ ππάξρνπλ θχθινη 

αξλεηηθνχ ρξφλνπ κεηάβαζεο, νπφηε ππάξρεη κηα απιή βέιηηζηε ιχζε (κνλνπάηη) ηνπ 

πξνβιήκαηνο. Απηφ έρεη απνδεηρζεί απφ πξνγελέζηεξεο κειέηεο ζεκαληηθψλ 

εξεπλεηψλ (Halpern, Kanoulas, Kaufmann, Smith). Δπί ηεο νπζίαο, ε ηδηφηεηα FIFO 

καο ιέεη φηη θάπνηνο πνπ μεθηλά ηε κεηάβαζε ηεο αθκήο (i,j) ηε ρξνληθή ζηηγκή t1, 

θαηαθζάλεη ζηνλ θφκβν j λσξίηεξα απφ θάπνηνλ άιιν πνπ μεθηλά ηε κεηάβαζε ηε 

ρξνληθή ζηηγκή t2>t1. H ηδηφηεηα FIFO ππνλνεί πεξαηηέξσ πσο, δελ απνηειεί 

εμνηθνλφκεζε ρξφλν ε παξακνλή ηνπ νρήκαηνο ζε θάπνηνλ θφκβν, πξνηνχ πξηλ 

μεθηλήζεη ε δηαδηθαζία ηεο κεηάβαζεο ζε θάπνηα αθκή πνπ αλαρσξεί απφ ηνλ θφκβν 

απηφ. Γηα παξάδεηγκα, αλ θάπνηνο παξακέλεη ζηνλ θφκβν i γηα πέληε ιεπηά θαη κεηά 

μεθηλά ηε κεηάβαζε ηεο αθκήο (i,j), κπνξεί ν ρξφλνο κεηάβαζεο λα είλαη κηθξφηεξνο, 

αιιά ζε θακία πείξίπησζε ιηγφηεξνο απφ πέληε ιεπηά. Λέκε φηη έλα δίθηπν είλαη 

FIFO δίθηπν αλ θάζε αθκή ηνπ ηθαλνπνηεί ηελ ηδηφηεηα FIFO. 

Σν πξφβιεκα ηεο δηαδξνκήο ειαρίζηνπ ρξφλνπ ζε FIFO δίθηπα είλαη πνιπσλπκηθά 

επηιχζηκν (Kaufmann θαη Smith). Σν πξφβιεκα ηεο δηαδξνκήο ειαρίζηνπ ρξφλνπ ζε 

κε-FIFO δίθηπα είλαη έλα NP-hard πξφβιεκα (Orda θαη Rom).  
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2.4.3.1  Α
* 
Αλγόπιθμορ και DSPP 

 

Δπεηδή ν Α
*
 ζπλδέεηαη ζηελά κε ηνλ αιγφξηζκν ηνπ Dijkstra, μεθηλνχκε θαη πάιη απφ 

ηνλ αιγφξηζκν ηνπ Dijkstra, ζε δίθηπν κε ζηαζεξά θφζηε επί ησλ αθκψλ. 

Έζησ φηη ce(t)=ce (ζηαζεξφ) γηα θάζε e E θαη t0=0 (ε ηηκή t0 είλαη αζήκαληε ζηελ 

πεξίπησζε ηνπ ζηαηηθνχ πξνβιήκαηνο). Καηά ηα γλσζηά, ν αιγφξηζκνο ηνπ Dijkstra 

αλαδεηά ην βέιηηζην s-d κνλνπάηη ζχκθσλα κε ηελ άπιεηζηε κέζνδν. Έζησ φηη κε 

p(u) δειψλνπκε ηνλ πξνεγνχκελν θφκβν ηνπ θφκβνπ u ζην ζπληνκφηεξν κνλνπάηη s-

u πνπ έρεη βξεζεί κέρξη θαη ηελ ηξέρνπζα εθηέιεζε ηνπ αιγνξίζκνπ. Γηα θάζε θφκβν 

u ζην γξάθν ν αιγφξηζκνο ηνπ Dijkstra ζπγθξαηεί κηα θαηάζηαζε 

status(u) {“unlabeled”, “labeled”, “finished”} θαη κηα εηηθέηα απφζηαζεο g(u). H 

αξρηθνπνίεζε ηνπ αιγνξίζκνπ ζπλίζηαηαη ζην φηη g(s)=0, g(u)=∞ γηα θάζε u≠s  θαη 

status(s)= “labeled” ελψ status(u)= “unlabeled” γηα θάζε u≠s. Απφ εθεί θαη πέξα, ν 

αιγφξηζκνο βξίζθεη έλαλ “labeled” θφκβν u ειαρίζηεο ηηκήο g(u) (o θφκβνο απηφο 

ιέγεηαη ελεξγφο θφκβνο) έσο φηνπ u=d. Σφηε ν αιγφξηζκνο πξνζπαζεί λα ραιαξψζεη 

ηνπο non-“finished” γείηνλεο w ηνπ u δειαδή αλ π.ρ. status(w)= “unlabeled” ζέηεη 

status(w)= “labeled”,  g(w)=g(u)+c(u,w) θαη p(w)=u. Γηαθνξεηηθά, αλ status(u)= 

“labeled” ζέηεη g(w)=g(u)+c(u,w), p(w)=u αλ g(w)>g(u)+c(u,w). Aθνχ ην θάλεη απηφ 

απηφ γηα φινπο ηνπο γείηνλεο ηνπ u ζέηεη status(u)= “finished” θαη ζπλερίδεη θαηά ηνλ 

ίδην ηξφπν.  

Ο A
*
 αιγφξηζκνο ιεηηνπξγεί κε ηνλ ίδην ηξφπν, αιιά επηπιένλ ρξεζηκνπνηεί κηα 

ζπλερή επξηζηηθή ζπλάξηεζε h(u) γηα θάζε u θαη επηιέγεη ηνλ ελεξγφ θφκβν (active 

node) πνπ θέξεη ηελ ειάρηζηε ηηκή g(u)+h(u). Ζ επηινγή ηεο ζπλάξηεζεο h(u) δελ 

απνηειεί κέξνο ηνπ αιγνξίζκνπ. Πξέπεη λα επηιεγεί κε βάζε θάπνηα άιια θξηηήξηα. 

Ζ ζσζηή επηινγή ηεο ζπλάξηεζεο h(u) θαζνξίδεη ηελ επάξθεηα θαη ηελ 

απνηειεζκαηηθφηεηα ηνπ A
*
 αιγνξίζκνπ. Ο αιγφξηζκνο ηνπ Dijkstra είλαη κηα εηδηθή 

πεξίπησζε ηνπ A
*
 αιγνξίζκνπ ζηελ νπνία h(u)=0 γηα θάζε θφκβν u.  

Τπελζπκίδνπκε φηη γηα λα είλαη κηα ζπλάξηεζε h(u) πηζαλψο επξηζηηθή πξέπεη λα 

ηζρχεη ε εμήο ηδηφηεηα: Αλ u είλαη έλαο θφκβνο ηνπ κνλνπαηηνχ θαη w o πξνεγνχκελνο 

ηνπ πάλσ ζην κνλνπάηη ζα έρνπκε φηη h(w)≤c(w,u)+h(u), ελψ h(d)=0. Με d 

ζπκβνιίδνπκε πξνθαλψο ηνλ θφκβν πξννξηζκνχ.  

Ο Αιγφξηζκνο Α
*
 απνηειεί βαζηθή ηερληθή εχξεζεο βειηίζησλ δηαδξνκψλ ζε 

δηάθνξα δίθηπα. Με πξνζεθηηθή ξχζκηζε ηεο επξηζηηθήο ζπλάξηεζεο h(u) δίλεη 

ζσζηά απνηειέζκαηα ζε πνιχ θαιφ ρξφλν πνιππινθφηεηαο.   

Αθνινχζσο παξαηίζεηαη ν ςεπδνθψδηθαο γηα ηνλ αιγφξηζκν A
*
. Έπεηηα, δίλνπκε θαη 

ηνλ ςεπδνθψδηθα πεξηγξαθήο ηνπ ηξνπνπνηεκέλνπ Α
*
 αιγνξίζκνπ πνπ επηιχεη ην 

ρξνληθά εμαξηψκελν πξφβιεκα ηνπ ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ. Θα πξνβιεζνχλ εθεί 

νξηζκέλνη πεξηνξηζκνί πνπ πξέπεη λα πιεξνχληαη ψζηε λα εμάγνπκε ην βέιηηζην 

κνλνπάηη ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 

1 status(s) := “labeled”, g(s) :=0, status(v) := “unlabeled” for all v≠s 

2 Let v be a “labeled” node with the smallest g(v)+h(v) (the active node). IF v = d 

GOTO 11 

3 FOR all edges (v,w) DO 

4 IF status(w) = “unlabeled” THEN 

5 status(w) := “labeled”, g(w) := g(v) + c(v,w), p(w) := v 

6 ELSE IF status(w) = “labeled” AND g(w) > g(v) + c(v,w) THEN 

7 g(w) := g(v) + c(v,w), p(w) := v 

8 END IF 

9 DONE 
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10 status(v) := “finished”. GOTO 2 

11 OUTPUT g(d) and the s, d-path found (i.e. the reverse of d, p(d), p(p(d)), . . . , s). 

 

Φεπδνθψδηθαο πεξηγξαθήο ηνπ αιγνξίζκνπ Α
*
 γηα ζηαηηθά θφζηε. 

 

Σψξα κπνξνχκε λα πεξηγξάςνπκε ηνλ ηξνπνπνηεκέλν A
*
 αιγφξηζκν πνπ επηιχεη ην 

ρξνληθά εμαξηψκελν πξφβιεκα ηνπ ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ. Γεληθεχνπκε ηε 

κνξθή ηεο επξηζηηθήο ζπλάξηεζεο απφ h(u) ζε h(u,t). Με t ζπκβνιίδνπκε ηε ρξνληθή 

ζηηγκή ζηνλ θφκβν u. Δπνκέλσο ζηνλ ςεπδνθψδηθα πεξηγξαθήο ζα 

αληηθαηαζηήζνπκε ηελ πνζφηεηα h(u) κε ηελ πνζφηεηα h(u,g(u)).  

O Φεπδνθψδηθαο πεξηγξαθήο ηνπ ηξνπνπνηεκέλνπ Α
*
 αιγνξίζκνπ είλαη ν εμήο: 

 

1 status(s) := “labeled”, g(s) := t0, status(v) := “unlabeled” for all v≠s 

2 Let v be a “labeled” node with the smallest g(v) + h(v, g(v)). In the case that there 

are multiple candidates, choose one with the smallest g(v). IF v = d GOTO 11 

3 FOR all edges (v,w) DO 

4 IF status(w) is “unlabeled” THEN 

5 status(w) := “labeled”, g(w) := g(v) + c(v,w)(g(v)), p(w) := v 

6 ELSE IF status(w) is “labeled” AND g(w) > g(v) + c(v,w)(g(v)) THEN 

7 g(w) := g(v) + c(v,w)(g(v)), p(w) := v 

8 END IF 

9 DONE 

10 status(v) := “finished”. GOTO 2 

11 OUTPUT g(d) and the s, d-path found (i.e. the reverse of d, p(d), p(p(d)), . . . , s). 

 

 

Φεπδνθψδηθαο πεξηγξαθήο ηνπ ηξνπνπνηεκέλνπ Α
*
 αιγνξίζκνπ, πνπ επηιχεη ην 

ρξνληθά εμαξηψκελν πξφβιεκα ηνπ ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ. 

Πξνθεηκέλνπ λα δνπιέςεη ζσζηά ν αιγφξηζκνο απηφο πξέπεη λα πιεξνχληαη δχν 

βαζηθέο πξνχπνζέζεηο: 

 

1. Ζ επξηζηηθή ζπλάξηεζε h(u,t) πξέπεη λα επαιεζεχεη ηελ FIFO ηδηφηεηα γηα 

θάζε θφκβν u ηνπ δηθηχνπ. Γειαδή γηα t1 θαη t2 ρξνληθέο ζηηγκέο κε t1≤t2 θαη 

γηα νπνηνδήπνηε θφκβν u πξέπεη t1+h(u,t1)≤t2+h(u,t2). 

 

2. Γηα θάζε πιεπξά e=(u,w) θαη γηα θάζε ρξνληθή ζηηγκή t πξέπεη 

h(u,t)≤ce(t)+h(w,t+ce(t)). (Ζ πξνυπφζεζε απηή πξνθχπηεη απφ ηνλ νξηζκφ ηεο 

επξηζηηθήο ζπλάξηεζεο πνπ είδακε παξαπάλσ). 

 

 

2.4.4  To ΢ηοσαζηικό SPP (St.SPP) 

 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ηα θφζηε αιιάδνπλ κε πηζαλνηηθφ ηξφπν ή έρνπκε ηελ 

πξνζρψξεζε – απνβνιή θφκβσλ ζην δίθηπν ζχκθσλα κε κηα κε ληεηεξκηληζηηθή 

ινγηθή, κηιάκε γηα ην ζηνραζηηθφ πξφβιεκα ηνπ ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ. ΋πσο 

θαη ην DSPP, έηζη θαη ην St. (Stochastic) SPP απνηειεί κηα γελίθεπζε ηνπ θιαζζηθνχ 

SPP.  

To St.SPP απαληάηαη ζε εθαξκνγέο δξνκνιφγεζεο ζηηο νπνίεο ε θίλεζε ηνπ δηθηχνπ 

κνληεινπνηείηαη ζχκθσλα κε ζηαηηζηηθέο θαηαλνκέο. Οη θαηαλνκέο απηέο κπνξεί λα 

ζεσξνχληαη γλσζηέο κπνξεί θαη φρη. ΋ηαλ γηα παξάδεηγκα ζε έλα δίθηπν ππεηζέξρεηαη 
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ζφξπβνο (ζηνραζηηθή κεηαβιεηή αγλψζηνπ πεξηγξαθήο) θαη ηίζεηαη ε αλάγθε 

θαηαζθεπήο ηεο ζπληνκφηεξεο (γξεγνξφηεξεο) δηαδξνκήο αλάκεζα ζε δχν θφκβνπο, 

ηφηε έρνπκε πξάγκαηη λα αληηκεησπίζνπκε ην παξάδεηγκα ελφο St.SPP.  

΋κνηα κε άιια πξνβιήκαηα ζηνραζηηθήο δξνκνιφγεζεο, έηζη θαη εδψ νη ζρεδηαζηέο 

θαζνξίδνπλ ην πεξηερφκελν θαη ηελ ηζρχ δηαθφξσλ πνιηηηθψλ δξνκνιφγεζεο. 

Δπεμεξγάδνληαη ηα δηαζέζηκα πξνο απηνχο ζηαηηζηηθά δεδνκέλα, θάλνπλ εθηηκήζεηο 

ησλ απνηειεζκάησλ θαη κνληεινπνηνχλ ηηο θξίζηκεο παξακέηξνπο ηνπ δηθηχνπ νχησο 

ψζηε λα θαηαιήμνπλ ζηε ζρεδίαζε ελφο επαξθνχο θαη απνηειεζκαηηθνχ 

αιγνξηζκηθνχ ζρεδηαζκνχ. 

Λφγσ ηνπ φηη  ηα κεγέζε ζην St.SPP κεηαβάιινληαη πηζαλνηηθά, δελ είλαη θαζφινπ 

μεθάζαξνο ν αληηθεηκεληθφο ζθνπφο ηνπ πξνβιήκαηνο. Με ηνλ φξν αληηθεηκεληθφο 

ζθνπφο ελλννχκε κηα ζπλάξηεζε νξηζκέλε πάλσ ζηα θφζηε ηνπ δηθηχνπ, ηελ 

ειαρηζηνπνίεζε ηεο νπνίαο επηδηψθνπκε λα ιάβνπκε. Γηα παξάδεηγκα, αλ νη 

απνθιίζεηο ησλ ζηαηηζηηθψλ ρξφλσλ κεηάβαζεο ησλ αθκψλ είλαη αξθεηά κηθξέο, 

κπνξνχκε λα βξνχκε ην κνλνπάηη ειαρίζηνπ κέζνπ ρξφλνπ κεηάβαζεο. Αλ φκσο νη 

απνθιίζεηο είλαη ππνινγίζηκεο, θάηη ηέηνην κπνξεί λα απνβεί άθαξπν. Καη απηφ γηαηί 

ιφγσ ησλ απνθιίζεσλ ην κνλνπάηη ειαρίζηνπ ζπλνιηθνχ κέζνπ ρξφλνπ κεηάβαζεο 

κπνξεί λα αιιάμεη. Ηζρχεη βέβαηα θαη ην αληίζηξνθν. Γειαδή λα αξθεί λα βξνχκε ην 

κνλνπάηη ειαρίζηεο ζπλνιηθήο απφθιηζεο, φηαλ νη ρξφλνη κεηάβαζεο είλαη ζρεδφλ 

ίδηνη γηα φιεο ηηο αθκέο, σζηφζν ζηελ πεξίπησζε πνπ δελ ηζρχεη θάηη ηέηνην δελ 

κπνξνχκε λα πεξηνξηζηνχκε ζηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο ζπλνιηθήο απφθιηζεο. Μηα 

άιιε ιχζε είλαη λα ειαρηζηνπνηήζνπκε ην γξακκηθφ ζπλδπαζκφ κέζεο ηηκήο θαη 

ηεηξαγσληθήο απφθιηζεο γηα ην βέιηηζην κνλνπάηη. Κάηη ηέηνην, ελψ απφ 

καζεκαηηθήο ζθνπηάο ζηαζκίδεη κεξηθψο ηηο δχν πξνεγνχκελεο πεξηπηψζεηο 

ειαρηζηνπνίεζεο (κέζεο ηηκήο, απφθιηζεο), δελ απνηειεί ηδηαίηεξα νξζή 

αληηκεηψπηζε ηνπ St.SPP. Έλαο εθηηκψκελνο γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ηεο κέζεο ηηκήο 

θαη ηεο απφθιηζεο δελ πεγάδεη απφ ηε θπζηθή κειέηε ελφο πξνβιήκαηνο 

δξνκνιφγεζεο. 

΢ηελ πεξίπησζε φπνπ έρνπκε εηζαγσγή – απνβνιή θφκβσλ ζην δίθηπν, ηα πξάγκαηα 

γίλνληαη αθφκα πην δχζθνια. Πξέπεη ηφηε ν ζρεδηαζηήο λα γλσξίδεη ηηο πηζαλφηεηεο 

εκθάληζεο – δηαγξαθήο ησλ θφκβσλ θαη κε βάζε ηηο πηζαλφηεηεο απηέο λα εθηηκήζεη 

ην βέιηηζην κνλνπάηη, εθείλν δειαδή θαηά κήθνο ηνπ νπνίνπ ιακβάλνπκε ην 

ειάρηζην πξνζδνθψκελν θφζηνο (minimum expected cost). Οη Bertsekas θαη 

Tsitsiklis, ζε γλσζηή κειέηε ηνπο (An Analysis of Stochastic Shortest Path Problems) 

πξνηείλνπλ έλα ζεσξεηηθφ κνληέιν απνθάζεσλ πάλσ ζην νπνίν βαζίδεηαη ε εμαγσγή 

ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ. ΢ηελ αλάιπζή ηνπο πεξηιακβάλνπλ ηελ χπαξμε ή κε 

πηζαλνηηθψλ θφκβσλ ελψ ηαπηφρξνλα κεξηκλνχλ θαη γηα ηελ πεξίπησζε φπνπ έρνπκε 

θαη αξλεηηθά θφζηε ζε νξηζκέλεο αθκέο ηνπ δηθηχνπ.  

Σν βαζηθφ αληηθείκελν ηεο κειέηεο ηεο παξνχζεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο είλαη ε 

βέιηηζηε δξνκνιφγεζε νρήκαηνο ζε ζπλζήθεο αβεβαηφηεηαο. Πξνζπαζνχκε επί ηεο 

νπζίαο λα επηιχζνπκε θαηά ην δπλαηφλ, ην πξφβιεκα ηνπ ζπληνκνηέξνπ (ζηελ 

πεξίπησζή καο γξεγνξνηέξνπ) κνλνπαηηνχ φηαλ νη ρξφλνη κεηάβαζεο ζηηο αθκέο 

είλαη ζηνραζηηθά κεγέζε. Θεσξνχκε γλσζηέο ηηο θαηαλνκέο ησλ ρξφλσλ απηψλ. Ζ 

αλάιπζή καο ζα βαζηζηεί ζε γλσζηή εξγαζία (Evdokia Nikolova, Matthew Brand, 

David R. Karger, Optimal Route Planning under Uncertainty) θαη απνζθνπεί ζηελ 

εμαζθάιηζε ελφο ζεσξεηηθνχ πιαηζίνπ απνθάζεσλ ζχκθσλα κε ην νπνίν ζα 

εμάγνπκε έλαλ Φεπδνπνιπσλπκηθφ Αιγφξηζκν πνπ επηιχεη κηα ζηνραζηηθή εθδνρε 

ηνπ SPP. H βαζηθή αξρή ιεηηνπξγίαο ηνπ αιγνξίζκνπ απηνχ είλαη ν Γπλακηθφο 

Πξνγξακκαηηζκφο.      
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Κεθάιαην 3 

 

Βέιηηζηε Γξνκνιφγεζε ππφ ζπλζήθεο 

αβεβαηφηεηαο. Μηα ζηνραζηηθή εθδνρή 

ηνπ πξνβιήκαηνο ζπληνκoηέξνπ κνλν- 

παηηνχ. 

 
΢ην Κεθάιαην απηφ, ζα κειεηήζνπκε νξηζκέλνπο απνδνηηθνχο αιγνξίζκνπο πνπ 

επηιχνπλ ην πξφβιεκα ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ ππφ ζπλζήθεο αβεβαηφηεηαο 

(uncertainty). Θα αλαθεξζνχκε εδψ θαη ζηα δεηήκαηα πνιππινθφηεηαο πνπ 

απνξξένπλ απφ ηε ρξήζε ησλ αιγνξίζκσλ απηψλ. Ζ αλάιπζή καο απνζθνπεί ζηελ 

εμαζθάιηζε ελφο ζεσξεηηθνχ πιαηζίνπ απνθάζεσλ (decision theoretic framework), 

πνπ ζα καο νδεγήζεη ζηελ εχξεζε ηεο βέιηηζηεο δηαδξνκήο: γηα δνζκέλνπο θφκβνπο 

πεγήο S θαη πξννξηζκνχ Σ, πάλσ ζε έλα γξάθν, αλαδεηνχκε ην ST-κνλνπάηη 

ειαρίζηνπ πξνζδσθφκελνπ θφζηνπο (lowest expected cost), δεδνκέλνπ φηη νη ρξφλνη 

κεηάβαζεο ζηηο αθκέο απνηεινχλ ηπραίεο κεηαβιεηέο (random variables) θαη ην 

ζπλνιηθφ θφζηνο γηα νπνηνδήπνηε κνλνπάηη είλαη κηα κε γξακκηθή ζπλάξηεζε ηνπ 

(ζπλνιηθνχ) ρξφλνπ δηαδξνκήο. Παξφιν πνπ νη δχν παξαπάλσ ζεσξήζεηο ζπληζηνχλ 

έλα απνδεθηφ κνληέιν πξνβιήκαηνο δξνκνιφγεζεο ζε πξαγκαηηθά νδηθά δίθηπα, ε 

εθαξκνγή ηνπο θαζίζηαηαη δχζθνιε, εμαηηίαο δχν βαζηθψλ ιφγσλ. Αθελφο, ππάξρεη 

δπζθνιία ζηελ εχξεζε αλαιπηηθήο έθθξαζεο γηα ην πξνζδνθψκελν θφζηνο, 

αθεηέξνπ, ε ππνινγηζηηθή/ζπλδπαζηηθή πνιππινθφηεηα ηνπ πξνβιήκαηνο πεξηνξίδεη 

ηε ιεηηνπξγία κηαο ζπζηεκαηηθήο θαη απνδνηηθήο κεζφδνπ πνπ δίλεη σο απνηέιεζκα 

ην ζπληνκφηεξν κνλνπάηη απηνχ ηνπ ειαρίζηνπ πξνζδνθψκελνπ θφζηνπο. ΢ηα 

πιαίζηα ηεο κειέηεο καο, ζα πξνζδηνξίζνπκε έλα ζχλνιν θαηαιιήισλ κνληέισλ γηα 

ην θφζηνο, θαζψο θαη κηα ζεηξά θαηαλνκψλ γηα ηνπο ρξφλνπο κεηάβαζεο ζηηο αθκέο 

ηνπ γξάθνπ. Οη θαηαλνκέο απηέο θέξνπλ θιεηζηή αλαιπηηθή έθθξαζε ππφ ηε κνξθή 

ζπλέιημεο, ελψ απνηεινχλ θπζηθά απνδεθηέο πεξηπηψζεηο πξνθίι ρξνληθψλ 

θαζπζηεξήζεσλ ζηνπο δξφκνπο πξαγκαηηθψλ νδηθψλ δηθηχσλ. Καηαιήγνπκε επίζεο 

ζε ζπκπεξάζκαηα γχξσ απφ ηελ πνιππινθφηεηα πξνβιεκάησλ δξνκνιφγεζεο, κε 

δνζκέλε αξρηθή ζηηγκή εθθίλεζεο θαη ζπλαξηήζεηο θφζηνπο κε γεληθά ειάρηζηα 

(global minimum). ΢ηε γεληθή πεξίπησζε, ην ζπλνιηθφ θφζηνο δελ δηαρσξίδεηαη ζηα 

θφζηε ησλ αθκψλ, νπφηε δελ ζα αλαθεξζνχκε ζηηο θιαζζηθέο επξηζηηθέο 

πξνζεγγίζεηο ηνπ ζηνραζηηθνχ ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ. Χζηφζν, ε ρξήζε ηερληθψλ 

κεξηθήο ειαρηζηνπνίεζεο (partial minimization techniques) ζθηαγξαθεί κηα 

απνδνηηθή κέζνδν επίιπζεο, πνπ ζε ζπλδπαζκφ κε ηε θηινζνθία ηνπ δπλακηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ πξνζθέξεη  ρακειή πνιπσλπκηθή πνιππινθφηεηα. 

 

 

3.1  Διζαγυγή 

 

Ζ κειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο βέιηηζηεο δξνκνιφγεζεο ππφ ζπλζήθεο αβεβαηφηεηαο 

πξνθχπηεη απφ ηελ αλαγθαηφηεηα ηνπ νηθνλνκηθνχ ζρεδηαζκνχ ησλ κεηαθηλήζεσλ θαη  
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ηεο πινήγεζεο ησλ νρεκάησλ ζηα δηάθνξα νδηθά δίθηπα. Ζ κειέηε απηή ζηνρεχεη 

ζηελ θαηαζθεπή απνδνηηθψλ αιγνξίζκσλ πνπ επηιχνπλ ην ελ ιφγσ πξφβιεκα, 

παξνπζηάδνληαο παξάιιεια ζπκπεξάζκαηα πνπ αθνξνχλ ζηελ πνιππινθφηεηα ησλ 

αιγνξίζκσλ απηψλ. 

Οη ζχγρξνλεο ζπζθεπέο πξνγξακκαηηζκνχ δηαδξνκψλ ρξεζηκνπνηνχλ πιεξνθνξίεο 

πνπ ζρεηίδνληαη κε ηα κήθε ησλ δξφκσλ θαη ηα φξηα ησλ ηαρπηήησλ ησλ νρεκάησλ, 

ππνινγίδνληαο έηζη (αηηηνθξαηηθά) ηα ζπληνκφηεξα ή γξεγνξφηεξα κνλνπάηηα πνπ 

νδεγνχλ απφ θάπνηα ζέζε αθεηεξίαο ζε θάπνηα ζέζε πξννξηζκνχ. Απφ ηε ζηηγκή πνπ 

ην φρεκα μεθηλήζεη ηελ πξνθαζνξηζκέλε δηαδξνκή, ε εζσηεξηθή ζηνραζηηθφηεηα ηνπ 

δηθηχνπ θαη νη κεηαβαιιφκελεο ζπλζήθεο ζηελ θίλεζε ησλ δξφκσλ θαηαζηξαηεγνχλ 

ηε βειηηζηφηεηα ηνπ ζρεδηαζκνχ, νπφηε πξέπεη λα ιάβνπκε ππφςηλ καο νξηζκέλεο 

θξίζηκεο, ελδνγελείο παξακέηξνπο πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ κε-ληεηεξκηληζηηθή 

ζπκπεξηθνξά ηνπ ζπζηήκαηνο. Ζ ζεκεξηλή ηερλνινγία επηηξέπεη ηελ εθηίκεζε ησλ 

ζηαηηζηηθψλ κεγεζψλ πνπ εμειίζζνληαη ζηε δηάξθεηα ηεο δηαδξνκήο, κέζσ εηδηθψλ 

αηζζεηήξσλ κε ηνπο νπνίνπο είλαη εθνδηαζκέλα ηα πεξηζζφηεξα ζπζηήκαηα 

πινήγεζεο. Καιείηαη ινηπφλ ν ζρεδηαζηήο λα ρξεζηκνπνηήζεη απνδνηηθά θαη 

απνηειεζκαηηθά ην ζχλνιν ησλ ζηαηηζηηθψλ πιεξνθνξηψλ ηνπ δηθηχνπ, πξνθεηκέλνπ 

λα ειαρηζηνπνηήζεη ην ζθάικα εθηίκεζεο θαη λα απνθαζίζεη γηα ηε βέιηηζηε 

δηαδξνκή, φρη απηή ηε θνξά κέζα ζε ληεηεξκηληζηηθά πιαίζηα, αιιά κέζα ζε 

ζπλζήθεο αβεβαηφηεηαο.  

Σν ζηαηικό ζηοταζηικό πρόβλημα δρομολόγηζης ζπλίζηαηαη ζηελ εχξεζε ησλ 

βειηίζησλ δηαδξνκψλ πάλσ ζε έλα γξάθν, ηνπ νπνίνπ νη ρξφλνη κεηάβαζεο επί ησλ 

αθκψλ απνηεινχλ ηπραίεο κεηαβιεηέο κε γλσζηέο ζπλαξηήζεηο θαηαλνκψλ. Σν 

θξίζηκν ζεκείν ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο είλαη πσο πξέπεη λα ηεξήζνπκε έλα 

ζπκβηβαζκφ αλάκεζα ζε δχν βαζηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο βέιηηζηεο ιχζεο. Απφ ηε 

κία πξέπεη λα βξνχκε ηε δηαδξνκή πνπ θέξεη ηνλ ειάρηζην πξνζδνθψκελν ρξφλν, απφ 

ηελ άιιε φκσο, επηβάιιεηαη ε ιχζε απηή λα ραξαθηεξίδεηαη απφ αμηνπηζηία, δειαδή  

λα κελ ππνθέξεη απφ έληνλεο απνθιίζεηο (trade-off between speediness and variance). 

Ζ βειηηζηνπνίεζε σο πξνο ην έλα ή ην άιιν ραξαθηεξηζηηθφ κεκνλσκέλα, δελ έρεη 

ηδηαίηεξε ζεκαζία. Γηα παξάδεηγκα, ε έπξεζε ηεο δηαδξνκήο κέζνπ ειαρίζηνπ ρξφλνπ 

έρεη κηθξή αμία, δηφηη ν νδεγφο ελφο νρήκαηνο κπνξεί λα εθηειέζεη κία κφλν θνξά ηε 

ζπγθεθξηκέλε δηαδξνκή θαη εμαηηίαο ησλ ζπλζεθψλ ηεο θίλεζεο, ε δηαδξνκή απηή λα 

απέρεη αηζζεηά απφ ηε κέζε βέιηηζηε πξνηεηλφκελε δηαδξνκή. Ζ βειηηζηνπνίεζε 

ελφο γξακκηθνχ ζπλδπαζκνχ ηεο κέζεο ηηκήο θαη ηεο απφθιηζεο ζίγνπξα απνηειεί 

νξζφηεξε αληηκεηψπηζε ηνπ πξνβιήκαηνο, παξφηη δελ πξνηείλεηαη απεπζείαο απφ ηε 

θπζηθή κνληεινπνίεζε ελφο ζπζηήκαηνο βέιηηζηεο δξνκνιφγεζεο ζε ζπλζήθεο 

αβεβαηφηεηαο. 

Ζ Θεσξία Απνθάζεσλ (Decision Theory), ην πην βαζηθφ ίζσο εξγαιείν θαηάζηξσζεο 

πνιηηηθψλ θαη βειηίζησλ δηαδξνκψλ ζε ζπλζήθεο αβεβαηφηεηαο, εθθξάδεη ην 

ζπκβηβαζκφ αλάκεζα ζηα δχν βαζηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο βέιηηζηεο ιχζεο κέζσ 

κηαο ζπλάξηεζεο θφζηνπο C: → +
. ΢ηε ζεψξεζή καο, ε ζπλάξηεζε C(η) παξηζηάλεη 

κηα ακνηβή ή κηα πνηλή, θαηά ηελ άθημε ηνπ νρήκαηνο θάπνηα ρξνληθή ζηηγκή η, πνπ 

νξίδεηαη ζχκθσλα κε θάπνην ρξνληθφ πεξηζψξην εθπλνήο (deadline). Γηα παξάδεηγκα, 

κηα γξακκηθή ζπλάξηεζε C(η) ειαρηζηνπνηεί ην κέζν ρξφλν δηαδξνκήο, ελψ κηα 

ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε C(η) ειαρηζηνπνηεί ηελ απφθιηζε. Ζ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ 

γξακκηθνχ ζπλδπαζκνχ ηνπο θαηαιήγεη ζε κηα ελδηαθέξνπζα κνξθή, πνπ ζρεηίδεηαη 

κε ηε γελλήηξηα ζπλάξηεζε ησλ θαηαλνκψλ ησλ ρξφλσλ κεηάβαζεο επί ησλ αθκψλ. 

Χζηφζν, δελ κπνξνχκε λα  εμαζθαιίζνπκε εθ ησλ πξνηέξσλ ηελ επίιπζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο κέζσ ηεο ζεψξεζεο ελφο ηέηνηνπ γξακκηθνχ ζπλδπαζκνχ.      
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Θα ζεσξήζνπκε θπξίσο δχν ζηνραζηηθά πξνβιήκαηα δξνκνιφγεζεο, δίλνληαο 

έκθαζε ζε ζπλαξηήζεηο θφζηνπο πνπ θέξνπλ επίθαηξν ραξαθηήξα σο πξνο ηελ 

εμέιημε ηνπ ζπζηήκαηνο ελψ ηαπηφρξνλα δελ πξνβιέπνπλ ρξνληθέο θαζπζηεξήζεηο. 

Γχν βαζηθά εξσηήκαηα πνπ ζα καο απαζρνιήζνπλ είλαη ηα εμήο: «Πνηνο είλαη ν 

βέιηηζηνο ρξφλνο εθθίλεζεο θαη ε βέιηηζηε δηαδξνκή γηα έλα δνζκέλν ρξνληθφ 

πεξηζψξην εθπλνήο;» θαη «Γεδνκέλνπ φηη ην φρεκα θηλείηαη πάλσ ζην δίθηπν, πνηα 

είλαη ε βέιηηζηε δηαδξνκή γηα έλα δνζκέλν ρξνληθφ πεξηζψξην εθπλνήο;». Γηα 

νξηζκέλεο ζπλαξηήζεηο θφζηνπο ηεο επηινγήο καο, ε απάληεζε ζηελ πξψηε εξψηεζε 

κπνξεί λα δνζεί ζρεηηθά εχθνια. ΋ζνλ αθνξά ηε δεχηεξε εξψηεζε φκσο, ηα 

πξάγκαηα είλαη πην ζχλζεηα, αθνχ φπσο ζα δνχκε ην πξφβιεκα εχξεζεο ηεο 

βέιηηζηεο δηαδξνκήο γηα δεδνκέλε ρξνληθή ζηηγκή εθθίλεζεο αλήθεη ζηελ ΝP (θαη 

κάιηζηα hard) θιάζε πνιππινθφηεηαο. 

Σα παξαπάλσ δείρλνπλ ηελ εμάξηεζε ησλ ζηνραζηηθψλ ιχζεσλ απφ ην ρξφλν. Γηα 

παξάδεηγκα, έζησ φηη πξέπεη λα επηιέμνπκε αλάκεζα ζε δχν δηαδξνκέο θαη ην κφλν 

πνπ καο ελδηαθέξεη είλαη λα θηάζνπκε ζηνλ πξννξηζκφ καο πξνηνχ ζπκβεί κηα 

νξηζκέλε εθλπλνή ηνπ ρξφλνπ. Πξνθεηκέλνπ λα απμήζνπκε ηηο πηζαλφηεηεο λα 

πεηχρνπκε ηνλ ζθνπφ απηφ, νδεγνχκαζηε ζηε ζεψξεζε πνπ νξίδεη ε C(η) λα είλαη κηα 

βεκαηηθή ζπλάξηεζε. Αλ μεθηλήζνπκε θάπνηα θνληηλή πξνο ηελ εθπλνή ηνπ ρξφλνπ, 

ρξνληθή ζηηγκή, κηα πην αξγή θαη εληφλσο κεηαβαιιφκελε δηαδξνκή ζα πξνηηκεζεί ζε 

ζρέζε κε κηα ηαρχηεξε θαη πην αμηφπηζηε, αθνχ ε πξψηε πξνζθέξεη πςειφηεξε 

πηζαλφηεηα άθημεο κέζα ζην δεδνκέλν ρξνληθφ πεξηζψξην. 

 

           

  

             

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Δηθφλα 3.1: Ζ βέιηηζηε δηαδξνκή  απφ ηνλ θφκβν S ζηνλ Σ εμαξηάηαη απφ ηε ζηηγκή 

εθθίλεζεο. Ζ δηαδξνκή 1 είλαη θαηά κέζν φξν ηαρχηεξε (κ1<κ2) θαη ζίγνπξα πην 

αμηφπηζηε (ζ1<ζ2), αιιά αλ θάπνηνο μεθηλήζεη ζε ιηγφηεξν απφ 3 ιεπηά πξηλ ηελ 

εθπλνή ηνπ ρξφλνπ, ε δηαδξνκή 2 πξνζθέξεη πςειφηεξε πηζαλφηεηα απνθπγήο ηεο 

θαζπζηέξεζεο. 
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3.1.1  ΢σεηικέρ μελέηερ 

 

Παξαδνζηαθά, ε έξεπλα πάλσ ζηα δεηήκαηα ηεο ζηνραζηηθήο δξνκνιφγεζεο έρεη 

εζηηάζεη ζηε κειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ, ζε ζπλζήθεο 

αβεβαηφηεηαο (Παπαδεκεηξίνπ θαη Γηαλλαθάθεο 1991), (Μπεξηζεθάο θαη Σζηηζηθιήο 

1991). ΢ε νξηζκέλα κνληέια, έρεη γίλεη ε εηζαγσγή νξηζκέλσλ παξακέηξσλ θφζηνπο, 

πνπ αληηζηνηρνχλ ζε θάζε αθκή ηνπ γξάθνπ θαη εμαξηψληαη άκεζα απφ ηελ ηξέρνπζα 

ρξνληθή ζηηγκή, θαηά ηελ νπνία εμειίζζεηαη ε δξνκνιφγεζε.  Με ηνλ ηξφπν απηφ, 

ππεηζέξρεηαη αβεβαηφηεηα ζην ζχζηεκα (Chabini 2002), (Miller-Hooks and 

Mahmasani 2000). Παξφια απηά, δελ κπνξνχκε λα ζεσξνχκε δεδνκέλν θάπνην 

ζεσξεηηθφ κνληέιν απνθάζεσλ, πνπ λα ελζσκαηψλεη απεπζείαο ηελ αβεβαηφηεηα ηνπ 

ζπζηήκαηνο θαη λα δίλεη ζαλ έμνδν ην βέιηηζην κνλνπάηη. Γελ ππάξρεη κηα πιήξεο 

ζεψξεζε, πνπ λα ιακβάλεη ππφςηλ ηεο ηηο πιεξνθνξίεο ησλ θαηαλνκψλ βάξνπο ζηηο 

αθκέο θαη λα πεξηγξάθεη κε ζπλέπεηα πνηα κπνξεί λα είλαη ζηε κέζε πεξίπησζε ε 

νηθνλνκηθφηεξε δηαδξνκή ή ηελ πηζαλφηεηα βάζεη ηεο νπνίαο, κεηαβάιιεηαη 

ζηνραζηηθά ε ιχζε πνπ βξίζθνπκε.   

Πην ζπγθεθξηκέλα, ε κειέηε πνπ ζα καο απαζρνιήζεη ζρεηίδεηαη ζηελά κε δχν 

βαζηθέο γξακκέο ηεο έξεπλαο. Ζ πξψηε (Loui 1983), ζεσξεί έλα παξεκθεξέο 

ζεσξεηηθφ πιαίζην απνθάζεσλ γηα βέιηηζηεο δηαδξνκέο ζε ζπλζήθεο αβεβαηφηεηαο, 

σζηφζν ν ζπγγξαθέαο κειεηά κνλφηνλα απμαλφκελεο ζπλαξηήζεηο θφζηνπο. Γηα έλαλ 

αξηζκφ εηδηθψλ πεξηπηψζεσλ, ζηηο νπνίεο πεξηιακβάλνληαη γξακκηθά θαη εθζεηηθά 

θφζηε (Loui 1983), είλαη ζρεηηθά εχθνιν λα βξνχκε απνδνηηθέο ιχζεηο. Παξφκνηα 

ηζρχνπλ θαη ζηελ πεξίπησζε φπνπ έρνπκε ηπραία θφζηε, αιιά ηα βάξε ζηηο αθκέο 

αθνινπζνχλ μερσξηζηέο, αλεμάξηεηεο ζηαηηζηηθέο θαηαλνκέο (Nikolova 2005). Οη 

Mirchandani θαη Soroush (1985) πξνέθηεηλαλ ηε ζεψξεζε ηνπ Loui, πηνζεηψληαο κηα 

ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε (σο πξνο ην ρξφλν δηαδξνκήο) θφζηνπο, σζηφζν, ν 

αιγφξηζκνο πνπ πξφηεηλαλ θαηαιήγεη ζηε γλσζηή κέζνδν exhaustive search (πάλσ ζε 

φια ηα δπλαηά κνλνπάηηα), νπφηε παξνπζηάδεη εθζεηηθή πνιππινθφηεηα ζηε 

ρεηξφηεξε πεξίπησζε.  

Ζ δεχηεξε γξακκή έξεπλαο ζεσξεί κηα εηδηθή, κνλνηφλσο απμαλφκελε ζπλάξηεζε 

θφζηνπο (εθθξάδεη ηελ πηζαλφηεηα θαζπζηεξεκέλεο άθημεο) θαη πξνηείλεη ηε Γάκκα 

θαηαλνκή (Gamma distribution) σο θπζηθή κνληεινπνίεζε ησλ ζηνραζηηθψλ βαξψλ 

ζηηο αθκέο ηνπ δηθηχνπ.  

Τπάξρνπλ επίζεο δχν παξφκνηα πξνβιήκαηα, ην έλα επθνιφηεξν θαη ην άιιν 

δπζθνιφηεξν. Καηά πξψηνλ, ε ζεσξία απνθάζεσλ ηνπ Markov θαηαιήγεη πην θπζηθά 

ζηελ θαηαζθεπή on-line πνιηηηθψλ, νπφηε ην ζηνραζηηθφ πξφβιεκα ζπληνκνηέξνπ 

κνλνπαηηνχ έρεη αληηκεησπηζηεί έληνλα ζηε βάζε ηεο επίιπζεο κέζσ 

πξνζαξκνζηηθψλ αιγνξίζκσλ (adaptive algorithms). Οη αιγφξηζκνη απηνί 

ππνινγίδνπλ ηελ επφκελε βέιηηζηε αθκή, γηα έλαλ δεδνκέλν θφκβν, ρξεζηκνπνηψληαο 

ηνπο ρξφλνπο κεηάβαζεο πνπ θαηέγξαςε ην ζχζηεκα κέρξη θαη ηνλ θφκβν απηφ (Fan, 

Kalaba and Moore), (Gao and Chabini 2002), (Boyan and Mitzenmacher 2001). 

Οξηζκέλα απφ ηα απνηειέζκαηα, ηα νπνία ζα παξνπζηάζνπκε, κπνξνχλ λα 

πξνζαξκνζηνχλ ψζηε λα ππνινγίζνπκε ηηο πνιηηηθέο απνθάζεσλ ζε θιεηζηή κνξθή. 

Καηά δεχηεξνλ, έρνπλ πξνηαζεί πξνζεγγηζηηθέο κέζνδνη πνπ δίλνπλ σο ιχζε ην κέζν 

βέιηηζην κνλνπάηη ζε ζηνραζηηθά δίθηπα ζηα νπνία νη ζηαηηζηηθέο θαηαλνκέο επί ησλ 

αθκψλ δελ έρνπλ ζεκεία ηζνξξνπίαο, ελψ κπνξεί επίζεο λα αιιάδνπλ θαη ζην ρξφλν 

(nonstationary,time-varying distributions) (Miller-Hooks and Mahmasani 2000), (Fu 

and Rillet 1998), (Gao and Chabini 2002), (Hall 1986). Χζηφζν, νη πεξηζζφηεξεο 

πξνζεγγίζεηο βαζίδνληαη ζε επξηζηηθέο ηερληθέο, πνπ έρνπλ άγλσζηα πνζνζηά 

πξνζέγγηζεο (unknown approximation ratios). Κάηη ηέηνην είλαη ινγηθφ, αθνχ 
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ζχκθσλα κε θάπνηα ζεκεξηλά απνηειέζκαηα ην πξφβιεκα ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ 

κε ρξνληθά κεηαβαιιφκελεο ζηαηηζηηθέο θαηαλνκέο ζηηο αθκέο, είλαη ζηε γεληθή 

πεξίπησζε NP-hard.  

 

 

3.1.2  To ζηοσαζηικό ππόβλημα δπομολόγηζηρ 

 

Σν ζηνραζηηθφ πξφβιεκα δξνκνιφγεζεο αληηκεησπίδεηαη κέζσ ηεο ζχλζεζεο ελφο 

θπζηθνχ, ζεσξεηηθνχ πιαηζίνπ απνθάζεσλ (natural decision-theoretic framework), 

πνπ παξακεηξνπνηεί θνξκαιηζηηθά ηελ αβεβαηφηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο. Έλα βαζηθφ 

εκπφδην πνπ πξνθχπηεη εδψ, είλαη ε εχξεζε κηαο θιεηζηήο έθθξαζεο πνπ λα 

πεξηγξάθεη ην κέζν πξνζδνθψκελν θφζηνο δηαδξνκήο. Ζ κε δηαρσξηζηκφηεηα ηνπ 

θφζηνπο απηνχ πάλσ ζηηο αθκέο ζπληζηά αθφκα κηα δπζθνιία, πνπ πξνζαλαηνιίδεη ηε 

ζρεδίαζή καο ζε γλσζηέο ηερληθέο ηνπ δπλακηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ.  

Θα θαζνξίζνπκε έλα ζχλνιν θαηαιιήισλ ζπλαξηήζεσλ θφζηνπο γηα νρήκαηα θαζψο 

θαη ζπγθεθξηκέλα κνληέια αβεβαηφηεηαο γηα νδηθά δίθηπα. Αλαηξέρνληαο ζηε 

βηβιηνγξαθία πνπ αθνξά ζηα ζηνραζηηθά πξνβιήκαηα βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ, 

ζεκεηψλνπκε φηη νη θαηαλνκέο ηνπ θφζηνπο πεξηγξάθνληαη απφ ζπλερείο ηπραίεο 

κεηαβιεηέο, ελψ πεξηέρνπλ θιεηζηή έθθξαζε ππφ ηε κνξθή ζπλέιημεο. Έηζη ινηπφλ, 

ην πξνζδνθψκελν θφζηνο θάπνηνπ κνλνπαηηνχ ππνινγίδεηαη αλαιπηηθά θαη 

θαζίζηαηαη δπλαηή αξθεηέο θνξέο ε εθηίκεζε ειαρίζηνπ θφζηνπο πνπ ζπλδέεηαη κε 

ηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Δμεηάδνπκε έλα θάζκα ζηνραζηηθψλ πξνβιεκάησλ 

δξνκνιφγεζεο, θαηαιήγνληαο ζην ζπκπέξαζκα φηη νξηζκέλα απφ απηά κεηαπίπηνπλ 

ζηελ πεξίπησζε ηνπ θιαζζηθνχ (ληεηεξκηληζηηθνχ) πξνβιήκαηνο ζπληνκνηέξνπ 

κνλνπαηηνχ. Πεξαηηέξσ, ζρνιηάδνπκε ηα δεηήκαηα πνιππινθφηεηαο πνπ 

αλαδεηθλχνληαη απφ ηελ πξνζεγγηζηηθή κέζνδν πνπ εθαξκφδεηαη ζηα πξνβιήκαηα 

απιψλ κνλνπαηηψλ (κνλνπάηηα πνπ δελ πεξηέρνπλ βξφρνπο). Αληίζηνηρα θηλνχκαζηε 

θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο NP (-hardness) πνιππινθφηεηαο, πνπ είλαη γσζηφ πσο 

ραξαθηεξίδεη γεληθά πξνβιήκαηα δξνκνιφγεζεο, ζηα νπνία έρνπκε δηάθνξεο 

ζπλαξηήζεηο θφζηνπο θαη θαζνξηζκέλελεο ζηηγκέο εθθίλεζεο. Σα ζπκπεξάζκαηα πνπ 

εμάγνπκε εδψ, επεθηείλνληαη κεξηθψο ζε πξνβιήκαηα κε ζηνραζηηθνχο ρξφλνπο 

κεηάβαζεο (stochastic travel times). Ζ επέθηαζε απηή δελ παξαθηλείηαη γεληθά απφ 

ηηο απνδείμεηο πνπ έρνπκε γχξσ απφ ηελ πνιππινθφηεηα ηνπ ληεηεξκηληζηηθνχ 

πξνβιήκαηνο δξνκνιφγεζεο. Απηφ ζπκβαίλεη γηαηί ππάξρνπλ παξαδείγκαηα 

ληεηεξκηληζηηθψλ πξνβιεκάησλ, πνπ είλαη NP-hard, αιιά κεηαπίπηνπλ ζηελ P θιάζε  

φηαλ ηνπο πξνζδίλεηαη ζηνραζηηθφο ραξαθηήξαο (Bruno et al. 1981). 

Θα ζεσξήζνπκε έλα αξθεηά ζπγθεθξηκέλν ζεσξεηηθφ πιαίζην απνθάζεσλ. Ο 

αληηθεηκεληθφο καο ζθνπφο πεξηιακβάλεη ηελ ειαρηζηνπνίεζε κηαο δεδνκέλεο 

πνζφηεηαο πνπ είλαη ζπλάξηεζε ηνπ κνλνπαηηνχ, αιιά θαη ηελ εθηίκεζε ηεο 

βέιηηζηεο ρξνληθήο ζηηγκήο εθθίλεζεο απφ ηνλ θφκβν ηεο πεγήο. Μπνξνχκε ινηπφλ 

λα δηαρσξίζνπκε δχν πξνβιήκαηα: απηφ ηεο εχξεζεο ηεο βέιηηζηεο δηαδξνκήο γηα 

κηα δνζκέλε ρξνληθή ζηηγκή εθθίλεζεο θαη εθείλν ηεο εθινγήο ηεο βέιηηζηεο 

ρξνληθήο ζηγκήο εθθίλεζεο. Θα δείμνπκε φηη γηα νξηζκέλεο ζπλαξηήζεηο θφζηνπο, ην 

δεχηεξν πξφβιεκα (εχξεζε ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ θαη ηεο βέιηηζηεο ζηηγκήο 

εθθίλεζεο) κεηαπίπηεη ζηελ θιαζζηθή πεξίπησζε ηνπ ληεηεξκηληζηηθνχ ζπληνκνηέξνπ 

κνλνπαηηνχ. Σν πξψην πξφβιεκα (εχξεζε βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ κφλν) είλαη NP-

hard. ΋ζνλ αθνξά ζηα NP-hard παξαδείγκαηα, αλαπηχζζνπκε θάπνηνπο ςεπδν- 

πνιπσλπκηθνχο (pseudopolynomial) αιγνξίζκνπο πνπ ραξαθηεξίδνληαη απφ ρακειή 

πνιπσλπκηθή πνιππινθφηεηα. Σν κέγεζνο ηνπ γξάθνπ θαη νη κέγηζηνη κέζνη ρξφλνη 

κεηάβαζεο ζηηο αθκέο, απνηεινχλ βαζηθέο παξακέηξνπο απφ ηηο νπνίεο εμαξηάηαη ε 
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πνιππινθφηεηα ηνπ αιγνξίζκνπ πνπ ζα αλαπηχμνπκε. ΢ηα πξαγκαηηθά νδηθά δίθηπα, 

νη ρξφλνη κεηάβαζεο ησλ νρεκάησλ ζηνπο δξφκνπο, θξάζζνληαη ζίγνπξα απφ 

πνζφηεηεο πνπ κεηαβάιινληαη πνιπσλπκηθά. Ξεθηλψληαο απφ κηα ηέηνηα 

παξαηήξεζε, ζεκεηψλνπκε φηη ν αιγφξηζκνο πνπ πξνηείλνπκε, απνηειεί κηα πξαθηηθή 

ιχζε, αξθεηά πην απνδνηηθή απφ ηνπο πξνεγνχκελνπο αιγνξίζκνπο πνπ βαζίδνληαλ 

ζηελ exhaustive search κέζνδν θαη έρνπλ εθζεηηθή πνιππινθφηεηα. Θα ζεσξήζνπκε 

φηη νη ρξφλνη κεηάβαζεο ησλ αθκψλ είλαη ζηαηηζηηθψο αλεμάξηεηνη. Ζ παξαδνρή 

απηή δελ θαληάδεη ξεαιηζηηθή. ΢ίγνπξα ε θίλεζε ησλ νρεκάησλ ζε θάπνην δξφκν ηνπ 

δηθηχνπ επεξεάδεη ηελ θίλεζε θάπνηνπ άιινπ δξφκνπ, σζηφζν ζθφπηκα ιακβάλεηαη 

δεδνκέλε ιφγσ κείσζεο ηεο πνιππινθφηεηαο ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 

 

3.2  Γιαηύπυζη ηος Πποβλήμαηορ 

 

Έζησ G=(V,E) έλαο θαηεπζπλφκελνο γξάθνο κε έλαλ θφκβν πεγήο S θαη έλαλ θφκβν 

πξννξηζκνχ Σ. Τπνζέηνπκε φηη ν ρξφλνο γηα λα κεηαβνχκε κηα πιεπξά e E ηνπ 

γξάθνπ αθνινπζεί κηα θαηαλνκή κε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο fe(∙), ελψ νη 

ρξφλνη κεηάβαζεο γηα δηαθνξεηηθέο αθκέο είλαη ζηαηηζηηθψο αλεμάξηεηνη. 

Τπνζέηνπκε αθφκε πσο ην φρεκα πξέπεη λα θηάζεη ζηνλ πξννξηζκφ κέζα ζε έλα 

πεξηζψξην εθπλνήο ηνπ ρξφλνπ (deadline), ην νπνίν δειψλεηαη σο ε ρξνληθή ζηηγκή 0. 

Ζ πνηλή πνπ επηζχξεη ε άθημε ηνπ νρήκαηνο ηε ρξνληθή ζηηγκή η, αλαθέξεηαη σο C(η). 

Ο ρξφλνο η είλαη ζεηηθφο γηα θαζπζηεξεκέλεο αθίμεηο θαη αξλεηηθφο γηα αθίμεηο πνπ 

ζπκβαίλνπλ λσξίο. 

 Έζησ e ε ηειεπηαία πιεπξά ελφο κνλνπαηηνχ, πνπ νδεγεί απεπζείαο ζηνλ πξννξηζκφ. 

Σφηε ην πξνζδνθψκελν θφζηνο EC(t), πνπ πξνθχπηεη απφ ηε κεηάβαζε ηεο πιεπξάο e, 

μεθηλψληαο ηε ρξνληθή ζηηγκή t, δίλεηαη απφ ηε ζπλέιημε: 

 

            

 

 

         

 

Θεσξψληαο φηη νη ρξφλνη κεηάβαζεο ζηηο αθκέο είλαη αλεμάξηεηνη κεηαμχ ηνπο, 

πξνθχπηεη φηη ην πξνζδνθψκελν θφζηνο (Expected Cost) ελφο κνλνπαηηνχ 

P={e1,…,er}, μεθηλψληαο ηε ρξνληθή ζηηγκή t, είλαη: 

 

              
        

                        
 

 

 

 
                   (3.1) 

 

Γηαθξίλνπκε ηψξα δχν δηαθνξεηηθά πξνβιήκαηα: 

 

1)Δχξεζε ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ P θαη ηεο βέιηηζηεο ζηηγκήο εθθίλεζεο 

 

                                                                                                                   (3.2) 

 

2) Δχξεζε ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ P γηα κηα δεδνκέλε ρξνληθή ζηηγκή εθθίλεζεο. 

 

Αλ απεηθνλίζνπκε γξαθηθά ην πξνζδσθφκελν θφζηνο θάζε κνλνπαηηνχ σο 

ζπλάξηεζε ηεο ρξνληθήο ζηηγκήο εθθίλεζεο, ιακβάλνπκε κηα νηθνγέλεηα θακππιψλ, 

πνπ θαίλνληαη ζηελ εηθφλα 3.2. Σν βέιηηζην κνλνπάηη γηα κηα δεδνκέλε ζηηγκή 

εθθίλεζεο πξνθχπηεη απφ ηελ ρακειφηεξε θακπχιε  ζην ζπγθεθξηκέλν ζεκείν. 
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Οθείινπκε λα πξνζέμνπκε φηη θάζε κνλνπάηη κπνξεί λα είλαη βέιηηζην γηα 

δηαθνξεηηθέο ζηηγκέο εθθίλεζεο. Σν γεληθφ ειάρηζην απφ φιεο ηηο θακπχιεο δείρλεη ηε 

βέιηηζηε ζηηγκή γηα λα μεθηλήζεη ε δηαδξνκή ηνπ νρήκαηνο.  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δηθφλα 3.2: Κάζε κνλνπάηη ραξαθηεξίδεηαη απφ κηα ζπλάξηεζε πνηλήο 

πξνζδσθφκελνπ θφζηνπο EC(t), ε νπνία ιακβάλεη σο φξηζκα ηε ρξνληθή ζηηγκή 

εθθίλεζεο t. Αλ αλαρσξήζνπκε ηε ζηηγκή πνπ νξίδεηαη απφ ην θαηαθφξπθν βέινο, ην 

κνλνπάηη 3 είλαη ην βέιηηζην, παξφιν πνπ ην γεληθφ αθξφηαην γηα ηε ζηηγκή 

εθθίλεζεο εληνπίδεηαη ζηελ ειάρηζηε ηηκή θφζηνπο γηα ην κνλνπάηη 2.  

 

 

3.2.1  Τπολογιζμόρ ηος κόζηοςρ ενόρ μονοπαηιού 

 

΢ηε γεληθή πεξίπησζε, ε έθθξαζε ηνπ πξνζδoθψκελνπ θφζηνπο ζηελ εμίζσζε (3.1) 

είλαη αδχλαην λα ππνινγηζηεί ζε θιεηζηή κνξθή. Θα εζηηάζνπκε ινηπφλ ζε δχν 

νηθνγέλεηεο ζπλαξηήζεσλ θφζηνπο, γηα ηηο νπνίεο ην νινθιήξσκα κπνξεί λα 

ππνινγηζηεί αθξηβψο θαη νη νπνίεο ζπληζηνχλ θπζηθά, απνδεθηά κνληέια γηα νδηθά 

δίθηπα. Έηζη, ζεσξνχκε εδψ πνιπσλπκηθέο θαη εθζεηηθέο ζπλαξηήζεηο θφζηνπο. 

Τπνζέηνπκε φηη ν νδεγφο ηνπ νρήκαηνο εθηηκά ην ρξφλν ηνπ θαη δελ επηδηψθεη λα 

μεθηλήζεη ή λα θηάζεη λσξίο ζηνλ πξννξηζκφ ηνπ. Δίλαη επλφεην πσο ε ζπλάξηεζε 

θφζηνπο πξέπεη λα εθρσξεί πνηλή (αζχκκεηξε), ηφζν ζηελ πείπησζε θαζπζηέξεζεο 

φζν θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ην φρεκα θζάλεη ζηνλ πξννξηζκφ ηνπ αξθεηά λσξίο 

(penalize both lateness and earliness). Έρεη λφεκα λα εθρσξείηαη πνηλή ζε κε 

θαζπζηεξεκέλε άθημε, φηαλ γηα παξάδεηγκα ην φρεκα θηάλεη ζε έλα ζηαζκφ 

εμππεξέηεζεο θαη είλαη αξθεηά λσξίο ζε ζεκείν πνπ δελ ππάξρεη θάπνηνο ζην ζηαζκφ 

πξνθεηκέλνπ λα παξαιάβεη ηα θνξηία παξάδνζεο  ηνπ νρήκαηνο. Παξφιν πνπ αξθεηά 

απφ ηα απνηειέζκαηα ζηα νπνία ζα θαηαιήμνπκε εθαξκφδνληαη γηα γεληθέο 

πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο θφζηνπο (θαη ηα ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ πνιππινθφηεηα 

ηζρχνπλ γηα δηάθνξεο ζπλαξηήζεηο κε γεληθά ειάρηζηα), ζα ζεσξήζνπκε εδψ 

ηεηξαγσληθέο θαη ηεηξαγσληθέο+εθζεηηθέο ζπλαξηήζεηο θφζηνπο.  

 

Σεηπαγυνικό Κόζηορ 
 

Τπνζέηνπκε φηη ην θφζηνο πνπ πιεξψλνπκε φηαλ ην φρεκα θηάζεη ζηνλ πξννξηζκφ 

ηε ρξνληθή ζηηγκή η είλαη ηεο κνξθήο C(η)=η
2
. Τπνζέηνπκε αθφκε φηη ην κνλνπάηη 
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πνπ νδεγεί απφ ηελ πεγή ζηνλ πξννξηζκφ απνηειείηαη απφ κία θαη κφλν αθκή. Ο 

ρξφλνο κεηάβαζεο ηεο αθκήο πεξηγξάθεηαη απφ κία ηπραία κεηαβιεηή Τ, κε 

ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο f(∙), κέζεο ηηκήο κ θαη απφθιηζεο ζ
2
. Σν 

πξνζδνθψκελν θφζηνο ηφηε, (ζεσξψληαο φηη μεθηλνχκε ηελ αλαρψξεζε απφ ηελ πεγή 

ηε ρξνληθή ζηηγκή t) ζα είλαη: 

 

                      
 

 

                       δειαδή

 

 

 

 

 

 

                                                   
 

Οπφηε έρνπκε φηη           κ   ζ   
Αλ ηψξα ζεσξήζνπκε φηη ην κνλνπάηη απνηειείηαη απφ r ην πιήζνο αθκέο, 

ραξαθηεξηδφκελεο απφ ηπραίνπο ρξφλνπο κεηάβαζεο Yi κε ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο fi(∙), κέζσλ ηηκψλ κi θαη απνθιίζεσλ ζi
2
 (i=1,2,…,r), ην  πξνζδνθψκελν 

θφζηνο ζα είλαη: 

 

                

 

   

 

 

 

            

 

   

 

 

     κ
 

 

   

 

 

  ζ 
 

 

   

 

 

Πξνθχπηεη ινηπφλ, φηη ην θφζηνο ελφο κνλνπαηηνχ ειαρηζηνπνηείηαη ηε ρξνληθή 

ζηηγκή εθθίλεζεο     κ
 

 
    (αξλεηηθφο κέζνο ρξφλνο κεηάβαζεο ηνπ 

κνλνπαηηνχ). Γηα απηήλ ηελ ηηκή εθθίλεζεο ην πξνζδνθψκελν θφζηνο είλαη ίζν κε:  

       ζ 
 

 

   

 

H ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε θφζηνπο δελ ζεσξείηαη ξεαιηζηηθή απφ ηε ζηηγκή πνπ 

εθρσξεί ηελ ίδηα πνηλή ζε θαζπζηεξεκέλεο αθίμεηο θαη ζε αθίμεηο πνπ ζπκβαίλνπλ 

λσξίο. ΋πσο είδακε παξαπάλσ, θάηη ηέηνην νδεγεί ζηελ επηινγή ηεο πην ζίγνπξεο 

δηαδξνκήο ρσξίο λα καο ελδηαθέξεη ν κέζνο ρξφλνο κεηάβαζεο. Απφ ηελ άιιε 

πιεπξά, νη γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο θφζηνπο, πνπ νδεγνχλ ζηελ εχξεζε ησλ κέζσλ 

ζπληνκνηέξσλ κνλνπαηηψλ (ρσξίο λα κεξηκλνχλ γηα ηηο απνθιίζεηο), δελ επεξεάδνπλ 

ηα φζα πεξηγξάςακε, εθηφο απφ ην φηη κεηαθηλνχλ ην ελεξγφ ρξνληθφ πεξηζψξην (απηφ 

δειαδή πξηλ ηελ εθπλνή). Έηζη ινηπφλ, εθνδηάδνπκε ηε ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε 

θφζηνπο κε έλαλ εθζεηηθφ φξν, ν νπνίνο εθρσξεί πςειφηεξε πνηλή ζηηο 

θαζπζηεξεκέλεο αθίμεηο. 

 

Σεηπαγυνικό+Δκθεηικό Κόζηορ 
 

Αο ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε θφζηνπο C(η)=η
2
+ιe

kη
, φπνπ θαη πάιη κε η 

ζπκβνιίδνπκε ηε ρξνληθή ζηηγκή άθημεο αλαθνξηθά κε ην πεξηζψξην ηεο εθπλνήο ηνπ 

ρξφλνπ, πνπ αληηζηνηρεί ζηε ρξνληθή ζηηγκή 0. Οη παξάκεηξνη k,ι θαζνξίδνπλ ηελ 

ηζρχ ηεο πνηλήο θαζπζηέξεζεο. Δίλαη ι≥0 θαη ην πξφζεκν ηεο παξακέηξνπ k 

επηιέγεηαη σο εμήο: αλ ν νδεγφο ηνπ νρήκαηνο είλαη επηξεπήο ζε θαζπζηεξήζεηο ε 

ηηκή ηνπ k είλαη αξλεηηθή (δειαδή ν εθζεηηθφο φξνο ηνπ θφζηνπο θζίλεη).   

΢ηελ πεξίπησζε απηή, κπνξνχκε αθφκα λα εμάγνπκε κηα θιεηζηή έθθξαζε γηα ην 

πξνζδνθψκελν θφζηνο ηνπ κνλνπαηηνχ. Γηα κνλνπάηη κίαο κφλν αθκήο, κε 
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ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο f(Y), κέζεο ηηκήο κ θαη απφθιηζεο ζ
2
, έρνπκε 

φηη: 

 

                   ι                  ζ  ι         

 

 

 

 

φπνπ Δ[e
kY

] είλαη ε ξνπνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο ηεο κεηαβιεηήο Τ. ΋ηαλ 

ην κνλνπάηη απνηειείηαη απφ r ην πιήζνο αθκέο κε ππθλφηεηεο fi(Yi), κέζσλ ηηκψλ κi 

θαη απνθιίζεσλ ζi
2
 (i=1,…,r), ην πξνζδνθψκελν θφζηνο ηνπ κνλνπαηηνχ (γηα ζηηγκή 

αλαρψξεζεο ίζε κε t) ζα είλαη: 

 

          κ
 

 

   

 

  

  ζ 
 

 

   

 ι           

 

   

 

 

 

3.2.2  Δπιλογή ηυν καηανομών ηυν σπόνυν μεηάβαζηρ 

 

Παξαδνζηαθά, νη ρξφλνη κεηάβαζεο ζηηο αθκέο έρνπλ κνληεινπνηεζεί απφ θαλνληθέο 

θαηαλνκέο. Γηα κηα θαλνληθά θαηαλεκεκέλε κεηαβιεηή Τ~Ν(κ,ζ
2
), έρνπκε φηη 

Δ[e
kY

]=exp(kκ+(k
2
ζ

2
/2)). Δπνκέλσο, ην πξνζδνθψκελν θφζηνο ελφο κνλνπαηηνχ κε r 

ην πιήζνο αλεμάξηεηνπο, θαλνληθά θαηαλεκεκέλνπο ρξφλνπο κεηάβαζεο ζηηο αθκέο, 

ζα είλαη: 

           κ
 

 
       ζ 

  ι       κ  
 ζ 

 

 
 
     

                                           (3.3) 

 

Χζηφζν, ε θαλνληθή θαηαλνκή ζεσξείηαη κε ξεαιηζηηθή, αθνχ εθρσξεί πηζαλφηεηεο 

(ζεηηθέο ηηκέο) ζε αξλεηηθνχο ρξφλνπο κεηάβαζεο. Μηα πην θπζηθψο απνδεθηή 

θαηαλνκή πξνθχπηεη, αλ παξαηεξήζνπκε φηη ζε ζπλήζεηο ζπλζήθεο ηεο θίλεζεο 

(collision-free traffic conditions) νη αθίμεηο ησλ νρεκάησλ ζε νπνηνδήπνηε πξννξηζκφ 

ηνπ δηθηχνπ πεξηγξάθνληαη απφ δηαδηθαζίεο Poisson. Κάηη ηέηνην ππνλνεί φηη νη 

ρξφλνη κεηάβαζεο αθνινπζνχλ ηε Γάκκα (Gamma) θαηαλνκή. Οη θαηαλνκέο ηχπνπ 

Γάκκα πξνηείλνληαη ζε πξνβιήκαηα δξνκνιφγεζεο ππφ ζπλζήθεο αβεβαηφηεηαο, 

ζχκθσλα θαη κε ηηο βηβιηνγξαθηθέο πεγέο (Fan, Kalaba and Moore). Γξάθνπκε φηη 

te~γ(αe,be) γηα λα δείμνπκε φηη ν ρξφλνο κεηάβαζεο ηεο αθκήο e ζην γξάθν αθνινπζεί 

ηελ γάκκα θαηαλνκή κε παξάκεηξν κνξθήο αe θαη παξάκεηξν θιίκαθαο be. H κέζε 

ηηκή ηεο θαηαλνκήο απηήο δίλεηαη σο κe=αεbe θαη ε απφθιηζε σο ζe
2
=αebe

2
. H 

ππθλφηεηα ηεο γάκκα θαηαλνκήο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 

γ α      
 α       

  Γ α 
 

 

φπνπ Γ α    α        
 

 
 είλαη ε γάκκα ζπλάξηεζε. Ζ θαηαλνκή Γάκκα έρεη 

απζηεξψο κε αξλεηηθέο ηηκέο θαη επηπξνζζέησο, κπνξνχκε λα θαζνξίζνπκε έλαλ 

ειάρηζην ρξφλν κεηάβαζεο ξπζκίδνληαο ηελ παξάκεηξν y. Δλ ζπλερεία, ζα κηιάκε γηα 

κε ξπζκηδφκελεο θαηαλνκέο. Ζ γελίθεπζε πνπ αθνξά ηε ξχζκηζε ηεο παξακέηξνπ y 

ζα δνζεί φπνπ ρξεηαζηεί θάηη ηέηνην.  
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Γηα κηα γάκκα ηπραία κεηαβιεηή Y, έρνπκε φηη E[e
kY

]=(1-kb)
-α

, νπφηε ην 

πξνζδνθψκελν θφζηνο γηα έλα κνλνπάηη κε ζηαηηζηηθψο αλεμάξηεηεο, γάκκα 

θαηαλνκέο ησλ ρξφλσλ κεηάβαζεο ησλ αθκψλ ζα  είλαη: 

 

          α   
 
       α   

  
    ι            

 α  
                         (3.4) 

 

H έθθξαζε απηή γηα ην πξνζδνθψκελν θφζηνο δελ έρεη πιένλ απιή αλαιπηηθή κνξθή 

γηα ηελ ειάρηζηε ηηκή πνπ ιακβάλεη. 

 

 

3.3  Βέληιζηη δπομολόγηζη και βέληιζηη ζηιγμή εκκίνηζηρ 

 

΢ην ζεκείν απηφ, ζα ζεσξήζνπκε ην (ππν)πξφβιεκα ηεο απφ θνηλνχ βειηηζηνπνίεζεο 

φζνλ αθνξά ζην κνλνπάηη θαη ζηε ρξνληθή ζηηγκή εθθίλεζεο. Θα δείμνπκε φηη ε 

ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε θφζηνπο κε γεληθέο θαηαλνκέο ζηηο αθκέο, φπσο επίζεο θαη ε 

ηεηξαγσληθή+εθζεηηθή ζπλάξηεζε θφζηνπο κε Gaussian θαηαλνκέο ζηηο αθκέο 

νδεγνχλ ζηελ επηινγή ηνπ κνλνπαηηνχ ειαρίζηεο (αζξνηζηηθήο) απφθιηζεο, 

ζπλεγνξψληαο ππέξ ηεο ρξήζεο κηαο ηππηθήο κεζφδνπ επίιπζεο ηνπ ζπληνκφηεξνπ 

κνλνπαηηνχ. Απφ ηελ άιιε πιεπξά, ε ηεηξαγσληθή+εθζεηηθή ζπλάξηεζε θφζηνπο κε 

Γάκκα θαηαλνκέο ζηηο αθκέο δελ ηθαλνπνηεί ηελ ηδηφηεηα ηεο βειηηζηφηεηαο ησλ 

επηκέξνπο ππν-κνλνπαηηψλ (sub-path optimality property) πνπ ρξεηάδεηαη κηα 

πξνζέγγηζε ηχπνπ δπλακηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, νπφηε παξακέλεη έλα αλνηρηφ 

πξφβιεκα ε πεξίπησζε απηή.  

Θπκφκαζηε φηη φηαλ C(t)=t
2
, ην πξνζδνθψκελν θφζηνο ελφο κνλνπαηηνχ 

ειαρηζηνπνηείηαη ηε ζηηγκή εθθίλεζεο     κ
 

 
   , πνπ είλαη ν αξλεηηθφο κέζνο 

ρξφλνο κεηάβαζεο ηνπ κνλνπαηηνχ. Γηα απηή ηε (βέιηηζηε) ρξνληθή ζηηγκή εθθίλεζεο, 

ε πξνζδνθψκελε πνηλή ηζνχηαη κε ην άζξνηζκα ησλ απνθιίζεσλ ησλ ηπραίσλ 

κεηαβιεηψλ, δειαδή έρνπκε φηη        ζ 
  

      Δπνκέλσο, κπνξνχκε λα βξνχκε ην 

βέιηηζην κνλνπάηη-απηφ κε ηε κηθξφηεξε ζπλνιηθή απφθιηζε, κε κηα απιή εθαξκνγή 

ηνπ αιγνξίζκνπ ηνπ Dijkstra, φπνπ ζε θάζε αθκή e E αληηζηνηρίδνπκε ηελ απφθιηζή 

ηεο ζe
2
. Άξα θαη ε βέιηηζηε ζηηγκή εθθίλεζεο ζα δίλεηαη απφ ην κέζν ρξφλν 

κεηάβαζεο ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ. ΢ίγνπξα ινηπφλ, ε εχξεζε ηνπ βειηίζηνπ 

κνλνπαηηνχ θαη ηεο βέιηηζηεο ζηηγκήο εθθίλεζεο ζε έλα ζηνραζηηθφ πξφβιεκα κε 

ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε θφζηνπο θαληάδεη εχθνιε δηαδηθαζία. ΢ην πξφβιεκα φκσο 

ηεο εχξεζεο ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ γηα κηα δεδνκέλε ζηηγκή εθθίλεζεο δελ γίλεηαη 

λα επσθειεζνχκε απφ ηελ απιή κνξθή ηεο έθθξαζεο ηνπ πξνζδνθψκελνπ θφζηνπο. 

΋πσο ζα δνχκε ζηελ πνξεία, ην πξφβιεκα απηφ είλαη NP-hard.  

Αλ πξνζζέζνπκε ζηελ ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε θφζηνπο έλαλ φξν εθζεηηθήο πνηλήο, 

πνπ ηηκσξεί ηηο θαζπζηεξεκέλεο αθίμεηο, δειαδή αλ C(t)=t
2
+ιe

kt
, ην πξνζδνθψκελν 

θφζηνο γηα έλα κνλνπάηη πνπ θέξεη Γάκκα θαηαλνκέο ζηηο αθκέο, εμαθνινπζεί λα έρεη 

κηα απιή θιεηζηή έθθξαζε πνπ δίλεηαη απφ ηελ εμίζσζε (3.4). Χζηφζν, ζα 

ραιαξψζνπκε ηελ ηδηφηεηα ηεο δηαρσξηζηκφηεηαο ησλ ηεηξαγσληθψλ ζπλαξηήζεσλ 

θφζηνπο, γεγνλφο πνπ καο επηηξέπεη λα αλαδεηήζνπκε κηα ιχζε βαζηδφκελε ζηνλ 

Γπλακηθφ Πξνγξακκαηηζκφ. 

 

Θεώπημα 1  

Ζ απφ θνηλνχ εχξεζε ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ θαη ηεο βέιηηζηεο ζηηγκήο εθθίλεζεο: 

(i) κε ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε θφζηνπο θαη γεληθέο θαηαλνκέο ζηηο αθκέο, επηιχεηαη 

αθξηβψο κε έλαλ ληεηεξκηληζηηθφ αιγφξηζκν εχξεζεο ηνπ ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ. 
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(ii) κε ηεηξαγσληθή+εθζεηηθή ζπλάξηεζε θφζηνπο θαη θαλνληθέο θαηαλνκέο ζηηο 

αθκέο, επηιχεηαη αθξηβψο κε έλαλ ληεηεξκηληζηηθφ αιγφξηζκν εχξεζεο ηνπ 

ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ.  

(iii) κε ηεηξαγσληθή+εθζεηηθή ζπλάξηεζε θφζηνπο θαη γεληθέο θαηαλνκέο ζηηο αθκέο, 

κπνξεί λα κελ ηθαλνπνηεί ηελ ηδηφηεηα ηεο βειηηζηφηεηαο γηα θάζε ππν-κνλνπάηη (sub-

path optimality property) θαη έηζη απνθιείεη ηε ρξήζε γλσζηψλ ηερληθψλ πνπ 

βαζίδνληαη ζηνλ Γπλακηθφ Πξνγξακκαηηζκφ. 

 

Απόδειξη 
Σν ζπκπέξαζκα (i) πξνθχπηεη απφ ηα φζα πεξηγξάθεθαλ παξαπάλσ. Θα δείμνπκε φηη 

ηζρχεη ην ζπκπέξαζκα (iii) κέζσ ελφο αληηπαξαδείγκαηνο ζην νπνίν ε ηδηφηεηα ηεο 

ππν-βειηηζηφηεηαο (sub-optimality) δελ ηζρχεη γηα θάζε ππν-κνλνπάηη. Αο 

ζεσξήζνπκε ην γξάθν κε δχν παξάιιεια δεχγε αθκψλ φπσο θαίλεηαη ζηνλ Πίλαθα 

3.1. ΋ιεο νη αθκέο θέξνπλ Γάκκα θαηαλνκέο. Παξαζέηνπκε ηα δεχγε κέζσλ ηηκψλ-

απνθιίζεσλ πνπ είλαη ηα (12.5,10) γηα ηηο επάλσ αθκέο θαη (26,8,15) γηα ηηο θάησ. Σν 

βέιηηζην κνλνπάηη απφ ηνλ θφκβν Α ζηνλ θφκβν C απνηειείηαη απφ ηηο θάησ δχν 

αθκέο, κε βέιηηζηε ζηηγκή εθθίλεζεο 74,79 κνλάδεο πξηλ ηελ εθπλνή ηνπ ρξφλνπ (έηζη 

εμεγείηαη ην πξφζεκν κείνλ ζηνλ πίλαθα) θαη ειάρηζην θφζηνο 522,65. Χζηφζν, ηα 

βέιηηζηα κνλνπάηηα απφ ηνλ θφκβν Α ζηνλ θφκβν Β θαη απφ ηνλ Β ζηνλ C 

απνηεινχληαη θαη ηα δπν απφ ηηο επάλσ αθκέο, κε ζηηγκή αλαρψξεζεο 22,18 πξηλ ηελ 

εθπλνή ηνπ ρξφλνπ θαη ειάρηζην θφζηνο 123,14. Έηζη, θαλέλα ππν-κνλνπάηη ηνπ 

βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ απφ ηνλ Α ζηνλ C δελ είλαη βέιηηζην.  

 

      

 

 

 

 

 

 

Μνλνπάηη Α→Β Α→C 

Δπάλσ αθκέο  (-22.2,123.1) (-46.5,526.7) 

Δπάλσ θαη Κάησ αθκέο - (-60.7,524.6) 

Κάησ αθκέο (-36.3,125.0) (-74.9,522.7) 

 

Πίλαθαο 3.1: ΢ην παξαπάλσ δίθηπν νη επάλσ αθκέο θέξνπλ παλνκνηφηππα ζηαηηζηηθά 

ραξαθηεξηζηηθά ζχκθσλα κε ηε Γάκκα θαηαλνκή. Σν ίδην ηζρχεη θαη γηα ηηο θάησ. 

΋ηαλ ην θφζηνο πνπ πιεξψλνπκε γηα ηελ άθημε ηνπ νρήκαηνο ηε ρξνληθή ζηηγκή t 

είλαη C(t)=t
2
+e

t
, ην βέιηηζην κνλνπάηη απφ ηνλ θφκβν Α ζηνλ θφκβν C ρξεζηκνπνηεί 

ηηο θάησ αθκέο, ελψ ηα βέιηηζηα ππν-κνλνπάηηα απφ ηνλ Α ζηνλ Β θαη απφ ηνλ Β ζηνλ 

C ρξεζηκνπνηνχλ ηηο επάλσ. Ο Πίλαθαο δίλεη ηηο ηηκέο ησλ βειηίζησλ ζηηγκψλ 

εθθίλεζεο θαη ηνπ πξνζδνθψκελνπ θφζηνπο γηα ηηο ρξνληθέο ζηηγκέο απηέο (γηα θάζε 

κνλνπάηη). 

 

Πεξηέξγσο, ε ίδηα ζπλάξηεζε θφζηνπο κε θαλνληθά θαηαλεκεκέλνπο ρξφλνπο 

κεηάβαζεο ζηηο αθκέο , επηδέρεηαη επίιπζε ζχκθσλα κε ηερληθέο ηνπ Γπλακηθνχ 

Πξνγξακκαηηζκνχ. ΢ην ζπκπέξαζκα (ii), ην θφζηνο πνπ πιεξψλνπκε φηαλ ην φρεκα 

θαηαθζάζεη ηε ρξνληθή ζηηγκή t, γξάθεηαη σο εμήο: 

 

                                                                                                           (3.5) 
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κεηά ηελ αιιαγή ησλ κεηαβιεηψλ   =t+ κ
     θαη    ζ 

 
     ΢ηελ 

πξαγκαηηθφηεηα, έλα κνλνπάηη πςειφηεξεο ζπλνιηθήο απφθιηζεο ζα έρεη κηα 

πξνζδνθψκελε ζπλάξηεζε θφζηνπο απζηεξψο κεγαιχηεξε απφ εθείλε ελφο 

κνλνπαηηνχ κηθξφηεξεο απφθιηζεο, δηφηη γηα s1<s2, k≠0 θαη γηα θάζε νξηζκέλε ζηηγκή 

   έρνπκε φηη                          Δπνκέλσο ην κνλνπάηη ειαρίζηεο απφθιηζεο ζα 

θέξεη ην ειάρηζην πξνζδνθψκελν θφζηνο θαη κπνξνχκε λα ην βξνχκε κέζσ ελφο 

νπνηνδήπνηε ληεηεξκηληζηηθνχ αιγνξίζκνπ, αθνχ πξψηα αληηζηνηρίζνπκε ην βάξνο 

θάζε αθκήο κε ηελ απφθιηζή ηεο. Έηζη, φηαλ νη ρξφλνη κεηάβαζεο είλαη θαλνληθψο 

θαηαλεκεκέλνη, ηφζν ε ηεηξαγσληθή φζν θαη ε ηεηξαγσληθή+εθζεηηθή ζπλάξηεζε 

θφζηνπο ζα επηιέμνπλ ην ίδην βέιηηζην κνλνπάηη, παξφιν πνπ ε βέιηηζηε ζηηγκή 

εθθίλεζεο ζα ζεκεηψλεηαη ρξνληθά λσξίηεξα θάησ απφ ηελ ηζρχ ηεο δεχηεξεο 

θαηεγνξίαο ζπλαξηήζεσλ θφζηνπο.  

 

Σν πξφβιεκα ηεο εχξεζεο ηεο βέιηηζηεο δηαδξνκήο γηα κηα δεδνκέλε ζηηγκή 

αλαρψξεζεο είλαη θαη πάιη NP-hard, φπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο ηεηξαγσληθήο 

ζπλάξηεζεο θφζηνπο. Χζηφζν, ζα δνχκε φηη ν ζπλδπαζκφο ηνπ Γπλακηθνχ 

Πξνγξακκαηηζκνχ κε ηε κέζνδν κεξηθήο ειαρηζηνπνίεζεο (partial minimization) 

δεκηνπξγεί κηα επξηζηηθή ηερληθή πνπ είλαη αξθεηά ππνζρφκελε φζνλ αθνξά ζηε ιχζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο δξνκνιφγεζεο κε δνζκέλε ηελ αξρηθή ζηηγκή ηεο εθθίλεζεο.  

 

 

3.4  Βέληιζηη δπομολόγηζη με δοζμένη ζηιγμή εκκίνηζηρ 

 

΢ην θνκκάηη απηφ, ζα κηιήζνπκε γηα ηα δεηήκαηα πνιππινθφηεηαο πνπ πξνθχπηνπλ 

απφ ηε ρξήζε πξνζεγγηζηηθψλ κεζφδσλ ζε πξνβιήκαηα κε ηπραίεο ζπλαξηήζεηο 

θφζηνπο, πνπ θέξνπλ γεληθά ειάρηζηα (global minima). Έπεηηα, ζα παξαζέζνπκε 

νξηζκέλνπο ςεπδνπνιπσλπκηθνχο αιγνξίζκνπο γηα ηηο πεξηπηψζεηο ηεο ηεηξαγσληθήο 

θαη ηεηξαγσληθήο+εθζεηηθήο ζπλάξηεζεο θφζηνπο, νη νπνίνη γεληθεχνληαη θαη γηα 

πνιπσλπκηθέο (+εθζεηηθέο) ζπλαξηήζεηο θφζηνπο.  

Δλδηαθεξφκαζηε γηα ηε βέιηηζηε δηαδξνκή θαη ηε βέιηηζηε ρξνληθή ζηηγκή εθθίλεζεο, 

φηαλ πξφθεηηαη λα απνθαζίζνπκε γηα ηε δξνκνιφγεζε ελφο νρήκαηνο, ην νπνίν 

αξρηθά είλαη ζηαζκεπκέλν ζε θάπνην ζεκείν αθεηεξίαο. Απφ ηε ζηηγκή πνπ ην φρεκα 

μεθηλήζεη ηε δηαδξνκή, είλαη θπζηθφ λα αλαδεηήζνπκε γηα κηα αλαλέσζε ηεο 

βέιηηζηεο δηαδξνκήο (update routing), δεδνκέλνπ φηη νη ζπλζήθεο ηεο θίλεζεο 

κεηαβάιινληαη θαη έηζη θαηαζηξαηεγείηαη ε βειηηζηφηεηα ηνπ αξρηθνχ ζρεδηαζκνχ. 

Δπί ηεο νπζίαο, αληηκεησπίδνπκε έλα λέν πξφβιεκα, απηφ ηεο εχξεζεο ηεο δηαδξνκήο 

ειαρίζηνπ πξνζδνθψκελνπ θφζηνπο, EC(tstart), γηα κηα δνζκέλε ζηηγκή (λέαο) 

εθθίλεζεο tstart. To ελ ιφγσ πξφβιεκα κπνξεί λα θαληάδεη επθνιφηεξν απφ ην 

πξνεγνχκελν πνπ πεξηγξάςακε (βέιηηζηε δηαδξνκή & ζηηγκή εθθίλεζεο), σζηφζν 

θαηαιήγεη λα είλαη NP-hard γηα κηα επξεία θιάζε ζπλαξηήζεσλ θφζηνπο. 

 

 

3.4.1 Πολςπλοκόηηηα ηος πποβλήμαηορ δπομολόγηζηρ για 

ζςναπηήζειρ κόζηοςρ με Γενικά Δλάσιζηα  

 

Έζησ C(t), ε πνηλή πνπ ζπλνδεχεη ηελ άθημε ηνπ νρήκαηνο ζηνλ πξννξηζκφ, ηε 

ρξνληθή ζηηγκή t. Θεσξνχκε φηη ε C(t) κπνξεί λα είλαη νπνηαδήπνηε ζπλάξηεζε πνπ 

ιακβάλεη έλα ηνπηθφ ειάρηζην ηε ρξνληθή ζηηγκή t=tmin. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε 
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πεξηζζφηεξα ηνπ ελφο ηνπηθά ειάρηζηα, έζησ φηη κε tmin ζπκβνιίδνπκε ηε κηθξφηεξε 

ρξνληθή ζηηγκή ειαρίζηνπ (απηή δειαδή πνπ εληνπίδεηαη πην αξηζηεξά ζηνλ άμνλα ηνπ 

ρξφλνπ). Με n ζπκβνιίδνπκε ηνλ αξηζκφ ησλ θφκβσλ ζην γξάθν. 

 

Θεώπημα 2 
Σν πξφβιεκα ηεο εχξεζεο ηνπ απινχ ST-κνλνπαηηνχ ζπληνκνηέξνπ θφζηνπο είλαη 

NP-hard. 

 

Απόδειξη 
Τπνζέηνπκε φηη νη αθκέο θέξνπλ ληεηεξκηληζηηθά κήθε. Σφηε ην θφζηνο πνπ 

πιεξψλνπκε θαηά ηελ αλαρψξεζε ηε ρξνληθή ζηηγκή t, ελψ θηλνχκαζηε πάλσ ζε έλα 

κνλνπάηη ζπλνιηθνχ κήθνπο L, είλαη C(t+L). 

Θεσξνχκε ηε ρξνληθή ζηηγκή αλαρψξεζεο t=tmin-(n-n
ε
). Αλ ππάξρεη κνλνπάηη κήθνπο 

n-n
ε
, ηφηε απηφ ζα είλαη βέιηηζην απφ ηε ζηηγκή πνπ γηα ην θφζηνο ηνπ έρνπκε φηη: 

 

       ε                                                                                    (3.6) 

 

γηα φια ηα άιια κνλνπάηηα κήθνπο L. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα, εθφζνλ ε ρξνληθή 

ζηηγκή tmin είλαη ε αξηζηεξφηεξε ηηκή ειαρίζηνπ, έρνπκε κηα απζηεξή αληζφηεηα γηα 

κνλνπάηηα κήθνπο L< n-n
ε
. Σψξα αο ππνζέζνπκε φηη ην βέιηηζην κνλνπάηη θέξεη 

κήθνο L
*
. Έρνπκε ηξεηο δπλαηέο πεξηπηψζεηο: 

 

1. L
*
< n-n

ε
. Σφηε κε βάζε ηα παξαπάλσ, δελ ππάξρεη κνλνπάηη κήθνπο n-n

ε
. 

2. L
*
= n-n

ε
. Σφηε έρνπκε βξεη έλα κνλνπάηη κήθνπο n-n

ε
. 

3. L
*
> n-n

ε
. Σφηε κε αθαίξεζε αθκψλ, κπνξνχκε λα βξνχκε έλα κνλνπάηη αθξηβνχο 

κήθνπο n-n
ε
. 

 

Έηζη ινηπφλ, ην πξφβιεκα ηεο εχξεζεο βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ κεηαπίπηεη ζην 

πξφβιεκα ηεο εχξεζεο ελφο κνλνπαηηνχ κήθνππο n-n
ε
, φπνπ ε<1. Απφ ηε ζηηγκή πνπ 

ην πξφβιεκα απηφ είλαη πιήξεο σο πξνο ηελ θιάζε NP (NP-complete) (Karger, 

Motwani and Ramkumar 1997), ην πξφβιεκα πνπ εμεηάδνπκε εκείο είλαη NP-hard. 

 

Σειείσο δηαηζζεηηθά, αλ επηβάιινπκε πην πςειφ θφζηνο ζηηο αθίμεηο πνπ ζπκβαίλνπλ 

λσξίο, θαη ην φρεκα μεθηλήζεη ηε δηαδξνκή αξθεηά λσξίο, ην πξφβιεκα ηεο εχξεζεο 

ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ γίλεηαη ηζνδχλακν κε ην πξφβιεκα ηεο εχξεζεο ηνπ 

καθξχηεξνπ κνλνπαηηνχ (longest path). Δπηπιένλ, αλ ε ζπλάξηεζε θφζηνπο 

παξνπζηάδεη κεηαβνιέο ζηελ αξηζηεξή γεηηνληά ηνπ ζεκείνπ ειαρίζηνπ (not too flat on 

the left of its minimum), βιέπνπκε φηη κηα πξνζέγγηζε ηνπ κνλνπαηηνχ ειαρίζηνπ 

θφζηνπο απηφκαηα δίλεη κηα πξνζέγγηζε ηνπ καθξχηεξνπ κνλνπαηηνχ, νπφηε έλα 

πφξηζκα ζην νπνίν θαηαιήγνπκε είλαη πσο ε πξνζέγγηζε ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ 

ραξαθηεξίδεηαη απφ πςειή πνιππινθφηεηα. 

 

Πόπιζμα 1 
Γηα θάζε ζπλάξηεζε θφζηνπο C(t) πνπ είλαη ζεηηθή θαη γλεζίσο θζίλνπζα, κε ηελ 

απφιπηε ηηκή ηεο θιίζεο ηεο ηνπιάρηζηνλ ίζε κε ι>0 θαη t [-∞,tmin], δελ ππάξρεη 

πνιπσλπκηθφο αιγφξηζκνο ζηαζεξνχ παξάγνληα πξνζέγγηζεο (constant factor 

approximation) πνπ λα επηιχεη ην πξφβιεκα ηνπ κνλνπαηηνχ ειαρίζηνπ 

πξνζδνθψκελνπ θφζηνπο γηα δεδνκέλε ηηκή εθθίλεζεο θνληά ζηε ρξνληθή ζηηγκή tmin, 

εθηφο εάλ P=NP.  
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Απόδειξη 
Αο ππνζέζνπκε ην αληίζεην, δειαδή έζησ φηη κπνξνχκε λα βξνχκε έλα κνλνπάηη 

θφζηνπο C=(1+α)Copt φπνπ κε Copt ελλννχκε ην θφζηνο ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ θαη 

α>0 είλαη κηα ζηαζεξά.  

Τπνζέηνπκε φπσο θαη ζην παξαπάλσ ζεψξεκα φηη έρνπκε έλα γξάθν n θφκβσλ κε 

ζηαζεξά κήθε αθκψλ θαη έζησ ε ρξνληθή ζηηγκή αλαρψξεζεο t=tmin-(n-1) (απφ ηνλ 

θφκβν πεγήο). Έζησ Lopt ην κήθνο βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ θαη L ην κήθνο ηνπ 

κνλνπαηηνχ πνπ βξίζθνπκε. Σφηε L≤Lopt νπφηε ην Lopt αλαθέξεηαη ζην καθξχηεξν 

κνλνπάηη αλάκεζα ζηελ πεγή θαη ηνλ πξννξηζκφ, ελψ ηζρχεη 
      

      
 ι , αιιηψο ζα 

ππήξρε έλα ζεκείν ζην δηάζηεκα [-∞,tmin] ζην νπνίν ε απφιπηε ηηκή ηεο θιίζεο ηεο 

ζπλάξηεζεο θφζηνπο ζα ήηαλ κηθξφηεξε απφ ι (άηνπν). Δπνκέλσο, Lopt-L≤ιαCopt θαη 

άξα (Lopt/L)≤1+(ιαCopt/L)≤1+ιαCopt, φπνπ Copt=C(tmin) είλαη κηα ζηαζεξά, νπφηε ζα 

είρακε έλαλ πνιπσλπκηθφ αιγφξηζκν ζηαζεξνχ παξάγνληα πξνζέγγηζεο γηα ην 

πξφβιεκα ηνπ καθξχηεξνπ  κνλνπαηηνχ, ν νπνίνο δελ ππάξρεη εθηφο εάλ P=NP 

(Karger, Motwani and Ramkumar 1997).  

 

΢ςμπέπαζμα 1 
Μπνξνχκε λα θαηαιήμνπκε ζε έλα ηζρπξφηεξν ζπκπέξαζκα κε-πξνζεγγηζηκφηεηαο, 

βαζηδφκελνη ζην γεγνλφο φηη ε εχξεζε ελφο κνλνπαηηνχ κήθνπο n-n
ε
 ζπληζηά έλα 

πιήξεο σο πξνο ηελ θιάζε NP πξφβιεκα γηα θάζε ε<1 (Karger, Motwani and 

Ramkumar 1997). Χζηφζν, ν ζθνπφο καο είλαη απιά λα δείμνπκε ηε ζρέζε αλάκεζα 

ζηε κε-πξνζεγγηζηκφηεηα ηνπ πξνβιήκαηφο καο κε απηή ηνπ πξνβιήκαηνο 

καθξχηεξνπ κνλνπαηηνχ. Δπίζεο, αλαδεηθλχνπκε ηελ αλαγθαηφηεηα ηεο ζεψξεζεο κε 

απιψλ κνλνπαηηψλ (απηψλ δειαδή πνπ θέξνπλ βξφρνπο ή πνιιαπιέο πιεπξέο) γηα 

ηνπο αιγφξηζκνπο πνπ ζα πξνηείλνπκε ζηε ζπλέρεηα ηεο αλάιπζήο καο. 

 

Σα απνηειέζκαηα πνπ αθνξνχλ ζηελ NP (-hardness) πνιππινθφηεηα (Θεψξεκα 2), 

βαζίδνληαη ζηελ ζεψξεζε ησλ απιψλ κνλνπαηηψλ. Οδεγνχλ ζε κηα ηζνδπλακία 

αλάκεζα ζην βέιηηζην κνλνπάηη θαη ζην κνλνπάηη κεγαιχηεξνπ κήθνπο (ιφγσ ηνπ φηη 

ε ζηηγκή αλαρψξεζεο εληνπίδεηαη αξθεηά λσξίο), θάηη πνπ δελ ζπλαληάηαη έληνλα 

ζηελ πξάμε. Μπνξνχκε λα δείμνπκε φηη ε εχξεζε ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ είλαη έλα 

NP-hard πξφβιεκα αθφκα θαη γηα πην θπζηθά απνδεθηνχο ρξφλνπο εθθίλεζεο θαη γηα 

κε απιά κνλνπάηηα. Απηφ κπνξνχκε λα ην θάλνπκε κέζσ ηεο κεηάπησζεο-ζεψξεζεο 

ηνπ subset-sum πξνβιήκαηνο, γηα θάζε ζπλάξηεζε θφζηνπο κε έλα θαη κνλαδηθφ 

ζεκείν ειαρίζηνπ. 

 

Θεώπημα 3 

Έζησ φηη έρνπκε κηα ζπλάξηεζε θφζηνπο      , πνπ έρεη έλα θαη κνλαδηθφ ειάρηζην 

ζην ζεκείν t=tmin. H ζπλάξηεζε απηή εθρσξεί κηα πνηλή γηα ηελ άθημε ζηνλ 

πξννξηζκφ ηε ρξνληθή ζηηγκή     Σφηε γηα κηα ρξνληθή ζηηγκή εθθίλεζεο t ζηελ πεγή, 

έζησ ην πξφβιεκα ηνπ θαζνξηζκνχ ελφο κνλνπαηηνχ P πνπ νδεγεί ζηνλ πξννξηζκφ, 

ηέηνην ψζηε ECP(t)≤K, φπνπ: 
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Με fP(y) ζπκβνιίδνπκε ηε ζηαηηζηηθή θαηαλνκή ησλ ρξφλσλ κεηάβαζεο ζην κνλνπάηη 

P. H ζηαζεξά Κ απνηειεί έλα άλσ θξάγκα ηεο ζπλάξηεζεο EC(t). Σφηε ην πξφβιεκα 

πνπ κφιηο πεξηγξάςακε είλαη πιήξεο σο πξνο ηελ θιάζε πνιππινθφηεηαο NP. 

 

Απόδειξη 
Πξψηα απ’φια, ην πξφβιεκα αλήθεη ζηελ θιάζε NP. Αλ ην βέιηηζην κνλνπάηη 

ππάξρεη, θαηά ηα γλσζηά, δελ ππάξρεη πνιπσλπκηθνχ ρξφλνπ αιγφξηζκνο πνπ λα ην 

βξίζθεη. 

Γηα λα δείμνπκε φηη ην πξφβιεκα είλαη NP-hard, ζα μεθηλήζνπκε απφ ην Subset Sum 

πξφβιεκα ην νπνίν καο ιέεη φηη: δνζκέλνπ ελφο ζπλφινπ αθεξαίσλ Υ={x1,x2,…,xn} 

θαη ελφο αθεξαίνπ (πνπ ιέγεηαη «ζηφρνο») t, κπνξνχκε λα βξνχκε ππνζχλνιν Υ
*
 ηνπ 

X ηέηνην ψζηε           ; Σν Subset Sum πξφβιεκα (πνπ είλαη ππνπεξίπησζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο Knapsack) είλαη πιήξεο σο πξνο ηελ θιάζε NP (Chvatal 1980). Έζησ 

φηη K=C(tmin). Θα ζεσξήζνπκε ην γξάθν ηεο Δηθφλαο 3.3, ζηνλ νπνίν νη θάησ αθκέο 

θέξνπλ ληεηεξκηληζηηθνχο ρξφλνπο κεηάβαζεο x1,x2,…,xn ελψ νη επάλσ κεδεληθνχο 

ρξφλνπο κεηάβαζεο. 

 

 

    

   

                                                                    
  

 

 

 

Δηθφλα 3.3: Αλ κπνξνχκε λα βξνχκε ην βέιηηζην κνλνπάηη γηα κηα δνζκέλε ρξνληθή 

ζηηγκή εθθίλεζεο t ζηνλ παξαπάλσ γξάθν, ηφηε κπνξνχκε λα ιχζνπκε ην Subset Sum 

πξφβιεκα κε        
 
    θαη αθέξαην αξηζκφ ζηφρνπ ίζν κε t. 

 

Κάζε κνλνπάηη P απφ ηνλ S ζηνλ T ζηνλ παξαπάλσ γξάθν, έρεη ρξφλν κεηάβαζεο ίζν 

κε        θαη θφζηνο             , εθφζνλ αλαρσξνχκε απφ ηελ πεγή ηε ρξνληθή 

ζηηγκή            Γεδνκέλνπ φηη ε ζπλάξηεζε θφζηνπο C(t) έρεη έλα κνλαδηθφ 

(γεληθφ) ειάρηζην ζην ζεκείν tmin, ππάξρεη κνλνπάηη θφζηνπο κεγίζηεο δπλαηήο ηηκήο 

K=C(tmin) αλ θαη κφλνλ αλ, ππάξρεη κνλνπάηη κε ρξφλν κεηάβαζεο πνπ ηθαλνπνηεί ηε 

ζρέζε                ή ηζνδχλακα                 , δειαδή αλ θαη κφλνλ 

αλ ππάξρεη ππνζχλνιν ησλ xi πνπ λα επηιχεη ην Subset Sum πξφβιεκα. 

 

΢ςμπέπαζμα 2 
΢εκεηψλνπκε φηη ην Θεψξεκα 2 δείρλεη πσο ην πξφβιεκα ηεο εχξεζεο ηνπ απινχ 

βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ είλαη NP-hard. Απφ ηε άιιε πιεπξά, ην Θεψξεκα 3 αθνξά ζε 

κε απιά κνλνπάηηα, δεδνκέλνπ φηη ην Subset Sum πξφβιεκα είλαη πιήξεο σο πξνο ηελ 

θιάζε NP, παξφιν πνπ επηηξέπνληαη επαλαιεπηηθέο πξνζεγγίζεηο ζηε βάζε ηεο 

ινγηθήο κηαο επξηζηηθήο επίιπζήο ηνπ (Chvatal 1980). 

 

 

3.4.2  ΢ηοσαζηικοί σπόνοι μεηάβαζηρ και Πολςπλοκόηηηα 

 

Σα Θεσξήκαηα ηεο πξνεγνχκελεο ελφηεηαο δείρλνπλ φηη ην ζηνραζηηθφ πξφβιεκα 

δξνκνιφγεζεο πεξηέρεη ζηηγκηφηππα πνπ πεξηγξάθνληαη απφ ληεηεξκηληζηηθνχο 
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ππνγξάθνπο, ζηνπο νπνίνπο ην πξφβιεκα ηεο δξνκνιφγεζεο είλαη NP-hard. Παξφιν 

πνπ είκαζηε ζε ζέζε λα εμάγνπκε έλα ηέηνην ζπκπέξαζκα, δελ γλσξίδνπκε πφηε ε 

θιάζε ησλ θαζαξά ζηνραζηηθψλ πξνβιεκάησλ δξνκνιφγεζεο (κε κε κεδεληθέο 

απνθιίζεηο) είλαη επίζεο NP-hard, κηιψληαο ζηελ ηπραία πεξίπησζε γηα γεληθέο 

ζπλαξηήζεηο θφζηνπο θαη δηάθνξεο ζηαηηζηηθέο θαηαλνκέο ησλ ρξφλσλ κεηάβαζεο 

ζηηο αθκέο. Μάιηζηα, ππάξρνπλ γλσζηά πξνβιήκαηα πξνγξακκαηηζκνχ δηαδξνκψλ 

(route scheduling) ζηα νπνία ην ζελάξην πνπ πξνβιέπεη ληεηεξκηληζηηθνχο ρξφλνπο 

κεηάβαζεο είλαη NP-hard, ελψ ε παξαιιαγή ηνπ κε ζηνραζηηθνχο, εθζεηηθά 

θαηαλεκεκέλνπο ρξφλνπο κεηάβαζεο κπνξεί λα επηιπζεί ζε πνιπσλπκηθφ ρξφλν 

(Bruno et al. 1981). 

Δίλαη δχζθνιν λα επεθηείλνπκε ηα Θεσξήκαηα 2 θαη 3 ζηελ πεξίπησζε κε κεδεληθψλ 

απνθιίζεσλ θπξίσο γηαηί ην ζπλειηθηηθφ νινθιήξσκα πνπ εθθξάδεη ην 

πξνζδνθψκελν θφζηνο δελ κπνξεί λα έρεη θιεηζηή αλαιπηηθή έθθξαζε γηα ηηο 

πεξηζζφηεξεο ζπλαξηήζεηο θφζηνπο. Χζηφζν, κπνξνχκε λα δείμνπκε ηελ NP (-

hardness) πνιππινθφηεηα ηνπ ζηνραζηηθνχ ζηηγκηνηχπνπ, δνπιεχνληαο παξφκνηα κε 

ηελ απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο 3 θαη γηα ηηο θιάζεηο ζπλαξηήζεσλ πνπ ζεσξήζακε 

λσξίηεξα. Γηα ηηο ζπλαξηήζεηο απηέο γλσξίδνπκε ηελ θιεηζηή έθθξαζε ηνπ 

πξνζδνθψκελνπ θφζηνπο. 

Θπκίδνπκε φηη ζηελ πεξίπησζε ηεο ηεηξαγσληθήο πνηλήο, ην πξνζδνθψκελν θφζηνο (t 

ε ρξνληθή ζηηγκή αλαρψξεζεο) θαηά κήθνο ελφο κνλνπαηηνχ P, κε γεληθέο θαηαλνκέο 

ησλ ρξφλσλ κεηάβαζεο ζηηο αθκέο, είλαη:            κ
     

 
  ζ 

 
    φπνπ κε 

κe θαη ζe
2
 είλαη ε κέζε ηηκή θαη ε απφθιηζε ηεο θαηαλνκήο ηεο αθκήο e. Οξίδνπκε ην 

πρόβλημα δρομολόγηζης με ζηοταζηικά κόζηη (Stochastic Cost Routing) σο εθείλν ην 

πξφβιεκα απφθαζεο, ζην νπνίν γηα κηα δεδνκέλε ρξνληθή ζηηγκή t, πξέπεη λα 

απνθαζίζνπκε αλ ππάξρεη κνλνπάηη πξνζδνθψκελνπ θφζηνπο κηθξφηεξνπ κηαο 

ζηαζεξάο Κ. 

 

Πόπιζμα 2 
To Stochastic Cost Routing πξφβιεκα είλαη NP-hard γηα ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε 

πνηλήο θαη γεληθέο θαηαλνκέο ησλ ρξφλσλ κεηάβαζεο θαη γηα ηεηξαγσληθή+εθζεηηθή 

ζπλάξηεζε πνηλήο θαη Γάκκα θαηαλεκεκέλεο ζηαηηζηηθέο κεηαβιεηέο ησλ ρξφλσλ 

κεηάβαζεο.  

 

Απόδειξη 

Καη ζηηο δπν πεξηπηψζεηο ε απφδεημε είλαη παξφκνηα κε απηήλ ηνπ Θεσξήκαηνο 3, 

επηιέγνληαο πξνζεθηηθά ηηο κεζαίεο ηηκέο θαη ηηο απνθιίζεηο γηα ηηο επάλσ θαη θάησ 

αθκέο, έηζη ψζηε ηα ηκήκαηα ηεο ζπλάξηεζεο πξνζδνθψκελνπ θφζηνπο πνπ πεξηέρνπλ 

ηηο απνθιίζεηο λα είλαη ίζα γηα θάζε κνλνπάηη. 

Γηα ηελ πεξίπησζε ηεο ηεηξαγσληθήο πνηλήο, θάηη ηέηνην πξνθχπηεη επηιέγνληαο ηηο 

ίδηεο απνθιίζεηο ζi
2
 γηα θάζε δεχγνο (i=1,2,…,n) πνπ απνηειείηαη απφ κηα επάλσ θαη 

κηα θάησ αθκή, φπσο θαίλνληαη θαη ζηελ εηθφλα 3.3. 

΋ηαλ ε πνηλή πνπ πιεξψλνπκε γηα ηελ άθημε ηνπ νρήκαηνο ζηνλ πξννξηζκφ t ιεπηά 

πξηλ ηελ εθπλνή ηνπ ρξφλνπ, είλαη ηεο κνξθήο C(t)=t
2
+e

t
, ην πξνζδνθψκελν θφζηνο 

ελφο κνλνπαηηνχ ηε ρξνληθή ζηηγκή εθθίλεζεο t (πξηλ ην deadline) ηζνχηαη κε: 

 

           α   

 

   

 

 

  α   
          

 α 

 

   

 

 

   

   

 

Θεσξνχκε ην γξάθν ηεο εηθφλαο 3.3 θαη ηηο θαηαλνκέο Γ(αi,bi) γηα ηηο θάησ αθκέο θαη  
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Γ(α 
    

   γηα ηηο επάλσ. Αξθεί λα δείμνπκε φηη ππάξρνπλ ζεηηθνί αξηζκνί αi,bi, α 
    

  

ηέηνηνη ψζηε: 

 

α          

α 
   

     

α   
  α 

   
   

      
 α       

  
 α 

 

 

 

γηα φια ηα i=1,2,..,n. ΢εκεηψλνπκε επίζεο φηη ιφγσ ηεο ηέηαξηεο εμίζσζεο, 

επηβάιιεηαη λα νξίζνπκε ηελ πεξηνρή ησλ πνζνηήησλ    θαη   
  ζην δηάζηεκα (0,1). 

Απφ ηηο πξψηεο δχν εμηζψζεηο έρνπκε φηη, α  
     

  
 θαη α 

  
  

  
 . Αλ νη αξηζκνί zi+qi, 

qi,bi,   
  είλαη ζεηηθνί, ηφηε θαη νη αξηζκνί αi, α 

  ζα είλαη επίζεο ζεηηθνί. Τπελζπκίδνπκε 

φηη ε πνζφηεηα qi είλαη κηα ζεηηθή ζηαζεξά ηεο επηινγήο καο έηζη ψζηε zi+qi >0. Έηζη 

παξαιείπνπκε νξηζκέλνπο δείθηεο ράξηλ επθνιίαο. Οπφηε, αξθεί λα δείμνπκε φηη 

ππάξρνπλ            ηέηνηνη ψζηε: 

 

           

                       
 

 

Απφ ηελ πξψηε εμίζσζε παίξλνπκε φηη     
   

 
     

 

 
    . Τπελζπκίδνπκε 

φηη ε ζηαζεξά q είλαη ηεο επηινγήο καο θαη κπνξνχκε λα ηε ζέζνπκε φζν κεγάιε 

ζέινπκε. Αληηθαζηζηψληαο ζηε δεχηεξε εμίζσζε παίξλνπκε φηη: 

 

                   
                                                                                   (3.7) 

 

Αλ    , κπνξνχκε λα επηιέμνπκε γηα παξάδεηγκα k=1/0.9>1 θαη έηζη απηφκαηα 

έρνπκε φηη b=0.676948. Γηα απηήλ ηελ ηηκή ηνπ b έρνπκε   =b/0.9=0.752165 θαη 

βξίζθνπκε θαη ηηο α θαη α  πνπ πξνθχπηνπλ. ΢εκεηψλνπκε φηη απηέο νη ηηκέο b θαη 

   ηζρχνπλ γηα φια ηα δεχγε αθκψλ γηα ηα νπνία είλαη    . Δληειψο παξφκνηα, αλ 

   , έρνπκε φηη k<1 ζηελ εμίζσζε (3.7) θαη επηιέγνληαο k=0.9 έρνπκε ηηο ίδηεο ηηκέο 

γηα ηηο κεηαβιεηέο b θαη    αιιά απηή ηε θνξά αλεζηξακκέλεο: b=0.752165 θαη 

  =0,676948. 

 

 

3.5  Αλγόπιθμοι εύπεζηρ ηος βεληίζηος μονοπαηιού για  

       δοζμένη σπονική ζηιγμή εκκίνηζηρ 

 

Έρνπκε δείμεη φηη ε εχξεζε απιψλ βειηίζησλ κνλνπαηηψλ γηα δνζκέλε ζηηγκή 

εθθίλεζεο απνηειεί έλα NP-hard πξφβιεκα, πνπ ζεκαίλεη φηη αθφκα θαη αλ 

επηρεηξήζνπκε λα βξνχκε κηα επξηζηηθή ιχζε κε ζηαζεξφ παξάγνληα πξνζέγγηζεο 

(constant factor of approximation), ζα αληηκεησπίζνπκε ζνβαξέο ππνινγηζηηθέο 

δπζθνιίεο. Σν πξφβιεκα απηφ (φπσο επίζεο δείμακε) είλαη ηζνδχλακν κε ην πξφβιεκα 

ηεο εχξεζεο ηνπ κνλνπαηηνχ κεγίζηνπ κήθνπο. ΋ηαλ επηηξέςνπκε θαη ζε κε απιά 

κνλνπάηηα λα απνηεινχλ ππνςήθηεο ιχζεηο, κπνξνχκε λα εθαξκφζνπκε έλαλ 

ςεπδνπνιπσλπκηθφ αιγφξηζκν πνπ βαζίδεηαη ζηνλ Γπλακηθφ Πξνγξακκαηηζκφ θαη ν 

νπνίνο εμαξηάηαη πνιπσλπκηθά απφ ηνλ κέγηζην κέζν ρξφλν κεηάβαζεο Μ ηνπ 
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κνλνπαηηνχ (ή ηζνδχλακα απφ ηνλ κέγηζην κέζν ρξφλν κεηάβαζεο κηαο αθκήο ηνπ 

κνλνπαηηνχ). Γηα ηηο πξαγκαηηθέο εθαξκνγέο δξνκνιφγεζεο νρεκάησλ φπσο γηα 

παξάδεηγκα ε πινήγεζε απηνθηλήησλ (car navigation), ε ηηκή Μ είλαη πνιχ πηζαλφλ 

λα εμαξηάηαη πνιπσλπκηθά απφ ην κέγεζνο ηνπ δηθηχνπ, νπφηε ν αιγφξηζκνο πνπ ζα 

δνχκε είλαη αξθεηά απνδνηηθφο ζηελ πξάμε θαη ζίγνπξα απνηειεζκαηηθφηεξνο απφ 

πξνεγνχκελνπο αιγνξίζκνπο πνπ βαζίδνληαη ζηελ exhaustive search κέζνδν 

(Mirchandani and Soroush 1985).  

Γηα ιφγνπο ζπλέρεηαο, ζα παξνπζηάζνπκε ιεπηνκεξψο αιγνξίζκνπο πνπ αθνξνχλ ηηο 

νηθνγέλεηεο ησλ ηεηξαγσληθψλ θαη ηεηξαγσληθψλ+εθζεηηθψλ ζπλαξηήζεσλ θφζηνπο, 

ελψ γηα ηνπο ρξφλνπο κεηάβαζεο ζεσξνχκε γεληθέο ζηαηηζηηθέο θαηαλνκέο. Γηα ηηο 

παξαπάλσ ζπλαξηήζεηο θφζηνπο βξήθακε ηελ απιή αλαιπηηθή έθθξαζε γηα ην 

πξνζδνθψκελν θφζηνο ECP(t). Οη αιγφξηζκνη απηνί, εθαξκφδνληαη θαη γηα 

πνιπσλπκηθέο θαη πνιπσλπκηθέο+εθζεηηθέο ζπλαξηήζεηο θφζηνπο ζηε γεληθφηεξε 

πεξίπησζε.  

 

 

3.5.1  Σεηπαγυνικέρ ζςναπηήζειρ κόζηοςρ 

 

΢ε πξψηε θάζε, ζεσξνχκε ηελ ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε θφζηνπο γηα ηελ νπνία ην 

πξνζδνθψκελν θφζηνο ελφο κνλνπαηηνχ P είλαη            κ
     

 
  ζ 

 
   . 

Δλδηαθεξφκαζηε λα βξνχκε ην κνλνπάηη ειαρίζηνπ ECP(t) γηα κηα δνζκέλε ζηηγκή 

εθθίλεζεο t. Με π(π,m) δειψλνπκε ηνλ πξνεγνχκελν θφκβν ηνπ θφκβνπ π ζην 

κνλνπάηη πνπ νδεγεί απφ ηελ πεγή S ζηνλ π, κέζεο ηηκήο m θαη ειαρίζηεο απφθιηζεο. 

Με Φ(π,m) δειψλνπκε ηελ απφθιηζε ηνπ κνλνπαηηνχ απηνχ. Σφηε, κπνξνχκε λα 

βξνχκε ηηο ηηκέο ησλ π(π,m) θαη Φ(π,m) γηα θάζε θφκβν π θαη m=0,1,..,M  ζεσξψληαο 

ηνπο γείηνλεο π  ηνπ π (γξάθνπκε π  π) θαη επηιέγνληαο ηνλ πξνεγνχκελν θφκβν πνπ 

νδεγεί ζηελ κηθξφηεξε απφθιηζε ηνπ κνλνπαηηνχ απφ ηνλ S ζηνλ π: 

 

Φ π       
π  π

 Φ π    κ
π π

  ζ
π π
    

 

π π          
π  π

 Φ π    κ
π π

  ζ
π π
   

 

φπνπ κε κ
π π

 θαη ζ
π π
  δειψλνπκε ηε κέζε ηηκή θαη ηελ απφθιηζε ηνπ ρξφλνπ 

κεηάβαζεο ζηελ αθκή (π ,π). ΢εκεηψλνπκε φηη απφ ηελ παξαδνρή πνπ θάλακε πεξί ηεο 

ζηαηηζηηθήο αλεμαξηεζίαο ησλ ρξφλσλ κεηάβαζεο, ε απφθιηζε θάζε κνλνπαηηνχ 

δίλεηαη απφ ηελ άζξνηζε ησλ απνθιίζεσλ ησλ ρξφλσλ κεηάβαζεο ησλ αθκψλ, νπφηε ε 

αξρή ηεο βειηηζηφηεηαο ησλ (ππν)κνλνπαηηψλ είλαη ζε ηζρχ. Σν κνλνπάηη ειαρίζηεο 

απφθιηζεο απφ ηνλ S ζηνλ π κέζσ ηνπ π  πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεί έλα κνλνπάηη 

ειαρίζηεο απφθιηζεο απφ ηνλ S ζηνλ π . 

Τπνζέηνπκε φηη ν κέγηζηνο βαζκφο θνξπθήο ζην γξάθν ηζνχηαη κε d. Ο ππνινγηζκφο 

ηφηε ησλ κνλνπαηηψλ ειαρίζηεο απφθιηζεο, γηα θάζε θνξπθή θαη θάζε δπλαηφ 

πξνζδνθψκελν ρξφλν κεηάβαζεο κε ηηκέο απφ 0 έσο Μ κπνξεί λα γίλεη ζε 

ππνινγηζηηθφ ρξφλν ηεο ηάμεο ηνπ Ο(Μdn). Δλ ηέιεη, βξίζθνπκε ην κνλνπάηη απφ ηνλ 

S ζηνλ Σ, ιακβάλνληαο ην ειάρηζην ηεο πνζφηεηαο        Φ Σ    γηα θάζε 

m=0,1,…,M, νπφηε ν ζπλνιηθφο ρξφλνο εθηέιεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη ηεο ηάμεο 

ηνπ Ο(Μdn). Αλ αληί αθεξαίσλ ηηκψλ, νη κέζνη ρξφλνη κεηάβαζεο θέξνπλ δηαθξηηέο 

κεηαμχ ηνπο ηηκέο βήκαηνο ε, ν ρξφλνο ππνινγηζκνχ ζα είλαη ηεο ηάμεο ηνπ O(Mdn/ε) 
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γηα κηθξνχο βαζκνχο d, ή Ο(Mn
2
/ε) ζηε γεληθή πεξίπησζε. Ο αιγφξηζκνο πνπ 

πεξηγξάθνπκε ζπλνςίδεηαη ζηελ εηθφλα 3.4.1. 

 

// Initialize paths out of source S with mean 1, path variance Φ(S,0):=0; predecessor  

// node π(S,0):=S 

 

for each vertex π  

      if π is a neighbor of S and κsπ = 1 

         Φ(π,0):=ζsπ
2
;  π(π,0):=S 

     else 

         Φ(π,0):=null;  π(π,0):=null 

 

// Fill in the rest of the table 

 

for m = 1 to M 

      for each vertex π with neighbors π   

            Φ π       π  π Φ π    κ
π π

  ζ
π π
    

             π π          π  π Φ π    κ
π π

  ζ
π π
   

 

// Find the lowest cost path from S to T at departure time t 

 

           
           

        Φ Σ     

πopt = π(Σ,mopt) 

ECmin(t) = (t+mopt)
2
+Φ(Σ,mopt) 

 

      

Φεπδνπνιπσλπκηθφο αιγφξηζκνο γηα ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε θφζηνπο θαη δνζκέλε 

ζηηγκή εθθίλεζεο. Με  Μ ζπκβνιίδνπκε ην άλσ θξάγκα ηνπ κέζνπ ρξφλνπ κεηάβαζεο 

ηνπ κνλνπαηηνχ. 

 

 

3.5.2  Σεηπαγυνικέρ+Δκθεηικέρ ζςναπηήζειρ κόζηοςρ 

 

Μπνξνχκε κε παξφκνην ηξφπν λα επηιχζνπκε ηελ πεξίπησζε ηεο ηεηξαγσληθήο+εθζε- 

ηηθήο πνηλήο, κφλν πνπ απηή ηε θνξά ν Πίλαθαο Γπλακηθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ ηνπ 

αιγνξίζκνπ ζα έρεη κηα επηπιένλ δηάζηαζε, απηή ησλ δπλαηψλ ηηκψλ ησλ απνθιίζεσλ 

ησλ κνλνπαηηψλ. Σα ζηνηρεία εηζαγσγήο ηνπ πίλαθα ζα πεξηέρνπλ ην κνλνπάηη κε ην 

κηθξφηεξν εθζεηηθφ φξν           . Με π(π,m,ζ
2
) δειψλνπκε ηνλ πξνεγνχκελν 

θφκβν ηνπ θφκβνπ π ζην κνλνπάηη πνπ νδεγεί απφ ηελ πεγή S ζηνλ π, ζπλνιηθήο 

κέζεο ηηκήο m, ζπλνιηθήο απφθιηζεο ζ
2
 θαη ειαρίζηεο ηηκήο           . Δπηπιένλ 

κε Φ(π,m,ζ
2
) δειψλνπκε ηελ ηηκή ηνπ            ζην κνλνπάηη απηφ. Σφηε, ηεο θαη 

πξηλ, αθνχ έρνπκε ππνινγίζεη ηεο ηηκέο ησλ Φ(π,κ,ζ
2
) θαη π(π,κ,ζ

2
) γηα θάζε θφκβν π, 

κέζε ηηκή ηνπ κνλνπαηηνχ κ≤(m-1) θαη απφθιηζε ζ
2
=0,1,…,Μ, κπνξνχκε λα 

ππνινγίζνπκε ηεο ηηκέο Φ(π,m,ζ
2
) θαη π(π,m,ζ

2
) γηα θάζε π θαη ζ

2
=0,1,…,Μ ζέηνληαο: 

 

Φ π   ζ      
π  π

 Φ π    κ
π π

 ζ  ζ
π π
   Δ   

π π    
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π π   ζ         
π  π

 Φ π    κ
π π

 ζ  ζ
π π
   Δ   

π π   

 

φπνπ κε  π π ζεκεηψλνπκε ηελ ηπραία κεηαβιεηή ηνπ ρξφλνπ κεηάβαζεο ζηελ αθκή 

 π  π , ελψ ππνζέηνπκε φηη ε απφθιηζε ελφο κνλνπαηηνχ θξάζζεηαη άλσ απφ ηνλ 

πξνζδνθψκελν ρξφλν ηνπ, νπφηε είλαη ην πνιχ ίζε κε Μ. Ζ νξζφηεηα ηνπ 

αιγνξηζκηθνχ ζρεδηαζκνχ πξνθχπηεη απφ ηελ παξαηήξεζε φηη ε ηδηφηεηα ηεο 

βειηηζηφηεηαο ησλ (ππν)κνλνπαηηψλ είλαη ζε ηζρχ σο πξνο ηνλ φξν           . 

Οκνίσο κε πξηλ, βξίζθνπκε ην κνλνπάηη απφ ηνλ S ζηνλ Σεο, ιακβάλνληαο ην 

ειάρηζην ηεο πνζφηεηαο (t+m)
2
+ζ

2
+ιe

-t
Φ(Σ,m,ζ

2
) γηα m=0,1,…,M θαη ζ

2
=0,1,…,Μ. 

O ρξφλνο ππνινγηζκνχ είλαη ηψξα ηεο ηάμεο ηνπ Ο((Μ/ε)
2
dn) γηα δηαθξηηνχο ρξφλνπο 

κεηάβαζεο βήκαηνο ίζνπ κε ε. Ο αιγφξηζκνο πνπ πεξηγξάθνπκε ζπλνςίδεηαη ζηελ 

εηθφλα 3.4.2. 

 

// Initialize paths out of source S with mean 1, path variance 1, exponential 

   term  Φ(S,0,0):=0; predecessor node π(S,0,0):=S 

 

for each vertex π  

      if π is a neighbor of S and κsπ = 1 and ζsu
2
=1 

         Φ(π,0,0):=      π ;  π(π,0,0):=S 

     else 

         Φ(π,0,0):=null;  π(π,0,0):=null 

 

// Fill in the rest of the table 

 

for m = 1 to M 

      for ζ
2
=1 ην Μ 

            for each vertex π with neighbors π  

                  Φ π   ζ      π  π  Φ π    κ
π π

 ζ  ζ
π π
   Δ   

π π    

                  π π   ζ         π  π  Φ π    κ
π π

 ζ  ζ
π π
   Δ   

π π   

                
// Find the lowest cost path from S to T at departure time t 

 

      ζ   
         

  ζ           
        ζ  ι   Φ Σ   ζ    

πopt = π(Σ,mopt,ζ
2

opt) 

ECmin(t) = (t+mopt)
2
+ζ

2
opt+ιe

-t
Φ(Σ,      ζ   

 ) 

 

 

Φεπδνπνιπσλπκηθφο αιγφξηζκνο γηα ηεηξαγσληθή+εθζεηηθή ζπλάξηεζε θφζηνπο θαη 

δνζκέλε ζηηγκή εθθίλεζεο. 
        
Ζ γλσζηή ηερληθή ηνπ scaling, πνπ κεηαηξέπεη έλαλ ςεπδνπνιπσλπκηθφ αιγφξηζκν ζε 

έλα πιήξεο πνιπσλπκηθφ πξνζεγγηζηηθφ ζρήκα, φπσο ζηελ πεξίπησζε ηνπ knapsack 

πξνβιήκαηνο (Vazirani 2001), ζα δνχιεπε εδψ αλ ν ιφγνο (ratio) ηνπ κεγίζηνπ κέζνπ 

ρξφλνπ κεηάβαζεο κηαο αθκήο πξνο ην θφζηνο ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ θξάζζνληαλ 

πνιπσλπκηθά απφ θάπνην άλσ φξην. ΢ηελ αληίζεηε πεξίπησζε, ε ηερληθή ζα 

απνηχγραλε. Αλ δελ έρνπκε θάπνηα πνζφηεηα θξάγκαηνο γηα ηνλ ιφγν απηφλ, δελ 

κπνξνχκε λα έρνπκε θάπνην πνιπσλπκηθφ ζρήκα πξνζέγγηζεο ηεο ιχζεο. 
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΢εκεηψλνπκε φηη ν ιφγνο απηφο κπνξεί λα είλαη απζαίξεηα κεγάινο αλ ην βέιηηζην 

κνλνπάηη έρεη απζαίξεηα κηθξή απφθιηζε, γηα παξάδεηγκα θάησ απφ ηελ επηβνιή κηαο 

ηεηξαγσληθήο πνηλήο θφζηνπο. Αθφκα θαη αλ εληζρχζνπκε ηε ζπλάξηεζε θφζηνπο κε 

κηα ζηαζεξά, έηζη ψζηε λα απνθχγνπκε ην κεδέλ ζαλ ζεκείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο, 

ζα ζπλερίζνπκε λα έρνπκε κηα ζηαζεξή ηηκή βειηίζηνπ ζπγθξηλφκελε κε ην κέγηζην 

κέζν ρξφλν κεηάβαζεο επί ησλ αθκψλ. Δπνκέλσο δελ κπξνχκε λα απνθχγνπκε ηελ 

εμάξηεζε ηνπ ρξφλνπ εθηέιεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ απφ ηε κέγηζηε κέζε ηηκή Μ ηνπ 

ρξφλνπ κεηάβαζεο. 

 

 

3.5.3  Γενικέρ πολςυνςμικέρ (+εκθεηικέρ) ζςναπηήζειρ  

          κόζηοςρ 

 

Οη παξαπάλσ αιγφξηζκνη πνπ βαζίδνληαη ζηνλ Γπλακηθφ Πξνγξακκαηηζκφ, 

επεθηείλνληαη θαη ζηελ πεξίπησζε φπνπ ην πξνζδνθψκελν θφζηνο είλαη κηα γεληθή 

πνιπσλπκηθή (+εθζεηηθή) ζπλάξηεζε, θέξνπζα έλαλ ζηαζεξφ αξηζκφ παξαγφλησλ. 

Απφ ηε ζηηγκή πνπ δελ είλαη μεθάζαξν ην πψο ζπκπεξηθέξνληαη νη φξνη ζπλνιηθά, 

πξέπεη λα κειεηήζνπκε μερσξηζηά ηηο κεηαβνιέο ηνπ θάζε φξνπ θαη λα νξίζνπκε κηα 

επηπιένλ δηάζηαζε ζηνλ Πίλαθα Γπλακηθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ, νπφηε ν ρξφλνο 

εθηέιεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ ζα είλαη αλάινγνο ηνπ κεγίζηνπ κέζνπ ρξφλνπ κεηάβαζεο 

Μ πςσκέλνπ ζηε δχλακε l, φπνπ l είλαη ν αξηζκφο ησλ φξσλ ηνπ πνιπσλχκνπ. 

΢ελάξηα απηήο ηεο θαηεγνξίαο πεξηιακβάλνπλ γεληθέο πνιπσλπκηθέο (+εθζεηηθέο) 

ζπλαξηήζεηο θφζηνπο θαη επηπιένλ ζηαηηζηηθέο θαηαλνκέο ζηηο αθκέο, φπσο Gaussian 

θαηαλνκέο ή Γάκκα θαηαλνκέο κε δνζκέλε παξάκεηξν θιίκαθαο, θ.η.ι. Γηα απηέο ηηο 

θαηαλνκέο, ην πξνζδνθψκελν θφζηνο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Τ πνπ πεξηγξάθεη ην 

ζηνραζηηθφ ρξφλν κεηάβαζεο ηνπ κνλνπαηηνχ, ζα θέξεη πνιπσλπκηθή έθθξαζε 

ζηαζεξνχ αξηζκνχ παξαγφλησλ. Γηα παξάδεηγκα, αλ ην θφζηνο C(Y) είλαη έλα 

πνιπψλπκν βαζκνχ l, ην πξνζδνθψκελν θφζηνο Δ[C(Y)] πξνθχπηεη ζαλ γξακκηθφο 

ζπλδπαζκφο ησλ l πξψησλ ζηηγκηνηχπσλ ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Y, φπσο 

επηζεκάλζεθε απφ ηνλ Loui (1983). Έηζη, ν αιγφξηζκνο δπλακηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ 

ζα έρεη ρξφλν εθηέιεζεο αλάινγν ηνπ M
l
, εθφζνλ ε ηηκή θάζε ζηηγκηνηχπνπ 

θξάζζεηαη απφ ηελ πνζφηεηα Μ.   

 

 

3.5.4  Μονόηονα αςξανόμενερ ζςναπηήζειρ κόζηοςρ 

 

Σν πξφβιεκα ηεο εχξεζεο βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ γίλεηαη αξθεηά επθνιφηεξν αλ 

ζεσξήζνπκε νξηζκέλεο θπζηθψο απμαλφκελεο θαη κάιηζηα θαηά κνλφηνλν ηξφπν, 

ζπλαξηήζεηο θφζηνπο, φπσο γξακκηθέο θαη εθζεηηθέο, γηα ηηο νπνίεο ην γεληθφ θφζηνο 

δηαρσξίδεηαη ζηα επηκέξνπο θφζηε ησλ αθκψλ. ΋πσο αλαθέξζεθε παξαπάλσ, ε 

γξακκηθή ζπλάξηεζε θφζηνπο γηα δεδνκέλε ζηηγκή εθθίλεζεο ζηνρεχεη ζηελ 

ειαρηζηνπνίεζε ηνπ πξνζδνθψκελνπ ρξφλνπ κεηάβαζεο θαη κφλν. Γηα ην ιφγν απηφ, 

ζεσξνχκε ηελ εθζεηηθή ζπλάξηεζε θφζηνπο C(t)=e
kt

, ε νπνία είλαη αξθεηά 

ελδηαθέξνπζα ιφγσ ηεο ζεκαζίαο πνπ δίλεη ζηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ 

πξνζδνθψκελνπ θφζηνπο ηεο κνξθήο: 

 

Δ                 
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Με Ye ζπκβνιίδνπκε ηελ ηπραία κεηαβιεηή ηνπ ρξφλνπ κεηάβαζεο ηεο αθκήο e. 

Καζηζηνχκε ην θφζηνο απηφ δηαρσξίζηκν, κεηαβαίλνληαο ζην ινγαξηζκηθφ πεδίν, φπνπ 

ην πξφβιεκα ηεο εχξεζεο ηνπ κνλνπαηηνχ ειαρίζηνπ πξνζδνθψκελνπ θφζηνπο, 

μεθηλψληαο απφ ηελ πεγή ηε ρξνληθή ζηηγκή t, είλαη ηειηθά ηζνδχλακν κε ην πξφβιεκα 

ηεο εχξεζεο ηνπ ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ ζηνλ ίδην γξάθν κε ηα βάξε ησλ αθκψλ λα 

ηίζεληαη ίζα πξνο ηηο ηηκέο ηεο γελλήηξηαο-ζπζζσξεπηηθήο ζπλάξηεζεο: 

 

                 . 

 

H γελλήηξηα-ζπζζσξεπηηθή ζπλάξηεζε Κ(k) απνηειεί έλα κεξηθφ άζξνηζκα (ζεηξά) 

επί ησλ ζπζζσξεχζεσλ πνπ θπξηαξρνχληαη απφ ηηο ειάρηζηεο, θεληξηθέο ηηκέο ηεο 

θαηαλνκήο. Γηα δηάθνξεο θαηαλνκέο είλαη έλα απνδνηηθφ, δπγηζκέλν άζξνηζκα ηεο 

κέζεο ηηκήο θαη ηεο απφθιηζεο. Γηα ρξφλνπο κεηάβαζεο θαηαλεκεκέλνπο ζχκθσλα κε 

ηε Γάκκα θαηαλνκή έρνπκε φηη Κ(k)=αlog(1/(1-kb)). Αληίζηνηρα γηα θαλνληθά 

θαηαλεκεκέλνπο ρξφλνπο κεηάβαζεο έρνπκε φηη Κ(k)=kκ+(k
2
ζ

2
/2).  

 

 

3.6  Πειπαμαηική Πποζομοίυζη 

 

Θα πξνρσξήζνπκε ηψξα ζηελ παξνπζίαζε νξηζκέλσλ παξαδεηγκάησλ, πξνθεηκέλνπ 

λα γίλεη άκεζα αληηιεπηή ε ιεηηνπξγία ηνπ Φεπδνπνιπσλπκηθνχ Αιγνξίζκνπ πάλσ ζε 

γξάθνπο πνπ θέξνπλ ζηνραζηηθνχο ρξφλνπο ζηηο αθκέο θαη ην θφζηνο δηαδξνκήο 

απνηειεί ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε ηνπ ζπλνιηθνχ ρξφλνπ κεηάβαζεο. Οη 

πξνζνκνηψζεηο πεξηιακβάλνπλ εθηίκεζε ηεο βέιηηζηεο ζηηγκήο εθθίλεζεο, ηνπ 

βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ γηα δηάθνξεο ζηηγκέο εθθίλεζεο θαη δηαγξάκκαηα ηνπ 

πξνζδνθψκελνπ θφζηνπο ζπλαξηήζεη ησλ ρξφλσλ εθθίλεζεο.  

 

1) Μη καηεςθςνόμενορ γπάθορ 4 κόμβυν και 6 ακμών 

 

Έζησ ν γξάθνο ηνπ ζρήκαηνο: 

 

 

  

 

 

      

 

 
    

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 3.1: Με θαηεπζπλφκελνο γξάθνο 4 θφκβσλ θαη 6 αθκψλ. Οη ρξφλνη κεηάβαζεο 

αθνινπζνχλ νκνηφκνξθεο θαηαλνκέο. Σα δεχγε ηηκψλ ζηηο αθκέο δίλνπλ ηε κέζε ηηκή 

θαη ηελ απφθιηζε ησλ θαηαλνκψλ απηψλ.  

Ο πίλαθαο γεηηλίαζεο ηνπ γξάθνπ είλαη ν: 
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Α   

 
 

 
 

  
  

 
 

 
 

  
  

  

 

Ο πίλαθαο κέζσλ ηηκψλ ησλ ρξφλσλ κεηάβαζεο είλαη ν: 

 

      

 
 

 
 

  
  

 
 

 
 

  
  

  

 

O πίλαθαο ησλ απνθιίζεσλ ησλ ρξφλσλ κεηάβαζεο είλαη ν: 

 

   

 
 

 
 

      
        

 
     

  
      

  
  

  

 

Yπνζέηνπκε ηεηξαγσληθή πνηλή θφζηνπο ηεο κνξθήο C(T) = T
2
. Σν πξνδνθψκελν 

θφζηνο ζα είλαη ηφηε: 

 

          κ
 

 

   

 

  

  ζ 
 

 

   

 

 

Με t ζπκβνιίδνπκε ηε ζηηγκή εθθίλεζεο. Δπηιέρζεθαλ νκνηφκνξθεο θαηαλνκέο γηα 

ηνπο ρξφλνπο κεηάβαζεο. Οη ηηκέο ησλ κέζσλ ηηκψλ θαη ησλ απνθιίζεσλ πξνέθπςαλ 

κε ρξήζε ηεο εληνιήο [m,n]=unidstat(1:20) ηνπ πεξηβάιινληνο Matlab, πνπ παξάγεη 

δεχγε κέζσλ ηηκψλ θαη απνθιίζεσλ νκνηφκνξθσλ θαηαλνκψλ, κε βήκα 0.5 γηα ηηο 

κέζεο ηηκέο. Απφ εθεί έγηλε ε ζπιινγή ησλ δεπγψλ, εζηηάδνληαο ζε αθέξαηεο ηηκέο γηα 

ην πξψην ζηνηρείν θάζε δεχγνπο.  

Ζ βέιηηζηε ζηηγκή εθθίλεζεο είλαη θαηά ηα γλσζηά ίζε κε     κ
 

 
   . Σν βέιηηζην 

κνλνπάηη γηα ηε ζηηγκή απηή θέξεη πξνζδνθψκελν θφζηνο        ζ 
  

   . 

Θεσξνχκε φηη ν θφκβνο 1 είλαη ε πεγή θαη ν θφκβνο 4 ν πξννξηζκφο.  Με ρξήζε ηνπ 

αιγνξίζκνπ ηνπ Dijkstra, ζεσξψληαο ηελ παξάιεηςε ηνπ πξψηνπ φξνπ ηνπ 

αζξνίζκαηνο EC(t), βξίζθνπκε φηη ην βέιηηζην κνλνπάηη γηα ηε βέιηηζηε ζηηγκή 

εθθίλεζεο είλαη ην:  

 

   →    →     
 

Δπνκέλσο ε βέιηηζηε ζηηγκή εθθίλεζεο είλαη ε             κνλάδεο ρξφλνπ 

(γηα παξάδεηγκα ιεπηά). Σν πξφζεκν κείνλ δειψλεη ην πφζν ππνιείπεηαη ε ζηηγκή 

εθθίλεζεο απφ ην πεξηζψξην εθπλνήο ηνπ ρξφλνπ, πνπ ιήγεη ηε ρξνληθή ζηηγκή t = 0. 

To θφζηνο ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ γηα ηε βέιηηζηε ζηηγκή εθθίλεζεο ηζνχηαη κε 6 

ηεηξαγσληθέο κνλάδεο ρξφλνπ (π.ρ (ιεπηά)
2
), αθνχ εθθξάδεη ηελ πξνζδνθψκελε ηηκή 

ηεο ζηνραζηηθήο ζπλάξηεζεο βάξνπο C(T)=T
2
. Απφ εθεί θαη πέξα, ζα βξνχκε ην 

βέιηηζην κνλνπάηη θαη ην θφζηνο απηνχ, γηα δηάθνξεο ζηηγκέο εθθίλεζεο. Θα 

εθαξκφζνπκε ηνλ ςεπδνπνιπσλπκηθφ αιγφξηζκν Γπλακηθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ πνπ 

παξνπζηάζακε ζε πξνεγνχκελε ελφηεηα. 
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Παξαζέηνπκε ελδεηθηηθφ πίλαθα ησλ απνηειεζκάησλ: 

 

Πεγή Πξννξηζκφο ΢ηηγκή 

Δθθίλεζεο 

Μνλνπάηη Πξνζδνθψκελν 

Κφζηνο 

1 4 t = -30    →    →     
 

202 

1 4 t = -20    →    →     
 

22 

1 4 t = -7    →    →     
 

6 

1 4 t = 0    →     
 

31.667 

1 4 t = 10    →     
 

231.667 

 

 ΢εκεηψλνπκε ηηο εμήο παξαηεξήζεηο: 

 Ο Φεπδνπνιπσλπκηθφο αιγφξηζκνο δίλεη γηα ηε βέιηηζηε ζηηγκή εθθίλεζεο 

ίδηα απνηειέζκαηα κε ηνλ αιγφξηζκν ηνπ Dijkstra. 

 Σν βέιηηζην κνλνπάηη δελ είλαη ην ίδην γηα φιεο ηηο ζηηγκέο εθθίλεζεο ηνπ 

πίλαθα.  

 

Παξαζέηνπκε αθφκε ηα αθφινπζα δηαγξάκκαηα: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γηάγξακκα 3.1.1: Σν πξνζδνθψκελν θφζηνο EC(t) ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ σο 

ζπλάξηεζε ηεο ρξνληθήο ζηηγκήο εθθίλεζεο.  

 

To πξνζδνθψκελν θφζηνο EC(t) ζπλίζηαηαη ζηελ άζξνηζε δχν φξσλ. Σνπ φξνπ 

    κ
 

 
    

 
 θαη ηνπ φξνπ  ζ 

  
η  . O Φεπδνπνιπσλπκηθφο αιγφξηζκνο ρξεζηκνπνηεί 

ην Γπλακηθφ Πξνγξακκαηηζκφ πξνθεηκέλνπ λα βξεη ηελ ειάρηζηε ηηκή EC(t), 

ξπζκίδνληαο (θαη κάιηζηα εθεί έγθεηηαη ε φιε δπζθνιία ηνπ ζρεδηαζκνχ) θαηάιιεια 

ηνπ δχν φξνπο γηα θάζε ρξνληθή ζηηγκή t. Πξνθεηκέλνπ λα έρνπκε κηα ζρεηηθή εηθφλα 

ηνπ ηξφπνπ κε ηνλ νπνίν ζπκπεξηθέξνληαη μερσξηζηά νη δχν φξνη ηνπ αζξνίζκαηνο 
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EC(t), αιιά θαη σο πξνο ην πξνζδνθψκελν θφζηνο πνπ πξνηείλεη ν 

Φεπδνπνιπσλπκηθφο Αιγφξηζκνο, παξνπζηάδνπκε πεξαηηέξσ ηα αθφινπζα 

δηαγξάκκαηα:   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γηάγξακκα 3.1.2: Σν πξνζδνθψκελν θφζηνο ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ, φηαλ ε 

βειηηζηνπνίεζε ζπλίζηαηαη κφλν σο πξνο ηνλ φξν  ζ 
  

   . Με ρξήζε ηνπ αιγνξίζκνπ 

ηνπ Dijkstra βξίζθνπκε φηη   ζ 
  

         . Γηα ην κνλνπάηη απηφ πξνθχπηεη φηη 

 κ
 

 
   =7. Δπνκέλσο ην πξνζδνθψκελν θφζηνο ηεο ζηνραζηηθήο ζπλάξηεζεο C(T)=T

2
 

ηζνχηαη κε EC(t)=(t+7)
2
+6.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γηάγξακκα 3.1.3: Σν πξνζδνθψκελν θφζηνο ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ, φηαλ ε 

βειηηζηνπνίεζε ζπλίζηαηαη κφλν σο πξνο ηνλ φξν  κ
 

 
   . Με ρξήζε ηνπ αιγνξίζκνπ 

ηνπ Dijkstra βξίζθνπκε φηη   κ
 

 
    

   
  . Γηα ην κνλνπάηη απηφ πξνθχπηεη φηη 

 ζ 
  

   =6.667. Δπνκέλσο ην πξνζδνθψκελν θφζηνο ηεο ζηνραζηηθήο ζπλάξηεζεο 

C(T)=T
2
 ηζνχηαη κε EC(t)=(t+5)

2
+6.667.  
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Γηάγξακκα 3.1.4: ΢πγθξηηηθφ δηάγξακκα ηνπ βειηίζηνπ πξνζδνθψκελνπ θφζηνπο πνπ 

καο δίλεη ν Φεπδνπνιπσλπκηθφο Αιγφξηζκνο  θαη ηνπ πξνζδνθψκελνπ θφζηνπο πνπ 

πξνθχπηεη απφ ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ γξακκηθνχ ζπλδπαζκνχ κέζεο ηηκήο θαη 

ηεηξαγσληθήο απφθιηζεο.   

 

2) Μη καηεςθςνόμενορ γπάθορ 6 κόμβυν και 9 ακμών 

 

 Έζησ ν γξάθνο ηνπ ζρήκαηνο: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 3.2: Με θαηεπζπλφκελνο γξάθνο 6 θφκβσλ θαη 9 αθκψλ. Οη ρξφλνη κεηάβαζεο 

αθνινπζνχλ νκνηφκνξθεο θαηαλνκέο. Σα δεχγε ηηκψλ ζηηο αθκέο δίλνπλ ηε κέζε ηηκή 

θαη ηελ απφθιηζε ησλ θαηαλνκψλ απηψλ. 
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Ο πίλαθαο γεηηλίαζεο ηνπ γξάθνπ είλαη ν: 

 

 

Α  

 
 
 
 
 
 
   
   
   

   
   
   

   
   
   

   
   
    

 
 
 
 
 

 

 

Ο πίλαθαο κέζσλ ηηκψλ ησλ ρξφλσλ κεηάβαζεο είλαη ν: 

 

 

     

 
 
 
 
 
 
   
   
   

   
   
    

   
    
   

   
    
     

 
 
 
 
 

 

 

 

O πίλαθαο ησλ απνθιίζεσλ ησλ ρξφλσλ κεηάβαζεο είλαη ν: 

 

  

 
 
 
 
 
 

       
       

           

    

        

        
    
             
   

   
        
         

 
 
 
 
 

 

 

Να ζεκεηψζνπκε φηη νξίδνπκε ηηο εμήο ηζνδπλακίεο: 

 

                                    
  
              

 

                       ≠                
 

           
 

Yπνζέηνπκε θαη πάιη ηεηξαγσληθή πνηλή θφζηνπο ηεο κνξθήο C(T) = T
2
. Σν 

πξνδνθψκελν θφζηνο ζα είλαη ηφηε: 

 

          κ
 

 

   

 

  

  ζ 
 

 

   

 

 

Με t ζπκβνιίδνπκε ηε ζηηγκή εθθίλεζεο. Δπηιέρζεθαλ νκνηφκνξθεο θαηαλνκέο γηα 

ηνπο ρξφλνπο κεηάβαζεο. Οη ηηκέο ησλ κέζσλ ηηκψλ θαη ησλ απνθιίζεσλ πξνέθπςαλ 

κε ρξήζε ηεο εληνιήο [m,n]=unidstat(1:40) ηνπ πεξηβάιινληνο Matlab, πνπ παξάγεη 

δεχγε κέζσλ ηηκψλ θαη απνθιίζεσλ νκνηφκνξθσλ θαηαλνκψλ, κε βήκα 0.5 γηα ηηο 

κέζεο ηηκέο. Απφ εθεί έγηλε ε ζπιινγή ησλ δεπγψλ, εζηηάδνληαο φπσο θαη 

πξνεγνπκέλσο ζε αθέξαηεο ηηκέο γηα ην πξψην ζηνηρείν θάζε δεχγνπο.  
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Ζ βέιηηζηε ζηηγκή εθθίλεζεο είλαη θαηά ηα γλσζηά ίζε κε     κ
 

 
   . Σν βέιηηζην 

κνλνπάηη γηα ηε ζηηγκή απηή θέξεη πξνζδνθψκελν θφζηνο        ζ 
  

   . 

Θεσξνχκε φηη ν θφκβνο 2 είλαη ε πεγή θαη ν θφκβνο 6 ν πξννξηζκφο.  Με ρξήζε ηνπ 

αιγνξίζκνπ ηνπ Dijkstra, ζεσξψληαο ηελ παξάιεηςε ηνπ πξψηνπ φξνπ ηνπ 

αζξνίζκαηνο EC(t), βξίζθνπκε φηη ην βέιηηζην κνλνπάηη γηα ηε βέιηηζηε ζηηγκή 

εθθίλεζεο είλαη ην:  

 

   →    →    →    →     
 

Δπνκέλσο ε βέιηηζηε ζηηγκή εθθίλεζεο είλαη ε                  

κνλάδεο ρξφλνπ (γηα παξάδεηγκα ιεπηά). Σν πξφζεκν κείνλ, φκνηα κε πξηλ, δειψλεη 

ην πφζν ππνιείπεηαη ε ζηηγκή εθθίλεζεο απφ ην πεξηζψξην εθπλνήο ηνπ ρξφλνπ, πνπ 

ιήγεη ηε ρξνληθή ζηηγκή t = 0. To θφζηνο ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ γηα ηε βέιηηζηε 

ζηηγκή εθθίλεζεο ηζνχηαη κε 6,667 ηεηξαγσληθέο κνλάδεο ρξφλνπ (π.ρ (ιεπηά)
2
), 

αθνχ εθθξάδεη ηελ πξνζδνθψκελε ηηκή  ηεο ζηνραζηηθήο ζπλάξηεζεο βάξνπο 

C(T)=T
2
. Απφ εθεί θαη πέξα, ζα βξνχκε ην βέιηηζην κνλνπάηη θαη ην θφζηνο απηνχ, 

γηα δηάθνξεο ζηηγκέο εθθίλεζεο. Θα εθαξκφζνπκε θαη πάιη ηνλ ςεπδνπνιπσλπκηθφ 

αιγφξηζκν Γπλακηθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ. 

 

Παξαζέηνπκε ελδεηθηηθφ πίλαθα ησλ απνηειεζκάησλ: 

 

Πεγή Πξννξηζκφο ΢ηηγκή 

Δθθίλεζεο 

Μνλνπάηη Πξνζδνθψκελν 

Κφζηνο 

2 6 t = -40    →    →    
→    →     

150.667 

2 6 t = -30    →    →    
→    →     

10.667 

2 6 t = -20    →    →    
→    →     

6.667 

2 6 t = -10    →    →    
→    →     

6.667 

2 6 t = 0    →    →    
→    →     

87.667 

2 6 t = 10    →    →    
→    →     

367.667 
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Παξαζέηνπκε θαη ηα αθφινπζα δηαγξάκκαηα: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γηάγξακκα 3.2.1: Σν πξνζδνθψκελν θφζηνο ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ σο ζπλάξηεζε 

ηεο ρξνληθήο ζηηγκήο εθθίλεζεο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γηάγξακκα 3.2.2: Σν πξνζδνθψκελν θφζηνο ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ, φηαλ ε 

βειηηζηνπνίεζε ζπλίζηαηαη κφλν σο πξνο ηνλ φξν  ζ 
  

   . Με ρξήζε ηνπ αιγνξίζκνπ 

ηνπ Dijkstra βξίζθνπκε φηη   ζ 
  

             . Γηα ην κνλνπάηη απηφ πξνθχπηεη 

φηη  κ
 

 
   =10. Δπνκέλσο ην πξνζδνθψκελν θφζηνο ηεο ζηνραζηηθήο ζπλάξηεζεο 

C(T)=T
2
 ηζνχηαη κε EC(t)=(t+10)

2
+6.667. 
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Γηάγξακκα 3.2.3: Σν πξνζδνθψκελν θφζηνο ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ, φηαλ ε 

βειηηζηνπνίεζε ζπλίζηαηαη κφλν σο πξνο ηνλ φξν  κ
 

 
   . Με ρξήζε ηνπ αιγνξίζκνπ 

ηνπ Dijkstra βξίζθνπκε φηη   κ
 

 
    

   
   . Γηα ην κνλνπάηη απηφ πξνθχπηεη φηη 

 ζ 
  

   =6.667. Δπνκέλσο ην πξνζδνθψκελν θφζηνο ηεο ζηνραζηηθήο ζπλάξηεζεο 

C(T)=T
2
 ηζνχηαη κε EC(t)=(t+10)

2
+6.667. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γηάγξακκα 3.2.4: ΢πγθξηηηθφ δηάγξακκα ηνπ βειηίζηνπ πξνζδνθψκελνπ θφζηνπο πνπ 

καο δίλεη ν Φεπδνπνιπσλπκηθφο Αιγφξηζκνο  θαη ηνπ πξνζδνθψκελνπ θφζηνπο πνπ 

πξνθχπηεη απφ ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ γξακκηθνχ ζπλδπαζκνχ κέζεο ηηκήο θαη 

ηεηξαγσληθήο απφθιηζεο. 

   

Οη βαζηθέο παξαηεξήζεηο πνπ θάλακε πξνεγνπκέλσο, ηζρχνπλ αθξηβψο ην ίδην θαη 

εδψ. Σν γεγνλφο φηη ν ςεπδνπνιπσλπκηθφο αιγφξηζκνο δίλεη γηα ηε βέιηηζηε ρξνληθή 

ζηηγκή ην ίδην κνλνπάηη κε ηνλ αιγφξηζκν ηνπ Dijkstra εληζρχεη ηελ αμηνπηζηία ηνπ θαη 

ζηεξίδεη ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα ηνπ (effectiveness). ΢εκεηψλνπκε φηη φιεο νη 

πξνζνκνηψζεηο εθηεινχληαη ζην πεξηβάιινλ Matlab. 

Πξνρσξνχκε ηψξα ζην παξάδεηγκα ελφο δηθηχνπ, ζπλζεηφηεξεο ηνπνινγίαο. 
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3) Μη καηεςθςνόμενορ γπάθορ 12 κόμβυν και 23 ακμών 

 

Έζησ ν γξάθνο ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 3.3: Με θαηεπζπλφκελνο γξάθνο 12 θφκβσλ θαη 23 αθκψλ. Οη ρξφλνη 

κεηάβαζεο αθνινπζνχλ νκνηφκνξθεο θαηαλνκέο. Σα δεχγε ηηκψλ ζηηο αθκέο δίλνπλ ηε 

κέζε ηηκή θαη ηελ απφθιηζε ησλ θαηαλνκψλ απηψλ. 

 

Ο πίλαθαο γεηηλίαζεο ηνπ γξάθνπ είλαη ν: 

 

Α  
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Ο πίλαθαο κέζσλ ηηκψλ ησλ ρξφλσλ κεηάβαζεο είλαη ν: 

 

     

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   
   
   

   
   
    

    
   
   

   
    
    

   
   
    

   
   
   

     
   
     

   
     
   

    
   
   

     
    
    

   
   
   

    
    
   

    
   
    

   
    
      

    
    
     

   
   
    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

O πίλαθαο ησλ απνθιίζεσλ ησλ ρξφλσλ κεηάβαζεο είλαη ν: 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

   
   

       
       

     
     
   

           

   

        
        

   

   

    

   

   

   
      

   

     

   

          

   

    
   

   

     
     

    
   

   

   

    

         

   

          
         
      

   

         
               

        
        
           

    

     
     

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Yπνζέηνπκε θαη πάιη ηεηξαγσληθή πνηλή θφζηνπο ηεο κνξθήο C(T) = T
2
. Σν 

πξνδνθψκελν θφζηνο ζα είλαη ηφηε: 

 

          κ
 

 

   

 

  

  ζ 
 

 

   

 

 

Με t ζπκβνιίδνπκε ηε ζηηγκή εθθίλεζεο. Δπηιέρζεθαλ νκνηφκνξθεο θαηαλνκέο γηα 

ηνπο ρξφλνπο κεηάβαζεο. Οη ηηκέο ησλ κέζσλ ηηκψλ θαη ησλ απνθιίζεσλ πξνέθπςαλ 

κε ρξήζε ηεο εληνιήο [m,n]=unidstat(1:60) ηνπ πεξηβάιινληνο Matlab, πνπ παξάγεη 

δεχγε κέζσλ ηηκψλ θαη απνθιίζεσλ νκνηφκνξθσλ θαηαλνκψλ, κε βήκα 0.5 γηα ηηο 

κέζεο ηηκέο. Απφ εθεί έγηλε ε ζπιινγή ησλ δεπγψλ, εζηηάδνληαο φπσο θαη 

πξνεγνπκέλσο ζε αθέξαηεο ηηκέο γηα ην πξψην ζηνηρείν θάζε δεχγνπο.  

Ζ βέιηηζηε ζηηγκή εθθίλεζεο είλαη θαηά ηα γλσζηά ίζε κε     κ
 

 
   . Σν βέιηηζην 

κνλνπάηη γηα ηε ζηηγκή απηή θέξεη πξνζδνθψκελν θφζηνο        ζ 
  

   . 

Δπηδηψθνπκε λα βξνχκε ην βέιηηζην κνλνπάηη πνπ νδεγεί απφ ηνλ θφκβν 1 ζηνλ 

θφκβν 12. 

 

Γηα ην κνλνπάηη απηφ έρνπκε ινηπφλ φηη: 
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Με ρξήζε ηνπ αιγνξίζκνπ ηνπ Dijkstra, ζεσξψληαο ηελ παξάιεηςε ηνπ πξψηνπ φξνπ 

ηνπ αζξνίζκαηνο EC(t), βξίζθνπκε φηη ην βέιηηζην κνλνπάηη γηα ηε βέιηηζηε ζηηγκή 

εθθίλεζεο είλαη ην:  

 

   →    →     →     →      
 

Δπνκέλσο ε βέιηηζηε ζηηγκή εθθίλεζεο είλαη ε                   

κνλάδεο ρξφλνπ (γηα παξάδεηγκα ιεπηά). Σν πξφζεκν κείνλ, φκνηα κε πξηλ, δειψλεη 

ην πφζν ππνιείπεηαη ε ζηηγκή εθθίλεζεο απφ ην πεξηζψξην εθπλνήο ηνπ ρξφλνπ, πνπ 

ιήγεη ηε ρξνληθή ζηηγκή t = 0. To θφζηνο ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ γηα ηε βέιηηζηε 

ζηηγκή εθθίλεζεο ηζνχηαη κε 118 ηεηξαγσληθέο κνλάδεο ρξφλνπ (π.ρ (ιεπηά)
2
), αθνχ 

εθθξάδεη θαηά ηα γλσζηά ηελ πξνζδνθψκελε ηηκή ηεο ζηνραζηηθήο ζπλάξηεζεο 

βάξνπο C(T)=T
2
. Απφ εθεί θαη έπεηηα, ζα βξνχκε ην βέιηηζην κνλνπάηη θαη ην θφζηνο 

απηνχ, γηα δηάθνξεο ζηηγκέο εθθίλεζεο. Θα εθαξκφζνπκε θαη πάιη ηνλ 

ςεπδνπνιπσλπκηθφ αιγφξηζκν Γπλακηθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ. 

 

Παξαζέηνπκε ελδεηθηηθφ πίλαθα ησλ απνηειεζκάησλ: 

 

Πεγή Πξννξηζκφο ΢ηηγκή Δθθίλεζεο Μνλνπάηη Πξνζδνθψκελν 

Κφζηνο 

1 12 t = -70    →    →     
→     →      

 

694 

1 12 t = -60    →    →     
→     →      

 

314 

1 12 t = -50    →    →     
→     →      

 

134 

1 12 t = -35    →    →     
→     →      

 

118 

1 12 t = -20    →    →     
→      

 

240.667 

1 12 t = -10    →    →     
→      

 

540.667 

 

Παξαηεξνχκε φηη ην βέιηηζην κνλνπάηη δελ είλαη ην ίδην γηα φιεο ηηο ρξνληθέο ζηηγκέο 

εθθίλεζεο ηνπ πίλαθα.  

 

Παξαζέηνπκε θαη ηα αθφινπζα δηαγξάκκαηα: 
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Γηάγξακκα 3.3.1: Σν πξνζδνθψκελν θφζηνο ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ σο ζπλάξηεζε 

ηεο ρξνληθήο ζηηγκήο εθθίλεζεο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γηάγξακκα 3.3.2: Σν πξνζδνθψκελν θφζηνο ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ, φηαλ ε 

βειηηζηνπνίεζε ζπλίζηαηαη κφλν σο πξνο ηνλ φξν  ζ 
  

   . Με ρξήζε ηνπ αιγνξίζκνπ 

ηνπ Dijkstra βξίζθνπκε φηη   ζ 
  

           . Γηα ην κνλνπάηη απηφ πξνθχπηεη φηη 

 κ
 

 
   =35. Δπνκέλσο ην πξνζδνθψκελν θφζηνο ηεο ζηνραζηηθήο ζπλάξηεζεο 

C(T)=T
2
 ηζνχηαη κε EC(t)=(t+35)

2
+118. 
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Γηάγξακκα 3.3.3: Σν πξνζδνθψκελν θφζηνο ηνπ βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ, φηαλ ε 

βειηηζηνπνίεζε ζπλίζηαηαη κφλν σο πξνο ηνλ φξν  κ
 

 
   . Με ρξήζε ηνπ αιγνξίζκνπ 

ηνπ Dijkstra βξίζθνπκε φηη   κ
 

 
    

   
   . Γηα ην κνλνπάηη απηφ πξνθχπηεη φηη 

 ζ 
  

   =140.667. Δπνκέλσο ην πξνζδνθψκελν θφζηνο ηεο ζηνραζηηθήο ζπλάξηεζεο 

C(T)=T
2
 ηζνχηαη κε EC(t)=(t+30)

2
+140.667. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γηάγξακκα 3.3.4: ΢πγθξηηηθφ δηάγξακκα ηνπ βειηίζηνπ πξνζδνθψκελνπ θφζηνπο πνπ 

καο δίλεη ν Φεπδνπνιπσλπκηθφο Αιγφξηζκνο  θαη ηνπ πξνζδνθψκελνπ θφζηνπο πνπ 

πξνθχπηεη απφ ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ γξακκηθνχ ζπλδπαζκνχ κέζεο ηηκήο θαη 

ηεηξαγσληθήο απφθιηζεο. 

 

Παξαηεξνχκε φηη ε ειαρηζηνπνίεζε ηεο ζηνραζηηθήο ζπλάξηεζεο βάξνπο C(T)=T
2
 

δίλεη θαιχηεξα απφηειέζκαηα απφ ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ γξακκηθνχ ζπλδπαζκνχ 

κέζεο ηηκήο θαη απφθιηζεο γηα ην βέιηηζην κνλνπάηη. Απηφ γίλεηαη άκεζα αληηιεπηφ 

απφ ηε ζηηγκή πνπ ε πξνζδνθψκελε ηηκή EC(t) ιακβάλεη ηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο 

λσξίηεξα απφ φηη ν γξακκηθφο ζπλδπαζκφο κέζεο ηηκήο θαη ηεηξαγσληθήο απφθιηζεο. 

Αθφκε, γηα φιεο ηηο ρξνληθέο ζηηγκέο εθθίλεζεο ε ειάρηζηε πξνζδνθψκελε ηηκή ηεο 
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ζπλάξηεζεο βάξνπο C(T)=T
2
 είλαη αηζζεηά κηθξφηεξε απφ ηελ ειάρηζηε ηηκή ηνπ 

γξακκηθνχ ζπλδπαζκνχ κέζεο ηηκήο θαη απφθιηζεο. Απηφ ζεκαίλεη φηη ε εχξεζε ηνπ 

βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ, δειαδή απηνχ πνπ ειαρηζηνπνηεί ηελ πξνζδνθψκελε ηηκή 

ΔC(t)    απνηειεί έλαλ θαιψο νξηζκέλν αληηθεηκεληθφ ζθνπφ (objective function) ηνπ 

πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο. Δδψ αλαδεηθλχεηαη θαη ε ζπλεηζθνξά ηεο Θεσξίαο 

Απνθάζεσλ ζηα πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο. Οξίδεη κηα ζπλάξηεζε ζθνπνχ θαη 

εμεηάδεη θαηά πφζνλ ε ειαρηζηνπνίεζή ηεο απνηειεί κηα νξζή αληηκεηψπηζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο. 

Μπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε φηη ε ζηνραζηηθή ζπλάξηεζε βάξνπο C(T)=T
2
 απνηειεί 

κηα ζηοσαζηική ηεηπαγυνική νόπμα (norm) ηεο νπνία ηε κέζε ηηκή επηζπκνχκε λα 

ειαρηζηνπνηήζνπκε. Γειαδή ε ζπλάξηεζε C(T)=T
2
 είλαη έλα ζηνραζηηθφ μέηπο πάλσ 

ζην δίθηπν ηνπ νπνίνπ ε ειαρηζηνπνίεζε ηεο νηεηεπμινιζηικήρ μεηπικήρ ηος 

πεπιγπαθήρ ΔC(t) δίλεη ην κνλνπάηη πνπ αλαδεηνχκε. Άξα έζησ φηη: 

 

          
    

          
    

                        

 

   

 

      
 

 

Γηαηζζεηηθά κπνξνχκε λα πνχκε φηη ε πνζφηεηα ||Ν||=   Ν    απνηειεί έλα μέηπο 

πεξηγξαθήο-εθηίκεζεο ηνπ ζπλνιηθνχ ρξφλνπ κεηάβαζεο. 

 

 

3.7  Άνυ θπάγμα για ηο μέζο σπόνο μονοπαηιού 

 

Παξαπάλσ ζρνιηάζακε φηη ν ςεπδνπνιπσλπκηθφο αιγφξηζκνο θέξεη πνιππινθφηεηα 

πνπ εμαξηάηαη θαη απφ έλα άλσ θξάγκα ηνπ ζπλνιηθνχ κέζνπ ρξφλνπ κεηάβαζεο ηνπ 

βειηίζηνπ κνλνπαηηνχ. Δπηρεηξνχκε ζην ζεκείν απηφ λα δψζνπκε κηα εθηίκεζε ηνπ 

θξάγκαηνο απηνχ. 

Ο ζπλνιηθφο κέζνο (mean) ρξφλνο ελφο κνλνπαηηνχ r αθκψλ, ηζνχηαη κε: 

 

Σ   κ
 

 

   

 

 

΢χκθσλα κε ηελ αλάιπζή καο, ν ςεπδνπνιπσλπκηθφο αιγφξηζκνο δπλακηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ εμαξηάηαη απφ έλα άλσ θξάγκα Μ, ηνπ ζπλνιηθνχ ρξφλνπ 

δηαδξνκήο. Πξνζπαζνχκε λα ππνινγίζνπκε κηα ηηκή γηα ην θξάγκα απηφ. 

Έζησ ινηπφλ φηη 

κ
   

    
         

 κ
 
 κ

 
   κ

 
  

Σφηε ζα έρνπκε: 

Σ   κ
 
  κ

   

 

   

 

 

΋κσο, ζα είλαη r ≤ e θαη κmax ≤ κg  φπνπ e νη αθκέο ηνπ δηθηχνπ θαη: 

 

κ
 
    

   
 κ

 
  

Έπνκέλσο, 

Σ   κ
 
 



129 
 

 

Απφ ην Λήκκα ησλ Υεηξαςηψλ φκσο ηζρχεη φηη: 

 

         

 

   

 

 

΋πνπ κε d(vi) ελλννχκε ην βαζκφ ηεο θνξπθήο vi. 

 

Aλ κε d ζπκβνιίζνπκε ην κέγηζην βαζκφ ηνπ δηθηχνπ, δειαδή d(vi) ≤ d γηα θάζε i ζα 

έρνπκε φηη: 

             ηζνδχλακα

 

   

 

  
  

 
 

 

Άξα, ζα έρνπκε: 

Σ   κ
 
 

κ
 
  

 
 

 

Καη αθνχ M έλα άλσ θξάγκα ηνπ Σ, κπνξνχκε λα εθιέμνπκε  

 

  
κ
 
  

 
 

 

 

3.8  Πλεονεκηήμαηα ηος Φεςδοπολςυνςμικού Αλγοπίθμος 

 

Ο Φεπδνπνιπσλπκηθφο Αιγφξηζκνο Γπλακηθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ πνπ εθαξκφζακε 

ζε πξνεγνχκελε ελφηεηα, επηιέρζεθε γηα ηελ επίιπζε ζηνραζηηθψλ πεξηπηψζεσλ 

δξνκνιφγεζεο δηφηη παξνπζηάδεη νξηζκέλα ηζρπξά ππνινγηζηηθά πιενλεθηήκαηα. 

΢πλνςίζνπκε ελ ζπληνκία ηα βαζηθά πιενλεθηήκαηα ηνπ ςεπδνπνιπσλπκηθνχ 

αιγνξίζκνπ πνπ εθαξκφζακε: 

 

 Ο Αιγφξηζκνο πξνζθέξεη ςεπδνπνιπσλπκηθή πνιππινθφηεηα, ζαθψο 

θαιχηεξε απφ ηελ πνιππινθφηεηα ηεο exhaustive search κεζφδνπ, πνπ ζηε 

ρεηξφηεξε πεξίπησζε είλαη εθζεηηθή. Γηα ζρεηηθά φρη κεγάινπο γξάθνπο 

(κέρξη 100-1000 θφκβνπο) ε παξαηήξεζε απηή γίλεηαη εκθαλήο.  

 

 Έζησ κ
 
           κ

 
  θαη ECopt ην θφζηνο ηεο βέιηηζηεο ιχζεο πνπ 

δίλεη ν αιγφξηζκνο. Αλ ν ιφγνο r = κg / ECopt θξάζζεηαη απφ κηα 

πνιπσλπκηθή πνζφηεηα, ηφηε ε γλσζηή ηερληθή ηνπ scaling κεηαηξέπεη ηνλ 

ςεπδνπνιπσλπκηθφ αιγφξηζκν ζε απφιπηα πνιπσλπκηθφ. Σν γεγνλφο απηφ, 

πξνζδίδεη αθφκα έλα επηπιένλ πιενλέθηεκα φζν αθνξά ζηελ 

πνιππινθφηεηα ηνπ αιγνξίζκνπ. 

 

 ΢ηα πξαγκαηηθά νδηθά δίθηπα, νη ζηνραζηηθνί ρξφλνη κεηάβαζεο 

(θαζπζηέξεζεο) ζηνπο δξφκνπο ιακβάλνπλ ζρεηηθά κηθξέο ηηκέο. Αθφκα, ην 
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άλσ θξάγκα Μ ηνπ ζπλνιηθνχ ρξφλνπ ηαμηδίνπ έρεη βξεζεί πσο εμαξηάηαη 

πνιπσλπκηθά απφ ην κέγεζνο ηνπ δηθηχνπ (αξηζκφο ησλ θφκβσλ). Δπνκέλσο 

ν ζρεδηαζκφο ηνπ ςεπδνπνιπσλπκηθνχ αιγνξίζκνπ είλαη ξεαιηζηηθφο θαη 

θξίλεηαη επαξθήο σο πξνο ηελ εθαξκνγή ηνπ ζε πξαγκαηηθά πξνβιήκαηα 

ζηνραζηηθήο δξνκνιφγεζεο.  

 

 ΋ηαλ αληηκεησπίδνπκε πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο ζηνραζηηθψλ 

δηαδξνκψλ, βειηηζηνπνηνχκε ζπλήζσο σο πξνο ηε κέζε ηηκή ηνπ θφζηνπο, 

ηελ απφθιηζε ηνπ θφζηνπο θαη ηνλ γξακκηθφ ζπλδπαζκφ ησλ δχν απηψλ 

πνζνηήησλ. Χζηφζν, ε βειηηζηνπνίεζε σο πξνο ηε ζηνραζηηθή ζπλάξηεζε 

βάξνπο C(T)=T
2
 δίλεη θαιχηεξα απνηειέζκαηα απ’φηη ε ζπλήζεο 

δηαδηθαζία. Απηφ θαίλεηαη θαη απφ ην δηάγξακκα 3.3.4. 

 

 Ο Φεπδνπνιπσλπκηθφο αιγφξηζκνο ζηεξίδεηαη ζηηο αξρέο ηνπ Γπλακηθνχ 

Πξνγξακκαηηζκνχ. Μνληεινπνηεί ηε κέζε ηηκή (θαη ηελ απφθιηζε αλ 

ρξεηαζηεί) ησλ ρξφλσλ κεηάβαζεο ησλ αθκψλ, ζαλ κεηαβιεηέο θαηάζηαζεο 

ηνπ ζπζηήκαηνο θαη εμάγεη ηνλ επφκελν θφκβν ηνπ κνλνπαηηνχ, ηεξψληαο 

ηελ αξρή ηεο βειηηζηφηεηαο ησλ (ππν)κνλνπαηηψλ. Ζ παξαηήξεζε απηή 

θαζηζηά ηνλ αιγνξηζκηθφ ζρεδηαζκφ αξθεηά επαξθή. Καη απηφ γηαηί εθφζνλ 

είλαη ζε ηζρχ ε ηδηφηεηα ηεο (ππν) βειηηζηφηεηαο, πάληνηε νδεγνχκαζηε ζηε 

βέιηηζηε ιχζε. Αθφκε, ζρεδφλ παληνχ ζηε βηβιηνγξαθία ν Γπλακηθφο 

Πξνγξακκαηηζκφο ζπληζηά ην πην ζχλεζεο κνληέιν επίιπζεο ζηνραζηηθψλ 

θαη δπλακηθψλ πξνβιεκάησλ απνθάζεσλ. Δίλαη ζε ζέζε ν Γπλακηθφο 

Πξνγξακκαηηζκφο λα δηαρεηξηζηεί αιγνξηζκηθά ηηο ζηνραζηηθέο κεηαβιεηέο 

(ζφξπβνο), δηακεξίδνληαο ην πεδίν εθαξκνγήο ηνπ ζε επηκέξνπο 

ππνηκήκαηα. Καη ν ζρεδηαζηήο κπνξεί λα ην εθκεηαιιεπηεί απηφ, έηζη ψζηε 

λα εμάγεη ηε βέιηηζηε ιχζε (κνλνπάηη ζηελ πεξίπησζή καο). 

 

Απφ ηελ άιιε πιεπξά φκσο, ν Γπλακηθφο Πξνγξακκαηηζκφο φπσο θαη θάζε άιιε 

ηερληθή εμαγσγήο ηεο αθξηβνχο ιχζεο, ζπλαληά ην ηζρπξφ εκπφδην ηεο 

πνιππινθφηεηαο, φηαλ ην κέγεζνο ηνπ δηθηχνπ απμάλεη αξθεηά. Απφ εθεί θαη έπεηηα, 

είκαζηε ππνρξεσκέλνη λα αλαδεηήζνπκε πξνζεγγηζηηθέο ιχζεηο. Καη κάιηζηα 

νθείινπκε λα ην θάλνπκε απηφ κέζα ζηα πιαίζηα ηερληθψλ πνπ ραξαθηεξίδνληαη απφ 

ζρεηηθά ρακειή πνιππινθφηεηα. Γηα ην ιφγν απηφ, νη ζρεδηαζηέο ρξεζηκνπνηνχλ ηνπο 

επξηζηηθνχο θαη κεηα – επξηζηηθνχο αιγνξίζκνπο. ΢χγρξνλεο δειαδή κεζφδνπο πνπ 

αλαδεηνχλ ηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο απφ θαηάιιεια, επηιεγκέλα ζχλνια ιχζεσλ, 

απνθεχγνληαο πεξηηηέο επεμεξγαζίεο θαη πνιχπινθνπο – ρξνλνβφξνπο ππνινγηζκνχο. 

Δίλαη θαζαξά ζέκα ηνπ ζρεδηαζηή ην ηη ξπζκίζεηο ζα θάλεη, έηζη ψζηε ε ηερληθή πνπ 

ζα αθνινπζήζεη  λα ηνπ δψζεη πνηνηηθέο θαη θνληηλέο πξνζεγγίζεηο.   
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Κεθάιαην 4 

 

Έξεπλα πάλσ ζηε ΢ηνραζηηθή θαη 

Γπλακηθή δξνκνιφγεζε νρεκάησλ 

 
΢ηα πξαγκαηηθά πξνβιήκαηα δξνκνιφγεζεο καο ελδηαθέξεη ν ηξφπνο θαηά ηνλ νπνίν 

κεηαβάιινληαη νξηζκέλεο θξίζηκεο παξάκεηξνη ηνπ δηθηχνπ. Παξφηη γηα παξάδεηγκα 

νη ρηιηνκεηξηθέο απνζηάζεηο είλαη ζηαζεξέο, νη ρξνληθέο θαζπζηεξήζεηο ησλ 

νρεκάησλ ζηνπο δξφκνπο δελ είλαη εμίζνπ ζηαζεξέο, αιιά κεηαβάιινληαη 

πνηθηινηξφπσο. Γεληθφηεξα, παξαηεξνχκε πσο αλ νξίζνπκε κηα πνζφηεηα θφζηνπο 

πάλσ ζε έλα πξαγκαηηθφ δίθηπν, νη δπλαηέο ηηκέο ηεο αιιάδνπλ ζπλερψο. Ζ 

παξαηήξεζε απηή θαζηζηά ην πξφβιεκα ηεο βέιηηζηεο δξνκνιφγεζεο ζαθψο 

δπζθνιφηεξν. Καιείηαη ινηπφλ ν ζρεδηαζηήο λα κνληεινπνηήζεη ζε πξψηε θάζε ηνπο 

κεραληζκνχο ησλ κεηαβνιψλ ηνπ δηθηχνπ θαη έπεηηα λα εμάγεη βάζεη ησλ κεραληζκψλ 

απηψλ ηελ θαηάιιειε ηερληθή (αιγφξηζκνο) πνπ ζα επηιχεη ην πξφβιεκα ηεο 

βέιηηζηεο δξνκνιφγεζεο. Παξαδνζηαθά, νη κεηαβνιέο ζε έλα δίθηπν είλαη είηε 

Γπλακηθέο είηε ΢ηνραζηηθέο είηε θαη ηα δπν καδί. ΢ηελ πξψηε πεξίπησζε καο δίλεηαη 

ζπλήζσο έλα δπλακηθφ πξνθίι ηεο θίλεζεο ησλ δξφκσλ (κέζσ θάπνησλ ζπλαξηήζεσλ 

ή γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ) ελψ ζηε δεχηεξε πεξίπησζε γλσξίδνπκε ζπλήζσο ηηο 

ζηαηηζηηθέο θαηαλνκέο ησλ κεγεζψλ πνπ κεηαβάιινληαη. Αλ νη ζηαηηζηηθέο 

θαηαλνκέο απηέο δελ είλαη γλσζηέο, θαηαζθεπάδνπκε βάζεη νξηζκέλσλ 

θαηαγεγξακκέλσλ πηζαλνηηθψλ ηηκψλ θάπνηεο ςεπδνθαηαλνκέο θαη δνπιεχνπκε 

ζχκθσλα κε απηέο (ε δηαδηθαζία απηή ζπληζηά κηα κέζνδν εθηίκεζεο). ΢ηελ ηξίηε 

πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία ην δίθηπν θπξηαξρείηαη απφ δπλακηθέο θαη ζηνραζηηθέο 

κεηαβνιέο ηαπηφρξνλα, ηα πξάγκαηα γίλνληαη αθφκα πην πνιχπινθα. Σα θφζηε, νη 

ρξφλνη κεηάβαζεο θαη γεληθφηεξα ε ξνή ζην δίθηπν πεξηγξάθνληαη απφ ζηνραζηηθέο 

αλειίμεηο ή αθνινπζίεο, γεγνλφο πνπ πξνυπνζέηεη βαζχηαηε καζεκαηηθή επεμεξγαζία 

θαη απνηειεζκαηηθφ αιγνξηζκηθφ ζρεδηαζκφ. ΢ην Κεθάιαην απηφ, παξαζέηνπκε 

νξηζκέλεο αληηπξνζσπεπηηθέο κειέηεο πάλσ ζηε ζηνραζηηθή θαη δπλακηθή 

δξνκνιφγεζε. ΢θνπφο καο είλαη κηα ζπλνπηηθή παξνπζίαζε ησλ κειεηψλ απηψλ, 

πξνθεηκέλνπ λα παξαπεκθζεί ν αλαγλψζηεο ζε πην πξνρσξεκέλα ζέκαηα βέιηηζηεο 

δξνκνιφγεζεο κε ηα νπνία έρνπλ θαηαπηαζηεί ζεκαληηθνί ζχγρξνλνη εξεπλεηέο. Με 

ην Κεθάιαην απηφ θιείλνπκε ηελ παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία πξνζδνθψληαο φηη 

έρεη γίλεη κηα ειάρηζηε πξνπηπρηαθή ζπκβνιή ζην αληηθείκελν ηεο βέιηηζηεο 

δξνκνιφγεζεο ππφ ζπλζήθεο αβεβαηφηεηαο. 

 

 

4.1  Έπεςνα πάνυ ζηη δςναμική δπομολόγηζη 

 

H δπλακηθή θαη ζηνραζηηθή δξνκνιφγεζε απνηεινχλ ζέκαηα επξχηαηνπ εξεπλεηηθνχ 

ελδηαθέξνληνο. Αθνινχζσο, παξαηίζεληαη ζπλνπηηθά νξηζκέλεο ραξαθηεξηζηηθέο 

κειέηεο. 

Πξνρσξνχκε ινηπφλ ζηελ παξνπζίαζε ησλ κειεηψλ. Αξρηθά ζα αλαθεξζνχκε ζε 

πξνβιήκαηα δπλακηθήο δξνκνιφγεζεο ελφο νρήκαηνο. 
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 Σίηλορ: DISCRETE DYNAMIC SHORTEST PATH PROBLEMS IN 

TRANSPORTATION APPLICATIONS: COMPLEXITY AND 

ALGORITHMS WITH OPTIMAL RUN TIME. (Transportation Research 

Records, 1997). 

            ΢ςγγπαθέαρ: Ismail Chabini 

Πεπιεσόμενο: Ζ εξγαζία απηή επεμεξγάδεηαη έλα πξφβιεκα πνπ θαίλεηαη λα 

είλαη άιπην εδψ θαη 30 ρξφληα. Ο ζπγγξαθέαο πξνηείλεη αξθεηά απνδνηηθνχο 

αιγνξίζκνπο πνπ ππνινγίδνπλ ηα ζπληνκφηεξα κνλνπάηηα, πνπ νδεγνχλ απφ 

φινπο ηνπο θφκβνπο ελφο δηθηχνπ ζε έλα θαζνξηζκέλν θφκβν πξννξηζκνχ (all-

to-one dynamic shortest paths), φηαλ ηα θφζηε ησλ αθκψλ πεξηγξάθνληαη απφ 

δηαθξηηέο δπλακηθέο κεηαβιεηέο. Απηφ ην δήηεκα βξίζθεηαη ζην επίθεληξν 

απνηειεζκαηηθψλ πξνζεγγίζεσλ γηα δηαθξηηά δπλακηθά κνληέια δηθηχσλ πνπ 

πξνθχπηνπλ ζε ζχγρξνλα ζπζηήκαηα δηαδξνκψλ, φπσο είλαη γηα παξάδεηγκα 

ηα Δπθπή ΢πζηήκάηα Μεηαθνξψλ (Intelligent Transportation Systems-ITS). 

Δλψ ν θχξηνο ζηφρνο ηεο εξγαζίαο απηήο είλαη ε κειέηε ησλ all-to-one 

δπλακηθψλ ζπληνκνηέξσλ κνλνπαηηψλ, ν ζπγγξαθέαο εμεηάδεη θαη ηελ 

πεξίπησζε ησλ one-to-all κνλνπαηηψλ (απφ κηα πεγή πξνο φινπο ηνπο 

δπλαηνχο πξννξηζκνχο). Μέζα ζηελ εξγαζία αλαζεσξνχληαη νξηζκέλα 

πξνγελέζηεξα απνηειέζκαηα γχξσ απφ ην δήηεκα ηεο δηαθξηηήο δπλακηθήο 

δξνκνιφγεζεο. Ζ βαζηθή ζπλεηζθνξά φκσο ηεο κειέηεο εληνπίδεηαη ζηελ 

παξνπζίαζε λέσλ ζεκαληηθψλ αιγνξίζκσλ θαη απνηειεζκάησλ, θαηφπηλ 

ιεπηνκεξνχο αλάιπζεο ηνπ ζπγγξαθέα. Ζ εξγαζία αζρνιείηαη θαη κε ην ζέκα 

ηεο πνιππινθφηεηαο ησλ πξνηεηλφκελσλ αιγνξίζκσλ, απνζθνπψληαο ζηελ 

εμαζθάιηζε ησλ θαιχηεξσλ δπλαηψλ ηερληθψλ πνπ επηιχνπλ ην πξφβιεκα ηνπ 

δπλακηθνχ ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ κε δηαθξηηά κεηαβαιιφκελα θφζηε.  

Λέξειρ Κλειδιά: Intelligent Transportation Systems Applications, Algorithms, 

Networks, Computing, Computational Methods, Operations Research, 

Optimization, Dynamic Networks. 

 

 Σίηλορ: DYNAMIC SHORTEST PATHS MINIMIZING TRAVEL TIMES 

AND COSTS. (August 9, 2002) 

΢ςγγπαθείρ: Ravindra K. Ahuja, James B. Orlin, Stefano Pallottino, Maria G. 

Scutellà  

Πεπιεσόμενο: ΢ηελ εξγαζία απηή, κειεηψληαη δπλακηθέο εθδνρέο (dynamic 

versions) ηνπ Πξνβιήκαηνο ΢πληνκφηεξνπ Μνλνπαηηνχ (Shortest Path 

Problem). Ο αληηθεηκεληθφο ζθνπφο είλαη ν θαζνξηζκφο ηνπ βειηίζηνπ 

κνλνπαηηνχ, πνπ νδεγεί απφ έλαλ δεδνκέλν θφκβν πεγήο (source node) πξνο 

έλαλ νπνηνλδήπνηε θφκβν πξννξηζκνχ (destination node), πάλσ ζε έλα δίθηπν 

ηνπ νπνίνπ νη ρξφλνη κεηάβαζεο επί ησλ αθκψλ αιιάδνπλ δπλακηθά. Οη 

ζπγγξαθείο ζεσξνχλ εδψ δχν παξεκθεξή είδε πξνβιεκάησλ. Σν πξφβιεκα 

εχξεζεο ηεο δηαδξνκήο ειαρίζηνπ ρξφλνπ (the minimum time walk problem) 

θαη ην πξφβιεκα εχξεζεο ηεο δηαδξνκήο ειαρίζηνπ θφζηνπο (the minimum 

cost walk problem). ΢ην πξψην πξφβιεκα, ην δεηνχκελν είλαη ε δηαδξνκή πνπ 

απνθέξεη ηνλ ειάρηζην ζπλνιηθφ ρξφλν κεηάβαζεο αλάκεζα ζηνπο θφκβνπο 

πεγήο θαη πξννξηζκνχ. ΢ην δεχηεξν πξφβιεκα, νη ζπγγξαθείο ζεσξνχλ έλα 

γξακκηθφ ζπλδπαζκφ (weighted sum) ησλ ρξφλσλ κεηάβαζεο, επηιέγνληαο 

θαηάιιεινπο ζπληειεζηέο-βάξε θαη ην δεηνχκελν είλαη εθεί ε 

ειαρηζηνπνίεζε ηνπ ζπλδπαζκνχ απηνχ. Εεηνχκελν απνηειεί ηαπηφρξνλα θαη 

ε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ επηθείκελνπ ρξφλνπ ππέξβαζεο (excess travel time), κε 

ζθνπφ πάληα ηα απνηειέζκαηα λα είλαη θνληά ζηνλ ειάρηζην δπλαηφ ζπλνιηθφ 
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ρξφλν κεηάβαζεο. To πξφβιεκα ηεο δηαδξνκήο ειαρίζηνπ ρξφλνπ ιχλεηαη 

πνιπσλπκηθά γηα κηα θιάζε δηθηχσλ, πνπ είλαη γλσζηά σο FIFO δίθηπα (First 

In-First Out). Μέζα ζηελ εξγαζία απνδεηθλχεηαη πσο ην πξφβιεκα εχξεζεο 

ηεο δηαδξνκήο ειαρίζηνπ θφζηνπο θαηαηάζζεηαη ζηε θαηεγνξία ησλ NP-hard 

πξνβιεκάησλ. Οη ζπγγξαθείο αλαπηχζζνπλ αθφκα έλαλ ςεπδνπνιπσλπκηθφ 

αιγφξηζκν γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο απηνχ, ζεσξψληαο φηη νη  ρξφλνη 

κεηάβαζεο ιακβάλνπλ αθέξαηεο ηηκέο. Σέινο, γίλεηαη αλαθνξά θαη ζε έλαλ 

πνιπσλπκηθφ αιγφξηζκν πνπ επηιχεη ην πξφβιεκα ηεο δηαδξνκήο ειαρίζηνπ 

ρξφλνπ πνπ πξνθχπηεη ζε νδηθά δίθηπα, ζηα νπνία ε θπθινθνξία ξπζκίδεηαη 

απφ θαλάξηα (traffic lights). 

Λέξειρ Κλειδιά: Dynamic Shortest Paths, Minimization, FIFO Networks, 

Dynamic Costs, Traffic Lights. 

 

 Σίηλορ: OΝ SOLVING QUICKEST TIME PROBLEMS IN TIME-

DEPENDENT, DYNAMIC NETWORKS 

΢ςγγπαθείρ: Elise Miller-Hooks, Sarah Stock Patterson  

Πεπιεσόμενο: ΢ε απηήλ ηελ εξγαζία αλαπηχζζεηαη έλαο ςεπδνπνιπσλπκηθφο 

αιγφξηζκνο γηα ηελ επίιπζε ηνπ νινθιεξσκέλνπ δπλακηθνχ πξνβιήκαηνο 

ηαρχηαηεο ξνήο (Σime Dependent Quickest Flow Problem) θαζψο θαη ησλ 

νκνιφγσλ πξνβιεκάησλ ηνπ, απηψλ δειαδή ησλ πνιιαπιψλ θφκβσλ πεγψλ 

θαη πνιιαπιψλ θφκβσλ πξννξηζκνχ: ην ρξνληθά εμαξηψκελν πξφβιεκα 

εθθέλσζεο θαη ην αληίζηνηρν ηεο κεηαθφξησζεο. Έλα επξχηεξα γλσζηφ 

πξφβιεκα ηεο θαηεγνξίαο απηήο, ην νπνίν φκσο δελ απνηειεί ηε γεληθή 

πεξίπησζε, είλαη ην πξφβιεκα ηεο ηαρχηαηεο ξνήο (QFP). Σν QFP έρεη 

ηζηνξηθά θαζνξηζζεί πάλσ ζε έλα δπλακηθφ δίθηπν, ζην νπνίν ν ρξφλνο 

ρσξίδεηαη ζε επηκέξνπο ελφηεηεο, ε θίλεζε ηεο ξνήο πάλσ ζην δίθηπν 

εμειίζζεηαη ζην ρξφλν, νη ρξφλνη κεηάβαζεο θαζνξίδνπλ ηελ θαζπζηέξεζε 

ηεο θίλεζεο πάλσ ζηηο αθκέο ηνπ δηθηχνπ θαη νη ρσξεηηθφηεηεο πεξηνξίδνπλ 

ην πνζνζηφ ηεο ξνήο πνπ θηλείηαη πάλσ ζε θάζε αθκή. ΢θνπφο ηνπ QFP είλαη 

ν θαζνξηζκφο ησλ βειηίζησλ δηαδξνκψλ θαηά κήθνο ησλ νπνίσλ ζα γίλεη ε 

θίλεζε ηεο ξνήο, απφ έλαλ θφκβν πεγήο πξνο έλαλ θφκβν πξννξηζκνχ, έηζη 

ψζηε ην ηειεπηαίν ηκήκα ηεο απνζηέιινπζαο ξνήο λα θαηαθζάλεη ζηνλ 

ηεξκαηηθφ θφκβν ζηνλ ειάρηζην δπλαηφ ρξφλν. Ζ θχξηα ζπλεηζθνξά απηήο ηεο 

εξγαζίαο είλαη ν ρξνληθά εμαξηψκελνο αιγφξηζκνο ηαρχηαηεο ξνήο (TDQFP) 

o νπνίνο επηιχεη ην δπλακηθφ QFP. Απηφ ζεκαίλεη φηη ν πξνηεηλφκελνο 

αιγφξηζκνο επηιχεη ην νινθιεξσκέλν QFP, δεδνκέλνπ φκσο φηη ζην δίθηπν νη 

ρσξεξηθφηεηεο, νη ρξφλνη κεηάβαζεο θαη ε παξνρή ξνήο κεηαβάιινληαη κε ην 

ρξφλν. Δπηπιένλ, ν αιγφξηζκνο επηιχεη ην δπλακηθφ πξφβιεκα ηεο ξνήο 

ειαρίζηνπ ρξφλνπ, ηνπ νπνίνπ ζθνπφο είλαη ν θαζνξηζκφο ησλ κνλνπαηηψλ 

πνπ απνθέξνπλ ηνλ ειάρηζην ρξφλν θαηά ηνλ νπνίν νινθιεξψλνληαη φιεο νη 

κεηαθνξέο απφ ηελ πεγή πξνο ηνλ πξννξηζκφ. Μηα βέιηηζηε ιχζε γηα ην 

ηειεπηαίν απηφ πξφβιεκα είλαη ζίγνπξα ε βέιηηζηε ιχζε θαη γηα ην TDQFP. 

Με ηελ πξνζζήθε ελφο κηθξνχ αξηζκνχ θφκβσλ θαη αθκψλ ζην πθηζηάκελν 

δίθηπν, απνδεηθλχεηαη πσο ν αιγφξηζκνο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη γηα 

ηελ επίιπζε ησλ δπλακηθψλ πξνβιεκάησλ ηαρχηαηεο εθθέλσζεο θαη 

ηαρχηαηεο κεηαθφξησζεο. 

Λέξειρ Κλειδιά: Dynamic Networks, Quickest Flow, Dynamic Shortest Path, 

Time-Dependent, Minimum Cost Network Flow, Evacuation, Transshipment. 
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 Σίηλορ: TIME-DEPENDENT, SHORTEST-PATH ALGORITHM FOR 

REAL-TIME INTELLIGENT VEHICLE HIGHWAY SYSTEM 

APPLICATIONS 

΢ςγγπαθείρ: Ziliaskopoulos, Mahmassani 

Πεπιεσόμενο: ΢ηελ εξγαζία απηή, παξνπζηάδεηαη έλαο απνηειεζκαηηθφο 

αιγφξηζκνο πνπ επηιχεη ην ρξνληθά εμαξηψκελν πξφβιεκα ηνπ ζπληνκνηέξνπ 

κνλνπαηηνχ, γηα θάζε ρξνληθφ βήκα πνπ απαξηίδεη έλαλ δνζκέλν ρξνληθφ 

νξίδνληα ζην δίθηπν. Σα θφζηε ησλ αθκψλ κεηαβάιιινληαη δπλακηθά θαη ν 

αιγφξηζκνο επηιχεη ην πξφβιεκα ησλ πνιιαπιψλ πεγψλ θαη ελφο πξννξηζκνχ. 

΢ε αληίζεζε κε άιινπο αιγνξίζκνπο επίιπζεο δπλακηθψλ πξνβιεκάησλ 

ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ, ν ζπγθεθξηκέλνο αιγφξηζκνο αληηκεησπίδεη 

πεξηπηψζεηο ζηηο νπνίεο ην θφζηνο ηαμηδίνπ δε ζπκπίπηεη θαηάγθελ κε ην 

ζπλνιηθφ ρξφλν κεηάβαζεο ηεο δηαδξνκήο. Ο αιγφξηζκνο βαζίδεηαη ζηελ 

Απσή ηηρ Βεληιζηόηηηαρ ηος Bellman. Αθνχ δηαθξηηνπνηήζεη ηνλ δνζκέλν 

ρξνληθφ νξίδνληα ζε επηκέξνπο ρξνληθά πιαίζηα, ππνινγίδεη ην κνλνπάηη πνπ 

νδεγεί θαηά νπίζζην ηξφπν απφ ηνλ πξννξηζκφ πξνο ηελ πεγή. Ο αιγφξηζκνο 

απηφο ζπλδέεηαη ζηελά κε ηα επθπή ζπζηήκαηα δξνκνιφγεζεο νρεκάησλ  

(Intelligent Vehicle Highway Systems) θαη έρεη δνθηκαζηεί ζε ξεαιηζηηθέο 

ζπλζήθεο δπλακηθήο θπθινθνξίαο, πάλσ ζε ππαξθηά νδηθά δίθηπα κεγάιεο 

θιίκαθαο.  

Λέξειρ Κλειδιά: Time-Dependent Shortest Path, Real-Time, Intelligent 

Vehicle Highway Systems. 

 

 

4.2  Έπεςνα πάνυ ζηη ζηοσαζηική δπομολόγηζη 

 

Πξνρσξνχκε ηψξα ζηελ παξνπζίαζε κειεηψλ ζρεηηθψλ κε ηε ζηνραζηηθή 

δξνκνιφγεζε ελφο νρήκαηνο: 

 

 Σίηλορ: AΝ ANALYSIS OF STOCHASTIC SHORTEST PATH 

PROBLEMS 

΢ςγγπαθείρ: Dimitri P. Bertsekas, John N. Tsitsiklis 

Πεπιεσόμενο: ΢ηε ζπγθεθξηκέλε εξγαζία, νη ζπγγξαθείο ζεσξνχλ κηα 

ζηνραζηηθή εθδνρή ηνπ πξνβιήκαηνο ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ. Γηα θάζε 

θφκβν ζην δίθηπν, πξέπεη λα γίλεη ε επηινγή κηαο πηζαλνηηθήο θαηαλνκήο απφ 

έλα ζχλνιν θαηαλνκψλ πηζαλψλ επνκέλσλ θφκβσλ, έηζη ψζηε ην ηειηθφ 

κνλνπάηη λα έρεη ην ειάρηζην πξνζδνθψκελν θφζηνο. Σα θφζηε κεηάβαζεο 

κεηαμχ δηαδνρηθψλ θφκβσλ κπνξεί λα είλαη ζεηηθά ή/θαη αξλεηηθά. Οη 

ζπγγξαθείο απνδεηθλχνπλ θπζηθέο γεληθεχζεηο ηνπ θιαζζηθνχ πξνβιήκαηνο 

ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ θαη πξνεθηείλνπλ ηε ζρεηηθή ζεσξία πνπ αθνξά ζε 

απξνεμφθιεηα πξνβιήκαηα απνθάζεσλ πεπεξαζκέλσλ θαηαζηάζεσλ ηεο 

Θεσξίαο Markov, αθαηξψληαο ην ζπλήζε πεξηνξηζκφ πνπ επηβάιιεη φηη φια 

ηα θφζηε ζην δίθηπν είλαη είηε ζεηηθά (ή κεδέλ) είηε αξλεηηθά (ή κεδέλ).    

Λέξειρ Κλειδιά: Stochastic Shortest Path Problem, Markov Decision Theory, 

Probabilistic Costs, Stochastic Optimization. 

 

 Σίηλορ: STOCHASTIC SHORTEST PATH PROBLEMS WITH 

RECOURSE 

΢ςγγπαθείρ: George H. Polychronopoulos, John N. Tsitsiklis 
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Πεπιεσόμενο: ΢ηε ζπγθεθξηκέλε κειέηε, νη ζπγγξαθείο αζρνινχληαη κε 

πξνβιήκαηα ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ πνπ νξίδνληαη ζε γξάθνπο κε ηπραία 

θφζηε επί ησλ αθκψλ. Βαζηθή ππφζεζε εδψ είλαη, πσο νη πιεξνθνξίεο 

ζρεηηθά κε ηα θφζηε ηνπ δηθηχνπ γλσζηνπνηνχληαη θαηά ηε δηάξθεηα 

δηάζρηζεο ησλ θφκβσλ. ΢θνπφο είλαη ε εχξεζε πνιηηηθψλ, βάζεη ησλ νπνίσλ 

ζρεκαηίδνληαη ηα κνλνπάηηα ειαρίζηνπ πξνζδνθψκελνπ θφζηνπο. Οη 

ζπγγξαθείο πξνβάινπλ ηε ρξήζε αιγνξίζκσλ πνπ βαζίδνληαη ζην Γπλακηθφ 

Πξνγξακκαηηζκφ. Δπεμεξγάδνληαη ηελ πνιππινθφηεηα ησλ αιγνξίζκσλ 

απηψλ, ελψ παξάιιεια πξνηείλνπλ θαη δηάθνξεο επξηζηηθέο ηερληθέο πνπ 

επηιχνπλ ην ζηνραζηηθφ πξφβιεκα ηνπ ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ.  

Λέξειρ Κλειδιά: Stochastic Shortest Path Problem, Random Costs, Dynamic 

Programming, Heuristics, Complexity. 

 

 Σίηλορ: SOLVING STOCHASTIC SHORTEST-PATH PROBLEMS WITH 

RTDP 

΢ςγγπαθείρ: Blai Bonet, Hector Geffner 

Πεπιεσόμενο: ΢ην θείκελν απηφ, νη ζπγγξαθείο παξνπζηάδνπλ κηα 

ηξνπνπνηεκέλε εθδνρή ηνπ RTDP αιγνξίζκνπ (Real – Time Dynamic 

Programming Algorithm), ε νπνία κεηαηξέπεη ηνλ RTDP ζε αιγφξηζκν κε 

πξαγκαηηθνχ ρξφλνπ γηα ηελ επίιπζε ζηνραζηηθψλ πξνβιεκάησλ 

ζπληνκνηέξνπ κνλνπαηηνχ. Οη ζπγγξαθείο παξνπζηάδνπλ αθφκα κηα 

απνηειεζκαηηθή επξηζηηθή ηερληθή, ε νπνία δελ κνηάδεη κε ηηο ήδε 

ππάξρνπζεο επξηζηηθέο ηερληθέο επίιπζεο ηνπ St.SPP. Σφζν ν ηξνπνπνηεκέλνο 

RTDP αιγφξηζκνο φζν θαη ε επξηζηηθή ηερληθή πνπ πξνηείλνπλ νη ζπγγξαθείο 

εθαξκφδνληαη ζε αμηνζεκείσηα πξνβιήκαηα δξνκνιφγεζεο, ζηα νπνία ν 

ρψξνο θαηαζηάζεσλ είλαη ηδηαίηεξα επξχο, ελψ παξάιιεια γίλεηαη θαη κηα 

ζχγθξηζε κε ηε κέζνδν Δπαλάιεςεο Σηκψλ (Value Iteration). Σα 

απνηειέζκαηα ζηα νπνία θαηαιήγεη ην θείκελν δείρλνπλ φηη ν ηξνπνπνηεκέλνο 

RTDP αιγφξηζκνο ζπκπεξηθέξεηαη θαιχηεξα (σο πξνο ηελ πνιππινθφηεηα) 

απφ ηε κέζνδν Δπαλάιεςεο Σηκψλ, φηαλ γίλεηαη ε εθαξκνγή ηνπ ζε δίθηπα 

δηαθφξσλ κεγεζψλ.    

Λέξειρ Κλειδιά: Stochastic Shortest Path, Real – Time Dynamic 

Programming Algorithm, Markov Decision Processes, Value Iteration, 

Heuristics, large state space. 

 

 

4.3  Πεπαιηέπυ πποηεινόμενη έπεςνα 

 

΢ην Κεθάιαην 3, εμεηάζακε ην πξφβιεκα ηεο βέιηηζηεο δξνκνιφγεζεο ζε ζπλζήθεο 

αβεβαηφηεηαο, παξνπζηάδνληαο έλαλ Φεπδνπνιπσληκηθφ Αιγφξηζκν Γπλακηθνχ 

Πξνγξακκαηηζκνχ πνπ βξίζθεη ην κνλνπάηη ειαρίζηνπ πξνζδνθψκελνπ θφζηνπο, 

φηαλ ην δίθηπν θπβεξλάηαη απφ κηα δνζκέλε ζηνραζηηθή ζπλάξηεζε ηνπ ζπλνιηθνχ 

ρξφλνπ δηαδξνκήο. Σν δήηεκα πνπ αληηκεησπίζηεθε απνηειεί έλα ζηαηηθφ 

ζηνραζηηθφ πξφβιεκα δξνκνιφγεζεο. Ζ κνλαδηθή δπλακηθή παξαηήξεζε πνπ 

εμεηάζακε ζρεηίδεηαη κε ηε ρξνληθή ζηηγκή εθθίλεζεο. Γηα ην ιφγν απηφ πξνβάιιακε 

θαη ηα δηαγξάκκαηα ηνπ πξνζδνθψκελνπ θφζηνπο ησλ κνλνπαηηψλ ζπλαξηήζεη απηήο 

ηεο ρξνληθήο ζηηγκήο. 

Σν πξφβιεκα ηεο βέιηηζηεο δξνκνιφγεζεο ζε ζπλζήθεο αβεβαηφηεηαο γεληθεχεηαη 

απεπζείαο, αλ ζεσξήζνπκε φηη νη ζηαηηζηηθέο θαηαλνκέο ησλ ρξφλσλ κεηάβαζεο ησλ 

αθκψλ κεηαβάιινληαη ζην ρξφλν. Μπνξνχκε επηπξνζζέησο λα ζασξήζνπκε φηη θαη ε 
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ηνπνινγία ηνπ δηθηχνπ αιιάδεη ζην ρξφλν. Γηα παξάδεηγκα, έλα ξεαιηζηηθφ ζελάξην 

πνπ πξνβιέπεη αιιαγή ηεο ηνπνινγίαο ηνπ δηθηχνπ, είλαη φηαλ έρνπκε ην θιείζηκν 

θάπνησλ δξφκσλ ιφγσ έξγσλ. Έλα εξψηεκα πνπ ηίζεηαη εδψ είλαη αλ κπνξεί λα 

γεληθεπηεί ε ςεπδνπνιπσλπκηθή κέζνδνο πνπ αλαπηχμακε, ψζηε λα δηαρεηξηδφκαζηε 

ζηνραζηηθέο θαη δπλακηθέο κεηαβνιέο ηνπ δηθηχνπ.  

Γλσζηνί γηα ηνλ ηξφπν ιεηηνπξγίαο ηνπο, νη πξνζαξκνζηηθνί αιγφξηζκνη (adaptive 

algorithms) ρξεζηκνπνηνχληαη επξχηαηα θαη ζηελ πεξίπησζε πξνβιεκάησλ βέιηηζηεο 

δξνκνιφγεζεο. Έλα πξνηεηλφκελν εξεπλεηηθφ δήηεκα είλαη ε ζχγθξηζε ησλ 

απνηειεζκάησλ πνπ παίξλνπκε ζηηο πεξηπηψζεηο ρξήζεο πξνζαξκνζηηθψλ θαη κε 

πξνζαξκνζηηθψλ αιγνξίζκσλ, φηαλ έρνπκε ζηνραζηηθνχο θαη δπλακηθνχο ρξφλνπο 

κεηάβαζεο ζηηο αθκέο ηνπ δηθηχνπ.  

Σέινο, ελδηαθέξνλ πξφβιεκα απνηειεί ην ελδερφκελν πνπ επηβάιιεη ηε κε 

ζηαηηζηηθή αλεμαξηεζία ησλ ρξφλσλ κεηάβαζεο ησλ αθκψλ. Σν ελδερφκελν απηφ 

απνηειεί πξαγκαηηθφ ζελάξην πξνβιήκαηνο δξνκνιφγεζεο, αθνχ ζηα δηάθνξα νδηθά 

δίθηπα ε θπθινθνξία ζε θάπνην δξφκν κπνξεί λα επεξάδεη ηελ θπθινθνξία ζε θάπνην 

άιιν δξφκν.    
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