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ΠΔΡΗΛΖΦΖ 

 

Με ηελ πάξνδν ησλ εηψλ νη αλάγθεο γηα ειεθηξηθή ελέξγεηα απμάλνληαη 

ζπλερψο. Σαπηφρξνλα, κε ηελ επηηαθηηθή αλάγθε γηα νηθνινγηθή ζπλείδεζε θαη 

ζεβαζκφ ζην πεξηβάιινλ, πξνσζείηαη έλα λέν κνληέιν αλάπηπμεο πνπ πινπνηείηαη 

κε ρξήζε αλαλεψζηκσλ πεγψλ ελέξγεηαο ζηελ παξαγσγή, θαζψο θαη κε ρξήζε λέσλ 

ηερλνινγηψλ ζηελ θαηαλάισζε, φπσο είλαη γηα παξάδεηγκα νη ειεθηξηθέο κεηαθνξέο. 

 Ο ζπλδπαζκφο απηφο, νδεγεί ζηελ αλάγθε γηα αλάπηπμε θαη βειηίσζε ησλ 

πθηζηακέλσλ ζπζηεκάησλ ειεθηξηθήο ελέξγεηαο, θαζψο θαη ηελ δεκηνπξγία λέσλ, ηα 

νπνία ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηνχλ παξακέηξνπο πξνζαξκνζκέλεο ζηηο λέεο απηέο 

αλάγθεο. Γηα λα επηηεπρζεί ν ζηφρνο απηφο, ζα πξέπεη λα ππάξρεη ε δπλαηφηεηα 

ελδειερνχο κειέηεο ηνπ ζπζηήκαηνο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο. Ζ κειέηε απηή, είλαη έλα 

δχζθνιν έξγν ησλ κεραληθψλ θαζψο ηα ζηνηρεία πνπ ην απνηεινχλ, εηδηθφηεξα κεηά 

ηελ εηζαγσγή ησλ αλαλεψζηκσλ πεγψλ, έρνπλ απνθηήζεη ζηαηηζηηθφ ραξαθηήξα. 

Γειαδή ηφζν ηα θνξηία θαη νη παξαγσγέο, φζν θαη νη ξνέο ηζρχνο, κπνξνχλ λα 

ραξαθηεξηζηνχλ πιένλ σο θαηαλνκέο θαη φρη σο ζηαζεξέο ηηκέο. 

Ζ παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία έρεη σο ζηφρν ηελ εκβάζπλζε ζηελ κειέηε 

ξνψλ θνξηίνπ.  

Αξρηθά αλαπηχζζεηαη ε ληεηεξκηληζηηθή θαη ε πηζαλνηηθή αλάιπζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο κε κεζφδνπο φπσο ε αλαιπηηθή κέζνδνο ηεο γξακκηθνπνίεζεο γχξσ 

απφ ηελ κέζε ηηκή θαη ε αξηζκεηηθή κέζνδνο Monte – Carlo. Δπηπιένλ, εμεηάδεηαη θαη 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα πξψηε θνξά ε κέζνδνο Cornish – Fisher, ε νπνία κπνξεί λα 

πξνζνκνηψζεη κε επηηπρία ηφζν ζπλερείο φζν θαη δηαθξηηέο θαηαλνκέο. Ζ αμία ηεο 

κεζφδνπ απηήο γίλεηαη αληηιεπηή φηαλ απαηηείηαη ε κνληεινπνίεζε αγλψζησλ 

θαηαλνκψλ.  

ηε ζπλέρεηα κε ηηο κεζφδνπο απηέο, πξαγκαηνπνηείηαη ε εμέηαζε ελφο δηθηχνπ 

σο πξνο ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ. πγθεθξηκέλα, εμεηάδεηαη ην δίθηπν 30 δπγψλ ηεο 

ΗΔΔΔ κε ηαπηφρξνλε ιεηηνπξγία αηνιηθήο παξαγσγήο. Σν δίθηπν απηφ 

πξνζνκνηψλεηαη ζην πξνγξακκαηηζηηθφ πεξηβάιινλ ηεο Matlab, ζην νπνίν 

θαηαγξάθεηαη ε παξαγσγή θαη ε θαηαλάισζε ηνπ. Έηζη είλαη δπλαηφ λα βξεζνχλ 

θαηαλνκέο πνπ δηέπνπλ ηα ζηνηρεία ηνπ, φπσο είλαη ε ηάζε (κέηξν θαη γσλία) θαη ε 

ξνή ηζρχνο ζηηο γξακκέο.  

Σέινο παξνπζηάδεηαη κηα εθαξκνγή ζε ηξνπνπνηεκέλν ζχζηεκα 14 δπγψλ ηεο 

ΗΔΔΔ, ζην νπνίν έρνπκε εηζάγεη δπν αηνιηθά πάξθα, αιιά θαη ζχζηεκα θφξηηζεο 

ειεθηξηθψλ νρεκάησλ. θνπφο ηεο εθαξκνγήο απηήο είλαη ε κειέηε ηεο ζπκβνιήο 

ηνπ ζπζηήκαηνο θφξηηζεο, ζην δίθηπν.  



Λέξειρ - κλειδιά: Πηζαλνηηθή ξνή θνξηίνπ, Monte-Carlo, Cornish – Fisher, 

γξακκηθνπνίεζε, θαηαλνκέο κεγεζψλ ζπζηήκαηνο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο, Gram-

Charlier, ειεθηξηθά νρήκαηα, ζπζρέηηζε ζπζηεκάησλ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

ABSTRUCT 

As years pass, our needs for energy continuously increase. At the same time the 

need of ecological sensitivity has promoted a new model for energy systems using 

wind parks in energy production and new technologies in consumption, as for 

instance, electric transportation. 

The above combination leads in the need of enhancing of our current energy 

systems, and also the development of new ones that must comply with new norms, 

which are adapted to the new needs. To meet the target there is the necessity of 

constant study of the power system, a difficult sector for the engineers due to the 

statistic character of the variables; meaning that the voltages as well as the power 

flows can be characterized as distributions instead of constant values. 

This diploma thesis aims to study the details of probabilistic load flow. 

At first, there is the development of the deterministic and probabilistic analysis of the 

systems and the development of the analytic method of linearization as well as the 

usage of numerical Monte-Carlo method. Also Cornish-Fisher method is examined 

and used for the first time, successfully emulating continuous and discreet variable 

distributions. This method is of great value when modeling unknown variables. 

Continuing, using the above methods there is the study of a network and its 

variables. Particularly, the study involves the IEEE 30 bus system, which has been 

modified to include two large wind parks. The network is simulated in Matlab 

programming environment, which logs its production and consumption of energy. In 

that way it is possible to find the distributions of its variables, such as voltage and 

load flow. 

Finally there is an demonstration of a 14 bus system, that consists of two wind parks 

and an electric vehicle charging system. The point of this application is to see how 

the charging system contributes to the energy system. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 1 

ΤΓΚΡΟΣΖΖ ΚΑΗ ΑΡΥΔ ΛΔΗΣΟΤΡΓΗΑ ΤΣΖΜΑΣΟ 

ΖΛΔΚΣΡΗΚΖ ΔΝΔΡΓΔΗΑ 

 

1.1. ΔΗΑΓΧΓΖ 

 

1.1.1. θνπόο θαη απαηηήζεηο 

Ο πξννξηζκφο ελφο ζπζηήκαηνο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο (ΖΔ) είλαη ε παξνρή 

ειεθηξηθήο ελέξγεηαο ζε κηα εμππεξεηνχκελε πεξηνρή θαηαλαιψζεσο. Σν ζχζηεκα 

πξέπεη λα έρεη κειεηεζεί θαη λα ηθαλνπνηεί ηεο αθφινπζεο πξνδηαγξαθέο:  

a) Πξέπεη λα παξέρεη ειεθηξηθή ελέξγεηα νπνπδήπνηε ππάξρεη δήηεζε. 

b) Ζ δήηεζε πξαγκαηηθήο θαη αέξγνπ ηζρχνο κεηαβάιιεηαη ζπλερψο κε ην ρξφλν, 

θαη ην ζχζηεκα πξέπεη λα είλαη κπνξεί λα ηθαλνπνηεί ζπλερψο απηή ηε 

κεηαβαιιφκελε δήηεζε. 

c) Ζ παξερφκελε ελέξγεηα πξέπεη λα ηθαλνπνηεί νξηζκέλνπο φξνπο πνηφηεηαο. 

Σξείο βαζηθνί παξάγνληεο ζπληζηνχλ ηελ πνηφηεηα απηή: 1) ζηαζεξή 

ζπρλφηεηα, 2) ζηαζεξή ηάζε, 3) πςειή αμηνπηζηία ηξνθνδφηεζεο. 

d) Ζ ελέξγεηα πξέπεη λα πξέπεη λα παξέρεηαη κε ηα ειάρηζηα νηθνλνκηθά θαη 

νηθνινγηθά θφζηε, εηδηθφηεξα ζηηο κέξεο καο πνπ ε νηθνλνκία ζε ζπλδπαζκφ 

κε ηελ πξνζηαζία ηνπ πεξηβάιινληνο απνηεινχλ πξψηε πξνηεξαηφηεηα. 

 

1.1.2. Παξαγωγή ειεθηξηθήο ελέξγεηαο 

Ζ ειεθηξηθή ελέξγεηα ε νπνία παξέρεηαη ζην ζχζηεκα, δελ βξίζθεηαη ζε απηή 

ηε κνξθή ζηε θχζε. Μεηαζρεκαηίδεηαη απφ άιιεο κνξθέο ελέξγεηαο φπσο γηα 

παξάδεηγκα είλαη ε κεραληθή ή ε ρεκηθή. Σν ζχλνιν ηεο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο πνπ 

παξέρεηαη ζηνλ θαηαλαισηή ζήκεξα παξάγεηαη θπξίσο απφ ζεξκνειεθηξηθνχο 

ζηαζκνχο κε ηελ θαχζε νξπθηψλ θαπζίκσλ (άλζξαθαο, ιηγλίηεο, πεηξέιαηα, θπζηθφ 

αέξην), απφ πδξνειεθηξηθνχο ζηαζκνχο κε ηε ξνή ή ηελ πηψζε ησλ πδάησλ, απφ 

ππξεληθνχο ζηαζκνχο κε ηελ ππξεληθή ζράζε θαη ηα ηειεπηαία ρξφληα κε κεγαιχηεξε 

έληαζε απφ ζηαζκνχο αλαλεψζηκσλ πεγψλ ελέξγεηαο φπσο είλαη ν άλεκνο (αηνιηθή 

ελέξγεηα), ηα ζαιάζζηα θχκαηα, ε ειηαθή ελέξγεηα, ε γεσζεξκία, ε βηνκάδα θ.ι.π. 

Οη αλαλεψζηκεο πεγέο ελέξγεηαο είλαη ν πην νηθνινγηθφο ηξφπνο παξαγσγήο 

ειεθηξηθήο ελέξγεηαο θαη ηα ηειεπηαία ρξφληα φιν θαη κεγαιχηεξα ηκήκαηα 
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παξαγσγήο βαζίδνληαη ζε απηέο. πλνπηηθά νη αλαλεψζηκεο πεγέο ελέξγεηαο 

εκθαλίδνληαη κε ηηο αθφινπζεο κνξθέο: 

Α) Αηνιηθή ελέξγεηα ε νπνία αμηνπνηείηαη κέζσ ησλ «Αλεκνγελλεηξηψλ» νη 

νπνίεο κεηαηξέπνπλ ηελ θηλεηηθή ελέξγεηα ηνπ αλέκνπ ζε ειεθηξηθή. 

Β) Ζιηαθή ελέξγεηα ε νπνία αμηνπνηείηαη είηε κέζσ ησλ Φσηνβνιηατθψλ 

γελλεηξηψλ, νη νπνίεο κεηαηξέπνπλ απ‘ επζείαο ηελ ειηαθή ελέξγεηα ζε ειεθηξηθή είηε 

κε ηε ζπγθέληξσζε ησλ ειηαθψλ αθηηλψλ κέζσ ειηαθψλ ζπιιεθηψλ ψζηε λα 

επηηεπρζνχλ πςειέο ζεξκνθξαζίεο θαη ηειηθά ε παξαγσγή ειεθηξηθήο ελέξγεηαο. 

Γ) Υδξνειεθηξηθή ελέξγεηα ε νπνία αμηνπνηείηαη κε «Μηθξά Τδξνειεθηξηθά» 

θαη γίλεηαη ζπλήζσο εθκεηάιιεπζε πδάηηλσλ ξεπκάησλ, γηα ηα νπνία δελ απαηηνχληαη 

κεγάια έξγα απνζεθεχζεσο  (θξάγκαηα θ.ιπ.).  

Γ) Κπςέιεο θαπζίκνπ ε νπνίεο κεηαηξέπνπλ απ‘ επζείαο ηε ρεκηθή ελέξγεηα 

ζε ειεθηξηθή, κε ηελ ρξήζε θαηάιιεισλ δηαηάμεσλ θαη ειεθηξνιπηψλ.  

Δ) Κηλεηηθή ελέξγεηα ησλ Θαιάζζησλ θπκάησλ, γίλεηαη πξνζπάζεηα λα 

κεηαηξαπεί ζε ειεθηξηθή, κέζσ θαηάιιεισλ δηαηάμεσλ φκσο παξακέλεη ζε 

πεηξακαηηθφ ζηάδην. 

Σ) Γεσζεξκηθή ελέξγεηα ε νπνία είλαη ε ζεξκφηεηα εζσηεξηθψλ ζηξσκάησλ 

ηεο γεο, ζηελ νπνία γίλεηαη εθκεηαιιεχζηκε φηαλ ππάξρνπλ θαηάιιειεο γεσινγηθέο 

ζπλζήθεο. 

1.2. ΓΟΜΖ ΤΣΖΜΑΣΟ ΖΛΔΚΣΡΗΚΖ ΔΝΔΡΓΔΗΑ  

χζηεκα ειεθηξηθήο ελέξγεηαο είλαη ην ζχλνιν ησλ εγθαηαζηάζεσλ θαη 

κέζσλ, ηα νπνία ρξεζηκεχνπλ ζηελ εμππεξέηεζε ησλ αλαγθψλ ελφο ζπλφινπ 

θαηαλαισηψλ ζε ειεθηξηθή ελέξγεηα [1]. 

 Ζ δνκή ηνπ ζπζηήκαηνο έρεη πξσηεχνπζα ζεκαζία γηα ηε γεσγξαθηθή 

δηαζεζηκφηεηα  ηεο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο. Ζ ηδηφηεηα, ε νπνία ραξαθηεξίδεη ηε δνκή 

ηνπ ζπζηήκαηνο πεξηζζφηεξν απφ θάζε άιιε είλαη ην κέγεζνο ηνπ ζπζηήκαηνο. Ζ 

δνκή θαη ε ζχλζεζε ηνπ ζπζηήκαηνο εμαξηψληαη θαηά θχξην ιφγν απφ ην κέγεζνο 

ηνπ. Οπσζδήπνηε φκσο αθφκε θαη ην κηθξφηεξν ζχζηεκα ειεθηξηθήο ελέξγεηαο είλαη 

έλα ειεθηξηθφ δίθηπν πνιχπινθν. 

 Γεδνκέλνπ φηη ε εμππεξέηεζε ησλ αλαγθψλ ζε ειεθηξηθή ελέξγεηα ελφο 

ζπλφινπ θαηαλαισηψλ πξνυπνζέηεη ηηο δηαθεθξηκέλεο θάζεηο ηεο παξαγσγήο, ηεο 

κεηαθνξάο θαη ηεο δηαλνκήο, ζε έλα ζχζηεκα ειεθηξηθήο ελέξγεηαο είλαη δπλαηφλ λα 
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δηαθξηζνχλ ηα εμήο εηδηθφηεξα ζπζηήκαηα: ην «χζηεκα Παξαγσγήο», ην «χζηεκα 

Γηαζπλδέζεσο θαη Μεηαθνξάο» θαη ην «χζηεκα Γηαλνκήο». Σν χζηεκα 

Παξαγσγήο πεξηιακβάλεη ηνπο ζηαζκνχο παξαγσγήο, φπνπ παξάγεηαη ην ειεθηξηθφ 

ξεχκα, καδί κε ηνπο ππνζηαζκνχο αλπςψζεσο ηεο ηάζεο γηα ηε κεηαθνξά ηνπ ππφ 

πςειή ηάζε. Σν χζηεκα Μεηαθνξάο πεξηιακβάλεη ηα δίθηπα ησλ γξακκψλ πςειήο 

ηάζεο, ηνπο ππνζηαζκνχο δεχμεσο ησλ δηθηχσλ απηψλ, ηνπο ππνζηαζκνχο 

κεηαζρεκαηηζκνχ κεηαμχ ησλ δηαθφξσλ ηάζεσλ ηνπ δηθηχνπ, θαη ηνπο ππνζηαζκνχο 

ππνβηβαζκνχ ηεο ηάζεσο ζε κέζε ηάζε πξνο ηξνθνδφηεζε ησλ δηθηχσλ δηαλνκήο. 

Με ην ζχζηεκα κεηαθνξάο, ε ειεθηξηθή ελέξγεηα κεηαθέξεηαη απφ ηνπο ζηαζκνχο 

παξαγσγήο πξνο ηηο πεξηνρέο θαηαλαιψζεσο. Σν χζηεκα Γηαλνκήο πεξηιακβάλεη 

ηα δίθηπα δηαλνκήο κέζεο θαη ρακειήο ηάζεσο – κεξηθέο θνξέο φκσο θαη πςειήο 

ηάζεσο – ζηα νπνία δίθηπα ππάγνληαη θαη νη ππνζηαζκνί δηαλνκήο κέζσ ησλ νπνίσλ 

ε κέζε ηάζε ππνβηβάδεηαη ζε ρακειή ηάζε. Με ηα δίθηπα δηαλνκήο ε ειεθηξηθή 

ελέξγεηα δηαλέκεηαη ζηηο κηθξφηεξεο πεξηνρέο θνξηίνπ, θαη παξέρεηαη ζηνπο 

θαηαλαισηέο κέζεο θη ρακειήο ηάζεο. 

 Έλα ζχζηεκα παξαγσγήο θαη κεηαθνξάο κπνξεί λα ιεηηνπξγεί κεκνλσκέλν ή 

δηαζπλδεδεκέλν κε έλα ή πεξηζζφηεξα άιια γεηηνληθά ζπζηήκαηα. Ζ δηαζχλδεζε 

γίλεηαη ζπλήζσο ζε επίπεδν εζληθψλ ζπζηεκάησλ, θαη πξνζθέξεη νξηζκέλα ηερληθά 

θαη νηθνλνκηθά πιενλεθηήκαηα ζηε ιεηηνπξγία ηνπ θάζε ζπζηήκαηνο. 

Ζ βαζηθή δνκή ηνπ ζπζηήκαηνο παξηζηάλεηαη ζην ζρήκα 1.1. 
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ρήκα 1.1: Βαζηθή δνκή ελφο ΖΔ 

 

1.3. ΒΑΗΚΑ ΥΑΡΑΚΣΖΡΗΣΗΚΑ ΖΛΔΚΣΡΗΚΟΤ ΓΗΚΣΤΟΤ 

 Σξία γεληθά, αιιά βαζηθά, ραξαθηεξηζηηθά ζρεδηάζεσο θαη αλαθνξάο ελφο 

ειεθηξηθνχ δηθηχνπ είλαη ε Τάζε, ε Ηζρύο Βξαρπθπθιώζεσο θαη ε Σηάζκε Μνλώζεσο 

απηνχ. Σάζε ηνπ δηθηχνπ είλαη ε κέγηζηε ηάζε ιεηηνπξγίαο ησλ ειεθηξηθψλ γξακκψλ. 

Ηζρχο βξαρπθπθιψζεσο ηνπ δηθηχνπ είλαη ε ζπκβαηηθή ηζρχο πνπ αληηζηνηρεί ζηε 

κέγηζηε ηζρχ, ε νπνία απνδίδεηαη ζην δίθηπν ζε πεξίπησζε ηξηθαζηθνχ 

βξαρπθπθιψκαηνο κέζα ζε απηφ. Ζ ζηάζκε κνλψζεσο ηνπ δηθηχνπ αλαθέξεηαη 

ζπλήζσο ζηελ ηηκή ηεο θξνπζηηθήο αληνρήο απηνχ, δειαδή ηεο δηειεθηξηθήο αληνρήο 

ηεο κνλψζεσο ηνπ εμνπιηζκνχ ησλ ππνζηαζκψλ ζε θξνπζηηθέο ππεξηάζεηο 

ηππνπνηεκέλεο κνξθήο. 
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1.4. ΦΟΡΣΗΑ 

 Γεληθά, ν φξνο θνξηίν ζα αλαθέξεηαη ζε κία ζπζθεπή ή ζπγθξφηεκα 

ζπζθεπψλ πνπ ηξνθνδνηνχληαη κε ειεθηξηθή ελέξγεηα απφ ην ζχζηεκα. ηελ 

πξαγκαηηθφηεηα νη ζπζθεπέο ησλ θνξηίσλ πνηθίινπλ απφ κία ιάκπα θσηηζκνχ 

λχθηαο ιίγσλ watt σο έλα θηλεηήξα επαγσγηθφ πνιιψλ MW. Έλα ζχζηεκα 

ειεθηξηθήο ελέξγεηαο θαηάιιεια ζρεδηαζκέλν κπνξεί λα παξέρεη ελέξγεηα ζε φια 

απηά ηα δηάθνξα θνξηία. Σα δηάθνξα θνξηία κπνξνχλ λα θαηαηαγνχλ ζηηο εμήο 

θαηεγνξίεο : 

1. Κηλεηήξεο (πάζεο θχζεσο θαη ηχπνπ) 

2. πζθεπέο ζεξκάλζεσο 

3. Ζιεθηξηθέο ζπζθεπέο 

4. Φσηηζηηθά ζψκαηα  

Απφ ειεθηξηθή άπνςε ππάξρνπλ ηεξάζηηεο δηαθνξέο κεηαμχ ησλ δηαθφξσλ 

θνξηίσλ ζε φηη αθνξά ην κέγεζνο, ηε ζπκκεηξία (κνλνθαζηθφ ή ηξηθαζηθφ), ηε 

ζηαζεξόηεηα (σο πξνο ην ρξφλν, ηε ζπρλφηεηα θαη ηελ ηάζε), θαη ηελ πεξίνδν 

ιεηηνπξγίαο (ζπζηεκαηηθή ή ηπραία ιεηηνπξγία). 

 

1.5. ΚΑΝΟΝΗΚΔ ΤΝΘΖΚΔ ΛΔΗΣΟΤΡΓΗΑ  

 Ζ ιεηηνπξγία ελφο ζπζηήκαηνο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο πξέπεη λα είλαη θαιή θαη 

αζθαιήο, νη δχν δε απηέο έλλνηεο ραξαθηεξίδνπλ ηηο θαλνληθέο ζπλζήθεο ιεηηνπξγίαο 

ηνπ δηθηχνπ. Ο φξνο θαιή ιεηηνπξγία αθνξά πεξηζζφηεξν ηνπο θαηαλαισηέο, ν δε 

φξνο αζθαιήο ην ζχζηεκα. Ζ ειεθηξηθή ελέξγεηα παξέρεηαη απφ ην ειεθηξηθφ 

ζχζηεκα ζηνπο θαηαλαισηέο ππφ νξηζκέλε ηάζε, ηεο νπνίαο  ε ηηκή πξέπεη λα 

ηεξείηαη κέζα ζε πξνθαζνξηζκέλα ζπκβαηηθά φξηα. Σα παξαδεθηά φξηα 

δηαθπκάλζεσο ηεο παξερφκελεο ηάζεο ζηελ πεξηνρή ηνπ θαηαλαισηή είλαη ±5% επί 

ηεο νλνκαζηηθήο ηηκήο ηεο ηάζεσο, δειαδή πξνθεηκέλνπ γηα ΥΣ επί ησλ 230V. Ωο 

θαιή ιεηηνπξγία ηνπ δηθηχνπ, ζεσξείηαη εθείλε θαηά ηελ νπνία ε παξνρή πξνο ηνπο 

θαηαλαισηέο είλαη απξφζθνπηε θαη ε ηάζε ηξνθνδνηήζεσο ηεξείηαη κέζα ζηα 

ζπκβαηηθά φξηα. Καηά ηε ιεηηνπξγία ηνπ ζπζηήκαηνο νη εγθαηαζηάζεηο ηνπ πθίζηαληαη 

δηειεθηξηθέο, ζεξκηθέο θαη δπλακηθέο θαηαπνλήζεηο. Ζ αζθαιήο ιεηηνπξγία απαηηεί, 

λα κπνξνχλ νη εγθαηαζηάζεηο θαη ν εμνπιηζκφο ηνπ φινπ ζπζηήκαηνο λα πθίζηαληαη 

αθίλδπλα ηηο αλσηέξσ ιεηηνπξγηθέο θαηαπνλήζεηο , θαη νη ηειεπηαίεο λα ηεξνχληαη 

κέζα ζηα πξνθαζνξηζκέλα γηα ηελ αζθάιεηα ηνπ δηθηχνπ φξηα. 
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1.5.1. Ρνή Ηζρύνο θαη Δλέξγεηαο 

 Ζ ηζρχο απνηειεί βαζηθφ κέηξν, ην νπνίν είλαη θπζηθφ ζε έλα ζχζηεκα 

ειεθηξηθήο ελέξγεηαο λα ραξαθηεξίδεη ην κέγεζνο θαη ηελ ηθαλφηεηα, ηφζν ηνπ 

ζπζηήκαηνο νιφθιεξνπ, φζν θαη θάζε ζηνηρείνπ ηεο εγθαηαζηάζεσο απηνχ, φπσο 

επίζεο θαη ηνπ θαηαλαισηή. Ζ ειεθηξηθή ηζρχο ηζνχηαη γεληθψο κε ην γηλφκελν ηεο 

ηάζεσο θαη ηνπ ξεχκαηνο. Δλψ φκσο ζην ζπλερέο ξεχκα ε ηζρχο είλαη κηα θαη 

ζρεηίδεηαη κε ηελ σκηθή αληίζηαζε ηνπ θπθιψκαηνο, ε χπαξμε απηεπαγσγψλ θαη 

ρσξεηηθνηήησλ ζε έλα ειεθηξηθφ ζχζηεκα ελαιιαζζφκελνπ ξεχκαηνο δεκηνπξγεί δχν 

κνξθέο ηζρχνο, ηελ ελεξγό ή πξαγκαηηθή ηζρύ θαη ηελ άεξγν ηζρύ ή ηζρύ 

αληηδξάζεσο. Ζ ελεξγφο ηζρχο είλαη θαη ε ζπνπδαηφηεξε απφ ηηο δπν. Γηα λα παξαρζεί 

φκσο θαη λα δηαηεζεί ελεξγφο ηζρχο ζε έλα ειεθηξηθφ ζχζηεκα ελαιιαζζνκέλνπ 

ξεχκαηνο, απαηηείηαη ε ηαπηφρξνλε παξαγσγή θαη δηάζεζε αληίζηνηρεο αέξγνπ 

ηζρχνο. 

  

1.5.2. Μεραληζκόο Φνξηίνπ – πρλόηεηαο   

Σα φξηα δηαθπκάλζεσο ηεο ζπρλφηεηαο πξέπεη λα είλαη πνιχ ζηελά, γηα 

δηάθνξνπο εηδηθνχο ιφγνπο, φπσο είλαη ε ζεκαζία ηεο ζηαζεξήο ηαρχηεηαο ησλ 

θηλεηήξσλ θαη ησλ σξνινγηαθψλ κεραληζκψλ, θαζψο θαη γηα γεληθφηεξνπο ιφγνπο 

φπσο ν έιεγρνο ηεο φιεο ιεηηνπξγίαο ηνπ ζπζηήκαηνο. Ο ηειεπηαίνο ιφγνο είλαη θαη ν 

ζνβαξφηεξνο φισλ. Αζπλήζηζηεο απνθιίζεηο ηεο ζπρλφηεηαο δείρλνπλ φηη θάπνηα 

αλσκαιία ζπκβαίλεη ζην ζχζηεκα. ηα ζχγρξνλα ζπζηήκαηα ειεθηξηθήο ελέξγεηαο ε 

ζηαζεξφηεηα ηεο ζπρλφηεηαο δηαηεξείηαη ππφ θαλνληθέο ζπλζήθεο κέζα ζε  0,05 Hz 

[1].  

 

1.5.3. Δπζηάζεηα Λεηηνπξγίαο πζηήκαηνο  

πλαθήο κε ηελ ηζνξξνπία θνξηίνπ – ζπρλφηεηαο είλαη ε έλλνηα ηεο 

επζηάζεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο. Ζ επζηάζεηα είλαη κία βαζηθή ηδηφηεηα, ε νπνία πξέπεη 

λα δηέπεη ηε ιεηηνπξγία ελφο ζπζηήκαηνο παξαγσγήο θαη κεηαθνξάο θαη ε νπνία 

απνθηά ηφζν κεγαιχηεξε ζπνπδαηφηεηα, φζν πην εθηεηακέλν είλαη ην ζχζηεκα, ή 

φζεο πεξηζζφηεξεο δηαζπλδέζεηο κε γεηηνληθά ζπζηήκαηα έρεη. Σν ζχζηεκα 

ραξαθηεξίδεηαη ζαλ επζηαζέο, φηαλ, πθηζηάκελν, ελψ ιεηηνπξγεί ζε νξηζκέλε κφληκε 

θαηάζηαζε, κία δηαηαξαρή απφ νπνηαδήπνηε αηηία ηείλεη λα επαλέιζεη ζε κφληκε 

θαηάζηαζε ιεηηνπξγίαο, είηε ηελ αξρηθή, είηε άιιε. Αληίζεηα, εάλ απηφ ηείλεη λα κελ 
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επαλέιζεη πιένλ ζε θαηάζηαζε κφληκεο ιεηηνπξγίαο ραξαθηεξίδεηαη ζαλ αζηαζέο. 

Μφληκε θαηάζηαζε ιεηηνπξγίαο ραξαθηεξίδεηαη ε ζπλήζεο θαηάζηαζε ιεηηνπξγίαο ηνπ 

ζπζηήκαηνο, θαηά ηελ νπνία απηφ εθηειεί ηνλ πξννξηζκφ ηνπ, δειαδή παξάγεη, 

κεηαθέξεη θαη δηαλέκεη ζε θάζε ζηηγκή ηε δεηνχκελε θαηά ηελ ίδηα ζηηγκή απφ ηελ 

θαηαλάισζε ηζρχ.  

1.5.4.  Άεξγνο ηζρύο θαη ηάζεηο ζπζηήκαηνο  

Όπσο ε ζηαζεξφηεηα ηεο ζπρλφηεηαο εμαζθαιίδεη φηη ππάξρεη ηζνξξνπία ηεο 

ελεξγνχ ηζρχνο ζην ζχζηεκα, έηζη θαη ζηαζεξέο ηάζεηο δπγψλ εμαζθαιίδνπλ 

ηζνξξνπία κεηαμχ παξαγφκελεο θαη θαηαλαιηζθφκελεο αέξγνπ ηζρχνο.  

Γηα λα δηαηεξεζεί ην κέγεζνο ηεο ηάζεο ζηαζεξφ ζε θάζε δπγφ ζα πξέπεη νη 

κεηαβνιέο ηεο αέξγνπ ηζρχνο λα αληηζηαζκίδνληαη ηνπηθά ψζηε λα κελ απαηηείηαη 

κεηαθνξά αέξγνπ ηζρχνο απφ ηε γξακκή θαη ζπλεπψο επίδξαζε ηεο ηάζεσο. Ζ 

ηνπηθή παξαγσγή αέξγνπ ηζρχνο επηηπγράλεηαη κε ζηαηνχο ππθλσηέο ζχγρξνλνπο 

ππθλσηέο ελ παξαιιήισ. Απηή ρξεηάδεηαη επεηδή ηα θνξηία είλαη επαγσγηθά θαη 

ππάξρεη ε ηάζε φηαλ απμάλνπλ ηα θνξηία λα πέθηεη ε ηάζε ησλ δπγψλ. Σν αληίζεην 

ζπκβαίλεη φηαλ ειαηηψλνληαη ηα θνξηία π.ρ. ηελ λχθηα. ηελ πεξίπησζε απηή πνιιέο 

θνξέο ρξεηάδεηαη αληηζηάζκηζε ησλ γξακκψλ κε εγθάξζηα πελία. Σέινο, ε δηαηήξεζε 

ηεο ηάζεσο επηηπγράλεηαη, εθηφο απφ ηα παξαπάλσ, κε ξχζκηζε ηεο ζηα ζπζηήκαηα 

δηεγέξζεσο ησλ γελλεηξηψλ θαη ζηνπο κεηαζρεκαηηζηέο αλπςψζεσο θαη 

ππνβηβαζκνχ.  

 

 

1.6. ΑΝΧΜΑΛΗΔ ΛΔΗΣΟΤΡΓΗΑ ΣΟΤ ΤΣΖΜΑΣΟ  

Καηά ηε ιεηηνπξγία ελφο ζπζηήκαηνο δεκηνπξγνχληαη πνιιέο θνξέο αλψκαιεο 

ζπλζήθεο, πνπ νθείινληαη είηε ζε βιάβεο απηνχ, είηε ζε εμσηεξηθά ηπραία αίηηα, ή ζε 

αηκνζθαηξηθέο επηδξάζεηο.  

Οη αλψκαιεο ζπλζήθεο απνηεινχλ κεηαβαηηθέο θαηαζηάζεηο ιεηηνπξγίαο ηνπ 

ζπζηήκαηνο – ζε αληίζεζε κε ηελ θαλνληθή ή κφληκε θαηάζηαζε – θαηά ηηο νπνίεο ζην 

ζχζηεκα εθδειψλνληαη κεηαβαηηθά θαηλφκελα ηαρείαο ή βξαδείαο εμειίμεσο, 

αλαιφγσο ηεο πεξηπηψζεσο. Καηά ηα κεηαβαηηθά απηά θαηλφκελα δεκηνπξγνχληαη 

ηαιαληψζεηο ηάζεσλ θαη εληάζεσλ ζην ζχζηεκα, θαηά ηηο νπνίεο ηα κεγέζε απηά είλαη 

δπλαηφλ λα απνθηήζνπλ ηηκέο επηθίλδπλεο γηα ηελ αζθάιεηα ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Σα βξαρπθπθιψκαηα απνηεινχλ ηηο ζπλεζέζηεξεο αλσκαιίεο ελφο ειεθηξηθνχ 

δηθηχνπ θαη νθείινληαη είηε ζε βιάβεο ησλ εγθαηαζηάζεσλ, ή ηνπ εμνπιηζκνχ απηνχ, 

ή ζε επηδξάζεηο εμσηεξηθψλ αηηηψλ, θπξίσο αηκνζθαηξηθψλ.   
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Όπσο ηα βξαρπθπθιψκαηα απνηεινχλ αλψκαιεο ππεξεληάζεηο νη νπνίεο 

θαηαπνλνχλ ζεξκηθά θαη δπλακηθά ηνπο αγσγνχο ησλ δηθηχσλ, νη ππεξηάζεηο 

απνηεινχλ αλψκαιεο ηάζεηο, πνιιαπιάζηνπ κεγέζνπο ησλ ηάζεσλ ιεηηνπξγίαο, νη 

νπνίεο αληίζηνηρα θαηαπνλνχλ δηειεθηξηθά ηηο κνλψζεηο απηψλ. Απηέο δηαθξίλνληαη 

ζε δχν κεγάιεο θαηεγνξίεο, αλαιφγσο πξνειεχζεσο, ηηο αηκνζθαηξηθέο  ή εμσηεξηθέο 

θαη ηηο ιεηηνπξγηθέο ή εζσηεξηθέο ππεξηάζεηο. 

 

1.7.  ΤΣΖΜΑ ΚΑΗ ΜΔΑ ΠΡΟΣΑΗΑ  

Σν ζχζηεκα πξνζηαζίαο ελφο ειεθηξηθνχ δηθηχνπ είλαη ην βαζηθφηεξν απφ ηα 

βνεζεηηθά ζπζηήκαηα, κε ηα νπνία είλαη εθνδηαζκέλν ην δίθηπν θαη απνζθνπεί ζηελ 

πξνζηαζία ηνπ απφ ηηο αλψκαιεο θαηαζηάζεηο, νη νπνίεο παξνπζηάδνληαη θαηά ηε 

ιεηηνπξγία ηνπ θαη θπξίσο απφ ηα βξαρπθπθιψκαηα.  

Καηεγνξίεο θαη είδε πξνζηαζηψλ έλαληη βξαρπθπθισκάησλ ππάξρνπλ πνιιά, 

απφ ηα νπνία αλαθέξνληαη ηα βαζηθφηεξα: Πξνζηαζία απνζηάζεσο (γξακκέο 

κεηαθνξάο), Πξνζηαζία ππεξεληάζεσο (γελλήηξηεο, κεηαζρεκαηηζηέο, γξακκέο 

δηαλνκήο ΜΣ, θ.α.),  Γηαθνξηθή πξνζηαζία (κεηαζρεκαηηζηέο, θαιψδηα, γελλήηξηεο, 

δπγνί), Πξνζηαζία ζπγθξίζεσο θάζεσλ (γξακκέο κεηαθνξάο), Πξνζηαζία Buch – 

holtz  (κεηαζρεκαηηζηέο, θ.α.), Πξνζηαζία ππεξζεξκάλζεσο (κεηαζρεκαηηζηέο, θ.α.). 

Σα θχξηα φξγαλα πξνζηαζίαο είλαη νη ειεθηξνλόκνη ή ξειαί, νη δηαθόπηεο 

ηζρύνο ή απηόκαηνη δηαθόπηεο θαη νη αζθάιεηεο. Βαζηθνί ηχπνη δηαθνπηψλ ηζρχνο 

πςειήο ηάζεσο είλαη νη δηαθφπηεο: ειαίνπ, πεπηεζκέλνπ αέξνο θαη εμαθζνξηνύρνπ 

ζείνπ. Δπίζεο, έλα κέζν πξνζηαζίαο ηνπ δηθηχνπ απφ ηηο ππεξηάζεηο είλαη ην 

αιεμηθέξαπλν [1]. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 2 

ΑΝΑΛΤΖ ΡΟΧΝ ΦΟΡΣΗΟΤ Δ ΔΝΑ ΤΣΖΜΑ ΖΛΔΚΣΡΗΚΖ 

ΔΝΔΡΓΔΗΑ 

 

2.1. ΔΗΑΓΧΓΖ 

Ζ δνκή θαη ε ιεηηνπξγία ελφο ζπζηήκαηνο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο είλαη δπν 

δηαθνξεηηθέο πιεπξέο ηεο ηερληθήο ησλ ζπζηεκάησλ ειεθηξηθήο ελέξγεηαο. Απηφ 

γίλεηαη εχθνια θαηαλνεηφ αθνχ γηα λα εμππεξεηεζεί ν ζθνπφο ελφο ζπζηήκαηνο, πνπ 

είλαη ε ηθαλνπνίεζε θαηαλαισηψλ ζε ειεθηξηθή ελέξγεηα, απαηηείηαη ε ζσζηή 

ιεηηνπξγία ηνπ,  ε νπνία εμαξηάηαη θαηά θχξην ιφγν απφ ηε δνκή ηνπ. Απφ άπνςε 

ιεηηνπξγίαο ηνπ νινθιεξσκέλνπ ζπζηήκαηνο δηαθξίλνπκε ηε κφληκε θαηάζηαζε 

ιεηηνπξγίαο ή θαλνληθή ιεηηνπξγία θαη ηε κεηαβαηηθή θαη αζχκκεηξε θαηάζηαζε 

ιεηηνπξγίαο ή γεληθφηεξα κε θαλνληθή ή αλψκαιε ιεηηνπξγία. 

Σν πξφβιεκα ησλ ξνψλ θνξηίνπ ζπλίζηαηαη ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ 

κεηαβιεηψλ ηνπ ζπζηήκαηνο (ηζρχσλ , ξεπκάησλ, ηάζεσλ), ζε κηα δεδνκέλε κφληκε 

θαηάζηαζε ιεηηνπξγίαο. 

Ζ κειέηε ηνπ θεθαιαίνπ ζα εζηηαζηεί ζηελ αλάιπζε ηεο ζηαζεξήο θαηάζηαζεο 

ελφο αιιεινζπλδεδεκέλνπ ζπζηήκαηνο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο θαηά ηε δηάξθεηα κηαο 

θαλνληθήο εθαξκνγήο. Σν ζχζηεκα ζεσξείηαη φηη δνπιεχεη θάησ απφ 

εμηζνξξνπεκέλεο ζπλζήθεο θαη αλαπαξίζηαηαη απφ έλα κνλνθαζηθφ δίθηπν. Σν 

δίθηπν πεξηέρεη εθαηνληάδεο θφκβνπο θαη θιάδνπο κε ζχλζεηεο αληηζηάζεηο 

εθθξαζκέλεο ζε α.κ. ηηκέο ζε έλα θνηλφ MVA ζχζηεκα. 

Οη εμηζψζεηο δηθηχνπ κπνξνχλ λα δηαηππσζνχλ ζπζηεκαηηθά κε δηάθνξνπο 

ηξφπνπο. Πην ζπρλά ρξεζηκνπνηείηαη ε κέζνδνο ηάζεσλ-θφκβσλ, ε νπνία είλαη ε πην 

θαηάιιειε γηα ηηο πεξηζζφηεξεο αλαιχζεηο ζπζηεκάησλ ειεθηξηθήο ελέξγεηαο. Ζ 

δηαηχπσζε ησλ εμηζψζεσλ ηνπ δηθηχνπ ζηελ κνξθή ηνπ πίλαθα αγσγηκνηήησλ 

θαηαιήγεη ζε ζχλζεηεο γξακκηθέο ηαπηφζεκεο αιγεβξηθέο εμηζψζεηο φζνλ αθνξά ηα 

ξεχκαηα ησλ θφκβσλ. Όηαλ ηα ξεχκαηα ζηνπο θφκβνπο είλαη ζπγθεθξηκέλα, ην 

ζχλνιν ησλ γξακκηθψλ εμηζψζεσλ κπνξεί λα επηιπζεί γηα ηηο ηάζεηο ησλ θφκβσλ. 

Παξφια απηά, ζε έλα ζχζηεκα ειεθηξηθήο ελέξγεηαο, γλσζηέο είλαη νη ηζρχο 

θαη πην ζπάληα ηα ξεχκαηα. Γη‘ απηφ ηνλ ιφγν νη εμηζψζεηο πνπ πξνθχπηνπλ γηα ηηο 

ηζρχο , γλσζηέο σο εμηζψζεηο ξνήο ηζρχνο, είλαη κε γξακκηθέο θαη πξέπεη λα ιπζνχλ 

κε επαλαιεπηηθέο κεζφδνπο. Ζ κειέηε ηεο ξνήο ηζρχνο, πνπ ζπρλά αλαθέξεηαη θαη 

σο ξνή θνξηίνπ, απνηειεί ηελ ζεκειίσζε ηεο αλάιπζεο θαη ηνπ ζρεδηαζκνχ ησλ 
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ζπζηεκάησλ ειεθηξηθήο ελέξγεηαο. Δίλαη απαξαίηεηε γηα ηνλ ζρεδηαζκφ, ηελ 

ιεηηνπξγία, ηνλ νηθνλνκηθφ πξνγξακκαηηζκφ θαη ηελ αληαιιαγή ηζρχνο κεηαμχ ησλ 

κνλάδσλ.    

2.2. ΜΔΛΔΣΖ ΡΟΧΝ ΦΟΡΣΗΟΤ 

Ζ κειέηε ησλ ξνψλ θνξηίνπ ζπληζηάηαη ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ ηζρχσλ θαη 

ηάζεσλ ζε θάζε θφκβν ελφο δηθηχνπ, γηα δεδνκέλεο ζπλζήθεο [1]. Οη γξακκέο 

παξηζηάλνληαη κε θπθιψκαηα- Π, κε αλεγκέλεο παξακέηξνπο θαη ηα θνξηία 

ζεσξνχληαη ζπκκεηξηθά. Δάλ ηα θνξηία κπνξνχζαλ λα παξαζηαζνχλ κε ζηαζεξέο 

ζχλζεηεο αγσγηκφηεηεο, θαη νη γελλήηξηεο, ζαλ πεγέο πίζσ απφ αληηζηάζεηο, ζα ήηαλ 

δπλαηή κία άκεζε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο.  

Γεληθά, φκσο ηα θνξηία νξίδνληαη σο ηζρχο πξαγκαηηθέο θαη άεξγεο θαη νη 

γελλήηξηεο επίζεο απφ ηηο παξαγφκελεο ηζρχο θαη ηηο ηάζεηο δπγνχ. Βάζεη απηψλ ησλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ, νξίδνληαη γηα ηηο κειέηεο ξνψλ θνξηίνπ νη αθφινπζνη ηξεηο 

ραξαθηεξηζηηθνί ηχπνη δπγψλ: 

- Επγνί θνξηίνπ, ζηνπο νπνίνπο είλαη γλσζηέο νη ηζρχο δεηήζεσο, ή θνξηίνπ 

θαη άγλσζηε ε ηάζε (θαηά κέγεζνο θαη γσλία) 

- Επγνί παξαγσγήο, φπνπ είλαη γλσζηά, ε παξαγφκελε ελεξγφο ηζρχο θαη ην 

κέηξν ηεο ηάζεο θαη πξνζδηνξίδνληαη ε άεξγνο ηζρχο θαη ε γσλία ηεο ηάζεο. 

- Επγόο ηαιάλησζεο, ή δπγόο αλαθνξάο, ν νπνίνο είλαη δπγφο παξαγσγήο, 

ρξεζηκνπνηνχκελνο γηα λα αληηζηαζκίδεη ηηο απψιεηεο ηνπ δηθηχνπ, πνπ δελ είλαη 

γλσζηέο εμ αξρήο θαη γεληθά γηα άκεζε αληηκεηψπηζε ησλ κεηαβνιψλ ηζρχνο. ηνλ 

δπγφ απηφλ επηβάιιεηαη ζηαζεξή ηάζε θαηά κέηξν θαη γσλία θαη πξνζδηνξίδνληαη νη 

ηζρχο παξαγσγήο. 

Άιινη ζπλδπαζκνί δπγψλ είλαη επίζεο δπλαηφλ λα πξνθχςνπλ θαηά 

πεξίπησζε. 

 

 

2.2.1. Μεηαβιεηέο ηνπ ζπζηήκαηνο 

Θεσξψληαο ηε γεληθή πεξίπησζε ελφο δπγνχ ηνπ ζπζηήκαηνο κε παξαγσγή θαη 

θνξηίν, δηαθξίλνπκε ηα αθφινπζα 6 κεγέζε (ζρήκα 2.1)  
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Σχήμα 2.1:Χαρακτθριςτικά μεγζκθ ενόσ ηυγοφ 

 

 Σα θνξηία ή κεηαβιεηέο δήηεζεο (PD , QD), ηα νπνία ραξαθηεξίδνληαη 

θαη ζαλ κεηαβιεηέο δηαηαξαρήο. Δίλαη αλεμάξηεηα κεγέζε.  

 Οη ηζρείο παξαγσγήο (PG , QG), νη νπνίεο ραξαθηεξίδνληαη θαη ζαλ 

κεηαβιεηέο ειέγρνπ. 

 Οη ηάζεηο θαη νη γσλίεο (V, δ), νη νπνίεο νλνκάδνληαη κεηαβιεηέο 

θαηαζηάζεσο θαη νη νπνίεο είλαη εμαξηεκέλεο κεηαβιεηέο.   

 

2.3. Δμηζώζεηο ξνώλ θνξηίνπ 

 

Θεσξνχκε έλαλ ηππηθφ δπγφ ελφο ζπζηήκαηνο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο, φπσο 

θαίλεηαη ζην ζρήκα 2.2. 

 

 

Σχήμα 2.2: Τυπικόσ ηυγόσ ενόσ Σ.Η.Ε 

 

 

 

Οη γξακκέο κεηαθνξάο παξηζηάλνληαη κε ην ηζνδχλακν   κνληέιν, ελψ νη 

αληηζηάζεηο έρνπλ κεηαηξαπεί ζε α.κ. ηηκέο. Ζ εθαξκνγή ηνπ λφκνπ Kirchoff  δίλεη : 
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                                                             (2.1) 

ή 

            
 
         

 
                                     (2.2) 

                                                                

 

Γηα ηηο ηζρχο ζην δπγφ   ηζρχεη: 

 

             
                  (2.3) 

ή 

 

(2.4) 

 

Αληηθαζηζηψληαο ην    έρνπκε: 

 

       

  
           

 
         

 
                                     (2.5) 

               

Απφ ηελ παξαπάλσ ζρέζε θαηαιήγνπκε ζε έλα ζχζηεκα απφ αιγεβξηθέο κε 

γξακκηθέο εμηζψζεηο πνπ πξέπεη λα ιπζνχλ κε επαλαιεπηηθέο κεζφδνπο. 

 

2.3.1.  Μέζνδνο Gauss – Seidel  

ηελ κειέηε ξνήο ηζρχνο είλαη απαξαίηεην λα ιπζνχλ δπν ζχλνια κε 

γξακκηθψλ εμηζψζεσλ (ζρέζε 2.5) γηα δχν άγλσζηεο κεηαβιεηέο ζε θάζε θφκβν. Με 

ηελ κέζνδν  Gauss – Seidel ιχλνπκε σο πξνο    θαη έρνπκε : 

 

  
         

  
        

   

  
           

   

    
                        (2.6) 

 

φπνπ       είλαη ε παξνχζα αγσγηκφηεηα ζε α.κ. ηηκή 

             
    θαη    

    είλαη ε πξαγκαηηθή θαη ε θαηλφκελε ηζρχο ηνπ δηθηχνπ ζε α.κ.  

 ηηκέο. 



Κεθάλαιο 2                      Ανάλςζη Ροών Φοπηίος ζε ένα ύζηημα Ζλεκηπικήρ Δνέπγειαρ 

-13- 
 

Σν ξεχκα εηζφδνπ ζηνλ δπγφ   ζεσξείηαη ζεηηθφ. Γηα απηφ, γηα ηνπο δπγνχο 

ζηνπο νπνίνπο έρνπκε έγρπζε ελεξγνχ θαη άεξγνπ ηζρχνο , φπσο ζηνπο δπγνχο 

παξαγσγήο (generators), ηα   
    θαη    

    έρνπλ ζεηηθέο ηηκέο. Γηα ηνπο δπγνχο 

θνξηίνπ φπνπ ε ελεξγφο θαη ε άεξγνο ηζρχο εμέξρνληαη ή ιακβάλνληαη, ηα   
    θαη 

   
    έρνπλ αξλεηηθέο ηηκέο. Δπηιχνληαο σο πξνο    θαη     έρνπκε: 

 

  
            

    
   

         
       

 
     

                                  (2.7) 

 

  
             

    
   

         
       

 
     

                                  (2.8) 

Σα κε δηαγψληα ζηνηρεία ηεο κήηξαο αγσγηκνηήησλ      είλαη            

θαη ηα δηαγψληα ζηνηρεία είλαη            . Δπνκέλσο έρνπκε : 

 

 

                                                                    (2.9) 

 

θαη  

  
            

    
   

           
 
   
   

  
                                  (2.10) 

 

  
             

    
   

           
 
   
   

  
                                  (2.11) 

φπνπ ην           πεξηιακβάλεη ηηο αγσγηκφηεηεο πνπ γεηψλνληαη ζηνλ ελ ιφγσ δπγφ i. 

Αθνχ θαη νη δχν ζπληζηψζεο ηεο ηάζεο έρνπλ πξνζδηνξηζηεί γηα ηνλ δπγφ 

αλαθνξάο, ππάξρνπλ        εμηζψζεηο νη νπνίεο πξέπεη λα επηιπζνχλ κε 

επαλαιεπηηθφ ηξφπν. Τπφ θαλνληθέο ζπλζήθεο ιεηηνπξγίαο, ην κέγεζνο ηεο ηάζεο 

είλαη θνληά ζην 1 α.κ. ή θνληά ζην κέγεζνο ηεο ηάζεο ηνπ δπγνχ αλαθνξάο. Σν 

κέγεζνο ηεο ηάζεο ζηνπο δπγνχο θνξηίνπ έρεη ηηκή ιίγν κηθξφηεξε απφ φηη ζην δπγφ 

αλαθνξάο, εμαξηψκελε απφ ηελ δήηεζε άεξγνπ ηζρχνο, ελψ ε πξνγξακκαηηζκέλε 

ηάζε ζην δπγφ παξαγσγήο έρεη ηηκή ιίγν κεγαιχηεξε. Δπίζεο ε γσλία ηεο θάζεο 

ζηνπο δπγνχο θνξηίνπ έρεη ηηκή κηθξφηεξε απφ ηελ γσλία αλαθνξάο ζχκθσλα κε ηελ 

δήηεζε ελεξγνχ ηζρχνο, ελψ ε γσλία ηεο θάζεο ζην δπγφ παξαγσγήο έρεη ηηκή 

κεγαιχηεξε απφ ηελ ηηκή αλαθνξάο, εμαξηψκελε απφ ην πνζφ ηεο εγρεφκελεο 

ελεξγνχ ηζρχνο ζην δπγφ. 

Γηα ηνπο δπγνχο     , νη ελεξγέο θαη άεξγεο ηζρχο   
    θαη    

    είλαη 

γλσζηέο. Αξρίδνληαο κε κηα αξρηθή εθηίκεζε, ε ζρέζε 2.9 επηιχεηαη γηα ηηο 



Μελέηη Πιθανοηικήρ Ροήρ Φοπηίος με ηη Μέθοδο Cornish – Fisher ζε ςζηήμαηα 
Ζλεκηπικήρ Δνέπγειαρ με Γιείζδςζη Ζλεκηπικών Αςηοκινήηων  
  

 
Γιαννοςλάηορ Η. Ηωάννηρ  Δ.Μ.Π. 2010 

-14- 
 

πξαγκαηηθέο θαη θαληαζηηθέο ζπληζηψζεο ηεο ηάζεο. Γηα ηνπο     δπγνχο φπνπ ηα 

  
    θαη      είλαη γλσζηά, ιχλνπκε πξψηα σο πξνο   

      θαη ζηελ ζπλέρεηα 

ιχλνπκε ηελ 2.9 σο πξνο   
     . Ωζηφζν, αθνχ ην κέηξν ηεο ηάζεο || iV έρεη 

θαζνξηζηεί, δηαηεξείηαη κφλν ην θαληαζηηθφ κέξνο ηεο  )1( k

iV  , ελψ ην πξαγκαηηθφ 

κέξνο επηιέγεηαη έηζη ψζηε λα ηθαλνπνηείηαη: 

 

   
      

 
    

      
 
        

                  (2.12) 

ή 

  
              

     
      

 
                 (2.13) 

 

φπνπ   
      θαη   

      είλαη ην πξαγκαηηθφ θαη θαληαζηηθφ κέξνο ηεο ηάζεο   
      

ζηελ επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία. 

Ο βαζκφο ζχγθιηζεο απμάλεηαη ρξεζηκνπνηψληαο έλαλ παξάγνληα 

επηηάρπλζεο ζηελ πξνζεγγηζηηθή ιχζε πνπ ιακβάλεηαη κεηά απφ θάζε επαλάιεςε.  

 

  
           

            
      

                     (2.14) 

 

φπνπ   είλαη ν παξάγνληαο επηηάρπλζεο. Ζ ηηκή ηνπ εμαξηάηαη απφ ην ζχζηεκα. Ζ 

θιίκαθα ηνπ 1.3 – 1.7 ζεσξείηαη ηθαλνπνηεηηθή γηα ηππηθά ζπζηήκαηα. 

Ζ δηαδηθαζία ζπλερίδεηαη κέρξη νη ηηκέο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηηο επαλαιήςεηο  

γηα ηα πξαγκαηηθά θαη θαληαζηηθά κέξε ησλ ηάζεσλ ησλ δπγψλ λα ηθαλνπνηνχλ κηα 

ζπγθεθξηκέλε αθξίβεηα. 

   
        

           

                                                                                                         (2.15) 

   
        

           

Γηα λα είλαη ην ζθάικα ηεο ηζρχνο κηθξφ θαη απνδεθηφ, πξέπεη λα ππάξρεη έλα 

φξην θαη γηα ηηο δχν ζπληζηψζεο ηεο ηάζεο. Μηα αθξίβεηα ηάζεο ηεο θιίκαθαο ηνπ 

0.00001 σο 0.00005α.κ. είλαη ηθαλνπνηεηηθή. πλερίδνπκε ηηο επαλαιήςεηο κέρξη ε 

ηηκή ηνπ κεγαιχηεξνπ ζηνηρείνπ ζηηο ζηήιεο ησλ    θαη    λα είλαη κηθξφηεξε απφ 

κηα ζπγθεθξηκέλε ηηκή. Έλα ηππηθφ ζθάικα έρεη ηηκή ηεο ηάμεο ηνπ 0.001α.κ. Δάλ ε 

ιχζε ζπγθιίλεη, ηφηε νη ελεξγέο θαη άεξγεο ηζρχο ηνπ δηθηχνπ ππνινγίδνληαη απφ ηηο 

ζρέζεηο 2.10 θαη 2.11. 
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2.3.2. Μέζνδνο Newton – Raphson  

Λφγσ ηνπ ηεηξαγσληθνχ βαζκνχ ζχγθιηζεο ε κέζνδνο Newton είλαη 

καζεκαηηθά αλψηεξε ηεο κεζφδνπ Gauss-Seidel θαη είλαη ιηγφηεξν επηξξεπήο ζε 

απνθιίζεηο ιφγσ απξφνπησλ πξνβιεκάησλ. Γηα κεγάια ζπζηήκαηα ειεθηξηθήο 

ελέξγεηαο ε κέζνδνο Newton–Raphson είλαη πην απνηειεζκαηηθή θαη πξαθηηθή. Ο 

αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ απαηηείηαη γηα λα απνθηήζνπκε κηα ιχζε, είλαη 

αλεμάξηεηνο απφ ην κέγεζνο ηνπ ζπζηήκαηνο, αιιά απαηηείηαη πην ιεηηνπξγηθή 

αμηνιφγεζε ζε θάζε επαλάιεςε. Αθνχ ζην πξφβιεκα ξνήο ηζρχνο ε ελεξγφο ηζρχο 

θαη ην κέηξν ηεο ηάζεο είλαη θαζνξηζκέλεο γηα ηνπο δπγνχο πνπ ειέγρνληαη απφ ηηο 

ηάζεηο, ε εμίζσζε ξνήο ηζρχνο κεηαζρεκαηίδεηαη ζε πνιηθή κνξθή. Γηα έλα ηππηθφ 

δπγφ ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ εηθνλίδεηαη ζην ζρήκα 2.2., ην ξεχκα πνπ εηζέξρεηαη ζην 

δπγφ   δίλεηαη απφ ηελ εμίζσζε 2.2. Απηή ε εμίζσζε κπνξεί λα γξαθεί μαλά 

ιακβάλνληαο ππφςε ηελ κήηξα αγσγηκνηήησλ σο εμήο: 

 

          
 
                               (2.16) 

 

Όπνπ ζηελ εμίζσζε απηή, ην   πεξηιακβάλεη ην δπγφ  . ε πνιηθή κνξθή ε 

εμίζσζε γξάθεηαη: 

 

            
 
                               (2.17) 

 

Ζ κηγαδηθή ηζρχο ζην δπγφ    είλαη: 

 

           
                    (2.18) 

 

Αληηθαζηζηψληαο απφ ηελ (2.17) ην    ζηελ (2.18) έρνπκε: 

 

                        
 
                               (2.19) 

 

Υσξίδνληαο ηα πξαγκαηηθά θαη θαληαζηηθά κέξε έρνπκε 

 

           
 
                                           (2.20) 

 

           
 
                                           (2.21) 

Οη εμηζψζεηο 2.20 θαη 2.21 απνηεινχλ έλα ζχλνιν απφ κε γξακκηθέο αιγεβξηθέο 

εμηζψζεηο αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ, φπνπ νη ηηκέο ησλ ηάζεσλ είλαη ζε α.κ. ηηκέο θαη 
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γσλίεο θάζεο ζε rad. Έρνπκε δχν εμηζψζεηο γηα θάζε δπγφ θνξηίνπ, νη νπνίεο 

δίλνληαη απφ ηηο ζρέζεηο 2.20 θαη 2.21, θαη κία εμίζσζε γηα θάζε δπγφ ζηαζεξήο 

ηάζεο (PV), πνπ δίλεηαη απφ ηελ 2.20. Αλαπηχζζνληαο ηηο 2.20 θαη 2.21 ζε ζεηξά 

Taylor γηα ηελ αξρηθή εθηίκεζε θαη παξαιείπνληαο φινπο ηνπο φξνπο κεγαιχηεξεο 

ηάμεο θαηαιήγνπκε ζην παξαθάησ ζχλνιν γξακκηθψλ εμηζψζεσλ: 
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        (2.22)

 

 

ηελ παξαπάλσ εμίζσζε, ν δπγφο 1 ζεσξείηαη ν δπγφο αλαθνξάο. Ο 

Ηαθσβηαλφο πίλαθαο δίλεη ηελ γξακκηθή ζρέζε κεηαμχ ησλ κηθξψλ αιιαγψλ ζηελ 

γσλία ηεο ηάζεο    
    θαη ζηελ ηηκή ηεο ηάζεο     

     κε ηηο αιιαγέο ζηελ 

πξαγκαηηθή θαη άεξγν ηζρχ    
    θαη    

   . Σα ζηνηρεία ηνπ Ηαθσβηαλνχ πίλαθα είλαη 

νη κεξηθέο παξάγσγνη ησλ εμηζψζεσλ 2.20 θαη 2.21, ππνινγηζκέλεο ζηα    
    θαη 

    
     . ε πνην ζχληνκε κνξθή κπνξεί λα γξαθεί σο εμήο : 

 

 
  
  

      
    
    

  
  

    
                  (2.23) 

 

Γηα δπγνχο PV, ηα κέηξα ησλ ηάζεσλ είλαη γλσζηά. Δπνκέλσο, αλ m δπγνί ηνπ 

ζπζηήκαηνο είλαη ειεγρφκελεο ηάζεο, ηφηε m εμηζψζεηο πνπ πεξηιακβάλνπλ ηα ΓQ 

θαη ΓV θαη ηηο αληίζηνηρεο ζηήιεο ηνπ Ηαθσβηαλνχ πίλαθα, δηαγξάθνληαη. Έηζη, 

ππάξρνπλ n – 1 πεξηνξηζκνί πξαγκαηηθήο ηζρχνο θαη n – 1 – m πεξηνξηζκνί άεξγνπ 

ηζρχνο, θαη ν Ηαθσβηαλφο πίλαθαο είλαη ηάμεο ( 2n – 2 -m )   ( 2n - 2 - m ). Ο πίλαθαο 

J1 είλαη ηάμεο  ( n – 1 )   ( n – 1 ),  ν πίλαθαο J2 είλαη ηάμεο  ( n – 1 )   ( n – 1 – m ), 

ν J3  ηάμεο  ( n – 1 – m )   ( n – 1 ) θαη ν J4  ηάμεο  ( n – 1 – m )   ( n - 1 - m ). 
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Σα δηαγψληα θαη κε δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα J1 είλαη : 

 









ij

jiijijji

i

i YVV
P

)sin(|||||| 


                 (2.24) 

 

)sin(|||||| jiijijji

j

i YVV
P








   j i                  (2.25) 

 

Σα δηαγψληα θαη κε δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα J2 είλαη : 

 









ij

jiijijjiiiii

i

i YVYV
V

P
)cos(||||cos||||2

||
                 (2.26) 

 

)cos(||||
||

jiijiji

j

i YV
V

P
 




                   j i                 (2.27) 

 

Σα δηαγψληα θαη κε δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα J3 είλαη : 

 









ij

jiijijji

i

i YVV
Q

)cos(|||||| 


                (2.28) 

)cos(|||||| jiijijji

j

i YVV
Q








    j i          (2.29) 

 

Σα δηαγψληα θαη κε δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα J4 είλαη : 

 









ij

jiijijjiiiii

i

i YVYV
V

Q
)sin(||||sin||||2

||
             (2.30) 

 

)sin(||||||
||

jiijijji

j

i YVV
V

Q
 




                 j i                 (2.31) 
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Οη φξνη Γ )(k

iP  θαη Γ )(k

iQ είλαη ε δηαθνξά κεηαμχ ησλ αξρηθψλ (επηζπκεηψλ ‗ε 

πξνγξακκαηηζκέλσλ) θαη ππνινγηδφκελσλ ηηκψλ, γλσζηψλ ζαλ ππφινηπα ηζρχνο, 

θαη δίλνληαη απφ: 

 

)()( k

i

sch

i

k

i PPP                   (2.32) 

 

)()( k

i

sch

i

k

i QQQ                   (2.33) 

 

Οη λέεο εθηηκήζεηο ησλ ηάζεσλ ησλ δπγψλ είλαη : 

 

)()()1( k

i

k

i

k

i  
                 (2.34) 

 

|||||| )()()1( k

i

k

i

k

i VVV 
                 (2.35) 

 

Ζ δηαδηθαζία γηα ηε ιχζε ησλ εμηζψζεσλ ξνήο θνξηίνπ κε ηε κέζνδν Newton- 

Raphson είλαη ε αθφινπζε: 

 

1. Γηα ηνπο δπγνχο θνξηίνπ, φπνπ νη ηζρχο 
sch

iP  θαη 
sch

iQ  είλαη γλσζηέο, ην 

κέηξν ησλ ηάζεσλ θαη νη γσλίεο ησλ θάζεσλ ηίζεληαη ίζεο κε ηηο ηηκέο ησλ 

δπγψλ αλαθνξάο ή 1.0 θαη 0.0 αληίζηνηρα, δειαδή 0.1|| )0( iV  θαη 
)0(

i = 

0.0. Γηα ηνπο δπγνχο PV, φπνπ ηα | Vi |  θαη 
sch

iP  είλαη γλσζηά, νη γσλίεο ησλ 

θάζεσλ ηίζεληαη ίζεο κε ηε θάζε ηνπ δπγνχ αλαθνξάο ή 0, δειαδή  
)0(

i  = 

0. 

 

2. Γηα δπγνχο θνξηίνπ, νη 
)(k

iP  θαη  
)(k

iQ ππνινγίδνληαη απφ ηηο ζρέζεηο (2.20) 

θαη (2.21), ελψ νη  Γ
)(k

iP  θαη Γ
)(k

iQ  ππνινγίδνληαη απφ ηηο ζρέζεηο (2.32) 

θαη (2.33). 

 

3. Γηα δπγνχο PV, νη 
)(k

iP  θαη Γ
)(k

iP  ππνινγίδνληαη απφ ηηο ζρέζεηο (2.20) θαη 

(2.21) αληίζηνηρα. 
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4. Σα ζηνηρεία ηνπ Ηαθσβηαλνχ πίλαθα ( J1 ,  J2 ,  J3 , J4 ) ππνινγίδνληαη απφ ηηο 

(2.24) - (2.31).  

 

5. Ζ γξακκηθή εμίζσζε (2.22) ιχλεηαη απεπζείαο κε ηε κέζνδν ηεο 

ηξηγσλνπνίεζεο θαη απαινηθήο Gauss. 

 

6. Σα λέα κέηξα ησλ ηάζεσλ θαη νη λέεο γσλίεο θάζεσλ ππνινγίδνληαη απφ ηηο 

(2.34) θαη (2.35). 

 

7. Ζ δηαδηθαζία ζπλερίδεηαη κέρξη νη Γ )(k

iP  θαη Γ )(k

iQ  λα είλαη κηθξφηεξεο απφ 

ηελ πξνζδηνξηζκέλε αθξίβεηα, δειαδή : 

 

| Γ
)(k

iP |   ε 

                                                                                             (2.36) 

| Γ
)(k

iQ |   ε 

 

2.3.3. Σαρεία Απνδεπγκέλε Μέζνδνο Ρνήο Φνξηίνπ 

Οη γξακκέο κεηαθνξάο ελφο ζπζηήκαηνο ηζρχνο έρνπλ πνιχ κεγάιν ιφγν 

X/R. Γηα έλα ηέηνην ζχζηεκα, νη κεηαβνιέο ηεο πξαγκαηηθήο ηζρχνο ΓP είλαη ιηγφηεξν 

επαίζζεηεο ζε κεηαβνιέο ηνπ κέηξνπ ηεο ηάζεο θαη πεξηζζφηεξν επαίζζεηεο ζε 

κεηαβνιέο ζηε θάζε ησλ γσληψλ Γδ. Οκνίσο, ε άεξγνο ηζρχο είλαη ιηγφηεξν 

επαίζζεηε ζε αιιαγέο ζηε γσλία θαη είλαη ζρεδφλ αλεμάξηεηεο ζε κεηαβνιέο ηνπ 

κέηξνπ ηεο ηάζεο. Δπνκέλσο, είλαη ινγηθφ νη πίλαθεο J2 θαη J3  ηνπ Ηαθσβηαλνχ 

πίλαθα λα ηίζεληαη ίζνη κε 0. Έηζη, ε ζρέζε (2.23) γίλεηαη: 
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Οη ζρέζεηο (2.38) θαη (2.39) δείρλνπλ φηη ε εμίζσζε (2.37) δηαρσξίδεηαη ζε δχν 

απνδεπγκέλεο εμηζψζεηο πνπ απαηηνχλ ζεκαληηθά ιηγφηεξν ρξφλν γηα λα ιπζνχλ 

  (2.38) 

  (2.39) 
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ζπγθξηηηθά κε ην ρξφλν πνπ απαηηείηαη γηα ηε ιχζε ηεο (2.23). Δπηπιένλ, κπνξεί λα 

γίλεη ζεκαληηθή απινπνίεζε αλ εμαιείςνπκε ηελ αλάγθε λα ππνινγηζηνχλ μαλά νη 

πίλαθεο J1 θαη J4  θαηά ηε δηάξθεηα θάζε επαλάιεςεο. Ζ δηαδηθαζία απηή θαηαιήγεη 

ζηηο απνδεπγκέλεο εμηζψζεηο ξνήο θνξηίνπ πνπ αλαπηχρζεθαλ απφ ηνπο Stott θαη 

Alsac. Σα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ J1 πνπ πεξηγξάθνληαη απφ ηε ζρέζε (2.24) κπνξνχλ 

λα γξαθηνχλ σο : 
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                 (2.40) 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηνλ πξψην φξν ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο κε –Qi, φπσο 

πξνθχπηεη απφ ηελ (2.20), έρνπκε : 
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                 (2.41) 

 

φπνπ iiiiii YB sin||  είλαη ην θαληαζηηθφ κέξνο ησλ δηαγψλησλ ζηνηρείσλ ηεο κήηξαο 

αγσγηκφηεηαο. iiB  είλαη ην άζξνηζκα ησλ επηδεθηηθνηήησλ φισλ ησλ ζηνηρείσλ πνπ 

ζπλδένληαη ζην δπγφ i. ε έλα ηππηθφ ζχζηεκα ηζρχνο, γηα ηελ  απηφ-επηδεθηηθφηεηα 

ηζρχεη φηη iiB >>Qi, θαη επνκέλσο κπνξνχκε λα αγλνήζνπκε ηελ Qi . Πεξαηηέξσ 

απινπνίεζε πξαγκαηνπνηείηαη κε ηε ζεψξεζε φηη |||| 2

ii VV   ε νπνία νδεγεί ζηελ: 
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                 (2.42) 

 

Τπφ θαλνληθέο ζπλζήθεο, ε δηαθνξά δj-δi είλαη αξθεηά κηθξή. Έηζη, ζεσξψληαο 

ζηε ζρέζε (2.2.25) φηη iijiii   , ηα κε δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ J1  πξνθχπηνπλ 

απφ ηε ζρέζε: 
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                 (2.43) 

                          

Πεξαηηέξσ απινπνίεζε πξνθχπηεη ζεσξψληαο φηη 1|| jV : 
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                 (2.44) 

 

Οκνίσο, ηα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ J4 πνπ πεξηγξάθνληαη απφ ηελ (2.30) 

κπνξνχλ λα γξαθηνχλ σο: 
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       (2.45) 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηνλ δεχηεξν φξν ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο κε -Qi, φπσο 

πξνθχπηεη απφ ηελ (2.21), έρνπκε: 
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                 (2.46) 

 

Όπσο θαη πξνεγνπκέλσο, αθνχ iiiiii YB sin|| >>Qi, ην Qi κπνξεί λα 

ακειεζεί θαη ε (2.30) γίλεηαη: 
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                 (2.47) 

 

Οκνίσο, ζεσξψληαο φηη ijjiij   , ε (2.2.31) γίλεηαη : 
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                 (2.48) 

 

Με ηηο ππνζέζεηο απηέο, νη εμηζψζεηο (2.38) θαη (2.39) παίξλνπλ ηελ 

παξαθάησ κνξθή: 
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Οη πίλαθεο B΄ θαη Β΄΄ είλαη ηα θαληαζηηθά κέξε ηεο κήηξαο αγσγηκφηεηαο Ybus. 

Αθνχ ηα ζηνηρεία απηνχ ηνπ πίλαθα είλαη ζηαζεξά, πξέπεη λα ηξηγσλνπνηεζνχλ θαη λα 

εηζαρζνχλ κία κφλν θνξά ζηελ αξρή ηεο επαλάιεςεο. Ζ ηάμε ηνπ πίλαθα Β΄ είλαη (n -

1). Γηα δπγνχο PV φπνπ ηα |Vi| θαη Pi  είλαη πξνζδηνξηζκέλα, ελψ ην Qi  φρη, ε 

αληίζηνηρε γξακκή θαη ζηήιε ηνπ Ybus απαιείθνληαη. Έηζη, ν πίλαθαο Β΄΄ έρεη ηάμε    

(n – 1 – m), φπνπ m είλαη ν αξηζκφο ησλ δπγψλ PV. Δπνκέλσο, ζηνλ αιγφξηζκν ηεο 

ηαρείαο απνδεπγκέλεο κεζφδνπ ξνήο θνξηίνπ νη κεηαβνιέο ζην κέηξν ηεο ηάζεο θαη 

ζηε θάζε είλαη : 
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                  (2.51) 
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                (2.52) 

 

Ζ ηαρεία απνδεπγκέλε κέζνδνο ξνήο θνξηίνπ απαηηεί πεξηζζφηεξεο  

επαλαιήςεηο απφ ηε κέζνδν Newton - Raphson, αιιά απαηηεί ζεκαληηθά ιηγφηεξν 

ρξφλν γηα θάζε επαλάιεςε θαη ε επίιπζε ηεο ξνήο θνξηίνπ πξαγκαηνπνηείηαη πνιχ 

γξήγνξα. Ζ ηερληθή απηή είλαη πνιχ ρξήζηκε ζηελ αλάιπζε ελδερφκελσλ 

δηαηαξαρψλ φπνπ ην πιήζνο ησλ δηαθνπψλ πξέπεη λα πξνζνκνησζεί ή ε επίιπζε 

ηεο ξνήο θνξηίνπ πξέπεη λα ειεγρζεί on–line. 

 

 

 

 

(2.49) 

(2.50) 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 3 

ΠΗΘΑΝΟΣΗΚΖ ΑΝΑΛΤΖ ΡΟΧΝ ΦΟΡΣΗΟΤ Δ ΔΝΑ .Ζ.Δ. 

 

3.1. ΓΔΝΗΚΖ ΘΔΧΡΖΖ 

 

Ζ πηζαλνηηθή ξνή θνξηίνπ κπνξεί λα νξηζηεί σο κία κέζνδνο επίιπζεο 

πξνβιεκάησλ ξνήο θνξηίνπ πνπ ιακβάλεη ππφςε ηελ αβεβαηφηεηα θαη ηε ζηαηηζηηθή 

θχζε ησλ δεδνκέλσλ κεγεζψλ, δειαδή ησλ θνξηίσλ θαη ηεο παξαγσγήο. Τπνινγίδεη 

ηα άγλσζηα κεγέζε σο ηπραίεο κεηαβιεηέο κε κία κέζε ηηκή, ηππηθή απφθιηζε θαη 

ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο. Δίλαη έλαο ηξφπνο ππνινγηζκνχ φισλ ησλ 

πηζαλψλ θαηαζηάζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο, πνπ αληηζηνηρνχλ ζε φιεο ηηο δπλαηέο 

ζηαηηζηηθέο κεηαβνιέο ησλ θνξηίσλ θαη ηεο παξαγσγήο κέζσ κίαο κφλν αλάιπζεο 

ξνήο θνξηίνπ. 

Ζ αβεβαηφηεηα απηή ππάξρεη θαζψο ηφζν ηα θνξηία, φζν θαη ε παξαγσγέο 

παξνπζηάδνπλ ζηαηηζηηθφ ραξαθηήξα, πνπ εμαξηάηαη ζε κεγάιν βαζκφ απφ ηε 

γεσγξαθηθή πεξηνρή θαζψο θαη απφ ηελ ψξα δήηεζεο. πλεπψο ε αλαιπηηθή 

επίιπζε ησλ ξνψλ θνξηίνπ αδπλαηεί λα πξνζεγγίζεη πιήξσο ην δήηεκα θαζψο δελ 

κπνξεί λα ππάξμεη κηα αθξηβήο πξφβιεςε ησλ δεδνκέλσλ κεγεζψλ.  

Ζ αβεβαηφηεηα ηεο παξαγσγήο κπνξεί λα νθείιεηαη είηε ζε πξνβιεπφκελνπο 

παξάγνληεο φπσο ιφγσ ρεηξηζκνχ ή ζπληήξεζεο είηε ζε απξφβιεπηνπο παξάγνληεο 

φπσο ιφγσ βιάβεο. ε πεξηπηψζεηο αλαλεψζηκσλ πεγψλ πξσηνγελνχο ελέξγεηαο ε 

αβεβαηφηεηα νθείιεηαη ζηε ζηνραζηηθή θχζε ησλ θαηξηθψλ ζπλζεθψλ, φπσο γηα 

παξάδεηγκα ε αβεβαηφηεηα ηεο παξαγσγήο αλεκνγελλήηξηαο νθείιεηαη ζηελ 

αβεβαηφηεηα ηνπ αλέκνπ. Ο βαζκφο αβεβαηφηεηαο απμάλεηαη φζν απνκαθξχλεηαη ε 

ρξνληθή ζηηγκή ηεο πξφβιεςεο απφ ηε ρξνληθή ζηηγκή ηεο κέηξεζεο. Καηά ηε ρξνληθή 

ζηηγκή ηεο κέηξεζεο ε αβεβαηφηεηα ησλ θνξηίσλ θαη ηεο παξαγσγήο νθείιεηαη 

απνθιεηζηηθά ζην ζθάικα κέηξεζεο. 

χκθσλα κε ηελ ληεηεξκηληζηηθή κέζνδν, ε επίιπζε ξνψλ θνξηίνπ απαηηεί 

ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο δεδνκέλσλ θαη ηα απνηειέζκαηα πνπ επηηπγράλνληαη (δηάλπζκα 

θαηάζηαζεο) αληηζηνηρνχλ απνθιεηζηηθά ζην ζπγθεθξηκέλν ζχζηεκα δεδνκέλσλ 

(δηάλπζκα εηζφδνπ θαη δηάλπζκα ειέγρνπ). Κάζε αιιαγή ησλ δεδνκέλσλ απαηηεί 

θαηλνχξηα επίιπζε γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο λέαο θαηάζηαζεο. Γηα λα ιεθζνχλ ππφςε 

φινη νη δπλαηνί ζπλδπαζκνί κεηαβνιήο ησλ θνξηίσλ θαη ηεο παξαγσγήο απαηηείηαη ε 

επίιπζε ππεξβνιηθά κεγάινπ πιήζνπο ληεηεξκηληζηηθψλ ξνψλ θνξηίνπ. 
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 Γηα ζπζηήκαηα κε Ν δπγνχο θαη θ κφλν δηαθνξεηηθέο ηηκέο θνξηίσλ  ζε θάζε 

δπγφ απαηηείηαη ε επίιπζε θΝ ξνψλ θνξηίνπ, π.ρ. ζε έλα ζχζηεκα Ν=100 δπγψλ θαη 

θ=4 δηαθνξεηηθψλ ηηκψλ θνξηίνπ ζε θάζε δπγφ απαηηνχληαη 4100   1060 ξνέο θνξηίνπ. 

Ζ εθηίκεζε ηφζν κεγάινπ πιήζνπο απνηειεζκάησλ ξνήο θνξηίνπ γηα ηελ εχξεζε ηεο 

κέζεο ηηκήο, ηεο ηππηθήο απφθιηζεο θαη ηνλ ζρεδηαζκφ ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο ησλ δεηνχκελσλ κεγεζψλ είλαη πξαθηηθά αδχλαηε.  

ηελ πηζαλνηηθή αλάιπζε ξνήο θνξηίνπ, σο δεδνκέλα ζεσξνχληαη νη 

ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ησλ θνξηίσλ θαη ηεο παξαγσγήο ζην ζχζηεκα 

θαη δεηείηαη ν ππνινγηζκφο ησλ ζπλαξηήζεσλ ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηνπ κέηξνπ 

θαη ησλ γσληψλ ησλ ηάζεσλ, ησλ ελεξγψλ θαη αέξγσλ ξνψλ ηζρχνο ζηηο γξακκέο ηνπ 

δηθηχνπ, ησλ απσιεηψλ θ.ι.π. Οη κέζνδνη πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ επίιπζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο ηεο πηζαλνηηθήο ξνήο θνξηίνπ κπνξεί λα είλαη αλαιπηηθέο, αξηζκεηηθέο 

ή ζπλδπαζκφο θαη ησλ δχν. Οη αξηζκεηηθνί κέζνδνη έρνπλ ην πιενλέθηεκα φηη είλαη 

απιέο θαη εθαξκφδνληαη ρσξίο θακία παξαδνρή, ελψ νη αλαιπηηθέο επεηδή 

ρξεζηκνπνηνχλ πην ζχλζεηε κνληεινπνίεζε ζπλήζσο απαηηνχλ λα γίλνπλ ζνβαξέο 

παξαδνρέο θαη απινπνηήζεηο πνπ έρνπλ επίδξαζε ζηελ αθξίβεηα ησλ 

απνηειεζκάησλ. 

Ζ αξηζκεηηθή κέζνδνο Monte-Carlo ζπλίζηαηαη ζηελ επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία 

ηεο επίιπζεο ηνπ ίδηνπ πξνβιήκαηνο ληεηεξκηληζηηθά, κε ζπγθεθξηκέλεο πάληα ηηκέο 

δεδνκέλσλ ζε θάζε επίιπζε. Ζ επηινγή ησλ ηηκψλ ησλ δεδνκέλσλ γίλεηαη ηπραία κε 

βάζε ηελ πηζαλνηηθή θαηαλνκή πνπ αθνινπζεί ην θάζε κέγεζνο. Γηα ην ζθνπφ απηφ 

απαηηείηαη κία γελλήηξηα ηπραίσλ αξηζκψλ κεηαμχ 0 θαη 1 θαη κε θαηάιιειν 

κεηαζρεκαηηζκφ ιακβάλνληαη  νη αληίζηνηρνη ηπραίνη αξηζκνί ησλ δεδνκέλσλ έρνληαο 

ππφςε ηελ πηζαλνηηθή θαηαλνκή πνπ αθνινπζεί ε θάζε κεηαβιεηή. Σα δηαδνρηθά 

απνηειέζκαηα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ ληεηεξκηληζηηθή επίιπζε ξνήο θνξηίνπ, 

απνηεινχλ πηζαλέο θαηαζηάζεηο ηνπ ίδηνπ ζπζηήκαηνο θαη ζπλζέηνπλ ηηο ζπλαξηήζεηο 

ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ησλ δεηνχκελσλ κεγεζψλ. Θεσξεηηθά δελ ππάξρνπλ 

πεξηνξηζηηθέο παξαδνρέο ζηελ κέζνδν Monte-Carlo. Καηά ηελ επίιπζε κπνξνχλ λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ νη αθξηβείο κε γξακκηθέο εμηζψζεηο ξνήο θνξηίνπ, λα ζεσξεζεί 

εμάξηεζε κεηαμχ ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ, θαζψο επίζεο θαη δηαθνξεηηθή ηνπνινγία 

δηθηχνπ θαη δηαθνξεηηθέο ηηκέο ζηηο παξακέηξνπο ειέγρνπ ηνπ ζπζηήκαηνο. Έηζη 

απνηειεί έλα ηξφπν ειέγρνπ ηεο αθξίβεηαο θαη ηεο νξζφηεηαο ησλ παξαδνρψλ ησλ 

αλαιπηηθψλ κεζφδσλ πηζαλνηηθήο ξνήο θνξηίνπ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη. Ζ αθξίβεηα 

ηεο κεζφδνπ είλαη αλάινγε ηνπ αξηζκνχ ησλ δηαδνρηθψλ επηιχζεσλ πνπ ζεσξνχληαη. 

πλήζσο κηα αμηφπηζηε αλάιπζε απαηηεί κεξηθέο ρηιηάδεο δηαθνξεηηθέο επηιχζεηο. 
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Έηζη, ην κεηνλέθηεκα ηεο κεζφδνπ Monte-Carlo είλαη ην πιήζνο ησλ αξηζκψλ πνπ 

ρξεηάδεηαη λα επεμεξγαζηνχλ γηα λα δνζνχλ αμηφπηζηα απνηειέζκαηα. 

Γηα λα μεπεξαζηνχλ ηα πην πάλσ πξνβιήκαηα, κπνξνχλ λα εθαξκνζηνχλ 

αλαιπηηθέο κέζνδνη ζηελ επίιπζε ηεο πηζαλνηηθήο ξνήο θνξηίνπ. Ζ βαζηθφηεξε 

παξαδνρή πνπ γίλεηαη ζε φιεο ηηο αλαιπηηθέο κεζφδνπο είλαη ε γξακκηθφηεηα ησλ 

εμηζψζεσλ ξνήο θνξηίνπ γχξσ απφ θάπνην ζπγθεθξηκέλν ιεηηνπξγηθφ ζεκείν, 

ζπλήζσο γχξσ απφ ηελ αλακελφκελε ηηκή. Ζ παξαδνρή απηή νδεγεί ζε 

απνηειέζκαηα ηθαλνπνηεηηθήο αθξίβεηαο κφλν γηα ηελ πεξηνρή γχξσ απφ ην 

ζπγθεθξηκέλν ιεηηνπξγηθφ ζεκείν. Όζν απμάλεηαη ε αβεβαηφηεηα ησλ δεδνκέλσλ, ή 

φζν εληνλφηεξε είλαη ε κε γξακκηθφηεηα ησλ εμηζψζεσλ ηφζν ε κνληεινπνίεζε ησλ 

αλαιπηηθψλ κεζφδσλ γίλεηαη πνιππινθφηεξε γηα λα δηαηεξήζεη ηθαλνπνηεηηθή 

αθξίβεηα ησλ απνηειεζκάησλ ηδηαίηεξα ζηα άθξα ησλ ζπλαξηήζεσλ ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο. Ζ ζεψξεζε εμαξηεκέλσλ κεηαβιεηψλ, ε γξακκηθνπνίεζε ζε 

δηαθνξεηηθά ιεηηνπξγηθά ζεκεία, ε κεηαβιεηή ηνπνινγία δηθηχνπ θαη ε νηθνλνκηθή 

θαηαλνκή ησλ γελλεηξηψλ ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη πξνβιήκαηα πνπ θαζηζηνχλ ηελ 

κνληεινπνίεζε ησλ αλαιπηηθψλ κεζφδσλ αθφκε πην πνιχπινθε. ηηο πεξηπηψζεηο 

απηέο κπνξεί λα εθαξκνζηεί έλαο ζπλδπαζκφο αλαιπηηθψλ θαη αξηζκεηηθψλ κεζφδσλ 

γηα λα ελζσκαηψζεη θαηά ην δπλαηφλ ηα πιενλεθηήκαηα θαη ησλ δχν κεζφδσλ θαη λα 

δψζεη απνηειέζκαηα κε ηθαλνπνηεηηθή αθξίβεηα θαη ηαρχηεηα ηαπηφρξνλα.    

 

 

3.1.1. Ηζηνξηθή  Αλάπηπμε ηνπ Θέκαηνο   

 

Ζ πηζαλνηηθή ή ζηνραζηηθή ζεψξεζε κφληκσλ θαη κεηαβαηηθψλ θαηαζηάζεσλ 

ζπζηεκάησλ ειεθηξηθήο ελέξγεηαο έρεη εθαξκνζηεί ζρεηηθά πξφζθαηα ζε 

πξνβιήκαηα ξνήο θνξηίνπ θαη βξίζθεηαη ζε εμέιημε ζηελ αληηκεηψπηζε πξνβιεκάησλ 

εθηίκεζεο θαηαζηάζεσο , βξαρπθπθισκάησλ, ηεξάξρεζεο δηαηαξαρψλ, ππνινγηζκνχ 

θφζηνπο παξαγσγήο θιπ.  

Ζ πξψηε επηηπρεκέλε πξνζπάζεηα αληηκεηψπηζεο ηνπ πξνβιήκαηνο ξνήο 

θνξηίνπ κε πηζαλνηηθφ ηξφπν γίλεηαη ην 1973 απφ ηε Barbara Borkowska . Ζ κέζνδνο 

βαζίδεηαη ζηε D.C. αλάιπζε ξνήο θνξηίνπ θαη ηα δεδνκέλα δίλνληαη κε ηε κνξθή 

ζπλαξηήζεσλ ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο γηα ηα θνξηία θαη ηελ παξαγσγή θάζε δπγνχ. 

Οη ζπλαξηήζεηο απηέο είλαη ε θαλνληθή, ε δησλπκηθή θαη ε δηαθξηηή θαηαλνκή. Ο 

αιγφξηζκνο πνπ αλαπηχρζεθε ππνινγίδεη ηε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηεο 

πξαγκαηηθήο ξνήο νπνηαζδήπνηε γξακκήο, θαη ηνπ ηζνδπγίνπ ηζρχνο ζην δπγφ 

αλαθνξάο ηνπ ζπζηήκαηνο. Ζ βαζηθή ππφζεζε πνπ δηαηππψλεηαη γηα ηελ εθαξκνγή 
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ζπλειηθηηθψλ ηερληθψλ είλαη ε αλεμαξηεζία ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ ηνπ 

πξνβιήκαηνο.  

Σν 1974 δηαηππψλεηαη απφ ηνπο Allan, Borkowska θαη Grigg ε ίδηα δηαηχπσζε 

ηεο πηζαλνηηθήο κεζφδνπ αιιά κε πεξηζζφηεξε έκθαζε ζηηο πξαθηηθέο εθαξκνγέο 

ηεο. Πξαγκαηνπνηείηαη εθηεηακέλε αλάιπζε ησλ απνηειεζκάησλ ελφο ζπζηήκαηνο 15 

δπγψλ γηα λα θαλεί ε ηεξάζηηα δηαθνξά πιεξνθνξηψλ πνπ απνθηψληαη κε ηελ 

πηζαλνηηθή ξνή θνξηίνπ ζε ζρέζε κε ηελ ληεηεξκηληζηηθή αλάιπζε. 

Σν 1975 νη Dνpazo, Κlitin θαη Sasson  αλαπηχζζνπλ κε δηαθνξεηηθφ ηξφπν ηε 

ζηνραζηηθή ξνή θνξηίνπ, φπσο ηελ νλφκαζαλ, ρξεζηκνπνηψληαο γηα ηνπο 

ππνινγηζκνχο ηνλ πίλαθα ζπκκεηαβιεηφηεηαο πνπ είρε εθαξκνζηεί κε απνδνηηθφ 

ηξφπν ζην πξφβιεκα εθηίκεζεο θαηάζηαζεο. Ζ κέζνδνο απηή βαζίδεηαη ζην Κεληξηθφ 

Οξηαθφ Θεψξεκα θαη ζεσξεί φηη νη ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ησλ 

ηπραίσλ κεηαβιεηψλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηελ αλάιπζε ξνήο θνξηίνπ αθνινπζνχλ 

θαλνληθή θαηαλνκή. Έηζη ηα δεδνκέλα θαη ηα απνηειέζκαηα αληηπξνζσπεχνληαη 

κφλν απφ ηελ αλακελφκελε ηηκή θαη ηελ ηππηθή απφθιηζή ηνπο. Δπίζεο, ζηε ίδηα 

δηαηχπσζε παξνπζηάδεηαη κία κέζνδνο  ¨ πεξηνξηζηηθψλ πεξηνρψλ ¨, γηα ηελ 

αληηκεηψπηζε ηνπ γεγνλφηνο φηη ην ζπλνιηθφ θνξηίν ή ε παξαγσγή ζε έλα ζχζηεκα 

είλαη γλσζηά κε πεξηζζφηεξε αθξίβεηα απφ εθείλε πνπ αληηζηνηρεί ζηελ απιή 

ππφζεζε ηεο αλεμαξηεζίαο ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ. 

Οη Heydt  θαη Katz ην 1975 αλαπηχζζνπλ κε ζηαηηζηηθφ ηξφπν ηε ζεσξία ησλ 

ζπλδεδεκέλσλ ζπζηεκάησλ. Ζ αβεβαηφηεηα ησλ θνξηίσλ ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ 

πηζαλή κε δηαζεζηκφηεηα ησλ κνλάδσλ παξαγσγήο πξνθαινχλ αβεβαηφηεηα σο 

πξνο ην κέγεζνο ηεο αιιειεπίδξαζεο κε ηα γεηηνληθά ζπζηήκαηα. ηε δηαηχπσζε 

απηή γίλεηαη ε ππφζεζε φηη νη γξακκηθνί πεξηνξηζκνί ηεο παξαγσγήο πνπ 

ζεσξνχληαη, αθνινπζνχλ θαλνληθή θαηαλνκή θαη ρξεζηκνπνηείηαη επίιπζε κε 

γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκφ.  

Σν 1976 δηαηππψλεηαη απφ ηνπο Allan θαη  Shakarchi κία επέθηαζε ηεο 

πηζαλνηηθήο D.C. ξνήο θνξηίνπ ζχκθσλα  κε ηε βαζηθή ζεκειίσζε ηεο Borkowska. Ζ 

κέζνδνο ρξεζηκνπνηεί δχν ηζνδχλακεο κεηαμχ ηνπο κνξθέο γξακκηθνπνίεζεο ησλ 

εμηζψζεσλ ξνήο θνξηίνπ θαη ηα δεδνκέλα είλαη ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 

πξαγκαηηθψλ θαη αέξγσλ θνξηίσλ θαη παξαγσγήο ζηνπο δπγνχο. Ο αιγφξηζκνο είλαη 

ζε ζέζε λα ππνινγίδεη ηηο ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ησλ πξαγκαηηθψλ 

θαη αέξγσλ ξνψλ ηζρχνο, ησλ ηάζεσλ θαη ησλ αέξγσλ εγρχζεσλ. Γηα ηελ 

πξαγκαηνπνίεζε ησλ ζπλειίμεσλ εθαξκφδνληαη νη αξηζκεηηθέο ηερληθέο πνπ 

δεκνζηεχνληαη ηνλ ίδην ρξφλν.  
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Σνλ επφκελν ρξφλν, 1977, δηαηππψλνληαη δχν αθφκε κνξθέο 

γξακκηθνπνίεζεο ησλ εμηζψζεσλ ξνήο θνξηίνπ απφ ηνπο Allan θαη Shakarchi. Οη 

εμηζψζεηο γξακκηθνπνηνχληαη γχξσ απφ ηελ πεξηνρή ηεο αλακελφκελεο ηηκήο ησλ 

δεδνκέλσλ θαη είλαη πεξηζζφηεξν αθξηβείο  απφ ηηο ζρέζεηο ησλ πξνεγνχκελσλ 

γξακκηθνπνηήζεσλ γηαηί βαζίδνληαη ζε ιηγφηεξεο ππνζέζεηο. Ζ ηέηαξηε 

γξακκηθνπνίεζε κάιηζηα δελ ζεσξεί απφδεπμε κεηαμχ πξαγκαηηθήο θαη άεξγνπ 

ηζρχνο.  

Σν 1977 επίζεο, νη ίδηνη ζπγγξαθείο  δεκνζηεχνπλ ηηο εξγαζίεο ηνπο ζρεηηθά 

κε ηνλ ηξφπν πνπ κπνξεί λα ππνινγηζηεί θαη λα ζπκπεξηιεθζεί ζηελ αλάιπζε ηεο 

πηζαλνηηθήο A.C. ξνήο θνξηίνπ ε ππφζεζε ηεο γξακκηθήο ζεηηθήο ή αξλεηηθήο 

εμάξηεζεο ησλ εγρχζεσλ ηζρχνο ελφο ζπζηήκαηνο. ηελ αλάιπζε πνπ αθνινπζεί 

ππνγξακκίδεηαη ε επίδξαζε ηεο εμάξηεζεο  κεηαμχ ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ ζηελ 

ηππηθή απφθιηζε ησλ απνηειεζκάησλ θαη ζην ζρήκα ησλ ζπλαξηήζεσλ ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο. Ζ δεκνζίεπζε απηή απνηειεί επέθηαζε ηεο εξγαζίαο πνπ πξνεγήζεθε 

απφ ηνπο Allan, Grigg, Newey θαη Simmons, γηα ηελ εθαξκνγή νιηθήο ή κεξηθήο 

ζπζρέηηζεο κεηαμχ ησλ δεδνκέλσλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ ζηελ πηζαλνηηθή D.C. 

αλάιπζε. Σν κνληέιν πηζαλνηηθήο ξνήο θνξηίνπ κε ρξήζε εμαξηεκέλσλ ηπραίσλ 

κεηαβιεηψλ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζηε ιεηηνπξγηθή αλάιπζε ζπζηεκάησλ 

ειεθηξηθήο ελέξγεηαο θαη ζηε βξαρππξφζεζκε ιήςε απνθάζεσλ, φπνπ ε ππφζεζε 

ηεο αλεμαξηεζίαο κεηαμχ ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ δελ ηζρχεη.  

Γηα ηελ πηζαλφηεηα απψιεηαο γξακκήο θαη γεληθφηεξα κεηαβνιήο ζηελ 

ηνπνινγία ηνπ ζπζηήκαηνο πξνηείλνληαη δχν δηαηππψζεηο, κία απφ ηνλ Aboytes ην 

1977 θαη ε άιιε απφ ηνπο Allan, Grigg θαη Prato-Garciaην 1978. Ζ ηειηθή ζπλάξηεζε 

ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηεο ξνήο ζε θάπνην ζηνηρείν ηνπ δηθηχνπ, δίλεηαη σο 

άζξνηζκα κε δηαθνξεηηθνχο ζπληειεζηέο βαξχηεηαο φισλ ησλ ζπλαξηήζεσλ 

ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ησλ ξνψλ πνπ αληηζηνηρνχλ ζε θάζε κία ηνπνινγία ηνπ 

ζπζηήκαηνο πνπ αλαιχεηαη. Ζ πξψηε δηαηχπσζε παξνπζηάδεη νξηζκέλα 

κεηνλεθηήκαηα, ηα νπνία επηζεκαίλνληαη απφ ηνπο Leite da Silva, Allan, Soares θαη 

Αrienti. Απηά είλαη :α) ε ππφζεζε φηη ην άζξνηζκα φισλ ησλ ζεσξνχκελσλ 

ηνπνινγηψλ είλαη κνλάδα, πξάγκα πνπ νδεγεί ζε εμσπξαγκαηηθά απνηειέζκαηα ζε 

πεξηπηψζεηο φπνπ ην γηλφκελν ηνπ αξηζκνχ ησλ ζηνηρείσλ επί ηελ αβεβαηφηεηα ηνπ 

θάζε ζηνηρείνπ πιεζηάδεη ηε κνλάδα, θαη β) ην γεγνλφο φηη ρξεζηκνπνηείηαη ε ππφζεζε 

ηεο θαλνληθήο θαηαλνκήο ησλ απνηειεζκάησλ. ηε δεχηεξε δηαηχπσζε έρεη 

ζεσξεζεί θαη νξηζκέλνο αξηζκφο πηζαλψλ δηαηαξαρψλ δεπηέξαο ηάμεσο.  

Σν 1980 κειεηάηαη απφ ηνλ Armando Martins Leite da Silva, ε απνδνηηθφηεηα 

ππνινγηζκνχ ζε ρξφλν, κλήκε, αθξίβεηα θαη απιφηεηα ησλ πηζαλνηηθψλ κεζφδσλ. 

Γηεξεπλνχληαη αλαιπηηθά κε ρξήζε ηεο κε γξακκηθήο θαη ηεο γξακκηθνπνηεκέλεο 
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κεζφδνπ Monte Carlo, πνπ βαζίδεηαη ζηελ αλάιπζε θαη αμηνιφγεζε κεγάινπ 

πιήζνπο ξνψλ θνξηίνπ, φιεο νη πξνηεηλφκελεο πηζαλνηηθέο κέζνδνη θαη 

δηαπηζηψλεηαη ε επίδξαζε ηεο κε γξακκηθφηεηαο ησλ εμηζψζεσλ ξνήο θνξηίνπ ζηα 

απνηειέζκαηα. Απνδεηθλχεηαη έηζη ε αλαθξίβεηα ηεο ππφζεζεο φηη νη άγλσζηεο 

ηπραίεο κεηαβιεηέο αθνινπζνχλ θαλνληθή θαηαλνκή. Παξάιιεια, πξνηείλεηαη κία λέα 

κέζνδνο ξνήο θνξηίνπ πνπ παξά ην γεγνλφο φηη ρξεζηκνπνηεί γξακκηθνπνηεκέλα 

πξφηππα ιακβάλεη ππφςε ηελ επίδξαζε ηεο κε γξακκηθφηεηαο ησλ εμηζψζεσλ θαη 

δεκνζηεχεηαη ην 1981. Ζ κέζνδνο απηή βαζίδεηαη ζηε δπλαηφηεηα  κεηαβνιήο ηνπ 

ζεκείνπ γξακκηθνπνίεζεο ησλ εμηζψζεσλ έηζη ψζηε λα ππνινγίδνληαη κε κεγαιχηεξε 

αθξίβεηα ηα άθξα ησλ ππνινγηδφκελσλ ζπλαξηήζεσλ ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο. 

Υξεζηκνπνηείηαη επίζεο έλαο θαηλνχξηνο αιγφξηζκνο γηα ηελ πξαγκαηνπνίεζε ησλ 

ζπλειίμεσλ, ν ηαρχο κεηαζρεκαηηζκφο Fourier (F.F.T) πνπ εθκεηαιιεχεηαη νξηζκέλεο 

ηδηφηεηεο ησλ εθζεηηθψλ ζπλαξηήζεσλ θαη αλάγεη ηε ζπλέιημε ζε πεξηνξηζκέλν 

πνιιαπιαζηαζκφ δηαθξηηψλ ηνκψλ ζην πεδίν ηεο ζπρλφηεηαο. Ζ ηερληθή απηή 

απνδεηθλχεηαη φηη είλαη πνιχ πην γξήγνξε θαη πην αθξηβήο απφ ηελ ηερληθή ηεο 

ζπκβαηηθήο ζπλέιημεο πνπ βαζίδεηαη ζηηο ηδηφηεηεο ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ Laplace. 

Σν 1984 νη A.M. Leite da Silva, Arienti  θαη Allan ηειεηνπνηνχλ ηε πηζαλνηηθή 

κέζνδν ξνήο θνξηίνπ πνπ ζεσξεί εμάξηεζε κεηαμχ ησλ δεδνκέλσλ εγρχζεσλ ησλ 

δπγψλ γηα ηελ εθαξκνγή ηεο ζε πξνβιήκαηα ηζνδπγίνπ ηζρχνο ζην ζχζηεκα, 

ιακβάλνληαο ππφςε νηθνλνκηθνχο θαη ιεηηνπξγηθνχο πεξηνξηζκνχο. 

Σέινο ην 1985 νη A.M. Leite da Silva, Allan, Soares θαη Arienti, επεθηείλνπλ ηε 

δηαηχπσζε ησλ Allan, Grigg θαη Garcia  γηα ηε κεηαβιεηή ηνπνινγία ηνπ δηθηχνπ έηζη 

ψζηε λα εθαξκφδεηαη ζηελ πηζαλνηηθή A.C. αλάιπζε.  

 

 

3.2. ΠΗΘΑΝΟΣΗΚΖ ΡΟΖ ΦΟΡΣΗΟΤ 

Ζ κειέηε ηεο ξνήο θνξηίνπ κε ηελ αλαιπηηθή κέζνδν απαηηεί, φπσο 

αλαθέξζεθε θαη πξνεγνχκελα ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο κεγεζψλ, φπσο είλαη νη ηάζεηο θαη 

νη ηζρείο. Δπεηδή φκσο ηα κεγέζε απηά είηε είλαη θνξηία είηε παξαγσγέο 

κεηαβάιινληαη ζπλερψο κε ην ρξφλν, ε εθαξκνγή ηεο αλαιπηηθήο κεζφδνπ γηα λα 

ιεθζνχλ ππ φςηλ φινη νη πηζαλνί ζπλδπαζκνί θνξηίσλ θαη παξαγσγήο απαηηεί έλα 

κεγάιν πιήζνο ληεηεξκηληζηηθψλ εμηζψζεσλ ξνήο θνξηίνπ. Γηα παξάδεηγκα:  

 

Έλα ζπζηήκαηα κε Ν δπγνχο θαη Κ δηαθνξεηηθέο ηηκέο θνξηίσλ ζε θάζε δπγφ 

απαηηνχληαη ΚΝ ξνέο θνξηίνπ π.ρ. 
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Αλ  Ν = 10     θαη     Κ = 2            210    103 

Κ = 4            410    106 

 Αλ Ν = 100    θαη        Κ = 2            2100    1030 

 Κ = 4            4100    1060 

Δπεηδή ε ιήςε ελφο ηφζν κεγάινπ δείγκαηνο ηηκψλ είλαη πξαθηηθά αδχλαηε, 

ιακβάλεηαη έλα κηθξφηεξν δείγκα ηηκψλ, γηα ηελ εχξεζε ηεο κέζεο ηηκήο θαη ηεο 

ηππηθήο απφθιηζεο, νη ηηκέο ηνπ εμαξηάηαη απφ ηνλ εθάζηνηε κειεηεηή. πλεπψο ην 

δείγκα δελ κπνξεί λα είλαη αληηθεηκεληθφ θαη αμηφπηζην. 

Αληίζεηα, ε πηζαλνηηθή ξνή θνξηίνπ ιακβάλεη ππφςε φινπο ηνπο δπλαηνχο 

ζπλδπαζκνχο κεηαβνιψλ ησλ θνξηίσλ θαη ηεο παξαγσγήο κε κία κφλν επίιπζε. Ζ 

κέζνδνο απηή βαζίδεηαη ζηε ζηαηηζηηθή ζεψξεζε ησλ θνξηίσλ θαη ηεο παξαγσγήο 

ησλ νπνίσλ ηηο ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ζεσξεί δεδνκέλεο. θνπφο ηεο 

πηζαλνηηθήο ξνήο θνξηίνπ είλαη ν ππνινγηζκφο ηεο κέζεο ηηκήο, ηεο ηππηθήο 

απφθιηζεο θαη ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ησλ αγλψζησλ κεγεζψλ. Σα 

απνηειέζκαηα απηά απνηεινχλ ηε ζχλζεζε φισλ ησλ πηζαλψλ απνηειεζκάησλ πνπ 

αληηζηνηρνχλ ζηα δεδνκέλα, θαη δίλνπλ απάληεζε ζε πνιιά πξαθηηθά πξνβιήκαηα.  

 Δπηγξακκαηηθά επηζεκαίλνληαη ηα πιενλεθηήκαηα – κεηνλεθηήκαηα ηεο 

πηζαλνηηθήο ξνήο θνξηίνπ ζε ζρέζε κε ηηο ληεηεξκηληζηηθέο κεζφδνπο. 

Πιενλεθηήκαηα:  

 Απμεκέλν πιήζνο πιεξνθνξηψλ γηα ηελ ηθαλνπνηεηηθή ιεηηνπξγία ή ηνλ 

ζρεδηαζκφ ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 Ζ εχθνιε εθηίκεζε ησλ απνηειεζκάησλ. 

 Ζ δπλαηφηεηα απεηθνλίζεσο ησλ επηζπκεηψλ ζπλαξηήζεσλ     ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο κε γξαθηθέο παξαζηάζεηο. 

 Ζ δπλαηφηεηα εμαγσγήο ησλ ληεηεξκηληζηηθψλ απνηειεζκάησλ κέζσ ηεο 

πηζαλνηηθήο κεζφδνπ. 

Μεηνλεθηήκαηα: 

 Ζ αλαγθαία γξακκηθνπνίεζε ησλ εμηζψζεσλ ξνήο θνξηίνπ γχξσ απφ θάπνην 

ζεκείν πνπ απέρεη πνιχ ή ιίγν απφ ην ιεηηνπξγηθφ ζεκείν ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Σα απνηειέζκαηα είλαη πεξηζζφηεξν αθξηβή γχξσ απφ απηφ ην ζεκείν θαη 

ιηγφηεξν αθξηβή φζν απνκαθξχλνληαη απφ απηφ. 

 Ζ αχμεζε ηνπ αξηζκνχ ησλ δεδνκέλσλ ζε ζρέζε κε ηε ληεηεξκηληζηηθή κέζνδν 

θαη ε δπζθνιία πξνζδηνξηζκνχ ηνπο κε ζηαηηζηηθέο παξακέηξνπο. 
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 Σν κεγάιν πιήζνο ζεκείσλ πνπ ζπληζηά ηηο ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο ησλ αγλψζησλ κεγεζψλ θαη θαζηζηά αλαγθαία ηε ρξεζηκνπνίεζε 

αξηζκεηηθήο κεζφδνπ γηα ηελ παξάζηαζή ηνπο.  

 

 

3.3. ΓΗΑΣΤΠΧΖ ΣΟΤ ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΟ   

Σν πξφβιεκα ηεο ξνήο θνξηίνπ κπνξεί λα πεξηγξαθεί καζεκαηηθά απφ δχν 

ζπζηήκαηα κε γξακκηθψλ εμηζψζεσλ ηεο κνξθήο:  

)(XgY                  (3.1) 

)(XhZ                  (3.2) 

φπνπ:   Y   ην δηάλπζκα εηζφδνπ 

            X   ην δηάλπζκα θαηάζηαζεο  

            Z   ην δηάλπζκα εμφδνπ 

θαη       hg,   κε γξακκηθέο δηαλπζκαηηθέο ζπλαξηήζεηο  

Σν δηάλπζκα Y  αληηπξνζσπεχεη ηηο ελεξγέο εγρχζεηο ζε φινπο ηνπο δπγνχο 

(PQ θαη PV), εθηφο ηνπ δπγνχ αλαθνξάο θαη ηηο άεξγεο εγρχζεηο ζηνπο δπγνχο 

θνξηίνπ (PQ), ην δηάλπζκα X  αληηπξνζσπεχεη ην κέηξν ησλ ηάζεσλ θαη ηηο γσλίεο 

ησλ ηάζεσλ θαη ηέινο ην δηάλπζκα Z  αληηπξνζσπεχεη φια ηα κεγέζε πνπ κπνξνχλ 

λα ππνινγηζηνχλ απφ ην δηάλπζκα θαηάζηαζεο, φπσο ελεξγέο θαη άεξγεο ξνέο 

ηζρχνο, απψιεηεο θ.ι.π.. 

ην ζεκείν απηφ, ιφγσ ησλ θπζηθψλ δπζθνιηψλ ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη 

απαξαίηεην  λα γίλνπλ νξηζκέλεο παξαδνρέο: 

 Οη ηπραίεο κεηαβιεηέο ζεσξνχληαη αλεμάξηεηεο κεηαμχ ηνπο. 

 Ζ ηνπνινγία ηνπ δηθηχνπ ζεσξείηαη ζηαζεξή (κε πηζαλφηεηα κνλάδα). 

 Οη ζπλαξηήζεηο g  θαη h  πξέπεη λα γξακκηθνπνηεζνχλ γχξσ απφ θάπνην 

ιεηηνπξγηθφ ζεκείν, ζπλήζσο ηελ αλακελφκελε ηηκή. 

Αλ oY  είλαη ε αλακελφκελε ηηκή ηνπ δηαλχζκαηνο ησλ δεδνκέλσλ εγρχζεσλ 

ηζρχνο Y  (ζηελ πεξίπησζή καο είλαη ε κέζε ηηκή) θαη ην δηάλπζκα θαηάζηαζεο oX  

ηέηνην ψζηε λα ηθαλνπνηεί ηελ δηαλπζκαηηθή εμίζσζε: 

)( oo XgY                   (3.3) 
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ηφηε ην δηάλπζκα oX  κπνξεί λα πξνθχςεη απφ ηελ επίιπζε κηαο ληεηεξκηληζηηθήο 

ξνήο θνξηίνπ φπνπ ηα δεδνκέλα είλαη νη αλακελφκελεο ηηκέο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ 

δηαλχζκαηνο Y . Σν δηάλπζκα oX  είλαη κηα εθηίκεζε ηεο αλακελφκελεο ηηκήο ηνπ 

ηπραίνπ δηαλχζκαηνο X (εδψ ρξεζηκνπνηείηαη ε κέζε ηηκή απηνχ πνπ πξνθχπηεη απφ 

ηελ Monte – Carlo  φηαλ απηή πινπνηεζεί γηα ηηο κέζεο ηηκέο ησλ θαηαλνκψλ ηεο 

ελεξγνχ θαη αέξγνπ ηζρχνο). Οκνίσο ην δηάλπζκα oZ , πνπ ηθαλνπνηεί ηελ 

δηαλπζκαηηθή εμίζσζε:  

 

)( oo XhZ                   (3.4) 

 

απνηειεί εθηίκεζε ηεο αλακελφκελεο ηηκήο ηνπ ηπραίνπ δηαλχζκαηνο Z (θαη πάιη ε 

κέζε ηηκή απηνχ πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ Monte – Carlo ).  

Ζ γξακκηθνπνίεζε ησλ εμηζψζεσλ ξνήο θνξηίνπ (3.1) θαη (3.2) γχξσ απφ ηα 

ζεκεία ),( oo YX  θαη ),( 0 oXZ , δειαδή γχξσ απφ ηελ αλακελφκελε ηηκή, δίλεη: 

 

)()( 0 oXXJXgY                      (3.5) 

 

)()( 0 oXXKXhZ                      (3.6) 

 

φπνπ: 

oXX
X

g
J 




 |      ε Ηαθσβηαλή ηεο g  ζην ζεκείν oX                  (3.7) 

 

θαη 

oXX
X

h
K 




 |     ε Ηαθσβηαλή ηεο h  ζην ζεκείν oX                  (3.8) 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο εμηζψζεηο (3.3) θαη (3.4) ζηηο (3.5) θαη (3.6) πξνθχπηεη: 

 

)( oXXJY                       (3.9) 

 

)( oXXKZ                           (3.10) 

Ζ επίιπζε ησλ εμηζψζεσλ (3.9) θαη (3.10) σο πξνο ην δηάλπζκα θαηάζηαζεο 

θαη ην δηάλπζκα εμφδνπ δίλεη: 



Μελέηη Πιθανοηικήρ Ροήρ Φοπηίος με ηη Μέθοδο Cornish – Fisher ζε ςζηήμαηα 
Ζλεκηπικήρ Δνέπγειαρ με Γιείζδςζη Ζλεκηπικών Αςηοκινήηων  
  

 
Γιαννοςλάηορ Η. Ηωάννηρ  Δ.Μ.Π. 2010 

-32- 
 

 

)(1

oYYJXX  

                    (3.11) 

)(1

oYYKJZ  

                   (3.12) 

 

ή αθφκα   AYXX o  '                                  (3.13) 

BYZZ o  '             (3.14) 

φπνπ    
1 JA , ooo AYXX '  

KAB  , ooo BYZZ '  

 Γηα ηελ επίιπζε ησλ παξαπάλσ εμηζψζεσλ είλαη απαξαίηεηνο ν ππνινγηζκφο 

ησλ πηλάθσλ J θαη Κ. Ο πξψηνο πίλαθαο απνηειεί ηνλ ηαθσβηαλφ πίλαθα πνπ έρεη 

ήδε ππνινγηζηεί απφ ηελ ζρέζε (2.22). Γίλεηαη επίζεο θαη ν ππνινγηζκφο ηνπ πίλαθα 

Κ ν νπνίνο απνηειείηαη απφ ηηο παξαγψγνπο ηνπ κεγέζνπο Ε σο πξνο ην αξρηθφ 

δηάλπζκα Υ.  





























































































n

1

1-

n

1

n

n

1

1

1

n

1

   

   

   

J

   

   

   

X

X

XX

XX

n



















 

      (3.15) 

πγθεθξηκέλα ε κεηαβιεηή Ε αληηπξνζσπεχεη ηελ ξνή ηζρχνο πάλσ ζηηο 

γξακκέο θαη ην δηάλπζκα Υ ην δηάλπζκα ησλ άγλσζησλ κεγεζψλ γσληψλ θαη ηάζεσλ 

φπσο θαη ζηελ ηαθσβηαλή. Άξα ν πίλαθαο πνπ πξνθχπηεη είλαη: 
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P

θV

P

θδ

P

θδ

P
P












 
(3.16)
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Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο ξνήο ηζρχνο ζε κία γξακκή ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ 

ηχπν: 

iji IV
~

*
~

Sij       (3.17) 

Καη αθνχ αλαθεξφκαζηε ζηελ ελεξγφ ηζρχ:  

}
~

*
~

{Re}Real{SP ijij iji IVal    (3.18) 

 

 

Με δεδνκέλν φηη: 

*

2

*

2

*
*** ~
)

~~
(

~
ij iji V

a

Bc

a

y
VaV     (3.19) 

 Όπνπ α: ε ιήςε ηνπ αληίζηνηρνπ κεηαζρεκαηηζηή 

Πξνθχπηεη: 

}{Re

~
}{Re

sinsin
~~

}{Re
cossin

~~}{Re
sincos

~~

}{Re
coscos

~~
}{Re

~

}
~

*
~

{Re}Real{SP

*

2

2
*

ji

*

ji

*

ji

*

ji

*

2

2

ijij

Bcal
a

V

a

yal
cVV

a

jyal
VV

a

jyal
VV

a

yal
VVyal

a

V

IVal

i

ji

jiji

ji

i

iji















(3.20) 

 

Αληίζηνηρα κπνξνχλ λα ππνινγηζηνχλ νη παξάγσγνη ηεο παξαπάλσ 

ζπλάξηεζεο σο πξνο ηα κεγέζε πνπ εκθαλίδνληαη. 

 Παξαγψγηζε σο πξνο ζi  

a

yal
cVV

a

jyal
VV

a

jyal
VV

a

yal
VV

ji

jiji

ji

}{Re
sincos

~~

}{Re
coscos

~~}{Re
sinsin

~~

}{Re
cossin

~~

θθ

P

*

ji

*

ji

*

ji

*

ji

i

ij












 

        (3.21) 

 

 Παξαγψγηζε σο πξνο ζj 
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a

yal
cVV

a

jyal
VV

a

jyal
VV

a

yal
VV

ji

jiji

ji

}{Re
cossin

~~

}{Re
sinsin

~~}{Re
coscos

~~

}{Re
sincos

~~

θθ

P

*

ji

*

ji

*

ji

*

ji

j

ij












 

        (3.22) 

 

 

 

 Παξαγψγηζε σο πξνο iV
~

 

}{Re

~
2}{Re

sinsin
~

}{Re
cossin

~}{Re
sincos

~

}{Re
coscos

~
}{Re

~
2

~
θ

P

*

2

*

ji

*

ji

*

ji

*

ji

*

2

ij
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a

V

a

yal
cV

a

jyal
V
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jyal
V

a

yal
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V

V
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i
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        (3.23) 

 

 Παξαγψγηζε σο πξνο jV
~

 

a

yal
cV

a

jyal
V

a

jyal
V

a

yal
V

V

i

ii

i

}{Re
sinsin

~

}{Re
cossin

~}{Re
sincos

~

}{Re
coscos

~
~

θ

P

*

ji

*

ji

*

ji

*

ji

j

ij












 

        (3.24) 

 

Οη ππφινηπεο παξάγσγνη σο πξνο ηα άιια κεγέζε ζα είλαη κεδέλ. Άξα ζε 

θάζε γξακκή ην πνιχ ηέζζεξηο φξνη ζα είλαη κε κεδεληθνί. Οη αληίζηνηρνη παξάγσγνη 

ηεο ξνήο ηζρχνο jiP  πξνθχπηνπλ απιά αλ ζηηο παξαπάλσ παξαγψγνπο 

αληηθαηαζηήζνπκε ην i κε ην j θαη αληίζηξνθα. 
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Αληίζηνηρα πξνθχπηεη θαη ε αλαιπηηθή κνξθή ηεο εμίζσζεο (3.11) κε ηνλ 

ηαθσβηαλφ πίλαθα φπσο έρεη ππνινγηζηεί θαη ζην Κεθάιαην 2. 
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Οη εμηζψζεηο (3.13) θαη (3.14) κπνξνχλ λα εθθξαζηνχλ ζηελ αλαιπηηθή ηνπο 

κνξθή σο: 

   





m

j

jijoii YaXX
1

'
       (3.25) 





m

j

jkjoii YbZZ
1

'
       (3.26) 

Όπνπ    i=1,2…,n 

   k=1,2,…,l 

   j=1,2,…,m 

   n: ε δηάζηαζε ηνπ δηαλχζκαηνο θαηάζηαζεο Υ 

   m: ε δηάζηαζε ηνπ δηαλχζκαηνο δεδνκέλσλ Τ 

   l: ε δηάζηαζε ηνπ δηαλχζκαηνο δεηνχκελσλ Z 

ija : ζηνηρείν ηνπ πίλαθα ησλ ζπληειεζηψλ επαηζζεζίαο Α 

kjb : ζηνηρείν ηνπ πίλαθα ησλ ζπληειεζηψλ επαηζζεζίαο Β 

 

 Έηζη νη εμηζψζεηο (3.25) θαη (3.26) δείρλνπλ φηη θάζε ηπραία κεηαβιεηή ησλ 

δηαλπζκάησλ X θαη Z εθθξάδεηαη σο αιγεβξηθφ άζξνηζκα ησλ αλεμάξηεησλ ηπραίσλ 

κεηαβιεηψλ ηνπ δηαλχζκαηνο Y κε ζπληειεζηέο βαξχηεηαο θαηάιιεια 

ππνινγηζκέλνπο απφ ηνπο ζπληειεζηέο επαηζζεζίαο. Δπνκέλσο νη ζπλαξηήζεηο 

ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ ησλ δηαλπζκάησλ Υ θαη Ε 

κπνξνχλ λα ππνινγηζηνχλ απφ ηε καζεκαηηθή ζπλέιημε ησλ δεδνκέλσλ 
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ζπλαξηήζεσλ ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ησλ θνξηίσλ θαη ηεο παξαγσγήο νη νπνίεο 

αθνινπζνχλ ηηο γλσζηέο θαηαλνκέο πηζαλφηεηαο. 

 

 

3.4. ΣΔΥΝΗΚΔ ΤΝΔΛΗΞΖ   

 Οη πξνεγνχκελεο ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ζπλειίζζνληαη 

ζχκθσλα κε ηελ εμίζσζε (Α.17) ηνπ Παξαξηήκαηνο Α, γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο 

ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ησλ δεηνχκελσλ κεηαβιεηψλ. 

 Σν ηπραίν δηάλπζκα Τ απνηειείηαη απφ θαλνληθέο θαη δηαθξηηέο θαηαλνκέο πνπ 

αληηπξνζσπεχνπλ ηηο κεηαβνιέο ή ηελ αβεβαηφηεηα ησλ θνξηίσλ ηεο παξαγσγήο ζην 

ζχζηεκα. Ζ ζπκβαηηθή κέζνδνο γηα ηελ πξαγκαηνπνίεζε ηεο ζπλέιημεο ζηεξίδεηαη 

ζηνλ κεηαζρεκαηηζκφ Laplace θαη ππνινγίδεη δχν ηζνδχλακεο θαηαλνκέο κία γηα φιεο 

ηηο θαλνληθέο θαηαλνκέο θαη κία γηα φιεο ηηο δηαθξηηέο, θαη θαηφπηλ ζπλειίζζεη ηηο δχν 

απηέο θαηαλνκέο κεηαμχ ηνπο γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο ησλ δεηνχκελσλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ. 

 Ζ ηζνδχλακε θαλνληθή θαηαλνκή κπνξεί εχθνια λα ππνινγηζηεί απφ ηηο 

αλακελφκελεο ηηκέο θαη ηηο ηππηθέο απνθιίζεηο φισλ ησλ θαλνληθψλ θαηαλνκψλ: 

 

Αλ   ),( 111 Nf      (3.27) 

),( 222 Nf      (3.28) 

 

θαη   2211 fafafn      (3.29) 

 

φπνπ κ θαη ζ αληηπξνζσπεχνπλ ηελ αλακελφκελε ηηκή θαη ηελ ηππηθή 

απφθιηζε αληίζηνηρα ηφηε: 

 

   ),( nnn Nf      (3.30) 

φπνπ  2211  aan   θαη 
2

22

2

11 )()(  aan   

 

Σν βαζηθφ πξφβιεκα είλαη ν ππνινγηζκφο ηεο ηζνδχλακεο δηαθξηηήο 

θαηαλνκήο ιφγσ ηνπ κεγάινπ αξηζκνχ ησλ δηαθξηηψλ ηηκψλ κε ηηο νπνίεο 

παξηζηάλεηαη. Γηα παξάδεηγκα φηαλ κηα δηαθξηηή ζπλάξηεζε πνπ παξηζηάλεηαη κε r 

δηαθξηηέο ηηκέο ζπλειίζζεηαη κε κία άιιε δηαθξηηή ζπλάξηεζε πνπ παξηζηάλεηαη κε s 

δηαθξηηέο ηηκέο, ε ηειηθή ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ζα αληηπξνζσπεχεηαη 
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απφ (rxs) δηαθξηηέο ηηκέο. Ζ δηαδηθαζία απηή είλαη ρξνλνβφξα θαη γίλεηαη κε πξαθηηθή 

φηαλ ν αξηζκφο ησλ δηαθξηηψλ ζπλαξηήζεσλ ζην ζχζηεκα είλαη κεγάινο. 

 

Αλ  )()( 1

1

11 i

r

i

i Wxpxf 


    (3.31) 

  )()( '

2

1

'

22 j

s

j

j Wxpxf 


    (3.32) 

θαη   2211)( fafaxfD      (3.33) 

 

ηφηε  )()(
1

k

t

k

kD hxgxf 


    (3.34) 

 

φπνπ   t= r x s 

  
'

jik xppg   

θαη   
'

21 jik WaWah   

 

γηα φια ηα δηαηεηαγκέλα δεχγε (i,j):  i=1,…,r θαη j=1,…,s. 

 

Σν πξφβιεκα ηνπ κεγάινπ αξηζκνχ ησλ δηαθξηηψλ ηηκψλ ηεο ηειηθήο 

ηζνδχλακεο δηαθξηηήο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ιχλεηαη αλ θαζνξηζηεί εθ 

ησλ πξνηέξσλ ν επηζπκεηφο αξηζκφο Ν ησλ δηαθξηηψλ ηηκψλ κε ηηο νπνίεο ζα 

αληηπξνζσπεπζεί. Γηα ην ζθνπφ απηφ πξνζδηνξίδνληαη ηα άθξα ηεο ηειηθήο δηαθξηηήο 

ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο θαη ην δηάζηεκα ησλ πηζαλψλ ηηκψλ δηαηξείηαη 

ζε N-1 δηαζηήκαηα. Αλ θαηά ηε δηάξθεηα ηεο ζπλέιημεο θάπνηνπ δηαζηήκαηνο απφ ηα 

πξνεγνχκελα N-1 δηακνηξάδεηαη κεηαμχ ζηαζεξψλ αθξαίσλ ζεκείσλ ηνπ δηαζηήκαηνο 

αληηζηξφθσο αλάινγα ηεο απφζηαζεο ηεο απφ απηά. 

 

Ζ ηειηθή ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο πνπ απνηειεί ηε ζπλέιημε ηεο 

ηζνδχλακεο θαλνληθήο θαηαλνκήο κε ηελ ηζνδχλακε δηαθξηηή θαηαλνκή δίλεηαη απφ 

ηε ζρέζε: 

)()()( DDnnx xfxfxf      (3.35) 

θαη   






t

k

hx

n

k
x

kn

e
g

xf
1

2

)]([
2
n

2

2
)(






  (3.36) 
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Ζ ζπλάξηεζε απηή είλαη γξακκηθφο ζπλδπαζκφο t θαλνληθψλ θαηαλνκψλ 

ζπλαξηήζεσλ κε κέζε ηηκή κn+hk, θαη ηππηθή απφθιηζε, ζn ε θάζε κία, πνπ 

ζπκβάινπλ ζην άζξνηζκα αλάινγα κε ην ζπληειεζηή gk φπνπ k=1,2,…,t, πνπ 

απνηειεί ηηο ζέζεηο ησλ δηαθξηηψλ ηηκψλ. 

Πνιιέο πξνζπάζεηεο έρνπλ γίλεη γηα λα αλαπηπρζνχλ ηερληθέο πνπ 

επηηξέπνπλ ηελ πξαγκαηνπνίεζε ηεο ζπλέιημεο κε κεγαιχηεξε αθξίβεηα θαη ιηγφηεξν 

ρξφλν ππνινγηζκνχ. Ζ ηειεπηαία ηερληθή πνπ εθαξκφδεηαη ζηελ πηζαλνηηθή αλάιπζε 

ξνψλ θνξηίνπ βαζίδεηαη ζηνλ ηαρχ κεηαζρεκαηηζκφ Fourier. Ο ηαρχο 

κεηαζρεκαηηζκφο Fourier εθκεηαιιεχεηαη νξηζκέλεο ηδηφηεηεο ησλ εθζεηηθψλ 

ζπλαξηήζεσλ γηα λα δψζεη κηα γξήγνξε θαη αθξηβή παξνπζίαζε κηαο ζπλάξηεζεο 

ζην πεδίν ηεο ζπρλφηεηαο. 

Γηα κηα δεδνκέλε ζπλερή απεξηνδηθή ζπλάξηεζε f(y), πνπ νξίδεηαη ζην 

δηάζηεκα T=1/f δίλεηαη ε κηγαδηθή ζπλάξηεζε S(σ) ζην πεδίν ηεο ζπρλφηεηαο. 






 dyS yj-f(y)e)(      (3.37) 

Καη ν αληίζηξνθνο κεηαζρεκαηηζκφο είλαη: 






 


 dyf yj)eS(
2

1
)(    (3.38) 

Όπνπ    σ=2πf=2π/Σ 

 

 Αλ ε ζπλάξηεζε f(y) είλαη κηα δηαθξηηή ή δηαθξηηνπνηεκέλε ζπλάξηεζε κε N 

δηαθξηηέο ηηκέο ζε ίζεο απνζηάζεηο κεηαμχ ηνπο ζα ηζρχεη: 

y)k-y()(
1

0







N

k

kayf     (3.39) 

Καη ε εθαξκνγή ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ Fourier ζα δψζεη: 

yj-
1

0

yj-
1

0

ey)ek-y()( 












  k
N

k

k

N

k

k adyaS   (3.40) 

 Ζ S(σ) είλαη κηα πεξηνδηθή ζπλάξηεζε κε πεξίνδν 





 NT
y

2
θαη ε 

παξάζηαζε ηεο κε Ν δηαθξηηά ζεκεία είλαη: 

nk
N

k

k

k
N

k

k aSanS -
1

0

yj-
1

0

Wn)(eω)( 









 
  (3.41) 

 Όπνπ N

2π
j

eW  θαη n=0,1,2,…,Ν-1 
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 Ζ καζεκαηηθή ζπλέιημε ζην πεδίν ηνπ ρξφλνπ, κεηαηξέπεηαη ζην πεδίν ηεο 

ζπρλφηεηαο ζε απιφ πνιιαπιαζηαζκφ. 

 Έηζη ηζρχεη: )()()()()()( 2121 nSnSnSyfyfyf     (3.42) 

 Αθνχ πξαγκαηνπνηεζεί ε ζπλέιημε ζην πεδίν ηεο ζπρλφηεηαο, ν αληίζηξνθνο 

κεηαζρεκαηηζκφο Fourier δίλεη αληίζηνηρα ηελ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 

f(y) κε Ν δηαθξηηά ζεκεία απφ ηελ ζρέζε (3.4.13) φπνπ: 

nk
N

n

k nS
N

a W)(
1 1

0






      (3.43) 

  Αλαιπηηθφηεξα ζεσξήκαηα θαηαλνκψλ θαη ηερληθέο ζπλέιημεο αλαιχνληαη ζηα 

παξαξηήκαηα Γ θαη Δ. 

 

3.5. ΘΔΧΡΖΖ ΔΞΑΡΣΖΜΔΝΧΝ ΜΔΣΑΒΛΖΣΧΝ 

ηε δηαηχπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο πηζαλνηηθήο ξνήο θνξηίνπ έγηλε ε 

παξαδνρή φηη νη ηπραίεο κεηαβιεηέο πνπ αληηπξνζσπεχνπλ ηα θνξηία θαη ηελ 

παξαγσγή ζηνπο δπγνχο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη αλεμάξηεηεο κεηαμχ ηνπο. Ζ 

παξαδνρή απηή είλαη ζσζηφηεξε φζν απνκαθξχλεηαη ε ρξνληθή ζηηγκή ηεο 

πξφβιεςεο θνξηίσλ απφ ηελ παξνχζα ρξνληθή ζηηγκή. ηε βξαρππξφζεζκε φκσο 

πξφβιεςε θνξηίσλ θαη ζε εθαξκνγέο ηεο πηζαλνηηθήο ξνήο θνξηίνπ ζηνλ 

πξνγξακκαηηζκφ ιεηηνπξγίαο ζπζηήκαηνο ε παξαδνρή απηή ηζρχεη ιηγφηεξν ή θαη 

θαζφινπ. ηηο πεξηπηψζεηο απηέο είλαη αλαγθαία ε ζεψξεζε εμάξηεζεο κεηαμχ ησλ 

κεηαβιεηψλ φπσο αλαπηχζζεηαη πην θάησ. 

Οη ιφγνη ηεο ζπζρέηηζεο κεηαμχ ησλ θνξηίσλ θαη ηεο παξαγσγήο κπνξεί λα 

νθείινληαη ζε δηάθνξνπο παξάγνληεο φπσο: 

 Σπζρέηηζε θνξηίνπ-θνξηίνπ: Σα θνξηία πνπ βξίζθνληαη ζε γεηηνληθνχο δπγνχο 

έρνπλ ηελ ηάζε λα απμάλνληαη ή λα κεηψλνληαη κε ηνλ ίδην ηξφπν. Έρνπλ 

δειαδή νη γεηηνληθνί δπγνί θάπνην βαζκφ ζπζρέηηζεο πνπ νθείιεηαη ζε θνηλνχο 

παξάγνληεο, φπσο θαηξηθέο ζπλζήθεο (ζεξκνθξαζία, βξνρή, άλεκνο, 

ειηνθάλεηα θ.ι.π.), θνηλσληθέο ζπλήζεηεο ηεο πεξηνρήο (ψξεο εξγαζίαο, 

αζιεηηθά γεγνλφηα, αγξνηηθέο αζρνιίεο, ηειενπηηθά πξνγξάκκαηα θ.ι.π.). 

Όηαλ ηα θνξηία ζε δχν ή πεξηζζφηεξνπο δπγνχο απμάλνληαη θαη κεηψλνληαη 

καδί ππάξρεη ζεηηθή ζπζρέηηζε, ελψ φηαλ έλα θνξηίν απμάλεηαη θαη θάπνην 

άιιν κεηψλεηαη ππάξρεη αξλεηηθή ζπζρέηηζε. 

 Σπζρέηηζε παξαγσγήο-παξαγσγήο: πλήζσο ζε έλα ζχζηεκα ειεθηξηθήο 

ελέξγεηαο πνπ απνηειείηαη απφ πνιιέο νκάδεο γελλεηξηψλ είλαη επηζπκεηφ ε 

παξαγσγή κηαο ζπγθεθξηκέλεο πεξηνρήο ή ε ζπλνιηθή παξαγσγή ηνπ 



Μελέηη Πιθανοηικήρ Ροήρ Φοπηίος με ηη Μέθοδο Cornish – Fisher ζε ςζηήμαηα 
Ζλεκηπικήρ Δνέπγειαρ με Γιείζδςζη Ζλεκηπικών Αςηοκινήηων  
  

 
Γιαννοςλάηορ Η. Ηωάννηρ  Δ.Μ.Π. 2010 

-40- 
 

ζπζηήκαηνο λα δηαηεξείηαη ζηαζεξή. Έηζη, φηαλ ε παξαγσγή κηαο γελλήηξηαο 

κεησζεί γηα δηάθνξνπο ιφγνπο, ζα πξέπεη ε παξαγσγή ησλ άιισλ γελλεηξηψλ 

λα απμεζεί κέζα ζηα επηηξεπφκελα φξηα γηα ηελ παξαιαβή ηνπ θνξηίνπ. Ζ 

ζπζρέηηζε απηή επνκέλσο είλαη αξλεηηθή. Ζ παξαγσγή επίζεο ησλ 

αλαλεψζηκσλ πεγψλ ελέξγεηαο αθνινπζεί ηηο κεηαβνιέο ηνπ αλέκνπ ή ηεο 

ειηνθάλεηαο θαη ζε γεηηνληθνχο δπγνχο ε ζπζρέηηζε είλαη ζεηηθή. 

 Σπζρέηηζε παξαγσγήο-θνξηίνπ:  Ζ παξαγσγή κηαο πεξηνρήο ζε έλα ζχζηεκα 

είλαη πξνγξακκαηηζκέλε λα θαιχςεη ην θνξηίν ηεο πεξηνρήο, θαη ζπλήζσο ε 

ειεθηξηθή ελέξγεηα παξάγεηαη ηε ζηηγκή πνπ ρξεηάδεηαη. Ζ ζπζρέηηζε πνπ 

ππάξρεη επνκέλσο κεηαμχ παξαγσγήο θαη θνξηίνπ είλαη ζεηηθή δειαδή φηαλ 

ην θνξηίν απμάλεηαη ή κεηψλεηαη, απμάλεηαη ή κεηψλεηαη αληίζηνηρα θαη ε 

παξαγσγή. 

 

Έζησ δχν ηπραίεο κεηαβιεηέο Υ θαη Τ. Ζ ζπλδηαζπνξά ησλ δχν απηψλ 

ηπραίσλ κεηαβιεηψλ νξίδεηαη απφ ηε ζρέζε: 

yy }{)})({(    XYEXEnxy  (3.44) 

 φπνπ Δ{*} παξηζηάλεη ηελ αλακελφκελε ηηκή. 

Αλ νη ηπραίεο κεηαβιεηέο Υ θαη Y είλαη αλεμάξηεηεο κεηαμχ ηνπο ηφηε: 

y}{}{}{  YEXEXYE  θαη xyn 0    (3.45) 

 Αλ νη ηπραίεο κεηαβιεηέο Υ θαη Τ είλαη νιηθά γξακκηθά εμαξηεκέλεο ζα ηζρχεη: 

    baXY      (3.46) 

θαη   by   a     (3.47) 

Δπίζεο, 
2

χ

22

χ

2 μ}{})μ{(      (3.48) 

θαη 

 
22222

χ

2

y

2

y }){(}b)αμ-bαΧ{(})μ{(    E  (3.49) 

Άξα  ay  γηα ζεηηθή ζπζρέηηζε  (α>0)  (3.50) 

 ay  γηα αξλεηηθή ζπζρέηηζε  (α<0)  (3.51) 

χκθσλα κε ηηο πην πάλσ εμηζψζεηο γηα ηελ πεξίπησζε ηεο νιηθήο γξακκηθήο 

εμάξηεζεο κεηαμχ ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ Υ θαη Τ κε δηαδνρηθέο αληηθαηαζηάζεηο 

ζα ηζρχεη: 

y

2

χ

22

χ

22 bμσ}{}{}{    bXaEbXaXEXYE (3.52) 

θαη   
2

 an y       (3.53) 
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Άξα y  yn   γηα ζεηηθή ζπζρέηηζε  (α>0)  (3.54) 

y  yn   γηα αξλεηηθή ζπζρέηηζε (α<0)  (3.55) 

Γεληθά γηα ηελ ζπλδηαζπνξά ηζρχεη: 

yy    yn     (3.56) 

 Ο ζπληειεζηήο ζπζρεηίζεσο δίλεη ην βαζκφ ηεο γξακκηθήο εμάξηεζεο κεηαμχ 

ησλ δχν ηπραίσλ κεηαβιεηψλ X θαη Τ θαη νξίδεηαη απφ ηε ζρέζε: 

   
y

y

y

n








       (3.57) 

 Δίλαη αδηάζηαηνο αξηζκφο θαη γεληθά ηζρχεη: 

11  y      (3.58) 

 Όηαλ νη ηπραίεο κεηαβιεηέο X θαη Τ είλαη αλεμάξηεηεο κεηαμχ ηνπο, ηφηε 

0y . Όηαλ είλαη νιηθά ζεηηθά ζπζρεηηζκέλεο, ηφηε 1y  θαη φηαλ είλαη νιηθά 

αξλεηηθά ζπζρεηηζκέλεο 1y . 

 Αλ ε ζεψξεζε ηεο νιηθήο γξακκηθήο εμάξηεζεο δελ ηζρχεη κεηαμχ ησλ 

κεηαβιεηψλ X θαη Τ φπσο δίλεηαη ζηελ εμίζσζε (3.46), ηφηε κπνξεί λα ζεσξεζεί 

κεξηθή γξακκηθή εμάξηεζε φπσο αλαπηχζζεηαη πην θάησ: 

 Ζ ηπραία κεηαβιεηή Y κπνξεί λα ρσξηζηεί ζε δχν ηπραίεο κεηαβιεηέο Y΄ θαη 

Τ΄΄ έηζη ψζηε Τ=Τ΄+Τ΄΄ φπνπ Τ΄ νιηθά γξακκηθά εμαξηεκέλε κε ηελ ηπραία κεηαβιεηή 

Υ θαη αθνινπζεί ηελ εμίζσζε (3.46), θαη Τ΄΄ αλεμάξηεηε ηπραία κεηαβιεηή κε 

κεδεληθή κέζε ηηκή πνπ αληηπξνζσπεχεη κε ηελ ηππηθή ηεο απφθιηζε ηηο ηπραίεο 

κεηαβνιέο γχξσ απφ ηελ ηηκή Τ΄. 

Έηζη ε εμίζσζε (3.46) γίλεηαη: 

YbaXY      (3.59) 

 χκθσλα κε ηελ πην πάλσ αλάιπζε γηα λα ζπκπεξηιεθζνχλ εμαξηεκέλεο 

κεηαβιεηέο ζηελ πηζαλνηηθή ξνή θνξηίνπ, ζεσξείηαη φηη ε θάζε νκάδα εμαξηεκέλσλ 

κεηαβιεηψλ είλαη αλεμάξηεηε απφ φιεο ηηο άιιεο νκάδεο εμαξηεκέλσλ κεηαβιεηψλ 

θαη επίζεο αλεμάξηεηε απφ φιεο ηηο άιιεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο 

ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ θαη ησλ πξφζζεησλ κεηαβιεηψλ Τ΄΄ γηα ηελ ζεψξεζε κε 

γξακκηθήο εμάξηεζεο. 

 ηνλ ππνινγηζκφ ηεο ηζνδχλακεο θαλνληθήο θαηαλνκήο πνπ δίλεηαη ζηε 

ζρέζε (3.47) φηαλ νη ηπραίεο κεηαβιεηέο ζεσξεζνχλ νιηθά γξακκηθά εμαξηεκέλεο ε 

ηζνδχλακε αλακελφκελε ηηκή κn δίλεηαη πάιη απφ ηελ ζρέζε: 

   2211n  aa      (3.60) 

Δλψ ε ηζνδχλακε ηππηθή απφθιηζε ζn ζα δίλεηαη ηψξα απφ ηε ζρέζε: 
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 2211n  aa   γηα νιηθή ζεηηθή ζπζρέηηζε   (3.61) 

θαη  2211n  aa   γηα νιηθή αξλεηηθή ζπζρέηηζε  (3.62) 

 Αο ζεκεησζεί φηη γεληθά ηζρχεη: 

21

2

2

2

121       (3.63) 

Δίλαη επνκέλσο εκθαλήο ε επίδξαζε ηεο ζεψξεζεο εμαξηεκέλσλ 

κεηαβιεηψλ ζην εχξνο ηεο αβεβαηφηεηαο ησλ ηειηθψλ ζπλαξηήζεσλ ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο. 

Έζησ φηη ζην δηάλπζκα δεδνκέλσλ Τ ππάξρεη γξακκηθή εμάξηεζε κεηαμχ ηνπ 

κ-ηνζηνχ θαη ηνπ λ-ηνζηνπ ζηνηρείνπ, ηεο κνξθήο: 

 YbaYY      (3.64) 

 Όπνπ α θαη β παξάκεηξνη ηεο γξακκηθήο εμάξηεζεο 

Σφηε νη εμηζψζεηο ηεο πηζαλνηηθήο ξνήο θνξηίνπ (3.58) θαη (3.59) ζηελ αλαιπηηθή ηνπο 

κνξθή κπνξνχλ λα μαλαγξαθνχλ σο εμήο: 

YaYaXX i

m

j

jijoii
 

1

''
    (3.65) 

YbYbZZ k

m

j

jkjoii
 

1

''
    (3.66) 

Όπνπ  ija = ija ,  kjb = kjb  γηα ,j  

  ia = kb =0 

  iμiν aα ia , kμkν ab bbk  

  bα iμ

'''  oioi XX , bbkμ

'''  okok ZZ  

 Έηζη, γηα ηε ζεψξεζε γξακκηθψλ εμαξηεκέλσλ κεηαβιεηψλ ζηελ πηζαλνηηθή 

αλάιπζε ξνψλ θνξηίνπ απαηηείηαη απιψο ε ηξνπνπνίεζε ησλ ήδε ππνινγηζκέλσλ 

ζπληειεζηψλ επαηζζεζίαο γηα ηελ πεξίπησζε ησλ αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ, 

ζχκθσλα κε ηηο εμηζψζεηο (3.65) θαη (3.66). 

 

 

3.6. ΠΟΛΤΓΡΑΜΜΗΚΟΠΟΗΖΜΔΝΖ ΡΟΖ ΦΟΡΣΗΟΤ 

ηελ πηζαλνηηθή ξνή θνξηίνπ, φπσο αλαθέξζεθε παξαπάλσ απαηηείηαη 

γξακκηθνπνίεζε ησλ εμηζψζεσλ ξνήο θνξηίνπ γχξσ απφ θάπνην ιεηηνπξγηθφ ζεκείν. 

Σν ζεκείν απηφ είλαη ζπλήζσο ζε πεξηνρή γχξσ απφ ηελ αλακελφκελε ηηκή. Ζ 

δηαδηθαζία απηή έρεη ην κεηνλέθηεκα φηη δίλεη αθξηβή απνηειέζκαηα γχξσ απφ απηφ ην 
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ζεκείν ελψ ηα άθξα ησλ ζπλαξηήζεσλ ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ππνινγίδνληαη κε 

ηφζν κηθξφηεξε αθξίβεηα φζν κεγαιχηεξε είλαη ε απφζηαζή ηνπο απφ ην ζεκείν 

γξακκηθνπνίεζεο. Σαπηφρξνλα φζν πην έληνλε είλαη ε κε γξακκηθή κνξθή ησλ 

εμηζψζεσλ φπσο π.ρ. ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ αέξγσλ ζπλαξηήζεσλ πηζαλφηεηαο 

ηφζν κηθξφηεξε είλαη ε αθξίβεηα ησλ απνηειεζκάησλ.  

Τπάξρνπλ φκσο πνιιέο πεξηπηψζεηο πνπ ελδηαθέξεη ε αθξίβεηα ησλ αθξαίσλ 

ηηκψλ γηα ηελ εμαγσγή πξαθηηθψλ ζπκπεξαζκάησλ. Γηα παξάδεηγκα ε πηζαλφηεηα ε 

ηάζε ζε θάπνην δπγφ λα μεπεξάζεη ηα επηζπκεηά ιεηηνπξγηθά ηεο φξηα ή ε πηζαλφηεηα 

άεξγεο ππεξθνξηίζεσο θάπνηαο γελλήηξηαο ή αθφκα ε πηζαλφηεηα ε ξνή ηζρχνο ζε 

κηα γξακκή λα μεπεξάζεη ην επηηξεπφκελν φξην θφξηηζήο ηεο.  

Γηα ην ιφγν απηφ εθαξκφδεηαη ε πνιπγξακκηθνπνίεζε, ε νπνία είλαη ε 

πηζαλνηηθή ξνή θνξηίνπ κε πνιιαπιά ζεκεία γξακκηθνπνίεζεο, θαη παξέρεη ηε 

δπλαηφηεηα αιιαγήο ηνπ ζεκείνπ γξακκηθνπνίεζεο ησλ εμηζψζεσλ ξνήο θνξηίνπ ζε 

φιε ηελ έθηαζε ησλ πηζαλψλ ηηκψλ πνπ κπνξεί λα ιάβνπλ νη κεηαβιεηέο ηνπο 

ζπζηήκαηνο. Έηζη δηαπηζηψλεηε ε επίδξαζε ηεο κε γξακκηθφηεηαο ησλ εμηζψζεσλ 

ξνήο θνξηίνπ ζηα απνηειέζκαηα. 

Έζησ φηη δεηείηαη ε κέγηζηε ή ειάρηζηε ηηκή ηνπ ζηνηρείνπ    ηνπ δηαλχζκαηνο 

  γλσξίδνληαο φηη ηα ζηνηρεία ηνπ δηαλχζκαηνο   παίξλνπλ ηηκέο ζε δεδνκέλα 

δηαζηήκαηα. Ο ππνινγηζκφο απηφο απαηηεί ηελ αλαθπθισηηθή επίιπζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο γξακκηθψλ εμηζψζεσλ (3.11) θαη (3.12), ζεσξψληαο σο πξψην ζεκείν 

γξακκηθνπνίεζεο ην         . Κάζε ζηνηρείν    ηνπ δηαλχζκαηνο θαηάζηαζεο   

δίλεηαη σο: 

  

              
 
                            (3.67) 

 

φπνπ     ζηνηρείν ηνπ πίλαθα ζπληειεζηψλ επαηζζεζίαο  . 

Σν δηάλπζκα    πνπ παξάγεη ηε κέγηζηε ηηκή    απνηειείηαη απφ ηηο κέγηζηεο 

ηηκέο ησλ εγρχζεσλ αλ ν ζπληειεζηήο επαηζζεζίαο     είλαη ζεηηθφο ελψ αλ είλαη 

αξλεηηθφο απφ ηηο ειάρηζηεο ηηκέο ησλ εγρχζεσλ. Οη ηηκέο απηέο αληηζηνηρνχλ ζηηο 

αθξαίεο ηηκέο ησλ δηαθξηηψλ ή δησλπκηθψλ θαηαλνκψλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ 

παξάζηαζε ησλ εγρχζεσλ. Οη ηηκέο ησλ θαλνληθψλ θαηαλνκψλ εθηείλνληαη 

ζεσξεηηθά σο ην    θαη έηζη γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ δηαλχζκαηνο    απαηηείηαη 

θαηάιιειε απνθνπή φισλ ησλ θαλνληθψλ θαηαλνκψλ. Ζ απνθνπή απηή ηεο θάζε 

θαλνληθήο θαηαλνκήο νθείιεη λα γίλεη έηζη ψζηε:  

 λα απνθνπεί ην ίδην πνζνζηφ πηζαλψλ ηηκψλ απφ ηελ θάζε κηα θαλνληθή 

θαηαλνκή πνπ ζπκκεηέρεη ζηε ζπλέιημε, θαη 
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 ε ηειηθή ηζνδχλακε θαλνληθή θαηαλνκή λα εθηείλεηαη ζην δηάζηεκα      γχξσ 

απφ ηελ αλακελφκελε ηηκή. 

Έηζη αλ ε θάζε θαλνληθή θαηαλνκή   εθηείλεηαη ζην δηάζηεκα      γχξσ απφ 

ηελ αλακελφκελε ηηκή ηεο , φπνπ   θαηάιιεινο ζπληειεζηήο απνθνπήο ζα πξέπεη λα 

ηζρχεη: 

 

                                                  (3.68) 

θαη: 

                                      
   

   
 
   

     
    

  
   

   
 
   

                 (3.69) 

 

φπνπ      ν αξηζκφο ησλ θαλνληθψλ θαηαλνκψλ πνπ ζπλειίζζνληαη, 

                                  νη ηππηθέο απνθιίζεηο θαη    νη ζπληειεζηέο επαηζζεζίαο. 

Δπεηδή νη ζπληειεζηέο επαηζζεζίαο αλαλεψλνληαη ζε θάζε αλαθχθισζε 

πξέπεη λα αλαλεψλεηαη θαη ν ζπληειεζηήο   θαη φηαλ ε δηαδηθαζία ζπγθιίλεη, ηείλεη ζε 

κία ζηαζεξή ηηκή, πνπ γεληθά είλαη κηθξφηεξε ή ίζε ηνπ ηξία. 

Έηζη, κεηά ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ δηαλχζκαηνο    ε κέγηζηε ηηκή     ηνπ κέγηζηνπ 

δηαλχζκαηνο θαηάζηαζεο    , δίλεηαη απφ ηελ αλαιπηηθή ζρέζε: 

 

                    
 
                             (3.70) 

 

θαη ην δηάλπζκα    ζε κεηξηθή κνξθή σο εμήο: 

 

                                                                   (3.71) 

 

Σν ζεκείν          δελ ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε ξνήο θνξηίνπ (3.1) θαη έηζη 

ππνινγίδεηαη έλα θαηλνχξην δηάλπζκα    ηέηνην ψζηε λα ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε: 

                     (3.72) 

Σν λέν ζεκείν          ρξεζηκνπνηείηαη σο δεχηεξν ζεκείν γξακκηθνπνίεζεο 

ησλ εμηζψζεσλ ξνήο θνξηίνπ θαη ε φιε δηαδηθαζία επαλαιακβάλεηαη θαη 

πξνζδηνξίδεηαη ην αλαλεσκέλν δηάλπζκα     , κέρξη λα επέιζεη ζχγθιηζε.  

Όκνηα ππνινγίδεηαη θαη ε κέγηζηε ή ειάρηζηε ηηκή ηνπ δηαλχζκαηνο    ησλ 

δεηνχκελσλ κεηαβιεηψλ, γξακκηθνπνηψληαο ηηο εμηζψζεηο ξνήο θνξηίνπ (3.1) θαη 

(3.2) γχξσ απφ ην ζεκείν                θαη επηιχνληαο αλαθπθισηηθά ηελ εμίζσζε 

(3.12): 
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               (3.73) 

 

φπνπ     ζηνηρείν ηνπ πίλαθα ησλ ζπληειεζηψλ επαηζζεζίαο  . 

Όπσο έρεη αλαθεξζεί ην δηάλπζκα     απνηειείηαη απφ ηηο αθξαίεο ηηκέο 

(κέγηζηεο ή ειάρηζηεο) ησλ δεδνκέλσλ κεηαβιεηψλ (εγρχζεσλ), αλάινγα κε ην 

πξφζεκν ησλ ζπληειεζηψλ επαηζζεζίαο. Όηαλ ν βαζκφο κε γξακκηθφηεηαο ησλ 

εμηζψζεσλ ξνήο θνξηίνπ δελ είλαη κεγάινο, νη ζπληειεζηέο επαηζζεζίαο δελ 

αιιάδνπλ πξφζεκν θαηά ηελ δηάξθεηα ηεο δηαδηθαζίαο ζχγθιηζεο. Απηφ ζεκαίλεη φηη ε 

αλαθπθισηηθή δηαδηθαζία ζπγθιίλεη ζηε κέγηζηε (ή ειάρηζηε) ηηκή, ρξεζηκνπνηψληαο 

ζπλερψο ηα ίδηα αθξαία ζεκεία ζην δηάλπζκα     ζε θάζε αλαθχθισζε. 

ε νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο φκσο, θπξίσο ζε κεξηθέο ηάζεηο θαη άεξγεο ξνέο 

ηζρχνο, φπνπ ν βαζκφο κε γξακκηθφηεηαο ησλ εμηζψζεσλ ξνήο θνξηίνπ είλαη πνιχ 

κεγάινο, είλαη πηζαλφ ν ζπληειεζηήο επαηζζεζίαο πνπ αληηζηνηρεί ζε θάπνην ζηνηρείν 

    ηνπ δηαλχζκαηνο     λα αιιάδεη πξφζεκν απφ κία αλαθχθισζε ζηελ άιιε. ηηο 

πεξηπηψζεηο απηέο δελ είλαη δπλαηφ λα πξνζδηνξηζηεί πνηα αθξαία ηηκή ζπληειεί ζηελ 

κέγηζηε (ή ειάρηζηε) ηηκή ηεο κεηαβιεηήο     ή    πνπ δεηείηαη ν ππνινγηζκφο ηεο. 

Έηζη γηα λα μεπεξαζηνχλ ηα πην πάλσ πξνβιήκαηα θαηά ηε δηαδηθαζία 

ζχγθιηζεο νη ζπληειεζηέο επαηζζεζίαο πνπ αιιάδνπλ πξφζεκν ζηαζεξνπνηνχληαη 

κεηά απφ δχν ή ηξεηο αλαθπθιψζεηο ζε κηα ελδηάκεζε ηηκή θαη ε δηαδηθαζία ζχγθιηζεο 

ζπλερίδεηαη θαλνληθά. Απηφ ζεκαίλεη φηη φρη κφλν νη αθξαίεο ηηκέο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ 

δηαλχζκαηνο δεδνκέλσλ ζπληεινχλ ζηελ κέγηζηε (ή ειάρηζηε) ηηκή ηεο κεηαβιεηήο 

πνπ δεηείηαη ν ππνινγηζκφο ηεο, αιιά επίζεο θαη θάπνηεο ελδηάκεζεο ηηκέο, ηδηαίηεξα 

ζε πεξηνρέο κε έληνλε κε γξακκηθφηεηα. 

χκθσλα κε ηελ πην πάλσ αλαιπηηθή κέζνδν πηζαλνηηθήο ξνήο θνξηίνπ ησλ 

άθξσλ, κπνξνχλ λα πξνζδηνξηζηνχλ θαη ελδηάκεζα ζεκεία γξακκηθνπνίεζεο ησλ 

εμηζψζεσλ ξνήο θνξηίνπ, κεηαμχ     θαη        ή κεηαμχ        θαη     , αλ ζεσξεζεί 

θαηάιιειε πνζνζηηαία απνθνπή ησλ δηαζηεκάησλ ησλ δεδνκέλσλ κεηαβιεηψλ     

φπσο δίλεηαη ζηηο εμηζψζεηο πνπ αθνινπζνχλ: 

 

                                            (3.74) 

 

                                              (3.75) 

  

φπνπ   θαηάιιεινο ζπληειεζηήο απνθνπήο αλεγκέλνο ζηε κνλάδα. 
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Έηζη γηα      ζπκκεηέρεη ζηελ πηζαλνηηθή ξνή θνξηίνπ ησλ άθξσλ 

νιφθιεξν ην αξρηθφ δηάζηεκα θαη πεηπραίλεηε γξακκηθνπνίεζε ζηηο αθξαίεο ηηκέο 

(κέγηζην ή ειάρηζην), αλάινγα κε ηελ πιεπξά πνπ επηιέγεηαη θάζε θνξά, ελψ γηα 

    απνθφπηεηαη νιφθιεξν ην αξρηθφ δηάζηεκα θαη πεηπραίλεηε γξακκηθνπνίεζε 

γχξσ απφ ηελ αλακελφκελε ηηκή. 

Ζ ηειηθή ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ησλ δεηνχκελσλ κεγεζψλ 

πξνθχπηεη απφ ηνλ θαηάιιειν ζπλδπαζκφ ησλ ζπλαξηήζεσλ ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο πνπ ππνινγίδνληαη γηα ηα δηάθνξα ζεκεία γξακκηθνπνίεζεο θαη πνπ ε 

θάζε κία είλαη πεξηζζφηεξν αθξηβήο γχξσ απφ ην δηθφ ηεο ζεκείν γξακκηθνπνίεζεο. 

Ηδηαίηεξε πξνζνρή ζα πξέπεη λα δνζεί ζηα ζεκεία πξνζαξκνγήο ησλ ζπλαξηήζεσλ 

κεηαμχ ηνπο θαζψο θαη ζηελ απαίηεζε ηεο αζξνηζηηθήο πηζαλφηεηαο ηεο ηειηθήο 

ζπλάξηεζεο λα παξακέλεη κνλάδα.  

Με απηφ ηνλ ηξφπν, ε ζχλζεζε ηεο ηειηθήο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο γίλεηαη φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 3.3, γηα ηελ πεξίπησζε ησλ Ν = 5 

ζεκείσλ γξακκηθνπνίεζεο , φπνπ: 

  

 H ζπλάξηεζε πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ αλακελφκελε ηηκή ηζρχεη κεηαμχ ησλ 

ζεκείσλ    θαη  .  

 H ζπλάξηεζε πνπ πξνθχπηεη απφ ηε γξακκηθνπνίεζε γχξσ απφ ην     ηεο 

κέγηζηεο ηηκήο ηζρχεη κεηαμχ ησλ ζεκείσλ    θαη  . 

 H ζπλάξηεζε πνπ πξνθχπηεη απφ ηε γξακκηθνπνίεζε γχξσ απφ ην     ηεο 

ειάρηζηεο ηηκήο ηζρχεη κεηαμχ ησλ ζεκείσλ    θαη  . 

 H ζπλάξηεζε πνπ πξνθχπηεη απφ ηε γξακκηθνπνίεζε γχξσ απφ ην  ηε 

κέγηζηε ηηκή ηζρχεη πάλσ απφ ην ζεκείν    θαη ηέινο  

 H ζπλάξηεζε πνπ πξνθχπηεη απφ ηε γξακκηθνπνίεζε γχξσ απφ ην ηε 

ειάρηζηε ηηκή ηζρχεη πάλσ απφ ην ζεκείν   . 

θαη: 

 

 

      
               

 
 

      
               

 
 

(3.76) 
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ρήκα 3.3: χλζεζε ηειηθήο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 

 

πλεπψο, ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο θάπνηαο κεηαβιεηήο ηνπ 

δηαλχζκαηνο εμφδνπ παξνπζηάδεη έληνλε κε γξακκηθφηεηα αλ ε κέγηζηε ή ειάρηζηε 

ηηκή ηεο δίλεηαη γηα απνθνπή     ή αθφκα πεξηζζφηεξν γηα απνθνπή   .  

ηηο πεξηπηψζεηο απηέο γηα λα πξνζδηνξηζηεί κηα πξνζεγγηζηηθή ιχζε 

αθνινπζείηαη ε ηερληθή ηεο αληηζηξνθήο πνπ παξνπζηάδεηαη παξαζηαηηθά ζην ζρήκα 

3.4. Έηζη, αλ θαηά ηελ δηαδηθαζία ζχγθιηζεο ζε θάπνην απφ ηα ζεκεία 

γξακκηθνπνίεζεο, πνπ ζεσξείηαη γηα παξάδεηγκα φηη δίλεηαη κε απνθνπή ησλ 

ζπλαξηήζεσλ ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ησλ κεηαβιεηψλ εηζφδνπ ζην    , 

παξαηεξεζεί ζπλερηδφκελε αιιαγή πξφζεκνπ θάπνησλ ζπληειεζηψλ επαηζζεζίαο, 

ηφηε θαηά ηε ζχλζεζε ηεο ηειηθήο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο νη ηηκέο ηεο 

ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο πνπ πξνζδηνξίδνληαη γχξσ απφ απηφ ην 

ζεκείν αληηζηξέθνληαη φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 3.4. 
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ρήκα 3.4: Αληηκεηψπηζε πεξηπηψζεσλ έληνλεο κε γξακκηθφηεηαο 
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KΔΦΑΛΑΗΟ 4 

 

ΔΠΔΚΣΑΖ CORNISH - FISHER

 

4.1. ΔΗΑΓΧΓΖ 

Καηά ηνλ ζρεδηαζκφ ησλ ζπζηεκάησλ ειεθηξηθήο ελέξγεηαο, απαηηείηαη ν 

ππνινγηζκφο ηεο ηζρχνο πνπ ξέεη αλάκεζα ζηνπο δπγνχο. Σν δήηεκα απηφ κπνξεί λα 

επηιπζεί ληεηεξκηληζηηθά, κηα δηαδηθαζία πνπ απαηηεί αθξηβείο ηηκέο γηα ηα θνξηία, ηελ 

παξαγσγή θαη ηηο γεληθφηεξεο κεηαβιεηέο ηνπ ζπζηήκαηνο.  

Σα ηειεπηαία ρξφληα ππάξρεη κεγάιε εμάπισζε ηεο δηεζπαξκέλεο 

παξαγσγήο, ε νπνία εηζέξρεηαη ζηα ζπζηήκαηα ειεθηξηθήο ελέξγεηαο. Ζ παξαγσγή 

απηή έρεη απμήζεη ζε κεγάιν βαζκφ ηελ αβεβαηφηεηα ζε έλα δίθηπν. Απηφ γηαηί  ε 

δηεζπαξκέλε παξαγσγή, φπσο γηα παξάδεηγκα έλα αηνιηθφ πάξθν, δελ αθνινπζεί 

ζπγθεθξηκέλεο θαηαλνκέο γηα ηελ πεξηγξαθή ησλ παξακέηξσλ ηνπ, αιιά ηπραίεο. 

πλεπψο ε εθαξκνγή ησλ ληεηεξκηληζηηθψλ κεζφδσλ ζα απαηηνχζε 

ζπκβαηηθνχο ππνινγηζκνχο κε ηπραίεο ηηκέο γηα θνξηία, παξαγσγέο θαη ινηπέο 

κεηαβιεηέο, θάηη ην νπνίν θαη ιφγν ηεο ππνινγηζηηθήο πνιππινθφηεηαο ησλ 

κεζφδσλ, δείρλεη κε πξαθηηθφ. Ζ πηζαλνηηθή ξνή θνξηίνπ απφ ηελ άιιε, κπνξεί λα 

πξνζεγγίζεη θαιχηεξα ην πξφβιεκα ξνήο ησλ ζπζηεκάησλ.  

ην ζπγθεθξηκέλν θεθάιαην, παξνπζηάδεηαη ε επέθηαζε κηαο καζεκαηηθήο 

κεζφδνπ πξνζέγγηζεο, ε νπνία κπνξεί λα πξνζεγγίζεη κε θαιά απνηειέζκαηα ηελ 

ξνή θνξηίνπ ζε έλα δίθηπν. 

Ζ κέζνδνο απηή παξνπζηάζηεθε γηα πξψηε θνξά απφ ηνπο Cornish θαη Fisher 

ην 1958 [14] αιιά ρξεζηκνπνηήζεθε θαη απφ πνιινχο άιινπο γηα ηελ κειέηε ηφζν 

ελεξγεηαθψλ φζν θαη νηθνλνκηθψλ ζεκάησλ ([8], [9], [10], [11], [12], [15]).  

Ζ κέζνδνο απηή γηα ηελ πινπνίεζε ηεο ρξεζηκνπνηεί ηελ ζεσξία ησλ 

αζξνηζκάησλ (cumulants) ζε ζπλδπαζκφ κε γλσζηά ζηαηηζηηθά κεγέζε θαη 

θαηαλνκέο. Ζ βαζηθή αξρή ηεο είλαη παξφκνηα κε ηελ επέθηαζε Gram – Charlier [6].  

Με ηνλ ηξφπν απηφ επηηπγράλεηαη ν ππνινγηζκφο ηεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο 

(cdf) αιιά θαη ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο (pdf) ξνψλ ηζρχνο ζε 

ζπζηήκαηα, κε κηθξή ππνινγηζηηθή δηαδηθαζία. Σν γεγνλφο απηφ νθείιεηαη ζηηο 

ηδηφηεηεο ησλ αζξνηζκάησλ, ηα νπνία ζα παξνπζηαζηνχλ παξαθάησ. Ζ κέζνδνο απηή 

παξνπζηάδεη πνιχ θαιή πξνζέγγηζε ζηε κέζνδν Monte Carlo ([5]), ηελ νπνία 

ρξεζηκνπνηνχκε σο αλαθνξά ζε ηέηνηεο πεξηπηψζεηο. πλεπψο κε κηα ηέηνηα κέζνδν, 

πνπ ζπλδπάδεη θαιά απνηειέζκαηα θαη κηθξή δηαδηθαζία ππνινγηζκνχ, ν ζρεδηαζκφο 
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ησλ ζπζηεκάησλ κπνξεί λα απινπζηεπζεί αξθεηά αθνχ κπνξνχλ λα πξνζεγγηζηνχλ 

νη παξάκεηξνη απηψλ κε κεγαιχηεξε επθνιία θαη αθξίβεηα ζε ζρέζε κε ηε ρξήζε 

άιισλ κεζφδσλ. 

 

 

 

4.2. ΘΔΧΡΖΣΗΚΟ ΤΠΟΒΑΘΡΟ 

 

4.2.1. Τπνινγηζκόο ξνπώλ (Moments) 

Δάλ, γηα έλαλ ζεηηθφ αθέξαην αξηζκφ π, ε ζπλάξηεζε x  είλαη νινθιεξψζηκε 

σο πξνο ηελ F(x) ηφηε ην νινθιήξσκα απηήο απφ ( , + )  δίλεηαη απφ ηελ 

αθφινπζε ζρέζε: 

   x dF x 

 




                     (4.1) 

Σν νινθιήξσκα απηφ θαιείηαη ε ξνπή ηάμεο π ή π-νζηή ξνπή ηεο θαηαλνκήο. 

Οη ξνπέο γχξσ απφ ην κέζν φξν m, θαινχληαη θεληξηθέο ξνπέο (central moments): 

     m x m dF x
 

 




     
                    (4.2) 

ηελ πεξίπησζε κηαο γξακκηθήο ζπλάξηεζεο c b   , ε π-νζηή ξνπή ηεο 

κεηαβιεηήο ε δίλεηαη απφ ηελ έθθξαζε : 

  1

1' ...
1

c b c c b b  

 


   



 
         

 
                 (4.3) 

 

4.2.2. Οξηζκόο ηωλ Αζξνηζκάηωλ (Cumulants) 

Λακβάλνπκε κηα ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο  
ite 

, ε νπνία είλαη κηα ζπλάξηεζε 

ηεο πξαγκαηηθήο κεηαβιεηήο t, θαη θαιείηαη ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ηεο 

κεηαβιεηήο μ. Ζ κέζε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο απηήο ζα γξαθηεί σο: 

     it itxt E e e dF x




                       (4.4) 

Δάλ ε k-νζηή ξνπή ηεο θαηαλνκήο απηήο ππάξρεη, ε ραξαθηεξηζηηθή 

ζπλάξηεζε κπνξεί λα αλαπηπρζεί κε ζεηξέο MacLaurin γηα κηθξέο ηηκέο ηνπ t: 

     
1

1
!

k
kt it o t




       (4.5) 
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1

log
!

k
kt it o t




                     (4.6) 

Οη ζπληειεζηέο   εηζήρζεζαλ απφ ηνλ Thiele θαη θαινχληαη εκη-ζηαζεξέο ή 

αζξνίζκαηα ηεο θαηαλνκήο. 

Σα αζξνίζκαηα '

  κηαο γξακκηθήο ζπλάξηεζεο ε=αμ+b ιακβάλνληαη απφ ηελ 

παξαθάησ ζρέζε: 

     
1

'
log

!

k
bit ke at it o t





         (4.7) 

 

Δπνκέλσο: 

1 1' a b          θαη       ' a

          γηα       π>1      (4.8) 

 

4.2.3. ρέζε κεηαμύ ηωλ Ρνπώλ θαη ηωλ Αζξνηζκάηωλ 

Γηα λα παξαζηαζεί ε ζρέζε κεηαμχ ησλ ξνπψλ θαη ησλ αζξνηζκάησλ 

αληηθαζηζηνχκε ηελ έθθξαζε ηεο  θ(t) απφ ηελ (4.5) ζηελ (4.6). Έηζη: 

     
1 1

log 1
! !

k k
kit it o t

   

 

 
   

 
                      (4.9) 

Γηαπηζηψλεηαη δειαδή φηη ηα αζξνίζκαηα n  
είλαη πνιπψλπκα ησλ ξνπψλ 

1 , ... , na a  , 

θαη αληίζηξνθα.  

Ζ ζρέζε ησλ αζξνηζκάησλ σο πξνο ηηο ξνπέο κπνξεί λα γξαθεί σο: 

1 1

2

2 2 1

3

3 3 1 2 1

2 2 4

4 4 2 1 3 1 2 1

3 2

3 4 12 6

...

m 

  

    

       

 

 

  

    

              (4.10) 

Όπνπ κε m δειψλεηαη ε κέζε ηηκή. 

Σα αζξνίζκαηα θπ κπνξνχλ λα γξαθνχλ θαη ζε ζρέζε κε ηηο θεληξηθέο ξνπέο 

κπ. Ζ ζρέζε απηή είλαη ε αθφινπζε:  

1

2

2 2

3 3

2

4 4 2

5 5 2 3

2 3

6 6 2 4 3 2

3

10

15 10 30

...

m

  

 

  

   

     



 



 

 

   

              (4.11) 



Μελέηη Πιθανοηικήρ Ροήρ Φοπηίος με ηη Μέθοδο Cornish – Fisher ζε ςζηήμαηα 
Ζλεκηπικήρ Δνέπγειαρ με Γιείζδςζη Ζλεκηπικών Αςηοκινήηων  
  

 
Γιαννοςλάηορ Η. Ηωάννηρ  Δ.Μ.Π. 2010 

-52- 
 

φπνπ ζ ε ηππηθή απφθιηζε. 

Αληίζηξνθα: 

1

2

2 2

3 3

2

4 4 2

5 5 2 3

2 3

6 6 2 4 3 2

0

3

10

15 10 15

...



  

 

  

   

     



 



 

 

   

         (4.12) 

 

4.2.4. Ηδηόηεηεο ηωλ Αζξνηζκάηωλ 

Έζησ μ θαη ε είλαη νη αλεμάξηεηεο ηπραίεο κεηαβιεηέο κε γλσζηή ηε 

ζπλάξηεζε αζξνηζηηθήο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 1F  θαη 2F . Ζ αζξνηζηηθή 

ζπλάξηεζε F(x) ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ δχν αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ δίλεηαη απφ : 

         1 2 2 1F x F x z dF z F x z dF z

 

 

                       (4.13) 

     1 2F x F x F x                     (4.14) 

Γηα ην άζξνηζκα 1 2 .... n     , n αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ, ε αζξνηζηηθή 

ζπλάξηεζε ζα είλαη: 

       1 2 ... nF x F x F x F x                          (4.15) 

 

Έζησ 1 2( ),  ( )t t   θαη ( )t  νη ραξαθηεξηζηηθέο  ζπλαξηήζεηο ησλ μ, ε θαη μ+ε 

αληίζηνηρα. Σφηε: 

 

       1 2

it n it itnt E e E e E e t t
   
             

                    (4.16) 

 

Δάλ 1 2, ,...., n    είλαη αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο κε ραξαθηεξηζηηθέο ζπλαξηήζεηο 

1 2( ),  ( ),...., ( )nt t t   , ηφηε ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ( )t ηνπ αζξνίζκαηνο 

1 2 .... n      ζα είλαη: 

       1 2 ... nt t t t                   (4.17) 
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Σν ζεψξεκα πνιιαπιαζηαζκνχ γηα ηηο ραξαθηεξηζηηθέο ζπλαξηήζεηο δίλεη: 

       1 2log log log ...log nt t t t                      (4.18) 

Δπνκέλσο: 

1 2 ... n

                     (4.19) 

 

χκθσλα κε ηελ (4.11) παξαηεξνχκε φηη: 

1 2

2 2 2 2

1 2

...

...

n

n

m m m m

   

   

   
 

 

4.3. ΤΠΟΛΟΓΗΜΟ ΤΝΑΡΣΖΖ CORNISH – FISHER  

 

Γηα λα επηηεπρηεί ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε ζεκείσλ  κηα ηπραίαο κεηαβιεηήο 

κε άγλσζηε θαηαλνκή ρξεζηκνπνηείηαη ε ηερληθή ζπλαξηήζεσλ . Ζ γεληθή ηερληθή ησλ 

ζπλαξηήζεσλ απηψλ έρεη σο ζηφρν ηε δεκηνπξγία ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο (cdf), κηαο άγλσζηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο, κέζα απφ κηα ζεηξά απφ 

φξνπο νη νπνίνη βαζίδνληαη ζε κηα αξρηθή θαηαλνκή πνπ ρξεζηκνπνηείηαη σο βάζε.  

ηελ ηερληθή απηή, ε ρξήζε νιφθιεξεο ηεο θαηαλνκήο βάζεο κπνξεί λα 

δψζεη αθξηβψο ηα ζεκεία ηεο επηζπκεηήο θαηαλνκήο. Παξφια απηά, ε ρξήζε θαη 

κφλν κεξηθψλ φξσλ απηήο κπνξεί λα δψζεη ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα.  Ζ 

θαηαλνκή βάζεο ε νπνία ζπλήζσο ρξεζηκνπνηείηαη είλαη ε θαλνληθή θαηαλνκή θαη 

ζπγθεθξηκέλα ε θαλνληθή Ν(0,1) θαηαλνκή κε κέζε ηηκή κ=0 θαη ηππηθή απφθιηζε 

ζ=1. Μπνξνχλ φκσο, λα ρξεζηκνπνηεζνχλ θαη άιιεο θαηαλνκέο, φπσο ε Γάκκα.  

Σέηνηεο ηερληθέο κπνξνχλ λα βξεζνχλ κε πεξηζζφηεξεο ιεπηνκέξεηεο ζηα 

Elderton – Johnson [16], Johnson – Kotz [17] θαη Ord [18]. ηελ ελφηεηα απηή ζα 

ζπδεηεζεί κφλν ε πεξίπησζε ηεο επέθηαζεο Cornish – Fisher. 

Ο ζθνπφο ηεο γεληθεπκέλεο επέθηαζεο ηεο Cornish – Fisher είλαη λα 

πξνζεγγίζεη κηα επηζπκεηή ηπραία θαηαλνκή κε ηε ρξήζε ήδε γλσζηψλ θαηαλνκψλ 

[9]. Πην ζπγθεθξηκέλα αλ νλνκάζνπκε F κηα ηπραία άγλσζηε θαηαλνκή ηφηε ν ζθνπφο 

ηεο επέθηαζεο απηήο είλαη λα πξνζεγγίζνπκε κηα πνζφηεηα a (quantile-a) ηεο F 

θαηαλνκήο αλαιχνληαο ηελ ζε φξνπο ηεο ήδε γλσζηήο θαηαλνκήο Φ. Οπζηαζηηθά 

ζθνπφο είλαη ε πξνζέγγηζε ηεο αιπζσηήο ζπλάξηεζεο  1F  . Ζ αλάπηπμε ηεο 

ζπλάξηεζεο  1F  ζε παξάγσγα ησλ F θαη Φ είλαη ην ζεψξεκα αληηζηξνθήο ηνπ 

Lagrange (Whittaker and Watson; 1920, p.133). Απηφ δείρλεη φηη αλ κηα ζπλάξηεζε 

ts  κπνξεί λα νξηζηεί απφ ηελ εμίζσζε   
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)(thsct      (4.20) 

γηα θάπνηα ζηαζεξή c, θαη κε h κηα αλαιπηηθή ζπλάξηεζε ζην ζεκείν t = c , ηφηε θάζε 

αλαιπηηθή ζπλάξηεζε f(t) κπνξεί λα αλαπηπρζεί ζε δπλακνζεηξέο ζην φξην ηνπ s = 0 

(δει.   t = c) σο εμήο: 
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s
cftf    (4.21), 

φπνπ ν φξνο D ζπκβνιίδεη ηνλ παξάγνληα δηαθφξηζεο. Γηα κηα δνζκέλε πηζαλφηεηα 

ζεσξψ πηζαλφηεηα ac : ,
1: f θαη 

1)(:  Fh . Σφηε απφ ηελ παξαπάλσ 

ζπλάξηεζε πξνθχπηεη φηη:  
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!

)1()()(
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rr
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r FD
r

s
at     (4.22) 

Αλ ζηελ εμίζσζε (4.20) αληηθαηαζηήζνπκε 1s ηφηε πξνθχπηεη φηη )()( 11 aFt   . 

Δπηπξφζζεηα αλ γηα απινπνίεζε ζεσξήζσ 
1: ( )x F a  θαη 

1: ( )z a   ηφηε ε 

ζπλάξηεζε (4.22) κπνξεί λα πάξεη ηε κνξθή: 
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r

rrr zFD
r

zx    (4.23) 

πλερίδνληαο ηελ απινπνίεζε, κε /)(:  Fa  ε πξνεγνχκελε  ζπλάξηεζε 

γξάθεηαη σο εμήο: 







1

)1( )]([
!

1
)1(

r

r

r

r zaD
r

zx   (4.24) 

φπνπ  ))...(2)(()(










 






 rDDDD r  κε )0(D λα απνηειεί ηνλ ηαπηνηηθφ 

παξάγνληα.  

Ζ ζπλάξηεζε (4.24) εθθξάδεη ηε ζρέζε αλάκεζα ζε κηα πνζφηεηα x ηεο 

θαηαλνκήο F ζε φξνπο κηα πνζφηεηαο z κηαο θαηαλνκήο Φ.  Ζ ζπλάξηεζε απηή 

απνηειεί ηε γεληθεπκέλε επέθηαζε Cornish – Fisher.  

Έλα πνιχ ζεκαληηθφ βήκα ζηελ επέθηαζε απηή είλαη ε επηινγή κηαο 

ζπγθεθξηκέλεο ζπλάξηεζεο Φ γηα ην θαιχηεξν δπλαηφ απνηέιεζκα, θαζψο θαη ε 

αλάπηπμε κηα ζεηξάο γηα ηελ ζπλάξηεζε α. Ζ θιαζζηθή ζπλάξηεζε Cornish – Fisher 

ζαλ ζπλάξηεζε βάζεο Φ ρξεζηκνπνηεί ηελ θαλνληθή Ν(0,1) θαηαλνκή. 

Ζ ζπλάξηεζε α, αλαπηχζζεηαη ζε ζεηξά Gram – Charlier [6] κε ηνπο φξνπο 

ηεο λα αλαδηαηάζζνληαη φπσο ζα εμεγεζεί παξαθάησ.  
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Ζ βαζηθή ηδέα κε ηε ρξήζε ηεο ζεηξάο Gram – Charlier είλαη ε αλάπηπμε ηνπ 

ιφγνπ ησλ γελέηεηξσλ ζπλαξηήζεσλ ηνπ V ( 
tVEetM )(  ) θαη ηεο θαλνληθήο Ν(0,1) 

θαηαλνκήο )( 2

2t

e  ζε δπλακνζεηξέο ζε πεξηνρή ηνπ κεδελφο:  









ok

k

k

t

tcetM 2

2

)(    (4.25) 

ηελ παξαπάλσ ζρέζε, kc  είλαη νη ζπληειεζηέο Gram – Charlier. Με ηε ρξήζε ηνπ 

αληίζηξνθνπ κεηαζρεκαηηζκνχ Fourier κπνξεί αληίζηνηρα λα πξνθχςεη ε κνξθή ηεο 

ζεηξάο ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο (pdf): 







0

)( )()1()(
k

kk

k xcxf     (4.26)  

θαζψο θαη ηεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο (cdf): 







1

)1(1 )()1()()(
k

kk

k xcxxF    (4.27) 

Με θ θαη Φ ηηο ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο θαη θαηαλνκήο 

αληίζηνηρα ηεο Ν(0,1) θαλνληθήο θαηαλνκήο. Σα παξάγσγα ηεο θαλνληθήο θαηαλνκήο 

είλαη: 

( )( 1) ( ) ( ) ( )k k

kx x H x    

φπνπ Ζθ είλαη ηα πνιπψλπκα Hermite [Παξάξηεκα Γ]. 

Οη ζπληειεζηέο Gram – Charlier κπνξνχλ λα κεηαηξαπνχλ ζε ζπληειεζηέο 

Fourier ηεο ζπλάξηεζεο )(/)( xxf   φπνπ κπνξεί λα γξαθεί φηη: 







0

)()(/)(
k

kk xHcxxf    (4.28) 

ε φξνπο ηεο γεληθεπκέλεο επέθηαζεο Cornish – Fisher (4.23), ε ζρέζε (2.27) γίλεηαη: 







1

1 )()(
k

kk zHcza

    (4.29)

 

 

πλδένληαο ην απνηέιεζκα απηφ κε ηελ εμίζσζε (4.23), παίξλνπκε έλα άπεηξν 

άζξνηζκα φξσλ, νη νπνίνη ζπκπίπηνπλ κε ηνπο φξνπο ηεο θιαζζηθήο ζπλάξηεζεο 

Cornish – Fisher. Ο ηξφπνο κε ηνλ νπνίν νη φξνη απηνί αλαδηαηάζζνληαη πξνθχπηεη 

απφ ην θεληξηθφ νξηαθφ ζεψξεκα. 

Αλ ππνηεζεί φηη ε ηπραία κεηαβιεηή V έρεη θαλνληθνπνηεζεί (θεληξηθέο ξνπέο θ1 = 0 

θ2= 1) θαη ζεσξεζεί φηη ην θαλνληθνπνηεκέλν άζξνηζκα αλεμάξηεησλ ηπραίσλ 



Μελέηη Πιθανοηικήρ Ροήρ Φοπηίος με ηη Μέθοδο Cornish – Fisher ζε ςζηήμαηα 
Ζλεκηπικήρ Δνέπγειαρ με Γιείζδςζη Ζλεκηπικών Αςηοκινήηων  
  

 
Γιαννοςλάηορ Η. Ηωάννηρ  Δ.Μ.Π. 2010 

-56- 
 

κεηαβιεηψλ Vi κε θαηαλνκή F, 



n

i

in V
n

S
1

1
ηφηε ε ξνπνγελλήηξηα ηεο κεηαβιεηήο 

nS  είλαη: 

n

ok

k
k

k

t
n

n
t

n ntceMtM 







 






22

2

)()(  (4.30) 

Απφ ηελ ζρέζε απηή θαίλεηαη φηη θ-νζηφο Gram-Charlier ζπληειεζηήο ck(n) ηεο 

κεηαβιεηήο nS  είλαη κηα πνιπσλπκηθή ζρέζε ηνπ φξνπ 2
1

n  πεξηιακβάλνληαο ηνπο 

ζπληειεζηέο ic  κέρξη ki  . 

Αλ νη φξνη ηεο θαλνληθήο Cornish-Fisher ζπλάξηεζεο  
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zx       (4.31) 

ηαμηλνκεζνχλ θαηά δπλάκεηο ηνπ φξνπ 2
1

n , ε θιαζηθή ζεηξά Cornish-Fisher κπνξεί 

λα γξαθεί ζηε κνξθή: 
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znzx      (4.32) 

φπνπ )(zk είλαη ην ζχλνιν φισλ ησλ φξσλ ηεο θ-νζηήο δχλακεο ηνπ 2
1

n . 

Ζ άκεζε έθθξαζε ησλ φξσλ k ζε φξνπο ησλ αζξνηζκάησλ r  είλαη κηα δχζθνιε 

δηαδηθαζία. Γηα ην ιφγν απηφ ν Lee αλέπηπμε κηα επαλαιεπηηθή κέζνδν γηα ην θ-νζηφ

k ζηελ επέθηαζε Cornish – Fisher, ε νπνία εθαξκφδεηαη ζηνλ αιγφξηζκν AS269 

[19]. 

χκθσλα κε απηή:  
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HaH    (4.33) 

Όπνπ 
)!2(

2


 

k
a k
k


θαη )(Hk  είλαη κηα πνιπσλπκηθή ζρέζε ησλ πνιπσλχκσλ 

Hermite (H).   

Απινπζηεχνληαο ηελ παξαπάλσ αλάιπζε, κπνξνχκε λα πνχκε πσο φηαλ ε άγλσζηε 

ηπραία κεηαβιεηή {Fn}, κπνξεί λα ραξαθηεξηζηεί ζαλ κηα αθνινπζία απφ ζπλαξηήζεηο 

θαηαλνκήο κε παξάκεηξν ην n, θαη νη νπνίεο  κε ηελ αχμεζε ηνπ n πξνζεγγίδνπλ ηελ 

θαλνληθή θαηαλνκή Φ, ηφηε γηα {L} = {lr=θr-δr , r = 1,2,..}, θαη δr=1 αλ r=2, αιιηψο δr=0 

κπνξεί λα γξαθεί ην αθφινπζν [12]: 
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1

( ) ( ) ( ) ( , )r

r

F x x x M x L




      (4.34) 

Οη παξαθάησ δπν ζρέζεηο δείρλνπλ ηελ ζρέζε ηεο γλσζηήο σο πξνο ηελ άγλσζηε 

θαηαλνκή θαη αληίζηξνθα. 

1

1

[ ( )] ( , )r

r

z F x x N x L






      (4.35) 

1

1

[ ( )] ( , )n r

r

x F z z P z L






      (4.36) 

Όπνπ ε Φ είλαη ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο (cdf) ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη σο βάζε θαη  θ αληίζηνηρα είλαη ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο ηεο. Ζ πνζφηεηα z δειψλεη ηελ ηπραία κεηαβιεηή ηεο Φ, ελψ ε 

πνζφηεηα x ηελ κεηαβιεηή ηεο θαηαλνκήο F. ηελ βηβιηνγξαθία νη εμηζψζεηο (4.34) 

θαη (4.36) αλαθέξνληαη σο Edgeworth θαη  Cornish - Fisher ζπλαξηήζεηο. Αληίζεηα ε 

εμίζσζε (4.35) αλαθέξεηαη ζαλ αληίζηξνθε ζπλάξηεζε Cornish – Fisher.  

Υσξίο βιάβε ηεο γεληθφηεηαο αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ γεληθεπκέλε 

κεηαβιεηή s

x
x






 ηφηε ε ηηκή ησλ l1 θαη l2 γίλεηαη ίζε κε ην κεδέλ θαη νη 

ζπλαξηήζεηο (4.34) - (4.36) γξάθνληαη  πάιη, ζε ζπλάξηεζε ηνπ sx  θαη ησλ 

αζξνηζκάησλ  K=θr , r>2 , κε απνηέιεζκα  ηα πνιπψλπκα λα παξνπζηάζνπλ κεγάιε 

απινπνίεζε. Υξεζηκνπνηνχκε ηα ηέζζεξα πξψηα πνιπψλπκα ηεο Edgeworth 

Cornish – Fisher. 

Έηζη θαη ηέζζεξα πνιπψλπκα ( , )rM x K  γξάθνληαη σο εμήο: 

1 2 3

1
( , )

6
M x K h   

2

2 3 4 5 3

1 1
( , )

24 72
M x K h h  

      (4.37)
 

3

3 4 5 6 3 4 8 3

1 1 1
( , )

120 144 1296
M x K h h h       

2 2 4

4 5 6 7 4 3 5 9 3 4 11 3

1 1 1 1
( , ) (5 8 )

720 5760 1728 31104
M x K h h h h            

 

ηηο ζπλαξηήζεηο απηέο ηα jh είλαη ηα πνιπψλπκα Hermite j-ζηεο ηάμεο ηα νπνία 

εθθξάδνληαη σο 
( )

( 1) ( )
j

j

j j

d x
h x

dx


  . 
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Αληίζηνηρα ηα ηέζζεξα πξψηα πνιπψλπκα ηεο αληίζηξνθεο ζπλάξηεζεο  

Cornish – Fisher (4.35) γξάθνληαη σο εμήο: 

 

2

1 3

1
( , ) ( 1)

6
N x K x 

      (4.38)
 

3 2 3

2 4 3

1 1
( , ) ( 3 ) (4 7 )

24 36
N x K x x x x      

4 2 4 2 3 4 2

3 5 3 4 3

1 1 1
( , ) ( 6 3) (11 42 15) (69 187 52)

120 144 648
N x K x x x x x x           

 

5 3 2 5 3 5 3

4 6 4 3 5

2 5 3 4 5 3

3 4 3

1 1 1
( , ) ( 10 15 ) (5 32 35 ) (7 48 51 )

720 384 360

1 1
(111 547 456 ) (948 3628 2473 )

864 7776

N x K x x x x x x x x x

x x x x x x

   

  

        

     

 

Σέινο ηα ηέζζεξα πνιπψλπκα 1( , )P u K πνπ εκθαλίδνληαη ζηελ ζπλάξηεζε 

(4.36) κπνξνχλ λα εθθξαζηνχλ σο εμήο: 

 

 

 

3 2 3

2 4 3

1 1
( , ) ( 3 ) (2 5 )

24 36
P z K z z z z    

   (4.39)   
 

4 2 4 2 3 4 2

3 5 3 4 3

1 1 1
( , ) ( 6 3) ( 5 2) (12 53 17)

120 24 324
P z K z z z z z z             

5 3 2 5 3 5 3

4 6 4 3 5

2 5 3 4 5 3

3 4 3

1 1 1
( , ) ( 10 15 ) (3 24 29 ) (2 17 21 )

720 384 180

1 1
(14 103 107 ) (252 1688 1511 )

288 7776

P z K z z z z z z z z z

z z z z z z

   

  

        

     

 

Οη κνξθέο απηέο είλαη ηζνδχλακεο.  

 

Ζ ηειηθή κνξθή ηεο απινπνηεκέλεο ζπλάξηεζεο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ 

επέθηαζε απηή κε ηελ ρξήζε ησλ πέληε πξψησλ αζξνηζκάησλ γξάθεηαη σο εμήο 

[11]: 

2

1 3

1
( , ) ( 1)

6
P z K z 
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2 3 3 2 4 2

3 4 3 5

4 2 4 2 3 5 3 2

3 4 3 4

5 3 2 5 3 4

3 4 3

1 1 1 1
( 1) ( 3 ) (2 5 ) ( 6 3)

6 24 36 120

1 1 1
( 5 2) (12 53 17) (3 24 29 )

24 324 384

1 1
(14 103 107 ) (252 1688 1511 ) ...

288 7776

x z z z z z z z z

z z z z z z z

z z z z z z

   

   

  

         

        

      
(4.40) 

Όπνπ φπσο αλαθέξακε z είλαη ε ηπραία κεηαβιεηή ηεο Ν(0,1) θαλνληθήο θαηαλνκήο, 

θi {i=1,2,..} είλαη ηα αζξνίζκαηα (cumulants) ηεο επηζπκεηήο θαηαλνκήο.  

 Ζ επηζπκεηή κεηαβιεηή πνπ πξνθχπηεη απφ παξαπάλσ πξνζέγγηζε είλαη ε:  

1 2y x           (4.41) 

Οη Cornish θαη Fisher δίλνπλ κέρξη θαη φξνπο κέρξη θαη ην φγδνν cululant ζηελ 

επέθηαζεο ηνπο.  

ηηο ηερληθέο επέθηαζεο, ε ζχγθιηζε είλαη γξήγνξε φηαλ ε επηζπκεηή θαηαλνκή είλαη 

παξφκνηαο κνξθήο κε ηελ θαηαλνκή βάζεο. Παξφια απηά κεγαιχηεξνη φξνη κπνξνχλ 

λα ραιάζνπλ ηελ ζχγθιεζε απηή. 

 

4.4. ΑΠΟΣΔΛΔΜΑΣΑ ΜΔΘΟΓΟΤ  

 

4.4.1 Πνηνηηθά απνηειέζκαηα 

            Παξαηεξψληαο ηελ ζπλάξηεζε Cornish-Fisher κπνξνχκε άκεζα λα εμάγνπκε 

θάπνηα πνηνηηθά ραξαθηεξηζηηθά.  

 Αλ  mF  είλαη κηα αθνινπζία θαηαλνκψλ πνπ ζπγθιίλνπλ ζηελ θαλνληθή 

θαηαλνκή Φ, ε κέζνδνο Cornish-Fisher παξνπζηάδεη θαιχηεξε πξνζέγγηζε 

(αζπκπησηηθή γηα m  ) απφ φηη ε θαλνληθή πξνζέγγηζε.  

 Οη πξνζεγγίζηκεο ζπλαξηήζεηο F
~

 θαη   1
~
F  δελ είλαη απαξαίηεηα 

κνλφηνλεο. 

 Ζ κέζνδνο Cornish-Fisher θαηά ηε ζχγθιηζε ηεο γίλεηαη φιν θαη ιηγφηεξν 

αμηφπηζηε γηα ηηκέο ησλ quantiles 0a ή 1a . Γειαδή ε πξνζέγγηζε ηεο 

ζπλάξηεζεο F
~

 παξνπζηάδεη «ιάζνο» ζπκπεξηθνξά ζηα άθξα (ζηελ «νπξά»). 

 Ζ κέζνδνο Cornish-Fisher δελ είλαη απαξαίηεην λα ζπγθιίλεη απμάλνληαο ην 

φξην πξνζέγγηζεο k, γηα κηα ζπλάξηεζε θαηαλνκήο F. 
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4.4.2 Γξαθηθά απνηειέζκαηα 

   ηελ ελφηεηα απηή παξνπζηάδνληαη θάπνηα γξαθηθά παξαδείγκαηα ηεο 

πξνζέγγηζεο γλσζηψλ θαηαλνκψλ κε ηελ κέζνδν Cornish – Fisher θαζψο θαη ε 

ζχγθξηζε ηεο κε ηελ κέζνδν Gram – Charlier. 

 

 

ρήκα4.1: Weibull a=b=1, Cornish-Fisher, Gram Charlier 

 

 

ρήκα4.2: Weibull a=b=2, Cornish-Fisher, Gram Charlier 
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ρήκα4.3: Weibull a=2,b=8, Cornish-Fisher, Gram Charlier 

 

 

ρήκα4.4: Normal m=0,s=1, Cornish-Fisher, Gram Charlier 
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ρήκα4.5: Gamma θ=1,ζ=2, Cornish-Fisher, Gram Charlier 

 

 

 

ρήκα4.6: Gamma θ=9,ζ=0.5, Cornish-Fisher, Gram Charlier 
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ρήκα4.7: Beta a=2,b=5, Cornish-Fisher, Gram Charlier 

 

 

ρήκα4.8: Binomial p=0.7,n=40, Cornish-Fisher, Gram Charlier 
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4.5 ΓΗΑΓΗΚΑΗΑ ΤΠΟΛΟΓΗΜΟΤ 

 

Ζ επέθηαζε Cornish – Fisher, φπσο αλαθέξζεθε θαη ζηελ παξαπάλσ 

αλάιπζε, ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα δεκηνπξγεζεί κηα νινθιεξσκέλε θαη ζπγθεθξηκέλε 

θαηαλνκή κηα άγλσζηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο.  

Παξαθάησ θαίλεηαη κε απιά βήκαηα ε δηαδηθαζία κε ηελ νπνία πινπνηείηαη ε 

Cornish – Fisher γηα νπνηαδήπνηε θαηαλνκή, κε θαηαλνκή βάζεο ηελ θαλνληθή Ν(0,1) 

θαηαλνκή. 

1. Τπνινγίδνληαη νη ξνπέο ηεο άγλσζηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο απφ ηηο 

ζρέζεηο (4.1) θαη (4.2).  

2. Τπνινγίδνληαη ηα αζξνίζκαηα ηεο άγλσζηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο, 

ζπλαξηήζεη ησλ ξνπψλ ηεο, απφ ηε ζρέζε (4.11). 

3. Λακβάλεηαη έλα πιήζνο δεηγκάησλ πνπ αθνινπζνχλ ηελ θαλνληθή 

θαηαλνκή Ν(0,1). Όζν κεγαιχηεξν ην πιήζνο ηφζν θαιχηεξε ε κνξθή 

ηεο επηζπκεηήο θακπχιεο.    

4. Αληηθαζίζηαληαη ηα παξαπάλσ ζηελ ηειηθή κνξθή ηεο εμίζσζεο 

Cornish – Fisher, πνπ δίλεηαη ζηε ζρέζε (4.40). 

5. Σν επηζπκεηφ απνηέιεζκα ιακβάλεηαη απφ ηε ζρέζε (4.41). 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 5

 

ΔΦΑΡΜΟΓΖ ΣΟ ΓΗΚΣΤΟ 30 ΕΤΓΧΝ ΣΟΤ ΗΔΔΔ 

5.1. ΓΔΝΗΚΖ ΘΔΧΡΖΖ 

ην θεθάιαην απηφ ζα κειεηήζνκε ηα ζηνηρεία ελφο δηθηχνπ κε ηε ρξήζε ηεο 

πηζαλνηηθήο ξνήο θνξηίνπ. πγθεθξηκέλα ην δίθηπν πνπ ζα κειεηήζνπκε είλαη ην 

ηξνπνπνηεκέλν δίθηπν ησλ 30 δπγψλ ηεο ΗΔΔΔ. Θα εμεηάζνπκε ηηο ηάζεηο θαη ηηο 

γσλίεο θάπνησλ δπγψλ θαζψο θαη ηε ξνή ηζρχνο αλάκεζα ζε απηνχο. ην παξαθάησ 

ζρήκα δίλεηαη ε αξρηθή ηνπνινγία ηνπ δηθηχνπ (επίπεδα ηάζεο 230kV θαη 138kV, 

ηζρχο βάζεο 100MVA).   

 

 

 

ρήκα 5.1: Γίθηπν ΗΔΔΔ 30 δπγψλ 
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Ζ κειέηε απηή ζα ρσξηζηεί ζε δπν ζηάδηα. ην πξψην ζηάδην ζα κειεηεζεί ην 

δίθηπν φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα. ην δεχηεξν ζηάδην, ζην δίθηπν απηφ ζα εηζάγνπκε 

δπν αηνιηθέο παξαγσγέο κεγάιεο έγρπζεο ελέξγεηαο, νη νπνίεο ζα ηνπνζεηεζνχλ 

ζηνπο δπγνχο 17 θαη  22 θαη θαηφπηλ ζα γίλεη ε εμέηαζε ησλ αληίζηνηρσλ ζηνηρείσλ.  

Ο βαζηθφο ζθνπφο ηεο εθαξκνγήο απηήο είλαη λα κειεηήζνπκε ην δίθηπν 

ρσξίο αιιά θαη θαηά ηελ ιεηηνπξγία ησλ αηνιηθψλ παξαγσγψλ, γηα λα κπνξέζνπκε λα 

εμεηάζνπκε θαη λα αμηνινγήζνπκε ηελ επίδξαζε ηνπο ζην δίθηπν. 

ην ζηάδην 1 πνπ αλαπηχζζεηαη παξαθάησ γίλεηαη ε κειέηε ηνπ δηθηχνπ ρσξίο 

ΑΠΔ ελψ ζην ζηάδην 2 κε εθαξκνγή ησλ ΑΠΔ. Καη ζηα δπν απηά ζηάδηα 

παξνπζηάδνπλ ελδηαθέξνλ θαηά πξψην ιφγν νη δπγνί 17 θαη 22, ζηνπο νπνίνπο 

γίλεηαη ε ζχλδεζε ησλ ΑΠΔ. Μεγάιν ελδηαθέξνλ φκσο παξνπζηάδνπλ θαη νη δπγνί 10, 

16, 17 νη νπνίνη έρνπλ άκεζε ζχλδεζε κε ηνπο δπγνχο ησλ ΑΠΔ. Οπφηε ε κειέηε 

απηή επηθεληξψλεηαη ζε απηνχο ηνπο πέληε δπγνχο. 

Καηά ηελ κειέηε απηή ρξεζηκνπνηήζεθε ην καζεκαηηθφ πξφγξακκα Μatlab. 

Με ηελ ρξήζε απηνχ εθαξκφζηεθε ε κέζνδνο Monte–Carlo [Παξάξηεκα Β], [5]. Ζ 

κέζνδνο Monte-Carlo είλαη κία επαλαιεπηηθή κέζνδνο φπνπ δίλνληαη δηαθνξεηηθέο 

ηηκέο ζε κία κεηαβιεηή θαη πξνθχπηνπλ νη κεηαβνιέο ζηηο κεηαβιεηέο πνπ 

εμεηάδνπκε.  

ηε ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηήζεθε ε κέζνδνο ηεο γξακκηθνπνίεζεο ζηελ νπνία, 

ε ζπλέιημε αληηθαζηζηά ηηο επαλαιήςεηο πνπ πξαγκαηνπνηεί ε κέζνδνο Monte-Carlo 

θαζψο πξαγκαηνπνηεί φινπο ηνπο πηζαλνχο ζπλδπαζκνχο κεηαμχ ησλ κεηαβιεηψλ 

καο (ησλ πηζαλψλ θνξηίσλ ζην ζχζηεκα) θάηη πνπ είλαη πξαθηηθψο αδχλαην λα γίλεη 

κε ηελ Monte-Carlo ιφγσ ηεο απμεκέλεο πνιππινθφηεηαο θαη ηνπ ηεξάζηηνπ αξηζκνχ 

ησλ επαλαιήςεσλ. Ζ κέζνδνο εθαξκφζηεθε γχξσ απφ ηε κέζε ηηκή πνπ πξνέθπςε 

απφ ηε Monte-Carlo γηα ηηκέο θνξηίσλ ίζεο κε ηηο κέζεο ηηκέο ησλ θαηαλνκψλ πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ. Όπσο θαη ζηε Monte-Carlo παξάγνληαη νη ηηκέο ησλ θαλνληθψλ 

θαηαλνκψλ θαη ζηε ζπλέρεηα απηέο ζπλειίζζνληαη ζχκθσλα κε ηνλ ηχπν (Α-17) ηνπ 

Παξαξηήκαηνο Α φπνπ νη ζπληειεζηέο αi πξνθχπηνπλ απφ ηνπο ηχπνπο (3.15) θαη 

(3.16) αληίζηνηρα εάλ πξφθεηηαη γηα ην δηάλπζκα ησλ γσληψλ θαη ησλ ηάζεσλ ή εάλ 

πξφθεηηαη γηα ην δηάλπζκα ησλ ξνψλ ηζρχσλ ζηηο γξακκέο. Απφ ηηο ζπλειίμεηο 

πξνθχπηνπλ νη θαηαλνκέο ησλ κεηαβιεηψλ πνπ αλαθέξακε. 

Σέινο, επεηδή ζηελ εθαξκνγή ρξεζηκνπνηνχληαη θαηά θχξην ιφγν θαλνληθέο 

θαηαλνκέο θαη πξνθεηκέλνπ λα ειέγμνπκε ηελ νξζφηεηα ησλ πξνγξακκάησλ ηεο 

γξακκηθνπνίεζεο πινπνηήζεθαλ ζε Matlab ηα ζηαηηζηηθά ζεσξήκαηα πνπ 

αλαθέξνληαη ζην παξάξηεκα Γ. Με ηε βνήζεηα απηψλ (εθφζνλ νη θαηαλνκέο πνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη ζην ζχζηεκα είλαη θαλνληθέο) ιακβάλνπκε ηελ ζεσξεηηθψο 
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αλακελφκελε θαηαλνκή ησλ κεηαβιεηψλ πνπ εμεηάδνπκε πξνθεηκέλνπ λα 

δηεξεπλήζνπκε ηελ αθξίβεηα ησλ πξνγξακκάησλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ θαζψο θαη 

ην κέγεζνο ηνπ ζθάικαηνο πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ Monte-Carlo αλάινγα ηνλ αξηζκφ 

ησλ επαλαιήςεσλ.   

5.2. ΣΑΓΗΟ 1: ΔΦΑΡΜΟΓΖ ΣΟ ΓΗΚΣΤΟ ΥΧΡΗ ΔΓΥΤΖ Α.Π.Δ  

 

Σν δίθηπν κε ηνπο 30 δπγνχο θαίλεηαη ζην παξαπάλσ ζρήκα. Σα δεδνκέλα 

ησλ δπγψλ θαη ησλ γξακκψλ ηνπ παξνπζηάδνληαη ζηνλ πίλαθα 1 θαη πίλαθα 2 

αληίζηνηρα. 

 

Πίλαθαο 5.1: ηνηρεία δπγψλ δηθηχνπ ΗΔΔΔ 30 

 

basemva = 100;  accuracy = 0.001; maxiter = 10; 

  

%     IEEE 30-BUS TEST SYSTEM (American Electric Power) 

%       Bus Bus  Voltage Angle   ---Load---- ----Generator-- Injected 

%       No  code Mag.  Degree  MW    Mvar     MW  Mvar Qmin Qmax Mvar 

busdata=[1   1   1.06   0.0     0.0   0.0    150  0.0   0   0      0 

         2   2   1.043  0.0   21.70  12.7   40.0  0.0 -40  50      0 

         3   0   1.0    0.0     2.4   1.2    0.0  0.0   0   0      0 

         4   0   1.06   0.0     7.6   1.6    0.0  0.0   0   0      0 

         5   2   1.01   0.0    94.2  19.0    50   0.0 -40  40      0 

         6   0   1.0    0.0     0.0   0.0    0.0  0.0   0   0      0 

         7   0   1.0    0.0    22.8  10.9    0.0  0.0   0   0      0 

         8   2   1.01   0.0    30.0  30.0    60   0.0 -10  60      0 

         9   0   1.0    0.0     0.0   0.0    0.0  0.0   0   0      0 

        10   0   1.0    0.0     5.8   2.0    0.0  0.0  -6  24     19 

        11   2   1.082  0.0     0.0   0.0    100  0.0   0   0      0 

        12   0   1.0    0       11.2  7.5    0    0     0   0      0 

        13   2   1.071  0       0.0   0.0    80   0    -6  24      0 

        14   0   1      0       6.2   1.6    0    0     0   0      0 

        15   0   1      0       8.2   2.5    0    0     0   0      0 

        16   0   1      0       3.5   1.8    0    0     0   0      0 

        17   0   1      0       9.0   5.8    0    0     0   0      0 

        18   0   1      0       3.2   0.9    0    0     0   0      0 

        19   0   1      0       9.5   3.4    0    0     0   0      0 

        20   0   1      0       2.2   0.7    0    0     0   0      0 

        21   0   1      0      17.5  11.2    0    0     0   0      0 

        22   0   1      0       0     0.0    0    0     0   0      0 

        23   0   1      0       3.2   1.6    0    0     0   0      0 

        24   0   1      0       8.7   6.7    0    0     0   0     4.3 

        25   0   1      0       0     0.0    0    0     0   0      0 

        26   0   1      0       3.5   2.3    0    0     0   0      0 

        27   0   1      0       0     0.0    0    0     0   0      0 

        28   0   1      0       0     0.0    0    0     0   0      0 

        29   0   1      0       2.4   0.9    0    0     0   0      0 

        30   0   1      0      10.6   1.9    0    0     0   0     0]; 

  

 



Μελέηη Πιθανοηικήρ Ροήρ Φοπηίος με ηη Μέθοδο Cornish – Fisher ζε ςζηήμαηα 
Ζλεκηπικήρ Δνέπγειαρ με Γιείζδςζη Ζλεκηπικών Αςηοκινήηων  
  

 
Γιαννοςλάηορ Η. Ηωάννηρ  Δ.Μ.Π. 2010 

-68- 
 

 

Πίλαθαο 5.2: ηνηρεία γξακκψλ δηθηχνπ ΗΔΔΔ 30 

 

%                                           Line code 

%         Bus bus   R        X     1/2 B   = 1 for lines 

%         nl  nr  p.u.      p.u.   p.u.     > 1 or < 1 tr.tap at bus 

nl 

linedata=[1   2   0.0192   0.0575   0.02640      1 

          1   3   0.0452   0.1852   0.02040      1 

          2   4   0.0570   0.1737   0.01840      1  

          3   4   0.0132   0.0379   0.00420      1 

          2   5   0.0472   0.1983   0.02090      1 

          2   6   0.0581   0.1763   0.01870      1 

          4   6   0.0119   0.0414   0.00450      1 

          5   7   0.0460   0.1160   0.01020      1 

          6   7   0.0267   0.0820   0.00850      1 

          6   8   0.0120   0.0420   0.00450      1 

          6   9   0.0      0.2080   0.0      0.978 

          6  10   0         .5560   0        0.969 

          9  11   0         .2080   0            1 

          9  10   0         .1100   0            1 

          4  12   0         .2560   0        0.932 

         12  13   0         .1400   0            1 

         12  14    .1231    .2559   0            1 

         12  15    .0662    .1304   0            1 

         12  16    .0945    .1987   0            1 

         14  15    .2210    .1997   0            1 

         16  17    .0824    .1923   0            1 

         15  18    .1073    .2185   0            1 

         18  19    .0639    .1292   0            1 

         19  20    .0340    .0680   0            1 

         10  20    .0936    .2090   0            1 

         10  17    .0324    .0845   0            1 

         10  21    .0348    .0749   0            1 

         10  22    .0727    .1499   0            1 

         21  22    .0116    .0236   0            1 

         15  23    .1000    .2020   0            1 

         22  24    .1150    .1790   0            1 

         23  24    .1320    .2700   0            1 

         24  25    .1885    .3292   0            1 

         25  26    .2544    .3800   0            1 

         25  27    .1093    .2087   0            1 

         28  27     0       .3960   0        0.968 

         27  29    .2198    .4153   0            1 

         27  30    .3202    .6027   0            1 

         29  30    .2399    .4533   0            1 

          8  28    .0636    .2000   0.0214       1 

          6  28    .0169    .0599   0.065        1];  
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Ζ πινπνίεζε ηεο εθαξκνγήο απηήο φπσο αλαθέξζεθε έγηλε ζην πξνγξακκαηηζηηθφ 

πεξηβάιινλ ηεο Matlab.  

Οη δπγνί νη νπνίνη παξνπζηάδνπλ έληνλν ελδηαθέξνλ, φπσο αλαθέξζεθε θαη 

παξαπάλσ,  είλαη νη δπγνί 17 θαη 22, ζηνπο νπνίνπο ζα εηζάγνπκε παξαθάησ ηελ 

αηνιηθή παξαγσγή. Ο δπγφο 17 ζπλδέεηαη άκεζα κε ηνπο δπγνχο 10 θαη 16, θαη ν 

δπγφο 22 ζπλδέεηαη άκεζα κε ηνπο δπγνχο 10 θαη 21, θάηη πνπ θαίλεηαη θαη απφ ηηο 

ηηκέο ηνπ πίλαθα 5.2. Γηα λα κπνξέζνπκε λα εμεηάζνπκε ηελ επίδξαζε ησλ ΑΠΔ, ζε 

πξψηε θάζε ζα ειέγμνπκε ηηο γσλίεο θαη ηηο ηάζεηο πξηλ ρσξίο ηηο παξαγσγέο ησλ 

αηνιηθψλ.  

Σα κεγέζε απηά ππνινγίζηεθαλ κε ζηαηηζηηθά ζεσξήκαηα θαζψο θαη κε ηελ 

κέζνδν ηεο γξακκηθνπνίεζεο γχξσ απφ ηε κέζε ηηκή. Γηα λα είλαη νξζά ηα 

απνηειέζκαηα καο ππνζέζακε φηη νη παξαγσγέο θαη ηα θνξηία αθνινπζνχλ ηελ 

θαλνληθή θαηαλνκή.  Δλδεηθηηθά νη δχν κέζνδνη παξνπζηάδνληαη γηα ζχγθξηζε ζηα 

κεγέζε ηνπ δπγνχ 10. Σα ππφινηπα κεγέζε παξνπζηάδνληαη κε ηελ κέζνδν ησλ 

ζηαηηζηηθψλ ζεσξεκάησλ. 

Έηζη έρνπκε ηα δηαγξάκκαηα:   

 

 

ρήκα 5.2: Σάζε – Γσλία δπγνχ 10 (ζηαηηζηηθά ζεσξήκαηα) 
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ρήκα 5.3: Σάζε – Γσλία δπγνχ 10 (γξακκηθνπνίεζε γχξσ απφ ηελ κέζε ηηκή) 

 

 

ρήκα 5.4: Σάζε – Γσλία δπγνχ 16 (ζηαηηζηηθά ζεσξήκαηα) 

 

 

ρήκα 5.5: Σάζε – Γσλία δπγνχ 16 (γξακκηθνπνίεζε γχξσ απφ ηελ κέζε ηηκή) 

 



Κεθάλαιο 5                                                         Δθαπμογή ζηο Γίκηςο 30 Εςγών ηος ΗΔΔΔ 

-71- 
 

 

ρήκα 5.6: Σάζε – Γσλία δπγνχ 17 (ζηαηηζηηθά ζεσξήκαηα) 

 

 

ρήκα 5.7: Σάζε – Γσλία δπγνχ 21 (ζηαηηζηηθά ζεσξήκαηα) 

 

 

ρήκα 5.8: Σάζε – Γσλία δπγνχ 22 (ζηαηηζηηθά ζεσξήκαηα) 
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εκεηψλεηαη πσο ν κέζνο ρξφλνο εμαγσγήο θαζελφο απφ ηα δηαγξάκκαηα 

ησλ ζηαηηζηηθψλ κεζφδσλ  είλαη 1second, ελψ ε ιχζε κε ηε κέζνδν ηεο 

γξακκηθνπνίεζεο δηαξθεί πεξίπνπ 30seconds.  

 

 

5.3. ΣΑΓΗΟ 2: ΔΦΑΡΜΟΓΖ ΣΟ ΓΗΚΣΤΟ ΜΔ ΔΓΥΤΖ Α.Π.Δ  

 

Σν δίθηπν ησλ 30 δπγψλ ηξνπνπνηείηαη κε ηέηνην ηξφπν ψζηε ζηνπο δπγνχο 17 

θαη 22 λα εηζαρζνχλ δπν αηνιηθά πάξθα κε εγθαηεζηεκέλε ηζρχ Pn θαη αλακελφκελε 

ηζρχ P. Ζ αλακελφκελε ηζρχο ζηνπο δπγνχο 17 θαη 22 είλαη 300MW θαη 200MW 

αληίζηνηρα, φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 5.9. Σα δεδνκέλα ησλ δπγψλ κεηά ηελ 

ηξνπνπνίεζε θαίλνληαη ζηνλ πίλαθα 5.3, ελψ ηα δεδνκέλα ησλ γξακκψλ 

παξακέλνπλ ίδηα κε απηά ηνπ πίλαθα 5.2. 

 

ρήκα5.9: Γίθηπν ΗΔΔΔ 30 δπγψλ 
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Πίλαθαο 5.3: ηνηρεία δηθηχνπ 30 δπγψλ κε εηζαγσγή ΑΠΔ 

 basemva = 100;  accuracy = 0.001; maxiter = 10; 

  

%        IEEE 30-BUS TEST SYSTEM (American Electric Power) 

%      Bus Bus  Voltage Angle   ---Load---- ----Generator-- Injected 

%       No  code Mag.  Degree  MW    Mvar    MW  Mvar Qmin Qmax Mvar 

busdata=[1   1   1.06   0.0     0.0   0.0    150  0.0   0   0      0 

         2   2   1.043  0.0   21.70  12.7   40.0  0.0 -40  50      0 

         3   0   1.0    0.0     2.4   1.2    0.0  0.0   0   0      0 

         4   0   1.06   0.0     7.6   1.6    0.0  0.0   0   0      0 

         5   2   1.01   0.0    94.2  19.0    50   0.0 -40  40      0 

         6   0   1.0    0.0     0.0   0.0    0.0  0.0   0   0      0 

         7   0   1.0    0.0    22.8  10.9    0.0  0.0   0   0      0 

         8   2   1.01   0.0    30.0  30.0    60   0.0 -10  60      0 

         9   0   1.0    0.0     0.0   0.0    0.0  0.0   0   0      0 

        10   0   1.0    0.0     5.8   2.0    0.0  0.0  -6  24     19 

        11   2   1.082  0.0     0.0   0.0    100  0.0   0   0      0 

        12   0   1.0    0       11.2  7.5    0    0     0   0      0 

        13   2   1.071  0        0    0.0    80   0    -6  24      0 

        14   0   1      0       6.2   1.6    0    0     0   0      0 

        15   0   1      0       8.2   2.5    0    0     0   0      0 

        16   0   1      0       3.5   1.8    0    0     0   0      0 

        17   2   1      0       9.0   5.8    300  0     0   0      0 

        18   0   1      0       3.2   0.9    0    0     0   0      0 

        19   0   1      0       9.5   3.4    0    0     0   0      0 

        20   0   1      0       2.2   0.7    0    0     0   0      0 

        21   0   1      0      17.5  11.2    0    0     0   0      0 

        22   2   1      0       0     0.0    200  0     0   0      0 

        23   0   1      0       3.2   1.6    0    0     0   0      0 

        24   0   1      0       8.7   6.7    0    0     0   0     4.3 

        25   0   1      0       0     0.0    0    0     0   0      0 

        26   0   1      0       3.5   2.3    0    0     0   0      0 

        27   0   1      0       0     0.0    0    0     0   0      0 

        28   0   1      0       0     0.0    0    0     0   0      0 

        29   0   1      0       2.4   0.9    0    0     0   0      0 

        30   0   1      0      10.6   1.9    0    0     0   0     0]; 

 

Γηα ηελ κειέηε ηνπ δηθηχνπ κε έγρπζε αηνιηθήο ελέξγεηαο, ρξεζηκνπνηήζεθε ε 

επαλαιεπηηθή κέζνδνο Monte – Carlo γηα 1000 θαη 100.000 ζεκεία, ε νπνία 

ρξεζηκνπνηήζεθε θαη σο αλαθνξά. Σν πξφβιεκα δηαρσξίζηεθε αθφκα πεξηζζφηεξν, 

φζνλ αθνξά ηηο αηνιηθέο παξαγσγέο. πγθεθξηκέλα ζηε κηα πεξίπησζε νη δπγνί 17 

θαη 22 κνληεινπνηήζεθαλ κε θαηαλνκή Γάκκα 1000 ζεκείσλ ε θαζεκηά, κέζεο ηηκήο 

300MW θαη 200MW αληίζηνηρα, ηηκέο νη νπνίεο αληηπξνζσπεχνπλ ηηο αλακελφκελεο 

ηηκέο ηεο ελεξγνχ ηζρχνο. ηελ δεχηεξε πεξίπησζε, ε παξαγσγή ηνπ δπγνχ 17 

παξαζηάζεθε κε δηαθξηηή θαηαλνκή πέληε ζεκείσλ, θαη ηαπηφρξνλα ε παξαγσγή ηνπ 

δπγνχ 22 κε θαηαλνκή Γάκκα φπσο θαη πξηλ κε κέζεο ηηκέο 300MW θαη 200MW 

αληίζηνηρα.  
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Δθηφο απφ ηε κέζνδν Monte – Carlo ην πξφβιεκα εθθξάζηεθε θαη κε ηηο 

πηζαλνηηθέο κεζφδνπο Gram – Charlier θαη Cornish – Fisher γηα λα ειεγρζεί ε 

αθξίβεηά ηνπο κε έκθαζε ζηελ κέζνδν Cornish – Fisher. 

 

 

5.3.1. Δπίιπζε πξνβιήκαηνο κε δπν θαηαλνκέο Γάκκα γηα παξαγωγέο 

 

ηελ πεξίπησζε απηή, νη αηνιηθέο παξαγσγέο ζηνπο δπγνχο 17 θαη 22 

αθνινπζνχλ ηελ θαηαλνκή Γάκκα 1000 ζεκείσλ κε κέζεο ηηκέο 300MW θαη 200MW. 

Οη θαηαλνκέο απηέο θαίλνληαη ζηα ζρήκαηα 5.3α θαη 5.3β. 

 

 

 

α. Επγφο 17 (Γάκκα)    β. Επγφο 22 (Γάκκα) 

ρήκα 5.10: Καηαλνκέο γηα παξαγσγή ηνπο δπγνχο 17 θαη 22 

  

Οη δπγνί πνπ καο ελδηαθέξνπλ, φπσο αλαθέξζεθε, είλαη νη δπγνί 10, 16, 17, 

21 θαη 22 ζηνπο νπνίνπο κειεηάκε ηελ ηάζε θαη ηελ γσλία. Σα απνηειέζκαηα απηά 

θαίλνληαη ζηα αθφινπζα ζρήκαηα ζε κνξθή αζξνηζηηθήο θαηαλνκήο (cdf) γηα επίιπζε 

κε Monte – Carlo, Gram – Charlier θαη Cornish - Fisher . Δλδεηθηηθά γηα ζχγθξηζε, 

ζηνλ δπγφ 10 παξαηίζεληαη θαη ηα απνηειέζκαηα κεηά απφ ιχζε ηεο κεζφδνπ 

γξακκηθνπνίεζεο.  
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ΕΤΓΟ 10 

 

ρήκα 5.11: Σάζε δπγνχ 10 γηα Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ 

 

ρήκα 5.12: Σάζε δπγνχ 10 γηα γξακκηθνπνίεζε 
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ρήκα 5.13: Γσλία δπγνχ 10 γηα Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ 

 

ρήκα 5.14: Γσλία δπγνχ 10 γηα γξακκηθνπνίεζε 
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ΕΤΓΟ 16 

 

 

ρήκα 5.15: Σάζε δπγνχ 16 γηα Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ 

 

 

ρήκα 5.16: Γσλία δπγνχ 16 γηα Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ 
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ΕΤΓΟ 21 

 

 

ρήκα 5.17: Σάζε δπγνχ 21 γηα Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ 

 

 

 

ρήκα 5.18: Γσλία δπγνχ 21 γηα Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ 

 

Όπσο είλαη αλακελφκελν, νη ηηκέο ηεο γξακκηθνπνίεζεο έρνπλ απνθιίζεηο 

απφ απηέο ηεο Monte – Carlo. Απηφ νθείινληαη ζην γεγνλφο φηη ε γξακκηθνπνίεζε 

γίλεηαη γχξσ απφ ηελ κέζε ηηκή, νπφηε ε αθξίβεηα απμάλεη γχξσ απφ απηήλ ελψ 

ειαηηψλεηαη ζηα άθξα. 
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εκεηψλνπκε ζε απηφ ην ζεκείν φηη ε ηάζε ζηνπο δπγνχο 17 θαη 22 είλαη ζηελ 

πεξίπησζε απηή ίζε κε 1 α.κ (δπγνί παξαγσγήο) θαζψο θαη φηη ε γσλία απηψλ 

παξακέλεη ζηαζεξή κε ην ζηάδην 1. 

Γηα λα κειεηεζεί έλα δίθηπν φκσο είλαη απαξαίηεηε ε εμέηαζε θαη ησλ ξνψλ 

ηζρχνο ηνπ. ην εδάθην απηφ γίλεηαη εμέηαζε ησλ ξνψλ ζηηο γξακκέο 16 – 17, 10 – 

17, 10 – 22 θαη 21 – 22 θαη πξνο ηηο δπν θαηεπζχλζεηο.  

Σν πξφβιεκα ηεο ξνήο θνξηίνπ εθηφο απφ ηελ κέζνδν Monte – Carlo πνπ 

εθαξκφδεηαη ζηελ ελφηεηα απηή, επηιχζεθε κηα κε ηελ κέζνδν ηεο γξακκηθνπνίεζεο 

γχξσ απφ ηελ κέζε ηηκή, γηα λα κπνξέζνπκε λα θάλνπκε ηελ ζχγθξηζε.   

Σα απνηειέζκαηα ηεο Monte – Carlo γηα ηηο γξακκέο πνπ εμεηάδνπκε 

παξνπζηάδνληαη πιήξσο ζηα επφκελα δηαγξάκκαηα ελψ ελδεηθηηθά γηα ηηο γξακκέο 

10 – 22 θαη 21 – 22, παξνπζηάδνληαη θαη ηα απνηειέζκαηα ηεο γξακκηθνπνίεζεο.  

Οη απνθιίζεηο είλαη εχθνια αληηιεπηέο απφ ηα ζρήκαηα. 

 

ρήκα 5.19: Ρνή ηζρχνο ζηε γξακκή 10 - 22 γηα Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ 

 

 

ρήκα 5.20: Ρνή ηζρχνο ζηε γξακκή 10 - 22 κε γξακκηθνπνίεζε 
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ρήκα 5.21: Ρνή ηζρχνο ζηε γξακκή 21 - 22 γηα Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ 

 

ρήκα 5.22: Ρνή ηζρχνο ζηε γξακκή 21 - 22 κε γξακκηθνπνίεζε 

 

ρήκα 5.23: Ρνή ηζρχνο ζηε γξακκή 16 - 17 γηα Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ 
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ρήκα 5.24: Ρνή ηζρχνο ζηε γξακκή 10 - 17 γηα Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ 

 

Ο ζπλνιηθφο ρξφλνο ππνινγηζκνχ ηεο κεζφδνπ Monte – Carlo ήηαλ 372,6139 

seconds. Δπηπιένλ ν κέζνο ρξφλνο εμαγσγήο θαζελφο απφ ηα παξαπάλσ 

δηαγξάκκαηα γηα ηηο ηξεηο θακπχιεο ηαπηφρξνλα κε δεδνκέλεο ηηο ηηκέο ηεο Monte – 

Carlo ήηαλ 15 seconds.  

Γηα λα κπνξνχκε λα έρνπκε θαη κηα πνζνηηθή ζχγθξηζε ησλ κεζφδσλ 

παξαζέηνπκε ηα απφιπηα θαη ζρεηηθά ζθάικαηα. ηνλ πίλαθα 5.4 θαίλνληαη ηα 

ζθάικαηα απηά ηα νπνία εμεηάζηεθαλ ζην 90% ησλ ηηκψλ. 

Σα ζθάικαηα ηνπ πίλαθα 5.4 ππνινγίζηεθαλ γηα ην 90% ησλ ηηκψλ ηεο θάζε 

κεζφδνπ. πγθεθξηκέλα νη ηχπνη πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηα ζρεηηθά θαη ηα 

απφιπηα ζθάικαηα είλαη ν αθφινπζνη: 

 

Σρεηηθό ζθάικα:  ei =  
     

          
  

     
      (5.1) 

 

Απόιπην ζθάικα:  ei =       
          

   ,  (5.2) 

 

φπνπ      
     θαη      

   είλαη νη ηηκέο ζην 90% κε ηελ κέζνδν Cornish – Fisher θαη 

Monte – Carlo ησλ κεγεζψλ πνπ εμεηάδνπκε. Αληίζηνηρα ην ππνινγίδνληαη ηα 

ζθάικαηα θαη κε ηελ κέζνδν Gram – Charlier.  

Αλ ζέινπκε λα κειεηήζνπκε ην ζρεηηθφ ζθάικα γηα φιν ην δίθηπν ηφηε 

ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ ηχπν: 

ei = 
 

  
  

     
          

  

     
   

  
       ,  (5.3) 

 

φπνπ i=1,2,…,NB είλαη νη θιάδνη ηνπ δηθηχνπ. 
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Πίλαθαο 5.4: Απφιπηα θαη ζρεηηθά ζθάικαηα κεζφδσλ εμέηαζεο 
Monte  -  

Carlo 
Cornish – Fisher  (ζην 90%) Gram – Charlier (ζην 90%) 

 

Απόλςηο 

ζθάλμα 

(MW) 

σεηικό 

ζθάλμα 

(%) 

Απόλςηο 

ζθάλμα 

(MW) 

σεηικό 

ζθάλμα 

(%) 

Σάζη V10 0,0002 0,0213 0,0001 0,0106 

Σάζη V16 0,0002 0,0214 0,0001 0,0107 

Σάζη V21 0,0003 0,0305 0,0005 0,0509 

Γωνία d10 0,0400 0,0593 0,1100 0,1632 

Γωνία d16 0,0800 0,1230 0,2000 0,3069 

Γωνία d21 0,0400 0,0577 0,1000 0,1442 

Ροή 16 – 17 -0,0100 0,0109 0,0300 0,0329 

Ροή 10 – 17 0,0090 0,0050 -0,0300 0,0168 

Ροή 10 – 22 -0,0038 0,0103 -0,0240 0,0640 

Ροή 21 – 22 0,0060 0,0084 -0,0310 0,0430 

Ροή 17 – 16 0,0150 0,0148 -0,0155 0,0153 

Ροή 17 – 10 0,0080 0,0042 0,0310 0,0161 

Ροή 22 – 10 0,0130 0,0328 0,0330 0,0834 

Ροή 22 – 21 -0,0160 0,0216 0,0270 0,0366 

 

 

5.3.2. Δπίιπζε πξνβιήκαηνο κε παξαγωγέο  Γηαθξηηή – Γάκκα  

 

ηελ πεξίπησζε απηή έγηλε κηα δηαθνξνπνίεζε ζηελ κνληεινπνίεζε ηεο 

παξαγσγήο ησλ ΑΠΔ. πγθεθξηκέλα ππνζέζακε πσο ζηνλ δπγφ 17 έρνπκε δηαθξηηή 

παξαγσγή κε πέληε ζεκεία κέζεο ηηκήο 300MW θαη ζηνλ δπγφ 22 παξέκεηλε ε 

θαηαλνκή Γάκκα ηεο πξνεγνχκελεο εθαξκνγήο κέζεο ηηκήο 200MW.  

Σα δηαγξάκκαηα ησλ θαηαλνκψλ είλαη ηα 5.14α θαη 5.14β. 

 

 

α. Επγφο 17 (Γηαθξηηή)   β. Επγφο 22 (Γάκκα)  

ρήκα 5.25: Καηαλνκέο γηα παξαγσγή ηνπο δπγνχο 17 θαη 22 
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ηελ εμέηαζε απηήο ηεο πεξίπησζεο, εθαξκφζηεθε ε κέζνδνο Monte – Carlo  

γηα 1000 θαη 100.000 ζεκεία γηα λα κπνξέζνπκε λα εμεηάζνπκε κε κεγαιχηεξε 

αθξίβεηα ηα απνηειέζκαηα καο. Ο ρξφλνο ππνινγηζκνχ ηεο κεζφδνπ Monte – Carlo 

1000 ζεκείσλ ήηαλ 1.151,42 seconds ελψ γηα ηα 100.000 ζεκεία ήηαλ 40.830,56 

seconds. Υξφλνο δειαδή θαζφινπ ακειεηένο. 

ηα δηαγξάκκαηα πνπ αθνινπζνχλ παξαηίζεληαη νη κεηαβιεηέο κε ηηο 

κεζφδνπο Monte – Carlo, Cornish- Fisher θαη Gram – Charlier. Ο κέζνο ρξφλνο 

εμαγσγήο ηνπ θαζελφο απφ ηα παξαθάησ δηαγξάκκαηα δεδνκέλεο ηηο ηηκέο ήηαλ 10 

seconds. Γηα θαιχηεξε επνπηεία ηνπνζεηνχληαη ζε παξάζεζε ηα δηαγξάκκαηα ησλ 

θαη 1000 θαη 100000 επαλαιήςεσλ γηα ηα αληίζηνηρα κεγέζε. 

 

 
α. Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ  β. Monte – Carlo 100.000 ζεκείσλ 

ρήκα 5.26: Σάζε δπγνχ 10 (1.000 – 100.000 ζεκείσλ) 

 

 
α. Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ  β. Monte – Carlo 100.000 ζεκείσλ 

ρήκα 5.27: Γσλία δπγνχ 10 (1.000 – 100.000 ζεκείσλ) 
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α. Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ  β. Monte – Carlo 100.000 ζεκείσλ 

ρήκα 5.28: Σάζε δπγνχ 16 (1.000 – 100.000 ζεκείσλ) 

 

 
α. Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ  β. Monte – Carlo 100.000 ζεκείσλ 

ρήκα 5.29: Γσλία δπγνχ 16 (1.000 – 100.000 ζεκείσλ) 

 

 
α. Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ  β. Monte – Carlo 100.000 ζεκείσλ 

ρήκα 5.30: Σάζε δπγνχ 21 (1.000 – 100.000 ζεκείσλ) 
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α. Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ β. Monte – Carlo 100.000 ζεκείσλ 

ρήκα 5.31: Γσλία δπγνχ 21 (1.000 – 100.000 ζεκείσλ) 

 
α. Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ β. Monte – Carlo 100.000 ζεκείσλ 

ρήκα 5.32: Ρνή ηζρχνο ζηε γξακκή 10 – 17 (1.000 – 100.000 ζεκείσλ) 

 

 
α. Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ β. Monte – Carlo 100.000 ζεκείσλ 

ρήκα 5.33: Ρνή ηζρχνο ζηε γξακκή 16 – 17 (1.000 – 100.000 ζεκείσλ) 
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α. Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ  β. Monte – Carlo 100.000 ζεκείσλ 

ρήκα 5.34: Ρνή ηζρχνο ζηε γξακκή 10 – 22 (1.000 – 100.000 ζεκείσλ) 

 
α. Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ  β. Monte – Carlo 100.000 ζεκείσλ 

ρήκα 5.35: Ρνή ηζρχνο ζηε γξακκή 21 – 22 (1.000 – 100.000 ζεκείσλ) 

 

 
α. Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ  β. Monte – Carlo 100.000 ζεκείσλ 

ρήκα 5.36: Ρνή ηζρχνο ζηε γξακκή 17 – 10 (1.000 – 100.000 ζεκείσλ) 
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α. Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ  β. Monte – Carlo 100.000 ζεκείσλ 

ρήκα 5.37: Ρνή ηζρχνο ζηε γξακκή 17 – 16 (1.000 – 100.000 ζεκείσλ) 

 
α. Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ  β. Monte – Carlo 100.000 ζεκείσλ 

ρήκα 5.38: Ρνή ηζρχνο ζηε γξακκή 22 – 10 (1.000 – 100.000 ζεκείσλ) 

 

 
α. Monte – Carlo 1000 ζεκείσλ  β. Monte – Carlo 100.000 ζεκείσλ 

ρήκα 5.39: Ρνή ηζρχνο ζηε γξακκή 22 – 21 (1.000 – 100.000 ζεκείσλ) 
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Όπσο θαη ζηελ πξνεγνχκελε πεξίπησζε κε ηηο δπν Γάκκα θαηαλνκέο γηα λα 

κπνξνχκε λα έρνπκε θαη κηα πνζνηηθή ζχγθξηζε ησλ κεζφδσλ παξαζέηνπκε ηα 

απφιπηα θαη ζρεηηθά ζθάικαηα. ηνλ πίλαθα 5.4 θαίλνληαη ηα ζθάικαηα απηά ηα 

νπνία εμεηάζηεθαλ ζην 90% ησλ ηηκψλ γηα ηελ εθαξκνγή ησλ 1000 ζεκείσλ. 

 

 

Πίλαθαο 5.5: Απφιπηα θαη ζρεηηθά ζθάικαηα κεζφδσλ εμέηαζεο (1000 ζεκείσλ) 

 

Monte - Carlo Cornish – Fisher  (ζην 90%) Gram – Charlier (ζην 90%) 

 
Απόλςηο ζθάλμα 

(MW) 

σεηικό ζθάλμα 

(%) 

Απόλςηο ζθάλμα 

(MW) 

σεηικό ζθάλμα 

(%) 

Σάζη V10 0,00020 0,0210 0,0001 0,0106 

Σάζη V16 0,0002 0,0214 0,0001 0,0107 

Σάζη V21 0,0004 0,0407 0,0005 0,0509 

Γωνία d10 0,0200 0,0297 0,2500 0,3710 

Γωνία d16 0,0200 0,0306 0,2700 0,4140 

Γωνία d21 0,0200 0,0297 0,2700 0,3890 

Ροή 16 – 17 0,0080 0,0087 0,0100 0,0109 

Ροή 10 – 17 0,0030 0,0017 0,0230 0,0129 

Ροή 10 – 22 0,0070 0,0188 0,0180 0,0482 

Ροή 21 – 22 0,0100 0,0140 0,1500 0,2100 

Ροή 17 – 16 0.0050 0,0050 0,0600 0,0595 

Ροή 17 – 10 0,0050 0,0026 0,0150 0,0078 

Ροή 22 – 10 -0,0100 0,0266 0,0120 0,0303 

Ροή 22 – 21 0,0800 0,1080 0,1200 0,1630 
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5.3.3. Δπίιπζε πξνβιήκαηνο κε θαηαλνκέο Γηαθξηηή – Γάκκα όπνπ ν δπγόο 17 

ζεωξήζεθε δπγόο PQ 

 

ηελ ελφηεηα απηή, ζεσξήζακε φηη ν δπγφο 17, κε ηελ δεδνκέλε δηαθξηηή 

θαηαλνκή φπσο απηή θαίλεηαη ζην ζρήκα 5.25α ραξαθηεξίδεηαη σο δπγφο θνξηίνπ 

(PQ) θαη φρη σο δπγφο παξαγσγήο. Ο δπγφο 22 παξακέλεη δπγφο παξαγσγήο κε ηελ 

δεδνκέλε θαηαλνκή Γάκκα πνπ θαίλεηαη ζην ζρήκα 5.25β.  

Ζ εμέηαζε απηή γίλεηαη γηα λα δνχκε πφζν επεξεάδνληαη ηα κεγέζε πνπ 

ζρεηίδνληαη κε ηνλ δπγφ 17 απφ ην ραξαθηεξηζκφ ηνπ θαη κφλν. πγθεθξηκέλα, 

παξαθάησ, θαίλνληαη ηα γξαθηθά απνηειέζκαηα ηνπ δπγνχ 17 θαζψο θαη ησλ δπγψλ 

10 θαη 16 πνπ ζπλδένληαη άκεζα κε απηφλ.  

Ζ εμέηαζε ηεο πεξίπησζεο απηήο πξνζνκνηψζεθε κε ηελ κέζνδν Monte – 

Carlo 1000 ζεκείσλ θαζψο επίζεο θαη κε ηηο πηζαλνηηθέο κεζφδνπο Cornish – Fisher 

θαη  Gram – Charlier.  

Ο ρξφλνο ππνινγηζκνχ ηεο Monte – Carlo δηήξθεζε 1.323,9373 seconds. Ο 

κέζνο ρξφλνο εμαγσγήο ηνπ θαζελφο απφ ηα παξαθάησ δηαγξάκκαηα είλαη 10 

seconds. 

 

 

ρήκα 5.40: Σάζε – Γσλία δπγνχ 10 (1.000 ζεκείσλ) 
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ρήκα 5.41: Σάζε – Γσλία δπγνχ 16 (1.000 ζεκείσλ) 

 

 

ρήκα 5.42: Σάζε – Γσλία δπγνχ 17 (1.000 ζεκείσλ) 

 

 

Δλδεηθηηθά παξνπζηάδνληαη θαη νη ξνέο ηζρχνο θαη πξνο ηηο δπν θαηεπζχλζεηο, 

ζηηο γξακκέο 16 – 17 θαη 10 – 17, θαζψο θαίλεηαη φηη παξνπζηάδνπλ θάπνηεο 

απνθιίζεηο απφ ηηο αληίζηνηρεο ηεο ελφηεηαο 5.3.2. 
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ρήκα 5.43: Ρνή ηζρχνο ζηε γξακκή 16 – 17 (1.000 ζεκείσλ) 

 

 

ρήκα 5.44: Ρνή ηζρχνο ζηε γξακκή 10 – 17 (1.000 ζεκείσλ) 

 

 

 

ηνλ πίλαθα 5.5 θαίλνληαη θαη ηα ζθάικαηα ησλ κεζφδσλ Cornish – Fisher 

θαη  Gram – Charlier  ζε ζρέζε κε ηελ Monte – Carlo ζην 90% ησλ ηηκψλ ηεο 

πεξίπησζεο απηήο. 
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Πίλαθαο 5.6: Απφιπηα θαη ζρεηηθά ζθάικαηα κεζφδσλ εμέηαζεο 

 

Monte - Carlo Cornish – Fisher  (ζην 90%) Gram – Charlier (ζην 90%) 

 
Απόλςηο ζθάλμα 

(MW) 

σεηικό ζθάλμα 

(%) 

Απόλςηο ζθάλμα 

(MW) 

σεηικό ζθάλμα 

(%) 

Σάζη V10 0,0001 0,0107 -0,0002 0,0214 

Σάζη V16 0,0002 0,0218 -0,0003 0,0327 

Σάζη V17 0,0002 0,0204 -0,0002 0,0204 

Γωνία d10 0,1 0,1476 0,33 0,487 

Γωνία d16 0,12 0,183 0,32 0,473 

Γωνία d17 0,12 0,1537 0,32 0,409 

Ροή 16 – 17 0,05 0,0553 -0,01 0,011 

Ροή 10 – 17 0,02 0,0112 0,07 0,0392 

Ροή 17 – 16 0,05 0,05 0,11 0,11 

Ροή 17 – 10 0,05 0,026 -0,03 0,015 

 

ηηο κειέηεο εθαξκνγψλ ξνήο θνξηίνπ ν ρξφλνο ππνινγηζκνχ δηαδξακαηίδεη 

ζεκαληηθφ ξφιν, θαζψο κε βάζε ηνλ ρξφλν ραξαθηεξίδνπκε κηα ιχζε σο απνδνηηθή. 

Απηφ γίλεηαη αληηιεπηφ ζηε κειέηε κεγάισλ θαη πνιχπινθσλ δηθηχσλ, φπνπ ε 

δηαδηθαζία ππνινγηζκνχ γίλεηαη αξθεηά ζχλζεηε. ηνπο πίλαθεο 5.7 θαη 5.8 

παξνπζηάδνπκε ζπγθεληξσκέλα απνηειέζκαηα ησλ κέζσλ ρξφλσλ ππνινγηζκνχ γηα 

θάζε εθαξκνγή θαη κέζνδν. 

Πίλαθαο 5.7: Υξφλνη ππνινγηζκνχ γηα εθαξκνγή ρσξίο ρξήζε ΑΠΔ 

 

Δθαξκνγή ρωξίο ρξήζε ΑΠΔ 

Μέζνδνο Υξόλνο (seconds) 

ηαηηζηηθά ζεσξήκαηα 1,42 

Γξακκηθνπνίεζε 10.55 

 
Πίλαθαο 5.8: Υξφλνη ππνινγηζκνχ γηα εθαξκνγή κε ρξήζε ΑΠΔ 

 
Δθαξκνγή κε ρξήζε ΑΠΔ 

 Γάκκα – Γάκκα (1    

ζεκείσλ) 

Γηαθξηηή – Γάκκα 

(1    ζεκείσλ) 

Γηαθξηηή – Γάκκα 

(1  .    ζεκείσλ) 

Γηαθξηηή – Γάκκα 

θαη δπγόο 17 PQ 

(1    ζεκείσλ) 

Μέζνδνο Υξόλνη (seconds) 

Monte – Carlo 372,6139 1.151,42 40.830,56 1.323,9373 

Cornish– Fisher 2,8 3,4 3,2 2,8 

Gram – Charlier 2,1 4,9 8,2 8,1 

Γξακκηθνπνίεζεο 19,1 21,2 26,2 22,1 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 6 

 

ΜΔΛΔΣΖ ΡΟΖ ΦΟΡΣΗΟΤ ΜΔ ΔΗΑΓΧΓΖ ΖΛΔΚΣΡΗΚΧΝ 

ΟΥΖΜΑΣΧΝ 

 

6.1. ΔΗΑΓΧΓΖ

Σα ηειεπηαία ρξφληα ε αλάπηπμε ησλ λέσλ ηερλνινγηψλ θαζψο θαη ε ζηξνθή 

ηεο επηζηήκεο ζε ιχζεηο κε πεξηβαιινληνινγηθή κέξηκλα, νδήγεζαλ ζηελ επηζπκία 

αλάπηπμεο ειεθηξνθίλεησλ κεηαθνξψλ. Ζ είζνδνο ινηπφλ ησλ ειεθηξηθψλ νρεκάησλ 

(EV) ζηελ αγνξά ζέηεη λέα δεηήκαηα ζηα ζπζηήκαηα ελέξγεηαο θαζψο απηά ζα πξέπεη 

λα δηαρεηξηζηνχλ ην λέν απηφ θνξηίν. 

Έσο ηψξα δελ ππάξρεη έλαο θαζνξηζκέλνο ηξφπνο κνληεινπνίεζεο ηνπ 

ζπζηήκαηνο ηξνθνδφηεζεο ειεθηξηθψλ νρεκάησλ, ην νπνίν λα κπνξεί λα 

ελζσκαησζεί ζε κεζφδνπο επίιπζεο ξνή θνξηίνπ. ηελ ελφηεηα απηή ζα γίλεη κηα 

πξνζέγγηζε ζην πξφβιεκα απηφ.    

πγθεθξηκέλα ζα πξνζεγγηζηεί έλα κνληέιν ην νπνίν ζα ζεσξεί ηελ δήηεζε 

ησλ ειεθηξηθψλ νρεκάησλ (EV) ζαλ δπγνχο θνξηίνπ (PQ) έλαο ζπζηήκαηνο, κε 

ζηνραζηηθά ραξαθηεξηζηηθά. Σν κνληέιν πνπ ζα αλαπηπρζεί είλαη βαζηζκέλν ζηελ 

ζεσξία ησλ ζπζηεκάησλ αλακνλήο. Οη ελεξγέο θαη άεξγεο ηζρείο ηνπ κνληέινπ είλαη 

αλαπηπγκέλεο σο ζπλαξηήζεηο ηνπ ρξφλνπ θφξηηζεο, ηνπ ρξφλνπ ζχλδεζεο δειαδή 

ησλ νρεκάησλ ζην δίθηπν. ηελ πεξίπησζε απηή ζα κειεηεζεί έλα ζπγθεθξηκέλν 

κνληέιν ειεθηξηθψλ νρεκάησλ ην νπνίν είλαη ην Tesla Roadster EV. 

 

 

6.2. ΑΝΑΠΣΤΞΖ ΜΟΝΣΔΛΟΤ ΓΗΑ ΜΔΛΔΣΔ ΡΟΖ ΦΟΡΣΗΟΤ [21] 

Δίλαη γλσζηφ φηη ην ηα ζπζηήκαηα άκεζεο ηξνθνδφηεζεο ησλ ειεθηξηθψλ 

απηνθηλήησλ είλαη νη ζπζζσξεπηέο (κπαηαξίεο). Οη ζπζζσξεπηέο απηνί είλαη ρεκηθέο 

κνλάδεο απνζήθεπζεο, θαη ε θφξηηζε / εθθφξηηζε ηνπο είλαη ζπλάξηεζε ηνπ ρξφλνπ.  

ηελ πεξίπησζε καο, θαη ζπγθεθξηκέλα γηα ηα νρήκαηα Tesla Roadster EV, ε 

ζηηγκηαία θαηάζηαζε ηεο κπαηαξίαο κπνξεί λα πξνζεγγηζηεί απφ ηνλ αθφινπζν ηχπν: 

0,

/

max, )1()( max

EV

tat

EVEV PePtP 


    (6.1)
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Όπνπ, ε θαηάζηαζε ηεο κπαηαξίαο ζε ηζρχ ζπκβνιίδεηαη κε 0,EVP  θαη κεηξάηαη ζε 

kW. Ζ κέγηζηε ρσξεηηθφηεηα ζηα νρήκαηα Tesla Roadster EV είλαη kWPEV 189max, 

θαη ν κέγηζηνο ρξφλνο θφξηηζεο είλαη 5,3max t ψξεο. Ζ παξάκεηξνο α ππνινγίδεηαη 

σο α = 6,9077, ππνζέηνληαο φηη κηα πιήξσο απνθνξηηζκέλε κπαηαξία, δειαδή γηα 

kWPEV 00,  έρεη απνξξνθήζεη ην 90% ηεο κέγηζηεο ρσξεηηθφηεηαο ηεο, ζε ρξφλν 

πεξίπνπ min703/max t
 

 Σν ζρήκα 6.1 δείρλεη ηελ πξφνδν θφξηηζεο ηνπ ζπζηήκαηνο κπαηαξηψλ ελφο 

νρήκαηνο Tesla Roadster γηα ηξεηο δηαθνξεηηθέο αξρηθέο θαηαζηάζεηο ηεο κπαηαξίαο, 

kWPEV 00,   , kWPEV 500,  θαη  kWPEV 1000,  . 

 

 

ρήκα 6.1: ηηγκηαία θαηάζηαζε θφξηηζεο νρήκαηνο 

 

Όπσο θαίλεηαη θαη ζην ζρήκα, φηαλ ε αξρηθή θαηάζηαζε ηεο κπαηαξίαο είλαη 

kWPEV 00,   , ηφηε ην ζχζηεκα ρξεηάδεηαη 3,5 ψξεο γηα πιήξε θφξηηζε. Αληίζηνηρα 

γηα kWPEV 500,   θαη  kWPEV 1000,   ε δηάξθεηα πιήξνπο θφξηηζεο είλαη 0,6737 

ψξεο θαη 0,3225 ψξεο. 

Ο ρξφλνο δειαδή γηα λα θνξηηζηεί πιήξσο έλα φρεκα είλαη ζρεηηθφο κε ηελ 

θαηάζηαζε ηζρχνο απηνχ ηελ ρξνληθή ζηηγκή έλαξμεο ηεο θφξηηζεο.  

Απφ ηελ ζρέζε (6.1), αλ έλα φρεκα ρξεηάδεηαη tc ψξεο λα θνξηηζηεί, ηφηε είλαη 

θαλεξφ φηη:  
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max/

max,0,

tat

EVEV
cePP


    (6.2) 

 

Έλα δηαζπλδεδεκέλν ζην δίθηπν φρεκα έρεη ηελ δπλαηφηεηα λα απνξξνθά 

αιιά θαη λα απνδίδεη ηζρχ ζην δίθηπν φηαλ ε πεξίζηαζε ην απαηηεί.   

Αλ ππνηεζεί φηη έλα φρεκα ζπλδεδεκέλν ζε δπγφ απαηηεί td ψξεο γηα λα 

θνξηηζηεί πιήξσο ηφηε ζχκθσλα κε ηελ ζρέζε (6.1) ε δήηεζε ελεξγνχ ηζρχνο γηα ην 

ειεθηξηθφ απηφ φρεκα απφ ην δίθηπν είλαη:  

)1( max/

max,,

tta

EVdemEV
dePP


   (6.3) 

 

 

 Αλ ππνηεζεί φηη έλα ζπλδεδεκέλν ζε δπγφ ειεθηξηθφ φρεκα απαηηεί ts= tmax - td  

ψξεο γηα λα απνθνξηηζηεί πιήξσο, ηφηε ε ελεξγφο έγρπζε ηνπ ζην δίθηπν είλαη: 

max/

max,,

ttata

EVSupplyEV
seePP

        (6.4) 

 

 

Ζ δήηεζε αέξγνπ ηζρχνο αληίζηνηρα θαη γηα ηηο δπν πεξηπηψζεηο δίλεηαη απφ ηνλ 

ηχπν: 

0,0, demEVQ   (6.5) 

 εκεηψλνπκε φηη ζην θεθάιαην απηφ, νπνηαδήπνηε αλαθνξά ζε ειεθηξηθά 

νρήκαηα αλαθέξεηαη ζπγθεθξηκέλα ζηα νρήκαηα Tesla Roadster EV. 

 

6.3. ΜΟΝΣΔΛΟΠΟΗΖΖ ΤΣΖΜΑΣΟ ΕΖΣΖΖ ΗΥΤΟ ΖΛΔΚΣΡΗΚΧΝ 

ΟΥΖΜΑΣΧΝ 

ηε ζπγθεθξηκέλε αλαθνξά, ην κνληέιν ηεο δήηεζεο ηζρχνο ειεθηξηθψλ 

νρεκάησλ  ζε θάζε δπγφ αλαπηχζζεηαη, βαζηδφκελν ζην κνληέιν εμππεξέηεζεο ησλ 

ζπζηεκάησλ αλακνλήο [22].  

ην ζχζηεκα Μ/Μ/nmax , Μ είλαη ε εθζεηηθή θαηαλνκή ησλ εηζεξρφκελσλ 

νρεκάησλ γηα θφξηηζε, κε κέζε ηηκή ρξφλνπ αθίμεσλ 1/ι, κέζε ηηκή ρξφλνπ 

εμππεξέηεζεο 1/κ, θαη κέγηζην αξηζκφ παξάιιεισλ νρεκάησλ γηα θφξηηζε ζε θάζε 

δπγφ nmax  (ην ηειεπηαίν νλνκάδεηαη θαη ρσξεηηθφηεηα θφξηηζεο ην δπγνχ). 

Τπνζέηνληαο φηη δελ ππάξρεη θαζπζηέξεζε θαηά ηελ άθημε ηνπ νρήκαηνο θαη 

κέρξη ηελ έλαξμε ηεο θφξηηζεο ηνπ, ηφηε κπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε φηη νξηαθά ν 



Μελέηη Πιθανοηικήρ Ροήρ Φοπηίος με ηη Μέθοδο Cornish – Fisher ζε ςζηήμαηα 
Ζλεκηπικήρ Δνέπγειαρ με Γιείζδςζη Ζλεκηπικών Αςηοκινήηων  
  

 
Γιαννοςλάηορ Η. Ηωάννηρ  Δ.Μ.Π. 2010 

-96- 
 

ξπζκφο εηζφδνπ ζην δπγφ είλαη ίζνο κε ηνλ ξπζκφ εμφδνπ απφ απηφλ. Γειαδή ν 

ξπζκφο έληαμεο γηα θφξηηζε ελφο νρήκαηνο είλαη ίζνο κε ηνλ ξπζκφ θφξηηζεο ελφο 

νρήκαηνο: ι = κ . Έηζη ν ξπζκφο εμππεξέηεζεο ζε θάζε δπγφ είλαη:  

maxmax

1

nn









.  (6.6) 

Θεσξνχκε φηη ξ(n) είλαη ε πηζαλφηεηα λα βξίζθεηαη έλα n - EV ζχζηεκα ζε 

δηαδηθαζία θφξηηζεο ζε θάζε δπγφ. χκθσλα κε ην ζχζηεκα αλακνλήο Μ/Μ/nmax , ε 

πηζαλφηεηα ξ(n) δίλεηαη απφ ηε ζρέζε (6.6). 

!)
1

1(

1

!

1

!
1

)(

max

max

1

0

max

n
n

i

nnp
n

i 










 (6.7) 

φπνπ n=0,1,2,...,nmax .   

 Γηα λα κπνξέζνπκε λα πξνζεγγίζνπκε ηνλ αξηζκφ νρεκάησλ πνπ θνξηίδνληαη 

ηαπηφρξνλα ζε έλαλ δπγφ, δεκηνπξγνχκε κε ηπραίν δηαθξηηφ ηξφπν έλα αξηζκφ r ν 

νπνίνο κπνξεί λα δερηεί ηηκέο απφ 0 κέρξη 1. Απφ ην ζχλνιν αξηζκψλ [0,1,….nmax], 

ζέηνπκε n ηελ κηθξφηεξε ηηκή ε νπνία ηθαλνπνηεί ηελ ζπλζήθε 

 )(]1,0[ npr  .  (6.8) 

 Ο ρξφλνο πιήξνπο θφξηηζεο, (ή ρξφλνο εμππεξέηεζεο φπσο θαίλεηαη απφ 

ηελ νπηηθή ηεο ζεσξίαο ζπζηεκάησλ αλακνλήο), αθνινπζεί ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή κε 

κέζε ηηκή )(
1

maxn . Ζ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο απηήο ηεο 

θαηαλνκήο δίλεηαη απφ ηελ ζρέζε: 

 
ctn

c entf


 max

max)(


   (6.9) 

 

Γηα ηελ πξνζνκνίσζε ηνπ ρξφλνπ θφξηηζεο tc  θαζελφο νρήκαηνο i ζε θάζε 

δπγφ, ρξεζηκνπνηνχκε πάιη ηπραίεο δηαθξηηέο ηηκέο πνπ αλήθνπλ ζην δηάζηεκα (0,1]. 

Έηζη έρνπκε: 

 

     
                                                                      

 
 

      
    

      

      
                                    

   (6.10) 
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Με βάζε ηελ αλάπηπμε απηή, έλα ζχζηεκα απφ n νρήκαηα Tesla Roadster 

απαηηεί απφ ην δίθηπν ζπλνιηθή ηζρχ ε νπνία δίλεηαη απφ ηελ αθφινπζε ζηνραζηηθή 

θφξκνπια: 

)...( maxmax2max1 /9077,6/9077,6/9077,6

max,,

tttttt

EVdemEV
cncc eeenPP




   

(6.11) 

 

ελψ ε ζπλνιηθή ηνπ ηζρχο (εηζεξρφκελε θαη απνδηδφκελε απφ θαη πξνο δίθηπν) 

κπνξεί λα παξαζηαζεί απφ ηνλ αθφινπζν ηχπν: 
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Αληίζηνηρα, ε ζπλνιηθή ελέξγεηα (εηζεξρφκελε / απνδηδφκελε) δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν: 
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,        (6.13) 

 

φπνπ ns+ nd = n . 

 

 Δλ θαηαθιείδη, γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ ζπκβνιή ελφο ζπζηήκαηνο 

ειεθηξηθψλ νρεκάησλ ζε έλα δίθηπν πξέπεη λα ππνινγίζνπκε ην πιήζνο ησλ 

παξάιιεισλ θνξηίζεσλ n, απφ ηηο ζρέζεηο (6.6) θαη (6.7)., θαζψο θαη ηνπο ρξφλνπο 

πιήξνπο θφξηηζεο tci απφ ηελ ζρέζε (6.9). Ζ ρσξεηηθφηεηα θφξηηζεο nmax θαζψο θαη 

ν κέζνο ξπζκφο θφξηηζεο ζε θάζε δπγφ κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ απφ κεηξήζεηο ζε 

θάζε πξαγκαηηθφ δίθηπν. ην εδάθην απηφ φκσο, κεηαβιεηέο φπσο απηέο ζα ηηο 

ζεσξήζνπκε σο παξακέηξνπο ηηο νπνίεο ζα ζέζνπκε αλάινγα κε ηελ εθαξκνγή. 
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6.4. ΔΦΑΡΜΟΓΖ Δ ΣΡΟΠΟΠΟΗΖΜΔΝΟ ΓΗΚΣΤΟ 14 ΕΤΓΧΝ ΣΟΤ ΗΔΔΔ 

Έλα ζχζηεκα θφξηηζε ειεθηξηθψλ νρεκάησλ, φπσο εμεγήζεθε θαη 

παξαπάλσ, κπνξεί λα ζπλδεζεί ζε έλα δίθηπν. Απηφ γίλεηαη κε κνληεινπνίεζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο απηνχ ψζηε κηα δεδνκέλε θαηαλνκή δήηεζεο ηζρχνο απφ ην δίθηπν λα 

παξνπζηάδεηαη ζαλ θνξηίν ηνπ δηθηχνπ. Σν βαζηθφ εξψηεκα ζε απηή ηελ αλάιπζε 

είλαη θαηά πφζν έλα ζχζηεκα θφξηηζεο κπνξεί λα επεξεάζεη έλα δεδνκέλν δίθηπν. 

ηελ  ελφηεηα απηή ζα κπνξέζνπκε λα δνχκε ηελ ζπκβνιή απηή ζε έλα δίθηπν 

14 δπγψλ. Σν δίθηπν απηφ απνηειεί κηα ηξνπνπνίεζε ηνπ δηθηχνπ 14 δπγψλ ηεο ΗΔΔΔ. 

πγθεθξηκέλα έρνπκε πξνζζέζεη δπν κηθξέο αηνιηθέο παξαγσγέο ζηνπο δπγνχο 7 θαη 

10 θαη έρνπκε ηξνπνπνηήζεηο ηηο δεδνκέλεο παξαγσγέο. Σν δίθηπν απηφ θαίλεηαη ζην 

ζρήκα 6.2. Σα δεδνκέλα ησλ δπγψλ θαη ησλ γξακκψλ θαίλνληαη ζηνπο πίλαθεο 6.1 

θαη 6.2 αληίζηνηρα. 

 

ρήκα 6.2: Σνπνινγία δηθηχνπ 14 δπγψλ   
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Πίλαθαο 6.1: Γεδνκέλα δπγψλ δηθηχνπ κειέηεο  

 

basemva = 100;  accuracy = 10^(-10);  maxiter = 300; 

  
 Bus Bus  Voltage Angle   ---Load----  --------Generator----- 

Injected 
No  code Mag.    Degree  MW     Mvar  MW    Mvar  Qmin  Qmax    Mvar 
 

 1   1    1.06    0.0     0.0    0.0   0.0   0.0   0     0       0          

 2   2    1.045   0.0     21.74  0.0  40.04  0.0   0     0       0           

 3   0    1.01    0.0     94.2   0.0   0.0   0.0   0     0       0          

 4   0    1.00    0.0     47.8   3.9   0.0   0.0   0     0       0           

 5   0    1.00    0.0     7.6    1.6   0.0   0.0   0     0       0          

 6   2    1.07    0.0     11.2   0.0   0.0   0.0   0     0       0           

 7   2    1.00    0.0     0.0    0.0   2.0   0.0   0     0       0           

 8   0    1.09    0.0     1.67   0.0   0.0   0.0   0     0       0           

 9   0    1.00    0.0     29.5   16.6  0.0   0.0   0     0       0           

10   2    1.00    0.0     9.0    5.8   2.0   0.0   0     0       0         

11   0    1.00    0.0     1.68   0.0   0.0   0.0   0     0       0          

12   0    1.00    0.0     6.1    1.6   0.0   0.0   0     0       0          

13   0    1.00    0.0     13.5   5.8   0.0   0.0   0     0       0          

14   0    1.00    0.0     14.9   5.0   0.0   0.0   0     0       0 

 

 

Πίλαθαο 6.2: Γεδνκέλα γξακκψλ δηθηχνπ κειέηεο  

 

%                                 Line code 
%         Bus bus  R        X        1/2 B     = 1 for lines 
%         nl  nr   p.u.     p.u.     p.u.      > 1 or < 1 tr. tap at 

bus nl 
    1   2    0.01938  0.05917  0.02640   1 

          1   5    0.05403  0.22304  0.02640   1 
          2   3    0.04699  0.19797  0.02190   1 
          2   4    0.05811  0.17632  0.01870   1 
          2   5    0.05695  0.17388  0.01700   1 
          3   4    0.06701  0.17103  0.01730   1 
          4   5    0.01335  0.04211  0.00640   1 
          4   7    0.0      0.20912  0.0       0.98 
          4   9    0.0      0.55618  0.0       0.97 
          5   6    0.0      0.25202  0.0       0.93 
          6   11   0.09498  0.19890  0.0       1 
          6   12   0.12291  0.25581  0.0       1 
          6   13   0.06615  0.13027  0.0       1 
          7   8    0.0      0.17615  0.0       1 
          7   9    0.0      0.11001  0.0       1 
          9   10   0.03181  0.08450  0.0       1 
          9   14   0.12711  0.27038  0.0       1 
          10  11   0.08205  0.19207  0.0       1 
          12  13   0.22092  0.19988  0.0       1 
          13  14   0.17093  0.34802  0.0       1 
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Ζ εθαξκνγή ρσξίζηεθε ζε δπν ηκήκαηα. ην πξψην έγηλε ε πξνζνκνίσζε 

ηνπ δηθηχνπ φπσο παξνπζηάδεηαη ζηνπο πίλαθεο 1 θαη 2. ην δεχηεξν ζηάδην γίλεηαη ε 

πξνζνκνίσζε ηνπ δηθηχνπ ζην νπνίν έρνπκε εηζάγεη πιένλ δπν ζπζηήκαηα θφξηηζεο 

ειεθηξηθψλ νρεκάησλ ζηνπο δπγνχο 8 θαη 11. Οη δεδνκέλεο ηηκέο ηνπ δηθηχνπ 

παξακέλνπλ ίδηεο. Ο ρσξηζκφο απηφο γίλεηαη λα κπνξέζνπκε λα κειεηήζνπκε 

πνζνηηθά ηελ ζπκβνιή ησλ ειεθηξηθψλ νρεκάησλ ζην ζχζηεκα καο, εμεηάδνληαο 

ζπγθεθξηκέλεο παξακέηξνπο. 

 

6.4.1. Αλάιπζε πξνζνκνίωζεο 

Ζ πξνζνκνίσζε απηή πξαγκαηνπνηήζεθε ζε πξνγξακκαηηζηηθφ πεξηβάιινλ 

ηεο Matlab. πγθεθξηκέλα γηα ηελ εμαγσγή απνηειεζκάησλ ρξεζηκνπνηήζεθε ε 

αλαιπηηθή κέζνδνο Monte – Carlo γηα 1000 ζεκεία, ε νπνία πξνβιήζεθε επίζεο κε 

ηηο πηζαλνηηθέο κεζφδνπο Cornish – Fisher θαη Gram – Charlier.   

 Οη αηνιηθέο παξαγσγέο θαη ζηηο δπν πεξηπηψζεη κνληεινπνηνχληαη κε 

θαηαλνκή Γάκκα 1000 ζεκείσλ φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 6.3. 

 

 

  

ρήκα 6.3: Καηαλνκή αηνιηθήο παξαγσγήο 

 

Γηα ηελ κνληεινπνίεζε ηεο δήηεζεο ηζρχνο ησλ ειεθηξηθψλ νρεκάησλ 

ρξεζηκνπνηήζεθε ε κειέηε ηεο ελφηεηαο 6.3 γηα ηα νρήκαηα Tesla Roadsters. Έηζη 

θαηά ηελ κειέηε ρξεζηκνπνηήζεθε ν ηχπνο (6.12) γηα ηελ ζπλνιηθή ηζρχ ζην ζχζηεκα 

θφξηηζεο. Μηα πιήξεο θφξηηζε απαηηεί tmax= 3,5 ψξεο ε νπνία παξέρεηαη απφ 

πξνκεζεπηέο ζπλφινπ 70Α θαη 240V. πλεπψο ην φξην κέγηζηεο ηζρχνο ππνηέζεθε 

Pmax=16,8kW. Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ ζπληειεζηή α=10,137525 ππνζέζακε φηη κηα 

πιήξσο απνθνξηηζκέλε κπαηαξία έρεη απνξξνθήζεη ην 97% ηεο κέγηζηεο ηζρχνο ηεο 
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ζην ηξίην θνκκάηη ηνπ ζπλνιηθνχ ρξφλνπ tmax, tmax /3. Γηα ηνπο δπγνχο 8 θαη 11 ην 

ζχλνιν ησλ νρεκάησλ πνπ απνθνξηίδνληαη ζεσξήζεθε 20% θαη 25% αληίζηνηρα, 

ελψ ν κέγηζηνο πξνζδνθψκελνο αξηζκφο ζπλδεδεκέλσλ νρεκάησλ ζηνπο δπγνχο 

απηνχο είλαη 120 θαη 125 αληίζηνηρα. Σέινο ν κέζνο ρξφλνο εμππεξέηεζεο 

ζεσξήζεθε 2,5 ψξεο. [20] 

Σέινο ζηνλ πίλαθα 6.3 θαίλνληαη νη κέζεο ηηκέο θαη νη ηππηθέο απνθιίζεηο ησλ 

θνξηίσλ γηα ηνπο δπγνχο ησλ αηνιηθψλ θαη ησλ ειεθηξηθψλ νρεκάησλ γηα εθαξκνγή 

1000 δεηγκάησλ θαη ζχλδεζε 100 νρεκάησλ. 

Πίλαθαο 6.3: Υαξαθηεξηζηηθά κεγέζε ελεξγνχ ηζρχνο Αηνιηθήο παξαγσγήο θαη θνξηίνπ 
Ζιεθηξηθψλ νρεκάησλ ηνπ ηξνπνπνηεκέλνπ ζπζηήκαηνο 14  Επγψλ γηα 100 νρήκαηα 

 

Σα κεγέζε πνπ παξνπζηάδνπλ έληνλν ελδηαθέξνλ είλαη ε ξνή ηζρχνο απφ ηνλ 

δπγφ ηαιάλησζεο (ξνέο 1 – 2 ,1 – 5) , θαη νη ξνέο 6 – 11, 7 – 8, 9 – 10, νη νπνίεο 

εκπιέθνπλ ηνπ δπγνχο ησλ αηνιηθψλ παξαγσγψλ θαη ηνπο δπγνχο δηαζχλδεζεο 

ειεθηξηθψλ νρεκάησλ. Οη ξνέο απηέο είλαη πνιχ ζεκαληηθέο γηαηί ζπγθξίλνληαο ηεο ζα 

κπνξέζνπκε λα δηαπηζηψζνπκε ηελ επίδξαζε ησλ ειεθηξηθψλ νρεκάησλ ζηελ 

κεηαθνξά ηζρχνο θαη ελέξγεηαο. Δπηπιένλ ελδηαθέξνλ παξνπζηάδνπλ θαη νη 

κεηαβνιέο ζηηο ηάζεηο ησλ δπγψλ 7, 8, 9, 10, 11. 

Σα απνηειέζκαηα απηά θαίλνληαη ζηα δηαγξάκκαηα πνπ αθνινπζνχλ θαη γηα 

ηηο δπν πεξηπηψζεηο. Σα δηαγξάκκαηα γηα ηα αληίζηνηρα κεγέζε παξνπζηάδνληαη ζε 

παξάζεζε γηα θαιχηεξε ζχγθξηζε. 

 

ρήκα 6.4: Ρνή ηζρχνο ζηε γξακκή 1 – 2 

 

Εςγοί Γικηύος Μέζη ηιμή Σςπική απόκλιζη 

Αιολικό Εςγού 7 1,1460 0,8463 

Ζλ. Οσήμαηα Εςγού 8 1,4087 0,1504 

Αιολικό Εςγού 10 1,1006 0,7641 

Ζλ. Οσήμαηα Εςγού 11 1,2948 0,1836 
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ρήκα 6.5: Ρνή ηζρχνο ζηε γξακκή 1 – 5 

 

 

ρήκα 6.6: Ρνή ηζρχνο ζηε γξακκή 6 – 11 

 

 

ρήκα 6.7: Ρνή ηζρχνο ζηε γξακκή 7 – 8 
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ρήκα 6.8: Ρνή ηζρχνο ζηε γξακκή 9 – 10 

 

 

ρήκα 6.9: Σάζε ζηνλ δπγφ 9 

 

 

ρήκα 6.10: Σάζε ζηνλ δπγφ 11 

 

Απφ ηα αλσηέξσ δηαγξάκκαηα είλαη θαλεξφ φηη κεηά ηελ είζνδν ησλ 

ειεθηξηθψλ νρεκάησλ ζην δίθηπν κεηψλεηαη ε έγρπζε ηζρχνο απφ ηελ παξαγσγή ηνπ 

δπγνχ ηαιάλησζεο. Ζ κείσζε απηή είλαη θπζηθά ζρεηηθή κε ην κέγεζνο ηνπ θνξηίνπ 

ησλ νρεκάησλ. Ζ κεγαιχηεξε δηαθνξά φπσο ήηαλ θαη αλακελφκελν παξνπζηάδεηαη 
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ζηηο γξακκέο πνπ ζπλδένληαη ηα ειεθηξηθά νρήκαηα. Οη γξακκέο απηέο είλαη νη 6 -11 

θαη 7 – 8.  Παξαηίζεληαη επίζεο θαη νη ηάζεηο ησλ δπγψλ 9 θαη 11. Ο δπγφο 9 δελ 

παξνπζηάδεη πξαθηηθά θακία αιιαγή. Δλδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ν δπγφο 11, ζηνλ 

νπνίν ππάξρεη ζχλδεζε νρεκάησλ, ε ηάζε ηνπ νπνίνπ απμάλεη. εκεηψλεηαη φηη νη 

ηάζεηο ησλ δπγψλ 7, 8 , 10 παξέκεηλαλ ζηαζεξέο φπσο ε ηάζε 9 θαη γηα απηφ ην ιφγν 

δελ παξνπζηάζηεθαλ. 

6.4.2. πζρέηηζε Αηνιηθήο δηείζδπζεο θαη ειεθηξηθώλ νρεκάηωλ ζε .Ζ.Δ 

Έλα πνιχ ζεκαληηθφ ζέκα ζηελ κειέηε ησλ ειεθηξηθψλ νρεκάησλ είλαη ε 

ζπλεηζθνξά ηνπο ζε έλα δίθηπν. Γειαδή ε ζπζρέηηζε πνπ παξνπζηάδεη ην θνξηίν 

ηνπο κε ηα θνξηία ησλ αηνιηθψλ παξαγσγψλ ηνπ δηθηχνπ. Γειαδή, θαηά ηη πνζνζηφ 

ζε κηα ζεσξνχκελε ρξνληθή δηάξθεηα, φπσο γηα παξάδεηγκα ζηε δηάξθεηα κηαο κέξαο, 

δίλεη ελέξγεηα ην αηνιηθφ πάξθν ζην ζχζηεκα θφξηηζεο θαη αληίζηξνθα. 

Γηα λα κπνξέζνπκε λα θαηαιάβνπκε θαιχηεξα ην ζέκα απηφ, αξρηθά πξέπεη 

λα ζεσξήζνπκε κηα ζρέζε αλάκεζα ζηα δπν απηά θνξηία. 

Ζ δηείζδπζε ηεο αηνιηθήο παξαγσγήο ζην ζχζηεκα θφξηηζεο ησλ ειεθηξηθψλ 

νρεκάησλ κπνξεί λα εθθξαζηεί απφ ηελ παξαθάησ ζρέζε: 

 

peakEV

capacityw

EVw
P

P
p

,

,

, 
   (6.14) 

 

φπνπ Pw,capacity είλαη ε δεδνκέλε γηα ην ζχζηεκα ρσξεηηθφηεηα ηνπ αηνιηθνχ πάξθνπ 

θαη PEV,peak είλαη ην κέγηζην θνξηίν ηεο δήηεζεο / πξνκήζεηαο ησλ ειεθηξηθψλ 

νρεκάησλ. 

 Ζ δηείζδπζε ελέξγεηαο, πνπ εθθξάδεη έλα κέηξν ηεο πνζφηεηαο ηεο αηνιηθήο 

ελέξγεηαο πνπ παξάγεηαη ζε έλα δηάζηεκα, ζπγθξηλφκελν κε ηελ δήηεζε / πξνκήζεηα 

ησλ ζπλδεδεκέλσλ, ζην ζχζηεκα, ειεθηξηθψλ νρεκάησλ δίλεηαη απφ ηελ ζρέζε: 

 

totalEV

w

EVw
E

E
e

,

,

, 
  (6.15) 

 

 Ζ ζπζρέηηζε ησλ κεγεζψλ απηψλ είλαη πνιχ ζεκαληηθή θαη απνηειεί κηα 

έλδεημε γηα ην πψο ην κέγηζην θνξηίν ηνπ αηνιηθνχ πάξθνπ ζρεηίδεηαη κε ην κέγηζην 
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θνξηίν δήηεζεο / πξνκήζεηαο ησλ ειεθηξηθψλ νρεκάησλ. Ζ ζρέζε απηή δίλεηαη ζηνλ 

αθφινπζν ηχπν: 

 

   

 
EVW PP

T

i

EVtotalEVW

EVw
T

PtPwPtP
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1

)()(
1

,

,

  (6.16) 

 

φπνπ  PW(t) θαη PEV,total(t) είλαη ε αηνιηθή παξαγσγή θαη ην θνξηίν δήηεζε / 

πξνκήζεηαο ησλ δηαζπλδεδεκέλσλ νρεκάησλ  αληίζηνηρα ζηελ επαλάιεςε –t,   

wP  θαη EVP , είλαη νη κέζεο ηηκέο ησλ παξαπάλσ κεγεζψλ θαη ζPw , ζPev είλαη νη 

ηππηθέο ηνπο απνθιίζεηο. Σν T δειψλεη ηνλ αξηζκφ ησλ επαλαιήςεσλ (νπζηαζηηθά 

ηελ πεξίνδν γηα ην θάζε ζελάξην). 

Σέινο, πξνζδηνξίδνπκε ηελ ηπραία κεηαβιεηή σ, ε νπνία παξέρεη ηελ 

πηζαλφηεηα ηνπ ζπλδπαζκνχ αηνιηθνχ πάξθνπ – ειεθηξηθψλ νρεκάησλ ζε κηα 

δεδνκέλε πεξίνδν, γηα παξάδεηγκα κηα κέξα, έρνληαο κηα δεδνκέλε ζπζρέηηζε 

EVwc ,
 θαη κηα δεδνκέλε δηείζδπζε

EVwe ,
.  Αλ ππνζέζνπκε φηη νη κεηαβιεηέο 

EVwc ,
 

θαη
EVwe ,

είλαη αλεμάξηεηεο, ε κεηαβιεηή σ δίλεηαη απφ ηελ ζρέζε: 

 

)()()( ,, EVWEVW efcff 
  (6.17) 

 

ηνλ πίλαθα 6.3 φπσο αλαθέξζεθε θαη παξαπάλσ, παξνπζηάδνληαη ε κέζε 

ηηκή θαη ε ηππηθή απφθιηζε ησλ ελεξγψλ ηζρχσλ ησλ δπν αηνιηθψλ κνλάδσλ θαη ηνπ 

θνξηίνπ ησλ δπν ζπζηεκάησλ ειεθηξηθψλ νρεκάησλ γηα ην ηξνπνπνηεκέλν ζχζηεκα 

14 Επγψλ. Ζ κεγάιε ηππηθή απφθιηζε ζηηο κνλάδεο αηνιηθήο παξαγσγήο, δειψλεη 

κεγάιε αβεβαηφηεηα ζηελ δηάζεζε αλέκνπ. Αληίζεηα, δελ ππάξρεη κεγάιε 

αβεβαηφηεηα ζηελ δήηεζε / πξνκήζεηα ελεξγνχ ηζρχνο ησλ ειεθηξηθψλ νρεκάησλ.  

Με βάζε ηελ αλάιπζε πνπ πξνεγήζεθε, θαη ηα δεδνκέλα απφ ηελ 

πξνζνκνίσζε κπνξνχκε λα δνχκε φηη ε αηνιηθή παξαγσγή ζηνλ δπγφ 7 παξέρεη ηζρχ 

ζηα ειεθηξηθά απηνθίλεηα ηνπ δπγνχ 8 ζε πνζνζηφ 32,4%. Απηφ πξνθχπηεη σο ην 

πνζνζηφ ηεο ζεηηθήο έγρπζεο ηζρχνο πξνο ηνλ δπγφ 8. πγθεθξηκέλα ππάξρεη ζεηηθή 

έγρπζε ζε 304 θνξέο απφ έλα πιήζνο 1000 επαλαιήςεσλ (δεηγκάησλ). πλεπψο, ην 

αηνιηθφ πάξθν ησλ 2MW δελ κπνξεί λα θαιχςεη ζε ηζρχ ζε έλα ζχζηεκα 100 

ζπλδεδεκέλσλ νρεκάησλ Tesla Roadster, αθνχ ε δήηεζε ηνπ δπγνχ 8 είλαη 

πεξηζζφηεξεο απφ ηηο κηζέο θνξέο κεγαιχηεξε απφ φηη κπνξεί ν δπγφο 7 λα θαιχςεη.  
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 Ύζηεξα απφ πξνζνκνηψζεηο πξνθχπηεη φηη ππάξρεη έλα ζπγθεθξηκέλν 

πιήζνο νρεκάησλ ηα νπνία δχλαηαη λα ζπλδεζνχλ ζην δίθηπν ψζηε λα ππάξρεη 

θαιχηεξε ζπζρέηηζε. ηε πεξίπησζε πνπ κειεηάκε, γηα ηνλ δπγφ 8, κε ζχλδεζε 15 

νρεκάησλ, ην πνζνζηφ ηεο ζεηηθήο έγρπζεο ελέξγεηαο είλαη 96,5%, είλαη δειαδή έλα 

πιήζνο νρεκάησλ πνπ ελδείθλπηαη γηα ηελ ζχλδεζε. Όζν απμάλεη ην πιήζνο ησλ 

νρεκάησλ ηφζν κεηψλεηαη θαη ην πνζνζηφ.  

ρέζε ησλ δπν απηψλ κεγεζψλ, ηνπ πνζνζηνχ δειαδή ζεηηθήο έγρπζεο θαη 

ηνπ πιήζνπο ησλ απηνθηλήησλ θαίλεηαη αλαιπηηθά ζην ζρήκα 6.12.   

Δλδεηθηηθά παξνπζηάδεηαη ζην αθφινπζν ζρήκα ε θαηαλνκή ηεο ζπζρέηηζεο 

(correlation) γηα ηελ γξακκή 7-8 ηνπ δηθηχνπ 14 δπγψλ.  

 

 

ρήκα 6.11: Καηαλνκή ζπζρέηηζεο γηα δπγφ γηα γξακκή 7 – 8  

 

 

ρήκα 6.12: Πνζνζηφ ζεηηθήο έγρπζεο ηζρχνο πξνο δπγφ κε ειεθηξηθά απηνθίλεηα  
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Σέινο, απφ ηελ πξνζνκνίσζε γηα ηνλ δπγφ 8, πξνέθπςε ε αθφινπζε κνξθή 

ηεο ζπλνιηθήο ηζρχνο ελφο ζπζηήκαηνο ειεθηξηθψλ απηνθηλήησλ γηα 100 

ζπλδεδεκέλα νρήκαηα. Ζ κνξθή απηή θαίλεηαη ζην ζρήκα 6.13. 

 

ρήκα 6.13: Καηαλνκή πλνιηθήο Ηζρχνο πζηήκαηνο Ζι. Ορεκάησλ δπγνχ 8  
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 7 

 

ΔΠΗΛΟΓΟ – ΤΜΠΔΡΑΜΑΣΑ 

 

7.1. ΓΔΝΗΚΖ ΔΠΗΚΟΠΖΖ  

Ζ κειέηε ηεο ξνήο θνξηίνπ ελφο ζπζηήκαηνο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο είλαη έλα 

ζχλζεην πξφβιεκα ησλ ζπζηεκάησλ ειεθηξηθήο ελέξγεηαο. Απηφ γηαηί νη 

πεξηζζφηεξεο παξάκεηξνη ηνπ ζπζηήκαηνο, φπσο νη εγρχζεηο ηζρχνο ζηνπο δπγνχο, 

νη παξάκεηξνη ησλ γξακκψλ αιιά θαη ε ίδηα ε ηνπνινγία ηνπ ζπζηήκαηνο, είλαη 

κεγέζε ηα νπνία ηα ραξαθηεξίδεη αβεβαηφηεηα. Γειαδή έλα ζχζηεκα παξνπζηάδεη 

ζηαηηζηηθφ ραξαθηήξα θαη σο απνηέιεζκα νη παξάκεηξνη ηνπ δελ κπνξνχλ λα 

ραξαθηεξηζηνχλ σο ζηαζεξέο αιιά σο ηπραίεο κεηαβιεηέο. πλεπψο, ην πξφβιεκα 

ηεο ξνήο θνξηίνπ πξέπεη λα κειεηεζεί πηζαλνηηθά, ιακβάλνληαο ηηο παξακέηξνπο ηνπ 

ζπζηήκαηνο σο θαηαλνκέο.  

Πάλσ ζην πξφβιεκα ηεο κνληεινπνίεζεο ησλ θαηαλνκψλ, έρνπλ γίλεη πνιιέο 

κειέηεο θαη έρνπλ πξνηαζεί πνιιέο κέζνδνη. ηελ παξνχζα δηπισκαηηθή πξνηείλεηαη 

ε κέζνδνο Cornish – Fisher.  

Ζ κέζνδνο Cornish – Fisher είλαη κηα πνιχ εχρξεζηε θαη απνδνηηθή κέζνδνο, 

ε νπνία ρξεζηκνπνηψληαο ηπραία δεδνκέλα κπνξεί λα ζρεκαηίζεη ζπλερή θαηαλνκή. 

Ζ ζεκαζία ηεο κεζφδνπ εθηηκάηαη θαιχηεξα ζε πεξίπησζε δηαθξηηψλ θαηαλνκψλ 

φπνπ άιιεο κέζνδνη, φπσο ε ζπλέιημε, παξνπζηάδνπλ πξνβιήκαηα θαη ζε 

πεξίπησζε αγλψζησλ ηπραίσλ θαηαλνκψλ κεγάινπ πιήζνπο ζηνηρείσλ φπνπ νη 

άιιεο κέζνδνη απαηηνχλ πνιχ ρξφλν.  

Γηα λα απνδεηρζεί ε απνηειεζκαηηθφηεηα αιιά θαη ε αθξίβεηα ηεο κεζφδνπ 

έγηλε εθαξκνγή ζε δίθηπν. πγθεθξηκέλα, έγηλε ε κειέηε ηνπ δηθηχνπ ησλ 30 δπγψλ 

ηεο ΗΔΔΔ ην νπνίν ηξνπνπνηήζεθε ψζηε λα πεξηέρεη αηνιηθή παξαγσγή. Γηα ηελ 

κειέηε ησλ ζηνηρείσλ ηνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ε κέζνδνο Monte – Carlo γηα πεξίπησζε 

1.000 θαη 100.000 ζεκείσλ θαη ε κέζνδνο ηεο γξακκηθνπνίεζεο. Σα απνηειέζκαηα 

θαη ησλ δπν κεζφδσλ παξνπζηάζηεθαλ κε ηελ κέζνδν ηεο Gram – Charlier θαη 

Cornish – Fisher. Απφ ηα απνηειέζκαηα ηεο εθαξκνγήο παξαηεξνχκε φηη ε κέζνδνο 

Cornish – Fisher έρεη πνιχ θαιή ζχγθιεζε θαη κε δεδνκέλν ηνλ κηθξφ ρξφλν 

ππνινγηζκνχ πνπ απαηηεί είλαη ζεκαληηθή ε ζπκβνιή ηεο ζηηο κειέηεο. 

ηε ζπλέρεηα ηεο δηπισκαηηθήο παξνπζηάζηεθε έλα ζέκα, λέν ζηα δεδνκέλα 

ησλ ζπζηεκάησλ ελέξγεηαο. Σν ζέκα απηφ είλαη ε ζχλδεζε ζπζηήκαηνο θφξηηζεο 

ειεθηξηθψλ νρεκάησλ ζε έλα ζχζηεκα θαη ε κειέηε ηεο ζπζρέηηζεο ησλ δπν απηψλ 
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ζπζηεκάησλ. Ζ κειέηε απηή έγηλε ζε έλα ηξνπνπνηεκέλν δίθηπν 14 δπγψλ. Ζ 

πξνζνκνίσζε πξαγκαηνπνηήζεθε κε ηε ρξήζε ηεο κεζφδνπ Monte – Carlo γηα 1.000 

ζεκεία, ηα απνηειέζκαηα ηεο νπνίαο παξνπζηάζηεθαλ κε ηελ Cornish – Fisher θαη 

ηελ Gram – Charlier.  

 

7.2. ΑΝΑΛΤΖ ΜΔΘΟΓΧΝ  

ηελ ελφηεηα απηή παξνπζηάδνληαη ζην ζχλνιν ηνπο νη κέζνδνη πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ κε ζθνπφ ηελ εχξεζε θαη αλαθνξά ησλ πιενλεθηεκάησλ θαη 

κεηνλεθηεκάησλ ηνπο.  

 

7.2.1. Μέζνδνο Monte – Carlo 

Ζ κέζνδνο Monte – Carlo απνηειεί ηελ πιήξε πξνζνκνίσζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο. Ζ κέζνδνο απηή επηιχεηαη επαλαιεπηηθά θαη ρξεζηκνπνηεί 

ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο γηα ηα δεδνκέλα ηεο. ε θάζε επίιπζε ηεο κεζφδνπ έρνπκε ηελ 

αθξηβή ηηκή θάζε κεγέζνπο πνπ ζρεηίδεηαη κε ην ζχζηεκα θαζψο επηιχνληαη φιεο νη 

εμηζψζεηο πνπ ην δηέπνπλ. Απηφ απνηειεί θαη ην κεγαιχηεξν πιενλέθηεκα ηεο. 

 Απφ ηελ άιιε πιεπξά, ε αλάγθε επίιπζεο κεγάινπ πιήζνπο εμηζψζεσλ ζηε 

κέζνδν Monte-Carlo ηελ θαζηζηά κε απνδνηηθή θαζψο ν ρξφλνο ππνινγηζκνχ είλαη 

κεγάινο. Σν γεγνλφο απηφ είλαη ζεκαληηθφ φηαλ νη επαλαιήςεηο πνπ απαηηνχληαη 

είλαη πνιιέο. ε απηήλ ηελ πεξίπησζε εθηεινχληαη ιηγφηεξεο επαλαιήςεηο κε 

επηιεθηηθέο ηηκέο γεγνλφο πνπ επεξεάδεη ηελ αθξίβεηα ηνπ απνηειέζκαηνο. Ζ κέζνδνο 

Monte-Carlo, δειαδή, κπνξεί λα δψζεη αμηφπηζηα θαη γξήγνξα απνηειέζκαηα φηαλ 

πξφθεηηαη λα επηιχζεη απιφ ζχζηεκα πνπ απαηηεί  ιίγεο επαλαιήςεηο. ε αληίζεηε 

πεξίπησζε πξνθεηκέλνπ ηα απνηειέζκαηα λα είλαη άκεζα αμηνπνηήζηκα ζα πξέπεη λα 

κεηψζνπκε ηηο επαλαιήςεηο, άξα θαη δεδνκέλα, γεγνλφο πνπ κεηψλεη ηελ αμηνπηζηία 

ηεο κεζφδνπ. 
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7.2.2. Μέζνδνο Γξακκηθνπνίεζεο 

ηε κέζνδν ηεο γξακκηθνπνίεζεο ρξεζηκνπνηείηαη ε ζπλέιημε. Έηζη νη 

θαηαλνκέο ησλ επηζπκεηψλ κεγεζψλ  ππνινγίδνληαη απφ ηηο ππάξρνπζεο θαηαλνκέο 

θαη ηηο ζρέζεηο πνπ πεξηγξάθεθαλ νη θαηαλνκέο απηέο. Με ηε ζπλέιημε ιακβάλνληαη 

ππ φςηλ φια ηα δεδνκέλα πνπ δηαζέηνπκε θαη ηα απνηειέζκαηα πξνθχπηνπλ ζε 

αξθεηά ζχληνκν ρξνληθφ δηάζηεκα, εηδηθά ζε ζρέζε κε ηελ κέζνδν Monte – Carlo. 

Ζ κέζνδνο ηεο γξακκηθνπνίεζεο βαζίδεηαη ζε απινχζηεπζε ησλ εμηζψζεσλ 

πνπ επηιχεη ε Monte-Carlo κέζσ ηνπ αλαπηχγκαηνο Taylor γεγνλφο πνπ απφ κφλν 

ηνπ ζπλεγνξεί ζε κείσζε ηεο αθξίβεηαο ησλ απνηειεζκάησλ θπξίσο ζηα άθξα ησλ 

θαηαλνκψλ αλ ε γξακκηθνπνίεζε γίλεηαη γχξσ απφ ηε κέζε ηηκή. Ζ ζπλέιημε κπνξεί 

λα ππνινγηζηεί κε δχν ηξφπνπο, ην ζπλερή θαη ηνλ δηαθξηηφ. ε απηήλ ηελ εξγαζία 

επηιέρζεθε ε δηαθξηηή κέζνδνο θαζψο ην κέγεζνο ησλ δεδνκέλσλ θαη ε 

πνιππινθφηεηα ησλ εμηζψζεσλ θαηέζηεζαλ αδχλαηνλ λα ρξεζηκνπνηεζεί ν 

αληίζηξνθνο κεηαζρεκαηηζκφο Fourier γηα ηε ζπλερή ζπλέιημε ησλ ζπλαξηήζεσλ ησλ 

δεδνκέλσλ. Ζ δηαθξηηή ζπλέιημε φκσο εηζήγαγε λέα πξνβιήκαηα. Ζ απφθαζε γηα ην 

κέγεζνο ηνπ δηαζηήκαηνο πνπ ρσξίδεη ηηο δηαθξηηέο ηηκέο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηε 

ζπλέιημε παίδεη θαζνξηζηηθφ ξφιν ζηελ αθξίβεηα θαη ηελ ηαρχηεηα πινπνίεζεο ηεο 

κεζφδνπ. 

 

7.2.3. ηαηηζηηθά Θεωξήκαηα 

 Σα ζηαηηζηηθά ζεσξήκαηα πνπ παξαηίζεληαη ζην Παξάξηεκα Γ νπζηαζηηθά 

απνηεινχλ ηελ απινπνίεζε ηεο κεζφδνπ ηεο γξακκηθνπνίεζεο γηα ηηο θαλνληθέο 

θαηαλνκέο. Γελ έρνπλ θακία πξαθηηθή αμία φηαλ νη θαηαλνκέο δελ είλαη θαλνληθέο, 

φπσο ζπκβαίλεη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα, φκσο ε πινπνίεζε ηνπο ζηελ παξνχζα 

δηπισκαηηθή ζπληέιεζε ψζηε λα εμαθξηβψζνπκε ηελ νξζφηεηα ησλ πξνγξακκάησλ 

πνπ πινπνηήζεθαλ θπξίσο γηα ηε γξακκηθνπνίεζε φηαλ ρξεζηκνπνηήζεθαλ θαλνληθέο 

θαηαλνκέο. 

 

7.2.4. Μέζνδνο Cornish – Fisher   

Ζ κέζνδνο Cornish – Fisher είλαη κηα αξηζκεηηθή κέζνδνο ε νπνία κπνξεί λα 

ππνινγίζεη ηε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο (pdf) θαη ηε ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο (cdf) ελφο κεγέζνπο. Σν κέγεζνο απηφ κπνξεί λα είλαη ηπραία θαηαλνκή -

ζπλερήο ή δηαθξηηή- αθφκα θαη κε κηθξφ αξηζκφ ζεκείσλ. Απηφ θαίλεηαη θαη ζηελ 

εθαξκνγή, αθνχ θαη θαηά ηελ ρξήζε δηαθξηηψλ θαηαλνκψλ ε ζχγθιηζε είλαη πνιχ 
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θαιή. Ζ κέζνδνο ρξεζηκνπνηεί ηηο ηδηφηεηεο ησλ αζξνηζκάησλ θαζψο θαη κηα γλσζηή 

θαηαλνκή βάζεο, ζπλήζσο ηελ θαλνληθή θαηαλνκή, ελψ ηαπηφρξνλα απνθεχγεη ηελ 

ρξήζε ζπλειίμεσλ, γεγνλφο πνπ ηελ θαζηζηά εχρξεζηε, γξήγνξε θαη απνδνηηθή. Σν 

γεγνλφο απηφ ηελ θαζηζηά ζαλ κέζνδν πνιχ ζεκαληηθή γηα κειέηεο ξνψλ θνξηίνπ, 

αιιά θαη γεληθφηεξα ζε κειέηεο φπνπ απαηηείηαη ν ζρεδηαζκφο ηπραίσλ θαηαλνκψλ. 

Ζ Cornish – Fisher παξνπζηάδεη κεγαιχηεξε αθξίβεηα ζην κέζν ησλ ηηκψλ θαη 

κηθξφηεξε αθξίβεηα ζηα άθξα. Δπίζεο κπνξεί λα ράζεη ζε αθξίβεηα αλ ζαλ θαηαλνκή 

βάζεο ρξεζηκνπνηεζεί θάπνηα άιιε, απφ ηελ θαλνληθή Ν(0,1) θαηαλνκή.  

 

7.3. ΖΛΔΚΣΡΗΚΑ ΟΥΖΜΑΣΑ 

Ζ ζρεδίαζε θαη παξαγσγή ειεθηξηθψλ νρεκάησλ είλαη έλα πνιχ ζεκαληηθφ 

κέιεκα ησλ απηνθηλεηνβηνκεραληψλ. Σν γεγνλφο απηφ πξνθχπηεη απφ ηελ ζηξνθή 

ησλ λέσλ ηερλνινγηψλ ζε νηθνινγηθέο θαη ζπλάκα απνδνηηθέο ιχζεηο. Σν πξφβιεκα 

πνπ δεκηνπξγείηαη είλαη ν ηξφπνο ιεηηνπξγίαο ηνπ ζπζηήκαηνο θφξηηζεο ησλ 

ειεθηξηθψλ νρεκάησλ θαη ε ζχλδεζε ηνπ ζε ζχζηεκα ειεθηξηθήο ελέξγεηαο.  

Σν δήηεκα απηφ είλαη πνιχ ζεκαληηθφ θαζψο έλα ζχζηεκα θφξηηζεο 

ειεθηξηθψλ νρεκάησλ κπνξεί λα ζπζρεηίδεηαη κε ην ζχζηεκα ελέξγεηαο, κε ζθνπφ 

ηελ θαιχηεξε εμππεξέηεζε ησλ θνξηίσλ ρσξίο αχμεζε ηεο παξαγσγήο απφ 

ζπκβαηηθέο κνλάδεο, εηδηθφηεξα ζε πεξηφδνπο κεγάιεο δήηεζεο.  

ηελ ζπγθεθξηκέλε δηπισκαηηθή έγηλε πξνζνκνίσζε ελφο δηθηχνπ 14 δπγψλ 

κε ηαπηφρξνλε εηζαγσγή αηνιηθήο παξαγσγήο θαη ζπζηήκαηνο θφξηηζεο ειεθηξηθψλ 

νρεκάησλ. Απφ ηελ πξνζνκνίσζε απηή θαη ζπγθεθξηκέλα κειεηψληαο ηελ έγρπζε 

ελεξγνχ ηζρχνο απφ έλαλ δπγφ αηνιηθήο παξαγσγήο πξνο έλα δπγφ κε ζχλδεζε 

ειεθηξηθψλ νρεκάησλ, πξνέθπςε φηη ε ζχλδεζε ησλ ειεθηξηθψλ νρεκάησλ κπνξεί 

λα κεηψζεη ηελ αλάγθε έγρπζεο, αλάινγα θπζηθά ην κέγεζνο ηνπ θνξηίνπ. Δπηπιένλ 

θαη ε ζπλνιηθή έγρπζε ελέξγεηαο ζην ζχζηεκα, απφ ηελ παξαγσγή ηνπ δπγνχ 

ηαιάλησζεο κεηψλεηαη. Απηφ είλαη πνιχ ζεκαληηθφ θαζψο κε ηελ ζχλδεζε, ελφο 

ζπγθεθξηκέλνπ αξηζκνχ νρεκάησλ ζε θάπνηνπο δπγνχο, κπνξεί λα έρνπκε κεγάιε 

κείσζε ζηελ παξαγσγή ρσξίο επίπησζε ζηελ εμππεξέηεζε ησλ θνξηίσλ. Ο αξηζκφο 

νρεκάησλ ζε θάζε δπγφ πξνθχπηεη αλάινγα κε ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ δπγνχ. 
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7.4. ΤΜΠΔΡΑΜΑΣΑ 

Απφ ηελ ζπλνιηθή αλάιπζε πνπ παξαηέζεθε κπνξνχκε λα ζπκπεξάλνπκε φηη 

είλαη δχζθνιν λα πξνηαζεί κηα ζπγθεθξηκέλε κέζνδνο γηα ηελ επίιπζε ηεο 

πηζαλνηηθήο ξνήο θνξηίνπ πνπ λα ηθαλνπνηεί φιεο ηηο πεξηπηψζεηο. Ζ επηινγή απηή 

ζα πξέπεη λα γίλεηαη αλάινγα κε ην εθάζηνηε ζχζηεκα θαη ηηο πξνυπνζέζεηο ηεο 

κειέηεο, δειαδή, ηελ επηζπκεηή αθξίβεηα θαη ηνλ ρξφλν πνπ δηαηίζεηαη. 

Ζ Monte – Carlo είλαη κηα αξηζκεηηθή κέζνδνο πνπ ιεηηνπξγεί θαη δίλεη αθξηβή 

απνηειέζκαηα γηα θάζε δίθηπν. Δηδηθά ζε πάξα πνιχ κεγάια ζπζηήκαηα είλαη ε κφλε 

ιχζε έζησ θαη αλ απαηηείηαη αξθεηφο ρξφλνο. Απηφ δηφηη κε ηε κέζνδν ηεο 

γξακκηθνπνίεζεο νη ζπλειίμεηο πνπ ζα απαηηεζνχλ ίζσο δελ δψζνπλ πνηέ 

απνηέιεζκα. Ζ ρξήζε ηεο Monte – Carlo ζε κηθξά ζπζηήκαηα, κε απιέο ζπλδέζεηο 

θαη ιίγα δεδνκέλα, απνηειεί ηελ ηδαληθή ιχζε, θαζψο παξέρεη αθξηβή απνηειέζκαηα 

ζε κηθξφ ρξφλν. ε πεξίπησζε φκσο κεγάινπ δηθηχνπ θαη κεγάινπ φγθνπ 

δεδνκέλσλ, ζηελ πξνζπάζεηα λα παξαβιεθζεί ην πξφβιεκα ησλ ζπλειίμεσλ, 

πξνηείλεηαη ε κέζνδνο ηεο γξακκηθνπνίεζεο κε εθαξκνγή ησλ Cornish – Fisher θαη 

Cram – Charlier. Ζ γξακκηθνπνίεζε γίλεηαη γχξσ απφ ηε κέζε ηηκή γηα κηα αξρηθή 

εθηίκεζε ησλ δεηνχκελσλ κεγεζψλ θαη πεξαηηέξσ γξακκηθνπνίεζε ζε ζεκεία ησλ 

άθξσλ ησλ θαηαλνκψλ ψζηε λα πξνβιεθζεί κε κεγαιχηεξε αθξίβεηα ε ζπκπεξηθνξά 

ηνπ δηθηχνπ ζηηο αθξαίεο θαηαζηάζεηο.  

Δπηπιένλ, γίλεηαη εκθαλέο φηη ε κέζνδνο Cornish – Fisher παξνπζηάδεη 

θαιχηεξε πξνζέγγηζε ζηηο επηζπκεηέο κεηαβιεηέο απφ ηελ Gram – Charlier αθφκα 

θαη φηαλ ην πιήζνο ησλ ζεκείσλ είλαη κηθξφ. Απηφ θαίλεηαη αθφκα θαιχηεξα ζηα άθξα 

κηαο θαηαλνκήο φπνπ έηζη θαη αιιηψο ε Gram – Charlier πζηεξεί ζε αθξίβεηα. Ζ 

αθξίβεηα ηεο Cornish – Fisher φκσο κπνξεί λα κεησζεί φηαλ ε ππφ εμέηαζε κεηαβιεηή 

παξνπζηάδεη πνιιέο δηαθπκάλζεηο ζηελ κνξθή ηεο.  

 Σέινο, θαηά ηελ πξνζνκνίσζε ηνπ δηθηχνπ κεηά απφ ηελ είζνδν ησλ 

ειεθηξηθψλ απηνθηλήησλ είλαη θαλεξφ φηη ε έγρπζε ηζρχνο πξνο δπγνχο ζχλδεζεο 

νρεκάησλ, θαζψο θαη ε ζπλνιηθή έγρπζε ηζρχνο ζην ζχζηεκα, κεηψλεηαη αλάινγα ην 

θνξηίν θαη ην πιήζνο ησλ νρεκάησλ. Δπηπιένλ, χζηεξα απφ πξνζνκνηψζεηο γίλεηαη 

θαλεξφ φηη γηα θάζε δπγφ φπνπ επηζπκείηαη ηέηνηνπ είδνπο ζχλδεζε, ππνινγίδεηαη έλα 

ζπγθεθξηκέλν πιήζνο νρεκάησλ γηα ην νπνία ε ζπζρέηηζε κε ην δίθηπν έρεη 

ηδαληθφηεξα απνηειέζκαηα.  
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7.5. ΠΡΟΣΔΗΝΟΜΔΜΑ ΘΔΜΑΣΑ ΓΗΑ ΠΔΡΑΗΣΔΡΧ ΔΞΔΣΑΖ 

 Όπσο ήηαλ αλακελφκελν, δελ είλαη δπλαηφλ ζε κηα δηπισκαηηθή λα ιπζνχλ 

φια ηα δεηήκαηα πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ πηζαλνηηθή ξνή θνξηίνπ. ηελ παξνχζα 

δηπισκαηηθή, πξνθεηκέλνπ λα εμαθξηβσζεί ε νξζφηεηα ησλ ρξεζηκνπνηνχκελσλ 

πξνγξακκάησλ έγηλαλ νξηζκέλεο απινπζηεχζεηο, ν νπνίεο ίζσο ζέινπλ πεξηζζφηεξε 

αλάιπζε ζε πξαγκαηηθά ζπζηήκαηα. Παξφια απηά, κε δεδνκέλε πιένλ ηελ νξζφηεηα 

ησλ πξνγξακκάησλ, κπνξεί ην ζέκα απηφ λα αλαπηπρζεί πεξαηηέξσ εηζάγνληαο 

πεξηζζφηεξεο παξακέηξνπο. 

 ηηο πξνζνκνηψζεηο πνπ πξαγκαηνπνηήζεθαλ, νη πεξηζζφηεξεο θαηαλνκέο 

ζεσξήζεθαλ θαλνληθέο, γεγνλφο πνπ δελ αληαπνθξίλεηαη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα. Οη 

παξάκεηξνη γηα θάζε ζχζηεκα πεξηέρνπλ θαηαλνκέο νη νπνίεο εμαξηψληαη απφ ηηο 

ηδηφηεηεο ηνπ ζπζηήκαηνο. Γηα παξάδεηγκα, νη αηνιηθέο παξαγσγέο, φπσο  θαη ζηελ 

παξνχζα εξγαζία, κνληεινπνηνχληαη κε θαηαλνκέο Γάκκα ή Weibull. Αληίζηνηρα, νη 

θαηαλνκέο θνξηίσλ θαη ινηπψλ παξαγσγψλ, θαζνξίδνληαη μερσξηζηά γηα θάζε 

ζχζηεκα. πλεπψο κηα πεξαηηέξσ κειέηε ζα ήηαλ ε πξνζνκνίσζε ζπζηεκάησλ κε 

δηαθνξεηηθέο, αλάινγα ην είδνο ηνπ θνξηίνπ, θαηαλνκέο. 

 Δπηπιένλ, κηα ζεκαληηθή παξάκεηξνο ε νπνία κπνξεί λα ιεθζεί ππ φςηλ, 

είλαη ε εμάξηεζε ησλ κεηαβιεηψλ. Γηα παξάδεηγκα εμάξηεζε ησλ αηνιηθψλ 

παξαγσγψλ κεηαμχ ηνπο. Σν ζέκα απηφ είλαη αξθεηά πνιχπινθν αθνχ ππάξρνπλ 

πνιιά είδε εμάξηεζεο, πνπ ζρεηίδνληαη κε ηε κνξθνινγία ηνπ ζπζηήκαηνο, ηελ 

γεσγξαθηθή ηνπ ζέζε, αιιά ηα είδε ησλ κεηαβιεηψλ.  ηελ εξγαζία απηή νη 

θαηαλνκέο ζεσξήζεθαλ αλεμάξηεηεο, γεγνλφο πνπ είλαη ζπάλην γηα έλα πξαγκαηηθφ 

ζχζηεκα. Γεδνκέλεο ηεο εμάξηεζεο, ε ζπλέιημε ελδερνκέλσο δελ κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί πξνθεηκέλνπ λα ππνινγηζηνχλ νη δεηνχκελεο θαηαλνκέο. Ζ 

πινπνίεζε ηέηνησλ ζπλαξηήζεσλ θαζίζηαηαη δπζθνιφηεξε θαζψο ηα καζεκαηηθά πνπ 

απαηηνχληαη γηα ηελ πεξηγξαθή ησλ εμηζψζεσλ είλαη πνιχπινθα.   

Δπίζεο, φζνλ αθνξά ηηο κεζφδνπο ππνινγηζκνχ, ε γξακκηθνπνίεζε γχξσ 

απφ ηε κέζε ηηκή πνπ πινπνηήζεθε καο παξέρεη αθξηβή απνηειέζκαηα γχξσ απφ 

απηή ηελ ηηκή ησλ θαηαλνκψλ φπνπ παξνπζηάδνληαη θαη νη κεγαιχηεξεο πηζαλφηεηεο 

εκθάληζεο ησλ ηηκψλ. Γηα λα έρνπκε φκσο πιήξε θαη αθξηβή εηθφλα ησλ θαηαλνκψλ, 

θπξίσο ζηα άθξα, απαηηείηαη γξακκηθνπνίεζε γχξσ απφ ελδηάκεζεο ηηκέο  ησλ 

θαηαλνκψλ. Ζ ηειηθή θαηαλνκή ησλ δεηνχκελσλ κεγεζψλ ζα πξνθχςεη απφ φιεο ηηο 

θαηαλνκέο πνπ ζα δεκηνπξγεζνχλ απφ ηηο δηάθνξεο γξακκηθνπνηήζεηο. 

Ζ κέζνδνο Cornish – Fisher, αλαπηχζζεηαη κε θαηαλνκή βάζεο ηελ θαλνληθή 

θαηαλνκή θαη ζπγθεθξηκέλα ηελ Ν(0,1). Μηα ελδηαθέξνπζα αλάπηπμε ζα ήηαλ ε 
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κέζνδνο απηή λα αλαπηπρζεί κε δηαθνξεηηθέο θαηαλνκέο βάζεο, θαη λα εμεηαζηεί ε 

ζχγθιηζε ηεο. 

ηελ δηπισκαηηθή απηή έγηλε κηα πξψηε πξνζέγγηζε ηνπ ζέκαηνο ησλ 

ειεθηξηθψλ νρεκάησλ, ε ζχλδεζε πνπ απηά έρνπλ ζε έλα ζχζηεκα ειεθηξηθήο 

ελάξγεηαο κέζσ ηνπ ζπζηήκαηνο θφξηηζεο ηνπο, θαζψο θαη ε ζπζρέηηζε ηνπο κε ην 

ζχζηεκα παξαγσγήο. Σν ζέκα απηφ είλαη αθφκα ζε πεηξακαηηθφ ζηάδην θαη κηα 

πεξαηηέξσ κειέηε ηνπ ζα ήηαλ πνιχ ρξήζηκε γηα ηελ αλάπηπμε ηεο ζπγθεθξηκέλεο 

ηερλνινγίαο. 

Σέινο, κία επέθηαζε πνπ ζα κπνξνχζε λα γίλεη είλαη λα ζεσξεζεί σο αβέβαηε 

παξάκεηξνο θαη ε ίδηα ε ηνπνινγία ηνπ δηθηχνπ. Γλσξίδνπκε φηη γξακκέο κεηαθνξάο, 

κνλάδεο παξαγσγήο ή θαη άιια επηκέξνπο ζηνηρεία ελφο ζπζηήκαηνο ειεθηξηθήο 

ελέξγεηαο, φπσο γηα παξάδεηγκα κεηαζρεκαηηζηέο, ζπρλά ηίζεληαη εθηφο ιεηηνπξγίαο 

ιφγσ βιαβψλ ή πξνγξακκαηηζκέλσλ δηαθνπψλ γηα ζπληήξεζε, αληηθαηάζηαζε 

θ.ιπ.. πλεπψο, παξάιιεια κε ηα ζηνηρεία πνπ ιακβάλνληαη σο ηπραίεο κεηαβιεηέο 

ζηελ παξνχζα δηπισκαηηθή, ππάξρνπλ θαη κεξηθά αθφκε πνπ ελψ εδψ έρνπλ 

ζεσξεζεί ζηαζεξά ζηελ πξαγκαηηθφηεηα δελ ζπκβαίλεη θάηη ηέηνην. 
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ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ Α

ΚΑΣΑΝΟΜΔ ΠΗΘΑΝΟΣΖΣΑ 

Α.1. ΑΝΑΛΤΖ ΣΤΥΑΗΧΝ ΜΔΣΑΒΛΖΣΧΝ   

Αο ππνζέζνπκε φηη ζε θάζε ζεκείν ελφο δεηγκαηφρσξνπ αληηζηνηρνχκε έλαλ 

αξηζκφ. Έρνπκε έηζη κηα ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζην δεηγκαηνρψξν. Ζ ζπλάξηεζε απηή 

θαιείηαη ηπραία κεηαβιεηή ή ζηνραζηηθή ζπλάξηεζε θαη ζπκβνιίδεηαη ζπλήζσο κε έλα 

θεθάιαην γξάκκα, π.ρ. Υ  ή Y.  

Δάλ κηα ηπραία κεηαβιεηή παίξλεη πεπεξαζκέλν ή άπεηξν αξηζκήζηκν πιήζνο 

ηηκψλ, θαιείηαη απαξηζκεηή ή δηαθξηηή ηπραία κεηαβιεηή, ελψ εάλ παίξλεη άπεηξν κε 

αξηζκήζηκν πιήζνο ηηκψλ, θαιείηαη ζπλερήο ηπραία κεηαβιεηή. 

Έζησ κία ηπραία κεηαβιεηή Υ, πνπ παίξλεη ηηκέο ζην δηάζηεκα  (xmin, xmax) θαη 

κία ζπλάξηεζε fX(x) πνπ νξίδεηαη ζην δηάζηεκα (xmin, xmax) πνπ παίξλεη πξαγκαηηθέο 

ηνκέο. Σφηε ε fX(x) είλαη ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηεο ηπραίαο 

κεηαβιεηήο Υ, αλ ηζρχνπλ : 

 

Α)    ( ) 0f xx       x    (x , x )maxmin                  (Α.1) 

                                                          

Β)    

x
2

P(x x x ) = f (x)dxx1 2 x
1

                    (Α.2) 

γηα νπνηνδήπνηε δηάζηεκα (x , x )
1 2   (x , x )maxmin  

 

Απφ ηνλ πξνεγνχκελν νξηζκφ πξνθχπηεη φηη : 

 

max

min

x

x

x

f (x)dx = 1                  (Α.3) 

ηηο πεξηπηψζεηο πνπ ε ηπραία κεηαβιεηή Υ είλαη δηαθξηηή ην πξνεγνχκελν 

νινθιήξσλα κεηαηξέπεηαη ζε άζξνηζκα. 

  ε κία ηπραία κεηαβιεηή Υ κε ππθλφηεηα πηζαλφηεηαο fx αληηζηνηρεί ε 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο Fx  γηα ηελ νπνία ηζρχεη  : 
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'
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)'(

)()( x
xx

x

dxxf

xf

xXPxF     (Α.4) 

 

Ζ ζπλάξηεζε απηή είλαη αχμνπζα, παίξλεη πξαγκαηηθέο ηηκέο θαη ζχκθσλα κε 

ηνλ πξνεγνχκελν νξηζκφ ζα ηζρχεη : 

  

 

 

Έζησ δχν αλεμάξηεηεο ηπραίεο κεηαβιεηέο Υ θαη Y κε δεδνκέλεο ζπλαξηήζεηο 

ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο fx(x) θαη fy(y) αληίζηνηρα. Μία θαηλνχξηα κεηαβιεηή Z δίλεηαη 

απφ ηε ζρέζε : 

 

Z = αΥ + βY                 (Α.8) 

 

φπνπ α θαη β θαηάιιειεο ζηαζεξέο.  

θνπφο είλαη ε εχξεζε ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηεο 

θαηλνχξηαο ηπραίαο κεηαβιεηήο Ε. Γηα ηελ πηζαλνηηθή θαηαλνκή ηεο ηπραίαο 

κεηαβιεηήο Ε ηζρχεη : 

 





zYaX

yxz dxdyYfaxfzYaXPzZPzF


 )()()()()(           (Α.9) 

 

Αθνχ νη ηπραίεο κεηαβιεηέο Υ θαη Y είλαη αλεμάξηεηεο, απφ ηελ εμίζσζε (Α.9) 

πξνθχπηεη : 

 

 










yz

xyz dxdyaxfyfzF



 )()()(                  (Α.10) 

 

χκθσλα κε ηελ εμίζσζε (Α.4) ηζρχεη : 

αν x είναι διακριτι 

 

αν x είναι ςυνεχισ 

)()(

1)(

0)(

xF
dx

d
xf

F

F

xx

x

x





 (Α.5) 

 

(Α.6) 

 

(Α.7) 
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yz

xxx yzFaxFdxaxf



 )()()(                  (Α.11) 

 

Αληηθαζηζηψληαο, ε (Α 10)  κεηαηξέπεηαη ζηελ : 

 






 dyyzFyfzF xyz )()()(                   (Α.12) 

 

Καη βάζεη ηεο (Α.7) : 

)(
)(

)( axF
axd

d
axf x                  (Α.13) 
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 Ζ εμίζσζε (Α.14) είλαη γλσζηή σο ε καζεκαηηθή ζπλέιημε ησλ ηπραίσλ 

κεηαβιεηψλ αΥ θαη βY 

 

)(*)()( yfaxfzf yxz                   (Α.15) 

 

 

θαη δίλεη ηε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηνπ γξακκηθνχ ζπλδπαζκνχ ηπραίσλ 

κεηαβιεηψλ αλεμάξηεησλ, κεηαμχ ηνπο, κε γλσζηέο ηηο ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηάο ηνπο. 

 

Με απιή επέθηαζε γηα  

 

(Α.14)         
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i

iixaZ
1

                 (Α.16) 

 

 

ηζρχεη : 

 

)(*...*)(*...*)(*)()( 222111 rrriiiz xafxafxafxafzf                   (Α.17) 

 

Α.2. ΚΑΣΑΝΟΜΔ ΠΗΘΑΝΟΣΖΣΑ ΣΧΝ ΓΔΓΟΜΔΝΧΝ ΡΟΖ ΦΟΡΣΗΟΤ 

 Σα δεδνκέλα ζε έλα πξφβιεκα πηζαλνηηθήο ξνήο θνξηίνπ είλαη νη 

ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηνπ θνξηίνπ ή ηεο παξαγσγήο ζε έλα δπγφ PQ  

ή  PV. Οη ζπλαξηήζεηο απηέο αθνινπζνχλ ηε ζηαηηζηηθή θχζε ησλ κεγεζψλ πνπ 

πξνζδηνξίδνπλ. Οη πην ζπλεζηζκέλεο θαηαλνκέο πηζαλφηεηαο ζηελ πεξηγξαθή ησλ 

δεδνκέλσλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ ελφο πξνγξάκκαηνο ππνινγηζκνχ ξνήο θνξηίνπ 

είλαη νη αθφινπζεο : 

       

Α)  Γησλπκηθή  Καηαλνκή  

 

  ε έλα δπγφ παξαγσγήο ππάξρεη ζπλήζσο κία νκάδα απφ αλεμάξηεηεο 

γελλήηξηεο. Κάζε γελλήηξηα έρεη δχν πηζαλέο θαηαζηάζεηο : ιεηηνπξγία ή κε 

ιεηηνπξγία. Ζ ζπλνιηθή παξαγσγή ηζρχνο ζην δπγφ εμαξηάηαη απφ ηνλ αξηζκφ ησλ 

γελλεηξηψλ πνπ βξίζθνληαη ζε ιεηηνπξγία. Αλ q είλαη ε πηζαλφηεηα κε ιεηηνπξγίαο ηεο 

γελλήηξηαο ( Ρπζκφο Με Πξνγξακκαηηζκέλσλ Γηαθνπψλ Ρ.Μ.Π.Γ), ηφηε γηα κία 

νκάδα n γελλεηξηψλ, ε ηπραία κεηαβιεηή Υ ηνπ αξηζκνχ ησλ γελλεηξηψλ πνπ 

ιεηηνπξγνχλ αθνινπζεί ηε δησλπκηθή θαηαλνκή ή θαηαλνκή Bernulli  B(n,p) κε 

παξακέηξνπο  n θαη p (φπνπ p = 1-q, ε πηζαλφηεηα ιεηηνπξγίαο ηεο γελλήηξηαο). Ο 

ζπληειεζηήο q ζεσξείηαη ίδηνο γηα φιε ηελ νκάδα ησλ φκνησλ αλεμάξηεησλ 

γελλεηξηψλ.  

 

  

 XP[ X  x ]  f (x)  x n x
n

p q
x

 
    

 
    ,   x = 0,1,2,….,n                 (Α.18) 

 φπνπ       p = 1 - q        θαη          
)!(!

!

xnx

n

x

n
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θαη είλαη δηαθξηηή ζπλάξηεζε. 

Ζ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο πηζαλφηεηαο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε : 

 
















n

x

nxqp
x

n
kF

0

1)(                  (Α.19) 

 

 

 

 

ρήκα Α 2.1.: Γησλπκηθέο θαηαλνκέο data 1(κε n = 100 θαη p = 0.5)  

θαη data 2 (κε n = 100 θαη p = 0.4) 

 

Αλ ν άμνλαο ησλ x ησλ πξνεγνχκελσλ ζπλαξηήζεσλ πνιιαπιαζηαζηεί κε 

ηελ παξαγσγή S ηεο θάζε κηαο γελλήηξηαο απφ ηελ νκάδα ησλ φκνησλ αλεμάξηεησλ 

γελλεηξηψλ, ηφηε νη ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ή θαηαλνκήο ηεο 

πηζαλφηεηαο γηα ηελ παξαγσγή ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ δπγνχ εθθξάδνληαη ζε κνλάδεο 

ηζρχνο. 

 

Β)  Καλνληθή Καηαλνκή 
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Ζ πξφβιεςε γεληθά ηεο πηζαλήο ηηκήο κηαο κεηξνχκελεο πνζφηεηαο φπσο 

είλαη ην θνξηίν ζε έλα δπγφ PQ θαζνξίδεηαη αξθεηά ηθαλνπνηεηηθά απφ ηελ θαλνληθή 

θαηαλνκή ηδίσο αλ πξφθεηηαη γηα θνξηίν νηθηαθήο θαηαλάισζεο. Οη παξάκεηξνη ηεο 

θαηαλνκήο Ν ( κ, ζ2 ) είλαη ε κέζε ηηκή κ, θαη ε ηππηθή απφθιηζε ζ πνπ 

αληηπξνζσπεχεη ηα ζθάικαηα πξφβιεςεο. Θα πξέπεη λα ζεκεησζεί φηη φζν πην 

κεγάιε είλαη ε ηππηθή απφθιηζε ηφζν ε παξάζηαζε ηνπ θνξηίνπ κε ηελ θαλνληθή απηή 

θαηαλνκή απέρεη απφ ηελ πξαγκαηηθφηεηα. ε απηή ηελ πεξίπησζε ζα πξέπεη λα 

αλαδεηεζνχλ θαηαλνκέο άιιεο κνξθήο. 

Ζ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο κηαο ηπραίαο κεηαβιεηήο x πνπ 

αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή δίλεηαη απφ ηε ζρέζε : 

 

2

2

2

)(

2

1
)( 










x

x exf      x,  κ  R , ζ>0                 (Α.20) 

 

Ζ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο πηζαλφηεηαο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε :  

 









x x

x dxexF
2

2

2

)(

2

1
)( 




                 (Α.21) 

 

ρήκα Α 2.2.: Καλνληθέο θαηαλνκέο data 1(κε κ = 0 θαη ζ = 1)  

θαη data 2 (κε κ = 0 θαη ζ = 2) 
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ρήκα Α 2.3.: Καλνληθέο θαηαλνκέο data 1(κε κ = 0 θαη ζ = 1) 

θαη data 2 (κε κ = 3 θαη ζ = 1) 

 

Γ) Γηαθξηηή  θαηαλνκή 

 

Ζ θαηαλνκή απηή ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ παξάζηαζε θνξηίσλ θαη 

παξαγσγήο πνπ δελ κπνξνχλ λα απνδνζνχλ κε ηε κνξθή ηεο δησλπκηθήο ή ηεο 

θαλνληθήο θαηαλνκήο (αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη νη πην ζπλεζηζκέλεο θαηαλνκέο 

πηζαλφηεηαο ζηελ πεξηγξαθή ησλ δεδνκέλσλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ ελφο 

πξνγξάκκαηνο ππνινγηζκνχ ξνήο θνξηίνπ είλαη ε δησλπκηθή, ε θαλνληθή, ε δηαθξηηή 

θαη ε θαηαλνκή Weibull ). Απηφ νθείιεηαη είηε ζην φηη έρνπλ κεγάιε ηππηθή απφθιηζε 

θαη αλψκαιεο πεξηνρέο, είηε ζην φηη νη γελλήηξηεο ζε έλα δπγφ είλαη αλφκνηεο. 

Δθαξκφδεηαη ζπλήζσο ζε πεξηπηψζεηο βηνκεραληθψλ θνξηίσλ. Γεληθά, θάζε άιιε 

θαηαλνκή πηζαλφηεηαο , νπνηαδήπνηε θαη αλ είλαη ε κνξθή ηεο , κπνξεί λα 

παξαζηαζεί σο δηαθξηηή. Ζ πξνζέγγηζε είλαη ηφζν θαιχηεξε φζν πεξηζζφηεξα  είλαη 

ηα ζεκεία πνπ ζπληζηνχλ ηε δηαθξηηή θαηαλνκή.    

Ζ ρξήζε δηαθξηηψλ θαηαλνκψλ παξέρεη ηε δπλαηφηεηα λα κε γίλεη νπζηαζηηθά 

θακία παξαδνρή γηα ην είδνο θαη ηε κνξθή ησλ ζπλαξηήζεσλ ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ. 

ηηο επφκελεο ζρέζεηο δίλνληαη ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηεο 

δηαθξηηήο θαηαλνκήο θαη ζην ζρήκα ε ηππηθή κνξθή ηεο θαηαλνκήο απηήο. 
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φπνπ    δ(ε)  =  




0

1
                                               (Α.24) 

 

            λ   = αξηζκφο ησλ δηαθεθξηκέλσλ ηηκψλ  

           Wi = ε ζέζε θάπνηαο δηαθεθξηκέλεο ηηκήο 

θαη      pi  =  ε αληίζηνηρε πηζαλφηεηά ηεο  

 

Όηαλ ηα θνξηία ή ε παξαγσγή είλαη γλσζηά αθξηβψο, νξίδνληαη κφλν απφ κηα 

ζηαζεξή ηηκή, θαη κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζηελ πεξίπησζε απηή είηε ε δηαθξηηή 

θαηαλνκή κε κία κφλν ηηκή έρνληαο πηζαλφηεηα κνλάδα, είηε ε θαλνληθή θαηαλνκή κε 

κέζε ηηκή κ θαη ηππηθή απφθιηζε ζ = 0. 

 

Γ)  Καηαλνκή Weibull 

 

Ζ θαηαλνκή απηή πεξηγξάθεη ηθαλνπνηεηηθά ηε δηάξθεηα δσήο νξηζκέλσλ 

γεγνλφησλ. ηα .Ζ.Δ ε θαηαλνκή Weibull ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ παξάζηαζε 

αλαλεψζηκσλ πεγψλ ελέξγεηαο. 

Ζ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηεο θαηαλνκήο απηήο ραξαθηεξίδεηαη 

απφ δχν παξακέηξνπο k θαη c θαη δίλεηαη απφ ηε ζρέζε : 

 

1

( )

0

kk
x

c

x

k x
e

c c

f x


 

 
 


    
  


 





                                                             (Α.25)  

 

 

Γηα k = 1 ε θαηαλνκή Weibull εθθπιίδεηαη ζηελ αξλεηηθή εθζεηηθή θαηαλνκή 

πνπ απνηειεί εηδηθή πεξίπησζή ηεο . 

(Α.22) 

 

(Α.23) 

για  ε  =  0 

  για  ε   0 

,  x > 0 

 

   

                    k, c > 0 

 

,  x   0 
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ην παξαθάησ ζρήκα δίλεηαη ε κνξθή ηεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηεο 

θαηαλνκήο Weibull. 

 

 

ρήκα Α 2.4.:  Καηαλνκέο Weibull data 1(κε k = 1) 

θαη data 2 (κε k = 2) 

 

εκεηψλνπκε εδψ φηη ε θαηαλνκή απηή εθαξκφδεηαη ζε αλάιπζε ζπζηήκαηνο 

πνπ δηαζέηεη παξαγσγή αλεκνγελλεηξηψλ. 

 

Α.3. ΚΑΣΑΝΟΜΔ ΠΗΘΑΝΟΣΖΣΑ ΣΧΝ ΑΓΝΧΣΧΝ ΜΔΓΔΘΧΝ 

Οη θαηαλνκέο πηζαλφηεηαο πνπ αλαθέξζεθαλ ζηελ πξνεγνχκελε παξάγξαθν 

δελ είλαη αλεμάξηεηεο κεηαμχ ηνπο, αιιά ζρεηίδνληαη θαηά θάπνην ηξφπν νξηαθά. Ζ 

βαζηθή απηή πξφηαζε δηαηππψλεηαη θαη απνδεηθλχεηαη απφ ην θεληξηθφ νξηαθφ 

ζεψξεκα  .  

Έζησ κία ηπραία κεηαβιεηή Υ πνπ αθνινπζεί δησλπκηθή θαηαλνκή κε  

 

xnx

n qp
x

n
xf 









)(                     x  = 0, 1, 2, …….. , n                   (Α.26) 

                                                   γηα    n = 1, 2, …    
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Αλ ζεσξεζεί ε θαλνληθή θαηαλνκή κε παξακέηξνπο np θαη npq ηφηε : 

 

npq

npx

n e
npq

xf 2

)(

'

2

2

1
)(







      , x  R                 (Α.27) 

 

 

θαη ηζρχεη : 

 









 xnx

n qp
x

n
xf )( )(

2

1 '2

)( 2

xfe
npq

n

npq

npx







                 (Α.28) 

 

 

Γηα αξθεηά κεγάιεο ηηκέο ηνπ n , ε δησλπκηθή ππθλφηεηα πηζαλφηεηαο fn ( x ) 

θαη ε θαλνληθή θαηαλνκή )(' xfn  ζπγθιίλνπλ ζηηο ίδηεο ηηκέο γηα φια ηα  x   R . 

 

1
)(

)(
'

 
n

n

n

xf

xf
                 (Α.29) 

 

 

Ζ θαλνληθή θαηαλνκή κε απηή ηελ έλλνηα απνηειεί ην φξην πνιιψλ άιισλ 

θαηαλνκψλ γηα κεγάιν αξηζκφ παξαηεξήζεσλ κηαο ηπραίαο κεηαβιεηήο, 

 

Έζησ νη αλεμάξηεηεο ηπραίεο κεηαβιεηέο X1 , Υ2 , …… ,  Υn  πνπ έρνπλ ηελ 

ίδηα θαηαλνκή πηζαλφηεηαο θαη πεπεξαζκέλε κέζε ηηκή θαη ηππηθή απφθιηζε. Σφηε 

γηα ηε κεηαβιεηή   

  

Wn =  X1  +  Υ2  +  …  +  Υn                 (Α.30) 

ηζρχεη 

 

)(xx
W

P
n

n

nn  















   , xR                 (Α.31) 
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φπνπ  κn  ε κέζε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο Wn 

              ζn  ε ηππηθή απφθιηζε ηεο κεηαβιεηήο Wn 

 

 

θαη     

 



x

x

dxex 2

2

2

1
)(


    ,  xR                 (Α.32) 

 

ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο πηζαλφηεηαο πνπ αληηζηνηρεί ζηελ θαηαλνκή Ν(0,1) . 

 

Με βάζε ην Κεληξηθφ Οξηαθφ Θεψξεκα έρεη δηαηππσζεί ε άπνςε φηη φιεο νη 

ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ησλ αγλψζησλ κεγεζψλ ζε κία πηζαλνηηθή 

αλάιπζε ξνψλ θνξηίνπ αθνινπζνχλ θαλνληθή θαηαλνκή. 

Έηζη, ηα ζηνηρεία ηνπ δηαλχζκαηνο θαηάζηαζεο Υ, πνπ αληηπξνζσπεχνπλ 

γσλίεο θαη ηάζεηο ζεσξείηαη φηη δίλνληαη απφ ηε ζρέζε : 

 

Υ = Υν + 3 ζΥ                 (Α.33) 

 

Σν ίδην θαη ε πξαγκαηηθή θαη άεξγνο ξνή ηζρχνο κηαο γξακκήο ή ε άεξγνο έγρπζε ζε 

έλα δπγφ παξαγσγήο, κεγέζε πνπ ππνινγίδνληαη απφ ην δηάλπζκα θαηάζηαζεο κέζσ 

ησλ γξακκηθνπνηεκέλσλ εμηζψζεσλ ξνήο θνξηίνπ. 

 

Z = K X                 (Α.34) 

 

 

Z = Zν + 3 ζZ                 (Α.35) 

 

 

Ζ κέζε ηηκή Υν  θαη  Zν  ππνινγίδεηαη  απφ ηελ επίιπζε κηαο ληεηεξκηληζηηθήο ξνήο 

θνξηίνπ, ελψ νη ηηκέο ησλ    ζΥ  θαη  ζZ   απνηεινχλ ηα δηαγψληα ζηνηρεία ησλ πηλάθσλ 

ζπκκεηαβιεηφηεηαο Cov(X) θαη  Cov(Z)   αληίζηνηρα,  πνπ νξίδνληαη σο εμήο : 

11 )()(  JVJxCov T                  (Α.36) 

TT KJVJKzCov 11 )()(                   (Α.37) 

φπνπ  J     ε  ηαθσβηαλή κήηξα ππνινγηζκέλε ζην ζεκείν Υν    θαη 
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          V  έλαο δηαγψληνο πίλαθαο πνπ αληηπξνζσπεχεη ηηο ηππηθέο απνθιίζεηο ησλ   

δεδνκέλσλ. 

 

Ζ παξαδνρή φκσο φηη νη θαηαλνκέο πηζαλφηεηαο ησλ αγλψζησλ κεγεζψλ 

είλαη θαλνληθέο, δελ επζηαζεί γηα ηνπο εμήο ιφγνπο : 

 

α)  Ζ εθαξκνγή ηνπ Κεληξηθνχ Οξηαθνχ Θεσξήκαηνο  ζηελ πεξίπησζε ηεο 

δησλπκηθήο θαηαλνκήο δίλεη ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα φηαλ npq   20  θαη αθφκε 

θαιχηεξα φηαλ p   0.5 . Ζ παξαγσγή ζε έλα δπγφ PV φκσο αθνινπζεί ζπρλά ηε 

δησλπκηθή θαηαλνκή ηεο νπνίαο νη ζηαζεξέο δελ ηθαλνπνηνχλ ηηο πξνεγνχκελεο 

πξνυπνζέζεηο. πλήζσο ηζρχεη : 

 

i)           104  n         θαη  

 

ii)          18.0  p  

 

β)  Ζ ζπλέιημε δηαθξηηψλ ή άιιεο κνξθήο θαηαλνκψλ  (Weibull), δελ νδεγεί ζε 

θαλνληθή θαηαλνκή, ηδίσο ζε έλα κηθξφ ζχζηεκα κε ιίγνπο δπγνχο γηαηί δελ 

ηθαλνπνηνχληαη νη δχν πξνυπνζέζεηο ηνπ Κεληξηθνχ Οξηαθνχ Θεσξήκαηνο φηη : 

 

i)  νη αλεμάξηεηεο ηπραίεο κεηαβιεηέο   X1 , Υ2 , …… ,  Υn   έρνπλ ηελ ίδηα θαηαλνκή 

πηζαλφηεηαο θαη 

 

ii)  n  

 

γ)  Ζ ζπκκεηνρή θάζε θαηαλνκήο ζηελ ηειηθή ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 

δελ είλαη ίδηα ιφγσ ησλ ζπληειεζηψλ επαηζζεζίαο. 

 

Έηζη, κπνξεί λα έρεη κεγαιχηεξε βαξχηεηα ζηε ζπλέιημε κία κε θαλνληθή 

θαηαλνκή, νπφηε ε ηειηθή ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο δηακνξθψλεηαη απφ 

απηή ηελ θαηαλνκή. 

Γηα ηνπο ιφγνπο απηνχο, ε ππφζεζε ηεο θαλνληθήο θαηαλνκήο ησλ 

ππνινγηδνκέλσλ κεγεζψλ κπνξεί λα νδεγήζεη ζε εζθαικέλα ζπκπεξάζκαηα θαη γη‘ 

απηφ δελ αξθεί ν ππνινγηζκφο κφλν ηεο κέζεο ηηκήο θαη ηεο ηππηθήο απφθιηζεο ελφο 

αγλψζηνπ κεγέζνπο, αιιά απαηηείηαη θαη ν ππνινγηζκφο ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο 
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πηζαλφηεηάο ηνπ. Ζ πηζαλνηηθή αλάιπζε ηεο ξνήο θνξηίνπ ζε πξαγκαηηθά ζπζηήκαηα 

απνδεηθλχεη φηη δελ κπνξεί λα γίλεη εθ ησλ πξνηέξσλ θακία ππφζεζε γηα ηε κνξθή 

ησλ εμαγνκέλσλ ζπλαξηήζεσλ.  

 

Α.4 ΚΑΣΑΝΟΜΔ 

A.4.1.  Γηαθξηηέο θαηαλνκέο πηζαλόηεηαο  

Έζησ Υ κία δηαθξηηή ηπραία κεηαβιεηή θαη αο ππνζέζνπκε φηη νη ηηκέο πνπ 

κπνξεί λα πάξεη είλαη  x1,x2,x3,…. Γηαηεηαγκέλεο ζε αχμνπζα ζεηξά. Αο ππνζέζνπκε 

φηη νη πηζαλφηεηεο λα πάξεη ε κεηαβιεηή ηηο ηηκέο είλαη 

                                    

P (X = x k) = f (x k)  ,   k = 1,2,…                 (Α.38) 

 

 

Οξίδνπκε κία ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ή θαηαλνκή πηζαλφηεηαο 

 

P (X = x) = f (x)                 (Α.39) 

 

ηέηνηα ψζηε γηα x = x k  ε (Α.39) λα δίλεη ηελ (Α.38), ελψ γηα άιιεο ηηκέο ηνπ x λα είλαη f 

(x) = 0. 

 

Γεληθά ε f (x) είλαη κία ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο, εάλ 

 

1. f (x)   0 

 

2. 1)( 
x

xf  

 

φπνπ ην άζξνηζκα λνείηαη σο πξνο φιεο ηηο δπλαηέο ηηκέο ηνπ x . 

 

Ζ αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ή απιά ζπλάξηεζε θαηαλνκήο γηα κία ηπραία 

κεηαβιεηή X νξίδεηαη κε ηε ζρέζε : 

 

)()( xFxXP                   (Α.40) 
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φπνπ x είλαη έλαο νπνηνζδήπνηε πξαγκαηηθφο αξηζκφο, δει. -∞ < x < +∞  

 

Οξηζκέλεο απφ ηηο  ζεκαληηθφηεξεο δηαθξηηέο θαηαλνκέο πηζαλφηεηαο 

παξνπζηάδνληαη παξαθάησ: 

 

1. Γεσκεηξηθή  θαηαλνκή 

 

P[ X = x ] = fx(x) = ζ(1 – ζ) x - 1    ,    x = 1,2,3,…..                 (Α.41) 
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e
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2. Πνιπσλπκηθή  θαηαλνκή  (Multinomial) : 

 

Έρνπκε  n  ηπραίεο  κεηαβιεηέο  Υ1 , Υ2 , ….. ,  Υn 

 

P[ X1= x1 , X2 = x2 , … , Xn = xn ] = f(x1,x2,…,xn) = 
 



n

i

x

n

i

ix

N

1

1

!

!



                              (Α.42) 

φπνπ  xi  είλαη  ζεηηθνί  αθέξαηνη  ζi > 0 , i = 1,2, …. , n 

 




n

i

i

1

 = 1 ,         Nx
n

i

i 
1

 

 

E [Xi] = Nζi 

 

ζi
2 = Νζi (1 – ζi) 
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ζij
2  = -Nζiζj 

 

1 2jω jω jωn N

1 2 n 1 2 nΦ(ω , ω ,…., ω )  =  (θ e +θ e +......+θ e )  

 

3. Καηαλνκή  Poisson : 

 

P[ X = x ] = fx(x) =  
!x

e x
 ,        ι > 0 ,  x = 0,1,….                 (Α.43) 

 

E [X] = ι 

 

ζ2 = ι 

 

Φ(σ)  = 
)1(  jee   

 

 

 

4. Υπεξγεσκεηξηθή  θαηαλνκή : 

 

P[ X = x ] = fx(x) = 































n

N

xn

N

n



                 (Α.44) 

 

x = 0,1,2,……, [n,θ] ,  φπνπ  [n,θ]  είλαη  ν  κηθξφηεξνο  απφ  ηνπο  n  θαη  θ 

 

Δ [Υ] = 
N

n
 

 

ζ2 = 
)1(

)()(
2 



NN

nn
 

 

 .  Καηαλνκή  Pascal ή  Polya  ή  αξλεηηθή  δησλπκηθή  θαηαλνκή :  
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1
P[ X  x ] (1 )

1

n x n
x

n
  

 
   

 
              x = n, n+1, n+2, ……,  0<ζ<1 

                                                                        n = 1 ,2 ,3 ,……..                        (Α.45) 

Δ [Υ] = nζ-1 

 

ζ2 = )1(2  n  

 

    [1 (1 ) ]n jn j ne e          

 

Α.4.2. πλερείο θαηαλνκέο  

 

6.  Οκνηόκνξθε  θαηαλνκή  : 

 

 


1
)(xf x  ,                   α < x < β   ,       α < β                 (Α.46) 

 

Δ [Υ] = 
2

 
 

 

12

)( 2
2 




  

 

Φ(σ)  = 
)( 







j

ee ij

 

 

7.  Gamma Καηαλνκή 

 

1

/

)1(
)(














x

x

ex
xf   ,    0 < x < ∞   ,   α > -1  ,    β > 0                 (Α.47) 

 

Δ [Υ] = β(α + 1) 

 

)1(22    
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Φ(σ)  = 
)1()1(  j    ,    σ < 



1
 

 

8.  Δθζεηηθή  Καηαλνκή  : 

 





/1
)( x

x exf     ,     x > 0                 (Α.48) 

 

  

Δ [Υ] = ι 

 

22    

 

  1   (1 )j      

 

9.  Βήηα  Καηαλνκή 

 

           

      0<x<1,α>-1,β>-1                                   (Α.49) 
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10.  Cauchy Καηαλνκή 

 



1
)( xf   

22 )( bxa

a


            -< x < + ,   a>0,   -< b < +                 (Α.50) 

 

Ζ κέζε ηηκή θαη ε δηαζπνξά δελ νξίδνληαη. 
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11. Chi-Square Καηαλνκή 

 

2/1)2/(2/

1

2)!1
2
()( xnn ex
n

xf 











     x>0,   n=1, 2....                 (Α.51) 

 

 

n )(  

 

n22   

 

2/)21()( nj    

 

12. Erlang Καηαλνκή 

 

 

)!1(
)(

1






n

ex
xf

xnn 
                x>0,    n=1, 2...                 (Α.52) 

 

 

1)(  n  

 

22   n  
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13.Καηαλνκή Laplace 
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bxa
e
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xf



2

)(                  -< x < + ,    a > 0,    -< b < +            (Α.53) 

 

b )(  

 

22 2    

 

2)(    
bje 

 
122 )(   

 

 

14. Λνγνθαλνληθή Καηαλνκή (Log-normal) 

 

)(2

}2/])[ln(exp{
)(

2

ax

bax
xf









           x   a                 (Α.54) 

 

 

  > 0 ,     -  < a < +  ,      -  < b < +  

 

25.0)(  bea  

 

)1(
2222    ee b

 

 

 

15. ΚαηαλνκήMaxwell 

 



2
)( xf   

2/23 22xex  
              x > 0                 (Α.55) 
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16.  Καηαλνκή Rayleigh 

 

22 2/

2
)( 



xe
x

xf                    x > 0                 (Α.56) 
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17. Καλνληθή θαηαλνκή δύν κεηαβιεηώλ 
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-  < x < + ,     -  < y < + ,     x  > 0,   y  > 0,     -1 < ξ < 1                   (Α.57) 











2222
2(

2

1
exp),(, yyyxyxxxyxyx YjXj
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A.4.3. Θεώξεκα Κεληξηθνύ Οξίνπ 

Αλ έρνπκε δπν αλεμάξηεηεο ηπραίεο κεηαβιεηέο κε θαλνληθή θαηαλνκή Υ θαη Τ 

ηφηε εχθνια απνδεηθλχεηαη φηη ην άζξνηζκά ηνπο είλαη ηπραία κεηαβιεηή κε θαλνληθή 

επίζεο θαηαλνκή. Αλ ινηπφλ Υ + Τ = Ε , ηφηε ε ηπραία κεηαβιεηή Ε έρεη θαη απηή 

θαλνληθή θαηαλνκή κε δηαζπνξά θαη κέζε ηηκή : 

 

222

yx                    (Α.58) 
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YXZ                   (Α.59) 

  

Αλ επεθηείλνπκε ηα παξαπάλσ γηα  n αλεμάξηεηεο ηπραίεο κεηαβιεηέο κε θαλνληθή 

θαηαλνκή , ζα πξνθχςεη φηη ην άζξνηζκα ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ είλαη επίζεο 

θαλνληθή θαηαλνκή κε  

 

22

2

2

1

2
... nZ                    (Α.60) 

 

 

nXXXZ  ...21                  (Α.61) 

 

 

A.4.4. Θεώξεκα Κεληξηθήο Σηκήο  

Σν άζξνηζκα ελφο κεγάινπ αξηζκνχ αλεμάξηεησλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ πνπ 

δίλεηαη απφ ηε ζρέζε  nXXX
n

Z  ...
1

21   ηείλεη ζε ηπραία κεηαβιεηή κε 

θαλνληθή θαηαλνκή , αλεμάξηεηα απφ ην είδνο ησλ ζπλαξηήζεσλ ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο (θαηαλνκψλ) ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ iX  . 

 

Α.4.5.  Μέζε ηηκή – Σππηθή απόθιηζε 

Οη ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο αγλψζησλ κεγεζψλ ( γηα ηε D.C. 

κέζνδν γσλίεο θαη πξαγκαηηθέο ξνέο ηζρχνο ) δελ αθνινπζνχλ θαλνληθή θαηαλνκή, 

παξφια απηά ελδηαθέξεη ν ππνινγηζκφο ηεο κέζεο ηηκήο θαη ηεο ηππηθήο απφθιηζήο 

ηνπο. Γηα ην ζθνπφ απηφ ππνινγίδεηαη ε κέζε ηηκή κ θαη ε ηππηθή απφθιηζε ζ ησλ 

θαηαλνκψλ πνπ δίλνληαη. 

  Ζ ηππηθή απφθιηζε ζ αλαθέξεηαη είηε σο απφιπην κέγεζνο ζε κνλάδεο ΜW ή 

ζε α.κ. είηε σο επί ηνηο εθαηφ ηεο κέζεο ηηκήο. Γηα λα ππάξρεη εληαία κνξθή 

ππνινγηζκψλ, φιεο νη ηππηθέο απνθιίζεηο κεηαηξέπνληαη ζε α.κ.  

 

Α.5. ΤΝΔΛΗΞΔΗ 

Ζ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο ηνπ αζξνίζκαηνο U = X + Y δχν ηπραίσλ 

κεηαβιεηψλ Υ θαη Y κε θνηλή ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο  f(x,y) είλαη : 
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g(u) = 




 dxxuxf ),(                  (Α.62) 

 

ηελ εηδηθή πεξίπησζε φπνπ νη Υ θαη Τ είλαη αλεμάξηεηεο, έρνπκε    f(x,y) =  f1(x)f2(y) 

θαη ε πξνεγνχκελε ζρέζε γίλεηαη : 

g(u) = 




 dxxufxf )()( 21                  (Α.63) 

 

πνπ θαιείηαη ζπλέιημε ησλ f1 θαη f2 θαη ζπκβνιίδεηαη κε f1*f2 .  

 

Ζ ζπλέιημε έρεη ηηο παξαθάησ αμηνζεκείσηεο ηδηφηεηεο : 

 

1. f1*f2 = f2*f1 

 

2. f1*(f2*f3) = (f1*f2)*f3 

 

3. f1*(f2+f3) = f1*f2+f1*f3 

 

Οη ζρέζεηο απηέο δείρλνπλ φηη ηζρχνπλ ε αληηκεηαζεηηθή ηδηφηεηα , ε πξνζεηαηξηζηηθή 

ηδηφηεηα θαη επηκεξηζηηθή ηδηφηεηα γηα ηελ πξάμε ηεο ζπλειίμεσο .   
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ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ Β 
 

ΠΡΟΟΜΟΗΧΖ MONTE CARLO 
 

Β.1. ΔΗΑΓΧΓΖ  

Ζ πξνζνκνίσζε Monte – Carlo αζρνιείηαη κε ηε δεκηνπξγία ελφο πηζαλνηηθνχ 

κνληέινπ ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ κειεηάηαη (ρξεζηκνπνηψληαο έλα πξφγξακκα 

ειεθηξνληθνχ ππνινγηζηή). Όηαλ αλαπηπρζεί απηφ ην κνληέιν πξαγκαηνπνηείηαη έλαο 

πνιχ κεγάινο αξηζκφο επαλαιήςεσλ ηεο επίιπζεο ηνπ κνληέινπ ζηνλ ππνινγηζηή, 

ελψ ζην ηέινο θάζε κίαο απφ ηηο νπνίεο θαηαγξάθνληαη ηα απνηειέζκαηα πνπ 

επξίζθνληαη. 

Δίλαη θαλεξφ ινηπφλ φηη ε κεζνδνινγία Monte – Carlo είλαη πάξα πνιχ 

εχθνιν λα εθαξκνζηεί, ηδηαίηεξα ζε ζπζηήκαηα πνπ είλαη πνιχ πνιχπινθα θαη πνιχ 

κεγάια γηα λα ιπζνχλ κε ηελ αλαιπηηθή κεζνδνινγία. Ζ κεζνδνινγία απηή κπνξεί λα 

νδεγήζεη ζε πνιχ αθξηβή απνηειέζκαηα. Παξφια απηά, απαηηεί εμαηξεηηθά κεγάιν 

ρξφλν ππνινγηζηηθήο δηαδηθαζίαο εηδηθά ζε κεγάια θαη πνιχπινθα ζπζηήκαηα.  

 

Β.2. ΣΤΥΑΗΟΗ ΑΡΗΘΜΟΗ ΚΑΗ ΣΡΟΠΟΗ ΠΑΡΑΓΧΓΖ ΣΟΤ  

Β.2.1. Παξαγωγή Σπραίωλ Αξηζκώλ 

Κάζε πξνζέγγηζε κε ηε ρξήζε ηεο κεζφδνπ Monte-Carlo πξνυπνζέηεη ηε 

δεκηνπξγία ησλ θαηάιιεισλ ηηκψλ ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ πνπ ζα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ, ζε ζπκθσλία κε ηελ αληίζηνηρε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο πνπ 

πξνηείλεηαη γηα ην κνληέιν. Απηφ κπνξεί λα επηηεπρζεί ζπζηεκαηηθά γηα θάζε 

κεηαβιεηή πνπ έρνπκε, παξάγνληαο πξψηα νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλνπο ηπραίνπο 

αξηζκνχο ζην δηάζηεκα απφ 0 έσο 1 θαη ζηε ζπλέρεηα, κέζσ θαηάιιεισλ 

κεηαζρεκαηηζκψλ, λα παξάγεηαη ην αληίζηνηρν ζχλνιν ηπραίσλ αξηζκψλ κε ηε 

δεδνκέλε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο. Σα θχξηα βήκαηα ηεο κεζφδνπ θαίλνληαη κε ηε 

βνήζεηα ηνπ παξαδείγκαηνο: 

Αο ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο  UF u  ηεο ηππνπνηεκέλεο 

νκνηφκνξθεο κεηαβιεηήο u, ε νπνία νξίδεηαη απφ ηε ζρέζε: 
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θαη φηη αλαδεηείηαη ε ηηκή ηνπ x, έηζη ψζηε  XF x u . Ζ ηηκή ηεο κεηαβιεηήο x 

βξίζθεηαη απφ ηνλ ππνινγηζκφ ηεο αληίζηξνθεο ζπλάξηεζεο: 

     

)(1 uFx X

                  (Β.1) 

 

Δάλ U είλαη κία ηηκή ηεο U, ε αληίζηνηρε ηηκή ηεο X πνπ ιακβάλεηαη 

ζεσξψληαο ηελ παξαπάλσ εμίζσζε (Β.1) ζα έρεη ηελ αζξνηζηηθή πηζαλφηεηα: 

 

)()]([)]([])([)( 1 xFxFFxFUPxUFPxXP XXUxx  
       (Β.2) 

 

πνπ ζεκαίλεη φηη εάλ (u1 , u2 , …… , un) είλαη έλα ζχλνιν ηηκψλ ηεο U, ην αληίζηνηρν 

ζχλνιν ηηκψλ πνπ ιακβάλεηαη ζεσξψληαο ηελ παξαπάλσ εμίζσζε (Β.2) είλαη: 

 

)(1 iXi uFx  , i = 1 , 2 , … , n                 (Β.3) 

 

θαη ζα έρεη ηελ επηζπκεηή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο )(xFX . Ζ ζρέζε κεηαμχ ησλ u θαη 

x θαίλεηαη γξαθηθά ζην παξαθάησ ζρήκα 5.2.α. 

 

 

 

 

 

 

 

 











1

0

)( uuFU

για  u < 0 

 

για 0  u   1 

 

για u   1 
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ρήκα Β.2.1. Μέζνδνο παξαγσγήο ηπραίσλ αξηζκψλ 

 
 

Β.2.2. Οκνηόκνξθα Καηαλεκεκέλνη Σπραίνη Αξηζκνί 

Όπσο θαίλεηαη απφ ηε ζπιινγηζηηθή πνπ νδήγεζε ζηελ εμίζσζε (Β.3), ε 

παξαγσγή νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλσλ ηπραίσλ αξηζκψλ απνηειεί έλα πνιχ 

ζεκαληηθφ βήκα ζηελ πξνζνκνίσζε Monte – Carlo. Δίλαη γλσζηφ φηη πξηλ ηελ 

αλαθάιπςε ησλ πξψησλ ειεθηξνληθψλ ππνινγηζηψλ έγηλαλ πνιιέο πξνζπάζεηεο λα 

θαηαζθεπαζηνχλ θαηάινγνη ηπραίσλ αξηζκψλ. Ζ δεκηνπξγία ηέηνησλ θαηαιφγσλ 

ζηακάηεζε νξηζηηθά κεηά απφ ηε κλεκεηψδε δεκνζίεπζε ελφο εθαηνκκπξίνπ ηπραίσλ 

αξηζκψλ απφ ηελ Rand Corporation ην 1955, νη νπνίνη παξήρζεζαλ κε ηε βνήζεηα 

ελφο ηξνρνχ ειεθηξνληθήο ξνπιέηαο πνπ θαηαζθεπάζηεθε εηδηθά γηα απηφ ην ζθνπφ. 

ήκεξα, νη θαηαζθεπαζηέο ειεθηξνληθψλ ππνινγηζηψλ εθνδηάδνπλ ηα κεραλήκαηά 

ηνπο κε εζσηεξηθέο ξνπηίλεο γηα ηελ παξαγσγή ηπραίσλ αξηζκψλ, ελψ πνιιέο 

εηαηξείεο αλαπηχμεσο ινγηζκηθνχ έρνπλ αλαπηχμεη γελλήηξηεο ηπραίσλ αξηζκψλ. 

Όιεο νη κέζνδνη παξαγσγήο νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλσλ ηπραίσλ αξηζκψλ 

ζηεξίδνληαη ζε ππνινγηζκνχο κε ηε βνήζεηα αλαδξνκηθψλ ζρέζεσλ ππνινγηζκνχ 

ππνινίπσλ (modulo m) πνπ πξνθχπηνπλ απφ έλα γξακκηθφ κεηαζρεκαηηζκφ. Ζ 

εζσηεξηθή παξαγσγή αξηζκψλ πνπ ρξεζηκνπνηείηαη πεξηζζφηεξν ζήκεξα είλαη ε 

πνιιαπιαζηαζηηθή κέζνδνο ζχγθιηζεο ζηελ νπνία ηα ππφινηπα δηαδνρηθψλ 

δπλάκεσλ ελφο αξηζκνχ x απνηεινχλ ηνπο δηαδνρηθνχο αξηζκνχο ζε κία ζεηξά 

ηπραίσλ αξηζκψλ, δειαδή: 

 

)(modmxx i

i                   (Β.4) 

 

Απηή ε κέζνδνο είλαη δχζθνιν λα εθαξκνζηεί ζε πνιινχο ππνινγηζηέο, δηφηη 

θαηαιήγεη ζηελ χςσζε ελφο αξηζκνχ ζε κεγάιεο δπλάκεηο (π.ρ. εάλ ρξεηάδνληαη 
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100.000 ηπραίνη αξηζκνί, ν ηειεπηαίνο ζα ππνινγηζηεί σο 
100.000(mod )x m . Όκσο έρεη 

απνδεηρηεί φηη κία ηζνδχλακε ζρέζε είλαη ε αθφινπζε: 

                                         

)(mod1 mxx ii                    (Β.5) 

 

φπνπ ξ κηα ζηαζεξά. ε απηήλ ηελ πεξίπησζε νη δεηνχκελνη αξηζκνί ιακβάλνληαη 

απφ ηε ζρέζε: 

 

mxu ii /                  (Β.6) 

 

Όηαλ πξφθεηηαη λα ρξεζηκνπνηεζεί κία γελλήηξηα ηπραίσλ αξηζκψλ φπσο απηή 

πνπ νξίδεηαη κε ηηο εμηζψζεηο (Β.2.5) θαη (Β.2.6), πξέπεη λα πξνζδηνξηζηεί ε 

παξάκεηξνο ξ πνπ νλνκάδεηαη πνιιαπιαζηαζηήο, ε αξρηθή ηηκή x0 θαη ην ππφινηπν 

m. ήκεξα, ε ζπλεζέζηεξε επηινγή γηα ην m νξίδεηαη απφ ηε ζρέζε m = r s, φπνπ r 

είλαη ε βάζε ηνπ ζπζηήκαηνο αξίζκεζεο πνπ ρξεζηκνπνηεί ν αληίζηνηρνο 

ππνινγηζηήο (ζπλήζσο 2, 10 ή 16) θαη s είλαη ην κήθνο ηεο ιέμεο πνπ δέρεηαη ν 

ππνινγηζηήο, έηζη ψζηε λα επηηπγράλνληαη ηαρχηεξνη ππνινγηζκνί. 

Μία άιιε αλαδξνκηθή ζρέζε πνπ ζπλήζσο ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηε δεκηνπξγία 

ηπραίσλ αξηζκψλ είλαη ε αθφινπζε: 

 

))(mod( 1 mbxx ii                    (Β.7) 

 

φπνπ b είλαη έλαο κε αξλεηηθφο αθέξαηνο αξηζκφο. Δίλαη θαλεξφ φηη ε εμίζσζε (Β.2.5) 

είλαη κία εηδηθή πεξίπησζε απηήο ηεο ζρέζεο, φηαλ b = 0. ε δπαδηθνχο ππνινγηζηέο 

έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί νη ηηκέο ξ = 129, b = 1 θαη m = 235. 

ηελ πξαγκαηηθφηεηα, νη ηπραίνη αξηζκνί πνπ παξάγνληαη κε ηηο παξαπάλσ 

δηαδηθαζίεο, κπνξνχλ λα αλαπαξαρζνχλ αθξηβψο νη ίδηνη θαη γηα ην ιφγν απηφ 

απνηεινχλ έλα αηηηνθξαηηθφ ζχλνιν. Δάλ εθαξκνζηνχλ απζηεξά νη νξηζκνί, ηέηνηνη 

αξηζκνί δελ είλαη αθξηβψο ηπραίνη θαη γη‘ απηφ ην ιφγν νλνκάδνληαη ςεπδφ-ηπραίνη 

αξηζκνί. Πάλησο, αλ θαη ε παξαπάλσ δηαδηθαζία είλαη βέβαηα αηηηνθξαηηθή, κπνξεί λα 

απνδεηρηεί φηη νη αξηζκνί πνπ παξάγνληαη ρξεζηκνπνηψληαο κεγάιεο ηηκέο ηνπ m 

παξνπζηάδνληαη νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλνη θαη ζηαηηζηηθά αλεμάξηεηνη. 
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Β.2.3.  Παξαγωγή Σπραίωλ Αξηζκώλ από Γεδνκέλε πλάξηεζε Καηαλνκήο  

Ζ εθαξκνγή ηεο εμίζσζεο (Β.3) κπνξεί λα παξάγεη ηπραίνπο αξηζκνχο νη 

νπνίνη είλαη νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλνη θαη αληηζηνηρνχλ ζε κία ζεσξνχκελε 

θαηαλνκή. Ζ εμίζσζε (Β.3) απαηηεί ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο αληίζηξνθεο ζπλάξηεζεο 

απφ ηε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο, θαη γηα ην ιφγν απηφ, απηή ε κέζνδνο είλαη γλσζηή 

ζαλ κέζνδνο ηνπ αληίζηξνθνπ κεηαζρεκαηηζκνχ θαη κπνξεί λα εθαξκνζηεί πάξα 

πνιχ εχθνια ζηηο πεξηπηψζεηο πνπ ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο έρεη κία 

αλαιπηηθή έθθξαζε.  

Γηα παξάδεηγκα, αο ππνηεζεί φηη έρεη δεκηνπξγεζεί κία ζεηξά ui, i = 1, 2, … , n, 

νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλσλ ηπραίσλ αξηζκψλ. ηε ζπλέρεηα αλαθέξνληαη 

παξαδείγκαηα ζπλερψλ ζπλαξηήζεσλ θαηαλνκήο ζηηο νπνίεο κπνξεί λα εθαξκνζηεί 

άκεζα ε κέζνδνο ηνπ αληίζηξνθνπ κεηαζρεκαηηζκνχ: 

 

Α) Δθζεηηθή θαηαλνκή: Ζ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο είλαη ε: 

 

x

X exF 1)( , x   0                 (Β.8) 

 

Θεσξψληαο ηελ αληίζηξνθε απηήο ηεο ζπλάξηεζεο κπνξνχλ λα παξαρζνχλ εθζεηηθά 

θαηαλεκεκέλνη ηπραίνη αξηζκνί απφ ηελ εμίζσζε: 

 

iii uux ln
1

)1ln(
1


                  (Β.9) 

 

φπνπ ζηελ παξαπάλσ ζρέζε ρξεζηκνπνηήζεθε ε δηαπίζησζε πσο εάλ νη αξηζκνί u 

είλαη νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλνη, νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλνη ζα είλαη θαη νη αξηζκνί 1 

– u. 

 

Β)  Καηαλνκή Erlang: Μπνξεί λα απνδεηρηεί φηη ηα αζξνίζκαηα N αλεμάξηεησλ 

ηπραίσλ αξηζκψλ πνπ αθνινπζνχλ ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή κε κέζν (n/ι) θαη έρνπλ 

παξάκεηξν ζρήκαηνο ίζε κε n. Δίλαη θαλεξφ, φηη έλαο ηπραίνο αξηζκφο πνπ 

αληηζηνηρεί ζηελ θαηαλνκή Erland πξνζδηνξίδεηαη απφ ην άζξνηζκα n εθζεηηθά 

θαηαλεκεκέλσλ ηπραίσλ αξηζκψλ, δειαδή απφ ηε ζρέζε: 

 

 
 





n

k

n

k

k
i

i u
u

x
1 1

ln
1ln


                 (Β.10) 
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Γ) Καηαλνκή Αθξφηαηεο Σηκήο ηχπνπ I: Ζ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο δίλεηαη απφ ηε 

ζρέζε: 

  

]exp[)( )(   x

X exF                  (Β.11) 

 

φπνπ β είλαη ε πην πηζαλή ηηκή ηεο X θαη α είλαη ε παξάκεηξνο ζρήκαηνο. Θεσξψληαο 

ηελ αληίζηξνθε ζπλάξηεζή ηεο, παξάγνληαη ηπραίνη αξηζκνί πνπ αθνινπζνχλ απηήλ 

ηελ θαηαλνκή, εθαξκφδνληαο ηελ αθφινπζε ζρέζε: 

)]
1

ln[ln(
1

ua
xi                    (Β.12) 

 

Γ) Καηαλνκή κέγηζηεο ηηκήο:  Αλ ππνζέζνπκε φηη Yn = max (X1, X2, … , Xn), φπνπ Υi 

είλαη αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο θαη παλνκνηφηππα θαηαλεκεκέλεο ζχκθσλα κε ηε 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο )(xFX . Ζ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ησλ Yn δίλεηαη απφ ηε 

ζρέζε: 

 

n

XY yFyF
n

)]([)(                   (Β.13) 

 

Έηζη νη ηπραίνη αξηζκνί κε θαηαλνκή )(yF
nY  παξάγνληαη απφ ηε ζρέζε: 

  

)(

1

1 n
ixi uFy                   (Β.14) 

 

Έλαο κεγαιχηεξνο αξηζκφο παξαδεηγκάησλ κε ηελ εθαξκνγή γλσζηψλ θαη 

επξέσο ρξεζηκνπνηνχκελσλ θαηαλνκψλ κπνξεί λα επξεζεί ζηε ζρεηηθή βηβιηνγξαθία. 

Έλαο άιινο ηξφπνο πξνζέγγηζεο ηνπ πξνβιήκαηνο παξαγσγήο ηπραίσλ 

αξηζκψλ, πνπ κπνξεί λα απνδεηρζεί πνιχ ρξήζηκνο ζε πνιιέο πξαγκαηηθέο 

εθαξκνγέο αλάιπζεο ζπζηεκάησλ, είλαη ε δηαθξηηνπνίεζε ησλ ζπλερψλ 

ζπλαξηήζεσλ θαηαλνκήο. ε ηέηνηεο πεξηπηψζεηο εθαξκφδνληαη ηερληθέο παξαγσγήο 

ηπραίσλ αξηζκψλ, παξφκνηεο κε απηή πνπ πεξηγξάθεηαη ζηε ζπλέρεηα. 

ηελ πεξίπησζε ησλ δηαθξηηψλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ ε δηαδηθαζία 

αληηζηξνθήο πξέπεη λα γίλεη αξηζκεηηθά. Έηζη ε δηαδηθαζία πξνζδηνξηζκνχ ελφο 

ηπραίνπ αξηζκνχ απφ θάπνηα δεδνκέλε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο, κπνξεί λα γεληθεπζεί 
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σο αθνινχζσο:  

Αλ u είλαη έλαο ηπραίνο αξηζκφο απφ κηα ηππνπνηεκέλε νκνηφκνξθα θαηαλνκή 

ν αληίζηνηρνο ηπραίνο αξηζκφο x, επηιεγκέλνο απφ έλα ζχλνιν πηζαλψλ ηηκψλ x1, x2, 

… κηαο ηπραίαο κεηαβιεηήο X είλαη απηφο πνπ ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε: 

  

)()1( ixix xFuxF                  (Β.15) 

ε απηή ηε κέζνδν απαηηείηαη ν ππνινγηζκφο ηεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο γηα 

φιεο ηηο πηζαλέο ηηκέο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο θαη ζηε ζπλέρεηα ε επηινγή ηνπ 

θαηάιιεινπ xi θάζε θνξά πνπ παξάγεηαη έλαο αξηζκφο u. 

Οη ζηαηηζηηθέο πιεξνθνξίεο πνπ είλαη δηαζέζηκεο γηα πνιιέο αλαιχζεηο 

πξαθηηθψλ ζπζηεκάησλ δίλνληαη ζπλήζσο ζε κηα κνξθή ηζηνγξακκάησλ. ε απηέο ηηο 

πεξηπηψζεηο νη ηπραίνη αξηζκνί πνπ κπνξνχλ λα παξαρζνχλ απφ ηελ αληίζηνηρε  

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο κπνξνχλ λα ιεθζνχλ, ρσξίο λα ρξεηάδεηαη ν ππνινγηζκφο 

απηήο ηεο ίδηαο ηεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο. Πξάγκαηη, αο ππνζέζνπκε φηη ππάξρνπλ 

J  δηαζηήκαηα ζην ηζηφγξακκα κε ην δηάζηεκα i  λα έρεη in  παξαηεξήζεηο. Έζησ 

αθφκα φηη ην i  δηάζηεκα έρεη φξηα ηηο ηηκέο iai   θαη ia  ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο X . 

πκβνιίδνληαο κε ix  ηελ αληηπξνζσπεπηηθή ηηκή ηεο X  κέζα ζε απηφ ην 

δηάζηεκα [π.ρ.
2
)( 1 ii

i

aa
x


  ], κπνξνχκε λα παξαζηήζνπκε ηελ ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο ηνπ X  κε κηα βαζκσηή ζπλάξηεζε αζξνηζηηθήο ζπρλφηεηαο :  

 

                (Β.16) 

 

φπνπ N  είλαη ν ζπλνιηθφο αξηζκφο παξαηεξήζεσλ. Ζ γξαθηθή παξάζηαζή ηεο 

θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 
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ρήκα Β.2.2.: Βαζκσηή πλάξηεζε αζξνηζηηθήο θαηαλνκήο 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ παξαπάλσ ζπλάξηεζε ζηελ εμίζσζε (Β.15) θαη 

πνιιαπιαζηάδνληαο φια ηα κέιε επί N  ιακβάλνπκε: 

 

i

i

j

j nnNu  




1

1

0                  (Β.17) 

 

φπνπ γηα θαιχηεξε παξνπζίαζε θαη ρσξίο κείσζε ηεο γεληθφηεηαο ζα ππνζέζνπκε 

φηη ε u  έρεη ζρεδηαζηεί ζην αλνηρηφ δηάζηεκα )1,0(  . 

Ζ κέζνδνο ηνπ αληίζηξνθνπ κεηαζρεκαηηζκνχ κπνξεί λα απνδεηρζεί 

ρξνλνβφξα φηαλ ν αξηζκφο ησλ δηαζηεκάησλ είλαη κεγάινο, ή ζηελ πεξίπησζε ηεο 

δησλπκηθήο θαηαλνκήο, φηαλ ε αληίζηνηρε παξάκεηξνο n  ιακβάλεη κεγάιεο ηηκέο. 

Όκσο νη πεξηζζφηεξν ρξεζηκνπνηνχκελεο θαηαλνκέο ζε πνιιέο αλαιχζεηο 

πξαθηηθψλ ζπζηεκάησλ είλαη ε δησλπκηθή θαηαλνκή θαη ε θαηαλνκή Poisson. Απηέο 

νη θαηαλνκέο κπνξνχλ ζε νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο λα πξνζεγγηζζνχλ απφ αληίζηνηρεο 

θαλνληθέο θαηαλνκέο. Γηα 10np  θαη 5.0p  ή 10)1(  pn   θαη 5.0p  κπνξεί 

λα απνδεηρζεί φηη κηα δησλπκηθή ηπραία κεηαβιεηή X  πξνζεγγίδεη ηε κεηαβιεηή ηεο 

θαλνληθήο θαηαλνκήο κε κέζν )5.0,(np  θαη δηαζπνξά )1,( pnp  . Έηζη, γηα ηνλ 

θαζνξηζκφ κηαο ηηκήο x  απφ κηα δησλπκηθή θαηαλνκή, κπνξεί πξψηα λα παξαρζεί 

κηα ηηκή y  απφ κηα θαλνληθή θαηαλνκή  )1(,5.0 pnpnpN    θαη ζηε ζπλέρεηα λα 

εμεηαζζνχλ νη αθφινπζεο ζπλζήθεο : 

i. Αλ 0y  , ηφηε ζέηνπκε 0x  
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ii. Αλ ny   , ηφηε ζέηνπκε nx   

iii. Αλ ny 0  , ηφηε ζηξνγγπινπνηνχκε ην y  ζηνλ πιεζηέζηεξν αθέξαην θαη 

ζέηνπκε x  ίζν πξνο απηφλ ηνλ αθέξαην. 

ηελ πεξίπησζε ηεο θαηαλνκήο Poisson, αλ  ην   είλαη κεγάιν (έζησ 10 ), 

κπνξεί λα ζεσξεζεί κηα θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζν )5.0(   θαη δηαζπνξά   . 

Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο δησλπκηθήο θαηαλνκήο, πξψηα παξάγνπκε κηα 

«θαλνληθή» κεηαβιεηή y  θαη κεηά εμεηάδνληαη ηα αθφινπζα : 

i. Αλ  0y  , ηφηε ζέηνπκε 0x  

ii. Αλ 0y  , ηφηε ζηξνγγπινπνηνχκε ην y  ζηνλ πιεζηέζηεξν αθέξαην θαη 

ζέηνπκε x  ίζν πξνο απηφλ ηνλ αθέξαην. 

 

Β.2.4. Παξαγωγή Σπραίωλ Αξηζκώλ ππό Γέζκεπζε 

Μηα απφ ηηο θχξηεο δπζθνιίεο πνπ έρνπλ ζρέζε κε ηελ εθαξκνγή ησλ 

αλαιπηηθψλ κεζφδσλ ζε πηζαλνηηθέο κειέηεο ζπζηεκάησλ είλαη φηη νη ηπραίεο 

κεηαβιεηέο ζπρλά δελ είλαη αλεμάξηεηεο κε απνηέιεζκα λα πξέπεη λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ νη απφ θνηλνχ ζπλαξηήζεηο θαηαλνκήο. Απηφ ην γεγνλφο δεκηνπξγεί 

επηπξφζζεηεο δπζθνιίεο ζην ήδε πεξίπινθν πξφβιεκα θαη γηα απηφ ην ιφγν ζηελ 

πιεηνςεθία ησλ αλαιπηηθψλ πξνζεγγίζεσλ πξνυπνηίζεηαη ε αλεμαξηεζία ησλ 

ηπραίσλ κεηαβιεηψλ. Όκσο, ε κέζνδνο Monte-Carlo έρεη ηε δπλαηφηεηα λα ρεηξηζζεί 

ηελ απφ θνηλνχ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο. 

Δάλ νη ηπραίεο κεηαβιεηέο nXXX ,..., 21  είλαη εμαξηεκέλεο, ε απφ θνηλνχ 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηνπο κπνξεί λα εθθξαζζεί ζαλ: 

 

)1,...,|()....|()(),...,( 11211,..., 211
 nnxxxnxx xxxFxxFxFxxF

nn
              (Β.18) 

 

φπνπ )( 11
xFx  θαη )1,...,|( 1 kkxk xxxF  είλαη ε πεξηζψξηα θαη δεζκεπκέλε θαηαλνκή 

ησλ 1X  θαη kX  αληίζηνηρα. 

ηελ πεξίπησζε ησλ εμαξηεκέλσλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ, νη δεηνχκελνη ηπραίνη 

αξηζκνί δελ κπνξνχλ λα παξάγνληαη αλεμάξηεηα γηα θάζε κεηαβιεηή. Αιιά κε ηε 

ρξήζε ηεο θαηάιιειεο εμίζσζεο κπνξεί λα παξαρζεί ην δεηνχκελν ζχλνιν ησλ 

ηπραίσλ αξηζκψλ κε βάζε ηνπο αθφινπζνπο ζπιινγηζκνχο: 

Αο ππνζέζνπκε φηη έρεη παξαρζεί έλα ζχλνιν νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλσλ ηπραίσλ 

αξηζκψλ ),...,,( 21 nuuu   . Ζ ηηκή ηνπ 1x  κπνξεί λα θαζνξηζηεί αλεμάξηεηα, απφ ηε 

ζρέζε : 
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)( 1

1

1 1
uFx x


                 (Β.19) 

 

Με απηήλ ηελ ηηκή ηνπ 1x , ε ζπλάξηεζε )|( 122
xxFx   είλαη κία ζπλάξηεζε κφλν ηνπ 

2x  θαη ζπλεπψο κηα ηηκή 2x  κπνξεί λα θαζνξηζηεί απφ ηε ζρέζε : 

)|( 12

1

2 2
xxFx x


                 (Β.20) 

 

Με φκνην ηξφπν, ρξεζηκνπνηψληαο ηηο ηηκέο 11,..., nxx  πνπ έρνπλ ήδε επξεζεί, 

κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί ε ηηκή nx  απφ ηε ζρέζε : 

 

),...,|( 11

1




 nnxn xxuFx

n
                (Β.21) 

 

Με απηφλ ηνλ ηξφπν ην δεηνχκελν ζχλνιν ησλ εμαξηεκέλσλ ηπραίσλ αξηζκψλ 

),...,,( 21 nxxx  κπνξεί  λα πξνζδηνξηζζεί απφ αλαδξνκηθέο ζρέζεηο. Όπσο θαίλεηαη 

απφ ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο  ε κέζνδνο ζα είλαη ηθαλνπνηεηηθή εάλ ε πεξηζψξηα θαη ε 

δεζκεπκέλε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο κπνξνχλ λα αληηζηξαθνχλ αλαιπηηθά. 

 

 

Β.3.  ΑΚΡΗΒΔΗΑ ΣΖ ΠΡΟΟΜΟΗΧΖ MONTE CARLO 

Ζ πξνζνκνίσζε Monte Carlo είλαη κηα ζπλζεηηθή δηαδηθαζία δεηγκαηνιεςίαο 

πνπ πξαγκαηνπνηείηαη απφ ςεθηαθφ ππνινγηζηή. ε νπνηνδήπνηε δεηγκαηνιεπηηθφ 

πείξακα, ε αθξίβεηα ησλ απνηειεζκάησλ απμάλεηαη κε ηνλ αξηζκφ ησλ δεηγκάησλ, 

επνκέλσο ε αθξίβεηα ηεο κεζφδνπ Monte Carlo ζα εμαξηάηαη απφ ηνλ αξηζκφ ησλ 

πξνζνκνηψζεσλ. Θεσξνχκε ινηπφλ, ην ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα ππνινγηζκνχ ηεο 

κέζεο ηηκήο ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο Y . Τπνζέηνπκε φηη παξήγακε n  ηηκέο 

nyy ,...,1  ηεο Y  θαη ππνινγίζακε ηελ κέζε ηηκή ηνπ δείγκαηνο  
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  Ζ κέζε ηηκή ηνπ δείγκαηνο είλαη κηα ηπραία κεηαβιεηή θαη πξέπεη ε 

δηαθχκαλζή ηεο λα είλαη φζν ην δπλαηφλ κηθξφηεξε. Ζ δηαζπνξά ηεο y  δίλεηαη σο 

εμήο: 

 

  
n

yE Y
Y

2
2 

                   (Β.23) 

 

φπνπ Y  θαη Y  είλαη ε κέζε ηηκή ηνπ πιεζπζκνχ θαη ε ηππηθή απφθιηζε αληίζηνηρα. 

Παξαηεξνχκε, φηη ην ζθάικα ζηνλ ππνινγηζκφ ηεο κέζεο ηηκήο είλαη 

αληηζηξφθσο αλάινγν ηνπ n , θαη γηα λα βειηηψζνπκε ηελ εθηίκεζε θαηά έλα 

παξάγνληα ηεο ηάμεο ηνπ 2, ζα πξέπεη λα απμήζνπκε ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο θαηά 

4. Ο Shooman (1968) απέδεημε φηη ζηηο κειέηεο αμηνπηζηίαο ησλ ζπζηεκάησλ, ν 

απαηηνχκελνο αξηζκφο ησλ πξνζνκνηψζεσλ ψζηε λα επηηεπρζεί έλαο δεδνκέλνο 

βαζκφο αθξίβεηαο, είλαη αλεμάξηεηνο ηνπ κεγέζνπο ηνπ ζπζηήκαηνο, αιιά εμαξηάηαη 

απφ ην βαζκφ αμηνπηζηίαο ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ κειεηάηαη. Πξνζεγγίδνληαο ηελ 

δησλπκηθή θαηαλνκή κε ηελ θαλνληθή, αλέπηπμε ηελ αθφινπζε έθθξαζε γηα ην 

εθαηνζηηαίν ζθάικα: 

 

F

F

np

p
error




1
200%                  (Β.24) 

 

φπνπ Fp  είλαη ε ππνινγηζζείζα πηζαλφηεηα ζθάικαηνο θαη n  ην κέγεζνο ηνπ 

δείγκαηνο. Ζ εμίζσζε (Β.24) παξέρεη κηα θιίκαθα φπνπ ην πνζνζηφ ηνπ ζθάικαηνο 

ηεο πηζαλφηεηαο απνηπρίαο, κπνξεί λα αλακέλεηαη λα βξεζεί ζην 95% ηνπ ρξφλνπ. 

Ο Wang (1989) εξεχλεζε ηελ αθξίβεηα ηεο πξνζνκνίσζεο Monte Carlo γηα 

ηελ εθηίκεζε ηνπ κέζνπ ρξφλνπ ιεηηνπξγίαο ησλ κνλάδσλ παξαγσγήο. Καηέιεμε ζην 

ζπκπέξαζκα φηη νη αλσηέξσ εθηηκήζεηο κπνξνχλ λα πξνζεγγηζηνχλ απφ θαλνληθέο 

θαηαλνκέο, κε ηνλ ζπληειεζηή δηαθχκαλζεο λα πξνζεγγίδεηαη απφ ηνλ αθφινπζν 

εκπεηξηθφ ηχπν: 

 

045.0007.0  rp                  (Β.25) 

 

φπνπ p  ε πηζαλφηεηα ζθάικαηνο ζε κηα κνλάδα θαη r  ν κέζνο ρξφλνο 

επηδηφξζσζεο (ζε ψξεο). Eπίζεο, απέδεημε, φηη ηα πξνζεγγηζηηθά επηζπκεηά φξηα 

κπνξνχλ λα ππνινγηζηνχλ σο εμήο: 
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Έζησ :    X   =  ε κέζε ηηκή ησλn  κεληαίσο πξνζνκνησκέλσλ ρξφλσλ ιεηηνπξγίαο 

                S   =  ε ηππηθή απφθιηζε ηεο κέζεο ηηκήο  

Σφηε απφ ηελ εμίζσζε (Β.25) έρνπκε: 

 

       
 

  
                                 (Β.26) 

  Γηα έλα ζηαζκφ παξαγσγήο κε m αλεμάξηεηεο κνλάδεο, ε κέζε ηηκή ηεο 

παξαγσγήο ηνπ ζηαζκνχ είλαη ίζε κε ην άζξνηζκα φισλ ησλ κέζσλ ηηκψλ φισλ ησλ 

κνλάδσλ ηνπ ζηαζκνχ, ε ηππηθή απφθιηζε είλαη ίζε κε ηελ ξίδα ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ 

δηαζπνξψλ, θαη ην 90% ησλ δηαζηεκάησλ εκπηζηνζχλεο ηνπ ζηαζκνχ παξαγσγήο 

κπνξεί λα ππνινγηζηεί απφ ηελ εμίζσζε (Β.26). 
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ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ Γ 

 

ΠΟΛΤΧΝΤΜΑ HERMITE 

 

Γ.1. ΓΔΝΗΚΑ 

 Σα πνιπψλπκα Hermite είλαη κηα θιαζζηθή νξζνγψληα πνιπσλπκηθή ζεηξά 

πνπ εθηείλεηαη απφ ην κείνλ άπεηξν σο ην ζπλ άπεηξν θαη απεηθνλίδεηαη γηα n=1,2,….. 

  

Γ.2. ΤΠΟΛΟΓΗΜΟ 

 

Έρνπκε κηα ζπλάξηεζε θ(x) ε νπνία απνηειεί ηελ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο ηεο θαλνληθήο Ν(0,1) θαηαλνκήο: 

  

2

2

1

2

1
)(

x

ex





   (Γ.1) 

Αλ νξίζνπκε ην: 

dx

d
D    (Γ.2) 

ζαλ ηηο παξαγψγνπο ηεο ζπλάξηεζεο θ(x) σο πξνο ηελ κεηαβιεηή x, ηφηε 

κπνξνχκε λα γξάςνπκε ηα αθφινπζα: 
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 (Γ.3) 
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Σν απνηέιεζκα απηφ, ζα είλαη έλα θάπνηα πνιπψλπκα ηνπ x πνιιαπιαζηαζκέλα κε 

ηελ ζπλάξηεζε θ(x). Έηζη κπνξνχκε λα νξίζνπκε ηα πνιπψλπκα Hermite (ή 

Tchebycheff - Hermite), Hr(x), απφ ηελ αθφινπζε ζρέζε: 

 

)()()()( xxHxD r

r    (Γ.4) 

 

Έηζη ηα πνιπψλπκα Hr(x), είλαη πνιπψλπκα ηνπ x, ηάμεο r. Αλ ζέζνπκε H0=1, 

ηφηε ηα δέθα πξψηα πνιπψλπκα κπνξνχλ λα γξαθνχλ σο εμήο: 

 

 (Γ.5) 

 

Γηα ηνλ ππνινγηζκφ παξαπάλσ φξσλ ηεο ζεηξάο ρξεζηκνπνηείηαη ε αθφινπζε 

εμίζσζε: 

)()1()()( 21 xHrxHxxH rrr      (Γ.6) 

 

Σα πνιπψλπκα έρνπλ κηα πνιχ ζεκαληηθή ηδηφηεηα, ε νπνία είλαη ε αθφινπζε: 

  

nmndxxxHxH

nmdxxxHxH
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  (Γ.7) 
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ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ Γ 

 

ΘΔΧΡΖΜΑΣΑ ΚΑΣΑΝΟΜΧΝ 

 

Γ.1. ΘΔΧΡΗΑ ΚΑΝΟΝΗΚΧΝ ΚΑΣΑΝΟΜΧΝ  

ε απηφ ην παξάξηεκα παξαηίζεληαη ζεσξήκαηα πνπ ζπλδένπλ θαλνληθέο 

θαηαλνκέο πνπ νη κεηαβιεηέο ηνπο δηέπνληαη απφ γξακκηθέο ζρέζεηο.  

Θεώξεκα 1ν : Πνιπκεηαβιεηή Καλνληθή Καηαλνκή 

 Μία n-δηάζηαηε ηπραία κεηαβιεηή 
T),...,( n1  φπνπ  

),( 2

111 NX   

),( 2

222 NX   

),( 2

333 NX        (Γ.1) 

..... 

.... 

),( 2

nnn NX   

αθνινπζεί ηελ πνιπκεηαβιεηή θαλνληθή θαηαλνκή κε παξακέηξνπο κ θαη : 

),()...,,,( 321  NXXXXX n       (Γ.2) 

φπνπ 
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   (Γ.3) 

Αλ X1, X2, X3, … Xn :  αλεμάξηεηεο κεηαμχ ηνπο ηφηε: 
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     (Γ.4) 
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Θεώξεκα 2ν: Καηαλνκή γξακκηθήο ζρέζεο ηπραίωλ θαλνληθώλ θαηαλνκώλ 

 

Αλ (Υ,Τ) δεχγνο πνιπκεηαβιεηψλ ηπραίσλ αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ φπνπ 

),()...,,,( 321  NXXXXX n θαη  bAXY   θαη 





























nb

b

b

b

b

...

...

3

2

1

, ηφηε ε Τ αθνινπζεί 

θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή bA   θαη δηαθχκαλζε 
 A : 

),(  AbANbAXY     (Γ.5) 

 

Θεώξεκα 3ν : Μέζε ηηκή θαη δηαζπνξά ηπραίαο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο κηαο 

πνιπκεηαβιεηήο θαλνληθήο θαηαλνκήο 

 

Αλ Τ είλαη κία πνιπκεηαβιεηή θαλνληθή θαηαλνκή κε 

),()...,,,( 00321  Nn θαη νη ηπραίεο κεηαβιεηέο i  είλαη αλεμάξηεηεο 

κεηαμχ ηνπο είδακε απφ ην πξψην ζεψξεκα φηη ν πίλαθαο  είλαη έλαο δηαγψληνο 

πίλαθαο. Ζ θάζε κεηαβιεηή i  αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή ηελ 

αληίζηνηρε κέζε ηηκή ηνπ πίλαθα ησλ κέζσλ ηηκψλ ηεο πνιπκεηαβιεηήο θαλνληθήο 

θαηαλνκήο θαη δηαζπνξά ην αληίζηνηρν δηαγψλην ζηνηρείν ηνπ πίλαθα ηεο 

δηαθχκαλζεο, ))(,( 2

0)0( iiii N  . 

 

Θεώξεκα 4ν : Μέζε ηηκή θαη δηαζπνξά ηπραίαο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο κηαο 

πνιπκεηαβιεηήο θαλνληθήο θαηαλνκήο 

 

 Έζησ κία n-δηάζηαηε κεηαβιεηή 
T),...,( n1   κε ηπραίεο 

εμαξηεκέλεο κεηαβιεηέο πνπ αθνινπζνχλ θαλνληθέο θαηαλνκέο ηφηε ζχκθσλα κε ην 

1ν ζεψξεκα ε πνιπκεηαβιεηή θαηαλνκή αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή κε 

παξακέηξνπο κ θαη : ),()...,,,( 321  NXXXXX n   



Παπάπηημα Γ  Θεωπήμαηα Καηανομών  

-157- 
 

φπνπ 





























n









...

...

3

2

1

, 























2

n2n1

n2

2

221

n112

2

1

....

............

...

...

n





 

Έζησ ηπραία κεηαβιεηή bn  n111    πνπ έρεη 

γξακκηθή ζρέζε κε ηηο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηέο ),...,( n1  , ηφηε γηα λα ηζρχεη ην 2ν 

ζεψξεκα ζα πξέπεη λα ζρεκαηίζνπκε ηηο βνεζεηηθέο κεηαβιεηέο Ε2, Ε3,…,Εn ψζηε λα 

δεκηνπξγεζεί κία πνιπκεηαβιεηή θαηαλνκή: 
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  (Γ.6) 

 

Οπφηε  
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   (Γ.7) 

 

Καη ζχκθσλα κε ην 2ν ζεψξεκα ε πνιπκεηαβιεηή θαηαλνκή Z αθνινπζεί 

θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή bA    θαη δηαθχκαλζε 
 A : 

),(  AbANbAX   

Σέινο, ζχκθσλα κε ην 3ν ζεψξεκα ε θάζε κεηαβιεηή i  αθνινπζεί θαλνληθή 

θαηαλνκή κε κέζε ηηκή ηελ αληίζηνηρε κέζε ηηκή ηνπ πίλαθα ησλ κέζσλ ηηκψλ ηεο 

πνιπκεηαβιεηήο θαλνληθήο θαηαλνκήο θαη δηαζπνξά ην αληίζηνηρν δηαγψλην ζηνηρείν 

ηνπ πίλαθα ηεο δηαθχκαλζεο, ))(,( 2

0)0( iiii N   . 
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Γ.2. ΘΔΧΡΗΑ ΣΤΥΑΗΧΝ ΚΑΣΑΝΟΜΧΝ  

 

Θεώξεκα 1ν : Γηκεηαβιεηή Καηαλνκή 

 

Έζησ (X,Y) δεχγνο η.κ. κε ζ.π.π. ),(f YX, yx  θαη }0),(f:),{( YX,  yxyxS . 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο ),(),,( yxhvyxgu  έρνπλ ζπλερείο κεξηθέο παξαγψγνπο 

πξψηεο ηάμεο ζην S θαη ν κεηαζρεκαηηζκφο πνπ νξίδνπλ είλαη 1-1 κε Ηαθσβηαλή 

Sy)(x, 0y)J(x,  , ηφηε ην δεχγνο )),(),,((),( YXhYXgVU   έρεη ζ.π.π. ηελ  







 


0

),(,),()),(),,((
),(f

,

VU,

TvuvuJvuyvuxf
vu

YX
  (Γ.8) 

Όπνπ }),(:)),(),,((),{( SyxyxhyxgvuT  . 

Καη ),( vuJ ε Ηαθσβηαλή ηνπ αληίζηξνθνπ κεηαζρεκαηηζκνχ. 

 Γηα πνιπκεηαβιεηέο θαηαλνκέο απνδεηθλχνληαη νκνίσο αλάινγα 

απνηειέζκαηα.
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ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ Δ 

 

ΜΔΘΟΓΟΗ ΤΝΔΛΗΞΖ 

 

Δ.1. ΤΝΔΛΗΞΖ ΚΑΝΟΝΗΚΧΝ ΚΑΣΑΝΟΜΧΝ 

Έζησ νη αλεμάξηεηεο ηπραίεο κεηαβιεηέο 1X  θαη 2X πνπ αθνινπζνχλ 

θαλνληθή θαηαλνκή, κε ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο )( 11 Xf  θαη )( 22 Xf   

αληίζηνηρα. Σφηε ιφγσ ηεο ζρέζεο 
2

2

2

)(

2

1
)( 










x

x exf    κε 0,,  Rx   ηζρχεη: 
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eXf                  (Δ.1) 
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X

eXf                  (Δ.2) 

 

                                       

Ζ ηπραία κεηαβιεηή NX  πνπ δίλεηαη σο   2211 XaXaX N   έρεη ζπλάξηεζε 

ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο   )( NN Xf  

 

)(*)()( 222111 XafXafXf NN                   (Δ.3) 

 

Ζ ηπραία κεηαβιεηή   iiXa   αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή iia   

θαη ηππηθή απφθιηζε  
22

   , φπνπ ia  ν ζπληειεζηήο επαηζζεζίαο ηνπ δπγνχ i . 

Ο κεηαζρεκαηηζκφο Laplace κηαο ζπλάξηεζεο )(tf  νξίδεηαη σο  

 

dttfetfLSf st )(:)}({)(
0


                  (Δ.4) 
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θαη ηζρχεη 

 

)}({)}({)}(*)({ 2121 tfLtfLtftfL                   (Δ.5) 

 

 

Βάζεη ηεο ηδηφηεηαο (Δ.3) ε ζρέζε (Δ.5) γίλεηαη : 

 

)}({)}({)}({ 222111 XafLXafLXfL NN                   (Δ.6) 
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                (Δ.9) 

                

 

φπνπ 2211  N    θαη   
2

2

2

2

2

1

2

1

2  N                 (Δ.10)                                                                                                                                                                     

              

Ζ εμίζσζε (Δ.7) νδεγεί ζηνλ ππνινγηζκφ ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 

)( NN Xf   ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο NX , πνπ αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζε 

ηηκή N  θαη ηππηθή απφθιηζε N  : 
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2

2

2

)(

2

1
)( N

NNX

N

NN eXf









                  (Δ.11) 

 

Ζ ζπλέιημε r αλεμάξηεησλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ θαλνληθήο θαηαλνκήο δίλεηαη απφ ηε 

ζρέζε (Δ.10) 

 

φπνπ  i

r

i

iN a  



1

  θαη     
2

1

22

i

r

i

iN a  


                (Δ.12)                                                                                            

                                                                                

Δ.2. ΤΝΔΛΗΞΖ ΓΗΑΚΡΗΣΧΝ ΚΑΣΑΝΟΜΧΝ 

Έζησ νη αλεμάξηεηεο ηπραίεο κεηαβιεηέο 1X  θαη 2X  πνπ αθνινπζνχλ 

δηαθξηηή ή δησλπκηθή θαηαλνκή, κε ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο )( 11 Xf  θαη 

)( 22 Xf  αληίζηνηρα. Ζ δησλπκηθή θαηαλνκή απνηειείηαη απφ 1n  δηαθξηηέο ηηκέο 

φπνπ n  ν αξηζκφο ησλ αλεμάξηεησλ φκνησλ γελλεηξηψλ. Αθνχ ππνινγηζηνχλ νη ηηκέο 

απηέο θαη νη αληίζηνηρεο πηζαλφηεηεο ηνπο, ε δησλπκηθή θαηαλνκή αληηκεησπίδεηαη σο 

δηαθξηηή.  

Σν βαζηθφ πξφβιεκα είλαη ν ππνινγηζκφο ηεο ηζνδχλακεο δηαθξηηήο 

θαηαλνκήο ιφγσ ηνπ κεγάινπ αξηζκνχ ησλ δηαθξηηψλ ηηκψλ κε ηηο νπνίεο 

παξηζηάλεηαη. Γηα παξάδεηγκα φηαλ κηα δηαθξηηή ζπλάξηεζε πνπ παξηζηάλεηαη κε    

δηαθξηηέο ηηκέο ζπλειίζζεηαη κε κηα άιιε δηαθξηηή ζπλάξηεζε πνπ παξηζηάλεηαη κε 
'  

δηαθξηηέο ηηκέο ε ηειηθή ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ζα αληηπξνζσπεχεηαη 

απφ )( '   δηαθξηηέο ηηκέο. Ζ δηαδηθαζία απηή είλαη ρξνλνβφξα θαη γίλεηαη κε 

πξαθηηθή φηαλ ν αξηζκφο ησλ δηαθξηηψλ ζπλαξηήζεσλ ζην ζχζηεκα είλαη κεγάινο. 

 Λφγσ ηεο ζρέζεο  






1

)()(
i

iix WxPxf   ηζρχεη  : 

 








1

111 )()(
i

ii WXPXf                (Δ.13) 





'

1

222 )'(')(



j

jj WXPXf                (Δ.14) 

Ζ ηπραία κεηαβιεηή DX  πνπ δίλεηαη σο 

2211 XaXaX D                 (Δ.15) 

έρεη ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο )( DD Xf  
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)(*)()( 222111 XafXafXf DD                   (Δ.16) 

 

 

φπνπ 






1

11111 )()(
i

ii WaXPXaf  θαη 



'

1

22222 )'(')(



j

jj WaXPXaf       (Δ.17) 

                                                                                                                                

θαη ηζρχεη  

 

                                                      (Δ.18) 

 

 

φπνπ                        
 
                           (Δ.19) 

                                                             

                                
  

                             (Δ.20) 

                                                            

 

Άξα                                                      

                                     
           

                
        ) 

                                     
 
                                                                        (Δ.21) 

                                                                     

φπνπ                                                                   (Δ.22)                                                                                            

                                                                         (Δ.23)                                                                                       

                                                                          (Δ.24)                                                                             

 

Γηα φια ηα δηαηεηαγκέλα δεχγε ),( ji  

                                                                            

Ζ εμίζσζε (Δ.21) νδεγεί ζηνλ ππνινγηζκφ ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο  

)( DD Xf ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο DX , πνπ αθνινπζεί δηαθξηηή θαηαλνκή κε t 

δηαθεθξηκέλεο ηηκέο.  

 

             
 
                            (Δ.25) 
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Ζ ζπλέιημε r αλεμάξηεησλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ δηαθξηηήο θαηαλνκήο απαηηεί ηνλ 

ππνινγηζκφ φισλ ησλ kG  θαη ησλ αληίζηνηρσλ kH  γηα  φπνπ  

rkt   ......21  θαη  k  ν αξηζκφο ησλ δηαθεθξηκέλσλ ηηκψλ ηεο k  

δηαθξηηήο θαηαλνκήο. 

Έζησ φηη ζπλειίζζνληαη 10 δηαθξηηέο θαηαλνκέο κε 4 δηαθεθξηκέλεο ηηκέο ε 

θάζε κηα. Σφηε ε ηειηθή ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο απνηειείηαη απφ 

576.048.1410   δηαθεθξηκέλεο ηηκέο. 

 

 

ρήκα Δ.2.1. : πλέιημε δχν δηαθξηηψλ θαηαλνκψλ 

 

Γεκηνπξγείηαη έηζη πξφβιεκα κλήκεο θαη ρξφλνπ ππνινγηζκνχ πνπ ιχλεηαη 

αλ θαζνξηζηεί εθ ησλ πξνηέξσλ ν επηζπκεηφο αξηζκφο t  ησλ δηαθεθξηκέλσλ ηηκψλ κε 

ηηο νπνίεο ζα αληηπξνζσπεπζεί ε ηειηθή ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο. 

Οη ηηκέο ηεο ζπλέιημεο δχν δηαθξηηψλ θαηαλνκψλ εθηείλνληαη ζην δηάζηεκα 

|,| maxmin HH  

 

                                    (Δ.26) 

                                    (Δ.27) 
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θαη     

                       

                                                     (Δ.28)   

                                                           (Δ.29) 

                                                     (Δ.30)                                                                 

                                                    (Δ.31) 

 

Σν δηάζηεκα |,| maxmin HH  ρσξίδεηαη ζε 1t  δηαζηήκαηα. 

Αλ θαηά ηε ζπλέιημε πξνθχςεη κηα δηαθεθξηκέλε ηηκή H  ζην δηάζηεκα 

)1,( kk   κε πηζαλφηεηα G , ηφηε ε ηηκή απηή δηακνηξάδεηαη κεηαμχ ησλ δχν αθξαίσλ 

ζεκείσλ )1,( kk   αληηζηξφθσο αλάινγα ηεο απνζηάζεσο ηεο απφ απηά. (ρήκα 

Δ.2.2) 

          
 

   
                     (Δ.32) 

 

       
 

   
                    (Δ.33) 

φπνπ 

          
           

   
                 (Δ.34) 

 

 

 

ρήκα Δ.2.2.: Γηακνηξαζκφο κηαο δηαθεθξηκέλεο ηηκήο 
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Δ.2.1. πλέιημε θαλνληθήο θαη δηαθξηηήο θαηαλνκήο   

χκθσλα κε ηηο δχν πξνεγνχκελεο παξαγξάθνπο, ζπλειίζζνληαη φιεο νη 

ηπραίεο κεηαβιεηέο πνπ αθνινπζνχλ θαλνληθή θαηαλνκή δίλνληαο ηε γεληθή 

ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο )( NN Xf  θαλνληθήο θαηαλνκήο, θαη φιεο νη 

ηπραίεο κεηαβιεηέο πνπ δελ αθνινπζνχλ θαλνληθή θαηαλνκή (δηαθξηηή, δησλπκηθή, 

Weibull) δίλνληαο ηε γεληθή ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο )( DD Xf  δηαθξηηήο 

θαηαλνκήο. 

Ζ ηειηθή ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο δίλεηαη σο  

 

                                           (Δ.35) 

 

Δθαξκφδνληαο ηνλ κεηαζρεκαηηζκφ Laplace ηζρχεη 

 

                                                 (Δ.36) 

 

φπνπ               δίλεηαη ζηε ζρέζε  (Δ.9) 

                      δίλεηαη ζηε ζρέζε   (Δ.10) 

 

Άξα : 

               
 
    

           
 

 
  

    
                 (Δ.37) 

 

Ο αληίζηξνθνο κεηαζρεκαηηζκφο Laplace ηεο            νδεγεί ζηελ εμίζσζε 

 

          
  

     
 

 
    

 
           

 

   
 

                 (Δ.38) 

 

Ζ ζπλάξηεζε απηή είλαη γξακκηθψο ζπλδπαζκφο t  θαλνληθψλ ζπλαξηήζεσλ 

ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο, κε κέζε ηηκή kN H  , ηππηθή απφθιηζε N  , πνπ 

ζπκβάιινπλ ζην άζξνηζκα αλάινγα κε ηνλ ζπληειεζηή kG   φπνπ tk ,...,2,1  . 
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ρήκα Δ.2.3. : Ζ )(Xf X  σο άζξνηζκα t  θαλνληθψλ ζπλαξηήζεσλ 

  

Πνιιέο πξνζπάζεηεο έρνπλ γίλεη γηα λα αλαπηπρζνχλ ηερληθέο πνπ 

επηηξέπνπλ ηελ πξαγκαηνπνίεζε ηεο ζπλέιημεο κε κεγαιχηεξε αθξίβεηα θαη ιηγφηεξν 

ρξφλν ππνινγηζκνχ. Ζ ηειεπηαία ηερληθή πνπ εθαξκφδεηαη ζηελ πηζαλνηηθή αλάιπζε 

ξνψλ θνξηίνπ βαζίδεηαη ζηνλ ηαρχ κεηαζρεκαηηζκφ Fourier (FFT). Ο ηαρχο 

κεηαζρεκαηηζκφο Fourier  εθκεηαιιεχεηαη νξηζκέλεο ηδηφηεηεο ησλ εθζεηηθψλ 

ζπλαξηήζεσλ γηα λα δψζεη κηα γξήγνξε θαη αθξηβή παξνπζίαζε κηαο ζπλάξηεζεο 

ζην πεδίν ηεο ζπρλφηεηαο. 

Γηα κηα δεδνκέλε ζπλερή απεξηνδηθή ζπλάξηεζε      , πνπ νξίδεηαη ζην 

δηάζηεκα          δίλεηαη ε κηγαδηθή ζπλάξηεζε      ζην πεδίν ηεο ζπρλφηεηαο 

 

                   
  

  
                 (Δ.39) 

θαη ν αληίζηξνθνο κεηαζρεκαηηζκφο είλαη : 

 

       
 

  
           

  

  
                 (Δ.40) 

 

 

φπνπ                                              
   

 

Αλ ε ζπλάξηεζε      είλαη κηα δηαθξηηή ή δηαθξηηνπνηεκέλε ζπλάξηεζε κε   

δηαθξηηέο ηηκέο ζε ίζεο απνζηάζεηο κεηαμχ ηνπο ζα ηζρχεη :  

           
   
                            (Δ.41) 
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θαη ε εθαξκνγή ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ Fourier ζα δψζεη : 

 

            
   
           

  

  
              

   
                           (Δ.42) 

 

Ζ      είλαη κηα πεξηνδηθή ζπλάξηεζε κε πεξίνδν      
  

  
         θαη ε 

παξάζηαζή ηεο κε   δηαθξηηά ζεκεία είλαη : 

 

             
   
                        

   
                         (Δ.43) 

 

φπνπ                          
  

    θαη                      

     

Ζ καζεκαηηθή ζπλέιημε ζην πεδίν ηνπ ρξφλνπ, κεηαηξέπεηαη ζην πεδίν ηεο 

ζπρλφηεηαο ζε απιφ πνιιαπιαζηαζκφ. 

Έηζη ηζρχεη  :  

                                                            (Δ.44) 

Αθνχ πξαγκαηνπνηεζεί ε ζπλέιημε ζην πεδίν ηεο ζπρλφηεηαο, ν αληίζηξνθνο 

κεηαζρεκαηηζκφο Fourier  δίλεη αληίζηνηρα ηελ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο  

     κε   δηαθξηηά ζεκεία απφ ηελ ζρέζε (Δ.41) φπνπ : 

 

      
 

 
        

                       (Δ.45) 

 

O ηαρχο κεηαζρεκαηηζκφο Fourier έρεη σο ζθνπφ ηε κείσζε ησλ 

απαηηνχκελσλ κηγαδηθψλ πνιιαπιαζηαζκψλ θαη πξνζζέζεσλ γηα ηνλ ππνινγηζκφ 

ησλ πηλάθσλ       θαη    απφ ηηο εμηζψζεηο (Δ.42) θαη (Δ.45).  Καλνληθά απαηηείηαη λα 

πξαγκαηνπνηεζνχλ    κηγαδηθνί πνιιαπιαζηαζκνί θαη        πξνζζέζεηο. Λφγσ 

ηεο πεξηνδηθφηεηαο ηεο (Δ.42) ηζρχεη :  

 

                                     (Δ.46) 

Αλ         , ν αιγφξηζκνο ηνπ ηαρέσο κεηαζρεκαηηζκνχ Fourier είλαη κηα 

δηαδηθαζία παξαγνληνπνίεζεο ηνπ πίλαθα     ζε   πίλαθεο δηαζηάζεσλ     ν 

θαζέλαο έηζη ψζηε ζηνλ θάζε παξαγνληνπνηεκέλν πίλαθα λα ειαρηζηνπνηείηαη ν 

αξηζκφο ησλ απαηηνχκελσλ κηγαδηθψλ πνιιαπιαζηαζκψλ θαη πξνζζέζεσλ. Έηζη 

απνδεηθλχεηαη φηη κε ηνλ ηαρχ κεηαζρεκαηηζκφ Fourier απαηηνχληαη ζπλνιηθά   
   

κηγαδηθνί πνιιαπιαζηαζκνί αληί γηα    θαη    πξνζζέζεηο αληί γηα       . Αλ 



Μελέηη Πιθανοηικήρ Ροήρ Φοπηίος με ηη Μέθοδο Cornish – Fisher ζε ςζηήμαηα 
Ζλεκηπικήρ Δνέπγειαρ με Γιείζδςζη Ζλεκηπικών Αςηοκινήηων  
  

 
Γιαννοςλάηορ Η. Ηωάννηρ  Δ.Μ.Π. 2010 

-168- 
 

ζεσξεζεί φηη ν απαηηνχκελνο ρξφλνο ππνινγηζκνχ είλαη αλάινγνο ηνπ αξηζκνχ ησλ 

πνιιαπιαζηαζκψλ, ηφηε ε αλαινγία ζηνλ ρξφλν ππνινγηζκνχ κεηαμχ ηνπ 

ζπκβαηηθνχ θαη ηνπ ηαρέσο κεηαζρεκαηηζκνχ Fourier  είλαη πεξίπνπ   
   , φπνπ   

αθέξαηνο αξηζκφο ζπλήζσο γηα ηηο απαηηήζεηο ηεο πηζαλνηηθήο αλάιπζεο ξνψλ 

θνξηίνπ. 

Ο αιγφξηζκνο ηνπ ηαρέσο κεηαζρεκαηηζκνχ Fourier φπσο αλαπηχρζεθε πην 

πάλσ εθαξκφδεηαη κφλν ζε δηαθξηηέο ή δηαθξηηνπνηεκέλεο ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο. Έηζη, κεηά ηνλ ππνινγηζκφ ηεο ηζνδχλακεο θαλνληθήο θαηαλνκήο, 

απαηηείηαη ε δηαθξηηνπνίεζή ηεο ζχκθσλα κε ηνπο παξαθάησ θαλφλεο : 

 Ζ ηζνδχλακε θαλνληθή ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο απνθφπηεηαη ζε 

πξνθαζνξηζκέλν αξηζκφ ηππηθψλ απνθιίζεσλ, ζπλήζσο          πνπ δίλεη 

κηα ηθαλνπνηεηηθή απεηθφληζε ηνπ 99% ησλ πηζαλψλ ηηκψλ ηεο. Ο 

απαηηνχκελνο αξηζκφο δηαθξηηψλ ηηκψλ γηα ηελ παξάζηαζή ηεο θαζνξίδεηαη 

ζηε ζπλέρεηα. 

 Ζ ηηκή ηεο πηζαλφηεηαο    ζηε ζέζε       
     

 
  ππνινγίδεηαη απφ ηε ζρέζε 

                                 έηζη ψζηε λα αληηζηνηρεί ζηελ 

επηθάλεηα ηεο θαλνληθήο θαηαλνκήο κεηαμχ ησλ ζεκείσλ    θαη    . 

 Ζ ηηκή ηεο πηζαλφηεηαο    δηαηξείηαη κε ηελ επηθάλεηα ηεο απνθνκκέλεο 

θαλνληθήο θαηαλνκήο κεηαμχ ησλ ζεκείσλ                 θαη       

          , έηζη ψζηε ε αζξνηζηηθή πηζαλφηεηα ηεο απνθνκκέλεο θαη 

δηαθξηηνπνηεκέλεο ηζνδχλακεο θαλνληθήο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο λα παξακέλεη κνλάδα. 

 Λφγσ ηεο ζπκκεηξίαο ηεο θαλνληθήο θαηαλνκήο κπνξεί λα ζεσξεζεί γηα ηνπο 

πην πάλσ ππνινγηζκνχο κφλν ην κηζφ ηκήκα ηεο. 

 

Μεηά ηελ δηαθξηηνπνίεζή ηεο ε ηζνδχλακε θαλνληθή θαηαλνκή αληηκεησπίδεηαη 

ζηελ ζπλέιημε κε ηνλ αιγφξηζκν ηνπ ηαρέσο κεηαζρεκαηηζκνχ Fourier  σο κηα απιή 

δηαθξηηή θαηαλνκή κε νξηζκέλν αξηζκφ δηαθξηηψλ ηηκψλ. 

Ζ δηαδηθαζία ηεο ζπλέιημεο πξαγκαηνπνηείηαη δηαδνρηθά κε δχν κφλν 

ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ζε θάζε βήκα. Αλ ζε θάπνην βήκα ηεο 

δηαδηθαζίαο ε                              αληηπξνζσπεχεη ηελ ζπλέιημε ησλ 

ζπλαξηήζεσλ     θαη     πνπ νξίδνληαη ζηα δηαζηήκαηα    θαη     αληίζηνηρα, ηφηε ζα 

νξίδεηαη ζην δηάζηεκα : 
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                                                      (Δ.47) 

 

φπνπ 

        

                   

                   

                   

                   

      

              

              

               

               

 

θαη  

        

                   

                   

                   

                   

      

              

              

               

               

 

 

Έζησ φηη ην ηειηθφ δηάζηεκα   πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ηειηθή ζπλάξηεζε 

ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο, νθείιεη λα παξαζηαζεί κε         δηαθξηηά ζεκεία. Σφηε ν 

αξηζκφο        ησλ δηαθξηηψλ ζεκείσλ πνπ απαηηνχληαη γηα ηελ παξάζηαζε ηνπ 

δηαζηήκαηνο        ηεο ζπλέιημεο ζε θάπνην βήκα ζα δίλεηαη απφ ηηο ζρέζεηο πνπ 

αθνινπζνχλ : 

 

      
        

      

 
                    (Δ.48) 

   
               

                  (Δ.49) 

                  
                     (Δ.50) 

                            (Δ.51) 

 

ηε ζρέζε (Δ.48) ζεσξείηαη έλα επηπιένλ ζεκείν γηα λα κελ ππάξρεη πηζαλφηεηα λα 

ραζεί κέξνο ηεο ηειεπηαίαο δηαθξηηήο ηηκήο πνπ δηακνηξάδεηαη ζηα αθξαία ζεκεία ηνπ 

δηαζηήκαηνο        . 

Σν δηάζηεκα        ρσξίδεηαη ζε        δηαζηήκαηα. Αλ θαηά ηε δηάξθεηα ηεο 

ζπλέιημεο πξνθχςεη κηα δηαθξηηή ηηκή ζην δηάζηεκα          αληηζηξφθσο αλάινγα 

ηεο απφζηαζήο ηεο απφ απηά, φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα Δ.2.4. 
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ρήκα Δ.2.4.: Γηακνηξαζκφο κηαο δηαθξηηήο ηηκήο 

 

Οη ζπλαξηήζεηο καζεκαηηθά κπνξνχλ λα ζπλειηρζνχλ κε νπνηαδήπνηε ζεηξά.  Απφ 

ηηο ζρέζεηο φκσο (Δ.48) θαη (Δ.41) θαίλεηαη φηη ν αξηζκφο ησλ απαηηνχκελσλ 

δηαθξηηψλ ζεκείσλ γηα ηελ παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 

απμάλεηαη αλάινγα κε ηηο πεξηφδνπο       θαη       θαη ε απνδνηηθφηεηα ηνπ αιγνξίζκνπ 

ηνπ ηαρέσο κεηαζρεκαηηζκνχ Fourier απμάλεηαη φζν ν αξηζκφο ησλ ζεκείσλ είλαη 

κηθξφηεξνο. Έηζη είλαη πην απνδνηηθφ λα ζπλειίζζνληαη δηαδνρηθά νη ζπλαξηήζεηο 

ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο αλάινγα κε ην εχξνο ηεο πεξηφδνπ ηνπο, μεθηλψληαο απφ 

εθείλεο κε ην κηθξφηεξν εχξνο θαη ζπλεπψο θαη ηνλ κηθξφηεξν αξηζκφ δηαθξηηψλ 

ζεκείσλ. 
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ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ Σ 

ΔΠΔΚΣΑΖ GRAM - CHARLIER 

 

Σ.1. ΘΔΧΡΖΣΗΚΟ ΤΠΟΒΑΘΡΟ 

Σ.1.1. Οξηζκόο ηωλ Ρνπώλ 

 Δάλ, γηα έλαλ ζεηηθφ αθέξαην αξηζκφ π, ε ζπλάξηεζε X 
 είλαη νινθιεξψζηκε 

σο πξνο ηελ F(x) ηφηε ην νινθιήξσκα απφ ( , + )  : 

 

   dF 

   




                     (Σ.1) 

 

θαιείηαη ε ξνπή ηάμεο π ή π-νζηή ξνπή ηεο θαηαλνκήο. 

 

Οη ξνπέο γχξσ απφ ην κέζν φξν m, θαινχληαη ζπρλά θεληξηθέο ξνπέο: 

 

     m m dF
 

   




     
                    (Σ.2) 

 

ηελ πεξίπησζε κηαο γξακκηθήο ζπλάξηεζεο c b   , ε π-νζηή ξνπή ηεο 

κεηαβιεηήο ε δίλεηαη απφ ηελ έθθξαζε : 

 

  1

1' ...
1

c b c c b b  

 


   



 
         

 
                 (Σ.3) 

 

Σ.1.2. Οξηζκόο ηωλ Αζξνηζκάηωλ (Cumulants) 

Ζ κέζε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο 
ite 

 ζα γξαθηεί : 

 

     it itxt E e e dF x




                       (Σ.4) 

 

Απηή είλαη κηα ζπλάξηεζε ηεο πξαγκαηηθήο κεηαβιεηήο t, ε νπνία θαιείηαη 

ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ηεο κεηαβιεηήο μ. 
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Δάλ ε k-νζηή ξνπή ηεο θαηαλνκήο ππάξρεη, ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε 

κπνξεί λα αλαπηπρζεί κε ζεηξέο MacLaurin γηα κηθξέο ηηκέο ηνπ t: 

 

     
1

1
!

k
kt it o t




       (Σ.5) 

                                        

     
1

log
!

k
kt it o t




                     (Σ.6) 

Οη ζπληειεζηέο   εηζήρζεζαλ απφ ηνλ Thiele θαη θαινχληαη εκη-ζηαζεξέο ή 

αζξνίζκαηα ηεο θαηαλνκήο. 

 

Σα αζξνίζκαηα 
'

  κηαο γξακκηθήο ζπλάξηεζεο ε=αμ+b ιακβάλνληαη απφ ηελ 

παξαθάησ ζρέζε: 

 

     
1

'
log

!

k
bit ke at it o t





          (Σ.7) 

Δπνκέλσο: 

1 1' a b          θαη       ' a

          γηα       π>1      (Σ.8) 

 

Σ.1.3. ρέζε κεηαμύ ηωλ Ρνπώλ θαη ηωλ Αζξνηζκάηωλ 

Ζ ζρέζε κεηαμχ ησλ ξνπψλ θαη ησλ αζξνηζκάησλ κπνξεί λα παξαρζεί κε ηελ 

αληηθαηάζηαζε ηεο  θ(t) απφ ηελ (Σ.5) ζηελ (Σ.6), 

 

     
1 1

log 1
! !

k k
kit it o t

   

 

 
   

 
                       (Σ.9) 

 

Βιέπνπκε φηη ην n είλαη έλα πνιπψλπκν ησλ 1 , ... , na a  θαη αληηζηξφθσο ην na  

είλαη έλα πνιπψλπκν ησλ 1 , ... , n  .  πγθεθξηκέλα: 
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1 1

2

2 2 1

3

3 3 1 2 1

2 2 4

4 4 2 1 3 1 2 1

3 2

3 4 12 6

...

m 

  

    

       

 

 

  

    

                 (Σ.10) 

 

Όπνπ κε m δειψλεηαη ε κέζε ηηκή. 

 

ε ζρέζε κε ηηο θεληξηθέο ξνπέο βπ, νη εθθξάζεηο ησλ γπ παίξλνπλ ηε κνξθή:  

1

2

2 2

3 3

2

4 4 2

5 5 2 3

2 3

6 6 2 4 3 2

3

10

15 10 30

...

m

  

 

  

   

     



 



 

 

   

                (Σ.11) 

 

φπνπ ζ ε ηππηθή απφθιηζε, ελψ αληίζηξνθα: 

 

1

2

2 2

3 3

2

4 4 2

5 5 2 3

2 3

6 6 2 4 3 2

0

3

10

15 10 15

...



  

 

  

   

     



 



 

 

   

           (Σ.12) 

 

Σ.1.4. Iδηόηεηεο ηωλ Αζξνηζκάηωλ (Cumulants) 

Έζησ μ θαη ε είλαη νη αλεμάξηεηεο ηπραίεο κεηαβιεηέο κε γλσζηή ηε 

ζπλάξηεζε αζξνηζηηθήο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 1F  θαη 2F . Ζ αζξνηζηηθή 

ζπλάξηεζε F(x) ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ δχν αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ δίλεηαη απφ : 

 

         1 2 2 1F x F x z dF z F x z dF z

 

 

                       (Σ.13) 
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     1 2F x F x F x                       (Σ.14) 

 

Γηα ην άζξνηζκα 1 2 .... n     , n αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ, ε αζξνηζηηθή 

ζπλάξηεζε ζα είλαη: 

 

       1 2 ... nF x F x F x F x                            (Σ.15) 

 

Έζησ 1 2( ),  ( )t t   θαη ( )t  νη ραξαθηεξηζηηθέο  ζπλαξηήζεηο ησλ μ, ε θαη μ+ε 

αληίζηνηρα. Σφηε: 

 

       1 2

it n it itnt E e E e E e t t
   
             

                    (Σ.16) 

 

Δάλ 1 2, ,...., n    είλαη αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο κε ραξαθηεξηζηηθέο 

ζπλαξηήζεηο 1 2( ),  ( ),...., ( )nt t t   , ηφηε ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ( )t ηνπ 

αζξνίζκαηνο 1 2 .... n      ζα είλαη: 

 

       1 2 ... nt t t t                        (Σ.17) 

 

Σν ζεψξεκα πνιιαπιαζηαζκνχ γηα ηηο ραξαθηεξηζηηθέο ζπλαξηήζεηο δίλεη: 

 

       1 2log log log ...log nt t t t                         (Σ.18) 

 

Δπνκέλσο: 

 

1 2 ... n

                       (Σ.19) 

 

χκθσλα κε ηελ (Σ.11), κπνξνχκε λα παξαηεξήζνπκε φηη: 

 

1 2

2 2 2 2

1 2

...

...

n

n

m m m m

   

   

   
                    (Σ.20) 
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Σ.1.5. Δπέθηαζε Gram-Charlier  

   Αο ζεσξήζνπκε κία νπνηαδήπνηε ηπραία κεηαβιεηή μ κε κηα ζπλερή θαηαλνκή 

κε κέζε ηηκή m θαη ηππηθή απφθιηζε ζ. Γηα ηελ θαλνληθνπνηεκέλε κεηαβιεηή  
m




, 

ε αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαη ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο νξίδνληαη σο F(x) θαη f(x) 

αληίζηνηρα. 

 

χκθσλα κε ηελ επέθηαζε Gram-Charlier, νη αζξνηζηηθέο ζπλαξηήζεηο  θαη 

ζπλαξηήζεηο  ππθλφηεηαο κπνξνχλ λα γξαθηνχλ σο: 

 

           331 2' '' ...
1! 2! 3!

cc c
F x x x x x                         (Σ.21) 

 

           331 2' '' ...
1! 2! 3!

cc c
f x x x x x                         (Σ.22) 

 

φπνπ Φ(x) θαη θ(x) αληηπξνζσπεχνπλ ηελ αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο 

(CDF) θαη ηε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο (PDF) ηεο θαλνληθήο θαηαλνκήο κε 

m = 0 θαη ζ = 1. Οη c  είλαη νη ζηαζεξνί ζπληειεζηέο: 

 

0

1 2

3
3 3

4
4 4

5 3
5 5 3

6 4
6 6 4

1

0

3

10

15 30

..........

c

c c

c

c

c

c









 

 

 

 



 

 

 

  

  

                 (Σ.23) 
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Σ.2.  ΓΗΑΓΗΚΑΗΑ ΤΠΟΛΟΓΗΜΟΤ 

Με βάζε ηηο αλσηέξσ ζεσξίεο, ε δηαδηθαζία ππνινγηζκνχ PDF ησλ ξνψλ 

γξακκψλ ζπλνςίδεηαη σο εμήο: 

 

1) Λακβάλνληαο ππφςε ηελ πηζαλνηηθή πεξηγξαθή ηεο παξαγσγήο θαη ηνπ θνξηίνπ, 

ππνινγίδνπκε ηηο ξνπέο ηεο εγρεφκελεο ελεξγνχ ηζρχνο ζχκθσλα κε ηελ (Σ.1). 

 

2) Τπνινγίδνπκε ηα αζξνίζκαηα ηεο εγρεφκελεο ηζρχνο απφ ηε ζρέζε κεηαμχ ησλ 

αζξνηζκάησλ θαη ησλ ξνπψλ ζχκθσλα κε ηελ (Σ.10). 

 

3) Τπνινγίδνπκε ηηο θεληξηθέο ξνπέο θάζε γξακκήο ζχκθσλα κε ηελ (Σ.12). 

 

4) Τπνινγίδνπκε ηνπο ζπληειεζηέο ηεο επέθηαζεο Gram-Charlier ζχκθσλα κε ηελ     

(Σ.23) 

 

5) Ζ αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο θαη ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο  

ησλ ξνψλ ησλ γξακκψλ κπνξνχλ πξνθχςνπλ ηψξα απφ ηηο ζρέζεηο (Σ.21) θαη 

(Σ.22) αληίζηνηρα. 

 
 

 

 


