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Πεξίιεςε 

ηελ εξγαζία απηή κειεηάηαη κία κεζνδνινγία αλαθαηαζθεπήο ηξηζδηάζηαησλ 

αληηθεηκέλσλ. Σν ζχζηεκα πνπ αλαπηχρζεθε κε βάζε απηή θαη κειεηήζεθε ζηελ παξνχζα 

δηπισκαηηθή εξγαζία, βαζίδεηαη ζηε βέιηηζηε ηαχηηζε ηκεκάησλ ησλ ηξηζδηάζηαησλ 

αληηθεηκέλσλ. πγθεθξηκέλα, ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζξαχζκαηα ηνηρνγξαθίαο πνπ βξέζεθαλ ζε 

αλάθηνξν ζηελ Σίξπλζα θαη ε ηξηζδηάζηαηε πιεξνθνξία ηνπο απνθηήζεθε κέζσ ζάξσζεο απφ 

3D-scanner.  

 Η κεζνδνινγία απνξξίπηεη ελψζεηο κεηαμχ ζξαπζκάησλ κέζσ ηξηψλ απνξξηπηηθψλ  

θξηηεξίσλ· ππέξβαζε θάπνηνπ κέγηζηνπ εκβαδνχ κεηαμχ ησλ ηνκψλ δχν ζξαπζκάησλ, 

ππέξβαζε θάπνηαο κέγηζηεο γσλίαο κεηαμχ ησλ επζχγξακκσλ αληηπξνζψπσλ ησλ δχν ζε 

ζχγθξηζε ηκεκάησλ ησλ ζξαπζκάησλ θαη ππέξβαζε θάπνηνπ κέγηζηνπ κήθνπο αιπζίδαο ηνπ 

δεχηεξνπ ζξαχζκαηνο, ζε ζχγθξηζε κε ην κήθνο ηεο πξψηεο αιπζίδαο. Απηέο νη θξίζηκεο ηηκέο 

εμαξηψληαη απφ ηε θζνξά πνπ έρνπλ ππνζηεί ηα θνκκάηηα ηεο ηνηρνγξαθίαο ηφζν θαηά ηε 

ζξαχζε ηνπο φζν θαη απφ ηελ απνζήθεπζή ηνπο. Γη’ απηφ ην ιφγν, αξρηθά έγηλε αξηζκφο δνθηκψλ 

ψζηε λα βξνχκε ηα φξηα απηψλ ησλ ηηκψλ ψζηε ην ζχζηεκα λα απαληάεη κε ηηο ειάρηζηεο 

δπλαηέο πηζαλέο ελψζεηο αιιά λα πεξηιακβάλεηαη ζε απηέο θαη ε ζσζηή, εάλ ππάξρεη. 

Σα απνηειέζκαηα ηεο παξνχζεο δηπισκαηηθήο θαηέδεημαλ ηελ ηζρχ ηεο κεζφδνπ 

εηθνληθήο ζπγθνιιήζεσο ζξαπζκέλσλ αληηθεηκέλσλ, θαζψο ειέγρζεθε εάλ πέληε ην πιήζνο 

θνληάκαηα ηαίξηαδαλ κεηαμχ ηνπο αλά δεχγε. Οη εηθνληθέο ζπλελψζεηο πνπ πξνηάζεθαλ 

ζπκπεξηειάκβαλαλ πάληα ηελ νξζή, δειαδή απηή πνπ έγηλε δεθηή απφ ηνπο αξραηνιφγνπο θαη 

ηνπο ζπληεξεηέο. Απηφ απφ κφλν ηνπ ζπληζηά κία ζεκαληηθφηαηε επηηπρία ηεο κεζνδνινγίαο θαη 

ηνπ ζπζηήκαηνο, δηφηη επηβεβαηψλεη φηη ην ζχζηεκα κπνξεί λα πεξηνξίζεη δξακαηηθά ππέξ ηνπ 

ρξήζηε ηνλ αξηζκφ ησλ πηζαλψλ ζπλελψζεσλ πνπ πξέπεη λα ειέγμεη. Πέξαλ απηνχ, ην ζχζηεκα 

ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο έδσζε κνλαδηθή ιχζε ηελ δένπζα.  

 

 

 

 

 

 

Λέμεηο θιεηδηά: 3D-scanning, ζξαχζκαηα ηνηρνγξαθίαο, Σίξπλζα, απηφκαηε αλαθαηαζθεπή 

ζξαπζκέλσλ αληηθεηκέλσλ, έιεγρνο αλαθαηαζθεπήο κέζσ νπηηθνπνίεζεο απνηειεζκάησλ 
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Abstract 

In this thesis, a methodology of automatic reconstruction of 3D objects was studied. The 

system that was developed is based on the perfect matching of segments from a fragmented 

wall-painting found in Tiryns. The information needed for the analysis and the testing of the 

system was acquired by a 3D-scanner. 

The methodology used rejects possible matches based on three criteria; an existing 

threshold for the volume between the two fragments, an existing threshold for the angle 

created by the tested segments of the two fragments and an existing threshold for the 

maximum length of the second fragment’s segment, comparing with the length of the first one. 

These thresholds are the variation of the ideal case, and their actual values depend on the 

damage caused to the fragments by various reasons, such as the fragmentation itself or time. 

Therefore, the system was tested for different values of these parameters in order to find the 

ones suitable for our application of the methodology on the ancient wall-painting. 

 The results shown in this thesis proved the power of the methodology of automatic 

reconstruction of 3D objects, as the output of the system in the case of the five pairs of 

fragments that were tested for matching, included the perfect matching, as given by the 

archaeologists and the preservers. This alone constitutes a success for the system, as it proves 

that it can actually decrease the number of the matches that need to be validated. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Keywords: 3D-scanning, wall-painting fragments, Tiryns, automatic reconstruction of 

fragmented 3D objects, reconstruction validation through visualization of the results 
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1 Δηζαγσγή 

1.1 Σηόρνο ηεο Γηπισκαηηθήο 

 

Η παξνχζα δηπισκαηηθή απνηειεί κία πξνζπάζεηα ειέγρνπ ηεο κεζνδνινγίαο θαη ηνπ 

ζπζηήκαηνο πνπ αλαπηχρζεθαλ απφ ηνπο εξεπλεηέο θπξίνπο Κ. Παπανδπζζέα, Γ. Αξακπαηδή, 

Μ. Έμαξρν, Θ. Παλαγφπνπιν, Π. Ρνπζφπνπιν, Μ. Παλαγφπνπιν, ηκήκαηα ησλ νπνίσλ 

πξσηνδεκνζηεχζεθαλ ζηα Journal of Applied Mathematics and Computing (1), IEEE Transactions 

on Signal Processing (2), ΙΔΔΔ 9th International Conference on Signal Processing (3) θαη Pattern 

Analysis and Machine Intelligence (PAMI) (4). Δπάλσ ζην αλεπηπγκέλν ζχζηεκα, 

πξαγκαηνπνηήζεθε δηεμνδηθή έξεπλα θαη δηφξζσζε ζθαικάησλ (debugging), έγηλε βειηίσζε ηεο 

δφκεζεο ηνπ ζπζηήκαηνο κε ηελ αλάπηπμε θαηάιιεισλ ζπλαξηήζεσλ, θαζψο θαη βειηίσζε 

ζεκαληηθψλ ππαξρφλησλ ζπλαξηήζεσλ. Απψηεξνο ζθνπφο ηεο ήηαλ λα ειεγρζεί ε δχλακε ηεο 

κεζνδνινγίαο θαη ηνπ ζπζηήκαηνο κε εθαξκνγή ηνπ ζε ζξαχζκαηα κίαο ηνηρνγξαθίαο ηεο 

Σίξπλζαο, πνπ απνθηήζεθαλ κέζσ ζάξσζεο απφ ηξηζδηάζηαην scanner. Ο έιεγρνο απηφο 

πξαγκαηνπνηήζεθε πξαθηηθά κέζσ ηεο νπηηθνπνίεζεο ησλ απνηειεζκάησλ ηνπ ζπζηήκαηνο γηα 

7 θνληάκαηα αλά δεχγε κε ηε βνήζεηα θσηνγξαθηψλ ησλ ελ ιφγσ ζξαπζκάησλ.  

 

1.2 Ιζηνξηθά 

 

Η κπθελατθή αθξφπνιε ζηελ Σίξπλζα, θαιχπηεη κηα πεξηνρή πεξίπνπ 20.000 

ηεηξαγσληθψλ κέηξσλ. Δίλαη ρηηζκέλε ζ’ έλα ρακειφ, βξαρψδε ινθίζθν, ν νπνίνο πςψλεηαη 

κφιηο 18 κέηξα πάλσ απφ ηελ πεδηάδα ηνπ Άξγνπο θαη ζηελ Μπθελατθή πεξίνδν, βξηζθφηαλ 

θνληά ζηε ζάιαζζα. Ο Heinrich Schliemann, ν νπνίνο δηεμήγαγε ηηο εθζθαθέο ηεο Σξνίαο θαη 

ησλ Μπθελψλ, θαη ν αξρηηέθησλ Wilhelm Dröpfeld, αλέζθαςε ηελ αθξφπνιε ην 1885 θαη 1886. 

ήκεξα, νη αλαζθαθέο ζηελ Σίξπλζα ζπλερίδνληαη ππφ ηε δηεχζπλζε ηνπ Γεξκαληθνχ 

Αξραηνινγηθνχ Ιλζηηηνχηνπ. 

Σν θξνχξην ήηαλ ην δηνηθεηηθφ, νηθνλνκηθφ θαη ζξεζθεπηηθφ θέληξν κηαο επξείαο 

πεξηνρήο θαηά ηνλ 14ν θαη ηνλ 13ν αηψλα π.Υ. Η θεληξηθή εμνπζία δηαηεξνχζε αξρεία γξακκέλα 

ζε πήιηλεο πιάθεο ζε Γξακκηθή Β, ηελ πξψηε ειιεληθή γξαθή. Η δσγξαθηθή ζε κεγάιε θιίκαθα 

ήηαλ επίζεκε ηέρλε, ηελ νπνία αλαιάκβαλαλ θαιιηηέρλεο νη νπνίνη δνχιεπαλ γηα ην βαζηιηά. Η 

επίζεκε θαηνηθία ηνπ εγέηε ζηελ θνξπθή ηνπ θξνπξίνπ ήηαλ δηαθνζκεκέλε κε ηνηρνγξαθίεο. 

Γχςνο κε δηαθνζκεηηθέο δσγξαθηέο θάιππηε επίζεο ηα δάπεδα ησλ δχν κεγαιχηεξσλ δσκαηίσλ 

(ησλ κεγάξσλ). Οη εηθφλεο ήηαλ εκπλεπζκέλεο απφ ηε θχζε, παξνπζίαδαλ ζξεζθεπηηθέο ηειεηέο 

απφ ηε βαζηιηθή απιή, θαηαδείθλπαλ ζθελέο πνιέκνπ ή θπλεγηνχ. πείξεο θαη γεσκεηξηθά είηε 

απιά γξακκηθά ζρέδηα απνηεινχζαλ, επίζεο, θνκκάηη ησλ ζεκάησλ ησλ θαιιηηερλψλ. Ο 

θαιιηηέρλεο ηεο κπθελατθήο επνρήο ρξεζηκνπνηνχζε θπζηθά γήηλα ρξψκαηα, θηηαγκέλα θπξίσο 

απφ νμείδηα κεηάιισλ, ηα νπνία επίζεηε ζε πγξή γχςηλε επηθάλεηα. Λεπηνκέξεηεο πξνζηίζεληαλ 

αθνχ είρε ζηεγλψζεη ν γχςνο (5). 
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 Μία απφ ηηο πην ζεκαληηθέο ηνηρνγξαθίεο πνπ έρνπλ δηαζσζεί απφ ηελ Ηπεηξσηηθή 

Διιάδα, είλαη ε επνλνκαδφκελε Μπθελαία, ε νπνία βξίζθεηαη ζην Δζληθφ Αξραηνινγηθφ Μνπζείν 

ηεο Αζήλαο (inv. no 11670). Πξνέξρεηαη απφ έλα νίθεκα ηεο Ύζηεξεο Διιαδηθήο III (13νο αηψλαο 

π.Υ.), θνληά ζηα ηείρε, ζηελ πεξηνρή ηνπ θέληξνπ ζξεζθεπηηθήο ιαηξείαο ζηηο Μπθήλεο. 

Πηζαλνινγείηαη φηη ε ηνηρνγξαθία έπεζε απφ ην 2ν φξνθν ηνπ θηηξίνπ, ην νπνίν ν ππεχζπλνο ηεο 

αλαζθαθήο, Γ. Μπισλάο, αλαγλσξίδεη σο ηνπ ζπίηη ηνπ Αξρηεξέα (6).  

 Σν επηβιεηηθφ πξφζσπν, κε ηα ακπγδαισηά κάηηα θαη ην θνκςφ πξνθίι, έρεη κία 

ζθεπηηθή έθθξαζε ε νπνία απνθαιχπηεη ηελ επηζεκφηεηα ηεο ζηηγκήο. Η θηγνχξα έρεη απνδνζεί 

ζε απηή κίαο ζεάο ε νπνία δέρεηαη ηηο πξνζθνξέο ησλ πηζηψλ. ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, είλαη 

έλα πεξηδέξαην, ην νπνίν θξαηάεη ζθηρηά ζην δεμί ηεο ρέξη. Δλαιιαθηηθά, κπνξεί λα είλαη ε 

βέιηηζηα δηαηεξεκέλε θηγνχξα απφ κία πνκπή αλζξψπσλ, νη νπνίνη θέξνπλ πξνζθνξέο ζε 

θάπνηα ζεά (5). 

Σα ζξαχζκαηα ηεο ηνηρνγξαθίαο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζε απηήλ ηελ εξγαζία βξίζθνληαη 

ζηελ Πξντζηνξηθή πιινγή ηνπ Δζληθνχ Αξραηνινγηθνχ Μνπζείνπ ηεο Αζήλαο (inv. nos 1596, 

1655, 1668, 5881-3). Πξνέξρνληαη απφ αλαζθαθέο ζην κπθελατθφ παιάηη ηεο Σίξπλζαο πνπ 

πξαγκαηνπνηήζεθαλ κε επηθεθαιείο ηνλ H. Schliemann ην 1885-1886 (7) θαη ην Γεξκαληθφ 

Αξραηνινγηθφ Ιλζηηηνχην ην 1909-1910 (8). Παξνπζηάδνπλ κία πνηθηιία δηαθνζκεηηθψλ κνηίβσλ, 

ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ ζπεηξψλ, ζρεκάησλ ξνδέηαο θαη πεξίηερλσλ αθεξεκέλσλ ζρεδίσλ θαη 

ηνπνζεηνχληαη ρξνληθά αλάκεζα ζηνλ 14ν θαη ηνλ 13ν αηψλα π.Υ. Μεξηθά απφ απηά, κε πάρνο 

γχςνπ 2,5cm, αλήθνπλ ζην δάπεδν ηνπ κηθξφηεξνπ κεγάξνπ (7), (8). 

 Έλα εξεπλεηηθφ έξγν πνπ βξίζθεηαη ζε εμέιημε απηή ηελ πεξίνδν αθνξά ηε ζπληήξεζε 

θαη ηε κειέηε φισλ ησλ ζξαπζκάησλ ηεο ηνηρνγξαθίαο απφ ηελ Σίξπλζα, ηα νπνία βξίζθνληαη 

είηε ζηελ Αζήλα είηε ζην Ναχπιην θαη πξαγκαηνπνηείηαη απφ ην Παλεπηζηήκην ηνπ Heidelberg 

(Prof. J. Maran), ζε ζπλεξγαζία κε ην Δζληθφ Αξραηνινγηθφ Μνπζείν (Γξ. Λ. Παπάδνγινπ-

Μαληνπδάθε) θαη ην Μνπζείν ηνπ Ναππιίνπ (Γξ. Α. Παπαδεκεηξίνπ).  

 

Δηθόλα 1 “Μπθελαία”: Η πην θαιά δηαηεξεκέλε ηνηρνγξαθία ηεο Ηπεηξσηηθήο Διιάδαο 
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Μέζσ ηεο κεζνδνινγίαο θαη ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ ζα πεξηγξάςνπκε θαη ζα ειέγμνπκε 

ζηελ παξνχζα εξγαζία, ζηφρνο καο είλαη λα κπνξέζνπκε λα ελψζνπκε ηα ζξαχζκαηα ηεο 

ηνηρνγξαθίαο πνπ βξέζεθαλ ζηελ Σίξπλζα ψζηε λα επαλελσζεί κία ηνηρνγξαθία αληίζηνηρεο 

νκνξθηάο θαη ζεκαζίαο. 
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2 Μαζεκαηηθή Αλάιπζε 

2.1 Δηζαγσγή 

  

ηε κέζνδν πνπ ζα πεξηγξάςνπκε παξαθάησ, ζρεηηθά κε ην ηαίξηαζκα ζξαπζκέλσλ 

αληηθεηκέλσλ, ζα δνχκε φηη πέξα απφ ην δηαηζζεηηθφ ηνκέα, ρξεζηκνπνηνχκε θαη άιια θξηηήξηα 

γηα ηνλ απνθιεηζκφ πηζαλψλ ελψζεσλ. Απηά ηα θξηηήξηα, πεγάδνπλ απφ δχν ζεσξήκαηα ηα 

νπνία ζα δηαηππσζνχλ παξαθάησ. 

 Έζησ δχν θξάγκαηα γηα ηα νπνία πξέπεη λα απνθαλζνχκε αλ ηαηξηάδνπλ θαη αλ λαη, πνχ 

ηαηξηάδνπλ, ρξεζηκνπνηψληαο φιε ηελ ηξηζδηάζηαηε πιεξνθνξία. Λίγεο πξνζπάζεηεο έρνπλ γίλεη 

κέρξη ηψξα γηα λα αληηκεησπηζηεί απηφ ην πξφβιεκα. Οη δεκηνπξγνί ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ 

κειεηνχκε έρνπλ αλαπηχμεη κία θαηλνηφκα κεζνδνινγία, ε νπνία έρεη επηηχρεη ηελ 

ζπλαξκνιφγεζε ζξαπζκέλσλ αξραηνινγηθψλ θαη φρη κφλν αληηθεηκέλσλ. Έλα πξψην, απζαίξεηα 

επηιεγκέλν ζξαχζκα, ην νπνίν ζα νλνκάδνπκε «ζηαζεξφ» (fixed), ηνπνζεηείηαη ζε έλα ζχζηεκα 

αλαθνξάο, έηζη ψζηε ν θεληξηθφο άμνλάο ηνπ λα ζπκπίπηεη κε ηνλ z-άμνλα. Έπεηηα, ζεσξείηαη 

κήθνο ζχγθξηζεο ην νπνίν κεηξάηαη ζε pixels, έζησ LC. Αξρηθά, ζεσξείηαη κία νκάδα απφ LC 

ζπλερφκελα pixels, μεθηλψληαο απφ ην πξψην pixel ηεο θακπχιεο πεξηγξάκκαηνο CF ηεο επίπεδεο 

επηθάλεηαο ηνπ ζξαχζκαηνο. Απηή ε νκάδα pixel πεξηγξάκκαηνο νλνκάδεηαη «ζηαζεξή αιπζίδα» 

θαη ζπκβνιίδεηαη ζαλ ΓF, φπνπ ην F ζπκβνιίδεη ην (fixed) «ζηαζεξφο». 

 Αθνινχζσο, ηνπνζεηνχκε ην δεχηεξν ζξαχζκα ζην ίδην Καξηεζηαλφ ζχζηεκα, θαη πάιη 

έηζη ψζηε ν θεληξηθφο ηνπ άμνλαο λα είλαη παξάιιεινο ζηνλ z-άμνλα θαη νη άλσ επίπεδεο 

επηθάλεηεο ησλ δχν ζξαπζκάησλ λα βξίζθνληαη ζην ίδην, θάζεην ζηνλ z-άμνλα επίπεδν. Σν 

δεχηεξν ζξαχζκα έρεη ηπραίν πξνζαλαηνιηζκφ γχξσ απφ ηνλ θεληξηθφ ηνπ άμνλα θαζψο θαη 

ηπραία ζέζε. Έρνπκε, πξνεγνπκέλσο, παξάμεη φιεο ηηο πεξηζηξακκέλεο εθδνρέο ηνπ 

ζξαχζκαηνο.  

 ε απηφ ην ζεκείν, θάζε πεξηζηξακκέλε εθδνρή ηνπ δεχηεξνπ ζξαχζκαηνο κεηαηνπίδεηαη 

παξάιιεια ψζηε λα πιεζηάζεη ην ζηαζεξφ ζξαχζκα. Γεκηνπξγνχκε κία πεξηζηξεθφκελε 

αιπζίδα ΓR ε νπνία «θηλείηαη» επί ηνπ CR αλζσξνινγηαθά θαη ε νπνία αξρίδεη ζην pixel M θαη 

ηειεηψλεη ζην ζεκείν ηνκήο ηεο barrier επηθάλεηαο κε ηελ θακπχιε CR, εάλ ππάξρεη. Όπσο 

πξνρσξάκε επί ηεο CR, απμάλνληαο ην κήθνο ηεο ΓR, αλ ν αξηζκφο ησλ pixel ηεο αιπζίδαο 

μεπεξλάεη θάπνην θαηψθιη LEX, ηφηε θξαηάκε κία ζεκαία θαη απνξξίπηνπκε ην ηαίξηαζκα ζε 

απηήλ ηε ζέζε. Δπηπξνζζέησο, αλ ηα ζξαχζκαηα επηθαιχπηνληαη ζηελ ησξηλή ηνπο δηάηαμε, 

ηφηε, κεηαθέξνπκε ην πεξηζηξεθφκελν ζξαχζκα παξάιιεια πξνο ηελ barrier επηθάλεηα θαη 

πξνο ην xy-επίπεδν, κέρξη λα εμαιεηθζεί ε επηθάιπςε. 

 Δλ ζπλερεία, νξίδνπκε ηνπο φξνπο “fixed escarpment” θαη “rotated escarpment” 

(ζηαζεξφ θαη πεξηζηξεθφκελν πέηαζκα, αληίζηνηρα). Γηα απηή ηε δηαδηθαζία, νξίδνπκε πξψηα 

ηελ “αξρηθή barrier επηθάλεηα” BS, σο ην επίπεδν πνπ πεξλάεη απφ ην πξψην ζεκείν ηεο 

ζηαζεξήο αιπζίδαο, ην νπνίν είλαη παξάιιειν ζηελ “ηειηθή barrier επηθάλεηα” BT. Καηφπηλ, 

νξίδνπκε ην fixed escarpment ΔF, σο ηελ παξάπιεπξε επηθάλεηα ηνπ ζηαζεξνχ ζξαχζκαηνο πνπ 
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πεξηθιείεηαη απφ ηελ άλσ δηαηνκή ηνπ ζξαχζκαηνο, ηελ θάησ δηαηνκή ηνπ ζξαχζκαηνο θαζψο 

θαη απφ ηελ αξρηθή θαη ηελ ηειηθή barrier line. Παξνκνίσο, νξίδνπκε ην rotated escarpment ER, 

σο ηελ παξάπιεπξε επηθάλεηα ηνπ πεξηζηξεθφκελνπ ζξαχζκαηνο, πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηηο δηθέο 

ηνπ άλσ θαη θάησ δηαηνκέο θαη ηελ αξρηθή θαη ηελ ηειηθή barrier line (βι. ρήκα 1). 

 Έζησ δχν νπνηαδήπνηε ζξαχζκαηα Α,Β θαη φια ηα ππάξρνληα ζρεηηθά δεχγε: 

(α) ζηαζεξψλ θαη πεξηζηξεθφκελσλ αιπζίδσλ ΓF, ΓR,  

(β) fixed θαη rotated escarpments EF, ER, θαη  

(γ) αξρηθψλ θαη ηειηθψλ barrier lines BS, BT. 

Έπεηηα, έζησ U ε θιεηζηή πεξηνρή πνπ νξίδεηαη απφ (α) ην fixed θαη ην rotated escarpment ΔF, 

ER, (β) ηελ αξρηθή θαη ηελ ηειηθή barrier line ηνπ ίδηνπ δεχγνπο BS, BT, (γ) ην θνηλφ άλσ επίπεδν 

ησλ δχν ζξαπζκάησλ C θαη (δ) ην θάησ επίπεδν, D, ηνπ Α ή ηνπ Β, ην νπνίν είλαη θνληηλφηεξν 

ζην θνηλφ άλσ επίπεδν C . Η νξηαθή επηθάλεηα ∂U ηνπ ρσξίνπ U, επνκέλσο, νξίδεηαη σο  

                  . Τπνινγίδνπκε ηνλ φγθν V ηνπ ρσξίνπ U. Αλ ην V είλαη 

κηθξφηεξν απφ έλα πξνθαζνξηζκέλν θαηψθιη VM, ηφηε ζεσξνχκε ηε ζπγθεθξηκέλε ζέζε ζαλ 

πηζαλφ ηαίξηαζκα ησλ δχν ζξαπζκάησλ Α,Β. Απηφ απνηειεί έλα πξψην θξηηήξην ηαηξηάζκαηνο 

ησλ ζξαπζκάησλ Α,Β. 

 

Σρήκα 1 
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2.2 Τν πξόβιεκα εθηίκεζεο ηεο δηαθνξάο θιίζεο ησλ θαλνληθώλ ζην 

όξην ∂U δηαλπζκάησλ. 

 

 Έζησ φηη ζε κία ζπγθεθξηκέλε ζέζε, ηα ζξαχζκαηα Α θαη Β ηαηξηάδνπλ ηέιεηα, κε ηελ 

έλλνηα φηη ν φγθνο V είλαη 0, ή, κε άιια ιφγηα, ηα escarpments EF, ER ζπκπίπηνπλ. ε απηήλ ηελ 

ηδαληθή πεξίπησζε, ζε φια ηα ζεκεία ησλ escarpments, ηα κνλαδηαία, θαλνληθά πξνο ηα 

πεηάζκαηα δηαλχζκαηα nF θαη nR είλαη αληίζεηα. Αθνχ, ζηελ πξαγκαηηθφηεηα, πξέπεη λα 

ιάβνπκε ππ’ φςηλ καο ηελ παξνπζία αλαπφθεπθησλ θελψλ κεηαμχ ησλ ηαηξηαζκέλσλ 

ζξαπζκάησλ, εμ’ αηηίαο ηεο δηαδηθαζίαο πνπ πξνθάιεζε ηε ζξαχζε ηνπ αξρηθνχ αληηθεηκέλνπ 

ή/θαη εμαηηίαο πηζαλήο θζνξάο, ζα ζπλαληήζνπκε ζίγνπξα απνθιίζεηο απφ ηελ ηδαληθή 

πεξίπησζε. Παξ’ φια απηά, κία αληίζηνηρε ζπλζήθε πξέπεη λα ηζρχεη πάληα: ηελ 

πξαγκαηηθφηεηα, θάπνηνο κπνξεί δηαηζζεηηθά λα πεξηκέλεη πσο αλ ππάξρεη κία ζεκαληηθή γεληθά 

δηαπνίθηιζε ησλ κνλαδηαίσλ θαλνληθψλ δηαλπζκάησλ    ζε φιε ηε ζπλνξηαθή επηθάλεηα ηνπ 

ρσξίνπ U , ηφηε ν φγθνο V δελ κπνξεί λα είλαη ηθαλνπνηεηηθά κηθξφο. Με άιια ιφγηα, ζε απηήλ 

ηελ πεξίπησζε, ην πξναλαθεξζέλ πξψην θξηηήξην δελ κπνξεί λα ηθαλνπνηεζεί. Μία απζηεξή 

δηαηχπσζε απηνχ ηνπ δηαηζζεηηθνχ ηζρπξηζκνχ πεξηγξάθεηαη παξαθάησ.  

 Έζησ φηη ηα ζξαχζκαηα Α θαη Β είλαη ηνπνζεηεκέλα φπσο πεξηγξάθεηαη παξαπάλσ θαη 

έζησ, επίζεο, φηη ν φγθνο V είλαη κηθξφηεξνο απφ ηε “ρείξηζηε” απνδεθηή ηηκή ηνπ VM. Σφηε, 

θάησ απφ απηνχο ηνπο πεξηνξηζκνχο, εθηηκνχκε ηε κέγηζηε απνδεθηή ηηκή ηνπ νινθιεξψκαηνο 

ησλ γσληψλ ησλ κνλαδηαίσλ, θαλνληθψλ ζην   , δηαλπζκάησλ. 

 

2.3 Μία απζηεξή δηαηύπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο κε ρξήζε calculus of 

variations. 

 

Σν νινθιήξσκα ησλ γσληψλ εθθξάδεηαη κέζσ ηεο πνζφηεηαο            
    

    
   

  
. 

πλεπψο, ην ππφ ζπδήηεζε πξφβιεκα εθθξάδεηαη σο εμήο: λα βξεζνχλ ηα αθξφηαηα ηεο 

πνζφηεηαο κ δεδνκέλνπ φηη 0≤V≤VM. Μπνξνχκε λα δηαηππψζνπκε ην πξφβιεκα 

ρξεζηκνπνηψληαο ην νινθιήξσκα Lagrange 

     
  

  
 
  

  
     

  

               

φπνπ u,v είλαη νη αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο ηεο επηθάλεηαο ∂U, x(u,v) είλαη ην δηάλπζκα ζέζεο 

ελφο ζπλνξηαθνχ ζεκείνπ ηεο ∂U, 
  

  
 
  

  
 νη αληίζηνηρεο κεξηθέο παξάγσγνη ηνπ x. πλεπψο, ην 

πξφβιεκα αλάγεηαη ζηελ εχξεζε ηεο επηθάλεηαο ER (ηνπ rotated escarpment) πνπ νξίδεηαη απφ 

ηηο επηθάλεηεο ησλ barrier-planes BS, BT θαη C, D ηέηνηα ψζηε: 
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2.4 Μία πξνηεηλόκελε ιύζε ζην πξόβιεκα: δύν λέα ζεσξήκαηα 

 

2.4.1 Βήκα 1: Γηαηύπσζε ελόο θαηάιιεινπ νινθιεξώκαηνο Lagrange 

 

Λφγσ ηνπ πεξηερνκέλνπ ηνπ ππφ εμέηαζε πξνβιήκαηνο, είλαη ρξήζηκν λα ζεσξήζνπκε ζ 

θαη z ηηο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο ηεο επηθάλεηαο ∂U, παξφιν πνπ ε αλάιπζε πνπ αθνινπζεί 

κπνξεί εχθνια λα επεθηαζεί ζηε γεληθή πεξίπησζε κεηαβιεηψλ ζπλνξηαθψλ επηθαλεηψλ u θαη v. 

ηελ πξαγκαηηθφηεηα, έζησ x(r,ζ,z) ην δηάλπζκα ζέζεο ελφο ζπλνξηαθνχ ζεκείνπ πνπ βξίζθεηαη 

ζην ∂U ζε θπιηλδξηθέο ζπληεηαγκέλεο. Με απηήλ ηελ επηινγή, ην r θαη κέζσ απηνχ θαη ην x είλαη 

ζπλαξηήζεηο ηνπ ζ θαη ηνπ z.  

Πξνθαλψο, 

                                         

ε Καξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο ν φγθνο V ηνπ ρσξίνπ U είλαη          
 

. Δθαξκφδνληαο ην 

ζεψξεκα Stokes παίξλνπκε ην νινθιήξσκα ηνπ φγθνπ 

  
 

 
       
  

            

Αιιά 

   
  

  
                                       

θαη 

   
  

  
                       

πλεπψο, έλα θαλνληθφ δηάλπζκα ηνπ ∂U είλαη  
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Υξεζηκνπνηψληαο ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο ν φγθνο πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηα ER, BS, BT θαη ην xy-

επίπεδν γξάθεηαη: 

  
 

 
                              

     

     

 

 
                        (1) 

 

Γεδνκέλσλ ησλ απαηηήζεσλ ηνπ πξνβιήκαηνο, κπνξνχκε λα μερσξίζνπκε δχν πεξηπηψζεηο ησλ 

ζπλζεθψλ ηνπ ζπλφξνπ θαη δχν αληίζηνηρα πξνβιήκαηα. Η ιχζε ζε απηά ηα πξνβιήκαηα 

νδεγνχλ ζηα αθφινπζα ζεσξήκαηα. 

Θεώξεκα 1: Έζησ φηη ηζρχνπλ νη αθφινπζεο ζπλζήθεο:  

(α) V≤VM, φπνπ ην VM είλαη κία ζηαζεξά,  

(β) νη barrier επηθάλεηεο BS   ∂U, BT   U είλαη ζηαζεξά δνζκέλα επίπεδα,  

(γ) ην fixed escarpment ΔF, ε άλσ θαη ε θάησ θακπχιεο, θαζψο θαη ε αξρηθή θακπχιε 

ηνπ rotated escarpment ΔR είλαη επίζεο γλσζηά, θαη  

(δ) ε αξρηθή θαη ε ηειηθή γσλία ζ0 θαη ζΣ είλαη ζηαζεξέο.  

Σφηε, ηα αθξφηαηα ηνπ κ θάησ απφ απηέο ηηο ζπλζήθεο ζπζρεηίδνληαη φπσο θαίλεηαη παξαθάησ: 

 
 

    
 

 

 

  
    

 

  
 

  

   

      
         

 

Οη πνζφηεηεο ΓR, ΓΛ νξίδνληαη απφ ηηο αθφινπζεο εμηζψζεηο 

   
 

    
                      

  

  

 

   
 

  
   

  

  
  

ελψ                                          . 

 

Με άιια ιφγηα, ην πξφβιεκα 1 είλαη λα βξεζεί ην rotated escarpment πνπ θάλεη ην κ 

αθξφηαην φηαλ V≤VM γηα ζηαζεξέο θαη δνζκέλεο νξηαθέο ζπλζήθεο. ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, ην 

νινθιήξσκα Lagrange γίλεηαη:  
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φπνπ       
                

                
 

 

Θεώξεκα 2: Έζησ φηη ηζρχνπλ νη αθφινπζεο ζπλζήθεο:  

(α) ην V είλαη ζηαζεξφ,  

(β) νη barrier επηθάλεηεο BS   ∂U, BT   U είλαη ζηαζεξά δνζκέλα επίπεδα,  

(γ) ην fixed escarpment ΔF, θαζψο θαη ε άλσ θακπχιε ηνπ rotated escarpment ΔR είλαη 

επίζεο γλσζηά.  

Σφηε ηα αθξφηαηα ηνπ κ θάησ απφ απηέο ηηο ζπλζήθεο ζπζρεηίδνληαη φπσο θαίλεηαη παξαθάησ: 

   

  
     

     

     

          
   

  
     

     

     

        

 

φπνπ νη ζπλαξηήζεηο 
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Ο πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange ι δίλεηαη απφ ηελ εμίζσζε 

   
 

        
  

     

     
   

    
 

Με άιια ιφγηα, ην πξφβιεκα 2 είλαη λα βξεζεί ην rotated escarpment ψζηε ην κ λα 

παίξλεη ηελ αθξφηαηε ηηκή ηνπ φηαλ V=VM θαη ε κφλε δνζκέλε νξηαθή ζπλζήθε είλαη ε 

πεξηζηξεθφκελε αιπζίδα. πλεπψο, ην αληίζηνηρν νινθιήξσκα Lagrange γηα ην πξφβιεκα 2 

γίλεηαη 

                    
     

     

 

 

 

                
     

     

 

 

 
 

 
                              

     

     

 

 

     

 

φπνπ      
                

                
 . 

 

2.4.2 Βήκα 2: Γηαηύπσζε ησλ εμηζώζεσλ Euler-Lagrange 

 

Λακβάλνληαο ππ’ φςηλ ηελ απφθιηζε ηνπ r(ζ,z) απφ ηελ ηδαληθή ζπλάξηεζε ro(ζ,z) 

γξάθνπκε: r(ζ,z)= ro(ζ,z)+   (ζ,z), κε κεξηθέο παξαγψγνπο rζ=   +    , rz=r0z+   z. Σφηε, ε 

πξψηεο ηάμεσο απφθιηζε ηνπ νινθιεξψκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο Lagrange γξάθεηαη σο εμήο: 
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Γηα λα ππνινγίζνπκε ηνλ ηξίην φξν ηεο απφθιηζεο ηνπ      νξίδνπκε 

      
  

   
   

     

     

          
 

  
 
  

   
      

  

   
       

     

          

     

 

 

  
 

  
 
  

   
    

     

     

 

 

   
  

   
   

     

     

 

 

 

   
  

   
       

     

     

  
 

 

 

 

Σψξα, ε απφθιηζε      γξάθεηαη 

     

  
    

  

  
 

 

  
 
  

   
  

 

  
 
  

   
       

     

     

 

 

    
  

   
 

  

   
        

     

     

  
 

 

   
  

   
   

     

     

 

 

 

 

 

Λφγσ ηεο ηπραηφηεηαο ηεο ε(ζ,z), παίξλνπκε ηελ εμίζσζε Euler-Lagrange 

  

  
 

 

  
 

  

   
  

 

  
 

  

   
                                                   (2) 

 

θαη ηηο αθφινπζεο πεξηπηψζεηο γηα ηηο νξηαθέο ζπλζήθεο: 

 

A1. Όηαλ                      ή/θαη          είλαη ειεχζεξεο 

 
  

   
 

  

   
      

             

   

 

A2. Όηαλ          ή/θαη          είλαη δνζκέλε/εο ζπλάξηεζε/ζπλαξηήζεηο 

                        

 



23 
 

Β1. Όηαλ        ή/θαη        είλαη ειεχζεξα 

 
  

   
 
     

   

 

Β2. Όηαλ        ή/θαη        είλαη δνζκέλε/εο ζπλάξηεζε/ζπλαξηήζεηο 

                

 

- Οη νξηαθέο ζπλζήθεο πνπ παξάγνληαη απφ ηνπο πεξηνξηζκνχο ηνπ πξνβιήκαηνο 1 είλαη: 

       
                                                         (3) 

 

ε νπνία ζπλεπάγεηαη απφ ηηο γλσζηή αξρηθή θακπχιε ηνπ rotated escarpment ΔR. 

 
  

   
 
       

       
  

   
 
       

                                      (4) 

 

ε νπνία ζπλεπάγεηαη απφ ην γεγνλφο φηη ην ΔR μεθηλάεη θαη ηειεηψλεη ζηα barrier planes BS, BT 

αληίζηνηρα. 

 

Η ζαθήο έθθξαζε ηεο ζπλάξηεζεο Lagrange γηα ην πξφβιεκα 1 είλαη  

                         
 

 
          

  

    
 

 

φπνπ          θαη         (βι. ρήκα 1). 

 

- Οη νξηαθέο ζπλζήθεο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηνπο πεξηνξηζκνχο ηνπ πξνβιήκαηνο 2 είλαη: 

                                                                 (5) 

ε νπνία ζπλεπάγεηαη απφ ηε δνζκέλε θακπχιε ηνπ rotated escarpment ER πάλσ ζηελ επίπεδε 

επηθάλεηα C. 
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                                                                    (6) 

ε νπνία ζπλεπάγεηαη απφ ην γεγνλφο φηη ην ΔR ηειεηψλεη ζην θάησ επίπεδν D. 

 

 
  

   
 

  

   
      

             
                                           (7) 

ε νπνία ζπλεπάγεηαη απφ ην γεγνλφο φηη ην ER αξρίδεη θαη ηειεηψλεη ζηα barrier planes BS, BT 

αληίζηνηρα. 

 

Η ζαθήο έθθξαζε ηεο ζπλάξηεζεο Lagrange γηα ην πξφβιεκα 2 είλαη: 

                         
 

 
          

  

     
 

 

 

φπνπ                   θαη         (βι. ρήκα 2). 

 

Σρήκα 2 
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Οη κεξηθέο παξάγσγνη ησλ δχν ζπλαξηήζεσλ Lagrange ησλ πξνβιεκάησλ, ππνινγίδνληαη απφ 

ηηο παξαθάησ ζρέζεηο: 

  

  
 

  

                  
  

          

  
 

  

     
  

 

  

   
 

  

                  
  

          

   
 

  

     
  

 

Αληηθαζηζηψληαο ζηελ εμίζσζε (2) παίξλνπκε 
  

     
  

 

  
 

  

     
     , θαη 

πνιιαπιαζηάδνληαο επί r έρνπκε 
   

     
   

 

  
 

 

     
      , ην νπνίν είλαη ηζνδχλακν κε 

ηελ εμίζσζε 

 

  
 

  

     
                                                        (8) 

 

- Γηα κία ξεηή έθθξαζε ησλ νξηαθψλ ζπλζεθψλ ηνπ πξνβιήκαηνο 1, αληηθαζηζηνχκε ζηηο (4) ηηο 

ππνινγηζκέλεο κεξηθέο παξαγψγνπο ηεο ζπλάξηεζεο Lagrange γηα λα πάξνπκε 

  
     

              
 
        

                                  (9) 

 

- Γηα κία ξεηή έθθξαζε ησλ νξηαθψλ ζπλζεθψλ ηνπ πξνβιήκαηνο 2, αληηθαζηζηνχκε ζηηο (6) θαη 

(7) ηηο ππνινγηζκέλεο κεξηθέο παξαγψγνπο ηεο ζπλάξηεζεο Lagrange γηα λα πάξνπκε 

                                                        (10) 

 

  
 

        
 
          

  
 

 
   

     
                 

                (11) 
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Αθνινχζσο, ζα αληηκεησπίζνπκε θαη ηα δχν πξνβιήκαηα, πξψηα ην πξφβιεκα 1 θαη κεηά ην 

πξφβιεκα 2. 

 

2.4.3 Απόδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο 1 

 

Σν ζεψξεκα 1 απνδεηθλχεηαη ιχλνληαο ην πξφβιεκα 1, δειαδή ηε κεξηθή δηαθνξηθή εμίζσζε 

(8) κε ηηο νξηαθέο ζπλζήθεο (9) θαη ηηο δνζκέλεο ζπλαξηήζεηο        ,         θαη 

             . 

 

2.4.3.1 Βήκα Α3: Οινθιήξσζε θαη εθηίκεζε ηνπ άλσ νξίνπ γηα ην     

 

Οινθιεξψλνληαο ηελ εμίζσζε (8) έρνπκε 

  

     
             

  

  

 

Παξαηεξνχκε φηη   
  

     
   , νπφηε            

  

  
         

       
 

 
          

  

  

 

 
        

 

 
                              (12) 

 

ε απηφ ην ζεκείν, ζα πξνζπαζήζνπκε λα ζπζρεηίζνπκε ην κεζαίν νινθιήξσκα ηεο (12) κε ηνλ 

φγθν V ηνπ ρσξίνπ U. ηελ πξαγκαηηθφηεηα, ρξεζηκνπνηψληαο ηελ (1) παίξλνπκε 

                   
  

  

 

 
, ή ηζνδχλακα 

 

 
        

  

  

 

 
   

 

 
                      

  

  
                    (13) 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηε (13) ζηε (12) παίξλνπκε 

 

 

 
       

 

 
    

 

 
                      

  

  
 

 

 
       

 

 
 

  

 
    (14) 
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Σψξα, δηαθξίλνπκε δχν πεξηπηψζεηο γηα ην ι: 

Αλ ι<0, ηφηε: 

    
 

 
       

 

 

  
 

 
                      

  

  

 
   

 
 

    
 

 
       

 

 

      
 

 
                      

  

  

 

 
   

 
        

   

 
     

   

 
  

 

Σψξα, εάλ ι>0, ηφηε: 

    
 

 
       

 

 

      
 

 
                      

  

  

 
   

 
 

    
 

 
       

 

 

  
 

 
                      

  

  

 

    
   

 
    

   

 
    

   

 
 

 

Άξα, ζε νπνηαδήπνηε πεξίπησζε ηζρχεη φηη 

    
    

  
                                                   (15) 

 

Μέρξη ηψξα, έρνπκε θαηαθέξεη λα βξνχκε ην άλσ φξην ηνπ    , εθθξαζκέλν ζα ζπλάξηεζε ηνπ 

κέγηζηνπ επηηξεπφκελνπ φγθνπ VM ηνπ U θαη ηνπ Γz. Σψξα, ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε απηφ ην άλσ 

φξην γηα λα ππνινγίζνπκε έλα άλσ φξην γηα ην νινθιήξσκα ησλ γσληψλ. 
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2.4.3.2 Βήκα Α4: Μεξηθέο ρξήζηκεο ελδηάκεζεο αληζόηεηεο 

 

Πξψηα, νξίδνπκε   
  

 
 ζηελ νπνία πεξίπησζε ε ζπλάξηεζε θ γίλεηαη                    

  
              

              
. Έζησ            , ηφηε   

        

        
         , νπφηε ε 

ζπλάξηεζε Lagrange γίλεηαη 

      
 

 
          

  

    
                                            (16) 

Δπηπιένλ, ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ πξνεγνχκελν νξηζκφ ηνπ a, ε εμίζσζε (8) γίλεηαη 
 

  
 

 

    
  

 

 
    θαη κεηά απφ ηελ παξαγψγηζε ηνπ αξηζηεξνχ φξνπ θαη πνιιαπιαζηαζκφ ηεο εμίζσζεο κε 

a ε (8) γίλεηαη  
     

       
     . Αιιά απηφ γξάθεηαη ηζνδχλακα  

 

  
 

 

                

     θαη κεηά απφ νινθιήξσζε σο πξνο ζ, έρνπκε 
 

               
 

 
        ή, 

ηζνδχλακα 

          
 

     
 

 
                                       (17) 

 

νπφηε νδεγνχκαζηε ζηηο αληζψζεηο 

     
 

 
                      

 

 
        

 

νη νπνίεο, κεηά απφ νινθιήξσζε, γίλνληαη 

       
  

  
              

  

  
 

 

 
     

  

  
              

  

  
         (18) 

 

Παξάιιεια,       
  

 
  

  

  

  

  
    

       

       
 .  

 

Δπηπιένλ, ε (8) εηζάγεη φηη ε     
    

 
 είλαη κία απζηεξά κνλφηνλε ζπλάξηεζε ηνπ ζ, ην νπνίν 

ππνδειψλεη νηη ην a δηαηεξεί ην πξφζεκφ ηνπ φζν ην ζ βξίζθεηαη κέζα ζην [ζ0,ζΣ].  



29 
 

Οπφηε,  

      
  

  

      
  

  

      
       

       
        

 

Δπνκέλσο, ε αληζφηεηα (18) δίλεη 

             
  

  
        

 

 
     

  

  
                       (19) 

 

Σψξα, εθθξάδνπκε ην δεηνχκελν νινθιήξσκα ησλ γσληψλ κ, κέζσ ηνπ a. ηελ 

πξαγκαηηθφηεηα, 

                 
  

  

 

 

                  
  

  

 

 

 

  
  

    
 

 
                  

  

  

 

 

 

 

θαη ρξεζηκνπνηψληαο ηε (19) παίξλνπκε 

 

 
  

    
 

 
              

 

 
 

 

 
        

  

  

 

 
         

 

 
          (20) 

  
  

    
 

 
            

 

 

        
 

 

 
 

 
        

  

  

 

 

 

  
  

    
 

 
            

 

 

        
 

 

 
 

 
        

  

  

 

 

 

 

2.4.3.3 Βήκα Α5: Δθκεηάιιεπζε ησλ νξηαθώλ ζπλζεθώλ γηα ηελ εμαζθάιηζε ελόο 

ρξήζηκνπ νξίνπ γηα ην νινθιήξσκα ησλ γσληώλ κ 

 

Σν ηειεπηαίν βήκα είλαη ν ππνινγηζκφο ηνπ νινθιεξψκαηνο ηνπ g(z),        
 

 
. Απηφ 

επηηπγράλεηαη κε ηελ εθκεηάιιεπζε ησλ νξηαθψλ ζπλζεθψλ ησλ εμηζψζεσλ Euler-Lagrange. 
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Πξάγκαηη, ε αξρηθή barrier surface, φπσο θαη ε αξρηθή θακπχιε-θξάγκα ηνπ πεξηζηξεθφκελνπ 

ζξαχζκαηνο, κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ δνζκέλα θαη ζηαζεξά, ζηελ νπνία πεξίπησζε απφ ηελ 

εμίζσζε (3) ηζρχεη φηη 

       
                 

 

 
         

     
  

    
 

φπνπ r0=r(ζ0,z),    
  

 

  
   

          . 

 

Σψξα ρξεζηκνπνηψληαο ηελ εμίζσζε (17) παίξλνπκε  

           
  

    
  

 

 
  

       
  

   

  
  

   
 
 

 

 
  

                  (21) 

       
 

 

   Γ   
  

  
 

 

 
                   

  
   

  
  

   
 
  

 

 

 

 

Όκσο ε απαίηεζε ην ΔR λα μεθηλά ζην ζ0 ζην barrier plane BS ππνδειψλεη νηη  

 
  

   
 
    

   
       

       
          

 
   

 

Απφ εδψ, πξνθχπηεη φηη 
 

        
  , ην νπνίν ζεκαίλεη νηη ην ER μεθηλά ζην BS έηζη ψζηε λα 

εμαζθαιίδεη νηη ην ζ0 παξακέλεη ζηαζεξφ. ε απηή ηελ πεξίπησζε, ην ίδην ζπκβαίλεη γηα ην 

          . Παξνκνίσο, απαηηψληαο απφ ην ΔR λα ηειεηψλεη ζην ζΣ ζην barrier plane ΒΣ, 

παίξλνπκε 

 
  

   
 
    

   
       

                  
   

Απφ εδψ, πξνθχπηεη φηη 
 

        
  , ην νπνίν ζεκαίλεη νηη ην ER ηειεηψλεη ζην BT έηζη ψζηε λα 

εμαζθαιίδεη νηη ην ζΣ παξακέλεη ζηαζεξφ φπσο θαη νηη           . πλνςίδνληαο, νη 

απαηηήζεηο εθθίλεζεο ζην BS θαη ηέινπο ζην BT παξάγνπλ ηηο ζρέζεηο 

 

        
                                                                    (22) 
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                                                           (23) 

Η ηειηθή έθθξαζε ηνπ κ: Υξεζηκνπνηψληαο ηηο ζρέζεηο (22) θαη (23) παίξλνπκε ηελ 

απινπνηεκέλε κνξθή ηεο (21) 

   
 

  
   

  
   

  
  

   
 

          
 

 

   Γ   
  

  
 

 

 
  

    

 

θαη γηα ην Λ(z) 

         
       

       
       

  

  
   

 

Σψξα ηα φξηα ηνπ κ εθθξάδνληαη σο εμήο: 

 

    
  

 

  
    

  

  
   

     

   
 

   

    
    

 

 
  

  
 

     
        

  

  

 

 

 

 

 

    
 

 

  
    

  

  
   

     

   
 

   

    
    

 

 
  

  
 

     
        

  

  

 

 

 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηε ζρέζε (13) ζηηο παξαπάλσ αληζψζεηο θαη αθήλνληαο ην ι λα πάξεη ηηο 

αθξφηαηεο ηηκέο πνπ παίξλνπκε απφ ηελ αλίζσζε (15),   
  

  
, ζηελ νπνία πεξίπησζε ηζρχεη 

V=VM, παίξλνπκε: 
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2.4.4 Απόδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο 2 

 

Σν ζεψξεκα 2 απνδεηθλχεηαη ιχλνληαο ην πξφβιεκα 2, θαη ηδηαίηεξα ηε κεξηθή δηαθνξηθή 

εμίζσζε (8) κε ηηο νξηαθέο ζπλζήθεο (10), (11) θαη ηε δνζκέλε ζπλάξηεζε r(ζ,S). 

 

2.4.4.1 Βήκα Β3: Υπνινγηζκόο ηνπ νινθιεξώκαηνο όγθνπ 

 

Οινθιεξψλνληαο ηελ εμίζσζε (8) παίξλνπκε  
  

     
  

     

     

       
     

     
. 

ε απηφ ην ζεκείν, ζα πξνζπαζήζνπκε λα ζπζρεηίζνπκε απηφ ην νινθιήξσκα κε ηνλ φγθν V 

ηνπ ρσξίνπ U. ηελ πξαγκαηηθφηεηα, ρξεζηκνπνηψληαο ηελ (1), παίξλνπκε φηη 

                   
     

     

 

 
 ή ηζνδχλακα 

 

 
        

     

     

 

 
   

 

 
  

 

  
         

     

     

 

 
                          (24) 

 

Γηα λα ππνινγίζνπκε ην   
 

  
       

     

     
  

 

 
 νξίδνπκε            

     

     
 ην νπνίν 

ζεκαίλεη νηη  

       
 

  
       

     

     

                
     

 

Σέινο, ππνινγίδνπκε 
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Υξεζηκνπνηψληαο ηηο νξηαθέο ζπλζήθεο (11) παίξλνπκε 

                 
     

  
 

 

 
 

 
   

  

     
  

     

     

  
 

 

 

Αλ αθφκε ιάβνπκε ππ’ φςηλ καο ηελ (8) ηφηε έρνπκε 

 

 
   

  

     
  

     

     

  
 

 

          
     

     

 

 

 

 

Καη ηειηθά μαλαγξάθνπκε ηελ (24) 

 

 
        

     

     

 

 

   
 

 
        

     

     

 

 

 

          
     

     

 

 

   

   
 

 
            

     

     
            

     

     
                             (25) 

 

Υξεζηκνπνηψληαο ηηο νξηαθέο ζπλζήθεο (10) ζην θάησ επίπεδν D ε (25) γίλεηαη  

 

                             
 

 
           

     

     
                                                (26) 

 

 

2.4.4.2 Βήκα Β4: Μία πξώηε έθθξαζε ησλ άλσ θαη θάησ νξίσλ ηνπ κ 

 

πλερίδνληαο φπσο θαη ζην 2.4.3.2 παίξλνπκε ηα φξηα ηνπ κ 

   
  

 

 
 
     

     

  
 

 

            
 

 

 
 

 
        

     

     

 

 

         
 

 

                

(27) 
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2.4.4.3 Βήκα Β5: Δθκεηάιιεπζε ησλ νξηαθώλ ζπλζεθώλ γηα λα απνθηήζνπκε 

ρξήζηκα θαη ππνινγίζηκα όξηα γηα ην νινθιήξσκα ησλ γσληώλ κ. 

 

Σν ηειεπηαίν βήκα είλαη ε απνηίκεζε ησλ νινθιεξσκάησλ πνπ παίξλνπλ κέξνο ζηα φξηα 

ηνπ κ (27). Απηφ επηηπγράλεηαη κε ηε βνήζεηα ησλ νξηαθψλ ζπλζεθψλ ηνπ Πξνβιήκαηνο 2. 

Υξεζηκνπνηνχκε ηηο (11) ησλ νξηαθψλ θακππιψλ r(ζΒ(z)) ζηα επίπεδα BS, BT φπνπ ν δείθηεο Β 

ηνπ ζΒ(z) κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί είηε κε 0 ή κε Σ. 

Αθνχ ηα BS, BT είλαη επίπεδα παξάιιεια πξνο ηνλ z-άμνλα, ε εμίζσζή ηνπο είλαη Αx+By=D γηα 

νπνηνδήπνηε z. Αληηθαζηζηψληαο κε θπιηλδξηθέο ζπληεηαγκέλεο παίξλνπκε            

            θαη επνκέλσο             
 

      
 φπνπ           

 

 
    Αθνχ ν 

πξνζαλαηνιηζκφο ηνπ ζπζηήκαηνο αλαθνξάο είλαη ηπραίνο, έζησ φηη ηα επίπεδα BS, BT είλαη 

θάζεηα ζηνλ x-άμνλα, ην νπνίν ηζνδχλακα ζεκαίλεη Α=0. 

 πλεπψο, ε x ζπληεηαγκέλε ζην ζΒ(z) γίλεηαη, 

                              
 

 
                                          (28) 

 

ην νπνίν είλαη ζηαζεξφ θαη ίζν κε ην δνζκέλν                        

 

Σψξα ε (7) γξάθεηαη  

 
 

             
 

 

 
   

   
    

           
                                   (29) 
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Αιιά κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε 

 
   

        

     

     

            
 

 
          

     

     

 

 

Άξα ε ζπλάξηεζε            κπνξεί λα βξεζεί ιχλσληαο ηελ εμίζσζε 

   
 

 
           

 

 
  

         
 

 
  

                                  (30) 

 

Όπνπ ε ζπλάξηεζε Α(ζΒ) δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

      
 

 
  

           
 

 
          

Οπφηε, γξάθνληαο ηε (17) ζηα barrier planes παίξλνπκε ηελ έθθξαζε ηνπ g(z) 

        
       

          
 

 

 
  

                                     (31) 

 

Σψξα, πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ (30) γηα λα πάξνπκε κία ρξήζηκε έθθξαζε γηα ην 

νινθιήξσκα             
 

 
 ρξεζηκνπνηψληαο ηελ (31): 

Πξψηα ζα εθθξάζνπκε ην dz κέζσ ηνπ dζΒ ρξεζηκνπνηψληαο ηελ (29) 

    
 

 
   

                
 

    

 

θη έπεηηα ζα ιχζνπκε ηελ (30) σο πξνο z 
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Καη ηψξα νξίδνπκε  

                                            
  

 

  
                                        (32) 

 

θαη ζπλεπψο παίξλνπκε 

    
 

 
    

        
 

 
  

                              (33) 

 

Έηζη, ε έθθξαζε γηα ην δηαθνξηθφ g(z)ζΒdz γίλεηαη 

         
   

   

 
  

 
 
 
 
 
 
               

 
   

   

    
   

 

 
             

 
 
 
 
 
 

    

 

Σψξα, νξίδνληαο ηε ζπλάξηεζε  

        

               
 

 
  

   

    
   

 

 
             

                          (34) 

 

 

ην νινθιήξσκα                
 

 
 κπνξεί λα ππνινγηζηεί κέζσ ηνπ ηχπνπ: 

            
 

 
 

   

 
   

          
     

     
 
     

     

                      (35) 

 

Ο αξρηθφο φξνο       δίλεηαη απφ ηελ νξηαθή ζπλζήθε ηεο δνζκέλεο r(ζ,S). Αιιά ην       

πξέπεη λα ππνινγηζηεί κε ηε ρξήζε ηεο νξηαθήο ζπλζήθεο (6) ε νπνία ζέηεη ηελ ηειηθή ηηκή ηνπ 

z, T=0 θαη ζπλεπψο          
 

 
                   . Η ηειεπηαία έθθξαζε ππνδειψλεη 

επίζεο νηη          .  
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Ωο εθ ηνχηνπ, ε (35) γίλεηαη 

            
 

 
 

   

 
   

          
   

     
 
     

     

                      (36) 

 

Θεσξψληαο ίζεο απνζηάζεηο ησλ barrier planes απφ ηνλ z-άμνλα ηζρχεη φηη           
 

 
. Έηζη 

θαηαιήγνπκε ζηελ ηειηθή έθθξαζε ηνπ    

   
   

  
           

     

     
                            (37) 

 

φπνπ ε ζπλάξηεζε F(ζΒ) αλαδηαηππψλεηαη 

         

            
   

 
  

    
   

  
             

                             (38) 

 

Θα μαλαγξάςνπκε ηψξα ηε ζπλάξηεζε Λ(z) κέζσ ηνπ νξηζκνχ (32) 

         
        

        
   

 

 
    

          

          
       

        

        
               (39) 

 

 

Σψξα, ην νινθιήξσκα    ηνπ Λ(z) κπνξεί λα ππνινγηζηεί κέζσ ηνπ ηχπνπ πνπ πξνθχπηεη αλ 

αληηθαηαζηήζνπκε ηελ (33) ζην   : 

       
 

 

 
   

  
                 

   

  
             

   

     

    

        

        

  

   
   

  
                

   

  
             

     

     
                (40) 
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Ο επφκελνο φξνο ησλ νξίσλ ηνπ κ πνπ ζα ππνινγηζηεί είλαη ην νινθιήξσκα 

   
 

 
        

     

     

 

 
. Υξεζηκνπνηνχκε ηελ εμίζσζε Euler-Lagrange (8), ε νπνία κεηά απφ 

νινθιήξσζε σο πξνο ζ δίλεη 

 

 
  

     
  

     

     

       
     

     

   
 

 
        

     

     

 

 

 
 

 
  

      

              
 
     

     

  
 

 

 

 

θαη ρξεζηκνπνηψληαο ηελ (11) καδί κε ηνλ νξηζκφ (22) παίξλνπκε 

 
 

 
        

     

     

 

 
 

 

 
  

 

     
 
     

     

  
 

 
                           (41) 

 

Σν νινθιήξσκα   
 

     
 
     

     

  
 

 
 κπνξεί λα ππνινγηζηεί κε ρξήζε ηεο ζρέζεο (33) 

  
 

     
 
     

     

  
 

 

  
   

  
           

   

  
             

   

     

    

     

     

 

 

Σειηθά, ην νινθιήξσκα    ππνινγίδεηαη απφ ηνλ ηχπν 

   
   

  
          

   

  
             

     

     
                   (42) 

 

Ο ηειεπηαίνο φξνο ησλ νξίσλ ηνπ κ πνπ κέλεη λα εθηηκεζεί είλαη ην νινθιήξσκα    

  
  

 

 
 
     

     

  
 

 
, ην νπνίν, ρξεζηκνπνηψληαο ηελ (33), εθθξάδεηαη κέζσ ηνπ ηχπνπ 
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ή ηζνδχλακα κέζσ ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξψκαηνο 

   
   

  
     

        
   

  
                

     

     
                     (43) 

 

Σειηθά, πξέπεη λα ππνινγίζνπκε ηνλ παξάγνληα ι ρξεζηκνπνηψληαο ηελ εμίζσζε Euler-Lagrange 

(8) καδί κε ηελ (11) ζηα barrier planes θαη ην απνηέιεζκα (28): 

 

 
 

          
 
     

     

       
     

     

 

 

Αληηθαζηζηψληαο ην         
 

 
  

         
 

  

 
             ζηελ παξαπάλσ εμίζσζε 

παίξλνπκε 

 
  

         
  

     

     

       
     

     
                          (44) 

 

Γξάθνληαο ηελ (44) ζηελ άλσ επίπεδε επηθάλεηα C, ην ι κπνξεί λα ππνινγηζηεί κέζσ ηνπ ηχπνπ 

 

   
 

        
  

     

     
  

           
     

     

                                 (45) 

 

Υξεζηκνπνηψληαο ην απνηέιεζκα (26) θαη ζεσξψληαο νηη ν φγθνο πνπ εζσθιείεηαη απφ ην ER 

είλαη ίζνο κε ην VM, ε (45) γίλεηαη: 

   
 

        
  

     

     
   

    
                                        (46) 
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Η ηειηθή έθθξαζε ηνπ κ: Υξεζηκνπνηψληαο ηηο εθθξάζεηο (37), (40), (42), (43) ησλ 

νινθιεξσκάησλ πνπ δηακνξθψλνπλ ηα φξηα ηνπ κ θαη ηνλ ηχπν (46) γηα ηνλ πνιιαπιαζηαζηή ι 

παίξλνπκε ην ηειηθφ φξην γηα ην κ 

   

  
            

     

     

   
   

  
            

     

     

 

 

φπνπ νη ζπλαξηήζεηο               νξίδνληαη απφ ηνπο ηχπνπο 
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3 Η κεζνδνινγία θαη ην ζύζηεκα 

 

3.1 Οξηζκνί 

 

Έρσ έλα fragment (ζξαχζκα) ζην ρψξν R3. 

Θεσξψ πάλσ επηθάλεηα ην ιείν επίπεδν (απηφ πνπ έρεη ηελ πιεξνθνξία). Πεξηζηξέθσ θαη 

κεηαηνπίδσ ην fragment ζηελ αξρή ησλ αμφλσλ  έηζη ψζηε ην θάζεην δηάλπζκα ζηελ πάλσ 

απηή επηθάλεηα λα είλαη παξάιιειν ζηνλ z-άμνλα.  Θέινπκε λα βξνχκε ην βέιηηζην ηαίξηαζκα 

ζην ρψξν κε έλα άιιν fragment. Απηφ ζπκβαίλεη φηαλ ν φγθνο αλάκεζα ζε ζπλεθηηθά 

ππνζχλνια ησλ παξάπιεπξσλ επηθαλεηψλ ησλ δχν fragments είλαη ειάρηζηνο, ηδαληθά 0. 

 

Αξρηθά, νξίδνπκε ζεκείν επαθήο.  

Πξνθεηκέλνπ λα ειέγμνπκε θάζε πηζαλφ ηαίξηαζκα θαη κελ έρνληαο θάπνηα γλψζε γηα ην πνχ έρεη 

γίλεη ε ζξαχζε, μεθηλάκε απφ έλα ζεκείν (ζεκείν επαθήο) θαη γηα ηα δχν fragments. Σν πξψην 

ζεκείν θαη γηα ηα δχν fragments είλαη ην πάλσ αξηζηεξά ζην xy επίπεδν (κέγηζην y, ειάρηζην x). 

ηε ζπλέρεηα κε ζηξνθή βήκαηνο ζ έσο θαη πεξηζηξνθή 360ν ειέγρνπκε εμαληιεηηθά φια ηα 

ζεκεία ηνπ ελφο fragment κε ην πξψην ζεκείν ηνπ άιινπ. Η ίδηα δηαδηθαζία ζα επαλαιεθζεί γηα 

φια ηα ζεκεία ηνπ πξψηνπ fragment ψζηε φια ηα ζεκεία λα έρνπλ ειεγρζεί κε φια. 

 

Οξίδνπκε κήθνο ζχγθξηζεο 

Οξίδνπκε default κήθνο ζχγθξηζεο γηα λα γίλεη ν έιεγρνο γηα φια ηα fragments. Αλ δελ πξνθχςεη 

θαλέλα ηαίξηαζκα, ζα ην ειαηηψζνπκε, ελψ αλ πξνθχςεη ζα ην απμάλνπκε θαηά έλα ζπλερψο, 

θάλνληαο ηελ ίδηα δηαδηθαζία κέρξη λα ραιάζεη ην ηαίξηαζκα. Έηζη πξνθχπηεη θαη ε κέγηζηε 

επηθάλεηα ηαηξηάζκαηνο. 

 

Οξηζκφο «πεηάζκαηνο» escarpment  

Πξέπεη λα νξίζνπκε ην ρψξν ηνπ νπνίνπ ηνλ φγθν ειέγρνπκε. Έρνληαο ηηο πάλσ επηθάλεηεο ησλ 

δχν fragment ζην ίδην επίπεδν (ζην ίδην z), έρνπκε ην άλσ φξην ηνπ ρψξνπ καο. Σν παξάιιειν 

κε απηφ θάησ επίπεδν νξίδεηαη απφ ην ειάρηζην απφ ηα δχν χςε ησλ δχν fragments. Έζησ Α ην 

ζεκείν επαθήο θαη Β ην πέξαο ηνπ κήθνπο ζχγθξηζεο. Υξεζηκνπνηψληαο ην ζεκείν επαθήο πνπ 

επηιέμακε θαη γηα κήθνο ίζν κε ην κήθνο ζχγθξηζεο εληνπίδνπκε δχν επζχγξακκα ηκήκαηα 

παξάιιεια πξνο ην z ηα νπνία είλαη ηα άθξα ηνπ πεηάζκαηνο ηνπ πξψηνπ fragment. Οξίδνπκε 

ηα επίπεδα πνπ είλαη παξάιιεια πξνο ην z θαη θάζεηα ζην Α θαη ζην Β αληίζηνηρα.  
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Initial barrier plane = A 

Terminal Barrier plane = B 

Υσξίν Ω 

Σα δχν barrier planes, ε παξάπιεπξνο επηθάλεηα ηνπ fixed ζξαχζκαηνο κεηαμχ ησλ barrier 

planes (ηελ νπνία νλνκάδνπκε fixed escarpment ή ζηαζεξφ πέηαζκα) θαη νη άλσ θαη θάησ 

επηθάλεηεο νξίδνπλ ην ρψξν ζχγθξηζεο . Μέζα ζε απηφ ηνλ ρψξν Ω ζα αξρίζεη λα πεξηζηξέθεηαη 

θαη λα κεηαηνπίδεηαη ην πεξηζηξεθφκελν ζξαχζκα (rotated fragment).  

 

3.2 Σύληνκε Πεξηγξαθή 

 

Όπσο έρεη πξναλαθεξζεί, ην ζχζηεκα πνπ αλαπηχρζεθε έρεη σο ζηφρν ηελ 

αλαθαηαζθεπή ζξαπζκέλσλ ηνηρνγξαθηψλ, κε ηελ έλλνηα ηεο εχξεζεο πηζαλψλ θνιιήζεσλ 

κεηαμχ ησλ δηαθφξσλ θνκκαηηψλ. 

 αλ είζνδν ην ζχζηεκα δέρεηαη ηηο ηνκέο δχν ζξαπζκάησλ ζε κνξθή txt αξρείσλ. Οη 

ηνκέο παξάγνληαη ζαλ εηθφλεο απφ έλα ηξηζδηάζηαην scanner. Οη εηθφλεο απηέο, κεηά απφ 

θαηάιιειε επεμεξγαζία, ε νπνία μεθεχγεη απφ ηα πιαίζηα ηεο παξνχζεο εξγαζίαο, 

κεηαηξέπνληαη ζε αξρεία txt ηα νπνία απνηεινχληαη απφ πίλαθεο κε κνλαδηθά ζηνηρεία ηα 1 θαη 

0˙ 1 φπνπ ππάξρεη θνλίακα θαη 0 φπνπ δελ ππάξρεη.  

Με ιίγα ιφγηα, ην ζχζηεκα ειέγρεη γηα φια ηα ζεκεία ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηνπ πξψηνπ 

ζξαχζκαηνο αλ κία αιπζίδα ησλ ζεκείσλ απηψλ κε κήθνο ζηαζεξφ θαη δνζκέλν, “ηαηξηάδεη” ή 

φρη κε ηελ αληίζηνηρε αιπζίδα ζεκείσλ πεξηγξάκκαηνο ηνπ δεχηεξνπ ζξαχζκαηνο. Ση 

πεξηιακβάλεη ν φξνο “ηαηξηάδσ” γηα ηηο αιπζίδεο ησλ δχν ζξαπζκάησλ ζα πεξηγξαθεί παξαθάησ. 

Η δηαδηθαζία απηή γίλεηαη εμαληιεηηθά, ην νπνίν ζεκαίλεη φηη ν έιεγρνο γίλεηαη γηα θάζε πηζαλή 

αιπζίδα ηνπ πξψηνπ ζξαχζκαηνο κε φιεο ηηο αιπζίδεο ηνπ δεχηεξνπ. 

 Σν έλα ζξαχζκα παξακέλεη ζηαζεξφ θαζ’ φιε ηε δηάξθεηα ηνπ ειέγρνπ (ζηαζεξφ 

ζξαχζκα) ελψ ην δεχηεξν πεξηζηξέθεηαη ζπλνιηθά θαηά 360˚ (πεξηζηξεθφκελν ζξαχζκα), κε 

ζηαζεξφ βήκα πεξηζηξνθήο, ην νπνίν γηα ηηο δηθέο καο δνθηκέο ήηαλ 1˚, ψζηε λα ειεγρζνχλ 

φιεο νη πηζαλέο ζέζεηο. Γηα θάζε κία γσλία πεξηζηξνθήο, ζαξψλνληαη ηα πεξηγξάκκαηα θαη ησλ 

δχν ζξαπζκάησλ ψζηε θάζε ζεκείν πεξηγξάκκαηνο ηνπ ζηαζεξνχ ζξαχζκαηνο ή, φπσο ζα ην 

νλνκάδνπκε δηαθνξεηηθά, ηνπ ζξαχζκαηνο αλαθνξάο, λα ειεγρζεί κε θάζε ζεκείν ηνπ 

πεξηζηξεθφκελνπ ζξαχζκαηνο ή δηαθνξεηηθά, ηνπ ηξέρνληνο ζξαχζκαηνο. 

Πην αλαιπηηθά, έρνληαο νξίζεη ην πξψην δεχγνο ζεκείσλ επαθήο ζηα δχν ζξαχζκαηα 

κεηαηνπίδνπκε ην πεξηζηξεθφκελν ζξαχζκα ψζηε ηα δχν ζεκεία λα ζπκπέζνπλ. ε απηήλ ηε 

ζέζε ειέγρνπκε ηελ επηθάιπςε ησλ δχν ζξαπζκάησλ. Ιδαληθά απηή πξέπεη λα είλαη 0. ηελ 
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πξάμε επηηξέπνπκε έλα πνιχ κηθξφ πνζνζηφ επηθάιπςεο ιφγσ ησλ αηειεηψλ ηεο δηαδηθαζίαο 

3D-scanning.  

Αξηζκνχκε ηα πεξηγξάκκαηα φισλ ησλ fragments κε ηξφπν κνλαδηθφ (απηφκαηα κέζσ 

θψδηθα). Ξεθηλάκε κε δεχγνο ζεκείσλ επαθήο ην 1 ηνπ ζηαζεξνχ ζξαχζκαηνο κε ην 1 ηνπ 

πεξηζηξεθφκελνπ ζξαχζκαηνο (1-1). Αθνχ βξνχκε ηε βέιηηζηε επηθάιπςε θαη θάλνπκε φιε ηε 

δηαδηθαζία ζπλερίδνπκε επηιέγνληαο σο δεχγνο ζεκείσλ επαθήο ην 1 ηνπ ζηαζεξνχ ζξαχζκαηνο 

κε ην 2 ηνπ πεξηζηξεθφκελνπ ζξαχζκαηνο (1-2) θαη επαλαιακβάλνπκε ηε δηαδηθαζία. Απηφ 

γίλεηαη κέρξη θαη ην (1-λ2).  

ηε ζπλέρεηα ειέγρνπκε:   

(2-1), (2-2), … ,(2-λ2) 

… 

(λ1-1), (λ1-2), … , (λ1-λ2) 

 

Η κέζνδνο πνπ έρεη αλαπηπρζεί απνξξίπηεη πηζαλά ηαηξηάζκαηα κε ηξία δηαθνξεηηθά 

θξηηήξηα: 

 Τπάξρεη έλα κέγηζην εκβαδφλ ην νπνίν δερφκαζηε φηη κπνξεί λα ππάξρεη κεηαμχ 

ησλ δχν αιπζίδσλ ηνλ ηνκψλ νη νπνίεο ηαηξηάδνπλ. Αθφκε ππάξρεη, φπσο 

πξναλαθέξζεθε, θαη έλα θαηψθιη επηθάιπςεο. 

 Γίλεηαη έιεγρνο ηεο γεσκεηξίαο ησλ ζξαπζκάησλ, δειαδή, αλ ε θακππιφηεηέο 

ηνπο είλαη αξθεηά δηαθνξεηηθέο ψζηε λα είλαη πηζαλφλ λα δψζνπλ θφιιεζε. 

 Θεσξψ φηη ηα κήθε ησλ αιπζίδσλ δελ κπνξνχλ λα έρνπλ πνιχ κεγάιε δηαθνξά, 

δηαθνξεηηθά, ε πηζαλφηεηα λα ηαηξηάδνπλ είλαη ειάρηζηε. Με ην ζεψξεκα πνπ 

αλαπηχρζεθε ζην θεθάιαην 2, κπνξνχκε λα βξνχκε ην δηάζηεκα κέζα ζην νπνίν 

πξέπεη λα βξίζθεηαη ην κήθνο ηεο πεξηζηξεθφκελεο αιπζίδαο ψζηε λα είλαη 

δπλαηφ λα ηαηξηάδεη κε ηε ζηαζεξή αιπζίδα. 

Αλ δχν αιπζίδεο πεξάζνπλ ηνλ έιεγρν θαη ησλ ηξηψλ απηψλ θξηηεξίσλ, νη δχν αιπζίδεο 

ιέκε φηη “ηαηξηάδνπλ”. Οη έιεγρνη απηνί γίλνληαη ζηελ άλσ ηνκή ηνπ θνληάκαηνο, δειαδή, 

κπνξνχκε λα πνχκε φηη γίλνληαη ζην θνκκάηη ηνπ θνληάκαηνο πνπ ππάξρεη ε ηνηρνγξαθία. Αλ 

δχν αιπζίδεο ινηπφλ, “ηαηξηάδνπλ”, πξνρσξάκε ζηνλ έιεγρν ησλ ίδησλ θξηηεξίσλ γηα ηηο 

αληίζηνηρεο αιπζίδεο ησλ παξαθάησ ηνκψλ ηνπ ζξαχζκαηνο. 

 Πξαγκαηηθή θφιιεζε δίλεη ην ζχζηεκα αλ γηα δχν αιπζίδεο, πεξαζηνχλ κε επηηπρία φινη 

νη έιεγρνη γηα φιεο ηηο ηνκέο ηνπ θνληάκαηνο. 
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3.2 Έλα flowchart ηνπ ζπζηήκαηνο 

 

Βήκα 1:  Γηάβαζκα θαη επεμεξγαζία πξψηεο εηθφλαο 

Γηάβαζκα ηεο πξψηεο εηθφλαο. 

Δπέθηαζε ηεο εηθφλαο πνπ παίξλνπκε απφ ην ηξηζδηάζηαην scanner. 

Καζαξηζκφο εηθφλαο κε κάζθα 3x3. 

Καζαξηζκφο εηθφλαο κε κάζθα 7x7. 

Καζαξηζκφο εηθφλαο 4 pixels, δειαδή, αλ αλάκεζα ζε 2 άζπξα pixel (ηνκήο) έρσ 2 καχξα 

(ππφβαζξνπ) ηφηε θάλσ ην πεξηθιεηφκελν ππφβαζξν ηνκή, θαη δπηθψο αληίζηξνθα. 

Καζαξηζκφο εηθφλαο 3 pixels, δειαδή, αλ αλάκεζα ζε 2 άζπξα pixel (ηνκήο) έρσ 1 καχξν 

(ππφβαζξνπ) ηφηε θάλσ ην πεξηθιεηφκελν ππφβαζξν ηνκή, θαη δπηθψο αληίζηξνθα. 

 

Βήκα 2:  Δχξεζε πεξηγξάκκαηνο 

Ξεθηλάκε απφ πάλσ αξηζηεξά. Φηηάρλσ κία πεξηνρή κε 0 ην θέληξν θαη ηα γχξσ pixels 

απφ 1 έσο 8 (ζρήκα 3) θαη παίξλσ κφλν ηνπο επηηξεπηνχο ζπλδπαζκνχο (ζρήκα 4). Απφ 

ην πάλσ αξηζηεξά ζεκείν, πάσ κφλν ζηνπο επηηξεπηνχο ζπλδπαζκνχο, ειέγρσ ην 

ζηαπξφ ζε θάζε ζεκείν θαη αλ έρεη 2 άζπξα θαη 2 καχξα pixels, ή 1 καχξν θαη 3 άζπξα 

pixels, επηιέγεηαη ην θαηάιιειν θη έηζη πξνρσξάσ σξνινγηαθά κέρξη ην θιείζηκν. 

 Αληηγξαθή πεξηγξάκκαηνο θαη εηθφλαο ζε δχν λένπο πίλαθεο.  

Κιήζε ηεο perigramma – Δπηζηξνθή ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ ζεκείσλ ηνπ 

πεξηγξάκκαηνο ζε δχν δηαλχζκαηα. 

 

 

 

Σρήκα 3 
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Σρήκα 4 Σε απηήλ ηελ εηθόλα παξνπζηάδνληαη όινη νη επηηξεπηνί ζπλδπαζκνί εηθνλνζηνηρείσλ. 
Με άζπξν ρξώκα εκθαλίδνληαη ηα pixels πνπ αλήθνπλ ζην πεξίγξακκα. 

              

Ξεθηλάκε ηηο πεξηζηξνθέο. Γηα θάζε γσλία: 

 

Βήκα 3: Γηάβαζκα θαη επεμεξγαζία δεχηεξεο εηθφλαο 

Γηάβαζκα ηεο δεχηεξεο εηθφλαο. 

Δπέθηαζε ηεο εηθφλαο πνπ παίξλνπκε απφ ην ηξηζδηάζηαην scanner γηα λα ρσξάεη φιεο 

ηηο πεξηζηξνθέο ηνπ rotated fragment. 

Πεξηζηξνθή ηεο εηθφλαο. 
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Καζαξηζκφο εηθφλαο κε κάζθα 3x3. 

Καζαξηζκφο εηθφλαο κε κάζθα 7x7. 

Καζαξηζκφο εηθφλαο 4 pixels, δειαδή, αλ αλάκεζα ζε 2 άζπξα pixel (ηνκήο) έρσ 2 καχξα 

(ππφβαζξνπ) ηφηε θάλσ ην πεξηθιεηφκελν ππφβαζξν ηνκή, θαη δπηθψο αληίζηξνθα. 

Καζαξηζκφο εηθφλαο 3 pixels, δειαδή, αλ αλάκεζα ζε 2 άζπξα pixel (ηνκήο) έρσ 1 καχξν 

(ππφβαζξνπ) ηφηε θάλσ ην πεξηθιεηφκελν ππφβαζξν ηνκή, θαη δπηθψο αληίζηξνθα. 

 

Βήκα 4:  Δχξεζε πεξηγξάκκαηνο δεχηεξεο εηθφλαο 

Ξεθηλάκε απφ πάλσ αξηζηεξά. Φηηάρλσ κία πεξηνρή κε 0 ην θέληξν θαη ηα γχξσ pixels 

απφ 1 έσο 8 (ζρήκα 1) θαη παίξλσ κφλν ηνπο επηηξεπηνχο ζπλδπαζκνχο  (ζρήκα 2). Απφ 

ην πάλσ αξηζηεξά ζεκείν, πάσ κφλν ζηνπο επηηξεπηνχο ζπλδπαζκνχο, ειέγρσ ην 

ζηαπξφ ζε θάζε ζεκείν θαη αλ έρεη 2 άζπξα θαη 2 καχξα, ή 1 καχξν θαη 3 άζπξα, 

επηιέγεηαη ην θαηάιιειν θη έηζη πξνρσξάσ σξνινγηαθά κέρξη ην θιείζηκν. 

lll: αξψλσ φιν ηνπ πεξίγξακκα ηνπ ζηαζεξνχ θνληάκαηνο, σξνινγηαθά, κε ζηαζεξφ βήκα 

(fixed) 

kl: Αθνινπζεί εμαληιεηηθή ζάξσζε ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηνπ πεξηζηξεθφκελνπ θνληάκαηνο, 

αλζσξνινγηαθά, κε ζηαζεξφ βήκα (rotating) 

 

Βήκα 5:  Δχξεζε ηνπ βέινπο 

Βξίζθνπκε πφζν πξέπεη λα κεηαηνπηζηεί ην ππ’ αξηζκφλ kl pixel ηνπ ηξέρνληνο 

θνληάκαηνο γηα λα ζπκπέζεη κε ην ππ’ αξηζκφλ lll pixel ηνπ ζηαζεξνχ. 

Γεκηνπξγία πηλάθσλ κε ηα κεηαηνπηζκέλα ζεκεία ηνπ πεξηγξάκκαηνο κεηά ηε ζχκπησζε 

ησλ ζεκείσλ επαθήο 

 

Βήκα 6: Δχξεζε νξίσλ 

 Καηαζθεπή ηεο ζηαζεξήο αιπζίδαο 

Φηηάρλνπκε ηε barrier line. Έζησ ΑΒ ε αξρή θαη ην πέξαο ηεο ζηαζεξήο αιπζίδαο. 

Δχξεζε ηεο εμίζσζεο ηεο θαζέηνπ επί ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑΒ ζην Β. 
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Βήκα 7:  Έιεγρνο κήθνπο 

Δάλ μεπεξάζσ θάπνην ππεξβνιηθφ κήθνο ζεσξψ νηη δελ έρσ θφιιεζε. Σν κήθνο απηφ 

είλαη ζηαζεξφ θαη δνζκέλν ζαλ παξάκεηξνο, θαη πξνθχπηεη απφ ην ζεψξεκα πνπ 

αλαθέξζεθε ζην θεθάιαην 2. 

Κάζε επζεία ρσξίδεη ην επίπεδν ζε 3 ρψξνπο. ε θάζε έλαλ απφ απηνχο ηνπο ρψξνπο ε επζεία 

δηαηεξεί ζηαζεξά αξλεηηθή, ζεηηθή ή κεδεληθή ηηκή. Οη δχν barrier lines, ρσξίδνπλ ην επίπεδν ζε 

3 ρψξνπο ε θάζε κία. Όια ηα ζεκεία ηνπ πεξηγξάκκαηνο πνπ βξίζθνληαη κέζα ζην ρσξίν Ω, 

αλήθνπλ ζηνλ ίδην ρψξν πνπ ζρεκαηίδεη θάζε barrier line, θαη απνηεινχλ ηελ αιπζίδα καο. 

Οπφηε, ην πξφζεκν ηεο αξρήο νπνηαζδήπνηε αιπζίδαο σο πξνο ηηο 2 barrier lines, είλαη ην 

πξφζεκν πνπ ζα δηαηεξήζεη σο πξνο ηηο ίδηεο ζε φια ηα ζεκεία ηεο. 

 

Βήκα 8: Έιεγρνο ζπλζήθεο γσληψλ 

πλζήθε: Ση γσλία κπνξεί λα ζρεκαηίδνπλ ζην ΑΒ θαη ην ΑΓ, φπνπ Γ ην ηέινο ηεο 

πεξηζηξεθφκελεο (ηξέρνπζαο) αιπζίδαο. 

Διέγρνπκε αλ ε γσλία κεηαμχ ΑΒ θαη ΑΓ, δειαδή ησλ επζχγξακκσλ αληηπξνζψπσλ ησλ 

αιπζίδσλ απηψλ είλαη ηθαλνπνηεηηθά κηθξή. Καη πάιη ε κέγηζηε επηηξεπφκελε γσλία είλαη 

ζηαζεξή θαη δνζκέλε ζαλ παξάκεηξνο, θαη πξνθχπηεη απφ ην δεχηεξν ζεψξεκα ηνπ 

θεθαιαίνπ 2. 

 

Βήκα 9: Κιήζε κηαο ζπλάξηεζεο ππνινγηζκνχ ηνπ εκβαδνχ αλάκεζα ζηηο δχν, γλσζηέο πιένλ, 

αιπζίδεο. Η ζπλάξηεζε απηή πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά ζηελ επφκελε ελφηεηα. 

 

Βήκα 10: Έιεγρνο θξηηεξίνπ 

Έιεγρνο αλ ην εκβαδφλ είλαη κηθξφηεξν απφ ην κέγηζην επηηξεπηφ εκβαδφλ άλσ 

δηαηνκήο. Σελ ίδηα ζηηγκή ειέγρεηαη θαη αλ ην πνζνζηφ επηθάιπςεο είλαη κηθξφηεξν απφ 

έλα κέγηζην απνδεθηφ πνζνζηφ. 

Αλ ην ζεκείν απηφ ηαηξηάζκαηνο δελ πεξάζεη απηνχο ηνπο ειέγρνπο ηφηε απνξξίπηεηαη 

σο ηαίξηαζκα.  

ε αληίζεηε πεξίπησζε, δειαδή αλ ην ζεκείν ηαηξηάζκαηνο πεξάζεη απηνχο ηνπο ειέγρνπο, 

έρνπκε πηζαλφ ηαίξηαζκα θαη θαιείηαη ε ζπλάξηεζε tairiasma_orofos έηζη ψζηε λα 

πξνρσξήζνπκε ζηηο πην θάησ δηαηνκέο. 

Γηα φιεο ηηο ηνκέο πνπ έρνπκε δψζεη ζην πξφγξακκα 
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Βήκα 11: Γηάβαζκα θαη επεμεξγαζία επφκελεο ηνκήο ηνπ ζξαχζκαηνο αλαθνξάο 

Γηάβαζκα ηεο λέαο ηνκήο ηνπ ζηαζεξνχ ζξαχζκαηνο. 

Δπέθηαζε ηεο εηθφλαο πνπ παίξλνπκε απφ ην ηξηζδηάζηαην scanner. 

Καζαξηζκφο εηθφλαο κε κάζθα 3x3. 

Καζαξηζκφο εηθφλαο κε κάζθα 7x7. 

Καζαξηζκφο εηθφλαο 4 pixels. 

Καζαξηζκφο εηθφλαο 3 pixels. 

 

Βήκα 12: Δχξεζε πεξηγξάκκαηνο  

Δχξεζε πεξηγξάκκαηνο, θαη απνζήθεπζε ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ ζεκείσλ ηνπ 

πεξηγξάκκαηνο. 

 

Βήκα 13:Δχξεζε ηεο λέαο ζηαζεξήο αιπζίδαο 

Βξίζθνπκε ην αξρηθφ ζεκείν ηεο λέαο αιπζίδαο, δειαδή ην 

 αληίζηνηρν ζεκείν Α ηεο άλσ δηαηνκήο, ην ζεκείν απφ φπνπ ζα αξρίζεη ε ζχγθξηζή καο.  

Καη πάιη ρξεζηκνπνηνχκε ηελ ηδηφηεηα ηεο επζείαο λα ρσξίδεη ην ρψξν ζε ηξία κέξε, 

αλάινγα κε ην πξφζεκν πνπ παίξλεη ε εμίζσζή ηεο. 

 

Βήκα 14:Γηάβαζκα θαη επεμεξγαζία ηεο επφκελεο ηνκήο ηνπ ηξέρνληνο ζξαχζκαηνο 

Γηαβάδνπκε ηελ επφκελε ηνκή ηνπ 2νπ ζξαχζκαηνο. 

Δπέθηαζε ηεο εηθφλαο, θαζαξηζκφο, πεξηζηξνθή θαη εθ λένπ θαζαξηζκφο ηεο.  

 

Βήκα 15: Δχξεζε νξίσλ 

Δχξεζε αξρήο ηεο λέαο πεξηζηξεθφκελεο αιπζίδαο 

Βξίζθεηαη θαη ε αξρή ηεο πεξηζηξεθφκελεο αιπζίδαο ζηε λέα ηνκή. 

Δχξεζε ηέινπο πξψηεο αιπζίδαο. 
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Δχξεζε ηέινπο δεχηεξεο αιπζίδαο 

 

Βήκα 16: Έιεγρνο θξηηεξίνπ γσλίαο 

Έιεγρνο γηα ππέξβαζε κέγηζηεο επηηξεπφκελεο γσλίαο κεηαμχ ησλ λέσλ ΑΒ θαη ΑΓ. 

 

Βήκα 17: Τπνινγηζκφο ηνπ εκβαδνχ αλάκεζα ζηηο αιπζίδεο ησλ λέσλ ηνκψλ. 

Αλ ην εκβαδφ απηφ δελ έρεη μεπεξάζεη ην επηηξεπηφ φξην εκβαδνχ ηνκήο, θξαηνχληαη ηα 

θαηάιιεια ζηνηρεία γηα κεηέπεηηα ρξήζε (π.ρ. ζηαηηζηηθή κειέηε). Γηαθνξεηηθά, αλ ν 

αξηζκφο ησλ ηνκψλ πνπ έρνπλ «ηαηξηάμεη» είλαη ηθαλνπνηεηηθά κεγάινο, ε κεηαβιεηή 

“exw_tairiaksei” επηζηξέθεη ζηελ tairiasma σο 1, γηα λα ππνδειψζεη πηζαλφ ηαίξηαζκα. 

Αλ φρη, ηφηε ε έλσζε απνξξίπηεηαη θαη ε “exw_tairiaksei” επηζηξέθεη 0. 

 

Βήκα 18: Έιεγρνο γηα ηαίξηαζκα 

Μφιηο επηζηξέςεη ε “tairiasma_orofos” αλ ε κεηαβιεηή “exw_tairiaksei” έρεη γίλεη 1 

θξαηάκε ζπλνιηθά ζηαηηζηηθά θαη θαηάιιεια ζηνηρεία, ψζηε αξγφηεξα λα κπνξνχκε λα 

βξνχκε ην αθξηβέο ζεκείν πνπ ππήξμε πηζαλφ ηαίξηαζκα θαη λα ην αλαπαξαζηήζνπκε 

νπηηθά.  

 

Βήκα 19: Οκαδνπνίεζε απνηειεζκάησλ 

Δίλαη πηζαλφ, ιφγσ ηνπ πεξηζσξίνπ ζθάικαηνο πνπ δίλνπκε, ζε κία πεξηνρή 

ηαηξηάζκαηνο, ηα θνληηλά ζεκεία λα δίλνπλ πηζαλφ ηαίξηαζκα. Γη’ απηφ ην ιφγν θξαηάκε 

φια ηα ζηνηρεία πνπ ρξεηαδφκαζηε ζε κία struct (κία γηα θάζε ζεκείν πηζαλνχ 

ηαηξηάζκαηνο). Αθνχ γίλνπλ φινη νη πηζαλνί έιεγρνη γηα κία γσλία πεξηζηξνθήο ηνπ 

ηξέρνληνο ζξαχζκαηνο, γίλεηαη κία ζπγρψλεπζε γηα ζεκεία πνπ βξίζθνληαη πνιχ θνληά, 

θαηά ηελ νπνία θξαηάκε κφλν ην ζεκείν πνπ είρε ην βέιηηζην εκβαδφλ. Απηή ηε 

δηαδηθαζία νλνκάδνπκε ζπγρψλεπζε πεξηνρψλ. 

 

Βήκα 20: Δθηχπσζε απνηειεζκάησλ 

Δπηζηξέθνπκε ζηε main γηα λα γξάςνπκε ηα απνηειέζκαηα πνπ βξήθακε, δειαδή ηα 

ζηνηρεία γηα ηα πηζαλά ηαηξηάζκαηα, ζε έλα output txt αξρείν, θαη λα πξνρσξήζνπκε 

ζηελ επφκελε γσλία πεξηζηξνθήο. 
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3.3 Έλα ηζρπξό θξηηήξην γηα ην αλ δύν ζξαύζκαηα κπνξεί λα ηαηξηάδνπλ 

ή όρη 

 

ην ζηάδην 6 ηεο κεζφδνπ δεκηνπξγήζακε δχν αιπζίδεο pixels, φπνπ ε κία, έζησ C,  

πνπ νλνκάζηεθε ζηαζεξή είλαη ζπλεθηηθφ ππνζχλνιν ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηεο άλσ ηνκήο ηνπ 

ζηαζεξνχ ζξαχζκαηνο, ελψ ε δεχηεξε, έζησ CΠ, πνπ νλνκάζηεθε πεξηζηξεθφκελε ή ηξέρνπζα 

είλαη ζπλεθηηθφ ππνζχλνιν ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηεο άλσ ηνκήο ηνπ πεξηζηξεθφκελνπ 

ζξαχζκαηνο. Οη δχν αιπζίδεο, εθθηλνχλ απφ ην ίδην ζεκείν, έζησ Α, θαη πεξαηνχληαη ζηε 

γξακκή ΒΓ, πνπ νλνκάζηεθε barrier line. Με βάζε απηά ηα γεσκεηξηθά ζηνηρεία, ζα 

δεκηνπξγεζεί έλα θαηάιιειν ηξηζδηάζηαην ρσξίν κεηαμχ ησλ ζξαπζκάησλ πνπ ειέγρνληαη γηα 

ηαίξηαζκα. Πξάγκαηη, απφ ην ΒΓ θέξνπκε ην κνλαδηθφ επίπεδν, έζησ ΔΒ, πνπ είλαη θάζεην ζε 

φιεο ηηο εμεηαδφκελεο δηαηνκέο. Τπελζπκίδεηαη, φηη ηα ζξαχζκαηα έρνπλ ζηξαθεί θαηά ηέηνην 

ηξφπν, ψζηε φιεο νη δηαηνκέο ηνπο λα είλαη θάζεηεο πξνο έλαλ άμνλα πνπ ηνλ ζεσξνχκε σο ηνλ 

z άμνλα.    

 Δλ ζπλερεία, θέξνπκε ην κνλαδηθφ επίπεδν, έζησ ΔΑ, πνπ πεξλά απφ ην ζεκείν επαθήο Α 

θαη είλαη παξάιιειν πξνο ην επίπεδν ΔΒ. Πξνθαλψο ην ΔΑ είλαη εθ θαηαζθεπήο παξάιιειν πξνο 

ηνλ z άμνλα θαη θάζεην ζε φιεο ηηο δηαηνκέο ησλ δχν ζξαπζκάησλ.  

 Σέινο, γηα θάζε ζξαχζκα ρσξηζηά, έρνπκε απηφ πνπ νλνκάδνπκε «βάζνο ζξαχζκαηνο», 

δειαδή ην κέγηζην αξηζκφ παξάιιεισλ δηαηνκψλ πνπ έρνπλ εκβαδφλ ηνκήο κε ην ζξαχζκα 

πάλσ απφ έλα κηθξφ, θαηάιιεια επηιεγκέλν, φξην. Δίλαη πξνθαλέο, φηη γηα ηελ παξνχζα κέζνδν 

ζεσξνχκε φηη ην θάζε ζξαχζκα εθθηλεί απφ ηελ άλσ δηαηνκή πνπ είλαη ζπλήζσο δσγξαθηζκέλε 

θαη πεξαηνχηαη ζηελ θαηψηεξε δηαηνκή, ε νπνία απέρεη (βάζνο ζξαχζκαηνο) x (απφζηαζε 

δηαηνκψλ) απφ ηελ άλσ δηαηνκή. Έζησ β ην βάζνο ηνπ ζηαζεξνχ ζξαχζκαηνο θαη βΠ ην βάζνο 

ηνπ πεξηζηξεθφκελνπ. Παίξλνπκε ην κηθξφηεξν εθ ησλ  βΠ  β θαη ην ζεσξνχκε σο θνηλφ βάζνο 

βΚ ηνπ ζπκπιέγκαηνο ησλ δχν εμεηαδνκέλσλ ζξαπζκάησλ, ησλ νπνίσλ νη άλσ δηαηνκέο είλαη 

πάληα νκνεπίπεδεο.  

 Οξίδνπκε ην ρψξν V, ν νπνίνο θξάζζεηαη απφ ηηο εμήο επηθάλεηεο: 

1. Σν θνηλφ άλσ επίπεδν ζην νπνίν θείληαη νη άλσ ηνκέο ησλ ζξαπζκάησλ 

2. Απφ ην επίπεδν EA 

3. Απφ ην barrier plane ΔΒ 

4. Απφ ην θνηλφ θαηψηεξν επίπεδν, δειαδή απφ ην επίπεδν ηεο θνηλήο δηαηνκήο πνπ 

αληηζηνηρεί ζην θνηλφ βάζνο βΚ, Δ
Κ  

5. Απφ ηελ παξάπιεπξε επηθάλεηα S ηνπ ζηαζεξνχ ζξαχζκαηνο πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηα 

επίπεδα ΔΑ, ΔΒ, ΔΚ θαη πξνθαλψο απφ ηελ άλσ δηαηνκή. Γηα απηήλ ηελ επηθάλεηα ζα 

ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ αγγιηθφ φξν fixed escarpment ή ηνλ ειιεληθφ ζηαζεξφ πέηαζκα. 
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6. Απφ ηελ παξάπιεπξε επηθάλεηα SΠ ηνπ πεξηζηξεθφκελνπ ζξαχζκαηνο πνπ πεξηθιείεηαη 

απφ ηα επίπεδα ΔΑ, ΔΒ, ΔΚ θαη πξνθαλψο απφ ηελ άλσ δηαηνκή. Γηα απηήλ ηελ επηθάλεηα 

ζα ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ αγγιηθφ φξν rotated escarpment ή ηνλ ειιεληθφ πεξηζηξεθφκελν 

πέηαζκα. 

 

Ο φγθνο ηνπ V θαζνξίδεη ην βαζκφ πξνζαξκνγήο ησλ δχν ζξαπζκάησλ. ηελ ηδαληθή 

πεξίπησζε ηαηξηάζκαηνο, ν φγθνο ηνπ V είλαη 0 .  

ηελ πξάμε, αθφκα θαη ζηελ πεξίπησζε εμαηξεηηθήο πξνζαξκνγήο ησλ δχν ζξαπζκάησλ, 

πξέπεη πάληα λα πξαγκαηνπνηείηαη ν έιεγρνο εάλ ππάξρεη επηθάιπςε κεηαμχ ζηαζεξνχ θαη 

πεξηζηξεθφκελνπ ζξαχζκαηνο αθελφο, αιιά θαη νινθιήξσλ ησλ πξνζαξκνζκέλσλ ζξαπζκάησλ 

ησλ. Μία ηέηνηα επηθάιπςε ζα κπνξνχζε λα νθείιεηαη ζε αηέιεηεο ηεο δηαδηθαζίαο ηξηζδηάζηαηεο 

ζάξσζεο, αιιά θαη ζε πεξίεξγεο ζπκπηψζεηο πνπ δεκηνχξγεζαλ ηδηφκνξθα γεσκεηξηθά 

απνηειέζκαηα ιφγσ θζνξάο ζηα ζπκβαιιφκελα ζξαχζκαηα. 

Άξα, ζπλνπηηθά ην ηζρπξφ απηφ θξηηήξην βέιηηζηεο πξνζαξκνγήο απνηειείηαη απφ ηηο εμήο 

απαηηήζεηο: 

Κ1: Ο φγθνο ηνπ ρσξίνπ V πξέπεη πάληα λα είλαη κηθξφηεξνο απφ έλα θαηάιιεια επηιεγκέλν 

θαηψθιη, έζησ ΟΚ. ηελ ηδαληθή πεξίπησζε ΟΚ=0, αιιά ε δηαδηθαζία ζξαχζεο ηεο ηνηρνγξαθίαο 

σο θαη ε θζνξά πνπ επαθνινχζεζε, καο επηβάιινπλ λα ιάβνπκε ππ’ φςηλ ην ηζρπξφ ελδερφκελν 

απψιεηαο πιηθνχ κεηαμχ fixed θαη rotated escarpment.  Σν άλσ απνδεθηφ φξην απψιεηαο, ην 

νπνίνλ ηαπηφρξνλα δελ θαηαζηξαηεγεί δξακαηηθά ηε γεσκεηξηθή ζπλέρεηα ησλ δχν 

ηαηξηαζκέλσλ ζξαπζκάησλ, θαζνξίδεη ην κέγεζνο ηνπ ΟΚ. 

Κ2: Ο βαζκφο επηθάιπςεο ησλ δχν ππφ εμέηαζηλ ζξαπζκάησλ ζηε ζέζε βέιηηζηεο πξνζαξκνγήο 

πξέπεη ζεσξεηηθά λα είλαη 0. Γηα ηνπο ιφγνπο φκσο πνπ πξναλαθέξζεθαλ, επηηξέπεηαη λα 

ππάξρεη έλα κηθξφ πνζνζηφ επηθάιπςεο ηνπ ΟΚ, π.ρ. 5%- 10%. 

Κ3: Αληηζηνίρσο, ζηελ ηδαληθή πεξίπησζε πξνζαξκνγήο, ηα ζξαχζκαηα σο ζηεξεά ζψκαηα ζα 

έπξεπε λα είραλ ζπλνιηθά, θαη επηπιένλ ησλ «πεηαζκάησλ», κεδεληθή επηθάιπςε, ελ ηνχηνηο, 

γηα ηνπο ιφγνπο πνπ πξναλαθέξζεθαλ, επηηξέπνπκε κία κηθξή επηθάιπςε αλαιφγνπ ηάμεσο κε 

ην Κ2. 

 

3.4 Υπνινγηζκόο εκβαδνύ κεηαμύ αιπζίδσλ 

 

Γηα ηελ πεξηγξαθή απηήο ηεο ζπλάξηεζεο, ζα πάξνπκε ηξεηο πεξηπηψζεηο: 

1. Αλ νη αιπζίδεο είλαη ηζνκήθεηο 

2. Αλ ε ζηαζεξή αιπζίδα έρεη κεγαιχηεξν κήθνο απφ ηελ πεξηζηξεθφκελε 

3. Αλ ε ζηαζεξή αιπζίδα έρεη κηθξφηεξν κήθνο απφ ηελ πεξηζηξεθφκελε 
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3.4.1 Πεξίπησζε ηζνκεθώλ αιπζίδσλ 

 

Αο ππνζέζνπκε γηα απιφηεηα φηη νη 2 αιπζίδεο είλαη ηζνκήθεηο. πλδένπκε κε επζχγξακκν 

ηκήκα ην πξψην pixel A1 ηεο κηαο κε ην πξψην pixel B1 ηεο άιιεο, ελ ζπλερεία, ην δεχηεξν pixel 

A2 ηεο κηαο κε ην δεχηεξν pixel ηεο άιιεο Β2 … ην i-νζηφ Αi ηεο κηαο κε ην i-νζηφ Βi ηεο άιιεο, 

πάληα κε επζχγξακκα ηκήκαηα. 

Τπελζπκίδεηαη φηη ε παξακεηξηθή εμίζσζε ηεο επζείαο ζηνλ R3  γξάθεηαη σο εμήο: 

Έζησ A θαη B 2 ηπρφληα ζεκεία ηνπ R3 κε ζπληεηαγκέλεο (x0,y0,z0) θαη (x1, y1,z1) αληίζηνηρα. 

Σφηε                                           . 

Έζησ Μ ηπρφλ ζεκείν ηεο επζείαο ΑΒ. Ιθαλή θαη αλαγθαία ζπλζήθε ην Μ φλησο λα αλήθεη ζε 

απηή ηελ επζεία είλαη ηα δηαλχζκαηα           θαη          λα είλαη ζπγγξακκηθά. Γειαδή πξέπεη λα 

ππάξρεη αξηζκφο ι    ηέηνηνο ψζηε                       . Δάλ (x,y,z) είλαη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ 

ηπρφληνο ζεκείνπ Μ ηεο επζείαο, ηφηε ε ηειεπηαία δηαλπζκαηηθή ζρέζε ηζνδπλακεί κε ηηο ηξεηο 

θάησζη βαζκσηέο ζρέζεηο 

                                              

Ιζνδπλάκσο,                                              . 

Δίλαη ηδηαηηέξσο ρξήζηκν θπξίσο γηα πινπνίεζε ζηνλ ππνινγηζηή λα θαλνληθνπνηνχκε ηελ 

παξάκεηξν ι. Πξάγκαηη, νξίδνπκε ηα θαηεπζχλνληα δηαλχζκαηα ηεο επζείαο 

    
     

    
     

     

    
     

     

    
                                  . 

Οπφηε, νη παξακεηξηθέο εμηζψζεηο ηεο επζείαο γξάθνληαη ζηε κνξθή 

                              . 

Σψξα, θαζίζηαηαη πξνθαλέο φηη φηαλ       , ηφηε ην ζεκείν Μ(x,y,z) δηαγξάθεη ην 

εζσηεξηθφ ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑΒ, φηαλ     ην Μ δηαηξέρεη ηελ εκηεπζεία δεμηά ηνπ 

Β, φπνπ δελ αλήθεη ην Α, θη φηαλ     ην Μ δηαηξέρεη ηελ εκηεπζεία αξηζηεξά ηνπ Α  ε νπνία 

δελ πεξηιακβάλεη ην Β. 

 Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα αλσηέξσ γηα λα ππνινγίζνπκε ην εκβαδφλ, δειαδή ηνλ αξηζκφ 

ησλ pixels, ηνπ ρσξίνπ Ω, πνπ νξίδεηαη απφ ηε ζηαζεξή αιπζίδα, ηελ ηξέρνπζα αιπζίδα θαη ηε 

γξακκή θξάγκα (barrier line). Πξάγκαηη, ζεσξνχκε κία ππθλή δηακέξηζε ηνπ δηαζηήκαηνο (0,1) 

π.ρ. απηήλ θαηά ηελ νπνία δχν δηαδνρηθά ζεκεία απέρνπλ θαηά 0.05. Απηή ε δηακέξηζε ηνπ ι 

γελλά δχν αληίζηνηρεο δηακεξίζεηο γηα ηα x θαη y, φπνπ ηνλίδεηαη φηη απηά είλαη ζπληεηαγκέλεο 

ελφο ηπρφληνο ζεκείνπ ζην εζσηεξηθφ ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑiΒi. Δπεηδή ζηνλ ππνινγηζηή 

θαη εηδηθφηεξα ζηηο ηνκέο ζξαπζκάησλ πνπ επεμεξγαδφκαζηε, ππάξρεη θβαληηζκφο, απαηηείηαη λα 

βξνχκε ηνλ αξηζκφ ησλ δηαθνξεηηθψλ pixels πνπ ζπλαληάεη ε επζεία ΑiΒi. Γηα ην ζθνπφ απηφ 
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θάλνπκε ηαπηφρξνλε ζηξνγγχιεπζε ησλ x,y , ε νπνία πξνζθέξεη έλα pixel. Βξίζθνληαο ηνλ 

αξηζκφ ησλ δηαθνξεηηθψλ pixels πνπ γελληνχληαη απφ απηή ηε δηαδηθαζία, ιακβάλνπκε θαη ηνλ 

αξηζκφ ησλ δηαθνξεηηθψλ pixels απφ ηα νπνία δηέξρεηαη ε επζεία ΑiBi θαη ηα νπνία πξνθαλψο 

αλήθνπλ ζην ρσξίν Ω.  

 Δπαλαιακβάλνπκε ηελ πξνεγνχκελε δηαδηθαζία γηα φια ηα δεχγε pixels (A1,B1), (A2,B2), 

… , (Ai,Bi), ζηαζεξάο θαη πεξηζηξεθφκελεο αιπζίδαο, νπφηε ιακβάλνπκε έλα ηθαλφ ππνζχλνιν 

Πpix  pixels, ηα νπνία φια αλήθνπλ ζην Ω. Δπεηδή ζην Πp κπνξεί λα ππάξρνπλ επαλαιήςεηο, 

εθαξκφδνπκε αιγφξηζκν πνπ ππνινγίδεη κφλν ηα δηαθνξεηηθά ζηνηρεία ηνπ ΠP. Απφ εδψ θαη ζην 

εμήο, φηαλ αλαθεξφκεζα ζην ΠP ζα ελλννχκε φηη φια ηα ζηνηρεία ηνπ είλαη δηαθνξεηηθά. 

Δπεηδή ε γεσκεηξηθή κνξθή ησλ δχν αιπζίδσλ θαη επνκέλσο ηνπ ρσξίνπ Ω, κπνξεί λα είλαη 

πνιχ πεξίπινθε, θαη ζηελ πξάμε ζπλήζσο είλαη, πξνρσξνχκε θαη ζηελ εμήο δηαδηθαζία: 

Κάζε pixel ηνπ ΠP ην ζεσξνχκε θέληξν ελφο «ζηαπξνχ» ην θάζε ζθέινο ηνπ νπνίνπ απνηειείηαη 

απφ 5 pixels, δχν αξηζηεξά ηνπ θέληξνπ, δχν δεμηά, δχν άλσ απηνχ θαη δχν θάησ ηνπ θέληξνπ. 

Σν αξηζηεξά θαη δεμηά θαζνξίδεηαη απφ ηελ ηηκή ηεο ζηήιεο ηεο εηθφλαο ηεο δηαηνκήο πνπ 

κειεηνχκε. πγθεθξηκέλα, έζησ φηη ε δηαηνκή καο είλαη κία ςεθηαθή εηθφλα mxn pixels θαη φηη 

(i,j) είλαη νη ζηήιεο θαη νη γξακκέο ηνπ θέληξνπ. Σφηε, ηα pixels αξηζηεξά ηνπ θέληξνπ είλαη ηα 

(i-2, j) θαη (i-1,j), ηα δχν δεμηά απηνχ είλαη (i+1, j) θαη (i+2,j), ηα δχν άλσ απηνχ είλαη ηα (i,j-2) 

θαη (i,j-1) θαη ηα δχν θάησ απηνχ είλαη ηα (I,j+1) θαη (I,j+2).  

 Γηα θάζε pixel ελφο ηέηνηνπ «ζηαπξνχ» ειέγρνπκε εάλ απηφ δελ αλήθεη ζην ΠP, ελψ 

ηαπηφρξνλα είλαη εμσηεξηθφ θαη ηεο δηαηνκήο ηνπ ζηαζεξνχ ζξαχζκαηνο θαη ηεο δηαηνκήο ηνπ 

πεξηζηξεθφκελνπ ή εζσηεξηθφ θαη ησλ δχν απηψλ δηαηνκψλ. ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, 

ζεσξνχκε φηη ην ζπγθεθξηκέλν pixel ηνπ ζηαπξνχ αλήθεη ζην ρσξίν Ω θαη άξα ην πξνζζέηνπκε 

ζην ζχλνιν ΠP. 

Δπαλαιακβάλνπκε ζπλερψο ηελ πξνεγνχκελε δηαδηθαζία, θάλνληαο θέληξα ηνπ ζηαπξνχ θαη ηα 

λέα pixels ηνπ ΠP έσο φηνπ δελ ππάξρεη άιιν ζηνηρείν ηνπ πξνθχπηνληνο ζηαπξνχ πνπ λα 

αλήθεη ζην Ω.  

 

3.4.2 Η ζηαζεξή αιπζίδα έρεη κεγαιύηεξν κήθνο από ηελ πεξηζηξεθόκελε 

 

 Έζησ Ν ν αξηζκφο ησλ pixels ηεο ηξέρνπζαο αιπζίδαο θαη L απηφο ηεο ζηαζεξήο. 

Τπνινγίδνπκε ην πειίθν    
 

 
  θαη ην ππφινηπν Τ ηεο δηαίξεζεο ηνπ L κε ην N. Σφηε, 

δεκηνπξγνχκε έλα ζχζαλν  p επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ Α1Β1,Α2Β1, .., ΑpΒ1, φπνπ ην πξψην pixel 

ηεο ηξέρνπζαο αιπζίδαο δηαζπλδέεηαη κε επζχγξακκα ηκήκαηα κε θάζε έλα απ’ ηα p πξψηα 

pixel ηεο ζηαζεξήο αιπζίδαο. Δλ ζπλερεία, δεκηνπξγνχκε έλα δεχηεξν ζχζαλν επζπγξάκκσλ 

ηκεκάησλ Αp+1Β2, Ap+2Β2, … , A2pΒ2, φπνπ ηα επζχγξακκα απηά ηκήκαηα έρνπλ θνηλή αξρή ην 

δεχηεξν pixel ηεο ηξέρνπζαο αιπζίδαο θαη πέξαο θάζε έλα pixel ηεο ζηαζεξήο κε αχμνληα 
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αξηζκφ απφ p+1 έσο 2p. πλερίδνπκε απηή ηε δηαδηθαζία, έσο φηνπ θάλνπκε αξρή ηνπ ζρεηηθνχ 

ζπζάλνπ ην ηειεπηαίν ππ’ αξηζκφλ Ν pixel ηεο ηξέρνπζαο αιπζίδαο. Δάλ ππάξρεη θαη ππφινηπν, 

επεθηείλνπκε ηνλ ηειεπηαίν ζχζαλν ζπλδένληαο ην ηειεπηαίν pixel ηεο ηξέρνπζαο αιπζίδαο κε 

επζχγξακκα ηκήκαηα κε ηα ηειεπηαία Τ pixel ηεο ζηαζεξάο. Έηζη ζρεκαηίδνπκε ην ΠP ζε απηήλ 

ηελ πεξίπησζε, θαη ζπλερίδνπκε φπσο θαη πξηλ λα ην επεθηείλνπκε κε ην ζηαπξφ ηνπ θάζε pixel 

έσο φηνπ πξνζκεηξεζνχλ φια ηα pixels. 

 

3.4.3  Η ζηαζεξή αιπζίδα έρεη κηθξόηεξν κήθνο από ηελ πεξηζηξεθόκελε 

 

 Έζησ Ν ν αξηζκφο ησλ pixels ηεο ηξέρνπζαο αιπζίδαο θαη L απηφο ηεο ζηαζεξάο. 

Τπνινγίδνπκε ην πειίθν    
 

 
  θαη ην ππφινηπν Τ ηεο δηαίξεζεο ηνπ Ν κε ην L. Σφηε, 

δεκηνπξγνχκε έλα ζχζαλν p επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ Α1Β1,Α1Β2, .., Α1Βp, φπνπ ην πξψην pixel 

ηεο ζηαζεξήο αιπζίδαο δηαζπλδέεηαη κε επζχγξακκα ηκήκαηα κε θάζε έλα απ’ ηα p πξψηα pixel 

ηεο ηξέρνπζαο αιπζίδαο, ελ ζπλερεία, δεκηνπξγνχκε έλα δεχηεξν ζχζαλν επζπγξάκκσλ 

ηκεκάησλ Α2Βp+1, A2Bp+2, … , A2B2p, φπνπ ηα επζχγξακκα απηά ηκήκαηα έρνπλ θνηλή αξρή ην 

δεχηεξν pixel ηεο ζηαζεξήο αιπζίδαο θαη πέξαο θάζε έλα pixel ηεο ηξερνχζεο κε αχμνληα 

αξηζκφ απφ p+1 έσο 2p. πλερίδνπκε απηή ηε δηαδηθαζία, έσο φηνπ θάλνπκε αξρή ηνπ ζρεηηθνχ 

ζπζάλνπ ην ηειεπηαίν ππ’ αξηζκφλ L pixel ηεο ζηαζεξήο αιπζίδαο. Δάλ ππάξρεη θαη ππφινηπν, 

επεθηείλνπκε ηνλ ηειεπηαίν ζχζαλν ζπλδένληαο ην ηειεπηαίν pixel ηεο ζηαζεξήο αιπζίδαο κε 

επζχγξακκα ηκήκαηα κε αη ηειεπηαία Τ pixel ηεο ηξερνχζεο. . Έηζη ζρεκαηίδνπκε ην ΠP ζε 

απηήλ ηελ πεξίπησζε, θαη ζπλερίδνπκε φπσο θαη πξηλ λα ην επεθηείλνπκε κε ην ζηαπξφ ηνπ 

θάζε pixel έσο φηνπ πξνζκεηξεζνχλ φια ηα pixels. 

 

3.5 Η έμνδνο ηνπ ζπζηήκαηνο 

 

Όπσο πξναλαθέξζεθε, ε έμνδνο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη έλα txt αξρείν, ην νπνίν 

πεξηιακβάλεη ηα απαξαίηεηα ζηνηρεία γηα ηελ νπηηθνπνίεζε ηνπ ηαηξηάζκαηνο θαζψο θαη 

άιια ζηαηηζηηθά ζηνηρεία. Πην αλαιπηηθά, πεξηιακβάλεη: 

 

1. Σε γσλία πεξηζηξνθήο ηνπ ηξέρνληνο ζξαχζκαηνο, ζηελ νπνία βξέζεθε ην πηζαλφ 

ηαίξηαζκα. 

 

2. Σε κεηαηφπηζε πνπ ππέζηε ην ζξαχζκα αλαθνξάο ζην i θαηά ηελ επέθηαζε ηνπ 

πιαηζίνπ ηνπ. 

 

3. Σε κεηαηφπηζε πνπ ππέζηε ην ζξαχζκα αλαθνξάο ζην j θαηά ηελ επέθηαζε ηνπ 

πιαηζίνπ ηνπ. 
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4. Σε κεηαηφπηζε πνπ ππέζηε ην ηξέρνλ ζξαχζκα ζην i θαηά ηελ επέθηαζε ηνπ πιαηζίνπ 

ηνπ. 

 

5. Σε κεηαηφπηζε πνπ ππέζηε ην ηξέρνλ ζξαχζκα ζην j θαηά ηελ επέθηαζε ηνπ πιαηζίνπ 

ηνπ. 

 

6. Σνλ αχμνληα αξηζκφ ηνπ ζεκείνπ αξρήο ηεο ζηαζεξήο αιπζίδαο γηα ηελ νπνία βξέζεθε 

ην ηαίξηαζκα. 

 

7. Σνλ αχμνληα αξηζκφ ηνπ ζεκείνπ αξρήο ηεο πεξηζηξεθφκελεο αιπζίδαο, γηα ηελ νπνία 

βξέζεθε ην ηαίξηαζκα. 

 

8. Σελ ηεηαγκέλε ηνπ ζεκείνπ ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηνπ ζξαχζκαηνο αλαθνξάο ζην νπνίν 

βξέζεθε ην ηαίξηαζκα. 

 

9. Σελ ηεηκεκέλε ηνπ ζεκείνπ ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηνπ ζξαχζκαηνο αλαθνξάο ζην νπνίν 

βξέζεθε ην ηαίξηαζκα. 

 

10. Σελ ηεηαγκέλε ηνπ ζεκείνπ ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηνπ ηξέρνληνο ζξαχζκαηνο ζην νπνίν 

βξέζεθε ην ηαίξηαζκα, πξηλ ππνζηεί ηελ πεξηζηξνθή. 

 

11. Σελ ηεηκεκέλε ηνπ ζεκείνπ ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηνπ ηξέρνληνο ζξαχζκαηνο ζην νπνίν 

βξέζεθε ην ηαίξηαζκα, πξηλ ππνζηεί ηελ πεξηζηξνθή. 

 

12. Σν βέινο θάζεηεο κεηαηφπηζεο, δειαδή ηνλ αξηζκφ πνπ ρξεηάζηεθε λα πξνζζέζνπκε 

ζηελ ηεηαγκέλε ηνπ ζεκείνπ επαθήο ηνπ πεξηζηξεθφκελνπ ζξαχζκαηνο ψζηε λα 

ζπκπέζεη κε εθείλε ηνπ ζεκείνπ επαθήο ηνπ ζηαζεξνχ ζξαχζκαηνο. 

 

13. Σν βέινο νξηδφληηαο κεηαηφπηζεο, δειαδή ηνλ αξηζκφ πνπ ρξεηάζηεθε λα πξνζζέζνπκε 

ζηελ ηεηκεκέλε ηνπ ζεκείνπ επαθήο ηνπ πεξηζηξεθφκελνπ ζξαχζκαηνο ψζηε λα 

ζπκπέζεη κε εθείλε ηνπ ζεκείνπ επαθήο ηνπ ζηαζεξνχ ζξαχζκαηνο. 

 

14. Σε κέζε ηηκή ησλ εκβαδψλ κεηαμχ φισλ ησλ ηνκψλ ησλ ζξαπζκάησλ γηα ηα ελ ιφγσ 

ζεκεία επαθήο. 

 

15. Σε κέγηζηε ηηκή ησλ εκβαδψλ κεηαμχ φισλ ησλ ηνκψλ ησλ ζξαπζκάησλ γηα ηα ελ 

ιφγσ ζεκεία επαθήο. 

 

16. Σε κέζε ηηκή ησλ εκβαδψλ επηθάιπςεο κεηαμχ φισλ ησλ ηνκψλ ησλ ζξαπζκάησλ γηα 

ηα ελ ιφγσ ζεκεία επαθήο. 
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17. Σε κέζε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ επηθάιπςεο κεηαμχ φισλ ησλ ηνκψλ ησλ ζξαπζκάησλ γηα 

ηα ελ ιφγσ ζεκεία επαθήο. 

 

18. Σε κέγηζηε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ επηθάιπςεο κεηαμχ φισλ ησλ ηνκψλ ησλ ζξαπζκάησλ 

γηα ηα ελ ιφγσ ζεκεία επαθήο. 

 

19. Σελ ειάρηζηε ηηκή ησλ εκβαδψλ επηθάιπςεο κεηαμχ φισλ ησλ ηνκψλ ησλ ζξαπζκάησλ 

γηα ηα ελ ιφγσ ζεκεία επαθήο. 

 

20. Σελ ειάρηζηε ηηκή θαζαξνχ εκβαδνχ κεηαμχ φισλ ησλ ηνκψλ ησλ ζξαπζκάησλ γηα ηα 

ελ ιφγσ ζεκεία επαθήο. 
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4 Οπηηθνπνίεζε ησλ απνηειεζκάησλ 
 

Πξνθεηκέλνπ λα δνχκε ηα δχν ζξαχζκαηα ζηε δνζκέλε ζέζε ηαηξηάζκαηνο θαη λα 

επηβεβαηψζνπκε θαη νπηηθά φηη ηαηξηάδνπλ κε ηε βνήζεηα ηνπ ζεκαηηθνχ πεξηερνκέλνπ, 

ρξεζηκνπνηνχκε θσηνγξαθίεο ησλ ζξαπζκάησλ πνπ ειέγρζεθαλ, ηηο ηνκέο ηνπ 3D-scanner θαη 

ηνλ θψδηθα ηεο Matlab πνπ πεξηγξάθεηαη ζηελ ελφηεηα 4.2 .  

 

4.1 Οη έγρξσκεο ηνκέο 

 

 Σα απνηειέζκαηα ηνπ ζπζηήκαηνο δίλνπλ ηηο αθξηβείο ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ πνπ 

βξέζεθε ην ηαίξηαζκα. Οη ζπληεηαγκέλεο απηέο φκσο αλαθέξνληαη ζηελ αζπξφκαπξε ηνκή πνπ 

παίξλνπκε απφ ην 3D-scanner. Πξνθαλψο, δελ κπνξνχλ λα κεηαθεξζνχλ κε κνλαδηθφ ηξφπν ζε 

θάπνηα έγρξσκε θσηνγξαθία ηνπ ζξαχζκαηνο, δεδνκέλνπ φηη δε γλσξίδνπκε νχηε ηη θιίζε είρε 

ην ζξαχζκα φηαλ ζεσξήζεθε ε γσλία αλαθνξάο 0, νχηε αλ ε θιίκαθα ηεο θσηνγξαθίαο είλαη ε 

ίδηα. Γη’ απηνχο ηνπο ιφγνπο, πξνθεηκέλνπ λα έρνπκε κνλνζήκαληε αληηζηνίρηζε, ηνπνζεηνχκε 

βέιηηζηα ηελ έγρξσκε θσηνγξαθία πάλσ ζηελ αζπξφκαπξε ηνκή ψζηε νη ζπληεηαγκέλεο λα 

δηαηεξεζνχλ ίδηεο. Με απιφ θψδηθα ζηε Matlab, βξίζθνπκε ην κηα δηαηζζεηηθή γσλία 

πεξηζηξνθήο θαη έλα δηαηζζεηηθφ πνζνζηφ κεγέζπλζεο ηεο θσηνγξαθίαο ψζηε λα ηαηξηάδεη ζηελ 

ηνκή. Γχξσ απφ απηά ηα κεγέζε θάλνπκε ππνινγηζκφ ζθάικαηνο ηεο ηνπνζέηεζεο, θαη ζην 

ζεκείν κε ην ειάρηζην ζθάικα ζεσξνχκε ηε βέιηηζηε πξνζαξκνγή ηεο έγρξσκεο εηθφλαο ζηελ 

ηνκή. 

 

4.2 Πεξηγξαθή ηνπ θώδηθα ηεο Matlab  

 

Όπσο είδακε ζην πξνεγνχκελν θεθάιαην, ν θψδηθαο ηεο C καο δίλεη ζαλ output έλα 

αξρείν .txt ην νπνίν πεξηέρεη blocks λ ζηνηρείσλ, ην θάζε έλα απφ ηα νπνία απνηειείηαη απφ φια 

ηα ζηνηρεία πνπ ραξαθηεξίδνπλ κνλνζήκαληα γηα πνηα ζεκεία επαθήο έρνπκε πηζαλφ ηαίξηαζκα. 

Πξνθείκελνπ λα κπνξέζνπκε λα ην αλαπαξαζηήζνπκε νπηηθά, ζα ρξεηαζηεί αξρηθά λα 

δηαβάζνπκε απηά ηα ζηνηρεία. Θα απνζεθεχζνπκε ινηπφλ απηφ ην αξρείν ζε έλαλ πίλαθα θαη 

θαηφπηλ ζα ρξεζηκνπνηνχκε ηα ζηνηρεία απηά αλά λ-άδεο γηα λα βιέπνπκε φιεο ηηο πηζαλέο 

θνιιήζεηο πνπ δίλεη ν θψδηθαο. Γηα θάζε κία απφ απηέο ηηο λ-άδεο θαιείηαη έλαο θψδηθαο, ψζηε 

ηειηθά, λα δνχκε ηα δχν ζξαχζκαηα πνπ ειέγρζεθαλ ηνπνζεηεκέλα ζε κία εηθφλα, κε ην 

δεχηεξν ζξαχζκα πεξηζηξακκέλν θαηάιιεια, θαη ελσκέλα ζην ζεκείν πνπ βξέζεθε ην πηζαλφ 

ηαίξηαζκα. 



58 
 

Δίλαη ζθφπηκν λα αλαθέξνπκε φηη νη έγρξσκεο εηθφλεο ησλ δχν ζξαπζκάησλ βξίζθνληαη 

ζε άζπξν (255,255,255) θφλην θαη είλαη resized θαη rotated ψζηε λα ηαηξηάδνπλ αθξηβψο ζηηο 

ηνκέο πνπ έδσζε ην 3D-scanner, φπσο πεξηγξάθηεθε παξαπάλσ.  

 

- Γηάβαζκα εηθφλαο αλαθνξάο (ζξαχζκαηνο αλαθνξάο). 

 

- Μεηαηξνπή πξψηεο εηθφλαο ζε double ψζηε λα είλαη δπλαηή ε επεμεξγαζία ηεο. 

 

- Δχξεζε θαη απνζήθεπζε ζε δχν δηαλχζκαηα ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ ζεκείσλ πνπ 

πεξηέρνπλ πιεξνθνξία (δειαδή πνπ δελ είλαη άζπξν θφλην). 

 

- Δχξεζε ηεο κέγηζηεο δηάζηαζεο ηεο εηθφλαο. 

 

- Γηάβαζκα ηξέρνπζαο εηθφλαο (ηξέρνληνο ζξαχζκαηνο). 

 

- Μεηαηξνπή δεχηεξεο εηθφλαο ζε double ψζηε λα είλαη δπλαηή ε επεμεξγαζία ηεο. 

 

- Δχξεζε θαη απνζήθεπζε ζε δχν δηαλχζκαηα ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ ζεκείσλ πνπ  

πεξηέρνπλ πιεξνθνξία (δειαδή πνπ δελ είλαη άζπξν θφλην). 

 

- Δχξεζε ηεο κέγηζηεο δηάζηαζεο ηεο εηθφλαο. 

 

- Η εηθφλα ζηελ νπνία ζα εκθαληζηνχλ θαη νη δχν απηέο εηθφλεο, είλαη έλαο θνηλφο θακβάο, 

ζην θέληξν ηνπ νπνίνπ ζα βξίζθεηαη ε εηθφλα αλαθνξάο θαη θάπνπ γχξσ απφ απηήλ, 

ελσκέλε ζην θαηάιιειν ζεκείν θαη πεξηζηξακκέλε θαηάιιεια ζα βξίζθεηαη ε ηξέρνπζα 

εηθφλα. 

 

- Καηά ζπλέπεηα, νη δηαζηάζεηο ηνπ θνηλνχ θακβά πξέπεη λα είλαη  

max_diastasi_eikonas_anaforas+2*round(  *max_diastasi_trexousas_eikonas) 

- Αξρηθνπνίεζε ηνπ θνηλνχ θακβά ζε άζπξν. 

 

- Σνπνζέηεζε ηεο εηθφλαο αλαθνξάο ζην θέληξν ηνπ θνηλνχ θακβά. 

 

- Σα ζηνηρεία πνπ έρνπκε ζην block ησλ απνηειεζκάησλ είλαη ζεκεία κε ζπληεηαγκέλεο 

ζην επεθηεηακέλν πιαίζην, νπφηε αθαηξψληαο ηε κεηαηφπηζε πνπ είραλ ππνζηεί αξρηθά, 

παίξλνπκε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ αξρηθνχ ζεκείνπ ηαηξηάζκαηνο. 

- Καινχκε ηελ εμσηεξηθή ζπλάξηεζε our_rotated_image, ε νπνία παίξλεη ζαλ νξίζκαηα 

κηα έγρξσκε εηθφλα imm_color θαη κία γσλία ζε κνίξεο gwnia θαη πεξηζηξέθεη ηελ 
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imm_color θαηά gwnia. ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, δίλνπκε ζαλ νξίζκαηα ηελ ηξέρνπζα 

εηθφλα θαη ηε γσλία πνπ παίξλνπκε απφ ην block ησλ απνηειεζκάησλ. 

 

- Μεηά ηελ επηζηξνθή ηεο ζπλάξηεζεο, βξίζθνπκε εθ λένπ ην ζεκαηηθφ πεξηερφκελν ηεο 

λέαο, εζηξακκέλεο πιένλ εηθφλαο. 

 

- ηξνθή ηνπ ζεκείνπ επαθήο ηνπ ηξέρνληνο ζξαχζκαηνο φπσο αθξηβψο ζηξέςακε θαη 

ηελ εηθφλα κε ηελ our_rotated_image. 

 

- Γείρλνπκε ην ζεκείν επαθήο ηνπ ζηαζεξνχ ζξαχζκαηνο ζηνλ θνηλφ θακβά, 

ρξσκαηίδνληάο ην έληνλα. 

 

- Βάδνπκε ζηνλ θνηλφ θακβά ηελ εζηξακκέλε ηξέρνπζα έηζη ψζηε ηα δχν ζεκεία επαθήο 

λα ζπκπίπηνπλ. 

 

- Δκθάληζε ηνπ θνηλνχ θακβά. 
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5 Απνηειέζκαηα / Σπκπεξάζκαηα 
 

5.1  Απνηειέζκαηα 

 

Παξαθάησ, ζα δείμνπκε ηα ηαηξηάζκαηα πνπ έδσζε ην ζχζηεκα γηα κία ηξηάδα 

θνκκαηηψλ αλά δχν. Σα ζξαχζκαηα είλαη ηα 253Α, 253Β θαη 253C. Όπσο θαίλεηαη ζηελ εηθφλα 2, 

ηα θνκκάηηα 253Α θαη 253Β ηαηξηάδνπλ. Γηα ηα ζπγθεθξηκέλα ζξαχζκαηα, ην ζχζηεκα έδσζε θαη 

ηαίξηαζκα αλάκεζα ζηηο επζείεο ηνπ. Παξάδεηγκα ηαηξηάζκαηνο κεηαμχ επζεηψλ, κπνξνχκε λα 

δνχκε ζηελ εηθφλα 4, κεηαμχ ησλ θνκκαηηψλ 253Β θαη 253C. ηελ εηθφλα 3 βιέπνπκε ην ζσζηφ 

ηαίξηαζκα αλάκεζα ζηα θνκκάηηα 253Β θαη 253C.  

 

Δηθόλα 2 Τα ζξαύζκαηα 253Α θαη 253Β ζην ζεκείν 

 

Όπσο πεξηκέλακε, ην ηαίξηαζκα κεηαμχ ησλ δχν θνκκαηηψλ δελ είλαη ηέιεην, αθνχ ην 

πεξίγξακκα ησλ θνκκαηηψλ έρεη θζαξεί κε ην ρξφλν θαζψο θαη απφ ηελ αξρηθή αηηία ζξαχζεο. 

Αθφκε, πξέπεη λα ιάβνπκε ππ’ φςηλ καο φηη θαη ε θσηνγξαθία δελ έρεη ηαηξηάμεη ηέιεηα πάλσ 

ζηελ ηνκή, δεδνκέλνπ φηη είλαη δχζθνιν λα ηξαβήμεη θαλείο κία θσηνγξαθία απνιχησο 

παξάιιειε κε ηελ άλσ επηθάλεηα ηνπ ζξαχζκαηνο, δεδνκέλνπ φηη ην θνλίακα απφ θάησ ην 

θαζηζηά πνιχ αζηαζέο. Παξ’ φια απηά, κε ηελ νπηηθνπνίεζε είλαη θαλεξφ φηη ην ζεκαηηθφ 

πεξηερφκελν ησλ ζξαπζκάησλ ηαηξηάδεη θαη φηη ηα θνκκάηηα ελψλνληαλ θαηά απηφλ ηνλ ηξφπν. 
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Δηθόλα 3 Μία πηζαλή έλσζε ησλ θνκκαηηώλ ε νπνία ήηαλ αδύλαην λα απνθεπρζεί 

 

ηελ παξαπάλσ εηθφλα βιέπνπκε φηη ην ζχζηεκα ζεψξεζε φηη ηα ζξαχζκαηα ηαηξηάδνπλ 

ζηηο επζείεο. Απηφ είλαη απνιχησο ινγηθφ, δεδνκέλνπ φηη φηαλ θαη νη δχν αιπζίδεο ζχγθξηζεο 

βξίζθνληαη ζην επζχ ηκήκα ησλ ζξαπζκάησλ, ν φγθνο αλάκεζά ζηα ζξαχζκαηα είλαη πνιχ 

κηθξφο, νη γεσκεηξίεο ηαηξηάδνπλ θαη ηα κήθε είλαη ζπγθξίζηκα. Οπφηε, ε ζέζε δίλεη ηαηξηάδεη 

αθνχ πιεξεί φια ηα θξηηήξηα ηνπ ζπζηήκαηφο καο. Παξ’ φια απηά, ην ζχζηεκα έδσζε ζαλ 

πηζαλφ ηαίξηαζκα θαη ην ζεκείν ζην νπνίν ηα ζξαχζκαηα φλησο ηαηξηάδνπλ. Η ζέζε απηή 

θαίλεηαη ζηελ εηθφλα 4. 
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Δηθόλα 4 Η ζσζηή θόιιεζε κεηαμύ 253Β θαη 253C 

 

Γηα έλα άιιν δεπγάξη θνκκαηηψλ, ην δεχγνο 257Α θαη 257Β, ην ζχζηεκα έδσζε ηελ 

θφιιεζε πνπ θαίλεηαη ζηελ εηθφλα 5. Δίλαη πξνθαλέο, φηη απηφ ην ηαίξηαζκα δε είλαη εχθνια 

εληνπίζηκν, δηφηη κε ην ζεκαηηθφ πεξηερφκελν πνπ έρνπλ ηα ζξαχζκαηα, πεξηκέλνπκε απηφκαηα 

άιιν ηαίξηαζκα. 
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Δηθόλα 5 Η έλσζε πνπ έδσζε ην ζύζηεκα κεηαμύ 257Α θαη 257Β 

 

5.2 Σπκπεξάζκαηα 

 

Σα απνηειέζκαηα ηεο παξνχζεο δηπισκαηηθήο θαηέδεημαλ ηελ ηζρχ ηεο κεζφδνπ 

εηθνληθήο ζπγθνιιήζεσο ζξαπζκέλσλ αληηθεηκέλσλ, ε νπνία πξσηνδεκνζηεχζεθε ζηα Journal of 

Applied Mathematics and Computing (1), IEEE Transactions on Signal Processing (2), ΙΔΔΔ 9th 

International Conference on Signal Processing (3) θαη Pattern Analysis and Machine Intelligence 

(Pami) (4) θαη αξθεηά δηεμνδηθψο παξνπζηάζηεθε ζηελ παξνχζα δηπισκαηηθή. πγθεθξηκέλα, 

ειέγρζεθε εάλ πέληε ην πιήζνο θνληάκαηα ηαίξηαδαλ κεηαμχ ηνπο αλά δεχγε. Ο έιεγρνο απηφο 

πξαγκαηνπνηήζεθε γηα πνηθίιεο ηηκέο ησλ θξηζίκσλ παξακέηξσλ ηαηξηάζκαηνο, φπσο απηέο 

πεξηγξάθεθαλ ζηελ παξάγξαθν 3.2 ηεο παξνχζεο εξγαζίαο. Οη εηθνληθέο ζπλελψζεηο πνπ 

πξνηάζεθαλ ζπκπεξηειάκβαλαλ πάληα ηελ νξζή, δειαδή απηή πνπ έγηλε δεθηή απφ ηνπο 

αξραηνιφγνπο θαη ηνπο ζπληεξεηέο. Απηφ απφ κφλν ηνπ ζπληζηά κία ζεκαληηθφηαηε επηηπρία ηεο 

κεζνδνινγίαο θαη ηνπ ζπζηήκαηνο, δηφηη επηβεβαηψλεη φηη ην ζχζηεκα κπνξεί λα πεξηνξίζεη 
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δξακαηηθά ππέξ ηνπ ρξήζηε ηνλ αξηζκφ ησλ πηζαλψλ ζπλελψζεσλ πνπ πξέπεη λα ειέγμεη. Πέξαλ 

απηνχ, ην ζχζηεκα ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο έδσζε κνλαδηθή ιχζε ηελ δένπζα. Απηφ ζπκβαίλεη, 

ζηηο πεξηπηψζεηο φπνπ: 

Α) Οη πιεπξηθέο επηθάλεηεο ησλ θνληακάησλ είραλ ηπραία θαηαλνκή ζην ρψξν θαη δελ 

ζπκπεξηειάκβαλαλ κεγάια επίπεδα ηκήκαηα, φπσο ζπκβαίλεη αξθεηέο θνξέο ζηα φξηα ηηο 

ηνηρνγξαθίαο. ε απηήλ ηελ αθξαία πεξίπησζε, φπσο ήηαλ αλακελφκελν, ην ζχζηεκα έδσζε 

ζαλ πηζαλέο ζπλελψζεηο θαη εθείλεο θαηά ηηο νπνίεο νη επίπεδεο επηθάλεηεο ήηαλ ζε επαθή. Η 

ηειεπηαία δηαπίζησζε ππνδεηθλχεη ηελ αλαγθαηφηεηα ζηε κεζνδνινγία λα ζπκπεξηιεθζεί θαη ε 

ζπλέρεηα ηνπ ρξσκαηηθνχ θαη ζεκαηηθνχ πεξηερνκέλνπ ησλ δσγξαθηζκέλσλ εδξψλ ησλ 

θνληακάησλ, γεγνλφο πνπ ζα απνηειέζεη αληηθείκελν κειινληηθήο έξεπλαο. Σα αλσηέξσ 

επηβεβαηψλνπλ θάηη πνπ απφ ηελ αξρή νη εξεπλεηέο πνπ αλέπηπμαλ ηε κεζνδνινγία γλψξηδαλ, 

δειαδή φηη ε γλψκε ησλ εηδηθψλ αξραηνιφγσλ θαη ζπληεξεηψλ είλαη ην κνλαδηθφ απνιχησο 

ηειεζίδηθν θξηηήξην γηα ην αλ δπν ζξαχζκαηα-θνληάκαηα φλησο ηαηξηάδνπλ. Γειαδή, φπσο 

πξνειέρζε, ην ζχζηεκα είλαη ηζρπξά ππνβνεζεηηθφ. 

Β) Η δχλακε ηνπ ζπζηήκαηνο θη ν βαζκφο ππνβνήζεζεο ηνπ εηδηθνχ αξραηνιφγνπ είηε 

ζπληεξεηή, ηζρπξά αλαδεηθλχνληαη φηαλ ην κήθνο ησλ αιπζίδσλ επαθήο είλαη ζεκαληηθά 

κεγάιν, κεγαιχηεξν ησλ 2cm. Πξνθαλψο φζν κεγαιχηεξν είλαη ην κήθνο επαθήο ησλ 

αιπζίδσλ, φζν κηθξφηεξε ε θζνξά θαη φζν ηπραηφηεξε ε θακππιφηεηα ησλ πιεπξηθψλ 

πεηαζκάησλ ησλ θνληακάησλ, ηφζν κεγαιχηεξε θαίλεηαη φηη είλαη ε δχλακε ηεο κεζνδνινγίαο 

θαη ηνπ αλαπηπρζέληνο ζπζηήκαηνο. 
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