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Περίληψη 

Θ μοντελοποίθςθ επιδθμιϊν είναι ζνα πεδίο ζρευνασ ιδθ ανεπτυγμζνο και μπορεί να ζχει 

εφαρμογι και ςτα δίκτυα υπολογιςτϊν. Σιμερα θ ανταλλαγι αρχείων μεταξφ των χρθςτϊν κακϊσ 

και θ ςυμμετοχι ςε κοινωνικά δίκτυα είναι αρκετά διαδεδομζνθ. Αρχικά κα περιγράψουμε τα πιο 

γνωςτά μοντζλα δίνοντασ τθν απαραίτθτθ ζμφαςθ ςτο τρόπο παραγωγισ τουσ με ςκοπό να 

μπορζςουμε να τα χρθςιμοποιιςουμε ςτα δίκτυα.  

Ζπειτα από τθν περιγραφι ενόσ μοντζλου είναι δυνατι θ ανάλυςθ ςυνεπειϊν του κακϊσ και θ 

προςπάκεια  διατφπωςθσ αξιόλογων προβλζψεων. Στθ ςυγκεκριμζνθ εργαςία κα αςχολθκοφμε με 

το μοντζλο SIR (Susceptible, Infected, Recovered) ςε μια ςτοχαςτικι εκδοχι του μζςω μιασ 

διαδικαςίασ Markov. 

Κατά τθν προςπάκειά μασ να ανάγουμε τθν κεωρία ςτα δίκτυα, κα διαφοροποιιςουμε το αρχικό 

μοντζλο ειςάγοντασ τθν δράςθ των κακόβουλων κόμβων. Θ φφςθ τθσ αςκζνειασ κακορίηει ςυχνά το 

ςυγκεκριμζνο μοντζλο, παρόλα αυτά ο τρόποσ εμφάνιςισ τθσ ι ο αντιιόσ κεραπείασ δεν κα μασ 

απαςχολιςουν. Ζνα κζμα που κα πρζπει να μασ απαςχολιςει είναι με ποιόν τρόπο θ τοπολογία του 

δικτφου κα επθρεάςει τθν περιγραφι μασ για τθν πικανότθτα μετάβαςθσ ςτο ςτοχαςτικό μοντζλο 

επιδθμίασ. Ζνα ςθμαντικό εργαλείο κα αποδειχκεί ότι είναι θ κατανομι βακμοφ. 

Λζξεισ Κλειδιά: μοντζλα επιδθμίασ, κοινωνικά δίκτυα, SIR, ςτοχαςτικό, Markov, κατανομι βακμοφ 
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Abstract 

 

Modeling an epidemic is a field of research already developed and can also be applied to computer 

networks. Today the exchanges of files between users as well participation in social networks are 

quite widespread.  We will first describe the most popular models giving the necessary emphasis on 

their method of production with a view to achieve their use to the computer networks. 

After describing a model is possible to analyse the consequences and the attempt to formulate 

meaningful predictions. In this paper we will deal with SIR (Susceptible, Infected and Recovered) 

model in a stochastic version through a Markov process.  

During our approach to carry the theory to the communication networks we will differentiate 

between the original models by introducing the action of malicious nodes. The nature of the disease 

often determines the specific model; however this nature or the form of treatment should not 

concern us. One issue that should concern us in our study of a disease is how the network topology 

will affect our description of the transition probabilities in our stochastic epidemic model. A useful 

tool that will prove to be is the degree distribution. 

Keywords: epidemic models, social networks, SIR, stochastic, Markov, degree distribution  
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ΕΝΟΤΗΤΑ 1 

                                              Ειςαγωγή 
 

Οι επιδθμίεσ ζχουν αρχίςει να απαςχολοφν τουσ ερευνθτζσ τουλάχιςτον από τθν αρχι του 

προθγοφμενου αιϊνα. Σε κάκε περίπτωςθ αςκζνειασ που μπορεί να διαδοκεί υπάρχει το 

ενδιαφζρον τθσ χρονικισ εξζλιξθσ και του μεγζκουσ τθσ, ζνα κζμα που διακρίνεται από τθν κακαρά 

ιατρικι αντιμετϊπιςθ τθσ ίδιασ τθσ αςκζνειασ. Αρχικά  το ενδιαφζρον εςτιάςτθκε ςε αςκζνειεσ που 

οδιγθςαν ςε επιδθμία εντόσ ενόσ πλθκυςμοφ ανκρϊπων. Ραρόμοια είναι και θ περίπτωςθ των 

άλλων ηωντανϊν οργανιςμϊν που μζςω τθσ κίνθςισ τουσ μποροφν να μεταδϊςουν μια νόςο. Από 

το 1995 και μετά, το internet και το World Wide Web (www) άρχιςαν να είναι μια πραγματικότθτα 

για απλοφσ και μζςουσ χριςτεσ ςε όλο τον κόςμο, οπότε ιρκαμε ςε επαφι με ζνα τελείωσ 

διαφορετικό είδοσ επιδθμίασ, αυτό που λαμβάνει δράςθ ςε υπολογιςτζσ που μποροφν να 

ςυνδεκοφν ςε ζνα δίκτυο επικοινωνιϊν. Τον πρϊτο αυτό καιρό τα μθχανιματα ιταν ιδιαίτερα 

ευάλωτα κακϊσ δεν υπιρχε διαδεδομζνθ θ ζννοια τθσ πρόλθψθσ όπωσ ςιμερα. Σε αναλογία με τθ 

βιολογικι περίπτωςθ ςε κάκε περίπτωςθ ιοφ αναπτυςςόταν ο κατάλλθλοσ αντιιόσ  και θ ςταδιακι 

κεραπεία. Στα επόμενα χρόνια πολλοί ιοί ομαδοποιικθκαν, ϊςτε μια κοινι κεραπεία ι ζνα 

λογιςμικό αςφαλείασ μποροφςε να δράςει προλθπτικά. Αν και ςιμερα οι επιδθμίεσ δεν είναι τόςο 

ςυχνζσ όπωσ τότε, παραμζνει πάντα ανοιχτό το κζμα ενόσ νζου άγνωςτου ιοφ που μπορεί να 

οδθγιςει ςε επιδθμία. Θ ιδθ γνωςτι κεωρθτικι μελζτθ τθσ βιολογίασ ςχετικά με τισ επιδθμίεσ 

ζρχεται να καλφψει αρχικά αυτό το πεδίο και ςτο χϊρο των δικτφων υπολογιςτϊν, μια επιλογι 

αρκετά δικαιολογθμζνθ μιασ και τα δφο είδθ πλθκυςμϊν μοιράηονται κοινά χαρακτθριςτικά ςτθν 

διάδοςθ μιασ επιδθμίασ. 

Με μια πιο προςεκτικι μελζτθ και ζπειτα από τθν εμπειρία των δικτφων υπολογιςτϊν μποροφν να 

προκφψουν νζεσ ιδιότθτεσ και χαρακτθριςτικά, οπότε υπάρχει θ δυνατότθτα να δθμιουργθκεί ζνα 

πιο ρεαλιςτικό μοντζλο διάδοςθσ επιδθμίασ. Οι χριςτεσ του ιςτοφ εκτελοφν ποικίλεσ εφαρμογζσ 

όπωσ μετάδοςθ αρχείων αλλά και ενεργι ςυμμετοχι ςε κοινωνικά δίκτυα, ζνα πεδίο αρκετά 

διαδεδομζνο ςιμερα. Ππωσ προκφπτει, ζνα δίκτυο εφαρμογϊν ζχει να δείξει μια αρκετά 

διαφορετικι ςυμπεριφορά από ζνα αντίςτοιχο βιολογικό και θ μεταφορά των ιδιαίτερων 

χαρακτθριςτικϊν του πρϊτου ςε ζνα μοντζλο επιδθμίασ φαίνεται πλζον αναπόφευκτθ. Θ τοπολογία 

του φυςικοφ δικτφου μπορεί να επθρεάςει τθ μετάδοςθ μιασ αςκζνειασ, αλλά ςτθν εργαςία αυτι 

κα δϊςουμε ςθμαςία ςτθν τοπολογία του λογικοφ δικτφου των εφαρμογϊν θ οποία επθρεάηει κατά 

πολφ περιςςότερο τθν διαδικαςία μιασ επιδθμίασ. Στθν πρϊτθ ενότθτα κα δοφμε τθν εικόνα τθσ 
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επιδθμίασ από τθν πλευρά τθσ βιολογίασ, ϊςτε να ζχουμε μια πρϊτθ άποψθ. Στθν δεφτερθ ενότθτα 

κα δοφμε πϊσ θ τοπολογία ενόσ δικτφου ςχετίηεται με τισ επιδθμίεσ, αν και υπάρχουν και άλλα 

ςθμαντικά χαρακτθριςτικά που κα μποροφςε κανείσ να λάβει υπόψθ του. Στθ ςυνζχεια κα 

χρθςιμοποιιςουμε ζνα κατάλλθλο μακθματικό μοντζλο με υποκζςεισ οι οποίεσ ταιριάηουν ςε ζνα 

δίκτυο υπολογιςτϊν. Ρροφανϊσ δεν κα είχε νόθμα να εξετάςει κανείσ κεωρθτικά μια επιδθμία μιασ 

ςυγκεκριμζνθσ αςκζνειασ, οπότε το επιλεγμζνο μοντζλο κα είναι επικυμθτό να αφορά ςε επιδθμίεσ 

διαφορετικϊν ιϊν με χαρακτθριςτικά κοινά, ϊςτε να περιγράφονται με ενιαίο τρόπο. 

Στθν τρίτθ ενότθτα ςυνδυάηοντασ ζνα γνωςτό μοντζλο από τθν βιολογία και τα αποτελζςματα τθσ 

δεφτερθσ ενότθτασ καταλιγουμε ςε μια παραλλαγι του μοντζλου ςε ςτοχαςτικι εκδοχι του. Μια 

διαφοροποίθςι μασ είναι ότι θ δυνατότθτα μετάδοςθσ τθσ αςκζνειασ και τελικά θ διάδοςθ τθσ 

επιδθμίασ δεν ςυμβαίνει μόνο από τουσ μολυςμζνουσ προσ τουσ ευάλωτουσ κόμβουσ. Υπάρχει 

δυνατότθτα ζνασ μικρόσ αρικμόσ από κακόβουλουσ κόμβουσ να ζχει ενεργι δράςθ εντόσ τοφ 

πλθκυςμοφ των ευάλωτων. Μια τζτοια επιλογι φαίνεται λογικι ςτα δίκτυα υπολογιςτϊν όπου αν 

και απαιτείται ςυγκατάκεςθ του χριςτθ ςε μια εφαρμογι, οι χριςτεσ ζχουν πλζον πιο ενεργι 

δράςθ ςε ςχζςθ με το παρελκόν. Τελικά αναγνωρίηουμε τισ προςεγγίςεισ μασ και το όριο ιςχφοσ του 

μοντζλου διάδοςθσ επιδθμιϊν. 
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1.  Γνωςτά αιτιοκρατικά μοντέλα επιδημιών 

 

Στθν πρϊτθ αυτι ενότθτα κα εξετάςουμε τα γνωςτά από τθ βιολογία κυρίωσ, μερικά απλά, μοντζλα. 

Θ επαφι μασ με αυτά, εκτόσ από μια πρϊτθ γνωριμία με τισ διαφορετικζσ περιγραφζσ που μπορεί 

να ζχει μια επιδθμία, κα μασ εφοδιάςει με τα κατάλλθλα εννοιολογικά εργαλεία, ϊςτε να ζχουμε 

μια αρχικι εκτίμθςθ των υποκζςεων που κα υιοκετιςουμε κακϊσ προςεγγίηουμε τα δίκτυα. Στα 

επόμενα μοντζλα ζχουμε ωσ παραμζτρουσ τουσ ρυκμοφσ που ο κάκε πλθκυςμόσ περνάει ςε 

κάποιον άλλο. Επίςθσ μποροφμε να ενςωματϊςουμε τουσ ρυκμοφσ γεννιςεων - κανάτων. Πςο πιο 

ςφνκετο είναι το μοντζλο τόςο περιςςότερουσ πλθκυςμοφσ ι και παραμζτρουσ κα ζχουμε, ϊςτε να 

ενςωματωκεί ζνα ακόμα χαρακτθριςτικό τθσ αςκζνειασ. 

1.1  Ντετερμινιςτικά Μοντέλα 
 

Μια  κατθγοριοποίθςθ των μοντζλων είναι αν ζχουν αιτιοκρατικι ι ςτοχαςτικι μορφι. Αυτό 

κακορίηεται ςυνικωσ από τθν ίδια τθ φφςθ τοφ φαινομζνου που κα περιγράψουμε, αλλά  

υπάρχουν περιπτϊςεισ όπου θ δυνατότθτα να επιλζξουμε κακορίηεται από άλλουσ λόγουσ. Θ 

ςυνικθσ τακτικι ευνοεί τθν περιγραφι με διαφορικζσ εξιςϊςεισ όταν ζχουμε μεγάλουσ 

πλθκυςμοφσ και τότε θ μζςθ περιγραφι πεδίου είναι ικανοποιθτικι.  

1.1.1    SIR (Susceptible, Infected, Recovered) Μοντζλο 

 Σε αυτό το μοντζλο (A. G. McKendrick and W. O. Kermack) [1] ο ςυνολικόσ πλθκυςμόσ Ν διαιρείται 

ςτισ τρεισ ομάδεσ S(t), I(t) και R(t). Θ S(t) αντιπροςωπεφει  το μζροσ του πλθκυςμοφ που είναι 

ευάλωτο ςτθν αςκζνεια, θ I(t) το μζροσ που είναι μολυςμζνο και τα μζλθ του οποίου είναι ικανά να 

μεταδϊςουν τθν αςκζνεια ςτα μζλθ τθσ S(t). Θ ποςότθτα R(t) αντιπροςωπεφει το μζροσ του 

πλθκυςμοφ τα μζλθ του οποίου είχαν μολυνκεί αλλά ξεπζραςαν τθν αςκζνεια και δεν μποροφν να 

μολυνκοφν ξανά ι να τθν μεταδϊςουν. Ζχουμε: N=S (t) +I (t) +R (t). Οι εξιςϊςεισ που περιγράφουν 

το δυναμικό ςφςτθμα είναι: 

                                                                                                                                                          (1.1.1) 

                                                                                                                                                       (1.1.2) 

                                                                                                                                                             (1.1.3) 

Ρεριγραφι  του μοντζλου SIR [1], [2] 
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Το κάκε άτομο του πλθκυςμοφ ζχει τθν ίδια πικανότθτα με τα υπόλοιπα να μολυνκεί με ρυκμό β ο 

οποίοσ κεωρείται ο τρόποσ μετάδοςθσ ι ο ρυκμόσ μόλυνςθσ από τθν αςκζνεια. Θ εξίςωςθ (1.1.1) 

αναπαριςτά το γεγονόσ ότι ο ρυκμόσ με τον οποίο μολφνονται τα ευάλωτα άτομα είναι ανάλογοσ με 

το πλικοσ τουσ κακϊσ και με το πλικοσ των μολυςμζνων. Θ ςτακερά β ζχει λοιπόν  αυτι τθν ζννοια 

κλίμακασ ςτον παραπάνω ρυκμό αφξθςθσ. Επιπλζον, ζνα άτομο μολυςμζνο μπορεί να ζρκει ςε 

επαφι με βN άλλουσ ανά μονάδα χρόνου. Το κλάςμα των ευάλωτων προσ τον ςυνολικό πλθκυςμό 

είναι S/N. Ο αρικμόσ των νζων μολυςμζνων ςτθ μονάδα του χρόνου ανά μολυςμζνο άτομο είναι 

τότε (βΝ)(S/N) το οποίο δίνει τον ρυκμό των μολυςμζνων ωσ (βΝ)(S/N)Ι=βSI. 

Για τισ (1.1.2), (1.1.3) εξιςϊςεισ κεωροφμε τον πλθκυςμό που αφινει τθν ομάδα S(t) ωσ ίςο με τον 

πλθκυςμό που ειςζρχεται ςτθν μολυςμζνθ ομάδα. Ραρόλα αυτά, ζνασ αρικμόσ ίςοσ με το κλάςμα 

αυτϊν που κεραπεφονται ανά μονάδα χρόνου αφαιρείται από τθν ομάδα των μολυςμζνων και 

ειςζρχεται ςτθν ομάδα R(t). (Το γ παριςτάνει το μζςο ρυκμό ανάρρωςθσ ι το 1/γ το μζςο χρόνο 

μόλυνςθσ). Ο πλθκυςμόσ αυτόσ δεν μπορεί να μεταδϊςει τθν αςκζνεια οφτε να τθν αποκτιςει 

ξανά.  Ζχει πλζον τθν ιδιότθτα  τθσ ανοςίασ για αυτι τθν αςκζνεια. 

Οι παραπάνω διαδικαςίεσ οι οποίεσ ςυμβαίνουν ταυτόχρονα αναφζρονται ωσ  νόμοσ δράςθσ των 

μαηϊν, μια ευρζωσ αποδεκτι ιδζα κατά τθν οποία ο ρυκμόσ τθσ επαφισ μεταξφ δφο ομάδων ενόσ 

πλθκυςμοφ είναι ανάλογοσ του μεγζκουσ τθσ κάκε ομάδασ. 

Τελικά υποκζτουμε ότι ο ρυκμόσ μόλυνςθσ και κεραπείασ είναι πολφ μεγαλφτεροσ από τθν κλίμακα 

χρόνου γεννιςεων-κανάτων, οπότε αυτζσ οι παράμετροι αγνοοφνται ςε αυτό το μοντζλο. Μία 

ακόμα υπόκεςθ του μοντζλου είναι ότι ο ςυνολικόσ πλθκυςμόσ ζχει αναμειχκεί αρκετά, ϊςτε κάκε 

ηεφγοσ ατόμων ζχει τθν ίδια πικανότθτα επαφισ. 

Θα εξετάςουμε με κάπωσ μεγαλφτερθ λεπτομζρεια [2] πϊσ παράγονται οι εξιςϊςεισ  του μοντζλου, 

με ςκοπό να κάνουμε κάποιεσ ενδιαφζρουςεσ παρατθριςεισ και να δοφμε κάποια ποιοτικά 

χαρακτθριςτικά των ςυνεπειϊν του. Θα φανεί χριςιμο να κεωριςουμε διακριτό χρόνο χωρίσ βλάβθ 

τθσ γενικότθτασ. 

Ζνα ευάλωτο άτομο μπορεί να μεταβεί ςτον πλθκυςμό I, αν ζρκει ςε επαφι με ζνα μολυςμζνο 

άτομο. Τι ορίηεται ωσ επαφι, εξαρτάται από τθ φφςθ τθσ αςκζνειασ. Θεωροφμε ότι κάκε μολυςμζνο 

άτομο ζρχεται με λ άτομα ςε επαφι κατά μζςο όρο ανά περίοδο χρόνου. (Σε ςυνεχι χρόνο κα ιταν 

ανά μονάδα χρόνου). Ζςτω α το ποςοςτό των επαφϊν με αποτζλεςμα μετάδοςθ. Τότε ο αρικμόσ 

των υποψθφίων μεταδόςεων ανά μολυςμζνο άτομο μπορεί να είναι α*λ. Ορίηουμε β=α*λ  το μζςο 

αρικμό των πικανϊν μεταδόςεων ανά μολυςμζνο άτομο ςε κάκε περίοδο. Ομοίωσ ζνα μολυςμζνο 
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άτομο μπορεί να κεραπευτεί και ορίηουμε γ το μζςο αρικμό κεραπειϊν ανά μολυςμζνο άτομο ςε 

κάκε περίοδο. 

Οι δυνατζσ περιπτϊςεισ επαφϊν μολυςμζνων ατόμων οι οποίεσ οδθγοφν τθν κατάςταςθ του 

ςυςτιματοσ από τθν χρονικι ςτιγμι t ςε αυτιν τθσ χρονικισ ςτιγμισ t+1 είναι: 

1. Μετάδοςθ ενόσ μολυςμζνου ςε ζναν ευάλωτο γεγονόσ το οποίο οδθγεί ςε ζναν ακόμα 

μολυςμζνο. Εφόςον St  το πλικοσ των ευάλωτων, κάκε μολυςμζνο άτομο παράγει βSt μολφνςεισ 

κάκε περίοδο. 

2. Θεραπεία ενόσ μολυςμζνου γεγονόσ το οποίο οδθγεί ςε ζναν ακόμα κεραπευμζνο. Εφόςον 

ζχουμε It μολυςμζνουσ κάκε περίοδο μποροφν να κεραπευτοφν γIt  άτομα. 

Υπάρχουν και οι περιπτϊςεισ επαφισ ενόσ μολυςμζνου με ζναν επίςθσ μολυςμζνο ι με ζναν 

απομονωμζνο οι οποίεσ όμωσ δεν αλλάηουν τθν κατάςταςθ του ςυςτιματοσ. Επίςθσ θ επαφι των 

ατόμων από τον πλθκυςμό St με άτομα του Rt δεν επιφζρει καμία αλλαγι προφανϊσ. 

Δεδομζνθσ τθσ τωρινισ κατάςταςθσ ςε χρόνο t του πλθκυςμοφ θ οποία περιγράφεται από τουσ  St, It 

και Rt (ι αντίςτοιχα από τα ποςοςτά st,it και rt τα οποία προκφπτουν με διαίρεςθ του Ν) καταλιγουμε 

ςφμφωνα με τα παραπάνω ςτισ επόμενεσ εξιςϊςεισ για τθν περιγραφι του ςυςτιματοσ ςτο χρόνο 

t+1: 

St+1=St-βStIt                                                                                                                                                     (1.1.4) 

It+1=It+βStIt-γIt                                                                                                                                                  (1.1.5)   

Rt+1=Rt+γIt                                                                                                                                                        (1.1.6) 

Από αυτζσ τισ εξιςϊςεισ μποροφν να προκφψουν και οι αντίςτοιχεσ ςυνεχοφσ χρόνου αν θ περίοδοσ 

αντικαταςτακεί με ζνα μικρό χρονικό διάςτθμα δt και οι ρυκμοί β, γ κεωρθκοφν ότι είναι ανά 

μονάδα χρόνου. Τότε κα πάρουμε από τισ  προθγοφμενεσ εξιςϊςεισ: 

δS(t)=-βS(t)I(t)δt 

δI(t)=βS(t)I(t)δt-γS(t)δ(t) 

δR(t)=γR(t)δt  από όπου διαιρϊντασ με δt και παίρνοντασ το όριο δt    καταλιγουμε ςτο ςφςτθμα 

διαφορικϊν εξιςϊςεων που αναφζρκθκαν ςτθν αρχι. 

Ππωσ κα δοφμε, δεν υπάρχουν κετικζσ τιμζσ ςτακερισ κατάςταςθσ μολυςμζνων ατόμων για 

ςτακερό ςυνολικό πλθκυςμό Ν [2]. Αρχικά ασ υποκζςουμε ότι I(t)=0. Από τθν εξίςωςθ (1.1.5) 
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βλζπουμε ότι It+1=0. Επομζνωσ αν δεν ξεκινιςουμε ζςτω με ζναν μολυςμζνο δεν κα αλλάξουμε 

κατάςταςθ. Ζςτω I(t)>0. Θα εξετάςουμε αν το It+1 αυξάνεται, μειϊνεται ι  διατθρείται ςτακερό. It+1= 

It(1+βSt-γ). Ορίηουμε ρt=1+βSt-γ. Αν ρt>1 τότε It+1> It. Ο αρικμόσ των αρχικά μολυςμζνων αυξάνεται, 

ενϊ αν ρt<1 τότε It+1<It ο αρικμόσ τουσ μειϊνεται. Ασ κεωριςομε ρt=1 και κα δείξουμε ότι αυτό δεν 

μπορεί να διατθρθκεί. Είναι ρt+1=1+βSt+1-γ    ρt+1=1+β(St-βStIt )-γ=1-β2StIt<ρt=1. Επομζνωσ δεν κα 

ζχουμε μια ςτακερι κατάςταςθ εφόςον τότε τα μολυςμζνα άτομα κα μειϊνονται. Επιπλζον ζχουμε 

ότι αν το It μειϊνεται αυτό ςυμβαίνει με κετικό ρυκμό, ενϊ αν αυξάνει ςυμβαίνει με αρνθτικό 

ρυκμό. Συνδυάηοντασ αυτά τα αποτελζςματα παίρνουμε ότι ςε μεγάλο χρονικό διάςτθμα ο 

μολυςμζνοσ πλθκυςμόσ κα εξαφανιςτεί για ζναν ςυνολικά ςτακερό πλθκυςμό. Το S(t) και R(t) κα 

ζλκουν  ςε μια οριακι κατάςταςθ ιςορροπίασ   όταν              

 

1.1.2    Το μοντζλο SIR  με γεννιςεισ-κανάτουσ  

Υποκζτοντασ ότι οι γεννιςεισ-κάνατοι ζχουν τελικά μεγάλθ επίδραςθ ςτθ δυναμικι του 

ςυςτιματοσ, μποροφμε να καταλιξουμε [4] ςτισ παρακάτω εξιςϊςεισ: 

  

  
             

  

  
           

  

  
       

Ππου μ είναι ο κοινόσ μζςοσ ρυκμόσ κανάτων-γεννιςεων. Το μοντζλο αυτό κεωρεί ότι ο ρυκμόσ 

γεννιςεων είναι ίςοσ με τον ρυκμό κανάτων οπότε ο ςυνολικόσ πλθκυςμόσ διατθρείται ςτακερόσ. 

Μπορεί να προκφψει εφκολα αν ςυλλογιςτοφμε ότι μια  γζννθςθ ςτο ςφςτθμα αυξάνει κατά ζνα 

μόνο το πλικοσ των ευάλωτων ατόμων ενϊ ζνασ κάνατοσ μπορεί να ςυμβεί και ςτισ τρεισ ομάδεσ 

που κεωροφμε, οπότε ο ρυκμόσ του επί το πλικοσ του αντίςτοιχου πλθκυςμοφ δίνει τα άτομα που 

αφινουν τον πλθκυςμό. 

 

1.1.3    Το μοντζλο SIS  με γεννιςεισ - κανάτουσ 

Το μοντζλο SIS μπορεί εφκολα να προκφψει από το SIR κεωρϊντασ ότι τα άτομα που κεραπεφονται 

δεν ζχουν ανοςία ςτθν αςκζνεια, δθλαδι είναι άμεςα  ευάλωτα από τι ςτιγμι που κεραπεφονται. 
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Αφαιρϊντασ τθν εξίςωςθ που αφορά ςτον πλθκυςμό που κεραπεφτθκε και προςκζτοντασ αυτοφσ 

που αφαιροφνται από τουσ μολυςμζνουσ ςτουσ ευάλωτουσ, παίρνουμε τισ παρακάτω διαφορικζσ 

εξιςϊςεισ: 

  

  
                

  

  
           

 

1.1.4    Το SIRS μοντζλο  

Αυτό το μοντζλο είναι απλϊσ μια επζκταςθ του μοντζλου SIR. Θ μόνθ διαφορά είναι ότι επιτρζπει  

μζλθ του πλθκυςμοφ R(t) να ειςζλκουν ςτθν ευάλωτθ ομάδα. Θ παράμετροσ f ορίηεται ωσ  ο μζςοσ 

ρυκμόσ απϊλειασ ανοςίασ των μελϊν που ζχουν κεραπευτεί. 

  

  
                

  

  
           

  

  
          

 

 

1.1.5    Το μοντζλο SEIS 

Το μοντζλο αυτό λαμβάνει υπόψθ του τθν περίοδο ζκκεςθσ ςτθν αςκζνεια, γεγονόσ το οποίο δίνει 

τον επί μζρουσ πλθκυςμό E(t). Ο πλθκυςμόσ Ε είναι εκτεκειμζνοσ ςτθν αςκζνεια αλλά όχι ικανόσ 

ακόμα να μολφνει τον ευάλωτο πλθκυςμό. 

  

  
             

  

  
            

  

  
           

Οποφ Β ο μζςοσ ρυκμόσ γεννιςεων και  1/ε θ μζςθ λανκάνουςα περίοδοσ. 
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1.1.6    Το μοντζλο SEIR 

Το μοντζλο SIR που ςυηθτικθκε παραπάνω λαμβάνει υπόψθ του αςκζνειεσ κατά τισ οποίεσ ζνα 

άτομο μπορεί να μεταδϊςει ςε άλλουσ κατευκείαν εφόςον είναι φορζασ. Σε πολλζσ αςκζνειεσ 

υπάρχει αυτό που περιγράφεται με τον όρο φάςθ ζκκεςθσ όπου ζνασ φορζασ ζχει τθν αςκζνεια 

αλλά δεν μπορεί να τθν μεταδϊςει. 

Σε αυτό το μοντζλο ο αρχικόσ πλθκυςμόσ διαιρείται ςε 4 επί μζρουσ: Τουσ ευάλωτουσ S(t), τουσ 

φορείσ E(t), τουσ μεταδότεσ I(t) και τουσ απομονωμζνουσ (αυτοί που ζχουν κεραπευτεί και δεν 

μποροφν να μεταδϊςουν τθν αςκζνεια) R(t). Θα ιςχφει και εδϊ N= S(t)+ E(t)+ I(t)+ R(t). 

  

  
          

  

  
            

  

  
           

  

  
       

 

Σχετικά με τθν ευςτάκεια κάποιων από τα  μοντζλα μποροφμε να κάνουμε ςxετικζσ διατυπϊςεισ με 

τθ βοικεια των εξιςϊςεων Lyapunov. Από τθν αναφορά *5+ και το ςχετικό κεϊρθμα των Andrei 

Korobeinikov και Philip K.Maini διαπιςτϊνουμε ότι για τα μοντζλα SIR με γεννιςεισ και κανάτουσ 

κακϊσ και SEIR οι καταςτάςεισ ιςορροπίασ είναι κακολικά αςυμπτωτικά  ευςτακείσ. Το κεϊρθμα 

μασ λζει πολλά περιςςότερα για εκδόςεισ των μοντζλων αυτϊν όπου ο ρυκμόσ μόλυνςθσ ζχει τθν 

μορφι βIpsq. Συγκεκριμζνα εφόςον     το παραπάνω αποτζλεςμα για τθν ευςτάκεια ιςχφει και 

μάλιςτα αυτό δεν εξαρτάται από τθν τιμι τθσ παραμζτρου q. 

 

1.1.7    Το μοντζλο MSIR 

Υπάρχουν επιδθμίεσ όπου ζνα άτομο γεννιζται με πακθτικι ανοςία από τθ μθτζρα του. Αυτό 

περιγράφεται μακθματικά με τθν ειςαγωγι ενόσ ακόμα πλθκυςμοφ M(t). 
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Ππου δ θ μζςθ προςωρινι περίοδοσ ανοςίασ. 

 

1.1.8    Το μοντζλο MSEIR 

Ειςάγοντασ ςτο μοντζλο MSIR τθν λανκάνουςα περίοδο (αντίςτοιχα με τθν κατάςταςθ όπου ζχουμε 

φορείσ αλλά όχι μεταδότεσ) παίρνουμε το μοντζλο MSEIR. 

  

  
          

  

  
            

  

  
            

  

  
           

  

  
       

 

 

1.2  Συνθήκεσ έναρξησ επιδημίασ – Χρονική εξέλιξη του μοντέλου SIR 
 

Με ςκοπό να εμβακφνουμε ςτο μοντζλο SIR το οποίο κα μασ απαςχολιςει ςτθ ςυνζχεια ωσ 

αντιπροςωπευτικό των δικτφων, κα ςυνεχίςουμε τθν ανάλυςι του *20+. Για το μοντζλο SIR δεν 

υπάρχει μια λφςθ κλειςτισ μορφισ όπωσ είναι γνωςτό. Σε κάκε περίπτωςθ μια αρικμθτικι λφςθ 

είναι δυνατι για κάκε πρακτικό ςκοπό. Στα επόμενα κα δοφμε κάποια αποτελζςματα των 

εξιςϊςεων τα οποία απαντοφν ςε ενδιαφζροντα ερωτιματα ςχετικά με τθν επιδθμία που 

περιγράφεται από το μοντζλο. 

Αν και το μοντζλο αυτό είναι απλό, μποροφμε να καταλιξουμε ςε οριςμζνα ενδιαφζροντα 

αποτελζςματα. Αρχικά κα κεωριςουμε τισ αρχικζσ τιμζσ των εκτεκειμζνων ςτθν αςκζνεια I(0)=Io και 
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ευάλωτων S(0)=SO. Τα δεδομζνα αυτά μαηί με τισ τιμζσ των ρυκμϊν μόλυνςθσ β και κεραπείασ γ 

μποροφν να μασ δϊςουν απάντθςθ ςτο ενδιαφζρον ερϊτθμα αν θ επιδθμία κα διαδοκεί. 

 Από τθν εξίςωςθ (1.1.2) ζχουμε     
  

  
 
   

            απ’ όπου ςυμπεραίνουμε ότι    
  

  
 
   

    

αν           ι      
 

 
  . Επιπλζον από τθν (1.1.1) είναι για κάκε t     

  

  
    οπότε       . 

Σφμφωνα με τα παραπάνω διακρίνουμε τισ περιπτϊςεισ : 

Α)         οπότε  
  

  
    για κάκε t. Σε αυτι τθν περίπτωςθ ο αρικμόσ των μολυςμζνων παραμζνει 

κάτω από     και τείνει ςτο 0 κακϊσ αυξάνει ο χρόνοσ. Θ επιδθμία δεν μπορεί να αρχίςει. 

Β)           Σε αυτι τθν περίπτωςθ το I(t) αρχίηει να αυξάνεται το οποίο είναι και ο οριςμόσ τθσ 

επιδθμίασ. 

Θ παραπάνω ςυνκικθ για τθν ζναρξθ τθσ επιδθμίασ δίνεται και μζςω του κακιερωμζνου μεγζκουσ 

R0  που καλείται ρυκμόσ αναπαραγωγισ. Ορίηοντασ     

                                                                
 

 
 

  

 
                                                                                    (1.2.1)                                                       

προκφπτει όπωσ και προθγουμζνωσ  θ ςυνκικθ για τθν ζναρξθ τθσ επιδθμίασ    

                                                                                                                                                                 (1.2.2)  

Θ αςκζνεια κατά μζςο όρο δεν διαδίδεται εντόσ του χρόνου μόλυνςθσ και ςβινει με τθν πάροδο 

του χρόνου  για       . Στθν ειδικι περίπτωςθ όπου      θ αςκζνεια γίνεται επιδθμία με τθν 

ζννοια ότι παραμζνει ςτον πλθκυςμό ςε ζνα ςτακερό ρυκμό κακϊσ ζνασ μολυςμζνοσ μπορεί να 

μεταδϊςει τθν αςκζνεια ςε ζναν ευάλωτο. 

Στθν ςυνζχεια κα εξετάςουμε τθν μζγιςτθ τιμι των αςκενϊν ςε μια επιδθμία τθσ μορφισ SIR. Θ 

προθγοφμενθ διαπίςτωςι μασ για τθν αρχικι αφξθςθ των αςκενϊν και τθν τελικι τουσ εξαφάνιςθ 

ςε μεγάλο χρονικό διάςτθμα ςτο τζλοσ τθσ επιδθμίασ φανερϊνει ότι ςε κάποια χρονικι ςτιγμι κα 

υπάρχει ζνα μζγιςτο. Από τισ εξιςϊςεισ (1.1.1) και (1.1.2), αν και δεν κα υπολογίςουμε ακριβϊσ τθν 

χρονικι ςυνάρτθςθ του I(t),  ζχουμε      
  

  
  

       

   
    

 

 
       απ’ όπου           

  

 
 

ολοκλθρϊνοντασ τθν τελευταία με αρχικζσ ςυνκικεσ R0=0 και Ι0 (οπότε I0+S0= I0+N- I0=N) παίρνουμε 

                                      .                                                                     (1.2.3) 

Διακρίνοντασ τθν ςχζςθ αυτι ωσ ςυνάρτθςθ του S,              ζχουμε  
  

  
    

 

 
  το 

οποίο δίνει τθν μζγιςτθ τιμι για S=ρ  θ οποία προκφπτει                          και 

τελικά λόγω τθσ αρχικισ ςυνκικθσ  
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                                                       (1.2.4)                                        

Στθ ςυνζχεια με χριςθ και τθσ εξίςωςθσ (1.1.3) των απομονωμζνων ςε ςυνδυαςμό με τθν (1.1.1) 

μποροφμε να καταλιξουμε ςε επιπλζον αποτελζςματα. 

  

  
  

   

  
  

 

 
                    

  

 
  

  

 
           

  

 

 

  
  

  

 

 

 
           

 

  
  

 

 
                

                                                          
 

 

     
 

 

     ,για                                                               (1.2.5)                                                  

 H (1.2.5) ιςχφει και για     εφαρμόηοντασ τον κανόνα de’ Hospital ςτθν αρχικι ζκφραςθ. Είναι 

      
  

  
    

   
 

   

  
  

 

 
   
   

     

    
  

 

 
        

        
 

 
  

 

 
 οπότε κα ζχουμε τελικά     

      
 

  
      όπωσ και προθγουμζνωσ.  Εναλλακτικά   είναι 

                                                             
 

    
                                                                                       (1.2.6)   

Από τθν εξίςωςθ αυτι ςυμπεραίνουμε ότι κα είναι αυςτθρά     . Το αποτζλεςμα αυτό ςθμαίνει 

ότι ςτο τζλοσ τθσ επιδθμίασ κα υπάρχουν ακόμα κάποιοι ευάλωτοι οι οποίοι δεν δζχτθκαν τθν 

αςκζνεια. Θ επιδθμία δεν κα μολφνει τελικά ολόκλθρο τον πλθκυςμό. Από τθν (1.2.6) επίςθσ με 

αρικμθτικζσ μεκόδουσ και γνωςτζσ τισ παραμζτρουσ μποροφμε να υπολογίςουμε τον τελικά 

απομείναντα αρικμό των ευάλωτων ςτο τζλοσ τθσ επιδθμίασ. Επίςθσ ο αρικμόσ των αςκενϊν ςε όλθ 

τθ διάρκεια τθσ επιδθμίασ ςυνολικά κα ιςοφται προφανϊσ (για     ) με:                                                             

                                                                                                                                                 (1.2.7)                                                       
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ΕΝΟΤΗΤΑ 2 

2.  Επίδραςη τησ τοπολογίασ ςτην διάδοςη επιδημιών 
    

Στθν δεφτερθ αυτι ενότθτα κα προςπακιςουμε να προςεγγίςουμε από πιο κοντά τθν επιδθμία ςε 

ζνα δίκτυο υπολογιςτϊν. Αρχικά κα αναφζρουμε κάποια ιδιαίτερα χαρακτθριςτικά των δικτφων ςε 

ςχζςθ με τθν επιδθμία και ςτθν ςυνζχεια κα εξετάςουμε τισ τοπολογικζσ επιπτϊςεισ. Αρχίηοντασ να 

εξετάηουμε τθν διάδοςθ αςκενειϊν ςε δίκτυα υπολογιςτϊν, κάνουμε μια πρϊτθ παρατιρθςθ θ 

οποία τα διαφοροποιεί ςε ςχζςθ με τουσ πλθκυςμοφσ κοινωνιϊν. Οι ηωντανοί οργανιςμοί κινοφνται 

και ωσ αποτζλεςμα υπάρχει θ ζννοια τθσ ςυςςϊρευςθσ. Θ επιφανειακι πυκνότθτα των ατόμων 

κεωρείται παράγοντασ υψίςτθσ ςθμαςίασ για τθν πικανότθτα μόλυνςθσ από επιδθμία, εφόςον τότε 

ζχουμε αφξθςθ των επαφϊν. Οι ροζσ κίνθςθσ μποροφν να ςυμπεριλθφκοφν ςε ζνα μοντζλο όπου ο 

χϊροσ κα ειςάγεται φυςιολογικά εφόςον ενδιαφερόμαςτε και για τθ χωρικι ανάπτυξθ τθσ 

επιδθμίασ. Αν και οι υπολογιςτζσ μασ κινοφνται μάλλον ςε ζνα  μικρότερο ποςοςτό ο τρόποσ  τθσ 

μόλυνςθσ δεν ζχει ςχζςθ με αυτι τθν κίνθςθ ςτο χϊρο. Ραρόλα αυτά κα ιταν λάκοσ να 

κεωριςουμε ότι δεν υπάρχει κίνθςθ ςε ζνα μοντζλο επιδθμίασ για δίκτυο υπολογιςτϊν. Στθ 

πραγματικότθτα θ κίνθςθ είναι εντονότατθ ςτα δίκτυα, εφόςον ςε ελάχιςτο χρόνο ζνα άτομο 

μπορεί να ζρκει ςε επαφι με πολλά άλλα και μάλιςτα ταυτόχρονα. Εδϊ λοιπόν θ ζννοια τθσ κίνθςθσ 

κα πρζπει να διαφοροποιεί τθν διαίςκθςι μασ ςε ςχζςθ με τθν βιολογικι περίπτωςθ. Αν και τα 

προθγοφμενα μοντζλα που περιγράψαμε δεν ειςάγουν εμφανϊσ μια χωρικι παράμετρο, ςτα δίκτυα 

αυτό πρζπει να λθφκεί είτε άμεςα είτε ζμμεςα υπόψθ μασ. Εδϊ οι υποψιφιοι δζκτεσ μιασ 

αςκζνειασ ζρχονται ςχεδόν ςτιγμιαία ςε επαφι με τον ιό ι γενικότερα το κακόβουλο λογιςμικό. 

Ωσ κακόβουλο λογιςμικό για ζναν υπολογιςτι μποροφμε  να κεωριςουμε καταρχιν οποιοδιποτε 

ενεργεί εν αγνοία του χριςτθ. Ο οριςμόσ αυτόσ χριηει επιπλζον εξζταςθσ εφόςον ζνασ χριςτθσ 

ενδζχεται να ςυμφωνιςει ςτθν εγκατάςταςθ ενόσ λογιςμικοφ ακόμα και αν αυτό τρζξει ζπειτα από 

ςχετικι ερϊτθςθ αλλά κάποιεσ ανεπικφμθτεσ ενζργειεσ να ςυμβοφν και να υπάρχει διάδοςθ αυτϊν. 

Ρροφανϊσ για να είναι ανεπικφμθτεσ, κάποιοι άλλοι χριςτεσ δεν κα είναι ςφμφωνοι ςτο τρζξιμο 

του λογιςμικοφ. Ο παραπάνω οριςμόσ δεν κα μασ απαςχολιςει μιασ και δεν είναι αντικείμενο τθσ 

παροφςασ εργαςίασ αλλά τον αναφζρουμε ςτο βακμό που κακορίηει τθ φφςθ μιασ αςκζνειασ και 

κατ’ επζκταςθ τον τρόπο παραγωγισ ενόσ μοντζλου. Για παράδειγμα αναφζρουμε το είδοσ ιοφ 

όπου θ εφαρμογι του ζχει ωσ αποτζλεςμα τθν παφςθ λειτουργίασ ενόσ υπολογιςτι οπότε εδϊ οι 

γεννιςεισ-κάνατοι παίηουν κακοριςτικό ρόλο, ενϊ ςτο άλλο άκρο ζνα απλό e-mail με διαφθμιςτικό 

περιεχόμενο μπορεί απλϊσ να διαδίδεται από άτομο ςε άτομο. Το τελευταίο παράδειγμα κάνει 



22 
 

εμφανι και μια διάκριςθ των διαδόςεων, ςε αυτζσ που ο χριςτθσ αποφαςίηει και αυτζσ που 

ςυμβαίνουν με πιο ζξυπνο τρόπο εν πλιρθ άγνοιά του από μθχάνθμα ςε μθχάνθμα και από δίκτυο 

ςε δίκτυο χωρίσ θ ανκρϊπινθ παρουςία να εμπλζκεται ςτθν περιγραφι του μολυςμζνου ο οποίοσ 

μολφνει. Θ προθγοφμενθ ςυηιτθςθ διαφοροποιεί  τθν ζννοια του ατόμου ςε ζναν πλθκυςμό αφοφ 

όπωσ είδαμε για κάποιεσ αςκζνειεσ που διαδίδονται θ κρίςιμθ ςτιγμι τθσ μόλυνςθσ ςυμβαίνει από 

ανκρϊπινθ ενζργεια άμεςα ςχετικι με τθν αςκζνεια. Σε άλλεσ οι άνκρωποι εκτελοφν τελείωσ 

διαφορετικζσ ενζργειεσ αλλά μια αςκζνεια διαδίδεται ακόμα  και αν αυτοί απουςιάηουν και απλϊσ 

οι υπολογιςτζσ είναι ςυνδεδεμζνοι ςτο δίκτυο. Ο πλθκυςμόσ λοιπόν δεν είναι ζνα κλειςτό ςφςτθμα 

από υπολογιςτζσ, αλλά θ ζννοια του ατόμου-υπολογιςτι κα πρζπει ςε κάποιεσ περιπτϊςεισ να 

ςυμπλθρϊνεται από τθν ζννοια του χριςτθ. Τότε θ πικανότθτα μόλυνςθσ αποκτά ζνα τελείωσ 

διαφορετικό νόθμα. 

Στα προθγοφμενα δεν αναφζραμε τα antivirus ι τα firewall μζςω των οποίων θ αςκζνεια 

κεραπεφεται και θ διάδοςθ επιβραδφνεται. Ρροφανϊσ κα ζχουν το ανάλογό τουσ με τον ρυκμό 

κεραπείασ γ. Μια διαιςκθτικι παρατιρθςι μασ ςχετικά με τθ κεραπεία ιϊν ςε υπολογιςτζσ είναι 

μια μάλλον μεγάλθ τιμι του ρυκμοφ κεραπείασ όταν το ‘’αντιβιοτικό’’ βρεκεί. Συνικωσ οι 

υπολογιςτζσ ςυνδεδεμζνοι ςε ζνα δίκτυο λαμβάνουν τα updates  και ξεπερνοφν τουσ ιοφσ μαηικά. 

Ζνα ρεαλιςτικό λοιπόν μοντζλο κα πρζπει να ενςωματϊνει με κάποιον τρόπο αυτι τθν περίοδο 

όπου δεν ζχει βρεκεί κεραπεία και μια γριγορθ παφςθ τθσ αςκζνειασ όταν τρζξει το κατάλλθλο 

λογιςμικό.  

Θα πρζπει να εξετάςουμε τθν υπόκεςθ τθσ ιςοτιμίασ των ατόμων ςε ζναν ευάλωτο πλθκυςμό. 

Ειδικά για τα δίκτυα υπολογιςτϊν κεωροφμε ότι αυτόσ ο πλθκυςμόσ, ζςτω S(t), κα πρζπει να 

χωριςτεί ςε τουλάχιςτον δφο ομάδεσ για ζνα ςθμαντικό πλικοσ αςκενειϊν. Ρραγματικά είναι 

μάλλον αδφνατο να φανταςτοφμε όλα τα άτομα του S(t) να ζχουν τθν ίδια εκτίμθςθ για το τι 

κεωρείται αςκζνεια και να πραγματοποιιςουν τθν επαφι που κα τα κάνει μζλθ του πλθκυςμοφ 

μολυςμζνων I(t). Θ παρατιρθςθ αυτι μαηί με τθν ιδιότθτα του ατόμου ωσ υπολογιςτι-χριςτθ 

μπορεί να ορίςει με ζναν πιο αποτελεςματικό τρόπο τον πλθκυςμό S(t) ωσ άτομα με διαφορετικι 

πικανότθτα μόλυνςθσ.  Από τισ παραπάνω παρατθριςεισ και ςυνδυάηοντασ ςτα επόμενα τθν 

τοπολογία κα καταλιξουμε ςτο μοντζλο SIR ωσ κατάλλθλο προσ μια ςτοχαςτικι περιγραφι 

επιδθμίασ ςε δίκτυα υπολογιςτϊν. 

2.1  Δομή  Δικτύου 
 

Θα αναφζρουμε περιλθπτικά κάποιεσ ζννοιεσ  που ςχετίηονται με τθν τοπολογία δικτφου, με ςκοπό 

να δοφμε πϊσ κα επθρεάςουν τθν μοντελοποίθςθ τθσ διάδοςθσ επιδθμιϊν χωρίσ να επεκτακοφμε 
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ςε όλεσ τισ ζννοιεσ τθσ κεωρίασ γράφων. Αρχικά μποροφμε να χωρίςουμε τα δίκτυα ςε φυςικά και 

λογικά. Τα φυςικά δίκτυα απαρτίηονται από υπολογιςτικζσ μθχανζσ (υπολογιςτζσ, δρομολογθτζσ 

κτλ.) οι οποίεσ ςυνδζονται με φυςικό τρόπο μεταξφ τουσ μζςω ηεφξεων. Στθν ορολογία του 

διαγράμματοσ δικτφου κα τισ ονομάηουμε ακμζσ και ςε αυτό το είδοσ δικτφου το διάγραμμα κα 

είναι μθ κατευκυνόμενο. Ζνα ςθμαντικό παράδειγμα είναι βζβαια το internet. Θ άλλθ κατθγορία, τα 

λογικά δίκτυα, αντιπροςωπεφει τισ ςυνδζςεισ ςε επίπεδο εφαρμογϊν μεταξφ των ομότιμων 

διαδικαςιϊν που ορίηουν οι χριςτεσ. Ορίηονται και εδϊ οι ζννοιεσ του κόμβου και του 

διαγράμματοσ δικτφου, το οποίο  μπορεί να είναι και κατευκυνόμενο. Ζνα ςθμαντικό παράδειγμα 

εδϊ είναι ο ιςτόσ. Το ςθμαντικό ςτοιχείο είναι ότι και ςτισ δφο περιπτϊςεισ οι ιδιότθτεσ του 

διαγράμματοσ είναι κοινζσ, οπότε μελετϊντασ τεσ μποροφμε να βροφμε με ποιον τρόπο μποροφμε 

να τισ ειςάγουμε ςε ζνα μοντζλο διάδοςθσ επιδθμίασ. Μια ςθμαντικι ζννοια ενόσ δικτφου είναι θ 

κατανομι βακμοφ του. Ο κάκε κόμβοσ ζχει ζναν αρικμό από ςυνδζςεισ με τουσ γειτονικοφσ του 

(βακμόσ κόμβου). Θ κατανομι βακμοφ P(k) είναι  θ κατανομι που περιγράφει τθν πικανότθτα να 

ζχουμε ζναν κόμβο με  k ςυνδζςεισ. Είναι γνωςτό ότι οι κατανομζσ βακμοφ ςτα δίκτυα είναι ζντονα 

δεξιά επικλινείσ, δθλαδι οι πιο πολλοί κόμβοι ζχουν μικρό βακμό, αλλά υπάρχει ζνασ μικρόσ 

αρικμόσ κόμβων οι οποίοι ζχουν μεγάλο βακμό. Πταν θ κατανομι βακμοφ ακολουκεί ζνα νόμο 

δφναμθσ      όπου γ ςυνικωσ μεταξφ 2 και 3 τότε χαρακτθρίηουμε το δίκτυο ωσ δίκτυο απουςία 

κλίμακασ (free-scale network). 

 

Σχιμα 2.1.1 

Στο παραπάνω ςχιμα, ανεξάρτθτα από τθν αρικμθτικι κλίμακα, φαίνεται θ scale-free φφςθ των 

δικτφων που όπωσ φαίνεται περιγράφει αρκετά ρεαλιςτικά τθν πραγματικι φφςθ των δικτφων που 

μασ ενδιαφζρουν όπωσ ο ιςτόσ και το Internet. Ριο ςυγκεκριμζνα θ ιδιότθτα αυτι ςθμαίνει ότι θ 

μζςθ περιγραφι του βακμοφ κόμβου δεν επαρκεί για τθν κακολικι περιγραφι του δικτφου και 
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επομζνωσ αυτό δεν μπορεί να ζχει μια χαρακτθριςτικι μζςθ μζτρθςθ, οπότε ορίηεται ωσ ‘’scale-

free’’ [17]. Μια όψθ αυτισ τθσ ιδιότθτασ είναι ότι τα δίκτυα δεν ζχουν τόςο τυχαία δομι και ςε αυτό 

κα επανζλκουμε αργότερα. 

Clusterization   

Ζνα κοινό χαρακτθριςτικό των δικτφων, το οποίο αναιρεί εν μζρει τθν τυχαιότθτα και ειςάγει 

επιπλζον δομι, είναι το φαινόμενο κατά το οποίο ζνασ  κόμβοσ ζχει κφκλο γειτόνων ο οποίοσ τείνει 

να καλφπτει μζροσ των κφκλων των γειτόνων του. Σε κοινωνικά δίκτυα αυτό μεταφράηεται με τθν 

παρατιρθςθ ότι οι φίλοι του φίλου ενόσ ατόμου τείνουν να γίνουν και δικοί του. Το φαινόμενο αυτό 

αναγνωρίςτθκε πρϊτα από τουσ  Watts και Strogatz και από τότε κίνθςε τθν προςοχι και άλλων 

ερευνθτϊν. Θα μποροφςαμε να αποδϊςουμε τθν ζννοια αυτι ωσ όμοιο-γειτνίαςθ. Είναι δυνατόν να 

ορίςουμε ζναν ςυντελεςτι όμοιο-γειτνίαςθσ ωσ το μζςο κλάςμα των ηευγϊν των γειτόνων. Ζςτω ο 

κόμβοσ i ζχει ki ακμζσ. Αν είναι όλοι γείτονεσ του i και μεταξφ τουσ γείτονεσ τότε κα ζχουμε  
        

 
 

ςυνδζςεισ  μεταξφ τουσ. Αν όμωσ υπάρχουν ζςτω Ei τότε ο ςυντελεςτισ όμοιο-γειτνίαςθσ ορίηεται ωσ        

                                                                    
   

        
                                                                          (2.1.1)                                           

 

                                                    

Ο ςυντελεςτισ όμοιο-γειτνίαςθσ ολόκλθρου του δικτφου ορίηεται τότε ωσ ο μζςοσ όροσ των Ci ωσ 

προσ όλο το δίκτυο. Σε ζνα πλιρωσ ςυνδεδεμζνο δίκτυο κα είναι C=1. Μποροφμε να δοφμε τθν 

ζννοια αυτι ωσ τθν πικανότθτα κόμβοι που είναι γείτονεσ ςε ζναν κόμβο είναι και μεταξφ τουσ 

γείτονεσ. Σε ζνα τυχαίο δίκτυο όπωσ αυτό των  Erdos και Renyi είναι C=p=<k>/N, το οποίο είναι πολφ 

μικρό για μεγάλα δίκτυα. Στθν πραγματικότθτα ζχει βρεκεί ότι το C είναι ςθμαντικά μικρότερο τθσ 

μονάδασ  αλλά μεγαλφτερο από N-1. 

 

2.2  Κεντρικότητα 
 

Μία ςθμαντικι ιδιότθτά των κόμβων είναι θ κεντρικότθτα (centrality). Θ ζννοια αυτι ειςάγει ςτθν 

προςζγγιςι μασ το νζο ςτοιχείο ότι τα άτομα του πλθκυςμοφ τα οποία διαδίδουν τθν αςκζνεια δεν 

είναι πλζον ιςότιμα. Το ςτοιχείο αυτό μπορεί να ειςαχκεί και ςτον πλθκυςμό των ευάλωτων 

ατόμων. Θα μποροφςαμε να κεωριςουμε ότι τα τελευταία με καλι προςζγγιςθ είναι ιςότιμα κακϊσ 

ςυνικωσ οι κόμβοι ι οι υπολογιςτζσ κάνουν ζνα κοινό update κατά των ιϊν. Και όμωσ, όπωσ ιδθ 
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αναφζραμε ςτθν ενότθτα 1, τα άτομα του πλθκυςμοφ κα μποροφςαν να ιδωκοφν και με τθν 

υπόςταςθ του χριςτθ, όχι μόνο τθν υπολογιςτικι. Κακϊσ οι χριςτεσ αντιπροςωπεφουν ποικιλία 

ςυμπεριφορϊν και αντιδράςεων ζχει νόθμα και ςε αυτοφσ μια τζτοια ζννοια ‘’βακμοφ 

προδιάκεςθσ’’. Εκτόσ από τθν παραπάνω κεϊρθςθ θ ζννοια τθσ κεντρικότθτασ ζχει ζνα 

ςυγκεκριμζνο νόθμα ςχετικό με τθν τοπολογία του δικτφου  το οποίο κα δοφμε ςτθ ςυνζχεια. 

Διαιςκθτικά μπορεί να γίνει κατανοθτό ότι θ ικανότθτα ενόσ κόμβου να ζχει μεγάλθ επιρροι ςτθν 

διάδοςθ τθσ πλθροφορίασ ςχετίηεται με τθ κζςθ του ςτο διάγραμμα δικτφου και τον τρόπο 

ςφνδεςισ του με άλλουσ κόμβουσ. Μια πρϊτθ μζτρθςθ τθσ κεντρικότθτασ είναι ο βακμόσ κόμβου ο 

οποίοσ ορίηεται ωσ ο αρικμόσ των ςυνδζςεϊν του με τουσ γειτονικοφσ του κόμβουσ. Είναι πράγματι 

ζνα ςθμαντικό μζτρο για το πόςο εφκολα ζνασ κόμβοσ μπορεί να διαδϊςει τθν πλθροφορία, αλλά θ 

ςυνολικι διάδοςθ προσ το πλικοσ των κόμβων απαιτεί μάλλον μια γενίκευςθ τθσ ζννοιασ. Στο 

επόμενο ςχιμα φαίνεται παραςτατικά θ ζννοια τθσ κεντρικότθτασ όπου ςτθ ςυνζχεια κα τθν 

ορίςουμε ακριβϊσ. Αυτό που διακρίνει τθν κεντρικότθτα από το βακμό κόμβου είναι θ δυνατότθτα 

ενόσ κόμβου να ζχει  μεγαλφτερθ επιρροι ςε άλλουσ ςθμαντικοφσ ςε ςφγκριςθ με ζναν άλλο κόμβο 

ο οποίοσ ζχει τον ίδιο βακμό με τον πρϊτο *11+. 

 

Σχιμα 2.2.1 : ο κόμβοσ Β είναι πιο κεντρικόσ από τον Α 

Ππωσ φαίνεται ςτο ςχιμα 2.2.1 ο κόμβοσ Β είναι πιο κεντρικόσ ςτο δίκτυο από τον Α παρόλο που 

και οι δφο ζχουν βακμό 5. Μια άλλθ όψθ τθσ κεντρικότθτασ είναι και θ διαμεςότθτα (betweenness). 

Στθν περίπτωςθ αυτι εξετάηουμε το βακμό ελζγχου ενόσ κόμβου i ςτθ διάδοςθ τθσ πλθροφορίασ 

μεταξφ όλων των άλλων (εκτόσ του i) όταν θ πλθροφορία διαδίδεται μζςω του i [13]. Αν και αρχικά θ 

ζννοια αυτι είχε οριςτεί μζςω τθσ ζννοιασ των ςυντομότερων μονοπατιϊν, μποροφμε να 
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γενικεφςουμε τθν ζκφραςθ που μπορεί να πάρει, αναγνωρίηοντασ ότι οι ςυντομότερεσ διαδρομζσ 

δεν είναι πάντα οι πιο ρεαλιςτικζσ, αλλά μποροφμε να κεωριςουμε και άλλεσ υποκζςεισ *13+. 

Σχθματικά θ ζννοια αυτι παρουςιάηεται ςτο παρακάτω ςχιμα. 

 

                          Σχιμα 2.2.2 : Οι κόμβοι Α και Β ζχουν μεγάλθ διαμεςότθτα ςε ςχζςθ με τον κόμβο C  

 

Μια πρϊτθ μζτρθςθ τθσ κεντρικότθτασ, εκτόσ του βακμοφ κόμβου, είναι αυτι του ιδιοδιανφςματοσ. 

Αν ζνασ κόμβοσ ζχει μεγάλθ επιρροι οι κόμβοι που ςυνδζονται ςε αυτόν κα δανειςτοφν από αυτι 

ςε μεγαλφτερο βακμό από τυχόν άλλεσ ςυνδζςεισ μικρότερθσ επιρροισ. Ζςτω δίκτυο n κόμβων και λ 

κετικι ςτακερά. Συμβολίηοντασ τθν κεντρικότθτα κόμβου i  ωσ  xi κεωροφμε αυτι ωσ ανάλογθ προσ 

τισ κεντρικότθτεσ των γειτόνων του ωσ εξισ:        

                                                                 
 

 
      

 
                                                                                (2.2.1)               

Ππου ο ςυντελεςτισ Aij ιςοφται με 1 αν υπάρχει ςφνδεςθ μεταξφ i και j και με 0 διαφορετικά. 

Ορίηοντασ το διάνυςμα κεντρικοτιτων                και τον πίνακα γειτνίαςθσ *Α+ τα ςτοιχεία 

του οποίου ορίηονται ωσ  Aij  θ εξίςωςθ 2.2.1 μπορεί να γραφεί ωσ εξίςωςθ πινάκων οπότε 

αναγνωρίηουμε ότι το x είναι ζνα  ιδιοδιάνυςμα του πίνακα γειτνίαςθσ και  λ θ αντίςτοιχθ ιδιοτιμι.       

                                                                                                                                                               (2.2.2)                                                                                                                                                                   

Θεωρϊντασ ότι επικυμοφμε να ζχουμε κετικζσ κεντρικότθτεσ, μπορεί να δειχκεί (μζςω του 

κεωριματοσ   Perron–Frobenius) ότι το λ πρζπει να είναι θ μεγαλφτερθ ιδιοτιμι και x το αντίςτοιχο 

ιδιοδιάνυςμα. Θ κεντρικότθτα ιδιοδιανφςματοσ όπωσ  ορίςτθκε με αυτό τον τρόπο αντιςτοιχίηει μια 

τιμι ςε κάκε κόμβο θ οποία εξαρτάται από το πλικοσ των ςυνδζςεων κακϊσ και τθν ποιότθτά τουσ 

ςε ςχζςθ με τον κεντρικό ρόλο τουσ ςτο δίκτυο. 

Θα δοφμε τϊρα εν ςυντομία τθν προςζγγιςθ όπωσ παρουςιάηεται από τον Akram *11+ για τθ χριςθ 

των ιδιοδιανυςμάτων και το ρόλο τθσ κεντρικότθτασ. Σαν ζνα παράδειγμα παρουςίαςθσ τθσ 

κεντρικότθτασ  υποκζτουμε ζνα πολφ απλό δίκτυο με 3 κόμβουσ όπωσ ςτο ςχιμα : 
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Σχιμα 2.2.3     Απλό δίκτυο 3 κόμβων 

 

Ο πίνακασ γειτνίαςθσ είναι:    A=  
   
   
   

    Εφαρμόηοντασ τθν εξίςωςθ (2.2.2) ςτθ μορφι 

          ςτον Α και αναγνωρίηοντασ ότι           παίρνουμε   
    
    
    

    

Από τθν τελευταία εξίςωςθ ζχουμε τισ ιδιοτιμζσ                . Ενδιαφερόμαςτε να βροφμε το 

κυρίωσ ιδιοδιάνυςμα, αυτό που αντιςτοιχεί ςτθν μεγαλφτερθ τιμι του λ,   . Θ εξίςωςθ (2.2.2) 

γράφεται τότε     
     

     

     

  

  

  

  

    από όπου ζχουμε το κυρίωσ ιδιοδιάνυςμα    
 

  
 

  

Θ εξίςωςθ αυτι αντιπροςωπεφει το κυρίωσ ιδιοδιάνυςμα του δικτφου μασ και οι τιμζσ τισ δείχνουν 

ότι ο πιο κεντρικόσ κόμβοσ είναι ο 2. Στθ ςυνζχεια υπολογίηουμε το άκροιςμα των ςτοιχείων  τοφ 

κυρίωσ ιδιοδιανφςματοσ και διαιροφμε κάκε ςτοιχείο του με αυτι τθν τιμι. Ζτςι προκφπτει ζνα 

ιδιοδιάνυςμα του οποίου θ i-οςτι τιμι κεωρείται  ωσ θ πικανότθτα του  ρυκμοφ μόλυνςθσ του i-

οςτοφ κόμβου. 

Επιλζγοντασ τθν μεγαλφτερθ από αυτζσ τισ τιμζσ, ζςτω τ, τθ κεωροφμε ωσ τον ρυκμό διάδοςθσ για 

το μοντζλο S.I. To μοντζλο αυτό, απλό και εφκολα επιλφςιμο, είναι χριςιμο κατά τθν ανάλυςθ 

κυρίωσ ςε αρχικά ςτάδια μιασ επιδθμίασ. Στθν ςυγκεκριμζνθ ανάλυςθ ξεκινϊντασ από ζνα 

μολυςμζνο κόμβο καταλιγουμε ςτθν εξίςωςθ         
   

                  όπου από τουσ ςτακεροφσ 

ςε πλικοσ ςυνολικά κόμβουσ Ν, οι I ερχόμενοι ςε επαφι με τθν επιδθμία  μεταβάλλονται με το 

χρόνο όπωσ δείχνει θ προθγοφμενθ εξίςωςθ. 
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2.3  Ιδιότητεσ  δικτύων απουςία κλίμακασ και επιδημίεσ 
 

Στθν υπό-ενότθτα αυτι κα εξεταςτεί πϊσ θ ιδιότθτα απουςίασ κλίμακασ των δικτφων επιδρά ςτθν 

δυναμικι επιδθμίασ, όπωσ παρουςιάηεται ςτθν αναφορά *18+. Συγκεκριμζνα κα δοφμε εδϊ τθν 

διαιςκθτικά αναμενόμενθ μείωςθ του κατωφλίου επιδθμίασ με αφξθςθ του μεγζκουσ δικτφου. Το 

ίςωσ λιγότερο αναμενόμενο αποτζλεςμα είναι ότι ςυγκρίνοντασ το κατϊφλι ςε ζνα ανομοιογενζσ 

δίκτυο με το αντίςτοιχο ενόσ ομογενοφσ κα βροφμε ότι το πρϊτο παραμζνει πάντα πιο χαμθλά. 

Στθν μελζτθ των τοπολογικϊν ιδιοτιτων δικτφων ζχει παρουςιαςτεί ζνασ μεγάλοσ αρικμόσ από 

αυτά όπου παρουςιάηεται το φαινόμενο “μικροφ κόςμου”, το οποίο ςχετίηεται με το πολφ μικρό 

μζςο μονοπάτι μεταξφ κόμβων. Ριο εντυπωςιακά, ςε μερικζσ περιπτϊςεισ αυτι θ ιδιότθτα 

ςυνδζεται με τθν κατανομι απουςίασ κλίμακασ            , με       όπου k είναι ο αρικμόσ 

των ηεφξεων ενόσ κόμβου. Αυτι θ φφςθ τθσ απουςίασ κλίμακασ είναι ςυνδεδεμζνθ με μια μεγάλθ 

ανομοιομορφία ςτισ ιδιότθτεσ ςυνδεςιμότθτασ ενόσ ςυςτιματοσ. Εφόςον θ δεφτερθ ροπι τθσ 

κατανομισ ςυνδεςιμότθτασ <k2> αποκλίνει κακϊσ αυξάνεται το μζγεκοσ δικτφου, οι διακυμάνςεισ 

ςυνδεςιμότθτασ ςε ζνα δίκτυο απουςίασ κλίμακασ  δεν ζχουν ζνα εγγενζσ όριο και αποκλίνουν ςτο 

όριο κακϊσ το μζγεκοσ του ςυςτιματοσ αυξάνει απεριόριςτα. Ιδιότθτεσ  απουςίασ κλίμακασ ζχουν 

παρατθρθκεί ςτο internet, ςτον ιςτό και αλλοφ. 

Εφόςον τα παραπάνω δίκτυα είναι απουςία κλίμακασ, θ μελζτθ των επιδθμιϊν και τθσ δυναμικισ 

διάδοςθσ αυτϊν είναι ζνα ςχετικό κεωρθτικό κζμα. Σε ανομοιογενι δίκτυα είναι γνωςτό ότι το 

κατϊφλι επιδθμίασ μειϊνεται με τθν τυπικι απόκλιςθ τθσ κατανομισ ςυνδεςιμότθτασ και το 

χαρακτθριςτικό αυτό ενιςχφεται ςε δίκτυα απουςίασ κλίμακασ όπου ζχουν αποκλίνουςεσ 

διακυμάνςεισ ςτο όριο που το μζγεκόσ τουσ αυξάνει απεριόριςτα. Πντωσ, όπωσ ζχει βρεκεί ιδθ ςε 

μθ πεπεραςμζνα δίκτυα απουςία κλίμακασ, θ διαδικαςία επιδθμίασ δεν παράγει ζνα κατϊφλι 

επιδθμίασ κάτω από αυτό που ζνα ξζςπαςμά τθσ αποκτά ζνα ςθμαντικό μζγεκοσ. Θ απουςία ενόσ 

εγγενοφσ κατωφλίου επιδθμίασ ζχει βρεκεί ςτο μοντζλο SIS κακϊσ και ςτο SIR ςε μθ πεπεραςμζνα 

δίκτυα. Οι τακτικζσ ανοςοποίθςθσ επθρεάηονται κατά πολφ από τθ φφςθ των απουςία κλίμακασ 

κατανομϊν ςυνδεςιμότθτασ. 

Ππωσ ςυνικωσ ςυμβαίνει ςε ςτατιςτικά ςυςτιματα μθ ιςορροπίασ, ζχει επίςθσ φανεί και ςε 

πεπεραςμζνα ςυςτιματα να παρακινείται ζνα πεπεραςμζνο κατϊφλι επιδθμίασ από πεπεραςμζνου 

μεγζκουσ αποτελζςματα. Ρραγματικά ςυςτιματα καταςκευάηονται από πεπεραςμζνο αρικμό 

ατόμων, γεγονόσ το οποίο είναι μακριά από το κερμοδυναμικό όριο. Αυτόσ ο πεπεραςμζνοσ 

πλθκυςμόσ ειςάγει μια μζγιςτθ ςυνδεςιμότθτα kc εξαρτθμζνθ από το Ν, θ οποία ζχει το αποτζλεςμα 

να αποκθκεφει ζνα όριο ςτισ διακυμάνςεισ ςυνδεςιμότθτασ, προκαλϊντασ με τον τρόπο αυτό ζνα 
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μθ μθδενικό κατϊφλι. Ριο γενικά,  μποροφμε να κεωριςουμε μια κλάςθ δικτφων απουςία κλίμακασ 

φραγμζνων ςτα οποία θ κατανομι ςυνδεςιμότθτασ ζχει τθ  μορφι             
 

  
 , όπου θ 

ςυνάρτθςθ f(x) μειϊνεται πολφ γριγορα για x>1. Θα αναφερόμαςτε ςτθν τιμι kc ωσ αποκοπι 

ςυνδεςιμότθτασ με τθν ζννοια ότι για k>kc θ κατανομι φαίνεται ςαν να μθδενίηεται. Θ αποκοπι kc 

μπορεί να προκφπτει λόγω του περιοριςμζνου μεγζκουσ του δικτφου ι λόγω περιοριςμϊν ςτθ 

προςκικθ  επιπλζον δεςμϊν ςε ζνα κατά τα άλλα μθ πεπεραςμζνο δίκτυο. 

 

2.3.1    Κατϊφλι επιδθμίασ ςτο μοντζλο SIS 

Αρχικά κα παρουςιάςουμε μια αναλυτικι μελζτθ του μοντζλου SIS ςε φραγμζνα δίκτυα απουςία 

κλίμακασ με ζναν γενικό εκκζτθ γ (     ) εςτιάηοντασ ςτα φαινόμενα που ειςάγονται από μια 

πεπεραςμζνθ αποκοπι kc. Αναλφουμε τθν περίπτωςθ μιασ ζντονθσ αποκοπισ            , 

όπου Θ είναι θ ςυνάρτθςθ βιματοσ Heaviside, όπωσ ςυμβαίνει  ςε δίκτυα που αυξάνονται με ζναν 

πεπεραςμζνο αρικμό ςτοιχείων. Θεωροφμε επίςθσ τθν περίπτωςθ μιασ πιο ιπιασ αποκοπισ 

        , όπωσ ςυχνά υπάρχει ςε ςυςτιματα με φυςικοφσ περιοριςμοφσ. Βρίςκουμε τθν 

ςυμπεριφορά του κατωφλίου επιδθμίασ ωσ ςυνάρτθςθ τθσ αποκοπισ ςυνδεςιμότθτασ και του 

μεγζκουσ δικτφου Ν και προκφπτει ότι ακόμα και για ςχετικά μικρά δίκτυα το προκαλοφμενο 

κατϊφλι είναι αρκετά μικρότερο από το αντίςτοιχο  ςε ομογενι δίκτυα. Αυτό επιβεβαιϊνει ότι θ 

φφςθ τθσ απουςίασ κλίμακασ δεν μπορεί να αγνοθκεί ςε πρακτικζσ εκτιμιςεισ κατωφλίων 

επιδθμίασ ι κεραπείασ ςε πραγματικά  δίκτυα. Θα δείξουμε επίςθσ τθν ακριβι αναλυτικι μορφι 

εξάπλωςθσ επιδθμίασ (πυκνότθτα μολυςμζνων κόμβων) ςε φραγμζνα δίκτυα απουςία κλίμακασ 

(BSF). Τα αποτελζςματα μποροφν να επεκτακοφν άμεςα και ςτο μοντζλο SIR. Στθ ςυνζχεια κα 

αναφερόμαςτε ςτα δίκτυα απουςία κλίμακασ ωσ SF δίκτυα. 

Με ςκοπό να εκτιμιςουμε τθν επίδραςθ του kc ςε επιδθμίεσ ςε BSF δίκτυα κα εξετάςουμε το 

κακιερωμζνο μοντζλο SIS. Το μοντζλο βαςίηεται ςτθν αδρι περιγραφι κατά άτομο ςε ζναν 

πλθκυςμό. Κάκε κόμβοσ του γράφου παριςτάνει ζναν κόμβο και κάκε ακμι μια ςφνδεςθ δια μζςου 

τθσ οποίασ μπορεί να διαδοκεί μια αςκζνεια. Κάκε υγιισ κόμβοσ μολφνεται με ρυκμό ν αν είναι 

ςυνδεδεμζνοσ ςε ζναν ι περιςςότερουσ μολυςμζνουσ κόμβουσ. Μολυςμζνοι κόμβοι κεραπεφονται 

και γίνονται ξανά ευάλωτοι με ρυκμό δ, οπότε ορίηουμε ζναν ενεργό ρυκμό διάδοςθσ        

(χωρίσ βλάβθ τθσ γενικότθτασ μποροφμε να κεωριςουμε δ=1). Το μοντζλο SIS δεν λαμβάνει υπόψθ 

τθν δυνατότθτα τθσ απομόνωςθσ των κόμβων λόγω κανάτου ι ανοςίασ και οι κόμβοι διατρζχουν 

τον κφκλο ευάλωτων – μολυςμζνων - ευάλωτων. Αυτό το μοντζλο χρθςιμοποιείται γενικά για να 

περιγράψει αςκζνειεσ που οδθγοφν ςε καταςτάςεισ με ςτάςιμο μζςο όρο μολυςμζνων ατόμων. 

Στθν περίπτωςθ των δικτφων υπολογιςτϊν, internet και ιςτοφ που ενδιαφερόμαςτε εδϊ, μποροφμε 
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να δοφμε τθν ανάλυςθ να αναφζρεται ςε περιπτϊςεισ που όντωσ ιςχφει ζνα τζτοιο μοντζλο. Το 

μοντζλο βρίςκεται ανάμεςα ςτισ περιπτϊςεισ των SI και SIR όπου θ πρϊτθ βρίςκει εφαρμογι ςτα 

αρχικά ςτάδια τθσ επιδθμίασ ενϊ θ δεφτερθ ςτθ φάςθ που ζχει βρεκεί ο αντιιόσ. Ππωσ αναφζρκθκε, 

τα γενικά αποτελζςματα ιςχφουν και για το μοντζλο SIR το οποίο κα παρουςιαςτεί ςτθ ςυνζχεια. 

Με ςκοπό να λάβουμε υπόψθ μασ τθν ανομοιογζνεια των SF δικτφων, κεωροφμε τθ ςχετικι 

πυκνότθτα ρk(t) των μολυςμζνων ατόμων με δεδομζνθ τθ ςυνδεςιμότθτα k, δθλαδι τθν πικανότθτα 

ζνασ κόμβοσ με βακμό k να είναι μολυςμζνοσ. Οι μζςεσ δυναμικζσ πεδιακζσ εξιςϊςεισ μποροφν να 

γραφοφν ωσ : 

                               
      

  
                                                                                         (2.3.1) 

Ο πρϊτοσ όροσ ςτο δεφτερο μζλοσ τθσ εξίςωςθσ αυτισ παριςτάνει μολυςμζνουσ κόμβουσ να 

γίνονται ευάλωτοι με μοναδιαίο ρυκμό. Ο δεφτεροσ όροσ αντιπροςωπεφει τθ μζςθ πυκνότθτα των 

νζων μολυςμζνων κόμβων που παράγονται, θ οποία είναι ανάλογθ του ρυκμοφ διάδοςθσ λ και τθσ 

πικανότθτασ ενόσ κόμβου με βακμό k να είναι υγιισ *1-ρk(t)] και να μολφνεται μζςω ενόσ 

ςυνδεδεμζνου κόμβου. Ο ρυκμόσ του τελευταίου γεγονότοσ δίνεται από τθν πικανότθτα Θ(ρ(t)) μια 

δεδομζνθ  ςφνδεςθ να οδθγεί ςε μολυςμζνο κόμβο.  

                                                                                                                                  (2.3.2) 

 Από  τισ (2.3.1), (2.3.2) ςε ιςορροπία ( 
      

  
  ) παίρνουμε 

                                                                  
   

     
                                                                 (2.3.3)  

όπου κ είναι μια ςυνάρτθςθ του λ μόνο. Θ εξίςωςθ (2.3.3) επιτρζπει λφςθ με               

μόνο αν ικανοποιείται θ ςυνκικθ   
    

   
  . Θ ςυνκικθ αυτι μπορεί να εξαχκεί αναγνωρίηοντασ 

τα δφο μζλθ τθσ (2.3.3) ωσ ςυναρτιςεισ του κ ςτο διάςτθμα (0,1+ και καταλιγοντασ ότι     

 

   
 

 

   
       

   

     
      . Επομζνωσ το κατϊφλι επιδθμίασ ορίηεται από τθν ιςότθτα τθσ 

ςυνκικθσ :  

                                                              
   

    
                                                                                             (2.3.4)                                      

Το αποτζλεςμα μασ λζει ότι αν θ τιμι του λ είναι πάνω από το κατϊφλι       θ επιδθμία 

εξαπλϊνεται. Σε διαφορετικι περίπτωςθ  φκίνει εκκετικά *18+, *20+. Το αποτζλεςμα αυτό δείχνει ότι 

ςε ζνα πεπεραςμζνο δίκτυο SF με      , όπου        ζχουμε λc=0. Το γεγονόσ αυτό 

ςυνεπάγεται ότι για κάκε κετικι τιμι του λ θ μόλυνςθ μπορεί να διειςδφςει ςτο ςφςτθμα με μια 

πεπεραςμζνθ εξάπλωςθ ςε ζνα αρκετά μεγάλο δίκτυο. Ενϊ αυτό ιςχφει για μθ πεπεραςμζνα 
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δίκτυα, μια πεπεραςμζνθ τιμι τθσ       ςε φραγμζνα  δίκτυα, ορίηει ζνα ενεργό μθ μθδενικό 

κατϊφλι λόγω φαινομζνων πεπεραςμζνου μεγζκουσ τα οποία ςυναντιοφνται ςυνικωσ ςε 

μεταβάςεισ  μθ ιςορροπίασ. Το κατϊφλι αυτό παρόλα αυτά δεν είναι μια εγγενισ ποςότθτα όπωσ 

ςτα ομογενι ςυςτιματα και χάνεται κακϊσ αυξάνεται το μζγεκοσ δικτφου ι θ αποκοπι 

ςυνδεςιμότθτασ. 

Με ςκοπό να υπολογίςουμε τα ακριβι αποτελζςματα ενόσ πεπεραςμζνου kc κεωροφμε δυο 

διαφορετικζσ περιπτϊςεισ αποκοπισ ςυνδεςιμότθτασ. Σαν πρϊτο παράδειγμα κεωροφμε μια ιπια 

εκκετικι αποκοπι με χαρακτθριςτικι ςυνδεςιμότθτα αποκοπισ kc. Αυτι θ περίπτωςθ αντιςτοιχεί ςε 

αυτά τα πραγματικά δίκτυα όπου εξωτερικοί παράγοντεσ κζτουν ζνα άνω όριο ςτθ ςυνδεςιμότθτα. 

Το δίκτυο μπορεί να ζχει άπειρο αρικμό κόμβων αλλά θ κατανομι ςυνδεςιμότθτασ του “νόμου 

δφναμθσ“ φκίνει εκκετικά για μεγάλεσ τιμζσ του k. Με ςκοπό να εκτελζςουμε ακριβείσ 

υπολογιςμοφσ χρθςιμοποιοφμε μια ςυνεχι προςζγγιςθ θ οποία αντικακιςτά τθν ςυνδεςιμότθτα 

από μια ςυνεχι μεταβλθτι k ςτο εφροσ       όπου m είναι θ ελάχιςτθ ςυνδεςιμότθτα του 

δικτφου. Θ κατανομι ςυνδεςιμότθτασ ςε αυτι τθν περίπτωςθ είναι              
 

 

    όπου Α 

είναι ζνασ παράγοντασ κανονικοποίθςθσ. Το ενεργό μθ μθδενικό κατϊφλι επιδθμίασ λc(kc) που 

προκφπτει από το εκκετικό κατϊφλι είναι τότε λόγω τθσ (2.3.4): 

                                                                    
             

 
  

            
 

 

                                                              (2.3.5)  

το οποίο ζπειτα από ολοκλιρωςθ δίνει 

                                                                     
  

     
 

  
 

      
 

  
 
                                                                      (2.3.6) 

Ππου Γ(x,y) είναι θ μθ ελλιπισ ςυνάρτθςθ γάμμα. Για μεγάλο kc μποροφμε να πάρουμε μια 

επζκταςθ Taylor και να κρατιςουμε τον πρϊτο όρο, οπότε για κάκε   0<γ<1   παίρνουμε  

                                                                          
 

        
 
  

 
                                                          (2.3.7)               

Το όριο     ςτθν εξίςωςθ (2.3.6) αντιςτοιχεί ςε μια λογαρικμικι απόκλιςθ που οδθγεί ςε πρϊτθ 

τάξθ ςτο             
  

 
    . Σε κάκε περίπτωςθ ζχουμε ότι το κατϊφλι επιδθμίασ μθδενίηεται 

όταν αυξάνεται θ χαρακτθριςτικι αποκοπι (αποκοπι ςυνδεςιμότθτασ). Για μεγάλο kc, θ μζςθ 

ςυνδεςιμότθτα είναι ςτακερι και δίνεται από           
 

 
 για κάκε γ>0. Είναι ενδιαφζρον να 

ςυγκρίνουμε το εγγενζσ κατϊφλι που παρουςιάηουν τα ομογενι δίκτυα με αμελθτζεσ διακυμάνςεισ 

με το μθ μθδενικό ενεργό  κατϊφλι των BFS δικτφων. Το εγγενζσ κατϊφλι επιδθμίασ ενόσ ομογενοφσ 

δικτφου είναι   
        όπου <k> θ ςτακερι ςυνδεςιμότθτα κόμβου. Συγκρίνοντασ τα δφο 
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παραπάνω με τθν ίδια μζςθ ςυνδεςιμότθτα           
 

 
  παίρνουμε ότι ο λόγοσ των 

κατωφλίων είναι :   

                                                            
      

  
  

   

        
 
  

 
                                                                       (2.3.8)     

Αυτό δείχνει κακαρά ότι ακόμα και ςτθν περίπτωςθ τθσ αποκοπισ ςυνδεςιμότθτασ το ενεργό 

κατϊφλι επιδθμίασ ενόσ BSF δικτφου είναι πολφ μικρότερο από το εγγενζσ κατϊφλι ενόσ 

ςυνθκιςμζνου. Στο ςχιμα  1 ζχουμε ςχεδιάςει το  λόγο που προκφπτει χρθςιμοποιϊντασ τθν πλιρθ 

ζκφραςθ του λc(kc) από τθν εξίςωςθ (2.4.7) 

                                      

Σχιμα 4.2.1    Λόγοσ μεταξφ του ενεργοφ κατωφλίου           Σχιμα 4.2.2   Λόγοσ μεταξφ του ενεργοφ κατωφλίου 

επιδθμίασ ςε ζνα BSF δίκτυο με κατϊφλι ςυνδεςιμό-          επιδθμίασ ςε ζνα BSF δίκτυο με πεπεραςμζνο μζγε-

τθτασ  εκκετικό, και του εγγενοφσ κατωφλίου επιδθ-           κοσ Ν , και του εγγενοφσ κατωφλίου επιδθμίασ ενόσ 

μίασ ενόσ ομογενοφσ δικτφου με τθν ίδια μζςθ ςυνδε-               ομογενοφσ δικτφου με ίδια μζςθ ςυνδεςιμότθτα 

ςιμότθτα                                                                                                

Ραρατθροφμε ότι ακόμα και για μικρζσ ςυνδεςιμότθτεσ (kc= 102 ζωσ 103), για γ=0,5 περίπου, το 

ενεργό κατϊφλι επιδθμίασ του BSF είναι μικρότερο κατά ζνα παράγοντα κοντά ςτο 1/10. 

Ωσ δεφτερο παράδειγμα επίδραςθσ πεπεραςμζνου μεγζκουσ, κεωροφμε τθν παρουςία ενόσ 

απότομου κατωφλίου ςυνδεςιμότθτασ kc. Εφόςον τα SF δίκτυα είναι ςυχνά δυναμικά 

αναπτυςςόμενα  δίκτυα, θ περίπτωςθ αυτι παριςτάνει ζνα δίκτυο που ζχει αναπτυχκεί ςε ζναν 

πεπεραςμζνο αρικμό κόμβων. Θ μζγιςτθ ςυνδεςιμότθτα kc του κάκε κόμβου ςχετίηεται με τθν 

θλικία του δικτφου μζςω τθσ ςχζςθσ    

                                                                                                                                                        (2.3.9)     

όπου m είναι θ ελάχιςτθ ςυνδεςιμότθτα του δικτφου. Σε αυτι τθν περίπτωςθ δεν μπορεί να υπάρχει 

κόμβοσ με βακμό k μεγαλφτερο από kc και μποροφμε να το κεωριςουμε ωσ μια ιςχυρι αποκοπι 

ςυνδεςιμότθτασ. Χρθςιμοποιϊντασ ξανά τθν ςυνεχι προςζγγιςθ k, θ κανονικοποιθμζνθ 

ςυνδεςιμότθτα ζχει τϊρα τθν μορφι:  



33 
 

                                                         
         

   
  
 

 
                                                                    (2.3.10) 

Οποφ κ(x) θ ςυνάρτθςθ βιματοσ Heaviside. Το πεπεραςμζνου μεγζκουσ κατϊφλι είναι   λc(kc) 

δίνεται από τθν ζκφραςθ: 

                                                                                
       

 
  

      
 

 

                                                          (2.3.11) 

Σε πρϊτθ τάξθ ωσ προσ   
  

 
  παίρνουμε : 

                                                            
   

  
 
  

 
                                                                                 (2.3.12)  

Στθν περίπτωςθ αυτι μποροφμε από τθν εξίςωςθ (2.3.9) να το εκφράςουμε ωσ ςυνάρτθςθ του N 

οπότε παίρνουμε                   

                                                          
   

  
                                                                                  (2.3.13)  

Θ ζκφραςθ αυτι ιςχφει για 0<γ<1, ενϊ για γ=1 λαμβάνουμε ςε πρϊτθ τάξθ τθν λογαρικμικι 

ςυμπεριφορά                   . Επιπλζον ζχουμε ότι το κατϊφλι επιδθμίασ προςεγγίηει το 

μθδζν κακϊσ αυξάνεται το μζγεκοσ δικτφου και ςυγκρίνοντασ όπωσ και ςτο πρϊτο παράδειγμα με 

ζνα ομογενζσ δίκτυο με ταυτόςθμθ μζςθ ςυνδεςιμότθτα, καταλιγουμε ςε ανάλογα αποτελζςματα 

για τον λόγο  
      

  
  ο οποίοσ για       και       φανερϊνει ότι ςτα SF δίκτυα το κατϊφλι 

επιδθμίασ είναι μικρότερο κατά περίπου μια τάξθ μεγζκουσ. 

Με ςκοπό να βροφμε τθν ςυμπεριφορά εξάπλωςθσ πρζπει να λφςουμε τθν εξίςωςθ  (2.3.3) ςτθ 

ςυνεχι περίπτωςθ  

                                                  
   

     
  

 

 
                                                                        (2.3.14)  

 και να χρθςιμοποιιςουμε τθν τιμι του κ για να υπολογίςουμε τθν πυκνότθτα ρ των μολυςμζνων 

κόμβων ωσ  

                                                     
   

     
  

 

 
                                                                 (2.3.15)   

όπου το P(k) δίνεται από τθν εξίςωςθ  (2.3.10). Με απουςία κατωφλίου ςυνδεςιμότθτασ      και 

ςτο κερμοδυναμικό όριο     θ εξάπλωςθ τείνει ωσ              αν  0<γ<1  και       
 

  
  αν γ=1. 

Αντίςτοιχα, με απουςία κατωφλίου επιδθμίασ θ εξάπλωςθ είναι μθδενικι μόνο αν ο ρυκμόσ 
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διάδοςθσ είναι λ=0. Στθν περίπτωςθ μιασ ιςχυρισ αποκοπισ ςυνδεςιμότθτασ μποροφμε να 

ολοκλθρϊςουμε τθν (2.4.15) αγνοϊντασ τουσ όρουσ τάξθσ          ςτθν κατανομι P(k) οπότε : 

        
   

     
                      

  

 
  

  

 
                    

           όπου F 

είναι θ υπεργεωμετρικι ςυνάρτθςθ Gauss. Για ςτακερό kc μπορεί κανείσ να επεκτείνει και τισ δφο 

αυτζσ ςυναρτιςεισ ςτο δεξί μζλοσ, διατθρϊντασ τουσ πιο ςθμαντικοφσ όρουσ τθσ κ και κεωρϊντασ 

ςτθ ςυνζχεια το όριο για μεγάλο kc. Θ τελικι λφςθ για το κ δίνεται  τότε ςε πρϊτθ τάξθ ωσ προσ  
  

 
 

από:  

                             
 

   

   

   
 
  

 
      

   

  
 

  

 
 

   
                                                                            (2.3.16)  

Υπολογίηοντασ το ολοκλιρωμα ςτθν (2.3.15) και κρατϊντασ τον πρϊτο όρο ωσ προσ κ και kc 

παίρνουμε τελικά  τθν εξάπλωςθ επιδθμίασ ωσ:     
   

  

   

   
 
  

 
      

   

  
 

  

 
 

   
 . Ειςάγοντασ 

τθν ςχζςθ κλίμακασ ανάμεςα ςτθν μζγιςτθ ςυνδεςιμότθτα και το μζγεκοσ δικτφου Ν παίρνουμε τθν 

ζκφραςθ : 

                                                             
 

 

                                                                                  (2.3.17) 

Το αποτζλεςμα αυτό μασ λζει ότι το πεπεραςμζνο μζγεκοσ δικτφου ειςάγει μια τυπικι μζςθ 

μετάβαςθ ςτο κατϊφλι επιδθμίασ        και δίνεται από τθν εξίςωςθ (2.3.13). Ραρόλα αυτά θ 

εξάπλωςθ ςυμπιζηεται από τον παράγοντα   
 

 

    από τθν αντίςτοιχθ τιμι για ζνα ομογενζσ δίκτυο. 

Οι παραπάνω υπολογιςμοί μποροφν να επαναλθφκοφν ςε παρόμοιεσ γραμμζσ και ςτθν περίπτωςθ 

μιασ ιπιασ εκκετικισ αποκοπισ ςυνδεςιμότθτασ, καταλιγοντασ ςε παρόμοια αποτελζςματα. 

Ανάλογα αποτελζςματα ιςχφουν και για το μοντζλο SIR. Ραρόλο που το μοντζλο αυτό αναφζρεται 

ςε μόνιμθ ανοςία και δεν επιτρζπει μόνιμθ κατάςταςθ, το κατϊφλι επιδθμίασ ωσ προσ το οποίο ζνα 

ξζςπαςμα ςυμβαίνει ζχει τθν ίδια αναλυτικι μορφι      
   

    
 

                                       

2.3.2    Κατϊφλι επιδθμίασ ςτο μοντζλο SIR 

 Σε ζνα ομογενζσ ςφςτθμα το μοντζλο SIR μπορεί να περιγραφεί, κατά τα γνωςτά, από τουσ 

πλθκυςμοφσ S(t), ρ(t) και R(t) των ευάλωτων, μολυςμζνων και απομονωμζνων ατόμων αντίςτοιχα. 

Οι ποςότθτεσ αυτζσ ςυνδζονται με τθν ςυνκικθ κανονικοποίθςθσ  

                                                       1=S(t)+ρ(t)+R(t)                                                                                     (2.3.18)  
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και ικανοποιοφν το ςφςτθμα διαφορικϊν εξιςϊςεων: 

                                                                         
  

  
                                                                                                                                                                                                                                                                  

                                                                        
  

  
                                                                       (2.3.19)  

                                                                        
  

  
                                                                                   

 Θ ερμθνεία των εξιςϊςεων μασ είναι γνωςτι. Εδϊ, λ είναι ο μικροςκοπικόσ ρυκμόσ διάδοςθσ τθσ 

αςκζνειασ  και    είναι ο αρικμόσ ςυνδζςεων ανά μονάδα χρόνου, ο οποίοσ κεωρείται ςτακερόσ για 

τον παραπάνω πλθκυςμό. Τα παραπάνω είναι ςε ςυμφωνία με τθν υπόκεςθ τθσ ομοιογενοφσ 

ανάμειξθσ, θ οποία ιςχυρίηεται ότι θ ιςχφσ τθσ αςκζνειασ (ο κακαρόσ ρυκμόσ απόκτθςθσ τθσ 

αςκζνειασ από τουσ ευάλωτουσ ) είναι ανάλογοσ τθσ πυκνότθτασ των μολυςμζνων. Θ υπόκεςθ 

ομοιογενοφσ ανάμειξθσ είναι πράγματι ιςοδφναμθ με μια μζςθ περιγραφι πεδίου του μοντζλου 

ςτθν οποία δεχόμαςτε ότι ο ρυκμόσ επαφϊν μεταξφ μολυςμζνων και ευάλωτων είναι ςτακερόσ  και 

ανεξάρτθτοσ από κάκε πικανι ετερογενι πθγι παροφςασ ςτο ςφςτθμα. Μια άλλθ αυτονόθτθ 

υπόκεςθ του μοντζλου είναι ότι θ χρονικι κλίμακα τθσ αςκζνειασ είναι αρκετά μικρότερθ από τθν 

ηωι των ατόμων, οπότε δεν λαμβάνουμε υπόψθ ςτισ εξιςϊςεισ όρουσ που αντιςτοιχοφν ςτθ 

γζννθςθ ι το φυςικό κάνατο των ατόμων. 

Θ πιο ςθμαντικι πρόβλεψθ του μοντζλου είναι θ παρουςία ενόσ μθ μθδενικοφ κατωφλίου 

επιδθμίασ λc. Αν θ τιμι του λ είναι μεγαλφτερθ, λ>λc θ επιδθμία εξαπλϊνεται και μολφνει ζνα 

πεπεραςμζνο κλάςμα του πλθκυςμοφ. Αντίκετα, όταν λ<λc ο ςυνολικόσ αρικμόσ μολυςμζνων 

ατόμων               είναι μικρόσ ςτο όριο των πολφ μεγάλων πλθκυςμϊν (κερμοδυναμικό 

όριο). Με ςκοπό να δοφμε το ςθμείο αυτό, κεωροφμε το ςφςτθμα των εξιςϊςεων (2.3.19) ςτο οποίο 

χωρίσ βλάβθ τθσ γενικότθτασ κζτουμε μ=1. Ολοκλθρϊνοντασ τθν εξίςωςθ για το S(t) με αρχικι 

ςυνκικθ R(0)=0 και        (δθλαδι       , ζνασ πολφ μικρόσ αρικμόσ αρχικά μολυςμζνων) 

παίρνουμε:    

                                                                                                                                                         (2.3.20) 

Συνδυάηοντασ τθν εξίςωςθ αυτι με τθν (2.3.18) παίρνουμε ότι ο ςυνολικόσ αρικμόσ απομονωμζνων 

ατόμων   , ικανοποιεί τθν αναδρομικι ςχζςθ : 

                                                                                                                                                   (2.3.21) 

 Ενϊ       είναι πάντα μια λφςθ  τθσ εξίςωςθσ αυτισ, μια μθ μθδενικι λφςθ υπάρχει εφόςον 

ικανοποιείται θ ςυνκικθ 
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                                                  (2.3.22) 

Θ ςυνκικθ αυτι είναι ιςοδφναμθ με τον περιοριςμό λ>λc όπου το κατϊφλι επιδθμίασ παίρνει τθν 

τιμι          . Σθμειϊνουμε ότι θ αναφορά μασ για τουσ    ωσ τουσ απομονωμζνουσ είναι 

ιςοδφναμθ με τθν διαπίςτωςθ ότι    είναι και οι μολυςμζνοι οι οποίοι απαραίτθτα υπιρχαν πριν 

περάςουν ςτο ςτάδιο των απομονωμζνων. 

Το μοντζλο SIR ςε ςφνκετα δίκτυα 

Με ςκοπό να δοφμε τισ επιπτϊςεισ τθσ ανομοιογζνειασ ςτθν διάδοςθ επιδθμίασ , ασ κεωριςουμε το 

μοντζλο SIR ςε ζνα δίκτυο με γενικι κατανομι ςυνδεςιμότθτασ P(k) και πεπεραςμζνθ μζςθ 

ςυνδεςιμότθτα               Σε κάκε βιμα χρόνου κάκε ευάλωτοσ κόμβοσ μολφνεται με 

πικανότθτα λ, αν ςυνδζεται με ζναν ι περιςςότερουσ μολυςμζνουσ κόμβουσ  και ταυτόχρονα κάκε 

μολυςμζνοσ γίνεται απομονωμζνοσ (μόνιμα υγιισ) με πικανότθτα μ, τθν οποία χωρίσ βλάβθ τθσ 

γενικότθτασ, κζτουμε ίςθ με μονάδα. Θεωροφμε  τθ χρονικι ανζλιξθ των μεγεκϊν ρk(t),sk(t) και Rk(t) 

τα οποία είναι οι πυκνότθτεσ των μολυςμζνων, ευάλωτων και απομονωμζνων κόμβων βακμοφ k ςε 

χρόνο t αντίςτοιχα. Οι μεταβλθτζσ αυτζσ ςυνδζονται με τθν ςυνκικθ κανονικοποίθςθσ    

                                                                         ρk(t)+sk(t)+Rk(t)=1                                                               (2.3.23) 

Κακολικζσ ποςότθτεσ όπωσ το μζγεκοσ τθσ επιδθμίασ εκφράηονται τότε από το μζςο όρο 

διαφορετικϊν κλάςεων ςυνδεςιμότθτασ. Στο επίπεδο μζςθσ τιμισ οι πυκνότθτεσ αυτζσ ικανοποιοφν  

το ακόλουκο ςφςτθμα διαφορικϊν εξιςϊςεων : 

 

                                                
      

  
                                                                                 (2.3.24) 

                                                
      

  
                                                                                          (2.3.25) 

                                                
      

  
                                                                                                   (2.3.26) 

Ο παράγοντασ κ(t) παριςτάνει τθν πικανότθτα μια δεδομζνθ ακμι να οδθγεί ςε μολυςμζνο κόμβο. 

Θ πικανότθτα μια ακμι να οδθγεί ςε ζναν κόμβο με s ακμζσ είναι  ανάλογθ του sP(s). Επομζνωσ θ 

πικανότθτα μια τυχαία επιλεγμζνθ ακμι να οδθγεί ςε ζναν μολυςμζνο κόμβο δίνεται από : 

                                               
            

       
 

            

   
                                                               (2.3.27) 

Σε αυτι τθν προςζγγιςθ αγνοοφμε τισ ςυςχετίςεισ ςυνδεςιμότθτασ ςτο δίκτυο. Για παράδειγμα,  θ 
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πικανότθτα μια ακμι να οδθγεί ςε ζναν μολυςμζνο κόμβο κεωρείται ανεξάρτθτθ τθσ 

ςυνδεςιμότθτασ του κόμβου από τον οποίο ξεκινάει θ ακμι. Μια πιο εκλεπτυςμζνθ προςζγγιςθ κα 

κεωροφςε τισ ςυςχετίςεισ δικτφου δεδομζνεσ μζςω των υπό ςυνκικθ πικανοτιτων P(k/k’) ενόσ 

κόμβου με δεδομζνο k’ να ςυνδζεται με κόμβο βακμοφ k. Ραρόλα αυτά, αυτι θ μάλλον 

ακατζργαςτθ προςζγγιςθ είναι αρκετά ικανι να μασ φανερϊςει πολλζσ ιδιότθτεσ όπωσ αυτζσ 

φαίνονται ςε προςομοιϊςεισ του μοντζλου. 

Οι εξιςϊςεισ (2.3.24) ζωσ και (2.4.26) ςε ςυνδυαςμό με τισ αρχικζσ ςυνκικεσ  Rk(t)=0, ρk(0)= ρk
0  

(Sk(0)=1- ρk
0) ορίηουν πλιρωσ το μοντζλο SIR ςε κάκε ςφνκετο δίκτυο με κατανομι ςυνδεςιμότθτασ 

P(k). Θα κεωριςουμε τθν ειδικι περίπτωςθ μιασ ομογενοφσ αρχικισ κατανομισ μολυςμζνων 

κόμβων  ρk
0=ρ0. Σε αυτι τθν περίπτωςθ, ςτο όριο     , μποροφμε να αντικαταςτιςουμε      

και        . Μζςω αυτισ τθσ προςζγγιςθσ θ εξίςωςθ  (2.3.25) μπορεί άμεςα να ολοκλθρωκεί  

καταλιγοντασ       

                                                                                                                                                       (2.3.28) 

Ππου ζχουμε ορίςει τθν βοθκθτικι ςυνάρτθςθ 

                                                              
 

   

 

 
                                                         (2.3.29)  

και ςτθν τελευταία εξίςωςθ κάναμε χριςθ τθσ  (2.3.27) 

Με ςκοπό να πάρουμε μια κλειςτι ζκφραςθ τθσ πυκνότθτασ των μολυςμζνων ατόμων είναι πιο 

βολικό να εςτιάςουμε ςτθν χρονικι ανζλιξθ του φ. Είναι: 

                                                               
  

  
 

 

   
                                                                       (2.3.30)  

                                                                      
 

   
                                                      (2.3.31)    

                                                                             
 

   
                                                (2.3.32) 

Ειςάγοντασ τθν (2.3.28) καταλιγουμε ςε μια διαφορικι εξίςωςθ για το      

                                                    
  

  
        

 

   
              

                                            (2.3.33) 

Ζχοντασ επιλφςει τθν (2.3.33) μποροφμε να πάρουμε το ςυνολικό μζγεκοσ επιδθμίασ     ωσ 

ςυνάρτθςθ του                εφόςον                  ζχουμε 

                                                                                                                                     (2.3.34)   
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Για μια γενικι κατανομι P(k), θ εξίςωςθ  (2.3.33) δεν μπορεί να λυκεί ςε κλειςτι μορφι. Ραρόλα 

αυτά μποροφμε να πάρουμε χριςιμθ πλθροφορία ςτο όριο χρόνου      ςτο τζλοσ τθσ επιδθμίασ. 

Εφόςον         και επομζνωσ      
   

  

  
  , από τθν  (2.3.33) ζχουμε: 

                                                                 
 

   
            

                                                  (2.3.35) 

Θ τιμι         είναι μια λφςθ. Για να ζχουμε μθ μθδενικι λφςθ πρζπει να ικανοποιείται θ 

ςυνκικθ: 

                 
 

   

    
 

   
            

   
    

                                                                           (2.3.36) 

Από αυτό ςυνεπάγεται ότι    

                                                        
 

   
          

    

                                                               (2.3.37) 

H ςυνκικθ αυτι ορίηει το κατϊφλι επιδθμίασ    

                                                                    
   

    
                                                                                    (2.3.38) 

 

2.4  Διάδοςη επιδημιών ςε δίκτυα με τη χρήςη γεννητριών 

ςυναρτήςεων 
 

Στθν υπό-ενότθτα αυτι κα παρουςιάςουμε το  ςτοχαςτικό μοντζλο SIR  του Newman [14] το οποίο 

κάνει χριςθ γεννθτριϊν ςυναρτιςεων. 

Ζςτω ζνα ηεφγοσ ατόμων τα οποία είναι ςυνδεδεμζνα, ζνα i από τουσ αρρϊςτουσ ικανό να 

μεταδϊςει τον ιό και ζνα j από τουσ ευάλωτουσ. Υποκζτουμε ότι ο μζςοσ ρυκμόσ μετάδοςθσ τθσ 

επιδθμίασ είναι rij και το άρρωςτο άτομο παραμζνει άρρωςτο για χρόνο τi. Τότε θ πικανότθτα  1-Tij θ 

επιδθμία να μθν μεταδοκεί από τον i ςτον  j είναι: 

                                                                                
  
                                                  (2.4.1)  

και θ πικανότθτα μετάδοςθσ είναι   

                                                                                                                                                          (2.4.2)  
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Γενικά τα rij και τi διαφζρουν μεταξφ ατόμων, οπότε θ πικανότθτα μετάβαςθσ επίςθσ διαφζρει. Ασ 

υποκζςουμε αρχικά ότι οι δφο αυτζσ ποςότθτεσ είναι ανεξάρτθτα και ταυτόςθμα κατανεμθμζνεσ 

τυχαίεσ μεταβλθτζσ (α.τ.κ) επιλεγμζνεσ από κάποιεσ κατάλλθλεσ κατανομζσ P(r) και P(τ) (Θα 

μετριάςουμε αυτι τθν υπόκεςθ αργότερα). Ο ρυκμόσ rij  δεν χρειάηεται να είναι ςυμμετρικόσ. Θ 

πικανότθτα μετάβαςθσ μπορεί να μθν είναι θ ίδια ςε κάκε κατεφκυνςθ. Εξάλλου θ  Tij είναι γενικά 

μθ ςυμμετρικι εξαιτίασ τθσ παρουςίασ του τi ςτθν εξίςωςθ (2.4.2). Το τζχναςμα τϊρα είναι το εξισ: 

Επειδι οι  rij , τi είναι  (α.τ.κ), το ίδιο ςυμβαίνει και με τθν  Tij οπότε θ a priori πικανότθτα μετάβαςθσ 

τθσ αςκζνειασ μεταξφ δυο ατόμων είναι απλά θ μζςθ τιμι του Tij ωσ προσ τισ κατανομζσ  P(r ) και 

P(τ), θ οποία είναι:   

                                                                      

 
                                                       (2.4.3)  

Καλοφμε τθν Τ ικανότθτα διάδοςθσ τθσ αςκζνειασ. Είναι πάντα απαραίτθτα ςτο διάςτθμα 

     . Επομζνωσ το γεγονόσ ότι οι μεμονωμζνεσ πικανότθτεσ διάδοςθσ διαφζρουν δεν ζχει 

ςθμαςία τελικά. Σε ζναν πλθκυςμό ςαν ςφνολο θ αςκζνεια κα εξαπλϊνεται ςαν όλεσ οι 

πικανότθτεσ διάδοςθσ να είναι ίςεσ με T. Είναι αυτό το αποτζλεςμα που κάνει το μοντζλο μασ 

επιλφςιμο. Ρεριπτϊςεισ που οι μεταβλθτζσ  rij , τi δεν είναι  (α.τ.κ), είναι δυςκολότερεσ αλλά όπωσ 

κα δείξουμε είναι μερικζσ φορζσ επίςθσ επιλφςιμεσ. Αναφζρουμε ότι πιο ςφνκετα μοντζλα  

διάδοςθσ, όπωσ το SEIR, καλφπτονται επίςθσ από αυτό το φορμαλιςμό. Θ ικανότθτα διάδοςθσ Τ 

είναι απλϊσ το ολοκλιρωμα πικανότθτασ τθσ μετάδοςθσ μεταξφ δυο ατόμων. Θ ακριβισ προςωρινι 

ςυμπεριφορά τθσ νόςου και άλλων μεταβλθτϊν δεν είναι ςθμαντικζσ. Ράντωσ το μοντζλο μπορεί να 

γενικευτεί ϊςτε να ςυμπεριλάβει κάκε προςωρινι διακφμανςθ ςτθν αςκζνεια και θ διάδοςθ να 

εξακολουκεί να παριςτάνεται με τθν μεταβλθτι Τ όπωσ παραπάνω. Υποκζτουμε ότι 

παρακολουκοφμε ζνα ξζςπαςμα επιδθμίασ θ οποία αρχίηει με ζνα μεμονωμζνο άτομο το οποίο 

είναι ικανό να μεταδϊςει τθν αςκζνεια. Αν ςθμειϊςουμε κάκε ακμι του γράφου διαμζςου του 

οποίου υπάρχει διάδοςθ, το οποίο ςυμβαίνει με πικανότθτα T, το τελικό μζγεκοσ τθσ επιδθμίασ κα 

είναι ακριβϊσ το μζγεκοσ τθσ ομάδασ κόμβων ςτουσ οποίουσ μποροφμε να φτάςουμε από τον 

αρχικό κόμβο διαςχίηοντασ μόνο τισ ςθμειοφμενεσ ακμζσ. Επομζνωσ το μοντζλο είναι ιςοδφναμο με 

ζνα γνωςτό μοντζλο φιλτραρίςματοσ δεςμϊν με πικανότθτα κατάλθψθσ δεςμοφ T ςτο γράφο που 

παριςτάνει το δίκτυο. 

Στο επόμενο τμιμα κα δείξουμε πϊσ το πρόβλθμα του φιλτραρίςματοσ μπορεί να λυκεί ςε τυχαίουσ  

γράφουσ με αυκαίρετθ κατανομι βακμοφ δίνοντασ ακριβείσ λφςεισ για το τυπικό μζγεκοσ των 

ξεςπαςμάτων επιδθμίασ, μζγεκοσ επιδθμίασ (αν υπάρχει) και ζναν αρικμό άλλων ποςοτιτων 

ενδιαφζροντοσ. 
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Ζνα από τα πιο ςθμαντικά αποτελζςματα ςτθν εμπειρικι δουλειά πάνω ςτα δίκτυα είναι ότι αυτά 

ζχουν κατανομζσ βακμϊν οι οποίεσ  είναι ζντονα δεξιά ετεροκλινείσ. Με άλλα λόγια οι πιο πολλοί 

κόμβοι ζχουν μικρό βακμό, αλλά υπάρχει ζνασ μικρόσ αρικμόσ κόμβων που ζχουν πολφ μεγάλο 

βακμό. Είναι γνωςτό ότι  θ παρουςία ζντονα ςυνδεδεμζνων κόμβων ζχει δυςανάλογθ επίδραςθ ςε 

οριςμζνεσ ιδιότθτεσ ενόσ δικτφου. Επίςθσ ζρευνεσ υποδεικνφουν ότι το ίδιο ςυμβαίνει ςτθν 

εξάπλωςθ επιδθμιϊν ςτα δίκτυα, οπότε είναι ςθμαντικό να εξετάςουμε μθ τετριμμζνεσ κατανομζσ 

βακμϊν ςτα μοντζλα μασ. Σαν πρϊτθ εικόνα τθσ μεκόδου μασ κα εξετάςουμε μια απλι κλάςθ 

ενιαίων γράφων των οποίων θ κατανομι βακμοφ είναι γνωςτι αλλά κατά τα άλλα ο γράφοσ είναι 

αυκαίρετοσ. 

Οι γράφοι αυτοί ορίηονται εφκολα. Ορίηουμε τθν κατανομι βακμοφ δίνοντασ τισ κατάλλθλα 

κανονικοποιθμζνεσ πικανότθτεσ Pk ζνασ κόμβοσ να ζχει βακμό k. Ζνα ςφνολο Ν βακμϊν ,ki}, το 

οποίο καλείται επίςθσ ακολουκία βακμοφ, επιλζγεται από αυτι τθν κατανομι και ςε κάκε ζναν από 

τουσ Ν κόμβουσ του γράφου δίνεται  ο κατάλλθλοσ αρικμόσ ki  των γειτόνων του, τζλθ των ακμϊν  

που πθγάηουν από αυτόν. Ηεφγθ από τζτοιουσ γείτονεσ ςτθ ςυνζχεια επιλζγονται τυχαία και 

ςυνδζονται ϊςτε να ςχθματιςτοφν οι ςυνολικζσ ακμζσ. Θ διαδικαςία ςυνεχίηεται μζχρι να μθν 

απομείνει κανζνασ γείτονασ. Αν κατά τφχθ παραχκεί ζνασ περιττόσ  αρικμόσ γειτόνων τότε 

εξαιροφμε ζνα ki και επιλζγουμε ζνα άλλο μζχρι να επιτευχκεί ζνασ άρτιοσ αρικμόσ. Θ τεχνικι αυτι 

εγγυάται ότι ο γράφοσ που παράγεται επιλζγεται ομοιόμορφα τυχαία από το ςφνολο όλων των 

γράφων με τθν επιλεγμζνθ ακολουκία βακμοφ. 

Για όλα τα αποτελζςματα που δίνονται ςτθν ενότθτα αυτι παίρνουμε το μζςο όρο ωσ προσ τθν 

οικογζνεια των πικανϊν γράφων που μποροφν να παραχκοφν όπωσ παραπάνω, ςτο όριο του 

μεγάλου μεγζκουσ γράφου. 

2.4.1     Γεννιτριεσ  Συναρτιςεισ 

Ορίηουμε τθν γεννιτρια ςυνάρτθςθ τθσ κατανομισ βακμοφ ωσ   

                                                                      
                                                                               (2.4.4)  

Σθμειϊνουμε ότι              αν θ pk είναι μια ςωςτά κανονικοποιθμζνθ κατανομι 

πικανότθτασ. Θ ςυνάρτθςθ αυτι περιλαμβάνει όλθ τθν πλθροφορία για τθν κατανομι βακμοφ.  

Δεδομζνθσ αυτισ, εφκολα ανακαταςκευάηουμε τθν κατανομι με επαναλαμβανόμενθ διαφόριςθ.        

                                                            
 

  

    

                                                                                         (2.4.5)                                                                    

 Είναι πιο εφκολο να εργαςτοφμε με τθν γεννιτρια ςυνάρτθςθ από τθν κατανομι απευκείασ λόγω 

των παρακάτω κρίςιμων ιδιοτιτων :                                                                                                               
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Δυνάμεισ: Αν θ κατανομι μιασ ιδιότθτασ Κ ενόσ αντικειμζνου παράγεται από μια δεδομζνθ 

γεννιτρια ςυνάρτθςθ, τότε θ κατανομι του ακροίςματοσ  m  ανεξάρτθτων πραγματοποιιςεων τθσ Κ 

παράγεται από τθν m-οςτι δφναμθ τθσ γεννιτριασ ςυνάρτθςθσ. Για παράδειγμα αν επιλζξουμε m 

κόμβουσ ςτθν τφχθ από ζναν μεγάλο γράφο τότε θ κατανομι του ακροίςματοσ των βακμϊν αυτϊν 

παράγεται από τθν [G0(x)]m .  

οπζσ: Θ μζςθ τιμι τθσ κατανομισ πικανότθτασ που παράγεται από μια γεννιτρια ςυνάρτθςθ 

δίνεται από τθν πρϊτθ παράγωγο τθσ ςυνάρτθςθσ υπολογιςμζνθ ςτθν τιμι 1. Για παράδειγμα θ 

μζςθ τιμι z ενόσ κόμβου ςτο δίκτυο μασ δίνεται από:  

                                                                 
                                                                        (2.4.6)  

Ανϊτερεσ ροπζσ τθσ κατανομισ μποροφν να υπολογιςτοφν από ανϊτερεσ παραγϊγουσ επίςθσ. 

Γενικά ζχουμε:             

                                                                  
 

  
 

 
                                                     (2.4.7)  

Μια επιπλζον παρατιρθςθ που κα αποδειχκεί ςθμαντικι είναι θ ακόλουκθ. Ενϊ  θ G0 παραπάνω 

παράγει ςωςτά τθν κατανομι βακμϊν τυχαία επιλεγμζνων κόμβων ςτο γράφο μασ, μια 

διαφορετικι γεννιτρια ςυνάρτθςθ χρειάηεται για τθν κατανομι των βακμϊν κόμβων ςτουσ οποίουσ 

φτάνουμε ακολουκϊντασ μια τυχαία επιλεγμζνθ ακμι. Αν ακολουκιςουμε μια ακμι προσ ζναν 

κόμβο ςτο ζνα άκρο τθσ, τότε ο κόμβοσ είναι πιο πικανό να είναι υψθλότερου βακμοφ από ζναν 

τυχαίο κόμβο, εφόςον οι υψθλοφ βακμοφ κόμβοι ζχουν πιο πολλζσ ακμζσ ςυνδεδεμζνεσ από 

αυτοφσ που ζχουν χαμθλό βακμό. Θ κατανομι των βακμϊν που φτάνουμε ακολουκϊντασ  μια ακμι 

είναι ανάλογθ του pk ,και ζτςι θ γεννιτρια ςυνάρτθςθ αυτϊν είναι  

                                                             
      

 
 

     
  

  
    

  
    

                                                                             (2.4.8) 

 Γενικά κα ενδιαφερκοφμε για διάφορουσ τρόπουσ που μποροφμε να απομονϊςουμε ζναν τζτοιο 

κόμβοσ εξαιρϊντασ τθν ακμι που ακολουκιςαμε το οποίο είναι ο βακμόσ πλθν 1. Για να επιτφχουμε 

αυτό απλά διαιροφμε τθν παραπάνω ςυνάρτθςθ με τθν πρϊτθ δφναμθ του x, οπότε καταλιγουμε 

ςε μια νζα γεννιτρια ςυνάρτθςθ  

                                                                     
  

    

  
    

 
 

 
  

                                                                   (2.4.9) 

 όπου z είναι θ μζςθ τιμι βακμοφ κόμβου όπωσ προθγουμζνωσ. 
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Με ςκοπό να λφςουμε το πρόβλθμα φιλτραρίςματοσ κα χρειαςτοφμε γεννιτριεσ ςυναρτιςεισ 

G0(x,T) και G1(x,T) για τθν κατανομι του αρικμοφ των κατεχόμενων ακμϊν που είναι ςυνδεδεμζνεσ 

ςε ζνα κόμβο, ωσ μια ςυνάρτθςθ τθσ πικανότθτασ μετάβαςθσ. Αυτζσ είναι εφκολο να προκφψουν. Θ 

πικανότθτα ενόσ κόμβου να ζχει m  ακμζσ κατεχόμενεσ από τισ k που αναδφονται από αυτόν δίνεται 

από τθν διωνυμικι κατανομι   
 

           , οπότε θ κατανομι πικανότθτασ του m παράγεται 

από τθν: 

            
 
   

 
     

 
                 

 
      

 
       

            

   
 
                                                                                                               (2.4.10) 

Ομοίωσ, θ κατανομι πικανότθτασ των κατειλθμμζνων ακμϊν από ζνα κόμβο ςτον οποίο φκάνουμε 

ακολουκϊντασ  τυχαία μια ακμι παράγεται από τθν: 

                                                                                                                                      (2.4.11)         

Σθμειϊνουμε ότι ςφμφωνα με τον ςυμβολιςμό μασ, 

                                                                                                                                                  (2.4.12a) 

                                                                                                                                                  (2.4.12b) 

                                                                            
          

                                                             (2.4.12c) 

Και ομοίωσ για τθν G1. (  
       αναπαριςτά εδϊ τθν παράγωγο του G0(x,T) ωσ προσ το πρϊτο 

όριςμα του) 

 

2.4.2     Κατανομι  Μεγζκουσ  Ξεςπάςματοσ 

Θ πρϊτθ ποςότθτα με τθν οποία κα αςχολθκοφμε είναι θ κατανομι  Ps(T) των μεγεκϊν 

ξεςπάςματοσ τθσ επιδθμίασ ςτο δίκτυο, θ οποία είναι επίςθσ θ κατανομι αυτϊν των κόμβων οι 

οποίοι ςυνδζονται μεταξφ τουσ από τισ κατειλθμμζνεσ ακμζσ ςτο αντίςτοιχο μοντζλο 

φιλτραρίςματοσ.  Ζςτω  H0(x,T) θ γεννιτρια ςυνάρτθςθ για αυτι τθν κατανομι 

                                              
                                                                                                (2.4.13) 

 Σε αναλογία με το προθγοφμενο τμιμα, ορίηουμε επίςθσ τθν H1(x,T) ωσ τθν γεννιτρια ςυνάρτθςθ 

των ςυνδεδεμζνων κόμβων που φκάνουμε ακολουκϊντασ μια τυχαία ακμι. Θ Θ1 μπορεί να 

εκφραςτεί ωσ ζνα άκροιςμα όρων όπωσ παρακάτω. Θ ομάδα που μποροφμε να φτάςουμε 

ακολουκϊντασ μια ακμι μπορεί να είναι: (1) Ζνασ απλόσ κόμβοσ χωρίσ ακμζσ ςυνδεδεμζνεσ εκτόσ 
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αυτισ που ακολουκιςαμε προσ  αυτόν. (2) Ζνασ απλόσ κόμβοσ που ςυνδζεται ςε     ακμζσ, 

εκτόσ αυτισ που ακολουκιςαμε,  όπου θ κακεμία οδθγεί ςε μια άλλθ ομάδα τθσ οποίασ θ κατανομι 

μεγζκουσ επίςθσ παράγεται από τθν H1. Επιπλζον παρατθροφμε ότι θ δυνατότθτα δυο 

πεπεραςμζνων ομάδων οι οποίεσ είναι ςυνδεδεμζνεσ ςτον ίδιο κόμβο να ζχουν μια ακμι που να τισ 

ςυνδζει απευκείασ φκίνει ωσ N-1 ωσ προσ το μζγεκοσ του γράφου, οπότε γίνεται μθδζν ςτο όριο 

   . Με άλλα λόγια, δεν υπάρχουν βρόχοι ςτισ ομάδεσ μασ. Θ δομι είναι εντελϊσ δενδρικι. 

Χρθςιμοποιϊντασ τα αποτελζςματα αυτά, μποροφμε να εκφράςουμε τθν H1(x,T)  ωσ 

                                                                                                                                         (2.4.14)                                     

Τότε το μζγεκοσ τθσ ομάδασ που μποροφμε να φκάςουμε από ζναν τυχαίο αρχικό κόμβο 

κατανζμεται ςφμφωνα με  

                                                                                                                                         (2.4.15) 

Οι εξιςϊςεισ αυτζσ παρζχουν τθν λφςθ για τθν πιο γενικι περίπτωςθ πικανότθτασ μετάβαςθσ που 

εφαρμόηεται ςτα SIR μοντζλα. Με δεδομζνθ τθν H0(x,T) μποροφμε να αποςπάςουμε τθν κατανομι 

ξεςπάςματοσ  Ps(T) μζςω  επαναλαμβανόμενθσ διαφόριςθσ τθσ  (2.4.13) ςτο x=0. Ραρ’ όλα αυτά ςτισ 

πιο πολλζσ περιπτϊςεισ δεν είναι δυνατό να βροφμε αυκαίρετεσ παραγϊγουσ τθσ H0 ςε κλειςτι 

μορφι. Απεναντίασ εκτιμάμε αυτζσ αρικμθτικά. Εφόςον θ άμεςθ αρικμθτικι εκτίμθςθ παραγϊγων 

είναι επιρρεπισ ςε προβλιματα ακριβείασ των υπολογιςτϊν, ςυνιςτάται θ εκτίμθςθ των 

παραγϊγων με ολοκλιρωςθ χρθςιμοποιϊντασ τον τφπο του Cauchy  

                                                            
 

  

    

          
 

   
 

       

                                                  (2.4.16)                                                       

όπου το ολοκλιρωμα είναι ωσ προσ το μοναδιαίο κφκλο.          

Είναι δυνατόν να βροφμε τισ πρϊτεσ χίλιεσ παραγϊγουσ  μιασ ςυνάρτθςθσ χωρίσ δυςκολία με τθ 

μζκοδο αυτι *16+. Επομζνωσ μποροφμε να βροφμε τθν ακριβι πικανότθτα PS για ζνα δεδομζνο 

ξζςπαςμα επιδθμίασ να μεταδοκεί αυτό ςε s άτομα, ωσ ςυνάρτθςθ τθσ πικανότθτασ μετάβαςθσ.                                                                          

2.4.3     Μεγζκθ Ξεςπάςματοσ και θ Μετάβαςθ Επιδθμίασ  

Ραρόλο που γενικά πρζπει να χρθςιμοποιιςουμε αρικμθτικζσ μεκόδουσ για να βροφμε τθ ςυνολικι 

κατανομι  PS, μποροφμε να βροφμε το μζςο όρο τθσ ςε κλειςτι μορφι. Χρθςιμοποιϊντασ  τθν 

εξίςωςθ (2.4.6) ζχουμε 

                                                    
           

        
                                                     (2.4.17) 



44 
 

όπου ζχουμε κάνει χριςθ  του γεγονότοσ ότι οι γεννιτριεσ ςυναρτιςεισ είναι ίςεσ με 1 ςτο x=1 αν οι 

κατανομζσ τισ οποίεσ παράγουν είναι κατάλλθλα κανονικοποιθμζνεσ. Διαφορίηοντασ τθν εξίςωςθ  

(2.4.14) ζχουμε    
           

        
       

 

    
      

                                                         (2.4.18)  

Οπότε                 

                                                       
  

      

    
      

   
   

    

     
    

                                                     (2.4.19) 

Δεδομζνων των εξιςϊςεων (2.4.4), (2.4.9), (2.4.10) και (2.4.11)  μποροφμε να υπολογίςουμε τότε το 

μζςο όρο του ξεςπάςματοσ για κάκε τιμι του Τ και κατανομι βακμοφ. 

Σθμειϊνουμε ότι θ εξίςωςθ (2.4.19) αποκλίνει όταν    
      . Το ςθμείο αυτό δείχνει τθν 

ειςβολι μιασ επιδθμίασ. Είναι το ςθμείο που ζνα τυπικό ξζςπαςμα ςταματά να είναι περιοριςμζνο 

ςε ζναν πεπεραςμζνο αρικμό ατόμων και εξαπλϊνεται ςε ζνα εκτεταμζνο κλάςμα του γράφου. Θ 

μετάβαςθ πραγματοποιείται όταν το Τ είναι ίςο με τθν κρίςιμθ τιμι Tc,    

                                                  
 

  
    

 
  

    

  
     

 
     

          
                                                              (2.4.20) 

Για T>TC  ζχουμε μια επιδθμία. Μποροφμε να υπολογίςουμε το μζγεκοσ τθσ επιδθμίασ αυτισ ωσ 

εξισ: Ράνω από το κατϊφλι τθσ επιδθμίασ θ εξίςωςθ (2.4.14) δεν ιςχφει επειδι μπορεί να 

περιζχονται βρόχοι, γεγονόσ το οποίο καταςτρζφει τισ υποκζςεισ ςτισ οποίεσ θ εξίςωςθ βαςίςτθκε. 

Θ εξίςωςθ είναι ςε ιςχφ παρόλα αυτά, αν ορίςουμε ξανά τθν H0 ωσ τθ γεννιτρια ςυνάρτθςθ για 

ξεςπάςματα εκτόσ επιδθμίασ, δθλαδι απομονωμζνεσ ομάδεσ κόμβων οι οποίεσ δεν καλφπτουν 

ολόκλθρο το γράφο αλλά μόνο το κομμάτι που δεν επθρεάηεται από τθν επιδθμία. Επομζνωσ πάνω 

από τθν μετάβαςθ επιδθμίασ ζχουμε: 

                                                                                                                                     (2.4.21)      

Ππου s(T) είναι το κλάςμα του πλθκυςμοφ που επθρεάηεται από τθν επιδθμία. Εκτελϊντασ πράξεισ  

ςτθν τελευταία εξίςωςθ και κάνοντασ χριςθ  τθσ εξίςωςθσ (2.4.15)  βρίςκουμε ότι το μζγεκοσ τθσ 

επιδθμίασ είναι      

                                                                                                                                                 (2.4.22) 

 όπου                 είναι θ λφςθ τθσ εξίςωςθσ  

                                                                                                                                                         (2.4.23)  

Σθμειϊνουμε ότι ακόμα και άνω του Tc δεν οδθγοφν όλα τα ξεςπάςματα ςε επιδθμία. Υπάρχουν 

πεπεραςμζνα ξεςπάςματα ακόμα και ςε κακεςτϊσ επιδθμίασ. Ενϊ θ προςζγγιςθ αυτι είναι πολφ 
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φυςικι, βρίςκεται παρόλα αυτά ςε αντίκεςθ με τα κακιερωμζνα μοντζλα πλιρουσ ανάμειξθσ, ςτα 

οποία όλα τα ξεςπάςματα οδθγοφν ςε επιδθμίεσ πάνω από το ςθμείο μετάβαςθσ επιδθμίασ. Στθν 

παροφςα περίπτωςθ θ πικανότθτα ζνα ξζςπαςμα να γίνει επιδθμία είναι απλά ίςθ με s(T). 

2.4.4     Βακμόσ Μολυςμζνων Ατόμων 

Θ ποςότθτα u που ορίςτθκε ςτθν εξίςωςθ (2.4.23) ζχει μια απλι ερμθνεία: Είναι θ πικανότθτα ζνασ 

κόμβοσ ςτο άκρο μιασ τυχαίασ επιλεγμζνθσ ακμισ να μθν μολυνκεί κατά τθ διάρκεια μιασ 

επιδθμίασ. Θα είναι τότε για αυτόν τον κόμβο          θ πικανότθτα να μθν μολυνκεί αυτόσ 

μζςω μιασ ακμισ. Θ πικανότθτα αυτι ιςοφται με το άκροιςμα    , να είναι θ ακμι μθ κατεχόμενθ 

και τθσ     να είναι κατεχόμενθ αλλά να οδθγεί ςε ζναν μθ μολυςμζνο κόμβο. Θ ολικι πικανότθτα 

ζνασ κόμβοσ να είναι μθ μολυςμζνοσ, αν ζχει βακμό k είναι    και θ πικανότθτα να ζχει βακμό k 

δεδομζνου ότι είναι μθ μολυςμζνοσ είναι 
    

     
 

 
    

     
  όπου θ κατανομι παράγεται από τθν 

ςυνάρτθςθ 
      

     
. Διαφορίηοντασ και κζτοντασ x=1 βρίςκουμε ότι ο μζςοσ βακμόσ zout των μθ 

μολυςμζνων κόμβων είναι: 

                                                         
   

    

     
 

      

     
  

         

   
                                            (2.4.24)   

Ραρομοίωσ θ κατανομι βακμοφ ενόσ μολυςμζνου κόμβου παράγεται από τθν 
             

       
    θ οποία 

δίνει ζναν μζςο βακμό zin μολυςμζνων κόμβων  

                                                       
        

       
  

           

   
                                                           (2.4.25)   

Σθμειϊνουμε ότι              , εφόςον όλοι οι ςυντελεςτζσ τθσ         είναι εξοριςμοφ 

κετικοί (επειδι ςυνκζτουν μια κατανομι πικανότθτασ) και ζτςι θ         ζχει μόνο κετικζσ 

παραγϊγουσ, το οποίο ςθμαίνει ότι είναι κυρτι παντοφ ςτο κετικό θμιάξονα εντόσ τθσ περιοχισ που 

ςυγκλίνει. Επομζνωσ από τθν εξίςωςθ (2.4.24)        και ομοίωσ       όπωσ κα αναμζναμε ο 

μζςοσ αρικμόσ μολυςμζνων ατόμων είναι μεγαλφτεροσ ι ίςοσ από αυτόν των μθ μολυςμζνων. 

Ρράγματι θ πικανότθτα ζνασ κόμβοσ να είναι μολυςμζνοσ δεδομζνου ότι ζχει βακμό k είναι 

ανάλογθ του             
 

   δθλαδι τείνει εκκετικά ςτθ μονάδα κακϊσ ο βακμόσ αυξάνει 

πολφ. 

Στθ ςυνζχεια κα παρουςιάςουμε το δεφτερο τμιμα τθσ εργαςίασ του Newman ςτο οποίο εξετάηει 

τθν περίπτωςθ ο ρυκμόσ διάδοςθσ τθσ επιδθμίασ και ο χρόνοσ παραμονισ ςε αυτι να μθν είναι 

ανεξάρτθτα κατανεμθμζνεσ τυχαίεσ μεταβλθτζσ. 
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2.4.5     Συςχετιςμζνεσ  Ρικανότθτεσ  Διάδοςθσ 

Είναι δυνατόν να φανταςτοφμε αρκετζσ περιπτϊςεισ ςτισ οποίεσ οι πικανότθτεσ διάδοςθσ μιασ 

αςκζνειασ από ζναν μολυςμζνο προσ αυτοφσ που ζχει ςυνδζςεισ δεν είναι ανεξάρτθτα 

κατανεμθμζνεσ τυχαίεσ μεταβλθτζσ. Με άλλα λόγια, οι πικανότθτεσ μετάβαςθσ από ζναν δεδομζνο 

κόμβο προσ άλλουσ μποροφν να ζχουν διαφορετικζσ κατανομζσ για διαφορετικοφσ κόμβουσ. Αυτό 

επιτρζπει, για παράδειγμα, τον χειριςμό περιπτϊςεων ςτισ οποίεσ οι πικανότθτεσ τείνουν όλεσ να 

είναι υψθλζσ ι όλεσ χαμθλζσ, αλλά υπάρχει ζνα πολφ μικρό μίγμα και των δφο. Στο τμιμα αυτό κα 

δείξουμε πϊσ το προθγοφμενο μοντζλο μπορεί να γενικευτεί προσ το ςκοπό αυτό. 

Υποκζτουμε ότι οι ρυκμοί μετάδοςθσ r από ζνα μολυςμζνο κόμβο i προσ κάκε άλλο  ki με τον οποίο 

ςυνδζεται ζχει μια κατανομι Pi(r), θ οποία μπορεί να διαφζρει με όποιον τρόπο επικυμοφμε από 

κόμβο ςε κόμβο. Τότε θ a priori πικανότθτα τθσ μετάδοςθσ από τον i προσ κάκε ζναν από τουσ 

γείτονζσ του ςτο δίκτυο είναι: 

                                                        
 

 
         

                                                                 (2.4.26) 

κα μποροφςαμε να επιτρζψουμε επίςθσ ςτθν κατανομι P(τ) να διαφζρει από κόμβο ςε κόμβο αν 

και αυτό δεν επιφζρει κάποια λειτουργικι αλλαγι ςτθ κεωρία, οπότε κα ιταν μάλλον άςκοπο. Σε 

κάκε περίπτωςθ ο φορμαλιςμόσ που παρουςιάηεται μπορεί να  χειριςτεί εξίςου καλά και αυτι τθν 

εξάρτθςθ. 

Από τθν εξίςωςθ (2.4.10) παρατθροφμε ότι ςτθν εκδοχι φιλτραρίςματοσ του μοντζλου μασ, θ 

κατανομι των κατεχόμενων ακμϊν που ξεκινοφν από ζναν ςυγκεκριμζνο κόμβο παράγεται τϊρα 

από τθ ςυνάρτθςθ 

            
 

 
     

 
 

  
   

 
     

       
       

 

 
            

   
                            (2.4.27)  

Ομοίωσ, θ κατανομι πικανότθτασ των κατεχόμενων ακμϊν οι οποίεσ ξεκινοφν από ζναν κόμβο ςτον 

οποίο φτάνουμε ακολουκϊντασ μια τυχαία επιλεγμζνθ ακμι παράγεται από τθν : 

                                                          
              

    
 

    
                                                           (2.4.28) 

Ππωσ φαίνεται οι εξιςϊςεισ αυτζσ ανάγονται ςτισ (2.4.10), (2.4.11) όταν το Ti είναι ανεξάρτθτο του i. 

Με αυτοφσ τουσ οριςμοφσ των βαςικϊν γεννθτριϊν ςυναρτιςεων θ ανάλυςθ ςυνεχίηεται όπωσ 

προθγουμζνωσ. Θ ςυνολικι κατανομι των μεγεκϊν ξεςπαςμάτων επιδθμίασ, εξαιρϊντασ  απλά 

ξεςπάςματα, αν αυτά υπάρχουν, παράγεται από τθν: 

                                                                                                                                      (2.4.29)       

όπου                            
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                                                                                                                                       (2.4.30)  

Το μζςο μζγεκοσ ξεςπάςματοσ όταν δεν υπάρχει επιδθμία δίνεται από τθν εξίςωςθ (2.4.19) όπωσ 

προθγουμζνωσ, και το μζγεκοσ επιδθμιϊν άνω του ορίου μετάβαςθσ από τισ  (2.4.22), (2.4.23). Θ 

ίδια θ μετάβαςθ ςυμβαίνει όταν G1’(1,,Ti})=1 και αντικακιςτϊντασ τθν G1 από τθν (2.4.28) μποροφμε 

να εκφράςουμε αυτό με τθ μορφι :        

                                                                
                                                                          (2.4.31)    

 Ππωσ φαίνεται από τθν εξίςωςθ αυτι, αν το αριςτερό μζλοσ είναι μεγαλφτερο του μθδενόσ 

ςυμβαίνει επιδθμία, ενϊ αν είναι μικρότερο από μθδζν δεν ςυμβαίνει. 

Για παράδειγμα, ασ κεωριςουμε τθν ειδικι περίπτωςθ ςτθν οποία θ κατανομι  ρυκμϊν μετάβαςθσ 

P(r) εξαρτάται από το βακμό μολυςμζνου κόμβου. Μποροφμε να φανταςτοφμε ότι οι κόμβοι με 

μεγάλο αρικμό ςυνδζςεων  τείνουν να ζχουν χαμθλότερουσ ρυκμοφσ μετάβαςθσ ςχετικά με αυτοφσ 

που ζχουν μικρό βακμό. Σε αυτι τθν περίπτωςθ το Ti είναι μια ςυνάρτθςθ μόνο του ki και επομζνωσ  

ζχουμε: 

                      
 

 
            

                     
   

 
                                  (2.4.32)   

                                 
                   

 

     
                                                                       (2.4.33) 

όπου Tk είναι θ μζςθ ικανότθτα μετάβαςθσ των κόμβων με βακμό k. 

Μια άλλθ περίπτωςθ είναι αυτι όπου θ ικανότθτα μετάβαςθσ είναι μια ςυνάρτθςθ των ςυνδζςεων 

που ζχει ο μολυςμζνοσ κόμβοσ. Αν θ πικανότθτα μετάβαςθσ ςε ζναν κόμβο με βακμό k  είναι  Uk, 

τότε ορίηουμε :                 

                                     
                                                                                                          (2.4.34) 

                                
         

      

     
                                                                                        (2.4.35) 
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ΕΝΟΤΗΤΑ 3 

3.  Στοχαςτική εκδοχή μοντέλου SIR ςε δίκτυα 

υπολογιςτών 
 

Θα ξεκινιςουμε τθν αναηιτθςθ ενόσ ςτοχαςτικοφ μοντζλου αντίςτοιχου του SIR, το οποίο είναι ο 

οδθγόσ μασ προσ τθν κατανόθςθ τθσ διάδοςθσ μιασ επιδθμίασ, πρϊτον επειδι είναι απλό ςτον 

εφκολο χειριςμό και δεφτερον επειδι δεν ειςάγει πολλοφσ ςυγκεκριμζνουσ περιοριςμοφσ οι οποίοι 

πικανόν κα μασ απομάκρυναν από το ςκοπό τθσ διάδοςθσ επιδθμιϊν ςτα δίκτυα υπολογιςτϊν, 

εφόςον κζλουμε να διατθριςουμε ζνα απλό αλλά γενικό μοντζλο.  Στθν ενότθτα 2 είδαμε διάφορεσ 

εκδοχζσ τθσ τοπολογίασ και ιδθ παρατθριςαμε ωσ αποδεκτό το μοντζλο SIR ςε δίκτυα 

υπολογιςτϊν. Συνικωσ ςτουσ υπολογιςτζσ ζνασ ιόσ ι warm απομακρφνεται, όταν το κατάλλθλο 

update του antivirus ι firewall  τρζξει. Τότε το μθχάνθμα δεν κινδυνεφει πλζον από το ςυγκεκριμζνο 

ανεπικφμθτο – κακόβουλο λογιςμικό. Για παράδειγμα, θ πικανότθτα ζνασ ιόσ να κεραπευτεί και το 

μθχάνθμα να καταςτεί ξανά ευάλωτο δεν ταιριάηει τόςο ςτα δίκτυα υπολογιςτϊν. Σφμφωνα με 

αυτι τθ φιλοςοφία είναι μάλλον προτιμότερο να ξεκινιςουμε με το SIR παρά με το SIS. Θ υπόκεςθ 

τθσ ςυγκεκριμζνθσ αςκζνειασ είναι λογικό είτε να αναφζρεται ςε μία ακριβϊσ ι καλφτερα ,όταν 

είναι εφικτό, μάλλον ςε μια ομάδα αςκενειϊν με ιδιότθτεσ τζτοιεσ ϊςτε θ διάδοςθ να περιγράφεται 

από κοινό μοντζλο. Μια αρχικά περίεργθ υπόκεςι μασ κα είναι ότι οι ευάλωτοι ζχουν κάποιο ρόλο 

αρκετά πιο κοντινό ςε αυτόν των μολυςμζνων από ότι ςτθν κλαςςικι περίπτωςθ SIR. Ππωσ κα 

δοφμε μποροφν να γεννιςουν ζναν ιό και να προκφψουν μολυςμζνοι από μθδενικό πλικοσ αυτϊν. 

Θ υπόκεςθ αυτι προκφπτει από τθν επικυμία μασ να ειςάγουμε ςτο μοντζλο τθν εκ προκζςεωσ 

δθμιουργία ιοφ από κάποιουσ hackers για παράδειγμα. Σφμφωνα με τθν υπόκεςθ αυτι ο 

πλθκυςμόσ των ευάλωτων περικλείει και τον παραπάνω κακόβουλο πλθκυςμό. Με αυτζσ τισ 

παρατθριςεισ μποροφμε να διαφοροποιιςουμε το μοντζλο μασ από ζνα πικανό μοντζλο IR 

(μολυςμζνων – κεραπευμζνων). Το μοντζλο που κα εξετάςουμε κα μοιράηεται τθν  πεποίκθςθ ότι 

μόνο εφόςον ζνασ κόμβοσ ζχει εγκαταςτιςει το κατάλλθλο «αντιβιοτικό» είναι πλζον αςφαλισ, 

αλλά θ υπόκεςι μασ που το διαφοροποιεί από το κλαςικό SIR φαίνεται λογικι ειδικά ςε μικροφσ 

πλθκυςμοφσ όπωσ ςτο παράδειγμα που κα εξετάςουμε ϊςτε να περιγράψουμε το μοντζλο. 

Το παρακάτω μοντζλο δεν μποροφμε να κεωριςουμε ότι περιγράφει πιςτά τθ διάδοςθ επιδθμίασ 

ςε πραγματικά δίκτυα αλλά ενςωματϊνει χαρακτθριςτικά τθσ χειρότερθσ κατάςταςθσ. Θ υπόκεςθ 

αυτι είναι πολφ βαςικι και όπωσ κα δοφμε, κα μασ υποχρεϊςει να κεωριςουμε διακριτό χρόνο. 

Ραρόλα αυτά ειςάγοντασ τον πλθκυςμό που ζχει κεραπευτεί από τθν αςκζνεια κεωροφμε το 
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μοντζλο αυτό να ζχει εφαρμογι ςτισ καταςτάςεισ που ζχει βρεκεί κεραπεία, οπότε ζτςι μπορεί να 

γίνει μελζτθ των antivirus και firewalls. Σφμφωνα με αυτό το πνεφμα θ κατεξοχιν διάδοςθ τθσ 

επιδθμίασ ςτθ χειρότερθ περίπτωςθ μελετάται με το μοντζλο SI όπου βζβαια ενςωματϊνονται τα 

χαρακτθριςτικά των δικτφων*10+. Θ περίπτωςθ αυτι περιγράφεται ςτθν ενότθτα 2 ςε ςυνδυαςμό με 

τθν κεντρικότθτα. Ζτςι το επόμενο μοντζλο μπορεί να κεωρθκεί ωσ μια οριακι περίπτωςθ για 

πολλά μοντζλα επιδθμιϊν εκτόσ από μια ειςαγωγι ςτα ςτοχαςτικά μοντζλα. Επίςθσ μπορεί να 

εφαρμοςτεί με αρκετι ακρίβεια ςε ζνα αρκετά ςυνδεδεμζνο δίκτυο. 

 

3.1  Εξιςώςεισ μοντέλου 
 

Θεωροφμε το ςτακερό πλθκυςμό Ν κακϊσ και τουσ επιμζρουσ  S(t),I(t) και R(t).Θ κατάςταςθ του 

ςυςτιματοσ ορίηουμε ότι είναι ςε κάκε χρόνο t θ διατεταγμζνθ τριάδα , S(t),I(t), R(t)-.Με δεδομζνθ 

τθν εξάρτθςθ των επιμζρουσ πλθκυςμϊν ωσ το άκροιςμα αυτϊν ίςο με το ςυνολικό πλθκυςμό Ν οι 

ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ κατάςταςθσ κα είναι δυο. Μποροφμε να επιλζξουμε τισ ομάδεσ I(t) και R(t). 

Ζςτω Κij(t)={I(t)=i,R(t)=j} θ κατάςταςθ του ςυςτιματοσ τθν χρονικι ςτιγμι t. Στο ςθμείο αυτό κα 

πρζπει να κάνουμε κάποιεσ υποκζςεισ για τθ ςτοχαςτικι διαδικαςία. Μποροφμε να κεωριςουμε 

ότι πρόκειται για μια διαδικαςία Markov. Επίςθσ υποκζτουμε ότι κατά το χρονικό διάςτθμα δt 

(περίοδοσ χρόνου χωρίσ βλάβθ τθσ γενικότθτασ) μποροφν να γίνουν ταυτόχρονα πολλαπλζσ 

γεννιςεισ Γ(δt) και κάνατοι Θ(δt). Ρροφανϊσ κα πρζπει                 . Για ζνα ςτοχαςτικό 

ςφςτθμα διακριτοφ χρόνου κα πρζπει να αναηθτιςουμε τθν πικανότθτα Pij (t+1) το ςφςτθμα να 

είναι ςτθν κατάςταςθ ij τθν χρονικι ςτιγμι t+1 αν τθν χρονικι ςτιγμι t υπολογιςτοφν οι δυνατοί 

τρόποι για τθ μετάβαςθ ςτθν κατάςταςθ ij *7+.Συμβολικά κα ζχουμε : 

                                     
   

 
                                                                                        (3.1.1) 

Ππου               ςυμβολίηουμε τθν πικανότθτα το ςφςτθμα να μεταβεί από τθν κατάςταςθ κ,j-λ 

ςτθν οποία βρίςκεται ςτο χρόνο t, ςτθν ij ςτθν οποία κα βρίςκεται ςτο χρόνο  t+1. Αν και χωρίσ 

βλάβθ τθσ γενικότθτασ το βιμα  χρόνου μπορεί να είναι 1, κα αναφζρουμε κάποιεσ φορζσ το βιμα 

χρόνου ωσ δt.  Αναφζρουμε εδϊ ςχετικά με τον ςυμβολιςμό μασ ότι δφο ομάδεσ μεταβλθτϊν κα 

διαχωρίηονται με ερωτθματικό ενϊ οι δφο μεταβλθτζσ τθσ κάκε ομάδασ κα διαχωρίηονται με κόμμα 

ι χωρίσ κάποιο ςφμβολο για απλότθτα ςτισ εξιςϊςεισ όταν θ κάκε μεταβλθτι αναπαριςτάνεται ωσ 

ζνα μοναδικό ςφμβολο. Για  παράδειγμα ςτθν προθγοφμενθ εξίςωςθ ςυμβολίηουμε απλά ωσ ij και 

όχι i,j.Για τθν ομάδα κ,j-λ το κόμμα είναι αναγκαςτικό ϊςτε να διαχωρίςει τισ δφο μεταβλθτζσ προσ 

αποφυγι ςφγχυςθσ. Ππωσ μπορεί να δειχκεί το πλικοσ των δυνατϊν διαφορετικϊν καταςτάςεων 
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είναι 
      

 
  . Επίςθσ το πλικοσ των δυνατϊν μεταβάςεων  προσ μια ςυγκεκριμζνθ κατάςταςθ i,j 

ςε διάςτθμα δt είναι         
   

 
  , όςοι και οι όροι του ακροίςματοσ ςτθν (3.1.1). 

Θα περιγράψουμε τϊρα τθν εξίςωςθ 3.1.1 ϊςτε να γίνουν φανερόσ ο τρόποσ παραγωγισ τθσ  και θ 

ςθμαςία τθσ. Θεωροφμε ότι ςτον πλθκυςμό των αρρϊςτων I(t)=κ ςυμβαίνουν πολλαπλζσ γεννιςεισ 

και κάνατοι τα οποία αντιςτοιχοφν ςτισ μολφνςεισ και κεραπείεσ αντίςτοιχα. Ρροφανϊσ ο αρικμόσ 

των κανάτων, ζςτω Θ , που ςυμβαίνουν κατά το χρονικό διάςτθμα δt είναι ίςοσ με τισ γεννιςεισ  

ςτον πλθκυςμό R(t)=λ κατά το ίδιο διάςτθμα. Αν κ,λ θ κατάςταςθ ςτον χρόνο t τότε κα ιςχφουν: 

                 και                                                                                                                   (3.1.2) 

ϊςτε για t+δt θ κατάςταςθ να είναι i,j. Υποκζςαμε εδϊ ότι κατά το χρονικό διάςτθμα δt μποροφν να 

γίνουν ταυτόχρονα  πολλαπλζσ γεννιςεισ και πολλαπλοί κάνατοι.             

 Ζςτω ότι κζλουμε να υπολογίςουμε τθν πικανότθτα Pi0(t+1). Αυτι είναι θ πικανότθτα το ςφςτθμα 

να ζχει i μολυςμζνουσ και 0 κεραπευμζνουσ ςε χρόνο t+1 και αναηθτάμε τα δυνατά γεγονότα τθσ 

ςτιγμισ t τα οποία μποροφν να οδθγιςουν ςε αυτό. Εφόςον j=0 κα ζχουμε λ=0. Αυτό προκφπτει και 

από τθν  γενικι παρατιρθςθ ότι ο πλθκυςμόσ R δεν μειϊνεται ποτζ. Από τθν (3.1.2) παίρνουνε Θ=0 

οπότε κ+Γ=i. Υπολογίηουμε διαδοχικά για κ=0,κ=1,….,κ=i  τισ δυνατζσ τιμζσ των γεννιςεων Γ. Το 

ςφνολο που προκφπτει είναι (i, i-1,….,0). Ρεριλαμβάνεται δθλαδι και θ περίπτωςθ να είμαςτε ιδθ 

ςτθν μεταβλθτι κατάςταςθσ i οπότε θ κατάςταςθ παρζμεινε αμετάβλθτθ, κακϊσ και θ κατάςταςθ 

να είμαςτε ςτθν κατάςταςθ 0,0 και να ζγιναν i γεννιςεισ. Εδϊ ζχουμε και μια διαφοροποίθςθ ςε 

ςχζςθ με το αιτιοκρατικό SIR μοντζλο όπου εκεί χρειαηόταν τουλάχιςτον ζνασ άρρωςτοσ ϊςτε να 

ςυνεχιςτεί θ διαδικαςία, ενϊ ςτο ςτοχαςτικό μοντζλο μασ, επιτρζπεται γζννθςθ εκ του μθδενόσ (αν 

και αυτό μποροφμε με κατάλλθλθ τροποποίθςθ να το αποφφγουμε). Από τα παραπάνω για τθν 

απλι αυτι περίπτωςθ Pi0 παίρνουμε                            
   . Ζςτω τϊρα θ πικανότθτα 

Pi1.κα είναι Θ=,0,1-. Για κάκε τιμι του Θ υπολογίηουμε το ςφνολο γεννιςεων οπότε προκφπτει  από 

τθν (3.1.2) (i,i-1,….,0) και (i+1,i,i-1,…,0) για Θ=0 και Θ=1 αντίςτοιχα. Θα ζχουμε δθλαδι είτε ακριβϊσ  

0 κανάτουσ και i+1 γεννιςεισ, είτε ακριβϊσ 1 κάνατο και i+2  γεννιςεισ   (περιλαμβάνεται και θ 

περίπτωςθ 0 γεννιςεισ). 

Επομζνωσ  

                           
                         

                              
   

 
   . 

Εκτελϊντασ ζνα ακόμα βιμα ςτθν επαγωγικι μεκοδολογία μασ παίρνουμε : 
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Ραρατθρϊντασ τθν παραπάνω εξίςωςθ κακϊσ και αυτιν τθσ      και ςυγκρίνοντασ τεσ με τθν (3.1.1) 

είναι εφκολο να δει κανείσ ότι θ μόνθ διαφορά είναι ςτθν τιμι τθσ μεταβλθτισ j. Γενικεφοντασ με 

επαγωγι καταλιγουμε ςτθν ζκφραςθ (3.1.1). Θ εξίςωςθ αυτι κα πρζπει να κεωρείται μια 

χαρακτθριςτικι του ςτοχαςτικοφ  μοντζλου που ενςωματϊνει τισ εξισ υποκζςεισ: 

α) Ζχουμε μια διαδικαςία Markov 

β) Κατά το χρονικό διάςτθμα δt=1 μποροφν να ςυμβοφν ταυτόχρονα πολλαπλζσ γεννιςεισ και 

πολλαπλοί κάνατοι. Συγκεκριμζνα επιτρζπονται από 0 ζωσ τισ μζγιςτεσ δυνατζσ γεννιςεισ  N-i-j και 

από 0 ζωσ τουσ μζγιςτουσ  δυνατοφσ κανάτουσ  N-j. Στο ςθμείο αυτό  πρζπει να αναφζρουμε ότι  ο 

αρικμόσ N-j προκφπτει από τθν υπόκεςθ ότι οι υποψιφιοι κάνατοι δεν είναι απλϊσ όςοι και ο 

μολυςμζνοσ πλθκυςμόσ Ι(t)=i, αλλά από 0 ζωσ i+πλικοσ δυνατϊν γεννιςεων ςτο διάςτθμα δt. 

Δθλαδι είναι δυνατό κατά το διάςτθμα δt να υπάρχει μετάδοςθ αςκζνειασ και αμζςωσ κεραπεία 

του ίδιου ατόμου. 

γ) To μζγεκοσ του ςυνολικοφ πλθκυςμοφ διατθρείται ςτακερό, ίςο με Ν το οποίο διαιρείται ςτουσ 

γνωςτοφσ πλθκυςμοφσ S(t), I(t) και R(t). 

Μια πλιρθσ ςτοχαςτικι μεταφορά του μοντζλου SIR κα πρζπει να ενςωματϊνει και τισ αναλογίεσ 

που υποδθλϊνουν οι αιτιοκρατικζσ εξιςϊςεισ αλλά αυτό μπορεί να εξεταςτεί αργότερα. Επιπλζον 

με ςκοπό να εμβακφνουμε ςτα δίκτυα, κα πρζπει αργότερα να ειςάγουμε κατάλλθλουσ 

περιοριςμοφσ και ςυνκικεσ. Το παρόν μοντζλο ειδικά με τθν υπόκεςθ ότι ςε κάκε βιμα μποροφν να 

ςυμβοφν οι μζγιςτεσ μεταδόςεισ αςκζνειασ και μάλιςτα οι ίδιεσ να κεραπευτοφν, είναι θ πιο ακραία 

περίπτωςθ επιδθμίασ. Υπάρχει πικανότθτα από τθν κατάςταςθ (0,0) να μεταβοφμε κατευκείαν ςτθν 

(0,Ν) όπου είναι το τζλοσ τθσ επιδθμίασ. κα περιγράψουμε τθ διαδικαςία με τισ παροφςεσ ςυνκικεσ 

αν και θ αλλαγι ςε άλλεσ είναι εφικτι με όμοια μεκοδολογία. 

Θ εξίςωςθ τθσ κατάςταςθσ (0,0) είναι                             το οποίο απλϊσ δθλϊνει τθν 

πικανότθτα το ςφςτθμα να παραμείνει ςτθν μθδενικι κατάςταςθ θ οποία κεωρείται μια αρχικι 

κατάςταςθ. Αρχικζσ καταςτάςεισ μποροφμε να ορίςουμε και άλλεσ τθσ μορφισ Pij με i   και     

ανάλογα με τθν εφαρμογι. Μποροφμε να ορίςουμε και όλεσ τισ καταςτάςεισ ωσ αρχικζσ όταν δεν 

ζχουμε ακριβι εικόνα. Αυτό κα εξυπθρετιςει το μοντζλο μασ , όπωσ κα δοφμε παρακάτω όπου κα 
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αναηθτιςουμε τθν πικανότθτα μιασ κατάςταςθσ ςε χρόνο n. Ζτςι μποροφμε να ζχουμε μια 

κατανομι πικανοτιτων για τισ αρχικζσ καταςτάςεισ παρά μία μόνο κατάςταςθ. Ωσ τελικζσ 

καταςτάςεισ δεν ορίηουμε αυτζσ τθσ μορφισ  Pij με     και    , αλλά τθν (0,N) ςε ςυμφωνία με 

τθν παραδοχι μασ ότι είναι δυνατι θ γζννθςθ αςκζνειασ ςε ςυνολικό πλθκυςμό με μθδενικό 

πλικοσ αρρϊςτων αλλά μθ μθδενικό πλικοσ ευάλωτων. Δθλαδι είναι δυνατι θ μετάβαςθ 

(0,j<N)t(i,j)t+δt. Στο ςθμείο αυτό ζχουμε και μια διαφοροποίθςθ με το αιτιοκρατικό μοντζλο SIR. 

Εκεί θ αναγκαιότθτα φπαρξθσ τουλάχιςτον ενόσ αςκενι ςθμαίνει παρόλα αυτά ότι κάποια ςτιγμι 

ζνασ ςτακεροφ πλικουσ πλθκυςμόσ ιρκε ςε επαφι με μία εξωτερικι του ςυςτιματοσ αςκζνεια. 

Στθν πικανοτικι κεϊρθςι μασ, εδϊ με τθν υπόκεςι μασ ότι θ αςκζνεια μπορεί να γεννθκεί μζςα 

ςτο ςφςτθμα, ενςωματϊνουμε ζνα αναγκαίο γεγονόσ, ϊςτε να ξεκινιςει μια επιδθμία.  Επίςθσ ςτθν 

παροφςα εξζταςι μασ ςτο τζλοσ τθσ επιδθμίασ δεν κα υπάρχουν ευάλωτοι. Θ παραπάνω κεϊρθςθ 

μπορεί να ιδωκεί και ωσ ζνα εργαλείο προσ το φορμαλιςμό μασ αφοφ ςε κάκε περίπτωςθ μποροφμε 

να κεωριςουμε ωσ τζλοσ τθσ επιδθμίασ τθν κατάςταςθ που δεν κα ζχουμε κανζναν μολυςμζνο. 

Ρροφανϊσ κα ιςχφει επίςθσ    

                                                                            
                                                                         (3.1.3) 

Εξιςϊςεισ Δυναμικισ Συςτιματοσ : 

Στα προθγοφμενα αναφζραμε τo ςφνολο των μεταβάςεων από μια κατάςταςθ ςτθν ij. Εδϊ κα 

εξάγουμε τισ εξιςϊςεισ διαφορϊν που παριςτάνουν τθ δυναμικι του πικανοτικοφ μασ ςυςτιματοσ 

ειςάγοντασ πρϊτα τουσ ρυκμοφσ μετάβαςθσ. Οι ρυκμοί αυτοί μποροφν να κεωρθκοφν και ωσ 

γενικευμζνοι ρυκμοί γεννιςεων-κανάτων, όπου επιτρζπονται δθλαδι πολλαπλζσ γεννιςεισ-

κάνατοι. Ο ρυκμόσ μκ,λ;i,j είναι αυτόσ ϊςτε, ενϊ το ςφςτθμα είναι ςτθν κατάςταςθ i,j, κα γίνουν κ 

γεννιςεισ και λ κάνατοι, ϊςτε να μεταβοφμε ςτθν κατάςταςθ που ορίηεται από τισ (3.1.2). Ο κάκε 

ρυκμόσ μετάβαςθσ επί τθν πικανότθτα να είμαςτε ςτθν κατάςταςθ του ρυκμοφ δίνει ζνα μζροσ τθσ 

ροισ προσ μια ςυγκεκριμζνθ κατάςταςθ. Για παράδειγμα, με μ1,1;0,0P0,0(t) παίρνουμε ζνα μζροσ τθσ 

ροισ προσ τθν κατάςταςθ i=0+1-1 j=0+1 ι (0,1). Ακολουκϊντασ παρόμοια διαδικαςία με αυτι που 

προζκυψε θ (3.1.1) καταλιγουμε ςτθν εξίςωςθ που περιγράφει τθν ςυνολικι ροι προσ μια 

κατάςταςθ i,j.  

                                                              
   

 
                                   (3.1.4)                  

Στθν εξίςωςθ αυτι παραλείπουμε τον δείκτθ κατάςταςθσ  i-κ+λ,j-λ του ρυκμοφ ο οποίοσ μπορεί να 

εννοθκεί εφόςον εμφανίηεται πάντα δίπλα ςτθν αντίςτοιχθ πικανότθτα κατάςταςθσ. Επίςθσ, επειδι 

το άκροιςμα περιζχει τθ ροι από τθν κατάςταςθ i,j προσ τον εαυτό τθσ, αφαιροφμε αυτι τθν 
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ποςότθτα. Στθ ςυνζχεια υπολογίηοντασ τα δυνατά γεγονότα από τθν ροι i,j προσ το ςφνολο 

καταςτάςεων  ζξω από αυτιν  παίρνουμε τθν εξίςωςθ:  

                                                   
     
      

   
                                          (3.1.5)                

όπου       
            
       

   . Το νόθμα του κάτω άκρου κmin  μπορεί να αποδοκεί καλφτερα με ζνα 

παράδειγμα.  Ζςτω θ ροι ζξω από τθν κατάςταςθ (2,N-4) 

 

 

 

                            μ0,2                                                                                               μ1,0                                                                                        

                                                           λ=2                                         λ=0                                                                                     

                          μ1,2                                                                                                       μ2,0 

                            μ2,2                                λ=3               λ=4         λ=1        

                                                                                                                               μ0,1                                                                

                                       μ1,3               μ2,3                               μ2,4                          μ1,1 

                                                                                                                                   μ2,1 

 

Σχιμα 3.1.1 : οι ζξω από τθν κατάςταςθ (2,N-4) 

 

Στο ςχιμα 3.1.1 φαίνονται οι δυνατζσ καταςτάςεισ μετάβαςθσ από τθν 2,Ν-4 με μκ,λ ρυκμοφσ των κ 

γεννιςεων και λ κανάτων. Ζχουμε χωρίςει το ςφνολο των μεταβάςεων ςε ομάδεσ ανάλογα με το 

πλικοσ των δυνατϊν κανάτων λ. Ππωσ φαίνεται ςε κάκε ομάδα, αν     τότε αυτι ζχει     

             μζλθ. Εξαίρεςθ αποτελεί θ ομάδα για λ=0 αλλά με ςκοπό τθν παραγωγι 

του γενικοφ τφπου κεωροφμε ότι και αυτι ζχει 3 μζλθ. Στο τζλοσ όπωσ φαίνεται από τθν (3.1.5) 

αφαιροφμε τον περιττό όρο. Αν     τότε για                  ο  αρικμόσ γεννιςεων 

είναι                 . Επομζνωσ αν και πάντα ο μζγιςτοσ αρικμόσ γεννιςεων είναι N-j-i o 

ελάχιςτοσ είναι λ-i όταν λ>i. Μποροφμε εναλλακτικά να κζςουμε ςτθν (3.1.5)  κmin=λ-i για κάκε λ με 

τθν προχπόκεςθ ότι κmin=0 για λ-i<0. 

 

2, N-4 

 

 

 

 

 

 

SD 

 

 

 

3, N-4 

4, N-4 

1,Ν-3 

2,Ν-3 

3,Ν-3 

0,Ν-2 

1,Ν-2 

2,Ν-2 

0,Ν-1 1,Ν-1 
0,Ν 
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Από τισ (1.3.4) και (1.3.5) ζχουμε τθν μεταβολι τθσ πικανότθτασ να βριςκόμαςτε ςτθν κατάςταςθ ij  

                              
   

 
                

     
      

   
                                                   (3.1.6) 

Ππου ςτον πρϊτο όρο οι ρυκμοί μκ,λ αναφζρονται ςτθν κατάςταςθ i-κ+λ,j-λ ενϊ ςτο δεφτερο όρο 

ςτθν κατάςταςθ i,j. 

Υπολογίηουμε τθν        . 

                                  

 

      

 

   

                                

 

   

 

   

 

   

  

                                 

 

   

 

 

   

 

   

  

Σε κάκε τζτοιο υπολογιςμό από τθν (3.1.6) για κάκε i,j θ  ροι  μ0,0Pij(t) από τθν ij προσ τoν εαυτό τθσ 

κα απαλειφκεί ωσ δφο αντίκετοι όροι. Συγκρίνοντασ τθν τελευταία εξίςωςθ με τθν (3.1.1) ζχουμε ότι  

                           
 
   

 
   

 
          αλλά                       . Εξιςϊνοντασ και 

ζπειτα από εκτζλεςθ πράξεων παίρνουμε                 
 
   

 
   

 
        και           

                                              

Αξίηει να  αναφζρουμε κάποια γενικά χαρακτθριςτικά των διαδικαςιϊν Markov και να δοφμε αν 

ικανοποιοφνται από το μοντζλο μασ. Καταρχιν δεν ζχουμε υιοκετιςει προσ το παρόν μια κατανομι 

για τουσ χρόνουσ μεταξφ διαδοχικϊν μεταβάςεων οπότε αν αυτοί δεν ζχουν τθν εκκετικι κατανομι 

κα ζχουμε μια διαδικαςία semi-Markov. Ζνα χαρακτθριςτικό τθσ διαδικαςίασ μασ είναι ότι ο 

πλθκυςμόσ S(t) δεν αυξάνεται ποτζ, ενϊ ο πλθκυςμόσ R(t) δεν μειϊνεται ποτζ. Αυτό μασ οδθγεί να 

αναμζνουμε ότι ο πλθκυςμόσ I(t) αρχικά κα αυξάνεται και κάποια ςτιγμι κα φτάςει ςε ζνα μζγιςτο 

οπότε ςτθ ςυνζχεια κα μειϊνεται ζωσ το τζλοσ τθσ διαδικαςίασ ςτθν κατάςταςθ (0,Ν). Θ παραπάνω 

ςυμπεριφορά αποκλείει τθ διαδικαςία από τθν ιδιότθτα μιασ αμείωτθσ (irreducible) αλυςίδασ. Ωσ 

επακόλουκο, το ερϊτθμα αν υπάρχει κατανομι μόνιμθσ κατάςταςθσ μπορεί να αναχκεί ςτθν 

εφρεςθ τθσ οριακισ πικανότθτασ P0,N. Θα πρζπει να κεωρείται προφανζσ ότι θ ροι ζξω από τθν 

κατάςταςθ (0,Ν) είναι μθδζν αφοφ δεν υπάρχει κανζνα δυνατό γεγονόσ από αυτι τθν κατάςταςθ 

προσ κάποια άλλθ. Θ εξίςωςθ (3.1.5) μασ δίνει το ςωςτό αποτζλεςμα 0 για τθ ροι ζξω από τθν (0,Ν) 

αλλά δεν μπορεί να μασ πλθροφοριςει για τθν οριακι πικανότθτα P0N (Ανάλογο αποτζλεςμα ιςχφει 

και για τθ ροι προσ τθν κατάςταςθ (0,0) και τθν P0,0 ). Από τθν εξίςωςθ (3.1.6) εκτελϊντασ τουσ 

υπολογιςμοφσ  για         καταλιγουμε  ςτο αποτζλεςμα  

                                                                                  
 
   

 
                                         (3.1.7)      
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3.2  Λύςη εξιςώςεων 
 

Ζχοντασ εξετάςει χαρακτθριςτικά τοπολογίασ δικτφων τα οποία εμπλζκονται ςτθν διαδικαςία 

εξάπλωςθσ μιασ επιδθμίασ κα επιςτρζψουμε ςτθν αρχικι μασ παρουςίαςθ του μοντζλου SIR για 

ζναν πεπεραςμζνο πλθκυςμό. Επικυμοφμε να ςυνδυάςουμε τα αποτελζςματα τθσ ενότθτασ αυτισ 

με μια πιο ςυγκεκριμζνθ δομι δικτφου. Εξετάηοντασ τθν εξίςωςθ (3.1.1) διαπιςτϊνουμε ότι αυτι 

μασ δίνει τθν πικανότθτα για χρόνο t+1, αν γνωρίηουμε τισ πικανότθτεσ ςε χρόνο t, δθλαδι μασ 

παρζχει πλθροφορία για διάςτθμα χρόνου δt, ενϊ ο ςκοπόσ μασ είναι να παράγουμε μια ζκφραςθ 

για κάκε t αν γνωρίηουμε τθν αρχικι  κατανομι κατάςταςθσ του ςυςτιματοσ. 

Ραρατθροφμε αρχικά ότι είναι χριςιμο να ζχουμε ζναν πίνακα όπου κα φαίνεται ποιεσ καταςτάςεισ 

μποροφν να οδθγιςουν ςε ζνα βιμα χρόνου ςε μια ςυγκεκριμζνθ. Ωσ παράδειγμα ςτθν αναηιτθςι 

μασ κα πάρουμε το απλό δίκτυο 4 κόμβων το οποίο παρά το μικρό μζγεκόσ του είναι ικανό να μασ 

αποκαλφψει αρκετζσ ιδιότθτεσ του μοντζλου επιδθμίασ. 

Κατάςταςη i,j Καταςτάςεισ προσ  i,j ςε δt M 

1 0,0 1 1 

2 1,0 1,2 2 

3 0,1 1,2,3 3 

4 2,0 1,2,4 3 

5 1,1 1,2,3,5 4 

6 0,2 1,2,3,4,5,6 6 

7 3,0 1,2,4,7 4 

8 2,1 1,2,3,4,5,7,8 7 

9 1,2 1,2,3,4,5,7,8,9 8 

10 0,3 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 10 

11 4,0 1,2,4,7,11 5 

12 3,1 1,2,3,4,5,7,8, 11,12 9 

13 2,2 1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,12,13 12 

14 1,3 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14 14 

15 0,4 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15 15 

 

Ρίνακασ 3.2.1  
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Στον πίνακα 3.1 φαίνονται οι 
      

 
      καταςτάςεισ και για κάκε μία το ςφνολο των δυνατϊν 

προθγοφμενων από όπου ςε ζνα βιμα χρόνου μποροφμε να φτάςουμε ςε μια ςυγκεκριμζνθ. 

Εναλλακτικά αντί για t κα ςυμβολίηουμε με n το διακριτό χρόνο. Ζχουμε αρικμιςει τισ καταςτάςεισ 

οπότε από τθν αναφορά τουσ με 2 ςφμβολα χρειάηεται πλζον 1. Θ αρίκμθςθ μπορεί να είναι 

αυκαίρετθ, αν και όπωσ φαίνεται ςτον πίνακα ζχουμε ακολουκιςει αυτι ϊςτε να αυξάνεται με 

αφξθςθ του i+j και για ςτακερό i+j να αυξάνεται με το j. Θ τρίτθ ςτιλθ προκφπτει από τισ εξιςϊςεισ   

(3.1.2)         και       ϊςτε θ κατάςταςθ i,j να προκφπτει από τθν κ,λ ςε ζνα βιμα 

χρόνου. Ππωσ φαίνεται κάκε κατάςταςθ μπορεί να προζλκει από τον εαυτό τθσ και από τθν 0,0. Θ 

πιο ςθμαντικι ιδιότθτα μιασ κατάςταςθσ είναι ότι ανεξάρτθτα από το χρόνο που αυτι κα υπάρξει, 

κα περάςει από ςυγκεκριμζνεσ καταςτάςεισ οι οποίεσ είναι ακριβϊσ το ςφνολο αυτϊν ςτθν τρίτθ 

ςτιλθ του πίνακα  ςτο ςχιμα 3.1. Λόγω αυτισ τθσ ιδιότθτασ κα ονομάςουμε το παραπάνω ςφνολο 

ομάδα κατάςταςθσ. Αν γνωρίηουμε τθν ομάδα μιασ κατάςταςθσ μποροφμε να περιγράψουμε 

πλιρωσ το παρελκόν τθσ ςε ςυνδυαςμό με τθν αρχικι ι αρχικζσ καταςτάςεισ. Ζνα χαρακτθριςτικό 

τθσ ομάδασ κατάςταςθσ είναι ότι αυτι ζχει διάταξθ ςτο χρόνο. Σε κάκε ομάδα θ διζλευςθ των 

καταςτάςεϊν τθσ ςτο χρόνο είναι  μοναδικι. Θ ιδιότθτα αυτι ςχετίηεται άμεςα και με τθν αρίκμθςθ 

των καταςτάςεων. Για τθ ςυγκεκριμζνθ αρίκμθςθ όπωσ κα δείξουμε θ κίνθςθ ςτο χρόνο είναι μόνο 

κάκετθ ςτο ςχιμα, δθλαδι προσ μεγαλφτερου αφξοντα αρικμοφ καταςτάςεισ. Ζχουμε αρικμιςει τισ 

καταςτάςεισ ανάλογα με το i+j οπότε προκφπτουν ομάδεσ των 1,2 ,3,4 και 5 ςτοιχείων θ κάκε μία 

κακϊσ κοιτάμε κατακόρυφα. Σε ςτακερό i+j για παράδειγμα ίςο με 3 ζχουμε τισ καταςτάςεισ  7, 8, 9, 

και 10 οι οποίεσ αυξάνονται με το j. Ζςτω ότι εξετάηουμε τθν πικανότθτα ςε χρόνο nδt μιασ 

κατάςταςθσ ij. Θα λάβουμε υπόψθ μασ τισ καταςτάςεισ τθσ ομάδασ τθσ και με τθν ςειρά που 

υποδθλϊνει θ αρίκμθςθ, επειδι θ ομάδα τθσ κατάςταςθσ αποκλείεται να αναφζρεται ςε γραμμι 

του πίνακα κάτω από τθν i,j. Aν ςε χρόνο n ζχουμε τθν κατάςταςθ 7 και ςε χρόνο (n-1)δt  ζχουμε τθν 

4 τότε για όλουσ τουσ προθγοφμενουσ χρόνουσ οι δυνατζσ καταςτάςεισ είναι αυτζσ τθσ ομάδασ 4 και 

οι οποίεσ περιζχονται ςτθν 7. Ο τρόποσ καταςκευισ μιασ ομάδασ προκφπτει από τισ παρακάτω δφο 

ςυνκικεσ. 

        Αν για χρόνο nδt ζχουμε τθν κατάςταςθ i,j, τότε οι καταςτάςεισ κ,λ για χρόνο μικρότερο ι ίςο 

με  nδt ικανοποιοφν τισ: 

a)     

b)         

Συμβολίηοντασ πλζον ωσ Qα;β τθν πικανότθτα μετάβαςθσ από τθν α για χρόνο t ςτθν β για χρόνο t+1 

αναμζνουμε για τθν ζκφραςθ τθσ          να υπειςζρχονται ςε αυτιν γινόμενα τθσ μορφισ: 

Qα;βQβ;γ…..Qγϋ;τ το κακζνα n παραγόντων όςο και το πλικοσ των διαςτθμάτων χρόνου. Σε κάκε 
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ζκφραςθ μιασ πικανότθτασ ςε χρόνο t+nδt με γνωςτζσ τισ πικανότθτεσ για t μποροφμε χωρίσ βλάβθ 

τθσ γενικότθτασ να κζςουμε t=0. Θα εξετάςουμε τϊρα τθν ιςτορία τθσ κατάςταςθσ 7 ςφμφωνα με 

τθν αρίκμθςθ του πίνακα 3.1. Αν για t=nδt κεωροφμε τθν πικανότθτα τθσ κατάςταςθσ 7 κα ιςχφει 

από τθν 3.1.1  

       
                                     

                                                                            (3.2.1) 

Εκτελϊντασ τθν διαδικαςία για ζνα ακόμα βιμα χρόνου κα πάρουμε 

        
                                                                    

                                                                                                                                     (3.2.2)  

Θ (3.2.2) προζκυψε από τθν (3.2.1) με εφαρμογι τθσ  (3.1.1) ςτθν τελευταία. Θ διαδικαςία μπορεί 

να επαναλθφκεί για όςα βιματα χρόνου επικυμοφμε και να εκτελζςουμε τουσ υπολογιςμοφσ με 

δεδομζνα τθν αρχικι κατανομι τθσ ομάδασ 7 και τισ πικανότθτεσ μετάβαςθσ μεταξφ των 

καταςτάςεων τθσ ομάδασ. Ππωσ γίνεται φανερό, αν δεν ζχουμε μια πιο ςυγκεκριμζνθ γνϊςθ, ωσ 

αρχικζσ καταςτάςεισ κεωροφνται όλεσ οι καταςτάςεισ τθσ ομάδασ εν γζνει και αυτό είναι 

ανεξάρτθτο του χρόνου n.Εξαίρεςθ αποτελεί θ κατάςταςθ 15 θ οποία οδθγεί μόνο ςτον εαυτό τθσ 

και θ ομάδα τθσ κα περιζχει και τισ 15 καταςτάςεισ. Στο άλλο άκρο, αν γνωρίηουμε ακριβϊσ τθν 

αρχικι κατάςταςθ ςε μια ζκφραςθ όπωσ θ (3.1.2) και ανεξάρτθτα του χρόνου n, κα μθδενίηονται 

όλεσ οι αρχικζσ πικανότθτεσ των καταςτάςεων εκτόσ από αυτι που είναι γνωςτι με βεβαιότθτα και 

προφανϊσ παίρνει τθν τιμι 1. Ανάλογα με τθν εκτίμθςι μασ για τθν αρχικι κατάςταςθ του 

ςυςτιματοσ ςε μια ενδιάμεςθ περίπτωςθ των δφο ανωτζρω, κάποιεσ πικανότθτεσ μποροφν κα 

μθδενιςτοφν. Με ςκοπό όπωσ προαναφζραμε να μθν εφαρμόηουμε αναδρομικά τθν ςχζςθ (1.3.1) 

μποροφμε να παρατθριςουμε ότι θ ιςτορία μιασ κατάςταςθσ μπορεί να γραφεί πιο απλά ωσ εξισ : 

Ζχοντασ αρικμιςει τισ 
      

 
   καταςτάςεισ του δικτφου αρχίηουμε να καταγράφουμε τισ 

μεταβάςεισ προσ τθν τελικι κατάςταςθ που μασ ενδιαφζρει ςε χρόνο n ςφμφωνα με τον κανόνα ότι 

θ επόμενθ κατάςταςθ κάκε φορά είναι θ ίδια ι κάποια μεγαλφτερι τθσ το πολφ ζωσ αυτιν ςε χρόνο 

n. Στο παράδειγμά μασ για τθν κατάςταςθ 7 ςε χρόνο n κα ζχουμε τισ παρακάτω δυνατότθτεσ : 

t=0 t=1 t=2 t=3 

 1 1 1 7 

1 1 2 7 

1 1 4 7 

1 1 7 7 

1 2 2 7 
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Στο διπλανό ςχιμα βλζπουμε κάκε δυνατι ιςτορία προσ τθν 

κατάςταςθ 7 θ οποία ζχει ομάδα  τθν (1,2,4,7) 4 ςτοιχείων και για 3 

βιματα χρόνου. Θ γενίκευςθ προσ μεγαλφτερα βιματα χρόνου είναι 

άμεςθ αρκεί να ακολουκιςουμε τον κανόνα που αναφζραμε. Κάκε 

γραμμι αντιςτοιχεί ςε ζνα γινόμενο πικανοτιτων μεταβάςεων με n 

παράγοντεσ. Θ ςυνολικι πικανότθτα τθσ κατάςταςθσ 7 προκφπτει από 

το άκροιςμα αυτϊν των γινομζνων το κακζνα πολλαπλαςιαςμζνο με 

τθν αρχικι πικανότθτα για t=0, θ κατάςταςθ τθσ οποίασ φαίνεται ςτον 

πίνακα 3.2. 

Θ αναφορά μασ ςτον τρόπο αρίκμθςθσ είναι ουςιαςτικι ϊςτε να 

ακολουκιςουμε τον κανόνα προσ μεγαλφτερεσ καταςτάςεισ. Μια άλλθ 

αρίκμθςθ που επιτυγχάνει το ίδιο είναι να χωρίςουμε τισ καταςτάςεισ 

ανάλογα με το j πρϊτα και για ςτακερό j να αυξάνεται με αφξθςθ του 

i+j. 

 

           Σχιμα 3.2 

Θ παραπάνω προςζγγιςθ μπορεί να παραςτακεί πιο κομψά μζςω πινάκων. Θεωροφμε τον διαγϊνιο 

πίνακα    του οποίου τα ςτοιχεία είναι οι αρχικζσ πικανότθτεσ των καταςτάςεων. Για τθν κάκε 

κατάςταςθ που ενδιαφερόμαςτε κεωροφμε τον πίνακα μετάβαςθσ Q  του οποίου το ςτοιχείο      

ιςοφται με τθν πικανότθτα μετάβαςθσ από τθν κατάςταςθ a ςτθ β. Τότε θ πικανότθτα μιασ 

κατάςταςθσ ςε χρόνο k δίνεται από             

                                                                                                                                                             (3.2.3)  

όπου  

 

                                                        =

 
 
 
 
 
 
 
    

 
 
 
 
 
 

    

    

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

    

    

 
    

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

    

    

 
    

 
 

     
 
 
 
 
 
 

                                                                              

 

Ωσ παράδειγμα για τθν κατάςταςθ 7 όπωσ προθγουμζνωσ κα ζχουμε: 

1 2 4 7 

1 2 7 7 

1 4 4 7 

1 4 7 7 

1 7 7 7 

2 2 2 7 

2 2 4 7 

2 2 7 7 

2 4 4 7 

2 4 7 7 

2 7 7 7 

4 4 4 7 

4 4 7 7 

4 7 7 7 

7 7 7 7 
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   .       Εκτελϊντασ τισ πράξεισ κα καταλιξουμε ςτο  

αποτζλεςμα τθσ (3.2.2) παίρνοντασ το άκροιςμα τθσ τελευταίασ ςτιλθσ του        . Ανάλογα, 

καταςκευάηοντασ τον αντίςτοιχο πίνακα για τυχοφςα κατάςταςθ ςφμφωνα με τθν ταξινόμθςθ του 

πίνακα 3.1 ,μποροφμε να υπολογίςουμε τθν πικανότθτά τθσ για αυκαίρετο χρόνο. 

Για το μοντζλο μασ ςφμφωνα με τισ επιτρεπτζσ μεταβάςεισ και τθν απεικόνιςι τουσ ςτον πίνακα 

3.2.1 ο πίνακασ μετάβαςθσ του ςυςτιματοσ κα είναι 15x15 και άνω τριγωνικόσ με  όλα τα άνω δεξιά 

ςτοιχεία ςτθ μορφι        αν και κάποια κα είναι μθδενικά. 

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

    

    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

    

    
    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

    

    

 
    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

    

    
    

    
    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

    

    
    

    
    

    

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

    

    

 
    

 
 

    

 
 
 
 
 
 
 
 

  

    

    
    

    
    

 
    

    

 
 
 
 
 
 
 

  

    

    
    

    
    

    
    

    
    

 
 
 
 
 
 

  

     

     
     

     
     

     
     

     
     

      

 
 
 
 
 

  

     

     

 
     

 
 

     

 
 
 

      

 
 
 
 

  

     

     
     

     
     

 
     

     

 
 

      

      

 
 
 

  

     

     
     

     
     

     
     

     
     

 
      

      
      

 
 

  

     

     
     

     
     

     
     

     
     

      
      

      
      

      

 

  

     

     
     

     
     

     
     

     
     

      
      

      
      

      

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Γνωρίηοντασ τθν αρχικι μιτρα    μποροφμε ςε αυκαίρετο χρόνο k να υπολογίςουμε μζςω του 

γενικοφ τφπου         τθν πικανότθτα κατάςταςθσ j από το άκροιςμα των ςτοιχείων τθσ  j 

ςτιλθσ του    

Το επόμενο ερϊτθμα  ενδιαφζροντοσ είναι να βροφμε το πλικοσ των ιςτοριϊν για αυκαίρετα n και 

m, βιματα χρόνου και πλικοσ ςτοιχείων ομάδασ αντίςτοιχα. Ρροσ το ςκοπό αυτό κα φανεί χριςιμο 

να καταςκευάςουμε ζνα γράφο προσ τθν κατάςταςθ που μασ ενδιαφζρει και για οριςμζνο πλικοσ 

βθμάτων χρόνου. Για το παράδειγμα μασ προσ τθν κατάςταςθ 7 και για 4 βιματα αυτό φαίνεται ςτο 

ςχιμα 3.2. 
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Στο ςχιμα 3.3 φαίνεται ότι και ςτον πίνακα μεταβάςεων του ςχιματοσ 3.2 ςυν ζνα επιπλζον βιμα 

χρόνου. Μποροφμε  να εκφράςουμε το ηθτοφμενο άκροιςμα ιςτοριϊν για χρόνο n ωσ ζνα άκροιςμα 

το οποίο ζχει όρουσ τα πλικθ των κλάδων προσ κάκε ξεχωριςτι κατάςταςθ. Θα ζχουμε δθλαδι : 

                                                                                                                     (3.2.4) 

Γενικά το πλικοσ      ζχει και κάτω δείκτθ τθσ κατάςταςθσ που αναφζρεται. Στα παρακάτω 

εξετάηουμε τθν κατάςταςθ 7 και παραλείπουμε τον δείκτθ  χάριν απλότθτασ. 

O ςυντελεςτισ fk(n) δείχνει πόςο ςυνειςφζρει ζνα ςτοιχείο k τθσ ομάδασ ςε χρόνο n. Ο ςυντελεςτισ 

ιςοφται ακριβϊσ με τισ φορζσ που εμφανίηεται το ςτοιχείο. Στο παράδειγμά μασ το ςτοιχείο 2 ζχει 

πλικοσ 3. Αυτι θ ςυςτάδα των 2 εμφανίηεται  3 φορζσ όπωσ φαίνεται ςτο ςχιμα μεταξφ του n=2 και 

n=3. Θ (3.2.3) κα γραφεί για n=3 λοιπόν: 

                .  Μια γενικι παρατιρθςθ είναι ότι f1(n)=S(n-1) 

Στθ ςυνζχεια για τουσ υπόλοιπουσ ςυντελεςτζσ από το ςχιμα παρατθροφμε ότι ικανοποιοφν τισ 

εκφράςεισ :  f2(n)=S(n-1)-f1(n-1)  και  f3(n)= S(n-1)- f1(n-1)- f2(n-1). Θ ςυμπεριφορά αυτι μασ οδθγεί 

ςτθν υπόκεςθ ότι γενικά για τουσ ςυντελεςτζσ ςτο άκροιςμα κα ιςχφει : 

 

                        
     ,          για κάκε k από 1 ζωσ m                                                 (3.2.5)                                                                    

Για k=1 κα πρζπει να πάρουμε S(n-1). H (3.1.4) δίνει               όπωσ κα ζπρεπε (για k<1 

fk=0) 

 

Στισ παραπάνω εκφράςεισ είναι  S(0)=1. Εκτελϊντασ πράξεισ καταλιγουμε για το παράδειγμα μασ  

ότι  :                                                                                             (3.2.6) 

Για τυχοφςα κατάςταςθ  y με ομάδα m ςτοιχείων όπωσ μποροφμε να δείξουμε μποροφμε να 

εκφράςουμε το πλικοσ       ωσ μια γραμμικι ςχζςθ των       ,      … ζωσ και      . 

Υποκζτουμε τθν λφςθ    και αντικακιςτοφμε ςτθν (3.1.5). Ρροκφπτει θ ρίηα λ=1 πολλαπλότθτασ 4. 

Εκτελϊντασ τισ πράξεισ καταλιγουμε για τθν κατάςταςθ 7 ότι ςε χρόνο n οι δυνατζσ ιςτορίεσ τθσ 

ζχουν πλικοσ      
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1      1      1   1    2              1  1    1  2    1   1 2 1   2   4  1 1   1  2  1    1  2     1 2 4   1   1 2    1 2  4    1  2  4 7     

                                                                                                                                                                              n=4 

                                                                                                                                                                     S(4)=35          

1       1               1     2                  1   1  2     1  2    4                   1  1  2   1   2  4        1  2    4    7 n=3 

                                                                                                                                                     S(3)=20                      

                                           

1                     1           2                                 1    2    4                               1   2   4   7              n=2 

                                                                                                                                                      S(2)=10 

 

                  1                                       2                                        4                                  7           n=1 

                                                                                                                                    S(1)=4 

    7 

Σχιμα 3.3 

 

Εκτιμοφμε ότι το πλικοσ των μεταβάςεων κα ζχουν αυτι τθ μορφι πολυωνφμου για κάκε ομάδα 

και χρόνο t. Μια περαιτζρω ανάλυςθ κα μποροφςε να εξθγιςει τισ αρικμθτικζσ τιμζσ των 

ςυντελεςτϊν κακϊσ και τον βακμό που για παράδειγμα, εδϊ είναι κατά ζνα μικρότεροσ από τθν 

τάξθ τθσ ομάδασ. 

 

3.3  Εξάρτηςη πιθανότητασ μετάβαςησ από την τοπολογία 
 

Στθ ςυνζχεια κα προςπακιςουμε να  ειςάγουμε το χαρακτθριςτικό τθσ κατανομισ βακμοφ ςτθν 

πικανότθτα μετάβαςθσ. Σθμειϊνουμε αρχικά ότι θ διαδικαςία κεραπείασ είναι ανεξάρτθτθ από 

αυτι τθσ μόλυνςθσ. Θ κατανομι βακμοφ επθρεάηει τον ςχετικό παράγοντα τθσ  μόλυνςθσ ςτθν 

ζκφραςθ τθσ πικανότθτασ μετάβαςθσ ςε χρόνο δt=1 τθν οποία εξετάςαμε ςε γενικι μορφι 

προθγουμζνωσ. Θ πικανότθτα κεραπείασ κεωροφμε ότι εξαρτάται κυρίωσ από άλλα κζματα και όχι 

από τθ δομι του δικτφου. 
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Αρχικά κα βροφμε μια ζκφραςθ για τθν πικανότθτα μόλυνςθσ ενόσ ευάλωτου κόμβου. Θεωροφμε 

τισ γνωςτζσ πυκνότθτεσ πλθκυςμϊν sk(t), ρk(t) και rk(t) των ευάλωτων, μολυςμζνων και 

απομονωμζνων κόμβων. Ζχουμε ςθμειϊςει και το δείκτθ βακμοφ, ϊςτε να κάνουμε εμφανι τθν 

κατανομι τουσ ωσ προσ k. Οι ίδιεσ αυτζσ οι ποςότθτεσ είναι ίςεσ με τισ πικανότθτεσ  ζνασ κόμβοσ να 

ανικει ςτον αντίςτοιχο πλθκυςμό. Ππωσ ζχουμε αναφζρει και προθγουμζνωσ, θ πικανότθτα μια 

ακμι να οδθγεί ςε ζναν κόμβο με s ακμζσ είναι  ανάλογθ του sP(s). Επομζνωσ θ πικανότθτα μια 

τυχαία επιλεγμζνθ ακμι να οδθγεί ςε ζναν μολυςμζνο κόμβο δίνεται από : 

                                                  
            

       
 

            

   
                                                               (3.3.1) 

Θ ποςότθτα       είναι το ποςοςτό των k ακμϊν που οδθγοφν ςε μολυςμζνουσ κόμβουσ κακϊσ και 

ςε κακόβουλουσ οι οποίοι είναι ικανοί να μολφνουν. Ππωσ είναι επόμενο θ ποςότθτα αυτι πρζπει 

να αυξάνεται με τθν πικανότθτα    
 

 
  ζνασ κόμβοσ να είναι μολυςμζνοσ, όπου P οι μολυςμζνοι 

και N το μζγεκοσ του δικτφου. Επιπλζον κα πρζπει να ειςάγουμε τθν εξάρτθςθ από k. Διαιςκθτικά 

περιμζνουμε το       να αυξάνεται με το k. 

Ζςτω ζνασ ευάλωτοσ κόμβοσ. Μεταφζροντασ τον παραπάνω ςυλλογιςμό από τθν περίπτωςθ μιασ 

ακμισ ςτο ςφνολο των ευάλωτων ακμϊν ενόσ κόμβου παρατθροφμε ότι τα ενδεχόμενα τθσ (3.3.1) 

μποροφν να κεωρθκοφν ανεξάρτθτα αλλά όχι και ξζνα μεταξφ τουσ. Εφόςον κα αναηθτιςουμε τθν 

πικανότθτα ζνασ ευάλωτοσ κόμβοσ να μολυνκεί μζςω τουλάχιςτον μιασ ακμισ του, δεν κα ιταν 

τόςο εφχρθςτο μάλλον να τθν περιγράψουμε με τον γενικευμζνο ακροιςτικό νόμο, οπότε κα 

κάνουμε χριςθ τθσ ανεξαρτθςίασ. Θ πικανότθτα καμία ακμι να μθν μολυνκεί από τουσ 

ςυνδεόμενουσ k κόμβουσ είναι  

                                                                                
 

                                                                          (3.3.2)                                                                       

όταν ο ευάλωτοσ κόμβοσ ζχει k ακμζσ. Ζχουμε ειςάγει εδϊ και τον μικροςκοπικό ρυκμό λ μζςω του 

οποίου μια ακμι που οδθγεί ςε μολυςμζνο κόμβο αποκτά τελικά τθν αςκζνεια με τον ρυκμό λ. Θ 

ςυνολικι πικανότθτα λοιπόν να μθν μολυνκεί ζνασ ευάλωτοσ κόμβοσ προκφπτει με άκροιςθ 

             
 
       και τελικά θ ηθτοφμενθ, ςυμπλθρωματικι, πικανότθτα ο κόμβοσ να 

μολυνκεί μζςω τουλάχιςτον μιασ ακμισ του είναι   

                                                             
                

   
 

 
                                           (3.3.3)                 

Ππωσ βλζπουμε δεν ζχουμε αντικαταςτιςει ακριβϊσ τθν (3.3.1) θ οποία κα ίςχυε ςτο γνωςτό 

μοντζλο SIR όπου, όταν θ πυκνότθτα μολυςμζνων είναι μθδζν, θ παραπάνω πικανότθτα πρζπει να 
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είναι μθδζν. Στθν περίπτωςθ κακόβουλα ενεργϊν κόμβων πρζπει να κεωριςουμε αντί τθσ 

ποςότθτασ       ζναν μικρό όρο ακόμα, ζςτω h, ο οποίοσ αντιπροςωπεφει τθν πυκνότθτά τουσ και 

δίνει τθν δυνατότθτα να μολφνουν, ενϊ φαινομενικά ςυνυπάρχουν ςτο ςφνολο των ευάλωτων 

ακόμα και όταν        . Στθν (3.3.3) ζχουμε λάβει υπόψθ μασ αυτι τθν δυνατότθτα. Θ ακριβισ 

ζκφραςθ του όρου h είναι αντικείμενο των υποκζςεϊν μασ ςχετικά με το ρόλο του ςε ςυγκεκριμζνα 

παραδείγματα. Μπορεί να εξαρτάται ι μθ από το χρόνο και τθν κατανομι. Μπορεί επίςθσ να 

κεωρθκεί ότι είναι ανάλογοσ με τον πλθκυςμό των ευάλωτων και τελικά ίςοσ με ζνα μικρό ποςοςτό 

αυτϊν. 

 Συμβολίηουμε με λ τον μικροςκοπικό ρυκμό μετάδοςθσ τθσ αςκζνειασ μεταξφ ενόσ ευάλωτου και 

ενόσ μολυςμζνου κόμβου μζςω μιασ ακμισ. Στθν (3.3.3) φαίνεται ότι θ πικανότθτα μόλυνςθσ 

αυξάνεται με τον ρυκμό  λ. Επίςθσ όπωσ ιδθ κα περιμζναμε, κατανομζσ όπωσ αυτι τθσ απουςίασ 

κλίμακασ δεν ωφελοφν τθν διάδοςθ τθσ επιδθμίασ ςε ςχζςθ με άλλεσ που κα ζδιναν περιςςότερθ 

ςυνδεςιμότθτα ςτο δίκτυο. 

Θ πικανότθτα να μολυνκοφν x νζοι κόμβοι ςε χρονικό διάςτθμα ενόσ βιματοσ χρόνου μπορεί να 

δοκεί από τθ διωνυμικι κατανομι               

                                                        
 

   
                                                                                        (3.3.4)                                                              

Ππου Sk(t)=sk(t)Ν  ο απόλυτοσ αρικμόσ των ευάλωτων ςτο ςυνολικό αρικμό κόμβων Ν του δικτφου. 

Για τθν πικανότθτα να κεραπευτοφν y κόμβοι ςε διάςτθμα δt όταν ζχουμε k(t) μολυςμζνουσ 

ζχουμε                            

                                                       
 

   
                                                                                  (3.3.5) 

 όπου  P2 θ πικανότθτα ενόσ μολυςμζνου κόμβου να κεραπευτεί. 

                                                                      
 

 
                                                                              (3.3.6) 

 όπου κ ο μικροςκοπικόσ ρυκμόσ κεραπείασ. Στθν περίπτωςθ αυτι τθσ κεραπείασ  ο δείκτθσ k  δεν 

παίηει κάποιο ρόλο, το       ιςοφται απλϊσ με τθν πικανότθτα ζνασ κόμβοσ να είναι μολυςμζνοσ. 

Θεωρϊντασ τθ διωνυμικι κατανομι αποδεχόμαςτε αυτόματα ότι θ διαδικαςία μετάδοςθσ τθσ 

αςκζνειασ γίνεται ανεξάρτθτα και με τθν ίδια πικανότθτα για τουσ x νζουσ μολυςμζνουσ. Θ 

διωνυμικι κατανομι προςφζρει μια μζτρθςθ πικανότθτασ μακροςκοπικά πλζον. Ρρζπει να 

ςθμειϊςουμε εδϊ ότι θ διωνυμικι κατανομι  χρθςιμοποιείται εδϊ ωσ τμιμα μιασ γενικότερθσ 
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κατανομισ. Ζτςι δεν χρειάηεται να απαιτιςουμε να ζχει άκροιςμα μονάδα. Εξάλλου για x=0 κακϊσ 

και για y=0 δεν χρθςιμοποιοφμε τισ εξιςϊςεισ (3.3.4) και (3.3.5). Ππωσ κα δείξουμε παρακάτω θ 

γενικότερθ κατανομι μασ ικανοποιεί το αίτθμα να ζχει άκροιςμα μονάδα. 

Οι  εξιςϊςεισ  (3.3.3) ζωσ και (3.3.6) αποτελοφν τα δομικά ςτοιχεία ϊςτε να ζχουμε μια περιγραφι 

τθσ μετάβαςθσ ςε ςυνδυαςμό με τθν τοπολογία. Οι εξιςϊςεισ αυτζσ δίνουν μια εικόνα για τθν 

μζτρθςθ πικανότθτασ αλλά κα πρζπει να χρθςιμοποιθκοφν κατάλλθλα ϊςτε να ενςωματωκοφν ςτο 

μοντζλο μασ με ςυνζπεια. 

Θα πρζπει να διακρίνουμε περιπτϊςεισ ϊςτε να χρθςιμοποιιςουμε τισ εκφράςεισ (3.3.3) ζωσ και 

(3.3.6) ικανοποιθτικά ςτο μοντζλο επιδθμίασ. Θ περιγραφι τθσ πικανότθτασ μετάβαςθσ από τθν 

κατάςταςθ a ςτθν b κα ορίηεται παραμετρικά 

      

 
 
 

 
      

 
   

                    
 

   
                                                   

       
 

   
                                                                                                   

     

 
   

                                                                                                          

                   (3.3.8)            

 

                
                

   
 

 
                                 

 

 
                              (3.3.9)                

 

Ζχοντασ μια ζκφραςθ για τθν πικανότθτα μετάβαςθσ ςε κάκε περίπτωςθ εκτόσ τθσ παραμονισ ςτθν 

ίδια κατάςταςθ, θ εφρεςθ τθσ τελευταίασ αφενόσ δεν μπορεί να βρεκεί από τiσ παραπάνω 

εξιςϊςεισ, αφετζρου πρζπει να κανονικοποιιςουμε τισ πικανότθτεσ ϊςτε θ ςυνολικι πικανότθτα 

μετάβαςθσ από κάκε κατάςταςθ προσ όλεσ τισ δυνατζσ να είναι μονάδα. Συνεπϊσ θ πικανότθτα 

παραμονισ ςε μία κατάςταςθ είναι    

                                                                              
   

                                                                  (3.3.10)                                                                                                                                                                                                                                                                                          

Πταν ο πλθκυςμόσ των ευάλωτων είναι μθδζν, προφανϊσ θ γζννθςθ μολυςμζνου είναι αδφνατθ και 

κα είναι P1=0. Θ πυκνότθτα s(t) δθλϊνει ακόμα πόςο πικανό είναι να γεννθκεί ζνασ μολυςμζνοσ. Θα 

είναι πιο πικανι θ γζννθςθ ενόσ μολυςμζνου όταν υπάρχουν πολλοί ευάλωτοι παρά όταν είναι 

λίγοι.  Στισ καταςτάςεισ όπου s(t)=0, εκτόσ από μια παροδικι παραμονι ςε μια κατάςταςθ, αυτό 

που απομζνει να αλλάξει με τθν πάροδο του χρόνου είναι θ κεραπεία μολυςμζνων. Επομζνωσ οι 

δυνατζσ αυτζσ μεταβάςεισ  κα εκφραςτοφν από τθν (3.3.5). Από αυτι τθν εξίςωςθ κα περιγράφεται  

θ μετάβαςθ και ςτθν περίπτωςθ που θ νζα κατάςταςθ δεν απαιτεί μόλυνςθ κάποιου ατόμου αλλά 



65 
 

απλϊσ κεραπεία. Και ςτισ δφο αυτζσ περιπτϊςεισ είναι x=0.  Αντίςτοιχεσ παρατθριςεισ ιςχφουν 

όταν ςτθν μετάβαςθ ςυμβαίνει μόνο μόλυνςθ και όχι κεραπεία. Τότε θ πικανότθτα περιγράφεται 

από τθν  (3.3.4). Σε αυτι τθν περίπτωςθ είναι y=0. 

Για τθν μοναδικι κατάςταςθ όπου        και         είναι προφανζσ ότι πρόκειται για τθν 

τελικι κατάςταςθ (ζχουν όλοι κεραπευκεί) όπου δεν μπορεί να μεταβεί ςε καμία άλλθ παρά να 

παραμείνει ςτον εαυτό τθσ με πικανότθτα μονάδα. 

Ζχει ενδιαφζρον να παρατθριςουμε ότι μζςω τθσ  διωνυμικισ κατανομισ, τθν οποία επιλζξαμε για 

να εκφράςουμε τθν επζκταςθ μόλυνςθσ, οι πικανότθτεσ γενικά μειϊνονται  προσ  μεγάλεσ διαφορζσ 

καταςτάςεων, το οποίο πρακτικά ςθμαίνει ότι είναι όλο και λιγότερο πικανό να μολφνεται ςε ζνα 

βιμα χρόνου μεγάλοσ αρικμόσ κόμβων. 
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4.  Αποτελέςματα – Συμπεράςματα 
 

Στθν τελευταία αυτι ενότθτα παρουςιάηουμε τα πιο κφρια αποτελζςματα για το μοντζλο επιδθμίασ 

το οποίο κεωριςαμε. Ραράλλθλα, αναφζρουμε τισ παρατθριςεισ και τα ςυμπεράςματά μασ 

εξετάηοντασ τθν εξάρτθςθ τθσ επιδθμίασ από τθν κατανομι βακμοφ κακϊσ και από παραμζτρουσ 

του μοντζλου. Στθν υπό-ενότθτα 4.4 κα δοφμε δυο πικανζσ παραλλαγζσ του μοντζλου επιδθμίασ. 

 

4.1  Γενικά χαρακτηριςτικά τησ μετάβαςησ τησ επιδημίασ 
 

Συνεχίηοντασ με το παράδειγμά μασ των N=4 κόμβων, αρχικά κα καταςκευάςουμε τον πίνακα  Q. 

Υποκζτουμε αρχικά τθν επόμενθ κατανομι βακμοφ για το δίκτυό μασ. 

                            
             
             
               

                                                                                                     

Οπότε προκφπτει            και        
 

 

 

  
. Θεωροφμε λ=κ=0,1 για τουσ ρυκμοφσ μόλυνςθσ 

και κεραπείασ. Για τον όρο h κεωροφμε ότι είναι 0,25 δθλαδι ζνασ από τουσ 4 κόμβουσ είναι 

κακόβουλοσ. ‘Ππωσ φαίνεται ςτον πίνακα 4.4.1 από μια κατάςταςθ a γίνεται μετάβαςθ ςτθν b με 

πικανότθτα ίςθ με το ςτοιχείο qa,b .  
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                                                          Ρίνακασ  4.4.1 Ρίνακασ μετάβαςθσ Q 

 

Ζνα πρϊτο χαρακτθριςτικό που μασ ενδιαφζρει, είναι το πϊσ μεταβάλλεται θ τελικι κατάςταςθ του 

ςυςτιματοσ με το χρόνο. Στθν πρϊτθ γραφικι παράςταςθ παρουςιάηεται αυτι θ μεταβολι για 

διάφορεσ αρχικζσ καταςτάςεισ. 

 

Σχιμα 4.1.1 :Μεταβολι τελικισ κατάςταςθσ ςε ςυνάρτθςθ με το χρόνο για πικανότθτεσ αρχικϊν καταςτάςεων 
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Ππωσ φαίνεται, θ τελικι κατάςταςθ αυξάνεται μετά από ζνα αρχικό μεταβατικό ςτάδιο εκκετικά 

προσ τθν μονάδα. Το ςθμείο αυτό κα το παρουςιάςουμε και αργότερα ςυγκρίνοντασ τισ καμπφλεσ 

με μια εκκετικι εξίςωςθ. Στο ςχιμα 4.4.1 παρατθροφμε ότι το ςφςτθμα προςεγγίηει τθν τελικι 

κατάςταςθ πιο γριγορα ι πιο αργά ανάλογα με τθν αρχικι κατάςταςθ που βρίςκεται. Αν και ςτο 

ςχιμα φαίνονται κάποιεσ μόνο περιπτϊςεισ, με μια ςυνολικι γραφικι παράςταςθ κα βλζπαμε ότι ο 

πιο μεγάλοσ ρυκμόσ αφξθςθσ για αρχικζσ καταςτάςεισ 1 ζωσ 10 προκφπτει για τθν αρχικι 

κατάςταςθ 7. Ππωσ μποροφμε να παρατθριςουμε από ζνα τζτοιο ςυνολικό ςχιμα ι από διαδοχικι 

ςφγκριςθ παραςτάςεων, το ςφςτθμα τείνει ςτθν τελικι του κατάςταςθ με ρυκμό που αυξάνεται με 

το πλικοσ των αρχικά μολυςμζνων κόμβων για ςτακερό αρικμό ευάλωτων. Κακϊσ οι τελευταίοι 

μειϊνονται, ο ρυκμόσ αφξθςθσ αυξάνεται. Είναι αναμενόμενο το ςφςτθμα να τείνει πιο γριγορα 

ςτθν τελικι κατάςταςθ όταν αυτό ξεκινά από μια κατάςταςθ ιδθ προετοιμαςμζνο με λιγότερεσ 

επόμενεσ γεννιςεισ μολυςμζνων. Τα προθγοφμενα αποτελοφν γενικζσ παρατθριςεισ αφοφ οι 

καμπφλεσ μποροφν να τζμνονται (περίπτωςθ τθσ 4 και 10 ςτο ςχιμα 4.4.1), γεγονόσ που δθλϊνει ότι 

κακϊσ περνά ο χρόνοσ μποροφμε να ζχουμε αποκλίςεισ από τα παραπάνω χαρακτθριςτικά. 

Ζνα ςχιμα που φαίνονται όλεσ οι πικανότθτεσ ςε ςχζςθ με το χρόνο κα βοθκοφςε πολφ για μια 

εποπτικι εικόνα τθσ διάδοςθσ τθσ επιδθμίασ. Στο επόμενο ςχιμα φαίνεται αυτό για ζνα κατάλλθλο 

διάςτθμα χρόνου, ϊςτε να φανεί όςο το δυνατόν καλφτερα το μζγιςτο πλικοσ πικανοτιτων. 

 

Σχιμα 4.1.2 :Μεταβολι πικανότθτασ των καταςτάςεων Si για i=1,2, ζωσ και 15 ςε ςυνάρτθςθ με το χρόνο για 

τθν ίδια πικανότθτα αρχικισ κατάςταςθσ         
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Αν και το ςχιμα που προκφπτει είναι αρκετά μπερδεμζνο γενικά, μποροφμε να κάνουμε αρκετζσ 

παρατθριςεισ. Οι διάφορεσ πικανότθτεσ ζχουν ζνα μζγιςτο ςτον κατάλλθλο χρόνο, αλλά πολλζσ 

από αυτζσ επικαλφπτονται μερικά ι ολικά από άλλεσ. Σε κάκε ςθμείο του χρόνου το άκροιςμα των 

πικανοτιτων είναι μονάδα, οπότε αυτζσ που ζχουν μεγάλθ τιμι περιορίηουν τισ υπόλοιπεσ ςε 

μικρότερεσ. Αν ‘’ρωτιςουμε’’ το ςφςτθμα ποφ είναι πιο πικανό να βρίςκεται ςε μια ςυγκεκριμζνθ 

χρονικι ςτιγμι, αυτό κα βρεκεί από τθν πικανότθτα κατάςταςθσ που ζχει τθ μεγαλφτερθ τιμι τθ 

ςτιγμι αυτι. Από τθν παρατιρθςθ αυτι και το ςχιμα ςυμπεραίνουμε ότι θ πιο πικανι ιςτορία τθσ 

επιδθμίασ δεν περνάει από όλεσ τισ καταςτάςεισ αλλά από αυτζσ που οριοκετοφν προσ τα κάτω τισ 

υπόλοιπεσ. Για τθν περίπτωςθ του παραδείγματόσ μασ, εκτόσ από τθν αρχικι και τθν τελικι, οι πιο 

πικανζσ καταςτάςεισ που κα περάςει το ςφςτθμα είναι οι 2,5,9 και 10 με τθν ςειρά αυτι ςτο χρόνο. 

Εκ των υςτζρων βλζπουμε ότι παρόλο που δϊςαμε ςτο ςφςτθμα τόςθ μεγάλθ ελευκερία 

μεταβάςεων, το πιο πικανό είναι ότι αυτό κα ακολουκιςει ζνα μικρό αρικμό από αυτζσ. Το 

αντίςτροφο είναι αρκετά αναμενόμενο αφοφ οι πικανότθτεσ δεν κα επικαλφπτονται τόςο οπότε 

διαδοχικά κα αυξάνονται ςε ξεχωριςτοφσ χρόνουσ. 

Θ κάκε καμπφλθ εκτόσ από τθν προφανι τθσ ερμθνεία για τθν πικανότθτα τθσ κατάςταςθσ ςε χρόνο 

t ζχει και μια άλλθ, αυτι τθσ πικανότθτασ παραμονισ ςτον εαυτό τθσ. Κακϊσ θ πικανότθτα μιασ 

κατάςταςθσ είναι αφξουςα αρχικά, είναι πιο πικανό να μείνει το ςφςτθμα ςτθν κατάςταςθ αυτι, 

όταν βρίςκεται ςτθν κατάςταςθ πριν από το χρόνο μζγιςτου ςε ςχζςθ με το ίδιο ενδεχόμενο 

παραμονισ ςε αυτιν για χρόνο μεγαλφτερο του χρόνου μζγιςτου. 

Το ςχιμα 4.1.2 μασ δείχνει ςε γενικζσ γραμμζσ 3 χρονικά διαςτιματα για τθν επιδθμία. Στθν αρχι 

υπάρχουν λίγεσ καταςτάςεισ αρκετά πικανζσ, ενϊ αρκετζσ αρχίηουν να αυξάνουν. Στθ ςυνζχεια 

ζχουμε μια περίοδο όπου ζνα δεφτερο ςφνολο καταςτάςεων αρκετά πιο μεγάλο ςε πλικοσ 

κυριαρχεί αν και με μικρότερο πλάτοσ. Στο τελευταίο ςτάδιο υπάρχουν λίγεσ καταςτάςεισ πικανζσ 

και θ τελευταία τελικι κατάςταςθ ζχει αυξθκεί ςθμαντικά. Τελικά θ διάρκεια τθσ επιδθμίασ, εφόςον 

τθν ορίςουμε ωσ το χρόνο που θ τελικι κατάςταςθ ζχει μια πικανότθτα πολφ κοντά ςτθ μονάδα, 

μποροφμε να υποκζςουμε και να περιμζνουμε ότι κα εξαρτάται από τουσ ρυκμοφσ μόλυνςθσ και 

κεραπείασ 
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4.2  Επίδραςη των ρυθμών μόλυνςησ και θεραπείασ-Εκθετική αύξηςη 

τησ πιθανότητασ τελικήσ κατάςταςησ 
 

Ζχουμε ιδθ υποκζςει ότι οι ρυκμοί μόλυνςθσ και κεραπείασ κα αμβλφνουν τθν διάρκεια τθσ 

επιδθμίασ. Ππωσ κα δοφμε, κάτι τζτοιο κακϊσ και ςυγγενικζσ παρατθριςεισ πράγματι ςυμβαίνουν 

ςτα αποτελζςματά μασ. 

Θα υποκζςουμε τϊρα τα ίδια δεδομζνα με το προθγοφμενο παράδειγμα εκτόσ από τον ρυκμό 

κεραπείασ όπου κα είναι τϊρα κ=10λ. Αρχικά ςυγκρίνουμε τθν πικανότθτα τθσ τελικισ κατάςταςθσ 

με τθν προθγοφμενθ περίπτωςθ κ=λ. Στο επόμενο ςχιμα φαίνεται αυτι θ αλλαγι λόγω του κ ςτον 

τρόπο που το ςφςτθμα τείνει ςτθν τελικι κατάςταςθ. Επιπλζον εδϊ κάνουμε μια προςπάκεια 

περιγραφισ μζςω τθσ εκκετικισ ςυνάρτθςθσ και τελικά βλζπουμε ότι όντωσ ζχουμε μια εκκετικι 

ςυμπεριφορά ςτθν αφξθςθ τθσ πικανότθτασ. 

 

 

 

Σχιμα 4.2.1 : Εκκετικι μεταβολι πικανότθτασ τθσ τελικισ κατάςταςθσ με το χρόνο για λ=κ και για λ=10κ  

Ππωσ φαίνεται ξεκάκαρα από το ςχιμα 4.2.1 όταν ο ρυκμόσ κεραπείασ είναι μικρότεροσ, το 

ςφςτθμα κζλει περιςςότερο χρόνο για να φτάςει ςτθν τελικι κατάςταςθ. Σε ςυνδυαςμό με τθν 

παρατιρθςθ τθσ υπό-ενότθτασ 4.1 μποροφμε εδϊ να διακρίνουμε τθν εκκετικι ςυμπεριφορά για 

δφο διαφορετικζσ εκδοχζσ τθσ τελικισ κατάςταςθσ. Ππωσ παρατθροφμε, θ εκκετικι αφξθςθ 

ταυτίηεται με τθν κατάςταςθ 15. Συγκεκριμζνα , όταν λ=κ θ εκκετικι ςυνάρτθςθ που προςεγγίηει 

τθν τελικι κατάςταςθ είναι                           για t>80.  H ακριβισ τιμι του t  που αρχίηει 
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να ιςχφει θ εκκετικι ςυμπεριφορά, εξαρτάται από τθν προςζγγιςι μασ για το πόςο πρζπει να 

διαφζρουν οι τιμζσ των δφο καμπυλϊν. Για τθν περίπτωςθ λ=10κ θ εκκετικι ςυνάρτθςθ που 

κεωροφμε προκφπτει                             για t>400. Οι τιμζσ των παραμζτρων για τισ 

δφο εκκετικζσ ςυναρτιςεισ προζκυψαν ζπειτα από τθν προςπάκεια να ταυτίςουμε τισ αντίςτοιχεσ 

καμπφλεσ για το μεγαλφτερο τμιμα τουσ. Μιασ και θ προςζγγιςθ αυτι είναι γραφικι δεν κα 

εξάγουμε κάποιο αυςτθρό ςυμπζραςμα για τθ ςφνδεςθ των τιμϊν με παραμζτρουσ του μοντζλου 

επιδθμίασ. Συγκρίνοντασ τισ δφο εκκετικζσ αυξιςεισ με τουσ ρυκμοφσ κεραπείασ μποροφμε να 

διακρίνουμε ζςτω και αδρά ότι ο ρυκμόσ που θ τελικι κατάςταςθ τείνει ςτθν μονάδα μεταβάλλεται 

αντιςτρόφωσ ανάλογα και αντίςτοιχα  ανάλογα για τθ φάςθ κατά ζναν παράγοντα περίπου 4 για 

αφξθςθ του ρυκμοφ κεραπείασ κατά 10 φορζσ.   

Στθ ςυνζχεια φαίνεται θ μεταβολι τθσ πικανότθτασ όλων των καταςτάςεων για τθν περίπτωςθ αυτι 

λ=10κ. 

 

Σχιμα 4.2.2 :Μεταβολι πικανότθτασ των καταςτάςεων Si για i=1,2, ζωσ και 15 ςε ςυνάρτθςθ με το χρόνο για 

τθν ίδια πικανότθτα αρχικισ κατάςταςθσ         και λ=10κ 

Το ςχιμα 4.2.2 μπορεί να ςυγκρικεί με το αντίςτοιχο 4.1.2 και να διακρικοφν πρόςκετα 

αποτελζςματα. Εκτόσ από τθν αφξθςθ ςτθν διάρκεια επιδθμίασ που ιδθ παρατθριςαμε, φαίνεται 

πωσ οι πικανότθτεσ των διαφόρων καταςτάςεων επικαλφπτονται λιγότερο πλζον ωσ αποτζλεςμα 

του μειωμζνου ρυκμοφ κεραπείασ. Στο ςφςτθμα πλζον δίνεται ο χρόνοσ να περάςει ςε 

περιςςότερεσ καταςτάςεισ με μζγιςτθ πικανότθτα. Ραρατθρϊντασ όπωσ και προθγουμζνωσ τθν πιο 
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πικανι ιςτορία τθσ επιδθμίασ ζχουμε ότι αυτι κα περνάει από τισ καταςτάςεισ 2,4,7,8,12,13 και 14 

,εκτόσ των 1 και 15 που είναι θ αρχικι και τελικι κατάςταςθ. 

 Στθν αντίκετθ πλευρά βρίςκονται οι καταςτάςεισ 3 ,6 και 10 όπου για αυτι τθν περίπτωςθ ρυκμοφ 

κεραπείασ παρουςιάηουν τθν ελάχιςτθ πικανότθτα να ςυμβοφν. Ρράγματι αυτό που παρατθροφμε 

όταν μεταβάλλεται ο ρυκμόσ κεραπείασ είναι ότι το ςφνολο καταςτάςεων με τθ μικρότερθ 

πικανότθτα αλλάηει. Αυτό δεν είναι αρχικά αναμενόμενο, αν δοφμε τθν περίπτωςθ λ=κ όπου εκεί θ 

κατάςταςθ 11 ιταν θ πιο μικρι (δεν φαίνεται ςτο ςχιμα 4.1.2) και κα δικαιολογοφςαμε τθν τιμι 

αυτι όχι τόςο από τισ τιμζσ των παραμζτρων αλλά ενδεχομζνωσ από τθν φφςθ τθσ κατάςταςθσ 

αυτισ. Θα μποροφςαμε να υποκζςουμε ότι είναι γενικά απίκανο το ςφςτθμα να κάνει μεταβάςεισ 

μόνο προσ τθν αφξθςθ μολυςμζνων χωρίσ καμία κεραπεία (κατάςταςθ 11 = 4 μολυςμζνοι, 0 

κεραπευμζνοι) και να αποδϊςουμε τθν μικρι πικανότθτα τθσ 11 ςτθ φφςθ του μοντζλου και όχι 

ςτισ τιμζσ των παραμζτρων. Θ παρατιρθςι μασ αυτι αναιρείται εν μζρει μόνο, αν ςκεφτοφμε ότι 

όταν μειϊνεται ο ρυκμόσ κεραπείασ θ κατάςταςθ με μθδζν κεραπευμζνουσ πρζπει να αυξθκεί. 

Ραρόλα αυτά όμωσ, αυξάνεται τόςο ϊςτε να γίνει μια από τισ πιο πικανζσ. 

 

4.3  Επίδραςη τησ τοπολογίασ ςτην Επιδημία 
 

Στθν προςπάκειά μασ να εξετάςουμε τθν επίδραςθ τθσ τοπολογίασ, το παράδειγμα των 4 κόμβων 

φαίνεται υπερβολικά μικρό και απλοϊκό ϊςτε να ζχουμε μια ρεαλιςτικι εικόνα του τι ςυμβαίνει. Θα 

υπενκυμίςουμε εδϊ ότι θ κατανομι βακμοφ δεν χρειάηεται να ςυμφωνεί με μία από τισ δυνατζσ 

φυςικζσ τοπολογίεσ του δικτφου μασ αφοφ τα ςυμπεράςματά μασ προορίηονται για το λογικό δίκτυο 

των κόμβων, αυτό που δθμιουργοφν οι κόμβοι λόγω των δικτυακϊν τουσ εφαρμογϊν. Σε αυτι 

επίςθσ τθν περίπτωςθ θ ιδιότθτα απουςίασ κλίμακασ ζχει νόθμα. Ππωσ ζχουμε ιδθ παρατθριςει θ 

φυςικι ςυνδεςιμότθτα δεν κα παίξει τόςο ρόλο ςτο ςτθν εξάπλωςθ τθσ επιδθμίασ. 

Στα μεγάλα δίκτυα θ υπόκεςι μασ ότι ςε κάκε βιμα χρόνου μπορεί να μολυνκεί το μζγιςτο πλικοσ 

ευάλωτων φαίνεται υπερβολικι. Στο δίκτυο των 4 κόμβων του παραδείγματόσ μασ αντίκετα, 

φαίνεται αρκετά ρεαλιςτικό. Μποροφμε να επιτρζψουμε ωσ ζνα όριο το πλικοσ των μεταβάςεων 

ςτο ςφςτθμα με τρόπο που να εξαρτάται από τον βακμό κόμβου όπωσ κα δοφμε ςτθν επόμενθ υπό- 

ενότθτα. 

Υποκζςουμε μια κατανομι βακμοφ για το δίκτυο των 4 κόμβων με ζντονο το χαρακτθριςτικό τθσ 

απουςίασ κλίμακασ. Θ προςζγγιςι μασ ακολουκεί αυτι τθσ υπό-ενότθτασ 4.1 όπου ενδιαφερόμαςτε 



74 
 

για τθν ιδιότθτα απουςίασ κλίμακασ ςτθν κατανομι βακμοφ και εδϊ εξετάηουμε μια πιο απότομθ 

κατανομι. 

Μποροφμε να φανταςτοφμε δίκτυα όπου οι χριςτεσ για παράδειγμα ςε ζναν χϊρο εργαςίασ γενικά 

ζχουν λίγεσ και ςυγκεκριμζνεσ ταυτόχρονεσ εφαρμογζσ ςτο δίκτυο αλλά για ζνα πολφ μικρό 

ποςοςτό του χρόνου μπορεί να κάνουν χριςθ και άλλων εφαρμογϊν. 

Ζςτω θ παρακάτω κατανομι βακμοφ  

      

             
             
                

  

Με τισ υπόλοιπεσ παραμζτρουσ ίδιεσ όπωσ ςτθν 4.1 ςυγκρίνουμε πρϊτα τθν μεταβολι πικανότθτασ 

τθσ  τελικισ κατάςταςθσ με τθν αντίςτοιχθ εκείνθσ τθσ κατανομισ. 

 

Σχιμα 4.3.1: Μεταβολι πικανότθτασ τθσ τελικισ κατάςταςθσ με το χρόνο για δφο διαφορετικζσ κατανομζσ 

απουςίασ κλίμακασ με τθν  ”scale free2”  πιο ζντονθ από τθν  “scale free1”. 

Ππωσ παρατθροφμε το ςφςτθμα προςεγγίηει πιο αργά τθν τελικι του κατάςταςθ όταν θ 

ςυνδεςιμότθτα μειϊνεται. 

Δυο τυπικζσ πικανότθτεσ καταςτάςεων ςτθ ςυνζχεια ςυγκρίνονται για τισ δφο διαφορετικζσ 

κατανομζσ. 
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Σχιμα 4.3.2: Μεταβολι πικανότθτασ τθσ κατάςταςθσ 4 με το χρόνο για δφο διαφορετικζσ κατανομζσ 

απουςίασ κλίμακασ με τθν  ”scale free2”  πιο ζντονθ από τθν  “scale free1” 

 

 

 

 

Σχιμα 4.3.3: Μεταβολι πικανότθτασ τθσ κατάςταςθσ 9 με το χρόνο για δφο διαφορετικζσ κατανομζσ 

απουςίασ κλίμακασ με τθν  ”scale free2”  πιο ζντονθ από τθν  “scale free1” 

 

Τα δφο προθγοφμενα ςχιματα μασ δείχνουν ότι ζχουμε μια ςχετικι μετατόπιςθ του μζγιςτου για 

μια πικανότθτα κατάςταςθσ κακϊσ και μια αφξθςθ ςτο χρόνο που ζχουν αυτζσ ζνα ενεργό πλάτοσ 

εντόσ τθσ διάρκειασ τθσ επιδθμίασ. Τελικά μια πιο απότομθ κατανομι βακμοφ αυξάνει τθν διάρκεια 

τθσ επιδθμίασ κακϊσ οι πικανότθτεσ των μεταβάςεων μειϊνονται λόγω τθσ πιο περιοριςμζνθσ 

ςυνδεςιμότθτασ. 

20 40 60 80
t

0.05

0.10

0.15

S4

ScaleFree2

ScaleFree1

50 100 150 200
t

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

S9

ScaleFree2

ScaleFree1



76 
 

Από ζνα αντίςτοιχο του 4.1.2 ςχιματοσ κα βλζπαμε ότι οι πικανότθτεσ παρουςιάηουν παρόμοια 

επικάλυψθ για μια τζτοια μεταβολι ςτθν κατανομι βακμοφ. Μπορεί λοιπόν να εξεταςτεί το 

ερϊτθμα αν θ κατανομι βακμοφ μπορεί να προκαλζςει το χαρακτθριςτικό τθσ μείωςθσ επικάλυψθσ 

όπωσ το προκαλεί θ μείωςθ του ρυκμοφ κεραπείασ. 

Ζνα γενικότερο δίδαγμα είναι ότι μειϊνοντασ τισ ςυνδζςεισ μειϊνουμε τθν πικανότθτα να μολυνκεί 

ζνασ κόμβοσ αλλά από τθν άποψθ τθσ επιδθμίασ δεν αλλάηει δραματικά ο τρόποσ που αυτι τελικά 

κα επικρατιςει παρά μονό θ διάρκεια τθσ. 

 

4.4  Παραλλαγέσ του μοντέλου 
 

Στθ ςυνζχεια εξετάηουμε κάποιεσ παραλλαγζσ του μοντζλου μασ δεχόμενοι τθν ίδια πικανότθτα 

μόλυνςθσ ενόσ κόμβου, κακϊσ και τθν ίδια κατανομι πικανότθτασ για το ςφνολο των νζων 

μολυςμζνων και κεραπευμζνων ςε ζνα βιμα χρόνου. Στισ δφο εκδοχζσ που κα παρουςιάςουμε 

κάποιεσ μεταβάςεισ γίνονται αδφνατεσ, αλλά θ πικανότθτα παραμονισ ςε μια κατάςταςθ προκφπτει 

και εδϊ ωσ θ ςυμπλθρωματικι τθσ ςυνολικισ πικανότθτασ μετάβαςθσ. 

 

4.4.1 Μείωςθ  πλικουσ μολφνςεων 

Μποροφμε να υποκζςουμε ζνα πλικοσ μολφνςεων x μικρότερο από το μζγιςτο δυνατό που είναι 

ίςο με το πλικοσ των ευάλωτων, ϊςτε να προςομοιϊςουμε τθν ςυμπεριφορά αυτι ςτο μικρό 

δίκτυο. Το χαρακτθριςτικό αυτό δεν ζχει ςχζςθ με τθν κατανομι βακμοφ αλλά με τθν ελευκερία 

που αφαιροφμε  από το ςφςτθμα να κάνει μεταβάςεισ ςε μεγάλθ κλίμακα ςε κάκε βιμα χρόνου. 

Στθν ζωσ τϊρα μελζτθ μασ δεν ζχουμε δϊςει ςτθν ςυνδεςιμότθτα κόμβου τθ δυνατότθτα  να 

επθρεάςει το πλικοσ x των νζων μολφνςεων. Μποροφμε να κεωριςουμε τθ δυνατότθτα να 

μολφνονται όλοι ςε ζνα βιμα χρόνου και μάλιςτα να κεραπεφονται ςτο ίδιο διάςτθμα ςε ζνα 

τεράςτιο δίκτυο όπωσ ο ιςτόσ να φαίνεται υπερβολικι. Ραρόλα αυτά κάποιοσ μπορεί να κεωριςει 

μία υποκετικι, ανεπίςθμθ και δθμοφιλι νζα ενθμζρωςθ να μεταφζρεται από χριςτθ ςε χριςτθ και 

να κεωρείται αςκζνεια με τθν ευρεία ζννοια του όρου. 

Ζωσ τϊρα θ κατανομι βακμοφ επθρζαςε τθν μετάβαςθ του ςυςτιματοσ από μια κατάςταςθ ςε μια 

άλλθ, μζςω τθσ πικανότθτασ μόλυνςθσ ενόσ κόμβου. Ππωσ ζχουμε ιδθ αναφζρει, δεν είναι θ 

ςυγκεκριμζνθ μορφι τθσ κατανομισ βακμοφ που κα επθρεάςει ποιεσ μεταβάςεισ μποροφν να 

γίνουν αλλά οι υποκζςεισ μασ για το μοντζλο. Θ κατανομι βακμοφ είναι μια πρϊτθ μζτρθςθ τθσ 
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τοπολογίασ και δεν κα μποροφςε να περικλείει τα ςυνολικά τοπολογικά  χαρακτθριςτικά του 

δικτφου. Στα μεγάλα δίκτυα κεωροφμε ότι ςτο βιμα χρόνου είναι υπερβολικό να αφιςουμε το 

ςφςτθμα να ζχει τόςο μεγάλθ ελευκερία αλλά θ κατανομι μπορεί και πάλι να προςφζρει ζνα μζτρο 

ςτο πλικοσ των επιτρεπτϊν μεταβάςεων. 

Στθν προςπάκεια μασ να δϊςουμε ςτθν κατανομι βακμοφ τθν δυνατότθτα να επιδράςει ςτο 

ςφνολο x των νζων γεννιςεων μολυςμζνων, μποροφμε να ειςάγουμε τον περιοριςμό για 

παράδειγμα  

                                                                                
   

 
                                                                (4.3.2.1)          

Θ εξίςωςθ αυτι (όπου με αγκφλθ κεωροφμε τον γνωςτό ςυμβολιςμό του ακζραιου μζρουσ) μασ 

δείχνει ότι ζνα κλάςμα μόνο από τουσ ευάλωτουσ μπορεί να μολυνκεί ςε ζνα βιμα χρόνου. Το 

γεγονόσ οι νζεσ γεννιςεισ μολυςμζνων ςτο ςφςτθμα να είναι ίςεσ με το πλικοσ ευάλωτων κα 

μπορεί να κεωρθκεί δυνατό μόνο αν θ μζςθ ςυνδεςιμότθτα είναι ίςθ με το πλικοσ του δικτφου. 

Ππωσ βλζπουμε κάτι τζτοιο ιςχφει κατά προςζγγιςθ αφοφ ζχουμε ειςάγει μια ςτακερά c<1, ϊςτε να 

αποφφγουμε τθν μθδενικι τιμι του x παρόλο που μπορεί να υπάρχει ζνασ μικρόσ αρικμόσ 

ευάλωτων. Θ ζκφραςθ (4.3.2.1) μπορεί να βελτιωκεί αλλά εδϊ μασ αρκεί το γενικό τθσ μινυμα. 

Για το δίκτυο μασ και με τθν υπόκεςθ  κατανομισ τθσ υπό-ενότθτασ 4.1 ζχουμε <k>=1,4. Για c=0,65 

καταλιγουμε ότι όταν οι ευάλωτοι είναι από 1 ζωσ και 3 οι δυνατζσ μεταβάςεισ είναι αυτζσ που 

προκφπτουν από τθν γζννθςθ ενόσ το πολφ μολυςμζνου (x=1). Για S=4 επιτρζπεται να γίνουν το 

πολφ 2 μολφνςεισ  ενϊ για μθδενικό πλικοσ ευάλωτων x=0 όπωσ κα ζπρεπε. Στθ  περίπτωςθ αυτι 

βζβαια  ζχουμε ιδθ κεωριςει ότι αλλάηει θ περιγραφι τθσ μετάβαςθσ. 

Σε αντιςτοιχία με το αρχικό μοντζλο οι μεταβάςεισ ορίηονται πλζον όπωσ ςτον επόμενο πίνακα. 
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Εκτελϊντασ τουσ υπολογιςμοφσ κα παρατθροφςαμε για το παράδειγμα αυτό ότι δεν ζχουμε καμία 

ουςιαςτικι διαφορά με το αντίςτοιχο του αρχικό. Μια αιτία κα φανεί αν κοιτάξουμε τον αρχικό 

πίνακα μετάβαςθσ. Κακϊσ οι μεταβάςεισ προσ πιο μακρινζσ καταςτάςεισ γίνονται όλο και πιο 

απίκανεσ το ποςό πικανότθτασ που χάνουμε όταν τισ αφαιροφμε δεν είναι ικανό να αλλάξει τθν 

χρονικι εξζλιξθ ςε μεγάλθ κλίμακα. Στα μεγαλφτερα δίκτυα ενδζχεται να ζχουμε αιςκθτι 

διαφοροποίθςθ. Στθν περίπτωςθ μασ εδϊ το αποτζλεςμα μπορεί να κεωρθκεί ωσ  μια επιβεβαίωςθ 

τθσ διωνυμικισ κατανομισ ωσ αποτρεπτικισ ϊςτε να  μολφνονται με μεγάλθ πικανότθτα πολλοί 

κόμβοι ςε ζνα διάςτθμα χρόνου. 

 

4.4.2    Κακυςτζρθςθ κεραπείασ 

Μια από τισ υποκζςεισ μασ ζωσ τϊρα, αυτι του χρόνου ζναρξθσ τθσ  κεραπείασ, φαίνεται να μθν 

είναι τόςο ρεαλιςτικι τουλάχιςτον ςε ζνα μεγάλο πλικοσ περιπτϊςεων. Γενικά οι ενθμερϊςεισ 

αςφαλείασ  κατά των κακόβουλων λογιςμικϊν μποροφμε να κεωριςουμε ότι γίνονται γνωςτζσ και 

τελικά τρζχουν ςε όλουσ τουσ χριςτεσ ςε ζνα πολφ μικρό χρονικό διάςτθμα ςε μια χρονικι ςτιγμι 

μετά τθν ζναρξθ τθσ επιδθμίασ και όχι αμζςωσ με τθν εμφάνιςθ τθσ. 

Μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε δφο μαρκοβιανζσ περιγραφζσ του μοντζλου μασ για το ςκοπό 

αυτό διαδοχικά ςτο χρόνο. Θ πρϊτθ κα αποτελείται από όλεσ αυτζσ τισ καταςτάςεισ που ςυμβαίνει 

μόνο μόλυνςθ δθλαδι κα ζχουμε ζνα μοντζλο επιδθμίασ SI. Τθ χρονικι ςτιγμι που κα κεωριςουμε 

ότι ζγινε γνωςτι θ κεραπεία μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε τισ πικανότθτεσ των καταςτάςεων 

του μοντζλου SI ςτο μοντζλο SIR ωσ αρχικζσ. Θ μελζτθ τθσ επιδθμίασ κα γίνει διαδοχικά λοιπόν. 

Στο αρχικό παράδειγμα μασ των 4 κόμβων και για λ=κ με τισ ίδιεσ υπόλοιπεσ υποκζςεισ θ παροφςα 

περίπτωςθ περιγράφεται με 5 καταςτάςεισ οι οποίεσ αντιςτοιχοφν ςτισ 1,2,4,7,11 του αρχικοφ 

παραδείγματοσ. Θ χρονικι μεταβολι των πικανοτιτων για τισ καταςτάςεισ αυτζσ φαίνεται ςτο 

παρακάτω ςχιμα, για αρχικι κατάςταςθ 1, ενϊ διατθροφμε για λόγουσ ςφγκριςθσ τθν αρίκμθςθ 

όπωσ προθγουμζνωσ. 
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Σχιμα  4.4.1 : Μεταβολι πικανότθτασ καταςτάςεων για το μοντζλο SI  4 κόμβων. 

 

Ππωσ φαίνεται από το παραπάνω ςχιμα οι καταςτάςεισ με κανζναν , ζναν, δφο, τρεισ και τζςςερεισ 

μολυςμζνουσ ζχουν μζγιςτθ πικανότθτα ςε διαδοχικά χρονικά διαςτιματα. Στθ ςυνζχεια είναι κζμα 

υπόκεςθσ θ ειςαγωγι του χρόνου που αρχίηει θ κεραπεία. Ασ κεωριςουμε ζναν χρόνο t=250 ςτο 

παράδειγμα αυτό  όταν δθλαδι ο ςυνολικόσ πλθκυςμόσ ζχει αποκτιςει τθν αςκζνεια, κάτι που 

ςυμβαίνει με πικανότθτα 0,98, μια υπόκεςθ χρόνου ζναρξθσ κεραπείασ λογικι ςυνικωσ για μικρά 

δίκτυα. Στθν περίπτωςθ αυτι ζναρξθσ τθσ κεραπείασ ςτθν περιγραφι που απομζνει μζςω του 

μοντζλου SIR κα κυριαρχεί θ κατάςταςθ 11. 

Στο επόμενο ςχιμα φαίνεται θ διαδικαςία αυτι, τθσ κεραπείασ. 
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Σχιμα 4.4.2: Μεταβολι πικανότθτασ καταςτάςεων 11 ζωσ 15 για το μοντζλο SIR  4 κόμβων με κυρίαρχθ 

αρχικι κατάςταςθ τθν 11, τθν χρονικι ςτιγμι t=250 

Το ςχιμα αυτό κα πρζπει να κεωρθκεί ωσ ςυνζχεια του 4.4.2.1 για t=250 και μετά. Ζχει ενδιαφζρον 

να ςυγκρίνουμε τον ςυνολικό χρόνο επιδθμίασ ςτο αρχικό μοντζλο με τον αντίςτοιχο τθσ εκδοχισ 

μασ εδϊ. Ωσ ςυνολικό χρόνο επιδθμίασ μποροφμε να ορίςουμε τθν διάρκεια από t=0 ζωσ το χρόνο 

που θ πικανότθτα τθσ τελικισ κατάςταςθσ φτάνει ςε μια πικανότθτα πολφ κοντά ςτθν μονάδα, για 

παράδειγμα 0,99. Στθν παροφςα εκδοχι μασ τθσ κακυςτερθμζνθσ κεραπείασ ο ςυνολικόσ χρόνοσ 

προκφπτει από το άκροιςμα των δφο χρονικϊν διαρκειϊν. 

Από τθν ςυγκεκριμζνθ επιλογι τθσ ζναρξθσ κεραπείασ t=250 και για διάρκεια 200 μονάδων για τθν 

επίτευξθ πικανότθτασ τελικισ κατάςταςθσ με πικανότθτα 0,99 παρατθροφμε ότι θ προκφπτει 

μικρότερθ ςυνολικι διάρκεια επιδθμίασ ςτθν περίπτωςθ κακυςτερθμζνθσ κεραπείασ. Συγκεκριμζνα 

ςτο αρχικό μοντζλο χρειάηεται χρόνοσ t=580 μονάδων ϊςτε να φτάςουμε ςτθν τελικι κατάςταςθ με 

πικανότθτα 0,990652. Θα πρζπει να εξετάςουμε με προςοχι τα επιλεγμζνα κριτιρια για τουσ 

χρόνουσ μασ πριν βγάλουμε ζνα ςυμπζραςμα όπου ςτθν περίπτωςθ τθσ κακυςτερθμζνθσ κεραπείασ 

θ επιδθμία διαρκεί λιγότερο. Ραρόλα αυτά ακόμα και για ζναρξθ επιδθμίασ ςτο t=300 όπου θ 

τελικι κατάςταςθ τθσ πρϊτθσ φάςθσ ζχει φτάςει με πικανότθτα 0,994693 ςυν 200 μονάδων χρόνου 

για τθν δεφτερθ φάςθ βλζπουμε ότι θ διάρκεια επιδθμίασ ςτο αρχικό μοντζλο είναι μεγαλφτερθ. 

Σαφϊσ ζνασ λόγοσ που κα μποροφςε να αποκαταςτιςει  ζνα τζτοιο αποτζλεςμα , ίςωσ αντίκετο 

ςτθν διαίςκθςθ μασ, είναι ότι θ πικανότθτα μιασ τελικισ κατάςταςθσ τείνει ςτθ μονάδα με πολφ 

μικρό ρυκμό από ζνα ςθμείο χρόνου και μετά  όπου το όριο προςεγγίηεται με όλο και μεγαλφτερθ 

ακρίβεια. Αλλά και τότε ζνασ υπερβολικά μεγάλοσ  χρόνοσ για τθν ολοκλιρωςθ τθσ πρϊτθσ φάςθσ 

μοιάηει αφφςικοσ. Αντίκετα αν βιαςτοφμε να κεωριςουμε ότι ζλθξε θ πρϊτθ φάςθ κα αγνοιςουμε 

ζςτω ζνα μικρό ποςό πικανότθτασ το οποίο αντιςτοιχεί ςε ζνα αιςκθτό χρονικό διάςτθμα. 

Ζνα ςθμείο που πρζπει να δϊςουμε ςθμαςία για να δικαιολογιςουμε το παραπάνω αποτζλεςμα 

είναι το πλικοσ των καταςτάςεων. Σε κάκε μια από τισ δφο φάςεισ υπάρχουν 5 καταςτάςεισ και 

αυτό που φαίνεται, είναι θ μείωςθ των καταςτάςεων ςε κάκε φάςθ ςε ςχζςθ με τισ 15 του αρχικοφ 

μοντζλου να ζχει ωσ επακόλουκο τθν μείωςθ τθσ χρόνου όπου θ κάκε πικανότθτα τελικισ 

κατάςταςθσ τείνει ςτθν μονάδα. Σφμφωνα με τα παραπάνω και για λογικι παραδοχι του χρόνου 

λιξθσ τθσ πρϊτθσ φάςθσ μποροφμε να δοφμε ότι θ ςυνολικι διάρκεια τθσ επιδθμίασ είναι περίπου 

θ ίδια  ςτισ δφο εκδοχζσ των μοντζλων. Ζχει ενδιαφζρον να εξετάςουμε τον ίδιο υπολογιςμό για 

μεγαλφτερα δίκτυα όποτε μπορεί να φανεί τυχόν  όμοια ςυμπεριφορά ϊςτε να καταλιξουμε και ςε 

αυτζσ τισ περιπτϊςεισ ότι αν θ κεραπεία αρχίςει μόλισ όλοι ζχουν μολυνκεί ο ςυνολικόσ χρόνοσ 

επιδθμίασ δεν κα αλλάξει αιςκθτά. Σίγουρα κα επωφελθκοφμε βζβαια όταν θ κεραπεία αρχίηει 
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νωρίτερα αν αναλογιςτοφμε ότι τότε υπάρχει πικανότθτα διάφορθ του μθδενόσ να ζχουμε 

κεραπευμζνα μζλθ. 

 

4.5  Επίλογοσ 
 

Ζχοντασ δει και αρικμθτικά τθ διαδικαςία του μοντζλου που περιγράφουμε μποροφμε να κάνουμε 

κάποιεσ επιπλζον παρατθριςεισ. Σχετικά με τθ διαδικαςία τθσ δθμιουργίασ αςκζνειασ μζςω των 

κακόβουλων κόμβων ζχουμε παρατθριςει ςτθν αρχι τθσ 3.1 ότι διακρίνεται θ ενεργι δράςθ τουσ 

κάπου μζςα ςτον ευάλωτο πλθκυςμό και ταυτόχρονα τουσ τοποκετεί εκεί. Κάτι τζτοιο κα μποροφςε 

να κεωρθκεί όχι τόςο ρεαλιςτικό μια και θ γνϊςθ τθσ κεραπείασ είναι ιδθ γνωςτι για αυτοφσ. 

Ραρόλα αυτά θ περιγραφι μασ εφόςον διατθρεί τρία είδθ πλθκυςμϊν, αν και δεν μπορεί να τουσ 

τοποκετιςει κάπου αλλοφ, παρουςιάηει τθ δράςθ τουσ. Στθν πραγματικότθτα ο κακόβουλοσ 

πλθκυςμόσ αποτελεί ζνα τζταρτο είδοσ και δρα ςτον ευάλωτο πλθκυςμό,  αλλά ανικει ςε ζναν 

τζταρτο πλθκυςμό με ιδιότθτεσ ανοςίασ όπωσ και οι κεραπευμζνοι. Μια άλλθ αντιμετϊπιςθ κα 

μποροφςε να είναι πιο ακριβισ ςφμφωνα με αυτι τθ λογικι. Είναι γεγονόσ  ότι κατά τθ διάρκεια τθσ 

επιδθμίασ  δεν είναι γνωςτόσ ο τρόποσ δράςθσ των κακόβουλων οπότε κα πρζπει να προχωριςουμε 

με προςοχι εφόςον κζλουμε να τουσ εντάξουμε ςε ζνα μοντζλο ωσ ζνα ξεχωριςτό πλθκυςμό. Στθν 

περίπτωςι μασ οι κακόβουλοι κόμβοι κεωροφν τον εαυτό τουσ ωσ ευάλωτο για το ςυνολικό δίκτυο 

και κάποια ςτιγμι αποφαςίηουν ότι χρειάηεται να αλλάξουν τθν ταυτότθτά τουσ ςε μολυςμζνουσ και 

τελικά κεραπευμζνουσ. Θα ιταν επικυμθτό να υπάρχει ζνασ μθχανιςμόσ ϊςτε να μθν μολφνουν οι 

κακόβουλοι κόμβοι ολοκλθρωτικά τουσ ευάλωτουσ. Αν και ςκοπόσ τουσ είναι να το καταφζρουν 

μποροφμε να φανταςτοφμε περιπτϊςεισ όπου ο ευάλωτοσ κόμβοσ είναι υποψιαςμζνοσ ϊςτε να 

προχωριςει ςε μια ςφνδεςθ που κα αποβεί μοιραία για αυτόν. Εδϊ υπάρχει μετάβαςθ από 

ευάλωτουσ ςε κεραπευμζνουσ και τελικά ςτο τζλοσ τθσ επιδθμίασ δεν κα ζχουν όλοι μολυνκεί 

παρόλο που οι ευάλωτοι κα είναι μθδζν. Στο κλαςςικό μοντζλο SIR ςτο τζλοσ τθσ επιδθμίασ υπάρχει 

δυνατότθτα να μθν ζχουν μολυνκεί όλοι, αλλά οι ευάλωτοι  που παρζμειναν δεν ςυνειδθτοποίθςαν 

τον κίνδυνο, απλά ζτυχε και κεραπεφτθκαν όλοι οι μολυςμζνοι. Για παράδειγμα ςε μια επικίνδυνθ 

εφαρμογι ενόσ κοινωνικοφ δικτφου ο χριςτθσ μπορεί να αρνθκεί τθν ςυμμετοχι του αν υποψιαςτεί 

κάτι τζτοιο. Το κζμα αυτό όμωσ εμπλζκει και το χαρακτθριςτικό τθσ ταυτότθτασ των κόμβων το 

οποίο είναι πολφ ςθμαντικό. Δεν είναι όλοι οι κόμβοι το ίδιο ευάλωτοι. Στθν εξζταςι μασ  ο κάκε 

κόμβοσ είναι ιςότιμοσ ςε όλα με τουσ υπόλοιπουσ που ανικουν ςτον ίδιο πλθκυςμό. Θα 

μποροφςαμε να ορίςουμε ζνα μζτρο για τθν τιμι προδιάκεςθσ για αςκζνεια και μια κατανομι 
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πικανότθτασ ςτο ςφνολο των ευάλωτων ϊςτε να πάρουν τθν τιμι αυτι. Ραρόμοιεσ παρατθριςεισ 

ιςχφουν και για τθν αντιμετϊπιςθ κεραπείασ. 

Ππωσ φαίνεται από τθν κεωρθτικι ανάπτυξθ του μοντζλου μασ θ κατανομι βακμοφ βοικθςε 

αρκετά αλλά ζωσ το ςθμείο που ζπρεπε να ςυςχετίςουμε πικανότθτεσ πζρα από τουσ γείτονεσ ενόσ 

κόμβου. Ρραγματικά ςτο ςθμείο αυτό θ κατανομι βακμοφ αδυνατεί να μασ πλθροφοριςει για τθν 

κατανομι τθσ γενικότερθσ τοπολογίασ. Αυτό φαίνεται ςυγκεκριμζνα ςτθν υποκετικι μασ διωνυμικι 

κατανομι για τθν πικανότθτα x νζων μολφνςεων ςτο ςυνολικό δίκτυο. Μια άλλθ κατανομι που κα 

ιταν υποψιφια είναι θ πολυωνυμικι.  Επίςθσ ςτθν κατανομι των μολυςμζνων ακμϊν ενόσ κόμβου 

ζπρεπε να κάνουμε μια υπόκεςθ που αφοροφςε μεγάλθ κλίμακα. Θ ζννοια τθσ κεντρικότθτασ είναι 

ςθμαντικι αλλά δεν μπορεί να εφαρμοςτεί ςε ςτοχαςτικι περίπτωςθ αφοφ απαιτεί τθν ακριβι 

τοπολογία, ςτθν παροφςα μορφι τθσ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



83 
 

Βιβλιογραφία: 
 

[1]        Kermack W. O. and A. G. McKendrick, Contributions to the mathematical Theory of epidemics-

I, Proceedings of the Royal Society 115A: 700-721, 1927 (Reprinted in Bulletin of Mathematical 

Biology 53(1/2): 33-55, 1991) 

[2]        Troy Tassier, SIR Model of Epidemics, Lesson Notes at Fordham University Rose Hill, 2005  

[3]    Kermack and McKendrick, The Variable Susceptibility Model for Infectious Diseases, Japan 

Journal of Industrial and Applied Mathematics - Volume 18, 2001. 

[4]        http://en.wikipedia.org: Epidemic Model 

[5]      Andrei Korobeinikov and Philip K. Maini, Mathematical Biosciences and Engineering - Volume 

1, 2004 

[6]       Fred Brauer - Pauline Van den Driessche - Jianhong Wu, Mathematical Epidemiology, Springer-

Verlag Berlin and Heidelberg GmbH & Co. KG, 2008 

[7]        Ε. Συκάσ, Σθμειϊςεισ Θεωρίασ Τθλεφωνικισ Κίνθςθσ, ΕΜΡ, 2003. 

[8]        Β. Μάγκλαρθσ - Τ. Χιϊτθσ, Σθμειϊςεισ Συςτθμάτων Αναμονισ, ΕΜΡ, 2000 

[9]     Nikolaos Demiris, Bayesian Inference for Stochastic Epidemic Models using Markov    chain 

Monte Carlo Methods, Thesis submitted to the University of Nottinghamfor for the degree of Doctor 

of Philosophy, 2004 

[10]   Romualdo Pastor-Satorras and Alessandro Vespignani, Immunization of complex networks, 

Phys.Rev. E 65  036104, 2002 

[11]     Akram H. Rustam, Epidemic Network and Centrality, Master Thesis, 2006 

[12]    M. E. J. Newman, The mathematics of networks, The New Palgrave Encyclopedia of Economics 

2nd edition, 2008. 

[13]  M. E. J. Newman, A measure of betweenness centrality based on random walks, Social 

Networks 27, 2005 

[14]     M.  E.  J. Newman, Spread of epidemic disease on networks, Phys. Rev. E 66 016129, 2002 

[15]     P. Grassberger, Math. Biosci. 63, 157, 1983. 

[16]  M. E. J. Newman - S.H. Strogatz and D.J. Watts, Random graphs with arbitrary degree 

distributions and their applications, Phys. Rev. E64, 026118, 2001 

[17]      Albert-László Barabási, Scale-Free Networks: A Decade and Beyond, Science Magazine Volume 

35, 2009 

[18]    Romualdo Pastor-Satorras - Alessandro Vespignani, Epidemic dynamics in finite size scale-free 

networks. Phys. Rev. E 65, 2002 

http://www.ratemyprofessors.com/SelectTeacher.jsp?sid=1325
http://arxiv.org/abs/cond-mat/0007235
http://arxiv.org/abs/cond-mat/0007235


84 
 

[19]  Romualdo Pastor-Satorras - Alexei Vázquez and Alessandro Vespignani, Dynamical and 

Correlation Properties of the Internet, Phys. Rev. Lett.87, 2001 

[20]   Guillermo Abramson, Mathematical modeling of the spread of infectious diseases, A series of 

lectures given at PANDA UNM, 2001.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


