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Περίληψη 

 

 

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία µελετάται η γένεση και διάδοση του 

αριθµητικού λάθους πεπερασµένης ακρίβειας, δηλαδή, του αριθµητικού λάθους που 

οφείλεται στο γεγονός ότι όλες οι παραστάσεις των αριθµών και οι µεταξύ τους 

πράξεις γίνονται στον υπολογιστή µε περασµένο αριθµό ψηφίων. Αρχικά, 

πραγµατοποιήθηκε µελέτη και κατανόηση µίας νέας σχετικής µεθοδολογίας που έχει 

αναπτύξει ο επιβλέπων καθηγητής και η ερευνητική του οµάδα. Εν συνεχεία, αυτή η 

µεθοδολογία εφαρµόστηκε για πρώτη φορά στη µελέτη της γένεσης και διάδοσης του 

λάθους πεπερασµένης ακρίβειας στους πολύ σηµαντικούς αλγορίθµους υπολογισµού 

των Zernike Moments. Συγκεκριµένα, µελετήθηκαν οι πέντε δηµοφιλέστεροι 

αναδροµικοί αλγόριθµοι υπολογισµού αυτών των ποσοτήτων. ∆ιαπιστώθηκε ότι η 

µέθοδος έδινε τον ακριβή αριθµό λανθασµένων ψηφίων µε τον οποίον κάθε ποσότητα 

του εκάστοτε αλγορίθµου υπολογιζόταν.  Η µελέτη που πραγµατοποιήσαµε κατέδειξε 

επίσης, ότι µόνο συγκεκριµένοι τύποι σε κάθε αλγόριθµο είναι οι κύριες και 

καθοριστικές πηγές γένεσης του λάθους πεπερασµένης ακρίβειας. ∆ιεφάνη επίσης και 

κατενοήθη, γιατί τα αποτελέσµατα των αλγορίθµων αυτών καθίστανται εντελώς 

αναξιόπιστα από µία τάξη αναδροµής και άνω. Τέλος, έγινε συγκριτική µελέτη της 

συµπεριφοράς των τριών κυριοτέρων και πλέον εξελιγµένων µορφών των 

αλγορίθµων υπολογισµού των Zernike Moments. Αυτή η σύγκριση υπέδειξε ότι ο 

πλέον ανθεκτικός σε βάθος τάξης αναδροµών αλγόριθµος είναι ο Q-recursive,ενώ οι 

αλγόριθµοι Kintner και Prata εµφάνιζαν σαφώς αυξηµένη µέση τιµή λάθους σε όλες 

τις αναδροµές. Η παρούσα εργασία υποδεικνύει και το δρόµο για τη διόρθωση αυτού 

του αριθµητικού λάθους ή και τη σταθεροποίηση κάποιου αλγορίθµου Zernike 

Moments, γεγονός που έχει µεγάλη θεωρητική και πρακτική αξία. 

 

 

 

 

ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙ∆ΙΑ:  

 

Λάθος πεπερασµένης ακρίβειας, Ζερνίκε Μόµεντς, αναδροµικοί αλγόριθµοι, λάθος 

αποκοπής, µέθοδος q-recursive, αλγόριθµος Kintner, αλγόριθµος Prata  
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Abstract 
 

 

In the present dissertation, a study of the generation and propagation of the finite 

precision error in iterative algorithms is undertaken. The finite precision error is due 

to the fact that all numbers in a contemporary computing machine are represented 

with a limited number of digits; in addition, all operations are executed with the same 

limitation. First, a bibliographical research was undertaken, mainly in connection with 

a new methodology for the study the finite precision error, which has been developed  

by the tutoring professor and his research team. Next, this methodology has been for 

the first time applied to the study of the generation and propagation of the finite 

precision error in the very important class of algorithms that compute the Zernike 

Moments. In fact, the five more popular iterative algorithms for the computation of 

these moments has been studied. It has been shown that the employed method offered 

the exact number of erroneous digits with which each quantity of these algorithms 

was computed in every iteration. The perform study and the related analysis manifest 

that only a limited number of formulae in each algorithm are decisively responsible 

for the generation of the finite precision error. The performed experiments and the 

related analysis also clarified why these algorithms fail after a certain number of 

iterations. In the dissertation, it has been also undertaken a comparative study of the 

finite precision error in the three more advanced versions iterative algorithms for the 

Zernike Moments computation. This comparison has shown that the more robust 

algorithm is the q-recursive one. The other two schemes, namely the Kintner 

algorithm and the Prata one, presented a higher mean value of erroneous digits 

practically in all iterations. Finally, this dissertation may open the way for remedying 

this finite precision error, so as to develop an algorithm that remains robust and stable 

for a large number of iterations.  

 

 

KEY WORDS: 

Finite precision error, Zernike Moments, round-off error in iterative algorithms, Q-

Recursive, Kintner, Prata 
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Α.1. Tο πρόβληµα του λάθους πεπερασµένης 

ακρίβειας - Παραδείγµατα 

 

Α.1.1. Εισαγωγή. 

 

Η πεπερασµένη ακρίβεια µε την οποία πραγµατοποιούνται οι πράξεις στον 

υπολογιστή ενδέχεται να εισάγει µια ποσότητα λάθους στο αποτέλεσµα. Όταν το 

αποτέλεσµα αυτό χρησιµοποιείται σε επόµενες πράξεις όπως π.χ. συµβαίνει σε 

αναδοµικές διαδικασίες, τότε ενδέχεται να συσσωρευτεί και τελικά να δώσει  

εσφαλµένα ανεπιθύµητα αποτελέσµατα που αποκλίνουν από τα αναµενόµενα ορθά 

κατά πολύ. Αυτό κάνει τα όποια αποτελέσµατα του υπολογιστή αµφιβόλου 

ορθότητας και στόχος της εργασίας αυτής είναι ακριβώς η παρατήρηση του λάθους 

αυτού στις διάφορες πράξεις(πρόσθεση, αφαίρεση, πολλαπλασιασµό και διαίρεση), η 

εισαγωγή µεθόδων ακριβούς υπολογισµού του λάθους και διόρθωσης και τελικά η  

εφαρµογή των ανωτέρω σε σηµαντικούς αλγορίθµους.  

 

 

Α.1.2. Παραδείγµατα. 

 

Παράδειγµα Α.1.2.α.  

 

Συχνά, χρειάζεται να κάνουµε υπολογισµούς µε αριθµούς αποτελούµενους 

από πολλά δεκαδικά ψηφία που περιέχουν χρήσιµη πληροφορία στα τελευταία 

δεκαδικά τους ψηφία. Άλλες φορές πρόκειται για ιδιαίτερα µεγάλους αριθµούς και 

άλλες φορές για ιδιαιτέρως µικρούς. Ο χειρισµός τέτοιων ποσοτήτων από τον 

υπολογιστή ή γενικότερα από ένα σύστηµα που χρησιµοποιεί πεπερασµένο αριθµό 

ψηφίων για τις πράξεις του, οδηγεί σε αστοχίες και σφάλµατα. Υπάρχει τρόπος να 

αντιµετωπιστούν ορισµένα από αυτά τα προβλήµατα για να αποφύγουµε να χάσουµε 

πληροφορία. Αυτή η απώλεια πληροφορίας και ο τρόπος παράκαµψής της φαίνεται 

στο παράδειγµα που ακολουθεί. 
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Μέσα από τη σχέση χ
2
 - ψ

2
 =(χ+ψ)·(χ-ψ) θα κατανοήσουµε τι είναι τελικά 

πρακτικά το λάθος πεπερασµένης ακρίβειας και µε ποια µορφή υπεισέρχεται στους 

υπολογισµούς µας. Πιο συγκεκριµένα, έστω : 

 

eps1=10
-19

 

eps2=2*10
-19

  

x=1+ eps1 

y=1+ eps2 

 

Εκτελέσαµε τις ακόλουθες πράξεις στο MATLAB και λάβαµε τα παρακάτω 

αποτελέσµατα: 

 

z1= x
2
 – y

2
 = 0 

z2= (x+y)·( eps1- eps2) = -2.0000e-019 

z3= 2·eps1+ eps1
2
-2·eps2- eps2

2
 = -2.0000e-019 

 

Όπως βλέπουµε, αν και τα αποτελέσµατα έπρεπε να είναι ίδια, τελικά το 

πρώτο είναι διαφορετικό. Η πεπερασµένη ακρίβεια µε την οποία πραγµατοποιεί 

στοιχειώδεις πράξεις το MATLAB, είναι αντίστοιχη αυτής ενός υπολογιστή που 

εκτελεί πράξεις µε 4 δεκαδικά ψηφία. Κατά συνέπεια, αν ο αριθµός µας όπως συνέβη 

µε τους x και y, αποτελείται από τµήµατα µε διαφορετικές τάξεις µεγέθους  οι οποίες 

διαφέρουν και κατά πολύ(θα προσδιορίσουµε αργότερα ποια είναι τα όρια αυτής της 

διαφοράς), τότε επειδή οι πράξεις θα πρέπει ταυτόχρονα να χειριστούν αριθµούς 

πολυψήφιους, µέρος της πληροφορίας µας θα χαθεί. Ο λόγος που στις παραστάσεις z2 

και z3 δε χάθηκε η πληροφορία της διαφοράς µεταξύ των δύο αριθµών οφείλεται στο 

γεγονός ότι κάθε επιµέρους πράξη που πραγµατοποιούµε χειρίζεται κάθε φορά 

αριθµούς χωρίς τµήµατα µε τάξεις µεγέθους που να διαφέρουν κατά πολύ. ∆ηλαδή, 

αντιµετωπίσαµε το παρατηρηθέν στην πρώτη περίπτωση σφάλµα, εκτελώντας 

ισοδύναµες διαδικασίες  µε όρους ολιγοψήφιους, ώστε να µη χάνεται πληροφορία του 

εκάστοτε αριθµού. Αυτό είναι ένα απλό παράδειγµα στο οποίο το λάθος 

πεπερασµένης ακρίβειας φαίνεται ξεκάθαρα. 
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Παράδειγµα Α.1.2.β.  

 

Ανθρωποµορφιστικά το σύµβολο x  χρησιµοποιείται για να περιγράψει µε 

µοναδικό τρόπο τη θετική ρίζα της εξίσωσης y
2
=x. Ο αριθµητικός όµως υπολογισµός 

αυτής της ρίζας υφίσταται πρακτικά πάντα f.p.e., λόγω ακριβώς του πεπερασµένου 

µήκους λέξης µε το οποίο γίνονται οι πράξεις. Σε αρκετές εφαρµογές αυτό το f.p.e. 

δεν επηρεάζει τις πρακτικές εκτιµήσεις που θέλουµε να πραγµατοποιήσουµε. Για 

παράδειγµα, εάν η εξαγωγή της τετραγωνικής ρίζας χρησιµοποιηθεί για να φτιαχτεί 

µια στοιχειώδης συσκευή καθηµερινής χρήσεως που επιδέχεται κατασκευαστικής 

ανοχής, τότε είναι ήσσονος ή και καθόλου σηµασίας το γεγονός ότι από τα 15 ψηφία 

µε τα οποία παριστούµε την τετραγωνική ρίζα, τα 13 πρώτα είναι σωστά και τα δύο 

τελευταία είναι λάθος.  

 

Υπάρχουν όµως περιπτώσεις, που αυτό το f.p.e. παίζει σηµαντικό ρόλο και 

µπορεί να δηµιουργήσει σοβαρότατα προβλήµατα. Αυτό εµφανίζεται εντονότερα 

όταν οι πράξεις στις οποίες υπεισέρχεται ο υπολογισµός της τετραγωνικής ρίζας είναι 

αναδροµικές. Σηµειωτέον ότι η απαίτηση όλα τα δεκαδικά ψηφία να είναι ορθά, δεν 

αφορά µόνον κατασκευές µεγάλης ακριβείας. Αντιθέτως, υπάρχουν περιπτώσεις που 

ακόµα κι αν η επίτευξη µεγάλης ακριβείας δεν απαιτείται, εν τούτοις τα 

αποτελέσµατα ενός µικρού f.p.e.  µπορεί να είναι καταστροφικά. Ας θεωρήσουµε για 

παράδειγµα, ένα οποιοδήποτε project στο οποίον πρέπει να υπολογίζουµε ιδιοτιµές ή 

και να επιλύω µεγάλο πλήθος γραµµικών συστηµάτων. Ας υποθέσουµε, εποµένως, 

ότι σε µία τέτοια εφαρµογή απαιτείτο να ελεγχθεί ως προς την αναστρεψιµότητα ο 

πίνακας  












=

31

62
A  

 

Το αν ένας πίνακας είναι αναστρέψιµος ή µη είναι πολύ συχνά ένα καίριο 

πρόβληµα σε πολλές εφαρµογές της επιστήµης των µηχανικών. Εάν δε, ληφθεί 

λανθασµένη απόφαση περί της αναστρεψιµότητας ενός ή περισσοτέρων πινάκων, 

τότε αυτό µπορεί να έχει πολύ δυσάρεστες ή και καταστροφικές συνέπειες στην όλη 

εξέλιξη του project. Είναι προφανές ότι ο πίνακας Α γραµµένος σε συµβολική µορφή 

δεν είναι αναστρέψιµος, διότι η ορίζουσά του είναι 06132 =⋅−⋅ .  
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Για να καταδείξουµε το ρόλο του f.p.e. θα υπολογίσουµε τις τετραγωνικές 

ρίζες στο MATLAB, το οποίο έχει πολύ ικανοποιητικό για τις περισσότερες 

πρακτικές εφαρµογές µήκος λέξης, ίσο µε 16 δεκαδικά ψηφία. Τότε,  

 

3730951414213562.12 =  

688777320508075.13 =  

831784494897427.26 =  

 

και   οπότε, η ορίζουσα του Α είναι det(A)= 4.440892098500626·10
-16

, η οποία είναι 

διάφορη του µηδενός από αυστηρής µαθηµατικής απόψεως και άρα o Α 

αντιστρεπτός. Αντίστοιχα ισχύουν και για ορίζουσες µητρών µεγαλυτέρου βαθµού.  

 

Για παράδειγµα, υπάρχει µία κλάση πινάκων mxn οι οποίοι παράγονται από 

µονοδιάστατους πίνακες που λέγονται και διανύσµατα. Συγκεκριµένα, έστω ο 

µονοδιάστατος πίνακας x=[x1 ,x2 ,x3 ] και ο 3x3 πίνακας που προκύπτει από τη σχέση 

πολλαπλασιασµού πινάκων  

 

x1·x1 x2·x1 x3·x1 

β=   xTx   =   x1·x2 x2·x2 x3·x2 

x1·x3 x2·x3 x3·x3 

 

Με ευθύγραµµες πράξεις προκύπτει ότι κάθε πίνακας β mxn αυτής της 

µορφής, που προκύπτει δηλαδή από πολλαπλασιασµό πινάκων διαστάσεων nx1 και 

1xn, τότε αυτός έχει ορίζουσα 0.  

 

Ας εξετάσουµε και ας αναδείξουµε το ρόλο του f.p.e. µε ένα απλό παράδειγµα 

που ανήκει στην προαναφερθείσα κατηγορία πινάκων. Πράγµατι, έστω ο 1x3 πίνακας  

 

x=[π/2    e
1.2

    cos( 3 )] 

 

Τότε,              2.4674    5.2152   -0.2522 

       β = xTx =     5.2152   11.0232   -0.5331 
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              -0.2522   -0.5331    0.0258.  

 

Αλλά τότε, οι πράξεις που εκτελεί µία οποιαδήποτε γλώσσα προγραµµατισµού για να 

υπολογίσει την ορίζουσα του β, εισάγει ένα λάθος πεπερασµένης ακρίβειας σχεδόν 

πάντα.  Εν προκειµένω, στο MATLAB η ορίζουσα του β λαµβάνει την τιµή det(β)= -

1.6071·10
-32

 η οποία είναι από αυστηρά µαθηµατικής απόψεως διάφορη του µηδενός, 

γεγονός που έρχεται σε αντίθεση µε τη θεωρία, µε απρόβλεπτες πρακτικές συνέπειες.  

 

Στο σηµείο αυτό, θα θέλαµε να κάνουµε µια παρατήρηση, η οποία µπορεί να 

επιλύσει πολλά πρακτικά προβλήµατα. Πράγµατι, επειδή κατά τον υπολογισµό της 

ορίζουσας, τελικά γίνονται αφαιρέσεις ποσοτήτων που διαφέρουν µόνο στα τελευταία 

- ελάχιστα σηµαντικά - δεκαδικά ψηφία τους, τότε µπορούµε να δώσουµε έναν 

εναλλακτικό ορισµό του µηδενός που ισχύει σε οποιοδήποτε υπολογιστικό σύστηµα. 

Στη συγκεκριµένη εφαρµογή που γίνεται στο MATLAB  και επειδή αυτό κάνει 

πράξεις 14 ή 15 δεκαδικά ψηφία το πολύ, τότε µπορούµε να ορίσουµε ένα άνω 

φράγµα ανοχής, το οποίο ορίζει ένα διάστηµα τιµών που υποκαθιστά το θεωρητικά 

αποδεκτό µηδέν. Εν προκειµένω, ορίζουµε ότι µία ποσότητα z είναι 0 αν και µόνο αν   

|z|≤10
-14

. Η επιλογή του εκθέτη έγινε ακριβώς διότι η τελική πράξη ήταν  αφαίρεση 

και επιπλέον διότι  κάτω από 15 ψηφία τα αποτελέσµατα του MATLAB είναι 

αναξιόπιστα. Σύµφωνα µε αυτόν τον ορισµό του µηδενός για τη συγκεκριµένη 

εφαρµογή και το συγκεκριµένο υπολογιστικό εργαλείο, η ορίζουσα του πίνακα β 

είναι 0. Η γενική περίπτωση του ορισµού του µηδενός για όλους τους συνδυασµούς 

των βασικών πράξεων και για τα κυριότερα υπολογιστικά συστήµατα, θα 

παρουσιαστεί σε µελλοντική δηµοσίευση.  

 

Παράδειγµα Α.1.2.γ.  

 

Πρακτικά, στο πρώτο παράδειγµα περιγράψαµε πώς πραγµατοποιείται 

απώλεια πληροφορίας. ∆ηλαδή, όπως είδαµε στους δύο αριθµούς x, y που περιέχουν 

πληροφορία 19 ψηφία µετά το ακέραιο µέρος τους (1+eps1=10
-19

 και 1+eps2=2*10
-

19
), όταν πήγαµε να τους αντιµετωπίσουµε σαν αριθµούς αυτούσιους και να τους 

υψώσουµε στο τετράγωνο, εφόσον το MATLAB είχε ακρίβεια 14 δεκαδικών 

ψηφίων,οτιδήποτε βρισκόταν µετά από  αυτά τα ψηφία το αγνόησε. Έτσι οι δύο αυτοί 
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αριθµοί υψωµένοι στη δεύτερη δύναµη φάνηκαν τελικά ίδιοι, γι’αυτό αφαιρώντας 

τους πήραµε την τιµή 0.  

 

Πιο συγκεκριµένα, ας θεωρήσουµε έναν υπολογιστή που πραγµατοποιεί 

πράξεις µε 7 δεκαδικά ψηφία για το float και 14 για το double. Θα παραθέσουµε 

πίνακα µε παραδείγµατα για την απωλεσθείσα κάθε φορά πληροφορία σε διάφορους 

αριθµούς όταν εκτελούµε πράξεις µε 7 και αντιστοίχως µε 14 δεκαδικά ψηφία. Η 

τελευταία στήλη δίνει τα ψηφία της διαφοράς µεταξύ των αναπαραστάσεων των 

αριθµών µε 7 και 14 δεκαδικά ψηφία. (Οι αριθµοί που προκύπτουν αποτελούνται από 

7 ψηφία). 

 

ΠΡΟΣΟΧΗ:  

 

Θεωρώ πως κατά τη µετατροπή ενός αριθµού γίνεται στρογγυλοποίηση και όχι απλό 

truncation. Επίσης, στο MATLAB χρησιµοποιούµε format long e, το οποίο πρακτικά 

µας εξασφαλίζει αντιµετώπιση των αριθµών µε τουλάχιστον 14 δεκαδικά ψηφία.  

 

Α. 
Αρχική µορφή 

αριθµού 

7 δεκαδικά 

ψηφία 

14 δεκαδικά 

ψηφία 
Ν14-Ν7 

1
ος

 7.23564782739526 7.2356478 7.23564782739526   2.739526 ·10
-8

 

2
ος

 1.25863529328412 1.2586352 1.25863521328412   1.328412·10
-8

 

Αθροισµα 8.4942830 8.49428312067938   1.2067938·10
-7

 

Αφαίρεση 5.9770126 5.97701253411114  -6.5888860·10
-8

 

Πολλαπλασιασµός 9.1070410 9.10704114648241   1.4648241·10
-7

 

∆ιαίρεση 1.7394921 1.73949208600056  -1.3999440·10
-8

 

 

Βλέπουµε λοιπόν στον παραπάνω πίνακα την απώλεια πληροφορίας λόγω 

πεπερασµένης ακρίβειας στους υπολογισµούς µας.  Παρακάτω παραθέτουµε πίνακα 

στον οποίο το MATLAB πραγµατοποίησε τις πράξεις αφαίρεσης µεταξύ του Ν14 και 

του Ν7, δίνοντάς µας αριθµό αποτελούµενο από 14 δεκαδικά ψηφία, έναντι των 7 που 

πήραµε πραγµατοποιώντας τις πράξεις µας οι ίδιοι αυστηρά στα 7 τελευταία ψηφία 

στα οποία διέφεραν. 
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Α. 
Αρχική µορφή 

αριθµού 

7 δεκαδικά 

ψηφία 

14 δεκαδικά 

ψηφία 
Ν14-Ν7 

Αποτελεσµα πραξης στο 

MATLAB 

1
ος

 7.23564782739526 7.2356478 7.23564782739526 2.739526 ·10-8 2.739526028250339·10-8 

2
ος

 1.25863529328412 1.2586352 1.25863521328412 1.328412·10-8 1.32841200262139·10-8 

Αθροισµα 8.4942830 8.49428312067938 1.2067938·10-7 1.206793811547868·10-7 

Αφαίρεση 5.9770126 5.97701253411114 -6.5888860·10-8 -6.588885970160163·10-8 

Πολλαπλασιασµός 9.1070410 9.10704114648241 1.4648241·10-7 1.464824102015427·10-7 

∆ιαίρεση 1.7394921 1.73949208600056 -1.3999440·10-8 -1.399944005164855·10-8 

 

Βλέπουµε λοιπόν πως εκτός από το σφάλµα που υπεισέρχεται στους 

υπολογισµούς µας λόγω πεπερασµένης ακρίβειας, στρογγυλοποίησης, truncation κλπ 

παρατηρείται κι άλλη ποσότητα σφάλµατος στους υπολογισµούς µας. Αυτή η 

ποσότητα είναι ιδιατέρως σηµαντική, παρ’όλο που η τάξη µεγέθους είναι αρκετά 

µικρότερη από τις ποσότητες των όρων που συµµετέχουν στις πράξεις µας. Η 

εισαγωγή αυτών των ψηφίων γίνεται µετά το shift των ψηφίων ώστε να προκύψει 

δεκαδικός αριθµός σε κανονική µορφή. Πρόκειται για εσφαλµένα νούµερα τα οποία 

εισάγει ο υπολογιστής µας ώστε να καλύψει τα 14(ή 15) ψηφία του υπολογιστικού 

µας συστήµατος. Για να παρατηρήσουµε το εσφαλµένο αποτέλεσµα θα το 

συγκρίνουµε(αφαίρεση από το ορθό) ώστε να έχουµε µία ποσοτική εικόνα της 

συνεισφοράς του shift στο εκάστοτε λάθος αποτέλεσµα.  

 

 

 

Α. 

 

Αρχική µορφή 

αριθµού 

 

Ν14-Ν7 

(Α) 

Αποτελεσµα πραξης στο 

MATLAB 

(Β) 

 

|Β|-|Α| 

1
ος

 7.23564782739526   2.7395260 ·10
-8

 2.739526028250339·10
-8

 2.825033895703655·10
-16

 

2
ος

 1.25863529328412   1.3284120·10
-8

 1.32841200262139·10
-8

   2.621389993961998·10
-16

 

Αθροισµα   1.2067938·10
-7

 1.206793811547868·10
-7

     1.15478679951763·10
-15

 

Αφαίρεση  -6.5888860·10
-8

 -6.588885970160163·10
-8

 -2.983983637960819·10
-16

 

Πολλαπλασιασµός   1.4648241·10
-7

 1.464824102015427·10
-7

   2.015426936452514·10
-16

 

∆ιαίρεση  -1.3999440·10
-8

 -1.399944005164855·10
-8

    5.16485498813779·10
-17

 

 

Όπως φαίνεται στον ανωτέρω πίνακα είναι το σφάλµα αρκετές τάξεις 

µεγέθους µικρότερο από τις συµµετέχουσες αρχικά ποσότητες όµως σε πολλές 

περιπτώσεις ακόµα και αυτό το σφάλµα λόγω της ακρίβειας που απαιτείται είναι 

ανεπιθύµητο και επιδρά ιδιαιτέρως αρνητικά στην αντίστοιχη εφαρµογή. 
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Παράδειγµα Α.1.2.δ.: Αλγόριθµος FAEST  

 

Ο FAEST 5p ήταν η ταχύτερη µέθοδος προσδιορισµού αναδροµικά των 

ελαχίστων τετραγώνων. Η µέθοδος FAEST εισήχθη και βελτιώθηκε από τον 

Καραγιάννη [3].  Όλες οι µέθοδοι αυτές αντιµετωπίζουν σοβαρά αριθµητικά 

σφάλµατα λόγω του λάθους πεπερασµένης ακρίβειας που υπεισέρχεται στους 

υπολογισµούς και πιο συγκεκριµένα µετά από ένα περιορισµένο αριθµό αναδροµών 

αποτυγχάνουν, δηλαδή, δίνουν εντελώς λανθασµένα αποτελέσµατα. Όσον αφορά τον 

FAEST-5p σύµφωνα µε πειράµατα, υποφέρει κυρίως από το πεπερασµένο µήκος 

λέξης και αποτυγχάνει λοιπόν ταχύτερα. Αντιµετωπίζοντας τα εσφαλµένα 

αποτελέσµατα στον FAEST σαν αποτέλεσµα της επίδρασης του λάθους 

πεπερασµένης ακρίβειας σε 4 µόνο λειτουργίες κατάφεραν οι [6] να προβλέψουν το 

ποσό του παραγόµενου λάθους και κυρίως να προτείνουν τρόπους διόρθωσης των 

ήδη υπαρχόντων αλγορίθµων και συγγραφής καινούριων.   

 

O FAEST είναι αρκετά ασταθής, από την άποψη ότι µετά από ένα πολύ 

περιορισµένο αριθµό επαναλήψεων αποτυγχάνει. Από διάφορες παραµέτρους 

εξαρτάται ο αριθµός των επαναλήψεων µετά από τον οποίο ο αλγόριθµός µας δίνει 

αποτελέσµατα λανθασµένα. Οι παράµετροι αυτές είναι: ο παράγοντας λ, οι αρχικές 

συνθήκες, η ταχύτητα της σύγκλισης,  το «SNR», το χρησιµοποιούµενο αριθµητικό 

σύστηµα, κλπ. Ωστόσο, µε χρήση λ=0.97, SNR στο διάστηµα (10-100db), και το 

αριθµητικό σύστηµα που ορίζεται από το ΙΕΕΕ, τότε µεγάλο πλήθος εφαρµογών 

δείχνει ότι ο FAEST-5p αποτυγχάνει συνήθως µέσα στο διάστηµα [1000,1200] όταν 

το σήµα εισόδου είναι λευκός θόυβος, ή µια περιοδική συνάρτηση. 

 

Στο τέλος της εργασίας αυτής παραθέτουµε παράρτηµα(APPENDIX A) στο 

οποίο περιγράφεται ο FAEST-5p. 

 

Οι κυριότερες πηγές αριθµητικού λάθους για τον FAEST είναι:  

1. Ο τύπος (A.5) που µας δίνει τον υπολογισµό του w m+1(n+1).  

2. Οι τύποι (Α.9) και (Α.10) σαν οµάδα που υπολογίζουν το α m(n+1). 

3. Ο τύπος (Α.13) για τον υπολογισµό του b m(n+1). Στην πραγµατικότητα, ο 

(Α.13) που υπολογίζει το b m(n+1) είναι µια βασική πηγή f.p.e., ενώ ο τύπος 
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(Α.8) που υπολογίζει το w m(n+1) είναι ένας µεταδότης του αριθµητικού 

λάθους.  

4. Οι τρεις τύποι (Α.7), (Α.11) και (Α.12) για τον FAEST που χρησιµοποιούνται 

για τον υπολογισµό του a
b

m(n+1).   

 

Πιο συγκεκριµένα: 

 

Α.1.2.δ.1. To f.p.e. που παράγεται κατά τον υπολογισµό των wm+1(n+1) 

 

Με βάση την ιδιαίτερη φύση της εισόδου x(n+1) του λευκού θορύβου, ισχύει 

ότι στο δεξί τµήµα του τύπου (Α.5), οι δύο παράγοντες:  

 

f

nm

f

nm

nmjnmj

e
aw

)1(

)1(

)(,)(,

+

+

⋅
⋅−

αλ
και  

 

Είναι στατιστικά αντιθέτου προσήµου και έχουν έναν αριθµό κοινών ψηφίων υπό τον 

ορισµό που δώσαµε. Έτσι, όσο ισχύουν οι συνθήκες αυτές η ποσότητα wj,m+1(n+1) 

φορτώνεται µε κ=p-τ επιπρόσθετα δ.ψ.λ., όπου το τ είναι ο εκθέτης του wj,m+1(n+1) και 

p ο µέγιστος των εκθτεών του 
f

nm

f

nm

nmjnmj

e
aw

)1(

)1(

)(,)(,

+

+

⋅
⋅−

αλ
και . Γι’αυτό το λόγο, 

σε κάθε επανάληψη ένα επιπλέον ποσό λάθους κβαντισµού παράγεται και 

συσσωρεύεται στο wm+1(n+1), που µεταδίδεται στο κέρδος τάξης m του Kalman, 

wm+1(n+1) και τότε µέσω των τύπων (Α.4), (Α,5), (Α.13) και (Α.16) σε όλες τις 

ποσότητες του αλγορίθµου, και ιδιαίτερα στους συντελεστές του φίλτρου, cm(n) . 

 

Έτσι, µπορεί κανείς να προσδιορίσει µε βάση τα παραπάνω τον αριθµό των 

δ.ψ.λ. µε το οποίο όλες οι ποσότητες του αλγορίθµου αυτού υπολογίζονται, και 

οφείλονται µονάχα στις λειτουργίες που συνδέονται µε τον υπολογισµό του wm+1(n+1). 

 

Α.1.2.δ.2. To f.p.e. που παράγεται κατά τον υπολογισµό των am(n+1) και bm(n+1). 

 

 Ο υπολογισµός του am(n+1) ίσως δι  καιολογήσει τον όρο «κύρια πηγή f.p.e.». 

Ας υπολογιστεί, ο am(n+1) µέσα από τη σχέση: )1()1()1( 1 +++ ⋅−= nm

T

nmnm wxα . Εφόσον ο 
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πίνακας του συστήµατος Rm(n), και για αυτό το λόγο και ο ανάστροφός του ο Rm(n)
-1

 

είναι θετικά ορισµένοι για κάθε n, ισχύει ότι η ανισότητα 1<αm(n+1) πρέπει να ισχύει. 

Αυτό υπονοεί ότι οι ποσότητες 1 και )1()1( ++ ⋅− nm

T

nm wx  έχουν το ίδιο πρόσηµο. Τότε 

αυτό που πραγµατικά εφαµόζεται στην ανωτέρω δοεθείσα εξίσωση είναι το 

||1 )1()1()1( +++ ⋅+= nm

T

nmnm wxα  που δεν εισάγει λάθος λόγω πεπερασµένου µήκους 

λέξης.  

  

Σε αντίθεση, ας υποθέσουµε ότι το am(n+1) υπολογίζεται από τον τύπο: 

 

f

nm

f

nm

nm

b

nmnmnm

e
e

)(

2

)1(

)1()1()()1(

)(

αλ
δαα

⋅
+⋅+= +

+++  

 

Που στην πραγµατικότητα χρησιµοποιείται στο FAEST-5p και είναι ένας απλός 

συνδυασµός των τύπων (Α.9) και (Α.10). Τότε, εφόσον ο πίνακας συστήµατος Rm(n) 

είναι θετικά ορισµένος για κάθε n, είναι προφανές ότι και οι δύο όροι )(nmα  και 

f

nm

f

nme

)(

2

)1( )(

αλ ⋅
+

είναι θετικοί και η πρόσθεσή τους δεν παράγει κάποιο f.p.e. Αν, ωστόσο,οι 

ποσότητες )1()1( ++ ⋅ nm

b

nme δ  ήταν πάντα θετικές επίσης, τότε το am(n+1) θα υπολογιζόταν 

µέσω του τύπου 
f

nm

f

nm

nm

b

nmnmnm

e
e

)(

2

)1(

)1()1()()1(

)(

αλ
δαα

⋅
+⋅+= +

+++ , χωρίς f.p.e., και 

επιπρόσθετα, υποθετικά τότε το am(n+1) θα ήταν µία αυστηρά αυξανόµενη συνάρτηση 

του n. Στην πράξη βέβαια η ποσότητα )1()1( ++ ⋅ nm

b

nme δ  είναι συχνά αρνητική κάνοντας 

το am(n+1) να ταλαντώνεται. Από την ταλάντωση αυτή ένα ποσό f.p.e. παράγεται. Το 

µήκος αυτού του λάθους µεταφέρεται µέσω των τύπων (Α.2), (Α.11) και (Α.15) στον 

αλγόριθµο και πολλαπλασιάζεται στις επόµενες επαναλήψεις. 

 

 Κατά ανάλογο τρόπο, εξ’αιτίας της φύσης του σήµατος εισόδου xm(n+1), 

εφοσον πραγµατοποιούνται προϋποθέσεις που θα περιγράψουµε παρακάτω, µία 

ποσότητα λάθους παράγεται από τον τύπο (Α.13) που παράγει το bm(n+1) και µέσω του 

(Α.8) που υπολογίζει το wm(n+1)  µεταφέρεται. 
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Α.1.2.δ.3. Το f.p.e. που παράγεται κατά τον υπολογισµό του a
b

m(n+1). 

        

Οι τρεις τύποι (Α.7), (Α.11)και (Α.12) που οδηγούν στον υπολογισµό του 

a
b

m(n+1), αποτελούν βασική πηγή παραγωγής f.p.e. κατά τρόπο όµως διαφορετικό από 

τους προαναφερθέντες. 

 

 Στην πραγµατικότητα αυτοί οι τρεις τύποι είναι ισοδύναµοι µε τον εξής τύπο 

για τον υπολογισµό του a
b

m(n+1): 

 

 

 

Εξ’αιτίας των απαιτήσεων για θετικά ορισµένο πίνακα συστήµατος και µε 

προϋπόθεση το λευκό θόρυβο σαν είσοδο η ποσότητα: 

 

)!(

2

)1()(

)1(

)(
1

+

+
+

⋅⋅
+=

nm

nm

b

nm

nmJ
α

δαλ
 

 

στην πράξη βρίσκεται συνέχεια εντός του διαστήµατος: (1, 1.3) και η µέση τιµή του 

Jm(n+1) βρίσκεται εντός του διαστήµατος: (1.02, 1.09). Τώρα, εξ’αιτίας των 

περιορισµών στην τιµή του Jm(n+1) και την απαίτηση για το θετικά ορισµένο Rm(n+1), 

και επειδή ο παράγιντας λ παραµένει κοντά στο 1
-
 (τυπικές τιµές γύρω στο 0.97, 0.98, 

0.99 κλπ) από την εξίσωση για το a
b

m(n+1) παραµένει πάντα κοντά στο 1
+
. Γι’ αυτό 

υπολογίζοντας το a
b

m(n+1) µπορεί κανείς βασιζόµενος στις συνθήκες που ισχύουν κατά 

τον πολαπλασιασµό για το f.p.e. και τα δ.ψ.λ. πως ο πολλαπλασιασµός λa
b

m(n)  

σέβεται τον αριθµό των δ.ψ.λ. του a
b

m(n) ή τα αυξάνει κατά ένα, ενώ είναι σχεδόν 

απίθανο να τα µειώσει κατά ένα. 

 

 Στη συνέχεια αν θεωρήσουµε πως ο πολλαπλασιασµός λa
b

m(n) εκτελείται µε 

αποτέλεσµα το Οm(n+1)=λ·a
b

m(n) και η ποσότητα Jm(n) υπολογίζεται από τον τύπο που 

δόθηκε ανωτέρω, τότε αν εκτελεστεί ο τελικός πολλαπλασιασµός Om(n+1)·Jm(n), ώστε 

να υπολογιστεί το a
b

m(n+1). Έτσι, εφόσον ισχύουν οι προαναφερθείσες προϋποθέσεις 

και όπως θα δούµε παρακάτω µέσα από τις συνθήκες που ισχύουν κατά τον 










 ⋅
+⋅=

+

+
+

)1(

2

)1()(

)()1(

)(
1

nm

nm

b

nmb

nm

b

nm α

δαλ
αλα
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πολλαπλασιασµό όσον αφορά το f.p.e. και τα δ.ψ.λ. τα λανθασµένα ψηφία µε τα 

οποία θα υπολογιστεί το a
b

m(n+1) θα αυξηθούνε κατά 1. 

  

Άρα µε δύο τρόπους µπορούν τα δ.ψ.λ. να αυξηθούν κατά ένα: 

Α. Μέσω του πολλαπλασιασµού λ·a
b

m(n) και  

Β. Μέσω του πολλαπλασιασµού Om(n+1)·Jm(n).  

Και στις δύο περιπτώσεις ο ουσιαστικός λόγος της αύξησης των δ.ψ.λ. διαφαίνεται 

στις συνθήκες που θα περιγράψουµε παρακάτω για τον πολλαπλασιασµό. Προφανώς 

όσο το λ είναι µικρότερο τόσο συχνότερα τα δ.ψ.λ. θα αυξάνονται κατά ένα, εφόσον, 

όσο µικρότερο το λ, τόσο πιθανότερο είναι να ισχύει η σχέση: 

10-ε<man(λ)·man(a
b

m(n))<10 και άρα να ισχύουν οι προϋποθέσεις που αναφέραµε.  
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Α.2. Αυστηρός ορισµός του λάθους 

πεπερασµένης ακρίβειας  

 

Το λάθος πεπερασµένης ακρίβειας(f.p.e.) θα µελετηθεί στο δεκαδικό σύστηµα 

παρ’όλο που οι προτάσεις και οι ορισµοί µας ισχύουν ανεξαρτήτως µετρικού 

συστήµατος. Το δεκαδικό προτιµήθηκε για λόγους ευκολίας και επειδή σίγουρα είναι 

πιο οικείο και πιο κατανοητό στον εκάστοτε αναγνώστη.  

 

Α.2.1.Ορισµοί. 

 

1. Θεώρησε δύο αριθµούς n1 και n2, γραµµένους σε κανονική εκθετική µορφή, 

και έχοντας τον ίδιο αριθµό n δεκαδικών ψηφίων στη mantissa. ∆ηλαδή,  

 

n1= d1.d2d3…dn x 10
τ
 , n2= δ1.δ2δ3...δn x 10

ρ
 

όπου τ≥ρ 

Τότε οι δύο αυτοί αριθµοί διαφέρουν κατά Κ δεκαδικά ψηφία αν και µόνο αν: 

 

||n1|-|n2||=d·10
τ-(n-k)

, 1≤d<10 

 

Α.2.2. Παρατηρήσεις. 

 

� Για κάθε ποσότητα a εκφρασµένη σε κανονική εκθετική µορφή συµβολίζουµε 

man(a)  για τη mantissa του αριθµού αυτού, και E(a) για τον εκθέτη του 

αριθµού.  

� η συντοµογραφία δ.ψ.λ σηµαίνει δεκαδικά ψηφία λανθασµένα 

� η συντοµογραφία f.p.e. σηµαίνει λάθος πεπερασµένης ακρίβειας(finite 

precision error) 

 

2. Αν υποθέσουµε πως γράφονται όλες οι ποσότητες σε κανονική εκθετική 

µορφή µε n δεκαδικά ψηφία στη mantissa. Aς υποθέσουµε ότι η σωστή τιµή 

µιας τυχαίας ποσότητας a είναι ac αν θεωρήσουµε πως όλοι οι υπολογισµοί 

έγιναν µε άπειρη ακρίβεια. Τότε µπορεί κανείς να ορίσει πως το a έχει 
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υπολογιστεί µε ακριβώς τα τελευταία λ ψηφία λανθασµένα, αν και µόνο αν to 

a διαφέρει από το ac κατά λ ψηφία µε βάση τον ορισµό1. 
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Α.3. Το λάθος πεπερασµένης ακρίβειας στις 

θεµελιώδεις πράξεις 

 

Α.3.1. Προτάσεις. 

 

 

Α.3.1.1. Πρόταση 1.  

 

Ας υποθέσουµε πως όλες οι συµµετέχουσες ποσότητες υπολογίζονται µε 

πεπερασµένη ακρίβεια στα n δεκαδικά ψηφία της mantissa και ας θεωρήσουµε ότι 

κάθε ποσότητα υπολογίζεται µέσα από τη σχέση: 

 

zn = xn ·yn 

 

Θεωρούµε πως, εξ’αιτίας προηγούµενων πεπερασµένης ακρίβειας υπολογισµών, η 

ποσότητα x υπολογίζεται µε ακριβώς τα τελευταία λ δ.ψ.λ., ενώ το y έχει υπολογιστεί 

µε µ το πλήθος δ.ψ.λ., όπου µ≤λ, χωρίς βλάβη της γενικότητας. Στην περίπτωση αυτή 

ισχύουν τα ακόλουθα: 

 

i. Αν |man(xn) ·man(yn)|≥10 

Τότε το z υπολογίζεται µε ακριβώς τα τελευταία λ δ.ψ.λ. µε πιθανότητα 

ίση προς Pm, και µε λ-1 δ.ψ.λ. µε πιθανότητα 1-Pm όπου, αν xn=xn,c + en,x 

και yn=yn,c + en,y, τότε Pm είναι η πιθανότητα η έκφραση: 

 

Em={man(xn,c)·man(ey)·10
µ-λ

 + man(yn,c)·man(ex) + man(ex)·man(ey)·10
µ-n

} 

 

να ανήκει στο διάστηµα [10,100). Στην πραγµατικότητα υπάρχει πολύ 

µικρή πιθανότητα το z να υπολογιστεί µε ακριβώς τα τελευταία λ+1 δ.ψ.λ. 

η οποία µπορεί ωστόσο να θεωρηθεί ασήµαντη. Σε κάθε περίπτωση όλες 

αυτές οι πιθανότητες µπορούν σαφώς να υπολογιστούν µε ένα κατάλληλο 

λογισµικό αν οι στατιστικές διακυµάνσεις των λαθών en,x en,y είναι 

γνωστές. 
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ii. Αν |man(xn) ·man(yn)|<10 

Τότε το z υπολογίζεται µε ακριβώς τα τελευταία λ δ.ψ.λ. µε πιθανότητα 

Qm ή λ+1 λ.δ.ψ. µε πιθανότητα 1- Qm όπου Qm είναι η πιθανότητα η 

έκφραση: 

 

Em={man(xn,c)·man(ey)·10
µ-λ

 + man(yn,c)·man(ex) + man(ex)·man(ey)·10
µ-n

} 

 

να ανήκει στο διάστηµα [10,100). Ας σηµειώσουµε ότι υπάρχει µία µικρή 

πιθανότητα ο z να υπολογιστεί µε τα τελευταία λ+2 δ.ψ.λ. που πρακτικά 

µπορεί να θεωρηθεί ασήµαντη. Και πάλι µε κατάλληλο λογισµικό µπορεί 

να υπολογιστεί αυτή η πιθανότητα. 

 

Για να έχουµε και µια ιδέα για το αν η στατιστική διακύµανση των 

προστιθέµενων πληθυσµών ψηφίων είναι οµοιόµορφη, τότε Pm≈0,5 και 

Qm≈0,5. 

 

iii. Αν x2n και y2n είναι οι τιµές των δύο όρων  όταν ένα πεπερασµένο 

µήκος λέξης 2n χρησιµοποιείται. Τότε, δεδοµένου ότι τα en,x, en,y, en,2x και 

en,2y  είναι τυχαίες µεταβλητές µε την ίδια συνάρτηση διακύµανσης τότε τα 

λάθη en,xy e2n,xy, που παράγονται όταν πολλαπλασιάζουµε mantissa µήκους 

n και 2n,έχουν τις ίδιες στατιστικές ιδιότητες.  

 

Α.3.1.2. Πρόταση 2.  

 

Ας υποθέσουµε πως όλες οι συµµετέχουσες ποσότητες υπολογίζονται µε 

πεπερασµένη ακρίβεια στα n δεκαδικά ψηφία της mantissa και ας θεωρήσουµε επίσης 

ότι κάθε ποσότητα z υπολογίζεται ως το άθροισµα δύο ποσοτήτων x,y όπου x*y≥0, 

κα για παράδειγµα έχουµε: 

z= x + y 

 

όπου x=x1,x2…xn ×10
τ
, y=y1,y2 …yn ×10

ρ
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Ας υποθέσουµε επίσης χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι ο εκθέτης του y είναι κατά v 

µικρότερος από τον εκθέτη του x. ∆ηλαδή: 

 

v=E(x)-E(y)=τ-ρ≥0. 

 

Επίσης,ας υποθέσουµε ότι το y έχει τα τελευταία µ δ.ψ.λ. ενώ το x έχει τα τελευταία 

λ. Τότε, ισχύει το ακόλουθο: 

 

i. αν µ-ν>0 τότε o z υπολογίζεται µε κ=max{λ,µ-ν} δ.ψ.λ. µε µια 

συγκεκριµένη πιθανότητα Pa1, ή µε κ=max{λ,µ-ν}+1  δ.ψ.λ. µε πιθανότητα 

1-Pa1. 

 

ii. Αν µ-ν≤0 ο z υπολογίζεται µε λ δ.ψ.λ. και µε δεδοµένη πιθανότητα Pa2, 

ή µε λ+1 δ.ψ.λ. και πιθανότητα ίση προς 1-Pa2. 

 

iii. Αν x2n και y2n είναι οι τιµές των δύο όροι όταν ένα πεπερασµένο µήκος 

λέξης 2n χρησιµοποιείται. Τότε, δεδοµένου ότι τα en,x, en,y, en,2x και en,2y  

είναι τυχαίες µεταβλητές µε την ίδια συνάρτηση διακύµανσης τότε τα 

λάθη en,xy e2n,xy, που παράγονται όταν αθροίζουµε mantissa µήκους n και 

2n,έχουν τις ίδιες στατιστικές ιδιότητες.  

 

Α.3.1.3. Πρόταση 3.  

 

Ας υποθέσουµε πως όλες οι συµµετέχουσες ποσότητες υπολογίζονται µε 

πεπερασµένη ακρίβεια στα n δεκαδικά ψηφία της mantissa και ας θεωρήσουµε επίσης 

ότι κάθε ποσότητα υπολογίζεται από τη φόρµουλα: 

 

α
β

=k  

 

Ας υποθέσουµε ότι εξ’αιτίας των προηγούµενων πεπερασµένης ακρίβειας 

υπολογισµών, η ποσότητα β έχει υπολογιστεί µε ακριβώς τα τελέυταια λ δ.ψ.λ., ενώ η 

α µε περισσότερα από λ δ.ψ.λ.. Τότε ισχύουν τα εξής: 
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i. Αν  1
)(

)(
≥

aman

man β
, τότε το k υπολογίζεται µε ακριβώς τα τελευταία λ 

δ.ψ.λ. µε πιθανότητα ίση προς Pd1, ή µε λ-1 δ.ψ.λ. µε πιθανότητα ίση προς 

1-Pd1. Πιο συγκεκριµένα, υπάρχει πολύ µικρή πιθανότητα ο k να 

προσδιοριστεί µε τα τελευταία λ+1 δ.ψ.λ. οπότε και η πιθανότητα αυτή 

θεωρείται ασήµαντη. 

 

ii. Αν 1
)(

)(
<

aman

man β
, τότε το k υπολογίζεται µε ακριβώς τα τελευταία λ 

δ.ψ.λ. 

µε πιθανότητα ίση προς Pd2 ή τα λ+1 δ.ψ.λ. µε πιθανότητα ίση προς 1-Pd2. 

Και πάλι για την ακρίβεια, υπάρχει µια ασήµαντη πιθανότητα για 

υπολογισµό του k µε λ+2 δ.ψ.λ.. 

Και παλι µε κατάλληλο λογισµικό µπορεί να υπολογιστεί αυτή η 

πιθανότητα. 

 

iii. Αν β2n και α2n είναι οι τιµές των δύο όροι  όταν ένα πεπερασµένο 

µήκος λέξης 2n χρησιµοποιείται. Τότε, δεδοµένου ότι τα en,β, en,α, en,2β και 

en,2α  είναι τυχαίες µεταβλητές µε την ίδια συνάρτηση διακύµανσης τότε 

τα λάθη en,βα e2n,βα,που παράγονται όταν διαιρούµε mantissa µήκους n και 

2n,έχουν τις ίδιες στατιστικές ιδιότητες.  

 

Α.3.1.4. Πρόταση 4.  

 

Ας υποθέσουµε πως όλες οι συµµετέχουσες ποσότητες υπολογίζονται µε 

πεπερασµένη ακρίβεια στα n δεκαδικά ψηφία της mantissa και ας θεωρήσουµε επίσης 

ότι κάθε ποσότητα υπολογίζεται από τη φόρµουλα: 

 

w= t – r , t r>0 

 

όπου t=t1,t2…tn ×10
ρ
, w=w1,w2…wn ×10

δ
 

Ας υποθέσουµε ότι εξ’αιτίας των υπολογισµών πεπερασµένης ακρίβειας η ποσότητα 

υψηλότερης τάξης έχει υπολογιστεί µε ακριβώς τα τελευταία λ δ.ψ.λ., ενώ ο άλλος  
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όρος µε εκθέτη µικρότερο ή ίσο έχει υπολογιστεί µε ακριβώς τα τελευταία µ δ.ψ.λ.  

(Να σηµειωθεί πως στην περίπτωση ίσων εκθετών,δηλαδή αριθµών ίδιας τάξεως τότε 

µε τον όρο «ποσότητα υψηλότερης τάξης» αναφερόµαστε στο µεγαλύτερο εκ των δύο 

αριθµών, ενώ για ίσους αριθµούς τυχαία προκύπτει η επιλογή αυτού που θα 

ονοµάσουµε υψηλότερη τάξης εκ των δύο.) 

 

Τότε κανείς παρατηρεί τις εξής περιπτώσεις: 

 

i. λ≥µ, για παράδειγµα η ποσότητα υψηλότερης τάξης έχει τον ίδιο ή 

µεγαλύτερο αριθµό δ.ψ.λ.. Στην περίπτωση αυτή, εφόσον: 

)},(),(max{)(},max{ rEtEwE ≤⇔≤ ρτδ τότε ο w υπολογίζεται είτε µε 

τα τελευταία (λ+d) δ.ψ.λ. µε πιθανότητα ίση προς Ps1 είτε µε τα τελευταία 

(λ+d+1)δ.ψ.λ. µε πιθανότητα ίση προς 1- Ps1,όπου: ,},max{ δρτ −=d  

λ<µ, για παράδειγµα η ποσότητα υψηλότερης τάξης έχει το µικρότερο 

αριθµό δ.ψ.λ. και σε αυτή την περίπτωση εφόσον 

δ≤max{τ,ρ}↔E(w)≤max{E(t),E(r)} 

 

ii. a.  Αν λ≥µ-man{τ,ρ}+min{τ,ρ}τότε ο wυπολογίζεται µε τα τελευταία 

(λ+d) δ.ψ.λ. µε πιθανότητα Ps2 ή µε τα τελευταία (λ+d+1) δ.ψ.λ. µε 

πιθανότητα ίση προς 1- Ps2. 

 

b.  Αν λ<µ-max{τ,ρ}+min{τ,ρ} τότε ο w υπολογίζεται µε τα τελευταία 

(d+e) δ.ψ.λ. µε πιθανότητα ίση προς Ps3 ή µε τα τελευταία (d+e+1) µε 

πιθανότητα ίση προς 1- Ps3, όπου θεωρώ ότι e=µ-max{τ,ρ}-δ. 

 

∆ηλαδή, η αφαίρεση δε µπορεί ποτέ να µειώσει το λάθος 

πεπερασµένης ακρίβειας αλλά σε αντίθεση µε όλες τις υπόλοιπες 

διαδικασίες έχει τη δυνατότητα να οδηγεί αυθαίρετα σε έντονα φαινόµενα 

λάθους πεπερασµένης ακρίβειας σύµφωνα µε τον αριθµό κατά τον οποίο ο 

εκθέτης του αποτελέσµατος «βυθίζεται» µε βάση πάντα το µεγαλύτερο εκ 

των δύο συµµετεχόντων εκθετών. Και πάλι µε κατάλληλο λογισµικό 

µπορούν να προσδιοριστούν οι πιθανότητες Ps1,Ps2,Ps3.   
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iii.  Αν t2n και r2n είναι οι τιµές των δύο όροι όταν ένα πεπερασµένο µήκος 

λέξης 2n χρησιµοποιείται. Τότε, δεδοµένου ότι τα en,t, en,r, en,2t και en,2r  

είναι τυχαίες µεταβλητές µε την ίδια συνάρτηση διακύµανσης τότε τα 

λάθη en,tr e2n,tr, που παράγονται όταν αφαιρούµε mantissa µήκους n και 

2n,έχουν τις ίδιες στατιστικές ιδιότητες.  

 

 

Α.3.2. Αποδείξεις. 

 

Στο σηµείο αυτό και µε τη βοήθεια εφαρµογών θα αποδείξουµε και θα 

παρατηρήσουµε τα δ.ψ.λ. στις διάφορες στοιχειώδεις πράξεις που πραγµατοποιούνται 

στον υπολογιστή. 

 

Α.3.2.1. Πολλαπλασιασµός. 

 

Έστω xc ο άπειρης ακρίβειας αριθµός. Για παράδειγµα, έστω: 

 

428571.0
7

3
==cx  

 

και xn,c ο αριθµός που προκύπτει αν από τον xc κρατήσω αυστηρά τα n-ψηφία. (Τα 

ψηφία αυτά µπορεί να προκύψουν είτε από truncation-αυστηρή αποκοπή των ψηφίων 

από το n+1 και µετά, είτε από στρογγύλευση στο n-οστό δεκαδικό ψηφίο.) 

Άρα έχουµε ότι, 

 

xn,c=xc – διόρθωση · 10
-(n+1)

 

 

όπου διόρθωση = δn,c ,δηλαδή η mantissa της διόρθωσης 

Άρα, man(xn,c)=mn,c 

xn=οποιαδήποτε παράσταση του αριθµού xc σε n-δεκαδικά ψηφία, παράσταση που 

έχει φορτωθεί µε f.p.e. Άρα,έστω ότι xn : έχει λ δ.ψ.λ. . 

Ορισµός για λ δεκαδικά ψηφία: xn=xnc+dn 10
τ-(n-λ)

 

όπου τ: ο max εκθέτης του αριθµού 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ: 

 

Έστω xnc=0.428571428571428571, 

τ=-1, 

n=18+1=(6+6+6)+1=19 ψηφία 

(Το +1 οφείλεται στο shift που κάνουµε κατά ένα ώστε να τον αριθµό στην κανονική 

µορφή δεκαδικών αριθµών όπου η mantissa οφείλει να έχει τιµή στο διάστηµα[1,10).) 

Αλλάζω στο xn,c τα τελευταία 4 δεκαδικά ψηφία και προκύπτει το xn. 

∆ηλαδή,  

xn=0.428571428571426328 

Άρα αφαιρώντας: xn - xnc = -2.243 · 10
-15

 

Όπου ο εκθέτης της διαφοράς προκύπτει από τη σχέση: 

τ-(n-λ)=-1-(18-4) 

 

Όµοια για έναν άλλο αριθµό y, όπου η άπειρης ακρίβειας µορφή του y είναι ο yc και  

 

ync = yc - εnc · 10
–(n+1)

 

 

Όπου ο yc έχει µ-δεκαδικά ψηφία και εκθέτη ρ 

 

Άρα yn = ync + fn · 10
ρ-(n-µ)

 

 

Πολλαπλασιάζουµε xn και yn σε υπολογιστικό περιβάλλον µε n- δεκαδικά ψηφία και 

άρα έχουµε: 

 

zn =xn · yn 

 

-Ερώτηµα:   Με πόσα δεκαδικά ψηφία λανθασµένα υπολογίστηκε ο zn;  

-Απάντηση: Αρχικά για την άπειρης ακρίβειας µορφή του αριθµού έχουµε: 

 

zc =xc · yc 
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Και άρα znc = xc · yc – ζnc · 10
-(n+1)

 

Και θα έχουµε λοιπόν: 

 

xn · yn  = (xnc + dn · 10
τ-(n-λ)

)·(ync + fn · 10
ρ-(n-µ)

)= 

= (xc – δnc · 10
-(n+1)

 + dn · 10
τ-(n-λ)

) · (yc – εnc · 10
-(n+1)

 + fn · 10
ρ-(n-µ)

= 

=xc · [yc - εnc · 10
-(n+1) 

+ fn · 10
ρ-(n-µ)

 –  

- δnc · 10
-(n+1)

 · [yc - εnc · 10
-(n+1)

 + fn · 10
ρ-(n-µ)

] + 

+ dn · 10
τ-(n-λ)

 · [yc - εnc · 10
-(n+1)

 +  fn · 10
ρ-(n-µ)

] 

  

Εάν ο αλγόριθµος δεν έχει καταστραφεί, τότε το γινόµενο: 

 

- δnc · 10
-(n+1)

 · [- εnc · 10
-(n+1)

 + fn · 10
ρ-(n-µ)

] 

 

είναι αµελητέο. Από τον όρο : 

 

dn · 10
τ-(n-λ)

 · [yc - εnc · 10
-(n+1)

 +  fn · 10
ρ-(n-µ)

] 

 

µπορούµε να αγνοήσω µόνο το γινόµενο  dn · 10
τ-(n-λ)

 · εnc · 10
-(n+1)

 . Όσον αφορά τα 

υπόλοιπα δεν ξέρω τι κάνουν. 

 

Άρα για το   zn = xn · yn  

  = xc · yc – xc · εnc · 10
-(n+1)

 + xc · fn · 10
ρ-(n-µ)

 – yc · δnc · 10
-(n+1)

 + 

+ dn · yc · 10
τ-(n-λ)

 + dn · fn · 10
τ-(n-λ)+ρ-(n-µ)

= 

= xc · yc – 10
-(n+1)

 · [xc · εnc + yc · δnc] + xc · fn · 10
ρ-(n-µ)

 + 

+ dn · yc · 10
τ-(n-λ)

 + dn · fn · 10
τ-(n-λ)+ρ-(n-µ) 

 

Έτσι,συγκρίνοντας τους εκθέτες των ανωτέρω όρων καταλήγουµε στο ότι ο 2
ος

 όρος 

αµελείται. 

 

Α.3.2.2. ∆ιαίρεση. 

 

Κρατώντας τις ίδιες τιµές για τα xc και yc µε την περίπτωση του πολλαπλασιασµού θα 

προσδιορίσουµε την πηγή λάθους  
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Προκύπτει δηλαδή ένα γινόµενο το οποίο µε ανάλογο τρόπο µπορεί να 

αντιµετωπιστεί όπως και το γινόµενο που περιγράψαµε ανωτέρω, υπολογίζοντας το 

λάθος πεπερασµένης ακρίβειας όπως δείξαµε. 
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Α.4. ∆ιαπίστωση πως η διεύσδυση του λάθους 

είναι πρακτικά ανεξάρτητη του µήκους λέξης 

(±2 δεκαδικά ψηφία) 

 

Α.4.1 Πρόταση.  

 

Ο αριθµός των δ.ψ.λ. που προφανώς βρίσκονται στο τέλος κάθε 

πεπερασµένης παράστασης αριθµού είναι στατιστικά ανεξάρτητος από το µήκος 

λέξης , δηλαδή, το πλήθος των ψηφίων µε το οποίο αναπαριστώ τον αριθµό. Αυτή η 

ιδιότητα έχει σαν αποτέλεσµα το εξής: έστω ο ίδιος αριθµός xc παριστάµενος µε n 

δεκαδικά ψηφία, δηλαδή xn,c και µε m δεκαδικά ψηφία, δηλαδή xm,c όπου m>n. Έστω 

λ η µέση τιµή των προβλεπόµενων δ.ψ.λ. στο xn,c. Τότε, και η µέση τιµή των xm,c 

είναι ίδια, εφόσον έχουν τις ίδιες στατιστικές ιδιότητες. Επιπλέον, η µέγιστη διαφορά 

των πραγµατικών δ.ψ.λ. είναι κάποιο πολλαπλάσιο της διασποράς σ. Είναι απολύτως 

εύλογο να υποθέσουµε ότι ο αριθµός των παραγοµένων δ.ψ.λ. ακολουθεί γεωµετρική 

κατανοµή (σχέση Pm, 1-Pm) οπότε και για µεγάλο πλήθος πειραµάτων κατά 

προσέγγιση κανονική. Άρα, µε πιθανότητα περίπου 99% προκύπτει ότι τόσο στο xn,c 

όσο και στο xm,c τα δ.ψ.λ. θα είναι λ±2. 

 

 

Α.4.2. Παράδειγµα.  

 

Ας υποθέσουµε ότι n=16 και m=32. Ας υποθέσουµε επίσης ότι κάνουµε κ-στο 

πλήθος πολλαπλασιασµούς διαδοχικά. Από την Πρόταση 1 για τον πολλαπλασιασµό 

προκύπτει η µέση τιµή των δ.ψ.λ.. Πράγµατι, έστω ότι από τους κ-πολλαπλασιασµούς 

στους κ1 το γινόµενο των mantissa ήταν ≥10 και στους κ2=κ-κ1 <10. Τότε, έχουµε 

µέση τιµή ανακούφισης ίση µε –(1-Pm)·κ1, όπου το πρόσηµο οφείλεται στην 

ανακούφιση που επέρχεται και µέση τιµή χειροτέρευσης ίση µε  

(1-Qm)·κ2 .Άρα έχουµε για τη µέση τιµή των ψηφίων µετά από κ-πολλαπλασιασµούς: 

 

–(1-Pm)·κ1+(1-Qm)·κ2 
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-Ερώτηση: Πώς βλέπουµε όµως πως είναι ανεξάρτητη του µήκους λέξης η µόλυνση; 

 

Παράδειγµα: Έστω ότι η µέση τιµή των δ.ψ.λ. είναι 6 και για µήκος λέξης 16 και για 

µήκος λέξης 32 ψηφία. Επιπλέον, στο 99% των περιπτώσεων τα πραγµατικά λάθος 

ψηφία θα είναι και στα 16 καιστα 32 : 6+2. Αν λοιπόν κρατήσω στα 16 τα πρώτα:  

16-(6±2)=8 και στα 32 τα 32-(6+2)= 24 τότε είµαστε βέβαιοι µε πιθανότητα 99% ότι 

τα 8 ψηφία στα 16 είναι «καθαρά» και τα 24 στα 32 είναι επίσης σωστά. 

 

Το άνω όριο του λάθους είναι τα 6+2=8 ψηφία, για αυτό και χρησιµοποιώ το +2 

στους υπολογισµούς µας, για να συµπεριλάβω και τη χειρότερη των περιπτώσεων. 

Άρα, συγκρίνοντας τα 16 µε τα 24 ψηφία, µπορούµε µε βεβαιότητα να ξέρω από ποιο 

σηµείο και µετά στα 16 ξεκινάει η µόλυνση, ποια είναι τα δ.ψ.λ. στον αριθµό των n-

δεκαδικών ψηφίων και ποιο είναι το αναµενόµενο αποτέλεσµά µας.  

 

ΥΠΟΣΗΜΕΙΩΣΗ: Προϋπόθεση εφαρµογής είναι το να είναι το 2n-λ+2 πάντα 

µεγαλύτερο του n. ∆ηλαδή, 2n-λ+2>n � n>λ-2 
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A.5. Πρακτικός υπολογισµός του f.p.e. σε 

συνεχόµενη ακολουθία βασικών πράξεων 

(περιγραφή αλγορίθµων,  flow charts) 

 

Στο σηµείο αυτο θα παραθέσουµε αρχικά την ανάλυση των προγραµµάτων 

και της λογικής που ακολουθήσαµε ώστε να µελετήσουµε το f.p.e. και στη συνέχεια 

θα οργανώσουµε τα βήµατά µας σε δοµηµένα flow charts για καλύτερη κατανόησή 

τους.  

 

 

Α.5.1. Πολλαπλασιασµός. 

 

Αρχικοποίηση:  

 

Αρχικά, δίνουµε τιµές στα a1, fa1, b1, fb1 έτσι ώστε τα fa1 και fb1 να είναι οι 

float µορφές των a1 και b1. Στη συνέχεια, και εντός της main του προγράµµατος, 

ορίζουµε τα gin kai fgin. Τα gin και fgin προκύπτουν ως τα γινόµενα των a1, b1 και 

fa1, fb1 αντίστοιχα, και τελικά το fgin αποτελεί τη float εκδοχή του gin .(Προσοχή. 

∆εν προέκυψε το fgin από truncation ή στρογγύλευση του double gin, αλλά από 

διαίρεση των float όρων.) 

 

Περιγραφή: 

 

Αρχικά, καλούµε τη συνάρτηση epistrofh_double_mantissa_ektheth και 

epistrofh_float_mantissa_ektheth µε τους double και float a1 και fa1 ώστε να 

αποµονώσουµε τη mantissa και τον  εκθέτη των δύο αριθµών.  

 

Στο σηµείο αυτό αρχίζει ένα for loop που τελειώνει µετά το πέρας του πλήθους των 

αναδοµών που ορίζουµε στο πρόγραµµά µας ως MEGISTO. 
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Έπειτα, καταχωρούµε σε πίνακες µήκους MEGISTO τις τιµές των a1, fa1, gin, 

fgin µε στόχο τη διατήρηση της πληροφορίας µας σε κάθε αναδροµή, ώστε να 

µπορούµε δηλαδή, να µεταβάλουµε αν θέλουµε τις τιµές τους χωρίς να χάνουµε κάθε 

φορά την προηγούµενη τιµή και να συµπεριλάβουµε κάθε φορά το όποιο σφάλµα 

υπεισέρχεται στους όρους των πράξεων. 

 

Έπειτα, καλούµε τη συνάρτηση θεωρητικής πρόβλεψης 

(theorhtikh_problepsh_ginomenou) µε είσοδο τα a1, fa1, gin, fgin ώστε να 

προβλέψουµε το αναµενόµενο σφάλµα όπως το έχουµε αντιληφθεί θεωρητικά και να 

επιβεβαιώσουµε στο τέλος την ορθότητα της διαδικασίας µας. Αποµονώνουµε επίσης 

και τη mantissa του αναµενόµενου σφάλµατος και κρατάµε την τιµή της σε ένα 

πίνακα όπου θα καταχωρούµε τις mantissa που προκύπτουν από τη θεωρητική 

πρόβλεψη. 

 

Επαναπροσδιορίζουµε στη συνέχεια τις νέες τιµές των gin και fgin 

πολλαπλασιάζοντας τα παλιά µε a1 και fa1 αντίστοιχα. Τις νέες τιµές γινοµένων που 

προέκυψαν, τόσο τη double όσο και τη float µορφή τα αποθηκεύουµε σε 

κατάλληλους νέους πίνακες για να διευκολύνουµε την αναφορά στα σηµεία αυτά  

καθώς και την παρατήρηση. 

 

Στη συνέχεια, καλούµε τη συνάρτηση epistrofh_double_mantissa_ektheth και 

epistrofh_float_mantissa_ektheth µε τη double και float µορφή του gin(δηλαδή gin 

και fgin που προέκυψαν από τον τελευταίο πολλαπλασιασµό µε a1 και fa1). Από τις 

συναρτήσεις αυτές, σε δείκτη αποµονώνουµε τις τιµές των εκθετών για τη double και 

float µορφή του αριθµού µας ενώ επίσης από τη float µορφή κρατάµε τη mantissa σαν 

αριθµό σε πίνακα για να τη χρησιµοποιήσουµε στη συνέχεια. Πιο συγκεκριµένα, 

προσδιορίζουµε τη διαφορά(diafora) ανάµεσα στα fgin και στη float εκδοχή του gin. 

Με τη βοήθεια του diafora θα προσδιορίσουµε στη συνέχεια το πλήθος των λαθος 

ψηφίων. Βρίσκουµε επίσης και  το µέγιστο εκθέτη µεταξύ της double και float 

µορφής του αριθµού(στόχος είναι να συµπεριλάβουµε τη διαφορά στους εκθέτες στην 

περίπτωση που π.χ. έχουµε τους αριθµούς 0.9999999 και 1.00000000000001). 

Κρατάµε λοιπόν το µέγιστο εκθέτη, και στη συνέχεια τον εισάγουµε µαζί  µε τη 

diafora σαν ορίσµατα στη συνάρτηση pinax_lathos_pshfiwn,συνάρτηση που θα µας 

επιστρέψει το πλήθος λάθος ψηφίων στον αριθµό µας.  
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Συµπεριλαµβάνουµε στον αλγόριθµό µας και ένα if  loop µε το οποίο 

αυτοπροστατευόµαστε από το overload κάθε φορά που ο εκθέτης µας πέφτει κάτω 

από -30. Πολλαπλασιάζουµε δηλαδή, κάθε φορά µε 10
60

 ώστε να µην έχουµε το φόβο 

του οverload και να µπορούµε να παρατηρούµε τις επαναλήψεις του αλγορίθµου µας 

αντιµετωπίζοντας την αδυναµία του συστήµατός µας να µας καλύψει την ανάγκη µας 

για µεγάλο εύρος τιµών στο οποίο και θα κινηθούµε. 

 

Στη συνέχεια, κατασκευάζουµε πίνακα diafora_check και κάθε στοιχείο 

αποτελείται από τη διαφορά της mantissa (αριθµός) της float µορφής του double 

αριθµού αν αφαιρέσουµε τη mantissa του float αριθµού. Με είσοδο το τρέχον 

στοιχείο του diafora_check καλούµε τη συνάρτηση epistrofh_float_mantissa_ektheth 

και παίρνουµε στην έξοδο τα στοιχεία της(δηλαδή mantissa,εκθέτη κλπ). 

 

Με στόχο να παρατηρήσουµε πού έχουµε ανακούφιση,τα σηµεία δηλαδή 

όπου το γινόµενο της προηγούµενης mantissa επί τη  mantissa του a1 είναι 

µεγαλύτερο του 10, φτιάχνω ένα if loop το οποίο πραγµατοποιεί τον ανωτέρω έλεγχο 

και µας κρατάει σε πίνακα (checked_gin) τα στοιχεια του πίνακα diafora_check στα 

οποία επιβεβαιώθηκε η συνθήκη της ανακούφισης. Αµέσως µετά από τον έλεγχο της 

ανακούφισης, µε ένα if loop ελέγχουµε τα σηµεία στα οποία έχουµε µείωση του 

πλήθους των λάθος ψηφίων. Αντιστοίχως, κρατάµε τα σηµεία αυτά σε ένα νέο 

πίνακα(reverse_checked). 

 

Εδώ ολοκληρώνονται οι αναδροµές, λόγω ολοκλήρωσης του for loop µας. 

 

Στο σηµείο αυτό και αφού έχει ολοκληρωθεί το for loop για τις επαναληψεις 

που έχουµε επιλεξει να πραγµατοποιήσουµε, φτιάχνω αρχεία µε στόχο την 

παρατήρηση των σηµείων ανακούφισης και τον έλεγχο της αντίστροφης διαδικασίας, 

ώστε να είµαστε σίγουροι για τις εκάστοτε πηγές λάθους ή διόρθωσης των ψηφίων 

του αριθµού µας. 

 

Έτσι, τυπώνουµε αρχικά σε ένα αρχείο τα στοιχεια του πίνακα checked και 

στη συνέχεια ένα άλλο αρχείο αποτελούµενο από τα στοιχεία του reverse_checked 

ώστε να ελεγξουµε ότι πράγµατι τα ίδια στοιχεία εµφανίζονται και άρα η αντίληψή 



 

 39 

µας πάνω στο θέµα ήταν όντως σωστή. Τέλος, το πρόγραµµά µας αυτό αναλαµβάνει 

να τυπώσει σε ένα τρίτο αρχείο συγκεντρωµένα τη float µορφή του a1, τη dοuble 

µορφή του, τη mantissa του θεωρητικά αναµενόµενου αποτελέσµατος, την τιµή του 

gin και του fgin πριν τον εκάστοτε πολλαπλασιασµό µε το a1 και fa1, καθώς και τις 

αντίστοιχες τιµές µετά τον πολλαπλασιασµό και τέλος το πλήθος των λάθος ψηφίων 

κάθε επανάληψης. 

 

Παραθέτουµε παραδείγµατα στη συνέχεια πινάκων συγκεντρωτικών στους 

οποίους φαίνονται για συγκεκριµένους αριθµούς η πορεία των αυξοµειώσεων στο 

πλήθος λάθος ψηφίων, καθώς και τα σηµεία στα οποία επαληθεύεται η συνθήκη 

ανακούφισης και κατά συνέπεια περιµένουµε κάποια µείωση των λανθασµένων 

ψηφίων, ώστε να µπορέσει ο αναγνώστης να ελέγξει την ορθότητα του 

προγράµµατος. 

 

 Πράγµατι, υλοποιήσαµε τον αλγόριθµο που περιγράψαµε παραπάνω 

λεπτοµερώς. Όσον αφορά τις δηλώσεις µας και την αρχικοποίηση µεταβλητών είχαµε 

τα εξής: 

 

MEGISTO = 30000(L) 

fa1=1.001098845000000000 

a1=1.001098845000000000 

b1=7.3335354678e-024 

fb1=7.3335354678e-024 

 

Παρακάτω παραθέτουµε τον πίνακα που από τη µία δίνει τα σηµεία στα οποία 

επαληθεύουµε θεωρητικά ότι θα έπρεπε να υπάρξει ανακούφιση, δηλαδή, σηµεία στα 

οποία το γινόµενο της προηγούµενης mantissa επί τη mantissa του α1 θα είναι 

µεγαλύτερο του 10 και κατά συνέπεια θα µειώσει κατά ένα το πλήθος των δ.ψ.λ. και 

θα αναγκάσει ένα shift προς τα δεξιά κατά µία θέση ώστε να πάρει ο αριθµός µας την 

κανονική µορφή δεκαδικού. ∆ίπλα στα στοιχεία αυτά έχουµε παραθέσει και την τιµή 

της διαφοράς της float εκδοχής του double αριθµού, αν αφαιρέσουµε το float αριθµό. 

Επίσης, παραθέτουµε τα σηµεία στα οποία παρατηρήθηκε ανακούφιση µε βάση το 

πλήθος των δ.ψ.λ. .  ∆ηλαδή, τα σηµεία στα οποία το πλήθος των δ.ψ.λ. µειώθηκε 
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κατά 1. Βλέπουµε πως τα σηµεία ταυτίζονται και πως ο αλγόριθµός µας δεν αστοχεί 

πουθενά. 

 

ΕΛΕΓΧΟΣ ΣΥΝΘΗΚΗΣ ΑΝΑΚΟΥΦΙΣΗΣ 
(ορθή διαδικασία) 

ΕΛΕΓΧΟΣ ΣΗΜΕΙΩΝ ΜΕΙΩΣΗΣ ∆.Ψ.Λ. 
(ανάστροφη διαδικασία) 

Diafora_check 

 

Σηµείο 

ανακούφισης 

 

Diafora_check 

Σηµεία µείωσης 

του πλήθους λάθος 

ψηφίων 

-7.0333481e-006 281 -7.0571899e-005 281 

-6.1273575e-005 2377 -6.1225891e-004 2377 

-1.1646748e-004 4474 -1.1634827e-003 4474 

-1.7178059e-004 6571 -1.7166138e-003 6571 

-2.2745132e-004 8667 -2.2716522e-003 8667 

-2.8192997e-004 10764 -2.8142929e-003 10764 

8.9991865e+000 12860 -3.3569336e-003 12860 

-3.9088726e-004 14957 -3.9052963e-003 14957 

8.9968929e+000 17053 -4.4612885e-003 17053 

-5.0055981e-004 19150 -5.0010681e-003 19150 

8.9946003e+000 21246 -5.5437088e-003 21246 

8.9983931e+000 23343 -6.1025620e-003 23343 

-6.6673756e-004 25440 -6.6604614e-003 25440 

8.9960995e+000 27536 -7.2097778e-003 27536 

-7.7784061e-004 29633 -7.7714920e-003 29633 

 

 

Συναρτήσεις. 

 

• Epistrofh_float_mantissa_ektheth 

 

Στόχος αυτής της συνάρτησης είναι να επιστρέψει σε δείκτες την τιµή της 

mantissa και του εκθέτη του αριθµού µας. Ο αριθµός µας είναι float. 

 

Αρχικά µε τη βοήθεια της sprintf µεταφέρουµε τον αριθµό µας σε έναν πίνακα 

και στη συνέχεια αποµονώνουµε τη mantissa από τον εκθέτη µας. Αυτή η διαδικασία 

υλοποιείται µε ένα loop που διαβάζει τα στοιχεία του πίνακά µας µέχρι να βρει το e, 

οπότε και κρατάει τη θέση του e. Τα στοιχεία µέχρι και πριν το e τα καταχωρεί σε ένα 

νέο πίνακα, τον πίνακα της mantissa, και τα στοιχεία από το e και µετά τα 

χησιµοποιεί ώστε να κατασκευάσει πίνακα και για τον εκθέτη.  

 

Παρατήρηση: Για να διαβάσουµε τα στοιχεία του πίνακα, εφόσον πρόκειται για 

αριθµό float αρχικά, τα όρια που θα χρησιµοποιήσω στο for loop µας είναι 

προσαρµοσµένα στη µορφή του αριθµού µας, δηλαδή από 0 έως 14. Επίσης, στην 
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sprintf που χρησιµοποιήσαµε χρησιµοποιήσαµε format 10.7 και πάλι λαµβάνοντας 

υπόψη τη µορφή του αριθµού µας. 

 

Στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας τα στοιχεία των πινάκων και µε χρήση της 

atof και της atoi µετατρέπω τον char πίνακα της mantissa και του εκθέτη µας σε float 

αριθµό και ακέραιο αριθµό αντίστοιχα. Τέλος, καρτάω σε ένα δείκτη τον  ακέραιο 

αριθµό της mantissa και του εκθέτη του αριθµού µας (*num_mantissa_num, 

*num_ektheths_num) ώστε να µπορούµε τελικά να τα µεταφέρουµε στο πρόγραµµά 

µας. 

  

• Epistrofh_double_mantissa_ektheth 

 

Χρησιµοποιείται διαδικασία αντίστοιχη µε αυτή της προηγούµενης 

συνάρτησης, αλλάζοντας τα µεγέθη των πινάκων µας ώστε να αντιστοιχούν σε double 

µορφή αριθµού καθώς επίσης και τα όρια στα for loops ώστε να µπορούµε να 

πραγµατοποιήσουµε έλεγχο κατά µήκος ολόκληρου του πίνακά µας. ∆ηλαδή, το loop 

µας ξεκινάει από 0 έως 24. Και το format µας διαφοροποιείται στο sprintf ώστε να 

ανταποκρίνεται στη double µορφή του αριθµού µας. ∆ιαφορά επίσης έχουµε και στη 

µετατροπή του πίνακα mantissa σε double αριθµό, όπου αντί για χρήση της 

συνάρτησης atof που χρησιµοποιήσαµε τη συνάρτηση our_atod όπου πρακτικά 

µετατρέπουµε έναν πίνακα char σε double αριθµό. ∆ηλαδή, στόχος και πάλι αυτής 

της συνάρτησης είναι να επιστρέψει σε δείκτες την τιµή της mantissa και του εκθέτη 

του αριθµού µας. 

 

Αρχικά µε τη βοήθεια της sprintf µεταφέρω τον αριθµό µας σε έναν πίνακα 

και στη συνέχεια αποµονώνουµε τη mantissa από τον εκθέτη µας. Αυτή γίνεται µε 

ένα loop που διαβάζει τα στοιχεία του πίνακά µας µέχρι να βρει το e, οπότε και 

κρατάει τη θέση του e και τα στοιχεία µέχρι και πριν αυτό τα καταχωρεί σε ένα νέο 

πίνακα, τον πίνακα της mantissa, και τα στοιχεία από το e και µετά τα χρησιµοποιεί 

ώστε να κατασκευάσει πίνακα χαρακτήρων και για τον εκθέτη. Στη συνέχεια, 

χρησιµοποιώντας τα στοιχεία των πινάκων και µε χρήση της our_atod και της atoi 

µετατρέπουµε τον char πίνακα της mantissa και του εκθέτη µας σε double αριθµό και  

ακέραιο αριθµό αντίστοιχα. Τέλος, κρατάµε σε ένα δείκτη τον  ακέραιο αριθµό της 

mantissa και του εκθέτη του αριθµού µας (*num_mantissa_num, 
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*num_ektheths_num) ώστε να µπορούµε τελικά να τα µεταφέρουµε στο πρόγραµµά 

µας. 

 

• Euresh_plhthous_lathos_pshfiwn 

 

Η συγκεκριµένη συνάρτηση αναλαµβάνει να επιστρέψει στην κύρια το 

πλήθος των λάθος ψηφίων του αριθµού που δέχθηκε σαν είσοδο. 

 

Εκτελούµε τον αλγόριθµό µας µε double και έπειτα µε float µε εισόδους τις 

αποκοµµένες εκδοχές του double αριθµού. Για την ίδια ποσότητα p έχουµε µια 

παράσταση float έστω fp και double έστω dp. Κρατάµε τα 7 πρώτα ψηφία της double 

µορφής, δηλαδή του dp, και τα ονοµάζουµε fdp. Εφαρµόζουµε τον ορισµό της 

βύθισης στα fp και fdp. Αν τα fdp είναι καθαρά τότε η σύγκριση των fdp µε τα fp 

µέσω του λήµµατος προσφέρει τον αρκιβή αριθµό δ.ψ.λ. του float.  

 

-Ερώτηση: Πώς ξέρουµε ότι τα 7 πρώτα ψηφία του fdp είναι καθαρά; 

 

Έχουµε θεµελιώσει ότι ο βαθµός µόλυνσης είναι ανεξάρτητος του µήκους 

λέξης (±2ψηφία). Aν το fp υπολογιστεί µε µέχρι 5 δ.ψ.λ. από τα 7 τότε το dp θα έχει 

υπολογιστεί µε το πολύ 5+2=7 δ.ψ.λ. (τα τελευταία ψηφία). Αυτό σηµαίνει πως τα 7 

πρώτα είναι καθαρά. Άρα η προσέγγιση είναι συνεπής.  

 

Στην πράξη ακόµα και µε 6 δ.ψ.λ. πάλι ο fdp υπολογίζεται µε 8 δ.ψ.λ. το 

πολύ, άρα έχει τα 6 πρώτα καθαρά και άρα η σύγκριση fp και fdp εξακολουθεί να 

ισχύει. Αυτό παρακάµπεται εύκολα σε ένα σύστηµα που κάνει πράξεις µε 

απεριόριστο αριθµό ψηφίων στη mantissa αφήνοντας το ρόλο του float να τον παίζει 

ένας αριθµός n ψηφίων και  το ρόλο του double ένας αριθµός 2·n+3 ψηφίων. ∆ιότι 

τότε θα είµαστε σίγουροι ότι τα n πρώτα ψηφία του µεγάλου αριθµού θα είναι 

καθαρά όσο ο µικρός αριθµός δεν είναι κατεστραµµένος. 

 

Πιο συγκεκριµένα, µε είσοδο το τρέχον στοιχείο της diafora_check[i] στο 

πρόγραµµά µας, ελέγχουµε αν ο αριθµός µας είναι 0 ώστε να µην προχωρήσουµε 

στην αναζήτηση λάθος ψηφίων. Αν δεν ειναι µηδενικός ο αριθµός µας, τότε 

προχωράµε στην εύρεση των λάθος ψηφίων.  
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Καλούµε τη συνάρτηση epistrofh_float_mantissa_ektheth µε είσοδο τον 

αριθµό µας ώστε να κρατήσουµε τη mantissa και τον εκθέτη µας σαν αριθµούς. Στη 

συνέχεια, υπολογίζουµε τη βύθιση, ως τη διαφορά µεταξύ του µέγιστου εκθέτη που 

επίσης σαν είσοδο από το κύριο πρόγραµµα εισάγουµε στη συνάρτησή µας και του 

εκθέτη που µας έδωσε η κλήση της epistrofh_float_mantissa_ektheth. Αν το λάθος 

µας µπαίνει σε βάθος µεγαλύτερο από το 7
ο
 δεκαδικό ψηφίο, τότε η βύθισή µας είναι 

µεγαλύτερη από 7 και άρα θεωρούµε πως δεν έχουµε δ.ψ.λ. Από την άλλη, αν το 

λάθος είναι εντός των ορίων του float αριθµού δηλαδή η βύθιση είναι µέχρι 7, τότε τα 

λάθος ψηφία είναι ίσα προς 8-βύθιση. Επιστρέφουµε τέλος, το πλήθος των λάθος 

ψηφίων στο πρόγραµµα που µας κάλεσε. 

 

Παρατήρηση: Τι θα πει πως η βύθισή µας είναι µεγαλύτερη του 7; 

 

Στο σηµείο αυτό, θα θέλαµε να τονίσουµε ότι η µελέτη του λάθους 

πεπερασµένης ακρίβειας έγινε στο δεκαδικό σύστηµα, διότι, αυτό είναι πολύ πιο 

προσιτό στον ανθρώπινο τρόπο σκέψης. Στις σηµερινές όµως υπολογιστικές µηχανές, 

η παράσταση των αριθµών είναι δυαδική. Αυτό συνεπάγεται τη µη ύπαρξη σαφούς 

αντιστοιχίας µεταξύ του µήκους λέξης  σε δυαδική και δεκαδική µορφή. Για 

παράδειγµα, στη δυαδική παράσταση απλής ακριβείας (παράσταση float για τη 

γλώσσα C)διατίθενται 32 bits, από τα οποία 24 χρησιµοποιούνται για τη mantissa και 

8 για τον εκθέτη.  Τα 24 bits της mantissa δεν αντιστοιχούν πάντα σε καθορισµένο 

αριθµό δεκαδικών ψηφίων. Αντιθέτως, άλλες φορές αντιστοιχούν σε 7 δεκαδικά 

ψηφία, άλλες σε 8 και ενδεχοµένως άλλες σε 9, ανάλογα µε την ακριβή τιµή του 

αριθµού, το αν είναι προσηµασµένος κ.λ.π..  Εποµένως, εµείς λαµβάνουµε σα βάση 

του δεκαδικού συστήµατος για την παράσταση float το n=7. και αυτό 

χρησιµοποιούµε στον τύπο που δίνει τη βύθιση άρα και τον ακριβή αριθµό των 

δ.ψ.λ.. Εάν η βύθιση είναι µεγαλύτερη από 7, αυτό προφανώς σηµαίνει ότι ο 

συγκεκριµένος αριθµός ήταν δυνατόν να παρασταθεί µε 8 ή 9 δ.ψ.. Τότε, εύλογα 

θεωρούµε ότι ο αριθµός παράγεται χωρίς κανένα από τα 7 ψηφία του  λανθασµένα. 

 

 

• Theorhtikh_problepsh_ginomenou 
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Στόχος αυτής της συνάρτησης είναι το να προβλέψουµε θεωρητικά την τιµή 

της mantissa της διαφοράς. Ο τύπος που χρησιµοποιήσαµε µπλέκει πρακτικά διαφορά 

µεταξύ float αριθµού και float µορφής του double αριθµού για τους δύο αριθµούς που 

πολλαπλασιάζουµε µε τους ίδιους τους αριθµούς. Οι διαφορές προκύπτουν αν από 

τους float άφαιρέσουµε το float κοµµάτι των double.  Οι αριθµοί που χρησιµοποιώ 

µπορούν να είναι είτε οι ίδιοι οι float, είτε οι double αριθµοί, είτε οι float µορφές των 

double αριθµών, µε θετικότερα απότελέσµατα στην τελευταία περίπτωση.  

 

Στο τέλος επιστρέφουµε σε έναν δείκτη τη θεωρητική µας διαφορά στο κύριο 

πρόγραµµα. 

 

 

Α.5.2. ∆ιαίρεση. 

 

Αρχικοποίηση: 

 

Αρχικά, δίνουµε τιµές στα a1, fa1, b1, fb1 έτσι ώστε τα fa1 και fb1 να είναι οι 

float µορφές των a1 και b1 τα οποία τα έχουµε ορίσει αρχικά στις δηλώσεις µας να 

είναι τύπου double. Στη συνέχεια, και εντός της main του προγράµµατος ορίζουµε τα 

phl και fphl προκύπτουν ως τα πηλίκα των b1, fb1 προς τα  a1, fa1 αντίστοιχα, και 

τελικά το fphl αποτελεί τη float εκδοχή του phl.(Προσοχή. ∆εν προέκυψε το fphl από 

truncation ή στρογγύλευση του double phl, αλλά από διαίρεση των float όρων.) 

 

 

Περιγραφή: 

 

Αρχικά, καλούµε τη συνάρτηση epistrofh_double_mantissa_ektheth και 

epistrofh_float_mantissa_ektheth µε τους double και float a1 και fa1 ώστε να 

αποµονώσουµε τη mantissa και τον  εκθέτη των δύο αριθµών.  

 

Στο σηµείο αυτό αρχίζει ένα for loop που τελειώνει µετά το πέρας του πλήθους των 

αναδροµών που ορίζουµε στο πρόγραµµά µας ως MEGISTO. 
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Έπειτα, καταχωρούµε σε πίνακες µήκους MEGISTO τις τιµές των a1, fa1, 

fphl, phl µε στόχο τη διατήρηση της πληροφορίας µας σε κάθε αναδροµή, ώστε να 

µπορούµε δηλαδή, να µεταβάλουµε αν θέλουµε τις τιµές τους χωρίς να χάνουµε κάθε 

φορά την προηγούµενη τιµή και να συµπεριλάβουµε κάθε φορά το όποιο σφάλµα 

υπεισέρχεται στους όρους των πράξεων. Τους πινακες αυτούς θα σχρησιµοποιήσουµε 

και στο τέλος για να τυπώσουµε σε κάποιο αρχείο τις τιµές του π.χ. a1 και να 

κάνουµε ευκολότερη την παρατήρησή µας. Οι πίνακες στους οποίους αποθηκεύουµε 

τα ανωτέρω στοιχεία είναι οι pinax_a1, pinax_fa1, old_fphl, old_phl. 

 

Επαναϋπολογίζουµε τις τιµές των phl, fphl, όπως προκύπτουν αν εκ νέου 

διαιρέσουµε τα στοιχεία µας µε a1, fa1 αντίστοιχα και τα αποτελέσµατά µας τα 

καταχωρούµε στα τρέχοντα στοιχεία των πινάκων new_phl, new_fphl, σε καινούριες 

δηλαδή, µεταβλητές οι οποίες περιέχουν τη νέα τιµή του πηλίκου για το 

συγκεκριµένο στάδιο, είτε σε float είτε σε double µορφή. 

 

Παρατήρηση: Ονοµάζουµε τον αριθµό που προκύπτει από την εντολή 

(float)double_number, float µορφή του double_number.  

 

Σε µία νέα µεταβλητή, την elegxos_theor_a καταχωρούµε τη διαφορά µεταξύ 

float αριθµού fa1 και float µορφής του a1 και αν ο αριθµός αυτός είναι ίσος µε το 0, 

καλούµε τη συνάρτηση θεωρητικής πρόβλεψης (theorhtikh_problepsh_phlikou) µε 

είσοδο τα phl, fphl ώστε να προβλέψουµε το αναµενόµενο σφάλµα όπως το έχουµε 

αντιληφθεί θεωρητικά και να επιβεβαιώσουµε µετά το πέρας της εκτέλεσης του 

προγράµµατός µας, την ορθότητα της διαδικασίας µας. Αποµονώνουµε επίσης και τη 

mantissa του αναµενόµενου σφάλµατος και κρατάµε την τιµή της σε ένα πίνακα όπου 

θα καταχωρούµε τις mantissa που προκύπτουν από τη θεωρητική πρόβλεψη. Στην 

περίπτωση που η µεταβλητή elegxos_theor_a έχει τιµή διάφορη του 0, καλούµε τη 

συνάρτηση theorhtikh_problepsh_phlikou_diorthemenou µε εισόδους τα 

old_phl,old_fphl,a1,fa1 και στόχους αντίστοιχους µε αυτούς της προγούµενης 

συνάρτησης θεωρητικής πρόβλεψης. Ουσιαστικά, µε αυτή την περιπτωσιολογία όταν 

η διαφορά είναι µηδενική γλιτώνουµε κάποιες επιπλέον πράξεις και η διαδικασία µας 

επιταχύνεται. 
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Στη συνέχεια, καλούµε τη συνάρτηση epistrofh_double_mantissa_ektheth και 

epistrofh_float_mantissa_ektheth µε τους double και float αριθµούς phl και fphl 

(πρόκειται για τις νεότερες τιµές των phl και fphl µετά την τελευταία διαίρεση µε τα 

a1 και fa1). Από τις συναρτήσεις αυτές, σε δείκτη αποµονώνουµε τις τιµές των 

εκθετών για τη double και float µορφή του αριθµού µας ενώ επίσης από τη float 

µορφή κρατάµε τη mantissa σαν αριθµό σε πίνακα για να τη χρησιµοποιήσουµε στη 

συνέχεια. Πιο συγκεκριµένα, προσδιορίζουµε τη διαφορά(diafora) ανάµεσα στα fphl 

και στη float εκδοχή του phl. Με τη βοήθεια του diafora θα προσδιορίσουµε στη 

συνέχεια το πλήθος λαθος ψηφίων του fphl. Βρίσκουµε επίσης και  το µέγιστο εκθέτη 

µεταξύ της double και float µορφής του αριθµού(στόχος είναι να συµπεριλάβουµε τη 

διαφορά στους εκθέτες στην περίπτωση που π.χ. έχουµε τους αριθµούς 0.9999999 και 

1.0000001). Κρατάµε λοιπόν το µέγιστο εκθέτη, και στη συνέχεια τον εισάγουµε µαζί  

µε τη diafora σαν ορίσµατα στη συνάρτηση euresh_plhthous_lathos_pshfiwn, 

συνάρτηση που θα µας επιστρέψει το πλήθος λάθος ψηφίων στον αριθµό µας και θα 

το αποθηκεύσει σε ένα πίνακα, τον pinax_lathos_pshfiwn.  

 

Παρατήρηση: Χρησιµοποιήσαµε και πάλι τη µέθοδο αυτοπροστασίας από το 

overload που αναφέραµε στην περίπτωση του πολλαπλασιασµού. 

 

Στη συνέχεια, κατασκευάζουµε πίνακα diafora_check και κάθε στοιχείο 

αποτελείται από τη διαφορά της mantissa (αριθµός) της float µορφής του double 

αριθµού αν αφαιρέσουµε τη mantissa του float αριθµού. Με είσοδο το τρέχον 

στοιχείο του diafora_check καλούµε τη συνάρτηση epistrofh_float_mantissa_ektheth 

και παίρνουµε στην έξοδο τα στοιχεία της(δηλαδή mantissa,εκθέτη κλπ) 

 

Για να παρατηρήσουµε πού έχουµε επιδείνωση του λάθους, τα σηµεία δηλαδή 

όπου το πηλίκο της diafora_check προς το a1 ειναι µικρότερο της µονάδας(κατά 

απόλυτη τιµή!), φτιάχνουµε ένα if loop το οποίο πραγµατοποιεί τον ανωτέρω έλεγχο 

και µας κρατάει σε πίνακα (checked) τα στοιχεια του πίνακα diafora_check στα οποία 

επιβεβαιώθηκε η συνθήκη της επιδείνωσης. Αµέσως µετά από τον έλεγχο της 

επιδείνωσης, µε ένα if loop ελέγχουµε τα σηµεία στα οποία έχουµε αύξηση του 

πλήθους των λάθος ψηφίων. Αντιστοίχως, κρατάµε τα σηµεία αυτά σε ένα νέο 

πίνακα(reverse_checked). 
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Εδώ ολοκληρώνονται οι αναδροµές, λόγω ολοκλήρωσης του for loop µας. 

 

Στο σηµείο αυτό, και αφού έχει ολοκληρωθεί το for loop για τις επαναληψεις 

που έχουµε επιλεξει να πραγµατοποιήσουµε, φτιάχνουµε αρχεία µε στόχο την 

παρατήρηση των σηµείων επιδείνωσης και τον έλεγχο της αντίστροφης διαδικασίας, 

ώστε να είµαστε σίγουροι για τις εκάστοτε πηγές λάθους ή διόρθωσης των ψηφίων 

του αριθµού µας. 

 

Έτσι, τυπώνουµε αρχικά σε ένα αρχείο τα στοιχεια του πίνακα checked και 

στη συνέχεια ένα άλλο αρχείο αποτελούµενο από τα στοιχεία του reverse_checked 

ώστε να ελεγξουµε ότι πράγµατι τα ίδια στοιχεία εµφανίζονται και άρα η αντίληψή 

µας πάνω στο θέµα ήταν όντως σωστή. Τέλος, το πρόγραµµά µας αυτό αναλαµβάνει 

να τυπώσει σε ένα τρίτο αρχείο συγκεντρωµένα τη float µορφή του a1, τη double 

µορφή του, τη mantissa του θεωρητικά αναµενόµενου αποτελέσµατος, την τιµή του 

phl και του fphl πριν την εκάστoτε διαίρεση µε το a1 και fa1, καθώς και τις 

αντίστοιχες τιµές µετά τη διαίρεση και τέλος το πλήθος των λάθος ψηφίων κάθε 

επανάληψης.  

 

Παραθέτουµε παραδείγµατα στη συνέχεια πινάκων συγκεντρωτικών στους 

οποίους φαίνονται για συγκεκριµένους αριθµούς η πορεία των αυξοµειώσεων στο 

πλήθος λάθος ψηφίων, καθώς και τα σηµεία στα οποία επαληθεύεται η συνθήκη 

επιδείνωσης και κατά συνέπεια περιµένουµε κάποια αύξηση των λανθασµένων 

ψηφίων, ώστε να µπορέσει ο αναγνώστης να ελέγξει την ορθότητα του 

προγράµµατος. 

 

 Πράγµατι, υλοποιήσαµε τον αλγόριθµο που περιγράψαµε παραπάνω 

λεπτοµερώς. Όσον αφορά τις δηλώσεις µας και την αρχικοποίηση µεταβλητών είχαµε 

τα εξής: 

 

 

MEGISTO = 7000(L) 

fa1=1.0123119 ,fb1=1.9935354678e+030 

 a1=1.0123119, b1=1.9935354678e+030 
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ΕΛΕΓΧΟΣ ΣΥΝΘΗΚΗΣ ΕΠΙ∆ΕΙΝΩΣΗΣ 
(ορθή διαδικασία) 

ΕΛΕΓΧΟΣ ΣΗΜΕΙΩΝ ΑΥΞΗΣΗΣ ∆.Ψ.Λ. 
(ανάστροφη διαδικασία) 

Diafora_check 
Σηµείο 

επιδείνωσης 
Diafora_check 

Σηµεία αύξησης του 

πλήθους λάθος 

ψηφίων 

1.0013580e-005 227   

1.0013580e-005 229 1.0013580e-005 229 

1.0061264e-004 471 1.0061264e-004 471 

1.0061264e-004 691 1.0061264e-004 691 

1.0037422e-004 900 1.0037422e-004 900 

1.0037422e-004 1105 1.0037422e-004 1105 

1.0108948e-004 1307 1.0108948e-004 1307 

1.0085106e-004 1507 1.0085106e-004 1507 

1.0097027e-004 1705 1.0097027e-004 1705 

1.0108948e-004 1902   

1.0013580e-004 1903 1.0013580e-004 1903 

1.0120869e-004 2098 1.0120869e-004 2098 

1.0085106e-004 2294 1.0085106e-004 2294 

1.0085106e-004 2489 1.0013580e-004 2489 

1.0013580e-004 2683 1.0085106e-004 2683 

1.0085106e-004 2877   

1.0042191e-003 3071 1.0042191e-003 3071 

1.0099411e-003 3264 1.0099411e-003 3264 

1.0099411e-003 3457 1.0099411e-003 3457 

1.0118484e-003 3649 1.0118484e-003 3649 

1.0032654e-003 3842 1.0032654e-003 3842 

1.0046959e-003 4034 1.0046959e-003 4034 

1.0027885e-003 4226 1.0027885e-003 4226 

1.0004044e-003 4418 1.0004044e-003 4418 

1.0113716e-003 4609 1.0113716e-003 4609 

1.0027885e-003 4801 1.0027885e-003 4801 

1.0056496e-003 4992 1.0056496e-003 4992 

1.0113716e-003 5183 1.0113716e-003 5183 

1.0037422e-003 5375 1.0037422e-003 5375 

1.0066032e-003 5566 1.0066032e-003 5566 

1.0066032e-003 5757 1.0066032e-003 5757 

1.0089874e-003 5948 1.0089874e-003 5948 

1.0066032e-003 6139 1.0066032e-003 6139 

1.0018349e-003 6330 1.0018349e-003 6330 

1.0089874e-003 6520 1.0089874e-003 6520 

1.0118484e-003 6710 1.0118484e-003 6710 

1.0042191e-003 6901 1.0042191e-003 6901 
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Παραπάνω παραθέσαµε τον πίνακα που από τη µία δίνει τα σηµεία στα οποία 

επαληθεύουµε θεωρητικά ότι θα έπρεπε να υπάρξει επιδείνωση, δηλαδή, σηµεία στα 

οποία το επόµενο στοιχείο της diafora_check θα είναι µικρότερο της µονάδας και 

κατά συνέπεια θα αυξήσει κατά ένα το πλήθος των δ.ψ.λ. και θα αναγκάσει ένα shift 

προς τα αριστερά κατά µία θέση ώστε να πάρει ο αριθµός µας την κανονική µορφή 

δεκαδικού. ∆ίπλα στα στοιχεία αυτά έχουµε παραθέσει και την τιµή της διαφοράς της 

float εκδοχής του double αριθµού, αν αφαιρέσουµε το float αριθµό. Επίσης, 

παραθέτουµε τα σηµεία στα οποία παρατηρήθηκε επιδείνωση µε βάση το πλήθος των 

δ.ψ.λ. .  ∆ηλαδή, τα σηµεία στα οποία το πλήθος των δ.ψ.λ. αυξήθηκε κατά 1. 

Βλέπουµε πως τα σηµεία ταυτίζονται και πως ο αλγόριθµός µας αστοχεί σε πολύ λίγα 

στοιχεία. Έχουµε ήδη όµως αναφέρει, από τον ορισµό των δ.ψ.λ. και τον τρόπο 

υπολογισµού αυτών πως το πλήθος των δ.ψ.λ. έχει ανοχή ± 2 ψηφία. Έτσι, σε 

ορισµένα σηµεία και φυσικά λαµβάνοντας και πάλι υπόψη µας το γεγονός ότι στις 

πράξεις µας όπως εδώ κιόλας αποδείξαµε υπεισέρχεται κάποιο σφάλµα, τα σηµεία 

στα οποία η συνθήκη µας αστοχεί είναι ελάχιστα και βρίσκονται εντός του 

στατιστικού εύρους ανοχής. Καταφεύγοντας µάλιστα στα αρχεία εξόδου της 

συνάρτησής µας στα οποία τυπώνεται το πλήθος των δ.ψ.λ. καθώς και οι τιµές των 

συµµετεχουσών ποσοτήτων, στα σηµεία αυτά δεν υπάρχει στην πραγµατικότητα 

επιδείνωση. Είναι προφανές άλλωστε πως τα σηµεία αυτά είναι ιδιαιτέρως κοντά στα 

σηµεία στα οποία τελικά πράγµατι συµβαίνει µεταβολή και οριακά παρατηρείται 

κάποιο στοιχειώδες ασήµαντο σφάλµα. 

 

 

Συναρτήσεις. 

 

• Epistrofh_float_mantissa_ektheth 

 

Στόχος αυτής της συνάρτησης είναι να επιστρέψει σε δείκτες την τιµή της 

mantissa και του εκθέτη του αριθµού µας. Ο αριθµός µας είναι float. 

 

Αρχικά µε τη βοήθεια της sprintf µεταφέρουµε τον αριθµό µας σε έναν πίνακα και 

στη συνέχεια αποµονώνουµε τη mantissa από τον εκθέτη µας. Αυτή η διαδικασία 

υλοποιείται µε ένα loop που διαβάζει τα στοιχεία του πίνακά µας µέχρι να βρει το e, 
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οπότε και κρατάει τη θέση του e. Τα στοιχεία µέχρι και πριν το e τα καταχωρεί σε ένα 

νέο πίνακα, τον πίνακα της mantissa, και τα στοιχεία από το e και µετά τα 

χησιµοποιεί ώστε να κατασκευάσει πίνακα και για τον εκθέτη.  

 

Παρατήρηση: Για να διαβάσουµε τα στοιχεία του πίνακα, εφόσον πρόκειται για αριθµό 

float αρχικά, τα όρια που θα χρησιµοποιήσουµε στο for loop µας είναι προσαρµοσµένα 

στη µορφή του αριθµού µας,δηλαδή από 0 έως 14. Επίσης, στην sprintf που 

χρησιµοποιήσαµε χρησιµοποιήσαµε format 10.7 και πάλι λαµβάνοντας υπόψη τη µορφή 

του αριθµού µας. 

 

Στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας τα στοιχεία των πινάκων και µε χρήση της 

atof και της atoi µετατρέπουµε τον char πίνακα της mantissa και του εκθέτη µας σε 

float αριθµό και ακέραιο αριθµό αντίστοιχα. Τέλος, κρατάµε σε ένα δείκτη τον  

ακέραιο αριθµό της mantissa και του εκθέτη του αριθµού µας (*num_mantissa_num, 

*num_ektheths_num) ώστε να µπορούµε τελικά να τα µεταφέρουµε στο πρόγραµµά 

µας. 

  

• Epistrofh_double_mantissa_ektheth 

 

Στόχος αυτής της συνάρτησης είναι να επιστρέψει σε δείκτες την τιµή της 

mantissa και του εκθέτη του αριθµού µας. Ο αριθµός µας είναι double. 

 

Χρησιµοποιείται διαδικασία αντίστοιχη µε αυτή της προηγούµενης 

συνάρτησης, αλλάζοντας τα µεγέθη των πινάκων µας ώστε να αντιστοιχούν σε double 

µορφή αριθµού καθώς επίσης και τα όρια στα for loops ώστε να µπορούµε να 

πραγµατοποιώ έλεγχο κατά µήκος ολόκληρου του πίνακά µας. ∆ηλαδή, το loop µας 

ξεκινάει από 0 έως 24. Και το format µας διαφοροποιείται στο sprintf ώστε να 

ανταποκρίνεται στη double µορφή του αριθµού µας. ∆ιαφορά επίσης έχουµε και στη 

µετατροπή του πίνακα mantissa σε double αριθµό, όπου αντί για χρήση της 

συνάρτησης atof που χρησιµοποιήσαµε τη συνάρτηση our_atod όπου πρακτικά 

µετατρέπουµε έναν πίνακα char σε double αριθµό.  

 

∆ηλαδή, στόχος και πάλι αυτής της συνάρτησης είναι να επιστρέψει σε 

δείκτες την τιµή της mantissa και του εκθέτη του αριθµού µας. 
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Αρχικά µε τη βοήθεια της sprintf µεταφέρουµε τον αριθµό µας σε έναν πίνακα 

και στη συνέχεια αποµονώνουµε τη mantissa από τον εκθέτη µας. Αυτή γίνεται µε 

ένα loop που διαβάζει τα στοιχεία του πίνακά µας µέχρι να βρει το e, οπότε και 

κρατάει τη θέση του e και τα στοιχεία µέχρι και πριν αυτό τα καταχωρεί σε ένα νέο 

πίνακα, τον πίνακα της mantissa, και τα στοιχεία από το e και µετά τα χησιµοποιεί 

ώστε να κατασκευάσει πίνακα χαρακτήρων και για τον εκθέτη. Στη συνέχεια, 

χρησιµοποιώντας τα στοιχεία των πινάκων και µε χρήση της our_atod και της atoi 

µετατρέπουµε τον char πίνακα της mantissa και του εκθέτη µας σε double αριθµό και  

ακέραιο αριθµό αντίστοιχα. Τέλος, καρτάω σε ένα δείκτη τον  ακέραιο αριθµό της 

mantissa και του εκθέτη του αριθµού µας (*num_mantissa_num, 

*num_ektheths_num) ώστε να µπορούµε τελικά να τα µεταφέρουµε στο πρόγραµµά 

µας. 

 

• Euresh_plhthous_lathos_pshfiwn 

 

Η συγκεκριµένη συνάρτηση αναλαµβάνει να επιστρέψει στην κύρια το 

πλήθος των λάθος ψηφίων του αριθµού που δέχθηκε σαν είσοδο. 

 

Εκτελούµε τον αλγόριθµό µας µε double και έπειτα µε float µε εισόδους τις 

αποκοµµένες εκδοχές του double αριθµού. Για την ίδια ποσότητα p έχουµε µια 

παράσταση float έστω fp και double έστω dp. Κρατάµε τα 7 πρώτα ψηφία της double 

µορφής, δηλαδή του dp, και τα ονοµάζουµε fdp. Εφαρµόζουµε τον ορισµό της 

βύθισης στα fp και fdp. Αν τα fdp είναι καθαρά τότε η σύγκριση των fdp µε τα fp 

µέσω του λήµµατος προσφέρει τον αρκιβή αριθµό δ.ψ.λ. του float.  

 

Στο κοµµάτι περιγραφής του πολλαπλασιασµού περιγράφουµε πώς γνωρίζουµε 

πως τα 7 πρώτα ψηφία ενός αριθµού είναι καθαρά. 

 

Με είσοδο το τρέχον στοιχείο της diafora_check[i] στο πρόγραµµά µας, 

ελέγχουµε αρχικά αν ο αριθµός µας είναι 0 ώστε να µην προχωρήσουµε στην 

αναζήτηση λάθος ψηφίων και να επιστρέψουµε στη main την τιµή 0 στο πλήθος των 

λάθος ψηφίων, εφόσον ο αριθµός µας πρακτικά δεν έχει µολυνθεί. Αν δεν ειναι 

µηδενικός ο αριθµός, τότε προχωράµε στη συνάρτησή µας.  
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Καλούµε τη συνάρτηση epistrofh_float_mantissa_ektheth µε είσοδο τον 

αριθµό µας ώστε να αποµονώσουµε τη mantissa και τον εκθέτη του. Στη συνέχεια, 

υπολογίζουµε τη βύθιση, ως τη διαφορά µεταξύ του µέγιστου εκθέτη και του εκθέτη 

που µας έδωσε η κλήση της epistrofh_float_mantissa_ektheth. Αν το λάθος µας 

µπαίνει σε βάθος µεγαλύτερο από το 7
ο
 δεκαδικό ψηφίο, τότε η βύθισή µας είναι 

µεγαλύτερη από 7 και άρα θεωρούµε πως δεν έχουµε λανθασµένα ψηφία.. Από την 

άλλη, αν το λάθος είναι εντός των ορίων του float αριθµού δηλαδή η βύθιση είναι 

µέχρι 7, τότε τα λάθος ψηφία είναι ίσα προς 8-βύθιση. Επιστρέφουµε τέλος, το 

πλήθος των λάθος ψηφίων στο πρόγραµµα που µας κάλεσε. 

 

• Theorhtikh_problepsh_phlikou 

 

Ο στόχος αυτής της συνάρτησης είναι να προβλέψουµε θεωρητικά την τιµή 

της mantissa της διαφοράς, όταν η διαφορά µεταξύ των a και fa είναι µηδενική. 

Λεπτοµέρειες  για τη συνάρτηση δίνουµε παρακάτω, στην περιγραφή της συνάρτησης 

theorhtikh_problepsh_phlikou_diorthwmenou, αφού η συνάρτηση αυτή αποτελεί 

απλοποιηµένη µορφή της τελευταίας. 

 

• Τheorhtikh_problepsh_phlikou_diorthwmenou 

 

Ο στόχος µας µέσω αυτής της συνάρτησης είναι να προβλέψουµε θεωρητικά 

την τιµή της mantissa της διαφοράς, όταν η διαφορά µεταξύ των a και fa είναι µη 

µηδενική.  

 

Ο τύπος που χρησιµοποιήσαµε µπλέκει πρακτικά τη διαφορά µεταξύ float 

αριθµού και float µορφής του double αριθµού για τους δύο αριθµούς που διαιρούµε 

µε τους ίδιους τους θεωρητικά πλήρεις αριθµούς. Οι διαφορές προκύπτουν αν από 

τους float άφαιρέσουµε το float κοµµάτι των double.  Οι αριθµοί που χρησιµοποιώ 

µπορούν να είναι είτε οι ίδιοι οι float, είτε οι double αριθµοί, είτε οι float µορφές των 

double αριθµών, µε θετικότερα απότελέσµατα στην τελευταία περίπτωση.  
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Α.5.3. Αφαίρεση. 

 

Με την αφαίρεση δεν ασχοληθήκαµε ιδιαίτερα στο να περιγράψουµε 

διαδικασία εύρεσης του πλήθους λάθος ψηφίων, παρατήρησης των αναδροµών, 

διαδικασίας αναγέννησης του σφάλµατος κλπ. διότι πρόκειται για µια πράξη πιο 

κατανοητή σε σχέση µε τις πράξεις του πολλαπλασιασµού και της διαίρεσης. 

Ουσιαστικά µία πράξη αφαίρεσης µας βοηθάει να αντιληφθούµε εύκολα πώς 

υπεισέρχεται το f.p.e. σε αυτή. Θα µιλήσουµε για την αφαίρεση µε ένα παράδειγµα το 

οποίο σίγουρα θα διαλευκάνει τη µόλυνση του αποτελέσµατος αυτής(διαφοράς) µε 

λανθασµένα ψηφία χωρίς να χρειαστούν πίνακες και πολύπλοκες σκέψεις. Για 

παράδειγµα ας θεωρήσουµε τις εισόδους στο πρόγραµµά µας: 

 

 a1=1.000987654321, b1=0.999999999999 

fa1=1.000987654321, fb1=0.999999999999 

 

Ορίζουµε µια διαφορά float και µία double µορφής έστω fdiaf και ddiaf αντίστοιχα, 

κάθε µία από τις οποίες προκύπτει αν από τον α1 αφαιρέσω τον b1 στην αντίστοιχη 

µορφή τους. Τυπώνοντας αυτές τις δύο διαφορές, παρατηρούµε πως τα αποτελέσµατά 

µας διαφέρουν και µάλιστα αρκετά. ∆ηλαδή, 

 

ddiaf = 9.876543e-004 

fdiaf = 9.876490e-004 

 

Είναι προφανές, δηλαδή, πως η αφαίρεση ως πράξη εισάγει έντονα φαινόµενα 

f.p.e. στα αποτελέσµατά µας. Οι δύο αριθµοι που τυπώσαµε διαφέρουν κατά 2 

δεκαδικά ψηφία (τα τελευταία) πρακτικά, παρ’όλο που µια πρώτη παρατήρηση 

δείχνει πως διαφέρουν κατά 3 (543-490=53).  Αυτό είναι απολύτως συµβατό µε τον 

ορισµό του υπολογισµού λάθος δεκαδικών ψηφίων που δόθηκε στο Α.2., ο οποίος 

άλλωστε προσφέρει τον ακριβή αριθµό δ.ψ.λ. που παράγονται κατά την αφαίρεση. 

Σηµειώνεται ότι η αφαίρεση είναι η µοναδική πράξη η οποία µπορεί να παράξει 

οσονδήποτε µεγάλο αριθµό δ.ψ.λ.. Μπορεί ακόµα και να καταστρέψει έναν 

οποιοδήποτε αλγόριθµο σε µία αναδροµή. Αυτό συµβαίνει στην περίπτωση που οι 

δύο όροι της αφαίρεσης έχουν κατ’ ουσίαν την ίδια τάξη µεγέθους και τα πρώτα 
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δεκαδικά ψηφία κοινά. Όσο µεγαλύτερο το πλήθος των συνεχόµενων κοινών ψηφίων, 

τόσο µεγαλύτερο το πλήθος των δ.ψ.λ. . 

 

A.5.4. Flow charts 

 

 Παραθέτουµε εδώ flow charts για να διευκολύνουµε την κατανόηση της 

συλλογιστικής που ακολουθήσαµε στην κατασκευή των προγραµµάτων µας.  
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Β. Zernike Moments  

 

B.1. Γενικά για τα Zernike Moments (ZMs): 

 

 Αν και έχει περάσει αρκετός καιρός από τότε που ο [2] εισήγαγε τα 

ορθογωνικά σηµεία στην επεξεργασία εικόνας, το επιστηµονικό ενδιαφέρον στη 

χρήση σηµείων στη µηχανική ακόµα αυξάνεται. Αυτό οφείλεται στο µοναδικό τους 

τρόπο να περιγράφουν ένα σήµα, γι’αυτό χρησιµοποιούνται σα διακριτικά 

χαρακτηριστικά στις εφαρµογές αναπαράστασης εικόνας και αναγνώρισης προτύπων.  

 

 Τελευταία οι επιστήµονες συγκεντρώνουν την προσοχή τους σε ερευνητικά 

πεδία σχετικά µε τα ορθογωνικά σηµεία. Πολλοί ερευνητές ανά τον κόσµο παλεύουν 

να αναπτύξουν γρήγορους αλγόριθµους για  να εοιταχύνουν το χρόνο υπολογισµού 

των ορθογωνικών σηµείων και να κάνουν τις εγφαρµογές του hardware εύκολες. Η 

πλειοψηφία των γρήγορων αλγορίθµων που έχουν παρουσιαστεί µέχρι σήµερα, 

κάνουν χρήση αναδροµικών εξισώσεων που επιτρέπουν τον υπολογισµό πυρήνων 

σηµείων υψηλής τάξης, κάνοντας χρήση πυρήνων χαµηλότερων τάξεων. Αυτή η 

µεθοδολογία είναι ακριβής, ειδικά όταν ένα ολόκληρο σύνολο σηµείων είναι 

απαραίτητο να υπολογιστεί. 

 

 Επιπρόσθετα από τότε που τα ορθογωνικά σηµεία έχουν σα συναρτήσεις 

βάσης ορθογωνικά πολυώνυµα, τα οποία συνθέτουν µία ορθογωνική βάση, είναι πολύ 

χρήσιµα για να αναπαραστήσουν κατά µοναδικό τρόπο πρότυπα στην αναγνώριση 

προτύπων. Για αυτές τις εφαρµογές κάποιες ιδιαιτέρως ελπιδοφόρες προσπάθειες [23 

- 24] έγιναν για να ενσωµατώσουν την αµεταβλητότητα σε κλίµακα, περιστροφή, και 

«µετάφραση» στον υπολογισµό των ορθογωνικών σηµείων.  

 

 Πρόσφατα, τα µειονεκτήµατα των ορθογωνικών σηµείων που έχουν 

ορθογωνικά πολυώνυµα σαν συναρτήσεις βάσης µελετήθηκαν και πιο αριθµητικά 

ακριβή ορθογωνικά σηµεία, µε διακριτά σηµεία [18 - 20] χρησιµοποιήθηκαν σαν 

εναλλακτικες για τα συνεχή. Ωστόσο, αν και µια σύντοµη µελέτη πάνω στην ακρίβεια 

των ορθογωνικών σηµείων σε σχέση µε προσεγγιστικά λάθη, εξαιτίας της µετατροπής 



 

 57 

από το συνεχή χρόνο στο διακριτό [17] και την ακρίβεια των σηµείων στις 

µετατροπές κλίµακας, περιστροφής και «µετάφρασης» [27 - 28] έγινε, εξέχουσα 

σηµασία έχουν τα σφάλµατα τα οφειλόµενα στην πεπερασµένη ακρίβεια ειδικά στους 

γρήγορους αναδροµικούς αλγορίθµους, εφόσον ένα σφάλµα σε κάποιο βήµα του 

αλγορίθµου µπορεί να συσσωρευτεί από τη µία επανάληψη στην άλλη, καταλήγοντας 

σε αποτελέσµατα αναξιόπιστα.  

 

 Τα Τα Zernike Moments(ZMs) είναι η πιο ευρέως χρησιµοποιούµενη 

οικογένεια ορθογωνικών σηµείων, εξαιτίας  

Α. Των ιδιοτήτων τους να είναι αµετάβλητα  στην τυχαία περιστροφή του 

αντικειµένου που πεγιγράφουν και  

Β. Στο ότι εξασφαλίζουν τέλεια ανασύνθεση της εικόνας από τα σηµεία της.  

Επίσης, τα ZMs αποτελούν ιδιαιτέρως χρήσιµα εργαλεία στον τοµέα της 

αναγνώρισης προτύπων και στην ανάλυση εικόνας εξαιτίας: 

Α. Της ορθογωνιότητάς τους και 

Β. Της αµεταβλητότητάς τους µε την περιστροφή. 

Βέβαια, ο ευθύς υπολογισµός τους είναι πολύ «ακριβός» και χρονοβόρος 

περιορίζοντας τη χρήση τους ειδικά σε υψηλές τάξεις.  

 

Η εισαγωγή στα ΖΜs έγινε από τον Teague [2], ο οποίος χρησιµοποίησε ένα 

σύνολο σύνθετων πολυωνύµων που σχηµατίζουν ένα ολόκληρο ορθογωνικό σύνολο 

στο εσωτερικό του µοναδιαίου κύκλου για τον οποίο ισχύει:  

 

x
2
 + y

2
 =1 

 

H µορφή των πολυωνύµων αυτών είναι: 

 

)exp()(),(),( θθ jqrRrVyxV pqpqpq ⋅==  

 

Όπου p: µη αρνητικός ακέραιος 

 q: θετικός και αρνητικός ακέραιος που υπακούουν στους περιορισµούς:  

 

p-|q| : περιττός      και      |q|≤p 
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 r: µήκος του διανύσµατος από την αρχή ),( yx  έως το pixel ),( yx  και 

 θ: το τόξο µεταξύ του διανύσµατος r και του άξονα των x υπό την 

ανθωρολογιακή φορά.  

Τα Rpq(r,θ) είναι τα ακτινικά πολυώνυµα Zernike στις (r,θ) πολικές συντεταγµένες 

που ορίζονται ως: 

 

∑
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Προσοχή: Ισχύει η σχέση: Rp,-q(r)=Rpq(r). 

 

 H αρχή στην οποία υπακούουν τα ορθογωνικά πολυώνυµα είναι η αρχή της 

ορθογωνιότητας, σύµφωνα µε την οποία: 

 

mqnp

yx

pqnm
n

dydxyXVyxV δδ
π

⋅⋅
+

=⋅⋅∫∫
≤+

1
),(),(

1

*

22

 

 

Όπου  δαβ=1 όταν α=β και  

δαβ=0 σε καθε άλλη περίπτωση.(Το δαβ είναι το σύµβολο Kronecker) 

Το ZM τάξης p µε q επαναλήψεις για µια συνεχή συνάρτηση εικόνας f(x,y) που 

εξαφανίζεται έξω από το µοναδιαίο κύκλο: 

 

∫∫
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22

),(),(
1

yx
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Z θθ
π

 

 

Για µια ψηφιακή εικόνα, τα ολοκληρώµατα αντικαθίστανται από αθροίσµατα [9 - 10] 

ώστε να µας δώσουν: 
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Ας υποθέσουµε ότι κάποιος ξέρει όλα τα σηµεία Zpq της f(x,y) µέχρι µια 

µέγιστη τάξη pmax. Είναι επιθυµητό να ανακατασκευάσουµε µία διακριτή συνάρτηση 

),( yxf
)

τα σηµεία της οποίας ταιριάζουν ακριβώς µε εκείνα της f(x,y) µέχρι µια 

συγκεκριµένη µέγιστη τάξη pmax. Τα ZMs είναι οι συντελεστές που προκύπτουν από 

την επέκταση µιας εικόνας σε ορθογωνικά πολυώνυµα Zernike όπως δείχνει η 

ακόλουθη εξίσωση ανασύνθεσης: 

 

∑∑
=

⋅=
max

0

),(),(
p

p q

pqpq rVZyxf θ
)

 

 

µε τους περιορισµούς που αναφέραµε παραπάνω για το q. Να σηµειωθεί επίσης ότι 

καθώς το pmax τείνει στο άπειρο, τόσο το ),( yxf
)

 θα πλησιάζει το ),( yxf . Η 

συγκεκριµένη µέθοδος προσδιορισµού των ZMs είναι γνωστή ως Ευθεία µέθοδος. 

Είναι προφανές πως οι τύποι που παραθέσαµε περιέχουν υπολογισµούς πολλών 

παραγοντικών, λειτουργίες που καταναλώνουν πολύ χρόνο υπολογισµών. Γι’αυτό και 

ξεκινήσε να διευρύνεται η χρήση αναδροµικών µεθόδων για τα ακτινικά πολυώνυµα. 

Στη συνέχεια θα παραθέσουµε τους ευρύτερα χρησιµοποιούµενους αλγορίθµους. 

 

  Η χρονική πολυπλοκότητα των ZMs όλων των τάξεων που είναι µικρότερες 

της pmax, όπου pmax η µέγιστη τάξη των σηµείων, είναι Ο(N
2
 pmax

3
). Η χρονική 

πολυπλοκότητα ενός ακτινικού πολυωνύµου είναι Ο(pmax) και για αυτό η χρονική 

πολυπλοκότητα των σηµείων Zernike είναι για όλα τα 0≤p≤pmax και |q|≤p είναι  

O(N
2
 pmax

2 
x pmax) =O(N

2
 pmax

3
). Αυτή η τάξη είναι πολύ µεγάλη όταν τα Ν και pmax 

είναι πολύ µεγάλα. Γίνονται προσπάθειες να µειωθεί η χρονική πολυπλοκότητα και 

να κατέβει στο Ο(1). Τα πολυώνυµα Zernike αποτελούνται από δύο κοµµάτια: τα 

ακτινικά πολυώνυµα Rpq(r) και την έκφραση e
jqθ

. Εκτεταµµένη έρευνα έχει 

πραγµατοποιηθεί τα τελευταία χρόνια για βελτίωση τη χρονικής πολυπλοκότητας των 

ακτινικών αυτών πολυωνύµων. Παρακάτω παραθέτουµε τις πιο συχνά 

χρησιµοποιούµενες αναδροµικές µεθόδους. 
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Β.1.Α.i. Αλγόριθµος Kintner 

 

 Πρώτος ο Kintner µελέτησε τις ιδιότητες των πολυωνύµων Zernike και 

εισήγαγε µία επαναλαµβανόµενη σχέση [1]. Στη συνέχεια ο αναδροµικός αλγόριθµος 

για τον υπολογισµό των πολυωνύµων Zernike που προτάθηκε από τον Kintner 

περιγράφεται: 

Αλγόριθµος: 

• p=q � Ευθεία µέθοδος και χρήση της εξίσωσης: 
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• p-q=2 � (όµοια)Ευθεία µέθοδος και χρήση της εξίσωσης  
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• σε κάθε άλλη περίπτωση �  

 

1

,44,23

2

2 )()()(
)(

K

rRKrRKrK
rR

qpqp

pq

−− ⋅+⋅+⋅
=  

 

όπου 
2

)2()()(
1

−⋅−⋅+
=

pqpqp
K ,   

 

   )2()1(22 −⋅−⋅⋅= pppK , 

 

        )2()1()1(2

3 −⋅−⋅−−⋅−= ppppqK ,   
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2

)2()2(
4

−−⋅−+⋅−
=

qpqpp
K  

Όπως φαίνεται στις ανωτέρω εξισώσεις, ο αλγόριθµος του Kintner δεν µπορεί 

να εφαρµοστεί σε περιπτώσεις όπου p=q ή p-q=2, οπότε και χρησιµοποιείται στις 

περιπτώσεις αυτές η ευθεία µέθοδος. Αυτός ο αλγόριθµος είναι ταχύτερος από την 

ευθεία µέθοδο αλλά και αυτός περιλαµβάνει παραγοντικούς υπολογισµούς που 

αντιστοιχούν σε αρκετό υπολογιστικό χρόνο.  

 

Ας σηµειωθεί ότι ο δείκτης q είναι σταθερός και ο δείκτης p ποικίλει και 

παίρνει τιµές p = q + 4, q + 6,…, pmax. Αυτή η µορφή αναδροµής στην οποία τα 

πολυώνυµα υψηλότερης τάξης p υπολογίζονται για ένα συγκεκριµένο δείκτη  

αναδροµής q έχει ένα σαφές πλεονέλτηµα στην ταχύτητα του υπολογισµού των ZMs 

επειδή µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την ίδια τιµή της έκφρασης e
-jqθ

 για ένα 

δεδοµένο q αλλά διαφορετικές τιµές του p.  

 

Η τάξη της χρονικής πολυπλοκότητας της µεθόδου του Kintner για τον 

υπολογισµό των πολυωνύµων όλων των τάξεων και επαναλήψεων είναι Ο(pmax
2
). 

Εφόσον η ευθεία µέθοδος χρησιµοποιείται για να υπολογίσει τα Rqq(r), Rq+2,q(r) για 

ένα δεδοµένο δείκτη επανάληψης q, η µέθοδος είναι αργή. 

 

 

B.1.A.ii. Τροποποιηµένη Μέθοδος Kintner 

 

Ο Chong [23] τροποποίησε τη µέθοδο Kintner που αποφεύγει την ευθεία 

εξίσωση για τον υπολογισµό των ακτινικών πολυωνύµων Rqq(r) και  Rq+2,p(r) για ένα 

δεδοµένο q. Πιο συγκεκριµένα, όσον αφορά την τροποποιηµένη µέθοδο Kintner για 

q= 0, 1, 2,…, pmax: 

 

• Rqq(r) = r
q
, για q = 0, 1, 2,..., pmax 

 

• Rp,q(r) = p · Rpp(r) – (p-1) · Rp-2,p-2(r) , για q = 0, 1, 2, …, pmax-2 , (p = q + 2) 
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• 
1

,44,23

2

2 )()()(
)(

K

rRKrRKrK
rR

qpqp

pq

−− ⋅+⋅+⋅
=  , για p =q+4, q+6,…,pmax 

 

Με τις ίδιες τιµές για τους συντελεστές Κ που είχαµε στον αλγόριθµο Kintner που 

αναφέραµε παραπάνω. Η χρονική πολυπλοκότητα της τροποποιηµένης µεθόδου 

Kintner για τον υπολογισµό όλων των πολυωνύµων, κάθε τάξης και κάθε 

επανάληψης µέχρι την pmax είναι Ο(pmax
2
). Εφόσον δεν περιλαµβάνει τον 

υπολογισµό ευθέων εξισώσεων, είναι ταχύτερη από την αρχική µέθοδο Kintner.  

 

 

Β.1.B. Μέθοδος Q-recursive 

 

Ο Chong εισήγαγε έναν γρήγορο αλγόριθµο για να υπολογίζει όλα τα 

πολυώνυµα διαφόρων τιµών δείκτη επανάληψης q που δε βασίζεται σε πολυώνυµα 

χαµηλότερων τάξεων. Η µέθοδος αυτή είναι η: 

 

• Rpp(r) = r
p
, για p = 0, 1, 2,..., pmax 

 

• )2(,,...,3,2),()1()()( max2,2 −==⋅−−⋅= −− pqpprRprRprR pppppq  
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Το πλεονέκτηµα της µεθόδου αυτής είναι το ότι όταν τα σηµεία µόνο µιας 

συγκεκριµένης τάξης p µε διάφορες τιµές του δείκτη επανάληψης q απαιτούνται, τα 

πολυώνυµα χαµηλότερης τάξης δε χρειάζονται, πράγµα που δεν εφαρµόζεται στις 

υπόλοιπες µεθόδους που αναφέραµε µέχρι στιγµής. 

 

 

B.1.C. Αλγόριθµος Prata 

 

Ο Αλγόριθµος Prata χρησιµοποιεί πολυώνυµα χαµηλότερης τάξης Rp-1,q-1(r) 

και Rp-2,q(r) για να παράγει ένα πολυώνυµο Rpq(r), υψηλότερης τάξης.Ωστόσο 

χρησιµοποιεί την ευθεία µέθοδο για τον υπολογισµό του Rpq(r) για q=0 και p≠q και 

τη σχέση Rpq(r)=r
p
 για p=q. Πιο συγκεκριµένα ο αλγόριθµος δίνεται ως εξής: 

 

• Rqq(r) = r
q
, για q = 0, 1, 2,..., pmax 

 

• 0,,),()()( ,221,11 ≠≠∀⋅+⋅⋅= −−− qqpqprRKrRrKrR qpqppq και  

 

Όπου 
qp

qp
K

qp

p
K

+
−

−=
+
⋅

= 21 ,
2

 

 

Η συµβολή της ευθείας εξίσωσης στον υπολογισµό του Rp0(r), όπου p≠0, η 

τάξη της χρονικής πολυπλοκότητας της µεθόδου Prata των πολυωνύµων για όλες τις 

τάξεις  είναι Ο(pmax
3
).  

 

 

B.1.D. Τροποποιηµένη Μέθοδος Prata 

 

Συγκρίνοντας όλες τις επαναλαµβανόµενες σχέσεις, είναι εµφανές πως η 

επαναληπτική σχέση Prata περιέχει το µικρότερο αριθµό ενεργειών αν παραβλέψουµε 

τις ενέργεις που απαιτούνται για τον υπολογισµό του Rp0(r). Η µέθοδος Prata 

περιλαµβάνει µόλις µία πρόσθεση και τρεις πολλαπλασιασµούς σε σχέση µε τις δύο 

προσθέσεις και  τους πέντε πολλαπλασιασµούς της Kintner και της τροποποιηµένης 

Kintner και δύο πρσθέσεις και τέσσερις πολλαπλασιασµούς της q-recursive. Επίσης, 
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ο προσδιορισµός των συντελεστών K1 και Κ2 της Prata περιλαµβάνει πολύ 

µικρότερο αριθµό υπολογισµών σε σύγκριση µε τον αριθµό των ενεργειών που 

περιλαµβάνουν οι άλλες τρεις µέθοδοι. Ο λόγος που περιλαµβάνει την ευθεία 

εξίσωση για τον υπολογισµό των πουλωνύµων Rp0(r) είναι ότι η επαναλαµβανόµενη 

σχέση περιέχει τα πολυώνυµα Rp-1,-1(r) για τον υπολογισµό των πολυωνύµων Rp0(r), 

p=2, 4, …, pmax. Εφόσον ξέρουµε ότι Rp,q(r)= Rp,-q(r) χρησιµοποιούµε την ιδιότητα 

των ακτινικών πολυωνύµων για να αποφύγουµε τον ευθύ υπολογισµό των 

πολυωνύµων Rp0(r), p=2, 4, …, pmax. Έχουν προταθεί δύο φόρµες για τη µέθοδο 

Prata. [34] 

 

1
η
.  

• Rpp(r) = r
p
, για p = 0, 1, 2,..., pmax 

 

• ),...,2,1,0(,,...,4,2),()()( maxmax,22|1|,11, ppqpprRKrRrKrR qqpqqpqpq −==⋅+⋅⋅= −+−−++

 

Με τις τιµές των K1 και K2 να παραµένουν ίδιες µε τις αναφερθείσες στην απλή 

µέθοδο Prata. 

 

2
η
.  

 

• Rpp(r) = r
p
, για p = 0, 1, 2,..., pmax 

 

• )2(,2,...,2,1,0),()1()()( max2,2 +=−=⋅−−⋅= −− qppprRprRprR pppppq  

 

• ),...,2,1,0(,,...,6,4),()()( maxmax,22|1|,11, ppqpprRKrRrKrR qqpqqpqpq −==⋅+⋅⋅= −+−−++

 

Η 2
η
 φόρµα είναι υπολογιστικά πιο αποδοτική.  

 

 Η χρονική πολυπλοκότητα της τροποποιηµένης µεθόδου Prata είναι Ο(pmax
2
) 

για όλα τα πολυώνυµα για τάξεις µικρότερες ή ίσες της pmax σε σύγκριση µε την 

πολυπλοκότητα Ο(pmax
3
) της µεθόδου Prata.  
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B.1.E. Προτεινόµενη Ταχεία Μέθοδος Kintner 

 

Η τροποποιηµένη επαναλαµβανόµενη σχέση Kintner µπορεί να γίνει ταχύτερη 

υπολογιστικά επαναπροσδιορίζοντας του συντελεστές K2, K3 και K4 στην 

επεναλαµβανόµενη σχέση. Αυτή αναφέρεται σαν την ταχεία µέθοδο Kintner. 

 

max,4

'

4,2

'

3

2'

2 ,...,6,4),()()()( pqqprRKrRKrKrR qpqppq ++=⋅+⋅+⋅= −−  

 

Όσον αφορά τους συντελεστές στην περίπτωση αυτή, έχω: 

 

12

'

2 / KKK = ,   13

'

3 / KKK = ,  14

'

4 / KKK =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 66 

Β.2. Περιγραφή αλγορίθµων για υλοποίηση των 

ZMs (Kintner’s, Prata’s q-recursive) 

 

Στο σηµείο αυτό θα παραθέσουµε µία περιγραφή της υλοποίησης των 

διαφόρων αλγορίθµων που υλοποιούν τα ZMs και µε τη βοήθεια της θεωρίας και των 

µεθόδων που αναπτύξαµε παραπάνω θα προχωρήσουµε στην παρατήρηση των δ.ψ.λ. 

σε κάθε σηµείο της υλοποίησής µας. ∆ηλαδή, πώς παρατηρήσαµε τα δ.ψ.λ. καθώς 

κινούµασταν µεταξύ των δεικτών τάξης και επανάληψης κάθε συντελεστή Zernike 

µέχρι να φτάσουµε στο pmax το οποίο απαιτούνταν κάθε φορά. Θα παραθέσουµε και 

εποπτικούς πίνακες [34] οι οποίοι δείχνουν ποιους συντελεστές Zernike χρειαζόµαστε 

κάθε φορά για να προσδιορίσουµε το ZM που επιθυµούµε. 

 

 

Β.2.Α. Αναδροµική Τροποποιηµένη Μέθοδος Kintner & 

Ταχεία Μέθοδος Kintner 

 

Όπως φαίνεται στο Σχήµα Β.1. για την τροποποιηµένη αναδροµική µέθοδο 

Kintner, για τον προσδιορισµό κάθε συντελεστή Zernike χρειάζεται να 

χρησιµοποιήσουµε στοιχεία της ίδιας επανάληψης(δείκτης q), µε τους δύο αµέσως 

µεγαλύτερους δείκτες p, δηλαδή µε τις δύο αµέσως µεγαλύτερες τάξεις. Για 

παράδειγµα για τον προσδιορισµό του συντελεστή R62, θα χρειαστώ τα στοιχεία R22 

και R42. Τα δύο αυτά στοιχεία ανήκουν στην ίδια επανάληψη αλλά σε διαφορετικές 

τάξεις. Αυτό γίνεται σαφέστερο στο σχήµα που παραθέτουµε παρακάτω.     
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Όπως φαίνεται και στο σχήµα τα στοιχεία της εξωτερικής διαγωνίου δε 

χρησιµοποιούν κάποια άλλα στοιχεία για να προσδιοριστούν, πράγµα που γίνεται 

κατανοητό αν κανείς παρατηρήσει και τη µέθοδο Kintner όπως την παραθέσαµε 

παραπάνω. Πιο συγκεκριµένα, από τον τύπο:  

 

Rqq(r) = r
q
, για q = 0, 1, 2,..., pmax 

 

τα στοιχεία της διαγωνίου για να προσδιοριστούν χρειάζονται µόνο την τιµή της 

ακτίνας r και την τιµή της επανάληψης. Τα στοιχεία της εσωτερικής διαγωνίου, στα 

οποία η τιµή του δείκτη q της επανάληψης είναι κατά 2 µικρότερος του δείκτη p της 

τάξης υπολογίζονται από τον τύπο : 

 

Rp,q(r) = p · Rpp(r) – (p-1) · Rp-2,p-2(r) , για q = 0, 1, 2, …, pmax-2 , (p = q + 2) 

 

που δείχνει πως για να προσδιορίσουµε τους συντελεστές αυτούς χρειαζόµαστε τα 

στοιχεία της εξωτερικής διαγωνίου τα οποία έχουν σαν δείκτες (p=q εφόσον ανήκουν 

στην εξωτερική διαγώνιο) την τιµή της τάξης και της αµέσως προηγούµενης τάξης. 

∆ηλαδή, τους Rpp και τους Rp-2,p-2.  Για τον προσδιορισµό των υπολοίπων στοιχείων 
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θα κάνουµε χρήση του παρακάτω τύπου µέσω του οποίου επιβεβαιώνεται αυτό που 

φαίνεται και στο σχήµα που παραθέτουµε, ότι δηλαδή, θα χρειαστούµε κάποιους 

συντελεστές, τους Κ1, Κ2, Κ3 και Κ4 καθώς επίσης και τις τιµές των συντελεστών 

Zernike για τη συγκεκριµένη τιµή του δείκτη επενάληψης και για κατά 2 και κατά 4 

µικρότερο συντελεστή τάξης, δηλαδή, για p’=p-2 και p’’=p-4, τους δύο αµέσως 

προηγούµενους συντελεστές µε ίδια επανάληψη, δηλαδή. Αυτό διαφαίνεται από τον 

τύπο:   

 

1

,44,23

2

2 )()()(
)(

K

rRKrRKrK
rR

qpqp

pq

−− ⋅+⋅+⋅
=  , για p =q+4, q+6,…,pmax 

 

καθώς και από το σχήµα όπου κάθε εσωτερικό στοιχείο χρησιµοποιεί τα αµέσως 2 

προηγούµενα στοιχεία στον κατακόρυφο άξονα. 

 

 Στο σηµείο αυτό και µε βάση τη θεωρία που περιγράψαµε στην προηγούµενη 

ενότητα καθώς και τα όσα αναφέραµε µόλις θα περιγράψουµε τον αλγόριθµο που 

κατασκευάσαµε για τη µέθοδο Kintner.  

 

 

Β.2.Α.i. Περιγραφή Αλγορίθµου 

 

main function: 

 

Καταστρώνουµε αρχικά τον τριγωνικό πίνακα µε τους συντελεστές των ZMs 

που θα µας χρειαστούν. Το δοθέν σχήµα µας βοηθάει να αντιληφθούµε πώς θα είναι 

πιο εύκολο να ξεκινήσουµε τους υπολογισµούς µας ώστε να µην παρουσιαστεί καµιά 

έλλειψη στον προσδιορισµό του εκάστοτε συντελεστή Zernike.  

 

Πιο συγκεκριµένα, είναι προφανές πως αρχικά θα προσδιορίσουµε τα στοιχεία 

της εξωτερικής διαγωνίου τα οποία δεν προαπαιτούν τη γνώση κάποιων πληροφοριών 

πέρα από την τιµή του δείκτη επανάληψης και την τιµή του r την οποία όµως έχουµε 

στις δηλώσεις µας ως global καθορίσει . Οπότε µε ένα for loop καλούµε τη 

συνάρτηση Zernike_sunarthsh_d, µε εισόδους τις τιµές του δείκτη επανάληψης και 
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τάξης οι οποίοι ταυτίζονται και είναι ίσοι µε q, ενώ ζητάµε να µας επιστρέψει τους 

συντελεστές Zernike, σε float και double µορφή για κάθε στοιχείο της διαγωνίου. 

Μετά το πέρας του for loop αυτού έχουµε συµπληρωµένα τα διαγώνια στοιχεία µας 

και σταδιακά θα προχωρήσουµε και στα υπόλοιπα. 

 

Έπειτα θα «σκαννάρουµε» ολόκληρο τον πίνακα συντελεστών Zernike από 

την εσωτερική διαγώνιο και µετά λαµβάνοντας φυσικά υπόψην µας τα απαραίτητα 

κάθε φορά στοιχεία για τον εκάστοτε προσδιορισµό. Η φορά που θα ακολουθήσουµε 

θα είναι από πάνω προς τα κάτω και από τα δεξιά προς τα αριστερά, πράγµα που µας 

εξασφαλίζουν τα δύο φωλιασµένα for loops που ακολουθούν, κατά τα οποία 

ξεκινώντας από την τάξη 2 και αυξάνοντας κατά ένα την τάξη και ξεκινώντας από το 

κατά δύο µικρότερο στην επανάληψη από το δείκτη τάξης στοιχείο και µειώνοντας 

κατά 2 το συντελεστή µας προχωράµε οριζόντια κατά µήκος µιας γραµµής του 

πίνακα. Εξασφαλίζουµε µε τον τρόπο αυτό την εκτέλεση πράξεων µε στοιχεία 

γνωστά.  

 

Τέλος, πάλι µέσω ενός διπλού φωλιασµένου for loop τυπώνουµε τα στοιχεία 

του πίνακά µας από το 0 έως το στοιχείο µέγιστης τάξης δίνοντας και πληροφορίες 

για τα λανθασµένα ψηφία (δ.ψ.λ.) κατά τη float και double εκτέλεση των 

πράξεων(εννοούµε την εκτέλεση πράξεων µε αριθµούς float και double αντιστοίχως).  

 

 

B.2.A.ii. Περιγραφή Συναρτήσεων 

 

Zernike_sunarthsh_d function 

 

 Η συνάρτηση αυτή δέχεται σαν εισόδους τους δείκτες για την τάξη και την 

επανάληψη (p και q αντίστοιχα) και επιστρέφει σε πίνακες τις τιµές των πολυωνύµων 

R για float και double µορφή. Όπως είδαµε για τα R χρειαζόµαστε µόνο τις τιµές 

τάξης, επανάληψης και ακτίνας r και εφόσον αυτά τα έχουµε και είναι γνωστά 

είµαστε έτοιµοι να τα υπολογίσουµε. 
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 Αρχικά, για τον double αριθµό r(ας τον ονοµάσουµε dr για να είναι 

σαφέστερη η αναφορά σε αυτόν κάθε φορά) θα κρατήσουµε και τη float µορφή του 

σε µια νέα µεταβλητή την fr(µέσω της εντολής fr=(float)dr). Επίσης, θα ονοµάσουµε 

d τη διαφορά µεταξύ των p και q, µέσω της οποίας θα εκτελείται το αντίστοχο κάθε 

φορά µε την τιµή αυτής τµήµα εντολών στα πλαίσια µιας εντολής switch. Προφανώς, 

η switch θα δίνει στη d τη δυνατότητα να πάρει τιµή ίση µε 0, µε 2 ή κάποια άλλη, 

τηρώντας βέβαια πάντα τα p και q τους περιορισµούς από τον ορισµό των ZMs.  

 

�Για d=0, δηλαδή όταν p=q, η συνάρτησή µας θα υπολογίζει το Rqq όπως 

αναφέρθηκε στην περιγραφή του αλγορίθµου του Kintner µέσω της σχέσης r
q
. 

Βέβαια, είναι ευκολότερο να κάνουµε τους υπολογισµούς µας µέσω της σχέσης  

          

)log()( rqq

qq errR ⋅== . 

 

Πρακτικά το σκεπτικό µας είναι σε κάθε βήµα µας κατά την εκτέλεση των πράξεων 

να ελέγχουµε την πορεία των λανθασµένων ψηφίων µας. ∆ηλαδή, πότε αυξάνονται, 

πότε µειώνονται, πότε δεν παρατηρείται µεταβολή και να αποδίδουµε κάθε φορά σε 

κάθε πράξη την αντίστοιχη µεταβολή ή µη. Όπως θα φανεί και στη συνέχεια πολλές 

φορές κρίνουµε ασήµαντη την επίδραση ορισµένων πράξεων στη µεταβολή των 

δ.ψ.λ. γι’αυτό και επιλέγουµε να µην ασχοληθούµε µε τον προσδιορισµό τους στο 

συγκεκριµένο σηµείο. Στα υπόλοιπα σηµεία που η εµπειρία µας και η ενασχόλησή 

µας µε τους µηχανισµούς δηµιουργίας του f.p.e. µαρτυρούν την ενδεχόµενη µόλυνση 

των αριθµών µας µε δ.ψ.λ. καλούµε τη συνάρτηση εύρεσης του πλήθους των 

λανθασµένων ψηφίων, τα οποία και στο τέλος καταχωρούµε σε έναν πίνακα ώστε να 

µπορέσουµε σε περίπτωση που θέλουµε να τα παρατηρήσουµε. Τέτοια σηµεία, είναι 

τα σηµεία στα οποία πραγµατοποιούνται πράξεις µεταξύ δεκαδικών αριθµών, 

λογαρίθµηση δεκαδικών ή ύψωση σε εκθέτη. Για τον υπολογισµό του Rqq µε τον τύπο 

που δείξαµε παραπάνω τεµαχίσαµε το αποτέλεσµα σε διάφορα στάδια ώστε να 

µπορούµε να παρατηρούµε ταυτόχρονα το σφάλµα. Στην τελική πράξη, που δίνει τις 

τιµές του Rqq (σε float και double) αποθηκεύουµε και σε µια καινούρια µεταβλητή τα 

λάθος ψηφία καθώς επίσης και τις τιµές του R ώστε να τα τυπώσω και να τα 

επιστρέψω τελικά στο πρόγραµµά µου. Αφού εκτελέσω τις πράξεις µου αυτές µέσω 

της break βγαίνω από τη συνάρτηση αυτή.   
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� για d=2, το σκεπτικό είναι παρόµοιο και πάλι και κάνω τις πράξεις µου σε 

διάφορα βήµατα σταδιακά. Θεωρούµε και πάλι ότι το f.p.e. µολύνει τα αποτελέσµατά 

µας όταν υπεισέρχονται πράξεις µε δεκαδικούς αριθµούς και όχι σε γινόµενα π.χ. 

ακεραίων ή πράξεις αυστηρά ακεραίων. Μόλις προσδιορίσουµε το Rpq στην 

περίπτωση αυτή και πάλι επιστρέφουµε τη double και float τιµή αυτου σε πίνακες, 

τυπώνουµε το πλήθος των δ.ψ.λ. και πάλι βγαίνουµε απότοµα από τη συνάρτησή µας 

µέσω µιας break. 

 

� σε κάθε άλλη περίπτωση τιµής του d, αρχικά υπολογίζω τις τιµές των 

συντελεστών Κ, στις οποίες προφανώς θεωρούµε πως δεν υπάρχει f.p.e. τέτοιο ώστε 

να επηρεάσει ουσιαστικά τα αποτελέσµατά µας µολύνοντάς τα µε σφάλµα. 

Προχωράµε πάλι σε βήµατα υπολογίζοντας κάθε φορά το υπεισερχόµενο σφάλµα 

στις πράξεις µας, χρησιµοποιώντας και τους συντελεστές Κ και όταν τελικά 

υπολογίσουµε το R σε float και double µορφή πάλι προσδιορίζουµε το λάθος, 

καταχωρούµε τα κάθος ψηφία στον αντίστοιχο πίνακα και βγαίνουµε µέσω µιας 

break από τη συνάρτησή µας. 

 

Epistrofh_plhthous_dde function 

 

 Προφανώς αυτή η συνάρτηση θα αναλάβει να προσδιορίσει τα δ.ψ.λ. και να 

τα επιστρέψει στο πρόγραµµά µας σε έναν πίνακα ώστε να κάνει εύκολη την 

παρατήρησή τους.  

 

 Οι είσοδοι της συνάρτησης αυτής είναι οι δύο αριθµοί double και float καθώς 

και ο ακέραιος αριθµός του µεγέθους των float για το σύστηµά µας και οι έξοδοι είναι 

µέσω δεικτών η mantissa και ο εκθέτης της διαφοράς.  

 

Για τις δύο εισόδους µας αρχικά καλούµε τις συναρτήσεις 

epistrofh_float_mantissa_ektheth και epistrofh_double_mantissa_ektheth, 

συναρτήσεις παρόµοιες µε αυτές που χρησιµοποιήσαµε στο Α µέρος της εργασίας 

µας οι οποίες επιστρέφουν τη mantissa και τον εκθέτη των αριθµών που τους 

εισάγουµε. Κρατάµε τη διαφορά του float από τη float εκδοχή του double αριθµού σε 

µια νέα µεταβλητή(diafora) και στη συνέχεια βρίσκουµε και το µέγιστο εκθέτη των 
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δύο αριθµών(θέλοντας να συµπεριλάβουµε και τις περιπτώσεις όπου ο ένας εκ των 

δύο έχει π.χ. την τιµή 0.9999999 και ο άλλος την τιµή 1.00000000000001).  Αν η 

διαφορά των δύο αριθµών είναι 0 τότε επιστρέφουµε την τιµή 0 στα λάθος ψηφία . 

Αν η τιµή της diafora είναι διάφορη του 0 τότε καλούµε την epistrofh_float_mantissa 

µε είσοδο τη diafora των δύο αριθµών, ώστε να αποµονώσουµε εκθέτη και mantissa  

της diafora  και προσδιορίζουµε τη βύθισή σαν τη διαφορά του µέγιστου εκθέτη από 

τον εκθέτη της diafora. Αν η βύθιση είναι µεγαλύτερη από την τιµή του αριθµού n, 

που αντιστοιχεί στο πλήθος των δεκαδικών ψηφίων ενός float, σηµαίνει πως 

πρακτικά δεν επηρεάζεται το αποτέλεσµά µας από το f.p.e. και επιστρέφει µηδενικά 

λανθασµένα ψηφία. Αν η βύθιση είναι µικρότερη, τα λάθος ψηφία προσδιορίζονται 

από τη σχέση: λάθος_ψηφία=n+1-βύθιση. Και τέλος επιστρέφω τα λάθος ψηφία που 

προέκυψαν από τη σχέση αυτή.  

 

Epistrofh_float_mantissa_ektheth function 

 

Στόχος αυτής της συνάρτησης είναι να επιστρέψει σε δείκτες την τιµή της 

mantissa και του εκθέτη του αριθµού µας. Ο αριθµός µας είναι float. 

 

Αρχικά µε τη βοήθεια της sprintf µεταφέρω τον αριθµό µου σε έναν πίνακα 

και στη συνέχεια αποµονώνω τη mantissa από τον εκθέτη µου. Αυτή η διαδικασία 

υλοποιείται µε ένα loop που διαβάζει τα στοιχεία του πίνακά µου µέχρι να βρει το e, 

οπότε και κρατάει τη θέση του e. Τα στοιχεία µέχρι και πριν το e τα καταχωρεί σε ένα 

νέο πίνακα, τον πίνακα της mantissa, και τα στοιχεία από το e και µετά τα 

χησιµοποιεί ώστε να κατασκευάσει πίνακα και για τον εκθέτη.  

 

Παρατήρηση: Για να διαβάσουµε τα στοιχεία του πίνακα, εφόσον πρόκειται για αριθµό 

float αρχικά, τα όρια που θα χρησιµοποιήσω στο for loop µου είναι προσαρµοσµένα 

στη µορφή του αριθµού µου,δηλαδή από 0 έως 14. Επίσης, στην sprintf που 

χρησιµοποιήσαµε χρησιµοποιήσαµε format 10.7 και πάλι λαµβάνοντας υπόψη τη µορφή 

του αριθµού µας. 

 

Στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας τα στοιχεία των πινάκων και µε χρήση της 

atof και της atoi µετατρέπω τον char πίνακα της mantissa και του εκθέτη µου σε float 

αριθµό και ακέραιο αριθµό αντίστοιχα. Τέλος, κρατάω σε ένα δείκτη τον  ακέραιο 
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αριθµό της mantissa και του εκθέτη του αριθµού µου (*num_mantissa_num, 

*num_ektheths_num) ώστε να µπορώ τελικά να τα µεταφέρω στο πρόγραµµά µου. 

  

Epistrofh_double_mantissa_ektheth function 

 

Στόχος αυτής της συνάρτησης είναι να επιστρέψει σε δείκτες την τιµή της 

mantissa και του εκθέτη του αριθµού µας. Ο αριθµός µας είναι double. 

 

Χρησιµοποιείται διαδικασία αντίστοιχη µε αυτή της προηγούµενης 

συνάρτησης, αλλάζοντας τα µεγέθη των πινάκων µου ώστε να αντιστοιχούν σε 

double µορφή αριθµού καθώς επίσης και τα όρια στα for loops ώστε να µπορώ να 

πραγµατοποιώ έλεγχο κατά µήκος ολόκληρου του πίνακά µου. ∆ηλαδή, το loop µου 

ξεκινάει από 0 έως 24. Και το format µου διαφοροποιείται στο sprintf ώστε να 

ανταποκρίνεται στη double µορφή του αριθµού µου. ∆ιαφορά επίσης έχω και στη 

µετατροπή του πίνακα mantissa σε double αριθµό, όπου αντί για χρήση της 

συνάρτησης atof που χρησιµοποιήσαµε τη συνάρτηση our_atod όπου πρακτικά 

µετατρέπω έναν πίνακα char σε double αριθµό.  

 

∆ηλαδή, στόχος και πάλι αυτής της συνάρτησης είναι να επιστρέψει σε 

δείκτες την τιµή της mantissa και του εκθέτη του αριθµού µας. 

 

Αρχικά µε τη βοήθεια της sprintf µεταφέρω τον αριθµό µου σε έναν πίνακα 

και στη συνέχεια αποµονώνω τη mantissa από τον εκθέτη µου. Αυτή γίνεται µε ένα 

loop που διαβάζει τα στοιχεία του πίνακά µου µέχρι να βρει το e, οπότε και κρατάει 

τη θέση του e και τα στοιχεία µέχρι και πριν αυτό τα καταχωρεί σε ένα νέο πίνακα, 

τον πίνακα της mantissa, και τα στοιχεία από το e και µετά τα χησιµοποιεί ώστε να 

κατασκευάσει πίνακα χαρακτήρων και για τον εκθέτη. Στη συνέχεια, 

χρησιµοποιώντας τα στοιχεία των πινάκων και µε χρήση της our_atod και της atoi 

µετατρέπω τον char πίνακα της mantissa και του εκθέτη µου σε double αριθµό και  

ακέραιο αριθµό αντίστοιχα. Τέλος, καρτάω σε ένα δείκτη τον  ακέραιο αριθµό της 

mantissa και του εκθέτη του αριθµού µου (*num_mantissa_num, 

*num_ektheths_num) ώστε να µπορώ τελικά να τα µεταφέρω στο πρόγραµµά µου. 
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 Όσον αφορά την ταχεία τροποποιηµένη µέθοδο Kintner, τόσο το σχήµα όσο 

και η διαδικασία και οι συναρτήσεις ακολουθούν την ίδια φιλοσοφία και πορεία µε 

µόνη διαφορά τον υπολογισµό των συντελεστών Κ, οι οποίοι όπως δείξαµε στο 

θεωρητικό µέρος (Β.1) προκύπτουν από την διαίρεση των συντελεστών Κ2, Κ3, Κ4 µε 

το Κ1 εξ’αρχής, γεγονός το οποίο επιδρά στις πράξεις µας και πράγµατι δίνει 

ταχύτερα αποτελέσµατα από την τροποποιηµένη µέθοδο Kintner.  

 

 

B.2.B. Q-recursive Μέθοδος 

 

Όπως φαίνεται στο Σχήµα Β.2. για την q-recursive µέθοδο, για τον 

προσδιορισµό κάθε συντελεστή Zernike χρειάζεται να χρησιµοποιήσουµε στοιχεία 

της ίδιας τάξης(δείκτης p), µε τους δύο αµέσως µεγαλύτερους δείκτες q, δηλαδή µε 

τις δύο αµέσως µεγαλύτερες επαναλήψεις. Για παράδειγµα για τον προσδιορισµό του 

συντελεστή R62, θα χρειαστώ τα στοιχεία R66 και R64. Τα δύο αυτά στοιχεία ανήκουν 

στην ίδια τάξη αλλά σε διαφορετικές επαναλήψεις. Αυτό γίνεται σαφέστερο στο 

σχήµα που παραθέτουµε παρακάτω.     
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Όπως φαίνεται και στο σχήµα τα στοιχεία της εξωτερικής διαγωνίου δε 

χρησιµοποιούν κάποια άλλα στοιχεία για να προσδιοριστούν, πράγµα που γίνεται 

κατανοητό αν κανείς παρατηρήσει και τη µέθοδο q-recursive όπως την παραθέσαµε 

παραπάνω. Πιο συγκεκριµένα, από τον τύπο:  

 

Rpp(r) = r
p
, για p = 0, 1, 2,..., pmax 

 

τα στοιχεία της διαγωνίου για να προσδιοριστούν χρειάζονται µόνο την τιµή της 

ακτίνας r και την τιµή της τάξης. Τα στοιχεία της εσωτερικής διαγωνίου, στα οποία η 

τιµή του δείκτη q της επανάληψης είναι κατά 2 µικρότερος του δείκτη p της τάξης 

υπολογίζονται από τον τύπο : 

 

)2(,,...,3,2),()1()()( max2,2 −==⋅−−⋅= −− pqpprRprRprR qppppq  

 

που δείχνει πως για να προσδιορίσουµε τους συντελεστές αυτούς χρειαζόµαστε τα 

στοιχεία της εξωτερικής διαγωνίου τα οποία έχουν σαν δείκτες (p=q εφόσον ανήκουν 

στην εξωτερική διαγώνιο) την τιµή της τάξης και της αµέσως προηγούµενης τάξης. 

∆ηλαδή, τους Rpp και τους Rp-2,p-2.  Για τον προσδιορισµό των υπολοίπων στοιχείων 

θα κάνουµε χρήση του παρακάτω τύπου µέσω του οποίου επιβεβαιώνεται αυτό που 

φαίνεται και στο σχήµα που παραθέτουµε, ότι δηλαδή, θα χρειαστούµε κάποιους 

συντελεστές, τους Κ1, Κ2, και Κ3 καθώς επίσης και τις τιµές των συντελεστών 

Zernike για τη συγκεκριµένη τιµή του δείκτη τάξης και για κατά 2 και κατά 4 

µικρότερο συντελεστή επανάληψης, δηλαδή, για q’=q-2 και q’’=q-4, τους δύο 

αµέσως προηγούµενους συντελεστές µε ίδια τάξη, δηλαδή. Αυτό διαφαίνεται από τον 

τύπο:   

 

)10,...,6,4(,,...,5,4),()()( max2,2

3
24,1 ήppqpprR

r

K
KrRKrR qpqppq −−==⋅








++⋅= ++  

καθώς και από το σχήµα όπου κάθε εσωτερικό στοιχείο χρησιµοποιεί τα αµέσως 2 

προηγούµενα στοιχεία στον οριζόντιο άξονα. 
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 Στο σηµείο αυτό και µε βάση τη θεωρία που περιγράψαµε παραπάνω καθώς 

και τα όσα αναφέραµε µόλις θα περιγράψουµε τον αλγόριθµο που κατασκευάσαµε 

για τη µέθοδο q-recursive.  

 

 

B.2.B.i. Περιγραφή Αλγορίθµου 

 

 Το σκεπτικό µας είναι παρόµοιο µε αυτό της µεθόδου Kintner και για αυτό δε 

θα αναλωθούµε στην εκ νέου υπερλεπτοµερή περιγραφή των κοινών συναρτήσεων 

στις µεθόδους αυτές. Το ίδιο ισχύει και για τη µέθοδο Prata που θα περιγράψουµε 

παρακάτω. 

 

main function: 

 

Καταστρώνουµε αρχικά τον τριγωνικό πίνακα µε τους συντελεστές των ZMs 

που θα µας χρειαστούν. Το δοθέν σχήµα µας βοηθάει να αντιληφθούµε πώς θα είναι 

πιο εύκολο να ξεκινήσουµε τους υπολογισµούς µας ώστε να µην παρουσιαστεί καµιά 

έλλειψη στον προσδιορισµό του εκάστοτε συντελεστή Zernike και να µη χρειάζεται 

να φτιάξουµε σύνθετα for loops.  

 

Πιο συγκεκριµένα, είναι προφανές πως αρχικά θα προσδιορίσουµε τα στοιχεία 

της εξωτερικής διαγωνίου τα οποία δεν προαπαιτούν τη γνώση κάποιων πληροφοριών 

πέρα από την τιµή του δείκτη τάξης και την τιµή του r την οποία όµως έχουµε στις 

δηλώσεις µας ως global καθορίσει . Οπότε µε ένα for loop καλούµε τη συνάρτηση 

Zernike_sunarthsh_d, µε εισόδους τις τιµές του δείκτη επανάληψης και τάξης οι 

οποίοι ταυτίζονται και είναι ίσοι µε p, ενώ ζητάµε να µας επιστρέψει τους 

συντελεστές Zernike, σε float και double µορφή για κάθε στοιχείο της διαγωνίου. 

Μετά το πέρας του for loop αυτού έχουµε συµπληρωµένα τα διαγώνια στοιχεία µας 

και σταδιακά θα προχωρήσουµε και στα υπόλοιπα. 

 

Έπειτα θα «σκαννάρουµε» ολόκληρο τον πίνακα συντελεστών Zernike από 

την εσωτερική διαγώνιο και µετά λαµβάνοντας φυσικά υπόψην µας τα απαραίτητα 

κάθε φορά στοιχεία για τον εκάστοτε προσδιορισµό. Η φορά που θα ακολουθήσουµε 
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θα είναι από πάνω προς τα κάτω και από τα δεξιά προς τα αριστερά, πράγµα που µας 

εξασφαλίζουν τα δύο φωλιασµένα for loops που ακολουθούν, κατά τα οποία 

ξεκινώντας από την τάξη 2 και αυξάνοντας κατά ένα την τάξη και ξεκινώντας από το 

κατά δύο µικρότερο στην επανάληψη από το δείκτη τάξης στοιχείο και µειώνοντας 

κατά 2 το συντελεστή µας προχωράµε οριζόντια κατά µήκος µιας γραµµής του 

πίνακα συµπληρώνουµε τον πίνακά µας. Εξασφαλίζουµε µε τον τρόπο αυτό την 

εκτέλεση πράξεων µε στοιχεία γνωστά, άρα την ορθότητα των τιµών των 

συντελεστών των πολυωνύµων Zernike .  

 

Τέλος, πάλι µέσω ενός διπλού φωλιασµένου for loop τυπώνουµε τα στοιχεία 

του πίνακά µας από το 0 έως το στοιχείο µέγιστης τάξης δίνοντας και πληροφορίες 

για τα λανθασµένα ψηφία (δ.ψ.λ.) κατά τη float και double εκτέλεση των 

πράξεων(εννοούµε την εκτέλεση πράξεων µε αριθµούς float και double αντιστοίχως).  

 

 

B.2.B.ii. Περιγραφή Συναρτήσεων 

 

Zernike_sunarthsh_d function 

 

 Η συνάρτηση αυτή δέχεται σαν εισόδους τους δείκτες για την τάξη και την 

επανάληψη (p και q αντίστοιχα) και επιστρέφει σε πίνακες τις τιµές των πολυωνύµων 

R για float και double µορφή. Όπως είδαµε για τα R χρειαζόµαστε µόνο τις τιµές 

τάξης, επανάληψης και ακτίνας r και εφόσον αυτά τα έχουµε και είναι γνωστά 

είµαστε έτοιµοι να τα υπολογίσουµε. 

 

 Αρχικά, για τον double αριθµό r(ας τον ονοµάσουµε dr για να είναι 

σαφέστερη η αναφορά σε αυτόν κάθε φορά) θα κρατήσουµε και τη float µορφή του 

σε µια νέα µεταβλητή την fr(µέσω της εντολής fr=(float)dr). Επίσης, θα ονοµάσουµε 

d τη διαφορά µεταξύ των p και q, µέσω της οποίας θα εκτελείται το αντίστοχο κάθε 

φορά µε την τιµή αυτής τµήµα εντολών στα πλαίσια µιας εντολής switch. Προφανώς, 

η switch θα δίνει στη d τη δυνατότητα να πάρει τιµή ίση µε 0, µε 2 ή κάποια άλλη, 

τηρώντας βέβαια πάντα τα p και q τους περιορισµούς από τον ορισµό των ZMs.  

 



 

 78 

�Για d=0, δηλαδή όταν p=q, η συνάρτησή µας θα υπολογίζει το Rpp όπως 

αναφέρθηκε στην περιγραφή της µεθόδου q-recursive µέσω της σχέσης r
p
. Βέβαια, 

είναι ευκολότερο να κάνουµε τους υπολογισµούς µας µέσω της σχέσης  

          

)log()( rqq

qq errR ⋅== . 

 

Πρακτικά, το σκεπτικό µας είναι σε κάθε βήµα µας κατά την εκτέλεση των πράξεων 

να ελέγχουµε την πορεία των λανθασµένων ψηφίων µας. ∆ηλαδή, πότε αυξάνονται, 

πότε µειώνονται, πότε δεν παρατηρείται µεταβολή και να αποδίδουµε κάθε φορά σε 

κάθε πράξη την αντίστοιχη µεταβολή ή µη. Πολλές φορές, και έχοντας ήδη δουλέψει 

πάνω στο f.p.e. και στους µηχανισµούς δηµιουργίας ή διάδοσής του, κρίνουµε 

ασήµαντη την επίδραση ορισµένων πράξεων στη µεταβολή των δ.ψ.λ. γι’αυτό και 

επιλέγουµε να µην ασχοληθούµε µε τον προσδιορισµό τους σε κάποια σηµεία. Στα 

υπόλοιπα σηµεία που η εµπειρία µας και η ενασχόλησή µας µε τους µηχανισµούς 

δηµιουργίας του f.p.e. µαρτυρούν την ενδεχόµενη µόλυνση των αριθµών µας µε 

δ.ψ.λ. καλούµε τη συνάρτηση εύρεσης του πλήθους των λανθασµένων ψηφίων, τα 

οποία και στο τέλος καταχωρούµε σε έναν πίνακα ώστε να µπορέσουµε σε περίπτωση 

που θέλουµε να τα παρατηρήσουµε. Τέτοια σηµεία, είναι τα σηµεία στα οποία 

πραγµατοποιούνται πράξεις µεταξύ δεκαδικών αριθµών, λογαρίθµηση δεκαδικών ή 

ύψωση σε εκθέτη. Για τον υπολογισµό του Rpp µε τον τύπο που δείξαµε παραπάνω 

τεµαχίσαµε το αποτέλεσµα σε διάφορα στάδια ώστε να µπορούµε να παρατηρούµε 

ταυτόχρονα το σφάλµα. Στην τελική πράξη, που δίνει τις τιµές του Rpp (σε float και 

double) αποθηκεύουµε και σε µια καινούρια µεταβλητή τα λάθος ψηφία καθώς 

επίσης και τις τιµές του R ώστε να τα τυπώσω και να τα επιστρέψω τελικά στο 

πρόγραµµά µου. Αφού εκτελέσω τις πράξεις µου αυτές µέσω της break βγαίνω από 

τη συνάρτηση αυτή.   

 

� για d=2, το σκεπτικό είναι παρόµοιο και πάλι και κάνω τις πράξεις µου σε 

διάφορα βήµατα σταδιακά. Θεωρούµε και πάλι ότι το f.p.e. µολύνει τα αποτελέσµατά 

µας όταν υπεισέρχονται πράξεις µε δεκαδικούς αριθµούς και όχι σε γινόµενα π.χ. 

ακεραίων ή πράξεις αυστηρά ακεραίων. Μόλις προσδιορίσουµε το Rpq στην 

περίπτωση αυτή και πάλι επιστρέφουµε τη double και float τιµή αυτου σε πίνακες, 
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τυπώνουµε το πλήθος των δ.ψ.λ. και πάλι βγαίνουµε απότοµα από τη συνάρτησή µας 

µέσω µιας break. 

 

� σε κάθε άλλη περίπτωση τιµής του d, αρχικά υπολογίζω τις τιµές των 

συντελεστών Κ, στις οποίες προφανώς θεωρούµε πως δεν υπάρχει f.p.e. τέτοιο ώστε 

να επηρεάσει ουσιαστικά τα αποτελέσµατά µας µολύνοντάς τα µε σφάλµα. 

Προχωράµε πάλι σε βήµατα υπολογίζοντας κάθε φορά το υπεισερχόµενο σφάλµα 

στις πράξεις µας, χρησιµοποιώντας και τους συντελεστές Κ και όταν τελικά 

υπολογίσουµε το R σε float και double µορφή πάλι προσδιορίζουµε το λάθος, 

καταχωρούµε τα κάθος ψηφία στον αντίστοιχο πίνακα και βγαίνουµε µέσω µιας 

break από τη συνάρτησή µας. 

 

Epistrofh_plhthous_dde function 

 

 Προφανώς αυτή η συνάρτηση θα αναλάβει να προσδιορίσει τα δ.ψ.λ. και να 

τα επιστρέψει στο πρόγραµµά µας σε έναν πίνακα ώστε να κάνει εύκολη την 

παρατήρησή τους.  

 

 Οι είσοδοι της συνάρτησης αυτής είναι οι δύο αριθµοί double και float καθώς 

και ο ακέραιος αριθµός του µεγέθους των float για το σύστηµά µας και οι έξοδοι είναι 

µέσω δεικτών η mantissa και ο εκθέτης της διαφοράς.  

 

Συνολικά το σκεπτικό µας είναι το εξής: Για την ίδια ποσότητα p έχουµε µια 

παράσταση float έστω fp και double έστω dp. Κρατάµε τα 7 πρώτα ψηφία της double 

µορφής, δηλαδή του dp, και τα ονοµάζουµε fdp. Η ποσότητα αυτή προκύπτει από την 

εντολή: fdp=(float)dp. Εφαρµόζουµε τον ορισµό της βύθισης στα fp και fdp. Αν τα 

fdp είναι καθαρά τότε η σύγκριση των fdp µε τα fp µέσω του λήµµατος προσφέρει 

τον αρκιβή αριθµό δ.ψ.λ. του float. Υπάρχει το ενδεχόµενο η διαφορά τους να είναι 

µηδενική και να µην έχουµε δ.ψ.λ. και να επιστρέψουµε την τιµή 0 στο κυρίως 

πρόγραµµά µας, το ενδεχόµενο η βύθιση να περνάει πέρα από τα όρια του float και 

να επιστρέφουµε και πάλι την τιµή 0 στο κυρίως πρόγραµµά µας και το ενδεχόµενο η 

βύθιση να ανήκει στα όρια του float και να τη χρησιµοποιούµε ώστε να 

προσδιορίσουµε τα λανθασµένα ψηφία µέσω της σχέσης λάθος_ψηφία=n+1-βύθιση. 

Και τέλος επιστρέφουµε τα λάθος ψηφία που προέκυψαν από τη σχέση αυτή.  
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Ο τρόπος για να ξέρουµε πως τα 7 πρώτα ψηφία του fdp είναι καθαρά 

περιγράφεται σε αντίστοιχο χωρίο (Ερώτηση) στη συνάρτση εύρεσης πλήθους λάθος 

ψηφίων του µέρους Α. 

 

Epistrofh_float_mantissa_ektheth function, Epistrofh_double_mantissa_ektheth 

function 

 

Αυτές οι δύο συναρτήσεις ουσιατικά αναλαµβάνουν να παραλάβουν έναν 

αριθµό που τους εισάγουµε σαν είσοδο και να αποµονώσουν τον εκθέτη και τη 

mantissa του. Ο ένας αναλαµβάνει float και ο άλλος double αριθµούς να 

επεξεργαστεί. Επειδή έχουµε ήδη περιγράψει σε προηγούµενους αλγορίθµους τη 

λειτουργία αυτών των συναρτήσεων τόσο εδώ όσο και στον αλγόριθµο του Prata θα 

αποφύγουµε να αναλωθούµε εκ νέου σε περιγραφή.   

 

 

B.2.C. Tροποποιηµένη Μέθοδος Prata 

 

Όπως φαίνεται στο Σχήµα Β.3. για την τροποποιηµένη µέθοδο Prata, για τον 

προσδιορισµό κάθε συντελεστή Zernike χρειάζεται να χρησιµοποιήσουµε δύο 

στοιχεία. Το ένα εξ’αυτών είναι της ίδιας επανάληψης (ίδιος δείκτης q) και της 

αµέσως προηγούµενης τάξης(δηλαδή τιµής δείκτη τάξης κατά 2 µικρότερος) και το 

άλλο να είναι το αµέσως προηγούµενο στη διαγώνιο στην οποία ανήκει ο 

συντελεστής αυτός Zernike. ∆ηλαδή το στοιχείο εκείνο για το οποίο η τιµή του 

δείκτη επανάληψης και τάξης να είναι κατά ένα µικρότερος από αυτούς. Για 

παράδειγµα για τον προσδιορισµό του συντελεστή R62, θα χρειαστώ τα στοιχεία R42 

και R51. Αυτό γίνεται σαφέστερο στο σχήµα που παραθέτουµε παρακάτω.     
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Επιλέξαµε να υλοποιήσουµε και να παραθέσουµε τη δεύτερη µορφή της 

µεθόδου Prata που είχε προταθεί [34] ακριβώς επειδή, είναι όπως αναφέρθηκε 

αποδοτικότερη υπολογιστικά από την πρώτη. 

 

Όπως φαίνεται και στο σχήµα τα στοιχεία της εξωτερικής διαγωνίου δε 

χρησιµοποιούν κάποια άλλα στοιχεία για να προσδιοριστούν, πράγµα που γίνεται 

κατανοητό αν κανείς παρατηρήσει και τη µέθοδο q-recursive όπως την παραθέσαµε 

παραπάνω. Πιο συγκεκριµένα, από τον τύπο:  

 

Rpp(r) = r
p
, για p = 0, 1, 2,..., pmax 

 

τα στοιχεία της διαγωνίου για να προσδιοριστούν χρειάζονται µόνο την τιµή της 

ακτίνας r και την τιµή της τάξης. Τα στοιχεία της εσωτερικής διαγωνίου, στα οποία η 

τιµή του δείκτη q της επανάληψης είναι κατά 2 µικρότερος του δείκτη p της τάξης 

υπολογίζονται από τον τύπο : 

 

)2(,2,...,2,1,0),()1()()( max2,2 +=−=⋅−−⋅= −− qppprRprRprR pppppq  
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που δείχνει πως για να προσδιορίσουµε τους συντελεστές αυτούς χρειαζόµαστε τα 

στοιχεία της εξωτερικής διαγωνίου τα οποία έχουν σαν δείκτες (p=q εφόσον ανήκουν 

στην εξωτερική διαγώνιο) την τιµή της τάξης και της αµέσως προηγούµενης τάξης. 

∆ηλαδή, τους Rpp και τους Rp-2,p-2.  Για τον προσδιορισµό των υπολοίπων στοιχείων 

θα κάνουµε χρήση του παρακάτω τύπου µέσω του οποίου επιβεβαιώνεται αυτό που 

φαίνεται και στο σχήµα που παραθέτουµε, ότι δηλαδή, θα χρειαστούµε κάποιους 

συντελεστές, τους Κ1 και Κ2 καθώς επίσης και τις τιµές των συντελεστών Zernike 

Rp+q-1,|q-1| και Rp+q-2,q , δηλαδή, για p’=p+q-1 και q’=|q-1| και p’’=p+q-2 και q’’=q. 

Αυτό διαφαίνεται από τον τύπο:   

 

),...,2,1,0(,,...,6,4),()()( maxmax,22|1,|11, ppqpprRKrRrKrR qqpqqpqpq −==⋅+⋅⋅= −+−−++

 

 

Στο σηµείο αυτό και µε βάση τη θεωρία που περιγράψαµε στην προηγούµενη 

ενότητα καθώς και τα όσα αναφέραµε µόλις θα περιγράψουµε τον αλγόριθµο που 

κατασκευάσαµε για τη µέθοδο Prata. 

  

 

B.2.C.i. Περιγραφή Αλγορίθµου 

 

 main function: 

 

Καταστρώνουµε αρχικά τον τριγωνικό πίνακα µε τους συντελεστές των ZMs 

που θα µας χρειαστούν. Το δοθέν σχήµα µας βοηθάει να αντιληφθούµε πώς θα είναι 

πιο εύκολο να ξεκινήσουµε τους υπολογισµούς µας ώστε να µην παρουσιαστεί καµιά 

έλλειψη στον προσδιορισµό του εκάστοτε συντελεστή Zernike και να µη χρειάζεται 

να φτιάξουµε σύνθετα for loops.  

 

Πιο συγκεκριµένα, είναι προφανές πως αρχικά θα προσδιορίσουµε τα στοιχεία 

της εξωτερικής διαγωνίου τα οποία δεν προαπαιτούν τη γνώση κάποιων πληροφοριών 

πέρα από την τιµή του δείκτη τάξης και την τιµή του r την οποία όµως έχουµε στις 

δηλώσεις µας ως global καθορίσει . Οπότε µε ένα for loop καλούµε τη συνάρτηση 

Zernike_sunarthsh_d, µε εισόδους τις τιµές του δείκτη επανάληψης και τάξης οι 
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οποίοι ταυτίζονται και είναι ίσοι µε p, ενώ ζητάµε να µας επιστρέψει τους 

συντελεστές Zernike, σε float και double µορφή για κάθε στοιχείο της διαγωνίου. 

Μετά το πέρας του for loop αυτού έχουµε συµπληρωµένα τα διαγώνια στοιχεία µας 

και σταδιακά θα προχωρήσουµε και στα υπόλοιπα. 

 

Έπειτα θα «σκαννάρουµε» ολόκληρο τον πίνακα συντελεστών Zernike από 

την εσωτερική διαγώνιο και µετά λαµβάνοντας φυσικά υπόψην µας τα απαραίτητα 

κάθε φορά στοιχεία για τον εκάστοτε προσδιορισµό. Η φορά που θα ακολουθήσουµε 

θα είναι από πάνω προς τα κάτω και από τα δεξιά προς τα αριστερά, πράγµα που µας 

εξασφαλίζουν τα δύο φωλιασµένα for loops που ακολουθούν, κατά τα οποία 

ξεκινώντας από την τάξη 2 και αυξάνοντας κατά ένα την τάξη και ξεκινώντας από το 

κατά δύο µικρότερο στην επανάληψη από το δείκτη τάξης στοιχείο και µειώνοντας 

κατά 2 το συντελεστή µας προχωράµε οριζόντια κατά µήκος µιας γραµµής του 

πίνακα συµπληρώνουµε τον πίνακά µας. Εξασφαλίζουµε µε τον τρόπο αυτό την 

εκτέλεση πράξεων µε στοιχεία γνωστά, άρα την ορθότητα των τιµών των 

συντελεστών των πολυωνύµων Zernike .  

 

Τέλος, πάλι µέσω ενός διπλού φωλιασµένου for loop τυπώνουµε τα στοιχεία 

του πίνακά µας από το 0 έως το στοιχείο µέγιστης τάξης δίνοντας και πληροφορίες 

για τα λανθασµένα ψηφία (δ.ψ.λ.) κατά τη float και double εκτέλεση των 

πράξεων(εννοούµε την εκτέλεση πράξεων µε αριθµούς float και double αντιστοίχως).  

 

 

B.2.C.ii. Περιγραφή Συναρτήσεων 

 

Zernike_sunarthsh_d function 

 

 Η συνάρτηση αυτή δέχεται σαν εισόδους τους δείκτες για την τάξη και την 

επανάληψη (p και q αντίστοιχα) και επιστρέφει σε πίνακες τις τιµές των πολυωνύµων 

R για float και double µορφή. Όπως είδαµε για τα R χρειαζόµαστε µόνο τις τιµές 

τάξης, επανάληψης και ακτίνας r και εφόσον αυτά τα έχουµε και είναι γνωστά 

είµαστε έτοιµοι να τα υπολογίσουµε. 
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 Αρχικά, για τον double αριθµό r(ας τον ονοµάσουµε dr για να είναι 

σαφέστερη η αναφορά σε αυτόν κάθε φορά) θα κρατήσουµε και τη float µορφή του 

σε µια νέα µεταβλητή την fr(µέσω της εντολής fr=(float)dr). Επίσης, θα ονοµάσουµε 

d τη διαφορά µεταξύ των p και q, µέσω της οποίας θα εκτελείται το αντίστοχο κάθε 

φορά µε την τιµή αυτής τµήµα εντολών στα πλαίσια µιας εντολής switch. Προφανώς, 

η switch θα δίνει στη d τη δυνατότητα να πάρει τιµή ίση µε 0, µε 2 ή κάποια άλλη, 

τηρώντας βέβαια πάντα τα p και q τους περιορισµούς από τον ορισµό των ZMs.  

 

�Για d=0, δηλαδή όταν p=q, η συνάρτησή µας θα υπολογίζει το Rpp όπως 

αναφέρθηκε στην περιγραφή της µεθόδου q-recursive µέσω της σχέσης r
p
. Βέβαια, 

είναι ευκολότερο να κάνουµε τους υπολογισµούς µας µέσω της σχέσης  

          

)log()( rqq

qq errR ⋅== . 

 

Πρακτικά, το σκεπτικό µας είναι σε κάθε βήµα µας κατά την εκτέλεση των πράξεων 

να ελέγχουµε την πορεία των λανθασµένων ψηφίων µας. Πολλές φορές, και έχοντας 

ήδη δουλέψει πάνω στο f.p.e. και στους µηχανισµούς δηµιουργίας ή διάδοσής του, 

κρίνουµε ασήµαντη την επίδραση ορισµένων πράξεων στη µεταβολή των δ.ψ.λ. 

γι’αυτό και επιλέγουµε να µην ασχοληθούµε µε τον προσδιορισµό τους σε κάποια 

σηµεία. Στα υπόλοιπα σηµεία, καλούµε τη συνάρτηση εύρεσης του πλήθους των 

λανθασµένων ψηφίων, τα οποία και στο τέλος καταχωρούµε σε έναν πίνακα ώστε να 

µπορέσουµε σε περίπτωση που θέλουµε να τα παρατηρήσουµε Για τον υπολογισµό 

του Rpp µε τον τύπο που δείξαµε παραπάνω τεµαχίσαµε το αποτέλεσµα σε διάφορα 

στάδια ώστε να µπορούµε να παρατηρούµε ταυτόχρονα το σφάλµα. Στην τελική 

πράξη, που δίνει τις τιµές του Rpp (σε float και double) αποθηκεύουµε και σε µια 

καινούρια µεταβλητή τα λάθος ψηφία καθώς επίσης και τις τιµές του R ώστε να τα 

τυπώσω και να τα επιστρέψω τελικά στο πρόγραµµά µου. Αφού εκτελέσω τις πράξεις 

µου αυτές µέσω της break βγαίνω από τη συνάρτηση αυτή.   

 

� για d=2, το σκεπτικό είναι παρόµοιο και πάλι και κάνω τις πράξεις µου σε 

διάφορα βήµατα σταδιακά. Θεωρούµε και πάλι ότι το f.p.e. µολύνει τα αποτελέσµατά 

µας όταν υπεισέρχονται πράξεις µε δεκαδικούς αριθµούς και όχι σε γινόµενα π.χ. 

ακεραίων ή πράξεις αυστηρά ακεραίων. Μόλις προσδιορίσουµε το Rpq στην 



 

 85 

περίπτωση αυτή και πάλι επιστρέφουµε τη double και float τιµή αυτου σε πίνακες, 

τυπώνουµε το πλήθος των δ.ψ.λ. και πάλι βγαίνουµε απότοµα από τη συνάρτησή µας 

µέσω µιας break. 

 

� σε κάθε άλλη περίπτωση τιµής του d, αρχικά υπολογίζω τις τιµές των 

συντελεστών Κ, στις οποίες προφανώς θεωρούµε πως δεν υπάρχει f.p.e. τέτοιο ώστε 

να επηρεάσει ουσιαστικά τα αποτελέσµατά µας µολύνοντάς τα µε σφάλµα. 

Προχωράµε πάλι σε βήµατα υπολογίζοντας κάθε φορά το υπεισερχόµενο σφάλµα 

στις πράξεις µας, χρησιµοποιώντας και τους συντελεστές Κ και όταν τελικά 

υπολογίσουµε το R σε float και double µορφή πάλι προσδιορίζουµε το λάθος, 

καταχωρούµε τα κάθος ψηφία στον αντίστοιχο πίνακα και βγαίνουµε µέσω µιας 

break από τη συνάρτησή µας. 

 

Epistrofh_plhthous_dde function 

 

 Κατά παρόµοιο τρόπο και σκεπτικό µε τις προαναρθείσες συναρτήσεις 

εύρεσης του πλήθους των λάθος ψηφίων, αυτή η συνάρτηση θα αναλάβει να 

προσδιορίσει τα δ.ψ.λ. και να τα επιστρέψει στο πρόγραµµά µας σε έναν πίνακα ώστε 

να κάνει εύκολη την παρατήρησή τους.  

 

 Οι είσοδοι της συνάρτησης αυτής είναι οι δύο αριθµοί double και float καθώς 

και ο ακέραιος αριθµός του µεγέθους των float για το σύστηµά µας και οι έξοδοι είναι 

µέσω δεικτών η mantissa και ο εκθέτης της διαφοράς.  

 

Συνολικά το σκεπτικό µας είναι το εξής: Για την ίδια ποσότητα p έχουµε µια 

παράσταση float έστω fp και double έστω dp. Κρατάµε τα 7 πρώτα ψηφία της double 

µορφής, δηλαδή του dp, και τα ονοµάζουµε fdp. Η ποσότητα αυτή προκύπτει από την 

εντολή: fdp=(float)dp. Εφαρµόζουµε τον ορισµό της βύθισης στα fp και fdp. Αν τα 

fdp είναι καθαρά τότε η σύγκριση των fdp µε τα fp µέσω του λήµµατος προσφέρει 

τον αρκιβή αριθµό δ.ψ.λ. του float. Υπάρχει το ενδεχόµενο η διαφορά τους να είναι 

µηδενική και να µην έχουµε δ.ψ.λ. και να επιστρέψουµε την τιµή 0 στο κυρίως 

πρόγραµµά µας, το ενδεχόµενο η βύθιση να περνάει πέρα από τα όρια του float και 

να επιστρέφουµε και πάλι την τιµή 0 στο κυρίως πρόγραµµά µας και το ενδεχόµενο η 

βύθιση να ανήκει στα όρια του float και να τη χρησιµοποιούµε ώστε να 
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προσδιορίσουµε τα λανθασµένα ψηφία µέσω της σχέσης λάθος_ψηφία=n+1-βύθιση. 

Και τέλος επιστρέφουµε τα λάθος ψηφία που προέκυψαν από τη σχέση αυτή.  

 

Ο τρόπος για να ξέρουµε πως τα 7 πρώτα ψηφία του fdp είναι καθαρά 

περιγράφεται σε αντίστοιχο χωρίο (Ερώτηση) στη συνάρτση εύρεσης πλήθους λάθος 

ψηφίων του µέρους Α. 

 

Epistrofh_float_mantissa_ektheth function, Epistrofh_double_mantissa_ektheth 

function 

 

Αυτές οι δύο συναρτήσεις ουσιατικά αναλαµβάνουν να παραλάβουν έναν αριθµό 

που τους εισάγουµε σαν είσοδο και να αποµονώσουν τον εκθέτη και τη mantissa του. 

Ο ένας αναλαµβάνει float και ο άλλος double αριθµούς να επεξεργαστεί. Επειδή 

έχουµε ήδη περιγράψει σε προηγούµενους αλγορίθµους τη λειτουργία αυτών των 

συναρτήσεων και όπως και στη µέθοδο q-recursive θα αποφύγουµε να αναλωθούµε 

εκ νέου σε περιγραφή.   
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B.3. Συγκεντρωτικοί Πίνακες ∆.Ψ.Λ.  

 

Στο σηµείο αυτό, και έχοντας περιγράψει τους τρεις αλγορίθµους µας για την 

υλοποίηση των ZMs θα παραθέσουµε για τάξη 30 τους πίνακες των συντελεστών των 

πολυωνύµων Zernike που πήραµε καθώς και το υπεισερχόµενο σφάλµα. 

 

Β.3.Α. Συγκεντρωτικός Πίνακας Αλγορίθµου Kintner 

 

Λανθασµένα ∆εκαδικά ψηφία Συντελεστών πολυωνύµων Zernike 

(p,q,λανθασµένα ψηφία) 

0    0  0 10  10  1 14    6  3 18  18  2 20    0  3 23  11  4 25    3  2 28  28  2 

1    1  0 10    8  3 14    4  3 18  16  3 21  21  2 23    9  4 25    1  1 28  26  4 

2    2  0 10    6  3 14    2  2 18  14  3 21  19  3 23    7  2 26  26  2 28  24  4 

2    0  0 10    4  3 14    0  1 18  12  3 21  17  3 23    5  2 26  24  3 28  22  4 

3    3  0 10    2  2 15  15  2 18  10  3 21  15  3 23    3  2 26  22  4 28  20  4 

3    1  2 10    0  2 15  13  3 18    8  3 21  13  3 23    1  2 26  20  3 28  18  3 

4    4  1 11  11  1 15  11  3 18    6  3 21  11  4 24  24  2 26  18  4 28  16  3 

4    2  2 11    9  3 15    9  3 18    4  3 21    9  4 24  22  3 26  16  4 28  14  3 

4    0  1 11    7  3 15    7  3 18    2  2 21    7  3 24  20  3 26  14  3 28  12  3 

5    5  1 11    5  2 15    5  2 18    0  2 21    5  3 24  18  3 26  12  3 28  10  3 

5    3  2 11    3  2 15    3  2 19  19  2 21    3  3 24  16  4 26  10  3 28    8  2 

5    1  2 11    1  2 15    1  2 19  17  3 21    1  3 24  14  5 26    8  2 28    6  1 

6    6  1 12  12  2 16  16  2 19  15  3 22  22  2 24  12  4 26    6  2 28    4  1 

6    4  2 12  10  3 16  14  3 19  13  3 22  20  3 24  10  3 26    4  2 28    2  2 

6    2  2 12    8  3 16  12  3 19  11  3 22  18  3 24    8  3 26    2  2 28    0  2 

6    0  2 12    6  3 16  10  3 19    9  3 22  16  3 24    6  2 26    0  2 29  29  2 

7    7  1 12    4  3 16    8  3 19    7  3 22  14  3 24    4  2 27  27  2 29  27  4 

7    5  2 12    2  2 16    6  3 19    5  3 22  12  4 24    2  2 27  25  3 29  25  4 

7    3  2 12    0  1 16    4  3 19    3  3 22  10  5 24    0  2 27  23  4 29  23  5 

7    1  2 13  13  2 16    2  2 19    1  3 22    8  4 25  25  2 27  21  4 29  21  5 

8    8  1 13  11  3 16    0  2 20  20  2 22    6  3 25  23  4 27  19  5 29  19  3 

8    6  3 13    9  3 17  17  2 20  18  3 22    4  2 25  21  4 27  17  4 29  17  3 

8    4  3 13    7  3 17  15  3 20  16  3 22    2  2 25  19  3 27  15  3 29  15  3 

8    2  2 13    5  2 17  13  3 20  14  3 22    0  2 25  17  4 27  13  3 29  13  3 

8    0  2 13    3  2 17  11  3 20  12  3 23  23  2 25  15  4 27  11  3 29  11  2 

9    9  1 13    1  2 17    9  3 20  10  3 23  21  3 25  13  3 27    9  3 29    9  2 

9    7  2 14  14  2 17    7  3 20    8  4 23  19  3 25  11  3 27    7  2 29    7  0 

9    5  2 14  12  3 17    5  2 20    6  4 23  17  3 25    9  3 27    5  1 29    5  0 

9    3  2 14  10  3 17    3  2 20    4  5 23  15  3 25    7  2 27    3  2 29    3  1 

9    1  2 14    8  3 17    1  2 20    2  3 23  13  4 25    5  2 27    1  0 29    1  1 
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B.3.B. Συγκεντρωτικός Πίνακας Μεθόδου Q-recursive 

  

Λανθασµένα ∆εκαδικά ψηφία Συντελεστών πολυωνύµων Zernike 

(p,q,λανθασµένα ψηφία) 

0    0  0 10  10  0 14    6  2 18  18  1 20    0  4 23  11  4 25    3  2 28  28  1 

1    1  0 10    8  1 14    4  2 18  16  2 21  21  1 23    9  4 25    1  2 28  26  1 

2    2  0 10    6  2 14    2  2 18  14  1 21  19  1 23    7  3 26  26  1 28  24  2 

2    0  0 10    4  2 14    0  2 18  12  2 21  17  0 23    5  3 26  24  2 28  22  2 

3    3  0 10    2  2 15  15  1 18  10  2 21  15  2 23    3  3 26  22  2 28  20  3 

3    1  1 10    0  2 15  13  0 18    8  2 21  13  2 23    1  3 26  20  3 28  18  2 

4    4  0 11  11  0 15  11  2 18    6  3 21  11  3 24  24  1 26  18  3 28  16  2 

4    2  1 11    9  1 15    9  2 18    4  3 21    9  3 24  22  2 26  16  3 28  14  2 

4    0  1 11    7  1 15    7  1 18    2  3 21    7  3 24  20  2 26  14  2 28  12  2 

5    5  0 11    5  1 15    5  2 18    0  3 21    5  3 24  18  1 26  12  2 28  10  3 

5    3  1 11    3  1 15    3  2 19  19  1 21    3  2 24  16  3 26  10  2 28    8  3 

5    1  1 11    1  1 15    1  2 19  17  2 21    1  2 24  14  4 26    8  2 28    6  3 

6    6  0 12  12  1 16  16  1 19  15  2 22  22  1 24  12  3 26    6  2 28    4  3 

6    4  0 12  10  0 16  14  1 19  13  2 22  20  1 24  10  2 26    4  2 28    2  3 

6    2  1 12    8  2 16  12  2 19  11  2 22  18  2 24    8  2 26    2  2 28    0  3 

6    0  1 12    6  2 16  10  2 19    9  2 22  16  3 24    6  2 26    0  2 29  29  1 

7    7  0 12    4  2 16    8  2 19    7  2 22  14  3 24    4  2 27  27  1 29  27  1 

7    5  0 12    2  2 16    6  2 19    5  3 22  12  4 24    2  2 27  25  1 29  25  2 

7    3  1 12    0  2 16    4  2 19    3  3 22  10  5 24    0  2 27  23  2 29  23  3 

7    1  1 13  13  1 16    2  2 19    1  3 22    8  4 25  25  1 27  21  3 29  21  4 

8    8  0 13  11  1 16    0  2 20  20  1 22    6  4 25  23  0 27  19  5 29  19  3 

8    6  1 13    9  2 17  17  1 20  18  1 22    4  3 25  21  2 27  17  4 29  17  3 

8    4  0 13    7  2 17  15  1 20  16  2 22    2  3 25  19  2 27  15  3 29  15  3 

8    2  1 13    5  2 17  13  1 20  14  3 22    0  3 25  17  3 27  13  3 29  13  3 

8    0  1 13    3  2 17  11  1 20  12  3 23  23  1 25  15  3 27  11  3 29  11  3 

9    9  0 13    1  2 17    9  1 20  10  3 23  21  2 25  13  2 27    9  3 29    9  3 

9    7  0 14  14  1 17    7  2 20    8  4 23  19  3 25  11  2 27    7  3 29    7  3 

9    5  0 14  12  1 17    5  2 20    6  4 23  17  3 25    9  2 27    5  3 29    5  3 

9    3  1 14  10  2 17    3  2 20    4  6 23  15  3 25    7  2 27    3  3 29    3  3 

9   1  1 14    8  2 17    1  2 20    2  4 23  13  4 25    5  2 27    1  3 29    1  3 
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B.3.C. Συγκεντρωτικός Πίνακας Αλγορίθµου Prata 

 

Λανθασµένα ∆εκαδικά ψηφία Συντελεστών πολυωνύµων Zernike 

(p,q,λανθασµένα ψηφία) 

0    0  0 10  10  1 14    6  2 18  18  2 20    0  2 23  11  5 25    3  2 28  28  2 

1    1  0 10    8  2 14    4  3 18  16  3 21  21  2 23    9  5 25    1  2 28  26  2 

2    2  0 10    6  2 14    2  2 18  14  3 21  19  2 23    7  4 26  26  2 28  24  3 

2    0  0 10    4  2 14    0  2 18  12  2 21  17  3 23    5  3 26  24  3 28  22  3 

3    3  0 10    2  2 15  15  2 18  10  3 21  15  3 23    3  2 26  22  3 28  20  4 

3    1  2 10    0  2 15  13  0 18    8  3 21  13  3 23    1  1 26  20  3 28  18  4 

4    4  1 11  11  1 15  11  3 18    6  3 21  11  5 24  24  2 26  18  4 28  16  5 

4    2  2 11    9  2 15    9  2 18    4  3 21    9  5 24  22  3 26  16  5 28  14  5 

4    0  2 11    7  2 15    7  2 18    2  1 21    7  5 24  20  3 26  14  5 28  12  5 

5    5  1 11    5  2 15    5  3 18    0  2 21    5  4 24  18  3 26  12  5 28  10  5 

5    3  2 11    3  2 15    3  1 19  19  2 21    3  3 24  16  4 26  10  5 28    8  5 

5    1  2 11    1  2 15    1  2 19  17  3 21    1  0 24  14  6 26    8  4 28    6  4 

6    6  1 12  12  2 16  16  2 19  15  3 22  22  2 24  12  5 26    6  4 28    4  3 

6    4  0 12  10  1 16  14  2 19  13  2 22  20  2 24  10  4 26    4  3 28    2  2 

6    2  2 12    8  2 16  12  3 19  11  3 22  18  3 24    8  4 26    2  2 28    0  2 

6    0  2 12    6  2 16  10  2 19    9  3 22  16  3 24    6  4 26    0  2 29  29  2 

7    7  1 12    4  2 16    8  3 19    7  3 22  14  3 24    4  3 27  27  2 29  27  2 

7    5  1 12    2  2 16    6  3 19    5  4 22  12  5 24    2  1 27  25  2 29  25  3 

7    3  2 12    0  2 16    4  2 19    3  3 22  10  6 24    0  1 27  23  3 29  23  4 

7    1  2 13  13  2 16    2  2 19    1  2 22    8  5 25  25  2 27  21  3 29  21  4 

8    8  1 13  11  2 16    0  2 20  20  2 22    6  5 25  23  1 27  19  5 29  19  5 

8    6  2 13    9  2 17  17  2 20  18  2 22    4  3 25  21  3 27  17  5 29  17  5 

8    4  2 13    7  2 17  15  2 20  16  3 22    2  1 25  19  3 27  15  5 29  15  5 

8    2  2 13    5  1 17  13  3 20  14  2 22    0  1 25  17  4 27  13  5 29  13  5 

8    0  2 13    3  2 17  11  1 20  12  3 23  23  2 25  15  5 27  11  5 29  11  5 

9    9  1 13    1  2 17    9  3 20  10  4 23  21  3 25  13  5 27    9  5 29    9  5 

9    7  1 14  14  2 17    7  3 20    8  5 23  19  3 25  11  5 27    7  4 29    7  4 

9    5  2 14  12  2 17    5  3 20    6  4 23  17  3 25    9  4 27    5  3 29    5  3 

9    3  2 14  10  3 17    3  2 20    4  6 23  15  3 25    7  4 27    3  2 29    3  2 

9    1  2 14   8  2 17    1  2 20    2  2 23  13  5 25    5  3 27    1  2 29    1  2 
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B.4. Συµπεράσµατα. 

 

B.4.A. Αλγόριθµος Kintner  

 

 Τα πειράµατα που πραγµατοποιήσαµε στον αλγόριθµο των συντελεστών 

Zernike µε βάση τη µέθοδο Kintner, η κύρια πηγή του λάθους είναι ο αναδροµικός 

τύπος που παράγει τους συντελεστές:  

 

1

,44,23

2

2 )()()(
)(

K

rRKrRKrK
rR

qpqp

pq

−− ⋅+⋅+⋅
=  , για p =q+4, q+6,…,pmax 

 

που πρακτικά υπολογίζει τα εσωτερικά στοιχεία του πίνακα των ZMs, δηλαδή τα 

στοιχεία µετά τις 2 διαγωνίους. Προσδιορίσαµε το σφάλµα στους επιµέρους όρους 

αυτού του αθροίσµατος και παρατηρήσαµε πως το υπεισερχόµενο σφάλµα είναι 

µικρότερο του συνολικού που προκύπτει από το συντελεστή αυτό συνολικά. Έτσι, 

µπορεί οι δύο αυτοί όροι να έχουν ο καθένας τους και µηδενικό ακόµα σφάλµα και 

όµως το άθροισµά τους να δίνει π.χ. 2 δ.ψ.λ. Η ερµηµεία αυτού ανάγεται στο 

πρόσηµο των δύο προσθετέων που είναι αντίθετο και κατά συνέπεια, σύµφωνα και µε 

την 4
η
 πρόταση (Α.3.1.4) για την αφαίρεση. Στατιστικά συχνά δηλαδή, συντρέχουν οι 

συνθήκες για την πρόταση αυτή. Πιο συγκεκριµένα, ο παραγόµενος αριθµός δ.ψ.λ.  

είναι τόσο µεγαλύτερος όσο και η βύθιση του υπολογιζόµενου ZMs σε σχέση µε τον 

κοινό εκθέτη των δύο προσθετέων.  

 

Αυτό το παραγόµενο λάθος πεπερασµένης ακρίβειας µεταδίδεται στις 

επόµενες αναδροµές ακριβώς επειδή αφορά αυτούς τους συντελεστές Zernike τους 

ιδίους. Προφανώς δε µεταδίδεται µέσω αυτών. Σποραδικά, οι προσθέσεις και οι 

πολλαπλασιασµοί που συµµετέχουν στον αλγόριθµο, δηµιουργούν κάποια µείωση 

του λάθους, αλλά όχι σε βαθµό ικανό να υπερνικήσει τη συστηµατικότητα µε την 

οποία παράγεται το λάθος στην αναδροµή αυτήν.  
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B.4.B. Μέθοδος Q-recursive 

 

Τα εκτελεσθέντα πειράµατα υποδεικνύουν ότι στον αλγόριθµο των 

συντελέστων Zernike µε βάση την q-recursive µέθοδο, η κύρια πηγή λάθους είναι 

κατά κανόνα ο αναδροµικός τύπος που παράγει τους συντελεστές Rp,q-4, δηλαδή η 

σχέση: 

 

)10,...,6,4(,,...,5,4),()()( max2,2

3
24,1 ήppqpprR

r

K
KrRKrR qpqppq −−==⋅








++⋅= ++  

 

που πρακτικά υπολογίζει τα εσωτερικά στοιχεία του πίνακα των ZMs, δηλαδή τα 

στοιχεία µετά τις 2 διαγωνίους. Ο λόγος που συµβαίνει αυτό είναι ότι συστηµατικά, 

από στατιστικής απόψεως οι δύο προσθετέοι 

 

)(4,1 rRK qp +⋅    και   )(2,2

3

2 rR
r

K
K qp +⋅








+  

 

εισέρχονται στην αναδροµή έχοντας έχοντας αντίθετο πρόσηµο και την ίδια τάξη 

µεγέθους. Το γεγονός αυτό σηµαίνει ότι στατιστικά συχνά και συστηµατικά 

συντρέχουν οι συνθήκες της 4
ης

  πρότασης (Α.3.1.4) για την αφαίρεση. Όπως 

αναφέρεται στην πρόταση αυτή, ο παραγόµενος αριθµός λάθος δεκαδικών ψηφίων 

είναι τόσο µεγαλύτερος όσο και η βύθιση του υπολογιζόµενου ZMs σε σχέση µε τον 

κοινό εκθέτη των δύο προσθετέων. Και όπως αναφέραµε και προηγουµένως στον 

αλγόριθµο Kintner, όντως υπάρχουν µέσω άλλων πράξεων τάσεις για µείωση του 

πλήθους των δ.ψ.λ. οι οποίες όµως δεν καταφέρνουν να υπερνικήσουντη 

συστηµατικότητα µε την οποία παράγεται το σφάλµα στο συγκεκριµένο υπολογισµό. 

 

 

B.4.C. Αλγόριθµος Prata 

 

Τέλος, τα πειράµατα επί του αλγορίθµου υλοποίησης των συντελεστών 

Zernike, Prata, έδειξαν πως βασική πηγή λάθους είναι και πάλι ο τύπος  
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),...,2,1,0(,,...,6,4),()()( maxmax,22|1,|11, ppqpprRKrRrKrR qqpqqpqpq −==⋅+⋅⋅= −+−−++  

 

Βέβαια, παρατηρώντας τους επιµέρους όρους αυτών των συντελεστών 

παρατηρήσαµε πως ιδιαίτερα έντονη ήταν η συµβολή του δεύτερου όρου στο 

αποτέλεσµά µας, αφού ως επί το πλείστον το σφάλµα του όρου αυτού ταυτιζόταν µε 

το σφάλµα του συνολικού αποτελέσµατος. Στην προσπάθειά µας να ερµηνεύσουµε 

αυτό καταφεύγουµε στην πρόταση (Α.3.1.2) για την πρόσθεση. Αυτό, σηµαίνει πως 

πρακτικά προσθέτοντας τους δύο όρους (οµόσηµους) ουσιατικά το σφάλµα 

παραµένει αυτό του µεγαλυτέρου. Βέβαια, πρακτικά το σφάλµα αυτό ενδέχεται να 

έχει την ίδια τιµή ±1 ψηφίο, εφόσον όπως είδαµε και στην εφαρµογή της 

αφαίρεσης(αναφερόµαστε αυστηρά στο αποτέλεσµα και όχι στη διαδικασία) αν και 

το αποτέλεσµα φαινόταν να εχει τρία δ.ψ.λ. τελικά εφαρµόζοντας πράξεις είχε ένα 

λιγότερο.  

 

Παρατήρηση: Στο τέλος της εργασίας παραθέτουµε APPENDIX Β µε συγκεντρωτικό 

πίνακα για τα δ.ψ.λ. στις τρεις µεθόδους που αναλύσαµε και υλοποιήσαµε, µε στόχο να 

παρατηρηθεί εύκολα (µέσω χρωµατικής αναπαράστασης) το σφάλµα και να µπορεί 

εύκολα να δει ο αναγνώστης ποια εκ των µεθόδων και σε ποια τάξη p είναι πιο 

συµφέρουσα.  
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C. Appendix 

 

APPENDIX A: 

 

O FAEST-5p αλγόριθµος  

1. Ποσότητες διαθέσιµες στο χρόνο n: αm(n), b m(n),  c m(n), x m(n), w m(n), a
f
 m(n), a

b
 

m(n), a m(n) 

2. Νέα πληροφορία: x(n+1), z(n+1) 

3. Επικαιροποίηση του διανύσµατος κέρδους 

)()()1()1( nm
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nm e )1()1()()1( +++ ⋅+= εαα       (Α.4) 









−







= +++

)(

)()1(

)(

)1(1

1
/

0

nm

f

nm

f

nm

nm

nm e
w

w
α

α     (Α.5) 












=

+

+

++
)1(

)1(

)1(1

nm

nm

nm

d
w

δ
       (Α.6) 

b

nmnm

b

nme )()1()1( αδ ⋅−= ++       (Α.7) 

)()1()1()1( nmnmnmnm bdw ⋅−= +++ δ       (Α.8) 

f

nm

f

nm

f

nmnmnm ee )()1()1()()1(1 /ααα ++++ ⋅+=     (Α.9) 

b

nmnmnmnm e )1()1()1(1)1( +++++ ⋅+= δαα      (Α.10) 

)1()1()1( / +++ = nm

b

nm

b

nm e αε       (Α.11) 

b

nm

b

nm

b

nm

b

nm e )1()1()()1( +++ ⋅+= εαα       (Α.12) 

b

nmnmnmnm wbb )1()1()()1( +++ ⋅+= ε       (Α.13) 

 

4. Επικαιροποίηση του φίλτρου ελαχίστων τετραγώνων πεπερασµένης 

κρουστικής απόκρισης 

)1()()1()1( +++ ⋅+= nm

T

nmnmnm xcze       (Α.14) 
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 )1()1()1( / +++ = nmnmnm e αε       (Α.15) 

 )1()1()()1( +++ ⋅+= nmnmnmnm wcc ε       (Α.16) 
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APPENDIX B. 
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Όσον αφορά τις µέσες τιµές σφάλµατος, αυτές για τις τρεις προαναφερθείσες 

µεθόδους είναι: 

 

2,595833 1,991667 2,754167 

 

Πρακτικά δηλαδή, ο αλγόριθµος Prata έχει τη µεγαλύτερη µέση τιµή σφάλµατος στο 

διάστηµα µέχρι την 30στή τάξη. Επίσης, στο διάγραµµα που παραθέτουµε παρακάτω 

παρατηρούµε πως µέχρι και την τάξη 19, ο αλγόριθµος Kintner σχεδόν κυριαρχεί στο 

µέγιστο αριθµό δ.ψ.λ., ενώ ο Prata ακολουθεί ώντας ο πιο ασταθης αριθµός αφού 

παρατηρούνται έντονες µεταβολές στο πλήθος των δ.ψ.λ.. Από το σηµείο εκείνο και 

µετά ο Prata υπερέχει σε πλήθος δ.ψ.λ. ακολουθούµενος από τον Kintner. Η µέθοδος 

q-recursive είναι η ας πούµε λιγότερο προσβεβληµµένη από το f.p.e. από τις τρεις 

αυτές µεθόδους.  
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