
ΕΘΝΙΚΟ Μ
ΣΧΟΛΗ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ 

ΚΑΙ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ 

ΤΟΜΕΑΣ Ε
ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΚΗΣ

ΤΡΙΣΔΙΑΣΤΑΤΗ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΑΡΧΑΙΟΛΟΓΙΚΩΝ ΚΟΝΙΑΜΑ
ΑΥΤΟΜΑΤ

ΘΕΟΚΤΙΣΤΗ

Επιβλέπων : Κωνσταντίνος Παπαοδυσσεύς

Αν. Καθηγητής ΕΜΠ

ΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ

ΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ

ΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

ΕΠΙΚΟΙΝΩΝΙΩΝ, ΗΛΕΚΤΡΟΝΙΚΗΣ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 

ΛΗΡΟΦΟΡΙΚΗΣ

ΤΡΙΣΔΙΑΣΤΑΤΗ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΑΡΧΑΙΟΛΟΓΙΚΩΝ ΚΟΝΙΑΜΑΤΩΝ ΜΕ ΣΚΟΠΟ ΤΗΝ 
ΑΥΤΟΜΑΤΗ ΣΥΝΕΝΩΣΗ ΤΟΥΣ

ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ

ΘΕΟΚΤΙΣΤΗ-ΜΑΡΙΝΑ Γ. ΣΤΑΛΙΜΕΡΟΥ

Κωνσταντίνος Παπαοδυσσεύς

Αν. Καθηγητής ΕΜΠ

Αθήνα, Σεπτέμβριος 2011.

ΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 

ΤΩΝ ΜΕ ΣΚΟΠΟ ΤΗΝ 





 

 

ΕΘΝΙΚΟ 

ΣΧΟΛΗ 
ΚΑΙ Μ
ΤΟΜΕΑΣ 
ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 

 

 

 

 

 

ΤΡΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΗ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΑΡΧΑΙΟΛΟΓΙΚΩΝ ΚΟΝΙΑΜΑ
ΤΗΝ ΑΥΤΟΜΑΤ

ΘΕΟΚΤΙΣΤΗ

Επιβλέπων : Κωνσταντίνος Παπαοδυσσεύς

Αν. Καθηγητής ΕΜΠ

Εγκρίθηκε από την τριµελή εξεταστική επιτροπή την

   

……………………                  

Κ. Παπαοδυσσεύς  

Αν. Καθηγητής Ε.Μ.Π.  

 

 

1 

ΘΝΙΚΟ ΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ 
ΧΟΛΗ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ 

ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ 
ΟΜΕΑΣ ΕΠΙΚΟΙΝΩΝΙΩΝ, ΗΛΕΚΤΡΟΝΙΚΗΣ ΚΑΙ 
ΥΣΤΗΜΑΤΩΝ ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΚΗΣ 

ΤΡΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΗ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΑΡΧΑΙΟΛΟΓΙΚΩΝ ΚΟΝΙΑΜΑΤΩΝ ΜΕ ΣΚΟΠΟ 
ΤΗΝ ΑΥΤΟΜΑΤΗ ΣΥΝΕΝΩΣΗ ΤΟΥΣ 

 

∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ 

 

ΘΕΟΚΤΙΣΤΗ-ΜΑΡΙΝΑ Γ. ΣΤΑΛΙΜΕΡΟΥ  

 

Κωνσταντίνος Παπαοδυσσεύς 

Αν. Καθηγητής ΕΜΠ 

Εγκρίθηκε από την τριµελή εξεταστική επιτροπή την 7η Οκτωβρίου 2011. 

         ………………………..              …….……………………          

 Η. Κουκούτσης   Γ. Καµπουράκης

 Επ. Καθηγητής Ε.Μ.Π.  Επ. Καθηγητής Ε.Μ.Π.

ΛΕΚΤΡΟΝΙΚΗΣ ΚΑΙ 

ΤΩΝ ΜΕ ΣΚΟΠΟ 

……………………           

Γ. Καµπουράκης 

Επ. Καθηγητής Ε.Μ.Π.  



2 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

................................... 

Θεοκτίστη-Μαρίνα Γ. Σταλιµέρου 

∆ιπλωµατούχος Ηλεκτρολόγος Μηχανικός και Μηχανικός Υπολογιστών Ε.Μ.Π. 

 

 

 

 

 

Copyright © Θεοκτίστη-Μαρίνα Γ.Σταλιµέρου, Κ. Παπαοδυσσεύς, 2011.  

Με επιφύλαξη παντός δικαιώµατος. All rights reserved. 

 

Απαγορεύεται η αντιγραφή, αποθήκευση και διανοµή της παρούσας εργασίας, εξ ολοκλήρου 
ή τµήµατος αυτής, για εµπορικό σκοπό.  Επιτρέπεται η ανατύπωση, αποθήκευση και διανοµή 
για σκοπό µη κερδοσκοπικό, εκπαιδευτικής ή ερευνητικής φύσης, υπό την προϋπόθεση να 
αναφέρεται η πηγή προέλευσης και να διατηρείται το παρόν µήνυµα.  Ερωτήµατα που 
αφορούν τη χρήση της εργασίας για κερδοσκοπικό σκοπό πρέπει να απευθύνονται προς τον 
συγγραφέα. 

Οι απόψεις και τα συµπεράσµατα που περιέχονται σε αυτό το έγγραφο εκφράζουν τον 
συγγραφέα και δεν πρέπει να ερµηνευθεί ότι αντιπροσωπεύουν τις επίσηµες θέσεις του 
Εθνικού Μετσόβιου Πολυτεχνείου. 



3 
 

Περίληψη  

Στην εργασία αυτή µελετάται µία µεθοδολογία ανακατασκευής τρισδιάστατων 
αντικειµένων. Το σύστηµα που αναπτύχθηκε µε βάση αυτή και µελετήθηκε στην 
παρούσα διπλωµατική εργασία, βασίζεται στη  τρισδιάστατη αναπαράσταση στον 
υπολογιστή των τρισδιάστατων αντικειµένων. Συγκεκριµένα, χρησιµοποιήθηκαν 
θραύσµατα τοιχογραφίας που βρέθηκαν σε ανάκτορο στην Τίρυνθα και η 
τρισδιάστατη πληροφορία τους αποκτήθηκε µέσω σάρωσης από 3D-scanner.  

Η µεθοδολογία, σε πρώτη φάση, βρίσκει τα κάθετα διανύσµατα που αντιστοιχούν σε 
όλα τα σηµεία της άνω επιφάνειας του κονιάµατος. Κατόπιν, είµαστε σε θέση να 
προσδιορίσουµε το αντίστοιχο επίπεδο της άνω επιφάνειας. Το τρίτο βήµα της 
µεθοδολογίας απαιτεί τοµές του θραύσµατος µε επίπεδα παράλληλα στο βέλτιστο. 
Τέλος, σχεδιάζεται για κάθε τοµή το περίγραµµα του κονιάµατος. Ως αποτέλεσµα, 
για κάθε θραύσµα που επεξεργάζεται αυτή η µέθοδος, το αποτέλεσµα είναι πολλές 
καµπύλες (µία ανά τοµή) που αναπαριστούν το σχήµα του θραύσµατος στα 
παράλληλα επίπεδα της άνω επιφάνειάς του, κατά µήκος του κάθετου άξονα στην 
άνω επιφάνεια. Για κάθε κονίαµα χρειάζονται περίπου 12-25 τοµές για να καλύψουν 
όλη την επιφάνειά του, ανάλογα µε το πάχος του καθενός. Για τον σκοπό της 
αυτοµατοποιηµένης συνένωσής τους αρκούν περίπου 12 µε 15 τοµές. 

Τα αποτελέσµατα έδειξαν ότι τα θραύσµατα αναπαρίστανται επιτυχώς έτσι ώστε, να 
καθίσταται δυνατή η µετέπειτα αυτοµατοποιηµένη συνένωσή τους.  
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Abstract  

In this thesis, a methodology of automatic reconstruction of three-dimensional objects 
was studied. The system developed under this and studied in this thesis is based on 
three-dimensional representation of three-dimensional computer objects. Specifically, 
used fresco fragments found in the palace at Tiryns and three-dimensional 
information obtained through the scanning of 3D-scanner.  

                               
The methodology, initially finds the perpendicular vectors correspond to all parts of 
the upper surface of the mortar. Then we can determine the corresponding level of the 
upper surface. The third step of the methodology requires incisions of the fragment 
with planes parallel to the optimum. Finally, plans for each intersection of the contour 
of the mortar. As a result, for each chip that processes this method, the result is a lot 
of curves (one per section) that represent the shape of the fragments in parallel planes 
of the upper surface along the vertical axis on the upper surface. For each mortar takes 
about 12-25 slices depending on the thickness of each.      

                         
The results showed that the fragments represented successfully in order to enable 
subsequent automated grouping them.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Keywords  

3D-scanning, wall-painting fragments, Tiryns, automatic reconstruction of fragmented 
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1. Στόχοι και Σκοπός της ∆ιπλωµατικής  
 

Ένας πρώτος στόχος της παρούσης ∆ιπλωµατικής εργασίας είναι η εµβάθυνση στη 
θεωρία καµπυλών και επιφανειών.  

Ένας δεύτερος στόχος είναι η χρήση εργαλείων και η ανάπτυξη κώδικα 
(προγραµµάτων) για αναπαράσταση και διαχείριση αυτών των οντοτήτων.  

Εν συνεχεία, ο κύριος σκοπός είναι η εφαρµογή αυτών των τεχνολογικών εργαλείων 
στην ψηφιακή επεξεργασία δισδιάστατων και τρισδιάστατων απεικονίσεων 
θραυσµάτων τοιχογραφιών που είχαν ζωγραφιστεί στην Τίρυνθα πριν το 1100 π.Χ.. Η 
ψηφιακή επεξεργασία αυτών των θραυσµάτων είναι πολύ µεγάλης σηµασίας, διότι 
τελικά στοχεύει στην ψηφιακή ανασύνθεση αυτών των τοιχογραφιών ή τουλάχιστον 
τµηµάτων τους που σώζονται, µε τη χρήση ενός πρωτότυπου πληροφοριακού 
συστήµατος που έχει αναπτυχθεί από την ερευνητική οµάδα του επιβλέποντος της 
παρούσης διπλωµατικής. 

 

2. Ιστορικά  
 

Η µυκηναϊκή ακρόπολη στην Τίρυνθα, καλύπτει µια περιοχή περίπου 20.000 
τετραγωνικών µέτρων. Είναι χτισµένη σ’ ένα χαµηλό, βραχώδη λοφίσκο, ο οποίος 
υψώνεται µόλις δεκαοκτώ µέτρα πάνω από την πεδιάδα του Άργους και κατά τη 
Μυκηναϊκή περίοδο, ήταν παραθαλάσσιος. Ο Heinrich Achliemann, ο οποίος 
διεξήγαγε τις εκσκαφές της Τροίας και των Μυκηνών, και ο αρχιτέκτων Wilhelm 
Dröpfeld, ανέσκαψε την ακρόπολη το 1885 και 1886. Σήµερα, οι ανασκαφές στην 
Τίρυνθα συνεχίζονται υπό τη διεύθυνση του Γερµανικού Αρχαιολογικού 
Ινστιτούτου.(3) 

Το φρούριο ήταν το διοικητικό, οικονοµικό και θρησκευτικό κέντρο µιας ευρείας 
περιοχής κατά τον 14ο και 13ο αιώνα π.Χ.. Η κεντρική εξουσία διατηρούσε αρχεία 
γραµµένα σε πήλινες πλάκες σε Γραµµική Β, την πρώτη µέχρι τώρα γνωστή ελληνική 
γραφή. Η ζωγραφική σε µεγάλη κλίµακα ήταν η επίσηµη τέχνη, η οποία ασκούνταν 
από καλλιτέχνες διορισµένους από το βασιλιά. Η επίσηµη κατοικία του ηγέτη στην 
κορυφή του φρουρίου ήταν διακοσµηµένη µε τοιχογραφίες. Γύψος µε διακοσµητικές 
ζωγραφιές κάλυπτε επίσης τα δάπεδα των δύο µεγαλύτερων δωµατίων, των µεγάρων. 
Η θεµατολογία των τοιχογραφιών ήταν ποικίλλη. Είτε προερχόταν από τη φύση ή 
αναπαριστούσε θρησκετικές τελετές. Άλλοτε απεικόνιζε σκηνές από τη βασιλική 
αυλή, κυνηγιού ή πολέµου. Σπείρες και γεωµετρικά σχήµατα είτε απλά γραµµικά 
σχέδια αποτελούσαν, επίσης, κοµµάτι των θεµάτων των καλλιτεχνών. Ο καλλιτέχνης 
της µυκηναϊκής εποχής χρησιµοποιούσε φυσικά γήινα χρώµατα, φτιαγµένα κυρίως 
από οξείδια µετάλλων, τα οποία επέθετε σε υγρή γύψινη επιφάνεια. Λεπτοµέρειες 
προστίθεντο αφού είχε στεγνώσει ο γύψος. (3)  
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Μία από τις σηµαντικότερες τοιχογραφίες που έχουν διασωθεί από την Ηπειρωτική 
Ελλάδα είναι η επονοµαζόµενη Μυκηναία, η οποία βρίσκεται στο Εθνικό 
Αρχαιολογικό Μουσείο της Αθήνας (inv.no 11670). Προέρχεται από ένα οίκηµα της 
Ύστερης Ελλαδικής ΙΙΙ (13ος αιώνας π.Χ.), κοντά στα τείχη, στην περιοχή του 
κέντρου θρησκευτικής λατρείας στις Μυκήνες. Πιθανολογείται ότι η τοιχογραφία 
έπεσε από το 2ο όροφο του κτιρίου, το οποίο ο υπεύθυνος της ανασκαφής, Γ. 
Μυλωνάς, αναγνωρίζει ως το σπίτι του Αρχιερέα. (3) 

Το επιβλητικό πρόσωπο, µε τα αµυγδαλωτά µάτια και το κοµψό προφίλ, έχει µία 
σκεπτική έκφραση η οποία αποκαλύπτει την επισηµότητα της στιγµής. Η φιγούρα 
έχει αποδοθεί σε αυτή µίας θεάς η οποία δέχεται τις προσφορές των πιστών. Σε αυτήν 
την περίπτωση, είναι  ένα περιδέραιο, το οποίο κρατάει σφιχτά στο δεξί της χέρι. 

Εναλλακτικά, µπορεί να είναι η βέλτιστα διατηρηµένη φιγούρα από µία ποµπή 
ανθρώπων, οι οποίοι φέρουν προσφορές σε κάποια θεά. (3) 

Τα θραύσµατα της τοιχογραφίας που χρησιµοποιούνται σε αυτήν την εργασία 
βρίσκονται στην Προϊστορική Συλλογή του Εθνικού Αρχαιολογικού Μουσείου της 
Αθήνας (inv. nos 1596, 1655, 1668, 5881-3). Προέρχονται από ανασκαφές στο 
µυκηναϊκό παλάτι της Τίρυνθας που πραγµατοποιήθηκαν µε επικεφαλείς τον H. 
Schliemann το 1885-1886 και το Γερµανικό Αρχαιολογικό Ινστιτούτο το 1909-1910. 
Παρουσιάζουν µία ποικιλία διακοσµητικών µοτίβων, συµπεριλαµβανοµένων 
σπειρών, σχηµάτων ροζέτας και περίτεχνων αφηρηµένων σχεδίων και τοποθετούνται 
χρονικά ανάµεσα στον 14ο και το 13ο αιώνα π.Χ. . Μερικά από αυτά, µε πάχος γύψου 
2,5cm, ανήκουν στο δάπεδο του µικρότερου µεγάρου. (3) 

Ένα ερευνητικό έργο που βρίσκεται σε εξέλιξη αυτήν την περίοδο αφορά στη 
συντήρηση και τη µελέτη όλων των θραυσµάτων της τοιχογραφίας από την Τίρυνθα, 
τα α οποία βρίσκονται είτε στην Αθήνα είτε στο Ναύπλιο και πραγµατοποιείται από 
το Πανεπιστήµιο του Heidelberg (Prof. J. Maran), σε συνεργασία µε το Εθνικό 
Αρχαιολογικό Μουσείο (∆ρ. Λ. Παπάζογλου – Μανιουδάκη) και το Μουσείο του 
Ναυπλίου (∆ρ. Α. Παπαδηµητρίου). (3)  
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Εικόνα 1: "Μυκηναία": Η πιο καλά διατηρηµένη τοιχογραφία της Ηπειρωτικής 
Ελλάδας (3) 

 

Μέσω της µεθοδολογίας και του συστήµατος που θα περιγράψουµε και θα ελέγξουµε 
στην παρούσα εργασία, στόχος µας είναι να µπορέσουµε να αναπαραστήσουµε τα 
θραύσµατα της τοιχογραφίας που βρέθηκαν στην Τίρυνθα ώστε να ανασυντεθεί µία 
τοιχογραφία αντίστοιχης οµορφιάς και σηµασίας.(3) 
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II. Αναλυτική περιγραφή του 
απαραίτητου μαθηματικού 

υποβάθρου 
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3. Περί Καµπυλών 
 

3.1 Γενικός ορισµός καµπύλης-εφαπτοµένη καµπύλης 

Όταν ένα σηµείο κινείται κατά µήκος µιας καµπύλης του χώρου, η θέση του ( )tP  

κατά την στιγµή t , σε ένα καρτεσιανό τρισορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων Oxyz, 

έστω ( )zyx ,,  µπορεί να καθοριστεί από τρεις εξισώσεις της µορφής (2) 

( ) ( ) ( ).,, tZztYytXx ===  

Καθώς η t  µεταβάλλεται παίρνοντας τιµές σε ένα διάστηµα [ ] ℜ⊆∈ bat , , τα σηµεία 

( )zyx ,,  που ορίζονται από τις εξισώσεις αυτές γράφουν την τροχιά του κινητού. Η 

παράµετρος t  µπορεί να είναι χρόνος, γωνία, µήκος τόξου και άλλες. Παραδείγµατος 

χάρη, αν η [ )π2,0, ∈tt  παριστάνει την προσηµασµένη γωνία που σχηµατίζει ο 

ηµιάξονας Ox  µε το διάνυσµα OP  , η οποία λέγεται και πολική γωνία, και (2) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,0,sin,cos === tZtRtYtRtX  

τότε η καµπύλη είναι ένας ο κύκλος κέντρου O και ακτίνας R  που βρίσκεται στο 

−xy επίπεδο.(2) 

Οι εξισώσεις ( ) ( ) ( )tZztYytXx === ,,  ονοµάζονται παραµετρικές εξισώσεις της 

καµπύλης και οι ZYX ,, σηµαίνουν συναρτήσεις που παίρνουν πραγµατικές τιµές 

στο θεωρούµενο διάστηµα (παραµετρικό διάστηµα) και είναι ορισµένες και συνεχείς 

σε αυτό.(2)  

Ευθεία 

Οι παραµετρικές εξισώσεις της ευθείας, η οποία διέρχεται από το σηµείο ( )000 ,, zyxP  

και είναι παράλληλη στο µη µηδενικό διάνυσµα ( )cbav ,,=
r

 είναι: (2) 

( )
( )
( ) ℜ∈⋅+=

⋅+=

⋅+=

ttcztz

tbyty

taxtx

,0

0

0
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Κύκλος 

Οι παραµετρικές εξισώσεις του κύκλου κέντρου ( )00 , yx  και ακτίνας Rστο −xy

επίπεδο, είναι: (2) 

( ) ( )
( ) ( ) [ )π2,0,sin

cos

0

0

∈⋅+=

⋅+=

ttRyty

tRxtx

 

Υπερβολή
 

Οι παραµετρικές εξισώσεις της υπερβολής στο −xy επίπεδο µε εστίες ( )0,γ−  και 

( )0,γ είναι: (2) 

( ) ( )
( ) ( ) ℜ∈⋅=

⋅=

ttty

ttx

,sinh

cosh

β
α

 

µε γβα ,,  σταθερές και 222 αγβ += . (2) 

Έλλειψη 

Οι παραµετρικές εξισώσεις της έλλειψης µε κέντρο (x0, y0) στο xy-επίπεδο µε εστίες 

(-γ, 0) και (γ, 0) είναι:  

x(t)  = x0 + acos(t) 

y(t) = y0 + bsin(t) , t � [0, 2π] (2), (4)  

Παραβολή  

Ένα ζευγάρι παραµετρικών εξισώσεων της παραβολής µε εστία E (0, �� ) είναι το 

παρακάτω:  

x = t2 / 2p , y = t, t � � . (4)  

 

 

Έτσι όπως ορίστηκε η καµπύλη υποδηλώνει το γεωµετρικό τόπο των σηµείων που 

κινούνται στο χώρο µε ένα βαθµό ελευθερίας. (2)  
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Εικόνα 2: Αναπαράσταση µιας καµπύλης στον χώρο. Στο σηµείο της ( )tP  
διακρίνουµε την διανυσµατική ακτίνα ( )tr

r
 και το εφαπτοµενικό διάνυσµα ( )tv

r
.  (2) 

 

Αν kji
rrr

,,  είναι τα µοναδιαία διανύσµατα των αξόνων OzOyOx ,, αντίστοιχα, τότε 

το διάνυσµα µε αρχή το κέντρο των αξόνων και πέρας το σηµείο ( )zyx ,,  

( ) ( ) ( ) ( ) ktZjtYitXtr
rrrr
⋅+⋅+⋅=  λέγεται διανυσµατική ακτίνα του αντίστοιχου σηµείου 

της καµπύλης ( )zyx ,, . Επίσης η εξίσωση ( ) ( ) ( ) ( ) ktZjtYitXtr
rrrr
⋅+⋅+⋅=  λέγεται 

διανυσµατική παραµετρική εξίσωση ή απλά διανυσµατική εξίσωση της καµπύλης. 

Για καµπύλες που βρίσκονται πάνω στο −xy επίπεδο, η −z συνιστώσα, ( )tZ , είναι 

για κάθε t  ίση µε το µηδέν. Όταν η συνάρτηση της καµπύλης έχει την ανωτέρω 

διανυσµατική µορφή, η µελέτη των ιδιοτήτων της ανάγεται στην µελέτη των 

ιδιοτήτων των συναρτήσεων ZYX ,, . Όταν η t  µεταβάλλεται στο παραµετρικό 

της διάστηµα, η διανυσµατική ακτίνα ( )tr
r

 µεταβάλλεται εν γένει και κατά το µήκος 

της και κατά την κατεύθυνσή της. Εφόσον ορίζεται η παράγωγος της ( )tr
r

στη θέση t , 

το διάνυσµα ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ktZjtYitXtrtv
rrrrr
⋅+⋅+⋅== ''''  λέγεται διανυσµατική ταχύτητα, 

ενώ το µέτρο αυτής ( ) ( )tvtv
r

=  επιτρόχια ταχύτητα. Αν για ένα σηµείο της καµπύλης 

( )zyx ,, = ( ) ( ) ( )( )tZtYtX ,, , ορίζεται το ( )tr '
r

 και δεν είναι το µηδενικό διάνυσµα, η 

ευθεία που διέρχεται από το σηµείο αυτό και είναι παράλληλη στο διάνυσµα ( )tr '
r

 

ονοµάζεται εφαπτοµένη της καµπύλης στο συγκεκριµένο σηµείο. Όταν για όλα τα 

σηµεία της καµπύλης C  ορίζεται η παράγωγός της ως προς t , δηλαδή η ( )tr '
r

, η 

οποία επιπλέον είναι συνεχής και πάντοτε διάφορη του µηδενικού διανύσµατος, τότε 

η καµπύλη C  είναι µια λεία ή οµαλή καµπύλη. Έτσι η καµπύλη αυτή έχει µια καλώς 
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ορισµένη εφαπτοµένη σε κάθε σηµείο της και η εφαπτοµένη αυτή αλλάζει συνεχώς 

διεύθυνση όταν κινούµεθα πάνω στην καµπύλη. (2) 

Για κάθε t  ορίζεται ένας αριθµός ( )ts , ο οποίος παριστάνει την απόσταση που έχει 

διανύσει το κινητό πάνω στην καµπύλη από κάποια στιγµή 0t  µέχρι την στιγµή t . Η 

συνάρτηση αυτή s  που µετράει το µήκος του τόξου έχει την ιδιότητα η παράγωγός 

της να είναι ίση µε την επιτρόχια ταχύτητα. ∆ηλαδή, για κάθε t , είναι ( ) ( )tvts =' . 

Μπορούµε να υπολογίσουµε το µήκος του τόξου που, έχει διανύσει το κινητό πάνω 

στην καµπύλη από κάποια στιγµή 0t  µέχρι την στιγµή 1t , ολοκληρώνοντας την 

προηγούµενη σχέση στο διάστηµα [ ]10 , tt , δηλαδή: (2) 

( ) ( ) ( ) ∫∫∫ 






+






+






===−
1

0

1

0

1

0

222

01

t

t

t

t

t

t

dt
dt
dz

dt
dy

dt
dx

dt
dt
rd

dttvtsts
r

. 

 

Αν η κίνηση του σηµείου αρχίζει τη στιγµή at = , τότε ( ) 0=as  και η απόσταση που 

κάλυψε µέχρι την στιγµή 1t  θα είναι:  (2) 

( ) ( )∫=
1

1

t

a

dttvts . 

Ένα σηµείο ( )00 tP  λέγεται οµαλό σηµείο της καµπύλης, αν 0
0

rr
≠

Pdt
rd , δηλαδή αν και 

µόνον αν, µια τουλάχιστον από τις παραγώγους  
000

,,
ttt dt

dz
dt
dy

dt
dx  είναι διάφορος του 

µηδενός. Άρα το σύνολο των µη  οµαλών σηµείων αυτής θα ικανοποιεί τις εξισώσεις: 
(2) 

( ) ( ) ( ) 0''' === tztytx , δηλαδή 0
rr

=
dt
rd

. 

Επειδή λοιπόν στα οµαλά σηµεία µιας καµπύλης ισχύει ότι 0
rr

≠
dt
rd

, θα είναι και 

0≠
dt
ds

σε αυτά τα σηµεία. Εποµένως η ( )tss =  µπορεί στα σηµεία αυτά να λυθεί ως 
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προς  t  , δηλαδή να έχουµε ( )stt = . Εποµένως , αν η καµπύλη είναι λεία, τότε µπορεί 

να γραφεί µε νέα παράµετρο, την s , ως εξής: (2) 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )ksZjsYisXkstZjstYistXsr
rrrrrrr

++=++= . 

Η s  λέγεται φυσική παράµετρος της καµπύλης. (2) 

 

3.2 Εφαπτόµενο και πρωτοκάθετο διάνυσµα σε καµπύλη 

 

Ορίζουµε µια άλλη διανυσµατική συνάρτηση που συνδέεται µε την καµπύλη, το 

µοναδιαίο εφαπτόµενο διάνυσµα T
r

, το οποίο ορίζεται για κάθε t  για το οποίο είναι 

( ) 0≠tv  από την σχέση :  (2) 

( ) ( ) ( )

dt
rd

dt
rd

tv
tv

tT r

r

rr
=⋅=

1
     και είναι εξ ορισµού        ( ) ( ) 1== tTtT

r
. 

Όταν το σηµείο διαγράφει την καµπύλη, το αντίστοιχο διάνυσµα T
r

 µεταβάλλεται 

µόνο κατά διεύθυνση αφού το µέτρο του παραµένει ίσο µε την µονάδα. Προφανώς, 

αν η καµπύλη εκφράζεται µε την φυσική της παράµετρο s , τότε είναι ( )
ds
rd

sT
rv

= . 

Πράγµατι είναι ( )

dt
rd

dt
rd

dt
ds
dt
rd

ds
rd

sT r

rr
rv

=== . (2) 

Η τάση του T
r

 για µεταβολή της διεύθυνσής του µετριέται µε την παράγωγό του 'T
r

. 

Είναι γνωστό ότι, η παράγωγος µιας διανυσµατικής συνάρτησης µε σταθερό µέτρο, 

είναι διανυσµατική συνάρτηση κάθετη προς την αρχική συνάρτηση. Άρα για κάθε t  

για το οποίο ισχύει ( ) 0≠tv , είναι 'T
r

 κάθετο προς το  T
r

. Ορίζουµε, τοιουτοτρόπως,  

µια άλλη διανυσµατική συνάρτηση, την N
r

 , που συνδέεται µε την καµπύλη, το 

µοναδιαίο διάνυσµα µε κατεύθυνση την κατεύθυνση του 'T
r

, το οποίο ονοµάζεται 

πρωτοκάθετο στην καµπύλη και δίνεται για κάθε t  για το οποίο είναι ( ) 0' ≠tT  από 

την σχέση :  (2) 
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( ) ( ) ( )tT
tT

tN '
'
1 rr

⋅=  , ενώ είναι εξ ορισµού ( ) ( ) 1== tNtN
r

. 

Όταν για κάποιο t  ορίζονται τα δύο µοναδιαία διανύσµατα ( )tN
r

 και ( )tT
r

, και τα 

θεωρήσουµε µε αρχή το αντίστοιχο σηµείο ( )tP της καµπύλης, τότε ορίζουν ένα 

επίπεδο που ονοµάζεται εγγύτατο επίπεδο της καµπύλης στο σηµείο αυτό. Αν 321 ,, ttt  

είναι τρεις οποιεσδήποτε τιµές του t  και θεωρήσουµε το επίπεδο που ορίζεται από τα 

σηµεία ( ) ( ) ( )332211 ,, tPtPtP της καµπύλης , µπορεί να αποδειχθεί ότι το επίπεδο που 

ορίζεται από τα σηµεία αυτά πλησιάζει την θέση του εγγύτατου επιπέδου της 

καµπύλης στο 2t  , εφόσον ορίζεται, όταν τα 31, tt πλησιάζουν το 2t . Για τον λόγο 

αυτό, το εγγύτατο επίπεδο χαρακτηρίζεται πολλές φορές σαν εκείνο το επίπεδο που 

βρίσκεται όσο γίνεται πιο κοντά στην καµπύλη σε κάθε σηµείο της. Όταν η καµπύλη 

είναι επίπεδη, όχι όµως ευθεία, το εγγύτατο επίπεδο, για όλα τα σηµεία αυτής για τα 

οποία ορίζεται, ταυτίζεται µε το επίπεδο της καµπύλης. Η παράγωγος της 

διανυσµατικής ταχύτητας, είναι µια άλλη διανυσµατική συνάρτηση της καµπύλης που 

ορίζεται από την σχέση ( ) ( )tvt '
rr

=α  για όποια εκ των σηµείων ( )tP  ορίζεται και είναι 

διάνυσµα του εγγύτατου επιπέδου στο ( )tP  αν η αρχή του διανύσµατος αυτής είναι 

στο συγκεκριµένο σηµείο. (2) 

Επίσης, για επίπεδες καµπύλες, το ( )tT '  είναι ένα µέτρο του συντελεστή µεταβολής 

της γωνίας κλίσης ( )tφ  του εφαπτόµενου διανύσµατος ( )tT
r

, όπως φαίνεται και στο 

κάτωθι σχήµα. (2) 
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Εικόνα 3: Το ( )tT '  είναι ένα µέτρο του συντελεστή µεταβολής της γωνίας κλίσης 

( )tφ  του εφαπτοµενικού διανύσµατος ( )tT
r

. (2) 

 

 

3.3 Καµπυλότητα µιας καµπύλης 

 

Για µια ευθεία γραµµή το εφαπτόµενο διάνυσµα T
r

 δεν αλλάζει κατεύθυνση οπότε 

είναι 0'
vr

=T , αλλά όταν η καµπύλη δεν είναι ευθεία γραµµή, η παράγωγος 'T
r

 µετρά 

την τάση της εφαπτοµένης να αλλάξει κατεύθυνση. Ο συντελεστής µεταβολής του 

εφαπτόµενου διανύσµατος T
r

 ως προς την φυσική της παράµετρο (το µήκος του 

τόξου που διαγράφει το τυχόν σηµείο της καµπύλης), 
ds
Td
r

, ονοµάζεται 

διανυσµατική καµπυλότητα της καµπύλης. (2) 

Ο κανόνας της αλληλουχίας µας δίνει την διανυσµατική καµπυλότητα σαν 

συνάρτηση του «χρόνου» t  : (2) 

( ) ( ) ( ) ( )tT
tv

tT
tsdt

Td
ds
dt

ds
Td

'
1

'
'
1 rr

rr

⋅=⋅=⋅=  

Είναι όµως ( ) ( ) ( )tT
tT

tN '
'
1 rr

⋅= , άρα ο προηγούµενος τύπος δίνει:  
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( )
( ) ( )tN
tv
tT

ds
Td r
r

⋅=
'

 

Από τον τύπο αυτό συµπεραίνουµε ότι η διανυσµατική καµπυλότητα 
ds
Td
r

 και το 

πρωτοκάθετο διάνυσµα ( )tN
r

 έχουν την ίδια κατεύθυνση αφού η βαθµωτή ποσότητα 

( )
( )tv

tT '  είναι ένας µη αρνητικός αριθµός. Η βαθµωτή αυτή ποσότητα ( )
( )tv

tT ' , 

ονοµάζεται καµπυλότητα της καµπύλης στο σηµείο της ( )tP  και γράφουµε 

( ) ( )
( )tv
tT

t
'

=κ . Με άλλα λόγια η καµπυλότητα ( )tκ της καµπύλης, στο σηµείο της ( )tP , 

είναι το µέτρο της διανυσµατικής καµπυλότητας. (2) 

Αν η καµπύλη εκφράζεται µε την φυσική της παράµετρο s , τότε είναι ( )
ds
rd

sT
rv

=  µε 

( )sT
r

 µοναδιαίο. Πράγµατι είναι ( ) 1=====

dt
rd

dt
rd

dt
rd

dt
rd

dt
ds
dt
rd

ds
rd

sT r

r

r

rr
rr

. (2) 

Άρα, η παράγωγος του ( )sT
r

 ως προς s είναι κάθετο διάνυσµα στο ( )sT
r

, µε άλλα 

λόγια, το πρωτοκάθετο διάνυσµα στο σηµείο ( )sP , το ( )sN
r

, δίνεται από την σχέση 

( )

ds
Td

ds
Td

sN r

r

r
= . Είναι όµως, όπως ορίσαµε ανωτέρω, 

ds
Td
r

=κ , άρα θα είναι 

( )
ds
Td

sN

r
r

⋅=
κ
1 . (2) 

Επίσης, αν η καµπύλη εκφράζεται µε την φυσική της παράµετρο s , η καµπυλότητα 

µπορεί να δοθεί από την σχέση 2

2

ds
rd
r

=κ , εφόσον 2

2

ds
rd

ds
ds
rd

d

ds
Td

r

r
r

=









==κ . (2) 

Γενικά, η καµπυλότητα της καµπύλης δίνει ένα µέτρο του ρυθµού µεταβολής του 

εφαπτόµενου διανύσµατος κατά µήκος της καµπύλης. Συνεπώς, όσο περισσότερο 
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στρίβει η καµπύλη στο σηµείο P , τόσο µεγαλύτερη είναι η καµπυλότητα. Εποµένως, 

η καµπυλότητα σε κάθε σηµείο µιας ευθείας είναι προφανώς µηδέν. Επίσης, ένας 

κύκλος στρίβει σε όλα τα σηµεία του οµοιόµορφα, έτσι η καµπυλότητα σε κάθε 

σηµείο ενός κύκλου είναι ίδια και ίση µε την καµπυλότητα ενός οποιουδήποτε 

κύκλου µε την ίδια ακτίνα. Επιπλέον, όσο µικρότερη είναι η ακτίνα ενός κύκλου, 

τόσο περισσότερο στρίβει αυτός σε κάθε σηµείο του, έτσι η καµπυλότητα ενός 

κύκλου είναι µεγαλύτερη από την καµπυλότητα ενός άλλου κύκλου µε µεγαλύτερη 

ακτίνα. (2) 

Αν µια καµπύλη θεωρηθεί ως η τροχιά κίνησης ενός υλικού σηµείου, τότε η 

καµπυλότητα αποτελεί ένα µέτρο της απόκλισης της τροχιάς από µία επίπεδη κίνηση. 
(2) 

Ακτίνα καµπυλότητας  

Όταν ( ) 0≠tκ , τότε ορίζεται ο αντίστροφός του 
( )tκ
1  και λέγεται ακτίνα 

καµπυλότητας της καµπύλης στο σηµείο ( )tP . Ο κύκλος που βρίσκεται στο εγγύτατο 

επίπεδο της καµπύλης στο σηµείο της ( )tP  και έχει κέντρο το πέρας της 

διανυσµατικής καµπυλότητας και ακτίνα ίση µε 
( )tκ
1 , ονοµάζεται ο εγγύτατος 

κύκλος της καµπύλης στο σηµείο της ( )tP . Αποδεικνύεται ότι, ο εγγύτατος κύκλος 

της καµπύλης στο σηµείο της ( )tP , είναι η οριακή θέση των κύκλων που περνούν 

από τρία γειτονικά σηµεία της καµπύλης ba PPP ,, , όταν τα aP  και bP  τείνουν να 

συµπέσουν στο σηµείο P . Για τον λόγο αυτό, ευλόγως ο εγγύτατος κύκλος της 

καµπύλης σε κάθε σηµείο της, θεωρείται ως ο κύκλος που βρίσκεται όσο πιο κοντά 

γίνεται στην καµπύλη. (2)  
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4. Περί επιφανειών 
 

4.1 Επιφάνειες ορισµένες σε παραµετρική µορφή  
 

4.1.1 Ορισµός  παραµετρικής αναπαράστασης επιφανειών  
 
Μια επιφάνεια ορίζεται ως ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων στο χώρο που 
ικανοποιούν µία συνθήκη της µορφής: 

F(x,  y,  z)  =  0. 
η οποία είναι µη παραµετρική παράσταση των επιφανειών και συνήθως, λέγεται 
πεπλεγµένη εξίσωση της επιφάνειας. Στα συστήµατα σχεδιοµελέτης µε Η/Υ όµως, 
όπως και στην περίπτωση των καµπύλων, χρησιµοποιείται η παραµετρική 
αναπαράσταση, µε εξισώσεις της µορφής : (11) 

 
S(u,v)= (Χ(u, ν), Υ(u, ν), Ζ(u, ν))  (4.1) 

 
όπου Χ, Υ και Ζ είναι κατάλληλες συναρτήσεις των δύο παραµέτρων u, ν(11) όπου τα 
σηµεία (u,v) κατά κανόνα, θεωρείται ότι ανήκουν σε ένα συνεκτικό χωρίο, 
υποσύνολο του R2. Το φυσικό νόηµα του S(u,v) είναι η διανυσµατική ακτίνα που 
εκκινεί από την αρχή των αξόνων και περατούται στο τυχόν σηµείο Μ= (Χ(u, ν),       
Υ(u, ν), Ζ(u, ν)) της επιφάνειας.  

 
Εικόνα 4: Παραµετρική αναπαράσταση τρισδιάστατης επιφάνειας. Αριστερά, 
φαίνεται η επιφάνεια και δεξιά, η παραµετρική αναπαράσταση των τριών 
συντεταγµένων X, Y, Z.(11) 

 
Παράδειγµα.  Παραµετρική αναπαράσταση σφαίρας.  

Για την περίπτωση της σφαίρας ακτίνας R, µε κέντρο την αρχή των αξόνων, οι 
παραπάνω εξισώσεις έχουν τη µορφή:  
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x = Χ(θ, φ) = R sinφ cosθ 

                   y = Υ(θ, φ) = R sinφ sinθ           (4.2) 

z = Ζ(θ, φ) = R cοsφ 

όπου οι παράµετροι u και ν είναι τώρα οι γωνίες φ και θ και 0≤ φ, θ ≤ 2π.  

 

Εικόνα 5: Παραµετρική εξίσωση σφαίρας, βάσει των γωνιών θ και φ. 

 

Οι εξισώσεις αυτές ονοµάζονται παραµετρικές ή ελεύθερες εξισώσεις επιφανείας, και 
οι αντίστοιχες πεπλεγµένες εξισώσεις προέρχονται απαλείφοντας τα u  και ν από τις 
παραπάνω εξισώσεις για τα Χ,  Υ και Ζ (Implicitization).  Για την περίπτωση της 
σφαίρας η εξίσωση είναι Χ2+Υ2+Z2=R2.  Στις περισσότερες περιπτώσεις η απαλοιφή 
αυτή δεν είναι εύκολη, και πολλές φορές µικρού βαθµού παραµετρικές εξισώσεις 
ισοδυναµούν σε υψηλού βαθµού πεπλεγµένες εξισώσεις. (11) 

Με τη µέθοδο αυτή µια επιφάνεια χωρίζεται σε ανεξάρτητα τµήµατα, µπαλώµατα, 
και το τελικό αποτέλεσµα είναι η σύνδεση αυτών των µπαλωµάτων.  Ένα µπάλωµα 
είναι το βασικό µαθηµατικό στοιχείο για την µοντελοποίηση µιας σύνθετης 
επιφάνειας και µπορεί να είναι τετράπλευρο ή τρίγωνο.  (11) 

Οι επιφάνειες χωρίζονται σε δύο κατηγορίες,  στις αναλυτικές επιφάνειες που είναι η 
επίπεδη επιφάνεια,  η γραµµική επιφάνεια,  η επιφάνεια εκ περιστροφής και ο 
τµηµατικός κύλινδρος και στις επιφάνειες ελεύθερης µορφής που απεικονίζονται µε 
πολυωνυµικά ή ρητά σχήµατα. (11) 



23 
 

 
Εικόνα 6: Ορισµός σύνθετης επιφάνειας από τετράπλευρα και τρίγωνα µπαλώµατα.  

 

 

4.1.2 Ισοπαραµετρικές Καµπύλες  
 
Σε µια παραµετρική επιφάνεια ορίζονται δύο οικογένειες ισοπαραµετρικών 
καµπυλών.  Η πρώτη δηµιουργείται θέτοντας u =  σταθερό και η δεύτερη θέτοντας v 
= σταθερό. Μια ισοπαραµετρική καµπύλη µε σταθερό u έχει το ν ως παράµετρο 
ορισµού της και αντίστροφα. (11)   
 
Για το παράδειγµα της σφαίρας: 

 

Έστω Μ τυχόν σηµείο σφαίρας και έστω Su η επί της σφαίρας καµπύλη, η οποία 
προκύπτει όταν  στην παραµετρική εξίσωση της σφαίρας (3.1) θέσουµε v σταθερό. 
Τότε, η Su είναι µία καµπύλη η οποία κείται επί της σφαίρας και εποµένως ένα 
εφαπτόµενο διάνυσµά της στο M είναι το ���� . Οµοίως, η Sv είναι µία καµπύλη που 

κείται επί της σφαίρας και ένα εφαπτόµενο διάνυσµά της είναι το ����.  Εάν τα ����και 
��
��υπολογισµένα στο ίδιο σηµείο της επιφάνειας, δεν είναι συγγραµµικά τότε αυτά 
ορίζουν ένα επίπεδο, το οποίο προφανώς, εφάπτεται της επιφάνειας στο Μ.  
Το εφαπτόµενο επίπεδο στο Μ ορίζεται µονοσήµαντα από το κάθετο σε αυτό 
διάνυσµα στο Μ. Αλλά, το εξωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων όπως το ����και ����, 
τα οποία ανήκουν στο εφαπτόµενο επίπεδο είναι ένα διάνυσµα κάθετο στο επίπεδο 
αυτό και άρα κάθετο στην επιφάνεια.  
 
Συµπέρασµα :  
 
Το διάνυσµα ����x���� είναι κάθετο στην επιφάνεια σε κάθε σηµείο αυτής, όπου τα ����και 
��
�� ορίζονται και δεν είναι συγγραµµικά.  
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4.1.3 Εφαπτόµενο διάνυσµα σε ισοπαραµετρική καµπύλη επιφάνειας 
 
Σε κάθε σηµείο της επιφάνειας υπάρχουν δύο εφαπτόµενα διανύσµατα, ένα κατά τη 
διεύθυνση u  και ένα κατά τη ν κατά µήκος των ισοπαραµετρικών καµπύλων, που 
δίνονται από τις σχέσεις : (11) 

 
Pu(u,v)= �	�� = �
�� î+ ���� ĵ+��

�� �, umin≤ u≤ umax, vmin≤ v ≤ vmax  και 
 

Pv(u,v)= �	�� = �
�� î+ ���� ĵ+��
�� �, umin≤ u≤ umax, vmin≤ v ≤ vmax  (4.4)  

 
 
 
Προφανώς,  διαφορετική παραµετροποίηση έχει ως αποτέλεσµα και διαφορετικά 
εφαπτόµενα διανύσµατα. Εάν το εσωτερικό γινόµενο των δύο διανυσµάτων είναι 
µηδέν σε ένα σηµείο,  τότε τα δύο διανύσµατα είναι κάθετα µεταξύ τους.  Σηµεία της 
επιφάνειας,  στα οποία έχουµε, SuxSv διάφορο του µηδενός ονοµάζονται οµαλά 
(regular) σηµεία και σε αυτά µπορούµε να ορίσουµε το εφαπτόµενο επίπεδο προς την 
επιφάνεια καθώς και το κάθετο. (11) 

 
 
Το µέτρο των διανυσµάτων και τα µοναδιαία διανύσµατα ορίζονται από τις σχέσεις : 
 

| Pu|=���
��)2+(����)2+(����)2  

 

                 | Pv|=���
��)2+(����)2+(����)2             (4.5) 

  
��u=

��
�	�� , ��v=

��
�	��  

 
Για την περίπτωση της σφαίρας 
 
Το µοναδιαίο διάνυσµα είναι: 

(4.6) 

όπου, S( r ) = x2+y2+z2-R2 = 0.  

Για γωνία φ = 0, το µοναδιαίο διάνυσµα είναι µηδέν, και εάν δεν είχαµε προβλέψει 
την τιµή του sinφ,  τότε η παραπάνω παραµετροποίηση δεν θα µπορούσε να 
υπολογίσει το κάθετο διάνυσµα στους πόλους, παρ’ όλο που αυτό υφίσταται.  
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Η διανυσµατική εξίσωση που περιγράφει το εφαπτόµενο επίπεδο Π, σε ένα σηµείο Ρ0 
της επιφάνειας, δίνεται από τη σχέση : 

 
Π(r )= n˙(r-ro)=0                (4.7) 

 
όπου r είναι το διάνυσµα θέσης ενός σηµείου στο εφαπτόµενο επίπεδο.  

Για την περίπτωση της σφαίρας και για το σηµείο r0 = (R , R, r) / 30.5:  

n = (1 ,1 ,1 ) / 30.5 και το κάθετο επίπεδο προσδιορίζεται από την εξίσωση :  

x + y + z –30.5R=0.  

 

4.1.4 Κάθετο διάνυσµα σε επιφάνεια που δίδεται σε παραµετρική µορφή  
 
Το κάθετο διάνυσµα στην επιφάνεια σε ένα σηµείο της, είναι το διάνυσµα που είναι 
κάθετο προς τα δύο εφαπτόµενα διανύσµατα της επιφάνειας στο σηµείο αυτό.(11) 

 

Εικόνα 7: Κάθετο διάνυσµα σε επιφάνεια.  

 
Συνεπώς, ορίζεται από το εξωτερικό γινόµενο των δύο εφαπτόµενων διανυσµάτων:  

N(u,v)= �	��x�	�� = PuxPv         (4.8) 
 

και το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα δίνεται από τη σχέση :  
 

      (4.9) 
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4.2 Επιφάνειες ορισµένες µέσω πεπλεγµένης εξισώσεως f(x,y,z)=0.  
 

4.2.1 Εφαπτόµενο επίπεδο σε επιφάνεια που δίδεται σε πεπλεγµένη 
µορφή 

Έστω f µια διαφορίσιµη συνάρτηση  στο ανοικτό υποσύνολο U του R3 και α  
πραγµατικός. Το σύνολο των σηµείων (x, y, z) ώστε f(x, y, z) 
= α  λέγεται ισοσταθµική επιφάνεια της f  η οποία αντιστοιχεί στο α. Αν αντί 
του R3 έχουµε το R2, τότε το παραπάνω σύνολο 
λέγεται ισοσταθµική καµπύλη της f που αντιστοιχεί στο α. (9) 

Υποθέτουµε ότι η f είναι διαφορίσιµη µε gradf(x, y, z) 0.(9) 

Μια καµπύλη C : [a, b]�R3 βρίσκεται πάνω στην επιφάνεια αυτή αν f(C(t))=α για 
κάθε t [a, b].(9) 

Έστω Μ ένα σηµείο πάνω στην επιφάνεια f(x, y, z) = α και C µια καµπύλη που 
βρίσκεται πάνω από την επιφάνεια και διέρχεται από το Μ. Tότε 
υπάρχει s ώστε C(s)=Μ. Επειδή f(C(t))=0, παραγωγίζοντας παίρνουµε: (9) 

gradf(C(t))· C'(t)=0 

οπότε στο t=s 

gradf(Μ)· C'(s)=0,  

όπου gradf(Μ)  είναι το κάθετο διάνυσµα στην επιφάνεια στο σηµείο Μ ή η κλίση 
της επιφάνειας f στο σηµείο Μ. Αυτό σηµαίνει ότι η κλίση της f στο Μ είναι κάθετη 
στο διάνυσµα της ταχύτητας της C στο Μ  µε την υπόθεση ότι C'(s)
0. Ορίζουµε το εφαπτόµενο επίπεδο στην επιφάνεια αυτή στο σηµείο Μ να είναι το 
επίπεδο το οποίο διέρχεται από το Μ και είναι κάθετο στο gradf(Μ). (9) 

 

 

 

 

 

 

 



 

5 Περί επιπέδων επιφανειών
 

5.1 Παραµετρικός Ορισµός του Επιπέδου

Ένα επίπεδο ορίζεται: 

i) Από ένα σηµείο του και µία διεύθυνση κάθετη σ’ αυτό ή
ii) Από ένα σηµείο του και δύο µη συγγραµικά διανύσµατα παράλληλα προς 
αυτό ή 
iii) Από δύο σηµεία του Α,Β και ένα διάνυσµα 
αλλά όχι συγγραµµικό µε το 
iv) Από τρία σηµεία του Α,Β,Γ που δεν βρίσκονται επάνω στην ίδια ευθεία.

Οι περιπτώσεις iii) και iv
µελετήσουµε µόνο τις περιπτώσεις 

i) Το επίπεδο (π) διέρχεται από το σηµείο Ρ
n≠0.(4) 

Εικόνα 8: Ορισµός του επιπέδου από δύο σηµεία του και ένα διάνυσµα κάθετο σε 
αυτό αλλά που δεν είναι συγγραµµικό µε το διάνυσµα που ορίζεται από τα δύο 

Θεωρούµε µία αρχή Ο. Αν είναι Ρ
επιπέδου, τότε το r-r0 έχει διεύθυνση παράλληλη προς το επίπεδο και άρα κάθετη στο 
n. Εποµένως, (4) 

Η παραπάνω εξίσωση λέγεται διανυσµατική εξίσωση του επιπέδου (π). Αν 
θεωρήσουµε ένα σύστηµα συντεταγµένων µε αρχή το Ο, ως προς το οποίο είναι 
n=Αi+Βj+Γk και r=xi+yj+

A(x-x0)+ 

ή  ισοδύναµα  

Αx+
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Περί επιπέδων επιφανειών 

Παραµετρικός Ορισµός του Επιπέδου 

Από ένα σηµείο του και µία διεύθυνση κάθετη σ’ αυτό ή 
Από ένα σηµείο του και δύο µη συγγραµικά διανύσµατα παράλληλα προς 

Από δύο σηµεία του Α,Β και ένα διάνυσµα u που είναι παράλληλο προς αυτό, 
αλλά όχι συγγραµµικό µε το ΑΒ ή  

Από τρία σηµεία του Α,Β,Γ που δεν βρίσκονται επάνω στην ίδια ευθεία.

iv) ανάγονται άµεσα στην περίπτωση ii) και γι’ αυτό θα 
µελετήσουµε µόνο τις περιπτώσεις i) και ii). 

Το επίπεδο (π) διέρχεται από το σηµείο Ρ0 και είναι κάθετο σε ένα διάνυσµα 

 

Ορισµός του επιπέδου από δύο σηµεία του και ένα διάνυσµα κάθετο σε 
αυτό αλλά που δεν είναι συγγραµµικό µε το διάνυσµα που ορίζεται από τα δύο 

σηµεία του επιπέδου.  

Θεωρούµε µία αρχή Ο. Αν είναι Ρ0(r0) και Ρ(r ) είναι ένα τυχαίο σηµείο του 
έχει διεύθυνση παράλληλη προς το επίπεδο και άρα κάθετη στο 

(r-r0)˙n=0  (5.1) 

Η παραπάνω εξίσωση λέγεται διανυσµατική εξίσωση του επιπέδου (π). Αν 
θεωρήσουµε ένα σύστηµα συντεταγµένων µε αρχή το Ο, ως προς το οποίο είναι 

+zk τότε η παραπάνω σχέση γράφεται: (4) 

 B(y-y0)+ Γ(z-z0)=0           (5.2) 

+By+Γz+∆=0   (5.3) 

Από ένα σηµείο του και δύο µη συγγραµικά διανύσµατα παράλληλα προς 

που είναι παράλληλο προς αυτό, 

Από τρία σηµεία του Α,Β,Γ που δεν βρίσκονται επάνω στην ίδια ευθεία. 

) και γι’ αυτό θα 

και είναι κάθετο σε ένα διάνυσµα 

Ορισµός του επιπέδου από δύο σηµεία του και ένα διάνυσµα κάθετο σε 
αυτό αλλά που δεν είναι συγγραµµικό µε το διάνυσµα που ορίζεται από τα δύο 

είναι ένα τυχαίο σηµείο του 
έχει διεύθυνση παράλληλη προς το επίπεδο και άρα κάθετη στο 

Η παραπάνω εξίσωση λέγεται διανυσµατική εξίσωση του επιπέδου (π). Αν 
θεωρήσουµε ένα σύστηµα συντεταγµένων µε αρχή το Ο, ως προς το οποίο είναι 
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όπου  

∆=-(Αx0+By0+Γz0) και |Α|+|Β|+|Γ|≠0. 

Η εξίσωση (5.3) λέγεται καρτεσιανή εξίσωση του επιπέδου.(4) 

Αντιστρόφως το σύνολο των σηµείων του χώρου που οι συντεταγµένες τους (x,y,z) 
επαληθεύουν µία εξίσωση της µορφής (5.3), βρίσκονται επάνω σε ένα επίπεδο που 
είναι κάθετο στο διάνυσµα n=Αi+Βj+Γk. Πράγµατι, αν Ρ1(x1,y1,z1) και Ρ2(x2,y2,z2) 
είναι δύο τέτοια σηµεία, δηλαδή (4) 

Αx1+By1+Γz1+∆=0,  Αx2+By2+Γz2+∆=0, 

τότε  

Α(x2-x1)+B(y2-y1)+Γ(z2-z1)+∆=0. 

Η σχέση όµως αυτή είναι ισοδύναµη µε την nP1P2=0 και άρα n�P1P2. Άρα όλα τα 
σηµεία του χώρου που οι συντεταγµένες τους ικανοποιούν την (5.3) , σχηµατίζουν µε 
το Ρ1 διανύσµατα που είναι κάθετα στο σταθερό διάνυσµα n και εποµένως είναι 
συνεπίπεδα. (4) 

Αξιοσηµείωτες περιπτώσεις 

• Επίπεδα παράλληλα προς τα επίπεδα των συντεταγµένων.  
 
Ø Το επίπεδο xOy περνά από την αρχή Ο(0,0,0) και είναι κάθετο στο διάνυσµα 
n=0i+0j+k=k. Άρα έχει εξίσωση z=0.  
Ø Όµοια τα επίπεδα yOz, xOz έχουν εξισώσεις x=0, y=0 αντίστοιχα. 
Ø Γενικότερα, η εξίσωση z=c παριστάνει επίπεδο που διέρχεται από το σηµείο 
(0,0,c) και έχει κάθετο διάνυσµα το k, δηλαδή είναι παράλληλο στο επίπεδο xOy 
(άρα κάθετο στον άξονα z’z). Όµοια οι εξισώσεις x=c, y=d παριστάνουν επίπεδα 
παράλληλα προς τα yOz, xOz αντίστοιχα. (4) 
 
• Επίπεδα παράλληλα προς τους άξονες των συντεταγµένων. 
 
Ø Ένα επίπεδο που είναι παράλληλο προς τον άξονα z’z έχει κάθετο διάνυσµα 
της µορφής n=Αi+Βj+0k και άρα εξίσωση της µορφής  

o Αx+By+∆=0, 
o Όπου παρατηρούµε ότι απουσιάζει η µεταβλητή που αντιστοιχεί στον άξονα 
προς τον οποίο είναι παράλληλο. 
 
Ø Όµοια προκύπτουν οι εξισώσεις  
 

o By+Γz+∆=0, Αx+Γz+∆=0 
o των επιπέδων που είναι παράλληλα προς τους άξονες x’x, y’y αντίστοιχα.  
 
ii) Το επίπεδο διέρχεται από το σηµείο Ρ0(r0) και είναι παράλληλο προς τα µη 
συγγραµµικά διανύσµατα a, b. (4) 
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Εικόνα 9: Ορισµός επιπέδου από σηµείο και δύο µη συγγραµµικά διανύσµατα. (4) 

 
Στην περίπτωση αυτή τα διανύσµατα r-r0, a, b θα είναι συνεπίπεδα και άρα το µικτό 
τους γινόµενο θα είναι µηδέν:  (4) 

 

(r-r0).( a x b)=0.   (5.4) 

Η (3.4) προκύπτει από την εξίσωση (3.1) µε n=a x b.(4) 

Ισοδύναµα, µπορούµε να πούµε ότι υπάρχουν αριθµοί κ, λЄR. Τέτοιοι ώστε  

r-r0=κa+λb, κ, λ ЄR.   (5.5) 

Η εξίσωση (5.5) λέγεται διανυσµατική παραµετρική εξίσωση του επιπέδου. (4) 

Θεωρούµε ένα σύστηµα  συντεταγµένων µε αρχή το Ο, ως προς το οποίο είναι 
a=α1i+α2j+α3k και b=b1i+b2j+b3k. Η εξίσωση (3.5) είναι ισοδύναµη µε το σύστηµα:  

 

x=x0+κα1+λb1 

                                           y=y0+κα2+λb2    κ, λ ЄR                  (5.6) 

z=z0+κα3+λb3 

Οι εξισώσεις αυτές λέγονται παραµετρικές εξισώσεις του επιπέδου και για κάθε 
ζευγάρι (κ,λ) ЄR2   δίνουν τις συντεταγµένες του ενός σηµείου του. (4) 

 

Οι παραπάνω εξισώσεις µπορούν να γραφούν και στη µορφή πίνακα, η οποία λέγεται 
καρτεσιανή εξίσωση του επιπέδου: (10) 
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  (5.7) 

 

 

5.2 Απόσταση σηµείου από επίπεδο 
 
Παρακάτω θα αποδείξουµε ποια είναι η απόσταση ενός σηµείου από το επίπεδο. 

Απόδειξη 

Θεωρούµε ένα επίπεδο (π): Αx+By+Γz+∆=0 και ένα σηµείο P0(x0,y0,z0).  

 

Εικόνα 10: Απόσταση σηµείου από επίπεδο. (4) 

Αν P(x,y,z) είναι τυχόν σηµείο του επιπέδου, η απόσταση d του P0 από το (π) είναι 
ίση µε το µέτρο της προβολής του διανύσµατος P0P στη διεύθυνση του καθέτου 
διανύσµατος n=Ai+Bj+Γk του επιπέδου η οποία είναι: (4) 

|Prab|=�����
���    (5.8) 

 

Εποµένως:  

d=|PrnP0P|=|P0P˙n|/|n|=| A(x-x0)+ B(y-y0)+ Γ(z-z0)|/��� � ��+Γ2    

=|Αx0+ By0+Γz0-( Ax+ By+ Γz)|/��� � ��+Γ2    

και άρα:  

  (5.9) 



 

6 Μερικές Βασικές Ιδιότητες Πολυγώνων

6.1 Υπολογισµός εµβαδού πολυγώνου 

Έστω ότι θέλουµε να υπολογίσουµε το εµβαδόν ενός πολυγώνου. 

Εικόνα 11: έστω ότι θέλουµε να υπολογίσουµε το εµβαδόν του πολυγώνου που 
φαίνεται στην παρακάτω ε

Το πρώτο βήµα απαιτεί να διασπαστεί το σχήµα σε απλούστερες

επιφάνειες ως εξής: (15) 

Εικόνα 12: Συνιστώσες εµβαδού
εµβαδού της συγκεκριµένης συνιστώσας θα είναι θετική ή αρνητική. 

Η πιο συνηθισµένη µέθοδος 

στην παραπάνω εικόνα. Από τα άκρα κάθε πλευράς του πολυγώνου, φέρουµε

κατακόρυφες γραµµές και υπολογίζουµε το εµβαδόν του τραπεζίου, που ορίζεται από 

την πλευρά αυτή, τις δύο κατακόρυφες γραµµές και τον άξονα των 

τραπεζίου που ορίζεται από την πλευρά 1
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Μερικές Βασικές Ιδιότητες Πολυγώνων 

Υπολογισµός εµβαδού πολυγώνου  

Έστω ότι θέλουµε να υπολογίσουµε το εµβαδόν ενός πολυγώνου.  

έστω ότι θέλουµε να υπολογίσουµε το εµβαδόν του πολυγώνου που 
φαίνεται στην παρακάτω εικόνα, µε κορυφές 1,2,3,4. 

Το πρώτο βήµα απαιτεί να διασπαστεί το σχήµα σε απλούστερες, συνιστώσες

Συνιστώσες εµβαδού. Τα πρόσηµα συµβολίζουν το αν η συµβολή του 
εµβαδού της συγκεκριµένης συνιστώσας θα είναι θετική ή αρνητική. 

Η πιο συνηθισµένη µέθοδος – αλγόριθµος υπολογισµού του εµβαδού περιγράφεται 

στην παραπάνω εικόνα. Από τα άκρα κάθε πλευράς του πολυγώνου, φέρουµε

κατακόρυφες γραµµές και υπολογίζουµε το εµβαδόν του τραπεζίου, που ορίζεται από 

την πλευρά αυτή, τις δύο κατακόρυφες γραµµές και τον άξονα των x. Το εµβαδόν του 

τραπεζίου που ορίζεται από την πλευρά 1-2 υπολογίζεται από τη σχέση:

(x1-x2)*(y1+y2)/2  (1) 

 

έστω ότι θέλουµε να υπολογίσουµε το εµβαδόν του πολυγώνου που 

, συνιστώσες 

 

. Τα πρόσηµα συµβολίζουν το αν η συµβολή του 
εµβαδού της συγκεκριµένης συνιστώσας θα είναι θετική ή αρνητική.  

αλγόριθµος υπολογισµού του εµβαδού περιγράφεται 

στην παραπάνω εικόνα. Από τα άκρα κάθε πλευράς του πολυγώνου, φέρουµε 

κατακόρυφες γραµµές και υπολογίζουµε το εµβαδόν του τραπεζίου, που ορίζεται από 

Το εµβαδόν του 

2 υπολογίζεται από τη σχέση: (15)  
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Αφού υπολογιστεί το εµβαδόν του κάθε τραπεζίου, αθροίζονται οι επί µέρους 

επιφάνειες και το τελικό εµβαδόν του πολυγώνου προκύπτει: (15) 

Α=Σ((x(i+1)-x(i))*(y(i+1)+y(i))/2)  (2)  

 

Όταν x(i+1)<x(i)  τότε η συµµετοχή του αντίστοιχου τραπεζίου στο συνολικό 

εµβαδόν είναι αρνητική. Αυτό επιτρέπει τα τραπέζια που δηµιουργούνται στην 

περιοχή κάτω από το πολύγωνο να αφαιρούνται µε αποτέλεσµα η τελική επιφάνεια Α 

να είναι η ζητούµενη επιφάνεια του πολυγώνου. (15) 

Αυτός ο αλγόριθµος δουλεύει σωστά για όλα τα πολύγωνα ακόµη και όταν τα 

πολύγωνα δεν είναι κυρτά ή εάν έχουν εσωτερικά κενά. Εξαιρούνται τα πολύγωνα 

των οποίων τα όρια αλληλοτέµνονται (π.χ. ένα πολύγωνο σε σχήµα 8). Ωστόσο, σε 

ένα τοπολογικό µοντέλο, ούτως ή άλλως, ένα τέτοιο πολύγωνο θα καταχωριζόταν ως 

δύο διαφορετικά, µε κοινή κορυφή και ίδιες ιδιότητες. (15) 

Εάν το πολύγωνο ψηφιοποιείται και αποθηκεύεται αριστερόστροφα τότε η επιφάνεια 

Α προκύπτει αρνητική. (15) 

Προβλήµατα εµφανίζονται όταν το πολύγωνο έχει αρνητικές τιµές y. Τότε, µία λύση 

είναι να προσθέσουµε µία µεγάλη θετική τιµή στα y ώστε όλα να γίνουν θετικά. (15) 

 

Εφαρµογή του αλγορίθµου σε τοπολογικές δοµές  

 

Όταν το πολύγωνο ορίζεται από αλυσίδες-τόξα για τα οποία έχει καθοριστεί ποιο 

πολύγωνο έχουν προς τα αριστερά (L) και ποιο προς τα δεξιά (R ) µπορούµε να 

κάνουµε υπολογισµούς του εµβαδού του τραπεζίου ως προς κάθε αλυσίδα. Στο 

παρακάτω σχήµα φαίνονται οι τοπολογικές σχέσεις των αλυσίδων, οι οποίες 

φαίνονται στον πίνακα 1. Για κάθε αλυσίδα του πίνακα εφαρµόζεται ο προηγούµενος 

αλγόριθµος και υπολογίζεται µία επιφάνεια. Ο υπολογισµός γίνεται µε βάση τις 

συντεταγµένες του πίνακα 2 και τη σχέση (2). Η υπολογιζόµενη επιφάνεια 

καταχωρίζεται µε θετικό πρόσηµο στο πολύγωνο που βρίσκεται στα δεξιά της 

αλυσίδας και µε αρνητικό πρόσηµο στο πολύγωνο που βρίσκεται στα αριστερά της 

αλυσίδας όπως φαίνεται στον πίνακα 3. (15) 
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Εικόνα 13: Εφαρµογή του αλγορίθµου σε τοπολογικές δοµές.  

 L R 
1-2 Π Γ 
2-3 Π Β 
3-1 Π Α 
1-3 0 Α 
3-2 0 Β 
2-4 0 Γ 

Πίνακας 1: Τοπολογία αλυσίδων του παραπάνω σχήµατος.  

Κορυφή X y 
1 α α 
2 2α 2α 
3 α 2α 
4 α 0 
5 3α 0 
6 3α 2α 
7 0 α 
8 0 2α 
9 α 3α 
10 2α 3α 
11 2α α 

Πίνακας2: Οι συντεταγµένες των κορυφών του σχήµατος.  

Για παράδειγµα, η αλυσίδα 1-3 αποτελείται από τα τµήµατα 1-7, 7-8 και 8-3. Η 
υπολογιζόµενη επιφάνεια από την αλυσίδα αυτή είναι η εξής:  

(x7-x1)(y7+y1)/2+(x8-x7)(y8+y7)/2+(x3-x8)(y3+y8)=(0-α)(α+α)/2+(0-
0)(2α+α)/2+(α-0)(2α+2α)/2=α2  

Η επιφάνεια α2 καταχωρίζεται στο πολύγωνο Α και η –α2 στο εξωτερικό πολύγωνο 
που συµβολίζεται µε 0 και το οποίο βρίσκεται αριστερά της αλυσίδας. (15) 

 



 

 Π 
1-2 –α2 
2-3 2α2 
3-1 0 
1-3  
3-2  
2-4  

Σύνολο α2 
Πίνακας 3: Σταδιακός προσδιορισµό της επιφάνειας όλων των πολυγώνων µέσω 
αλυσίδων. Με 0 συµβολίζεται το εξωτερικό πολύγωνο. 

6.2 Εντοπισµός του κέντρου βάρους πολυγώνου 
 
Ως κέντρο βάρους ορίζεται το σηµείο γύρω από το οποίο ισορροπεί το πολύγωνο. 
Μερικές φορές όµως, το κέντρο βάρους βρίσκεται εκτός του πολυγώνου. Σε µία 
τέτοια περίπτωση ορίζουµε χειρονακτικά ένα εσωτερικό σηµείο του πολυγώνου, που 
παίζει το ρόλο του κέντρου βάρους. 
Μία µέθοδος αυτόµατου υπολογισµού των συντεταγµένων του κέντρου βάρους 
είναι αυτές να προκύψουν ως εξής: Το 
αντίστοιχα, το yκ ως η µέση τιµή των 
κέντρο βάρους σε πολύγωνα όπως αυτά του παρακάτω σχήµατος. 

Εικόνα 14: Το υπολογιζόµενο ως κέντρο βάρους σηµείο προσεγγίζει την περιοχή του 
πολυγώνου µε τις περισσότερες κορυφές.

 
Ένας καλύτερος αλγόριθµος υπολογισµού του κέντρου βάρους είναι να 
χρησιµοποιηθούν τα τραπέζια που δηµιουργούνται όταν φέρουµε κατακόρυφες 
ευθείες από κάθε κορυφή µέχρι τον άξονα των 
αποτελείται από ένα τρίγωνο και ένα ορθογώνιο 
κέντρο βάρους του πολυγώνου µπορεί να υπολογισθεί ως ο κεντροβαρικός µέσος 
όρος των κέντρων βάρους των επί µέρους τριγώνων και παραλληλογράµµων. Τότε, οι 
σχέσεις υπολογισµού των συντεταγµένων του κέντρου βάρους είναι: 

xκ= Σ ((yi

yκ=Σ((xi-xi+1

όπου το Α δίνεται από τη σχέση (2). 

Για την εφαρµογή αυτού του αλγορίθµου, οι κορυφές του πολυγώνου πρέπει να 
δίνονται δεξιόστροφα και οι συντεταγµένες πρέπει να είναι θετικές. 
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Α Β Γ 
  α2 
 –2α2  

0   
α2   
 3α2  
  2α2 

α2 α2 3α2 
Πίνακας 3: Σταδιακός προσδιορισµό της επιφάνειας όλων των πολυγώνων µέσω 
αλυσίδων. Με 0 συµβολίζεται το εξωτερικό πολύγωνο.  

Εντοπισµός του κέντρου βάρους πολυγώνου  

Ως κέντρο βάρους ορίζεται το σηµείο γύρω από το οποίο ισορροπεί το πολύγωνο. 
Μερικές φορές όµως, το κέντρο βάρους βρίσκεται εκτός του πολυγώνου. Σε µία 
τέτοια περίπτωση ορίζουµε χειρονακτικά ένα εσωτερικό σηµείο του πολυγώνου, που 

υ βάρους. (15) 

Μία µέθοδος αυτόµατου υπολογισµού των συντεταγµένων του κέντρου βάρους 
είναι αυτές να προκύψουν ως εξής: Το xκ ως η µέση τιµή των x των κορυφών και 

ως η µέση τιµή των y. Αυτός ο τρόπος όµως, δε δίνει το πραγµατικό 
έντρο βάρους σε πολύγωνα όπως αυτά του παρακάτω σχήµατος. (15) 

Το υπολογιζόµενο ως κέντρο βάρους σηµείο προσεγγίζει την περιοχή του 
πολυγώνου µε τις περισσότερες κορυφές. (15) 

Ένας καλύτερος αλγόριθµος υπολογισµού του κέντρου βάρους είναι να 
χρησιµοποιηθούν τα τραπέζια που δηµιουργούνται όταν φέρουµε κατακόρυφες 
ευθείες από κάθε κορυφή µέχρι τον άξονα των x. Κάθε ένα από τα τραπέζια 
αποτελείται από ένα τρίγωνο και ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο και εποµένως το 
κέντρο βάρους του πολυγώνου µπορεί να υπολογισθεί ως ο κεντροβαρικός µέσος 
όρος των κέντρων βάρους των επί µέρους τριγώνων και παραλληλογράµµων. Τότε, οι 
σχέσεις υπολογισµού των συντεταγµένων του κέντρου βάρους είναι: (15)

i-yi+1)(xi
2+xixi+1+xi+1

2)/6A)    
i+1)( yi

2+yiyi+1+yi+1
2)/6A)   (3) 

όπου το Α δίνεται από τη σχέση (2).  

Για την εφαρµογή αυτού του αλγορίθµου, οι κορυφές του πολυγώνου πρέπει να 
δίνονται δεξιόστροφα και οι συντεταγµένες πρέπει να είναι θετικές. (15)

0 
 
 
 

–α2 
–3α2 
–2α2 
–6α2 

Πίνακας 3: Σταδιακός προσδιορισµό της επιφάνειας όλων των πολυγώνων µέσω 

Ως κέντρο βάρους ορίζεται το σηµείο γύρω από το οποίο ισορροπεί το πολύγωνο. 
Μερικές φορές όµως, το κέντρο βάρους βρίσκεται εκτός του πολυγώνου. Σε µία 
τέτοια περίπτωση ορίζουµε χειρονακτικά ένα εσωτερικό σηµείο του πολυγώνου, που 

Μία µέθοδος αυτόµατου υπολογισµού των συντεταγµένων του κέντρου βάρους xκ, yκ, 
των κορυφών και 

. Αυτός ο τρόπος όµως, δε δίνει το πραγµατικό 

 
Το υπολογιζόµενο ως κέντρο βάρους σηµείο προσεγγίζει την περιοχή του 

Ένας καλύτερος αλγόριθµος υπολογισµού του κέντρου βάρους είναι να 
χρησιµοποιηθούν τα τραπέζια που δηµιουργούνται όταν φέρουµε κατακόρυφες 

. Κάθε ένα από τα τραπέζια 
παραλληλόγραµµο και εποµένως το 

κέντρο βάρους του πολυγώνου µπορεί να υπολογισθεί ως ο κεντροβαρικός µέσος 
όρος των κέντρων βάρους των επί µέρους τριγώνων και παραλληλογράµµων. Τότε, οι 

(15) 

 
 

Για την εφαρµογή αυτού του αλγορίθµου, οι κορυφές του πολυγώνου πρέπει να 
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∆ηµιουργία buffer  

H buffer είναι µία ζώνη δεδοµένου πλάτους που δηµιουργείται γύρω από ένα σηµείο, 
από µία γραµµή ή από ένα πολύγωνο. (15) 

Περιπτώσεις: 

• Η buffer γύρω από ένα σηµείο είναι η απλούστερη των περιπτώσεων καθώς 
αρκεί να φέρουµε τον κύκλο που έχει κέντρο το σηµείο και ακτίνα το δεδοµένο 
πλάτος.  
• Η buffer γύρω από µία ευθεία ή τεθλασµένη γραµµή ορίζεται από δύο 
γραµµές παράλληλες προς την αρχική που απέχουν από αυτήν απόσταση ίση µε το 
δεδοµένο πλάτος.  
• Η buffer γύρω από ένα πολύγωνο δηµιουργείται µε τον υπολογισµό ενός 
ορίου παράλληλου προς το όριο του πολυγώνου και σε απόσταση ίση µε το γνωστό 
πλάτος.  
Η µέθοδος υπολογισµού της buffer γύρω από µία τεθλασµένη και γύρω από ένα 
πολύγωνο ουσιαστικά είναι η µέθοδος υπολογισµού µίας τεθλασµένης παράλληλης 
σε µία αρχική σε δεδοµένη απόσταση. (15) 

Σκελετός πολυγώνου  

Ο σκελετός ενός πολυγώνου είναι  το δίκτυο των γραµµών στο εσωτερικό του 
πολυγώνου, το οποίο κατασκευάζεται έτσι ώστε κάθε σηµείο πάνω στις γραµµές του 
να απέχει εξίσου από τις δύο κοντινότερες πλευρές του πολυγώνου. Οι κόµβοι αυτού 
του δικτύου απέχουν εξίσου από τις τρείς κοντινότερες πλευρές. Ο σκελετός είναι ότι 
αποµένει όταν το πολύγωνο συρρικνώνεται. Η συρρίκνωση γίνεται µε κίνηση κάθε 
πλευράς προς τα µέσα κατά σταθερό βήµα. Ουσιαστικά ο σκελετός είναι το 
αντίστροφο της buffer. (15) 
Στο παρακάτω σχήµα δίνεται ο σκελετός ενός µη κυρτού πολυγώνου. Στις κυρτές 
γωνίες του η διχοτόµος τους αποτελεί γραµµή οδηγό για την κίνηση των πλευρών 
προς τα µέσα. Στις γωνίες πάνω από 1800 , το συρρικνωµένο πολύγωνο αποτελείται 
από τόξο κύκλου που έχει κέντρο την κορυφή αυτών των γωνιών. Καθώς η 
διαδικασία προχωρεί οι διχοτόµοι και τα τόξα ενώνονται και δηµιουργούν το δίκτυο 
του σκελετού. Η συρρίκνωση του πολυγώνου καταλήγει σε σηµείο, το οποίο απέχει 
τη µέγιστη απόσταση από το αρχικό όριο του πολυγώνου και είναι το κέντρο του 
µεγαλύτερου κύκλου που µπορεί να σχεδιαστεί στο εσωτερικό του πολυγώνου. (15) 

 
Ο σκελετός ενός πολυγώνου είναι µια καλή θέση για την αυτόµατη γραφή 
ονοµατολογίας στο πολύγωνο. Το όνοµα µπορεί να σχεδιαστεί: (15) 

 
• κατά µήκος των γραµµών του σκελετού 
• µε βάση το σηµείο-κέντρο του κύκλου 
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Εικόνα 15: Σκελετός µη κυρτού πολυγώνου. (15) 

 

Εικόνα 16: Ο σκελετός, ο µέγιστος κύκλος και το κέντρο του εσωτερικού κύκλου του 
πολυγώνου της παραπάνω εικόνας. (15)  
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7 Στατιστική 

 

7.1 Κανονική κατανοµή (Normal Distribution) 

 

Μια τυχαία µεταβλητή Χ λέγεται ότι ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µέση τιµή µ 

και διασπορά σ2 , συµβολικά ),(~ 2σµΝΧ , όταν η συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας (σππ) )(xf  είναι της µορφής: (1) 

                                  Rxf

x

e ∈

−
−

= χ
πσ

σ
µ

,2

2

2

)(

2

1
)(                                (7.1) 

 

Ως γνωστόν  γι’ αυτή τη συνάρτηση έχει αποδειχθεί ότι:  (1) 

1)( =∫
+∞

∞−

dxxf  

Θα επιβεβαιώσουµε ότι αυτή η σππ έχει πράγµατι µέση τιµή µ και διασπορά σ2. 

Όντως, για κάθε τυχαία µεταβλητή Χ µε σππ  )(xf  ισχύει: (1) 

µέση τιµή Χ = µµµµ +−=+−= ∫∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

dxxfxdxxfxdxxxf )()()()()(  ,    

οπότε µε την αντικατάσταση 22

2 )(
2

)(
σ
µ

σ
µ dxx

dz
x

z
−

−=⇒
−

−=  προκύπτει ότι:    

0
2

2
)()(2)()(

0

=−=−=− ∫∫∫
−∞+∞+∞

∞−

dzedxxfxdxxfx z

π
σ

µµ
µ

.  

Άρα τελικώς, αποδείξαµε ότι:   µέση τιµή Χ = µ.  (1) 

Αναλόγως ισχύει:  

∆ιασπορά Χ = dxxfx∫
+∞

∞−

− )()( 2µ , οπότε µε την αντικατάσταση 
σ
µ−

=
x

z , 

λαµβάνουµε: 
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∆ιασπορά Χ = 
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Άρα τελικώς αποδείξαµε ότι: διασπορά  Χ = 2σ . (1) 

 

Τυπική κανονική κατανοµή 

Εάν  η τυχαία µεταβλητή Ζ  ακολουθεί  κανονική κατανοµή µε µέση τιµή µηδέν και 

διασπορά ένα, δηλαδή )1,0(~ ΝZ , τότε αυτή λέγεται τυπική κανονική κατανοµή 

(standard normal distribution - snd). Η µεγάλη χρησιµότητα µια τέτοιας κατανοµής 

έγκειται στο γεγονός ότι οι πιθανότητες αναφορικά µε οποιαδήποτε κανονική 

κατανοµή, µπορούν να υπολογιστούν βάσει των πιθανοτήτων της Ζ. Πράγµατι έστω η 

),(~ 2σµΝΧ . Τότε η πιθανότητα )( tXP ≤  µπορεί να υπολογιστεί µέσω της Ζ ως 

εξής:  (1) 








 −
≤

−
=≤

σ
µ

σ
µ tX

PtXP )( . Αλλά εάν χρησιµοποιήσουµε  τον τύπο της κανονικής 

κατανοµής και τον ορισµό της πιθανότητας Pέχουµε:  

                                    .)()( 22
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dxedxxftXP
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∫∫
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==≤ σ
µ

πσ
                        (7.2)                     

Με την αντικατάσταση 
σ
µ−

=
x

z στο τελευταίο ολοκλήρωµα λαµβάνουµε:  

                                 )(
2

1
)( 2

2

σ
µσ

µ

π
−

≤==≤ ∫

−
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− t
ZPdzetXP

t
z

                           (7.3) 

Άρα η γνώση των πιθανοτήτων της Ζ παρέχει  αµέσως γνώση των πιθανοτήτων της X 

µέσω του ανωτέρου τύπου. Γι’ αυτό το λόγο, όλοι οι στατιστικοί πίνακες και οι 
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περισσότερες  βάσεις δεδοµένων στους υπολογιστές υπολογίζουν και χρησιµοποιούν 

ως τυχαία µεταβλητή αναφοράς την Ζ.  (1) 

 

7.2 Κατανοµή x2 

Έστω µια τυπική κανονική κατανοµή, )1,0(~ ΝX  και έστω ένας πληθυσµός,  µία 

ιδιότητα/ποσότητα Ι  του οποίου ακολουθεί την Χ. ∆ειγµατοληπτούµε τυχαία n άτοµα 

του πληθυσµού και µετρούµε την Ι για κάθε άτοµο οπότε λαµβάνουµε n µετρήσεις-

ποσότητες χ1, χ2,…,χn . Υπολογίζουµε την ποσότητα (1) 

                                         22
2

2
1

2
1, ... nn χχχχ +++= .                                       (7.4) 

  

∆ειγµατοληπτούµε τυχαία µε επανάθεση, για  δεύτερη φορά το συγκεκριµένο 

πληθυσµό, µετρούµε πάλι την Ι των ατόµων του δείγµατος, οπότε και λαµβάνουµε 

µια νέα ποσότητα 2
2,nχ . Επαναλαµβάνουµε αυτή τη διαδικασία για i-οστή φορά οπότε 

και λαµβάνουµε την ποσότητα 2
,inχ . Αφήνοντας το i να τείνει στο άπειρο, 

λαµβάνουµε µια στατιστική κατανοµή των 2
,inχ , η οποία συµβολίζεται 2

nX  και 

ονοµάζεται  κατανοµή −Χ τετράγωνο (chi-square) µε n βαθµούς ελευθερίας. Για να 

γράψουµε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της −X τετράγωνο, 

χρησιµοποιούµε τη συνάρτηση Γάµα, η οποία είναι η αναλυτική επέκταση του !n και 

δίνεται από τον τύπο: (1) 

                                         )0()(
0

1 >=Γ −
∞

−∫ ndxexn xn                                     (7.5) 

Πράγµατι όταν το n είναι ακέραιος )!1()( −=Γ nn  διότι προφανώς 1)1( =Γ ,ενώ 

εύκολα αποδεικνύεται µε ολοκλήρωση κατά παράγοντες ότι )1()1()( −Γ−=Γ nnn .  

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της κατανοµής −X τετράγωνο µε n βαθµούς 

ελευθερίας  έχει ως εξής: (1) 
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γραφική παράσταση της οποίας παρατίθεται κατωτέρω για διάφορα n.    (1) 

 

Εικόνα 17: Γραφική παράσταση της (σππ) µιας κατανοµής x2 για διάφορους βαθµούς 
ελευθερίας. Όσο µεγαλώνει το n µικραίνει η κορυφή της γραφικής παράστασης. Για 
n=10 έχω την υψηλότερη κορυφή, για n=20 τη µεσαία και για n=30 έχουµε την  
χαµηλότερη κορυφή.  (1) 
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Σηµειώνεται ότι η δειγµατική διασπορά 2
nS ενός τυχαίου δείγµατος n ατόµων όταν  ο 

πληθυσµιακός µέσος µ είναι γνωστός  δίνεται από τον τύπο : (1) 

                                                           ( )∑
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n

i
in x

n
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1

22 1 µ                                      (7.7) 

 

Εάν, επιπλέον, ο πληθυσµός αυτός ακολουθεί κανονική κατανοµή, τότε, η ποσότητα  
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ακολουθεί κατανοµή −X τετράγωνο µε n 

βαθµούς ελευθερίας δεδοµένου ότι όλες οι ποσότητες  
σ
µ−ix

 ακολουθούν )1,0(Ν .  

(1) 

Εάν  ο πληθυσµιακός µέσος µ είναι άγνωστος τότε η δειγµατική διασπορά δίνεται 

από τον τύπο  
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Το )1( −n  στον παρονοµαστή εισάγεται αντί του n για να αποφεύγεται η πόλωση 

κατά τη στατιστική επεξεργασία των δειγµάτων. (1) 

Έστω η τυχαία µεταβλητή Χ  η οποία ακολουθεί την ),( 2σµΝ . Παρατηρούµε ότι η 

ποσότητα   
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είναι άθροισµα των τετραγώνων των ποσοτήτων 
σ

xx
y i

i

−
= . Επειδή, δε, η 

πληθυσµιακή  µέση τιµή του iy είναι µηδέν ενώ η πληθυσµιακή διασπορά του iy

τείνει στο ένα όταν ∞→n  προκύπτει ότι  και τα iy  οριακά ακολουθούν τυπική 



42 
 

κανονική κατανοµή. Η 2Y είναι τελικά µια κατανοµή −X τετράγωνο, αλλά µε 1−n

βαθµούς ελευθερίας λόγω του ενός περιορισµού που εισάγει η εξάρτηση του x από 

τα ix  . Άρα η δειγµατική διασπορά ενός κανονικού πληθυσµού διασυνδέεται άµεσα 

µε την κατανοµή −X τετράγωνο.  (1)       

 

 

7.3 Κατανοµή t ή Student 

 

Έστω µια κανονική κατανοµή, ),(~ 2σµΝX  και έστω ένας πληθυσµός,  µία 

ιδιότητα/ποσότητα Ι   του οποίου ακολουθεί την X . ∆ειγµατοληπτούµε τυχαία n 

άτοµα του πληθυσµού και µετρούµε την Ι για κάθε άτοµο οπότε λαµβάνουµε n 

µετρήσεις-ποσότητες χ1, χ2,…,χn . Υπολογίζουµε το δειγµατικό µέσο αυτών 

∑
=

=
n

i
i

n 1
1

1 χχ , όπου ο κάτω δείκτης στο 1χ  υποδηλώνει ότι αυτή είναι η πρώτη 

δειγµατοληψία που πραγµατοποιήσαµε. Επαναλαµβάνουµε για δεύτερη φορά την 

τυχαία δειγµατοληψία οπότε και λαµβάνουµε ένα νέο δειγµατικό µέσο 2χ . 

Συνεχίζουµε αυτή τη διαδικασία, οπότε κατά την i-οστή τυχαία δειγµατοληψία 

λαµβάνουµε το δειγµατικό µέσο iχ . Αφήνοντας το i να τείνει στο άπειρο, 

λαµβάνουµε µια κατανοµή X των iχ . Η κατανοµή αυτή περιγράφεται µέσω της 

ποσότητας : (1) 

                                                           

n

Z
σ

µχ −
=                                          (7.10) 

η οποία ακολουθεί τυπική κανονική κατανοµή.  

Εάν η πληθυσµιακή διασπορά σ  είναι άγνωστη τότε η κατανοµή των χ  περιγράφεται 

από την ποσότητα    

                                                          

n
S

t
µχ −

=                                              (7.11) 
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η οποία ακολουθεί κατανοµή t ή Student µε n-1 βαθµούς ελευθερίας.  (1) 

Η κατανοµή Student n βαθµών ελευθερίας έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

την κάτωθι:    

                   )()(
)(

)(
)( 2/)1(

2

, 1

2

2

1

∞<<−∞
Γ
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= +−+

+

x
n

xf n

n

x

n

n

nt
π

             (7.12) 

 

 

7.4 Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα 

7.4.1 Το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα 

 

Το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα (Κ.Ο.Θ.) αφορά στην οριακή συµπεριφορά των 

ακολουθιών τ.µ. (τυχαίων µεταβλητών) Sn=Χ1+…+Χn ως προς την κατά Νόµο 

σύγκλιση. Με άλλα λόγια, µπορούµε να πούµε ότι το Κ.Ο.Θ. εξηγεί µεγάλο εύρος 

εφαρµογής της κανονικής κατανοµής και συνδέει οποιαδήποτε κατανοµή µε την 

κανονική. (6) 

 

Θεώρηµα 7.4.1  

Αν από έναν πληθυσµό που ακολουθεί οποιαδήποτε κατανοµή µε µέση τιµή µ και 

διασπορά σ2, επιλέξουµε τυχαία δείγµατα µεγέθους ν και υπολογίσουµε τους µέσους 

τους, τότε, για µεγάλα n ( θεωρητικά n →∞), η κατανοµή αυτών των µέσων (των 

δειγµατικών) είναι κατά προσέγγιση κανονική κατανοµή µε µέση τιµή επίσης µ και 

διασπορά σ2/ n. (6) 

Παράδειγµα 7.4.1.1 (6) 

Έστω οι παρακάτω κατανοµές τεσσάρων πληθυσµών:  



 

Τότε, οι κατανοµές των δειγµατικών µέσων είναι αντίστοιχα για 

Και για n=25: 

Όσο πιο µεγάλο είναι το µέγεθος 

είναι η προσέγγιση της κατανοµής των δειγµατικών µέσων από την κανονική 

κατανοµή.  

Παρατηρήσεις (6) 

1. Μια ισοδύναµη διατύπωση του Κ.Ο.Θ.

Αν από έναν πληθυσµό που ακολουθεί οποιαδήποτε κατανοµή µε µέση τιµή µ και 

διασπορά σ2, επιλέξουµε τυχαία δείγµατα µεγέθους 

των παρατηρήσεων κάθε δείγµατος, τότε για µ

κατανοµή αυτών των αθροισµάτων είναι κατά προσέγγιση κανονική κατανοµή µε 

µέση τιµή nµ και διασπορά

44 

Τότε, οι κατανοµές των δειγµατικών µέσων είναι αντίστοιχα για n=4:  

Όσο πιο µεγάλο είναι το µέγεθος n των δειγµάτων, τόσο καλύτερη (ακριβέστερη) 

είναι η προσέγγιση της κατανοµής των δειγµατικών µέσων από την κανονική 

Μια ισοδύναµη διατύπωση του Κ.Ο.Θ. είναι η εξής:  

Αν από έναν πληθυσµό που ακολουθεί οποιαδήποτε κατανοµή µε µέση τιµή µ και 

, επιλέξουµε τυχαία δείγµατα µεγέθους n  και υπολογίσουµε το άθροισµα 

των παρατηρήσεων κάθε δείγµατος, τότε για µεγάλα n (θεωρητικά

κατανοµή αυτών των αθροισµάτων είναι κατά προσέγγιση κανονική κατανοµή µε 

µ και διασπορά nσ2, δηλαδή, αν συµβολίσουµε µε 

 

 

 

 

των δειγµάτων, τόσο καλύτερη (ακριβέστερη) 

είναι η προσέγγιση της κατανοµής των δειγµατικών µέσων από την κανονική 

Αν από έναν πληθυσµό που ακολουθεί οποιαδήποτε κατανοµή µε µέση τιµή µ και 

και υπολογίσουµε το άθροισµα 

(θεωρητικά n n →∞) η 

κατανοµή αυτών των αθροισµάτων είναι κατά προσέγγιση κανονική κατανοµή µε 

, δηλαδή, αν συµβολίσουµε µε Sn την τυχαία 
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µεταβλητή που εκφράζει αυτά τα αθροίσµατα, τότε κατά προσέγγιση                         

Sn ~ N(nµ, nσ2).  

2. Η τυπική απόκλιση της κατανοµής των δειγµατικών µέσων σX = σ/�  

ονοµάζεται τυπικό σφάλµα (standard error). Παρατηρείστε ότι το τυπικό σφάλµα 

είναι µικρότερο από την τυπική απόκλιση σ της Χ. Σηλαδή, η µεταβλητότητα του 

πληθυσµού από τον όποιο προέρχονται. Μάλιστα, όσο αυξάνει το µέγεθος του 

δείγµατος, η δειγµατική µεταβλητότητα ( η µεταβλητότητα από δείγµα σε δείγµα των 

xµέσων , δηλαδή, το σX) ελαττώνεται.  

3. Όπως ήδη αναφέραµε, όσο πιο µεγάλο είναι το µέγεθος των δειγµάτων n, 

τόσο καλύτερη (ακριβέστερη) είναι η προσέγγιση της κατανοµής των δειγµατικών 

µέσων από την  κανονική κατανοµή. Πρακτικά, όµως, πόσο µεγάλο πρέπει να είναι 

το n; Σαφής απάντηση στο ερώτηµα αυτό δεν υπάρχει. Γενικά, το πόσο µεγάλο 

πρέπει να είναι το n, εξαρτάται από την κατανοµή του πληθυσµού. Για παράδειγµα, 

αν η κατανοµή του πληθυσµού είναι λοξή (ασύµµετρη) απαιτείται µεγαλύτερο 

µέγεθος δείγµατος από αυτό που απαιτείται αν είναι περίπου συµµετρική. Γενικά, το 

µέγεθος του δείγµατος πρέπει να είναι τουλάχιστον 30, δηλαδή, n≥30. Όµως, όπως 

φαίνεται και στα σχήµατα του παραδείγµατος 7.1, υπάρχουν περιπτώσεις όπου καλές 

προσεγγίσεις παίρνουµε και για µικρότερα n.  

Τέλος, επισηµαίνουµε την περίπτωση όπου ο πληθυσµός από τον οποίο γίνεται η 

δειγµατοληψία είναι κανονικός. Στην περίπτωση αυτή, όπως ήδη έχουµε αναφέρει, 

αποδεικνύεται θεωρητικά ότι η κατανοµή των δειγµατικών µέσων (και της Sn), είναι 

κανονική κατανοµή ανεξάρτητα από την  τιµή του n. ∆ηλαδή, αποδεικνύεται ότι:  

Αν Χ1, Χ2, …., Χn ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε Xi  ~ Ν(µ, σ2) τότε, 

Χµ=!" #$%&'(
)  ~ Ν(µ, σ2) και Sn= " *+)$,-  ~ Ν(η ˙µ, η ˙σ2).  

 

 

7.4.2 Κανονική προσέγγιση της ∆ιωνυµικής Κατανοµής  

 

Ένα σηµαντικό αποτέλεσµα της θεωρίας πιθανοτήτων, γνωστό ως οριακό θεώρηµα 

των De Moivre-Laplace, µας λέει ότι: (6) 

Για µεγάλα n ( θεωρητικά n →∞), η διωνυµική κατανοµή µπορεί να προσεγγισθεί 

από µια κανονική κατανοµή µε ίδια µέση τιµή και ίδια διασπορά. ∆ηλαδή, αν Χ~ Β(n, 
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p) τότε η κατανοµή της Χ προσεγγίζεται, για µεγάλες τιµές του n, από την Ν(µ, σ2) µε 

µ=np και σ2=np(1-p).  (6) 

Το ίδιο ερώτηµα που προέκυψε µε τη διατύπωση του Κ.Ο.Θ. µας απασχολεί εξίσου 

και στο παραπάνω αποτέλεσµα: πόσο µεγάλο πρέπει να είναι το n για να µπορεί, 

πρακτικά, να χρησιµοποιηθεί κανονική προσέγγιση της διωνυµικής κατανοµής. Όπως 

φαίνεται και στα σχήµατα που υπάρχουν στην επόµενη σελίδα, το πόσο µεγάλο 

πρέπει να είναι το n, εξαρτάται από την τιµή της παραµέτρου p. Αν για παράδειγµα, 

p=1/2 ή κοντά στο ½, τότε και για όχι πολύ µεγάλες τιµές του n  παίρνουµε 

εξαιρετικές προσεγγίσεις της διωνυµικής. Αντίθετα, αν το p είναι πολύ µικρό ή πολύ 

µεγάλο, για καλή προσέγγιση, απαιτούνται πολύ µεγαλύτερες τιµές του n. Ένας 

πρακτικός, γενικός, κανόνας είναι ο εξής: (6) 

Για να πάρουµε, µέσω του θεωρήµατος De Moivre-Laplace, καλές προσεγγίσεις της 

διωνυµικής κατανοµής αρκεί np(1-p)≥10. Επίσης, συχνά, στη βιβλιογραφία 

συναντάται και ο κανόνας: np> 5 και n(1-p)>5.  

 

Παράδειγµα (6) 

Στα τέσσερα σχήµατα που ακολουθούν δίνεται η συνάρτηση πιθανότητας της 

διωνυµικής κατανοµής µε p=0.3 (σταθερό) και n=5, 10, 25, 100 καθώς και η 

συνάρτηση πυκνότητας της κανονικής κατανοµής µε την αντίστοιχη µέση τιµή και 

διασπορά, δηλαδή, µε µ=np και σ2=np(1-p). Παρατηρούµε ότι όσο µεγαλύτερο 

γίνεται το n  τόσο πιο καλή είναι η προσέγγιση.  
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Παράδειγµα (6) 

 Στα τρία επόµενα σχήµατα δίνεται η συνάρτηση πιθανότητας της διωνυµικής 

κατανοµής µε n=15 (σταθερό) και p=0.1, 0.5, 0.7. Παρατηρούµε ότι η µορφή της 

κατανοµής είναι κανονική για p=0.5.  
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7.4.3 Κανονική προσέγγιση της Κατανοµής Poisson 

Με εφαρµογή του Κ.Ο.Θ. , αποδεικνύεται ότι και η κατανοµή Poisson µπορεί να 

προσεγγισθεί ικανοποιητικά από την κανονική κατανοµή. Πιο συγκεκριµένα, αν Χ 

είναι µια τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε παράµετρο λ, 

τότε η κατανοµή της Χ προσεγγίζεται, για µεγάλες τιµές του λ (στην πράξη για 

λ>10), από την Ν(µ, σ2) µε µ=λ και σ2=λ. (6) 

7.4.4 ∆ιόρθωση Συνέχειας  

Τόσο στην περίπτωση της κανονικής προσέγγισης της διωνυµικής κατανοµής όσο και 

στην περίπτωση της κανονικής προσέγγισης της κατανοµής Poisson, γίνεται 

προσέγγιση διακριτής κατανοµής από συνεχή. Στις περιπτώσεις αυτές (που γίνεται 

προσέγγιση διακριτής κατανοµής από συνεχή), καλό είναι να ενσωµατώνεται στον 

προσεγγιστικό τύπο η λεγόµενη διόρθωση συνέχειας. Έτσι, όταν, για παράδειγµα, η 

διωνυµική Χ~ Β(n, p) προσεγγίζεται από την Ν(np, np(1-p)) οι πιθανότητες (6) 

 

P(a≤X≤b), P(X≤b) και P(a≤X)  

 

µε διόρθωση συνέχειας υπολογίζονται ως εξής: (6) 

 

 

P(a≤X≤b) ≈ P(a-0.5≤X≤b+0.5) = P !./012/)�3)��-/�4 ≤ #/)�
3)��-/�4 ≤ 56012/)�3)��-/�4   =  

Φ  56012/)�3)��-/�4   - Φ!!
./012/)�
3)��-/�4    

 

P(X≤b) ≈ P(X≤b+0.5) = P #/)�
3)��-/�4 ≤ 56012/)�3)��-/�4   = Φ  56012/)�3)��-/�4   

 

P(X≥a) ≈ P(X≥a-0.5) = P #/)�
3)��-/�4 ≥ ./012/)�3)��-/�4   = 1 - Φ  ./012/)�3)��-/�4  

(6) 
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8 Ελαχιστοποίηση Συναρτήσεων 
 
8.1 Γενικά περί τοπικών ελαχίστων συναρτήσεων 

Έστω ότι θέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε την τιµή µιας δοθείσης πραγµατικής 

συνάρτησης f . ∆ιακρίνουµε τις κάτωθι περιπτώσεις,(2) αναλόγως µε τον ορισµό της 

προς µελέτη συνάρτησης. 

Α) Έστω η συνάρτηση ( )xff = :Α→R µε Α υποσύνολο του R, µιας  µεταβλητής x

(ελαχιστοποίηση σε µια διάσταση).(2) Τρεις µέθοδοι υπάρχουν για την 

ελαχιστοποίηση της τιµής αυτής της συνάρτησης: 

Ø Χωρίς υπολογισµό των παραγώγων (όταν έχει ασυνεχείς δεύτερες ή 

χαµηλότερες παραγώγους). 

Ø Με υπολογισµό και δευτέρων παραγώγων (µέθοδος Brent). 

Ø Με υπολογισµό των πρώτων µόνο παραγώγων για κατασκευή υψηλής τάξης 

πολυωνύµων παρεµβολής.(2) 

 

Β) Έστω η συνάρτηση ( )νxxxff ,...,, 21= :Α→R µε Α υποσύνολο του Rν, ν 

µεταβλητών νxxx ,...,, 21   (ελαχιστοποίηση σε ν διαστάσεις).(2) Κατηγοριοποιούµε τις 

µεθόδους µε βάση το αν χρησιµοποιούν υπολογισµό παραγώγων προκειµένου να 

υπολογιστεί το ελάχιστο.  

Ø Χωρίς υπολογισµό παραγώγων 

• Η µέθοδος των Nelder Mead (Downhill Simplex Method in Multidimensions).  

• Η µέθοδος Powell (Direction Set Method in Multidimensions) . (2) 

  

Ø Με υπολογισµό πρώτων παραγώγων 

• Μέθοδος απόκρηµνων καταβάσεων (steepest Descent) 

• Οι µέθοδοι των συζυγών κλίσεων (conjugate gradient) των Fletcher-Reeves ή 

των Polak-Ribiere. (2) 

• Οι µέθοδοι quasi-Newton των Davidon-Fletcher-Powell (DFP) ή των  

Broyden-Fletcher-Goldfard-Shanno (BFGS). (2), (18)  
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8.2 Μέθοδος των Nelder Mead–Downhill Simplex Method in 

Multidimensions 

Η µέθοδος των Nelder Mead–Downhill Simplex Method in Multidimensions, η οποία 

θα περιγραφεί στην παρούσα παράγραφο, απαιτεί µόνο εκτιµήσεις της f  και όχι 

παραγώγους.  

Χωρική διάταξη (simplex), είναι η γεωµετρική απεικόνιση η οποία συντίθεται σε n  

διαστάσεις, από n+1 σηµεία και όλα τα ευθύγραµµα τµήµατα που ορίζονται από 

αυτά. Σε δύο διαστάσεις ένα simplex είναι ένα τρίγωνο. Σε τρεις διαστάσεις είναι ένα 

τετράεδρο, όχι υποχρεωτικά κανονικό. Γενικά ενδιαφερόµαστε για τα simplexes που 

είναι µη εκφυλισµένα για παράδειγµα, αυτά που περικλείουν ένα πεπερασµένο χώρο 

n διαστάσεων. Αν ένα οποιοδήποτε σηµείο ενός µη εκφυλισµένου simplex ληφθεί ως 

αρχή συντεταγµένων, τότε τα n άλλα σηµεία ορίζουν κατευθύνοντα διανύσµατα που 

εκτείνονται στο n-διάστατο διανυσµατικό χώρο.(2) 

Ορισµός  

Simplex S!7 8 n είναι ένα σύνολο από n+1 διανύσµατα, {xi}i=1
n 7 8 n , για τα οποία 

ισχύει:  

Ε= ( x2-x1, x3-x1, …, xn+1-x1),  

δηλαδή, σχηµατίζουν  µία βάση Ε στον 8 n. (4), (19)  

Σε ελαχιστοποίηση µιας διάστασης, είναι πιθανόν να ταξινοµήσουµε ένα ελάχιστο, 

έτσι ώστε να µπορεί να εγγυηθεί την επιτυχία µιας διαδοχικής αποµόνωσης. Σε 

πολλές διαστάσεις το καλύτερο που µπορούµε να κάνουµε, είναι να δώσουµε στον 

αλγόριθµό µας µια τυχαία τιµή εκκίνησης, δηλαδή ένα διάνυσµα n ανεξάρτητων 

µεταβλητών. Η µέθοδος πρέπει να ξεκινήσει όχι µε ένα µόνο σηµείο, αλλά µε n+1 

σηµεία, ορίζοντας ένα αρχικό simplex. Αν θεωρηθεί ένα από αυτά τα σηµεία να είναι 

το αρχικό σηµείο εκκίνησης 0P , τότε τα άλλα n σηµεία µπορούµε να τα πάρουµε από 

την σχέση: (2), (5), (19) 

nieii ,...,2,1,0 =⋅+Ρ=Ρ
r

λ   (8.1) 
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όπου τα ie
r

 είναι n µοναδιαία διανύσµατα και λ  είναι µια τυχαία επιλεγµένη σταθερά. 

Μπορούµε, αν επιθυµούµε, για κάθε ie
r

 να έχουµε και διαφορετικό iλ . Σε κάθε βήµα, 

ο αλγόριθµος διατηρεί ένα ταξινοµηµένο σύνολο από simplex διανύσµατα της 

µορφής (x1
k , x2

k , …, xn+1
k ), όπου ο δείκτης k υποδηλώνει τον αριθµό επανάληψης 

της διαδικασίας, έτσι ώστε σε κάθε βήµα να ισχύει:  (2), (19)  

f(x1)≤f(x2)≤…≤f(xn+1). 

Η µέθοδος ακολουθεί σειρά βηµάτων, τα περισσότερα των οποίων, απλά µετακινούν 

το σηµείο του simplex στο οποίο η συνάρτηση είναι µέγιστη, δια µέσου της αντίθετης 

πλευράς του simplex σε ένα σηµείο όπου η τιµή της συνάρτησης είναι 

µικρότερη.(2),(19) 

Για παράδειγµα έστω ότι n=3. Τότε, το simplex είναι ένα τετράεδρο στον 

τρισδιάστατο χώρο, δηλαδή µία πυραµίδα. Σε κάθε βήµα εµείς βρισκόµαστε στο 

κέντρο βάρους της πυραµίδας. Από το κέντρο βάρους αλλάζουµε θέση ώστε, να 

βρεθούµε σε κάθε κορυφή και υπολογίζουµε τη µεταβολή της τιµής της συνάρτησης 

από τη θέση του κέντρου βάρους µέχρι την εκάστοτε κορυφή. Επιλέγω να 

µετακινηθώ προς εκείνη την κορυφή στην οποία η τιµή της συνάρτησης µειώθηκε 

περισσότερο. Στη νέα θέση που βρίσκοµαι χτίζω νέα πυραµίδα και η διαδικασία 

συνεχίζεται µέχρις ότου η τιµή της συνάρτησης να είναι µεγαλύτερη ή ίση στις 

κορυφές από την τιµή που έχει στο κέντρο βάρους.  

 

8.3 Μέθοδοι ελαχιστοποίησης συνάρτησης f µε υπολογισµό των πρώτων 

µερικών παραγώγων της 

 

Ορισµός του ανάδελτα και µεγιστοποίηση- ελαχιστοποίηση της κατά 

κατεύθυνση παραγώγου 

 

Θα χρησιµοποιήσουµε τον συµβολισµό ( )Xf  αντί ( )yxf , , εννοώντας µε  το 

διάνυσµα από την αρχή του συστήµατος συντεταγµένων O προς το σηµείο ( )yx, . Η 

συνάρτηση  θα λέγεται τότε βαθµωτή συνάρτηση µιας διανυσµατικής µεταβλητής, 

X

f
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ή λέµε ότι η  είναι ένα βαθµωτό πεδίο. Χρησιµοποιούµε τον ίδιο συµβολισµό και 

την ίδια ορολογία για διανύσµατα τριών ή γενικώς n  διαστάσεων. Με τον τρόπο 

αυτό, στα επόµενα, λέγοντας «σηµείο» και «διάνυσµα» στον n -χώρο, θα εννοούµε 

αδιακρίτως ένα διατεταγµένο σύστηµα n  πραγµατικών αριθµών ( )nxxx ,...,, 21 . 

Επίσης, όταν λέµε «σηµείο » θα εννοούµε το πέρας του διανύσµατος , του 

οποίου η αρχή είναι η αρχή του συστήµατος συντεταγµένων O. Έστω   είναι ένα 

βαθµωτό πεδίο και  ένα σηµείο του πεδίου ορισµού αυτού, τότε 

αµφότεροι οι συµβολισµοί ( )Xf  και ( )nxxxf ,...,, 21  δηλώνουν την τιµή του  στο 

συγκεκριµένο αυτό σηµείο, αλλά συνηθίζουµε όταν χρησιµοποιούµε το συµβολισµό 

( )Xf  να λέµε ότι η  είναι συνάρτηση της διανυσµατικής µεταβλητής , ενώ 

όταν χρησιµοποιούµε το συµβολισµό ( )nxxxf ,...,, 21  λέµε ότι η  είναι συνάρτηση 

των  n  πραγµατικών µεταβλητών nxxx ,...,, 21 . Παρακάτω, θα χρησιµοποιήσουµε τον 

συµβολισµό ( )Xf  γιατί είναι απλούστερος στη γραφή και γιατί, επιπλέον, δεν 

απαιτείται στις διατυπώσεις ορισµών και θεωρηµάτων που ακολουθούν, να 

καθορίζουµε τις διαστάσεις του χώρου που ορίζεται η .(2) 

 

Γειτονιά ενός σηµείου 

Έστω ( )naaaA ,...,, 21=  δοθέν σηµείο του n -χώρου, και r  θετικός πραγµατικός. Το 

σύνολο των σηµείων ( )nxxxX ,...,, 21=  του n -χώρου για τα οποία ισχύει η σχέση 

ή ισοδύναµα, ( ) ( ) ( ) 222
22

2
11 ... raxaxax nn <−++−+−  λέγεται γειτονιά 

του σηµείου A µε ακτίνα r  και την συµβολίζουµε µε ( )rAN :  ή απλούστερα ( )AN . 

Επίσης, ονοµάζεται και -κυκλική περιοχή όταν 2=n  και  r -σφαιρική περιοχή µε 

2>n .(2) 

 

Ανοικτό σύνολο 

Ένα υποσύνολο S  του n -χώρου, λέγεται ανοικτό όταν για κάθε σηµείο  του S , 

υπάρχει µια τουλάχιστον γειτονιά  του A τέτοια ώστε να ισχύει .(2) 

f

X X

f

( )nxxxX ,...,, 21=

f

f X

f

f

rAX <−

r

A

( )AN ( ) SAN ⊆
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Παράγωγος βαθµωτού πεδίου ως προς διάνυσµα 

Έστω  βαθµωτό πεδίο ορισµένο στο ανοικτό σύνολο  και SX∈ .  Εφόσον  S  

ανοικτό σύνολο, υπάρχει γειτονιά ( )XN  του  τέτοια ώστε να ισχύει ( ) SXN ⊆  και 

έστω A, γειτονικό σηµείο του µε ( )XNA∈ . Αναζητούµε τον ρυθµό µεταβολής 

της  καθώς το σηµείο  κινείται στο S  προς το γειτονικό του σηµείο, . 

Γενικά, ο ρυθµός µεταβολής θα εξαρτάται από την κατεύθυνση κατά την οποία θα 

κινηθούµε από το σηµείο προς το γειτονικό του. Έστω λοιπόν, ότι κινούµαστε από το 

 κατά την κατεύθυνση . ∆ηλαδή, το γειτονικό σηµείο A του , βρίσκεται 

στην ευθεία που διέρχεται από το  και είναι παράλληλη στο διάνυσµα Y . Τότε, το 

A θα περιγράφεται από το διάνυσµα YhX ⋅+  όπου, h  πραγµατικός. Η απόσταση 

των  και YhX ⋅+  είναι YhYh ⋅=⋅ . Τότε, ορίζονται οι τιµές ( )Xf  και 

( )YhXf ⋅+  καθώς και, ο λόγος 
( ) ( )

h
XfYhXf −⋅+

 , που παριστάνει το µέσο 

συντελεστή µεταβολής της  πάνω στην ευθεία που, συνδέει τα σηµεία  και 

YhX ⋅+ .(2) 

 

Ορισµός: Παράγωγος βαθµωτού πεδίου ως προς ένα διάνυσµα 

Έστω  βαθµωτό πεδίο ορισµένο στο ανοικτό σύνολο ,  σηµείο του S  και  

αυθαίρετο διάνυσµα του  n -χώρου. Η παράγωγος του βαθµωτού πεδίου  στο 

σηµείο  ως προς το διάνυσµα Y  παριστάνεται µε ( )YXf :'  ή 
( )
Y
Xf

∂
∂

 ή ( )XfDY  

και ορίζεται : 

( ) ( ) ( )
h

XfYhXf
YXf

h

−⋅+
=

→0
lim:'  

µε την προϋπόθεση ότι υπάρχει το όριο στο δεύτερο µέλος της ισότητας και είναι 

πραγµατικός αριθµός. (2) 

Στον ορισµό αυτό, εµπεριέχεται, ως ειδική περίπτωση, η έννοια της µερικής 

παραγώγου. Πράγµατι, αν αντί Y επιλέξουµε το µοναδιαίο διάνυσµα  του kx -

f S

X

X

f X A

X Y X

X

X

f X

f S X Y

f

X

kA
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άξονα συντεταγµένων στον n -χώρο, δηλαδή  ( )0,...,0,1,0,...,0,0 =kk xA , τότε η 

 ή 
kx

f
∂
∂

 ή είναι η µερική παράγωγος της  ως προς kA .(2) 

Όταν Y  είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα, 1=Y , η απόσταση των  και YhX ⋅+  

είναι hYhYh =⋅=⋅ . Στην περίπτωση αυτή, το πηλίκο 
( ) ( )

h
XfYhXf −⋅+

 

παριστάνει τον µέσο συντελεστή µεταβολής του  κατά µονάδα αποστάσεων, πάνω 

στην ευθεία που ενώνει τα  και YhX ⋅+  και, η παράγωγος ( )YXf :'  λέγεται 

παράγωγος του  στο  κατά την κατεύθυνση Y και συµβολίζεται πάλι µε 

( )YXf :'  ή 
( )
Y
Xf

∂
∂

.(2) 

 

Ορισµός: Συνέχεια βαθµωτού πεδίου σε σηµείο του πεδίου ορισµού του 

Έστω  βαθµωτό πεδίο ορισµένο σε ένα σηµείο  του  n -χώρου και, ας 

υποθέσουµε ότι, σε κάθε γειτονιά του  υπάρχει ένα τουλάχιστον σηµείο 

διαφορετικό του  και στο οποίο, ορίζεται η . Θα λέµε ότι το πεδίο  είναι 

συνεχές στο A τότε και µόνον τότε, αν για κάθε 0>ε  υπάρχει γειτονιά  του A 

τέτοια ώστε, να ισχύει ( ) ( ) ε<− AfXf  για κάθε  της  στο οποίο, ορίζεται 

η . Το  είναι συνεχές στο σύνολο , αν ορίζεται σε αυτό και είναι συνεχές σε 

κάθε σηµείο του .(2) 

 

Ορισµός: Παραγωγίσιµο  βαθµωτό πεδίο  

Έστω  βαθµωτό πεδίο ορισµένο στο ανοικτό σύνολο . Το  λέγεται 

παραγωγίσιµο στο  τότε και µόνον τότε όταν για κάθε σηµείο  του S  ορίζεται η 

παράγωγος  ( )YXf :'  για κάθε διάνυσµα Y .(2) 

 

 

( )XfDk f

X

f

X

f X

f A

A

A f f

( )AN

X ( )AN

f f S

S

f S f

S X
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Ορισµός: Συνεχώς παραγωγίσιµο  βαθµωτό πεδίο σε σηµείο του πεδίου ορισµού του 

Έστω  βαθµωτό πεδίο ορισµένο σε µια γειτονιά  του σηµείου A, το  

λέγεται συνεχώς παραγωγίσιµο στο A τότε και µόνον τότε όταν  ορίζεται η 

παράγωγος  ( )YAf :'  για κάθε διάνυσµα Y  και το πεδίο ( )YAf :'  είναι συνεχές στο 

A, δηλαδή όταν για κάθε Y  και για κάθε 0>ε  υπάρχει γειτονιά   του A 

τέτοια ώστε να ισχύει ( ) ( ) ε<− YAfYXf :':'  για κάθε  της  στο οποίο 

ορίζεται η . (2) 

 

Ορισµός: Συνεχώς παραγωγίσιµο  βαθµωτό πεδίο  

Έστω  βαθµωτό πεδίο ορισµένο στο ανοικτό σύνολο . Το  λέγεται συνεχώς 

παραγωγίσιµο στο S τότε και µόνον τότε όταν  για κάθε σηµείο  του S  ορίζεται η 

παράγωγος  ( )YXf :'  για κάθε διάνυσµα Y  και το πεδίο ( )YXf :'  είναι συνεχές στο 

σύνολο S .(2) 

Αποδεικνύεται ότι ένα βαθµωτό πεδίο µε συνεχείς µερικές παραγώγους 

fDfDfD n...,,, 21  σε ένα ανοικτό σύνολο του n -χώρου είναι συνεχώς 

παραγωγίσιµο στο .(2) 

Στο ℜ  η ύπαρξη της παραγώγου µιας συνάρτησης  σε ένα σηµείο της συνεπάγεται 

την συνέχεια της  στο σηµείο αυτό, αλλά στον  n -χώρο η ύπαρξη των µερικών 

παραγώγων  ένος βαθµωτού πεδίου  σε ένα σηµείο ξ του πεδίου ορισµού του δεν 

συνεπάγεται την ύπαρξη της κατευθυνόµενης παραγώγου της συνάρτησης ως προς 

κάθε κατεύθυνση στο σηµείο ξ. Αποδεικνύεται ότι όταν ένα βαθµωτό πεδίο είναι 

συνεχώς παραγωγίσιµο σε ένα σηµείο του πεδίου ορισµού του θα είναι και συνεχές 

στο σηµείο αυτό.(2), (5)  

 

Γραµµικότητα της παραγώγου ενός βαθµωτού πεδίου ως προς ένα διάνυσµα 

Αποδεικνύεται ότι η παράγωγος ενός συνεχώς παραγωγίσιµου βαθµωτού πεδίου είναι 

γραµµική συνάρτηση του διανύσµατος ως προς το οποίο λαµβάνεται η παράγωγος. 

f ( )AN f

( )AN

X ( )AN

f

f S f

X

S

S

f

f

f
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Αναλυτικότερα, έστω nSSf ℜ⊆ℜ→ ,: , SA∈  και συνεχώς παραγωγίσιµο στο 

A, τότε ισχύει:  

( ) ( ) ( )ZAfbXAfaZbXaAf :':':' ⋅+⋅=⋅+⋅  

για οποιαδήποτε διανύσµατα ZX ,  του nℜ  και για οποιαδήποτε πραγµατικούς 

αριθµούς ba , .(2) 

Άµεση συνέπεια της γραµµικότητας της παραγώγου βαθµωτού πεδίου ως προς 

διάνυσµα είναι το ακόλουθο θεώρηµα.(2) 

Θεώρηµα 

Αν είναι  βαθµωτό πεδίο συνεχώς παραγωγίσιµο σε µια γειτονιά του nX ℜ∈  και 

( )nyyyY ,...,, 21=  τότε είναι: 

( ) ( )∑
=

⋅=
n

k
kk XfDyYXf

1

:' .(2) 

 

Κλίση ενός βαθµωτού πεδίου 

Έστω  παραγωγίσιµο βαθµωτό πεδίο σε ένα ανοικτό σύνολο S  του n -χώρου. Η 

κλίση του , συµβολικώς f∇
r

, είναι το διανυσµατικό πεδίο (διανυσµατική 

συνάρτηση διανυσµατικής µεταβλητής) του οποίου η τιµή σε κάθε SX∈  είναι το 

διάνυσµα ( ) ( )( )XfDXfDf n,...,1=∇
r

 (χρησιµοποιούµε το σύµβολο του διανύσµατος 

για να τονίσουµε ότι f∇
r

 είναι διανυσµατικό πεδίο) ή

( ) ( ) nnn iiiXfDiXfDf
rrrrr

,...,,... 111 ⋅++⋅=∇  τα µοναδιαία του  n -χώρου  ή 

( ) ( ) ( )nn
n

xxXi
x
Xf

i
x
Xf

f ,...,,... 11
1

=⋅
∂
∂

++⋅
∂

∂
=∇

rrr
ή nn ixixX

rr
⋅++⋅= ...11 .(2) 

Από τον ορισµό της κλίσης βαθµωτού πεδίου και το προηγούµενο θεώρηµα 

προκύπτει ότι όταν  βαθµωτό πεδίο συνεχώς παραγωγίσιµο σε µια γειτονιά του 

nX ℜ∈  και ( )nyyyY ,...,, 21=  ή nn iyiyY
rr
⋅++⋅= ...11 τότε είναι: (2) 

f

f

f

f

f
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( ) ( ) ( ) YfXfDy
Y
Xf

YXf
n

k
kk ⋅∇=⋅=

∂
∂

= ∑
=

r

1

:'  

Η ανωτέρω σχέση µας δίνει τον τρόπο υπολογισµού της παραγώγου βαθµωτού πεδίου 

ως προς ένα διάνυσµα ( )YXf :'  ενώ, αν Y  µοναδιαίο δίνει τρόπο υπολογισµού της 

κατά κατεύθυνσην Y παραγώγου του  στο .(2) 

Ειδικά, αν 2=n ή 3=n  είναι: (2) 

( ) ( ) ( ) ( )θcos:'
1

⋅⋅∇=⋅∇=⋅=
∂

∂
= ∑

=

YfYfXfDy
Y
Xf

YXf
n

k
kk

rr
 

όπου θ  είναι η γωνία των δύο διανυσµάτων f∇
r

 και Y . Η ανωτέρω σχέση µας δίνει 

τον τρόπο υπολογισµού της παραγώγου βαθµωτού πεδίου ως προς ένα διάνυσµα 

( )YXf :'  ενώ, αν Y  µοναδιαίο για τον υπολογισµού της κατά κατεύθυνσην Y  

παραγώγου του  στο  έχουµε: (2) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )θθ coscos:'
1

⋅∇=⋅⋅∇=⋅∇=⋅=
∂

∂
= ∑

=

fYfYfXfDy
Y
Xf

YXf
n

k
kk

rrr
. (2) 

 

Παρατηρήσεις 

Αν  βαθµωτό πεδίο ορισµένο σε ανοικτό υποσύνολο S του 3ℜ  ή 2ℜ , θα 

θεωρήσουµε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι S  υποσύνολο του 2ℜ και Y  µοναδιαίο 

τότε η κατά κατεύθυνσην Y  παράγωγος του βαθµωτού πεδίου  στο 

2
000 ),( ℜ⊆∈= SyxX  εφόσον είναι συνεχώς παραγωγίσιµο σε µια γειτονιά του 0X  

ή έχει συνεχείς µερικές παραγώγους στο 0X  είναι: (2) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )θcos,,
,

:' 0000
00

0 ⋅∇==
∂

∂
= yxfyxfD

Y
yxf

YXf Y

r
 

µε θ  τη γωνία των δύο διανυσµάτων ( )00, yxf∇
r

 και Y .(2)  

f X

f X

f

f
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Η µέγιστη τιµή της ( )00 , yxfDY  επιτυγχάνεται όταν ( ) 1cos =θ , δηλαδή για 0=θ . 

Συγκεκριµένα, η ( )00, yxf∇
r

 είναι η κατεύθυνση κατά την οποία ο ρυθµός µεταβολής 

της ( )Xf  στο σηµείο ( )00 , yx  γίνεται µέγιστος και ισούται µε ( )00 , yxf∇
r

.(2) 

Όταν πθ = , τότε ( ) 1cos −=θ και ( )00 , yxf∇−
r

 είναι η κατεύθυνση κατά την οποία 

παρατηρείται ο ελάχιστος ρυθµός µεταβολής της ( )Xf  στο σηµείο ( )00 , yx και 

ισούται µε ( )00 , yxf∇−
r

.(2) 

Προφανώς, για 2/πθ = έχουµε(2) ( ) .0, 00 =yxfDY  

 

Παράδειγµα-πρόβληµα(2) 

Ζητείται να βρεθεί ο κύκλος C  που βέλτιστα προσεγγίζει ένα σύνολο σηµείων 

( ) Niyx ii ,...2,1,, = . 

Έστω η καµπύλη ( ) ( ) ( ) jyixr
rrr
⋅+⋅= θθθ , µε θ  να παίρνει τιµές σε ένα διακριτό 

(πλην «πυκνό») υποσύνολο του ℜ . Για τις διάφορες τιµές του θ , προκύπτουν τα 

σηµεία της καµπύλης ( ) Niyx ii ,...2,1,, = . 

Η εξίσωση του κύκλου C  κέντρου ( )00, yx  και ακτίνας Rείναι 

( ) ( ) ( ) 22
0

2
0, Ryyxxyxf −−+−= . Αν ο C  είναι ο ζητούµενος κύκλος, θα πρέπει για 

τις τιµές αυτές των 00, yx  και R ,να ελαχιστοποιείται η ποσότητα: 

( ) ( )[ ]∑
=

−−+−
N

i
ii Ryyxx

1

222
0

2
0  

Θεωρώ την συνάρτηση ℜ→ℜ3:E , µε τύπο:  

( ) ( ) ( )[ ]∑
=

−−+−=
N

i
ii RyyxxRyxE

1

222
0

2
000 ,,  

Ζητώ τα σηµεία ( )Ryx ,, 00  του ℜ 3 για τα οποία η συνάρτηση ( )RyxE ,, 00  

ελαχιστοποιείται. 
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Μέθοδος επίλυσης 

Υπολογίζω το E∇−
r

. Είναι, µετά από πράξεις,  

k
R
E

j
y
E

i
x
E

E
rrrr
⋅

∂
∂

+⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=∇
00

 

µε  

( ) ( ) ( )[ ]∑
=

−−+−⋅−⋅−=
∂
∂ N

i
iii Ryyxxxx

x
E

1

22
0

2
00

0

4  

( ) ( ) ( )[ ]∑
=

−−+−⋅−⋅−=
∂
∂ N

i
iii Ryyxxyy

y
E

1

22
0

2
00

0

4  

( ) ( )[ ]∑
=

−−+−⋅⋅−=
∂
∂ N

i
ii RyyxxR

R
E

1

22
0

2
04  

Για να γίνει ελαχιστοποίηση κάνω διαδοχικές προσεγγίσεις του ελαχίστου της 

( )RyxE ,, 00  κατά µήκος του E∇−
r

 όπως περιγράφουµε κατωτέρω.  

Ορίζω αυθαίρετα µια τιµή του ( )Ryx ,, 00  έστω την ( )00
0

0
0 ,, Ryx  και υπολογίζω το 

( )00
0

0
0 ,, Ryx

E∇−
r

. Κινούµαι κατά µήκος του ( )00
0

0
0 ,, Ryx

E∇−
r

 µέχρις ότου η τιµή της E  να 

σταµατήσει να µειώνεται. Το σηµείο στο οποίο σταµατά η περαιτέρω µείωση της 

τιµής της E  το ονοµάζω ( )11
0

1
0 ,, Ryx . Αναλυτικότερα,  έστω, ( )0

3
0
2

0
1

0 ,, eeee =
r

 το 

µοναδιαίο διάνυσµα κατά την κατεύθυνση του  ( )00
0

0
0 ,, Ryx

E∇−
r

. Υπολογίζουµε τις τιµές 

( )0
3

00
2

0
0

0
1

0
0 ,, eReyexE ⋅+⋅+⋅+ λλλ  µε +ℜ∈λ ,αναζητώντας ελαχιστοποίηση της 

ποσότητας αυτής, αυξάνοντας κάθε φορά την τιµή του λ . Όσο οι τιµές αυτής 

µειώνονται συνεχίζω. Όταν για κάποιο 1+= mλλ  προκύψει µια τιµή της ποσότητας  

που είναι µεγαλύτερη από την προηγούµενη τιµή της , για mλλ = , θεωρώ ότι το 

mλλ =  είναι σηµείο τοπικού ελαχίστου της ποσότητας 

( )0
3

00
2

0
0

0
1

0
0 ,, eReyexE ⋅+⋅+⋅+ λλλ , η οποία είναι συνάρτηση του λ  και ως εκ τούτου 

µπορεί να επιτευχθεί ελαχιστοποίηση αυτής. 
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Θεωρώ ότι το σηµείο ( )11
0

1
0 ,, Ryx  µε 0

3
010

2
0
0

1
0

0
1

0
0

1
0 ,, eRReyyexx mmm ⋅+=⋅+=⋅+= λλλ

είναι µια νέα προσέγγιση του ελαχίστου της ( )RyxE ,, 00 . Συνεχίζω ούτω καθ’ εξής 

έως ότου συγκλίνει.(2) 

 

Ορισµός των συζυγών κατευθύνσεων αναφορικά µε µία συνάρτηση δευτέρου 

βαθµού 

Εάν ελαχιστοποιήσουµε µια συνάρτηση ( )νxxxff ,...,, 21= :Α→R µε Α υποσύνολο 

του Rν κατά µήκος µιας διεύθυνσης u
r

, τότε, το ανάδελτα της συνάρτησης στο σηµείο 

ελαχίστου θα πρέπει να είναι κάθετο στην διεύθυνση του u
r

 αλλιώς, η κατά 

κατεύθυνση προς u
r

 παράγωγος της συνάρτησης δε θα µηδενιζόταν. Στη συνέχεια 

θεωρούµε ένα συγκεκριµένο σηµείο Ρ  ως αρχή του συστήµατος συντεταγµένων και 

έστω ( )PPP xxx
111

,...,, 21 ν  οι συντεταγµένες του. Τότε το ανάπτυγµα της f  κατά Taylor 

δίνει: (2) 

( ) ( ) [ ]


















Α+



















−≈+
∂∂

∂
+

∂
∂

+Ρ= ∑∑

ν

ν

ν

ν

x

x

x

xxx

x

x

x

bcxx
xx
f

x
x
f

fxxxf
ji

ji
jii

i
i .

...
2
1

.
...

2
1

,...,, 2

1

21
2

1

,

2

21

όπου,  

( )Ρ= fc    ,    
Ρ

∇−= fb     ,    [ ]
Ρ

∂∂
∂

=Α
ji

ji xx
f2

,

        .
 

Τα στοιχεία του πίνακα Α  είναι οι δεύτερης τάξης µερικές παράγωγοι της  f . Ο 

πίνακας Α ονοµάζεται πίνακας Hessian της συνάρτησης f  στο σηµείο αυτής, Ρ . 

Από τον προσεγγιστικό τύπο της  f , υπολογίζουµε το ανάδελτα  αυτής: (2) 

b

x

x

x

f +



















⋅Α=∇

ν

.
2

1
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Το ερώτηµα που προκύπτει είναι πώς αλλάζει το ανάδελτα κινούµενο µέσω της f  

κατά µήκος µιας διεύθυνσης. Προφανώς, ( ) ( )xf δδ ⋅Α=∇  όπου µε x  συµβολίζουµε 

το διάνυσµα µε αρχή το κέντρο του συστήµατος συντεταγµένων και πέρας το σηµείο 

µε συντεταγµένες  νxxx ,...,, 21 . Ας υποθέσουµε ότι, µετακινηθήκαµε κατά µήκος µιας 

κατεύθυνσης u  σε ένα ελάχιστο και εν συνεχεία, προτιθέµεθα να µετακινηθούµε 

κατά µήκος µιας νέας κατεύθυνσης v . Η συνθήκη, η οποία µας εξασφαλίζει ότι, η 

κίνηση κατά µήκος της νέας διεύθυνσης v  δεν θα ακυρώσει την ελαχιστοποίηση 

κατά µήκος της διεύθυνσης u , είναι ότι το ανάδελτα πρέπει να παραµένει κάθετο 

στην u  .Με άλλα λόγια, η νέα διεύθυνση v  θα πρέπει να είναι κάθετη (ορθογώνια) 

προς την προηγούµενη διεύθυνση u . Η συνθήκη αυτή, εκφράζεται µε την σχέση 

( ) vufu ⋅Α⋅=∇⋅=
ΤΤ

δ0 . Όταν για δύο διανύσµατα ισχύει η σχέση 0=⋅Α⋅
Τ

vu , 

τότε συνηθίζεται τα διανύσµατα u  και v  να ονοµάζονται συζυγή. Ενώ, όταν η σχέση 

ισχύει για όλα τα δυνατά ζεύγη ενός συνόλου διανυσµάτων, το σύνολο αυτό των 

διανυσµάτων ονοµάζεται συζυγές. Αρκεί, να γίνει ελαχιστοποίηση κατά µήκος v  

γραµµικώς ανεξάρτητων διευθύνσεων, οι οποίες είναι ανά δύο συζυγείς. Αφού 

πραγµατοποιηθούν οι v  ελαχιστοποιήσεις, κατά µήκος των ανωτέρω διευθύνσεων, 

θα επιτευχθεί το ελάχιστο της συνάρτησης αν, η f  είναι πολυώνυµο δευτέρου 

βαθµού ν  µεταβλητών. Για συναρτήσεις, οι οποίες δεν είναι πολυώνυµα δευτέρου 

βαθµού ν  µεταβλητών, δεν επιτυγχάνεται η εύρεση ελαχίστου αλλά, οι 

επαναλαµβανόµενες αναδροµές  των  v  ελαχιστοποιήσεων, θα συγκλίνουν στο 

ελάχιστο.(2) 

 

8.4 Μέθοδος απόκρηµνων καταβάσεων (Steepest Descent) 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας, θεωρούµε µια συνάρτηση δύο µεταβλητών , την οποία 

και επιθυµούµε να ελαχιστοποιήσουµε. Έστω λοιπόν, µια συνάρτηση ( )yxff ,= : 

Α→R µε Α υποσύνολο του R2, δύο µεταβλητών yx, , η οποία είναι δύο φορές 

συνεχώς παραγωγίσιµη στο Α.(2)  
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1) Εκκινώ από τυχόν σηµείο ),( 000 yxP  του Α, ελπίζοντας ότι αυτή η τυχούσα 

επιλογή θα µας οδηγήσει στο ελάχιστο. Στο 0P  υπολογίζουµε το 

00000P0 ),(),(| gjyx
y
f

iyx
x
f

f
rrr

=
∂
∂

−
∂
∂

−=∇−  

2) Κάνουµε ελαχιστοποίηση κατά µήκος του 0g
r

, µε τον τρόπο που ακολουθεί: 

Έστω λ  πραγµατική µεταβλητή. Σε περιοχή του ),( 00 yx  θέτω 

),()( 000 yx
x
f

xx
∂
∂

−= λλ  

),()( 000 yx
y
f

yy
∂
∂

−= λλ  

Ορίζω ένα βήµα µεταβολής του λ , έστω λ∆  και την ακολουθία 

,...3,2,1, =∆⋅= vvv λλ . Μόλις βρω ελάχιστο της ( ) ( )λλλ ∆⋅+∆⋅+= vyvxff 00 ,  

στο σύνολο 

( ) ( ) ( ) ( ){ }Nvvyvxyxyxyx ∈∆⋅+∆⋅+∆⋅+∆⋅+∆⋅+∆⋅+ ,,,....,2,2,1,1,, 00000000 λλλλλλ
 

σταµατάµε. Το ελάχιστο βρίσκεται δυναµικά, δηλαδή όσο η τιµή της f φθίνει, 

συνεχίζω να αυξάνω το v . Μόλις ισχύσει η σχέση 

( ) ( ) ( )( )λλλλ ∆⋅++∆⋅++=∆⋅+∆⋅+ 1,1, 0000 kykxfkykxf  για κάποιο δείκτη 

Nk∈  σταµατάµε και θέτουµε 

λ∆⋅+= kxx 01  και λ∆⋅+= kyy 01  

Το σηµείο ( )11 , yx  είναι µια δεύτερη προσέγγιση της επιθυµητής λύσης. 

3) Στο ( )11 , yx εκτελούµε τα βήµατα 1 και 2 όπως για το ),( 000 yxP  κ.ο.κ. 

4) Τελικό βήµα: Έστω ότι είµαι στο σηµείο ( )jj yx , , θα σταµατήσουµε την 

περαιτέρω διαδικασία όταν ( ) jj yxf ,  γίνει µικρότερο ή ίσο µιας τιµής πολύ κοντά 

στο µηδέν, η οποία επιλέγεται ανάλογα µε την εφαρµογή, ή όταν το ( )jj yxf ,  δεν 

διαφέρει σηµαντικά από το ( )11 , −− jj yxf  ή όταν το ( )jj yx ,  δεν διαφέρει σηµαντικά 

από το ( )11, −− jj yx . Στην τελευταία περίπτωση ο αλγόριθµος «βάλτωσε» χωρίς κατ’ 
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ανάγκη να συγκλίνει στο ελάχιστο. Σηµειώνουµε ότι η ελαχιστοποίηση κατά µήκος 

ενός άξονα µπορεί να γίνει µε πολλές διαφορετικές τεχνικές, όπως π.χ. την πολύ 

διαδεδοµένη τεχνική κατά την οποία η µονοδιάστατη πλέον συνάρτηση ( )λf , 

προσεγγίζεται µε ένα πολυώνυµο ως προς λ  τρίτου βαθµού. Η µέθοδος 

ελαχιστοποίησης που επιλέξαµε είναι εξαντλητική και εποµένως αρκετά χρονοβόρα, 

αλλά δίνει ασφαλέστατα αποτελέσµατα στις συγκεκριµένες εφαρµογές. (2)  

 

Μειονέκτηµα της µεθόδου Steepest Descent: ο δρόµος προς την λύση µπορεί να κάνει 

ζικ-ζακ, όπως εξηγούµε κατωτέρω και να καθυστερήσει πολύ. Πράγµατι, µε την 

µέθοδο Steepest Descent µπορεί να επιτευχθεί επιτυχής ελαχιστοποίηση κατά µήκος 

των συντεταγµένων των αξόνων των ισοϋψών σε µια µακρινή , στενή «κοιλάδα» (η 

κοιλάδα σχηµατίζεται από τις ισοϋψείς), αλλά, αν το σχήµα της κοιλάδας δεν είναι 

ευνοϊκό, η µέθοδος είναι εξαιρετικά αναποτελεσµατική, εφόσον ακολουθεί πολλά 

µικρά βήµατα για να επιτύχει την τιµή ελαχίστου. Με άλλα λόγια, η µέθοδος εκτελεί 

πολλά µικρά βήµατα κατεβαίνοντας την µακρινή στενή κοιλάδα, ακόµη και αν η 

κοιλάδα είναι ένα πολυώνυµο δευτέρου βαθµού κατά την οποία περίπτωση ο δρόµος 

σύγκλισης διασχίζει πολλές φορές τους κύριους άξονες. Συνεπώς, µε την µέθοδο των 

steepest Descent, πρέπει κανείς να κάνει µια αλλαγή γωνίας 90 µοιρών η οποία, 

µπορεί να ακυρώσει µερικές από τις προηγούµενες ελαχιστοποιήσεις. Εµείς στην 

πραγµατικότητα θέλουµε τον τρόπο που µας οδηγεί όχι στο να κατεβαίνουµε κατά 

µήκος του νέου ανάδελτα αλλά, µάλλον, κατά µια διεύθυνση η οποία δεν 

καταστρατηγεί-ακυρώνει τις ελαχιστοποιήσεις οι οποίες προηγήθηκαν στα 

προηγούµενα βήµατα. . Για να αποφύγουµε τις παλινδροµήσεις χρησιµοποιούµε την 

µέθοδο conjugate gradient (συζυγών κλίσεων) των Fletcher-Reeves ή αυτή των 

Polak-Ribiere. Οι µέθοδοι οι οποίες ακολουθούν αυτήν την διαδικασία ονοµάζονται 

µέθοδοι των συζυγών κλίσεων (conjugate gradient) και περιγράφονται στην αµέσως 

επόµενη παράγραφο.(2)  
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8.5 Η µέθοδος συζυγών κλίσεων των Fletcher-Reeves 

Οι µέθοδοι Conjugate Gradient παρέχουν ένα αρκετά γενικό τρόπο ελαχιστοποίησης 

συναρτήσεων. Η εφαρµογή τους ουσιαστικά βασίζεται στην δυνατότητά τους να 

επιλύουν πολύ αποδοτικά γραµµικά συστήµατα NN×  δηλαδή σύνολα εξισώσεων 

της µορφής bxA
)))

=⋅  όπου x)  είναι ο πίνακας των αγνώστων, A
)

 ο πίνακας 

συντελεστών των αγνώστων, και b
)

 ο πίνακας των σταθερών όρων.(2)  

Το ελκυστικό αυτών των µεθόδων για αραιά συστήµατα µε µεγάλο αριθµό 

αγνώστων, είναι ότι η αναφορά στον πίνακα A
)

 γίνεται µόνο µέσω του 

πολλαπλασιασµού του µε ένα διάνυσµα ή του πολλαπλασιασµού του 

µετασχηµατισµού του µε ένα διάνυσµα. Αυτές οι πράξεις εκτελούνται πολύ εύκολα 

για ένα κατάλληλα αποθηκευµένο αραιό πίνακα. Γνωστού όντως του πίνακα A
)

, ο 

αλγόριθµος απαιτεί να υπολογισθούν οι συναρτήσεις, οι οποίες πληρούν τις συνθήκες 

των ανωτέρω πολλαπλασιασµών του αραιού πίνακα, όσο το δυνατόν 

αποτελεσµατικότερα. Απλοί αλγόριθµοι συζυγών ανάδελτα (conjugate gradient), 

επιλύουν την ειδική περίπτωση στην οποία επισυµβαίνει ο πίνακας A
)

 να είναι 

συµµετρικός και θετικά ορισµένος. Οι αλγόριθµοι αυτοί βασίζονται στην ιδέα της 

ελαχιστοποίησης της συνάρτησης 

( ) xbxAxxf T ))))) ⋅−⋅⋅=
2
1

.(2)  

Η συνάρτηση αυτή ελαχιστοποιείται όταν µηδενίζεται το ανάδελτα αυτής 

bxAf
))))

−⋅=∇ , το οποίο ισοδυναµεί µε την λύση του συστήµατος bxA
)))

=⋅ . Η 

ελαχιστοποίηση εκτελείται σε διαδοχικά βήµατα, δηµιουργώντας µια σειρά από 

ζητούµενες διευθύνσεις kp , κατά τις οποίες επιτυγχάνεται τοπικά βέλτιστη 

ελαχιστοποίηση της συνάρτησης. Σε κάθε βήµα υπολογίζεται µια ποσότητα ka  , η 

οποία ελαχιστοποιεί την ( )kkk paxf ⋅+  , όπου kx είναι το υπ΄αριθµόν  k  σηµείο 

ελαχίστου. Στην συνέχεια το 1+kx  τίθεται ίσο µε το νέο σηµείο kkk pax ⋅+ .  Τα kp  

και kx  επιλέγονται µε τέτοιο τρόπο ώστε το 1+kx  να µην αντιτίθεται- να µην 

ακυρώνει τις προηγούµενες ελαχιστοποιήσεις της f  στον χώρο των διανυσµάτων µε 

διευθύνσεις τις ήδη ληφθείσες { }kppp ...,, ,21 . Μετά από L  επαναλήψεις 
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επιτυγχάνεται η ελαχιστοποίηση στον διανυσµατικό χώρο Rn, δηλαδή η λύση του 

συστήµατος bxA
)))

=⋅ .(2)  

 

Ελαχιστοποίηση τυχούσης συνάρτησης f :Α→R µε Α υποσύνολο του Rn, n 

µεταβλητών, η οποία είναι δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιµη στο Α. 

1) Εκκινούµε από τυχόν  σηµείο 0P  του Α. Στο 0P  υπολογίζουµε το 
0P|f∇−  και 

θέτουµε 
0P00 |fhg ∇−==

rr
. 

2) Κάνουµε ελαχιστοποίηση κατά µήκος του 0h
r

, όπως και στην µέθοδο των 

απόκρηµνων καταβάσεων και φτάνω στο σηµείο 1P . 

3) Στο 1P  υπολογίζουµε το
1P|f∇−  και θέτουµε 

1P1 |fg ∇−=
r

 και 

0011 hgh
rrr
⋅+= γ , όπου 

00

11
0 gg

gg
rr

rr

⋅
⋅

=γ . 

4) Κάνουµε ελαχιστοποίηση κατά µήκος του 1h
r

, όπως και στην µέθοδο των 

απόκρηµνων καταβάσεων και φτάνω στο σηµείο 2P . 

5) Στο 2P  υπολογίζουµε το 
2P|f∇−  και θέτουµε  

2P2 |fg ∇−=
r

 και 

1122 hgh
rrr
⋅+= γ , όπου 

11

22
1 gg

gg
rr

rr

⋅
⋅

=γ  κ.ο.κ. 

6) Σταµατάµε  µε τον ίδιο τρόπο όπως και στην µέθοδο των απόκρηµνων 

καταβάσεων, δηλαδή όταν ( ) jPf  γίνει µικρότερο ή ίσο µιας τιµής πολύ κοντά στο 

µηδέν, η οποία επιλέγεται ανάλογα µε την εφαρµογή, ή όταν το ( )jPf  δεν διαφέρει 

σηµαντικά από το ( )1−jPf  ή όταν τα σηµεία ( )jP  και ( )1−jP  δεν διαφέρουν 

σηµαντικά. Στην τελευταία περίπτωση, όταν η απόσταση µεταξύ των  σηµείων ( )jP  

και ( )1−jP  είναι µικρότερη ή ίση της διακριτικής ικανότητας του υπολογιστή , τότε 

συνάγεται ότι ο αλγόριθµος «βάλτωσε» χωρίς κατ’ ανάγκη να δώσει λύση. Για να 

γίνουµε ακόµα πιο συγκεκριµένοι, τα περισσότερα ευρέως διαδεδοµένα υπολογιστικά 

συστήµατα εκτελούν πράξεις το πολύ µέχρι 16 δεκαδικά ψηφία (long double), 

γεγονός που σηµαίνει ότι η ελάχιστη ποσοστιαία διαφορά µεταξύ δύο αριθµών που 

µπορεί να διακρίνει ένα τέτοιο υπολογιστικό σύστηµα είναι της τάξεως των 10 -16. 
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Άρα όταν 161
10−−

≤
−

j

jj

P

PP
, ο αλγόριθµος δεν έχει λόγο να συνεχίσει, αφού όλα τα 

αποτελέσµατά του είναι εκτός των ορίων φερεγγυότητας του υπολογιστικού 

συστήµατος. (2)  

 

Μερικές φορές, όταν φτάσουµε σε κάποιο ελάχιστο µέσω του αλγορίθµου των 

Fletcher-Reeves , συµφέρει να επαναλάβουµε την διαδικασία των συζυγών κλίσεων 

χρησιµοποιώντας τον τύπο των Polak-Ribiere, κατά τον οποίο οι τιµές των iγ  

δίνονται από τον τύπο ( )
ii

iii
i gg

ggg
rr

rrr

⋅
⋅−

= ++ 11γ . Αυτό συµβαίνει, για τον λόγο ότι ο 

αλγόριθµος Polak-Ribiere βλέπει µερικές φορές καλύτερα τις µικρές διαφορές.(2)  

 

8.6 Η µέθοδος των  Broyden-Fletcher-Goldfard-Shanno (BFGS) 

 

Η BFGS  µέθοδος ελαχιστοποίησης θεωρείται η πιο ισχυρή και αποδοτική από τις ως 

τώρα γνωστές quasi-Newton µεθόδους.(19) Ανήκει στις µεθόδους qausi-Newton, οι 

οποίες, ουσιαστικά, είναι µία βελτίωση της µεθόδου Newton.  

Αναφορά στη µέθοδο Newton  

Η µέθοδος Newton στοχεύει στο να δηµιουργήσει µία συγκλίνουσα ακολουθία xn 

ξεκινώντας από ένα αρχικό τυχαίο σηµείο, έστω x0.(20)  

Η µέθοδος αυτή ελαχιστοποιεί τη γενίκευση του αναπτύγµατος Taylor δευτέρου 

βαθµού µίας συνάρτησης 9:Α� R: (19), (20), (21)  

9(x+∆x)=9(x)+9:�;4 ∆x+ -� 9<:�;4 

σε n διαστάσεις, για µία συνάρτηση πολλών µεταβλητών: (19), (20), (21)  

9(xk+hk) ≈ 9(xk) + hk
T = 9(xk) + -� hk

T Hf(xk)hk  
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Για το σκοπό αυτό, αντικαθιστούµε την παράγωγο µε το ανάδελτα = 9(xk) και το 

συντελεστή της δεύτερης παραγώγου του αναπτύγµατος Taylor µε τον αντίστροφο 

πίνακα Hessian Hf(xk). (19), (20), (21)  

Για την ανάλυση των βηµάτων της µεθόδου, χρησιµοποιούµε τη βοηθητική 

συνάρτηση F(hk)> !9(xk+hk). Υποθέτοντας ότι ο πίνακας Hessian είναι θετικά 

ορισµένος, η βοηθητική συνάρτηση F παίρνει την ελάχιστη τιµή της όταν: (19), (23) 

= F(hk) = 0.  

Χρησιµοποιώντας την προσέγγιση δευτέρου βαθµού του = F, η οποία είναι: (19)  

= F(hk) ≈ = 9(xk) + Hf(xk)hk ,   (8.6.1) 

Παίρνουµε:  

Hf(xk)hk = - = 9(xk) . 

Από την τελευταία σχέση παίρνουµε to βήµα hk της επαναληπτικής διαδικασίας:  

xk+1 = xk + hk = xk - Hf(xk)-1 = 9(xk),   (8.6.2) 

υποθέτοντας ότι ο πίνακας Hf(xk) είναι αντιστρέψιµος, κάτι που προκύπτει από την  

αρχική µας υπόθεση ότι είναι θετικά ορισµένος. (19), (23) 

Αν το  hk χρησιµοποιηθεί σαν κατεύθυνση αναζήτησης και το βήµα υπολογίζεται από 

µία γραµµική µέθοδο αναζήτησης τότε, η επαναληπτική διαδικασία προσδιορίζεται 

από την παρακάτω σχέση:  

xk+1 = xk – αk Hf(xk)-1 = 9(xk). (19)  (8.6.3)  

Το τρίγωνο Cholesky  

Για κάθε συµµετρικό θετικά ορισµένο πίνακα Α, υπάρχει πίνακας L τέτοιος ώστε:  

A=LLΤ ,  

όπου, ο πίνακας L είναι ένας αντιστρέψιµος κάτω τριγωνικός πίνακας µε θετικά 

στοιχεία διαγωνίου. 
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Αν θέλουµε να λύσουµε ένα γραµµικό συµµετρικό θετικά ορισµένο σύστηµα της 

µορφής Ax=b και το διασπάσουµε στα δύο παρακάτω τριγωνικά συστήµατα της 

µορφής:  

Ly = b και LΤ x = y  

τότε, η εύρεση της λύσης είναι αριθµητικά πιο σταθερή και αποτελεσµατική από την 

γκαουσιανή µέθοδο επίλυσης. (19), (22), (23)  

 

Οι µέθοδοι Quasi-Newton   

Οι µέθοδοι quasi-Newton αποτελούν ένα σύνολο µεθόδων ελαχιστοποίησης που όλες 

βασίζονται στη σχέση (8.6.3). Αντί όµως να υπολογίζουν µε ακρίβεια τον πίνακα 

Hessian, διατηρούν µία προσέγγιση αυτού ή του αντίστροφού του την οποία 

συµβολίζουµε µε Bk και Sk αντίστοιχα. Ακόµη, ορίζουµε τα pk, qk  : (19), (23)  

pk > xk+1 - xk > αk hk  

qk > = 9(xk+1) - = 9(xk).  

όπου, hk = - Hf(xk)-1 = 9(xk) το βήµα της µεθόδου Newton. Χρησιµοποιώντας τη 

σχέση (8.6.1) και αντικαθιστώντας τα pk, qk έχουµε: (19), (23)  

= 9(xk+1 + pk) - = 9(xk) ≈ Hf(xk) pk  

Από τη σχέση των Sherman-Morrison-Woodbury έχουµε ότι για έναν nxn πίνακα Α 

τάξης-k της µορφής: (19), (23)  

?@ = Α + UVT ,  

όπου U,V A �n x k , k ≤ n, ο αντίστροφός του δίνεται από την παρακάτω σχέση: (19), (23)  

?@-1 = Α-1 - Α-1 U (1+ VTA-1U)-1VTA-1 .  

Τα παραπάνω για τον πίνακα Α ισχύουν και για τον πίνακα Hessian καθώς και, για 

τον ανάστροφό του. Επίσης, για την προσέγγιση των δύο αυτών πινάκων 

προσθέτουµε πίνακες διόρθωσης τάξης-1 ή τάξης-2, όπως φαίνεται παρακάτω: (19), (23)  

Bk+1 = Bk + Ck 
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Sk+1 = Sk + Ck  

Οι πίνακες Bk+1 και Sk+1 ικανοποιούν τις συνθήκες quasi-Newton:  

Bk+1 pk = qk 

pk = Sk+1 qk .  

Έτσι, προκύπτουν οι επαναληπτικές σχέσεις των quasi- Newton µεθόδων:  

xk+1 = xk – αkBk
-1= 9(xk) ,  

µε χρήση του πίνακα Hessian ή ισοδύναµα, µε χρήση του αντίστροφου πίνακα 

Hessian:  

xk+1 = xk – αkSk= 9(xk).  

Στην πράξη, οι τελευταίες παραπάνω δύο σχέσεις υπολογίζονται λύνοντας την Bkdk = 

- = 9(xk), όπου το dk προκύπτει από την τριγωνοποίηση Cholesky και µετά 

εφαρµόζοντας την εξίσωση xk+1 = xk + αkdk . (19), (23)  

Η µέθοδος BFGS  

Η BFGS διαφοροποιείται σε σχέση µε τη βασική δοµή των quasi-Newton µόνο στον 

υπολογισµό του πίνακα Hessian και του αντιστρόφου του. Οι σχέσεις που δίνουν τους 

δύο πίνακες είναι οι παρακάτω: (19), (23)   
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8.7 Σύγκριση των µεθόδων ελαχιστοποίησης 

Πολυπλοκότητα των ανωτέρω µεθόδων  

Οι ανωτέρω µέθοδοι διακρίνονται σε µεθόδους που έχουν πολυπλοκότητα της τάξης 

του ν και µεθόδους πολυπλοκότητας ν2. Οι υπολογισµοί που χρειάζεται κάθε µέθοδος 

στην υλοποίησή της παίζουν επίσης σηµαντικό ρόλο στον χρόνο που χρειάζεται η 

κάθε µία για να τρέξει. Η πολυπλοκότητα είναι ένα πολύ σηµαντικό χαρακτηριστικό 

των µεθόδων καθώς, αν µία µέθοδος είναι πολύ αργή, σε πολλά προβλήµατα, µπορεί 

να καθίσταται αδύνατο να οδηγήσει σε λύση. (2), (19) 

Η µέθοδος Nelder Mead είναι πολυπλοκότητας ν2, της οποίας, ο αλγόριθµος λύσης 

χαρακτηρίζεται ως αργός, αλλά εξαιρετικά εύρωστος. Η µέθοδος Powell έχει 

πολυπλοκότητα ν2, η οποία απαιτεί µίας διάστασης ελαχιστοποίηση ενός υπο-

αλγορίθµου όπως η µέθοδος του Brent. Η µέθοδος Powell είναι σχεδόν βέβαιο ότι 

είναι ταχύτερη, αλλά η µέθοδος των Nelder Mead µπορεί συχνά να είναι η καλύτερη. 

Για τη µέθοδο steepest Descent πρέπει να πούµε ότι  ο αλγόριθµος σύγκλισης 

καθυστερεί σηµαντικά. Ο αλγόριθµος των Fletcher-Reeves είναι πιθανόν καλύτερος 

του αλγορίθµου των Polak-Ribiere, έχει πολυπλοκότητα ν2 και απαιτεί υπολογισµό 

πρώτων παραγώγων και µιας διάστασης ελαχιστοποίηση ενός υπο-αλγορίθµου. (2), (19) 

Οι µέθοδοι quasi-Newton των Davidon-Fletcher-Powell (DFP) ή των  Broyden-

Fletcher-Goldfard-Shanno (BFGS) έχουν πολυπλοκότητα ν και απαιτούν υπολογισµό 

πρώτων παραγώγων και µιας διάστασης ελαχιστοποίηση ενός υπο-αλγορίθµου. (2), (19) 

 

Συµπεράσµατα  

Η µέθοδος Nelder-Mead αποτυγχάνει σε προβλήµατα µε πολλές διαστάσεις. Αν 

επανεκκινήσουµε τη διαδικασία µπορεί να αποφευχθεί ένα ενδεχόµενο stall. Οι ως 

τώρα αλγόριθµοι που εξαλείφουν τα µειονεκτήµατα της µεθόδου Nelder Mead έχουν 

απαγορευτική υπολογιστική πολυπλοκότητα. Σε αυτό το σηµείο θα αναφέρουµε ότι 

γενικά, όταν γνωρίζουµε τις πρώτης τάξης παραγώγους δε χρησιµοποιούµε µεθόδους 

χωρίς παραγώγιση γιατί είναι ανακριβέστερες και περισσότερο αργές στην 

σύγκλιση.(2), (19) 
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Οι µέθοδοι συζυγών κλίσεων είναι καλές µόνο στην επίλυση γραµµικών 

συστηµάτων. Αν το σύστηµα δεν είναι γραµµικό, απαιτούν πολλούς περιορισµούς 

στη θεώρηση του προβλήµατος. (2), (19) 

Οι µέθοδοι quasi – Newton παρουσιάζουν την ταχύτερη σύγκλιση αλλά σε πολλά 

προβλήµατα αποτυγχάνουν χωρίς λόγο. (2), (19) 

Τέλος, η BFGS µέθοδος είναι η καλύτερη και πιο αξιόπιστη σε σύγκριση µε όσες 

αναλύσαµε ως τώρα. Λύνει σχεδόν όλα τα προβλήµατα και σε ικανοποιητικό 

χρόνο.(2), (19) 
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III.Περιγραφή της μεθόδου 
ψηφιακής επεξεργασίας των 

θραυσμάτων των τοιχογραφιών 
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9. Παρουσίαση της µεθόδου ψηφιακής επεξεργασίας των θραυσµάτων των 
τοιχογραφιών  
 

Βήµα 1ο 

Με χρήση κατάλληλου λογισµικού επεξεργασίας τρισδιάστατων εικόνων 
«ανοίγουµε» το αρχείο stl. 

 

Εικόνα 178: Το θραυσµένο αντικείµενο στη µορφή προς επεξεργασία.  

 

Προφανώς, η πλευρά που βλέπουµε στην παραπάνω εικόνα δεν είναι η άνω επιφάνεια 
του θραύσµατος. Περιστρέφουµε το αντικείµενο µέχρι να βρούµε την άνω επιφάνεια, 
η οποία είναι η πιο λεία και «επίπεδη» από τις άλλες.  

 

Εικόνα 189: Η άνω επιφάνεια του κονιάµατος.  
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Στην παραπάνω εικόνα φαίνεται η άνω επιφάνεια του θραύσµατος και είναι αυτή που 
µας ενδιαφέρει. Όπως φαίνεται και από την εικόνα, αυτή η επιφάνεια δεν είναι 
εντελώς λεία και επίπεδη όπως είναι ένα µαθηµατικό επίπεδο. Παρόλες όµως τις 
ατέλειές της, µπορεί να προσοµοιωθεί από ένα βέλτιστο επίπεδο µε πολύ µικρά 
σφάλµατα.  

Πριν την επεξεργασία που θα γίνει σε αυτό το θραύσµα, αποθηκεύουµε σε έναν 
φάκελο την εικόνα ως αρχείο .stla που θα χρησιµοποιηθεί σε επόµενο βήµα.  

Ο σκοπός αυτού του πρώτου βήµατος είναι να εξάγουµε όλα τα κάθετα διανύσµατα 
στην  άνω επιφάνεια του θραύσµατος. Οι ατέλειες που έχει αυτή, µπορεί να 
οδηγήσουν σε σφάλµατα γι’ αυτό το λόγο δε χρειάζεται να χρησιµοποιήσουµε όλη 
την άνω επιφάνεια αλλά το «καλύτερο» µέρος αυτής. ∆ηλαδή, όσο από αυτήν µπορεί 
να δώσει αρκετή πληροφορία ώστε να προσοµοιωθεί από ένα επίπεδο.  

 

 

Εικόνα 20: Επιλεγµένο µέρος της επιφάνειας που θα χρησιµοποιηθεί για το βέλτιστο 
επίπεδο. 

Οι συντεταγµένες στο καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων (x,y,z) των κάθετων 
διανυσµάτων εξάγονται και αποθηκεύονται σε ένα αρχείο κειµένου (.txt).  
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Εικόνα 21: Κάθετα διανύσµατα στην άνω επιφάνεια.  

Βήµα 2ο  

Στο βήµα αυτό, χρησιµοποιούµε τα αποτελέσµατα του πρώτου βήµατος για να 
βρούµε το βέλτιστο επίπεδο που προσοµοιώνει την  άνω επιφάνεια του θραύσµατος.  

Έχοντας το αρχείο µε τα κάθετα διανύσµατα σε κάθε σηµείο της εξεταζόµενης 
επιφάνειας, τρέχουµε τον κώδικα που βρίσκει το βέλτιστο επίπεδο. Το αποτέλεσµα 
είναι ένα επίπεδο σε παράθυρο για να οπτικοποιήσουµε το αποτέλεσµα και να 
ελέγξουµε κατά πόσο είναι σωστά και ένα αρχείο κειµένου που γράφει το κάθετο 
διάνυσµα στο βέλτιστο επίπεδο, καθώς και το σφάλµα µε το οποίο σχεδιάζεται το 
επίπεδο. 

Για παράδειγµα τo παρακάτω διάνυσµα στο χώρο R3 προσδιορίζει το  βέλτιστο 
επίπεδο που αντιστοιχεί σε ένα από τα κονιάµατα της παρούσας εργασίας: 

 

3.7550589979751553e-002 

9.1461782135080480e-002 

-4.0061103521164637e+002 
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Εικόνα 192: Το βέλτιστο επίπεδο για ένα από τα θραύσµατα που επεξεργάστηκαν. 

 

Εικόνα 23: Το ίδιο επίπεδο µε αυτό της προηγούµενης εικόνας από άλλη οπτική 
γωνία. 
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Βήµα 3ο  

Σε αυτό το βήµα τρέχουµε ένα πρόγραµµα γραµµένο σε γλώσσα C, το οποίο για κάθε 
θραύσµα µε δεδοµένο το βέλτιστο επίπεδο της άνω επιφάνειας από τα προηγούµενα 
βήµατα υπολογίζει τις τοµές. ∆ηλαδή, επίπεδα παράλληλα στο βέλτιστο, καθ’ όλο το 
µήκος του κάθετου στο βέλτιστο επίπεδο άξονα.  

Τα επίπεδα καθορίζονται από το κάθετο διάνυσµα σε αυτά και η έξοδος του κώδικα 
είναι οι συντεταγµένες των διανυσµάτων που περιγράφουν τα σηµεία τοµής σε αρχείο 
κειµένου.  

Ο κώδικας αυτός βρίσκει τα επίπεδα των τοµών µε την ίδια λογική µε την οποία 
βρίσκουµε το βέλτιστο επίπεδο της άνω επιφάνειας. 

Βήµα 4ο  

 Καθώς ο σκοπός είναι τα θραύσµατα να µπορέσουν να συνενωθούν αργότερα, 
πρέπει οι άνω επιφάνειες όλων να είναι στο ίδιο επίπεδο. Σε αυτό το βήµα λοιπόν, η 
διαδικασία απαιτεί η άνω επιφάνεια να γίνει συνεπίπεδη µε το xy-επίπεδο. Αυτό 
επιτυγχάνεται κάνοντας το κάθετο διάνυσµα συγγραµικό µε τον z- άξονα.  

Όπως είναι λογικό, οι υπόλοιπες τοµές θα είναι επίπεδα παράλληλα προς το xy- 
επίπεδο.  

 

Εικόνα 204: Στραµµένο θραύσµα.  
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Βήµα 5ο  

Ο κώδικας που τρέχουµε σε αυτό το βήµα βρίσκει το περίγραµµα του θραύσµατος 
που αντιστοιχεί στην κάθε τοµή και εµείς ελέγχουµε εάν αυτό είναι συµπαγές. 

 

Εικόνα 215: Σχηµατίζεται το περίγραµµα του θραύσµατος ανά τοµή.  

 

Στην παραπάνω εικόνα φαίνεται η στραµµένη τοµή του βήµατος 4 από την οποία 
υπολογίζεται το ακριβές περίγραµµα. Επειδή το θραύσµα περιέχει ατέλειες και 
µπορεί σε κάθε τοµή να υπάρχουν κενά που να εµποδίζουν το σχηµατισµό σαφούς 
περιγράµµατος πρέπει να υπάρχει έλεγχος για το αν το περίγραµµα είναι ενιαίο. 
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Εικόνα 226: Το περίγραµµα είναι ασαφές και συνεπώς θα υπάρξει σφάλµα στο 
σχεδιασµό του.  

 

Εικόνα 237: Σαφές περίγραµµα.  
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10. Αναλυτική περιγραφή του κώδικα 
 

Σε αυτό το σηµείο θα παρουσιάσουµε ένα γενικό περίγραµµα των κωδίκων που 
χρησιµοποιήθηκαν κατά την εκπόνηση της διπλωµατικής αυτής.  

 
10.1 Περιγραφή του κώδικα που βρίσκει το βέλτιστο επίπεδο στην άνω 
επιφάνεια του κονιάµατος 

 
Ο κώδικας αυτός βρίσκει το επίπεδο που προσοµοιώνει κατά βέλτιστο τρόπο την άνω 
επιφάνεια του κονιάµατος. ∆ηλαδή, βρίσκει το επίπεδο που θα ήταν  η άνω επιφάνεια 
αν ήταν τελείως λεία και επίπεδη. 

Θεωρούµε µία βοηθητική δοµή αποτελούµενη από δύο παράλληλα επίπεδα ε1,ε2 σε 
πολύ µικρή απόσταση µεταξύ τους, ως και από το παράλληλο προς αυτά µέσο 
επίπεδο εµ. Ας φανταστούµε ότι η δοµή αυτή σαρώνει το χώρο-περνάει από όλες τις 
θέσεις του χώρου. Στη θέση που περιορίζει βέλτιστα το άνω επίπεδο του κονιάµατος 
αναµένουµε ότι θα ικανοποιούνται οι εξής τρεις συνθήκες:  

1. Ο αριθµός των εγκλωβισµένων σηµείων από τα ε1και ε2 θα είναι µέγιστος σχετικά 
µε όλες τις άλλες θέσεις της δοµής στο χώρο. 

2.  Εάν θεωρήσουµε την προσηµασµένη απόσταση όλων των σηµείων της άνω 
πλευράς του κονιάµατος από το µεσοεπίπεδο της δοµής εµ. Το πρόσηµο διαλέγεται 
εντελώς αυθαίρετα, συµβατικά:  

Πχ. Τα σηµεία της άνω τοµής του κονιάµατος που βρίσκονται ως προς το εµ απ την 
ίδια πλευρά µε το ε1 λαµβάνουν θετικό πρόσηµο αποστάσεως από το εµ, ενώ αυτά 
που βρίσκονται από την ίδια πλευρά λαµβάνουν αρνητικό πρόσηµο. 

Τότε, στη θέση βέλτιστης τοποθέτησης της δοµής, η µέση τιµή των αποστάσεων των 
προσηµασµένων αποστάσεων των σηµείων της άνω τοµής του κονιάµατος από το εµ, 
αναµένουµε να είναι πολύ κοντύτερα στο µηδέν από οποιαδήποτε άλλη θέση.  

 

 

 

 

 

Εικόνα 248: Εύρεση του βέλτιστου επιπέδου της άνω επιφάνειας.  

 

Άνω 
επιφάνεια 

Βέλτιστο 
επίπεδο 
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Μία ποιοτική ανάλυση αυτής της συνθήκης: 

Λόγω του κεντρικού οριακού θεωρήµατος, είναι εύλογο να υποθέσουµε ότι οι 
προσηµασµένες αποστάσεις από το εµ ακολουθούν κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 
µ και διασπορά σ2. Στη θέση βέλτιστης τοποθέτησης του εµ ως προς τα σηµεία της 
άνω τοµής, είναι εύλογο να υποθέσουµε ότι η πιθανότητα ένα σηµείο της τοµής να 
βρίσκεται από την ίδια πλευρά µε το ε1 όσον αφορά το εµ, είναι ίδια µε την 
πιθανότητα να βρίσκεται από την ίδια πλευρά µε την ε2. Αυτό σηµαίνει ότι η 
κατανοµή των προσηµασµένων αποστάσεων που εξετάζουµε είναι συµµετρική ως 
προς το µηδέν. Αλλά σε µια κανονική κατανοµή αυτό συµβαίνει µόνο όταν µ=0. 

Υπολογιστικά, πρέπει µόνο να προσέξω το εύρος της δοµής. ∆ηλαδή, η απόσταση 
των επιπέδων ε1,ε2, να είναι ικανοποιητικά µεγάλη για να χωράει όλη την άνω τοµή 
να περιλαµβάνει το µεγαλύτερο µέρος των σηµείων της κυµατώδους άνω τοµής. 
Ταυτόχρονα όµως, η απόσταση αυτή των ε1,ε2 δεν πρέπει να είναι πολύ µεγάλη διότι 
τότε, θα περιλαµβάνει και πολλά σηµεία εκτός της άνω τοµής, γεγονός που θα 
περιπλέξει την ορθή επιλογή της θέσης της δοµής. 

3. Στη θέση βέλτιστης προσαρµογής το άθροισµα του τετραγώνου των αποστάσεων 
θα είναι ελάχιστο.  

Στην πράξη, η υλοποίηση αυτή γίνεται ως εξής: έστω τυχόν επίπεδο, εν προκειµένω 
το εµ, µε εξίσωση Αx+Βy+Γz+∆=0. Η απόσταση τυχόντος σηµείου (x0,y0,z0) από το 
εµ, είναι | Αx0+Βy0+Γz0-∆ | δια µία σταθερά. 

Στη θέση βέλτιστης προσαρµογής της δοµής, τα σηµεία της άνω τοµής θα έχουν τη 
µικρότερη δυνατή συνολική απόσταση από το εµ και µέση τιµή προσηµασµένη µηδέν. 
Άρα θα ισχύει min(|Αxi+Βyi+Γzi-∆|)=ελάχιστο (γιατί είναι η µέση τιµή των 
αποστάσεων όλων από το επίπεδο), όπου (xi,yi,zi) τυχόν σηµείο της τοµής. Επειδή το 
απόλυτο δεν είναι παραγωγίσιµο προτιµήσαµε για να βοηθήσουµε την fminsearch το 
ελάχιστο του τετραγώνου των αποστάσεων. 

 
 

10.2  Περιγραφή του κώδικα που βρίσκει τοµές κονιαµάτων  

 
Ο κώδικας της C χρησιµοποιήθηκε σε αυτήν την µέθοδο ώστε το κάθε κονίαµα να 
τµηθεί σε τοµές παράλληλες της άνω επιφάνειας του κονιάµατος. 

 
Ως  είσοδο δέχεται ένα αρχείο .stla και ένα αρχείο .txt για κάθε κονίαµα. Τα αρχεία 
.stla περιέχουν σε κωδικοποίηση ASCII τα κάθετα διανύσµατα και τα διανύσµατα 
των τριγώνων που συνθέτουν την εξωτερική επιφάνεια των κονιαµάτων. Τα αρχεία 
.txt παρέχουν στον κώδικα τις συντεταγµένες του κάθετου διανύσµατος της άνω 
επιφάνειας του κονιάµατος. Ως έξοδο αυτός ο κώδικας δίνει τις τοµές του 
κονιάµατος. Οι τοµές, είναι επίπεδα παράλληλα στην άνω επιφάνεια και 
προσδιορίζονται και αυτές, όπως και το επίπεδο της άνω επιφάνειας, από το κάθετο 
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διάνυσµα στο βέλτιστο επίπεδο. ∆ηλαδή, η έξοδος του κώδικα είναι αρχεία .txt που 
το καθένα περιέχει τις συντεταγµένες του κάθετου διανύσµατος της κάθε τοµής.  

 
Η βασική ιδέα του κώδικα των τοµών είναι η εξής:  

 
Πάµε κάτω και πάνω στο ίδιο µε το επίπεδο-τοµή που ελέγχουµε µε χρήση µίας 
µεταβλητής-δείκτη. Αν είναι στο ίδιο επίπεδο µε την τοµή παίρνει τιµή µηδέν. Αν 
είναι κάτω από αυτήν παίρνει αρνητική τιµή και αν είναι πάνω, θετική. Ελέγχουµε 
πού βρίσκεται το σηµείο και αναλόγως τοποθετούµε το διάνυσµα στην τοµή. 
Βρίσκουµε το σηµείο τοµής µεταξύ ενός επιπέδου και του άξονα που συνδέει δύο 
σηµεία έστω (x0,y0,z0)  και (xi,yi,zi).  Παίρνοντας πολλά τέτοια σηµεία τοµής 
βρίσκουµε τελικά την επιφάνεια της τοµής.  

 
 

10.3 Περιγραφή του κώδικα στροφής επιπέδου  

Γενική ιδέα  
 
 Έστω Ax+By+Cz+D=0 ένα επίπεδο. Το κάθετο διάνυσµα σε αυτό είναι το ανάδελτα 
του αριστερού µέρους, δηλαδή το n=Ai+Bj+Ck. Το n σχηµατίζει µε το k µία γωνία, 
έστω ψ. Επιπλέον, τα δύο αυτά διανύσµατα ορίζουν ένα επίπεδο. Το κάθετο διάνυσµα 
σε αυτό το επίπεδο είναι το εξωτερικό γινόµενο των δύο αυτών διανυσµάτων, έστω 
m. Το κάθετο αυτό διάνυσµα m = Bi-Aj κείται επί του xy επιπέδου. 
  
Βήµατα  
 
1)  Υπολογίζουµε την προσηµασµένη γωνία φ= (BC DE ).   
2)  Στρέφουµε τα πάντα ως προς z κατά αυτή τη γωνία, φ, πολλαπλασιάζοντας µε τη 
µήτρα:  
 
 

cos(φ) -sin(φ) 0 
sin(φ) cos(φ)  0            
0             0      1 

 
Τώρα το m κείται και στο xz-επίπεδο.   
3) Υπολογίζουµε τη γωνία ψ =(   C FG ).  
 4) Στρέφουµε τα πάντα προς τον άξονα των x κατά γωνία ψ, πολλαπλασιάζοντας µε 
τη µήτρα:  
 

     1        0           0 
     0   cos(ψ)   -sin(ψ) 
     0   sin(ψ)   cos(ψ) 
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10.4 Περιγραφή του κώδικα που βρίσκει το περίγραµµα του κονιάµατος για κάθε 
τοµή 

 
Ο κώδικας αυτός βρίσκει το περίγραµµα κάθε τοµής. Η βασική ιδέα του κώδικα είναι 
η παρακάτω:  
  
Βήµατα 
 
1) Βρίσκουµε το κέντρο βάρους.  

 
2) Βρίσκουµε τη γωνία των επιβατικών ακτίνων από το κέντρο βάρους όλων των 
σηµείων.  
3) Παίρνουµε µία διαµέριση από –π έως π µε βήµα 1/1000 και βρίσκουµε µε for-
loop και find τις γωνίες που είναι σε κάθε τοµέα και παίρνουµε το µέσο όρο των x και 
y που ανήκουν σε αυτόν τον τοµέα. Αυτό είναι το σηµείο του περιγράµµατος. 
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IV. Συμπεράσματα  
 

Η παρούσα ∆ιπλωµατική εργασία, έδειξε ότι η εξεταζόµενη µεθοδολογία είναι ικανή 
να επιτύχει το σκοπό της. Είναι δυνατόν να αναπαραστήσουµε τα κονιάµατα µε 
τέτοιο τρόπο ώστε αυτά να συνενωθούν αυτόµατα.  

Η τρισδιάστατη αναπαράσταση σαν πρόβληµα έχει λυθεί σε πολλές εφαρµογές. Το 
στοιχείο που καθιστά πρωτότυπη τη µεθοδολογία που αναλύσαµε, είναι οι 
πληροφορίες που παίρνουµε για το τρισδιάστατο αντικείµενο σε ψηφιακή µορφή. Το 
σηµαντικότερο όµως είναι η ακρίβεια αυτών των πληροφοριών, έτσι ώστε, να 
καθίσταται δυνατή η αυτοµατοποιηµένη συνένωση των κονιαµάτων.  

Τα αποτελέσµατα έδειξαν ότι η µέθοδος είναι αρκετά ισχυρή ώστε, η φθορά των 
αρχαιολογικών θραυσµάτων να µη στέκεται εµπόδιο στην πλήρη και λεπτοµερή 
ανακατασκευή των τελευταίων.   
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1. Τρισδιάστατος σαρωτής-3D scanner  
 

Ένας τρισδιάστατος σαρωτης είναι µία συσκευή η οποία αναλύει ένα πραγµατικό 
αντικείµενο ή περιβάλλον µε σκοπό να συλλέξει πληροφορίες για το σχήµα ή και την 
εµφάνισή του, π.χ. χρώµα. Τα δεδοµένα που συλλέγονται χρησιµοποιούνται για την 
τρισδιάστατη αναπαράσταση των αντικειµένων.  
Για την κατασκευή ενός τέτοιου µηχανήµατος υπάρχουν πολλές τεχνολογίες 
σχεδιασµού και υλοποίησης, η κάθε µία µε τα δικά της πλεονεκτήµατα και 
µειονεκτήµατα. Πολλοί περιορισµοί  εξακολουθούν να υφίστανται ακόµη : για 
παράδειγµα, οι τεχνολογίες οπτικοποίησης συναντούν πολλές δυσκολίες µε 
µεταλλικά, διαφανή και άλλα αντικείµενα.  
Η συλλογή τρισδιάστατων δεδοµένων είναι χρήσιµη σε πολλές εφαρµογές. Από την 
βιοµηχανία παραγωγής ταινιών και τρισδιάστατων παιχνιδιών µέχρι το βιοµηχανικό 
σχεδιασµό, εφαρµογές µηχανικής κ.α.. (16) 

 
Λειτουργία  

 
  Ο σκοπός ενός τρισδιάστατου σαρωτή είναι συνήθως να κατασκευάσει ένα «νέφος 
σηµείων» από γεωµετρικά δείγµατα της επιφάνειας του αντικειµένου.(16)  
Ένα «νέφος σηµείων» είναι µία οµάδα από διανύσµατα σε τρισδιάστατο σύστηµα 
συντεταγµένων. Αυτά τα διανύσµατα είναι, συνήθως, ορισµένα από τις καρτεσιανές 
συντεταγµένες, x,y,z(17), έχοντας ως αρχή το σηµείο της επιφάνειας του αντικειµένου 
και ως πέρας τον εξωτερικό χώρο που περιβάλλει την επιφάνεια.  
Αυτά λοιπόν τα σηµεία, µπορούν µετά να χρησιµοποιηθούν για την αναπαράσταση 
του αντικειµένου.  
Η λειτουργία των τρισδιάστατων σαρωτών µοιάζει πολύ µε αυτήν της κάµερας. Όπως 
και µία κάµερα, έτσι και ένας τρισδιάστατος σαρωτής έχει περιορισµένο οπτικό πεδίο 
και όπως µία κάµερα, µπορεί να συλλέξει πληροφορίες µόνο για ευδιάκριτες 
επιφάνειες. Όπως µία κάµερα συλλέγει πληροφορίες για το χρώµα των επιφανειών 
του οπτικού της πεδίου, έτσι και ένας τρισδιάστατος σαρωτής συλλέγει πληροφορίες 
για την απόσταση των επιφανειών εντός του οπτικού του πεδίου. Στην «εικόνα» που 
παράγεται από έναν τρισδιάστατο σαρωτή περιγράφεται η απόσταση από µία 
επιφάνεια για κάθε ένα σηµείο στην εικόνα. Αυτό επιτρέπει να γίνει αντιληπτή η 
θέση κάθε σηµείου της εικόνας, σε τρεις διαστάσεις.  
Στις περισσότερες περιπτώσεις µία µόνο σάρωση δε θα δώσει ένα ολοκληρωµένο 
µοντέλο του αντικειµένου. Πολλαπλές σαρώσεις, ίσως ακόµη και εκατοντάδες µπορεί 
να χρειαστούν, από πολλές διαφορετικές οπτικές γωνίες, προκειµένου να ανακτηθούν 
οι απαιτούµενες πληροφορίες για όλες τις πλευρές του αντικειµένου. Αυτές οι 
σαρώσεις, πρέπει όλες να γίνουν σε ένα κοινό σύστηµα αναφοράς, µία διαδικασία 
που καλείται ευθυγράµµιση ή εγγραφή και µετά, ενώνονται για να δηµιουργήσουν το 
ολοκληρωµένο µοντέλο.(16)  

 
Τεχνολογία  

 
Υπάρχουν πολλοί τρόποι να κατηγοριοποιηθούν οι τρισδιάστατοι σαρωτές. Μία καλά 
ορισµένη κατηγοριοποίηση τους χωρίζει σε δύο κατηγορίες: τρισδιάστατοι σαρωτές 
επαφής και µη-επαφής. Οι µη- επαφής µπορούν να χωριστούν περαιτέρω σε δύο 
υποκατηγορίες: τους ενεργούς και τους παθητικούς.  

 
Ø Τρισδιάστατοι Σαρωτές Επαφής  
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Οι τρισδιάστατοι σαρωτές επαφής έρχονται σε φυσική επαφή µε το αντικείµενο. Μία 
συσκευή µέτρησης συντεταγµένων είναι ένα παράδειγµα ενός τρισδιάστατου σαρωτή 
επαφής.(16) Επειδή αυτού του είδους τα µηχανήµατα έρχονται σε επαφή µε το 
αντικείµενο µπορεί να το αλλοιώσουν κατά την επαφή και, γι’ αυτό το λόγο 
αποφεύγονται όταν το αντικείµενο είναι εύθραυστο ή έχει ιστορική αξία κ.τ.λ.. 

 
Ø Μη-επαφής ενεργοί τρισδιάστατοι σαρωτές  

 

Οι ενεργοί µη- επαφής τρισδιάστατοι σαρωτές εκπέµπουν ένα είδος φωτεινής 
ακτινοβολίας και εντοπίζουν την αντανάκλασή της προκειµένου να προσδιορίσουν το 
αντικείµενο. Πιθανοί τύποι ακτινοβολίας είναι: φως, υπέρηχος, ακτίνες χ.(16) 

Παρακάτω θα δώσουµε δύο µεθόδους τρισδιάστατης σάρωσης µε χρήση ακτιβολίας 
λέιζερ.  

Τρισδιάστατα σκάνερ µε ακτίνα λέιζερ  

Χρόνος πτήσης (Time-of-flight)  
 

Αυτού του είδους οι σαρωτές εκπέµπουν έναν παλµό ακτίνας λέιζερ στην επιφάνεια 
του αντικειµένου, ο οποίος ανακλάται πίσω στη συσκευή. Το χρονικό διάστηµα µέχρι 
να επιστρέψει ο παλµός µετράται. Εφόσον η ταχύτητα του φωτός c είναι γνωστή, ο 
χρόνος που κάνει το φως να επιστρέψει καθορίζει το διπλάσιο της απόστασης µεταξύ 
του σαρωτή και της επιφάνειας. Αν t είναι ο χρόνος µεταξύ εκποµπής και επιστροφής, 
τότε η απόσταση είναι ίση µε (c˙t)/2. Η ακρίβεια αυτού του είδους σαρωτών 
εξαρτάται από την ακρίβεια µε την οποία µπορούµε να µετρήσουµε το χρόνο.  

Επειδή η ακτίνα λέιζερ µπορεί να προσδιορίσει ένα µόνο σηµείο κάθε φορά, για τον 
προσδιορισµό ολόκληρου του αντικειµένου είτε περιστρέφουµε το σαρωτή είτε 
χρησιµοποιείται ένα σύστηµα περιστρεφόµενων καθρεπτών. Η δεύτερη µέθοδος είναι 
ταχύτερη.(16) 

 

Τριγωνισµός (Triangulation)  
 

Οι σαρωτές που λειτουργούν µε αυτήν την τεχνολογία είναι επίσης ενεργοί σαρωτές 
που χρησιµοποιούν ακτίνες laser  (16) για να προσδιορίσουν το αντικείµενο.  
Οι σαρωτές αυτοί εκπέµπουν µία ακτίνα laser  στο αντικείµενο και µε χρήση κάµερας 
βλέπουν πάνω σε ποια επιφάνεια προσπίπτει η «κουκίδα» της ακτίνας laser. Η 
κάµερα παρακολουθεί την πορεία της κουκίδας και έτσι προσδιορίζεται το 
αντικείµενο. Οι σαρωτές αυτοί καλούνται «τριγωνισµού» γιατί η κάµερα, η πηγή 
laser και η κουκίδα σχηµατίζουν ένα τρίγωνο.  
Το µήκος της µίας πλευράς του τριγώνου και η απόσταση µεταξύ κάµερας και πηγής 
laser είναι γνωστά. Η γωνία της πηγής laser είναι επίσης γνωστή. Η γωνία του 
τριγώνου που ορίζεται από την κάµερα επίσης µπορεί να υπολογιστεί κοιτάζοντας 
στην περιοχή που βρίσκεται η κουκίδα του laser στο πεδίο ορατότητας της κάµερας. 
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Αυτές οι πληροφορίες καθορίζουν πλήρως το σχήµα και το µέγεθος του τριγώνου και 
δίνουν την περιοχή της κουκίδας του laser που ορίζει την µία από τις τρεις κορυφές 
του τριγώνου. (16) 

 
 
 

 
Εικόνα 259: Αρχή λειτουργίας σαρωτή τριγωνισµού. (16) 

 

2. Αρχεία STL 
 
Τα αρχεία .stl είναι αρχεία τα οποία παρέχουν πληροφορίες για ένα τρισδιάστατο 
αντικείµενο. Τα αρχικά stl είναι συντοµογραφία της λέξης στεραιολιθογραφία 
(stereolithography) και υποδηλώνουν τον πρωταρχικό στόχο αυτού του τύπου 
αρχείων, που είναι να περιγράψουν το σχήµα ενός τρισδιάστατου, στατικού 
αντικειµένου. (12), (13)  

Τα δεδοµένα των αρχείων αυτών περιγράφουν µόνο την γεωµετρία της επιφάνειας 
των τρισδιάστατων αντικειµένων, χωρίς να δίνουν καµία επιπλέον πληροφορία για το 
χρώµα, την υφή ή οτιδήποτε άλλο. Η επιφάνεια που περιγράφεται, έχει χωριστεί σε 
τρίγωνα. Για κάθε τρίγωνο της επιφάνειας,  το αρχείο περιλαµβάνει τις διαστάσεις 
των διανυσµάτων του τριγώνου σε καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων και σε 
ωρολογιακή φορά, όπως αυτά φαίνονται από το εξωτερικό της επιφάνειας. Το 
µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα του τριγώνου µπορεί επίσης να περιλαµβάνεται στο 
αρχείο. Τα αρχεία STL υποστηρίζουν τόσο δυαδική όσο και αναπαράσταση ASCII. Η 
πρώτη είναι πιο συνηθισµένη καθώς τα δυαδικά αρχεία είναι πιο συµπιεσµένα. (12), 

(13), (24)  

Ένα ASCII STL αρχείο χωρίζεται σε µπλοκ, ένα για κάθε διάνυσµα. Στην πρώτη 
γραµµή του αρχείου υπάρχει πρώτη η λέξη sold  και µετά το όνοµα του αρχείου. Το 
τέλος του αρχείου επισηµαίνεται µε τη λέξη endsolid. Όµοια,  κάθε µπλοκ 
διανύσµατος αρχίζει µε τη λέξη facet  και το όνοµα  και από κάτω, outer loop και 
τελειώνει µε τη λέξη endloop και στην από κάτω γραµµή µε τη λέξη endfacet . (12), (13), 

(24)  
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Τα δυαδικά STL αρχεία έχουν µία επικεφαλίδα 80 χαρακτήρων, η οποία δεν πρέπει 
ποτέ να αρχίζει µε τη λέξη solid γιατί κάτι τέτοιο θα προκαλέσει σύγχυση για την 
αναγνώριση του αρχείου σαν ASCII STL. Την επικεφαλίδα διαδέχεται ένας µη 
προσηµασµένος ακέραιος µεγέθους 4-bytes που υποδηλώνει τον αριθµό των 
τριγώνων στο αρχείο. Τέλος, ακολουθεί η περιγραφή των τριγώνων. Το αρχείο 
τελειώνει µε το τέλος της περιγραφής και του τελευταίου τριγώνου. (12)  

Το κάθε τρίγωνο περιγράφεται από δώδεκα 32- bits αριθµούς κινητής υποδιαστολής: 
τρεις για το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα και τρεις για τις συντεταγµένες x, y, z κάθε 
διανύσµατος. Μετά τους δώδεκα παραπάνω αριθµούς ακολουθεί ένας µη- 
προσηµασµένος αριθµός µεγέθους δύο bytes που χρησιµεύει ως µετρητής. (12)  

 

Παράδειγµα ASCII STL αρχείου για κύβο (12), (13)   

 

solid cube_corner 

 facet normal 0.0 -1.0 0.0 

  outer loop 

   vertex 0.0 0.0 0.0 

   vertex 1.0 0.0 0.0  

   vertex 0.0 0.0 1.0  

  endloop 

 endfacet  

 facet normal 0.0 0.0 -1.0  

  outer loop  

   vertex 0.0 0.0 0.0  

   vertex 0.0 1.0 0.0  

   vertex 1.0 0.0 0.0  

  endloop 

 endfacet 

 facet normal 0.0 0.0 -1.0  

  outer loop  

   vertex 0.0 0.0 0.0  
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   vertex 0.0 0.0 1.0  

   vertex 0.0 1.0 0.0  

  endloop 

 endfacet  

 facet normal 0.577 0.577 0.577  

  outer loop 

   vertex 1.0 0.0 0.0  

vertex 0.0 1.0 0.0  

   vertex 0.0 0.0 1.0  

  endloop 

 enfacet 

endsolid  

 

∆οµή δυαδικου STL αρχείου (12)  

UINT8[80]- Header  

UINT32 – Number of triangles  

 

foreach triangle 

REAL32[3] – Normal vector  

REAL32[3] – Vertex 1  

REAL32[3] – Vertex 2  

REAL32[3] – Vertex 3  

UINT16 – Attribute byte count 

End  
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3. Ενδεικτικά τα αποτελέσµατα ενός κονιάµατος  
 

Κατά την εκπόνηση της παρούσας ∆ιπλωµατικής η µέθοδος εφαρµόστηκε σε εξήντα 
κονιάµατα.  

 

Εικόνα 30: Το κονίαµα ως τρισδιάστατη εικόνα. 

Παρακάτω φαίνονται τα περιγράµµατα των πρώτων δεκαέξι τοµών, τα οποία είναι 
αρκετά για τον σκοπό της αυτοµατοποιηµένης συνένωσης του εν λόγω κονιάµατος µε 
τα γειτονικά του. Η πρώτη είναι η άνω επιφάνεια και ακολουθούν οι επόµενες εις 
βάθος.  
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