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Περίληψη 
 

Σε διατάξεις συγκράτησης πλάσµατος έχει παρατηρηθεί πως, κοντά στην περιοχή των 

τοιχωµάτων, εµφανίζονται µικρές περιοχές µε σηµαντικά µεγαλύτερη πυκνότητα σωµατιδίων 

από τη µέση πυκνότητα στο πλάσµα. Οι περιοχές αυτές µοιάζουν µε φουσκάλες (blobs). Είναι, 

εποµένως, ιδιαίτερα σηµαντικό να αναλύσουµε θεωρητικά την επίδραση των blobs στη 

συµπεριφορά του πλάσµατος. 

 

Στην εργασία αυτή θα µελετήσουµε πώς επηρεάζουν τα blobs τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα µε 

τα οποία ακτινοβολούµε το πλάσµα προκειµένου να ελέγξουµε τη συµπεριφορά του. Πιο 

συγκεκριµένα, υπολογίζουµε τη γωνία κατά την οποία µία ηλεκτροµαγνητική δέσµη 

εκτρέπεται από την πορεία της λόγω της παρουσίας blobs. 

 

Αρχικά, εξηγούµε ένα µοντέλο που έχει αναπτυχθεί, και το οποίο µπορεί να περιγράψει τη 

διάδοση ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων σε χωρικά και χρονικά µεταβαλλόµενο πλάσµα. Το 

µοντέλο αυτό συνοψίζεται σε ένα χαµιλτονιανό σύστηµα διαφορικών εξισώσεων. 

 

Στη συνέχεια, παίρνοντας προσεγγίσεις πρώτης τάξης, καταλήγουµε σε µια εξίσωση για την 

εξέλιξη του κυµατοδιανύσµατος καθώς το κύµα διαδίδεται µέσα στο πλάσµα. Θεωρώντας 

οµοιόµορφη κατανοµή των blobs, παίρνουµε χωρική µέση τιµή στην παραπάνω εξίσωση, και 

καταλήγουµε σε µια εξίσωση Fokker-Planck. Ο πίνακας διάχυσης της εξίσωσης αυτής 

υπολογίζεται αναλυτικά για διάφορες γεωµετρίες των blobs (σφαιρική, ελλειπτική, 

κυλινδρική).  

 

Τέλος, βρίσκουµε τη συνάρτηση Green της εξίσωσής µας και υπολογίζουµε τη µέση γωνία 

απόκλισης του ηλεκτροµαγνητικού κύµατος. 

 
 
 
 

Λέξεις κλειδιά:  χωρικά µεταβαλλόµενο πλάσµα, εξίσωση Fokker-Planck, γεωµετρική οπτική 

σε πλάσµα, πίνακας διάχυσης, blobs   
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Abstract 

 

In magnetic confinement fusion devices, small areas of significantly higher particle density 

than the average plasma density have been observed to appear in the edge region; these areas 

look like and are referred to as blobs. It is, therefore, of vital importance to theoretically 

approach and analyze the impact of these blobs on plasmas.  

 

In this thesis, the various effects of blobs on the electromagnetic waves with which the plasma 

is irradiated in order for its performance to be optimized, are studied. More specifically, the 

angle between the course of an electromagnetic ray and the distraction from it, due to the 

presence of blobs, is calculated. 

 

At first, a fully developed model that successfully describes the electromagnetic wave 

propagation in spatially and temporally varying plasmas is explained. This particular model is 

summarized in a Hamiltonian system of differential equations. 

 

Later on and through first-order approximations, an equation describing the evolution and 

variation of the wave-vector, during the wave propagation inside the plasma, is deducted. 

Assuming a uniform distribution of the blobs and using the spatial average of the 

aforementioned equation, a Fokker-Planck equation is reached. The diffusion tensor of this 

equation for various blob geometries is, then, analytically calculated, including the cases of 

spherical, elliptic and cylindrical blobs. 

 

Finally, the Green’s function of our equation is calculated and a mean angle of distraction of 

the electromagnetic wave from its course is defined. 

 

 

 

Keywords: spatially varying plasma, Fokker-Planck equation, geometric optics in plasma, 

diffusion tensor 
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1.  Εισαγωγή 
 

Στις διάφορες διατάξεις παγίδευσης πλάσµατος (π.χ. tokamak), για τον έλεγχο του πλάσµατος 

και την αντιµετώπιση των διαφόρων ασταθειών που αυτό εµφανίζει, χρησιµοποιούνται 

ηλεκτροµαγνητικά κύµατα κατάλληλης συχνότητας. Για παράδειγµα, κύµατα στη ζώνη των EC 

(electron cyclotron) συχνοτήτων έχουν χρησιµοποιηθεί για τον περιορισµό της NTM 

(neoclassical tearing mode) αστάθειας µέσω της επαγωγής κατάλληλων ρευµάτων στην 

περιοχή της αστάθειας (βλ. αναφορά [Aym]). 

 

Τα κύµατα αυτά, για να κατευθυνθούν στην περιοχή του πλάσµατος -που µας ενδιαφέρει να 

επηρεάσουµε- από την εξωτερική πηγή, όπου διεγείρονται, θα πρέπει να διέλθουν από µία 

περιοχή του πλάσµατος κοντά στα τοιχώµατα της διάταξης, όπου παρατηρείται τυρβώδης ροή. 

Το αποτέλεσµα της διέλευσης του κύµατος από την περιοχή αυτή µπορεί να οδηγήσει σε 

αλλαγή της πορείας του κύµατος και αλλοίωση των χαρακτηριστικών του. Αυτές τις αλλαγές 

υπολογίζουµε ποσοτικά σε αυτή την εργασία. 

 

Στην περιοχή κοντά στα τοιχώµατα, από την οποία καλείται να περάσει το κύµα, έχει 

παρατηρηθεί η ύπαρξη περιοχών µε πολύ µεγαλύτερη πυκνότητα και θερµοκρασία από το 

υπόλοιπο πλάσµα. Οι περιοχές αυτές που σχηµατίζονται µοιάζουν µε φουσκάλες (blobs). 

Καθώς το κύµα διέρχεται από αυτές τις περιοχές υψηλής πυκνότητας, είναι δυνατό να 

εκτραπεί, διότι, αφού έχουν µεγαλύτερη πυκνότητα, άρα µεγαλύτερο δείκτη διάθλασης, το 

κύµα µας υφίσταται διάθλαση διερχόµενο από αυτές. Καθώς το κύµα έχει να διανύσει µία 

σηµαντική απόσταση προτού φτάσει στην περιοχή που θέλουµε να επηρεάσουµε, ακόµα και 

µικρές αλλαγές µπορεί αθροιστικά να οδηγήσουν σε σηµαντική µεταβολή των 

χαρακτηριστικών του. Για παράδειγµα, η συνολική εκτροπή λόγω διάθλασης της δέσµης 

µπορεί να είναι τόσο µεγάλη, ώστε να µην φτάσει στον επιθυµητό στόχο. Άρα είναι 

απαραίτητο να µελετηθεί θεωρητικά αυτή η εκτροπή, και να µετρηθεί ποσοτικά, ώστε να 

µπορεί µε χρήση κατάλληλων τεχνικών ελέγχου να µειωθεί όσο αυτό είναι δυνατό. 

 

Η αύξηση της πυκνότητας στην περιοχή των blobs κυµαίνεται από 5 έως και 20% της µέσης 

πυκνότητας του πλάσµατος. Το σχήµα του είναι κατά προσέγγιση ελλειπτικό µε το µεγάλο 

άξονα να βρίσκεται στον άξονα του µαγνητικού πεδίου. Το µήκος τους κυµαίνεται από 10 έως 

30 φορές την ακτίνα Larmor. 

 

Η επίδραση των blobs στο κύµα που θα µελετήσουµε σε αυτή την εργασία είναι αυτή που 

οφείλεται στην διάθλασή του, καθώς αυτό διέρχεται από την περιοχή των blobs. Ωστόσο, το 

κύµα υφίσταται και περίθλαση. Η µελέτη της περίθλασης, όµως, απαιτεί τελείως διαφορετικές 

τεχνικές και δεν θα µελετηθεί σε αυτή την εργασία. 

 

Η µελέτη της διάθλασης θα γίνει µε χρήση γεωµετρικής οπτικής. Το ηλεκτροµαγνητικό κύµα 

το βλέπουµε ως µία δέσµη που διαδίδεται µέσα στο πλάσµα. Στην πορεία της η δέσµη συναντά 

πολλά blobs, και, εξαιτίας της ύπαρξης καθενός από αυτά, υφίσταται διάθλαση. Η κατανοµή 

των blobs στο πλάσµα, όπως είναι λογικό, θεωρείται τυχαία και, ελλείψει περισσοτέρων 

στοιχείων, οµοιόµορφη. Η συνολική αλλαγή στο κύµα είναι διπλής φύσης. Αφενός εκτροπή 

της δέσµης, όπως έχουµε ήδη πει, και αφετέρου αλλαγή στο κυµατοδιάνυσµα.   
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2.  Περιγραφή της διάδοσης ηλεκτροµαγνητικού κύµατος  

     σε χωρικά και χρονικά µεταβαλλόµενο πλάσµα 

     µε χρήση γεωµετρικής οπτικής 

 

Σκοπός της εργασίας αυτής είναι η µελέτη της διάδοσης ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων σε 

ανοµοιογενές -λόγω της ύπαρξης των blobs- πλάσµα. Στο κεφάλαιο αυτό θα περιγράψουµε 

πώς προκύπτει το µοντέλο το οποίο περιγράφει την µεταβολή του κύµατος λόγω της 

αλληλεπίδρασης µε το πλάσµα, και το οποίο χρησιµοποιείται για την πραγµατοποίηση των 

υπολογισµών στις επόµενες παραγράφους. Το µοντέλο αυτό αναπτύχθηκε στην αναφορά [Ber]. 
 

Οι υποθέσεις που γίνονται είναι πρώτον ότι το πλάτος του διαδιδόµενου κύµατος είναι µικρό, 

δεύτερον ότι υπάρχει γραµµική και αιτιατή, αλλά όχι απαραίτητα τοπική, σχέση µεταξύ της 

πυκνότητας ρεύµατος και του ηλεκτρικού πεδίου, και τρίτον ότι οι χωρικές και χρονικές 

µεταβολές του πλάσµατος στο οποίο γίνεται η διάδοση δεν είναι µεγάλες µέσα σε ένα µήκος 

κύµατος ή µία περίοδο αντίστοιχα.   
 

Το µοντέλο στο οποίο καταλήγουµε είναι ένα χαµιλτονιανό σύστηµα εξισώσεων για τον 

κυµαταριθµό και τη συχνότητα του κύµατος (φυσικά αυτά τα µεγέθη µεταβάλλονται χρονικά 

και χωρικά). 
 

Σηµειωτέον ότι, σε όλη την εργασία συµβολίζουµε µε �� ένα διάνυσµα το οποίο έχει τη µορφή 

στήλης, µε ��� ένα διάνυσµα γραµµή, µε � το µέτρο του διανύσµατος αυτού, και µε �� έναν 

τανυστή-πίνακα 3x3. Όλους τους πολλαπλασιασµούς τούς βλέπουµε ως πολλαπλασιασµούς 

πινάκων, κι έτσι το εσωτερικό γινόµενο τον διανυσµάτων ��, 	
� γράφεται ���	
� . 

 

Γράφουµε αρχικά τις εξισώσεις του Maxwell για το ηλεκτροµαγνητικό κύµα. 
 

 � × 
� = ���� + 1��  ��� �
�   �1�  � × �
� = − ��� �
�   �2�   
Υποθέτουµε ότι η πυκνότητα ρεύµατος έχει την παρακάτω µορφή:  

�����, �� = �  !�" �  �"#
$% &' (�� − ��", � − �", 12 ��� + ��"�, 12 �� + �"�) �
����", �"�   �3� 

 
Πράγµατι η σχέση αυτή είναι γραµµική ως προς την ένταση του πεδίου (ολοκλήρωµα 

συνέλιξης), αιτιατή αφού η πυκνότητα τη στιγµή t εξαρτάται από την τιµή της έντασης στο 

παρελθόν, ενώ η µη τοπικότητα εκφράζεται από το ότι η τιµή της πυκνότητας ρεύµατος στη 

θέση  ��  εξαρτάται από την τιµή του �
� και σε άλλες θέσεις. Το µέγεθος  &' που εµφανίζεται 

είναι ο τανυστής αγωγιµότητας, ο οποίος, στην περίπτωση απείρου, οµογενούς και σταθερού 

πλάσµατος, δεν εξαρτάται από τα ορίσµατα  �� + ��"  και  � + �". 
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Θα µελετήσουµε την περίπτωση το πλάσµα να µεταβάλλεται αργά, τόσο χωρικά όσο και 

χρονικά. Η υπόθεση αυτή είναι σε συµφωνία µε τη θεώρηση κανονικής κατανοµής για την 

πυκνότητα των blobs που ακολουθούµε παρακάτω. Στην περίπτωση αυτή, το ηλεκτρικό και το 

µαγνητικό πεδίο θα έχουν αντίστοιχα τη µορφή: 
 

 �
����, �� = �����, �� +,-./0���, ��1   �4� 
  
����, �� = 	
����, �� +,-./0���, ��1   �5�   
µε το κυµατοδιάνυσµα 4
� και τη συχνότητα 5 να ορίζονται ως εξής: 
  4
����, �� ≡ �7�0���, ��   �6�  5���, �� ≡ − ��� 0���, ��   �7�  
Αφού έχουµε αργές χρονικές και χωρικές µεταβολές, όταν το όρισµα  

:� ��� + �� ′� µεταβάλλεται 

σε πλάτος κατά ; = 2</4 και το όρισµα  
:� �� + �′� κατά > = 2</5, ο τανυστής &' θα 

υφίσταται µια αλλαγή ανάλογη µιας µικρής σταθεράς ?. Οµοίως, η ποσοστιαία µεταβολή των 

µεγεθών 4
�, ��  και 	
� , όταν το όρισµα  �� αλλάζει (κατά πλάτος) κατά ; και το όρισµα � κατά >,  

θα είναι πάλι ?. 

 

Ο χωρο-χρονικός µετασχηµατισµός Fourier του τανυστή αγωγιµότητας θα είναι     
&�@4
�, 5, ��, �A = �  !�" �  �"B%

C &'���", �"; ��, �� +,-E/@5�" − 4
���"AF   �8� 
 
Παρατηρούµε πως είναι συνάρτηση τόσο των χωρικών συντεταγµένων �� όσο και του χρόνου 

(εκτός από τα 4
�, 5), κι έτσι περιγράφει τα µεταβλητά χαρακτηριστικά του πλάσµατος. 

 

 

Το Ερµιτιανό και αντι-Ερµιτιανό κοµµάτι του τανυστή αυτού θα είναι:  &�H = 12 �&� + &��∗�   �9�  &�K = 12 �&� − &��∗�   �10� 
 
 

µε το Τ να δηλώνει ανάστροφο και το * συζυγή. 
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Μετά από πράξεις (βλ. [Ber]) προκύπτει ότι η ένταση του ρεύµατος έχει τη µορφή:  �� = +MN&�K�� + O

�P��Q + ⋯   �11�     
όπου ο τανυστής S

� δίνεται από τον τύπο:   O

�P��Q = &�H�� − / :� E�7� ∙ @�U
� &�KAF�� − /E��7����V ∙ �U
� F�&�K�V + / :� W XX# YXZ[
�\X] ^_ �� + / XZ[
�\X] X 
̀�X#        �12�  
 
Ο τελεστής  �U
� = XXUa ,' + XXUb c' + XXUd ê  υπολογίζεται κρατώντας τα ��, 5 και � σταθερά, η 

παράγωγος �/�5 υπολογίζεται µε 4
�, �� και � σταθερά, ο �7� µε � σταθερό, και η �/�� µε �� σταθερό, βλέποντας τα 4
�, 5 ως συναρτήσεις του �. Το &�H είναι τάξης µεγέθους ?, ενώ το &�K 

κατά προσέγγιση σταθερό. Άρα το O

�P��Q είναι τάξης µεγέθους ?, αφού κάθε όρος του (αν 

αµελήσουµε τις χωροχρονικές µεταβολές, οι οποίες υποθέτουµε ότι είναι µικρές) είναι 

ανάλογος του &�H  ή του ��, και καθένας από τους δύο αυτούς όρους είναι, όπως είπαµε, 

ανάλογος του ?. 

 
 

Αν τώρα αναπτύξουµε τα πεδία σε σειρά Taylor – µε τον όρο τάξης / να είναι ανάλογος του ?M , 
δηλαδή:      �� = ��C + ��: + ��� + ⋯   �13� 
 	
� = 	
�C + 	
�: + 	
�� + ⋯   �14�  
και αντικαταστήσουµε στις (1) και (2), παίρνουµε, αν εξισώσουµε τους συντελεστές των ίδιων 

δυνάµεων του ?, τις παρακάτω σχέσεις: 

         / Y4
� × 	
�C + 5�� ��C + /��&�K��C^ = 0                                                  �15� 
       / Y4
� × 	
�: + 5�� ��: + /��&�K��:^ = O

�P��Q − � × 	
�C + 1��  ���C��        �16� 

 g;<.                                 /@4
� × ��C − 5	
�CA = 0                                                                 �17� 
/@4
� × ��: − 5	
�:A = −� × ��C − �	
�C��                                        �18� 

 g;<. 



16  

Αν αντικαταστήσουµε το 	
�C από τη (17) στη (15) παίρνουµε: 
 ?� ��C = 0   �19� 
 

όπου µε ?� συµβολίζεται ο διηλεκτρικός τανυστής: 
 

?�@4
�, 5, ��, �A = ?�H = i�j1 − ��4�5� k + ��5� 4
�4
�V + /?�5 &�K   �20� 
 

Η (19) έχει και µη µηδενικές λύσεις όταν ο πίνακας του τανυστή δεν είναι αντιστρέψιµος. 

Εποµένως όταν: l@4
�, 5, ��, �A ≡  +�?� = 0   �21�  
Αυτή είναι η λεγόµενη σχέση διασποράς, και είναι µία µη γραµµική µερική διαφορική εξίσωση 

για το 0, αφού τα 4
� και 5 είναι πρώτες παράγωγοι -χωρική και χρονική αντίστοιχα- του 0. 

Αυτή η εξίσωση θα µπορούσε να λυθεί αριθµητικά, αλλά εµάς µας ενδιαφέρει να έχουµε 

εξισώσεις για τα k και ω. 

 

Επιστρέφοντας στις (6) και (7) µπορεί να εξαχθεί η σχέση: 
 

�7�5 + �4
��� = 0   �22� 
 

αφού   �7�5 + XU
�X# = −�7� YXNX# ^ + X X# �7�0 = 0 ,  από θεώρηµα Schwartz. 

 

Θεωρώντας τώρα ότι από την (21) µπορεί να βρεθεί το 5 ως συνάρτηση των 4
�, �� και �, δηλαδή 

ότι 5 = m@4
�, ��, �A, η (22) γράφεται στη µορφή: 

m7� + @�7�4
�AVmU
� + �4
��� = 0   �23� 
 
µε τους δείκτες να συµβολίζουν τις αντίστοιχες µερικές παραγώγους. 

 

Αν παραγωγίσουµε τώρα την (21) ως προς  ��  και  4
� , αντίστοιχα, παίρνουµε: 
 m7�l] + l7� = 0   �24� 
 mU
� l] + lU
� = 0   �25� 
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Με συνδυασµό τώρα των (22) και (24), και αφού ο  �7�4
� = ��0  είναι συµµετρικός πίνακας, 

παίρνουµε: �4
��� + @�7�4
�AmU
� = l7�l]    �26� 
 
Η  mU
�  , όµως, είναι η ταχύτητα οµάδας, και εποµένως η διάδοση γίνεται κατά την κατεύθυνσή 

της. Άρα η τροχιά ��, µε χρήση και της σχέσης (25), θα ικανοποιεί την παρακάτω διαφορική 

εξίσωση:  �� � = − lU
�l] = mU
�    �27� 
 

Τότε η (26) γίνεται: �4
��� + @�7�4
�AmU
� = l7�l]
��n�opq 

�4
��� + @�7�4
�A  �� � = l7�l] ⇒ 
 4
� � = l7�l] = −m7�    �28� 

 

Από την (21) µπορούµε να βρούµε την m, οπότε οι (27) και (28) είναι ένα ζεύγος συνήθων 

διαφορικών εξισώσεων κατά µήκος της τροχιάς που ορίζεται από την (27).  

 

Αντί να λύσουµε την εξίσωση διασποράς για την m, κάτι το οποίο µπορεί να γίνει µόνο 

αριθµητικά, θα εξαγάγουµε µια διαφορική εξίσωση που είναι πιο εύκολο να διαχειριστούµε. 

Παραγωγίζοντας την (21) ως προς � κατά µήκος µιας ακτίνας έχουµε: 

  4
� � ∙ lU
� +  5 � ∙ l] +  �� � ∙ l7� + l# = 0 ��n�,��s�oppppq 
  5 � = − l#l] ⇒ 
  m � = m#    �29� 
 
Οι εξισώσεις (27) και (28) αποτελούν ένα Hamiltonian σύστηµα εξισώσεων µε την m να παίζει 

το ρόλο της χαµιλτονιανής. 
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Αφού έχω βρει τα k και ω, µπορώ να βρω τη φάση ψ του κύµατος. Μένει να βρω τα πλάτη του 

ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου. Παρ’ ότι δε θα χρησιµοποιηθούν στη συνέχεια, 

παρατίθεται για λόγους πληρότητας ο τρόπος υπολογισµού τους. 

 

Αφού υπολογίσω τα 4
�, 5, όπως περιέγραψα παραπάνω, ο τανυστής ?� είναι γνωστός, ως 

συνάρτηση του χρόνου και της θέσης. Επιλέγοντας κατάλληλη ορθοκανονική βάση +�M���, ��, / = 1,2,3  ο ?� γράφεται σε διαγώνια µορφή 

 ?� = ?:+�:+�:∗V + ?�+��+��∗V + ?!+�!+�!∗V     �30� 

 

Αφού από την εξίσωση διασποράς έχουµε ότι:  0 =  +�?� = ?:?�?! ,  τουλάχιστον ένα από τα ?M πρέπει να είναι µηδέν.  
 

 

Γράφοντας το σταθερό όρο του αναπτύγµατος Taylor του πλάτους του ηλεκτρικού πεδίου  ��C 

ως προς την παραπάνω βάση, έστω: 
 ��C = �:+�: + ��+�� + �!+�!     �31� 

 

από τη σχέση (19), και αφού +�MV+�t = uMt µιας και έχω επιλέξει ορθοκανονική βάση, προκύπτει: 
 

 �:?:+�: + ��?�+�� + �!?!+�! = 0     �32� 

 

Αφού τα +�M, / = 1,2,3 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα ως διανύσµατα βάσης, για να ισχύει η 

σχέση (32), θα πρέπει, αν δεν µηδενίζεται το ?M, να µηδενίζεται το  �M. Για να βρούµε τα �M που 

δε µηδενίζονται, απαλείφουµε τα  	C



�, 	
�: από τις σχέσεις (17), (18), και, αντικαθιστώντας στην 

(16), καταλήγουµε στη σχέση: 

 

/5?���: = − ��5 4
� × ��7� × ��C� − �5 4
� × � Y �5 4
� × ��C^�� + ��OP��CQ − ��7� × Y �5 4
� × ��C^ + ���C�� = 

 

= ��5?���5 ���C�� + 12 v ��� j��5?���5 kw ��C − E��7���C�V�U
� F5?�� − 12 E�7�@�U
� 5?�AF��C + &x[



���C      �33� 
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Παίρνω εσωτερικό γινόµενο της (33) µε ένα +�M∗. Αν  ?M ≠ 0, θα προκύψει µια έκφραση για το +�M ∗ ∙ ��:. Αν τώρα ?M = 0, +�M∗ ∙ �?���:� = +�M∗ ∙ �?:+�:+�:∗V��: + ?�+��+��∗V��: + ?!+�!+�!∗V��:� = ?M+�M∗V��: =0, και από τα άλλα δύο µέλη θα προκύψει µια εξίσωση µε τα µη µηδενικά �t. Η εξίσωση αυτή 

είναι η εξής: 

 

z {−+�M∗� ��5?���5 +�| ��|�� + E@�U
� 5?�A: +�|+�M∗�F∇�
��|�!
|�: = �M   �34� 

 

όπου το �M δίνεται από τον τύπο: 

 

�M = z �|
!

|�: +�M∗V {��5?���5 �+�|�� + 12 v ��� j��5?���5 kw +�| − E�∇�
�+�|�V�U
� F5?�� − 12 E∇�
�@�U
� 5?�AF+�| + &�x+�|�   �35� 

 

 

Χρησιµοποιώντας τη διαγώνια µορφή του πίνακα -στην οποία αναφερθήκαµε παραπάνω- 

έχουµε: 
 ��5?���5 = z {+�|+�|∗V ��5?|��5 + 5?| �+�|�5 +�|∗ + 5?|+�| �+�|∗��5 �!

|�:    �36� 

 

και εποµένως για /, � τέτοια ώστε ?M = ?| = 0 , 

 

+�M∗V ��5?���5 +�| = u|M ��5?M��5    �37� 

 

Με παρόµοιο τρόπο: 
 @�U
� 5?�A: +�|+�M∗� = u|M∇�

��5?M�   �38� 

 

 

Μεταβάλλοντας τη (19) ως προς k, κρατώντας ω,r σταθερά και για ��C = +�| , έχουµε: 

 

0 = {u5 ��5?���5 + u4
��U
� 5?�� +�| + 5?�+�|    �39� 
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Παίρνοντας τώρα εσωτερικό γινόµενο της (39) µε  +�|∗ , 

 

0 = 5U
� = u5u4
� = − @�U
� 5?�A: +�|+�|∗�
+�|∗� ��5?���5 +�|    �40� 

 

Αντικαθιστώντας τώρα τις (37)-(40) στην (34), προκύπτει: 

  �M � ��5?M��5 = −�M   �41� 

 

Αφού από την προηγούµενη ανάλυση έχουµε προσδιορίσει το κυµατοδιάνυσµα και τη 

συχνότητα, τα �M, ?M στη (41) είναι πλέον συναρτήσεις µόνο της θέσης της διαδιδόµενης 

ακτίνας και του χρόνου. Άρα η (41) είναι µια διαφορική εξίσωση από την οποία µπορούµε να 

προσδιορίσουµε το πλάτος του ηλεκτρικού πεδίου. Το πλάτος του µαγνητικού πεδίου 

προσδιορίζεται από την εξίσωση (2). Πλέον έχουµε πλήρως προσδιορισµένα (συγκεκριµένα, 

µπορούµε να βρούµε αν επιλύσουµε αριθµητικά) όλα τα χαρακτηριστικά του κύµατος.  

 

 

  



21  

3.  Περιγραφή του µοντέλου και υπολογισµός πίνακα διάχυσης 

 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα µελετήσουµε ποσοτικά την επίδραση της χωρικής ανοµοιογένειας 

στην πυκνότητα του πλάσµατος (των blobs στα οποία αναφερθήκαµε στην εισαγωγή) στη 

διάδοση ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων µέσα στο πλάσµα. Κατά τη διάδοσή της µέσα στο 

πλάσµα, µία RF ακτίνα συναντά πολλά blobs µε τα οποία και αλληλεπιδρά. Η αλληλεπίδραση 

αυτή οδηγεί σε διάθλαση της ακτίνας. Το συνολικό αποτέλεσµα της αλληλεπίδρασης µε πολλά 

blobs -τα οποία θεωρούµε ότι είναι τυχαία κατανεµηµένα- µπορεί να µεταβάλει σηµαντικά την 

εκπεµπόµενη ακτίνα. ∆ύο ειδών είναι οι µεταβολές που µπορεί να επέλθουν. Πρώτον, 

µεταβολή στην εγκάρσια (ως προς το µαγνητικό πεδίο) συνιστώσα του κυµατοδιανύσµατος, η 

οποία οδηγεί σε εκτροπή της δέσµης από την πορεία της, µε αποτέλεσµα αυτή να µην 

πετυχαίνει το στόχο στον οποίο θέλαµε να µεταφέρει την ενέργεια και την ορµή της. ∆εύτερον, 

αλλαγή στην παράλληλη (ως προς το µαγνητικό πεδίο) συνιστώσα του κυµατοδιανύσµατος, 

που οδηγεί σε αλλαγή της ζώνης συντονισµού, και άρα σε διαφοροποίηση του χωρικού προφίλ 

του επαγόµενου ρεύµατος. 
 

Ξεκινάµε µε ένα σύστηµα εξισώσεων της µορφής Hamilton-Jacobi, από το οποίο, µε χρήση 

θεωρίας µεταβολών, οδηγούµαστε σε µια εξίσωση που περιγράφει την εξέλιξη του 

κυµατοδιανύσµατος καθώς η ακτίνα αλληλεπιδρά µε τα blobs. Θεωρώντας τυχαία κατανοµή 

των blobs, ίδια γεωµετρία για όλα (θα µελετήσουµε τις περιπτώσεις σφαιρικών, ελλειπτικών 

και κυλινδρικών blobs), αλλά διαφορετικά εν γένει µεγέθη, καταλήγουµε σε µια εξίσωση 

Fokker-Planck. Ο πίνακας διάχυσης που εµφανίζεται στην εξίσωση αυτή, ο οποίος περιγράφει 

τη µεταβολή στο κυµατοδιάνυσµα λόγω της επιρροής των blobs, υπολογίζεται αναλυτικά. 

Αφού πάρουµε την χωρική µέση τιµή της παραπάνω εξίσωσης, υπολογίζουµε τη συνάρτηση 

Green (λύση για κρουστική διέγερση). Τέλος, δίνουµε τον τύπο για τη γωνία απόκλισης της 

δέσµης και τη µέση τετραγωνική µεταβολή του κυµατοδιανύσµατος. 

 

Θεωρούµε ότι το κυµατοδιάνυσµα 4
� και η θέση ��	της εκπεµπόµενης ακτίνας τη στιγµή t 

ικανοποιούν τις εξισώσεις (1). 
	  4
� � = −�7�5			(1. �)	

			 �� � = �U
�5						(1. 	)				
 5 � = �5�� 						(1. �)	

	
Τα µεγέθη 4
� και �� τα θεωρούµε ανεξάρτητα, και το ω, που είναι η συχνότητα του κύµατος, το 

βλέπουµε ως συνάρτηση των 4
�,�� και t.  
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Έτσι, στις εξισώσεις (1) ο τελεστής  �U
� = XXUa ,' + XXUb c' + XXUd ê  υπολογίζεται θεωρώντας τα �� 
και t σταθερά, και στον υπολογισµό του  �7� = XX� ,' + XX� c' + XX� ê (το γνωστό grad) η 

παραγώγιση γίνεται κρατώντας τα  4
� και t σταθερά. Το παραπάνω µοντέλο βασίζεται στην 

εργασία του Bernstein [Ber] και το περιγράψαµε στην προηγούµενη ενότητα. 

 

Το αποτέλεσµα της εφαρµογής του τελεστή �7� στο k θα δώσει µηδέν, λόγω της ανεξαρτησίας 

των µεγεθών 4
� και ��. Αν εισαχθεί και το µέγεθος  � = U�]  (είναι ο δείκτης διάθλασης), όπου c η 

ταχύτητα του φωτός, τότε προκύπτει η παρακάτω εξίσωση:  

	 0 = �7�4 = �� �7�5 + 5� �7��			(2)		
Ισχύει επίσης η παρακάτω ταυτότητα για το �U
�4 : 

	
�U
�4 = �4�4� ,' + �4�4� c' + �4�4� ê

= ��4��4�� + 4�� + 4��,' + ��4��4�� + 4�� + 4��c' + ��4��4�� + 4�� + 4��ê
= 4��4�� + 4�� + 4�� ,' + 4��4�� + 4�� + 4�� c' + 4��4�� + 4�� + 4�� ê = 4
�4	

	
Η ταυτότητα αυτή µε χρήση του δείκτη διάθλασης η γράφεται ως εξής: 
 4
�4 = �U
�4 = �� �U
�5 + 5� �U
��						(3)	
  

 

Εισάγουµε επίσης την ποσότητα � = ��, που είναι η απόσταση που έχει διανύσει το κύµα σε 

χρόνο t. Οι εξισώσεις (1.a) και (1.b) µπορούν να γραφούν µε χρήση της ποσότητας αυτής ως 

ακολούθως.  
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 4
� � =  4
� � 1� =(:.`)−1� �7�5 =(�) 5�� �7�� = 4�� �7�� = −4�7� �1��					(4. �)		  �� � =  �� � 1� =(:.�) 1� �U
�5 =(!) 1� j�� 	4
�4 − 5� �U
��k = 1� 4
�4 − 4�� �U
�� = 1� 4
�4 + 4�U
� �1��				(4. 	)		
Ο δείκτης διάθλασης θα εξαρτάται από τις συχνότητες πλάσµατος των διαφόρων ειδών 

σωµατιδίων που απαρτίζουν το πλάσµα –µε 5� συµβολίζουµε τη συχνότητα πλάσµατος των 

σωµατιδίων του είδους α– καθώς και από τη γωνία θ, που είναι η γωνία ανάµεσα στο 

µαγνητικό πεδίο και το κυµατοδιάνυσµα. Επειδή οι περιοχές όπου µελετάµε τις 

αλληλεπιδράσεις των blobs µε το κύµα είναι µικρές σε σχέση µε τις διαστάσεις του πλάσµατος, 

κι επειδή οι θερµοκρασίες είναι αρκετά χαµηλές ώστε η προσέγγιση ψυχρού πλάσµατος να 

είναι αποδεκτή, µπορούµε να θεωρήσουµε το µαγνητικό πεδίο οµογενές, και µε σταθερή 

κατεύθυνση ��� (βλ. Σχήµα 1). Άρα ο δείκτης διάθλασης θα είναι τελικά συνάρτηση µόνο της 

πυκνότητας �`(��) των διαφόρων σωµατιδίων του πλάσµατος στη θέση ��. Θα έχουµε 

εποµένως:  
	 � = �@�5��@��(��)A�, �A			(5)		

5�� = ����`(��)?��` 																								(6)	
	

���� =4
�4 ���⇒ � = ���$: j4
� ∙ ���4 k			(7)	
	
όπου �� είναι η µάζα ενός σωµατιδίου του είδους α. 

 

Εισάγοντας τα παραπάνω µεγέθη στις εξισώσεις (4.a) και (4.b), και µε χρήση του κανόνα της 

αλυσίδας στις παραγωγίσεις, παίρνουµε: 

  4
� � = −4�7� �1�� = 4�� �7�� = 4��z ���5��
�5����`` �7���(��) ⇒ 

 4
� � = 4?���z �����
���5��` �7���(��)					(8. �)	

	
	  �� � = 1� 4
�4 + 4�U
� �1�� = 1� 4
�4 − 4�� �U
��	

 

µε την άθροιση να γίνεται ως προς τα διάφορα είδη σωµατιδίων του πλάσµατος. 
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Όµως οι συνιστώσες του κυµατοδιανύσµατος 4
� γράφονται ως: 

	 4� = 4�/��′ ∙ ����	4� = 4�/��′ ∙ �/��	4� = 4����′		
όπου �′ (δεν έχει καµία σχέση µε τη �) και � οι γωνίες ενός κατάλληλου συστήµατος 

σφαιρικών συντεταγµένων προσαρµοσµένου στη δέσµη.  
 

Εφαρµόζοντας τώρα τον κανόνα της αλυσίδας -για το � ως συνάρτηση του 	� και το � ως 

συνάρτηση του 4
� -  έχουµε (αναλυτικά οι πράξεις φαίνονται στο Παράρτηµα Α):    

 ���4� = ���� 	���4� = ���� ���� ∙ ����4 	
	 ���4� = ���� 	���4� = ���� ���� ∙ �/��4 	
	 ���4� = ���� 	���4� = ����	−�/��4 	
	
Άρα: 
 

− 4�� �U
�� = − 4�� j ���4� ,' + ���4� c' + ���4� êk = − 4�� 14 (���� ∙ ����,' + ���� ∙ �/��c' − �/��ê)	
	
Το παραπάνω αποτέλεσµα µπορεί να γραφεί, µε τη χρήση ενός πίνακα που θα εισαγάγουµε, σε 

πιο κατάλληλη µορφή, χωρίς αναφορά σε συγκεκριµένο σύστηµα συντεταγµένων. Ορίζουµε:  	
i�V = i�− �U


��U


�V = �1 0 00 1 00 0 1� − ��/�� ∙ �����/�� ∙ �/������ � .�/�� ∙ ���� �/�� ∙ �/�� ����1 =	

	
= � 1 − �/�� � ∙ ���� � −�/�� � ∙ ���� ∙ �/�� −���� ∙ �/�� ∙ ����−�/�� � ∙ ���� ∙ �/�� 1−�/�� � ∙ �/�� � −�/�� ∙ ���� ∙ �/��−���� ∙ �/�� ∙ ���� −�/�� ∙ ���� ∙ �/�� 1 − ���� � �	

	
όπου το  �U


�		είναι το µοναδιαίο διάνυσµα στην κατεύθυνση του 4
�. 
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Εύκολα τώρα φαίνεται ότι η εξίσωση (4.b) παίρνει την παρακάτω µορφή:  

  �� � = 1� 4
�4 − 4�� �U
�� = 1� 4
�4 − 1�� ���� (���� ∙ ����,' + ���� ∙ �/��c' − �/��ê) ⇒ 

 

	 �� � = 1� 4
�4 + 1���/�� ���� @������A			(8. 	) 	
 

Ο παράγοντας που επηρεάζει την διάδοση του κύµατος µέσα στο πλάσµα, και τον οποίο 

θέλουµε να µελετήσουµε, είναι η χωρική µεταβολή της πυκνότητας των διαφόρων συστατικών 

του πλάσµατος. Αυτό εκφράζεται ποσοτικά µέσω της ύπαρξης των όρων η και �7���(��)			στην 

εξίσωση (8.a), και του η –που είναι συνάρτηση της συχνότητας πλάσµατος, άρα εξαρτάται από 

τις πυκνότητες των διαφόρων σωµατιδίων– στην (8.b). Πολύ εύκολα, µε χρήση γεωµετρικής 

οπτικής, µπορεί να εξαχθεί το συµπέρασµα πως αν υπάρχουν µεταβολές στην πυκνότητα των 

διαφόρων σωµατιδίων στο πλάσµα, το κύµα, καθώς διέρχεται από µια περιοχή σε µια άλλη µε 

διαφορετική πυκνότητα, θα αλλάζει και κατεύθυνση. Έτσι εξηγείται και η αρνητική επίδραση 

των blobs στη διάδοση κυµάτων µέσα στο πλάσµα. Πράγµατι, δεδοµένου ότι σε περιοχές µε 

blobs η συγκέντρωση των διαφόρων σωµατιδίων διαφέρει από αυτή στο υπόλοιπο πλάσµα, 

οδηγούµαστε σε εκτροπή της δέσµης. Με την παρακάτω ανάλυση επιχειρείται να 

ποσοτικοποιηθεί η επίδρασή τους, και να υπολογιστεί, εκτός των άλλων, και η γωνία εκτροπής.  

 

Θα θεωρήσουµε πως η πυκνότητα κάθε είδους σωµατιδίων του πλάσµατος αποτελείται από 

δύο όρους. Ένα σταθερό όρο, που εκφράζει τη µέση πυκνότητα, κι έναν όρο που περιγράφει 

την µεταβολή της πυκνότητας, λόγω της παρουσίας των blobs. Άρα, για τα σωµατίδια του 

είδους α, µπορούµε να θεωρήσουµε πυκνότητα της µορφής: 

	 �`(��) = �`  + u�`(��)			(9)			
Αν θεωρήσουµε πως η διαταραχή	u�`(��) είναι µικρή συγκρινόµενη µε την πυκνότητα	�`  

(δηλαδή αν κάνουµε την υπόθεση ότι η πυκνότητα των blobs δεν είναι πολύ µεγαλύτερη από 

αυτήν του υπόλοιπου πλάσµατος), µπορούµε να αναπτύξουµε σε σειρά Taylor το δείκτη 

διάθλασης � γύρω από το  �` , και να κρατήσουµε µόνο όρους πρώτης τάξης, επιτυγχάνοντας 

έτσι καλή ακρίβεια. Με αυτή την προσέγγιση έχουµε: 
 

� = �� + 1?�z �����
����5��� u�`(��)� 			(10)	

	

όπου  5�� = ¡¢£¤¢¥¦§¨¢    η συχνότητα πλάσµατος των σωµατιδίων τύπου α απουσία blobs, 

 και   �� = �(P5��� Q, �)  ο δείκτης διάθλασης απουσία blobs. 
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Αντικαθιστώντας τις σχέσεις αυτές στις (8.a) και (8.b), παίρνουµε εξισώσεις που περιγράφουν 

την εξέλιξη των µεγεθών 4
� και �� του κύµατος, καθώς αυτό διαδίδεται σε πλάσµα παρουσία 

blobs. Οι εξισώσεις αυτές αποτελούν προσέγγιση πρώτης τάξης, καθώς αµελούµε γινόµενα και 

δυνάµεις µεγεθών που εξαρτώνται από τη διαταραχή u�`(��). Επίσης, το δείκτη διάθλασης �, 

όταν εµφανίζεται στον παρονοµαστή, τον αντικαθιστούµε µε ηο ώστε να είναι εφικτοί οι 

υπολογισµοί που µας ενδιαφέρουν.  	
	

4
�© ≡  4
� � ≈ 4?����z ��̀�` � ����5��� ��7�u�`(��)� 			(11. �)	
	

��© ≡  �� � ≈ 1�� ��U§ + 1����/�� @���§���A ������ + 1?�z ��̀�`�
��� � ����5��� � u�`(��)�			(11. 	)	

 

όπου το  ��U§ είναι µοναδιαίο διάνυσµα παράλληλο στο αρχικό κυµατοδιάνυσµα, 

και   i�V§ = i�− �U§




��U§




�V. 

 

Ορίζουµε ένα σταθερό (µε την έννοια ότι δεν εµπλέκονται τα blobs στον ορισµό του) 

µοναδιαίο κυµατοδιάνυσµα το οποίο θα µας είναι χρήσιµο στη συνέχεια. 	
��« =

1�� ��U + 1����/�� @������A �����
¬ 1��� + 1�� ������ ��

			(12)	
	
Οι εξισώσεις (11.a) και (11.b) απουσία blobs απλοποιούνται και παίρνουν τη µορφή: 
 

4
�© = 0			(13. �)		
��© = 1�� ��U§ + 1����/�� @���§���A ����� = ��«¬ 1��� + 1�� ������ �� 			(13. 	)	

	
Περιγράφουν δηλαδή το αναµενόµενο αποτέλεσµα, ότι απουσία blobs το κυµατοδιάνυσµα δεν 

µεταβάλλεται καθώς το κύµα διαδίδεται στο πλάσµα, και το κύµα ακολουθεί σταθερή 

κατεύθυνση (η ταχύτητα οµάδας είναι σταθερή), αυτή του διανύσµατος  ��«. Αυτό συµβαίνει, 

γιατί δεν υπάρχουν τα blobs για να το εκτρέψουν. Στην περίπτωση που υπάρχουν και blobs, 

που είναι και η περίπτωση που µας ενδιαφέρει, το ��« δείχνει την αρχική κατεύθυνση του 

κύµατος. 
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Επιστρέφουµε τώρα στις (11.a) και (11.b), τις οποίες και θα χρησιµοποιήσουµε για τον 

υπολογισµό του 6x6 πίνακα ®[�̄ ¯ (είναι ο τανυστής συσχέτισης, τον οποίο θα ορίσουµε στη 

συνέχεια) του διανύσµατος 	° = v4
���w . Ο πίνακας αυτός έχει για στοιχεία του συσχετίσεις των 

µεγεθών 4
�, ��, και είναι χρήσιµος για τη στατιστική περιγραφή των blobs (µόνο στατιστικά 

µπορούµε να τα µελετήσουµε, αφού η θέση τους και το µέγεθός τους δεν είναι δυνατό να µας 

είναι επακριβώς γνωστά). Για τον υπολογισµό του πίνακα χρειάζεται το µέγεθος  〈°© @��, 4
�A°© �@�� + ��«&, 4
�A〉, που είναι η συσχέτιση του µεγέθους ° στη θέση �� µε το µέγεθος ° 

στη θέση  �� + ��«& , δηλαδή αφού µετακινηθούµε κατά σ στην αρχική κατεύθυνση της δέσµης. 

Η τελεία σηµαίνει παραγώγιση ως προς το � = ��, ενώ ο τελεστής 〈∙〉 σηµαίνει µέση τιµή ως 

προς την κατανοµή των blobs στο πλάσµα. Αυτός ο πίνακας υποδιαιρείται σε τέσσερις 3x3 

υποπίνακες  ®[�̄ ¯ = �®[�U
�U
� ®[�U
�7�
®[�7�U
� ®[�7�7�� . 

 

Υπολογίζοντας έναν προς ένα τους όρους αυτούς, παίρνουµε: 	
〈4
�© @��, 4
�A4
�© V@�� + ��«&, 4
�A〉

= 	 4�?����z ��̀�³����³ � ����5��� � j ����5³�� k�,³ 〈�7�u�`(��; � 


�)�7��u�³(�� + �́«&; � 


�)〉					(14. �)	
	

〈��©@��, 4
�A��©V@�� + ��«&, 4
�A〉	
= 1��� ��U��UV + 2��!�/�� @������A ∙ ��UV ����� + 1�� �/�� �@������A ∙ @������A� ������ �� + 1�� �/�� �@������A ∙	

@������A� :¦§£∑ ¡¢£¡¶£¨·¨¶
XX¸ Y X¹§X]·§£ ^ XX¸ � X¹§X]¶§£ ��,³ 〈u�`(��; � 


�)u�³�(�� + �́«&; � 


�)〉					(14. 	)		

	

〈4
�© @��, 4
�A��©V@�� + ��«&, 4
�A〉
= 4?�����/��z ��̀�³����³ � ����5��� � ��� j ����5³�� k�,³ 〈�7�u�`(��; � 


�)u�³�(�� + �́«&; � 


�)〉				(14. �)	
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〈��©@��, 4
�A4
�© V@�� + ��«&, 4
�A〉	
													= 4?�����/�� @������Az ��̀�³����³ � ����5��� � ��� j ����5³�� k�,³ 〈u�`(��; � 


�)�7��u�³(�� + �́«&; � 


�)〉					(14.  )	
 

Στους παραπάνω τύπους δεν εµφανίζονται όροι που να περιέχουν µόνο	u�` ή �7�u�`, παρά 

µόνο γινόµενα των όρων αυτών. Αυτό οφείλεται στο ότι οι όροι αυτοί εξαφανίζονται όταν 

πάρω µέση τιµή, αφού τα blobs έχουν πολύ µικρές διαστάσεις, η συγκέντρωσή τους δεν είναι 

πολύ µεγάλη, και η κατανοµή τους είναι κατά προσέγγιση οµοιόµορφη στο πλάσµα, άρα η 

µέση µεταβολή που προκαλούν στην πυκνότητα του πλάσµατος θα είναι κατά προσέγγιση 

µηδέν. 

  

Μένει τώρα να καταστρώσουµε, µε χρήση του πίνακα διάχυσης που θα προκύψει από τους 

παραπάνω υπολογισµούς, µία εξίσωση Fokker-Planck για την περιγραφή την µέσης µεταβολής 

-λόγω της παρουσίας των blobs- στο κυµατοδιάνυσµα, καθώς το κύµα διαδίδεται µέσα στο 

πλάσµα. Για να γίνει αυτό, πρέπει να καθορίσουµε τη γεωµετρία των blobs. Από µετρήσεις που 

έχουν γίνει, έχει παρατηρηθεί ότι τα blobs έχουν σχήµα ελαφρώς µακρύτερο κατά την 

κατεύθυνση του µαγνητικού πεδίου. Στην παρακάτω ανάλυση θεωρούµε τρεις διαφορετικές 

γεωµετρίες συµβατές µε τις πειραµατικές παρατηρήσεις για το σχήµα τον blobs. Αρχικά 

ελλειπτική, έπειτα την ειδική περίπτωση της πρώτης, τη σφαιρική, η οποία είχε µελετηθεί και 

στην αναφορά [Hiz], και τέλος κυλινδρική. Το τι σχήµα θεωρούµε ότι έχουν τα blobs 

εκφράζεται µέσω της µορφής για το u�` που επιλέγουµε. 

 
 

3.α   Μελέτη της εκτροπής της δέσµης παρουσία ελλειπτικών blobs 

 

3.α.1   Υπολογισµός του τανυστή διάχυσης στην περίπτωση ελλειπτικών blobs 

 

Στην παράγραφο αυτή θα αναπτύξουµε τι συµβαίνει στην περίπτωση που το σχήµα των blobs 

θεωρηθεί ελλειπτικό. Θα υπολογίσουµε τον αντίστοιχο πίνακα διάχυσης, και θα λύσουµε την 

εξίσωση Fokker-Planck που προκύπτει. 
 

Θεωρούµε ότι έχουµε blobs ελλειπτικού σχήµατος. Θυµίζουµε ότι τα blobs είναι 

ανοµοιογένειες στην πυκνότητα του πλάσµατος. Στην παράγραφο αυτή θα θεωρήσουµε ότι το 

σχήµα αυτής την ανοµοιογένειας είναι ελλειπτικό. Μοντελοποιούµε τα blobs, έτσι ώστε να 

έχουν µέγιστη πυκνότητα στο κέντρο, και να µειώνεται σταδιακά (ακολουθώντας κανονική 

κατανοµή) καθώς αποµακρυνόµαστε από αυτό µε ελλειπτική συµµετρία. Τα προσεγγίζουµε µε 

ελλειψοειδή εκ περιστροφής (δεν υπάρχει λόγος να υπάρχει ανοµοιοµορφία µεταξύ των 

αξόνων x και y) µε άξονα περιστροφής των z, που είναι ο άξονας της κατεύθυνσης του 

µαγνητικού πεδίου. Ο z είναι και ο µεγάλος άξονας του ελλειψοειδούς. Το σχήµα τους 

εποµένως είναι επιµηκυµένο κατά την κατεύθυνση του µαγνητικού πεδίου, όπως είπαµε ότι 

έχει παρατηρηθεί πειραµατικά. 
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Θα πρέπει να εισαγάγουµε τώρα αυτή την ιδιότητα των blobs στο µοντέλο µας. Αυτό 

επιτυγχάνεται θεωρώντας ότι η διαταραχή στην πυκνότητα των σωµατιδίων του α είδους λόγω 

ενός blob στη θέση � 


�  (εννοούµε τη θέση του κέντρου του) έχει την εξής µορφή: 

 

u�`���; � 


�� = º�`  +,- v− ��� − � 


��V»��� − � 


��2 w   �15� 

 

Ας εξηγήσουµε τώρα τη σηµασία των διαφόρων µεγεθών στην παραπάνω σχέση. Το �� είναι η 

θέση παρατήρησης της διαταραχής. Η º είναι µια αδιάστατη τυχαία µεταβλητή που 

µοντελοποιεί την τυχαία πυκνότητα των σωµατιδίων του είδους α στο κέντρο ενός blob, ως 

ποσοστό της αντίστοιχης µέσης πυκνότητας στο background πλάσµα. Για απλότητα, τη 

θεωρούµε ανεξάρτητη του είδους των σωµατιδίων, και ότι ακολουθεί κανονική κατανοµή 

µέσης τιµής º� και τυπικής απόκλισης u�. Τέλος, για τον πίνακα Α, θεωρούµε ότι και αυτός 

είναι ανεξάρτητος του είδους των σωµατιδίων, και έχει την εξής µορφή: 

� = �1/�¼���� 0 00 1/�¼���� 00 0 1/�¼�̀ ��� µε ¼��, ¼�̀  τα µήκη του µικρού (xy επίπεδο) και του 

µεγάλου (στο z άξονα), αντίστοιχα, άξονα του ελλειψοειδούς. Ο πίνακας αυτός δηλαδή 

περιγράφει το µέσο µέγεθος ενός blob. 

 

 Πράγµατι οι ισοϋψείς της παραπάνω διαταραχής ικανοποιούν την εξίσωση:  

   
��� − � 


��V

½¾¾
¾¾¾
¿ 1�¼���� 0 0

0 1�¼���� 0
0 0 1�¼�̀ ��ÀÁÁ

ÁÁÁ
Â

ÃÄÄÄÄÄÄÄÅÄÄÄÄÄÄÄÆÇ

��� − � 


�� = &>��. 

⇒ �e − e ���¼�̀ �� + �, − , ���¼���� + �c − c ���¼���� = &>��. 
 
που είναι εξίσωση έλλειψης. Άρα πράγµατι, η εξίσωση (15) για την πυκνότητα περιγράφει blob 

ελλειπτικού σχήµατος. 
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Επίσης στην έλλειψη  ��� − � 


��V»��� − � 


�� = 1 , έχω  u�` = º���+$:/� ≈ 0.6�u�`�¨`�  και 

µετά η πυκνότητα µειώνεται όλο και πιο πολύ, άρα τα ¼��, ¼�̀  είναι αντιπροσωπευτικά του 

µεγέθους του blob. 

 

Φυσικά το µέγεθος όλων των blobs και πόσο µάλλον η εκκεντρότητά τους δεν είναι ίδια, 

ωστόσο µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις µέσες τιµές για αριθµητικούς υπολογισµούς και 

εξαγωγή συµπερασµάτων. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει και η περίπτωση σφαιρικών 

blobs που µελετάται στο [Hiz], µιας και η εκκεντρότητα των περισσοτέρων -όπως έχει 

παρατηρηθεί- είναι κοντά στη µονάδα. Πιο συγκεκριµένα, δεδοµένα από τον TJ-stellarator  και 

τον ΝSTX δείχνουν ότι το ποσοστό των blobs µε λόγο ύψους προς πλάτος µεγαλύτερο του 2 

είναι µικρότερο από 35% [Alon]. Φυσικά η ανάλυσή µας καλύπτει και αυτήν την περίπτωση, 

αλλά θα γίνει  και ιδιαίτερη αναφορά στην ειδική περίπτωση σφαιρικής συµµετρίας, όπου και 

απλοποιούνται τα αποτελέσµατα, και είναι πιο εύκολο να εξαχθούν χρήσιµα συµπεράσµατα. 

 

Από τη µακροσκοπική ουδετερότητα σε περιοχές µε blobs, θα έχουµε: 

z ��� u�` = z ��� º�`  +,- v− ��� − � 


��V»��� − � 


��2 w = 

= º +,- v− ��� − � 


��V»��� − � 


��2 w z ��� �`  = 0 

 

Για την εφαρµογή των τύπων (14) είναι απαραίτητο να υπολογιστεί προηγουµένως το grad της 

διαταραχής u�`. Με λίγες πράξεις προκύπτει ότι :  

 

�7�u�`���; � 


�� = �u�`�, ,' + �u�`�c c' + �u�`�e ê
= j−º�`  , − , 	� +,- v− ��� − � 


��V»��� − � 


��2 wk ,'
+ j−º�`  c − c 	� +,- v− ��� − � 


��V»��� − � 


��2 wk c'
+ j−º�`  e − e 	� +,- v− ��� − � 


��V»��� − � 


��2 wk ê ⇒ 

�7�u�`���; � 


�� = −º�`  +,- v− ��� − � 


��V»��� − � 


��2 w »��� − � 


��   �16� 
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Άρα το γινόµενο που εµφανίζεται στον τύπο για τον υποπίνακα 〈4
�© @��, 4
�A4
�© V@�� + ��«&, 4
�A〉 
υπολογίζεται ως εξής: 

 �7�u�`���; � 


���7��u�³��� + �́«&; � 


�� =
º��` �³� +,- W− �7�$7¥



��ÈÇ�7�$7¥



��B�7�BÉ�ÊZ$7�¥�ÈÇ�7�BÉ�ÊZ$7�¥�� _ »��� − � 


����� + �́«& − � 


��V»V ⇒  
 

�7�u�`���; � 


���7��u�³��� + �́«&; � 


�� = º��` �³� +,- v− 2��� − � 


��V»��� − � 


�� + &���«V»��« + 2&��� − � 


������«2 w ∙ 
∙ ����� − � 


����� − � 


��V� + &���� − � 


����«���   �17� 

 

Ο τανυστής ®[�̄ ¯ στον οποίο αναφερθήκαµε και πριν, και ο οποίος είναι ο 6x6 πίνακας που 

περιγράφει τη συσχέτιση των διαφόρων συνιστωσών του διανύσµατος ° = v4
���w , ορίζεται ως 

εξής: 

®[�̄ ¯ = 1¼� �  � �  &〈°© ′E�����, 4
�F°′V© E����� + �́«&, 4
�F〉Ë«$«
$«

Ë«
C  

≈ �  &〈°′© E�����, 4
�F°′V© E����� + �́«&, 4
�F〉     �18�B%
$%  

 

Οι αγκύλες <  >  εκφράζουν χωρική µέση τιµή ως προς την κατανοµή των blobs. Το °© ′ είναι το 

τµήµα του °© ≡ ÌÌ| Í που εξαρτάται από την µεταβολή στην πυκνότητα του πλάσµατος. Άρα, 

από τις εξισώσεις (11.α), (11.b) : 

 

°′© = j U¦§¹§£ ∑ ¡¢£¨¢ Y X¹§X]·§£ ^ �7�u�`����� , :¦§¹§£«M¤¸ @���§���A ∑ ¡¢£¨¢� XX¸ Y X¹§X]·§£ ^ u�`����k  

 

Το ∆s είναι στοιχείο µήκους κατά την κατεύθυνση διάδοσης του κύµατος. Τα ολοκληρώµατα 

αυτά εκφράζουν ουσιαστικά µία συνέλιξη για τις µεταβολές σε µήκος ∆s. Επειδή η κύρια 

συνεισφορά στα ολοκληρώµατα της πρώτης ισότητας είναι για s τα οποία απέχουν λιγότερο 

από ∆s, επιτρέπεται να κάνουµε την προσέγγιση που οδηγεί στη δεύτερη ισότητα. 
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Μας ενδιαφέρει η µεταβολή της κατανοµής του κυµατοδιανύσµατος 4
� καθώς το κύµα 

διαδίδεται στην περιοχή των blobs. Από αυτή τη µεταβολή θα βρούµε και τη γωνία εκτροπής 

της ακτίνας. Για το σκοπό αυτό θα χρειαστούµε µόνο τον υποπίνακα ®[�U
�U
�  του πίνακα διάχυσης. 

Ένα ολοκλήρωµα που χρειάζεται για τον υπολογισµό του είναι το παρακάτω. 

 Î �7�u�`���; � 


���7��u�³��� + �́«&; � 


�� &B%$% =
º��` �³� +,-.−��� − � 


��V»��� − � 


��1 ÏÎ +,- W− Z£Ð�ÊÈÇÐ�ÊB�Z�7�$7¥



��ÑKÐ�Ê� _  &B%$%ÃÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÅÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÆÒÓ

���� − � 


����� − � 


���� +
Î & +,- W− Z£Ð�ÊÈÇÐ�ÊB�Z�7�$7¥



��ÑKÐ�Ê� _  &B%$%ÃÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÅÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÆÒ£

���� − � 


����«��k  
 
όπου τα ολοκληρώµατα Ι1 και Ι2 υπολογίζονται ως εξής:  

�: = � +,- ½¾¾
¾¿− �& + ��� − � 


������«��«V»��« ��

2 1��«V»��« ÀÁÁ
ÁÂ +,- v���� − � 


������«��2��«V»��« w  &B%

$%

= ¬ 2<��«V»��«  +,- v���� − � 


������«��2��«V»��« w 
 

�� = � & ∙ +,- ½¾¾
¾¿− �& + ��� − � 


������«��«V»��« ��

2 1��«V»��« ÀÁÁ
ÁÂ +,- v���� − � 


������«��2��«V»��« w  &B%

$%

= − ��� − � 


������«��«V»��« ¬ 2<��«V»��«  +,- v���� − � 


������«��2��«V»��« w 
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Άρα τελικά: 

 

� �7�u�`���; � 


���7��u�³��� + �́«&; � 


�� &B%
$%

= º��` �³� +,-.−��� − � 


��V»��� − � 


��1 ¬ 2<��«V»��« {»��� − � 


����� − � 


��V»
− ��� − � 


������«��«V»��« ���� − � 


����«��� +,- v���� − � 


������«��2��«V»��« w     �19� 

 
Στον παραπάνω τύπο εµφανίζεται η τυχαία µεταβλητή º. Παίρνοντας τη µέση τιµή 

(expectation) ως προς αυτή στην εξίσωση (19) προκύπτει: 

 

〈 � �7�u�`���; � 


���7��u�³��� + �́«&; � 


�� &B%
$% 〉

= 〈º�〉�` �³� +,-.−��� − � 


��V»��� − � 


��1 ¬ 2<��«V»��« {»��� − � 


����� − � 


��V»
− ��� − � 


������«��«V»��« ���� − � 


����«��� +,- v���� − � 


������«��2��«V»��« w     

 
Χρησιµοποιώντας τη σχέση :  〈º�〉 = �.º�1 = Ô���º� + ��.º1 = u�� +  ºÕ�  ,  έχουµε:  
〈 � �7�u�`���; � 


���7��u�³��� + �́«&; � 


�� &B%

$% 〉
= �u�� +  ºÕ���` �³� +,-.−��� − � 


��V»��� − � 


��1 ¬ 2<��«V»��« {»��� − � 


����� − � 


��V»
− ��� − � 


������«��«V»��« ���� − � 


����«��� +,- v���� − � 


������«��2��«V»��« w     �20� 
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Εποµένως ο τανυστής ®[�U
�U
�  , έχοντας πάρει µέση τιµή ως προς º, γίνεται: 

〈®[�U
�U
� 〉 = 4�?����� z ��̀�³����³ j ����5��� k j ����5³�� k�,³ 〈 � �7�u�`���; � 


���7��u�³��� + �́«&; � 


�� &B%
$% 〉 

            = 4��� z ���?���
�³�?��³�,³ j 12��

�����5��� k j 12��
�����5³�� k 〈 � �7�u�`���; � 


���7��u�³��� + �́«&; � 


�� &B%

$% 〉 
            = 4��º � + u ��4��Ö ¬ 2<��«V»��« z ������?���

�³��³�?��³�,³ j �����5��� k j �����5³�� k ∙ 

                 ∙ +,- ×− ��7�$7¥



��ÈÇ�7�$7¥



��$ Y�Ø

�ÙØ¥




��Ñ\Ú�Ê^£
Ú�ÊÈÛÚ�Ê� Ü Ý»��� − � 


����� − � 


��V» − �7�$7¥



��ÑKÐ�ÊÐ�ÊÈÇÐ�Ê ���� − � 


����«��Þ ⇒  

 
〈®[�U
�U
� 〉 = 4��º � + u ��4��Ö ¬ 2<��«V»��« z 5��� 5³��

�,³ j �����5��� k j �����5³�� k ∙ 
   ∙  +,- ×− ��7�$7¥



��ÈÇ�7�$7¥



��$ Y�Ø

�ÙØ¥




��Ñ\Ú�Ê^£

Ú�ÊÈÛÚ�Ê� Ü Ý»��� − � 


����� − � 


��V» − Y�7�$7¥



��ÑKÐ�ÊÐ�ÊÈÇÐ�Ê ^ ���� − � 


����«��Þ    �21�  
 
Στον παραπάνω τύπο εµφανίζεται η ποσότητα � 


� , που είναι η θέση ενός blob, και την οποία 

προφανώς δεν µπορούµε να θεωρήσουµε γνωστή. Μπορούµε όµως, και είναι λογικό, να 

πάρουµε τη µέση τιµή της παραπάνω ποσότητας, θεωρώντας πως τα blobs είναι οµοιόµορφα 

κατανεµηµένα σε όγκο Ô . Άρα :  〈〈®[�U
�U
� 〉〉 = 
U£@ß¥£Bà¥£Aá¥¹§â � �ãÐ�ÊÈÇÐ�Ê ∑ ∑ 5��� 5³���,³ Y X¹§£X]·§£ ^ � X¹§£X]¶§£ � Î +,- ×− ��7�$7¥



��ÈÇ�7�$7¥



��$ Y�Ø

�ÙØ¥




��Ñ\Ú�Ê^£

Ú�ÊÈÛÚ�Ê� Ü Ý»��� −á¥�,³

� 


����� − � 


��V� − Y�7�$7¥



��ÑKÐ�ÊÐ�ÊÈÇÐ�Ê ^ ���� − � 


����«��Þ  Ô       �22�  
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Για πεπερασµένο όγκο Ô  το ολοκλήρωµα στον τύπο (22) δεν είναι δυνατό να υπολογιστεί 

αναλυτικά. Αν επιτρέψουµε η ολοκλήρωση να γίνει στον άπειρο χώρο, τότε µπορούµε να το 

υπολογίσουµε.  

Η θεώρηση αυτή επιτρέπεται, γιατί λόγω  της εκθετικής συνάρτησης της µορφής 
 +,-.−��, − , �� − 	�c − c �� − ��e − e ��1 

 

µε �, 	, � θετικά, η συνεισφορά της προς ολοκλήρωση συνάρτησης θα είναι περιορισµένη σε 

έναν πεπερασµένο όγκο, και η ολοκλήρωση µέχρι το άπειρο δεν θα αλλάζει ουσιαστικά το 

ολοκλήρωµα. 

 

Πέρα από το βασικό σύστηµα συντεταγµένων xyz εισάγουµε κι ένα νέο χρήσιµο σύστηµα χψζ, 

όπως στο Σχήµα 1. Ο ζ έχει την κατεύθυνση του ��«, που είναι η αρχική κατεύθυνση της 

ταχύτητας οµάδας του κύµατος, ο άξονας χ ταυτίζεται µε τον x και είναι και οι δύο κάθετοι στο 

επίπεδο που ορίζουν τα ��« και ��U¥, και ο ψ είναι τέτοιος, ώστε το σύστηµα χψζ να είναι 

δεξιόστροφο. Με λίγα λόγια, το νέο σύστηµα προκύπτει µε στροφή του xyz ως προς τον άξονα 

x, µε ωρολογιακή φορά, κατά γωνία α’.  

 

Το ολοκλήρωµα της (22) δεν θα το υπολογίσουµε απευθείας. Πέρα από τη θεώρηση ότι 

εκτείνεται σε άπειρο χώρο, θα πάρουµε και τις προβολές του στους άξονες του νέου 

συστήµατος συντεταγµένων που περιγράψαµε. Αυτό θα µας δώσει την εικόνα του πώς 

µεταβάλλεται η κατανοµή του κυµατοδιανύσµατος σε σύστηµα που σχετίζεται µε την 

κατεύθυνση διάδοσης του κύµατος απουσία blobs, την κατεύθυνση δηλαδή της µη 

εκτρεπόµενης -λόγω σκέδασης στα blobs- ακτίνας. 

 

Ακολουθεί ο πλήρης υπολογισµός για τη γενική περίπτωση ελλειπτικών blobs. Στο Παράρτηµα 

Β παρατίθεται και ο υπολογισµός για την ειδική περίπτωση σφαιρικών blobs, αν και είναι 

δυνατή η εξαγωγή των αποτελεσµάτων από τη γενική περίπτωση.  

 

∆είχνουµε τώρα τις πράξεις για την εύρεση των προβολών 〈〈��:V®[�U
�U
� ���〉〉 µε  ��:, ��� = ��ä  ή ��N ή ��å. 

 

»��� − � 


�� =
½¾¾
¾¿�, − , �/�¼����
�c − c �/�¼����
�e − e �/�¼�̀ �� ÀÁÁ

ÁÂ  ,   άρα στο σύστηµα  χ,ψ,ζ: 

 

 

 »��� − � 


�� =
½¾¾
¾¾¾
¿ ��$�¥��Ë7æ�£
����" �$�¥�Ë7æ�£ − �/��" �$�¥�Ë7¢�£
����" �$�¥�Ë7¢�£ + �/��" �$�¥�Ë7æ�£ÀÁÁ

ÁÁÁ
Â
 



 

 

Σχήµα 1. Τα δύο συστήµατα συντεταγµένων

µαγνητικού πεδίου, και τον άξονα ζ

οµάδος της ακτίνας. 

 
 

 

���« =
½¾
¾¾
¾¿ 0

«M¤`ç
�Ë7æ�£

� «`ç
�Ë7¢�£À

Á
Á
Á
Á
Â
 ,   άρα στο σύστηµα

 
 

���« =
½¾¾
¾¾¾
¾¿ 0

����" �/��"

�¼���� � �/��′ ���
�

����" ����"

�¼�̀ �� � �/��′ �/�
�¼

 
 

��«V»
 

��� �
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συστήµατα συντεταγµένων, µε τον άξονα z του ενός να έχει

ονα ζ του άλλου να έχει την κατεύθυνση του διανύσµατος

ηµα  χ,ψ,ζ:    

����"�¼�̀ ��
�/��"�¼����ÀÁÁ

ÁÁÁ
ÁÂ =

½¾¾
¾¾¾
¾¿ 0

�/�2�′
2 � 1

�¼���� � 1
�¼�̀ ���

���� �′
�¼�̀ �� � �/�� �′

�¼���� À
ÁÁ
ÁÁ
ÁÁ
Â

 

»��« � ��åV»��å � ���� �"

�¼�̀ �� � �/�� �"

�¼���� � � 

� � 


������« � �/��" c � c 
�¼���� � ����" e � e 

�¼���� 

έχει την κατεύθυνση του 

διανύσµατος è�é της ταχύτητας 
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Άρα:  

+,- ½¾¾
¿− 2��� − � 


��V»��� − � 


�� − ���� − � 


������«����«V»��«2 ÀÁÁ

Â

= +,-
½¾
¾¾
¾¿− 2 ��e − e ���¼�̀ �� + �, − , ���¼���� + �c − c ���¼���� � − ��/��" c − c �¼���� + ����" e − e �¼������

�2
ÀÁ
ÁÁ
ÁÂ

= +,- v− �, − , ���¼���� − O�c − c �� − ê�e − e �� + ë�c − c ��e − e �w   
 

όπου οι σταθερές O, ê και ë ικανοποιούν τις σχέσεις: 
 

S = 1�¼���� − �/�� �′2�¼���� > 0 
 

ê = 1�¼�̀ �� − ���� �′2�¼�̀ �� > 0 
 

ë = �/��′ ∙ ����′�¼�̀ ���¼����� 
 

και   Oê − í£ = :��Ë7¢�£�Ë7æ�£ > 0 , που σηµαίνει πως µπορώ να χρησιµοποιήσω τους τύπους 

του Παραρτήµατος Γ. 

 

• ��: = ��ä         ��� = ��N 
��ä�  {»��� − � 


����� − � 


��V» − ��� − � 


������å��åV»��å ���� − � 


����å��� ��N 

= ��ä� »��� − � 


����� − � 


��V» ��N − ��� − � 


������å��åV»��å ��ä� »��� − � 


����å����N   
= �$�¥�Ë7æ�£ Y����" �$�¥�Ë7æ�£ − �/��" �$�¥�Ë7¢�£^ − «M¤`ç bÙb¥@îØæA£ B� «`ç dÙd¥�îØ·�£¨ �$�¥�Ë7æ�£ «M¤�`"� Y :�Ë7æ�£ − :�Ë7¢�£^  
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Κατά τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος στον τύπο του 〈〈��äV®[�U
�U
� ��N〉〉 θα εµφανιστεί 

ολοκλήρωµα της µορφής: 
  

� �, − , �+$ ��$�¥�£�¼�	�2  , 
B%

$%ÃÄÄÄÄÄÄÄÅÄÄÄÄÄÄÄÆï.ð$�§1�C
� +,-.−O�c − c �� − ê�e − e �� + ë�c − c ��e − e �1�… � c  e  = 0�,�  

  

Άρα   ®äN = 0 
Οµοίως,   ®äå = 0  
• ��: = ��N         ��� = ��ä 

��N�  {»��� − � 


����� − � 


��V» − ��� − � 


������å��åV»��å ���� − � 


����å��� ��ä 
 

= ��N�  »��� − � 


����� − � 


��V» ��ä − ��� − � 


������å��åV»��å ��N�  »��� − � 


����å����ä  
 

= �$�¥�Ë7æ�£ Y����" �$�¥�Ë7æ�£ − �/��" �$�¥�Ë7¢�£^ − «M¤`ç bÙb¥@îØæA£ B � «`ç dÙd¥�îØ·�£¨ Y����" �$�¥�Ë7æ�£ − �/��" �$�¥�Ë7¢�£^ ∙ 0  
 = , − , �¼���� �����" c − c �¼���� − �/��" e − e �¼�̀ ��� 
 

Θα εµφανιστεί πάλι ολοκλήρωµα: 
 

 

� �, − , �+$ ��$�¥�£�¼�	�2  ,  � +,-.−O�c − c �� − ê�e − e �� + ë�c − c ��e − e �1�… � c  e  = 0�,�
B%

$%  
 

Άρα   ®Nä = 0 
Οµοίως,   ®åä = 0  
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• ��: = ��N         ��� = ��å  
��N�  {»��� − � 


����� − � 


��V» − ��� − � 


������å��åV»��å ���� − � 


����å��� ��å  

 

= ��N�  »��� − � 


����� − � 


��V» ��å − ��� − � 


������å��åV»��å ��N�  »��� − � 


����å����å  
 = �����" c − c �¼���� − �/��" e − e �¼�̀ ��� ��/��" c − c �¼���� + ����" e − e �¼����� 

− �/��" c − c �¼���� + ����" e − e �¼����� �����" c − c �¼���� − �/��" e − e �¼�̀ ��� � 
 = 0 
Άρα  ®Nå = 0  
• ��: = ��å         ��� = ��N 
 

��å�  {»��� − � 


����� − � 


��V» − ��� − � 


������å��åV»��å ���� − � 


����å��� ��N 
 

= ��å� »��� − � 


����� − � 


��V» ��N − ��� − � 


������å��åV»��å ��å� »��� − � 


����å����N  
 

= �����" c − c �¼���� − �/��′ e − e �¼�̀ ��� ��/��" c − c �¼���� + ����" e − e �¼�����  
 

– �/��" c − c �¼���� + ����" e − e �¼����� ��/��" c − c �¼���� + ����" e − e �¼����� �/�2�′2 � 1�¼���� − 1�¼�̀ ��� 
 

= �/��′ ∙ ����′��¼�̀ ���¼��� �c − c �� − �/��′ ∙ ����′��¼�̀ ��¼���� �e − e �� + 1��¼�̀ ���¼���� j���� �′�¼�̀ �� − �/�� �′�¼����k �c − c ��e − e � 
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Άρα έχουµε: 
 

 

� +,- ½¾¾
¿− 2��� − � 


��V»��� − � 


�� − ���� − � 


������«����«V»��«2 ÀÁÁ

Â ��å� {»��� − � 


����� − � 


��V» − ��� − � 


������«��«V»��« ���� − � 


����«��� ��N Ô á  
 

= �/��" ∙ ����"��¼�̀ ���¼��� � +$��$�¥�£�Ë7æ�£  , 
B%

$% � � �c − c ��+,-.−O�c − c �� − ê�e − e ��B%
$%

B%
$%+ ë�c − c ��e − e �1  c  e 

− �/��" ∙ ����"��¼�̀ ��¼���� � +$��$�¥�£�Ë7æ�£  , 
B%

$% � � �e − e ��+,-.−O�c − c ��B%
$%

B%
$%− ê�e − e �� + ë�c − c ��e − e �1  c  e 

+ 1��¼�̀ ���¼���� j���� �"�¼�̀ ��

− �/�� �"�¼����k � +$��$�¥�£�Ë7æ�£  , 
B%

$% � � �c − c ��e − e �+,-.−O�c − c ��B%
$%

B%
$%− ê�e − e �� + ë�c − c ��e − e �1  c  e  = 

 

= �/��" ∙ ����"��¼�̀ ���¼��� �√2< ¼��√2 �
ô
õõö< � 1�¼�̀ �� − ���� �"2�¼�̀ ���

2 j 12¼�̀ �¼��� k!� ÷
øøù − �/��" ∙ ����"��¼�̀ ��¼����

ô
õõö< � 1�¼���� − �/�� �"2�¼�����

2 j 12¼�̀ �¼��� k!� ÷
øøù

+ 1��¼�̀ ���¼���� j���� �"�¼�̀ �� − �/�� �"�¼����k < �/��" ∙ ����"�¼�̀ ���¼�����
4 j 12¼�̀ �¼��� k!�  

= 0 
 

Στα παραπάνω χρησιµοποιήθηκαν τα ολοκληρώµατα i, iú και iÖ του Παραρτήµατος Γ.  

Άρα   ®åN = 0.  
Εποµένως ο τανυστής  θα είναι διαγώνιος. 
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• ��: = ��� = ��ä 
 

 ��ä�  û»��� − � 


����� − � 


��V»V − �7�$7¥



��ÑKÐ�üÐ�üÈÇÐ�ü ���� − � 


����å��ý ��ä= 
��ä�  »��� − � 


����� − � 


��V»V ��ä − ��� − � 


������å��åV»��å ��ä� »��� − � 


����å����ä =  

�, − , ���¼���  – �/��" c − c �¼���� + ����" e − e �¼����� , − , �¼���� ∙ 0 = 
�, − , ���¼���  

 

Άρα:  

� +,- ½¾¾
¿− 2��� − � 


��V»��� − � 


�� − ���� − � 


������«����«V»��«2 ÀÁÁ

Â ��ä� {»��� − � 


����� − � 


��V»á
− ��� − � 


������«��«V»��« ���� − � 


����«��� ��ä Ô  = 

 

� �, − , ���¼��� +,- v− �, − , ���¼���� − O�c − c �� − ê�e − e �� + ë�c − c ��e − e �w  Ô�á = 

:�Ë7æ�þ Î �, − , ��+$�aÙa¥�£@îØæA£  , B%$% Î Î +,-.−O�c − c �� − ê�e − e �� + ë�c − c ��e − e �1B%$%B%$%  c  e  = 

1�¼��� j√2< ¼��√2 �¼����2 k <
�Oê − ë�4 = 

<!/�√2 ¼�� 

 

Και τελικά :  

 

®ää = 4��º � + u���<�¼�̀4Ô ��Ö
1

¬���� �"�¼�̀ �� + �/�� �"�¼����
z 5��� 5³�� j �����5��� k j �����5³�� k�,³    �23. �� 
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• ��: = ��� = ��N 
��N�  {»��� − � 


����� − � 


��V» − ��� − � 


������å��åV»��å ���� − � 


����å��� ��N 

= ��N�  »��� − � 


����� − � 


��V» ��N − ��� − � 


������å��åV»��å ��N�  »��� − � 


����å����N  
= �����" c − c �¼���� − �/��′ e − e �¼�̀ ����  – �/��" c − c �¼���� + ����" e − e �¼����� �����" c − c �¼���� − �/��′ e − e �¼�̀ ���

∙ �/�2�′2 � 1�¼���� − 1�¼�̀ ��� 
= ���� �′��¼����¼�̀ �� �c − c �� + �/�� �′��¼�̀ ��¼���� �e − e �� − ����" ∙ �/��"��¼�̀ ���¼���� � 1�¼���� + 1�¼�̀ ��� �c − c ��e − e � 

 

Άρα: 

    Î +,- ×− ��7�$7¥



��ÈÇ�7�$7¥



��$Y�Ø

�ÙØ¥




��Ñ\Ú�Ê^£
Ú�ÊÈÛÚ�Ê� Ü ��N� Ý»��� − � 


����� − � 


��V» − �7�$7¥



��ÑKÐ�ÊÐ�ÊÈÇÐ�Ê ���� − � 


����«��Þ ��N Ô á  

 

= ���� �"��¼����¼�̀ �� � +$��$�¥�£�Ë7æ�£  , 
B%

$% � � �c − c ��+,- v− �, − , ���¼���� − O�c − c �� − ê�e − e ��B%
$%

B%
$%

+ ë�c − c ��e − e �w  c  e 

+ �/�� �"��¼�̀ ��¼���� � +$��$�¥�£�Ë7æ�£  , 
B%

$% � � �e − e ��+,-.−O�c − c ��B%
$%

B%
$%− ê�e − e �� + ë�c − c ��e − e �1  c  e 

− ����" ∙ �/��"��¼�̀ ���¼���� � 1�¼����
+ 1�¼�̀ ��� � +$��$�¥�£�Ë7æ�£  , 

B%
$% � � �c − c ��e − e �+,-.−O�c − c ��B%

$%
B%

$%− ê�e − e �� + ë�c − c ��e − e �1  c  e  

                   = �2<�!/�4�¼�̀  
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Άρα:   
 

®NN = 4��º � + u���<�4Ô ��Ö
1

¼�̀ ����� �"�¼�̀ �� + �/�� �"�¼�����!/� z 5��� 5³�� j �����5��� k j �����5³�� k   �23. 	��,³  
  
• ��: = ��� = ��å             

��å�  {»��� − � 


����� − � 


��V»V − ��� − � 


������å��åV»��å ���� − � 


����å��� ��å 
= ��å� »��� − � 


����� − � 


��V»V ��å − ��� − � 


������å��åV»��å ��å� »��� − � 


����å����å 

 

 

= ��/��" c − c �¼���� + ����" e − e �¼������  –  �/��" c − c �¼���� + ����" e − e �¼����� ��/��" c − c �¼���� + ����" e − e �¼����� � 

 = 0 
Άρα  ®åå = 0  
Βρήκαµε εποµένως ότι ως προς το σύστηµα συντεταγµένων χψζ ο ζητούµενος τανυστής θα 

είναι: 

〈〈®[�U
�U
� 〉〉 = ® � : 0 00  � 00 0 0�,  όπου: 

  

® = Y<5� ^� �º � + u���4Ô �� z 5��� 5³�� j �����5��� k j �����5³�� k�,³    �24. �� 

 

 

 : = ¼�̀
¬���� �"�¼�̀ �� + �/�� �"�¼����

   �24. 	� 

 

 � = 1
¼�̀ ����� �"�¼�̀ �� + �/�� �"�¼�����!/�    �24. �� 
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Τα αποτελέσµατα αυτά, όταν το ελλειψοειδές εκφυλίζεται σε σφαίρα, συµφωνούν απόλυτα µε 

τα αποτελέσµατα στο Παράρτηµα Β. Ο υπολογισµός των παραγώγων που εµφανίζονται στην 

έκφραση του D γίνεται στο Παράρτηµα ∆. 

 

3.α.2    Εξίσωση Fokker-Planck στην περίπτωση ελλειπτικών blobs 

 

Καθώς το κύµα διαδίδεται µέσα στο ανοµοιογενές πλάσµα, µεταβάλλεται το κυµατοδιάνυσµα 

κατά µέτρο και κατεύθυνση. Άρα µεταβάλλεται το διάνυσµα Í� το οποίο έχουµε εισαγάγει 

παραπάνω. Έστω ��Í, �� η συνάρτηση κατανοµής του. Αυτή θεωρούµε ότι ικανοποιεί µία 

εξίσωση διάχυσης που έχει την εξής µορφή:   

 ���� + ( 1�� ��U + 1����/�� @������A ����� ) ∙ �7�V� = �� �®[�@Í�A ���Í�	�			(25)		
Παίρνοντας χωρική µέση τιµή σε όγκο Ô  στην παραπάνω εξίσωση, απαλείφεται η εξάρτηση 

της  f από το �� , και η �̅ = :á¥ Î � Ô είναι συνάρτηση µόνο του 4
�. Αυτή είναι η εξίσωση που 

µας χρειάζεται για τον προσδιορισµό της εκτροπής της δέσµης, και είναι η παρακάτω: 	 ��̅�� =  /ºU
�@〈〈®[�U
�U
�@Í�A��� U
��〉〉A ≅  /ºU
�@〈〈®[�U
�U
�@Í�A〉〉��� U
��A̅ ⇒	
	 ��̅�� = j® : ���4ä� + ® � ���4N�k �	̅		(26)	
	
όπου τα  D, d1, d2  είναι αυτά των σχέσεων (24.α), (24.b) και (24.c) παραπάνω. 

 

Η βασική υπόθεση από την οποία προέκυψε η παραπάνω εξίσωση είναι ότι το µέγεθος των 

blobs είναι µικρό σε σχέση µε τις διαστάσεις του προς µελέτη πλάσµατος. 

 

Η εξίσωση (26) είναι µια εξίσωση Fokker-Planck για την κατανοµή του κυµατοδιανύσµατος 4
� 
της ακτίνας. Μένει να ορίσουµε αρχική συνθήκη και να την επιλύσουµε. 

 

Έστω 4
�  = @4ä§ , 4N§	, 4å§AV το αρχικό κυµατοδιάνυσµα ως προς το σύστηµα χψζ. ∆εν έχουµε 

διασπορά ως προς τον άξονα ζ, άρα θα είναι πάντα 4å = 4å§. Μας ενδιαφέρει εποµένως η 

κατανοµή των 4ä, 4N. Αρχικά έχουµε: 
 

 �@̅4
�, � = 0A = u@4ä − 4ä�Au@4N − 4N�A			(27) 	
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Η συνάρτηση Green της (26) (λύση της (26) µε αρχική συνθήκη την (27) ) είναι: 

	
�@̅4
�, �A = 14<®�� : � +,- �− @4ä − 4ä�A�4® :� − @4N − 4N�A�4® �� �			(28)	

 

Θα εκφράσουµε τώρα αυτή την συνάρτηση κατανοµής ως προς το σύστηµα αναφοράς xyz. 
 ¼4
� = @4ä − 4ä� , 4N − 4N� , 0A �|Z��	äNå

= �Ï4ä − 4ä�ÃÄÄÅÄÄÆËUa
, ����"@4N − 4N�AÃÄÄÄÄÅÄÄÄÄÆËUb

, −�/��"@4N − 4N�AÃÄÄÄÄÄÅÄÄÄÄÄÆËUd
�	

Z��	���
 

  

Θα εκφράσουµε τη µεταβολή κάθετα και παράλληλα στο µαγνητικό πεδίο (z άξονας). 
 ¼4� = ¼4|| 
 ¼4� = ¼4
����� 
  ¼4� = ¼4
�/��� 

 

µε ¼4
 = �(¼4�)� + @¼4�A� και �� η γωνία που σχηµατίζει η προβολή του ¼4
� στο xy 

επίπεδο µε τον άξονα x. Εποµένως: 
 @4ä − 4ä�A� = (¼4�)� = (¼4
�����)� 

@4N − 4N�A� = @¼4�A� + (¼4�)� = (¼4
�/���)� + @¼4||A� 

 

Αντικαθιστώντας στην (28) παίρνουµε: 
 �@̅¼4||,¼4⊥, �� , �A
= 14<®� j���� �"(¼�̀ )�

+ �/�� �"(¼��)�k +,-
½¾
¾¾
¾¾
¾¿
−
¬���� �"(¼�̀ )� + �/�� �"(¼��)�¼�̀ 			(¼4
)�(�����)� + ¼�̀ ����� �"(¼�̀ )� + �/�� �"(¼��)��!/� Y(¼4
�/���)� + @¼4||A�^4®�

ÀÁ
ÁÁ
ÁÁ
ÁÂ
	(29) 
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Η γωνία α′ (βλ. Σχήµα 1) είναι η γωνία ανάµεσα στο µαγνητικό πεδίο και το διάνυσµα ��«. Άρα: 

�" = (���, ��«)� = ���$:(���� ∙ ��«) = ���$:
ô
õõ
ö 1�� ���� + 1��� ����� �/��

¬ 1��� + 1�� ������ �� ÷
øø
ù⇒ 

�" = ���$:
ô
õõ
ö������ + ����� �/��

¬��� + ������ �� ÷
øø
ù			 (30) 

Υπολογίζουµε τώρα τις µέσες τετραγωνικές τιµές των 	¼4�,  ¼4�, ¼4�  σε µήκος διανυόµενο 

από την ακτίνα ίσο µε Lo . 

(¼4�7¨«)� = 1ê �  ��¥
C �  ¼4||

B%
$% �  ¼4


B%
$% �  ��

�ã
C

(¼4�)��@̅¼4||, ¼4
, �� , �A = 

= 1ê  		�  ��¥
C �  ¼4||

B%
$% �  ¼4


B%
$% �  ��

�ã
C 	(¼4
)�(�����)��@̅¼4||, ¼4
, �� , �A 

= 14<®� : �ê  		�  ��¥
C �  ��

�ã
C i(�� , �) 

µε:   
 

i(�� , �) = �  ¼4||
B%
$% �  ¼4


B%
$%

1� 		(¼4
)�(�����)� +,-
½¾¾
¾¿− 		@¼4⊥����A2 : 	+ 		@¼4⊥�/��A2 + @¼4||A2 �4®� ÀÁÁ

ÁÂ
 

= 1� (�����)� � +$	@ËU||A£�Ì£| 		 ¼4||
B%
$%

� 		(¼4
)�+$	�� «
£��ÌÓ 	B	«M¤£��Ì£ �(ËU�)£�|  ¼4


B%
$%

 

= 1� (�����)�@√2<�2® ��A
ô
õö√2<� 2®������� : + �/���� � �

!�

÷
øù 

= 2<(�����)�� (2®�)� � �
����� �� : + �/���� � �!� 

⇒�  ��¥
C 		i(�� , �) = 4<®�ê �(�����)� � �

������� : + �/���� � �!/� 
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Άρα:	 
	(¼4�7¨«)� = ®ê � : 		� (�����)�

������� : + �/���� � �!/� 	 ��
�ã
C 			(31. �) 

 
 

Οµοίως: 

	@¼4�7¨«A� = ®ê � : 			� (�/���)�
������� : + �/���� � �!/� 	 �� 			(31. 	)�ã

C  

 

Επίσης:  

(¼4�7¨«)� = 1ê �  ��¥
C �  ¼4||

B%
$% �  ¼4


B%
$% �  ��

�ã
C

(¼4�)��̅@¼4||, ¼4
, �� , �A = 

= 1ê  		�  ��¥
C �  ¼4||

B%
$% �  ¼4


B%
$% �  ��

�ã
C 	@¼4||A��@̅¼4||, ¼4
, �� , �A 

= 14<®� : �ê  		�  ��¥
C �  ��

�ã
C i′(�� , �) 

µε: 

i′(�� , �) = �  ¼4||
B%
$% �  ¼4


B%
$%

1� 		@¼4||A� +,-
½¾¾
¾¿− 		@¼4⊥����A2 : 	+ 		@¼4⊥�/��A2 + @¼4||A2 �4®� ÀÁÁ

ÁÂ
 

  

= 1� � @¼4||A2	+$	@ËU||A£�Ì£| 		 ¼4||
B%
$%

� +$	�� «£��ÌÓ 	B	«M¤£��Ì£ �(ËU�)£�|  ¼4

B%
$%

 

= 1� Y√2<�2® ��!^ô
õö√2<� 2®������� : + �/���� � �

:�

÷
øù 

= 2<� (2®�)�  �!/�
������� : + �/���� � �:� 

⇒�  ��¥
C 	i"(��, �) = 4<®�ê �  �!/�

������� : + �/���� � �:/� 

Άρα:	 
	(¼4�7¨«)� = ®ê  �� : 		� 1

����� �� : + �/���� � �:/� 	 ��
�ã
C 				(31. �) 
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3.β   Μελέτη της εκτροπής της δέσµης παρουσία κυλινδρικών blobs 

 

3.β.1   Υπολογισµός του τανυστή διάχυσης στην περίπτωση κυλινδρικών blobs 

 

Αφού, όπως έχουµε ήδη αναφέρει, τα blobs έχουν σχήµα επιµηκυµένο κατά τον άξονα του 

µαγνητικού πεδίου (άξονας z), µπορούµε να τα παραστήσουµε µε κύλινδρο µε άξονα 

συµµετρίας τον z. Θεωρούµε τώρα ότι η πυκνότητά τους είναι οµογενής κατά τον άξονα z σε 

µήκος L, ενώ στο xy επίπεδο ‘πέφτει’ πάλι µε τη µορφή κανονικής κατανοµής καθώς 

αποµακρυνόµαστε από τον άξονα, και έχει ενεργή ακτίνα R. Θεωρούµε εποµένως µία 

διαταραχή στην πυκνότητα των σωµατιδίων του είδους α, λόγω του blob στη θέση �� , της 

µορφής: 

u�`���; � 


�� = º�`  +,- v− ��� − � 


��V�"��� − � 


��2ë� w �+�� Ye − e ê ^ 			(32)	
	
Όπου η	º είναι αδιάστατη τυχαία µεταβλητή όπως στην περίπτωση των ελλειπτικών blobs, 

�" = �1 0 00 1 00 0 0�   και   �+�� Y��^ = {1	,			 − �� ≤ e ≤ ��0	,													�;;�ύ �	   . 
 

Αν θεωρήσουµε πως η αλληλεπίδραση των blobs µε την ακτίνα γίνεται στο κυρίως σώµα του 

κυλίνδρου και όχι στα άκρα, µπορούµε να αγνοήσουµε το φαινόµενο των άκρων – όπου, λόγω 

της χρήσης τετραγωνικού παλµού για την παράσταση του σχήµατος του blob, έχουµε 

απειρισµό της παραγώγου. Ούτως ή άλλως, σε µία πιο ρεαλιστική περιγραφή της κατανοµής 

της πυκνότητας θα είχε πολύ πιο οµαλή µετάβαση στο µηδέν, αλλά επειδή η περιοχή αυτή θα 

είναι πάλι πολύ µικρή, υπάρχει πολύ µικρή πιθανότητα να αλληλεπιδράσει µε τη δέσµη. Με 

αυτή την υπόθεση, το gradient της u�` κατά προσέγγιση υπολογίζεται ως εξής: 

 

�7�u�`(��; � 


�) = �u�`�, ,' + �u�`�c c' + �u�`�e ê
= �−º�`  , − , ë� +,- v− (�� − � 


�)Vi′(�� − � 


�)2ë� w �+�� Ye − e ê ^� ,'
+ �−º�`  c − c ë� +,- v− (�� − � 


�)Vi′(�� − � 


�)2ë� w �+�� Ye − e ê ^�c' ⇒	

	

�7�u�`(��; � 


�) ≈ −º�` ë� 	�+�� Ye − e ê ^ +,- v− (�� − � 


�)Vi′(�� − � 


�)2ë� w i"(�� − � 


�)						(33)	
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Άρα για τα γινόµενα τα οποία µας χρειάζονται στον υπολογισµό του πίνακα διάχυσης έχουµε: 

 

 �7�u�`(��; � 


�)�7��u�³(�� + �́«&; � 


�) = 

º��` �³�ë 	+,- v− (�� − � 


�)V�"(�� − � 


�) + (�� + �́«& − �� )Vi"(�� + �́«& − �� )2ë� w ∙
∙ �+�� Ye − e ê ^ �+�� je + ����′& − e ê k i′(�� − � 


�)(�� + �́«& − � 


�)Vi′V ⇒	

	
	�7�u�`(��; � 


�)�7��u�³(�� + �́«&; � 


�) =	
º��` �³�ë +,- v− (�� − � 


�)V�"(�� − � 


�)2ë� w +,- v−&���«Vi′��« + 2&(�� − � 


�)�i′��«2ë� w ∙	

∙ �+�� Ye − e ê ^ �+�� je + ����′& − e ê k Pi"(�� − � 


�)(�� − � 


�)Vi" + &i′(�� − � 


�)�́«Vi′	Q	
Το ολοκλήρωµα που εµφανίζεται στον τύπο τoυ ®[�U
�U
�  είναι ένα ολοκλήρωµα σε πεπερασµένο 

µήκος (στο µήκος του blob) µιας συνάρτησης της µορφής +$UÓ�£$U£�£, το οποίο -όπως είναι 

γνωστό (Θεώρηµα Liouville)- δεν υπολογίζεται αναλυτικά. Αφενός επειδή µπορούµε να 

θεωρήσουµε ότι το µήκος στο οποίο παίρνουµε συσχέτιση των gradients είναι µικρό σε σχέση 

µε το µήκος L του blob, και, αφετέρου επειδή µας ενδιαφέρουν αποτελέσµατα σε κλειστή 

µορφή, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι η ολοκλήρωση εκτείνεται από µείον άπειρο έως συν 

άπειρο.  
 

Υπολογίζουµε εποµένως το παρακάτω ολοκλήρωµα: 
 

� �7�u�`(��; � 


�)�7��u�³(�� + �́«&; � 


�) &B%
$%

≈ 

º��` �³�ë �+�� Ye − e ê ^ +,- v− (�� − � 


�)V�"(�� − � 


�)2ë� w

∙
ô
õö � +,- v−&���«Vi′��« + 2&(�� − � 


�)�i′��«2ë� w  &B%
$%ÃÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÅÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÆ	ÒÓ

i′(�� − � 


�)(�� − � 


�)�i′

+ � & +,- v−&���«V�′��« + 2&(�� − � 


�)��′��«2ë� w  &B%
$%ÃÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÅÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÆÒ£

	i′(�� − � 


�)��«�i′� 			(34)	
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όπου τα ολοκληρώµατα Ι1 και Ι2 υπολογίζονται ως εξής: 

 	
�: = � +,- v−&���«Vi′��« + 2&(�� − � 


�)�i′��«2ë� w  &B%

$%

= � +,-
½¾¾
¾¿− �& + (�� − � 


�)��′��«��«V�′��« ��

2 1��«V�′��« ë� ÀÁÁ
ÁÂ +,- v((�� − � 


�)�i′��«)�2ë�(��«Vi′��«) w  &B%

$%

= ¬ 2<��«Vi′��« ë ∙ +,- v((�� − � 


�)�i′��«)�2ë�(��«Vi′��«) w	
	

�� = � & ∙ +,- v−&���«Vi′��« + 2&(�� − � 


�)�i′��«2ë� w  &B%
$%

= � & ∙ +,-
½¾¾
¾¿− �& + (�� − � 


�)��′��«��«V�′��« ��

2 1��«V�′��« ë� ÀÁÁ
ÁÂ +,- v((�� − � 


�)�i′��«)�2ë�(��«Vi′��«) w  &B%

$%

= ¬ 2<��«V�′��« ë ∙ j− (�� − � 


�)��′��«��«V�′��« k +,- v((�� − � 


�)�i"��«)�2ë�(��«V�′��«) w 
 

και µε αντικατάσταση στη σχέση (18), που είναι ο τύπος για τον υπολογισµό του πίνακα 

διάχυσης, και κρατώντας µόνο το τµήµα του πίνακα που έχει να κάνει µε την αυτοσυσχέτιση 

του 4
�, παίρνoυµε: 

  

〈〈®[�U
�U
� 〉〉 = U£@ß¥£Bà§£Aí�á¥¹§â � �ãÐ�ÊÈ�"Ð�Ê∑ 5��� 5³�� Y X¹§£X]·§£ ^ � X¹§£X]¶§£ ��,³ Î �+�� Y�$�¥� ^ Ýi"(�� − � 


�)(�� −á¥

� 


�)Vi" − Y(7�$7¥



�)Ñ�"Ð�ÊÐ�ÊÈ�"Ð�Ê ^ i′(�� − � 


�)�́«Vi′	Þ +,- ½¾
¾¿− �(7�$7¥



�)È�ç(7�$7¥



�)$Y(Ø

�ÙØ¥




�)Ñ�çÚ�Ê^£YÚ�ÊÈ çÚ�Ê^�í£ ÀÁ

ÁÂ  Ô 			(35)  
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Θα υπολογίσουµε τις προβολές 〈〈��:V®[�U
�U
� ���〉〉 του τανυστή ®[�U
�U
� 		στο σύστηµα χψζ της δέσµης, 

και για το λόγο αυτό θα εκφράσουµε τα διανύσµατα που εµφανίζονται στην εξίσωση (35) στο 

σύστηµα αυτό. 
 

 

�′(�� − � 


�) = �(, − , )(c − c )0 �	,			άρα στο σύστηµα χ,ψ,ζ : 		�′(�� − � 


�) = � , − , ����"(c − c )�/��"(c − c )�	
	

	

i′��« = � 0�/��′0 �	,			άρα στο σύστηµα χ,ψ,ζ : 			i′��« = � 0����′ ∙ �/��′�/�� �′ �	
 

 

Ακολουθεί ο υπολογισµός των προβολών: 

 

• ��: = ��ä									��� = ��N	
	

��ä� 	{i"(�� − � 


�)(�� − � 


�)Vi" − j(�� − � 


�)��′��«��«V�′��« k i"(�� − � 


�)�́«Vi"� ��N	
= ��ä� 	i"(�� − � 


�)(�� − � 


�)Vi"	��N −	c − c �/��" ��ä�	i"(�� − � 


�)��å�i"��N				 	
= ����"(, − , )(c − c ) − c − c �/��" (, − , )����"�/��" = 0	

Άρα: ®äN = 0 

 
• ��: = ��N									��� = ��ä	
	

��N� 	{i"(�� − � 


�)(�� − � 


�)Vi" − j(�� − � 


�)��′��«��«V�′��« k i"(�� − � 


�)�́«Vi"� ��ä	
= ��N� 	i"(�� − � 


�)(�� − � 


�)Vi"	��ä −	c − c �/��" ��N� 	i"(�� − � 


�)��å�i"��ä				 	

= ����"(, − , )(c − c ) − c − c �/��" (c − c )����" ∙ 0 = ����"(, − , )(c − c )	
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Θα εµφανιστεί εποµένως ολοκλήρωµα της µορφής: 

 

� � ����"(, − , )(c − c ) +,- v− (, − , )�ë� − (c − c )�2ë� w  ,  c B%
$%

= 0B%
$%

 

 

Άρα: ®Nä = 0 

 
• ��: = ��ä									��� = ��å 	
	

��ä� 	{i"(�� − � 


�)(�� − � 


�)Vi" − j(�� − � 


�)��′��«��«V�′��« k i"(�� − � 


�)�́«Vi"� ��å	
= ��ä�	i"(�� − � 


�)(�� − � 


�)Vi"	��å −	c − c �/��" ��ä�	i"(�� − � 


�)��å�i"��å 				 	
= �/��"(, − , )(c − c ) − c − c �/��" (, − , )(�/��′)� = 0	

Άρα: ®äå = 0 	
• ��: = ��å									��� = ��ä	
	

��å� 	{i"(�� − � 


�)(�� − � 


�)Vi" − j(�� − � 


�)��′��«��«V�′��« k i"(�� − � 


�)�́«Vi"� ��ä	
= ��å�	i"(�� − � 


�)(�� − � 


�)Vi"	��ä −	c − c �/��" ��å�	i"(�� − � 


�)��å�i"��ä				 	

= �/��"(, − , )(c − c ) − c − c �/��" �/��′(c − c ) ∙ 0 = �/��"(, − , )(c − c )	
	

Θα εµφανιστεί εποµένως ολοκλήρωµα της µορφής: 

 

� � �/��"(, − , )(c − c ) +,- v− (, − , )�ë� − (c − c )�2ë� w  ,  c B%
$%

= 0B%
$%

 

 

Άρα: ®åä = 0 
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• ��: = ��N									��� = ��å 	
	

��N� 	{i"(�� − � 


�)(�� − � 


�)Vi" − j(�� − � 


�)��′��«��«V�′��« k i"(�� − � 


�)�́«Vi"� ��å	
= ��N� 	i"(�� − � 


�)(�� − � 


�)Vi"	��å −	c − c �/��" ��N� 	i"(�� − � 


�)��å�i"��å 				 	
= �/��"����"(c − c )� − c − c �/��" (c − c )����"(�/��′)� = 0	

Άρα: ®Nå = 0 

 
• ��: = ��å									��� = ��N	
	

��å� 	{i"(�� − � 


�)(�� − � 


�)Vi" − j(�� − � 


�)��′��«��«V�′��« k i"(�� − � 


�)�́«Vi"� ��N	
= ��å�	i"(�� − � 


�)(�� − � 


�)Vi"	��N −	c − c �/��" ��å�	i"(�� − � 


�)��å�i"��N				 	

= �/��"����"(c − c )� − c − c �/��" (c − c )�/��"����"�/��′ = 0	
Άρα: ®åN = 0 

 
• ��: =	��� = ��ä	
	

��ä� 	{i"(�� − � 


�)(�� − � 


�)Vi" − j(�� − � 


�)��′��«��«V�′��« k i"(�� − � 


�)�́«Vi"� ��ä	
= ��ä�	i"(�� − � 


�)(�� − � 


�)Vi"	��ä −	c − c �/��" ��ä�	i"(�� − � 


�)��å�i"��ä				 	

= (, − , )� − c − c �/��" (, − , ) ∙ 0	
= (, − , )�	
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Άρα:  

 

� �+�� Ye − e ê ^ ��ä� {i"(�� − � 


�)(�� − � 


�)Vi"á¥

− j(�� − � 


�)��′��«��«V�′��« k i"(�� − � 


�)��«Vi"� +,- ½¾
¾¿− 2(�� − � 


�)V�"(�� − � 


�) − ((�� − � 


�)�i"��«)�(��«V�′��«)2ë� ÀÁ

ÁÂ ��ð Ô 

= � �+�� Ye − e ê ^ e �¥ � � (, − , )� +,- v− (, − , )�ë� − (c − c )�2ë� w  ,  c B%
$%

B%
$%

= êj√2<	 ë√2ë
�2 k @√2<	ëA = <ëê√2  

Και τελικά: 

®ää = Y5� ^� (º � + u��)ëê√<4��ê ë �|�/��′| z5��� 5³�� j �����5��� kj �����5³�� k�,³ 			(36) 
 

• ��: =	��� = ��N	
	

��N� 	{i"(�� − � 


�)(�� − � 


�)Vi" − j(�� − � 


�)��′��«��«V�′��« k i"(�� − � 


�)�́«Vi"� ��N	
= ��N� 	i"(�� − � 


�)(�� − � 


�)Vi"	��N −	c − c �/��" ��N� 	i"(�� − � 


�)��å�i"��N				 	
= (����")�(c − c )� − c − c �/��" ����′(c − c )����′�/��′ = 0	

Άρα ®NN = 0 
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• ��: =	��� = ��å 	
	

��å� 	{i"(�� − � 


�)(�� − � 


�)Vi" − j(�� − � 


�)��′��«��«V�′��« k i"(�� − � 


�)�́«Vi"� ��å	
= ��å�	i"(�� − � 


�)(�� − � 


�)Vi"	��å −	c − c �/��" ��å�	i"(�� − � 


�)��å�i"��å 				 	
= (�/��′)�(c − c )� − c − c �/��" �/��"(c − c )(�/��′)� = 0	

 Άρα  ®åå = 0. 

 

 

3.β.2    Εξίσωση Fokker-Planck στην περίπτωση κυλινδρικών blobs 

 

Από τα παραπάνω, συµπεραίνουµε ότι το κυµατοδιάνυσµα θα αλλάζει µόνο κατά την 

κατεύθυνση χ. Η Fokker-Planck (26) τώρα γίνεται µονοδιάστατη, αφού µόνο κατά µία 

κατεύθυνση µπορούµε να έχουµε αλλαγή του κυµατοδιανύσµατος. Η µορφή που παίρνει η 

εξίσωση είναι η εξής:  
 ��̅�� = ®ää ���4ä� �	̅				(37) 
 

Η λύση της µε αρχική συνθήκη �(̅4�; � = 0) = u@4ä − 4ä§A είναι: 

 

�@̅4
�, �A = 1�4<®ää� +,- �− @4ä − 4ä�A�4®ää� �				(38) 
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Παραρτήµατα     
Παράρτηµα Α 

 

���4� = ��4� Ï������ j4
� ∙ ���4 k� = ��4� ô
õõö������

ô
õö 4��4�� + 4�� + 4��ÃÄÄÄÄÅÄÄÄÄÆ!�Ua� ÷

øù
÷
øøù

= − 1�1 − ���4�� �"�4�� = − 1
¬1 − 4��4�� + 4�� + 4��

Ï− 24�4�2�4�� + 4�� + 4��!�

= 4�4��4�� + 4�� + 4���4�� + 4��
1�4�� + 4�� + 4��! = 4�4��4�� + 4��

14�� + 4�� + 4��

= 4����� ∙ �/�� ∙ ����4�/�� 14� = ���� ∙ ����4  
 

 

���4� = ��4� Ï������ j4
� ∙ ���4 k� = ��4� ô
õõö������

ô
õö 4��4�� + 4�� + 4��ÃÄÄÄÄÅÄÄÄÄÆ!@UbA ÷

øù
÷
øøù

= − 1�1 − ��@4�A�"@4�A = − 1
¬1 − 4��4�� + 4�� + 4��

Ï− 24�4�2�4�� + 4�� + 4��!�

= 4�4��4�� + 4�� + 4���4�� + 4��
1�4�� + 4�� + 4��! = 4�4��4�� + 4��

14�� + 4�� + 4��

= 4����� ∙ �/�� ∙ �/��4�/�� 14� = ���� ∙ �/��4  
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���4� = ��4� Ï������ j4
� ∙ ���4 k� = ��4� ô
õõö������

ô
õö 4��4�� + 4�� + 4��ÃÄÄÄÄÅÄÄÄÄÆ!�Ud� ÷

øù
÷
øøù = − 1�1 − ���4���"�4��

= − 1
¬1 − 4��4�� + 4�� + 4�� ô

õö�4�� + 4�� + 4�� − 4� 4��4�� + 4�� + 4�� 
4�� + 4�� + 4�� ÷

øù

= − �4�� + 4�� + 4���4�� + 4��
�4�� + 4�� + 4�� − 4� 4��4�� + 4�� + 4��4�� + 4�� + 4�� = − 44�/�� 4 − 4��44�

= − 4� − 4��4!�/�� = − 4� − 4� ���� �4!�/�� = − �/��4  
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Παράρτηµα Β 

 

Ακολουθεί ο υπολογισµός του τανυστή ®[�U
�U
�   και των προβολών του, για την ειδική περίπτωση 

σφαιρικών blobs. 

 

Τα blobs γίνονται σφαιρικά αν πάρω ¼�̀ = ¼�� = ¼� («µέση» ακτίνα της σφαίρας πλέον), 

οπότε » = :�Ë7�£ �1 0 00 1 00 0 1�.  Τότε η (22) παίρνει την απλούστερη µορφή: 

 〈〈®[�U
�U
� 〉〉 =
U£@ß¥£Bà¥£Aá¥¹§â�Ë7�� √2< ∑ 5��� 5³���,³ Y X¹§£X]·§£ ^ � X¹§£X]¶§£ � Î +,- (− �|7�$7¥



�|£$"�7�$7¥



��È∙Ð�Ê"£��Ë7�£ ) P��� −á¥
� 


����� − � 


��V − ���� − � 


��� ∙ ��«���� − � 


����«�Q Ô 					(#.$)								
	

Θα υπολογίσουµε τώρα τις προβολές του τανυστή αυτού στους άξονες του συστήµατος 

συντεταγµένων χψζ, δηλαδή τα 	〈〈��:V®[�U
�U
� ���〉〉  µε  ��:, ��� = ��ä	 ή  ��N  ή   ��å. 

 

• ��: = ��ä									��� = ��N	
	 ��ä�P(�� − � 


�)(�� − � 


�)V − ((�� − � 


�)� ∙ ��«)(�� − � 


�)��«�Q��N

= ��ä�(�� − � 


�)(�� − � 


�)V��N − ��ä�((�� − � 


�)� ∙ ��«)(�� − � 


�)��«���N
=Ð�Ê�Ð�ü,			ά&�		Ð

�ÊÑÐ�'�C	 (( − ( )(0 − 0�)	

	

+,- v−2|�� − � 


�|� − |(�� − � 


�)V ∙ ��«|�2(¼�)� w
= +,- v−2(( − ( )� + 2(0 − 0�)� + 2() − )��) − () − )�)�2(¼�)� w
= +,- v− (( − ( )�(¼�)� − (0 − 0�)�(¼�)� − () − )�)�2(¼�)� w	
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Άρα το ολοκλήρωµα που εµφανίζεται στην (Β.1) γίνεται: 	
Î +,- (− �|7�$7¥



�|£$"(7�$7¥



�)È∙Ð�Ê"£�(Ë7)£ ) ��ä�P(�� − � 


�)(�� − � 


�)V − ((�� − � 


�)� ∙ ��«)(�� − � 


�)��«�Q��N Ôá¥ =		
∭ (( − ( )(0 − 0�)á¥ +,- W− (ä$ä¥)£(Ë7)£ − (N$N§)£(Ë7)£ − (å$å§)£�(Ë7)£ _  Ô =		
Î (( − ( ) +,- W− (ä$ä¥)£(Ë7)£ _  ( B%ä¥�$%ÃÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÅÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÆ+.¯$ä§1�C

Î (0 − 0 ) +,- W− (N$N¥)£(Ë7)£ _  0 B%N¥�$% Î +,- W− (å$å¥)£�(Ë7)£ _  ) B%å§�$% = 0		
	
Άρα 		®äN ≡ 〈〈��äV®[�U
�U
� ��N〉〉 = 0	
	
Οµοίως, 		®Nä = ®äå = ®åä = ®Nå = ®åN = 0.		
Άρα ο τανυστής της εξίσωσης (Β.1) θα είναι διαγώνιος σε αυτό το σύστηµα. Μένει να 

υπολογίσουµε τα διαγώνια στοιχεία του. 	
• ��: = ��ä									��� = ��ä	
	 ��ä�P(�� − � 


�)(�� − � 


�)V − ((�� − � 


�)� ∙ ��«)(�� − � 


�)��«�Q��ä

= ��ä�(�� − � 


�)(�� − � 


�)V��ä − ��ä�((�� − � 


�)� ∙ ��«)(�� − � 


�)��«���ä
=Ð�Ê�Ð�ü,			ά&�			Ð

�ÊÑÐ�,�C	 (( − ( )�	

Άρα:  	
� +,- v−2|�� − � 


�|� − |(�� − � 


�)V ∙ ��«|�2(¼�)� w ��ä�P(�� − � 


�)(�� − � 


�)V − ((�� − � 


�)� ∙ ��«)(�� − � 


�)��«�Q��ä Ôá¥ 	
= -((− ( )�á¥

+,- v− ((− ( )�(¼�)� − (0 − 0�)�(¼�)� − () − )�)�2(¼�)� w  Ô	
= � ((− ( )� +,- v−(( − ( )�(¼�)� w  ( B%

ä¥�$% � +,- v−(0 − 0 )�(¼�)� w  0 B%
N¥�$% � +,- v−() − ) )�2(¼�)� w  ) B%

å§�$% 	
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= j√2< ¼�√2 �¼�√2�
�k �√2< ¼�√2� @√2<¼�A	

= (¼�)ú √2<!4 	
	
Άρα έχουµε: 

 

®ää ≡ 〈〈��äV®[�U
�U
� ��ä〉〉 = 4�(º � + u �)4Ô ��Ö (<¼�)�z5��� 5³���,³ j �����5��� kj �����5³�� k			(#..)	
	
Οµοίως, 	®NN = ®ää		
• ��: = ��å									��� = ��å 	

��å�P(�� − � 


�)(�� − � 


�)V − ((�� − � 


�)� ∙ ��«)(�� − � 


�)��«�Q��å =Ð�Ê�Ð�ü		
��å�(�� − � 


�)(�� − � 


�)V��å − ��å�@(�� − � 


�)� ∙ ��åA(�� − � 


�)��å���å = () − )�)� − () − )�)� = 0	

Άρα			®åå = 0			
Έτσι τελικά ο τανυστής της εξίσωσης (Β.1) εκφρασµένος στο χψζ σύστηµα παίρνει τη µορφή: 
 

	

〈〈®[�U
�U
� 〉〉 = ® �1 0 00 1 00 0 0�,  µε   ® = U£@ß¥£Bà¥£Aá¥¹§â (<¼�)�∑ 5��� 5³���,³ Y X¹§£X]·§£ ^ � X¹§£X]¶§£ �			(/.0) 
	
Όλα τα µεγέθη στη (Β.3) µπορούν να θεωρηθούν γνωστά. Τις παραγώγους τις υπολογίζουµε 

στο Παράρτηµα ∆. 
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Παράρτηµα Γ 

 

 Στο παράρτηµα αυτό θα υπολογίσουµε κάποια χρήσιµα ολοκληρώµατα που εµφανίζονται, 

όταν προσπαθούµε να βρούµε τον 〈〈®[�U
�U
� 〉	〉 . 
 

Αν  �, 	 > 0  και  	�	 > �£   ,  έχουµε: 

 	
i: = � � +$`�£$��£B���B%

��$%
 c e =B%

��$%
� � +$`Y�$ ��`�^£$��£B�£`�£

B%
��$%

 c eB%
��$%

= � +$��£B�£`�£ Ï � +$`Y�$ ��`�^£
B%

��$%
 c� e =B%

��$%
�<� � +$��$�£`��£ eB%

��$%
=�<� √2< 1

�2 �	 − ��4�� =
<

��	 − ��4
	

	
i� = � � e+$`�£$��£B���B%

��$%
 c e =B%

��$%
� e+$��$�£`��£ Ï � +$`Y�$ ��`�^£

B%
��$%

 c� eB%
��$%

= �<� � e+$��$�£`��£ e =B%
��$%

0	
 

Οµοίως: 

 

i! = � � c+$`�£$��£B���B%
��$%

 c e = 0B%
��$%
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i = � � e�+$`�£$��£B���B%
��$%

 c eB%
��$%

= � e�+$��£B�£`�£ Ï � +$`Y�$ ��`�^£
B%

��$%
 c� eB%

��$%

= �<� � e�+$��$�£`��£ e =B%
��$%

�<� √2< 1
�2 �	 − ��4��

1
2 �	 − ��4��

= <�
2 ��	 − ��4 �!/�

	
	
Οµοίως: 

 

iú = � � c�+$`�£$��£B���B%
��$%

 c eB%
��$%

= <	
2 ��	 − ��4 �!/�

	
	
	

iÖ = � � ec+$`�£$��£B���B%
��$%

 c eB%
��$%

= � e+$��$�£`��£ Ï � c+$`Y�$ ��`�^£
B%

��$%
 c� eB%

��$%

= �<� �2� � e�+$��$�£`��£ e =B%
��$%

�<� �2� √2< 1
�2 �	 − ��4��

1
2 �	 − ��4��

= <�
4 ��	 − ��4 �!/�
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Παράρτηµα ∆ 

 

Η έκφραση των Åstrom και Allis για τη γωνία θ µεταξύ του µαγνητικού πεδίου και του 

κυµατοδιανύσµατος 4
� είναι (όπως µπορούµε να δούµε στο [Stix]) : 

 

���� = 2���� − ê����� − ë��êë − 3�������� − 2� 					(¼. 1) 
 

όπου:  
 

2 = 1 − ∑ ]4¢£]£` 	,					ë = 1 − ∑ ]4¢£](]B]5¢)`  ,    ê = 1 − ∑ ]4¢£](]$]5¢)`   

 

και   3 = íB��  

 

όπου	 56`, 5�`  η συχνότητα πλάσµατος και η κυκλοτρονική συχνότητα των σωµατιδίων του 

είδους α, αντίστοιχα. 

 

Με παραγώγιση της (∆.1) ως προς 56`�  , παίρνουµε: 
 

X¹§£X]4¢£ = ¹§£�7�¹§þ(�8£$78$í�)B�í@�¹§£(7$8)B�í$78A�  9:;
:<2��Ö(23" − 2′3)+2��.(êë + 23�)2" − 2(êë)" − 2�3"1+2���(2�(êë)" − 32′3êë)+2(��� − 2)(ê"ë� + ê�ë′) + 2ê�ë�2′ =:>

:? 			(¼. 2)  
	
όπου: 

 

 2" = Ì7Ì]4¢£ = − :] ,			 	ê" = Ì�Ì]4¢£ = $:](]$]5¢) ,				ë" = ÌíÌ]4¢£ = $:](]B]5¢) ,				3" = Ì8Ì]4¢£ = $:]£$]5¢£   

 

και    (êë)" = Ì(�í)Ì]4¢£ = ê"ë + êë′. 
 

Παραγωγίζοντας την (∆.1), ως προς θ όµως αυτή την φορά, παίρνουµε: 

 ������ = 2���(��� − ê)(��� − ë)(���(2 − 3) + êë − 23)(��(23 − 23� + êë) − 2���(2 − 3)êë + 23êë − ê�ë�)���� 			(¼. 3) 	
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