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Πεπίλητη 

 

 

 

Ο ζθνπφο ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο ήηαλ ε επίιπζε πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο 

κε ηζνηηθνχο πεξηνξηζκνχο. Σα πξνβιήκαηα κε αληζνηηθνχο πεξηνξηζκνχο κπνξνχλ 

εχθνια λα κεηαζρεκαηηζηνχλ ζε ηζνδχλακα κε ηζνηηθνχο. Η αλαιπηηθή ιχζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο πξνυπνζέηεη ηελ επίιπζε ζπζηήκαηνο κε γξακκηθψλ εμηζψζεσλ θάηη 

πνπ είλαη πνιχπινθν θαη κπνξεί λα επηηεπρζεί γηα πξνβιήκαηα ρακειήο ηάμεο θαη 

πνιππινθφηεηαο. Υξεζηκνπνηνχληαη επαλαιεπηηθέο αιγνξηζκηθέο δηαδηθαζίεο πνπ 

έρνπλ εθαξκνγή ζε νπνηνδήπνηε πξφβιεκα. ΢ηα πιαίζηα ηεο εξγαζίαο πινπνηήζεθε ν 

αιγφξηζκνο Δπαλαιεπηηθνχ Σεηξαγσληθνχ Πξνγξακκαηηζκνχ (SQP) ζην πεξηβάιινλ 

ηνπ MATLAB. Ο αιγφξηζκνο εθαξκφζηεθε ζε 24 πξνβιήκαηα ηα νπνία αληιήζεθαλ 

απφ ηε βηβιηνγξαθία θαη πξνέξρνληαη απφ  επηζηεκνληθνχο ηνκείο φπσο νηθνλνκία, 

ρεκεία, βηνινγία θηι. Καηαγξάθεθαλ ηα απνηειέζκαηα πνπ παξαηεξήζεθαλ ζε 

πίλαθεο θαη ζρήκαηα θαη έγηλε ζχγθξηζε κε ηα απνηειέζκαηα άιισλ αιγνξίζκσλ πνπ 

ππάξρνπλ ζην παθέην ινγηζκηθνχ. Απφ ηα αξηζκεηηθά πεηξάκαηα πνπ έγηλαλ ν 

αιγφξηζκνο απνδείρζεθε αξθεηά ζηαζεξφο θαη αμηφπηζηνο θαη θαηάιιεινο γηα ηελ 

επίιπζε νπνηαζδήπνηε κνξθήο ηελ νπνία κπνξεί λα πάξεη ην πξφβιεκα ηνπ 

βειηηζηνπνίεζεο, αλάινγα κε ην είδνο θαη ην πιήζνο ησλ πεξηνξηζκψλ ηνπ. 
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Abstract 

 

 

 

The scope of this thesis was the solution of optimization problems with equality 

constraints. The problems with inequality constraints can easily be transformed in 

equivalent ones with equality constraints. The analytical solution of the problem 

requires the solution of a system of non-linear equations, which is very complex and 

can be achieved for problems of low class and complexity. Repetitive algorithmic 

procedures are used, which can be applied to any problem. For the purpose of this 

thesis, the Sequential Quadratic Problem (SQP) algorithm was used in MATLAB 

environment. The algorithm was applied in 24 problems from various fields such as 

economy, chemistry, biology etc, which were derived from bibliography. The results 

were depicted in tables and schemes and compared with results from other algorithms 

of the software package. From the numerical experiments that were performed, the 

algorithm was shown to be quite stable and reliable and appropriate for the solution of 

any admissible form which the optimization problem can take, in proportion with the 

type and number of its constraints. 
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Εςσαπιζηίερ 

 

 

 

Η παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία εθπνλήζεθε ηελ πεξίνδν Φεβξνπάξηνο 2012 – 

΢επηέκβξηνο 2012 ζηε ζρνιή Ηιεθηξνιφγσλ Μεραληθψλ θαη Μεραληθψλ 

Τπνινγηζηψλ ΔΜΠ κε αξθεηφ θφπν θαη πξνζσπηθή εξγαζία. 

 

Θα ήζεια λα επραξηζηήζσ, πάλσ απφ φινπο, ηνλ θαζεγεηή κνπ θχξην Νηθφιαν 

Μαξάην, πνπ κε εκπηζηεχηεθε γηα ηελ εξγαζία θαη κνπ παξείρε ηηο πνιχηηκεο γλψζεηο 

ηνπ θαη ηελ βνήζεηά ηνπ ζε νπνηνδήπνηε πξφβιεκα αληηκεηψπηζα. Η θαζνδήγεζή ηνπ 

ππήξμε θαηαπιεθηηθή θαη ε ελ γέλεη ζπλεξγαζία καο θαζ’ φιε ηε δηάξθεηα εθπφλεζεο 

ηεο εξγαζίαο ήηαλ άςνγε. 

 

Δπίζεο ζέισ λα επραξηζηήζσ ηνλ παηέξα κνπ Λεπηέξε, ηε κεηέξα κνπ Υξπζάλζε θαη 

ηελ αδεξθή κνπ Βηξγηλία θαζψο ζηέθνληαη πάληα δίπια κνπ. Σνπο θίινπο κνπ Αξεηή, 

Γηψξγν, Κψζηα θαη Μαξγαξίηε γηα φια απηά πνπ έδεζα καδί ηνπο θαη θαηάθεξαλ λα 

ρξσκαηίζνπλ ηα θνηηεηηθά κνπ ρξφληα κε έληνλεο πηλειηέο. Σέινο, ζέισ λα 

επραξηζηήζσ ηε γεληά κνπ γηαηί θαηαθέξακε – κέζα απφ ηα καζήκαηα ηεο 

ακθηζβήηεζεο, ηεο αμηνπξέπεηαο θαη ηεο αιιειεγγχεο πνπ δψζακε – λα 

ςειαθίζνπκε ηελ νπηνπία καο. 
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Κεθάλαιο 1 

 

Ειζαγυγή 
 

 

 

 

Πνιιά πξαθηηθά πξνβιήκαηα ζρεδίαζεο ή ιήςεο απφθαζεο κπνξνχλ λα εθθξαζηνχλ 

ζαλ πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο. Πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο απαληψληαη ζε πνιιά 

επηζηεκνληθά πεδία φπσο ζηε θπζηθή, ζηε ρεκεία, ζηε βηνινγία, ζηελ νηθνλνκία, 

αιιά θαη ζε πξαθηηθνχο ηνκείο φπσο ζηελ παξαγσγή θαη ηνλ ζρεδηαζκφ δηαδηθαζηψλ, 

ζην ζρεδηαζκφ αεξνζθαθψλ, ζηηο πεηξειατθέο βηνκεραλίεο θ.η.ι. Ο ρψξνο ηεο 

βειηηζηνπνίεζεο ζηα εθαξκνζκέλα καζεκαηηθά αλαθέξεηαη ζηελ αλαδήηεζε 

βέιηηζησλ παξακέηξσλ ελφο – ζπλήζσο πεξίπινθνπ – ζπζηήκαηνο. Η 

βειηηζηνπνίεζε είλαη πνιιέο θνξέο γλσζηή σο Μαζεκαηηθφο Πξνγξακκαηηζκφο. 

 

Ιζηνξηθά πξψηνη ν Fermat θαη ν Lagrange βξήθαλ θφξκνπιεο βαζηζκέλεο ζε 

αλαιπηηθέο κεζφδνπο γηα λα ιχλνπλ πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο. Έπεηηα ν Gauss 

θαη ν Newton πξφηεηλαλ  επαλαιεπηηθέο δηαδηθαζίεο γηα θίλεζε πξνο ηελ θαηεχζπλζε 

ηεο βέιηηζηεο ιχζεο. Σν πξψην πεδίν βειηηζηνπνίεζεο πνπ βξέζεθε ήηαλ ν 

γξακκηθφο πξνγξακκαηηζκφο απφ ηνλ G.B. Dantzig, αλ θαη κεγάιν θνκκάηη ηεο 

ζεσξίαο δηαηππψζεθε απφ ηνλ L. Kantorovich ην 1939. Ο Dantzig δεκνζίεπζε ηνλ 

αιγφξηζκν Simplex ην 1947 θαη ν J.Neumann, ηελ ίδηα ρξνληά, αλέπηπμε ηε ζεσξία 

duality. Μεγάιε ήηαλ ε ζπκβνιή ηνλ H. Kuhn θαη A. Tucker, νη νπνίνη ην 1951 

δηαηχπσζαλ ηηο ζπλζήθεο βειηίζηνπ γηα πξνβιήκαηα κε γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ.  

 

Αο ππνζέζνπκε φηη νη κεηαβιεηέο                 θαη νη κεηαμχ ηνπο ζρέζεηο 

πεξηγξάθνπλ έλα θαηλφκελν ή δηαδηθαζία ή ζχζηεκα. Σν πξφβιεκα ζρεδίαζεο ή 

απφθαζεο ζπλίζηαηαη ζην λα δηαιέμνπκε ηηκέο γηα ηηο κεηαβιεηέο απηέο. Αλ 

κπνξέζνπκε λα εθθξάζνπκε πνζνηηθά (κέζσ κηα βαζκσηήο ζπλάξηεζεο f) ηελ 
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ζρεηηθή αμία (πνηφηεηα) ηεο θάζε απφθαζεο, ηφηε ε ειαρηζηνπνίεζε (ή 

κεγηζηνπνίεζε) ηνπ θξηηεξίνπ πνηφηεηαο f ζα δψζεη ηελ “θαιχηεξε” ιχζε ζην 

πξφβιεκα ζρεδίαζεο ή απφθαζεο. Οη παξάγνληεο πνπ ελδερνκέλσο πεξηνξίδνπλ ηηο 

ηηκέο πνπ κπνξνχλ λα πάξνπλ νη κεηαβιεηέο                 ιακβάλνληαη ππφςε ζαλ 

πεξηνξηζκνί θαηά ηελ βειηηζηνπνίεζε ηνπ θξηηεξίνπ πνηφηεηαο f. 

 

Σα πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο επνκέλσο, είλαη καζεκαηηθά κνληέια ηα νπνία 

πεξηγξάθνπλ κε θάπνηνλ ηξφπν ηελ πξαγκαηηθφηεηα. Έηζη ην θπζηθφ πξφβιεκα 

κεηαηνπίδεηαη ζε καζεκαηηθέο εμηζψζεηο νη νπνίεο θαη ιχλνληαη κε ρξήζε 

καζεκαηηθψλ κεζφδσλ πνπ είλαη γλσζηέο σο ηερληθέο βειηηζηνπνίεζεο. Βεβαίσο 

ππάξρνπλ πξαθηηθά πξνβιήκαηα φπνπ δελ είλαη δπλαηφ λα βξεζεί θξηηήξην πνηφηεηαο 

f πνπ λα εθθξάδεη ηθαλνπνηεηηθά ηε ζρεηηθή αμία ησλ απνθάζεσλ ή πξνβιήκαηα 

φπνπ κπνξνχλ λα πξνηαζνχλ πεξηζζφηεξα απφ έλα θξηηήξηα πνηφηεηαο. Η παξνχζα 

εξγαζία αθνξά πξνβιήκαηα ζηα νπνία έλα κνλαδηθφ θξηηήξην πνηφηεηαο f (ή 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ) πξνθχπηεη αβίαζηα απφ ηελ δηαηχπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 

Η δπζθνιία επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο εμαξηάηαη απφ ηνλ αξηζκφ 

ησλ αγλψζησλ κεηαβιεηψλ θαη ηνλ αξηζκφ ησλ πεξηνξηζκψλ. Όζν απμάλνπλ νη 

αξηζκνί απηνί, ηφζν πην δχζθνιν γίλεηαη ην πξφβιεκα θαη ε ρξήζε ειεθηξνληθνχ 

ππνινγηζηή γίλεηαη νινέλα θαη πην απαξαίηεηε. Πξνθαλψο φζν απμάλνπλ νη 

δπλαηφηεηεο ησλ ππνινγηζηψλ ηφζν πεξηζζφηεξα θαη πην ζχλζεηα πξνβιήκαηα 

κπνξνχλ λα επηιπζνχλ. Σα πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο ρσξίδνληαη ζε 3 θαηεγνξίεο 

αλάινγα κε ηνλ ζπλνιηθφ αξηζκφ κεηαβιεηψλ θαη πεξηνξηζκψλ. 

 

 Πξνβιήκαηα κηθξήο θιίκαθαο: έρνπλ ιηγφηεξεο απφ 5 κεηαβιεηέο θαη 

πεξηνξηζκνχο  

 Πξνβιήκαηα κέζεο θιίκαθαο: ν ζπλνιηθφο αξηζκφο κεηαβιεηψλ θαη 

πεξηνξηζκψλ είλαη απφ 5 έσο 100 

 Πξνβιήκαηα κεγάιεο θιίκαθαο: έρνπλ εθαηνληάδεο ή αθφκα θαη ρηιηάδεο 

κεηαβιεηέο θαη πεξηνξηζκνχο 

 

Έλαο απφ ηνπο ηξφπνπο πνπ κπνξνχλ λα θαηεγνξηνπνηεζνχλ ηα πξνβιήκαηα 

βειηηζηνπνίεζεο, είλαη αλάινγα κε ηελ κνξθή πνπ έρνπλ ζε απηά ην θξηηήξην 
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πνηφηεηαο f θαη νη πεξηνξηζκνί. Μία απφ ηηο θαηεγνξίεο πξνβιεκάησλ, αξθεηά 

κεγάιε θαη κε πνιιέο πξαθηηθέο εθαξκνγέο, είλαη ην πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο ηνπ 

θξηηεξίνπ πνηφηεηαο f κε ηζνηηθνχο πεξηνξηζκνχο, ην νπνίν θαη πξαγκαηεχεηαη ε 

παξνχζα εξγαζία. 

 

΢ην δεχηεξν θεθάιαην παξνπζηάδνληαη νη καζεκαηηθέο έλλνηεο θαη νη νξηζκνί πνπ 

είλαη απαξαίηεηνη γηα ηελ ζεσξία ησλ ηερληθψλ βειηηζηνπνίεζεο. Δπίζεο νξίδνληαη νη 

πεξηζζφηεξνη απφ ηνπο καζεκαηηθνχο ζπκβνιηζκνχο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζηα 

επφκελα θεθάιαηα.  

 

΢ην ηξίην θεθάιαην παξνπζηάδεηαη αλαιπηηθά ε γεληθή κνξθή ηνπ πξνβιήκαηνο 

βειηηζηνπνίεζεο κε ηζνηηθνχο πεξηνξηζκνχο πνπ είλαη ην βαζηθφ πξφβιεκα ηεο 

εξγαζίαο. Καηαγξάθνληαη ηα ζεσξήκαηα ηθαλψλ θαη αλαγθαίσλ ζπλζεθψλ πνπ είλαη 

απαξαίηεηα γηα λα ηελ αλαιπηηθή ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 

΢ην ηέηαξην θεθάιαην παξνπζηάδεηαη αλαιπηηθά ν αιγφξηζκνο SQP πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηηο αλάγθεο ηεο παξνχζαο εξγαζίαο θαζψο θαη φια ηα ζηάδηα 

θαη ηα βήκαηα πνπ ρξεζηκνπνηεί γηα λα ιχλεη ηα πξνβιήκαηα. 

 

΢ην πέκπην θεθάιαην παξνπζηάδεηαη ε ιχζε πνιιψλ πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο 

κε ηνλ αιγφξηζκν SQP ζε πίλαθεο θαη γξαθηθέο παξαζηάζεηο  θαζψο θαη ζχγθξηζε 

ηνπ κε άιινπο αιγνξίζκνπο. 

 

΢ην Παξάξηεκα παξνπζηάδεηαη ν θψδηθαο ησλ πξνγξακκάησλ πνπ θαηαζθεπάζηεθαλ 

θαη πινπνηνχλ ηνπ αιγνξίζκνπο πνπ αλαιχζεθαλ ζηα πξνεγνχκελα θεθάιαηα, γηα ηελ 

επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο κε ηζνηηθνχο πεξηνξηζκνχο. Σα 

πξνγξάκκαηα είλαη γξακκέλα ζε  θψδηθα ηνπ MATLAB θαη κπνξεί λα ηξέμνπλ κφλν 

ζην πεξηβάιινλ  ηνπ. Δπίζεο παξαηίζεηαη έλαο ζχληνκνο νδεγφο γηα ην πεξηβάιινλ 

ηνπ MATLAB γηα λα ην πψο κπνξεί θαλείο λα γξάςεη θαη λα ηξέμεη ηα παξαπάλσ 

πξνγξάκκαηα κε αθξίβεηα.  
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Κεθάλαιο 2 

 

Βαζικέρ Μαθημαηικέρ Έννοιερ  
 

 

 

 

Πξηλ πξνρσξήζνπκε ζηε δηαηχπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο ζα ήηαλ 

ρξήζηκν θαη βνιηθφ λα αλαθεξζνχλ θάπνηεο βαζηθέο καζεκαηηθέο έλλνηεο θαη νξηζκνί 

θαζψο θαη ηα ζχκβνια θαη νη ζπκβάζεηο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζηελ παξνχζα 

δηπισκαηηθή εξγαζία. 

  

΢ηε ζπλέρεηα ζα ζπκβνιίδεηαη κε   έλα δηάλπζκα δηαζηάζεσλ     

 

  ,                -
   

 

φπνπ 

                      
   

 

Ο Δπθιείδεηνο ρψξνο φισλ ησλ n-δηαλπζκάησλ είλαη ν    . Γειαδή κε βάζε ην 

παξαπάλσ νξηζκφ ηνπ δηαλχζκαηνο  

 

       
 

 

 

Οπιζμόρ 2.1 Σα δηαλχζκαηα                ζα ιέγνληαη γξακκηθψο αλεμάξηεηα αλ 

ηζρχεη ε ζπλεπαγσγή 

 

 ∑    
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Δλαιιαθηηθά, ηα δηαλχζκαηα                ζα ιέγνληαη γξακκηθψο αλεμάξηεηα αλ 

ηζρχεη  

     ,                 -     
 

 

΢ηε ζπλέρεηα ηεο εξγαζίαο ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ 2 πνιχ βαζηθέο λφξκεο δηαλπζκάησλ 

νη νπνίεο νξίδνληαη εδψ. Δπθιείδεηα Νφξκα (ή Νφξκα-2) ελφο δηαλχζκαηνο νξίδεηαη 

σο 

 

       [ ∑  
 

 

   

 ]

 
 
 

 

 

 

Νφξκα–1 ελφο δηαλχζκαηνο νξίδεηαη σο  

 

 

       ∑       

 

   

  

 

 

Γηα ηηο αλάγθεο ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο ζα ρξεηαζηνχλ νη παξαθάησ βαζηθνί 

νξηζκνί πνπ αθνξνχλ ηνπο πίλαθεο, γλσζηνί απφ ην πεδίν ηεο Γξακκηθήο Άιγεβξαο. 

 

 

Οπιζμόρ 2.2 Μηα ηεηξαγσληθή κήηξα Α, δηαζηάζεσλ    , ιέγεηαη ζπκκεηξηθή αλ 

ηζρχεη ε ηζφηεηα 

 

      
 

Μηα ζπκκεηξηθή κήηξα έρεη φιεο ηηο ηδηνηηκέο ηηο πξαγκαηηθέο. 

 

 

Οπιζμόρ 2.3 Μηα ζπλάξηεζε  

 

 ( )   ∑∑   

 

   

     

 

   

          

 

ιέγεηαη ηεηξαγσληθή κνξθή. 
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Οπιζμόρ 2.4 Αλ           γηα θάζε        κε      ηφηε ε ηεηξαγσληθή κνξθή 

ιέγεηαη ζεηηθά νξηζκέλε. 

 

Αλ            γηα θάζε        θαη ππάξρεη      ψζηε λα είλαη           ηφηε 

ε ηεηξαγσληθή κνξθή ιέγεηαη ζεηηθά εκηνξηζκέλε. 

 

 

 

Θεώπημα 2.5 Έζησ κηα ζπκκεηξηθή κήηξα A, δηαζηάζεσλ    .  

 

Η A είλαη ζεηηθά νξηζκέλε αλ θαη κφλν αλ φιεο νη ηδηνηηκέο ηεο είλαη απζηεξά 

κεγαιχηεξεο ηνπ κεδελφο. 

 

Η A είλαη ζεηηθά εκηνξηζκέλε αλ θαη κφλν αλ φιεο νη ηδηνηηκέο ηεο είλαη κεγαιχηεξεο 

ηνπ κεδελφο θαη ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ κία ηδηνηηκή ίζε κε ην κεδέλ. 

 

Αλ ε A δελ είλαη ζπκκεηξηθή αιιά είλαη ηεηξαγσληθή, δηαζηάζεσλ    , ηα 

παξαπάλσ ηζρχνπλ γηα ηε κήηξα 

 

 ̅   
      

 
 

 

 

 

Οπιζμόρ 2.6 Μηα ηεηξαγσληθή κήηξα Q, δηαζηάζεσλ    , ιέγεηαη νξζνγψληα αλ 

έρεη ηηο γξακκέο θαη ηηο ζηήιεο ηεο νξζνγψληα θαη κνλαδηαία δηαλχζκαηα. 

Δλαιιαθηηθά αλ ηζρχεη 

 

        
 

ην νπνίν ζπλεπάγεηαη 

           
 

 

 

΢ηε ζπλέρεηα παξνπζηάδνληαη θάπνηεο βαζηθέο έλλνηεο θαη νξηζκνί πνπ είλαη γλσζηνί 

απφ ηελ αλάιπζε. 
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Οπιζμόρ 2.7 Θεσξνχκε κηα πξαγκαηηθή βαζκσηή ζπλάξηεζε f κε n κεηαβιεηέο σο 

εμήο 

           ( )   (               ) 
 

 

 

 

Θα ιέκε φηη ε f είλαη ζπλερήο ζην ζεκείν   αλ δεδνκέλνπ ελφο       

 

         ( )   ( )        
 

                
 

 

 

΢ηε ζπλέρεηα ζεσξνχκε κηα πξαγκαηηθή δηαλπζκαηηθή ζπλάξηεζε h n κεηαβιεηψλ, ε 

νπνία νπζηαζηηθά είλαη έλαο πίλαθαο δηαζηάζεσλ    , σο εμήο  

 

            ( )   ,   ( )    ( )      ( ) - 
  

 

 

 

ζα ιέκε φηη ε h είλαη ζπλερήο ζην ζεκείν   , αλ θάζε κηα απφ ηηο ζπλαξηήζεηο 

 

     
                    

 

είλαη ζπλερήο ζην ζεκείν   . 
 

 

 

΢ην εμήο, φηαλ αλαθέξεηαη κηα ζπλάξηεζε f ζα ελλνείηαη πξαγκαηηθή βαζκσηή 

ζπλάξηεζε n κεηαβιεηψλ θαη φηαλ αλαθέξεηαη κηα ζπλάξηεζε h ζα ελλνείηαη 

πξαγκαηηθή δηαλπζκαηηθή ζπλάξηεζε n κεηαβιεηψλ, φπσο απηέο νξίζηεθαλ 

παξαπάλσ. 

 

Κάζε ζπλερήο ζπλάξηεζε   ζα ζπκβνιίδεηαη κε 

 

      
 

 

Έζησ κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε   γηα ηελ νπνία ππάξρνπλ νη κεξηθέο παξάγσγνη ηάμεο 

  θαη είλαη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο. Απηφ ζα ζπκβνιίδεηαη κε 
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Σψξα, είλαη πνιχ ζεκαληηθφ λα νξηζηεί ε έλλνηα ηεο ηζνυςήο θακπχιεο κηα 

ζπλάξηεζεο f, θαζψο ζα παξνπζηαζηνχλ ζε επφκελν θεθάιαην πνιιά ζρήκαηα πνπ 

ζα λα αλαπαξίζηαληαη γξαθηθά ηζνυςείο θακπχιεο. 

 

 

Οπιζμόρ 2.8 Έζησ κηα ζπλάξηεζε δχν κεηαβιεηψλ  ( )   (      ) θαη κηα 

ζηαζεξά        πνπ αλήθεη ζην πεδίν ηηκψλ ηεο f. Σν ζχλνιν  

 

   * (     )     
    (      )    + 

 

ιέγεηαη ηζνυςήο θακπχιε ηεο ζπλάξηεζεο f κε ηηκή c. 

 

Οπιζμόρ 2.9 Αλ        ηφηε ε θιίζε ηεο ζπλάξηεζεο f ζην   νξίδεηαη σο εμήο 

 

  ( )    ,  
  ( )

   
  
  ( )

   
     

  ( )

   
  -     

 

 

Η θιίζε είλαη έλαο πίλαθαο δηαζηάζεσλ     , θάζεην ζηελ ηζνυςή ηεο ζπλάξηεζεο 

f κε θνξά πξνο ηα εθεί πνπ απμάλεηαη ε ζπλάξηεζε.  

 

 

Οπιζμόρ 2.10 Αλ         ηφηε ε κήηξα Hessian ηεο f ζην   νξίδεηαη σο εμήο  

 

   ( )   

[
 
 
 
 
 

  

   ( )

   
  

   ( )

      
   

   ( )

      
 

   ( )

    

  

]
 
 
 
 
 

 

 

 

Η κήηξα δεπηέξσλ παξαγψγσλ έρεη δηαζηάζεηο       θαη είλαη ζπκκεηξηθή δηφηη 

 

 

   ( )

      
  
   ( )
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Οπιζμόρ 2.11 Αλ         ηφηε ε Ιαθσβηαλή (Jacobian) κήηξα ηεο ζπλάξηεζεο h ζην 

  νξίδεηαη σο εμήο 

 

  ( )   ,    ( )      ( )          ( ) - 

φπνπ 

 

   ( )    ,  
   ( )

   
 
   ( )

   
     

   ( )

   
 -                  

 

 

Η Ιαθσβηαλή κήηξα έρεη δηαζηάζεηο    . 

 

Σέινο παξαηίζεηαη ν νξηζκφο ηνπ ειαρίζηνπ κηαο ζπλάξηεζεο f πάλσ ζε έλα ζχλνιν 

F, πνπ είλαη απφ ηηο βαζηθφηεξεο έλλνηεο ζηελ ζεσξία βειηηζηνπνίεζεο. 

 

 

Οπιζμόρ 2.12 Έλα ζεκείν  ̂     ιέγεηαη ηνπηθφ ειάρηζην ηεο f πάλσ ζην ζχλνιν F, 

αλ ππάξρεη      ηέηνην ψζηε 

 (   )   (  ̂ ) 

 

          ̂         
 

Αλ ε απζηεξή αληζφηεηα  

 

 

 (   )     (  ̂ ) 

ηθαλνπνηείηαη γηα θάζε 

 

           ̂          ̂         
   

 

ηφηε ην   ̂  ιέγεηαη απζηεξφ ηνπηθφ ειάρηζην ηεο f. 

 

 

Οπιζμόρ 2.13 Έλα ζεκείν   ̂      ιέγεηαη γεληθφ ειάρηζην ηεο f πάλσ ζην ζχλνιν F 

αλ 

 

 (   )   (  ̂ )         
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Κεθάλαιο 3 

 

Σο Ππόβλημα Βεληιζηοποίηζηρ 

 

 

 

 

Μεηά ηελ αλαθνξά ζε βαζηθέο καζεκαηηθέο έλλνηεο, κπνξεί λα νξηζηεί ην γεληθφ 

πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο, ην νπνίν ζηε γεληθή ηνπ κνξθή εθθξάδεηαη σο εμήο 

 

   
  
 *   ( )        +  

 

 

Σν δηάλπζκα   απνηειεί ηνλ άγλσζην ηνπ πξνβιήκαηνο, ε ηηκή ηνπ νπνίνπ 

αλαδεηείηαη ψζηε ε ζπλάξηεζε f λα παξνπζηάδεη ειάρηζηε ηηκή πάλσ ζην ζχλνιν F. 

 

Η ζπλάξηεζε f είλαη κηα πξαγκαηηθή βαζκσηή ζπλάξηεζε n κεηαβιεηψλ. Ολνκάδεηαη 

θξηηήξην πνηφηεηαο ή αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θφζηνπο ή ελεξγεηαθή ζπλάξηεζε ζε 

κεξηθά επηζηεκνληθά πεδία. ΢πλήζσο ππνζέηεηαη φηη είλαη ζπλερψο δηαθνξίζηκε ελψ 

είλαη πάληνηε ζπλερήο. 

 

Σν ζχλνιν F είλαη έλα ππνζχλνιν ηνπ ρψξνπ   , νλνκάδεηαη επηηξεπηφ ζχλνιν 

ηηκψλ (feasible points set) ηνπ δηαλχζκαηνο   θαη νξίδεηαη απφ έλα πιήζνο ηζνηηθψλ 

θαη αληζνηηθψλ πεξηνξηζκψλ. Δίλαη απηφ πνπ θαζνξίδεη ην είδνο ηνπ σο πξνο επχιπζε 

πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο . ΢ηε γεληθή ηνπ κνξθή ην ζχλνιν F γξάθεηαη σο εμήο 

 

  *          ( )      ( )      κε                          +  

 

Οη ζπλαξηήζεηο   ,    αλαπαξηζηνχλ ηνπο ηζνηηθνχο θαη αληζνηηθνχο πεξηνξηζκνχο 

αληίζηνηρα. 
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Αλάινγα κε ην είδνο ησλ ζπλαξηήζεσλ f,   ,    θαη ηνπ επηηξεπηνχ ζπλφινπ F 

δηαθξίλνληαη νη εμήο θαηεγνξίεο πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο 

 

 Γξακκηθφο πξνγξακκαηηζκφο: νη f,   ,    είλαη φιεο γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο 

 Σεηξαγσληθφο πξνγξακκαηηζκφο: ε f είλαη ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε θαη νη 

  ,    είλαη γξακκηθέο 

 Πξφβιεκα ρσξίο πεξηνξηζκνχο: ε f είλαη κε γξακκηθή ζπλάξηεζε θαη       

 Πξφβιεκα κε πεξηνξηζκνχο: ε f είλαη κε γξακκηθή ζπλάξηεζε θαη        

 

Η παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία αζρνιείηαη κε ηελ ηειεπηαία θαηεγνξία 

πξνβιεκάησλ, ηα πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο κε ηζνηηθνχο πεξηνξηζκνχο. Έηζη 

νξίδεηαη ην πξφβιεκα απηφ σο 

 

                                                                    
      

 *   ( )  +                                                         (  ) 

 
                                                                        ( )     

 

Η f είλαη κηα κε γξακκηθή πξαγκαηηθή βαζκσηή ζπλάξηεζε n κεηαβιεηψλ 

 

                     ( )   (               ) 
 

  

Η h είλαη κηα κε γξακκηθή πξαγκαηηθή δηαλπζκαηηθή ζπλάξηεζε n κεηαβιεηψλ ε 

νπνία αλαπαξηζηά ηνπο ηζνηηθνχο πεξηνξηζκνχο  

 

 

                      ( )   ,   ( )    ( )      ( ) - 
  

 

        
      

 

 

Ο αθέξαηνο αξηζκφο m δειψλεη ην πιήζνο ησλ ηζνηηθψλ πεξηνξηζκψλ πνπ έρεη ην 

πξφβιεκα. Πξνθεηκέλνπ λα εμαζθαιηζηεί ε γξακκηθή αλεμαξηεζία κεηαμχ ησλ 

ηζνηηθψλ πεξηνξηζκψλ, απαηηείηαη ην πιήζνο ηνπο λα είλαη κηθξφηεξν απφ ηνλ αξηζκφ 

ησλ κεηαβιεηψλ ηνπ πξνβιήκαηνο. Γειαδή απαηηείηαη 
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Σν πξφβιεκα (  ) κπνξεί λα γξαθηεί κε ηελ βνήζεηα ηεο παξαθάησ ηζνδπλακίαο  

 

 ( )     
 

   ,   ( )    ( )      ( ) - 
     

 

                                                   ( )     κε             
  

 

σο εμήο 

 

                                                                    
      

 *   ( )  +                                                        (   ) 

 

                                                  ( )     κε             
 

΢ηε βηβιηνγξαθία ζπλαληάηε ε δηαηχπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο άιιεο θνξέο φπσο 

νξίζηεθε ην (  ) άιιεο θνξέο φπσο ην (   )  

 

Σν επηηξεπηφ ζχλνιν ηνπ πξνβιήκαηνο (  ) είλαη ην 

 

  *          ( )     κε            +  

 

Γειαδή θάζε ζεκείν x πνπ ηθαλνπνηεί ηνπο ηζνηηθνχο πεξηνξηζκνχο αλήθεη ζην 

ζχλνιν F. 

 

Όηαλ ζέινπκε λα επηιχζνπκε έλα πξφβιεκα ηεο κνξθήο (  ) κε επηηξεπηφ ζχλνιν F, 

αλαδεηνχκε έλα δηάλπζκα  ̂ ην νπνίν ζα αλήθεη ζην επηηξεπηφ ζχλνιν ηνπ 

πξνβιήκαηνο, ελψ ηαπηφρξνλα ζα ειαρηζηνπνηεί ηελ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο θφζηνπο πάλσ ζε απηφ. Θεσξεηηθά βέιηηζηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

ζεσξείηαη ην γεληθφ ειάρηζην ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο θφζηνπο πάλσ ζην 

επηηξεπηφ ζχλνιν. Η χπαξμε φκσο γεληθνχ ειαρίζηνπ δελ είλαη πάληνηε 

εμαζθαιηζκέλε αιιά θαη ζηηο πεξηπηψζεηο φπνπ είλαη, ε εχξεζή ηνπ είλαη κηα αξθεηά 

δχζθνιε δηαδηθαζία, εμαξηάηαη απφ πνιινχο παξάγνληεο θαη κπνξεί λα επηηεπρζεί ζε 

νξηζκέλεο κφλν πεξηπηψζεηο θαη θπξίσο ζε πεξηπηψζεηο φπνπ ην πξφβιεκα έρεη 

θάπνηα εηδηθή κνξθή. Σν πιήζνο φκσο ησλ πεξηπηψζεσλ φπνπ, ράξε ηεο εηδηθήο 

κνξθήο ηνπ πξνβιήκαηνο, είλαη εμαζθαιηζκέλε ε χπαξμε γεληθνχ ειαρίζηνπ θαη 

εθηθηή ε εχξεζε ηνπ, είλαη κηθξφ ζπγθξηηηθά κε ην ζχλνιν ησλ πξνβιεκάησλ πνπ 
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αληηκεησπίδνληαη ζηελ πξάμε, κε απνηέιεζκα λα δερφκαζηε ζαλ ηθαλνπνηεηηθή ιχζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο (  ) κε επηηξεπηφ ζχλνιν F θάζε (απζηεξφ ή φρη) 

ηνπηθφ ειάρηζην ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο f, πνπ κπνξνχκε λα βξεζεί, πάλσ 

ζην επηηξεπηφ ζχλνιν F. 

 

΢ε πνιιά πξαθηηθά πξνβιήκαηα ζπλαληψληαη πξνβιήκαηα ζηα νπνία αλαδεηείηαη έλα 

δηάλπζκα   ην νπνίν κεγηζηνπνηεί ηελ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο θφζηνπο. 

Απηφ κπνξεί πνιχ εχθνια λα ην αλαρζεί ζε πξφβιεκα ηεο κνξθήο (  ) κε ηελ 

βνήζεηα ηεο ηζφηεηαο 

 

   
  
 *   ( )        +       

  
 *  ( )        +  

 

 

Όπσο αλαθέξζεθε θαη πξνεγνπκέλσο ε εξγαζία αζρνιείηαη κε πξνβιήκαηα πνπ 

έρνπλ κφλν ηζνηηθνχο πεξηνξηζκνχο φπσο ην πξφβιεκα (  ). Τπάξρεη σζηφζν έλαο 

πνιχ εχθνινο ηξφπνο λα αλαρζνχλ ηα πξνβιήκαηα κε ηζνηηθνχο θαη αληζνηηθνχο 

πεξηνξηζκνχο ζηελ κνξθή ηνπ πξνβιήκαηνο (  ) (Μαξάηνο, αλαθνξά [3]). 

 

Έζησ έλα πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο κε ηζνηηθνχο θαη αληζνηηθνχο πεξηνξηζκνχο ηεο 

κνξθήο 

 

                                                                    
      

 *   ( )  +                                                         (  ) 

 

                                                                          ( )     κε           
 

                                                             ( )       κε               

 

 

Οη ζπλαξηήζεηο f θαη    θαηά ηα γλσζηά νξίζηεθαλ πξνεγνπκέλσο. Η g είλαη κηα κε 

γξακκηθή πξαγκαηηθή δηαλπζκαηηθή ζπλάξηεζε n κεηαβιεηψλ 

 

 

                      ( )   ,   ( )    ( )      ( ) - 
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Σν πξφβιεκα (P2) αλάγεηαη ζε ηζνδχλακν πξφβιεκα κε κφλν ηζνηηθνχο πεξηνξηζκνχο 

θαη παίξλεη ηελ παξαθάησ κνξθή 

 

 

                                                                    
        

 *   ( )  +                                                    (   ) 

 

                                                                             ( )    κε           
 

                                                                          ( )      
    κε              

 

 

 

Σν πξφβιεκα (   ) είλαη νπζηαζηηθά έλα πξφβιεκα ηεο κνξθήο (  ) αιιά έρεη 

πιένλ n+l κεηαβιεηέο θαη m+l ηζνηηθνχο πεξηνξηζκνχο. Γειαδή λαη κελ 

απαιείθζεθαλ νη αληζνηηθνί πεξηνξηζκνί, αιιά ηαπηφρξνλα απμήζεθαλ νη άγλσζηεο 

κεηαβιεηέο ηνπ πξνβιήκαηνο θαη νη ηζνηηθνί πεξηνξηζκνί πξάγκα πνπ ζπλεπάγεηαη 

κεγαιχηεξε δπζθνιία ζηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο αθνχ απμάλεηαη ε 

πνιππινθφηεηα ηνλ πξάμεσλ.  

 

Αθνχ θαηαγξάθεθε ην πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο (  ) ηψξα κπνξεί λα δεηρζεί πσο 

κπνξεί θαλείο λα επηιχζεη αλαιπηηθά ην πξφβιεκα θαη λα βξεη ηε βέιηηζηε ιχζε  ̂. 

Θα ρξεηαζηνχλ νη αθφινπζνη νξηζκνί. 

 

Οπιζμόρ 3.1 ΢πλάξηεζε Lagrange γηα ην πξφβιεκα (  ) νξίδεηαη ε κε γξακκηθή 

πξαγκαηηθή βαζκσηή ζπλάξηεζε n+m κεηαβιεηψλ 

 

             (   )   ( )   ∑    ( )

 

   

  ( )      ( )   

 

 

            ι  , ι  ι    ι  -
   

 

 

φπνπ          

 

 

Οη πξαγκαηηθνί αξηζκνί     νλνκάδνληαη πνιιαπιαζηαζηέο Lagrange ηνπ 

πξνβιήκαηνο. 
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Η θιίζε ηεο ζπλάξηεζεο Lagrange δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 

 

 

  (   )   [ 
   (   )
   (   )

 ] 

 

Όπνπ  

   (   )     ( )  ∑  

 

   

   ( )     ( )    ( )  

 

θαη 

 

   (   )   ( ) 
 

 

 

Η κήηξα δεχηεξσλ παξαγψγσλ ηεο ζπλάξηεζεο Lagrange νξίδεηαη σο 

 

   
   (   )      ( )   ∑  

 

   

    ( ) 

 

 

 

Οπιζμόρ 3.2 Έλα ζεκείν  ̂       ιέγεηαη θαλνληθφ ζεκείν ησλ πεξηνξηζκψλ αλ νη 

θιίζεηο ησλ ηζνηηθψλ πεξηνξηζκψλ είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηεο ζην ζεκείν απηφ. 

Γειαδή αλ ηα δηαλχζκαηα  

 

   ( ̂)    ( ̂)       ( ̂)  

 

είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηα ή ελαιιαθηηθά αλ 

 

     ,    ( ̂)       ( ̂)          ( ̂) -    

 

     ,   ( ̂)-    
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΢ην ρψξν ησλ n δηαζηάζεσλ θάζε έλαο απφ ηνπο πεξηνξηζκνχο   ( ) νξίδεη κηα 

ππεξεπηθάλεηα δηάζηαζεο    . Η ππεξεπηθάλεηα πνπ νξίδνπλ φινη απηνί νη 

πεξηνξηζκνί γξάθεηαη σο 

 

  *         ( )    + 

 

 

Ππόηαζη 3.3 Αλ ην ζεκείν  ̂       είλαη θαλνληθφ ζεκείν ηεο ππεξεπηθάλεηαο H, 

ηφηε ην εθαπηφκελν επίπεδν ηεο Η ζην  ̂ είλαη 

 

  *            ( ̂)       + 

 

Με βάζε ηνλ νξηζκφ 2.11 ηεο Ιαθσβηαλήο ηζρχεη 

 

  ( )           ( )
                   

 

Σψξα κπνξνχλ λα παξνπζηαζηνχλ νη ζπλζήθεο βειηίζηνπ πνπ πξέπεη λα ηθαλνπνηεί ην 

δηάλπζκα x γηα λα απνηειεί ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο (  ). 

 

 

 

Θεώπημα 3.4 (Αναγκαίερ ζςνθήκερ 1
ηρ

 ηάξηρ)  

 

Θεσξνχκε έλα πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο ηεο κνξθήο (  ). Αλ έλα ζεκείν  ̂       

είλαη ηνπηθφ αθξφηαην ηνπ πξνβιήκαηνο θαη θαλνληθφ ζεκείν ησλ πεξηνξηζκψλ, ηφηε 

ππάξρεη  ̂      ηέηνην ψζηε 

 

  ( ̂  ̂)       [ 
   ( ̂  ̂)

   ( ̂  ̂)
 ]           [

   ( ̂  ̂)   

   ( ̂  ̂)   
]    

 

 

 

                                                        
  ( ̂)    ( ̂)  ̂   

 ( ̂)   
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Θεώπημα 3.5 (Αναγκαίερ ζςνθήκερ 2
ηρ

 ηάξηρ)  

 

Θεσξνχκε έλα πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο ηεο κνξθήο (  ). Αλ έλα ζεκείν  ̂       

είλαη ηνπηθφ ειάρηζην ηνπ πξνβιήκαηνο θαη θαλνληθφ ζεκείν ησλ πεξηνξηζκψλ, ηφηε 

ππάξρεη  ̂      ηέηνην ψζηε 

 

   ( ̂)    ( ̂)  ̂    

  ( ̂)    

       
   ( ̂  ̂)                    

 

 

Θεώπημα 3.6 (Ικανέρ ζςνθήκερ)  

 

Αλ ηα ζεκεία  ̂       θαη  ̂      ηθαλνπνηνχλ ηηο ζρέζεηο 

 

   ( ̂)    ( ̂)  ̂    

  ( ̂)    

       
   ( ̂  ̂)                         , δειαδή ε κήηξα    

   ( ̂  ̂) 

είλαη ζεηηθά νξηζκέλε πάλσ ζην ππεξεπίπεδν Σ 

 

ηφηε ην  ̂ απνηειεί απζηεξφ ηνπηθφ ειάρηζην ηεο f πάλσ ζηελ ππεξεπηθάλεηα H. 

 

Η ηξίηε ζρέζε ησλ ηθαλψλ ζπλζεθψλ κπνξεί λα γξαθεί κε έλαλ απινχζηεξν ηξφπν, ν 

νπνίνο είλαη επθνιφηεξα πινπνηήζηκνο κε ην ινγηζκηθφ ηνπ MATLAB. 

 

Η κήηξα   ( ) κπνξεί λα γξαθηεί κε βάζε ηελ παξαγνληνπνίεζε QR σο 

 

 

  ( )        ,         - [ 
 ̂ 
 
 ]       ̂ 

 

 

κε ηηο κήηξεο λα έρνπλ δηαζηάζεηο 

 

 

                           (   )  ̂        
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Η κήηξα Q είλαη νξζνγψληα (            ), ε κήηξα  ̂ είλαη άλσ ηξηγσληθή θαη 

ε κήηξα    είλαη πιήξνπο βαζκνχ θαη εθηείλεη ηνλ ρψξν ηνλ νξζνγσλίσλ πξνο ηελ 

  ( )  δηαλπζκάησλ. Πξάγκαηη αλ 

 

               
               

 

ηφηε 

 

 

  ( )      ( )       ̂
    

         
 

 

δηφηη 

 

 

        [ 
  
 

 
  
 
 ] ,         -      [ 

  
      

    
  
      

    
 ]   0 

  
  

 1 

 

επνκέλσο 

 

   
       

 

 

Άξα ινηπφλ κε ηε ζρέζε       ,  ε ηξίηε ζρέζε ησλ αλαγθαίσλ ζπλζεθψλ 

γξάθεηαη 

 

      
   ( ̂  ̂)       {   

     
   ( ̂  ̂)    }    

 

Γηα λα απνηειεί ην  ̂ απζηεξφ ηνπηθφ ειάρηζην αξθεί λα ηζρχνπλ νη δπν πξψηεο 

ζρέζεηο ησλ ηθαλψλ ζπλζεθψλ θαη 

 

 

                                                                
     

   ( ̂  ̂)                                               (   ) 
 

 

Όπσο αλαθέξζεθε θαη πξνεγνπκέλσο δερφκαζηε σο ηθαλνπνηεηηθή ιχζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο (  ) θάζε ηνπηθφ ειάρηζην πνπ κπνξεί λα βξεζεί. ΢ηελ πξάμε νξίδνληαη 

ζαλ επηζπκεηά ζεκεία ηνπ πξνβιήκαηνο (  ) ηα ζεκεία πνπ ηθαλνπνηνχλ ηηο 

αλαγθαίεο ζπλζήθεο 1
εο

 ηάμεο. Σν ζχλνιν ησλ επηζπκεηψλ ζεκείσλ (desirable points 

set) είλαη 
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κε 

 

   *           ( )    ( )                        + 

 

θαη 

 

    *             ,   ( )-     + 

 

άξα 

 

  *         ( )        ,   ( )-    

  ( )    ( )                        +  

 

Σν ζχλνιν D πεξηέρεη, εθηφο απφ ηνπηθά ειάρηζηα, θαη ηνπηθά κέγηζηα θαη ζαγκαηηθά 

ζεκεία ηνπ πξνβιήκαηνο (  ). Με ηε ρξήζε φκσο ηεο ζρέζεο (3.7) κπνξνχλ εχθνια 

λα ππνινγηζηνχλ ηα απζηεξά ηνπηθά ειάρηζηα ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 

Γηα λα ιχζεη δειαδή θαλείο αλαιπηηθά ην πξφβιεκα (  ) πξέπεη λα θάλεη ρξήζε ησλ 

ζεσξεκάησλ γηα ηηο ζπλζήθεο βειηίζηνπ πνπ ραξαθηεξίδνπλ ηελ ιχζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο. Γεληθά νη εμηζψζεηο ησλ ζεσξεκάησλ απνηεινχλ έλα ζχζηεκα n+m κε 

γξακκηθψλ εμηζψζεσλ κε n+m αγλψζηνπο ηα δηαλχζκαηα  ̂     ι̂ δηαζηάζεσλ      

θαη     αληίζηνηρα. Όκσο, έλαο ηέηνηνο ηξφπνο δελ είλαη απνδνηηθφο θαη κπνξεί λα 

επηηεπρζεί γηα κηθξά ζπλήζσο πξνβιήκαηα (πξνβιήκαηα κε κηθξή δηάζηαζε ηνπ 

δηαλχζκαηνο x) ηα νπνία επηπιένλ έρνπλ θαη κηθξφ ζπλνιηθφ πιήζνο πεξηνξηζκψλ. 

Γηα ηελ πιεηνςεθία φκσο ησλ πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο, ν θαηεπζείαλ 

ππνινγηζκφο ηεο ιχζεο είλαη πξαθηηθά αδχλαηνο, γηα απηφ ρξεζηκνπνηνχληαη 

επαλαιεπηηθέο δηαδηθαζίεο πνπ ζα αλαθεξζνχλ ζην επφκελν θεθάιαην. 
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Κεθάλαιο 4 

 

Ο Αλγόπιθμορ Sequential Quadratic 

Programming 
 

 

 

 

Ο κφλνο πξαθηηθφο ηξφπνο επίιπζεο πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο ηεο κνξθήο 

(  ), πνπ είλαη δχζθνιν έσο αδχλαην λα ιπζνχλ αλαιπηηθά, ζηεξίδεηαη ζηε ρξήζε 

αιγνξίζκσλ. Η επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο (  ) κε επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία 

πινπνηείηαη κε αιγνξίζκνπο βειηηζηνπνίεζεο. Έλαο αιγφξηζκνο επίιπζεο 

πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο, είλαη κηα αξηζκεηηθή κέζνδνο επαλαιεπηηθνχ 

ραξαθηήξα, ε νπνία απφ έλα δνζκέλν ζεκείν     θαηαζθεπάδεη κηα αθνινπζία 

ζεκείσλ 

 

                          

 

Οπζηαζηηθά ν αιγφξηζκνο απνηειεί κία απεηθφληζε πνπ δίλεη ζην επφκελν ζεκείν 

     ηεο αθνινπζίαο, απφ ην πξνεγνχκελν   . Οη βαζηθέο ηδηφηεηεο ελφο αιγνξίζκνπ 

επίιπζεο πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο είλαη  

 

 ζχγθιηζε: κε νξηζκέλεο πξνυπνζέζεηο ηζρχεη 

 

   
     

     ̂  

 

Απηή ε ηδηφηεηα εμαζθαιίδεη φηη ην ζεκείν πνπ πξνζεγγίδεηαη απφ ηελ αθνινπζία  

                   πνπ θαηαζθεπάδεη ν αιγφξηζκνο, είλαη ε ιχζε  ̂ ηνπ 

πξνβιήκαηνο.  
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Αλ γηα θάζε αξρηθφ ζεκείν ε αληίζηνηρε αθνινπζία πνπ θαηαζθεπάδεηαη απφ ηνλ 

αιγφξηζκν ζπγθιίλεη ζε θάπνην επηζπκεηφ ζεκείν ηφηε ν αιγφξηζκνο έρεη ηελ 

ηδηφηεηα ηεο γεληθήο ζχγθιηζεο. 

 

 Σαρχηεηα ζχγθιηζεο: εθθξάδεη ην πφζν γξήγνξα ε αθνινπζία         

           πνπ δεκηνπξγείηαη απφ ηνλ αιγφξηζκν, πξνζεγγίδεη ηελ 

επηζπκεηή ηηκή. 

 

 

Κάζε αιγφξηζκνο βειηηζηνπνίεζεο απαξηίδεηαη απφ 2 βαζηθά ζηνηρεία. Σελ 

θαηεχζπλζε έξεπλαο  (    ) , ε νπνία απνηειεί ηελ θαηεχζπλζε πάλσ ζηελ νπνία 

θηλνχκελνη απφ ην αξρηθφ ζεκείν    αλαδεηνχκε ην ζεκείν      θαη ην κήθνο 

βήκαηνο   , ην νπνίν είλαη ε απφζηαζε ζνπ ζεκείνπ      απφ ην ζεκείν    θαηά ηελ 

θαηεχζπλζε  (    ). Δίλαη δειαδή  

 

              (    ) 

 

Οη αιγφξηζκνη βειηηζηνπνίεζεο είλαη επαλαιεπηηθέο κέζνδνη, κε ηελ έλλνηα φηη 

μεθηλνχλ απφ έλα αξρηθφ ζεκείν    θαη θαηαζθεπάδνπλ κηα αθνινπζία          θαη 

είλαη επίζεο κέζνδνη θαζφδνπ. Απηφ ζεκαίλεη φηη θάζε λέν ζεκείν      πνπ 

θαηαζθεπάδεη ν αιγφξηζκνο κεηψλεη ηελ ηηκή  (  ) κηα ζπλερνχο ζπλάξηεζεο z πνπ 

ραξαθηεξίδεη ην πξνο επίιπζε πξφβιεκα, ζρεηηθά κε ην πξνεγνχκελν ζεκείν. 

Γειαδή 

 (    )   (  ) 

 

Η ηδηφηεηα απηή ηεο θαζφδνπ παίδεη ζεκαληηθφ ξφιν γηα ηε ζχγθιηζε ηνπ 

αιγνξίζκνπ. Δίλαη φκσο αλαγθαία ζπλζήθε θαη φρη ηθαλή.  

 

Όπσο αλαθέξζεθε ζην πξνεγνχκελν θεθάιαην, επηζπκεηά ζεκεία γηα ηελ ιχζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο (  ) νξίδνληαη ηα ζεκεία πνπ ηθαλνπνηνχλ ηηο αλαγθαίεο ζπλζήθεο 1
εο 

ηάμεο. Γειαδή θάζε ζεκείν x πνπ αλήθεη ζην ζχλνιν επηζπκεηψλ ζεκείσλ D. 

Θεσξείηαη φηη έλαο αιγφξηζκνο έιπζε ην πξφβιεκα (  ) αλ θαηαζθεχαζε κηα 

αθνινπζία          πνπ ζπγθιίλεη ζε θάπνην επηζπκεηφ ζεκείν     . 
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Παξφιν πνπ ην ζχλνιν D πεξηιακβάλεη θαη άιια ζεκεία εθηφο απφ ηνπηθά ειάρηζηα, 

ιφγσ ηεο ζεκαληηθήο ηδηφηεηαο ηεο θαζφδνπ ζπάληα έλαο αιγφξηζκνο ζπγθιίλεη ζε 

ζεκείν ηνπ D πνπ δελ είλαη ηνπηθφ ειάρηζην. 

 

Οη δηάθνξνη αιγφξηζκνη δηαθέξνπλ κεηαμχ ηνπο θπξίσο σο πξνο ηνλ ηξφπν πνπ 

νξίδνπλ ηελ θαηεχζπλζε έξεπλαο, ην κήθνο βήκαηνο αιιά θαη ηελ ζπλάξηεζε 

θαζφδνπ z. Δπίζεο δηαθέξνπλ θαη αλάινγα κε ηελ πιεξνθνξία πνπ είλαη δηαζέζηκε 

δειαδή αλ είλαη δηαζέζηκεο κφλν νη ηηκέο ησλ ζπλαξηήζεσλ ή καδί θαη νη πξψηεο 

παξάγσγνη ησλ ζπλαξηήζεσλ απηψλ ή καδί θαη νη δεχηεξεο παξάγσγνη. Γηα ηελ 

επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο (  ), ζηα πιαίζηα ηεο εξγαζίαο, ζα ρξεζηκνπνηεζεί ν 

αιγφξηζκνο επαλαιεπηηθνχ ηεηξαγσληθνχ πξνγξακκαηηζκνχ (Sequential Quadratic 

Programming) ν νπνίνο γηα ζπληνκία ζα γξάθεηαη SQP.  

 

Ο αιγφξηζκνο SQP είλαη κηα επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία θαη ζε θάζε επαλάιεςε 

εθηειείηαη κηα αιιεινπρία βεκάησλ πνπ ζα παξνπζηαζηνχλ ζηε ζπλέρεηα. Ο αξηζκφο 

ηεο επαλάιεςεο ζα ζπκβνιίδεηαη κε ηνλ αθέξαην αξηζκφ k. Κάζε κεηαβιεηή κε άλσ 

δείθηε k ζα δειψλεη ηελ ηηκή ηεο κεηαβιεηήο ζηελ k επαλάιεςε ηνπ αιγνξίζκνπ. 

 

Υξεζηκνπνηεί ηελ ηερληθή ηεο έξεπλαο γξακκήο θαζψο θάζε επφκελν ζεκείν 

ππνινγίδεηαη κε βάζε ην πξνεγνχκελν σο εμήο 

 

                

 

φπνπ    είλαη ην ηξέρνλ ζεκείν,    είλαη ην κήθνο βήκαηνο θαη    ε θαηεχζπλζε 

έξεπλαο φια ππνινγηζκέλα ζηελ επαλάιεςε k. Δπεηδή πνιινί αιγφξηζκνη δελ 

ζπγθιίλνπλ γηα αξρηθά ζεκεία καθξηά απφ ηελ ιχζε  ̂ ρξεζηκνπνηείηαη ε κέζνδνο ηεο 

έξεπλαο γξακκήο γηα λα επηηεπρζεί ζχγθιηζε ζηελ επηζπκεηή ιχζε απφ θάζε αξρηθφ 

ζεκείν   . 

 

Ο αιγφξηζκνο νξίδεη ηελ θαηεχζπλζε έξεπλαο    σο ηε ιχζε ηνπ βνεζεηηθνχ 

ππνπξνβιήκαηνο ηεηξαγσληθνχ πξνγξακκαηηζκνχ 
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 {    (  )      
 

 
 (  )       }                                       (  ) 

   
 

                                     ( 
 )      ( 

 )
 
                                                    

 

 

ην νπνίν απνηειεί κηα ηνπηθή πξνζέγγηζε Taylor ηνπ πξνβιήκαηνο (  ) γχξσ απφ ην 

ηξέρνλ ζεκείν   . 

 

Η πξψηε κνξθή ηεο κεζφδνπ SQP πξνηάζεθε απφ ηνλ R.Wilson ε νπνία 

ρξεζηκνπνηνχζε ηελ    σο ηε κήηξα δεπηέξσλ παξαγψγσλ (Hessian) ηεο ζπλάξηεζεο 

Lagrange. Ο R.Fletcher είρε ηελ ηδέα γηα επίιπζε βνεζεηηθψλ πξνγξακκάησλ 

ηεηξαγσληθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Οη S.Han θαη M.Powell αληηθαηέζηεζαλ ηελ 

Hessian ηεο ζπλάξηεζεο Lagrange κε κηα κήηξα πνπ απνηειεί Quasi – Newton 

πξνζέγγηζε ηεο. Ο αιγφξηζκνο πνπ ζα παξνπζηαζηεί βαζίδεηαη ζε απηή ηε κέζνδν θαη 

αλήθεη ζηελ θαηεγνξία ησλ Quasi – Newton κεζφδσλ αθνχ δελ απαηηεί ηνλ 

ππνινγηζκφ ηεο Hessian ηεο ζπλάξηεζεο Lagrange. Η κήηξα    έρεη δηαζηάζεηο 

     θαη πξέπεη λα είλαη ζπκκεηξηθή θαη ζεηηθά νξηζκέλε. Η κήηξα απηή 

ελεκεξψλεηαη (ή αλαλεψλεηαη) ζε θάζε επαλάιεςε κε ηε γλσζηή κέζνδν ησλ 

Broyden – Fletcher – Goldfab – Shanno (γλσζηή ζηε βηβιηνγξαθία σο BFGS 

formula). Η κέζνδνο απηή ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα παξακέλεη ε    ζπκκεηξηθή θαη 

ζεηηθά νξηζκέλε κεηά απφ θάζε αλαλέσζή ηεο, ζε θάζε κηα απφ ηηο επαλαιήςεηο ηνπ 

αιγνξίζκνπ. ΢ην Βήκα 0 ζην μεθίλεκα ηνπ αιγνξίζκνπ νξίδεηαη ε    σο ε κνλαδηαία 

κήηξα δηαζηάζεσλ      δειαδή       . Η αλαλέσζε ηεο     γίλεηαη ζην Βήκα 5.  

 

Σν βνεζεηηθφ πξφβιεκα ηεηξαγσληθνχ πξνγξακκαηηζκνχ (  ) κπνξεί λα ιπζεί 

θάλνληαο ρξήζε ηνπ ζεσξήκαηνο 3.4 γηα ηηο αλαγθαίεο ζπλζήθεο πξψηεο ηάμεο. Έηζη 

πξνθχπηεη 

 

                                                           (  )     (  )                                    (   ) 
 

                                                                (  )
 
    (  )                                        (   ) 
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απφ ηηο νπνίεο πξνθχπηεη ην ζχζηεκα 

 

 

                                          [ 
    (  )

  (  )
 

 
 ] [  

 

  
 ]    [ 

   (  )

  (  )
 ]                          ( ) 

  

 

Σν ζχζηεκα (S) είλαη γλσζηφ απφ ηε βηβιηνγξαθία σο ζχζηεκα Karush – Kuhn – 

Tucker (KKT System). Δίλαη έλα γξακκηθφ ζχζηεκα n+m εμηζψζεσλ κε n+m 

αγλψζηνπο. Σν ζχζηεκα απηφ κπνξεί λα ιπζεί ηε βνήζεηα ηνπ MATLAB αλ απιά 

δνζνχλ νη πίλαθεο σο είζνδν ζηε ζπλάξηεζε mldivide. Σν MATLAB ζα ςάμεη ηελ 

απνδνηηθφηεξε αξηζκεηηθή κέζνδν θαη ζα ην ιχζεη. Λχζε ηνπ ζπζηήκαηνο απηνχ 

είλαη ε θαηεχζπλζε έξεπλαο    (δηάλπζκα δηαζηάζεσλ     ) θαη νη 

πνιιαπιαζηαζηέο Lagrange ηνπ πξνβιήκαηνο     (δηάλπζκα δηαζηάζεσλ     ).  

΢ηελ επαλάιεςε θ νη πνιιαπιαζηαζηέο Lagrange    είλαη νη ηξέρνπζεο εθηηκήζεηο 

ησλ πνιιαπιαζηαζηψλ  ̂.  

 

Θεώπημα 4.1 Αλ ε κήηξα    είλαη ζπκκεηξηθή θαη ζεηηθά νξηζκέλε θαη ηζρχεη 

 

    [   (  ) ]    

 

 

ηφηε ε κήηξα  

 

  [ 
    (  )

  (  )
 

 
 ] 

 

αληηζηξέθεηαη. 

 

 

Με ηελ απαίηεζε πνπ έρεη γίλεη πξνεγνπκέλσο γηα ηελ    (λα είλαη ζπκκεηξηθή 

ζεηηθά νξηζκέλε) αιιά θαη απφ ηηο αλαγθαίεο ζπλζήθεο 1
εο 

ηάμεο πνπ κηιάλε γηα 

θαλνληθά ζεκεία πεξηνξηζκψλ (νξηζκφο 3.2) νη απαηηήζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο 

ηθαλνπνηνχληαη άξα ε κήηξα T αληηζηξέθεηαη πάληα. Σν βνεζεηηθφ πξφγξακκα 

ηεηξαγσληθνχ πξνγξακκαηηζκνχ επηιχεηαη αξηζκεηηθά ζε θάζε επαλάιεςε ζην Βήκα 

1 ηνπ αιγνξίζκνπ.  

 

Γηα λα νξηζηεί πσο ν αιγφξηζκνο SQP ππνινγίδεη ην κήθνο βήκαηνο    είλαη 

απαξαίηεην λα αλαθεξζεί ε κέζνδνο ησλ ζπλαξηήζεσλ πνηλήο. 
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Η βαζηθή ηδέα ησλ ζπλαξηήζεσλ πνηλήο είλαη λα αληηθαηαζηαζεί ην πξφβιεκα (  ) 

κε έλα ηζνδχλακν πξφβιεκα ρσξίο πεξηνξηζκνχο ηεο κνξθήο 

 

                                                                          
      

 *  (    )+                                                 (  ) 

 

κε 

 (   )   ( )      ( ) 

 

φπνπ γ είλαη ε ζπλάξηεζε πνηλήο, c είλαη ε παξάκεηξνο πνηλήο θαη  ( ) ν φξνο 

πνηλήο.  

 

΢ηνλ αιγφξηζκν απηφ ρξεζηκνπνηείηαη κηα αθξηβή ζπλάξηεζε πνηλήο ηεο κνξθήο 

 

  (   )   ( )      ( )    

 

Η αθξηβήο ζπλάξηεζε πνηλήο νξίδεη φηη ππάξρεη πεπεξαζκέλν      ηέηνην ψζηε 

θάζε ηνπηθφ ειάρηζην ηνπ πξνβιήκαηνο (  ) λα είλαη ηνπηθφ ειάρηζην ηνπ 

πξνβιήκαηνο (  ). Όκσο ε γ είλαη κε – δηαθνξίζηκε ζπλάξηεζε θαη έηζη δελ είλαη 

εθηθηφ λα ιπζεί απεπζείαο ην ηζνδχλακν πξφβιεκα κε ρξήζε ησλ ζεσξεκάησλ 

αλαγθαίσλ θαη ηθαλψλ ζπλζεθψλ. Οξίδνληαη φκσο γηα ηελ γ θαηεπζπλφκελεο 

παξάγσγνη. 

 

 

Η παξάγσγνο ηεο αθξηβνχο ζπλάξηεζεο πνηλήο γ ζηελ θαηεχζπλζε έξεπλαο    

νξίδεηαη σο 

 

 (       )     (  )
 
        (  )     

 

Ο ππνινγηζκφο απηφο γίλεηαη ζην Βήκα 2 ηνπ αιγνξίζκνπ. 
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Η ζηαζεξά πνηλήο c απνηειεί πνιχ ζεκαληηθφ ζηνηρείν γηα ηνλ αιγφξηζκν. 

Απνδεηθλχεηαη φηη (αλαθνξά [4], αλαθνξά [10]) αλ ε ζηαζεξά c είλαη αξθεηά κεγάιε 

αιιά πεπεξαζκέλε ηφηε ν αιγφξηζκνο ζπγθιίλεη γηα νπνηνδήπνηε        . Η 

ηαρχηεηα ζχγθιηζεο  (ηάμε ζχγθιηζεο) ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη ππεξγξακκηθή 

(superlinear convergence). 

 

H   (   ) απνηειεί ζπλάξηεζε θαζφδνπ γηα ην πξφβιεκα(  ). Κάζε λέν ζεκείν πνπ 

θαηαζθεπάδεη ν αιγφξηζκνο κεηψλεη ηελ ηηκή ηεο γ ζε ζρέζε κε ην πξνεγνχκελν 

ζεκείν δειαδή 

 

 (    )   (  ) 

 

Η ζπλζήθε θαζφδνπ απαηηείηαη λα ηζρχεη ζε θάζε επαλάιεςε ηνπ αιγνξίζκνπ γηα λα 

έρνπκε ζχγθιηζε ζε επηζπκεηφ ζεκείν  ̂  (     ̂      ) ην νπνίν είλαη ηνπηθφ 

ειάρηζην. 

 

Η ζπλάξηεζε γ κεηψλεηαη απφ ην    θαηά ηελ θαηεχζπλζε ηεο    αλ ηζρχεη   

 

 (       )    

 

Γηα λα εμαζθαιίδεηαη ε ζεκαληηθή απηή ηδηφηεηα ηεο θαζφδνπ, πνπ είλαη αλαγθαία 

ζπλζήθε γηα ηε ζχγθιηζε ηνπ αιγνξίζκνπ, πξέπεη ε παξάκεηξνο πνηλήο λα είλαη 

ζεηηθή θαη λα έρεη αξθεηά κεγάιε ηηκή (πεπεξαζκέλε). Αλ ε αξρηθή ηηκή πνπ δίλεηαη 

ζην πξφγξακκα γηα ηελ παξάκεηξν c δελ είλαη αξθεηή γηα λα ηζρχεη ε ζπλζήθε 

θαζφδνπ, ζε θάπνηα επαλάιεςε ηνπ αιγνξίζκνπ, ηφηε ε παξάκεηξνο c απμάλεηαη 

θαηά κηα ηηκή κέζα, ζηελ ηξέρνπζα επαλάιεςε, ψζηε λα ηζρχεη ε ζπλζήθε θαζφδνπ. 

 

 

Ξεθηλψληαο απφ ηελ ζρέζε (4.1) ησλ αλαγθαίσλ ζπλζεθψλ πξνθχπηεη 

 

(   )     (  )             (  )   

 

                                  (  )
 
       (  )       (  )    (  )

 
                   (   ) 
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(   )     (  )
 
       (  )      (   ) 

 

(   ) (   )     (  )
 
       (  )

 
      (  )   (  )                                   (   )  

 

Με βάζε ηελ ζρέζε (4.5) ε παξάγσγνο ηεο αθξηβνχο ζπλάξηεζεο πνηλήο γξάθεηαη 

 

 (       )     (  )
 
        (  )     

 

(   )
⇔   (       )     (  )

 
      (  )   (  )       (  )     

 

   (       )      (  )
 
      2      (  )     ( 

 )
 
  (  )  3                  (   ) 

 

Γηα λα εμαζθαιίδεηαη ε ζπλζήθε θαζφδνπ πξέπεη ε Θ λα είλαη αξλεηηθή ζε θάζε 

επαλάιεςε k. Γηα ηνλ πξψην φξν ηεο ζρέζεο (4.6) ηζρχεη  

 

(  )
 
        

 

αθνχ ε    είλαη ζπκκεηξηθή θαη ζεηηθά νξηζκέλε. Γηα ηνλ φξν πνπ είλαη κέζα ζηελ 

αγθχιε ρξεζηκνπνηνχκαη έλαλ έιεγρνο ( test ) ζην Βήκα 1΄ ηνπ αιγνξίζκνπ. Αλ ν 

φξνο απηφο είλαη αξλεηηθφο ηφηε ππάξρεη ηξνπνπνίεζε ηεο παξακέηξνπ c, αιιηψο 

παξακέλεη σο έρεη. 

 

Γηα ην κήθνο βήκαηνο πξέπεη λα ηζρχεη πάληα      θαη ν ζηφρνο είλαη λα 

ππνινγίδεηαη έηζη ψζηε ε ζπλάξηεζε γ λα κεηψλεηαη. Ο ππνινγηζκφο ηνπ γίλεηαη κε 

ηνλ γλσζηφ θαλφλα ηνπ Armijo (αλαθνξά [1]). Ο θαλφλαο Armijo απαηηεί ε 

ζπλάξηεζε γ απφ ην ζεκείν    κέρξη ην επφκελν ζεκείν 

 

                

 

λα κεηψλεηαη αξθεηά. Ο θαλφλαο ηνπ Armijo πινπνηείηαη ζην Βήκα 4 ηνπ 

αιγνξίζκνπ. 
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Σν θξηηήξην ηεξκαηηζκνχ ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη  

 

     
     

 

φπνπ ε έλαο πνιχ κηθξφο ζεηηθφο αξηζκφο. Αλ ε θαηεχζπλζε έξεπλαο    (ιχζε ηνπ 

βνεζεηηθνχ πξνβιήκαηνο ηεηξαγσληθνχ πξνγξακκαηηζκνχ) κεδεληζηεί ηφηε απφ ην 

( ) πξνθχπηεη φηη ην ζεκείν    ηθαλνπνηεί ηηο αλαγθαίεο ζπλζήθεο πξψηεο ηάμεο άξα 

είλαη ε επηζπκεηή ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Γηα λα ηεξκαηηζηεί ν αιγφξηζκνο 

απαηηείηαη ην κέηξν ηεο θαηεχζπλζεο έξεπλαο λα είλαη κηθξφηεξν απφ ηνλ αξηζκφ ε 

δειαδή λα πιεζηάδεη θνληά ζην 0 θαη άξα ην    λα απνηειεί επηζπκεηή ιχζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο. Αλάινγα κε ηελ αθξίβεηα ηνπ απνηειέζκαηνο πνπ ζέιεη θαλείο κπνξεί 

λα βάιεη γηα παξάδεηγκα          ή αθφκα κηθξφηεξν. 

 

Αθνχ επεμεγήζεθαλ αλαιπηηθά ηα επί κέξνπο βήκαηα, νη ζπλαξηήζεηο θαη νη 

παξάκεηξνη πνπ ρξεζηκνπνηεί ν αιγφξηζκνο ζηε ζπλέρεηα παξνπζηάδεηαη ε ηειηθή ηνπ 

πξνγξακκαηηζηηθή κνξθή. 

 

 

 

 

Αιγφξηζκνο     

 
 

 

Βήμα 0                     (   )   (     )   
 

                                                                             
 

 

Βήμα 1 Δπίιπζε ηνπ γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο ( )  
 

[ 
    (  )

  (  )
 

 
 ] [  

 

  
 ]    [ 

   (  )

  (  )
 ]                    
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Βήμα 1΄ Έιεγρνο παξακέηξνπ    

 

 

                          (       )   (       )   (  )    ( 
 )   (  )                                 

 

  Αλ   (       )     ηφηε 

 

          
 

                        αιιηψο   

 

         *        
(  )   (  )

  (  )  
   + 

 

 

Βήμα 2 Τπνινγηζκφο ηεο παξαγψγνπ ηεο γ ζηελ θαηεχζπλζε     

 

 

                          (        )     ( )          (  )                                                    
 

 

Βήμα 3 Αλ       
     ηφηε ηεξκαηηζκφο  

 

 

Βήμα 4 Τπνινγηζκφο κήθνπο βήκαηνο        . Δχξεζε ειάρηζηνπ κε 

αξλεηηθνχ αθεξαίνπ    ηέηνην ψζηε  

 

                        (           )   (     )          (        )                                
 

 

Βήμα 5 Δλεκέξσζε 

 

           
 

               
 

       (    )    (    )      (  )    (  )    
 

           (    )        
 

      {
               

  
       

      
              

 

 

     (  )     
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     (  )        
 

           
      (  )     

  
  

   (  ) 

(  )    
 

 

 
            θαη επηζηξνθή ζην Βήμα 1 

 

 

 

Η πξνγξακκαηηζηηθή πινπνίεζε ηνπ αιγνξίζκνπ έγηλε ζην πεξηβάιινλ ηνπ 

MATLAB. Ο θψδηθαο θαη νη νδεγίεο γηα λα ηξέμεη θαλείο ην πξφγξακκα αλαθέξνληαη 

ζην Παξάξηεκα ηεο εξγαζίαο. 

 

Η κφλε απαίηεζε ηνπ αιγνξίζκνπ SQP είλαη λα ππάξρνπλ δηαζέζηκα ζε αξρεία 

ζπλαξηήζεσλ ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θφζηνπο, νη πεξηνξηζκνί θαη νη θιίζεηο 

ηνπο. Σα αξρεία απηά πξέπεη λα δέρνληαη έλα ζεκείν   θαη λα επηζηξέθνπλ ηηο ηηκέο 

ηεο εθάζηνηε ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν απηφ. Οη ζπλαξηήζεηο απηέο θαινχληαη ζε θάζε 

επαλάιεςε νπφηε ην λα ππάξρνπλ ζε μερσξηζηά αξρεία ζπλαξηήζεσλ δίλνπλ κεγάιε 

ηαρχηεηα ζηηο αξηζκεηηθέο πξάμεηο ηνπ αιγνξίζκνπ.  Η ζπλάξηεζε SQP πνπ έρεη 

πινπνηεζεί παίξλεη σο είζνδν ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θφζηνπο, ηελ θιίζε ηεο, 

ηνπο ηζνηηθνχο πεξηνξηζκνχο, ηελ θιίζε ηνπο θαζψο θαη ην αξρηθφ ζεκείν   . 

Δπηζηξέθεη ζην Command Window ηελ βέιηηζηε ιχζε  ̂, ηνπο πνιιαπιαζηαζηέο 

Lagrange  ̂ , ηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο θφζηνπο, θαη ηνλ 

αξηζκφ ησλ επαλαιήςεσλ πνπ ρξεηάζηεθε ν αιγφξηζκνο γηα λα θηάζεη ηε βέιηηζηε 

ιχζε. 

 

Οη αξρηθέο ηηκέο ησλ ζηαζεξψλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηνλ πξνγξακκαηηζκφ ηνπ 

SQP είλαη  
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Κεθάλαιο 5 

 

Απιθμηηικά Πειπάμαηα με ηον 

Αλγόπιθμο SQP  
 

 

 

 

΢ηε ζπλέρεηα ζα ρξεζηκνπνηεζεί ν αιγφξηζκνο SQP γηα λα ιπζνχλ πνιιά 

πξνβιήκαηα ηεο κνξθήο (  ). Παξνπζηάδνληαη αξθεηά παξαδείγκαηα κε δηάθνξσλ 

εηδψλ πξνβιήκαηα, κε πνηθίιεο κνξθέο αληηθεηκεληθψλ ζπλαξηήζεσλ θφζηνπο θαη 

ηζνηηθψλ πεξηνξηζκψλ. Σα παξαδείγκαηα έρνπλ αληιεζεί απφ ηε βηβιηνγξαθία θαη 

πνιιά απφ απηά εκθαλίδνληαη ζε επηζηεκνληθνχο θιάδνπο φπσο ε νηθνλνκία, ε 

ρεκεία, ε βηνινγία θηι. Γηα θάζε παξάδεηγκα αλαθέξεηαη ζε παξέλζεζε ε 

βηβιηνγξαθηθή πεγή απφ φπνπ  αληιήζεθε.  Σα παξαδείγκαηα πνπ δελ θέξνπλ θάπνηα 

αλαθνξά είλαη ηεο έκπλεπζεο ηνπ επηβιέπνληα ηεο παξνχζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο, 

θαζεγεηή Ν.Μαξάηνπ. Σα παξαδείγκαηα θαη ηα απνηειέζκαηα ηνπο έρνπλ πινπνηεζεί 

κε ην ινγηζκηθφ MATLAB.  

 

Αξρηθά παξαηίζεηαη ην πξφβιεκα θάζε παξαδείγκαηνο ζηε κνξθή ηνπ βαζηθνχ 

πξνβιήκαηνο (  ) γηα λα θαίλνληαη θαζαξά ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θφζηνπο θαη 

νη πεξηνξηζκνί. Γηα θάζε πξφβιεκα θαηαγξάθνληαη ν αξηζκφο ησλ κεηαβιεηψλ θαη ν 

αξηζκφ ησλ πεξηνξηζκψλ. ΢ηε ζπλέρεηα παξνπζηάδεηαη ε αλαιπηηθή ιχζε  ̂ γηα λα 

γίλεη ε ζχγθξηζε κε ηα απνηειέζκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ. ΢θνπφο ηεο εξγαζίαο είλαη λα 

κειεηεζνχλ ηα απνηειέζκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ SQP θαη γηα απηφ ζα θαηαγξαθνχλ 

ελδεηθηηθά ηα απνηειέζκαηα πνπ επηζηξέθεη ε ζπλάξηεζε fmincon ρσξίο λα δνζεί 

ηδηαίηεξε έκθαζε ζηελ αλάιπζε ηεο θαζψο δελ είλαη ζηα πιαίζηα ηεο παξνχζαο 

εξγαζίαο. Η ζπλάξηεζε fmincon είλαη ζπλάξηεζε απφ ηηο βηβιηνζήθεο ηνπ MATLAB 

θαη ιχλεη πξνβιήκαηα ηεο κνξθήο (  ). Σα απνηειέζκαηα έρνπλ παξνπζηαζηεί ζε 

πίλαθεο γηα λα θαίλεηαη θαζαξά ην απνηέιεζκα πνπ εκθαλίδεη ε ζπλάξηεζε SQP 
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ζπγθξηηηθά κε ηελ αλαιπηηθή ιχζε αιιά θαη κε ην απνηέιεζκα ηεο fmincon. Κάζε 

αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα έρεη ηξέμεη γηα δηάθνξα αξρηθά ζεκεία    ηα νπνία 

αλαθέξνληαη ζηελ πξψηε ζηήιε ησλ πηλάθσλ. ΢ηε δεχηεξε ζηήιε θαηαγξάθεηαη ν 

αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ πνπ ρξεηάζηεθε ε θάζε ζπλάξηεζε γηα λα βξεη ηελ ηειηθή 

ιχζε  ̂. ΢ηελ ηξίηε ζηήιε ησλ πηλάθσλ παξνπζηάδεηαη ην απνηέιεζκα πνπ επηζηξέθεη 

θάζε ζπλάξηεζε. Γηα πξνβιήκαηα κε 2 κεηαβιεηέο (   ) έρνπλ γίλεη θαη γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο γηα λα θαλεί ε ζπκπεξηθνξά ηνπ SQP γηα δηάθνξα αξρηθά ζεκεία θαη ηη 

ελδηάκεζα ζεκεία βξίζθεη ν αιγφξηζκνο γηα θάζε έλα απφ απηά. 

 

Γηα ηα απνηειέζκαηα ησλ πξνγξακκάησλ έρεη επηιεγεί ε ιχζε λα εκθαλίδεηαη κε 

αθξίβεηα 4 δεθαδηθψλ ςεθίσλ γηα λα κπνξνχλ νη πίλαθεο λα είλαη επαλάγλσζηνη. 

Απηφ γίλεηαη κε ηελ εληνιή format short ηνπ MATLAB. Γηα κεγαιχηεξε 

αθξίβεηα κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ε εληνιή format long γηα αθξίβεηα 9 

δεθαδηθψλ ςεθίσλ ή ε εληνιή format shortEng γηα αθξίβεηα 4 δεθαδηθψλ 

ςεθίσλ κε κηα δεθαδηθή δχλακε. 

 

 

Γηα ηε ζπλέρεηα νξίδεηαη σο επηζπκεηή ιχζε ή επηζπκεηφ απνηέιεζκα ησλ 

αιγνξίζκσλ θάζε ζεκείν  ̂ ην νπνίν αλήθεη ζην ζχλνιν επηζπκεηψλ ζεκείσλ D. 

Γειαδή, θάζε ζεκείν  ̂ πνπ ηθαλνπνηεί ηηο αλαγθαίεο ζπλζήθεο 1
εο

  ηάμεο. Σν ζχλνιν 

D φκσο πεξηέρεη εθηφο απφ ηνπηθά ειάρηζηα, ηνπηθά κέγηζηα θαη ζαγκαηηθά ζεκεία. Η 

αλαιπηηθή ιχζε πνπ αλαθέξεηαη ζε θάζε παξάδεηγκα είλαη ηνπηθφ ειάρηζην ηνπ 

πξνβιήκαηνο. ΢ε θάπνηα πξνβιήκαηα φπνπ νη αιγφξηζκνη επηζηξέθνπλ επηζπκεηή 

ιχζε  ̂, δηαθνξεηηθή φκσο απφ ηελ αλαιπηηθή ιχζε, ππνινγίδεηαη ε κήηξα 

 

  
     

   ( ̂  ̂)    

 

κε ηε κέζνδν πνπ αλαθέξζεθε ζην θεθάιαην 3. Αλ ε κήηξα είλαη ζεηηθά νξηζκέλε, 

ηφηε ην  ̂ είλαη έλα άιιν απζηεξφ ηνπηθφ ειάρηζην ηνπ πξνβιήκαηνο. 
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Η κεγαιχηεξε αξηζκεηηθή δεθαδηθή ηηκή πνπ κπνξεί λα επεμεξγαζηεί ην MATLAB 

είλαη 

 

realmax                

 

θαη ε αληίζηνηρε κηθξφηεξε είλαη 

 

realmin                 

 

Κάζε αξηζκφο κε κεγαιχηεξε ηηκή απφ ηελ realmax θαη κηθξφηεξε απφ ηε 

realmin εκθαλίδεηαη ζην MATLAB σο Inf (άπεηξν). ΢πλεπψο φηαλ ζηνπο 

αιγνξίζκνπο πνπ ηξέρεη ην MATLAB εκθαλίδνληαη αξηζκεηηθέο πξάμεηο κε ηηκέο 

εθηφο ησλ παξαπάλσ νξίσλ, νη κεηαβιεηέο παίξλνπλ ηελ ηηκή Inf. Όηαλ γίλνληαη 

πξάμεηο κε κεηαβιεηέο πνπ έρνπλ ηηκή Inf ην πξφγξακκα δίλεη ζηηο ηειηθέο 

κεηαβιεηέο ηελ ηηκή NaN (Νot-a-Number) θαζψο δελ γλσξίδεη ηελ ηηκή ηνπο. 

Έηζη ην πξφγξακκα «θνιιάεη» θαη δελ εκθαλίδεη επηζπκεηά απνηειέζκαηα ζηελ 

έμνδν. Παηψληαο Ctrl+C εμαλαγθάδεηαη ην πξφγξακκα λα ζηακαηήζεη. Έπεηηα, κε 

ηε βνήζεηα ησλ κεηαβιεηψλ global θαη ηηο εμσηεξηθήο εκβέιεηαο πνπ έρνπλ, κπνξεί 

λα θξαηεζεί ε ηηκή ησλ κεηαβιεηψλ απηψλ γηα κεξηθέο επαλαιήςεηο, φζν δειαδή ε 

ηηκή ηεο είλαη ζηα παξαπάλσ φξηα. ΢ε ηέηνηα παξαδείγκαηα πνπ νη ηηκέο ησλ 

κεηαβιεηψλ γίλνληαη ζε θάζε επαλάιεςε νινέλα θαη κεγαιχηεξεο ν αιγφξηζκνο SQP 

απνθιίλεη, νη ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ πεξλάλε ηα παξαπάλσ φξηα θαη ην πξφγξακκα 

«θνιιάεη». ΢ε ηέηνηα παξαδείγκαηα αλαγξάθεηαη ζηελ ηξίηε ζηήιε ησλ πηλάθσλ (πνπ 

θαηαγξάθνληαη ηα απνηειέζκαηα ηνπ SQP) ην ραξαθηεξηζηηθφ «Not Converge».  

 

΢ε κεξηθά παξαδείγκαηα φπνπ ν αιγφξηζκνο SQP απνθιίλεη παξαηεξήζεθε φηη 

απμάλνληαο ηελ ηηκή ηεο παξακέηξνπ πνηλήο c θαηά κηα πνιχ κεγάιε ηηκή ν 

αιγφξηζκνο επηζηξέθεη επηζπκεηφ απνηέιεζκα. Απηφ είλαη ινγηθφ θαζψο ν 

αιγφξηζκνο ζπγθιίλεη γηα κεγάιεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ c. Η αξρηθή ηηκή πνπ έρεη 

δνζεί ζην πξφγξακκα είλαη     . Θα αλαθέξεηαη ξεηά ζηα παξαδείγκαηα πνπ έρεη 

γίλεη ηξνπνπνίεζε ηεο παξακέηξνπ c. 
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Σν θξηηήξην ηεξκαηηζκνχ ηνπ αιγνξίζκνπ SQP είλαη 

 

 

     
              √   

 

 

Αλάινγα κε ηελ αθξίβεηα πνπ ζέιεη θαλείο ζηα απνηειέζκαηα ηνπ, βάδεη θαη ηελ 

αληίζηνηρε ηηκή ζην  ε. ΢ηνλ αιγφξηζκν SQP ε ηηκή πνπ έρεη επηιεγεί είλαη    

        γηα λα επηηεπρζεί απνηειέζκαηα κε αθξίβεηα 8 δεθαδηθψλ ςεθίσλ.  

 

΢ε θάπνηα παξαδείγκαηα ν αιγφξηζκνο SQP «θνιιάεη» θαη δελ εκθαλίδεη θάπνην 

απνηέιεζκα γηα          , ρσξίο σζηφζν λα απνθιίλεη. ΢ε ηέηνηα πεξίπησζε αλ 

αιιάμεη ε ηηκή ηνπ   , ην πξφγξακκα ηξέρεη θαη εκθαλίδεη επηζπκεηφ απνηειέζκαηα. 

΢ηελ ζπλέρεηα ζα αλαθέξεηαη ξεηά ζηα παξαδείγκαηα ζηα νπνία έρεη γίλεη 

ηξνπνπνίεζε ηεο ζηαζεξάο         , δειαδή ηνπ θξηηεξίνπ ηεξκαηηζκνχ. 

 

΢ηελ ζπλέρεηα παξνπζηάδνληαη ηα 24 παξαδείγκαηα πνπ επηιχζεθαλ κε ηνλ 

αιγφξηζκν SQP.  
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( Αλαθνξά [1] ) 

  

   
      

 *     
     

   + 

 

                                        
  

  

         

 Αλαιπηηθή ιχζε: 

 ̂  (       )  ̂         ( ̂)        
 

 Αιγνξηζκηθή ιχζε:  

 

SQP 

   iterations  ̂ 
   (    ) 3 (             ) 
   (    ) 3 (             ) 
   (    ) 3 (             ) 
   (     ) 3 (             ) 
(   ) 3 (             ) 
(     ) 3 (             ) 

(        ) 4 (             ) 
 

 

 

fmincon 

   iterations  ̂ 
   (    ) 3 (             ) 
   (    ) 4 (             ) 
   (    ) 3 (             ) 
   (     ) 3 (             ) 
(   ) 3 (             ) 
(     ) 3 (             ) 

(        ) 3 (             ) 
 

 

΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα απιφ πξφβιεκα 2 κεηαβιεηψλ κε 1 

γξακκηθφ πεξηνξηζκφ. Η ζπλάξηεζε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε γηα αξθεηά 

αξρηθά  ζεκεία    ζε ιίγεο επαλαιήςεηο. Έγηλαλ δνθηκέο κε πνιιά αξρηθά ζεκεία θαη 

γηα φια ππήξρε επηζπκεηή ιχζε κε κεγάιε αθξίβεηα θαη απφ ηηο δπν ζπλαξηήζεηο. 
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΢ην παξαθάησ ζρήκα θαίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Με κπιε 

ρξψκα θαίλνληαη νη ηζνυςείο ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο θαη ε ηηκή ηεο ζε θάζε 

θακπχιε, κε θφθθηλν ν πεξηνξηζκφο θαη ηα 4 αξρηθά ζεκεία P1, P2, P3, P4 κε 

δηαθνξεηηθά ρξψκαηα ην θαζέλα, ηα ελδηάκεζα ζεκεία πνπ βξίζθεη ν αιγφξηζκνο γηα 

θάζε αξρηθφ ζεκείν κέρξη λα θηάζεη ζηελ επηζπκεηή ιχζε. 

 

 
 

 

 

             

 
( Αλαθνξά [8] ) 

  

   
      

 *   (  
    

   )        + 

 

                                                          
    

        
  

 

  

         

 Αλαιπηηθή ιχζε:  

 ̂  (   )  ̂        ( ̂)      
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 Αιγνξηζκηθή ιχζε:  

 

SQP 
   iterations  ̂ 

   (    ) 12 (             ) 
   (    ) 43 (             ) 
   (     ) 43 (             ) 
   (     ) 11 (             ) 
(    ) 9 (             ) 
(   ) 9 (             ) 
(     ) 11 (             ) 
(        ) 26 (             ) 

 

 

 

fmincon 

   iterations  ̂ 
   (    ) 18 (             ) 
   (    ) 15 (             ) 
   (     ) 15 (             ) 
   (     ) 13 (             ) 
(    ) 8 (             ) 
(   ) 9 (             ) 
(     ) 11 (             ) 
(        ) 21 (             ) 

 

 

΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα απιφ πξφβιεκα 2 κεηαβιεηψλ κε 1 κε 

γξακκηθφ πεξηνξηζκφ. Η ζπλάξηεζε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε γηα αξθεηά 

αξρηθά  ζεκεία    ζε ιίγεο επαλαιήςεηο. Έγηλαλ δνθηκέο κε πνιιά αξρηθά ζεκεία θαη 

γηα φια ππήξρε επηζπκεηή ιχζε κε κεγάιε αθξίβεηα θαη απφ ηηο δπν ζπλαξηήζεηο. 

 

΢ην παξαθάησ ζρήκα θαίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Παξαηεξήζεθε φηη γηα ηα αξρηθά ζεκεία P2 θαη P3 ν αιγφξηζκνο εθηειεί κεγάιν 

αξηζκφ επαλαιήςεσλ θαη ηα ελδηάκεζα ζεκεία βξίζθνληαη πάλσ ζηνλ πεξηνξηζκφ. 

Γεληθά γηα λα έρνπκε ππεξγξακκηθή ηαρχηεηα ζχγθιηζεο ζέινπκε ην κήθνο βήκαηνο 

λα έρεη ηηκή     . ΢ηα ζεκεία απηά ην κήθνο βήκαηνο κεηψλεηαη θάησ απφ ηελ ηηκή 

1 ζε θάζε επαλάιεςε, ε ηαρχηεηα ζχγθιηζεο παχεη λα είλαη ππεξγξακκηθή (γίλεηαη 

γξακκηθή) θαη ζπλεπψο ν αιγφξηζκνο εθηειεί πνιιέο επαλαιήςεηο κέρξη λα θηάζεη 

ζηελ επηζπκεηή ιχζε.  Σν θαηλφκελν απηφ είλαη γλσζηφ σο Maratos Effect (αλαθνξά 

[8]) θαζψο πξψηνο ην παξαηήξεζε ν επηβιέπσλ ηεο παξνχζαο εξγαζίαο Ν. Μαξάηνο. 
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( Αλαθνξά [8] ) 

 

   
      

 *    
     

    + 

 

                                 (    )
     

         
 

 

 

         

 Αλαιπηηθή ιχζε: 

 

 ̂  (   )  ̂        ( ̂)    
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 Αιγνξηζκηθή ιχζε:  

 

 

 

SQP 
   iterations  ̂ 

   (    ) 10 (             ) 
   (      ) 206 (             ) 
   (       ) 184 (             ) 
   (     ) 10 (             ) 
(   ) 8 (             ) 
(    ) 10 (             ) 
(     ) 9 (             ) 

(        ) 17 (             ) 
 

 

 

 

fmincon 

   iterations  ̂ 
   (    ) 10 (             ) 
   (      ) 21 (             ) 
   (       ) 19 (             ) 
   (     ) 10 (             ) 
(   ) 8 (             ) 
(    ) 11 (             ) 
(     ) 8 (             ) 

(        ) 17 (             ) 
 

 

 

 

΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα απιφ πξφβιεκα 2 κεηαβιεηψλ κε 1 κε 

γξακκηθφ πεξηνξηζκφ. Η ζπλάξηεζε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε γηα αξθεηά 

αξρηθά  ζεκεία    ζε ιίγεο επαλαιήςεηο. Έγηλαλ δνθηκέο κε πνιιά αξρηθά ζεκεία θαη 

γηα φια ππήξρε επηζπκεηή ιχζε κε κεγάιε αθξίβεηα θαη απφ ηηο δπν ζπλαξηήζεηο. 

΢ην παξαθάησ ζρήκα θαίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Σν Maratos 

Effect πνπ ζρνιηάζηεθε πξνεγνπκέλσο εκθαλίδεηαη θαη ζε απηφ ην πξφβιεκα. 
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( Αλαθνξά [21] ) 

 

  
   
      

 *    
      

    + 

 

                                             (    )
   (    )

         
  

 

         

 Αλαιπηηθή ιχζε: 

 

 ̂  (             )  ̂          ( ̂)          
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 Αιγνξηζκηθή ιχζε:  

 

 

 

SQP 
   iterations  ̂ 

   (    ) 12 (             ) 
   (   ) 14 (             ) 
   (    ) 11 (             ) 
   (     ) 40 (             ) 
(   ) 11 (             ) 
(    ) 12 (             ) 
(    ) 15 (             ) 

(       ) 20 (             ) 
 

 

 

 

fmincon 

   iterations  ̂ 
   (    ) 11 (             ) 
   (   ) 15 (             ) 
   (    ) 11 (             ) 
   (     ) 15 (             ) 
(   ) 10 (             ) 
(    ) 13 (             ) 
(    ) 16 (             ) 

(       ) 19 (             ) 
 

 

 

΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα απιφ πξφβιεκα 2 κεηαβιεηψλ κε 1 κε 

γξακκηθφ πεξηνξηζκφ. Η ζπλάξηεζε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε γηα αξθεηά 

αξρηθά  ζεκεία    ζε ιίγεο επαλαιήςεηο. Έγηλαλ δνθηκέο κε πνιιά αξρηθά ζεκεία θαη 

γηα φια ππήξρε επηζπκεηή ιχζε κε κεγάιε αθξίβεηα θαη απφ ηηο δπν ζπλαξηήζεηο. 

΢ην παξαθάησ ζρήκα θαίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Σν Maratos 

Effect πνπ ζρνιηάζηεθε πξνεγνπκέλσο εκθαλίδεηαη θαη ζε απηφ ην πξφβιεκα. 

 



56 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

             

 
( Αλαθνξά [20] ) 

  

   
      

 *        (  
     

   )  + 

 

                                                         
    

          
 

 

  

         

 Αλαιπηηθή ιχζε: 

 ̂  (   )  ̂        ( ̂)      
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 Αιγνξηζκηθή ιχζε:  

 

 

SQP 

   iterations  ̂ 
   (    ) 10 (             ) 
   (    ) 62 (             ) 
   (     ) 62 (             ) 
   (     ) 11 (             ) 
(    ) 12 (             ) 
(    ) 13 (             ) 
(   ) 35 (             ) 
(    ) 35 (             ) 
(    ) 12 (             ) 

 

 

 

fmincon 

   iterations  ̂ 
   (    ) 19 (             ) 
   (    ) 20 (             ) 
   (     ) 20 (             ) 
   (     ) 17 (             ) 
(    ) - - 

(    ) - - 

(   ) - - 

(    ) - - 

(    ) - - 
 

 

 

΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα απιφ πξφβιεκα 2 κεηαβιεηψλ κε 1 κε 

γξακκηθφ πεξηνξηζκφ. Η ζπλάξηεζε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε γηα αξθεηά 

αξρηθά  ζεκεία    ζε ιίγεο επαλαιήςεηο. Έγηλαλ δνθηκέο κε πνιιά αξρηθά ζεκεία θαη 

γηα φια ππήξρε επηζπκεηή ιχζε απφ ηελ SQP. 

 

Γηα ηα αξρηθά ζεκεία    (    )    (    )    (   )    (    )        

(    ) ε ζπλάξηεζε fmincon ζηακαηάεη ρσξίο λα επηζηξέθεη θάπνην απνηέιεζκα, ζε 

αληίζεζε κε ηελ SQP πνπ επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε ζε 12,13,35,35 θαη 12 

επαλαιήςεηο αληίζηνηρα. 

 

΢ην παξαθάησ ζρήκα θαίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Σν Maratos 

Effect πνπ ζρνιηάζακε πξνεγνπκέλσο εκθαλίδεηαη θαη ζε απηφ ην πξφβιεκα. 
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( Αλαθνξά [14] ) 

 

   
      

 *  (    )
  (    )

   + 

 

                                                             
    

       
 

                                                                                
 

Με βάζε ηε κνξθή (   ) πνπ αλαθέξζεθε ζην δεχηεξν θεθάιαην ην πξφβιεκα απηφ 

είλαη ηζνδχλακν κε ην 

 

  
   
      

 *  (    )
  (    )

   + 
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         

 Αλαιπηηθή ιχζε γηα ην αξρηθφ πξφβιεκα: 

 

 ̂  (             )   ̂  (             )  ( ̂)         

 

 Αιγνξηζκηθή ιχζε γηα ην ηζνδχλακν πξφβιεκα:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα πξφβιεκα κε αληζνηηθνχο πεξηνξηζκνχο πνπ 

αλάγεηαη ζε πξφβιεκα κε ηζνηηθνχο κε βάζε ηε κνξθή (   ) πνπ αλαθέξζεθε ζην 

θεθάιαην 2. Σν ηζνδχλακν πξφβιεκα είλαη 3 κεηαβιεηψλ κε 2 πεξηνξηζκνχο. Η 

ζπλάξηεζε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε γηα αξθεηά αξρηθά  ζεκεία    ζε ιίγεο 

επαλαιήςεηο. Έγηλαλ δνθηκέο κε πνιιά αξρηθά ζεκεία θαη γηα φια ππήξρε επηζπκεηή 

ιχζε κε κεγάιε αθξίβεηα θαη απφ ηηο δπν ζπλαξηήζεηο. 

 

 

 

SQP 

   iterations  ̂ 
(     ) 9 (                    )  
(       ) 12 (                    )  
(      ) 10 (                    )  
(        ) 15 (                    )  
(       ) 14 (                    )  

(          ) 15 (                    )  
(          ) 15 (                    )  

fmincon 

   iterations  ̂ 
(     ) 8 (                    )  
(       ) 12 (                    )  
(      ) 10 (                    )  
(        ) 16 (                    )  
(       ) 14 (                    )  

(          ) 14 (                    )  
(          ) 18 (                    )  
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( Αλαθνξά [22] ) 

  
   
      

 *           + 

 

                                                                                      
 

 

         

 Αλαιπηηθή ιχζε: 

 ̂  (        )   ̂       ( ̂)        
 

 

 

 Αιγνξηζκηθή ιχζε:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα πξφβιεκα 3 κεηαβιεηψλ κε 1 γξακκηθφ 

πεξηνξηζκφ. Η ζπλάξηεζε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε γηα αξθεηά αξρηθά  

ζεκεία    ζε ιίγεο επαλαιήςεηο. 

SQP 

   iterations  ̂ 
(        ) 11 (                       ) 
(     ) 10 (                       ) 
(       ) 12 (                       ) 
(       ) 18 (                       ) 
(     ) 10 (                       ) 

(        ) - Not Converge 

fmincon 

   iterations  ̂ 
(        ) 8 (                       ) 
(     ) 9 (                       ) 
(       ) - - 
(       ) 15 (                       ) 
(     ) - - 

(        ) - - 
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Γηα ηα αξρηθά ζεκεία      (       )         (     )  ε ζπλάξηεζε fmincon 

ζηακαηάεη ρσξίο λα επηζηξέθεη θάπνην απνηέιεζκα, ζε αληίζεζε κε ηελ SQP πνπ 

επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε ζε 12 θαη 10 επαλαιήςεηο αληίζηνηρα. 

 

Γηα ην αξρηθφ ζεκείν     (     ) ε SQP «θνιιάεη» θαη δελ επηζηξέθεη θαλέλα 

απνηέιεζκα. Αιιάδνληαο ηελ ηηκή ηεο παξακέηξνπ πνηλήο ζε         έρνπκε ιχζε 

ζε 10 επαλαιήςεηο. 

 

Γηα    (        ) ε SQP απνθιίλεη θαζψο φπσο βιέπνπκε ζηνλ παξαθάησ 

πίλαθα ε ηηκή ηνπ     ήδε ζηελ 6
ε
 επαλάιεςε γίλεηαη πνιχ κεγάιε θαη γίλνληαη 

πξάμεηο κε ηηκέο εθηφο ησλ νξίσλ ηνπ MATLAB. Πξνθαλψο θαη ε fmincon 

ζηακαηάεη ρσξίο λα επηζηξέθεη θάπνην απνηέιεζκα γηα ηα ζεκεία απηά. 

 

 

   k       

(-3, -4,-2) 6 (                            )          
7 (                              )          
7            
8 (                               )           

 

 

 

 

 

             

 
( Αλαθνξά [18] ) 

 

   
      

 *      + 

 

                                                                            
    

        
 

                                                                                   (    )
  (    )

            
 

 

Με βάζε ηε κνξθή (   ) πνπ αλαθέξζεθε ζην δεχηεξν θεθάιαην ην πξφβιεκα απηφ 

είλαη ηζνδχλακν κε ην 
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 *      + 

 

                                                                           
    

       
      

 

                                                                                  (    )
  (    )

       
        

 

 

         

 Αλαιπηηθή ιχζε γηα ην αξρηθφ πξφβιεκα: 

 

 ̂  (         )   ̂  (       )  ( ̂)        

 

 

 Αιγνξηζκηθή ιχζε γηα ην ηζνδχλακν πξφβιεκα:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

SQP 

   iterations  ̂ 

(        ) 12 (                           ) 

(         ) 14 (                           ) 

(           ) 15 (                           ) 

(        ) 15 (                           ) 

(             ) 56 (                           ) 

(         ) 14 (                           ) 

(            ) 41 (                           ) 

fmincon 

   iterations  ̂ 

(        ) 11 (                           ) 

(         ) 12 (                           ) 

(           ) 14 (                           ) 

(        ) 13 (                           ) 

(             ) 32 (                           ) 

(         ) 10 (                           ) 

(            ) 21 (                           ) 
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΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα πξφβιεκα κε αληζνηηθνχο πεξηνξηζκνχο πνπ 

αλάγεηαη ζε πξφβιεκα κε ηζνηηθνχο κε βάζε ηε κνξθή (   ) πνπ αλαθέξζεθε ζην 

θεθάιαην 2. Σν ηζνδχλακν πξφβιεκα είλαη 4 κεηαβιεηψλ κε 2 πεξηνξηζκνχο. Η 

ζπλάξηεζε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε γηα αξθεηά αξρηθά  ζεκεία    ζε ιίγεο 

επαλαιήςεηο.  

 

             

 
( Αλαθνξά [13] ) 

 

  
   
      

 *    + 

 

                                                                           
    

         
 

                                                                                              
 

 

         

 Αλαιπηηθή ιχζε (4 ιχζεηο): 

 

 ̂  * (             ) (               )   

                           (             ) (               )+  

 

  (   )  ( ̂)      

 

 Αιγνξηζκηθή ιχζε:  

 

SQP 

   iterations  ̂ 
(    ) 5 (             ) 
(   ) 5 (             ) 
(    ) 6 (             ) 
(      ) 6 (               ) 
(     ) 8 (             ) 
(   ) 5 (             ) 

(         ) 9 (               ) 
(     ) 7 (               ) 
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fmincon 

   iterations  ̂ 
(    ) 5 (             ) 
(   ) 5 (             ) 
(    ) 6 (             ) 
(      ) 6 (               ) 
(     ) 8 (             ) 
(   ) 5 (             ) 

(         ) 9 (               ) 
(     ) 7 (               ) 

 

 

 

΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα απιφ πξφβιεκα 2 κεηαβιεηψλ κε 2 

πεξηνξηζκνχο κε ζηαζεξή αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θφζηνπο. Η ζπλάξηεζε SQP 

επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε γηα αξθεηά αξρηθά  ζεκεία    ζε ιίγεο επαλαιήςεηο. 

Έγηλαλ δνθηκέο κε πνιιά αξρηθά ζεκεία θαη γηα φια ππήξρε επηζπκεηή ιχζε κε 

κεγάιε αθξίβεηα θαη απφ ηηο δπν ζπλαξηήζεηο. 

 

 

 

 

              

 
( Αλαθνξά [13] ) 

 

  
   
      

 *    (    
 )     + 

 

                                                             (    
 )     

        
 

 

         

 Αλαιπηηθή ιχζε: 

 

 ̂  (        )   ̂          ( ̂)          
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 Αιγνξηζκηθή ιχζε:  

 

SQP 

   iterations  ̂ 
   (    ) 8 (             ) 
   (     ) 726 (             ) 
   (    ) 726 (             ) 
   (   ) 22 (             ) 
(        ) 16 (             ) 
(    ) 13 (             ) 
(     ) 55 (             ) 
(       ) 29 (             ) 
(       ) 31 (             ) 

 

 

fmincon 

   iterations  ̂ 
   (    ) 9 (             ) 
   (     ) 17 (             ) 
   (    ) 17 (             ) 
   (   ) 11 (             ) 
(        ) - - 

(    ) 14 (             ) 
(     ) 24 (             ) 
(       ) - - 
(       ) - - 

 

 

΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα πξφβιεκα 2 κεηαβιεηψλ κε 1 κε γξακκηθφ 

πεξηνξηζκφ. Η ζπλάξηεζε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε γηα αξθεηά αξρηθά  

ζεκεία    ζε ιίγεο επαλαιήςεηο. Έγηλαλ δνθηκέο κε πνιιά αξρηθά ζεκεία θαη γηα φια 

ππήξρε επηζπκεηή ιχζε απφ ηελ SQP. 

 

Γηα ηα αξρηθά ζεκεία    (       )    (       )        (       ) ε 

ζπλάξηεζε fmincon ζηακαηάεη ρσξίο λα επηζηξέθεη θάπνην απνηέιεζκα, ζε αληίζεζε 

κε ηελ SQP πνπ επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε ζε 16,29 θαη 31  επαλαιήςεηο 

αληίζηνηρα. 

 

΢ην παξαθάησ ζρήκα θαίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Σν Maratos 

Effect πνπ ζρνιηάζηεθε πξνεγνπκέλσο εκθαλίδεηαη θαη ζε απηφ ην πξφβιεκα.  
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( Αλαθνξά [13] ) 

  

   
      

 *  (     )
   (     )

    + 

 

                                                    (    
 )       

        
  

  

         

 Αλαιπηηθή ιχζε (2 ζεκεία): 

 

 ̂  * (      ) (                        ) + 
 

 ̂     ( ̂)     
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 Αιγνξηζκηθή ιχζε:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα πξφβιεκα 3 κεηαβιεηψλ κε 1 κε γξακκηθφ 

πεξηνξηζκφ. Η ζπλάξηεζε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε γηα αξθεηά αξρηθά  

ζεκεία   . Έγηλαλ δνθηκέο κε πνιιά αξρηθά ζεκεία θαη γηα φια ππήξρε επηζπκεηή 

ιχζε απφ ηελ SQP κε θαηάιιειε ηξνπνπνίεζε ηεο παξακέηξνπ ηεξκαηηζκνχ ε. 

 

 

΢ε απηφ ην πξφβιεκα ηα απνηειέζκαηα πνπ επηζηξέθεη ε fmincon δελ είλαη θαζφινπ 

αθξηβή αθνχ νη ιχζεηο παξνπζηάδνπλ απφθιηζε απφ ηελ αλαιπηηθή ιχζε, ζε αληίζεζε 

κε ηελ SQP πνπ βξίζθεη επηζπκεηά απνηειέζκαηα κε κεγάιε αθξίβεηα. 

 

SQP 

   iterations  ̂ 

(      ) 65 (                    ) 

(        ) 226 (                        ) 

(            ) 817 (                    ) 

(     ) 286 (                    ) 

(      ) 1446 (                    ) 

(         ) 598 (                        ) 

fmincon 

   iterations  ̂ 

(      ) 26 (                    ) 

(        ) 29 (                        ) 

(            ) 40 (                    ) 

(     ) 24 (                    ) 

(      ) 21 (                    ) 

(         ) 27 (                        ) 
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Γηα ην αξρηθφ ζεκείν     (     )         (         )   ε SQP δελ επηζηξέθεη 

επηζπκεηφ απνηέιεζκα γηα         . Αιιάδνληαο ηελ ηηκή απηή ζε          

έρνπκε επηζπκεηφ απνηέιεζκα ζε 286 θαη 1446 επαλαιήςεηο αληίζηνηρα. 

 

 

Γηα ην αξρηθφ ζεκείν     (         ) ε SQP δελ επηζηξέθεη επηζπκεηφ 

απνηέιεζκα γηα          νχηε γηα         . Αιιάδνληαο ηελ ηηκή ζε           

έρνπκε ηελ ηειηθή ιχζε ζε 598 επαλαιήςεηο. 

 

 

 

 

 

              

 
( Αλαθνξά [13] ) 

 

   
      

 *       (    )
   (     

 )    + 

 

                                                          
 

 

Με βάζε ηε κνξθή (   ) πνπ αλαθέξζεθε ζην δεχηεξν θεθάιαην ην πξφβιεκα απηφ 

είλαη ηζνδχλακν κε ην 

 

   
      

 *       (    )
   (     

 )    + 

 

                                                      
        

  

  

         

 Αλαιπηηθή ιχζε γηα ην αξρηθφ πξφβιεκα: 

 

 ̂  (    )  ̂        ( ̂)        
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 Αιγνξηζκηθή ιχζε γηα ην ηζνδχλακν πξφβιεκα:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα πξφβιεκα κε αληζνηηθνχο πεξηνξηζκνχο πνπ 

αλάγεηαη ζε πξφβιεκα κε ηζνηηθνχο κε βάζε ηε κνξθή (   ) πνπ αλαθέξζεθε ζην 

θεθάιαην 2. Σν ηζνδχλακν πξφβιεκα είλαη 3 κεηαβιεηψλ κε 1 κε γξακκηθφ 

πεξηνξηζκφ. Η ζπλάξηεζε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε γηα αξθεηά αξρηθά  

ζεκεία    ζε ιίγεο επαλαιήςεηο. Έγηλαλ δνθηκέο κε πνιιά αξρηθά ζεκεία θαη γηα φια 

ππήξρε επηζπκεηή ιχζε απφ ηελ SQP.  

 

Γηα     (       ) ε SQP δελ επηζηξέθεη επηζπκεηφ απνηέιεζκα γηα         . 

Αιιάδνληαο ηελ ηηκή απηή ζε          έρνπκε επηζπκεηφ απνηέιεζκα ζε 4554 

επαλαιήςεηο. 

SQP 

   iterations  ̂ 

   (       ) 108 (                     ) 

   (       ) 568 (                     ) 

   (        ) 307 (                     ) 

(         ) 2513 (                     ) 

(        ) 12401 (                     ) 

(       ) 4554 (                     ) 

(          ) 11858 (                     ) 

(        ) 39206 (                     ) 

fmincon 

   iterations  ̂ 

   (       ) 25 (                     ) 

   (       ) 25 (                     ) 

   (        ) 33 (                     ) 

(         ) 26 (                     ) 

(        ) 34 (                     ) 

(       ) 53 (                     ) 

(          ) 36 - 

(        ) 35 - 
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Γηα ηα αξρηθά ζεκεία    (          )        (        ) ε ζπλάξηεζε 

fmincon ζηακαηάεη ρσξίο λα επηζηξέθεη θάπνην απνηέιεζκα, ζε αληίζεζε κε ηελ SQP 

πνπ επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε ζε 11858 θαη 39206  επαλαιήςεηο αληίζηνηρα. 

 

΢ην παξαθάησ ζρήκα θαίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο.  

 

 

 

 

 

              

 
( Αλαθνξά [13] ) 

  

   
      

 *  (     )
   (     )

    + 

 

                                                                       
  

  

         

 Αλαιπηηθή ιχζε : 

 ̂  (             )  ̂     ( ̂)     
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 Αιγνξηζκηθή ιχζε:  

 

SQP 

   iterations  ̂ 

(      ) 9 (                     ) 

(       ) 8 (                     ) 

(       ) 9 (                     ) 

(        ) 10 (                     ) 

(            ) 9 (                     ) 

 

 

fmincon 

   iterations  ̂ 

(      ) 9 (                     ) 

(       ) 9 (                     ) 

(       ) 9 (                     ) 

(        ) 9 (                     ) 

(            ) 9 (                     ) 

 

 

΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα απιφ πξφβιεκα 3 κεηαβιεηψλ κε 1 

γξακκηθφ πεξηνξηζκφ. Η ζπλάξηεζε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε γηα αξθεηά 

αξρηθά  ζεκεία    ζε ιίγεο επαλαιήςεηο. Έγηλαλ δνθηκέο κε πνιιά αξρηθά ζεκεία θαη 

γηα φια ππήξρε επηζπκεηή ιχζε κε κεγάιε αθξίβεηα θαη απφ ηηο δπν ζπλαξηήζεηο. 

 

 

              

 
( Αλαθνξά [13] ) 

  

   
      

 *             + 

 

                                                                   
    

        
 

                                                                            
          

 

                                                                            
        

  

         
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 Αλαιπηηθή ιχζε (2 ιχζεηο): 

 

 ̂  (                             ) 
 

  ̂  (                  )  ( ̂)         
 

 

 Αιγνξηζκηθή ιχζε:  

 

 

SQP 

   iterations  ̂  ( ̂) 

(               ) 7 (                           )       

(        ) 20 (                             )       

(         ) 24 (                             )       

(        ) 270 (                             )       

(         ) 19 (                             )       

(           ) 1317 (                           )       

(         ) 101 (                           )      

 

 

fmincon 

   iterations  ̂  ( ̂) 

(               ) 6 (                           )       

(        ) 15 (                             )       

(         ) 20 (                             )       

(        ) 27 (                             )       

(         ) 13 (                             )       

(           ) 32 (                             )       

(         ) 31 (                           )      

 

 

΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα ζχλζεην πξφβιεκα 4 κεηαβιεηψλ κε 3 

δχζθνινπο κε γξακκηθνχο πεξηνξηζκνχο. Η ζπλάξηεζε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή 

ιχζε γηα αξθεηά αξρηθά  ζεκεία   . 
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Γηα ην αξρηθφ ζεκείν    (         ) νη ζπλαξηήζεηο επηζηξέθνπλ έλα ζεκείν  

 ̂ ην νπνίν ηθαλνπνηεί ηηο αλαγθαίεο ζπλζήθεο 1
εο 

ηάμεο φκσο ηζρχεη 

 

  
     

   ( ̂  ̂)             
        

 

άξα ην  ̂ είλαη έλα απζηεξφ ηνπηθφ ειάρηζην. 

 

 

              

 
( Αλαθνξά [13] ) 

  

   
      

 *  (     )
  (     )

  (     )
  (     )

    + 

 

                                 
    

        
 

                                           
          

 

                                               
  

  

         

 Αλαιπηηθή ιχζε: 

 ̂  (          )  ̂     ( ̂)     

 Αιγνξηζκηθή ιχζε:  

 

 

SQP 

   iterations  ̂  ( ̂) 

(           ) 92 (                                  ) 0.0 

(           ) 5604 (                                  ) 0.0 

(           ) 678 (                                  ) 0.0 

(          ) 81 (                                  ) 0.0 

(            ) 609 (                                  ) 0.0 

(           ) 223 (                                  ) 0.0 

(           ) 125 (                                  ) -0.03 
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fmincon 

   iterations  ̂  ( ̂) 

(           ) 45 (                                  ) 0.0 

(           ) 32 (                                  ) -0.03 

(           ) - - - 

(          ) 30 (                                  ) 0.0 

(            ) 53 (                                  ) 0.0 

(           ) 40 (                                  ) -0.03 

(           ) 59 (                                  ) -0.03 

 

 

 

΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα ζχλζεην πξφβιεκα 5 κεηαβιεηψλ κε 3 

δχζθνινπο κε γξακκηθνχο πεξηνξηζκνχο. Η ζπλάξηεζε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή 

ιχζε γηα αξθεηά αξρηθά  ζεκεία   . 

 

΢ε απηφ ην πξφβιεκα ηα απνηειέζκαηα πνπ επηζηξέθεη ε fmincon δελ είλαη αξθεηά 

αθξηβή αθνχ νη ιχζεηο παξνπζηάδνπλ κηθξή απφθιηζε απφ ηελ αλαιπηηθή ιχζε, ζε 

αληίζεζε κε ηελ SQP πνπ βξίζθεη επηζπκεηά απνηειέζκαηα κε κεγάιε αθξίβεηα. 

 

Γηα ην αξρηθφ ζεκείν    (           ) ε ζπλάξηεζε fmincon ζηακαηάεη ρσξίο 

λα επηζηξέθεη θάπνην απνηέιεζκα, ζε αληίζεζε κε ηελ SQP πνπ επηζηξέθεη 

επηζπκεηή ιχζε ζε 678 επαλαιήςεηο. 

 

Γηα ην αξρηθφ ζεκείν     (           ) νη ζπλαξηήζεηο επηζηξέθνπλ έλα ζεκείν 

 ̂ ην νπνίν ηθαλνπνηεί ηηο αλαγθαίεο ζπλζήθεο 1
εο 

ηάμεο φκσο ηζρχεη 

 

  
     

   ( ̂  ̂)     0 
             
             

 1       

 

άξα ην  ̂ είλαη έλα απζηεξφ ηνπηθφ ειάρηζην. 
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( Αλαθνξά [8] ) 

 

  

   
      

 *  (     )
  (    )

  (    )
  (    )

    + 

 

                                  
       (     )         

 

                                              
   
       

  

  

         

 Αλαιπηηθή ιχζε: 

 ̂  (          )  ̂     ( ̂)     

 Αιγνξηζκηθή ιχζε 

 

SQP 

   iterations  ̂  ( ̂) 

(         ) 11 (                                  ) 0.0 

(               ) 10 (                                  ) 0.0 

(           ) 12 (                                  ) 0.0 

(            ) 21 (                                  ) 0.0 

(          ) 23 (                                  ) 0.0 

(           ) 21 (                                    ) 0.07 

 

 

 

fmincon 

   iterations  ̂  ( ̂) 

(         ) 11 (                                  ) 0.0 

(               ) 8 (                                  ) 0.0 

(           ) 15 (                                  ) 0.0 

(            ) - - - 

(          ) 15 (                                  ) 0.0 

(           ) 14 (                                    ) 0.07 
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΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα ζχλζεην πξφβιεκα 5 κεηαβιεηψλ κε 2 

δχζθνινπο κε γξακκηθνχο πεξηνξηζκνχο. Η ζπλάξηεζε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή 

ιχζε γηα αξθεηά αξρηθά  ζεκεία   . 

 

Γηα ην αξρηθφ ζεκείν    (            ) ε ζπλάξηεζε fmincon ζηακαηάεη ρσξίο 

λα επηζηξέθεη θάπνην απνηέιεζκα, ζε αληίζεζε κε ηελ SQP πνπ επηζηξέθεη 

επηζπκεηή ιχζε ζε 21 επαλαιήςεηο.  

 

Γηα ην αξρηθφ ζεκείν     (           ) νη ζπλαξηήζεηο επηζηξέθνπλ έλα ζεκείν  

 ̂ ην νπνίν ηθαλνπνηεί ηηο αλαγθαίεο ζπλζήθεο 1
εο 

ηάμεο φκσο ηζρχεη 

 

  
     

   ( ̂  ̂)     [ 
                   
                   
                    

 ]       

 

άξα ην  ̂ είλαη έλα απζηεξφ ηνπηθφ ειάρηζην.  

 

 

 

              

 
( Αλαθνξά [13] ) 

  

   
      

 *               + 

 

                                                                    
    

    
    

    
         

 

                                                                                         
 

                                                                             
    

       
 

  

         

 Αλαιπηηθή ιχζε: 

 ̂  (                                      ) 

 ̂  (                     )  ( ̂)          
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 Αιγνξηζκηθή ιχζε: 

 

SQP 

   iter  ̂  ( ̂) 

(            ) 17 (                                      )        

(              ) 19 (                                      )        

(            ) 22 (                                      )        

(           ) 95 (                                      )        

(             ) 36 (                                      )        

(          ) 78 (                                     ) 0.4389 

 

 

 

fmincon 

   iter  ̂  ( ̂) 

(            ) 7 (                                      )        

(              ) 6 (                                      )        

(            ) 17 (                                      )        

(           ) 14 (                                      )        

(             ) 19 (                                      )        

(          ) 6 (                                     ) 0.4389 

 

 

΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα ζχλζεην πξφβιεκα 5 κεηαβιεηψλ κε 3 

δχζθνινπο κε γξακκηθνχο πεξηνξηζκνχο. Η ζπλάξηεζε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή 

ιχζε γηα αξθεηά αξρηθά  ζεκεία   . 

 

Γηα ην αξρηθφ ζεκείν     (          ) νη ζπλαξηήζεηο επηζηξέθνπλ έλα ζεκείν  

 ̂ ην νπνίν ηθαλνπνηεί ηηο αλαγθαίεο ζπλζήθεο 1
εο 

ηάμεο φκσο ηζρχεη 

 

  
     

   ( ̂  ̂)     0 
            
            

 1       

 

άξα ην  ̂ είλαη έλα απζηεξφ ηνπηθφ ειάρηζην. 
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( Αλαθνξά [13] ) 

  

   
      

 *  (    )
  (     )

  (     )
  (     )

   (     )
   + 

 

                                 
    

     √      
 

                                           
        √     

 

                                               
  

  

         

 Αλαιπηηθή ιχζε: 

 

 ̂  (                                   ) 

 ̂  (                       )  ( ̂)          

 

 Αιγνξηζκηθή ιχζε 

 

SQP 

   iter  ̂  ( ̂) 

(            ) 19 (                                   )        

(         ) 16 (                                   )        

(         ) 15 (                                   )        

(         ) 12 (                                   )        

(           ) 29 (                                   )        

(           ) 20 (                                      ) 27.5 

 

 

fmincon 

   iter  ̂  ( ̂) 

(            ) 44 (                                   )        

(         ) 12 (                                   )        

(         ) 13 (                                   )        

(         ) 12 (                                   )        

(           ) 26 (                                   )        

(           ) 16 (                                      ) 27.5 
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΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα ζχλζεην πξφβιεκα 5 κεηαβιεηψλ κε 3 

δχζθνινπο κε γξακκηθνχο πεξηνξηζκνχο. Η ζπλάξηεζε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή 

ιχζε γηα αξθεηά αξρηθά  ζεκεία   . 

 

Γηα ην αξρηθφ ζεκείν     (           ) νη ζπλαξηήζεηο επηζηξέθνπλ έλα ζεκείν  

 ̂ ην νπνίν ηθαλνπνηεί ηηο αλαγθαίεο ζπλζήθεο 1
εο 

ηάμεο φκσο ηζρχεη 

 

  
     

   ( ̂  ̂)     0 
               
               

 1       

 

άξα ην  ̂ είλαη έλα απζηεξφ ηνπηθφ ειάρηζην. 

 

               

 
( Αλαθνξά [13] ) 

 

  

   
       

 {    ∑      [        (∑   

  

   

)] 

  

   

    } 

 

 

                                                                             
 

                                                                               
 

                                                                                    
 

 

Οη ζηαζεξέο    έρνπλ ηηκή κε βάζε ηνλ πίλαθα 

 

 

 

j    j    

1 -6.089 6 -14.986 

2 -17.164 7 -24.100 

3 -34.054 8 -10.708 

4 -5.914 9 -26.662 

5 -24.721 10 -22.179 
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          

 Αλαιπηηθή ιχζε: 

 ̂  . 
                              
                             

 / 

 ̂  (                      )  ( ̂)            

΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα εμαηξεηηθά ζχλζεην πξφβιεκα 10 

κεηαβιεηψλ κε 3 δχζθνινπο κε γξακκηθνχο πεξηνξηζκνχο. Γηα ηα πξφβιεκα απηφ δελ 

έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί πίλαθεο γηα ηελ παξνπζίαζε ησλ απνηειεζκάησλ ησλ 

ζπλαξηήζεσλ επεηδή ε ηάμε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη κεγάιε θαη νη πίλαθεο δε ζα είλαη 

επαλάγλσζηνη. 

 

Γηα αξρηθά ζεκεία  

 

   * (                                                 )   

                            (                    )  

                             (                         )      

                             (                         )      

                             (                         ) + 
         
 
ε ζπλάξηεζε SQP επηζηξέθεη κε αθξίβεηα ηελ επηζπκεηή ιχζε  ̂ ζε 

*                    + επαλαιήςεηο αληίζηνηρα γηα θάζε αξρηθφ ζεκείν   .  

 

Γηα αξρηθφ ζεκείν 

   * (                    ) + 

 

ε SQP «θνιιάεη» θαη δελ επηζηξέθεη θαλέλα απνηέιεζκα γηα         . Αιιάδνληαο 

ηελ ηηκή απηή ζε          έρνπκε επηζπκεηή ιχζε ζε 98 επαλαιήςεηο. 

 

Η ζπλάξηεζε fmincon επηζηξέθεη ηελ επηζπκεηή ιχζε  ̂ κφλν γηα  

 

   * (                                                 )   

                            (                    ) + 
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Γηα φια ηα ππφινηπα αξρηθά ζεκεία πνπ αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ ζηακαηάεη ρσξίο λα 

επηζηξέθεη θάπνην απνηέιεζκα. 

 

              

 

 

   
      

 {    
 

(    )   
        } 

 

                                                               
 

 

 

         

 Αλαιπηηθή ιχζε: 

 ̂  (   )  ̂     ( ̂)     
 

 Αιγνξηζκηθή ιχζε:  

 
SQP 

   iterations  ̂ 
   (   ) 14 (             ) 
   (   ) 14 (             ) 
   (   ) 10 (             ) 
   (    ) 9 (             ) 
(   ) 15 (             ) 

(      ) 15 (             ) 
(         ) 27 (             ) 
(       ) 31 (             ) 
(     ) 25 (             ) 
(     ) 30 (             ) 

 

fmincon 

   iterations  ̂ 
   (   ) 14 (             ) 
   (   ) 13 (             ) 
   (   ) 9 (             ) 
   (    ) 8 (             ) 
(   ) 15 (             ) 

(      ) 15 (             ) 
(         ) 1 (             ) 
(       ) 1 (            ) 
(     ) 1 (            ) 
(     ) 2 (            ) 
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΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα πξφβιεκα 2 κεηαβιεηψλ κε 1 γξακκηθφ 

πεξηνξηζκφ. Η ζπλάξηεζε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε γηα αξθεηά αξρηθά  

ζεκεία    ζε ιίγεο επαλαιήςεηο.  

 

Γηα ηα αξρηθά ζεκεία     (       )     (        )         (     ) ε 

ζπλάξηεζε fmincon δελ επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε ζε αληίζεζε κε ηελ SQP πνπ 

επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε ζε 31,27 θαη 15 επαλαιήςεηο αληίζηνηρα. 

 

Γηα ην αξρηθφ ζεκείν     (     ) νη ζπλαξηήζεηο δελ επηζηξέθνπλ επηζπκεηφ 

απνηέιεζκα. Αιιάδνληαο ηελ ηηκή ζε          έρνπκε επηζπκεηφ απνηέιεζκα απφ 

ηελ SQP ζε 30 επαλαιήςεηο. 

 

΢ην παξαθάησ ζρήκα θαίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 
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 *   (    )
        

    + 

 

                                                                   
 

 

         

 Αλαιπηηθή ιχζε: 

 ̂  (   )  ̂          ( ̂)    
 

 

 Αιγνξηζκηθή ιχζε:  

 

 

SQP 

   iterations  ̂ 
   (   ) - Not Converge 

   (   ) - Not Converge 

   (      ) 5 (             ) 
   (    ) 4 (             ) 
   (    ) 4 (             ) 
(       ) 3 (             ) 
(      ) 3 (             ) 
(   ) - Not Converge 

(   ) - Not Converge 

(   ) - Not Converge 

 

 

fmincon 

   iterations  ̂ 
   (   ) - - 
   (   ) - - 
   (      ) - - 

   (    ) 5 (             ) 
   (    ) 5 (             ) 
(       ) 4 (             ) 
(      ) 4 (             ) 
(   ) - - 
(   ) - - 
(   ) - - 
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΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα πξφβιεκα 2 κεηαβιεηψλ κε 1 γξακκηθφ 

πεξηνξηζκφ. Η ζπλάξηεζε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε γηα αξθεηά αξρηθά  

ζεκεία    ζε ιίγεο επαλαιήςεηο. 

 

Γηα ην αξρηθφ ζεκείν     (   )             ε SQP απνθιίλεη θαζψο ε ηηκή ηνπ    

γίλεηαη πνιχ κεγάιε. Αιιάδνληαο ηελ ηηκή ηεο παξακέηξνπ πνηλήο ζε        

έρνπκε ιχζε ζε 3 επαλαιήςεηο γηα θάζε t. H fmincon γηα ην ίδηα ζεκεία ζηακαηάεη 

ρσξίο λα επηζηξέθεη θάπνην απνηέιεζκα. 

Γηα ην αξρηθά ζεκεία    (      ) ε ζπλάξηεζε fmincon ζηακαηάεη ρσξίο λα 

επηζηξέθεη θάπνην απνηέιεζκα, ζε αληίζεζε κε ηελ SQP πνπ επηζηξέθεη επηζπκεηή 

ιχζε ζε 5 επαλαιήςεηο. 

 

Γηα ηα αξρηθά ζεκεία    (   )        (   )  ε SQP απνθιίλεη θαζψο φπσο 

θαίλεηαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα ε ηηκή ηνπ     ήδε ζηελ 2
ε
 επαλάιεςε γίλεηαη πνιχ 

κεγάιε θαη γίλνληαη πξάμεηο κε ηηκέο εθηφο ησλ νξίσλ ηνπ MATLAB. Έγηλαλ αξθεηέο 

δνθηκέο γηα ηηο ζηαζεξέο c θαη ε αιιά δελ ππήξρε επηζπκεηή ιχζε. Πξνθαλψο θαη ε 

fmincon ζηακαηάεη ρσξίο λα επηζηξέθεη θάπνην απνηέιεζκα γηα ηα ζεκεία απηά. 

 

 

   k       

(4, 3) 0 (             ) 10 
  223.4 

1 (            ) 223.4 
              

2 (                   )             
(3, 1) 0 (             ) 10 

  63.3 
1 (           ) 63.3 
             

2 (                   )            
 

 

΢ην παξαθάησ ζρήκα θαίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 
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 *  (    )
       

    + 

 

                                                                 
 

                                                                     
    

          
 

 

Με βάζε ηε κνξθή (   ) πνπ αλαθέξζεθε ζην δεχηεξν θεθάιαην ην πξφβιεκα απηφ 

είλαη ηζνδχλακν κε ην 

   
      

 *  (    )
       

    + 
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         

 Αλαιπηηθή ιχζε γηα ην αξρηθφ πξφβιεκα: 

 

 ̂  (   )   ̂  (        )  ( ̂)    

 

 Αιγνξηζκηθή ιχζε γηα ην ηζνδχλακν πξφβιεκα:  

 

SQP 

   iterations  ̂ 

   (       ) 444 (                   ) 

   (       ) 224 (                   ) 

   (         ) 7 (                   ) 

   (      ) 13 (                   ) 

   (      ) 14 (                   ) 

(       ) 162 (                   ) 

(       ) 16 (                   ) 

(      ) 10 (                   ) 

(     ) - Not Converge 

 

 

fmincon 

   iterations  ̂ 

   (       ) - - 

   (       ) 15 (                   ) 

   (         ) 7 (                   ) 

   (      ) 8 (                   ) 

   (      ) 9 (                   ) 

(       ) - - 

(       ) - - 

(      ) 9 (                   ) 

(     ) - - 

 

 

΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα πξφβιεκα κε αληζνηηθνχο πεξηνξηζκνχο πνπ 

ην αλάγνπκε ζε πξφβιεκα κε ηζνηηθνχο κε βάζε ηε κνξθή (   ) πνπ είπακε ζην 

θεθάιαην 2. Σν ηζνδχλακν πξφβιεκα είλαη 3 κεηαβιεηψλ κε 2 πεξηνξηζκνχο. Δίλαη ην 

παξάδεηγκα 21 κε ηελ πξνζζήθε ελφο αληζνηηθνχ πεξηνξηζκνχ. Η ζπλάξηεζε SQP 

επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε γηα αξθεηά αξρηθά  ζεκεία    ζε ιίγεο επαλαιήςεηο. 



87 

 

Γηα ηα αξρηθά ζεκεία     (   )     (   )     (   )    (   )        

 (   )  ηνπ παξαδείγκαηνο 21 ε SQP απέθιηλε. Σψξα κε ηελ πξνζζήθε αληζνηηθνχ 

πεξηνξηζκνχ ε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε. 

 

Γηα ην αξρηθά ζεκεία    (       )    (       )        (       ) ε ζπλάξηεζε 

fmincon ζηακαηάεη ρσξίο λα επηζηξέθεη θάπνην απνηέιεζκα, ζε αληίζεζε κε ηελ SQP 

πνπ επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε ζε 444, 162 θαη 16 επαλαιήςεηο αληίζηνηρα. 

 

Γηα ην αξρηθφ ζεκείν    (     )   ε SQP απνθιίλεη θαζψο φπσο θαίλεηαη ζηνλ 

παξαθάησ πίλαθα ε ηηκή ηνπ     ήδε ζηελ 2
ε
 επαλάιεςε γίλεηαη πνιχ κεγάιε θαη 

γίλνληαη πξάμεηο κε ηηκέο εθηφο ησλ νξίσλ ηνπ MATLAB. Έγηλαλ αξθεηέο δνθηκέο 

γηα ηηο ζηαζεξέο c θαη ε αιιά δελ ππήξρε επηζπκεηή ιχζε. Πξνθαλψο θαη ε fmincon 

ζηακαηάεη ρσξίο λα επηζηξέθεη θάπνην απνηέιεζκα γηα ηα ζεκεία απηά. 

 

 

 

   k       

(2,3,1) 0 (                    ) 10 
1 (                 ) 10 
  192.5      

2 (                                  ) 192.5      
 

 

 

΢ην παξαθάησ ζρήκα θαίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 
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 {   
 

 
  
  

 

 
    

   } 

 

                                                                           
  

 

         

 Αλαιπηηθή ιχζε: 

 ̂  (   )  ̂     ( ̂)    
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 Αιγνξηζκηθή ιχζε:  

 

 

SQP 

   iterations  ̂ 
   (     ) - Not Converge 

   (    ) 8 (             ) 
   (    ) 3 (             ) 
   (     ) 23 (             ) 
(   ) 19 (             ) 
(     ) 17 (             ) 
(    ) 30 (             ) 

(       ) 16 (             ) 
(     ) - Not Converge 

(       ) - Not Converge 

(    ) - Not Converge 

(     ) - Not Converge 

 

 

fmincon 

   iterations  ̂ 
   (     ) - - 
   (    ) - - 
   (    ) 5 (             ) 
   (     ) - - 
(   ) - - 
(     ) - - 
(    ) - - 

(       ) - - 
(     ) - - 
(       ) - - 
(    ) - - 
(     ) - - 

 

 

 

΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα πξφβιεκα 2 κεηαβιεηψλ κε 1 γξακκηθφ 

πεξηνξηζκφ. Η ζπλάξηεζε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε γηα αξθεηά αξρηθά  

ζεκεία    ζε ιίγεο επαλαιήςεηο. 

 

΢ε απηφ ην πξφβιεκα ε ζπλάξηεζε fmincon επηζηξέθεη επηζπκεηφ απνηέιεζκα κφλν 

γηα ην αξρηθφ ζεκείν    (    ). Έγηλαλ δνθηκέο γηα αξθεηά αξρηθά ζεκεία θαη γηα 

φια ε ζπλάξηεζε ζηακαηάεη ρσξίο λα επηζηξέθεη θάπνην απνηέιεζκα. 
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Γηα ηα αξρηθά ζεκεία 

 

   (     )    (     )    (       )    (    )    (     ) 

 

θαζψο θαη γηα πνιιά αθφκε πνπ δελ έρνπλ θαηαγξαθεί ζηνπο πίλαθεο ε SQP 

απνθιίλεη θαζψο ε ηηκή ηνπ    γίλεηαη πνιχ κεγάιε. Αιιάδνληαο ηελ ηηκή ηεο 

παξακέηξνπ πνηλήο ζε         έρνπκε ιχζε γηα θάζε αξρηθφ ζεκείν. Δγηλαλ 

δνθηκέο γηα αξθεηά αξρηθά ζεκεία θαη γηα φια ε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε γηα 

ηελ θαηλνχξηα ηηκή ηεο παξακέηξνπ c. 

 

΢ην παξαθάησ ζρήκα θαίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 
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 {   (      )
       

    
   
 
         } 

 

                                                     
  

 

         

 Αλαιπηηθή ιχζε: 

 

 ̂  (     )  ̂          ( ̂)       

 

 

 Αιγνξηζκηθή ιχζε:  

 

 

SQP 

   iterations  ̂ 
   (   ) - Not Converge 

   (     ) - Not Converge 

   (        ) 3 (             ) 
   (      ) 8 (             ) 
   (    ) 9 (             ) 
(     ) 8 (             ) 
(   ) 4 (             ) 
(     ) 15 (             ) 
(      ) - Not Converge 

(    ) - Not Converge 

 

 

fmincon 

   iterations  ̂ 
   (   ) - Not Converge 

   (     ) - Not Converge 

   (        ) 4 (             ) 
   (      ) 9 (             ) 
   (    ) 9 (             ) 
(     ) 9 (             ) 
(   ) 4 (             ) 
(     ) 12 (             ) 
(      ) - - 
(    ) - - 
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΢ην παξάδεηγκα απηφ παξνπζηάδεηαη έλα πξφβιεκα 2 κεηαβιεηψλ κε 1 γξακκηθφ 

πεξηνξηζκφ. Η ζπλάξηεζε SQP επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε γηα αξθεηά αξρηθά  

ζεκεία    ζε ιίγεο επαλαιήςεηο. 

 

Γηα ηα αξρηθά ζεκεία    (   )    (     )    (      )    (    ) ε SQP 

απνθιίλεη θαζψο φπσο θαίλεηαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα ε ηηκή ηνπ     ήδε ζηελ 1
ε
 

επαλάιεςε γίλεηαη πνιχ κεγάιε θαη γίλνληαη πξάμεηο κε ηηκέο εθηφο ησλ νξίσλ ηνπ 

MATLAB. Έγηλαλ αξθεηέο δνθηκέο γηα ηηο ζηαζεξέο c θαη ε αιιά δελ ππήξρε 

επηζπκεηή ιχζε. Πξνθαλψο θαη ε fmincon ζηακαηάεη ρσξίο λα επηζηξέθεη θάπνην 

απνηέιεζκα γηα ηα ζεκεία απηά. 

 

 

   k       

(1,3) 0 (       ) 10 
  744.1 

1 (            ) 744.1 
(1,1.5) 0 (       ) 10 

  742.4 
1 (            ) 742.4 

(-10,10) 0 (          ) 10 
            

1 (              )           
(-5,5) 0 (        ) 10 

             
1 (                )            

 

 

 

΢ην παξαθάησ ζρήκα θαίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 
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΢ςμπεπάζμαηα 

 

 

 

 

Ο αιγφξηζκνο SQP πνπ παξνπζηάζηεθε θαη πξνγξακκαηίζηεθε είλαη πνιχ ζηαζεξφο 

θαη ιχλεη πάξα πνιιά πξνβιήκαηα ηεο κνξθήο (  ) γηα αξθεηά αξρηθά ζεκεία   . 

Απφ απιά πξνβιήκαηα  κε γξακκηθνχο πεξηνξηζκνχο θαη ιίγεο κεηαβιεηέο έσο πνιχ 

πνιχπινθα πξνβιήκαηα κε αξθεηέο κεηαβιεηέο θαη δχζθνινπο πεξηνξηζκνχο. Ο 

πξνγξακκαηηζκνχο ηνπ έγηλε κε πνιιή πξνζνρή θαη ιεπηνκέξεηα γηα λα θαιχςεη φζν 

ην δπλαηφλ πεξηζζφηεξεο ηδηνκνξθίεο πνπ κπνξεί λα παξνπζηάζεη ην δνζέλ 

πξφβιεκα.  

 

Γηα ηα πξψηα 19 πξνβιήκαηα ηνπ πξνεγνχκελνπ θεθαιαίνπ (ηα νπνία αληιήζεθαλ 

απφ ηελ βηβιηνγξαθία) ν αιγφξηζκνο ζπγθιίλεη ζηελ αλαιπηηθή ιχζε κε κεγάιε 

αθξίβεηα γηα ηα πεξηζζφηεξα αξρηθά ζεκεία. Γηα ηα πξνβιήκαηα 20 έσο 24 

(πξνβιήκαηα ηεο έκπλεπζεο ηνπ επηβιέπνληα ηεο εξγαζίαο Ν.Μαξάηνπ) ν 

αιγφξηζκνο απνθιίλεη γηα πνιιά αξρηθά ζεκεία απφ ηηο πξψηεο θηφιαο επαλαιήςεηο. 

Δθεί παξαηεξείηαη φηη φηαλ ην αξρηθφ ζεκείν είλαη «αξθεηά» απνκαθξπζκέλν απφ 

ηνλ πεξηνξηζκφ ν αιγφξηζκνο απνθιίλεη θαζψο ε παξάκεηξνο πνηλήο ηείλεη ζην 

άπεηξν (      ). Ο ιφγνο είλαη φηη ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θφζηνπο κεηψλεηαη 

απφηνκα κε κεγάιν ξπζκφ. Η επίδξαζε ηνπ θνκκαηηνχ ηεο θαηεχζπλζεο έξεπλαο    

πνπ ηείλεη λα επηζηξέςεη ηελ f ζηνλ πεξηνξηζκφ αθπξψλεηαη απφ ηελ κεγάιε θιίζε 

ηεο. Η ηξνρηά πνπ δηαγξάθεη ν αιγφξηζκνο κπνξεί λα απνκαθξχλεηαη θαη λα 

επηζηξέθεη ζην επηζπκεηφ ζεκείν, ή, γηα άιια αξρηθά ζεκεία καθξηά απφ ηνλ 

πεξηνξηζκφ, λα απνκαθξχλεηαη θαη λα κελ επηζηξέθεη ζην επηζπκεηφ ζεκείν. Κάπνηεο 

θνξέο κε θαηάιιειε ηξνπνπνίεζε ηεο ζηαζεξάο πνηλήο c ν αιγφξηζκνο κπνξεί λα 

νδεγεζεί ζε ζχγθιηζε, άιιεο θνξέο ε ζχγθιηζε είλαη αδχλαηε. ΢ε άιια πξνβιήκαηα, 

φρη ζε απηά πνπ απνθιίλνπλ, κε ηξνπνπνίεζε ηεο ζηαζεξάο ε γηα αιιαγή ηνπ 

θξηηεξίνπ ηεξκαηηζκνχ κπνξεί ν αιγφξηζκνο λα πεηχρεη επηζπκεηή ιχζε κε κεγάιε 

αθξίβεηα.  
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΢πλνιηθά πξνθχπηεη φηη ε ζπλάξηεζε SQP είλαη πην αμηφπηζηε απφ ηελ ζπλάξηεζε 

fmincon ηνπ MATLAB φπσο θαίλεηαη μεθάζαξα απφ ηνπο πίλαθεο κε ηελ ζχγθξηζε 

ησλ απνηειεζκάησλ πνπ επηζηξέθνπλ. Σα απνηειέζκαηα πνπ επηζηξέθεη ε fmincon 

πνιιέο θνξέο δελ έρνπλ κεγάιε αξηζκεηηθή αθξίβεηα ζε αληίζεζε κε ηελ SQP πνπ 

επηζηξέθεη επηζπκεηή ιχζε κε κεγάιε αθξίβεηα. Έλα άιιν πιενλέθηεκα ηεο SQP 

είλαη φηη γηα ηδηφκνξθα πξνβιήκαηα ν ρξήζηεο κπνξεί λα επηηχρεη επηζπκεηή ιχζε κε 

θαηάιιειεο ηξνπνπνηήζεηο ησλ παξακέηξσλ (θπξίσο ησλ παξακέηξσλ c θαη ε) θάηη 

πνπ δελ κπνξεί λα γίλεη ζηελ fmincon θαζψο ν θψδηθαο ηεο είλαη δπζλφεηνο, 

πνιχπινθνο θαη δχζθνια ηξνπνπνηήζηκνο γηα απινχο ρξήζηεο ηνπ MATLAB (κε 

πξνγξακκαηηζηέο). ΢πλεπψο, φπσο θάλεθε απφ ηα παξαδείγκαηα θαη γηα ηνπο 

παξαπάλσ ιφγνπο, ε SQP κπνξεί λα αληηθαηαζηήζεη ηελ fmincon. 

 

Μπνξεί θάιιηζηα φπνηνο ζέιεη λα ιχζεη πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο κε ηζνηηθνχο 

πεξηνξηζκνχο απιά λα πάξεη ηνλ θψδηθα απφ ηελ παξνχζα εξγαζία (ππάξρεη ζην 

παξάξηεκα) θαη λα ιχζεη απιά θαη εχθνια ηα πξνβιήκαηα ηνπ αξθεί λα έρεη ζηηο 

αλαθνξέο ηνπ ηελ εξγαζία απηή.  
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Παπάπηημα  

 

Κώδικαρ MATLAB και Οδηγίερ 
 

 

 

 

΢ην παξάξηεκα ζα παξνπζηαζηεί ν θψδηθαο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ζηα πιαίζηα ηεο 

παξνχζαο εξγαζίαο θαζψο θαη κεξηθέο ρξήζηκεο νδεγίεο γηα ην MATLAB. Δπεηδή ηα 

πξνγξάκκαηα θαη νη εληνιέο πνπ πξέπεη λα δνζνχλ ζην MATLAB γηα λα ηξέμνπλ δελ 

είλαη πξνθαλή είλαη ρξήζηκν λα δνζνχλ αλαιπηηθέο νδεγίεο γηα φιε ηε δηαδηθαζία 

πνπ αθνινπζήζεθε. Σα πξνγξάκκαηα πινπνηήζεθαλ κε ηo MATLAB 7.13.0.564 

(R2011b) πνπ ζεκαίλεη φηη ηπρφλ εθηέιεζή ηνπο κε παιαηφηεξεο εθδφζεηο κπνξεί λα 

έρεη αλεπηζχκεηα απνηειέζκαηα. Θα θαηαγξαθεί φιε ε δηαδηθαζία πνπ πξέπεη λα 

αθνινπζήζεη θαλείο γηα λα βξεη ηε ιχζε ζην MATLAB κε ηηο 2 ζπλαξηήζεηο θαη ηε 

γξαθηθή παξάζηαζε φπσο αθξηβψο παξνπζηάζηεθε ζην θεθάιαην 5.  

 

Αξρηθά αλνίγεη ην MATLAB θαη νξίδεη σο Current Folder ην θάθειν πνπ ζέιεη λα 

εξγαζηεί θαη λα απνζεθεχζεη ηα αξρεία ηνπ. Έζησ φηη ζέιεη λα ιχζεη ην αθφινπζν 

πξφβιεκα (παξάδεηγκα 3,θεθάιαην 5) 

 

   
      

 *    
     

    + 

 

                                 (    )
     

         
 

Πξέπεη λα γξάςεη ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θφζηνπο, ηνπο ηζνηηθνχο 

πεξηνξηζκνχο θαζψο θαη ηηο θιίζεηο ηνπο ζε μερσξηζηά αξρεία ζπλαξηήζεσλ ηα νπνία 

ζα είλαη είζνδνη γηα ηελ ζπλάξηεζε SQP. Πεγαίλεη ζηε γξακκή επηινγψλ File > New 

> Function γηα θάζε ζπλάξηεζε πνπ ζέιεη λα θηηάμεη. Γξάθεη ζηνλ Editor πνπ αλνίγεη 
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function u = f(x) 

% objective function 

u = x(1)^2+x(2)^2; % Example 3 

 

ηελ απνζεθεχεη κε File > Save As… > f.m 

 

function v = gradf(x) 

% gradient of the objective function 

v = [2*x(1) 2*x(2)]'; % Example 3 

 

ηελ απνζεθεχεη κε File > Save As… > gradf.m 

 

function y = h(x) 

% equality constraint 

y = (x(1)+1)^2+x(2)^2-4; % Example 3 

 

ηελ απνζεθεχεη κε File > Save As… > h.m 

 

function w = gradh(x) 

% gradient of the equality constraint  

w = [2*(x(1)+1) 2*x(2)]'; % Example 3 

 

ηελ απνζεθεχεη κε File > Save As… > gradh.m 

 

Γηα ηελ βαζηθή ζπλάξηεζε SQP ηεο εξγαζίαο γξάθεη 

 

function [x, l, fmin, iter]...  

        = SQP(obj, grad_obj, constr, grad_constr, x_0) 

% Sequential Quadratic Programming Algorithm 

% Tested with Matlab 7.13 (R2011b) 

%  

% Inputs 

% obj: objective function in file f.m 

% grad_obj: gradient of the objective function in  

% file gradf.m 
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% constr: equality constraint in file h.m 

% grad_constr: gradient of the constraint in file gradh.m 

% x_0: starting point, x_0 is a row vector 

% 

% Outputs 

% x: optimal solution of the problem 

% l: lagrange multipliers of the problem 

% fmin: minimum value of the objective function 

% iter: number of iterations for optimal solution 

% 

% Run the algorithm with the command: 

% >> [x,l,fmin,iter] = SQP(@f, @gradf, @h, @gradh, [1 1]) 

% 

% f, gradf, h, gradh can be specified  

% as anonumous functions with @ 

% 

% Run the algorithm with the command: 

% >> [x,l,fmin,iter] = SQP(@(x) x(2), @(x) [0 1]',... 

% @(x) x(1)^2+x(2)^2-1, @(x) [2*x(1) 2*x(2)]', [1 1]) 

global X 

global C 

global G 

global T 

format short 

n = length(grad_obj(x_0)); 

m = length(constr(x_0)); 

% step 0 

k = 0; 

x_k = x_0'; 

Q = eye(n); 

a = 0.1; 

b = 0.7; 

eps = 10^(-16); 

epsilon = 10^(-4); 
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c = 10; 

delta = 2; 

ksi = 2; 

t1 = obj(x_k); 

t2 = grad_obj(x_k); 

t3 = constr(x_k); 

t4 = grad_constr(x_k); 

[X] = [k x_k']; 

[C] = [k c]; 

[G] = []; 

[T] = []; 

while true     

if rank(t4) < m 

    error('Not a regular point of the constraints') 

end  

% step 1 

t = zeros(m); % t is temporary variable  

T1 = [Q t4; t4' t]; 

T2 = [-t2; -t3]; 

sol = mldivide(T1, T2); 

d = sol(1:n); 

lamda = sol(n+1:n+m); 

% step 1' 

norma = norm(t3,1); 

test = (c-ksi)*norma-(lamda')*t3; 

if test < 0 

    c = max(c+delta, ((lamda')*t3)/norma+ksi); 

    [C] = [C; k c]; 

end  

% step 2 

theta = (t2')*d-c*norma; 

 

% step 3 

t = norm(d, 2)^2; 
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if t <= eps 

    break 

end 

% step 4 

s = 1; 

gama = t1+c*norma; 

while true 

    t = x_k+s*d; 

    t5 = obj(t); 

    t7 = constr(t); 

    gama_new = t5+c*norm(t7, 1); 

    if gama_new - gama <= a*s*theta 

        break 

    end 

    s = s*b; 

end 

% step 5 

p = s*d; 

x_k = t; 

t6 = grad_obj(x_k); 

t8 = grad_constr(x_k); 

q = t6+t8*lamda-t2-t4*lamda;  

ni = (p')*q; 

w = (p')*Q*p; 

if ni >= 0.2*w 

    psi = 1; 

else 

    psi = (0.8*w)/(w-ni); 

end 

r = psi*q+(1-psi)*Q*p; 

Q = Q - ((Q*p*(p')*Q)/w) + ((r*(r'))/((p')*r)); 

k = k+1; 

t1 = t5; 

t2 = t6; 
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t3 = t7; 

t4 = t8; 

[X] = [X; k x_k']; 

[C] = [C; k c]; 

[G] = [G; k gama]; 

[T] = [T; k theta]; 

% Back to step 1 

end 

des = 1; 

t = norm(t2+t4*lamda, 2)^2; 

if t > epsilon 

    des = 0; 

end 

t = norm(t3,2)^2; 

if t > epsilon 

    des = 0; 

end 

if rank(t4) < m 

    des = 0; 

end 

if des 

    fprintf('\nx is desirable point\n\n'); 

end 

x = x_k; 

l = lamda; 

fmin = t1; 

iter = k; 

 

θαη απνζεθεχεη κε File > Save As… > SQP.m 

 

 

 

Γηα λα ηξέμεη ηε ζπλάξηεζε SQP δίλεη ζην Command Window ηελ εληνιή 

 

 
>> [x,l,fmin,iter] = SQP(@f, @gradf, @h, @gradh, [1 1]) 
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Αλ θάπνηνο δε ζέιεη λα έρεη ζε μερσξηζηά αξρεία ηηο ζπλαξηήζεηο f, gradf, h, gradh 

κπνξεί λα θαιέζεη ηε ζπλάξηεζε SQP κε ηε βνήζεηα ησλ anonymous function 

πνπ δηαζέηεη ην MATLAB. Γειαδή γηα ην παξάδεηγκα 3 αξθεί θάπνηνο λα δψζεη ζην 

Command Window ηελ εληνιή 

 

>> [x,l,fmin,iter] = SQP(@(x) x(1)^2+x(2)^2,... 

@(x) [2*x(1) 2*x(2)]',@(x)(x(1)+1)^2+x(2)^2-4,... 

@(x) [2*(x(1)+1) 2*x(2)]',[1 1]) 

 

 

Γηα λα δεη θαλείο φια ηα ελδηάκεζα ζεκεία  πνπ βξίζθεη ν SQP (ρξήζηκν γηα ηα 

πξνβιήκαηα πνπ ν αιγφξηζκνο απνθιίλεη) θαη ηηο αιιαγέο ηεο παξακέηξνπ πνηλήο c 

ζηελ θάζε επαλάιεςε πξέπεη λα δψζεη ηηο εληνιέο 

 

>> global X; 

>> global C; 

>> X 

>> C 

 

Οη εληνιέο απηέο πξέπεη λα δνζνχλ αθνχ πξψηα έρεη ηξέμεη ε ζπλάξηεζε SQP γηα λα 

έρνπλ θαηαρσξεζεί ηηκέο ζηηο κεηαβιεηέο X θαη C. Οη Υ θαη C είλαη πίλαθεο πνπ 

έρνπλ ζε θάζε γξακκή ηηο ηηκέο ηνπ ηξέρνληνο ζεκείνπ θαη ηεο ζηαζεξάο C ζε θάζε 

επαλάιεςε ηνπ αιγνξίζκνπ. 

 

Η ζπλάξηεζε fmincon ππάξρεη εγθαηεζηεκέλε ζην MATLAB (Optimization Toolbox 

[22]) θαη επηιχεη πξνβιήκαηα ηεο κνξθήο (  ). Γηα ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε 

θφζηνπο ρξεζηκνπνηεί ηελ f.m πνπ έρεη ήδε γξάςεη. Γηα ηνπο πεξηνξηζκνχο γξάθεη ηε 

ζπλάξηεζε 

 

function [cineq,ceq] = cons(x) 

% cineq: inequality constraint 

% ceq: equality constraint 

cineq = []; 

ceq = (x(1)+1)^2+x(2)^2-4; % Example 3 

 



104 

 

θαη απνζεθεχεη κε File > Save As… > cons.m 

 

Γηα λα ηξέμεη ηε ζπλάξηεζε fmincon δίλεη ζην Command Window ηελ εληνιή 

 
>> options=optimset('Display','iter','Algorithm','sqp'); 

 

>> [x,feval,flag,output] =... 

fmincon(@f,[1 1],[],[],[],[],[],[],@cons,options) 

 

Γηα παξαδείγκαηα ηνπ θεθαιαίνπ 5 πνπ έρνπλ γίλεη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ιχζεσλ 

έρεη ρξεζηκνπνηεζεί ε ζπλάξηεζε contSQP. Γηα ηε ζπλάξηεζε απηή γξάθεη 

 

function [] = contSQP(min1, max1, n1, min2, max2, n2) 

% Plots the contours of the optimization problem 

%  

% min1: the minimum value of variable x1 

% max1: the maximum value of variable x1 

% n1: number of points in x1 axis 

% min2: the minimum value of variable x2 

% max2: the maximum value of variable x2 

% n2: number of points in x2 axis 

global X; 

hold on 

step1 = (max1-min1)/n1; 

x1 = min1:step1:max1; 

step2 = (max2-min2)/n2; 

x2 = min2:step2:max2; 

nn1 = size(x1); 

nn1 = nn1(2); 

nn2 = size(x2); 

nn2 = nn2(2); 

Z = zeros(nn1, nn2); % preallocation Z 

Z1 = zeros(nn1, nn2); % preallocation Z1 

for i = 1:nn1 

    x(1) = x1(i); 
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    for j = 1:nn2 

        x(2) = x2(j); 

        Z(i,j) = f(x); 

        Z1(i,j) = h(x); 

    end 

end 

v = [1 4.5 11 20 35]; % Example 3 

vder = [0 0.001]; 

Z = Z'; 

Z1 = Z1'; 

[q1, q2] = contour(x1, x2, Z, v, '-b'); 

contour(x1, x2, Z1, vder, 'r'); 

clabel(q1, q2, 'manual'); 

SQP(@f, @gradf, @h, @gradh, [-3 4]); 

plot(X(:, 2), X(:, 3), '.-g'); 

SQP(@f, @gradf, @h, @gradh, [-4 0.1]); 

plot(X(:, 2), X(:, 3), '.-c'); 

SQP(@f, @gradf, @h, @gradh, [-4 -0.2]); 

plot(X(:, 2), X(:, 3), '.-m'); 

SQP(@f, @gradf, @h, @gradh, [-3 -4]); 

plot(X(:, 2), X(:, 3), '.-k'); 

title('Example 3', 'FontSize', 12); 

xlabel('x_1 axis', 'FontSize', 12); 

ylabel('x_2 axis', 'FontSize', 12); 

legend('f(x)', 'h(x)', 'P1', 'P2','P3','P4', 'location', 

'NorthEastOutside')   

hold off 

 

θαη απνζεθεχεη κε File > Save As… > contSQP.m 

 

Γηα λα ηξέμεη ηε ζπλάξηεζε contRQP δίλεη ζην Command Window ηελ εληνιή 

 
>> contSQP(-5,3, 500,-5,5,500) 
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Γηα παξαδείγκαηα ηνπ θεθαιαίνπ 5 πνπ έρνπλ έρεη ππνινγηζηεί ε κήηξα Hessian ηεο 

ζπλάξηεζεο Lagrange έρεη ρξεζηκνπνηεζεί ην script Hessians. Γηα ην παξάδεηγκα 17 

γξάθεη 

 

% Hessians Example 17 

syms x1 x2 x3 x4 x5 

g = exp(x1*x2*x3*x4*x5); 

hg = hessian(g); 

h1 = x1^2+x2^2+x3^2+x4^2+x5^2-10; 

hh1 = hessian(h1); 

h2 = x2*x3-5*x4*x5; 

hh2 = [hessian(h2) zeros(4,1); zeros(1,5)]; 

h3 = x1^3+x2^3+1; 

hh3 = [hessian(h3) zeros(2,3); zeros(3,5)]; 

L = hg+l(1)*hh1+l(2)*hh2+l(3)*hh3; 

t = subs(L, [x1 x2 x3 x4 x5], x'); 

[Q,R] = qr(gradh(x)); 

n = 5; m = 3;  

Q2 = Q(1:n,(m+1):n); 

tetr_morfi = (Q2')*t*Q2; 

idiotimes = eig(tetr_morfi); 

fprintf('\ntetragoniki_morfi=\n\n'); 

disp(tetr_morfi); 

fprintf('\nidiotimes = \n\n'); 

disp(idiotimes); 

 

θαη απνζεθεχεη κε File > Save As… > Hessians.m 

 

 

Γηα λα ηξέμεη ην script δίλεη ζην Command Window ηελ εληνιή 

 
>> Hessians 

 

 

Δπεηδή ην script απηφ ρξεζηκνπνηεί ηελ ιχζε πνπ επηζηξέθεη ε ζπλάξηεζε SQP θαη 

ηνπο πνιιαπιαζηαζηέο Lagrange, πξέπεη λα ηξέμεη αθνχ πξψηα έρεη θαιεζηεί ε 
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ζπλάξηεζε SQP θαη έρνπλ θαηαρσξεζεί ηηκέο ζηηο κεηαβιεηέο x θαη l. Σελ ίδηα 

δηαδηθαζία γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ κεηξψλ Hessian αθνινπζεί θαλείο θαη γηα ηα 

άιια παξαδείγκαηα ηξνπνπνηψληαο θάζε θνξά ηηο ζπλαξηήζεηο θαη ηηο παξακέηξνπο 

ηνπ πξνβιήκαηνο. 
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