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Περίληψη

΄Ενα από τα πιο δύσκολα προβλήµατα στα συστήµατα παράλληλης είναι η ανάπτυξη
παράλληλου λογισµικού το οποίο κλιµακώνει αποδοτικά. Αρκετές εφαρµογές δεν
κλιµακώνουν έπειτα από έναν αριθµό επεξεργαστών επειδή το κόστος επικοινωνίας
γίνεται συγκρίσιµο µε την ωφέλιµη υπολογιστική εργασία. Σκοπός της παρούσας
διπλωµατικής είναι η παραλληλοποίηση του αλγορίθµου συζυγών κλίσεων ο οποί-
ος χρησιµοποιείται για την αριθµητική επίλυση συστηµάτων γραµµικών διαφορικών
εξισώσεων της µορφής Ax = b, όπου ο πίνακας Α είναι αραιός. ∆οκιµάζουµε διάφο-
ϱους τρόπους διανοµής του πίνακα και των διανυσµάτων του αλγορίθµου µε στόχο
να ϐρούµε τον ϐέλτιστο συνδυασµό ϕόρτου υπολογισµών και επικοινωνίας σε όλους
τους επεξεργαστές και να πετύχουµε όσο το δυνατόν καλύτερη κλιµάκωση για µε-
γάλο αριθµό επεξεργαστών. Η πλατφόρµα στην οποία εκτελούµε τα πειράµατα µας
είναι µία συστοιχία από κόµβους πολυεπεξεργαστών µε µοιραζόµενη µνήµη (SMP)
και το δίκτυο διασύνδεσης είναι Gigabit Ethernet.

Λέξεις κλειδιά: παράλληλος προγραµµατισµός, MPI, OpenMP, SMP συστοιχία,
αλγόριθµος συζυγών κλίσεων, συστήµατα γραµµικών εξισώσεων, αραιοί πίνακες



Abstract

One of the most difficult problems in parallel computing is to develop parallel soft-
ware that has effective scalability. Several applications do not scale further than
a number of processors because communication overhead becomes comparable
with computational work. The goal of this diploma thesis is the parallelization of
the conjugate gradient algorithm which is used for the numerical solution of sys-
tems of linear equations in the form Ax = b in which the matrix A is sparse. We
try different ways of distributing the matrix and vectors of the algorithm in order
to find the best combination of computation and communication load between the
processors and to achieve the best scalability for a large number of processors.
Our execution platform is a cluster of SMP nodes and the interconnection network
is Gigabit Ethernet.

Keywords: parallel programming, MPI, OpenMP, SMP cluster, conjugate gra-
dient algorithm, systems of linear equations, sparse matrices
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Επισκόπηση

Σύµφωνα µε το Νόµο του Moore [1], ο αριθµός των τρανζίστορ που µπορούν να
τυπωθούν σε ένα chip διπλασιάζεται κάθε δύο χρόνια, µε αποτέλεσµα να πολλαπλα-
σιάζεται και η επεξεργαστική ισχύς. ΄Οµως, καθώς τα τρανζίστορ πολλαπλασιάζονται
η κατανάλωση ενέργειας και η ϑερµότητα που παράγεται πάνω στο chip έχουν κάνει
πολύ δύσκολη την εξέλιξη των επεξεργαστών. Η επίδοση των σειριακών υπολογιστών
έχει ϕτάσει στα όρια της. ΄Ετσι η κοινωνία της πληροφορικής αναγκάζεται να στραφεί
στη λύση των παράλληλων υπολογιστών.

Σε ένα σειριακό υπολογιστή µία ϐελτίωση σε επίπεδο υλικού οδηγεί σε αντίστοιχη
ϐελτίωση και σε επίπεδο λογισµικού. ΄Ετσι οι προγραµµατιστές και οι προµηθευτές
λογισµικού µπορούσαν να ϐασίζονται στο γεγονός ότι σε ταχύτερους υπολογιστές τα
προγράµµατά τους ϑα έτρεχαν πιο γρήγορα. Στους παράλληλους υπολογιστές κάτι
τέτοιο δεν ισχύει. Σε πρώτη ανάλυση µπορεί να ϕαίνεται ότι το να αυξήσουµε τους ε-
πεξεργαστές είναι µία ιδανική λύση για να πετύχουµε επιτάχυνση στα προγράµµατά
µας. Ωστόσο προκύπτουν πολλά Ϲητήµατα κατά την παραλληλοποίηση των εφαρµο-
γών (π.χ. η πρόσβαση πολλών επεξεργαστών σε κοινή µνήµη προκαλεί συµφόρηση
στο διάδροµο δεδοµένων). Με άλλα λόγια αν δεν δοθεί ιδιαίτερη προσοχή κατά την
παραλληλοποίηση µπορεί να µειωθεί η απόδοση πολλών εφαρµογών.

Οι παράλληλοι υπολογιστές έχουν επιφέρει σηµαντικές ϐελτιώσεις σε εφαρµογές
που αφορούν πολλούς τοµείς της επιστήµης (γεωλογία, χηµεία, ϐιολογία), της ϐιο-
µηχανίας (αυτοκινητοβιοµηχανία, ϕαρµακοβιοµηχανία) και σε άλλους τοµείς, π.χ.
µηχανές αναζήτησης στο Web.

Η µεγαλύτερη πρόκληση για τους παράλληλους υπολογιστές είναι η δηµιουρ-
γία κατάλληλου υλικού και λογισµικού το οποίο ϑα ϐοηθάει να γράφονται σωστά
προγράµµατα για αυτά τα συστήµατα τα οποία ϑα τρέχουν αποδοτικά (όσον αφορά
σε ταχύτητα αλλά και σε κατανάλωση ενέργειας) καθώς ο αριθµός των επεξεργαστών
αυξάνεται.
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1.2 Παράλληλες Αρχιτεκτονικές

Σύµφωνα µε την ταξινόµηση του Flynn [2] τα υπολογιστικά συστήµατα κατηγο-
ϱιοποιούνται µε ϐάση το επίπεδο παραλληλισµού που προσφέρουν όσον αφορά τις
εντολές και τα δεδοµένα. ΄Εχουµε έτσι δύο περιπτώσεις όσον αφορά τη ϱοή των εν-
τολών: SI (single instruction), MI (multiple instruction), και δύο περιπτώσεις ϱοής
δεδοµένων: SD (single data), MD (multiple data). Κάθε υπολογιστικό σύστηµα ϑα
έχει ένα τύπο ϱοής εντολών και έναν τύπο ϱοής δεδοµένων, έτσι έχουµε τέσσερις
περιπτώσεις :

• SISD: Ο κλασσικός σειριακός υπολογιστής, δεν παρέχεται καµία παραλληλία,
ούτε σε επίπεδο εντολής ούτε δεδοµένων.

• SIMD: ΄Ενας παράλληλος υπολογιστής που εκτελεί το ίδιο κοµµάτι κώδικα
πάνω σε διαφορετικά δεδοµένα.

• MISD: ∆ιαφορετικά κοµµάτια κώδικα εκτελούνται πάνω στα ίδια δεδοµένα.
Ασυνήθιστη αρχιτεκτονική, χρησιµοποιείται σε ελάχιστα, µη εµπορικά, µηχα-
νήµατα.

• MIMD: Παράλληλος υπολογιστής όπου κάθε επεξεργαστής εκτελεί ξεχωριστό
κοµµάτι κώδικα σε ξεχωριστά δεδοµένα. Η πιο ευρέως χρησιµοποιούµενη
αρχιτεκτονική. Τυπικά παραδείγµατα είναι τα clusters, και τα συστήµατα µε
πολλαπλούς επεξεργαστές.

΄Οπως αναφέρθηκε προηγουµένως η αρχιτεκτονική που χρησιµοποιείται στο µε-
γαλύτερο ποσοστό των παράλληλων υπολογιστικών συστηµάτων είναι η MIMD. Θα
εξετάσουµε τις αρχιτεκτονικές αυτές µε ϐάση την οργάνωση της µνήµης τους. Υπάρ-
χουν τρεις κατηγορίες : αρχιτεκτονικές κοινής µνήµης, αρχιτεκτονικές κατανεµηµέ-
νης µνήµης και υβριδικές αρχιτεκτονικές.

1.2.1 Αρχιτεκτονική κοινής µνήµης

Στις αρχιτεκτονικές κοινής µνήµης δυο ή περισσότεροι επεξεργαστές µοιράζονται
την κεντρική µνήµη του συστήµατος µέσω ενός κοινού διαύλου. Ο κάθε επεξεργα-
στής έχει ξεχωριστή ιεραρχία κρυφών µνηµών. Εδώ είναι σηµαντικό να τονίσουµε
ότι σε τέτοια συστήµατα µπορούν να τρέξουν διεργασίες µε διαφορετικό εικονικό
χώρο διευθύνσεων, ακόµα και αν αυτές µοιράζονται το ϕυσικό χώρο διευθύνσεων.
Οι επεξεργαστές επικοινωνούν µεταξύ τους µέσω καθολικών µεταβλητών, και όλοι οι
επεξεργαστές µπορούν να προσπελάσουν οποιοδήποτε block µνήµης µέσω εντολών
ϕόρτωσης και αποθήκευσης. Η οργάνωση των συστηµάτων αρχιτεκτονικής κοινής
µνήµης ϕαίνεται στο σχήµα 1.1.
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Σχήµα 1.1: Οργάνωση συστήµατος αρχιτεκτονικής κοινής µνήµης.

Οι αρχιτεκτονικές κοινής µνήµης χωρίζονται σε δύο κατηγορίες ανάλογα µε την
οργάνωση της κοινής µνήµης: Στην πρώτη κατηγορία ο χρόνος πρόσβασης στην µνή-
µη είναι σταθερός, ανεξάρτητος του επεξεργαστή που έστειλε το αίτηµα και ανεξάρ-
τητος του block που προσπελαύνεται. Αυτά τα συστήµατα ονοµάζονται Uniform Me-
mory Access (UMA). Στην δεύτερη κατηγορία ανήκουν τα συστήµατα Non-Uniform
Memory Access (NUMA) στα οποία η κοινή µνήµη κατανέµεται σε πολλαπλούς κόµ-
ϐους. Κάθε κόµβος είναι τοπικός σε ένα σύνολο επεξεργαστών και η τοπική πρόσβαση
είναι, γενικά, ταχύτερη από την αποµακρυσµένη πρόσβαση.

Αφού οι επεξεργαστές µοιράζονται δεδοµένα και µπορούν να προσπελαύνουν τον
ίδιο ϕυσικό χώρο διευθύνσεων υπάρχει ο κίνδυνος συγκρούσεων. Αυτό σηµαίνει
ότι µπορεί δύο επεξεργαστές να χρειάζεται να επεξεργαστούν ταυτόχρονα µία κοινή
µεταβλητή. Σε αυτό το σηµείο γίνεται απαραίτητη η χρήση ενός µηχανισµού συγχρο-
νισµού των επεξεργαστών. ΄Ενας τέτοιος µηχανισµός είναι η χρήση κλειδωµάτων για
τις κοινές µεταβλητές. Μόνο ένας επεξεργαστής µπορεί να αποκτήσει το κλείδωµα
και όλοι οι άλλοι επεξεργαστές είναι αναγκασµένοι να τον περιµένουν να τελειώσει.

Η αρχιτεκτονική κοινής µνήµης παρέχει µεγάλη ευκολία στον προγραµµατιστή
καθώς η πρόσβαση στην κοινή µνήµη γίνεται απλά µε εντολές ϕόρτωσης, αποθήκευ-
σης στη µνήµη. ΄Οµως µπορεί να χρησιµοποιηθεί µόνο για λίγους συνδεδεµένους
επεξεργαστές (30 το πολύ), αφού περιορίζεται σε µεγάλο ϐαθµό από το εύρος Ϲώνης
του διαδρόµου και της µνήµης.

1.2.2 Αρχιτεκτονική κατανεµηµένης µνήµης

Στις αρχιτεκτονικές κατανεµηµένης µνήµης κάθε επεξεργαστής έχει ιδιωτική
µνήµη και ιεραρχία κρυφών µνηµών. Οι επεξεργαστές συνδέονται µεταξύ τους µε
ένα δίκτυο διασύνδεσης (π.χ. ethernet, myrinet). Κάθε επεξεργαστής έχει πρόσβα-
ση µόνο στην τοπική µνήµη. Η επικοινωνία µεταξύ των επεξεργαστών γίνεται µέσω
της ανταλλαγής µηνυµάτων πάνω από το δίκτυο διασύνδεσης. Για αυτό το σκοπό
παρέχονται στον προγραµµατιστή ειδικές εντολές αποστολής/λήψης δεδοµένων α-
πό/προς οποιονδήποτε επεξεργαστή. ΄Ενα παράδειγµα συστήµατος κατανεµηµένης
µνήµης παρουσιάζεται στο σχήµα 1.2.
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Σχήµα 1.2: Οργάνωση συστήµατος αρχιτεκτονικής κατανεµηµένης µνήµης.

Αυτή η αρχιτεκτονική χρησιµοποιείται κατά κύριο λόγο σε συστάδες υπολογι-
στών (clusters), όπου πολλοί σειριακοί υπολογιστές συνδέονται µέσω των διασυνδέ-
σεών εισόδου/εξόδου σε κάποιο δίκτυο (π.χ. Ethernet). Ο κάθε υπολογιστής τρέχει
ξεχωριστό αντίγραφο του λειτουργικού συστήµατος.

΄Ενα µειονέκτηµα των clusters, και κατ΄ επέκταση της αρχιτεκτονικής κατανεµη-
µένης µνήµης, είναι το κόστος συντήρησης και διαχείρισης του συστήµατος. Για ένα
cluster µε n διασυνδεδεµένους υπολογιστές το λειτουργικό κόστος είναι περίπου ίσο
µε το κόστος για τη λειτουργία n ξεχωριστών µηχανηµάτων. Αντίθετα σε ένα σύστη-
µα κοινής µνήµης στο οποίο n επεξεργαστές µοιράζονται την ίδια µνήµη το κόστος
συντήρησης και διαχείρισης είναι ίσο µε το αντίστοιχο κόστος για ένα µηχάνηµα.

΄Ενα ακόµα µειονέκτηµα των clusters είναι το εύρος Ϲώνης (bandwidth) και η
ταχύτητα απόκρισης (latency). Στα clusters οι επεξεργαστές συνήθως συνδέονται
µεταξύ τους µέσω των διεπαφών εισόδου/εξόδου, ενώ οι πυρήνες σε ένα πολυπύρηνο
σύστηµα µέσω της διεπαφής της µνήµης. Η διεπαφή της µνήµης έχει υψηλότερο
εύρος Ϲώνης και ταχύτητα απόκρισης, επιτρέποντας ταχύτερη επικοινωνία.

΄Οσον αφορά τον προγραµµατιστή, η παραλληλοποίηση ενός σειριακού προγράµ-
µατος για ένα σύστηµα κατανεµηµένης µνήµης απαιτεί ιδιαίτερο κόπο. ΄Ολο το
ϐάρος για την παραλληλοποίηση της εφαρµογής και του διαµοιρασµού δεδοµένων
ανάµεσα στους επεξεργαστές είναι ευθύνη του. Κάθε επικοινωνία ανάµεσα στους
επεξεργαστές πρέπει να αναγνωριστεί και να υλοποιηθεί ϱητά από τον προγραµµα-
τιστή.

Πέρα από τα παραπάνω µειονεκτήµατα της αρχιτεκτονικής κατανεµηµένης µνή-
µης, υπάρχει και ένα ϐασικό πλεονέκτηµα. Τα συστήµατα αυτά κλιµακώνουν πάρα
πολύ καλά καθώς αυξάνεται ο αριθµός των διαθέσιµων επεξεργαστών. ΄Ετσι υπάρ-
χουν συστήµατα µε εκατοντάδες, ακόµα και χιλιάδες επεξεργαστές.
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1.2.3 Υβριδική αρχιτεκτονική

Η υβριδική αρχιτεκτονική συνδυάζει τις δύο προαναφερθείσες αρχιτεκτονικές. Οι
κόµβοι οι οποίοι συνδέονται µέσω του δικτύου διασύνδεσης αποτελούνται από πολυ-
πύρηνους επεξεργαστές κοινής µνήµης. Η τυπική οργάνωση ενός συστήµατος υβρι-
δικής αρχιτεκτονικής ϕαίνεται στο σχήµα 1.3. Η υβριδική αρχιτεκτονική συνδυάζει
τα πλεονεκτήµατα των δύο παραπάνω αρχιτεκτονικών και για αυτό χρησιµοποιείται
κατά κόρον στα σύγχρονα clusters και στους σύγχρονους υπέρ-υπολογιστές.

Σχήµα 1.3: Οργάνωση συστήµατος υβριδικής αρχιτεκτονικής.

1.3 Παράλληλα Προγραµµατιστικά Μοντέλα

Η σηµαντικότερη πρόκληση που αντιµετωπίζουν οι παράλληλοι υπολογιστές και
η οποία καθορίζει την εξέλιξη τους είναι η ευκολία που παρέχεται στους προγραµ-
µατιστές ώστε να γράφουν παράλληλα προγράµµατα τα οποία είναι κοµψά και απο-
δοτικά. Στόχος των παράλληλων προγραµµατιστικών µοντέλων είναι η δηµιουργία
ενός περιβάλλοντος προγραµµατισµού και εκτέλεσης προγραµµάτων στο οποίο το
λειτουργικό σύστηµα αναλαµβάνει να εκτελέσει το µεγαλύτερο µέρος των λειτουρ-
γιών επιτρέποντας τον προγραµµατιστή να επικεντρωθεί στο κοµµάτι της συγγραφής
αποδοτικού κώδικα, χωρίς να χρειάζεται να ασχοληθεί µε λεπτοµέρειες υλοποίησης.

Αναλογικά µε τις τρεις αρχιτεκτονικές παράλληλων υπολογιστών, και τα προ-
γραµµατιστικά µοντέλα είναι τρία και κατηγοριοποιούνται µε ϐάση τον τρόπο επι-
κοινωνίας ανάµεσα στις διεργασίες. ΄Ετσι έχουµε: µοντέλο κοινού χώρου διευθύν-
σεων, µοντέλο ανταλλαγής µηνυµάτων, υβριδικό µοντέλο. Κάθε προγραµµατιστικό
µοντέλο είναι κατάλληλο για την αντίστοιχη αρχιτεκτονική, ωστόσο είναι δυνατόν να
χρησιµοποιηθεί και σε οποιαδήποτε άλλη, π.χ. σε αρχιτεκτονική κοινής µνήµης
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το µοντέλο ανταλλαγής µηνυµάτων, µε µειωµένες
όµως αποδόσεις.
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1.3.1 Μοντέλο κοινού χώρου διευθύνσεων

Στο µοντέλο κοινού χώρου διευθύνσεων οι διεργασίες επικοινωνούν µέσω µετα-
ϐλητών καθολικής εµβέλειας στον κοινό χώρο διευθύνσεων. Λόγω της ταυτόχρονης
πρόσβασης πολλών επεξεργαστών σε κοινή µνήµη προκύπτουν προβλήµατα όσον α-
ϕορά το συγχρονισµό των προσβάσεων αυτών. Για την επίλυση αυτών των Ϲητηµάτων
χρησιµοποιούνται αλγόριθµοι µε κλειδώµατα και σεµαφόρους.

Το ϑετικό αυτού του µοντέλου όσον αφορά τη σκοπιά του προγραµµατιστή είναι
η ευκολία που του παρέχει. Μέσα στο πρόγραµµα οι προσπελάσεις στις καθολι-
κές µεταβλητές γίνονται µε απλές εντολές ανάγνωσης / εγγραφής στην µνήµη και η
εκάστοτε υλοποίηση του προγραµµατιστικού µοντέλου έχει την ευθύνη για το συγ-
χρονισµό των ταυτόχρονων προσβάσεων.

Υπάρχουν πολλές υλοποιήσεις του προγραµµατιστικού µοντέλου κοινού χώρου
διευθύνσεων, η πιο ευρέως χρησιµοποιούµενη ωστόσο είναι η OpenMP την οποία
και χρησιµοποιούµε στα πειράµατα µας.

1.3.2 Μοντέλο ανταλλαγής µηνυµάτων

Στην αρχιτεκτονική κατανεµηµένης µνήµης όπως αναφέρθηκε σε προηγούµενη
παράγραφο ο κάθε επεξεργαστής έχει ιδιωτική µνήµη. ΄Ετσι στο µοντέλο ανταλλα-
γής µηνυµάτων οι επεξεργαστές (ή ισοδύναµα οι διεργασίες) επικοινωνούν µέσω της
ανταλλαγής µηνυµάτων πάνω στο δίκτυο διασύνδεσης. Από προγραµµατιστικής σκο-
πιάς, υπάρχουν εντολές αποστολής και λήψης µηνυµάτων. Στην πιο απλή µορφή
της µία εντολή αποστολής δέχεται ένα buffer δεδοµένων και ένα αναγνωριστικό του
παραλήπτη. Μία εντολή λήψης ορίζει ένα buffer στο οποίο ϑα αποθηκευθούν τα λη-
ϕθέντα δεδοµένα και το αναγνωριστικό του αποστολέα. ΄Ετσι κάθε εντολή αποστολής
αντιστοιχίζεται µε µία εντολή λήψης όπως ϕαίνεται στο σχήµα 1.4.

Σχήµα 1.4: Λειτουργία αποστολής / λήψης δεδοµένων στο µοντέλο ανταλλαγής
µηνυµάτων.
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Υπάρχουν διάφορα είδη επικοινωνίας µέσω ανταλλαγής µηνυµάτων. Μία κατη-
γοριοποίηση είναι σε σύγχρονη και ασύγχρονη (synchronous asynchronous). Στη
σύγχρονη επικοινωνία απαιτείται κάποιου είδους ¨χειραψία¨ ανάµεσα στις διεργασί-
ες που διαµοιράζονται δεδοµένα. Αυτή η επικοινωνία ονοµάζεται και blocking καθώς
οι συµµετέχουσες διεργασίες αναστέλλουν οποιαδήποτε λειτουργία τους µέχρι την ο-
λοκλήρωση της επικοινωνίας. Στην ασύγχρονη επικοινωνία η διεργασία αποστολέας
στέλνει τα δεδοµένα και συνεχίζει την εκτέλεση της χωρίς να περιµένει τη λήψη τους
από την διεργασία παραλήπτη. Το χρονικό σηµείο στο οποίο ϑα γίνει η λήψη δεν
έχει καµία σηµασία. Η ασύγχρονη επικοινωνία ονοµάζεται και non-blocking.

Η επικοινωνία διαχωρίζεται επίσης σε επικοινωνία Σηµείο-προς-Σηµείο (point-
to-point, P2P) και συλλογική επικοινωνία (collective). Στην επικοινωνία σηµείο-
προς-σηµείο συµµετέχουν µόνο δυο διεργασίες. Μία εξ΄ αυτών έχει το ϱόλο του
αποστολέα και η άλλη του παραλήπτη. Στη συλλογική επικοινωνία παίρνουν µέρος
περισσότερες από δύο διεργασίες οι οποίες συνήθως ανήκουν στην ίδια οµάδα ή
γκρουπ. Παράδειγµα τέτοιας επικοινωνίας είναι το σενάριο στο οποίο µία διεργασία
στέλνει ένα κοµµάτι δεδοµένων σε όλες τις υπόλοιπες, ή όταν όλες οι διεργασίες
χρειάζεται να στείλουν δεδοµένα σε µία συγκεκριµένη.

Οι υλοποιήσεις του µοντέλου ανταλλαγής µηνυµάτων στις πιο πολλές περιπτώ-
σεις προσφέρουν στον προγραµµατιστή µία ϐιβλιοθήκη συναρτήσεων για ενσωµάτω-
ση στον πηγαίο κώδικα.Το MPI το οποίο δηµιουργήθηκε από το MPI Forum είναι
το στάνταρ πρότυπο που καθορίζει το interface των συναρτήσεων που πρέπει να
προσφέρει κάθε υλοποίηση αυτού του µοντέλου.

1.3.3 Υβριδικό µοντέλο

Το υβριδικό προγραµµατιστικό µοντέλο συνδυάζει τα δύο προηγούµενα. Αυτό το
µοντέλο είναι το πιο κατάλληλο για συστοιχίες πολυεπεξεργαστών (clusters). Μέσα
στους κόµβους οι διεργασίες επικοινωνούν µέσω της διαµοιραζόµενης µνήµης, ενώ
διεργασίες που ϐρίσκονται σε διαφορετικό κόµβο επικοινωνούν µέσω του δικτύου
διασύνδεσης, µε ανταλλαγή µηνυµάτων.
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Κεφάλαιο 2

Ο αλγόριθµος Conjugate
Gradient (CG)

2.1 Παρουσίαση

Ο αλγόριθµος Conjugate Gradient (συζυγών κλίσεων) [3] είναι ένας αλγόριθµος
για την αριθµητική επίλυση συστηµάτων γραµµικών διαφορικών εξισώσεων της µορ-
ϕήςAx = b, όπου ο πίνακαςA είναι πραγµατικός και συµµετρικός. Η µέθοδος Con-
jugate Gradient είναι µία επαναληπτική µέθοδος, κι έτσι µπορεί να εφαρµοστεί σε
συστήµατα µε µεγάλους αραιούς πίνακες, όπου είναι αδύνατον να χρησιµοποιήσου-
µε κλασσικές µεθόδους, όπως την αποσύνθεση Cholesky (Cholesky decomposition).
Τέτοια συστήµατα συνήθως προκύπτουν κατά την επίλυση µερικών διαφορικών εξι-
σώσεων. Ο αλγοριθµος CG σε ψευδοκώδικα παρουσιάζεται στον κώδικα 2.1.

Κώδικας 2.1: Ο αλγοριθµος CG σε ψευδοκώδικα.
r0 = b−A · x0
p0 = r0
k = 0

repeat

αk =
rTk ·rk
pTk ·A·p

xk+1 = xk + αk · pk
rk+1 = rk − α ·A · pk
if rk+1 i s su f f i c i en t l y small then ex i t loop endif

βk =
rTk ·rk+1

rTk ·rk
pk+1 = rk+1 + βk · pk
k = k + 1

end repeat
The result is xk+1
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Ο λόγος για τον οποίο επιλέξαµε να ασχοληθούµε µε την ανάλυση του αλγορίθ-
µου CG είναι ότι χρησιµοποιείται ευρέως σε πολλούς επιστηµονικούς τοµείς, όπου
προκύπτουν συστήµατα γραµµικών διαφορικών εξισώσεων µε αραιούς πίνακες, όπως
είναι η ϐιολογία, η µετεωρολογία και οι τηλεπικοινωνίες. Επιπρόσθετα, από τη σκο-
πιά των παράλληλων υπολογιστών παρουσιάζει τις παρακάτω τεχνικές προκλήσεις :

1. Εξάρτηση από τη µορφή της εισόδου: ΄Ενα ιδιαίτερο χαρακτηριστικό του
CG είναι ότι η ταχύτητα εκτέλεσης του εξαρτάται όχι µόνο από το µέγεθος του
αραιού πίνακα αλλά σε µεγάλο ϐαθµό και από τη δοµή του. Αυτό το πρόβληµα
γίνεται ιδιαίτερα έντονο στον παράλληλο CG όπου η δοµή του πίνακα καθορίζει
τη διάσπαση του σε υποπίνακες.

2. ΄Εντονες προσβάσεις στην κύρια µνήµη: Μία από τις πράξεις που περι-
λαµβάνει ο CG είναι ο πολλαπλασιασµός αραιού πίνακα µε διάνυσµα. ΄Οπως
ϑα δούµε σε επόµενη παράγραφο η πράξη αυτή έχει πολύ έντονες προσβάσεις
στην µνήµη. ΄Ετσι η κλιµακωσιµότητα του CG περιορίζεται σε µεγάλο ϐαθµό.

3. Imbalance: Ο διαµερισµός του πίνακα και των διανυσµάτων που συµµετέ-
χουν στον CG είναι µια µεγάλη πρόκληση. ΄Ολοι οι επεξεργαστές πρέπει να
έχουν ίσο ϕόρτο εργασίας ώστε να αποφευχθεί το λεγόµενο imbalance, όπου
πολλοί επεξεργαστές µένουν ανενεργοί περιµένοντας έναν άλλο να τελειώσει
κάποιον υπολογισµό. Κάποιες ϕορές είναι πρακτικά αδύνατο να ϐρεθεί ο κα-
λύτερος δυνατός διαµερισµός των δεδοµένων, αφού εξαρτάται κατά κύριο λόγο
από τη δοµή του αραιού πίνακα. Πρόβληµα imbalance προκύπτει και στην
επικοινωνία ανάµεσα στους επεξεργαστές, όταν κάποιοι επεξεργαστές έχουν
να στείλουν πολύ περισσότερα δεδοµένα από κάποιους άλλους.

4. Επικοινωνία ανάµεσα στους επεξεργαστές: Μεγάλο µέρος του χρόνου
εκτέλεσης του παράλληλου CG σπαταλάται σε ανταλλαγή δεδοµένων ανάµεσα
στους επεξεργαστές. Η µείωση αυτού του χρόνου είναι ένα πολύ δύσκολο Ϲή-
τηµα καθώς δεν υπάρχει συγκεκριµένο ¨µοτίβο¨ επικοινωνίας αλλά το µέγεθος
και το είδος των µηνυµάτων που ανταλλάσσονται εξαρτώνται από τη δοµή του
αραιού πίνακα.

2.2 Αραιοί πίνακες

Αναφέρθηκε παραπάνω ότι η µέθοδος CG µπορεί να χρησιµοποιηθεί και σε
συστήµατα µε µεγάλους αραιούς πίνακες. Οι αραιοί πίνακες είναι πίνακες που
περιέχουν µεγάλο αριθµό µηδενικών στοιχείων. ∆εν υπάρχει κάποιο συγκεκριµένο
κριτήριο για να χαρακτηριστεί ένας πίνακας ως αραιός ή πυκνός, αλλά ένας πίνακας
µπορεί να ϑεωρηθεί αραιός όταν υπάρχουν πλεονεκτήµατα από µια τέτοια, ειδική,
αντιµετώπιση (π.χ. µείωση απαιτούµενου χώρου αποθήκευσης). Για παράδειγµα
ένα ποσοτικό κριτήριο είναι το εξής : ένας πίνακας NxM χαρακτηρίζεται ως αραιός
αν ο αριθµός των µη µηδενικών στοιχείων του είναι τάξεις µεγέθους µικρότερος από
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N ·M . Παραδείγµατα αραιών πινάκων που προκύπτουν από πραγµατικές εφαρµογές
παρουσιάζονται στο Σχηµα 2.1

(a) af_shell9 (b) G3_circuit (c) nd6k

(d) parabolic_fem (e) Si41Ge41H72 (f) thread

Σχήµα 2.1: Παραδείγµατα αραιών πινάκων από πραγµατικές εφαρµογές.

Οι αραιοί πίνακες εµφανίζονται σε πληθώρα επιστηµονικών εφαρµογών, κυρίως
κατά τη µελέτη χαλαρά συνδεδεµένων συστηµάτων (loosely coupled systems). Μία
από τις κυριότερες εφαρµογές των αραιών πινάκων είναι στην επίλυση Μ∆Ε, όπου
το πρόβληµα διακριτοποιείται χρησιµοποιώντας τεχνικές όπως η µέθοδος πεπερα-
σµένων στοιχείων (Finite Element Method - FEM) [3], η οποία συνήθως οδηγεί σε
µεγάλους αραιούς πίνακες, αλλά και η µέθοδος CG, όπως αναφέραµε προηγουµέ-
νως.

Επιπρόσθετα, η ϑεωρία των αραιών πινάκων είναι στενά συνδεδεµένη µε τη ϑε-
ωρία των γράφων. Οι αραιοί πίνακες µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την ανα-
παράσταση µεγάλων γράφων χρησιµοποιώντας λίστες γειτνίασης. Χαρακτηριστικό
παράδειγµα τέτοιου γράφου είναι ο παγκόσµιος ιστός (World Wide Web - WWW)
[4], όπου µία κατευθυνόµενη ακµή από τον κόµβο Α στον κόµβο Β αναπαριστά
την παρουσία ενός συνδέσµου από τη σελίδα Α στη σελίδα Β. Από την άλλη µεριά,
αλγόριθµοι γράφων χρησιµοποιούνται σε προβλήµατα αραιών πινάκων, π.χ. για
διαµερισµό των δεδοµένων του αραιού πίνακα [5, 6]
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2.2.1 Πολλαπλασιασµός αραιού πίνακα µε διάνυσµα

΄Οπως αναφέρθηκε σε προηγούµενη παράγραφο µία από τις πράξεις του CG είναι
ο πολλαπλασιασµός αραιού πίνακα µε διάνυσµα (SpMxV - Spare Matrix x Vector).
Αυτήν είναι και η πράξη του που παρουσιάζει το µεγαλύτερο ερευνητικό ενδιαφέρον
καθώς αποτελεί το µεγαλύτερο µέρος του χρόνου εκτέλεσης. Ο SpMxV συναντάται σε
πληθώρα υπολογιστικών προβληµάτων και αποτελεί ένα από τα επτά σηµαντικότερα
υπολογιστικά προβλήµατα των επόµενων δεκαετιών [7]. Εκτός από τον CG ο SpMxV
είναι η ϐασική πράξη και για άλλες µεθόδους επαναληπτικής επίλυσης συστηµάτων,
όπως η Generalized Minimum Residual (GMRES).

Στην πράξη SpMxV ένας αραιός πίνακας NxM πολλαπλασιάζεται µε ένα πυ-
κνό διάνυσµα (µεγέθους Μ) και το αποτέλεσµα που προκύπτει είναι ένα νέο πυκνό
διάνυσµα (µεγέθους Ν): y = A · x. Μία γενική έκφραση για τα στοιχεία του y είναι :

yi =

M∑
j=1

Aijxj , 1 ≤ i ≤ N

΄Οπως αναφέραµε και προηγουµένως, η πράξη SpMxV είναι εξαιρετικά απαι-
τητική σε εύρος Ϲώνης µνήµης. Συγκεκριµένα σε O(n2) δεδοµένα εκτελεί O(n2)
υπολογισµούς, σε αντίθεση µε άλλα αριθµητικά προβλήµατα, όπως είναι ο πολ-
λαπλασιασµός πινάκων, όπου σε O(n2) δεδοµένα εκτελούνται O(n3) υπολογισµοί.
Επίσης ο SpMxV παρουσιάζει και µία πληθώρα εγγενών προβληµάτων επίδοσης στις
σύγχρονες αρχιτεκτονικές υπολογιστών [8, 9], τα οποία οδηγούν σε πολύ µέτριες
επιδόσεις.

2.2.2 Σχήµατα αποθήκευσης αραιών πινάκων

Οι αραιοί πίνακες που προκύπτουν σε πραγµατικές επιστηµονικές εφαρµογές εί-
ναι πολύ µεγάλοι και είναι ασύµφορο, κάποιες ϕορές αδύνατο, να χρησιµοποιηθούν
οι κλασικοί αλγόριθµοι που χρησιµοποιούνται για τους πυκνούς πίνακες, για την α-
ποθήκευση και επεξεργασία τους. Σε αυτήν την περίπτωση ϑα απαιτούνταν τεράστια
υπολογιστική ισχύ και χωρητικότητα µνήµης. ΄Ετσι για την αποθήκευση και επε-
ξεργασία µεγάλων αραιών πινάκων χρησιµοποιούνται ειδικά σχήµατα αποθήκευσης
και επεξεργασίας.

Τα σχήµατα αποθήκευσης αραιών πινάκων είναι δοµές δεδοµένων που εκµεταλ-
λεύονται την αραιή δοµή του πίνακα ώστε να µειώσουν τον απαιτούµενο χώρο στη
µνήµη και, κατ΄ επέκταση, να ϐελτιώσουν τους αλγορίθµους που χρησιµοποιούνται
για την επεξεργασία τους. Γενικά, τα σχήµατα αυτά αποθηκεύουν µόνο την απαραί-
τητη πληροφορία, δηλαδή τα µη µηδενικά αριθµητικά στοιχεία του πίνακα. Ωστόσο,
είναι απαραίτητο να αποθηκεύεται επιπλέον πληροφορία σχετική µε τη ϑέση αυτών
των στοιχείων. ΄Ετσι τα δεδοµένα των αραιών πινάκων διαχωρίζονται σε δύο κατηγορί-
ες : δεδοµένα δοµής : δεδοµένα που αναπαριστούν τη δοµή του πίνακα και δεδοµένα
τιµών: δεδοµένα που αναπαριστούν τις µη µηδενικές αριθµητικές τιµές του πίνακα.
Στη συνέχεια παρουσιάζονται ορισµένα από τα πιο δηµοφιλή σχήµατα αποθήκευσης.
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Το σχήµα CSR

΄Ενα από τα πιο δηµοφιλή σχήµατα αποθήκευσης αραιών πινάκων είναι το CSR
(Compressed Sparse Row) [3, 10]. Για την αναπαράσταση του πίνακα το CSR χρη-
σιµοποιεί τρεις πίνακες : (α) τον πίνακα values, στον οποίο αποθηκεύονται όλα τα µη
µηδενικά στοιχεία του πίνακα (ϐ) τον πίνακα row_ptr, στον οποίο αποθηκεύεται η
ϑέση του πρώτου µη µηδενικού στοιχείου κάθε γραµµής και (γ) τον πίνακα col_ind,
στον οποίο αποθηκεύεται η στήλη για κάθε µη µηδενικό στοιχείο. ΄Ετσι τα δεδοµένα
δοµής στο σχήµα CSR είναι οι πίνακες row_ptr και col_ind, ενώ τα δεδοµένα τιµών
είναι ο πίνακας values. ΄Ενα παράδειγµα του σχήµατος CSR για έναν πίνακα 6x6
παρουσιάζεται στο σχήµα 2.2.

Σχήµα 2.2: Παράδειγµα του σχήµατος CSR

Οι πίνακες values και col_ind έχουν µέγεθος ίσο µε τον αριθµό των µη µηδενι-
κών στοιχείων, ενώ ο πίνακας row_ptr έχει µέγεθος ίσο µε τον αριθµό των γραµµών
συν ένα. Το σχήµα CSR επιφέρει µία ϐελτίωση στην πράξη SpMxV αλλά το µειο-
νέκτηµα του είναι ότι δεν εκµεταλλεύεται µπλοκ συνεχόµενων στοιχείων του πίνακα
όπως κάνουν τα σχήµατα αποθήκευσης που ϑα δούµε παρακάτω. Η υλοποίηση του
υπολογιστικού πυρήνα SpMxV για το σχήµα CSR παρουσιάζεται στον Κώδικα 2.2.
Ο εξωτερικός ϐρόχος διατρέχει όλες τις γραµµές µέσω του πίνακα row_ptr, ενώ ο
εσωτερικός ϐρόχος υπολογίζει κάθε στοιχείο του διανύσµατος εξόδου.

Κώδικας 2.2: Υλοποίηση της πράξης SpMxV για το σχήµα CSR.
for ( i =0; i <nrows ; i ++)

for ( j =row_ptr [ i ] ; j <row_ptr [ i +1] ; j ++)
y [ i ] += values [ j ]∗x [ col_ind [ j ] ] ;
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Το σχήµα CSR-DU

΄Οπως αναφέραµε προηγουµένως, ένα σηµαντικό µειονέκτηµα του σχήµατος CSR
είναι ότι δεν εκµεταλλεύεται συνεχόµενα µπλοκ µη µηδενικών στοιχείων. Οι αραιοί
πίνακες, που προκύπτουν σε πραγµατικές εφαρµογές, εµφανίζουν συνήθως κάποιες
κανονικότητες στη δοµή τους και έχουν προταθεί διάφορα σχήµατα αποθήκευσης
που προσπαθούν να τις εκµεταλλευτούν. ΄Ενα από αυτά είναι και το σχήµα CSR-
DU.

Το CSR-DU προσπαθεί να εκµεταλλευτεί πυκνές περιοχές του πίνακα, δηλαδή
περιοχές µε στοιχεία που ϐρίσκονται κοντά, χωρίς απαραίτητα να είναι συνεχόµενα.
Οι περιοχές αυτές µπορούν να συνεισφέρουν σηµαντικά στη µείωση του όγκου των
δεδοµένων δοµής, χρησιµοποιώντας κωδικοποίηση δέλτα (delta encoding) στις στή-
λες των στοιχείων (πίνακας col_ind). Κατά την εφαρµογή της κωδικοποίησης δέλτα,
οι δείκτες στηλών αντικαθιστώνται µε τη διαφορά του τρέχοντος δείκτη από τον προη-
γούµενο. Για τα στοιχεία µιας γραµµής, η διαφορά αυτή είναι ϑετική και µικρότερη
ή ίση από την τιµή του δείκτη. Συνεπώς, οι τιµές δέλτα µπορούν να αποθηκευτούν
σε µικρότερου µεγέθους ακέραιους, οδηγώντας σε µείωση του όγκου δεδοµένων.

Ο πίνακας χωρίζεται σε περιοχές, οι οποίες ονοµάζονται units και έχουν µετα-
ϐλητό αριθµό στοιχείων. Για κάθε µία από αυτές τις περιοχές, υπολογίζουµε τη
µέγιστη τιµή δέλτα και επιλέγουµε το ελάχιστο µέγεθος ακεραίου που µπορεί να
αναπαραστήσει αυτή την τιµή για όλες τις τιµές δέλτα της περιοχής.

Το σχήµα CSR-DU λοιπόν χωρίζει τα δεδοµένα δοµής σε περιοχές, τις οποίες
αποθηκεύει σε έναν πίνακα bytes που ονοµάζεται ctl. Η κάθε περιοχή περιορίζεται
σε στοιχεία µιας γραµµής και αποτελείται από δύο µέρη.Το πρώτο µέρος είναι η
επικεφαλίδα, στην οποία αποθηκεύονται οι ιδιότητες της περιοχής, και το δεύτερο
µέρος είναι το σώµα, όπου αποθηκεύονται κωδικοποιηµένες οι τιµές δέλτα. Η επικε-
ϕαλίδα περιέχει δύο πεδία µεγέθους ενός byte: (α) το πεδίο usize, που αναπαριστά
τον αριθµό των στοιχείων της περιοχής και (ϐ) το πεδίο uflags, ένα διάνυσµα bit (bit-
vector) που κωδικοποιεί τα υπόλοιπα χαρακτηριστικά της περιοχής. Αφού το πεδίο
usize έχει µέγεθος ένα byte, ο µέγιστος αριθµός στοιχείων για κάθε περιοχή είναι :
28 = 256. Το µέγεθος των δέλτα τιµών (1,2,4 bytes) του σώµατος κωδικοποιείται
στο uflags, µαζί µε πληροφορία για το αν η συγκεκριµένη περιοχή ξεκινά µία νέα
γραµµή.

Στο σχήµα 2.3 παρουσιάζεται ένα παράδειγµα του σχήµατος CSR-DU, στο οποίο
µία σειρά 8 στοιχείων χωρίζεται σε δύο περιοχές.
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Σχήµα 2.3: Παράδειγµα του σχήµατος CSR-DU

Μία παραλλαγή του σχήµατος CSR-DU αποθηκεύει, σε έναν ακέραιο µεταβλη-
τού µεγέθους στην επικεφαλίδα, την απόσταση από την προηγούµενη περιοχή. ΄Ετσι
αποφεύγεται το πρόβληµα όπου η πρώτη τιµή δέλτα είναι αρκετά µεγαλύτερη από τις
υπόλοιπες και επιβάλλει µεγάλο µέγεθος αποθήκευσης στις υπόλοιπες τιµές. Αυτό
συµβαίνει και στην δεύτερη περιοχή του παραδείγµατος µας. Μία ακόµα παραλ-
λαγή επιτρέπει την αποδοτική αποθήκευση περιοχών µε συνεχόµενα στοιχεία. Σε
αυτήν την περίπτωση δεν αποθηκεύουµε τις τιµές δέλτα, αλλά µόνο τον αριθµό των
συνεχόµενων στοιχείων της περιοχής.

Η υλοποίηση της πράξης SpMxV για το σχήµα αποθήκευσης CSR-DU παρου-
σιάζεται στον κώδικα 2.3.

Το σχήµα CSX

Το σχήµα CSR-DU, στοχεύει στην αξιοποίηση περιοχών, στις οποίες τα µη µηδε-
νικά στοιχεία ϐρίσκονται κοντά. Ωστόσο, λαµβάνει υπόψιν µόνο οριζόντιες περιοχές,
που περιλαµβάνουν δηλαδή στοιχεία της ίδιας γραµµής. Η ιδέα των περιοχών ϑα
µπορούσε να επεκταθεί, ώστε να υποστηρίζονται πολλαπλοί τύποι περιοχών, κάθε
ένας από τους οποίους ϑα αντιστοιχεί σε διαφορετικές κανονικότητες που παρουσιά-
Ϲονται στον πίνακα. Σε αυτήν την περίπτωση, ο πυρήνας SpMxV µπορεί να υλοποι-
ηθεί σε δύο επίπεδα. Στο πρώτο επίπεδο διατρέχονται οι περιοχές, για κάθε µία από
τις οποίες (στο δεύτερο επίπεδο) χρησιµοποιείται ειδικευµένη ϱουτίνα πολλαπλασια-
σµού.

Το CSX ϑεωρεί περιοχές στοιχείων µε σταθερή απόσταση, γενικεύοντας την προ-
σέγγιση του σχήµατος CSR-DU. Συνεπώς, στοιχεία της µορφής: (α, α+δ, α+2δ, . .
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Κώδικας 2.3: Υλοποίηση της πράξης SpMxV για το σχήµα CSR-DU.

do {
usize = ctl_get_u8 ( c t l ) ;
uflags = ctl_get_u8 ( c t l ) ;
i f ( flags_new_row ( uflags ) ) {

y_indx++;
x_indx = 0;

}
switch ( f lags_type ( uflags ) ) {

case CSR_DU_U8:
for ( i =0; i <usize ; i ++) {

x_indx += ctl_get_u8 ( c t l ) ;
y [ y_indx ] += ∗ ( values++) ∗ x [ x_indx ] ;

}
break ;

case CSR_DU_U16:
for ( i =0; i <usize ; i ++) {

x_indx += ctl_get_u16 ( c t l ) ;
y [ y_indx ] += ∗ ( values++) ∗ x [ x_indx ] ;

}
break ;

case CSR_DU_U32:
. . .

}
} while ( values < values_end ) ;
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Κώδικας 2.4: Υλοποίηση SpMxV για οριζόντιες περιοχές στοιχείων µε σταθερή
απόσταση.
xi = x_indx ;
y i = y_indx ;
for ( i =0; i < size ; i ++) {

y [ y i ] += ∗ ( values++) ∗ x [ xi ] ;
x i += DELTA;

}

.) κωδικοποιούνται χρησιµοποιώντας µόνο το πρώτο στοιχείο, τη σταθερή απόστασή
τους και τον αριθµό τους. Η υλοποίηση της πράξης SpMxV για οριζόντιες περιοχές
τέτοιων στοιχείων παρουσιάζεται στον κώδικα 2.4. Οι περιοχές αυτές επεκτείνονται
ώστε να υποστηρίζουν και διαφορετικές κατευθύνσεις, συγκεκριµένα την κάθετη, τη
διαγώνια και την αντί-διαγώνια.

2.3 Πειραµατική πλατφόρµα

2.3.1 Υλικό

Η εκτέλεση των πειραµάτων έγινε σε cluster που αποτελείται από δεκαέξι κόµ-
ϐους, καθένας εκ των οποίων αποτελείται από δύο επεξεργαστές τεσσάρων πυρήνων.
Οι κόµβοι συνδέονται σε δίκτυο µεταξύ τους µέσω ενός δικτύου Ethernet. Οι δεκα-
τρείς κόµβοι έχουν επεξεργαστές Intel Clovetown και οι υπόλοιποι τρεις Intel Har-
pertown. Η αρχιτεκτονική είναι κοινή σε όλους τους κόµβους, ϕαίνεται στο σχήµα
2.4, η µόνη διαφορά τους είναι το µέγεθος της κρυφής µνήµης δευτέρου επιπέδου
(L2 cache). Στον Clovertown έχουµε 8MB (2x4MB), ενώ στον Harpertown 12MB
(2x6MB). Και οι δύο επεξεργαστές λειτουργούν σε συχνότητα 2 GHz, ενώ περιέχουν
δυο ιδιωτικές κρυφές µνήµες L1 µεγέθους 32 KB (εντολών και δεδοµένων).
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Σχήµα 2.4: Η αρχιτεκτονική κάθε κόµβου.

2.3.2 Λογισµικό

Σε όλους τους κόµβους είναι εγκατεστηµένο το λειτουργικό σύστηµα Linux 64-bit
στην έκδοση 2.6.38 του πυρήνα. Για την µεταγλώττιση των προγραµµάτων χρησι-
µοποιήσαµε την έκδοση 4.6.2 του gcc. Για την παραλληλοποίηση του αλγορίθµου
χρησιµοποιήθηκαν δύο εργαλεία : η υλοποίηση OpenMPI (έκδοση 1.4.3) του προ-
τύπου ανταλλαγής µηνυµάτων MPI και η ϐιβλιοθήκη έτοιµων συναρτήσεων OpenMP
για τη γλώσσα C.

Επιπρόσθετα, περιορίσαµε τις διεργασίες σε συγκεκριµένους επεξεργαστές χρη-
σιµοποιώντας την παράµετρο εκτέλεσης του OpenMPI, –bind-to-core και την κλήση
συστήµατος sched_setaffinity(). Τέλος χρησιµοποιήσαµε τη ϐιβλιοθήκη CBLAS, η
οποία παρέχει ϱουτίνες για ϐασικές πράξεις γραµµικής άλγεβρας (π.χ. πολλαπλα-
σιασµός δύο διανυσµάτων), και τη ϐιβλιοθήκη METIS [12, 13] για την αναδιάταξη
και το διαµερισµό των πινάκων.

2.3.3 Σύνολο αραιών πινάκων

Για το σκοπό των πειραµάτων χρησιµοποιήσαµε ένα σύνολο έξι αραιών πινάκων
οι οποίοι έχουν προκύψει από πραγµατικές εφαρµογές. Και οι έξι πίνακες είναι συµ-
µετρικοί και πραγµατικοί. Στον πίνακα 2.1 αναφέρονται τα ϐασικά χαρακτηριστικά
τους, ενώ στο σχήµα 2.5 ϕαίνεται η δοµή τους.
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όνοµα N (·103) nnz (·106) µέγεθος(MB)
af_shell10 1,508.0 52.6 608.5
boneS10 914.8 55.4 638.2
F1 343.7 26.8 308.4
inline_1 503.7 36.8 423.2
ldoor 952.2 46.5 536.0
nd24k 72.0 28.7 328.9

Πίνακας 2.1: Σύνολο πινάκων που χρησιµοποιήθηκαν στη εκτέλεση των πειραµά-
των. Οι στήλες περιέχουν τα χαρακτηριστικά των πινάκων: Ν είναι ο αριθµός των
στηλών και γραµµών του πίνακα σε χιλιάδες, nnz ο αριθµός των µη µηδενικών στοι-
χείων σε εκατοµµύρια και το µέγεθος είναι το µέγεθος του πίνακα όταν αποθηκεύεται
µε το σχήµα CSR.

(a) af_shell10 (b) boneS10 (c) F1

(d) inline_1 (e) ldoor (f) nd24k

Σχήµα 2.5: Η δοµή των αραιών πινάκων που χρησιµοποιήθηκαν στην πειραµατική
εκτέλεση.

26



2.4 Υλοποίηση του αλγορίθµου CG

2.4.1 Σειριακός

Η υλοποίηση του σειριακού αλγορίθµου CG παρουσιάζεται στον κώδικα 2.5 ε-
νώ στον πίνακα 2.2 παρουσιάζεται εν συντοµία η λειτουργία των συναρτήσεων που
χρησιµοποιήθηκαν.

Κώδικας 2.5: Υλοποίηση σειριακού αλγορίθµου CG.
spm_vec_init_value ( x , 0.01) ; // x0

spm_csr_mulv (A, x , z ) ; // z = A · x0
spm_vec_axpyz(−1, z , b , r ) ; // r0 = b−A · x0

spm_vec_copy ( r , p ) ; // p0 = r0

for ( k = 0; k < MAX_ITER; k++) {

spm_csr_mulv (A, p , z ) ; // z = A · pk

rr = cblas_ddot (N, rv , 1 , rv , 1 ) ;
zp = cblas_ddot (N, zv , 1 , pv , 1 ) ;

alpha = rr / zp ; // α =
rTk ·rk

pT
k ·A·pk

cblas_daxpy (N, alpha , pv , 1 , xv , 1 ) ; // xk+1 = xk + α · pk

cblas_daxpy (N, −alpha , zv , 1 , rv , 1 ) ; // rk+1 = rk − α ·A · pk

rr_new = cblas_ddot (N, rv , 1 , rv , 1 ) ;

beta = rr_new / rr ; // βk =
rTk+1·rk+1

rTk ·rk

spm_vec_axpyz ( beta , p , r , p ) ; // pk+1 = rk+1 + βk · pk

}

2.4.2 Παράλληλος

Η παραλληλοποίηση του CG είναι µία, σχετικά, εύκολη διαδικασία. Ωστόσο,
υπάρχουν δύο σηµαντικά ϑέµατα, τα οποία πρέπει να ληφθούν υπόψη: Ο διαµερι-
σµός των δεδοµένων (data partitioning) και η ισοκατανοµή του ϕόρτου εργασίας και
επικοινωνίας (Load / Communication balance).
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΄Ονοµα Περιγραφή
spm_vec_init_value(x, 0.01); Αρχικοποιεί το διάνυσµα x στην τιµή

0.01
spm_csr_mulv(A, x, z); Υλοποιεί τον πολλαπλασιασµό αραιού

πίνακα µε διάνυσµα. Το διάνυσµα x
πολλαπλασιάζεται µε τον αραιό πίνακα
Α και το αποτέλεσµα αποθηκεύεται στο
διάνυσµα z.

spm_vec_axpyz(-1, z, b, r); Το πρώτο όρισµα (εδώ το -1), που είναι
ένας ακέραιος, πολλαπλασιάζεται µε το
διάνυσµα του δεύτερου ορίσµατος (εδώ
το z) και στο αποτέλεσµα προστίθεται
το διάνυσµα του τρίτου ορίσµατος (εδώ
το b). Το συνολικό αποτέλεσµα αποθη-
κεύεται στο διάνυσµα r.

spm_vec_copy(r, p); Τα στοιχεία του διανύσµατος r αντιγρά-
ϕονται στα στοιχεία του διανύσµατος p.

cblas_ddot(N, rv, 1, rv, 1); Ρουτίνα της ϐιβλιοθήκης CBLAS. Υπο-
λογίζει το εσωτερικό γινόµενο του δεύ-
τερου και τέταρτου ορίσµατος (εδώ r *
r). Το Ν είναι η διάσταση των διανυ-
σµάτων και τα άλλα δύο ορίσµατα έ-
χουν να κάνουν µε την εσωτερική υλο-
ποίηση της συνάρτησης και δε ϑα µας
απασχολήσουν.

cblas_daxpy(N, alpha, pv, 1, xv, 1); Ρουτίνα της ϐιβλιοθήκης CBLAS. Πολ-
λαπλασιάζει το διάνυσµα στο τρίτο ό-
ϱισµα µε τον ακέραιο στο δεύτερο ό-
ϱισµα, στο αποτέλεσµα προστίθεται το
διάνυσµα στο πέµπτο όρισµα και στο
ίδιο διάνυσµα αποθηκεύεται το τελικό
αποτέλεσµα.

Πίνακας 2.2: Περιγραφή των συναρτήσεων που χρησιµοποιούνται στον κώδικα 2.5

∆ιαµερισµός δεδοµένων (Data partitioning)

Η επιλογή κατάλληλου τρόπου διαµοιρασµού των στοιχείων του πίνακα Α είναι
κρίσιµη για την επίδοση του παράλληλου CG. Υπάρχουν διάφορα σχήµατα διαµε-
ϱισµού δεδοµένων για αραιούς πίνακες, εµείς στα πειράµατα µας χρησιµοποιήσαµε
τον διαµερισµό ανά γραµµές χοντρού κόκκου [14], όπου ο κάθε επεξεργαστής α-
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ναλαµβάνει ένα µπλοκ συνεχόµενων γραµµών του πίνακα, και τον διαµερισµό µε
χρήση ενός αλγορίθµου για διαµερισµό γράφων (METIS). Θα αναφερθούµε εκτενέ-
στερα και στις δύο µεθόδους σε επόµενες παραγράφους.

Σηµαντικό ϱόλο παίζει και η επιλογή του σχήµατος διαµερισµού των διανυσµά-
των. Για τα διανύσµατα r και x η επιλογή είναι εύκολη, κάθε επεξεργαστής ανα-
λαµβάνει τα στοιχεία των διανυσµάτων που αντιστοιχούν στις γραµµές του πίνακα
που του έχουν ανατεθεί. Η διάσπαση του διανύσµατος p είναι και το πιο περίπλο-
κο Ϲήτηµα όσον αφορά τα διανύσµατα. Το πρόβληµα έγκειται στο γεγονός ότι οι
προσβάσεις που κάνει ο κάθε επεξεργαστής στα στοιχεία του p εξαρτώνται από τη
δοµή του υπό-πίνακα και είναι αδύνατο να προβλεφθούν. Η πιο απλή λύση είναι
να κρατάει ο κάθε επεξεργαστής ένα πλήρες αντίγραφο του p, έτσι όµως έχουµε
έντονη επικοινωνία ανάµεσα στους επεξεργαστές. Η δεύτερη λύση που εξετάζουµε
είναι ο κάθε επεξεργαστής να λαµβάνει ακριβώς τα στοιχεία που χρειάζεται, κάτι που
απαιτεί αρκετό χρόνο preprocessing αλλά µειώνει σε πολύ µεγάλο ϐαθµό, όπως ϑα
δούµε, την επικοινωνία. Επίσης µπορεί να προκαλέσει imbalance στην επικοινωνία.
Παρακάτω ϑα εξετάσουµε και τις δύο λύσεις µε περισσότερη λεπτοµέρεια.

Ισοκατανοµή ϕόρτου εργασίας και επικοινωνίας (Load / Communica-
tion balance)

Το σηµαντικότερο ίσως Ϲήτηµα που προκύπτει κατά την παραλληλοποίηση του
CG είναι η ισοκατανοµή του ϕόρτου εργασίας και επικοινωνίας ανάµεσα στους επε-
ξεργαστές. ΄Οσον αφορά το κοµµάτι των υπολογισµών η λύση είναι να αναλαµβάνουν
όλοι οι επεξεργαστές περίπου ίσο αριθµό µη µηδενικών στοιχείων και γραµµών του
πίνακα Α. Για την ισοκατανοµή του ϕόρτου επικοινωνίας τη λύση δίνει ο αλγόριθµος
METIS, αφού κατά τον διαµερισµό του πίνακα Α λαµβάνει υπόψη και το ϕόρτο επι-
κοινωνίας.

Παρατηρώντας τον σειριακό κώδικα ϐλέπουµε ότι µέσα στον ϐρόχο επανάληψης, ο
οποίος αποτελεί και το ουσιαστικό κοµµάτι του αλγορίθµου, έχουµε την αλληλουχία
πράξεων :

→ spmv: z = A · p

→ ddot: rr = r · r

→ ddot: zp = z · p = p ·A · p

→ daxpy: x = x+ α · p

→ daxpy: r = r − α · z = r − α ·A · p

→ ddot: rr_new = r · r

→ daxpy: p = r + β · p
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΄Οσον αφορά στο κοµµάτι της επικοινωνίας ανάµεσα στους επεξεργαστές, οι πε-
ϱιπτώσεις όπου απαιτείται ανταλλαγή µηνυµάτων είναι : (α) ένα reduction µετά α-
πό κάθε τοπικό εσωτερικό γινόµενο, και (ϐ) ένα gather όπου ο κάθε επεξεργαστής
λαµβάνει τα απαραίτητα στοιχεία του διανύσµατος p. ΄Ετσι προκύπτει η παρακάτω
αλληλουχία πράξεων :

→ spmv: z = A · p

→ ddot: rr = r · r

→ reduce: όλα τα τοπικά r · r

→ ddot: zp = z · p = p ·A · p

→ reduce: όλα τα τοπικά z · p

→ daxpy: x = x+ α · p

→ daxpy: r = r − α · z = r − α ·A · p

→ ddot: rr_new = r · r

→ reduce: όλα τα τοπικά r · r

→ daxpy: p = r + β · p

→ gather: Κάθε επεξεργαστής στέλνει και λαµβάνει τα στοιχεία του διανύσµατος
p που χρειάζεται.

Ο κώδικας που υλοποιεί τον παράλληλο αλγόριθµο CG είναι ο κώδικας 2.6. Ο
κώδικας αυτός παραµένει αναλλοίωτος σε όλες τις υλοποιήσεις που ϑα παρουσιά-
σουµε παρακάτω. Αυτό που αλλάζει είναι ο διαµερισµός του πίνακα Α και ο τρόπος
διανοµής του διανύσµατος p στο σύνολο των επεξεργαστών.

Κώδικας 2.6: Υλοποίηση παράλληλου αλγορίθµου CG.
for ( i = 0; i < MAX_ITER; i ++) {

spm_csr_mulv ( Al , p , z l ) ; //z = Ap

l r r = cblas_ddot ( l_nr_rows , rlv , 1 , rlv , 1 ) ;
MPI_Allreduce(& lrr , &rr , 1 , . . . ) ;

lzp = cblas_ddot ( l_nr_rows , zlv , 1 , plv , 1 ) ;
MPI_Allreduce(&lzp , &zp , 1 , . . . ) ;

alpha = rr / zp ;

cblas_daxpy ( l_nr_rows , alpha , plv , 1 , xlv , 1 ) ; //x = x + alpha∗p
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cblas_daxpy ( l_nr_rows , −alpha , zlv , 1 , rlv , 1 ) ; //r = r − alpha∗A∗p

lrr_new = cblas_ddot ( l_nr_rows , rlv , 1 , rlv , 1 ) ;

MPI_Allreduce(&lrr_new , &rr_new , 1, . . . ) ;
beta = rr_new / rr ;

spm_vec_axpyz ( beta , pl , r l , pl ) ; // p = r + beta∗p

MPI_Allgatherv ( plv , l_nr_rows , . . . ) ;

}

2.4.3 Μετρήσεις πειραµατικής διαδικασίας

Με ϐάση όσα είπαµε προηγουµένως το ϐασικό κοµµάτι του παράλληλου αλγό-
ϱιθµου CG αποτελείται από πέντε ϐασικά µπλοκ: spmv, ddot, daxpy όσον αφορά
το υπολογιστικό µέρος, και reduce, gather όσον αφορά το κοµµάτι της επικοινωνίας
ανάµεσα στους επεξεργαστές. Αντίστοιχα, οι χρόνοι που ϑα χρησιµοποιήσουµε για
την αξιολόγηση της εκάστοτε υλοποίησης είναι :

1. spmv: Ο χρόνος που σπαταλάται στην εκτέλεση του πολλαπλασιασµού πίνακα
µε διάνυσµα.

2. ddot: Ο χρόνος για την εκτέλεση των τριών εσωτερικών γινοµένων.

3. daxpy: Ο χρόνος για την εκτέλεση των δυο πράξεων πολλαπλασιασµού δια-
νύσµατος µε σταθερά και πρόσθεση σε διάνυσµα.

4. reduce: Ο χρόνος που σπαταλάται στο reduction των επιµέρους εσωτερικών
γινοµένων για τον υπολογισµό του συνολικού.

5. gather: Ο χρόνος που απαιτείται ώστε όλοι οι επεξεργαστές να στείλουν και
να λάβουν τα κοµµάτια του διανύσµατος p που απαιτούνται.

6. total: Ο συνολικός χρόνος εκτέλεσης του αλγορίθµου, που προκύπτει ως
άθροισµα των πέντε παραπάνω χρόνων.
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2.5 CG Scatter

2.5.1 Υλοποίηση

Σε αυτήν την πρώτη υλοποίηση του παράλληλου αλγορίθµου CG έχουµε κάνει
τις εξής επιλογές :

→ Ο πίνακας Α διασπάται, µε τη µέθοδο του διαµερισµού ανά γραµµές χοντρού
κόκκου, σε οριζόντια µπλοκ γραµµών µε περίπου ίσο αριθµό µη µηδενικών
στοιχείων. Σε κάθε επεξεργαστή ανατίθεται και ένα µπλοκ. Στον ίδιο επεξερ-
γαστή ανατίθενται τα αντίστοιχα µπλοκ των διανυσµάτων r, x. ΄Ετσι σε κάθε
επεξεργαστή έχουµε έναν τοπικό υπό-πίνακα Al και δυο τοπικά διανύσµατα
rl, xl.

→ Κάθε επεξεργαστής αναλαµβάνει να υπολογίσει το αντίστοιχο µπλοκ του δια-
νύσµατος p και να το στείλει σε όλους τους άλλους. ΄Ετσι έχουµε σε κάθε
επεξεργαστή ένα τοπικό διάνυσµα pl και ένα τοπικό πλήρες αντίγραφο του p.

Ο διαµερισµός των δεδοµένων για την υλοποίηση CG Scatter παρουσιάζεται γραφικά
στο σχήµα 2.6.

Σχήµα 2.6: Ο διαµερισµός των δεδοµένων για την υλοποίηση CG Scatter

Το πρόβληµα σε αυτήν την υλοποίηση, όπως ϑα ϕανεί και στα πειράµατα, είναι
ότι απαιτείται πολύ µεγάλος όγκος επικοινωνίας. Κάθε επεξεργαστής στέλνει σε
όλους τους υπόλοιπους το τοπικό διάνυσµα pl. ΄Ετσι αν έχουµε p επεξεργαστές και
το µέγεθος του διανύσµατος p είναι Ν κάθε επεξεργαστής ϑα αναλάβει N

p στοιχεία. Σε
κάθε επανάληψη του κυρίως ϐρόχου κάθε επεξεργαστής ϑα στέλνει p-1 µηνύµατα
µεγέθους N

p . Οπότε συνολικά ο όγκος της επικοινωνίας που απαιτείται σε κάθε
επανάληψη είναι p× N

p × (p− 1) = N × (p− 1). Στον πίνακα 2.3 παρουσιάζεται ο
συνολικός όγκος επικοινωνίας που πραγµατοποιείται σε κάθε επανάληψη του κυρίως
ϐρόχου.
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΄Ογκος επικοινωνίας σε MB

΄Ονοµα N (·103) Αριθµός επεξεργαστών
2 4 8 16

af_shell10 1,508.0 11.51 34.52 80.54 172.58
boneS10 914.8 6.98 20.94 48.86 104.7
F1 343.7 2.62 7.87 18.36 39.34
inline_1 503.7 3.84 11.53 26.9 57.65
ldoor 952.2 7.26 21.79 50.85 108.97
nd24k 72.0 0.55 1.65 3.85 8.24

Αριθµός επεξεργαστών
32 64 96 128

af_shell10 1,508.0 356.67 724.85 1093.03 1461.21
boneS10 914.8 216.38 439.75 663.11 886.47
F1 343.7 81.31 165.24 249.18 333.11
inline_1 503.7 119.13 242.11 365.09 488.06
ldoor 952.2 225.21 457.68 690.15 922.62
nd24k 72.0 17.03 34.61 52.19 69.76

Πίνακας 2.3: Ο όγκος επικοινωνίας για κάθε εκτέλεση του κυρίως ϐρόχου του
προγράµµατος, για κάθε πίνακα και κάθε διαφορετικό αριθµό επεξεργαστών, στην
υλοποίηση Scatter. Τα στοιχεία του p έχουν µέγεθος 8 bytes συνεπώς ο όγκος
επικοινωνίας σε κάθε περίπτωση υπολογίζεται ως N∗(p−1)∗8

220
.

Από την άλλη η υλοποίηση αυτήν αναµένουµε ότι δε ϑα παρουσιάζει πρόβληµα
imbalance αφού τα µη µηδενικά στοιχεία µοιράζονται εξίσου στο σύνολο των επεξερ-
γαστών (ισορροπία όσον αφορά στο κοµµάτι των υπολογισµών) και ο κάθε επεξεργα-
στής έχει περίπου ίσο αριθµό στοιχείων του p που πρέπει να στείλει (ισορροπία όσον
αφορά στο κοµµάτι της επικοινωνίας).

2.5.2 Πειραµατική αξιολόγηση

Στο σχήµα 2.7 ϕαίνεται για κάθε πίνακα και κάθε διαφορετικό αριθµό επε-
ξεργαστών η κατανοµή του συνολικού χρόνου. Στον σειριακό αλγόριθµο ο spmv
καταλαµβάνει το µεγαλύτερο µέρος του χρόνου εκτέλεσης αλλά όσο αυξάνονται οι
επεξεργαστές, το gather γίνεται ο κυρίαρχος όρος.

Στο σχήµα 2.8 παρουσιάζονται όλοι οι χρόνοι για όλους τους πίνακες. Βλέπουµε
ότι οι λειτουργίες spmv, ddot, daxpy κλιµακώνουν σε αρκετά ικανοποιητικό ϐαθµό.
Το gather, όπως ήταν αναµενόµενο, αυξάνεται εκθετικά µε την αύξηση των επεξερ-
γαστών. Επίσης οι πίνακες µε µεγαλύτερο αριθµό γραµµών έχουν και υψηλότερο
gather.

Το reduce έχει µία συµπεριφορά που χρειάζεται να εξετάσουµε αναλυτικότερα.
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Το reduce είναι µία λειτουργία της οποίας ο χρόνος εκτέλεσης δεν εξαρτάται από
το µέγεθος και τη δοµή του πίνακα, αλλά µόνο από τον αριθµό των επεξεργαστών.
΄Ετσι ϑα περιµέναµε ότι για κάθε πίνακα ϑα είχαµε περίπου ίσο reduce για ίδιο α-
ϱιθµό επεξεργαστών, κάτι το οποίο δε συµβαίνει όπως ϕαίνεται και στο σχήµα 2.8d.
Ενδεχόµενο imbalance, είτε στο κοµµάτι των υπολογισµών είτε στο κοµµάτι της ε-
πικοινωνίας, ανάµεσα στις διεργασίες ϑα εξηγούσε την αύξηση του µέσου reduce.
Στο σχήµα 2.9 παρουσιάζεται για κάθε λειτουργία η διαφορά µεταξύ των διεργασιών
που έχουν τον µέγιστο και ελάχιστο χρόνο, ως ένα µέτρο του imbalance για κάθε
ξεχωριστή λειτουργία. Βλέπουµε ότι σε όλους του πίνακες το imbalance στο gather
ακολουθεί το imbalance του reduce. Αυτό µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι έχου-
µε πρόβληµα imbalance στο gather το οποίο αποτυπώνεται και στο reduce αφού
διεργασίες µε µικρό gather έχουν µεγάλο χρόνο αναµονής στο reduce και αντίθετα.
΄Οµως, όπως αναφέρθηκε προηγουµένως, ο ϕόρτος υπολογισµών και επικοινωνίας
είναι περίπου ίσος για κάθε διεργασία, άρα οδηγούµαστε στην υπόθεση ότι το imba-
lance οφείλεται σε συµφόρηση του διαύλου της κοινής µνήµης που χρησιµοποιείται
για αποστολή / λήψη µηνυµάτων ανάµεσα σε επεξεργαστές που ανήκουν στον ίδιο
κόµβο. Αυτός ο ισχυρισµός ενισχύεται από το γεγονός ότι το imbalance γίνεται αρ-
κετά µεγάλο αφού ξεπεράσουµε τους 16 επεξεργαστές, αφού δηλαδή αρχίσουµε να
τοποθετούµε περισσότερες από µία διεργασίες σε κάθε κόµβο.

Αξιοσηµείωτο είναι επίσης το γεγονός ότι παρατηρούµε πολύ µεγάλη αύξηση στον
ελάχιστο χρόνο reduce. Θα περίµενε κανείς ότι τουλάχιστον µία διεργασία (αυτή µε
τον υψηλότερο χρόνο gather) ϑα είχε πολύ µικρό reduce. ΄Οµως όπως παρατηρούµε
στο σχήµα 2.10 ακόµα και το ελάχιστο reduce είναι αρκετά υψηλό για περισσότερες
από 16 διεργασίες. Επίσης ϐλέπουµε ότι το ελάχιστο reduce αυξάνεται ανάλογα
µε τον αριθµό των γραµµών του πίνακα (µεγαλύτεροι πίνακες έχουν υψηλότερο
ελάχιστο reduce). Οι δύο τελευταίες επισηµάνσεις µας οδηγούν στο συµπέρασµα ότι
και η αύξηση του reduce οφείλεται στη συµφόρηση των διαύλων κοινής µνήµης των
κόµβων.
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(a) af_shell10 (b) boneS10

(c) F1 (d) inline_1

(e) ldoor (f) nd24k

Σχήµα 2.7: Κατανοµή του συνολικού χρόνου εκτέλεσης για κάθε πίνακα στην υλο-
ποίηση CG Scatter.
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(a) spmv (b) ddot

(c) daxpy (d) reduce

(e) gather

Σχήµα 2.8: Χρόνοι εκτέλεσης για κάθε πίνακα στην υλοποίηση CG Scatter.
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(a) af_shell10 (b) boneS10

(c) F1 (d) inline_1

(e) ldoor (f) nd24k

Σχήµα 2.9: ∆ιαφορά µεγίστου - ελαχίστου για κάθε χρόνο για κάθε πίνακα στην
υλοποίηση CG Scatter.
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Σχήµα 2.10: Το ελάχιστο reduce για όλους τους πίνακες στην υλοποίηση CG Scat-
ter.
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2.6 CG processor-to-processor (P2P)

2.6.1 Υλοποίηση

΄Οπως είδαµε προηγουµένως το κυριότερο πρόβληµα της Scatter υλοποίησης
είναι ο µεγάλος όγκος επικοινωνίας που απαιτείται ανάµεσα στους επεξεργαστές,
και αφορά το κοµµάτι του διαµοιρασµού του διανύσµατος p. Κάθε επεξεργαστής,
αφού υπολογίσει το µπλοκ του διανύσµατος p που του έχει ανατεθεί, το στέλνει
σε όλους τους υπόλοιπους επεξεργαστές. ΄Οµως στην πράξη spmv που συµµετέχει
το διάνυσµα p χρησιµοποιείται µόνο ένα µικρό κοµµάτι των στοιχείων του σε κάθε
επεξεργαστή, λόγω της αραιής δοµής του τοπικού πίνακα Al. Για παράδειγµα στο
σχήµα 2.11, όπου ένας αραιός πίνακας 7x14 (µε σκούρο χρώµα ϕαίνονται τα µη
µηδενικά στοιχεία του) πολλαπλασιάζεται µε ένα διάνυσµα 14 στοιχείων, µόνο τα
4 από τα 14 στοιχεία του διανύσµατος χρησιµοποιούνται. Με ϐάση τα παραπάνω
καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι µεγάλο µέρος των µηνυµάτων που ανταλλάσσονται
µεταξύ των επεξεργαστών στην υλοποίηση scatter δεν είναι απαραίτητο.

Σχήµα 2.11: Πολλαπλασιασµός αραιού πίνακα µε διάνυσµα. Βλέπουµε ότι µόνο
ένα µικρό µέρος των στοιχείων του διανύσµατος χρησιµοποιούνται.

Το επόµενο ϐήµα λοιπόν είναι η υλοποίηση P2P (Processor-to-Processor). Σε
αυτήν την υλοποίηση κάθε επεξεργαστής κρατάει πληροφορίες σχετικά µε το ποια
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στοιχεία του p του ανήκουν και ποια στοιχεία του πρέπει να στείλει ή να παραλάβει
και σε ποιους επεξεργαστές. ΄Εχουµε λοιπόν τις πληροφορίες που αφορούν την
αποστολή δεδοµένων από κάποιο επεξεργαστή προς τους άλλους όπου έχουµε τις
παρακάτω τοπικές µεταβλητές :

→ Μία µεταβλητή p_nr_rows_send, όπου αποθηκεύεται ο συνολικός αριθµός των
στοιχείων του p που ϑα στείλει προς άλλους επεξεργαστές.

→ ∆ύο πίνακες p_rows_to_send[] και p_rows_receivers[]. Και οι δύο έχουν µέγε-
ϑος p_nr_rows_send. Στον πρώτο πίνακα κρατάµε τον αριθµό της στήλης κάθε
στοιχείου του p που πρέπει να στείλει ο επεξεργαστής και στον δεύτερο πίνα-
κα το αναγνωριστικό του επεξεργαστή στον οποίο ϑα αποσταλεί το αντίστοιχο
στοιχείο.

→ ΄Εναν πίνακα p_nr_rows_to_send_to_each_proc[], µεγέθους ίσου µε τον αριθµό
των επεξεργαστών. Σε κάθε ϑέση i του εν λόγω πίνακα αποθηκεύεται ο αριθµός
των στοιχείων του p που ο επεξεργαστής ϑα στείλει στον i-οστό επεξεργαστή.

Στις πληροφορίες που κρατάει ο επεξεργαστής και αφορούν την παραλαβή στοι-
χείων του διανύσµατος p έχουµε:

→ Μία µεταβλητή p_nr_rows_needed, όπου αποθηκεύεται ο αριθµός των στοι-
χείων του p που πρέπει να παραλάβει από άλλους επεξεργαστές.

→ ∆ύο πίνακες p_rows_needed[] και p_rows_recv_from[]. Και οι δύο έχουν µέ-
γεθος p_nr_rows_needed. Στον πρώτο πίνακα κρατάµε τον αριθµό της στήλης
κάθε στοιχείου του p που πρέπει να παραλάβει ο επεξεργαστής και στον δεύ-
τερο πίνακα το αναγνωριστικό του επεξεργαστή από τον οποίο ϑα αποσταλεί το
αντίστοιχο στοιχείο.

→ ΄Εναν πίνακα p_nr_rows_needed_from_each_proc[], µε µέγεθος ίσο µε τον α-
ϱιθµό των επεξεργαστών. Σε κάθε ϑέση i του εν λόγω πίνακα αποθηκεύεται ο
αριθµός των στοιχείων του p που ο επεξεργαστής ϑα παραλάβει από τον i-οστό
επεξεργαστή.

Στο σχήµα 2.12 ϕαίνονται οι πληροφορίες που κρατάνε οι δύο επεξεργαστές για
το διαµερισµό ενός πίνακα 14x14. Για τον ίδιο πίνακα ο όγκος επικοινωνίας που
ϑα απαιτούνταν για την υλοποίηση Scatter είναι N × (p − 1) = 14 × (2 − 1) = 14
στοιχεία, αντίθετα τώρα ο απαιτούµενος όγκος είναι 8 στοιχεία (4 από τον processor
0 προς τον processor 1 και 4 προς την αντίθετη κατεύθυνση). ΄Εχουµε δηλαδή 42%
µείωση ϕόρτου επικοινωνίας.

Στο πίνακα 2.4 παρουσιάζεται για κάθε πίνακα και για περισσότερους από 16
επεξεργαστές ο όγκος επικοινωνίας που απαιτείται για την εκτέλεση κάθε επανάλη-
ψης του ϐρόχου της υλοποίησης P2P, καθώς και η επί τοις εκατό µείωση του σε
σχέση µε τον αντίστοιχο όγκο επικοινωνία της υλοποίησης Scatter.
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Σχήµα 2.12: ∆εδοµένα που αποθηκεύονται σε κάθε επεξεργαστή και αφορούν το
διαµοιρασµό του διανύσµατος p.
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΄Ονοµα
Αριθµός

επεξεργαστών

΄Ογκος
επικοινωνίας

P2P (ΜΒ)

Μείωση σε
σχέση µε το
Scatter (%)

af_shell10

16 0.6 99.65
32 1.24 99.65
64 2.53 99.65
96 3.81 99.65
128 5.1 99.65

boneS10

16 1.6 98.47
32 3.31 98.47
64 6.73 98.47
96 10.16 98.47
128 12.69 98.57

F1

16 15.99 59.35
32 19.64 75.85
64 22.71 86.26
96 24.09 90.33
128 24.97 92.5

inline_1

16 9.85 82.91
32 13.06 89.04
64 15.7 93.52
96 17.21 95.29
128 18.23 96.26

ldoor

16 10.34 90.51
32 12.85 94.29
64 15.65 96.58
96 16.92 97.55
128 17.72 98.08

nd24k

16 3.74 54.61
32 5.24 69.23
64 6.24 81.97
96 6.67 87.22
128 7 89.97

Πίνακας 2.4: Ο όγκος επικοινωνίας για κάθε εκτέλεση του κυρίως ϐρόχου του
προγράµµατος, για κάθε πίνακα και κάθε διαφορετικό αριθµό επεξεργαστών, στην
υλοποίηση P2P.
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2.6.2 Πειραµατική αξιολόγηση

Στο σχήµα 2.13 παρουσιάζονται οι µέσοι χρόνοι εκτέλεσης για την υλοποίηση
P2P, σε αντιπαραβολή µε τους αντίστοιχους χρόνους της Scatter. Οι χρόνοι spmv,
ddot, daxpy δεν µεταβάλλονται αφού το κοµµάτι των υπολογισµών σε κάθε επεξερ-
γαστή παραµένει ίδιο µε την υλοποίηση Scatter. Ο µέσος χρόνος gather µειώνεται
σε κάθε περίπτωση, αφού έχουµε µειώσει τον όγκο της απαιτούµενης επικοινωνίας
ανάµεσα στους επεξεργαστές. Αντίθετα το µέσο reduce, στους πίνακες F1, inline_1,
ldoor, nd24k, παρουσιάζει πολύ µεγάλη αύξηση. Αυτό ισχυριζόµαστε ότι οφείλεται
σε communication imbalance ανάµεσα στις διεργασίες.

Πράγµατι, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 2.14, όπου παρουσιάζονται οι διαφορές µε-
γίστου - ελαχίστου για κάθε πίνακα, οι πίνακες που παρουσιάζουν αύξηση στο µέσο
reduce έχουν πολύ µεγάλη διακύµανση στους χρόνους gather µεταξύ των διεργα-
σιών, δηλαδή πολύ µεγάλο communication imbalance. Για παράδειγµα ο πίνακας
F1 στις 128 διεργασίες έχει 250 δευτερόλεπτα διαφορά ανάµεσα στο µέγιστο και το
ελάχιστο gather, που σηµαίνει ότι η διεργασία µε το ελάχιστο ϑα ¨περιµένει¨ του-
λάχιστον 250 δευτερόλεπτα κολληµένη στο reduce. Αντίθετα ο πίνακας af_shell10
παρουσιάζει ελάχιστη διακύµανση στο gather και παρουσιάζει πολύ υψηλή ϐελτίωση
σε σχέση µε την υλοποίηση Scatter.

Πέρα από το communication imbalance ανάµεσα στις διεργασίες η υλοποίηση
P2P έχει ακόµα ένα πρόβληµα. Παρ΄ όλο που µειώνει σε πολύ µεγάλο ποσοστό
τον απαιτούµενο όγκο επικοινωνίας εξακολουθεί να εµφανίζει πολύ µεγάλο ελάχιστο
χρόνο reduce, γεγονός που σηµαίνει πως παρά τη µείωση της επικοινωνίας εξακο-
λουθεί να υπάρχει το πρόβληµα της συµφόρησης του διαύλου της κοινής µνήµης των
κόµβων. Επιπρόσθετα µπορούµε να συµπεράνουµε ότι η εµφάνιση του communi-
cation imbalance επιδεινώνει αυτό το πρόβληµα. ΄Οπως ϕαίνεται από το σχήµα 2.15
όλοι οι πίνακες, εκτός από τον af_shell10, ο οποίος όπως είδαµε προηγουµένως δεν
εµφανίζει καθόλου imbalance, εµφανίζουν πολύ υψηλούς χρόνους ελάχιστου redu-
ce µε αποκορύφωµα τον πίνακα F1 ο οποίος έχει περίπου 40 και 520 δευτερόλεπτα
ελάχιστο reduce, στις 96 και 128 διεργασίες αντίστοιχα.

Ενδιαφέρον παρουσιάζει ο πίνακας nd24k ο οποίος στη Scatter υλοποίηση δεν
αντιµετώπιζε πρόβληµα µε τη συµφόρηση του διαύλου κοινής µνήµης αλλά στην
υλοποίηση P2P, για 16 και 32 διεργασίες, παρουσιάζει υψηλό gather imbalance
(σχήµα 2.14φ) και για αυτό το λόγο έχει και ιδιαίτερα υψηλό ελάχιστο reduce.
Επίσης ο πίνακας F1, για 96 και 128 διεργασίες, αντιµετωπίζει τεράστιο πρόβληµα
imbalance στο gather (σχήµα 2.14ς) και ως εκ τούτου έχει και πολύ υψηλό ελάχιστο
reduce.
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(a) af_shell10 (b) boneS10

(c) F1 (d) inline_1

(e) ldoor (f) nd24k

Σχήµα 2.13: Σύγκριση µέσων χρόνων των υλοποιήσεων Scatter και P2P.
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(a) af_shell10 (b) boneS10

(c) F1 (d) inline_1

(e) ldoor (f) nd24k

Σχήµα 2.14: ∆ιαφορά µεγίστου - ελαχίστου για κάθε χρόνο για κάθε πίνακα στην
υλοποίηση CG P2P.
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Σχήµα 2.15: Το ελάχιστο reduce για όλους του πίνακες στην υλοποίηση CG p2p.
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2.7 CG metis partitioning

2.7.1 Υλοποίηση

Παρ΄ όλο που η υλοποίηση P2P ϐελτιώνει κάπως του χρόνους εκτέλεσης σε σύγ-
κριση µε την Scatter, έχει και αυτήν κάποια µειονεκτήµατα. Το κυριότερο από αυτά
είναι ότι ¨σπάει¨ τον αρχικό πίνακα σε µπλοκ συνεχόµενων γραµµών. Με αυτόν τον
τρόπο έχουµε κάποια µηνύµατα ανάµεσα σε επεξεργαστές τα οποία ϑα µπορούσαµε
να αποφύγουµε αν ο πίνακας διαµεριζόταν σε µπλοκ γραµµών που δεν είναι κατ΄
ανάγκη συνεχόµενες. Για να γίνει πιο κατανοητό, ας επεκτείνουµε το παράδειγµα
του πίνακα 14x14 που χρησιµοποιήσαµε και στην προηγούµενη παράγραφο. Στο
σχήµα 2.16 δίνεται ένα σχήµα διαµοιρασµού του πίνακα σε µπλοκ µη συνεχόµενων
γραµµών. Παρατηρούµε ότι σε αυτήν την περίπτωση ο κάθε επεξεργαστής χρησιµο-
ποιεί για την πράξη spmv µόνο στοιχεία του διανύσµατος p που του ανήκουν οπότε
έχουµε µηδενική επικοινωνία ανάµεσα στους επεξεργαστές. Στην περίπτωση του
διαµοιρασµού ανά γραµµές χοντρού κόκκου ο συνολικός όγκος επικοινωνίας ήταν 8
στοιχεία του p (4 από τον processor 0 προς τον processor 1 και 4 προς την αντίθετη
κατεύθυνση).

Σχήµα 2.16: ∆ιαµοιρασµός του πίνακα 14x14 του προηγούµενου παραδείγµατος σε
µπλοκ µη συνεχόµενων γραµµών.

Ο διαµερισµός του πίνακα µε τον τρόπο που αναφέρθηκε προηγουµένως δεν είναι
εύκολη διαδικασία καθώς υπάρχουν αρκετοί παράµετροι που πρέπει να ληφθούν
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υπόψη. ΄Ενας από αυτούς είναι να διατηρηθεί ο ισοµερής καταµερισµός των µη
µηδενικών στοιχείων του πίνακα στο σύνολο των επεξεργαστών. Για το σκοπό αυτό ϑα
χρησιµοποιήσουµε την ϐιβλιοθήκη METIS η οποία παρέχει ϱουτίνες για διαµερισµό
γράφων.

Η ϐιβλιοθήκη METIS παρέχει κάποιες ϱουτίνες που χρησιµοποιούνται για το
διαµερισµό γράφων, µε κριτήριο τα ϐάρη των κόµβων να µοιραστούν οµοιόµορφα,
κρατώντας παράλληλα µικρό τον αριθµό των ακµών που ενώνουν µία διαµέριση µε
κάποια άλλη. ΄Ενα παράδειγµα ενός γράφου δίνεται στο σχήµα 2.17 και ο αντίστοι-
χος διαµερισµός του σε τέσσερα κοµµάτια, µε χρήση ϱουτίνας από τη ϐιβλιοθήκη
METIS στο σχήµα 2.18.

Σχήµα 2.17: Παράδειγµα γράφου µε 8 κόµβους και ϐάρη στους κόµβους. Ο α-
ϱιθµός µέσα σε κάθε κόµβο είναι το αναγνωριστικό του και ο αριθµός από πάνω το
ϐάρος του.
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Σχήµα 2.18: ∆ιαµερισµός του γράφου του σχήµατος 2.17 σε τέσσερα κοµµάτια.
Ο αριθµός σε παρένθεση πάνω από κάθε διαµέριση είναι το συνολικό ϐάρος της
διαµέρισης.

Προκειµένου να χρησιµοποιήσουµε τις προαναφερθείσες ϱουτίνες για το διαµε-
ϱισµό του πίνακα A ϑα ϑεωρήσουµε ένα γράφο µε τα εξής χαρακτηριστικά:

→ Ο αριθµός των κόµβων είναι ίσος µε τον αριθµό των γραµµών του πίνακα
(δηλαδή ίσος µε τον αριθµό των στηλών αφού αναφερόµαστε σε τετραγωνικούς
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πίνακες).

→ Το ϐάρος κάθε κόµβου είναι ίσο µε τον αριθµό των µη µηδενικών στοιχείων
που περιέχει η αντίστοιχη γραµµή του πίνακα.

→ Κάθε ακµή από έναν κόµβο i σε κάποιον άλλο κόµβο j αναπαριστά την ύπαρξη
µη µηδενικού στοιχείου στις ϑέσεις (i,j) και (j,i) του πίνακα (υπενθυµίζουµε ότι
ο αλγόριθµος CG χρησιµοποιείται για συµµετρικούς πίνακες).

→ Κάθε ακµή (i,j) πρακτικά συµβολίζει την ανάγκη ανταλλαγής δύο στοιχείων του
διανύσµατος p ανάµεσα στον επεξεργαστή που έχει τη γραµµή i (ϑα πρέπει
να παραλάβει το στοιχείο j του p) και τον επεξεργαστή που έχει τη γραµµή j
του πίνακα (ϑα πρέπει να παραλάβει το στοιχείο i του p). ΄Ετσι το ϐάρος κάθε
ακµής ϑα είναι ίσο µε δύο.

Με ϐάση τα παραπάνω το πρόβληµα του διαµερισµού του συµµετρικού τετρα-
γωνικού πίνακα Α ισοδυναµεί µε τον διαµερισµό του αντίστοιχου γράφου. Ο ισο-
δύναµος γράφος του πίνακα του σχήµατος 2.16 παρουσιάζεται στο σχήµα 2.19 ενώ
στο σχήµα 2.20 ϕαίνεται ο διαµερισµός του γράφου σε δύο κοµµάτια. Παρατηρού-
µε ότι έχουµε την ελάχιστη δυνατή επικοινωνία (δεν ανταλλάσσεται κανένα µήνυµα
ανάµεσα στους δύο επεξεργαστές), ενώ ταυτόχρονα τα µη µηδενικά στοιχεία έχουν
µοιραστεί σχεδόν ισόποσα.

Σχήµα 2.19: Ο ισοδύναµος γράφος του πίνακα του σχήµατος 2.16.
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Σχήµα 2.20: Ο διαµερισµός του γράφου του πίνακα του σχήµατος 2.16 σε δύο
κοµµάτια.

Στον πίνακα 2.5 παρουσιάζεται ο όγκος επικοινωνίας που απαιτείται σε κάθε
επανάληψη του κυρίως ϐρόχου του αλγορίθµου CG, όταν ο πίνακας Α διαµερίζεται
µε χρήση της ϐιβλιοθήκης METIS, καθώς επίσης και η επί τοις εκατό µείωση του
σε σχέση µε τον αντίστοιχο όγκο επικοινωνίας της υλοποίησης P2P. Βλέπουµε ότι
έχουµε σε κάθε περίπτωση πολύ µεγάλη µείωση άρα περιµένουµε να έχουµε πολύ
καλά πειραµατικά αποτελέσµατα από την συγκεκριµένη υλοποίηση.
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΄Ονοµα
Αριθµός

επεξεργαστών

΄Ογκος
επικοινωνίας

Metis (ΜΒ)

Μείωση σε
σχέση µε το

P2P (%)

af_shell10

16 0.28 53.33
32 0.43 65.32
64 0.64 74.7
96 0.81 78.74
128 0.94 81.57

boneS10

16 0.26 83.75
32 0.4 87.92
64 0.64 90.49
96 0.84 91.73
128 1.03 91.88

F1

16 0.41 97.44
32 0.7 96.44
64 1.14 94.98
96 1.49 93.81
128 1.67 93.31

inline_1

16 0.27 97.26
32 0.46 96.48
64 0.75 95.22
96 1 94.19
128 1.2 93.42

ldoor

16 0.17 98.36
32 0.31 97.59
64 0.51 96.74
96 0.65 96.16
128 0.78 95.6

nd24k

16 0.71 81.02
32 1.11 78.82
64 1.63 73.88
96 2.07 68.97
128 2.49 64.43

Πίνακας 2.5: Ο όγκος επικοινωνίας για κάθε εκτέλεση του κυρίως ϐρόχου του
προγράµµατος, για κάθε πίνακα και κάθε διαφορετικό αριθµό επεξεργαστών, στην
υλοποίηση Metis.
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2.7.2 Πειραµατική αξιολόγηση

Στο σχήµα 2.21 συγκρίνουµε τους µέσους χρόνους της υλοποίησης Metis µε
τους αντίστοιχους της P2P. Ο πίνακας af_shell10 δεν παρουσιάζει µεγάλη ϐελτίωση
καθώς ήδη οι χρόνοι του ήταν πολύ χαµηλοί στην υλοποίηση P2P και δεν παρουσίαζε
κάποιο πρόβληµα imbalance. Αντίθετα όλοι οι υπόλοιποι πίνακες που αντιµετώπιζαν
πρόβληµα imbalance, παρουσιάζουν σηµαντική ϐελτίωση στο κοµµάτι του reduce
και του gather.

Η υλοποίηση Metis όπως δείχνουν και τα πειραµατικά αποτελέσµατα ελαχιστο-
ποιεί τον απαιτούµενο όγκο επικοινωνίας ανάµεσα στους επεξεργαστές, και επιπλέον
αναθέτει περίπου ίσο ϕόρτο επικοινωνίας στον καθένα. Με αυτό τον τρόπο εξαλείφου-
µε το communication imbalance ανάµεσα στους επεξεργαστές, όπως επαληθεύεται
και από το σχήµα 2.22. Σε αυτό παρουσιάζεται για κάθε πίνακα η διαφορά µεγίστου
- ελαχίστου για κάθε χρόνο, δηλαδή το imbalance. Βλέπουµε ότι το gather imba-
lance πλέον είναι πολύ χαµηλό και το κυρίαρχο είναι πλέον το spmv imbalance, το
οποίο όµως είναι επίσης αρκετά χαµηλό.

΄Οµως µε την µείωση του όγκου επικοινωνίας το Metis επιτυγχάνει και την εξά-
λειψη του προβλήµατος που αντιµετωπίσαµε προηγουµένως µε την συµφόρηση του
διαύλου της κοινής µνήµης στους κόµβους. Το ελάχιστο reduce πλέον έχει τη συµ-
περιφορά που περιµέναµε, δηλαδή εξαρτάται µόνο από τον αριθµό των επεξεργαστών
και είναι πολύ χαµηλό. Το ελάχιστο reduce για όλους του πίνακες παρουσιάζεται
στο σχήµα 2.23.

Σε αυτό το σηµείο αξίζει να επισηµάνουµε ότι στην υλοποίηση Metis καταφέρα-
µε να περιορίσουµε την αύξηση του χρόνου που σπαταλάται σε επικοινωνία καθώς
αυξάνονται οι επεξεργαστές και πλέον ο κυρίαρχος χρόνος έχει γίνει ο spmv (ϐλ.
σχήµα 2.24). Η συµπεριφορά του spmv πλέον παρουσιάζει το µεγαλύτερο ενδια-
ϕέρον. Στο σχήµα 2.24 ϐλέπουµε ότι οι µεγαλύτερες µειώσεις στο χρόνο του spmv
σηµειώνονται στις µεταβάσεις από 16 σε 32 και από 64 σε 96 επεξεργαστές. Και στις
δύο αυτές µεταβάσεις διπλασιάζεται η συνολική L2 cache. Αυτό έρχεται σε πλήρη
συµφωνία µε το γεγονός ότι η λειτουργία spmv παρουσιάζει έντονες προσβάσεις στη
µνήµη.
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(a) af_shell10 (b) boneS10

(c) F1 (d) inline_1

(e) ldoor (f) nd24k

Σχήµα 2.21: Σύγκριση µέσων χρόνων των υλοποιήσεων P2P και Metis.
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(a) af_shell10 (b) boneS10

(c) F1 (d) inline_1

(e) ldoor (f) nd24k

Σχήµα 2.22: ∆ιαφορά µεγίστου - ελαχίστου για κάθε χρόνο για κάθε πίνακα στην
υλοποίηση CG Metis.
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Σχήµα 2.23: Το ελάχιστο reduce για όλους του πίνακες στην υλοποίηση CG Metis.
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(a) af_shell10 (b) boneS10

(c) F1 (d) inline_1

(e) ldoor (f) nd24k

Σχήµα 2.24: Μέσοι χρόνοι για κάθε πίνακα στην υλοποίηση CG Metis.
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2.8 Συµπεράσµατα

Οι πρώτες τρεις υλοποιήσεις που είδαµε ήταν οι Scatter, P2P, Metis. Στην πρώ-
τη είδαµε ότι, παρόλο που κάθε διεργασία αναλάµβανε ίσο ϕόρτο υπολογισµών και
επικοινωνίας, ο τεράστιος συνολικός όγκος επικοινωνίας που απαιτείτο προκαλούσε
συµφόρηση στον δίαυλο κοινής µνήµης των κόµβων µε αποτέλεσµα η αύξηση στο
gather και στο reduce να υπερκαλύπτει όποια ϐελτίωση είχαµε από την παραλληλο-
ποίηση του υπολογιστικού µέρους του αλγορίθµου.

Στην υλοποίηση P2P καταφέραµε να µειώσουµε σε µεγάλο ϐαθµό τον απαι-
τούµενο όγκο επικοινωνίας, ωστόσο µε αυτόν τον τρόπο δηµιουργήθηκε ένα χάσµα
ανάµεσα σε διεργασίες που έπρεπε να στείλουν µεγάλο όγκο δεδοµένων και σε άλλες
οι οποίες είχαν µόνο ένα µικρό αριθµό µηνυµάτων να στείλουν. ΄Ετσι σε αρκετές
περιπτώσεις δεν είχαµε την ϐελτίωση που ϑα περιµέναµε αναλογικά µε το ποσοστό
µείωσης του ϕόρτου επικοινωνίας. Επίσης, η µείωση αυτή σε κάποιους πίνακες
δεν ήταν αρκετή ώστε να αποφύγουµε τη συµφόρηση των διαδρόµων µνήµης των
κόµβων.

Τέλος, µε την υλοποίηση Metis καταφέραµε να ξεπεράσουµε τα προβλήµατα των
προηγούµενων δύο. Από τη µία, ο ισοµερής καταµερισµός του ϕόρτου επικοινωνίας
ανάµεσα στις διεργασίες συντέλεσε στην εξάλειψη του gather imbalance και από την
άλλη η περαιτέρω µείωση του συνολικού όγκου επικοινωνίας επέτρεψε την αποφυγή
της συµφόρησης των διαδρόµων µνήµης των κόµβων.

Στο σχήµα 2.25 παρουσιάζονται οι επιταχύνσεις κάθε υλοποίησης σε σχέση µε
τον σειριακό αλγόριθµο CG.
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(a) Scatter (b) P2P

(c) Metis

Σχήµα 2.25: Επιταχύνσεις παράλληλου αλγόριθµου CG για κάθε υλοποίηση.
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Κεφάλαιο 3

Προχωρηµένες τεχνικές
ϐελτιστοποίησης παράλληλου
αλγορίθµου CG

Στις υλοποιήσεις του προηγούµενου κεφαλαίου ο στόχος µας ήταν η µείωση
κυρίως του κόστους επικοινωνίας καθώς αυτήν αποτελούσε το µεγαλύτερο µέρος
του χρόνου εκτέλεσης, µετά από κάποιον αριθµό επεξεργαστών. Καταφέραµε να
πετύχουµε σηµαντική ϐελτίωση σε αυτό το κοµµάτι και πλέον ο κυρίαρχος όρος,
ακόµα και για 128 επεξεργαστές, είναι ο χρόνος που σπαταλάται σε υπολογισµούς
και συγκεκριµένα στον πολλαπλασιασµό του αραιού πίνακα Α µε το διάνυσµα p
(SpMxV). Σε αυτό το κεφάλαιο λοιπόν, στο οποίο παρουσιάζονται δύο υλοποιήσεις
υβριδικού προγραµµατισµού, ϑα επικεντρωθούµε στην µείωση του χρόνου spmv.

3.1 CG hybrid CSR

Στην υλοποίηση αυτή ϑα χρησιµοποιήσουµε το µοντέλο παράλληλου προγραµ-
µατισµού κοινής µνήµης για το εσωτερικό των κόµβων. Πιο συγκεκριµένα, ϑα χρη-
σιµοποιήσουµε την ϐιβλιοθήκη OpenMP. Σε αυτή την υλοποίηση ο αρχικός πίνακας
και τα διανύσµατα διαµοιράζονται στους δεκαέξι κόµβους, όπου στη συνέχεια ένας
αριθµός από νήµατα (threads) ενεργεί πάνω στα κοινά αυτά δεδοµένα και µας δίνει
το επιθυµητο αποτέλεσµα.

Με αυτόν τον τρόπο περιµένουµε ότι το κόστος επικοινωνίας, για περισσότερους
από 16 επεξεργαστές, ϑα παραµείνει σταθερό, αφού δεν προσθέτουµε MPI διεργασί-
ες, ενώ το κόστος των υπολογισµών ϑα συνεχίσει να µειώνεται. Ωστόσο, όπως έχουµε
αναφέρει και σε προηγούµενα κεφάλαια ο πολλαπλασιασµός αραιού πίνακα µε διά-
νυσµα παρουσιάζει πολύ έντονες προσβάσεις στην κοινή µνήµη µε αποτέλεσµα τη
µείωση της κλιµακωσιµότητας του καθώς αυξάνουµε τον αριθµό των επεξεργαστών.
΄Ετσι δεν περιµένουµε σηµαντικές ϐελτιώσεις, τουλάχιστον στο κοµµάτι του spmv.
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3.2 CG hybrid CSX

΄Οπως έχουµε αναφέρει και σε προηγούµενο κεφάλαιο η αναπαράσταση του α-
ϱαιού πίνακα µε το σχήµα CSR έχει το µειονέκτηµα ότι δεν εκµεταλλεύεται πιθανές
κανονικότητες (δηλαδή µπλοκ συνεχόµενων µη µηδενικών στοιχείων σε µία ή δύ-
ο διαστάσεις) που εµφανίζονται στον πίνακα ώστε να ϐελτιώσει την τοπικότητα των
προσβάσεων που γίνονται στην κύρια µνήµη. Σε αυτήν την υλοποίηση ϑα χρησιµο-
ποιήσουµε το σχήµα CSX για την αναπαράσταση του πίνακα µε στόχο τη µείωση των
απαιτούµενων προσβάσεων στην κοινή µνήµη.

3.3 Πειραµατική αξιολόγηση υβριδικών υλοποι-
ήσεων

Στο σχήµα 3.1 παρουσιάζεται η κατανοµή των χρόνων εκτέλεσης των δύο υβρι-
δικών υλοποιήσεων σε σύγκριση µε την υλοποίηση Metis. Οι χρόνοι επικοινωνίας
δε µεταβάλλονται καθώς αυξάνουµε τον αριθµό των επεξεργαστών στις δύο υβριδικές
υλοποιήσεις. ΄Οσον αφορά στο κοµµάτι του spmv στη µείωση του οποίου στοχεύαµε,
ϐλέπουµε ότι η υλοποίηση µε το σχηµα αναπαράστασης CSX παρουσιάζει εµφα-
νώς καλύτερα αποτελέσµατα από το σχήµα CSR το οποίοι ακόµα και σε σύγκριση
µε την υλοποίηση Metis εµφανίζει ελάχιστη ή και καθόλου ϐελτίωση. Σε κάποιες
περιπτώσεις µάλιστα έχουµε ακόµα και αυξηση του χρόνου spmv.
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(a) af_shell10 (b) boneS10

(c) F1 (d) inline_1

(e) ldoor (f) nd24k

Σχήµα 3.1: Σύγκριση µέσων χρόνων των υλοποιήσεων Metis, Hybrid CSR και Hy-
brid CSX.
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Κεφάλαιο 4

Συµπεράσµατα και µελλοντικές
κατευθύνσεις

Στην παρούσα διπλωµατική προσπαθήσαµε να αναλύσουµε τη συµπεριφορά του
παράλληλου αλγορίθµου συζυγών κλίσεων και να τη ϐελτιώσουµε ώστε να κλιµακώ-
νει ικανοποιητικά για µεγάλο αριθµό επεξεργαστών.

Αρχικά, παρουσιάστηκαν τρεις υλοποιήσεις. Η πιο απλή από τις τρεις, η Scatter,
είδαµε ότι εµπεριείχε τεράστιο όγκο επικοινωνίας µε αποτέλεσµα οι χρόνοι επικοινω-
νίας να υπερκαλύπτουν τη ϐελτίωση που επέφερε η παραλληλοποίηση στο κοµµάτι
των υπολογισµών. Επίσης, είχαµε πρόβληµα συµφόρησης του διαδρόµου της κοινής
µνήµης των κόµβων λόγω του µεγάλου όγκου επικοινωνίας.

Η δεύτερη υλοποίηση, η P2P, µείωσε σε πολύ µεγάλο ποσοστό τον όγκο της
απαιτούµενης επικοινωνίας ανάµεσα στους επεξεργαστές αλλά δηµιουργήθηκε πολύ
µεγάλο communication imbalance ανάµεσα στις διεργασίες. Επίσης, το πρόβληµα
της συµφόρησης των διαδρόµων της µνήµης των κόµβων παρέµεινε και σε αυτήν την
υλοποίηση.

Η τρίτη υλοποίηση, Metis, µείωσε ακόµα περισσότερο τον όγκο της απαιτούµενης
επικοινωνίας και παρουσίασε σηµαντική ϐελτίωση στους χρόνους επικοινωνίας. Το
σηµαντικότερο είναι ότι η υλοποίηση αυτή δεν παρουσίασε πρόβληµα imbalance,
ούτε πρόβληµα συµφόρησης των διαδρόµων της κοινής µνήµης.

Στη συνέχεια, παρουσιάσαµε δύο υλοποιήσεις υβριδικού προγραµµατισµού µε
στόχο τη ϐελτίωση των χρόνων που αφορούν το υπολογιστικό κοµµάτι του αλγορίθ-
µου. Στην πρώτη από αυτές απλά χρησιµοποιήσαµε τη ϐιβλιοθήκη OpenMP για τη
δηµιουργία των νηµάτων που χρησιµοποιούν την κοινή µνήµη σε κάθε κόµβο. ∆εν
είδαµε κάποια ϐελτίωση καθώς η λειτουργία spmv δεν κλιµακώνει σε συστήµατα
κοινής µνήµης.

Στην τελευταία υλοποίηση χρησιµοποιήσαµε για την αναπαράσταση του αραιού
πίνακα το σχήµα csx, για το οποίο έχει αποδειχθεί ότι η λειτουργία spmv κλιµακώνει
αρκετά καλά [11]. Τα αποτελέσµατα της υλοποίησης αυτής ήταν αρκετά ικανοποιη-
τικά αφού πετύχαµε σηµαντικές µειώσεις στους χρόνους εκτέλεσης της λειτουργίας
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spmv.
Στη συνέχεια παρουσιάζουµε πιθανές µελλοντικές ερευνητικές κατευθύνσης :

• Συµπίεση δεδοµένων που ανταλλάσσονται µεταξύ των επεξεργαστών.
Είδαµε ότι ο παράλληλος αλγόριθµος CG απαιτεί την ανταλλαγή µεγάλου όγ-
κου πληροφορίας ανάµεσα στους επεξεργαστές. Με χρήση αλγορίθµων συµ-
πίεσης δεδοµένων όπως ο LZO ϑα µπορούσαµε να συµπιέσουµε τα δεδοµένα
πριν την αποστολή και να τα αποσυµπιέζουµε κατά τη λήψη. ΄Ετσι ϑα είχαµε
κάποια ϐελτίωση στους χρόνους επικοινωνίας, όµως ϑα έπρεπε να υπερκερά-
σουµε το κόστος συµπίεσης/αποσυµπίεσης.

• Επικάλυψη κόστους υπολογισµών και επικοινωνίας. Κατά την αποστολή
και λήψη των µηνυµάτων ανάµεσα στους επεξεργαστές οι τελευταίοι παραµέ-
νουν ανενεργοί περιµένοντας την ολοκλήρωση της επικοινωνίας. Θα µπορού-
σαµε να εκµεταλλευτούµε αυτό το χρόνο ώστε να εκτελέσουµε λειτουργίες που
χρησιµοποιούν µόνο τοπικά δεδοµένα όσο αναµένουµε να ϕτάσουν δεδοµένα
από άλλους επεξεργαστές. Επίσης µία υβριδική λύση επικάλυψης ϑα µπο-
ϱούσε να χρησιµοποιεί ένα νήµα εκτέλεσης για το κοµµάτι των υπολογισµών
όσο ένα παράλληλο νήµα έχει αναλάβει την αποστολή και λήψη των δεδοµένων
από και προς άλλους επεξεργαστές.
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