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Περίληψη 

 

 

 

Αντικείµενο  της  διπλωµατικής εργασίας είναι η µελέτη της θεωρίας παιγνίων και οι 

εφαρµογές της στα ασύρµατα δίκτυα. Αρχικά αναλύουµε τις διάφορες κατηγορίες των 

παιγνίων και τα βασικά χαρακτηριστικά τους, δίνοντας έµφαση στις µεθόδους εύρεσης 

της ισορροπίας των παιγνίων αυτών και κυρίως της ισορροπίας Nash. Στη συνέχεια 

εστιάζουµε στη µελέτη των χαρακτηριστικών των συνεργατικών και µη συνεργατικών 

παιγνίων µεταξύ των χρηστών, µεταξύ των δικτύων και µεταξύ χρηστών και δικτύων 

όσον αφορά το πρόβληµα της επιλογής δικτύου και της κατανοµής  πόρων στα 

ασύρµατα δίκτυα. Ακολουθεί  µια συνεκτική παρουσίαση και επισήµανση  των  

διαφόρων  πεδίων εφαρµογής της θεωρίας παιγνίων  τα οποία ταξινοµήθηκαν βάσει 

των επιπέδων OSI µε κύρια πεδία εφαρµογής  την αποδοχή κλήσεων, την επιλογή 

κυψέλης, την πρόσβαση στο µέσο, τη δροµολόγηση, τον έλεγχο ισχύος και την κατανοµή 

φάσµατος. Πραγµατοποιείται ανάλυση των παιγνίων συνασπισµών όσον αφορά τη 

συνεργασία, την αυτο-οργάνωση και τη δικαιοσύνη στα δίκτυα επικοινωνιών και 

κυρίως στις ιδιότητες και τις εφαρµογές των κανονικών παιγνίων συνασπισµών. 

Επίσης, αναφέρουµε µια ενδιαφέρουσα εφαρµογή της θεωρίας παιγνίων στα ασύρµατα 

δίκτυα για το πώς οι συναρτήσεις χρησιµότητας µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως βάση 

συστηµάτων δηµοπρασίας για την κατανοµή των πόρων των κυψελωτών δικτύων 

2.5+G και των δικτύων ad hoc. Τέλος, ξεκινώντας  από το πρόβληµα διαιτησίας 

δικαιωµάτων από το Ταλµούδ του αρχαίου ιερού κειµένου των Βαβυλωνίων, που 

αποτελεί το πρώτο πρόβληµα στο οποίο εφαρµόστηκε η θεωρία πτώχευσης, 

συνεχίζουµε µε την αξιωµατική και θεωρητική ανάλυση της πτώχευσης καταλήγοντας  

στις εφαρµογές της θεωρίας πτώχευσης στα ασύρµατα δίκτυα και ειδικά  στο παίγνιο 

της κατανοµής πόρων. 

 

Λέξεις Κλειδιά: θεωρία παιγνίων, ισορροπία Nash, συνεργατικά παίγνια, µη 

συνεργατικά παίγνια, χρήστες, δίκτυα, σταθµός βάσης, έλεγχος ισχύος, κατανοµή 

φάσµατος, αποδοχή κλήσεων, δροµολόγηση πακέτων, ρυθµός µετάδοσης, 

δηµοπρασία, πτώχευση.  
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                         Applications of game theory in wireless networks  

Abstract 

Abstract 

 
 
 
 
The purpose of this thesis is the study of game theory and its applications in wireless networks. 

Initially we analyze the different types of games and their basic characteristics insisting the 

methods of finding the equilibrium of those games and especially Nash equilibrium. Then we 

focus on studying the characteristics of cooperative and non cooperative games between 

users, between networks and between networks and users to the problem of  cell selection and 

resource allocation in wireless networks. It follows a comprehensive presentation and labeling 

of various application fields of game theory were classified according to levels of OSI  with 

main fields of application  call admission, cell selection, medium access control , routing, power 

control and spectrum allocation. We dedicate a large part in the analysis of coalitions games on 

cooperation, self-organization and fairness in communication networks and particularly to the 

properties and applications of canonical coalitions games. Also, we mention a very interesting 

application of game theory in wireless networks illustrating how history-dependent utility 

functions can be used as the basis of auction schemes for the allocation of the resources of 

cellular 2.5+G networks and ad hoc networks. Finally, starting from the problem of rights 

arbitration from the Talmud the ancient sacred text of the Babylonians, which is the first 

problem to which we applied the theory of bankruptcy, we continue with the axiomatic and 

theoretical analysis of   bankruptcy and we  finish with the applications of bankruptcy theory in 

wireless networks, especially with the  resource allocation game. 

 
Key Words: wireless networks, game theory, equilibrium Nash, payoff, cooperative 

games, non-cooperative games, users, networks, base station, power control, spectrum 

allocation, call admission control, routing, transmission rate, auction, bankruptcy. 
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Κεφάλαιο 1: Εισαγωγή στη 
Θεωρία Παιγνίων 

 

1.1 Ιστορική αναδρομή 

 

Η αρχική ανάπτυξη της θεωρίας παιγνίων αποδίδεται στον John von Neumann (1928) 

[1] και δεκαέξι χρόνια αργότερα µε το µνηµειώδες βιβλίο του σε συνεργασία µε τον 

Oskar Mongenstern, “Theory of Games and Economic Behavior” [2]. Παρουσίασε 

µια θεωρία χρήσιµη σε ανταγωνιστικές καταστάσεις όπου το κέρδος του ενός είναι η 

ζηµιά του άλλου. 

 

Μελετώντας το αντικείµενο αυτό ανακάλυψε και όρισε την σχέση της θεωρίας παιγνίων 

µε τον γραµµικό προγραµµατισµό. Αργότερα ο George B. Dantzig ανέπτυξε τη θεωρία 

Simplex του γραµµικού προγραµµατισµού και έτσι δόθηκε η δυνατότητα να επιλυθούν 

πολλά προβλήµατα της θεωρίας παιγνίων. 

 

Όµως η θεωρία αυτή θα είχε, δίχως αµφιβολία, ξεχαστεί χωρίς τη συνεισφορά του John 

Nash και συγκεκριµένα µε δύο εµπνευσµένες ιδέες οι οποίες εµφανίστηκαν εξαρχής  

υπό τη µορφή µαθηµατικών θεωρηµάτων µε τις οποίες εισήγαγε την έννοια της 

ισορροπίας γνωστή ως ισορροπία Nash. Περιέγραψε επίσης πολλά είδη παιγνίων για τα 

οποία πάντα υπάρχει µια τέτοια ισορροπία. Για την προσφορά του  αυτή ο αµερικάνος 

µαθηµατικός τιµήθηκε µε το βραβείο Nobel οικονοµίας το 1994. 

  

Τη δεκαετία του ’70 οι οικονοµολόγοι John Harsanyi και Reinhard Selten  

ενδυνάµωσαν και ανέπτυξαν την έννοια της  ισορροπίας Nash. Ο πρώτος εισήγαγε και 

ανέπτυξε την αβεβαιότητα των παικτών στην ανάλυση και ο δεύτερος ανέλυσε το πώς 

εξελίσσεται το παίγνιο και οι ισορροπίες του στο χρόνο. Την ίδια δεκαετία µετά την 

εργασία του βιολόγου John Maynard Smith που εισήγαγε την έννοια της εξελικτικά 

σταθερής στρατηγικής η θεωρία παιγνίων άρχισε να εφαρµόζεται συστηµατικά και στη 

βιολογία. 
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Πολλά µοντέλα της θεωρίας παιγνίων άρχισαν να χρησιµοποιούνται στην οικονοµική 

και στην πολιτική επιστήµη ,στις κοινωνικές επιστήµες και στις επιστήµες που µελετούν 

την ανθρώπινη συµπεριφορά. Υπήρξε πηγή  ελπίδας για µια ενοποιηµένη κοινωνική 

επιστήµη η οποία επιβίωσε και µε το τέλος του 20ου αιώνα.  

 

Σε µια ειδική κατηγορία της θεωρίας παιγνίων, τα παίγνια µε συνεργασία, πολύτιµη 

ήταν η προσφορά του Shapley. Τέλος ο Lemke, µε την ανάπτυξη του οµώνυµου 

αλγόριθµου, έκανε το πρώτο βήµα στην ανακάλυψη αλγορίθµων που χρησιµοποιούνται 

για την επίλυση παιγνίων. 

 

1.2 Ταξινόμηση παιγνίων 

 

Τα παίγνια ταξινοµούνται συχνά σε διάφορα είδη µέσω ποικίλων κριτηρίων. Εδώ θα 

προσπαθήσουµε να δώσουµε κάποιες κατηγορίες. Αρχικά ένα βασικό κριτήριο, βάσει 

του οποίου µπορούµε να ταξινοµήσουµε ένα παίγνιο είναι ο αριθµός των παικτών που 

συµµετέχουν. Αν λοιπόν συµµετέχουν δύο παίκτες τα παίγνια ονοµάζονται «παίγνια 

δύο παικτών», ενώ εάν συµµετέχουν n παίκτες έχουµε τα «παίγνια n παικτών», όπου 

n>2. Η παρουσία δύο παικτών είναι η ελάχιστη απαίτηση για να έχουµε φαινόµενα 

ανταγωνισµού και συνεργασίας. Η παρουσία τριών ή περισσοτέρων παικτών οδηγεί 

περαιτέρω και στην δυνατότητα σχηµατισµού συνασπισµών. Όπου µια οµάδα από δύο ή 

περισσότερους παίκτες ενώνουν τα ενδιαφέροντα τους και συναρµονίζουν τις 

στρατηγικές τους. Έτσι έχουµε «παίγνια µε ή άνευ συνεργασίας», µια ταξινόµηση που 

βασίζεται στο κατά πόσο οι παίκτες πριν παίξουν το παίγνιο µπορούν να µορφώσουν 

συνασπισµούς και να επιτύχουν δεσµευτικές συµφωνίες για τις στρατηγικές. Ακόµη 

µπορούµε να ταξινοµήσουµε τα παίγνια σύµφωνα µε το εάν η σειρά που λαµβάνονται οι 

αποφάσεις παίζει ρόλο ή όχι. Έτσι έχουµε τα «δυναµικά» παίγνια όπου η σειρά µε την 

οποία λαµβάνονται οι αποφάσεις παίζει ρόλο και τα «στατικά» παίγνια, στα οποία η 

σειρά µε τη οποία ο παίκτης παίρνει τις αποφάσεις, δεν έχει σηµασία. 

Επίσης τα παίγνια ταξινοµούνται σε παίγνια πλήρους πληροφόρησης στα οποία η 

συνάρτηση οφέλους κάθε παίκτη αποτελεί κοινή γνώση για όλους τους παίκτες και σε 

παίγνια ελλιπούς πληροφόρησης (τα οποία ονοµάζονται και µπευζιανά παίγνια) 

δηλαδή παίγνια στα οποία κάποιος παίκτης δεν είναι βέβαιος για τη συνάρτηση οφέλους 

κάποιου άλλου παίκτη. Όπως για παράδειγµα στη δηµοπρασία όπου το ύψος της 
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µέγιστης προσφοράς που είναι πρόθυµος να υποβάλλει ο κάθε συµµετέχων  για το 

πωλούµενο αγαθό δεν είναι γνωστό στους άλλους συµµετέχοντες. 

Τα παίγνια επίσης ταξινοµούνται σε παίγνια τέλειας και ατελούς πληροφόρησης. Στα 

παίγνια τέλειας πληροφόρησης ο παίκτης που καλείται να επιλέξει γνωρίζει το 

πλήρες ιστορικό της διεξαγωγής του παιγνίου µέχρι εκείνη τη στιγµή, ενώ στα παίγνια 

ατελούς πληροφόρησης σε κάποια κίνησή του ο παίκτης που πρόκειται να παίξει δεν 

γνωρίζει το πλήρες ιστορικό του.  

Επιπλέον, ο αριθµός στρατηγικών ταξινοµεί τα παίγνια σε «πεπερασµένα» και σε «µη 

πεπερασµένα» ή σε απειροπαίγνια. Επειδή οι αµοιβές ή οι απώλειες δύο παικτών, µε 

πεπερασµένο αριθµό στρατηγικών, µπορούν να διαταχθούν σε πίνακες ή µήτρες, τα 

παίγνια αυτά είναι γνωστά ως µητρικά ή πινακοπαίγνια. 

 

Ένας άλλος τρόπος ταξινόµησης των παιγνίων είναι ως προς τα χαρακτηριστικά των 

συναρτήσεων αµοιβής ή απώλειας. Έτσι σε παίγνια δύο παικτών, όπου η αµοιβή του 

ενός είναι ίση µε και προέρχεται από την απώλεια του άλλου, οι παίκτες βρίσκονται σε 

σύγκρουση και οποιαδήποτε συνεργασία είναι ανέφικτη. Τα παίγνια αυτά ονοµάζονται 

παίγνια «µηδενικού αθροίσµατος» αφού το άθροισµα των αµοιβών είναι µηδενικό. 

 

Στα παίγνια γενικού µη µηδενικού αθροίσµατος, υπάρχουν συνήθως στοιχεία 

ανταγωνισµού όσο και συνεργασίας. Έχουµε δύο ακραίες περιπτώσεις. Στην ειδική 

περίπτωση παιγνίων µη µηδενικού αθροίσµατος οι παίκτες βρίσκονται σε σύγκρουση 

και η αµοιβή του ενός σηµαίνει απώλεια για τον άλλον, ενώ στην ειδική περίπτωση 

παιγνίων σταθερής διαφοράς, οι παίκτες πρέπει να συνεργασθούν διότι είτε κερδίζουν 

είτε χάνουν µαζί. 

 

Τέλος υπάρχει και µια ακόµη κατηγορία παιγνίων η οποία καθορίζεται από το εάν ο 

κάθε παίκτης επιλέγει διακριτές στρατηγικές. Πιο συγκεκριµένα, εάν ο παίκτης επιλέγει 

διακριτές στρατηγικές (π.χ. ή την 1 ή την 2,…) λέµε ότι ο παίκτης παίζει µε καθαρή 

στρατηγική, οπότε και αυτού του είδους τα παίγνια ονοµάζονται παίγνια «καθαρής 

στρατηγικής». Στην αντίθετη περίπτωση, οπού ο κάθε παίκτης είναι δυνατόν να 

επιλέξει έναν συνδυασµό στρατηγικών, λέµε ότι έχουµε παίγνια «µικτής 

στρατηγικής». 
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1.3 Το δίλημμα των κρατουμένων 

 

Σε µια κανονικής µορφής παράσταση ενός παιγνίου, όλοι οι παίκτες επιλέγουν 

ταυτόχρονα µια στρατηγική, και ο συνδυασµός των στρατηγικών που επιλέχθηκαν από 

τους παίχτες καθορίζει το όφελος του κάθε παίκτη. Η κανονικής µορφής παράσταση 

ενός παιγνίου n παικτών προσδιορίζει τους χώρους στρατηγικής των παικτών ��, … , �� 

και τις συναρτήσεις οφέλους τους ��, … , ��. Συµβολίζουµε αυτό το παίγνιο ως 

� = {��, … , ��; ��, … , ��}. 

 

Θα παρουσιάσουµε την κανονικής µορφής παράσταση ενός παιγνίου µε ένα κλασσικό 

παράδειγµα: το ∆ίληµµα των Κρατουµένων: 

∆ύο ύποπτοι συλλαµβάνονται και κατηγορούνται για ένα έγκληµα. Η αστυνοµία δε 

διαθέτει επαρκή στοιχεία για να τους καταδικάσει, εκτός εάν τουλάχιστον ένας 

οµολογήσει. Η αστυνοµία κρατά τους υπόπτους σε ξεχωριστά κελιά και τους εξηγεί τις 

επιπτώσεις που θα έχουν από τις πιθανές πράξεις τους. Αν κανείς τους δεν οµολογήσει, 

τότε και οι δυο θα καταδικαστούν για ένα πταίσµα και θα τους απαγγελθεί ένας µήνας 

φυλάκιση. Αν οµολογήσουν και οι δυο, τότε και οι δυο θα καταδικαστούν σε έξι µήνες 

φυλάκιση. Τέλος, αν οµολογήσει ο ένας αλλά ο άλλος όχι, τότε αυτός που οµολόγησε θα 

απελευθερωθεί αµέσως, όµως ο άλλος θα καταδικαστεί σε εννέα µήνες φυλάκιση-έξι 

για το έγκληµα και τρεις ακόµη για παρακώλυση δικαιοσύνης. Το πρόβληµα των 

κρατουµένων µπορεί να παρασταθεί στη συνοδευτική µήτρα διπλής εισόδου. 

 

    
Κρατούμενος  2 

 

       

    
Σιωπώ Καρφώνω 

 

   
Σιωπώ -1,-1 -9,0 

 
Κρατούμενος  1 

 
Καρφώνω 0,-9 -6,-6 

 

       
Σχήμα 1.1 - Το δίλημμα των Κρατουμένων 

 

Στο παίγνιο αυτό κάθε παίκτης έχει δυο διαθέσιµες στρατηγικές: να προχωρήσει σε 

οµολογία (ή αλλιώς να καρφώσει) ή να µην οµολογήσει (να σιωπήσει).Τα οφέλη των 

δυο παικτών ανάλογα µε το συγκεκριµένο ζεύγος στρατηγικών που θα επιλέξουν 

δίνονται στο αντίστοιχο κελί της µήτρας. Συµβατικά δεχόµαστε ότι το όφελος του 

λεγόµενου παίκτη των γραµµών είναι ο πρώτος αριθµός που δίνεται, ακολουθούµενο 
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από το όφελος του παίκτη των στηλών. Έτσι, αν για παράδειγµα ο Κρατούµενος 1 

επιλέξει να Σιωπήσει και ο Κρατούµενος 2 επιλέξει να καρφώσει, τότε ο Κρατούµενος 

1 λαµβάνει όφελος -9 (που αντιπροσωπεύει εννέα µήνες φυλάκιση) και ο Κρατούµενος 

2 λαµβάνει όφελος 0 (που αντιπροσωπεύει την άµεση απελευθέρωση). 

 

1.4 Διαδοχική Απαλοιφή Αυστηρά Κυριαρχούμενων 

Στρατηγικών 

 

Αφού αναπαραστήσαµε το παίγνιο µας θα συνεχίσουµε µε τον τρόπο επίλυσης ενός 

παιγνιοθεωρητικού προβλήµατος. Ξεκινάµε µε το ∆ίληµµα των Κρατουµένων 

χρησιµοποιώντας µόνο την ιδέα ότι ένας ορθολογικός παίχτης δε θα επιλέξει µια 

αυστηρά κυριαρχούµενη στρατηγική. 

 

∆ηλαδή ,στο δίληµµα Κρατουµένων, αν ένας  ύποπτος πρόκειται να παίξει ≪Καρφώνω 

≫, τότε ο άλλος θα προτιµούσε να παίξει ≪Καρφώνω ≫ (��
� ,…,��

� ) ώστε να βρεθεί στη 

φυλακή για έξι µήνες, αντί να παίξει ≪Σιωπώ≫ και να βρεθεί στη φυλακή για εννέα 

µήνες. Παροµοίως, αν ένας ύποπτος πρόκειται να παίξει, ≪Σιωπώ≫ τότε ο άλλος θα 

προτιµούσε να παίξει ≪Καρφώνω≫ και έτσι να απελευερωθεί αµέσως αντί να παίξει 

≪Σιωπώ≫ και να βρεθεί στη φυλακή για  ένα µήνα. Ετσι για τον κρατούµενο i, το 

≪Σιωπώ≫ κυριαρχείται από το ≪Καρφώνω≫. Αυτό συµβαίνει επειδή για κάθε 

στρατηγική που θα µπορούσε να επιλέξει ο κρατούµενος  j, το όφελος του κρατουµένου 

i από το  ≪Σιωπώ≫ είναι µικρότερο από το όφελος του I από το ≪Καρφώνω≫. 

 

Έτσι πιο γενικά σε ένα παίγνιο κανονικής µορφής � = {��, … , ��; ��, … , ��} έστω ότι 

��
� και ��

�� είναι εφικτές στρατηγικές για τον παίκτη i. Η στρατηγική  λέγεται αυστηρά 

κυριαρχούµενη από τη στρατηγική αν για κάθε εφικτό συνδυασµό στρατηγικών των 

άλλων παικτών, το όφελος του i παίζοντας ��
� είναι γνησίως µικρότερο από το όφελος 

του i παίζοντας ��
��. 

 

Οι ορθολογικοί παίκτες δεν παίζουν αυστηρά κυριαρχούµενες στρατηγικές ,διότι δεν 

υπάρχει καµία εκτίµηση που θα µπορούσε να έχει κάποιος παίκτης (σχετικά µε τις 

στρατηγικές που θα ακολουθήσουν οι άλλοι παίκτες), τέτοια ώστε η επιλογή µιας 
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τέτοιας στρατηγικής να ήταν άριστη. Άρα ,στο ∆ίληµµα των κρατουµένων, ένας 

ορθολογικός  παίκτης θα επιλέξει ≪Καρφώνω≫, και το (Καρφώνω, Καρφώνω) θα 

είναι το αποτέλεσµα στο οποίο θα καταλήξουν δύο ορθολογικοί παίκτες, παρόλο που το 

(Καρφώνω, Καρφώνω) καταλήγει και για τους δύο παίκτες σε χειρότερα οφέλη από το 

(Σιωπώ, Σιωπώ). 

 

Θεωρούµε το αφηρηµένο παίγνιο στο Σχήµα 1.2.Ο παίκτης 1 έχει δυο στρατηγικές και 

ο παίκτης 2 έχει τρείς: �� = {Πάνω, Κάτω} και ��={Αριστερά, Μέση, ∆εξιά}. Για τον 

παίκτη 1 ούτε το Πάνω ούτε το Κάτω είναι αυστηρά κυριαρχούµενα: το Πάνω είναι 

καλύτερο από το Κάτω αν ο παίκτης 2 παίξει αριστερά (διότι 1>0) αλλά το Κάτω είναι 

καλύτερο από το Πάνω αν ο 2 παίξει ∆εξιά (διότι 2>0). Για τον παίκτη 2,ωστόσο, το 

∆εξιά είναι αυστηρά κυριαρχούµενο από το Μέση (διότι 2>1 και 1>0). Συνεπώς ,ένας 

ορθολογικός παίκτης 2 δεν θα παίξει δεξιά. ΄Αρα, αν ο παίκτης 1 γνωρίζει ότι ο παίκτης 

2 είναι ορθολογικός, τότε ο παίκτης 1 µπορεί να απαλείψει το ∆εξιά από το χώρο 

στρατηγικής του 2. ∆ηλαδή τότε ο παίκτης 1 µπορεί να αντιληφθεί το παίγνιο του 

Σχήµατος 1.2 σαν να ήταν τα παίγνια του Σχήµατος 1.3. 

 

Παίκτης  2 

Αριστερά Μέση  ∆εξιά 

        Παίκτης  1 Πάνω  1,0 1,2 0,1 

 
Κάτω 0,3 0,1 2,0 

Σχήµα 1.2 - Παίγνιο Αυστηρά Κυριαρχούµενων στρατηγικών 
 
 

 

 

 

 Παίκτης  2 

Αριστερά Μέση  

  Παίκτης  1 Πάνω 1,0 1,2 

 
Κάτω 0,3 0,1 

                     Σχήµα 1.3 - Παίγνιο Αυστηρά Κυριαρχούµενων στρατηγικών
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  Παίκτης  2 

Αριστερά Μέση  

  Παίκτης  1 Πάνω 1,0 1,2 

        Σχήµα 1.4 - Παίγνιο Αυστηρά Κυριαρχούµενων στρατηγικών

Στο Σχήµα 1.3 το Κάτω είναι τώρα αυστηρά κυριαρχούµενο από το Πάνω για τον 

παίκτη 1.Άρα, αν ο παίκτης 1 είναι ορθολογικός τότε ο παίκτης 1 δε θα παίξει Κάτω. 

Έτσι αν ο παίκτης 2 γνωρίζει ότι ο παίκτης 1 είναι ορθολογικός, και ο παίκτης 2 

γνωρίζει ότι ο παίκτης 1 γνωρίζει ότι ο παίκτης 2 είναι ορθολογικός, τότε ο παίκτης 2 

µπορεί να απαλείψει το Κάτω από το χώρο στρατηγικής του παίκτη 1, φέρνοντας το 

παίγνιο στη µορφή του Σχήµατος 1.4. Όµως τώρα το Αριστερά κυριαρχείται αυστηρά 

από το Μέση για τον παίκτη 2, αφήνοντας το (Πάνω, Μέση) ως αποτέλεσµα του 

παιγνίου. 

 

Αυτή η διαδικασία αποκαλείται διαδοχική απαλοιφή αυστηρά κυριαρχούµενων 

στρατηγικών. Παρόλο που βασίζεται στην ιδέα ότι οι ορθολογικοί παίκτες δεν παίζουν 

αυστηρά κυριαρχούµενες στρατηγικές, η διαδικασία έχει δυο ελαττώµατα. 

Πρώτον κάθε βήµα απαιτεί επιπλέον υπόθεση σχετικά µε το τι γνωρίζουν οι παίκτες για 

την ορθολογικότητα των άλλων. Αν θέλουµε να είµαστε σε θέση να εφαρµόζουµε  τη 

διαδικασία για οποιοδήποτε πλήθος βηµάτων, χρειάζεται να υποθέσουµε πως είναι 

κοινή γνώση ότι οι παίκτες είναι ορθολογικοί. ∆ηλαδή, δεν χρειάζεται να υποθέσουµε 

απλά ότι όλοι οι παίκτες είναι ορθολογικοί, αλλά και ότι όλοι οι παίκτες γνωρίζουν ότι 

όλοι οι παίκτες γνωρίζουν ότι οι παίκτες είναι ορθολογικοί και ούτω καθεξής επ’ 

άπειρον[3]. 

 

Το δεύτερο ελάττωµα της διαδοχικής απαλοιφής αυστηρά κυριαρχούµενων 

στρατηγικών είναι ότι η διαδικασία οδηγεί συχνά σε προβλεπτική απροσδιοριστία για 

την εξέλιξη του παιγνίου. Για παράδειγµα στο παίγνιο 2 του Σχήµατος 1.5 δεν υπάρχουν 

καθόλου αυστηρά κυριαρχούµενες στρατηγικές για να απαλείψουµε. Αφού όλες οι 

στρατηγικές σ’ αυτό το παίγνιο επιβιώνουν από τη διαδικασία της διαδοχικής  

απαλοιφής των αυστηρά κυριαρχούµενων στρατηγικών, η διαδικασία δεν παράγει 

καµία πρόβλεψη για την εξέλιξη του παιγνίου. 
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Α Μ ∆ 

Π 0,4 4,0 5,3 

Ε 4,0 0,4 5,3 

Κ 3,5 3,5 6,6 

    

 
Σχήµα 1.5 - Παίγνιο χωρίς Αυστηρά Κυριαρχούµενες στρατηγικές 

 

1.5 Ισορροπία κατά Nash: Κίνητρα και Ορισμός 

 

Υποθέτουµε πως η παιγνιοθεωρητική ανάλυση κάνει µια  µοναδική πρόβλεψη για τη 

στρατηγική  που θα επιλέξει ο κάθε παίκτης. Για να είναι ορθή αυτή η πρόβλεψη, είναι 

αναγκαίο ο κάθε παίκτης να είναι πρόθυµος να επιλέξει τη στρατηγική που προβλέπει η 

θεωρία. Άρα η προβλεπόµενη στρατηγική για κάθε παίκτη πρέπει να είναι η άριστη 

απόκριση αυτού του παίκτη στις προβλεπόµενες  στρατηγικές των άλλων παικτών. Μια 

τέτοια πρόβλεψη θα µπορούσε να αποκληθεί στρατηγικά σταθερή ή αυτοεπιβαλλόµενη, 

διότι κανένας παίκτης δεν θέλει να παρεκκλίνει από την προβλεπόµενη στρατηγική του. 

Μια τέτοια πρόβλεψη θα αποκαλείται ισορροπία του Nash. 

 

Ορισµός: Στο κανονικής παίγνιο n-παικτών  � = {��, … , ��; ��, … , ��} oι στρατηγικές 

(��
∗,…,��

∗  ) αποτελούν µια ισορροπία κατά Nash,  αν για κάθε παίκτη i ή ��
∗ είναι η 

άριστη απόκριση (ή τουλάχιστον εξίσου καλή µε άλλες) του παίκτη i στις στρατηγικές 

που αντιστοιχούν στους n-1 άλλους παίκτες (��
∗,…,����

∗ ,����
∗ ,…, ��

∗): 

 

��(��
∗,…,����

∗ ,��
∗ ,����

∗  ,…, ��
∗) ≥ ��(��

∗,…,����
∗ ,�� ,����

∗  ,…, ��
∗) (NE) 

 

για κάθε εφικτή στρατηγική �� στο ��, δηλαδή το ��
∗ να αποτελεί λύση του 

 

max ��(��
∗,…,����

∗ ,�� ,����
∗  ,…, ��

∗) 

����� 

 

Για να κατανοήσουµε καλύτερα αυτόν τον ορισµό στο πλαίσιο της προηγούµενης 

επεξήγησης, υποθέτουµε πως η παιγνιοθεωρητική ανάλυση προτείνει τις στρατηγικές 

(��
� ,…,��

� ) ως λύση στο κανονικής µορφής παίγνιο � = {��, … , ��; ��, … , ��} 
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Λέγοντας πως το (��
� ,…,��

� ) δεν αποτελεί ισορροπία κατά Nash του G, ισοδυναµεί µε το 

να πούµε πως υπάρχει κάποιος παίκτης i για τον οποίο η ��
� δεν είναι άριστη απόκριση 

στο  

(��
� ,…,����

� ,����
� ,…,��

� ).∆ηλαδή υπάρχει κάποια ��
��στο �� τέτοια  

ώστε 

��(��
� ,…,����

� , ��
�,����

� ,…,��
� ΄) <��(��

� ,…,����
� , ��

��,����
� ,…,��

� ΄). 

 

Άρα, αν η θεωρία προσφέρει τις στρατηγικές (��
� ,…,��

� ) ως λύση αλλά αυτές οι 

στρατηγικές δεν αποτελούν ισορροπία κατά Nash, τότε τουλάχιστον ένας παίκτης θα 

έχει κίνητρο να παρεκκλίνει από την πρόβλεψη της θεωρίας, οπότε και η θεωρία θα 

διαψευστεί από την πραγµατική εξέλιξη του παιγνίου. 

 

Για να γίνουµε πιο συγκεκριµένοι θα επιλύσουµε τα τρία παραδείγµατα που ήδη 

περιγράψαµε στα Σχήµατα 1.1,1.2,1.5. Μια άµεσης προσέγγισης µέθοδος για να 

βρεθούν οι ισορροπίες κατά Nash ενός παιγνίου είναι απλώς να ελεγχθεί αν κάθε 

πιθανό προφίλ στρατηγικών ικανοποιεί τη συνθήκη (ΝΕ) που αναφέρθηκε στον ορισµό. 

Σε ένα παίγνιο µε δύο παίκτες, αυτή η προσέγγιση ξεκινά ως εξής: για κάθε παίκτη και 

για κάθε εφικτή στρατηγική του συγκεκριµένου παίκτη, καθορίστε την άριστη απόκριση 

του άλλου παίκτη στην εν λόγω στρατηγική. Το Σχήµα 1.5 κάνει ακριβώς αυτό για το 

παίγνιο στο Σχήµα 1.4, υπογραµµίζοντας το όφελος της άριστης απόκρισης του παίκτη j 

σε κάθε µια από τις εφικτές στρατηγικές του παίκτη i. Αν ο παίκτης των στηλών 

σκόπευε να παίξει Α, για παράδειγµα, τότε η άριστη απόκριση του παίκτη των γραµµών 

θα ήταν Ε, µιας και το 4 ξεπερνά το 3 και το 0, οπότε υπογραµµίζεται το όφελος 4 του 

παίκτη των γραµµών στο κελί (Ε,Α) της µήτρας. 

 

 
Α Μ ∆ 

Π 0,4 4,0 5,3 

Ε 4,0 0,4 5,3 

Κ 3,5 3,5 6,6 

    
Σχήµα 1.6 - Εύρεση ισορροπίας Nash σε παίγνιο 

 

Ένα ζεύγος στρατηγικών ικανοποιεί τη συνθήκη (ΝΕ) αν η στρατηγική του κάθε παίκτη 

είναι η άριστη απόκριση  στη στρατηγική του άλλου-δηλαδή αν και τα δύο οφέλη είναι 

υπογραµµισµένα στο αντίστοιχο κελί της µήτρας. Έτσι το (Κ.,∆) είναι το µόνο ζεύγος 
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στρατηγικών που ικανοποιεί την (ΝΕ) ανάλογα µε το (Κάρφωµα, Κάρφωµα) στο 

∆ίληµµα των Κρατουµένων και το (Πάνω ,Μέση) στο Σχήµα 1.3. Αυτά τα ζεύγη 

στρατηγικών είναι οι µοναδικές ισορροπίες κατά Nash σε αυτά τα παίγνια. 

 

Ας σχολιάσουµε τη σχέση µεταξύ της ισορροπίας κατά Νash και της διαδοχικής 

απαλοιφής των αυστηρά κυριαρχούµενων στρατηγικών. Ας θυµηθούµε πως οι 

στρατηγικές της ισορροπίας κατά Nash στο ∆ίληµµα των κρατουµένων και στο Σχήµα 

1.2, (Κάρφωµα, Κάρφωµα) και (Πάνω, Μέση) αντίστοιχα, είναι οι µοναδικές 

στρατηγικές που επιβιώνουν από τη διαδικασία  διαδοχικής απαλοιφής των αυστηρά 

κυριαρχούµενων στρατηγικών. Αυτό το αποτέλεσµα µπορεί να γενικευτεί: αν η 

διαδικασία διαδοχικής απαλοιφής των αυστηρά κυριαρχούµενων στρατηγικών 

απαλείψει όλες τις στρατηγικές  πλην των (��
∗,…,��

∗  ), τότε οι στρατηγικές αυτές είναι η 

µοναδική ισορροπία κατά Nash του παιγνίου. Ωστόσο επειδή η διαδοχική απαλοιφή 

των αυστηρά κυριαρχούµενων στρατηγικών συχνά δεν αφήνει έναν συνδυασµό 

στρατηγικών, έχει περισσότερο ενδιαφέρον ότι η ισορροπία κατά Nash είναι ισχυρότερη 

έννοια επίλυσης από τη διαδοχική απαλοιφή των αυστηρά κυριαρχούµενων 

στρατηγικών κατά των εξής τρόπο. Αν οι στρατηγικές (��
∗,…,��

∗  ) είναι µια ισορροπία 

κατά Nash, τότε επιβιώνουν από τη διαδικασία διαδοχικής απαλοιφής των αυστηρά 

κυριαρχούµενων στρατηγικών, όµως µπορεί να υπάρχουν στρατηγικές που ναι µεν 

επιβιώνουν από τη διαδοχική απαλοιφή των αυστηρά κυριαρχούµενων στρατηγικών, 

αλλά δεν περιέχονται σε καµία ισορροπία κατά Ναsh. Για να γίνει κατανοητή αυτή η 

τελευταία περίπτωση  ας πάρουµε το παράδειγµα του Σχήµατος 1.5, η ισορροπία κατά 

Νash δίνει τη µοναδική πρόβλεψη (Κ,∆), ενώ η διαδικασία της διαδοχικής απαλοιφής 

των αυστηρά κυριαρχούµενων στρατηγικών οδηγεί σε προβλεπτική απροσδιοριστία: 

καµιά στρατηγική δε µπορεί να απαληφθεί – ουσιαστικά τα πάντα µπορούν να συµβούν.  

 

Επίσης πρέπει να λάβουµε υπόψη ότι ο  Nash [4] έδειξε ότι σε κάθε πεπερασµένο 

παίγνιο δηλαδή σε ένα παίγνιο όπου το πλήθος των παικτών n και τα σύνολα 

στρατηγικών ��, … , �� είναι όλα πεπερασµένα υπάρχει τουλάχιστον µια ισορροπία κατά 

Nash. 
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Τελειώνουµε αυτήν την ενότητα µε το κλασσικό παράδειγµα της µάχης των φύλων (The 

Battle of the Sexes). Αυτό το παράδειγµα δείχνει πως ένα παίγνιο µπορεί να έχει 

πολλαπλές ισορροπίες κατά Nash. 

 

Στην παραδοσιακή παρουσίαση αυτού του παιγνίου ένας άνδρας και µια γυναίκα 

προσπαθούν να αποφασίσουν για την ψυχαγωγία της βραδιάς-εµείς αναλύουµε µια 

ουδέτερη ως προς το φύλο εκδοχή του παιγνίου. Ενώ βρίσκονται σε διαφορετικούς 

χώρους εργασίας ο Πατ και η Κρις πρέπει να διαλέξουν αν θα παρακολουθήσουν µια 

όπερα ή έναν αγώνα πυγµαχίας. Και οι δυο παίκτες θα ήθελαν να περάσουν τη βραδιά 

µαζί και όχι ξεχωριστά, όµως ο Πατ θα προτιµούσε να βρεθούν µαζί στον αγώνα 

πυγµαχίας ενώ η Κρις θα ήθελε να βρεθούν µαζί στην όπερα, όπως απεικονίζεται στη 

συνοδευτική µήτρα διπλής εισόδου. 

  

Πατ 

Όπερα Αγώνας 

Κρις Όπερα 2,1 0,0 

Αγώνας 0,0 1,2 

Σχήµα 1.7 - Η Μάχη των φύλων 

 

Τόσο το (Όπερα, Όπερα) όσο και το (Αγώνας, Αγώνας) είναι ισορροπίες κατά Nash. 

Στη µάχη των φύλων οι ισορροπίες (Όπερα, Όπερα) και (Αγώνας, Αγώνας) φαίνονται 

εξίσου πιθανές, γεγονός που υποδεικνύει πως µπορεί να υπάρχουν παίγνια για τα οποία 

η θεωρία παιγνίων δεν παρέχει µια µοναδική λύση και δεν προκύπτει καµία σύµβαση. 

Σε τέτοια παίγνια ,η ισορροπία κατά Νash χάνει σηµαντικά από τη γοητεία της ως προς 

την προβλεπτική της ικανότητα. 

 

1.6 Παίγνια μηδενικού αθροίσματος 

 
Ας πάρουµε ένα παίγνιο µηδενικού αθροίσµατος όπου δύο παίκτες Α και Β επιλέγουν 

ταυτόχρονα (και χωρίς να επικοινωνήσουν µεταξύ τους) µεταξύ του αριθµού 1 και του 

αριθµού 2. Αν επιλέξουν  διαφορετικό αριθµό, κανείς τους δεν κερδίζει, ούτε χάνει 

τίποτα. Αν όµως  επιλέξουν τον ίδιο αριθµό τότε, σε περίπτωση που επέλεξαν το 1 ,ο Β 

δίνει 1 ευρώ στην Α. Στην περίπτωση που οι Α και Β επιλέγουν τον αριθµό 2 η Α δίνει 2 
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ευρώ στον  Β. Η απάντηση που δίνει ο von Neumann σ΄αυτό το παίγνιο είναι στην Α 

συνιστά να επιλέξει τον αριθµό 1 και στον Β το 2. Προφανώς, αν ακολουθήσουν τη 

συµβουλή του, τα κέρδη και των δύο θα είναι µηδενικά. Ας δούµε πώς κατέληξε σε αυτή 

τη λύση. Η Α πρέπει να σκεφτεί ότι εάν επιλέξει τον αριθµό 1, τότε είτε θα κερδίσει 1 

ευρώ (αν ο Β επιλέξει 1) είτε δε θα κερδίσει τίποτα (αν ο Β επιλέξει το 2). Εάν λοιπόν η 

Α επιλέξει το 1, στη χειρότερη περίπτωση τα κέρδη της θα είναι µηδενικά. Αν όµως 

επιλέξει τον αριθµό 2, τότε είτε θα έχει µηδενικά κέρδη (αν ο Β επιλέξει 1) είτε θα χάσει 

2 ευρώ (αν και ο Β επιλέξει το 2). Άρα εφόσον επιλέξει το 2, στη χειρότερη περίπτωση η 

Α θα χάσει 2 ευρώ. Μεταξύ των δύο χειρότερων περιπτώσεων, είναι προφανές ότι η 

βέλτιστη είναι η πρώτη ενώ η χείριστη είναι η δεύτερη. Η σωστή επιλογή της Α, 

συνεπώς, είναι ο αριθµός 1 η στρατηγική δηλαδή η οποία µεγιστοποιεί το ελάχιστο 

κέρδος της ή ελαχιστοποιεί τη µέγιστη ζηµιά της. 

 

Από τη σκοπιά του Β έχουµε: η επιλογή 1 θα του αποφέρει είτε ζηµιά ενός ευρώ (αν η Α 

επιλέξει το 1) είτε µηδενικό κέρδος (αν και η Α επιλέξει το 2). Το χειρότερο αποτέλεσµα 

για τον Β από την επιλογή 1 είναι ζηµιά ενός ευρώ. Αν όµως επιλέξει το 2, στη 

χειρότερη περίπτωση θα έχει µηδενικό κέρδος (αν η Α επιλέξει το 1, ενώ αν και η Α 

επιλέξει το 2 τότε ο Β θα κερδίσει 2 ευρώ). Από τις δυο χειρότερες πιθανές καταστάσεις 

η χείριστη αντιστοιχεί στη στρατηγική επιλογή του αριθµού 1. Για αυτό ο von Neumann 

συµβουλεύει τον Β να επιλέξει τον αριθµό 2 στην έννοια των minimax ζηµιών ή 

maximin κερδών. Αν και οι δύο παίκτες ακολουθήσουν τη συµβουλή του von Neumann 

επιλέγοντας 1 η Α και 2 ο Β, τότε θα έχουν επιλέξει διαφορετικό αριθµό και κανείς τους 

δε θα αναγκαστεί να δώσει τα χρήµατα στον άλλο. 

 

Στον πίνακα που ακολουθεί, η Α επιλέγει µεταξύ των αριθµών 1 και 2 οι οποίοι 

αντιστοιχούν στις σειρές Α1 και Α2. Ταυτόχρονα ο Β επιλέγει µεταξύ των δικών του 1 

και 2 που στον πίνακα παίρνουν τη µορφή των στηλών Β1 και Β2. Τα κέρδη τους 

εκφράζονται σε ευρώ µε το κέρδος της Α να αναγράφεται πρώτο και του Β δεύτερο (οι 

ζηµιές δίνονται ως αρνητικά κέρδη). 

 

Η Τρίτη στήλη καταγράφει τα ελάχιστα κέρδη της Α για κάθε µια στρατηγική που έχει 

στη διάθεσή της, 0 και -2 αντίστοιχα. Το καλύτερο από τα δυο χειρότερα των 

στρατηγικών της Α είναι το 0. Η Τρίτη σειρά, η min B δίνει τα χειρότερα κέρδη του Β 
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από τις στρατηγικές Β1 και Β2: -1 και 0 αντίστοιχα. Το καλύτερο  είναι το 0. Αρα 

υπογραµµίζουµε το (0,0) που προκύπτει από το συνδυασµό στρατηγικών (Α1,Β2). 

 

Β1 Β2 min  A 

A1 1,-1 0,0 0 

A2 0,0 -2,2 -2 

min B -1 0   

Σχήµα 1.8 - Παίγνιο  
Μηδενικού Αθροίσµατος 

 

Στη συνέχεια ακολουθεί ένα πολυπλοκότερο παίγνιο µε ίδια διαδικασία επίλυσης. Η 

στήλη minA µας πληροφορεί ότι η στρατηγική Α2 µεγιστοποιεί το ελάχιστο κέρδος της 

Α, ενώ η στήλη Β1 µεγιστοποιεί το ελάχιστο κέρδος του Β. Άρα, αυτές τις στρατηγικές 

συνιστά ο von Neumann, επιλογές που οδηγούν στη λύση (Α2,Β1) και κέρδη -1 ευρώ 

για την Α και 1 ευρώ για τον Β.  

 

 

Β1 Β2 B3 minA 

A1 -2,2 1,-1 10,-10 -2 

A2 -1,1 2,-2 0,0 -1 

A3 -8,8 0,0 -15,15 -15 

min B 1 -2 -10   

Σχήµα 1.9 - Παίγνιο Μηδενικού 
Αθροίσµατος 

 

Πρέπει να παρατηρήσουµε ότι και στα δυο παίγνια το άθροισµα των maximin κερδών 

της Α και του Β ισούται µε το µηδέν. Ο von Neumann απέδειξε ότι για όλα τα παίγνια 

δυο παικτών µηδενικού αθροίσµατος υπάρχουν maximin στρατηγικές, µια για κάθε 

παίκτη που οδηγούν στο συµπέρασµα ότι η µικρότερη από τις µέγιστες ζηµιές της Α 

ισούται µε το µέγιστο µεταξύ των ελάχιστων κερδών του Β. Το θεώρηµα αυτό είναι 

γνωστό ως το Θεώρηµα Minimax. 
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1.7 Μικτές στρατηγικές 

 
Σε  προηγούµενη ενότητα ορίσαµε ως  �� το σύνολο των στρατηγικών που διαθέτει ο 

παίκτης i και πως για να αποτελεί ισορροπία κατά Nash το προφίλ στρατηγικών 

(��
∗,…,��

∗  ) ,για κάθε i , η ��
∗ πρέπει να είναι η άριστη απόκριση του παίκτη i στις 

στρατηγικές των n-1 υπολοίπων παικτών: 

 

��(��
∗,…,����

∗ ,��
∗ ,����

∗  ,…, ��
∗) ≥ ��(��

∗,…,����
∗ ,�� ,����

∗  ,…, ��
∗) (NE) 

 

για κάθε στρατηγική �� στο χώρο ��. Με βάση τον ορισµό αυτό, στο ακόλουθο παίγνιο, 

το οποίο είναι γνωστό ως Ταιριαστά Κέρµατα (Matching Pennies), δεν υπάρχει 

ισορροπία κατά Nash. 

Παίκτης 2 

Κορώνα Γράµµατα 

   Παίκτης 1 Κορώνα -1,1 1,-1 

Γράµµατα 1,-1 -1,1 

  Σχήµα 1.10 -Ταιριαστά Κέρµατα 

 

Σε αυτό το παίγνιο, ο χώρος  στρατηγικής του κάθε παίκτη είναι {Κορώνα, Γράµµατα}. 

Σ΄ αυτό το παίγνιο ο κάθε παίκτης έχει ένα κέρµα και πρέπει να επιλέξει αν θα το δείξει 

από την πλευρά µε την κορώνα ή µε τα γράµµατα. Αν τα δύο κέρµατα ταιριάξουν, 

δηλαδή αν και οι δύο παίκτες διαλέξουν κορώνα ή και οι δυο γράµµατα, ο παίκτης 2 

κερδίζει το κέρµα του παίκτη 1. Αν τα κέρµατα δεν ταιριάξουν, τότε ο παίκτης 1 

κερδίζει το κέρµα του παίκτη 2.Κανένα ζεύγος στρατηγικών δε µπορεί να ικανοποιήσει 

την (ΝΕ), καθώς, αν οι στρατηγικές των παικτών ταιριάζουν –(Κορώνα, Κορώνα) ή 

(Γράµµατα, Γράµµατα)-,ο παίκτης 1 προτιµά να αλλάξει στρατηγική, ενώ αν οι 

στρατηγικές δεν ταιριάζουν –(Κορώνα, Γράµµατα) ή (Γράµµατα, Κορώνα)- ο παίκτης 2 

είναι που προτιµά τώρα να αλλάξει. 

 

Το ιδιαίτερο χαρακτηριστικό του παιγνίου αυτού είναι ότι κάθε παίκτης θα ήθελε να 

≪ξεγελάσει≫ τον άλλο. Εκδοχές αυτού του παιγνίου προκύπτουν στο πόκερ, στο 

ποδόσφαιρο, στις µάχες και σε άλλες περιστάσεις. Στο πόκερ, το ανάλογο ερώτηµα 

είναι πόσο συχνά πρέπει να µπλοφάρεις: αν είναι γνωστό ότι ο παίκτης i δεν µπλοφάρει 
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ποτέ, τότε οι αντίπαλοί του θα πηγαίνουν πάσο σε κάθε περίπτωση που ο παίκτης i 

ποντάρει επιθετικά-άρα συµφέρει τον i να µπλοφάρει που και που. Από την άλλη το 

πολύ συχνό µπλοφάρισµα είναι και αυτό στρατηγική ήττας Στο ποδόσφαιρο υποθέστε 

ότι ο παίκτης µπορεί να εκτελέσει ένα πέναλτι είτε στην αριστερή είτε στη δεξιά πλευρά 

και ο τερµατοφύλακας θα αποκρούσει αν και µόνο αν έχει διαλέξει σωστά. Παροµοίως 

στη µάχη ,έστω ότι οι επιτιθέµενοι µπορούν να επιλέξουν µεταξύ δυο τοποθεσιών ή δυο 

διαδροµών και πως οι αµυνόµενοι µπορούν να αντιµετωπίσουν και τους δυο τύπους 

επιθέσεων αν και µόνο αν έχουν προβλέψει σωστά. 

 

Σε οποιοδήποτε παίγνιο στο οποίο ο κάθε παίκτης θα ήθελε να ≪ξεγελάσει ≫ τους 

συµπαίκτες του δεν υπάρχει ισορροπία Nash όπως την ορίσαµε διότι η λύση σε ένα 

τέτοιο παίγνιο περιλαµβάνει αναγκαστικά κάποια αβεβαιότητα σε σχέση µε το τι θα 

κάνουν οι άλλοι παίκτες. Για να λύσουµε αυτό το παίγνιο εισάγουµε την έννοια της 

µικτής στρατηγικής, την οποία θα ερµηνεύσουµε µε όρους αβεβαιότητας ενός παίκτη σε 

σχέση µε το τι θα κάνει κάποιος άλλος παίκτης[5]. 

 

Τυπικά, µια µικρή στρατηγική για τον παίκτη i είναι µια κατανοµή πιθανότητας ως προς 

ορισµένες ή όλες τις στρατηγικές του �� . Στο εξής θα αναφερόµαστε στις στρατηγικές 

εντός του �� ως αµιγείς στρατηγικές του παίκτη i. Στα ταυτόχρονων κινήσεων παίγνια 

πλήρους πληροφόρησης που µελετάµε, αµιγείς στρατηγικές ενός παίκτη είναι οι 

διαφορετικές δράσεις από τις οποίες µπορεί να διαλέξει ο παίκτης. Στα Ταιριαστά 

Κέρµατα, για παράδειγµα, ο �� αποτελείται από τις δύο αµιγείς στρατηγικές Κορώνα και 

Γράµµατα, άρα µια µικτή στρατηγική για τον παίκτη i είναι η κατανοµή πιθανότητας 

(q,1-q), όπου q είναι η πιθανότητα να παίξει Κορώνα, 1 – q είναι η πιθανότητα να 

παίξει Γράµµατα και 0≤q≤1. Η µικτή στρατηγική (0,1) δεν είναι παρά η αµιγής 

στρατηγική Γράµµατα. Αντίστοιχα, η µικτή στρατηγική (1,0) είναι η αµιγής στρατηγική 

Κορώνα.  

 

Ως δεύτερο παράδειγµα µικτής στρατηγικής, ας θυµηθούµε το Σχήµα 1.2, όπου ο 

παίκτης 2 διαθέτει τις αµιγείς στρατηγικές Αριστερά, Μέση και ∆εξιά. Σ’ αυτή την 

περίπτωση, µια µικτή στρατηγική για τον παίκτη 2 είναι η κατανοµή πιθανότητας (q , r , 

1-q-r), όπου q είναι η πιθανότητα να παίξει Αριστερά, r είναι η πιθανότητα να παίξει 

Μέση και 1-q-r είναι η πιθανότητα να παίξει ∆εξιά. Όπως και πριν, 0≤q≤1, ενώ, τώρα 
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ισχύει επιπλέον, 0  ≤ r ≤ 1 και 0 ≤ q + r ≤ 1. Στο παίγνιο αυτό η µικτή στρατηγική 

(1/3,1/3,1/3) αποδίδει ίσες πιθανότητες στα Αριστερά, Μέση και ∆εξιά, ενώ η µικτή 

στρατηγική (1/2,1/2,0) αποδίδει ίσες πιθανότητες στα Αριστερά και Μέση και µηδενική 

πιθανότητα στο ∆εξιά. Όπως πάντα, οι αµιγείς στρατηγικές ενός παίκτη δεν είναι παρά 

οι οριακές περιπτώσεις των µικτών στρατηγικών του παίκτη. Στην περίπτωση του 

παίκτη 2,για παράδειγµα, η αµιγής στρατηγική Αριστερά είναι η µικτή στρατηγική 

(1,0,0). 

 

Πιο γενικά, υποθέτουµε πως ο παίκτης i έχει Κ αµιγείς στρατηγικές: �� = {���,…,���}. 

Μια µικτή στρατηγική για τον παίκτη i θα είναι µια κατανοµή πιθανότητας (���,…,���), 

όπου ��� είναι η πιθανότητα ο παίκτης i να επιλέξει τη στρατηγική ��� , για k = 1,…,K 

και ��� + … + ��� = 1. Θα χρησιµοποιούµε την έκφραση �� για να εκφράζουµε µια 

τυχαία µικτή στρατηγική από το σύνολο των κατανοµών πιθανοτήτων στον ��.   

 

Ορισµός: Στο κανονικής µορφής παίγνιο � = {��, … , ��; ��, … , ��}, έστω ότι 

��={���,…,���}. Μικτή στρατηγική για τον παίκτη i είναι µια κατανοµή πιθανότητας �� 

= (���,…,���) όπου 0≤ ��� ≤1 για k = 1,…,K και ��� + … + ��� = 1. 

 

Ας θυµηθούµε ότι αν µια στρατηγική �� είναι αυστηρά κυριαρχούµενη, τότε δεν υπάρχει 

καµία εκτίµηση που θα µπορούσε να έχει κάποιος παίκτης (σχετικά µε τις στρατηγικές 

που θα επιλέξουν οι άλλοι παίκτες) τέτοια ώστε η στρατηγική �� να είναι για τον παίκτη 

άριστη. Το αντίστροφο ισχύει επίσης, εφόσον αποδεχθούµε µικτές στρατηγικές: αν δεν 

υπάρχει καµία εκτίµηση που θα µπορούσε να έχει ο παίκτης i (σχετικά µε τις 

στρατηγικές που θα επιλέξουν οι άλλοι παίκτες) τέτοια ώστε η επιλογή της στρατηγικής 

�� να είναι άριστη, τότε υπάρχει µια άλλη στρατηγική που κυριαρχεί αυστηρά στην �� 

[6]. 

 

Στα παίγνια των Σχηµάτων 1.11 και 1.12 φαίνεται πως αυτή η αντίστροφη πρόταση θα 

ήταν ψευδής αν περιορίζαµε την προσοχή µας στις αµιγείς στρατηγικές. 
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         Παίκτης 2 

 
Α ∆ 

Π 3,- 0,- 

                
Παίκτης 1 

Ε 0,- 3,- 

Κ 1,- 1,- 

Σχήµα 1.11 - Παίγνιο  Μικτής Στρατηγικής 
 

Στο Σχήµα 1.11 φαίνεται πως µια δεδοµένη αµιγής στρατηγική µπορεί να κυριαρχείται 

αυστηρά από µια µικτή στρατηγική, ακόµη κι αν η αµιγής στρατηγική δεν κυριαρχείται 

αυστηρά από οποιαδήποτε άλλη αµιγή στρατηγική. Στο παίγνιο αυτό, για κάθε εκτίµηση 

(q,1-q) που θα µπορούσε να έχει ο παίκτης 1 σε σχέση µε το πώς θα παίξει ο παίκτης 2, 

η άριστη απόκριση του παίκτη 1 είναι είτε Π (αν q ≥ 1/2) είτε Ε (αν q ≤ 1/2 ), ποτέ 

όµως Κ. Ωστόσο ,το Κ δεν κυριαρχείται αυστηρά ούτε από το Π, ούτε από το Ε. Το 

κλειδί εδώ είναι ότι το Κ κυριαρχείται αυστηρά από µια µικτή στρατηγική: αν ο παίκτης 

1 παίξει Π µε πιθανότητα 1/2 και Ε µε πιθανότητα 1/2 τότε το αναµενόµενο όφελός του 

είναι 3/2 ανεξάρτητα από το ποια (αµιγή ή µικτή) στρατηγική θα παίξει ο 2, και το 3/2 

υπερβαίνει το όφελος 1 που του αποδίδει σίγουρα η επιλογή Κ. Το παράδειγµα αυτό 

αναδεικνύει το ρόλο των µικτών στρατηγικών στην εύρεση ≪κάποιας άλλης 

στρατηγικής που κυριαρχεί αυστηρά στην �� ≫. 

         Παίκτης 2 

 
Α ∆ 

Π 3,- 0,- 

          Παίκτης 1 Ε 0,- 3,- 

Κ 2,- 2,- 

   Σχήµα 1.12 - Παίγνιο Μικτής Στρατηγικής 
 

Στο Σχήµα 1.12 φαίνεται πως µια δεδοµένη αµιγής στρατηγική µπορεί να αποτελεί 

άριστη απόκριση σε µια µικτή στρατηγική, ακόµη και αν αυτή η αµιγής στρατηγική δεν 

αποτελεί άριστη απόκριση σε οποιαδήποτε άλλη αµιγή στρατηγική. Στο παίγνιο αυτό, το 

Κ δεν είναι άριστη απόκριση του παίκτη 1 είτε ο παίκτης 2 επιλέξει Α είτε επιλέξει ∆, 

όµως το Κ είναι η άριστη απόκριση του παίκτη 1 στη µικτή στρατηγική (  q,1-q) του 

παίκτη 2, αν  1/3 < q < 2/3. Το παράδειγµα αυτό αναδεικνύει το ρόλο των µικτών 

στρατηγικών στην ≪ εκτίµηση που µπορεί να έχει ο παίκτης i ≫. 
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1.8 Δυναμικά Παίγνια Πλήρους και Τέλειας Πληροφόρησης 

 

Στην ενότητα αυτή θα αναλύσουµε δυναµικά παίγνια τα οποία έχουν πλήρη 

πληροφόρηση, δηλαδή οι συναρτήσεις οφέλους των παικτών από κάθε εφικτό 

συνδυασµό αποτελούν κοινή γνώση αλλά και τέλεια πληροφόρηση (perfect information) 

πράγµα που σηµαίνει πως σε κάθε κίνηση στο παίγνιο ο παίκτης που καλείται να 

επιλέξει γνωρίζει το πλήρες ιστορικό της διεξαγωγής του παιγνίου µέχρι εκείνη τη 

στιγµή και οι κινήσεις πραγµατοποιούνται διαδοχικά. 

 

Το κεντρικό ζήτηµα σε όλα τα δυναµικά παίγνια είναι η αξιοπιστία. Ως παράδειγµα µιας 

αναξιόπιστης απειλής, θεωρούµε το παρακάτω παίγνιο δύο κινήσεων. Πρώτα, ο 

παίκτης 1 επιλέγει µεταξύ του να δώσει στον παίκτη 2 $1000 και στο να µην του δώσει 

τίποτα. ∆εύτερον ο παίκτης 2 παρατηρεί την κίνηση του παίκτη 1 και έπειτα επιλέγει αν 

θα ανατινάξει ή όχι µια χειροβοµβίδα που θα σκοτώσει και τους δυο παίκτες. 

Υποθέτουµε ότι ο παίκτης 2 απειλεί να ανατινάξει τη χειροβοµβίδα αν ο παίκτης 1 δεν 

του πληρώσει τα $1000 . Αν ο παίκτης 1 πιστέψει την απειλή ,τότε η άριστη απόκρισή 

του είναι να πληρώσει  τα $1000. Όµως ο παίκτης 1 δεν θα έπρεπε να πιστέψει την 

απειλή επειδή είναι αναξιόπιστη: αν δινόταν στον παίκτη 2 η ευκαιρία να 

πραγµατοποιήσει την απειλή, ο παίκτης 2 θα επέλεγε να µην την πραγµατοποιήσει. Άρα 

ο παίκτης 1 δεν πρέπει να πληρώσει τίποτα στον παίκτη 2. Εποµένως θα µελετήσουµε 

την κατηγορία δυναµικών  παιγνίων πλήρους και τέλειας πληροφόρησης όπου πρώτα 

παίζει ο παίκτης 1, έπειτα ο παίκτης 2 παρατηρεί την κίνηση του παίκτη 1, µετά παίζει ο 

παίκτης 2 και το παίγνιο ολοκληρώνεται. Το παίγνιο της χειροβοµβίδας ανήκει σ΄αυτήν 

την κατηγορία όπως επίσης και πολλά οικονοµικά προβλήµατα όπως το υπόδειγµα 

δυοπωλίου του Stackelberg [7] περί καθορισµού µισθών και απασχόλησης σε µια 

εταιρεία µε σωµατείο. Άρα σε αυτήν την κατηγορία 

1. Ο Παίκτης 1 επιλέγει µία δράση �� από το εφικτό σύνολο  �. 

2. Ο παίκτης 2 παρατηρεί την �� και έπειτα επιλέγει µια δράση �� από το εφικτό 

σύνολο  �. 

3. Οι συναρτήσεις οφέλους είναι ��(��, ��) και ��(��, ��). 

 

Αυτής της κατηγορίας τα παίγνια επιλύονται  χρησιµοποιώντας οπισθογενή επαγωγή, µε 

τον ακόλουθο τρόπο. Όταν ο παίκτης 2 έχει σειρά να κινηθεί στο δεύτερο στάδιο του 
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παιγνίου, δεδοµένης της δράσης �� που έχει ήδη επιλέξει ο παίκτης 1, θα αντιµετωπίσει 

το εξής πρόβληµα: 

max ��(��, ��) 

�� ∈  �. 

 

Έστω ότι για κάθε �� στο  �,το πρόβληµα της αριστοποίησης του παίκτη 2 έχει µια 

µοναδική λύση, την οποία συµβολίζουµε µε "�(��). Αυτή είναι η αντίδραση του παίκτη 

2 στη δράση του παίκτη 1. ∆εδοµένου  ότι ο παίκτης 1 µπορεί να επιλύσει το πρόβληµα 

του 2 εξίσου καλά όπως και ο 2, ο παίκτης 1 θα µπορούσε να προεξοφλήσει την 

αντίδραση του παίκτη 2 σε κάθε δράση του �� που υλοποιείται από τον 1, οπότε το 

πρόβληµα του 1 στο πρώτο στάδιο είναι στην πραγµατικότητα: 

max ��(��,"�(��) ). 

�� ∈  � 

 

Υποθέτουµε πως και αυτό το πρόβληµα αριστοποίησης του παίκτη 1 έχει µια µοναδική 

λύση που συµβολίζουµε µε %�
∗. Το (%�

∗ , "�(%�
∗) ) το αποκαλούµε αποτέλεσµα 

οπισθογενούς επαγωγής αυτού του παιγνίου. Το αποτέλεσµα αυτό δεν περιλαµβάνει 

αναξιόπιστες απειλές: ο παίκτης προεξοφλεί πως ο παίκτης 2 θα αποκρίνεται µε άριστο 

τρόπο σε οποιοδήποτε δράση  �� διαλέξει ο 1 παίζοντας µε "�(��). Ο παίκτης 1 δεν 

δίνει σηµασία σε πιθανές απειλές του παίκτη 2  ότι θα αποκριθεί µε τρόπους 

ασύµβατους µε το ατοµικό του συµφέρον όταν το παίγνιο φτάσει στο δεύτερο στάδιο. 

Ας θεωρήσουµε το εξής παίγνιο τριών κινήσεων, στο οποίο ο παίκτης 1 παίζει δυο 

φορές: 

1. Ο Παίκτης 1 επιλέγει Α ή ∆, µε το µε το Α να τερµατίζει το παίγνιο δίνοντας 

όφελος 2 στον παίκτη 1 και όφελος 0 στον παίκτη 2 . 

2. Ο Παίκτης 2 παρατηρεί την επιλογή του παίκτη 1. Αν ο 1 επιλέξει ∆, τότε ο 2 

επιλέγει Α΄ ή ∆΄, µε το Α΄ να τερµατίζει το παίγνιο δίνοντας όφελος 1 και στους 

δύο παίκτες. 

3. Ο Παίκτης 1 παρατηρεί την επιλογή του παίκτη 2 (και θυµάται την επιλογή που 

έκανε ο ίδιος  στο πρώτο στάδιο). Αν οι προηγούµενες επιλογές ήταν ∆ και ∆΄, 

τότε ο 1 επιλέγει Α΄΄ ή ∆΄΄. Και οι δύο επιλογές τερµατίζουν το παίγνιο. Η Α΄΄ 

δίνει όφελος 3 στον παίκτη 1 και 0 στον παίκτη 2, ενώ η ∆΄΄ δίνει αντίστοιχα 

οφέλη 0 και 2.  
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Όλα αυτά τα λόγια µπορούν να µεταφραστούν στο ακόλουθο δενδρόγραµµα. Στα ζεύγη 

των οφελών που βρίσκονται στο τέλος  κάθε κλάδου του δενδρογράµµατος, το επάνω 

όφελος είναι του παίκτη 1 και το κάτω είναι του παίκτη 2. 

 

 

Σχήµα  1.13- Παίγνιο τριών κινήσεων. 

 

Για να υπολογίσουµε το αποτέλεσµα της οπισθογενούς επαγωγής σε αυτό το παίγνιο, 

ξεκινάµε από το τρίτο στάδιο(δηλαδή τη δεύτερη κίνηση του παίκτη1 ). Εδώ ο παίκτης 1 

έχει να επιλέξει µεταξύ ενός οφέλους 3 από το Α΄΄ και ενός οφέλους 0 από το ∆΄΄, άρα 

το Α΄΄ είναι άριστο. Έτσι στο δεύτερο στάδιο, ο παίκτης 2 προεξοφλεί πως αν το 

παίγνιο φτάσει στο τρίτο στάδιο ο παίκτης 1 θα παίξει ∆΄΄, κάτι που θα απέφερε όφελος 

0 στον παίκτη 2. Η επιλογή δεύτερου σταδίου για τον παίκτη 2 είναι συνεπώς µεταξύ 

ενός οφέλους 1 αν παίξει Α΄ και ενός οφέλους 0 αν παίξει ∆΄, άρα το Α΄ είναι άριστο. 

Έτσι, στο πρώτο στάδιο, ο παίκτης 1 προεξοφλεί ότι, αν το παίγνιο φτάσει στο δεύτερο 

στάδιο, τότε ο 2 θα παίξει Α΄, κάτι που θα απέφερε όφελος 1 στον παίκτη 1. Η επιλογή 

πρώτου σταδίου για τον παίκτη 1 είναι συνεπώς µεταξύ ενός οφέλους 2 αν παίξει Α και 

ενός οφέλους 1 αν παίξει ∆, άρα το Α είναι άριστο. 

Αυτή η επιχειρηµατολογία τεκµηριώνει πως το αποτέλεσµα οπισθογενούς επαγωγής 

γι’αυτό το παίγνιο φέρνει τον παίκτη 1 να παίζει Α στο πρώτο στάδιο και κατά συνέπεια 

να τερµατίζει το παίγνιο. Παρόλο που η οπισθογενής επαγωγή προβλέπει πως το 

παίγνιο θα τερµατιστεί στο πρώτο στάδιο, σηµαντικό µέρος του επιχειρήµατος αφορά το 

τι θα συµβεί αν το παίγνιο δεν τελειώσει στο πρώτο στάδιο. Στο δεύτερο στάδιο, για 
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1

1
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παράδειγµα, όταν ο παίκτης 2 προεξοφλεί πως αν το παίγνιο φτάσει στο τρίτο στάδιο ο 

παίκτης 1 θα παίξει Α΄΄, ο 2 αποδέχεται πως ο1 είναι ορθολογικός. Αυτή η παραδοχή 

µπορεί να φαίνεται ασύµβατη µε το γεγονός πως ο 2 φτάνει να παίξει στο δεύτερο 

στάδιο µόνο αν ο 1 αποκλίνει  από το αποτέλεσµα οπισθογενούς επαγωγής του 

παιγνίου. ∆ηλαδή, θα µπορούσε να νοµίσει κανείς πως αν ο 1 παίξει ∆ στο πρώτο 

στάδιο τότε ο 2 δεν µπορεί να υποθέσει στο δεύτερο στάδιο πως ο 1 είναι ορθολογικός - 

παρά ταύτα αυτό δεν ισχύει: αν ο 1 παίξει ∆ στο πρώτο στάδιο, τότε δε µπορεί να 

αποτελεί κοινή γνώση πως και οι δυο παίκτες είναι ορθολογικοί, αλλά µπορεί να 

εξακολουθούν να υπάρχουν λόγοι ώστε ο 1 να έχει διαλέξει ∆ αλλά αυτό να µην 

αντιφάσκει µε την υπόθεση του 2 ότι ο 1 είναι ορθολογικός. Μια άλλη πιθανότητα είναι 

να αποτελεί κοινή γνώση το γεγονός ότι ο παίκτης 1 είναι ορθολογικός αλλά όχι και ότι 

ο παίκτης 2 είναι ορθολογικός: αν ο 1 νοµίζει πως  ο 2 ίσως δεν είναι ορθολογικός, 

τότε ίσως ο 1 επιλέξει ∆ στο πρώτο στάδιο, ελπίζοντας πως ο 2 θα επιλέξει ∆΄ στο 

δεύτερο στάδιο, δίνοντας έτσι στον 1 την ευκαιρία να παίξει Α΄΄ στο τρίτο στάδιο. Μια 

άλλη πιθανότητα είναι να αποτελεί κοινή γνώση το γεγονός πως ο παίκτης 2 είναι 

ορθολογικός, όχι όµως και ότι ο παίκτης 1 είναι ορθολογικός: αν ο παίκτης 1 είναι 

ορθολογικός αλλά νοµίζει πως ο 2 νοµίζει πως ο 1 ίσως να µην είναι ορθολογικός, τότε 

ο 1 ίσως επιλέξει  ∆ στο πρώτο στάδιο, ελπίζοντας ότι ο 2 θα νοµίσει πως ο 1 δεν είναι 

ορθολογικός κι έτσι να παίξει ∆΄ µε την ελπίδα ότι ο 1 θα παίξει ∆΄΄ στο τρίτο στάδιο. Η 

οπισθογενής επαγωγή δέχεται πως η επιλογή ∆ από τον 1 µπορεί να ερµηνευθεί 

κατ΄αυτόν τον τρόπο. Για ορισµένα παίγνια ωστόσο, µπορεί να είναι πιο λογικό να 

υποθέσουµε πως ο 1 έπαιξε ∆ επειδή είναι όντως ανορθολογικός. Σε τέτοια παίγνια, η 

οπισθογενής επαγωγή χάνει µεγάλο µέρος της γοητείας ως µέθοδος πρόβλεψης του 

παιγνίου, όπως συµβαίνει και µε την ισορροπία κατά  Nash στα παίγνια όπου η θεωρία 

παιγνίων δεν παρέχει µια µοναδική λύση και κάποια νόρµα συµπεριφοράς δεν µπορεί 

να προκύψει.  

 

1.9 Δυναμικά παίγνια πλήρους αλλά ατελούς πληροφόρησης σε 

δυο στάδια 

 
Στη συνέχεια θα εµπλουτίσουµε την κατηγορία παιγνίων που αναλύσαµε όµως τώρα θα 

επιτρέπουµε να γίνονται ταυτόχρονες κινήσεις εντός κάθε σταδίου. Το ταυτόχρονο των 

κινήσεων εντός των σταδίων σηµαίνει πως τα παίγνια αυτά είναι ατελούς 
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πληροφόρησης. Παρ’ όλα αυτά τα παίγνια αυτά έχουν πολλά κοινά χαρακτηριστικά µε 

τα παίγνια πλήρους πληροφόρησης. Ας δούµε τώρα το εξής απλό παίγνιο, το οποίο 

ονοµάζουµε παίγνιο πλήρους αλλά ατελούς πληροφόρησης δυο σταδίων. 

1. Οι παίκτες 1 και 2 επιλέγουν ταυτόχρονα δράσεις �� και �� από τα εφικτά 

σύνολα  �.και  �,αντίστοιχα. 

2. Οι παίκτες 3 και 4 παρατηρούν το αποτέλεσµα του πρώτου σταδίου (��, ��) και 

έπειτα επιλέγουν ταυτόχρονα δράσεις %& και %' από τα εφικτά σύνολα   & και 

 ',αντίστοιχα. Τα οφέλη είναι ��(��, ��, %&, %' ) για i = 1,2,3,4 

 

Πολλά οικονοµικά προβλήµατα εντάσσονται στην παραπάνω περιγραφή. Τρία 

παραδείγµατα είναι οι αναλήψεις καταθέσεων από τράπεζες λόγω πανικού, οι δασµοί 

και ο ατελής ανταγωνισµός στο διεθνές εµπόριο και τα τουρνουά (π.χ. η διαπάλη 

µεταξύ διαφόρων αντιπροέδρων σε µια εταιρεία για το ποιος θα γίνει επόµενος 

πρόεδρος). Άλλα οικονοµικά προβλήµατα µπορούν να µοντελοποιηθούν ανάλογα 

επιτρέποντας µια πλουσιότερη ακολουθία σταδίων, είτε προσθέτοντας παίκτες, είτε 

επιτρέποντας στους παίκτες να κινούνται σε παραπάνω από ένα στάδια. Θα µπορούσαν 

επίσης να υπάρχουν λιγότεροι παίκτες: σε ορισµένες εφαρµογές, οι παίκτες 3 και 4 είναι 

οι παίκτες 1 και 2. Σε άλλες εφαρµογές, λείπει ο παίκτης 2 ή ο παίκτης 4. 

 

Ένα παίγνιο αυτής της κατηγορίας λύνεται χρησιµοποιώντας µια προσέγγιση στο 

πνεύµα της οπισθογενούς  επαγωγής, αλλά αυτή τη φορά το πρώτο βήµα που κάνουµε 

εργαζόµενοι αντίστροφα από το τέλος του παιγνίου περιλαµβάνει την επίλυση ενός 

αληθινού παιγνίου (το παίγνιο ταυτόχρονων κινήσεων µεταξύ των παικτών 3 και 4 στο 

δεύτερο στάδιο, µε δεδοµένο το αποτέλεσµα του πρώτου σταδίου) και όχι την επίλυση 

ενός προβλήµατος µονοπρόσωπης αριστοποίησης όπως πριν. Επίσης υποθέτουµε πως 

για κάθε εφικτό αποτέλεσµα στο παίγνιο του πρώτου σταδίου (��, ��), το παίγνιο του 

δεύτερου σταδίου που αποµένει µεταξύ των παικτών 3 και 4 έχει µια µοναδική 

ισορροπία κατά Nash, την οποία συµβολίζουµε µε (�&
∗(��, ��),�'

∗(��, ��)). 

Αν οι παίκτες 1 και 2 προεξοφλήσουν ότι η συµπεριφορά δευτέρου σταδίου των 

παικτών 3 και 4 δίνεται από την (�&
∗(��, ��),�'

∗(��, ��)), τότε η αλληλεπίδραση πρώτου 

σταδίου µεταξύ των παικτών 1 και 2 αντιστοιχεί στο εξής παίγνιο ταυτόχρονων 

κινήσεων: 
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1. 1.Οι παίκτες 1 και 2 επιλέγουν ταυτόχρονα δράσεις �� και �� από τα εφικτά 

σύνολα  �.και  �,αντίστοιχα. 

2. Τα οφέλη είναι ��(��, ��, �&
∗(��, ��),�'

∗(��, ��) ) για i = 1,2. 

 

Έστω ότι το ζεύγος (��
∗, ��

∗) είναι η µοναδική ισορροπία κατά Nash αυτού του παιγνίου 

ταυτόχρονων κινήσεων. Το ( �&
∗(��, ��),�'

∗(��, ��) ) λέγεται τέλειο ανά υποπαίγνιο 

αποτέλεσµα αυτού του παιγνίου δύο σταδίων. Το αποτέλεσµα αυτό αποτελεί το φυσικό 

ανάλογο του αποτελέσµατος οπισθογενούς επαγωγής σε παίγνια πλήρους και τέλειας 

πληροφόρησης. Η αναλογία αυτή ισχύει και σε ό,τι αφορά τα ελκυστικά και τα µη 

ελκυστικά χαρακτηριστικά της οπισθογενούς επαγωγής. Οι παίκτες 1 και 2  δεν θα 

πρέπει να πιστέψουν τους παίκτες 3 και 4 αν απειλήσουν ότι θα αποκριθούν µε δράσεις 

που δεν αποτελούν ισορροπία κατά Nash στο υπολειπόµενο παίγνιο στο δεύτερο στάδιο, 

τουλάχιστον ένας από τους παίκτες 3 και 4 δε θα θέλει να πραγµατοποιήσει µια τέτοια 

απειλή. Από την άλλη, έστω ότι ο παίκτης 1 είναι επίσης και παίκτης 3 και ότι ο παίκτης 

1 δεν παίζει ��
∗ στο πρώτο στάδιο: o παίκτης 4 µπορεί τότε να θελήσει να αναθεωρήσει 

την υπόθεση ότι ο παίκτης 3 (δηλαδή ο παίκτης 1) θα παίξει �&
∗(��, ��) στο δεύτερο 

στάδιο. 

 

1.10 Αναλήψεις λόγω Πανικού (Bank Runs) 

 

∆ύο επενδυτές έχουν καταθέσει από ένα ποσό D σε µια τράπεζα. Η τράπεζα έχει 

επενδύσει αυτές τις καταθέσεις σε ένα µακροπρόθεσµο σχέδιο. Αν η τράπεζα 

αναγκαστεί να ρευστοποιήσει τις επενδύσεις της προτού ωριµάσει το σχέδιο, θα µπορεί 

να ανακτηθεί ένα συνολικό ποσό 2r, όπου D > r > D/2. Aν όµως η τράπεζα επιτρέψει 

στην επένδυση να ωριµάσει, το σχέδιο θα αποδώσει ένα σύνολο 2R, όπου R > D. 

 

Υπάρχουν δύο ηµεροµηνίες στις οποίες οι επενδυτές µπορούν να κάνουν αναλήψεις από 

την τράπεζα: η ηµεροµηνία 1 είναι πριν από την ωρίµανση της τραπεζικής επένδυσης, η 

ηµεροµηνία 2 είναι µετά. Για λόγους απλότητας, έστω ο συντελεστής προεξόφλησης 

είναι ίσος µε τη µονάδα. Αν και οι δυο επενδυτές κάνουν αναλήψεις στην ηµεροµηνία 1, 

τότε ο καθένας τους λαµβάνει r και το παίγνιο τερµατίζεται. Αν µόνο ένας επενδυτής 

κάνει ανάληψη στην ηµεροµηνία 1, τότε αυτός ο επενδυτής λαµβάνει D, ο άλλος 2r – D 
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και το παίγνιο τερµατίζεται. Τέλος, αν κανείς από τους δύο δεν κάνει ανάληψη στην 

ηµεροµηνία 1, τότε το σχέδιο ωριµάζει και οι επενδυτές παίρνουν αποφάσεις για 

ανάληψη στην ηµεροµηνία 2, τότε ο καθένας τους λαµβάνει R και το παίγνιο τελειώνει. 

Αν µόνο ένας επενδυτής κάνει ανάληψη στην ηµεροµηνία 2, τότε αυτός ο επενδυτής 

λαµβάνει 2R- D, ο άλλος λαµβάνει D και το παίγνιο τελειώνει. Τέλος, αν κανένας 

επενδυτής δεν κάνει ανάληψη στην ηµεροµηνία 2, τότε η τράπεζα επιστρέφει R σε κάθε 

επενδυτή και το παίγνιο τελειώνει. 

 

Έστω ότι τα οφέλη των δύο επενδυτών στις ηµεροµηνίες 1 και 2  αναπαριστώνται από 

το εξής ζεύγος παιγνίων κανονικής µορφής. Πρέπει να παρατηρήσουµε ότι το 

κανονικής µορφής παίγνιο για την ηµεροµηνία 1 δεν είναι τυπικά ορισµένο: αν και οι 

δυο επενδυτές επιλέξουν να µην κάνουν ανάληψη στην ηµεροµηνία 1, δεν ορίζεται 

κάποιο όφελος. Αντίθετα οι επενδυτές προχωρούν στο κανονικής µορφής παίγνιο της 

ηµεροµηνίας 2. 

 

 Παίκτης  2 

Ανάληψη    Όχι 

 Παίκτης  1 Ανάληψη      r,r D,2r - D 

Όχι 2r - D,D ε.στάδιο 

Σχήµα 1.14 - Αναλήψεις λόγω πανικού - Ηµεροµηνία 1 

 
 

 Παίκτης  2 

Ανάληψη    Όχι 

 Παίκτης  1 Ανάληψη      R,R 2R-D,D 

Όχι D,2R –D     R,R 

Σχήµα 1.15 - Αναλήψεις λόγω πανικού - Ηµεροµηνία 2 

 
Για να αναλύσουµε το παίγνιο εργαζόµαστε αντίστροφα. Θεωρούµε το κανονικής 

µορφής παίγνιο της ηµεροµηνίας 2. Επειδή R > D (και 2R – D > R), η ≪ανάληψη≫ 

κυριαρχεί αυστηρά στη ≪µη ανάληψη≫, συνεπώς υπάρχει µια µοναδική ισορροπία 

κατά Nash σε αυτό το παίγνιο: και οι δύο επενδυτές κάνουν ανάληψη, καταλήγοντας σε 

ένα όφελος (R,R). Καθώς ο συντελεστής προεξόφλησης ισούται µε µονάδα, µπορούµε 

απλώς να αντικαταστήσουµε αυτό το όφελος στο κανονικής µορφής παίγνιο της 
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ηµεροµηνίας 1, όπως φαίνεται στο Σχήµα 1.16. Επειδή r < D (και άρα 2r-D < r), αυτή 

η µιας περιόδου εκδοχή του παιγνίου δυο περιόδων έχει δυο ισορροπίες κατά Nash σε 

αµιγείς στρατηγικές: (1) και οι δυο επενδυτές κάνουν ανάληψη, αποκοµίζοντας οφέλη 

(r,r), (2) κανένας από τους δυο δεν κάνει ανάληψη, αποκοµίζοντας οφέλη (R,R). Έτσι, 

το αρχικό παίγνιο αναλήψεων καταθέσεων σε τράπεζες λόγω πανικού σε δύο περιόδους 

έχει δυο τέλεια ανά υποπαίγνιο αποτελέσµατα: (1) και οι δυο επενδυτές κάνουν 

ανάληψη στην ηµεροµηνία 1, αποκοµίζοντας οφέλη (r,r), (2) κανένας από τους δυο δεν 

κάνει ανάληψη στην ηµεροµηνία 1 αλλά και οι δυο κάνουν ανάληψη στην ηµεροµηνία 

2,αποκοµίζοντας οφέλη (R,R)  στην ηµεροµηνία 2. 

 

 Παίκτης  2 

Ανάληψη    Όχι 

 Παίκτης  1 Ανάληψη      r,r D,2r - D 

Όχι 2r - D,D R,R 

Σχήµα 1.16 - Αναλήψεις λόγω πανικού  

 
Το πρώτο από αυτά τα αποτελέσµατα µπορεί να ερµηνευθεί ως ανάληψη λόγω πανικού. 

Αν ο επενδυτής 1  πιστεύει πως ο επενδυτής 2 θα κάνει την ανάληψη την ηµεροµηνία 

1,τότε η άριστη απόκριση του επενδυτή 1 είναι να κάνει και αυτός ανάληψη, παρόλο 

που και οι δυο επενδυτές θα τα πήγαιναν καλύτερα αν περίµεναν ως την ηµεροµηνία 2 

για να κάνουν ανάληψη. Αυτό το παίγνιο αναλήψεων λόγω πανικού διαφέρει από το 

∆ίληµµα των Κρατουµένων που µελετήσαµε σε προηγούµενο κεφάλαιο διαφέρει σε µια 

σηµαντική παράµετρο. Και τα δυο παίγνια έχουν µια ισορροπία κατά Nash που οδηγεί 

σε κοινωνική αναποτελεσµατικότητα. Στο ∆ίληµµα των κρατουµένων αυτή η ισορροπία 

είναι µοναδική(και σε κυρίαρχες στρατηγικές),ενώ εδώ υπάρχει και µια δεύτερη 

ισορροπία που είναι αποτελεσµατική. Άρα το υπόδειγµα αυτό δεν προβλέπει πότε θα 

συµβούν αναλήψεις λόγω πανικού, αλλά δείχνει ότι µπορούν να συµβούν ως φαινόµενο 

ισορροπίας. 

 

1.11 Επαναλαμβανόμενα παίγνια 

 
Θεωρούµε το ∆ίληµµα των Κρατουµένων όπως παρουσιάζεται στην κανονική µορφή 

στο Σχήµα 1.17. Έστω ότι οι παίκτες παίζουν αυτό το παίγνιο ταυτόχρονων κινήσεων 
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δυο φορές παρατηρώντας το αποτέλεσµα της πρώτης φοράς προτού ξεκινήσει το 

παίγνιο ξανά, και έστω ότι το όφελος ολόκληρου του παιγνίου προκύπτει απλώς 

αθροίζοντας τα οφέλη των δυο σταδίων. Αποκαλούµε αυτό το επαναλαµβανόµενο 

παίγνιο ∆ίληµµα των Κρατουµένων δύο σταδίων. 

 

 Παίκτης 2 

 
Α2 ∆2 

Παίκτης 1 Α1 1,1 5,0 

∆1 0,5 4,4 

Σχήµα 1.17 - ∆ίληµµα των Κρατουµένων ∆ύο Σταδίων 

Πρώτο στάδιο 

 

Ανήκει στην κατηγορία των παιγνίων που αναλύσαµε στην ενότητα 1.9. Εδώ οι παίκτες 

3 και 4 είναι ταυτόσηµοι µε τους παίκτες 1 και 2, οι χώροι δράσης  Α& και Α' είναι 

ταυτόσηµοι µε τους χώρους δράσης Α� και Α�, ενώ τα οφέλη ��(%�, %�, %&, %') είναι 

απλώς το άθροισµα του οφέλους από το αποτέλεσµα του πρώτου σταδίου (%�, %�) και 

το όφελος από το αποτέλεσµα του δεύτερου σταδίου του (%&, %' ). Επίσης, το ∆ίληµµα 

των Κρατουµένων δύο σταδίων ικανοποιεί την υπόθεση: για κάθε εφικτό αποτέλεσµα 

του παιγνίου στο πρώτο στάδιο (%�, %�), το υπολειπόµενο παίγνιο στο δεύτερο στάδιο 

µεταξύ των παικτών 3 και 4  έχει µια µοναδική ισορροπία κατά Nash, η οποία 

συµβολίζεται µε ( %&(%�, %�), %'(%�, %�) ). Στην πραγµατικότητα, το ∆ίληµµα των 

Κρατουµένων δύο σταδίων ικανοποιεί την υπόθεσή µας µε τον εξής ιδιαίτερο τρόπο 

Επιτρέψαµε τη δυνατότητα να εξαρτάται η ισορροπία κατά Nash του υπόλοιπου 

παιγνίου στο δεύτερο στάδιο από το αποτέλεσµα του πρώτου σταδίου. Στο ∆ίληµµα των 

Κρατουµένων σε δύο στάδια, ωστόσο η µοναδική ισορροπία Nash στο παίγνιο του 

δεύτερου σταδίου είναι (Α�, Α�), ανεξάρτητα από το αποτέλεσµα του πρώτου σταδίου. 

 

 Παίκτης 2 

 
Α2 ∆2 

Παίκτης 1 Α1 2,2 6,1 

∆1 1,6 5,5 

 Σχήµα 1.18 - ∆ίληµµα των Κρατουµένων ∆ύο Σταδίων 
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Ακολουθούµε τη διαδικασία που περιγράψαµε για τον υπολογισµό του τέλειου ανά 

υποπαίγνιο αποτελέσµατος ενός τέτοιου παιγνίου, αναλύουµε τώρα το πρώτο στάδιο 

του ∆ιλήµµατος των Κρατουµένων δύο σταδίων, λαµβάνοντας υπόψη ότι το 

αποτέλεσµα του υπολοιπόµενου παιγνίου – δηλαδή (Α�, Α�) µε όφελος (1,1). Άρα η 

αλληλεπίδραση του πρώτου σταδίου ισοδυναµεί µε το απλό παίγνιο (που παίζεται µια 

φορά) του Σχήµατος 1.18, στο οποίο το ζεύγος των οφελών (1,1) του δεύτερου σταδίου 

έχει προστεθεί σε κάθε ένα από τα ζεύγη των οφελών του πρώτου σταδίου. Το παίγνιο 

στο Σχήµα 1.18 έχει επίσης µια µοναδική ισορροπία κατά Nash: την (Α�, Α�). Έτσι, το 

µοναδικό τέλειο ανά υποπαίγνιο αποτέλεσµα του ∆ιλήµµατος των Κρατουµένων δύο 

σταδίων είναι το (Α�, Α�) στο πρώτο στάδιο, ακολουθούµενο από (Α�, Α�) στο δεύτερο 

στάδιο. Η συνεργασία - δηλαδή το (Δ�,Δ�) – δεν µπορεί να επιτευχθεί σε κανένα στάδιο 

του τέλειου ανά υποπαίγνιο αποτελέσµατος. 

 

Ο ισχυρισµός αυτός ισχύει γενικότερα, επιτρέποντας οποιονδήποτε πεπερασµένο 

αριθµό επαναλήψεων, Τ. Έστω ότι µε G = { *�, …,*� ; �� , … ,�� } συµβολίζουµε ένα 

στατικό παίγνιο πλήρους πληροφόρησης στο οποίο οι παίκτες 1 έως  n επιλέγουν 

ταυτόχρονα δράσεις α� έως α, από τους χώρους δράσης Α� έως A, αντίστοιχα ενώ τα 

οφέλη είναι �� (��,…, %�). Το παίγνιο G αποκαλείται παίγνιο σταδίου του 

επαναλαµβανόµενου παιγνίου. 

 

Άρα µε δεδοµένο ένα παίγνιο σταδίου G, έστω ότι µε G(T) συµβολίζουµε το 

πεπερασµένα επαναλαµβανόµενο παίγνιο στο οποίο το G  παίζεται Τ φορές, µε τα 

αποτελέσµατα όλων των προηγούµενων διεξαγµένων παιγνίων σταδίου να 

παρατηρούνται προτού ξεκινήσει η επόµενη διεξαγωγή του παιγνίου. Τα οφέλη του 

G(T) είναι απλώς το άθροισµα των οφελών από τα Τ παίγνια σταδίου. 

 

Αν το παίγνιο σταδίου G έχει µια µοναδική ισορροπία κατά Nash, τότε, για κάθε 

πεπερασµένο Τ, το επαναλαµβανόµενο παίγνιο G(T) έχει ένα µοναδικό τέλειο ανά 

υποπαίγνιο αποτέλεσµα: και αυτό είναι η επιλογή της ισορροπίας κατά Nash του G σε 

κάθε στάδιο. Ανάλογα αποτελέσµατα προκύπτουν αν το παίγνιο σταδίου G είναι ένα 

δυναµικό παίγνιο πλήρους πληροφόρησης. 
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1.12 Δημοπρασία 

 
Η δηµοπρασία µε ενσφράγιστες προσφορές αποτελεί στατικό παίγνιο ελλιπούς 

πληροφόρησης: κάθε συµµετέχων γνωρίζει τη δική του αξιολόγηση για το πωλούµενο 

αγαθό, όµως δεν γνωρίζει την αξιολόγηση κανενός άλλου, οι προσφορές κατατίθενται 

σε σφραγισµένους φακέλους, έτσι ώστε οι κινήσεις των παικτών να θεωρηθούν 

ταυτόχρονες. 

Θεωρούµε την εξής δηµοπρασία πρώτης τιµής µε ενσφράγιστες προσφορές. Υπάρχουν 

δυο συµµετέχοντες, τους οποίους συµβολίζουµε i = 1,2. Ο συµµετέχων i έχει αποτίµηση 

.� για το αγαθό –δηλαδή αν ο i  κερδίσει το αγαθό  και πληρώσει τιµή p, τότε το όφελος 

του i είναι .�- p .Οι αποτιµήσεις των δυο συµµετεχόντων  είναι ανεξάρτητες και 

οµοιόµορφα κατανεµηµένες στο [0,1]. Οι προσφορές είναι υποχρεωτικά µη αρνητικές. 

Οι συµµετέχοντες καταθέτουν ταυτόχρονα τις προσφορές τους. Ο πλειοδότης κερδίζει 

το αγαθό και καταβάλλει τιµή ίση µε την προσφορά του, ο άλλος συµµετέχων ούτε 

παίρνει ούτε πληρώνει τίποτα. Στην περίπτωση ισοπαλίας, ο νικητής καθορίζεται από 

το στρίψιµο ενός νοµίσµατος. Οι συµµετέχοντες είναι ουδέτεροι ως προς το ρίσκο. Όλα 

τα παραπάνω αποτελούν κοινή γνώση. 

 

Για να διατυπώσουµε αυτό το πρόβληµα ως στατικό µπεϋνζιανό παίγνιο πρέπει να 

καθορίσουµε τους χώρους δράσης, τους χώρους τύπων, τις εκτιµήσεις και τις 

συναρτήσεις οφέλους. ∆ράση του παίκτη i είναι η κατάθεση µιας µη αρνητικής 

προσφοράς /� και τύπο του παίκτη i αποτελεί η αποτίµησή του .�. Επειδή οι 

αποτιµήσεις είναι ανεξάρτητες, ο παίκτης i εκτιµά πως το .0  κατανέµεται οµοιόµορφα 

στο [0,1], όποια και αν είναι η τιµή του .�. Τέλος, η συνάρτηση οφέλους του παίκτη i 

είναι: 

��(/�,/� ; .�,.�) =  .� − /�          αν  /� > /0 

��(/�,/� ; .�,.�) = (.� −  /� )/2   αν  /� = /0 

��(/�,/� ; .�,.�) = 0                     αν  /� < /0 

 

Για να υπολογίσουµε µια ισορροπία κατά Nash αυτού του παιγνίου, ξεκινάµε 

κατασκευάζοντας τους χώρους στρατηγικής των παικτών. Σε ένα στατικό µπεϋνζιανό 

παίγνιο η στρατηγική είναι µια συνάρτηση από τύπους σε δράσεις. Συνεπώς, µια 

στρατηγική για τον παίκτη i είναι µια συνάρτηση /�(.�) που καθορίζει την προσφορά 
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που θα επέλεγε κάθε ένας από τους τύπους i, (δηλαδή, για κάθε µια από τις 

αποτιµήσεις). Σε µια µπεϋνζιανή ισορροπία κατά  Nash, η στρατηγική του παίκτη 

1, /�(.�), είναι η άριστη απόκριση στην στρατηγική του παίκτη 2, /�(.�), και 

αντίστροφα. Τυπικά, το ζεύγος των στρατηγικών (/�(.�), /�(.�)) αποτελεί ισορροπία 

κατά Nash αν για κάθε .� στο [0,1] το /�(.�) αποτελεί λύση του: 

 

         max (.� - /�) Prob { /� > /0(.0) } + 
�

�
 (.� -  /�) Prob { /�= /0(.0)} 

          /�  

Ψάχνουµε µια γραµµική ισορροπία: /�(.�) =  �� + 5�.� και /�(.�) = �� + 5�.�. 

Προκύπτει πως επειδή οι αποτιµήσεις των παικτών είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένες, 

µια γραµµική ισορροπία όχι µόνο υπάρχει αλλά είναι και µοναδική. Θα βρούµε πως 

/�(.�) = .�/2. ∆ηλαδή, κάθε παίκτης καταθέτει µια προσφορά ίση µε τη µισή αποτίµησή 

του. Μια τέτοια  προσφορά αντανακλά το θεµελιώδες δίληµµα που αντιµετωπίζει ένας 

συµµετέχων σε µια δηµοπρασία: όσο περισσότερα προσφέρει, τόσο πιθανότερο είναι ότι 

θα κερδίσει, όσο λιγότερα προσφέρει, τόσο περισσότερα θα αποκοµίσει αν κερδίσει. 

 

Υποθέτουµε πως ο παίκτης j υιοθετεί την στρατηγική /0(.0) = �0+ 50.0 . Για µια 

δεδοµένη τιµή του .�, η άριστη απόκριση του παίκτη I αποτελεί λύση του: 

 

          max(.� - /�) Prob { /� > �0+ 50.0} , 

          /�  

Έχοντας ήδη χρησιµοποιήσει το γεγονός ότι Prob { /� = /0(.0) } = 0 (διότι /0(.0) 

= �0+ 50.0 και το .0  ακολουθεί οµοιόµορφη κατανοµή, άρα το /0 ακολουθεί 

οµοιόµορφη κατανοµή). Επειδή δεν έχει νόηµα για τον παίκτη i να προσφέρει λιγότερα 

από την ελάχιστη προσφορά του παίκτη j, ενώ είναι ανόητο να προσφέρει περισσότερα 

από τη µέγιστη προσφορά του j  έχουµε ότι  �0 ≤ /0 ≤ �0+ 50 , άρα: 

 

Prob { /� > �0+ 50.0} = Prob { .0  < (/� - %0) / 50 }= (/� - %0) / 50 

 

Η άριστη απόκριση του παίκτη i ,συνεπώς είναι : 

 

/�(.�) =( .� + �0) /2        αν   .�  ≥ �0           
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/�(.�) = �0                      αν   .�  < �0 

 

Αν 0 < �0 < 1, τότε υπάρχουν ορισµένες τιµές του .� τέτοιες ώστε .� < �0, οπότε το 

/�(.�) δεν είναι γραµµικό, είναι µάλλον επίπεδο στην αρχή µε θετική κλίση στη 

συνέχεια. Επειδή αναζητούµε γραµµική ισορροπία ,θα απορρίψουµε την περίπτωση 

όπου 0 < �0 < 1, εστιάζοντας αντίθετα στις περιπτώσεις �0 ≥ 1 και �0 ≤ 0. Όµως η 

πρώτη δεν µπορεί να ισχύει σε ισορροπία: επειδή είναι άριστο για έναν υψηλότερο τύπο 

να προσφέρει τουλάχιστον ίσα µε την άριστη προσφορά ενός χαµηλότερου τύπου, 

έχουµε 50 ≥ 0, αλλά τότε η σχέση �0 ≥ 1 συνεπάγεται /0(.0)≥  .0, το οποίο δεν µπορεί 

να είναι άριστο. Άρα, για να είναι το /�(.�) γραµµικό πρέπει να έχουµε �0 ≤ 0 ,στην 

περίπτωση αυτή έχουµε /�(.�) =( .� + �0) /2 συνεπώς  

�6 = �0 /2 και 5� = ½ 

Μπορούµε να επαναλάβουµε την ίδια ανάλυση για τον παίκτη j   µε την υπόθεση ότι ο 

παίκτης i υιοθετεί τη στρατηγική /�(.�) = ��+ 5�.�. Αυτό µας δίνει �� ≤ 0, �0 = �� /2 

και 50 = ½. Συνδυάζοντας τα δυο αυτά σύνολα αποτελεσµάτων, τελικά παίρνουµε 

�� = �0 = 0 και 5� = 50 = ½. ∆ηλαδή, /�(.�) = .�/2, όπως ισχυριστήκαµε 

προηγουµένως.  
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Κεφάλαιο 2 – Εφαρμογές 
Θεωρίας Παιγνίων στα 
Ασύρματα Δίκτυα 
 

2.1 Εισαγωγή 

 
Όταν χρησιµοποιείται η θεωρία των παιγνίων στο ετερογενές ασύρµατο περιβάλλον, 

πολλές προκλήσεις και ζητήµατα µπορούν να επισηµανθούν όπως φαίνεται στο Σχήµα 

2.1 [1] 

 
Σχήµα 2.1 –Προκλήσεις της Θεωρίας Παιγνίων 
 

2.1.1 Συνεργατική και μη συνεργατική προσέγγιση 

 
Μία από τις πρώτες προκλήσεις είναι ο προσδιορισµός των παικτών και η 

µοντελοποίηση του προβλήµατος ως συνεργατικό ή µη συνεργατικό παίγνιο. Οι παίκτες 

του παιγνίου, οι διαθέσιµες στρατηγικές κάθε παίκτη και οι στόχοι τους πρέπει να είναι 

σαφώς καθορισµένοι, δεδοµένου ότι αποτελούν τα κύρια συστατικά µε καθοριστικούς 
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ρόλους στο παίγνιο. Έχουµε κατατάξει τις υπάρχουσες προσεγγίσεις µε βάση την 

αλληλεπίδραση παικτών ως: χρήστες έναντι χρηστών, χρήστες έναντι δικτύων, και 

δίκτυα έναντι δικτύων. Το παίγνιο λειτουργεί βασισµένο στην υπόθεση του 

ορθολογισµού, που σηµαίνει ότι γίνεται δεκτό ότι οι παίκτες είναι λογικά άτοµα που 

ενεργούν µε βάση το συµφέρον τους. Θεωρώντας το ετερογενές ασύρµατο περιβάλλον, 

οι παίκτες απεικονίζονται από οντότητες στα δίκτυα ή από τερµατικά χρηστών, που 

υποτίθεται ότι είναι ορθολογικοί. Όµως, δεν µπορεί να είναι πάντοτε δεδοµένο ότι 

αυτές οι οντότητες θα δρουν µε ορθολογικό τρόπο. Οι περισσότερες από τις λύσεις που 

παρουσιάζονται χρησιµοποιούν τη  µη συνεργατική θεωρία παιγνίων, προκειµένου να 

καθορίσουν την αλληλεπίδραση µεταξύ των παικτών. Χρησιµοποιώντας τη θεωρία των 

παιγνίων µπορούµε να διαµορφώσουµε ρεαλιστικά σενάρια στα οποία οι παίκτες 

ανταγωνίζονται µεταξύ τους και κάθε ένας από αυτούς επιδιώκει τη µεγιστοποίηση του 

κέρδους του. Από την άλλη πλευρά, σε συνεργατικά παίγνια, οι παίκτες υποτίθεται ότι 

συνεργάζονται, προκειµένου να µεγιστοποιηθούν οι απολαβές τους. 

 

2.1.2 Απολαβές / Συναρτήσεις χρησιμότητας 

 
Η επιλογή των απολαβών ή των συναρτήσεων χρησιµότητας είναι µια άλλη πρόκληση, 

δεδοµένου ότι επηρεάζουν το πώς οι παίκτες θα επιλέξουν τις πράξεις τους. Αρκετές 

διαφορετικές συναρτήσεις χρησιµότητας έχουν χρησιµοποιηθεί στη βιβλιογραφία. Για 

παράδειγµα οι συγγραφείς στο [2], ορίζουν µια συνάρτηση κόστους ως ένα 

σταθµισµένο άθροισµα των διαφόρων παραµέτρων (φορτίο του σηµείου πρόσβασης, 

την τιµή και την απόσταση). Οι συγγραφείς στο [3] εισάγουν µια συνάρτηση 

τιµολόγησης, προκειµένου να αποτρέψει τους χρήστες από τις υπερβολικές απαιτήσεις 

σε πόρους και την κακή χρήση των διαθέσιµων πόρων. Στο [9] η απολαβή του χρήστη 

ορίζεται µε βάση το Πλεόνασµα του Καταναλωτή, που εκφράζεται ως η διαφορά µεταξύ 

της νοµισµατικής αξίας της παρεχόµενης ποιότητας υπηρεσίας προς τον χρήστη για τη 

τρέχουσα υπηρεσία, και της πραγµατικής τιµής της χρέωσης. 
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2.1.3 Πολλαπλοί φορείς και πολλαπλές τεχνολογίες 

 

Μια άλλη πρόκληση, κατά τον σχεδιασµό ενός συνεργατικού ή µη συνεργατικού 

παιγνίου, έρχεται όταν εξετάζουµε έναν ή πολλαπλούς φορείς. Μερικά από τα παίγνια 

συνεργασίας στη βιβλιογραφία µελετούν το σχηµατισµό συνασπισµού µεταξύ των 

διαφόρων φορέων των δικτύων [5]. Τα δίκτυα µέσα σε ένα συνασπισµό συνεργάζονται 

προκειµένου να ικανοποιηθούν οι απαιτήσεις των χρηστών σε υπηρεσίες. Η 

σκοπιµότητα ενός τέτοιου σεναρίου στον πραγµατικό κόσµο, όπου ο ανταγωνισµός 

µεταξύ των φορέων είναι σκληρός είναι αµφισβητήσιµη. Επιπλέον, οι πληροφορίες 

σχετικά µε το εύρος της κάλυψης και τα χαρακτηριστικά λειτουργίας του APs ή του BSs 

θεωρείται ότι είναι άκρως εµπιστευτικές στους φορείς. Για παράδειγµα, στο [2], οι 

συγγραφείς υποθέτουν την ύπαρξη µιας υπηρεσίας πληροφόρησης που έχει αναπτυχθεί 

στο σύστηµα το οποίο παρέχει πληροφορίες σχετικά µε τα διαθέσιµα σηµεία πρόσβασης 

και τους χρήστες τους. Θα ήταν ασυνήθιστο για τους φορείς να είναι πρόθυµοι να 

παρέχουν τέτοιες πληροφορίες. 

Οι λύσεις µπορούν να εφαρµοστούν σε έναν ή πολλαπλούς τύπους τεχνολογιών δικτύων 

πρόσβασης. Για παράδειγµα, [2,3], εφαρµόζεται µόνο σε  WLAN δίκτυα, [6], σε 

κυψελωτά δίκτυα, [7] και CDMA δίκτυα, ενώ οι υπόλοιπες εφαρµόζονται σε δύο ή και 

τρεις διαφορετικές τεχνολογίες. 

 

2.1.4 Κοστολόγηση και τιμολόγηση 

 
Μια άλλη σηµαντική άποψη  εµφανίζεται όταν µελετάµε το νοµισµατικό κόστος που 

υφίσταται ο χρήστης, ως µία από τις παραµέτρους. Ο µηχανισµός τιµολόγησης που 

χρησιµοποιείται για τα διάφορα δίκτυα θα επηρεάσει επίσης τη στρατηγική απόφασης 

σε διαφορετικά έργα υποθέτουµε διαφορετικούς µηχανισµούς τιµολόγησης. Στις 

περισσότερες εργασίες θεωρούν σταθερό σχέδιο τιµολόγησης [2,8,9] και κάποιοι 

θεωρούν διαφοροποιηµένη τιµολόγηση όπως στο [7]. Λαµβάνοντας υπόψη την 

ανταγωνιστική αγορά, οι φορείς ασύρµατων δικτύων ακολούθησαν το µοντέλο "όλα 

µπορείτε να τα φάτε" υιοθετώντας  το σταθερό σχέδιο τιµολόγησης. Το σταθερό σχέδιο 

τιµολόγησης λειτουργεί καλά όσο η χρήση του δικτύου είναι λογική. Σήµερα, µε την 

εκθετική αύξηση της συµφόρησης δεδοµένων, ο περισσότεροι φορείς ασύρµατων 

δικτύων έχουν αρχίσει να υιοθετούν τον τρόπο χρήσης µε βάση το σύστηµα τιµολόγησης 
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(π.χ., η AT & T κινήθηκε προς ένα κλιµακωτό µοντέλο). Αν όλο και περισσότεροι 

φορείς ασύρµατων δικτύων υιοθετήσουν  τον τρόπο χρήσης µε βάση το σύστηµα 

τιµολόγησης τότε οι φορείς αυτοί  θα προσελκύσουν τους χρήστες µε το µεγαλύτερο 

όγκο δεδοµένων το οποίο θα οδηγήσει σε  βαρύ φορτίο κίνησης στα δίκτυά τους. 

 

2.1.5 Επίπτωση των χρηστών 

 
Η συµµετοχή του χρήστη στο µηχανισµό αποφάσεων στηρίζεται στην ιδέα ότι 

προκειµένου να παρέχουν µια χρήσιµη λύση, αν όχι την  καλύτερη για τον πελάτη, οι 

πάροχοι υπηρεσιών θα πρέπει να γνωρίζουν τι χρειάζεται κάθε πελάτης πραγµατικά και  

που βρίσκεται το πραγµατικό πρόβληµα. ∆εδοµένου ότι οι προτιµήσεις των χρηστών 

παίζουν σηµαντικό ρόλο στον µηχανισµό αποφάσεων µια άλλη σηµαντική πτυχή είναι ο 

βαθµός επίπτωσης του χρήστη. Υπάρχουν πολλοί τρόποι συλλογής στοιχείων από το 

χρήστη. Σε µερικές από τις προτεινόµενες λύσεις εξετάζουν το χρήστη για κάποιες 

απαιτούµενες ρυθµίσεις που µετατράπηκαν στη συνέχεια σε αντισταθµιστικούς 

συντελεστές για τις  παραµέτρους των δικτύων [9]. Η λύση που προτείνεται στο [8], 

ενσωµατώνει ένα GUI στο  κινητό τερµατικό του χρήστη, προκειµένου να συγκεντρώσει 

τις προτιµήσεις του χρήστη σχετικά µε τις ακόλουθες εισόδους: Κατηγορία αιτήµατος 

υπηρεσίας (Data, Video, Voice). Προτιµώµενη ποιότητα υπηρεσίας (Εξαιρετική, Καλή, 

Μέτρια) και Προτιµώµενες τιµές υπηρεσιών (Πάντα Φθηνότερα, Μέγιστη τιµή 

υπηρεσίας). Ζητώντας από τον χρήστη  τα δεδοµένα µπορεί να είναι ενοχλητικό ή 

ακόµα και επεµβατικό, µιας και ο µηχανισµός απόφασης δεν είναι πλέον διαφανής. 

Είναι πολύ σηµαντικό να βρεθεί ένας συµβιβασµός µεταξύ του κόστους που αφορά τον 

χρήστη και του µηχανισµού απόφασης. Μια λύση για την ελαχιστοποίηση της 

αλληλεπίδρασης του χρήστη ίσως είναι η  υλοποίηση ενός ευφυούς µηχανισµού 

µάθησης που θα µπορούσε να προβλέψει τις προτιµήσεις του χρήστη µε την πάροδο του 

χρόνου. 

 

2.1.6 Κατανάλωση ενέργειας 

 
Μελετώντας την κατανάλωση ενέργειας  ενεργειακής των πολλαπλών διεπαφών  της 

κινητής συσκευής, µια σηµαντική πτυχή είναι η συνδεσιµότητα. Για παράδειγµα, στο 

[10], οι συγγραφείς θεωρούν ότι οι πολλαπλές διεπαφές των κινητών συσκευών έχουν 
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ταυτόχρονες συνδέσεις, µε απαιτήσεις εύρους ζώνης που µοιράζεται µεταξύ πολλαπλών 

δικτύων. Όσον αφορά την κατανάλωση ενέργειας, οι ταυτόχρονες συνδέσεις θα 

αδειάσουν την µπαταρία του κινητού ακόµα πιο γρήγορα από  τη µία και µόνο σύνδεση. 

Όσον αφορά το χρηµατικό κόστος, οι ταυτόχρονες συνδέσεις συνεπάγονται πιο 

πολύπλοκα συστήµατα τιµολόγησης για τις επιχειρήσεις. 

 

2.1.7 Πολυπλοκότητα και πραγματικά σενάρια 

 
Γενικά, οι προτεινόµενες λύσεις έχουν δοκιµαστεί µέσα από διεξοδικά αριθµητικά 

αποτελέσµατα ή προσοµοιώσεις ,αλλά δεν έχουν προταθεί σενάρια που έχουν 

δοκιµαστεί στον πραγµατικό κόσµο. Η ενσωµάτωση  σε ένα πραγµατικό σενάριο είναι 

αµφισβητήσιµη. Ορισµένες λύσεις απαιτούν την ανάπτυξη των εξωτερικών φορέων. Για 

παράδειγµα, στο [3], η ανάπτυξη του  Κεντρικού Συντονιστή Φάσµατος, στο δίκτυο, 

είναι απαραίτητη προκειµένου να κατανέµει τους  διαθέσιµους πόρους µεταξύ των 

ανταγωνιστικών χρηστών τους. Η προσθήκη νέου εξοπλισµού σε ένα ήδη περίπλοκο 

δίκτυο δεν είναι µια καλή λύση. Καθώς η τεχνολογία εξελίσσεται, οι φορείς των 

δικτύων στρέφονται προς την υιοθέτηση νέων αρχιτεκτονικών που έρχονται να 

απλοποιήσουν τα πράγµατα, επιτρέποντας την γρήγορη ανάπτυξη υπηρεσιών και 

εφαρµογών. 

 

2.2.Ταξινόμηση των Προσεγγίσεων της Θεωρίας Παιγνίων 

 

Εφόσον η κατανοµή των πόρων επηρεάζει το πρόβληµα της επιλογής δικτύου, έχουµε 

επικεντρωθεί στη συνέχεια σε προσεγγίσεις που αφορούν  το πρόβληµα της επιλογής 

δικτύου και της κατανοµής των πόρων. Οι περισσότερες από αυτές διαµορφώνουν τα 

προβλήµατα της  κατανοµής πόρων και επιλογής δικτύου ως µη συνεργατικά παίγνια, 

ενώ λίγες τα αντιµετωπίζουν ως συνεργατικά παίγνια. 
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2.2.1 Παίγνιο παικτών: Χρήστες έναντι Χρηστών 

2.2.1.1 Χρήστες έναντι Χρηστών –Μη συνεργατική προσέγγιση 

 

Σε περιπτώσεις µη συνεργασίας χρηστών µε χρήστες, οι χρήστες ανταγωνίζονται µεταξύ 

τους επιδιώκοντας να µεγιστοποιήσουν τη δική τους χρησιµότητα. 

 

Οι Fahimullah et al. [2] κάνουν χρήση της θεωρίας των παιγνίων, προκειµένου να 

µελετηθεί η αλληλεπίδραση µεταξύ εγωιστικών χρηστών. Οι συγγραφείς µελετούν το 

πρόβληµα της επιλογής του κατάλληλου σηµείου πρόσβασης Access Point (AP) µε τη 

λιγότερο συµφόρηση, όταν βρίσκονται σε µια περιοχή που έχει αναπτυχθεί ένας µεγάλος 

αριθµός δικτύων WLAN. Το σύνολο των στρατηγικών για τους χρήστες 

αντιπροσωπεύονται από το σύνολο των διαθέσιµων APs στο δίκτυο και απαιτεί τη 

φυσική µετακίνηση σε κοντινή απόσταση από το επιλεγµένο AP. Κάθε στρατηγική έχει 

ένα κόστος που της έχει ανατεθεί και ο στόχος του χρήστη είναι η ελαχιστοποίηση του 

κόστους που αφορά  την παρεχόµενη υπηρεσία. Το αποτέλεσµα του παιγνίου είναι η 

διανοµή των χρηστών µεταξύ των APs. 

 

Οι Zhu et al. [11] χρησιµοποίησαν ένα µπευζιανό παίγνιο, προκειµένου να 

διαµορφώσει το πρόβληµα επιλογής δικτύου. Οι παίκτες είναι οι χρήστες φορείς είναι 

οι χρήστες και που η δράση τους αντιπροσωπεύεται από την επιλογή ενός διαθέσιµου 

δικτύου πρόσβασης. Κάθε χρήστης έχει µερικές πληροφορίες σχετικά µε τις προτιµήσεις 

των άλλων χρηστών. Οι συγγραφείς δείχνουν ότι η µπευζιανή  ισορροπία Nash µπορεί 

να επιτευχθεί σε ένα περιβάλλον µε ελλιπή πληροφόρηση. 

 

Οι Fu et al. [3] διαµόρφωσαν το πρόβληµα της κατανοµής των πόρων στα ασύρµατα 

δίκτυα ως µη συνεργατικά παίγνια µεταξύ ορθολογικών και εγωιστικών χρηστών. Οι 

χρήστες ανταγωνίζονται µεταξύ τους προκειµένου να ρέουν σε πραγµατικό χρόνο σε 

περίπτωση βίντεο  traffic. Οι συγγραφείς κάνουν χρήση  του  µηχανισµού σχεδίασης, 

προκειµένου να διασφαλιστεί ότι οι παίκτες δηλώνουν  τις απαιτήσεις  τους  σε πόρους 

µε ειλικρίνεια και οι πόροι κατανέµονται δίκαια. 
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2.2.1.2 Χρήστες έναντι Χρηστών - Συνεργατική προσέγγιση 

 

Σε καταστάσεις συνεργασίας µεταξύ χρηστών, οι χρήστες συνεργάζονται για να 

επιτύχουν αµοιβαίο πλεονέκτηµα και να µεγιστοποιήσουν την γενική ευηµερία της 

οµάδας. Vassaki et al. [6] ασχολείται µε το σενάριο ενός µοναδικού κυψελωτού 

δικτύου µε έναν σταθµό βάσης (BS) και πολλούς χρήστες που έχουν ορισµένες 

απαιτήσεις σε χωρητικότητα. Οι συγγραφείς µοντελοποιούν το πρόβληµα κατανοµής 

εύρους ζώνης χρησιµοποιώντας δύο διαφορετικές προσεγγίσεις. Στην πρώτη 

προσέγγιση το πρόβληµα κατανοµής αντιµετωπίζεται σαν συνεργατικό πρόβληµα  

διαπραγµάτευσης Ν ατόµων και  η ισορροπία διαπραγµάτευσης Nash (NBS) βρίσκεται. 

Οι στρατηγικές των χρηστών είναι οι απαιτήσεις εύρους ζώνης, και οι χρήστες 

υποτίθεται ότι είναι ελεύθεροι να διαπραγµατεύονται για την επίτευξη αµοιβαίου 

πλεονεκτήµατος. Η δεύτερη προσέγγιση αντιµετωπίζει το προβλήµα ως ένα παιχνίδι 

πτώχευσης που λύνεται χρησιµοποιώντας τρεις διαφορετικούς κανόνες: Κανόνας 

∆έσµευσης ίσων Επιβραβεύσεων(CEA), Κανόνας Τυχαίας Άφιξη (RA) και Κανόνας του 

Ταλµούδ. Τα αποτελέσµατα δείχνουν ότι η µεγιστοποίηση της συνολικής χωρητικότητας  

επιτυγχάνεται µε τη χρήση  του CEA ή του NBS, αλλά µε τους όρους της µέγιστης 

αµεροληψίας των κανόνων του RA και του Ταλµούδ. 

 

2.2.2 Παίγνιο παικτών: Δίκτυα έναντι Χρηστών 

2.2.2.1 Δίκτυα έναντι Χρηστών – Μη συνεργατική προσέγγιση 

 

Σε καταστάσεις µη συνεργασίας δικτύων - χρηστών, οι χρήστες ανταγωνίζονται τα 

δίκτυα, επιδιώκοντας να µεγιστοποιήσουν τη δική τους χρησιµότητα. Από τη µία πλευρά 

οι χρήστες προσπαθούν να µεγιστοποιήσουν τα οφέλη τους από την υπηρεσία για την 

οποία καταβάλλουν µια τιµή. Από την άλλη πλευρά τα δίκτυα προσπαθούν να 

µεγιστοποιήσουν το όφελος για τις παρεχόµενες  υπηρεσίες. 

Η αλληλεπίδραση µεταξύ των δικτύων και των χρηστών µελετάται από τους Khan et al. 

στο [8]. Οι συγγραφείς µοντελοποιούν το πρόβληµα της επιλογής δικτύου ως µη 

συνεργατικό παίγνιο δηµοπρασίας το οποίο έχει τρεις συνιστώσες: πλειοδότες, πωλητές, 

και διοργανωτή της δηµοπρασίας. Οι αγοραστές εκπροσωπούνται από τους χρήστες, οι 

πωλητές / πλειοδότες είναι ανάλογα µε τους διαθέσιµους φορείς του δικτύου και το 
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αντικείµενο της δηµοπρασίας το εύρος ζώνης που αιτείται  µε τις σχετικές του ιδιότητες. 

Νικητήρια προσφορά θεωρείται αυτή που θα µεγιστοποιήσει τη χρησιµότητα του 

χρήστη. 

Ένα µη συνεργατικό παίγνιο χρησιµοποιείται επίσης στο [7] για την διαφοροποίηση 

των υπηρεσιών σε συστήµατα CDMA. Για να ορίσουν  την συνάρτηση χρησιµότητας για 

τον πάροχο, οι συγγραφείς χρησιµοποιούν το παίγνιο του Cournot που παίζεται µεταξύ 

του παρόχου και των πελατών του. Οι κυρίαρχες στρατηγικές για τον πάροχο και τον 

πελάτη ορίζονται ως εξής: ο πάροχος επιδιώκει να εξυπηρετήσει µόνο τους πελάτες που 

φέρνουν υψηλά έσοδα, ενώ οι πελάτες θα επιλέξουν να εγκαταλείψουν το δίκτυο σε 

περίπτωση που η  ποιότητα  των υπηρεσιών δεν ανταποκρίνεται στις προσδοκίες τους. 

Οι χρήστες γίνονται δεκτοί  στο δίκτυο, αν η αξία της ωφέλειας  του  παρόχου είναι 

µικρότερη από την νέα αξία που  υπολογίζεται για καθεµία από τις κατηγορίες 

υπηρεσιών που προσφέρονται όταν ένα νέος πελάτης φτάνει. 

 

Οι Charilas et al. [12] προτείνουν  τον µηχανισµό ελέγχου για την αποφυγή της 

κυκλοφοριακής συµφόρησης που µοντελοποιεί το ανταγωνιστικό σενάριο µεταξύ 

πελάτη-παρόχου ως µη συνεργατικό παίγνιο δύο παικτών. Το προτεινόµενο πλαίσιο 

αποτελείται από δύο παίγνια, που λέγονται παίγνιο ελέγχου εισόδου (AC), και το 

παίγνιο ελέγχου φορτίου (LC). Το παίγνιο AC έχει µοντελοποιείται χρησιµοποιώντας το 

κλασικό δίληµµα φυλακισµένου και παίζεται µεταξύ του κάθε συνδυασµού χρήστη-

παρόχου. Κάθε αίτηση υπηρεσίας αποτελεί παράδειγµα του παιγνίου µε τους δύο 

παίκτες να έχουν δύο στρατηγικές. Ο πάροχος δέχεται ή απορρίπτει την αίτηση 

υπηρεσίας, ενώ ο πελάτης µπορεί να αποφασίσει να φύγει ή να µείνει  στον πάροχο 

υπηρεσιών. Το παίγνιο LC είναι παρόµοιο µε το παιχνίδι AC και παίζεται περιοδικά, 

ενώ οι συνεδρίες εκτελούνται. Με αυτόν τον τρόπο, οι χρήστες µπορούν να 

αποφασίσουν να εγκαταλείψουν το δίκτυο, ακόµη και  αν η συνεδρία τους βρίσκεται 

ακόµη σε εξέλιξη, ή οι πάροχοι µπορούν να αποφασίσουν να σταµατήσουν συνεδρίες 

εάν η συνεδρία αυτή είναι που προκαλεί υποβάθµιση του QoS για τις συνεχιζόµενες 

συνεδρίες. Οι συγγραφείς δείχνουν ότι όταν χρησιµοποιούνται και οι δύο προτεινόµενοι 

µηχανισµοί ο πάροχος επιτυγχάνει τα καλύτερα έσοδα. 
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2.2.2.2 Δίκτυα έναντι Χρηστών – Συνεργατική προσέγγιση 

 

Σε καταστάσεις συνεργασίας δικτύων – χρηστών, δίκτυα και χρήστες των 

συνεργάζονται για την επίτευξη αµοιβαία ικανοποίησης. 

Οι Αντωνίου et al. στο [13] βλέπουν το πρόβληµα επιλογής δικτύου και µοντελοποιούν 

την αλληλεπίδραση χρηστών και δικτύων ως ένα συνεργατικό επαναλαµβανόµενο 

παίγνιο όπου ο χρήστης έχει τέσσερις στρατηγικές: Η αδυσώπητη στρατηγική 

υπαγορεύει ότι ο χρήστης συµµετέχει στη σχέση, αλλά αν δυσαρεστηθεί  θα αφήσει τη 

σχέση για πάντα, η Εξαπάτησε-και-φύγε στρατηγική δίνει στο χρήστη τη δυνατότητα να 

εξαπατήσει και να αφήσει το  δίκτυο µετά την εξαπάτηση, η άφησε και επέστρεψε 

στρατηγική υπαγορεύει ότι σε περίπτωση που το δίκτυο εξαπατηθεί, ο χρήστης φεύγει 

για µία µόνο περίοδο και επιστρέφει στην επόµενη αλληλεπίδραση, και η 

προσαρµοζόµενη επιστροφή στρατηγική στην οποία επιβάλλεται στο χρήστη που 

επιστρέφει το κανονικοποιηµένο βάρος του δικτύου από την προηγούµενη συµπεριφορά 

της υποβάθµισης. Το δίκτυο µπορεί να επιλέξει ανάµεσα σε δύο στρατηγικές: Tit-for-

Tat στρατηγική, η οποία µιµείται τη δράση του χρήστη, και η Εξαπάτησε και  

Επέστρεψε στρατηγική, η οποία δίνει τη δυνατότητα στο δίκτυο να εξαπατήσει και να 

επιστρέψει αποδεχόµενο την τιµωρία του χρήστη. Οι συγγραφείς δείχνουν ότι µε την 

υιοθέτηση της προτεινόµενης στρατηγικής Προσαρµοζόµενης επιστροφής µπορεί να 

παρακινήσει τη συνεργασία, µε αποτέλεσµα υψηλότερες απολαβές για τους δύο παίκτες. 

 

2.2.3 Παίγνιο παικτών: Δίκτυα έναντι Δικτύων 

2.2.3.1 Δίκτυα έναντι Δικτύων – Μη συνεργατική προσέγγιση 

 

Σε περιπτώσεις µη συνεργασίας των δικτύων έναντι των δικτύων τα δίκτυα 

ανταγωνίζονται µεταξύ τους, µε σκοπό να µεγιστοποιήσουν  τα ατοµικά  τους  έσοδα. 

Pervaiz et al. στο [9] το προσεγγίζουν ως µη συνεργατικό παίγνιο, προκειµένου να 

διατυπώσουν το πρόβληµα επιλογής  δικτύου ως παίγνιο αλληλεπίδρασης µεταξύ των 

φορέων παροχής υπηρεσιών δικτύου µε στόχο τη µεγιστοποίηση  των αµοιβών  τους. 

Χρησιµοποιείται η δυναµική τιµολόγηση και οι τιµές θεωρείται ότι είναι οι στρατηγικές 

των παικτών. Το όφελος του κάθε παρόχου αντιπροσωπεύει το κέρδος από τους 

χρήστες που επιλέγουν το δίκτυο του παρόχου. 
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Μια άλλη µελέτη που εξετάζει την αλληλεπίδραση µεταξύ των δικτύων παρουσιάζεται 

από τους Niyato et al. στο [10]. Οι συγγραφείς προτείνουν το πλαίσιο διαχείρισης των 

ραδιοπόρων που βασίζεται  στη µη συνεργατική θεωρία παιγνίων και αποτελείται από 

τέσσερα βασικά στοιχεία: την κατανοµή σε επίπεδο δικτύου, την κράτηση 

χωρητικότητας, τον έλεγχο εισόδου και την κατανοµή σε επίπεδο σύνδεσης. Το 

πρόβληµα κατανοµής εύρους ζώνης διαµορφώνεται ως µη συνεργατικό παίγνιο µεταξύ 

των διαφόρων δικτύων πρόσβασης και η λύση που προκύπτει από την ισορροπία Nash 

δείχνει ότι η συνολική χρησιµότητα του δικτύου είναι η µέγιστη. Παίγνιο 

διαπραγµάτευσης χρησιµοποιείται για να µοντελοποιήσει το πρόβληµα της κράτησης 

χωρητικότητας. Η κατανοµή σε επίπεδο σύνδεσης µοντελοποιείται ως ένα παίγνιο 

εµπορικής αγοράς και η ισορροπία Nash είναι η λύση του παιγνίου. 

 

2.2.3.2 Δίκτυα έναντι Δικτύων – Συνεργατική προσέγγιση 

 

Σε περιπτώσεις συνεργασίας δικτύων, τα δίκτυα συνεργάζονται για να µεγιστοποιήσουν 

τη γενική ευηµερία. 

 

Αντωνίου et al. στο [5] διερευνούν το σχηµατισµό ενός συνασπισµού µεταξύ 

µεµονωµένων δικτύων πρόσβασης, η οποία γίνεται µε βάση τους διαθέσιµους πόρους 

και οφέλη µε βάση τη µέθοδο κατανοµής. Οι συγγραφείς προτείνουν τη χρήση των δύο 

τύπων απολαβών: τις µεταβιβάσιµες απολαβές, όπου ένα δίκτυο µπορεί να µεταφέρει 

ένα ορισµένο ποσό από τη δική του απολαβή  σε άλλα µέλη του συνασπισµού, εφ 'όσον 

η τελική απολαβή του είναι µεγαλύτερη από το µηδέν. Και τις µη µεταβιβάσιµες 

απολαβές που είναι η πληρωµή που λαµβάνουν για τη συνεισφορά των πόρων τους. Οι 

συγγραφείς µελετούν τη σταθερότητα των συνασπισµών για τους δύο τύπους απολαβών, 

χρησιµοποιώντας την έννοια πυρήνα. Χρησιµοποιώντας αναλύσεις έχουν δείξει ότι 

κατά την εξέταση των µεταβιβάσιµων απολαβών µόνο νίκη συµµαχιών, οι οποίες είναι 

ελάχιστες σε µέγεθος  µε τουλάχιστον έναν παίκτη, στον πυρήνα. Από την άλλη πλευρά, 

οι συνασπισµοί που είχαν ελάχιστες  νίκες µε  τουλάχιστον έναν παίκτη, να βρίσκονται 

στον πυρήνα τους παρατηρήθηκαν κατά την εξέταση συνασπισµών µε µη µεταβιβάσιµες 

απολαβές. 
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Μια άλλη προσέγγιση, η οποία µελετά τη συνεργασία µεταξύ των δικτύων, προτάθηκε 

από τους Khan et al. στο [14]. Οι συγγραφείς µελετούν ένα περιβάλλον µε πολλούς 

φορείς όπου υπάρχει συµφωνία µεταξύ των φορέων για την κοινή χρήση του δικτύου. Η 

αλληλεπίδραση µεταξύ των δικτύων διαµορφώνει δυο παίγνια: ένα εντός του φορέα 

παίγνιο και ένα παίγνιο µεταξύ των φορέων. Στην περίπτωση του παιγνίου εντός του 

φορέα, τα δίκτυα παίζουν ένα παίγνιο διαπραγµάτευσης µε σκοπό να µοιραστούν το 

εύρος ζώνης που ζητείται από µια εφαρµογή. Αν αυτός ο φορέας δεν µπορεί να 

ικανοποιήσει τις απαιτήσεις, τότε ένα δεύτερο παίγνιο παίζεται (αυτή τη φορά µεταξύ 

των φορέων). Το παίγνιο µεταξύ των φορέων παίζεται µεταξύ των φορέων που θέλουν 

να µοιραστούν επιπλέον εύρος ζώνης. 

 

 
 

Σχήµα 2.2 - Ετερογενές περιβάλλον ασύρµατων δικτύων-Παράδειγµα 

 

2.3 Εφαρμογές της θεωρίας παιγνίων 

 

Σκοπός του κεφαλαίου αυτού είναι να συγκεντρώσουµε το ευρύ φάσµα των εφαρµογών 

της θεωρίας παιγνίων στα ασύρµατα δίκτυα. Προκειµένου να παρέχουµε  µια συνεκτική 

παρουσίαση και να επισηµάνουµε τα διάφορα πεδία εφαρµογής, ταξινοµήθηκαν βάσει 

των επιπέδων OSI. Η ακολουθούµενη απεικόνιση ανά επίπεδο αποσκοπεί στο να 

δείξουµε ότι η Θεωρία παιγνίων, µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την επίλυση 
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προβληµάτων σε όλες τις πτυχές των τηλεπικοινωνιών, επιτρέποντας ταυτόχρονα τη 

δυνατότητα συνδυασµού παιγνιοθεωρητικών πλαισίων για την επίτευξη διαστρωµατικής 

βελτιστοποίησης. Στα περισσότερα από αυτά τα παίγνια η έννοια της τιµολόγησης 

συζητείται επίσης, δεδοµένου ότι η τιµολόγηση αποτελεί ζωτικό παράγοντα σε µια 

συνάρτηση χρησιµότητας. 

Όπως φαίνεται στο Σχήµα 2.3, εξετάζονται διάφορα πεδία εφαρµογής σε κάθε επίπεδο, 

ενώ ενδιαφέρουσες προσεγγίσεις παρουσιάζονται για κάθε πεδίο. Αυτό όµως δεν 

σηµαίνει σε καµία περίπτωση ότι δεν υπάρχουν άλλα πεδία εφαρµογής. Έχουµε απλώς 

συµπεριλάβει αυτές που θεωρούµε πιο ενδεικτικές και πιο χρήσιµες για τους 

αναγνώστες που δεν είναι τόσο εξοικειωµένοι µε τη χρησιµότητα της Θεωρία παιγνίων. 

Στο σηµείο αυτό θα ήθελα να παρατηρήσω επίσης πως ο µηχανισµός όπως έλεγχος 

αποδοχής κλήσεων ή έλεγχος φορτίου δεν µπορεί να αντιστοιχιστεί ρητά σε ένα 

µοναδικό επίπεδο, δεδοµένου ότι αυτοί αναπτύσσονται σε διαστρωµατικές τεχνικές 

βελτιστοποίησης και έτσι θα µπορούσαν να ενέχουν στοιχεία πολλών επιπέδων. 

 

Στρώµατα 

OSI 
Πεδία Εφαρµογών Συγκεκριµένες εφαρµογές 

Φυσικό 

Έλεγχος ισχύος 
Έλεγχος ισχύος σε CDMA 

Έλεγχος ισχύος σε OFDMA δίκτυα 

Κατανοµή Φάσµατος 
Κοινή χρήση φάσµατος – Συναλλαγές 

φάσµατος 

Συστήµατα MIMO ∆ιαχείριση ισχύος σε MIMO 

Συνεργατικές 

επικοινωνίες 

Αποκωδικοποίηση και προώθηση-

Συνεργασία 

Ζεύξη 

δεδοµένων 

Έλεγχος πρόσβασης 

στο µέσο 

Πρόσβαση στο Aloha µε σχισµές 

Τυχαία πρόσβαση στο κανάλι παρεµβολήςl 

∆ικτύου ∆ροµολόγηση ∆ροµολόγηση και προώθηση 

Μεταφοράς 

Έλεγχος αποδοχής 

κλήσεων 

∆ιανοµή αιτήσεων µεταξύ παρόχων 

Αποδοχή κλήσεων βασισµένη σε συµφωνία 

µεταξύ παρόχου και πελάτη 

Έλεγχος φορτίου 
Τερµατισµός συνεδριών βασισµένη σε 

συµφωνία µεταξύ παρόχου και πελάτη 

Επιλογή κυψέλης ∆ιακυψελικά και ενδοκυψελικά παίγνια 

 
Σχήµα 2.3 – Πεδία εφαρµογής θεωρίας παιγνίων στα ασύρµατα δίκτυα 
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2.3.1 Φυσικό στρώμα 

 

Όσον αφορά το φυσικό στρώµα, η επίδοση είναι συνάρτηση του εκτιµώµενου λόγου 

σήµατος προς παρεµβολές και θόρυβο (SINR) που λαµβάνουν  οι παίκτες / κόµβοι. 

Όταν οι κόµβοι σε ένα δίκτυο ανταποκρίνονται στις παρατηρούµενες αλλαγές του SINR 

προσαρµόζοντας τα σήµατά τους. Έτσι στο φυσικό στρώµα συντελείται διαδραστική 

διαδικασία λήψης αποφάσεων. Σε αυτό το πλαίσιο, η θεωρία παιγνίων µπορεί να 

εφαρµοστεί σε προβλήµατα σχετικά µε την κατανοµή των πόρων, όπως ενέργειας ή 

φάσµατος. Μια σηµαντική πτυχή που λαµβάνεται υπόψη σε τέτοιους σχηµατισµούς είναι 

η αποφυγή παρεµβολών. 

 

2.3.1.1 Έλεγχος Ισχύος 

 
Με τον όρο έλεγχος ισχύος, αναφερόµαστε στην καλύτερη δυνατή επιλογή της στάθµης 

της ισχύος µετάδοσης σε ένα ασύρµατο δίκτυο, προκειµένου να επιτευχθεί η 

αποτελεσµατικότερη αξιοποίηση των διαθέσιµων πόρων και η καλύτερη δυνατή 

επίδοση του δικτύου. Λέγοντας καλύτερη επίδοση, εννοούµε τη βελτιστοποίηση τιµών 

κάποιων παραµέτρων, όπως ο ρυθµός δεδοµένων στο δίαυλο, η χωρητικότητα του 

δικτύου ή ακόµα και η γεωγραφική κάλυψή του. 

 

Η συνεχώς αυξανόµενη ζήτηση από µέρους των χρηστών για πρόσβαση σε υπηρεσίες 

ασύρµατων επικοινωνιών εντείνει το ενδιαφέρον για την κατάλληλη και αποδοτική 

αξιοποίηση των πόρων καθώς και των υπηρεσιών που µπορούν να τη διευκολύνουν. Το 

γεγονός ότι οι διαθέσιµοι προς αξιοποίηση ραδιοπόροι είναι περιορισµένοι καθιστά 

αναγκαία τη λειτουργία του ελέγχου ισχύος. Με τον τρόπο αυτό, περιορίζεται η 

αµοιβαία παρεµβολή που προκαλείται µεταξύ των χρηστών, ενώ παράλληλα 

αντιµετωπίζονται οι αρνητικές επιδράσεις του χωρικά και χρονικά µεταβαλλόµενου 

περιβάλλοντος, στο οποίο λαµβάνει χώρα η επικοινωνία. 

 

Οι αλγόριθµοι που αφορούν τον έλεγχο ισχύος, βρίσκουν εφαρµογή στα κυψελωτά 

δίκτυα, στα ασύρµατα τοπικά δίκτυα, στα δίκτυα αισθητήρων καθώς και στα µόντεµ 

ψηφιακής συνδροµητικής γραµµής, DSL µόντεµ. Η δοµή των εξεταζόµενων δικτύων 

µπορεί να διαφέρει, όµως το βασικό πρόβληµα ελέγχου ισχύος είναι κοινό. 
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Η επίλυση του προβλήµατος αυτού δεν είναι εύκολη. Απαιτείται ένας καλός αλγόριθµος 

που να ισοσταθµίζει αποτελεσµατικά τα πλεονεκτήµατα και τα µειονεκτήµατα που 

συνεπάγεται η εκποµπή σήµατος σε µια συγκεκριµένη στάθµη ισχύος, λαµβάνοντας 

υπόψη τις περιοριστικές τιµές παραµέτρων σχεδίασης και κριτήριων απόδοσης του 

συστήµατος και µε δεδοµένες τις τιµές αυτές, να προσδιορίζει τη βέλτιστη στάθµη 

εκπεµπόµενης ισχύος, για κάθε χρήστη. 

 

Η ανάγκη αποτελεσµατικού ελέγχου της εκπεµπόµενης ισχύος ξεκίνησε από τα 

συστήµατα δορυφορικών επικοινωνιών. Στα ασύρµατα δίκτυα ο έλεγχος ισχύος άρχισε 

να µελετάται από τη δεκαετία του 70. Ωστόσο οι µεγάλες εξελίξεις στον κλάδο αυτό 

εµφανίστηκαν τα τελευταία 20 χρόνια, στα οποία αναπτύχθηκαν ευρύτατα τα ασύρµατα 

δίκτυα και οι τοµείς που συνδέονται µε τη βελτιστοποίησή, τις εφαρµογές και τις 

επιπτώσεις τους. [15], [16], [17] 

 

Η χρησιµοποίηση µεγαλύτερης ισχύος µετάδοσης από ένα χρήστη ενός επικοινωνιακού 

διαύλου, έχει θετικά αλλά παράλληλα και αρνητικά αποτελέσµατα, για το χρήστη και το 

δίκτυο στο σύνολό του. 

 

Πλεονεκτήµατα: 

 

1. Σε γενικές γραµµές, µεγαλύτερη ισχύς µετάδοσης σε ένα κανάλι οδηγεί σε 

υψηλότερη ισχύ του λαµβανόµενου σήµατος στο δέκτη και κατ’ επέκταση σε 

µεγαλύτερο σηµατοθορυβικό λόγο και σε µείωση του ρυθµού σφαλµάτων σε ένα 

ψηφιακό επικοινωνιακό δίαυλο. 

2. Ένας µεγαλύτερος σηµατοθορυβικός λόγος επιπλέον µπορεί να επιτρέψει σε 

συστήµατα µε προσαρµοστικούς διαύλους, να µεταδίδουν σε υψηλότερους 

ρυθµούς δεδοµένων, έχοντας ως αποτέλεσµα µια πιο αποδοτική αξιοποίηση του 

δοθέντος φάσµατος (µεγαλύτερη φασµατική αποδοτικότητα). 

3. Σε ένα ασύρµατο κανάλι µε διαλείψεις, η χρησιµοποίηση µεγαλύτερης ισχύος 

µετάδοσης µπορεί να αποτελέσει για το σήµα µια επιπρόσθετη προστασία 

απέναντι στις διαλείψεις. Για παράδειγµα σε ένα κυψελωτό δίκτυο αυτό οδηγεί 

σε χαµηλότερη πιθανότητα απόρριψης κλήσεως. [17] 
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Μειονεκτήµατα: 

1. Η συνολικά καταναλισκόµενη ισχύς στις συσκευές είναι µεγαλύτερη. Άµεση 

συνέπεια αυτού, στις κινητές συσκευές, είναι η ανάλογη µείωση του 

περιορισµένου χρόνου ζωής της µπαταρίας του κινητού τερµατικού. 

2. Η παρεµβολή που προκαλείται στους υπόλοιπους χρήστες που χρησιµοποιούν 

την ίδια ζώνη συχνοτήτων είναι αυξηµένη. 

3. Στα κυψελωτά συστήµατα διεύρυνσης φάσµατος, όπως το CDΜA, όπου οι 

χρήστες µοιράζονται µία συχνότητα και διαχωρίζονται χρησιµοποιώντας 

διαφορετικούς κώδικες διασποράς, ο αριθµός των χρηστών που µπορούν να 

εξυπηρετηθούν σε µία κυψέλη, καθώς και το µέγεθος της κυψέλης, συνήθως 

περιορίζονται λόγω της παρεµβολής που δηµιουργείται εντός αυτής. Η 

αυξηµένη παρεµβολή έχει ως αποτέλεσµα τη µείωση της χωρητικότητας και του 

µεγέθους της κυψέλης. Ακόµα και στα συστήµατα διαίρεσης συχνότητας FDMA, 

όπως είναι το GSM, όπου κάθε χρήστης σε µία κυψέλη χρησιµοποιεί 

διαφορετική συχνότητα, υπάρχει παρεµβολή µεταξύ διαφορετικών κυψελών, 

λόγω επαναχρησιµοποίησης συχνοτήτων, η οποία περιορίζει τον αριθµό των 

οµοδιαυλικών κυψελών, που µπορεί να υποστηριχτεί από το δίκτυο. Στα 

ενσύρµατα δίκτυα, όπως τα δίκτυα ψηφιακής συνδροµητικής γραµµής, DSL, 

συχνά οι γραµµές από πολλά σπίτια συνδροµητών µπερδεύονται µεταξύ τους, µε 

αποτέλεσµα να προκαλείται παρεµβολή των διαφορετικών σηµάτων σε 

διαφορετικές γραµµές, η οποία µειώνει το µέγιστο δυνατό ρυθµό δεδοµένων 

προς κάθε οικία. [36] 

 

Στο πρόβληµα ελέγχου ισχύος, η συνάρτηση χρησιµότητας κάθε χρήστη αυξάνει το λόγο 

του σήµατος προς-παρεµβολές-και-θόρυβο (SINR) µειώνοντας το επίπεδο ισχύος [18]. 

Εάν έχουν καθοριστεί τα επίπεδα ισχύος για όλους τους χρήστες, τότε αυξάνοντας το 

επίπεδο ισχύος του ενός θα αυξήσει τον SINR του άλλου. Ωστόσο, όταν ο χρήστης 

αυξάνει  την ισχύ µετάδοσης, αυξάνονται οι παρεµβολές προς τους  άλλους χρήστες, 

ρίχνοντας τον SINR τους, ωθώντας τους να αυξήσουν τα δικά  τους  επίπεδα ισχύος. Οι 

Mackenzie και Wicker στο [19] διατυπώνουν ένα µη συνεργατικό παίγνιο ελέγχου 

ισχύος για ένα σύστηµα CDMA. Αριθµητικό παράδειγµα. Υποθέτουµε ότι οι χρήστες 

µεταδίδουν δεδοµένα  µε ρυθµό R bits/sec σε  πακέτα µεγέθους L bits σε φάσµα εύρους 

ζώνης W (Hz). Θεωρούµε p8 τη µεταδιδόµενη ισχύ από τον παίκτη j, υποθέτοντας ότι οι 
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χρήστες επιλέγουν τα επίπεδα ισχύος από το σύνολο των µη αρνητικών πραγµατικών 

αριθµών, ��  ∈ (0, ∞) , o λόγος σήµα-προς-παρεµβολές και θόρυβο (SINR) του χρήστη j 

µπορεί να οριστεί ως 

2

j j

j j

i i

i j

h pW
SINR

R h p
γ

σ
∀ ≠

= = ⋅
+∑

 (1) 

Όπου hj είναι το κέρδος χρήστη j στο σταθµό βάσης και :� είναι η ισχύς  του θορύβου 

στο δέκτη. Είναι επίσης δεκτό ότι ο θόρυβος είναι προσθετικός λευκός γκαουσιανός 

(ΑWGN). Η συνάρτηση χρησιµότητας j του χρήστη έχει µονάδα bits/J και µπορεί να 

εκφραστεί µε  

( , ) (1 2 ( ))L

j j j j

j

R
u p BER

p
γ γ= − ⋅  (2) 

Όπου BER είναι το  ποσοστό εσφαλµένων bit που επιτυγχάνεται  από ένα µεταδιδόµενο 

σχέδιο. Αν η µεταδιδόµενη ισχύ του χρήστη είναι τόσο υψηλή, τότε σπαταλά πολύτιµη 

ισχύ ενώ έχει µικρή επίπτωση στο ποσοστό εσφαλµένων bit. Οι χρήστες θα 

προσπαθήσουν να κάνουν τις καλύτερες δυνατές επιλογές, λαµβάνοντας υπόψη ότι οι 

άλλοι χρήστες κάνουν το ίδιο πράγµα. Θεωρώντας ότι οι χρήστες έχουν πλήρη 

πληροφόρηση ο ένας για τον άλλο και ότι είναι εντελώς ορθολογικοί, σύµφωνα µε τη 

θεωρία των παιγνίων, θα επιλέξουν ένα σηµείο λειτουργίας το οποίο είναι ισορροπία 

Nash. Οι Mackenzie και Wicker [20] εισάγουν επίσης δύο νέα είδη παιγνίων: τα 

προαναφερόµενα και τα επαναλαµβανόµενα παίγνια ελέγχου ισχύος. Οι Gunturi και 

Paganini [21] διατυπώνουν ένα παρόµοιο παίγνιο ελέγχου ισχύος το οποίο διευρύνεται 

σε πολυκυψελωτά συστήµατα.  

 

Επιπλέον, ο Zhu Han et al στο [22] προσθέτει ένα εικονικό διαιτητή στο πρόβληµα 

ελέγχου ισχύος στα πολυκυψελωτά συστήµατα. Αν ο σταθµός βάσης ελέγχει την 

εκπεµπόµενη ισχύ από τους χρήστες είναι πιθανό να επιτευχθεί αύξηση της 

αποτελεσµατικότητας της ισορροπίας. Η επιλογή της ισχύος εκποµπής θα γίνεται από 

τους χρήστες όπως προηγουµένως, όµως το σηµείο λειτουργίας θα επιλέγεται από το 

σταθµό βάσης, βάσει κριτηρίων που µεγιστοποιούν την απόδοση του δικτύου στο 

σύνολό του. Η βέλτιστη αυτή τιµή της λαµβανόµενης, στο σταθµό βάσης, ισχύος 

εξαρτάται από τις παραµέτρους του συστήµατος, τον αριθµό των χρηστών που 

εξυπηρετούνται από το σταθµό βάσης, καθώς και τη στάθµη του λευκού θορύβου στο 

περιβάλλον του σταθµού βάσης. Ο υπολογισµός της βέλτιστης στάθµης ισχύος µπορεί 
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να γίνεται κεντρικά στο σταθµό βάσης και να µεταδίδεται έπειτα προς τους τερµατικούς 

χρήστες, ή να τους παρέχονται οι απαραίτητες τιµές για να την υπολογίζουν αυτοί. 

 

Αφού καθοριστεί το επιθυµητό σηµείο λειτουργίας, το σύστηµα πρέπει να επιβάλλει την 

διατήρησή του µέσω της επιβολής κάποιας ποινής στους χρήστες που δεν το 

ακολουθούν και εκπέµπουν µε µεγαλύτερη ισχύ. Ωστόσο πρέπει να λαµβάνεται υπόψη 

και το ενδεχόµενο κάποιος χρήστης να έχει αυξήσει αρκετά την ισχύ εκποµπής του µετά 

από φαινόµενα ισχυρών διαλείψεων που τον δυσκολεύουν στον υπολογισµό του 

κέρδους ισχύος διαδροµής και όχι µε πρόθεση να αυξήσει την ποιότητα λειτουργίας του 

σε βάρος των άλλων χρηστών. 

 

Η ποινή συνεπώς, θα πρέπει να είναι τέτοια ώστε να αποτρέπει τους χρήστες να 

ξεπερνούν το όριο της εκπεµπόµενης ισχύος, αλλά όχι τόσο σκληρή που να προκαλεί 

σοβαρό πρόβληµα στη λειτουργία τους. Αν υποτεθεί ότι ένας χρήστης i έχει αυξήσει την 

ισχύ εκποµπής του κατά x Watts, µε αποτέλεσµα την αύξηση του SINR του στο σταθµό 

βάσης κατά ∆γi και συνεπώς και του BER(γi) του, πάνω από την τιµή που έχει οριστεί 

για το σηµείο λειτουργίας, µία επαρκής «τιµωρία» για το χρήστη αυτό είναι ο σταθµός 

βάσης να του δώσει BER ίσο µε αυτό που έχει οριστεί και επιπλέον να αντιστρέψει τα 

bits των δεδοµένων του µηνύµατός του, µε κάποια συγκεκριµένη πιθανότητα που 

εξαρτάται από το ∆γi. Έτσι, ενώ ο χρήστης έχει δαπανήσει περισσότερη ενέργεια από 

τους υπολοίπους αυτό δεν έχει το αντίκτυπο που θα περίµενε στη χρησιµότητά του η 

οποία είναι τελικά χαµηλότερη από αυτή που θα απολάµβανε στο προτεινόµενο σηµείο 

ισορροπίας [23]. Η αποφυγή παρεµβολών  υπό το πλαίσιο της θεωρίας παιγνίων επίσης 

εξετάζεται στο [24]. 

 

Η θεωρία παιγνίων διαπίστωσε παρόµοιες εφαρµογές και στα πολλαπλής πρόσβασης µε 

διαίρεση συχνότητας δίκτυα (OFDM). Στις περιπτώσεις αυτές, ο στόχος είναι η 

ελαχιστοποίηση της συνολικής µεταβιβαζόµενης ισχύος υπό περιορισµούς στο ρυθµό 

και την ισχύ, προσαρµόζοντας  το συντελεστή κατανοµής σε  διαφορετικούς διαύλους 

για διαφορετικούς χρήστες. Οι συντάκτες του [25] µοντελοποιούν  αυτό το πρόβληµα 

ως µη συνεργατικό παίγνιο µεταξύ των χρηστών, θεωρώντας την ως water-filling  

πρόβληµα. Η τεχνική αυτή είναι η βέλτιστη µέθοδος εύρεσης της ζητούµενης κατανοµής 

ισχύος. Η τεχνική Water Filling χρησιµοποιείται για να καθορίσει πιο ποσοστό της 

συνολικής ισχύος πρέπει να χρησιµοποιηθεί σε κάθε υπο-κανάλι, µε σκοπό την 
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καλύτερη εκµετάλλευση αυτών και κατ’ επέκταση την αύξηση της χωρητικότητας του 

συστήµατος. Η λύση του παιχνιδιού παρέχει τις βέλτιστες τιµές για ισχύ  και  ποσοστό 

που προσφέρουν την καλύτερη χρησιµότητα για ένα χρήστη που έχει λάβει την 

κατανοµή των πόρων των άλλων χρηστών. Μια παιγνιο-θεωρητική προσέγγιση για την 

κατανοµή ισχύος σε πολυκυψελωτά δίκτυα OFDM µέσω των µη συνεργατικών 

παιγνίων παρουσιάζεται στο [26]. 

 

2.3.1.2 Κατανομή φάσματος 

 

Το πρόβληµα κατανοµής του ραδιοφάσµατος αφορά το ζήτηµα  του πώς κατανέµεται το 

περιορισµένο διαθέσιµο φάσµα µεταξύ πολλών ασύρµατων συσκευών. Η κατανοµή του 

ραδιοφάσµατος θα πρέπει να χρησιµοποιεί όσο δυνατόν περισσότερους από τους 

διαθέσιµους πόρους. Ωστόσο όταν η χρησιµότητα µεγιστοποιηθεί, µπορούν να γίνουν 

συµβιβασµοί ως προς την αµεροληψία. Ένα συνεργατικό παίγνιο για κοινή χρήση 

κατανεµηµένου φάσµατος συζητείται στο [19]. Σύµφωνα µε αυτή την προσέγγιση, το 

διαθέσιµο εύρος ζώνης διαιρείται εξίσου σε πολλαπλά κανάλια. Κάθε κόµβος µπορεί να 

µεταδίδει σε  κάθε συνδυασµό καναλιών οποιαδήποτε στιγµή και να καθορίσει τη 

µεταδιδόµενη ισχύ σε κάθε κανάλι. Οι κόµβοι-δέκτες δεν µεταδίδουν και εποµένως δεν 

θεωρούνται παίκτες στο παιχνίδι. Ας ορίσουµε χ = {1,..., K} είναι το σύνολο των 

διαθέσιµων καναλιών, B είναι το συνολικό εύρος ζώνης, µε κάθε κανάλι να έχει εύρος 

ζώνης B/K, και N είναι ο αριθµός των κόµβων-ποµπών στο δίκτυο. 

 Το παίγνιο κοινής χρήσης του ραδιοφάσµατος έχει διατυπωθεί [4] ως εξής: M = 

{1,...,N },
max{( ) | 0, }x k k k

i i i i

k x

P p k x p p P
∈

= ∈ ≥ <∑  και  
1 ...x x x

NP P X XP= . Έστω  p ∈ Pχ και ui(p) = 

Ci(p), όπου  Ci(p) είναι η χωρητικότητα  Shannon : 

2 2
1

( ) log (1 )
k kK

ii i
i

k kk
ji j

j i

H pB
C p

K
H p

σ=

∀ ≠

= ⋅ +

Κ

∑
∑

 (3) 

όπου k

ip είναι η ισχύς µεταδίδεται από τον κόµβο i στο κανάλι k, Pmax είναι η µέγιστη 

ισχύ µετάδοσης, k

jiH είναι το κέρδος από τον  j στο δέκτη  i στο κανάλι k, και σ2 είναι ο 

θερµικός θόρυβος για ολόκληρο το εύρος ζώνης Β. Έτσι, η συνάρτηση χρησιµότητας 

του κόµβου i µπορεί να προσεγγιστεί ως τη χωρητικότητα  Shannon, δεδοµένου ότι οι 

κόµβοι-δέκτες που είναι αρκετά µακριά από τον κόµβο i έχουν αµεληθεί εφόσον 

προκαλούν αµελητέα παρεµβολή. Προσοµοιώσεις δείχνουν ότι όταν η παρεµβολή είναι 
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υψηλή, η βέλτιστες µικτές στρατηγικές περιλαµβάνουν συνήθως ένα µόνο κόµβο που 

εκπέµπει σε µια στιγµή. 

 

Οι Niyato και Hossain [27] θεωρούν στις εργασίες τους ότι το πρόβληµα κοινής 

χρήσης φάσµατος µεταξύ ενός πρωτεύοντος χρήστη και πολλαπλών δευτερευόντων 

χρηστών, σχηµατοποιεί  ένα µοντέλο ανταγωνιστικής κατανοµής φάσµατος µεταξύ των 

δευτερευόντων χρηστών σε νοητά ραδιοφωνικά δίκτυα. Το όφελος των δευτερευόντων 

χρηστών είναι σε αυτή την περίπτωση: 

                                 ( ) [ ( ) ]
j

i i i i j
b

rk b b x y b τ
ι

ε

π
Β

Β = − + ∑   (4) 

Όπου bi  είναι το µέγεθος του κατανεµηµένου φάσµατος, B είναι το σύνολο όλων των 

διαθέσιµων στρατηγικών, ki είναι ο µέσος ρυθµός µετάδοσης, ri είναι τα έσοδα, x, y, και 

τ είναι µη-αρνητικά σταθερές, τ ≥ 1. Παρόµοιες προσεγγίσεις µπορούν  να βρεθούν στα 

[28] και [29]. 

Παρόµοιο πρόβληµα µε την κοινή χρήση του φάσµατος είναι οι ανταλλαγές φάσµατος. 

Οι  Niyato και Hossain [30] µελέτησαν  το πρόβληµα της τιµολόγησης του φάσµατος σε 

νοητό ραδιοφωνικό δίκτυο όπου πολλαπλοί πάροχοι πρωτοβάθµιων υπηρεσιών 

ανταγωνίζονται µεταξύ τους για να προσφέρουν ευκαιρίες πρόσβασης στο ραδιοφάσµα 

σε δευτεροβάθµιους χρήστες. Οµοίως, οι συγγραφείς του [31], αντιµετωπίζουν το 

πρόβληµα των µη συνεργατικών παιγνίων προσπαθώντας να µεγιστοποιήσουν τα κέρδη 

τους µε την προσφορά επιπλέον φασµατικών πόρων σε άλλους. Τα έσοδα και οι 

δαπάνες για τον πρωτοβάθµια χειριστή i υπολογίζονται και στις δύο περιπτώσεις ως 

εξής 

 

       
2

2

Re ( )

( ) ( )

i i

req i i
i i i i

i

v i c M

W q
Cost q c M BW a

M

=

−
= −

  (5) 

όπου c1 και c2 δηλώνουν βάρη για τα έσοδα και τις συναρτήσεις κόστους, αντίστοιχα, 

req

iBW  υποδηλώνει την απαίτηση εύρους ζώνης για ένα πρωτεύον χειριστή και ai είναι η 

φασµατική απόδοση για τον  πρωτοβάθµιο χειριστή i. Mi είναι ο αριθµός των κύριων 

συνδέσεων. Με βάση το παραπάνω µοντέλο, ένα παίγνιο µπορεί να διατυπωθεί βάσει 

του ότι οι παίκτες είναι οι κύριοι χειριστές του προσφερόµενου φάσµατος. Η στρατηγική 

τους µπορεί να είναι η τιµή ανά µονάδα φάσµατος pi και, τελικά, το όφελος για κάθε 

χειριστή µπορεί να είναι το κέρδος (έσοδα-έξοδα) µετά την  συναλλαγή του φάσµατος. 

Τα έσοδα για κάθε χειριστή µπορεί να υπολογιστεί ως: 
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Pr ( ) Rei i i i iof p q p v Cost= + −  (6) 

όπου pi  δηλώνει το σύνολο των τιµών που προσφέρονται από όλους τους παίκτες στο 

παιχνίδι και p = {p1, …, pN} είναι το σύνολο των τιµών. Η καλύτερη απόκριση του 

χειριστή i, δίνεται από ένα σύνολο από τιµές που προσφέρονται από άλλους 

πρωτεύοντες χειριστές. 

pi  είναι ( ) arg max (Pr ( ))
ii i p i iB p of p=  

 

2.3.1.3 Συστήματα ΜΙΜΟ 

 

Οι συντάκτες του [32] µελετούν  τον χαρακτηρισµό και τη διαχείριση των παρεµβολών 

σε ασύρµατα δίκτυα ad hoc χρήσιµοποιώντας Multiple Input Multiple Output (MIMO) 

τεχνικές. Σύµφωνα µε αυτή την προσέγγιση, η κατανοµή ισχύος στην i-σύνδεση 

διαµορφώνεται ως µη συνεργατικό παίγνιο χρησιµοποιώντας την απλή συνάρτηση 

χρησιµότητας 
i i i iu C pγ= −   όπου  γi  είναι ένας παράγοντας κλίµακας, έτσι ώστε οι δύο 

όροι στην προηγούµενη εξίσωση να έχουν τις ίδιες µονάδες, Ci είναι ο εφικτός ρυθµός 

µετάδοσης δεδοµένων της  σύνδεσης και pi είναι η µεταδιδόµενη ισχύς της σύνδεσης. 

Οµοίως, στο [33] διατυπώθηκαν µη συνεργατικά παίγνια, στα οποία οι παίκτες είναι οι 

σύνδεσµοι και οι συναρτήσεις οφέλους είναι τα ποσοστά σε κάθε σύνδεσµο. Η λύση στο 

πρόβληµα θεωρείται η λύση του νερού που γεµίζει (water-filling problem) ενώ η 

ισορροπία Nash, σύµφωνα µε τους συγγραφείς, θεωρείται ως σταθερό σηµείο. 

 

2.3.1.4 Συνεργατικές επικοινωνίες 

 

Οι Chen και Kishore [34] ανέπτυξαν τη θεωρητική ανάλυση ενός συνεργατικού 

παιγνίου  αποκωδικοποίησης και προώθησης συνεργατικών επικοινωνιών µε πρόσθετο 

λευκό Gaussian θόρυβο (AWGN) και Rayleigh εξασθένησης καναλιών, όπως τα 

µοντέλα δύο καταστάσεων Markov. Σύµφωνα µε αυτό το µοντέλο, τα τερµατικά, τα 

οποία αποτελούν τους παίκτες, επικοινωνούν µέσω ορθογώνιων καναλιών σε ένα κοινό 

κόµβο προορισµό. Οι συγγραφείς προτείνουν δύο εναλλακτικές λύσεις για το όφελος: 

µπορεί να θεωρηθεί ίσο µε την χωρητικότητα Shannon ή της αξιοπιστίας της 

µετάδοσης, το οποίο είναι ίσο µε 1 µείον το ποσοστό λανθασµένων bits. Τα παίγνια 

αυτά θεωρείται ότι ελέγχονται από µια οντότητα που είτε επιβραβεύει ή τιµωρεί τους 
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κόµβους (αυξάνοντας ή µειώνοντας την ισχύ εκποµπής, αντίστοιχα) µε βάση τη 

συµπεριφορά τους. 

 

2.3.2 Στρώμα ζεύξης δεδομένων 

 

Εφαρµογές της θεωρίας παιγνίων που συναντάµε στο στρώµα ζεύξης δεδοµένων που 

αφορούν το πρόβληµα ελέγχου πρόσβασης στο µέσο. Σε αυτά τα παιχνίδια, χρήστες µε 

εγωιστική συµπεριφορά επιδιώκουν να µεγιστοποιήσουν τη χρησιµότητά τους 

λαµβάνοντας άδικα πρόσβαση στο κανάλι. Η δράση αυτή, όµως, µειώνει την ικανότητα 

άλλων χρηστών να έχουν πρόσβαση στο κανάλι. 

 

2.3.2.1 Έλεγχος πρόσβασης στο μέσο 

 

Ένα καλό παράδειγµα τέτοιων παιγνίων είναι το έργο των MacKenzie και Wicker [35] 

[36], που  διαµόρφωσαν τυχαία πρόσβαση σε  Aloha µε σχισµές. Σύµφωνα µε αυτή την 

περίπτωση, οι χρήστες επιθυµούν να µεταδίδουν το συντοµότερο δυνατό. Ωστόσο, αν 

πολλοί χρήστες προσπαθούν να µεταδίδουν ταυτόχρονα, όλες οι προσβάσεις θα 

αποτύχουν. Επίσης, ανεπιτυχείς προσπάθειες για τη µετάδοση µπορεί να κοστίσουν. Στο 

Aloha µε σχισµές, ο χρόνος χωρίζεται σε σχισµές και µέσα από µια συγκεκριµένη 

µέθοδο συγχρονισµού. Όλοι οι χρήστες γνωρίζουν πού βρίσκονται τα όρια της σχισµής. 

Όταν ένας χρήστης επιθυµεί να έχει πρόσβαση στο κοινόχρηστο κανάλι περιµένει µέχρι 

το επόµενο όριο σχισµής και στη συνέχεια προσπαθεί να µεταδώσει. Αν δύο ή 

περισσότεροι χρήστες προσπαθούν να µεταδίδουν στην ίδια χρονοσχισµή, οι χρήστες 

µπαίνουν "σε ουρά αναµονής" και πρέπει να προσπαθήσουν  να επαναλάβουν τη 

µετάδοση σε µια µελλοντική χρονοσχισµή. 

 

Έστω G (n) είναι το παίγνιο στο οποίο υπάρχουν επί του παρόντος n χρήστες. Σε κάθε 

στάδιο του G (n) κάθε ένας από τους παίκτες πρέπει να αποφασίσει κατά πόσον θα 

µεταδώσει (T) ή θα περιµένει (W). Αν ένας παίκτης αποφασίζει να µεταδώσει και οι 

υπόλοιποι αποφασίσουν να περιµένουν, ο παίκτης που µεταδίδει θα λάβει όφελος 1, και 

κάθε ένας από τους άλλους (n - 1) παίκτες θα παίξουν G (n-1) κατά την επόµενη 

περίοδο. Σε περίπτωση που είτε κανένας χρήστης δε µεταδώσει ή µεταδώσει παραπάνω 
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από ένας χρήστης, όλοι οι παίκτες θα παίξουν G (n), και πάλι κατά την επόµενη 

περίοδο. Οι παίκτες θέτουν  χαµηλότερη τιµή για όφελος σε µεταγενέστερα στάδια από 

ότι τα τρέχοντα οφέλη. Αυτό αντιπροσωπεύεται από ένα  συντελεστή προεξόφλησης ανά 

περίοδο d<1. Ας συµβολίσουµε µε ui,n τη χρησιµότητα του παίκτη i που παίζει G (n) και 

ορίζουµε Κ να είναι µια τυχαία µεταβλητή που δηλώνει τον αριθµό των άλλων χρηστών 

που µεταδίδουν σε µια συγκεκριµένη χρονοσχισµή. Τότε οι  συναρτήσεις χρησιµότητας 

για κάθε ενέργεια είναι [36]: 

 

, , , 1

[ 0] [ 1]
( ) , ( )

1 [ 0] 1 [ 1]
i n i n i n

P K P K
u T u W u

P K P K

δ

δ δ
−

= ⋅ =
= =
− ⋅ > − ⋅ ≠

   (7) 

 

Αυτό το παιχνίδι έχει συµµετρική  ισορροπία Nash. Οι  Simeone et al. [37] συζήτησαν 

το σχηµατισµό παιγνίου ενός βασικού καναλιού δύο µε δυο παρεµβολές µε τυχαίες 

αφίξεις πακέτων και τυχαίας προσπελάσεις. Σε αυτό το µοντέλο, ο χρόνος είναι 

χωρισµένος σε σχισµές και η µετάδοση κάθε πακέτου παίρνει µια χρονοσχισµή. Ας 

υποθέσουµε ότι σε αυτό το µη συνεργατικό παίγνιο ο ποµπός i µεταδίδει µε πιθανότητα 

(1)

ip  αν ο άλλος ποµπός δεν έχει κανένα πακέτο στην ουρά, και (2)

ip το αντίθετο. Το 

σύνολο όλων των εφικτών πιθανοτήτων µετάδοσης ορίζεται ως 

 
(1) (2) (1) (2)( ) { [ ] :0 , 1}T

i i i i iP p p p p= = ≤ ≤j ij ij ij iρ ρρ ρρ ρρ ρ  (8) 

Υπό τους περιορισµούς 
(1) (2) (2) (1) (2) (2)0 0, 0 0, 0 0i i i i i jp p p p p p= ⇒ > = ⇒ > = ⇒ >   (9) 

 

Υποθέτοντας ότι η κατάσταση  του συστήµατος κατά την χρονοσχισµή t περιγράφεται 

από µια µεταβλητή S (t) που παίρνει τιµές στο σύνολο S = {S1, S2, S3, S4} = {(0, 0), 

(1, 0), (0, 1), (1, 1)}, όπου κάθε παρένθεση περιγράφει το ανεκτέλεστο υπόλοιπο των 

δύο ποµπών (1 σηµαίνει ότι ο ποµπός έχει ένα πακέτο για  µετάδοση, ενώ το 0 σηµαίνει 

ότι δεν έχει), το όφελος µοντελοποιείται ως εξής: 

 

(1) (1) (2) (2) (1) (2) (2) (2)

( ) 4( ) ( ) ( )[ (1 )i q i i i j i jR p p p p pπ ρ π ρ ρ= + − +p p p   (10) 

όπου q(1) = 2, q(2) = 3 και πq(i)(p) = P [S(t) = Sk], k = 1, 2, 3, 4 οι πιθανότητες 

σταθερής κατάστασης. 
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2.3.3 Στρώμα δικτύου 

 
Οι λειτουργίες του στρώµατος  δικτύου περιλαµβάνουν τη δηµιουργία διαδροµών και 

την προώθηση των πακέτων κατά µήκος των διαδροµών. Στις περισσότερες 

περιπτώσεις, η θεωρία παιγνίων µπορεί να εφαρµοστεί για να βοηθήσει έναν κόµβο να 

προσδιορίσει  ποια είναι η βέλτιστη διαδροµή ή να αποφασίσει εάν θα πρέπει να 

προωθήσει ένα πακέτο ή όχι. Οι τελευταίες αναφέρονται ως παίγνια προώθησης. Η 

θεωρία παιγνίων είναι ένα πολύτιµο πλεονέκτηµα στο πλαίσιο αυτό διότι ότι οι κόµβοι 

πρέπει να αποφασίσουν µεµονωµένα σχετικά µε τις δράσεις τους, διατηρώντας 

παράλληλα τη γνώση για τη συµπεριφορά των άλλων. ∆εδοµένου ότι κάθε κόµβος 

επιθυµεί να διατηρήσει την ενέργειά του, προκειµένου να είναι σε θέση να στείλει όσο 

το δυνατόν περισσότερη κίνηση, να προωθήσει ένα πακέτο για άλλο κόµβο που δεν 

είναι ορθολογική, τουλάχιστον µε την πρώτη µατιά. 

 

2.3.3.1 Δρομολόγηση και προώθηση πακέτων 

 
Τα παίγνια που διατυπώνονται εδώ είναι µη συνεργατικά  και λαµβάνουν χώρα µεταξύ 

δύο κόµβων, συµβολίζεται ως i και -i. Παραλλαγές όπως τα  Min-Max παίγνια ή 

παίγνια συµφόρησης  αναφέρονται επίσης στο [38]. Στο πρόβληµα δροµολόγησης, οι 

κόµβοι – πηγές µπορούν να θεωρηθούν ως οι παίκτες στο παιχνίδι. Η δράση που 

διατίθεται σε κάθε παίκτη είναι το σύνολο όλων των πιθανών διαδροµών από την πηγή 

στον προορισµό. Στα ασύρµατα ad hoc δίκτυα, για παράδειγµα, οι κόµβοι 

επικοινωνούν µε µακρινούς προορισµούς ,χρησιµοποιώντας ενδιάµεσους κόµβους για 

αναµετάδοση. ∆εδοµένου ότι οι ασύρµατοι κόµβοι έχουν περιορισµένη ενέργεια, µπορεί 

να µην είναι προς το συµφέρον ενός κόµβου να δέχεται πάντα αιτήσεις αναµετάδοσης. 

Από την άλλη πλευρά, αν όλοι οι κόµβοι να αποφασίσουν να µην καταναλώνουν 

ενέργεια για αναµετάδοση, τότε ο συνολικός όγκος έργου του δικτύου θα µειωθεί 

δραµατικά. Για το λόγο αυτό, ad hoc και peer-to-peer δίκτυα λειτουργούν ενίοτε ως 

εκούσιας χρήσης των κοινών πόρων δίκτυα, βασιζόµενοι σ την προθυµία των χρηστών 

να ξοδέψουν τους δικούς  τους πόρους για το κοινό καλό [39]. Στο [40] η συνάρτηση 

χρησιµότητας ενός τέτοιου παιχνιδιού διαµορφώνεται ως  ( ) ( ) ( )j j jU s a s sβ= + , όπου 

,

( ) ( )j j i

i N i j

a s a s
∈ ≠

= ∑  είναι το όφελος (ή το κόστος) ενός χρήστη που προήλθε  από την κοινή 

χρήση των πόρων των άλλων και ( ) ( )j j js sβ β=  είναι το όφελος (ή το κόστος) που 
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προήλθε από την κοινή χρήση των πόρων ενός χρήστη από τους άλλους ,όπου s  είναι η 

κοινή δράση από όλους τους παίκτες (s = 0 κοινή χρήση και s = 1, µη κοινή χρήση). Το 

τελευταίο µπορεί να είναι αρνητικό, δεδοµένου ότι µπορεί να υπάρχει κόστος λόγω 

συµµετοχής στο δίκτυο (όπως η ταχύτερη εξάντληση των ενεργειακών πόρων ενός 

κόµβου) ή θετικό, αν υπάρχουν  οικονοµικά κίνητρα για  συµµετοχή ή αν ο χρήστης 

αντλεί ικανοποίηση µε αυτό τον τρόπο. 

Όσον αφορά τα παίγνια προώθησης, µια ευρεία ποικιλία συναρτήσεων χρησιµότητας 

έχει προταθεί στο πλαίσιο αυτό. Στην πλειονότητά τους θεωρούνται µετρήσεις όπως  το 

ποσοστό προώθησης ενός κόµβου και η κατανάλωση ενέργειας. Για παράδειγµα, ο 

∆αρβίνος στο [41] µελετά  το ακόλουθο όφελος, δεδοµένου ότι α είναι η ανταµοιβή που 

λαµβάνει ένας κόµβος για την προώθηση ενός πακέτου και pi είναι η πιθανότητα ότι ο 

κόµβος i χάνει ένα πακέτο. 

 

  1 2
1

2 1 2 1
i i i

a
u p p

a a
−= + −

− −
      (11) 

 

2.3.4 Στρώμα μεταφοράς 

 

Στο στρώµα  µεταφοράς, τα παιγνιοθεωρητικά µοντέλα αναπτύχθηκαν κυρίως για την 

ανάλυση της αποτελεσµατικότητας των αλγορίθµων ελέγχου συµφόρησης. Ο έλεγχος 

αποφυγής συµφόρησης αφορά τον έλεγχο του φορτίου του δικτύου, περιορίζοντας την 

αποδοχή των συνεδριών νέων χρηστών και επιλύοντας τις ανεπιθύµητες καταστάσεις 

υπερφόρτωσης. Ο έλεγχος εισόδου και ο έλεγχος φορτίου αποτελούν σηµαντικούς 

µηχανισµούς που αφορούν τη διαχείριση πόρων ραδιοεπικοινωνίας (Radio Resource 

Management -RRM). 

 

2.3.4.1 Έλεγχος αποδοχής κλήσεων 

 
Ο έλεγχος αποδοχής γίνεται κάθε φορά που µια νέα αίτηση συνεδρίας λαµβάνεται και 

αποφασίζει κατά πόσον θα πρέπει να διατεθούν πόροι ή να απορριφθεί λόγω έλλειψης 

πόρων. Βασικός στόχος του σε κυψελωτά δίκτυα κινητής τηλεφωνίας είναι να ελέγχει 

την αποδοχή νέων συνεδριών στο δίκτυο µε στόχο τη διατήρηση του φορτίου του 

δικτύου σε ορισµένα όρια. Η απόφαση σχετικά µε το δίκτυο που στοχεύουµε µπορεί να 

στηρίζεται σε οποιονδήποτε χρήστη ή σε κριτήρια του χειριστή του δικτύου [42] [43] 



Εφαρµογές της θεωρίας παιγνίων στα ασύρµατα δίκτυα 

Κεφάλαιο 2: Εφαρµογές θεωρίας παιγνίων στα ασύρµατα δίκτυα 71 

[44]. Το Σχήµα 2.4 απεικονίζει δύο διαφορετικούς τύπους αυτού  του  είδους παιγνίων, 

η οποία θα αναλυθούν σε αυτό το τµήµα. 

 

2.3.4.1.1 Πάροχος εναντίον παρόχου (Provider vs Provider) 

 

Σε αυτό το είδος των παιγνίων τα δίκτυα αποτελούν τους παίκτες. Ως µεµονωµένοι 

παίκτες στο παιχνίδι, τα δίκτυα πρόσβασης θα προσπαθήσουν να επιλέξουν το αίτηµα 

που ταιριάζει καλύτερα στα χαρακτηριστικά τους. Ένα τέτοιο παιχνίδι µπορεί να 

παίζεται σε γύρους. Σε κάθε γύρο του παιγνίου τα δίκτυα πρέπει να αποφασίσουν ποιο 

αίτηµα  θα µεγιστοποιήσει το όφελός  τους και στη συνέχεια να το επιλέξουν. Μόλις το 

αίτηµα επιλεχθεί αφαιρείται  από το σύνολο των αιτήσεων παροχής υπηρεσιών και το 

παιχνίδι επαναλαµβάνεται, έως ότου όλα τα αιτήµατα επιλεχθούν. Ένα τυπικό 

παράδειγµα µπορεί να βρεθεί στο [45]. Το προτεινόµενο παίγνιο  είναι µη-µηδενικού 

αθροίσµατος και µη συνεργατικό, αφού ένας παίκτης δεν µπορεί να συνάψει και να 

εφαρµόσει συµφωνίες  µε τους άλλους παίκτες. 

 

2.3.4.1.2 Πελάτης εναντίον παρόχου (Customer vs Provider) 

 
Ο κύριος στόχος αυτών των συστηµάτων είναι να µεγιστοποιήσει όχι µόνο το QoS που 

προσφέρονται στους πελάτες, αλλά και το κέρδος του παρόχου, εποµένως προσπαθούν 

να πετύχουν την εξισορρόπηση των συµφερόντων των δύο µερών. Μια τέτοια 

προσπάθεια έχει διαµορφωθεί στα [46] [47] [48]. Οι συγγραφείς  θεωρούν ότι κάθε 

πελάτης έχει συνάψει σύµβαση µε ένα συγκεκριµένο φορέα παροχής υπηρεσιών, έτσι 

αποτελεί την  προεπιλογή δικτύου ("σπίτι"-πάροχος). Παρ 'όλα αυτά, σε περίπτωση που 

οι πόροι του δικτύου είναι ανεπαρκείς, ο πελάτης είναι ελεύθερος να αναζητήσει 

υψηλότερο QoS σε άλλο πάροχο, δεδοµένου ότι υπάρχει κάποιου είδους συµφωνία της 

οµοσπονδίας µεταξύ του παρόχου που επισκέφθηκε και ο και του default παρόχου, 

όπως στην περιαγωγή (ενδεχοµένως µε µικρή χρηµατική ποινή). 
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Σχήµα 2.4. Παίγνια ελέγχου αποδοχής κλήσεων  
 
Ας υποθέσουµε ότι υπάρχουν N χρήστες και M παροχείς υπηρεσιών, πράγµα που 

σηµαίνει ότι κάθε χρήστης ανά πάσα στιγµή µπορεί να επιλέξει οποιονδήποτε πάροχο, 

και έτσι δίνει συνολικά MN 
πιθανές καταστάσεις. Κάθε συνδυασµός χρήστη-παρόχου 

θεωρείται ως ένα παίγνιο δύο παικτών Gj, 1 ≤ j ≤ M. Το προτεινόµενο παιχνίδι είναι µη 

συνεργατικό, διότι, αφενός, οι πάροχοι υπηρεσιών επιθυµούν να µεγιστοποιήσουν τα 

έσοδά τους και, αφετέρου, οι χρήστες επιθυµούν να µεγιστοποιήσουν την ποιότητα των 

υπηρεσιών που λαµβάνουν, διατηρώντας ταυτόχρονα τις δαπάνες όσο το δυνατόν 

χαµηλότερα. ∆εδοµένου ότι αυτοί οι δύο στόχοι  είναι προφανώς αντιφατικοί, οι 

παίκτες δεν έχουν το παραµικρό κίνητρο για να συνεργαστούν. Το παίγνιο είναι επίσης 

µη µηδενικού αθροίσµατος, εφόσον η αύξηση του οφέλους ενός παίκτη δεν σηµαίνει 

µείωση του οφέλους  του άλλου παίκτη. 

 
Το έσοδο του χρήστη εκφράζει σε νοµισµατική αξία την  ποιότητα των υπηρεσιών που 

προσφέρονται σ 'αυτόν, λαµβάνοντας υπόψη το κόστος, µπορεί να µοντελοποιηθεί ως

CqUR −⋅= , όπου U εκφράζει τη συνάρτηση χρησιµότητας του πελάτη, q είναι ένας 

σταθερός συντελεστής που αποτυπώνει τη χρηστική αξία σε νοµισµατική αξία και C 

είναι το κόστος της υπηρεσίας από τη µεριά του πελάτη [46] [47] [48]. Είναι επίσης 

δεδοµένο ότι το σύστηµα τιµολόγησης του παρόχου λαµβάνει υπόψη το επίπεδο QoS 

που προσφέρεται στους πελάτες, πράγµα που σηµαίνει ότι ο πελάτης πληρώνει ένα ποσό 

ανάλογο µε το επίπεδο του QoS που λαµβάνει. 

 

Στη βιβλιογραφία, στις περισσότερες περιπτώσεις, η  ικανοποίηση των χρηστών 

εκφράζεται µέσω της χρησιµότητας. Για παράδειγµα, στο [25], η χρησιµότητα έχει 

προσεγγιστεί από µια σιγµοειδή  συνάρτηση ως 
( )

1

1 a b Pb
U

e− −
=

+
 όπου Pb, όπου είναι η 
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πιθανότητα δέσµευσης του πακέτου και a,b είναι σταθερές που  καθορίζουν την κλίση 

και το κέντρο της καµπύλης. Ακριβείς συναρτήσεις χρησιµότητας µπορούν να ληφθούν 

µε δοκιµές στο πεδίο αυτό και στατιστικά από τους χρήστες. 

Όσον αφορά τη λύση του παιγνίου που θεωρούµε, διακρίνονται δύο περιπτώσεις. 

Υποθέτοντας την  περίπτωση κατά την οποία το σύστηµα δεν είναι γεµάτο, το αίτηµα 

των χρηστών θα γίνεται δεκτό και η πιθανότητα ο πελάτης να φύγει είναι κοντά στο 

µηδέν. Σε αυτή την περίπτωση υπάρχει µια ισορροπία Nash, όταν ο πάροχος υπηρεσιών 

αποδέχεται το αίτηµα, ενώ ο χρήστης παραµένει στον πάροχο. Αν υποθέσουµε τώρα την 

περίπτωση που το σύστηµα έχει φορτωθεί σε κάποιο βαθµό ή ακόµη ότι είναι 

υπερφορτωµένο, το αίτηµα του χρήστη µπορεί να µη γίνει δεκτό και η πιθανότητα ο 

πελάτης να φύγει  είναι µη µηδενική. Ακόµη και σε αυτή την περίπτωση, υπάρχει επίσης 

µια καθαρή στρατηγική ισορροπία Nash η οποία εξαρτάται από τη σχέση µεταξύ 

ορισµένων όρων στα οφέλη. Το νέο αίτηµα γίνεται αποδεκτό εάν τα έσοδα από την 

αποδοχή της αίτησης είναι µεγαλύτερα από την ενδεχόµενη απώλεια εσόδων αν ο 

χρήστης φύγει. Σε αντίθετη περίπτωση, ο πάροχος είναι καλύτερα να απορρίψει το  

αίτηµα. 

 

2.3.4.2 Έλεγχος φορτίου 

 
Το σύστηµα που περιγράφηκε προηγουµένως για τον έλεγχο αποδοχής κλήσεων έχει 

επίσης επεκταθεί και για τον έλεγχο  φορτίου στο [48]. Η κύρια διαφορά είναι ότι αυτό 

το παίγνιο παίζεται περιοδικά, ενώ οι συνεδρίες εκτελούνται. Μέσω αυτής της 

διαδικασίας είναι δυνατόν να τερµατιστούν συνεδρίες που καταναλώνουν άπληστα τους 

πόρους του συστήµατος, που προκαλούν µε αυτόν τον τρόπο  υποβάθµιση του  QoS που 

προσφέρεται στους υπόλοιπους πελάτες και µειώνουν έτσι τα συνολικά έσοδα του 

παρόχου. Επιπλέον, οι πελάτες µη όντας ικανοποιηµένοι έχουν την ευκαιρία να 

αναζητήσουν πιο αποτελεσµατικά δίκτυα, µε βάση τις προτιµήσεις τους. 

 
Σύµφωνα µε αυτό το σύστηµα, αν η QoS τουλάχιστον ενός τύπου υπηρεσίας βρεθεί 

κάτω από το όριο αποδοχής, τότε το παγκόσµιο παίγνιο ελέγχου φορτίου 

ενεργοποιείται, κατά την οποία  παίζονται παιχνίδια µεταξύ του παρόχου και όλων των 

τρεχουσών συνεδριών. Αυτό το παιχνίδι µπορεί να οδηγήσει είτε στην απογοήτευση των 

πελατών µε αποτέλεσµα να αφήσουν τον πάροχο ή ο πάροχος να σταµατήσει τη 

συνεργασία µε ασύµφορους πελάτες. Σε περίπτωση που  κάποιος αποφασίσει ότι η 
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σύνδεση θα πρέπει να τερµατιστεί, τότε η συνεδρία τελειώνει και ο πελάτης προωθείται 

σε άλλο φορέα παροχής υπηρεσιών. Ποινή επιβάλλεται µόνο εάν ο πελάτης επιλέγει να 

φύγει πρόθυµα. Από την άλλη πλευρά, αν το παγκόσµιο παιχνίδι δεν ενεργοποιηθεί  και 

µία τουλάχιστον συνεδρία παρουσιάζει µια QoS κάτω από το όριο αποδοχής, τότε 

ενεργοποιείται. το τοπικό παίγνιο ελέγχου φορτίου. Στην περίπτωση αυτή, το παίγνιο 

παίζεται µεταξύ του παρόχου και κάθε συνεδρίας, που προκάλεσε το παίγνιο, 

αφήνοντας τις άλλες συνεδρίες ανεπηρέαστες. Αυτό το είδος του παιγνίου µπορεί επίσης 

να οδηγήσει  ορισµένες συνεδρίες να τερµατιστούν. 

 

2.3.4.3 Επιλογή κυψέλης 

 
Η επιλογή κυψελών  είναι υπεύθυνη για την εξασφάλιση της απαιτούµενης QoS σε ένα 

κινητό που καλύπτεται από ένα σταθµό βάσης µε αρκετά καλή ποιότητα. Ο στόχος των 

διαδικασιών επιλογής κυψέλης  είναι ο καθορισµός του βέλτιστου  σταθµού βάσης. Οι 

Gao et al. [49], διατύπωσαν  το πρόβληµα επιλογής κυψέλης ως παίγνιο δύο βαθµίδων. 

Στην πρώτη βαθµίδα, δηλαδή, στο διακυψελικό παίγνιο, τα κινητά επιλέγουν την 

κυψέλη, σύµφωνα µε τη βέλτιστη στρατηγική επιλογή κυψελών που προέρχεται από το 

αναµενόµενο όφελος. Στη δεύτερη βαθµίδα, δηλαδή, σε ενδο-κυψελικό παίγνιο, το 

κινητό επιλέγει την κατάλληλη συχνότητα από τους πόρους της κυψέλης στην οποία 

εξυπηρετείται για να επιτύχει το µέγιστο όφελος. 
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Κεφάλαιο 3: Εφαρμογές 
Συνεργατικής Θεωρίας 
Παιγνίων σε Ασύρματα 
Δίκτυα 
 

3.1 Εισαγωγή  

 
Η θεωρία παιγνίων παρέχει ένα επίσηµο αναλυτικό πλαίσιο µε µια σειρά από 

µαθηµατικά εργαλεία για τη µελέτη των πολύπλοκων αλληλεπιδράσεων µεταξύ 

ορθολογικών παικτών. Κατά τη διάρκεια των τελευταίων δεκαετιών, η θεωρία 

παιγνίων έχει αποτελέσει επανάσταση σε  µεγάλο αριθµό κλάδων όπως είναι η 

µηχανική, η οικονοµία, οι πολιτικές επιστήµες, η φιλοσοφία, ή ακόµα και η ψυχολογία 

[1]. Τα τελευταία χρόνια, ένα µεγάλο κοµµάτι των ερευνητικών δραστηριοτήτων αφορά 

την εφαρµογή της  θεωρίας  παιγνίων  στην ανάλυση των δικτύων επικοινωνιών. 

 

Αυτό οφείλεται κυρίως: (i) Στην ανάγκη ανάπτυξης αυτόνοµων, κατανεµηµένων και 

ευέλικτων δικτύων κινητής τηλεφωνίας, όπου οι συσκευές δικτύου µπορούν να 

σχεδιάσουν ανεξάρτητες και ορθολογικές στρατηγικές αποφάσεων, (ii) Στην ανάγκη 

χαµηλής πολυπλοκότητας κατανεµηµένων αλγορίθµων που µπορούν να παραστήσουν 

αποτελεσµατικά ανταγωνιστικά ή συνεργατικά σενάρια µεταξύ των οντοτήτων του 

δικτύου. 

 

Σε γενικές γραµµές, η θεωρία παιγνίων µπορεί να χωριστεί σε δύο κλάδους: µη 

συνεργατικής [2] και συνεργατικής θεωρίας παιγνίων [1], [3]. Η µη συνεργατική 

θεωρία παιγνίων µελετά τις στρατηγικές επιλογές που προκύπτουν από τις 

αλληλεπιδράσεις µεταξύ ανταγωνιστικών παικτών, όπου κάθε παίκτης επιλέγει τη 

στρατηγική του ανεξάρτητα µε σκοπό  να βελτιώσει  τη  χρησιµότητά του ή να µειώσει 

τις απώλειές του (το κόστος του). Για την επίλυση των µη συνεργατικών παιγνίων, 

υπάρχουν διάφορες έννοιες, όπως η περίφηµη ισορροπία Nash [2]. Το µεγαλύτερο 

µέρος της έρευνας στα δίκτυα επικοινωνιών επικεντρώνεται στη χρήση των µη 
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συνεργατικών παιγνίων σε διάφορες εφαρµογές, όπως η κατανοµή των πόρων [4], [5], 

ο έλεγχος της  κυκλοφοριακής συµφόρησης [6], ο έλεγχος ισχύος [7], η τιµολόγηση των 

υπηρεσιών [8], η κοινή χρήση του ραδιοφάσµατος [9], µεταξύ άλλων. Αυτή η ανάγκη 

της εφαρµογής της θεωρίας παιγνίων σε µη συνεργατικά παίγνια οδήγησαν στην 

συγγραφή πολυάριθµων σεµιναρίων και βιβλίων που περιγράφουν τις  έννοιές της και 

τη χρήση της στις τηλεπικοινωνίες, π.χ., [10], [11]. 

Ενώ η µη συνεργατική  θεωρία παιγνίων µελετά ανταγωνιστικά σενάρια, η συνεργατική 

θεωρία παιγνίων παρέχει αναλυτικά εργαλεία για να µελετηθεί η συµπεριφορά των  

ορθολογικών  παικτών όταν συνεργάζονται. Ο κεντρικός κλάδος  των συνεργατικών 

παιγνίων περιγράφει τον σχηµατισµό συνεργαζόµενων οµάδων  παικτών, που 

αναφέρονται  ως συνασπισµοί [1], µε τους οποίους  µπορεί να ενισχυθεί  η θέση των 

παικτών στο παιχνίδι. Σε αυτό το κεφάλαιο , περιορίζουµε την προσοχή µας σε παίγνια 

συνασπισµών αν και κάποιες άλλες αναφορές µπορούν να περιλάβουν και άλλα είδη 

παιγνίων, όπως διαπραγµατεύσεις, που µπορούν να περιληφθούν στα συνεργατικά 

παίγνια. Παίγνια συνασπισµών έχουν επίσης ευρέως διερευνηθεί σε διάφορους 

κλάδους, όπως η οικονοµία ή η πολιτική επιστήµη. Πρόσφατα, η συνεργασία έχει 

αναδειχθεί ως ένα νέο πρότυπο δικτύωσης που έχει αξιοσηµείωτη όσον αφορά τη 

βελτίωση της απόδοσης από το φυσικό επίπεδο [12], [13] ως τα ανώτερα στρώµατα 

δικτύωσης [4]. Ωστόσο, η εφαρµογή της συνεργασίας σε µεγάλης κλίµακας δίκτυα 

επικοινωνίας αντιµετωπίζει αρκετές προκλήσεις, όπως η επαρκής µοντελοποίηση, η 

αποτελεσµατικότητα, η πολυπλοκότητα, και η δικαιοσύνη µεταξύ τους. Τα παίγνια 

συνασπισµών µπορούν  να αποδειχθούν ένα πολύ ισχυρό εργαλείο για το σχεδιασµό 

δίκαιων, ισχυρών, πρακτικών, και αποτελεσµατικών στρατηγικών συνεργασίας σε 

δίκτυα επικοινωνιών. 

 

Σε αυτό το κεφάλαιο  έχουµε ως στόχο να αναφερθούµε στις εφαρµογές των παιγνίων 

συνασπισµών στο κοµµάτι των τηλεπικοινωνιών. Έτσι, ο στόχος είναι να αναφερθούµε 

στη συνεισφορά της έρευνας της θεωρίας  παιγνίων στο χώρο των  τηλεπικοινωνιών, 

που αφορούν τις µεγάλες ευκαιρίες και προκλήσεις όσον αφορά την εφαρµογή των 

παιγνίων συνασπισµών για την καλύτερη κατανόηση και σχεδιασµό των σύγχρονων 

συστηµάτων επικοινωνίας, µε έµφαση σε νέες τεχνικές ανάλυσης και νέα σενάρια 

εφαρµογών. Μια αδιάκοπη ανάπτυξη στη διεθνή έρευνα περιστρέφεται γύρω από τη 

συνεργασία, την αυτο-οργάνωση και τη δικαιοσύνη στα δίκτυα επικοινωνιών. 
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Από τη µελέτη της βιβλιογραφίας για παίγνια συνασπισµών και τις εφαρµογές 

επικοινωνίας η οποία είναι σχετικά µικρή, προτείνεται µια νέα ταξινόµηση των 

παιγνίων συνασπισµών που επιτρέπει την οµαδοποίηση των διαφόρων τύπων παιγνίων 

σε µία τάξη που βασίζεται σε διάφορες ιδιότητες του παιγνίου. Ως εκ τούτου, έχουµε 

οργανώσει τα παίγνια συνασπισµών σε τρεις διακριτές κατηγορίες: 

 

1) Κατηγορία Ι: Κανονικά παίγνια συνασπισµών. 

2) Κατηγορία II: Σχηµατισµοί παιγνίων συνασπισµών. 

3) Κατηγορία ΙΙΙ: Γραφικά παίγνια συνασπισµών. 

 

Η ταξινόµηση αυτή έγινε για να προσεγγίσουµε καλύτερα τις εφαρµογές των παιγνίων 

συνασπισµών και φαίνεται στο Σχήµα 3.1. Τα βασικά χαρακτηριστικά από αυτές τις 

κατηγορίες θα συνοψίσουµε στη συνέχεια και στο επόµενο κεφάλαιο θα ασχοληθούµε 

µε τις εφαρµογές των κανονικών παιγνίων συνασπισµών που είναι η πιο δηµοφιλής 

κατηγορία. 

 

 
 
Σχήµα 3.1 Νέα ταξινόµηση των συνεργατικών παιγνίων συνασπισµών 
 

3.1.1 Κύριες Ιδιότητες των κανονικών παιγνίων συνασπισμών 

 

Τα κανονικά παίγνια συνασπισµών είναι η πιο δηµοφιλής κατηγορία της θεωρίας 

παιγνίων συνασπισµών. Ως εκ τούτου, στην   κατηγορία αυτή αναφέρονται τα εργαλεία 

που χρησιµοποιούνται ευρέως στη θεωρία παιγνίων συνασπισµών, πλήρως 
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επισηµοποιηµένα, και έχουν σαφείς λύσεις. Για την ταξινόµηση ενός παιγνίου ως 

κανονικού, οι κύριες απαιτήσεις είναι οι εξής: 

 

1) Το παίγνιο συνασπισµών να είναι χαρακτηριστικής µορφής (TU ή NTU). 

2) Η συνεργασία, δηλαδή, ο σχηµατισµός των µεγάλων συνασπισµών, είναι πάντα 

ωφέλιµος. Ως εκ τούτου, σε κανονικά παίγνια οι παίκτες που δε δηµιουργούν οµάδα 

είναι σε χειρότερη θέση από αυτούς που συµµετέχουν σε συνασπισµούς. Αυτό 

αναφέρεται στη µαθηµατική ιδιότητα της προσαύξησης (superadditivity). 

3) Οι βασικοί στόχοι του κανονικού παιγνίου είναι οι εξής: (i) να µελετήσει τις 

ιδιότητες και τη σταθερότητα του µεγάλου συνασπισµού, δηλαδή, τη συµµαχία όλων 

των παικτών στο παίγνιο, και (ii) να µελετήσει τα κέρδη που προκύπτουν από τη 

συνεργασία µε αµελητέο ή καθόλου κόστος, καθώς και τη διανοµή των κερδών αυτών 

κατά τρόπο δίκαιο για τους παίκτες. 

 
Οι δύο πρώτες προϋποθέσεις για την κατηγοριοποίηση ενός παιγνίου  ως κανονικό 

αφορούν τις µαθηµατικές ιδιότητες του παιγνίου. Κατ 'αρχάς, κάθε κανονικό παιγνίου 

πρέπει να έχει χαρακτηριστική µορφή. ∆εύτερον, το παίγνιο πρέπει να έχει την ιδιότητα 

της προσαύξησης (superadditivity), η οποία ορίζεται ως 

 

υ(S�  ∪  S�) ⊃ { x  ∈ R @�⋃@� | (xB)B∈@�  ∈ υ(S� ), Cx8D8∈@�
  ∈ υ(S� )}  ∀S� ⊂  N, S� ⊂ N, 

 S�  H  S�   = ∅                                                                                          (1) 
 

όπου x είναι η πληρωµή  της κατανοµή για το συνασπισµό S�   ∪ S�. Η ιδιότητα της 

προσαύξησης αφορά το ότι, δεδοµένου ότι  έχουµε δύο ξένους συνασπισµούς S� και S� 

και S2, αν σχηµατιστεί ο συνασπισµός S�   ∪ S�, τότε µπορεί να δώσει στα µέλη του 

κάθε κατανοµή που θα µπορούσε να  πετύχει κάθε συνασπισµό S�   και  S� ξεχωριστά. 

Ο ορισµός (1) χρησιµοποιείται σε περίπτωση NTU. Για ένα παίγνιο TU, η ιδιότητα της 

προσαύξησης ορίζεται [1] ως 

 

  υ(S�  ∪  S�)  ≥  υ(S� ) + υ(S� )  ∀S� ⊂  N, S� ⊂ N, 
 S�  H  S�   = ∅ .                                                                                                           (2) 
 
Από τη  (2), η έννοια του παιγνίου µε την ιδιότητα προσαύξησης µπορεί να είναι 

καλύτερα κατανοητή. Απλά, ένα παίγνιο έχει αυτήν την ιδιότητα αν η συνεργασία, 

δηλαδή, ο σχηµατισµός ενός µεγάλου συνασπισµού από ξένους συνασπισµούς, εγγυάται 
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τουλάχιστον την αξία που προκύπτει από τον κάθε συνασπισµό ξεχωριστά. Το σκεπτικό 

είναι ότι  µέσα σε ένα συνασπισµό, οι παίκτες µπορούν πάντα να επανέλθουν στη µη 

συνεργάσιµη συµπεριφορά τους για να αποκτήσουν τις απολαβές που θα είχαν αν δε 

συνεργάζονταν. Έτσι, σε ένα τέτοιο παίγνιο, η συνεργασία είναι πάντα ωφέλιµη. Λόγω 

της ιδιότητας αυτής στα κανονικά παίγνια, είναι το κοινό όφελος των παικτών να 

σχηµατίσουν πάντα τον  µεγάλο συνασπισµό N, δηλαδή, τη συµµαχία όλων των 

παικτών, αφού η πληρωµή που λαµβάνει από υ(N) είναι τουλάχιστον τόσο µεγάλη όσο η 

πληρωµή που λαµβάνει από τους παίκτες σε κάθε ξεχωριστό σύνολο συνασπισµών που 

θα µπορούσαν να αποτελέσουν. Ο σχηµατισµός του µεγάλου συνασπισµού κανονικά 

παίγνια προϋποθέτει ότι η κύρια έµφαση δίνεται στη µελέτη των ιδιοτήτων αυτού του 

µεγάλου συνασπισµού. 

 

∆ύο βασικές πτυχές έχουν σηµασία σε κανονικά παίγνια: (i) Εύρεση της κατανοµής της 

πληρωµής που εγγυάται ότι καµία οµάδα παικτών δεν έχει κίνητρο για να εγκαταλείψει 

το µεγάλο συνασπισµό έτσι ώστε να έχουµε έναν σταθερό µεγάλο συνασπισµό και (ii) 

την εκτίµηση ότι τα κέρδη που ο µεγάλος συνασπισµός µπορεί να επιτύχει, καθώς και τα 

κριτήρια της δικαιοσύνης που πρέπει να χρησιµοποιούνται για την κατανοµή των 

κερδών αυτών έτσι ώστε να έχουµε έναν δίκαιο µεγάλο συνασπισµό. Για την επίλυση 

των συνασπισµών σε κανονικά παίγνια, η βιβλιογραφία παρουσιάζει µια σειρά από 

έννοιες [1], [3] όπως ο πυρήνας και η αξία Shapley που προσδιορίζονται παρακάτω.  

 

Η πιο γνωστή  λύση για παίγνια συνασπισµών και ειδικότερα τα κανονικά παίγνια  είναι 

ο πυρήνας [1],[3]. Ο πυρήνας ενός κανονικού παιγνίου είναι άµεσα συνδεδεµένος µε τη 

σταθερότητα του µεγάλου συνασπισµού. Σε ένα κανονικό παίγνιο  συνασπισµών (Ν, v), 

λόγω της ιδιότητας προσαύξησης (superadditvity), οι παίκτες έχουν κίνητρο να 

διαµορφώσουν τον µεγάλο συνασπισµό Ν. Έτσι ο πυρήνας του κανονικού παιγνίου  

είναι το σύνολο των κατανοµών πληρωµών που εγγυάται ότι καµία οµάδα παικτών δεν 

έχει κίνητρο για να εγκαταλείψουν τον Ν, προκειµένου να διαµορφώσουν µια άλλη 

συµµαχία S ⊂ Ν. Για ένα TU παίγνιο, δεδοµένου του µεγάλου συνασπισµού N, ένα 

διάνυσµα πληρωµής L ∈  "M (N = |N | ) για το χωρισµό υ(Ν) είναι  ορθολογική οµάδα 

αν ∑ L�6∈M  = υ(Ν). Το διάνυσµα  πληρωµής x είναι ατοµικά ορθολογικά αν κάθε 

παίκτης µπορεί να αποκοµίσει κέρδη όχι λιγότερο από το να λειτουργούσε µεµονωµένα, 

δηλαδή L�. ≥ O({P}), ∀ P . H απόδοση είναι ένα διάνυσµα πληρωµής που ικανοποιεί τις 
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παραπάνω δύο προϋποθέσεις. Έχοντας προσδιορίσει την απόδοση, ο πυρήνας µπορεί 

να οριστεί ως 

QRS ={L ∶U ∑ L��∈M  = υ(Ν) και ∑ L�6∈V  ≥ υ(S) ∀ S ⊆ UX}                          (3) 

 
Ως λύση, ο πυρήνας πάσχει από τρία κύρια µειονεκτήµατα: (i) Ο πυρήνας µπορεί να 

είναι άδειος, (ii) ο πυρήνας µπορεί να είναι αρκετά µεγάλος, ως εκ τούτου, επιλέγοντας 

µια κατάλληλη κατανοµή πυρήνα µπορεί να είναι δύσκολη, και (iii) σε  πολλά σενάρια, 

οι κατανοµές που βρίσκονται στον πυρήνα µπορεί να είναι άδικοι για έναν ή 

περισσότερους παίκτες. Αυτά τα µειονεκτήµατα κινητοποίησαν την έρευνα σε 

αναζήτηση µιας λύσης η οποία έννοια µπορεί να συνδέσει µε κάθε παίγνιο 

συνασπισµών (Ν, υ) ένα µοναδικό διάνυσµα πληρωµής γνωστό ως η αξία του παιγνίου 

(η οποία είναι αρκετά διαφορετική από την αξία ενός συνασπισµού). Ο Shapley 

προσέγγισε το πρόβληµα αυτό αξιωµατικά µε τον καθορισµό ενός συνόλου από 

επιθυµητές ιδιότητες και έχει χαρακτηριστεί µια χαρτογράφηση µοναδική φ που µπορεί 

να ικανοποιεί αυτά τα αξιώµατα, αργότερα γνωστή ως αξία Shapley [1]. Η αξία 

Shapley είχε ουσιαστικά οριστεί για την TU παίγνια, όµως επεκτάσεις σε NTU παίγνια 

υπάρχουν. 

 
Ο Shapley πρότεινε τα παρακάτω τέσσερα αξιώµατα Y� είναι η πληρωµή που δίνεται 

στον παίκτη i από την αξία Shapley φ. 

 
1) Αξίωµα αποτελεσµατικότητας: ∑ Z��∈M (υ) = υ (N) 

2) Αξίωµα Συµµετρίας: Αν ο παίκτης i και ο παίκτης j είναι τέτοιoι που υ(S∪{i}) = υ(S 

∪ {[})για κάθε συνασπισµό  S που δεν περιέχουν τον  παίκτη i και τον παίκτη j, τότε 

Z�(υ) =Z0(υ). 

3) Αξίωµα οµοιώµατος: Αν ο παίκτης i είναι τέτοιος ώστε  υ(S) = υ(S∪{i}) για κάθε 

συνασπισµό S  που δεν  περιέχει το i, τότε Z�(υ)  = 0. 

4) Αξίωµα προσθετικότητας: Εάν  u και v είναι χαρακτηριστικές συναρτήσεις, τότε Α 

φ(u + υ) = φ (υ + u) = φ (u) + Z�(υ) 

 

Ο Shapley έδειξε ότι υπάρχει µια µοναδική χαρτογράφηση, η αξία Shapley φ(υ), από το 

χώρο όλων των παιγνίων   συνασπισµών "M , που ικανοποιεί τα αξιώµατα. Ως εκ 

τούτου, για κάθε παίγνιο (Ν, υ ), η αξία Shapley φ προσδιορίζει  µια µοναδική 

κατανοµή πληρωµής  στο "M που πληροί τις τέσσερις αξιώµατα. Το αξίωµα της 
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αποτελεσµατικότητας είναι η ορθολογικότητα της οµάδας. Το αξίωµα της συµµετρίας 

σηµαίνει ότι, όταν δύο παίκτες έχουν την  ίδια συµβολή σε έναν συνασπισµό, οι 

απολαβές τους πρέπει να είναι ίσες. Το αξίωµα οµοιώµατος  δεν εκχωρεί καµία 

πληρωµή σε παίκτες που δεν βελτιώνουν την αξία του κάθε συνασπισµού. Τέλος, το 

αξίωµα προσθετικότητας συνδέει την αξία των διαφορετικών παιγνίων u και v και 

υποστηρίζει ότι φ είναι µια µοναδική χαρτογράφηση πάνω από το χώρο των παιγνίων 

συνασπισµών. 

 

Η αξία Shapley διαθέτει επίσης µια εναλλακτική ερµηνεία η οποία λαµβάνει υπόψη τη 

σειρά µε την οποία οι παίκτες συµµετέχουν στο µεγάλο συνασπισµό N. Στην περίπτωση 

όπου οι παίκτες συµµετέχουν στο  µεγάλο συνασπισµό  σε τυχαία σειρά, η  πληρωµή 

που έχει καταµεριστεί από την αξία Shapley σε έναν παίκτη P ∈ X είναι η αναµενόµενη 

οριακή συµβολή του παίκτη i όταν ενώνεται µε το µεγάλο συνασπισµό. Η βάση αυτής 

της ερµηνείας είναι ότι, δεδοµένου ότι κάθε κανονικό παίγνιο TU (Ν, υ), για κάθε 

παίκτη i ∈ N, η αξία Shapley φ(υ) προσδιορίζει την πληρωµή  Z�(υ)  δίνεται από 

 

Z�(υ)  = ∑ |S|! (N −  |S|)!/^∈M\{�} (N +  1)! ∗ [υ(S ∪ {i})   −  υ(S)]                   (4) 

 

3.1.2 Bασικές ιδιότητες παιγνίων σχηματισμών συνασπισμών 

 

Παίγνια σχηµατισµών συνασπισµών περιλαµβάνουν παίγνια συνασπισµών, όπου, σε 

αντίθεση µε τα κανονικά παίγνια, η δοµή του δικτύου και το κόστος για τη συνεργασία 

διαδραµατίζουν σηµαντικό ρόλο. Ταξινοµούµε ένα παιχνίδι ως ένα παίγνιο 

σχηµατισµού συνασπισµών, όταν: 

1) Το παίγνιο είναι  είτε  σε χαρακτηριστική µορφή ή σε µορφή διαχωρισµού (TU ή 

NTU), και γενικά  δεν έχει την ιδιότητα της προσαύξησης. 

2) Η διαµόρφωση ενός συνασπισµού φέρνει κέρδη στα µέλη του, αλλά τα κέρδη 

περιορίζονται από το κόστος για τη διαµόρφωση του συνασπισµού, ως εκ τούτου, ο 

µεγάλος συνασπισµός είναι σπάνια η βέλτιστη δοµή. 

3) Ο στόχος είναι να µελετηθεί η δοµή του δικτύου συνασπισµών , δηλαδή, απαντώντας 

σε ερωτήσεις όπως  ποιοι είναι οι συνασπισµοί που θα σχηµατιστούν, ποιο είναι το 

βέλτιστο µέγεθος του συνασπισµού και πώς µπορούµε να αξιολογήσουµε τα 

χαρακτηριστικά της δοµής, και ούτω καθεξής. 
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4) Το παίγνιο συνασπισµών υπόκειται στις  αλλαγές του περιβάλλοντος, όπως µια 

µεταβολή στον αριθµό των παικτών, αλλαγή στη δύναµη του κάθε παίκτη ή άλλους 

παράγοντες που µπορούν να επηρεάσουν την τοπολογία του δικτύου. 

5) Μια δοµή συνασπισµών επιβάλλεται από έναν εξωτερικό παράγοντα στο παίγνιο 

(π.χ. φυσικοί περιορισµοί στο πρόβληµα). 

Σε αντίθεση µε τα κανονικά παίγνια, ένα παίγνιο σχηµατισµού συνασπισµών δεν έχει 

γενικά την ιδιότητα της προσαύξησης και µπορεί να υποστηρίξει τη µορφή 

διαχωρισµού. Ένα άλλο σηµαντικό κριτήριο που χαρακτηρίζει αυτά τα παίγνια είναι η 

παρουσία του κόστους για τη διαµόρφωση συνασπισµών. Στα κανονικά παίγνια, καθώς 

και στο µεγαλύτερο µέρος της βιβλιογραφίας, υπάρχει µια σιωπηρή παραδοχή ότι η 

δηµιουργία ενός συνασπισµού είναι πάντα ωφέλιµη (π.χ. µέσω της ιδιότητας 

προσαύξησης). Σε πολλά προβλήµατα, ο σχηµατισµός ενός συνασπισµού απαιτεί µια 

διαδικασία διαπραγµάτευσης ή µια διαδικασία ανταλλαγής πληροφοριών οι οποίες 

µπορούν να θεµελιώσουν  µια µείωση του κόστους από τα κέρδη που λαµβάνουν από το 

σχηµατισµό του συνασπισµού. Σε γενικές γραµµές, τα παίγνια σχηµατισµών 

συνασπισµού είναι δύο τύπων: Στατικά παίγνια σχηµατισµού συνασπισµών και 

δυναµικά παίγνια σχηµατισµό συνασπισµών. Στην πρώτη, ένας εξωτερικός παράγοντας 

επιβάλλει µια ορισµένη δοµή συνασπισµών, και ο στόχος είναι να µελετήσει αυτή τη 

δοµή. Το τελευταίο είναι ένα πιο πλούσιο πλαίσιο. Στα δυναµικά παίγνια σχηµατισµού 

συνασπισµών, οι κύριοι στόχοι είναι να αναλυθεί η δηµιουργία µιας δοµής 

συνασπισµών, µέσω της αλληλεπίδρασης των παικτών, καθώς και να µελετήσει τις 

ιδιότητες αυτής της δοµής και την προσαρµοστικότητά της στις περιβαλλοντικές 

µεταβολές ή εξωτερικές οντότητες. Σε αντίθεση µε τα κανονικά παίγνια, όπου υπάρχουν 

τυπικοί κανόνες και αναλυτικές έννοιες, η λύση ενός παιγνίου σχηµατισµού 

συνασπισµών, ιδιαίτερα δυναµικού παιγνίου σχηµατισµού συνασπισµών, είναι πιο 

δύσκολο, και η εφαρµογή συγκεκριµένη. Εφαρµογές των παιγνίων σχηµατισµού 

συνασπισµών συναντάµε στη συνεργασία των ποµπών µε κόστος  σε σύστηµα TDMA 

,όπως επίσης στη συνεργασία κεραιών χρηστών που συνεργάζονται για να σχηµατίσουν 

ένα εικονικό σύστηµα MIMO καθώς και στο σχηµατισµό  συνασπισµών για τον 

εντοπισµό φάσµατος σε νοητά ραδιοδίκτυα. 
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3.1.3 Κύριες ιδιότητες των γραφικών παιγνίων συνασπισμών 

 

Στα κανονικά  παίγνια και τα παίγνια σχηµατισµού συνασπισµών, η χρησιµότητα ή η 

αξία ενός συνασπισµού δεν εξαρτάται από το πώς οι παίκτες  είναι συνδεδεµένοι µεταξύ 

τους εντός του συνασπισµού. Ωστόσο, έχει αποδειχθεί ότι, σε ορισµένα σενάρια, η 

υποκείµενη δοµή της επικοινωνίας µεταξύ των παικτών σε ένα παίγνιο συνασπισµών 

µπορεί να έχει σηµαντικό αντίκτυπο σχετικά µε τη χρησιµότητα και τα άλλα 

χαρακτηριστικά του το παιγνίου[14], [15]. Με την υποκείµενη δοµή της επικοινωνίας, 

εννοούµε τη γραφική παράσταση της σύνδεσης των παικτών µεταξύ τους, δηλαδή ποιος 

παίκτης επικοινωνεί µε ποιον στο εσωτερικό του κάθε συνασπισµού. Έχουµε 

παραδείγµατα που παρουσιάζονται σε τέτοιες διασυνδέσεις στο  Σχήµα 3.2(β). 

Ταξινοµούµε ένα παίγνιο ως γραφικό παίγνιο συνασπισµών κάθε φορά που: 

1) Το παίγνιο συνασπισµών είναι σε µορφή γραφήµατος, και µπορεί να είναι TU ή 

NTU. Όµως η αξία ενός συνασπισµού µπορεί να εξαρτάται από την εξωτερική δοµή του 

δικτύου. 

2) Η διασύνδεση µεταξύ των παικτών µέσα σε κάθε συνασπισµό, δηλαδή, το ποιος 

συνδέεται µε ποιον, επηρεάζει έντονα τα χαρακτηριστικά και την έκβαση του παιγνίου. 

3) Ο κύριος στόχος είναι να παράγουν χαµηλής πολυπλοκότητας κατανεµηµένων 

αλγορίθµων για τους παίκτες που επιθυµούν να οικοδοµήσουν ένα διάγραµµα δικτύου 

(κατευθυνόµενο ή µη κατευθυνόµενο) και όχι µόνο οµάδων συνασπισµών όπως στα 

παίγνια σχηµατισµών συνασπισµών (Κατηγορία ΙΙ). Ένας άλλος στόχος είναι να 

µελετήσει τις ιδιότητες (σταθερότητα, αποδοτικότητα, κλπ) του γραφήµατος δικτύου που 

σχηµατίζεται. 

 

Σε γραφικά παίγνια συνασπισµών, το κύριο θέµα είναι η παρουσία ενός γραφήµατος για 

την επικοινωνία µεταξύ των παικτών. Συνήθως, υπάρχουν δύο στόχοι για τα γραφικά 

παίγνια συνασπισµών. Ο πρώτος και σηµαντικότερος στόχος, είναι η παροχή χαµηλής 

πολυπλοκότητας αλγορίθµων για την δηµιουργία µιας γραφικής παράστασης του 

δικτύου για τη σύνδεση των παικτών. Ένας δεύτερος στόχος είναι να µελετήσει τις 

ιδιότητες και τη σταθερότητα του γραφήµατος δικτύου που έχει σχηµατιστεί. Σε 

ορισµένα σενάρια, το γράφηµα του δικτύου δίνεται, και ως εκ τούτου, η ανάλυση της 

σταθερότητας απόδοσης είναι ο µοναδικός στόχος του παιγνίου. Μια από τις εφαρµογές 
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των παιγνίων αυτών είναι  στο σχηµατισµό του δένδρου των κατανεµηµένων 

ανερχόµενων ζεύξεων στο IEEE 802.16j το πιο πρόσφατο WiMAX Standard. 

 

3.2 Θεωρία παιγνίων συνασπισμών - Ταξινόμηση 

 

Στην ουσία, τα παίγνια συνασπισµών περιλαµβάνουν ένα σύνολο παικτών, που 

συµβολίζεται µε N = {1,. . . , N} που επιδιώκουν να δηµιουργήσουν συνεταιριστικές 

οµάδες συνεργασίες, δηλαδή συνασπισµών, προκειµένου να ενισχύσουν τη θέση τους 

στο παίγνιο. Κάθε συνασπισµός  � ∈ X  αποτελεί µια συµφωνία µεταξύ των παικτών  

του S που ενεργούν ως ενιαία οντότητα. Ο σχηµατισµός συνασπισµών ή συµµαχιών 

συναντάται συχνά σε πολλές εφαρµογές. Για παράδειγµα, στα πολιτικά παίγνια, τα 

κόµµατα, ξεχωριστά άτοµα µπορούν να σχηµατίσουν  συµµαχίες για να αυξήσουν την 

εκλογική τους δύναµη. Επιπλέον για το σύνολο των Ν παικτών, η δεύτερη βασική 

έννοια των παιγνίων συνασπισµών είναι η αξία συνασπισµού. Κυρίως, η αξία του 

συνασπισµού, συµβολίζεται µε υ, ποσοτικοποιεί την αξία ενός συνασπισµού σε ένα 

παιχνίδι. Ο ορισµός της αξίας του συνασπισµού καθορίζει την µορφή και τον τύπο του 

παιγνίου. Παρ 'όλα αυτά, ανεξάρτητα από τον ορισµό της τιµής, ένα παίγνιο 

συνασπισµών ορίζεται µοναδικά  από το ζεύγος (Ν, υ). Πρέπει να σηµειωθεί ότι η αξία 

αυτή είναι σε πολλές περιπτώσεις, µοναδική για κάθε παίγνιο, αφού για κάθε υ µπορεί 

να οριστεί διαφορετικό παίγνιο. 

 
Η πιο κοινή µορφή ενός παιγνίου συνασπισµών είναι η χαρακτηριστική µορφή, 

σύµφωνα µε την οποία η αξία ενός συνασπισµού S εξαρτάται αποκλειστικά από τα µέλη 

του συνασπισµού, χωρίς εξάρτηση από το πώς είναι δοµηµένοι  οι παίκτες στο N \ S. η 

χαρακτηριστική µορφή εισήχθη, µαζί µε µια κατηγορία παιγνίων συνασπισµών γνωστά 

ως παίγνια µε µεταβιβάσιµης χρησιµότητας (TU), από τους Von Neuman και 

Morgenstern [16]. Η αξία ενός παιγνίου σε χαρακτηριστική µορφή µε TU είναι µια 

συνάρτηση που ορίζεται στη γραµµή των πραγµατικών αριθµών ως v: υ: 2� → " 

(χαρακτηριστική συνάρτηση). Αυτή η χαρακτηριστική συνάρτηση συνδέει κάθε 

συνασπισµό  � ∈ X  µε ένα πραγµατικό αριθµό που ποσοτικοποιεί τα κέρδη  του S. H 

TU ιδιότητα υποδηλώνει ότι η συνολική χρησιµότητα που παριστάνεται από αυτόν τον 

πραγµατικό αριθµό µπορεί να είναι µοιραστεί µε οποιοδήποτε τρόπο µεταξύ των µελών 

του συνασπισµού. Οι αξίες στα  TU παίγνια µπορούν να θεωρηθούν ως χρηµατικές 
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αξίες που τα µέλη σε µια συµµαχία µπορούν να µοιραστούν µεταξύ τους 

χρησιµοποιώντας ένα κατάλληλο κανόνα δικαιοσύνης π.χ, ίση διαίρεση ή άλλους. 

 

 
 
Σχήµα 3.2 .(α) Συνεργατικά παίγνια χαρακτηριστικής µορφής-µορφής διαχωρισµού 
 

 
 
Σχήµα 3.2 .(β)Παράδειγµα συνεργατικού παιγνίου σε µορφή γραφήµατος 
 

Το ποσό της χρησιµότητας  που ένας παίκτης  i ∈ S λαµβάνει από τo µοίρασµα του υ(S) 

αποτελεί τη πληρωµή του παίκτη και συµβολίζεται µε  L� στη συνέχεια. Το διάνυσµα 

x ∈  "f µε κάθε στοιχείο L�   να είναι η πληρωµή του παίκτη i ∈  S αποτελεί την 

κατανοµή πληρωµών. Αν και η TU χαρακτηριστική συνάρτηση µπορεί να 

µοντελοποιήσει ένα ευρύ φάσµα παιγνίων, υπάρχουν πολλά σενάρια, όπου η αξία του 
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συνασπισµού δεν µπορεί να αντιστοιχιστεί σε ένα πραγµατικό αριθµό ή υπάρχουν 

αυστηροί περιορισµοί σχετικά µε την κατανοµή της χρησιµότητας. Αυτά τα παιχνίδια 

είναι γνωστά ως παίγνια συνασπισµών µε µη µεταβιβάσιµη χρησιµότητα (NTU) και για 

πρώτη φορά αναλύθηκαν  από τους Aumann και Peleg µε βάση τη στρατηγική των µη 

συνεργατικών παιγνίων συνασπισµών[1], [17]. Σε ένα NTU παίγνιο, η  πληρωµή που 

λαµβάνει κάθε παίκτης σε ένα συνασπισµό S εξαρτάται από τις κοινές δράσεις που οι 

παίκτες του συνασπισµού S επιλέγουν. Η αξία ενός συνασπισµού S σε ένα παίγνιο NTU,  

υ(S), δεν είναι πλέον µια  συνάρτηση πάνω στον άξονα των  πραγµατικών, αλλά ένα 

σύνολο διανυσµάτων πληρωµών, O(�) ∈ "^, όπου κάθε στοιχείο L� ενός διανύσµατος 

L ∈ O(�)  αντιπροσωπεύει µια πληρωµή που παίκτης P ∈ � µπορεί να αποκτήσει µε το 

συνασπισµό S ακολουθώντας µια ορισµένη στρατηγική. Λαµβάνοντας υπόψη τον 

ορισµό αυτό, ένα TU παίγνιο η TU µπορεί να θεωρηθεί ως ειδική περίπτωση του NTU 

πλαισίου[1]. 

Πρόσφατα, έχει υπάρξει ένα αυξανόµενο ενδιαφέρον για παίγνια συνασπισµών, όπου η 

αξία ενός συνασπισµού  εξαρτάται από τον διαχωρισµό του N ανά πάσα στιγµή κατά τη 

διάρκεια του παιχνιδιού. Σε τέτοια παίγνια, σε αντίθεση µε τη χαρακτηριστική µορφή, η 

αξία ενός  συνασπισµού  S θα έχει µια ισχυρή εξάρτηση από το πώς είναι δοµηµένοι οι 

παίκτες στο N \ S. Για το σκοπό αυτό, οι Thrall και Lucas [18] εισήγαγαν  την έννοια 

των παιγνίων σε Σχήµα διαχωρισµού. Σε αυτά τα παίγνια δίνεται µια δοµή του 

συνασπισµού Β, που ορίζεται ως ένας διαχωρισµός του Ν, δηλαδή, µια συλλογή από 

συνασπισµούς Β = {g�,. . . , gh}, έτσι ώστε  ∀P ≠ [, j� ∩ j0 = ∅,l�m�
h j�= N ,η αξία του 

συνασπισµού � ∈ j ορίζεται ως υ (S, B). Ο ορισµός αυτός υπαγορεύει την εξάρτηση 

από τη δοµή του συνασπισµού όταν αξιολογείται η αξία του S. Τα παίγνια συνασπισµών 

σε Σχήµα διαχωρισµού είναι εκ φύσεως πολύπλοκα για να επιλυθούν, ωστόσο η 

δυναµική αυτών των παιγνίων είναι ενδιαφέρουσα και θα αναπτυχθεί περαιτέρω στη 

συνέχεια. 

 
Ως παράδειγµα για τη διαφορά µεταξύ της χαρακτηριστική µορφής  και της µορφής 

διαχωρισµού, ας σκεφτούµε ένα παίγνιο 5 παικτών µε N = {1, 2, 3, 4, 5} και δηλώνουν 

��= {1, 2, 3}, �� = {4}, �& = {5}, και �' = {4, 5}. ∆ίνονται δύο διαχωρισµοί  Β� = {��, 

�� , �& } και Β� = {��, �' } του Ν, η εκτίµηση  της αξίας του συνασπισµού �� εξαρτάται 

από τη µορφή του παιγνίου. Αν το παιχνίδι είναι  χαρακτηριστικής µορφής τότε υ (��, 

Β�) = υ (��, Β�)  = O(��), ενώ σε µορφή διαχωρισµού υ (��, Β�) ≠ υ (��, Β�), η τιµή 

εδώ µπορεί να είναι είτε TU ή NTU. Η βασική διαφορά είναι ότι, σε αντίθεση µε τη 
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χαρακτηριστική µορφή, η τιµή του �� σε µορφή διαχωρισµού εξαρτάται από το αν οι 

παίκτες 4 και 5, συνεργάζονται ή όχι. Αυτό φαίνεται στο Σχήµα 3.2 (α). 

Σε πολλά παίγνια συνασπισµών, οι παίκτες διασυνδέονται και επικοινωνούν µεταξύ 

τους µε συνδέσµους ανά ζεύγη σε ένα γράφηµα. Σε αυτά τα σενάρια, τόσο η 

χαρακτηριστική µορφή και όσο και η µορφή διαχωρισµού µπορεί να είναι ακατάλληλη 

δεδοµένου ότι, και στις δύο µορφές, η αξία ενός συνασπισµού S είναι ανεξάρτητο από 

το πώς συνδέονται τα µέλη του S. Για την µοντελοποίηση της διασύνδεσης γραφηµάτων, 

τα παίγνια συνασπισµών σε µορφή γραφήµατος εισήχθησαν από τον Myerson στο [14], 

όπου οι συνασπισµοί είχαν χαρτογραφηθεί σε συνδεδεµένα γραφήµατα. Αυτό 

γενικεύτηκε στο [19], όπου εκφράστηκε η αξία κάθε συνασπισµού S ∈ N ως συνάρτηση 

της δοµής του γραφήµατος που συνδέει τα µέλη του S. Ως εκ τούτου, δεδοµένου ενός 

παιγνίου συνασπισµών (N, υ) και ένα γράφηµα �f (άµεσο ή έµµεσο) µε κορυφές τα µέλη 

του συνασπισµoύ S ∈ N, η αξία του συνασπισµού S σε γραφική µορφή δίνεται από τον 

τύπο υ(�f). Για τα παίγνια  σε µορφή γραφήµατος, η αξία µπορεί επίσης να εξαρτάται 

από τη διασύνδεση των παικτών στο γράφηµα Gp/@ στο N \ S. Ένα παράδειγµα παιγνίου 

συνασπισµών σε µορφή γραφήµατος δίνεται στο Σχήµα. 3.2 (β). Στο Σχήµα αυτό, 

δίνεται ένας συνασπισµός S ={1, 2, 3} και δύο γραφήµατα Gq
� = {(1, 2), (2, 3)} και Gq

�= 

{(1, 2), (1, 3)} (ένα ζεύγος (i, j) είναι µια σύνδεση ανάµεσα σε δύο παίκτες i και j), ένα 

παίγνιο συνασπισµών σε µορφή γραφήµατος αποδίδει διαφορετική αξία για συνασπισµό 

S ανάλογα µε το γράφηµα. Ως εκ τούτου, σε µορφή γραφήµατος  υ(Gq
�)≠υ(Gq

�), ενώ σε 

παίγνια χαρακτηριστικής µορφής ή µορφής διαχωρισµού, η παρουσία του γραφήµατος 

δεν επηρεάζει την αξία. Αφού εισάγαµε τις θεµελιώδεις έννοιες για τα παίγνια 

συνασπισµών, στη συνέχεια Θα δούµε ξεχωριστά κάθε κατηγορία. 

 

3.3 Εφαρμογές κανονικών παιγνίων συνασπισμών 

3.3.1 Κατανομή ταχυτήτων σε κανάλια πολλαπλής πρόσβασης 

 
Μια κοµψή και ενδιαφέρουσα χρήση των κανονικών παιγνίων στα δίκτυα επικοινωνίας 

παρουσιάζεται στο [12] για τη µελέτη του ποσοστού κατανοµής σε κανάλια πολλαπλής 

πρόσβασης (MAC). Το µοντέλο στο [12] αντιµετωπίζει το πρόβληµα του πώς να 

κατανείµει τις ταχύτητες µετάδοσης µεταξύ ενός αριθµού από χρήστες που έχουν 

πρόσβαση σε ασύρµατο Gaussian MAC κανάλι. Το παίγνιο ορίζεται από (N, υ), όπου N 
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= {1,. . . , N} είναι το σύνολο των χρηστών που πρέπει να έχουν πρόσβαση στο κανάλι 

και  υ  η µέγιστη ταχύτητα που ένας συνασπισµός  S µπορεί να επιτύχει. Για να έχουµε 

µια χαρακτηριστική συνάρτηση, [12] θεωρείται ότι, κατά την αξιολόγηση της αξίας 

ενός συνασπισµού � ∈ r οι χρήστες στο �s = N \ S γνωστοί ως jammers, 

συνεργάζονται για να παρεµβάλουν τη µετάδοση των χρηστών στο S. Η υπόθεση 

παρεµβολών είναι ένας κοµψός τρόπος για να διατηρηθεί η χαρακτηριστική µορφή του 

παιγνίου, και αυτό είχε χρησιµοποιηθεί στο παρελθόν στην θεωρία παιγνίων για να 

παραχθεί η χαρακτηριστική συνάρτηση  της στρατηγικής µορφής ενός µη συνεργατικού 

παιγνίου [1], [17]. Στη συνέχεια, κατά την αξιολόγηση του συνολικού ποσοστού 

χρησιµότητας υ(S) οποιουδήποτε συνασπισµού � ∈ r, οι χρήστες στο  �s αποτελούν 

ένα ενιαίο συνασπισµό για να παρεµβάλλουν τη µετάδοση του S και ως εκ τούτου, η 

δοµή του συνασπισµού Sc είναι πάντα προκαθορισµένη παράγοντας τη χαρακτηριστική 

µορφή. Για ένα συνασπισµό S, η χαρακτηριστική συνάρτηση στο [12] υ(S) 

αντιπροσωπεύει τη χωρητικότητα, δηλαδή, τη µέγιστη συνολική ταχύτητα που  το S 

µπορεί να επιτύχει µε την παραδοχή παρεµβολών. Ως εκ τούτου, η υ (S) 

αντιπροσωπεύει µια ταχύτητα που µπορεί να κατανεµηθεί µε οποιοδήποτε αυθαίρετο 

τρόπο µεταξύ των παικτών στο S, και έτσι το παίγνιο είναι ένα παίγνιο TU. 

Αποδεικνύεται στο [12] ότι το παίγνιο είναι superadditive. Κατά συνέπεια, το 

πρόβληµα έγκειται στην κατανοµή των απολαβών, δηλαδή, τις ταχύτητες µετάδοσης 

,µεταξύ των χρηστών  του µεγάλου συνασπισµού που αποτελεί το δίκτυο. Η µεγάλη 

συµµαχία N έχει χωρητικότητα C = {" ∈ "M |∑ "PM
�m�  ≤ Q(tf,:�),∀ � ⊆ X όπου tf 

είναι οι περιορισµοί ενέργειας για τους χρήστες στo S, uv  :� είναι ο Gaussian 

θόρυβος, και ως εκ τούτου, Q(tf,:�) είναι η µέγιστη συνολική ταχύτητα (χωρητικότητα) 

που ο συνασπισµός S µπορεί να επιτύχει. Με βάση αυτές τις ιδιότητες, το παίγνιο 

κατανοµής ταχυτήτων [12], είναι σαφώς ένα κανονικό παίγνιο συνασπισµών, και το 

βασικό ερώτηµα του [12], που επιδιώκει να απαντήσει είναι «πώς θα κατανεµηθεί η 

χωρητικότητα του µεγάλου συνασπισµού υ (N) µεταξύ των χρηστών µε δίκαιο τρόπο 

που σταθεροποιεί το N. Για να απαντηθεί αυτό το ερώτηµα χρησιµοποιούνται οι δύο 

βασικές έννοιες από τα κανονικά παίγνια: ο πυρήνας και η αξία Shapley. 

 
Σε αυτό το παίγνιο κατανοµής ταχυτήτων χρησιµοποιώντας αποδεικνύεται ότι ο 

πυρήνας είναι µη-κενός. Εξετάζοντας τις αποδόσεις που βρίσκονται στην περιοχή 

χωρητικότητας C, δηλαδή, τα διανύσµατα ταχύτητας ώστε  ∑ "PM
�m�  =  Q(tf,:�)) 

φαίνεται ότι οποιοδήποτε διάνυσµα βρίσκεται στον πυρήνα. Ως εκ τούτου, ο µεγάλος 
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συνασπισµός Ν του Gaussian MAC κανονικού παιγνίου µπορεί να σταθεροποιηθεί. 

Όµως ο πυρήνας αυτού του παιγνίου είναι µεγάλος και περιλαµβάνει ένα µεγάλο 

αριθµό διανυσµάτων ταχυτήτων. Έτσι, οι συγγραφείς στο [12], επιχείρησαν να 

απαντήσουν στην επόµενη ερώτηση «πώς µπορούµε να επιλέξουµε µόνο µια δίκαιη 

κατανοµή η οποία βρίσκεται στον πυρήνα;" Για το σκοπό αυτό οι συγγραφείς 

διερεύνησαν τη χρήση της αξίας Shapley ως µια δίκαιη λύση για την κατανοµή 

ταχυτήτων. Οι συγγραφείς δείχνουν ότι: (i) -Το τέταρτο αξίωµα Shapley 

(προσθετικότητα) δεν είναι κατάλληλο για το προτεινόµενο παίγνιο κατανοµής 

ταχυτήτων, και (ii) – η αξία Shapley δεν βρίσκεται στον πυρήνα, και ως εκ τούτου δεν 

µπορούν να σταθεροποιήσουν το µεγάλο συνασπισµό. Με βάση αυτά τα αποτελέσµατα 

για την αξία Shapley, οι συγγραφείς προτείνουν ένα νέο κριτήριο δικαιοσύνης, µε  

όνοµα  «envy-free" δικαιοσύνη. H “envy-free” βασίζεται στα πρώτα τρία αξιώµατα του 

Shapley (χωρίς το αξίωµα προσθετικότητας), και τις συµπληρώνει µε ένα τέταρτο 

αξίωµα, το “envy-free” αξίωµα κατανοµής [12, Eq. (6)]. Αυτό το αξίωµα δηλώνει ότι 

λαµβάνοντας υπόψη δύο παίκτες i και j, µε τους περιορισµούς  ενέργειας ΓB > t0, µια 

envy-free κατανοµή  ψ δίνει µια πληρωµή ψ8 (υ)  για τον j χρήστη στο παίγνιο (N, υ), 

ίση µε την πληρωµή ψB ( υB,8)  του χρήστη i στο παίγνιο (N, υB,8) όπου  υB,8 είναι η αξία 

του παιγνίου όπου ο χρήστης i χρησιµοποιεί ενέργεια ΓB = t0. Με αυτά τα αξιώµατα, 

φαίνεται ότι µια µοναδική κατανοµή υπάρχει και αυτή η κατανοµή βρίσκεται σε τον 

πυρήνα. Έτσι, η envy-free κατανοµή παρουσιάζεται ως µια δίκαιη και κατάλληλη λύση 

για το παίγνιο κατανοµής ταχυτήτων [12].  

 

3.3.2 Κανονικά παίγνια για τη συνεργασία δεκτών και πομπών 

 

 Στο  [13], τα κανονικά παίγνια που χρησιµοποιούνται για τη µελέτη των δυνατοτήτων 

συνεργασίας µεταξύ κεραιών των δεκτών και των ποµπών σε  κανάλι παρεµβολής. Στο 

[13] θεωρείται το µοντέλο το οποίο  αποτελείται από ένα σύνολο  ζευγών ποµπών-

δεκτών σε ένα κανάλι γκαουσιανής παρεµβολής. Οι συγγραφείς µελετούν  τη  

συνεργασία µεταξύ των δεκτών µε βάση δυο µοντέλα παιγνίων: Ένα µοντέλο TU όπου 

οι δέκτες επικοινωνούν µέσω καναλιών χωρίς θόρυβο και αποκωδικοποιούν από 

κοινού τα σήµατα που λαµβάνουν, και ένα µοντέλο NTU, όπου οι δέκτες συνεργάζονται 

για τη διαµόρφωση ενός γραµµικού ανιχνευτή πολλών χρηστών (στην περίπτωση αυτή 

το κανάλι παρεµβολής περιορίζεται σε ένα κανάλι MAC). Περαιτέρω, οι συγγραφείς 
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µελέτησαν το πρόβληµα συνεργασίας ποµπών  κάτω από συνθήκες άψογης συνεργασίας 

και µερικής αποκωδικοποίησης και προώθησης της συνεργασίας, ενώ θεωρεί ότι οι 

δέκτες έχουν διαµορφώσει το µεγάλο συνασπισµό. ∆εδοµένου ότι όλα τα παίγνια 

θεωρούνται κανονικά, το κύριο ενδιαφέρον είναι στην µελέτη των ιδιοτήτων του 

µεγάλου συνασπισµού για τους δέκτες και τους ποµπούς. 

 

Για τη συνεργασία των δεκτών που χρησιµοποιούν κοινή αποκωδικοποίηση, το µοντέλο 

παιγνίου συνασπισµών έχει ως εξής: το σύνολο των παικτών  Ν είναι το σύνολο των 

συνδέσεων (οι παίκτες είναι οι δέκτες αυτών των συνδέσεων) και, αν υποτεθεί ότι οι 

ποµποί δεν συνεργάζονται, η αξία υ(S) ενός συνασπισµού  � ⊆ X είναι η µέγιστη 

συνολική ταχύτητα που επιτυγχάνεται στις συνδέσεις στις οποίες ανήκουν οι δέκτες του 

S. Σύµφωνα µε το µοντέλο αυτό, κάποιος µπορεί εύκολα να δει ότι χρησιµότητα είναι 

µεταβιβάσιµη, αφού αντιπροσωπεύει τη συνολική ταχύτητά, ως εκ τούτου το παιχνίδι 

είναι TU. Το παίγνιο είναι χαρακτηριστικής µορφής, αφού, οι ποµποί θεωρούνται  µη 

συνεργατικοί, η συνολική ταχύτητα επιτυγχάνεται όταν συνεργάζονται οι δέκτες στο S 

και εξαρτάται αποκλειστικά από αυτούς στο S, ενώ το σήµα στις συνδέσεις N \ S 

συµπεριφέρεται ως παρεµβολή. Σε αυτό το παίγνιο τα κανάλια συνεργασίας µεταξύ των 

δεκτών θεωρούνται χωρίς θόρυβο και ως εκ τούτου, η συνεργασία είναι πάντα 

ευεργετική και το παίγνιο φαίνεται να έχει την ιδιότητα της προσαύξησης. Ως εκ τούτου, 

βάσει της προτεινόµενης ταξινόµησης µας, αυτό το παίγνιο είναι σαφώς ένα κανονικό 

παιχνίδι, και το ενδιαφέρον είναι στη µελέτη των ιδιοτήτων του µεγάλου συνασπισµού 

των δεκτών. Στο πλαίσιο αυτής της  συνεργασίας, το δίκτυο µπορεί να θεωρηθεί ως 

µιας εισόδου-πολλαπλών εξόδων (SIMO) MAC κανάλι, και  το προτεινόµενο παίγνιο 

συνασπισµών φαίνεται να έχει έναν µη-κενό πυρήνα που περιέχει όλες τις αποδόσεις 

που βρίσκονται στο SIMO-MAC περιοχή χωρητικότητας. Η τεχνική που 

χρησιµοποιείται γι 'αυτήν την  απόδειξη είναι παρόµοια µε αυτή στο παίγνιο στο [12], η 

οποία επιλέγει ένα συγκεκριµένο σύνολο διανυσµάτων ταχύτητας αυτά που βρίσκονται 

στη  SIMO-MAC περιοχή, και δείχνει ότι βρίσκεται στον πυρήνα .Ο πυρήνας αυτού του 

παιγνίου είναι πολύ µεγάλος , και για την επιλογή δίκαιων  κατανοµών, αποδεικνύεται 

στο [13] ότι η λύση είναι η λύση διαπραγµάτευσης Nash, και ειδικότερα, µια 

προτεινόµενη δίκαιη κατανοµή ταχύτητας στον πυρήνα, που  ως εκ τούτου αποτελεί 

κατάλληλη δίκαιη και σταθερή κατανοµή. 
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Για το δεύτερο συνεργατικό παίγνιο δεκτών της συνεργασίας, το µοντέλο είναι 

παρόµοιο µε το παίγνιο  κοινής αποκωδικοποίησης, µε µία σηµαντική διαφορά: Αντί 

της κοινής  αποκωδικοποίησης των σηµάτων που λαµβάνουν, οι δέκτες σχηµατίζουν 

γραµµικούς ανιχνευτές πολλών χρηστών (MUD). Το παίγνιο συνασπισµών  MUD είναι 

εγγενώς διαφορετικό από το παίγνιο κοινής αποκωδικοποίησης αφού, σε ένα MUD, ο 

λόγος SINR µπορεί επιτευχθεί από έναν χρήστη i στο συνασπισµό S και δεν µπορεί να 

µοιραστεί µε τους άλλους χρήστες, και ως εκ τούτου το παίγνιο γίνεται NTU παίγνιο µε 

τον  SINR να αντιπροσωπεύει την πληρωµή κάθε παίκτη. Σε αυτόν τον ορισµό του 

NTU, η αξία υ (S) ενός συνασπισµού S γίνεται το σύνολο των SINR διανυσµάτων που 

µπορεί ένας συνασπισµός S να επιτύχει. Για αυτό το παίγνιο NTU, ο µεγάλος 

συνασπισµός έχει αποδειχθεί ότι είναι σταθερός και µεγιστοποιεί τις συνολικές 

ταχύτητες σε σύστηµα υψηλών SINR µε περιοριστικούς όρους σχετικά µε την έκφραση 

SINR. 

 
Για την µοντελοποίηση του προβλήµατος συνεργασίας των ποµπών ως παίγνια 

συνασπισµών οι συγγραφείς κάνουν δύο υποθέσεις: (i) – Θεωρείται ότι οι δέκτες 

αποκωδικοποιούν τα σήµατα από κοινού, ως εκ τούτου αποτελούν ένα µεγάλο 

συνασπισµό, και (ii) - η υπόθεση παρεµβολών παρόµοια µε το [12] γίνονται για το 

σκοπό της διατήρησης της χαρακτηριστικής µορφής. Στο παίγνιο των ποµπών, από το 

σύνολο των συνδέσεων N, οι ποµποί είναι οι παίκτες. Κατά την εξέταση της 

συνεργασίας των ποµπών µαζί µε τη συνεργασία των δεκτών, το κανάλι παρεµβολής 

αντιστοιχίζεται σε πολλαπλών εισόδων-πολλαπλών-εξόδων (MIMO) MAC κανάλι. Για 

τη διατήρηση µιας χαρακτηριστικής µορφής, οι συγγραφείς υπέθεσαν, κατά τρόπο 

ανάλογο µε το [12], ότι κάθε φορά που ένας συνασπισµός  ποµπών  S διαµορφώνεται, 

οι χρήστες σε �z = X/�    διαµορφώνουν ένα συνασπισµό που στοχεύουν να 

παρεµβάλλουν στη µετάδοση  του συνασπισµού S. Χωρίς την παραδοχή αυτή, η µέγιστη 

συνολική ταχύτητα που ένας συνασπισµός µπορεί να αποκτήσει εξαρτάται σε µεγάλο 

βαθµό από το πώς οι χρήστες είναι δοµηµένοι στο �z τους, και ως εκ τούτου απαιτεί 

µια µορφή διαχωρισµού που µπορεί να είναι δύσκολο να λυθεί. Με αυτές τις υποθέσεις, 

η αξία ενός συνασπισµού S ορίζεται ως η µέγιστη συνολική ταχύτητα που µπορεί να 

επιτευχθεί από τον S όταν ο συνασπισµός �z επιδιώκει την παρεµβολή της µετάδοσης 

του S. Χρησιµοποιώντας  το παίγνιο µε τους  ποµπούς παρεµβολής οι συγγραφείς 

δείχνουν ότι, σε γενικές γραµµές το παιχνίδι έχει ένα άδειο πυρήνα. Αυτό το παιχνίδι 

δεν είναι απολύτως κανονικό, διότι δεν ικανοποιεί την ιδιότητα προσαύξησης. Ωστόσο, 
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από την απόδειξη, στο [13, 20] ότι ο µεγάλος συνασπισµός είναι ο βέλτιστος 

διαχωρισµός, από την άποψη συνολικής χρησιµότητας, ο µεγάλος συνασπισµός γίνεται 

ο κύριος υποψήφιος διαχωρισµός για τον πυρήνα. Οι συγγραφείς υποθέτουν ότι σε 

ορισµένες περιπτώσεις, ο πυρήνας µπορεί επίσης να είναι µη κενός, ανάλογα µε την 

ενέργεια και τα κέρδη του καναλιού. Ωστόσο, δεν υπάρχουν αποτελέσµατα για τον 

πυρήνα που προβλέπονται σε αυτό το παίγνιο. Τέλος, οι συγγραφείς συζητούν στο [13] 

σχετικά µε το µεγάλο συνασπισµό και τη σκοπιµότητά του, όταν οι ποµποί 

συνεργάζονται σε  µερική αποκωδικοποίηση και προώθηση.  

 

3.3.3 Άλλες εφαρμογές για κανονικά παίγνια και μελλοντικές 

κατευθύνσεις 

 
 Τα κανονικά παίγνια συνασπισµών  καλύπτουν ένα ευρύ φάσµα της επικοινωνίας και 

των εφαρµογών στα δίκτυα και, µάλιστα, το µεγαλύτερο µέρος των ερευνητικών 

δραστηριοτήτων στις περιοχές αυτές χρησιµοποιούν τα εργαλεία των κανονικών 

παιγνίων συνασπισµών. Εκτός από τα προηγούµενα παραδείγµατα, πολλές εφαρµογές 

χρησιµοποιούν µοντέλα που περιλαµβάνουν κανονικά παίγνια. Για παράδειγµα, στο 

[21] , κανονικά παίγνια συνασπισµών χρησιµοποιούνται για να λύσουν το υπάρχον  

πρόβληµα σε δίκτυα προώθησης πακέτων ad hoc. Σε τέτοια δίκτυα, οι χρήστες που 

βρίσκονται στο κέντρο του δικτύου, γνωστό και ως κόµβοι κορµού, έχουν αµοιβαίο 

συµφέρον να προωθήσουν µεταξύ τους πακέτα. Αντίθετα, οι χρήστες που βρίσκονται 

στα όρια του δικτύου, που είναι γνωστοί  ως συνοριακοί κόµβοι , δε βοηθιούνται από 

τους κόµβους κορµού, αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι οι κόµβοι κορµού δεν 

χρειάζονται τη βοήθεια των συνοριακών κόµβων ανά πάσα στιγµή. Ως εκ τούτου, σε 

µια τέτοια ρύθµιση, οι συνοριακοί κόµβοι καταλήγουν να µην έχουν  τρόπο να στείλουν 

τα πακέτα τους σε άλλους κόµβους, και αυτό είναι ένα πρόβληµα γνωστό ως η κατάρα 

των συνοριακών κόµβων. Στο [21], προτείνεται ένα µοντέλο κανονικού παιγνίου 

συνασπισµών ανάµεσα σε ένα σύνολο παικτών Ν που περιλαµβάνει όλους τους 

συνοριακούς κόµβους και ένας µοναδικός κόµβος κορµού. Σε αυτό το µοντέλο, 

σχηµατίζοντας ένα συνασπισµό, πετυχαίνουµε τα εξής πλεονεκτήµατα: (i) – 

Συνεργαζόµενος µε µια σειρά από συνοριακούς κόµβους και συνεργαζόµενοι στη 

µετάδοση, ο κόµβος κορµού µπορεί να µειώσει την ισχύ που καταναλώνει, και (ii) – ως 

αντάλλαγµα, ο κόµβος κορµού συµφωνεί να µεταδώσει τα πακέτα των συνοριακών 
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κόµβων. Για τη συνεργατική µετάδοση, σε ένα συνασπισµό S, οι συνοριακοί κόµβοι 

λειτουργούν ως αναµεταδότες, ενώ ο κόµβος κορµού λειτουργεί ως πηγή. Σε αυτό το 

παίγνιο, ο πυρήνας φαίνεται να είναι µη κενός, χρησιµοποιώντας την ιδιότητα ότι κάθε 

οµάδα συνοριακών κόµβων δεν λαµβάνουν καµία χρησιµότητα αν ξεφύγουν από το 

µεγάλο συνασπισµό µε τον κόµβο κορµό. Επιπλέον, οι συγγραφείς στο [21] µελετούν τις 

προϋποθέσεις υπό τις οποίες η αξία Shapley και του πυρήνα είναι κατάλληλες για την 

µοντελοποίηση του παιγνίου. Με τη χρήση ενός κανονικού παιγνίου, η συνδεσιµότητα 

του δικτύου ad hoc έχει βελτιωθεί σηµαντικά [21]. Πέρα από την προώθηση πακέτων, 

πολλές άλλες εφαρµογές όπως στο [22], [23], [24] χρησιµοποιούν πολλές τεχνικές 

µελετώντας το µεγάλο συνασπισµό σε µια ποικιλία εφαρµογών επικοινωνίας. 

 
Συνοπτικά, τα κανονικά παίγνια είναι ένα σηµαντικό εργαλείο για τη µελέτη της 

συνεργασίας και της δικαιοσύνης στα δίκτυα επικοινωνιών, ιδιαίτερα όταν η 

συνεργασία είναι  ευεργετική. Οι µελλοντικές εφαρµογές είναι πολλές, όπως η µελέτη 

των κερδών σε χωρητικότητα σε περιπτώσεις συνεργασίας στη µετάδοση, 

συνεργαζόµενων πηγών κωδικοποίησης, συνεργατικές αναµεταδόσεις στο ραδιοφάσµα 

και πολλές άλλες εφαρµογές. Με λίγα λόγια, κάθε φορά που διαµορφώνεται µια 

συνεργασία παράγει σηµαντικά κέρδη σε κάθε στρώµα. Έτσι µπορεί κανείς να 

χρησιµοποιήσει κανονικά παίγνια συνασπισµών για την αξιολόγηση της σταθερότητας 

του µεγάλου συνασπισµού και τον προσδιορισµό κριτηρίων δίκαιης κατανοµή των 

κερδών που προκύπτουν από τη συνεργασία. Τέλος, πρέπει να σηµειωθεί ότι τα 

κανονικά παίγνια δεν περιορίζονται στο επίπεδο σύνδεσης, αλλά επεκτείνονται και στο 

επίπεδο δικτύου, όπως φαίνεται στο [23], [21]. 
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Κεφάλαιο 4 - Δημοπρασίες 
και εφαρμογές σε ασύρματα 
δίκτυα 
 

4.1 Εισαγωγή 

 
Το κεφάλαιο αυτό παρουσιάζει τον τρόπο που η χρησιµότητα και η θεωρία παιγνίων 

µπορεί να εφαρµοστεί στο πλαίσιο της ασύρµατων κυψελωτών δικτύων και  των 

δικτύων ad hoc. Ειδικότερα, θα παρουσιάσουµε πώς οι συναρτήσεις χρησιµότητας 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως βάση συστηµάτων δηµοπρασίας για την κατανοµή 

των πόρων των κυψελωτών δικτύων 2.5+G όταν ανταγωνίζονται χρήστες των οποίων 

οι προσφορές ο ένας ενάντια στον άλλο σε ένα µη συνεργατικό παίγνιο. 

 

Οι δηµοπρασίες πολλαπλών µονάδων  έχουν πρόσφατα λάβει ιδιαίτερη προσοχή ως 

οικονοµικός µηχανισµός για την κράτηση των πόρων και την διαπίστωση των τιµών 

στα δίκτυα. Η περίπτωση όπου οι χρήστες ανταγωνίζονται για να εξασφαλίσουν πόρους 

για µεγάλες χρονικές κλίµακες, για παράδειγµα, λεπτά, έχει ιδιαίτερο ενδιαφέρον για 

πολλούς πρακτικές  περιπτώσεις. Σηµαντική είναι η περίπτωση του UMTS: η διάρκεια 

των υπηρεσιών που οι χρήστες αιτούνται, όπως η λήψη ειδήσεων ή βίντεο συνεχούς 

ροής, είναι σηµαντικά µεγαλύτερο από τα 10 msec της "σχισµής" του πλαισίου UTRAN 

κατά την οποία ο διαχειριστής πόρων διαθέτει εύρος ζώνης για τη ζήτηση [1]. 

Επιπλέον, οι υπηρεσίες αυτές έχουν απαιτήσεις QoS, µε τυποποιηµένη έκθεση 3GPP 

TR 23,107, τα οποία περιπλέκουν την κατανοµή των πόρων. Το ίδιο ισχύει και για την 

τεχνολογία GPRS, συµπεριλαµβανοµένης της ενισχυµένης έκδοσης του EDGE. Τα ίδια 

θέµατα είναι εµφανή στη συνεχιζόµενη προσπάθεια να εξελιχθεί προς την κατεύθυνση 

της τέταρτης γενιάς (4G).Το  4G προβλέπει ότι οι χρήστες µπορούν να απολαύσουν την 

κινητικότητα, την απρόσκοπτη πρόσβαση, και την υψηλή ποιότητα των παρεχόµενων 

υπηρεσιών σε ένα all-IP δίκτυο σε µια "οποτεδήποτε, οπουδήποτε" βάση. Η πρόσβαση 

στο δίκτυο 4G περιλαµβάνει πολλαπλά ετερογενή  γεωγραφικά συνυπάρχοντα ασύρµατα 

δίκτυα. Η αποτελεσµατική κατανοµή του εύρους ζώνης ενός δικτύου 4G, η 

αρχιτεκτονική πρόσβασης του οποίου είναι ιεραρχική από άποψη της ακτίνας και έτσι η 
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γεωγραφική κάλυψη περιλαµβάνει µια σηµαντική πρόκληση τόσο για την θεωρία των 

παιγνίων και της µηχανικής συµφόρησης. 

 

Παρόµοιες προκλήσεις για τη διαχείριση της κίνησης των χρηστών και τη συνακόλουθη 

αντιληπτή από το χρήστη QoS εµφανίζονται επίσης για τους χρήστες των ΙΕΕΕ 802.11 

ΜΑΝΕΤs. Τα ΜΑΝΕΤs είναι η αυτο-ρυθµιζόµενα ασύρµατα δίκτυα κινητών κόµβων, η 

ένωση των οποίων αποτελεί αυθαίρετη τοπολογία. Οι κόµβοι που χρησιµεύουν επίσης 

ως δροµολογητές είναι ελεύθεροι να κινηθούν αυθαίρετα. Έτσι, η τοπολογία του 

δικτύου µπορεί να αλλάξει γρήγορα και απρόβλεπτα. Εκτός από αυτό, το µικρό χρονικό 

διάστηµα της κατανοµής των πόρων του δικτύου, η υποβάθµιση της ποιότητας του 

καναλιού λόγω παρεµβολών, και η απουσία ενός κεντρικού σηµείου ελέγχου / 

συντονισµού που ρυθµίζει όταν κάθε κόµβος µεταδίδει-σε αντίθεση µε τη UMTS 

περίπτωση-περιπλέκουν περαιτέρω το πρόβληµα. Για δίκτυα ad hoc, διάφορα 

συστήµατα δικαιοσύνης και πρωτόκολλα έχουν προταθεί, προκειµένου να βελτιωθεί ο 

άδικος τρόπος που διατίθενται  οι διάφορες ροές εύρους ζώνης στα τυποποιηµένα 

πρωτόκολλα 802.11. Στο υπόλοιπο του κεφαλαίου αυτού, θα επεξεργαστούµε τις 

αδυναµίες της αξιολόγησης των πρόσφατων µετρήσεων των επιδόσεων των 

συστηµάτων δικαιοσύνης, που δεν µπορούν να απεικονίσουν τις επιπτώσεις της 

ακολουθίας των διαφόρων ρυθµών κατανοµής των ροών των χρηστών. Αυτό παρακινεί 

τη χρήση των συναρτήσεων χρησιµότητας, η οποία µπορεί να χρησιµεύσει ως ένα κοινό 

έδαφος της σύγκρισης των επιδόσεων των διαφόρων συστηµάτων δικαιοσύνης των 

οποίων η µεγιστοποίηση των στόχων είναι εγγενώς διαφορετική (π.χ., max-min 

δίκαιοσύνη, αναλογική δικαιοσύνη, κ.λπ.). 

 

Επιπλέον, αξίζει να σηµειωθεί ότι τα συστήµατα δηµοπρασιών αποδίδουν καλά σε 

περιπτώσεις όπου η ζήτηση είναι πολύ µεγαλύτερη από την προσφορά, σε αντίθεση µε 

τα συστήµατα δικαιοσύνης που δεν µπορούν να εφαρµοστούν σε αυτές τις περιπτώσεις, 

αλλά πολύ ελκυστική σε περιπτώσεις χαµηλής ζήτησης. Ως εκ τούτου, δηµοπρασίες και 

συστήµατα δικαιοσύνης µπορούν να θεωρηθούν ως συµπληρωµατικές λύσεις 

διαχείρισης δικτύου κάτω από διαφορετικές συνθήκες του δικτύου. Το δύσκολο θέµα 

είναι να διερευνηθεί κατά πόσον οι συναρτήσεις χρησιµότητας µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν σε αυτούς τους δύο κόσµους. 
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Κλείνοντας, το κεφάλαιο αυτό δείχνει πως ένα πλαίσιο µε βάση τη χρησιµότητα µπορεί 

να εφαρµοστεί σε GPRS, EDGE, UMTS, ασύρµατα δίκτυα ως µέσο (α) µε βάση τη 

δηµοπρασία στη διαχείριση των πόρων σε 2.5 + G δίκτυα και (β) την ποσοτικοποίηση 

της αντιληπτής QoS από τους χρήστες Wi-Fi. Τέλος, ακολουθεί ένα παράδειγµα εύρεσης 

της ισορροπίας Nash σε δηµοπρασία µε ενσφράγιστες προσφορές. 

 

4.2 Δημοπρασία με βάση την κατανομή πόρων σε 2.5 + G δίκτυα 

4.2.1.Δημοπρασίες 

 
Παρουσιάζουµε τoυς θεµελιώδεις ορισµούς, θεωρήµατα, και αποτελέσµατα από τη 

θεωρία δηµοπρασίας [2,3]. Η δηµοπρασία είναι ένας µηχανισµός που βασίζεται σε ένα 

κανόνα κατανοµής που καθορίζει ποιο αγαθό κατανέµεται σε ποιους και έναν κανόνα 

πληρωµής που ορίζει την καταβολή των αντίστοιχων αντιτίµων. Ένας συµµετέχων µιας 

δηµοπρασίας καλείται πλειοδότης, ενώ η οντότητα που διεξάγει την δηµοπρασία 

δηµοπράτης. 

 

Υπάρχουν πολλοί τρόποι για την κατάταξη των  δηµοπρασιών. Οι δηµοπρασίες 

ταξινοµούνται σε απλές ή µίας µονάδας, εφόσον µόνο ένα αγαθό δηµοπρατηθεί και σε 

πολλών µονάδων αν δηµοπρατηθούν πολλές µονάδες ενός αγαθού (π.χ., άρτιες 

µονάδες εύρους ζώνης µιας σύνδεσης) . Επιπλέον, ανάλογα µε το αν οι προσφορές 

γίνονται δηµόσια ή όχι, η δηµοπρασία αναφέρεται ως ανοικτή ή κλειστή, αντίστοιχα. 

Οι δηµοπρασίες που µεγιστοποιούν τα έσοδα του πωλητή αναφέρονται ως βέλτιστες 

και εκείνες που µεγιστοποιούν την κοινωνική ευηµερία (το σύνολο των συναρτήσεων 

χρησιµότητας των συντελεστών) αναφέρονται ως αποδοτικές. Αν η δηµοπρασία 

διεξάγεται σε γύρους, τότε ονοµάζεται προοδευτική. Ανάλογα µε τον κανόνα 

πληρωµής, η δηµοπρασία µπορεί να είναι οµοιόµορφη αν καταβάλλεται το ίδιο ποσό 

χρηµάτων  από όλους  για κάθε µονάδα του αγαθού που χορηγήθηκε και µε διακρίσεις 

(πλήρωσε την προσφορά σου) αν ο κάθε χρήστης πληρώνει την προσφορά του για κάθε 

αντικείµενο που κερδίζει. 

4.2.1.1 Απλές Δημοπρασίες 
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Μια προσφορά στο πλαίσιο των απλών δηµοπρασιών είναι το ποσό των χρηµάτων που 

προσφέρονται από έναν πλειοδότη για το αντικείµενο που δηµοπρατείται. Ο πιο ευρέως 

γνωστός µηχανισµός είναι η Αγγλική δηµοπρασία, όπου ο πωλητής ξεκινά µε την 

ελάχιστη τιµή που όντως αυξάνεται έως ότου υπάρξει µόνο ένα πρόσωπο που διεκδικεί 

το αντικείµενο, στον οποίο και απονέµεται. Η Ολλανδική δηµοπρασία είναι ακριβώς ο  

αντίθετος µηχανισµός. Η τιµή είναι υψηλή αρχικά και σταδιακά µειώνεται µέχρι  που  

ένας πλειοδότης  διεκδικεί το αντικείµενο. Το αντικείµενο αυτό κατακυρώθηκε για ένα 

αντίτιµο ίσο µε την τρέχουσα τιµή. Οι σφραγισµένες προσφορές δηµοπρασίας (πρώτης  

τιµής  και δεύτερης τιµής ή τιµής Vickrey) αποτελούνται από δύο φάσεις: (α) η πρώτη 

όπου οι προσφέροντες πλειοδότες υποβάλουν τους σφραγισµένους φακέλους µε τις 

προσφορές τους και (β) το δεύτερο, όπου ανοίγονται οι φάκελοι. Το αντικείµενο στη 

συνέχεια απονέµεται στον πλειοδότη που  υπέβαλε την υψηλότερη προσφορά. Ο νικητής 

πληρώνει την προσφορά του στη δηµοπρασία πρώτης τιµής και την υψηλότερη χαµένη 

προσφορά, δηλαδή τη δεύτερη µεγαλύτερη προσφορά, στη δηµοπρασία Vickrey. Έχει 

αποδειχθεί ότι στο πλαίσιο της δηµοπρασίας Vickrey, είναι καλύτερο για κάθε 

πλειοδότη σε κάθε προσφορά να προσφέρει ειλικρινά την πραγµατική αξία του για το 

αντικείµενο που του απονέµεται. Το στοιχείο αυτό αναφέρεται ως η συµβατότητα των 

κινήτρων. 

 

4.2.1.2 Δημοπρασίες πολλών μονάδων 

 

Μια προσφορά στο πλαίσιο των δηµοπρασιών πολλών µονάδων  ορίζεται ως το ζεύγος 

(p,q) ανά µονάδα της εξεφρασµένης επιθυµίας να πληρώσουν p για µια ποσότητα q 

µονάδων. Όλες οι απλές δηµοπρασίες µπορούν να γενικευτούν σε δηµοπρασίες πολλών 

µονάδων.Η συµβατότητα κινήτρων ισχύει µόνο για τις γενικεύσεις της δηµοπρασίας 

Vickrey. Οι κανόνες της γενικευµένης ∆ηµοπρασίας Vickrey (GVA) [4] ορίζουν ότι (α) 

κάθε χρήστης αναφέρει αποτίµηση του για ένα υποσυνόλο ή για όλα τα σηµεία της 

συνάρτησης ζήτησης του για το αντικείµενο που δηµοπρατείται, (β) µονάδες που 

κατανέµονται στις υψηλότερες προσφορές µέχρι να εξαντληθούν οι προσφορές ζήτησης, 

και (γ) εφαρµόζεται, ο κανόνας  πληρωµής  VCG σύµφωνα µε τον οποίο, κάθε χρήστης 

επιβαρύνεται µε το κοινωνικό κόστος ευκαιρίας που συνεπάγεται η παρουσία του. 

Επισήµως, η χρέωση του χρήστη I ισούται µε μB(θ) = SW−i(0, θ−i)- SW−i(θ), όπου 

SW−i είναι η κοινωνική ευηµερία των πλειοδοτών εκτός από i, θ είναι το σύνολο των 
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αναφερόµενων αποτιµήσεων των χρηστών, και (0, θ−i) είναι το αποδοτικό 

αποτέλεσµα, εάν η αναφερόµενη αξία του i είναι 0 ενώ οι αναφερόµενες αξίες από 

άλλους χρήστες παραµένουν αµετάβλητες. Πρέπει να σηµειώσουµε ότι οι χρεώσεις των 

νικητών είναι λιγότερες από τις αντίστοιχες προσφορές τους. 

 

4.2.2 Διαχείριση των Πόρων που βασίζεται στη δημοπρασία 

 
Το πρόβληµα της δηµοπρασίας των πόρων του δικτύου, όπως το εύρος ζώνης σε 

κυψελωτά δίκτυα κινητής τηλεφωνίας αρχικά φαίνεται να είναι πανοµοιότυπο µε εκείνο 

των δηµοπρασιών πολλών µονάδων. Ειδικότερα, υπάρχει µια ποσότητα των πόρων, η 

χωρητικότητα C του δικτύου πρόσβασης, που δηµοπρατείται  µεταξύ των πλειοδοτών-οι 

χρήστες- που εµφανίζουν ζήτηση πολλών µονάδων προκειµένου να καλύψουν τις 

ανάγκες των υπηρεσιών τους. Θα µπορούσε να  εφαρµοστεί ευθέως κάποιο πρότυπο 

δηµοπρασίας πολλών µονάδων που συναντάµε στη βιβλιογραφία της θεωρίας 

δηµοπρασιών, αλλά αυτό δεν είναι εύκολο γιατί σε ένα ρεαλιστικό  µηχανισµό, η 

διάσταση του χρόνου πρέπει να λαµβάνεται υπόψη στο µοντέλο και το σχεδιασµό των 

δηµοπρασιών. Ειδικότερα, το µεγαλύτερο µέρος της πολυπλοκότητας του προβλήµατος 

διαχείρισης των πόρων σε δίκτυα UMTS έγκειται στο γεγονός ότι οι χρήστες απαιτούν 

συνεδρίες που εκτείνονται εν µέρει σε επικαλυπτόµενα διαστήµατα µε διαφορετική 

διάρκεια, τα οποία σε γενικές γραµµές είναι πολύ µεγαλύτερες από την κλίµακα χρόνου 

|} µιας  σχισµής, όπου διατίθενται οι πόροι του δικτύου. Αυτή η πτυχή του προβλήµατος 

έχει παραµεληθεί στη βιβλιογραφία µε την εξαίρεση της δηµοπρασίας ΑΘΗΝΑ [5]. 

 

Σύµφωνα µε την προσέγγιση ΑΘΗΝΑ [5], διεξάγεται µια σειρά από «µίνι-

δηµοπρασίες," σχετικά µε κάθε κράτηση πόρων σε µια σχισµή. Κάθε µίνι-δηµοπρασία 

είναι µια σφραγισµένη προσφορά-GVA [4], µε  ατοµικές  προσφορές (δηλαδή,  

προσφορές που είναι  πλήρως ικανοποιητικές  ή αποριπτέες) από τον τύπο (p,q), όπου q 

είναι η ποσότητα των µονάδων πόρων που ζητούνται στην παρούσα σχισµή και p είναι 

η τιµή που προτείνεται για κάθε τέτοια µονάδα. Στο εξής, εκτός εάν ορίζεται 

διαφορετικά, ο µηχανισµός αυτός περιορίζει την προσοχή στις υπηρεσίες που απαιτούν 

σταθερούς  ρυθµούς bit. Για το UMTS, δεδοµένου ότι οι πόροι κατανέµονται σε bits, αν 

η υπηρεσία περιλαµβάνει την κίνηση ενός συγκεκριµένου ρυθµού bit m, τότε q = m • |}. 

(Όπως εξηγείται στη συνέχεια για κάθε υπηρεσία στην εν λόγω σύνοδο, µία προσφορά 



Εφαρµογές της θεωρίας παιγνίων στα ασύρµατα δίκτυα 

Κεφάλαιο 4: ∆ηµοπρασίες και εφαρµογές στα ασύρµατα δίκτυα 108 

τοποθετείται ανά µίνι-δηµοπρασία.) Σε ένα GVA, οι χρήστες µε ελαστική συνάρτηση 

χρησιµότητας έχουν το κίνητρο να προσφέρουν ειλικρινά την προθυµία τους να 

πληρώσουν [4]. Αυτή είναι πολύ γοητευτική ιδιότητα, που παρακινεί την εφαρµογή του 

GVA σε κάθε µίνι-δηµοπρασία. 

 
Το ATHENA αποτελείται από µια σειρά GVAs, ένα για κάθε σχισµή. Ωστόσο, σε µια 

ρεαλιστική περίπτωση UMTS δίκτυου, οι µίνι-δηµοπρασίες, θα πρέπει να τρέξουν τόσο 

συχνά που δεν θα ήταν εφικτό για τους  χρήστες να συµµετάσχουν σε όλες αυτές τις µίνι 

δηµοπρασίες. ∆εδοµένου ότι ο χρήστης δεν µπορεί να υποβάλει προσφορά σε µια βάση 

ανά µίνι-δηµοπρασία, το ATHENA καθορίζει τις συναρτήσεις χρησιµότητας, που 

αφορούν τις διάφορες υπηρεσίες. Αυτές οι  συναρτήσεις παρέχονται από το χειριστή του 

δικτύου ως συναρτήσεις προσφορών για το χρήστη για να επιλέξει από αυτές, οι οποίες 

κλιµακώνονται σύµφωνα µε τη συνολική βούληση του χρήστη να πληρώσει, το οποίο 

πρέπει να δοθεί από τον ίδιο τον χρήστη (ως µέρος του αιτήµατος υπηρεσίας του, 

Σχήµα 4.1). Η προσέγγιση αυτή είναι σύµφωνη µε  το 3GPP [6] σχετικά µε 

προκαθορισµένα προφίλ QoS. Στη συνέχεια, το δίκτυο τρέχει όλες τις µίνι-δηµοπρασίες 

µε την υποβολή προσφορών για λογαριασµό του κάθε χρήστη, ανάλογα µε την 

αντίστοιχη επιλογή της συνάρτησης προσφοράς. 

 

Επιπλέον, δεδοµένου ότι οι χρήστες δεν κάνουν προσφορά, οι λεπτοµέρειες του φυσικού 

επιπέδου και της δηµοπρασίας είναι  κρυµµένες  από  αυτούς: Ένας χρήστης που 

απαιτεί µια υπηρεσία επιλέγει µεταξύ των προκαθορισµένων συναρτήσεων προσφορών  

αυτή που εκφράζει καλύτερα τις προτιµήσεις του και δηλώνει τη συνολική προθυµία να  

πληρώσει Us. Μια συνεδρία χρόνου  ts  φορά δηµιουργείται στη συνέχεια. Κάθε 

χρήστης στοχεύει στην επίτευξη διαρκώς του σταθερού ρυθµού bits m, µε τη συµµετοχή 

σε ένα µεγάλο αριθµό Ks µίνι-δηµοπρασιών, όπου Ks = ts/ta (Ας θυµηθούµε, όµως, ότι 

το δίκτυο κάνει προσφορές σε κάθε χρήστη ξεχωριστά). Για παράδειγµα, αν ο χρήστης 

επιθυµεί να παρακολουθήσει τα αγαπηµένοτου βίντεο κλιπ  του που διαρκεί για 4 λεπτά, 

δηλώνει απλά τον τίτλο του βίντεο, τη συνολικη προθυµία να πληρώσει Us, το 

επιθυµητό επίπεδο ποιότητας, καθώς και ο τύπος της συνάρτησης χρησιµότητας. Οι 

αιτήσεις αποστέλλονται από το τερµατικό του χρήστη στο σταθµό βάσης UMTS µέσω 

του καναλιού τυχαίας πρόσβασης (RACH, Random Access CHannel). Οι παραµέτροι 

ts, Ks, και m υπολογίζονται αυτόµατα από το δίκτυο και είναι ολοφάνεροι στο χρήστη. 
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Σχήµα 4.1 Ένας χρήστης του κυψελωτού UMTS υποβάλλει αίτηση για υπηρεσία βίντεο 

που αποτελείται από το όνοµα του βίντεο, την επιλογή µιας συνάρτησης χρησιµότητας, 

και τη συνολική προθυµία του να πληρώσει για την υπηρεσία µιας συγκεκριµένης 

ποιότητας (ρυθµός bit). 

 

4.2.3 Συναρτήσεις χρησιμότητας χρηστών 

 

Παρακάτω, θα παρουσιάσουµε  εν συντοµία την συνάρτηση χρησιµότητας ATHENA και 

τις ιδιότητές της. Ας υποθέσουµε ότι η αξία του  χρήστη i είναι uq,B για να αποκτήσουν 

την υπηρεσία s να µας εκτιµούν, i για την απόκτηση της υπηρεσίας του είναι το 

άθροισµα των οριακών "υπο-χρησιµοτήτων" Of,�
(�)

 που επιτυγχάνουν σε κάθε 

επιτυχυµένη κατανοµή (δηλαδή, ο ρυθµός bit  xB που κατανέµεται ισούται µε το 

επιθυµητό ��) έτσι, ώστε uq,B(L�
(�)

,…, L�
(�f,�)

)=∑ Of,�
(�)�f,�

�m� (L�
(�)

,…, L�
(�)

). (Οι  δείκτες i 

και s χαρακτηρίζουν τον χρήστη και την υπηρεσία, αντίστοιχα, το �f,� χαρακτηρίζει τον 

αριθµό των µίνι-δηµοπρασιών για το χρήστη i και των συνεδριών των υπηρεσιών, ο 

εκθέτης t κυµαίνεται από 1 έως �f,�  αναφέροντας την "τρέχουσα" µίνι-δηµοπρασία). 

Στη συνέχεια, ορίζονται οι συναρτήσεις χρησιµότητας, που αναφέρονται στις διάφορες 

υπηρεσίες. Οι συναρτήσεις αυτές αντικατοπτρίζουν το γεγονός ότι, όταν δεν µπορεί να 



Εφαρµογές της θεωρίας παιγνίων στα ασύρµατα δίκτυα 

Κεφάλαιο 4: ∆ηµοπρασίες και εφαρµογές στα ασύρµατα δίκτυα 110 

εξασφαλιστεί ικανοποιητική παροχή υπηρεσιών, η θέση του χρόνου των σχισµών που 

λαµβάνει ο χρήστης κατά ένα µεγάλο ποσοστό κάνει µεγάλη διαφορά στην QoS που 

αντιλαµβάνεται ο χρήστης. Έτσι, επιλέγοντας µία από τις προκαθορισµένες συναρτήσεις 

χρησιµότητας ATHENA, κάθε χρήστης δηλώνει την προτιµώµενη µορφή του προτύπου 

κατανοµής για τις περιπτώσεις όπου απόλυτα σταθερή κράτηση πόρων δεν είναι εφικτή. 

Ορίζονται οι  οι ακόλουθες συναρτήσεις χρησιµότητας: 

Τύπος 1: Αδιαφορία για το πρότυπο κατανοµής. Η συνολική αξία  Us,i  του χρήστη 

κατανέµεται  εξίσου κατανέµεται µεταξύ των διαφόρων σχισµών. Έτσι, 

 

Of,�
(�)

 (L�
(�)

,…, L�
(�)

)=1 (L�
(�)

= ��) · 
��,�

��,�
 

Όπου 

Us,i είναι η συνολική δηλούµενη  προθυµία  του χρήστη να πληρώσει 

1 (·) είναι ο δείκτης συνάρτησης. 

 

Ένα παράδειγµα χρηστών που ανήκουν σε αυτόν τον τύπο είναι η πρόσβαση σε νέα ή 

λήψη αρχείων µε FTP. Αυτή συνάρτηση χρησιµότητας είναι κατάλληλη για τις 

υπηρεσίες UMTS Background Class µε �� που αναφέρεται στο µέγιστη παράµετρο 

ρυθµού bit αυτής της κατηγορίας [6]. 

Τύπος 2: Ευαίσθητα στην συνέχεια των υπηρεσιών. Αυτός ο τύπος αναφέρεται (µεταξύ 

άλλων περιπτώσεων) σε χρήστες που προτιµούν να παρακολουθούν συστηµατικά το 

µισό από ένα ποδοσφαιρικό αγώνα από το να παρακολουθούν πολλές µικρότερες 

περιόδους. Ετσι, προτιµούν το πρότυπο κατανοµής του Σχήµατος 4.2(α) σε σχέση µε 

εκείνο του 4.2(β). Μια υπο-χρησιµότητα που εκφράζει αυτή την προτίµησή τους είναι 

 

Of,�
(�)

 (L�
(�)

,…, L�
(�)

)=1 (L�
(�)

= ��) · 
��,�

��,�
 ·��(�)� 

Όπου 

α ∈ (0, 1) είναι ένας παράγοντας προεξόφλησης 

�(|)� είναι η απόσταση µεταξύ της τρέχουσας και των προηγούµενων χρονοσχισµών 

κατά την οποία οι χρήστες επιτυγχάνουν κρατήσεις. 

Το ιστορικό των προηγούµενων κατανοµών επηρεάζει  την  Of,�
(�)

, µέσω της τιµής  του 

�� , η οποία παρακολούθησε την πορεία της. Αυτή η συνάρτηση χρησιµότητας είναι 

κατάλληλη για τις υπηρεσίες UMTS Streaming Class services [6]. 
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Σχήµα 4.2 (α), (β) Ευµετάβλητα πρότυπα  κατανοµής πόρων. 
 

Τύπος 3: Ευαίσθητα ως  προς την κανονικότητα του προτύπου κατανοµής των πόρων. 

Οι χρήστες προτιµούν το πρότυπο κατανοµής του Σχήµατος 12.2b από εκείνο του 

12.2a. Η αντίστοιχη υπο-χρησιµότητα είναι 

 

Of,�
(�)

 (L�
(�)

,…, L�
(�)

)=1 (L�
(�)

= ��) · 
��,�

��,�
 ·�{�,��� }��L 

 
όπου ��� είναι η διαφορά του �(|)� (όπως ορίζεται παραπάνω) και η διάρκεια της 

προηγούµενου ανοίγµατος. Ας σηµειώσουµε  ότι ο συντελεστής max �{�,��� } ισούται µε 

1 (αντίστοιχα είναι µικρότερος  από 1) εάν ���  είναι µη-θετικό, δηλαδή, όταν η 

λαµβανόµενη QoS βελτιώνεται (χειροτερεύει αντίστοιχα). 

Για όλους τους τρεις τύπους, αν ο χρήστης έχει συνεχώς κατανεµηµένους πόρους και 

εξυπηρετείται, εξυπηρετείται µε την καλύτερη QoS, τότε η χρησιµότητα που 

επιτυγχάνεται είναι Uq,B. Οι συναρτήσεις χρησιµότητας ATHENA δεν είναι οι µόνες 

δυνατές που αντανακλούν την ικανοποίηση των χρηστών όσον αφορά την επίτευξη 

QoS. Αυτό που είναι σηµαντικό είναι ότι η µορφή αυτών των χρησιµοτήτων 

αντικατοπτρίζει σωστά τις προτιµήσεις του κάθε τύπου  χρήστη. 

 

4.2.4 Κίνητρα χρήστη 

 

Στο ATHENA [5], επίσης, µελετήθηκαν  τα  κίνητρα των χρηστών για την υποβολή 

προσφορών σε µια ακολουθία δηµοπρασιών. Το σχεδιάγραµµα της απόδειξης έχει ως 

εξής: Η συµβατότητα των κινήτρων υπάρχει αν οι υπο-χρησιµότητες του χρήστη είναι 

ανεξάρτητες µεταξύ των διαφόρων δηµοπρασιών λόγω της GVA ιδιότητας 
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συµβατότητας κινήτρων. Η ενδιαφέρουσα περίπτωση, όπου υπάρχει 

συµπληρωµατικότητα µεταξύ των ακόλουθων  δηµοπρασιών, για παράδειγµα, για τον 

τύπο 2 και 3  χρηστών, έχει επίσης µελετηθεί: Η υποβολή προσφοράς µικρότερης  από 

τη χρησιµότητα του χρήστη σε κάθε δηµοπρασία δεν είναι ωφέλιµη, δεδοµένου ότι κάτι 

τέτοιο αυξάνει την πιθανότητα να χάσει χωρίς να επηρεάζεται η απόσβεση. Μια 

προσφορά µεγαλύτερη από την αντίστοιχη υπο-χρησιµότητα µπορεί να είναι επωφελής, 

λόγω της επιπλέον αξίας που η παρούσα κατανοµή (η οποία είναι πιο πιθανή από την 

υπερπροσφορά) µπορεί να φέρει στην συνολική υπηρεσία. Ωστόσο, αυτή δεν θα ήταν η 

περίπτωση για τους "ακούσιας αβεβαιότητας" (συντηρητικούς) χρήστες, οι οποίοι-εξ 

ορισµού-σε  περίπτωσεις επιλογής / συµπεριφοράς υπό συνθήκες αβεβαιότητας 

επιλέγουν πάντα  να παίζουν την ασφαλέστερη στρατηγική. Για τους χρήστες αυτούς, 

έχει αποδειχθεί ότι η ειλικρινή προσφορά περιλαµβάνει την τέλεια στρατηγική 

ισορροπία υποπαιγνίου. Αυτή η "Maximin" συµπεριφορά προτάθηκε από  τον Wald [7] 

για τις περιπτώσεις σοβαρής αβεβαιότητας, η οποία συναντάται επίσης µεταξύ των 

ATHENA πλειοδοτών 

 

 

 

4.2.5 Αξιολόγηση 

 
Η αξιολόγηση του ATHENA, καθώς και η µεταβολή της ΗΕRA [8] για τη δηµοπρασία 

µε βάση τη διαχείριση των πόρων σε δίκτυα UMTS  HSDPA αποκάλυψε µερικές πολύ 

ενδιαφέρουσες  ιδιότητες. 
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Σχήµα 4.3 Κατανοµή των προτύπων κατανοµής των πόρων σε σχέση µε το ποσοστό 

των συνολικών στοχευµένων πόρων που επιτυγχάνονται µέσων υπό συνθήκες µέτριας 

συµφόρησης του δικτύου. 

 

Πιο συγκεκριµένα, οι προσοµοιώσεις έδειξαν ότι η συντριπτική πλειοψηφία των 

χρηστών  λαµβάνουν είτε σχεδόν τέλεια υπηρεσία ή εξασφαλίζουν αµελητέες ποσότητες 

των πόρων. Έτσι, υπάρχει µια δικόρυφη διανοµή των προτύπων κατανοµής των πόρων 

µε ενδιάµεσα πρότυπα  κατανοµής που προκύπτει σπάνια σε γενικές γραµµές. Στο 

Σχήµα 4.3 όπου απεικονίζεται σε συνθήκες µέτριας συµφόρησης ,το συνολικό ποσοστό 

των χρηστών που λαµβάνουν µέτρια υπηρεσία, δηλαδή, 25% -85% της επιθυµητής 

υπηρεσίας είναι περίπου 10%, σε αντίθεση µε το 90% των χρηστών που λαµβάνουν την 

τέλεια υπηρεσία ή δεν εξυπηρετούνται καθόλου. Συνολικά, το ποσοστό των χρηστών 

που αντιµετωπίζουν συχνές διακοπές των υπηρεσιών των οποίων η διάρκεια σε σχισµές 

είναι σηµαντική είναι εξαιρετικά περιορισµένη. Αυτό οφείλεται κυρίως στη µορφή των 

συναρτήσεων χρησιµότητας και το γεγονός ότι οι µη ανταγωνιστικοί χρήστες 

απαγορεύεται να εισέρχονται στο δίκτυο λόγω της χαµηλότερης τιµής των προσφορών 

τους σε σύγκριση µε την τιµή αποκοπής της δηµοπρασίας. Αυτό επίσης έχει αναλυθεί 

θεωρητικά µέσω του µοντέλου  του τυχαίου περιπάτου για τους χρήστες Τύπου 2 [9]. 

 

Εξάλλου, η σύγκριση της δηµοπρασίας µε γνωστές πολιτικές χρονοδροµολόγησης, όπως 

η ονοµαζόµενη κατά προτεραιότητα εξυπηρέτηση, First Come First Served (FCFS), 

δηλαδή Πρώτο Έρχεται Πρώτο Εξυπηρετείται, και η Round Robin, δείχνει ότι (α) η 

δηµοπρασία είναι προτιµότερη από τη  Round Robin, σύµφωνα µε  τα τελευταία 

αποτελέσµατα σε πολλα ενδιάµεσα πρότυπα κατανοµής των πόρων, και (β ) είναι 

επίσης καλύτερη από τη FCFS, αφού τα τελευταία αποτελέσµατα σε µη αποδεκτά υψηλά 

επίπεδα καθυστερήσεις εγκατάστασης συνόδων. 
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Σχήµα 4.4 Κατανοµή των πόρων σε δίκτυα UMTS. (Holma, H. και Toskala, Α.: 

WCDMA για το UMTS:Ασύρµατη πρόσβαση  σε  κινητές επικοινωνίες  τρίτης γενιάς. 

Σεπτέµβριος  2000, Πνευµατικά  δικαιώµατα  Wiley-VCH Verlag GmbH & Co KGaA.) 

 
Επίσης, από την άποψη της πρακτικής εφαρµογής, η δηµοπρασία είναι εφαρµόσιµη 

τόσο σε UMTS όσο και HSDPA 3G δίκτυα, όπου το 10 ms UTRAN πλαίσιο και το 2ms 

HSDPA πλαίσιο αποτελεί τη µονάδα κατανοµής των πόρων για τα δίκτυα αυτά όπως 

φαίνεται στο Σχήµα 4.4. Η δηµοπρασία είναι εφαρµόσιµη επίσης σε GPRS και στην 

βελτιωµένη εκδοχή του EDGE. Στο GPRS, ο χρήστης των υπηρεσιών δεδοµένων 

ανταγωνίζεται για τον αριθµό των χρονοσχισµών, µε τη µονάδα κατανοµής να είναι το 

Radio Block [10], όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.5. 
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Σχήµα 4.5 Κατανοµή των πόρων στο GPRS. (Από  Soursos, S.  et al. 

∆ιαφοροποιηµένες υπηρεσίες στο περιβάλλον ασύρµατης  πρόσβασης GPRS, IWDC 

2001, Εξελικτικές Τάσεις του ∆ιαδικτύου, Ιταλία, Σεπτέµβριος 17 - 20, 2001.) 

 

4.3 Εύρεση ισορροπίας Nash σε δημοπρασία με ενσφράγιστες 

προσφορές 

 
Η δηµοπρασία µε ενσφράγιστες προσφορές αποτελεί στατικό παίγνιο ελλιπούς 

πληροφόρησης: κάθε συµµετέχων γνωρίζει τη δική του αξιολόγηση για το πωλούµενο 

αγαθό, όµως δεν γνωρίζει την αξιολόγηση κανενός άλλου, οι προσφορές κατατίθενται 

σε σφραγισµένους φακέλους, έτσι ώστε οι κινήσεις των παικτών να θεωρηθούν 

ταυτόχρονες. 

 

Θεωρούµε την εξής δηµοπρασία πρώτης τιµής µε ενσφράγιστες προσφορές. Υπάρχουν 

δυο συµµετέχοντες, τους οποίους  συµβολίζουµε i = 1,2. Ο συµµετέχων i έχει 

αποτίµηση .� για το αγαθό –δηλαδή αν ο i κερδίσει το αγαθό και πληρώσει τιµή p, τότε 

το όφελος του i είναι .�- p. Οι αποτιµήσεις των δυο συµµετεχόντων είναι ανεξάρτητες 

και οµοιόµορφα κατανεµηµένες στο [0,1]. Οι προσφορές είναι υποχρεωτικά µη 
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αρνητικές. Οι συµµετέχοντες καταθέτουν ταυτόχρονα τις προσφορές τους. Ο πλειοδότης 

κερδίζει το αγαθό και καταβάλλει τιµή ίση µε την προσφορά του, ο άλλος συµµετέχων 

ούτε παίρνει ούτε πληρώνει τίποτα. Στην περίπτωση ισοπαλίας, ο νικητής καθορίζεται 

από το στρίψιµο ενός νοµίσµατος. Οι συµµετέχοντες είναι ουδέτεροι ως προς το ρίσκο. 

Όλα τα παραπάνω αποτελούν κοινή γνώση. 

 

Για να διατυπώσουµε αυτό το πρόβληµα ως στατικό µπεϋνζιανό παίγνιο πρέπει να 

καθορίσουµε τους χώρους δράσης, τους χώρους τύπων, τις εκτιµήσεις και τις 

συναρτήσεις οφέλους. ∆ράση του παίκτη i είναι η κατάθεση µιας µη αρνητικής 

προσφοράς /� και τύπο του παίκτη i αποτελεί η αποτίµησή του .�. Επειδή οι 

αποτιµήσεις είναι ανεξάρτητες, ο παίκτης i εκτιµά πως το .0  κατανέµεται οµοιόµορφα 

στο [0,1], όποια και αν είναι η τιµή του .�. Τέλος, η συνάρτηση οφέλους του παίκτη i 

είναι  

��(/�,/� ; .�,.�) =  .� − /�          αν  /� > /0 

��(/�,/� ; .�,.�) = (.� −  /� )/2   αν  /� = /0 

��(/�,/� ; .�,.�) =                      αν  /� < /0 

Για να υπολογίσουµε µια ισορροπία κατά Nash αυτού του παιγνίου, ξεκινάµε 

κατασκευάζοντας τους χώρους στρατηγικής των παικτών. Σε ένα στατικό µπεϋνζιανό 

παίγνιο η στρατηγική είναι µια συνάρτηση από τύπους σε δράσεις. Συνεπώς, µια 

στρατηγική για τον παίκτη i είναι µια συνάρτηση /�(.�) που καθορίζει την προσφορά 

που θα επέλεγε κάθε ένας από τους τύπους i, (δηλαδή, για κάθε µια από τις 

αποτιµήσεις). Σε µια µπεϋνζιανή ισορροπία κατά  Nash, η στρατηγική του παίκτη 

1, /�(.�), είναι η άριστη απόκριση στην στρατηγική του παίκτη 2, /�(.�), και 

αντίστροφα. Τυπικά, το ζεύγος των στρατηγικών (/�(.�), /�(.�)) αποτελεί ισορροπία 

κατά Nash αν για κάθε .� στο [0,1] το /�(.�) αποτελεί λύση του: 

max (.� - /�) Prob { /� > /0(.0) } + 
�

�
 (.� -  /�) Prob { /�= /0(.0)} 

/�  
Ψάχνουµε µια γραµµική ισορροπία : /�(.�) = ��+ 5�.�  και /�(.�) = ��+ 5�.�. 

Προκύπτει πως επειδή οι αποτιµήσεις των παικτών είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένες, 

µια γραµµική ισορροπία όχι µόνο υπάρχει αλλά είναι και µοναδική. Θα βρούµε πως 

/�(.�) = .�/2. ∆ηλαδή, κάθε παίκτης καταθέτει µια προσφορά ίση µε τη µισή αποτίµησή 

του. Μια τέτοια  προσφορά αντανακλά το θεµελιώδες δίληµµα που αντιµετωπίζει ένας 

συµµετέχων σε µια δηµοπρασία: όσο περισσότερα προσφέρει ,τόσο πιθανότερο είναι ότι 

θα κερδίσει, όσο λιγότερα προσφέρει ,τόσο περισσότερα θα αποκοµίσει αν κερδίσει. 
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Υποθέτουµε πως ο παίκτης  j υιοθετεί την στρατηγική  /0(.0) = �0+ 50.0  .Για µια 

δεδοµένη τιµή του .� , η άριστη απόκριση του παίκτη I αποτελεί λύση του: 

max(.� - /�) Prob { /� > �0+ 50.0} , 
/�  
Έχοντας ήδη χρησιµοποιήσει το γεγονός ότι  Prob { /� = /0(.0) } = 0 (διότι /0(.0) 

= �0+ 50.0 και το .0  ακολουθεί οµοιόµορφη κατανοµή, άρα το /0 ακολουθεί 

οµοιόµορφη κατανοµή).Επειδή δεν έχει νόηµα για τον παίκτη i να προσφέρει λιγότερα 

από την ελάχιστη προσφορά του παίκτη j,ενώ είναι ανόητο να προσφέρει περισσότερα 

από τη µέγιστη προσφορά του j  έχουµε ότι  �0 ≤ /0 ≤ �0+ 50, άρα : 

Prob { /� > �0+ 50.0} = Prob { .0  < (/� - %0) / 50 }= (/� - %0) / 50 

Η άριστη απόκριση του παίκτη i, συνεπώς  είναι: 

/�(.�) =( .� + �0) /2        αν   .�   �0           

/�(.�) = �0                      αν   .�  < �0 

Αν 0 < �0 < 1, τότε υπάρχουν ορισµένες τιµές του .� τέτοιες ώστε .� < �0, οπότε το 

/�(.�) δεν είναι γραµµικό, είναι µάλλον επίπεδο στην αρχή µε θετική κλίση στη 

συνέχεια. Επειδή αναζητούµε γραµµική ισορροπία, θα απορρίψουµε την περίπτωση 

όπου 0 < �0 < 1, εστιάζοντας αντίθετα στις περιπτώσεις �0 ≥ 1 και �0 ≤ 0. Όµως η 

πρώτη δεν µπορεί να ισχύει σε ισορροπία: επειδή είναι άριστο για έναν υψηλότερο τύπο 

να προσφέρει τουλάχιστον ίσα µε την άριστη προσφορά ενός χαµηλότερου τύπου, 

έχουµε 50  0, αλλά τότε η σχέση �0 ≥ 1 συνεπάγεται /0(.0)≥  .0, το οποίο δεν µπορεί 

να είναι άριστο. Άρα, για να είναι το /�(.�) γραµµικό πρέπει να έχουµε �0 ≤ 0, στην 

περίπτωση αυτή έχουµε /�(.�) =( .� + �0) /2 συνεπώς �6 = �0 /2 και 5� = ½ 

Μπορούµε να επαναλάβουµε την ίδια ανάλυση για τον παίκτη j µε την υπόθεση ότι ο 

παίκτης i υιοθετεί τη στρατηγική /�(.�) = ��+ 5�.�. Αυτό µας δίνει �� ≤ 0, �0 = �� /2 

και 50 = ½. Συνδυάζοντας τα δυο αυτά σύνολα αποτελεσµάτων, τελικά παίρνουµε 

�� = �0 = 0 και 5� = 50 = ½. ∆ηλαδή, /�(.�) = .�/2 ,όπως ισχυριστήκαµε 

προηγουµένως.  
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Κεφάλαιο 5: Θεωρία 
πτώχευσης και εφαρμογές στα 
ασύρματα δίκτυα 
 

5. 1 Πρόβλημα διαιτησίας δικαιωμάτων από το Ταλμούδ 

5.1.1 Το πρόβλημα 

 
Το Βαβυλωνιακό Ταλµούδ είναι η µεγάλη συλλογή των εβραϊκών θρησκευτικών και 

νοµικών αποφάσεων που καθορίζονται κατά τη διάρκεια των πρώτων πέντε αιώνων 

µ.Χ. Περιλαµβάνει δύο είδη διδασκαλιών, τη Μισνά, που είναι σύντοµες δηλώσεις του 

νόµου που έχουν αντιγραφεί από την προφορική κληρονοµιά των περασµένων αιώνων, 

και η Γκεµάρα, που είναι ο σχολιασµός της Μισνά από τους ραβίνους της εποχής. Το 

βιβλίο που ασχολείται µε συµβάσεις, εκµισθώσεις, πωλήσεις και αντικείµενα που 

βρέθηκαν, δίνει τον ακόλουθο κανόνα της διαίρεσης. 

 

∆ύο κρατούν ένα ένδυµα  ... εάν ο ένας από αυτούς λέει, ”είναι όλο δικό µου” και 

ο άλλος λέει, " το µισό  από αυτό είναι δικό µου", τότε  ο πρώτος  λαµβάνει  

τρία τέταρτα και ο τελευταίος λαµβάνει το ένα τέταρτο [1]. 

                                   (Baba Mezi’a, IFol. 1, Babylonian Talmud, I. Epsc-in, ed.,1935) 

Γύρω στο έτος  1140 µ.Χ., ο Ραβίνος Abraham Ibn Ezra έδωσε ένα παρόµοιο 

πρόβληµα στο οποίο εµπλέκονται  τέσσερα άτοµα. 

Ο Ιακώβ πέθανε και ο γιος του Reuben  υπέβαλε συµβολαιογραφική πράξη 

σύµφωνα µε τα δέοντα παρουσίας µαρτύρων στην οποία ο Ιακώβ επιθυµούσε  να 

του αφήσει ολόκληρη την περιουσία του µετά το θάνατο του, ο γιος του Συµεών 

επίσης υπέβαλε  µια πράξη στην οποία  ο πατέρας του επιθυµούσε να αφήσει σε 

αυτόν την µισή του περιουσία, ο Levi υπέβαλε  µια πράξη που του παρείχε το ένα 

τρίτο της περιουσίας και ο Ιούδας υπέβαλε µια πράξη που του παρείχε το ένα 

τέταρτο της περιουσίας. Όλοι τους έφεραν την ίδια ηµεροµηνία 

                                                            [2],[3] 

                                                       (Sefar ha-Mispar, quoted in Rabinovitch,1973) 
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Το πρόβληµα είναι ότι οι διαθήκες φαίνoνται να είναι εξίσου έγκυρες, αλλά είναι 

αµοιβαία  ανακόλουθη διότι  δίνουν πολλά  περισσότερο από τη συνολική κατάσταση. 

Πώς θα πρέπει η περιουσία να χωριστεί; Φαίνεται δίκαιο ότι οι γιοι µε µεγαλύτερες 

αξιώσεις θα πρέπει να λάβουν περισσότερο, αλλά  πόσο περισσότερο πρέπει να πάρει ο 

καθένας; 

Ένα πρόβληµα αυτού του τύπου, το οποία ορίζεται από µια περιουσία συγκεκριµένου 

µεγέθους, n κληρονόµους και n αντίστοιχες διαθήκες που καθεµία καθορίζει  ένα 

κληροδότηµα για τον κληρονόµο, το οποίο συνολικά ανέρχεται τουλάχιστον τόσο όσο 

της συνολικής περιουσίας, µε κάθε κληροδότηµα µη-αρνητικό και µικρότερο ή ίσο µετ η 

συνολική περιουσία, θα ονοµάζεται ένα απλό πρόβληµα αξιώσεων. Θα πρέπει να 

θεωρηθεί ότι οι χρησιµότητες των κληρονόµων  είναι γραµµικές  µε τα ποσά που 

λαµβάνουν. 

Ο Ραβίνος Ibn Ezra περιγράφει δύο πιθανές λύσεις. Η πρώτη είναι να διαιρέσει την 

περιουσία ανάλογα µε την αξίωση κάθε γιου. Αποδίδει αυτή την άποψη στους «εθνικούς 

σοφούς», αλλά την απορρίπτει υπέρ ενός  πιο πολύπλοκου συστήµατος που ο ίδιος 

περιγράφει ως συνεπές µε τη διδασκαλία του Ταλµούδ [4]. 

Στην επόµενη ενότητα, θα περιγράψουµε τη λύση του Ραβίνου  Ibn Ezra. Η γενική του 

απάντηση στο πρόβληµα είναι να προσδιορίσει ποια συγκεκριµένα τµήµατα της 

κληρονοµιάς, το ένα τρίτο ,το ένα τέταρτο κ.λπ., αξιώνει κάθε γιος και περιγράφει ένα 

συγκεκριµένο τρόπο για να γίνει αυτό. 

 

5.1.2 Η λύση του Ibn Ezra 

 

O Ibn Ezra  δίνει ένα παράδειγµα στο οποίο η συνολική περιουσία είναι 120 µονάδες 

και τα ποσά που άφησε κάθε διαθήκη σε κάθε γιο φαίνονται στον Πίνακα 1 (Σχήµα 5.1) 
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Σχήµα 5.1 – Πίνακας 1 .∆είχνει τα ποσά που άφησε κάθε διαθήκη σε κάθε γιο. Τα 

στοιχεία του Πίνακα 1 πρέπει να φαίνονται όπως καθορίζονται στις διαθήκες και χωρίς 

την επίδραση οποιουδήποτε από τους γιους. Οι διαθήκες φαίνεται να έχουν έγκυρες 

ηµεροµηνίες  και δεν υπάρχει καµία ένδειξη ότι ήταν πλαστά. 

 

Ο Ibn Ezra προσυπογράφει την ακόλουθη λύση: διαίρεση της περιουσίας σε αναλογίες 

97/144,25/144, 13/144, 9/144. Αυτό είναι περίπου 0,67, 0,17, 0,09, 0,06. Γράφει, 

 

Σύµφωνα µε την άποψη των εβραίων σοφών, τα τρία µεγαλύτερα αδέλφια λένε 

στον Judah, "Η αξίωσή σου  είναι µόνο 30 (
�

�
), αλλά όλοι µας έχουµε ίσες 

αξιώσεις σε αυτά. Ως εκ τούτου, πάρε 7  �
�

, το οποίο είναι το ένα τέταρτο και φύγε 

". Κάθε ένα από τα αδέλφια παίρνει ένα παρόµοιο  ποσό. Στη συνέχεια, ο  

Reuben λέει στον Levi, "H αξίωσή σου είναι µόνο 40 (
�

�
). Έχεις ήδη λάβει µερίδιο 

από τα 30 που και οι τέσσερις  µας αξιώσαµε ,ως εκ τούτου  πάρε το  
�

�
  των 

υπολοίπων 10 και να πήγαινε ". Ετσι του  Levi είναι τα 10 
�

�
, (δηλαδή είναι 30 x 

�

�
, 

συν 10 x 
�

�
) . Ο Reuben λέει επίσης στον  Simeon, "Η αξίωση σου είναι µόνο το 

ήµισυ της περιουσίας που είναι 60, ενώ το υπόλοιπο µισό είναι δικό µου. Τώρα 

που έχεις  ήδη λάβει µερίδιο από τα  40, έτσι ώστε το επίδικο ποσό µεταξύ µας 

είναι 20 -Πάρε το µισό από αυτό και αναχώρησε ". Έτσι, το µερίδιο του Sirneon 

είναι 20 
�

�
   (δηλαδή είναι 30 x 

�

�
  συν 10 x 

�

�
  συν  20 x

�

�
 ) και το µερίδιο του 

Reuben είναι 80 
�

�
  (δηλαδή είναι 30 x 

�

�
  συν 10 x 

�

�
  συν  20 x

�

�
  συν  60 x 1 ). 

                                                                                  (Rabinovitch, 1979) 

 

Η µέθοδος αυτή είναι σύµφωνη µε τη διδασκαλία του Ταλµούδ, δεδοµένου ότι παράγει 

µια διαίρεση από ( &
'
  , �

'
  ) όταν εφαρµόζεται στο πρόβληµα του ενδύµατος που βρέθηκε. 
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5.1.3 Ανάλυση της λύσης του lbn Ezra 

 

H σκέψη του  Ibn Ezra φαίνεται να στηρίζεται σε τρεις συλλογισµους. Εκείνος δεν τους 

διατυπώνει ρητά, αλλά είναι αναγκαίοι για τη λογική της επιχειρηµατολογίας του. Ο 

πρώτος συλλογισµός είναι ο ακόλουθος. 

 

Συλλογισµός 1 (Προσδιορισµός των αξιώσεων). Η αξίωση κάθε γιου είναι σε 

ορισµένο µέρος της περιουσίας και το πρόβληµα είναι να προσδιοριστεί ποιο 

µέρος. 

 

Θα πίστευε κανείς ως εναλλακτική ότι κάθε γιος θα µπορούσε να διεκδικήσει µόνο ένα 

συγκεκριµένο τµήµα της περιουσίας και ότι δεν υπάρχει κανένας τρόπος να 

προσδιορίσει ποιο µέρος ο γιος διεκδικεί. Για παράδειγµα , αν η αξίωση είναι για 30 

µονάδες, τότε κάθε τµήµα της συνολικής περιουσίας ύψους 30 µονάδων είναι το ίδιο 

όπως και κάθε άλλο σε σχέση µε την αξίωση του γιου του. Αλλά η αντίληψη του Ibn 

Ezra  για την αξίωση φαίνεται να είναι διαφορετική. Παριστάνει  ένα γιο να λέει στον 

άλλο "αξιώνεις 30, αλλά όλοι µας έχουµε ίσα δικαιώµατα στα 30". Με άλλα λόγια, η 

αξίωση του αδελφού  δεν είναι σε κάποιες από τις 30 µονάδες ή άλλες, αλλά στις 

προσδιορισµένες 30 µονάδες. Ο συλλογισµός 1 επιτρέπει στον Ibn Ezra να ακολουθήσει 

τον ακόλουθο. 

 

Συλλογισµός 2 (Φώλιασµα αξιώσεων). Κάθε µεγαλύτερη αξίωση είναι σε ένα 

µέρος της περιουσίας που περικλείει εντελώς όλες τις µικρότερες απαιτήσεις. 

 

Έτσι, η αξίωση του αδελφού των  40 περικλείει  εντελώς την αξίωση του  άλλου των 30 

και ούτω  καθεξής. Αυτό αναφέρεται ρητά στη δήλωση των µεγαλύτερων  αδελφών στο 

νεότερο αδελφό," Η αξίωσή σου είναι στα 30, αλλά όλοι µας έχουµε ίσες αξιώσεις 

σε αυτά". Μια τέτοια ρύθµιση των αξιώσεων φαίνεται στο Σχήµα 5.2, όταν η 

περιουσία παρουσιάζεται σαν να  είναι απλωµένη σαν συνεχές. 
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Σχήµα 5.2 -Ρύθµιση  αξιώσεων σύµφωνα µε τη µέθοδο του Ibn Ezra 

 

Αλλά τίθενται κάποια ερωτήµατα µε βάση το συλλογισµό 2 όπως το λόγο που θα 

κρατούσε µια τέτοια σχέση, αν είναι παράλογο ο ένας αδερφός να αξιώνει τα πρώτα 40 

από τα 120 και ο άλλος να αξιώνει τα τελευταία 30 από τα 120 και σε ποια περίπτωση 

δε θα υπήρχε επικάλυψη των αξιώσεών τους; Ο Ibn Ezra δεν δίνει επιχειρήµατα για να 

υποστηρίξει το συλλογισµό 2. 

 

Ο συλλογισµός 2 λειτουργεί καλά µόνο για ορισµένη κατηγορία προβληµάτων, εκείνα 

στα οποία υπάρχει ένας γιος ο οποίος αξιώνει όλη την περιουσία. Το παράδειγµα µας 

ανήκει σε αυτή την κατηγορία, αλλά στην γενική περίπτωση εάν ένας χρησιµοποιεί τη 

µέθοδο του άµεσα τότε δεν κατανέµεται το σύνολο της περιουσίας στους κληρονόµους. 

Για παράδειγµα, εάν υπάρχουν ακριβώς δύο γιοι που αξιώνουν το 80% και το 40% 

αντίστοιχα, θα λάβουν το 60% και  το 20%, αντίστοιχα. Η κατανοµή δεν θα είναι κατά 

Pareto βέλτιστη, δεδοµένου ότι το υπόλοιπο 20% δεν θα δοθούν. 

 

Υποθέτουµε ότι αν ο Ibn Ezra βρισκόταν αντιµέτωπος µε τη γενικό πρόβληµα θα είχε 

χωρίσει την περιουσία µε το βέλτιστο τρόπο κατά Pareto και έτσι θα προόριζε να 

χρησιµοποιηθεί ο συλλογισµός 2 µόνο όταν υπάρχει ένας γιος που αξιώνει όλη την 

περιουσία. Η µέθοδός του για το πιο γενικό πρόβληµα, όποια και αν ήταν ,θα θεωρούσε 

το συλλογισµό  2 ως ειδική περίπτωση. 

 

Συλλογισµός  3  (Συµµετρική διαίρεση). Εάν αρκετά αδέλφια  αξιώνουν 

ορισµένο µέρος της περιουσίας, το µέρος αυτό πρέπει να κατανέµεται ισοµερώς 

µεταξύ τους. 
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Αυτό φαίνεται να είναι απολύτως πειστικό. Εάν οι αξιώσεις  για ένα ορισµένα µέρος 

του συνόλου είναι πανοµοιότυπες, η διαίρεση αυτού του µέρους πρέπει να είναι 

συµµετρική και ισοµερής. 

 

Οι δύο πρώτοι συλλογισµοί του Ibn Ezra  µπορούν  να θεωρηθούν ως ένας τρόπος να 

χειρίζονται το πρόβληµα µέχρι  να µπορεί να εφαρµοστεί ο συλλογισµός 3. Είναι ένας 

τρόπος να αναλυθεί κάθε απλό πρόβληµα αξιώσεων σε ένα σύνολο συµµετρικών 

προβληµάτων. Το αρχικό πρόβληµα  εκφράζεται ως  άθροισµα υπο-προβληµάτων  που 

το καθένα έχει µια προφανή λύση [5]. 

 

5.2 Αξιωματική και θεωρητική ανάλυση της πτώχευσης 

 

Όταν µια εταιρεία χρεοκοπεί, ποιος είναι ο δίκαιος τρόπος κατανοµής της αξίας 

ρευστοποίησης µεταξύ των πιστωτών της; Η εργασία αυτή αποτελεί µια εισαγωγή στη 

βιβλιογραφία που είναι αφιερωµένη στην επίσηµη ανάλυση των προβληµάτων αυτού 

του είδους, το οποίο ονοµάζουµε ‘προβλήµατα αξιώσεων’. Ο στόχος της αυτής της 

βιβλιογραφίας, η οποία προέρχεται από ένα θεµελιώδες έγγραφο του O'Neill (1982)[6] 

είναι να αναγνωρίσει ''κανόνες καλής συµπεριφοράς'' που συνδέονται µε κάθε 

πρόβληµα αξιώσεων  στη διαίρεση του διαθέσιµου ποσού µεταξύ των διεκδικητών. 

 

Παρουσιάζουµε κατ 'αρχήν µια σειρά κανόνων που χρησιµοποιούνται συνήθως στην 

πράξη ή συζητούνται σε θεωρητικό επίπεδο. Στη συνέχεια διατυπώνουµε µια σειρά από 

ελκυστικές ιδιότητες που µπορεί κανείς να θέλει να ικανοποιήσει τους κανόνες, να 

συγκρίνει τους κανόνες µε βάση αυτές τις ιδιότητες, και να προσδιορίσει κανόνες που 

ικανοποιούν διάφορους συνδυασµούς των ιδιοτήτων. Πράγµατι, η αξιωµατική µέθοδος 

υποκρύπτεται πίσω από τις περισσότερες εξελίξεις που σας αναφέρουµε εδώ, και 

δείχνουν το ολοένα και πιο σηµαντικό ρόλο που έχει διαδραµατίσει στον σχεδιασµό των 

κανόνων κατανοµής. Η µεγάλη πρόοδος που σηµειώθηκε στην βιβλιογραφία σχετικά µε 

την επιδίκαση των συγκρουόµενων αξιώσεων οφείλεται σε µεγάλο βαθµό στο ότι οι 

ερευνητές είναι σε θέση να αντλήσουν από τις νοητικές συσκευές και τις µεθόδους 

απόδειξης που αναλύουν την αξιωµατική ανάλυση των άλλων µοντέλων, υλοποιώντας 

ιδέες από τα θεωρητικά µοντέλα της θεωρίας παιγνίων και της κοινωνικής επιλογής για 
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συγκεκριµένα µοντέλα της κατανοµής των πόρων. Ωστόσο, εµείς δεν περιοριζόµαστε σε 

αξιωµατικές µελέτες. ∆είχνουµε επίσης πώς τα εργαλεία συνεργασίας της θεωρίας των 

παιγνίων, τόσο από τη θεωρία των διαπραγµατεύσεων όσο κι από την θεωρία των 

παιγνίων συνασπισµών, µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να καθορίσουν τους κανόνες, 

και να συζητήσουµε µια σειρά από στρατηγικές προσεγγίσεις. 

 

Ο πιο γνωστός κανόνας είναι ο αναλογικός κανόνας, ο οποίος επιλέγει  βραβεία 

ανάλογα µε τις αξιώσεις. Η αναλογικότητα συχνά λαµβάνεται σαν  τον ορισµό της 

δικαιοσύνης για τα προβλήµατα αξιώσεων, αλλά θα αµφισβητήσουµε αυτή τη θέση και 

θα  ξεκινήσουµε  από πιο στοιχειώδη ζητήµατα. Μια σηµαντική πηγή έµπνευσης για την 

έρευνα που περιγράφουµε είναι το Ταλµούδ. Εκεί διάφορα αριθµητικά παραδείγµατα 

εξετάστηκαν, και γίνονται πολλές εισηγήσεις  για αυτούς που έρχονται σε σύγκρουση µε 

την αναλογικότητα. Μελετάµε το κατά πόσο µπορούν αυτές οι εισηγήσεις να 

εξορθολογιστούν µέσω  των κανόνων καλής συµπεριφοράς καθώς και αν µεταξύ όλων 

των υφιστάµενων κανόνων υπάρχουν λόγοι για την προτίµηση κάποιων σε σχέση µε 

άλλους. Επίσης αναζητάµε µήπως υπάρχουν άλλοι κανόνες που αξίζουν την προσοχή 

µας. 

 

Ένα σηµαντικό ερώτηµα που δεν θα αντιµετωπίσουµε είναι ο βαθµός στον οποίο η 

επιλογή των συγκεκριµένων κανόνων κατανοµής επηρεάζει τα κίνητρα των 

συντελεστών να προβαίνουν σε δεσµεύσεις που το ένα µέρος µπορεί στο τέλος να µην 

είναι σε θέση να τιµήσει. Στο πλαίσιο της πτώχευσης, αυτά είναι τα κίνητρα για να 

δανείζουν και να δανείζονται. Σε πολλές από τις άλλες εφαρµογές, οι παράµετροι των 

προβληµάτων που πρέπει να επιλυθούν προκύπτουν από τις αποφάσεις που οι 

συντελεστές έχουν λάβει, και ό,τι κανόνας χρησιµοποιήθηκε κατά το στάδιο της 

διαίρεσης σε γενικές γραµµές θα έχει επιπτώσεις σε αυτές τις προηγούµενες επιλογές. 

Για να χειριστούµε τέτοιου είδους ζητήµατα, θα πρέπει να ενσωµατώσουµε τους 

κανόνες διαίρεσης σε ένα πιο ολοκληρωµένη µοντέλο στο οποίο η ανάληψη κινδύνων, 

η προσπάθεια, καθώς και άλλες µεταβλητές που επιλέγονται από τους συντελεστές, 

όπως οι δανειστές, οι δανειολήπτες, οι φορολογούµενοι, οι κυβερνητικοί οργανισµοί 

και άλλοι, οι οποίοι κατηγορηµατικά αναπτύχθηκαν θεωρητικά εδώ, οι οποίοι αγνοούν 

τα κίνητρα, είναι ένα απαραίτητο συστατικό για την εκτενή επεξεργασία,-θα πρέπει να 

διατυπωθούν σε ένα παιγνιοθεωρητικό πλαίσιο γενικής ισορροπίας- που εξετάζουµε.[7] 
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5.2.1 Προβλήματα αξιώσεων και κανόνες διαίρεσης 

 

Ένα ποσό Ε ∈ " πρέπει να µοιραστεί  µεταξύ ενός συνόλου Ν παραγόντων µε αξιώσεις 

περισσότερες από Ε. Για κάθε i ∈ r, ας θεωρήσουµε 5� ∈ "� την αξίωση του 

παράγοντα i, και  το c ≡ (5�) �∈M Ν το διάνυσµα των αξιώσεων. Αρχικά, παίρνουµε το 

Ν να είναι ένα πεπερασµένο υποσύνολο του συνόλου των φυσικών αριθµών ℕ. Μερικές 

φορές ορίζουµε µε n τον αριθµό των στοιχείων του Ν. Γενικά ένα πρόβληµα αξιώσεων 

είναι ένα ζευγάρι (c, E)∈ "M
�  × "� έτσι ώστε ∑ 5� ≥ � (ένα άθροισµα χωρίς ρητά όρια 

µε την προϋπόθεση ότι εφαρµόζεται σε όλους τους παράγοντες). Ας θεωρήσουµε µε �p 

την τάξη όλων των προβληµάτων. Υπάρχουν καταστάσεις στις οποίες ο πληθυσµός των 

διεκδικητών µπορεί να ποικίλλει, και τότε το µοντέλο γενικεύεται αναλόγως. 

 

Στην πρώτη εφαρµογή µας, E είναι η αξία ρευστοποίησης της πτώχευσης µιας 

εταιρείας, τα µέλη Ν είναι οι πιστωτές, και c είναι η αξία του πιστωτή i κατά της 

εταιρείας. Μια στενά συνδεδεµένη στενά εφαρµογή είναι η διαίρεση της περιουσίας: 

ένας άνθρωπος πεθαίνει και τα χρέη που αφήνει πίσω του, που γράφονται ως 

συντεταγµένες του c, βρέθηκαν να είναι περισσότερες από την αξία της περιουσίας του, 

Ε. Πώς θα πρέπει το ακίνητο να χωριστεί; Εναλλακτικά, κάθε c µπορούσε απλά να 

είναι ένα άνω όριο στην αξίωση του παράγοντα i. 

 

Όταν ένα ζευγάρι (c,E) ∈ �M ερµηνεύεται ως ένα πρόβληµα προσδιορισµού του φόρου, 

τα µέλη τoυ Ν είναι οι φορολογούµενοι, οι συντεταγµένες του c  είναι το εισόδηµά τους 

και πρέπει να καλύπτουν το κόστος Ε του έργου µεταξύ τους. Η ανισότητα  ∑ 5� ≥

� δείχνει ότι µπορούν να αντέξουν οικονοµικά από κοινού το έργο. Σε αυτό το πλαίσιο, 

το c θα µπορούσε να  θεωρηθεί ως  το όφελος που αποκοµίζει ο καταναλωτής  i  από το 

έργο. 

 

Αν και αυτές οι διάφορες καταστάσεις που µπορεί να δοθούν µε την ίδια µαθηµατική 

περιγραφή, και οι αρχές στις οποίες βασίζεται  ανάλυσή τους είναι ουσιαστικά η ίδια, η 

εφαρµογή  κάθε συγκεκριµένης  ιδιότητας ενός κανόνα µπορεί φυσικά να εξαρτάται από 

την εφαρµογή. Στη συνέχεια ακολουθεί η σκέψη του τρόπου που θα επιλυθεί το 

πρόβληµα των συγκρουόµενων αξιώσεων. Το µοντέλο µας είναι πράγµατι µια πιστή 

περιγραφή της πραγµατικής κατάστασης που αντιµετωπίζουν τα δικαστήρια που 
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ασχολούνται µε υποθέσεις πτώχευσης, για παράδειγµα. Αντιθέτως, το ζήτηµα της 

φορολογίας δεν καθορίζεται πάντα από την πρώτη δήλωση ενός ποσού που πρέπει να 

εισπραχθεί, ίσως λόγω της αβεβαιότητας σχετικά µε τα εισοδήµατα των 

φορολογουµένων. Τα προγράµµατα φορολογίας συνήθως δηµοσιεύονται πρώτα, και το 

εισπραχθέν ποσό πέφτει  ανάλογα µε τα  πραγµατικά εισοδήµατα. 

 

Εµείς θα αναζητήσουµε τρόπους για την επιλογή, για κάθε πρόβληµα αξιώσεων, της 

διαίρεσης του διαθέσιµου ποσού µεταξύ των διεκδικητών  ικανοποιώντας τα φυσικά  

άνω και κάτω όρια των προβληµάτων. Η διαίρεση αυτή γίνεται αντιληπτή ως µια 

υπόδειξη για το πρόβληµα. Τυπικά, ένας κανόνας διαίρεσης είναι µια συνάρτηση που 

συνδέει µε κάθε  (c,E) ∈ �M ένα διάνυσµα x  ∈  Rp του οποίου οι συντεταγµένες 

αθροίζονται έως E, και πληρούν τις ανισότητες 0 ≤ x ≤ c. Ένα τέτοιο διάνυσµα είναι 

ένα διάνυσµα έπαθλο για το (c, E). O γενικό συµβολισµός για ένα  κανόνα είναι το 

γράµµα R. ∆εδοµένου ενός διανύσµατος αξιώσεων, το πεδίο ορισµού  του διανύσµατος 

επάθλου επιλέγεται από έναν κανόνα βάσει του οποίου το ποσό που διαιρείται να 

κυµαίνεται από το 0 έως το άθροισµα των αξιώσεων είναι το πεδίο των επάθλων 

σύµφωνα µε τον κανόνα  για το διάνυσµα αξιώσεων. 

 

Θα προσφέρουµε επίσης αρκετά αποτελέσµατα σχετικά µε µια έκδοση του µοντέλου στο 

οποίο η ανισότητα  ∑ 5� ≥ � δεν επιβάλλεται, και γενικευµένους κανόνες: ένας τέτοιος 

κανόνας µπορεί να επιλέξει, για κάποια (c,E) ∈ �M ένα αποτελεσµατικό διάνυσµα x 

που δεν πληροί τις ανισότητες 0 ≤ x ≤ c . 

Στη συνέχεια θα αναφέρουµε κάποιους κανόνες επιγραµµατικά. Ο πιο συχνά 

χρησιµοποιούµενος κανόνας στην πράξη είναι η απόφαση ανάλογα µε τις αξιώσεις. Ο 

αναλογικός κανόνας P (Proportional rule ) όπου για κάθε (c,E) ∈ �M  P(c,E) ≡ λc 

όπου λ επιλέγεται έτσι ώστε o ∑ �5� = Ε. Ο κανόνας υποχρεωτικών ίσων 

επιβραβεύσεων CEA (Constrained equal awards rule), ο κανόνας του Piniles Pin 

(Piniles’ rule), ο κανόνας της υποχρεωτικής ισονοµίας CE (Constrained egalitarian 

rule), ο κανόνας των υποχρεωτικών ίσων απωλειών CEL (Constrained equal losses 

rule), ο κανόνας του Ταλµούδ Τ (Talmud rule), ο κανόνας  των τυχαίων αφίξεων RA 

(Random arrival rule), ο κανόνας ελάχιστης επικάλυψης MO (Minimal overlap rule) 

και ο παραµετρικός κανόνας της απεικόνισης "� (Parametric rule of representation f). 
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5.2.2. Συσχέτιση κανόνων διαίρεσης και ιδεών λύσεων της θεωρίας 

των συνεργατικών παιγνίων. 

 
Στην ενότητα αυτή, παρουσιάζουµε  ενδιαφέρουσες σχέσεις µεταξύ ορισµένων κανόνων 

διαίρεσης και διάφορων ιδεών λύσης της θεωρίας συνεργατικών παιγνίων. Για να είναι 

η θεωρία αυτή εφαρµόσιµη, πρέπει πρώτα να ορίσουµε ένα τυπικό τρόπο συσχέτισης 

κάθε προβλήµατος αξιώσεων µε ένα ι συνεργατικό παίγνιο. ∆ύο κύριες κατηγορίες 

τέτοιων παιγνίων έχουν µελετηθεί, τα παίγνια διαπραγµάτευσης και τα παίγνια 

συνασπισµών, και ως εκ τούτου, έχουµε καθιερώσει δύο είδη σχέσεων. 

 

5.2.2.1 Λύσεις διαπραγματεύσεων 

 

Ένα παιχνίδι διαπραγµάτευσης είναι ένα ζευγάρι (Β, d), όπου B είναι ένα υποσύνολο 

του ℝp, n-διάστατος Ευκλείδειος χώρος, και d είναι ένα σηµείο  του Β. Το σύνολο Β, 

το εφικτό σύνολο, αποτελείται από όλα τα εφικτά διανύσµατα  χρησιµότητας από την 

οµάδα Ν µετά από οµόφωνη συµφωνία, και  d, το σηµείο διαφωνίας, είναι το 

διάνυσµα χρησιµότητας που προκύπτει αν δεν καταλήξουν σε συµφωνία. Μια λύση 

διαπραγµάτευσης είναι µια συνάρτηση που ορίζεται σε µια κατηγορία παιγνίων 

διαπραγµατεύσεων που  συνδέει µε κάθε παίγνιο  στην κατηγορία ένα µοναδικό σηµείο 

στο εφικτό σύνολο του παιγνίου. Τα ακόλουθα είναι σηµαντικά παραδείγµατα. Η 

ισότιµη λύση (Kalai, 1977) [8] επιλέγει το µέγιστο σηµείο του  Β στο οποίο τα κέρδη 

χρησιµότητας όλων των παραγόντων από το d είναι ίσα. Η λεξικογραφική ισότιµη 

λύση (Imai, 1983) [9] επιλέγει το σηµείο του Β στο οποίο τα κέρδη αυτά είναι 

µεγαλύτερα στη λεξικογραφική (Maximin) σειρά. Η Kalai-Smorodinsky λύση (Kalai 

και Smorodinsky, 1975) [10] επιλέγει το µέγιστο σηµείο Β στο τµήµα που συνδέει το d 

µε το ''ιδανικό σηµείο του (Β, d),'' το σηµείο του οποίου η  i-συντεταγµένη, για κάθε i 

∈  ℕ, είναι η µέγιστη χρησιµότητα του συντελεστή i που µπορεί να λάβει υπό την 

προϋπόθεση ότι για κάθε j ∈ N \ {i}, o συντελεστής j λαµβάνει  τουλάχιστον �0. 

 

Η λύση Nash (Nash, 1950) [11] επιλέγει το σηµείο µεγιστοποίησης των κερδών 

χρησιµότητας από το d  µεταξύ όλων των σηµείων του Β που κυριαρχούν στο d. 

Λαµβάνοντας υπόψη ένα διάνυσµα των βαρών α ∈ int �V (όπου  �V σηµαίνει τη 

µονόδροµη µονάδα στον R και int  το εσωτερικό της), η σταθµισµένη λύση Nash µε 
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βάρη α επιλέγει το σηµείο του Β στο οποίο το προϊόν ∏(L� −��)}� µεγιστοποιείται 

µεταξύ όλων των σηµείων του Β που κυριαρχούν το d. Η εκτεταµένη λύση ίσων 

απωλειών (Bossert, 1993 [12], σε µια συνεισφορά στην υλοποίηση της λύσης ίσων 

απωλειών του Chun, 1988b [13]) επιλέγει το µέγιστο εφικτό σηµείο όπου οι απώλειες 

από το ιδανικό σηµείο όλων των παραγόντων είναι ίσες  εκτός από κάθε παράγοντα 

που στη συνέχεια θα καταλήξει µε µικρότερη χρησιµότητα από τη χρησιµότητα 

διαφωνίας του που είχε προσδιοριστεί. 

 

Ο πιο φυσικός τρόπος για να συνδεθεί ένα παίγνιο διαπραγµάτευσης µε ένα πρόβληµα 

αξιώσεων είναι αυτό να καταστεί εφικτό να ρυθµίσει το σύνολο όλων των µη-

αρνητικών διανυσµάτων που κυριαρχούνται από το διανύσµατα αξιώσεων και οι 

συντεταγµένες των οποίων να µην µπορούν να ξεπεράσουν το διαθέσιµο ποσό, και να 

επιλέξουν  την  προέλευση  ως σηµείο διαφωνίας. Αυτό είναι λογικό από τη στιγµή που 

απαιτούµε  ότι ένας κανόνας δεν πρέπει ποτέ να εκχωρήσει σε οποιονδήποτε παράγοντα 

περισσότερα από την αξίωσή του. Ωστόσο, ένας κανόνας που  ικανοποιεί αυτή την 

απαίτηση θα µπορούσε να ανταποκρίνεται στις αλλαγές των αξιώσεων που δεν 

επηρεάζουν το σχετικό  παίγνιο διαπραγµατεύσεων, όπως ακριβώς ορίζεται (ο 

αναλογικός κανόνας είναι ένα τέτοιο παράδειγµα), και θα µπορούσε κανείς να 

ισχυριστεί ότι τόσες πολλές πληροφορίες χάνονται στο πέρασµα από τα προβλήµατα 

αξιώσεων στα παίγνια διαπραγµάτευσης. Ωστόσο, δοσµένου ενός προβλήµατος 

αξιώσεων (c,E) ∈ �M, το σχετικό παίγνιο  διαπραγµάτευσης είναι το παίγνιο µε εφικτό 

σύνολο  Β(c,E) ≡{x  ∈  Rp ∶ ∑ L�  ≤ �, 0 ≤ x ≤ c }  µε τo σηµείο  διαφωνίας d ≡ 0. 

Aς σηµειώσουµε ότι το d δεν εξαρτάται από τo (c, E)[14]. 

 

Ο ορισµός αυτός φαίνεται στο Σχήµα 5.3 µε δύο παραδείγµατα. Για το πρώτο 

παράδειγµα, το διάνυσµα των ίσων επιβραβεύσεων δεν ανήκει στο µη κυρίαρχο όριο 

του εφικτού συνόλου, αλλά για το δεύτερο συµβαίνει . 
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Σχήµα 5.3 ∆υο παραδείγµατα προβληµάτων αξιώσεων και των αντίστοιχων 

λύσεων διαπραγµατεύσεων. 

 

Στην κλασική θεωρία της διαπραγµάτευσης, το εφικτό σύνολο επιτρέπεται να είναι ένα 

αυθαίρετο, συµπαγές και κυρτό σύνολο, αλλά εδώ έχουµε την ειδική περίπτωση ενός 

εφικτού σύνολο του οποίου το αποδοτικό όριο είναι ένα υποσύνολο ενός κάθετου 

επιπέδου σε ένα διάνυσµα από αυτά. 

 

Αν για κάθε πρόβληµα αξιώσεων, η υπόδειξη  που έγινε από ένα συγκεκριµένο κανόνα 

συµπίπτει µε την υπόδειξη που έγινε από µια συγκεκριµένη λύση διαπραγµάτευσης, όταν 

εφαρµόστηκε στο σχετικό παίγνιο διαπραγµατεύσεων, τότε ο κανόνας αντιστοιχεί στη 

λύση. Το πρώτο θεώρηµα περιγράφει διάφορες τέτοιες αντιστοιχίες. 

 

Θεώρηµα 1. Οι ακόλουθες αντιστοιχίες µεταξύ των κανόνων διαίρεσης και λύσεις 

διαπραγµατεύσεων ισχύουν : 

 

1. O κανόνας υποχρεωτικών ίσων επιβραβεύσεων και η λύση διαπραγµάτευσης 

Nash[14] 

2. O κανόνας υποχρεωτικών ίσων επιβραβεύσεων και η λεξικογραφική ισότιµη λύση 

3. Ο αναλογικός κανόνας και η σταθµισµένη λύση Nash µε τα βάρη επιλεγµένα ίσα µε 

τις αξιώσεις [14] 

4. Ο ανάλογικός κανόνας κατατετµηµένων αξιώσεων και η Kalai-Smorodinsky λύση 

[14]. 
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5. Ο κανόνας υποχρεωτικών ίσων απωλειών κατατετµηµένων αξιώσεων (που 

λαµβάνεται από τον κανόνα υποχρεωτικών ίσων απωλειών µε την περικοπή των 

αξιώσεων από το ποσό που διαιρούν) και η εκτεταµένη λύση διαπραγµάτευσης ίσων 

απωλειών. 

 

Το Θεώρηµα 1 θεσπίζει χρήσιµους συνδέσµους µεταξύ της θεωρία που αναπτύχθηκε 

εδώ για την επιδίκαση των συγκρουόµενων αξιώσεων και τη θεωρία των 

διαπραγµατεύσεων, αλλά δεν θα πρέπει να δίνεται ίσως υπερβολική σηµασία σε κάθε 

συγκεκριµένο από αυτά. Πράγµατι, δεδοµένου ότι τα παίγνια των διαπραγµατεύσεων 

που σχετίζονται µε τα προβλήµατα αξιώσεων αποτελούν ένα πολύ στενό και ιδιαίτερα 

απλή υποκατηγορία της κατηγορίας των παιγνίων διαπραγµατεύσεων που έχουν 

µελετηθεί. Έπεται ότι οι λύσεις διαπραγµατεύσεων σε γενικές γραµµές παράγουν 

διαφορετικά διανύσµατα πληρωµής  που  συχνά συµπίπτουν σε αυτήν υποκατηγορία. Το 

φαινόµενο αυτό φαίνεται από το γεγονός ότι ο κανόνας υποχρεωτικών ίσων 

επιβραβεύσεων αντιστοιχεί τόσο στην λύση Nash όσο και στην λεξικογραφική ισότιµη 

λύση. 

5.2.2.2 Λύσεις παιγνίων συνασπισμών 

 

Είµαστε τώρα στην πλουσιότερη τάξη των παιγνίων συνασπισµών. Τέτοια παίγνια είναι 

τυπικές αναπαραστάσεις  καταστάσεων στις οποίες όλες οι οµάδες ή οι συνασπισµοί 

(και όχι µόνο η οµάδα του συνόλου), που µπορούν να πετύχουν κάτι. Τυπικά, ένα 

παίγνιο συνασπισµών(µεταβιβάσιµης χρησιµότητας) συνασπισµών παιχνίδι είναι ένα 

διάνυσµα υ ≡ ( υ(S))@⊆p ∈ ℝ����  όπου για κάθε συνασπισµό  ∅ ≠ S ⊆ N, υ(S)∈ ℝ 

είναι η αξία του S. Ο αριθµός αυτός ερµηνεύεται ως το τι ο συνασπισµός ''µπορεί να 

αποκτήσει από µόνος του'' ή ''µπορεί να εγγυηθεί ο ίδιος''. Μια λύση είναι µια 

χαρτογράφηση που συσχετίζει κάθε παίγνιο υ σε κάποια αποδεκτή τάξη µε ένα 

διάνυσµα οφέλους σε ένα σηµείο του ℝ� του οποίου συντεταγµένες προστίθενται στο 

υ(N), µια  ιδιότητα στην οποία θα αναφερόµαστε επίσης ως αποτελεσµατικότητα. 

 

Προκειµένου να είναι σε θέση να εφαρµόσει τις λύσεις που συζητήθηκαν στη θεωρία 

παιγνίων συνασπισµών, χρειαζόµαστε µια διαδικασία για τη σύνδεση µε κάθε πρόβληµα 

απαιτήσεων ενός τέτοιου παίγνιο. Το πιο σύνηθες είναι να ορίσουµε την αξία του κάθε 

συνασπισµού S ίση µε τη διαφορά µεταξύ του διαθέσιµου ποσού και του αθροίσµατος 
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των αξιώσεων των µελών του συµπληρωµατικού συνασπισµού, Ν\ S, αν η διαφορά 

αυτή είναι µη αρνητική ή 0. Χρησιµοποιώντας την ορολογία που εισήχθη νωρίτερα, η 

διαφορά µπορεί να θεωρηθεί ως το τι αναγνωρίζει ο συµπληρωµατικός συνασπισµός 

στο S. Είναι σίγουρα ότι ο S µπορεί να εξασφαλιστεί χωρίς προσφυγή στη δικαιοσύνη. 

Τυπικά, δοθέντος ενός προβλήµατος αξιώσεων (c,E) ∈ �M το παίγνιο συνασπισµών 

που σχετίζεται µε αυτό [6] είναι το παίγνιο υ(c,E) ∈ ℝ���� που ορίζεται για κάθε 

∅ ≠ S ⊆ N, υ(c,E),(S)≡max{E-∑ 5�M/^ ,0}. 

 

Σηµειώστε ότι ο ορισµός µας είναι σε συµφωνία µε τον καθιερωµένο τρόπο µε τον 

οποίο τα TU παίγνια είναι φτιαγµένα για να αναπαριστούν τις συγκρούσεις, δηλαδή µε 

τον καθορισµό της αξίας ενός συνασπισµού ως εγγυηµένο ποσό. Εάν η αξία ενός 

συνασπισµού ερµηνεύεται ως αντί του ποσού  που ο συνασπισµός ''µπορεί να αναµένει 

να λάβει'', ο ορισµός είναι κάπως απαισιόδοξος. Ωστόσο, η προκατάληψη είναι 

συστηµατική σε συνασπισµούς, αλλά µπορούµε να εξακολουθούµε να πιστεύουµε ότι το 

παίγνιο που προκύπτει συνοψίζει σωστά την κατάσταση. 

 

Το παίγνιο υ(c,E) είναι καµπύλη [14]. Ως εκ τούτου, ο πυρήνας του είναι µη-κενός. 

Στην πραγµατικότητα, αυτό το σύνολο είναι απλά το σύνολο των διανυσµάτων 

επιβραβεύσεων του (c, E) (ας υπενθυµίσουµε ότι αυτά είναι τα διανύσµατα είναι τα 

διανύσµατα x ∈ ℝV τέτοια ώστε  ∑ L� = �, 0 ≤ x ≤ c. 

 

Αν για κάθε πρόβληµα αξιώσεων, η υπόδειξη  από ένα συγκεκριµένο κανόνα διαίρεσης 

συµπίπτει µε την υπόδειξη που διατυπώνει µια δεδοµένη λύση για παίγνια συνασπισµών 

όταν εφαρµόζεται στο σχετικό παίγνιο συνασπισµών, για άλλη µια φορά λέµε ότι ο 

κανόνας αυτός θα αντιστοιχεί στη λύση. Ακριβώς όπως είδαµε λύσεις για 

διαπραγµατεύσεις, ένας αριθµός  αντιστοιχιών υπάρχει µεταξύ των κανόνων διαίρεσης 

και λύσεων σε παίγνια συνασπισµών. 

 

Σε µια περίπτωση δύο διεκδικητών, για κάθε i ∈ N, η υ({i})  είναι ίση µε E - 50, όπου j 

≠ i, αν η διαφορά  αυτή είναι µη αρνητική τότε η αξία του µεγάλου συνασπισµού είναι 

ίση µε το Ε. ∆ιαιρώντας ίσα το ποσό που αποµένει όταν κάθε διεκδικητής k καταβάλλει 

πρώτα υ({k}) είναι αυτό που προτείνεται από  σχεδόν όλες τις πρότυπες λύσεις σε 
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παίγνια συνασπισµών. Αντιστοιχεί επίσης η πρόταση  που έχει διατυπωθεί αναγνώρισε-

και-διαίρεσε. Στη συνέχεια, το όφελος του παράγοντα i είναι  

 

L �= max{ E - 50,0} + 
�

�
 [ E – ∑ ��L {� −  5�,0}] 

 

Η πρώτη αντιστοιχία  που περιγράφουµε για την περίπτωση µε n-διεκδικητές αφορά τον 

τ κανόνα τυχαίας άφιξης και την λύση για παίγνια συνασπισµών που εισήγαγε ο 

Shapley (1953)[5]. Εδώ είναι πλέον βολικός ο ορισµός της τυχαίας  άφιξη ως λύσης. Η 

αξία Shapley του  παίκτη i ∈ Ν στο παίγνιο υ ∈ ℝ���� είναι το αναµενόµενο ποσό κατά 

το οποίο η άφιξή του αλλάζει την αξία του συνασπισµού που αποτελείται από όλους 

τους παίκτες που έχουν φτάσει πριν από αυτόν, µε την παραδοχή ότι όλες οι αφίξεις 

είναι εξίσου πιθανές, µε τη σύµβαση ότι η αξία του κενού σύνολο είναι 0. Στη συνέχεια, 

για κάθε υ ∈ ℝ���� και κάθε i ∈ N, 

 

�ℎ�(υ) ≡ �
|V|!

 ∑ [O ( { [ ∈ X ∶ ¡([) < ¡(P)� A P ) − O¢∈£¤ ( { [ ∈ X ∶ ¡([) < ¡(P) � ) ] 

 

Μια άλλη σηµαντική λύση στα παίγνια συνασπισµών είναι η προ-πυρήνα λύση 

(Schmeidler, 1969)[16]. Κατ 'αρχάς, ορίζει ''τη δυσαρέσκεια του συνασπισµού σε ένα 

προτεινόµενο διάνυσµα απολαβής'' να είναι η διαφορά µεταξύ της αξίας και του 

αθροίσµατος των απολαβών των µελών του. Στη συνέχεια, η προ-πυρήνα λύση  

προκύπτει από την εκτέλεση της παρακάτω ακολουθίας ελαχιστοποιήσεων: πρώτον, τον 

προσδιορισµό των αποδοτικών διανυσµάτων στα οποία η δυσαρέσκεια του πιο 

δυσαρεστηµένου του συνασπισµού είναι η µικρότερη µεταξύ των ελαχίστων, τον 

προσδιορισµό των διανυσµάτων κατά την οποία η δυσαρέσκεια του δεύτερου πιο 

δυσαρεστηµένου του συνασπισµού είναι η µικρότερη, και ούτω καθεξής. 

 

Η Dutta-Ray λύση επιλέγει, για κάθε κυρτό παίγνιο, το διάνυσµα  απολαβών στον 

πυρήνα δηλαδή τη µέγιστη Lorenz (Dutta και Ray, 1989)[17]. 

 

Τέλος, θεωρούµε  την τ-αξία (Tijs, 1981)[18].Αυτή ορίζεται από τον πρώτο υπολογισµό 

της ''µέγιστη απολαβής'' και της ''ελάχιστης απολαβής'' για κάθε παίκτη, τότε, επιλέγει 
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την αποδοτικό διάνυσµα απολαβής που βρίσκεται στο τµήµα που συνδέει το διάνυσµα 

ελαχίστων µε το διάνυσµα των µεγίστων. Για κάθε υ ∈  ℝ���� και  

για κάθε i ∈ N, ¥�(O) ≡ O(r) − O(r\{¦�  

και 

 ��(υ)≡ ��L^⊆M,� ∈ ^ (υ(S) - ∑ ¥00∈^\{�� (O)) 

 

Στη συνέχεια τ(υ) ≡  λΜ(υ) + (1 – λ)m(υ) όπου λ επιλέγεται µε τέτοιο  τρόπο ώστε να 

επιτευχθεί αποτελεσµατικότητα. Το επόµενο θεώρηµα συνδέει τέσσερις από τους 

κανόνες διαίρεσης που εισήχθησαν νωρίτερα µε λύσεις παιγνίων συνασπισµών. 

 

Θεώρηµα 2. Οι ακόλουθες αντιστοιχίες µεταξύ των κανόνων  διαίρεσης και λύσεις 

παιγνίων συνασπισµών ισχύουν: 

1. Ο κανόνας τυχαία άφιξης και η αξία Shapley (O'Neill, 1982)[6] 

2.Ο κανόνας του  Ταλµούδ και  η λύση προ-πυρήνα (Aumann και Maschler, 1985)[15] 

3. Ο κανόνας υποχρεωτικών ίσων επιβραβεύσεων και η Dutta-Ray  λύση (Dutta και 

Ray,1989)[17] 

4. Ο προσαρµοσµένος  αναλογικός  κανόνας  και η  τ-αξία (Curiel et al., 1987)[19] 

 

Φυσικά, δεν αντιστοιχεί κάθε κανόνας διαίρεσης σε συγκεκριµένη λύση παιγνίων 

συνασπισµών. Μια αναγκαία και ικανή προϋπόθεση για να υπάρχει µια τέτοια 

αντιστοιχία να υπάρχει είναι  ο κανόνας να εξαρτάται µόνο από αξιώσεις που έχουν 

περικοπεί και το διαθέσιµο ποσό (Curiel et al., 1987)[19] 

 

Κλείνουµε αυτό το κεφάλαιο, σηµειώνοντας ότι άλλοι τρόποι σύνδεσης ενός παιγνίου 

συνασπισµών µε ένα πρόβληµα αξιώσεων είναι νοητοί. Πράγµατι, έχουµε ήδη 

σηµειώσει ένα προσδιορισµό  που  αντικατοπτρίζει µια µάλλον απαισιόδοξη εκτίµηση 

του τι µπορούµε να περιµένουµε από ένα συνασπισµό. Μια εναλλακτική εκτίµηση, αυτή 

τη φορά αισιόδοξη, της κατάστασης, οδηγεί στον τύπο w(c,E)(S) ≡ min {∑ cB@ , E} για 

κάθε S ⊆ N. To παίγνιο που προκύπτει w (C, E) µελετήθηκε  από τον Driessen 

(1995)[20]. Και εδώ, παρά την προκατάληψη του ορισµού, το γεγονός ότι είναι 

συστηµατική σε συνασπισµούς µας δίνει την ελπίδα ότι το παίγνιο εξακολουθεί να 

παρέχει µια χρήσιµη σύνοψη της κατάστασης. Τα αποτελέσµατα του  Driessen θα 

πρέπει να µας καθησυχάσουν  σε σχέση µε την ευαισθησία των συµπερασµάτων µας για 
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το πώς το παίγνιο  έχει οριστεί: ο πυρήνας του υ(C, E) στην πραγµατικότητα συµπίπτει 

µε τον ''αντιπυρήνα'' του w (c, E) και οι αξίες  Shapley συµπίπτουν. 

 

5.3 Εφαρμογές της θεωρίας πτώχευσης σε ασύρματα δίκτυα 

 

Λόγω της ανάπτυξης του ∆ιαδικτύου, των πολυµέσων και των υπηρεσιών σε 

πραγµατικό χρόνο η τεχνολογία Long Term Evolution (LTE) έχει προταθεί να εκτελέσει 

το φιλόδοξο αυτό έργο. Η LTE χρησιµοποιεί Ορθογωνική ∆ιαίρεση Συχνότητας 

Πολλαπλής Πρόσβασης (ODFMA Orthogonal Frequency Division Multiple Access) 

στην κατερχόµενη ζεύξη. Η OFDMA χωρίζει τη ζώνη συχνοτήτων σε µια οµάδα 

κάθετων µεταξύ τους υπο-φορέων, βελτιώνοντας έτσι το σύστηµα παρέχοντας 

δυνατότητες υψηλών ρυθµών δεδοµένων, υποστηρίζοντας ποικιλία  πολύ-χρηστών και 

δηµιουργώντας  αντίσταση στην συχνότητα επιλεκτικό σβήσιµο συχνοτήτων των 

καναλιών . Η ποιότητα των υπηρεσιών  (QoS) του LTE  πρέπει να εξασφαλίζεται , 

παρέχοντας στους χρήστες τη βέλτιστη ισορροπία χρησιµοποίησης και  δικαιοσύνης. Οι 

υπηρεσίες Μη Πραγµατικού  Χρόνου (NRT)  πρέπει να έχουν έναν ελάχιστο ρυθµό bit 

και οι υπηρεσίες Πραγµατικού χρόνου (RT)  χρειάζονται ένα υψηλή ποιότητα 

υπηρεσιών(QoS). Για να ικανοποιηθεί αυτή η απαίτηση, πολλά πακέτα αλγορίθµων 

έχουν προταθεί proposed M-LWDF, PF, EXP-RULE  [21] [22] [23]. Σύµφωνα µε 

αυτούς, σε κάθε σύνδεση εκχωρείται µία τιµή προτεραιότητας µε βάση ένα 

συγκεκριµένο κριτήριο, και η σύνδεση µε την υψηλότερη τιµή προτεραιότητας έχει 

προγραµµατιστεί σε κάθε  Χρονικό ∆ιάστηµα Μετάδοσης (TTI, Transmission Time 

Interval). Ο σκοπός της παρούσας εργασίας είναι να προσαρµόσει ένα παίγνιο 

διαπραγµάτευσης χρησιµοποιώντας  παίγνια πτώχευσης και την τιµή Shapley για να 

διανείµει  το εύρος ζώνης µεταξύ των επιπέδων ροής µε δίκαιο τρόπο. 

 

Το σύστηµα αυτό συνδυάζεται µε τον τροποποιηµένο EXP-κανόνα αλγόριθµο που 

χρησιµοποιεί ένα εικονικό δείγµα µηχανισµού για τη βελτίωση προγραµµατιζόµενης 

κατανοµής  πόρων στην κατερχόµενη ζεύξη. Σε προηγούµενο κεφάλαιο, η αξία Shapley 

έχει χρησιµοποιηθεί για την εκτέλεση της κατανοµής  πόρων σε ετερογενή ασύρµατα 

δίκτυα. Προσαρµόζοντας την έννοια της "δικαιοσύνης" στη  θεωρία παιγνίων, µια 

βελτίωση της εκτέλεσης της κατανοµής των πόρων  φαίνεται στο [24] [25]. Ο κανόνας 

EXP έχει τροποποιηθεί ώστε να  χρησιµοποιείται σε συνδυασµό µε ένα εικονικό δείγµα 
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µηχανισµoύ για την εκτέλεση της κατανοµής των πόρων σε συστήµατα  υψηλών ρυθµών 

µεταφοράς δεδοµένων (HDR, High Data Rate) [26] [27].Έχει αποδειχθεί στο [27] ότι 

µε την προσαρµογή του κανόνα EXP µε τη χρήση ενός δείγµατος  µηχανισµού ουράς 

πάνω από HDR, µια µίξη  RT και NRT υπηρεσιών µπορούν να υποστηριχθούν µε 

υψηλή απόδοση. ∆εδοµένου ότι οι υπηρεσίες πολυµέσων, όπως βίντεο και VoIP 

γίνονται οι πιο σηµαντικές εφαρµογές στο χώρο της τεχνολογίας των τηλεπικοινωνιών. 

5.3.1 Παίγνια Πτώχευσης 

 

Εδώ  περιοριζόµαστε σε µεταβιβάσιµης  χρησιµότητας (TU) παίγνια. Η ανάλυση των 

καταστάσεων χρεοκοπίας προσπαθεί να προδιαγράψει πως µπορεί η ποσότητα των 

πόρων να  διαιρεθεί τέλεια ανάµεσα σε µια οµάδα παικτών, σύµφωνα µε ένα προφίλ  

απαιτήσεων οι οποίες, σε άθροισµα, υπερβαίνει την ποσότητα που θα διανεµηθεί [6]. 

Μοντελοποιούµε   µια κατάσταση  πτώχευσης  µε την τριάδα  (Ν, C, g), όπου N = {1, .., 

n} είναι το σύνολο των παικτών, C ∈ ℝ� αντιπροσωπεύει το όφελος και g = {¨�, ..., 

¨�} ∈ ℝ�
M είναι το διάνυσµα των αξιώσεων των παικτών. Στο [6] για κάθε πρόβληµα 

πτώχευσης (N, C, g) ορίζεται ένα παίγνιο πτώχευσης (Ν, O5©).Λαµβάνοντας υπόψη την 

προσέγγιση O 'Neill, η αξία ενός συνασπισµού S είναι το µέρος του οφέλους που 

παραµένει µετά την καταβολή   προς τους  παικτών στους  N \ S όλων  των  απαιτήσεων  

εύρους  ζώνης τους, που είναι  

 

υ5©(S) = max { C - ∑ ¨��∈M\^  ,0} 

υ(Ν) = C 

5.3.2. Προσέγγιση  παιγνίου κατανομής πόρων 

 

Θεωρούµε ένα πρόβληµα  κατανοµής των πόρων, όπου ένα πεπερασµένο εύρος ζώνης 

πρέπει να διαιρεθεί  µεταξύ ενός πεπερασµένου συνόλου Ν τάξεων  ροής . Για κάθε i ∈ 

N, κάθε ροή µιας οµάδας  ª �  ροών διεκδικεί µερίδιο εύρους ζώνης  /� ∈ "�. Έστω 

¨� ∈ "� δηλώνει  την συνολική  τάξη απαίτησης εύρους ζώνης. Το διάνυσµα των 

αξιώσεων των  πόρων   συµβολίζονται  g ≡ (¨�)�∈M , µε ¨� =« � /�. Κάθε τάξη 

αντιπροσωπεύει έναν παίκτη. Το όφελος είναι να διαιρεθεί το σύνολο των πόρων σε 

κάθε ΤΤΙ. Όταν διάφορες τάξεις µοιράζονται το ποσό των πόρων, τις ερµηνεύουµε ως 



Εφαρµογές της θεωρίας παιγνίων στα ασύρµατα δίκτυα 

Κεφάλαιο 5: Θεωρία πτώχευσης και εφαρµογές στα ασύρµατα δίκτυα 138 

σχηµατισµό ενός συνασπισµού, και τα οφέλη πρέπει να κατανέµονται µεταξύ των µελών 

του συνασπισµού. 

 

Ένας διαιτητής πρέπει να διαιρέσει τα οφέλη µεταξύ των παικτών του παιγνίου 

αποτελεσµατικά. Ο διαιτητής είναι ο eNodeB. Κάνει µια δίκαιη κατανοµή των πόρων 

σε µπλοκ µεταξύ των τάξεων. Μια νέα ανακατανοµή των πόρων πραγµατοποιείται σε 

κάθε TTI. Όταν µια νέα τάξη ενώνει τις οµάδες και τις αξιώσεις  για πόρους, ο 

διαιτητής πρέπει να ξεκινήσει ένα νέο παίγνιο για να αναδιανείµει το εύρος ζώνης, αυτό 

πραγµατοποιείται στο επόµενη ΤΤΙ. Η δια-ταξική διαίρεση πρέπει να γίνει µε κάποια 

κριτήρια δικαιοσύνης, λαµβάνοντας υπόψη τις διαφορετικές ανάγκες των ροών. Κάθε 

τάξη, που έχει το αντίστοιχο κοµµάτι εύρους ζώνης του, πρέπει να κατανείµει τους 

πόρους µεταξύ των ροών  τους. 

. 

Θεωρούµε µια δυναµική διαδικασία κατανοµής, και ο αριθµός των ροών σε κάθε τάξη 

είναι µεταβλητή. Σε ένα παίγνιο  κατανοµής εύρους ζώνης, οι τάξεις αντιπροσωπεύουν 

τους παίκτες που ωφελούνται από τη χωρητικότητα C. Όλες οι τάξεις σχηµατίζουν ένα 

συνασπισµό για να εκµεταλλευτούν τη χωρητικότητα C. Υπό-φορτωµένες τάξεις 

συνεργάζονται µε τις υπερφορτωµένες τάξεις, δίνοντας έτσι την αχρησιµοποίητη 

χωρητικότητα. 

5.3.3. Κατανομή πόρων 

 

Με βάση ένα πρότυπο παίγνιο πτώχευσης, όπως περιγράφηκε  πριν, 

προτείνουµε έναν αλγόριθµο κατανοµής  πόρων για ένα σύστηµα κατερχόµενη ζεύξης, 

όπου η κατανοµή των πόρων γίνεται σε κάθε ΤΤΙ σε δύο επίπεδα. Στο πρώτο επίπεδο 

γίνεται µια δίκαιη κατανοµή των πόρων µεταξύ των τάξεων χρησιµοποιώντας  τη 

µέθοδο της αξίας  Shapley αξία. Στο   δεύτερο επίπεδο, έχοντας  το ποσοστό των 

πόρων που προορίζονται σε κάθε τάξη (video, VoIP, CBR, κλπ) µια κατανοµή των 

πόρων  πραγµατοποιείται χρησιµοποιώντας τoν τροποποιηµένo ΕXP κανόνα  που έχει 

προσαρµοστεί στη χρήση ενός  εικονικού δείγµατος  µηχανισµού, µε σεβασµό στο ποσό 

των πόρων που  η αξία Shapley που αποδίδει  σε κάθε τάξη (Σχήµα 5.4). 

 



Εφαρµογές της θεωρίας παιγνίων στα ασύρµατα δίκτυα 

Κεφάλαιο 5: Θεωρία πτώχευσης και εφαρµογές στα ασύρµατα δίκτυα 139 

 

Σχήµα 5.4 Επίπεδα κατανοµής πόρων 

 

Λαµβάνοντας υπόψη ότι υπάρχουν δύο τύποι ροών, RT και NRT, ο  EXP κανόνας έχει 

χωριστεί σε δύο µέρη, για τις RT  ροές χρησιµοποιούµε  τον EXP κανόνα [23], και για 

τις NRT ροές  χρησιµοποιούµε τον PF κανόνα [22]. Στη χρονοσχισµή  t, ο µετρικός 

υπολογίζεται να επιλέξει τη ροή j  για  µετάδοση ως εξής 

 

 

 

όπου ¬�(t) δηλώνει το ρυθµό µετάδοσης δεδοµένων που αντιστοιχούν στην κατάσταση 

του καναλιού του χρήστη i στη χρονοσχισµή  t υποδοχή, ¬®  είναι ο µέσος ρυθµός 

µετάδοσης δεδοµένων που υποστηρίζει  το κανάλι,, αυτός  είναι ο δίκαιος  αναλογικός 

κανόνας [22]. �� = 6/ ��όπου �� είναι ο είναι η  µέγιστη καθυστέρηση που µπορεί να 

φτάσει η  ροή του χρήστη th. �̄(|) είναι η καθυστέρηση πακέτων HOL. 

 

Έτσι, γνωρίζοντας ότι ο EXP κανόνας σχεδιάζει τις αποφάσεις  

µε βάση τις πραγµατικές καθυστερήσεις πακέτων,  προτείνουµε την τροποποίηση του  

EXP  κανόνα  αλγορίθµου , συνδυάζοντας τον µε ένα εικονικό δείγµα 

µηχανισµού. Για αυτό, µια εικονική ουρά συνδέεται µε κάθε ροή, στην οποία φθάνουν  

σε σταθερό °� ρυθµό, η ελάχιστη επιθυµητή εγγυηµένη απόδοση της ροής i. Ας ορίσουµε 

ως  ±�(t)  την καθυστέρηση του επικεφαλή  της συµβολικής γραµµής στη ροή  I της 

συµβολικής ουράς. Σηµειώστε ότι δεν χρειάζεται να διατηρηθούν οι 

συµβολικές καθυστερήσεις. ∆εδοµένου ότι οι ρυθµοί  άφιξης  είναι σταθεροί, 
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όπου ²�(t) είναι το µήκος της συµβολικής ουράς(ένας µετρητής  εκτιµά το 

χρόνο t). Η τιµή για °� είναι 1 στο σενάριο της προσοµοίωσης , µε 

αυτό τον τρόπο, η ίδια επιθυµητή ελάχιστη απόδοση δίνεται σε όλους 

ροές. Στη συνέχεια, χρησιµοποιούµε τoν ΕΧP-κανόνα  αλγόριθµο µε �̄(|)  να 

αντικαθίσταται από ±�(|). Μετά τη λειτουργία µιας  πραγµατικής  ουράς, ο αριθµός 

των tokens στην  αντίστοιχη συµβολική ουρά µειώνεται κατά το 

πραγµατικό ποσό των δεδοµένων που µεταδίδονται. 

 

5.3.4 Κατανομή εύρους ζώνης σε ασύρματα δίκτυα 

 
Η κατανοµή πόρων, και συγκεκριµένα η κατανοµή εύρους ζώνης, σε 

δίκτυα ασύρµατης πρόσβασης δίκτυα  αποτελεί ένα από τα κλασικά 

προβλήµατα που έχουν αντιµετωπιστεί σε µεγάλο βαθµό από την ερευνητική  

κοινότητα [28]. Εφόσον το εύρος ζώνης καθορίζει το µέγιστο ρυθµό µετάδοσης, που 

δίνεται από τη γνωστή χωρητικότητα Shanon , και βάζει ένα όριο στο ποσοστό 

πρόσβασης των καναλιών, η βέλτιστη διαχείριση του παραµένει µια µεγάλη πρόκληση. 

Περισσότερο ενδιαφέροντα σχεδιαστικά προβλήµατα προκύπτουν σε ασύρµατα δίκτυα 

4G, όπου ετερογενείς ασύρµατες τεχνολογίες (WLAN, κυψελωτά, WMAN, δορυφορικά 

κλπ) χρησιµοποιούνται για την παροχή υπηρεσιών υψηλών ρυθµών µετάδοσης 

δεδοµένων και τη διασφάλιση της ποιότητας των υπηρεσιών. 

 

Εδώ το πρόβληµα της κατανοµής του εύρους ζώνης µεταξύ των χρηστών µελετάται 

χρησιµοποιώντας δύο διαφορετικές προσεγγίσεις. Η πρώτη προσέγγιση βασίζεται στις 

αρχές της συνεργατικής θεωρίας παιγνίων  και συγκεκριµένα  στη διαπραγµάτευση 

Nash, ενώ στην δεύτερη προσέγγιση, το ίδιο πρόβληµα µοντελοποιείται ως ένα παίγνιο 

πτώχευσης  και το παίγνιο επιλύεται  εφαρµόζοντας  τρεις  γνωστούς  κανόνες 

διαίρεσης. 

 

Ένα πρόβληµα πτώχευσης [19] όπως έχει ειπωθεί περιγράφει µια περίπτωση στην 

οποία ένα αριθµός παραγόντων απαιτούν  ένα συγκεκριµένο πόρο, του οποίου η 
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συνολική αξία δεν επαρκεί για να καλύψει όλες τις απαιτήσεις. Συγκεκριµένα, ο 

επίσηµος ορισµός  ενός προβλήµατος πτώχευσης είναι  ένα τριπλό ( Ν, Ε, c )   όπου Ν 

είναι το σύνολο των παραγόντων, E  είναι η ολική αξία των πόρων που θα διατεθούν 

και c είναι το διάνυσµα των απαιτήσεων. Ισχύει ότι  0≤ 5�  ≤  5� ≤ ⋯ ≤ 5� ,  n = 

1,…, N και  0 ≤ ´ ≤  5� + ⋯ +  5� = C .Το υπό εξέταση πρόβληµα είναι το πώς να 

χωρίσουν το Ε µεταξύ τους οι  Ν παράγοντες και µπορεί να λυθεί µε τους παρακάτω 

προτεινόµενους κανόνες κατανοµής. Ένας κανόνας διαίρεσης είναι µια  συνάρτηση που 

αντιστοιχίζει σε κάθε πρόβληµα πτώχευσης( N, Ε, c ) µια λύση 

 

 f(E ; c) = µ�(E ; c),… ,µ�(E ; c)) τέτοια ώστε  

 

0 ≤ µ�(E ; c) ≤  5� για κάθε i ∈ N   και 

 

∑ µ�(� ;  5) M
�m� = E 

 

Αυτοί οι δύο περιορισµοί σηµαίνoυν  ότι κανένας από τους αιτούντες δεν παίρνει 

περισσότερο από ό,τι διεκδικεί ή κάτω από το µηδέν και ότι το συνολικό ποσό Ε 

κατανέµεται µεταξύ των αιτούντων. Λαµβάνοντας υπόψη ένα συγκεκριµένο διάνυσµα 

αξιώσεων , ο τρόπος που κατανέµεται τελικά το Ε επιλέγεται από έναν κανόνα που 

ακολουθείται [29]. 

 

i) Ένας πολύ γνωστός κανόνας διαίρεσης είναι ο κανόνας υποχρεωτικών ίσων 

επιβραβεύσεων  (CEA), ο οποίος αποδίδει το ίδιο ποσό σε όλους τους αιτούντες όσο 

αυτό  δεν υπερβαίνει την αξίωση κάθε αιτούντα [30].Συγκεκριµένα, για κάθε µία (Ν, c, 

E) ∈ ℂV και κάθε i ∈ N, 

 

 

 

όπου λ επιλέγεται τέτοιο ώστε  
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ii)Ένας άλλος κανόνας που προτείνεται από τον O'Neill [6] είναι ο κανόνας τυχαίας 

άφιξης (RΑ) . Προκειµένου να καθοριστεί αυτός ο κανόνας τυπικά ας ορίσουµε ·V την 

τάξη αντιµετάθεσης του Ν .Για κάθε µία (Ν, c, E) ∈ ℂV και κάθε i ∈ N, 

 

 

iii) Τέλος, ο κανόνας του Ταλµούδ (Τ), ο οποίος εισάγεται από τους Aumann & 

Maschler [15] παρουσιάζεται συνοπτικά και χρησιµοποιείται  για την κατανοµή  του 

εύρους ζώνης. Για κάθε µία (Ν, c, E) ∈ ℂV και κάθε i ∈ N, 

Αν 

  

τότε 

  

 για λ τέτοιο ώστε  
 

 

Αν 

   

τότε 

 

για λ τέτοιο ώστε  

 

5.3.4.1 Μοντελοποίηση του προβλήματος κατανομής εύρους ζώνης 

 
Θεωρούµε ένα µοναδικό κυψελωτό δίκτυο  µε έναν σταθµό βάσης (BS) και Ν χρήστες. 

Κάθε ένας από τους χρήστες έχει µια ορισµένη αξίωση χωρητικότητας  CB. Υποθέτουµε 

ότι ο σταθµός βάσης γνωρίζει τις πληροφορίες κατάστασης του καναλιού  κάθε 

χρήστη(κέρδος διαδροµής) και ότι είναι δεδοµένη η  αξίωσης του σε χωρητικότητα , 

τότε µπορεί να υπολογίσει το  απαραίτητο εύρος  ζώνης (bB) από το θεώρηµα Shannon. 

Επιπλέον, θεωρούµε ότι ο σταθµός βάσης έχει την ικανότητα να παρέχει  το σύνολο 
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των µονάδων εύρους ζώνης  Β, το  οποίο είναι µικρότερο από το άθροισµα των 

απαιτήσεων  των χρηστών σε εύρος ζώνης. Για να βρεθεί  η βέλτιστη κατανοµή εύρους 

ζώνης  για τους χρήστες, χρησιµοποιούνται  δύο διαφορετικές προσεγγίσεις. 

 

Πρώτον, µοντελοποιούµε το πρόβληµα της κατανοµής εύρους ζώνης ως 

συνεργατικό παίγνιο και βρίσκουµε τη λύση διαπραγµάτευσης Nash. 

Συγκεκριµένα, θεωρούµε το συνεργατικό παίγνιο  

  

Όπου Ν είναι το σύνολο των χρηστών, j� η στρατηγική εύρους ζώνης του χρήστη i και 

�� είναι η συνάρτηση οφέλους του χρήστη i. Για το προτεινόµενο σύστηµα, ορίζουµε τη 

συνάρτηση χρησιµότητας του παίκτη i, ως: 

 

όπου p είναι η εκπεµπόµενη ισχύς του κάθε χρήστη, ℎ�  είναι το κέρδος διαδροµής από 

το  χρήστη i στο σταθµό βάσης και Xº είναι η φασµατική πυκνότητα θορύβου . 

 

Σε ένα συνεργατικό παίγνιο , οι παίκτες υποτίθεται ότι είναι ελεύθεροι να 

διαπραγµατευτούν, προκειµένου να αποκτήσουν αµοιβαίο όφελος. Αναλύοντας το 

πρόβληµα κατανοµής  εύρους ζώνης ως  ένα πρόβληµα διαπραγµάτευσης Ν-ατόµων 

διαπραγµατεύσεις οδηγούµαστε  σε λύση που ορίζεται από τον  Nash [11]. 

 

Θεώρηµα: Έστω 

   

είναι το σύνολο των παικτών  που µπορούν να επιτύχουν χρησιµότητα αυστηρά 

µεγαλύτερη από αυτή που υπάρχει σε περίπτωση διαφωνίας. Η µεγιστοποίηση του  

αποτελέσµατος Nash �∗ είναι το µοναδικό NBS : 

 

 

Έτσι, προκειµένου να λυθεί το πρόβληµα κατανοµής εύρους ζώνης λύνουµε το  εξής 

πρόβληµα βελτιστοποίησης (P). 
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Στο προτεινόµενο σύστηµα , υποθέτουµε ότι j»�� = 0, που σηµαίνει 

ότι δεν υπάρχει ένα ελάχιστο επίπεδο πόρων που είναι 

εγγυηµένο  σε κάθε χρήστη. 

 

Το πρόβληµα κατανοµής εύρους ζώνης µπορεί προφανώς να  

περιγραφεί ως παίγνιο πτώχευσης (Ν, Β, b). Αυτό σηµαίνει, ότι 

το σύνολο των αιτούντων αντιστοιχεί στο σύνολο των χρηστών του συστήµατος, 

η συνολική αξία των πόρων είναι το συνολικό εύρος ζώνης του σταθµού βάσης 

 και οι αξιώσεις είναι οι απαιτήσεις εύρους ζώνης των χρηστών. 

Για να λυθεί το παίγνιο πτώχευσης, εφαρµόζουµε τους  

κανόνες κατανοµής που παρουσιάστηκαν προηγουµένως. Όπως είναι αναµενόµενο, 

κάθε κανόνας κατανοµής  έχει διαφορετικές κατανοµές εύρους ζώνης  προς τους 

χρήστες. 

 

Συγκρίνοντας µέσω προσοµοίωσης του προτεινόµενα συστήµατα. Το  κυψελωτό δίκτυο 

που εξετάζουµε έχει τις παραµέτρους σχεδιασµού που παρουσιάζονται στο Σχήµα 5.5. 

Επιπλέον, οι χρήστες  βρίσκονται σε απόσταση από 0.5 km εως 1 km από τo σταθµό 

βάσης. Τα κέρδη διαδροµής  λαµβάνονται χρησιµοποιώντας το µοντέλο απωλειών 

απλής διαδροµής  

 

 Όπως στο [31], θεωρούµε ότι όλοι οι χρήστες έχουν τις ίδιες απαιτήσεις 

χωρητικότητας, το οποίο έχει ως αποτέλεσµα απαιτήσεις διαφορετικού εύρος ζώνης  

λόγω των διαφορετικών κερδών διαδροµής. 
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Σχήµα 5.5 Πίνακας 1- Παράµετροι σχεδιασµού ενιαίου κυψελωτού συστήµατος 

 

 

Σχήµα 5.6 Σύγκριση της κατανοµής εύρους ζώνης που χρησιµοποιώντας  

τη λύση  διαπραγµάτευσης Nash και τους κανόνες κατανοµής πτώχευσης 
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Σχήµα 5.7 Σύγκριση της λύσης  διαπραγµάτευσης  Nash (NBS) και του κανόνα 

CEA 

 

 

Σχήµα 5.8. Συνολική χωρητικότητα ως συνάρτηση του διαθέσιµου εύρους ζώνης 
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Σχήµα 5.9. Ο δείκτης  Jain ως συνάρτηση του συνολικού διαθέσιµου εύρους 

ζώνης 

 

Στο Σχήµα 5.6 όπως µπορεί να δει κανείς, το  εύρος  ζώνης που κατανέµεται µε βάση   

τον CEA κανόνα διαίρεσης είναι σχεδόν το ίδιο µε το αποτέλεσµα της διαπραγµάτευσης  

Nash, ενώ ο κανόνας του Ταλµούδ  και ο RA κανόνας κατανέµουν  λιγότερο εύρος 

ζώνης στους  χρήστες µε µικρότερες απαιτήσεις και περισσότερο στους χρήστες µε 

µεγαλύτερες αξιώσεις. 

 

Όπως µπορεί να φανεί από το Σχήµα 5.7, τα δύο Σχήµατα προφανώς 

καταλήγουν  στην ίδια κατανοµή εύρους ζώνης. Το βασικό πλεονέκτηµα 

του CEA κανόνα σε σχέση µε το NBS  είναι ότι απαιτεί πολύ λιγότερη 

υπολογιστική ισχύ, µε αποτέλεσµα να είναι πολύ πιο αποτελεσµατική η κατανοµή της 

ενέργειας. 

 

Στο Σχήµα 5.8 παρουσιάζεται η συνολική χωρητικότητα του συστήµατος, που ορίζεται 

ως το άθροισµα των χωρητικοτήτων  των χρηστών, για ένα σύνολο  του διαθέσιµου 

εύρους ζώνης. Όπως ήταν αναµενόµενο, το NBS και o CEA κανόνας  έχουν ως 

αποτέλεσµα υψηλότερα επίπεδα χωρητικότητας   από τους υπόλοιπους δύο κανόνες 

διαίρεσης. Αυτό µπορεί να εξηγηθεί λαµβάνοντας υπόψη ότι  ο κανόνας του Ταλµούδ  
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και ο RA κανόνας κατανέµουν  µεγαλύτερο εύρος ζώνης  στους χρήστες µε χειρότερο 

κέρδος διαδροµής  και ως εκ τούτου µικρότερης  χωρητικότητας (Σχήµα 5.6 ). 

 

Τέλος, συγκρίνουµε τα τέσσερα προτεινόµενα σχέδια από την άποψη της 

δικαιοσύνης. Συγκεκριµένα, χρησιµοποιούµε το γνωστό δείκτη  Jain 

[32],  o οποίος ορίζεται ως 

 

όπου L�  είναι ο λόγος του κατανεµηµένου εύρους ζώνης προς το ζητούµενο εύρος 

ζώνης του χρήστη i και Ν είναι ο συνολικός αριθµός των χρηστών. Στο Σχήµα 5.9, οι 

τιµές του δείκτη Jain για κάθε µέθοδο κατανοµής έχουν σχεδιαστεί  σε σχέση µε το 

συνολικό διαθέσιµο εύρος ζώνης. Παρατηρούµε ότι ο κανόνας Ταλµούδ έχει τον 

υψηλότερο δείκτη απόδοσης και είναι ανεξάρτητος  από το διαθέσιµο εύρος ζώνης. 

Έτσι, ενώ η διαπραγµάτευση  Nash και  ο κανόνας CEA έχουν υψηλότερη συνολική 

χωρητικότητα, οι άλλοι δύο κανόνες κατανέµουν  το εύρος ζώνης µε  ένα πιο δίκαιο 

τρόπο. 
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