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Περίληψη 
 
Η παρούσα διπλωµατική εργασία εξετάζει το φαινόµενο της ηλεκτροµαγνητικής σύζευξης 

που αναπτύσσεται µεταξύ ενός επίπεδου διηλεκτρικού κυµατοδηγού και µίας διηλεκτρικής 

σφαίρας η οποία βρίσκεται στο εξωτερικό του περιβάλλον. Η συγκεκριµένη διάταξη 

παρουσιάζει τόσο θεωρητικό όσο και πρακτικό ενδιαφέρον καθώς, λόγω του έντονου 

ηλεκτροµαγνητικού συντονισµού που αναπτύσσεται σε αυτή, µπορεί να προσαρµοστεί σε 

µία πληθώρα τεχνολογικών εφαρµογών και κυρίως τα οπτικά ολοκληρωµένα κυκλώµατα. Η 

επίλυση του προβλήµατος στηρίζεται στην εφαρµογή της ηλεκτροµαγνητικής θεωρίας, των 

ολοκληρωτικών εξισώσεων και των συναρτήσεων Green. Η µέθοδος αυτή οδηγεί σε πλήρως 

αναλυτικά αποτελέσµατα για τη µορφή των ηλεκτροµαγνητικών µεγεθών του προβλήµατος, 

γεγονός που εξ αρχής αποτελεί ένα σηµαντικό στόχο της εργασίας. Τα αποτελέσµατα της 

ανάλυσης παρουσιάζονται συγκεντρωτικά στο τέλος της εργασίας, όπου καταδεικνύεται 

ποιοτικά η συµπεριφορά της διάταξης και σχολιάζονται οι δυνατές προεκτάσεις της 

εργασίας.  

 
 
 
 
 
 
 

Λέξεις-κλειδιά:  
 
διηλεκτρικός κυµατοδηγός, διηλεκτρική σφαίρα, οπτικός συντονιστής, ηλεκτροµαγνητική 

σύζευξη, ρυθµοί whispering gallery, οπτικά φίλτρα, συνάρτηση Green, θεώρηµα Green, 

ολοκληρωτική εξίσωση, κυµατική εξίσωση, µετασχηµατισµός Fourier, σφαιρικά κύµατα 
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Abstract 
 
The present diploma thesis examines the electromagnetic coupling effect developed 

between a planar dielectric waveguide and a dielectric sphere which is located in its 

external environment. This specific structure is of both theoretical and practical interest 

since, due to the intense electromagnetic resonance which is developed in it, it can be 

adapted to numerous technological applications and mostly to optical integrated circuits. 

The solution of the problem is based on the electromagnetic theory, the theory of 

integral equations and the Green’s functions. This method leads to fully analytical results 

describing the electromagnetic quantities of the problem, something which has been an 

important aim of the thesis, in the first place. The results of analysis are presented 

altogether at the end of the project, where the system’s qualitative functional behaviour 

and the possible extents of this project are outlined. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Keywords: 
 

dielectric waveguide, dielectric sphere, optical resonator, electromagnetic coupling, 

whispering gallery modes, optical filters, Green’s function, Green’s theorem, integral 

equation, wave equation, Fourier transform, spherical waves 
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1. Εισαγωγή 
 
 
Η µετάδοση πληροφορίας υπό τη µορφή ηλεκτροµαγνητικής ενέργειας από ένα σηµείο σε 

ένα άλλο µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε δύο τρόπους: είτε µε ακτινοβολία 

ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων στον κενό χώρο, είτε µε καθοδήγηση του ηλεκτροµαγνητικού 

πεδίου µέσα από κατάλληλα σχεδιασµένες διατάξεις µετάδοσης πληροφορίας, τις γραµµές 

µεταφοράς και τους κυµατοδηγούς [15]. Με κριτήριο τις δύο αυτές επιλογές, οι 

τηλεπικοινωνιακές ζεύξεις κατηγοριοποιούνται σε ασύρµατες και ενσύρµατες. 

 
Όταν σε µία τηλεπικοινωνιακή ζεύξη δεν εµπλέκονται κινητοί ποµποί ή δέκτες, και εφόσον 

οι αποστάσεις που παρεµβάλλονται δεν παρεµποδίζουν την ανάπτυξη σταθερού διαύλου ή 

δικτύου, τότε η ζεύξη επιτυγχάνεται κατά κανόνα µε χρήση διατάξεων κυµατοδήγησης 

(ενσύρµατα) [15]. Ένα κοινό πλεονέκτηµα των διατάξεων κυµατοδήγησης είναι ότι δεν 

επιτρέπουν απώλειες της µεταδιδόµενης ισχύος λόγω ακτινοβολίας, αφού αυτή βρίσκεται 

συγκεντρωµένη εντός των ορίων του υλικού µέσου διάδοσης [2]. Υπάρχει όµως και µία 

µεγάλη ποικιλία τεχνικών χαρακτηριστικών που ξεχωρίζει κάθε διάταξη κυµατοδήγησης και 

διαφοροποιεί τη χρηστικότητά της ανάµεσα στις υπόλοιπες. Η απλούστερη δοµή 

κατευθυνόµενης διάδοσης είναι η γραµµή µεταφοράς (ζεύγος αποµονωµένων αγωγών) η 

οποία υποστηρίζει σήµατα ραδιοκυµάτων και µικροκυµάτων έως ~1GHz. Σε υψηλότερες 

συχνότητες (1-30 GHz), καταλληλότερες δοµές κυµατοδήγησης αποτελούν οι µεταλλικοί 

κυµατοδηγοί τύπου κοίλου σωλήνα [2][14]. Οι κυµατοδηγοί αυτοί ποικίλουν ως προς τα 

γεωµετρικά τους χαρακτηριστικά, καθώς αυτά καθορίζουν την ηλεκτροµαγνητική 

συµπεριφορά κάθε κυµατοδηγού [4]. Τόσο οι γραµµές µεταφοράς όσο και οι µεταλλικοί 

κυµατοδηγοί χρησιµοποιούνται ευρέως στις µικροκυµατικές εφαρµογές και γι’ αυτό 

εξακολουθούν να µελετώνται και να βελτιώνονται µέχρι σήµερα.  

 
Ωστόσο, τα τελευταία χρόνια ένα µεγάλο τµήµα των τηλεπικοινωνιακών εφαρµογών έπαψε 

να περιορίζεται στο χώρο των µικροκυµάτων και των χιλιοστοµετρικών κυµάτων και πλέον 

στηρίζεται στις οπτικές συχνότητες [6]. Σε αυτό το γεγονός συνετέλεσαν οι απαιτήσεις των 

σύγχρονων τηλεπικοινωνιών για υψηλούς ρυθµούς µετάδοσης µεγάλου όγκου δεδοµένων. 

Πράγµατι, οι σηµερινές ανάγκες για ποιότητα, ταχύτητα και χωρητικότητα πληροφορίας 

είναι µεγαλύτερες από ποτέ. Γι’ αυτό η τεχνολογική έρευνα ανταποκρίνεται συνεχώς 

αναπτύσσοντας νέες διατάξεις µετάδοσης πληροφορίας, ικανές να ανταπεξέρχονται στις 

σύγχρονες απαιτήσεις. Η κυριότερη οικογένεια τέτοιων διατάξεων είναι οι διηλεκτρικοί 
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κυµατοδηγοί, οι ιδιότητές των οποίων θα παρουσιαστούν λεπτοµερώς σε επόµενη 

παράγραφο. Αυτό που αξίζει να σηµειωθεί προς το παρόν είναι ότι οι διηλεκτρικοί 

κυµατοδηγοί έχουν έφεραν µία τεχνολογική επανάσταση καθώς, χάρις στα ασύγκριτα 

πλεονεκτήµατά τους σε σχέση µε τις κλασσικές διατάξεις κυµατοδήγησης, έδωσαν λύση σε 

πολλά τεχνικά προβλήµατα και παράλληλα άνοιξε νέες προοπτικές εξέλιξης στο χώρο των 

τηλεπικοινωνιών [6].  

 
Οι παραπάνω πληροφορίες είναι αρκετές ώστε να µας εισάγουν το πλαίσιο στο οποίο θα 

κινηθεί η παρούσα εργασία. Όπως θα γίνει σαφές στη συνέχεια, η εργασία αυτή 

πραγµατεύεται την ηλεκτροµαγνητική λειτουργία µίας διάταξης κυµατοδήγησης και 

συντονισµού και σκοπός της είναι να παράγει, µε πλήρως αναλυτικό τρόπο, αποτελέσµατα 

που θα είναι χρήσιµα για περεταίρω µελέτη ή/και για µελλοντικές εφαρµογές. Πριν όµως 

διατυπωθεί µε ακρίβεια το θέµα της εργασίας, πρέπει, στα πλαίσια αυτού του εισαγωγικού 

κεφαλαίου, να αναπτύξουµε τα χαρακτηριστικά των βασικών εννοιών της υπό εξέταση 

διάταξης. Αυτά είναι: οι διηλεκτρικοί κυµατοδηγοί, οι οπτικές διατάξεις συντονισµού και οι 

φυσικοί µηχανισµοί τους. 

 

 
 

1.1. ∆ιηλεκτρικοί κυµατοδηγοί και οι εφαρµογές τους 
 
 
Οι διηλεκτρικοί κυµατοδηγοί, όπως και κάθε είδος κυµατοδηγού, είναι υλικές δοµές που 

κατευθύνουν τη διάδοση ενέργειας, υπό µορφή ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων, µέσα από ένα 

προκαθορισµένο δρόµο [4]. Σε αντίθεση µε τους µεταλλικούς κυµατοδηγούς, 

κατασκευάζονται αποκλειστικά από διηλεκτρικό (συνήθως πυρίτιο) σταθερού ή µεταβλητού 

δείκτη διάθλασης. Οι εξωτερικές επιφάνειες τους είναι εκτεθειµένες στο περιβάλλον (κατά 

κανόνα ηλεκτρικά αραιότερο µέσο), υπό την έννοια ότι δεν παρεµβάλλεται κάποιο 

µεταλλικό στρώµα, παρά µόνο διηλεκτρικό. Οι δύο συνηθέστερες µορφές διηλεκτρικού 

κυµατοδηγού είναι η ο*τική ίνα (optical fiber) και ο ε*ί*εδος διηλεκτρικός κυµατοδηγός 

(planar dielectric waveguide) ή διηλεκτρική πλάκα (dielectric slab) [9],[6] (βλ. Σχήµατα: 

1.1, 1.2).  

 

Οι διηλεκτρικές διατάξεις κυµατοδήγησης επιτρέπουν τη διάδοση σηµάτων 

µικροκυµατικών, χιλιοστοµετρικών και οπτικών συχνοτήτων, ικανών να φέρουν τεράστιο 

όγκο πληροφορίας. Καθώς όµως η συντριπτική πλειονότητα των εφαρµογών τους  αφορά 
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Core 

Cladding 

Primary Buffer 

Σχήµα 1.1  Ο1τική Ίνα 

 

Cladding 

Core 

Substrate 

Σχήµα 1.2  ∆ιηλεκτρική Πλάκα 

οπτικές συχνότητες, εφεξής θα αναφερόµαστε κυρίως στη λειτουργία τους στα πλαίσια των 

οπτικών επικοινωνιών. 

 

Τα φυσικά χαρακτηριστικά των διηλεκτρικών διατάξεων κυµατοδήγησης συντελούν στην 

ύπαρξη ορισµένων χαρακτηριστικών ιδιοτήτων, οι οποίες διαφοροποιούν ριζικά τους 

διηλεκτρικούς κυµατοδηγούς από τους µικροκυµατικούς κυµατοδηγούς µεταλλικών 

τοιχωµάτων [10],[3],[14]: 

 

• Το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο συγκρατείται εντός των ορίων του κυµατοδηγού µε το 

µηχανισµό της ολικής ανάκλασης στις οριακές επιφάνειες. 

• Λόγω των µη οµογενών οριακών συνθηκών που ικανοποιούνται στις επιφάνειες, υπάρχει 

ένα κλάσµα ηλεκτροµαγνητικής ισχύος που διεισδύει µε έντονη απόσβεση στο 

διηλεκτρικό µέσο που περιβάλλει τον κυµατοδηγό. 

• Μη ύπαρξη κατώτατου ορίου συχνότητας ρυθµού διάδοσης.  

• Όπως προκύπτει από την ηλεκτροµαγνητική ανάλυση, το πεδίο στον κυµατοδηγό 

αναπτύσσεται µαθηµατικά σε όρους διακριτού και συνεχούς φάσµατος ρυθµών. 

 

Οι παραπάνω ιδιότητες ευθύνονται για τα περισσότερα πλεονεκτήµατα των διηλεκτρικών 

κυµατοδηγών που τους καθιστούν κατάλληλους για ένα ανεξάντλητο πλήθος εφαρµογών.  
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Προφανώς, κάθε είδος διηλεκτρικού µέσου κυµατοδήγησης είναι σχεδιασµένο ώστε να 

ικανοποιεί συγκεκριµένες απαιτήσεις που διαφέρουν από εφαρµογή σε εφαρµογή [4]. Για 

παράδειγµα, οι δύο συνηθέστερες κατηγορίες διηλεκτρικών κυµατοδηγών, οι οπτικές ίνες 

και οι επίπεδοι κυµατοδηγοί, διαφέρουν ριζικά ως προς τις ανάγκες τις οποίες εξυπηρετούν, 

εξαιτίας των διαφορετικών γεωµετρικών και τεχνικών τους χαρακτηριστικών. Οι οπτικές ίνες 

χρησιµοποιούνται ευρέως σήµερα ως ενσύρµατο µέσο στις οπτικές τηλεπικοινωνιακές 

ζεύξεις µεγάλων αποστάσεων, επιτυγχάνοντας εξαιρετικά χαµηλές απώλειες (<0.2 dB/km) 

και υψηλούς ρυθµούς µετάδοσης (~Tbps σε αποστάσεις δεκάδων km). Αντίθετα, οι 

επίπεδοι κυµατοδηγοί χρησιµοποιούνται αποκλειστικά σε οπτικά ολοκληρωµένα κυκλώµατα 

[6] εντός των οποίων το µήκος διάδοσης δεν ξεπερνά τα µερικά χιλιοστά. Συµπερασµατικά, 

οι διηλεκτρικοί κυµατοδηγοί, ανεξαρτήτως κατηγορίας, παρουσιάζουν εξαιρετικά 

πλεονεκτήµατα σε σχέση µε τα κλασσικά µέσα κυµατοδήγησης.  

 

Μερικά από αυτά είναι:  

 

• Η δυνατότητα λειτουργίας σε πολύ υψηλές συχνότητες που εκτείνονται µέχρι και το 

οπτικό φάσµα. 

• Η δυνατότητα µετάδοσης σηµάτων εξαιρετικά µεγάλου εύρους ζώνης (~THz). 

• Οι εξαιρετικά χαµηλές απώλειες ανά µονάδα µήκους. 

• Η ευκολία σχεδίασης και κατασκευής τους σε οπτικά ολοκληρωµένα κυκλώµατα πολύ 

µεγάλης κλίµακας ολοκλήρωσης (VLSI) 

• Η δυνατότητα προσαρµογής και αλληλεπίδρασης µε σύγχρονες οπτικές διατάξεις 

συντονισµού και επεξεργασίας σήµατος.  

 

Στα πλαίσια του τελευταίου γνωρίσµατος, δηλαδή τη δυνατότητα αλληλεπίδρασης µε 

οπτικές (διηλεκτρικές) διατάξεις συντονισµού, βρίσκεται και το αντικείµενο της παρούσας 

εργασίας. Πιο συγκεκριµένα, θα εξεταστεί η αλληλεπίδραση (σύζευξη) ενός επίπεδου 

διηλεκτρικού κυµατοδηγού µε µία διηλεκτρική κοιλότητα συντονισµού σφαιρικού σχήµατος 

η οποία, όπως θα γίνει φανερό στη συνέχεια, παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον για τη 

σχεδίαση οπτικών φίλτρων και άλλων συστηµάτων. Επιπλέον, η συγκεκριµένη διάταξη, όπως 

άλλωστε και οι περισσότερες οπτικές διατάξεις, βασίζουν τη λειτουργία τους στα θεµελιώδη 

ηλεκτροµαγνητικά φαινόµενα της σκέδασης και του συντονισµού. Εποµένως, κρίνεται 

απαραίτητο να αναπτύξουµε εν συντοµία τα φαινόµενα αυτά, προκειµένου να γίνει 

κατανοητός ο ρόλος που διαδραµατίζουν σε όλη την έκταση της µελέτης. 
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1.2. Φυσικοί µηχανισµοί διατάξεων κυµατοδήγησης και 

συντονισµού 

 

Σε κάθε σύστηµα οπτικής τηλεπικοινωνίας είναι απαραίτητη η µετάδοση και ανταλλαγή 

οπτικών σηµάτων µεταξύ διαφορετικών διηλεκτρικών µέσων και κυµατοδηγών. Για να 

πραγµατοποιηθεί αυτό όµως, είναι απαραίτητη η εκµετάλλευση ορισµένων φυσικών 

µηχανισµών που θα επιτρέψουν την αλληλεπίδραση µεταξύ των οπτικών διατάξεων. Τους 

κυριότερους από αυτούς τους µηχανισµούς (σύζευξη, σκέδαση, συντονισµός) θα τους 

αναπτύξουµε σε αυτή την παράγραφο, καθώς αυτοί θα διαδραµατίσουν κυρίαρχο ρόλο στη 

λειτουργία της υπό εξέταση διάταξης και θα µας απασχολήσουν σε όλη την έκταση της 

εργασίας.  

 

Σύζευξη ονοµάζεται η αλληλεπίδραση µεταξύ δύο σωµάτων ή συστηµάτων όταν σε αυτά 

δρα αµοιβαία το ίδιο ηλεκτροµαγνητικό πεδίο [7]. Στην περίπτωσή µας, ο όρος περιγράφει 

την αµφίδροµη ροή ηλεκτροµαγνητικής ενέργειας µεταξύ οπτικών κυµατοδηγών και 

διηλεκτρικών σωµάτων, των οποίων η σχετική θέση στο χώρο τους επιτρέπει να 

αλληλεπιδρούν ηλεκτροµαγνητικά. Ο µηχανισµός της σύζευξης συχνά συνδυάζεται µε την 

ηλεκτροµαγνητική σκέδαση.  

 

Σκέδαση ονοµάζεται το φαινόµενο κατά το οποίο ένα κλάσµα ενέργειας αφαιρείται από µία 

δέσµη ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας και επανεκπέµπεται στο χώρο χωρίς αξιοσηµείωτες 

µεταβολές ως προς το µήκος κύµατος [7]. Συνήθως, τη σκέδαση προκαλεί η παρουσία ενός 

σώµατος το οποίο διεγείρεται από µία προσπίπτουσα ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία και 

επανεκπέµπει ένα µέρος της στο χώρο. Η µορφή του σκεδαζόµενου κύµατος εξαρτάται 

τόσο από τα χαρακτηριστικά του προσπίπτοντος κύµατος όσο και από τη γεωµετρία του 

σκεδαστή. Η κατανόηση των φαινόµενων σκέδασης είναι το υπόβαθρο για τη µελέτη της 

απόκρισης οπτικών κυκλωµάτων, που εκτελούν λειτουργίες εξασθένησης, αλλαγής φάσης και 

πόλωσης ή συντονισµού των εισερχόµενων σηµάτων. 

 

Μία µεγάλη κατηγορία οπτικών διατάξεων στηρίζεται στο φαινόµενο του συντονισµού. 

Συντονισµός σε µία διηλεκτρική κοιλότητα παρατηρείται όταν (στο εσωτερικό της) 

υπάρχουν συντηρούµενες ταλαντώσεις ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων [7]. Για την ακρίβεια, 
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κατά το συντονισµό υπάρχει ένα πλήθος στάσιµων ΗΜ ρυθµών, η συχνότητα και η 

κατανοµή των οποίων καθορίζονται από τη γεωµετρία της κοιλότητας.  

 

Προκειµένου να γίνει κατανοητή η σύνδεση των παραπάνω εννοιών µε το αντικείµενο της 

εργασίας, θα αναφερθούµε ακροθιγώς στα βασικά σηµεία της. Αυτό που ουσιαστικά θα 

εξετάσουµε σε αυτή την εργασία είναι ο τρόπος µε τον οποίο ένας επίπεδος διηλεκτρικός 

κυµατοδηγός συζευγνύεται µέσο του πεδίου του µε µία σφαιρική διηλεκτρική κοιλότητα 

συντονισµού (σφαιρικός συντονιστής). Το αποσβεννύον πεδίο του κυµατοδηγού επιτυγχάνει 

τη σύζευξη, καθώς διεγείρει και συντονίζει το σφαιρικό σώµα, που αποτελεί διαταραχή της 

γεωµετρίας κυµατοδήγησης. Το πεδίο που προκύπτει ως αποτέλεσµα σκέδασης και 

συντονισµού επαδεσµεύεται από τον κυµατοδηγό, µεταβάλλοντας τα χαρακτηριστικά 

διάδοσης σε αυτόν.  

 

Γενικά, η επίδραση διατάξεων συντονισµού σε κυµατοδηγούς είναι εξαιρετικά σηµαντική για 

τα σύγχρονα οπτικά τηλεπικοινωνιακά συστήµατα και δίκτυα. Ως πιο αντιπροσωπευτικό 

παράδειγµα εφαρµογής, που εκµεταλλεύεται  τις διατάξεις και τα φαινόµενα συντονισµού, 

αναφέρουµε τη τεχνική πολυπλεξίας διαίρεσης µήκους κύµατος, WDM (Wavelength 

Division Multiplexing). Η τεχνική αυτή επιτρέπει την αύξηση της µεταφερόµενης 

πληροφορίας µέσω της ταυτόχρονης µετάδοσης στο ίδιο οπτικό µέσο σηµάτων µε 

διαφορετικές φέρουσες συχνότητες1 [32]. Η διάκριση και επιλογή αυτών των συχνοτήτων 

επιτυγχάνεται µε κατάλληλες οπτικές διατάξεις συντονισµού. ∆εδοµένου ότι η τεχνική 

WDM αποτελεί τη βάση των σηµερινών οπτικών δικτύων, είναι προφανές ότι καθοριστικό 

ρόλο έχει διαδραµατίσει η ανάλυση και η υλοποίηση συντονιζόµενων οπτικών κυκλωµάτων 

επιλογής συχνότητας και διατάξεων οπτικών συντονιστών (optical resonators). 

 

 

1.3. Ο*τικοί συντονιστές 

 

Οι οπτικοί συντονιστές είναι διατάξεις βασισµένες ιδιότητες των διηλεκτρικών κοιλοτήτων 

και του συντονισµού και χρησιµοποιούνται σε ένα  ευρύ φάσµα εφαρµογών των οπτικών 

τηλεπικοινωνιών. Η αρχή λειτουργίας τους είναι κοινή για περισσότερα είδη: Το 

                                         
1 Η πρώτη πειραµατική επίδειξη της WDM έγινε το 1977 [32]. Η WDM αποτελεί σήµερα τη βάση όλων των 
σύγχρονων οπτικών δικτύων, επιτυγχάνοντας την αξιοποίηση ενός µεγάλου τµήµατος του εύρους ζώνης των 
25 THz που προσφέρουν οι οπτικές ίνες στην περιοχή των 1.5 µm. 
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ηλεκτροµαγνητικό πεδίο περιορίζεται στο εσωτερικό του οπτικού συντονιστή και εκτελεί 

ταλαντώσεις συντηρώντας το φαινόµενο της ενισχυτικής αυτοσυµβολής του2. Εποµένως, σε 

κάθε οπτικό συντονιστή διατυπώνεται µία συνθήκη συντονισµού3 που καθορίζει την 

επιλεκτική του φασµατική απόκριση. 

 

Η απλούστερη µορφή οπτικής κοιλότητας/συντονιστή είναι η κλασική συµβολοµετρική 

διάταξη Fabry-Perot, στη φυσική της οποίας βασίζεται και η λειτουργία όλων των οπτικών 

συντονιστών. Στις κοιλότητες τύπου Fabry-Perot, το πεδίο ταλαντώνεται υφιστάµενο 

συνεχείς ανακλάσεις µεταξύ δύο ισχυρά ανακλαστικών κατόπτρων, η απόσταση των οποίων 

καθορίζει µε σχέση αντίστροφης αναλογίας την ελεύθερη φασµατική περιοχή (free spectral 

range) µεταξύ των συντονισµών.  

 

Μία ιδιαίτερα σηµαντική κατηγορία οπτικών συντονιστών είναι εκείνη των διηλεκτρικών 

κυλινδρικών και σφαιρικών κοιλοτήτων. Η λειτουργία τους στηρίζεται σε ένα παρόµοιο 

φυσικό µηχανισµό συµβολής µε αυτό των Fabry-Perot, ο οποίος έχει το χαρακτηριστικό 

ότι το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο διαδίδεται περιστρεφόµενο στο συντονιστή µέσω συνεχών 

ολικών εσωτερικών ανακλάσεων (total internal reflection) στην επιφάνειά τους, πλησίον και 

εσωτερικά της οποίας συγκεντρώνεται το µεγαλύτερο µέρος της οπτικής ισχύος. Οι 

αντίστοιχοι ρυθµοί ονοµάζονται ρυθµοί Whispering Gallery (WG).  

 

Οι ρυθµοί WG διεγείρονται µέσω σύζευξης από το αποσβενύµενο πεδίο των διηλεκτρικών 

κυµατοδηγών [17],[21],[25] και, ικανοποιώντας την παραπάνω συνθήκη συντονισµού, 

αυτοενισχύονται µέσω συµβολής [34],[18]. Η επιλεκτική επανασύζευξη του πεδίου των 

συντονιστών στους κυµατοδηγούς, (που καθορίζει η συνθήκη συντονισµού) επιδρά στους 

συντελεστές διάδοσης των κυµατοδηγούµενων ρυθµών προκαλώντας επιλεκτική φασµατική 

απόκριση των διατάξεων κυµατοδήγησης. Αυτό αποτελεί  βάση για την υλοποίηση οπτικών 

φίλτρων (συνηθέστερα ζωνοφρακτικών) [22],[26],[27]. 

 

Η πρώτη σύγχρονη εφαρµοσµένη µελέτη των συντονισµών σε διηλεκτρικούς κυλίνδρους και 

σε συχνότητες µερικών GHz έγινε στις αρχές της δεκαετίας του ’80 από τους Vedrenne και 

Arnaud [34], ενώ λίγο αργότερα το ενδιαφέρον στράφηκε και στις διηλεκτρικές σφαίρες σε 

                                         
2  Ενισχυτική αυτοσυµβολή ενός κύµατος είναι η εν φάσει συµβολή µε τον εαυτό του, µετά από κάθε πλήρη 
ταλάντωση. 

3 Η συνθήκη συντονισµού ικανοποιείται όταν η φάση που αντιστοιχεί σε µία πλήρη περιστροφή (σταθερά 
διάδοσης ρυθµού × µήκος ισοδύναµης περιφέρειας ρυθµού) είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του 2π. 
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οπτικές συχνότητες [18]. Ανάλογα φαινόµενα συντονισµού µελετήθηκαν και σε 

διηλεκτρικούς δακτυλίους (ring resonators). Η συστηµατική έρευνα που ακολούθησε στα 

επόµενα χρόνια απέδειξε ότι, εκτός από τη µηχανική απλότητα και την ευκολία 

ολοκλήρωσης σε κυκλωµατικές διατάξεις [23], οι διηλεκτρικές κοιλότητες αξονικής 

συµµετρίας (κύλινδροι, δακτύλιοι και σφαίρες) παρουσιάζουν µεγάλες επιδόσεις [20],[16] 

όπως οι υψηλοί συντελεστές ποιότητας, που πλεονεκτούν σε σύγκριση µε τα φίλτρα Fabry-

Perot ή τους συντονιστές φραγµάτων Bragg και τους καθιστούν κατάλληλους για ένα 

ευρύτατο σύνολο εφαρµογών οπτικών φίλτρων, WDM και laser. 

 

Μία αντιπροσωπευτική οπτική διάταξη συντονισµού περιλαµβάνει τη σύζευξη ενός 

συντονιστή µε ένα κυµατοδηγό ο οποίος φέρει το εισερχόµενο οπτικό σήµα και διεγείρει το 

συντονιστή µέσω του αποσβενύµενου πεδίου του. Το πεδίο που δεσµεύεται από το 

συντονιστή υφίσταται πολλαπλές περιστροφές και αυτοενίσχυση, λόγω της συνθήκης 

συντονισµού, καθώς και απώλεια ισχύος λόγω ακτινοβολίας. Η συµβολή που προκαλείται 

κατά την επανασύζευξη µέρους του πεδίου αυτού στον κυµατοδηγό δηµιουργεί την 

επιλεκτική φασµατική απόκριση στην έξοδο της διάταξης. Στην περίπτωση συντονιστών µε 

µικρή απώλεια ακτινοβολίας (ισχυρά περιορισµένοι ρυθµοί WG), o µηχανισµός αυτός είναι 

η βάση για την υλοποίηση οπτικών φίλτρων αλλαγής φάσης [28]. 

 

 

1.4. Στόχος της εργασίας 

 

Αν ανατρέξει κανείς στην υπάρχουσα βιβλιογραφία θα παρατηρήσει ότι η αυστηρά 

αναλυτική µελέτη της σύζευξης οπτικού συντονιστή µε διηλεκτρικό κυµατοδηγό αφορά 

κυρίως τις περιπτώσεις κυλίνδρου ή δακτυλίου µε διηλεκτρική πλάκα [17],[19] και 

διηλεκτρική σφαίρα µε οπτική ίνα. Παρόλαυτά, δεν έχει εξεταστεί µέχρι τώρα εκτενώς και 

µε πλήρως αναλυτικές µεθόδους η διάταξη σύζευξης διηλεκτρικής σφαίρας και πλάκας. 

Πράγµατι, οι υπάρχουσες εργασίες που πραγµατεύονται το συγκεκριµένο ζήτηµα 

βασίζονται είτε σε απλουστευµένες θεωρητικές µεθόδους  και υπολογιστικές τεχνικές, είτε σε 

αποτελέσµατα προσοµοιώσεων και πειραµατικών µετρήσεων [21],[30],[35]. Το γεγονός αυτό 

δικαιολογείται εν µέρει, καθώς η έντονη «ασυµφωνία» που υπάρχει µεταξύ των δύο 

γεωµετριών (σφαιρική και καρτεσιανή γεωµετρία) καθιστά την αναλυτική επίλυση του 

προβλήµατος σχετικά πολύπλοκη. Η πολυπλοκότητα έγκειται κυρίως στη διατύπωση των 

οριακών συνθηκών του προβλήµατος, δεδοµένου ότι απαιτείται χρήση δύο συστηµάτων 
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συντεταγµένων συνοδευόµενα από τις αντίστοιχες ορθογώνιες συναρτήσεις περιγραφής. 

Ωστόσο υπάρχουν λόγοι που καθιστούν το συγκεκριµένο θέµα άξιο διερεύνησης και 

εισάγουν προκλήσεις τόσο για την παρούσα εργασία, όσο και για µελλοντική έρευνα.  

 

Πρώτον, οπτικές διατάξεις σαν κι αυτή κατασκευάζονται σε ιδιαίτερα µικρή κλίµακα, έτσι 

ώστε να επιτυγχάνεται µονορυθµική λειτουργία, µε µεγάλο εύρος ζώνης και δυνατότητα 

ένταξης σε ολοκληρωµένα κυκλώµατα. Στις εφαρµογές αυτές προσφέρονται οι επίπεδοι 

διηλεκτρικοί κυµατοδηγοί οι οποίοι, αλληλεπιδρώντας µε κοιλότητες συντονισµού, 

εκδηλώνουν έντονα ηλεκτροµαγνητικά φαινόµενα χρήσιµα για την επεξεργασία οπτικού 

σήµατος. 

 

∆εύτερον, δεδοµένης της περιορισµένης βιβλιογραφίας σχετικά µε το συγκεκριµένο 

πρόβληµα σύζευξης, κρίνεται απαραίτητη µία αµιγώς αναλυτική µελέτη που θα καλύπτει το 

πλήρες κυµατικό πρόβληµα σκέδασης από σφαιρικά σώµατα, παρουσία επίπεδων 

κυµατοδηγών. Γι’ αυτό µία σηµαντική πρόκληση που καλείται να αντιµετωπίσει αυτή η 

εργασία είναι η αυστηρή εξέταση του προβλήµατος σκέδασης, σύζευξης και συντονισµού για 

τη συγκεκριµένη διάταξη, µε χρήση των πλέον κατάλληλων µαθηµατικών εργαλείων και 

φυσικά της ηλεκτροµαγνητικής θεωρίας.  

 

Τέλος, η µελέτη αυτής της σχετικά απλής διάταξης συντονισµού µπορεί να προσφέρει 

αποτελέσµατα και ισχυρές βάσεις για µελέτη και ανάπτυξη πιο σύνθετων διατάξεων που θα 

περιλαµβάνουν περιοδικές ή άλλες πολύπλοκες δοµές διηλεκτρικών σφαιρών συζευγµένες µε 

επίπεδους διηλεκτρικούς κυµατοδηγούς. 
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2. ∆ιατύ*ωση του *ροβλήµατος 
 

 

2.1.  Περιγραφή της διάταξης 
 
 

Η διάταξη που θα µελετηθεί αποτελείται από ένα άπειρο διηλεκτρικό κυµατοδηγό σχήµατος πλάκας 

(dielectric slab) µε πραγµατικό δείκτη διάθλασης  �� και ένα σφαιρικό διηλεκτρικό συντονιστή 
(spherical dielectric resonator) µε πραγµατικό δείκτη διάθλασης  ��.  
Ο κυµατοδηγός εκτείνεται σε όλο το οριζόντιο επίπεδο �, �, ενώ έχει πάχος � ως προς τη διάσταση �. Στην ανάλυση που θα ακολουθήσει, η διηλεκτρική πλάκα θεωρείται ότι είναι τοποθετηµένη 
συµµετρικά ως προς το επίπεδο � = 0, έτσι ώστε η άνω επιφάνειά της να ταυτίζεται µε το επίπεδο � = �� και η κάτω επιφάνεια να ταυτίζεται µε το επίπεδο � = − �� . 
Η διηλεκτρική σφαίρα (σφαιρικός συντονιστής) έχει ακτίνα 
 και κέντρο το σηµείο K που ορίζεται 

από το διάνυσµα θέσης �� . Επιπλέον, θεωρείται ότι η σφαίρα βρίσκεται εξ ολοκλήρου πάνω από τον 
κυµατοδηγό, έτσι ώστε να µην έχει κοινά σηµεία µε αυτόν4.  ∆ηλαδή:  �� ∙ �� > � + ��.  
 

Όπως είναι φανερό από στο Σχήµα 1.1, ο χώρος διαιρείται σε τέσσερις περιοχές κάθε µία από τις 

οποίες διακρίνεται από συγκεκριµένες ηλεκτρικές ιδιότητες (�, �). 
 

Περιοχή Ι :     �� = �� ∶ 	�, � ∈ ℝ, � > ��� \��                                     , �� = �! = 1   
Περιοχή II :   �� = �� ∶ 	�, � ∈ ℝ, − �� ≤ � ≤	 ���                                , �� = √��%��% = √��% 
Περιοχή III :  �& = �� ∶ 	�, � ∈ ℝ, � < − ���                                        , �& = (�&%�&% = (�&%  
Περιοχή IV :  �� = )� ∶ *� − ��* ≤ 
+  , εννοείται ότι �� ∩ �� = ∅       , �� = √��%��% = √��% 
 

 

Όπου: � = �./ + �0/ + ���  :   Το διάνυσµα θέσης ενός τυχαίου σηµείου (�, �, �) στο χώρο. 
 

                                         
4 Η σφαίρα επιλέγεται αυθαίρετα να βρίσκεται «πάνω» (Περιοχή Ι) και όχι «κάτω» (Περιοχή ΙΙΙ) από τη διηλεκτρική 
πλάκα, χωρίς αυτό να είναι εις βάρος της γενικότητας της ανάλυσης. Αναγκαία προϋπόθεση αποτελεί το να µην υπάρχει 
σηµείο επαφής συντονιστή και κυµατοδηγού. 
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Σε όλες τις περιοχές του χώρου τα µέσα διάδοσης θεωρούνται ισότροπα, ενώ δεχόµαστε ότι έχουν 

ίδια τιµή µαγνητικής διαπερατότητας ίση µε �! = 44 ∙ 10567/9. Στη συνέχεια, προκειµένου να 

απλοποιήσουµε την ανάλυση, θα θεωρήσουµε ότι οι δείκτες διάθλασης έχουν τα εξής χαρακτηριστικά: 

 

• �� = �& = �! = 1         (κενός χώρος) 
• �� > �!	 
• �� > �!	 

 
 

 
 
 
 
Αφού περιγράψαµε λεπτοµερώς τη γεωµετρική δοµή της διάταξης, είναι απαραίτητο να εξηγήσουµε 

τα ηλεκτροµαγνητικά της χαρακτηριστικά και να διατυπώσουµε τα ζητούµενα της ανάλυσης που θα 

ακολουθήσει.  

 

Το βασικό στοιχείο της διάταξης είναι ο κυµατοδηγός. Μέσα από αυτόν, και κατά τη διεύθυνση  �, 
διαδίδεται ένα ηλεκτροµαγνητικό πεδίο, το οποίο στη συνέχεια θα θεωρήσουµε ότι περιγράφεται από 

τον κύριο ρυθµό διάδοσης εγκάρσιου ηλεκτρικού πεδίου, :;�. Το πεδίο αυτό εντοπίζεται κυρίως στο 
εσωτερικό του κυµατοδηγού και έχει τη µορφή διαδιδόµενου κύµατος. Ωστόσο, ένα µέρος της ισχύος 

του διαφεύγει πέρα από τα όρια του κυµατοδηγού (διεύθυνση �) µε ισχυρή απόσβεση, λόγω των µη 
οµογενών οριακών συνθηκών που ικανοποιούν τα πεδία στις οριακές επιφάνειες (βλ. Παρ. 1.1). 

x 

y 

z 

α 

�� 

Ο 

� 

Περιοχή Ι (�!, �!) 

Περιοχή ΙΙ  (��, �!) 
Περιοχή ΙΙΙ  (�&, �!) 

Περιοχή ΙV  (��, �!) 

Z=0 
d

Σχήµα 2.1 
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Παρόλη την απόσβεση που υφίσταται, το διαφεύγον πεδίο µπορεί να εντοπιστεί στην περιοχή του 

σφαιρικού συντονιστή, εφόσον αυτός βρίσκεται αρκετά κοντά στον κυµατοδηγό. Στην περίπτωση 

αυτή, µέρος του πεδίου εισχωρεί στο σφαιρικό σώµα, µε αποτέλεσµα να διεγείρει σε αυτό 

επιφανειακούς ρυθµούς συντονισµού, µέσω του µηχανισµού που περιγράφηκε στο εισαγωγικό 

κεφάλαιο (βλ. Παρ. 1.3). Οι ρυθµοί αυτοί είναι αρκετά έντονοι ώστε να επανεκπέµπονται προς τον 

κυµατοδηγό και, υπερτιθέµενοι στο κυµατοδηγούµενο πεδίο, να επιδρούν στους συντελεστές διάδοσης 

του κυµατοδηγού. Το αποτέλεσµα είναι µία ιδιόµορφη απόκριση συχνότητας για τη διάταξη, η οποία 

δίνει τη δυνατότητα να γίνει εκµεταλλεύσιµη στα πλαίσια διαφόρων τηλεπικοινωνιακών εφαρµογών. 

 

Μέσω της ανάλυσης που θα ακολουθήσει, καλούµαστε να υπολογίσουµε αναλυτικά τη µορφή του 

σκεδαζόµενου πεδίου µέσω του οποίου µπορούν να εξαχθούν ποιοτικά και ποσοτικά συµπεράσµατα  

για τους ρυθµούς συντονισµού και τους συντελεστές διάδοσης, οι οποίοι αποκαλύπτουν την αρµονική 

απόκριση της διάταξης. 

 
 
 
 

2.2.  Περιγραφή της µεθόδου ε*ίλυσης 
 
 
Όπως αναφέρθηκε και στο εισαγωγικό κεφάλαιο, ένας από τους στόχους αυτής της εργασίας είναι η 

εξέταση του παραπάνω προβλήµατος σκέδασης µέσω της πλέον αναλυτικής µεθόδου. Αυτός ο στόχος 

κρίνεται σηµαντικός, διότι οι αναλυτικές µέθοδοι προσφέρουν ακριβή αποτελέσµατα, ευελιξία στη 

ρύθµιση των παραµέτρων και πληρότητα ως προς την επίλυση, χωρίς παράτολµες προσεγγίσεις ή 

παραδοχές. Με άλλα λόγια, χρησιµοποιώντας πλήρως αναλυτικές µεθόδους εξασφαλίζουµε ασφαλή 

συµπεράσµατα, σε αντίθεση µε άλλες µεθόδους πειραµατικού ή υπολογιστικού χαρακτήρα, οι οποίες 

βασίζονται σε σηµαντικές απλουστεύσεις και συνήθως οδηγούν σε διαισθητικά ή υπό προϋποθέσεις 

ακριβή αποτελέσµατα. Για τους παραπάνω λόγους, η διαδικασία επίλυσης που ακολουθείται στην 

παρούσα εργασία βασίζεται στη θεωρία των ολοκληρωτικών εξισώσεων και των συναρτήσεων Green, η 

οποία, εφαρµοζόµενη στον άξονα της ηλεκτροµαγνητικής θεωρίας, προσφέρει την πληρέστερη και 

µαθηµατικά αυστηρότερη αντιµετώπιση προβληµάτων σκέδασης.  

 

H διαδικασία επικεντρώνεται στην επίλυση µίας θεµελιώδους ολοκληρωτικής εξίσωσης για το 

ηλεκτρικό πεδίο που πηγάζει από το πλήρως διανυσµατικό «∆εύτερο Θεώρηµα του Green». Η 

ολοκληρωτική εξίσωση αποδεικνύεται καταλληλότερη των αντίστοιχων σηµειακών κυµατικών 

εξισώσεων του προβλήµατος, καθώς η απευθείας επίλυση των τελευταίων είναι ιδιαίτερα δύσκολη. 

Αυτό οφείλεται στην πολυπλοκότητα που εισάγει η γεωµετρία στην έκφραση των οριακών συνθηκών. 
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Η ολοκληρωτική εξίσωση που πρόκειται να λυθεί, έχει ως πυρήνα τη ∆υαδική Συνάρτηση Green 

(Dyadic Green’s Function), η οποία αποτελεί ένα από τα ισχυρότερα µαθηµατικά εργαλεία που 

διαθέτει η θεωρία ηλεκτροµαγνητικής σκέδασης. Εποµένως, θεµελιώδες βήµα της διαδικασίας θα 

αποτελέσει ο υπολογισµός της δυαδικής συνάρτησης Green για κάθε περιοχή του χώρου. Στη 

συνέχεια, µέσω της ολοκληρωτικής εξίσωσης και µε κατάλληλη έκφραση των όρων που την αποτελούν, 

θα προσδιοριστεί το πεδίο µέσα στον όγκο του σφαιρικού σκεδαστή. Το πεδίο αυτό σε συνδυασµό µε 

την κατάλληλη συνάρτηση Green θα οδηγήσει τελικά µέσω της ίδιας ολοκληρωτικής εξίσωσης στην 

εύρεση του συνολικού πεδίου στο εσωτερικό του κυµατοδηγού, το οποίο είναι και το βασικό 

ζητούµενο της ανάλυσης. Γνωρίζοντας το συνιστάµενο πεδίο στο εσωτερικό του κυµατοδηγού θα 

είµαστε σε θέση να προσδιορίσουµε κάποια σηµαντικά µεγέθη της διάταξης, όπως τους συντελεστές 

µετάδοσης/ ανάκλασης, που καταδεικνύουν µε σαφήνεια τη συµπεριφορά και το ρόλο του συντονιστή  

και της διάταξης κυµατοδήγησης. 
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3. Σχηµατισµός Εξισώσεων 
 
 

3.1 Σχηµατισµός της ∆ιαφορικής Εξίσωσης 
 
 
Σε κάθε περιοχή του χώρου τα πεδία οφείλουν να ικανοποιούν τις εξισώσεις του Maxwell. Οι 

παρακάτω εξισώσεις γράφονται στο πεδίο της συχνότητας για αρµονικά χρονικά µεταβαλλόµενα πεδία 

(<=>? ). Επιπλέον θα έχουν γενική µορφή, δηλαδή θα εµπλέκουν όρους πηγών, ώστε να έχουν τη 
δυνατότητα να προσαρµόζονται κατά περίπτωση:  

 
 ∇ × BC�D = −EF�!G(�) (3.1) 

 ∇ × GC�D = EF�C�DHC�D + I(�) (3.2) 

 ∇ ∙ �C�DBC�D = JC�D	 (3.3) 

 ∇ ∙ �GC�D = 0 (3.4) 

 

Όπου:  
 

�C�D =
KLM
LN �!�!�																														,				� ∈ ���!�%� = �!���														,				� ∈ ��		�!�%& = �!�!�														,				� ∈ �&�!�%� = �!���														,				� ∈ �� 		

O  

 

(3.5) 

 

 

Η ηλεκτρική επιτρεπτότητα �C�D είναι κλιµακωτής µορφής, δηλαδή έχει σταθερή τιµή σε κάθε µία 
περιοχή του χώρου (Ι, ΙΙ, ΙΙΙ και ΙV), ενώ η µαγνητική διαπερατότητα � είναι σταθερή σε όλο το 
χώρο και είναι ίση µε �! = 44 ∙ 10567/9. Υπενθυµίζεται ότι �! = 8.854 ∙ 105��S/9. 

 

Αρχικά θεωρούµε ότι δεν υπάρχουν ανεξάρτητες πηγές (ρεύµατα και φορτία).  

∆ηλαδή: 

 IC�D = 0     και    JC�D = 0          ,   σε κάθε περιοχή. 
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Τότε οι εξισώσεις (3.1) ως (3.4) , για κάθε περιοχή ξεχωριστά, γράφονται: 

 
 ∇ × BC�D = −EF�!G(�) (3.6) 

 ∇ × GC�D = EF�C�DHC�D (3.7) 

 ∇ ∙ BC�D = 0 (3.8) 

 ∇ ∙ GC�D = 0 (3.9) 

 
 
Συνδυάζοντας τις (3.6) και (3.7) προκύπτει µία διαφορική εξίσωση για το ηλεκτρικό πεδίο σε κάθε 

περιοχή του χώρου: 

 ∇ × ∇ × BC�D − T�C�DBC�D = 0 (3.10) 

 
 

Στη συνέχεια εφαρµόζουµε την ταυτότητα: ∇ × ∇ × BC�D = ∇U∇ ∙ BC�DV − ∇�BC�D και 

λαµβάνουµε υπόψη ότι: ∇ U∇ ∙ BC�DV = 0  , λόγω της (3.8).  
Εποµένως η (3.10) παίρνει τη µορφή: 

 ∇ U∇ ∙ BC�DV − ∇�BC�D = T�C�DBC�D 

 →				 ∇�BC�D + T�C�DBC�D = 0 (3.11) 

 

 

όπου:				TC�D = F(�(�)� = F(�!�!Y�%C�D = T!�(�) 
 
Η εξίσωση (3.11) είναι γνωστή ως οµογενής εξίσωση Helmholtz. 

 

Τα πεδία οφείλουν να ικανοποιούν τις οριακές συνθήκες του προβλήµατος, οι οποίες είναι: 

 OZ/[ × B(�)*	�	∈	\] =		 OZ/[ × B(�)*	�	∈	\^ (3.12) 

 OG(�)*	�	∈	\] =		 OG(�)*	�	∈	\^  (3.13) 

 

όπου µε το συµβολισµό: � 	∈ 	_5 και � 	∈ 	_` υποδηλώνονται κατ’ αντιστοιχία τα σηµεία του χώρου 
που βρίσκονται «ακριβώς πριν» και «ακριβώς µετά» από µία διαχωριστική επιφάνεια S. Το σύµβολο Z/[ αντιπροσωπεύει το µοναδιαίο κάθετο στην επιφάνεια διάνυσµα µε φορά από το  	_5 στο _`. 
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Επιπλέον το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο, πρέπει να ικανοποιεί τη συνθήκη ακτινοβολίας και 

απορρόφησης του Sommerfeld στο άπειρο. Η συνθήκη για το ηλεκτρικό πεδίο διατυπώνεται ως εξής5: 

 
 *�� × ∇ × BC�D − ETC�DBC�D* = a(b5�)						b → ∞ (3.14) 

 *BC�D* = d(b5�)						b → ∞ (3.15) 

 
 
Πρέπει να σηµειωθεί εδώ ότι η ανάλυση από δω και πέρα θα επικεντρωθεί κυρίως στο ηλεκτρικό 

πεδίο. Αυτό δεν περιορίζει την πληρότητα του προβλήµατος, καθώς για οποιοδήποτε ηλεκτρικό πεδίο 

µπορεί άµεσα να προκύψει το αντίστοιχο µαγνητικό, µέσω της εξίσωσης (3.1). 

 

Ας θεωρήσουµε στη συνέχεια ότι σε κάποια περιοχή του χώρου υπάρχει µία ρευµατική κατανοµή I(�) η οποία προκαλεί ένα ηλεκτρικό πεδίο BC�D και ένα µαγνητικό πεδίο G(�) στο χώρο.  
Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (3.1) και (3.2) προκύπτει µία µη οµογενής κυµατική εξίσωση για το πεδίο BC�D:  
 ∇ × ∇ × BC�D − T�C�DBC�D = −EF�!I(�) (3.16) 

 
  

όπου:				TC�D = F(�(�)� = F(�!�!Y�%C�D = T!�(�) 
 
 

Εφαρµόζοντας και πάλι τη διανυσµατική ταυτότητα:    ∇ × ∇ × BC�D = ∇U∇ ∙ BC�DV − ∇�BC�D                                                          

προκύπτει: ∇ U∇ ∙ BC�DV − ∇�BC�D = T�C�DBC�D − EF�!I(�) 
 →			 ∇�BC�D + T�C�DBC�D = ∇U∇ ∙ BC�DV + EF�!I(�) (3.17) 

 

 

Αν αντικαταστήσουµε στην παραπάνω εξίσωση την (3.3), θεωρώντας ε = fg�h για κάθε περιοχή 
ξεχωριστά, τότε έχουµε: 

 

                                         
5 Οι συµβολισµοί: i(�) = a(j(�))		, � → �! και i(�) = d(j(�))		, � → �!  έχουν την ακόλουθη σηµασία: 
 i(�)j(�) → 0			, � → �!							k�l												 i(�)j(�) < fg�h.			, � → �! 
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∇�BC�D + T�C�DBC�D = ∇UJ�V + EF�!I(�) (3.18) 

 
 
Επιπλέον  έχουµε τη δυνατότητα να εκφράσουµε το δεξί µέλος της παραπάνω εξίσωσης συναρτήσει 

µόνο του ρεύµατος I , αν χρησιµοποιήσουµε την εξίσωση συνέχειας, η οποία συνδέει τη ρευµατική 
διέγερση  I µε την αντίστοιχη χωρική πυκνότητα φορτίου J ως εξής:  
 ∇ ∙ I + EFJ = 0 (3.19) 

 

Στη συνέχεια, εκφράζουµε τον όρο ∇ UmnV µέσω της (3.19), οπότε έχουµε: 
 

∇ UJ�V = − 1EF� ∇ o∇ ∙ IC�Dp 

(3.20) 

 

Τελικά, αντικαθιστώντας την (3.20) στην (3.18) προκύπτει η µη οµογενής εξίσωση Helmholtz για το 

ηλεκτρικό πεδίο, η οποία για µία τυχαία περιοχή (µε σταθερό T) γράφεται [3]: 
 

(∇� + T�)BC�D = EF�! o1 + ∇∇ ∙T� p I(�) (3.21) 

 

Η παραπάνω διανυσµατική κυµατική εξίσωση ισοδυναµεί µε τρείς βαθµωτές διαφορικές εξισώσεις, 

κάθε µία από τις οποίες συσχετίζει τις συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου µε τη ρευµατική διέγερση. 

Ποιο συγκεκριµένα, κάθε συνιστώσα του ρεύµατος  I = qr./ + qs0/ + qt��  εµφανίζεται και στις τρεις 
συνιστώσες του πεδίου  H = ur./ + us0/ + ut�� , µε αποτέλεσµα να προκύπτει ένα έχουµε ένα πεδίο 
της µορφής: 

 H = ur(qr , qs , qt)./ + us(qr , qs, qt)0/ + ut(qr , qs, qt)�� 
 
 
∆ιατυπώνοντας εναλλακτικά τον παραπάνω ισχυρισµό, µπορούµε να πούµε ότι κάθε µία ρευµατική 

συνιστώσα, έστω η qr , δηµιουργεί ένα τρισδιάστατο ηλεκτρικό πεδίο, της µορφής:  
 H(r) = Curr , urs , urtD 
 

όπου ο εκθέτης (�) συµβολίζει την αντιστοιχία στη ρευµατική συνιστώσα qr . 
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Παρόµοια, η  qs  και η  qt θα έδιναν:  H(s) = Cusr , uss , ustD και H(t) = Cutr , uts, uttD  
 

Προκειµένου να αποφύγουµε την πλοκή των συνιστωσών, συµφέρει να υιοθετήσουµε ένα εναλλακτικό 

συµβολισµό. Ο συµβολισµός που εξυπηρετεί αυτή την ανάγκη είναι αυτός των τανυστών 2ης τάξης, ή 

δυάδων. Οι ιδιότητες των δυάδων παρουσιάζονται µε λεπτοµέρεια στην παραποµπή [8]. 

Ακολουθώντας το νέο συµβολισµό, η ρευµατική διέγερση και το ηλεκτρικό πεδίο θα έχουν την 

ακόλουθη µορφή: 

 I̿ = qr././ + qs0/0/ + qt���� 
και  

Bw = urr././ +urs./0/ +urt./��+usr0/./ +uss0/0/ +ust0/��+utr��./ +uts��0/ +utt����  
 
 
Η κυµατική εξίσωση τώρα θα είναι: 

 ∇ × ∇ × BwC�D − T2C�DBwC�D = −EF�!I̿(�) (3.21) 

 

ενώ η εξίσωση Helmholtz που προκύπτει από αυτή θα είναι: 

 (∇� + T�)BwC�D = EF�! oyz + ∇∇T�p I̿(�) (3.22) 

 
 
Όπου: yz = ././ + 0/0/ + ����   (µοναδιαία δυάδα). 
και	

∇∇=
{||
|||
} ∂�∂x� ././ + ∂�∂x∂y./0/ + ∂�∂x∂z ./��+ ∂�∂y∂x0/./ + ∂�∂y� 0/0/ + ∂�∂y∂z 0/��+ ∂�∂z ∂x ��./ + ∂�∂z ∂y ��0/ + ∂�∂z� ���� ���

���
�
 

 
 
Το παραπάνω σύστηµα εξισώσεων και συνθηκών θα ήταν ικανό να οδηγήσει στη (µοναδική) λύση, 

εφόσον µπορούσαµε να εφαρµόσουµε τη µέθοδο χωριζόµενων µεταβλητών στην κυµατική εξίσωση 

που προκύπτει και να εφαρµόσουµε τις οριακές συνθήκες. Παρόλαυτά, η πολυπλοκότητα των οριακών 

συνθηκών δεν επιτρέπει την απευθείας επίλυση. Για το λόγο αυτό, θα καταφύγουµε σε ένα εναλλακτικό 
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τρόπο επίλυσης, σύµφωνα µε τον οποίο θα σχηµατίσουµε και θα επιλύσουµε µία ολοκληρωτική 

εξίσωση για το ηλεκτρικό πεδίο. 

 
 
 

3.2 Σχηµατισµός της ολοκληρωτικής εξίσωσης 
 
 
Η ολοκληρωτική εξίσωση του προβλήµατος θα προκύψει από την εφαρµογή του 2ου θεωρήµατος 

Green για το ζεύγος συναρτήσεων: �wC�, ��D και �C�D σε όλο το χώρο � = �� ∪ �� ∪ �& ∪ �� που 
περιβάλλεται από κλειστή επιφάνεια _. Συµβολίζουµε ως: 
 �wC�, ��D : τη δυαδική συνάρτηση Green.	
�C�D : µία φραγµένη και συνεχή διανυσµατική συνάρτηση µε φραγµένες και συνεχείς παραγώγους. 
Επίσης ορίζουµε το µοναδιαίο κάθετο στην επιφάνεια _ διάνυσµα, Z/[ , µε φορά από το εσωτερικό 
προς το εξωτερικό του όγκου �. 
 

∆εύτερο Θεώρηµα Green [1] : 

 ��U∇× ∇ × �C�DV ∙ �wC�, ��D − �C�D ∙ U∇ × ∇ × �wC�, ��DV� ��	
�  

= ��CZ/[ × �(�)D ∙ U∇ × �wC�, ��DV − U∇ × �C�DV ∙ UZ/[ × �wC�, ��DV� ��	
\  

 
 
 

(3.23)  

 
Προκειµένου να χρησιµοποιήσουµε κατάλληλα το θεώρηµα και να οδηγηθούµε σε χρήσιµα 

αποτελέσµατα, πρέπει να ορίσουµε κατάλληλα τα µεγέθη �wC�, ��D και �C�D, καθορίζοντας µε 
ακρίβεια τα χαρακτηριστικά του χώρου � στον οποίο εφαρµόζεται το θεώρηµα. 
 

Η �wC�, ��D είναι η δυαδική συνάρτηση Green η οποία αποτελεί λύση της µη οµογενούς κυµατικής 

εξίσωσης [3], [11]: 

∇ × ∇ × �wC�, ��D − T�2C�D�wC�, ��D = 1z�C� − ��D (3.24) 

 

Όπου:                                            T� = �T� = T!			,				� ∈ �� ∪ ��T�									,																		� ∈ ��T& = T!									,						� ∈ �&	 O 
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Η συνάρτηση αυτή επιπλέον ικανοποιεί την εξίσωση του Gauss: 

 ∇ ∙ �wC�, ��D = 0						,					� ≠ �� (3.25) 

 
 
καθώς και τις συνθήκες οριακών επιφανειών (βλ. Σχήµα 3.1) και ακτινοβολίας: 
 
 Z/[ × �wC�, ��D   : συνεχής για   � = ��   και � = − �� (3.26) 

 ∇ × �wC�, ��D   : συνεχής για   � = ��   και � = − �� (3.27) 

  

 *�� × ∇ × �wC�, ��D + ET�C�D�wC�, ��D* = a(b5�)						b → ∞ (3.28) 

  	*�wC�D* = d(b5�)						b → ∞ (3.29) 

 

 
Η συνάρτηση Green αποτελεί ένα εξαιρετικά σηµαντικό εργαλείο της ανάλυσής µας, και γι’ αυτό θα 

χρειαστεί να δικαιολογήσουµε τον ορισµό της και τις εξισώσεις που ικανοποιεί. Αυτό όµως θα γίνει 

στο επόµενο κεφάλαιο, που αφιερώνεται εξ ολοκλήρου στον προσδιορισµό της συνάρτησης Green και 

τις ιδιότητές της. Στα πλαίσια αυτού του κεφαλαίου µας αρκεί να λάβουµε τα παραπάνω στοιχεία ως 

δεδοµένα και να συνεχίσουµε µε τη διαδικασία σχηµατισµού της ολοκληρωτικής εξίσωσης που επιλύει 

το πρόβληµα. 

 
 

Η διανυσµατική συνάρτηση �C�D θα οριστεί ως η διαφορά: 
 
 �C�D = BC�D − B!C�D 
Όπου  
 B!C�D : Η λύση της οµογενούς κυµατικής εξίσωσης, που ορίζεται σε όλο το χώρο, µε την παραδοχή 

ότι ο όγκος �� αποτελείται από υλικό µε δείκτη διάθλασης �� = �! (ίδιο µε της Περιοχής Ι). 

Εποµένως το πεδίο αυτό ικανοποιεί την εξίσωση: 

 ∇ × ∇ × B!C�D − T�2C�DB!C�D = 0 (3.30) 

 
 

Όπου:                                            T� = �T� = T!				,			� ∈ �� ∪ ��T�									,																	� ∈ ��T& = T!									,					� ∈ �&	 O 
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Και ικανοποιεί τις συνθήκες: 
 Z/[ × B!C�D   συνεχής για   � = ��   και � = − �� (3.31) 

 ∇ × B!C�D    συνεχής για   � = ��   και � = − �� (3.32) 

 *�� × ∇ × B!C�D + ET�C�DB!C�D* = a(b5�)						b → ∞ (3.33) 

 *BC�D* = d(b5�)						b → ∞ (3.34) 

 
 BC�D : Το συνιστάµενο ηλεκτρικό πεδίο που ορίζεται σε όλο το χώρο (µε τα χαρακτηριστικά που 
καθορίσαµε στην παράγραφο 3.1) και ικανοποιεί την οµογενή κυµατική εξίσωση (3.10): 

 ∇ × ∇ × BC�D − T�C�DBC�D = 0 

 

T = KM
NT� = T!					,					� ∈ ��T�					,														� ∈ 	��T& = T!					,				� ∈ �&T�					,														� ∈ 	��	

O 
 
 
καθώς και τις συνθήκες (3.12), (3.13), (3.14) και (3.15) τις οποίες ξαναγράφουµε: 
 
 Z/[ × BC�D  : συνεχής για   � = ��   και � = − ��  και για � ∈ ��� 	∇ × BC�D  :  συνεχής για   � = ��   και � = − ��  και για � ∈ ��� 

 *�� × ∇ × BC�D + ETC�DBC�D* = a(b5�)						b → ∞ 

 *BC�D* = dCb−1D						b → ∞ 
 
 
Υπενθυµίζεται εδώ ότι η εξίσωση που ικανοποιεί το συνιστάµενο πεδίο είναι οµογενής, επειδή δεν 

υπάρχει ανεξάρτητη ρευµατική διέγερση που να το δηµιουργεί, δηλαδή:  IC�D = 0.  
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Παρατηρούµε ότι το διανυσµατικό πεδίο  �C�D = BC�D − B!C�D αντιπροσωπεύει ουσιαστικά το 
πεδίο που προκαλείται αποκλειστικά από την παρουσία της ανοµοιογένειας στον όγκο ��. Πράγµατι, 

αν ο όγκος �� δεν αποτελούσε χωρική διαταραχή του ηµιάπειρου χώρου �� ∪ �� τότε το µόνο πεδίο 
που θα υπήρχε είναι το B!C�D, δηλαδή θα ίσχυε ότι: BC�D ≡ B!C�D. 
 

Το δεύτερο θεώρηµα Green µπορεί τώρα να γραφτεί ως εξής: 

 ��o∇× ∇ × UBC�D − B!C�DVp ∙ �wC�, ��D − UBC�D − B!C�DV ∙ U∇ × ∇ × �wC�, ��DV� ��	
� = 

= ��oZ/[ × UBC�D − B!C�DVp ∙ U∇ × �wC�, ��DV − o∇ × UBC�D − B!C�DVp ∙ UZ/[ × �wC�, ��DV���	
\  

 

(3.35) 

 

 
Αντικαθιστώντας µε τις κυµατικές εξισώσεις (3.10), (3.24) και (3.29) που ικανοποιούν τα πεδία,  
έχουµε: 
 ��UT�C�DBC�D − T��C�DB!C�DV ∙ �wC�, ��D − UBC�D− B!C�DV ∙ UT��C�D�wC�, ��D + �w�C� − ��DV���	
�  

= ��oZ/[ × UBC�D − B!C�DVp ∙ U∇ × �wC�, ��DV − o∇ × UBC�D − B!C�DVp ∙ UZ/[ × �wC�, ��DV���	
\  
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→													−BC��D + B!C��D +�UT2C�D − T�2C�DVBC�D ∙ �wC�, ��D��	
� = �\� 

 

(3.36) 

 

Όπου θέσαµε: 
 �\� = ��oZ/[ × UBC�D − B!C�DVp ∙ U∇ × �wC�, ��DV − o∇ × UBC�D − B!C�DVp ∙ UZ/[ × �wC�, ��DV���	

\�  

 

 

Το παραπάνω επιφανειακό ολοκλήρωµα (�\�) µπορεί να χωριστεί στα επιµέρους ολοκληρώµατα: �\�� , �\�� , �\�� , �\�� , �\&� , �\&� , �\�� , �\�� , �\5�, �\`� και �_1,2
+∞ , �_1,2
−∞ που αντιστοιχούν στις 
επιφάνειες: _�� , _�� , _�� , _�� , _&� , _&� , _�� , _�� , _5�, _`� και _�,��`� , _�,��5�  όπως αυτές 
απεικονίζονται στο Σχήµα 3.2. 

 

Ωστόσο, µέσω κατάλληλων συλλογισµών και εκµεταλλευόµενοι τις συνθήκες που ικανοποιούν τα 

διανυσµατικά µεγέθη, µπορούµε να αποδείξουµε ότι το ολοκλήρωµα �\� µηδενίζεται, µε αποτέλεσµα 

να µη συµµετέχει στην ολοκληρωτική εξίσωση του προβλήµατος. Η συλλογιστική πορεία είναι η 

ακόλουθη: 

 

Πρώτον, λόγω των οριακών συνθηκών στις επιφάνειες, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι τα ζεύγη 

ολοκληρωµάτων: (�\��  , �\��), (�\�� , �\��), (�\&� , �\&�), (�\�� , �\��) αλληλοαναιρούνται. Αυτό 
προκύπτει από το γεγονός ότι σε κάθε επιφάνεια υπάρχει συνέχεια των ολοκληρωτέων ποσοτήτων και, 

επιπλέον, τα δύο ολοκληρώµατα που εφαρµόζονται έχουν αντίθετες φορές διαγραφής. 

 

∆εύτερον, τα ολοκληρώµατα �_1,2
+∞ ,  �_1,2
−∞ µηδενίζονται για  � → ∞ για λόγους ορθογωνιότητας 

µεταξύ πεδιακών συνιστωσών και διαχωριστικής επιφάνειας. 

 

Τέλος, λόγω των συνθηκών ακτινοβολίας στο άπειρο, ισχύει: 

 lim�→� BC�D	, B!C�D	, �wC�, ��D¡ = 0 

 

Συνεπώς, όταν η επιφάνεια _ εκτείνεται ως το άπειρο, τα επιφανειακά ολοκληρώµατα �\`� και �\5� 
εφαρµόζονται σε συναρτήσεις που οριακά µηδενίζονται. Οπότε, συνεπάγεται ότι:     �\5�, �\5� → 0. 
 

Σύµφωνα µε όλα τα παραπάνω καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι:   �\� → 0. 
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Εποµένως: BC��D = B!C��D +�UT�C�D − T��C�DVBC�D ∙ �wC�, ��D��	

�  

 

(3.37) 

 

Εναλλάσσοντας τα σύµβολα � και �� και εφαρµόζοντας την ιδιότητα συµµετρίας6 για τη συνάρτηση 
Green  προκύπτει: 

 BC�D = B!C�D +�UT�C��D − T��C��DV�wC�, ��D ∙ BC��D	���	
�  

 

(3.38) 

 

Ωστόσο παρατηρούµε ότι για κάθε περιοχή του χώρου ισχύει η παρακάτω κατανοµή: 
 
 T�C�D − T��C�D = ¢0								,						� ∈ �� ∪ �� ∪ �&T�� − T!�																		,			� ∈ �� O  

(3.39) 

 

 

                                         
6 Για τη δυαδική συνάρτηση Green ισχύει η ιδιότητα:  BC�D ∙ �wC��, �D = �wC�,��D ∙ BC��D . 
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Συνεπώς, τα χωρικά ολοκληρώµατα στους χώρους ��, ��, �& µηδενίζονται και η ολοκληρωτική 
εξίσωση παίρνει την ακόλουθη µορφή: 

 BC�D = B!C�D + (T�� − T!�)��wC�, ��D ∙ BC��D	���	
�£  

 

(3.40) 

 
Η παραπάνω εξίσωση αποτελεί τη θεµελιώδη ολοκληρωτική εξίσωση του προβλήµατός µας, καθώς 

πάνω σε αυτή θα βασιστεί όλη η περεταίρω ανάλυση για την εύρεση του ηλεκτρικού πεδίου στο χώρο. 

Από µαθηµατικής πλευράς η εξίσωση αυτή χαρακτηρίζεται ως Ολοκληρωτική Εξίσωση Fredholm 

∆ευτέρου Τύπου µε πυρήνα τη συνάρτηση �wC�, ��D και παρουσιάζει κάποια χαρακτηριστικά τα οποία 
αξίζει να σηµειωθούν: 

 

• Το συνιστάµενο ηλεκτρικό πεδίο βρίσκεται τόσο στο αριστερό µέλος της εξίσωσης όσο και εντός 

του ολοκληρώµατος του δεξιού µέλους. Ωστόσο, το ολοκλήρωµα περιορίζεται στον σφαιρικό όγκο 

της περιοχής IV, εποµένως είναι φανερό ότι η λύση της εξίσωσης για κάθε σηµείο του χώρου 

εξαρτάται πλήρως από τη γνώση του ηλεκτρικού πεδίου στο σφαιρικό όγκο. Έτσι η λύση πρέπει να 

ξεκινήσει από την εύρεση του ηλεκτρικού πεδίου µέσα στον όγκο ολοκλήρωσης και στη συνέχεια, 

να βρεθεί το ηλεκτρικό πεδίο σε όλο το χώρο. 

 

• Η εύρεση του συνολικού πεδίου, τόσο στο χώρο ολοκλήρωσης όσο και στον υπόλοιπο χώρο, 

προϋποθέτει τη γνώση της συνάρτησης Green σε κάθε περιοχή του χώρου. Η συνάρτηση αυτή 

αποτελεί µία πρωτογενή σχέση διέγερσης και πεδίου η οποία είναι προσαρµοσµένη στην  εκάστοτε 

διάταξη. Όταν αυτή εφαρµόζεται στο πεδίο διέγερσης µέσω συνέλιξης τότε παράγεται το 

σκεδαζόµενο πεδίο από τον όγκο ανοµοιογένειας. Η συνάρτηση Green προσδιορίζεται αναλυτικά 

στο επόµενο κεφάλαιο. 

 

• Το συνιστάµενο ηλεκτρικό πεδίο σε κάθε σηµείο του χώρου αποτελεί υπέρθεση δύο συνιστωσών: 

του ηλεκτρικού πεδίου B! που κυµατοδηγείται από τη διάταξη (απουσία του σφαιρικού σκεδαστή) 
και του πεδίου σκέδασης T!�(��� − �!�)∭ �wC�, ��D ∙ BC��D	���	�£  που οφείλεται αποκλειστικά 

στην παρουσία του σκεδαστή. Από τη µορφή της δεύτερης συνιστώσας είναι φανερό ότι το 

σκεδαζόµενο πεδίο παράγεται ουσιαστικά από τα ρεύµατα πόλωσης που εµφανίζονται στον όγκο ��, η ύπαρξη των οποίων οφείλεται στη µεταβολή του δείκτη διάθλασης ��� − �!� στις περιοχές Ι 
και ΙV. 
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Παράρτηµα 
 

Π.3.1. Προσδιορισµός του κυµατοδηγούµενου ηλεκτρικού *εδίου 

Το ανεξάρτητο ηλεκτροµαγνητικό πεδίο διέγερσης UH¥	, G¥V της διάταξης είναι αυτό που διαδίδεται 
µέσα στο διηλεκτρικό κυµατοδηγό. Θεωρούµε ότι το πεδίο έχει αρµονική εξάρτηση ως προς το 

χρόνο και κυµατοδηγείται κατά την κατεύθυνση �. Επιπλέον, λόγω της γεωµετρίας της διάταξης, το 
κύµα θα έχει  ανεξαρτησία ως προς τη διεύθυνση � U�¦§��ή	 ©©s = 0V. Σύµφωνα µε την παραπάνω 
θεώρηση, το ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο έχουν τη µορφή: 

 H¥ =  ur(�)./ + us(�)0/ + ut(�)��¡<=(>?5ªr) 
 G¥ =  7r(�)./ + 7s(�)0/ + 7t(�)��¡<=(>?5ªr) 
 

Όπου:   ω η κυκλική συχνότητα του πεδίου, β η σταθερά διάδοσης στη διεύθυνση διάδοσης (./) και t ο 
χρόνος. Τα πεδία αυτά ικανοποιούν την εξίσωση Faraday-Maxwell (3.6): 

 �us(�)�� = EF�!7r(�) 
 E¬ut(�) + �ur(�)�� = EF�!7s(�) 
 E¬us(�) = EF�!7t(�) 
 
και την εξίσωση Ampere-Maxwell (3.7): 
 −�7s(�)�� = EF�(�);r(�) 
 E¬7t(�) + �7r(�)�� = EF�(�);s(�) 
 −E¬7s(�) = EF�(�);t(�) 
 
 

Όπου       �(�) = � �!											,			|�| > ��	�!�%�									, |�| < ��				O 
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Στην εργασία αυτή θα χρησιµοποιήσουµε µόνο τους ΤΕ ρυθµούς, για τους οποίους ισχύουν τα 

παρακάτω: 

 
 

• TE Ρυθµοί 
 
 
Οι ΤΕ ρυθµοί ικανοποιούν την οµογενή εξίσωση Helmholtz: 

 ��us(�)��� + (F��(�)�! − ¬�);s(�) = 0 
 →	��us(�)��� + (T!���(�) − ¬�);s(�) = 0 
 
Οι λύσεις της εξίσωσης για όλο το χώρο έχουν την παρακάτω µορφή: 

 

us(�) =
KLM
LN®<5¯t 																																				� > �2°±a�(
�) + ²�³�(
�)			|�| < �2´<¯t 																																	� < −�2

O 
 
Όπου: 
 = YT!���� − ¬� 

µ = Y¬� − T!��!� 
 
Και  A, B, C και D: άγνωστες σταθερές. 

 

Εφαρµόζοντας τις Οριακές Συνθήκες χρησιµοποιώντας τις λύσεις του ηλεκτρικού πεδίου προκύπτουν 

οι εξισώσεις: 

°±a� o
�2 p + ²�³� o
�2 p = ®<5¯�� 
 −°
 ∙ sin o
�2 p + ²
 ∙ ±a� o
�2 p = −µ®<5¯�� 
 
 °±a� o−
�2 p + ²�³� o−
�2 p = ´<5¯�� → °±a� o
�2 p − ²�³� o
�2 p = ´<5¯�� 
 −°
 ∙ sin o−
�2 p + ²
 ∙ ±a� o−
�2 p = µ´<5¯�� → °
 ∙ sin o
�2 p + ²
 ∙ ±a� o
�2 p = µ´<5¯�� 
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Οι παραπάνω εξισώσεις δίνουν: 
 

¸ 2°±a� o
�2 p = (® + ´)<5¯��
2
°sin o
�2 p = µ(® + ´)<5¯�� O 

 

¸ 2²�³� o
�2 p = (® − ´)<5¯��
2
²±a� o
�2 p = −µ(® − ´)<5¯�� O 

 
 
Έτσι προκύπτουν δύο Συνθήκες Κυµατοδήγησης:  

 
 ∙ ¹
� o
�2 p = µ 

 ∙ ±a¹ o
�2 p = −µ 

 
 → (T!���� − ¬� ∙ ¹
� U��(T!���� − ¬�V = (¬� − T!��!�       ,   T!���� > ¬� >	T!��!� 

 → (T!���� − ¬� ∙ ±a¹ U��(T!���� − ¬�V = −(¬� − T!��!�   ,    T!���� > ¬� >	T!��!� 
 
 
Επίσης από τα παραπάνω είναι δυνατό να προσδιορίσουµε και τις άγνωστες σταθερές B, C και D 

συναρτήσει της A. 

Εποµένως, το εγκάρσιο ηλεκτρικό πεδίο σε κάθε περιοχή θα είναι: 

 

H¥ = 0/	°<5=ªr

KLL
LLM
LLL
LN <5¯Ut5��V ¸±a� o
�2 p

�³� o
�2 pO 									,								� > �2
º±a�(
�)�³�(
�)O																													,						 |�| < �2
<¯Ut`��V ¸ ±a� o
�2 p

−�³� o
�2 pO 													,			� < −�2
O 

 
 
Το πλάτος Α εξαρτάται από την ισχύ P ανά µονάδα µήκους του προσπίπτοντος ρυθµού. Για να 

προκύψει η εν λόγω σχέση, πρέπει να βρεθεί η χρονική µέση τιµή της πυκνότητας ισχύος που 

εκφράζεται από το διάνυσµα Poynting. 
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 » = 12¼<)B × G∗+ = 12¼<);s0/ × (7r∗./ + 7t∗��)+ 
 
Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις: 

 ;s = °<5=ªr¾(�) 
 7r(�) = 1EF�! �us(�)��  

 7t(�) = ¬F�! us(�) 
 
 

Όπου:                  ¾(�) =
KLL
LM
LLL
N <5¯Ut5¿ÀV �±a� U��� V�³� U��� VO 									,								� > ��
º±a�(
�)�³�(
�)O																													,						 |�| < ��
<¯Ut`¿ÀV � ±a� U��� V−�³� U��� VO 													,			� < − ��

O 

 
 

προκύπτει ότι η διανυσµατική πυκνότητα ηλεκτροµαγνητικής ισχύος είναι: 

 » = 12 ¼< ¢°<5=ªr¾(�)0/ × Á<=ªrEF�! �¾(�)�� ./ + ¬<=ªrF�! ¾(�)��ÂÃ = ./ ¬Ä�2F�! ¾�(�) 
 
 
Ενώ η ηλεκτροµαγνητική ισχύς ισούται µε: 
 

Å = Æ » ∙ ./	��`�
5� = ¬Ä�2F�! Æ ¾�(�)	��`�

5� = Ä�¬ U1 + µ �2V2F�!µ  

 
 
∆ηλαδή η σταθερά A εκφράζεται συναρτήσει της ισχύος P: 
 

Ä = Ç 2F�!µÅ¬ U1 + µ �2V 
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4. Υ*ολογισµός της συνάρτησης Green 
 
4.1. Γενικές ιδιότητες της συνάρτησης Green 
 
 
Η συνάρτηση Green αντιστοιχεί στην απόκριση ενός γραµµικού συστήµατος σε µία σηµειακή, 

µοναδιαία διέγερση [3],[8],[11]. Η συνάρτηση αυτή περιγράφει µοναδικά το εκάστοτε σύστηµα και 

συµβάλει στον υπολογισµό της απόκρισής του σε οποιαδήποτε διέγερση, µέσω ενός ολοκληρώµατος 

συνέλιξης7 [11], [12]. Στην περίπτωση του ηλεκτροµαγνητισµού, η συνάρτηση Green αντιστοιχεί στο 

ηλεκτροµαγνητικό πεδίο που δηµιουργεί στο χώρο µία σηµειακή πηγή. Εφόσον η ανάλυσή µας 

εστιάζει στα ηλεκτρικά πεδία, στο εξής θα µας απασχολήσει η συνάρτηση Green που σχετίζεται µε το 

ηλεκτρικό πεδίο.  

 

Αρχικά θεωρούµε ότι ο χώρος �� έχει χαρακτηριστικά (�!, �!) και ότι σε αυτόν υπάρχει µία 
ρευµατική διέγερση  I̿(�), η οποία δηµιουργεί ένα ηλεκτρικό πεδίο BIzzzC�D σε όλο το χώρο. Το πεδίο 
αυτό πρέπει, σύµφωνα µε την παράγραφο 3.1, να ικανοποιεί την εξίσωση: 

 
 ∇ × ∇ × BIzzzC�D − T�2C�DBIzzzC�D = −EF�!I̿(�) (4.1) 

 
 

Όπου:                                 T�C�D = �T� = T!			,						� ∈ �� ∪ ��T�																					,							� ∈ ��T& = T!									,								� ∈ �& 	O 
 
 

Έστω ότι η πηγή  I̿(�) είναι σηµειακή και η θέση της ορίζεται από το διάνυσµα θέσης  ��. Τότε αυτή 
περιγράφεται µέσω της γενικευµένης συνάρτησης: 

 

I̿C�, ��D = − 1EF�! yz�C� − ��D (4.2) 

 
 

Όπου:                                �C� − ��D = �(� − ��)�(� − ��)�(� − ��) 
 
 

                                         
7 Σύµφωνα µε την παραποµπή [11], η λύση για το ηλεκτρικό πεδίο ως απόκριση µίας τυχαίας ρευµατικής διέγερσης 
προκύπτει από τον υπολογισµό του συνελικτικού ολοκληρώµατος:  BIzzzC�D = ³F� Æ����wC�, ��D ∙ I̿(��) 
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Σε αυτή την περίπτωση το πεδίο ονοµάζεται «∆υαδική Συνάρτηση Green», συµβολίζεται µε  �wC�, ��D 
και αποτελεί λύση της εξίσωσης (3.24) [3],[11] και την οποία ξαναγράφουµε εδώ για λόγους 

αυτονοµίας του κεφαλαίου: 

 ∇ × ∇ × �wC�, ��D − T�2C�D�wC�, ��D = yz�C� − ��D (4.3) 

 

Επιπλέον, σε κάθε σηµείο εκτός του σηµείου διέγερσης, ικανοποιεί την εξίσωση του Gauss: 

∇ ∙ �wC�, ��D = 0						,					� ≠ �� (4.4) 

     

καθώς και τις συνθήκες οριακών επιφανειών και ακτινοβολίας που διατυπώθηκαν στο προηγούµενο 

κεφάλαιο: 

 Z/[ × �wC�, ��D   : συνεχής για   � = ��   και � = − �� (4.5) 

 ∇ × �wC�, ��D   : συνεχής για   � = ��   και � = − �� (4.6) 

 
 *�� × ∇ × �wC�, ��D + ET�C�D�wC�, ��D* = a(b5�)						b → ∞ (4.7) 

 	*�wC�D* = d(b5�)						b → ∞ (4.8) 

 
 

Η συνάρτηση Green ορίζεται για κάθε σηµείο του χώρου � και αποτελεί συνδυασµό ενός 
πρωτογενούς πεδίου �w¥C�, ��D και ενός αριθµού δευτερογενών πεδίων. Ως πρωτογενές ορίζεται το 

πεδίο που θα δηµιουργούσε η σηµειακή πηγή στο χώρο, αν αυτός ήταν ελεύθερος, ισοτροπικός και 

άπειρος. Ως δευτερογενή πεδία ορίζονται εκείνα τα οποία οφείλονται στην παρουσία των 

διαχωριστικών επιφανειών της διάταξης, δηλαδή έχουν τη φύση ανακλώµενων και διαδιδόµενων 

κυµάτων και δεν αποτελούν άµεση απόκριση της εξωτερικής σηµειακής διέγερσης. 

 

Η συνάρτηση Green για κάθε περιοχή του χώρου είναι η εξής: 

 

�wC�, ��D =
KLM
LN�w¥C�, ��D + �w�C�, ��D																							,									� ≥ �2�wÉÊC�, ��D + �wÉËC�, ��D														, − �2 ≤ � ≤ �2�wÌC�, ��D																																		,															� ≤ −�2		

O
 

 
 
 

(4.9) 
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Κάθε ένα από τα δευτερογενή πεδία ικανοποιεί την οµογενή κυµατική εξίσωση, αφού δεν προκύπτουν 

άµεσα από τη σηµειακή ρευµατική διέγερση, αλλά από την παρουσία των διαχωριστικών επιφανειών. 

Αντίθετα, το πρωτογενές πεδίο ικανοποιεί τη µη οµογενή κυµατική εξίσωση. Εποµένως οι κυµατικές 

εξισώσεις που ικανοποιούνται σε κάθε περιοχή είναι: 

 
 ∇ × ∇ × �w¥C�, ��D − T02�w¥C�, ��D = yz�C� − ��D 				,				− ∞ < � < +∞ (4.10) 

 

∇ × ∇ × �w�C�, ��D − T02�w�C�, ��D = 0																							, � ≥ �2 

(4.11) 

 

∇ × ∇ × �wÉC�, ��D − T22�wÉC�, ��D = 0																		, − �2 ≤ � ≤ �2 

(4.12) 

 

∇ × ∇ × �wÌC�, ��D − T32�wÌC�, ��D = 0																			, � ≤ −�2 

(4.13) 

 

Όπου, για συντοµία ορίσαµε: �wÉC�, ��D = �wÉÊC�, ��D + �wÉËC�, ��D. Προφανώς,  λόγω 

γραµµικότητας των διαφορικών τελεστών, η εξίσωση (4.12) ισχύει ξεχωριστά για τα �wÉÊC�, ��D και �wÉËC�, ��D. 
 

 

4.2. Η συνάρτηση Green ελευθέρου χώρου 
 

Η δυαδική συνάρτηση �w¥C�, ��D περιγράφει το πρωτογενές πεδίο απόκρισης του ελευθέρου χώρου µε 
τα χαρακτηριστικά της Περιοχής I (�!, �!). Όπως θα γίνει αντιληπτό στις επόµενες παραγράφους, η 

συνάρτηση Green του ελευθέρου χώρου θα διαδραµατίσει σηµαντικό ρόλο, τόσο στον προσδιορισµό 

της πλήρους συνάρτησης Green (για όλο το χώρο) όσο και για την   και ικανοποιεί τη µη οµογενή 

κυµατική εξίσωση (4.10):  

 ∇ × ∇ × �w¥C�, ��D − T!��w¥C�, ��D = yz�C� − ��D 
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Η εξίσωση Helmholtz που προκύπτει, σύµφωνα µε την ανάλυση που προηγήθηκε και το αποτέλεσµα 

της εξίσωσης (3.21), είναι: 

 C∇� + T02D�w¥C�, ��D = −Áyz + ∇∇T02 Â�C� − ��D 

(4.14) 

 
 

Στο σηµείο αυτό πρέπει να κάνουµε ένα συλλογισµό µε βάση την αντίστοιχη βαθµωτή συνάρτηση 

Green. Η βαθµωτή συνάρτηση Green,  Î!C�, ��D, ικανοποιεί τη βαθµωτή µη οµογενή εξίσωση 
Helmholtz: 

 C∇� + T02DÎ!C�, ��D = −�C� − ��D (4.15) 

 

 
Η αναλυτική της έκφραση είναι γνωστή από τη βιβλιογραφία [5] και είναι η ακόλουθη: 

 Î!C�, ��D = <=ÏÐ*�5�Ñ*44*� − ��*  
(4.16) 

 
 
Αντικαθιστώντας την εξίσωση (4.15) στην (4.14) προκύπτει: 

 (∇� + T!�)�w¥C�, ��D = Áyz + ∇∇T!�Â (∇� + T!�)Î!C�, ��D 

 →												 C∇� + T02D Ò�w¥C�, ��D − Áyz + ∇∇T02 ÂÎ!C�, ��DÓ = 0 

 

(4.17) 

 

 

Από την οποία προκύπτει ότι: 

 �w¥C�, ��D = Áyz + ∇∇T!�ÂÎ!C�, ��D  
(4.18) 
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4.3. Έκφραση της συνάρτησης Green ως ολοκλήρωµα Fourier 
 
 
Η σχέση (4.18) αποτελεί µία κοµψή αναλυτική έκφραση της δυαδική συνάρτηση Green που προκύπτει 

άµεσα από την αντίστοιχη βαθµωτή συνάρτηση µε την εφαρµογή του τελεστή U�w + ∇∇ÏÐÀV. Ωστόσο, 

στην περίπτωση του προβλήµατός µας η έκφραση της �w¥ δεν είναι ιδιαίτερα εύχρηστη υπό αυτή τη 
µορφή, καθώς η άµεση εφαρµογή του τελεστή απαιτεί εξαιρετικά πολύπλοκες µαθηµατικές πράξεις. 

Γι’ αυτό είναι προτιµότερο να εργαστούµε µε τη βαθµωτή συνάρτηση Green εκπεφρασµένη ως 

ολοκλήρωµα Fourier στον τρισδιάστατο χώρο του διανύσµατος διάδοσης  Ô:  
 

Î!C�, ��D = o 124p&� j(Ô)<=Ô∙(�5�Ñ)`�
5� �Ô  

(4.19) 

 

Το διάνυσµα Ô δηλώνει τον κυµατικό αριθµό ανά κατεύθυνση διάδοσης και ισχύει: 
 
 Ô = T../ + T00/ + T��� (4.20) 
 �Ô = �T.	�T0	�T� (4.21) 
 
 
Επιπλέον είναι σκόπιµο να εκφράσουµε τη συνάρτηση Dirac ως ολοκλήρωµα Fourier: 

 

�C� − ��D = o 124p&� <=Ô∙(�5�Ñ)`�
5� �Ô 

 

(4.22) 

 

Εισάγοντας τα ολοκληρώµατα Fourier (4.19) και (4.22) στη βαθµωτή εξίσωση  Helmholtz (4.15) 

προκύπτει: 

 C∇� + T02D� j(Ô)<=Ô∙(�5�Ñ)`�
5� �Ô = −� <=Ô∙(�5�Ñ)`�

5� �Ô 
 
(4.23) 

 
 →							 (∇� + T!�)� jCÔD<=Ô∙C�5�ÑD`�

5� �Ô = � (∇� + T!�)jCÔD<=Ô∙C�5�ÑD`�
5� �Ô 

= � C−T.� − T0� − T�� + T!�Dj(Ô)<=Ô∙(�5�Ñ)`�
5� �Ô = −� <=Ô∙(�5�Ñ)`�

5� �Ô 
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Από τις τελευταία ισότητα καταλήγουµε στο αποτέλεσµα: 

 

jCÔD = 1T.2 + T02 + T�2 − T!2 
 

(4.24) 

 

Πλέον διαθέτουµε µία νέα αναλυτική έκφραση για τη βαθµωτή συνάρτηση Green: 

 

Î!C�, ��D = o 124p&� 1T.� + T0� + T�� − (T!� + E�) <=Ô∙(�5�Ñ)`�
5� �Ô 

= o 124p&� 1T�� + T⟘� − (T!� + E�) <=Ô∙(�5�Ñ)`�
5� �Ô 

= o 124p&� 1T�� − CT!� + E� − T⟘�D <=Ô∙(�5�Ñ)`�
5� �Ô 

= o 124p&� 1T�2 − T!t2 <=Ô∙(�5�Ñ)`�
5� �Ô 

 

(4.25) 

 
 
Όπου:    T0�� = T!� − T⟘� + E� (4.26) 

 T⟘� = T.� + T0�  (4.27) 

 

 

Ο µιγαδικός όρος «E�» (� > 0) αντιπροσωπεύει µέσο διάδοσης µε απώλειες και υπάρχει προκειµένου 
να διασφαλιστεί ότι η συνθήκη ακτινοβολίας στο άπειρο ικανοποιείται. Πράγµατι, για  T� = T!� + E�  
η εξίσωση Helmholtz: 

 C∇� + (T!� + E�)D�C�D = −iC�D 

έχει λύση 

�C�D = <=*�*YÏÐÀ`=n44*�* ∗ iC�D 

Όταν  � → 0` τότε: 
YT!� + E� = T! Á1 + E�T!�Â

�� ≈ T! + E�2T! ≈ T! + E� 
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Οπότε:  

lim*�*→� �C�D¡ = lim*�*→� Ò<5n*�* ∙ <=ÏÐ*�*44*�* ∗ iC�DÓ = 0 
 

∆ηλαδή στο άπειρο το πεδίο µηδενίζεται, γεγονός που µας ικανοποιεί. 

Αφού βρέθηκε µία χρηστική έκφραση για τη βαθµωτή συνάρτηση Green του ελευθέρου χώρου, 

µπορούµε πλέον να τη χρησιµοποιήσουµε για τον αρχικό µας στόχο, ο οποίος είναι ο προσδιορισµός 

της αντίστοιχης δυαδικής συνάρτησης. Αντικαθιστώντας το αποτέλεσµα (4.25) στη σχέση (4.18) θα 

οδηγηθούµε σε µία έκφραση της δυαδικής συνάρτησης Green για τον ελεύθερο χώρο σε µορφή 

ολοκληρώµατος Fourier: 

�w¥C�, ��D = Cyz + T!5�∇∇Do 124p&� 1T�� − CT!� + E� − T⟘ 	� D <=Ô∙C�5�ÑD`�
5� �Ô 

= o 124p&� Cyz − T0−2ÔÔD <=Ô∙(�5�Ñ)T2 − T02 − E�`�
5� �Ô  

(4.28) 

 

Όπου:       T� = T.� + T0� + T�� 
 

Η ολοκλήρωση θα ξεκινήσει από τη µεταβλητή T�: 
�w¥C�, ��D = o 124p&� Cyz − T!5�ÔÔD <=Ô∙(�5�Ñ)T� − T!� − E�`�

5� �Ô 

= T!5� o 124p&� CyzT!� − ÔÔ+ T	����� − T����� + E����� − E�����D <=Ô∙(�5�Ñ)T� − T!� − E�`�
5� �Ô 

= T!5� o 124p&� (T!����� − T����� + E�����) <=Ô∙(�5�Ñ)T� − T!� − E�`�
5� �Ô

+ T!5� o 124p&� UCyz − ����DT!� − ÔÔ + T����� − E�����V <=Ô∙(�5�Ñ)T� − T!� − E�`�
5� �Ô 

= −T!5� o 124p&� ����	<=Ô∙(�5�Ñ)`�
5� �Ô

+ T!5� o 124p&� UCyz − ����DT!� − ÔÔ + T����� − E�����V <=Ô∙(�5�Ñ)T� − T!� − E�`�
5� �Ô 
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= −T!5��C� − ��D���� + T!5� o 124p&� �tw ∙ <=Ô	⟘∙(�	⟘5�	⟘Ñ )�Ô	⟘`�
5�  

 
(4.29) 

 

Όπου θέσαµε : 

 �tw = Æ i(̿Tt)<=Ï×∙Ct5tÑD�Tt`�
5� = Æ UCyz − ����DT!� − ÔÔ+ T	����� − E�����V <=Ï×∙Ct5tÑDT� − T!� − E� �Tt`�

5�  

 = Æ UCyz − ����DT!� − ÔÔ+ T����� − E�����V <=Ï×∙Ct5tÑDT�� − CT!� − T⟘� + E�D �Tt`�
5�  

 = Æ i(̿Tt) <=Ï× ∙Ct5tÑDT�� − T!t� �Tt`�
5�  

 

= ¸ 2E4	¼<� Ï×ØÏÐ×ÙÚÛÏÐ×ÜÝ! i(̿Tt)<=Ï×∙Ct5tÑD¡				,			� > �′
−2E4	¼<� Ï×ØÏÐ×ÙÚÛÏÐ×Üß! i(̿Tt)<=Ï×∙Ct5tÑD¡					,				� < �′O 

 
(4.30) 

 

 

 

Ως  T!t  ορίσαµε τον πόλο της υπό ολοκλήρωση συνάρτησης. Για το τετράγωνο του  T!t έχουµε την 
παρακάτω σχέση: 

 T!t� = T!� − T⟘� + E� = CT!� − Tr� − Ts�D + E� = °<=à  (4.31) 

 

 ° = YCT!� − Tr� − Ts�D� + E�� 

(4.32) 

 

á = tan5� �T!� − Tr� − Ts� = KM
Ntan5� �*T!� − Tr� − Ts�* 									,			T!� > Tr� + Ts�
4 − tan5� �*T!� − Tr� − Ts�* 		,			T!� < Tr� + Ts�

O  
(4.33) 

 

 

Στο σηµείο αυτό πρέπει να βρεθεί η τετραγωνική ρίζα του µιγαδικού T!t�  :  

 
 T!t = ±(|°|	<=à� = ±(|°| ¢1 + E�				,			T!� > Tr� + Ts�� + E						,			T!� < Tr� + Ts� O 
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Ονοµάζουµε T!t� και T!t� τις δύο ξεχωριστές λύσεις: 
 
 T!t� = Y*T!� − Tr� − Ts�* ¢1 + E�				,			T!� > Tr� + Ts�� + E						,			T!� < Tr� + Ts� O 						¼<(T!t�) > 0, �9(T!t�) > 0 

(4.34) 
 

 

 T!t� = −Y*T!� − Tr� − Ts�* ¢1 + E�				,			T!� > Tr� + Ts�� + E						,			T!� < Tr� + Ts� O 						¼<(T!t�) < 0, �9(T!t�) < 0 
(4.35) 
 

 

 

Άρα: 

 

�tw = ä 24E	¼<�Ï×ØÏÐ×å	  i(̿Tt)<=Ï×∙Ct5tÑD¡				,			� > ��−24E	¼<�Ï×ØÏÐ×À	  i(̿Tt)<=Ï×∙Ct5tÑD¡					,				� < �� O 
 

=
KLM
LN 24E	 limÏ×→ÏÐ×å ÒUCyz − ����DT!� − ÔÔ + T����� − E�����V (T� − T!t�)(T� − T!t�) ∙ (T� + T!t�) <=Ï×∙Ct5tÑDÓ	 , � > ��
−24E	 limÏ×→ÏÐ×À ÒUCyz − ����DT!� − ÔÔ + T����� − E�����V (T� − T!t�)(T� − T!t�) ∙ (T� + T!t�) <=Ï×∙Ct5tÑDÓ , � < �� O 

 = 4	CyzT!� − Ô′Ô�	D <5æÐ*t5tÑ*�! 				,			� ≠ ��  
(4.36) 

 

 
Όπου: 
 �! = −ET!t� = Y*T!� − Tr� − Ts�* ¢ � − E		,			T!� > Tr� + Ts�1 − E�	,			T!� < Tr� + Ts� O 			¼<(�!) > 0	, �9(�!) < 0  

(4.37) 

 

 Ô′ = T../ + T00/ + �j�(� − ��)E�!	�� (4.38) 

 

 

 
Τώρα η συνάρτηση Green του ελευθέρου χώρου γράφεται αναλυτικά ως εξής: 
 �w¥C�, ��D = −T!5��C� − ��D���� + 184� � 	Áyz −	Ô′Ô′T!� Â<5æÐ∙*t5tÑ*�! ∙ <=Ô	⟘∙(�	⟘5�	⟘Ñ )�Ô	⟘`�

5�  

 
(4.39) 

 

Ή µε πιο συνοπτική µορφή, καταλληλότερη για τη συνέχεια της ανάλυσης: 
 �w¥C�, ��D = −	T!5��C� − ��D���� + T!5�84� � çz¥CTr 	, 	Ts 	, (� − �′)D ∙ <=Ô	⟘∙(�	⟘5�	⟘Ñ )5æÐ*t5tÑ*�Ô	⟘`�

5�  

 
(4.40) 
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Όπου: çz¥CTr 	, 	Ts	, (� − �′)D = 1�! CyzT!� − Ô′Ô′D 

 
(4.41) 

 

∆ηλαδή η δυάδα  çz¥  µπορεί να γραφτεί υπό µορφή πίνακα 3x3 ως εξής8: 
 

çz¥ = 1�! è
T!� − T�2 −T�T� −E�(�, ��)T��!−T�T� T!� − T�2 −E�(�, ��)�!T�−E�(�, ��)T��! −E�(�, ��)T��! T!� + �!2 é  

 
(4.42) 

 

Αφού καταλήξαµε στην επιθυµητή έκφραση της συνάρτησης Green ελευθέρου χώρου πρέπει να 

βρούµε τις ακριβείς εκφράσεις των δευτερογενών πεδίων σε όλες τις περιοχές του χώρου. Αρχικά 

υποθέτουµε ότι τα δευτερογενή πεδία έχουν παρόµοια µορφή µε το πρωτογενές - µε τη διαφορά ότι 

δε διαθέτουν τον όρο −����	T!5��C� − ��D αφού αυτός οφείλεται στο µη οµογενή όρο της κυµατικής 
εξίσωσης. Εποµένως κάθε δευτερογενές πεδίο (που ικανοποιεί την οµογενή κυµατική εξίσωση) έχει τη 

µορφή ολοκληρώµατος Fourier το οποίο περιλαµβάνει ένα εκθετικό κυµατικό όρο συνοδευόµενο από 

ένα δυαδικό συντελεστή (κατ’ αναλογία µε τη �w¥). Οι δυαδικοί συντελεστές θεωρούνται προς το 

παρόν άγνωστοι και θα προσδιοριστούν στη συνέχεια µέσω των οριακών συνθηκών του προβλήµατος.  

Τα ζητούµενα πεδία είναι: 

 

�w�C�, ��D = T!5�84�� çz�CTr 	, 	Ts, �′D<=Ô	⟘∙C�⟘5�⟘Ñ D5æåUt5��V�Ô	⟘`�
5�  

 
(4.43) 

 

�wÉC�, ��D = T!5�84��  çzÉÊCTr 	, 	Ts, �′D<5æÀt + çzÉËCTr 	, 	Ts, �′D<`æÀt¡<=Ô	⟘∙(�	⟘5�	⟘Ñ )�Ô	⟘`�
5�  

 
(4.44) 

 

�wÌC�, ��D = T!5�84�� çzÌCTr 	, 	Ts, �′	D<=Ô	⟘∙(�	⟘5�	⟘Ñ )`æêUt`��V�Ô	⟘`�
5�  

 
(4.45) 

 

 

 

                                         
8  Για λόγους συντοµίας έχουµε αντικαταστήσει το συµβολισµό: �j�C� − �′D µε το �(�, �′) 
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Όπου: 

��,�,& = −ET!t�,�,& = Y*T!,�,!� − Tr� − Ts�* ¢ � − E	, T!,�,!� > Tr� + Ts�1 − E�	, T!,�,!� < Tr� + Ts� O 											¼<C��,�,&D > 0		 �9C��,�,&D < 0 

 
(4.46) 

 Ô′	�,�,& = T../ + T00/ + �j�(�)E��,�,&	�� (4.47) 

 
 

çzë = ì<�rr <�rs <�rt<�sr <�ss <�st<�tr <�ts <�ttí , ³ = 1,2
, 2î, 3 
 

Τα δευτερογενή πεδία, περιγράφουν ανακλώµενα και διαδιδόµενα κύµατα που οφείλονται στην 

παρουσία των διαχωριστικών επιφανειών. Εφόσον κάθε ένα από αυτά διαδίδεται στο χώρο ξεκινώντας 

από µία διαχωριστική επιφάνεια, οφείλει να ικανοποιεί τη συνθήκη ακτινοβολίας προς την κατεύθυνση 

διάδοσής του. Γι’ αυτό το λόγο έχει δοθεί ιδιαίτερη σηµασία στη µορφή των κυµατικών όρων προς 

την κατεύθυνση z : <±æït 	, ³ = 1,2,3  έτσι ώστε, σε συνδυασµό µε το πρόσηµο των ¼<Û��Ü και �9Û��Ü, να περιγράφουν κύµατα που διαδίδονται προς τις κατευθύνσεις που δικαιολογούνται απ τη 
φυσική του προβλήµατος. 

 

4.4. Προσδιορισµός δευτερογενών συναρτήσεων Green ως 
λύση *ροβλήµατος οριακών συνθηκών 

 

Εφόσον η µορφή των πεδίων είναι γνωστή, µπορούµε να εφαρµόσουµε τις οριακές συνθήκες (4.4) 

(4.5) και (4.6)9 ώστε να προσδιορίσουµε τους δυαδικούς συντελεστές  çzëCTr 	, 	Ts, �′D	,			³ =1,2
, 2î, 3. 
Οι τιµές των συνιστωσών των  çz ëCTr 	, 	Ts, �′D θα προκύψουν ως λύση του συστήµατος εξισώσεων που 
σχηµατίζουν οι οριακές συνθήκες. Επισηµαίνεται εδώ ότι κάθε δυάδα çzëCTr 	, 	Ts, �′D έχει 

απορροφήσει τον όρο <5æÐU¿À5tÑV και έτσι µπορεί να γραφεί υπό τη µορφή: 
                                         
9
 Στην εξίσωση (4.6) εφαρµόζουµε από αριστερά το εξωτερικό γινόµενο �� × ώστε να εργαστούµε µόνο µε τις 
εφαπτοµενικές συνιστώσες του µαγνητικού πεδίου. Αυτό είναι επιτρεπτό, διότι εκατέρωθεν της επιφάνειας έχουµε πλήρη 
διανυσµατική ισότητα του µαγνητικού πεδίου, γεγονός που συνεπάγεται ότι ισχύει και η ισότητα στις εφαπτοµενικές 
συνιστώσες. Εποµένως, η ισότητα στις κάθετες συνιστώσες εννοείται και µπορεί να παραληφθεί από τους υπολογισµούς, 
µειώνοντας έτσι σηµαντικά την πολυπλοκότητα των εξισώσεων. 



Κεφάλαιο 4: Υ1ολογισµός της συνάρτησης Green 

 

52 
 

çzëCTr 	, 	Ts, �′D = çz ëCTr 	, 	TsD<5æÐU��5tÑV
 

 

Συνοπτικά, το σύστηµα εξισώσεων θα είναι το ακόλουθο: 

 

ð ∙ �w�C�, ��D = 0 (4.48.1) 

 

ð ∙ �wÉÊC�, ��D = 0 (4.48.2) 

 

ð ∙ �wÉËC�, ��D = 0 (4.48.3) 

 

ð ∙ �wÌC�, ��D = 0 (4.48.4) 

 

�� × OU�w¥C�, ��D + �w�C�, ��DVñtØ�� = �� × OU�wÉÊC�, ��D + �wÉËC�, ��DVñtØ��  
(4.49.1) 

 
 �� × OU�wÉÊC�, ��D + �wÉËC�, ��DVñtØ5�� = �� × OU�wÌC�, ��DVñtØ5�� 

(4.49.2) 

 �� × ð × OU�w¥C�, ��D + �w�C�, ��DVñtØ�� = �� × ð × OU�wÉÊC�, ��D + �wÉËC�, ��DVñtØ�� 
(4.50.1) 

 �� × ð × OU�wÉÊC�, ��D + �wÉËC�, ��DVñtØ5�� = �� × ð × OU�wÌC�, ��DVñtØ5��  (4.50.2) 

 

 

Το παραπάνω σύστηµα εξισώσεων έχει πολύ πυκνή µορφή, καθώς περιλαµβάνει διανυσµατικό 

συµβολισµό. Στο Παράρτηµα αυτού του κεφαλαίου κάθε µία από τις παραπάνω εξισώσεις αναλύεται 

λεπτοµερώς σε ένα πλήθος βαθµωτών εξισώσεων µε αγνώστους τις επιµέρους συνιστώσες των 

τανυστών çzëCTr 	, 	TsD. Παρακάτω παρουσιάζουµε εν συντοµία την εξέλιξη του παραπάνω συστήµατος 

παραλείποντας τις ενδιάµεσες πράξεις. 

 

Ô′� ∙ çz�CTr 	, 	TsD = 0 

 

(4.51.1) 

(Ô′⟘ + E����) ∙ çzÉÊCTr 	, 	TsD = 0	 (4.51.2) 
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 (Ô′⟘ − E����) ∙ çzÉËCTr 	, 	TsD = 0	 
 

(4.51.3) 

Ô′Ì ∙ çzÌCTr 	, 	TsD = 0 

 

(4.51.4) 

�� × çz¥CTr 	, 	TsD = �� × òçzÉÊCTr 	, 	TsD ∙ <5æÀ�� + çzÉËCTr 	, 	TsD ∙ <`æÀ�� − çz�CTr 	, 	TsDó 
 

 

 

(4.52.1) 
 

�� × òçzÉÊCTr 	, 	TsD ∙ <æÀ�� + çzÉËCTr 	, 	TsD ∙ <5æÀ��ó = �� × çzÌCTr 	, 	Ts	D (4.52.2) 

�� × Ô′ × çz¥CTr 	, 	TsD= ��× òCÔ	⟘ + E����D × çzÉÊCTr 	, 	TsD ∙ <5æÀ�� + CÔ⟘ 	 − E����D × çzÉËCTr 	, 	TsD
∙ <`æÀ�� − Ô′	� × çz�CTr 	, 	TsD� 

 

(4.53.1) 

�� × CÔ	⟘ + E����D × çzÉÊCTr 	, 	TsD ∙ <æÀ�� + �� × (Ô⟘ − E����) × çzÉËCTr 	, 	TsD ∙ <5æÀ��=	�� × Ô′	& × çzÌCTr 	, 	Ts	D 
 

(4.53.2) 

 

Τελικά το παραπάνω σύστηµα ανάγεται σε ένα γραµµικό αλγεβρικό σύστηµα εξισώσεων 36x36. 

Ευτυχώς, αυτό διαχωρίζεται σε 3 αποζευγµένα συστήµατα 12x12 τα οποία εµπλέκουν τα παρακάτω 

σύνολα µεταβλητών: 

Σύστηµα I :    )<�rr , <�sr , <�tr , <��rr , <��sr , <��tr , <��rr , <��sr , <��tr , <&rr , <&sr , <&tr+ 
Σύστηµα II :  )<�rs, <�ss, <�ts, <��rs, <��ss , <��ts, <��rs, <��ss , <��ts, <&rs, <&ss, <&ts+ 
Σύστηµα III : )<�rt , <�st , <�tt , <��rt , <��st , <��tt , <��rt , <��st , <��tt , <&rt , <&st , <&tt+ 
 

Τα τρία παραπάνω αλγεβρικά συστήµατα εξισώσεων σχηµατίζονται αναλυτικά στο Παράρτηµα Π.4.1, 

ενώ η λύση τους δίνεται στο Παράρτηµα Π.4.2. Οι λύσεις των συστηµάτων είναι αρκετά πολύπλοκες 

και µακροσκελείς και γι’ αυτό δε µπορούν να παρατεθούν στο κυρίως κείµενο αυτού του κεφαλαίου. 

Ωστόσο, αυτό που µπορούµε εύκολα να παρατηρήσουµε για τις λύσεις των δυαδικών πεδίων είναι ότι 

κάθε δυάδα  çz ë(Tr , Ts) είναι συνάρτηση των χωρικών φασµατικών συνιστωσών Tr 	, 	Ts , του πάχους � και των κυµαταριθµών  T! , T�. Όταν εφαρµοστεί το ολοκλήρωµα ως προς Tr 	, 	Ts , τότε τα 
δευτερογενή πεδία θα διαµορφωθούν ως προς κάθε διανυσµατική συνιστώσα και θα αποτελούν πλέον 
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συνάρτηση του πάχους � του κυµατοδηγού, της συχνότητας, του σηµείου παρατήρησης 	�, του 
σηµείου διέγερσης  ��  και των δεικτών διάθλασης του κυµατοδηγού �� και του περιβάλλοντος χώρου �!.   

Παράρτηµα 

Π.4.1. Σχηµατισµός του συστήµατος οριακών συνθηκών 

 

Σε αυτό το παράρτηµα παρουσιάζεται αναλυτικά η διαδικασία µε την οποία οι εξισώσεις (4.48.1) - 

(4.50.2) οδηγούνε στις (4.51.1) - (4.53.2). 

ð ∙ �w�C�, ��D = 0	 → ð ∙ Á<=Ô	⟘ 	∙C�	⟘5�	⟘Ñ D5æåUt5��Vçz�CTr 	, 	TsDÂ = 0 

→ ð<=Ô	⟘∙C�	⟘5�	⟘Ñ D5æåUt5��V ∙ çz�CTr 	, 	TsD + <=Ô	⟘∙C�	⟘5�	⟘Ñ D5æåUt5��Vð ∙ çz�CTr 	, 	TsD = 0 

 → Ô′	� ∙ çz�CTr 	, 	TsD = 0 

 

 ð ∙ �wÉÊC�, ��D = 0	 → ð ∙ o<=Ô	⟘ 	∙C�	⟘ 	5�	⟘ 	Ñ D5æÀtçzÉÊCTr 	, 	TsDp = 0 

→ ð<=Ô	⟘∙C�	⟘ 	5�	⟘ 	Ñ D5æÀt ∙ çzÉÊCTr 	, 	Ts	D + <=Ô	⟘∙C�	⟘ 	5�	⟘ 	Ñ D5æÀtð ∙ çzÉÊCTr 	, 	TsD = 0 

 → ð<=Ô	⟘∙C�	⟘ 	5�	⟘ 	Ñ D5æÀt ∙ çzÉÊCTr 	, 	TsD = 0	 → (Ô′⟘ + E����) ∙ çzÉÊCTr 	, 	TsD = 0	 
 

 ð ∙ �wÉËC�, ��D = 0	 → ð ∙ o<=Ô	⟘ 	∙C�	⟘ 	5�	⟘ 	Ñ D`æÀtçzÉËCTr 	, 	TsDp = 0 

→ ð<=Ô	⟘∙C�	⟘ 	5�	⟘ 	Ñ D`æÀt ∙ çzÉËCTr 	, 	Ts	D + <=Ô	⟘∙C�	⟘ 	5�	⟘ 	Ñ D`æÀtð ∙ çzÉËCTr 	, 	TsD = 0 

 → ð<=Ô	⟘∙C�	⟘ 	5�	⟘ 	Ñ D`æÀt ∙ çzÉËCTr 	, 	TsD = 0 → (Ô′⟘ − E����) ∙ çzÉËCTr 	, 	TsD = 0 

 

 ð ∙ �wÌC�, ��D = 0	 → ð ∙ Á<=Ô	⟘ 	∙C�	⟘ 	5�	⟘ 	Ñ D`æêUt`��VçzÌCTr 	, 	TsDÂ = 0 

→ ð<=Ô	⟘∙C�	⟘ 	5�	⟘ 	Ñ D`æêUt`��V ∙ çzÌCTr 	, 	Ts	D + <=Ô	⟘∙C�	⟘ 	5�	⟘ 	Ñ D`æêUt`��Vð ∙ çzÌCTr 	, 	TsD = 0 

→ ð<=Ô	⟘∙C�	⟘ 	5�	⟘ 	Ñ D`æêUt`��V ∙ çzÌCTr 	, 	TsD = 0 → Ô′Ì ∙ çzÌCTr 	, 	TsD = 0 
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 �� × OU�w¥C�, ��D + �w�C�, ��DVñtØ�� = �� × OU�wÉÊC�, ��D + �wÉËC�, ��DVñtØ�� 	 → �� × çz¥CTr 	, 	TsD ∙ <=Ô	⟘∙C�⟘5�⟘Ñ D + �� × çz�CTr 	, 	TsD ∙ <=Ô⟘∙C�⟘	5�⟘	Ñ D
= �� × òçzÉÊCTr 	, 	TsD ∙ <5æÀ�� + çzÉËCTr 	, 	TsD ∙ <`æÀ��ó <=Ô⟘∙C�⟘	5�⟘	Ñ D → �� × çz¥CTr 	, 	TsD = �� × òçzÉÊCTr 	, 	TsD ∙ <5æÀ¿À + çzÉËCTr 	, 	TsD ∙ <`æÀ¿À − çz�CTr 	, 	TsDó   → �� × çz¥CTr 	, 	TsD = �� × òçzÉÊCTr 	, 	TsD ∙ <5æÀ¿À + çzÉËCTr 	, 	TsD ∙ <`æÀ¿À − çz�CTr 	, 	TsDó  

 
 
 �� × OU�wÉÊC�, ��D + �wÉËC�, ��DVñtØ5¿À = �� × OU�wÌC�, ��DVñtØ5¿À  

→ �� × òçzÉÊCTr 	, 	TsD ∙ <æÀ¿À + çzÉËCTr 	, 	TsD ∙ <5æÀ¿Àó <=Ô⟘∙C�⟘5�⟘Ñ D = �� × UçzÌCTr 	, 	Ts	D ∙<=Ô⟘	∙C�⟘	5�	⟘Ñ DD       → �� × òçzÉÊCTr 	, 	TsD ∙ <æÀ�� + çzÉËCTr 	, 	TsD ∙ <5æÀ��ó = �� × çzÌCTr 	, 	Ts	D 

 

 

 ð × OU�w¥C�, ��D + �w�C�, ��DVñtØ¿À = ð × OU�wÉÊC�, ��D + �wÉËC�, ��DVñtØ¿À    

→ Oð × oçz¥CTr 	, 	TsD ∙ <=Ô	⟘∙(�	⟘5�	⟘Ñ )5æÐ(t5tÑ) + çz�CTr 	, 	TsD ∙ <=Ô	⟘∙C�⟘5�⟘Ñ D5æåUt5¿ÀVpôtØ¿À =Oð × U çzÉÊCTr 	, 	TsD ∙ <5æÀt + çzÉËCTr 	, 	TsD ∙ <`æÀt¡<=Ô	⟘∙(�	⟘5�	⟘Ñ )VñtØ¿À              

→ Oð<=Ô	⟘∙(�	⟘5�	⟘Ñ )5æÐ(t5tÑ) × çz¥CTr 	, 	TsDñtØ¿À + Oð<=Ô	⟘∙(�	⟘5�	⟘Ñ )5æåUt5¿ÀV × çz�CTr 	, 	TsDôtØ¿À =Oð × U çzÉÊCTr 	, 	TsD ∙ <5æÀt + çzÉËCTr 	, 	TsD ∙ <`æÀt¡<=Ô	⟘∙(�	⟘5�	⟘Ñ )VñtØ¿À    

→	 OO<=Ô	⟘∙(�	⟘5�	⟘Ñ )5æÐ(t5tÑ)CEÔ′D × çz¥CTr 	, 	TsDñtØ¿À + <=Ô	⟘∙(�	⟘5	�	⟘Ñ )5æåUt5¿ÀV	CEÔ′	�D ×çz�CTr 	, 	TsDôtØ¿À
= OU CEÔ	⟘ − ����D × çzÉÊCTr 	, 	TsD ∙ <5æÀt + (EÔ⟘ + ����) × çzÉËCTr 	, 	TsD ∙

<`æÀt¡<=Ô	⟘∙(�	⟘5�	⟘Ñ )DñtØ¿À  

→ Ô′ × çz¥CTr 	, 	TsD<5æÐU��5tÑV + Ô′	� × çz�CTr 	, 	TsD= CÔ	⟘ + E����D × çzÉÊCTr 	, 	TsD ∙ <5æÀ�� + CÔ	⟘ − E����D × çzÉËCTr 	, 	TsD ∙ <`æÀ�� 

 → Ô′ × çz¥CTr 	, 	TsD= òCÔ	⟘ + E����D × çzÉÊCTr 	, 	TsD ∙ <5æÀ�� + CÔ⟘ 	 − E����D × çzÉËCTr 	, 	TsD∙ <`æÀ�� − Ô′	� × çz�CTr 	, 	TsD� 
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Λαµβάνοντας µόνο τις εφαπτοµενικές συνιστώσες: 
 → �� × Ô′ × çz¥CTr 	, 	TsD= ��× òCÔ	⟘ + E����D × çzÉÊCTr 	, 	TsD ∙ <5æÀ�� + CÔ⟘ 	 − E����D × çzÉËCTr 	, 	TsD ∙ <`æÀ��

− Ô′	� × çz�CTr 	, 	TsD� 
 

 
 ð × OU�wÉÊC�, ��D + �wÉËC�, ��DVñtØ5¿À = ð × OU�wÌC�, ��DVñtØ5¿À     

→ ð × OU çzÉÊCTr 	, 	TsD ∙ <5æÀt + çzÉËCTr 	, 	TsD ∙ <`æÀt¡<=Ô	⟘∙(�	⟘5�	⟘Ñ )VñtØ5��= ð × OoçzÌCTr 	, 	Ts	D ∙ <=Ô	⟘∙(�	⟘5�	⟘Ñ )`æêUt`��VpôtØ5�� 

→ ð × OU çzÉÊCTr 	, 	TsD ∙ <5æÀt + çzÉËCTr 	, 	TsD ∙ <`æÀt¡<=Ô	⟘∙(�	⟘5�	⟘Ñ )VñtØ5��= Oð<=Ô	⟘∙(�	⟘5�	⟘Ñ )`æêUt`��V × çzÌCTr 	, 	Ts	DôtØ5�� O→ U CEÔ	⟘ − ����D × çzÉÊCTr 	, 	TsD ∙ <5æÀt + (EÔ⟘ + ����) × çzÉËCTr 	, 	TsD∙ <`æÀt¡<=Ô	⟘∙(�	⟘5�	⟘Ñ )DñtØ5�� = OCEÔ′	&D<=Ô	⟘∙(�	⟘5�	⟘Ñ )`æêUt`��V × çzÌCTr 	, 	Ts	DôtØ5�� 

→ CEÔ	⟘ − ����D × çzÉÊCTr 	, 	TsD ∙ <æÀ�� + (EÔ⟘ + ����) × çzÉËCTr 	, 	TsD ∙ <5æÀ��= CEÔ′	&D × çzÌCTr 	, 	Ts	D 

 → CÔ	⟘ + E����D × çzÉÊCTr 	, 	TsD ∙ <æÀ�� + (Ô⟘ − E����) × çzÉËCTr 	, 	TsD ∙ <5æÀ��= Ô′	& × çzÌCTr 	, 	Ts	D 

 

 
Λαµβάνοντας µόνο τις εφαπτοµενικές συνιστώσες: 
 → �� × CÔ	⟘ + E����D × çzÉÊCTr 	, 	TsD ∙ <æÀ�� + �� × (Ô⟘ − E����) × çzÉËCTr 	, 	TsD ∙ <5æÀ��=	�� × Ô′	& × çzÌCTr 	, 	Ts	D 

 

Από τις παραπάνω διανυσµατικές εξισώσεις προκύπτει ένα σύστηµα 36 γραµµικών αλγεβρικών 

εξισώσεων. Το σύστηµα αυτό αποζευγνύεται σε τρία ανεξάρτητα συστήµατα των 12 εξισώσεων τα 

οποία είναι τα εξής:  

Σύστηµα I :    )<�rr , <�sr , <�tr , <��rr , <��sr , <��tr , <��rr , <��sr , <��tr , <&rr , <&sr , <&tr+ 
Σύστηµα II :  )<�rs, <�ss, <�ts, <��rs, <��ss , <��ts, <��rs, <��ss , <��ts, <&rs, <&ss, <&ts+ 
Σύστηµα III : )<�rt , <�st , <�tt , <��rt , <��st , <��tt , <��rt , <��st , <��tt , <&rt , <&st , <&tt+ 
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Αναλυτικά είναι: 

Σύστηµα I T.<�rr + T0<�sr + Tt�<�tr = 0 T.<��rr + T0<��sr + Tt��<��tr = 0 T.<��rr + T0<��sr + Tt��<��tr = 0 T.<&rr + T0<&sr + Tt&<&tr = 0 <!rr = <��rr ∙ <5æÀ�� + <��rr ∙ <`æÀ�� − <�rr <!sr = <��sr ∙ <5æÀ�� + <��sr ∙ <`æÀ�� − <�sr <��rr ∙ <æÀ�� + <��rr ∙ <5æÀ�� = <&rr <��sr ∙ <æÀ�� + <��sr ∙ <5æÀ�� = <&sr  Ts<!tr − Tt!<!sr= CTs<��tr − Tt��<��srD<5æÀ�� + CTs<��tr − Tt��<��srD<`æÀ�� − (Ts<�tr− Tt�<�sr) Tt!<!rr − Tr<!tr= (Tt��<��rr − Tr<��tr)<5æÀ�� + (Tt��<��rr − Tr<��tr)<`æÀ�� − (Tt�<�rr− Tr<�tr) CTs<��tr − Tt��<��srD<æÀ�� + CTs<��tr − Tt��<��srD<5æÀ�� = (Ts<&tr − Tt&<&sr) (Tt��<��rr − Tr<��tr)<æÀ�� + (Tt��<��rr − Tr<��tr)<5æÀ�� = (Tt&<&rr − Tr<&tr) 
 

 

Σύστηµα II T.<�rs + T0<�ss + Tt�<�ts = 0 T.<��rs + T0<��ss + Tt��<��ts = 0 T.<��rs + T0<��ss + Tt��<��ts = 0 T.<&rs + T0<&ss + Tt&<&ts = 0 <!rs = <��rs ∙ <5æÀ�� + <��rs ∙ <`æÀ�� − <�rs <!ss = <��ss ∙ <5æÀ�� + <��ss ∙ <`æÀ�� − <�ss  <��rs ∙ <æÀ�� + <��rs ∙ <5æÀ�� = <&rs <��ss ∙ <æÀ�� + <��ss ∙ <5æÀ�� = <&ss  Ts<!ts − Tt!<!ss= CTs<��ts − Tt��<��ssD<5æÀ�� + CTs<��ts − Tt��<��ssD<`æÀ�� − (Ts<�ts− Tt�<�ss) Tt!<!rs − Tr<!ts= CTt��<��rs − Tr<��tsD<5æÀ�� + CTt��<��rs − Tr<��tsD<`æÀ�� − (Tt�<�rs− Tr<�ts) CTs<��ts − Tt��<��ssD<æÀ�� + CTs<��ts − Tt��<��ssD<5æÀ�� = (Ts<&ts − Tt&<&ss) 
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CTt��<��rs − Tr<��tsD<æÀ�� + CTt��<��rs − Tr<��tsD<5æÀ�� = (Tt&<&rs − Tr<&ts) 
 

 

Σύστηµα III T.<�rt + T0<�st + Tt�<�tt = 0 T.<��rt + T0<��st + Tt��<��tt = 0 T.<��rt + T0<��st + Tt��<��tt = 0 T.<&rt + T0<&st + Tt&<&tt = 0 <!rt = <��rt ∙ <5æÀ�� + <��rt ∙ <`æÀ�� − <�rt <!st = <��st ∙ <5æÀ�� + <��st ∙ <`æÀ�� − <�st <��rt ∙ <æÀ�� + <��rt ∙ <5æÀ�� = <&rt <��st ∙ <æÀ�� + <��st ∙ <5æÀ�� = <&st Ts<!tt − Tt!<!st= CTs<��tt − Tt��<��stD<5æÀ�� + CTs<��tt − Tt��<��stD<`æÀ�� − (Ts<�tt− Tt�<�st) Tt!<!rt − Tr<!tt= (Tt��<��rt − Tr<��tt)<5æÀ�� + (Tt��<��rt − Tr<��tt)<`æÀ�� − (Tt�<�rt− Tr<�tt) CTs<��tt − Tt��<��stD<æÀ�� + CTs<��tt − Tt��<��stD<5æÀ�� = (Ts<&tt − Tt&<&st) (Tt��<��rt − Tr<��tt)<æÀ�� + (Tt��<��rt − Tr<��tt)<5æÀ�� = (Tt&<&rt − Tr<&tt) 
 

 

Θέτοντας στη συνέχεια: � = <`æÀ�� 
 

και ονοµάζοντας κάθε µεταβλητή του εκάστοτε συστήµατος µε το σύµβολο �� ∶ ³ = 1, 2, … , 12 
µετατρέπουµε τα παραπάνω συστήµατα εξισώσεων σε κατάλληλη µορφή για επίλυση. Έτσι έχουµε: 

 
Σύστηµα I T..� + T0.É − Tt!.Ì = 0 T..ö + T0.÷ + Tt��.ø = 0 T..ù + T0.ú − Tt��.û = 0 T..�¥ + T0.�� + Tt&.�É = 0 �5�.ö + �.ù − .� = <!rr �5�.÷ + �.ú − .É = <!sr �.ö + �5�.ù − .�¥ = 0 �.÷ + �5�.ú − .�� = 0 �5�Ts.ø − �5�Tt��.÷ + �Ts.û + �Tt��.ú − Ts.Ì − Tt!.É = Ts<!tr − Tt!<!sr = 0 �5�Tt��.ö − �5�Tr.ø − �Tt��.ù − �Tr.û + Tt!.� + Tr.Ì = Tt!<!rr − Tr<!tr = ± �Ts.ø − �Tt��.÷ + �5�Ts.û + �5�Tt��.ú − Ts.�É + Tt&.�� = 0 �Tt��.ö − �Tr.ø − �5�Tt��.ù − �5�Tr.û − Tt&.�¥ + Tr.�É = 0 
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Σύστηµα II T..� + T0.É − Tt!.Ì = 0 T..ö + T0.÷ + Tt��.ø = 0 T..ù + T0.ú − Tt��.û = 0 T..�¥ + T0.�� + Tt&.�É = 0 �5�.ö + �.ù − µ.� = <!rs �5�.÷ + �.ú − µ.É = <!ss �.ö + �5�.ù − .�¥ = 0 �.÷ + �5�.ú − .�� = 0 �5�Ts.ø − �5�Tt��.÷ + �Ts.û + �Tt��.ú − Ts.Ì − Tt!.É = Ts<!ts − Tt!<!ss = b �5�Tt��.ö − �5�Tr.ø − �Tt��.ù − �Tr.û + Tt!.� + Tr.Ì = Tt!<!rs − Tr<!ts = 0 �Ts.ø − �Tt��.÷ + �5�Ts.û + �5�Tt��.ú − Ts.�É + Tt&.�� = 0 �Tt��.ö − �Tr.ø − �5�Tt��.ù − �5�Tr.û − Tt&.�¥ + Tr.�É = 0 

 
Σύστηµα III T..� + T0.É − Tt!.Ì = 0 T..ö + T0.÷ + Tt��.ø = 0 T..ù + T0.ú − Tt��.û = 0 T..�¥ + T0.�� + Tt&.�É = 0 �5�.ö + �.ù − µ.� = <!rt �5�.÷ + �.ú − µ.É = <!st �.ö + �5�.ù − .�¥ = 0 �.÷ + �5�.ú − .�� = 0 �5�Ts.ø − �5�Tt��.÷ + �Ts.û + �Tt��.ú − Ts.Ì − Tt!.É = Ts<!tt − Tt!<!st = � �5�Tt��.ö − �5�Tr.ø − �Tt��.ù − �Tr.û + Tt!.� + Tr.Ì = Tt!<!rt − Tr<!tt = � �Ts.ø − �Tt��.÷ + �5�Ts.û + �5�Tt��.ú − Ts.�É + Tt&.�� = 0 �Tt��.ö − �Tr.ø − �5�Tt��.ù − �5�Tr.û − Tt&.�¥ + Tr.�É = 0 

 

Τα παραπάνω λύνονται µέσω του εργαλείου συµβολικής επίλυσης συστήµατος αλγεβρικών εξισώσεων 

που περιλαµβάνει το λογισµικό «Mathematica». Τα αποτελέσµατα της επίλυσης βρίσκονται στο 

Παράρτηµα Π.4.2. 

 

Π.4.2. Ε*ίλυση των συστηµάτων I, II και III
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x1 →
1

kz0 − kz2a

−e0xx kx2 kz0 − e0yx kx ky Hkz0 + kz2aL + d Iky2 − kz0 kz2aM + e0xx kz2a Iky2 − kz0 kz2aM
kx2 + ky2 − kz0 kz2a

−
ky Hd ky − e0yx kx kz0 + e0xx ky kz0L kz2a
Ikx2 + ky2M Ikz0 + kz2a + Hkz0 − kz2aL δ2M

−

ky Hd ky − e0yx kx kz0 + e0xx ky kz0L kz2a
Ikx2 + ky2M Ikz0 + kz2a − kz0 δ2 + kz2a δ2M

−
k22 kx kz0 Ik02 He0xx kx + e0yx kyL + d kx kz0M kz2a

Ikx2 + ky2M Ikx2 + ky2 − kz0 kz2aM I−Hkz0 + kz2aL Ikx2 + ky2 + kz0 kz2aM + Hkz0 − kz2aL Ikx2 + ky2 − kz0 kz2aM δ2M
+

k22 kx kz0 Ik02 He0xx kx + e0yx kyL + d kx kz0M kz2a
Ikx2 + ky

2M Ikx2 + ky
2
− kz0 kz2aM IHkz0 + kz2aL Ikx2 + ky

2
+ kz0 kz2aM + Hkz0 − kz2aL Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM δ2M

,

x2 →
1

kz0 − kz2a
−
d kx ky + e0xx kx ky Hkz0 + kz2aL + e0yx I−kx2 kz2a + kz0 Iky2 + kz2a

2MM
kx2 + ky2 − kz0 kz2a

+
kx Hd ky − e0yx kx kz0 + e0xx ky kz0L kz2a

Ikx2 + ky2M Ikz0 + kz2a + Hkz0 − kz2aL δ2M
−

k22 ky kz0 Ik02 He0xx kx + e0yx kyL + d kx kz0M kz2a
Ikx2 + ky2M Ikx2 + ky2 − kz0 kz2aM I−Hkz0 + kz2aL Ikx2 + ky2 + kz0 kz2aM + Hkz0 − kz2aL Ikx2 + ky2 − kz0 kz2aM δ2M

+

k22 ky kz0 Ik02 He0xx kx + e0yx kyL + d kx kz0M kz2a
Ikx2 + ky2M Ikx2 + ky2 − kz0 kz2aM IHkz0 + kz2aL Ikx2 + ky2 + kz0 kz2aM + Hkz0 − kz2aL Ikx2 + ky2 − kz0 kz2aM δ2M

+
kx He0yx kx kz0 − ky Hd + e0xx kz0LL kz2a
Ikx2 + ky2M Ikz0 I−1 + δ2M − kz2a I1 + δ2MM

,

x3 → IHkz0 + kz2aL Ie0yx k22 ky − d kx kz2aM Ikx2 + ky
2
+ kz0 kz2aM + H−kz0 + kz2aL Ie0yx k22 ky + d kx kz2aM Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM δ4 +

e0xx k2
2
kx IHkz0 + kz2aL Ikx2 + ky

2
+ kz0 kz2aM − Hkz0 − kz2aL Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM δ4MMëI−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky

2
+ kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM2 δ4M,

x4 →

δ
ky Hd ky−e0yx kx kz0+e0xx ky kz0L

kz0+kz2a+Hkz0−kz2aLδ2
+

ky Hd ky−e0yx kx kz0+e0xx ky kz0L
kz0+kz2a−kz0 δ2+kz2a δ2

−
kx Jk02 He0xx kx+e0yx kyL+d kx kz0Nkz2a

−Hkz0+kz2aLJkx2+ky2+kz0 kz2aN+Hkz0−kz2aLJkx2+ky2−kz0 kz2aNδ2
+

kx Jk02 He0xx kx+e0yx kyL+d kx kz0Nkz2a
Hkz0+kz2aLJkx2+ky2+kz0 kz2aN+Hkz0−kz2aLJkx2+ky2−kz0 kz2aNδ2

2 Ikx2 + ky2M
,

x5 →

δ
kx He0yx kx kz0−ky Hd+e0xx kz0LL

kz0+kz2a+Hkz0−kz2aLδ2
−

kx Hd ky−e0yx kx kz0+e0xx ky kz0L
kz0+kz2a−kz0 δ2+kz2a δ2

−
ky Jk02 He0xx kx+e0yx kyL+d kx kz0Nkz2a

−Hkz0+kz2aLJkx2+ky2+kz0 kz2aN+Hkz0−kz2aLJkx2+ky2−kz0 kz2aNδ2
+

ky Jk02 He0xx kx+e0yx kyL+d kx kz0Nkz2a
Hkz0+kz2aLJkx2+ky2+kz0 kz2aN+Hkz0−kz2aLJkx2+ky2−kz0 kz2aNδ2

2 Ikx2 + ky2M
,

x6 →
Ik02 He0xx kx + e0yx kyL + d kx kz0M Hkz0 + kz2aL Ikx2 + ky

2
+ kz0 kz2aM δ

−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky2 + kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky2 − kz0 kz2aM2 δ4
,

x7 →

δ
ky Hd ky−e0yx kx kz0+e0xx ky kz0L

kz0+kz2a+Hkz0−kz2aLδ2
−

ky Hd ky−e0yx kx kz0+e0xx ky kz0L
kz0+kz2a−kz0 δ2+kz2a δ2

−
kx Jk02 He0xx kx+e0yx kyL+d kx kz0Nkz2a

−Hkz0+kz2aLJkx2+ky2+kz0 kz2aN+Hkz0−kz2aLJkx2+ky2−kz0 kz2aNδ2
−

kx Jk02 He0xx kx+e0yx kyL+d kx kz0Nkz2a
Hkz0+kz2aLJkx2+ky2+kz0 kz2aN+Hkz0−kz2aLJkx2+ky2−kz0 kz2aNδ2

2 Ikx2 + ky2M
,

x8 →

δ
kx He0yx kx kz0−ky Hd+e0xx kz0LL

kz0+kz2a+Hkz0−kz2aLδ2
+

kx Hd ky−e0yx kx kz0+e0xx ky kz0L
kz0+kz2a−kz0 δ2+kz2a δ2

−
ky Jk02 He0xx kx+e0yx kyL+d kx kz0Nkz2a

−Hkz0+kz2aLJkx2+ky2+kz0 kz2aN+Hkz0−kz2aLJkx2+ky2−kz0 kz2aNδ2
−

ky Jk02 He0xx kx+e0yx kyL+d kx kz0Nkz2a
Hkz0+kz2aLJkx2+ky2+kz0 kz2aN+Hkz0−kz2aLJkx2+ky2−kz0 kz2aNδ2

2 Ikx2 + ky2M
,

x9 → −
Ik02 He0xx kx + e0yx kyL + d kx kz0M Hkz0 − kz2aL Ikx2 + ky2 − kz0 kz2aM δ3

−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky2 + kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky2 − kz0 kz2aM2 δ4
,

x10 → −I2 kz2a δ2 I−d Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 Iky2 + kz0
2M + Iky2 + kz0 kz2aM2M + d Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 Iky2 + kz0

2M + Iky2 − kz0 kz2aM2M δ4 +

kz0 Ie0yx kx ky Ikz02 − kz2a
2M2 I−1 + δ

4M + e0xx I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx4 + Iky2 + kz0 kz2aM2 + kx
2 I2 ky2 + kz0

2
+ kz2a

2MM + Hkz0 − kz2aL2 Ikx4 + Iky2 − kz0 kz2aM2 + kx
2 I2 ky2 + kz0

2
+ kz2a

2MM δ4MMMMë
II−Hkz0 + kz2aL2 + Hkz0 − kz2aL2 δ4M I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky

2
+ kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM2 δ4MM,

x11 → I2 kz2a δ2 Id kx ky I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky
2
− kz0

2
+ 2 kz0 kz2aM + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− kz0 Hkz0 + 2 kz2aLM δ4M + kz0 I−e0xx kx ky Ikz02 − kz2a

2M2 I−1 + δ
4M +

e0yx IHkz0 + kz2aL2 Ikx4 + 2 kx
2 Iky2 + kz0 kz2aM + Iky2 + kz0

2M Iky2 + kz2a
2MM − Hkz0 − kz2aL2 Ikx4 + 2 kx

2 Iky2 − kz0 kz2aM + Iky2 + kz0
2M Iky2 + kz2a

2MM δ4MMMMë
II−Hkz0 + kz2aL2 + Hkz0 − kz2aL2 δ4M I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky

2
+ kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM2 δ4MM,

x12 →
2 k22 Ik02 He0xx kx + e0yx kyL + d kx kz0M kz2a δ2

−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky2 + kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky2 − kz0 kz2aM2 δ4
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x1 →
1

kz0 − kz2a

−e0xy I−ky2 kz2a + kz0 Ikx2 + kz2a2MM + kx ky H−e0yy Hkz0 + kz2aL + rL
kx2 + ky2 − kz0 kz2a

−
ky kz2a H−e0yy kx kz0 + e0xy ky kz0 + kx rL
Ikx2 + ky2M Ikz0 + kz2a + Hkz0 − kz2aL δ2M

−

ky kz2a H−e0yy kx kz0 + e0xy ky kz0 + kx rL
Ikx2 + ky2M Ikz0 + kz2a − kz0 δ2 + kz2a δ2M

−
k2

2
kx kz0 kz2a Ik02 He0xy kx + e0yy kyL − ky kz0 rM

Ikx2 + ky2M Ikx2 + ky2 − kz0 kz2aM I−Hkz0 + kz2aL Ikx2 + ky2 + kz0 kz2aM + Hkz0 − kz2aL Ikx2 + ky2 − kz0 kz2aM δ2M
+

k22 kx kz0 kz2a Ik02 He0xy kx + e0yy kyL − ky kz0 rM
Ikx2 + ky

2M Ikx2 + ky
2
− kz0 kz2aM IHkz0 + kz2aL Ikx2 + ky

2
+ kz0 kz2aM + Hkz0 − kz2aL Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM δ2M

,

x2 →
1

kz0 − kz2a
−
e0xy kx ky Hkz0 + kz2aL + e0yy I−kx2 kz2a + kz0 Iky2 + kz2a2MM + Ikx2 − kz0 kz2aM r

kx2 + ky2 − kz0 kz2a
+
kx kz2a H−e0yy kx kz0 + e0xy ky kz0 + kx rL
Ikx2 + ky2M Ikz0 + kz2a + Hkz0 − kz2aL δ2M

−

kx kz2a He0yy kx kz0 − e0xy ky kz0 − kx rL
Ikx2 + ky2M Ikz0 + kz2a − kz0 δ2 + kz2a δ2M

+
k22 ky kz0 kz2a I−k02 He0xy kx + e0yy kyL + ky kz0 rM

Ikx2 + ky2M Ikx2 + ky2 − kz0 kz2aM I−Hkz0 + kz2aL Ikx2 + ky2 + kz0 kz2aM + Hkz0 − kz2aL Ikx2 + ky2 − kz0 kz2aM δ2M
−

k22 ky kz0 kz2a I−k02 He0xy kx + e0yy kyL + ky kz0 rM
Ikx2 + ky

2M Ikx2 + ky
2
− kz0 kz2aM IHkz0 + kz2aL Ikx2 + ky

2
+ kz0 kz2aM + Hkz0 − kz2aL Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM δ2M

,

x3 → Iky Hkz0 + kz2aL Ikx2 + ky
2
+ kz0 kz2aM Ie0yy k22 + kz2a rM + ky Hkz0 − kz2aL Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM I−e0yy k22 + kz2a rM δ4 +

e0xy k2
2
kx IHkz0 + kz2aL Ikx2 + ky

2
+ kz0 kz2aM − Hkz0 − kz2aL Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM δ4MMëI−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky

2
+ kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM2 δ4M,

x4 →

δ
ky H−e0yy kx kz0+e0xy ky kz0+kx rL

kz0+kz2a+Hkz0−kz2aLδ2
+

ky H−e0yy kx kz0+e0xy ky kz0+kx rL
kz0+kz2a−kz0 δ2+kz2a δ2

+
kx kz2a Jk02 He0xy kx+e0yy kyL−ky kz0 rN

Hkz0+kz2aLJkx2+ky2+kz0 kz2aN−Hkz0−kz2aLJkx2+ky2−kz0 kz2aNδ2
−

kx kz2a J−k02 He0xy kx+e0yy kyL+ky kz0 rN
Hkz0+kz2aLJkx2+ky2+kz0 kz2aN+Hkz0−kz2aLJkx2+ky2−kz0 kz2aNδ2

2 Ikx2 + ky2M
,

x5 →

δ
kx He0yy kx kz0−e0xy ky kz0−kx rL

kz0+kz2a+Hkz0−kz2aLδ2
−

kx H−e0yy kx kz0+e0xy ky kz0+kx rL
kz0+kz2a−kz0 δ2+kz2a δ2

+
ky kz2a Jk02 He0xy kx+e0yy kyL−ky kz0 rN

Hkz0+kz2aLJkx2+ky2+kz0 kz2aN−Hkz0−kz2aLJkx2+ky2−kz0 kz2aNδ2
−

ky kz2a J−k02 He0xy kx+e0yy kyL+ky kz0 rN
Hkz0+kz2aLJkx2+ky2+kz0 kz2aN+Hkz0−kz2aLJkx2+ky2−kz0 kz2aNδ2

2 Ikx2 + ky2M
,

x6 →
Hkz0 + kz2aL Ikx2 + ky

2
+ kz0 kz2aM Ik02 He0xy kx + e0yy kyL − ky kz0 rM δ

−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky2 + kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky2 − kz0 kz2aM2 δ4
,

x7 → IHkz0 − kz2aL δ
3 Ie0yy kx ky Hkz0 + kz2aL IHkz0 + kz2aL Ikz0 H3 kz0 − kz2aL kz2a + kx

2 Hkz0 + kz2aL + ky
2 Hkz0 + kz2aLM − Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM δ4M +

kx ky r I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky
2
+ 3 kz0 kz2aM + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM δ4M + e0xy I−kz0 Hkz0 + kz2aL2 Iky2 + kz0 kz2aM2 + kz0 Hkz0 − kz2aL2 Iky2 − kz0 kz2aM2 δ4 +

kx
4
kz2a IHkz0 + kz2aL2 − Hkz0 − kz2aL2 δ4M + kx

2 Hkz0 − kz2aL IHkz0 + kz2aL2 I−ky2 + kz0 kz2aM + Hkz0 − kz2aL2 Iky2 − kz0 kz2aM δ4MMMMë
II−Hkz0 + kz2aL2 + Hkz0 − kz2aL2 δ4M I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky

2
+ kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM2 δ4MM,

x8 →

δ
kx He0yy kx kz0−e0xy ky kz0−kx rL

kz0+kz2a+Hkz0−kz2aLδ2
−

kx He0yy kx kz0−e0xy ky kz0−kx rL
kz0+kz2a−kz0 δ2+kz2a δ2

+
ky kz2a Jk02 He0xy kx+e0yy kyL−ky kz0 rN

Hkz0+kz2aLJkx2+ky2+kz0 kz2aN−Hkz0−kz2aLJkx2+ky2−kz0 kz2aNδ2
−

ky kz2a Jk02 He0xy kx+e0yy kyL−ky kz0 rN
Hkz0+kz2aLJkx2+ky2+kz0 kz2aN+Hkz0−kz2aLJkx2+ky2−kz0 kz2aNδ2

2 Ikx2 + ky
2M

,

x9 → −
Hkz0 − kz2aL Ikx2 + ky2 − kz0 kz2aM Ik02 He0xy kx + e0yy kyL − ky kz0 rM δ3

−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky2 + kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky2 − kz0 kz2aM2 δ4
,

x10 → −I2 kz2a δ2 Ie0xy kz0 I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx4 + Iky2 + kz0 kz2aM2 + kx
2 I2 ky2 + kz0

2
+ kz2a

2MM + Hkz0 − kz2aL2 Ikx4 + Iky2 − kz0 kz2aM2 + kx
2 I2 ky2 + kz0

2
+ kz2a

2MM δ4M +

kx ky I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky
2
− kz0

2
+ 2 kz0 kz2aM r + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− kz0 Hkz0 + 2 kz2aLM r δ4 + e0yy kz0 Ikz02 − kz2a

2M2 I−1 + δ
4MMMMë

II−Hkz0 + kz2aL2 + Hkz0 − kz2aL2 δ4M I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky
2
+ kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM2 δ4MM,

x11 → −I2 kz2a δ2 IHkz0 + kz2aL2 Ikx4 + kx
2 Iky2 + 2 kz0 kz2aM + kz0

2 Iky2 + kz2a
2MM r − Hkz0 − kz2aL2 Ikx4 + kx

2 Iky2 − 2 kz0 kz2aM + kz0
2 Iky2 + kz2a

2MM r δ
4
+ e0xy kx ky kz0 Ikz02 − kz2a

2M2 I−1 + δ
4M +

e0yy kz0 I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx4 + 2 kx
2 Iky2 + kz0 kz2aM + Iky2 + kz0

2M Iky2 + kz2a
2MM + Hkz0 − kz2aL2 Ikx4 + 2 kx

2 Iky2 − kz0 kz2aM + Iky2 + kz0
2M Iky2 + kz2a

2MM δ4MMMë
II−Hkz0 + kz2aL2 + Hkz0 − kz2aL2 δ4M I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky

2
+ kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM2 δ4MM,

x12 →
2 k2

2
kz2a Ik02 He0xy kx + e0yy kyL − ky kz0 rM δ2

−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky2 + kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky2 − kz0 kz2aM2 δ4
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x1 →

Ikx2 ky2 kz03 n + ky
4
kz0

3
n + 3 kx

2
ky

2
kz0

2
kz2a n + 3 ky

4
kz0

2
kz2a n + kx

2
kz0

4
kz2a n + 2 ky

2
kz0

4
kz2a n + 3 kx

2
ky

2
kz0 kz2a

2
n + 3 ky

4
kz0 kz2a

2
n + 3 kx

2
kz0

3
kz2a

2
n + 6 ky

2
kz0

3
kz2a

2
n + kz0

5
kz2a

2
n +

kx
2
ky

2
kz2a

3
n + ky

4
kz2a

3
n + 3 kx

2
kz0

2
kz2a

3
n + 6 ky

2
kz0

2
kz2a

3
n + 3 kz0

4
kz2a

3
n + kx

2
kz0 kz2a

4
n + 2 ky

2
kz0 kz2a

4
n + 3 kz0

3
kz2a

4
n + kz0

2
kz2a

5
n − 2 kx

2
ky

2
kz0

3
n δ

4
− 2 ky

4
kz0

3
n δ

4
+

2 kx
2
ky

2
kz0 kz2a

2
n δ

4
+ 2 ky

4
kz0 kz2a

2
n δ

4
+ 2 kx

2
kz0

3
kz2a

2
n δ

4
− 4 ky

2
kz0

3
kz2a

2
n δ

4
− 2 kz0

5
kz2a

2
n δ

4
− 2 kx

2
kz0 kz2a

4
n δ

4
+ 4 ky

2
kz0 kz2a

4
n δ

4
+ 2 kz0

3
kz2a

4
n δ

4
+ kx

2
ky

2
kz0

3
n δ

8
+

ky
4
kz0

3
n δ

8
− 3 kx

2
ky

2
kz0

2
kz2a n δ

8
− 3 ky

4
kz0

2
kz2a n δ

8
− kx

2
kz0

4
kz2a n δ

8
− 2 ky

2
kz0

4
kz2a n δ

8
+ 3 kx

2
ky

2
kz0 kz2a

2
n δ

8
+ 3 ky

4
kz0 kz2a

2
n δ

8
+ 3 kx

2
kz0

3
kz2a

2
n δ

8
+ 6 ky

2
kz0

3
kz2a

2
n δ

8
+

kz0
5
kz2a

2
n δ

8
− kx

2
ky

2
kz2a

3
n δ

8
− ky

4
kz2a

3
n δ

8
− 3 kx

2
kz0

2
kz2a

3
n δ

8
− 6 ky

2
kz0

2
kz2a

3
n δ

8
− 3 kz0

4
kz2a

3
n δ

8
+ kx

2
kz0 kz2a

4
n δ

8
+ 2 ky

2
kz0 kz2a

4
n δ

8
+ 3 kz0

3
kz2a

4
n δ

8
−

kz0
2
kz2a

5
n δ

8
+ e0yz kx ky Hkz0 − kz2aL Hkz0 + kz2aL I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky

2
+ kz0 kz2aM + 2 IIkx2 + ky

2M kz02 + Ikx2 + ky
2
+ 2 kz0

2M kz2a2M δ4 − Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky
2
− kz0 kz2aM δ8M +

e0xz Ikx4 kz0 I−Hkz0 + kz2aL3 + 2 kz0 Hkz0 − kz2aL Hkz0 + kz2aL δ4 − Hkz0 − kz2aL3 δ8M + kz2a I−Hkz0 + kz2aL3 Iky2 + kz0 kz2aM2 + 2 kz2a I−kz02 + kz2a
2M Iky4 + 2 ky

2
kz0

2
+ kz0

2
kz2a

2M δ4 +

Hkz0 − kz2aL3 Iky2 − kz0 kz2aM2 δ8M + kx
2 I−ky2 IHkz0 + kz2aL2 − Hkz0 − kz2aL2 δ4M2 + kz0 kz2a I−Hkz0 + kz2aL4 + Hkz0 − kz2aL4 δ8MMM +

kx ky IHkz0 + kz2aL3 Ikx2 + ky
2
+ kz0 kz2aM + 2 kz0 I−kz02 + kz2a

2M Ikx2 + ky
2
+ 3 kz2a

2M δ4 + Hkz0 − kz2aL3 Ikx2 + ky
2
− kz0 kz2aM δ8M µMë

II−Hkz0 + kz2aL2 + Hkz0 − kz2aL2 δ4M I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky
2
+ kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM2 δ4MM,

x2 → −Ikx3 ky kz03 n + kx ky
3
kz0

3
n + 3 kx

3
ky kz0

2
kz2a n + 3 kx ky

3
kz0

2
kz2a n + kx ky kz0

4
kz2a n + 3 kx

3
ky kz0 kz2a

2
n + 3 kx ky

3
kz0 kz2a

2
n + 3 kx ky kz0

3
kz2a

2
n +

kx
3
ky kz2a

3
n + kx ky

3
kz2a

3
n + 3 kx ky kz0

2
kz2a

3
n + kx ky kz0 kz2a

4
n − 2 kx

3
ky kz0

3
n δ

4
− 2 kx ky

3
kz0

3
n δ

4
+ 2 kx

3
ky kz0 kz2a

2
n δ

4
+ 2 kx ky

3
kz0 kz2a

2
n δ

4
−

6 kx ky kz0
3
kz2a

2
n δ

4
+ 6 kx ky kz0 kz2a

4
n δ

4
+ kx

3
ky kz0

3
n δ

8
+ kx ky

3
kz0

3
n δ

8
− 3 kx

3
ky kz0

2
kz2a n δ

8
− 3 kx ky

3
kz0

2
kz2a n δ

8
− kx ky kz0

4
kz2a n δ

8
+

3 kx
3
ky kz0 kz2a

2
n δ

8
+ 3 kx ky

3
kz0 kz2a

2
n δ

8
+ 3 kx ky kz0

3
kz2a

2
n δ

8
− kx

3
ky kz2a

3
n δ

8
− kx ky

3
kz2a

3
n δ

8
− 3 kx ky kz0

2
kz2a

3
n δ

8
+ kx ky kz0 kz2a

4
n δ

8
+

e0xz kx ky Hkz0 − kz2aL Hkz0 + kz2aL IHkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky
2
+ kz0 kz2aM − 2 IIkx2 + ky

2M kz02 + Ikx2 + ky
2
+ 2 kz0

2M kz2a2M δ4 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky
2
− kz0 kz2aM δ8M +

e0yz Ikx4 kz2a IHkz0 + kz2aL3 + 2 Hkz0 − kz2aL kz2a Hkz0 + kz2aL δ4 + H−kz0 + kz2aL3 δ8M + kz0 IHkz0 + kz2aL3 Iky2 + kz0 kz2aM Iky2 + kz2a
2M + 2 kz0 Hkz0 − kz2aL Hkz0 + kz2aL I−ky4 + kz2a

4M δ4 +

Hkz0 − kz2aL3 Iky2 − kz0 kz2aM Iky2 + kz2a
2M δ8M + kx

2 Iky2 IHkz0 + kz2aL2 − Hkz0 − kz2aL2 δ4M2 + 2 kz0 kz2a
2 IHkz0 + kz2aL3 + 2 kz0 Hkz0 − kz2aL Hkz0 + kz2aL δ4 + Hkz0 − kz2aL3 δ8MMM +

IHkz0 + kz2aL3 Ikx2 + kz0 kz2aM Ikx2 + ky
2
+ kz0 kz2aM − 2 kz0 Hkz0 − kz2aL Hkz0 + kz2aL Ikx4 + I−ky2 + kz0

2M kz2a2 + kx
2 Iky2 + 2 kz2a

2MM δ4 + Hkz0 − kz2aL3 Ikx2 − kz0 kz2aM Ikx2 + ky
2
− kz0 kz2aM δ8M

µMëII−Hkz0 + kz2aL2 + Hkz0 − kz2aL2 δ4M I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky
2
+ kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM2 δ4MM,

x3 → Ie0xz k22 kx IHkz0 + kz2aL Ikx2 + ky
2
+ kz0 kz2aM − Hkz0 − kz2aL Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM δ4M + e0yz k2

2
ky IHkz0 + kz2aL Ikx2 + ky

2
+ kz0 kz2aM − Hkz0 − kz2aL Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM δ4M −

kz2a IHkz0 + kz2aL Ikx2 + ky
2
+ kz0 kz2aM + Hkz0 − kz2aL Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM δ4M Hkx n − ky µLMë

I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky
2
+ kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM2 δ4M,

x4 → IHkz0 + kz2aL δ Ikx2 ky2 kz02 n + ky
4
kz0

2
n + 2 kx

2
ky

2
kz0 kz2a n + 2 ky

4
kz0 kz2a n + kx

2
kz0

3
kz2a n + 2 ky

2
kz0

3
kz2a n + kx

2
ky

2
kz2a

2
n + ky

4
kz2a

2
n + 2 kx

2
kz0

2
kz2a

2
n + 4 ky

2
kz0

2
kz2a

2
n +

kz0
4
kz2a

2
n + kx

2
kz0 kz2a

3
n + 2 ky

2
kz0 kz2a

3
n + 2 kz0

3
kz2a

3
n + kz0

2
kz2a

4
n − kx

2
ky

2
kz0

2
n δ

4
− ky

4
kz0

2
n δ

4
+ 2 kx

2
ky

2
kz0 kz2a n δ

4
+ 2 ky

4
kz0 kz2a n δ

4
− kx

2
kz0

3
kz2a n δ

4
+

2 ky
2
kz0

3
kz2a n δ

4
− kx

2
ky

2
kz2a

2
n δ

4
− ky

4
kz2a

2
n δ

4
+ 2 kx

2
kz0

2
kz2a

2
n δ

4
− 4 ky

2
kz0

2
kz2a

2
n δ

4
− kz0

4
kz2a

2
n δ

4
− kx

2
kz0 kz2a

3
n δ

4
+ 2 ky

2
kz0 kz2a

3
n δ

4
+ 2 kz0

3
kz2a

3
n δ

4
−

kz0
2
kz2a

4
n δ

4
+ e0yz kx ky Hkz0 − kz2aL I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky

2
+ kz0 kz2aM − Hkz0 − kz2aL Ikx2 H−kz0 + kz2aL + ky

2 H−kz0 + kz2aL + kz0 kz2a H3 kz0 + kz2aLM δ4M +

e0xz IHkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky
2
+ kz0 kz2aM Iky2 kz0 + Ikx2 + kz0

2M kz2aM − Hkz0 − kz2aL2 Ikx4 kz2a + kz0 Iky2 − kz0 kz2aM2 + kx
2 Hkz0 + kz2aL Iky2 + kz0 kz2aMM δ4M +

kx ky IHkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky
2
+ kz0 kz2aM − Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− 3 kz0 kz2aM δ4M µMMë

II−Hkz0 + kz2aL2 + Hkz0 − kz2aL2 δ4M I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky
2
+ kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM2 δ4MM,

x5 → −IHkz0 + kz2aL δ Ikx3 ky kz02 n + kx ky
3
kz0

2
n + 2 kx

3
ky kz0 kz2a n + 2 kx ky

3
kz0 kz2a n + kx ky kz0

3
kz2a n + kx

3
ky kz2a

2
n + kx ky

3
kz2a

2
n + 2 kx ky kz0

2
kz2a

2
n + kx ky kz0 kz2a

3
n − kx

3
ky kz0

2
n δ

4
−

kx ky
3
kz0

2
n δ

4
+ 2 kx

3
ky kz0 kz2a n δ

4
+ 2 kx ky

3
kz0 kz2a n δ

4
+ 3 kx ky kz0

3
kz2a n δ

4
− kx

3
ky kz2a

2
n δ

4
− kx ky

3
kz2a

2
n δ

4
− 6 kx ky kz0

2
kz2a

2
n δ

4
+ 3 kx ky kz0 kz2a

3
n δ

4
+ e0xz kx ky

Hkz0 − kz2aL IHkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky
2
+ kz0 kz2aM + Hkz0 − kz2aL Ikx2 H−kz0 + kz2aL + ky

2 H−kz0 + kz2aL + kz0 kz2a H3 kz0 + kz2aLM δ4M + e0yz Ikx4 kz0 I−Hkz0 + kz2aL2 + Hkz0 − kz2aL2 δ4M +

Iky2 + kz0
2M kz2a Iky2 + kz0 kz2aM I−Hkz0 + kz2aL2 + Hkz0 − kz2aL2 δ4M + kx

2 I−Hkz0 + kz2aL2 I2 kz02 kz2a + ky
2 Hkz0 + kz2aLM + Hkz0 − kz2aL2 I−2 kz02 kz2a + ky

2 Hkz0 + kz2aLM δ4MM +

IHkz0 + kz2aL2 Ikx2 + kz0 kz2aM Ikx2 + ky
2
+ kz0 kz2aM − Hkz0 − kz2aL2 Ikx4 + kx

2 Iky2 − 2 kz0 kz2aM + kz0 kz2a Iky2 + kz0 kz2aMM δ4M µMMë
II−Hkz0 + kz2aL2 + Hkz0 − kz2aL2 δ4M I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky

2
+ kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM2 δ4MM,

x6 →
Hkz0 + kz2aL Ikx2 + ky2 + kz0 kz2aM δ Ie0xz k02 kx + e0yz k02 ky + kx kz0 n − ky kz0 µM

−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky2 + kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky2 − kz0 kz2aM2 δ4
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x7 →

−IHkz0 − kz2aL δ3 Ikx2 ky2 kz02 n + ky
4
kz0

2
n + 2 kx

2
ky

2
kz0 kz2a n + 2 ky

4
kz0 kz2a n − kx

2
kz0

3
kz2a n + 2 ky

2
kz0

3
kz2a n + kx

2
ky

2
kz2a

2
n + ky

4
kz2a

2
n − 2 kx

2
kz0

2
kz2a

2
n + 4 ky

2
kz0

2
kz2a

2
n + kz0

4
kz2a

2

n − kx
2
kz0 kz2a

3
n + 2 ky

2
kz0 kz2a

3
n + 2 kz0

3
kz2a

3
n + kz0

2
kz2a

4
n − kx

2
ky

2
kz0

2
n δ

4
− ky

4
kz0

2
n δ

4
+ 2 kx

2
ky

2
kz0 kz2a n δ

4
+ 2 ky

4
kz0 kz2a n δ

4
+ kx

2
kz0

3
kz2a n δ

4
+

2 ky
2
kz0

3
kz2a n δ

4
− kx

2
ky

2
kz2a

2
n δ

4
− ky

4
kz2a

2
n δ

4
− 2 kx

2
kz0

2
kz2a

2
n δ

4
− 4 ky

2
kz0

2
kz2a

2
n δ

4
− kz0

4
kz2a

2
n δ

4
+ kx

2
kz0 kz2a

3
n δ

4
+ 2 ky

2
kz0 kz2a

3
n δ

4
+

2 kz0
3
kz2a

3
n δ

4
− kz0

2
kz2a

4
n δ

4
+ e0yz kx ky Hkz0 + kz2aL I−Hkz0 + kz2aL Ikz0 H3 kz0 − kz2aL kz2a + kx

2 Hkz0 + kz2aL + ky
2 Hkz0 + kz2aLM + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM δ4M +

e0xz Ikz0 Hkz0 + kz2aL2 Iky2 + kz0 kz2aM2 − kz0 Hkz0 − kz2aL2 Iky2 − kz0 kz2aM2 δ4 + kx
4
kz2a I−Hkz0 + kz2aL2 + Hkz0 − kz2aL2 δ4M +

kx
2 Hkz0 − kz2aL I−ky2 + kz0 kz2aM I−Hkz0 + kz2aL2 + Hkz0 − kz2aL2 δ4MM + kx ky IHkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky

2
+ 3 kz0 kz2aM − Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM δ4M µMMë

II−Hkz0 + kz2aL2 + Hkz0 − kz2aL2 δ4M I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky
2
+ kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM2 δ4MM,

x8 → IHkz0 − kz2aL δ3 Ikx3 ky kz02 n + kx ky
3
kz0

2
n + 2 kx

3
ky kz0 kz2a n + 2 kx ky

3
kz0 kz2a n + 3 kx ky kz0

3
kz2a n + kx

3
ky kz2a

2
n + kx ky

3
kz2a

2
n + 6 kx ky kz0

2
kz2a

2
n + 3 kx ky kz0 kz2a

3
n −

kx
3
ky kz0

2
n δ

4
− kx ky

3
kz0

2
n δ

4
+ 2 kx

3
ky kz0 kz2a n δ

4
+ 2 kx ky

3
kz0 kz2a n δ

4
+ kx ky kz0

3
kz2a n δ

4
− kx

3
ky kz2a

2
n δ

4
− kx ky

3
kz2a

2
n δ

4
− 2 kx ky kz0

2
kz2a

2
n δ

4
+ kx ky kz0 kz2a

3
n δ

4
+

e0xz kx ky Hkz0 + kz2aL IHkz0 + kz2aL Ikz0 H3 kz0 − kz2aL kz2a + kx
2 Hkz0 + kz2aL + ky

2 Hkz0 + kz2aLM − Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky
2
− kz0 kz2aM δ4M + e0yz Ikx4 kz0 I−Hkz0 + kz2aL2 + Hkz0 − kz2aL2 δ4M +

Iky2 + kz0
2M kz2a I−ky2 + kz0 kz2aM I−Hkz0 + kz2aL2 + Hkz0 − kz2aL2 δ4M + kx

2 I−Hkz0 + kz2aL2 Iky2 Hkz0 − kz2aL + 2 kz0
2
kz2aM + Hkz0 − kz2aL2 Iky2 Hkz0 − kz2aL − 2 kz0

2
kz2aM δ4MM +

IHkz0 + kz2aL2 Ikx4 + kz0 kz2a I−ky2 + kz0 kz2aM + kx
2 Iky2 + 2 kz0 kz2aMM − Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 − kz0 kz2aM Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM δ4M µMMë

II−Hkz0 + kz2aL2 + Hkz0 − kz2aL2 δ4M I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky
2
+ kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM2 δ4MM,

x9 → −
Hkz0 − kz2aL Ikx2 + ky2 − kz0 kz2aM δ3 Ie0xz k02 kx + e0yz k02 ky + kx kz0 n − ky kz0 µM

−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky2 + kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky2 − kz0 kz2aM2 δ4
,

x10 →

I2 kz2a δ2 Ikx2 ky2 kz02 n + ky
4
kz0

2
n + kx

2
kz0

4
n + 2 kx

2
ky

2
kz0 kz2a n + 2 ky

4
kz0 kz2a n + 2 kx

2
kz0

3
kz2a n + 2 ky

2
kz0

3
kz2a n + kx

2
ky

2
kz2a

2
n + ky

4
kz2a

2
n + kx

2
kz0

2
kz2a

2
n + 4 ky

2
kz0

2
kz2a

2
n +

kz0
4
kz2a

2
n + 2 ky

2
kz0 kz2a

3
n + 2 kz0

3
kz2a

3
n + kz0

2
kz2a

4
n − kx

2
ky

2
kz0

2
n δ

4
− ky

4
kz0

2
n δ

4
− kx

2
kz0

4
n δ

4
+ 2 kx

2
ky

2
kz0 kz2a n δ

4
+ 2 ky

4
kz0 kz2a n δ

4
+ 2 kx

2
kz0

3
kz2a n δ

4
+

2 ky
2
kz0

3
kz2a n δ

4
− kx

2
ky

2
kz2a

2
n δ

4
− ky

4
kz2a

2
n δ

4
− kx

2
kz0

2
kz2a

2
n δ

4
− 4 ky

2
kz0

2
kz2a

2
n δ

4
− kz0

4
kz2a

2
n δ

4
+ 2 ky

2
kz0 kz2a

3
n δ

4
+ 2 kz0

3
kz2a

3
n δ

4
− kz0

2
kz2a

4
n δ

4
−

e0yz kx ky kz0 Ikz02 − kz2a
2M2 I−1 + δ

4M + e0xz kz0 IHkz0 + kz2aL2 Ikx4 + Iky2 + kz0 kz2aM2 + kx
2 I2 ky2 + kz0

2
+ kz2a

2MM − Hkz0 − kz2aL2 Ikx4 + Iky2 − kz0 kz2aM2 + kx
2 I2 ky2 + kz0

2
+ kz2a

2MM δ4M +

kx ky IHkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky
2
− kz0

2
+ 2 kz0 kz2aM + Hkz0 − kz2aL2 I−kx2 − ky

2
+ kz0

2
+ 2 kz0 kz2aM δ4M µMMë

II−Hkz0 + kz2aL2 + Hkz0 − kz2aL2 δ4M I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky
2
+ kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM2 δ4MM,

x11 → −I2 kz2a δ2 Ikx3 ky kz02 n + kx ky
3
kz0

2
n − kx ky kz0

4
n + 2 kx

3
ky kz0 kz2a n + 2 kx ky

3
kz0 kz2a n + kx

3
ky kz2a

2
n + kx ky

3
kz2a

2
n + 3 kx ky kz0

2
kz2a

2
n + 2 kx ky kz0 kz2a

3
n − kx

3
ky kz0

2
n δ

4
−

kx ky
3
kz0

2
n δ

4
+ kx ky kz0

4
n δ

4
+ 2 kx

3
ky kz0 kz2a n δ

4
+ 2 kx ky

3
kz0 kz2a n δ

4
− kx

3
ky kz2a

2
n δ

4
− kx ky

3
kz2a

2
n δ

4
− 3 kx ky kz0

2
kz2a

2
n δ

4
+ 2 kx ky kz0 kz2a

3
n δ

4
+ e0xz kx ky kz0

Ikz02 − kz2a
2M2 I−1 + δ

4M + e0yz kz0 I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx4 + 2 kx
2 Iky2 + kz0 kz2aM + Iky2 + kz0

2M Iky2 + kz2a
2MM + Hkz0 − kz2aL2 Ikx4 + 2 kx

2 Iky2 − kz0 kz2aM + Iky2 + kz0
2M Iky2 + kz2a

2MM δ4M +

IHkz0 + kz2aL2 Ikx4 + kx
2 Iky2 + 2 kz0 kz2aM + kz0

2 Iky2 + kz2a
2MM − Hkz0 − kz2aL2 Ikx4 + kx

2 Iky2 − 2 kz0 kz2aM + kz0
2 Iky2 + kz2a

2MM δ4M µMMë
II−Hkz0 + kz2aL2 + Hkz0 − kz2aL2 δ4M I−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky

2
+ kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky

2
− kz0 kz2aM2 δ4MM,

x12 →
2 k22 kz2a δ2 Ie0xz k02 kx + e0yz k02 ky + kx kz0 n − ky kz0 µM

−Hkz0 + kz2aL2 Ikx2 + ky2 + kz0 kz2aM2 + Hkz0 − kz2aL2 Ikx2 + ky2 − kz0 kz2aM2 δ4
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5. Ε*ίλυση της ολοκληρωτικής εξίσωσης 
 
 

Η επίλυση της ολοκληρωτικής εξίσωσης (3.40) για κάθε σηµείο του χώρου προϋποθέτει την εύρεση 

του πεδίου στο χώρο της ανοµοιογένειας. Πράγµατι, αν καταφέρουµε να βρούµε µία έκφραση του 

ηλεκτρικού πεδίου για τα σηµεία της περιοχής ολοκλήρωσης τότε, χρησιµοποιώντας την εκάστοτε 

κατάλληλη συνάρτηση Green, µπορεί να βρεθεί το ηλεκτρικό πεδίο σε κάθε άλλη περιοχή του χώρου. 

Επισηµαίνεται εδώ ότι, σύµφωνα µε τη σχέση (4.9), η κατάλληλη έκφραση της συνάρτησης Green για 

την επίλυση της ολοκληρωτικής εξίσωσης στο χώρο της ανοµοιογένειας είναι η: 

 �wC�, ��D = �w¥C�, ��D + �w�C�, ��D. 
 

Για λόγους µείωσης της πολυπλοκότητας θα θεωρηθεί ότι το κέντρο του σφαιρικού σκεδαστή 

βρίσκεται στο σηµείο (0, 0, ��), δηλαδή το διάνυσµα θέσεως του κέντρου είναι το: 		�± = �±	�/. 
 

Το νέο σχήµα που περιγράφει τη διάταξη είναι το ακόλουθο: 

 

 
 
 
 
 

x 

y 

z 

�ü 

Ο 

� 

Περιοχή Ι 

Περιοχή ΙΙ 

Περιοχή ΙΙΙ 

Περιοχή ΙV 

� = 0	
 

� = �2	

� = −�2	

��[ ýþ� 
�/[ 

Σχήµα 5.1 
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5.1. Έκφραση των *εδίων ως ανα*τύγµατα σφαιρικών κυµάτων 
 
 
Η ολοκλήρωση στην Περιοχή 4 απαιτεί την αλλαγή συστήµατος συντεταγµένων καθώς και την 

έκφραση του ηλεκτρικού πεδίου και της συνάρτησης Green σε κατάλληλο ανάπτυγµα διανυσµατικών 

ιδιοσυναρτήσεων. Στην περίπτωσή µας ο όγκος ολοκλήρωσης έχει σφαιρικό σχήµα, γι’ αυτό η 

καταλληλότερη αντιµετώπιση επιτυγχάνεται αν εργασθούµε σε σφαιρικό σύστηµα συντεταγµένων, µε 

αρχή το κέντρο της σφαίρας.  

 

Αρχικά πρέπει να γραφούν οι σχέσεις µετασχηµατισµού από καρτεσιανό (x, y, z) σε σφαιρικό 

σύστηµα (r, θ, φ) µε αρχή το σηµείο (x,y,z)=(0,0,0): 

 
 � = b	�³�h±a�á            � = b	�³�h�³�á           � = b	±a�h (5.1) 
 
 
Στη συνέχεια πρέπει γίνει µετατόπιση της αρχής των αξόνων του νέου συστήµατος στο σηµείο 

(x,y,z)=(0,0,	��) και να διατυπωθούν οι σχέσεις που συνδέουν το αρχικό � ∶ (x, y, z) µε το 
µετατοπισµένο σύστηµα �� ∶ (x�, y�, z�). Αυτές είναι οι εξής: 
 �� = � − �� 	�� (5.2) 

 �[ = b	�³�h±a�á       �[ = b	�³�h�³�á       �[ = −�� + b	±a�h (5.3) 
 
 
Στο σηµείο αυτό είναι απαραίτητο να εκφράσουµε όλα τα µεγέθη της ολοκληρωτικής εξίσωσης σε 

αναπτύγµατα σφαιρικών κυµάτων. 

 
Το ζητούµενο ανάπτυγµα για το ηλεκτρικό πεδίο θα έχει την ακόλουθη µορφή: 
 
 

BU��V = � � o
Ú��	Ú�(�) U��, T�V + ¬Ú�Z	Ú�(�) U��, T�Vp`�
ÚØ5�

`�
�Ø�  

 
(5.4) 

 
 

Ως 
Ú� , ¬Ú� συµβολίζονται οι άγνωστοι βαθµωτοί συντελεστές του αναπτύγµατος, ενώ τα �	Ú�(�) C�, T�D και Z	Ú�(�) C�, T�D είναι τα σφαιρικά κυµατικά ιδιοδιανύσµατα. Τα τελευταία βασίζονται 
στα βαθµωτά δυναµικά Debye που ικανοποιούν την εξίσωση Helmhotz ως λύση χωριζόµενων 

µεταβλητών. Στη βιβλιογραφία [8] τα σφαιρικά κυµατοδιανύσµατα ορίζονται ως εξής: 
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�	Ú�(�) C�, TD = ��(�)(Tb)(�(� + 1)	Ú�(h, á) (5.5) 

 

Z	Ú�(�) C�, TD = �(� + 1) ��(�)(Tb)Tb Å�Ú(cos h)<�Úà�� + ��(�)′(Tb)Tb (�(� + 1)�Ú�(h, á)  
(5.6) 

 
 
Και 
 

	Ú�(h, á) = 1(�(� + 1)Á ³9�³�h Å�Ú(±a�h)ýþ − �Å�Ú(±a�h)�h �/Â <�Úà  
(5.7) 

 

�Ú�(h, á) = 1(�(� + 1) Á ³9�³�h Å�Ú(±a�h)�/ + �Å�Ú(±a�h)�h ýþÂ <�Úà  
(5.8) 

 
 
Στα παραπάνω χρησιµοποιείται ο εξής συµβολισµός: 
 
 

��(�)(Tb) = KLM
LNE�(Tb)						,				� = 1	 ∶ 
á�lJlkή	
��άJg¦f¦	²<��<�	1��	�ί������(Tb)					,				� = 2	 ∶ 
á�lJlkή	
��άJg¦f¦	²<��<�	2��	�ί����ℎ�(�)(Tb)	,					� = 3	 ∶ 
á�lJlkή	
��άJg¦f¦	7
�T<�	1��	�ί����ℎ�(�)(Tb)		,				� = 4	 ∶ 
á�lJlkή	
��άJg¦f¦	7
�T<�	2��	�ί����

O  
(5.9) 

 
 
Που αποτελούν λύσεις της διαφορικής εξίσωσης: 
 
 Ò�� ����� + 2� ��� + C�� − �(� + 1)DÓ ��(�)(�) = 0 
 
Επίσης: ��(�)�(Tb) = ��b o(Tb)��(�)(Tb)p (5.10) 

 
 Å�Ú(�) : Οι Προσαρτηµένες Συναρτήσεις Legendre, όπου µε “n” συµβολίζεται ο βαθµός και µε “m” 

η τάξη τους. Οι συναρτήσεις αυτές λύνουν τη διαφορική εξίσωση: 

 
 Ò(1 − ��) ����� − 2� ��� + Á�(� + 1) − 9�1 − ��ÂÓÅ�Ú(�) = 0 
 
 
Οι ιδιότητες των παραπάνω ειδικών συναρτήσεων υπάρχουν συγκεντρωµένες στην παραποµπή [1]. 
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Προς το παρόν έχουµε εκφράσει σε µορφή αναπτύγµατος σφαιρικών κυµάτων τη λύση για το 

ηλεκτρικό πεδίο B. Αντίστοιχα πρέπει να αναπτυχθεί σε σφαιρικά κύµατα και η συνάρτηση Green που 

αφορά το χώρο ολοκλήρωσης. Πρόκειται για τη �wC�, ��D = �w¥C�, ��D + �w�C�, ��D η οποία 
σύµφωνα µε τις σχέσεις (4.40) και (4.43) αναλύεται σε: 

 

 �w¥C�, ��D = −����	T!5��C� − ��D+ T!5�84� � çz¥CTr 	, 	Ts	, (� − �′)D ∙ <�Ô	⟘∙(�	⟘5�	⟘Ñ )5æÐ*t5tÑ*	�Ô	⟘`�
5�  

Και 
 �w�C�, ��D = T!5�84� � çz�CTr 	, 	TsD ∙ <�Ô	⟘∙(�	⟘5�	⟘Ñ )5æåUt5��V5æÐU��5tÑV�Ô	⟘`�

5�  

 
 

Το ανάπτυγµα της συνάρτησης Green του ελευθέρου χώρου �w¥ υπάρχει στη βιβλιογραφία [8], [11] 
και είναι: 

 

 �w¥C�, ��D= −���� �(� − ��)T!�+ ³T!44 � � (−1)Ú 2� + 1�(� + 1) ä�	Ú�(&) C�, T!D�	5Ú�(�) C��, T!D + Z	Ú�(&) C�, T!DZ	5Ú�(�) C�′, T!D			, b > b′�	Ú�(�) C�, T!D�	5Ú�(&) C��, T!D + Z	Ú�(�) C�, T!DZ	5Ú�(&) C�′, T!D			, b < b′O
`�

ÚØ5�
`�
�Ø�  

 
(5.11) 

 
Αποδεικνύεται ότι το παραπάνω ανάπτυγµα παραµένει αναλλοίωτο για οποιοδήποτε σύστηµα 

συντεταγµένων που προκύπτει από γραµµικό ή περιστροφικό µετασχηµατισµό. Γι’ αυτό, κατά τη 

χρήση του στο µετατοπισµένο σύστηµα συντεταγµένων, θα γίνει η απλή αντικατάσταση: �(�) ← ��(�). 
 

Το ανάπτυγµα της �w� απαιτεί ιδιαίτερο χειρισµό ως προς κυµατικό µέρος. Στις παρακάτω πράξεις 
λαµβάνεται υπόψη και η µετατόπιση των αξόνων και το ότι �! = ��.  
 
 

�w�C�[, �[� D = T!5�84� � çz�CTr , TsD ∙ <�Ô	⟘∙o��⟘5��Ñ⟘p5æåUt�5	��`t�V5æåU��	5t�Ñ5t�V	�Tr�Ts
`�

5�  
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= T!5�84� � çz�CTr , TsD ∙ <�Ô	�∙U��5��ÑV�Tr�Ts
`�

5�  

= T!5�84� � 	<�Ô	�∙	�� 		çz�CTr , TsD	<5�Ô	�∙	��Ñ�Tr�Ts
`�

5�  

 

(5.12) 

 

Όπου, οµοίως µε το κεφάλαιο 4, είναι: 

 

Ô	� = T../ + T00/ + ³��	��,       µε  *Ô	�* ≜ T� = T! (5.13) 

 �� = −³T!t� = Y*T!� − Tr� − Ts�* ¢� − ³				,			T!� > Tr� + Ts�1 − ³�		,			T!� < Tr� + Ts� O (5.14) 

 

Επίσης το ολοκλήρωµα ως προς τις µεταβλητές Tr , Ts µπορεί να µετατραπεί σε ολοκλήρωµα ως 
προς τις γωνίες hÏ , áÏ  ως εξής: 

� �Tr�Ts`�
5� = � T!2 cos hÏ sin hÏ �hÏ�áÏ

��	`��
!		5��  

(5.15) 

Οι γωνίες hÏ , áÏ  προσδιορίζουν την κατεύθυνση του διανύσµατος Ô	� σύµφωνα µε τις σχέσεις των 
σφαιρικών συντεταγµένων: 

Tr = T! sin hÏ ±a�áÏ 										Ts = T! sin hÏ �³�áÏ (5.16) 

 

Τέλος, θεωρήσαµε τη γωνία hÏ  ως µιγαδική και θέσαµε κατάλληλα τα αντίστοιχα όρια ολοκλήρωσης, 
έτσι ώστε να διατηρείται η ικανότητα των Tr , Ts να βγαίνουν εκτός των ορίων του κύκλου:  
 T!� = Tr� + Ts� + Tt� (5.17) 

 

Στο σηµείο αυτό, προκειµένου να αναπτύξουµε τη �w� ως ανάπτυγµα σφαιρικών κυµάτων, 
εκµεταλλευόµαστε την ιδιότητα της µοναδιαίας δυάδας C	yz = ././ + 0/0/ + ����D: 
 � ∙ yz = yz ∙ � = � (5.18) 

 

όπου � : τυχαίο διάνυσµα ή δυάδα. Συγκεκριµένα, µας δίνεται η δυνατότητα να εκφράσουµε τους 
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κυµατικούς όρους  yz<±	�Ô	�∙	��  ως ανάπτυγµα σφαιρικών κυµατικών συναρτήσεων, το οποίο είναι ήδη 
γνωστό από τη βιβλιογραφία10 [8]: 

 

yz<±	�Ô∙� = � � (±³)��Ú (� − 9)!	(� +9)! 	 2� + 1(n(n + 1) �	Ú�(hÏ , áÏ)�	Ú�(�) C�, TD`�
ÚØ5�

`�
�Ø�∓ ³�Ú�(hÏ , áÏ)Z	Ú�(�) C�, TD¡ 

 
 
 

(5.19) 

 
 

Το παραπάνω ανάπτυγµα θα προσαρµοστεί στην περίπτωσή µας και θα εφαρµοστεί στη συνέχεια, 

όταν θα εκµεταλλευτούµε τις ιδιότητες των σφαιρικών κυµατικών συναρτήσεων για να λύσουµε την 

ολοκληρωτική εξίσωση. 

 

Αποµένει η ανάπτυξη του προσπίπτοντος πεδίου B! σε σφαιρικά κύµατα. Το ηλεκτρικό πεδίο στην 
περιοχή του σκεδαστή (και γενικότερα, υπεράνω του κυµατοδηγού) µπορεί να γραφεί ως εξής: 

 
 

H¥ = 0/	°¸±a� o
�2 p
�³� o
�2 pO <5�ªr<5¯Ut5

��V = u!0/	<��∙� = u!	0/	<��∙C��5t���D = u!<5¯t� 		0/ 	 ∙ yz	<��∙�� 
 

(5.20) 

 

Όπου:           u! = °<¯¿À �±a� U��� V�³� U��� VO 
 

(5.21) 

 

Το διάνυσµα � είναι µιγαδικό καθώς περιέχει τόσο τον όρο διάδοσης κατά τη κατεύθυνση . όσο και 
τον όρο απόσβεσης κατά τη διεύθυνση �. Αυτό εκφράζεται σε όρους γωνιακών µεγεθών ως εξής: 
 � = −¬./ + ³µ�� = ñ�ñ 	�³�h�	±a�á�	./ + ñ�ñ 	±a�h�	�� (5.22) 

                                         
10  Το ανάπτυγµα (5.19) στη γενικότερη µορφή του περιλαµβάνει και διαµήκεις όρους και γράφεται ως εξής: 

yz<±	�Ô∙� = � � (±³)��Ú(2�`�
ÚØ5�

`�
�Ø� + 1) (� −9)!	(� +9)!	¢∓³»Ú�(hÏ, áÏ) 	Ú�(�) C�, TD 1(n(n + 1) �	Ú�(hÏ , áÏ)�	Ú�(�) C�, TD

∓ ³�Ú�(hÏ , áÏ)Z	Ú�(�) C�, TD�Ã 
Όπου: 

 »Ú�(h, á) = Å�Ú(cosh)<�Úà�� 
 	Ú�(�) C�, TD = »Ú�(h, á)1T ��b CE�(Tb)D + (�(� + 1)�Ú�(h, á) E�(Tb)Tb  

 
Παρόλαυτά, οι διαµήκης συνιστώσα παραλείπεται, καθώς για την ανάπτυξη του ηλεκτρικού πεδίου αρκούν οι εγκάρσιες συνιστώσες �	Ú�(�) , Z	Ú�(�)

. Ο διαµήκης όρος θα παραλειφθεί και στη συνέχεια, όπου το µακρινό πεδίο θα θεωρηθεί προσεγγιστικά ως επίπεδο κύµα.  
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 ñ�ñ = (¬� − µ� = T!  

(5.23) 
 
Αφού, όπως ορίζουµε στο Παράρτηµα Π.3.1: 
 µ = Y¬� − T!��!�  

(5.24) 

 

Το διάνυσµα � ορίσθηκε έτσι ώστε να έχει φορά αντίθετη µε αυτή του προσπίπτοντος ηλεκτρικού 
πεδίου. Οι γωνίες h�	και á� προσδιορίζουν την κατεύθυνση του διανύσµατος � και οι τιµές τους 
υπολογίζονται αναλυτικά στο παράρτηµα του κεφαλαίου. Εδώ παραθέτουµε κατευθείαν τις τελικές 

τους τιµές: 

h� = −³ ln o¬ + µT!�! p + 42 									,														á� = 4  
(5.25) 

 
 

Αντικαθιστώντας το ανάπτυγµα του  yz<��∙�� στην έκφραση του πεδίου H¥ έχουµε: 

H¥ = u!<5¯t�	 � � ³��Ú (� − 9)!	(� +9)! 	 2� + 1(n(n + 1) �U0/ ∙ 	Ú�Ch�, á�DV�	Ú�(�) C�[, T!D`�
ÚØ5�

`�
�Ø�− ³ U0/ ∙�Ú�Ch�, á�DV Z	Ú�(�) C�[, T!D� 

 

= u!<5¯t�	 � � ³��Ú (� −9)!	(� +9)! 	 2� + 1n(n + 1) ÒÁ0/`�
ÚØ5�

`�
�Ø�∙ Á ³9sin h� Å�ÚCcosh�Dýþ − �Å�ÚCcosh�D�h �/Â <�Úà!Â�	Ú�(�) C�[, T!D

− ³ Á0/ ∙ Á ³9sin h� Å�ÚCcosh�D�/ + �Å�ÚCcosh�D�h ýþÂ <�Úà!ÂZ	Ú�(�) C�[, T!DÓ 

 
 
 
 
 
 

(5.26) 

 
 

Στη συνέχεια, χρησιµοποιούµε τις προβολές των γωνιακών διανυσµάτων ýþ και �/  στους άξονες x, y 
και z:  

ýþ = ./	±a�h�	±a�á� + 0/	±a�h�	�³�á� − ��	±a�h� �/ = −./	�³�á� + 0/	±a�á� 
 

(5.27) 

 

Οπότε, αντικαθιστώντας στην (5.26) έχουµε: 
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H¥ = u!<5¯t� 	 � � ³��Ú (� −9)!	(� +9)!	 2� + 1n(n + 1) "#0/`�
ÚØ5�

`�
�Ø�
∙ # ³9sinh� Å�ÚCcos h�DC./	cos h� 	±a�á� + 0/	cos h� 	�³�á� − �� 	cos h�D
− �Å�ÚCcos h�D�h C−./	�³�á� + 0/	±a�á�D$ <�Úà!$�	Ú�(�) C�[ , T!D
− ³ #0/
∙ # ³9sinh� Å�ÚCcos h�DC−./ siná� + 0/ cos á�D
+ �Å�ÚCcos h�D�h C./	cos h� cos á� + 0/	cos h� siná�
− �� 	cos h�)$ <�Úà!$Z	Ú�(�) C�[ , T!D% 

 

= u!<5¯t�	 � � ³��Ú (� −9)!	(� + 9)! 	 2� + 1n(n + 1) "ÒÁ ³9sin h� Å�ÚCcos h�D cos h� siná�
`�

ÚØ5�
`�
�Ø�− �Å�ÚCcos h�D�h cosá�Â <�Úà!Ó�	Ú�(�) C�[, T!D
− ³ ÒÁ ³9sin h� Å�ÚCcos h�D cosá�
+ �Å�ÚCcos h�D�h cos h� sin á�Â <�Úà!Ó Z	Ú�(�) C�[, T!Dí 

 
 
 
 
 
 
 
 

(5.28) 

 

 
Εποµένως, το κυµατοδηγούµενο πεδίο µπορεί να γραφτεί πιο κοµψά ως εξής: 
 

H¥ 	U��V = � � okÚ��	Ú�(�) U��, T!V + §Ú�Z	Ú�(�) U��, T!Vp`�
ÚØ5�

`�
�Ø�  

 
(5.29) 

 
 kÚ� = u!<5¯t�	³��Ú (� − 9)!	(� +9)! 	 2� + 1n(n + 1) Á ³9sin h� Å�ÚCcos h�D cos h� sin á�

− �Å�ÚCcos h�D�h cos á�Â <�Úà!

= u!<5¯t�	³��Ú(−1)Ú (� −9)!	(� + 9)! 	 2� + 1n(n + 1) �Å�Ú o³µT!p�h  

 
 
 
 
 
(5.30) 
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 §Ú� = −u!<5¯t�	³�`��Ú (� −9)!	(� + 9)! 	 2� + 1n(n + 1) Á ³9sin h� Å�ÚCcos h�D cosá�
+ �Å�ÚCcos h�D�h cos h� sin á�Â <�Úà!

= u!<5¯t�	³�`��Ú(−1)Ú (� −9)!	(� +9)! 	 2� + 1n(n + 1) 9¬T!
Å�Ú o³µT!p 

 
 
 
 
 
(5.31) 

 
 
 
 

5.2.   Εύρεση του *εδίου στην *εριοχή του σφαιρικού σκεδαστή 
 
 
Έχοντας εκφράσει όλους τους όρους της ολοκληρωτικής εξίσωσης σε αναπτύγµατα σφαιρικών 

κυµάτων, µπορούµε να χειριστούµε κατάλληλα την εξίσωση ώστε να προσδιορίσουµε όλους τους 

άγνωστους συντελεστές. Στα πλαίσια των χειρισµών αυτών θα εκµεταλλευτούµε τις ιδιότητες 

ορθογωνιότητας των σφαιρικών κυµατοδιανυσµάτων ώστε να προκύψει ένα σύστηµα άπειρων 

εξισώσεων για τους συντελεστές 
Ú� και ¬Ú�. Στη συνέχεια θα γίνει επίλυση αυτού του συστήµατος 
για πεπερασµένο πλήθος εξισώσεων. Έτσι θα έχουµε µια επαρκή συλλογή βαθµωτών  συντελεστών (
Ú� ¬Ú�)		οι οποίοι περιγράφουν ικανοποιητικά το ηλεκτρικό πεδίο στο χώρο του σφαιρικού 
συντονιστή. 

 

Η ανάλυση ξεκινά µε τη θεµελιώδη ολοκληρωτική εξίσωση για το ηλεκτρικό πεδίο: 

 

BC�D = B!C�D + T!�	(�%� − 1)�U�w!C�, ��D + �w�C�, ��DV ∙ BC��D	���	
�£  

 

(5.32) 

 

Η οποία αναπτύσσεται πιο αναλυτικά: 

 

 

� � o
Ú��	Ú�(�) U��, T�V + ¬Ú�Z	Ú�(�) U��, T�Vp`�
ÚØ5�

`�
�Ø� = � � ok9��	9�(1) U��, T0V+ §9�Z	9�(1) U��, T0Vp+�

9=−�
+∞
�=1 + T!�	(�%� − 1)	



Κεφάλαιο 5: Ε1ίλυση της ολοκληρωτικής εξίσωσης 

 

74 
 

� "³T!44 � � (−1)Ú 2� + 1�(� + 1) ��	Ú�(&) U��, T!V�	–Ú�(�) U��� , T!V + Z	Ú�(&) U��, T!VZ	–Ú�(�) U��� , T!V			 , b[ > b[��	Ú�(�) U��, T!V�	–Ú�(&) U���, T!V + Z	Ú�(�) U��, T!VZ	–Ú�(&) U��� , T!V			 , b[ < b[� O
`�

ÚØ5�
`�
�Ø�

	
�£
+ T0−2842 � <³Ô	�∙	�� 		çw�CT�, T�D	<−³Ô	�∙	��′�T��T�

+∞
−∞ %

∙ � � o
ÚÑ�Ñ�	ÚÑ�Ñ(�) C��� , T�D + ¬ÚÑ�ÑZ	ÚÑ�Ñ(�) U��� , T�Vp`�Ñ
ÚÑØ5�Ñ

`�
�ÑØ� 	����  

(5.33) 
 
Η παραπάνω εξίσωση µπορεί να απλοποιηθεί σηµαντικά αν εκµεταλλευτούµε τις ιδιότητες 

ορθογωνιότητας που ικανοποιούν τα γωνιακά κυµατοδιανύσµατα. Αυτές οι ιδιότητες είναι οι εξής11: 

 Æ�Ú�(h, á) ∙ �5ÚÑ�Ñ(h, á)�' = (−1)Ú 442� + 1�ÚÚÑ���Ñ   
(5.34) 

 Æ	Ú�(h, á) ∙ 	5ÚÑ�Ñ(h, á)�' = (−1)Ú 442� + 1�ÚÚÑ���Ñ  
(5.35) 

 Æ�Ú�(h, á) ∙ 	5ÚÑ�Ñ(h, á)�' = 0  
(5.36) 

 Æ	Ú�(h, á) ∙�5ÚÑ�Ñ(h, á)�' = 0  
(5.37) 

 
 

Εύκολα αποδεικνύεται ότι αντίστοιχες σχέσεις ικανοποιούν και τα σφαιρικά διανύσµατα �	Ú�(�)
 και  Z	Ú�(�)

. Οι αποδείξεις όλων των παραπάνω ιδιοτήτων υπάρχουν σε αρκετά βιβλία (βλ. αναφορές [5], [8], 

[10], [12], [13] ) και γι αυτό εδώ παραλείπονται.  

 

Για την απλοποίηση της παραπάνω εξίσωσης υπολογίζουµε τα εσωτερικά γινόµενα µε τα γωνιακά 

κυµατοδιανύσµατα 	Ú�(h, á) και �Ú�(h, á). Αυτό πραγµατοποιείται σε δύο ανεξάρτητα βήµατα: 
 

• Πολλαπλασιάζουµε από αριστερά µε 	5ÚÑÑ�ÑÑ(h[, á[) και ολοκληρώνουµε στα διαστήµατα 0 ≤h[ ≤ 4  και 0 ≤ á[ ≤ 24 και, αφού εκτελεστούν οι απαραίτητες πράξεις προκύπτει η απλοποιηµένη 
αλγεβρική εξίσωση: 

 

                                         
11 Η ολοκλήρωση γίνεται ως προς τη στοιχειώδη στερεά γωνία �' = �³�h	�h�á και καλύπτει όλο το γωνιακό εύρος στο 
χώρο. Εποµένως η ολοκλήρωση αυτή γράφεται αναλυτικότερα: 
 

Æ�' = Æ Æ �³�h	�h�á��
àØ!

�
(Ø!  
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 E�(T�b[) 44(�(� + 1)2� + 1 (−1)Ú	
Ú�

= E�(T!b[)44(�(� + 1)2� + 1 (−1)ÚkÚ� + O³T!44 T!�	(�%� − 1)	ô)��)��+ OT!�	(�%� − 1)	|7��7�� 

 
 
 
 
 
(5.38) 

 
 
Όπου πρέπει να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα: 

 

)��)�� = � b[���³�h[��h[��b[��á[�
*,�,��

%�Ñ ,(�Ñ,à�ÑØ!
Æ �³�h[�h[�

(�Ø! Æ �á[
��

à�Ø! 	5ÚÑÑ�ÑÑ(h[ , á[) ∙ �w!C�, ��D
∙ � � �ÚÑ�Ñ�	ÚÑ�Ñ(�) U��� , T�V¬ÚÑ�ÑZ	ÚÑ�Ñ(�) U��� , T�V

`�Ñ
ÚÑØ5�Ñ

`�
�ÑØ�  

 
 
 
 
 
(5.39) 

 
 7��7�� = � b[���³�h[��h[��b[��á[�

*,�,��
%�Ñ ,(�Ñ,à�ÑØ!

Æ �³�h[�h[�
(�Ø! Æ �á[

��
à�Ø! 	5ÚÑÑ�ÑÑ(h[ , á[) ∙ �w�C�, ��D

∙ � � �ÚÑ�Ñ�	ÚÑ�Ñ(�) U��� , T�V¬ÚÑ�ÑZ	ÚÑ�Ñ(�) U��� , T�V
`�Ñ

ÚÑØ5�Ñ
`�
�ÑØ�  

 
 
 
 
 
(5.40) 

 
 
Η εξίσωση (5.38) γράφεται σε πιο ανεπτυγµένη µορφή : 

 
 E�(T�b[) 44(�(� + 1)2� + 1 (−1)Ú 	
Ú� = E�(T!b[) 44(�(� + 1)2� + 1 (−1)ÚkÚ� 
+ ³T!44 T!�	(�%� − 1)	(−1)9164� (�(� + 1)2� + 1 �Ú� Ò �T!� − T�� E�(T!b)Î� + ³ E�(T�b)T!(T!� − T��)Ó 
 +T!�	(�%� − 1)2³��Ú (� −9)!	(� +9)! (−1)ÚE�(T!b[) 
� � �ÚÑ�Ñ(−³),Ñ(n�(n� + 1)`�Ñ

ÚÑØ5�Ñ
`�
�ÑØ�


T!� − T�� T!5�;�Ñ � 	Ú�CTr , TsD ∙ çz�CTr , TsD`�
5�∙ 	ÚÑ�ÑCTr, TsD�Tr�Ts +T!�	(�%� − 1)2³��Ú (� −9)!	(� +9)! (−1)ÚE�(T!b[) 

� � ¬ÚÑ�Ñ(−³)�Ñ`�	(n�(n� + 1) 
T!� − T�� T!5�S�Ñ � 	Ú�CTr , TsD ∙ çz�CTr , TsD`�
5�

`�Ñ
ÚÑØ5�Ñ

`�
�ÑØ� ∙ 	�ÚÑ�ÑCTr , TsD �Tr�Ts 

(5.41) 



Κεφάλαιο 5: Ε1ίλυση της ολοκληρωτικής εξίσωσης 

 

76 
 

 
Όπου: 
 Î�(��, ��) = ��	ℎ�`�(��)E�(��) − ��	ℎ�(��)E�`�(��) (5.42) 
 ;�Ñ(��, ��) = ��E�Ñ`�(��)E�Ñ(�4) − �4E�Ñ(��)E�Ñ`�(�4) (5.43) 

 S�Ñ(��, ��) = T!T� E�Ñ(��)E�Ñ� (��) − T�T! E�Ñ(��)E�Ñ� (��) (5.44) 

 
 �� = T!� (5.45) 

 �� = T�� (5.46) 
 

 

Αν απλοποιήσουµε τον κοινό όρο: E�(T�b[) ��(�(�`�)��`� (−1)Ú	
Ú� από κάθε µέλος της εξίσωσης και 
αν απαλείψουµε τον κοινό παράγοντα E�(T!b[), τότε προκύπτει µια πιο συνοπτικά γραµµένη εξίσωση: 
 
 

-Ú�Î��Ú� + � � ÅÚ�,ÚÑ�Ñ
`�Ñ

ÚÑØ5�Ñ
`�
�ÑØ� �;�Ñ.��Ú�,ÚÑ�Ñ�ÚÑ�Ñ +	S�Ñ 	.��Ú�,ÚÑ�Ñ¬ÚÑ�Ñ� = ¼�Ú� 

 
(5.47) 

 
 

-Ú� = ³T!� 44(�(� + 1)2� + 1  
 

(5.48) 

 

ÅÚ�,ÚÑ�Ñ = 2
³�5,Ñ5�T0−2�Ú (� − 9)!	(� +9)!(n�(n� + 1)  

(5.49) 

 

¼�Ú� = 44(�(� + 1)2� + 1 kÚ�  

(5.50) 

 

.��Ú�,ÚÑ�Ñ = ³ � 	Ú�CTr , TsD ∙ çz�CTr , TsD ∙ 	ÚÑ�ÑCTr , TsD�Tr�Ts
`�

5�  

 

(5.51) 

 

.��Ú�,ÚÑ�Ñ =	 � 	Ú�CTr , TsD ∙ çz�CTr , TsD ∙ 	�ÚÑ�ÑCTr , TsD`�
5� �Tr�Ts  

(5.52) 
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Όπου: 

hÏ = cos5� YT!� − Tr� − Ts�T! 										áÏ = tan5� TsTr 
 
 ýþ = ./ cos hÏ cosáÏ + 0/	cos hÏ sin áÏ − �� 	cos hÏ 
 �/ = −./	sináÏ + 0/ cosáÏ 
 
 

• Οµοίως, πολλαπλασιάζοντας από αριστερά µε �5ÚÑÑ�ÑÑ(h[, á[) και ολοκληρώνοντας στα διαστήµατα 0 ≤ h[ ≤ 4  και 0 ≤ á[ ≤ 24 προκύπτει η εξίσωση: 
 
 
 E�� (T�b[)T�b[ 44(�(� + 1)2� + 1 (−1)Ú	¬Ú�

= E�� (T!b[)T!b[ 44(�(� + 1)2� + 1 (−1)Ú§Ú� + O³T!44 T!�	(�%� − 1)ô)��)��+ OT!�	(�%� − 1)|7��7�� 

 
 
 
 
 
(5.53) 

 
 
Όπου πρέπει να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα: 
 
 

)��)�� = � b[���³�h[��h[��b[��á[�
* ,�,��

%�Ñ,(�Ñ,à�ÑØ! Æ �³�h[�h[�
(�Ø! Æ �á[

��
à�Ø! �5ÚÑÑ�ÑÑ(h[, á[) ∙ �w!

∙ � � �ÚÑ�Ñ�	ÚÑ�Ñ(�) U��� , T�V¬ÚÑ�ÑZ	ÚÑ�Ñ(�) U��� , T�V
`�Ñ

ÚÑØ5�Ñ
`�

�ÑØ�  

 
 
 
 
 
(5.54) 

 
 7��7�� = � b[���³�h[��h[��b[��á[�

* ,�,��
%�Ñ,(�Ñ,à�ÑØ! Æ �³�h[�h[�

(�Ø! Æ �á[
��

à�Ø! �5ÚÑÑ�ÑÑ(h[, á[)
∙ �w�C�[, �[� D ∙ � � �ÚÑ�Ñ�	ÚÑ�Ñ(�) U��� , T�V¬ÚÑ�ÑZ	ÚÑ�Ñ(�) U��� , T�V

`�Ñ
ÚÑØ5�Ñ

`�
�ÑØ�  

 
 
 
 
 
(5.55) 
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Η εξίσωση γράφεται αναλυτικότερα: 
 
 E�� (T�b[)T�b[ 44(�(� + 1)2� + 1 (−1)Ú	¬Ú� = E�� (T!b[)T!b[ 44(�(� + 1)2� + 1 (−1)Ú§Ú� 
+ ³T!44 T!�	(�%� − 1)(−1)9164�(�(� + 1)2� + 1 ¬Ú� ÒE�� (T!b)T!b �T!� − T�� ´� + ³T!

1T!� − T��
E�� (T�b)T�b Ó 

 −T!�	(�%� − 1)2³�5��Ú (� −9)!	(� +9)! (−1)Ú E��(T!b[)T!b[ 
 
� � �ÚÑ�Ñ(−³),Ñ(n�(n� + 1)`�Ñ

ÚÑØ5�Ñ
`�
�ÑØ�


T!� − T�� T!5�;�Ñ � �Ú�CTr , TsD ∙ çz�CTr , TsD`�
5�∙ 	ÚÑ�ÑCTr, TsD�Tr�Ts 

 −T!�	(�%� − 1)2³�5��Ú (� −9)!	(� +9)! (−1)Ú E�� (T!b[)T!b[ 
 
� � ¬ÚÑ�Ñ(−³)�Ñ`�	(n�(n� + 1) 
T!� − T�� T!5�S�Ñ � �Ú�CTr , TsD ∙ çz�CTr , TsD`�

5�
`�Ñ

ÚÑØ5�Ñ
`�
�ÑØ� ∙ �ÚÑ�ÑCTr , TsD�Tr�Ts 

(5.56) 
 
 

Ή πιο συνοπτικά, αν απλοποιήσουµε τον κοινό όρο 
=/(Ï£%�)Ï£%� ��(�(�`�)��`� (−1)Ú	
Ú� από κάθε 

µέλος της εξίσωσης και απαλείψουµε τον κοινό παράγοντα 
=/Ñ (ÏÐ%�)ÏÐ%�  : 

 
 

-Ú�´�¬Ú� + � � ÅÚ�,ÚÑ�Ñ
`�Ñ

ÚÑØ5�Ñ
`�
�ÑØ� �;�Ñ.��Ú�,ÚÑ�Ñ�ÚÑ�Ñ +	S�Ñ 	.��Ú�,ÚÑ�Ñ¬ÚÑ�Ñ� = ¼�Ú� 

 
(5.57) 

 
Όπου: 

-Ú� = ³T!� 44(�(� + 1)2� + 1  

 ÅÚ�,ÚÑ�Ñ = 2
³�5,Ñ5�T0−2�Ú (� − 9)!	(� +9)!(n�(n� + 1) 
 ´�(��, ��) = T!T� 	ℎ�(��)E�� (��) − T�T! 	E�(��)ℎ�`�� (��)  

(5.58) 

 
 ;�Ñ(��, ��) = ��E�Ñ`�(��)E�Ñ(��) − ��E�Ñ(��)E�Ñ`�(��) 
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S�Ñ(��, ��) = T!T� E�Ñ(��)E�Ñ� (��) − T�T! E�Ñ(��)E�Ñ� (��) 
 ¼�Ú� = 44(�(� + 1)2� + 1 §Ú�  

(5.59) 

 
 

.��Ú�,ÚÑ�Ñ = � �Ú�CTr , TsD ∙ çz�CTr , TsD ∙ 	ÚÑ�ÑCTr , TsD�Tr�Ts
`�

5�  

 
(5.60) 

 
 

.��Ú�,ÚÑ�Ñ = −³ � �Ú�CTr , TsD ∙ çz�CTr , TsD ∙ �ÚÑ�ÑCTr , TsD�Tr�Ts
`�

5�  

 
(5.61) 

 

 
 

Τα ολοκληρώµατα .�=Ú�,ÚÑ�Ñ 	(³, E = 1,2) ονοµάζονται συντελεστές σύζευξης και συγκεντρωτικά 
γράφονται: 

 

.��Ú�,ÚÑ�Ñ = ³ � 	9�CT�, T�D ∙ çz�CT�, T�D ∙ 	9′�′CT�, T�D�T��T�+∞
−∞  

.��Ú�,ÚÑ�Ñ =	� 	9�CT�, T�D ∙ çz�CT�, T�D ∙ �9′�′CT�, T�D�T��T�+∞
−∞  

.��Ú�,ÚÑ�Ñ = � �9�CT�, T�D ∙ çz�CT�, T�D ∙ 	9′�′CT�, T�D�T��T�+∞
−∞  

.��Ú�,ÚÑ�Ñ = −³	 � �9�CT�, T�D ∙ çz�CT�, T�D ∙ �9′�′CT�, T�D�T��T�+∞
−∞  

 
Όπου:  

hÏ = cos5� YT!� − Tr� − Ts�T! 										áÏ = tan5� TsTr 
 ýþ = ./ cos hÏ cosáÏ + 0/	cos hÏ sin áÏ − �� 	cos hÏ 
 �/ = −./	sináÏ + 0/ cosáÏ 
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Τα παραπάνω ολοκληρώµατα µπορούν να λυθούν µε αριθµητικές µεθόδους, όπως για παράδειγµα µε 

τις µεθόδους Simpson και Gaussian Quadrature (για διπλή ολοκλήρωση). Επιπλέον η ολοκλήρωση 

µπορεί να γίνει και στο πεδίο των γωνιών hÏ  και áÏ, µε κατάλληλο µετασχηµατισµό των µεταβλητών. 
 
 

Επιστρέφοντας στο πρόβληµα της εύρεσης των συντελεστών �Ú� και ¬Ú�, συµπεραίνουµε ότι αυτοί 
προκύπτουν από τη λύση του συστήµατος άπειρων εξισώσεων (5.47) (5.57) οι οποίες γράφονται µαζί 

παρακάτω: 

 

-Ú�Î��Ú� + � � ÅÚ�,ÚÑ�Ñ
`�Ñ

ÚÑØ5�Ñ
`�

�ÑØ� �;�Ñ.��Ú�,ÚÑ�Ñ�ÚÑ�Ñ +	S�Ñ	.��Ú�,ÚÑ�Ñ¬ÚÑ�Ñ� = ¼�Ú� 

-Ú�´�¬Ú� + � � ÅÚ�,ÚÑ�Ñ
`�Ñ

ÚÑØ5�Ñ
`�

�ÑØ� �;�Ñ.��Ú�,ÚÑ�Ñ�ÚÑ�Ñ +	S�Ñ	.��Ú�,ÚÑ�Ñ¬ÚÑ�Ñ� = ¼�Ú� 
 
 
Σε µορφή πινάκων, το ίδιο σύστηµα έχει την ακόλουθη µορφή: 
 

-Ú�
{||
||}

	⋮Î��Ú�⋮⋮´�¬Ú�⋮ ���
��� + ÅÚ�,ÚÑ�Ñ "�;�Ñ.��Ú�,ÚÑ�Ñ� �S�Ñ	.��Ú�,ÚÑ�Ñ��;�Ñ.��Ú�,ÚÑ�Ñ� �S�Ñ	.��Ú�,ÚÑ�Ñ�% {||

|}
	⋮�Ú�⋮⋮¬Ú�⋮ ���

�� =
{||
||}

	⋮¼�Ú�⋮⋮¼�Ú�⋮ ���
��� 

 
 

(5.62) 

 
 
Η πιο προφανής επιλογή για την επίλυση του παραπάνω συστήµατος είναι να περιορίσουµε το πλήθος 

των εξισώσεων και των αγνώστων και στη συνέχεια να υπολογιστεί το άγνωστο διάνυσµα συντελεστών 

µέσω αντιστροφής των µητρών. Η αντιστροφή των µητρών θα µετέτρεπε το σύστηµα σε κατάλληλη 

µορφή για απευθείας επίλυση, όπως αυτή που ακολουθεί: 

 

{||
|}

	⋮�Ú�⋮⋮¬Ú�⋮ ���
�� = {||

|}� + ÅÚ�,ÚÑ�Ñ-Ú� ò;�ÑÎ� .��Ú�,ÚÑ�Ñó ÅÚ�,ÚÑ�Ñ-Ú� òS�ÑÎ� .��Ú�,ÚÑ�ÑóÅÚ�,ÚÑ�Ñ-Ú� ò;�Ñ´� .��Ú�,ÚÑ�Ñó � + ÅÚ�,ÚÑ�Ñ-Ú� òS�Ñ´� 	.��Ú�,ÚÑ�Ñó���
��5�

{||
|||
|}

	⋮¼�Ú�-Ú�Î�⋮⋮¼�Ú�-Ú�´�⋮ ���
���
��
 

 
 
 

(5.63) 

 
 
Το πρόβληµα µε την παραπάνω τακτική είναι ότι δύσκολα εφαρµόζεται σε συστήµατα µε τόσο 

σύνθετους συντελεστές σύζευξης. Γι αυτό θα εφαρµόσουµε µία προσεγγιστική µέθοδο επίλυσης η 

οποία περιορίζει µεν το πεδίο εφαρµογής, αλλά οδηγεί σε αναλυτικές εκφράσεις των λύσεων. 
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Η προσεγγιστική µέθοδος που θα εφαρµόσουµε αφορά την περίπτωση που ο σφαιρικός σκεδαστής 

έχει δείκτη διάθλασης κοντά σε αυτόν του περιβάλλοντος χώρου. Πρακτικά αυτό σηµαίνει ότι το κύµα 

που εισέρχεται στη σφαίρα υφίσταται µικρή στροφή φάσης. Από µαθηµατικής πλευράς, η προσέγγιση 

στοχεύει στην ανάπτυξη των µεγεθών ;�, S�, Î� , ´�	 και �Ú�	, ¬Ú� σε συγκλίνουσα δυναµοσειρά της 
διαφοράς (�� − ��) για �� ≃ ��. Για να είµαστε εποµένως πιο ακριβείς, η συνθήκη στην οποία 
βασίζεται η προσέγγισή µας είναι: |�� − ��| < 1.   
 

Όταν  �� ≃ ��  τότε µπορούµε να αναπτύξουµε κατά Taylor τις ποσότητες: 
 
 ;�(��, ��) = (�� − ��);�(1) + (�� − ��)�;�(2) + (�� − ��)&;�(3) + ⋯ 
 S�(��, ��) = (�� − ��)S�(1) + (�� − ��)�S�(2) + (�� − ��)&S�(3) + ⋯ 
 Î�(��, ��) = Î�(1) + (�� − ��)Î�(2) + (�� − ��)�Î�(3) + (�� − ��)&Î�(4) + ⋯ 
 ´�(��, ��) = ´�(1) + (�� − ��)´�(2) + (�� − ��)�´�(3) + (�� − ��)&´�(4) + ⋯ 
 

 
 
 
(5.64) 

 
Ή µε κοµψότερο τρόπο: 

;�(��, ��) = �;�(E)(�� − ��)=`�
=Ø�  

S�(��, ��) = �;�(E)(�� − ��)=`�
=Ø�  

Î�(��, ��) = �Î�(E)(�� − ��)=5�`�
=Ø�  

´�(��, ��) = �Î�(E)(�� − ��)=5�`�
=Ø�  

 
 
 
 
 
(5.65) 

 
Όπου ορίζουµε: ;�(E) = 1E! 	 O �=���= ;�(��, ��)3råØr£ S�(E) = 1E! 	 O �=���= ;�(��, ��)3råØr£ Î�(E) = 1E! 	 O �=���= ;�(��, ��)3råØr£ ´�(E) = 1E! 	 O �=���= ;�(��, ��)3råØr£ 

 
 
 
 
 
(5.66) 
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Η χρήση του δείκτη  E είναι τέτοια που εξυπηρετεί την περεταίρω διαδικασία, καθώς για τα ; και S 
ισχύει: 

 ;�(0) = ;�(�� = ��) = 0 
 S�(0) = S�(�� = ��) = 0 
 
ενώ για τα G και D: Î�(1) = Î�(�� = ��) = − ³�� ´�(1) = ´�(�� = ��) = − ³�� 
 
 
Στη συνέχεια θεωρούµε ότι και οι άγνωστοι συντελεστές ανάπτυξης µπορούν να πάρουν τη µορφή 

αναπτύγµατος της µορφής: 

�Ú� = ��Ú�(E)(�� − ��)=5�`�
=Ø�  

¬Ú� = �¬Ú�(E)(�� − ��)=5�`�
=Ø�  

 
 
(5.67) 

 
 
Αντικαθιστώντας τα αναπτύγµατα (5.65) και (5.67) στις εξισώσεις (5.47) (5.57), µπορούµε να 

εφαρµόσουµε την ακόλουθη ιδιότητα του γινοµένου δυναµοσειρών: 

 

4� ����`�
�Ø� 54� ¬Ú�Ú`�

ÚØ� 5 = � ��`�`�
�Ø� 4� �Ï¬�`�5Ï

�
ÏØ� 5 

 

 
(5.68) 

 

Μετά από τις απαραίτητες πράξεις, οι εξισώσεις (5.47) (5.57) γράφονται: 

 

-Ú� � �Î�(�)�Ú�(� + 1 − �)�
[Ø� (�� − ��)�5�`�

�Ø�
+ � � ÅÚ�,ÚÑ�Ñ

`�Ñ
ÚÑØ5�Ñ

`�
�ÑØ� ".��Ú�,ÚÑ�Ñ � �;��(�)�Ú���(� + 1 − �)�

[Ø� (��`�
�Ø�

− ��)� +		.��Ú�,ÚÑ�Ñ � �S��(�)¬Ú���(� + 1 − �)�
[Ø� (�� − ��)�`�

�Ø� % = ¼�Ú� 

 
 
 
 
 
 
 
(5.69) 

 
Και αντίστοιχα:  
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-Ú� � �´�(�)¬Ú�(� + 1 − �)�
[Ø� (�� − ��)�5�`�

�Ø�
+ � � ÅÚ�,ÚÑ�Ñ

`�Ñ
ÚÑØ5�Ñ

`�
�ÑØ� ".��Ú�,ÚÑ�Ñ � �;��(�)�Ú���(� + 1 − �)�

[Ø� (��`�
�Ø�

− ��)� +		.��Ú�,ÚÑ�Ñ � �S��(�)¬Ú���(� + 1 − �)�
[Ø� (�� − ��)�`�

�Ø� % = ¼�Ú�  

 
 
 
 
 
 
 
(5.70) 

 
 
Εξισώνοντας τους όµοιους όρους, προκύπτουν οι ακόλουθες αναδροµικές σχέσεις: 

 �Ú�(1) = ¼�Ú�Î�(1)-Ú� ¬Ú�(1) = ¼�Ú�´�(1)-Ú� 

 
 
(5.71) 

 
 
Και  

�Ú�(6 + 1) = − 1Î�(1) � Î�(�)�Ú�(6 + 2− �)7`�
[Ø� − 1Î�(1)-Ú�

∙ � � ÅÚ�,ÚÑ�Ñ
`�Ñ

ÚÑØ5�Ñ
`�
�ÑØ� ".��Ú�,ÚÑ�Ñ �;�Ñ(�)�ÚÑ�Ñ(� + 1− �)7

[Ø�
+		.��Ú�,Ú��� �S�Ñ(�)¬ÚÑ�Ñ(� + 1 − �)7

[Ø� í 

 
 
 
 
 
 
 
(5.72) 

 

¬Ú�(6 + 1) = − 1´�(1) �´�(�)¬Ú�(6 + 2 − �)7`�
[Ø� − 1´�(1)-Ú�

∙ � � ÅÚ�,ÚÑ�Ñ
`�Ñ

ÚÑØ5�Ñ
`�
�ÑØ� ".��Ú�,ÚÑ�Ñ �;�Ñ(�)�ÚÑ�Ñ(� + 1 − �)7

[Ø�
+		.��Ú�,ÚÑ�Ñ �S�Ñ(�)¬ÚÑ�Ñ(� + 1 − �)7

[Ø� í 

 
 
 
 
 
 
 
(5.73) 

 6 = 1,2,3,4… 
 
 
Εποµένως, η µέθοδος που χρησιµοποιήθηκε προσφέρει το πλεονέκτηµα ότι οι συντελεστές ανάπτυξης 

του ηλεκτρικού πεδίου είναι δυνατόν να υπολογιστούν αναλυτικά ξεκινώντας από τις τιµές  �Ú�(1), ¬Ú�(1) και υπολογίζοντας αναδροµικά τα �Ú�(6 + 1)  και ¬Ú�(6 + 1) (6 = 1,2,3,4… ) από τις 
σχέσεις (5.72) και (5.73) µε όση ακρίβεια επιθυµούµε. Φυσικά ο υπολογισµός των άγνωστων 
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συντελεστών µπορεί να πραγµατοποιηθεί εφόσον υπολογιστούν και οι συντελεστές σύζευξης  .�=Ú�,ÚÑ�Ñ (³, E = 1,2) για το απαιτούµενο σύνολο τιµών 9	και �  (� ≥ 1	, |9| ≤ �). 
 
Ωστόσο, υπάρχουν αρκετές ακόµη προσεγγιστικές µέθοδοι επίλυσης οι οποίες αφορούν άλλα πεδία 

εφαρµογής και στις οποίες δε θα αναφερθούµε εδώ, παρά µόνο ακροθιγώς. Μία από αυτές αφορά την 

περίπτωση όπου �� ≪ 1 και �� ανεξάρτητο. Η περίπτωση αυτή παρουσιάζει ακόµη µεγαλύτερο 

ενδιαφέρον όταν επιπλέον ισχύει: �� ≫ ��. Στην περίπτωση αυτή αποδεικνύεται ότι εντός της σφαίρας 
παρουσιάζονται έντονοι συντονισµοί οι οποίοι, µέσω του σκεδαζόµενου κύµατος, επιδρούν στο 

κυµατοδηγούµενο πεδίο µε το οποίο συζευγνύεται. Οι συχνότητες συντονισµού προκύπτουν από τις 

εξισώσεις  (5.47) (5.57) µετά από κάποιες απαραίτητες τροποποιήσεις, ενώ είναι δυνατόν να 

προσδιοριστούν και οι αντίστοιχοι συντελεστές ποιότητας του συντονιστή. Η προσεγγιστική τεχνική 

στην οποία αναφερθήκαµε υπάρχει στη βιβλιογραφική παραποµπή [13] και µε παρόµοιο τρόπο 

µπορεί να εφαρµοστεί και στο παρόν πρόβληµα. 

  
 

 

5.3. Εύρεση του *εδίου στο εσωτερικό του κυµατοδηγού 
 
 

Έχοντας υπολογίσει τους συντελεστές 
Ú� και ¬Ú� ουσιαστικά έχουµε προσδιορίσει πλήρως το 
ηλεκτρικό πεδίο στο χώρο του σφαιρικού σκεδαστή. Αυτό µας επιτρέπει να προσδιορίσουµε το πεδίο 

σε κάθε άλλη περιοχή του χώρου, χρησιµοποιώντας και πάλι τη θεµελιώδη εξίσωση (3.40) για σηµεία � έξω και µακριά από τη διηλεκτρική σφαίρα. Το ενδιαφέρον µας εστιάζεται στην εύρεση του 
ηλεκτρικού πεδίο εντός του διηλεκτρικού κυµατοδηγού. Το πεδίο αυτό αποτελεί υπέρθεση του 

κυµατοδηγούµενου και του σκεδαζόµενου πεδίου. Η λύση θα προκύψει από την εξίσωση (3.40), 

χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση Green της Περιοχής 2, δηλαδή τη: 

 �wÉ = �wÉÊ + �wÉË 
 

για � εντός του κυµατοδηγού και σε σηµεία µακριά από το σκεδαστή (b → ∞). Υπενθυµίζουµε ότι η 
συνάρτηση �wÉC�, ��D αποτελεί την παρατηρούµενη πεδιακή απόκριση στη θέση � όταν η ρευµατική 
διέγερση εντοπίζεται στη θέση ��. Στην περίπτωση που εξετάζουµε, η απόκριση παρατηρείται στην 
Περιοχή 2, ενώ η αντίστοιχη διέγερση βρίσκεται στην Περιοχή 4. 
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Εποµένως, µε σηµείο αναφοράς το Ο(0,0,0) στο κέντρο του κυµατοδηγού (βλ. Σχήµα 5.1), η λύση 

για το ηλεκτρικό πεδίο στη θέση  � εντός του κυµατοδηγού είναι: 
 BC�D = B!C�D + T!�	(�%� − 1)��wÉC�, ��D ∙ BC��D	���	

�£  
 
(5.74) 

 = B!C�D + T!�	(�%� − 1)��wÉC�	, ��� + ����D ∙ BC��� D	����
	

�£  

= B!C�D 

+T!�	(�%� − 1) T!5�84�� � �Tr�Ts
`�

5� çzÉÊCTr , TsD<5æÀt5æÐU��5t�Ñ5t�V<�Ô	⟘∙C�5��ÑD ∙ BC��� D	����
	

�£  

+T!�	(�%� − 1) T!5�84�� � �Tr�Ts
`�

5� çzÉËCTr , TsD<`æÀt5æÐU��5t�Ñ5t�V<�Ô	⟘∙C�5��ÑD ∙ BC��� D	����
	

�£  

(5.75) 
 
Το κυµατοδηγούµενο πεδίο της Περιοχής 2  έχει βρεθεί αναλυτικά στο Παράρτηµα του Κεφαλαίου 3 

και είναι το εξής: 

 

H¥ = 0/	° º±a�(
�)�³�(
�)O	<5�ªr 			,						|�| < �2  
(5.76) 

 
 
Όπου: 
 = YT!���� − ¬� 

µ = Y¬� − T!��!� 
 
 
Και για το β ισχύουν οι συνθήκες κυµατοδήγησης:  
 
 ∙ ¹
� o
�2 p = µ  

(5.77) 
 
 ∙ ±a¹ o
�2 p = −µ  

(5.78) 
 
 T!���� > ¬� > 	T!��!� (5.79) 
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Για τον προσδιορισµό του σκεδαζόµενου πεδίου πρέπει να υπολογίσουµε τα ολοκληρώµατα: 
 
 

:� = � � �Tr�Ts
`�

5� çzÉÊCTr , TsD<5æÀt5æÐU��5t�Ñ5t�V<�Ô	⟘∙C�5��ÑD ∙ BC��� D	����
	

�£  

 
(5.80) 

 

:� = � � �Tr�Ts
`�

5� çzÉËCTr , TsD<`æÀt5æÐU��5t�Ñ5t�V<�Ô	⟘∙C�5��ÑD ∙ BC��� D	����
	

�£  

 
(5.81) 

 
 

Η διαδικασία επίλυσης των δύο ολοκληρωµάτων είναι κοινή για τα :� ,:� , γι’ αυτό και θα 
περιγράψουµε µε λεπτοµέρεια µόνο την επίλυση του :�.	Το ολοκλήρωµα αυτό περιέχει δύο 
επιµέρους ολοκληρώσεις: µία χωρική που αντιστοιχεί στο σφαιρικό όγκο του σκεδαστή και µία που 

αφορά το µετασχηµατισµό Fourier του ηλεκτρικού πεδίου (ως προς τις µεταβλητές Tr , Ts). Για τη 
χωρική ολοκλήρωση στον όγκο της σφαίρας, θα χρησιµοποιήσουµε το ανάπτυγµα του εκθετικού όρου <5�Ô�∙��Ñ 	 σε σφαιρικά κύµατα, όπως και στην προηγούµενη ενότητα. Έτσι, χάρις στις σχέσεις 
ορθογωνιότητας των σφαιρικών κυµατικών συναρτήσεων, θα καταλήξουµε σε κατά το δυνατόν 

απλούστερες εκφράσεις. Όσον αφορά τη χωρικά φασµατική ολοκλήρωση ως προς Tr , Ts, θα 
χρησιµοποιήσουµε µία ασυµπτωτική µέθοδο ολοκλήρωσης η οποία εφαρµόζεται συχνά στον 

υπολογισµό των πεδίων στη µακρινή τους περιοχή. Η µέθοδος αυτή ονοµάζεται «Μέθοδος της 

Στάσιµης Φάσης» και, όπως θα εξηγηθεί και παρακάτω, βασίζεται στο γεγονός ότι το σηµείο 

παρατήρησης βρίσκεται πολύ µακριά από την αρχή και όπου πρακτικά ισχύει T�b → ∞. 

 

Στο σηµείο αυτό, εποµένως, µπορούµε να εξετάσουµε τον πρώτο όρο του σκεδαζόµενου πεδίου που 

επανεισχωρεί στον κυµατοδηγό: 

 

;� = � � �Tr�Ts
`�

5� çzÉÊCTr , TsD<5æÀt5æÐU��5t�Ñ5t�V<�Ô	⟘∙C�5��ÑD ∙ BC��� D	����
	

�£  

= � � çzÉÊCTr , TsD<�ÔÉÊ∙�<5æÐU��5t�Vyz<5�Ô�∙��Ñ 	 ∙ BC��� D�Tr�Ts����
+∞

5∞
	

�£  

= � çzÉÊCTr , TsD<�ÔÉÊ∙�<5æÐU��5t�V ∙ <(hÏ	, áÏ)`�
5� �Tr�Ts  

(5.82) 
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Ως  <(hÏ 	, áÏ) θέσαµε το παρακάτω χωρικό ολοκλήρωµα: 
 
 

<(hÏ 	, áÏ) = �yz<5�Ô�∙��Ñ 	 ∙ BC��� D����
	

�£= � � � (−³)��Ú (� −9)!	(� + 9)! 	 2� + 1(n(n + 1) �	Ú�(hÏ , áÏ)�	Ú�(�) C��� , T!D`�
ÚØ5�

`�
�Ø�

	
�£+ ³�Ú�(hÏ , áÏ)Z	Ú�(�) C��� , T!D�

∙ � � o
ÚÑ�Ñ�	ÚÑ�Ñ(�) C��� , T�D + ¬ÚÑ�ÑZ	ÚÑ�Ñ(�) U��� , T�Vp+�′
9′=−�′

+∞
�′=1 ��� 

= � � � � (−³)��Ú (� − 9)!	(� +9)! 	 2� + 1(n(n + 1)
`�Ñ

ÚÑØ5�Ñ
`�

�ÑØ�
`�

ÚØ5�
`�
�Ø� Ò� 
ÚÑ�Ñ	Ú�(hÏ 	, áÏ)�	Ú�(�) C��� , T!D	

�£∙�	ÚÑ�Ñ(�) C��� , T�D����+� ³
ÚÑ�Ñ�Ú�(hÏ 	, áÏ)Z	Ú�(�) C��� , T!D ∙�	ÚÑ�Ñ(�) C��� , T�D����	
�£+� ¬ÚÑ�Ñ	Ú�(hÏ	, áÏ)�	Ú�(�) C��� , T!D ∙ Z	ÚÑ�Ñ(�) U��� , T�V ����	
�£+� ³¬ÚÑ�Ñ�Ú�(hÏ	, áÏ)Z	Ú�(�) C��� , T!D ∙ Z	ÚÑ�Ñ(�) U��� , T�V ����	
�£ Ó 

= � � � � (−³)��Ú (� − 9)!	(� +9)! 	 2� + 1(n(n + 1)
`�Ñ

ÚÑØ5�Ñ
`�

�ÑØ�
`�

ÚØ5�
`�
�Ø� Ò� 
ÚÑ�Ñ	Ú�(hÏ 	, áÏ)�	Ú�(�) C��� , T!D	

�£∙�	ÚÑ�Ñ(�) C��� , T�D����+� ³¬ÚÑ�Ñ�Ú�(hÏ	, áÏ)Z	Ú�(�) C��� , T!D ∙ Z	ÚÑ�Ñ(�) U��� , T�V ����	
�£ Ó 

= � � (−³)��Ú (� − 9)!	(� +9)! 	 2� + 1(n(n + 1)
`�

ÚØ5�
`�
�Ø� "
Ú�n(n

+ 1)	Ú�(hÏ 	, áÏ) Æ b[��E�(T!b[�)E�(T�b[�)�b[�*
%�ÑØ!

44�Ú(2n + 1) (n +9)!(n −9)!�ÚÚÑ���Ñ
+ ³¬Ú�n(n+ 1)�Ú�(hÏ 	, áÏ) Æ b[�� Án(n + 1) E�(T!b[�)T!b[� E�(T�b[�)T�b[�

*
%�ÑØ!

+ E�� (T!b[�)T!b[� E�� (T�b[�)T�b[� p�b[� 44�Ú(2n + 1) (n + 9)!(n − 9)!�ÚÚÑ���Ñ% 
= � � (−³)�	`�

ÚØ5�
`�
�Ø� 44(n(n + 1) 
Ú�I�	Ú�(hÏ 	, áÏ) + ³¬Ú�I��Ú�(hÏ 	, áÏ)¡  

(5.83) 
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Όπου: 
 

I� = Æ b[��E�(T!b[�)E�(T�b[�)�b[�*
%�ÑØ! = �T!� − T�� CT!
E�`�(T!
)E�(T�
) − T�
E�(T!
)E�`�(T�
)D 

= �T!� − T�� ;�(��, ��)  
(5.84) 

 

I� = Æ b[�� Án(n + 1) E�(T!b[�)T!b[� E�(T�b[�)T�b[� + E�� (T!b[�)T!b[� E�� (T�b[�)T�b[� Â�b[�*
%�ÑØ!  

 = �T!� − T�� 4T!T� E�(T!
)E�� (T�
) − T�T! E�(T!
)E�� (T!
)5 = �T!� − T�� S�(��, ��)  
(5.85) 

 
 
και  
 

T0 = YT�2 + T�2 + T�1� 											hT = cos−1YT02 −T�2 −T�2T0 										áT = tan−1 T�T� 
 ýþ = ./ cos hÏ cosáÏ + 0/	cos hÏ sináÏ − �� 	cos hÏ 
 �/ = −./	sináÏ + 0/ cos áÏ 

 
 

(5.86) 

 
∆ηλαδή: 
 
 

<CTr , TsD = 44�T!� − T�� � � (−³)�	`�
ÚØ5�

`�
�Ø� (n(n + 1) 
Ú�;�(��, ��)	Ú�CTr , TsD

+ ³¬Ú�S�(��, ��)�Ú�CTr , TsD¡ 
 

(5.87) 

 
 
Τελικά το ;� παίρνει διαδοχικά τη µορφή: 
 

;� = � çzÉÊCTr , TsD ∙ <CTr , TsD<5æÐU��5t�V<�ÔÉÊ∙�+∞
5∞ �Tr�Ts 

= � >CTr , TsD<�ÔÉÊ∙�+∞
5∞ �Tr�Ts 

= � >CTr , TsD`�
5� <�ÏÀ%	oÏ? �@, ( AB�à`ÏC �@, ( �@,à`YÏÀÀ5Ï?À5ÏCÀ AB�(p�Tr�Ts  

(5.88) 
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Όπου έγιναν οι αντικαταστάσεις: 
 >CTr , TsD = çzÉÊCTr , TsD ∙ <CTr , TsD<5æÐU��5t�V (5.89) 

 
 ÔÉÊ = Tr./ + Ts0/ + Tt��� (5.90) 

 
 � = b sin h cosá ./ + b sin h sin á 0/ + b cos h �� (5.91) 

 
 
Ολοκληρώµατα της µορφής του ;� έχουν την εξής ιδιοµορφία:  
Όταν το όρισµα της φάσης είναι µεγάλο, όταν δηλαδή T�b → ∞, τότε ο αρµονικός εκθετικός όρος 

αποτελεί µία ταχέως µεταβαλλόµενη συνάρτηση των Tr , Ts που ταλαντεύεται µεταξύ των τιµών -1 και 
1. Αντίθετα η συνάρτηση  >CTr , TsD µεταβάλλεται πολύ «αργά» (ως προς Tr , Ts) σε σχέση µε τον 
ταλαντευόµενο αρµονικό όρο. Βασιζόµενοι σε αυτές τις παρατηρήσεις, θα υπολογίσουµε το 

ολοκλήρωµα εφαρµόζοντας τη (προσεγγιστική) Μέθοδο της Στάσιµης Φάσης, την οποία αναφέραµε 

και προηγουµένως. Η µέθοδος αυτή εκµεταλλεύεται το γεγονός ότι η ολοκληρωτέα συνάρτηση 

συµβάλλει στο ολοκλήρωµα µόνο για εκείνες τις τιµές των Tr , Ts όπου η φάση της αρµονικής 
συνάρτησης παρουσιάζει στάσιµα σηµεία. Εποµένως, µπορούµε να αγνοήσουµε την ολοκλήρωση εκεί 

όπου η ολοκληρωτέα συνάρτηση µεταβάλλεται γρήγορα (δίνοντας µηδαµινή συνεισφορά) και έτσι 

αρκεί να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα µόνο γύρω από τα σηµεία όπου η φάση γίνεται στάσιµη 

(δηλαδή όπου ο αρµονικός όρος παρουσιάζει σχετικά αργή µεταβολή).  

 
Τα στάσιµα σηµεία της φάσης υπολογίζονται ως εξής: 
 

 �CÔÉÊ ∙ �D�Tr = 0 → b osin h cos á − TrTt� cos hp = 0 → Tr = Tt� sin h cosácos h  
 
(5.92) 

 
 �CÔÉÊ ∙ �D�Ts = 0 → b Ásin h sin á − TsTt� cos hÂ = 0 → Ts = Tt� sin h sinácos h  

 
(5.93) 

 
 

Άρα, για το Tt� θα ισχύει ότι: 
 
 T�� = Tr� + Ts� + Tt�� = Tt�� Á1 + sin� hcos� hÂ → Tt� = ±T� cos h  

(5.94) 

 
Τελικά, τα στάσιµα σηµεία είναι τα: 
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Tr = ±T� sin h cosá Ts = ±T� sin h sin á 

 
(5.95) 

 
 
Αυτά τα σηµεία δηλώνουν ότι το ολοκλήρωµα έχει αξία µόνο για κατευθύνσεις διάδοσης παράλληλες 

µε τη διεύθυνση παρατήρησης. Στην περίπτωσή µας, εξετάζουµε κύµα της µορφής 
D^ïEÀF%  εποµένως 

επιλέγουµε τη λύση µε το αρνητικό πρόσηµο: 

 Tr = −T� sin h cos á = T� Ts = −T� sin h siná = T�  
(5.96) 

 

 

Η εξέταση του ολοκληρώµατος γύρω από το στάσιµο σηµείο µας επιτρέπει να εκφράσουµε τη φάση 

ως ανάπτυγµα Taylor γύρω από το  (T� , T�): 
 
 ÔÉÊ ∙ �� ≃ OÔÉÊ ∙ ��*ÏG,ÏH + O�CÔÉÊ ∙ �D�Tr IÏG ,ÏH

(Tr − T�) + O�CÔÉÊ ∙ �D�Ts IÏG,ÏH
CTs − T�D

+ 12 O��CÔÉÊ ∙ �D�Tr� IÏG,ÏH
(Tr − T�)� + 12 O��CÔÉÊ ∙ �D�Ts� IÏG ,ÏH

CTs − T�D�
+ O��CÔÉÊ ∙ �D�Tr�Ts IÏG,ÏH

(Tr − T�)CTs − T�D 
(5.97) 

 
Ή πιο συνοπτικά: 
 ÔÉÊ ∙ �� = −T�b + °J� + ²¦� + ®J¦ (5.98) 

 
Όπου: 
 ° = 12 O��CÔÉÊ ∙ �D�Tr� IÏG,ÏH

= − b2T� Á1 + sin� h cos� ácos� h Â 
² = 12 O��CÔÉÊ ∙ �D�Ts� IÏG,ÏH

= − b2T� Á1 + sin� h cos� ácos� h Â 
® = O��CÔÉÊ ∙ �D�Tr�Ts IÏG ,ÏH

= − bT�
sin� hcos� h cosá sin á 

 
 J = Tr − T� ¦ = Ts − T� OÔÉÊ ∙ ��*ÏG,ÏH = −T�b 
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Γύρω από τα στάσιµα σηµεία T� , T� το ολοκλήρωµα προσεγγίζεται ως εξής: 
 

;� ≃ �>CTr = T� , Ts = T�D	
\G,H

<�C5ÏÀ%`KLÀ`MNÀ`OLND�J�¦ 
= >CT� , TsD<5�ÏÀ% �<�CKLÀ`MNÀ`OLND�J�¦	

\G,H
 

 
(5.99) 

 

 

Το ολοκλήρωµα που έµεινε είναι γνωστής µορφής και λύνεται ως εξής:  
 
 �<�CKLÀ`MNÀ`OLND�J�¦	

\G,H
= ³ 24�(|4°² − ®�|  

(5.100) 

 

Όπου : 
 

� = �+1		, 4°² > ®�	k�l	° > 0	−1		, 4°² > ®�	k�l	° < 0−³		,																														4°² < ®� O 
 
 
Εδώ ισχύει ότι: 4°² − ®� = o bT� cos hp� > 0 
 

Και επειδή:   ° < 0   έχουµε: 
 �<�CKLÀ`MNÀ`OLND�J�¦	

\G,H
= −³ 24b T� cos h 

 

Εποµένως για b → ∞  

 

;�(b, h	, á) → −24³	T� cos h	>CTr = −T� sin h cosá	 , Ts = −T� sin h sináD <5�ÏÀ%b  
 

(5.101) 

 
 
Όπου, βάσει της (5.89) είναι: 

 

>CTr , TsD = çzÉÊCTr , TsD ∙ <CTr , TsD<5æÐU��5t�V 
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Οµοίως για το ;� θα ισχύει: 
 �CÔÉÊ ∙ �D�Tr = 0 → b osin h cosá + TrTt� cos hp = 0 → Tr = −Tt� sin h cosácos h  

 

 
(5.102) 

 �CÔÉÊ ∙ �D�Ts = 0 → b Ásin h sin á + TsTt� cos hÂ = 0 → Ts = −Tt� sin h sinácos h  
 

(5.103) 

 
 Tt� = T� cos h (5.104) 

 
Οπότε τα στάσιµα σηµεία θα είναι: 
 Tr = −T� sin h cos á = T� Ts = −T� sin h sin á = T� (5.105) 

 

Και τελικά για b → ∞: 
 
 

;�(b, h	, á) → 24³	T� cos h 	PCTr = T� sin h cosá	 , Ts = T� sin h sin áD <5�ÏÀ%b  
 

(5.106) 

 
 
Όπου: 

P(h	, á) = çzÉË(h	, á) ∙ Q(h	, á)<`æÐU��5t�V
 

(5.107) 

 

Αντικαθιστώντας στη συνέχεια τις σχέσεις των ολοκληρωµάτων (5.101), (5.106) στην εξίσωση (5.75), 

προκύπτει µία αναλυτική έκφραση για το (µακρινό) ηλεκτρικό πεδίο στο εσωτερικό του κυµατοδηγού: 

 
 BC�D = 0/	° º±a�(
�)�³�(
�)O	<5�ªr + T!�(�%� − 1) T!5�84� 24³	T� cos h <5�ÏÀ%b U−	>(h, á) +	P(h, á)V 
 
 = 0/	° º±a�(
�)�³�(
�)O	<5�ªr

+ T!�(�%� − 1) T!5�84� 24³	T� cos h <5�ÏÀ%b o−çzÉÊ(h	, á)<5æÐU��5t�V
+	çzÉË(h	, á)<`æÐU��5t�VV ∙ Q(h	, á) 
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= 0/	° º±a�(
�)�³�(
�)O	<5�ªr
+ T�T!� � cos h <5�ÏÀ%b o−çzÉÊ(h	, á)<5æÐU��5t�V +	çzÉË(h	, á)<`æÐU��5t�Vp
∙ � � (−³)�`�	`�

ÚØ5�
`�
�Ø� (n(n + 1) 
Ú�;�(��, ��)	Ú�(h	, á)+ ³¬Ú�S�(��, ��)�Ú�(h	, á)R 

(5.108) 
 BC�D = 0/	° º±a�(
�)�³�(
�)O	<5�ªr + <5�ÏÀ%b çzÉ(h	, á)

∙ � � (−³)�`�	`�
ÚØ5�

`�
�Ø� (n(n + 1) 
Ú�;�(��, ��)	Ú�(h	, á)+ ³¬Ú�S�(��, ��)�Ú�(h	, á)R 

(5.109) 
 
 
Όπου θέσαµε: 
 
 çzÉ(h	, á) = T�T!� � cos h o−çzÉÊ(h	, á)<5æÐU��5t�V +	çzÉË(h	, á)<`æÐU��5t�Vp 
 
 
Η έκφραση (5.109) αποτελεί την αναλυτική έκφραση του ηλεκτρικού πεδίου εντός του κυµατοδηγού 

για σηµεία παρατήρησης στη µακρινή περιοχή. Η σχέση αυτή περιλαµβάνει τις διανυσµατικές 

συνιστώσες ./, 0/, �� του ηλεκτρικού πεδίου, ενώ µπορεί να γραφεί σε καρτεσιανές ή σφαιρικές 
συντεταγµένες µέσω των σχέσεων µετασχηµατισµού (5.87) για τα σύνολα µεταβλητών: (x,y,z) και 

(r,θ,φ). Επιπλέον, λαµβάνοντας το µέτρο του ηλεκτρικού πεδίου και κανονικοποιώντας το ως προς το 

µέγιστο πλάτος «Α» του προσπίπτοντος πεδίου B!, µπορούν να προκύψουν οι συντελεστές µετάδοσης 
και ανάκλασης για τους κυµατοδηγούµενους ρυθµούς του συστήµατος κυµατοδήγησης. Οι 

συντελεστές αυτοί αποτελούν συναρτήσεις όλων των παραµέτρων του προβλήµατος και µπορούν να 

δώσουν πληροφορίες για την ηλεκτροµαγνητική συµπεριφορά και απόκριση της διάταξης. 
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Παράρτηµα 
 

Π.5.1. Υ*ολογισµός των γωνιών ý� , �� του *ροσ*ί*τοντος ηλεκτρικού *εδίου 
 

Για τον υπολογισµό των γωνιών h� και á� απαιτείται η χρήση αντίστροφων τριγωνοµετρικών 
συναρτήσεων µιγαδικού ορίσµατος. Αυτές είναι: 

 tan5�(�) = 12³ ln o1 + ³�1 − ³�p cos5�(�) = −³ ln U� + (�� − 1V 
 

Όπου για το φυσικό λογάριθµο ισχύει: 

 ln(�) = ln(|�|) + ³(arg(�) + 2k4) 
 
 

Υ*ολογισµός της γωνίας ý�. 
 

h� = ±a�5� U�bV = ±a�5� o ³µT!�!p = −³ ln# ³µT!�! + Uo ³µT!�!p� − 1$ 
= −³ ln# ³µT!�! +U− µ�(T!�!)� − 1$ = −³ ln# ³µT!�! +U−µ� − T!��!�(T!�!)� $ 
= −³ ln o ³µT!�! ± ³¬T!�!p = −³ ln o³ µ ± ¬T!�! p = −³ 4ln o¬ + µT!�! p + ³ oargo³ ¬ + µT!�! p + 2k4p5 
= −³ ln o¬ + µT!�! p + U42 + 2k4V = −³ ln o¬ + µT!�! p + 42 
 Cuáόf��:				 sin h� > 0 → 	u4l§έµ����	k = 0D 
 

 

Υ*ολογισµός της γωνίας ��. 
 á� = tan5� U��V = tan5� o 0−¬p = 12³ ln(1) = 12³ Cln(1) + ³(arg(1) + 2k4)D = k4 = 4 
 Cuáόf��:	 cos á� < 0 → 	k:	4�Jlggό�	k�l	�4l§έµ����	k = 1D	 
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Π.5.2. Υ*ολογισµός ολοκληρωµάτων )��, )��,)��, )��. 
 
 

)�� = � b[���³�h[��h[��b[��á[�
*,�,��

%�Ñ ,(�Ñ,à�ÑØ!
Æ �³�h[�h[�

(�Ø! Æ �á[
��

à�Ø! 	5ÚÑÑ�ÑÑ(h[ , á[) 
∙� � (−1)Ú 2� + 1�(� + 1) ��	Ú�(&) U��, T!V�	–Ú�(�) U��� , T!V + Z	Ú�(&) U��, T!VZ	–Ú�(�) U��� , T!V			 , b[ > b[��	Ú�(�) U��, T!V�	–Ú�(&) U���, T!V + Z	Ú�(�) U��, T!VZ	–Ú�(&) U��� , T!V			 , b[ < b[� O

`�
ÚØ5�

`�
�  

∙ � � �ÚÑ�Ñ�	ÚÑ�Ñ(�) U��� , T�V`�Ñ
ÚÑØ5�Ñ

`�
�ÑØ�  

 

= � b[���³�h[��h[��b[��á[�
*,�,��

%�Ñ ,(�Ñ,à�ÑØ!
Æ �³�h[�h[�

(�Ø! Æ �á[
��

à�Ø! 	5ÚÑÑ�ÑÑ(h[ , á[)
∙ � � (−1)Ú 2� + 1�(� + 1) ��	Ú�(&) U��, T!V�	–Ú�(�) U��� , T!V			 , b[ > b[��	Ú�(�) U��, T!V�	–Ú�(&) U���, T!V			 , b[ < b[� O

`�
ÚØ5�

`�
�

∙ � � �ÚÑ�Ñ�	ÚÑ�Ñ(�) U��� , T�V`�Ñ
ÚÑØ5�Ñ

`�
�ÑØ�  

 

= � � � � �ÚÑ�Ñ(−1)Ú 2� + 1�(� + 1)`�Ñ
ÚÑØ5�Ñ

`�
�ÑØ�

`�
ÚØ5�

`�
�  

� b[���³�h[��h[��b[��á[�
*,�,��

%�Ñ ,(�Ñ,à�ÑØ!
¢ℎ�(T!b[)E�(T!b[�)E�Ñ(T�b[�)�(� + 1)(��(�� + 1)			, b[ > b[�ℎ�(T!b[�)E�(T!b[)E�Ñ(T�b[�)�(� + 1)(��(�� + 1)			, b[ < b[� O	

Æ �³�h[�h[�
(�Ø! Æ �á[

��
à�Ø! 	5ÚÑÑ�ÑÑ(h[ , á[) ∙ 	Ú�(h[ , á[)	5Ú�(h[�, á[�) ∙ 	ÚÑ�Ñ(h[�, á[�) 

 

= � � � � �9′�′(−1)Ú 2� + 1�(� + 1)+�′
9′=−�′

+∞
�′=1

+�
9=−� �(� + 1)+∞

� (��(�� + 1) 
Æ b�′ 2�b�′*

b�′ Ø!
E�ÑCT4b�′ D¢ℎ�(T!b�)E�CT0b�′ D			, b� > b�′ℎ�CT!b�′ DE�(T0b�)			, b� < b�′ O	

Æ �³�	h[��h[��
(�ÑØ!

Æ �á[�
��

àÑØ! Æ �³�h[�h[�
(�Ø! Æ �á[

��
à�Ø! 	5ÚÑÑ�ÑÑ(h[, á[) ∙ 	Ú�(h[, á[)	5Ú�(h[� ,á[�) ∙ 	ÚÑ�Ñ(h[�,á[�) 

 

= �ÚÚÑÑ�ÚÚÑ���ÑÑ���Ñ�Ú�(−1)Ú 2� + 1�(� + 1)164�C�(� + 1)D&�(2� + 1)� Æ �b[�*
%�ÑØ! b[��E�(T�b[�) ºℎ�(T!b[)E�(T!b[�)			, b[ > b[�ℎ�(T!b[�)E�(T!b[)			, b[ < b[� O 
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= �ÚÚÑÑ�ÚÚÑ���ÑÑ���Ñ(−1)Ú164�(�(� + 1)2� + 1 �Ú� " Æ �b[�%�
%�ÑØ! b[��E�(T�b[�)ℎ�(T!b[)E�(T!b[�)

+ Æ �b[�*
%�ÑØ%�

b[��E�(T�b[�)ℎ�(T!b[�)E�(T!b[)% 
= �ÚÚÑÑ�ÚÚÑ���ÑÑ���Ñ(−1)Ú164�(�(� + 1)2� + 1 �Ú� "ℎ�(T!b[) Æ �b[�%�

%�ÑØ!
b[��E�(T�b[�)E�(T!b[�)

+ E�(T!b[) Æ �b[�*
%�ÑØ%�

b[��E�(T�b[�)ℎ�(T!b[�)% 
= �ÚÚÑÑ�ÚÚÑ���ÑÑ���Ñ(−1)9164�(�(� + 1)2� + 1 �Ú� Ò �T!� − T�� E�(T!b[)Î�(��, ��)

+ ³ E�(T�b[)T!(T!� − T��)Ó 
 
 
Όπου ορίσαµε: Î�(��, ��) = ��	ℎ�`�(��)E�(��) − ��	ℎ�(��)E�`�(��) 
 �� = T!�	 �� = T�� 
 
 
Επίσης, στον υπολογισµό του )�� λάβαµε υπόψη ότι: 
 
 

Æ �³�	h[��h[��
(�ÑØ! Æ �á[�

��
à�ÑØ!

Z	9�(3) U��, T0VZ	–9�(1) U��′ , T0VZ	9�(1) U��, T0VZ	–9�(3) U��′ , T0V�	9′�′(1) U��′ , T4V = 0 
 
 
 
 

Τα ολοκληρώµατα )�� και )�� αποδεικνύεται ότι είναι µηδενικά, δηλαδή: 
 
 )�� = 0 )�� = 0 
 
γιατί περιέχουν ολοκληρώµατα: 
 

Æ �³�	h[��h[��
(�ÑØ!

Æ �á[�
��

à�ÑØ!
�−9�(h[�,á[�) ∙ 	9′�′(h[�,á[�) = 0 
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Τέλος είναι: 
 

)�� = � b[���³�h[��h[��b[��á[�
*,�,��

%�Ñ,(�Ñ ,à�ÑØ!
Æ �³�h[�h[�

(�Ø! Æ �á[
��

à�Ø! �5ÚÑÑ�ÑÑ(h[, á[) 
∙� � (−1)9 2� + 1�(� + 1) ��	9�(3) U��, T0V�	–9�(1) U��′ , T0V + Z	9�(3) U��, T0VZ	–9�(1) U��′ , T0V 			 , b� > b�′

�	9�(1) U��, T0V�	–9�(3) U��′, T0V + Z	9�(1) U��, T0VZ	–9�(3) U��′ , T0V 			 , b� < b�′ O
`�

ÚØ5�
`�
�

∙ � � ¬ÚÑ�ÑZ	ÚÑ�Ñ(�) U��� , T�V`�Ñ
ÚÑØ5�Ñ

`�
�ÑØ�  

 

= � b[���³�h[��h[��b[��á[�
*,�,��

%�Ñ ,(�Ñ,à�ÑØ!
Æ �³�h[�h[�

(�Ø! Æ �á[
��

à�Ø! �5ÚÑÑ�ÑÑ(h[ , á[) 
∙ � � (−1)Ú 2� + 1�(� + 1) �Z	Ú�(&) U��, T!VZ	–Ú�(�) U��� , T!V			 , b[ > b[�Z	Ú�(�) U��, T!VZ	–Ú�(&) U��� , T!V			 , b[ < b[� O

`�
ÚØ5�

`�
� ∙ � � ¬ÚÑ�ÑZ	ÚÑ�Ñ(�) U��� , T�V`�Ñ

ÚÑØ5�Ñ
`�
�ÑØ�  

 

= � � � � ¬ÚÑ�Ñ(−1)Ú 2� + 1�(� + 1)`�Ñ
ÚÑØ5�Ñ

`�
�ÑØ�

`�
ÚØ5�

`�
� �(� + 1)(��(�� + 1) 

1T!b[ Æ b[���b�*
%�ÑØ!

1T!b[� 1T�b[� E�Ñ� (T�b[�) ºℎ�� (T!b[)E�� (T!b[�)	, b[ > b[�ℎ�� (T!b[�)E�� (T!b[)	, b[ < b[� O	
Æ �³�h[��h[��

(�ÑØ!
Æ �á[�
��

à�ÑØ! Æ �³�h[�h[�
(�Ø! Æ �á[

��
à�Ø! �5ÚÑÑ�ÑÑ(h[, á[) ∙ �Ú�(h[,á[)�5Ú�(h[�, á[�) ∙�ÚÑ�Ñ(h[�,á[�) 

 

= �ÚÚÑÑ�ÚÚÑ���ÑÑ���Ñ(−1)Ú164�(�(� + 1)2� + 1 ¬Ú� 1T!�T�b[ Æ �b�*
%�ÑØ!

E�� (T�b[�) ºℎ�� (T!b[)E�� (T!b[�)	, b[ > b[�ℎ�� (T!b[�)E�� (T!b[)	, b[ < b[� O 
= �ÚÚÑÑ�ÚÚÑ���ÑÑ���Ñ(−1)Ú164�(�(� + 1)2� + 1 ¬Ú� 1T!�T�b[ "ℎ�� (T!b[) Æ �b[�%�

%�ÑØ!
E�� (T�b[�)E�� (T!b[�)

+ E�� (T!b[) Æ �b[�*
%�ÑØ%�

E�� (T�b[�)ℎ�� (T!b[�)% 
= �ÚÚÑÑ�ÚÚÑ���ÑÑ���Ñ(−1)Ú164�(�(� + 1)2� + 1 ¬Ú� ÒE�� (T!b[)T!b[ �T!� − T�� ´� + ³T! 1T!� − T�� E�� (T�b[)T�b[ Ó 
 	
Όπου ορίσαµε: ´� = T!T� ℎ�(��)E�� (��) − T�T! E�(��)ℎ�� (��) 
 �� = T!�	 �� = T�� 
 



Κεφάλαιο 5: Ε1ίλυση της ολοκληρωτικής εξίσωσης 

 

98 
 

Κατ’ αναλογία µε το ολοκλήρωµα )��, για το )�� λήφθηκε υπόψη ότι: 
 
 

Æ �³�	h[��h[��
(�ÑØ! Æ �á[�

��
à�ÑØ!

�	9�(3) U��, T0V�	–9�(1) U��′ , T0V�	9�(1) U��, T0V�	–9�(3) U��′ , T0VZ	9′�′(1) U��′ , T4V = 0 
 
 
 

Π.5.3. Υ*ολογισµός των ολοκληρωµάτων 7��, 7��, 7��, 7�� 
 
 

7�� = � b[���³�h[��h[��b[��á[�
*,�,��

%�Ñ ,(�Ñ,à�ÑØ!
Æ Æ �³�h[�h[�á[

��
à�Ø!

�
(�Ø! 	5ÚÑÑ�ÑÑ(h[ , á[) ∙ �w�C�, ��D

∙ � � �ÚÑ�Ñ�	ÚÑ�Ñ(�) U��� , T�V`�Ñ
ÚÑØ5�Ñ

`�
�ÑØ�  

 

= T!5�84� � b[���³�h[��h[��b[��á[�
*,�,��

%�Ñ ,(�Ñ,à�ÑØ!
� �Tr�Ts
`�

5� Æ Æ �³�h[�h[�á[
��

à�Ø!
�

(�Ø! 	5ÚÑÑ�ÑÑ(h[, á[) ∙ yz<�Ô	�∙	�� 	
∙ 	çz�CTr , TsD	<5�Ô	�∙	��Ñ ∙ � � �ÚÑ�Ñ�	ÚÑ�Ñ(�) U��� , T�V`�Ñ

ÚÑØ5�Ñ
`�
�ÑØ�  

 

= T!5�84� � �Tr�Ts
`�

5� � b[���³�h[��h[��b[��á[�
*,�,��

%�Ñ ,(�Ñ,à�ÑØ!
Æ Æ �³�h[�h[�á[

��
à�Ø!

�
(�Ø! 	5ÚÑÑ�ÑÑ(h[, á[) 

∙ � � "³��Ú (� −9)!	(� + 9)! 	 2� + 1(n(n + 1)  �	Ú�(�) C�[ , T!D	Ú�(hÏ ,áÏ) − ³	Z	Ú�(�) C�[, T!D�Ú�(hÏ, áÏ)¡%`�
ÚØ5�

`�
�Ø�  

∙ çz�CTr , TsD<5�Ô	�∙	��Ñ ∙ � � �ÚÑ�Ñ�	ÚÑ�Ñ(�) U��� , T�V`�Ñ
ÚÑØ5�Ñ

`�
�ÑØ�  

 

= T!5�84� � �Tr�Ts
`�

5� � b[���³�h[��h[��b[��á[�
*,�,��

%�Ñ ,(�Ñ,à�ÑØ!
 

� � "³��Ú (� −9)!	(� +9)! 	 2� + 1(n(n + 1) Æ Æ �³�h[�h[�á[
��

à�Ø!
�

(�Ø! 	5ÚÑÑ�ÑÑ(h[ ,á[) ∙�	Ú�(�) C�[, T!D	Ú�(hÏ, áÏ)%`�
ÚØ5�

`�
�Ø�

∙ çz�CTr , TsD<5�Ô	�∙	��Ñ ∙ � � �ÚÑ�Ñ�	ÚÑ�Ñ(�) C�[� , T�D`�Ñ
ÚÑØ5�Ñ

`�
�ÑØ�  

 

= T!5�84� � �Tr�Ts
`�

5� � b[���³�h[��h[��b[��á[�
*,�,��

%�Ñ ,(�Ñ,à�ÑØ!
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� � "³��Ú (� −9)!	(� +9)! 	 2� + 1(n(n + 1) E�(T!b[)(n(n + 1) Æ Æ �³�h[�h[�á[
��

à�Ø!
�

(�Ø! 	5ÚÑÑ�ÑÑ(h[ ,á[)`�
ÚØ5�

`�
�Ø�

∙ 	Ú�(h[ ,á[)	Ú�(hÏ,áÏ)% ∙ çz�CTr , TsD<5�Ô	�∙	��Ñ ∙ � � �ÚÑ�Ñ�	ÚÑ�Ñ(�) C��, T�D`�Ñ
ÚÑØ5�Ñ

`�
�ÑØ�  

 

= T!5�84� � �Tr�Ts
`�

5� � b[���³�h[��h[��b[��á[�
*,�,��

%�Ñ ,(�Ñ,à�ÑØ!
³��Ú (� −9)!	(� +9)! 	(2� + 1) 

E�(T!b[)(−1)Ú 442� + 1�ÚÑÑÚ��ÑÑ� 		Ú�(hÏ,áÏ) ∙ çz�CTr , TsD<5�Ô	�∙	��Ñ ∙ � � �ÚÑ�Ñ�	ÚÑ�Ñ(�) C��, T�D`�Ñ
ÚÑØ5�Ñ

`�
�ÑØ�  

 

= ³��Ú (� −9)!	(� + 9)! (−1)Ú24 E�(T!b[)�ÚÑÑÚ��ÑÑ�T!5� � �Tr�Ts
`�

5� � b[���³�h[��h[��b[��á[�
*,�,��

%�Ñ ,(�Ñ,à�ÑØ!
			Ú�(hÏ, áÏ)

∙ çz�CTr , TsD ∙ yz<5�Ô	�∙	��Ñ ∙ � � �ÚÑ�Ñ�	ÚÑ�Ñ(�) C��, T�D`�Ñ
ÚÑØ5�Ñ

`�
�ÑØ�  

 

= ³��Ú (� −9)!	(� + 9)! (−1)Ú24 E�(T!b[)�ÚÑÑÚ��ÑÑ�T!5� � �Tr�Ts
`�

5� � b[���³�h[��h[��b[��á[�
*,�,��

%�Ñ ,(�Ñ,à�ÑØ!
			Ú�(hÏ, áÏ)

∙ çz�CTr , TsD
∙ � � "(−³)�å�Úå (�� −9�)!	(�� +9�)! 	 2�� + 1(��(�� + 1)  	Úå�å(hÏ, áÏ)�	Úå�å(�) C�[� , T!D`�å

ÚåØ5�å
`�

�åØ�
+ ³�Úå�å(hÏ ,áÏ)Z	Úå�å(�) C�[� , T!D¡í ∙ � � �ÚÑ�Ñ�	ÚÑ�Ñ(�) C��, T�D`�Ñ

ÚÑØ5�Ñ
`�
�ÑØ�  

 

= ³��Ú (� −9)!	(� +9)! (−1)Ú24 E�(T!b[)�ÚÑÑÚ��ÑÑ�T!5� � �Tr�Ts`�
5� 	Ú�(hÏ , áÏ) ∙ çz�CTr , TsD

∙ � � � � �ÚÑ�Ñ(−³)�å�Úå (�� −9�)!	(�� +9�)!	 2�� + 1(��(�� + 1)
`�Ñ

ÚÑØ5�Ñ
`�
�ÑØ�

`�å
ÚåØ5�å

`�
�åØ�  

� b[���³�h[��h[��b[��á[�	Úå�å(hÏ , áÏ)*,�,��
%�Ñ ,(�Ñ,à�ÑØ!

E�å(T!b[�)(��(�� + 1)		Úå�å(h[�, á[�)
∙ E�Ñ(T�b[�)(n�(n� + 1)	ÚÑ�Ñ(h[�, á[�) 

 

 

= ³��Ú (� −9)!	(� +9)! (−1)Ú24 E�(T!b[)�ÚÑÑÚ��ÑÑ�T!5� � �Tr�Ts`�
5� 	Ú�(hÏ , áÏ) ∙ çz�CTr , TsD

∙ � � � � �ÚÑ�Ñ(−³)�å�Úå (�� −9�)!	(�� +9�)! (2n� + 1)(n�(n� + 1)`�Ñ
ÚÑØ5�Ñ

`�
�ÑØ�

`�å
ÚåØ5�å

`�
�åØ�  

Æ b[��*
%�ÑØ!

E�Ñ(T�b[�)E�å(T!b[�)�b[�		Úå�å(hÏ , áÏ) Æ �³�h[��h[��
(�ÑØ!

Æ �á[�
��

à�ÑØ! 		Úå�å(h[�, á[�) ∙ 		ÚÑ�Ñ(h[�, á[�) 
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= ³��Ú (� −9)!	(� + 9)! (−1)Ú24 E�(T!b[)�ÚÑÑÚ��ÑÑ�T!5� � �Tr�Ts
`�

5� 	Ú�(hÏ, áÏ) ∙ çz�CTr , TsD
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Στα προηγούµενα έγινε χρήση του ολοκληρώµατος: 
 
 Æi�(�b)j�(¬b)�b = b��� − ¬� C�i�`�(�b)j�(¬b) − ¬i�(�b)j�`�(¬b)D 
 
 

Όπου i� , j� οι σφαιρικές συναρτήσεις Bessel ή Hankel. 
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Όπου έγινε χρήση του ολοκληρώµατος: 
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6. Συµ*εράσµατα 
 
 
Στην εργασία αυτή εξετάστηκε το πρόβληµα σύζευξης διηλεκτρικής σφαίρας µε επίπεδο διηλεκτρικό 

κυµατοδηγό. Η διάταξη αυτή αποτελεί ήδη αντικείµενο µελέτης των οπτικών τηλεπικοινωνιών, καθώς 

παρουσιάζει ιδιότητές που µπορούν να αποδειχθούν ωφέλιµες στην ανάπτυξη οπτικών ολοκληρωµένων 

συστηµάτων. Ωστόσο µέσα από την εργασία αυτή, οι προαναφερθείσες ιδιότητες µπορούν να 

αναδειχθούν πλέον και µαθηµατικά, αφού οι αναλυτικές σχέσεις που εξήχθησαν σε όλη την έκταση της 

εργασίας δίνουν τη δυνατότητα διερεύνησης των ιδιοτήτων ως προς κάθε παράµετρο του 

προβλήµατος.  

 

Από φυσικής αλλά και µαθηµατικής πλευράς, το πρόβληµα αυτό αντιµετωπίσθηκε ως παράλληλος 

συνδυασµός τριών υποπροβληµάτων: ∆ιέγερσης, Σκέδασης και «Επαναδέσµευσης». Με τον όρο 

«πρόβληµα διέγερσης» εννοούµε τη διαδικασία προσδιορισµού του πεδίου που διεγείρει το σφαιρικό 

σώµα. Στην περίπτωσή µας, το πεδίο διέγερσης αποτελεί διαφεύγον επιφανειακό κύµα που 

κυµατοδηγού και το οποίο, στην πραγµατικότητα, είναι προϊόν κυµατοδήγησης και σκέδασης που 

προηγήθηκε (λόγω της παρουσίας της σφαίρας). Το «πρόβληµα σκέδασης» αφορά το φαινόµενο 

επανεκποµπής από τη σφαιρική κοιλότητα, µετά τη διέγερσή της. Μέρος του σκεδαζόµενου πεδίου 

είτε θα επανεισχωρήσει στον κυµατοδηγό είτε θα λάβει µέρος στην περαιτέρω διέγερση της 

κοιλότητας. Τέλος, µε τον όρο «πρόβληµα επαναδέσµευσης» αναφερόµαστε στο φαινόµενο κατά το 

οποίο µέρος του σκεδαζόµενου πεδίου επαναπροσλαµβάνεται από τον κυµατοδηγό.  

 

Τα παραπάνω υποπροβλήµατα δεν µπορούν να εξεταστούν ανεξάρτητα, καθώς τα αντίστοιχα 

φαινόµενα εκτυλίσσονται ταυτόχρονα, µέσα σε πλαίσια αλληλεπίδρασης. Πράγµατι, η διαδικασία της 

σύζευξης είναι κατά κάποιον τρόπο κυκλική. Το ίδιο πεδίο που διεγείρει τα διηλεκτρικά σώµατα έχει 

ήδη διαµορφωθεί από το σκεδαζόµενο και άρα από τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά της διάταξης. 

Αντίστοιχα, το πεδίο που κυµατοδηγείται τελικά ως την έξοδο της διάταξης, φέρει χαρακτηριστικά 

του σκεδαζόµενου που επαναδεσµεύτηκε από τον κυµατοδηγό. 

 

Τα αποτελέσµατα που µπορούν να προκύψουν από αυτή τη µελέτη είναι πολλά και ως επί το πλείστον 

σηµαντικά. Βασικότερη πηγή αποτελεσµάτων αποτελεί η έκφραση του συνιστάµενου ηλεκτρικού 

πεδίου εντός του κυµατοδηγού. Μέσω αυτής µπορούν να προσδιοριστούν οι συντελεστές µετάδοσης 

(Τ) και ανάκλασης (R), οι οποίοι αποδίδουν το ποσοστό της έντασης του 

µεταδιδόµενου/ανακλώµενου ηλεκτρικού πεδίου συναρτήσει των γεωµετρικών παραµέτρων του 
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προβλήµατος, της συχνότητας και των δεικτών διάθλασης των διηλεκτρικών σωµάτων. Εποµένως, 

είναι εφικτό να διερευνηθούν ορισµένοι αξιόλογοι συσχετισµοί: 

 

Για δεδοµένη συχνότητα και µονορυθµική λειτουργία: 

 

• Μεταβολή του Συντελεστή Μετάδοσης/Ανάκλασης ως προς την ακτίνα του σφαιρικού σκεδαστή. 

• Μεταβολή του Συντελεστή Μετάδοσης/Ανάκλασης ως προς το δείκτη διάθλασης του σφαιρικού 

σκεδαστή. 

• Μεταβολή του Συντελεστή Μετάδοσης/Ανάκλασης ως προς την απόσταση σφαίρας-κυµατοδηγού. 

 

Εναλλακτικά, για δεδοµένες όλες τις γεωµετρικές παραµέτρους, µπορεί να εξεταστεί η µεταβολή των 

παραπάνω συντελεστών και ως προς τη συχνότητα (υπό συνθήκες µονορυθµικής λειτουργίας). 

 

 

Εξίσου σηµαντικά συµπεράσµατα µπορούν να εξαχθούν και από την αναλυτική έκφραση του πεδίου 

εντός του σφαιρικού συντονιστή. Πράγµατι, οι αναλυτικές λύσεις των συντελεστών ανάπτυξης (�Ú�	, ¬Ú�) του ηλεκτρικού πεδίου εντός της σφαίρας µπορούν να αναδείξουν την επίδραση της 
σφαιρικής κοιλότητας στο εσωκλειόµενο πεδίο. Μερικές από τις ιδιότητες που προκύπτουν από τις 

σχέσεις των συντελεστών του αναπτύγµατος είναι: 

 

• Οι συχνότητες συντονισµού 

• Οι συντελεστές ποιότητας 

 
 
Το πρόβληµα που επιλύθηκε είναι µόνο µία περίπτωση ενός ευρύτερου συνόλου συγγενών 

προβληµάτων. Ωστόσο έχει αρκετά πρωτογενή µορφή ώστε να µπορούν να αναχθούν σε αυτό ένα 

πλήθος πιο σύνθετων προβληµάτων. Τα προβλήµατα αυτά επιλύονται, είτε ακολουθώντας παρόµοια 

µέθοδο µε αυτή που εφαρµόσαµε, είτε µε άµεση χρήση σχέσεων και αποτελεσµάτων που παρήχθησαν 

από την παρούσα εργασία. Ορισµένα αντιπροσωπευτικά προβλήµατα είναι τα εξής: 

 

• Σύζευξη επίπεδου διηλεκτρικού κυµατοδηγού µε δύο διηλεκτρικές σφαίρες τοποθετηµένες 

εκατέρωθεν του. Η διάταξη αυτή αποτελεί µία συµµετρική εκδοχή αυτής που εξετάστηκε και η 

οποία πιθανόν να παρουσιάζει ακόµα πιο ενδιαφέροντα χαρακτηριστικά ως σύστηµα. Το 

πρόβληµα αυτό επιλύεται µε την µέθοδο των ολοκληρωτικών εξισώσεων που εφαρµόστηκε, µε 

κυριότερη διαφορά ότι η χωρική ολοκλήρωση πραγµατοποιείται σε δύο σφαιρικούς όγκους. 



Κεφάλαιο 6: Συµ1εράσµατα 

 

105 
 

 
 
 
 

• Σύζευξη επίπεδου διηλεκτρικού κυµατοδηγού µε διηλεκτρικές σφαίρες διαφορετικής ακτίνας. Η 

διαφοροποίηση στις διαστάσεις σφαιρών έχει ως αποτέλεσµα τη δηµιουργία ποικίλων συντονισµών 

σε συχνότητες που εξαρτώνται (εκτός των άλλων) και από την εκάστοτε ακτίνα. Εφόσον αυτό 

επιδρά µε επιθυµητό τρόπο στο κυµατοδηγούµενο σήµα εξόδου, τότε η διάταξη αυτή µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για την ανάπτυξη οπτικών φίλτρων µε την επιθυµητή συµπεριφορά γύρο από τις 

επιλεγµένες συχνότητες. Στην περίπτωση όπου το σύστηµα είναι σχεδιασµένο έτσι ώστε να 

αποτελείται από ένα πλήθος εν σειρά συνδεδεµένων συστηµάτων κυµατοδηγού-σφαίρας, τότε 

µπορούν να εφαρµοστούν απευθείας τα αναλυτικά αποτελέσµατα της παρούσας εργασίας για κάθε 

σύστηµα, θεωρώντας ότι η έξοδος του i-1 συστήµατος αποτελεί είσοδος του i-στού συστήµατος. 
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• Σύζευξη δύο παράλληλων διηλεκτρικών πλακών µε διηλεκτρική σφαίρα που παρεµβάλλεται µεταξύ 

τους. Η επίλυση αυτού του προβλήµατος επίσης πραγµατοποιείται µε τη µέθοδο των 

ολοκληρωτικών εξισώσεων και των συναρτήσεων Green. Βασική διαφοροποίηση στη µέθοδο 

αποτελεί η µορφή της συνάρτησης Green στην περιοχή του χώρου µεταξύ των κυµατοδηγών. 

Ωστόσο, µία τέτοια διάταξη µπορεί να είναι χρήσιµη µόνο στην περίπτωση όπου η σύζευξη µεταξύ 

των κυµατοδηγών είναι επιθυµητή. 

 

 
 

 

• Σύζευξη διηλεκτρικής σφαίρας µε επίπεδο διηλεκτρικό κυµατοδηγό αγώγιµου (γειωµένου) 

υποστρώµατος. Το σύστηµα µε γειωµένο αγώγιµο υπόστρωµα είναι σύνηθες στις οπτικές 

εφαρµογές και η αναλυτική λύση του αντίστοιχου προβλήµατος µπορεί να προκύψει από την τα 

αποτελέσµατα της παρούσας εργασίας µε κατάλληλη τροποποίηση της συνάρτησης Green. Η 

τροποποίηση αυτή οφείλεται στις οµογενείς οριακές συνθήκες που ικανοποιούν τα πεδία στην 

αγώγιµη επιφάνεια. 
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