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Abstract 

Social network modeling and analysis has become important due to the 

success of online social networks during the past few years.  Online social 

networks offer an incredible amount of information, thus allowing the 

performance of studies that were impossible in the past and social theories 

testing. 

The purpose of this diploma thesis is  to present and classify models 

proposed for social  networks and methods used in two important social 

network analysis tasks, namely link prediction and community detection, as 

well as in a highly applied social network analysis field,  namely social  

recommendation. 

Firstly,  we quote social network features, both static and dynamic. We then 

classify and review social network models. For each of the aforementioned 

social network analysis tasks we give evaluation metrics for the methods 

proposed and discuss future research directions. 

 
Keywords: <<Social Network Models, Social Network Analysis, Link Prediction, Community 

Detection, Social Recommendation, Recommender Systems>> 
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1.1 	
������
 ������ – �
����
�� ������ 

 

7�� -�"�1�"-. �,-��� �,��" /,� -�"�1�"-) ��/) %�� �%���$�,��" �%. ��� %�%���+/��� 

+*��$� �"�-�-�"/��1� �����)�1� (entities) (%. 2. ��./1�, �/&�1� ) ��!��"+/ �), �" �%�,�� 

���/&5����" ‘-./6�"’ (nodes) ) ‘��&+���’ (actors) -�" +��������" /� /,� +2�+' (%. 2. 

�/%"+��+*�'�, #"$,��, !�1�"/,��, �%"-�"�1�,�� ) +�!!���"��). �" +����+�"� /���0* �1� 

-./61� ���/&5����" ‘�-/��’ (edges) ) ‘��+/�,’ (ties) ) ‘+*���+/�"’ (links). 

������,!/��� -�"�1�"- � �"-�*1� �,��" �� �,-��� #"$,��, �� �,-��� +����!�+,��, %. 2. 

/���0* '(�%�" � ) �%"+�'/.�1� (.%1� �� �,-��� +��-+�!!��#)� �%"+�'/��"- � &�(�1�), 

�� �,-��� �'$�#1�"- � -$)+�1� -�" �� �,-��� �%�+��$)� /'��/&�1� '$�-����"-�* 

��2����/�,��. 

	� -�"�1�"-& �,-��� ��)-��� +�'� ���*���' -��'!��,� �1� $�!./��1� %�$*%$�-1� 

�"-�*1� (complex networks), �� �%�,� ��,5����" 1� �,-��� %�� %����+"&5��� /' ����"//��� 

��%�$�!"-& 2���-�'�"+�"-&. 	� %�$*%$�-� �,-��� %��"$�/6&���� �%,+'� �� %$'��#��"�-& 

�,-��� (.%1� �� �,-��� %���%�/% � /���0* �%"+�'/��"- � &�(�1� -�" � ��!-.+/"�� 

�+�.�), �� ��2��$�!"-& �,-��� (.%1� �� '$�-��"-& �,-���, �� ��"-& �,-���, �� 

+"�'�����/"-& �,-���, �� ����%��"-& �,-���, �� '$�-����"-& -�-$ /���, �� %�-��� 

$�!"+/"-�*, �� �,-��� �/��,/1� -�" �� Δ"��,-���) -�" �� 6"�$�!"-& �,-��� (.%1� �� �,-��� 



�

� ����

�$$'$�%,���+'� %�1��8� �, �� /���%&�"� /��&��+'� +)/���� (signal transduction 

pathways), �� ���#"-& %$�!/��� (food webs), �� ����1�"-& �,-��� -�" �� /���6�$"-& 

�,-���). 

1.2 Online �
������
 ������ 

 	� ��$����,� 2�.�"� �" "+�.��%�" -�"�1�"-)� �"-�*1+'� (.%1� �� Facebook, YouTube, 

LinkedIn, Twitter, Google+, MySpace -�" Instagram) 6�,+-����" /���0* �1� 

�'/�#"$�+���1� ��� Δ"��"-�*��. �" 2�)+��� ��� � �1� "+���.%1� +2'/��,5��� -�"�1�"-& 

�,-���, %�� %���2��� "+2��& /�+� �"�/�"��+/�*, ��!&�1+'� -�" ����%"+/�* %��"�2�/���� 

-�" �%�# �. � �'/�#"$,� ��� � �1� "+���.%1� %���2�" /,� ��-�"�,� �� /�$��'(�*� �� 

2���-�'�"+�"-& �1� !�&#1� �1� online -�"�1�"- � �"-�*1� +� /�!&$' -$,/�-�. � 

-����.'+' ��� � �1� !�&#1� �,��" +'/���"-) �.+� !"� �' 6�$�,1+' �1� �#"+�&/��1� 

+�+�'/&�1� .+� -�" !"� �' +2��,�+' ��1� �#��/�! � online -�"�1�"- � �"-�*1�.  

�"� �� +�//��&+2��� %$)�1� +� ��� online -�"�1�"-. �,-���, �" 2�)+��� %��%�" �� 

�!!��#�*� +��� ���,+��"2� "+�.��%�, %"(�� � /� ��� 4��� ��/�. �&%�"�" "+�.��%�" 

�%"���%��� �'� �0���*�'+' �'/.+"1� ����/��1� 21�,� +*���+'. �" 2�)+��� /%���*� �� 

� +��� %$'��#��,�� !"� ��� ����. ���� (%. 2., '/���/'�,� !���'+'�, �.%� �"�/��)�, 

���"�#������), �" �%�,�� +��"+��*� �� %��#,$ ����. 

	� online -�"�1�"-. �,-��� +���,(���" �%. ���� $�!��"�+/�*� �1� 2�'+� � -�" ���� 

+����+/��� /���0* �1� 2�'+� �. �&%�"�" "+�.��%�" �%"���%��� +���� 2�)+��� �� 

+��������" /� �%�"���)%��� &$$� 2�)+�', 21�,� �' +���,��+) ���. 9$$�" �%�"��*� �' 

+���,��+' -�" �1� �*� %$��� � !"� �' �'/"���!,� ��.� +����+/��. ��"+/���" "+�.��%�" 

-�"�1�"-)� �"-�*1+'� 2���-�'�,5����" �%. -����(��./����� +����+/��� (�'$��), ���� 

+*���+/�� �%. �� 2�)+�' � +�� 2�)+�' � �� +���%&!���" �'� %����+,� ��.� ���,+���#�� 

+����+/��), ��  &$$�" �2��� -�"�1�"-& �,-��� /� /' -����(��./����� +����+/���. 

�" %��"++.����" "+�.��%�" �,���� +���� 2�)+��� �' �����.�'�� �� �'/"���!)+��� -�" �� 

!,���� /�$' �/&�1� �"�"-�* ���"�#�������. �" 2�)+��� /%���*� �� �'/�+"�*+��� /'�*/��� 

-�" �� �����)+��� %��"�2./��� +�"� �/&���. �&%�"�� �/&��� �,��" +�����"5./���� 

(moderated). � �,+���� -�" �" �'/�+"�*+�"� +� /"� ����"� �/&�� �$�!2����" �%. ��� 2�)+�' 

��"+/��� +�� +�����"+�) (moderator) �'� �/&���. 9$$�� �/&��� �,��" ���"-���, 

�%"���%����� +� �%�"���)%��� 2�)+�' �� !,��" /�$�� -�" �� �'/�+"�*+�" /'�*/��� ) 

%��"�2./���. 



�

� ����

1.3 ����������
 – 
��
���� ��� �������� 


� ���)� �' �"%$1/��"-) ��!�+,� %����+"&5��/� -�" ��0"��/�*/� /����$� %�� �2��� 

%����(�, !"� �� -�"�1�"-& �,-��� -�" $*+�"� %�� �2��� ��(�, +� �'/�#"$) %��6$)/��� 

��&$�+'� -�"�1�"- � �"-�*1�, .%1� ' %�.6$�4' +����+/�� (link prediction) -�" ' 

��,2���+' -�"���)�1� (community detection), -�( � -�" +�� %�.6$'/� �'� �0"�%�,'+'� �'� 

‘-�"�1�"-)� %$'��#��,��’, %�� %����2���" �%. online -�"�1�"-& �,-���, +�� +�+�)/��� 

+�+�&+�1� (recommender systems). 


�!-�-�"/���, +�� ��*���� -�#&$�"�, �#�* %����+"&+��/� 2���-�'�"+�"-& �1� -�"�1�"- � 

�"-�*1� %�� 2���-�'�,5��� �' +���"-) ���� ��%�$�!,� -�" �' 2���"-) ���� �0�$"0', 

�%"+-�%�*/� �"&#��� /����$� %�� �2��� �"+�2(�, !"� �' /����$�%�,'+) ����. 
�� ��,�� 

-�#&$�"� �"���% ���/� �� %�.6$'/� �'� %�.6$�4'� +����+/��, %��"!�&#��/� $*+�"� ��� 

-�" ��,-��� �0"�$.!'+)� ���� -�" ���#����/� %"(���� /�$$���"-�� -����(*�+�"� ������� 

+�'� %��"�2). �-�$��( ���� ./�"� ��-�"-), +�� ������� -�#&$�"� �+2�$�*/�+�� /� �� 

%�.6$'/� �'� ��,2���+'� -�"���)�1�. 	� %�/%�� -�#&$�"� �,��" �#"��1/��� +�'� 

-�"�1�"-) +*+��+' (social recommendation). �#�* �%"+-�%)+��/� �� %�����+"�-& 

+�+�)/��� +�+�&+�1�, �,���/� ��"+/�*� ��� %��6$)/����, ��0"��/�*/� $*+�"� ���, 

���#����/� ��,-��� �0"�$.!'+)� ���� -�" %����+"&5��/� /�$$���"-�� -����(*�+�"� ������� 

+�'� %��"�2). 
�� �-�� -�#&$�"� +���4,5��/� �� +�/%��&+/��� �'� ��!�+,��. 	�$��, +�� 

�6��/� -�#&$�"� %���(����/� �' 6"6$"�!��#,� +�'� �%�,� +�'�,5���" ' �"%$1/��"-). 



�
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2  

�
����� �
�������� ������� 


�� -�#&$�"� ���. ��2"-& �0��&5��/� 2���-�'�"+�"-& %�� �2�" %����'�'(�, .�" 

%����+"&5��� �� -�"�1�"-& �,-���, +���"-& -�" ����/"-&, -�" +�' +���2�"� -&���/� /,� 

�%"+-.%'+' /����$1� %�� �2��� %����(�, !"� �� -�"�1�"-& �,-���. 

2.1 �������������
 ��� �
�������� ������� 

2.1.1 ������
  ������������
 


� ���)� �'� �%���.�'�� %����+"&5��/� +���"-& 2���-�'�"+�"-& �1� -�"�1�"- � �"-�*1� 

([New03a]). 

2.1.1.1 
�����
	 ���
�� ������� 

72�" %����'�'(�, .�" �" 6�(/�, �1� -./61� ��.� -�"�1�"-�* �"-�*�� �-�$��(�*� -��& 

%��+�!!"+' -�����/) %�� 6�+,5���" +�� �./� �'� �*��/'� (power law), �'$��) 

( )P k k ��� , .%�� ( )P k  �� -$&+/� �1� -./61� /� 6�(/. k  -�" �  %��!/��"-) +��(��& 

(+��)(1� /���0* 2 -�" 3). 7�+", ' %$�"��.�'�� �1� -./61� �2��� /"-�. 6�(/. -�" $,!�" 

-./6�" �2��� +'/���"-& �4'$.���� 6�(/.. 	� �,-��� /� ����"� -�����/) 6�(/ � -���# � 

���#������" -�" 1� �,-��� ���0&��'�� -$,/�-�� (scale-free). 



�

� ����

2.1.1.2 
�������	 ��
	 

	� -�"�1�"-& �,-��� %����+"&5��� -�"���"-) ��/) (community structure), �'$��) �,��" 

��/'/��� �%. �/&��� -���# � (-�"�.�'���) ����"��  +�� ' %�-�.�'�� �1� �-/ � ���.� �1� 

�/&�1� �� �,��" �4'$) ��  /���0* �1� �/&�1� 2�/'$). 

2.1.1.3 ���������	� �
���������� 


�� -�"�1�"-& �,-��� �2�" 6��(�, .�" �� /,� -���#) A +�������" /� /,� -���#) B -�" ' 

-���#) B /� /,� -���#) C �.�� �%&�2�" ��0'/��' %"(��.�'�� ' -���#) A �� +�������" /� 

�'� -���#) C (/���6��"-.�'�� – transitivity). � /���6��"-.�'�� /%���, �� %�+��"-�%�"'(�, 

/� �� +����$�+�) �/���%�,'+'� (clustering coefficient) C: 

3 # ��"!1�1� +�� �"-���

#+������/��1� ��"��1� -���#1�
C

�
� (2.1), 

.%�� /,� +������/��' ��"&�� �,��" /,� -���#) /� �-/�� %��� ��� /' �"�����!/��� 5�*!�� 

&$$1� -���# �. � +����$�+�)� �/���%�,'+'� /%���, �� ��/'���(�, 1� ' /�+' %"(��.�'�� 

�*� -���#�� %�� �,��" !�"���"-�� /,�� ��,�'� �� �,��" /���0* ���� !�"���"-��. 

���.� � ��"+/.� ��� +����$�+�) �/���%�,'+'� �2�" 2�'+"/�%�"'(�, ����1� +�'� 

-�"�1�"�$�!,�, .%�� ���#�����" 1� �� ‘-$&+/� �1� /���6��"- � ��"&�1�’. 7��� 

���$$�-�"-.� ��"+/.�, � �%�,�� �%,+'� 2�'+"/�%�"�,��" ����1�, �2�" ��(�, �%. ���� Watts 

-�" Strogatz ([WS98]), �" �%�,�" %�.��"��� /,� ��%"-) �"/): 

# ��"!1�1� %�� +��������" /� �'� -���#' 

# ��"��1� /� -����� �'� -���#' 
i

i
C

i
� (2.2). 

�"� -���#�� /� 6�(/. 0 ) 1, (�1��*/� Ci = 0. � +����$�+�)� �/���%�,'+'� ��� �"-�*�� 

��,5���" 1� � /�+��: 

1
i

i

C C
n

� � (2.3). 

� ��%"-) �"/) ��� +����$�+�) �/���%�,'+'� ���#�����" +�'� -�"�1�"�$�!,� 1� ' 

‘%�-�.�'�� ��� �"-�*��’. 

���0&��'�� ��� 2�'+"/�%�"�*/���� ��"+/�*, ' �"/) ��� +����$�+�) �/���%�,'+'� �1� 

-�"�1�"- � �"-�*1� ��,��" �� �,��" +'/���"-& �4'$.���' �%. ���) ��.� ��2�,�� !�&#�� /� 

��� ,�"� ��"(/. -���# � -�" �-/ �. 



�
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2.1.1.4 �����
��� ��� 
����� ���
�� 

	� �,-��� ���& %����+"&5��� +2��"-& /"-�& /�+� /)-' +����/.���1� /���%��" � -�" 

�"�/������ (#�"�./��� ��� /"-��* -.+/�� – small world effect). 	� #�"�./��� ��� /"-��* 

-.+/�� �,��" !�1+�. -�" 1� ‘�0" 6�(/�, �"�21�"+/�*’ (six degrees of separation). 

� %� �' %�"��/��"-) /�$��' �'� ����"�� ���)� �"�0)2(' �%. ��� Stanley Milgram -�" 

+�����$#��� ��� �' ��-���,� ��� 1960 ([Mil67], [TM69]). � Milgram, 5)�'�+� �%. 296 

��2�,� �%"$�!/����� ��(� %��� �� %��+%�()+��� �� %��1()+��� ��� !�&//� %��� ��� 

%�.+1%�-+�.2�, ��� 2�'/��"+�) %�� 5�*+� +� ��� %��&+�"� �'� ��+� �'�. 	��� ��1+� 

-&%�"�� %��+1%"-�� %$'��#��,�� !"� �� %�.+1%�-+�.2� -�" ���� 5)�'+� �� %��1()+��� �� 

!�&//� +� -&%�"�� %�� !� �"5��, /� �"� ,�"�� ��'!,��, /� +�.2� �� #(&+�" +�� %�.+1%�-

+�.2� �� +����/.���� �����.. ���-&$�+�, -�" %��-�$�,, �-%$'0' �� !�!��.� .�" 64 �%. �� 

!�&//��� �#(�+�� +��� ��$"-. %����"+/. ���� -�" /&$"+�� /� �"&/�+' �"/) /)-��� 

/���%��"�* 6. 

 	� #�"�./��� ��� /"-��* -.+/�� �2�" -&%�"�� %��#���,� +���%�"�� +�' ����/"-) �1� 

�"��!�+" � %�� $�/6&���� 2 �� +�� -�"�1�"-& �,-���. �"� %��&��"!/�, �� (�1�)+��/� �' 

�"&��+' %$'��#��,�� +� ��� -�"�1�"-. �,-���, �� #�"�./��� ��� /"-��* -.+/�� 

+���%&!���" .�" ' �"&��+' (� �,��" ��2�,�. 

2.1.1.5 ������������� �� �������� ������� 

�� �%�(�+��/� .�" ��2,5��/� �� �#�"��*/� -���#�� �%. ��� +���-�"-. -�"�1�"-. �,-���. 

	.�� �" �%�+�&+�"� /���0* �1� 5��! � -���# � (� ��2,+��� �� ��0&�����",  +%�� �� 

5�*!' -���# � �� �%�+����(�*� -�" ' �%"-�"�1�,� /���0* ���� �� -���+��, ��*���'. 72�" 

%����'�'(�, .�" �� �,-��� �,��" ��(�-�"-& (resilient) +�'� ��2�,� �#�,��+' -���# �, 

�'$��) �" �%�+�&+�"� /���0* �1� 5��! � -���# � ��0&�����" /.�� ���%�,+('�� .��� 

��2,+��� �� �#�"��*���" -���#�� /� ��2�,� ��.%�. �+�.+�, �,��" ��&$1�� +� +��2��/��' 

�#�,��+' -���# � (%. 2. /� #(,���+� +�"�& 6�(/�*). 

2.1.1.6  ������ ��!
�"�� 


�� -�"�1�"-& �,-��� +��)(1� �" -���#�� /%���*� �� �"�-�"(�*� +� �"&#���� -��'!��,�� 

(%. 2. /� 6&+' �'� '$"-,�, �' #�$), �� �%&!!�$/�, �� �"+.�'/� ) �' !�1!��#"-) (�+') -�" ' 

%"(��.�'�� �*� -���#�� �� +��������" �0���&��" �%. �"� -��'!��,�� +�"� �%�,�� ��)-���. 

72�" %����'�'(�, .�" ' %"(��.�'�� ���) �,��" /�!�$*���' !"� -���#�� �'� ,�"�� -��'!��,�� 

(�%"$�-�"-) ��&/"0' – assortative mixing – ) �/�"�#"$,� – homophily). 

� �%"$�-�"-) ��&/"0' /%���, �� %�+��"-�%�"'(�, /� ���� ‘+����$�+�) �%"$�-�"-.�'���’ 

(assortativity coefficient). 



�

� �
	�

7+�1 .�" �" -���#�� ��.� -�"�1�"-�* �"-�*�� ��)-��� +� N -��'!��,�� -�" Eij � ��"(/.� 

�1� �-/ � %�� +������� -���#�� �1� -��'!��" � i ��� j /� i,j = 1,…,N. �� E �,��" � 

%,��-�� /� +��"2�,� Eij, � -����"-�%�"'/���� %,��-�� ��&/"0'� ��,5���" 1�: 

E
e

E
� (2.4), 

.%�� x  �,��" �� &(��"+/� �1� +��"2�,1� ��� %,��-� x. 	� +��"2�,� eij �-#�&5��� �� 

-$&+/� �1� �-/ � %�� +������� -���#�� �1� -��'!��" � i ��� j. � �%. +��()-' 

%"(��.�'�� P(j|i) � !�,����� /,�� -���#)� �'� -��'!��,�� i �� ��)-�" +�'� -��'!��,� j �,��" 

( | ) ij ijj
P j i e e� � . 

�" Gupta -. &. ([GAM89]) %�.��"��� �� +����$�+�): 

( | ) 1

1

i
P i i

Q
N

�
�

�
�

(2.5). 

���) ' %�+.�'�� �2�" �"/) 1 !"� ��� ��$�,1� �%"$�-�"-. �,-��� (.$�� �" �-/�� +������� 

-���#�� �'� ,�"�� -��'!��,��) -�" 0 !"� ��2�,� ���/�/"!/��� �,-���.  

7��� ���$$�-�"-.� +����$�+�)� �%"$�-�"-.�'��� %���&('-� �%. ��� Newman ([New03b]): 

2

2

Tre e

1 e
r

�
�

�
(2.6). 

���) ' %�+.�'�� �%,+'� �2�" �"/) 1 !"� ��� ��$�,1� �%"$�-�"-. �,-��� -�" 0 !"� ��2�,� 

���/�/"!/��� �,-���.  

� ��&/"0' /� 6&+' 6�(/1�& 2���-�'�"+�"-& (%. 2. �"+.�'/� ) '$"-,�) /%���, �� 

%�+��"-�%�"'(�, �%�$�!,5����� ��� +����$�+�) +�+2��"+'� !"� �� �%. /�$��' 

2���-�'�"+�"-.. 

 

2.1.2 Δ������
  ������������
 


� ���)� �'� �%���.�'�� %����+"&5��/� ����/"-& 2���-�'�"+�"-& �1� -�"�1�"- � �"-�*1� 

([Agg11]). 

2.1.2.1 ���������
��� ��!
����� (shrinking diameter) 

�" Leskovec -. &. ([LKF05]) ���"0�� .�" .2" /.�� ' �"&/����� �1� -�"�1�"- � �"-�*1� �,��" 

/"-�) �$$& -�" +���"-� ����" -�" +�' +���2�"� +��(���%�"�,��" /� �� 2�.��. ���. �� 

2���-�'�"+�"-. /%���, �� �%���(�, +�� ‘+'/�,� %)0�1�’ (gelling point) -�" �' ‘%*-�1+'’ 

(densification) �1� -�"�1�"- � �"-�*1�, %�� %��"!�&#����" %���-&�1. �� +����/,� 



�

� �
��

/%���*/� �� ���#����/� .�" +�� ‘+'/�,� %)0�1�’ %�$$�� /"-��� +���-�"-�� +��"+� +�� 

+�!21��*����" -�" +2'/��,5��� �' /�!�$*���' +���-�"-) +��"+� +� ��� !�&#��. 
�' 

+���2�"�, /� �'� %��+()-' ��1� �-/ � ' �"&/����� �0�-�$��(�, �� +���"-� ����"  +%�� 

#(&��" +� "+����%,�. 

2.1.2.2 #�
�� ��� ����
�� ��� ��� ����$�� 

�" 2���"-& �0�$"++./���" !�&#�" �-�$��(�*� �� �./� �'� �*��/'� !"� �'� %*-�1+', 

�'$��) ( ) ( )E t N t ��  !"� -&(� +�"!/) t, .%�� � �,��" � �-(��'� %*-�1+'� -�" E(t) -�" N(t) � 

��"(/.� �1� �-/ � -�" �1� -���# � �' +�"!/) t, ���,+��"2�. 

2.1.2.3 ��
��� �	"�$� 


�2�& �%&�2�" ��� 2���"-. +'/�,� (�� +'/�,� %)0�1�) -��& �� �%�,� ' �"&/����� 

�$��� ����" �%.��/�. ��"� �%. ���. �� +'/�,�, � !�&#�� �%���$�,��" �%. %�$$�� /"-��� 

+���-�"-�� +��"+� +��. ���& �� +'/�,� ���. �"&#���� /"-��� +���-�"-�� +��"+� +�� 

+2'/��,5��� /,� !"!&��"� +���-�"-) +��"+� +� (giant connected component – GCC), � 

!�&#�� �-�$��(�, �� �./� �'� �*��/'� !"� �'� %*-�1+', ' �"&/���.� ��� �$��� ����" -�" 

+��(���%�"�,��" -�" ' !"!&��"� +���-�"-) +��"+� +� +���2,5�" �� /�!�$ ��", �%����# ���� 

�' /�!&$' %$�"��.�'�� �1� ����"+��2./��1� -./61�. 

2.1.2.4 ������%�/��������
���� 
���%� ��������%� ���������� 

���& �� +'/�,� %)0�1�, �� /�!�(' �'� ��*���'� -�" �'� ��,�'� /�!�$*���'� +���-�"-)� 

+��"+� +�� ��$��� �����" /� �� 2�.��. �,� �%��+�.-'�' ,+1� %����)�'+' �,��" .�" �� 

/�!"+�� /�!�(�� %�� /%���*� �� %&���� ����� �" +��"+� +�� �,��" +��(��.. 

2.1.2.5 &"%��"� ��� 
���������� ������
	� ��� ������ ���������� 
� �� '���� 

�����'�)('-� .�" ' /�!�$*���' "�"��"/) ��� %,��-� !�"��,�+'� �-�$��(�, �� �./� �'� 

�*��/'� -�( � ��0&����" � ��"(/.� �1� �-/ �. ���) ' %����)�'+' "+2*�" "�"�,���� /��& 

�� +'/�,� %)0�1�. Δ'$��) 1 ( ) , 0.5E t 	
 	� � . 

2.2 �
����� �
�������� ������� 

� /����$�%�,'+' �1� -�"�1�"- � �"-�*1� 6�'(& +�'� -�$*���' -����.'+) ���� -�" 

%���2�" �' �����.�'�� �'� %��+�/�,1+'� -�" ��&$�+)� ����, -�( � -�" �'� %�.6$�4'� �'� 

+�/%��"#��&� �"��!�+" � %�� %��!/���%�"�*���" +� ���&, .%1� ' �"&2�+' ) ' ��&-�'+' 

%$'��#��,��. 



�

� �

�

72��� %����(�, �"&#��� /����$� -�"�1�"- � �"-�*1�. 

2.2.1 !
 �
����
 Erdős-Rényi 

�" Erdős -�" Rényi ([ER59]) %�.��"��� ��� �%. �� %� �� /����$� �"-�*1�, �� ��2�,� 

!�&#'/�. 	� /����$� ���. 2���-�'�,5���" �%. �*� %���/������: ��� ��"(/. �1� -���# � 

-�" �'� %"(��.�'�� +*���+'�. �&(� 5�*!�� -���# � +�������" /� ,+' %"(��.�'��, 

���0&��'�� �%. �� &$$� 5�*!'. ���.�" �� ��2�,� !��#)/��� �!"��� ����1� �%���-�&, 

-�( � �" "�".�'��� ���� �"��-�$*���� �' /����$�%�,'+' �"-�*1�, ��� ������-$�*� �' ��/) 

�1� %��!/��"- � �"-�*1� /�!&$'� -$,/�-��: �" 6�(/�, �1� -���# � �1� ��2�,1� 

!��#'/&�1� �-�$��(�*� -�����/) Poisson (���, -�����/) %�� 6�+,5���" +�� �./� �'� 

�*��/'�)  -�" ��� ������-$�*� �� #�"�./��� �/���%�,'+'� (clustering). 7�+", �� /����$� 

���. �,��" �-��&$$'$� !"� +*!2����� /�$����. 

2.2.2 !
 �
����
 Watts-Strogatz 

�" Watts -�" Strogatz ([WS98]) ���"0�� .�" ' "�".�'�� ��� /"-��* -.+/�� -�" � �4'$.� 

+����$�+�)� �/���%�,'+'� /%���*� �� +���%&�2��� +�� ,�"� +*+�'/�. 
2��,�+�� /,� 

-��'!��,� !�&#1� %�� %��-*%���� �%. %���/6�$) (interpolation) /���0* ��.� -����"-�* 

%$�!/���� (regular lattice), /� �4'$. +����$�+�) �/���%�,'+'�, -�" ��.� ��2�,�� !�&#��, 

/� �'� "�".�'�� ��� /"-��* -.+/��. :�-"��*� �%. ��� %$�!/� ��-��$,1� (ring lattice) +�� 

�%�,� -&(� -���#) �2�" 6�(/. k, -�" /� %"(��.�'�� p -&(� �-/) 0�����%�(���,��" (�� ��� 

&-�� �'� �$$&5�" ��2�,�). ;%1� %��-*%��", /"-��� �"/�� ��� p ��-�*� !"� �� /�"1(�*� 

+'/���"-& �� /)-' �1� +����/.���1� /���%��" � /���0* �1� -���# �. �%. �'� &$$' 

%$���&, � +����$�+�)� �/���%�,'+'� %���/���" �4'$.�. �"� p = 1, ' %��-*%���+� ��/) 

�,��" ���� ��2�,�� !�&#�� -��& Erdős-Rényi. 	� /����$� Watts-Strogatz �2�" /�$��'(�, 

����1�. �+�.+�, ��� /%���, �� %���+�)+�" �'� -�����/) 6�(/ � -���# � %�� 6�+,5���" 

+�� �./� �'� �*��/'� �1� %��!/��"- � �"-�*1�. 

2.2.3 !
 �
����
 Barabási-Albert 

	� /����$� Barabasi-Albert ([BA99]) �,��" �� %"� �'/�#"$�� /����$� /� -�����/) 6�(/ � 

-���# � %�� 6�+,5���" +�� �./� �'� �*��/'�. ��'(&�" +�'� -����.'+' �'� %���$��+'� -�" 

�'� �0�$"0'� �1� "�"��)�1� �1� -�"�1�"- � �"-�*1�. � !�&#�� -���+-��&5���" /� /,� 

����/"-) �"��"-�+,� .%�� �" -���#�� %��+�,(����" /,�-/,� +� ���� ��2"-. %��)�� (core). � 

%"(��.�'�� /,� ��� -���#) �� +����(�, /� /,� )�' �%&�2��+� �,��" ��&$�!' %��� �� 6�(/. 

�'� ��$����,��. �� ���.� ��� ��.%�, -���#�� /� �4'$. 6�(/. �2��� /�!&$' %"(��.�'�� �� 

�%"$�!�*� 1� !�,����� �%. ���� -���#��. �� +�/6�, ���., � 6�(/.� ���� ��0&����", �%.�� 

�,��" �-./� %"(��.���� �� �%"$�!�*� +�� /�$$��. 
�� .�"� -�( � � ��"(/.� �1� -���# � 



�

� �
��

��,��" +�� &%�"��, ���) ' +����'!"-) �'/"���!�, ��� !�&#� /� -�����/) 6�(/ � %�� 

2���-�'�,5���" �%. /,� ���& %�� 6�+,5���" +�� �./� �'� �*��/'� /� �-(��' 3 (��  �" 

���,+��"2�� �"/�� %�� %����'��*���" +�� %��!/��"-& �,-��� +��)(1� -�/�,�����" /���0* 2 

-�" 3). 	� /����$� ���. %��"+�&��" �'� -�����/) %�� 6�+,5���" +�� �./� �'� �*��/'�, �$$& 

�2�" &$$�� "�".�'��� %�� ,+1� �� +�/#1��*� /� �/%�"�"-& �%���$�+/���. �����+"&5�" %�$* 

/"-�.���� /�+� /)-�� +����/.����� /���%��"�* �%. ��� ��2�,� !�&#'/� -�" +����$�+�) 

�/���%�,'+'� %�� /�" ����" /� �� /�!�(�� ��� �"-�*�� -�" �,��" %�$* 2�/'$.����� �%. .,�" 

+�� %��!/��"-& -�"�1�"-& �,-���. �%���!2&��" �� ���%���+�)+�" �'� -�"���"-) ��/) �1� 

%��!/��"- � -�"�1�"- � �"-�*1�. 

2.2.4 �
����� �"���"�� �����
� (network evolution models – NEMs) 


�� /����$� �0�$"0'� �"-�*�� ([TKK+09]) ' %��+()-' ��1� +����+/1� �0���&��" /.�� �%. 

�'� ��%"-) ��/) ��� �"-�*��. ��'+"/�%�"�*���" !"� ��� �$�!2� �%�(�+�1� .�" 

+�!-�-�"/���" /'2��"+/�, �0�$"0'� ��� �"-�*�� ��'!�*� +� +�!-�-�"/��' ��/) ��� �"-�*��. 

�%��"�"��*���" %���"���1 +� ��0'�"-& (growing) /����$�, +�� �%�,� %��+�,(����" -./6�" 

-�" +*���+/�"  +%�� �� �,-��� �� %��"�2�" ��� �%"(�/'�. ��"(/. -./61�, -�" ����/"-& 

(dynamical) /����$�, +�� �%�,� �%���$�/6&�����" 6)/��� %��+()-'� -�" �#�,��+'� 

��+/ � +� ��� +��(��. +*��$� -./61�  +%�� ' ��/) ��� �"-�*�� �� /' /���6&$$���" &$$� 

+���"+�"-&. ��,5����" /� 6&+' �"� �-.$��(�� ���"� "�".�'���: 

1. �,� %��!/&�1+' G ��� �"-�*�� %��&!���" /� /,� �%���$'%�"-) �"��"-�+,� %�� 

0�-"�& %&��� �%. /,� ��2"-) �"&��0' G(t0) %�� -�(��,5���" �%. �� NEM.  	� 

����/"-& /����$� +�2�& 0�-"��*� /� ��� -��. �,-���, ��  �� ��0'�"-& /� ��� /"-�. 

�,-���-+%.�� (seed network). 

2. �" %���"�!��#�� �1� NEMs %��"$�/6&���� ��� �'�& ��"+/��� +*��$� +��2�+�"- � 

-��.�1� /� ���� �%�,��� ' ��/) ��� �"-�*�� �0�$,++���" +�� 2�.��. ����, �" 

-��.��� �#���*� �'� �%"$�!) ��.� �%�+��.$�� -./61� -�" +����+/1� +� -&(� 

6)/� -�" �'� %��+()-' -�" �"�!��#) -./61� -�" +����+/1� �%. ���. �� 

�%�+*��$�. 	�%"-& ���"+��"2�*� +� �#'�'/����� /'2��"+/�*� +2'/��"+/�* 

-�"�1�"- � ��+/ � .%1� �� ��"��"-. -$�,+"/� (triadic closure), �'$��) � 

+2'/��"+/.� ��+/ � /� 6&+' �'� �&+' �*� #,$�" ��.� ��./�� �� !�1�,5����" 

/���0* ����. �" -��.��� %&����� �0��� ���" �%. �' ��/) ��� �"-�*�� -�" -&%�"�� 

#���� /%���, �� ��+1/�� ���� !�1�,+/��� �1� -./61�. ��(��,5��� �"� ������� 

/���6&+�"� �%. �� �,-��� G(tk-1) +�� G(tk) -��& �'� �%���$'%�"-) �"��"-�+,� ' 

�%�,� (� %���!&!�" �'� %��!/&�1+' G = G(tend). 

3. 	� NEM %��"$�/6&��" ��� -�"�)�"� ���/��"+/�*. �"� ��� ��0'�"-. NEM, � 

�$!.�"(/�� ���/��,5�" .��� �� �,-��� #(&+�" ��� %��-�(��"+/��� /�!�(��. �"� ��� 



�

� �
��

����/"-. NEM � �$!.�"(/�� ���/��,5�" .��� �%"$�!/���� +���"+�"-�� ��� �"-�*�� 

%�*+��� �� /���6&$$����". 

2.2.4.1 Δ���
��! NEMs 

	� /����$� DEB ([DEB02]): 	� /����$� DEB 2���-�'�,5���" �%. 2 %���/������, %�� 

+�/6�$,5����" /� N (��"(/.� �1� -./61�) -�" p. �-�$��(�, �%���$'%�"-& �'� %���-&�1 

�"��"-�+,�: 

1. �%"$�!�" ���� -./6� i ��2�,�. �� � i �2�" $"!.������ �%. �*� ��+/�*�, ��� +�����" 

/� ���� ��2�,� -./6�, �"�#����"-& �%"$�!�" �*� !�,����� ��� i -�" ���� +�����" 

/���0* ���� �� �� +��������" )�'. 

2. �%"$�!�" ���� ��2�,� -./6� -�" /� %"(��.�'�� p �#�"��, .$��� ���� ��+/�*� ���. 

	� /����$� MVS ([MVS04]): 	� /����$� MVS 2���-�'�,5���" �%. 4 %���/������, %�� 

+�/6�$,5����" /� N (��"(/.� �1� -./61�), ", � -�" �. �-�$��(�, �%���$'%�"-& �'� 

%���-&�1 �"��"-�+,�: 

1. �%"$�!�" ���� -./6� i ��2�,�. 
�����" ��� i /� ���� &$$� ��2�,� -./6� /� 

%"(��.�'�� �. �%"$�!�" ��� #,$� #,$�� ��� i (/� �/�"./��#� ��2�,� ���5)�'+') /� 

%"(��.�'�� " -�" +�����" ��� i /� ���.� �� �� +��������" )�'. 

2. �%"$�!�" ���� ��2�,� ��+/. -�" ��� �"�!�&#�" /� %"(��.�'�� �. 

	� /����$� KOSKK ([KOS+07]): 	� /����$� KOSKK 2���-�'�,5���" �%. 6 %���/������, 

%�� +�/6�$,5����" /� N (��"(/.� �1� -./61�), pΔ, pr, w0, pd -�" �. �-�$��(�, �%���$'%�"-& 

�'� %���-&�1 �"��"-�+,�: 

1. �%"$�!�" ���� -./6� i ��2�,�. �%"$�!�" ��� #,$� #,$�� ��� i, k, (/� +��(/"+/��' 

���5)�'+') -�" ��� +�����" /� ��� i /� %"(��.�'�� pΔ (/� ��2"-) �*��/' ��+/�* w0) 

�� �� +��������" )�'. ��0&��" �"� ���&/�"� �1� ��+/ � -��& � -��& /)-�� ��� 

/���%��"�* ���5)�'+'�, -�( � �%,+'� -�" +�� +*���+/� lik �� �%&�2�" )�'. �%,+'�, 

/� %"(��.�'�� pr () /� %"(��.�'�� 1 �� � i ��� �2�" !�,�����), +�����" ��� i /� ���� 

��2�,� -./6� j (/� �*��/' ��+/�* w0). 

2. �%"$�!�" ���� ��2�,� -./6� -�" /� %"(��.�'�� pd �#�"��, .$��� ���� ��+/�*� ���. 

2.2.4.2 ��"����! (growing) NEMs 

	� /����$� TOSHK ([TOS+06]): 	� /����$� TOSHK 2���-�'�,5���" �%. 3 %���/������, 

%�� +�/6�$,5����" /� N (�%"(�/'�.� ��"(/.� -./61�), p -�" k. �-�$��(�, �%���$'%�"-& �'� 

%���-&�1 �"��"-�+,� (�%$�%�"'/��' �-��2)): 

1. ���+(���" ���� ��� -./6� i +�� �,-���, +�������&� ��� /� /,� ��2�,� ��2"-) �%�#) 

/� %"(��.�'�� p, ) /� �*� /� %"(��.�'�� 1 – p.  



�
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2. �"� -&(� ��2�,� ��2"-) �%�#) j, �%"$�!�" ���� ��"(/. msec ����������+ � 

+����+�1� �%. �'� -�����/) U[0, k] -�" +�����" ��� i /� msec !�,����� ��� j �� 

�%&�2��� �.+�". 

	� /����$� ��� Vázquez ([Váz03]): 	� /����$� ��� Vázquez 2���-�'�,5���" �%. 2 

%���/������, %�� +�/6�$,5����" /� N (�%"(�/'�.� ��"(/.� -./61�), u. �-�$��(�, 

�%���$'%�"-& �'� %���-&�1 �"��"-�+,�: 

1. �� %"(��.�'�� 1 – u, %��+(���" ���� ��� -./6� n +�� �,-���, +�������&� ��� /� 

���� ��2�,� -./6� i. Δ'/"���!�, ‘���'�"-�� �-/��’ /���0* ��� n -�" �1� !�"�.�1� j 

��� i. 

2. �� %"(��.�'�� u, /������%�" /,� ‘���'�"-) �-/)’ %�� �'/"���!)('-� +� 

�%�"��)%��� %��'!�*/��� 6)/� +� �-/). 

2.2.5 �
����� �������
��� �#�$�� (nodal attribute models – NAMs) 


�� /����$� !�1�"+/&�1� -./61� ([TKK+09]) ' %"(��.�'�� *%��0'� �'� �-/)� eij  /���0* 

�1� -./61� i -�" j �0���&��" /.�� �%. �� !�1�,+/��� �1� -./61� i -�" j. 
�2�& 6�+,5����" 

+�'� ����"� �'� �/�"�#"$,�� (homophily), �'$��) �'� �&+' �" ./�"�" �� �$$'$�%"���*� 

/���0* ����, ' �%�,� �,��" !�1+�. .�" ��/�, ��+/�*� �"�#.�1� �*%1�, .%1� #"$,��, 

��!�+,��, !&/�� -�" /���#��&� %$'��#��,��. ���"!�&#����" -�" /� ��� .�� ‘21�"-& 

/����$�’, %�� ���#�����" +�� !�!��.� .�" �� !�1�,+/��� -&(� -./6�� -�(��,5��� �' (�+' 

��� +� ���� -�"�1�"-. ) !�1!��#"-. 2 ��. 

2.2.5.1 (� 
���%�� BPDA 

	� /����$� BPDA ([BPDA04]) 2���-�'�,5���" �%. 3 %���/������, %�� +�/6�$,5����" /� 

N, a, -�" b. ������/�" N -./6��� /� �/�"./��#' %"(��.�'�� +� ���� (/����"&+����) 

-�"�1�"-. 2 �� (��� �/)/� /)-��� hmax). 
�����" -./6��� /� %"(��.�'�� p = 1/(1 + (d/b)
�
), 

.%�� d �,��" ' �%.+��+) ���� +��� -�"�1�"-. 2 ��. (	� hmax /%���, �� �%����#'(�, �%. �� 

b)  
� %��"++.����� �"�+�&+�"�, ' �/�".�'�� +� /,� �%. ����� ��-�, !"� �� (�1�'(�*� �" 

-./6�" %��./�"�". 

2.2.5.2 (� 
���%�� WPR 

	� /����$� WPR ([WPR06]) 2���-�'�,5���" �%. 4 %���/������, %�� +�/6�$,5����" /� N, 

H, p, -�" pb. ������/�" N -./6��� +*/#1�� /� /,� �/�"�!��) +'/�"�-) �"��"-�+,� Poisson 

(Poisson point process) +� ���� (�"�"&+����) -�"�1�"-. 2 �� /����"�,�� �/6���*. 

Δ'/"���!�, ��� +*���+/� /���0* �*� -./61� /� �%.+��+' d /� %"(��.�'�� p + pb �� d < H, 

-�" /� %"(��.�'�� p – pΔ  �� d > H. 



�

� �
��

2.2.6 ��%����
 �
����� �� ���� ��
&�� (exponential random graph models – 

ERGMs)) 

�,� -��'!��,� /����$1� %�� �2�" 2�'+"/�%�"'(�, ����1� +�'� -�"�1�"�$�!,� �,��" �� 

�-(��"-& /����$� ��2�,1� !�&#1� ([Sch12]), �%,+'� !�1+�& 1� p
*
 /����$�. ���& �� 

/����$� �,��" -�����/�� �%, ��� 2 ��� .$1� �1� ����� � �"-�*1�. ����-&�1 Y �,��" 

��2�,� /���6$'�), ���� N N�  %,��-��, � �%�,�� %��"+�&��" �� �,-���. � !��"-) /��#) �1� 

/����$1� �,��": 

P�{Y = y} = exp(�1z1(y)+ �2z2(y)+…+ �kzk(y) – )(�)) (2.7), 

.%�� ' %��&/����� �,��" � = (�1, �2, …,�k), �" �%��-�,� +���"+�"-�� �,��" (z1(y), z2(y),…,zk(y)) 

-�" ) /,� -����"-�%�"'�"-) +��(��&. �" +���"+�"-�� zi /%���, �� �,��", %. 2., � ��"(/.� �1� 

��"! �1�, � ��"(/.� �1� �-/ � ) � ��"(/.� �1� k-�+���1�. ���"-) �"/) �'� %���/����� �i 

��,2��" �&+' %��� /�!&$' �"/) �'� ���,+��"2'� +���"+�"-)�. �" +���"+�"-�� ����� 

���"+��"2�*� +� �%.4�"� ��� �"-�*��, .%1� ' �/�"6�".�'�� (reciprocity) -�" ' 

/���6��"-.�'�� (transitivity). 

����"-&, �� -�" +� /��"-�� %��"%� +�"� �,��" ��*����, (� /%���*+� -���,� �� %����'�)+�" 

��� ��,!/� �"&#��1� �"-�*1�, Y1,…,Yn, .$� N N�  %,��-��, %�� /����$�%�"�*���" 1� 

���0&��'��� -�" "+.��/�� %����'�)+�"� �%. �� ,�"� %"(����"-. /����$�, -�" �� +�/%��&��" 

�"� �"/�� �1� %���/���1� ��� /����$��. 


�'� %�&0', +�' 6"6$"�!��#,� �1� ERGMs, /.�� ��� �,-��� %����'��,��", �� �%�,� �,��" 

��� ��,!/� /�!�(��� 1. �%. ���. !,�����" �-�"/)+�"� �1� %���/���1� ��� %"(����"-�* 

/����$�� %�� %��)!�!� �� �,-���. 

� �-�,/'+' �1� %���/���1� �%. /,� %����)�'+' ��� �"-�*�� !"� �� ERGMs +�'� %�&0' 

!,����" +��)(1� �,�� /� /,� �"��"-�+,� �-�,/'+'� 4����%"(���#&��"�� (pseudo-likelihood) 

�,�� /� /�(.���� MCMC (Markov chain Monte Carlo). � %� �' �%"$�!) �2�" �%���"#(�, 

!"��, %��&!�" &%�"��� �"/�� �-./' -�" +� %��"%� +�"� .%�� ' 4����%"(���#&��"� +�!-$,��". 

�" /�(���" MCMC �%,+'� �2��� ��2(�, -�"�"-) -�" �/#"+6)�'+' $.!1 +�/%���+/��"-�* 

�-#�$"+/�* (inferential degeneracy), .%�� �" �$!.�"(/�" +�!-$,���� +� �-#�$"+/����� 

!�&#���, %$)��"� ) -���*� !�&#���, ) � �$!.�"(/�� �� +�!-$,��" +���% � (consistently). 

�,��" %"(��. � �-#�$"+/.� �� �,��" +��&��'+' �'� /' *%��0'� ���,+��"2�� %���!1!"-�* 

/����$�� (generative model) !"� �� ERGMs (��� %���!1!"-. /����$� /%���, �� %��"!��#�, 

�����"-& 1� /,� �#)!'+' ��� ��.%�� /� ��� �%�,� �� �,-��� %��)2(' ) �'/"���!)('-�). 

�%"%$���, ���,5���" .�" � +�/%���+/.� �%. ��� ��,!/� /�!�(��� 1 ,+1� �,��" %��6$'/��"-.�. 

 



�
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2.2.7 �
����� ���%
�
��
�  ��
� 

����-"��*/���" �%. %��6$)/��� �-#�$"+/�* -�" �+�&(�"�� (instability) %�� %����+"&5��� 

�� �-(��"-& /����$� ��2�,1� !�&#1� -�" %��"!�&#����� �� %��6$)/��� ���& 1� 

�$��� /��� �1� ,�"1� �1� /����$1� %�� ��� /%���*� �� ���"/��1%"+(�*� /� ���$$�-�"-�� 

�"��"-�+,�� �-�,/'+'� �1� %���/���1�, �" Hoff, Raftery -�" Handcock �"+)!�!�� �� 

/����$� $��(&������ 2 ��� (latent space models) ([HRH02], [Sch12]). 
� ���& �� /����$�, 

�� %����'��*/��� ����/��� �,��" ��� n n�  -�"�1�"-. �,-��� Y /� +��"2�,� yij %�� 

�'$ ���� �"� +2�+�"� /���0* �1� -./61� i -�" j -�" ' ���,+��"2' +�//���6$'�) (covariate) 

%$'��#��,� X. �' %����'��*/���� �,��" �" $��(&���+�� (�+�"� zi +��� -�"�1�"-. 2 ��, !"� 

.$��� ���� -./6��� i = 1,…,n, ����"��  +�� �" �-/�� �%. �' +��()-' ��� � �1� /' 

%����'��*/��1� (�+�1� �� �,��" ���0&��'���. 	� zi -�" � ���"/��1%,5����" 1� %��&/����" 

%��� �-�,/'+' +�� /����$� ( | , , ) ( | , , , )ij i j ij

i j

P Y z x P y z z X� �



�� , .%�� �" .��" +�� 

!"�./��� /%���*� �� /����$�%�"'(�*� /� 2�)+' $�!"+�"-)� %�$"���./'+'�. �� /�(.���� 

MCMC /%���*� �� 6��(�*� �-�"/)+�"� /�!"+�'� %"(���#&��"�� !"� �� Z -�" �. 

 

 



�
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3  

'�#$��(� �������
� 

3.1 �������� 

� %�.6$�4' +����+/�� (link prediction) ([Agg11], [LZ11])�,��" /"� +'/���"-) �#��/�!) 

��&$�+'� -�"�1�"- � �"-�*1� ' �%�,� �2�" �#��/�!�� -�" +� &$$��� ��/�,�, .%1� ' 

��&-�'+' %$'��#��,�� (information retrieval), ' 6"�%$'��#��"-) (bioinformatics) -�" �� 

'$�-����"-. �/%.�"� (e-commerce). �"� +�!-�-�"/���, /%���, �� 2�'+"/�%�"'(�, +�'� 

���./��' �'/"���!,� �%��+����+/1� -�" �'� %�.6$�4' �%��+����+/1�. �%,+'�, +�� 

'$�-����"-. �/%.�"� /,� �%. �"� %"� 2���-�'�"+�"-�� �'� 2�)+�"� �,��" +�� -�,+"/� 

+�+�'/&�1� +�+�&+�1�. 
�' 6"�%$'��#��"-) �2�" 2�'+"/�%�"'(�, +�'� �$$'$�%,���+' 

%�1��8� � (protein-protein interaction – PPI) -�" +�� +2�$"�+/. (annotation) ��� !�&#�� 

�$$'$�%,���+'� %�1��8� �. 
�' 6"6$"�!��#,� -�" �' 6"6$"�('-���/,� /%���, �� 

2�'+"/�%�"'(�, !"� �%�$�"#) �"%$��*%1� (deduplication) -�" �"�+*���+' �!!��# � (record 

linkage). 
� �#��/�!�� �+#�$�,��, /%���, �� 2�'+"/�%�"'(�, !"� �'� ���!� �"+' 

-��//��1� �/&�1� ���/�-��� � -�" �!-$'/��" �. 

� %�.6$�4' +����+/�� �,��" �� %�.6$'/� �'� %�.6$�4'� �'� %"(��.�'��� �*� -./6�" �" 

�%�,�" ��� +�+2��,5����" +�� %��.� �� +�+2��"+��*� +�� /�$$��. �"� ��%"-& �� %�.6$'/� 

�'� %�.6$�4'� +����+/�� /%���, �� �"���%1(�, 1� �0)� ([LK07]): Δ,����" ��� -�"�1�"-. 

�,-��� ( , )G V E  +�� �%�,� /,� �-/) ( , )e u v E� �  %��"+�&��" -&%�"� /��#) 

�$$'$�%,���+'� /���0* �1� &-�1� �'� -&%�"� +�!-�-�"/��' +�"!/) ( )t e . �%���*/� �� 



�

� �
��

-���!�&4��/� %�$$�%$�� �$$'$�%"��&+�"� /� %��&$$'$�� �-/�� ) 2�'+"/�%�" ���� /,� 

+*�(��' 2����+#��!,�� (complex timestamp) !"� -&(� �-/). �"� �"� 2���"-�� +�"!/�� t  -�" 

t�  /� t t�� , +�/6�$,5��/� /� [ , ]G t t�  ��� �%�!�&#� ��� G  %�� %��"��,5���" +�"� �-/�� /� 

2����+#��!,��� /���0* �1� t  -�" t� . 
� /"� �"��*%1+' �'� %�.6$�4'� +����+/�� !"� 

�%"6$�%./��' �-%�,���+', /%���*/� �� �%"$�0��/� ��� �"&+�'/� �-%�,���+'� 0 0[ , ]t t�  -�" 

��� �"&+�'/� ��-"/)� 1 1[ , ]t t� , .%�� 0 1t t� � . � �#��/�!) �'� %�.6$�4'� +����+/�� �!-�"��" 

+�'� �0�!1!) �'� $,+��� �1� �-/ � %�� �%��+"&5��� +�� !�&#� 0 0[ , ]G t t�  �$$& 

%��6$�%���" �� �/#��"+(�*� +�� !�&#� 1 1[ , ]G t t� . 


� ���. �� -�#&$�"� %����+"&5��/� /,� ��0"�./'+' +� �"&#���� �/&��� �1� �#"+�&/��1� 

%��+�!!,+�1� +�� %�.6$'/� �'� %�.6$�4'� +����+/�� +� -�"�1�"-& �,-���. �,� �/&�� 

�%���$�,��" �%. �$!��,(/��� %�� �%�$�!,5��� ��� 6�(/. (score) �/�".�'��� /���0* �*� 

-./61�, �%.�� /%���, �� 2�'+"/�%�"'(�, /,� /�(���� �%"6$�%./��'� /&('+'�. 
� ���)� �'� 

�/&�� %��"$�/6&���/� �%,+'� /�(.���� %�� 2�'+"/�%�"�*� ���� %,��-� %��)�� (kernel 

matrix) -�" +�' +���2�"� ���� ��0"��/'�) /�!"+��� %��"(1�,�� (maximum margin 

classifier). �,� &$$' �/&�� �$!��,(/1� 6�+,5���" +� /%�35"��& -�" +2�+"�-& %"(����"-& 

/����$�. ����� ��� �, �%&�2��� �$!.�"(/�" %�� 6�+,5����" +� /����$� �0�$"0'� !�&#1� ) 

+�' !��//"-) &$!�6��. Δ"&#���� /�(���" �/%,%���� +� %�$$�� �/&��� ��� %���%&�1 

+2)/���� ��0"�./'+'�. 

3.2 '�#$��(� �������
� $�������� ��  ������������
 

�%���*/� �� /����$�%�")+��/� �� %�.6$'/� �'� %�.6$�4'� +����+/�� 1� /,� �#��/�!) 

�%"6$�%./��'� ��0"�./'+'� .%�� -&(� +'/�,� ����/��1� (data point) ���"+��"2�, +� ��� 

5�*!�� -���# � ��� !�&#�� ��� -�"�1�"-�* �"-�*��. �"� �� �-%�"��*+��/� �� /����$� 

/&('+'� /%���*/� �� 2�'+"/�%�")+��/� �"� %$'��#��,�� +2��"-& /� ���� +����+/��� �%. 

�� �"&+�'/� �-%�,���+'� 0 0[ , ]t t� . �� �� /����$� ���. /%���*/� �� -&���/� %��6$�4�"� 

/�$$���"- � +����+/1� +�� �"&+�'/� ��-"/)� 1 1[ , ]t t� . �"� ��%"-&, �+�1 ,u v V�  �*� 

-���#�� ��� !�&#�� ( , )G V E  -�" 
,u v

y  ' ��"-��� (label) ��� +'/�,�� ����/��1� ,u v . 


'/�" +�� .�" �%�(����/� .�" �" �$$'$�%"��&+�"� /���0* �1� u  -�" v  �,��" +�//���"-��, 

�%.�� �� 5�*!' ,u v  -�" ,v u  %��"+�&���� �� ,�"� +'/�,� ����/��1�, �%�/��1� 

,u v
y =

,v u
y . ��1��*/�: 

,
1, ,

1, ,

u v
u v E

y
u v E

	�

	�

�� ��� �
� ���

(3.1). 



�

� ��	�

��'+"/�%�" ���� �'� %���%&�1 �%"+)/��+' (labeling) !"� ��� +*��$� +'/�,1� ����/��1� 

�-%�,���+'�, -�,5��/� ��� /����$� ��0"�./'+'� %�� /%���, �� %��6$�4�" �'� &!�1+�' 

��"-��� ��.� 5�*!��� -���# � ,u v  .%�� ,u v E�  +�� !�&#� 1 1[ , ]G t t� . 

���) �,��" /,� 2���-�'�"+�"-) �#��/�!) ����"-)� (binary) ��0"�./'+'� !"� �'� �%�,� 

/%���, �� 2�'+"/�%�"'(�, �%�"��)%��� �%. �� �'/�#"$) ��!�$�,� �%"6$�%./��'� 

��0"�./'+'�, .%1� � �%$.� ��0"��/'�)� Bayes, �� ����1�"-& �,-���, �" /'2���� 

�"���+/&�1� �%�+�)�"0'� -�" � �$!.�"(/�� �1� k--���"�.���1� !�"�.�1�. � /�!�$*���' 

%�.-$'+' +� ���)� �'� %��+�!!"+' �,��" ' �%"$�!) ��.� +��.$�� 2���-�'�"+�"- � !"� �'� 

�#��/�!) �'� ��0"�./'+'�. 
�' +���2�"� %����+"&5��/� 2���-�'�"+�"-& %�� �2��� 

2�'+"/�%�"'(�, /� �%"��2,� +� �#��/�!�� �%"6$�%./��'� %�.6$�4'� +����+/��. 

3.2.1 	�������� �
� ���#�
�  �������������� 

� �%"$�!) ��.� -��&$$'$�� +��.$�� 2���-�'�"+�"- � �,��" �� %"� -�,+"/� /���� -&(� 

�$!��,(/�� /'2��"-)� /&('+'�. �"� �'� %�.6$�4' +����+/��, -&(� +'/�,� ����/��1� 

���"+��"2�, +� ��� 5�*!�� -���# �, /� �'� ��"-��� ��� �� �'$ ��" �'� -��&+��+' 

+����+/�� (link status), �%.�� �� �%"$�!/��� 2���-�'�"+�"-& (� %��%�" �� %��"+�&���� 

-&%�"�� /��#)� �!!*�'�� /���0* �1� -���# � ��� 5�*!���. 
�"� �%&�2��+�� �����'�"-�� 

��!�+,�� +�'� %�.6$�4' +����+/��, ' %$�"��.�'�� �1� 2���-�'�"+�"- � �0&!����" �%. �'� 

��%�$�!,� ��� !�&#��. �%,+'�, -&%�"�� ��!�+,�� -���+-��&5��� ��� +*��$� 

2���-�'�"+�"- � /� 6&+' ��� /����$� �0�$"0'� !�&#1�. �%"%�.+(���, �� !�1�,+/��� �1� 

-���# � -�" �1� �-/ � /%���, �� �,��" %�$* -�$& 2���-�'�"+�"-& !"� %�$$�*� ��/�,� 

�#��/�! �. 

	� 2���-�'�"+�"-& %�� 6�+,5����" +�'� ��%�$�!,� ��� !�&#�� �,��" �� %"� #�+"-& +�'� 

%�.6$�4' +����+/��. ��$$�� ��!�+,�� ([LK07], [KA06]) �%"-���� ('-�� /.�� +� ����"� 

2���-�'�"+�"-&. ���& 2���-�'�"+�"-. ��.%�, �%�$�!,5��� ��� /���� �/�".�'��� /� 6&+' 

�"� !�"���"�� �1� -./61� ) �� +*��$� �1� /���%��" � /���0* �1� -./61� ��.� 5�*!���. 	� 

%$����-�'/� ��� � �1� 2���-�'�"+�"- � �,��" .�" �,��" !��"-& (generic) -�" /%���*� �� 

�#��/�+��*� +� !�&#��� �%�"���)%��� ��/��. 7�+", ��� �,��" ���!-�,� !� +' ��� %��,�� 

(domain knowledge) !"� ��� �%�$�!"+/. �1� �"/ � ��� � �1� 2���-�'�"+�"- � �%. �� 

-�"�1�"-. �,-���. �+�.+�, !"� /�!&$� -�"�1�"-& �,-���, -&%�"� �%. ���& �� 

2���-�'�"+�"-& /%���, �� �,��" �%�$�!"+�"-& �-�"6&. ����-&�1, %����+"&5��/� 

2���-�'�"+�"-& %�� 6�+,5����" +�'� ��%�$�!,� ��� !�&#�� -�" �� ��0"��/�*/� +� �*� 

-��'!��,��: ���& %�� 6�+,5����" +�"� !�"���"�� �1� -./61� -�" ���& %�� 6�+,5����" +� 

/���%&�"�. �-�$�*(1� %����+"&5��/� 2���-�'�"+�"-& %�� �0&!����" �%. �"� "�".�'��� �1� 

-���# � -�" �1� �-/ � ��� !�&#��. 



�
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3.2.1.1 *������������! ��� ����+����� ���� �������%� �$� ��
�$� 

�����	 +�	����(. �"� �*� -./6��� x  -�" y  ' �"/) ��� 2���-�'�"+�"-�* ����* ��,5���" 1� 

|�( x )� �( y )|. � "��� �'� 2�)+'� ��� 2���-�'�"+�"-�* ����* 6�+,5���" +�' /���6��"-) 

"�".�'�� �1� �"-�*1�. �� �%$& $.!"�, ���. +'/�,��" .�" +�� -�"�1�"-& �,-��� �� ' -���#) 

x  +�������" /� �'� -���#) z  -�" ' -���#) y  +�������" /� �'� -���#) z , �.�� �%&�2�" 

��0'/��' %"(��.�'�� ' -���#) x  �� +����(�, �%,+'� /� �'� -���#) y . 7�+", .+� 

��0&����" � ��"(/.� �1� -�"� � !�"�.�1�, ' %"(��.�'�� �" x  -�" y  �� +����(�*� 

��0&����". 

���������,( Jaccard. 	� /���� �1� -�"� � !�"�.�1� ��� �,��" -����"-�%�"'/���, �%.�� 

/%���*/� �� 2�'+"/�%�")+��/� �� +����$�+�) Jaccard, � �%�,�� -����"-�%�"�, �� /�!�(�� 

��� +��.$�� �1� -�"� � !�"�.�1� 1� �0)�: 

Jaccard-coefficient( x , y ) =
| ( ) ( ) |

| ( ) ( ) |

x y

x y

� ��
� ��

(3.2). 

��,5�" �'� %"(��.�'�� �� �%"$�!�, ���� -�"�.� !�,����� ��.� 5�*!��� -���# � x  -�" y  �� ' 

�%"$�!) !,��" ��2�,� �%. �'� ��1+' �1� +��.$1� �1� !�"�.�1� �1� x  -�" y . 7�+", !"� 

�4'$. ��"(/. -�"� � !�"�.�1�, ' 6�(/�$�!,� (score) (� �,��" �4'$.���'. 

Δ�	��
( Adamic/Adar. �" Adamic -�" Adar ([AA03]) %�.��"��� ���.� �� ��,-�' +�� ��� 

/���� �/�".�'��� /���0* �*� "+��+�$,�1�. �"� ��� +*��$� 2���-�'�"+�"- � z  ��,5���" 1� 

�0)�: 

:

1

log( ( ))z � � ����� x,y frequency z�	�	�� �!"�!� �#!�
� (3.3). 

�"� �'� %�.6$�4' +����+/��,  �" ([LK07]) %��+&�/�+�� �� /���� .%1� %���-&�1, .%�� �" 

-�"��, !�,����� (�1��*���" 1� 2���-�'�"+�"-&: 

adamic/adar( x , y ) =
( ) ( )

1

log | �( ) |z x y z�� ��
� (3.4). 

�� ���.� ��� ��.%�, �� /���� ���. +��(/,5�" ���� -�"��*� !�,����� /� /"-�.���� 6�(/. /� 

/�!�$*���� 6&���. 	� �%���$�+/��� �1� ��!�+" � +�'� %�.6$�4' +����+/�� ��,2���� .�" 

� ��,-�'� Adamic/Adar �,��" -�$*���� �%���$�+/��� �%. �� %��'!�*/��� �*� /����.  

3.2.1.2 *������������! ��� ����+����� �� 
����!��� 

��-��
�
 �����*-��%�� *����
����. 	� !�!��.� .�" � #,$�� ��.� #,$�� /%���, �� !,��" 

#,$�� �%�6&$$�" �'� "��� .�" ' �%.+��+' /���0* �*� -./61� +� ��� -�"�1�"-. �,-��� 

/%���, �� �%'��&+�" �� +2'/��"+/. ��.� +����+/�� /���0* ����. ;+� /"-�.���' �,��" ' 



�

� ��
�

�%.+��+' �.+� /�!�$*���' �,��" ' %"(��.�'�� �� +�/6�, ���.. �$$&, �� +'/�"1(�, .�", 

$.!1 ��� #�"��/���� ��� /"-��* -.+/�� ([WS98]), -��& -��.�� -&(� 5�*!�� -./61� 

�"�21�,5���" �%. /"-�. ��"(/. -���# �. 7�+", ���. �� 2���-�'�"+�"-. -&%�"�� #���� �� 

�,��" �.+� -�$& �%���$�+/���. ([LK07], [HCSZ06]) 

Δ�	��
( Katz. � Leo Katz %�.��"�� ���. �� /���� +�� [Kat53]. �,��" /,� %���$$�!) �'� 

�%.+��+'�, �$$& !��"-& �,��" -�$*���� �%���$�+/��� !"� �'� %�.6$�4' +����+/��. �,��" 

��� &(��"+/� �%, .$1� �1� /���%��" � /���0* ��.� 5�*!��� -���# � x  -�" y . �$$&, !"� 

�� %��"��,+�" �' +���"+#��& �1� /�-�*���1� /���%��" � +��� �%�$�!"+/. �'� �/�".�'��� 

/�" ��" �-(��"-& �' +���"+#��& ��.� /���%��"�* -��& %��&!���� 
l� , .%�� l  �,��" �� 

/)-�� ��� /���%��"�*. � �-�"6)� �0,+1+' /� �'� �%�,� �%�$�!,5���" ' �"/) ��� ��,-�' Katz 

�,��": 

katz( x , y ) = ,

1

| paths |
ll

x y

l

�
$

�

%� (3.5), 

.%�� ,paths
l

x y  �,��" �� +*��$� �$1� �1� /���%��" � /)-��� l  �%. �� x  +��� y . � ��,-�'� 

Katz !��"-& �%��,��" %�$* -�$*���� �%. �'� �%.+��+' -�( � 6�+,5���" +�� +*��$� .$1� 

�1� /���%��" � /���0* �1� -./61�  x  -�" y . � %��&/����� �  ( 1� ) /%���, �� 

2�'+"/�%�"'(�, !"� �� �/�$�%�")+�" (regularize) ���. �� 2��-�'�"+�"-.. �"-�) �"/) ��� 

$�/6&��" �%.4' /.�� �� +����/.���� /���%&�"�, �%.�� �� 2���-�'�"+�"-. ���. 

+�/%��"#�����" %��,%�� .%1� ���& %�� 6�+,5����" +�"� !�"���"�� �1� -./61�. 7�� 

%�.6$'/� %�� %����+"&5�" �,��" .�" �,��" �%�$�!"+�"-& �-�"6.. �%���, �� �%���"2(�, .�" ' 

�"/) ��� ��,-�' Katz +� .$� �� 5�*!' -���# � /%���, �� 6��(�, �%�$�!,5����� ��� %,��-� 

1( )I A I� �� � , .%�� A  �,��" � %,��-�� !�"��,�+'� -�" I  �,��" ���� /����"�,�� %,��-�� 

-��&$$'$�� /�!�(���. �� +'/�"1(�, .�" ' %��&/����� �  %��%�" �� �,��" /"-�.���' �%. ��� 

���,+���#� �'� /�!�$*���'� "�"��"/)� ��� %,��-� A ,  +�� �� �0�+#�$"+(�, ' +*!-$"+' �'� 

+�"�&�. 

0%-��( *���"
�
( (hitting time). � ����"� ��� 2�.��� /��&6�+'� %����2���" �%. ���� 

��2�,��� %��"%&���� +� !�&#���. �"� �*� -���#�� x  -�" y  ��.� !�&#��, � 2�.��� 

/��&6�+'� ,x yH  ��,5���" 1� � ���/��./���� ��"(/.� 6'/&�1� %�� �%�"��*���" !"� �� 

#(&+�" +�'� -���#) y  ���� ��2�,�� %��,%���� %�� 0�-"�& �%. �'� -���#) x . �"-�.����� 

2�.��� /��&6�+'� �'$ ��" .�" �" -./6�" �,��" ./�"�" /���0* ����, �%.�� �2��� /�!�$*���' 

%"(��.�'�� �� +����(�*� +�� /�$$��. ��( � �� /���� ���. ��� �,��" +�//���"-., !"� /' 

-����(��./����� !�&#��� /%���, �� 2�'+"/�%�"'(�, � 2�.��� �%��.��� (commute time) 

, , ,x y x y y xC H H� � . 	� %$����-�'/� ����* ��� /����� �,��" .�" �,��" �*-�$� �� �%�$�!"+(�, 



�

� ����

�-��$ ���� -&%�"��� ��-"/�+�"-�*� ��2�,��� %��"%&����. �+�.+�, ' �"/) ��� /%���, �� 

%����+"&5�" �4'$) �"�+%��& -�" 1� �- ��*��� ' %�.6$�4' �� /'� �,��" �-�"6)� ([LK07]). 

�"� %��&��"!/�, � 2�.��� /��&6�+'� /���0* �1� -���# � x  -�" y  /%���, �� �%'��&5���" 

�%. /,� -���#) z , ' �%�,� 6�,+-���" /�-�"& �%. �"� x  -�" y . �� ' z  �2�" �4'$) +���"-) 

%"(��.�'��, �.�� (� �,��" �*+-�$� ���� ��2�,�� %��,%���� �� 0�#*!�" �%. �' !�"���"& �'� z . 

�"� �� �%�#��2(�, ���. �� %�.6$'/� /%���*/� �� 2�'+"/�%�")+��/� ��2�,��� %��"%&���� 

/� �%���--,�'+', .%�� %��"��"-& �%���--"��*/� ��� ��2�,� %��,%��� �%"+���#����� +�' x  

/� +��(��) %"(��.�'�� a  +� -&(� 6)/�. 
.!1 �'� ���0&��'�'� -$,/�-�� (scale free) #*+'� 

�1� -�"�1�"- � �"-�*1�, -&%�"�� -���#�� /%���, �� %����+"&5��� %�$* �4'$) +���"-) 

%"(��.�'�� (& ) +� ���� ��2�,� %��,%���. �"� �� ���"/��1%"+(�, ���., � 2�.��� /��&6�+'� 

/%���, �� -����"-�%�"'(�, %�$$�%$�+"�5./���� /� �' +���"-) %"(��.�'�� ��� ���,+��"2�� 

-./6��, .%1� #�,����" %���-&�1: 

normalized-hitting-time( x , y ) = , ,x y y y x xH H& &% � % (3.6). 

PageRank *� %	1
 (rooted PageRank). �" Chung -�" Zhao ([CZ10]) ���"0�� .�" �� /���� 

PageRank ([BP98]), %�� 2�'+"/�%�"�,��" !"� -��&��0' (ranking) "+��+�$,�1�, +2��,5���" 

�!!�� � /� �� 2�.�� /��&6�+'�. 7�+", ' �"/) PageRank /%���, �� 2�'+"/�%�"'(�, +�� 

2���-�'�"+�"-. !"� �'� %�.6$�4' +����+/��. �+�.+�, �� /���� PageRank �,��" !� �"+/� 

/,�� -���#)� -�" �%�/��1� %��%�" �� ���%�%�"'(�, ��+"  +�� �� %��"+�&��" �� 6�(/. 

�/�".�'��� �*� -���# �. 
*/#1�� /� ��� ��2"-. ��"+/., �� /���� PageRank ��,2��" �' 

+'/���"-.�'�� /,�� -���#)� -&�1 �%. �*� �%�(�+�"�: !"� -&%�"� +��(��) %"(��.�'�� a , 

���� �%"+-�%�'� /,�� "+��+�$,��� -&��" &$/� +� /,� ��2�,� "+��+�$,�� /� %"(��.�'�� a  ) 

�-�$��(�, ���� �%��+*���+/� /� %"(��.�'�� 1 a� . 
� ���.� ��� ��2�,� %��,%���, ' 

+'/���"-.�'�� /,�� "+��+�$,��� v  �,��" �� ���/��./��� &(��"+/� �1� +'/���"-��)�1� 

.$1� �1� "+��+�$,�1� u  %�� -����(*���� +�' v . 
�'� ���$�!,� �1� ��2�,1� %��"%&�1�, 

/%���, -���,� �� ���"-���+�)+�" ��� .�� ��
���������� /� ��� .�� ������	 ������
	. �"� 

�'� %�.6$�4' +����+/��, ' �%.(�+' ��� ��2"-�* PageRank +2��"-& /� ��� ��2�,� %��,%��� 

/%���, �� ���%�%�"'(�, 1� �0)�: � 6�(/.� �/�".�'��� /���0* �*� -���# � x  -�" y  /%���, 

�� /���'(�, 1� ' +���"-) %"(��.�'�� �'� y  +� ���� ��2�,� %��,%��� %�� �%"+���#�" +�' x  

/� %"(��.�'�� 1 ��  +� -&(� 6)/� ) /���-"��,��" +� ���� ��2�,� !�,���� /� %"(��.�'�� � . 

���. �� /���� �,��" /' +�//���"-. -�" /%���, ���’ ����* !"� �*� -���#�� �� 

2�'+"/�%�"'(�, �� &(��"+/� �1� /���1� ��� � %��� �"� �*� -����(*�+�"�, %�� �,��" 

+�//���"-.. ���. �� /���� ���/&+�'-� PageRank /� �,5� (rooted PageRank). 	� PageRank 

/� �,5� /���0* .$1� �1� 5��! � -./61� (RPR) /%���, �� %��-*4�" .%1� %��"!�&#���" 



�

� ����

%���-&�1. 7+�1 D  � �"�! �"�� %,��-�� 6�(/ � ( [ , ] [ , ]
j

D i i A i j�� ). 7+�1 
1N D A��  

� %,��-�� !�"��,�+'� /� �� �(��,+/��� �1� !��// � -����"-�%�"'/��� +�� 1. 	.��: 

1(1 )( )RPR I N� � �� � � (3.7). 

3.2.1.3 *������������! ��� ����+����� �� ��$���
��� �$� ������� ��� �$� ��
�� 

	� !�1�,+/��� (attributes) �1� -���# � -�" �1� �-/ � %�,5��� +'/���"-. �.$� +�'� 

%�.6$�4' +����+/��. ��$$�� /�$���� ([HCSZ06], [DYTG09]) ���"0�� .�" �� !�1�,+/��� 

�1� -���# � -�" �1� �-/ � 1� 2���-�'�"+�"-& �!!*�'��� /%���*� �� 6�$�" +��� 

+'/���"-& �'� �%,��+' �1� �#��/�! � %�.6$�4'� +����+/��. 	� %$����-�'/� ��.� 

����"�� +��.$�� 2���-�'�"+�"- � �,��" .�" !��"-& �,��" �%�$�!"+�"-& #('�.. ;/1�, �� 

2���-�'�"+�"-& ���& �,��" +���& +������/��� /� �� %��,� !� +'� (domain), �%.�� 

�%�"��,��" -�$) !� +' ��� %��,�� !"� �� %��+�"��"+(�*�. ����-&�1, %��"!�&#��/� ��� 

!��"-. ��.%� ��+1/&�1+'� �1� 2���-�'�"+�"- � ��� � +� /,� �#��/�!) %�.6$�4'� 

+����+/��. 

����2%���
 (aggregation) )
%
��
%������� ��%�/��. �#�* %��+�"��,+��/� ��� 

!� �"+/� a  �1� -./61� ��.� -�"�1�"-�* �"-�*��, %��%�" �� �%"��)+��/� /,� 

+���(��"+�"-) +��&��'+' (aggregation function) f  %�� �� �2�" �.'/�. �"� �� �%�$�!,+�" 

�� 6�(/. �/�".�'��� ��&/�+� +�"� -���#��  x  -�" y , ' f  ��2���" �"� �"/�� �1� 

!�1�"+/&�1� �1� -���# � ��� � -�" %��&!�" ��� 6�(/. �/�".�'���. � �%"$�!) �'� 

+��&��'+'� �0���&��" �0 �$�-$)��� �%. �� �,��� ��� !�1�,+/����. ����-&�1 �,���/� �*� 

%�����,!/��� .%�� !,����" +��&(��"+' -&%�"�� /����� %�� 2���-�'�,5�" �"� -���#��. 

,��
�� �����
���	� ����!������ (Preferential Attachment Score): �� $,!� $.!"�, +*/#1�� 

/� �'� "��� �'� %����/"�-)� %��+&��'+'� ([BJNR02]), /,� -���#) +�������" /� &$$�� 

-���#�� +�� �,-��� /� %"(��.�'�� ��&$�!' /� �� 6�(/. ����. 7�+", �� (�1�)+��/� �� 

/�!�(�� �'� !�"���"&� (6�(/.) +�� 2���-�'�"+�"-., ' %�&0' ��� %�$$�%$�+"�+/�* (� 

/%���*+� �� �,��" /,� +���(��"+�"-) +��&��'+'. � �"/) �'� ���/&5���" 6�(/.� 

%����/"�-)� %��+&��'+'�: 

preferential-attachment-score( x , y ) =|�( x )| % |�( y )|(3.8). 


�'� %��!/��"-.�'��, (� /%���*+� �� 2�'+"/�%�"'(�, �%,+'� ���, ��� %�$$�%$�+"�+/�* ' 

%�.+(�+', ' �%�,� �2�" 2�'+"/�%�"'(�, �,������ %�$* -�$& �%���$�+/��� ([HCSZ06]). 

���������	� �
���������� (Clustering Coefficient): � +����$�+�)� �/���%�,'+'� /,�� 

-���#)� v  ��,5���" 1� �0)�: 

clustering-coefficient( v ) =
3 #

# ��"��1� !�"���"-1� +�'

�  �   v

 v 

��!� �'� �(!�#�!� � "� �
(3.9). 



�

� ����

��" +� ���)� �'� %��,%�1+', /%���, �� 2�'+"/�%�"'(�, � %�$$�%$�+"�+/.� ) ' %�.+(�+'. 

3.3 ���)*���
 ��%��
���
 �
����� 


� ���)� �'� ��.�'�� %����+"&5��/� �%"6$�%./��� /����$� %�� 2�'+"/�%�"�*� /%�35"���� 

����"��. � -*�"� "��� �,��" �� �0�!&!��/� /,� *+���' (posterior) %"(��.�'�� %�� �'$ ��" 

�'� %"(��.�'�� ����.2���'� �/#&�"+'� �1� 5��! � -���# � %�� /�� ���"�#�����. 7�� 

%$����-�'/� ��.� ����"�� /����$�� �,��" .�" ' %"(��.�'�� ���) /%���, ' ,�"� �� 

2�'+"/�%�"'(�, +�� 2���-�'�"+�"-. +�'� ��0"�./'+'. 

3.3.1 '�#$��(� �������
� �� ��� �
���# ��%��
���# �
����
 

�" Wang -. &. ([WSP07]) %�.��"��� ��� ��%"-. %"(����"-. /����$� !"� �'� %�.6$�4' 

+����+/�� %�� 2�'+"/�%�"�, ��� ��2�,� %��,� Markov (Markov Random Field – MRF), ��� 

/' -����(��./��� /����$� !�&#��. �"� �� %��6$�4�" �� �*� -./6�" x  -�" y  (� 

+����(�*�, �"+&!�" �'� ����"� ��� +��.$�� -����"-)� !�"���"&� (central neighborhood set), 

%�� �%���$�,��" �%. &$$��� -./6��� %�� 6�,+-����" +�'� ��%"-) !�"���"& �1� x  -�" y . 

7+�1 { , , , }w x y z  ��� ����"� +*��$�. � -*�"�� +�.2�� ��� /����$�� �,��" �� �%�$�!,+�" �'� 

�%. -�"��* %"(��.�'�� ({ , , , })P w x y z , ' �%�,� %��"+�&��" �'� %"(��.�'�� �'� ����.2���'� 

�/#&�"+'� �1� ���"-�"/��1� +� ���. �� +*��$�. �%. ���)� �'� %"(��.�'�� /%���, �� 

�%�$�!"+(�, ' %��"( �"� %"(��.�'�� ( , )p x y  (!"� .$� �� �����& w  -�" z ) �'� ����.2���'� 

�/#&�"+'� �1� x  -�" y . �%���, �� �%&�2��� %�$$& +*��$� -����"-)� !�"���"&� (%�"-,$�� 

/�!�(���) !"� �� 5�*!�� �1� x  -�" y , %�&!/� �� �%�,� -�("+�& �' �-/&('+' �'� 

%��"( �"�� %"(��.�'��� ( , )p x y  �*+-�$'. �" +�!!��#�,� 2�'+"/�%�,'+�� �� MRF !"� �� 

$*+��� �� %�.6$'/� �'� /&('+'�. � %��+�!!"+) ���� �%���$�,��" �%. ��,� 6)/���, %�� 

%��"!�&#����" %���-&�1. 

	� %� �� 6)/� �,��" �� 6��(�, /,� +�$$�!) �%. +*��$� -����"-)� !�"���"&�. 	� +*��$� 

-����"-)� !�"���"&� �*� -./61� x  -�" y  /%���*� �� 6��(�*� /� %�$$�*� ��.%���. � %"� 

#�+"-.� �,��" �� 6��(�, ��� +����/.���� /���%&�" /���0* �1� x  -�" y  -�" .$�" �" -./6�" 

+� ���. �� /���%&�" �� %��"$'#(�*� +� ��� +*��$� -����"-)� !�"���"&�. �� �%&�2��� %�$$& 

+����/.���� /���%&�"�, .$� /%���*� �� %��"$'#(�*� +�' +�$$�!). 
�/6�$,5��/� /� Q  �� 

+*��$� .$1� �1� ���"-�"/��1� %�� �/#��,5����" +�� +*��$� -����"-)� !�"���"&�. 

	� ��*���� 6)/� �,��" �� �0�!&!��/� �� ����/��� �-%�,���+'� !"� �� /����$� MRF, �� 

�%�,� $�/6&�����" �%. �� ��2�,� -���!��#)� !�!��.�1� (event log) ��� -�"�1�"-�* 

�"-�*��. 7�� -�"�1�"-. �,-��� +2'/��,5���" �%. ��� 2����$�!"-. +*��$� !�!��.�1� 

(chronological set of events) .%�� +�//���2��� �*� ) %��"++.����" ��&+��� (actors) +�� 



�

� ����

�,-���. Δ���/��'� /,�� $,+��� !�!��.�1� (event-list), �" +�!!��#�,� +2'/��,5��� ��� 

+*��$� ����/��1� +���$$�! � (transaction dataset), .%�� -&(� +���$$�!)  %��"$�/6&��" �� 

+*��$� �1� ���+� � %�� +�//���2��� +� ���. �� !�!��.�. 
� ���. �� +*��$� ����/��1� 

(dataset), �-��$�*� /,� %���$$�!) �0.��0'� +��.$1� ���"-�"/��1� (itemset mining), %�� 

���/&5���" nonderivable itemset mining, ' �%�,� �0&!�" .$� �� /' %$���&5���� +*��$� 

���"-�"/��1� (/�5, /� �"� +�2�.�'��� ����) +�� ����/��� +���$$�! � (transaction data). 

���) ' +�$$�!) %���"���1 �-$�%�*����"  +�� �� %��"$&6�" /.�� �� +*��$� ���"-�"/��1� 

%�� %��"�2��� /.�� �� ���"-�,/��� %�� ��)-��� +�� +*��$� Q . ���) ' +�$$�!) 

+�/6�$,5���" /� QV . 


�� ��$"-. 6)/�, ��� /����$� MRF, �+�1 M , �-%�"��*���" /� �� ����/��� �-%�,���+'�. 

���) ' �"��"-�+,� �-%�,���+'� /���+2'/��,5���" +� ��� %�.6$'/� 6�$�"+��%�,'+'� 

/�!"+�'� �����%,��, �� �%�,� $*����" /� ���� �$!.�"(/� �%���$'%�"-)� -$"/&-1+'� 

(iterative scaling). �� ( )MP Q  �,��" ' -�����/) %"(��.�'��� �%, ��� ����/�+��.$�� ��� 

+��.$�� Q , �2��/� 
( )

( ) 1Mq Q
P q

�)
�� , .%�� ( )Q)  �,��" �� ����/�+*��$� ��� Q . �&(� 

+*��$� ���"-�"/��1� /� �'� ���,+��"2' +�2�.�'�� +�� +*��$� QV  �%"6&$$�" ���� 

%��"��"+/. +� ���)� �'� -�����/) ��,5����� /,� �"/) !"� ���. �� +�!-�-�"/��� �%�+*��$� 

��� Q . ;$�� �" +�2�.�'��� /�5, %��"��,5��� �'� -�����/) +� ��� �#"-�. (feasible) +*��$� 

-�����/ � %"(��.�'���, �+�1 � . ��( � �" +�2�.�'��� �1� +��.$1� ���"-�"/��1� 

%����2����" �%. �/%�"�"-& ����/���, �� +*��$� �  �,��" /' -��.. ;/1�, �� +*��$� �1� 

%��"��"+/ � %�� �%"6&$$����" �%. �� QV  �%�-%��"��,5�" (under-constrains) �'� -�����/)-

+�.2�, !"� �'� �%�,� �"�(���*/� �'� ��2) /�!"+�'� �����%,�� (maximum entropy principle), 

 +�� �� /%���, �� $'#(�, /,� /����"-) (-�" �/��.$'%�') �-�,/'+' �'� ( )MP Q  �%. �� 

+*��$� � . 7�+", %��+%�(�*/� �� $*+��/� �� �-.$��(� %�.6$'/� 6�$�"+��%�,'+'�: 

( ) arg max ( )M
p

P Q H p
�

�
�

(3.10), 

.%�� ( ) ( ) log ( )
x

H p p x p x� �� . 	� %�.6$'/� 6�$�"+��%�,'+'� �,��" �#"-�. -�" �%&�2�" 

/,� /����"-) -�����/)-+�.2�� �� �" %��"��"+/�, �,��" +���%�,� (consistent) (+� ���)� �'� 

%��,%�1+' �" %��"��"+/�, �,��" +���%�,� -�( � �$)#('+�� �%. �'� �"/) �%�+�)�"0'� ��� 

+��.$�� ���"-�"/��1�). � $*+' �2�" �'� �-.$��(' /��#) !"��/����: 

(� %��"��"+/.�  "-���%�"�,��")

0

:

( ) j

j Q

I V

M j

j V

P Q * *
�

� �
V

(3.11). 

�� , : {1... | |}j Qj* � V  �,��" %��&/����" +2��"-�� /� -&(� %��"��"+/., I  �,��" /,� 

��,-��"� +��&��'+' (indicator function) %�� �0�+#�$,5�" .�" � %��"��"+/.� $�/6&����" 



�

� ����

�%.4' /.�� �� "-���%�"�,��" -�" 0*  �,��" /,� +��(��& -����"-�%�,'+'�  +�� �� 

�0�+#�$"+(�, .�" 
( )

( ) 1Mq Q
P q

�)
�� . � �"/) �1� %���/���1� /%���, �� �%�$�!"+(�, /� 

���� �$!.�"(/� �%���$'%�"-)� -$"/&-1+'�. 

�#�* -�"+(�, �� /����$� ( )MP Q , /%���, �� 2�'+"/�%�"'(�, +�/%���+/.� (inference) !"� 

�'� �-�,/'+' �'� �%. -�"��* %"(��.�'��� �1� -���# � x  -�" y . 	� %$����-�'/� ��.� 

��%"-�* /����$�� �,��" .�" � ��"(/.� �1� /���6$'� � +�� +*��$� QV  �,��" /"-�.�, 

�%�/��1� �,��" �#"-�.� � �-�"6)� +�/%���+/.� (exact inference). 

3.3.2 '�%��
���# �
����
 $�������
 ���� �"���"� �
� �����
� 

�" Kashima -. &. ([KA06]) %�.��"��� ��� ���"�#���� %"(����"-. /����$� �0�$"0'� �"-�*�� 

%�� /%���, �� 2�'+"/�%�"'(�, !"� �'� %�.6$�4' +����+/��. ����-&�1 %����+"&5��/� �� 

/����$� -�" +�' +��&2�"� ��,2���/� % � 2�'+"/�%�")('-� +�'� %�.6$�4' +����+/��. 

	� /����$� %�� %���&('-� $�/6&��" �%.4' /.�� �"� ��%�$�!"-�� (��/"-��) "�".�'��� ��� 

�"-�*��. �"� ��� !�&#� ( , )G V + , .%�� V  �,��" �� +*��$� �1� -./61� -�" 

: [0,1]V V+ � ,  /,� +��&��'+' %�� �%��,��" ��"-���� +�"� �-/��, /� ( , )x y+  �'$ ����" ' 

%"(��.�'�� �� �%&�2�" /,� �-/) /���0* �1� -./61� x  -�" y  +�� !�&#� G . 
�!-�-�"/���, 

( , ) 1x y+ �  �� �%&�2�" �-/) -�" ( , ) 0x y+ �  �� ��� �%&�2�". �� 
( )t+  +�/6�$,5��/� �' 

+��&��'+' +  �' +�"!/) t  (' +��&��'+' +  �$$&5�" /� �� 2�.��). �%"%$���, �� /����$� �,��" 

/��-�6"��., �'$��) ' 
( 1)t+ �

 �0���&��" /.�� �%. �' 
( )t+ . 	� +*��$� V  (�1��,��" +��(��.. 

	� /����$� �0�$,++���" /� �� 2�.�� 1� �0)�: �,� ��"-��� ���"!�&#���" �%. ��� -./6� l  

+��� -./6� m  ��2�,� /� %"(��.�'�� lmw . ��2"-&, �� /����$� �%"$�!�" ���� l  -�" m . 
�' 

+���2�"�, �%"$�!�" /,� ��"-��� �/�"./��#� �%. �"� | | 1V �  ��"-���� ��� l  (�%�-$�,���" ' 

( , )l m+ ) -�" �'� ���"!�&#�" +�� ��"-��� ��� m . 	� /����$� "-���%�"�, ���� �-.$��(��� 

%��"��"+/�*�: 

,

1,  0,  0lm lm ll

l m

w w w� - �� (3.12). 

� %���%&�1 "��� /�"&5�" /� �' /���6��"-) "�".�'�� �1� -�"�1�"- � �"-�*1�. ��+1 �'� 

�"��"-�+,�� ���"!��#)� ��"-�� �, � l  /%���, �� !,��" #,$�� ��.� #,$�� ��� m . � �#��/�!) 

�'� /&('+'� +�� %���%&�1 /����$� �,��" � �%�$�!"+/.� �1� 6�� � lmw  -�" �1� ��"-�� � 

( 1)t+ �
 ����/��1� �1� ��"-�� � 

( )t+  �%. �� +*��$� �1� ����/��1� �-%�,���+'�. 



�

� ����

�%���*/� �� �"�-�,���/� �*� ��.%��� /� ���� �%�,��� ' ��"-��� 
( 1) ( , )t i j+ �

 /%���, �� 

%&��" /"� +�!-�-�"/��' �"/). � ���� �,��" � -./6�� k  �� ����!��4� /,� ��"-��� ��� +� 

-&%�"�� �%. ���� i  -�" j . � &$$�� �,��" ' ���"!��#) �� +���6' �$$�* -�" �� "+2*�" 

( 1) ( )( , ) ( , )t ti j i j+ +� � . 
*/#1�� /� �'� %����)�'+' ���), �2��/�: 

. /

( 1) ( ) ( )

,

( ) ( )

,

( )

,

1
( , ) ( , ) ( ( , ) 1)

| | 1

1
( , ) ( ( , ) 1)

| | 1

1
1 ( , )

| | 1

t t t

kj

k i j

t t

ki

k i j

t

kj ki

k i j

i j w k i I k j
V

w k j I k i
V

w w i j
V

+ + +

+ +

+

�










� �
�

� �
�
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� � �2 3�4 5

�

�

�

(3.13). 

�� +'/�"1(�, .�", +�'� %��,%�1+' %�� +�/6�,��" ���"!��#), �� � -./6�� k  ���"!�&#�" �'� 

��"-��� ��� +��� -./6� i , �.�� %��%�" �� �%&�2�" )�' /,� �-/) /���0* �1� k  -�" j , ��  �� 

� -./6�� k  ���"!�&#�" �'� ��"-��� ��� +��� -./6� j , �.�� %��%�" �� �%&�2�" )�' /,� �-/) 

/���0* �1� k  -�" i . ���) ' �%�,�'+' �'$ ����" /� �' ��,-��"� +��&��'+' I , ' �%�,� 

%�,���" �'� �"/) 0 �� ' +��()-' /�+� +�'� %����(�+' ��� "-���%�"�,��". �� �%���$'%�"-) 

�#��/�!) �'� �0,+1+'� +�"� ��"-����, ' ��/) ��� �"-�*�� �0�$,++���" /� �� 2�.��. 

�"� �'� �#��/�!) �'� %�.6$�4'� +����+/��, �� /����$� (�1��, .�" �'� %���*+� +�"!/) �� 

�,-��� 6�,+-���" +�' +�&+"/' -��&+��+', �'$��) 
( ) ( 1) ( )( , ) ( , ) ( , )t tk i k i k i+ + +$ �� � . 

�"+&!����� �'� �%.(�+' ���) +�'� �0,+1+' (3.13), �2��/� �'� �-.$��(' �0,+1+': 

. /( ) ( )

,( )

,

( , ) ( , )
( , )

( )

kj kik i j

kj kik i j

w k i w k j
i j

w w

+ +
+

$ $

$




�
�

�
�

�
(3.14). 

� $�!��"(/"-) %"(���#&��"� (log-likelihood) �'� ��"-���� ( , )i j+  /%���, �� !��#�,: 

. /

. / . /

( ) ( )

,( )

,

( ) ( )

,( )

,

( , ) ( , )
( , ) log

( )

( , ) ( , )
1 ( , ) log 1

( )

kj kik i j

ij

kj kik i j

kj kik i j

kj kik i j

w k i w k j
L i j

w w

w k i w k j
i j

w w

+ +
+

+ +
+

$ $

$




$ $

$
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(3.15). 

� +���$"-) $�!��"(/"-) %"(���#&��"� (total log-likelihood) !"� �"� !�1+��� ��"-���� ��,5���" 

1�: 

train( , )

( ) ij

i j E

L W L
�

� � (3.16). 

� �"��"-�+,� �-�,/'+'� �1� %���/���1� ��&!���" +�'� �%,$�+' ��� %���-&�1 

%��6$)/���� 6�$�"+��%�,'+'�: 



�

� ����

. /

( ) train, ( , )  !"� ( , )

( ) ( )

,( ) train

,

,

Maximize ( )

�.  .

( , ) ( , )
( , ) , ( , )

( )

-�" 1, 0

w i j i j E

kj kik i j

kj kik i j

lm lm

l m

L W

w k i w k j
i j i j E

w w

w w

+

+ +
+

$ �

$ $

$
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(3.17). 

	� %���%&�1 %�.6$'/� 6�$�"+��%�,'+'� /%���, �� $�(�, /� /���6"6�+�"-) /&('+' 

(transductive learning) �*%�� /�!"+��%�,'+'� �'� %��+��-,��. 

	� %$����-�'/� ����* ��� /����$�� �,��" .�" �,��" %�$* !��"-. -�" /%���, �� �#��/�+��, +� 

�%�"��)%��� -�"�1�"-. �,-���. �%"%$���, ' /&('+' %�� 6�+,5���" +�' /�!"+��%�,'+' �'� 

%��+��-,�� �,��" ���� �%����"-. �$!.�"(/�. �+�.+�, ' �%,��+' ��� �$!��,(/�� �0���&��" 

�0�$�-$)��� �%. �� 6�(/. +��� �%�,� �� �,-��� +�/#1��, /� �� /����$� �0�$"0'� !�&#�� 

%�� %����,����". 

3.3.3 +���� ��# ��%��
���# �
����
 

�" Clauset -. &. ([CMN08]) %�.��"��� ��� %"(����"-. /����$� �� �%�,� $�/6&��" �%.4' �'� 

"����2"-) ��!&�1+' +�� �,-���, .%�� �" -���#�� �"�21�,5����" +� �/&��� %�� %���"���1 

�"�21�,5����" +� �%��/&��� -.�.-. 	� /����$� +�/%���,��" (infers) �'� "����2"-) ��/) �%. 

����/��� ��� �"-�*�� -�" /%���, �� 2�'+"/�%�"'(�, !"� %�.6$�4' �%.��1� (missing) 

+����+/1�. �����,����" 1� %"(����"-. /����$� !"� "����2"-�*� ��2�,��� !�&#���. � 

�#��/�!) �'� /&('+'� �!-�"��" +�' 2�)+' �1� %����'��*/��1� ����/��1� ��� �"-�*�� !"� 

�'� %��+��/�!) �'� %"� %"(��)� "����2"-)� ��/)� /�+1 +���"+�"-�* +�/%���+/�* 

(statistical inference) < ���� +�����+/.� �'� %��+�!!"+'� /�!"+�'� %"(���#&��"�� -�" ��.� 

�$!��,(/�� ��"!/���$'4,�� Monte Carlo. 

7+�1 G  ���� !�&#�� /� n  -���#��. 7�� �����.!��//� (dendrogram) D  �,��" ��� ����"-. 

������ /� n  #*$$� %�� ���"+��"2�*� +�"� -���#�� ��� G . ��(���� �%. ���� 1n�  

�+1���"-�*� -./6��� ��� D  ���"+��"2�, +�'� �/&�� �1� -���# � %�� �,��" �%.!���, ���. 

�� -&(� �+1���"-. -./6� r  +�+2��,5���" /,� %"(��.�'�� rp . �� ,i j  �,��" �*� -���#�� 

��� G , ' %"(��.�'�� ijp  �� +����(�*� /� �-/) �,��" ij rp p� , .%�� r  �,��" � 2�/'$.����� 

-�"�.� %�.!���� (lowest common ancestor) ���� +�� D . � +�����+/.� ( ,{ })rD p  ��� 

������!�&//���� -�" ��� +��.$�� %"(����)�1� ��,5�" ���� "����2"-. ��2�,� !�&#� 

(hierarchical random graph). 

� �#��/�!) �'� /&('+'� �!-�"��" +�'� �*��+' ��� "����2"-�* ��2�,�� !�&#�� () !�&#1�) 

%�� %��+��/.5���" -�$*���� +�� %����'��*/��� ����/��� ��� �"-�*��. �%�(������� .�" 

.$�" �" "����2"-�, ��2�,�" !�&#�" �,��" �- �1� %�����1� �0,+�� %"(���,, +�/%���,���/� .�" 



�

� ��	�

' %"(��.�'�� ��� ����/��� /����$� ( ,{ })rD p  �� �,��" ' +1+�) �%�0)!'+' �1� ����/��1� 

�,��", �%. �� (� �'/� ��� Bayes, ��&$�!' %��� �'� *+���' (posterior) %"(��.�'�� ) 

%"(���#&��"� L  /� �'� �%�,� �� /����$� %��&!�" �� %����'��*/��� �,-���. � +�.2�� �,��" 

�� /�!"+��%�")+��/� �'� L . 

7+�1 rE  � ��"(/.� �1� �-/ � ��� G  �1� �%�,1� �� &-�� �2��� 2�/'$.���� -�"�. 

%�.!��� +�� D  ��� r . �%,+'�, �+�1 rL  -�" rR  � ��"(/.� �1� #*$$1� +�� ��"+���. -�" �� 

��0". �%������� /� �,5� ��� r , ���,+��"2�. 	.��, ' %"(���#&��"� ��� "����2"-�* ��2�,�� 

!�&#�� �,��" ( ,{ }) (1 )r r r rE L R E

r r r

r D

D p p p
�

�

� ��L  (/� �' +*/6�+' 
00 1� ). �� 

+��(���%�")+��/� �� �����.!��//� D  �,��" �*-�$� �� 6��*/� �"� %"(��.�'��� { }rp  %�� 

/�!"+��%�"�*� �'� ( ,{ })rD pL , �" �%�,�� �,��": 

r
r

r r

E
p

L R
� (3.18), 

�� -$&+/� �1� ����� � �-/ � /���0* �1� �*� �%������1� ��� r  %�� �/#��,5����" +�� 

!�&#� G . � $�!&�"(/�� �'� %"(���#&��"�� �,��": 

log ( ) ( )r r r

r D

D L R h p
�

� ��L (3.19), 

.%�� ( ) log (1 ) log(1 )h p p p p p� � � � � . �� +'/�"1(�, .�" -&(� .��� ( )r r rL R h p�  

/�!"+��%�"�,��" .��� �� rp  �,��" -���& +�� 0 ) -���& +�� 1. �� &$$� $.!"�, �� 

������!�&//��� /� �4'$) %"(���#&��"� �,��" ���& �� �%�,� �"�/��,5��� �� +*��$� �1� 

-���# � +� �/&��� �" +����+�"� /���0* �1� �%�,1� �,��" �,�� %�$* %�-��� �,�� %�$* ���"��. 

� �%"$�!) /���0* �1� ������!��//&�1� !,����" /� /,� /�(��� ��"!/���$'4,�� MCMC 

(Markov chain Monte Carlo) /� %"(��.�'��� ��&$�!�� %��� �"� %"(���#&��"�� ����. �"� �' 

�'/"���!,� �'� �$�+,��� Markov, ' /�(���� ��2"-& �'/"���!�, ��� +*��$� /���6&+�1� 

/���0* �1� ����� � ������!��//&�1� /�+1 ����"&��0'� (rearrangement). �"� �'� 

����"&��0', ' /�(���� �%"$�!�" ���� �+1���"-. -./6� ��.� ������!�&//���� -�" �%�"�� 

�%"$�!�" �/�"./��#� /���0* �1� �"&#��1� �"��&0�1� (configurations) ��� �%�������� 

����* ��� -./6��. �.$"� �� -�"�)�"� /��&6�+'� !,���� !�1+�& ' �"��"-�+,� 

��"!/���$'4,�� 0�-"�& ���� ��2�,� %��,%���. �,� ��� ����"&��0' !,����" �%���-�) 

+*/#1�� /� ��� -��.�� ��"!/���$'4,�� Metropolis-Hastings, �'$��) /,� /��&6�+' �%. ��� 

�����.!��//� D  +� ��� &$$� ����"�����!/��� �����.!��//� D�  !,����" �%���-�) �� ' 

%�+.�'�� log log ( ) log ( )D D�8 � �L L L  �,��" /' ���'�"-), �"�#����"-& !,����" �%���-�) 

/� %"(��.�'�� ( ) ( )D D�L L . �" +�!!��#�,� �%���"0�� .�" � ��2�,�� %��,%���� �,��" 



�

� ����

��!��"-.� -�" +�' +���"-) -�����/) �� ������!�&//��� ��"!/���$'%��*���" +*/#1�� /� 

�'� %"(���#&��"& ����. 

�"� �'� �#��/�!) �'� %�.6$�4'� +����+/��, ��� +*��$� ������!��//&�1�-��"!/&�1� 

$�/6&�����" -��& ��-�& �"�+�)/��� �#�* � ��2�,�� %��,%���� MCMC #(&+�" +� 

"+����%,�. 	.��, !"� ��� 5�*!�� -���# � x  -�" y  /���0* �1� �%�,1� ��� �%&�2�" +*���+', 

�� /����$� �%�$�!,5�" /,� /�+' %"(��.�'�� xyp  �� +����(�*� (�1� ���� �� /�+� .$1� �1� 

���,+��"21� %"(����)�1� xyp  +� .$� �� ��"!/���$'%�'/��� ������!�&//���. �"� /,� 

����"-) (binary) �%.#�+', /%���, �� !,��" 6�(/��./'+' /����$�� (model calibration) /�+1 

��.� +��.$�� ����/��1� 6�(/��./'+'� (calibration dataset). 	� /����$� �2�" �'� 

"�"�"���.�'�� .�" �%"���%�" "����2,�. �%,+'�, �%"���%�" �' $)4' ��"!/&�1� �%. �� +*��$� 

�1� "����2"- � ��/ � !"� �' $)4' /,�� %"(��.�'��� +���,��+'� (consensus probability). 

�%. �'� &$$' %$���&, /%���, �� /'� �,��" %�$* �-�"6�� �� ' /�(���� MCMC �� +�!-$,��" 

+�' +���"-) -�����/) +� �*$�!� ��"(/. 6'/&�1�. �%,+'�, !"� /�!&$��� !�&#��� ' .$' 

�"��"-�+,� /%���, �� �,��" %�$* ��%��'�). 

3.4 '�%��
���
 � �����
 �
����� 

	� %"(����"-& +2�+"�-& /����$� (probabilistic relational models – PRMs) %��"+�&���� /,� 

�%. -�"��* -�����/) %"(��.�'��� �%, �1� !�1�"+/&�1� ��.� +2�+"�-�* +��.$�� 

����/��1�. �%"���%��� �" "�".�'��� ��.� ���"-�"/���� �� �0��� ���" %"(����"-& �.+� �%. 

&$$�� "�".�'��� ��� .+� -�" �%. "�".�'��� +2��"5./��1� ���"-�"/��1�. 
� ���,(�+' /� �� 

%�����+"�-& /����$� !�&#1�, %�� 2�'+"/�%�"�*� ��� !�&#� !"� �� /����$�%�")+��� �' 

+2�+' /���0* �1� !�1�"+/&�1� �/�"�!�� � �����)�1�, �� PRMs �%���$�*���" �%. ���"� 

!�&#���: �� !�&#� ����/��1� GD, �� !�&#� ��� /����$�� GM -�" �� !�&#� +�/%���+/�* 

GI. 

� !�&#�� ����/��1� GD = (VD, ED) %��"+�&��" �� �,-��� �"+.���, .%�� �" -./6�" �,��" �� 

���"-�,/��� -�" �" �-/�� %��"+�&���� �"� +2�+�"� /���0* �1� ���"-�"/��1�. �&(� -./6�� 

i Dv V�  -�" �-/) j De E�  +2��,5����" /� ���� �*%� ( )
ii vT v t� , ( )

jj eT e t� . �&(� �*%�� 

+��"2�,�� (���"-�"/���� ) �-/)�) t T�  �2�" ���� ��"(/. +2��"5./��1� !�1�"+/&�1� X
t
. 


���% �, -&(� ���"-�,/��� vi -�" +*���+/�� ej +2��,5����" /� ��� +*��$� �"/ � 

!�1�"+/&�1�, x vi

i

t

v  -�" x
e j

j

t

e , %�� -�(��,5���" �%. ���� �*%��� ����, tv -�" te, ���,+��"2�. 7�� 

PRM %��"+�&��" /,� �%. -�"��* -�����/) %"(��.�'��� �%, �1� �"/ � .$1� �1� 

!�1�"+/&�1� ��� !�&#�� ����/��1� 

x {x : , ( ) } {x : , ( ) }
ev ji

i i j j

tt

v i D i v e j D j ev V T v t e E T e t� � � � �� . 



�

� ��
�

� !�&#�� ��� /����$�� GM = (VM, EM) %��"+�&��" �"� �0���)+�"� /���0* �1� !�1�"+/&�1� 

+�� �%,%��� �1� �*%1� �1� +��"2�,1�. 	� !�1�,+/��� ��.� +��"2�,�� /%���, �� �0��� ���" 

%"(����"-& �%. &$$� !�1�,+/��� ��� ,�"�� +��"2�,��, -�( � �%,+'� -�" �%. !�1�,+/��� 

&$$1� +2��"5./��1� ���"-�"/��1� ) +����+/1� +��� GD. �&(� -./6�� +�� +*��$� VM 

���"+��"2�, +� ��� !� �"+/� Xt t

iX �  .%�� t T� . � GM �%���$�,��" �%. �*� /��': �' ��/) 

�0&��'+'� /���0* .$1� �1� !�1�"+/&�1� �1� �*%1� -�" �'� �%. +��()-' -�����/) 

%"(��.�'��� %�� +2��,5���" /� ���� -./6��� +��� GM. 

� !�&#�� +�/%���+/�* GI = (VI, EI) %��"+�&��" �"� %"(����"-�� �0���)+�"� /���0* .$1� �1� 

/���6$'� � +� ��� +*��$� ��-"/)�. �%���, �� $&6�" �%.+��+' (instantiated) /� /,� 

�"��"-�+,� roll-out �1� GD -�" GM . �&(� 5�*!�� +��"2�,��-!�1�,+/���� +��� GD %�,���" ��� 

0�21�"+�. ���,!��#� �'� ���,+��"2'� �%. +��()-' -�����/)� %"(��.�'��� �%. ��� GM. � 

��/) ��� GI -�(��,5���" �.+� �%. ��� GD, .+� -�" �%. ��� GM. 

�%&�2��� �*� -�"���./�� %��+�!!,+�"� �1� PRMs, �%. �"� �%�,�� ' /,� 6�+,5���" +� 

/%�35"��& �,-��� -�" (�1��, ���� +����+/��� /' -����(��./����� ([GFKT02]) -�" ' &$$' 

6�+,5���" +� +2�+"�-& /��-�6"��& �,-��� -�" (�1��, ���� +����+/��� -����(��./����� 

([TWAK03]). �� -�" �/#.����� �,��" -��&$$'$�� !"� �'� �#��/�!) �'� %�.6$�4'� 

+����+/��, !"� �� %��"++.���� �,-��� ��� /' -����(��./��� /����$� #�,����" %"� 

-��&$$'$� $.!1 �'� ���$"0,�� ���. 

3.5 ��%
�
� ��������� 
���$��� 

�" Kunegis -. &. ([KL09]) %�.��"��� /,� %�$* !��"-) /�(��� %�� !��"-�*�" /�(.���� 

%��)�1� !�&#1� (graph kernels) -�" /�,1+'� �'� �"�+���"-.�'��� (dimensionality 

reduction) !"� �'� �%,$�+' ��� %��6$)/���� �'� %�.6$�4'� +����+/��. ���) ' /�(���� �2�" 

�'� "�"�"���.�'�� .�" %����,��" �' /&('+' /,�� +��&��'+'� F  ' �%�,� ��� -����(�,�� +��� 

%,��-� !�"��,�+'� ) �� 
�%$�+"��. (Laplacian) %,��-� ��� !�&#��. 

7+�1 A  -�" B  �*� %,��-�� !�"��,�+'� �1� +��.$1� �-%�,���+'� -�" ��-"/)� !"� �'� 

%�.6$�4' +����+/��. �%�(����/� .�" ���#������" +�� ,�"� +*��$� -���# �. ��1��*/� 

��� #�+/��"-. /���+2'/��"+/. (spectral transformation function) F  %�� �%�"-��,5�" ��� A  

+�� B  /� �$&2"+�� +#&$/� -�" �,����" �%. �' $*+' ��� �-.$��(�� %��6$)/���� 

6�$�"+��%�,'+'�: 

min ( )

. .

F F
F

F�

�

�

A B

�
(3.20), 

.%�� 
F

%  ' �.�/� ��� Frobenius. � %��"��"+/.� �0�+#�$,5�" .�" ' +��&��'+' F  ��)-�" 

+�'� �"-�!���"� �1� #�+/��"- � /���+2'/��"+/ � (� ). Δ���/���� ��.� +�//���"-�* 



�

� ����

%,��-� 
TA = U U , !"� /,� ����"� +��&��'+' F , �2��/� ( ) ( ) TF FA = U  U , .%�� ' F  

�#��/.5�" �'� ���,+��"2' +��&��'+' %��!/��"-)� /���6$'�)� +� -&(� "�"��"/) 0�21�"+�&. 

���. �� %�.6$'/� 6�$�"+��%�,'+'� /%���, �� $�(�, /� %���!����%�,'+' /� 6&+' �"� 

"�"��"/�� (eigenvalue decomposition) 
TA = U U  -�" 2�'+"/�%�" ���� �� !�!��.� .�" ' 

�.�/� ��� Frobenius %���/���" ���$$�,1�' +��� %�$$�%$�+"�+/. /� ��(�! �"� %,��-�: 

( )

( )

( )

F

T

F

T

F

F

F

F

�

� �

� �

A B

U  U B

 U BU

(3.21). 

�#�* �� /' �"�! �"� +��"2�,� +�'� %���%&�1 �-#��+' ��� �0��� ���" �%. �' +��&��'+' 

F , ' 5'��*/��' +��&��'+' /%���, �� 6��(�, /� $*+' ��� �-.$��(�� %��6$)/����: 

2

. .min ( ( ) )T

f ii i i

i

f ��  U BU (3.22). 

7�+", �� %�.6$'/� �'� %�.6$�4'� +����+/�� ��&!���" +� ��� /����"&+���� %�.6$'/� 

%��+��/�!)� -�/%*$'� (curve fitting) �$�2,+�1� �����! �1�. 

� %���%&�1 !��"-) /�(���� /%���, �� 2�'+"/�%�"'(�, !"� %��+��/�!) %�$$ � ����� � 

#�+/��"- � /���+2'/��"+/ �. 
�!-�-�"/���, ���5'��*/� /,� +��&��'+' F  ' �%�,� 

��2���" ���� %,��-� -�" �%"+���#�" ���� &$$� %,��-� � �%�,�� �,��" -��&$$'$�� !"� �'� 

%�.6$�4' +����+/��, �'$��) �� +��"2�,� ��� -1�"-�%�"�*� �'� �/�".�'�� �1� ���,+��"21� 

5��! � -���# �. �%&�2��� %�$$�, %��)��� !�&#1� (graph kernels) %�� /%���*� �� 

2�'+"/�%�"'(�*� !"� �' +��&��'+' F . 

��2����-( ��%,�
(. �"� ���� %,��-� !�"��,�+'� A  ��.� !�&#�� 21�,� 6&�', �" ���&/�"� 

nA  �'$ ���� ��� ��"(/. �1� /���%��" � /)-��� n  %�� +������� �� 5�*!' �1� -./61�. 

�� 6&+' �'� "��� .�" �" -./6�" %�� +��������" /� %�$$& /���%&�"� %��%�" �� (�1��*���" 

%$'+"�+����" �%. .,�" �" -./6�" %�� +��������" /� $,!� /���%&�"�, /%���*/� �� 

(�1�)+��/� /,� +��&��'+' F  !"� �'� %�.6$�4' +����+/�� �'� �-.$��('� /��#)�: 

0

( )
d

i

P i

i

F 	
�

��A A (3.23). 

�" +��(���� i	  %��%�" �� /�" �����" -�( � ��0&����" �� i , !"� �� %��"��"+(�, ' 

+���"+#��& �1� /�-�*���1� /���%��" �. 7��� �-(��"-.� %��)��� /%���, �� �-#��+(�, 

.%1� %���-&�1: 

0

exp( )
!

i
i

i i

		
$

�

��A A (3.24). 

$�%,�
( von Neumann. ��,5���" %��./�"� /� ��� �-(��"-. %��)��: 



�

� ����

 

(3.25) 

 
��
��
��	 ��%,��(. � !��"-) "��� %�� %����,����" +� ���)� �' /�(��� �� /�� %��"��,5�" 

�� 2�'+"/�%�")+��/� +�����)+�"� %�� ����� +��� %,��-� !�"��,�+'�, �%���, -���,� �� 

2�'+"/�%�")+�" +�����)+�"� %�� �#��/.5����" +�� 
�%$�+"��. %,��-� L , � �%�,�� 

��,5���" 1� �L = D A , .%�� D  �,��" � �"�! �"�� %,��-�� 6�(/ �. � -����"-�%�"'/���� 


�%$�+"��.� %,��-�� L  ��,5���" 1� L =
1/ 2 1/ 2� ��I D LD . ��$$�, %��)��� !�&#1� 

��,5����" �%, ��� 
�%$�+"���* %,��-�. �"� %��&��"!/�, %�,������� ��� 4�������,+���#� 

-��& Moore-Penrose
1
 ��� 
�%$�+"���* %,��-� �2��/� ��� %��)�� 2�.��� �%��.���: 

( )

( )

COM

COM

F

F

�

�

+

+

L L

L L
(3.26). 

�#��/.5����� �/�$�%�,'+' (regularization)  �2��/� ���� �/�$�%�"'/����� %��)��� 2�.��� 

�%��.���: 

1

1

( ) ( )

( ) ( )

COMR

COMR

F

F

	

	

�

�

� �

� �

L I L

IL L
(3.27). 

�%���*/� �%,+'� �� %&���/� ���� %��)��� �"&2�+'� (��/.�'���: 

( ) exp( )

( ) exp( )

HEAT

HEAT

f

f

	
	

� �
� �

L L

L L
(3.28). 

	� %$����-�)/��� ���)� �'� /�(.��� �,��" ' !��"-.�'�� -�" ' �%$.�'�& �'�. � ��"(/.� �1� 

%���/���1� %��� /&('+' +�� /����$� ���. �,��" %�$* /"-�.����� +� +2�+' /� %�$$& &$$� 

/����$� %�� %����+"&+�/�. ;/1�, ���. �� /����$� ��� /%���, �� ��+1/�� +�" !�1�,+/��� 

�1� -���# �. �%"%$��� �� �%�$�!"+�"-. ��� -.+��� �0���&��" 1� �%, �� %$�,+��� �%. �'� 

%���!����%�,'+' /� 6&+' �"� "�"��"/�� (eigen-decomposition) ��� %,��-� A , %�� !"� 

                                                      

1
 =�������,+���#�� -��& Moore-Penrose ��.� /"!��"-�* %,��-� A �*%�� m n�  ���/&5���" 

���� /"!��"-.� %,��-�� B  �*%�� n m�  ����"��  +��: 

1. ABA A� . 

2. BAB B� . 

3. � %,��-�� AB  �,��" ��/"�"��.� (�'$��) 
*( )AB AB� ). 

4. � %,��-�� BA  �,��" ��/"�"��.� (�'$��) 
*( )BA BA� ). 

�%���"-�*���" .�" !"� -&(� %,��-� A  �%&�2�" ���� /����"-.� ����"�� %,��-�� B , � �%�,�� 

+�/6�$,5���" /� A�
. 
�'� %��,%�1+', /&$"+��, %�� � A  �,��" �����!1�"-.� -�" 

���"+���4"/��, � 4�������,+���#.� ��� -��& Moore-Penrose ����,5���" /� ��� ���,+���#. 

���, �'$��) 
1A A� �� . 

1
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� ����

/�!&$��� %,��-�� �,��" ��%��'�). �+�.+�, �2��� %����(�, �%����"-�� /�(���" !"� ���)� 

�'� �#��/�!) ([FKV98]).  

3.6 Δ������ �"�
�#����� 

��1��*/� ��� /' -����(��./��� �,-��� ( , )G V E  .%�� V  �,��" �� +*��$� �1� -./61� -�" 

E  �� +*��$� �1� +����+/1�. �� U  +�/6�$,5��/� �� -�(�$"-. (universal) +*��$� �1� 

| | (| | 1)

2

V V% �
 ����� � +����+/1�. 	.��, �� +*��$� �1� ��*%��-�1� +����+/1� �,��" 

U E� . �%�(����/� .�" �� +*��$� U E�  %��"�2�" -&%�"��� �%.���� +����+/��� () ���� 

+����+/��� %�� (� �/#��"+(�*� +�� /�$$��). 

���"-&, �� !�1�,5��/� %�"�" +*���+/�" �,��" �" �%.����. 7�+", !"� �� �$�!0��/� �'� 

��(.�'�� (accuracy) ��.� �$!��,(/��, �"�/��,5��/� �� +*��$� �1� %����'��*/��1� 

+����+/1� E  ��2�,� +� �*� /��': �� +*��$� �-%�,���+'� 
TE , �� �%�,� (�1��*/� 1� 

!�1+�) %$'��#��,�, -�" �� +*��$� ��-"/)� 
PE , �� �%�,� 2�'+"/�%�"�*/� !"� ��-"/). �� 

���)� �' /�(��� -&%�"�" +*���+/�" /%���, �� /'� �%"$�!�*� %��� +�� +*��$� ��-"/)�, ��  

&$$�" /%���, �� �%"$�!�*� %��"++.����� �%. /,� #����, /� �%���$�+/� +���"+�"-) %.$1+' 

(statistical bias). � %��"��"+/.� ���.� /%���, �� 0�%���+��, 2�'+"/�%�" ���� �'� �-%$) 

�"�+����1/��' �%"-*�1+' (K-fold cross-validation), +�'� �%�,� �� +*��$� �1� 

%����'��*/��1� +����+/1� �"�/��,5���" ��2�,� +� K  �%�+*��$�. �&(� #��& ��� 

�%�+*��$� �%"$�!���" 1� +*��$� ��-"/)� -�" �� �%.$�"%� 1K �  �%�+*��$� +��"+��*� �� 

+*��$� �-%�,���+'�. � �"��"-�+,� �"�+����1/��'� �%"-*�1+'� �%���$�/6&����" K  #����, 

/� -&(� ��� �%. �� K  �%�+*��$� �� 2�'+"/�%�"�,��" �-�"6 � /,� #��& 1� �� +*��$� 

��-"/)�. �� ���)� �' /�(���, .$�" �" +*���+/�" 2�'+"/�%�"�*���" �.+� !"� �-%�,���+', 

.+� -�" !"� �%"-*�1+' -�" -&(� +*���+/�� 2�'+"/�%�"�,��" !"� %�.6$�4' �-�"6 � /,� 

#��&. �,��" %��#���� .�" /�!�$*���' �"/) ��� K  ��'!�, +� /"-�.���' +���"+�"-) %.$1+' 

�$$& �%�"��, %��"++.���� �%�$�!"+/.. 

Δ*� -�("��1/��� /���� 2�'+"/�%�"�*���" !"� �'� %�+��"-�%�,'+' �'� ��(.�'��� �1� 

�$!��,(/1� %�.6$�4'� +����+/��: �� �/6��. -&�1 �%. �' 2���-�'�"+�"-) -�/%*$' 

$�"����!,�� ��� ��-�' (area under the receiver operating characteristic curve – AUC) 

([HM82]) -�" ' �-�,6�"� (precision) ([Gei93], [HKTR04]). ���"-&, ���� �$!.�"(/�� 

%�.6$�4'� +����+/�� �,��" /,� �"�����!/��' $,+�� .$1� �1� /' %����'��*/��1� 

+����+/1� (�'$��) �1� +����+/1� ��� +��.$�� 
TU E� ) ), "+��*��/�, �,��" +� -&(� /' 

%����'��*/��� +*���+/� ( , ) Tx y U E� �  /,� 6�(/�$�!,� xys  !"� �� %�+��"-�%�")+�" �'� 

%"(��.�'�� *%��0)� ���. 	� AUC �0"�$�!�, �'� �%,��+' ��� �$!��,(/�� /� 6&+' �$.-$'�' 



�

� ����

�' $,+��, ��  ' �-�,6�"� 6�+,5���" /.�� +���� L  +����+/��� /� �"� /�!�$*����� 

6�(/�$�!,��. 

3.6.1 AUC 

�� ����/��' �' +�"�& -��&��0'� (rank) .$1� �1� /' %����'��*/��1� +����+/1�, ' �"/) 

��� AUC /%���, �� ��/'���(�, 1� ' %"(��.�'�� ���� ��2�,� �%"$�!/���� �% � +*���+/�� 

(�'$��) ���� +*���+/�� ��� +��.$�� 
PE ) �� �2�" $&6�" /�!�$*���' 6�(/�$�!,� �%. ���� 

��2�,� �%"$�!/��� ��*%��-�� +*���+/� (�'$��) ��� +*���+/� ��� +��.$�� U E� ). 


��)(1� �%�$�!,5��/� �' 6�(/�$�!,� -&(� /' %����'��*/���� +����+/�� ���, �� �,���/� 

�' �"�����!/��' $,+��. 7%�"��, -&(� #��& �%"$�!��/� ��2�,� ���� �%.��� +*���+/� -�" 

���� ��*%��-�� +*���+/� !"� �� +�!-�,���/� �"� 6�(/�$�!,�� ����. �� +� n  ���0&��'��� 

+�!-�,+�"� n�  #���� � �% � +*���+/�� �2�" /�!�$*���' 6�(/�$�!,� -�" n��  #���� �" �*� 

+*���+/�" �2��� �� ,�"�, �.�� ' �"/) ��� AUC �,��": 

0.5
AUC

n n

n

� ���
� (3.29). 

�� .$�� �" 6�(/�$�!,�� %��&!����" �%. ���0&��'��� -�" "+.��/�� -�����/�� (independent 

and identical distributions) ' �"/) ��� AUC (� %��%�" �� �,��" %��,%�� 0.5. 7�+", � 6�(/.� 

+��� �%�,� ' �"/) �%��6�,��" �� 0.5 ��,2��" %.+� -�$*���� �%��,��" � �$!.�"(/�� �%. �'� 

-�(��) �*2'. 

3.6.2 ����$��� 

Δ���/��'� �'� -��&��0'� �1� /' %����'��*/��1� +����+/1�, ' �-�,6�"� ��,5���" 1� � 

$.!�� �1� +2��"- � ���"-�"/��1� %�� �%�$�!'+�� %��� ��� ��"(/. �1� ���"-�"/��1� %�� 

�%�$�!'+��. Δ'$��), �� %&���/� ���� L  +����+/��� /� �"� /�!�$*����� 6�(/�$�!,�� 1� 

���� %��6$�%./����� -�" /���0* ��� � rL  �,��" +1+��, (�'$��) ��)-��� +�� +*��$� 
PE ), 

�.�� ' �-�,6�"� �,��" rL L . ���#�� �, /�!�$*���' �-�,6�"� +'/�,��" /�!�$*���' 

��(.�'�� %�.6$�4'�. 

3.7 	����%������ ������� ���� ��#$��(� �������
� 

3.7.1 	����%��#���� ������ – ������ �� $
�� 

� /�$��' ��� %��6$)/���� �'� %�.6$�4'� +����+/�� /�2�" � �� �2�" �+�"�+(�, +�'� 

%��,%�1+' �1� /' -����(��./��1� �"-�*1� 21�,� 6&�'. 
�� -����(��./��� �,-��� �" �%$�, 

��,-��� �/�".�'��� %�� 6�+,5����" +���� -�"��*� !�,����� %��%�" �� ���%�%�"'(�*�. �-./' 



�

� ����

-�" .��� /%���*/� �� %��6$�4��/� �'� *%��0' /,�� �-/)� /���0* �*� -./61�, ��� 

/%���*/� �� -�(��,+��/� �'� -���*(��+) �'�. �%,+'�, �" ��,-��� �/�".�'��� %�� 

6�+,5����" +� /���%&�"� %��%�" �� �%�-��(�*�  +�� �� $�/6&���� �%.4' �'� -���*(��+' 

��� +����+/��. 
�� �,-��� /� 6&�' ' �#��/�!) �'� %�.6$�4'� +����+/�� �2�" /�$��'(�, 

�%. ���� Murata -. &. ([MM07]) -�" Lu -. &. ([LZ10]). �" %� ��" %�.��"��� .�" �" +*���+/�" 

/� /�!�$*���� 6&�' �,��" +'/���"-.����" +�'� %�.6$�4' �%.��1� +����+/1�, ��  �" 

��*����" -���$'0�� +�� ���,(��� +�/%���+/�, �'$��) .�" �" �+(���+����" +*���+/�" 

%�,5��� +'/���"-.���� �.$�. � +1+�) �0"�%�,'+' �'� %$'��#��,�� �1� 6�� �  +�� �� 

6�$�"1(�, ' �-�,6�"� �'� %�.6$�4'� �,��" ��� &$��� %�.6$'/�. 7�� ��+-�$.���� %�.6$'/� 

�,��" ' %�.6$�4' ��� 6&���� �1� +����+/1�, %�� +2��,5���" /� �'� %�.6$�4' �'� -,�'+'� 

+�� �+�"-& -�" ����%��"-& +�+�)/��� /���#�� �.  

3.7.2 ��
���� ����
&
��� 

�" %��"++.����� +'/��"��� %��+�!!,+�"� $�/6&���� �%.4' ��� +�"!/".��%� ��� �"-�*�� !"� 

�� %��6$�4��� ���� /�$$���"-�*� +����+/���. � +���"-) ���%��&+��+' ��� !�&#��, 

1+�.+�, ��+-�$�*�" �'� %�.6$�4' �%���"$'//��1� �/#��,+�1� +����+/1�. �"� 

%��&��"!/�, �,��" ��*���� �� %��6$�#(�, �� -�" %.�� �*� +�!!��#�,� (� 0���+����!�+(�*� 

+� ��� �,-��� +��-+�!!��#)� (co-authorship network). �" Huang -�" Lin ([HL09]), 

���"/��1%,5����� ���. �� %�.6$'/�, %�.��"��� /,� %��+�!!"+' %�� $�/6&��" �%.4' �' 

2���"-) �0�$"0' �1� �/#��,+�1� +����+/1�. 7��� &$$�� ��.%�� !"� �'� 2�'+"/�%�,'+' 

2���"-)� %$'��#��,�� %��-*%��" �%. �� !�!��.� .�" %�$�".���� !�!��.�� �,��" $"!.���� 

%"(��. �� �%'��&+��� �'� �/#&�"+' /�$$���"- � +����+/1� �%. .,�" %�.+#��� !�!��.��. 

�"� %��&��"!/�, �� ���"�#������ ��.� +�!!��#�� ,+1� �$$&5��� /� �� 2�.�� -�", �%�/��1�, 

%�$"�� �'/�+"�*+�"� ,+1� �,��" $"!.���� +2��"-�� /� �'� ���2��+� %��"�2) �����&� ���. �" 

Tylenda -. &. ([TAB09]) ���%��0�� /,� /�(��� %�� ��+1/�� ��" 2���"-) %$'��#��,� +� 

�0�$"++./��� �,-���. Δ"�%,+�1+�� .�" ' �%,��+' /%���, �� 6�$�"1(�, /� �%.��+' 6�� � 

+�"� �-/�� �,�� /� 6&+' �� 2�.�� (�,������ /"-�.���� 6&�' +�� %�$�".���� !�!��.�� ) 

�!�� ���� ��) ) +*/#1�� /� �' �*��/' �'� +*���+'�. 

3.7.3 '
����
����� ������ 


�� %�$��"&+���� �,-��� �" �-/�� ) �" -./6�" �,��" �"�#.�1� �*%1�. �"� %��&��"!/�, ��� 

-�"�1�"-. �,-��� /%���, �� �%���$�,��" �%. (��"-�*� -�" ���'�"-�*� +����+/��� �" �%�,�" 

-����(*�����" ���,+��"2� %��� #,$��� -�" �2(��*� ) �/%"+���� -�" /' �/%"+���� �/��,/���. 

�" Leskovec -. &. ([LHK10]) %�.��"��� /,� /�(��� !"� �'� %�.6$�4' ��� %��+)/�� �1� 

+����+/1�, 1+�.+� �� %�.6$'/� �'� %�.6$�4'� �.+� �'� *%��0'� ��.� +����+/�� .+� -�" 

��� %��+)/�� ��� �2�" /�$��'(�, �%��- �. 



�
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7��� %"� %��,%$�-�� �*%�� %�$��"&+���1� �"-�*1� %��"$�/6&��" �� �,-��� %�� 

�%���$�*���" �%. �"&#���� -��'!��,�� -./61�. �"� %��&��"!/�, ��� online +*+�'/� 

�"�/�"��+/�* %.�1� (resource-sharing), .%1� �� Del.icio.us, /%���, �� %���+��(�, 1� ��� 

�,-��� %�� �%���$�,��" �%. ��,� �,�' -./61�: 2�)+���, URLs -�" ��"-���� (tags). 
� 

���,(�+' /� ���� ��"/���,� !�&#���, -./6�" �'� ,�"�� -��'!��,�� /%���, �� +��������", 

.%1� ���� 2�)+�'� /� ��� �-.$��(. ���. �!�� ���� �"� +����+�"� ���.� �1� -��'!��" �, ' 

%�.6$�4' �1� +����+/1� /���0* 2�'+� � -�" ���"-�"/��1� �2�" )�' /�$��'(�, ([ZZZ10]). 

;/1�, ��� �%&�2�" /�$��' %�� �� $�/6&��" �%.4' ���� +����+/��� �.+� ���.� .+� -�" 

/���0* �1� -��'!��" �. 

3.7.4 �"������� (�� �
����) ����
&
��� 

� �%,��+' �1� �$!��,(/1� /%���, �� 6�$�"1(�, $�/6&������ �%.4' �01���"-) %$'��#��,�, 

.%1� !�1�,+/��� �1� -./61� ([Lin98]). � -�"�) $�!"-) �%�!���*�" �'� "��� .�" �*� 

&�(�1%�" %�� �2��� %��"++.���� -�"�& 2���-�'�"+�"-& (.%1� '$"-,�, #*$� ) �%&!!�$/�) (� 

�2��� -�" %��"++.���� -�"�& ���"�#������ -�" %���"/)+�"� (-�", �%�/��1�, /�!�$*���' 

%"(��.�'�� �� +��������" +� ��� -�"�1�"-. �,-���). � %$'��#��,� �1� !�1�"+/&�1� 

/%���, �� 2�'+"/�%�"'(�, !"� �'� %�.6$�4' +����+/�� 21�,� �� $'#(�, �%.4' ' ��/) ��� 

�"-�*��. 7�+", .��� �" �%&�2����� +*���+/�" �,��" ���0".%"+��", �" /�(���" %�� 6�+,5����" 

+� !�1�,+/��� �,��" %���"/.����� -�" /%���*� �� $*+��� �� $�!./��� %�.6$'/� �'� 

4�2�)� ����0'� (cold start problem). 

 



�

� ����

4  

��� ����� �
��
����� 

4.1 �������� 

� +*!2���' �%"+�)/' �1� �"-�*1� �2�" 6�$�" +�" +'/���"-& �'� -����.'+' �1� 

%�$*%$�-1� +�+�'/&�1� (complex systems). 7�� �%. �� %"� +'/���"-&  2���-�'�"+�"-& 

�1� !�&#1� %�� %��"+�&���� %��!/��"-& +�+�)/��� �,��" ' -�"���"-) ��/) (community 

structure) ) �/���%�,'+' (clustering), �'$��) ' ��!&�1+' �1� -���# � +� �/&��� (clusters) 

 +�� %�$$�� �-/�� �� �� ���� -���#�� �'� ,�"�� �/&��� -�" +�!-�"�"-& $,!�� �-/�� �� 

�� ���� -���#�� �"�#����"- � �/&�1�. ����� �" �/&��� ) -�"�.�'��� /%���*� �� 

(�1�'(�*� +� -&%�"� 6�(/. 1� ���0&��'�� /��' ��� !�&#��, �� �%�,� %�,5��� ��� �.$� 

%��./�"�, !"� %��&��"!/�, /� ���.� �1� "+� � ) �1� ��!&�1� +�� ��(� %"�� + /�. � 

��,2���+' -�"���)�1� ([For10], [Agg11]) �2�" /�!&$' +'/�+,� +�'� -�"�1�"�$�!,�, �' 

6"�$�!,� -�" �'� %$'��#��"-), ��/�,� .%�� �� +�+�)/��� +�2�& %��"+�&�����" 1� !�&#�". 

	� %�.6$'/� �'� ��,2���+'� -�"���)�1� �,��" %�$* �*+-�$� -�" ��� �2�" 6��(�, �-./' 

"-���%�"'�"-) $*+', %��& �'� %�$* /�!&$' %��+%&(�"� /,�� /�!&$'� �"�%"+�'/��"-)� 

-�"�.�'��� %�� ��!&5���" !"� �' $*+' ��� �� ��$����,� 2�.�"�. 

 



�
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4.2 ��
� ��� ��� ������ �
��
����� 

	� %�.6$'/� �'� �/���%�,'+'� !�&#1� (graph clustering), �"�"+('�"-. �- %� �'� .4�1�, 

+�'� %��!/��"-.�'�� ��� �,��" -�$ � ��"+/���. 	� -*�"� +��"2�,� ���, �'$��) �" ����"�� 

�'� -�"�.�'��� -�" �'� �"�/��"+'�, ��� �,��" ��+�'�& ��"+/���. 

�,��" +'/���"-. �� ���"+(�, .�" � %��+�"��"+/.� �1� �/&�1� �,��" �����.� /.�� �� � 

�0���5./���� !�&#�� �,��" ���".�, �'$��) �� �� %$)(�� �1� �-/ � �,��" �'� �&0'� ��� 

%$)(��� �1� -���# � ��� !�&#��. 
�'� ���,(��' %��,%�1+', �" -�"�.�'��� ��� �2��� �.'/� 

-�" �� %�.6$'/� /������%���" +� -&�" -&%1� �"�#����"-., %��./�"� /� �� %�.6$'/� �'� 

�/���%�,'+'� ����/��1� (data clustering), �� �%�,� �%�"��, ����"�� -�" /�(.���� 

�"�#����"-)� #*+'�. 

4.2.1 , ���
�� ��� �
��#����� 

4.2.1.1 ,����! 

	� %� �� %�.6$'/� +�'� �/���%�,'+' !�&#1� (graph clustering) �,��" ' ���5)�'+' ��.� 

%�+��"-�* ��"+/�* �'� ����"�� �'� -�"�.�'���. ������� ��"+/.� ��� �,��" -�(�$"-& 

�%���-�.�. � ��"+/.� �'� ����"�� �'� -�"�.�'��� +�2�& �0���&��" �%. �� +�!-�-�"/��� 

+*+�'/� -�" �'� �#��/�!). � �"�,+('+' �%�6&$$�" �'� "��� .�" %��%�" �� �%&�2��� 

%��"++.����� �-/�� ���.� �'� -�"�.�'��� �%. .,�" /���0* -���# � �'� -�"�.�'��� -�" ��� 

�%.$�"%�� !�&#��. ���) �,��" ' -����(���)�"� !��//) +�' 6&+' �1� %��"++.���1� 

��"+/ �. �+�.+�, +�"� %��"++.����� %��"%� +�"�, �" -�"�.�'��� ��,5����" �$!��"(/"-&, 

�'$��) �,��" �%$ � ' �0���� ��� �$!��,(/��, 21�,� �� �%&�2�" ���� �-�"6)� �- �1� 

%�����1� ��"+/.�. 

�� (�1�)+��/� ���� �%�!�&#� C ��.� !�&#�� G, /� |C| = nc -�" |G| = n -���#��, 

���,+��"2�. ��,5��/� ��� �+1���"-. -�" �01���"-. 6�(/. �'� -���#)� v C� , 
int

vk  -�" 
ext

vk , 

1� �� %$)(�� �1� �-/ � %�� +������� �' v /� &$$�� -���#�� ��� C ) /� ��� �%.$�"%� 

!�&#�, ���,+��"2�. �� 0ext

vk � , ' -���#) �2�" !�,����� /.�� /�+� +�� C, � �%�,�� �,��" 

%"(�� � /,� ‘-�$)’ �/&�� !"� �' v. �� 0int

vk � , ' -���#) (� �%��%� -�$*���� �� �-21�'(�, 

+� �"�#����"-) �/&��. � �+1���"-.� 6�(/.� 
C

intk  ��� C ��,5���" 1� �� &(��"+/� �1� 

�+1���"- � 6�(/ � �1� -���# � ���. �/�,1�, � �01���"-.� 6�(/.� 
C

extk  ��� C ��,5���" 1� 

�� &(��"+/� �1� �01���"- � 6�(/ � �1� -���# � ���. � +���$"-.� 6�(/.� k
C
 ��� C 

��,5���" 1� �� &(��"+/� �1� 6�(/ � �1� -���# � ��� C. ���#�� �, 
C C C

int extk k k� � . 



�

� ����

��,5��/� �'� �����/��"-) %�-�.�'�� (intra-cluster density) �int(C) ��� �%�!�&#�� C 1� �� 

$.!� ��� %$)(��� �1� �+1���"- � �-/ � ��� C %��� �� %$)(�� .$1� �1� ����� � 

�+1���"- � �-/ �, �'$��): 

#�+1���"- � �-/ � ��� 
( )

( 1) / 2
int

C C

C
C

n n
9 �

�
(4.1). 

�/�,1�, ' �"�/��"-) %�-�.�'�� (inter-cluster density) �ext(C) �,��" � $.!�� ��� %$)(��� �1� 

�-/ � %�� +������� �"� -���#�� ��� C /� ��� �%.$�"%� !�&#� %��� �� %$)(�� .$1� �1� 

����� � ����"1� �-/ �, �'$��): 

#�"�-�/��"- � �-/ � ��� 
( )

( )
ext

C C

C
C

n n n
9 �

�
(4.2). 

�"� �� �,��" � C /,� -�"�.�'��, ���/����/� ' �int(C) �� �,��" �"+('�& /�!�$*���' �%. �' 

/�+' %�-�.�'�� +����+/1� �(G) ��� G, ' �%�,� �,����" �%. �� $.!� ��� %$)(��� �1� 

�-/ � ��� G %��� �� %$)(�� .$1� �1� ����� � �-/ � n(n-1)/2. �%. �'� &$$' %$���&, ' 

�ext(C) %��%�" �� �,��" %�$* /"-�.���' �%. �' �(G). � ���5)�'+' �'� -�$*���'� 

���"+�&(/"+'� /���0* /,�� /�!&$'� �int(C) -�" /,�� /"-�)� �ext(C) �,��" �'�& ) +"1%'�& � 

+�.2�� �1� %��"++.���1� �$!��,(/1� �/���%�,'+'�. 

�,� "�".�'�� %�� �%�"��,��" �� �2�" /,� -�"�.�'�� �,��" ' +���-�"-.�'��: !"� �� �,��" � C 

/,� -�"�.�'�� %��%�" �� �%&�2�" !"� -&(� 5�*!�� -���# � ��� ��� /���%&�" %�� �"� +�����" 

-�" %���& /.�� �%. -���#�� ��� C. 

����-&�1 (� �"+�!&!��/� ���� -*�"��� ��"+/�*� �'� ����"�� �'� -�"�.�'���. Δ"&#���" 

��"+/�, �2��� ��(�,, �%. ���$���� -�"�1�"- � �"-�*1�, �%"+�)/���� %$'��#��"-)� -�" 

#�+"-�*�. Δ"�-�,���/� ���"� -��'!��,�� ��"+/ �: ��%"-�*�, -�(�$"-�*� -�" 6�+"+/����� 

+�'� �/�".�'�� -���# �. 

4.2.1.2 (������ ����
�� 

�" ��%"-�, ��"+/�, �+�"&5��� +��� �%. /�$��' �%�!�&#� -�", %"(�� �, �'� &/�+' !�"���"& 

���, �$$& �!���*� ��� �%.$�"%� !�&#�. ����(����/� ���� -*�"��� ��"+/�*� %�� �2��� 

�"�(��'(�, +�'� ��&$�+' -�"�1�"- � �"-�*1�, �-�$�( ���� ���� Wasserman -�" Faust 

([WF94]), �" �%�,�" -�(��,5��� ��++��� -�"�)�"�: �'� %$)�' �/�"6�".�'�� (complete 

mutuality), �'� %��+6�+"/.�'�� (reachability), �� 6�(/. -���#)� -�" �' +*!-�"+' /���0* 

�+1���"-)� -�" �01���"-)� +���2)� (cohesion). 

�" -�"�.�'��� /%���*� �� ��"+(�*� 1� �/&��� -�(��� �%. �� /�$' �1� �%�,1� �,��" ‘#,$��’ 

/� .$� �� �%.$�"%� (%$)�'� �/�"6�".�'��) ([LP49]). 
� !��#�(�1�'�"-�*� .����, ���. 

���"+��"2�, +� /,� -$,-�, �'$��) ��� �%�+*��$� ��� �%�,�� .$�� �" -���#�� �,��" !�"���"-�� 

' /,� /� �'� &$$'. 
�'� ��&$�+' -�"�1�"- � �"-�*1�, /,� -$,-� �,��" ���� /�!"+��� 



�

� ��
�

�%�!�&#��, ��  +�' (�1�,� !��#'/&�1� +��)(1� -$,-�� -�$�*���" �%,+'� -�" /' /�!"+��" 

�%�!�&#�". 	� ��,!1�� �,��" �" �%$�*+����� -$,-��, -�" �,��" +�2�& +�� %��!/��"-& �,-���. 

;/1�, /�!�$*����� -$,-�� �,��" $"!.���� +�2���. 

�,� n--$,-� (n-clique) �,��" ���� /�!"+��� �%�!�&#�� ����"��  +�� ' �%.+��+' -&(� 

5�*!��� -���# � ��� ��� �%��6�,��" �� n ([Alb73], [Luc50]). �,� n-�"-�!���"� (n-clan) 

�,��" /,� n--$,-� �'� �%�,�� ' �"&/����� ��� �%��6�,��" �� n ([Mok79]). �%,+'�, �2�" 

%����(�, ' ����"� ��� /�!"+��� �%�!�&#�� �"�/����� n  (n-club) ([Mok79]). 

�-./', �2�" 2�'+"/�%�"'(�, -�" ' ����"�  ��� /�!"+��� �%�!�&#�� +��� �%�,� -&(� -���#) 

�,��" !�"���"-) /� .$�� �"� &$$�� -���#�� ��� �%�!�&#�� �-�.� �� %�$* k �%. ����� (k-plex) 

([SF78]). ����/�,1�, ���� k-%��)��� (k-core) �,��" ���� /�!"+��� �%�!�&#�� +��� �%�,� 

-&(� -���#) �,��" !�"���"-) /� ���$&2"+��� k &$$�� -���#�� ��� �%�!�&#�� ([Sei83]). 

7�� LS-+*��$� ([LS69]) ) "+2��) -�"�.�'�� (strong community) ([RCC+04]) �,��" ���� 

�%�!�&#�� � �+1���"-.� 6�(/.� -&(� -���#)� ��� �%�,�� �,��" /�!�$*����� �%. ��� 

�01���"-. �'� 6�(/.. �,� �+(��)� -�"�.�'�� (weak community) �,��" ���� �%�!�&#�� ��� 

�%�,�� � �+1���"-.� 6�(/.� �%��6�,��" ��� �01���"-. 6�(/.. 7�� LS-+*��$� �,��" �%,+'� 

�+(��)� -�"�.�'��, ��  �� ���,+���#� ��� "+2*�" %&���. �" Hu -.&. ([HCZ+08]) �"+)!�!�� 

���$$�-�"-�*� ��"+/�*� �1� "+2�� � -�" �+(�� � -�"���)�1�: /,� -�"�.�'�� �,��" "+2��) 

�� � �+1���"-.� 6�(/.� -&(� -���#)� �'� �%��6�,��" �� %$)(�� �1� �-/ � %�� �' 

+������� /� -&(� &$$' -�"�.�'��, ��  /,� -�"�.�'�� �,��" �+(��)� �� � +���$"-.� 

�+1���"-.� �'� 6�(/.� �%��6�,��" �� %$)(�� �1� �-/ � %�� �' +������� /� -&(� &$$' 

-�"�.�'��. 7�� LS-+*��$� �,��" �%,+'� "+2��) -�"�.�'�� -��& �'� ����"� �1� Hu -.&.. 

�/�,1�, /,� �+(��)� -�"�.�'�� -��& Radicchi -.&. �,��" �+(��)� -�" -��& Hu -.&. ��" +�"� 

�*� %��"%� +�"� �� ���,+���#� ��� "+2*�". 7��� &$$�� ��"+/.� 2�'+"/�%�"�, �'� ����"� �'� 

�-/"-)� +�����"-.�'��� (edge connectivity). � �-/"-) +�����"-.�'�� ��.� 5�*!��� -���# � 

��.� !�&#�� �,��" � �$&2"+��� ��"(/.� �-/ � %�� %��%�" �� �%�/�-���(�*� !"� �� 

�%�+����(�*� �" �*� -���#��, �'$��) �� /'� �%&�2�" /���%&�" %�� �� �"� +�����". 7�� 

$&/�� +*��$� �,��" ���� �%�!�&#�� -&(� 5�*!�� -���# � ��� �%�,�� �2�" /�!�$*���' 

�-/"-) +�����"-.�'�� �%. -&(� 5�*!�� -���# � %�� �%���$�,��" �%. /,� -���#) ��� 

�%�!�&#�� -�" /,� -���#) �%. ��� �%.$�"%� !�&#� ([BES90]). 

4.2.1.3 
�������� ����
�� 

72��� %����(�, %�$$& -�(�$"-& -�"�)�"� !"� ��� %��+�"��"+/. -�"���)�1�. 
�"� 

%��"++.����� %��"%� +�"� �,��" %$&!"�" (indirect) ��"+/�,, .%�� -&%�"� -�(�$"-) "�".�'�� 

��� !�&#�� 2�'+"/�%�"�,��" +� ���� �$!.�"(/� %�� +�� ��$�� �,��" -�"�.�'���. �+�.+�, 

�%&�2��� -�" ��(�,� (proper) ��"+/�,, �" �%�,�" 6�+,5����" +�'� "��� .�" ���� !�&#�� �2�" 

-�"���"-) ��/) �� �"�#���" �%. ���� ��2�,� !�&#�. 7��� ��2�,�� !�&#�� -��& Erdös-Rényi, 



�

� ����

!"� %��&��"!/�, ��� ���/�����" �� �2�" -�"���"-) ��/), -�( � �%�"�+�)%��� �*� -���#�� 

��� �2��� �'� ,�"� %"(��.�'�� �� �,��" !�"���"-��. �%�/��1�, /%���, -���,� �� ��,+�" ��� 

/'���"-. /����$� (null model), �'$��) ��� !�&#� %�� ��"�"&5�" /� ��� ��2"-. +� -&%�"� 

�%. �� ��/"-& ��� 2���-�'�"+�"-& �$$& -��& �� &$$� �,��" ��2�,�� !�&#��. 	� /'���"-. 

/����$� 2�'+"/�%�"�,��" !"� �� �%"6�6�"1(�, �� � �%. /�$��' !�&#�� %����+"&5�" -�"���"-) 

��/) ) .2". 	� �'/�#"$�+���� /'���"-. /����$� �,��" ���. %�� %�.��"��� �" Newman -�" 

Girvan, �� �%�,� �%���$�,��" �%. /,� ��2�"�%�"'/��' (randomized) �-��2) ��� ��2"-�* 

!�&#��, .%�� �" �-/�� 0�����%�(���*���", �%. ��� %��"��"+/. .�" � ���/��./���� 6�(/.� 

-&(� -���#)� ��"�"&5�" /� �� 6�(/. �'� +��� ��2"-. !�&#� ([NG04]). ���. �� /'���"-. 

/����$� �,��" ' 6�+"-) ����"� %,+1 �%. ��� ��"+/. �'� �/'/��"-.�'��� (modularity), /,�� 

+��&��'+'� ' �%�,� �0"�$�!�, �'� %�".�'�� (goodness) �1� �"�/��,+�1� ��� !�&#�� +� 

�/&���. 
�'� -�("��1/��' �"��*%1+' �'� �/'/��"-.�'���, ���� �%�!�&#�� �,��" /,� 

-�"�.�'�� �� �� %$)(�� �1� �-/ � ���.� ��� �%�!�&#�� �%��6�,��" �� ���/��./��� %$)(�� 

�1� �+1���"- � �-/ � ��� �%�!�&#�� +�� /'���"-. /����$�. ���. �� ���/��./��� %$)(�� 

�,��" ���� /�+�� �%, .$1� �1� ����� � %��!/�� +�1� (realizations) ��� /'���"-�* 

/����$��. 72��� %����(�, �"&#���� ���%�%�")+�"� �'� �/'/��"-.�'���.�

4.2.1.4 -���
�� �����
%��� ���� �
������� ������� 

�,��" #�+"-. �� �%�(�+�" -���,� .�" �" -�"�.�'��� �,��" �/&��� %��./�"1� -���# �. � 

�/�".�'�� ��.� 5�*!��� -���# � /%���, �� �%�$�!"+(�, 1� %��� -&%�"� "�".�'�� ���#��&�, 

��%"-) ) -�(�$"-), ��"&#��� �� +��������" /� �-/) ) .2". �&(� -���#) -���$)!�" +�'� 

�/&�� �'� �%�,�� �" -���#�� �,��" %"� %��./�"�� /� ���)�. 	� /���� �/�".�'��� 6�,+-����" 

+�' 6&+' �1� %�����+"�- � /�(.�1� ��,2���+'� -�"���)�1�. ��  ���#������" -&%�"� 

�'/�#"$) ����"� /����. 

�� �,��" �����. �� ��+1/�� +��/� (embed) �"� -���#�� ��� !�&#�� +� ��� n-�"&+���� 

��-$�,�"� 2 ��, /%���, -���,� �� 2�'+"/�%�")+�" �'� �%.+��+' /���0* �*� -���# � 1� 

��� /���� �'� �/�".�'�&� ���� (!"� �'� �-�,6�"�, �'� ���/�".�'�&� ����). Δ���/��1� �*� 

+'/�,1� ����/��1� 1 2( , , , )nA a a a� �  -�" 1 2( , , , )nB b b b� � , /%���, -���,� �� 

2�'+"/�%�")+�" �%�"��)%��� �.�/� Lm, .%1� �'� ��-$�,�"� �%.+��+' (L2-�.�/�), 

2

1

( )
n

E

AB k k

k

d a b
�

� �� (4.3), 

' �%.+��+' Manhattan (L1-�.�/�), 

1

n
M

AB k k

k

d a b
�

� �� (4.4), 

-�" ' L$ -�.�/� 



�

� ����

[1, ]
maxAB k k
k n

d a b$

�
� � (4.5). 

7�� &$$� �'/�#"$�� /���� �,��" ' �/�".�'�� +��'/"�.���, ' �%�,� ��,5���" 1� 

2 2

1 1

a b
arccosAB

n n

k kk k
a b

�
� �

%
�

� �
(4.6), 

.%�� a b%  �,��" �� �+1���"-. !"�./��� �1� �"���+/&�1� a  -�" b . � /���6$'�) �AB %�,���" 

�"/�� +�� �"&+�'/� [0, %). 

�� � !�&#�� ��� /%���, �� ��+1/��1(�, +�� 2 ��, ' �/�".�'�� %��%�" -��’ ��&!-' �� 

�0�2(�, �%. �"� +2�+�"� !�"��,�+'� /���0* �1� -���# �. �,� �����.�'�� �,��" �� ��"+(�, 

/,� �%.+��+' ([Bur76], [WF94]) /���0* -���# � 1� 

2

,

( )ij ik jk

k i j

d A A



� �� (4.7), 

.%�� A �,��" � %,��-�� !�"��,�+'�. ���$$�-�"-&, -���,� /%���, �� /���)+�" �'� �%"-&$�4' 

/���0* �1� !�"���" � �(i) -�" �(j) �1� -���# � I -�" j, ' �%�,� �,����" �%. �� $.!� ��� 

/�!�(��� �'� ��/)� %��� �� /�!�(�� �'� ��1+'� �1� !�"���" �, �'$��) 

( ) ( )

( ) ( )
ij

i j

i j
'

� ��
�
� ��

(4.8). 

7�� &$$� /���� �,��" ' +�+2��"+' Pearson /���0* +�'$ � ) !��// � ��� %,��-� !�"��,�+'�, 

( )( )ik i jk jk
ij

i j

A A
C

n

* *
" "
� �

� � (4.9), 

.%�� . /i ijj
A n* � �  (/�+�") -�" 

2( )i ij ij
A n" *� ��  (�"�+%����). 

7�� &$$� /���� �,��" �� %$)(�� �1� ���0&��'�1� 1� %��� �"� �-/�� () �"� -���#��) (edge- ( 

vertex-) independent) /���%��" � /���0* �1� �*� -���# �. �/�,1�, /%���, -���,� �� 

(�1�)+�" .$� �� /���%&�"� /���0* �1� �*� -���# �. 
� ���)� �'� %��,%�1+', �%&�2�" �� 

%�.6$'/� .�" �� +���$"-. %$)(�� �1� /���%��" � �,��" &%�"��, �� �%�,� /%���, �� 

0�%���+��, %�,������� ��� +��(/"+/��� &(��"+/� ��� %$)(��� �1� /���%��" �. �"� 

%��&��"!/�, �� /���%&�"� /)-��� l /%���*� �� +��(/"+(�*� /� %��&!���� a
l
, /� a<1, ) /� 

%��&!���� 1/l! ([EH08], [EH09]),  +�� ' +���"+#��& �1� /�-�" � /���%��" � �� 

%��"��"+(�, -�" �� &(��"+/� �� +�!-$,��". 

�,� &$$' +'/���"-) -��'!��,� /���1� �/�".�'��� -���# � 6�+,5���" +�"� "�".�'��� �1� 

��2�,1� %��"%&�1� +���� !�&#���. �,� �%. ����� �,��" � 2�.��� �%��.��� (commute-time) 

/���0* �*� -���# �, � �%�,�� �,��" � /�+�� ��"(/.� 6'/&�1� %�� 2��"&5����" !"� �� #(&+�" 

���� ��2�,�� %��"%��'�)� (random walker) %�� 0�-"�& �%. �%�"��)%��� �%. �"� �*� -���#�� 



�

� ����

+�'� &$$' !"� %� �' #��& -�" �� �%"+���4�" +�'� ��2"-). � 2�.��� �%��.��� +�������" 

+���& ([CRRS89]) /� �'� �%.+��+' ���,+��+'� (resistance distance), %�� �"+)2(' �%. ���� 

Klein -�" Randic ([KR93]) -�" �-#�&5�" �'� '$�-��"-) ���,+��+' /���0* �1� �*� -���# � 

�� � !�&#�� (�1�'(�, 1� �,-��� ���"+�&+�1�. �" White -�" Smyth ([WS03]) -�" � Zhou 

([Zho03]) 2�'+"/�%�,'+�� �� /�+� 2�.�� %� �'� �"�$��+'� (first passage time), �'$��) �� 

/�+� ��"(/. 6'/&�1� %�� 2��"&5����" !"� �� #(&+��/� !"� %� �' #��& +�'� -���#)-+�.2� 

�%. �'� �#��'�,�. �" Harel -�" Koren ([HK01]) %�.��"��� �' 2�)+' /���1� %�� 6�+,5����" 

+� %�+.�'��� .%1� ' %"(��.�'�� �%,+-�4'� /,�� -���#)�-+�.2�� +� .2" %��"++.���� �%. 

��� ����/��� ��"(/. 6'/&�1� 0�-"� ���� �%. /,� -���#)-�#��'�,� ) ' %"(��.�'�� ���� 

��2�,�� %��"%��'�)� %�� 0�-"�& �%. /,� -���#)-�#��'�,� �� �%"+-�#(�, �-�"6 � /,� #��& 

�'� -���#)-+�.2� %�"� �%"+���4�" +�'� �#��'�,�. �,� &$$' %�+.�'�� %�� 2�'+"/�%�"�,��" 

!"� ��� ��"+/. /���1� �/�".�'��� �,��" ' %"(��.�'�� �"�#�!)� (escape probability), ' �%�,� 

��,5���" 1� ' %"(��.�'�� � ��2�,�� %��"%��'�)� �� #(&+�" �'� -���#)-+�.2� %�"� 

�%"+���4�" +�'� �#��'�,� ([PF03], [TFP08]). � %"(��.�'�� �"�#�!)� +2��,5���" /� �'� 

����!. �!1!"/.�'�� (effective conductance) /���0* �1� �*� -���# � +�� "+��*��/� �,-��� 

���"+�&+�1�. 9$$�" +�!!��#�,� �0"�%�,'+�� "�".�'��� ���%�%�"'/��1� ��2�,1� %��"%&�1�. 

4.2.2 , ���
�� ��� ���������� 

4.2.2.1 ,����! 

�,� �"�/��"+' �,��" /,� �"�,��+' ��.� !�&#�� +� �/&���, ��+"  +�� -&(� -���#) �� ��)-�" 

+� /,� �/&��. 
�� %��!/��"-& +�+�)/��� /,� -���#) /%���, �� ��)-�" +� �"�#����"-�� 

-�"�.�'���. �,� �"�,��+' ��� !�&#�� +� �%"-�$�%�./���� () �+�#�,�) -�"�.�'��� 

���/&5���" -&$�//� (cover). 

	� %$)(�� �1� ����� � �"�/��,+�1� ��.� !�&#�� ��0&����" ��2*���� �%. �-(��"-& /� �� 

/�!�(�� ��� !�&#��. ���. +'/�,��" .�" ' �%��,(/'+' ) ' �0"�$.!'+' .$1� �1� 

�"�/��,+�1� ��.� !�&#�� ��� �,��" �����) %��& /.�� !"� %�$* /"-�. /�!�(�� ��� !�&#��. 

�" �"�/��,+�"� /%���, �� �,��" "����2"-& �"�����!/����, �� � !�&#�� �2�" �"�#����"-& 

�%,%��� ��!&�1+'�/��/)� +� �"�#����"-�� -$,/�-��. 
� ���)� �'� %��,%�1+', �" �/&��� 

%����+"&5��� -�" �" ,�"�� -�"���"-) ��/), %��"�2����� /"-�.����� -�"�.�'���, �" �%�,�� /� 

�' +�"�& ���� /%���, �� %��"�2��� /"-�.����� -�"�.�'��� -.�.-. � "����2"-) ��!&�1+' �,��" 

+*�'(�� 2���-�'�"+�"-. %�$$ � %��!/��"- � �"-�*1�. 7��� #�+"-.� ��.%�� 

���%��&+��+'� �'� "����2"-)� ��/)� ��.� !�&#�� �,��" ' +2��,�+' ��.� ������!�&//���� . 



�
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4.2.2.2 ������	���� ���������: �
�
��������� 

��$$�, �$!.�"(/�" -�(��,5��� ��� +*��$� �"�/��,+�1� %�� �2��� �.'/�, "���"-& /,� ) 

$,!��, ��  -&%�"�" &$$�" �,���� ��� /�!&$� ��"(/. �"�/��,+�1�. ���. �� +'/�,��" .�" �" 

�"�/��,+�"� %�� 6�,+-��� �,��" �0,+�� ‘-�$��’. �%�/��1�, �,��" 2�)+"/� �� �2��/� ��� 

%�+��"-. -�"�)�"� !"� �� �-�"/&/� �'� %�".�'�� (goodness) /,�� �"�/��"+'�. �,� +��&��'+' 

%�".�'��� (quality function) �,��" /,� +��&��'+' %�� ���"+��"2,5�" ���� ��"(/. +� -&(� 

�"�/��"+' ��.� !�&#��. �" �"�/��,+�"� /� �4'$) 6�(/�$�!,� �,��" ‘-�$��’, �%.�� ���) /� 

�'� �4'$.���' �,��" ' -�$*���'. �+�.+�, %��%�" �� �2�" -���,� -��& ��� .�" �� �� �'/� �� 

/,� �"�/��"+' �,��" -�$*���' �%. /,� &$$' �,��" -�- � ��(�"/��� -�" .�" ' �%&��'+' 

�0���&��" �%. �' +�!-�-�"/��' ����"� �'� -�"�.�'��� -�" �' 2�'+"/�%�"�*/��' +��&��'+' 

%�".�'���. 

7�� %��&��"!/� +��&��'+'� %�".�'��� �,��" ' �%,��+' (performance) P, ' �%�,� /���& �� 

%$)(�� �1� ��( � ‘��/'���/��1�’ 5��! � -���# �, �'$��) �1� 5��! � -���# � %�� 

��)-��� +�'� ,�"� -�"�.�'�� -�" +��������" /� �-/) -�" �1� 5��! � -���# � %�� ��)-��� 

+� �"�#����"-�� -�"�.�'��� -�" �� +��������" /� �-/). � ��"+/.� �'� �%,��+'�, !"� /,� 

�"�/��"+' P , �,��" 

{( , ) , } {( , ) , }
( )

( 1) / 2

i j i ji j E C C i j E C C
P

n n

� � � � 

�

�
P (4.10). 

7�� &$$� %��&��"!/� �,��" ' -&$�4' (coverage), �'$��) � $.!�� ��� %$)(��� �1� 

����-�"���"- � �-/ � %��� �� +���$"-. %$)(�� �1� �-/ �. 

� %"� �'/�#"$)� +��&��'+' %�".�'��� �,��" ' �/'/��"-.�'�� (modularity) �1� Newman -�" 

Girvan ([NG04]). ��+,5���" +�'� "��� .�" ���� ��2�,�� !�&#�� ��� ���/�����" �� �2�" 

-�"���"-) ��/), �%.�� ' %"(��) *%��0' �/&�1� �%�-�$*%����" /� �' +*!-�"+' /���0* �'� 

%��!/��"-)� %�-�.�'��� �1� �-/ � +� ���� �%�!�&#� -�" �'� ���/��./��'� %�-�.�'��� 

�-/ � +��� �%�!�&#� �� �" -���#�� +��������� �+2��1� -�"���"-)� ��/)�. ���) ' 

���/��./��' %�-�.�'�� �0���&��" �%. �� �%"$�!/��� /'���"-. /����$�, �'$��) �� 

���,!��#� ��� ��2"-�* !�&#�� %�� �"��'��, -&%�"�� �%. �"� ��/"-�� ��� "�".�'��� �$$& 

+����,��" -�"���"-)� ��/)�. 	� -�("��1/��� /'���"-. /����$� �'� �/'/��"-.�'��� 

�%"6&$$�" ' ���/��./��' �-�$��(,� 6�(/ � �� ��"�"&5�" /� �'� %��!/��"-) �-�$��(,� 

6�(/ � ��� !�&#��. � �/'/��"-.�'�� !�&#���" 

,

1
( , )

2 2

i j

ij i j

i j

k k
Q A C C

m m
9

0 1
� �2 3

4 5
� (4.11), 

.%�� �� &(��"+/� �"����2�" .$� �� 5�*!' -���# �, A � %,��-�� !�"��,�+'� ��� !�&#��, m � 

+���$"-.� ��"(/.� �1� �-/ � ��� !�&#��, ki � 6�(/.� �'� -���#)� I -�" ' +��&��'+' � 



�
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%�,���" �'� �"/) 1 �� �" -���#�� I -�" j ��)-��� +�'� ,�"� -�"�.�'�� (Ci=Cj) -�" �'� �"/) 0 

�"�#����"-&. � �/'/��"-.�'�� /%���, �� !��#�, -�" 1� 

2

1 2

cn

c c

c

l d
Q

m m�

: ;0 1� �< =2 3
4 5< => ?

� (4.12), 

.%�� nc � ��"(/.� �1� �/&�1�, lc � +���$"-.� ��"(/.� �1� �-/ � %�� +������� -���#�� �'� 

�/&��� c -�" dc �� &(��"+/� �1� 6�(/ � �1� -���# � �'� �/&��� c. 
�'� ��$����,� 

�0,+1+' � %� ��� .��� -&(� %��+(����� �,��" �� -$&+/� �1� �-/ � ��� !�&#�� ���.� �'� 

�/&���, ��  � ��*����� %��"+�&��" �� ���/��./��� -$&+/� �1� �-/ � ���.� �'� �/&��� �� 

� !�&#�� )��� ��2�,��, /� ��� ,�"� ���/��./��� 6�(/. !"� -&(� -���#). �%�/��1�, ���� 

�%�!�&#�� (�1��,��" -�"�.�'�� �� ' +���"+#��& ��� +�'� �/'/��"-.�'�� �,��" (��"-). 

��!&$�� (��"-�� �"/�� �'� �/'/��"-.�'���  �� !���" ��,2���� ‘-�$��’ �"�/��,+�"�. 

4.3 '����
������ ��%
�
� 

4.3.1 Δ��������#� ��
&
� 

	� %�.6$'/� ��� �"�/��"+/�* !�&#�� +��,+����" +�� �"�21�"+/. ��� +��.$�� �1� 

-���# � +� g �/&��� %��-�(��"+/���� /�!�(���, ��+"  +�� � ��"(/.� �1� �-/ � /���0* 

�1� �/&�1� �� �,��" �$&2"+���. � ��"(/.� �1� �-/ � /���0* �1� �/&�1� ���/&5���" 

/�!�(�� �'� ��/)� (cut size). ��$$�, �$!.�"(/�" %�� �2��� %����(�, �"2���/�*� �� !�&#�. 

Δ"�/��,+�"� %�� �%���$�*���" �%. %��"++.����� �%. �*� �/&��� $�/6&�����" +��)(1� /� 

�%���$'%�"-) �"2��./'+'. �%"%$���, +�"� %��"++.����� %��"%� +�"� �%"6&$$���" � 

%��"��"+/.� �" �/&��� �� �2��� ,+� /�!�('. 	� %�.6$'/� ���. -�$�,��" �$&2"+�' 

�"2��./'+' (minimal bisection). 

�" �$!.�"(/�" �"�/��"+/�* !�&#�� ��� �,��" ‘-�$�,’ !"� ��,2���+' -�"���)�1� !"��, 

�%�"��*� 1� �,+��� ��� ��"(/. �1� �/&�1� -�", +� -&%�"�� %��"%� +�"�, �� /�!�(' ����, !"� 

�� �%�,� !��"-& �� !�1�,5��/� �,%���. ���’ ����*, (� )��� �%"(�/'�.� ���� �$!.�"(/�� � 

�%�,�� (� %��)!� ���)� �'� %$'��#��,� +�� �0���. ����� ����*, ' �%���$'%�"-) 

�"2��./'+' !"� �� �"�21�"+/. ��� !�&#�� +� %��"++.���� /��' ��� �,��" /,� �0".%"+�' 

�"��"-�+,�. 

4.3.1.1 - �������
�� �$� Kernighan-Lin 

� �$!.�"(/�� �1� Kernighan-Lin ([KL70]) �,��" /,� �%. �"� %� ��� /�(.���� %�� �2��� 

%����(�,, -�" 2�'+"/�%�"�,��" �-./' +�2�&, %�$$�� #���� +� +�����+/. /� &$$�� ��2�"-��. 

��.-�"��" !"� /,� �"��"-�+,� 6�$�"+��%�,'+'� /,�� +��&��'+'� -������ (benefit function) 

Q, ' �%�,� %��"+�&��" �' �"�#��& /���0* ��� %$)(��� �1� �-/ � ���.� �1� �/&�1� -�" ��� 



�
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%$)(��� �1� �-/ � /���0* ����. � �#��'�,� �,��" /,� ��2"-) �"�/��"+' ��� !�&#�� +� �*� 

�/&��� ��� %��-�(��"+/���� /�!�(���. 
�' +���2�"�, "+�/�!�(' �%�+*��$� -���# � 

����$$&++����" /���0* �1� �*� �/&�1�, ��+"  +�� �� �%"��!2&����" ' /�!"+�' �*0'+' �'� 

Q. �"� �� /�"1(�, � -,������ �� %�!"���(�, +� ��%"-& /�!"+�� �'� Q, ' �"��"-�+,� 

%��"$�/6&��" -�" -&%�"�� ����$$�!�� %�� /�" ���� �'� Q. ���& /,� +�"�& ����$$�! �, ' 

�"�/��"+' /� �' /�!�$*���' �"/) �'� Q �%"$�!���" -�" 2�'+"/�%�"�,��" 1� �#��'�,� !"� /,� 

��� +�"�& �%���$)4�1�. �" �"�/��,+�"� %�� 6�,+-�" ' �"��"-�+,� �0��� ���" "+2��& �%. �'� 

��2"-) �"&��0' (configuration). �,��" %���"/.���� �� 0�-"�&/� /� /,� -�$) �-�,/'+' �'� 

���5'��*/��'� �"�/��"+'�, �"�#����"-& �� �%���$�+/��� �,��" /&$$�� #�12&. �%�/��1�, ' 

/�(���� 2�'+"/�%�"�,��" +��)(1� !"� �� 6�$�" +�" �"� �"�/��,+�"� %�� 6�,+-����" /� &$$�� 

��2�"-��, 2�'+"/�%�" ���� �"� 1� ��2"-�� �"��&0�"� ��� �$!��,(/��. � �$!.�"(/�� �1� 

Kernighan-Lin �2�" �%�-��(�,  +�� �� �0&!�" �"�/��,+�"� /� �%�"��)%��� ��"(/. �/&�1� 

([SK88]). 

4.3.2 +���� ��� 
���
�
���� 

�" �$!.�"(/�" "����2"-)� �/���%�,'+'� �%�-�$*%���� �'� %�$��%,%��' ��/) ��� !�&#��, 

�'� �%�,� +�2�& %����+"&5��� �� -�"�1�"-& �,-���. ��$$�� #���� �,���� +�� �0��� ��� 

�����.!��//�. �%���*� �� �"�-�"(�*� +� +�++1����"-�*� (agglomerative), �" �%�,�" 

0�-"��*� (�1� ���� .�" -&(� -./6�� ��)-�" +� 0�21�"+�) �/&�� -�" +� -&(� 6)/� 

+�!21��*��� �/&��� %�� �,��" ��-��& %��./�"��, -�" �"�"���"-�*� (divisive), �" �%�,�" 

0�-"��*� (�1� ���� �� +*��$� �1� -./61� +�� /,� �/&�� -�" +� -&(� 6)/� �"�21�,5��� 

-&%�"� �/&�� �%�/�-�*������ �-/�� %�� +������� ��./�"��� -./6���. �,��" %��#���� .�" 

�" �$!.�"(/�" �1� �*� -��'!��" � �-�$��(�*� ���,(���� -����(*�+�"�. � �#��'�,� �1� 

�$!��,(/1� "����2"-)� �/���%�,'+'� �,��" � ��"+/.� ��.� /����� �/�".�'��� /���0* �1� 

-���# �. 
�' +���2�"� �%�$�!,5���" ' �/�".�'�� -&(� 5�*!��� -���# �, �,�� +��������" 

�,�� .2", -�" ��$"-& $�/6&����" ���� %,��-�� X, � %,��-�� �/�".�'���. �%,+'�, +�'� 

%��,%�1+' �1� +�++1����"- � �$!��,(/1� �,��" �%���,�'��� � ��"+/.� ��.� /����� %�� �� 

�-�"/& �'� �/�".�'�� �*� �/&�1�, /� 6&+' ��� %,��-� X. �%&�2��� %�$$�� �%"$�!��. 
�'� 

�/���%�,'+' �%$)� �"�+*���+'� (single linkage clustering) ' �/�".�'�� /���0* �*� �/&�1� 

�,��" �� �$&2"+�� +��"2�,� xij, /� �� I +�' /,� �/&�� -�" �� j +�'� &$$'. ���,(���, +�'� 

�/���%�,'+' %$)���� �"�+*���+'� (complete linkage clustering) 2�'+"/�%�"�,��" �� /�!"+�� 

+��"2�,� xij. 
�'� �/���%�,'+' /�+'� �"�+*���+'� (average linkage clustering) �%�$�!,5���" 

� /�+�� �1� xij. 
���� �$!��,(/��� "����2"-)� �/���%�,'+'� /��"-�� #���� �%"6&$$����" 

+��()-�� ���/��"+/�*  +�� �� �%"$�!�, /,� �"�/��"+' ) ��� +*��$� �"�/��,+�1� %�� 

"-���%�"�*� -&%�"� -�"�)�"�, .%1� ��� ����/��� ��"(/. �/&�1� ) �' 6�$�"+��%�,'+' /,�� 

+��&��'+'� %�".�'��� (%.2. �'� �/'/��"-.�'���). 



�

� ����

4.3.2.1 ����$�������� �������
��: � !������� ����$�������� �������
�� 

��������������� ��� �
�
���������� ��� Newman 

� Newman ([New04]) %�.��"�� ���� &%$'+�� �$!.�"(/� +�++1����"-)� �/���%�,'+'� !"� 

�' 6�$�"+��%�,'+' �'� �/'/��"-.�'���. � 6�+"-) ��� "��� �,��" .�" +� -&(� +�&�"� �/&��� 

-���# � +�!21��*����" �"���2"-&  +�� �� +2'/��,+��� /�!�$*����� �/&���, /� ��.%� 

 +�� ' �/'/��"-.�'�� ��� �"-�*�� �� ��0&����" *+���� �%. -&(� +�!2 ���+'. 

 ��2"-&, -&(� -./6�� (�1��,��" .�" ��)-�" +� 0�21�"+�) �/&�� -�" +� -&(� +�&�"� 

�%"$�!����" �" �*� �/&��� ' +�!2 ���+' �1� �%�,1� ��'!�, +�' /�!"+�' �*0'+' �'� 

�/'/��"-.�'���. Δ� 2��"&5���" �� $'#(�*� �%.4' 5�*!' �/&�1� %�� �� +��������" /� �-/), 

-�( � ' +�!2 ���+' ����"1� �/&�1� ��� ��'!�, +� �*0'+' �'� �/'/��"-.�'���. 

��'+"/�%�"�,��" /,� ��/) ����/��1� ' �%�,� �"��'��, �� -$&+/� �1� �-/ � %�� /�"�&5���" 

-&(� 5�*!�� �/&�1� +�'� ���2��+� �"�/��"+'. �" Clauset -.&. ([CNM04]) 6�$�,1+�� �'� 

%�$�%$�-.�'�� ��� �$!��,(/�� 2�'+"/�%�" ���� �%����"-�� ��/�� ����/��1�, .%1� 

+1��*� /�!,+�1�. 

4.3.2.2 Δ���������� �������
��: � �������
�� �$� Girvan ��� Newman 

�" �"�"���"-�� ��2�"-�� 2�'+"/�%�")('-�� +%&�"� +�� %���$(.�. 	� ��$����,� 2�.�"�, ./1�, 

�2��� !,��" %"� �'/�#"$�,�. 

� %"� �'/�#"$)� �"�"���"-.� �$!.�"(/�� �,��" � �$!.�"(/�� �1� Girvan -�" Newman 

([GN02], [NG04]). � /�(��.� ���� �,��" "+���"-& +'/���"-), -�( � +)/��� �'� ��2) /,�� 

���� �%�2)� +�'� %��"�2) �'� ��,2���+'� -�"���)�1� -�" ‘&��"0�’ �� %��,� +���� #�+"-�*�. 

�" +�!!��#�,� 2�'+"/�%�"�*� �'� "��� ��� 6�(/�* �"�/�+�$&6'+'� �-/ � (edge 

betweenness), � �%�,�� �-#�&5�" �' +�2�.�'�� +�//���2)� �1� �-/ � +� /,� �"��!�+,�. 	� 

/���� 6�(/�* �"�/�+�$&6'+'� ��,5����" /� ��.%�  +�� �" �-/�� /� �4'$.���� 6�(/. 

�"�/�+�$&6'+'� �� �,��" %"(��.���� �� �,��" �" �-/�� %�� +������� �"�#����"-�� 

-�"�.�'���. 	� 6)/��� ��� �$!��,(/�� �,��" �� �0)�: 

1. �%�$�!"+/.� ��� 6�(/�* �"�/�+�$&6'+'� .$1� �1� �-/ �. 

2. �%�/&-���+' �'� �-/)� /� �� /�!�$*���� 6�(/. �"�/�+�$&6'+'� (+� %��,%�1+' 

‘"+�%�$,��’, �%"$�!���" /,� �%. �"� �-/�� /� �� /�!�$*���� 6�(/. �"�/�+�$&6'+'� 

��2�,�). 

3. �%���3%�$�!"+/.� �1� 6�(/ � �"�/�+�$&6'+'� +��� ���2���� !�&#�. 

4. �%��&$'4' ��� -*-$�� �%. �� 6)/� 2. 

�" +�!!��#�,� (� �'+�� ���"� ���$$�-�"-�*� ��"+/�*� ��� 6�(/�* �"�/�+�$&6'+'�: �� 

!�1��"�"-. 6�(/. �"�/�+�$&6'+'� (geodesic betweenness), �� 6�(/. �"�/�+�$&6'+'� 



�

� ��	�

��2�,�� %��"%&��� (random-walk betweenness) -�" �� 6�(/. �"�/�+�$&6'+'� ��)� ��*/���� 

(current-flow betweenness). 

� !�1��"�"-.� 6�(/.� �"�/�+�$&6'+'� /,�� �-/)� �,��" � ��"(/.� �1� +����/.���1� 

/���%��" � /���0* .$1� �1� 5��! � -���# � %�� %����*� �%. �'� �-/). �"� ��� 

�%�$�!"+/. ��� 6�(/�* �"�/�+�$&6'+'� ��2�,�� %��"%&��� /,�� �-/)� (�1��*/� /,� 

-���#)-�#��'�,�, /,� -���#)-+�.2� -�" ���� ��2�,� %��"%��'�) %�� 0�-"�& �%. �'� 

�#��'�,� -�" -"��,��" +�� !�&#� /�2�" �� #(&+�" +�� +�.2�, �%�$�!,5��/� �'� %"(��.�'�� 

�� %��&+�" �%. �'� �� $.!1 �-/) !"� -&(� 5�*!�� �#��'�,��-+�.2�� -�" (�1��*/� �� /�+� 

.�� �1� %"(����)�1�. �"� ��� �%�$�!"+/. ��� 6�(/�* �"�/�+�$&6'+'� ��)� ��*/���� /,�� 

�-/)� (�1��*/� �� �,-��� %�� %��-*%��" �%. �� !�&#� /� ���"-��&+��+' -&(� �-/)� /� 

/,� /����"�,� ���,+��+', �%"$�!��/� �*� -���#��, /���0* �1� �%�,1� �%�(����/� .�" 

�#��/.5���" �&+', �%�$�!,5��/� �� ��*/� %�� �"�����" �'� �� $.!1 �-/) !"� -&(� ����"� 

5�*!�� -���# � -�" (�1��*/� �' /�+' �%.$��' �"/) �1� ���/&�1�. 


�' /�(��� �1� Girvan -�" Newman ' �%"$�!) ��� /����� 6�(/�* �"�/�+�$&6'+'� ��� 

�,��" �.+� -�,+"/'. Δ"�#����"-�� (�1�)+�"� ��� 6�(/�* �"�/�+�$&6'+'� ��'!�*� +� 

%��./�"�� -�"���"-�� ��/��. 

4.3.3 -�������� 
���
�
���� 

�" #�+/��"-�, �$!.�"(/�" +�!-���$�!����" +�"� -$�+"-�� /�(.���� �/���%�,'+'� -�" 

��,2���+'� -�"���)�1�. ��.-�"��" !"� �$!��,(/��� %�� �-21��*� -./6��� +� �/&��� /� 

6&+' �� "�"��"��*+/��� %"�&-1� .%1� � %,��-�� !�"��,�+'� ��� �"-�*�� ) &$$�" +2��"-�, 

%,��-��. 	� �� ���� k "�"��"��*+/��� -�(��,5��� /,� ��+1/&�1+' (embedding) �1� 

-./61� ��� �"-�*�� 1� +'/�,1� ��.� k-�"&+����� 2 ���. 
�' +���2�"� /%���, -���,� �� 

2�'+"/�%�")+�" -$�+"-�� ��2�"-�� �/���%�,'+'� ����/��1�, .%1� �/���%�,'+' K-/�+1�, 

!"� �� �0�!&!�" �'� ��$"-) �-2 �'+' �1� -./61� +� �/&��� ([Von07]). � -*�"� "��� %,+1 

�%. �' #�+/��"-) �/���%�,'+' �,��" .�" ' ���%��&+��+' 2�/'$)� �"&+��+'� %�� �%&!���" 

�%. �� �� ���� "�"��"��*+/��� �%�-�$*%��" �'� -�"���"-) ��/) ��� ��2"-�* !�&#�� /� 

/�!�$*���' +�#)��"�. 

� -*�"�� %,��-�� %�� 2�'+"/�%�"�,��" +�' #�+/��"-) �/���%�,'+' �,��" � 
�%$�+"��.� 

%,��-�� L . �� A �,��" � %,��-�� !�"��,�+'� ��� �"-�*�� -�" D � �"�! �"�� %,��-�� /� ���� 

6�(/�*� �1� -���# � +�' �"�! �"�, � /' -����"-�%�"'/���� 
�%$�+"��.� %,��-�� L ��� 

�"-�*�� �,����" �%. �' +2�+' L D A� � . � (-����"-�%�"'/����) 
�%$�+"��.� %,��-�� L  

�,����" �%. �' +2�+' 
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2( )D D A D I D AD� � � �� � � �L . �%���, �� �%�$'(��(�, 

.�" �" %,��-�� L -�" L  �,��" +�//���"-�, -�" (��"-& ��"+/���", �%�/��1� �2��� %��!/��"-�� 



�

� ����

-�" (��"-�� "�"��"/�� ([Chu97], [Von07]). � 
�%$�+"��.� %,��-�� �2�" �� 0 1� "�"��"/) /� 

%�$$�%$.�'�� ,+' /� �� %$)(�� �1� +���-�"- � +��"+�1+ � ��� !�&#��. 

	� -*�"� /�"���-�'/� �1� #�+/��"- � �$!��,(/1� �,��" ' �%�$�!"+�"-) ���� 

%�$�%$�-.�'��. 
�'� %�&0', ' #�+/��"-) �/���%�,'+' �*+-�$� �%�-��,����" +� �,-��� /� 

�-�����&��� 2"$"&��� -./6��� 21�,� �' 2�)+' %��&$$'$1� �$!��,(/1�. 

4.4 '
��������
� ���������#� ��
&
� 

�" %�$��%,%���� /�(���" �%"��!2&���� %�"��"-�*� �"�/��"+/�*� 21�,� �4'$. �%�$�!"+�"-. 

-.+��� -�" �2��� 2�'+"/�%�"'(�, !"� �'� �%,$�+' %�"-"$,�� %��6$'/&�1� ([Ten99]). � -*�"� 

"��� ���� �,��" ' �"���2"-) +���,-�1+' ��� ��2"-�* !�&#��  +�� �� $'#(�, ���� /"-�.� 

!�&#��, � �"�/��"+/.� ����* ��� /"-��* !�&#�� -�", ��$"-&, ' �"���2"-) %��6�$) ���)� �'� 

�"�/��"+'� +��� ��2"-. !�&#�, /� �-$�%���+' +� -&(� 6)/�. ����0* �1� /�(.�1� 

%�$��%,%���� �"�/��"+/�* !�&#�� ���#������" ' %�$��%,%��' #�+/��"-) �/���%�,'+' 

(multilevel spectral clustering) ([BS94]), ' Metis ([KK99]), ' Graclus ([DGK07]) -�" ' 

MLR-MCL ([SP09]). 

	� -*�"� +�+���"-& /,�� +����'!"-)� %�$��%,%���� �"�/��"+/�* !�&#�� �,��": 

1. 
�/%,�+' (coarsening). � +�.2�� ��  �,��" ' �0�!1!) ��.� /"-�.����� !�&#�� 

%��./�"�� /� ��� ��2"-.. ���. �� 6)/� /%���, �� �#��/�+(�, �%���"$'//���  +�� 

�� $'#(�, ���� !�&#�� ��-��& /"-�.�  +�� �� �"�/��"+(�, !�)!��� -�" %�"��"-&. 

�,� �'/�#"$)� +����'!"-) +�/%,�+'� �,��" ' -���+-��) ��2"-& ��.� ��"�"&+/���� 

��� !�&#�� (��,�"�+/� ���/&5���" ��� +*��$� �-/ � ����"�  +�� �� /'� �%&�2��� 

�*� �-/�� ��� +��.$�� %�� �� %��+%,%���� +�'� ,�"� -���#)). �"� -&(� �-/) ��� 

��"�"&+/����, �" -���#�� %�� +�����" +�/%�*++����" -�" %��"+�&�����" 1� ���� 

-./6�� +�� +�/%"�+/��� !�&#�. 

2. ��2"-.� �"�/��"+/.�. 
� ���. �� 6)/�, �-��$�,��" ���� �"�/��"+/.� ��� ��$"-�* 

!�&#�� %�� �0)2(' +�� 6)/� 1. ��( � � !�&#�� ���.� �,��" ��-��& /"-�.�, 

/%���*� �� 2�'+"/�%�"'(�*� +����'!"-�� .%1� � #�+/��"-.� �"�/��"+/.� (spectral 

partitioning) �" �%�,�� �,��" ��!�� �$$& �,���� %�"��"-�� �"�/��,+�"�. 

3. �%�+�/%,�+' (uncoarsening). 
� ���. �� 6)/�, ' �"�/��"+' ��� !�&#�� 

2�'+"/�%�"�,��" !"� �� $'#(�, /,� ��2"-) �"�/��"+' ��� /�!�$*����� !�&#��. � 

$�%�.���' ��/) ��� /�!�$*����� !�&#�� 2�'+"/�%�"�,��" !"� �'� �-$�%���+' �'� 

�"�/��"+'�, +��)(1� �-��$ ���� ��%"-) ���5)�'+'. 	� 6)/� ���. �%���$�/6&����" 

/�2�" �� #(&+��/� +��� ��2"-. !�&#� �"+.���. 

 



�
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4.5 ��%
�
� ��� ������ ���������#����� �
��
����� 


�� %��!/��"-& �,-��� �" -���#�� +�2�& ��)-��� +� �"&#���� -�"�.�'���. �"� %��&��"!/�, 

��� &��/� +��)(1� ��)-�" +� %�$$�� -�"�1�"-�� �/&���, .%1� �"-�!���"�, #,$�" -�" 

+��&��$#�". �%,+'�, +�� online -�"�1�"-& �,-��� ���� 2�)+�'� /%���, �� ��)-�" +� 

�+�+�)%��� -�"�.�'���. 7�+", �" �$!.�"(/�" ��,2���+'� �%"-�$�%�./��1� -�"���)�1�, �" 

�%�,�" -�(��,5��� ��� +*��$� �/&�1� .2" -��’ ��&!-' 0��1�, -���,5��� .$� -�" 

/�!�$*���� ���"�#���� ([RG12], [CSLF10]). �"� /,� �%"+-.%'+' -�" +�!-�"�"-) /�$��' 

+*!2���1� �$!��,(/1� ��,2���+'� �%"-�$�%�./��1� -�"���)�1� %���%�/%��/� +�� 

[XKS13]. 

4.5.1 , ��%
�
� ��
 ���� ������ 

� �'/�#"$�+���' ��2�"-) ���)� �'� -��'!��,�� �,��" ' /�(���� �"&2�+'� -$,-�� (clique 

percolation method – CPM), %�� %�.��"��� �" Palla -.&. ([PDFV05]). ��+,5���" +�'� "��� .�" 

�" �+1���"-�� �-/�� /,�� -�"�.�'��� �,��" %"(��. �� +2'/��,5��� -$,-�� $.!1 �'� �4'$)� 

���� %�-�.�'���, ��  �,��" �%,(��� �"�-�"���"-�� �-/�� �� +2'/��,5��� -$,-��. 

 �" +�!!��#�,� 2�'+"/�%�"�*� ��� .�� k--$,-� !"� �� �'$ +��� ���� %$)�' !�&#� /� k 

-���#�� (' ����"� �'� k--$,-�� ��� %��%�" �� +�!2����" /� �'� ����"� �'� n--$,-��). 

���/&5��� !�"���"-�� (adjacent) �*� k--$,-�� �" �%�,�� �2��� 1k �  -�"��� -���#��. � 

��1+' !�"���"- � k--$"- � ���/&5���" �$�+,�� k--$"- � (k-clique chain). Δ*� k--$,-�� 

���/&5����" +������/���� (connected) �� ��)-��� +� /,� �$�+,�� k--$"- �. 	�$��, 

-�"�.�'�� k--$"- � (k-clique community) ���/&5���" � /�!�$*����� +���-�"-.� �%�!�&#�� 

%�� %��-*%��" �%. �'� ��1+' /,�� k--$,-�� -�" .$1� �1� +������/��1� /� ���) k--$"- �. 

�" -�"�.�'��� k--$"- � /%���, �� �%"-�$*%�����". �%,+'�, /%���, �� �%&�2��� -���#�� %�� 

��� ��)-��� +� -�//,� -�"�.�'�� k--$"- �. 

�"� �'� �*��+' �1� -�"���)�1� k--$"- �, ��2"-& ���5'��*���" /�!"+��� -$,-��. 
�' 

+���2�"� -���+-��&5���" ���� %,��-�� �%"-&$�4'� /���0* -$"- � O, � �%�,�� �,��" �*%�� 

c cn n� , .%�� nc �,��" � ��"(/.� �1� -$"- �. 	� +��"2�,� Oij �2�" �"/) ��� ��"(/. �1� -�"� � 

-���# � �1� -$"- � I -�" j. 7%�"��, �"��'��*���" �� +��"2�,� ��� %,��-� O %�� �,��" 

/�!�$*���� ) ,+� /� 1k � , �� �%.$�"%� /'���,5����" -�" 6�,+-����" �" +���-�"-�� 

+��"+� +�� ��� %,��-� %�� %��-*%��". 

�"-��� �"/�� ��� k (��%"-& /���0* 3 -�" 6) �2�" #���, .�" �,���� -�$& �%���$�+/���. 

 



�

� ����

4.6 .��� 
� ���
��%��� ��� ������ �
��
����� 

;��� +2��"&5���" ���� �$!.�"(/�� �/���%�,'+'�, �,��" ���!-�,� �� �$�!2(�, ' �%,��+) ��� 

-�" �� +�!-�"(�, /� ���)� &$$1� �$!��,(/1�. 	� 5)�'/� ��� �$�!2�� �$!��,(/1� ��� �2�" 

/�$��'(�, "-���%�"'�"-&, /� �%���$�+/� �� �,��" ��*���� �� �'$ +�" -���,� %�"� /�(���� 

�,��" ' %"� �0".%"+�' +�"� �#��/�!�� -�" �" ��2�"-�� �/���%�,'+'� !�&#1� �� �2��� 

%�$$�%$�+"�+��, �� ��$����,� 2�.�"�. 

��  %����+"&5��/� !�&#��� ���#��&� /� �!!��) -�"���"-) ��/), �'� �%�,� �" /�(���" 

-�$�*���" �� ���!�1�,+���, -�" /���� +*!-�"+'� �"�/��,+�1� !�&#1�. 

4.6.1 /�
&
� ���&
�
� 

� �$�!2�� ��.� �$!��,(/�� +��,+����" +�'� �#��/�!) ��� +� ��� +�!-�-�"/��� %�.6$'/� 

��� �%�,�� ' $*+' �,��" !�1+�) -�" �' +*!-�"+' ���)� �'� $*+'� /� ���)� %�� %����,��" � 

�$!.�"(/��. �"� ��� �$�!2� �$!��,(/1� �/���%�,'+'� !�&#1� 2�'+"/�%�"�*���" !�&#�" 

���#��&� /� +�#) -�"���"-) ��/). ����, �,��" �,�� !�&#�" %���!./���" �%. �%�$�!"+�) 

(computer-generated graphs), .%�� ' -�"���"-) ��/) +2��"&5���" .%1� �,��" �%"(�/'�., �,�� 

%��!/��"-& �,-���, .%�� �" -�"�.�'��� �,��" -�$ � ��"+/���� /� 6&+' %$'��#��,� !"� �� 

+*+�'/�. 

4.6.1.1 .�!��� ������!� ������
���� ��� ���������	 

	� ��$����,� 2�.�"� �2�" !,��" �'/�#"$)� /,� �"�"-) -��'!��,� !�&#1�. �" !�&#�" ����, 

%��&!����" /� �� /����$� �/#����/��'� l-�"�/��"+'� (planted l-partition model) ([CK01]). 

	� /����$� �"�/��,5�" ��� !�&#� /� n g l� %  -���#�� +� l �/&��� /� g -���#�� ' -�(�/,�. 

����#�� �'� ,�"�� �/&��� +��������" /� %"(��.�'�� pin, ��  -���#�� �"�#����"- � �/&�1� 

/� %"(��.�'�� pout. � /�+�� 6�(/.� /,�� -���#)� �,��" ( 1) ( 1)in outk p g p g l� � � � . �� 

pin > pout ' �����/��"-) %�-�.�'�� �-/ � �%��6�,��" �'� �"�/��"-) -�" �!�&#�� 

%����+"&5�" -�"���"-) ��/). �" Girvan -�" Newman (� �'+�� /,� �"�"-) %��,%�1+' ��� 

/����$�� ([GN02]). 7(�+�� l = 4, g = 32 (�%.�� n = 128) -�" +��(���%�,'+�� �� /�+� 

6�(/. k  +�'� �"/) 16. �%�/��1�, 3 1/ 2in outp p� @ , �%.�� �" %"(��.�'��� pin  -�" pout ��� 

�,��" ���0&��'���. 
�2�& 2�'+"/�%�"�*���" 1� %��&/����" �� /�!�(' 

( 1) 31in in inz p g p� � �  -�" ( 1) 96out out outz p g l p� � � , �� �%�,� �'$ ���� ��� 

���/��./��� �+1���"-. -�" �01���"-. 6�(/. /,�� -���#)� ���,+��"2�. ����, �" !�&#�" )�' 

�%���$�*� -�("��1/����� !�&#��� ���#��&�. 



�

� ����

� �$�!2�� /,�� /�(.��� /� �� !�&#� ���#��&� �1� Girvan-Newman +��,+����" +��� 

�%�$�!"+/. �'� �/�".�'��� /���0* �1� �"�/��,+�1� %�� �,��" ' /�(���� -�" �'� #�+"-)� 

�"�/��"+'� ��� !�&#�� +�"� ��++��"� "+�/�!�(�"� �/&���. 
��)(1� -���,� -�,5�" %�$$�� 

%��!/�� +�"� ��� !�&#�� !"� /,� +�!-�-�"/��' �"/) ��� zout -�" �%�$�!,5�" �' /�+' 

�/�".�'�� /���0* �1� $*+�1� �'� /�(.��� -�" �'� #�+"-)� �"�/��"+'�. 7%�"��, ' 

�"��"-�+,� �%���$�/6&����" !"� �"�#����"-�� �"/�� ��� zout. 	� �%���$�+/��� +��)(1� 

�%�"-��,5����" +� /,� !��#"-) %��&+��+' .%�� ' /�+' �/�".�'�� +2��"&5���" 1� 

+��&��'+' ��� zout. �" %��"++.����" �$!.�"(/�" �,���� -�$& �%���$�+/��� !"� /"-�. zout -�" 

��2,5��� �� �%���!2&���� .��� �� zout %$'+"&5�" �'� �"/) 8. 

72��� %����(�, ��-���� ���%�%�")+�"� ��� /����$��. 

4.6.1.2  ���
������ ��!��� ������!� 

�" �$�!2�" %&�1 +� %��!/��"-& �,-��� +��)(1� �+�"&5��� +� ���� %�$* %��"��"+/��� 

��"(/. %�����"!/&�1�, !"� �� �%�,� �%&�2�" �-�"6)� %$'��#��,� !"� �"� -���#�� -�" �"� 

"�".�'��� ����. 

7�� �'/�#"$�� %��!/��"-. �,-��� /� !�1+�) -�"���"-) ��/) �,��" �� -�"�1�"-. �,-��� �'� 

+2�$)� -��&�� ��� Zachary ([Zac77]). �%���$�,��" �%. 34 -���#��, �� /�$' /,�� +2�$)� 

-��&�� +�"� ���, �� �%�,� %����'�)('-�� !"� /,� %��,��� ��" � �� �. �" �-/�� +������� 

�� &��/� %�� %����'�)('-� �� �$$'$�%"���*� �-�.� �1� ���+�'�"��)�1� �'� +2�$)�. 

�&%�"� +�"!/), /,� �"�/&2' /���0* ��� %������� -�" ��� �-%�"����) �'� +2�$)� ��)!'+� 

+�' �"&+%�+) �'� +� �*� 0�21�"+��� �/&��� �%. �"� �%�,�� ' /,� �%�+�)�"5� ��� %�.���� 

-�" ' &$$' ��� �-%�"����). 	� �� �'/� �,��" �� �,��" �����. �%. �'� ��%�$�!,� ��� !�&#�� 

�� %��6$�#(�, � %��!/��"-.� �"�21�"+/.� +� �*� �/&���. 	� �,-��� �'� +2�$)� -��&�� ��� 

Zachary �,��" /�-�&� �� %"� /�$��'/��� +*+�'/�. 

7�� &$$� %��!/��"-. �,-��� ���#��&� �,��" �� �,-��� �1� ��$#"�" � %�� 5��� +�� Doubtful 

Sound +�' ��� >'$���,� %�� ���$*('-� �%. �� Lusseau ([Lus03]). �%���$�,��" �%. 62 

��$#,�"� -�" �-/�� +������� 5 � %�� �(�&('+�� /�5, +�2�.���� �%. .,�" ���/��.���. ���& 

�'� ���2 �'+' ��.� ��$#"�"�* !"� -&%�"� 2�.��, �� �%.$�"%� 21�,+�'-�� +� �*� �/&���, 

��-��& +���-�"-��, /� %�$$�� �+1���"-�� -$,-�� -�" �*-�$� ���!�1�,+"/��. 

7�� &$$� !�1+�. %��&��"!/� �,��" �� �,-��� �1� �/��"-��"- � -�$�!"�- � %���+#�"�"- � 

�/&�1�, %�� %����2���" �%. ���� Girvan -�" Newman ([GN02]). �%���$�,��" �%. 115 

-���#��, %�� %��"+�&���� �"� �/&���, -�" �*� -���#�� +��������" �� �" ���,+��"2�� �/&��� 

%�,5��� /���0* ����. �" �/&��� 21�,5����" +� 12 �/,$���. 	� %�"2�,�"� /���0* �/&�1� ��� 

,�"�� �/,$�� �,��" %"� +�2�& �%. �� %�"2�,�"� /���0* �/&�1� �"�#����"- � �/,$1�, �%.�� 

�2��/� /,� #�+"-) �"�/��"+' .%�� �" -�"�.�'��� ���"+��"2�*� +���� �/,$���. 

 



�

� ����

4.6.2 ����� ��������� ����������� 

�� (�1�)+��/� �*� !��"-�� (generic) �"�/��,+�"� 1 2( , , , )
XnX X X� �X  -�" 

1 2( , , , )
YnY Y Y� �Y  ��.� !�&#�� G, /� nX -�" nY �/&��� ���,+��"2�. ���"+�&���/� /� n ��� 

��"(/. �1� -���# � ��� !�&#��, /� ni
X
 -�" nj

Y
 ��� ��"(/. �1� -���# � +�"� �/&��� Xi -�" 

Yj ���,+��"2� -�" /� nij ��� ��"(/. �1� -�"� � -���# � �1� �/&�1� Xi -�" Yj. 

�" Girvan -�" Newman %�.��"��� ��� /���� %�� ���/&5���" -$&+/� �1� ��( � 

��0"��/'/��1� -���# � (fraction of correctly classified vertices). �,� -���#) �,��" ��( � 

��0"��/'/��' �� 6�,+-���" +�'� ,�"� �/&�� /� ���$&2"+��� �"� /"+�� -���#�� �'� 

-�"�.�'�&� �'�. � ��"(/.� �1� ��( � ��0"��/'/��1� -���# � �"�"��,��" /� �� +���$"-. 

��"(/. -���# � ��� !�&#��,  +�� %��-*%��" ���� ��"(/.� /���0* 0 -�" 1. 

���� �%. �� -$&+/� �1� ��( � ��0"��/'/��1� -���# �, �� %��"++.���� /���� �/�".�'��� 

/%���*� �� 21�"+(�*� +� ���"� -��'!��,��: /���� 6�+"+/��� +� /���'+' 5��! �, 

���"+��,2"+' (matching) �/&�1� -�" (�1�,� %$'��#��,��. 

4.6.2.1 /%��� �����
%�� ��� 
%����� +����� 

	� /���� ���& �0��� ���" �%. ��� ��"(/. �1� 5��! � -���# � %�� ��0"��/�*���" +�"� ,�"�� 

(�"�#����"-��) �/&��� +�"� �*� �"�/��,+�"�. �� a11 %��"+�&���/� ��� ��"(/. �1� 5��! � 

-���# � %�� 6�,+-����" +�'� ,�"� -�"�.�'�� -�" +�"� �*� �"�/��,+�"�, /� a01 (a10) ��� 

��"(/. �1� 5��! � -���# � %�� 6�,+-����" +�'� ,�"� -�"�.�'�� +�' �"�/��"+' X  (Y) -�" +� 

�"�#����"-�� -�"�.�'��� +�' �"�/��"+' Y  (X) -�" /� a00 ��� ��"(/. �1� 5��! � -���# � %�� 

6�,+-����" +� �"�#����"-�� -�"�.�'��� -�" +�"� �*� �"�/��,+�"�. 

� Wallace ([Wal83]) %�.��"�� ���� ��,-��� 

11

( 1) / 2
I X X

k kk

a
W

n n
�

��
(4.13) 

-�" 

11

( 1) / 2
II Y Y

k kk

a
W

n n
�

��
(4.14), 

�" �%�,�" %��"+�&���� �'� %"(��.�'�� 5�*!' -���# � +�'� ,�"� �/&�� �'� �"�/��"+'� X  �� 

6�,+-����" �%,+'� +�'� ,�"� �/&�� �'� �"�/��"+'� �, -�" ���,+���#�. ����, �" ��,-��� �,��" 

/' +�//���"-�,. �" Fowlkes -�" Mallows ([FM83]) %�.��"��� �' 2�)+' ��� !�1/���"-�* 

/�+�� �1� %���%&�1 ��"-� �, � �%�,�� �,��" +�//���"-.�. 



�

� ����

� ��,-�'� Rand ([Ran71]) �,��" � $.!�� ��� ��"(/�* �1� ��( � ��0"��/'/��1� 5��! � 

-���# � -�" +�"� �*� �"�/��,+�"� (�'$��) +�'� ,�"� ) +� �"�#����"-�� �/&���) %��� �� 

+���$"-. ��"(/. 5��! � 

11 00

11 01 10 00

( ,
a a

R
a a a a

�
� � �

X Y) = (4.15). 

7�� /���� "+��*��/� /� �� ��,-�' Rand �,��" ' /���"-) Mirkin ([Mir96]) 

01 10( , ) 2( ) ( 1)[1 ( , )]M a a n n R� � � � �X Y X Y (4.16). 

� ��,-�'� Jaccard �,��" � $.!�� ��� ��"(/�* �1� 5��! � -���# � %�� ��0"��/�*���" +�'� 

,�"� �/&�� -�" +�"� �*� �"�/��,+�"� %��� ��� ��"(/. �1� 5��! � -���# � %�� ��0"��/�*���" 

+�'� ,�"� �/&�� +� /,� ���$&2"+��� �"�/��"+' 

11

11 01 10

( ,
a

J
a a a� �

X Y ) = (4.17). 

 

4.6.2.2 /%��� �����
%�� ���� ��������'��� �
!�$� 

	� /���� �/�".�'��� %�� 6�+,5����" +�'� ���"+��,2"+' (matching) �/&�1� +��2�*��� +�'� 

�*��+' �1� /�!�$*���1� �%"-�$*4�1� /���0* 5��! � �/&�1� �"�#����"- � �"�/��,+�1�. 

	� +#&$/� ��0"�./'+'� ��,5���" 1� ([MH01]) 

( )

1

1
( , ) 1 max

Xn

k k

k

H n
n

&& �

� � �X Y (4.18), 

.%�� � �,��" /,� ‘1-1’ �%�"-.�"+' �%. ���� ��,-��� �1� �/&�1� �'� �"�/��"+'� � +���� 

��,-��� �1� �/&�1� �'� �"�/��"+'� X . 	� /�!"+�� $�/6&����" �%, .$1� �1� ����� � ‘1-1’ 

�%�"-��,+�1�. �� ���.� ��� ��.%� 6�,+-���" ' /�!"+�' �%"-&$�4' /���0* �1� �/&�1� �1� 

�*� �"�/��,+�1�. 

7�� ���$$�-�"-. /���� �,��" ' -����"-�%�"'/��' /���"-) Van Dongen ([Van00]), %�� 

��,5���" 1� 

1 1

1
( , ) 1 max max

2

X Yn n

kk kk
k k

k k

D n n
n

� �
� �� �

: ;
� � �< =

> ?
� �X Y (4.19). 

 

4.6.2.3 /%��� �����
%�� ��� ��$��� ����������� 

	� /���� ���)� �'� -��'!��,�� 6�+,5����" +�'� �%����"��*%1+' ��� %��6$)/���� �'� 

+*!-�"+'� �"�/��,+�1� 1� ��.� %��6$)/���� �%�-1�"-�%�,'+'� /'�*/���� +�� %$�,+"� �'� 



�

� ����

(�1�,�� %$'��#��,�� ([Mac03]). � "��� �,��" .�", �� �*� �"�/��,+�"� �,��" %��./�"��, -���,� 

2��"&5���" $,!' %$'��#��,� !"� �� +�/%��&��" �' /,� �"�/��"+' ����/��'� �'� &$$'�. ���) 

' %$'��#��,� /%���, �� 2�'+"/�%�"'(�, 1� ��� /���� ���/�".�'���. �"� �'� �%��,/'+' ��� 

%$'��#��"�-�* %��"�2�/���� -��& Shannon ([Mac03]) /,�� �"�/��"+'�, ��2"-& (�1��*/� 

�"� ��0"��/)+�"� �1� -���# � +� -�"�.�'��� {xi} -�" {yi}, .%�� xi -�" yi �,��" �" ��,-��� �1� 

�/&�1� �'� -���#)� I +�"� �"�/��,+�"� X  -�" Y  ���,+��"2�. �,����" ' �%.(�+' .�" �" ��"-���� 

x -�" y �,��" �"/�� �*� ��2�,1� /���6$'� � X -�" Y, /� �%. -�"��* +��&��'+' -�����/)� 

%"(��.�'��� P(x,y) = P(X = x, Y = y) = nxy/n, �� �%�,� �%��'$ ��" .�" P(x) = P(X = x) = nx
X
/n 

-�" P(y) = P(Y = y) = ny
�
/n. � �/�"6�,� %$'��#��,� (mutual information) I(X,Y) �*� ��2�,1� 

/���6$'� � X -�" Y ��,5���" 1� 

( , )
( , ) ( , ) log

( ) ( )x y

P x y
I X Y P x y

P x P y
��� (4.20) 

-�" /%���, �� ��"+(�, -�" !"� �"� �"�/��,+�"� X  -�" Y , -�( � %��"!�&#����" �%. ��2�,�� 

/���6$'���. �+2*�" ( , ) ( ) ( | )I X Y H X H X Y� � , .%�� ( ) ( ) log ( )
x

H X P x P x� ��  �,��" 

' �����%,� Shannon �'� X -�" 
,

( | ) ( , ) log ( | )
x y

H X Y P x y P x y� ��  �,��" ' �%. +��()-' 

�����%,� (conditional entropy) �'� X ����/��'� �'� Y. � �/�"6�,� %$'��#��,� ��� �,��" ��� 

"���"-. /���� �/�".�'���, -�( �, ����/��'� /,�� �"�/��"+'� X , .$�� �" �"�/��,+�"� %�� 

%��-*%���� �%. �' X  /� %���"���1 �"�/��"+/. -&%�"1� �%. �"� �/&��� �'� �2��� �'� ,�"� 

�/�"6�,� %$'��#��,� /� �' X , �-./' -�" �� �"�#����� %�$* /���0* ����. �"� �'� �%�#�!) 

����"1� %��6$'/&�1�, �" Danon -.&. �"�(��'+�� �'� -����"-�%�"'/��' �/�"6�,� 

%$'��#��,� (normalized mutual information) ([DDDA05]) 

2 ( , )
( , )

( ) ( )
norm

I X Y
I

H X H Y
�

�
X Y (4.21), 

' �%�,� 2�'+"/�%�"�,��" +)/��� %�$* +�2�& +� �$�!2��� �$!��,(/1� �/���%�,'+'� 

!�&#1�. � -����"-�%�"'/��' �/�"6�,� %$'��#��,� "+�*��" /� 1 �� �" �"�/��,+�"� 

����,5����", ��  �2�" ���/��./��' �"/) ,+' /� 0 �� �" �"�/��,+�"� �,��" ���0&��'���. 	� 

/���� ���. �%�-�&('-� �%. ���� Lancichinetti -.&. +�'� %��,%�1+' �%"-�$�%�./��1� 

�/&�1�. 

� Meilă ([Mei07]) �"+)!�!� �' /���6�$) %$'��#��,�� (variation of information) 

V(X ,Y) = H(X|Y) + H(Y|X)(4.22), 

' �%�,� �2�" -&%�"�� �%"(�/'��� "�".�'��� +� +2�+' /� �'� -����"-�%�"'/��' �/�"6�,� 

%$'��#��,� -�" &$$� /����. 
�!-�-�"/���, ��,5�" /,� /���"-) +�� 2 �� �1� �"�/��,+�1� 

-�" �2�" �"� "�".�'��� �'� �%.+��+'�. �%,+'�, �,��" ��� ��%"-. /����, �'$��) ' �/�".�'�� 



�

� ����

�"�/��,+�1� %�� �"�#����� /.�� +� ��� /"-�. /���� ��� !�&#�� �0���&��" �%. �"� �"�#���� 

�1� �/&�1� +� ���)� �'� %��"�2) -�" .2" �%. �' �"�/��"+' ��� �%.$�"%�� ��� !�&#��.�

4.7 	����%������ ������� ���� ��� ����� �
��
����� 

4.7.1 Δ������
 ������ 

�" �$!.�"(/�" %�� �0��&+�/� (�1��*� �� -�"�1�"-& �,-��� �/��&6$'��. �+�.+�, �� 

%��"++.���� -�"�1�"-& �,-���, .%1� -�" �" -�"�.�'��� -�" �� /�$' ����, �0�$,++����" +�� 

2�.��. � %���-�$�*('+' �'� �0�$"0'� �'� -�"���"-)� ��/)� +�� 2�.�� �,��" %�$* +'/���"-) 

!"� �'� �%�-&$�4' ��� ��.%�� /� ��� �%�,� �" -�"�.�'��� �'/"���!�*���" -�" 

�$$'$�%"���*�. 
��)(1� -���,� ���$*�" 0�21�"+�& +�"!/".��%� +� �"�#����"-�� 2���"-�� 

+�"!/�� -�" �$�!2�" �" +���6' �' +�"!/) t+1 +�"� -�"�.�'��� �' +�"!/) t. ?+1� (� )��� 

-�$*���� �� 2�'+"/�%�"'(�, +�!2�.�1� �$.-$'�� �� ����/"-. +*��$� ����/��1�. 

4.7.2 ����
���� ������ 

�" %��"++.����" �$!.�"(/�" ��,2���+'� -�"���)�1� �%�(����� .�" �� �%. /�$��' �,-��� 

�,��" �/�"�!����, �'$��) �%���$�,��" �%. -./6��� -�" �-/�� ��� ,�"�� �*%��. ;/1�, %�$$& 

%��!/��"-& �,-��� �,��" �����!��), �'$��) �" -./6�" ���� )/-�" �" �-/�� ���� �,��" 

�"�#.�1� �*%1�. ���) ' %�"-"$,� �#��.� %��+#���" /,� ��-�"�,�, -�( � ' ���!� �"+' �'� 

�����!���"�� ��� �"-�*�� ,+1� /%���, �� � +�" %�$*�"/�� %$'��#��,��, �#������ �%���$�, 

/,� %�.-$'+', -�( � ��� �,��" �-./' %��#���� % � %��%�" �� 2�"�"+��*/� -./6��� -�" 

�-/�� �"�#����"- � �*%1�. � ��,2���+' -�"���)�1� +� �����!��) �,-��� �0��&5���" +�� 

[TWL09]. 

4.7.3 	����%��#���� ������ – ������ �� $
�� 

�" %��"++.����" �$!.�"(/�" �+2�$�*���" /� /' -����(��./����� !�&#��� 21�,� 6&�'. 	� 

%��!/��"-& �,-���, 1+�.+�, /%���, �� �,��" -����(��./��� ) �� �2��� 6&�'. ��.+#���, 

-��,1�, ���%�*2('-�� /�(���" %�� �+2�$�*���" /� ����"� +�+�)/���, �#)������ ./1� 

2 �� !"� 6�$�" +�"�. �"� /,� +�!-�"�"-) �%"+-.%'+' �1� �$!��,(/1� ��,2���+'� 

-�"���)�1� +� -����(��./����� !�&#��� %���%�/%��/� +�� [MV13]. 

4.7.4 �� �
���� ����
&
��� 

�� -�" ' %$'��#��,� %�� %����2���" �%. �"� -�"�1�"-�� +2�+�"� +�� -�"�1�"-& �,-��� �2�" 

�����'(�, �-����/���, � +�����+/.� �'� /� %$'��#��,� %��"�2�/���� %�� +2��,5���" /� 

���� -./6��� ) �"� �-/�� �1� �"-�*1� !"� �'� ��,2���+' -�"���)�1� ��� �2�" /�$��'(�, 



�

� ����

%$)�1�. ���) ' %$'��#��,� /%���, �� �2�" �' /��#) %��#,$ 2�'+� � ) �$"-�* 

�'/"���!'/���� �%. 2�)+��� (-�,/���, �"-.��� -.&.) ) �� +2��,5���" -�" /� �"� �-/�� ��� 

�"-�*��. �� �' �"�(�+"/.�'�� �'� %$'��#��,�� %��"�2�/����, ���/�����" �" -�"�.�'��� %�� 

(� �0�2(�*� �� �,��" .2" /.�� ��%�$�!"-& %�-�& +������/���� �$$& -�" +'/�+"�$�!"-& 

+���%�,�. � �0"�%�,'+' /' ��/"-)� %$'��#��,�� !"� ��,2���+' -�"���)�1� �0��&5���" +�� 

[Yos10] -�" [ZFW+11]. 

 



�
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5  

	
������� ������� 

	� +�+�)/��� +�+�&+�1� (recommender systems) 6�'(�*� +'/���"-& ���� online 2�)+��� 

%����,����&� ���� %$'��#��,�� %�� ����2�/��1� ���� ���"�#�����. 
.!1 �'� ���'�"-)� 

�0,�� �1� -�"�1�"- � +2�+�1� +�� +�+�)/��� +�+�&+�1�, ' -�"�1�"-) +*+��+' (social 

recommendation) ([THL13]) %��+�$-*�" .$� -�" %��"++.���' %��+�2) �� ��$����,� 2�.�"�. 


� ���. �� -�#&$�"� %����+"&5��/� /,� �%"+-.%'+' �1� �#"+�&/��1� +�+�'/&�1� 

+�+�&+�1� -�" -&%�"�� -����(*�+�"� �'� +2��"-)� �������. ��2"-&, �,���/� ��%"-�*� 

��"+/�*� �'� -�"�1�"-)� +*+��+'� -�" +�5'��*/� /,� "�"�"���.�'�� �'� -�"�1�"-)� 

+*+��+'� -�" �"� +���%�"�� �'� +� +*!-�"+' /� �� %�����+"�-& +�+�)/��� +�+�&+�1�. 
�' 

+���2�"�, ��0"��/�*/� �� �#"+�&/��� -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� (social 

recommender systems) +� 6�+"+/��� +�' /�)/' (memory-based) -�" 6�+"+/��� +� /����$� 

(model-based), +*/#1�� /� �� 6�+"-& /����$� %�� �"�(���*���" !"� �� -�,+"/. ����, -�" 

�0��&5��/� ���"%��+1%���"-& +�+�)/��� �%. -&(� -��'!��,�. �%,+'�, %����+"&5��/� 

-����(*�+�"� �'� ������� !"� �' 6�$�,1+' �1� �������)�1� �'� -�"�1�"-)� +*+��+'�. 

 

5.1 �������� 

�� �'� ��&%��0' ��� ��!-.+/"�� �+��*, ' %$'��#��,� ��0&����" /� &��� %��'!��/���� 

��(/�*� -�" �� %�.6$'/� �'� �%��#.��1+'� %$'��#��,�� (information overload) !,����" 

.$� -�" %"� +�6��. !"� ���� online 2�)+���. 	� +�+�)/��� +�+�&+�1�, �� �%�,� �%"2�"��*� 



�

� ����

�� ���"/��1%,+��� �� %�.6$'/� �'� �%��#.��1+'� %$'��#��,�� %����,������ %$'��#��,�� 

%�� ����2�/��1� ���"�#����� ���� online 2�)+���, �2��� !,��" �'/�#"$) ([SKKR01], 

[Gol06], [MA07], [Kor09], [MZL+11]). ��$�� +�+�&+�"� �%"���%��� +� 2�)+��� %�� 

���5'��*� %$'��#��,�� �� 6���� !�)!��� %$'��#��,�� +2��"-�� /� �� ���"�#�����& ���� 

/�+� �%. /,� /�!&$' %�+.�'�� &+2��1� %$'��#��" �. �%,+'�, �� +�+�)/��� +�+�&+�1� 

6�'(�*� ���� %��.2��� %$'��#��" � .2" /.�� �� �%�#�+,5��� %�"�� %$'��#��,�� �� 

%��+#����� +���� %�$&��� �$$& -�" �� 6�$�" ���� �'� -�����$1�"-) �/%"+��+*�' 

(consumer loyalty), -�( � �" %�$&��� ��,���� �� �%"+���#��� +���� "+�.��%��� �" �%�,�" 

�0�%'����*� -�$*���� �"� ��&!-�� ���� ([SKR01]). 	���"� +�+�)/��� �2��� �$�%�"'(�, 

����1� +� �"&#����� ��/�,� (domains) +�/%��"$�/6���/��1� �'� +*+��+'� %��8.��1� 

(product recommendation) +�� Amazon -�" �'� +*+��+'� ��"�" � (movie recommendation) 

+�� Netflix. 

	� +�+�)/��� +�+�&+�1� �%���$�+�� ���0&��'�' �����'�"-) %��"�2) +�� /�+� �'� 

��-���,�� ��� 1990 ([AT05]) -�" �2��� %��+�$-*+�" �'� %��+�2) %�$$ � �%"+�'/ �, .%1� 

�1� /�('/��"- �, �'� #�+"-)�, �'� 4�2�$�!,�� -�" �'� %$'��#��"-)� ([Ell08]). �"� 

%��&��"!/�, /���0* �1� �"-'� � ��� �"�!1�"+/�* !"� �� 6��6�,� Netflix, ��.� �%. ���� %"� 

!�1+��*� �"�1�"+/�*� !"� �' +*+��+', %��"$�/6&�����" 4�2�$.!�", �%"+�)/���� 

%$'��#��"-)� -�" #�+"-�,. �"� �� -�,+"/� +�+�'/&�1� +�+�&+�1� 2�'+"/�%�"�*���" %�$$�� 

��2�"-��, �" �%�,�� /%���*� �� ��0"��/'(�*� !��"-& +� 6�+"+/���� +�� %��"�2./��� 

(content-based), 6�+"+/���� +�' +����!��"-) �")('+' (
Δ) (collaborative filtering (CF) 

based) -�" �6�"�"-�� ([AT05]). �" /�(���" %�� 6�+,5����" +�� %��"�2./���, �2����� �"� �,5�� 

���� +�'� ��&-�'+' %$'��#��,�� (information retrieval) ([BR99]) -�" �' �")('+' 

%$'��#��,�� (information filtering) ([BC92]), +��"+��*� ���"-�,/��� %��./�"� /� ���& �� 

�%�,� %���,/'+� � 2�)+�'� +�� %���$(.�. �" /�(���" %�� 6�+,5����" +�' 
Δ %��6$�%��� �� 

���"�#������ �1� 2�'+� � �%�-�$*%������ %�$*%$�-� -�" /' ���/��./��� %�.��%� 

(patterns) �%. �'� +�/%��"#��& �1� 2�'+� � +�� %���$(.� -�" ���� +��"+��*� ���"-�,/��� 

/� 6&+' &$$��� 2�)+��� /� %��./�"� ���"�#������ -�" %���"/)+�"� +�� %���$(.� ([Kor08], 

[SK09]). �" �6�"�"-�� /�(���" +����&5��� �"� %���%&�1 -��'!��,��. 

� ��0��./��' �'/�#"$,� �1� -�"�1�"- � /�+1� �/%$���,5�" �"� -�"�1�"-�� ���+�'�".�'��� 

�1� ��(� %1� /� �"� �"-�!���"�� ����, ���� #,$��� ���� -�" ���� +�����$#��� ����, /� 

�%���$�+/� %$�*+"�� -�"�1�"-�� +2�+�"�, .%1� �" #"$,�� +�� Facebook, +2�+�"� 

�-.$��(��/�-�$��(�*/���� +�� Twitter -�" +2�+�"� �/%"+��+*�'� +�� Epinions. �" online 

-�"�1�"-�� +2�+�"� %���2��� ��� �"�#����"-. ��.%� 4'#"�-)� �%"-�"�1�,�� �1� ��./1� -�" 

�%"���%��� +���� online 2�)+��� �� /�"�&5����" "���� -�" �%.4�"� /� ���� 2�)+��� %�� 

+��������" /� ����*�. �" %���"/)+�"� ��.� 2�)+�' �,��" %��./�"�� ) �%'��&5����" �%. 

����� �1� #,$1� ���. � $�!"-) %,+1 �%. ���)� �'� �%.(�+' /%���, �� �0'!'(�, �%. (�1�,�� 



�
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�

-�"�1�"-)� +�+2��"+'� .%1� ' �/�"�#"$,� (homophily) ([MSC01]) -�" ' -�"�1�"-) �%"���) 

(social influence) ([MF93]). � �/�"�#"$,� �%���"-�*�" .�" 2�)+��� /� %��./�"�� %���"/)+�"� 

�,��" %"� %"(��. �� +����(�*�, ��  ' -�"�1�"-) �%"���) .�" 2�)+��� �" �%�,�" �,��" 

+������/���" �,��" %"� %"(��. �� �2��� %��./�"�� %���"/)+�"�. ���’ ���$�!,� %��� �� 

!�!��.� .�" �" 2�)+��� +�� #�+"-. -.+/� �,��" %"(��. �� ���5'�)+��� %���&+�"� �%. ���� 

#,$��� ���� %�"� %&���� /"� �%.#�+' !"� �!��& -�" �" #,$�" �1� 2�'+� � �,���� /� 

+���%�"� -�$�� +�+�&+�"�, �" -�"�1�"-�� +2�+�"� /%���*� �� �0"�%�"'(�*� !"� �' 6�$�,1+' 

�'� �%,��+'� �1� online +�+�'/&�1� +�+�&+�1� ([Gol06], [MYLK08], [JE09], [MZL+11]). 

 

5.2 '����
����
 ��������� ����
���� 

7�� ��%"-. +*+�'/� +�+�&+�1� 2���-�'�,5���" �%. ��� +*��$� 2�'+� � -�" ��� +*��$� 

���"-�"/��1�. 7+�1 1 2{ , ,..., }nu u u�u  -�" 1 2{ , ,..., }mv v v�v  �� +*��$� �1� 2�'+� � -�" 

�1� ���"-�"/��1� ���,+��"2�, .%�� n  �,��" � ��"(/.� �1� 2�'+� � -�" m  � ��"(/.� �1� 

���"-�"/��1�. 7��� 2�)+�'� iu  6�(/�$�!�, ��� �%�+*��$� ��� +��.$�� �1� ���"-�"/��1� 

/� -&%�"�� 6�(/�$�!,��. 7+�1 
n m���R  � %,��-�� 6�(/�$�!" �, .%�� ijR  �,��" ' 

6�(/�$�!,� �� � 2�)+�'� iu  �,��" /,� 6�(/�$�!,� +�� ���"-�,/��� jv , �"�#����"-& 

+�/6�$,5��/� �'� �"/) ��� /� �� +*/6�$� “?” (&!�1+�' 6�(/�$�!,�). 
��)(1�, � %,��-�� 

6�(/�$�!" � �,��" %�$* ���".� /� �'� ����"� .�" �%&�2��� %�$$�� &!�1+��� 6�(/�$�!,�� 

+��� R . �"� %��&��"!/�, ' %�-�.�'�� ��� %,��-� 6�(/�$�!" � +�� �/%��"-& +�+�)/��� 

+�+�&+�1� �,��" +�2�& /"-�.���' �%. 1% ([SKKR01]). �� �� ���"-�,/��� jv  �2�" 

!�1�,+/���, �� %��"+�&���/� 1� j �
��x , .%�� �  �,��" � ��"(/.� �1� !�1�"+/&�1�. � 

��!�+,� �1� +�+�'/&�1� +�+�&+�1� �,��" ' %�.6$�4' �'� 6�(/�$�!,�� ��� 2�)+�' iu  !"� 

��� /' 6�(/�$�!'/��� ���"-�,/��� jv  ) ' +*+��+' -&%�"1� ���"-�"/��1� !"� ����/����� 

2�)+���, �'$��) �� %��6$�%��� �%�*+�� �"/�� +��� %,��-� R  /� 6&+' !�1+��� 

6�(/�$�!,��. 

�%. �.�� %�� �� +�+�)/��� +�+�&+�1� �%���$�+�� ���0&��'�' �����'�"-) %��"�2), +�� 

/�+� �'� ��-���,�� ��� 1990, �2��� %����(�, %�$$& +�+�)/��� +�+�&+�1�, �� �%�,� 

/%���*� !��"-& �� ��0"��/'(�*� +� 6�+"+/��� +�� %��"�2./���, 6�+"+/��� +�' 

+����!��"-) �")('+' -�" �6�"�"-& ([RRS11], [JZFF10]). ����-&�1, �0��&5��/� -&(� 

-��'!��,� -�" ���"%��+1%���"-& +�+�)/��& �'�. 
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5.2.1 ��������� ����
���� $�������� ��
 ����� #���
 

	� +�+�)/��� +�+�&+�1� %�� 6�+,5����" +�� %��"�2./��� �2��� �"� �,5�� ���� +�'� 

��&-�'+' %$'��#��,�� ([BR99]) -�" �' �")('+' %$'��#��,�� ([BC92]). 
��"+��*� 

���"-�,/��� %��./�"� /� ���& %�� %���,/'+� � 2�)+�'� +�� %���$(.�. 	� %��"++.���� 

�#"+�&/��� +�+�)/��� +�+�&+�1� %�� 6�+,5����" +�� %��"�2./��� �+�"&5��� +�' +*+��+' 

���"-�"/��1� /� %$'��#��,� -�"/���� (textual information), .%1� �"�)+�"�, 6"6$,� -�" 

�!!��#�. 	� %��"�2./��� (content) +� ���& �� +�+�)/��� +��)(1� %��"!�&#���" /� $�0�"�-

-$�"�"& ([BS97], [PB97]) -�" ' %$'��#��'�"-.�'�� (informativeness) /,�� $�0'�--$�"�"�* +� 

��� �!!��#� +�2�& /���&��" /� �� 6&��� TFIDF (TFIDF weight) ([WLWK08]). 	� 6&��� 

TF (TF weight) /,�� $�0'�--$�"�"�* +� ��� �!!��#� �'$ ��" �' +�2�.�'�& �'� +�� �!!��#�, 

��  �� 6&��� IDF (IDF weight) /,�� $�0'�--$�"�"�* ��,5���" 1� ' ���,+���#' +�2�.�'�� 

�!!�&#1� (inverse document frequency) �'� $�0'�--$�"�"�*. 

7+�1 jkx  �� 6&��� TFIDF �'� k -�+�)� $�0'�--$�"�"�* +�� jv  -�" .�" �� %��"�2./��� ��� 

jv  /%���, �� %���+��(�, 1� 1 2( , ,..., )j j j jx x x� �x . �� ���)� �'� ���%��&+��+', �� 

+�+�)/��� +�+�&+�1� %�� 6�+,5����" +�� %��"�2./��� +��"+��*� ���"-�,/��� +� ��� 

2�)+�' �� �%�,� �,��" %��./�"� /� ���"-�,/��� %�� ��� &��+�� +�� %���$(.� ([PB97]). 


�!-�-�"/���, �"&#��� �%�4)#"� ���"-�,/��� +�!-�,�����" /� ���"-�,/��� %�� 

%��'!��/��1� 6�(/�$.!'+� � 2�)+�'�. �"� �� 6�(/�$�!'(�*� �� �%�4)#"� ���"-�,/��� 

�"�(���,��" ��� /���� �/�".�'��� .%1� ' �/�".�'�� +��'/"�.��� (cosine similarity). �-�.� 

�%. �"� %�����+"�-�� /�(.���� ��&-�'+'� %$'��#��,�� %�� 6�+,5����" +� �����"-�� 

��2�"-�� (heuristics), 2�'+"/�%�"�*���" -�" &$$�� ��2�"-��, .%1� �"&#���" �$!.�"(/�" 

��0"�./'+'� -�" �/���%�,'+'� ([PB97], [MBR98]). 

;%1� %����'�)('-� +�� [BS97] -�" [AT05], �� +�+�)/��� +�+�&+�1� %�� 6�+,5����" +�� 

%��"�2./��� �%.-�"���" +� -&%�"��� %��"��"+/�*�: (1) ��������
%�� ��!���� �����'�
%��� 

(limited content analysis) – �,��" �*+-�$� �� �#��/�+(�*� +� %��,� (domains) %�� �2��� 

�!!���� %�.6$'/� /� �'� ���./��' �0�!1!) 2���-�'�"+�"- � (features), .%1� �� 

%�$�/�+"-& ����/��� (multimedia data), (2) ����-�"��������� (over-specialization) – �� 

���"-�,/��� %�� +��"+� ���" +� ��� 2�)+�' %��"��,5����" +� ���& %�� �,��" %��./�"� /� 

���& %�� )�' 6�(/�$.!'+� -�" (3) �� ������
� ��� �%�� '�	��� – !"� �� -�����)+�" ��� 

+*+�'/� +�+�&+�1� %�� 6�+,5���" +�� %��"�2./��� �"� %���"/)+�"� ��.� 2�)+�', %��%�" 

���.� �� 6�(/�$�!)+�" ���� "-��. ��"(/. ���"-�"/��1�, �%.�� �� +�+�)/��� +�+�&+�1� 

%�� 6�+,5����" +�� %��"�2./��� �%���!2&���� �� +�+�)+��� ���"-�,/��� +� 2�)+��� /� 

$,!�� ) -�//,� 6�(/�$�!,�. 

 



�

� ����

5.2.2 ��������� ����
���� $�������� ��� ����������� ���%��� 

� +����!��"-) �")('+' �,��" /,� �%. �"� %"� �'/�#"$�,� ��2�"-�� !"� �� -�,+"/� +�+�'/&�1� 

+�+�&+�1� ([SKKR01], [Kor08], [SK09]). �%���, �� %��6$�4�" �� ���"�#������ ��� 

2�)+�' �%��(�,�� �%�-�$*%������ %�$*%$�-� ) /' ���/��./��� %�.��%� �%. �'� 

+�/%��"#��& ��� 2�)+�' +�� %���$(.� 21�,� -�//,� !� +' ��� %��,�� ([Kor08], [SK09]). 

� �%.(�+' %,+1 �%. �� +�+�)/��� +�+�&+�1� %�� 6�+,5����" +�' +����!��"-) �")('+' 

�,��" .�" �� �" 2�)+��� +�/# �'+�� /���0* ���� +�� %���$(.� �,��" %"(��.���� �� 

+�/#1�)+��� /���0* ���� +�� /�$$�� �%. .,�" /� ��2�,� �%"$�!/����� 2�)+���. �" 

�#"+�&/���� /�(���" +����!��"-)� �")('+'� /%���*� �� -��'!��"�%�"'(�*� +� 6�+"+/���� 

+�' /�)/' (memory-based) -�" 6�+"+/���� +� /����$� (model-based) ([GNOT92], 

[BHK98], [SK09]). 

 

5.2.2.1 ����������	 ��	���� �����
%�� ��� 
�	
� 

�" /�(���" %�� 6�+,5����" +�' /�)/' 2�'+"/�%�"�*� �,�� �$.-$'�� ��� %,��-� 2�'+� �-

���"-�"/��1� ) ��� ��,!/� !"� �� %���!&!��� /,� %�.6$�4' ([SK09]), -�" /%���*� �� 

�"�-�"(�*� %���"���1 +� %��+�����$"+/���� +���� 2�)+��� (user-oriented) ([HKBR99], 

[BHK98]) -�" %��+�����$"+/���� +�� ���"-�,/��� (item-oriented) ([SKKR01], [Kar01]). �" 

%��+�����$"+/���� +���� 2�)+��� /�(���" %��6$�%��� /,� &!�1+�' 6�(/�$�!,� ��.� 

2�)+�' !"� ��� ���"-�,/��� 1� �' +��(/"+/��' /�+' �"/) .$1� �1� 6�(/�$�!" � �1� 

%��./�"1� 2�'+� � !"� �� ,�"� ���"-�,/���, ��  �" %��+�����$"+/���� +�� ���"-�,/��� 

/�(���" /� 6&+' �' /�+' 6�(/�$�!,� ��� ,�"�� 2�)+�' !"� %��./�"� ���"-�,/���. 	� -*�"� 

%��6$)/��� %�� -�$�,��" �� $*+�" /,� /�(���� 
Δ 6�+"+/��' +�' /�)/' �,��" � 

�%�$�!"+/.� ��� 6�(/�* �'� �/�".�'��� -�" ' +��&(��"+' (aggregation) �1� 6�(/�$�!" �. 

�" %��+�����$"+/���� +���� 2�)+��� -�" �" %��+�����$"+/���� +�� ���"-�,/��� /�(���" 

/%���*� �� �0"�%�")+��� %��./�"�� ��2�"-�� !"� �� ���"/��1%,+��� ���& �� �*� 

%��6$)/���. 7�+", 2�'+"/�%�"�*/� �"� %��+�����$"+/���� +���� 2�)+��� /�(.���� 1� 

%�����,!/��� !"� �� �0'!)+��/� ���"%��+1%���"-�� /�(.���� �%�$�!"+/�* �'� �/�".�'��� 

-�" +��&(��"+'� �1� 6�(/�$�!" �. 

��������
�� �
�������� ��� ������������
%��� ����� '�	���� 
�������: � �%�$�!"+/.� �'� 

�/�".�'��� /���0* 2�'+� � �,��" ��� -�,+"/� 6)/� �1� %��+�����$"+/��1� +���� 2�)+��� 

/�(.�1�. 72��� %����(�, %�$$�� ��2�"-�� !"� �'� �%,$�+' ����* ��� %��6$)/����, .%1� � 

+����$�+�)� +�+2��"+'� ��� Pearson ([RIS+94]), ' �/�".�'�� +��'/"�.��� ([Cho10]) -�" ' 

�/�".�'�� %�� 6�+,5���" +�'� %"(��.�'�� (probability-based similarity) ([Kar01], [DK04]), 



�

� ����

/���0* �1� �%�,1� �" ���*���� 2�'+"/�%�"�*/���� �,��" � +����$�+�)� +�+2��"+'� ��� 

Pearson -�" ' �/�".�'�� +��'/"�.���. 

− ���������	� ���'%����� ��� Pearson: �&(� 2�)+�'� %��"+�&����" 1� ��� �"&��+/� 

6�(/�$�!" �. �"� %��&��"!/�, � i -�+�.� 2�)+�'� (� +�/6�$,5���" /� iR . � 

+����$�+�)� +�+2��"+'� ��� Pearson /���& �� 6�(/. +��� �%�,� �*� /���6$'��� 

+2��,5����" !��//"-& /���0* ���� ([RIS+94]). � +����$�+�)� +�+2��"+'� ��� 

Pearson /���0* �1� 2�'+� � iu  -�" ju  /%���, �� �%�$�!"+(�, 1�: 

  
2 2

( ) ( )

( ) ( )

ik i jk jk I
ij

ik i jk jk I k I

R R R R

R R R R

�

� �

� % �
�

� �

�
� �

S (5.1), 

  .%�� /� I  �'$ ����" �� +*��$� �1� ���"-�"/��1� %�� 6�(/�$�!)('-�� �%. 

�/#.������ ���� iu  -�" ju , 
n n���S  �,��" � %,��-�� �/�".�'��� /���0* �1� 

2�'+� � -�" iR  ' /�+' 6�(/�$�!,� ��� iu . 

− -
������� ����
������: � �/�".�'�� +��'/"�.��� �%�$�!,5�" �� +��'/,���� �'� 

!1�,�� �1� �"���+/&�1� 6�(/�$�!" � ([Cho10]). �"� %��&��"!/�, ' �/�".�'�� 

+��'/"�.��� /���0* �1� iu  -�" ju  /%���, �� �%�$�!"+(�, 1�: 

  
2 2

ik jkk I
ij

ik jkk I k I

R R

R R

�

� �

%
� �
� �

S (5.2). 

���!������ �$� ���
������� ��� ������������
%��� ����� '�	���� 
�������: �#�* $&6��� 

���� %,��-� �/�".�'��� /���0* �1� 2�'+� �, �" %��+�����$"+/���� +���� 2�)+��� /�(���" 

%��6$�%��� /,� �%�*+� 6�(/�$�!,� !"� ��� ����/��� 2�)+�' +���(��,5����� �"� 

6�(/�$�!,�� �1� 2�'+� � %�� �,��" %��./�"�" /� ���.�. 72��� %����(�, %�$$�� 

+����'!"-�� +��&(��"+'� ([RIS+94], [SKKR01], [Kar01]), �%. �"� �%�,�� ' ���*���� 

2�'+"/�%�"�*/��' �,��" � +��(/"+/���� /�+��: 

( )
ˆ k i

k i

ik kj ku

ij i

iku

�

�

�
� �

�
�

S R R
R R

S

N

N

(5.3), 

.%�� iN  �,��" �� +*��$� �1� 2�'+� � %�� �2��� 6�(/�$�!)+�" �� ���"-�,/��� jv . 

 

5.2.2.2 ����������	 ��	���� �����
%�� �� 
���%�� 

�" /�(���" %�� 6�+,5����" +� /����$� (�1��*� ��� /����$� %�� %��&!�" �"� 6�(/�$�!,�� 

-�" �#��/.5��� ��2�"-�� �0.��0'� �%. ����/��� -�" /'2��"-)� /&('+'� !"� �� 6���� 

%�.��%� �%. ����/��� �-%�,���+'� ([YK08], [SK09]), �� �%�,� /%���*� �� 



�

� ����

2�'+"/�%�"'(�*� !"� �� %��6$�#(�*� &!�1+��� 6�(/�$�!,��. 
� +*!-�"+' /� �' 
Δ %�� 

6�+,5���" +�' /�)/', ' 
Δ %�� 6�+,5���" +� /����$� �2�" ���� %"� ‘�$"+�"-.’ +�.2�, �� 

�%�-�$*4�" $��(&������ %��&!����� (latent factors) %�� �%�0'!�*� �"� %����'�'(�,+�� 

6�(/�$�!,�� ([YK08]). �&%�"�� !�1+��� /�(���" %�� 6�+,5����" +� /����$� �,��" �� 

/����$� 
Δ �"-�*1� %�%�,('+'� Bayes (Bayesian belief nets) ([BHK98], [MP00]), �� 

/����$� 
Δ �/���%�,'+'� (clustering) ([UF98], [CHW01]), �" /�(���" %�� 6�+,5����" +� 

��2�,��� %��"%&���� ([YK08], [HZC04]) -�" �� /����$� 
Δ %�� 6�+,5����" +� 

%���!����%�,'+' ([GRGP01], [Hof04], [Pat07], [Kor08], [SM08]). �" /�(���" 
Δ %�� 

6�+,5����" +� %���!����%�,'+' ([Kor08], [SM08]) �,��" %�$* -�$�� �� .2" �" -�$*����� -�" 

�"�(���*���" ����1� !"� �� -�,+"/� +�+�'/&�1� +�+�&+�1� ([CGTY11]). 

	� /����$� 
Δ %�� 6�+,5����" +� %���!����%�,'+' �%�(����� .�" $,!� $��(&����� 

%�.��%� (latent patterns) �%'��&5��� �' +�/%��"#��& 6�(/�$.!'+'� �1� 2�'+� � -�" 

�-��$�*� /,� %���!����%�,'+' 2�/'$)� �&0'� (low-rank factorization) +��� %,��-� 

6�(/�$�!" �. 7+�1 
K

i ��u  -�" 
K

j ��v  �� �"&��+/� %���"/)+�1� ��� 2�)+�' iu  -�" �� 

2���-�'�"+�"-. �"&��+/� ��� ���"-�"/���� jv  ���,+��"2�, .%�� K  �,��" � ��"(/.� �1� 

$��(��.��1� %���!.��1�. 	� /����$� 
Δ %�� 6�+,5����" +� %���!����%�,'+' �%"$*��� �� 

�-.$��(� %�.6$'/�: 

2 22

1 1

min ( ) ( )
n m

T

ij ij i j F F
i j

	
� �

� � ���
U,V

W R U V U V (5.4), 

.%�� 1 2[ , ,..., ]T T T T n K

n

�� ��U U U U  -�" 1 2[ , ,..., ]T T T T m K

m

�� ��V V V V . K  �,��" � ��"(/.� 

�1� $��(��.��1� %���!.��1� (%���*%1�), � �%�,�� +��)(1� -�(��,5���" /�+1 

�"�+����1/��'� �%"-*�1+'�. � .��� 
2 2

( )
F F

	 �U V  �"+&!���" !"� �'� �%�#�!) �%��-

%��+��/�!)� (over-fitting), %�� �$�!2���" /� �'� %��&/���� 	 . 
n m���W  �,��" ���� 

%,��-�� 6�� � .%�� ijW  �,��" �� 6&��� �'� 6�(/�$�!,�� ��� 2�)+�' iu  !"� �� ���"-�,/��� 

jv . ��$* +�2�& (����/� 1ij �W  �� 0ij 
R . � %,��-�� 6�� � W  /%���, �%,+'� �� 

2�'+"/�%�"'(�, !"� �� 2�"�"+/. �'� �//�+'� ������#��.�'+'� (implicit feedback)  -�" �'� 

-1�"-�%�,'+' %��&%$���'� %$'��#��,�� .%1� ' +�/%��"#��& �%"$�! � ��� 2�)+�' 

([FS11]), ' �/�".�'�� /���0* 2�'+� � -�" ���"-�"/��1� ([PZC+08], [LHZC10]), ' %�".�'�� 

�1� �%"+-�%)+�1� (reviews) ([RGG12]) -�" ' #)/' (reputation) ��� 2�)+�' ([THGL13]). 

	� +�+�)/��� +�+�&+�1� %�� 6�+,5����" +�' +����!��"-) �")('+' /%���*� �� 0�%��&+��� 

-&%�"�� �����/,�� �1� +�+�'/&�1� +�+�&+�1� %�� 6�+,5����" +�� %��"�2./���. �"� 

%��&��"!/�, �� +�+�)/��� %�� 6�+,5����" +�' 
Δ 2�'+"/�%�"�*� 6�(/�$�!"-) %$'��#��,� 

(rating information), &�� �,��" ���0&��'�� ��� %��,�� -�" /%���*� �� +�+�)+��� 



�

� ����

�%�"��)%��� ���"-�,/���. �+�.+�, �� +�+�)/��� %�� 6�+,5����" +�' 
Δ �2��� ���� �"-�*� 

���� %��"��"+/�*�, .%1� �� %�.6$'/� �'� 4�2�)� ����0'� (cold-start problem) (��� 

���"-�,/��� ) ���" 2�)+���) -�" �� %�.6$'/� �'� ���".�'��� �1� ����/��1� (data sparsity) 

([AT05], [SK09]). 

 

5.2.3 0$�����
 ��������� ����
���� 

�"� �'� �%��6�+' -&%�"1� %��"��"+/ � �1� +�+�'/&�1� %�� 6�+,5����" +�� %��"�2./��� ) 

�' 
Δ, ���%�*2('-�� �6�"�"-�� %��+�!!,+�"�, �" �%�,�� +����&5��� /�(.���� 6�+"+/���� 

+�� %��"�2./��� -�" �' 
Δ. �"� �� +�����+/. /�(.�1� 6�+"+/��1� +�� %��"�2./��� -�" +�' 


Δ %���&('-�� �"&#���� +����'!"-��, �" �%�,�� /%���*� 2����"-& �� ��0"��/'(�*� +� ���"� 

-��'!��,�� ([AT05]). ����-&�1 �0��&5��/� +� +����/,� -&(� -��'!��,�. 

�������
�� ������������ �����
!�$� ����!��$�: +� ���)� �' +����'!"-), /�(���" 

6�+"+/���� +�� %��"�2./��� -�" +�' 
Δ �$�%�"�*���" 0�21�"+�& -�" �" %��6$�4�"� ���� 

+����&5����" !"� �� $'#(�, ' ��$"-) +*+��+'. 72��� %����(�, �"&#���" ��.%�" !"� �� 

+�����+/. �1� %��6$�4�1�, .%1� ��� +2)/� 4'#�#��,�� (voting scheme) ([Paz99]) -�" 

���� !��//"-.� +�����+/.� �1� 6�(/�$�!" � ([CGM+99]). 

 ����	�� '�������������� �����
%�$� ��� �����'�
��� ��  
���%�� �Δ: �� +�+�)/��� %�� 

%��-*%���� /� ���)� �' +����'!"-) 2�'+"/�%�"�*� %��#,$ 6�+"+/��� +� %��"�2./��� -�"  

/' �%. -�"��* 6�(/�$�!'/��� ���"-�,/��� !"� �� �%�$�!,+��� �"� �/�".�'��� /���0* �1� 

2�'+� �. �%���*� �� 0�%��&+��� -&%�"��� %��"��"+/�*� �1� /�(.�1� 
Δ +2��"-& /� �'� 

���".�'�� ([Paz99], [GSK+99]). 

 ����	�� '�������������� �Δ �� 
���%�� �����
%�� ��� �����'�
���: ' %"� �'/�#"$)� 

%��+�!!"+' %�� �-�$��(�, ���)� �' +����'!"-) �,��" ' 2�)+' ��2�"-)� /�,1+'� 

�"�+���"-.�'��� (dimensionality reduction) +��� %,��-� %��#,$. �"� %��&��"!/�, +�� [SN99] 

2�'+"/�%�"�,��" $��(&���+� +'/�+"�$�!"-) ��"-���.�'+' (latent semantic indexing) !"� �' 

�'/"���!,� /,�� +����!��"-)� .4'� (collaborative view) ��.� +��.$�� %��#,$ 2�'+� �, /� 

�%���$�+/� �' 6�$�,1+' �'� �%,��+'� �'� +*+��+'� +� +*!-�"+' /� �/"!�,� %��+�!!,+�"� 

6�+"+/���� +�� %��"�2./���. 

 

5.3 	
������� ������� 

7�� �%. �� %� �� -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� (social recommendation systems) 

�/#��,+('-� �� 1997 ([KSS97]). ��$$�� �%'��+,�� -�"�1�"- � /�+1�, .%1� �� Facebook 

-�" �� Twitter, �/#��,+('-�� �� ��$����,� 2�.�"�, �%"���%����� +���� ��(� %��� �� 



�

� ����

�%"-�"�1��*� -�" �� �-#�&5����" /� ��-�$,�. � !��"-��/��' 2�)+' �1� -�"�1�"- � /�+1� 

%��&!�" -�"�1�"-) %$'��#��,� (social information) /� ���� &��� %��'!��/���� ��(/.. � 

��2�,� ��&%��0' �1� -�"�1�"- � /�+1� �2�" �%"��2*��" %�$* �'� ��&%��0' �1� -�"�1�"- � 

+�+�'/&�1� +�+�&+�1� ([KLM10], [GC11]). 
� ���)� �' ��.�'�� (� � +��/� ���� 

��"+/�*� �'� -�"�1�"-)� +*+��+'�, (� +�5'�)+��/� �"� ��-�"�,�� !"� -�"�1�"-& +�+�)/��� 

+�+�&+�1� +�!-�"�"-& /� %�����+"�-& +�+�)/��� +�+�&+�1�, (� ��0"��/)+��/� -�" (� 

�0��&+��/� �� �#"+�&/��� -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1�. 

 

5.3.1 1����
� ��� �
�������� �������� 

� -�"�1�"-) +*+��+' /�$��&��" �%. �� 1997 ([KSS97]) -�" %��+�$-*�" .$� -�" 

%��"++.���' %��+�2) /� �'� ��0��./��' �'/�#"$,� �1� -�"�1�"- � /�+1� ([KLM10], 

[GC11]), 1+�.+� ��� �%&�2�" -�"� � �%���-�.� ��"+/.� !"� �'� -�"�1�"-) +*+��+'. 
� 

���)� �' �%���.�'��, �,���/� ��� +���. -�" ���� ���* ��"+/. �'� -�"�1�"-)� +*+��+'� /� 

6&+' �%&�2����� ��"+/�*� +�' 6"6$"�!��#,�. 

7��� +���.� ��"+/.� �'� -�"�1�"-)� +*+��+'� ���#���" .�" �,��" �%�"��)%��� +*+��+' /� 

online -�"�1�"-�� +2�+�"� 1� �%"%�.+(��' �,+���. �" -�"�1�"-�� +2�+�"� /%���, �� �,��" 

+2�+�"� �/%"+��+*�'�, #"$,��, +2�+�"� +�//���2)� (memberships) ) +2�+�"� 

�-.$��(��/�-�$��(�*/���� (following relations). 
� ���.� ��� ��"+/. �� -�"�1�"-& 

+�+�)/��� +�+�&+�1� �%�(����� .�" �" 2�)+��� +�+2��,5����" .��� +��&%���� -�"�1�"-�� 

+2�+�"� ([Mas07], [MA07], [MYLK08]). �"� %��&��"!/�, �" %���"/)+�"� �1� 2�'+� � �,��" 

%"(��. �� �,��" %��./�"�� ) �� �%'��&5����" �%. ����� �1� #,$1� ����. �&������ ���)� �'� 

�%.(�+', ' -�"�1�"-) +*+��+' �0"�%�"�, �"� +�+2��,+�"� /���0* �1� 2�'+� � �" �%�,�� 

�%��'$ �����" �%. �"� -�"�1�"-�� +2�+�"� !"� �� 6�$�" +�" �'� �%,��+' �'� +*+��+'�. 

���"%��+1%���"-& +�+�)/��� %�� ����%�-�,�����" +� ���.� ��� ��"+/. �,��" �� TidalTrust 

([Gol06]), MoleTrust ([MA07], [VDC11]), SoRec ([MLN+09]), SocialMF ([JE09]), SoReg 

([MZL+11]) -�" LOCALBAL ([THGL13]). 

7��� &$$��, ���*� ��"+/.� �'� -�"�1�"-)� +*+��+'� ���#���" .�" -�"�1�"-. +*+�'/� 

+�+�&+�1� �,��" -&(� +*+�'/� +�+�&+�1� %�� +��2�*�" +� ��/�,� (domains) -�"�1�"- � 

/�+1� ([GC11]). � ��"+/.� ���.� %��"$�/6&��" +�+�)/��� +�+�&+�1� %�� +��"+��*� 

�%�"��)%��� ���.�'�� (object) +� ��/�,� -�"�1�"- � /�+1�, .%1� ���"-�,/��� (items), 

��"-���� (tags) ([SV08]), ��(� %��� ([CGD+09], [AB12]) -�" -�"�.�'��� (communities) 

([CCL+09]). �" %'!�� %�� 2�'+"/�%�"�*� ��� %��"��,5����" +� online -�"�1�"-�� +2�+�"�, 

�$$& %��"$�/6&���� -&(� �,��� ����/��1� �%. -�"�1�"-& /�+�, .%1� -�"�1�"-) 

�%"+)/��+' (social tagging) ([MZLK11]), �$$'$�%"��&+�"� /���0* �1� 2�'+� � ([JCL+12]) 

-�" +�/%��"#��& �%"$�! � (click behaviors) �1� 2�'+� � ([MYH+07]). 



�

� ����


� ���. �� -�#&$�"�, �+�"&5��/� +� -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� %�� ����%�-�,�����" 

+�� +���. ��"+/.. ���./�"�� ��2�"-�� /%���*� �� �#��/�+(�*� !"� �'� �$�%�,'+' 

-�"�1�"- � +�+�'/&�1� +�+�&+�1� %�� ����%�-�,�����" +� �%�"o��)%��� �%. ���� �*� 

��"+/�*�. � +���.� ��"+/.� �,��" �%$.� -�" 6�'(& +�'� -�$*���' -����.'+' �1� 

-�"�1�"- � +�+�'/&�1� +�+�&+�1� �"2/)�. 

 

5.3.2 ��� ��������#���� ��� �
�������� �������� ��� 
� ��������� ��� 

� ��0��./��' �'/�#"$,� �1� -�"�1�"- � /�+1� �%"���%�" +���� online 2�)+��� �� 

+�//���2��� +� online ���+�'�".�'��� �" �%�,�� %��&!��� %$�*+"�� -�"�1�"-�� +2�+�"�. 
�� 

-�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1�, �%"%�.+(��� %��� �' 6�(/�$�!"-) %$'��#��,� R , �" 

2�)+��� /%���*� �� +��������" /���0* ����. 7+�1 
n n��T �  ���� %,��-�� %�� �'$ ��" �"� 

-�"�1�"-�� +2�+�"� /���0* �1� 2�'+� � !"� ��� �%�,� 1ij �T  �� � ju  +�������" /� ��� iu  

-�" 0ij �T  �"�#����"-&. � �"�(�+"/.�'�� �1� -�"�1�"- � +2�+�1� T  %���2�" /,� 

���0&��'�' %'!) !"� +*+��+' -�" ���) ' "�"�"���.�'�� �'� -�"�1�"-)� +*+��+'� %��+#���" 

���� ��-�"�,��. 

�� ���, �� %�����+"�-& +�+�)/��� +�+�&+�1� �%�(����� .�" �" 2�)+��� %����2����" �%. 

���0&��'��� -�" "+.��/�� -�����/�� (�%.(�+' !�1+�) 1� �%.(�+' i.i.d.). �+�.+�, �" online 

2�)+��� �,��" �!!�� � +������/���" /�+1 +2�+�1� �"�#.�1� �*%1�, .%1� #"$,�� -�" +2�+�"� 

�/%"+��+*�'�. �%"%�.+(��� %��� ��� %,��-� 6�(/�$�!" � +�� %�����+"�-& +�+�)/��� 

+�+�&+�1�, �" 2�)+��� +�� -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� �,��" +������/���", 

%���2����� -�"�1�"-) %$'��#��,�. �%�"�) �,��" +������/���", �" 2�)+��� �,��" 

+�+2��"+/���" -�" .2" i.i.d.. �"� %��&��"!/�, �" +�!!��#�,� +�� [WLJH10] 6�,+-��� .�" 

2�)+��� /� +2�+�"� �-.$��(��/�-�$��(�*/���� �,��" %"(��.���� �� �2��� %��./�"� 

���"�#������ �%. .,�" �*� ��2�,� �%"$�!/���" 2�)+���, -�" �" +�!!��#�,� +�� [TGHL13b] 

��,2���� .�" 2�)+��� /� +2�+�"� �/%"+��+*�'� �,��" %"(��.���� �� �2��� %��./�"�� 

%���"/)+�"� +� 6�(/�$�!,�� ���"-�"/��1�. ���. �� #�"�./��� %����'��,��" +�� 

%��"++.���� online -�"�1�"-& �,-��� -�" /%���, �� �%�0'!'(�, /� (�1�,�� -�"�1�"-)� 

+�+2��"+'� (social correlation) .%1� ' �/�"�#"$,� ([MSC01]) -�" ' -�"�1�"-) �%"���) 

([MF93]). �� +'/�"1(�, .�" �� !�!��.� .�" ���� 2�)+�'� �,��" %"(��.���� �� �2�" %��./�"� 

���"�#������ /� ���� 2�)+��� %�� +��������" /� ���.� �%. .,�" /� ��2�,� �%"$�!/����� 

2�)+��� �� +'/�,��" .�" �" 2�)+��� %�� +��������" /� ���� 2�)+�' ����,5����" /� ���� %"� 

%��./�"��� /� ���.� 2�)+��� 1� %��� �' 6�(/�$�!"-) %$'��#��,�. �%�(����/� .�" � 

2�)+�'� iu  +�������" /� d  2�)+���. �+�1 iC  -�" iS  �� +*��$� (/�!�(��� d ) �1� 

2�'+� � %�� +��������" /� ��� iu  -�" �1� d  %"� %��./�"1� /� ���.� 2�'+� �, ���,+��"2�. 



�

� ��	�

�" +�!!��#�,� +�� [TGHL13a] ���"0�� .�" ' �%"-&$�4' (overlap) /���0* �1� iC  -�" iS  

�,��" /"-�.���' �%. 10%, �� �%�,� �,��" +���%�� /� �'� %����)�'+' +�� [CCH+08].  �� 

�$$&0��/� �' (� �'+) /�� -�" (�1�)+��/� �"� +����+�"� 1� /���)+�"� �/�".�'���, ' 

-�"�1�"-) %$'��#��,� %���2�" /�����,� �/�".�'��� (similarity evidence) -�" �� +*��$� iC  

�,��" ' $,+�� �1� %��./�"1� 2�'+� � 1� %��� �'� -�"�1�"-) %$'��#��,� ([GJS+08]). 	.��, 

' %���%&�1 %����)�'+' /%���, �� �%�0'!'(�, /� �'� -�,�"� �"�%,+�1+' +�� [GJP+10] – 

$,+��� %��./�"1� 2�'+� � %�� $�/6&�����" �%. �"�#����"-�� %'!�� 6��('-� .�" �"�#����� 

%�$* /���0* ����. �%,+'� �%���"-�*�" .�" /,� +��&(��"+' �'� 6�(/�$�!"-)� -�" -�"�1�"-)� 

%$'��#��,�� (� /%���*+� �� �,2� /�!&$' �0,�. �-�.� �%. /�����,� �/�".�'���, ' 

-�"�1�"-) %$'��#��,� %���2�" /,� &$$' /����"-) /�����,�, �'$��) /�����,� �"-�".�'��� 

(familiarity evidence), ' �%�,� �,��" %�$* +'/���"-) +�' +*+��+', -�( � +�� #�+"-. -.+/� 

+��)(1� 5'��*/� %���&+�"� �%. ���� #,$��� /�� %�� �,��" �0�"-�"1/���" (familiar) /� �"� 

%���"/)+�"� /�� ([GJP+10], [GJS+08]). ��" ' /�����,� �/�".�'��� -�" ' /�����,� 

�"-�".�'��� �%. -�"�1�"-) %$'��#��,� �%��'$ ���� .�" �� -�"�1�"-& �,-��� %��"�2��� 

%$'��#��,� +�/%$'�1/��"-) %��� �' 6�(/�$�!"-) %$'��#��,� -�" %���2��� /,� 

���0&��'�' %'!) %$'��#��,�� !"� ���� online 2�)+���. � �0"�%�,'+' �1� -�"�1�"- � 

+2�+�1� /%���, ����2�/��1� �� 6�$�" +�" �'� �%,��+' �'� +*+��+'�.  

Δ�*�����, �-�.� �%. �� +�+�)/��� +�+�&+�1�, ' -�"�1�"-) +*+��+' �/%$�-�" �� 

���0&��'�� �����'�"-. %��,� �'� ��&$�+'� -�"�1�"- � �"-�*1� ([WF94], [Sco11], [Sco12], 

[DLC13]). 	� -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� /%���*� �� �%1#�$'(�*� �%. �� 

�����'�"-& �%���$�+/��� �'� ��&$�+'� -�"�1�"- � �"-�*1�, .%1� �" (�1�,�� -�"�1�"-)� 

+�+2��"+'� ([MSC01], [MF93]), ' ��&$�+' -��&+��+'� (status analysis) ([PBMW99], 

[Kle99]), ' ��,2���+' -�"���)�1� ([LHK10], [TL10]), ' online �/%"+��+*�' (online trust) 

([Mas07], [TGL12]) -�" �� �����!��) (heterogeneous) �,-��� ([SH12]), +�' +*+��+'. 	� 

�����'�"-& �%"��*!/��� �'� ��&$�+'� -�"�1�"- � �"-�*1� ���,!��� ��./��� +�'� 

�0"�%�,'+' �1� -�"�1�"- � +2�+�1� -�" /%���*� �� �#��/�+(�*� +�� -�,+"/� -�"�1�"- � 

+�+�'/&�1� +�+�&+�1�. 

 

5.3.3 0&���
���� �
������
 ��������� ����
���� 

;%1� ���#��('-� %���%&�1, ' +����!��"-) �")('+' �"�(���,��" ����1� !"� �� -�,+"/� 

+�+�'/&�1� +�+�&+�1� -�" �� %��"++.���� �#"+�&/��� -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� 

6�+,5����" +� ��2�"-�� 
Δ. 7�+", +� ���. �� -�#&$�"� �+�"&5��/� +� -�"�1�"-& +�+�)/��� 

+�+�&+�1� %�� 6�+,5����" +�' 
Δ. � -�"�1�"-) +*+��+' ��2���" �*� �"+.����, �' 

6�(/�$�!"-) %$'��#��,� -�" �'� -�"�1�"-) %$'��#��,�. 	� %��"++.���� �#"+�&/��� 



�

� ����

-�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� �%"$�!��� /����$� 
Δ 1� �� 6�+"-& ���� /����$� !"� �� 

-�,+"/. ���� -�" %����,���� %��+�!!,+�"� !"� �' +*$$'4' �'� -�"�1�"-)� %$'��#��,�� 

6�+"+/���� +� �%���$�+/��� �%. �'� ��&$�+' -�"�1�"- � �"-�*1�. �%�/��1�, ��� !��"-. 

%$�,+"� -�"�1�"-)� +*+��+'� 6�+"+/��'� +�' 
Δ �%���$�,��" �%. �*� /��': (1) ��� 6�+"-. 

/����$� 
Δ -�" (2) ��� /����$� -�"�1�"-)� %$'��#��,��. ���. /%���, �� �'$1(�, 1�: 

/����$� -�"�1�"-)� +*+��+'� 6�+"+/��'� +�' 
Δ = 6�+"-. /����$� 
Δ + /����$� 

-�"�1�"-)� %$'��#��,�� (5.5). 

	� 6�+"-. /����$� 
Δ +� ��� %���2�" ��� -�"�)�"� ��0"�./'+'� �1� -�"�1�"- � 

+�+�'/&�1� +�+�&+�1�. 	�0"��/�*/� �� -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� +� �*� /�!&$�� 

-��'!��,�� +*/#1�� /� �� 6�+"-& ���� /����$� 
Δ: -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� 

6�+"+/��� +�' /�)/' -�" -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� 6�+"+/��� +� /����$�. 

 

5.3.3.1 
���$���! ����	
��� ����!��$� �����
%�� ��� 
�	
� 

	� -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� %�� 6�+,5����" +�' /�)/' 2�'+"/�%�"�*� /����$� 
Δ 

6�+"+/��� +�' /�)/', "�"�,���� /�(.���� %��+�����$"+/���� +���� 2�)+���, 1� �� 6�+"-& 

���� /����$�. �,� �%�*+� 6�(/�$�!,� !"� ���� ����/��� 2�)+�' �%�$�!,5���" /� 

+��&(��"+' �1� 6�(/�$�!" � �1� 2�'+� � %�� +�+2��,5����" /� ���.�, �" �%�,�" 

+�/6�$,5����" /� N �
. �"� ��� ����/��� 2�)+�', �" %�����+"�-�� %��+�����$"+/���� +���� 

2�)+��� /�(���" 2�'+"/�%�"�*� %��./�"��� 2�)+��� N , ��  �� -�"�1�"-& +�+�)/��� 

+�+�&+�1� %�� 6�+,5����" +�' /�)/' 2�'+"/�%�"�*� +�+2��"+/����� 2�)+��� N �
, �" 

�%�,�" $�/6&�����" �.+� �%. �' 6�(/�$�!"-) %$'��#��,� .+� -�" �%. �'� -�"�1�"-) 

%$'��#��,�. 	� -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� ���)� �'� -��'!��,�� +��)(1� 

�-�$��(�*� �*� 6)/���. 
�� %� �� 6)/�, $�/6&���� $�/6&���� ���� +�+2��"+/����� 

2�)+��� ( )N i�
 !"� ��� ����/��� 2�)+�' iu  -�" �� ��*���� 6)/� �,��" �� -$�+"-. ��$����,� 

6)/� �1� /�(.�1�  
Δ %�� 6�+,5����" +�' /�)/' – +��&(��"+' �1� 6�(/�$�!" � �%. ���� 

+�+2��"+/����� 2�)+��� %�� �$)#('+�� �%. �� %� �� 6)/� !"� �"� �%�*+�� 6�(/�$�!,��. 

Δ"�#����"-& -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� ���)� �'� -��'!��,�� 2�'+"/�%�"�*� 

�"�#����"-�� %��+�!!,+�"� !"� �� $&6��� ���� +�+2��"+/����� 2�)+��� N �
 +�� %� �� 

6)/�. ����-&�1, %����+"&5��/� $�%��/���"�� +2��"-& /� -&%�"�� ���"%��+1%���"-�� 

%��+�!!,+�"�. 

Social based Weight Mean ([VCDT09], [VDC11]): �"� ��� ����/��� 2�)+�' iu , ' 

+����'!"-) ���) �%$ � (�1��, ���� �%��(�,�� +������/����� 2�)+��� /� ��� iu , ( )iF , 1� 

�� +*��$� �1� +�+2��"+/��1� /� ���.� 2�'+� � ( )N i�
: 



�

� ��
�

( ) { | ( , ) 1}jN i u i j
� � �T (5.6). 

TidalTrust ([Gol06]): 
� ���. �� +*+�'/� �" 2�)+��� +��������" /� +2�+�"� �/%"+��+*�'�. 

�" +�!!��#�,� +2��,�+�� �� /���� TidalTrust !"� �� �-�"/)+��� �"� �"/�� �/%"+��+*�'� 

/���0* �1� 2�'+� � 6�+"+/���" +�"� �-.$��(�� �*� %����'�)+�"�: (1) +����/.���� 

/���%&�"� �"&��+'� (propagation) %��&!��� �-�"6�+����� �-�"/)+�"� �/%"+��+*�'� -�" (2) 

/���%&�"� /� �4'$.����� �"/�� �/%"+��+*�'� �,���� -�$*���� �%���$�+/���. �"� �� 

�-�"/)+�" �"� �"/�� �/%"+��+*�'� /���0* �1� 2�'+� �, �� TidalTrust �-�$��(�, �� %���-&�1 

6)/���: 

A ���5'�& ��� +����/.���� /���%&�" �%. �� 2�)+�'-%'!) %��� ���� 2�)+��� %�� 

��1+�� 6�(/�$�!,�� -�" (���" �� /)-�� ��� +����/.����� /���%��"�* 1� �� 6&(�� 

/���%��"�* ��� �$!��,(/��. 

A �%�$�!,5�" �'� �"/) �/%"+��+*�'� �%. �� 2�)+�'-%'!) %��� ���� 2�)+�' %�� ��1+� 

6�(/�$�!,� +�� ����/��� 6&(��. �"� ��� 5�*!�� 2�'+� � iu  -�" ju  �" �%�,�" �� 

+��������" &/�+�, ' �"/) �/%"+��+*�'� +���(��,5���" �%. �"� �"/�� �/%"+��+*�'� 

�%. ���� &/�+��� !�,����� ��� iu  %��� ��� ju  +��(/"+/���� /� �"� �"/�� 

�/%"+��+*�'� �%. ��� iu  %��� ���� &/�+��� !�,����� ���: 

( )

( )

k

k

ik kju i

ij

iku i

�

�

�
�
�

S S
S

S

F

F

(5.7). 

A �#�* �%�$�!"+(�*� �" �"/�� �/%"+��+*�'� S , -�(��,5���" �� +*��$� ( )N i�
 1� �� 

+*��$� �1� 2�'+� � %��� ���� �%�,��� �" �"/�� �/%"+��+*�'� �%. ��� iu  

�%��6�,���� ��� ����/��� -�� #$" � : 

( ) { | }j ijN i u �� � 7S (5.8). 

MoleTrust ([MA04], [MA05], [MA07]): � �%�$�!"+/.� ��� /����� MoleTrust �%���$�,��" 

�%. �*� -*�"� 6)/���. ��2"-&, �%�$�,#����" �" -*-$�" +�� �,-���. �"� �� $'#(�*� �" �"/�� 

�/%"+��+*�'�, %��%�" �� �-��$�+(�, ���� /�!&$�� ��"(/.� �"��.+�1� �/%"+��+*�'�. 

�%�/��1�, ' �%�$�"#) �1� -*-$1� /%���, �� �%"��2*��" +'/���"-& ��� %����"�./��� 

�$!.�"(/�, -�( � -&(� 2�)+�'� 2��"&5���" �� ��2(�, �%,+-�4' /.�� /,� #��& !"� ��� 

�%�$�!"+/. �1� �"/ � �/%"+��+*�'�. �� ���)� �'� %�&0' �� ��2"-. �,-��� �/%"+��+*�'� 

/������%���" +� ���� -����(��./��� �-�-$"-. !�&#� (directed acyclic graph). 
�� ��*���� 

6)/�, �" �"/�� �/%"+��+*�'� �%�$�!,5����" /� 6&+' ��� -����(��./��� �-�-$"-. !�&#� /� 

���� �%$. ��2�,� %��,%��� +� ���.�: %� �� �%�$�!,5���" ' �/%"+��+*�' %��� ���� 2�)+��� 

%�� 6�,+-����" 1 6)/� /�-�"&, /��& ' �/%"+��+*�' %��� ���� 2�)+��� %�� 6�,+-����" 2 

6)/��� /�-�"& -.�.-. �#�* �%�$�!"+(�*� �" �"/�� �/%"+��+*�'�, �� MoleTrust -�(��,5�" 



�

� ����

���� 2�)+��� ���.� ��� /�!"+��� 6&(��� %�� �2��� 6�(/�$�!)+�" �� ���"-�,/���-+�.2� 1� 

���� +�+2��"+/����� 2�)+��� N �
, .%�� �� /�!"+�� 6&(�� �,��" /,� %��-�(��"+/��' 

%��&/�����. 

TrustWalker ([JE09]): � �"�"+('�"-) "��� ����* ��� +�+�)/���� %����2���" �%. �*� 

-�,�"�� %����'�)+�"�. �� ���, �� -�"�1�"-. �,-��� ��.� 2�)+�' (�'$��), �" !�,����� ���) 

�2�" /"-�) �%"-&$�4' /� ���� 2�)+��� %�� �,��" %��./�"�" /� ���.� ([CCH+08]), %�&!/� 

%�� +'/�,��" .�" ' -�"�1�"-) %$'��#��,� �%���$�, ���0&��'�' %'!) %$'��#��,��. 

Δ�*�����, �" 6�(/�$�!,�� !"� %��./�"� ���"-�,/��� 2�'+� � +���� �%�,��� � 2�)+�'� �2�" 

/�!&$' �/%"+��+*�' �,��" %"� �0".%"+��� �%. 6�(/�$�!,�� !"� �� ,�"� ���"-�,/���-+�.2� 

2�'+� � +���� �%�,��� �2�" $,!' �/%"+��+*�'. � %� �' %����)�'+' �%���"-�*�" �' 

+'/�+,� �1� %��+�!!,+�1� %�� 6�+,5����" +�'� �/%"+��+*�', ��  ' ��*���' �' �*��/' �1� 

%��+�����$"+/��1� +�� ���"-�,/��� %��+�!!,+�1�. �"� �� �%1#�$'(�, -�" �%. �� �*� �,�' 

%��+�!!,+�1�, �� TrustWalker %����,��" ��� /����$� 6�+"+/��� +� ��2�,��� %��"%&���� 

 +�� �� +����&+�" %��+�!!,+�"� 6�+"+/���� +�'� �/%"+��+*�' -�" %��+�����$"+/���� 

+���� 2�)+��� +� ��� +���-�"-. %$�,+"�. ���5'�& �"� 6�(/�$�!,�� �1� &/�+1� -�" �//�+1� 

#,$1� ��.� 2�)+�' !"� �� ���"-�,/���-+�.2� -�( � �%,+'� -�" !"� %��./�"� ���"-�,/��� 

�-��$ ���� ���� ��2�,� %��,%��� +� online -�"�1�"-& �,-���. �"� %��&��"!/�, �� 

(�1�)+��/� .�" (�$��/� �� $&6��/� /,� 6�(/�$�!,� ��� 2�)+�' iu  !"� �� ���"-�,/��� jv . 

�%�(����/� .�" 6�"+-./�+�� +��� -./6� ku . 	� TrustWalker $�"����!�, .%1� %���-&�1 +� 

-&(� 6)/� ��� ��2�,�� %��"%&���: �� � ku  6�(/�$.!'+� �� jv  �.�� +��/��& ��� ��2�,� 

%��,%��� -�" �%"+���#�" �'� �"/) kjR  +�� �%���$�+/�, �"�#����"-& �2�" �*� �%"$�!�� – (1) 

+��/��& ��� ��2�,� %��,%���, �%"$�!�" ��2�,� ��� ���"-�,/��� lv  %��./�"� /� �� jv , �� 

�%�,� 6�(/�$.!'+� � iu  -�" �%"+���#�" �'� �"/) ilR , ) (2) +���2,5�" ��� ��2�,� %��,%��� 

-�" %��21�& +�� 2�)+�' ku  +�� �,-��� �/%"+��+*�'� ��� iu . 

	� TrustWalker 2�'+"/�%�"�, �� +����$�+�) +�+2��"+'� ��� Pearson �1� 6�(/�$�!" � !"� 

�� �%�$�!,+�" �'� �/�".�'�� /���0* ���"-�"/��1�. ��( � �" �"/�� ��� +����$�+�) 

+�+2��"+'� ��� Pearson 6�,+-����" +�� �"&+�'/� [ 1,1]� , /.�� ���"-�,/��� /� (��"-) 

+�+2��"+' /� �� ���"-�,/���-+�.2� $�/6&�����" �%.4'. � �/�".�'�� /���0* �1� 

���"-�"/��1� iv  -�" jv  �%�$�!,5���" 1�: 

2

1
( , ) ( , )

1
ijN

sim i j PCC i j

e
�

� �

�

(5.9), 



�

� ����

.%�� ijN  �,��" � ��"(/.� �1� 2�'+� � �" �%o,�" 6�(/�$.!'+�� �/#.���� �� iv  -�" jv  -�" 

( , )PCC i j  �,��" � +����$�+�)� +�+2��"+'� ��� Pearson �1� iv  -�" jv . 

 

5.3.3.2 
���$���! ����	
��� ����!��$� �����
%�� �� 
���%�� 

	� -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� %�� 6�+,5����" +� /����$� �%"$�!��� /�(.���� 
Δ 

6�+"+/���� +� /����$� 1� �� 6�+"-& ���� /����$�. 	�2�"-�� %���!����%�,'+'� %"�&-1� 

2�'+"/�%�"�*���" ����1� +�"� /�(.���� 
Δ %�� 6�+,5����" +� /����$�. ����� �" ��2�"-�� 

%����+"&5��� �"&#���� ‘��2&�"+���’ "�".�'��� ([DKA11], [ME11]): (1) %�$$�� /�(���" 

6�$�"+��%�,'+'�, .%1� /�(���" 6�+"+/���� +�'� -$,+' (gradient based), /%���*� �� 

�#��/�+(�*� !"� �� 6��(�, /,� 6�$�"+�' $*+', �%�-�&+"/' +� 2"$"&��� 2�)+��� /� 

�-���//*�"� +2�+�"� �/%"+��+*�'�, (2) ' %���!����%�,'+' %"�&-1� �2�" /,� ‘��2&�"+�'’ 

%"(����"-) ��/'��,� -�" (3) �,��" %�$* ���$"-�' -�" �%"���%�" �� %��"$'#(�, %�.���' (prior) 

!� +'. 	� %��"++.���� �%&�2���� -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� ���)� �'� -��'!��,�� 

6�+,5����" +� %���!����%�,'+' %"�&-1� ([MYLK08], [MKL09], [YZC+09], [JE10], 

[VNLD10], [MZL+11], [AI11], [YLS+11], [STM11], [TGL12], [TGLD12], [NST+12], 

[HDD13], [TGHL13b]). � $�!"-) %,+1 �%. ����� �"� /�(.���� �,��" .�" �" %���"/)+�"� �1� 

2�'+� � �,��" %��./�"�� ) �%'��&5����" �%. ����� �1� 2�'+� � /� ���� �%�,��� ����, 

+��������" -�"�1�"-&. �+�.+�, �� 2�/'$. -.+��� ��� +2'/��"+/�* -�"�1�"- � +2�+�1� 

/%���, �� ��'!)+�" +� -�"�1�"-�� +2�+�"� /� �����!���,� ���&/�"� (heterogeneous strengths) 

(%.2. �+(���,� ��+/�, (weak ties) -�" "+2���, ��+/�, (strong ties) ��&/"-��") ([XNR10]). 

��( � �" 2�)+��� /� "+2���*� ��+/�*� �,��" %"(��.���� �� �2��� -�"��� %���"/)+�"� �%. 

.,�" ����, /� �+(���,� ��+/�*�, ' ,+' ���"/�� %"+' .$1� �1� -�"�1�"- � +2�+�1� /%���, �� 

��'!)+�" +� �%�6&(/"+' (degradation) +�'� �%,��+' �'� +*+��+'�. �"’ ���., /� -&(� 

-�"�1�"-) +2�+' ����� �" /�(���" +�+2��,5��� /,� �*��/' (strength), ' �%�,� +��)(1� 

�%�$�!,5���" /� �'� �/�".�'�� �1� 6�(/�$�!" �. �"� %��&��"!/�, .��� �%"$�!��/� �'� 

�/�".�'�� +��'/"�.���, �� �" iu  -�" ku  +��������", ' �"/) ikS  �%�$�!,5���" 1� ' �/�".�'�� 

+��'/"�.��� /���0* �1� �"���+/&�1� 6�(/�$�!" � �1� iu  -�" ku , �"�#����"-& (����/� 

0ik �S . �%�/��1�, ' �*��/' /���0* �1� iu  -�" ku , ikS , /%���, �� ��"+(�, ��%"-& 1�: 

2 2
 �� �"  -�"  +��������"

0               �"�#����"-&

ij kjj

ij kjj j

i j

ik

u u
%��

� � �� �
��

R R

R RS (5.10). 


� ���,(�+' /� �� %�����+"�-& +�+�)/��� +�+�&+�1� %�� 6�+,5����" +�'� 

%���!����%�,'+' %"�&-1�, �� -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� ���)� �'� -��'!��,�� 



�

� ����

�0"�%�"�*� �'� -�"�1�"-) %$'��#��,� -�" ��� ���%�"'/��� %$�,+"� /%���, �� �'$1(�, 1� 

�0)�: 

2 2 2 2
min ( , , ) ( )T

F F FF0
Social 0 0	 
� � � � ��

U,V,
W (R U V) T S U V (5.11), 

.%�� � .��� ( , , )Social 0T S  �"+&!���" !"� �� +�$$&6�" -�"�1�"-) %$'��#��,�, 0  �,��" �� 

+*��$� �1� %���/���1� %�� /�(�,�����" �%. �'� -�"�1�"-) %$'��#��,�, ' %��&/����� 	  

�$�!2�" �' +���"+#��& �'� -�"�1�"-)� %$'��#��,�� -�" � %,��-�� W  �$�!2�" �� 6&�' �1� 

!�1+� � 6�(/�$�!" � +�' �"��"-�+,� �'� /&('+'�. ��&$�!� /� �� % � ��,5���" � .��� 

( , , )Social 0T S , �"�-�,���/� �� -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� ���)� �'� -��'!��,�� +� 

���"� �/&���: /�(���" +��-%���!����%�,'+'�, /�(���" +��.$�� -�" /�(���" �/�$�%�,'+'� 

(regularization). ����-&�1, �0��&5��/� $�%��/�� � ���"%��+1%���"-& +�+�)/��� �%. -&(� 

�/&��. 

�#2���� ���-�
%
+������	
�
( (co-factorization methods) ([MYLK08], [TGHL13b]): 

� �%.(�+' %,+1 �%. �� +�+�)/��� ���)� �'� �/&��� �,��" .�" � i -�+�.� 2�)+�'� iu  (� 

�%��%� �� �2�" �� ,�"� �"&��+/� %���"/)+�1� iu  +�� 2 �� �1� 6�(/�$�!" � (6�(/�$�!"-) 

%$'��#��,�) -�" +��� -�"�1�"-. 2 �� (-�"�1�"-) %$'��#��,�). 	� -�"�1�"-& +�+�)/��� 

+�+�&+�1� ���)� �'� �/&��� �-��$�*� +��-%���!����%�,'+' +��� %,��-� 2�'+� �-

���"-�"/��1� -�" ��� %,��-� -�"�1�"- � +2�+�1� /���0* �1� 2�'+� � 2�'+"/�%�" ���� ��� 

,�"� $��(&����� %��&!���� %���"/)+�1� 2�'+� �. 	� SoRec ([MYLK08]) -�" LOCABAL 

([TGHL13b]) �,��" �*� ���"%��+1%���"-& +�+�)/��� ���)� �'� �/&���. 

SoRec ([MYLK08]): 	� SoRec ��,5�" �� ( , , )Social 0T S  1�: 

2

1

min ( )
k i

n
T

ik i k

i u� �

�� � S u z
N

(5.12), 

.%�� iN  �,��" �� +*��$� �1� 2�'+� � %�� +��������" �%��(�,�� /� ��� iu  -�" 

1 2[ , ,..., ] K n

n

�� ��Z z z z  � %,��-�� $��(��.��1� 2���-�'�"+�"- �. � %,��-�� 

%���"/)+�1� �1� 2�'+� � U  /�(�,����" �%. �/#.����� �'� -�"�1�"-) %$'��#��,� -�" �' 

6�(/�$�!"-) %$'��#��,� /� �%,$�+' ��� %���-&�1 %��6$)/���� 6�$�"+��%�,'+'�: 

2 2 2 22

1

min ( ) ( )
k i

n
T T

ik i k F F FF
i u

	 

� �

� � � � � �� ��
U,V,Z

W (R U V) S u z U V Z
N

(5.13). 

LOCABAL ([TGHL13b]): 	� LOCABAL ��,5�" �� ( , , )Social 0T S  1�: 

2

1

min ( )
k i

n
T

ik i k

i u� �

�� � S u Hu
N

(5.14). 



�

� ����

	� LOCABAL 6�+,5���" +� (�1�,�� -�"�1�"-)� +�+2��"+'� .%�� �" %���"/)+�"� �*� 

-�"�1�"-& +������/��1� 2�'+� � +�+2��,5����" /�+1 ��� %,��-� +�+2��"+'� H . 
�'� 

%���%&�1 �0,+1+', �� �"��*+/��� %���"/)+�1� iu  -�" ku  �*� -�"�1�"-& +������/��1� 

2�'+� � iu  -�" ku  +�+2��,5����" /�+1 ��� 
K K���H , %�� �$�!2���" �%. �' �*��/) ���� 

ikS . ��!&$' �"/) ��� ikS , �'$��) "+2��) +*���+' /���0* �1� iu  -�" ku , ��,2��" .�" �" 

%���"/)+�"� ���� %��%�" �� +�+2��"+(�*� +#"-�& /�+1 ��� H , ��  /"-�) �"/) ��,2��" .�" 

%��%�" �� +�+2��"+(�*� 2�$��&. 	� ( , , )Social 0T S  /%���, �� �#��/�+(�, �.+� +� 

-����(��./��� .+� -�" +� /' -����(��./��� -�"�1�"-& �,-��� /�+1 ��� %,��-� +�+2��"+'� 

H . �"� ��� -����(��./��� �,-��� � H  �,��" /' +�//���"-.�, ��  !"� ��� /' 

-����(��./��� �,-��� �,��" +�//���"-.�. 

�� ���.� ��� ��"+/. !"� ��  ( , , )Social 0T S , �� LOCABAL �%"$*�" �� �-.$��(� 

%�.6$'/� 6�$�"+��%�,'+'�: 

2 2 2 22

1

min ( ) ( )
k i

n
T T

ik i k F F FF
i u

	 

� �

� � � � � �� ��
U,V,H

W (R U V) S u Hu U V H
N

(5.15). 

7�� %$����-�'/� �1� %��+�!!,+�1� ���)� �'� �/&��� �,��" .�" /%���*� �� 

2�'+"/�%�"'(�*� �.+� !"� +*+��+' .+� -�" !"� %�.6$�4' -�"�1�"- � +2�+�1�.  

�#2���� ���-��� ([MKL09], [TGL12]): � 6�+"-) "��� �1� /�(.�1� +��.$�� �,��" .�" �" 

2�)+��� -�" �� -�"�1�"-& ���� �,-��� (� �%��%� �� �2��� %��./�"�� 6�(/�$�!,�� !"� �� 

���"-�,/���, -�" /,� �%�*+� 6�(/�$�!,� !"� ��� ����/��� 2�)+�' /%���, �� %��6$�#(�, +�� 

!��//"-.� +�����+/.� �1� 6�(/�$�!" � ��� 2�)+�' -�" ��� -�"�1�"-�* ��� �"-�*��. 

�����+"&5��/� �*� ���"%��+1%���"-& +�+�)/��� %���-&�1. 

STE ([MKL09]): � 6�(/�$�!,� ��� i -�+��* 2�)+�' iu  !"� �� j -�+�. ���"-�,/��� jv  

�-�"/&��" �%. �� STE 1�: 

ˆ

k i

T T

ij i j ik k j

u

�
�

� � �R u v S u v
N

(5.16), 

.%�� 

k i

T

ik k j

u �
� S u v
N

 �,��" ��� +��(/"+/��� &(��"+/� �1� %��6$�%./��1� 6�(/�$�!" � (�1� 

!�"�.�1� ��� iu ) !"� �� jv  -�" ' %��&/����� �  �$�!2�" �' +���"+#��& �'� -�"�1�"-)� 

%$'��#��,��. �*-�$� �%�$'(�*���" .�" ' %��'!�*/��' �0,+1+' �,��" "+��*��/' /� �'� 

%���-&�1: 

ˆ ( ) TI �� �R S U V (5.17). 

	� STE �$�2"+��%�"�, ��� .��: 



�

� ����

2

2

(( ) )

( ) ( , , )

T T

F

T

F
Social 0

�

	

� �

� � �

�

�

W R U V SU V

W R U V T S

(5.18), 

.%�� 

2

( , , ) ( ) 2 ( (( )( )))T T T

F
Social 0 Tr� �� � � �� �T S W R SU V W R U V SU V (5.19). 

mTrust ([TGL12]): �,� %���$$�!) ��� mTrust %��6$�%�" �' 6�(/�$�!,� ��� 2�)+�' iu  !"� 

�� ���"-�,/��� jv  1�: 

ˆ k i

k i

ik kjuT

ij i j

iku

� �

�

� �
�
�

S R
R u v

S

N

N

(5.20), 

.%�� k i

k i

ik kju

iku

�

�

�
�

S R

S

N

N

 �,��" ���� +��(/"+/���� /�+�� �1� 6�(/�$�!" � !"� �� jv  ��� 

-�"�1�"-�* �"-�*�� ��� iu . 	� mTrust �%"$*�" �� �-.$��(� %�.6$'/� 6�$�"+��%�,'+'�: 

2

, ,
min ( )k i

k i

ik kjuT

ij i j

i j iku

� �

�

� �
�

�� �U V S

S R
R u v

S

N

N

(5.21). 

�/�,1� %��� �� STE, /%���*/� �� 6��*/� /,� standard /��#) �'� �0,+1+'� (5.11) �%. �'� 

�0,+1+' (5.21) !"� �� mTrust, .%�� 

2( , , ) (( ) 2( )( ))k i k i

k i k i

ik kj ik kju uT

ij ij ij i j

i j ik iku u

Social 0 � �� �

� �

� � � �
� �

�� � �
S R S R

T S W R R u v
S S

N N

N N

(5.22). 

�#2���� �*
����	
�
( (regularization methods) ([JE10], [MZL+11]): �" /�(���" 

�/�$�%�,'+'� �+�"&5��� +�'� %���,/'+' ��.� 2�)+�' -�" �%�(����� .�" �,��" %��./�"� /� 

���) ��� -�"�1�"-�* ��� �"-�*��. �" /�(���" �/�$�%�,'+'� �%"6&$$��� ' %���,/'+' iu  

��.� 2�)+�' iu  �� �,��" -���*���� +� ���)� �1� 2�'+� � ��� -�"�1�"-�* �"-�*�� iN  ��� 

iu . Δ*� ���"%��+1%���"-& +�+�)/��� ���)� �'� �/&��� �,��" �� SocialMF ([JE10]) -�" 

Social Regularization ([MZL+11]). 

SocialMF ([JE10]): 	� SocialMF �%"6&$$�" ' %���,/'+' ��.� 2�)+�' �� �,��" -���*���� 

+�' /�+' %���,/'+' ��� -�"�1�"-�* ��� �"-�*�� -�" ��,5�" �'� %�+.�'�� ( , , )Social 0T S  

1�: 

2

1

min ( )
k

n

i ik k

i u� �

�� �u S u
iN

(5.23), 



�

� ����

.%�� 

k

ik k

u �
� S u

iN

 �,��" ' +��(/"+/��' /�+' %���,/'+' �1� 2�'+� � ��� -�"�1�"-�* �"-�*�� 

iN  ��� iu  -�" -&(� !��//) ��� S  �,��" -����"-�%�"'/��' +�' /��&��. �" +�!!��#�,� 

���"0�� .�" �� SocialMF ���"/��1%,5�" �'� /���6��"-.�'�� �'� �/%"+��+*�'� +� �,-��� 

�/%"+��+*�'� -�( � �� �"&��+/� $��(��.��1� 2���-�'�"+�"- � ��.� 2�)+�' �0���&��" �%. 

���& �1� &/�+1� !�"�.�1� ��� (�� �%�,� /%���, �� �"���(�, /�+� +�� �,-���), /� 

�%���$�+/� �� �"&��+/� $��(��.��1� 2���-�'�"+�"- � ��.� 2�)+�' %"(�� � �� �0���&��" 

�%. .$��� ���� 2�)+��� +�� �,-���. 

	� SocialMF �%"$*�" �� �-.$��(� %�.6$'/� 6�$�"+��%�,'+'�: 

2 2 22

1

min ( ) ( )
k i

n
T

i ik k F FF
i u

	 

� �

� � � � �� ��
U,V

W (R U V) u S u U V
N

(5.24). 

Social Regularization ([MZL+11]): �" 2�)+��� +�� -�"�1�"-. �,-��� ��.� 2�)+�' /%���, �� 

�2��� �"�#����"-�� %���"/)+�"�. �� ���)� �' �"�"+('�"-) "���, �� Social Regularization 

%����,��" /,� �/�$�%�,'+' 1� �0)�: 

2

1

min ( )
k

n

ik i k

i u� �

�� � S u u
iN

(5.25), 

.%�� ' �/�".�'�� �'� %���,/'+'� �*� +������/��1� 2�'+� � �$�!2���" �%. �'� �/�".�'�& 

���� /� 6&+' �"� %��'!�*/���� 6�(/�$�!,�� ����. � �/�".�'�� /%���, �� �%�$�!"+(�, /� �� 

+����$�+�) +�+2��"+'� ��� Pearson ) �'� �/�".�'�� +��'/"�.��� �1� ���"-�"/��1� %�� 

6�(/�$.!'+�� �*� +������/���" 2�)+���. �"-�) �"/) ��� ikS  ��,2��" .�" ' �%.+��+' 

/���0* �1� �"���+/&�1� $��(��.��1� 2���-�'�"+�"- � iu  -�" ku  (� %��%�" �� �,��" 

/�!�$*���', ��  /�!&$' �"/) ��,2��" .�" ���) ' �%.+��+' (� %��%�" �� �,��" /"-�.���'. � 

�0,+1+' (5.25) /%���, �� !��#�, 1�: 

2
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1 1
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1 1 1
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(5.26), 

.%�� � �D SL  � 
�%$�+"��.� %,��-�� -�" D  � �"�! �"�� %,��-�� /� 

1
( , ) ( , )

n

j
i i j i

�
� �D S . 



�

� ����

	� +�+�)/��� +�+�&+�1� /� -�"�1�"-) �/�$�%�,'+' (social regularization) �%"$*��� �� 

%���-&�1 %�.6$'/�: 

2 2 22

1

min ( ) ( )
k i

n
T

ik i k F FF
i u

	 

� �

� � � � �� ��
U,V

W (R U V) S u u U V
N

(5.27). 

7�� %$����-�'/� �1� %��+�!!,+�1� ���)� �'� -��'!��,�� �,��" .�" /����$�%�"�*� �//�+� 

�' �"&��+' (propagation) �1� %���"/)+�1� +�� -�"�1�"-& �,-���, %�&!/� %�� /%���, �� 

2�'+"/�%�"'(�, !"� �' /�,1+' �1� 2�'+� � 4�2�)� ����0'� -�" �'� �*0'+' �'� -&$�4'� 

�1� ���"-�"/��1� %��� +*+��+'. 

 

5.3.4 Δ������ �"�
�#����� 

�� -�" �" �,+���" �'� %�����+"�-)� +*+��+'� -�" �'� -�"�1�"-)� +*+��+'� �,��" 

�"�#����"-��, �" �0���, ���� �,��" ,�"��, �'$��) �" %��6$�%./���� �"/�� !"� &!�1+��� 

6�(/�$�!,��. �%�/��1�, �" ��,-��� %�� 2�'+"/�%�"�*���" !"� �'� �0"�$.!'+' %�����+"�- � 

+�+�'/&�1� +�+�&+�1� /%���*� �%,+'� �� 2�'+"/�%�"'(�*� !"� �'� �0"�$.!'+' 

-�"�1�"- � +�+�'/&�1� +�+�&+�1�. 

�"� �'� �0"�$.!'+' �1� +�+�'/&�1� +�+�&+�1�, �� ����/��� +��)(1� 21�,5����" +� �*� 

/��' – �� +*��$� �-%�,���+'� K  (!�1+��� 6�(/�$�!,��) -�" �� +*��$� ��-"/)� U  

(&!�1+��� 6�(/�$�!,��). 	� +�+�)/��� +�+�&+�1� �-%�"��*����" /� 6&+' �� K  -�" ' 

%�".�'�� �'� +*+��+'� �0"�$�!�,��" /� 6&+' �� U . 72��� %����(�, �"&#���" ��,-��� !"� 

�'� �0"�$.!'+' �'� %�".�'��� �'� +*+��+'� �%. �"&#���� %���%�"-��, .%1� ' ��(.�'�� �'� 

%�.6$�4'� (prediction accuracy), ' ��(.�'�� �'� -��&��0'� (ranking accuracy), ' %�"-"$,� 

-�" ' ��1���"-.�'�� (diversity and novelty) -�" ' -&$�4' (coverage). � ��(.�'�� �'� 

%�.6$�4'� -�" ' ��(.�'�� �'� -��&��0'� �,��" �*� ����1� �"�(���*/���" ��,-���. 

 

5.3.4.1 -������� ��� ������)�� 

�%2-�
�
 �
( �%-"��&
( (prediction accuracy): � ��(.�'�� �'� %�.6$�4'� /���& �'� 

�/�".�'�� �1� %��6$�%./��1� 6�(/�$�!" � %��� �"� %��!/��"-�� 6�(/�$�!,��. Δ*� ����1� 

2�'+"/�%�"�*/���" ��,-��� ���)� �'� -��'!��,�� �,��" �� ��+� �%.$��� 
#&$/� (Mean 

Absolute Error – MAE) -�" ' �,5� ��� ��+�� 	����!1�"-�* 
#&$/���� (Root Mean 

Squared Error – RMSE). 

� ��,-�'� RMSE ��,5���" 1�: 



�

� ��	�

2

( , )

ˆ( )
i j

ij iju v
RMSE

�
�

�
� U

U

R R

| |
(5.28), 

.%�� U| |  �,��" �� /�!�(�� ��� +��.$�� U  -�" ˆ
ijR  ' %��6$�%./��' 6�(/�$�!,� ��� 

2�)+�' iu  !"� �� ���"-�,/��� jv . 

� ��,-�'� ��� ��,5���" 1�: 

( , )

1 ˆ| |
| |

i j

ij ij

u v

MAE
�

� ��
UU

R R (5.29). 

�"-�) �"/) ��� RMSE ) ��� MAE +'/�,��" -�$*���' �%,��+'. �� +'/�"1(�, .�" �2�" 

�%���"2(�, .�" /"-�) 6�$�,1+' +� .���� RMSE ) MAE /%���, �� �2�" +'/���"-) �%,���+' 

+�'� %�".�'�� �'� +*+��+'� �1� �� ���1� $,!1� ���"-�"/��1� (top-few recommendation) 

([Kor08]). 

 

5.3.4.2 -������� ��� ���!��"�� 

�%2-�
�
 �
( �
���
'
( (ranking accuracy): � ��(.�'�� �'� -��&��0'� �0"�$�!�, %.+� 

+��"+� /��� ���"-�,/��� �!��&+�'-�� �%. �� 2�)+�'. � �-�,6�"� (precision) -�" ' 

��&-$'+' (recall) �,��" �*� �'/�#"$�,� ��,-��� ���)� �'� -��'!��,��. � ��&-$'+' 

+�$$�/6&��" (captures) %.+� �%. �� �%�-�'/��� ���"-�,/��� +�+�)('-��, ��  ' �-�,6�"� 

%.+� +��"+� /��� ���"-�,/��� �%�-�)('-��. �"� %��&��"!/�, �� Prec@n 2�'+"/�%�"�,��" 

!"� �� ��,0�" %.+� �%. �� N %"� +��"+� /��� (top-N recommended) ���"-�,/��� 

�%�-�)('-��. ��-�"�� $,+��� +�+�&+�1� 6�$�" ���� �'� ��&-$'+' ��  /�" ���� �'� 

�-�,6�"�. 7�+", 2�'+"/�%�"�,��" � ��,-�'� F-score, � �%�,�� �"� +����&5�" -�" �0���&��" 

$"!.���� �%. �� /)-�� �'� $,+��� +�+�&+�1� . 

7��� &$$�� �'/�#"$)� ��,-�'� �,��" �� �(��"+�"-. -����� (Discount Cumulative Gain – 

DCG), �� �%�,� ��,5���" 1�: 

| |

1

ˆ1

| | max(1, log )
i

L
ij

u j b

DCG
j� �

� ��
u

R

u
(5.30) 

.%�� L  �,��" ' $,+�� �1� +��"+� /��1� ���"-�"/��1�. 

 



�

� ����

5.4 	����%������ ������� ���� �
������� ������� 

��( � ' �%,��+' �"�#���" �%. %��,� +� %��,�, ' -�"�1�"-) +*+��+', 6�,+-���" �-./' +�� 

%� �� +�&�"� ��&%��0'� -�" �%���$�, /,� ����!) %��"�2) �������. 
� ���)� �' ��.�'�� 

%����+"&5��/� �"&#���� -����(*�+�"� ������� %�� /%���*� �� 6�$�" +��� �"� "-��.�'��� 

�1� -�"�1�"- � +�+�'/&�1� +�+�&+�1� -�" �� -���+�)+��� �'� -�"�1�"-) +*+��+' 

�#��/.+"/' +� /�!�$*���� �*��� �#��/�! �. 

 

5.4.1 , ����
������ ��� �
�������� ������� 

	� %��"++.���� �%&�2���� -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� /���2�"�,5����" �"� +����+�"� 

��.� 2�)+�' �/�"�!�� � (homogeneously). �+�.+�, �" +����+�"� +� ��� online -�"�1�"-. 

�,-��� �,��" �!!�� � �����!���,� (heterogeneous) -�" �%���$�*���" �%. �"&#����� �*%��� 

+2�+�1� ([TL09], [SH12], [TGL12]). 
�� [TGL12] �" +�!!��#�,� 6�)-�� .�" �" &�(�1%�" 

��,2���� �/%"+��+*�' /� �"�#����"-. ��.%� +� 2�)+��� +� �"�#����"-�*� ��/�,�. �"� 

%��&��"!/�, ���� 2�)+�'� /%���, �� �/%"+��*���" ���� &$$� +� -&%�"� (�/� �$$& .2" +� 

-&%�"� &$$�. �"� �"�#����"-& +*��$� ���"-�"/��1� ' �0"�%�,'+' �"�#����"- � �*%1� 

-�"�1�"- � +2�+�1� /%���, �� 1#�$)+�" �� �%&�2���� -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� 

([TGL12]). 

 

5.4.2 ��������� ��%��
�� �"
������ 

	� %��"++.���� -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� %�� 6�+,5����" +� /����$� -&���� 2�)+' 

/.�� �1� +����+�1� "+2��)� �0&��'+'� (strong dependence connections), �'$��) �1� 

&/�+1� +����+�1� (direct connections), /� �%���$�+/� �� �%��"/�*� �'� %�"-"$,� �1� 

�%.4�1� -�" �1� %���"/)+�1� �1� 2�'+� � ([Quo12]). 
�� #�+"-. -.+/� �" 2�)+��� ��� 

�2��� /.�� +����+�"� "+2��)� �0&��'+'�. �%���*� �� �2��� +����+�"� �+(���*� �0&��'+'� 

(weak dependence connections) /� &$$��� 2�)+��� /� ���� �%�,��� ��� �,��" &/�+� 

+������/���". �" +����+�"� �+(���*� �0&��'+'� /%���*� �� � +��� +'/���"-) %$'��#��,� 

%$�"+,�� (context information) !"� �� ���"�#������ �1� 2�'+� � -�" �2��� �%���"2(�, 

2�)+"/�� +�'� ���5)�'+' ��!�+,�� (job hunting) ([Gra73]), �' �"&2�+' �1� "�� � ([Gra83]), 

�' /���#��& !� +'� ([LC04]) -�" �' +2�+"�-) /&('+' (relational learning) ([TL09]), ��  

+%&�"� 2�'+"/�%�"�*���" +�' +*+��+'. 

� %��+�"��"+/.� �1� +����+�1� �+(���*� �0&��'+'� !"� +*+��+' �,��" /,� ���"�#����+� 

-���*(��+' %��� �0���*�'+'. 7��� �����.� ��.%�� %��+�"��"+/�* �1� +����+�1� 

�+(���*� �0&��'+'� �,��" ' �0"�%�,'+' �1� !�1!��#"- � ��%�(�+" � �1� 2�'+� �. �"� 



�

� ��
�

%��&��"!/�, �� [SMML10] %����'��, .�" 2�)+��� %�� 6�,+-����" !�1!��#"-& -���& �,��" 

%"(��. �� �2��� %��./�"� ���"�#������, ��  �� [GTL12] .�" �,��" %"(��. �� �%"+-�#(�*� 

%��./�"�� ��%�(�+,��. �" 2�)+��� �1� online -�"�1�"- � �"-�*1� +2'/��,5��� �/&���, .%�� 

�%&�2��� %��"++.����� +����+�"� /���0* 2�'+� � �'� ,�"�� �/&��� �%. .,�" /���0* 

2�'+� � �"�#����"- � �/&�1� ([New05], [For10]). 
*/#1�� /� �"� (�1�,�� -�"�1�"-)� 

+�+2��"+'�, %��./�"�" 2�)+��� �$$'$�%"���*� +� /�!�$*���� 6�(/. �%. .,�" ��./�"�". 

7�+", 2�)+��� +�'� ,�"� �/&�� �,��" %"(��. �� �2��� %��./�"�� %���"/)+�"�, +��&%������ 

+����+�"� �+(���*� �0&��'+'� �� �� +��������" &/�+� ([TL09]). 

 

5.4.3 	��
�����  ������ 


�� %�����+"�-& +�+�)/��� +�+�&+�1�, �" 6�(/�$�!,�� �1� 2�'+� � %�� �,��" %"� 

%��./�"�" /� ��� ����/��� 2�)+�' +���(��,5����" !"� �'� %�.6$�4' /,�� �%�*+�� 

6�(/�$�!,��. ;��� 2�'+"/�%�"�,��" -�"�1�"-) %$'��#��,�, �-�.� �1� %��./�"1� 2�'+� � 

$�/6&�����" �%.4' -�" �" -�"�1�"-& +������/���". �" %"� %��./�"�" 2�)+��� /� ��� 

����/��� 2�)+�' �2��� /"-�) �%"-&$�4' /� ���� 2�)+��� %�� +��������" /� ���.� 

([CCH+08]). �%�/��1�, �� +*��$� �1� 2�'+� � /%���, �� -����/'(�, +� ��++��"� �/&��� – 

I: +������/���" -�" ��./�"�" 2�)+���, II: +������/���" -�" %��./�"�" 2�)+���, III: /' 

+������/���" -�" %��./�"�" 2�)+��� -�" IV: /' +������/���" -�" ��./�"�" 2�)+���. 

��&$�!� /� ��� ��"(/. �1� 6�(/�$�!" � %�� �2��� $&6�", �� ���"-�,/��� /%���*� �� 

-����/'(�*� +� 4�2�)� ����0'� -�" -����"-&. Δ"�#����"-�, �*%�" 2�'+� � /%���, �� 

+���"+#����� �"�#����"-& !"� �"�#����"-�*� �*%��� ���"-�"/��1�. �"� %��&��"!/�, �" 

+������/���" 2�)+��� /%���*� �� 6�$�" +��� �'� ��(.�'�� �'� +*+��+'� �1� ��%�(�+" � 

4�2�)� ����0'� ([GTL12]), ��  �" %��./�"�" 2�)+��� �,��" +'/���"-�, !"� �' +*+��+' 

-����"- � ���"-�"/��1� ([MA04]). 

 

5.4.4 ��
���� ����
&
��� 

�" %���"/)+�"� �1� 2�'+� � /���6&$$����" /� �� 2�.��. �"� %��&��"!/�, �" %���"/)+�"� 

�1� ��(� %1� %�� ���"�#������" !"� �� “'$�-����"-&” �' +�"!/) t  ,+1� /���-"�'(�*� +�� 

“�($'�"-&” �' +�"!/) 1t � . � 2���"-) %$'��#��,� �,��" +'/���"-.� %��&!����� +�� 

+�+�)/��� +�+�&+�1� -�" �%&�2��� %�����+"�-& +�+�)/��� +�+�&+�1� %�� �' 

$�/6&���� �%.4' ([DL05], [Kor09]). � ����/"-) +�� ����/��� /%���, �� �2�" 

+'/���"-.���' �%,���+' +�'� ��(.�'�� �%. �' +2��,�+' %"� %�$*%$�-1� �$!��,(/1� 

/&('+'� ([Kor09]). � �0"�%�,'+' �'� 2���"-)� %$'��#��,�� +�� +�+�)/��� +�+�&+�1� 



�

� ����

�%���$�, �-./' /,� %�.-$'+' $.!1 �'� %�$�%$�-.�'��� �1� 2���"- � %���*%1� (temporal 

patterns) �1� 2�'+� � ([Kor09]). 

�" -�"�1�"-�� +2�+�"� �%,+'� /���6&$$����" /� �� 2�.��. �"� %��&��"!/�, ���� -�"�1�"-�� 

+2�+�"� %��+�,(����" ��  �%&�2��+�� -�(,+�����" ������!�� ) �"�!�&#����". �" �$$�!�� 

�1� 6�(/�$�!" � -�" �1� -�"�1�"- � +2�+�1� ��0&���� %���"���1 �' ��+-�$,� �'� 

�0"�%�,'+'� �'� 2���"-)� %$'��#��,�� +�'� -�"�1�"-) +*+��+'. �,� %��-����-�"-) 

/�$��' �'� �%,���+'� �1� �$$�! � �1� 6�(/�$�!" � -�" �1� +2�+�1� �/%"+��+*�'� +�� 

+�+�)/��� +�+�&+�1� �%���"-�*�" .�" ' 2���"-) %$'��#��,� /%���, �� 1#�$)+�" �'� 

-�"�1�"-) +*+��+' ([TGLD12]). 

 

5.4.5 ��������� � ����� 


)/���, �� %��"++.���� �%&�2���� -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� 2�'+"/�%�"�*� 

(��"-�� +2�+�"�, .%1� #"$,�� -�" +2�+�"� �/%"+��+*�'�. �+�.+�, +�� -�"�1�"-& /�+� �" 

2�)+��� �%,+'� ��,5��� ���'�"-�� +2�+�"�, .%1� ��+%"+�,� (distrust) -�" ��+���+-�"� 

(dislike). �" +�!!��#�,� +�� [AAH13] 6�)-�� .�" �" ���'�"-�� +2�+�"� �,��" �-./' %"� 

+'/���"-�� �%. �"� (��"-�� +2�+�"�, �%�-�$*%������ �' +'/�+,� �1� ���'�"- � +2�+�1� !"� 

�'� -�"�1�"-) +*+��+'. �%&�2��� �"&#���� ��!�+,�� %�� �0"�%�"�*� �' ��+%"+�,� 

([MLK09], [VCDT09]) +�� -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1�. ����2�"�,5����" �'� 

�/%"+��+*�' -�" �' ��+%"+�,� 0�21�"+�& -�" �%$ � 2�'+"/�%�"�*� �' ��+%"+�,� /� ���,(��� 

��.%� %��� �'� �/%"+��+*�', .%1� #"$��&������ ���� 2�)+��� +���� �%�,��� �" &$$�" 

2�)+��� ��,2���� ��+%"+�,� ) (�1� ���� �"� +2�+�"� ��+%"+�,�� 1� ���'�"-& 6&�'. �+�.+�, 

' �/%"+��+*�' -�" ' ��+%"+�,� �"�/��# �����" �%. �"�#����"-�� �"�+�&+�"� �0"�%"+�,�� -�" 

�%'��&5��� �"�#����"-& �"� %��(�+�"� �'� +�/%��"#��&� ' -�(�/,� ([Cho06]). �%"%$���, �" 

+2�+�"� ��+%"+�,�� �,��" ���0&��'��� �%. �"� +2�+�"� �/%"+��+*�'� ([VDC11]). ��(*���' 

-����.'+' �1� ���'�"- � +2�+�1� -�" �1� +�+2��,+� � ���� /� �"� (��"-�� +2�+�"� /%���, 

�� 6�'()+�" +�'� ��&%��0' �%����"- � -�"�1�"- � +�+�'/&�1� +�+�&+�1� /� �0"�%�,'+' 

�.+� �1� (��"- � .+� -�" �1� ���'�"- � +2�+�1�. 

 

5.4.6 Δ��
���� ��# �
��
 ���� 

���"-&, ���� 2�)+�'� �2�" %�$$�*� $�!��"�+/�*� +�� -�"�1�"-& /�+�. �"� %��&��"!/�, ���� 

2�)+�'� %�� �2�" $�!��"�+/. +�� Epinions /%���, �� �2�" $�!��"�+/. -�" +�� eBay. 7��� 

���� 2�)+�'� +� ���� "+�.��%� /%���, �� 6�"+-.��� +� -&%�"�� &$$� "+�.��%� !"� %�$$) 

 ��. �"� %��&��"!/�, (�1��*/� ��� 2�)+�' %�� �2�" )�' ��,+�" �� ���"�#�����& ��� +�� 

Epinions -�" �2�" !�&4�" %�$$�� �%"+-�%)+�"� !"� ���"-�,/���. ;��� � 2�)+�'� �!!��#�, +�� 



�

� ����

eBay !"� %� �' #��& +�� 2�)+�'� 4�2�)� ����0'�, �� ����/��� +2��"-& /� �� 2�)+�' +�� 

Epinions /%���*� �� 6�'()+��� �� eBay �� $*+�" �� %�.6$'/� �'� 4�2�)� ����0'� -�" �� 

+�+�)+�" /� ��(.�'�� ���"-�,/��� +�� 2�)+�'. � ���%�,'+' �"-�*1� �%. %�$$�*� 

"+�.��%��� /%���, �� �2�" /�!&$' �%,���+' +�� -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� -�" �� 

%��+#���" ���� �%����"-. -�" �%���$�+/��"-. ��.%� �%,$�+'� ��� %��6$)/���� �'� 4�2�)� 

����0'�. � %� �' ��+-�$,� �'� ���%�,'+'� ����/��1� �,��" ' +*���+' ���,+��"21� 

2�'+� � �%. %�$$�*� "+���.%��� -�" �%&�2�" %�.+#��' ��!�+,� !"� �'� ���"/�� %"+' 

����* ��� %��6$)/���� ���"+��,2"+'� ([NS09], [ZL09], [LZS+13]). � /�$��' ��� 

%��6$)/���� ����* -�("+�& �����) �'� ���%�,'+' ����/��1� �%. %�$$& /�+� -�" 

%��+#���" ���� ��-�"�,�� !"� �� -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1�. 
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�� -�#&$�"� ���. +���4,5����" �� +�/%��&+/��� %�� %���-�4�� �%. ���)� �' 

�"%$1/��"-) ��!�+,� -�" %����,�����" /�$$���"-�� �%�-�&+�"� �'�. 

6.1 ���
(� ��� ������
����� 


� ���)� �'� ��!�+,� �,��/� .�" �2�" %����(�, /,� %$'( �� /����$1� !"� �� -�"�1�"-& 

�,-���. �&(� ��� �%. ���& �%���!2&��" �� %���+�)+�" -&%�"� �%. �� 2���-�'�"+�"-& ����, 

��  �������, �� %���+�)+�" -&%�"� &$$�. 


�'� %�.6$�4' +����+/�� �2�" %����(�, /,� %�"-"$,� ��2�"- � %�� �"�#����� 1� %��� �'� 

�%,��+' �'� %�.6$�4'�, �'� �%�-��+"/.�'�� (scalability) -�" �' !��"-��+"/.�'��. �" /�(���" 

����� !��"-& �!���*� ��/"-& 2���-�'�"+�"-& �1� �"-�*1�, .%1� ' "����2"-) ��!&�1+' -�" 

' -�"���"-) ��/), �%. �� �%�,� /%���, �� %��-*4�" 2�)+"/' %$'��#��,� !"� �'� %�.6$�4' 

+����+/��. 


�'� ��,2���+' -�"���)�1� �2�" -���6$'(�, /�!&$' %��+%&(�"� -�" �2��� %����(�, %�"-,$�� 

/�(���", 1+�.+� ��� �2�" ��(�, "-���%�"'�"-) $*+'. ���. %�� -��,1� $�,%�" �,��" ��� 

(�1�'�"-. %$�,+"� %�� �� ��,5�" �" %��%�" �� -&��" ���� �$!.�"(/�� ��,2���+'� -�"���)�1�. 

� -�"�1�"-) +*+��+' �2�" -����( +�" �� $*+�" %��6$)/��� %�� ��+-�$�*����� �� $*+��� 

�� %�����+"�-& +�+�)/��� +�+�&+�1�, .%1� ' ���".�'�� �1� ����/��1� -�" �� %�.6$'/� 

�'� 4�2�)� ����0'�. �+�.+�, %��%�" �� +'/�"1(�, .�" $.!1 �'� ��-�$,�� -�" ��� /'���"-�* 



�

� ����

-.+���� +*��4'� online -�"�1�"- � +2�+�1�, �" online -�"�1�"-�� +2�+�"� �"� �%�,�� 

�0"�%�"�*� �� -�"�1�"-& +�+�)/��� +�+�&+�1� %��"�2��� %�$* ‘(.��6�’, /� �%���$�+/� ' 

2�)+' .$1� �1� �"�(�+"/1� +2�+�1� �� ��'!�, +� 2�/'$.���' �%,��+' +� +2�+' /� �� 

%�����+"�-& +�+�)/��� +�+�&+�1�. 

6.2 ����
������ �����
���� 

	� %���-&�1 �#���*� -&(� �#��/�!) ��&$�+'� -�"�1�"- � �"-�*1�, 

+�/%��"$�/6���/��'� �'� -�"�1�"-)� +*+��+'�. 

6.2.1 Δ������
 ������ 


�'� ��!�+,� ���) (�1�)+�/� ��� +�"!/".��%� (snapshot) ��� -�"�1�"-�* �"-�*��. 
�'� 

%��!/��"-.�'��, ./1�, �� -�"�1�"-& �,-��� �0�$,++����" /� �� 2�.��. � �"+�!1!) �'� 

�"&+��+'� ��� 2�.��� +�"� �#��/�!�� ��&$�+'� -�"�1�"- � �"-�*1� ���/�����" �� 

6�$�" +�" �'� �%,��+' �1� �$!��,(/1� %�� �%"$*��� %��6$)/��� ��&$�+'� -�"�1�"- � 

�"-�*1�. 

6.2.2 	����%��#���� ������ – ������ �� $
�� 


�� %��'!�*/��� %��"��"+�)-�/� +�'� %��,%�1+' %�� ��� -�"�1�"-. �,-��� %��"+�&����" 

1� ���� /' -����(��./���� !�&#�� 21�,� 6&�'. �+�.+�, %�$$�� #���� �,��" �����. �� 

%���+��(�, 1� ���� !�&#�� -����(��./���� ) /� 6&�'. �" -����(*�+�"� -�" �� 6&�' �1� 

�-/ � %��+#����� %�$*�"/' %$'��#��,�, %�� /%���, �� 6�$�" +�" +'/���"-& �"� $*+�"� 

%�� �2��� %����(�,. 
� %�$$�� %��"%� +�"� ' �%�-��+' �1� �#"+�&/��1� /�(.�1� +�'� 

%��,%�1+' �1� -����(��./��1� �"-�*1� ) �1� �"-�*1� /� 6&�' ��� �,��" ����"//��'. 

6.2.3 ����
���� ������ 


� .$' �'� �-��+' �'� ��!�+,�� (�1�)+�/� .�" �" -./6�" -�" �" �-/�� �1� �"-�*1� �,��" 

�/��"��,�. 
� %�$$��, ./1�, %��"%� +�"� /%���*/� �� (�1�)+��/� .�" �" -./6�" ) �" �-/�� 

��)-��� +� �"&#���� -��'!��,�� (%. 2. �"�#����"-�, ��.%�" �$$'$�%,���+'� /���0* �1� 

2�'+� � ��.� "+�.��%�� -�"�1�"-)� �"-�*1+'�). � �0"�%�,'+' ���)� �'� %�.+(��'� 

%$'��#��,�� +�"� �#��/�!�� ��&$�+'� -�"�1�"- � �"-�*1� �%���$�, %�.-$'+'. 

6.2.4 �� �
���� ����
&
��� 

��$$�� #���� �"��,(���" %$'��#��,� %���� �'� ��%�$�!,�� ��� �"-�*��, .%1� !�1�,+/��� 

�1� -./61� ) �1� �-/ �. ����-�'�"+�"-& %�����,!/��� ����"�� %$'��#��,�� �,��" �� 

%��"�2./��� %�� �����&��" �%. 2�)+��� "+�.��%1� -�"�1�"-)� �"-�*1+'� -�" �" 



�

� ����

%$'��#��,�� %�� �,���� !"� ��� ����. ���� +�� %��#,$ ����. � +�����+/��' �0"�%�,'+' 

��/"-)� -�" /' ��/"-)� %$'��#��,�� ���/�����" �� ��'!)+�" +� �%���$�+/��"-.���' 

�%,$�+' �1� %��6$'/&�1� �'� ��&$�+'� -�"�1�"- � �"-�*1�. 

6.2.5 ���������#���� 

� %�����+"�-) ��&$�+' -�"�1�"- � �"-�*1� +�2�& �+2�$�,��" /� �,-��� /��"- � 

�-�����&�1� -./61�. �%. �'� &$$' %$���&, �� /�!�$*���� online -�"�1�"-& �,-��� 

�%���$�*���" �%. %�$$& �-���//*�"� -./6���. �%�/��1�, �,��" +'/���"-) ' ��&%��0' 

��1� �$!��,(/1�, �%�-�&+"/1� (scalable) +�� /�!�(' %�� 2���-�'�,5��� �� +*!2���� 

-�"�1�"-& �,-���. 
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