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Me epifÔlaxh pantìc dikai¸matoc.

ApagoreÔetai h antigraf , apoj keush kai dianom  thc paroÔsac ergasÐac, ex olokl rou

  tm matoc aut c, gia emporikì skopì. Epitrèpetai h anatÔpwsh, apoj keush kai dianom 

gia skopì mh kerdoskopikì, ekpaideutik c   ereunhtik c fÔshc, upì thn proôpìjesh na

anafèretai h phg  proèleushc kai na diathreÐtai to parìn m numa. Erwt mata pou aforoÔn

th qr sh thc ergasÐac gia kerdoskopikì skopì prèpei na apeujÔnontai proc ton suggrafèa.





EuqaristÐec

Ja  jela arqik� na euqarist sw ton epiblèponta kajhght  k. Nekt�rio KozÔrh gia

thn eukairÐa pou mou èdwse na diekperai¸sw aut  th diplwmatik  ergasÐa sto Ergast rio

Upologistik¸n Susthm�twn to opoÐo dieujÔnei. 'Ena is�xia meg�lo euqarist¸ ston kajh-

ght  k. Panagi¸th Karr� gia ton enjousiasmì, thn empistosÔnh kai thn upomon  kat� th

di�rkeia thc sunergasÐac mac, all� kai gia th suneisfor� tou, an kai ektìc tou idrÔmatoc,

sto sqhmatismì thc ereunhtik c mou tautìthtac. Euqarist¸ akìmh idiaÐtera thn KaterÐna

Dìka kai to Gi�nnh Giannakìpoulo gia thn kajod ghsh kai st rix  touc k�je for� pou

th qreiazìmoun. EpÐshc, ja  jela na euqarist sw touc kajhghtèc mou k. Ge¸rgio GkoÔma

kai k. Nikìlao PapaspÔrou gia aut� pou kèrdisa mèsw twn majhm�twn touc, sta opoÐa

afier¸nontai me ìrexh kai ag�ph.

Tèloc, oloklhr¸nontac th foithtik  mou poreÐa sto EMP, ja  jela na euqarist sw thn

oikogènei� mou gia ìsa mou èqei prosfèrei kai na afier¸sw aut  thn ergasÐa sthn Ag�ph

pou  tan p�nta dÐpla mou aut� ta qrìnia, wj¸ntac me na gÐnomai suneq¸c kalÔteroc.
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PerÐlhyh

To prìblhma tou stajeroÔ g�mou (  stajeroÔ tairi�smatoc) zht� thn eÔresh enìc tèleiou

dimeroÔc tairi�smatoc se mÐa agor� dÔo pleur¸n (p.q. aitoÔntec ergasÐa kai ergodìtec), ìpou

k�je endiaferìmenoc katat�ssei pl rwc ta mèlh thc �llhc pleur�c b�sei twn protim se¸n

tou. To taÐriasma autì ja prèpei na qarakthrÐzetai apì stajerìthta, upì thn ènnoia ìti

kanèna zeug�ri paikt¸n de ja egkatèleipan amfìteroi ta taÐria touc epeid  protimoÔn na

eÐnai mazÐ. Oi Gale kai Shapley pou diatÔpwsan to prìblhma, èdwsan ènan algìrijmo o

opoÐoc brÐskei p�nta mÐa tètoia stajer  lÔsh se poluwnumikì qrìno. 'Omwc, o algìrijmoc

autìc merolhpteÐ upèr thc mÐac pleur�c, dÐnont�c thc ta kalÔtera dunat� zeug�ria ìson

afor� tic protim seic, en¸ sthn �llh dÐnei ta qeirìtera dunat�. EÐnai loipìn eÔlogo na

anazht soume �llec lÔseic, oi opoÐec ja eÐnai upì k�poia ènnoia pio dÐkaiec. Par' ìla aut�,

h beltistopoÐhsh metrik¸n pou antikatoptrÐzoun th dikaiosÔnh se autì to prìblhma eÐnai

NP-hard.

Se aut  th diplwmatik  ergasÐa, ja k�noume mÐa ekten  melèth ìlwn twn algorÐjmwn

pou èqoun protajeÐ sth bibliografÐa kai euelpistoÔn na d¸soun dÐkaia kai stajer� tairi-

�smata. Prosarmìzontac kai sundu�zontac touc me nèouc, ja sqedi�soume algorÐjmouc pou

xepernoÔn touc up�rqontec se apìdosh, klimakwsimìthta kai dikaiosÔnh. Sth sunèqeia, ja

akolouj sei mÐa diexodik  peiramatik  axiolìghsh p�nw se di�forec katanomèc protim se-

wn, sthn opoÐa ja antiparab�lloume ìlouc touc diaforetikoÔc algorÐjmouc kai mhqanismoÔc,

entopÐzontac tic uperèqousec strathgikèc.

Lèxeic Kleidi�

stajerìc g�moc, dimerèc taÐriasma, lÐstec protim sewn, katanomèc protim sewn, staje-

rìthta, metrikèc dikaiosÔnhc.
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Abstract

The stable marriage (or stable matching) problem calls for finding a perfect bipartite

matching among agents in a two-sided market (e.g., job applicants and employers), where

stakeholders have ranked preferences for those on the other side. The solution must be

stable, meaning that no pair of agents would rather exchange their assigned matches for

each other. Gale and Shapley who introduced the problem, proposed an algorithm that

yields a stable solution for any instance in polynomial time. However, this algorithm favors

one side over the other, assigning an optimal match, in terms of preference, to each agent

on the one side, and a pessimal one to each on the other side. It is, thus, reasonable to ask

for other solutions that would be equitable under some notion of fairness. Unfortunately,

optimizing reasonable measures of fairness among the two sides is NP-hard.

In this diploma thesis, we present a detailed study of all proposed algorithms that

hope to yield fair and stable matchings. By tuning and combining them with novel ones,

we design algorithms that outperform previous works in efficiency, scalability and equity.

Then, we conduct a thorough experimental evaluation with diverse preference distribu-

tions, juxtaposing all algorithms and mechanisms, and single out the winning strategies.

Keywords

stable marriage, bipartite matching, preference lists, preference distributions, stability,

fairness metrics.
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Kef�laio 1

Eisagwg 

MÐa diadikasÐa tairi�smatoc metaxÔ dÔo pleur¸n mÐac agor�c mporeÐ na kajorÐsei to

poioc ergazìmenoc ja p�rei poia jèsh ergasÐac [44, 46, 35]   poioc majht c ja p�ei se poio

sqoleÐo [50]. Oi Gale kai Shapley [18] prìteinan èna aplì montèlo gia thn epÐlush tètoiou

eÐdouc problhm�twn, ìpou o k�je paÐkthc katat�ssei pl rwc ta mèlh thc �llhc pleur�c

me fjÐnousa seir� protÐmhshc, dhmiourg¸ntac th lÐsta protim se¸n tou. Sth sunèqeia, h

mÐa pleur� (p.q. oi �ntrec) analamb�noun ton energì rìlo twn proteinìntwn (proposers)

pou stèlnoun prot�seic (prosforèc) sthn pajhtik  pleur� twn apodekt¸n (receivers). Oi

receivers kratoÔn k�je stigm  qwrÐc dèsmeush thn kalÔterh prìtash pou èqoun deqteÐ, ana-

b�llontac tic telikèc apodoqèc mèqri to tèloc tou algorÐjmou ìpou kaneÐc de ja jèlei pia

na k�nei prot�seic. An oi dÔo pleurèc èqoun ton Ðdio arijmì atìmwn n tìte o algìrijmoc

Gale-Shapley   algìrijmoc Anabeblhmènhc Apodoq c (Deferred Acceptance) [45] brÐskei

p�nta èna tèleio taÐriasma se qrìno O(n2). To taÐriasma autì eÐnai stajerì upì thn ènnoia

ìti den up�rqei kanèna zeug�ri paikt¸n pou ja protimoÔsan na èqoun tairiasteÐ (  pantreu-

teÐ) mazÐ antÐ gia ta taÐria pou touc anatèjhkan. O algìrijmoc Deferred Acceptance (en

suntomÐa DA) èqei ephre�sei shmantik� to sqediasmì agor¸n se ìlo ton kìsmo, tìso me thn

efarmog  tou se praktik� sust mata, ìso kai mèsw twn jewrhtik¸n erwt sewn pou egeÐrei

[45]. Oi Roth kai Shapley moir�sthkan to brabeÐo ”Sveriges Riksbank Prize in Economic

Sciences in Memory of Alfred Nobel” gia th doulei� touc p�nw sth "jewrÐa twn stajer¸n

katamerism¸n kai thn praktik  tou sqediasmoÔ agor¸n", antanakl¸ntac th suneisfor� tou

Shapley ston DA algìrijmo metaxÔ �llwn prwtopori¸n kai thc efarmog c apì ton Roth

aut¸n twn apotelesm�twn p�nw se pragmatikèc agorèc, oi opoÐec sqetÐzontai me thn an�je-

sh nèwn giatr¸n se nosokomeÐa, majht¸n se sqoleÐa kai asjen¸n pou p�sqoun apì nefrik 

anep�rkeia se dwrhtèc org�nwn [37].

Par' ìla aut�, o DA algìrijmoc epistrèfei mÐa bèltisth lÔsh gia thn energ  pleur�,

kaj¸c k�je mèloc thc paÐrnei to kalÔtero dunatì zeug�ri pou ja mporoÔse na p�rei se o-

poiod pote stajerì taÐriasma, kai antistrìfwc ta mèlh thc pajhtik c pleur�c paÐrnoun to

qeirìtero dunatì [18]. Epomènwc, analìgwc me to poia pleur� k�nei tic prìtaseic, mporoÔme

eÔkola na broÔme dÔo {akraÐec} lÔseic, oi opoÐec mporeÐ akìmh kai na tautÐzontai se k�poia

stigmiìtupa, ìmwc sth genik  perÐptwsh ta pijan� stajer� tairi�smata pou brÐskontai {a-
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14 Kef�laio 1. Eisagwg 

n�mesa} se autèc mporeÐ na aux�nontai me ekjetikì rujmì [32, 33]. AnakÔptei loipìn fusik�

h er¸thsh gia to p¸c ja orÐsoume kai ja broÔme to {kalÔtero} stajerì taÐriasma.

'Allec efarmogèc perilamb�noun kentrik� sust mata gia thn eisagwg  foitht¸n se i-

drÔmata tritob�jmiac ekpaÐdeushc, ìpwc sthn KÐna [37]   genikìtera sq mata ìpou endiafe-

rìmenoi aitoÔntai gia ekpaideutik� progr�mmata kai katat�ssontai me k�poio trìpo gia thn

apodoq  touc [11]. Tètoia mporeÐ na sunant sei kaneÐc sthn Ell�da, sth GermanÐa [12], sthn

OuggarÐa [10], sthn IspanÐa [41], sthn TourkÐa [8, 11, 5] kai se k�poiec geitonÐec twn HPA

ìson afor� thn an�jesh majht¸n se sqoleÐa [1, 3, 2]. Sthn OuggarÐa apì to 1985 èwc to

2007 o algìrijmoc basizìtan ston DA mhqanismì me ta panepist mia wc proteÐnontec [9],

jètontac argìtera touc upoy fiouc wc proteÐnontec [10]. MÐa parìmoia allag  sunèbh kai

sto US National Resident Matching Program [47]. Tautìqrona, to prìblhma tou stajero-

Ô g�mou qrhsimopoieÐtai gia th montelopoÐhsh thc an�jeshc eikonik¸n mhqan¸n se pel�tec

se sÔgqronec upodomèc upologistikoÔ nèfouc [53, 34, 29], ìpou epidi¸ketai o sumbibasmìc

twn sumferìntwn tou parìqou kai twn pelat¸n. AntÐ loipìn na prèpei na apofasÐsoume

metaxÔ twn dÔo {akraÐwn} lÔsewn, mporeÐ na eÐnai proc ìfeloc ìlwn na brejoÔn stajer�

tairi�smata ta opoÐa na eÐnai ikanopoihtik� kai {dÐkaia} kai gia tic dÔo pleurèc. 'Omwc, to

na brejeÐ mÐa tètoia bèltisth lÔsh eÐnai NP-hard, sÔmfwna me touc sun jeic orismoÔc thc

dikaiosÔnhc [28, 17]. Wc apotèlesma, èqoun protajeÐ di�foroi algìrijmoi pou mporoÔn na

qwristoÔn sunoptik� stic ex c kathgorÐec:

1. 'Enac proseggistikìc algìrijmoc me uyhl  poluwnumik  poluplokìthta [27].

2. Algìrijmoi poluwnumikoÔ qrìnou pou elaqistopoioÔn kìsth ta opoÐa stoqeÔoun sthn

euhmerÐa twn paikt¸n all� den antikatoptrÐzoun epark¸c th dikaiosÔnh [21, 25, 16].

3. Algìrijmoi pou eÐnai diadikastik� dÐkaioi, dhlad  katal goun se èna apotèlesma qwrÐc

na epwfeloÔn rht� th mÐa pleur� [15, 20, 14].

4. PoluwnumikoÔ qrìnou algìrijmoi topik c anazht shc (local search) pou stoqeÔoun

sthn elaqistopoÐhsh k�poiou sugkekrimènou kìstouc [52, 51].

Dustuq¸c, oi douleièc autèc èqoun parousiasteÐ sqetik� anex�rthta h mÐa apì thn �llh

kai h sÔgkris  touc se peiramatikì epÐpedo me dedomèna pou na antapokrÐnontai se ìgko

sthn pragmatikìthta eÐnai mèqri stigm c ligost . Wc apotèlesma, den eÐnai safèc poioc

algìrijmoc eÐnai kalÔteroc ìson afor� thn poiìthta thc lÔshc, ìpwc metr�tai apì k�poia

metrik  dikaiosÔnhc, thn apodotikìthta wc proc to qrìno kai thn klimakwsimìthta.

1.1 Suneisfor�

H suneisfor� thc diplwmatik c sunoyÐzetai wc ex c:

� Parousi�zoume mÐa analutik  melèth kai sÔgkrish ìlwn twn sqetik¸n ergasi¸n pou

èqoun endeqomènwc parousiasteÐ qwrist� h mÐa apì thn �llh.



1.2 Org�nwsh thc diplwmatik c 15

� AnaptÔssoume mÐa parallag  thc DA diadikasÐac, thn opoÐa onom�zoume Strongly

Deferred Acceptance (SDA), gia thn opoÐa deÐqnoume mÐa seir� apì idiìthtec, metaxÔ

twn opoÐwn h egguhmènh sÔgklish se stajer  lÔsh.

� Ekmetalleuìmenoi thn SDA, sqedi�zoume ènan aplì kai gr goro algìrijmo prot�sewn,

ton PowerBalance, pou dÐnei kalÔtera apotelèsmata apì autoÔc pou eÐnai apl¸c

diadikastik� dÐkaioi.

� Sundu�zontac ton PowerBalance me thn local search taktik , fti�qnoume ubridikèc

proseggÐseic, pou uperèqoun se poiìthta lÔsewn, en¸ diathroÔn thn poluplokìthta

qamhl .

� Diex�goume mÐa ekten  peiramatik  axiolìghsh p�nw se diaforetikèc katanomèc pro-

tim sewn kai se stigmiìtupa meg�lou megèjouc.

1.2 Org�nwsh thc diplwmatik c

H paroÔsa diplwmatik  organ¸netai me ton akìloujo trìpo: Sto Kef�laio 2 ja parou-

si�soume tupik� to prìblhma kai ja d¸soume ìlec tic aparaÐthtec ènnoiec kai orismoÔc. Sto

Kef�laio 3 ja k�noume mÐa episkìphsh ìlwn twn sqetik¸n ergasi¸n pou pragmateÔontai

to prìblhma kai prospajoÔn na d¸soun mÐa dÐkaih lÔsh. Sto Kef�laio 4 ja eis�goume

èna nèo mhqanismì prot�sewn, ton opoÐo ja onom�soume Strongly Deferred Acceptance kai

ja melet soume tic idiìthtèc tou, proteÐnontac telik� èna nèo algìrijmo prot�sewn. Sto

Kef�laio 5 ja doÔme p¸c mia diadikasÐa prot�sewn mporeÐ na sunduasteÐ me thn teqnik  tou

local search. Tèloc, to Kef�laio 6 ja perièqei thn peiramatik  mac melèth kai ja kleÐsoume

me ton epÐlogo sto Kef�laio 7.





Kef�laio 2

Jewrhtikì upìbajro

2.1 To prìblhma tou stajeroÔ g�mou

'Ena stigmiìtupo I tou probl matoc tou stajeroÔ g�mou (stable marriage problem)

megèjouc n apoteleÐtai apì èna sÔnolo M = {m1,m2, . . . ,mn} antr¸n kai èna sÔnolo

W = {w1, w2, . . . , wn} gunaik¸n, ìpou to k�je �tomo (  paÐkthc) èqei mÐa lÐsta protim sewn
m kouc n, h opoÐa katat�ssei pl rwc kai olik¸c ta mèlh thc �llhc pleur�c, xekin¸ntac

apì ton pio epijumhtì kai katal gontac ston ligìtero epijumhtì. An `qi eÐnai h lÐsta

protim sewn tou paÐkth qi, tìte `qi [k] = pj shmaÐnei ìti o qi katat�ssei ton paÐkth pj sth

jèsh k. Enallaktik�, gr�foume prqi(pj) = k. An mÐa gunaÐka w protim� ton �ntra m1

apì ton �ntra m2, dhlad  prw(m1) < prw(m2), tìte ja qrhsimopoioÔme to sumbolismì

m1 �w m2. AntistoÐqwc gia tic protim seic twn antr¸n. H eÐsodoc loipìn apoteleÐtai

apì 2n2 akeraÐouc pou eÐnai to sunolikì m koc twn list¸n protim sewn. Ston PÐnaka 2.1

blèpoume èna par�deigma mÐac tètoiac eisìdou me mègejoc n = 8.

LÐstec protim sewn antr¸n LÐstec protim sewn gunaik¸n

'Antrac 1:[5, 7, 1, 2, 6, 8, 4, 3] GunaÐka 1:[5, 3, 7, 6, 1, 2, 8, 4]

'Antrac 2:[2, 3, 7, 5, 4, 1, 8, 6] GunaÐka 2:[8, 6, 3, 5, 7, 2, 1, 4]

'Antrac 3:[8, 5, 1, 4, 6, 2, 3, 7] GunaÐka 3:[1, 5, 6, 2, 4, 8, 7, 3]

'Antrac 4:[3, 2, 7, 4, 1, 6, 8, 5] GunaÐka 4:[8, 7, 3, 2, 4, 1, 5, 6]

'Antrac 5:[7, 2, 5, 1, 3, 6, 8, 4] GunaÐka 5:[6, 4, 7, 3, 8, 1, 2, 5]

'Antrac 6:[1, 6, 7, 5, 8, 4, 2, 3] GunaÐka 6:[2, 8, 5, 4, 6, 3, 7, 1]

'Antrac 7:[2, 5, 7, 6, 3, 4, 8, 1] GunaÐka 7:[7, 5, 2, 1, 8, 6, 4, 3]

'Antrac 8:[3, 8, 4, 5, 7, 2, 6, 1] GunaÐka 8:[7, 4, 1, 5, 2, 3, 6, 8]

PÐnakac 2.1: Stigmiìtupo stajeroÔ g�mou megèjouc 8

'Ena (tèleio) taÐriasma M sto I eÐnai èna sÔnolo apì diazeugmèna (disjoint) zeug�ria

antr¸n-gunaik¸n. An mÐa gunaÐka w ki ènac �ntrac m eÐnai tairiasmènoi (  pantremènoi) sto

M , gr�foume M(w) = m kai M(m) = w   alli¸c (m,w) ∈ M . MÐa gunaÐka w ki ènac

�ntrac m sqhmatÐzoun èna blocking pair gia to taÐriasma M ìtan isqÔoun oi akìloujec

17
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proôpojèseic:

1. (m,w) /∈M

2. w �m M(m)

3. m �w M(w)

Sthn perÐptwsh aut  lème ìti oi m kai w mplok�roun to M . 'Ena taÐriasma M eÐnai

stajerì ìtan den up�rqei kanèna blocking pair stoM , se antÐjeth perÐptwsh eÐnai astajèc.

Me �lla lìgia, h Ôparxh enìc blocking pair parabi�zei thn isorropÐa tou tairi�smatoc M

afoÔ oi paÐktec pou mplok�roun to M èqoun kÐnhtro na af soun ta zeug�ria touc kai na

dhmiourg soun èna �llo taÐriasma sto opoÐo ja eÐnai tairiasmènoi mazÐ. To prìblhma tou

stajeroÔ g�mou zht� na brejeÐ èna tèleio stajerì taÐriasma gia èna dedomèno stigmiìtupo

I.

Sta epìmena, ja mac faneÐ qr simoc kai o akìloujoc orismìc, o opoÐoc qarakthrÐzei ta

blocking pairs:

Orismìc 2.1. 'Ena blocking pair ja kaleÐtai dominated apì thn optik  twn antr¸n an

up�rqei èna �llo blocking pair (m,w′) tètoio ¸ste w′ �m w. Se antÐjeth perÐptwsh ja

onom�zetai undominated (apì thn optik  twn antr¸n).

AntÐstoiqa orÐzetai h Ðdia ènnoia kai gia tic gunaÐkec.

2.2 O algìrijmoc Deferred Acceptance

O algìrijmoc Deferred Acceptance (DA) [18] b�zei th mÐa apì tic dÔo pleurèc se ple-

onektik  jèsh dÐnontac thc ton energì rìlo twn proposers kai leitourgeÐ me mÐa akoloujÐa

prot�sewn. Ac upojèsoume ìti o rìloc autìc dÐnetai stouc �ntrecM. Oi �ntrec diathro-

Ôn èna deÐkth κ sth lÐsta protim se¸n touc, o opoÐoc upodeiknÔei se poia jèsh ja gÐnei h

epìmenh prìtash kai fusik� arqikopoieÐtai sto 0 gia ìlouc. Se k�je gÔro, k�je �ntrac m

pou den èqei akìmh taÐri k�nei mÐa prìtash sth gunaÐka pou brÐsketai sthn epìmenh jèsh

thc lÐstac protim se¸n tou, dhlad  sthn w = `m[κm]. Oi gunaÐkec èqoun ton pajhtikì

rìlo twn receivers kai antapokrÐnontai stic prot�seic, krat¸ntac k�je stigm  thn kalÔterh

prìtash pou èqoun deqjeÐ. Sunep¸c mÐa gunaÐka r ja deqjeÐ thn prìtash apì ènan �ntra p,

sqhmatÐzontac to zeÔgoc (p, r) k�tw apì thn akìloujh sunj kh:

accept(r, p) = single(r) ∨ p �r µ(r) (2.1)

ìpou fusik� µ eÐnai to taÐriasma pou èqei dhmiourghjeÐ mèqri ekeÐnh th stigm . MÐa

apodoq  mporeÐ na shmaÐnei ìti k�poioc �ntrac pou eÐqe brei taÐri plèon ja eÐnai ataÐriastoc

(single), �ra ja suneqÐsei kanonik� tic prot�seic tou. An mÐa prìtash aporrifjeÐ tìte o p

pou thn èkane ja proqwr sei to deÐkth κp sthn epìmenh jèsh ¸ste na proteÐnei ekeÐ ston

epìmeno gÔro.
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Algorithm 1 Deferred Acceptance

Input: M, W
Output: stable matching µ

1: µ = ∅ . Initialize

2: for all m ∈M do

3: κm = 0

4: while ∃p ∈M : µ(p) = ∅) do . Locate single man

5: propose(p,µ)

6: return µ

Algorithm 2 DA-Proposal

1: procedure propose(p, µ) . proposer p, matching µ

2: r = `p[κp] . p wants to propose to r

3: if accept(r,p) then

4: if µ(r) 6= ∅ then . break up r if married

5: q = µ(r)

6: µ = µ \ {〈q, r〉}

7: µ = µ ∪ {〈p, r〉} . match p and r

8: else

9: κp = κp + 1 . r rejects p

Parak�tw faÐnetai o yeudok¸dikac tou algorÐjmou, o opoÐoc qrhsimopoieÐ th diadikasÐa

thc prìtashc (DA-Proposal) wc basikì domikì stoiqeÐo:

O DA algìrijmoc termatÐzei se O(n2) b mata [22], lìgw twn idiot twn monotonikìtht�c

tou. O arijmìc twn zeug¸n eÐnai mh-fjÐnwn, kaj¸c nèa zeÔgh mporoÔn na sqhmatistoÔn,

ìmwc up�rqonta gÐnetai na qal�soun mìno an mia gunaÐka antall�xei èna sÔzugo gia k�poion

�llo. Se tètoia perÐptwsh, h protÐmhsh (  ikanopoÐhsh) gia to taÐri thc aux�netai. Opìte,

oi protim seic twn gunaik¸n gia ta taÐria touc mporoÔn mìno na auxhjoÔn, en¸ autèc twn

antr¸n mporoÔn mìno na meiwjoÔn. Sth qeirìterh perÐptwsh, o algìrijmoc ja termatÐsei

ìtan oi �ntrec exantl soun tic lÐstec protim se¸n touc, oi opoÐec eÐnai O(n2) se m koc.

H pleur� pou proteÐnei ston DA algìrijmo epwfeleÐtai se b�roc thc �llhc pleur�c,

paÐrnontac to bèltisto gi' aut n stajerì taÐriasma. An jèsoume wc proposers touc �ntrec,

tìte prokÔptei h Male-Optimal lÔsh, en¸ an proposers eÐnai oi gunaÐkec, ja p�roume thn

Female-Optimal lÔsh, ìpwc faÐnetai apì to akìloujo je¸rhma [22]:

Je¸rhma 2.1. 'Olec oi dunatèc ektelèseic tou DA algorÐjmou dÐnoun to Ðdio stajerì

taÐriasma wc apotèlesma kai se autì, k�je �ntrac paÐrnei to kalÔtero taÐri pou ja mporoÔse

na p�rei se opoiod pote stajerì taÐriasma. Se aut  thn Male-Optimal lÔsh, k�je gunaÐka

paÐrnei to qeirìtero taÐri pou ja mporoÔse na p�rei se opoiod pote stajerì taÐriasma.

Aut  h �nish metaqeÐrish twn dÔo pleur¸n eÐnai pou èqei parakin sei thn anaz thsh gia

�lla stajer� tairi�smata, pou ja eÐnai pio dÐkaia gia tic dÔo pleurèc.
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2.3 H diktuwt  dom  tou probl matoc

To sÔnolo twn lÔsewn enìc stigmiìtupou tou probl matoc tou stajeroÔ g�mou pa-

rousi�zei mÐa endiafèrousa dom , thn opoÐa ja exereun soume se aut  thn enìthta. Pr¸ta

dÐnoume k�poiouc basikoÔc orismoÔc:

Orismìc 2.2. MÐa sqèsh ≤ p�nw se èna sÔnolo A eÐnai sqèsh merik c di�taxhc an kai

mìno an eÐnai:

� anaklastik : ∀a ∈ A, a ≤ a,

� antisummetrik : an a ≤ b kai b ≤ a tìte a = b,

� metabatik : an a ≤ b kai b ≤ c tìte a ≤ c.

Orismìc 2.3. To stoiqeÐo a ∈ A eÐnai �nw fr�gma (antÐstoiqa k�tw fr�gma) tou sunìlou

B ⊆ A an gia k�je b ∈ B isqÔei b ≤ a (antÐstoiqa a ≤ b).

Orismìc 2.4. To stoiqeÐo a ∈ A eÐnai el�qisto �nw fr�gma (antÐstoiqa mègisto k�tw

fr�gma) tou sunìlou B ⊆ A an gia k�je b pou eÐnai �nw fr�gma (antÐstoiqa k�tw fr�gma)

tou B isqÔei a ≤ b (antÐstoiqa b ≤ a).

Orismìc 2.5. 'Ena sÔnolo A to opoÐo diat�ssetai merik¸c apì mÐa sqèsh ≤ eÐnai lattice

(diktuwtì) an k�je zeÔgoc stoiqeÐwn èqei el�qisto �nw fr�gma kai mègisto k�tw fr�gma.

Sto plaÐsio tou probl matoc tou stajeroÔ g�mou, orÐzetai mÐa sqèsh merik c di�taxhc

p�nw sto sÔnolo twn stajer¸n tairiasm�twn enìc stigmiìtupou:

Orismìc 2.6. 'EstwM kaiM ′ dÔo stajer� tairi�smata. Lème ìti toM kuriarqeÐ (domi-

nates) to M ′ apì thn optik  twn antr¸n, an k�je �ntrac paÐrnei sto M èna taÐri pou eÐnai

toul�qiston tìso kalì ìso to taÐri tou sto M ′. 1

EÐnai gnwstì ìti to sÔnolo twn stajer¸n tairiasm�twn sqhmatÐzei èna diktuwtì (lattice)

k�tw apì aut  th sqèsh kuriarqÐac (dominance) [32, 33], ìpou ta monadik� mègista kai

el�qista stoiqeÐa eÐnai oi Male-Optimal kai Female-Optimal lÔseic pou eÐnai oi dÔo pijanèc

èxodoi tou DA algorÐjmou. Sto Sq ma 2.1 deÐqnoume èna par�deigma Hasse diagr�mmatoc

pou anaparist� to lattice pou prokÔptei apì to stigmiìtupo tou PÐnaka 2.1. K�je stajerì

taÐriasma apeikonÐzetai topojet¸ntac th gunaÐka tou �ntra i sthn i-sth jèsh.

'Enac trìpoc na diasqÐsoume to lattice eÐnai mèsw diadikasi¸n breakmarriage [39] oi

opoÐec mporoÔn na metasqhmatÐsoun èna stajerì taÐriasma M se èna �llo. Xekin¸ntac apì

to M , qwrÐzoume ènan �ntra m apì th gunaÐka tou w. Tìte o m proqwr�ei me trìpo Ðdio

me ton DA algìrijmo, proteÐnontac sth gunaÐka pou eÐnai amèswc met� thc w sth lÐsta

protim se¸n tou, purodot¸ntac mÐa alusÐda prot�sewn pou termatÐzei eÐte me k�poion �ntra

na aporrÐptetai apì ìlec tic gunaÐkec (pou sunep�getai adièxodo) eÐte se èna nèo stajerì

taÐriasma M ′. Kaj' ìlh th di�rkeia tou breakmarriage mìno ènac �ntrac k�je stigm  eÐnai

1Fusik�, mporeÐ na oristeÐ kai h antÐstrofh sqèsh (apì thn optik  twn gunaik¸n).
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Sq ma 2.1: Di�gramma Hasse tou lattice pou sqhmatÐzoun oi lÔseic tou stigmiìtupou 2.1

.

ataÐriastoc kai ekteleÐ prot�seic. ToM ′ eÐnai p�nta qeirìtero gia touc �ntrec an efarmosteÐ

me autì ton trìpo, dhlad  to M kuriarqeÐ apì thn optik  twn antr¸n to M ′. Fusik�, to

antÐstrofo ja sumbeÐ an efarmìsoume breakmarriage se k�poia gunaÐka.

K�je breakmarriage antistoiqeÐ se mÐa   perissìterec peristrofèc (rotations) mÐa ènnoia

pou prot�jhke pr¸th for� sto [24]. Diaisjhtik�, èna rotation eÐnai mÐa kuklik� diatetagmènh

akoloujÐa zeugari¸n pou mporoÔn dunhtik� na antall�xoun taÐria qwrÐc na ephreasteÐ h

stajerìthta.

Orismìc 2.7. 'Estw èna stajerì taÐriasma M kai to Female-Optimal stajerì taÐriasma

Mz. Tìte, an gia k�poion �ntra m, M(m) 6= Mz(m) orÐzoume wc nextM (m) thn pr¸th

gunaÐka met� thn M(m) sth lÐsta protim sewn tou m pou protim� ton m apì to zeug�ri

thc sto M .
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Orismìc 2.8. 'Estw M èna stajerì taÐriasma. MÐa peristrof  (rotation) ektejeimènh

(exposed) stoM eÐnai mÐa kuklik  akoloujÐa apì zeug�ria ρ = (m0, w0), (m1, w1), ..., (mr−1, wr−1)

tètoia ¸ste M(mi) = wi kai nextM (mi) = wi+1(modr), gia k�je i, 0 ≤ i ≤ r − 1.

An apì k�poioM sto opoÐo ektÐjetai h peristrof  ρ = (m0, w0), (m1, w1), ..., (mr−1, wr−1)

d¸soume se k�je �ntra mi, 0 ≤ i ≤ r − 1 th gunaÐka wi+1(modr) kai af soume ìla ta �lla

zeug�ria wc èqoun tìte to apotèlesma ja eÐnai kai p�li èna stajerì taÐriasma [24]. Aut  h

diadikasÐa onom�zetai ex�leiyh (elimination) thc peristrof c. KatalabaÐnoume t¸ra pwc oi

akmèc tou lattice, p.q. sto Sq ma 2.1 antistoiqoÔn akrib¸c stic peristrofèc. Oi parak�tw

idiìthtec twn peristrof¸n ja mac fanoÔn qr simec:

� Se èna dedomèno stigmiìtupo kanèna zeug�ri (m,w) den mporeÐ na an kei se dÔo dia-

foretikèc peristrofèc [24]. Sunep¸c to sunolikì touc m koc eÐnai O(n2).

� 'Olec oi peristrofèc mporoÔn na brejoÔn se qrìno O(n2) mèsw diadoqik¸n break-

marriage stouc �ntrec, xekin¸ntac apì thn Male-Optimal lÔsh kai ft�nontac sthn

Female-Optimal. Mèsa se autì to monop�ti ja sunant soume upoqrewtik� ìlec tic

peristrofèc [21].

� Oi peristrofèc pou ja broÔme an akolouj soume thn apì p�nw diadikasÐa p�nta epw-

feloÔn tic gunaÐkec, dhlad  an mac p�ne apì èna M se èna M ′ tìte to M kuriarqeÐ

to M ′ apì thn optik  twn antr¸n. Antistrèfontac th diadikasÐa twn peristrof¸n,

mporoÔme na p�roume tic antÐstrofec pou epwfeloÔn touc �ntrec.

Sq ma 2.2: To rotation poset tou stigmiìtupou 2.1

.
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Epiplèon, mÐa sqèsh proteraiìthtac (precedence) ≺ p�nw sto sÔnolo twn peristrof¸n

kajorÐzei th seir� me thn opoÐa oi peristrofèc eÐnai dunatìn na exaleifjoÔn. To sÔnolo

twn peristrof¸n mazÐ me aut  th sqèsh eÐnai gnwstì wc rotation poset kai h kataskeu 

tou mporeÐ na gÐnei kai aut  se qrìno O(n2) [22]. To rotation poset prosfèrei mÐa bolik 

anapar�stash tou sunìlou twn stajer¸n tairiasm�twn, afoÔ sto [24] apodeiknÔetai h iso-

dunamÐa twn stajer¸n tairiasm�twn me ta kleist� uposÔnola S tou rotation poset, dhlad 

aut¸n gia ta opoÐa isqÔei h idiìthta ρ ∈ S, δ ≺ ρ ⇒ δ ∈ S. Sto Sq ma 2.2 parousi�zoume

to rotation poset tou paradeÐgmatìc mac.

2.4 OrÐzontac th dikaiosÔnh

'Opwc eÐdame, o DA algìrijmoc merolhpteÐ upèr thc mÐac apì tic dÔo pleurèc, dÐnontac

mac ènausma na anazht soume gia lÔseic oi opoÐec na eÐnai kat� k�poio trìpo "dÐkaiec".

H dikaiosÔnh ja prèpei na metr�tai wc k�poio kìstoc, ¸ste na mporoÔme na sugkrÐnoume

diaforetikèc lÔseic wc proc thn poiìthta. Parousi�zoume, loipìn, ìla ta kìsth pou èqoun

protajeÐ wc mètra dikaiosÔnhc:

Regret Cost

O Knuth [32, 33] perigr�fei, dÐnontac eÔshma ston Selkow, ènan O(n4) algìrijmo, o

opoÐoc brÐskei to stajerì taÐriasma pou elaqistopoieÐ èna mètro dikaiosÔnh pou frontÐzei

gia thn ikanopoÐhsh tou paÐkth pou ja p�rei th qeirìterh protÐmhsh apì ìlouc touc �llouc,

to Regret Cost r(M):

Orismìc 2.9 (Regret Cost).

r(M) = max
(m,w)∈M

max{prm(w), prw(m)} (2.2)

Ekmetalleuìmenoc th diktuwt  dom  tou probl matoc, O Gusfield [21] èdwse ènan O(n2)

algìrijmo pou lÔnei to Ðdio prìblhma, mèsw diadikasi¸n breakmarriage [39]. 'Omwc, èna

stajerì taÐriasma el�qistou Regret Cost (  Minimum-Regret Stable Matching), par' ìlo

pou ikanopoieÐ ton ligìtero qaroÔmeno mèloc, de blèpei th meg�lh eikìna - akìmh ki ìtan

up�rqoun poll� stajer� tairi�smata mporeÐ na sumpÐptei me to Male-Optimal   to Female-

Optimal [23].

Egalitarian Cost

Gia na doÔme aut  th meg�lh eikìna, eÐnai qr simo na orÐsoume to sumbolismì dÔo poso-

t twn: twn ajroism�twn twn protim sewn tìso twn gunaik¸n, ìso kai twn antr¸n gia ta

taÐria touc se èna stajerì taÐriasma M :

Orismìc 2.10.

℘m =
∑

(m,w)∈M

prm(w) ℘w =
∑

(m,w)∈M

prw(m) (2.3)
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Dedomènou enìc zeÔgouc (m,w) ∈ M , o m {zhleÔei} ìlouc touc �ntrec pou eÐnai tai-

riasmènoi me gunaÐkec w′, tètoiec ¸ste w′ �m w kai fusik� to antÐstoiqo isqÔei gia tic gu-

naÐkec. Opìte, oi posìthtec ℘m kai ℘w ekfr�zoun to �jroisma twn katast�sewn {z leiac}

thc agor�c [42].

Oi Gusfield kai Irving [22] prìteinan to Egalitarian Cost c(M), to opoÐo orÐzetai wc

ex c:

Orismìc 2.11 (Egalitarian Cost).

Eg(M) = ℘m + ℘w (2.4)

To stajerì taÐriasma el�qistou Egalitarian Cost (  Egalitarian Stable Matching) e-

laqistopoieÐ to sunolikì arijmì twn katast�sewn {z leiac} thc agor�c. MporeÐ na brejeÐ

se qrìno O(n3) [25, 16], mèsw enìc upologismoÔ mègisthc ro c p�nw sto rotation poset.

Sex-Equality Cost

'Ena Egalitarian Stable Matching mporeÐ na epitrèyei sth mÐa pleur� na ta p�ei polÔ

kalÔtera apì thn �llh. Pr�gmati, eÐnai eÔkolo na kataskeu�sei kaneÐc stigmiìtupa ta opoÐa

èqoun pollèc lÔseic, ìmwc to monadikì Egalitarian Stable Matching tautÐzetai me to Male-

Optimal   to Female-Optimal [23]. San antiprìtash, oi Gusfield kai Irving [22] eis gagan

to Sex-Equality Cost, to opoÐo metr�ei th diafor� metaxÔ twn ajroism�twn protim sewn gia

ta taÐria twn dÔo pleur¸n:

Orismìc 2.12 (Sex-Equality Cost).

SEq(M) = |℘m − ℘w| (2.5)

O Knuth dÐnei èna stigmiìtupo megèjouc n = 4, to opoÐo epidèqetai 10 stajer� tairi-

�smata, ìla me Egalitarian Cost 20. O Romero-Medina epishmaÐnei ìti autèc oi 10 lÔseic

èqoun diaforetikèc timèc ìson afor� to Sex-Equality Cost, me timèc pou kalÔptoun to sÔno-

lo {0, 4, 8, 12}. Profan¸c, se aut  thn perÐptwsh, to pio {dÐkaio} stajerì taÐriasma eÐnai

autì me mhdenikì SEq pou exisorropeÐ pl rwc ta apotelèsmata gia tic dÔo pleurèc, en¸ h

elaqistopoÐhsh tou Egalitarian Cost blèpoume ìti apotugq�nei na apofÔgei th merolhyÐa

upèr thc mÐac pleur�c.

To stajerì taÐriasma el�qistou Sex-Equality Cost (  Sex-Equal Stable Matching) eÐnai

autì sto opoÐo o arijmìc twn katast�sewn {z leiac} thc mÐac pleur�c eÐnai ìso pio kont�

gÐnetai se autìn thc �llhc pleur�c [42]. H elaqistopoÐhsh autoÔ tou kìstouc eÐnai NP-hard,

ìpwc mporeÐ na deiqjeÐ me mÐa anagwg  apì to prìblhma tou partially ordered knapsack [28],

  kai apì to prìblhma thc klÐkac (clique) [38]. M�lista to prìblhma paramènei NP-hard

akìmh ki an ìlec oi lÐstec protim sewn eÐnai ateleÐc ki èqoun m koc to polÔ trÐa, eÐnai

ìmwc epilÔsimo se qrìno O(n3) an oi lÐstec thc mÐac mìno pleur�c èqoun m koc to polÔ

dÔo [38] (qwrÐc k�poio periorismì sthn �llh pleur�). Oi Iwama et al. [27] èdwsan ènan

proseggistikì algìrijmo me poluplokìthta O
(
n3+ 1

ε

)
, o opoÐoc gia k�poio stajerì ε > 0,
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epistrèfei mÐa lÔsh M tètoia ¸ste SEq(M) ≤ ε∆, me to ∆ na eÐnai to qamhlìtero Sex-

Equality Cost metaxÔ twn dÔo pijan¸n exìdwn tou DA algorÐjmou. Se perÐptwsh pou

den up�rqei lÔsh me tètoio kìstoc, epistrèfei {'Oqi}. Aut  bèbaia h eggÔhsh eÐnai polÔ

pio adÔnamh apì mÐa eggÔhsh se sqèsh me th bèltisth lÔsh. Ja epanèljoume se aut  th

suz thsh sthn peiramatik  mac melèth.

Balance Cost

En¸ to Sex-Equality Cost katafèrnei na antikatoptrÐsei thn ènnoia thc dikaiosÔnhc,

upì thn ènnoia ìti oi dÔo pleurèc ja meÐnoun ìso gÐnetai to Ðdio euqaristhmènec, mporeÐ na

apotugq�nei sto na apotup¸sei ton orjologismì. Qrhsimopoi¸ntac aut  th metrik , èna

stajerì taÐriasma sto opoÐo oi dÔo pleurèc èrqontai ìso pio kont� gÐnetai ìson afor�

th sunolik  touc euqarÐsthsh ja protimhjeÐ se sqèsh me èna �llo sto opoÐo kai oi dÔo

pleurèc ta p�ne kalÔtera, all� se auxhmènh apìstash h mÐa apì thn �llh. O Feder ìrise

to Balanced Stable Matching wc autì pou elaqistopoieÐ to Balance Cost :

Orismìc 2.13 (Balance Cost).

Bal(M) = max{℘m, ℘w} (2.6)

To na elaqistopoihjeÐ autì to kìstoc eÐnai epÐshc NP-hard [17]. O Manlove [37] ka-

taskeu�zei èna stigmiìtupo sto opoÐo kanèna Balanced Stable Matching den èqei el�qisto

Sex-Equality Cost kai antistrìfwc. O O(n3) algìrijmoc tou [16] gia to Egalitarian Stable

Matching dra mìnaqa wc
(
2− 1

n

)
eggÔhsh prosèggishc. Diaisjhtik�, èna Balanced Stable

Matching elaqistopoieÐ th dusarèskeia (  ton arijmì twn katast�sewn {z leiac}) gia thn

pio dusaresthmènh apì tic dÔo pleurèc [38]. Epomènwc, frontÐzei gia th sunolik  euhmerÐa

me ènan orjologikì trìpo.

Shmei¸noume ìti ta trÐa kìsth sundèontai me thn akìloujh sqèsh:

Bal(M) =
Eg(M) + SEq(M)

2
(2.7)

Opìte to Balanced Stable Matching lamb�nei up' ìyin tou tìso thn amerolhyÐa, h opoÐa

ekfr�zetai mèsw tou Sex-Equality Cost, ìso kai th sunolik  euhmerÐa pou ekfr�zetai apì

to Egalitarian Cost.
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Episkìphsh sqetik¸n ergasi¸n

Dedomènhc thc duskolÐac tou probl matoc, h mèqri t¸ra èreuna èqei epikentrwjeÐ sto

na d¸sei proseggistikèc, all� kurÐwc euristikèc lÔseic. Se autì to kef�laio, perièqetai mÐa

analutik  parousÐash kai sÔgkrish ìlwn aut¸n twn algorÐjmwn, qwrÐzontac touc an�loga

me to basikì mhqanismì pou qrhsimopoioÔn. Ja touc exet�soume upì to prÐsma ept� basik¸n

idiot twn:

1. H B�sh upodeiknÔei poioc eÐnai o kentrikìc mhqanismìc ton opoÐo qrhsimopoieÐ ènac

algìrijmoc gia na ft�sei se stajerì taÐriasma.

2. Stajerìthta eÐnai h idiìthta enìc algorÐjmou sto na ft�nei p�nta se stajer  lÔsh

efìson termatÐsei. 'Oloi oi algìrijmoi pou ja exet�soume èqoun aut  thn idiìthta,

ektìc apì ton ZigZag.

3. O Suntonismìc deÐqnei to an ènac algìrijmoc qrei�zetai èna kentrikì sÔsthma pou

na ekteleÐ ton upologismì   na sugqronÐzei touc paÐktec. Oi mìnoi pou de qarakth-

rÐzontai apì aut  thn idiìthta eÐnai oi anorg�nwtoi mhqanismoÐ agor¸n [48, 4, 36].

4. Oikoumenikìthta shmaÐnei ìti xekin¸ntac apì mÐa {ken } arqik  kat�stash, up�r-

qei mÐa akoloujÐa apof�sewn pou an parjoÔn apì ton algìrijmo, tìte mporeÐ na ft�sei

se opoiad pote stajer  lÔsh. H idiìthta aut  orÐzetai kai gia touc nteterministikoÔc

algorÐjmouc, upì thn ènnoia thc oikoumenikìthtac tou mhqanismoÔ pou qrhsimopoioÔn.

5. Termatismìc eÐnai h idiìthta ìti o algìrijmoc p�nta sugklÐnei se peperasmèno

qrìno.

6. O Nteterminismìc anafèretai ston trìpo me ton opoÐo o algìrijmoc genn� thn

akoloujÐa twn kin sewn tou. 'Osoi qrhsimopoioÔn tuqaiìthta, den èqoun aut  thn

idiìthta.

7. HPoluplokìthta eÐnai èna fr�gma gia to qrìno ektèleshc sth qeirìterh perÐptw-

sh.

27
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3.1 Algìrijmoi pou ikanopoioÔn blocking pairs

MÐa prosèggish gia na ft�sei kanèic se èna stajerì taÐriasma eÐnai na xekin sei apì èna

taÐriasma to opoÐo pijan¸c na mhn eÐnai stajerì kai se k�je b ma na k�nei èna b ma proc

th stajerìthta, ikanopoi¸ntac èna blocking pair, dhlad  mÐa aitÐa ast�jeiac. Up�rqoun

dÔo trìpoi me touc opoÐouc mporeÐ na ikanopoihjeÐ èna blocking pair (m,w) ìtan entopisteÐ.

Sthn perÐptwsh twn b-interchanges [49], o m tairi�zetai me thn w kai ta pr¸hn taÐria touc,

èstw w′ kai m′ tairi�zontai metaxÔ touc, ent�ssontac to zeug�ri (m′, w′) sto nèo taÐriasma

pou dhmiourgeÐtai. Sthn perÐptwsh twn blocking pair eliminations, ta pr¸hn taÐria w′ kai

m′ mènoun ataÐriasta (Single) [48]. 'Enac Single paÐkthc sqhmatÐzei blocking pair me k�je

�llo paÐkth thc �llhc pleur�c afoÔ ja protimoÔse na eÐnai mazÐ me opoiond pote par� na

eÐnai mìnoc tou.

BetterRD

Oi Roth kai Vande Vate [48] exètasan mÐa tuqaÐa diadikasÐa pou xekin� apì èna aujaÐreto

(akìmh kai hmitelèc   kenì) taÐriasma kai epanalhptik� epilègei èna tuqaÐo blocking pair kai

to ikanopoieÐ mèsw blocking pair eliminations, termatÐzontac ìtan den up�rqei pleìn �llo

blocking pair. KaloÔme aut  thn tuqaÐa diadikasÐa Random better Response Dynamics

(BetterRD), ìpwc sto [4].

H BetterRD apodeiknÔetai ìti sugklÐnei se peperasmèno qrìno me pijanìthta 1 ane-

xart twc apì to taÐriasma pou xekin� [48], ìmwc mporeÐ na qreiasteÐ ekjetikì qrìno 2Ω(n)

[4]. Epiplèon, qarakthrÐzetai apì oikoumenikìthta, afoÔ an xekin sei apì to kenì taÐriasma,

mporeÐ na ft�sei se opoiad pote lÔsh me jetik  pijanìthta [48] kai de qrei�zetai suntonismì

gia na leitourg sei.

BestRD

Oi Ackermann et al. epekteÐnoun th melèth tou [48] sthn perÐptwsh tou Random Best

Response Dynamics (BestRD), h opoÐa diafèrei wc proc ton trìpo epilog c twn blocking

pairs. Arqik�, orÐzei th mÐa pleur� apì tic dÔo wc energ  kai se k�je b ma epilègei tuqaÐa

ènan paÐkth thc x pou summetèqei toul�qiston se èna blocking pair kai ikanopoieÐ to blocking

pair pou protim� perissìtero o x, dhlad  autì pou eÐnai undominated. H ikanopoÐhsh tou

blocking pair gÐnetai me blocking pair eliminations ìpwc prohgoumènwc.

Prìkeitai kai p�li gia mÐa apokentrwmènh diadikasÐa pou de qrei�zetai suntonismì kai

diathreÐ thn eggÔhsh termatismoÔ se peperasmèno qrìno, kaj¸c kai to ekjetikì fr�gma [4].

'Omwc, lamb�nontac up' ìyin mìno ta undominated blocking pairs thc mÐac kai mìno pleur�c

de diathreÐ thn oikoumenikìthta, afoÔ xekin¸ntac apì to kenì taÐriasma, ekfulÐzetai ston

DA algìrijmo kai termatÐzei se O(n2) [4].
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ROM

O Ma [36] melet� mÐa parallag  h opoÐa xekin� p�nta apì to kenì taÐriasma kai k�nei

undominated blocking pair eliminations se èna epanalhptik� auxanìmeno uposÔnolo twn

paikt¸n. An fantastoÔme èna kleistì dwm�tio pou perièqei touc energoÔc paÐktec, se k�je

gÔro eisèrqetai ènac nèoc paÐkthc, o opoÐoc xekin� mÐa alusÐda apì exaleÐyeic blocking pairs

mèqri na epèljei h stajerìthta mèsa sto dwm�tio. Onom�zoume autì ton apokentrwmèno

algìrijmo Random Order Mechanism (ROM) akolouj¸ntac th sÔmbash twn [36, 30, 13].

O algìrijmoc autìc qrei�zetai O(n2) k�je for� pou eisèrqetai ènac nèoc paÐkthc kai

sugklÐnei p�nta se qrìno O(n3) [13]. O Ma [36] apodeiknÔei ìti o ROM de diajètei oikou-

menikìthta, en¸ h Cheng deÐqnei ìti to na apofasisteÐ an mÐa lÔsh mporeÐ na brejeÐ apì ton

ROM eÐnai NP-complete.

SML2

Oi Gelain et al. proteÐnoun ton SML2, mÐa diadikasÐa topik c anaz thshc (local search)

gia thn ikanopoÐhsh twn blocking pairs mesw b-interchanges, h opoÐa se k�je b ma exet�zei

ta pijan� tairi�smata pou prokÔptoun an ikanopoihjeÐ k�je èna apì ta undominated blocking

pairc kai metabaÐnei se autì pou perièqei ta ligìtera blocking pairs. Me autì ton trìpo,

prospajeÐ na ft�sei se stajerìthta pio gr gora, en¸ gia na apofÔgei ta topik� el�qista

k�nei tuqaÐec kÐn seic me mÐa mikr  pijanìthta.

Sto [49] apodeiknÔetai me antipar�deigma ìti h qr sh b-interchanges antÐ gia blocking

pair eliminations mporeÐ na odhg sei se katast�seic mh-termatismoÔ, upì thn ènnoia ìti

den up�rqei kamÐa akoloujÐa kin ewn pou na odhgeÐ se stajerìthta. Sunep¸c, o SML2

endèqetai na mhn termatÐzei kai fusik� stereÐtai oikoumenikìthtac.

3.2 Algìrijmoi pou ekteloÔn prot�seic

Mia diaforetik  prosèggish eÐnai na krat sei kaneÐc thn idèa twn prot�sewn tou DA

algorÐjmou kai na antimetwpÐsei th merolhyÐa tou epitrèpontac kai stic dÔo pleurèc na

k�noun prot�seic. 'Etsi, st nontac èna pio dÐkaio paiqnÐdi prot�sewn, to apotèlesma ja eÐnai

kai autì {diadikastik� dÐkaio} afoÔ ja èqei prokÔyei apì mÐa diadikasÐa pou metaqeirÐzetai

tic dÔo pleurèc me Ðso trìpo. To kentrikì z thma se autèc tic ergasÐec eÐnai autì tou

termatismoÔ, kaj¸c an proteÐnoun kai oi dÔo pleurèc q�nontai oi monotonikèc idiìthtec pou

èqei o DA algìrijmoc kai mporeÐ na upopèsoume se kÔklouc prot�sewn.

EROM

O EROM [43, 30] orÐzei mÐa tuqaÐa seir� twn paikt¸n wc proteÐnontec (proposers) kai

touc af nei na ekteloÔn prot�seic, oi opoÐec gÐnontai apodektèc me auxanìmenh dektikìthta:

ston gÔro k, mìno prot�seic pou axiologoÔntai to polÔ èwc k mporoÔn tìso na ektelestoÔn,

ìso kai na gÐnoun apodektèc.
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O egguhmènoc termatismìc tou EROM basÐzetai ston kanìna ìti ìtan ènac paÐkthc

q�nei to taÐri tou, orÐzetai wc o epìmenoc proposer. 'Etsi, ston teleutaÐo gÔro, ìpou k = n

kaiden up�rqei periorismìc stic prot�seic, k�je proposer sthn tuqaÐa seir� ja prokalèsei

mÐa alusÐda prot�sewn h opoÐa p�nta ja termatÐzei me dÔo ataÐriastouc (single) paÐktec

na pantreÔontai metaxÔ touc. Wc sunèpeia, o arijmìc zeugari¸n aux�nei monotonik�. K�je

tètoia alusÐda mporeÐ na prokalèsei èwc O(nk) prot�seic sto gÔro k gia k�je proposer,

dÐnontac O(n4) sunolik  poluplokìthta. Tautìqrona, o EROM de qarakthrÐzetai apì

oikoumenikìthta afoÔ èqei prìsbash mìno se èna upodiktuwtì sublattice twn stajer¸n

tairiasm�twn [43].

Swing/Swing++

O Swing [15] epanalamb�nei prot�seic gia ìlouc touc paÐktec se k�je gÔro, xekin¸ntac

apì thn pr¸th protÐmhsh k�je for�. Oi �ntrec proteÐnoun stouc monoÔc gÔrouc kai oi

gunaÐkec stouc zugoÔc se mÐa prosp�jeia na up�rqei dikaiosÔnh, ìmwc aut  h taktik  mporeÐ

na odhgeÐ se kÔklouc, en¸ k�je gÔroc apaiteÐ O(n2) prot�seic. O Swing++ [40] prospajeÐ

na apofÔgei autoÔc touc kÔklouc me perissìterouc upologismoÔc, ìmwc oÔte ki ekeÐnoc

katafèrnei na d¸sei mÐa eggÔhsh termatismoÔ. Oi algìrijmoi autoÐ epiplèon den èqoun k�poia

eggÔhsh perÐ oikoumenikìthtac.

ESMA

O mhqanismìc prot�sewn tou ESMA [20] belti¸nei k�poiec apì tic adunamÐec tou Sw-

ing, apofeÔgontac thn epan�lhyh prot�sewn apì thn arq  k�je lÐstac, me apotèlesma na

rÐxei to qronikì kìstoc k�je gÔrou se O(n2). 'Etsi, autìc o algìrijmoc eÐnai polÔ pio

apodotikìc apì ton Swing kai epiplèon oi peiramatikèc melètec deÐqnoun ìti termatÐzei se

ìla ta stigmiìtupa, qrhsimopoi¸ntac mÐa yeudo-tuqaÐa sun�rthsh epilog c thc pleur�c pou

proteÐnei ètsi ¸ste na apofeÔgei touc kÔklouc. Kai p�li ìmwc, tou leÐpei mÐa tupik  a-

pìdeixh termatismoÔ kai h poluplokìthta tou eÐnai mh fragmènh. H oikoumenikìtht� tou

paramènei anoiqt , ìpwc kai tou Swing.

DACC

Me ton ìro Deferred Acceptance with Compensation Chains (DACC) [14] anaferìma-

ste se mÐa oikogèneia algorÐjmwn, stouc opoÐouc o mhqanismìc prot�sewn eÐnai parìmoioc

me autìn tou ESMA. Wc mèroc thc eisìdou, dèqetai th seir� me thn opoÐa oi paÐktec ja pro-

teÐnoun, epomènwc orÐzetai ènac algìrijmoc gia k�je tètoia pijan  seir�. Epiplèon, diajètei

èna mhqanismì pou onom�zetai Compensation Chains (AlusÐdec ApozhmÐwshc), o opoÐoc

eÐnai an�logoc me autìn pou sunant same kai ston EROM. SÔmfwna me autìn, oi paÐktec

pou èqoun {exapathjeÐ} (dhlad  egkataleifjeÐ apì èna taÐri pou touc eÐqe proteÐnei) prèpei

na apozhmiwjoÔn kai �ra k�noun sth sunèqeia prot�seic mèqri na broun èna nèo sÔzugo.

O Dworczak deÐqnei ìti o DACC termatÐzei se peperasmèno qrìno q�rh sta Compensa-

tion Chains anexart twc thc akoloujÐac twn proposers dedomènou bèbaia ìti aut  perièqei
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k�je paÐkth �peirec forèc. Epiplèon, apodeiknÔei ìti opoiad pote lÔsh mporeÐ na brejeÐ ruj-

mÐzontac kat�llhla aut  thn akoloujÐa, edrai¸nontac thn oikoumenikìthta tou algorÐjmou.

'Oson afor� thn poluplokìthta, den eÐnai gnwstì k�poio fr�gma.

3.3 Algìrijmoi pou ekmetalleÔontai to lattice

K�poioi �lloi algìrijmoi qrhsimopoioÔn th diktuwt  dom  tou probl matoc pou peri-

gr�yame sthn enìthta 2.3 gia na d¸soun poluwnumikoÔc algorÐjmouc gia th beltistopoÐhsh

k�poiwn apì tic metrikèc dikaiosÔnhc (enìthta 2.4). Gia na to petÔqoun autì, qrhsimopoioÔn

eÐte tic diadikasÐec breakmarriage [39], eÐte thn idèa twn rotations [24] gia na metasqhma-

tÐsoun mÐa  dh stajer  lÔsh se k�poia �llh suggenik  thc. Efìson h upokeÐmenh dom  tou

lattice dÐnei prìsbash se ìlec tic stajerèc lÔseic, jewroÔme ìti ìloi autoÐ oi algìrijmoi

qarakthrÐzontai apì oikoumenikìthta.

Approx

Dedomènhc thc duskolÐac eÔreshc tou Sex-Equal Stable Matching [28], oi Iwama et

al. [27] prìteinan ènan proseggistikì algìrijmo ton opoÐo onom�zoume Approx, o opoÐoc

prospajeÐ na brei p�nw sto rotation poset to kat�llhlo kleistì uposÔnolo apì rotations

pou ja antistoiqeÐ se èna stajerì taÐriasma M , tètoio ¸ste SEq(M) ≤ ε∆. Se aut  thn

eggÔhsh pou dÐnei o algìrijmoc, to ε eÐnai èna kl�sma pou dÐnetai wc eÐsodoc san par�metroc

prosèggishc, en¸ to ∆ eÐnai dedomèno gia k�je stigmiìtupo kai antistoiqeÐ sto qamhlìtero

Sex-Equality Cost metaxÔ twn dÔo pijan¸n exìdwn tou DA algorÐjmou. O trìpoc me ton

opoÐo leitourgeÐ eÐnai na xekin�ei apì thn DA lÔsh pou bg�zei to kìstoc ∆ kai na k�nei

elegqìmena �lmata sto Sex-Equality Cost epilègontac epanalhptik� rotations pou h epilog 

touc den mporeÐ na parabi�sei th jewrhtik  eggÔhsh. Gia ta rotations ta opoÐa krÐnontai wc

{meg�la}, dhlad  epifèroun mÐa allag  sto Sex-Equality Cost pou ja mporoÔse dunhtik�

na parabi�sei thn eggÔhsh, o algìrijmoc exet�zei ìlouc touc pijanoÔc sunduasmoÔc me

touc opoÐouc mporoÔn na epileqjoÔn. An den up�rqei kanèna stajerì taÐriasma M pou na

ikanopoieÐ th sunj kh SEq(M) ≤ ε∆, o algìrijmoc ja apant sei {'Oqi}. H poluplokìthta

tou apodeiknÔetai ìti eÐnai O
(
n3+ 1

ε

)
.

BiLS

'Enac prìsfatoc algìrijmoc topik c anaz thshc (local search), o BiLS [51], xekin� apì

tic dÔo lÔseic tou DA algorÐjmou kai diasqÐzei to lattice me diadikasÐec breakmarriage,

k�nontac anaz thsh dipl c kateÔjunshc (bidirectional). Se k�je b ma, metabaÐnei eÐte sto

kalÔtero geitonikì stajerì taÐriasma ìpwc upodeiknÔetai apì mÐa sun�rthsh kìstouc, eÐte

kai se èna tuqaÐo me mÐa mikr  pijanìthta. TermatÐzei ìtan oi dÔo anazht seic sunanthjoÔn

metaxÔ touc ìson afor� tic timèc tou kìstouc, sthn opoÐa perÐptwsh dÐnei thn kalÔterh

lÔsh pou èqei brei mèqri ekeÐnh th stigm . Gia na brei k�je for� ìla ta geitonik� sta-

jer� tairi�smata qrei�zetai qrìno O(n3), en¸ k�je mÐa apì tic dÔo anazht seic pou k�nei
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sqhmatÐzei èna monop�ti sto lattice pou mporeÐ na èqei m koc pou fr�ssetai apì to O(n2),

dÐnontac O(n5) sunolik  poluplokìthta.

MinRegret

To Minimum-Regret Stable Matching mporeÐ na brejeÐ se mìlic O(n2) qrìno ìpwc

èdeixe o Gusfield [21]. Xekin¸ntac apì th Male-Optimal lÔsh kai k�nontac epanalhptik�

breakmarriage sto taÐri thc gunaÐkac me th qeirìterh protÐmhsh, tìte mporoÔme na broÔme

to stajerì taÐriasma me to el�qisto Regret Cost, an autì ofeÐletai se k�poia gunaÐka.

Epanalamb�nontac thn antÐstrofh diadikasÐa brÐskoume kai to antÐstoiqo gia touc �ntrec

kai metaxÔ twn dÔo krat�me autì me to el�qisto kìstoc.

MinEgalitarian

O algìrijmoc pou brÐskei to Egalitarian Stable Matching ofeÐletai stouc Gufield kai I-

rving [25] kai axiopoieÐ to rotation poset. Anajètontac ta kat�llhla b�rh stic akmèc metaxÔ

twn rotations kai prosjètontac mÐa phg  kai mÐa katabìjra, deÐqnoun ìti ènac upologismìc

mègisthc ro c eÐnai ikanìc na elaqistopoi sei to Egalitarian Cost se qrìno O(n4). Argìte-

ra, o Feder se mÐa polÔ pio genik  prosèggish èdeixe ìti autì to fr�gma mporeÐ na beltiwjeÐ

se O(n3).

3.4 'Alloi algìrijmoi

Lotto

O algìrijmoc Employment by Lotto (  apl� Lotto) [6] eÐnai mÐa prosarmog  tou Ran-

dom Serial Dictatorship (RSD) mhqanismoÔ [30, 31] gia thn perÐptwsh twn stajer¸n tai-

riasm�twn. Epanalhptik� afaireÐ apì tic lÐstec zeÔgh paikt¸n ta opoÐa de ja mporoÔsan

na eÐnai mazÐ se kanèna stajerì taÐriasma kai dÐnei amet�klhta se ènan tuqaÐo paÐkth thn

pr¸th enapomeÐnousa protÐmhsh tou, surrikn¸nontac peraitèrw tic epilogèc twn upoloÐpwn

sta parak�tw b mata.

O Lotto p�nta termatÐzei ìtan exet�sei n paÐktec me poluplokìthta O(n2) ¸ste na

diasqÐsei ìlec tic lÐstec. De diajètei oikoumenikìthta afoÔ se k�je b ma mei¸nei ton arijmì

twn plèon prosb�simwn lÔsewn gia q�rh tou (eunohmènou) paÐkth pou epilègetai kai o opoÐoc

ja prèpei na p�rei thn kalÔterh protÐmhsh pou ja mporoÔse na èqei sta enapomeÐnanta

stajer� tairi�smata. O mhqanismìc èqei loipìn prìsbash mìno stic lÔseic pou toul�qiston

ènac paÐkthc paÐrnei to kalÔtero taÐri pou eÐnai dunatìn na tou anatejeÐ se stajer  lÔsh

[6, 31]. Se antÐjesh me ton ROM, to na apofasisteÐ an o Lotto mporeÐ na brei mÐa

sugkekrimènh lÔsh eÐnai prìblhma poluwnumikoÔ qrìnou [13], ìpwc mporeÐ na faneÐ apì thn

an�lush tou (RSD) sto [7].
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ZigZag

O algìrijmoc ZigZag [54] qrhsimopoieÐ mÐa diaforetik  dom  gia na lÔsei to prìblhma,

èna pÐnaka g�mwn (marriage table), ston opoÐo èna zeug�ri (m,w) topojeteÐtai sthn jèsh

(i, j) an prm(w) = i kai prw(m) = j. Se aut  thn anapar�stash, zeug�ria kont� sto (0, 0)

èqoun uyhl  sunolik  ikanopoÐhsh (Egalitarian Cost), en¸ zeug�ria kont� sth diag¸nio

suneisfèroun sthn isìthta (Sex-Equality Cost). Epomènwc, o algìrijmìc touc skan�rei

autì ton pÐnaka kai epilègei zeug�ria ¸ste na krat sei aut� ta kìsth qamhl�.

O ZigZag dÐnei èna taÐriasma to opoÐo den eÐnai aparaÐthta stajerì, all� mporeÐ na

perièqei kai blocking pairs. EÐnai h mình doulei� pou exet�zoume pou den ikanopoieÐ aut 

th basik  sunj kh kai thn anafèroume kurÐwc gia lìgouc plhrìthtac. H poluplokìthta

tou ZigZag eÐnai O(n2), en¸ mÐa parallag  tou pou prospajeÐ na krat sei qamhl� ton

arijmì twn blocking pairs qrei�zetai O(n3). To z thma thc oikoumenikìthtac aut c thc

prosèggishc den exet�zetai apì touc suggrafeÐc.

3.5 SÔnoyh

O pÐnakac 3.1 sugkentr¸nei tic idiìthtec pou suzht jhkan gia ìlouc touc algorÐjmouc,

k�nontac pio eÔkolh th metaxÔ touc sÔgkrish. Sto epìmeno kef�laio, ja prospaj soume

na sqedi�soume algorÐjmouc pou ja sundu�zoun ìla ta jetik� stoiqeÐa twn uparqìntwn,

dhlad  stajerìthta, oikoumenikìthta kai termatismì se poluwnumikì qrìno qamhl c t�xhc.

Algìrijmoc B�sh Stajerìthta Suntonismìc Oikoumenikìthta Termatismìc Nteterminismìc Poluplokìthta

ZigZag [54] skan�risma pÐnaka 8 4 8 4 4 O(n2)

Approx [27] lattice 4 4 4 4 4 O
(
n3+ 1

ε

)
BiLS [51] lattice 4 4 4 4 8 O(n5)

MinRegret [21] lattice 4 4 4 4 4 O(n2)

MinEgalitarian [25, 16] lattice 4 4 4 4 4 O(n3)

BetterRD [48] ikanopoÐhsh blocking pairs 4 8 4 4 8 2Ω(n)

BestRD [4] ikanopoÐhsh blocking pairs 4 8 8 4 8 2Ω(n)

ROM [36] ikanopoÐhsh blocking pairs 4 8 8 4 8 O(n3)

SML2 [19] ikanopoÐhsh blocking pairs 4 4 8 8 8 NA

Lotto [6] random serial dictatorship 4 4 8 4 8 O(n2)

EROM [43] prot�seic 4 4 8 4 8 O(n4)

Swing [15] prot�seic 4 4 8 8 4 NA

Swing++ [40] prot�seic 4 4 8 8 4 NA

ESMA [20] prot�seic 4 4 8 8 4 NA

DACC [14] prot�seic 4 4 4 4 NA NA

PÐnakac 3.1: SqetikoÐ algìrijmoi me isqÔousec (4)   mh (8) idiìthtec kai poluplokìthta.





Kef�laio 4

Strongly-Deferred Acceptance

4.1 Orismìc

Ac epanexet�soume th sunj kh apodoq c mÐac prìtashc tou DA algorÐjmou (enìthta

2.2). 'Otan k�poioc paÐkthc pou den èqei taÐri (Single) deqteÐ mÐa opoiad pote prìtash, tìte

apodèqetai pajhtik�. Mìno ènac paÐkthc pou eÐnai  dh pantremènoc èqei to dikaÐwma na arnh-

jeÐ. Se mÐa prosp�jeia epèktashc tou mhqanismoÔ prot�sewn kai stic dÔo pleurèc, ergasÐec

ìpwc oi [20, 14] diathroÔn thn Ðdia sunj kh apodoq c - oi Single paÐktec p�nta apodèqontai

tic prot�seic anexart twc thc kat�stashc sthn opoÐa brÐskontai. Epiplèon, epitrèpoun se

autoÔc touc paÐktec na suneqÐsoun na ekteloÔn tic dikèc touc prot�seic mèqri mÐa apì autèc

na sumpèsei me to taÐri pou touc èqei  dh anatejeÐ, sthn opoÐa perÐptwsh ft�noun se mÐa

kat�stash ikanopoÐhshc. Par' ìla aut�, h stajerìthta thc telik c kat�stashc diathreÐtai

akìmh ki an oi Single paÐktec  tan pio epilektikoÐ, axiolog¸ntac dhlad  tic prot�seic pou

dèqontai b�sei tou pou èqoun ft�sei oi Ðdioi sth lÐsta touc k�nontac prot�seic. Onom�zoume

aut  thn parallag  tou DA mhqanismoÔ Strongly Deferred Acceptance (SDA).

SÔmfwna me thn SDA, k�je paÐkthc diathreÐ èna deÐkth κ sth lÐsta tou, o opoÐoc arqi-

kopoieÐtai sto 0 kai èqei dipl  shmasÐa. Apì th mÐa deÐqnei poia prìkeitai na eÐnai h epìmenh

prìtash enìc ataÐriastou paÐkth kai apì thn �llh poiec prot�seic ènac paÐkthc (akìmh kai

pantremènoc) eÐnai diatejeimènoc na deqjeÐ.

H sunj kh apodoq c sthn SDA eÐnai loipìn:

accept sda(q, p) = p �q `q[κq] (4.1)

Me �lla lìgia, sthn arq  ìloi oi paÐktec apodèqontai wc suzÔgouc mìno tic pr¸tec

protim seic touc, en¸ kaj¸c arqÐzoun na ekteloÔn prot�seic kai pijan¸c na aporrÐptontai,

to κ touc aux�nei kai plèon apodèqontai prot�seic apì paÐktec pou brÐskontai mèqri kai th

jèsh κ thc lÐstac protim se¸n touc. H apodoq  mÐac prìtashc endèqetai na mei¸sei to κ tou

apodèkth (receiver), an aut  proèrqetai apì ènan proteÐnonta (proposer) pou axiologeÐtai se

qamhlìterh jèsh thc lÐstac protim sewn (uyhlìterh protÐmhsh). Dhlad  an o q apodeqteÐ

thn prìtash tou p, tìte jètei κq = prq[p]. Ap' thn �llh, h apìrriyh mÐac prìtashc èqei wc

apotèlesma thn aÔxhsh tou deÐkth κ tou proposer kat� èna.

35
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Parak�tw parousi�zoume ton yeudok¸dika gia th diadikasÐa twn prot�sewn sthn SDA:

Algorithm 3 SDA-Proposal

1: procedure propose sda(p, µ) . proposer p, matching µ

2: if (µ(p) = ∅ ∧ κp < n) then

3: q = `[κp] . p wants to propose to q

4: if accept sda(q,p) then

5: if µ(q) 6= ∅ then . break up q if married

6: r = µ(q)

7: µ = µ \ {〈q, r〉}

8: µ = µ ∪ {〈p, q〉} . match p and q

9: κq = prq[p]

10: else

11: κp = κp + 1 . q rejects p

MÐa diadikasÐa pou qrhsimopoieÐ to mhqanismì prot�sewn thc SDA termatÐzei ìtan k�nei

ìlouc touc paÐktec adraneÐc, dhlad  se mÐa kat�stash ìpou den èqoun �llec prot�seic na

k�noun.

Orismìc 4.14. 'Enac paÐkthc x kaleÐtai adran c ìtan µ(x) 6= ∅   κx = n.

4.2 Idiìthtec

Se aut  thn enìthta ja melet soume k�poiec idiìthtec tou SDA mhqanismoÔ. Ac d¸soume

pr¸ta k�poiouc orismoÔc.

Orismìc 4.15. Sthn SDA arqik  kat�stash eÐnai h kat�stash sthn opoÐa ìloi oi paÐktec

eÐnai ataÐriastoi, dhlad  µ = ∅ kai prìkeitai na proteÐnoun stic pr¸tec protim seic touc,

dhlad  κx = 0,∀x ∈M∪W.

Orismìc 4.16. Dedomènou enìc stajeroÔ tairi�smatoc M , qarakthrÐzoume th jèsh k�je

paÐkth p, ìpwc aut  upodeiknÔetai apì thn tim  tou κp, se sqèsh me to M :

� An κp < prp[M(p)], o p eÐnai se M -overrated jèsh, dhlad  ètoimoc na proteÐnei se

k�poion pou axiologeÐtai p�nw apì to taÐri tou sto M .

� An κp = prp[M(p)], o p eÐnai se M -pivotal jèsh, dhlad  ètoimoc na proteÐnei sto taÐri

tou sto M .

� An κp > prp[M(p)], o p eÐnai se M -underrated jèsh, dhlad  ètoimoc na proteÐnei se

k�poion pou axiologeÐtai k�tw apì to taÐri tou sto M .

Shmei¸netai ìti ènac M -underrated paÐkthc ja prèpei na èqei  dh proteÐnei sto taÐri

tou sto M kai h prìtas  tou na èqei aporrifjeÐ. Oi parap�nw ìroi ja mac fanoÔn qr simoi

sthn akìloujh an�lush:
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L mma 4.1. Dedomènou opoioud pote zeÔgouc (p, q), den mporeÐ na isqÔei tautìqrona κp >

prp[q] kai κq > prq[p] k�tw apì thn SDA.

Apìdeixh. Ac upojèsoume ìti tìso o p ìso kai o q brÐskontai se tètoia kat�stash. Tìte

o ènac apì touc duo, èstw o p, ja prèpei xepèrase thn protÐmhsh tou �llou, tou q, ìso o q

briskìtan  dh se tètoia kat�stash. Epomènwc, o q ja prèpei na apèrriye mÐa prìtash tou

p ìso Ðsque κq > prq[p]. Autì de gÐnetai na sumbeÐ, afoÔ o q ja prèpei na  tan   Single

  pantremènoc sth jèsh κq, kai stic dÔo peript¸seic ìmwc ja èprepe na eÐqe apodeqteÐ thn

prìtash tou p, afoÔ p �q `q[κq].

MporoÔme na sumper�noume tic parak�tw �mesec sunèpeiec gia to mhqanismì, oi opoÐec

mac bohjoÔn na katal�boume kalÔtera ton trìpo me ton opoÐo leitourgeÐ:

Sumpèrasma 4.1. Dedomènou enìc zeÔgouc (p, q) ∈ M , ìpou to M eÐnai èna stajerì

taÐriasma, oi p kai q den mporoÔn na brÐskontai kai oi dÔo se M -underrated k�tw apì thn

SDA.

Sumpèrasma 4.2. 'Estw O, P kai U ta sÔnola twn M -overrated, M -pivotal kai M -

underrated paikt¸n se sqèsh me k�poio stajerì taÐriasma M . Tìte sthn SDA ja prèpei

p�nta |U | ≤ |O ∪ P |.

Epiplèon, qrhsimopoi¸ntac to L mma 4.1 mporoÔme na deÐxoume th stajerìthta tou mh-

qanismoÔ.

Je¸rhma 4.2 (Stajerìthta). 'Otan h SDA termatÐzei, to apotèlesma eÐnai stajerì.

Apìdeixh. 'Estw ìti to telikì taÐriasma sto opoÐo h SDA termatÐzei perièqei èna blocking

pair (x, y). SumperaÐnoume ìti ston x èqei dojeÐ mÐa protÐmhsh qeirìterh apì ton y, dhlad 

y �x M(x), to opoÐo mporeÐ na sumbeÐ mìno an κx > prx[y] kat� ton termatismì. Summetrik�,

ja prèpei epÐshc κy > pry[x] kat� ton termatismì, parabi�zontac to L mma 4.1. Epiplèon

prèpei na deiqteÐ ìti kanènac paÐkthc de mporeÐ na meÐnei ataÐriastoc. 'Estw loipìn ìti up�rqei

ènac Single paÐkthc sth mÐa pleur�. Tìte, lìgw thc arq c tou perister¸na, ja prèpei na

up�rqei ki ènac Single paÐkthc q sthn �llh pleur�. Efìson h diadikasÐa èqei termatÐsei,

tìso o p ìso kai o q èqoun exantl sei tic prot�seic touc, dhlad  κp = κq = n, to opoÐo

eÐnai kai p�li adÔnato lìgw tou L mmatoc 4.1. 'Ara o termatismìc thc SDA odhgeÐ p�nta se

èna stajerì apotèlesma.

SuneqÐzoume se èna drìmo proc thn oikoumenikìthta thc SDA:

L mma 4.2. Sthn SDA kai gia k�je stajerì taÐriasma M , ènac M -overrated paÐkthc p

mporeÐ na dhmiourg sei zeug�ri me ènan �llo paÐkth q mìno an o q eÐnai M -underrated.

Apìdeixh. An dÔo M -overrated paÐktec p kai q, dhmioÔrghsan èna zeug�ri, tìte ja prèpei o

deÐkthc tou kajenìc touc na brÐsketai sth jèsh tou �llou, dhlad  p = `q[κq] kai q = `p[κp].

An eÐnai kai oi dÔo M -overrated, tìte q �p M(p) kai p �q M(q). Autì shmaÐnei ìti to

(p, q) ja  tan blocking pair sto M kai to M de ja mporoÔse na eÐnai stajerì taÐriasma.
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ParomoÐwc, an o q eÐnai M -pivotal, tìte p = `q[κq] = M(q) kai summetrik� ja eÐqame

q = M(p), dhlad  o p ja èprepe na eÐnai pantremènoc me to taÐri tou sto M kai �ra den

mporeÐ na eÐnai M -overrated. Sunep¸c, ènac M -overrated paÐkthc p mporeÐ na pantreuteÐ

mìno ènan M -underrated paÐkth q.

Je¸rhma 4.3 (Oikoumenikìthta). Xekin¸ntac apì thn arqik  kat�stash, h SDA mporeÐ

na ft�sei se k�je stajerì taÐriasma M .

Apìdeixh. Ac eÐnai to M opoiod pote stajerì taÐriasma. Sthn arqik  kat�stash kanènac

paÐkthc den mporeÐ na eÐnaiM -underrated, afoÔ eÐte prìkeitai na proteÐnei sto taÐri tou sto

M eÐte se k�poion kalÔtero. H akoloujÐa prot�sewn ¸ste na ft�soume sto M èqei wc

ex c:

1. K�je �ntrac p proteÐnei mèqri κp = prp[M(p)].

2. Prin oi �ntrec proteÐnoun stic M -suzÔgouc touc, k�je gunaÐka q proteÐnei mèqri κq =

prq[M(q)].

3. K�je �ntrac p proteÐnei mÐa for� sth gunaÐka M(p).

Lìgw tou L mmatoc 4.2, oi prot�seic twn bhm�twn (1) kai (2) anagkastik� ja aporrifjoÔn,

epomènwc ìloi oi paÐktec diasqÐzoun tic lÐstec touc mèqri na gÐnoun M -pivotal, sthn opoÐa

perÐptwsh to b ma (3) mac dÐnei to taÐriasma M .

4.3 Axiopoi¸ntac thn SDA

Ja prospaj soume na sqedi�soume ènan aplì se logik  algìrijmo basismèno p�nw sto

mhqanismì prot�sewn thc SDA pou na mh qrei�zetai polÔplokec majhmatikèc domèc, sto

pneÔma twn [15, 20, 14]. Pr¸ta, ja bg�loume apì th mèsh to prìblhma tou termatismoÔ pou

èqei apasqol sei autèc tic prohgoÔmenec ergasÐec.

4.3.1 Termatismìc

Ja perigr�youme mÐa termatik  diadikasÐa, h opoÐa ja mporeÐ na epib�llei th sÔgklish se

stajerìthta opoiad pote stigm . O trìpoc me ton opoÐo leitourgeÐ eÐnai me to na exantleÐ

tic prot�seic thc mÐac apì tic dÔo pleurèc kai sth sunèqeia na af nei thn �llh pleur� na

oloklhr¸sei to taÐriasma. Autì to onom�zoume Compromise thc pr¸thc pleur�c kai ìpwc

ja doÔme odhgeÐ p�nta se termatismì. O yeudok¸dikac dÐnetai parak�tw ston Algìrijmo 4.

Gia na katal�boume tic epipt¸seic aut c thc diadikasÐac, ja mac faneÐ qr simoc o para-

k�tw orismìc:

Orismìc 4.17. 'Ena stajerì taÐriasma µ eÐnai prositì apì thn pleur� M an kai mìno

an ìloi oi �ntrec eÐnai M -overrated   M -pivotal. IsodÔnama, lème ìti eÐnai prositì apì thn

pleur� W an kai mìno an ìlec oi gunaÐkec eÐnai M -overrated   M -pivotal.
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Algorithm 4 Termination by Compromise

1: function compromise(C, µ) . side C, matching µ

2: if (C == M) then

3: F =W
4: else

5: F =M
6: while (∃x ∈ C : µ(x) = ∅ ∧ κx < n) do

7: for all x ∈ C do

8: propose sda(x,µ)

9: while (∃x ∈ F : µ(x) = ∅ ∧ κx < n) do

10: for all f ∈ F do

11: propose sda(x,µ)

12: return µ

Shmei¸netai ìti mÐa pleur� kaleÐtai adran c sthn perÐptwsh pou ìla ta mèlh thc eÐnai

adran .

Je¸rhma 4.4. Sthn SDA, an h mÐa pleur� eÐnai adran c, ac poÔme h C, kai h �llh pleur�,

ac poÔme h F , exantl sei ìlec tic prot�seic thc, tìte odhgoÔmaste se èna stajerì taÐriasma
M . Epiplèon, to M eÐnai bèltisto gia thn F metaxÔ ìlwn twn stajer¸n tairiasm�twn pou

 tan prosit� gia thn F , upì thn ènnoia ìti den up�rqei k�poio stajerì taÐriasma M ′ pou na

 tan prositì gia thn F kai k�poioc paÐkthc f ∈ F na to protim�.

Apìdeixh. QwrÐc bl�bh thc genikìthtac, ac upojèsoume ìti F = M kai C = W. 'Estw

ìti dÔo paÐktec paramènoun ataÐriastoi met� to tèloc ìlwn twn prot�sewn, h x ∈ W kai

o y ∈ M. Tìte afoÔ h x eÐnai adran c, κx = n. Efìson mìno oi �ntrec proteÐnoun, oi

deÐktec κ twn gunaik¸n mporoÔn mìno na meiwjoÔn, afoÔ droun apokleistik� wc apodèktec.

'Ara, ja prèpei κx = n kaj' ìlh th di�rkeia twn prot�sewn. Lìgw tou L mmatoc 4.1, o y

ja prèpei na xekÐnhse me κy < pry[x] �ra k�poia stigm  prìteine sthn x kai aporrÐfjhke,

to opoÐo eÐnai adÔnato. Epomènwc, ìloi oi paÐktec prèpei na eÐnai tairiasmènoi sto tèloc kai

sÔmfwna me to Je¸rhma 4.2 to apotèlesma eÐnai stajerì.

Ja apodeÐxoume t¸ra th beltistìthta. Ac upojèsoume ìti aut  eÐnai h pr¸th for� sthn

akoloujÐa prot�sewn pou k�poioc �ntracm aporrÐptetai apì k�poia gunaÐka w, tètoia ¸ste

to zeug�ri (m,w) an kei sto stajerì taÐriasma M ′ to opoÐo eÐnai prositì gia touc �ntrec.

Aut  h apìrriyh mporeÐ mìno na sumbeÐ e�n h w eÐnai pantremènh me ton m1, ton opoÐo

protim� apì ton m, dhlad  m1 �w m. Epomènwc, o m1 den mporeÐ na protim� thn w apì thn

M ′(m1) diìti to (m1, w) ja  tan blocking pair sto M ′. SumperaÐnoume ìti M ′(m1) �m1 w

kai epeid  to M ′ eÐnai prositì apì touc �ntrec, o m1 ja prèpei  dh na èqei aporrifjeÐ apì

thn M ′(m1), parabi�zontac thn arqik  mac upìjesh.

KatalabaÐnoume loipìn ìti o trìpoc me ton opoÐo leitourgeÐ h termatik  diadikasÐa tou

AlgorÐjmou 4 eÐnai me to na exanagk�zei thn pleur� C na gÐnei adran c sto pr¸to while kai
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sth sunèqeia k�nontac qr sh tou jewr matoc 4.4 epib�llei ton termatismì.

Sumpèrasma 4.3 (Termatismìc). H diadikasÐa compromise tou AlgorÐjmou 4 odhgeÐ

apì opoiad pote kat�stash se èna stajerì taÐriasma.

H diadikasÐa 4 den eÐnai mÐa dÐkaih diadikasÐa, afoÔ sumperifèretai me polÔ diaforetikì

trìpo stic dÔo pleurèc kai telik�, austhr� epwfeleÐtai h pleur� F . Oi epanalambanìmenec
prot�seic thc pleur�c C pou thn kajistoÔn adran  belti¸noun th jèsh thc F , afoÔ mporoÔn
mìno na mei¸soun tic timèc twn deikt¸n κ thc F . Autì èqei wc apotèlesma perissìtera sta-

jer� tairi�smata na eÐnai prosit� sthn F ìtan oi prot�seic tou pr¸tou b matoc telei¸soun.

Sth sunèqeia, to Je¸rhma 4.4 mac deÐqnei ìti h F ja p�rei telik� to kalÔtero stajerì

taÐriasma apì ìla ìsa eÐnai prosit� apì aut n. EÐnai eÔkolo na parathr sei kaneÐc ìti sthn

eidik  perÐptwsh pou h compromise kaleÐtai apì thn arqik  kat�stash, ja p�roume wc

apotèlesma eÐte thn Male-Optimal, eÐte thn Female-Optimal lÔsh, afoÔ ìla ta stajer�

tairi�smata eÐnai prosit� apì thn pleur� F .
Plèon, de qreiazìmaste epiplèon mètra, ìpwc Compensation Chains [14]   yeudo-

tuqaiìthta gia na apofÔgoume pijanoÔc kÔklouc prot�sewn, mporoÔme apl¸c na qrhsi-

mopoi soume thn termatik  diadikasÐa compromise gia na exasfalÐsoume ton termatismì.

K�ti tètoio de ja mporoÔse na gÐnei se diadikasÐec pou qrhsimopoioÔn th sunj kh apodoq c

tou DA algorÐjmou [20, 14] (sto ex c ja tic apokaloÔme DA diadikasÐec). H krÐsimh diafor�

eÐnai ìti sthn SDA ìtan mÐa pleur� gÐnei adran c tìte kanènac paÐkthc aut c thc pleur�c

den mporeÐ na egkataleifjeÐ apì to taÐri tou. AntÐjeta, sthn DA oi paÐktec ja apodeqtoÔn

mÐa prìtash par' ìlo pou den èqoun  dh exereun sei kalÔterec epilogèc, mpaÐnontac se mÐa

kat�stash {dusarèskeiac}. Epomènwc, akìmh ki an h mÐa pleur� gÐnei adran c, opoiod pote

mèloc thc mporeÐ na egkataleifjeÐ apì èna {dusaresthmèno} taÐri [20]. SumperaÐnoume ìti

h DA den mporeÐ na egguhjeÐ ton termatismì me ton Ðdio trìpo ìpwc h SDA.

4.3.2 Algìrijmoc

Ja perigr�youme t¸ra ènan algìrijmo o opoÐoc ja k�nei qr sh thc termatik c diadi-

kasÐac pou perigr�yame. 'Opwc eÐdame, aut  den eÐnai mÐa dÐkaih diadikasÐa kai an th qrh-

simopoi soume polÔ nwrÐc, tìte to apotèlesma pou ja p�roume ja eÐnai polÔ �diko gia th

mÐa pleur�. 'Ara ja kajuster soume th qr sh thc gia ènan arijmì gÔrwn stouc opoÐouc ja

gÐnei mÐa prosp�jeia oi prot�seic na gÐnoun me ìso pio dÐkaio trìpo gÐnetai. Telik� ìmwc,

h diadikasÐa compromise eÐnai aut  pou ja mac exasfalÐsei ton termatismì se fragmèno

poluwnumikì qrìno.

Sthn pr¸th f�sh tou algorÐjmou jèloume loipìn oi prot�seic na gÐnoun me trìpo tètoion

¸ste oi dÔo pleurèc na diathroÔntai se sqetik  isorropÐa. 'Enac deÐkthc gia to poia pleur�

èqei to prob�disma eÐnai oi deÐktec κ, afoÔ telik� ìtan epèljei stajerìthta, autoÐ eÐnai pou

upodeiknÔoun kai to telikì apotèlesma. 'Ara, se k�je gÔro mporoÔme na metr�me to pìso

dunat  eÐnai h k�je pleur� kai na anajètoume to rìlo twn proposers analìgwc. Epiplèon,

parathroÔme ìti sthn SDA h pr�xh thc prìtashc den epwfeleÐ ton proposer, afoÔ endèqetai

na tou aux sei to κ   na mei¸sei to κ (dhlad  na belti¸sei th jèsh) k�poiou paÐkth thc
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�llhc pleur�c. Autì mporeÐ na mh sumfwneÐ me th diaÐsjhsh pou èqoume wc t¸ra, dedomènou

ìti ston DA algìrijmo h pleur� pou proteÐnei paÐrnei èna bèltisto apotèlesma, ìmwc autì

sumbaÐnei mon�qa epeid  h �llh pleur� den proteÐnei potè. 'Otan kai oi dÔo pleurèc prote-

Ðnoun, aut  pou dèqetai prot�seic èqei pleonèkthma ènanti aut c pou tic k�nei. Sunep¸c,

eÐnai pio dÐkaio na anajèsoume ton rìlo twn proposers se k�je gÔro sthn pleur� pou krÐnetai

pio adÔnamh (sÔmfwna me tic timèc twn deikt¸n κ).

O Algìrijmoc 5, o PowerBalance, efarmìzei aut  thn taktik . Pr¸ta ekteleÐ mÐa

seir� apì prot�seic se gÔrouc, ìpou se k�je gÔro proteÐnei h dunat  pleur�. An o arijmìc

aut¸n twn gÔrwn xeper�sei mÐa par�metro limit h opoÐa dÐnetai wc eÐsodoc ston algìrijmo,

tìte o PowerBalance exanagk�zei ton termatismì qrhsimopoi¸ntac thn compromise.

Efìson èqoume dei ìti sth diadikasÐa aut  bgaÐnei kerdismènh h pleur� F ja mporoÔsame

na b�zoume p�nta wc F thn pio dunat  pleur�. AntÐjeta, ed¸ dokim�zoume kai tic dÔo

pleurèc kai sugkrÐnoume ta dÔo apotelèsmata b�sei k�poiou kìstouc pou orÐzoume (gramm 

13). 'Etsi, o PowerBalance mporeÐ na prosarmosteÐ gia th beltistopoÐhsh k�poiou

sugkekrimènou kìstouc.

H poluplokìthta thc compromise eÐnai O(n2) afoÔ sth qeirìterh perÐptwsh ja dia-

sqÐsoume apì mÐa for� tic lÐstec tìso twn antr¸n ìso kai twn gunaik¸n. H pr¸th f�sh ja

diarkèsei to polÔ limit gÔrouc stouc opoÐouc dienergoÔntai to polÔ n prot�seic, k�nontac

thn poluplokìthta tou PowerBalance O(limit ∗ n+ n2).
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Algorithm 5 PowerBalance

Input: M, W, limit

Output: stable matching µ

1: µ = ∅
2: Rounds = 0

3: for all x ∈M∪F do

4: κx = 0

5: while (|µ| < n) do

6: Rounds+ +

7: P = StrongSide(()M,W)

8: for all p ∈ P do

9: propose sda(p,µ)

10: if (Rounds > limit) then

11: µ1 = compromise(M, W)

12: µ2 = compromise(W, M)

13: if (µ1.cost ≤ µ2.cost) then

14: µ = µ1

15: else

16: µ = µ2

17: return µ

18: function StrongSide(M, W)

19: if (
∑

m∈M κm ≤
∑

w∈W κw) then

20: returnM
21: else

22: return W
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MÐa ubridik  prosèggish

Oi algìrijmoi pou èqoume exet�sei mporoÔn na qwristoÔn se dÔo kathgorÐec: (i) autoÔc

pou proqwr�ne apì to èna stajerì taÐriasma sto �llo kai katal goun se k�poio pou je-

wreÐtai eunoðkì kai (ii) autoÔc pou stadiak� metatrèpoun mÐa kat�stash ast�jeiac se mÐa

pou eÐnai stajer  mèsw prot�sewn, exaleÐyewn blocking pairs   random serial dictatorship.

Oi algìrijmoi tou tÔpou (i) upìsqontai kalÔterhc poiìthtac lÔseic, me to tÐmhma thc uyh-

l c poluplokìthtac, en¸ autoÐ tou tÔpou (ii) endèqetai na qarakthrÐzontai apì uyhlìterh

apìdosh, qwrÐc na exasfalÐzoun to Ðdio kal  poiìthta.

AnakÔptei loipìn h er¸thsh: mporoÔme na èqoume kai ta dÔo, dhlad  na petÔqoume kai

apodotikìthta kai poiìthta? Eik�zoume ìti autì mporeÐ na sumbeÐ me to na k�noume k�poiec

gr gorec kin seic tÔpou (i) ¸ste na ft�soume se èna stajerì taÐriasma kai met� na to

belti¸soume me lÐgec kin seic tÔpou (ii). Se aut  thn enìthta proteÐnoume loipìn tètoiouc

ubridikoÔc algorÐjmouc pou sthn arq  leitourgoÔn me prot�seic tÔpou SDA, akoloujoÔme-

nec apì mÐa diadikasÐa topik c anaz thshc sto Ðdio pneÔma me to [51].

5.1 BeltÐwsh tou local search

H mèjodoc topik c anaz thshc tou BiLS [51] basÐzetai se diadikasÐec breakmarriage

(bl. Enìthta 2.3), oi opoÐec qrei�zontai qrìno O(n2) prokeimènou na d¸soun mÐa nèa lÔsh

apì mÐa up�rqousa. Sunep¸c, o BiLS xodeÔei O(n3) se k�je b ma thc anaz thshc ¸ste

na axiolog sei ìlec tic geitonikèc lÔseic pou prokÔptoun, efarmìzontac breakmarriage

se k�je ènan apì touc n paÐktec. To qronikì autì kìstoc ja mporoÔse na meiwjeÐ an

qrhsimopoioÔsame peristrofèc (rotations) (bl. Enìthta 2.3) antÐ gia breakmarriage sth

diadikasÐa tou local search, dhlad  an k�noume thn anaz thsh p�nw sto rotation poset.

'Opwc èqoume  dh epishm�nei, eÐnai dunatìn na upologÐsoume ìlec tic peristrofèc se

qrìno O(n2) [22] prin arqÐsoume thn anaz thsh kai to sunolikì touc m koc eÐnai kai autì

O(n2) [24]. 'Ara, se k�je b ma gia na metaboÔme apì èna stajerì taÐriasma M se �l-

la geitonik�, mporoÔme na elègqoume seiriak� tic peristrofèc gia to an eÐnai ektejeimènec

(exposed) sto M sÔmfwna me tic sunj kec tou orismoÔ 2.7 kai sthn perÐptwsh pou eÐnai,

na tic exaleÐfoume (eliminate). Autì proôpojètei ènan O(n2) upologismì twn tim¸n nextM
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gia ìlouc touc paÐktec sthn arq  tou k�je b matoc. Me aut  thn allag , k�je b ma tou

local search ja kostÐzei O(n2) antÐ gia to O(n3) tou [51].

Epiprìsjeta, gia ton termatismì thc diadikasÐac sto [51] anafèretai ìti ja prèpei oi dÔo

anazht seic na {sunanthjoÔn} upì thn ènnoia thc sÔmptwshc twn tim¸n kìstouc touc. K�ti

tètoio den eÐnai aparaÐthto gia ta kìsth sex-equality kai balance ìpou oi anazht seic arkeÐ

na termatistoÔn ìtan ft�soun se topikì el�qisto thc sun�rthshc kìstouc touc. Efar-

mìzontac breakmarriage mìno sth mÐa pleur� (p.q. stouc �ntrec)   isodÔnama exaleÐfontac

peristrofèc pou epwfeloÔn tic gunaÐkec, eÐnai eÔkolo na dei kaneÐc ìti ìtan ft�soume se

topikì el�qisto tou Sex-Equality Cost den prìkeitai na doÔme peraitèrw beltÐwsh ìso ki

an suneqÐsoume. Autì sumbaÐnei epeid  to topikì el�qisto mporeÐ na brÐsketai mìno ekeÐ

pou h meionektoÔsa pleur� (me to uyhlìtero �jroisma protim sewn) arqÐzei na xepern�ei

thn �llh. To Ðdio isqÔei kai gia to Balance Cost.

Sta epìmena, efarmìzoume autèc tic belti¸seic ston BiLS kai stouc �llouc algorÐjmouc

local search pou exet�zoume.

5.2 UbridikoÐ algìrijmoi

'Otan o PowerBalance termatÐsei  dh èqoume èna stajerì taÐriasma, to opoÐo mpo-

roÔme na qrhsimopoi soume wc shmeÐo ekkÐnhshc tou local search. M�lista, mporoÔme na

elègxoume to pìso gr gora ja p�roume autì to taÐriasma rujmÐzontac kat�llhla thn pa-

r�metro limit, dhlad  touc gÔrouc prot�sewn prin exanagk�soume ton termatismì. H pr¸th

mac prosp�jeia, loipìn, o algìrijmoc Hybrid prosjètei èna epiplèon st�dio local search

ston PowerBalance me skopì na brejeÐ mÐa kalÔterh geitonik  lÔsh sto lattice twn

stajer¸n tairiasm�twn. O BiLS xekin�ei apì mÐa akraÐa jèsh sto lattice kai akìmh kai

sth beltiwmènh ekdoq  tou mporeÐ na qreiasteÐ O(n2) b mata gia na diasqÐsei èna monop�ti

sto lattice, dÐnontac O(n4) sunolik  poluplokìthta sth qeirìterh perÐptwsh. AntÐjeta, o

Hybrid pisteÔoume ìti ja qreiasteÐ lÐga mìno b mata gia na ft�sei se topikì el�qisto,

efìson xekin�ei apì mÐa lÔsh pou eÐnai h èxodoc tou PowerBalance kai �ra  dh ja eÐnai

arket� dÐkaih. Sunep¸c, mporoÔme na jèsoume èna ìrio m bhm�twn sth deÔterh f�sh kai

rujmÐzontac to kat�llhla na p�roume polÔ qamhlìterh poluplokìthta apì ton BiLS. To

an autìc o algìrijmoc ja eÐnai telik� pio gr goroc apì ton BiLS ja exarthjeÐ apì to an o

PowerBalance mporeÐ na termatÐsei pio gr gora ap' ìti o BiLS ft�nei se mÐa endi�mesh

lÔsh sto lattice kai apì to an to prokÔpton stajerì taÐriasma apì ton PowerBalance

eÐnai kont� se topikì el�qisto thc sun�rthshc kìstouc.

Se mÐa diaforetik  beltÐwsh, mporoÔme na exanagk�soume ton termatismì tou Power-

Balance se diaforetikoÔc gÔrouc ¸ste na p�roume diaforetik� stajer� tairi�smata wc

arqik� shmeÐa tou local search. Prokeimènou na eÐnai ìso to dunatìn diaforetik�, topojeto-

Ôme touc termatikoÔc gÔrouc se Ðsec apost�seic metaxÔ tou pr¸tou gÔrou kai tou teleutaÐou

gÔrou. Epiplèon, de qrei�zetai na apofasÐsoume metaxÔ twn dÔo diaforetik¸n tairiasm�twn

pou prokÔptoun apì th qr sh thc compromise, kai ta dÔo mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn

gia na ekkin soume apì aut� mÐa topik  anaz thsh. Onom�zoume autì ton algìrijmo Hy-
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bridMultiSearch (HMS) kai h poluplokìthta tou eÐnai O(rn + kmn2) ìpou r eÐnai o

mègistoc gÔroc prot�sewn tou PowerBalance, k eÐnai o arijmìc twn diaforetik¸n lo-

cal search pou ja diexaqjoÔn kai m eÐnai o mègistoc arijmìc apì b mata local search pou

epitrèpoume. MÐa grafik  anapar�stash gia to pwc leitourgeÐ o HybridMultiSearch

faÐnetai sto Sq ma 5.1.

Sq ma 5.1: HybridMultiSearch





Kef�laio 6

Peiramatik  Melèth

Se autì to kef�laio, parousi�zoume mÐa ekten  peiramatik  melèth me skopì (i) th rÔj-

mish paramètrwn di�forwn algorÐjmwn kai thn peraitèrw katanìhsh tou trìpou leitourgÐac

touc, (ii) thn �mesh sÔgkrish touc se mÐa poikilÐa stigmiotÔpwn pou ft�noun se arket�

meg�la megèjh kai (iii) thn efarmog  touc se èna sen�rio basismèno sthn pragmatikìthta.

Ja stajoÔme kurÐwc se treic metrikèc, to Balance Cost kai to Sex-Equality Cost pou pi-

steÔoume ìti eÐnai ta pio apt� mètra thc dikaiosÔnhc sto prìblhma pou melet�me kai sto

qrìno sÔgklishc/termatismoÔ.

Sta dÔo pr¸ta mèrh, ja qrhsimopoi soume sunjetikèc lÐstec protim sewn, oi opoÐec

par�gontai ¸ste na èqoun diaforetik� qarakthristik�:

� Sthn Uniform(U) katanom , oi protim seic par�gontai entel¸c tuqaÐa, dhlad  k�je

lÐsta eÐnai mÐa tuqaÐa met�jesh twn paikt¸n.

� Sthn Discrete(D) katanom , èna posostì twn paikt¸n ent�ssontai sto Hot Set kai

eÐnai p�nta pio epijumhtoÐ apì touc upìloipouc pou an koun sto Cold Set . Se k�je

lÐsta, h kat�taxh twn paikt¸n pou an koun se èna apì ta dÔo sÔnola eÐnai tuqaÐa.

� Sthn Gauss(G) katanom , xekin�me apì mÐa arqik  kat�taxh twn paikt¸n pou eÐnai

koin  gia ìlouc kai k�je paÐkthc prosjètei Gkaousianì jìrubo stic protim seic ¸ste

na dhmiourg sei th lÐsta tou. Metr�me thn pìlwsh thc katanom c san posostì tou n.

'Oso pio meg�lh h pìlwsh, tìso ligìteroc o jìruboc kai tìso perissìtero moi�zoun

oi lÐstec diaforetik¸n paikt¸n metaxÔ touc.

Epiplèon, ja qrhsimopoi soume mÐa katanom  me asummetrÐa, sthn opoÐa oi lÐstec pro-

tim sewn twn antr¸n ja akoloujoÔn to Uniform montèlo, en¸ autèc twn gunaik¸n ja

akoloujoÔn to Discrete. Ja anaferìmaste se aut  thn asÔmmetrh katanom  wc Uniform-

Discrete(UD).

RujmÐzoume se ìlec tic Discrete(D) peript¸seic to Hot Set na perilamb�nei to 40% twn

paikt¸n kai thn pìlwsh twn Gauss katanom¸n sto 40% tou n. Se ìla ta peir�mata qrhsimo-

poioÔme perissìtera apì èna stigmiìtupa kai parousi�zoume to mèso ìro twn apotelesm�twn.

'Oloi oi algìrijmoi ulopoi jhkan sthn gl¸ssa Java kai ta peir�mata ektelèsthkan se ènan

Intel Xeon X5650 CPU @ 2.67GHz me 28GB RAM.
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6.1 An�lush

6.1.1 SÔgklish Mhqanism¸n

'Eqoume  dh suzht sei to pleonèkthma pou eqei h SDA ènanti thc DA ìson afor� th

dunatìthta sqediasmoÔ mÐac termatik c diadikasÐac (enìthta 4.3.1). T¸ra ja k�noume mÐa

peiramatik  sÔgkrish twn dÔo se sqèsh me thn apodotikìthta sÔgklis c touc. Upojètoume

dhlad  mÐa agor� qwrÐc kentrik  org�nwsh, ìpou oi paÐktec ekteloÔn prot�seic me tuqaÐa

seir� kai metr�me ton arijmì twn prot�sewn pou apaitoÔntai mèqri na ft�soume se staje-

rìthta. 'Opwc gnwrÐzoume, p�nta up�rqei èna monop�ti proc th stajerìthta, tìso gia thn

DA [14], ìso kai gia thn SDA (p.q. mèsw thc compromise, Sumpèrasma 4.3), ìmwc mÐa

fusik  er¸thsh pou anakÔptei eÐnai pìso gr gora ft�nei o k�je mhqanismìc se stajerìthta

an efarmosteÐ se mÐa apokentrwmènh agor�.
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Sq ma 6.1: SÔgklish DA vs SDA
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Gia ta peir�mata aut� qrhsimopoioÔme 150 stigmiìtupa an� mègejoc kai qrhsimopoioÔme

megèjh èwc n = 2500. To Sq ma 6.1 deÐqnei ta apotelèsmata. H SDA qrei�zetai shmantik�

mikrìtero arijmì apì prot�seic gia na termatÐsei se ìlec tic katanomèc protim sewn kai

h diafor� mporeÐ na ft�sei akìmh kai tic dÔo t�xeic megèjouc. 'Ara, sunolik� mporeÐ na

odhg sei mÐa apokentrwmènh agor� se isorropÐa polÔ pio apodotik�. Akìmh, blèpoume ìti

h sumperifor� thc SDA eÐnai pio fusiologik  (kai �ra pio problèyimh): kaj¸c aux�netai

to n, o arijmìc twn prot�sewn aux�netai pio omal� se sqèsh me thn DA, pou se k�poiec

peript¸seic k�nei apìtoma �lmata kai sth sunèqeia mei¸netai.

6.1.2 RÔjmish paramètrou tou PowerBalance

O PowerBalance dèqetai wc eÐsodo mÐa par�metro limit, h opoÐa kajorÐzei to mègi-

sto arijmì gÔrwn apì prot�seic pou ekteleÐ, gia limit ∗ O(n) sunolikèc prot�seic, prin

exanagk�sei ton termatismì se O(n2) b mata. Prokeimènou na èqoume èna pio dÐkaio telikì

apotèlesma, ja prèpei na apofÔgoume na epib�lloume ton termatismì polÔ nwrÐc, afoÔ h

termatik  diadikasÐa eÐnai eggen¸c �dikh (Je¸rhma 4.4). Apì thn �llh, an perimènoume po-

lÔ endèqetai na q�soume se apodotikìthta, kurÐwc se stigmiìtupa ìpou epanalamb�nontai

kuklik� oi Ðdiec prot�seic kat� thn pr¸th f�sh. To akìloujo peÐrama ja mac bohj sei na

broÔme k�poiec timèc thc paramètrou pou ja exuphretoÔn touc skopoÔc mac kai na kata-

l�boume pwc ja prèpei na all�zei h tim  thc paramètrou sunart sei tou n.

Gia k�je mègejoc n kai gia k�je katanom , gennoÔme 100 stigmiìtupa. Gia k�je tètoio

stigmiìtupo, dokim�zoume èna meg�lo arijmì apì paramètrouc limit prokeimènou na broÔme

th mikrìterh dunat  tim  h opoÐa eÐnai arket  gia na èqoume to kalÔtero dunatì apotèlesma

ìson afor� ta dÔo kìsth pou antikatoptrÐzoun th dikaiosÔnh: to Sex-Equality Cost (SEq)

kai to Balance Cost (Bal). To Sq ma 6.2 mac deÐqnei touc mèsouc ìrouc aut¸n twn tim¸n

afoÔ aut  èqoun diairejeÐ dia tou n, sugkrinìmenoi me logarijmikèc sunart seic tou n gia

k�je katanom  protim sewn.

Endiafèron parousi�zei to gegonìc ìti oi bèltistec timèc gia ta SEq kai Bal epitug-

q�nontai me thn Ðdia tim  tou limit. Stic Uniform kai Discrete katanomèc (Sq mata 6.2aþ,

6.2bþ), parathroÔme mÐa mikr  mìno aÔxhsh kaj¸c aux�netai to n. H perÐptwsh Gauss (Sq ma

6.2gþ) eÐnai pio endiafèrousa, kaj¸c blèpoume ìti h epark c tim  tou limit gia na èqoume èna

bèltisto apotèlesma megal¸nei me èna rujmì parìmoio thc log2(n). Sthn UniformDiscrete

(Sq ma 6.2dþ), to na kajusteroÔme ton termatismì eÐnai anoÔsio: h qr sh thc compromise

sthn arq  thc ektèleshc dÐnei ta kalÔtera apotelèsmata kai sta dÔo kìsth.

Sunep¸c, jètoume thn par�metro limit tou PowerBalance algorÐjmou se Θ(log2(n)),

k�nontac th sunolik  tou poluplokìthta O(n2 log2(n)). Prokeimènou na diathr soume thn

Ðdia asumptwtik  poluplokìthta kai stouc ubridikoÔc algorÐjmouc pou k�noun local sea-

rch met� th diadikasÐa twn prot�sewn, jètoume epÐshc thn par�metro m tou Hybrid se

Θ(log2(n)), en¸ tic m kai k tou HybridMultiSearch se Θ(log(n)).
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Sq ma 6.2: Bèltisth par�metroc tou PowerBalance

6.1.3 Antiproswpeutik� stigmiìtupa tou PowerBalance

Diex�goume t¸ra èna peÐrama to opoÐo parakoloujeÐ k�poiec metrikèc kat� th di�rkeia

ektèleshc tou algorÐjmou PowerBalance, me skopì na katano soume kalÔtera ton trìpo

me ton opoÐo leitourgeÐ, all� kai gia na katal�boume ta qarakthristik� twn diaforetik¸n

katanom¸n dedomènwn pou qrhsimopoioÔme.

Gia èna stajerì mègejoc n = 200 paikt¸n an� pleur�, trèqoume ton PowerBalance

se 30 diaforetik� stigmiìtupa an� katanom  kai entopÐzoume autì tou opoÐou to apotèlesma

anistoiqeÐ sto median Sex-Equality Cost apì ta 30. Kat' autì ton trìpo, perimènoume ìti to

stigmiìtupo pou dialègoume ja eÐnai antiproswpeutikì gia thn k�je katanom  protim sewn.

Se k�je gÔro prot�sewn metr�me ton arijmì twn Singles, dhlad  twn ataÐriastwn atìmwn

kai ta ajroÐsmata twn κ deikt¸n tìso gia touc �ntrec (℘′m) ìso kai gia tic gunaÐkec (℘′w),

ta opoÐa upodeiknÔoun th {dÔnamh} thc k�je pleur�c. EpÐshc, ta ajroÐsmata aut� eÐnai
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pou kajorÐzoun to poi� pleur� ja proteÐnei ston epìmeno gÔro. To Sq ma 6.3 deÐqnei ta

apotelèsmat� mac, ìpou oi aristeroÐ k�jetoi �xonec deÐqnoun thn klÐmaka twn Singles, en¸

oi dexioÐ thn klÐmaka gia ta ajroÐsmata ℘′m kai ℘′w. MÐa maÔrh katakìrufh kai diakekommènh

gramm , ìpou up�rqei, oriojeteÐ to gÔro 1200 ston opoÐo uperbaÐnetai to ìrio twn gÔrwn thc

pr¸thc f�shc tou algorÐjmou kai arqÐzei na trèqei h termatik  diadikasÐa compromise.
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Sq ma 6.3: Antiproswpeutik� stigmiìtupa tou PowerBalance

'Opwc eÐnai anamenìmeno, o arijmìc twn Singles mei¸netai monotonik� me thn p�rodo

twn gÔrwn. Stic treic summetrikèc peript¸seic (Sq mata 6.3aþ, 6.3bþ, 6.3gþ) pèftei arket�

gr gora apì touc pr¸touc kiìlac gÔrouc kai up�rqei mÐa duskolÐa sto na oloklhrwjeÐ

to taÐriasma ìtan èqoun meÐnei plèon lÐgoi Singles, k�je ènac apì touc opoÐouc mporeÐ na

sp�sei èna up�rqon zeug�ri, dhmiourg¸ntac ènan nèo Single paÐkth, af nontac to pl joc

twn Singles stajerì gia polloÔc gÔrouc. Pio sugkekrimèna, parathroÔme ìti h Uniform

termatÐzei qwrÐc thn compromise diathr¸ntac tic dÔo pleurèc se mÐa arket� kal  isorro-

pÐa. H Discrete èqei mÐa duskolÐa sto na rÐxei tou Singles mèqri to gÔro 180 ìpou oi paÐktec

plèon diasqÐzoun kai thn Cold perioq  twn list¸n touc kai eÐnai pio dektikoÐ se prot�seic.
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Sth sunèqeia ìtan meÐnoun lÐgoi energoÐ paÐktec k�nei kÔklouc, opìte o termatismìc exa-

nagk�zetai sto gÔro 1200 me èna telikì apotèlesma pou epwfeleÐ touc �ntrec. H Gauss

den k�nei kÔklouc kai moi�zei sth sumperifor� me thn Uniform, ìmwc qrei�zetai polÔ qrìno

gia na sugklÐnei, opìte kai p�li blèpoume ton exanagkasmèno termatismì. Apì thn �llh,

sthn UniformDiscrete (Sq ma 6.3dþ), oi Singles den pèftoun me ton Ðdio taqÔ rujmì stouc

pr¸touc gÔrouc, dhlad  up�rqei mÐa duskolÐa sto na ftiaqtoÔn zeug�ria. Autì ofeÐletai

sto ìti oi gunaÐkec argoÔn na mpoun sthn Cold perioq  kai na proteÐnoun stouc ligìtero

epijumhtoÔc �ntrec, all� kurÐwc na apodeqjoÔn prot�seic apì autoÔc. 'Otan telik� au-

tì sumbaÐnei, oi gunaÐkec mènoun dusaresthmènec se antÐjesh me touc �ntrec, to 40% twn

opoÐwn eÐnai polÔ epijumhtoÐ apì to sÔnolo twn gunaik¸n kai �ra ja p�roun k�poia apì

tic pr¸tec protim seic touc. KatalabaÐnoume loipìn ìti se aut  thn asÔmmetrh katanom ,

ja prèpei na epwfel soume tic gunaÐkec ìso eÐnai dunatìn kai ìqi na ferjoÔme dÐkaia (me

diadikastik  dikaiosÔnh) prokeimènou na èqoume èna dÐkaio telikì apotèlesma.

6.1.4 Par�metroc pijanìthtac tou BiLS

Oi Viet et al. [51] anafèroun ìti to local search dipl c kateÔjunshc pou proteÐnoun ja

 tan kalì na k�nei k�poiec tuqaÐec kin seic me mÐa mikr  pijanìthta p antÐ gia tic sunhji-

smènec kin seic proc ton kalÔterh geitonik  lÔsh. Sta peir�mat� touc, jètoun autoÐ thn

pijanìthta se p = 0.05, ìmwc de melet�tai h epÐdrash pou èqei aut  h par�metroc, oÔte

aitiologeÐtai me k�poio trìpo h epilog  thc. Afier¸noume aut  thn peiramatik  enìthta sto

na exakrib¸soume ti antÐktupo èqoun oi tuqaÐec kin seic sthn poiìthta twn apotelesm�twn

gia th beltiwmènh ekdoq  mac tou BiLS. Ja qrhsimopoi soume to Sex-Equality Cost wc

mètro sÔgkrishc se trÐa diaforetik� megèjh kai gia èna eÔroc diaforetik¸n tim¸n thc pija-

nìthtac p. To Sq ma 6.4 deÐqnei ta apotelèsmata wc mèsouc ìrouc apì 2000 stigmiìtupa

an� mègejoc.

ParathroÔme mÐa beltÐwsh sto Sex-Equality Cost sthn Discrete katanom  (Sq ma 6.4bþ)

h opoÐa koruf¸netai perÐpou sthn tim  p = 0.125 kai met� mÐa stajeropoÐhsh èwc to p = 0.2.

Akìmh kai se meg�lec ìmwc timèc thc pijanìthtac (0.2 ≤ p ≤ 0.4), eÐnai entupwsiakì ìti h

poiìthta de qal�ei dramatik�, all� o BiLS katafèrnei na brei mÐa arket� dÐkaih lÔsh. 'Oson

afor� tic Uniform kai Gauss katanomèc (Sq mata 6.4aþ, 6.4gþ), den up�rqei k�poio ìfeloc

an eis�goume tuqaiìthta kai m�lista h poiìthta twn lÔsewn pèftei elafr¸c sto di�sthma

[0, 0.125]. Sthn perÐptwsh thc UniformDiscrete (Sq ma 6.4dþ), o BiLS katafèrnei p�nta na

brÐskei th bèltisth lÔsh, h opoÐa eÐnai h Female-Optimal.

Sumperasmatik�, to na jèsoume thn pijanìthta p se 0.125 faÐnetai na bohj�ei idiaÐtera

k�poiec peript¸seic, en¸ par�llhla den èqei sobarèc epipt¸seic se �llec. Apì ed¸ kai sto

ex c sthn peiramatik  mac melèth ja qrhsimopoi soume aut  thn tim .
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Sq ma 6.4: Melèth pijanìthtac tou BiLS

6.2 Axiolìghsh Apìdoshc

Se aut  thn enìthta ja sugkrÐnoume thn apìdosh twn algorÐjmwn pou parousi�same kai

analÔsame. H sÔgkrish ja l�bei q¸ra se treic f�seic q�rin kalÔterhc optikopoÐhshc kai

parousÐashc twn apotelesm�twn. Pr¸ta, ja sugkrÐnoume algorÐjmouc apì th bibliografÐa

pou beltistopoioÔn �llec metrikèc apì autèc pou exet�zoume (Egalitarian Cost, Regret

Cost) mazÐ me autoÔc pou ekteloÔn prot�seic kai me tic dÔo pleurèc se mÐa prosp�jeia na

eÐnai {diadikastik� dÐkaioi}, katal gontac sthn uperoq  tou PowerBalance ènanti touc.

Sth sunèqeia, ja sugkrÐnoume autoÔc pou qrhsimopoioÔn local search stoqeÔontac se k�poio

sugkekrimèno kìstoc, me ton PowerBalance o opoÐoc ja èqei anakhruqjeÐ wc o nikht c

thc pr¸thc sÔgkrishc. Tèloc, ja sugkrÐnoume touc kalÔterouc se poiìthta algorÐjmouc

me ton Approx kai ja ft�soume sta telik� mac sumper�smata.
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Gia na dieukolÔnoume thn tautìqronh sÔgkrish se diaforetik� megèjh n, ja kanoni-

kopoi soume ta apotelèsmata tou Sex-Equality Cost (SEq) kai tou Balance Cost (Bal),

diair¸ntac ta me thn antÐstoiqh kalÔterh tim  pou mporeÐ na epitÔqei o DA algìrijmoc (e-

Ðte thn Male-Optimal, eÐte thn Female-Optimal). Autìc o lìgoc ε ja dieukolÔnei kai th

sÔgkrish me ton Approx afoÔ apoteleÐ kai thn eggÔhsh prosèggis c tou.
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Sq ma 6.5: SÔgkrish apìdoshc qwrÐc mejìdouc local search
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Oi algìrijmoi pou qrhsimopoioÔn local search, dhlad  o BiLS, o Hybrid kai o Hybri-

dMultiSearch tou KefalaÐou 5 qrhsimopoioÔn mÐa sun�rthsh kìstouc gia na odhg sei

thn anaz ths  touc. Kai o PowerBalance ìmwc k�nei k�ti tètoio sto teleutaÐo tou b ma:

ìtan ft�sei sto teleutaÐo tou b ma prèpei na epilèxei an�mesa se dÔo lÔseic b�sei k�poiou

kìstouc. Epomènwc, ulopoioÔme diaforetikèc ekdìseic twn algorÐjmwn gia ta diaforetik�

kìsth. Gia par�deigma, èna di�gramma pou ja deÐqnei to SEq ja perièqei thn ulopoÐhsh tou

BiLS pou beltistopoieÐ to SEq kìstoc. Se ìlec tic peript¸seic, o qrìnoc ektèleshc twn

dÔo parallag¸n eÐnai parìmoioc, opìte deÐqnoume to qeirìtero apì touc dÔo.

Dedomènhc thc an�lushc thc Enìthtac 6.1, jètoume thn par�metro pijanìthtac tou BiLS

se 0.125 kai thn par�metro limit tou PowerBalance se log2 n/10. Gia thn perÐptwsh

tou DACC, efìson to [14] den proteÐnei k�poia sugkekrimènh seir� gia tic prot�seic, u-

lopoioÔme dÔo diaforetikèc parallagèc: mÐa me tuqaiìthta (DACC R) pou epilègei ton

epìmeno proposer tuqaÐa me omoiìmorfo trìpo kai mÐa nteterministik  (DACC D) h opoÐa

qrhsimopoieÐ thn Ðdia euristik  strathgik  me ton PowerBalance, dhlad  sugkrÐnei ta

ajroÐsmata ℘′m kai (℘′w) twn dÔo pleur¸n kai b�zei ìla ta mèlh thc {dunat c} pleur�c na

proteÐnoun apì mÐa for� se k�je gÔro.

Sumperilamb�noume se aut  th melèth ìlouc touc algorÐjmouc pou eÐdame stic Enìthtec

3 kai 4 ektìc apì touc akìloujouc:

� ton ZigZag lìgw thc èlleiyhc stajerìthtac,

� touc SML2, BetterRD kai BestRD afoÔ den klimak¸noun sta megèjh pou exe-

t�zoume,

� touc Swing kai Swing++, oi opoÐoi eÐnai parìmoioi kai sto [20] deÐqnetai peiramatik�

h katwterìtht� touc se sqèsh me ton ESMA.

6.2.1 SÔgkrish qwrÐc mejìdouc local search

Pr¸ta sugkrÐnoume touc algorÐjmouc pou de qrhsimopoioÔn local search, qrhsimopoi-

¸ntac megèjh pou klimak¸nontai ekjetik� mèqri n = 16000 me 50 stigmiìtupa an� mègejoc

gia ìlec tic katanomèc. Sta polÔ meg�la megèjh, kìboume thn ektèlesh ìswn xepernoÔn

to qronikì ìrio twn 1000 sec kai par�llhla de faÐnetai na dÐnoun kal� apotelèsmata. To

Sq ma 6.5 sugkentr¸nei ta apotelèsmat� mac.

ParathroÔme ìti o PowerBalance eÐnai o adiamfisb thtoc nikht c se aut  th sÔgkri-

sh, èqontac ta kalÔtera kìsth kai qamhloÔc qrìnouc ektèleshc kai stic 4 katanomèc pro-

tim sewn. O ESMA katafèrnei na èqei kai autìc ikanopoihtik  poiìthta lÔsewn, ìmwc h

sumperifor� tou eÐnai arket� astaj c ìson afor� to qrìno (Sq mata 6.5�þ, 6.5jþ). Autì

eÐnai fusik� apotèlesma thc apousÐac k�poiou fr�gmatoc sto qrìno ektèleshc. Oi MinRe-

gret kai MinEgalitarian eÐnai an�mesa stouc taqÔterouc, ìmwc telik� den katafèrnoun

na d¸soun lÔseic pou na eÐnai arket� dÐkaiec gia tic dÔo pleurèc, q�nontac se poiìthta. Autì

to apotèlesma deÐqnei ìti to na elaqistopoi sei kaneÐc �lla paremfer  mètra dikaiosÔnhc de

dÐnei p�nta kalì sex equality kai balance. ParathroÔme bèbaia ìti o MinEgalitarian ta
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p�ei kalÔtera apì ton MinRegret se ìlec tic katanomèc ektìc thc asummetrik c (Sq ma-

ta 6.5iþ, 6.5iaþ). Oi DACC R kai DACC D èqoun parìmoia apìdosh, me ton DACC R na

èqei èna pleonèkthma sto balance (Sq mata 6.5dþ, 6.5iþ) kai sto sex-equality (Sq mata 6.5eþ,

6.5iaþ). SumperaÐnoume ìti h taktik  pou akolouj same gia thn epilog  twn proposers ston

DACC D den ton bohj�ei ìson afor� thn poiìthta, pijan¸c lìgw thc kurÐarqhc taktik c

twn Compensation Chains. 'Omwc, h tuqaiìthta thc fÔshc tou DACC R k�nei pio dÔskolo

ton termatismì, me apotèlesma na mhn klimak¸nei sta pio meg�la megèjh (Sq mata 6.5�þ,

6.5jþ). Se ìlec tic peript¸seic o DACC apodeiknÔetai qeirìteroc apì ton ESMA, to opoÐo

mac deÐqnei ìti ta Compensation Chains èqoun arnhtik  epÐdrash sthn poiìthta. Oi Lotto

kai ROM genik� de bg�zoun kal� apotelèsmata. O EROM, èqontac uyhl  poluplokìthta,

termatÐzei se logikoÔc qrìnouc sthn Uniform katanom  (Sq ma 6.5gþ), ìmwc duskoleÔetai

se pio perÐergec katanomèc, ìpwc h Discrete (Sq ma 6.5�þ). 'Oson afor� thn poiìthta,

bg�zei parìmoia apotelèsmata me ton DACC R me th merik  exaÐresh thc UniformDiscrete

(Sq mata 6.5iþ, 6.5iaþ). H eggen c asummetrÐa twn dÔo pleur¸n sthn UniformDiscrete kata-

nom , ìpwc èqoume  dh dei, epib�llei na merolhpt soume upèr thc mÐac pleur�c prokeimènou

na èqoume dikaiosÔnh {telik c kat�stashc} (end-state fairness). Sunep¸c, algìrijmoi pou

tufl� efarmìzoun mÐa morf  {diadikastik c dikaiosÔnhc} den ta katafèrnoun, se antÐjesh

me autoÔc pou prosarmìzontai stic perist�seic (ìpwc o PowerBalance).

6.2.2 SÔgkrish me mejìdouc local search

Dedomènou ìti o PowerBalance uperèqei tìso se dikaiosÔnh ìso kai se klimakwsi-

mìthta, ja ton sugkrÐnoume t¸ra me autoÔc pou k�noun topik  anaz thsh (local search)

p�nw sto roatation poset pou perièqei ìlec tic lÔseic. Ja melet soume kai p�li megèjh

mèqri n = 16000 me 50 stigmiìtupa an� mègejoc kai katanom . Antiparab�lloume ton Po-

werBalance me th beltiwmènh ekdoq  tou BiLS, me ton Hybrid pou sundu�zei prot�seic

kai local search kai ton ton HybridMultiSearch pou k�nei pollèc anazht seic apì dia-

foretik� arqik� shmeÐa. To Sq ma 6.6 perièqei ìla ta apotelèsmata.

Par' ìlo pou o PowerBalance eÐnai o pio gr goroc, mènei pÐsw ìson afor� to sex-

equality (Sq mata 6.6bþ, 6.6eþ, 6.6hþ). O BiLS petuqaÐnei kal  poiìthta, ìqi ìmwc sth

Discrete katanom  wc proc to balance (Sq ma 6.6dþ) pou ton xepern�ei akìmh kai o Pow-

erBalance kai wc proc to sex-equality pou o HybridMultiSearch apodeiknÔetai polÔ

an¸teroc. K�nontac ligìtera b mata topik c anaz thshc, o Hybrid eÐnai elafr¸c pio

gr goroc apì ton BiLS kai petuqaÐnei kalÔtero balance (Sq ma 6.6dþ). 'Oson afor� to

sex-equality, eÐnai se k�poiec peript¸seic sugkrÐsimoc me ton BiLS (Sq ma 6.6eþ)   lÐgo

qeirìteroc (Sq ma 6.6bþ). O HybridMultiSearch èqei thn kalÔterh poiìthta, me thn pio

entupwsiak  diafor� sthn Discrete (Sq ma 6.6eþ) kai par' ìlo pou qrei�zetai ton perissìte-

ro qrìno, èqei klimakwsimìthta lìgw thc qamhl c poluplokìtht�c tou. 'Etsi, se k�poiec

peript¸seic, h kampÔlh qrìnou tou BiLS faÐnetai na èqei megalÔterh klÐsh kai anamènoume

ìti mporeÐ na ton xeper�sei se megalÔtera n (Sq ma 6.6gþ). EÐnai axioshmeÐwto ìti ìloi autoÐ

oi algìrijmoi èqoun egkataleÐyei th {diadikastik  dikaiosÔnh} kai stoqeÔoun sugkekrimèna
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se mÐa sun�rthsh kìstouc. 'Etsi, ìloi katafèrnoun na entopÐsoun th lÔsh me thn uyhl 

poiìthta sthn asummetrik  katanom  UniformDiscrete (Sq mata 6.6iþ, 6.6iaþ) . Lìgw aut c

thc sÔmptwshc twn apotelesm�twn, upojètoume ìti aut  ja eÐnai kai h bèltisth lÔsh tìso

wc proc to balance ìso kai wc proc to sex-equality.
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Sq ma 6.6: SÔgkrish apìdoshc sumperilambanomènwn twn mejìdwn local search
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Sunolik�, sumperaÐnoume ìti o PowerBalance eÐnai h pio gr gorh epilog  mac kai

prosfèrei ektìc apì ikanopoihtik  poiìthta lÔsewn, aplìthta sth logik  qwrÐc na apaiteÐ

sumplhrwmatikèc domèc ìpwc to rotation poset kai eukolÐa sthn ulopoÐhsh. Apì thn �llh,

o HybridMultiSearch petuqaÐnei thn kalÔterh poiìthta.
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Sq ma 6.7: Apìdosh tou proseggistikoÔ algorÐjmou
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6.2.3 SÔgkrish me ton Approx

Se aut  thn enìthta ja asqolhjoÔme me thn apìdosh tou Approx, o opoÐoc  tan sta

prohgoÔmena diagr�mmata dÔskolo na sumperilhfjeÐ lìgw thc paramètrou ε pou dèqetai

wc eÐsodo. 'Opwc gnwrÐzoume to ε dÐnei mÐa eggÔhsh prosèggishc wc proc thn kalÔterh

èxodo tou DA algorÐjmou, all� kai aux�nei thn poluplokìthta. To gegonìc ìti h eggÔhsh

prosèggishc den eÐnai wc proc th bèltisth lÔsh, ton kajist� dÔskolo na qrhsimopoihjeÐ

sthn pr�xh, afoÔ apaiteÐ se k�poio bajmì gn¸sh tou pou perÐpou brÐsketai perÐpou o lìgoc

thc bèltisthc lÔshc. Zht¸ntac èna ε polÔ kont� se aut  thn tim  ja èqei wc apotèlesma

polÔ uyhlì qrìno ektèleshc, en¸ èna meg�lo sqetik� ε ja krat sei to qrìno se qamhl�

epÐpeda, dÐnontac ìmwc mÐa epousi¸dh eggÔhsh prosèggishc.

Gia k�je mègejoc kai katanom  pou exet�zoume, gennoÔme 50 stigmiìtupa kai exereunoÔme

èna eÔroc apì timèc tou ε ¸ste na broÔme autèc pou ja d¸soun antagwnistik� apotelèsma-

ta. Sthn ulopoÐhsh tou Approx, an gia k�poio stigmiìtupo to zhtoÔmeno kìstoc eÐnai

qamhlìtero apì to bèltisto, tìte antÐ h èxodoc na eÐnai {'Oqi}, th rujmÐzoume ¸ste na eÐnai

h kalÔterh lÔsh pou èqei brejeÐ mèqri ekeÐnh th stigm . To Sq ma 6.7 parousi�zei ta apo-

telèsmata ènanti twn BiLS kai HybridMultiSearch. Oi �xonec sta arister� deÐqnoun

tou lìgouc tou SEq, en¸ autoÐ sta dexi� deÐqnoun tic timèc gia touc qrìnouc ektèleshc.

Stic Uniform kai Gauss, o BiLS kai o HybridMultiSearch apodeiknÔontai polÔ

an¸teroi tou Approx, afoÔ oi lìgoi kìstouc pou epitugq�nontai apì touc dÔo autoÔc

algorÐjmouc epibarÔnoun polÔ to qrìno ektèleshc tou teleutaÐou. To fainìmeno autì

gÐnetai akìmh pio èntono me thn aÔxhsh tou n (Sq mata 6.7gþ,6.7jþ). Sthn Discrete antÐjeta,

ta p�ei arket� kal�, xepern¸ntac to lìgo tou BiLS, me arket� auxhmèno bèbaia qrìno

ektèleshc, qwrÐc na katafèrnei na pi�sei touc lìgouc tou HybridMultiSearch mèsa se

k�poio logikì qrìno (Sq mata 6.7eþ, 6.7�þ). 'Oloi oi algìrijmoi brÐskoun thn kalÔterh

lÔsh sthn UniformDiscrete katanom , ìmwc o Approx mporeÐ na qreiasteÐ polÔ qrìno an

epilèxoume èna atuqèc ε.

6.3 Efarmog  sthn An�jesh Foitht¸n se Sqolèc

H an�jesh upoyhfÐwn se ekpaideutik� idrÔmata eÐnai mÐa sunhjismènh efarmog  tou pro-

bl matoc tou stajeroÔ g�mou. Ed¸ ja exet�soume thn perÐptwsh thc an�jeshc foitht¸n se

sqolèc tritob�jmiac ekpaÐdeushc jewr¸ntac èna sÔsthma sto opoÐo oi foithtèc dhl¸noun tic

protim seic touc gia tic sqolèc kai antÐstoiqa katat�ssontai apì tic sqolèc b�sei k�poiwn

exet�sewn. Autì antistoiqeÐ bèbaia ston trìpo leitourgÐac tou EllhnikoÔ sust matoc, k�ti

an�logo ìmwc sunant�me kai se �llec q¸rec ìpwc h OuggarÐa, h IrlandÐa, h IspanÐa kai

h TourkÐa [11]. Ja trèxoume loipìn touc algorÐjmouc pou melet�me se dedomèna ta opoÐa

basÐzontai se mÐa tètoia pragmatik  perÐstash. Shmei¸netai ìti aut  h melèth èqei nìhma

mìno ìtan up�rqoun perissìtera apì èna stajer� tairi�smata, k�ti pou de sumbaÐnei an ìlec

oi sqolèc bajmologoÔn touc upoy fiouc me koinì trìpo. EpÐshc, tÐjetai to er¸thma tou

giatÐ na zht�ei kaneÐc apì èna tètoio sÔsthma isìthta twn dÔo pleur¸n kai na mhn epwfe-
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l sei ta mègista touc upoy fiouc, dÐnont�c touc to bèltisto gi' autoÔc stajerì taÐriasma

qrhsimopoi¸ntac ton DA algìrijmo. Se mÐa tètoia perÐptwsh, sto ellhnikì sÔsthma ja

lègame pwc oi {b�seic eisagwg c}, dhlad  oi bajmologÐec twn teleutaÐwn eisaqjèntwn se

k�je sqol , ja  tan oi el�qistec dunatèc kai oi upoy fioi ja eis�gontan sthn kalÔterh

gi' autoÔc (b�sei twn protim se¸n touc) sqol  pou ja  tan potè dunatìn metaxÔ ìlwn twn

stajer¸n tairiasm�twn. AxÐzei ed¸ na analogistoÔme to ti ja s maine to antÐstrofo, dh-

lad  to bèltisto stajerì taÐriasma gia tic sqolèc. To taÐriasma autì ja megistopoioÔse

tic {b�seic eisagwg c}, dhlad  oi foithtèc pou ja eis�gontan stic sqolèc ja eÐqan thn

uyhlìterh dunat  bajmologÐa. Me �lla lìgia, ja dinìtan h mègisth barÔthta sthn katal-

lhlìthta twn upoyhfÐwn na asqolhjoÔn me to antikeÐmeno thc sqol c. Gia par�deigma, mÐa

sqol  plhroforik c ja protimoÔse oi foithtèc pou ja eisaqjoÔn telik� se aut  na èqoun

kal  bajmologÐa sto m�jhma tou programmatismoÔ. Fusik�, autì eÐnai k�ti pou pijan¸c ja

epwfeloÔse touc Ðdiouc touc foithtèc makroprìjesma kai ja anèbaze sunolik� to epÐpedo

thc sqol c. Opìte, h dikaiosÔnh se autì to prìblhma èqei thn ènnoia thc exisorrìphshc twn

dÔo aut¸n (pijan¸c antikrouìmenwn) stìqwn. To poia politik  bèbaia prèpei na efarmosteÐ

sthn pr�xh eÐnai ektìc twn endiaferìntwn aut c thc ergasÐac.

Ja qrhsimopoi soume statistik� ta opoÐa dhmosieÔontai apì to UpourgeÐo PaideÐac,

'Ereunac kai Jrhskeum�twn 1 gia th diadikasÐa tairi�smatoc pou èlabe q¸ra to 2017 met� th

diexagwg  twn panellhnÐwn exet�sewn. Sth di�rkeia aut c thc diadikasÐac, k�je upoy fioc

k�nei gnwstèc tic protim seic tou kai k�je sqol  ton katat�ssei an�loga me th bajmologÐa

tou stic exet�seic me pijan¸c diaforetik� b�rh se k�je m�jhma (p.q. oi iatrikèc sqolèc

dÐnoun barÔthta sth biologÐa, en¸ poluteqnikèc sqolèc sta majhmatik�). To montèlo mac

upojètei ènan arijmì apì diaforetikèc sust�dec (clusters) sqol¸n (oi opoÐec antistoiqoÔn

sta episthmonik� pedÐa), ¸ste ìlec oi jèseic se ìlec tic sqolèc enìc cluster moir�zontai

thn Ðdia akrib¸c lÐsta protim sewn, ìpwc kai sthn pragmatikìthta. Dianèmoume 20000

jèseic stic sqolèc b�sei twn pragmatik¸n dedomènwn kai metr�me th dhmotikìthta k�je

sqol c, dhlad  to sunolikì arijmì for¸n pou emfanÐsthke wc pr¸th protÐmhsh. Sth

sunèqeia qwrÐzoume tic sqolèc sta clusters kai epilègoume tic protim seic gia upoyhfÐouc

mèsa sta clusters tuqaÐa kai omoiìmorfa. K�je upoy fioc anajètei b�rh stic sqolèc b�sei

thc dhmotikìthtac touc, en¸ dÐnei megalÔtera b�rh se sqolèc tou prosanatolismoÔ tou, o

opoÐoc orÐzetai na eÐnai to cluster sto opoÐo an kei h sqol  pr¸thc protÐmhs c tou. Aut�

ta b�rh sth sunèqeia qrhsimopoioÔntai wc pijanìthtec me tic opoÐec mÐa sqol  epilègetai na

eÐnai h epìmenh protÐmhsh, sthn opoÐa perÐptwsh ìlec oi jèseic thc prostÐjentai seiriak�

sth lÐsta.

To Sq ma 6.8 deÐqnei ta apotelèsmata. Endiaferìmaste gia thn epÐdrash pou èqei ènac

auxanìmenoc arijmìc apì clusters (mèqri 30), metr¸ntac mèsouc ìrouc apì 30 stigmiìtupa

se k�je perÐptwsh. Ektìc apì tic sunhjismènec metrikèc, apeikonÐzoume kai mÐa metrik 

poikilÐac, to sunolikì edit distance mÐac lÔshc M apì tic dÔo akraÐec lÔseic, orÐzontac to

wc:

1Diajèsima sthn istoselÐda https://www.minedu.gov.gr/news/29720-24-08-17-statistika-protimiseon-

stis-panelladikes-eksetaseis-2017
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ED(M) = edit distance(M,male optimal) + edit distance(S, female optimal) (6.1)

, ìpou metr�me apìstash 1 gia k�je upoy fio pou mpaÐnei se diaforetik  sqol  sta dÔo

sugkrinìmena tairi�smata. Lìgw tou meg�lou megèjouc twn stigmiotÔpwn, trèqoume mìno

touc pio klimak¸simouc apì touc algorÐjmouc pou èqoume exet�sei.

MALEOPT FEMOPT MINREGRET MINEGALITARIAN DACC D POWERBALANCE BILS HYBRIDMULTISEARCH
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Sq ma 6.8: TaÐriasma Foitht¸n me Sqolèc

'Otan o arijmìc twn clusters eÐnai mikrìc, oi protim seic twn sqol¸n moi�zoun polÔ me-

taxÔ touc, me apotèlesma na up�rqoun lÐga mìno stajer� tairi�smata. Me 15 clusters oi

lÔseic arqÐzoun na diaforopoioÔntai kai oi algìrijmoi pou de stoqeÔoun sth dikaiosÔnh den

epistrèfoun kal� apotelèsmata. H Male-Optimal lÔsh, dhlad  h bèltisth gia tic sqo-

lèc, paramènei an�mesa stic kalÔterec ìso briskìmaste sthn perioq  k�tw twn 20 clusters,

upodeiknÔontac ìti oi sqolèc eÐnai pio dÔskolo na ikanopoihjoÔn lìgw twn Ðdiwn list¸n

protÐmhshc mèsa sta clusters. 'Omwc, kaj¸c o arijmìc twn clusters aux�netai, o Power-

Balance, o BiLS kai o HybridMultiSearch brÐskoun pio dÐkaiec lÔseic apì tic dÔo

exìdouc tou DA algorÐjmou, me ton PowerBalance kai ton BiLS na eÐnai pio gr goroi.



62 Kef�laio 6. Peiramatik  Melèth

Blèpoume ìti me ènan auxanìmeno arijmì apì clusters h sÔgklish tou PowerBalance dieu-

kolÔnetai kai o qrìnoc ektèles c tou pèftei, en¸ autìc tou BiLS aux�netai afoÔ prèpei na

diasqÐsei perissìterec upoy fiec lÔseic. Tèloc, to Sq ma 6.8gþ deÐqnei ìti ìso aux�netai o

arijmìc twn clusters, oi di�forec lÔseic diaforopoioÔntai ìlo kai perissìtero apì tic dÔo

akraÐec.



Kef�laio 7

EpÐlogoc

7.1 SÔnoyh kai sumper�smata

Exet�same apì mÐa peiramatik  skopi� to NP-hard prìblhma thc eÔreshc enìc stajeroÔ

kai dÐkaiou tairi�smatoc se mÐa agor� dÔo pleur¸n, ìpwc ja antimetwpizìtan apì mÐa kentri-

k  arq  pou diathreÐ tic protim seic touc kai endiafèretai na ikanopoi seic ta sumfèronta

kai twn dÔo. Melet same di�forouc mhqanismoÔc agor¸n kai euristikoÔc algorÐjmouc kai

proteÐname trìpouc me touc opoÐouc autoÐ mporoÔn na beltiwjoÔn kai na sundu�soun ta pio

dunat� touc shmeÐa. Katal xame sto ìti ènac mhqanismìc prot�sewn me mÐa lÐgo diaforetikì

trìpo leitourgÐac apì to sunhjismèno, akoloujoÔmenh apì lÐga b mata local search metaxÔ

�llwn stajer¸n lÔsewn mporeÐ na d¸sei tìso qronik  apodotikìthta ìso kai uyhl  poi-

ìthta ìson afor� krit ria dikaiosÔnhc. Ta apotelèsmata aut� mporeÐ na eÐnai qr sima se

dhmìsiouc   idiwtikoÔc organismoÔc pou lÔnoun probl mata tairiasm�twn an endiafèrontai

gia amerolhyÐa kai dikaiosÔnh.

7.2 Mellontikèc epekt�seic

MÐa pijan  epèktash thc paroÔsac ergasÐac eÐnai mÐa an�logh melèth diaforetik¸n ek-

doq¸n tou probl matoc tou stajeroÔ g�mou ¸ste na montelopoieÐ me pio akrib  trìpo

pragmatikèc efarmogèc. Gia par�deigma, h perÐptwsh pou oi lÐstec protim sewn den eÐnai

pl reic, dhlad  up�rqoun mh apodekt� zeÔgh   h perÐptwsh pou epitrèpontai isopalÐec stic

lÐstec   akìmh kai ta dÔo tautìqrona. 'Ena akìmh b ma sto na èrjei to montèlo pio kont�

se praktikèc efarmogèc ja  tan na jewr soume ìti oi protim seic par�gontai apì sunar-

t seic (pijan¸c monìtonec) p�nw se qarakthristik� (attributes) twn paikt¸n thc apènanti

pleur�c.

'Allec pijanèc proekt�seic eÐnai mÐa pio genik  kat�stash me b�rh ìpou oi protim seic

ja èqoun scores kai ta di�fora kìsth orÐzontai me an�logo trìpo (bl. [22]:{Optimal Stable

Marriage})   to arket� diaforetikì prìblhma twn stable roommates ìpou to taÐriasma

plèon den eÐnai dimerèc. MÐa episkìphsh aut¸n (kai �llwn) problhm�twn gÐnetai sto [26].

63





BibliografÐa
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