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Περίληψη 
Στην παρούσα διατριβή αναπτύσσονται μεθοδολογίες αναγνώρισης προτύπων και μέθοδοι 
αντιμετώπισης υπολογιστικών προβλημάτων που οφείλονται στη χρήση πεπερασμένου μήκους 
λέξης στους σύγχρονους υπολογιστές. Οι μεθοδολογίες αυτές αντιμετωπίζουν πραγματικά, 
σημαντικά προβλήματα της Αρχαιομετρίας και της Αρχιτεκτονικής Υπολογιστών. 

Αρχικά παρουσιάζεται μία νέα μέθοδος για την αυτόματη κατάταξη ενός αριθμού κειμένων επί 
τη βάσει του γραφέα τους. Η σύγκριση των συμβόλων από τα οποία αποτελούνται τα κείμενα 
αυτά πραγματοποιείται με μία πρωτότυπη μέθοδο προσαρμογής σχημάτων, η οποία βασίζεται 
σε μία νέα μαθηματική οντότητα, την επίπεδη καμπυλότητα. Η προσαρμογή αυτή χρησιμοποιεί 
επιπλέον τους αφινικούς μετασχηματισμούς της στροφής και της παράλληλης μετατόπισης, 
ούτως ώστε να γίνει βέλτιστη. Η μέθοδος αυτή εφαρμόστηκε σε έναν αριθμό συμβόλων της 
αλφαβήτου που εμφανίζονται σε σημαντικά αρχαία και βυζαντινά κείμενα. Σε κάθε σχετική 
προσαρμογή υπολογίζεται η τιμή ενός κριτηρίου ομοιότητας που βέλτιστα εκφράζει το βαθμό 
ομοιότητας δύο υλοποιήσεων. Ακολούθως, εισάγονται κατάλληλα πρωτότυπα στατιστικά 
κριτήρια, τα οποία δρουν επί αυτών των τιμών του κριτηρίου ομοιότητας, διαχωρίζουν τους 
διαφορετικούς γραφείς που έγραψαν τα υπό μελέτη κείμενα και αποδίδουν σε κάθε γραφέα τα 
κείμενα που αυτός είχε γράψει. Η ανωτέρω μέθοδος κατέταξε 46 αρχαίες επιγραφές σε 10 
γραφείς/λιθοξόους και 25 βυζαντινούς παπύρους σε 4 γραφείς. Με την κατάταξη αυτή 
συμφώνησαν πλήρως επιφανείς επιγραφολόγοι και καθηγητές Κλασικών Σπουδών. 

Σε επόμενο στάδιο, παρουσιάζεται μία νέα προσέγγιση για τη μελέτη παραγωγής και διάδοσης 
του λάθους πεπερασμένης ακρίβειας κατά την εκτέλεση της πράξης του πολλαπλασιασμού 
στους σύγχρονους υπολογιστές. Η ανάγκη αυτής της μελέτης προέκυψε και κατά την εκτέλεση 
των προαναφερθέντων, αρκετά περίπλοκων αλγορίθμων ταυτοποίησης γραφέα. Το 
συγκεκριμένο λάθος πεπερασμένης ακρίβειας, ειδικά σε περιπτώσεις εκτέλεσης πολλών 
διαδοχικών πολλαπλασιασμών, είναι δυνατόν να συσσωρεύεται, καθιστώντας τα 
αποτελέσματα του αντίστοιχου αλγορίθμου αναξιόπιστα ή/και εντελώς λανθασμένα. Στην 
παρούσα διατριβή εισάγεται μία νέα, γενική μεθοδολογία που επιτρέπει τον εντοπισμό των 
κυρίων πηγών γένεσης αριθμητικού λάθους κβαντισμού και τον επακριβή υπολογισμό του 
αριθμού των λανθασμένων ψηφίων που συσσωρεύονται στα γινόμενα που υπολογίζονται κατά 
την εκτέλεση του αλγορίθμου. Η σχετική μεθοδολογία οδηγεί στον ακριβή θεωρητικό και 
πρακτικό υπολογισμό της τροποποίησης του λάθους πεπερασμένης ακρίβειας που μπορεί να 
προκαλέσει ένας τυχών πολλαπλασιασμός. Για κάθε σχετικό ενδεχόμενο τροποποίησης, οι 
αντίστοιχες πιθανότητες αυτό να λάβει χώρα δίνονται επακριβώς. Τα ανωτέρω αποτελέσματα 
επεκτείνονται και στην περίπτωση εκτέλεσης διαδοχικών πολλαπλασιασμών. 

Επιπλέον, πραγματοποιήθηκαν εκτεταμένα πειράματα, τα οποία πλήρως επιβεβαίωσαν τις 
θεωρητικές προβλέψεις. Ειδικότερα, επιβεβαιώθηκαν οι θεωρητικά προβλεπόμενες συνθήκες, 
οι οποίες μπορούν να καταστήσουν έναν αλγόριθμο που περιλαμβάνει πολλούς 
πολλαπλασιασμούς ανθεκτικό ή όχι στη γένεση και συσσώρευση λάθους πεπερασμένης 
ακρίβειας. Τέλος, δόθηκαν συγκεκριμένοι αλγόριθμοι που αστοχούν πλήρως λόγω 
επανειλημμένων πολλαπλασιασμών, καθώς και άλλοι αλγόριθμοι που είναι πολύ ανθεκτικοί 
στο λάθος πεπερασμένης ακρίβειας, αν και περιλαμβάνουν μεγάλο πλήθος πολλαπλασιασμών. 

Λέξεις κλειδιά: Αυτόματη Αναγνώριση Γραφέα, Ομαδοποίηση Κειμένων Βάσει του Γραφέα 

τους, Επίπεδη Καμπυλότητα, Γένεση Λάθους Πεπερασμένης Ακρίβειας, Συσσώρευση Λάθους 

Πεπερασμένης Ακρίβειας, Ακριβής Προσδιορισμός Λάθους Πεπερασμένης Ακρίβειας 



 

6 

Abstract 
In the present thesis a new pattern recognition methodology, as well as a new method for 
coping with computation problems caused by the use of finite word length in contemporary 
computers are presented. The introduced methods can resolve really important problems in the 
fields of Archaeometry and Computer Architecture. 

A new method for the automatic classification of a set of documents according to their writer is 
initially presented. The comparison between the various symbols appearing in the documents at 
hand is achieved by means of a novel shape matching method based on a new mathematical 
entity called plane curvature. Moreover, the affine transformations of rotation and parallel 
translation are taken into account, so that the final matching of any two shapes becomes 
optimal. The aforementioned method was applied to a number of alphabet symbols appearing 
in important ancient and Byzantine documents. For each comparison of two instances of a 
certain alphabet symbol, a value of a similarity criterion was calculated that best expresses the 
similarity between these instances. Furthermore, a number of novel statistical criteria applied to 
the values of the aforementioned similarity criterion is introduced. By means of these statistical 
criteria, the determination of the number of different writers who wrote the given ensemble of 
documents, as well as the clustering of the set of given documents according to their writer is 
achieved. The aforementioned method attributed 46 ancient inscriptions to 10 individual 
writers/carvers and 25 Byzantine codices to 4 distinct writers. Prominent epigraphists and 
professors of Classical Studies fully agreed with the classification proposed by the method. 

On the second part of the thesis, a novel approach for studying the finite precision error 
generation and propagation in any multiplication process performed in a contemporary 
computing machine is presented. The need for this study occurred during the execution of the 
algorithms corresponding to the aforementioned writer identification method. This error may 
accumulate and render the results of an algorithm totally erroneous very fast, especially in cases 
where multiple successive multiplications take place during the execution of the algorithm. In 
the present thesis, a new, general methodology that allows for exact tracking of the finite 
precision error’s main sources, as well as calculation of the exact number of erroneous decimal 
digits appearing in any algorithm’s multiplication result at any given time is introduced. The 
corresponding methodology determines the exact theoretical and practical evaluation of the 
finite precision error’s modification caused by any multiplication process. For any modification 
eventuality, the corresponding exact probabilities for it to take place are given. These results are 
also extended in order to include the case of execution of successive multiplications. 

Moreover, extensive experiments that fully supported the theoretical analysis were carried out. 
Specifically, the theoretical conditions under which an algorithm that includes numerous 
successive multiplications may be finite precision error resistant or not were experimentally 
verified. Finally, specific algorithms that quickly fail to provide accurate results due to finite 
precision error accumulation, as well as others that are remarkably finite precision error 
resistant, even if they contain a large number of successive multiplications, were presented. 

Keywords: Automatic Writer Identification, Document Classification According to their 

Writer, Plane Curvature, Finite Precision Error Generation, Finite Precision Error Accumulation, 

Exact Tracking of Finite Precision Error  
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1 Εισαγωγή 

1.1 Η σημασία της ταυτοποίησης γραφέα αρχαίων επιγραφών και 

χειρογράφων 

Η σημαντικότερη πηγή για την επιστήμη της Ιστορίας είναι το σύνολο των διασωθέντων 

γραπτών κειμένων. Όσον αφορά την μελέτη των αρχαίων χρόνων, το σύνολο των γραπτών 

αυτών κειμένων περιλαμβάνει επιγραφές χαραγμένες σε λίθινες πλάκες [1 – 3] και 

χειρόγραφα. Η χρονολόγηση του περιεχομένου των εγγράφων αυτών είναι ζωτικής σημασίας 

για τις επιστήμες της Ιστορίας και της Αρχαιολογίας. Όπως αναφέρουν ορισμένοι από τους 

επιφανέστερους ιστορικούς, το περιεχόμενο των αρχαίων κειμένων μπορεί να αξιοποιηθεί 

μόνο εάν μπορεί να χρονολογηθεί. Ωστόσο, κατά κανόνα, οι γραφείς των αρχαίων επιγραφών 

δεν υπέγραφαν ούτε σημείωναν ημερομηνία στα κείμενά τους, καθιστώντας εξαιρετικά 

δύσκολη τη διαδικασία ταυτοποίησής και χρονολόγησής τους. Παρόμοιες δυσκολίες με αυτές 

των αρχαίων επιγραφών αλλά και ορισμένες νέες παρουσιάζουν και τα χειρόγραφα, τα οποία 

αποτελούν κείμενα γραμμένα σε παπύρους ή περγαμηνές. Τα κείμενα αυτά αποτέλεσαν το 

όχημα διάδοσης της λογοτεχνίας, της φιλοσοφίας και της επιστήμης του αρχαίου κόσμου μέχρι 

την επικράτηση των μηχανικών μέσων αναπαραγωγής (τυπογραφεία), αρχικά και των 

ηλεκτρονικών πολύ αργότερα. Για παράδειγμα, η Ιλιάδα του Ομήρου σώζεται ως τις μέρες μας 

κυρίως μέσω ορισμένων φημισμένων, χειρόγραφων τόμων. Οι ογκώδεις αυτοί τόμοι 

αναπαρήχθησαν στη Βυζαντινή Αυτοκρατορία και συγκεκριμένα στην Κωνσταντινούπολη 

μεταξύ δεκάτου και ενδεκάτου αιώνα με χειρόγραφη αντιγραφή. Προφανώς, αυτή η 

αναπαραγωγή ήταν ένας από τους τελευταίους κρίκους, αν όχι ο τελευταίος, της αλυσίδας 

χειρόγραφων αναπαραγωγών, η αρχή της οποίας τοποθετείται στον έκτο αιώνα προ Χριστού, 

όταν ο Πεισίστρατος, τύραννος των Αθηνών, έδωσε εντολή συστηματικής καταγραφής του 

Ομηρικού έργου. Στη συνέχεια, τα βυζαντινά κείμενα της τελευταίας αναπαραγωγής 

διασκορπίστηκαν σε διάφορες βιβλιοθήκες της Ευρώπης: στη Βενετία, στο Ελ Εσκοριάλ στην 

Ισπανία, στο Λονδίνο, στη Γενεύη, στη Φλωρεντία και στη Ρώμη. Καθένας από τους τόμους 

αυτούς περιέχει έναν αριθμό διαφορετικών κειμένων: το κείμενο του έπους του Ομήρου, έναν 

αριθμό διαφόρων κειμένων με σχόλια, καθώς και σύντομες σημειώσεις στα περιθώρια και 

ανάμεσα στις γραμμές.  



 

16 

Στόχος της παρούσης εργασίας είναι η ανάπτυξη πρωτότυπων μεθόδων ομαδοποίησης ενός 

συνόλου κειμένων βάσει των διαφόρων γραφικών χαρακτήρων εκείνων που τα έγραψαν, 

προκειμένου να προσδιοριστεί ο αριθμός των διαφορετικών γραφέων αυτών, αλλά και κάθε 

κείμενο να αποδοθεί ορθά στο γραφέα του. Μέσω αυτού, καθίσταται δυνατός ο 

προσδιορισμός της ημερομηνίας δημιουργίας ή αναπαραγωγής του εκάστοτε κειμένου. Όσον 

αφορά τις χειρόγραφες αναπαραγωγές πρωτότυπων φημισμένων έργων, μέσω της ανάλυσης 

των κειμένων αυτών με τις μεθόδους που θα παρουσιαστούν, είναι δυνατή η εξαγωγή 

συμπερασμάτων και για τα πρωτότυπα κείμενα στα οποία οι γραφείς βασίστηκαν για την 

παραγωγή τους. Μέχρι στιγμής, κατά κανόνα, η χρονολόγηση του περιεχομένου των αρχαίων 

επιγραφών και χειρογράφων αποτελεί εξαιρετικά δύσκολο εγχείρημα και βασίζεται κυρίως 

στην προσωπική διαίσθηση του εκάστοτε μελετητή, καθώς και σε άλλες, εν πολλοίς 

υποκειμενικές, εκτιμήσεις [1]. Ως εκ τούτου, η χρονολόγηση των αρχαίων κειμένων αποτελεί 

συχνά αντικείμενο επιστημονικών διαφωνιών και διαφορών. Ευελπιστούμε ότι η ποσοτική 

ανάλυση που παρουσιάζεται στην παρούσα εργασία θα εξαλείψει ή τουλάχιστον θα μειώσει σε 

μεγάλο βαθμό τις διαφωνίες αυτές.  
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Σχήμα 1.1. Εικόνα του βυζαντινού παπύρου Venetus A (Marcianus Graecus Z. 454) – 62r. Φυλάσσεται στη 

βιβλιοθήκη Marciana στη Βενετία. 
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Σχήμα 1.2. Εικόνα του βυζαντινού παπύρου Escorialensis 3 (Escorialensis Y.I.1) – 128r, ο οποίος φυλάσσεται στο 
μοναστήρι του San Lorenzo στο El Escorial, στις παρυφές της Μαδρίτης. 
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Σχήμα 1.3. Εικόνα της αρχαίας επιγραφής με κωδικό 2054. 
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Σχήμα 1.4. Εικόνα της αρχαίας επιγραφής με κωδικό 7457. 
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1.2 Ένας πρώτος σκοπός της παρούσας εργασίας: Μια νέα προσέγγιση 

στο πρόβλημα της χρονολόγησης γραφέων αρχαίων κειμένων μέσω 

της ταυτοποίησης των γραφέων τους. 

Ένας ιδιαίτερα σημαντικός στόχος της παρούσας εργασίας είναι η χρονολόγηση αρχαίων 

κειμένων μέσω της αυτόματης ταυτοποίησης των γραφέων που έγραψαν τα κείμενα αυτά. Οι 

γραφείς οι οποίοι σκάλιζαν τις λίθινες πλάκες στην Αρχαιότητα εξασκούσαν επαγγελματικά τη 

δραστηριότητά τους αυτή. Η χάραξη επιγραφών στην Αρχαιότητα, δηλαδή, αποτελούσε 

επάγγελμα. Το γεγονός αυτό έχει τις ακόλουθες συνέπειες:  

α) Ο αριθμός των διαφορετικών γραφέων που χάρασσαν τις πέτρινες πλάκες ήταν εξαιρετικά 

περιορισμένος. Ως εκ τούτου, οι δεκάδες χιλιάδες επιγραφές οι οποίες έχουν κατά καιρούς 

ανακαλυφθεί στην περιοχή της Αττικής είναι δυνατό να έχουν γραφεί από μερικές εκατοντάδες 

διαφορετικών γραφέων.  

β) Σε περίπτωση επιτυχούς απόδοσης ενός συνόλου επιγραφών σε κάποιον γραφέα, η χρονική 

περίοδος της επαγγελματικής του καριέρας είναι εύκολο να προσδιοριστεί, καθώς, κατά 

κανόνα, το περιεχόμενο τουλάχιστον μίας από τις επιγραφές αυτές θα την προσδιορίζει. Όπως 

μπορεί να γίνει εύκολα αντιληπτό, όσο μεγαλύτερος είναι ο αριθμός των επιγραφών που 

επιτυχώς αποδίδονται σε κάθε γραφέα, τόσο μεγαλύτερη είναι η πιθανότητα επιτυχούς 

χρονολόγησης των κειμένων του γραφέα αυτού.  

γ) Σε περίπτωση που κάποια νέα επιγραφή βρεθεί ή/και μελετηθεί και το περιεχόμενό της δεν 

είναι δυνατόν να χρονολογηθεί, αν η παρούσα μέθοδος αποδώσει την επιγραφή αυτή σε 

κάποιο γραφέα, το περιεχόμενό της αυτόματα αποδίδεται στη χρονική περίοδο κατά την οποία 

ο γραφέας ήταν επαγγελματικά ενεργός. Σημειώνεται πως η επαγγελματική δραστηριότητα των 

περισσότερων γραφέων της Αρχαιότητας καλύπτει μία περίοδο είκοσι έως εικοσιπέντε ετών, 

δεδομένου ότι από μία ηλικία και ύστερα, η πρεσβυωπία, αλλά και άλλα προβλήματα όρασης 

δυσχέραιναν την εκτέλεση του έργου των γραφέων. Υπενθυμίζεται ότι οι φακοί (τα γυαλιά) 

ανακαλύφθηκαν και διαδόθηκαν γύρω στο 1300 – 1400 μετά Χριστόν. 

Παρόμοιες παρατηρήσεις μπορούν να γίνουν και για τα άτομα τα οποία συνετέλεσαν στη 

διάσωση των αρχαίων κειμένων μέσω της χειρόγραφης αναπαραγωγής τους επί παπύρων ή 
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άλλων, παρόμοιων μορφών γραφικής ύλης. Για παράδειγμα, όπως έχει ήδη αναφερθεί, τα έπη 

του Ομήρου έχουν διασωθεί ως τις μέρες μας από μερικές δεκάδες γραφέων οι οποίοι 

αντέγραψαν τα κείμενα αυτά στο Βυζάντιο κατά το δέκατο και ενδέκατο αιώνα, ενώ, στα τελικά 

κείμενα, ορισμένα ακόμα άτομα προσέθεσαν τα σχόλιά τους. Εάν επιτευχθεί η αναγνώριση των 

διαφορετικών χεριών τα οποία έγραψαν τα κείμενα αυτά με τη μέθοδο που παρουσιάζεται 

στην παρούσα διατριβή, θα μπορούσε αμέσως να γίνει και η χρονολογική κατάταξη των 

κειμένων αυτών και να εξαχθούν επιπλέον πολύτιμες πληροφορίες για τα κείμενα και τους 

γραφείς τους, όπως αναφέρθηκε ήδη στην Παράγραφο 1.1. 

Όπως μπορεί να γίνει άμεσα αντιληπτό από τα ανωτέρω, η αναγκαιότητα ανάπτυξης ενός 

συνόλου μεθόδων μέσω των οποίων θα επιτυγχάνεται η σωστή και με αυτόματο τρόπο 

ταυτοποίηση γραφέων και ενός σχετικού πληροφοριακού συστήματος είναι άμεση. Ένα τέτοιο 

πληροφοριακό σύστημα, το οποίο ενσωματώνει έναν αριθμό πρωτότυπων μεθόδων έχει 

αναπτυχθεί ήδη προς την κατεύθυνση της αυτόματης ταυτοποίησης γραφέων από μέλη της 

ερευνητικής ομάδας. Το σύστημα αυτό έχει δώσει πολύ ικανοποιητικά αποτελέσματα κατά την 

εφαρμογή του στην ταυτοποίηση γραφέων αρχαίων επιγραφών [1 – 3]. Η μέθοδος και το 

αντίστοιχο σύστημα που παρουσιάζονται στην παρούσα εργασία εισάγει έναν αριθμό νέων 

στοιχείων και σαφώς βελτιωμένες επιδόσεις σε σχέση με τις προηγούμενες. Συγκεκριμένα:  

1. Η μέθοδος είναι πρωτότυπη και ουσιωδώς διαφορετική σε σχέση με αυτές που έχουν 

ήδη δημοσιευτεί και αφορούν την ταυτοποίηση γραφέων σε αρχαίες επιγραφές [3, 2]. 

Στο σημείο αυτό πρέπει να επισημανθεί ότι, όπως περιγράφεται στο [4], όταν 

αναπτύσσεται μία νέα στατιστική μέθοδος για την επίλυση ενός προβλήματος ή 

στοχαστικής διαδικασίας, μπορεί να υπάρξει ασυμπτωτική βεβαιότητα για τα κοινά 

αποτελέσματα ανάμεσα στη νέα και στις υπάρχουσες μεθόδους. Με άλλα λόγια, κάθε 

νέα, εναλλακτική μέθοδος η οποία επιβεβαιώνει ήδη υπάρχοντα από άλλες στατιστικές 

μεθόδους αποτελέσματα ενισχύει την εμπιστοσύνη στην ορθότητα των 

αποτελεσμάτων αυτών. 

 

2. Οι μέθοδοι οι οποίες έχουν ήδη αναπτυχθεί και παρουσιάζονται στα [3, 2], δίνουν 

εξαιρετικά αποτελέσματα όταν υπάρχει ικανός αριθμός υλοποιήσεων κάθε γράμματος 

της αλφαβήτου που χρησιμοποιείται για τη σύγκριση των επιγραφών πάνω σε κάθε 

επιγραφή, συνήθως περισσότερες από πέντε. Η νέα μέθοδος, η οποία παρουσιάζεται 
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στην παρούσα εργασία, λειτουργεί αρκετά καλά, ακόμη και για πολύ μικρό αριθμό 

διαθέσιμων υλοποιήσεων ενός γράμματος σε κάθε κείμενο (έως πέντε υλοποιήσεις). 

 

3. Οι προηγούμενες μέθοδοι εφαρμόστηκαν αποκλειστικά σε αρχαίες επιγραφές. Η νέα 

μέθοδος αντιμετωπίζει το πρόβλημα ταυτοποίησης του γραφέα τόσο αρχαίων 

επιγραφών, όσο και βυζαντινών χειρογράφων. Οι διαφορές ανάμεσα στα δύο αυτά 

είδη κειμένων και στις ιδιαιτερότητες που παρουσιάζουν τα προβλήματα τα οποία 

σχετίζονται με κάθε είδος θα αναλυθούν στα επόμενα. 

Η ερευνητική ομάδα ασχολείται σε κάθε περίπτωση με το πρόβλημα της ταυτοποίησης γραφέα 

αρχαίων κειμένων για τα οποία δεν υπάρχει καμία πρότερη γνώση όσον αφορά τη χρονολογία, 

τον τόπο γραφής ή/και το συγγραφέα. Δεν υπάρχει, δηλαδή κανένα κείμενο αναφοράς και, ως 

εκ τούτου, δεν υπάρχουν δεδομένα για «εκπαίδευση» του συστήματος στην τεχνοτροπία του 

κάθε γραφέα, ούτε κάποια βάση δεδομένων για υποστήριξη του συστήματος. Τα μόνα 

δεδομένα που χρησιμοποιούνται στην παρουσιαζόμενη μέθοδο αυτόματης αναγνώρισης 

γραφέα είναι τα εξής δύο: 

1. Η πληροφορία ότι συγκεκριμένα κείμενα ή τμήματα κειμένων έχουν γραφεί 

αποκλειστικά από τον ίδιο γραφέα. Την πληροφορία αυτή δίνουν οι ειδικοί ερευνητές 

Κλασικών Σπουδών και συνήθως είναι «αυτονόητη», με την έννοια ότι τα αντίστοιχα 

κείμενα είναι αυτόνομες μονάδες που έχουν διασωθεί μεμονωμένα. Κατά κανόνα, οι 

μονάδες αυτές είναι ή μία ενιαία επιγραφή ή ένας διασωθείς πάπυρος. Σε κάθε 

περίπτωση, όμως, η μεθοδολογία που προτείνεται εδώ μπορεί να ελέγξει τη Στατιστική 

υπόθεση ότι κάθε τέτοιο αυτόνομο κείμενο έχει όντως γραφεί από τον ίδιο γραφέα.  

 

2. Η γνώση του συνόλου των θεμελιωδών συμβόλων της εκάστοτε αλφαβήτου που 

απεικονίζονται στα κείμενα που συγκρίνονται. Ισοδύναμα, για την εφαρμογή της 

μεθόδου απαιτείται η διάκριση των διαφορετικών συμβόλων ενός αλφαβήτου, όπως 

του Ελληνικού, του Λατινικού ή και προγενέστερων όπως του Βαβυλωνιακού, του 

Ετρουσκικού και άλλων που εμφανίζονται στα προς εξέταση κείμενα. Ο μόνος λόγος 

για τον οποίο απαιτείται η διάκριση των μεμονωμένων συμβόλων ή/και όμοιων 

ομάδων συμβόλων είναι η ανάγκη συγκρίσεων υλοποιήσεων του ίδιου συμβόλου ή 

συμπλέγματος συμβόλων.  
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Πέραν τούτου, η παρούσα μέθοδος δεν παρουσιάζει καμία άλλη εξάρτηση από το 

περιεχόμενο των προς σύγκριση κειμένων.  
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2 Βιβλιογραφική έρευνα και εγγενείς δυσκολίες του 

προβλήματος της αυτόματης αναγνώρισης γραφέα 

2.1 Το state of the art στην αυτόματη αναγνώριση γραφέα 

Η αυτόματη αναγνώριση γραφέα και η επαλήθευση ότι ένα κείμενο έχει γραφεί από ένα 

συγκεκριμένο γραφέα αποτελούν αντικείμενα ενεργής και εντατικής έρευνας κατά τα 

τελευταία χρόνια. Ιδιαίτερα εντατική είναι η έρευνα η οποία διενεργείται από επιστημονικούς 

κλάδους που ασχολούνται με χειρόγραφα κείμενα.  

Η επί τόπου (on – line) αναγνώριση γραφέα έχει ξεκινήσει μόλις τα τελευταία χρόνια, και, ως εκ 

τούτου, υπάρχει σχετικά περιορισμένος αριθμός μεθόδων που χρησιμοποιούν τέτοιου είδους 

τεχνικές για την αυτόματη αναγνώριση γραφέα, σε σχέση με το πλήθος των off – line μεθόδων, 

οι οποίες παρουσιάζονται παρακάτω. Για παράδειγμα, στην εργασία [5] προτείνεται μία 

μέθοδος δυναμικής αναγνώρισης γραφέα, η οποία χρησιμοποιεί σχέσεις μεταξύ στατικών και 

δυναμικών στοιχείων χειρόγραφων κειμένων. Στην [6] χρησιμοποιείται ένα νέο μοντέλο, το 

οποίο ονομάζεται Beta – Elliptic, για την εξαγωγή πληροφορίας ποικίλης μορφής από τα 

μελετώμενα αραβικά κείμενα και τη διάκριση διαφορετικών τεχνοτροπιών γραφής, ενώ η 

τελική κατάταξη επιτυγχάνεται με χρήση ενός Νευρωνικού Δικτύου Μίας Κατεύθυνσης (Feed 

Forward Neural Network). Στην εργασία [7], για κάθε γραφέα αρχικά προσδιορίζεται ένα 

σύνολο Τυχαίων Υβριδικών Χτυπημάτων (Random Hybrid Strokes), το οποίο περιγράφει τις 

κινήσεις του εργαλείου γραφής του εκάστοτε γραφέα κατά τη γραφή του εκάστοτε κειμένου. 

Βάσει αυτού του συνόλου, ένα Νευρωνικό Δίκτυο με Ανάδραση (Recurrent Neural Network) 

πραγματοποιεί την τελική κατάταξη. Το σύστημα το οποίο προκύπτει δεν περιλαμβάνει 

εξαγωγή των διαφόρων υλοποιήσεων των δομικών συμβόλων του αλφαβήτου ή των διαφόρων 

λέξεων για την πραγματοποίηση συγκρίσεων. 

Σαφώς μεγαλύτερη ερευνητική πρόοδος έχει σημειωθεί στον τομέα της εκ των υστέρων (off – 

line) αναγνώρισης και επαλήθευσης γραφέα. Συγκεκριμένα, υπάρχουν μέθοδοι οι οποίες 

εφαρμόζουν μορφολογικές προσεγγίσεις, όπως η [8], φίλτρα Gabor και ομοιότητας 

αποχρώσεων του γκρι, όπως η [9], αλλά και τεχνικές αναγνώρισης υφής, όπως η [10]. Οι 

εργασίες [11 – 13] βασίζονται σε τεχνικές εξαγωγής χαρακτηριστικών, ενώ οι [14 – 16] 
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εφαρμόζουν μοντέλα Hidden Markov. Στην [17] παρουσιάζεται η μέθοδος Γενικευμένης 

Πυκνότητας Gauss (Generalized Gaussian Density) (GGD), η οποία βασίζεται σε wavelets. Στις 

εργασίες [18] και [19] εφαρμόζονται τεχνικές οι οποίες εκμεταλλεύονται τοπικά 

χαρακτηριστικά του κειμένου. Στην [20] προτείνεται μία προσέγγιση η οποία εφαρμόζει 

μετασχηματισμό Fourier, ενώ στη [21] εφαρμόζεται μετασχηματισμός διχοτόμησης. Στην [22] 

ελέγχεται η ανεξαρτησία των χαρακτήρων του κειμένου μέσω εφαρμογής μοντέλων 

αναγνώρισης και επαλήθευσης γραφέα. Μέθοδοι οι οποίες χρησιμοποιούν αλλογραφικά 

πρότυπα και πρότυπα υφής παρουσιάζονται στις εργασίες [23] και [24]. Μία διαφορετική 

προσέγγιση στην εκ των υστέρων αυτόματη αναγνώριση γραφέα βασίζεται στη δημιουργία 

ενός συνόλου διαφόρων χαρακτηριστικών τα οποία μεταβάλλονται εντός των κειμένων που 

μελετώνται. Το σύνολο αυτό ονομάζεται codebook στη διεθνή βιβλιογραφία και η χρήση ενός ή 

και περισσότερων codebooks είναι αρκετά δημοφιλής τα τελευταία χρόνια [25]. Για 

παράδειγμα, στην εργασία [26], το codebook δημιουργείται με πληροφορίες από το 

ιστόγραμμα συχνότητας εμφάνισης των διαφόρων σχημάτων. Στο ίδιο άρθρο προτείνονται δύο 

τρόποι εξαγωγής τέτοιων χαρακτηριστικών. Στην [27] χρησιμοποιείται ένα σύνολο 

χαρακτηριστικών, τα οποία ονομάζονται SIFT Descriptors. Το αντίστοιχο codebook 

δημιουργείται από ομαδοποίηση των χαρακτηριστικών αυτών στο στάδιο εκπαίδευσης του 

συστήματος. Για την ταυτοποίηση του γραφέα ενός νέου κειμένου πραγματοποιείται σύγκριση 

των επιλεγμένων χαρακτηριστικών του κειμένου αυτού με τα αντίστοιχα σύνολα 

χαρακτηριστικών των κειμένων του training set. Η [28] βασίζεται σε στοιχειώδεις δομικές 

μονάδες γραφής (graphemes). Ωστόσο, δεν χρησιμοποιεί κάποιο σύνολο δειγμάτων για την 

εκπαίδευση του συστήματος, αλλά δημιουργεί τέτοιες δομικές μονάδες γραφής από τα κείμενα 

που μελετώνται με χρήση του μοντέλου Beta – Elliptic. Αποτέλεσμα αυτής της διαδικασίας 

είναι η δημιουργία πέντε codebooks (ενός πλήρους και τεσσάρων μερικών) με χαρακτηριστικά 

βάσει των οποίων πραγματοποιείται η σύγκριση μεταξύ των κειμένων, καθώς και η τελική 

ομαδοποίηση.  

Μία ξεχωριστή κατηγορία στην εκ των υστέρων (off – line) αναγνώριση και επαλήθευση 

γραφέα συναποτελούν μέθοδοι οι οποίες βασίζονται στα Gaussian Mixture Model Supervectors 

(GMM Supervectors) για την κωδικοποίηση και την περιγραφή χαρακτηριστικών της εκάστοτε 

τεχνοτροπίας γραφής. Στα supervectors συγκεντρώνονται χαρακτηριστικά που προκύπτουν από 

πιθανοτικά μοντέλα Gauss για την απομόνωση συγκεκριμένων χαρακτηριστικών τμημάτων 

ενός πληθυσμού [29, 30].  
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Σημαντικό ρόλο, ιδιαίτερα στην εκ των υστέρων (off – line) αναγνώριση και επαλήθευση 

γραφέα, διαδραματίζουν οι μέθοδοι εξαγωγής των χαρακτηριστικών από τα διάφορα κείμενα 

που μελετώνται και χρησιμοποιούνται στην ταυτοποίηση του γραφέα των κειμένων αυτών ή 

και στην ομαδοποίηση των κειμένων αυτών ανάλογα με το γραφέα τους. Από τέτοιου είδους 

χαρακτηριστικά δημιουργούνται και τα codebooks τα οποία αναφέρθηκαν προηγουμένως. Για 

το λόγο αυτό, σημαντικό μέρος της διεθνούς βιβλιογραφίας είναι αφιερωμένο στον εντοπισμό 

και στην εξαγωγή τέτοιων χαρακτηριστικών [31 – 37]. 

Συχνά, η ταυτοποίηση γραφέα με χρήση τεχνικών ανάκτησης πληροφοριών επιτυγχάνεται είτε 

με προσεγγίσεις ταιριάσματος αλλογραφικών προτύπων, όπως στην [38], είτε με προσεγγίσεις 

κατανομής προτύπων διακριτών χαρακτήρων, όπως στην [39]. Προσφάτως, προτάθηκε 

προσέγγιση η οποία χρησιμοποιεί κατανομή προτύπων συνεχόμενων χαρακτήρων με χρήση 

αλγορίθμου fuzzy c – means προκειμένου να πραγματοποιηθεί εκτίμηση της πιθανότητας ένας 

χαρακτήρας να έχει παραχθεί από ένα συγκεκριμένο πρότυπο [40]. Άλλοι ερευνητές, όπως οι 

συγγραφείς της [41], επιλέγουν τη χρήση συνδυασμού «τοπικών χαρακτηριστικών» και 

τεχνικών εκμάθησης συστημάτων, ενώ οι συγγραφείς της [42] εκμεταλλεύονται κατευθυντικά 

μορφολογικά χαρακτηριστικά για την επιτυχή ταυτοποίηση γραφέα. Στην [43] δίνεται έμφαση 

σε συγκεκριμένα χαρακτηριστικά γραφολογικής φύσης, όπως η καμπύλωση των γραμμάτων, η 

κλίση τους, η πίεση που έχει ασκηθεί στο υλικό αποτύπωσης της γραφής (χαρτί, πάπυρος κλπ.), 

το πόσο λεπτή είναι η γραφή στα διάφορα σημεία του γράμματος κλπ., προκειμένου να 

επιτευχθεί κατάταξη καλλιγραφικά γραμμένων χειρόγραφων κειμένων ανάλογα με το γραφέα 

τους. Οι συγγραφείς της [44] χρησιμοποιούν ένα σύστημα το οποίο βασίζεται σε κωδικοποίηση 

και εξαγωγή ενός συνόλου ειδικών χαρακτηριστικών, τα οποία οι συγγραφείς αποκαλούν 

oriented Basic Image Feature (oBIF) Columns. Το στυλ κάθε γραφέα αντιμετωπίζεται σαν 

απόκλιση των χαρακτηριστικών oBIF του γραφέα αυτού από τα αντίστοιχα χαρακτηριστικά ενός 

πληθυσμού γραφέων. Στην [45], οι συγγραφείς χρησιμοποιούν μία διδιάστατη συνάρτηση 

κατανομή πιθανότητας, η οποία λαμβάνει υπ’ όψιν κατάλληλα επιλεγμένους συνδυασμούς 

γωνιών αποκλίσεων των εμφανιζομένων συμβόλων ανά δύο. Στην εργασία [46] εξάγεται 

πληροφορία για την υφή του κειμένου σε πολύ μικρή κλίμακα παρατήρησης. Για το λόγο αυτό, 

το εκάστοτε μελετώμενο κείμενο χωρίζεται σε πολύ μικρά τμήματα και για κάθε τέτοιο τμήμα 

δημιουργούνται ιστογράμματα, καθένα από τα οποία περιγράφει διαφορετικές ιδιότητες της 

υφής του κειμένου. Η σύγκριση μεταξύ των κειμένων πραγματοποιείται μέσω του 
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υπολογισμού της απόστασης των χαρακτηριστικών υφής αυτών των επί μέρους τμημάτων 

τους.  

Πρόσφατα, αρκετές μέθοδοι αυτόματης ταυτοποίησης γραφέα έχουν εφαρμοστεί σε κείμενα 

ιστορικής σημασίας αλλά και σε κείμενα που περιέχουν σύμβολα αλφαβήτων εκτός του 

ελληνικού ή του λατινικού [47 – 54]. 

Τεχνικές αναγνώρισης γραφέα και ομαδοποίησης κειμένων ανάλογα με το γραφέα τους έχουν 

επίσης χρησιμοποιηθεί για την αυτόματη ομαδοποίηση μουσικών χειρογράφων [55]. Τέλος, 

χαρακτηριστικά όπως η καμπυλότητα, η υφή και η κλίση της γραφής έχουν χρησιμοποιηθεί και 

για την αναγνώριση του φύλου του γραφέα [56]. 

 

2.2 Οι εγγενείς δυσκολίες και απαιτήσεις της ταυτοποίησης γραφέα 

αρχαίων κειμένων 

Μία από τις κύριες δυσκολίες του προβλήματος της ταυτοποίησης γραφέα είναι πως δεν 

υπάρχει διαθέσιμο σύνολο δεδομένων για εκπαίδευση του συστήματος σε κείμενα παρόμοια 

με αυτά τα οποία καλείται να ταυτοποιήσει. Με άλλα λόγια, σε αντίθεση με τις περισσότερες 

μεθόδους που παρουσιάστηκαν σύντομα στην Παράγραφο 2.1, δεν υπάρχουν κείμενα 

αναφοράς για το αναπτυχθέν σύστημα. Το γεγονός αυτό σημαίνει πως κληθήκαμε να 

επιτύχουμε την αναγνώριση γραφέα χωρίς τη χρήση κάποιου δείγματος κειμένου γραμμένου 

από κάποιον ή κάποιους από τους γραφείς που επιχειρήσαμε να ταυτοποιήσουμε στα κείμενα 

στα οποία εφαρμόστηκε η μέθοδος. Επιπλέον, δεν χρησιμοποιήθηκε κάποια βάση δεδομένων 

με δείγματα γραφής από έναν αριθμό γραφέων, ούτε κάποιο στοιχείο αναφορικά με τα 

κείμενα ή τους συγγραφείς τους. Στην ερευνητική ομάδα δεν ήταν γνωστός ούτε ο αριθμός των 

διαφορετικών γραφέων που έγραψαν τα κείμενα. Το μοναδικό δεδομένο το οποίο ήταν 

διαθέσιμο από την αρχή στην ερευνητική μας ομάδα σχετικά με τα προς μελέτη κείμενα ήταν 

ότι κάθε μεμονωμένη επιγραφή ή/και κάθε σελίδα χειρόγραφου κειμένου είχε γραφεί από 

έναν και μόνο γραφέα. 

Πέραν αυτών που έχουν ήδη αναφερθεί, εμφανίζονται και άλλες δυσκολίες στην επίτευξη της 

αναγνώρισης γραφέα αρχαίων κειμένων. Οι δυσκολίες αυτές είναι οι εξής: 
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1. Τόσο οι αρχαίες επιγραφές όσο και οι βυζαντινοί πάπυροι έχουν υποστεί σημαντική 

φθορά, όπως παρουσιάζεται στα Σχήματα 2.1(α) και 2.1(β). 

 

2. Αρκετά συχνά η ομοιότητα που παρουσιάζεται μεταξύ των διαφορετικών υλοποιήσεων 

ενός γράμματος από τον ίδιο γραφέα είναι μικρότερη από αυτή που παρουσιάζεται 

μεταξύ υλοποιήσεων διαφορετικών γραμμάτων του ίδιου γραφέα με κάποιον άλλο. 

 

3. Συχνά εμφανίζεται μεγάλη διαφοροποίηση στον τρόπο με τον οποίο οι γραφείς της 

Αρχαιότητας ή/και του Μεσαίωνα σχημάτιζαν ένα συγκεκριμένο γράμμα σε ένα 

κείμενο. Για παράδειγμα, στο ίδιο βυζαντινό χειρόγραφο, είναι δυνατόν ένα σύνολο 

υλοποιήσεων του γράμματος ‘ω’ να αποτελείται από «κλειστές» εκδοχές του ‘ω’, ενώ 

κάποιες άλλες υλοποιήσεις να εμφανίζονται «ανοικτές», όπως παρουσιάζεται στο 

Σχήμα 2.2. Παρόμοιες παρατηρήσεις είναι δυνατόν να διατυπωθούν για το γράμμα ‘ε’ 

αλλά και για άλλα σύμβολα. Σε ορισμένα χειρόγραφα, ορισμένες υλοποιήσεις του 

γράμματος ‘κ’ εμφανίζονται σαν ‘κ’ και άλλες σαν το λατινικό γράμμα ‘u’. Σε αρχαίες 

επιγραφές απαντάται πολύ συχνά το φαινόμενο ο ίδιος γραφέας να συνδέει τη μεσαία 

οριζόντια γραμμή του γράμματος ‘Α’ σε ορισμένες περιπτώσεις μόνο με το αριστερό 

σκέλος του γράμματος, σε άλλες περιπτώσεις μόνο με το δεξί, ενώ σε άλλες δεν το 

συνδέει με κανένα από τα δύο. Στο σημείο αυτό τονίζεται πως οι διαφοροποιήσεις στη 

γραφή του ‘Α’ δεν εξαντλούνται στην οριζόντια γραμμή του γράμματος, αλλά 

εμφανίζονται επίσης στη σχετική θέση των σκελών του γράμματος, στο σχήμα της 

κορυφής του γράμματος, και αλλού. 

 

4. Ακόμη και στις περιπτώσεις που οι διαφορετικές υλοποιήσεις ενός γράμματος σε 

κάποιο κείμενο εμφανίζονται ίδιες, το περίγραμμα των διαφορετικών υλοποιήσεων 

του γράμματος είναι κατά κανόνα θορυβώδες. Στατιστικά, ο θόρυβος των καμπυλών 

του περιγράμματος είναι πολύ εντονότερος στις αρχαίες επιγραφές, όπως γίνεται 

άμεσα αντιληπτό από το Σχήμα 2.3. Ωστόσο, υπάρχουν επιγραφές και πάπυροι στους 

οποίους η παρουσία θορύβου στα περιγράμματα των διαφόρων υλοποιήσεων των 

γραμμάτων είναι αρκετά σοβαρή, όπως στη χαρακτηριστική επιγραφή που 

παρουσιάζεται στο Σχήμα 2.1(β). Το θορυβώδες περίγραμμα των υλοποιήσεων 

οφείλεται σε πολλούς παράγοντες, όπως η κούραση και η ψυχολογική διάθεση του 
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γραφέα, η ποιότητα του υλικού πάνω στο οποίο αποτυπωνόταν η γραφή (πέτρα, 

πάπυρος, περγαμηνή κλπ.), η ποιότητα και η κατάσταση του μέσου γραφής (γραφίδα, 

καλέμι κλπ.), η ηλικία του γραφέα κ.α.. 

 

 

(α) 
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 (β) 

Σχήμα 2.1. 

(α) Λεπτομέρεια του βυζαντινού χειρογράφου Escorialensis 3 – 40r με ορισμένα ευδιάκριτα σημάδια φθοράς. 

(β) Λεπτομέρεια της επιγραφής 7478. Η φθορά την οποία έχει υποστεί η επιγραφή είναι παραπάνω από εμφανής. 
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Σχήμα 2.2. Δύο διαφορετικές υλοποιήσεις του γράμματος ‘ω’ από το βυζαντινό χειρόγραφο Τ04_Ι21. 

 

Επιπροσθέτως, είναι απαραίτητο η ταυτοποίηση του γραφέα ενός κειμένου να γίνει με το 

μεγαλύτερο βαθμό εμπιστοσύνης. Ως εκ τούτου, είναι αναγκαία η ανάπτυξη μιας προσέγγισης 

για την ποσοτικοποίηση και τον έλεγχο της υπόθεσης πως δύο κείμενα έχουν γραφεί από τον 

ίδιο γραφέα με βαθμό εμπιστοσύνης όσο το δυνατόν πλησιέστερο στη μονάδα. Η μέθοδος η 

οποία παρουσιάζεται εδώ εξασφαλίζει τη μέγιστη δυνατή πιθανοφάνεια ένα κείμενο να ανήκει 

σε κάποιο συγκεκριμένο γραφέα. 

 

Σχήμα 2.3. Υλοποιήσεις των γραμμάτων ‘Α’ και ‘Ω’ με εξαιρετικά θορυβώδες περίγραμμα, όπως εξήχθησαν από 

την επιγραφή 10068. 
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3 Μαθηματικό υπόβαθρο 

Στο εισαγωγικό αυτό κεφάλαιο θα αναλύσουμε ορισμένες βασικές μαθηματικές έννοιες, η 

γνώση των οποίων είναι απαραίτητη για την ανάλυση της μεθόδου που παρουσιάζεται στα 

Κεφάλαια 4 και 5. 

 

Σύμβαση. Θα χρησιμοποιούμε το σύμβολο «□» για να δηλώσουμε το πέρας οποιουδήποτε 

ορισμού, θεωρήματος, λήμματος, οποιασδήποτε πρότασης, σύμβασης κλπ. Θα 

χρησιμοποιούμε επίσης το σύμβολο «■» για να δηλώσουμε το πέρας οποιασδήποτε 

μαθηματικής απόδειξης. 

□ 

 

3.1 Ορισμός καμπύλης στο ℝ𝒏 και η επιβατική ακτίνα τυχόντος σημείου 

της καμπύλης 

Καμπύλη 𝐶  στον χώρο ℝ𝑛  ονομάζεται το σύνολο των διατεταγμένων 𝑛  – άδων 

(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), … , 𝑥𝑛(𝑡)), κάθε συνιστώσα της οποίας είναι συνάρτηση μίας μόνο ανεξάρτητης 

μεταβλητής ή παραμέτρου, 𝑡, η οποία λαμβάνει τιμές σε ένα υποσύνολο του ℝ, έστω 𝐼 (𝐼 ⊆

ℝ). Στην περίπτωση των τμηματικώς συνεχών καμπυλών στο ℝ𝑛, το 𝛪 αποτελεί διάστημα ή 

ένωση διαστημάτων του ℝ . Ισοδύναμα, η καμπύλη είναι το σύνολο των σημείων που 

συναποτελούν το πεδίο τιμών μιας απεικόνισης του υποσυνόλου 𝐼 στο ℝ𝑛. 

Στην περίπτωση του ℝ2, η οποία θα μας απασχολήσει στην παρούσα διατριβή, η καμπύλη 

ορίζεται ως το σύνολο των διατεταγμένων δυάδων (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) , όπου τα 𝑥(𝑡) 

και 𝑦(𝑡) είναι συναρτήσεις με πεδίο ορισμού ένα υποσύνολο του ℝ, έστω 𝐼, και πεδίο τιμών 

την απεικόνιση του υποσυνόλου 𝐼 στο ℝ2, μέσω των 𝑥(𝑡) και 𝑦(𝑡).  

Για τυχούσα καμπύλη 𝐶 ⊂ ℝ𝑛  και για τυχόν σημείο 𝛭  αυτής με συντεταγμένες 

(𝑥1(𝑡𝑀), 𝑥2(𝑡𝑀),… , 𝑥𝑛(𝑡𝑀)), όπου 𝑡𝑀 η ανεξάρτητη παράμετρος της καμπύλης στο σημείο 𝛭, 

ορίζεται η επιβατική ακτίνα της καμπύλης στο σημείο 𝛭 ως εξής: 
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𝑟(𝑡𝑀) = 𝛰𝛭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑥1(𝑡𝑀)𝑒1 + 𝑥2(𝑡𝑀)𝑒2 +⋯+ 𝑥𝑛(𝑡𝑀)𝑒𝑛 

όπου 𝛰(0,0) η αρχή των αξόνων και 𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛 μία ορθοκανονική βάση του χώρου ℝ𝑛. 

 

Ειδικότερα, στο ℝ2, η επιβατική ακτίνα στο τυχόν σημείο 𝛭 που αντιστοιχεί στην τιμή 𝑡 =

𝑡𝛭 , 𝑡𝛭  ∈  𝐼, είναι εξ’ ορισμού  

𝑟(𝑡𝑀) = 𝛰𝛭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑥(𝑡𝑀)휄⃗ + 𝑦(𝑡𝑀)𝑗 

Όπου, στην περίπτωση αυτή, έχει χρησιμοποιηθεί ο εναλλακτικός συμβολισμός 휄⃗ = 𝑒1 και 𝑗 =

𝑒2 για τα μοναδιαία διανύσματα του ορθοκανονικού συστήματος συντεταγμένων του ℝ2 που 

επιλέχθηκε. Θα θέλαμε να τονίσουμε ότι ο συμβολισμός (휄⃗, 𝑗) έχει υιοθετηθεί καθ’ όλη την 

παρούσα εργασία έναντι του (𝑒1, 𝑒2). 

 

 

Θα θέλαμε να σημειώσουμε ότι για αυτή την περιγραφή μιας καμπύλης χρησιμοποιείται 

επίσης ο όρος παραμετρική παράσταση της καμπύλης 𝐶.  

 

Σχήμα 3.1. Καμπύλη στο ℝ𝟐 και επιβατική ακτίνα αυτής �⃗⃗�(𝒕𝑴). 

𝑦 

𝑂 

𝑀(𝑥(𝑡𝑀), 𝑦(𝑡𝑀)) 

𝑟(𝑡𝑀) 

𝑥 
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3.2 Ορισμός συνεχούς και ομαλής καμπύλης 

Έστω καμπύλη (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), … , 𝑥𝑛(𝑡)) ορισμένη σε ένα διάστημα ή σε μία ένωση διαστημάτων 

𝐼 ∈ ℝ. Η καμπύλη αυτή λέγεται συνεχής στο διάστημα 𝛪  όταν όλες οι συνιστώσες της 

𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), … , 𝑥𝑛(𝑡) είναι συνεχείς συναρτήσεις της παραμέτρου 𝑡 στο 𝐼. Μία τέτοια καμπύλη 

συμβολίζεται συνήθως και σαν 𝐶0. Στην περίπτωση στην οποία μία καμπύλη είναι ένωση ξένων 

καμπυλών 𝐶0, η προκύπτουσα καμπύλη ονομάζεται τμηματικώς συνεχής και συμβολίζεται με 

𝐶0
𝑡. 

Στην περίπτωση στην οποία όλες οι συναρτήσεις 𝑥𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,2, … , 𝑛  είναι συνεχώς 

παραγωγίσιμες στο 𝐼, η καμπύλη ονομάζεται ομαλή και συμβολίζεται με 𝐶1. Η ένωση ξένων, 

τμηματικά ομαλών καμπυλών 𝐶1  συνιστά μια τμηματικώς ομαλή καμπύλη, η οποία 

συμβολίζεται συχνά με 𝐶1
𝑡. 

Επεκτείνοντας ευθύγραμμα, εάν όλες οι συντεταγμένες μίας καμπύλης είναι συνεχώς 

παραγωγίσιμες συναρτήσεις στο 𝛪, τότε η καμπύλη ονομάζεται 𝑪𝒏 ομαλή. Η ένωση ξένων 𝐶𝑛 

καμπυλών λέγεται τμηματικώς ομαλή και συμβολίζεται με 𝐶𝑛
𝑡 .  

 

3.3 Εφαπτόμενο διάνυσμα καμπύλης 𝑪𝟏 στο ℝ𝒏 

Έστω η ομαλή (𝐶1) καμπύλη 𝐶 του ℝ𝑛 με παράμετρο 𝑡 και 𝛭(𝑥1(𝑡𝑀), 𝑥2(𝑡𝑀),… , 𝑥𝑛(𝑡𝑀)), 𝑡𝑀 ∈

𝐼 τυχόν σημείο της 𝐶.  

Τότε το διάνυσμα  

𝑟′(𝑡) = 𝑥1′(𝑡𝑀)𝑒1 + 𝑥2′(𝑡𝑀)𝑒2 +⋯+ 𝑥𝑛′(𝑡𝑀)𝑒𝑛 

είναι εφαπτόμενο στην καμπύλη στο σημείο 𝑀, όπου 𝑒1, 𝑒2, … 𝑒𝑛, τα μοναδιαία διανύσματα 

μιας ορθοκανονικής βάσης του ℝ𝑛. Θα θεμελιώσουμε παρακάτω την ορθότητα του ορισμού 

αυτού για την περίπτωση καμπυλών που κείνται στο ℝ2. 

Στην περίπτωση στην οποία οι συναρτήσεις 𝑥𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,2,… , 𝑛 είναι δύο φορές παραγωγίσιμες 

στο υποσύνολο 𝛪 του ℝ, μπορεί να οριστεί η δεύτερη παράγωγος της επιβατικής ακτίνας, από 

τη σχέση 
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𝑟′′(𝑡) = 𝑥1
′′(𝑡𝑀)𝑒1 + 𝑥2

′′(𝑡𝑀)𝑒2 +⋯+ 𝑥𝑛
′′(𝑡𝑀)𝑒𝑛 

Με άμεση επέκταση των ανωτέρω, είναι δυνατόν να οριστούν οι παράγωγοι ανώτερης τάξης 

του διανύσματος της επιβατικής ακτίνας.  

 

3.4 Θεμελίωση της εφαπτομένης καμπύλης στο ℝ𝟐: Η σχέση 𝒍 και �⃗⃗�′(𝒕) 

 

 

Έστω μία ομαλή διδιάστατη καμπύλη 𝐶 . Θεωρούμε τα σημεία 𝛭(𝑥(𝑡𝑀), 𝑦(𝑡𝑀))  και 

𝛮(𝑥(𝑡𝛮), 𝑦(𝑡𝛮)) της καμπύλης και τις διανυσματικές ακτίνες τους  

𝑟(𝑡𝑀) = 𝛰𝛭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑥(𝑡𝛭)휄⃗ + 𝑦(𝑡𝛭)𝑗 

και  

𝑟(𝑡𝛮) = 𝛰𝛮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑥(𝑡𝛮)휄⃗ + 𝑦(𝑡𝛮)𝑗 

𝑦 

𝑂 

𝑀(𝑥(𝑡𝑀), 𝑦(𝑡𝑀)) 

𝑟(𝑡𝑀) 

𝑟(𝑡𝑁) 

𝑁(𝑥(𝑡𝑁), 𝑦(𝑡𝑁)) 

𝑥 

𝛭𝛮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

Σχήμα 3.2. Καμπύλη στο ℝ𝟐, επιβατικές ακτίνες δύο σημείων αυτής, �⃗⃗�(𝒕𝑴) και �⃗⃗�(𝒕𝑵), καθώς και το διάνυσμα 𝜧𝜨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 
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Στην παρούσα παράγραφο θα θεμελιωθεί ότι καθώς το σημείο 𝛮 τείνει στο 𝛭, το διάνυσμα 

𝛭𝛮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  προσεγγίζει την εφαπτομένη της καμπύλης στο σημείο 𝛭, η οποία, με τη σειρά της, 

προσεγγίζει την καμπύλη 𝐶 τοπικά στο σημείο 𝛭. 

Το διάνυσμα 𝛭𝛮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  προκύπτει ως εξής:  

𝛭𝛮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝛰𝛮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝛰𝛭⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = (𝑥(𝑡𝛮) − 𝑥(𝑡𝛭))휄⃗ + (𝑦(𝑡𝛮) − 𝑦(𝑡𝛭))𝑗 

Έστω ότι τα σημεία της καμπύλης 𝛭 και 𝛮 απέχουν στοιχειωδώς ως προς την παράμετρο 𝑡, 

ώστε να ισχύει 𝛭(𝑥(𝑡𝑀), 𝑦(𝑡𝑀)) και 𝛮(𝑥(𝑡𝛭 + 𝑑𝑡), 𝑦(𝑡𝛭 + 𝑑𝑡)). 

Η μεταβολή των συνιστωσών του διανύσματος 𝛭𝛮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ως προς την παράμετρο 𝑡 δίνεται από τις 

σχέσεις  

𝑥(𝑡𝛭 + 𝑑𝑡) − 𝑥(𝑡𝑀)

𝑑𝑡
 

για την 𝑥 – συντεταγμένη και  

𝑦(𝑡𝛭 + 𝑑𝑡) − 𝑦(𝑡𝑀)

𝑑𝑡
 

για την 𝑦 – συντεταγμένη 

Στην περίπτωση που η διαφορά 𝑑𝑡 μεταξύ των τιμών των παραμέτρων στα σημεία 𝛭 και 𝛮, 𝑡𝛭 

και 𝑡𝛮 αντίστοιχα, τείνει στο μηδέν, οι ανωτέρω σχέσεις μπορούν να γραφούν ως εξής: 

lim
𝑑𝑡→0

𝑥(𝑡𝛭 + 𝑑𝑡) − 𝑥(𝑡𝑀)

𝑑𝑡
 

και 

lim
𝑑𝑡→0

𝑦(𝑡𝛭 + 𝑑𝑡) − 𝑦(𝑡𝑀)

𝑑𝑡
 

Οι σχέσεις αυτές, όμως, εκφράζουν τις παραγώγους των συναρτήσεων των συντεταγμένων του 

διανύσματος 𝑟(𝑡𝑀) ως προς την ανεξάρτητη μεταβλητή, 𝑡. Άρα, σύμφωνα με τα ανωτέρω, ένα 

εφαπτόμενο διάνυσμα στην καμπύλη στο σημείο 𝛭 αυτής είναι το  

𝑟′(𝑡𝑀) = 𝑥1′(𝑡𝑀)𝑖 + 𝑥2′(𝑡𝑀)𝑗 
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Όταν η παράμετρος 𝑡 είναι ο χρόνος, τότε το διάνυσμα 𝑟′(𝑡) είναι η ταχύτητα ενός κινητού που 

νοητά διατρέχει τη συγκεκριμένη καμπύλη 𝐶.  

Θεμελιώδες Συμπέρασμα: Σε μία ομαλή καμπύλη 𝐶 του ℝ2 το εφαπτόμενο διάνυσμα σε ένα 

σημείο της καμπύλης 𝛭 είναι το 𝑟′(𝑡) και το μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα δίνεται από τη 

σχέση 

 

𝑙 =
𝑟′(𝑡)

|𝑟′(𝑡)|
 (3.1) 

 

 

 

 

3.5 Μήκος ομαλής καμπύλης ή/και τόξου αυτής στο ℝ𝟐 

Σε συνέχεια της ανωτέρω ανάλυσης, παρατηρούμε πως καθώς το διάνυσμα 𝛭𝛮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  τείνει στην 

εφαπτομένη, τοπικά συμπίπτει και με την καμπύλη. Επομένως, σε μια περιοχή πολύ κοντά στο 

σημείο 𝛭, η καμπύλη ταυτίζεται με την εφαπτομένη της. Άρα και το στοιχειώδες μήκος 𝑑𝑠 της 

καμπύλης τοπικά στο 𝑀 συμπίπτει με το lim
𝑑𝑡→0

‖𝛭𝛮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖.  

𝑦 

𝑂 

𝑀 

𝑟(𝑡𝑀) 

𝑥 

𝑙 

𝑟′(𝑡𝑀) 

Σχήμα 3.3. Καμπύλη στο ℝ𝟐, επιβατική ακτίνα στο σημείο 𝜧, �⃗⃗�(𝒕𝑴), καθώς και το εφαπτόμενο και μοναδιαίο 

εφαπτόμενο διάνυσμα στο 𝜧, �⃗⃗�′(𝒕𝑴) και 𝒍 αντίστοιχα. 
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Αλλά,  

lim
𝑑𝑡→0

𝑥(𝑡𝛭 + 𝑑𝑡) − 𝑥(𝑡𝑀) = 𝑥′(𝑡𝛭)𝑑𝑡 

και 

lim
𝑑𝑡→0

𝑦(𝑡𝛭 + 𝑑𝑡) − 𝑦(𝑡𝑀) = 𝑦′(𝑡𝛭)𝑑𝑡 

Ισοδύναμα,  

𝑑𝑠 = ‖𝛭𝛮⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖
𝑑𝑡→0

= √(𝑥′(𝑡))
2
+ (𝑦′(𝑡))

2
𝑑𝑡 

 

3.6 Παραμετρική παράσταση ομαλής καμπύλης 𝑪 στο ℝ𝟐, με 

ανεξάρτητη μεταβλητή το μήκος αυτής, 𝒔 

Έστω ομαλή καμπύλη 𝐶  στο χώρο ℝ2  και το σημείο 𝛢  επί αυτής με συντεταγμένες 

𝛢(𝑥(𝑡0), 𝑦(𝑡0)) , το οποίο έχει επιλεχθεί σαν αρχή αυτής. Στην περίπτωση αυτή μπορούμε να 

ορίσουμε το επικαμπύλιο μήκος κάθε σημείου 𝛭(𝑥(𝑡𝛭), 𝑦(𝑡𝛭)) αυτής ως την επικαμπύλια 

απόσταση του 𝛭 από το 𝛢. Σε αυστηρή διατύπωση: 

 
𝑠(𝑡𝛭) = ∫ 𝑑𝑠

𝑡𝛭

𝑡0

= ∫ √(𝑥′(𝑡))
2
+ (𝑦′(𝑡))

2
𝑑𝑡

𝑡𝛭

𝑡0

 (3.2) 

 

Σύμφωνα με την προηγούμενη ανάλυση, κάθε σημείο 𝛭 μιας ομαλής καμπύλης έχει ένα 

μονοσήμαντα ορισμένο μήκος 𝑠, το οποίο δίνεται από τη Σχέση (3.2). Άρα, μια ομαλή καμπύλη 

μπορεί να περιγραφεί πλήρως με ανεξάρτητη μεταβλητή το 𝑠, αντί της αρχικά επιλεγείσης 

ανεξάρτητης μεταβλητής 𝑡. Στην περίπτωση αυτή, οι παραμετρικές εξισώσεις/η επιβατική 

ακτίνα της καμπύλης συμβολίζεται ως 

𝑟(𝑠) = 𝑥(𝑠)𝑖 + 𝑦(𝑠)𝑗 

όπου 𝑠 το μήκος του τυχόντος σημείου της 𝐶. 
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Επιπλέον, για το μοναδιαίο εφαπτόμενο και το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα σε κάθε σημείο 

μιας ομαλής καμπύλης, ισχύει το κάτωθι: 

 

Λήμμα 3.1. Μοναδιαίο εφαπτόμενο και μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα σε ομαλή καμπύλη στο ℝ2  

Έστω καμπύλη 𝐶 , η οποία διαγράφεται ανθωρολογιακά και έχει μοναδιαίο εφαπτόμενο 

διάνυσμα 𝑙 = 𝑙𝑥𝑖 + 𝑙𝑦𝑗 στο τυχόν σημείο 𝛭 αυτής. Τότε,  

(α) Εάν η 𝐶 εκφραστεί με παράμετρο το μήκος της 𝑠 ισχύει 

 
𝑙 =

𝑑𝑟(𝑠)

𝑑𝑠
= 𝑟′(𝑠) (3.3) 

 

(β) Το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στην καμπύλη είναι το �⃗⃗� = 𝑛𝑥𝑖 + 𝑛𝑦𝑗 το οποίο ισούται με 

�⃗⃗� = 𝑙𝑦𝑖 − 𝑙𝑥𝑗 ≡
𝑑𝑦(𝑠)

𝑑𝑠
𝑖 −
𝑑𝑥(𝑠)

𝑑𝑠
𝑗 

 

Απόδειξη:  

(α) Για κάθε παράμετρο 𝑡 μιας ομαλής καμπύλης 𝐶, έχουμε προηγουμένως θεμελιώσει ότι το 

στοιχειώδες μήκος της 𝐶 στο τυχόν σημείο της δίνεται από τη σχέση 

𝑑𝑠 = ‖𝑑𝑟(𝑡)‖ = √(𝑥′(𝑡))
2
+ (𝑦′(𝑡))

2
𝑑𝑡 

Στην ειδική περίπτωση που επιλέγουμε το μήκος της 𝐶 ως παράμετρο, προφανώς ισχύει 𝑡 =

𝑠 ⇒ 𝑑𝑡 = 𝑑𝑠, οπότε, η ανωτέρω σχέση γίνεται: 

𝑑𝑠 = ‖𝑑𝑟(𝑠)‖ = ‖𝑑𝑠‖ = √(𝑥′(𝑠))
2
+ (𝑦′(𝑠))

2
𝑑𝑠 

ή, ισοδύναμα,  
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1 = √(𝑥′(𝑠))
2
+ (𝑦′(𝑠))

2
⟺ ‖𝑟′(𝑠)‖ = 1 

Άρα 𝑙 = 𝑟′(𝑠). 

(β) Το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στην καμπύλη 𝐶 είναι εξ' ορισμού κάθετο στο μοναδιαίο 

εφαπτόμενο διάνυσμα στην καμπύλη. Επομένως, προκύπτει από το μοναδιαίο εφαπτόμενο 

διάνυσμα 𝑙 με στροφή κατά γωνία −
𝜋

2
, ώστε, με σύμβαση, στα σημεία στα οποία η καμπύλη 

στρέφει τα κοίλα προς τα μέσα, το �⃗⃗� να δείχνει προς τα έξω (προς την άλλη κατεύθυνση). Ισχύει 

[
𝑛𝑥
𝑛𝑦
] = [

𝑐𝑜𝑠 (−
휋

2
) −𝑠𝑖𝑛 (−

휋

2
)

𝑠𝑖𝑛 (−
휋

2
) 𝑐𝑜𝑠 (−

휋

2
)
] [
𝑙𝑥
𝑙𝑦
] ⟺ 

 

{
𝑛𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 (−

휋

2
) 𝑙𝑥 − 𝑠𝑖𝑛 (−

휋

2
) 𝑙𝑦

𝑛𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 (−
휋

2
) 𝑙𝑥 + 𝑐𝑜𝑠 (−

휋

2
) 𝑙𝑦

⟺{
𝑛𝑥 = 𝑙𝑦
𝑛𝑦 = −𝑙𝑥

 (3.4) 

 

Μπορεί όντως να επιβεβαιωθεί ότι τα διανύσματα 𝑙 και �⃗⃗� είναι κάθετα μεταξύ τους μετά από 

υπολογισμό του εσωτερικού τους γινομένου. 

■ 

 

Όλα τα ανωτέρω θα καταδειχθούν με κάποια παραδείγματα. 

 

Ένα πρώτο, αλλά θεμελιωδέστατο παράδειγμα: Ο κύκλος 

Στον κύκλο κέντρου (𝑥0, 𝑦0) και ακτίνας 𝛼 ισχύει ότι  

𝑟(𝑡) = (𝑥0 + 𝛼 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝑡))𝑖 + (𝑦0 + 𝛼 ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝑡))𝑗, 𝑡 ∈ [0,2휋) 

Άρα  

𝑟′(𝑡) = −𝛼 ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝑡)𝑖 + 𝛼 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝑡)𝑗 



 

42 

Το μέτρο του εφαπτόμενου διανύσματος 𝑟′(𝑡) είναι  

|𝑟′(𝑡)| = √𝛼2 ⋅ 𝑠𝑖𝑛2(𝑡) + 𝛼2 ⋅ 𝑐𝑜𝑠2(𝑡) = 𝛼, ∀𝑡 

Το μήκος του κύκλου ορίζεται, προφανώς ως  

𝑠(𝑡) = ∫ √(𝑥′(𝜏))
2
+ (𝑦′(𝜏))

2
𝑑𝜏

𝑡

0

= 𝛼 ⋅ 𝑡 

δηλαδή ο τύπος που είχε βρει ο μέγιστος Αρχιμήδης τον 3ο αιώνα προ Χριστού. 

Εάν επιλέξουμε 𝑡 = 𝑠, τότε 

𝑟(𝑠) = (𝑥0 + 𝛼 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 (
𝑠

𝛼
)) 𝑖 + (𝑦0 + 𝛼 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 (

𝑠

𝛼
)) 𝑗 ⇒ 

 𝑟′(𝑠) = −𝑠𝑖𝑛 (
𝑠

𝛼
) 𝑖 + 𝑐𝑜𝑠 (

𝑠

𝛼
) 𝑗 (3.5) 

 

Επομένως, θα ισχύει |𝑟′(𝑠)| = 1 , σε πλήρη συμφωνία με το Λήμμα 3.1(α). 

Αν το διάνυσμα 𝑙 είναι το μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα σε ένα οποιοδήποτε σημείο του 

κύκλου, τότε, σύμφωνα με τα ανωτέρω ισχύει  

𝑙 ≡ 𝑟′(𝑠) 

με 𝑙 = 𝑙𝑥𝑖 + 𝑙𝑦𝑗  

και  

𝑟′(𝑠) = 𝑥′(𝑠)𝑖 + 𝑦′(𝑠)𝑗 

Άρα, 

 𝑙𝑥 = 𝑥′(𝑠) και 𝑙𝑦 = 𝑦′(𝑠) (3.6) 
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Εναλλακτικά, θα χρησιμοποιούμε για το μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα το συμβολισμό �⃗⃗�(𝑠) 

με  

 �⃗⃗�(𝑠) ≜ 𝑙(𝑠) ≡ 𝑟′(𝑠) (3.7) 

 

Σύμφωνα με το Λήμμα 3.1(β) και επειδή ο κύκλος διαγράφεται ανθωρολογιακά, δεδομένου ότι 

το 𝑡 ∈ [0,2휋), προκύπτει ότι το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα, �⃗⃗� = 𝑛𝑥𝑖 + 𝑛𝑦𝑗, στον κύκλο είναι 

το 

�⃗⃗� = 𝑙𝑦𝑖 − 𝑙𝑥𝑗 ≡
𝑑𝑦(𝑠)

𝑑𝑠
𝑖 −
𝑑𝑥(𝑠)

𝑑𝑠
𝑗 ⇒ 

 �⃗⃗� = 𝑐𝑜𝑠 (
𝑠

𝛼
) 𝑖 + 𝑠𝑖𝑛 (

𝑠

𝛼
) 𝑗 (3.8) 

 

 

 

 

𝑦 

𝑂 

𝑀 

𝑥 

𝑙 

�⃗⃗� 

(𝑥0, 𝑦0) 

𝛼 

Σχήμα 3.4. Κύκλος κέντρου (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) και ακτίνας 𝜶, σε τυχόν σημείο 𝜧 του οποίου σημειώνονται το μοναδιαίο 

εφαπτόμενο και το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα, 𝒍 και �⃗⃗⃗� αντίστοιχα. To �⃗⃗⃗� βρίσκεται κατά μήκος της ακτίνας. 
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Θα εξετάσουμε στη συνέχεια τη δεύτερη παράγωγο της διανυσματικής ακτίνας 𝑟(𝑠) του 

κύκλου. Όντως,  

 
𝑟′′(𝑠) = −

1

𝛼
𝑐𝑜𝑠 (

𝑠

𝛼
) 𝑖 −

1

𝛼
𝑠𝑖𝑛 (

𝑠

𝛼
) 𝑗 (3.9) 

 

⟺ 𝑟′′(𝑠) = −
1

𝛼2
[𝛼 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 (

𝑠

𝛼
) 𝑖 + 𝛼 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 (

𝑠

𝛼
) 𝑗 + 𝑥0𝑖 + 𝑦0𝑗 − 𝑥0𝑖 − 𝑦0𝑗] 

⟺ 𝑟′′(𝑠) = −
1

𝛼2
[(𝛼 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 (

𝑠

𝛼
) 𝑖 + 𝛼 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 (

𝑠

𝛼
) 𝑗 + 𝑥0𝑖 + 𝑦0𝑗) − (𝑥0𝑖 + 𝑦0𝑗)] 

Άρα, τελικά, λαμβάνουμε 

 
𝑥0𝑖 + 𝑦0𝑗 = 𝑟(𝑠) + 𝛼

2𝑟′′(𝑠) = 𝑟(𝑠) +
𝑟′′(𝑠)

‖𝑟′′(𝑠)‖2
 (3.10) 

 

όπου, στο τελευταίο βήμα χρησιμοποιήσαμε τη Σχέση (3.9), η οποία, προφανώς, γεννά άμεσα 

τη σχέση ‖𝑟′′(𝑠)‖ =
1

𝛼
. 

 

3.7 Η περίπτωση τυχούσας καμπύλης: Ο εγγύτατος κύκλος σε τυχόν 

σημείο αυτής 

Έστω διδιάστατη καμπύλη εκπεφρασμένη με ανεξάρτητη μεταβλητή 𝑡 ως εξής: 

𝑟(𝑡) = 𝑥(𝑡)휄⃗ + 𝑦(𝑡)𝑗, 𝑡 ∈ ℝ 

Η ίδια καμπύλη εκπεφρασμένη με παράμετρο το μήκος της, 𝑠, περιγράφεται από τη σχέση  

𝑟(𝑠) = 𝑥(𝑠)휄⃗ + 𝑦(𝑠)𝑗 

Διευκρινίζεται ότι οι συναρτησιακές μορφές 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠) είναι εν γένει διαφορετικές από τις 

𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), όπως και το πεδίο ορισμού τους, που είναι εν γένει διαφορετικό. Το πεδίο τιμών, 
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όμως, των 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), αφ’ ενός και 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠) αφ’ ετέρου είναι ακριβώς το ίδιο, ώστε και οι δύο 

παραστάσεις σε ζεύγη να συνιστούν την καμπύλη 𝐶. 

Σημαντική σημείωση: Σύμφωνα με το Λήμμα 3.1(α), το μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα �⃗⃗�(𝑠) 

στη 𝐶 είναι  

�⃗⃗�(𝑠) = 𝑟′(𝑠) = 𝑥′(𝑠)휄⃗ + 𝑦′(𝑠)𝑗, ∀𝑠 

Όπως προαναφέρθηκε, θα χρησιμοποιούμε αδιακρίτως τόσο το συμβολισμό �⃗⃗�(𝑠), όσο και το 

𝑙(𝑠) για το μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα της καμπύλης 𝐶 στο σημείο (𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠)). 

 

Έστω ότι η 𝑟(𝑠) είναι δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιμη, οπότε και ορίζουμε το σημείο 𝛰  με 

διανυσματική ακτίνα 𝑟𝛰𝜅 (𝑠) ≡ 𝑥(𝑠)휄⃗ + 𝑦(𝑠)𝑗 +
𝑥′′(𝑠)⃗+𝑦′′(𝑠)𝑗

‖𝑟′′(𝑠)‖2
. 

Θεωρούμε τον κύκλο (𝛫)  με κέντρο 𝛰  και ακτίνα 
1

‖𝑟′′(𝑠)‖
. Προφανώς, το σημείο 𝛢  με 

διανυσματική ακτίνα 𝑟(𝑠) = 𝑥(𝑠)휄⃗ + 𝑦(𝑠)𝑗 εκ κατασκευής ανήκει σε αυτόν τον κύκλο, αφού 

‖𝑟(𝑠) − 𝑟𝛰𝜅 (𝑠)‖ = ‖𝑥(𝑠)휄⃗ + 𝑦(𝑠)𝑗 − (𝑥(𝑠)휄⃗ + 𝑦(𝑠)𝑗 +
𝑥′′(𝑠)휄⃗ + 𝑦′′(𝑠)𝑗

‖𝑟′′(𝑠)‖2
)‖

= ‖−
𝑥′′(𝑠)휄⃗ + 𝑦′′(𝑠)𝑗

‖𝑟′′(𝑠)‖2
‖ =

‖𝑥′′(𝑠)휄⃗ + 𝑦′′(𝑠)𝑗‖

‖𝑟′′(𝑠)‖2
=

1

‖𝑟′′(𝑠)‖
 

Επομένως, το σημείο 𝛢  με συντεταγμένες (𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠))  ανήκει στον κύκλο κέντρου 𝛰  και 

ακτίνας 
1

‖𝑟′′(𝑠)‖
. 

Επιπλέον, τόσο ο κύκλος (𝛫), όσο και η καμπύλη 𝑟(𝑠) έχουν κοινό μοναδιαίο εφαπτόμενο 

διάνυσμα στο σημείο 𝛢(𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠)).  

Πράγματι, 

𝛰 𝛢⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = −
𝑥′′(𝑠)휄⃗ + 𝑦′′(𝑠)𝑗

‖𝑟′′(𝑠)‖2
 

και 𝛰 𝛢⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∙ �⃗⃗�(𝑠) = (−
𝑥′′(𝑠)⃗+𝑦′′(𝑠)𝑗

‖𝑟′′(𝑠)‖2
) ∙ (𝑥′(𝑠)휄⃗ + 𝑦′(𝑠)𝑗) = −

𝑥′′(𝑠)𝑥′(𝑠)+𝑦′′(𝑠)𝑦′(𝑠)

‖𝑟′′(𝑠)‖2
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Αλλά το �⃗⃗�(𝑠) είναι μοναδιαίο για κάθε 𝑠. Άρα, πάνω στην καμπύλη, ταυτοτικά ισχύει 

𝑥′
2(𝑠) + 𝑦′

2(𝑠) = 1 

και, συνεπώς, παραγωγίζοντας ως προς 𝑠, τελικά λαμβάνουμε ταυτοτικά επί της καμπύλης  

2𝑥′(𝑠)𝑥′′(𝑠) + 2𝑦′(𝑠)𝑦′′(𝑠) = 0, άρα  

 𝑥′(𝑠)𝑥′′(𝑠) + 𝑦′(𝑠)𝑦′′(𝑠) = 0 (3.11) 

 

Επομένως, από την ανωτέρω σχέση προκύπτει 𝛰 𝛢⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∙ �⃗⃗�(𝑠) = 0 ταυτοτικά πάνω στην καμπύλη. 

Η τελευταία σχέση αποδεικνύει ότι το �⃗⃗�(𝑠) είναι κάθετο στο διάνυσμα της ακτίνας του κύκλου, 

𝛰 𝛢⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  και άρα, είναι εφαπτόμενο στον κύκλο (𝛫) στο σημείο 𝐴. 

 

Στη συνέχεια, θα αποδείξουμε ότι και το σημείο 𝛣 της καμπύλης με διανυσματική ακτίνα  

𝑟(𝑠 + 𝑑𝑠) = 𝑥(𝑠 + 𝑑𝑠)휄⃗ + 𝑦(𝑠 + 𝑑𝑠)𝑗 ανήκει στον ίδιο κύκλο. 

Όντως, εάν 𝛰(0,0) είναι η αρχή των αξόνων, θεωρούμε το διάνυσμα  

𝛰 𝛣⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝛰𝛣⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ − 𝛰𝛰⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑟(𝑠 + 𝑑𝑠) − (𝑟(𝑠) +
𝑟′′(𝑠)

‖𝑟′′(𝑠)‖2
) 

Αναπτύσσοντας σε σειρά Taylor το 𝑟(𝑠 + 𝑑𝑠) και, κρατώντας μόνο τους δύο πρώτους όρους, η 

ανωτέρω σχέση γίνεται 

 
𝛰 𝛣⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑟(𝑠) + 𝑟′(𝑠)𝑑𝑠 − (𝑟(𝑠) +

𝑟′′(𝑠)

‖𝑟′′(𝑠)‖2
) = 𝑟′(𝑠)𝑑𝑠 −

𝑟′′(𝑠)

‖𝑟′′(𝑠)‖2
 (3.12) 

 

Ισχύει, όμως, ότι 
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‖𝛰 𝛣⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖
2
= 𝛰 𝛣⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝛰 𝛣⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑟′(𝑠)𝑑𝑠 −

𝑟′′(𝑠)

‖𝑟′′(𝑠)‖2
) ∙ (𝑟′(𝑠)𝑑𝑠 −

𝑟′′(𝑠)

‖𝑟′′(𝑠)‖2
)

= 𝑟′
2
(𝑠)(𝑑𝑠)2 − 2𝑟′(𝑠)

𝑟′′(𝑠)

‖𝑟′′(𝑠)‖2
𝑑𝑠 +

𝑟′′
2
(𝑠)

‖𝑟′′(𝑠)‖4
 

Επειδή 𝑟′(𝑠) ∙ 𝑟′′(𝑠) = 0, (Σχέση (3.11)) και θεωρώντας το διαφορικό (𝑑𝑠)2 αμελητέο 

μπροστά στον όρο 
𝑟′′
2
(𝑠)

‖𝑟′′(𝑠)‖4
≡
‖𝑟′′

2
(𝑠)‖

‖𝑟′′(𝑠)‖4
=

1

‖𝑟′′(𝑠)‖2
, λαμβάνουμε  

‖𝛰 𝛣⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ =
1

‖𝑟′′(𝑠)‖
 

Από τη σχέση αυτή προκύπτει ότι το σημείο 𝛣 ανήκει στον κύκλο (𝛫), καθώς απέχει από το 

σημείο 𝛰  απόσταση ίση με την ακτίνα του κύκλου (𝛫).  

Ακολούθως, θα αποδείξουμε ότι η εφαπτομένη της καμπύλης στο σημείο 𝛣(𝑥(𝑠 + 𝑑𝑠), 𝑦(𝑠 +

𝑑𝑠)) και η εφαπτομένη του κύκλου (𝛫) στο σημείο 𝛣 ταυτίζονται. 

Αρκεί να δείξουμε ότι το εφαπτόμενο διάνυσμα στην καμπύλη 𝑟′(𝑠 + 𝑑𝑠) και το διάνυσμα 𝛰 𝛣⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

είναι κάθετα μεταξύ τους. 

Αυτό μπορεί να αποδειχθεί υπολογίζοντας το εσωτερικό γινόμενο των δύο διανυσμάτων, 

𝑟′(𝑠 + 𝑑𝑠) ∙ 𝛰 𝛣⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 

Χρησιμοποιούμε εκ νέου το ανάπτυγμα σε σειρά Taylor του 𝑟′(𝑠 + 𝑑𝑠) και διατηρούμε μόνο 

τους δύο πρώτους όρους, ενώ αντικαθιστούμε το διάνυσμα 𝛰 𝛣⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ με την ισοδύναμη έκφρασή 

του, η οποία υπολογίστηκε στην (3.12). Η ισοδύναμη έκφραση την οποία λαμβάνουμε είναι: 

(𝑟′(𝑠) + 𝑟′′(𝑠)𝑑𝑠) ∙ (𝑟′(𝑠)𝑑𝑠 −
𝑟′′(𝑠)

‖𝑟′′(𝑠)‖2
)

= (𝑟′(𝑠))
2
𝑑𝑠 − 𝑟′(𝑠)

𝑟′′(𝑠)

‖𝑟′′(𝑠)‖2
+ 𝑟′′(𝑠) ∙ 𝑟′(𝑠)(𝑑𝑠)2 −

(𝑟′′(𝑠))
2

‖𝑟′′(𝑠)‖2
𝑑𝑠 

Για την ανωτέρω σχέση ισχύει (𝑟′(𝑠))
2
= ‖𝑟′(𝑠)‖2 = 1 και 𝑟′′(𝑠) ∙ 𝑟′(𝑠) = 0. 

Επομένως, η σχέση του εσωτερικού γινομένου γίνεται 

𝑟′(𝑠 + 𝑑𝑠) ∙ 𝛰 𝛣⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑑𝑠 − 𝑑𝑠 = 0 
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Από την ανωτέρω σχέση αποδεικνύεται ότι το διάνυσμα 𝛰 𝛣⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ είναι κάθετο στο εφαπτόμενο 

διάνυσμα της καμπύλης και του κύκλου (𝛫) στο σημείο 𝛣(𝑥(𝑠 + 𝑑𝑠), 𝑦(𝑠 + 𝑑𝑠)). Επομένως, 

απεδείχθη πως και το σημείο 𝛣(𝑥(𝑠 + 𝑑𝑠), 𝑦(𝑠 + 𝑑𝑠)) ανήκει στην καμπύλη. 

Προφανώς, κάθε μετακίνηση του κέντρου 𝛰  του κύκλου (𝛫) έχει ως αποτέλεσμα το να μην 

διέρχεται ο παραγόμενος κύκλος από τα σημεία 𝐴 και 𝛣 ταυτόχρονα ή/και η 𝐶 και ο (𝛫) να μην 

έχουν κοινό μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα στα σημεία αυτά. Άρα, ο συγκεκριμένος κύκλος 

(𝛫) με κέντρο 𝛰 (𝑥(𝑠) +
𝑥′′(𝑠)

‖𝑟′′(𝑠)‖2
, 𝑦(𝑠) +

𝑦′′(𝑠)

‖𝑟′′(𝑠)‖2
) είναι ο μοναδικός που διέρχεται από τα 

σημεία 𝐴(𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠))  και 𝛣(𝑥(𝑠 + 𝑑𝑠), 𝑦(𝑠 + 𝑑𝑠))  και ταυτίζεται πλήρως τοπικά με την 

καμπύλη στο τυχόν σημείο 𝐴  αυτής. Για το λόγο αυτό, αυτός ο κύκλος (𝛫)  ονομάζεται 

εγγύτατος κύκλος της καμπύλης 𝐶  στο τυχόν σημείο της (𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠)).  Παραδείγματα 

εγγύτατων κύκλων σε διάφορα σημεία κατά μήκος μίας τυχούσας καμπύλης δίνονται στο 

ακόλουθο Σχήμα 3.5. 

 

 

 

 

𝑦 

𝑂 𝑥 

Σχήμα 3.5. Τυχούσα καμπύλη σε χαρακτηριστικά σημεία της οποίας σημειώνονται τα εφαπτόμενα διανύσματα 

και οι εγγύτατοι κύκλοι αυτής. 
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Ορισμός 3.1. Ορίζουμε, εύλογα, την καμπυλότητα της καμπύλης στο σημείο αυτής 𝐴(𝑟(𝑠)) ως 

την καμπυλότητα του εγγύτατου κύκλου (𝛫), η οποία ισούται με την ακτίνα του εγγύτατου 

κύκλου (𝛫).  

□ 

 

3.8 Η καμπυλότητα τυχούσας καμπύλης εκπεφρασμένης συναρτήσει 

οποιασδήποτε ανεξάρτητης μεταβλητής 𝒕 

Η προηγούμενη ανάλυση οδήγησε με φυσικό τρόπο στον ορισμό της καμπυλότητας στην 

περίπτωση που η ανεξάρτητη μεταβλητή της επιβατικής ακτίνας της καμπύλης είναι το μήκος 

αυτής 𝑠. Στο σημείο αυτό θα δώσουμε τον τύπο της καμπυλότητας μιας 𝐶2 καμπύλης, όταν η 

επιβατική ακτίνα αυτής εκφράζεται ως συνάρτηση μιας τυχούσας ανεξάρτητης μεταβλητής 𝑡 

που λαμβάνει τιμές σε ένα διάστημα 𝐼 ⊂ ℝ, δηλαδή όταν η διανυσματική ακτίνα της καμπύλης 

είναι της μορφής 𝑟(𝑡). Όντως ισχύει το κάτωθι: 

Λήμμα 3.2. Έστω τυχούσα καμπύλη 𝐶 του ℝ2 με διανυσματική συνάρτηση 𝑟(𝑡) ορισμένη σε 

ένα διάστημα ή σε μία ένωση διαστημάτων 𝐼 ⊂ ℝ. Ας υποθέσουμε επιπλέον ότι η 𝑟(𝑡) είναι 

δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιμη συνάρτηση του 𝑡, 𝑡 ∈ 𝐼. Τότε η καμπυλότητα 𝛫(𝑡) στο τυχόν 

σημείο 𝑟(𝑡) της 𝐶 δίνεται από τον τύπο: 

𝛫(𝑡) =
|[−𝑦′(𝑡)휄⃗ + 𝑥′(𝑡)𝑗] ⋅ 𝑟′′(𝑡)|

‖𝑟′(𝑡)‖3
 

 

Απόδειξη:  

Ισχύει: 

 

𝑟′(𝑠) ≡
𝑑𝑟(𝑠)

𝑑𝑠
≡
𝑑𝑟(𝑡)

𝑑𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑠
≡

𝑑𝑟(𝑡)
𝑑𝑡
𝑑𝑠
𝑑𝑡

≡

𝑑𝑟(𝑡)
𝑑𝑡

‖
𝑑𝑟(𝑡)
𝑑𝑡 ‖

 (3.13) 
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Παραγωγίζοντας μία φορά ακόμη λαμβάνουμε 

𝑟′′(𝑠) ≡
𝑑

𝑑𝑠

𝑑𝑟(𝑠)

𝑑𝑠
=
𝑑

𝑑𝑠

𝑑𝑟(𝑡)
𝑑𝑡

‖
𝑑𝑟(𝑡)
𝑑𝑡

‖

=
𝑑

𝑑𝑡

𝑑𝑟(𝑡)
𝑑𝑡

‖
𝑑𝑟(𝑡)
𝑑𝑡

‖

𝑑𝑡

𝑑𝑠
 

Αλλά 

 
𝑑

𝑑𝑡

𝑑𝑟(𝑡)
𝑑𝑡

‖
𝑑𝑟(𝑡)
𝑑𝑡 ‖

=

𝑑
𝑑𝑡
𝑑𝑟(𝑡)
𝑑𝑡 ‖

𝑑𝑟(𝑡)
𝑑𝑡 ‖

−
𝑑𝑟(𝑡)
𝑑𝑡

𝑑
𝑑𝑡 ‖

𝑑𝑟(𝑡)
𝑑𝑡 ‖

‖
𝑑𝑟(𝑡)
𝑑𝑡

‖
2  (3.14) 

 

Και επειδή 𝑟′(𝑡) =
𝑑𝑟(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑥′(𝑡)휄⃗ + 𝑦′(𝑡)𝑗  ενώ ‖𝑟′(𝑡)‖ = ‖

𝑑𝑟(𝑡)

𝑑𝑡
‖ = √(𝑥′(𝑡))

2
+ (𝑦′(𝑡))

2
 

λαμβάνουμε  

𝑑

𝑑𝑡
‖
𝑑𝑟(𝑡)

𝑑𝑡
‖ =

𝑑

𝑑𝑡
√(𝑥′(𝑡))

2
+ (𝑦′(𝑡))

2
=
𝑥′(𝑡)𝑥′′(𝑡) + 𝑦′(𝑡)𝑦′′(𝑡)

√(𝑥′(𝑡))
2
+ (𝑦′(𝑡))

2
 

και ‖
𝑑𝑟(𝑡)

𝑑𝑡
‖
2

= (𝑥′(𝑡))
2
+ (𝑦′(𝑡))

2
 

Συνεπώς, η ανωτέρω Σχέση (3.14) γράφεται ως 

𝑑

𝑑𝑡

𝑑𝑟(𝑡)
𝑑𝑡

‖
𝑑𝑟(𝑡)
𝑑𝑡 ‖

=
𝑟′′(𝑡)‖𝑟′(𝑡)‖ − 𝑟′(𝑡)

𝑑
𝑑𝑡
‖𝑟′(𝑡)‖

‖𝑟′(𝑡)‖2
=
𝑟′′(𝑡)‖𝑟′(𝑡)‖ − 𝑟′(𝑡)

𝑥′(𝑡)𝑥′′(𝑡) + 𝑦′(𝑡)𝑦′′(𝑡)
‖𝑟′(𝑡)‖

‖𝑟′(𝑡)‖2

=
𝑟′′(𝑡)‖𝑟′(𝑡)‖2 − 𝑟′(𝑡)(𝑥′(𝑡)𝑥′′(𝑡) + 𝑦′(𝑡)𝑦′′(𝑡))

‖𝑟′(𝑡)‖3
 

Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις για τα 𝑟′(𝑡) και 𝑟′′(𝑡) προκύπτει 



 

51 

𝑑

𝑑𝑡

𝑑𝑟(𝑡)
𝑑𝑡

‖
𝑑𝑟(𝑡)
𝑑𝑡

‖

=
[𝑥′′(𝑡)휄⃗ + 𝑦′′(𝑡)𝑗] [(𝑥′(𝑡))

2
+ (𝑦′(𝑡))

2
] − [𝑥′(𝑡)휄⃗ + 𝑦′(𝑡)𝑗][𝑥′(𝑡)𝑥′′(𝑡) + 𝑦′(𝑡)𝑦′′(𝑡)]

‖𝑟′(𝑡)‖3
 

Ο αριθμητής της σχέσης αυτής γράφεται ως εξής: 

[𝑥′′(𝑡)휄⃗ + 𝑦′′(𝑡)𝑗] [(𝑥′(𝑡))
2
+ (𝑦′(𝑡))

2
] − [𝑥′(𝑡)휄⃗ + 𝑦′(𝑡)𝑗][𝑥′(𝑡)𝑥′′(𝑡) + 𝑦′(𝑡)𝑦′′(𝑡)]

= (𝑥′(𝑡))
2
𝑥′′(𝑡)휄⃗ + (𝑦′(𝑡))

2
𝑥′′(𝑡)휄⃗ + (𝑥′(𝑡))

2
𝑦′′(𝑡)𝑗 + (𝑦′(𝑡))

2
𝑦′′(𝑡)𝑗

− (𝑥′(𝑡))
2
𝑥′′(𝑡)휄⃗ − 𝑥′(𝑡)𝑦′(𝑡)𝑦′′(𝑡)휄⃗ − 𝑥′(𝑡)𝑥′′(𝑡)𝑦′(𝑡)𝑗 − (𝑦′(𝑡))

2
𝑦′′(𝑡)𝑗

= [(𝑦′(𝑡))
2
𝑥′′(𝑡) − 𝑥′(𝑡)𝑦′(𝑡)𝑦′′(𝑡)] 휄⃗ + [(𝑥′(𝑡))

2
𝑦′′(𝑡) − 𝑥′(𝑡)𝑥′′(𝑡)𝑦′(𝑡)] 𝑗

= 𝑦′(𝑡)[𝑦′(𝑡)𝑥′′(𝑡) − 𝑥′(𝑡)𝑦′′(𝑡)]휄⃗ + 𝑥′(𝑡)[𝑥′(𝑡)𝑦′′(𝑡) − 𝑥′′(𝑡)𝑦′(𝑡)]𝑗

= [𝑦′(𝑡)𝑥′′(𝑡) − 𝑥′(𝑡)𝑦′′(𝑡)][𝑦′(𝑡)휄⃗ − 𝑥′(𝑡)𝑗] 

Αλλά  

[𝑦′(𝑡)𝑥′′(𝑡) − 𝑥′(𝑡)𝑦′′(𝑡)] = −[−𝑦′(𝑡)휄⃗ + 𝑥′(𝑡)𝑗] ⋅ [𝑥′′(𝑡)휄⃗ + 𝑦′′(𝑡)𝑗] 

Επομένως, η έκφραση για τον αριθμητή είναι 

{[−𝑦′(𝑡)휄⃗ + 𝑥′(𝑡)𝑗] ⋅ [𝑥′′(𝑡)휄⃗ + 𝑦′′(𝑡)𝑗]}[−𝑦′(𝑡)휄⃗ + 𝑥′(𝑡)𝑗] 

και η έκφραση για το 𝑟′′(𝑠) λόγω της Σχέσης (3.14) είναι 

𝑟′′(𝑠) =
{[−𝑦′(𝑡)휄⃗ + 𝑥′(𝑡)𝑗] ⋅ [𝑥′′(𝑡)휄⃗ + 𝑦′′(𝑡)𝑗]}[−𝑦′(𝑡)휄⃗ + 𝑥′(𝑡)𝑗]

‖𝑟′(𝑡)‖3
𝑑𝑡

𝑑𝑠
 

Λόγω του ότι 𝑑𝑠 = ‖𝑟′(𝑡)‖𝑑𝑡 = ‖
𝑑𝑟(𝑡)

𝑑𝑡
‖𝑑𝑡 ⇔

𝑑𝑡

𝑑𝑠
=

1

‖
𝑑�⃗⃗⃗�(𝑡)

𝑑𝑡
‖

 ισχύει 

 
𝑟′′(𝑠) =

{[−𝑦′(𝑡)휄⃗ + 𝑥′(𝑡)𝑗] ⋅ [𝑥′′(𝑡)휄⃗ + 𝑦′′(𝑡)𝑗]}[−𝑦′(𝑡)휄⃗ + 𝑥′(𝑡)𝑗]

‖𝑟′(𝑡)‖3
1

‖
𝑑𝑟(𝑡)
𝑑𝑡 ‖

 (3.15) 

 

Επειδή μας ενδιαφέρει η βαθμωτή καμπυλότητα, λαμβάνουμε τα μέτρα και στα δύο μέλη της 

Σχέσης (3.15) 
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‖𝑟′′(𝑠)‖ =
|[−𝑦′(𝑡)휄⃗ + 𝑥′(𝑡)𝑗] ⋅ [𝑥′′(𝑡)휄⃗ + 𝑦′′(𝑡)𝑗]| ⋅ ‖−𝑦′(𝑡)휄⃗ + 𝑥′(𝑡)𝑗‖

‖𝑟′(𝑡)‖3
1

‖
𝑑𝑟(𝑡)
𝑑𝑡

‖

 

‖𝑟′′(𝑠)‖ =
|[−𝑦′(𝑡)휄⃗ + 𝑥′(𝑡)𝑗] ⋅ [𝑥′′(𝑡)휄⃗ + 𝑦′′(𝑡)𝑗]| ⋅ ‖𝑟′(𝑡)‖

‖𝑟′(𝑡)‖3
1

‖𝑟′(𝑡)‖
 

‖𝑟′′(𝑠)‖ =
|[−𝑦′(𝑡)휄⃗ + 𝑥′(𝑡)𝑗] ⋅ 𝑟′′(𝑡)|

‖𝑟′(𝑡)‖3
 

■ 

 

Στο Σχήμα 3.6 παρουσιάζεται η σπείρα του Fermat, η οποία αποτελείται από δύο κλάδους με 

γενικές παραμετρικές εξισώσεις: 

𝑥(𝑡) = ±𝛼 ⋅ √𝑡 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝑡)  και  𝑦(𝑡) = ±𝛼 ⋅ √𝑡 ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝑡) 

Στη συγκεκριμένη περίπτωση ισχύει ότι 𝛼 = 5 και 𝑡 ∈ [0,6휋].  

Στο Σχήμα 3.6, τα σημεία με καρτεσιανές συντεταγμένες (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = (𝛼 ⋅ √𝑡 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝑡), 𝛼 ⋅ √𝑡 ⋅

𝑠𝑖𝑛(𝑡))  απεικονίζονται με μπλε χρώμα, ενώ τα σημεία με συντεταγμένες (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) =

(−𝛼 ⋅ √𝑡 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝑡), −𝛼 ⋅ √𝑡 ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝑡)) απεικονίζονται με μπλε χρώμα. 

Στο Σχήμα 3.7 παρουσιάζονται οι καμπυλότητες της ανωτέρω σπείρας του Fermat για καθέναν 

από τους δύο κλάδους της ξεχωριστά. Συγκεκριμένα, στο Σχήμα 3.7(α) απεικονίζεται η 

καμπυλότητα η οποία αντιστοιχεί στα σημεία με συντεταγμένες (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = (𝛼 ⋅ √𝑡 ⋅

𝑐𝑜𝑠(𝑡), 𝛼 ⋅ √𝑡 ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝑡)) και στο Σχήμα 3.7(β) απεικονίζεται η καμπυλότητα των σημείων με 

συντεταγμένες (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = (−𝛼 ⋅ √𝑡 ⋅ 𝑐𝑜𝑠(𝑡), −𝛼 ⋅ √𝑡 ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝑡)). Όπως παρατηρούμε από το 

συγκεκριμένο σχήμα, οι δύο απεικονίσεις της καμπυλότητας ταυτίζονται, γεγονός το οποίο 

οφείλεται στο ότι οι δύο κλάδοι της σπείρας είναι συμμετρικοί ως προς την αρχή των αξόνων.  
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Σχήμα 3.6. Σπείρα του Fermat, στην οποία ο κλάδος που αντιστοιχεί στις καρτεσιανές συντεταγμένες 

(𝒙(𝒕), 𝒚(𝒕)) = (𝜶 ⋅ √𝒕 ⋅ 𝒄𝒐𝒔(𝒕), 𝜶 ⋅ √𝒕 ⋅ 𝒔𝒊𝒏(𝒕)) απεικονίζεται με μπλε χρώμα, ενώ ο κλάδος που αντιστοιχεί στις 

συντεταγμένες (𝒙(𝒕), 𝒚(𝒕)) = (−𝜶 ⋅ √𝒕 ⋅ 𝒄𝒐𝒔(𝒕),− 𝜶 ⋅ √𝒕 ⋅ 𝒔𝒊𝒏(𝒕)) απεικονίζεται με κόκκινο χρώμα. 
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(α) 

 

(β) 

Σχήμα 3.7. Γραφική αναπαράσταση της καμπυλότητας των κλάδων της σπείρας του Fermat του Σχήματος 3.6.  

(α) Απεικόνιση της καμπυλότητας του μπλε κλάδου της σπείρας. 

(β) Απεικόνιση της καμπυλότητας του κόκκινου κλάδου της σπείρας. 
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3.9 Κάθετο διάνυσμα και η καμπυλότητα σε καμπύλη που δίδεται σε 

πεπλεγμένη εξίσωση της μορφής 𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝒄 

Πρόταση 3.1. Έστω η καμπύλη 𝐶 που δίδεται σε εξίσωση της μορφής 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑐, όπου (𝑥, 𝑦) 

ανήκουν στο 𝐷 υποσύνολο του ℝ2 και 𝑐 οποιοσδήποτε σταθερός, πραγματικός αριθμός. Η 

εξίσωση αυτή συχνά λέγεται πεπλεγμένη παράσταση της 𝐶. Έστω, επίσης, ότι η 𝑓(𝑥, 𝑦) είναι 

συνεχώς παραγωγίσιμη σε ένα ανοικτό υπερσύνολο του 𝐷. Τότε, το διάνυσμα  

�⃗⃗�𝑓 ≡
𝜕𝑓

𝜕𝑥
휄⃗ +
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑗 

είναι κάθετο στην καμπύλη στο τυχόν σημείο (𝑥, 𝑦) αυτής. 

 

Απόδειξη:  

Θεωρούμε μία οποιαδήποτε παραμετρική παράσταση της καμπύλης 𝐶, της μορφής 

𝑟(𝑡) = 𝑥(𝑡)휄⃗ + 𝑦(𝑡)𝑗, 𝑡 ∈ 𝐼, 𝐼 ⊂ ℝ 

Προφανώς, η 𝑟(𝑡) είναι μία απεικόνιση από το διάστημα ή την ένωση διαστημάτων 𝐼 ⊂ ℝ, στο 

σημειοσύνολο 𝐶 του ℝ2, το οποίο συνιστά τη συγκεκριμένη καμπύλη. 

Επομένως, ισχύει ότι  

 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ≡ 𝑐, ∀𝑡 ∈ 𝐼 (3.16) 

 

αφού για κάθε 𝑡 ∈ 𝐼  μεταβαίνουμε σε ένα σημείο της καμπύλης, συγκεκριμένα στο 

(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), για το οποίο εξ' ορισμού ισχύει η σχέση 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑐. Σε ισοδύναμη διατύπωση, η 

σχέση 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑐 είναι μία εξίσωση στο ℝ2, η λύση της οποίας δίνει την καμπύλη 𝐶, ενώ η 

σχέση 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ≡ 𝑐 είναι μία ταυτότητα επί του 𝐼 ⊂ ℝ, δεδομένου ότι εξ' υποθέσεως, τα 

(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) είναι οι λύσεις της 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑐, η οποία ισχύει για κάθε 𝑡 ∈ 𝐼. Επιπλέον, λόγω της 
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συνεχούς παραγωγισιμότητας της 𝑓(𝑥, 𝑦), η 𝐶 είναι ομαλή καμπύλη, άρα ορίζεται καλώς το 

διάνυσμα 𝑟′(𝑡), ∀𝑡 ∈ 𝐼. 

Επομένως, η Σχέση (3.16) μπορεί να παραγωγιστεί στο διάστημα 𝛪, οπότε λαμβάνουμε: 

𝑑𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))

𝑑𝑡
≡ 0 

Αλλά, με εφαρμογή του κανόνα αλληλουχίας,  

𝑑𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))

𝑑𝑡
=
𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

όπου, βεβαίως, οι μερικές παράγωγοι 
𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
 και 

𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
 ορίζονται σε ένα ανοικτό δίσκο του ℝ2 

με κέντρο το τυχόν σημείο (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) πάνω στην καμπύλη 𝐶. 

Ισοδύναμα, 

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
𝑥′(𝑡) +

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
𝑦′(𝑡) ≡ 0 

Αλλά 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
휄⃗ +

𝑑𝑦

𝑑𝑡
𝑗 είναι το εφαπτόμενο διάνυσμα στην καμπύλη με συντεταγμένες (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)). 

Από την ανωτέρω σχέση, συνάγουμε ότι το διάνυσμα 
𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
휄⃗ +

𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
𝑗 είναι κάθετο στην 

καμπύλη στο σημείο (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), για κάθε 𝑡 που ανήκει στο 𝐼. 

■ 

 

Πόρισμα 3.1. Το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στην καμπύλη 𝐶 της Πρότασης 3.1 είναι το  

�⃗⃗� =
�⃗⃗�𝑓

‖�⃗⃗�𝑓‖
 

□ 

 

Πόρισμα 3.2. Εάν η ανωτέρω καμπύλη 𝐶 διαγράφεται ανθωρολογιακά, τότε, εάν 𝑙 είναι το 

εφαπτόμενο διάνυσμα στην καμπύλη στο σημείο (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), ισχύει ότι  
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𝑙 = 𝑙𝑥𝑖 + 𝑙𝑦𝑗 = −

𝜕
𝜕𝑦
𝑓(𝑥, 𝑦)

‖�⃗⃗�𝑓‖
𝑖 +

𝜕
𝜕𝑥
𝑓(𝑥, 𝑦)

‖�⃗⃗�𝑓‖
𝑗 

 

Απόδειξη:  

Από την ανωτέρω ανάλυση είναι ήδη γνωστό ότι το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στην καμπύλη 

𝐶 είναι εξ' ορισμού κάθετο στο μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα στην καμπύλη. Επομένως, το 

μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα 𝑙  λαμβάνεται με στροφή του μοναδιαίου καθέτου 

διανύσματος στην καμπύλη κατά γωνία 
𝜋

2
, επειδή η 𝐶 διαγράφεται ανθωρολογιακά. Με στροφή 

του μοναδιαίου καθέτου διανύσματος κατά 
𝜋

2
 έχουμε 

[
𝑙𝑥
𝑙𝑦
] = [

𝑐𝑜𝑠 (
휋

2
) −𝑠𝑖𝑛 (

휋

2
)

𝑠𝑖𝑛 (
휋

2
) 𝑐𝑜𝑠 (

휋

2
)
] [
𝑛𝑥
𝑛𝑦
] 

[
𝑙𝑥
𝑙𝑦
] = [

𝑐𝑜𝑠 (
휋

2
) −𝑠𝑖𝑛 (

휋

2
)

𝑠𝑖𝑛 (
휋

2
) 𝑐𝑜𝑠 (

휋

2
)
]

[
 
 
 
 
 
 
𝜕
𝜕𝑥
𝑓(𝑥, 𝑦)

‖�⃗⃗�𝑓‖

𝜕
𝜕𝑦
𝑓(𝑥, 𝑦)

‖�⃗⃗�𝑓‖ ]
 
 
 
 
 
 

⟺ 

{
  
 

  
 
𝑙𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 (

휋

2
)

𝜕
𝜕𝑥
𝑓(𝑥, 𝑦)

‖�⃗⃗�𝑓‖
− 𝑠𝑖𝑛 (

휋

2
)

𝜕
𝜕𝑦
𝑓(𝑥, 𝑦)

‖�⃗⃗�𝑓‖

𝑙𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 (
휋

2
)

𝜕
𝜕𝑥
𝑓(𝑥, 𝑦)

‖�⃗⃗�𝑓‖
+ 𝑐𝑜𝑠 (

휋

2
)

𝜕
𝜕𝑦
𝑓(𝑥, 𝑦)

‖�⃗⃗�𝑓‖

⟺

{
  
 

  
 
𝑙𝑥 = −

𝜕
𝜕𝑦
𝑓(𝑥, 𝑦)

‖�⃗⃗�𝑓‖

𝑙𝑦 =

𝜕
𝜕𝑥
𝑓(𝑥, 𝑦)

‖�⃗⃗�𝑓‖

 

 

Μπορεί όντως να επιβεβαιωθεί ότι τα διανύσματα 𝑙 και �⃗⃗� είναι κάθετα μεταξύ τους μετά από 

υπολογισμό του εσωτερικού τους γινομένου, το οποίο είναι μηδέν ταυτοτικά. 

■ 
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Πρόταση 3.2. Ας θεωρήσουμε μια καμπύλη 𝐶, η οποία περιγράφεται από τη διανυσματική 

παράσταση 𝑟(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐼 ⊂ ℝ, η οποία είναι δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιμη. Έστω �⃗⃗� = 𝑛𝑥𝑖 +

𝑛𝑦𝑗 είναι το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στην καμπύλη στο τυχόν σημείο αυτής. Τότε, το μέτρο 

της καμπυλότητας της 𝐶 σε κάθε σημείο αυτής ισούται με το �⃗⃗� ∙ �⃗⃗�, όπου 

�⃗⃗� ∙ �⃗⃗� =
𝜕𝑛𝑥
𝜕𝑥
+
𝜕𝑛𝑦

𝜕𝑦
 

 

Απόδειξη: 

Σύμφωνα με το Λήμμα 3.1(β), ισχύει 

�⃗⃗� ∙ �⃗⃗� =
𝜕𝑛𝑥
𝜕𝑥
+
𝜕𝑛𝑦

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑦

 

Επίσης, επειδή η καμπύλη είναι ομαλή, ορίζεται το μήκος αυτής 𝑠(𝑡) σε κάθε σημείο της. 

Συνεπώς, μπορούμε να θεωρήσουμε ως ανεξάρτητη μεταβλητή της καμπύλης 𝐶 το μήκος 

αυτής 𝑠, χωρίς καμιά βλάβη της γενικότητας. Στην περίπτωση αυτή λαμβάνουμε: 

𝑥′′(𝑠) =
𝑑

𝑑𝑠
𝑥′(𝑠) =

𝑑

𝑑𝑠
𝑙𝑥 =

𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑠
+
𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑠
⟹ 

 
𝑥′′(𝑠) =

𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑥
𝑥′(𝑠) +

𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑦
𝑦′(𝑠) (3.17) 

 

Ομοίως, ισχύει 

𝑦′′(𝑠) =
𝑑

𝑑𝑠
𝑦′(𝑠) =

𝑑

𝑑𝑠
𝑙𝑦 =

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑠
+
𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑠
⟹ 

 
𝑦′′(𝑠) =

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥
𝑥′(𝑠) +

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑦
𝑦′(𝑠) (3.18) 
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Ισχύει, επίσης, ότι το διάνυσμα 𝑟′′(𝑠) = (𝑥′′(𝑠), 𝑦′′(𝑠)) είναι κάθετο στο διάνυσμα 𝑟′(𝑠) =

(𝑥′(𝑠), 𝑦′(𝑠)). Αυτό ισχύει διότι το μήκος του 𝑟′(𝑠) είναι μονάδα (Σχέση (3.11), Παράγραφος 

3.7).  

Επίσης, ένα κάθετο διάνυσμα στο 𝑟′(𝑠) = 𝑥′(𝑠)𝑖 + 𝑦′(𝑠)𝑗  είναι το �⃗⃗�(𝑠) = 𝑦′(𝑠)𝑖 − 𝑥′(𝑠)𝑗 . 

Όπως προαναφέρθηκε, αυτό εύκολα επιβεβαιώνεται με στροφή του 𝑟′(𝑠) κατά γωνία −
𝜋

2
 

επειδή η καμπύλη 𝐶 θεωρούμε ότι διαγράφεται ανθωρολογιακά ή λαμβάνοντας το εσωτερικό 

γινόμενο των δύο διανυσμάτων το οποίο είναι ίσο με το μηδέν. 

 

Επομένως, τα διανύσματα 𝑟′′(𝑠) και �⃗⃗�(𝑠) είναι συγγραμμικά, εφ’ όσον είναι κάθετα στο ίδιο 

διάνυσμα. Συνεπώς, θα υπάρχει κάποιο 휅 για το οποίο θα ισχύει  

𝑥′′(𝑠)𝑖 + 𝑦′′(𝑠)𝑗 = 휅(𝑦′(𝑠)𝑖 − 𝑥′(𝑠)𝑗) ⟺ 

 
{
𝑥′′(𝑠) = 휅 ∙ 𝑦′(𝑠)

𝑦′′(𝑠) = −휅 ∙ 𝑥′(𝑠)
 (3.19) 

 

⟺ {
𝑥′′
2(𝑠) = 휅2 ∙ 𝑦′

2(𝑠)

𝑦′′
2(𝑠) = 휅2 ∙ 𝑥′

2(𝑠)

(+)
⇒  

 𝑥′′
2(𝑠) + 𝑦′′

2(𝑠) = 휅2 (𝑥′
2(𝑠) + 𝑦′

2(𝑠)) ⟹ 

 𝑥′′
2(𝑠) + 𝑦′′

2(𝑠) = 휅2 (3.20) 

 

Σύμφωνα, όμως με την ανάλυση της Παραγράφου 3.8, εξ ορισμού, αυτός ο συντελεστής 

αναλογίας 휅 = √𝑥′′2(𝑠) + 𝑦′′2(𝑠) = ‖𝑟′′(𝑠)‖ είναι η καμπυλότητα της καμπύλης στο τυχόν 

σημείο αυτής 𝑟(𝑠). 

Εν συνεχεία παρατηρούμε ότι από τις Σχέσεις (3.17) και (3.18) προκύπτει 
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{
 
 

 
 𝑥′′

2(𝑠) = 𝑥′′(𝑠) (
𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑥
𝑥′(𝑠) +

𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑦
𝑦′(𝑠))

𝑦′′
2(𝑠) = 𝑦′′(𝑠)(

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥
𝑥′(𝑠) +

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑦
𝑦′(𝑠))

 (3.21) 

 

Από τις Σχέσεις (3.21) προκύπτει 

𝑥′′
2(𝑠) + 𝑦′′

2(𝑠) = 𝑥′′(𝑠)(
𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑥
𝑥′(𝑠) +

𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑦
𝑦′(𝑠)) + 𝑦′′(𝑠) (

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥
𝑥′(𝑠) +

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑦
𝑦′(𝑠)) 

Αλλά από τις Σχέσεις (3.19) και (3.20), η ανωτέρω εξίσωση μετασχηματίζεται ως εξής: 

휅2 = 휅 ∙ 𝑦′(𝑠) (
𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑥
𝑥′(𝑠) +

𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑦
𝑦′(𝑠)) − 휅 ∙ 𝑥′(𝑠)(

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥
𝑥′(𝑠) +

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑦
𝑦′(𝑠)) ⟺ 

휅 = 𝑦′(𝑠) (
𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑥
𝑥′(𝑠) +

𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑦
𝑦′(𝑠)) − 𝑥′(𝑠)(

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥
𝑥′(𝑠) +

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑦
𝑦′(𝑠)) ⟺ 

휅 = 𝑦′(𝑠)𝑥′(𝑠)
𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑥
+ 𝑦′

2(𝑠)
𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑦
− 𝑥′

2(𝑠)
𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥
− 𝑥′(𝑠)𝑦′(𝑠)

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑦

±𝑥′
2
(𝑠)
𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑦
±𝑦′

2
(𝑠)
𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥
⇔                 

 

휅 = 𝑦′(𝑠)𝑥′(𝑠)
𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑥
+ 𝑦′

2(𝑠)
𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑦
− 𝑥′

2(𝑠)
𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥
− 𝑥′(𝑠)𝑦′(𝑠)

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑥′

2(𝑠)
𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑦
− 𝑥′

2(𝑠)
𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑦

+ 𝑦′
2(𝑠)

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥
− 𝑦′

2(𝑠)
𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥
⟺ 

휅 =
𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑦
(𝑦′

2(𝑠) + 𝑥′
2(𝑠)) −

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥
(𝑥′

2(𝑠) + 𝑦′
2(𝑠)) + 𝑦′(𝑠)𝑥′(𝑠)

𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑥
− 𝑥′(𝑠)𝑦′(𝑠)

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑦

− 𝑥′
2(𝑠)

𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑦
+ 𝑦′

2(𝑠)
𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥

|𝑟′(𝑠)|
2
=1

⇒        

휅 =
𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑦
−
𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥
+ 𝑦′(𝑠)𝑥′(𝑠)

𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑥
− 𝑥′(𝑠)𝑦′(𝑠)

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑦
− 𝑥′

2(𝑠)
𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑦
+ 𝑦′

2(𝑠)
𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥
⟺ 
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휅 =

𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑦
−
𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥
+ 𝑦′(𝑠) (𝑦′(𝑠)

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥
+ 𝑥′(𝑠)

𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑥
) − 𝑥′(𝑠) (𝑥′(𝑠)

𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑦
+ 𝑦′(𝑠)

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑦
) (3.22) 

 

Αλλά ισχύει ότι  

𝑥′
2(𝑠) + 𝑦′

2(𝑠) = 1 ⟺ 𝑙𝑥
2 + 𝑙𝑦

2 = 1 

Παίρνοντας τη μερική παράγωγο της ανωτέρω σχέσης ως προς 𝑥 λαμβάνουμε 

𝜕

𝜕𝑥
(𝑙𝑥

2 + 𝑙𝑦
2) = 0 ⟹ 2𝑙𝑥

𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑥
+ 2𝑙𝑦

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥
= 0 ⟺ 𝑙𝑥

𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑥
+ 𝑙𝑦

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥
= 0 ⟺ 

 
𝑥′(𝑠)

𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑥
+ 𝑦′(𝑠)

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥
= 0 (3.23) 

 

Ομοίως, παίρνοντας τη μερική παράγωγο ως προς 𝑦 προκύπτει 

 
𝑥′(𝑠)

𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑦
+ 𝑦′(𝑠)

𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑦
= 0 (3.24) 

 

Άρα η (3.22) λόγω των (3.23) και (3.24) γίνεται  

휅 =
𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑦
−
𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥
 

Όμως,  

�⃗⃗� ∙ �⃗⃗� = −
𝜕𝑙𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑙𝑥
𝜕𝑦

 

Οπότε, τελικά, 

�⃗⃗� ∙ �⃗⃗� = 휅 

■ 
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Στο Σχήμα 3.8 παρουσιάζεται μία σπείρα του Αρχιμήδη, κατά μήκος της οποίας σημειώνονται 

με μπλε χρώμα ορισμένα εφαπτόμενα σε αυτή διανύσματα και με πράσινο χρώμα τα 

αντίστοιχα κάθετα διανύσματα. 

 

 

Σχήμα 3.8. Σπείρα του Αρχιμήδη. Με μπλε χρώμα απεικονίζονται τα εφαπτόμενα διανύσματα σε διάφορα σημεία 

της και με πράσινο χρώμα απεικονίζονται τα αντίστοιχα κάθετα διανύσματα στα ίδια σημεία. 

 

Στο επόμενο σχήμα απεικονίζεται η καμπυλότητα της ανωτέρω σπείρας: 
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Σχήμα 3.9. Γραφική απεικόνιση της καμπυλότητας της σπείρας του Αρχιμήδη του Σχήματος 3.8. 
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4 Μία νέα, πολύ χρήσιμη Μαθηματική οντότητα: Η 

επίπεδη καμπυλότητα 

Ένας πρώτος, σημαντικός στόχος της παρούσας εργασίας είναι η βέλτιστη προσαρμογή μεταξύ 

των καμπυλών ενός συνόλου, με χρήση μίας νέας μαθηματικής οντότητας και σχετικών 

θεωρημάτων. Προς την κατεύθυνση αυτή ορίζεται αρχικά μία νέα ποσότητα η οποία 

ονομάζεται επίπεδη καμπυλότητα. Στην πράξη, οι καμπύλες οι οποίες χρησιμοποιούνται για 

την εφαρμογή της μεθόδου είναι ψηφιακές και βρίσκονται εντός ψηφιακών εικόνων. Ωστόσο, 

η αυστηρή μαθηματική προσέγγιση που θα ακολουθήσει αφορά συνεχείς καμπύλες και, στη 

συνέχεια, οι αλγόριθμοι που αναπτύχθηκαν προκύπτουν από διακριτοποίηση των σχέσεων και 

των θεωρημάτων της συνεχούς προσέγγισης. Όπως θα καταστεί σαφές από την ακόλουθη 

ανάλυση, αλλά και από τα αποτελέσματα της εφαρμογής της μεθόδου, η βέλτιστη προσαρμογή 

των καμπυλών, η οποία υποδεικνύεται από τη συνεχή, αυστηρή προσέγγιση, εξασφαλίζει και 

τη φυσική ομοιότητα των εμπλεκόμενων ψηφιακών σχημάτων. 

 

4.1 Θεμελιώδεις ορισμοί που αφορούν την επίπεδη καμπυλότητα 

Ορισμός 4.1. Έστω μία συνάρτηση 𝑓(𝑥, 𝑦), με πεδίο ορισμού ένα χωρίο 𝐼 του ℝ2 και πεδίο 

τιμών το ℝ, η οποία είναι δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιμη στο 𝐼. Θεωρούμε ότι το σύνολο 

των σημείων για τα οποία ισχύει 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 περιγράφουν μία ομαλή καμπύλη Jordan, 𝛤1, την 

οποία ονομάζουμε μηδενική ισοϋψή της 𝑓(𝑥, 𝑦). 

□ 

 

Ορισμός 4.2. Έστω 𝐸 το σύνολο των σημείων τα οποία ικανοποιούν τη σχέση 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑐, όπου 

η 𝑓(𝑥, 𝑦) είναι όπως και στον Ορισμό 4.1 και 𝑐 τυχούσα σταθερά. Θεωρούμε ότι τα σημεία της 

𝐸 σχηματίζουν μία τμηματικώς ομαλή καμπύλη Jordan, την οποία θα ονομάζουμε 𝒄 - ισοϋψή 

της 𝑓(𝑥, 𝑦). Ένα σύνολο τέτοιων ισοϋψών παρουσιάζεται στο Σχήμα 4.1 για την ειδική 

περίπτωση για την οποία η 𝑓(𝑥, 𝑦) είναι η Ευκλείδεια απόσταση του τυχόντος σημείου (𝑥, 𝑦) 
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του χωρίου 𝛪 από μία κλειστή καμπύλη Jordan, που είναι το περίγραμμα ενός γράμματος. 

Έστω, επίσης 𝑀 τυχόν σημείο της 𝐸. Επιπροσθέτως, έστω �⃗⃗� το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα της 

καμπύλης 𝐸 στο σημείο 𝑀, για το οποίο έχουμε αποδείξει στo Πόρισμα 3.1 ότι ισχύει �⃗⃗� =
�⃗⃗⃗�𝑓

‖�⃗⃗⃗�𝑓‖
.  

□ 

 

 

Σχήμα 4.1. Απεικόνιση των ισοϋψών της Ευκλείδειας απόστασης από το 

περίγραμμα μιας υλοποίησης του γράμματος ‘ω’. Η κόκκινη καμπύλη 

αντιστοιχεί στο περίγραμμα του γράμματος ή, εναλλακτικά, στη μηδενική 

ισοϋψή του. 

 

Ορισμός 4.3 (της Επίπεδης Καμπυλότητας). Σε συνέχεια των Ορισμών 4.1 και 4.2, ορίζεται η 

συνάρτηση  

 𝐶(𝑥, 𝑦) ≡ �⃗⃗� ∙ �⃗⃗� ≡ div(�⃗⃗�) (4.1) 

 

όπου �⃗⃗� =
∂

∂𝑥
𝑖 +

∂

∂y
𝑗  ο διαφορικός τελεστής ανάδελτα (ισοδυνάμως της κλίσης) στις δύο 

διαστάσεις. 

Στο εξής, για τη συνάρτηση 𝐶(𝑥, 𝑦) θα χρησιμοποιείται ο όρος Επίπεδη Καμπυλότητα της 

συνάρτησης 𝑓. 
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□ 

 

Πόρισμα 4.1. Λόγω του ότι η καμπύλη 𝛤1 αποτελεί ισοϋψή καμπύλη της 𝑓(𝑥, 𝑦) για 𝑐 = 0, τότε, 

επί τη βάσει της Πρότασης 3.2, η συνάρτηση 𝐶(𝑥, 𝑦) πάνω στην καμπύλη 𝛤1 αντιπροσωπεύει 

την καμπυλότητα της καμπύλης 𝛤1 σε κάθε σημείο αυτής. 

□ 

 

Ας υποτεθεί στη συνέχεια ότι μία ακόμη ομαλή καμπύλη Jordan, 𝛤2, εντίθεται στο χωρίο 𝐼 και 

ότι το 𝛺  είναι το χωρίο του 𝐼  το οποίο βρίσκεται μεταξύ των καμπυλών 𝛤1  και 𝛤2 , όπως 

παρουσιάζεται στο Σχήμα 4.2(α). Ας υποτεθεί ότι η 𝛤2 είναι ταυτοτικά ίδια με την 𝛤1 και ότι 

κατά την ένθεση της 𝛤2 στο 𝐼, η καμπύλη αυτή διαφέρει από τη 𝛤1 μόνο λόγω τυχαίας στροφής 

και παράλληλης μετατόπισης. Σε ισοδύναμη διατύπωση, οι καμπύλες 𝛤2 και 𝛤1 έχουν ακριβώς 

την ίδια καμπυλότητα σε όλα τα ζεύγη των αντιστοίχων σημείων τους. Τότε, επειδή η 

καμπυλότητα είναι ανεξάρτητη της στροφής και της παράλληλης μετατόπισης της καμπύλης, σε 

έναν ιδεατό χώρο καμπυλοτήτων δεν θα υπήρχε χωρίο 𝛺 που θα χώριζε αυτές τις δύο 

καμπύλες.  

Εάν τώρα φανταστεί κανείς ότι η 𝛤2 διαφοροποιείται από τη 𝛤1 σε μια πολύ μικρή περιοχή 

αυτής, τότε όταν οι δύο καμπύλες 𝛤1 και 𝛤2 ταιριάξουν βέλτιστα, θα δημιουργείται μεταξύ τους 

ένα πολύ μικρό χωρίο 𝑑𝛺 ⊂ 𝛪. Τότε, στο χώρο καμπυλοτήτων, παρουσιάζεται μεταξύ τους μία 

διαφορά στην καμπυλότητά τους της τάξης του 𝐶(𝑥, 𝑦)𝑑𝛺. 

Σύμφωνα με τα ανωτέρω, είναι εύλογο να ορίσουμε το βαθμό ομοιότητας δύο καμπυλών που 

είναι βέλτιστα προσαρμοσμένες στο ℝ2 ως το ολοκλήρωμα των επιπέδων καμπυλοτήτων στο 

χωρίο που τις χωρίζει. Όντως, ορίζουμε το κάτωθι κριτήριο ομοιότητας: 

 

Ορισμός 4.4 (κριτήριο ομοιότητας δύο καμπυλών με χρήση της επίπεδης καμπυλότητας). 

Δεδομένου ότι, εξ' ορισμού, η επίπεδη καμπυλότητα είναι �⃗⃗� ∙ �⃗⃗�, η ομοιότητα μεταξύ των δύο 
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καμπυλών 𝛤1 και 𝛤2 μπορεί να παρασταθεί μέσω της συνάρτησης σφάλματος της επίπεδης 

καμπυλότητας, η οποία δίνεται από τη σχέση  

 
휀𝑐 = ∫ |�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�|

𝛺

𝑑𝛺 (4.2) 

 

Η σχέση αυτή αποτελεί το διπλό ολοκλήρωμα του μέτρου της ποσότητας �⃗⃗� ∙ �⃗⃗� πάνω στο 

προαναφερθέν χωρίο 𝛺, όπως παρουσιάζεται στο Σχήμα 4.2(β).  

□ 

 

Στην περίπτωση στην οποία οι καμπύλες 𝛤1 και 𝛤2 είναι ταυτόσημες και βέλτιστα ταιριασμένες, 

ισχύει ότι 휀𝑐 = 0. Στην περίπτωση στην οποία η καμπύλη 𝛤2 παρουσιάζει διαφοροποίηση σε 

σχέση με τη 𝛤1 και οι δύο καμπύλες ταιριάξουν βέλτιστα, η συνάρτηση σφάλματος 휀𝑐 αυξάνει 

ανάλογα με το βαθμό διαφοροποίησης των δύο καμπυλών, όπως θα γίνει καλύτερα αντιληπτό 

στην Παράγραφο 5.1. Με άλλα λόγια, η Συνάρτηση σφάλματος (4.2) συνδέεται άμεσα με τη 

φυσική ερμηνεία της ομοιότητας και διαφοροποίησης μεταξύ δύο ομαλών καμπυλών Jordan 𝛤1 

και 𝛤2 . Στα επόμενα θα αποδειχθεί ότι εάν η καμπύλη 𝛤2  υποστεί κατάλληλους 

μετασχηματισμούς όπως προσαρμογή μεγέθους, περιστροφή και παράλληλη μετατόπιση, 

μπορεί να ταιριάξει βέλτιστα στην καμπύλη 𝛤1 όσον αφορά την καμπυλότητα με χρήση της 

συνάρτησης σφάλματος 휀𝑐. 
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4.2 Προτάσεις που αφορούν την επίπεδη καμπυλότητα 

Θεωρούμε τη συνάρτηση σφάλματος της επίπεδης καμπυλότητας 휀𝑐 σαν συναρτησιοειδές με 

την έννοια ότι για κάθε καμπύλη 𝛤2 , εντεθειμένη στο χωρίο 𝐼 , δημιουργείται και μία 

διαφορετική τιμή για την 휀𝑐. Ως εκ τούτου, το συναρτησιοειδές αυτό μπορεί να λάβει ελάχιστη 

τιμή για μία δεδομένη σχετική θέση της καμπύλης 𝛤2 ως προς τη σταθερή καμπύλη 𝛤1. Στη θέση 

αυτή ελαχίστου 휀𝑐, η τιμή της 휀𝑐 είναι στάσιμη, θα ισχύει δηλαδή ότι τοπικά η μεταβολή της 휀𝑐 

θα είναι μηδέν ή, ισοδύναμα, 𝛿(휀𝑐) = 0 στη θέση βέλτιστης προσαρμογής. 

Ας θεωρήσουμε τώρα και ένα άλλο συναρτησιοειδές, το οποίο δίνεται από τη σχέση  

 
휁𝑐 = ∫(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)

2

𝛺

𝑑𝛺 (4.3) 

 

 

   (α)      (β) 

Σχήμα 4.2. Το χωρίο 𝜴 της μεταβολής των δύο καμπυλών και η συνάρτηση σφάλματος της επίπεδης 

καμπυλότητας. 

α) Το χωρίο 𝜴, όπως σχηματίζεται λόγω της μεταβολής δύο υλοποιήσεων του γράμματος ‘ω’. Η καμπύλη 

αναφοράς 𝜞𝟏 απεικονίζεται με μπλε χρώμα, ενώ η μετασχηματισμένη καμπύλη 𝜞𝟐 απεικονίζεται με πράσινο 

χρώμα. Τα μονοπάτια που οδηγούν από τη 𝜞𝟏  στη 𝜞𝟐  βέλτιστα καθορίζουν τη φορά διαγραφής του 

περιγράμματος κάθε κλειστού υποσυνόλου του 𝜴, όπως απεικονίζεται στο σχήμα. 

β) Τιμές της συνάρτησης της επίπεδης καμπυλότητας στο χωρίο 𝜴 σε διαφορετικές αποχρώσεις του γκρι. Οι 

μικρότερες τιμές της επίπεδης καμπυλότητας αντιστοιχούν σε περισσότερο έντονες αποχρώσεις. 
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Θα αποδείξουμε την άρρηκτη σχέση των συναρτησιοειδών 휀𝑐 και 휁𝑐, όσον αφορά τη βέλτιστη 

προσαρμογή δύο τυχουσών καμπυλών 𝛤1 και 𝛤2. Όντως, θα αποδείξουμε ότι ισχύει η κάτωθι: 

 

Πρόταση 4.1. Το συναρτησιοειδές 휀𝑐  λαμβάνει ελάχιστη τιμή εάν το συναρτησιοειδές 

σφάλματος, 휁𝑐 = ∫ (�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)
2

𝛺
𝑑𝛺 λάβει ελάχιστη τιμή σε μία δεδομένη θέση της μετακινήσιμης 

καμπύλης 𝛤2 ως προς την ακίνητη/σταθερή καμπύλη 𝛤1. 

Ισοδύναμα, ισχύει 𝛿(휀𝑐) = 0 ⇒ 𝛿(휁𝑐) = 0.  

 

Απόδειξη:  

Έστω η ποσότητα 𝐼(𝛺) που ορίζεται από την ολοκλήρωση μιας συνάρτησης 𝑔:𝐷 ⊆ ℝ2 → ℝ σε 

ένα χωρίο 𝛺 ⊆ 𝐷. 

Ορίζουμε 

𝐼(𝛺) = ∫𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝛺

 

Έστω, επίσης, διαταραχή του χωρίου 𝛺 που προκύπτει από τον παρακάτω τυχόντα στοιχειώδη 

μετασχηματισμό 

𝛺 → 𝛺′ ∶ (𝑥, 𝑦) → (𝑥′, 𝑦′) = (𝑥 + 𝜖 ⋅ 휂𝑥(𝑥, 𝑦) , 𝑦 + 𝜖 ⋅ 휂𝑦(𝑥, 𝑦)) 

Στην ανωτέρω σχέση η ποσότητα 𝜖  αντιπροσωπεύει το μέτρο της διαταραχής, ενώ οι 

συναρτήσεις 휂𝑥(𝑥, 𝑦) και 휂𝑦(𝑥, 𝑦) αντιπροσωπεύουν τις παραμορφώσεις αυτές, οι οποίες είναι 

δυνατόν να περιλαμβάνουν στροφή, παράλληλη μετατόπιση ή/και προσαρμογή του μεγέθους 

του χωρίου 𝛺 γύρω από ένα σημείο (𝑥, 𝑦) ή οποιαδήποτε άλλη παραμόρφωση. 

Στην περίπτωση αυτή, η επίδραση του μετασχηματισμού στην 𝐼(𝛺) μπορεί να γραφεί με τον 

ακόλουθο τρόπο χρησιμοποιώντας πρώτου βαθμού προσέγγιση με σειρά Taylor γύρω από το 

σημείο (𝑥, 𝑦) το οποίο μετασχηματίζεται στο (𝑥′, 𝑦′): 

𝐼(𝛺′) = 𝐼(𝛺, 𝜖) = ∫ 𝑔(𝑥′, 𝑦′)𝑑𝑥′𝑑𝑦′

𝛺′
= 𝐼(𝛺, 0) +

𝛥𝐼

𝛥𝜖
|
𝜖=0
𝜖 + 𝛰(𝜖2) 
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Αλλά 

𝛥𝐼

𝛥𝜖
|
𝜖=0

=
𝛥

𝛥𝜖
{∫𝑔(𝑥′, 𝑦′)
𝛺

𝑑𝑥′𝑑𝑦′}|
𝜖=0

= ∫
𝛥

𝛥𝜖𝛺

{𝑔(𝑥′, 𝑦′)𝑑𝑥′𝑑𝑦′}|𝜖=0 

Ισχύει ότι  

𝛥

𝛥𝜖
{𝑔(𝑥′, 𝑦′)𝑑𝑥′𝑑𝑦′}|

𝜖=0

=
𝛥

𝛥𝜖
{𝑔(𝑥′, 𝑦′)}|

𝜖=0
𝑑𝑥′𝑑𝑦′ + 𝑔(𝑥′, 𝑦′)

𝛥

𝛥𝜖
{𝑑𝑥′}|

𝜖=0
𝑑𝑦′

+ 𝑔(𝑥′, 𝑦′)𝑑𝑥′
𝛥

𝛥𝜖
{𝑑𝑦′}|

𝜖=0
⇒ 

 𝛥

𝛥𝜖
{𝑔(𝑥′, 𝑦′)𝑑𝑥′𝑑𝑦′}|

𝜖=0

=
𝛥

𝛥𝜖
{𝑔(𝑥′, 𝑦′)}|

𝜖=0
𝑑𝑥′𝑑𝑦′ + 𝑔(𝑥′, 𝑦′)

𝑑𝛥𝑥′

𝛥𝜖
|
𝜖=0

𝑑𝑦′

+ 𝑔(𝑥′, 𝑦′)𝑑𝑥′
𝑑𝛥𝑦′

𝛥𝜖
|
𝜖=0

 

(4.4) 

 

Βάσει των ορισμών του 𝑥′ ισχύει 

𝛥𝑥′ = 𝑥′ − 𝑥 = 𝜖 ⋅ 휂𝑥(𝑥, 𝑦) ⟹ 𝑑𝛥𝑥′ = 𝜖 ⋅ 𝑑휂𝑥(𝑥, 𝑦) 

Άρα και  

𝑑𝛥𝑥′

𝛥𝜖
= 𝑑휂𝑥(𝑥, 𝑦) 

Ομοίως, για το 𝑦′ ισχύει 

𝑑𝛥𝑦′

𝛥𝜖
= 𝑑휂𝑦(𝑥, 𝑦) 
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Αλλά, όπως προαναφέρθηκε, ισχύει ότι 𝑥′ − 𝑥 ≜ 𝜖 ⋅ 휂𝑥(𝑥, 𝑦) και 𝑦′ − 𝑦 ≜ 𝜖 ⋅ 휂𝑦(𝑥, 𝑦), όπως 

ορίστηκε από τη διαταραχή. Επίσης, ισχύει ότι 𝑑(𝑥 + 𝜖 ⋅ 휂𝑥(𝑥, 𝑦)) = 𝑑𝑥 + 𝜖 ⋅ 𝑑휂𝑥(𝑥, 𝑦) και 

𝑑 (𝑦 + 𝜖 ⋅ 휂𝑦(𝑥, 𝑦)) = 𝑑𝑦 + 𝜖 ⋅ 𝑑휂𝑦(𝑥, 𝑦).  

Οπότε, ισχύει και για το γινόμενο 

𝑑𝑥′𝑑𝑦′ =  (𝑑𝑥 + 𝜖 ⋅ 𝑑휂𝑥(𝑥, 𝑦)) ∙ (𝑑𝑦 + 𝜖 ⋅ 𝑑휂𝑦(𝑥, 𝑦))

= 𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝜖 ⋅ 𝑑휂𝑥(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 + 𝜖 ⋅ 𝑑휂𝑦(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝛰(𝜖
2) 

όπου σε όλες τις προηγούμενες σχέσεις θεωρούμε ότι  

𝑑휂𝑥(𝑥, 𝑦) =
𝜕

𝜕𝑥
휂𝑥(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 +

𝜕

𝜕𝑦
휂𝑥(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 

και  

𝑑휂𝑦(𝑥, 𝑦) =
𝜕

𝜕𝑥
휂𝑦(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 +

𝜕

𝜕𝑦
휂𝑦(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 

Επίσης ισχύει ότι  

𝛥{𝑔(𝑥′, 𝑦′)}|𝜖=0 = (𝑥′ − 𝑥)
𝜕

𝜕𝑥′
𝑔(𝑥′, 𝑦′)|

𝑥′=𝑥
+ (𝑦′ − 𝑦)

𝜕

𝜕𝑦′
𝑔(𝑥′, 𝑦′)|

𝑦′=𝑦

= (𝜖 ⋅ 휂𝑥)
𝜕

𝜕𝑥
𝑔(𝑥, 𝑦)|

𝜖=0
+ (𝜖 ⋅ 휂𝑦)

𝜕

𝜕𝑦
𝑔(𝑥, 𝑦)|

𝜖=0

 

Άρα 

𝛥

𝛥𝜖
{𝑔(𝑥′, 𝑦′)}|𝜖=0 = 휂𝑥

𝜕

𝜕𝑥
𝑔(𝑥, 𝑦)|

𝜖=0
+ 휂𝑦

𝜕

𝜕𝑦
𝑔(𝑥, 𝑦)|

𝜖=0

 

 

Επομένως, η Έκφραση (4.4) για το 𝐼(𝛺′) μετασχηματίζεται ως εξής: 

𝐼(𝛺′) = 𝐼(𝛺, 0) + 휀∫ {(휂𝑥
𝜕

𝜕𝑥
𝑔|
𝜖=0
+ 휂𝑦

𝜕

𝜕𝑦
𝑔|
𝜖=0

)
𝛺

⋅ (𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝜖 ⋅ 𝑑휂𝑥𝑑𝑦 + 𝜖 ⋅ 𝑑휂𝑦𝑑𝑥 + 𝛰(𝜖
2)) + 𝑔 ⋅ 𝑑휂𝑥(𝑑𝑦 + 𝜖 ⋅ 𝑑휂𝑦)

+ 𝑔 ⋅ 𝑑휂𝑦(𝑑𝑥 + 𝜖 ⋅ 𝑑휂𝑥)} 
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= 𝐼(𝛺, 0) + 𝜖∫ {(휂𝑥
𝜕

𝜕𝑥
𝑔|
𝜖=0
+ 휂𝑦

𝜕

𝜕𝑦
𝑔|
𝜖=0

)𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑔(𝑑휂𝑥𝑑𝑦 + 𝑑휂𝑦𝑑𝑥)}
𝛺

+ 𝛰(𝜖2) 

Επομένως, προκύπτει 

𝐼(𝛺′) = 𝐼(𝛺, 0) + 𝜖∫ {𝑔(𝑑휂𝑥𝑑𝑦 + 𝑑𝑥𝑑휂𝑦) + (휂𝑥 , 휂𝑦) ⋅ �⃗⃗�𝑔𝑑𝑥𝑑𝑦}
𝛺

+ 𝛰(𝜖2) 

Σε όλες τις ανωτέρω σχέσεις έχουμε αντικαταστήσει τους συμβολισμούς 𝑔(𝑥, 𝑦), 휂𝑥(𝑥, 𝑦) και 

휂𝑦(𝑥, 𝑦) με τους απλούστερους 𝑔, 휂𝑥 , 휂𝑦. 

 

Για τη διαφορά 𝐼(𝛺′) − 𝐼(𝛺) και για προσέγγιση πρώτης τάξης ισχύει 

𝐼(𝛺′) − 𝐼(𝛺) = 𝜖∫ {𝑔(𝑑휂𝑥𝑑𝑦 + 𝑑𝑥𝑑휂𝑦) + (휂𝑥 , 휂𝑦) ⋅ �⃗⃗�𝑔𝑑𝑥𝑑𝑦}
𝛺

= 𝜖∫ ((
𝜕

𝜕𝑥
휂𝑥 +

𝜕

𝜕𝑦
휂𝑦) 𝑔 + (휂𝑥 , 휂𝑦) ⋅ �⃗⃗�𝑔)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝛺

= 𝜖∫ �⃗⃗� ⋅ ((휂𝑥 , 휂𝑦)𝑔)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝛺

 

Ισχύει το Γενικευμένο Θεώρημα Gauss 

∫ �⃗⃗� ⋅ (𝐹𝑥 , 𝐹𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝛺

≡ ∮ (−𝐹𝑦, 𝐹𝑥) ⋅ 𝑑𝑙
𝜕𝛺

≡ ∮ (−𝐹𝑦, 𝐹𝑥) ⋅ (𝑑𝑥, 𝑑𝑦)
𝜕𝛺

≡ ∮ 𝐹𝑥𝑑𝑦 − 𝐹𝑦𝑑𝑥
𝜕𝛺

 

 

Οπότε η ανωτέρω σχέση γίνεται 

𝐼(𝛺′) − 𝐼(𝛺) = 𝜖∮ 𝑔(휂𝑥𝑑𝑦 − 휂𝑦𝑑𝑥)
𝜕𝛺

 

Αντικαθιστώντας 𝑔 = 1  λαμβάνουμε 𝐼(𝛺) = Area(𝛺),  όπου Area(𝛺)  το εμβαδόν που 

περικλείεται από το χωρίο 𝛺. 

Τότε 

Area(𝛺′) − Area(𝛺) = 𝜖∮ (휂𝑥𝑑𝑦 − 휂𝑦𝑑𝑥)
𝜕𝛺
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Η σχέση αυτή μας βοηθά να γράψουμε τη μεταβολή οποιασδήποτε 𝐼(𝛺) ως προς τη μεταβολή 

του εμβαδού του 𝛺 ως εξής: 

(𝐼(𝛺′) − 𝐼(𝛺))∮ (휂𝑥𝑑𝑦 − 휂𝑦𝑑𝑥)
𝜕𝛺

= (Area(𝛺′) − Area(𝛺))∮ 𝑔 (휂𝑥𝑑𝑦 − 휂𝑦𝑑𝑥)
𝜕𝛺

 

Καθώς η 𝜕𝛺  απαρτίζεται από μια σταθερή (πρότυπη) καμπύλη 𝛤𝐹  και μια «μεταβλητή» 

καμπύλη 𝛤𝑅, της οποίας η θέση σε σχέση με αυτή της 𝛤𝐹 είναι υπό προσδιορισμό, η διαταραχή 

της 𝛤𝐹 είναι μηδενική. Συνεπώς, τα ολοκληρώματα των διαταραχών επί του 𝜕𝛺 περιορίζονται 

σε ολοκληρώματα επί της 𝛤𝑅 μόνο. Τότε 

(𝐼(𝛺′) − 𝐼(𝛺))∫ (휂𝑥𝑑𝑦 − 휂𝑦𝑑𝑥)
𝛤𝑅

= (Area(𝛺′) − Area(𝛺))∫ 𝑔(휂𝑥𝑑𝑦 − 휂𝑦𝑑𝑥)
𝛤𝑅

 

Από τη στιγμή που αυτή η σχέση ισχύει για οποιανδήποτε 𝛤𝑅, ισχύει και για κάποια 𝛤𝑅 η οποία 

περιβάλει στοιχειωδώς την καμπύλη 𝛤𝐹 ή/και, σε ακραία περίπτωση που η 𝛤𝑅 εκφυλίζεται σε 

σημειακή διαταραχή της 𝛤𝐹.  

Στην ακραία αυτή περίπτωση θα πρέπει να ισχύει 

(𝐼(𝛺′) − 𝐼(𝛺)) (– 휂𝑦, 휂𝑥)|𝛤𝑅
= (Area(𝛺′) − Area(𝛺)) (𝑔 (– 휂𝑦, 휂𝑥))|

𝛤𝑅
 

Επειδή η ανωτέρω σχέση θα πρέπει να ισχύει για κάθε διαταραχή (휂𝑥 , 휂𝑦), συνεπάγεται ότι 

(𝐼(𝛺′) − 𝐼(𝛺)) = (Area(𝛺′) − Area(𝛺)) 𝑔|𝛤𝑅 

Για τις ειδικές περιπτώσεις των ποσοτήτων 

𝐼1(𝛺) = ∫ |𝑐(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑥𝑑𝑦
𝛺

 , 𝐼2(𝛺) = ∫𝑐(𝑥, 𝑦)
2𝑑𝑥𝑑𝑦

𝛺

 

η σχέση των μεταβολών 𝐼1(𝛺
′) − 𝐼1(𝛺) και 𝐼2(𝛺

′) − 𝐼2(𝛺), στην ακραία περίπτωση όπου η 𝛤𝑅 

διαφέρει από τη 𝛤𝐹 κατά μία σημειακή διαταραχή, λόγω της ανωτέρω σχέσης που εφαρμόζεται 

και στα δύο ολοκληρώματα ταυτόχρονα γράφεται  

(𝐼1(𝛺
′) − 𝐼1(𝛺)) = (Area(𝛺

′) − Area(𝛺))|𝑐(𝑥, 𝑦)||
𝛤𝑅
  

(𝐼2(𝛺
′) − 𝐼2(𝛺)) = (Area(𝛺

′) − Area(𝛺))𝑐(𝑥, 𝑦)2|𝛤𝑅  
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Από τις δύο αυτές σχέσεις 

𝐼2(𝛺
′) − 𝐼2(𝛺) = |𝑐(𝑥, 𝑦)||𝛤𝑅

(𝐼1(𝛺
′) − 𝐼1(𝛺)) 

Ισοδύναμα 

𝛥𝐼2 = |𝑐(𝑥, 𝑦)||𝛤𝑅
(𝛥𝐼1) 

Συνεπώς τα στάσιμα σημεία της 𝐼1 είναι και στάσιμα σημεία της 𝐼2. Επιπλέον, εάν η ποσότητα 

|𝑐(𝑥, 𝑦)| δεν είναι ταυτοτικά ίση με μηδέν πάνω σε κάθε 𝛤𝑅, δηλαδή πάνω σε κάθε σημειακή 

διαταραχή της 𝛤𝐹, τότε ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή, η ελαχιστοποίηση της 𝐼2(𝛺) για 

κάποιο 𝛺∗  συνεπάγεται την ελαχιστοποίηση της 𝐼1(𝛺) για το ίδιο 𝛺∗. Εάν η |𝑐(𝑥, 𝑦)|  είναι 

μηδέν σε μια ανοικτή περιοχή γύρω από τη 𝛤𝐹, τότε, προφανώς, τόσο τα 𝛥𝐼1(𝛺), όσο και τα 

𝛥𝐼2(𝛺) θα είναι ταυτοχρόνως μηδέν, γεγονός που σημαίνει ότι τα συναρτησιοειδή 휁𝑐 και 휀𝑐 

έχουν κοινά στάσιμα σημεία. 

■ 

 

Πρόταση 4.2. Το σφάλμα 휁𝑐 μπορεί να γραφεί ισοδυνάμως στη μορφή 

 
휁𝑐 = 2∮ �⃗⃗� ∙ �⃗⃗�

𝜕𝛺

𝑑𝑙 ⟺ 휁𝑐 = 2(∮ �⃗⃗� ∙ �⃗⃗�
𝛤2

𝑑𝑙 − ∮ �⃗⃗� ∙ �⃗⃗�
𝛤1

𝑑𝑙) (4.5) 

 

Απόδειξη:  

Ισχύει ότι  

휁𝑐 = ∫(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)
2

𝛺

𝑑𝛺 

Αλλά  

(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)
2
= (�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�) 

Ισχύει, όμως, η διανυσματική ταυτότητα [57, 58] 
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�⃗⃗� ∙ (𝐴𝑔) = 𝑔(�⃗⃗� ∙ 𝐴) + 𝐴 ∙ (�⃗⃗�𝑔) 

όπου 𝐴  τυχούσα, παραγωγίσιμη διανυσματική συνάρτηση και 𝑔  τυχούσα, παραγωγίσιμη, 

βαθμωτή συνάρτηση. 

 

Εφαρμόζοντας την ανωτέρω ταυτότητα για 𝐴 = �⃗⃗� και 𝑔 = �⃗⃗� ∙ �⃗⃗� προκύπτει 

�⃗⃗� ∙ (�⃗⃗�(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)) = (�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�) + �⃗⃗� ∙ (�⃗⃗�(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)) ⇔ 

(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�) = �⃗⃗� ∙ (�⃗⃗�(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)) − �⃗⃗� ∙ (�⃗⃗�(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)) 

Οπότε, ολοκληρώνοντας στο χωρίο 𝛺 λαμβάνουμε 

∫(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)𝑑𝛺
𝛺

= ∫ �⃗⃗� ∙ (�⃗⃗�(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)) 𝑑𝛺
𝛺

−∫ �⃗⃗� ∙ (�⃗⃗�(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)) 𝑑𝛺
𝛺

 

Με εφαρμογή του Γενικευμένου Θεωρήματος Gauss (Generalized Divergence Theorem) στον 

όρο ∫ �⃗⃗� ∙ (�⃗⃗�(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)) 𝑑𝛺Ω
 έχουμε: 

 
∫(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)
𝛺

𝑑𝛺 = ∮ (�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)�⃗⃗�
𝜕𝛺

⋅ (�⃗⃗�𝑑𝑙) − ∫ �⃗⃗� ∙ (�⃗⃗�(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�))
𝛺

𝑑𝛺 (4.6) 

 

όπου 𝜕𝛺 το σύνορο του χωρίου 𝛺, �⃗⃗� το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στο σύνορο 𝜕𝛺 και 𝑑𝑙 το 

στοιχειώδες μήκος του συνόρου αυτού.  

Αλλά στην (4.6) παρατηρούμε ότι  

�⃗⃗� ⋅ (�⃗⃗�𝑑𝑙) = (�⃗⃗� ⋅ �⃗⃗�)𝑑𝑙 

δεδομένου ότι το �⃗⃗� είναι μοναδιαίο διάνυσμα. 

Άρα, εν τέλει συνάγουμε ότι  

∮ (�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)�⃗⃗�
𝜕𝛺

⋅ (�⃗⃗�𝑑𝑙) = ∮ �⃗⃗� ∙ �⃗⃗�
𝜕𝛺

𝑑𝑙 
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H ποσότητα �⃗⃗� ∙ (�⃗⃗�(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)) αντιπροσωπεύει την κατά κατεύθυνση παράγωγο 
∂(�⃗⃗⃗�∙�⃗⃗�)

∂�⃗⃗�
 κατά μήκος 

του μοναδιαίου διανύσματος �⃗⃗�. Επιπρόσθετα, εάν υποτεθεί ότι το 𝑙 είναι το εφαπτόμενο 

διάνυσμα σε ένα τυχαίο σημείο της καμπύλης 𝛤2, η ποσότητα 𝑑𝑙 εκφράζει το στοιχειώδες 

μήκος τόξου της καμπύλης 𝛤2 στο σημείο αυτό και η ποσότητα 𝑑𝑛 εκφράζει το στοιχειώδες 

μήκος του διανύσματος που είναι κάθετο στο εφαπτόμενο διάνυσμα της καμπύλης, 𝑙, και έχει 

κατεύθυνση προς τη 𝛤1, τότε ισχύει πως 𝑑𝛺 = −𝑑𝑛𝑑𝑙. Το πρόσημο «−» προκύπτει από το 

γεγονός ότι η καμπύλη 𝛤2 πρέπει να κινηθεί προς την καμπύλη 𝛤1, η οποία βρίσκεται σε 

κατεύθυνση αντίθετη από αυτή του μοναδιαίου καθέτου διανύσματος του ορίου 𝜕𝛺, σύμφωνα 

με το θεώρημα Green. 

Στη συνέχεια,  

∫ �⃗⃗� ∙ (�⃗⃗�(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�))
𝛺

𝑑𝛺 = ∫
∂(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)

∂�⃗⃗�𝛺

𝑑𝛺 = −∫
∂(�⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)

∂�⃗⃗�
𝑑𝑛𝑑𝑙

𝛺

= −∮ �⃗⃗� ∙ �⃗⃗�
𝜕𝛺

𝑑𝑙 

Με αντικατάσταση στη Σχέση (4.6) προκύπτει 

휁𝑐 = 2∮ �⃗⃗� ∙ �⃗⃗�
𝜕𝛺

𝑑𝑙 ⟺ 휁𝑐 = 2(∮ �⃗⃗� ∙ �⃗⃗�
𝛤2

𝑑𝑙 − ∮ �⃗⃗� ∙ �⃗⃗�
𝛤1

𝑑𝑙) 

■ 

 

Δηλαδή, το |휁𝑐| εκφράζει τη διαφορά συνολικής καμπυλότητας της 𝛤2 και της 𝛤1 και άρα είναι 

το βασικό κριτήριο ομοιότητας των καμπυλών αυτών όσον αφορά την καμπυλότητα. 

 

Πρόταση 4.3. Έστω (𝑥, 𝑦) τυχόν σημείο του χωρίου 𝐼 ⊆ ℝ2, 𝐸 η ισοϋψής της 𝑓(𝑥, 𝑦) η οποία 

διέρχεται από το σημείο αυτό και έστω �⃗⃗� = 𝑛𝑥𝑖 + 𝑛𝑦𝑗 το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στην 

ισοϋψή αυτή, το οποίο περιγράφηκε στο Κεφάλαιο 3 του μαθηματικού υποβάθρου. 

Θεωρώντας τους ακόλουθους συμβολισμούς για τον κατά κατεύθυνση διαφορικό τελεστή 
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�⃗⃗� =

[
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦]
 
 
 
 

και τον τελεστή Hessian 

𝐇 =

[
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦]
 
 
 

[
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦
] =

[
 
 
 
 
𝜕2

𝜕𝑥2
𝜕2

𝜕𝑦𝜕𝑥

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2

𝜕𝑦2 ]
 
 
 
 

 

ορίζουμε την ποσότητα 휇 μέσω της σχέσης 

 

휇2 = [
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
]

[
 
 
 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑦]
 
 
 

= (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑓

𝜕𝑦
)
2

 (4.7) 

 

Η ποσότητα 휇2  αντιπροσωπεύει το ‖�⃗⃗�𝑓‖
2

. Επιπλέον θεωρούμε τον ακόλουθο βοηθητικό 

πίνακα 

𝑱 = [
0 1
−1 0

] 

Η επίπεδη καμπυλότητα στο σημείο (𝑥, 𝑦) μπορεί να εκφραστεί μέσω της σχέσης 

 

𝐶(𝑥, 𝑦) =
1

휇3
[
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
] 𝑱𝑇𝐇𝑱

[
 
 
 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑦]
 
 
 
 (4.8) 

 

Απόδειξη:  

Λόγω του ότι η 𝐸 είναι ισοϋψής της 𝑓(𝑥, 𝑦), δηλαδή ικανοποιεί εξ’ ορισμού τη σχέση 𝑓(𝑥, 𝑦) =

𝑐, για κάποιο 𝑐 ∈ ℝ, το �⃗⃗�𝑓(𝑥, 𝑦) είναι διάνυσμα κάθετο στην 𝐸 στο σημείο (𝑥, 𝑦), σύμφωνα με 

την Πρόταση 3.1 της Παραγράφου 3.9. Ως εκ τούτου, το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα �⃗⃗� πάνω 

στην 𝐸 είναι, βάσει του Πορίσματος 3.1 της Παραγράφου 3.9 το 
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�⃗⃗� =
�⃗⃗�𝑓

‖�⃗⃗�𝑓‖
⟺ 𝑛𝑥 =

∂𝑓
∂𝑥
⁄

‖�⃗⃗�𝑓‖
, 𝑛𝑦 =

∂𝑓
∂𝑦⁄

‖�⃗⃗�𝑓‖
 

Στη συνέχεια, η επίπεδη καμπυλότητα εκφράζεται ως 

𝐶(𝑥, 𝑦) = �⃗⃗� ∙ �⃗⃗� =
∂𝑛𝑥
𝜕𝑥
+
∂𝑛𝑦

𝜕𝑦
⟺ 

 

𝐶(𝑥, 𝑦) =
∂

𝜕𝑥
(

∂𝑓
∂𝑥
⁄

‖�⃗⃗�𝑓‖
) +

∂

𝜕𝑦
(

∂𝑓
∂𝑦⁄

‖�⃗⃗�𝑓‖
)

=

∂2𝑓
∂𝑥2

‖�⃗⃗�𝑓‖ −
∂𝑓
∂𝑥
∂
𝜕𝑥 ‖

�⃗⃗�𝑓‖

‖�⃗⃗�𝑓‖
2 +

∂2𝑓
∂𝑦2

‖�⃗⃗�𝑓‖ −
∂𝑓
∂y
∂
𝜕𝑦
‖�⃗⃗�𝑓‖

‖�⃗⃗�𝑓‖
2  

(4.9) 

 

Γράφοντας το ‖�⃗⃗�𝑓‖ αναλυτικά ως ‖�⃗⃗�𝑓‖ = √(
∂𝑓

∂𝑥
)
2
+ (

∂𝑓

∂𝑦
)
2

 και με χρήση των πινάκων οι 

οποίοι ορίστηκαν ανωτέρω λαμβάνουμε 

�⃗⃗�‖�⃗⃗�𝑓‖ =

[
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦]
 
 
 

‖�⃗⃗�𝑓‖ = 𝐇(𝑓)
�⃗⃗�𝑓

휇
 

 οπότε και η ανωτέρω ανάπτυξη του 𝐶(𝑥, 𝑦) της Σχέσης (4.9) μπορεί να γραφεί ως εξής: 

𝐶(𝑥, 𝑦) =
�⃗⃗�Τ�⃗⃗�(𝑓) −

�⃗⃗�Τ(𝑓)
휇 𝐇(𝑓)

�⃗⃗�𝑓
휇

휇
= �⃗⃗�Τ(𝑓)

(𝛪2�⃗⃗�
Τ�⃗⃗� − �⃗⃗��⃗⃗�Τ)(𝑓)

휇3
�⃗⃗�(𝑓)

= �⃗⃗�Τ(𝑓) [
0 −1
1 0

]
�⃗⃗��⃗⃗�Τ(𝑓)

휇3
[
0 1
−1 0

] �⃗⃗�(𝑓) 

Από την οποία προκύπτει άμεσα η Σχέση (4.8). 

■ 
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4.3 Μεταβολή της επίπεδης καμπυλότητας όταν το χωρίο υπόκειται σε 

αφινικούς μετασχηματισμούς 

Προκειμένου να επιτευχθεί βέλτιστη προσαρμογή ανάμεσα στις καμπύλες 𝛤1  και 𝛤2 

εφαρμόζουμε μεγέθυνση ή σμίκρυνση, εν ολίγοις ομοιοθεσία, περιστροφή και παράλληλη 

μετατόπιση στο χωρίο 𝐼 και, ειδικότερα, στις δύο καμπύλες 𝛤1 και 𝛤2. Οι μετασχηματισμοί αυτοί 

που εφαρμόζονται σε όλα τα σημεία του χωρίου 𝛪 αναφέρονται και ως αφινικοί. Με τον τρόπο 

αυτό, έπειτα από ένα σύνολο τέτοιου είδους μετασχηματισμών, λαμβάνουμε τις 

μετασχηματισμένες καμπύλες 𝛤1̃ και 𝛤2̃. Αποτέλεσμα της διαδικασίας αυτής είναι η αλλαγή και 

των ισοϋψών της καμπύλης 𝛤1̃, αλλάζοντας με τον τρόπο αυτό τόσο το μέτρο, όσο και την 

κατεύθυνση του μοναδιαίου καθέτου διανύσματος �⃗⃗� στις ισοϋψείς αυτές. Ως εκ τούτου, 

μεταβάλλεται και η τιμή της επίπεδης καμπυλότητας 𝐶(𝑥, 𝑦)  σε κάθε σημείο (𝑥, 𝑦)  της 

εκάστοτε ισοϋψούς καμπύλης της 𝛤1̃. Σκοπός του παρόντος κεφαλαίου είναι ο υπολογισμός της 

μεταβολής της τιμής της επίπεδης καμπυλότητας που προκύπτει από αυτούς τους 

μετασχηματισμούς. Στο σημείο αυτό θα θέλαμε να επισημάνουμε ότι ενώ το χωρίο 𝐼 υπόκειται 

στους ανωτέρω μετασχηματισμούς, τα σφάλματα προσαρμογής 휀𝑐  και 휁𝑐 ,  τα οποία 

λαμβάνονται υπ’ όψιν για το ταίριασμα των δύο καμπυλών υπολογίζονται στο χωρίο 𝛺 και 

πάνω σε κάθε όριο 𝜕𝛺  του χωρίου 𝛺 , όπου το 𝛺  ορίζεται ως το χωρίο μεταξύ της μη 

μετασχηματισμένης καμπύλης 𝛤1  και της μετασχηματισμένης καμπύλης 𝛤2̃.  Ισοδύναμα, 

μετασχηματίζουμε όλο το χωρίο 𝐼, προκειμένου να τροποποιήσουμε κατάλληλα την καμπύλη 

𝛤2 και να λάβουμε τελικά τη μετασχηματισμένη εκδοχή αυτής, τη 𝛤2̃, την οποία επιθυμούμε να 

προσαρμόσουμε βέλτιστα στη 𝛤1 . Ισοδυνάμως, προκειμένου να διαπιστωθεί η βέλτιστη 

προσαρμογή μεταξύ των αρχικών καμπυλών 𝛤1 και 𝛤2, ελέγχεται πάντα η προσαρμογή της 

μετασχηματισμένης καμπύλης 𝛤2̃, στην μη τροποποιημένη 𝛤1. 

Προτού προχωρήσουμε στην υλοποίηση της συγκεκριμένης προσέγγισης, είναι αναγκαία η 

παράθεση των ακόλουθων ορισμών και προτάσεων που σχετίζονται με τις μεταβολές του 

χωρίου 𝐼 υπό τους προαναφερθέντες αφινικούς μετασχηματισμούς. 

 

Ορισμός 4.5 (αναλυτική έκφραση των στοιχειωδών αφινικών μετασχηματισμών). Οι δύο 

στοιχειώδεις αφινικοί μετασχηματισμοί της ομοιοθεσίας και της στροφής, οι οποίοι 

εφαρμόζονται σε κάθε σημείο του χωρίου 𝐼 περιγράφονται μέσω του ακόλουθου πίνακα: 
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 𝜜𝐸 = [
1 + 𝑑𝑎 0
0 1 + 𝑑𝑏

] [
1 𝑑𝑇
−𝑑𝑇 1

] = [
1 0
0 1

] + [
𝑑𝑎 𝑑𝑇
−𝑑𝑇 𝑑𝑏

] ≡ 𝐼2 + 𝑑𝜜𝐸 (4.10) 

 

όπου  

𝐼2 είναι ο μοναδιαίος πίνακας διαστάσεων 2x2, 

𝑑𝜜𝐸 είναι μία στοιχειώδης μεταβολή του 𝜜𝐸, 

1 + 𝑑𝑎 είναι ο συντελεστής ομοιοθεσίας κατά τον 𝑥 – άξονα, 

1 + 𝑑𝑏 είναι ο συντελεστής ομοιοθεσίας κατά τον 𝑦 – άξονα και 

𝑑𝑇 είναι η στοιχειώδης γωνία περιστροφής γύρω από ένα νοητό 𝑧 – άξονα, κάθετο στο επίπεδο 

χωρίο 𝐼. 

Στο σημείο αυτό πρέπει να τονιστεί πως στον ορισμό του 𝜜𝐸 χρησιμοποιήθηκαν προσέγγιση 

πρώτης τάξης και μονοπαραμετρικοί μετασχηματισμοί και ότι τα 𝑑𝑎, 𝑑𝑏, 𝑑𝑇  είναι 

προσημασμένες στοιχειώδεις μεταβολές. 

Εάν θεωρήσουμε ότι στους ανωτέρω μετασχηματισμούς προστίθεται και μία στοιχειώδης 

παράλληλη μετατόπιση όλων των σημείων του χωρίου 𝐼 κατά 𝑑𝛾𝑥 , 𝑑𝛾𝑦, κατά τους άξονες 𝑥 και 

𝑦 αντίστοιχα, τότε κάθε σημείο (𝑥, 𝑦) ∈ 𝛪  μετασχηματίζεται στο σημείο με συντεταγμένες 

(�̃�, �̃�), οι οποίες συνδέονται με τις συντεταγμένες (𝑥, 𝑦) μέσω της σχέσης 

 
[
�̃�
�̃�
] = (𝐼2 + 𝑑𝜜𝐸) [

𝑥
𝑦] + [

𝑑𝛾𝑥
𝑑𝛾𝑦
] (4.11) 

 

□ 

 

Λήμμα 4.1. Ο αντίστροφος στοιχειώδης αφινικός μετασχηματισμός της (4.11) δίνεται από τη 

σχέση  
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[
𝑥
𝑦] = (𝐼2 − 𝑑𝜜𝐸) [

�̃�
�̃�
] − [

𝑑𝛾𝑥
𝑑𝛾𝑦
] 

 

Θέτοντας 𝜜 = 𝐼2 − 𝑑𝜜𝐸  συνεπάγεται 𝑑𝜜 = −𝑑𝜜𝐸 = [
−𝑑𝑎 −𝑑𝑇
𝑑𝑇 −𝑑𝑏

], οπότε λαμβάνουμε 

 𝜜 = 𝐼2 − 𝑑𝜜𝐸 = [
1 − 𝑑𝑎 −𝑑𝑇
𝑑𝑇 1 − 𝑑𝑏

] (4.12) 

 

και 

[
𝑥
𝑦] = 𝜜 [

�̃�
�̃�
] − [

𝑑𝛾𝑥
𝑑𝛾𝑦
] = (𝐼2 + 𝑑𝜜) [

�̃�
�̃�
] − [

𝑑𝛾𝑥
𝑑𝛾𝑦
] 

 

Απόδειξη: 

Από τη Σχέση (4.11) συνάγουμε άμεσα ότι 

(𝐼2 + 𝑑𝜜𝐸) [
𝑥
𝑦] = [

�̃�
�̃�
] − [

𝑑𝛾𝑥
𝑑𝛾𝑦
] 

πολλαπλασιάζουμε από αριστερά και τα δύο μέλη της σχέσης με (𝐼2 − 𝑑𝜜𝐸). Με τον τρόπο 

αυτό προκύπτει 

(𝐼2 − 𝑑𝜜𝐸)(𝐼2 + 𝑑𝜜𝐸) [
𝑥
𝑦] = (𝐼2 − 𝑑𝜜𝐸) ([

�̃�
�̃�
] − [

𝑑𝛾𝑥
𝑑𝛾𝑦
]) 

Εκτελώντας τις πράξεις και κρατώντας μόνο τους όρους πρώτης τάξης έχουμε 

[
𝑥
𝑦] = [

�̃�
�̃�
] − [

𝑑𝛾𝑥
𝑑𝛾𝑦
] − 𝑑𝜜𝐸 [

�̃�
�̃�
] + 𝑑𝜜𝐸 [

𝑑𝛾𝑥
𝑑𝛾𝑦
] 

Ωστόσο, η ποσότητα 𝑑𝜜𝐸 [
𝑑𝛾𝑥
𝑑𝛾𝑦
] είναι διαφορικό ανώτερης τάξης και άρα αμελητέα μπροστά 

στους υπόλοιπους όρους. Επομένως, προκύπτει 

[
𝑥
𝑦] = (𝐼2 − 𝑑𝜜𝐸) [

�̃�
�̃�
] − [

𝑑𝛾𝑥
𝑑𝛾𝑦
] 
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Στο σημείο αυτό και με σκοπό να απλοποιήσουμε και να κάνουμε κομψότερη την ανάλυση που 

ακολουθεί, ορίζουμε τους πίνακες 𝑑𝜜 και 𝜜 ως εξής: 

𝜜 = 𝐼2 − 𝑑𝜜𝐸 

𝑑𝜜 = −𝑑𝜜𝐸 = [
−𝑑𝑎 −𝑑𝑇
𝑑𝑇 −𝑑𝑏

] 

και  

𝜜 = 𝐼2 − 𝑑𝜜𝐸 ≡ 𝐼2 + 𝑑𝜜 = [
1 0
0 1

] + [
−𝑑𝑎 −𝑑𝑇
𝑑𝑇 −𝑑𝑏

] = [
1 − 𝑑𝑎 −𝑑𝑇
𝑑𝑇 1 − 𝑑𝑏

] 

Τώρα, οι σχέσεις του λήμματος προκύπτουν άμεσα. 

■ 

 

Ορισμός 4.6. Ας θεωρήσουμε τη συνάρτηση 𝑓  όπως στους Ορισμούς 4.1 και 4.2. Τότε, 

απαιτούμε ο αφινικός μετασχηματισμός στο τυχόν σημείο (𝑥, 𝑦)  του χωρίου 𝐼  να 

μετασχηματίζει όχι μόνον το σημείο (𝑥, 𝑦) στο (�̃�, �̃�), αλλά επίσης να τροποποιεί στοιχειωδώς 

τη συνάρτηση 𝑓 στην 𝑓 κατά τέτοιο τρόπο ώστε  

 𝑓(�̃�, �̃�) = 𝑓(𝑥, 𝑦) (4.13) 

 

□ 

 

Λήμμα 4.2. Ο μετασχηματισμένος τελεστής �⃗⃗�
̃
= [

𝜕

𝜕�̃�
𝜕

𝜕�̃�

] όταν δρα σε μια οποιαδήποτε συνάρτηση 

ℎ(𝑥, 𝑦) συνεχώς παραγωγίσιμη δίνεται από τη σχέση: 

 

[
 
 
 
𝜕

𝜕�̃�
𝜕

𝜕�̃�]
 
 
 
= 𝜜𝑇

[
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦]
 
 
 
⇔ �⃗⃗�̃ = 𝜜𝑇 �⃗⃗� (4.14) 
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όπου 𝜜 ο πίνακας που ορίστηκε στη Σχέση (4.12). 

 

Απόδειξη: 

Για την τυχούσα συνάρτηση ℎ(𝑥, 𝑦) που είναι συνεχώς παραγωγίσιμη, ισχύει ότι  

 ∂ℎ

∂�̃�
=
∂ℎ

∂𝑥

∂𝑥

∂�̃�
+
∂ℎ

∂𝑦

∂𝑦

∂�̃�
 (4.15) 

 

Αλλά, από τον αντίστροφο στοιχειώδη αφινικό μετασχηματισμό λαμβάνουμε 

 𝑥 = (1 − 𝑑𝛼)�̃� − 𝑑𝑇�̃� − 𝑑𝛾𝑥  (4.16) 

 

 𝑦 = 𝑑𝑇�̃� + (1 − 𝑑𝑏)�̃� − 𝑑𝛾𝑦  (4.17) 

 

Συνεπώς,  

∂𝑥

∂�̃�
= 1 − 𝑑𝛼,

∂𝑦

∂�̃�
= 𝑑𝑇 

και, συνεπώς, η Σχέση (4.15) γίνεται 

 ∂ℎ

∂�̃�
= (1 − 𝑑𝛼)

∂ℎ

∂𝑥
+ 𝑑𝑇

∂ℎ

∂𝑦
 (4.18) 

 

Ομοίως, ισχύει  

∂ℎ

∂�̃�
=
∂ℎ

∂𝑥

∂𝑥

∂ỹ
+
∂ℎ

∂𝑦

∂𝑦

∂ỹ
 

και επειδή από τις Σχέσεις (4.16) και (4.17) προκύπτει 
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∂𝑥

∂ỹ
= −𝑑𝑇,

∂𝑦

∂ỹ
= (1 − 𝑑𝑏) 

τελικά έχουμε 

 ∂ℎ

∂�̃�
= −𝑑𝑇

∂ℎ

∂𝑥
+ (1 − 𝑑𝑏)

∂ℎ

∂𝑦
 (4.19) 

 

Άρα, τελικά, από τις (4.18) και (4.19) λαμβάνουμε 

[
 
 
 
∂ℎ

∂�̃�
∂ℎ

∂�̃�]
 
 
 
= [
(1 − 𝑑𝛼) 𝑑𝑇
−𝑑𝑇 (1 − 𝑑𝑏)

]

[
 
 
 
∂ℎ

∂𝑥
∂ℎ

∂𝑦]
 
 
 
 

ή, ισοδύναμα, 

[
 
 
 
∂ℎ

∂�̃�
∂ℎ

∂�̃�]
 
 
 

= 𝜜𝑇

[
 
 
 
∂ℎ

∂𝑥
∂ℎ

∂𝑦]
 
 
 

 

Το γεγονός ότι η συνάρτηση ℎ(𝑥, 𝑦) επελέγη τυχαία με μοναδικό περιορισμό να είναι συνεχώς 

παραγωγίσιμη, οδηγεί στη γενικότερη σχέση 

�̃⃗⃗� = 𝜜𝑇 �⃗⃗� 

■ 

 

Πόρισμα 4.2. Για το ζεύγος συναρτήσεων 𝑓 και 𝑓 του Ορισμού 4.6 ισχύει ότι 

�⃗⃗�̃𝑓(�̃�, �̃�) = 𝐀𝑇 �⃗⃗�𝑓(𝑥, 𝑦) 
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Απόδειξη: 

Δεδομένου ότι για τον στοιχειώδη αφινικό μετασχηματισμό της Σχέσης (4.12) ισχύει, σύμφωνα 

με τον Ορισμό 4.6 ότι  

𝑓(�̃�, �̃�) = 𝑓(𝑥, 𝑦) ⇒ �⃗⃗�
̃
𝑓(�̃�, �̃�) = �⃗⃗�

̃
𝑓(𝑥, 𝑦) 

και λαμβάνοντας υπ’ όψιν το ανωτέρω Λήμμα 4.2, λαμβάνουμε άμεσα 

�̃⃗⃗�𝑓(�̃�, �̃�) = 𝐀𝑇 �⃗⃗�𝑓(𝑥, 𝑦) 

Όπου στην ανωτέρω σχέση θεωρούμε ότι ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

■ 

 

Πόρισμα 4.3. Βάσει των ανωτέρω μετασχηματισμών, η νόρμα του �⃗⃗�𝑓, την οποία έχουμε 

συμβολίσει με 휇 μετασχηματίζεται σύμφωνα με τη σχέση 

 
휇̃ = √�⃗⃗�𝑇𝑓𝜜𝜜𝑇�⃗⃗�𝑓 (4.20) 

 

ενώ ο τελεστής Hessian μετασχηματίζεται σύμφωνα με την εξής σχέση: 

 �̃� = 𝜜𝑇𝜢𝜜 (4.21) 

 

Απόδειξη: 

Η Σχέση (4.20) για το 휇̃ προκύπτει άμεσα από την ανωτέρω σχέση �⃗⃗�̃𝑓(�̃�, �̃�) = 𝐀𝑇 �⃗⃗�𝑓(𝑥, 𝑦), η 

οποία προέκυψε από το Πόρισμα 4.2. Συγκεκριμένα, από τη Σχέση (4.7) ισχύει 

휇 = √[
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
]

[
 
 
 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑦]
 
 
 
= √�⃗⃗�𝑇𝑓 ⋅ �⃗⃗�𝑓 
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Επομένως, η μετασχηματισμένη σχέση θα είναι η 

휇̃ = √�̃⃗⃗�𝑇𝑓 ⋅ �̃⃗⃗�𝑓 

Αλλά,  

�̃⃗⃗�𝑓 = 𝐀𝑇 �⃗⃗�𝑓 ⇔ �̃⃗⃗�𝑇𝑓 = �⃗⃗�𝛵𝑓𝐀 

Επομένως, 

휇̃ = √�⃗⃗�𝑇𝑓𝜜𝜜𝑇�⃗⃗�𝑓 

 

Με ανάλογο τρόπο, ο πίνακας Hessian είναι εξ' ορισμού 

𝑯 =

[
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦]
 
 
 

[
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦
] = �⃗⃗� ⋅ �⃗⃗�𝑇 

Ο μετασχηματισμός του ορίζεται ως εξής: 

�̃� =

[
 
 
 
𝜕

𝜕�̃�
𝜕

𝜕�̃�]
 
 
 

[
𝜕

𝜕�̃�

𝜕

𝜕�̃�
] = �⃗⃗�

̃
⋅ �⃗⃗�
̃𝑇 

Αλλά,  

�⃗⃗�̃ = 𝐀𝑇 �⃗⃗� ⇔ �⃗⃗�̃𝑇 = �⃗⃗�𝛵𝐀 

Επομένως, 

�̃� = �⃗⃗�̃�⃗⃗�̃𝑇 = 𝐀𝑇 �⃗⃗��⃗⃗�𝛵𝐀 = 𝜜𝑇𝜢𝜜 

■ 
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Επειδή ένας στοιχειώδης αφινικός μετασχηματισμός μετατοπίζει κάθε σημείο (𝑥, 𝑦) που ανήκει 

στο 𝐼, σε ένα σημείο (�̃�, �̃�) μέσω της Σχέσης (4.11), προκύπτει άμεσα ο ακόλουθος Ορισμός 4.7. 

 

Ορισμός 4.7. Θεωρούμε ότι το σύνολο 𝐼 των σημείων (�̃�, �̃�) που προκύπτουν όταν κάθε σημείο 

(𝑥, 𝑦)  που ανήκει στο 𝐼  μετασχηματίζεται στο (�̃�, �̃�)  μέσω του στοιχειώδους αφινικού 

μετασχηματισμού που περιγράφεται στη Σχέση (4.11). Επειδή το αρχικό χωρίο 𝐼 είναι κλειστό 

και ο στοιχειώδης αφινικός μετασχηματισμός είναι συνεχής συνάρτηση, συνάγεται από γνωστό 

θεμελιώδες θεώρημα της τοπολογίας ότι το 𝐼 είναι επίσης κλειστό χωρίο, υποσύνολο του ℝ2. 

□ 

 

Στο σημείο αυτό πρέπει να τονιστεί ότι η έννοια της επίπεδης καμπυλότητας που έχει οριστεί 

στο χωρίο 𝐼 που περιγράφεται από το καρτεσιανό σύστημα (𝑥, 𝑦), μπορεί να επεκταθεί ώστε 

να ισχύει με τον ίδιο συναρτησιακό τύπο και για το χωρίο 𝐼 που αποτελείται από τα σημεία 

(�̃�, �̃�). Αυτό συμβαίνει διότι ο ορισμός της επίπεδης καμπυλότητας αφορά ισοϋψείς της 𝑓(𝑥, 𝑦) 

στο χωρίο 𝐼. Σύμφωνα με τον Ορισμό 4.6, όμως, ο στοιχειώδης αφινικός μετασχηματισμός της 

Σχέσης (4.11) απαιτείται να μετασχηματίζει και τη συνάρτηση 𝑓 στη συνάρτηση 𝑓, ούτως ώστε 

να ισχύει 𝑓(�̃�, �̃�) = 𝑓(𝑥, 𝑦) , γεγονός που σημαίνει ότι κάθε ισοϋψής της 𝑓  στο χωρίο 𝛪 

μετασχηματίζεται σε ισοϋψή της 𝑓 στο χωρίο 𝐼 και μάλιστα με την ίδια τιμή. Επομένως, ο 

ορισμός της επίπεδης καμπυλότητας �̃�(�̃�, �̃�) ισχύει και στο 𝐼 και δη, με τον ίδιο συναρτησιακό 

τύπο.  

 

Πρόταση 4.4. Η επίπεδη καμπυλότητα 𝐶(𝑥, 𝑦) κάτω από τη δράση των προαναφερθέντων 

στοιχειωδών αφινικών μετασχηματισμών, μετασχηματίζεται στην  

�̃�(�̃�, �̃�) = 𝐶(𝑥, 𝑦) + 𝑑𝐶(𝑥, 𝑦) 

Η στοιχειώδης μεταβολή της επίπεδης καμπυλότητας 𝑑𝐶(𝑥, 𝑦) δίνεται από τη σχέση 

 
𝑑𝐶 = 𝐶

𝑔𝑎𝑑𝑎 + 𝑔𝑏𝑑𝑏

휇2
 (4.22) 
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όπου 

 
𝑔𝑎 = 3(

𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
2

− 2휇2 (4.23) 

 

 
𝑔𝑏 = 3(

𝜕𝑓

𝜕𝑦
)
2

− 2휇2 (4.24) 

 

και, όπως πριν, 

휇 = ‖�⃗⃗�𝑓‖ 

 

Απόδειξη: 

Σύμφωνα με την Πρόταση 4.3, η μετασχηματισμένη επίπεδη καμπυλότητα �̃�(�̃�, �̃�) μπορεί να 

εκφραστεί σε μετασχηματισμένες συντεταγμένες (�̃�, �̃�) ως εξής: 

 
�̃�(�̃�, �̃�) =

�⃗⃗�
̃𝑇𝑓 𝑱𝑇�̃�𝑱 �⃗⃗�

̃
𝑓

휇̃3
 (4.25) 

 

Με χρήση του Λήμματος 4.2 και του Πορίσματος 4.3, η Έκφραση (4.25) μπορεί να γραφεί ως 

εξής: 

 
�̃�(�̃�, �̃�) =

�⃗⃗�𝑇𝑓 𝑨𝑱𝑇𝑨𝑇𝑯 𝑨𝑱𝑨𝑇 �⃗⃗�𝑓

(�⃗⃗�𝑇𝑓 𝑨𝑨𝑇 �⃗⃗�𝑓)3 2⁄
 (4.26) 

 

Αλλά  

 
𝑨𝑱𝑇𝑨𝑇 = [

0 −(1 − 𝑑𝑎)(1 − 𝑑𝑏)
(1 − 𝑑𝑎)(1 − 𝑑𝑏) 0

] = (1 − 𝑑𝑎)(1 − 𝑑𝑏)𝑱𝑇  (α) (4.27) 
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𝑨𝑱𝑨𝑇 = [
0 (1 − 𝑑𝑎)(1 − 𝑑𝑏)

−(1 − 𝑑𝑎)(1 − 𝑑𝑏) 0
] = (1 − 𝑑𝑎)(1 − 𝑑𝑏)𝑱      (β) 

 

Όπου στις ανωτέρω Σχέσεις (4.27) έχει χρησιμοποιηθεί προσέγγιση πρώτης τάξης. 

 

Επομένως, η (4.26) γράφεται ως εξής: 

�̃�(�̃�, �̃�) = (1 − 𝑑𝑎)2(1 − 𝑑𝑏)2
�⃗⃗�𝑇𝑓 𝑱𝑇𝑯 𝑱 �⃗⃗�𝑓

(�⃗⃗�𝑇𝑓 𝑨𝑨𝑇 �⃗⃗�𝑓)3 2⁄
⇔ 

�̃�(�̃�, �̃�) = (1 − 𝑑𝑎)2(1 − 𝑑𝑏)2
�⃗⃗�𝑇𝑓 𝑱𝑇𝑯 𝑱 �⃗⃗�𝑓

휇3
휇3

(�⃗⃗�𝑇𝑓 𝑨𝑨𝑇 �⃗⃗�𝑓)3 2⁄

(4.8)
⇔   

 
�̃�(�̃�, �̃�) = (1 − 𝑑𝑎)2(1 − 𝑑𝑏)2

휇3

(�⃗⃗�𝑇𝑓 𝑨𝑨𝑇 �⃗⃗�𝑓)3 2⁄
𝐶(𝑥, 𝑦) (4.28) 

 

Αντικαθιστώντας �̃� = 𝐶 + 𝑑𝐶 και με χρήση της Σχέσης (4.28) λαμβάνουμε: 

 

𝑑𝐶 = 𝐶 (
(1 − 𝑑𝑎)2(1 − 𝑑𝑏)2‖�⃗⃗�𝑓‖

3

(�⃗⃗�𝑇𝑓 𝑨𝑨𝑇 �⃗⃗�𝑓)3 2⁄
− 1) (4.29) 

 

Ισχύει, όμως ότι 

(�⃗⃗�𝑇𝑓 𝑨𝑨𝑇  �⃗⃗�𝑓)3 2⁄ = [(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑓

𝜕𝑦
)
2

− 2𝑑𝑎 (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
2

− 2𝑑𝑏 (
𝜕𝑓

𝜕𝑦
)
2

]

3 2⁄

 

Εκτελώντας τις πράξεις και κρατώντας μόνο πρώτης τάξης διαφορικά. 

Εάν ονομάσουμε την ποσότητα 𝑝 =
1

(�⃗⃗⃗�𝑇𝑓 𝑨𝑨𝑇 �⃗⃗⃗�𝑓)3 2⁄
 τότε 
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𝑝 =
1

[(
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

− 2𝑑𝑎 (
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

− 2𝑑𝑏 (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

]

3 2⁄
 

Στο κλάσμα αυτό πολλαπλασιάζουμε αριθμητή και παρονομαστή με {(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
2
+ (

𝜕𝑓

𝜕𝑦
)
2
+

[2𝑑𝑎 (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
2
+ 2𝑑𝑏 (

𝜕𝑓

𝜕𝑦
)
2
]}
3 2⁄

, οπότε προκύπτει 

𝑝 =

{(
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

+ [2𝑑𝑎 (
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ 2𝑑𝑏 (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

]}

3 2⁄

{(
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

+ [2𝑑𝑎 (
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ 2𝑑𝑏 (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

]}

3 2⁄

{(
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

− [2𝑑𝑎 (
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ 2𝑑𝑏 (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

]}

3 2⁄
 

=

{(
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

+ [2𝑑𝑎 (
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ 2𝑑𝑏 (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

]}

3 2⁄

{[(
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

]

2

− [2𝑑𝑎 (
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ 2𝑑𝑏 (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

]

2

}

3 2⁄
 

Ισχύει, ωστόσο, πως οι ποσότητες [2𝑑𝑎 (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
2
]
2

, [2𝑑𝑏 (
𝜕𝑓

𝜕𝑦
)
2
]
2

 και 4𝑑𝑎𝑑𝑏 (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
2
(
𝜕𝑓

𝜕𝑦
)
2

 

αποτελούν διαφορικά ανώτερης τάξης, αμελητέα μπροστά στα [(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
2
]
2

, [(
𝜕𝑓

𝜕𝑦
)
2
]
2

 και 

2 (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
2
(
𝜕𝑓

𝜕𝑦
)
2

 αντίστοιχα. 

Επομένως, 

𝑝 =

{(
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

+ [2𝑑𝑎 (
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ 2𝑑𝑏 (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

]}

3 2⁄

{[(
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

]

2

}

3 2⁄

=

{(
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

+ [2𝑑𝑎 (
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ 2𝑑𝑏 (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

]}

3 2⁄

{[(
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

]}

3  
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Ακολούθως, αναπτύσσοντας τον αριθμητή σε σειρά Taylor γύρω από το σημείο 𝑑𝑎 = 𝑑𝑏 = 0 

έχουμε 

𝑝 =

[(
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

]

3 2⁄

+
3
2
{(
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

+ 2𝑑𝑎 (
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ 2𝑑𝑏 (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

}

1 2⁄

2 (
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

|

𝑑𝑎=𝑑𝑏=0

𝑑𝑎

{[(
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

]}

3

+

3
2
{(
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

+ 2𝑑𝑎 (
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ 2𝑑𝑏 (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

}

1 2⁄

2 (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

|

𝑑𝑎=𝑑𝑏=0

𝑑𝑏

{[(
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

]}

3  

Από την ανωτέρω σχέση, θεωρώντας αμελητέα τα διαφορικά ανώτερης τάξης, έχουμε 

𝑝 =

[(
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

]

3 2⁄

+ 3{(
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

}

1 2⁄

(
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

𝑑𝑎 + 3 {(
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

}

1 2⁄

(
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

𝑑𝑏

{[(
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

]}

3 ⇒ 

𝑝 =
‖�⃗⃗�𝑓‖

3
+ 3‖�⃗⃗�𝑓‖ (

𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

𝑑𝑎 + 3‖�⃗⃗�𝑓‖ (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

𝑑𝑏

‖�⃗⃗�𝑓‖
6  

 

Επιστρέφοντας στη Σχέση (4.29) και με χρήση της έκφρασης για το 𝑝 λαμβάνουμε 

𝑑𝐶 = 𝐶

(

 (1 − 𝑑𝑎)2(1 − 𝑑𝑏)2‖�⃗⃗�𝑓‖
3
‖�⃗⃗�𝑓‖

3
+ 3‖�⃗⃗�𝑓‖ (

𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

𝑑𝑎 + 3‖�⃗⃗�𝑓‖ (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

𝑑𝑏

‖�⃗⃗�𝑓‖
6 − 1

)

  

Αναπτύσσοντας τα (1 + 𝑑𝑎)2 και (1 + 𝑑𝑏)2 και διατηρώντας μόνο τους όρους πρώτης τάξης, 

έχουμε 
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𝑑𝐶 = 𝐶

(

 
 
(1 − 2𝑑𝑎 − 2𝑑𝑏)‖�⃗⃗�𝑓‖

3
‖�⃗⃗�𝑓‖

3
+ 3‖�⃗⃗�𝑓‖ (

𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

𝑑𝑎 + 3‖�⃗⃗�𝑓‖ (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

𝑑𝑏

‖�⃗⃗�𝑓‖
6 − 1

)

 
 

= 𝐶

(

 
 
(1 − 2𝑑𝑎 − 2𝑑𝑏)

‖�⃗⃗�𝑓‖
2
+ 3(

𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

𝑑𝑎 + 3(
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

𝑑𝑏

‖�⃗⃗�𝑓‖
2 − 1

)

 
 

 

= 𝐶

(

 
‖�⃗⃗�𝑓‖

2
+ 3(

𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

𝑑𝑎 + 3(
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

𝑑𝑏 − 2𝑑𝑎‖�⃗⃗�𝑓‖
2
− 2𝑑𝑏‖�⃗⃗�𝑓‖

2

‖�⃗⃗�𝑓‖
2 − 1

)

  

όπου έχουν διατηρηθεί μόνο οι όροι με διαφορικά πρώτης τάξης. Τελικά προκύπτει 

𝑑𝐶 = 𝐶

(

 
 
[3 (
𝜕𝑓
𝜕𝑥
)
2

− 2휇2] 𝑑𝑎 + [3 (
𝜕𝑓
𝜕𝑦
)
2

− 2휇2] 𝑑𝑏

휇2

)

 
 

 

Με χρήση των ορισμών των 𝑔𝑎 και 𝑔𝑏 από τις Σχέσεις (4.23) και (4.24), προκύπτει άμεσα το 

επιθυμητό αποτέλεσμα. 

■ 

 

Πόρισμα 4.4. Η διαφορική μεταβολή της επίπεδης καμπυλότητας 𝑑𝐶(𝑥, 𝑦) = �̃�(�̃�, �̃�) − 𝐶(𝑥, 𝑦) 

είναι ανεξάρτητη της διαφορικής στροφής 𝑑𝑇,  ως και της διαφορικής στοιχειώδους 

παράλληλης μετατόπισης [
𝑑𝛾𝑥
𝑑𝛾𝑦
]. 

 

Απόδειξη: 

Για τη Σχέση (4.26) ισχύει ότι 
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𝑨𝑱𝑇𝑨𝑇 = [
1 − 𝑑𝑎 −𝑑𝑇
𝑑𝑇 1 − 𝑑𝑏

] [
0 −1
1 0

] [
1 − 𝑑𝑎 𝑑𝑇
−𝑑𝑇 1 − 𝑑𝑏

]

= [
−𝑑𝑇 −1 + 𝑑𝑎
1 − 𝑑𝑏 −𝑑𝑇

] [
1 − 𝑑𝑎 𝑑𝑇
−𝑑𝑇 1 − 𝑑𝑏

] = [
0 −1 + 𝑑𝑎 + 𝑑𝑏

1 − 𝑑𝑎 − 𝑑𝑏 0
] 

Όπου στην ανωτέρω παράσταση θεωρούμε ότι τα διαφορικά δεύτερης τάξης είναι αμελητέα 

μπροστά στους όρους πρώτης τάξης και τους σταθερούς όρους. 

Επίσης, ευθύγραμμα ισχύει ότι  

𝑨𝑱𝑨𝑇 = [
1 − 𝑑𝑎 −𝑑𝑇
𝑑𝑇 1 − 𝑑𝑏

] [
0 1
−1 0

] [
1 − 𝑑𝑎 𝑑𝑇
−𝑑𝑇 1 − 𝑑𝑏

]

= [
𝑑𝑇 1 − 𝑑𝑎

−1 + 𝑑𝑏 𝑑𝑇
] [
1 − 𝑑𝑎 𝑑𝑇
−𝑑𝑇 1 − 𝑑𝑏

] = [
0 1 − 𝑑𝑎 − 𝑑𝑏

−1 + 𝑑𝑎 + 𝑑𝑏 0
] 

Στην ανωτέρω σχέση έχουν θεωρηθεί αμελητέα τα διαφορικά δεύτερης τάξης. 

Από τις δύο ανωτέρω εκφράσεις των 𝑨𝑱𝑇𝑨𝑇  και 𝑨𝑱𝑨𝑇  προκύπτει άμεσα ότι η 

μετασχηματισμένη έκφραση της επίπεδης καμπυλότητας δεν εξαρτάται από τη στοιχειώδη 

στροφή 𝑑𝑇 γύρω από το 𝑧 – άξονα και από τη στοιχειώδη μετατόπιση κατά τους άξονες 𝑥 και 𝑦, 

𝑑𝛾𝑥 και 𝑑𝛾𝑦 αντίστοιχα. 

■ 

 

Επί τη βάσει του Πορίσματος αυτού θα βρούμε τη βέλτιστη σχέση που συνδέει την αρχική 

καμπύλη 𝛤1 και την βέλτιστα προσαρμοσμένη σε αυτή καμπύλη 𝛤2̃ ανεξάρτητα από στροφή και 

παράλληλη μετατόπιση, όσον αφορά το κριτήριο της Σχέσης (4.5) της Πρότασης 4.2 και με 

μεταβολή αποκλειστικά των συντελεστών ομοιοθεσίας. 

 

Πόρισμα 4.5. Ας υποθέσουμε πως εφαρμόζουμε σειριακά ένα σύνολο αφινικών 

μετασχηματισμών που περιεγράφησαν σε αυτή την παράγραφο, λαμβάνοντας ένα 

πεπερασμένο, σύνθετο μετασχηματισμό, ο οποίος αντιστοιχίζει μια αρχική καμπύλη 𝛤2 σε μία 

νέα, τη 𝛤2̃.  Έστω (𝑥, 𝑦)  τυχόν σημείο της 𝛤2,  το οποίο μέσω αυτού του σύνθετου 

μετασχηματισμού μετασχηματίζεται στο σημείο με συντεταγμένες (�̃�, �̃�) ∈ �̃�2. Θεωρούμε ότι το 

ζεύγος των συντελεστών ομοιοθεσίας (𝑎, 𝑏) μεταβάλλεται κατά μήκος μιας καμπύλης 𝛥 στο 
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χώρο των καμπυλοτήτων, η οποία εκκινεί από ένα δεδομένο σημείο, π.χ. το σημείο (1,1). 

Σημειώνουμε ότι η διαδρομή αυτή 𝛥 έχει απεικόνιση στο ℝ2, δεδομένου ότι μετασχηματίζει 

κάθε σημείο (𝑥, 𝑦) που αντιστοιχεί σε (𝑎, 𝑏) = (1,1) του ℝ2 στο σημείο (�̃�, �̃�) που αντιστοιχεί 

στην τελική θέση των (𝑎, 𝑏). Στη συνέχεια, η μετασχηματισμένη επίπεδη καμπυλότητα �̃�(�̃�, �̃�) 

σχετίζεται με την επίπεδη καμπυλότητα του αρχικού συστήματος συντεταγμένων 𝐶(𝑥, 𝑦) μέσω 

της σχέσης 

 �̃�(�̃�, �̃�)

𝐶(𝑥, 𝑦)
= 𝑒

∫
𝑔𝑎𝑑𝑎+𝑔𝑏𝑑𝑏

2𝛥  (4.30) 

 

όπου το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα στον εκθέτη υπολογίζεται κατά μήκος της καμπύλης 𝛥. 

Προκειμένου να χρησιμοποιηθεί η Σχέση (4.30) για να παραμετροποιήσουμε τον αφινικό 

μετασχηματισμό του 𝑥𝑦 – επιπέδου μέσω κατάλληλης παραμόρφωσης της καμπυλότητας 

πρέπει να υπολογιστεί η ευαισθησία του επικαμπύλιου ολοκληρώματος της Σχέσης (4.30) στις 

μεταβολές της καμπύλης 𝛥. Ισοδύναμα αρκεί να υπολογιστεί η παράγωγος δεύτερης τάξης της 

ποσότητας 𝑙𝑛�̃�(�̃�, �̃�) υπό τους απειροστούς μετασχηματισμούς (𝑎, 𝑏) → (𝑎 + 𝑑𝑎, 𝑏 +  𝑑𝑏) . Ο 

υπολογισμός αυτός παρουσιάζεται αμέσως παρακάτω. 

 

Απόδειξη: 

Η Σχέση (4.22) μπορεί να γραφεί ως εξής: 

 𝑑𝐶

𝐶
=
𝑔𝑎𝑑𝑎 + 𝑔𝑏𝑑𝑏

휇2
⇔
𝐶 + 𝑑𝐶

𝐶
=
�̃�

𝐶
= 𝑒

𝑔𝑎𝑑𝑎+𝑔𝑏𝑑𝑏
2  (4.31) 

 

Η τελευταία σχέση προκύπτει από ανάπτυγμα της εκθετικής συνάρτησης σε σειρά Taylor και 

διατήρηση των πρώτης τάξης όρων. Εάν θεωρήσουμε τη νέα θέση σαν θέση έναρξης και 

επαναλάβουμε την ανάλυση που προηγήθηκε λαμβάνουμε: 

�̃�1

�̃�
= 𝑒

𝑔𝑎1𝑑𝑎
1+𝑔𝑏1𝑑𝑏

1

1
2
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Ισχύει, επομένως ότι 

�̃�1
𝐶
=
�̃�1

�̃�

�̃�

𝐶
= 𝑒

𝑔𝑎𝑑𝑎+𝑔𝑏𝑑𝑏
2 +

𝑔
𝑎1
𝑑𝑎1+𝑔

𝑏1
𝑑𝑏1

1
2

 

Προκειμένου να λάβουμε τον πεπερασμένο σύνθετο μετασχηματισμό, ολοκληρώνουμε τη 

σχέση 
𝑑𝐶

𝐶
=
𝑔𝑎𝑑𝑎+𝑔𝑏𝑑𝑏

2  κατά μήκος της καμπύλης 𝛥 και λαμβάνουμε: 

∫
𝑑𝐶(𝑥, 𝑦)

𝐶(𝑥, 𝑦)𝛥

= ∫
𝑔𝑎𝑑𝑎 + 𝑔𝑏𝑑𝑏

휇2𝛥

⇒ [𝑙𝑛𝐶(𝑥, 𝑦)]𝛼𝜌𝜒ή 𝛥
𝜏έ 𝜊𝜍 𝛥

= ∫
𝑔𝑎𝑑𝑎 + 𝑔𝑏𝑑𝑏

휇2𝛥

⇒ 𝑙𝑛 (
𝐶(𝑥, 𝑦; 𝜏휀휆휄휅ά(𝑎, 𝑏))

𝐶(𝑥, 𝑦; 𝛼휌𝜒휄휅ά(𝑎, 𝑏))
) = ∫

𝑔𝑎𝑑𝑎 + 𝑔𝑏𝑑𝑏

휇2𝛥

 

Ισχύει, όμως, ότι 𝐶(𝑥, 𝑦; 𝜏휀휆휄휅ά(𝑎, 𝑏)) = �̃�(�̃�, �̃�)  και 𝐶(𝑥, 𝑦; 𝛼휌𝜒휄휅ά(𝑎, 𝑏)) = 𝐶(𝑥, 𝑦) , οπότε 

έχουμε 

𝑙𝑛 (
�̃�(�̃�, �̃�)

𝐶(𝑥, 𝑦)
) = ∫

𝑔𝑎𝑑𝑎 + 𝑔𝑏𝑑𝑏

휇2𝛥

 

Από τη σχέση αυτή προκύπτει άμεσα η ζητούμενη σχέση, υψώνοντας τη σχέση σε εκθέτες με 

βάση το 𝑒: 

�̃�(�̃�, �̃�)

𝐶(𝑥, 𝑦)
= 𝑒

∫
𝑔𝑎𝑑𝑎+𝑔𝑏𝑑𝑏

2𝛥  

■ 

 

Τα αποτελέσματα του μετασχηματισμού αυτού συνοψίζονται στην ακόλουθη Πρόταση: 

 

Πρόταση 4.5. Υπό τους προαναφερθέντες απειροστούς αφινικούς μετασχηματισμούς, η 

διαφόριση δεύτερης τάξης του λογαρίθμου της συνάρτησης της επίπεδης καμπυλότητας 

𝑙𝑛𝐶(𝑥, 𝑦) είναι ανεξάρτητη του απολύτου μεγέθους του διαφορικού μονοπατιού (𝑑𝑎, 𝑑𝑏) και 

εξαρτάται μόνο από το λόγο 𝛾 =
𝑑𝑎

𝑑𝑏
. Συγκεκριμένα, για 휆 = 𝑎𝑏 και 𝜎 =

1

2
(𝑎2 − 𝑏2) ισχύει ότι  
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𝜕

𝜕휆
𝑑𝑙𝑛𝐶|

𝑎=1
𝑏=1

= 0 

 
𝑑2𝑙𝑛𝐶 = 𝑑𝜎2

𝜕2

𝜕𝜎2
𝑙𝑛𝐶|

𝑎=1
𝑏=1

~  𝒏𝑇 [
0 1
1 0

] 𝒏 (𝛾 −
1

𝛾
) (4.32) 

 

 

Απόδειξη: 

Η απόδειξη της Πρότασης 4.5 βρίσκεται στην [59]. 

■ 

 

Ως εκ τούτου, σύμφωνα με την προαναφερθείσα Πρόταση 4.5, η μεταβολή του εφαπτόμενου 

διανύσματος του μονοπατιού ολοκλήρωσης 𝛥 στο σημείο εκκίνησης του μονοπατιού εξαρτάται 

μόνο από την κατεύθυνση του εφαπτόμενου διανύσματος και όχι από το μέτρο του. Επομένως, 

ο προσδιορισμός του βέλτιστου μονοπατιού 𝛥 που πρέπει να ακολουθεί ο μετασχηματισμός 

προκειμένου να ελαχιστοποιείται η μεταβολή της επίπεδης καμπυλότητας μεταξύ των δύο 

καμπυλών, εξαρτάται αποκλειστικά από την κατεύθυνση του εφαπτόμενου διανύσματος στο 

αρχικό σημείο του μετασχηματισμού, το οποίο αποτελεί σημείο έναρξης του μονοπατιού 𝛥 και 

παραμένει αμετάβλητο στις μεταβολές των παραμέτρων του μονοπατιού. Συνεπώς, σύμφωνα 

με τα ανωτέρω, η παρεμβολή μεταξύ των σημείων του μονοπατιού 𝛥 καθίσταται ομοιόμορφα 

σταθερή και ισχυρή. 

Η προαναφερθείσα ανάλυση αποδεικνύει ότι η μεταβολή της επίπεδης καμπυλότητας υπό τους 

αφινικούς μετασχηματισμούς που αναλύθηκαν στο παρόν κεφάλαιο, εξαρτάται αποκλειστικά 

από δύο ανεξάρτητες μεταβλητές και, συγκεκριμένα, από τους παράγοντες ομοιοθεσίας κατά 

τον 𝑥 και 𝑦 – άξονα, 𝑎 και 𝑏 αντίστοιχα. Ωστόσο, η βέλτιστη σχετική τοποθέτηση των δύο 

καμπυλών 𝛤1 και 𝛤2 εξαρτάται από τρεις επιπλέον παραμέτρους, οι οποίες αντιστοιχούν στη 

στροφή της καμπύλης 𝛤2 γύρω από τον 𝑧 – άξονα, ο οποίος είναι κάθετος στο 𝑥𝑦 – επίπεδο, 

καθώς και στην παράλληλη μετατόπισή της κατά μήκος των αξόνων 𝑥 και 𝑦. Εφ’ όσον έχει 
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αποδειχθεί μέσω της ανωτέρω ανάλυσης αλλά και με τον τρόπο με τον οποίο έχει οριστεί η 

έννοια της επίπεδης καμπυλότητας ότι η βέλτιστη ομοιοθεσία μεταξύ των δύο καμπυλών 

επιτυγχάνεται ανεξάρτητα της στροφής και της παράλληλης μετατόπισης, είναι λογικό να 

υποθέσουμε πως υπάρχουν άπειρες θέσεις της καμπύλης 𝛤2 για τις οποίες το εισαχθέν σφάλμα 

της επίπεδης καμπυλότητας 휁𝐶 ελαχιστοποιείται. Οι θέσεις αυτές αντιστοιχούν στους άπειρους 

συνδυασμούς στροφής και παράλληλης μετατόπισης που είναι δυνατόν να εφαρμοστούν στην 

καμπύλη 𝛤2. Ωστόσο, είναι δυνατόν να υιοθετηθεί ένα κριτήριο προσαρμογής μεταξύ των 

καμπυλών 𝛤2̃ και 𝛤1 εντός του χωρίου 𝐼, το οποίο θα απαιτεί το ολοκλήρωμα των Ευκλείδειων 

αποστάσεων των σημείων της 𝛤2̃ από τη 𝛤1 να είναι ελάχιστο. Στη συνέχεια μπορούμε να 

χρησιμοποιήσουμε το κριτήριο αυτό σε συνδυασμό με τα προηγούμενα αποτελέσματα, 

προκειμένου να επιτύχουμε πολύ ικανοποιητικό ταίριασμα των καμπυλών 𝛤2̃ και 𝛤1 εντός του 

χωρίου 𝐼, λαμβάνοντας υπ’ όψιν, με τον τρόπο αυτό, όλους τους αφινικούς μετασχηματισμούς. 

Αυτό θα αποτελέσει το αντικείμενο μελέτης του επόμενου κεφαλαίου. 
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5 Μία νέα μέθοδος προσαρμογής δύο καμπυλών 𝜞𝟏 και 

𝜞𝟐 και αντίστοιχη διαδικασία 

Στην παρούσα εργασία παρουσιάζεται μια νέα μέθοδος ταυτοποίησης του γραφέα ενός 

κειμένου, η οποία βασίζεται στα χαρακτηριστικά των περιγραμμάτων των υλοποιήσεων των 

διαφόρων συμβόλων της αλφαβήτου που εμφανίζονται στο κείμενο. Η ομοιότητα των 

χαρακτηριστικών αυτών ελέγχεται με καινοφανή τρόπο, με χρήση των εννοιών και ιδιοτήτων 

που αναφέρθηκαν στο προηγούμενο Κεφάλαιο 4 και σχετίζονται με την επίπεδη καμπυλότητα. 

Το πρώτο βήμα προς αυτή την κατεύθυνση είναι η εξαγωγή των περιγραμμάτων των διάφορων 

γραμμάτων που εμφανίζονται σε ένα αρχαίο κείμενο. 

Προς το σκοπό αυτό, οι διάφορες υλοποιήσεις των γραμμάτων εξάγονται από τα κείμενα από 

τα οποία προέρχονται με τεχνικές κατάτμησης εικόνας, οι οποίες παρουσιάζονται στις εργασίες 

[3, 60]. Η εξαγωγή των περιγραμμάτων των υλοποιήσεων πραγματοποιείται όπως 

περιγράφεται στην εργασία [61]. Γίνεται δε με τέτοιο τρόπο ώστε κάθε εικονοστοιχείο των 

περιγραμμάτων να έχει ακριβώς δύο γειτονικά εικονοστοιχεία, να μην σχηματίζονται ορθές 

γωνίες μεταξύ διαδοχικών εικονοστοιχείων και να μην υπάρχουν μεμονωμένες, συνεκτικές 

ομάδες εικονοστοιχείων μικρού εμβαδού, όπως, για παράδειγμα, συμβαίνει με το περίγραμμα 

το οποίο εξάγεται από την υλοποίηση του γράμματος ‘Ω’ του Σχήματος 2.3, το οποίο 

παρουσιάζεται στο Σχήμα 5.2. Στο Σχήμα 5.3 παρατίθενται λεπτομέρειες των περιγραμμάτων 

των συμβόλων της αλφαβήτου του Σχήματος 5.2. Οι λεπτομέρειες αυτές είναι ενδεικτικές της 

τελικής μορφής που πρέπει να έχει κάθε περίγραμμα υλοποίησης κάθε συμβόλου της 

αλφαβήτου προκειμένου να εφαρμοστεί επί αυτού η διαδικασία βέλτιστης προσαρμογής που 

θα αναλυθεί στο παρόν κεφάλαιο. Λόγω έλλειψης αλγορίθμου κατάτμησης εικόνας ο οποίος 

πραγματοποιεί εξαγωγή του γράμματος με τις ανωτέρω προδιαγραφές, στην εικόνα της 

υλοποίησης του γράμματος εφαρμόζονται κατάλληλα μορφολογικά φίλτρα, προκειμένου το 

τελικό εξαχθέν περίγραμμα της υλοποίησης του γράμματος να πληροί τις προδιαγραφές αυτές. 

Συνεπώς, μετά από την ολοκλήρωση της προαναφερθείσας διαδικασίας, το περίγραμμα κάθε 

υλοποίησης ενός συμβόλου της αλφαβήτου που εμφανίζεται σε ένα κείμενο είναι μία ένωση 

πολυγωνικών καμπυλών, όπου κάθε τέτοια πολυγωνική καμπύλη είναι αποτέλεσμα 
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διακριτοποίησης μιας συνεχούς καμπύλης Jordan. Στη συντριπτική πλειονότητα των 

περιπτώσεων, κάθε τέτοιο περίγραμμα είναι η ένωση κλειστών πολυγωνικών γραμμών που 

αντιστοιχούν σε συνεχείς καμπύλες Jordan. Ορισμένα παραδείγματα της διαδικασίας εξαγωγής 

περιγραμμάτων παρατίθενται στο Σχήμα 5.1. 

 

 

     

    

       (α)          (β)           (γ) 

Σχήμα 5.1. Διαδικασία εξαγωγής περιγραμμάτων των υλοποιήσεων διαφόρων συμβόλων της αλφαβήτου. 

(α) Εξαγωγή της υλοποίησης από την εικόνα του κειμένου (επιγραφής ή παπύρου) στην οποία αυτή βρίσκεται. 

(β) Μαύρισμα του σώματος του γράμματος. 

(γ) Εξαγωγή του περιγράμματος της υλοποίησης του γράμματος. 
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Σχήμα 5.2. Περιγράμματα των υλοποιήσεων των γραμμάτων ‘Α’ και ‘Ω’ του Σχήματος 2.3. Το περίγραμμα του 

γράμματος ‘Α’ στα αριστερά αποτελεί καλό δείγμα περιγράμματος για την εφαρμογή της διαδικασίας 

προσαρμογής που θα ακολουθήσει. Αντιθέτως, το περίγραμμα του γράμματος ‘Ω’ που παρουσιάζεται δεξιά δεν 

είναι απολύτως κατάλληλο για την εφαρμογή της διαδικασίας προσαρμογής, καθώς περιλαμβάνει μικρές 

συνεκτικές ομάδες εικονοστοιχείων μικρού εμβαδού. Για την εφαρμογή της διαδικασίας προσαρμογής στη 

συγκεκριμένη υλοποίηση απαιτείται περαιτέρω επεξεργασία αυτής. 

 

 

Σχήμα 5.3. Λεπτομέρειες των περιγραμμάτων του Σχήματος 5.2. Από το σχήμα αυτό φαίνεται η μορφή την οποία 

πρέπει να έχει το περίγραμμα της κάθε υλοποίησης συμβόλου της αλφαβήτου, προκειμένου να εφαρμοστεί επί 

αυτού η διαδικασία βέλτιστης προσαρμογής. 

 

Εν συνεχεία, στο παρόν κεφάλαιο, θα χρησιμοποιήσουμε τα αποτελέσματα των προηγούμενων 

παραγράφων και θα καθορίσουμε ένα νέο κριτήριο ομοιότητας, προκειμένου να 

παρουσιάσουμε στη συνέχεια τα βήματα ενός πρωτότυπου αλγορίθμου μέσω του οποίου 

επιτυγχάνεται βέλτιστη προσαρμογή δύο οποιονδήποτε καμπυλών Jordan 𝛤1  και 𝛤2  που 

βρίσκονται εντός ενός χωρίου 𝐼. Ο αλγόριθμος αυτός προσφέρει ένα πρωτότυπο σφάλμα 
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προσαρμογής, το οποίο λαμβάνει υπ’ όψιν τόσο τη διαφορά της καμπυλότητας όλων των 

σημείων των δύο καμπυλών, όσο και τη συνολική Ευκλείδεια απόστασή τους. Εν συνεχεία, το 

λάθος αυτό προσαρμογής μπορεί να ενσωματωθεί σε ένα τυχόντα αλγόριθμο ο οποίος 

πραγματοποιεί ελαχιστοποίηση κάποιας συνάρτησης σφάλματος, όπως είναι ο Nelder – Mead. 

Η μέθοδος αυτή για το ταίριασμα των καμπυλών αποτελείται από τα εξής δύο επί μέρους 

στάδια: 

 Στο πρώτο στάδιο προσδιορίζονται οι βέλτιστες τιμές των συντελεστών ομοιοθεσίας 𝑎 

και 𝑏 για τις οποίες η συνολική διαφορά της καμπυλότητας μεταξύ των καμπυλών 𝛤1 

και της μετασχηματισμένης 𝛤2 ελαχιστοποιείται. Σημειώνεται πως, λόγω του ότι η 

διαδικασία υπολογισμού των συντελεστών αυτών είναι ανεξάρτητη της στροφής και 

της παράλληλης μετατόπισης της καμπύλης 𝛤2, όπως έχει αποδειχθεί στο προηγούμενο 

κεφάλαιο, ο ανεξάρτητος υπολογισμός των δύο αυτών παραγόντων ομοιοθεσίας 𝑎 και 

𝑏  είναι απόλυτα αιτιολογημένος. Στο σημείο αυτό πρέπει να τονιστεί ότι ο 

προσδιορισμός των βέλτιστων τιμών των συντελεστών ομοιοθεσίας 𝑎  και 𝑏  μέσω 

κλασικών μεθόδων είναι ορθός μόνο στην περίπτωση κατά την οποία οι 

κανονικοποιημένες καμπύλες αποτελούνται από ίσο πλήθος εικονοστοιχείων. Σε 

αντίθετη περίπτωση, μικρές τοπικές διαταραχές της καμπύλης 𝛤2 καταστρατηγούν τη 

δυνατότητα αμφιμονοσήμαντης αντιστοίχισης των σημείων των καμπυλών 𝛤1 και 𝛤2 επί 

τη βάσει της καμπυλότητάς τους.  

 

Εντούτοις, η δύναμη της έννοιας της επίπεδης καμπυλότητας που έχουμε εισάγει, 

έγκειται, μεταξύ άλλων, και στο γεγονός ότι μπορεί να παρακάμψει την απαίτηση οι 

προς σύγκριση καμπύλες 𝛤1  και 𝛤2  να αποτελούνται από ίσο πλήθος στοιχείων. 

Πράγματι, όπως έχουμε δείξει, με την ελαχιστοποίηση του απολύτου της διαφοράς των 

ολοκληρωμάτων των επιπέδων καμπυλοτήτων λαμβάνουμε τη βέλτιστη ομοιοθεσία 

μεταξύ δύο τυχουσών καμπυλών, ανεξάρτητα από οποιονδήποτε Ευκλείδειο 

μετασχηματισμό. 

 

 Σε δεύτερο στάδιο ορίζεται αρχικά ένα μέτρο ομοιότητας μεταξύ της καμπύλης 𝛤1 και 

της βέλτιστα ομοιοθετημένης στη 𝛤1 καμπύλη 𝛤2, προκειμένου να ληφθούν υπ’ όψιν οι 

μετασχηματισμοί της στροφής και της παράλληλης μετατόπισης. Στη συνέχεια, η 
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μέθοδος μπορεί να χρησιμοποιήσει οποιονδήποτε αλγόριθμο ελαχιστοποίησης 

κάποιας συνάρτησης ελαχιστοποίησης σφάλματος, προκειμένου να προσδιοριστεί η 

βέλτιστη σχετική θέση προσαρμογής της καμπύλης 𝛤1 και της μετασχηματισμένης 𝛤2. 

Τα στάδια αυτά περιγράφονται αναλυτικά στις παραγράφους που ακολουθούν. 

 

5.1 Βέλτιστος μετασχηματισμός του μεγέθους της καμπύλης 𝜞𝟐, ώστε 

αυτή να ταιριάξει στην καμπύλη 𝜞𝟏 

Το ταίριασμα των καμπυλών 𝛤1 και 𝛤2 το οποίο επιτυγχάνεται με την ελαχιστοποίηση του 

σφάλματος της επίπεδης καμπυλότητας επιτελείται με τα ακόλουθα βήματα: 

 

Βήμα 1: Θεωρούμε την καμπύλη 𝛤2 στην αρχική της θέση εντός του χωρίου 𝛪 και για κάθε 

σημείο 𝛭(𝑥, 𝑦) ∈ 𝛤2 υπολογίζουμε την ισοϋψή της 𝛤1, η οποία διέρχεται από το σημείο αυτό, 

δηλαδή την Ευκλείδεια απόσταση  

 
𝑓(𝑥, 𝑦) = √𝑑2(𝑥, 𝛤1) + 𝑑

2(𝑦, 𝛤1) (5.1) 

 

όπου 𝑑(𝑥, 𝛤1), 𝑑(𝑦, 𝛤1) είναι οι συνιστώσες της διανυσματικής απόστασης του 𝛭  από την 

πρότυπη καμπύλη 𝛤1.  

Εν συνεχεία υπολογίζουμε το �⃗⃗�𝑓(𝑥, 𝑦)  στο 𝛭,  ως και τις ποσότητες 𝑔𝑎 , 𝑔𝑏 , 휇
2  μέσω των 

Σχέσεων (4.23), (4.24) και (4.7), αντίστοιχα. Σημειώνουμε ότι ο υπολογισμός του �⃗⃗� μπορεί να 

γίνει είτε αριθμητικά με χρήση πεπερασμένων διαφορών, είτε με προσέγγιση της ισοϋψούς της 

𝛤1 που διέρχεται από το 𝛭 με πολυώνυμο και απ’ ευθείας παραγώγιση.  

 

Βήμα 2: Αρχικά θέτουμε 𝑎 = 1, 𝑏 = 1, ώστε η διαδικασία να εκκινήσει από την κατάσταση στην 

οποία η καμπύλη 𝛤2 είναι απαραμόρφωτη. 
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Υπολογίζουμε το 휀1 = ∮ �⃗⃗� ⋅ �⃗⃗� 𝑑𝑙
𝛤1

. Το ολοκλήρωμα αυτό υπολογίζεται αριθμητικά μόνο μία 

φορά και για την κοντινότερη ισοϋψή της 𝛤1 προς την κατεύθυνση της 𝛤2, εάν η κατεύθυνση 

αυτή είναι καλώς ορισμένη ή ισοδύναμα, προς την εξωτερική πλευρά της 𝛤1 στο ψηφιακό 

χωρίο 𝛪. Το ολοκλήρωμα επί της καμπύλης 𝛤1 δεν μπορεί να υπολογιστεί για λόγους για τους 

οποίους θα εξηγηθούν στο δεύτερο μέρος της διατριβής και αφορούν το γεγονός ότι όλες οι 

υπολογιστικές μηχανές de facto και a priori εκτελούν όλες τις πράξεις με πεπερασμένο μήκος 

λέξης. Λόγω αυτού, η σχέση 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 που περιγράφει την καμπύλη 𝛤1 στο συνεχή χώρο ℝ2 

μετασχηματίζεται στο διακριτό χωρίο 𝐼 σε μια ακολουθία τιμών πολύ κοντά μεν στο μηδέν, 

αλλά πρακτικά ποτέ μηδέν και κατά κανόνα με εναλλασσόμενα πρόσημα. 

Σε κάθε σημείο (𝑥, 𝑦) της 𝛤2 θεωρούμε την ισοϋψή της 𝑓(𝑥, 𝑦) η οποία διέρχεται από το σημείο 

αυτό, υπολογίζουμε το �⃗⃗� ⋅ �⃗⃗� ≡
�⃗⃗⃗�𝑓(𝑥,𝑦)

‖�⃗⃗⃗�𝑓(𝑥,𝑦)‖
 στο σημείο αυτό της ισοϋψούς και αποδίδουμε την 

τιμή αυτή στο 𝐶(𝑥, 𝑦). Αναφέρουμε ότι ο υπολογισμός των 𝑓(𝑥, 𝑦), �⃗⃗�, �⃗⃗� ⋅ �⃗⃗�  γίνεται όπως 

περιγράφεται στο Βήμα 1. Το σύνολο των τιμών αυτών 𝐶(𝑥, 𝑦) παίζει το ρόλο των αρχικών 

τιμών της επίπεδης καμπυλότητας, σε σχέση με την καμπύλη 𝛤2. Για τις τιμές αυτές θα 

χρησιμοποιούμε εφ’ εξής το σύμβολο 𝐶0
𝛤2(𝑥, 𝑦). Ο δείκτης μηδέν (0) υποδεικνύει ότι οι τιμές 

αυτές της καμπυλότητας υπολογίζονται στη θέση μηδέν, δηλαδή στην αρχική θέση, όπου η 𝛤2 

είναι απαραμόρφωτη, ενώ ο δείκτης 𝛤2 υποδεικνύει ότι οι τιμές αυτές της καμπυλότητας 

αφορούν την καμπύλη 𝛤2. Στο σημείο αυτό σημειώνεται ότι από τη διαδικασία αυτή προκύπτει 

ένα σύνολο τιμών 𝐶0
𝛤2(𝑥, 𝑦)  με κάθε τιμή να υπολογίζεται στο κέντρο του εκάστοτε 

εικονοστοιχείου της καμπύλης 𝛤2. 

 

Βήμα 3: Δεδομένων των τιμών 𝐶0
𝛤2(𝑥, 𝑦) για κάθε σημείο της καμπύλης 𝛤2 και εάν θεωρηθεί ότι 

τα 𝛿𝑎 και 𝛿𝑏 είναι δεδομένα, χρησιμοποιούμε τις ποσότητες 𝑔𝑎 , 𝑔𝑏 , 휇
2 που έχουν υπολογιστεί 

στο Βήμα 1 και τις συμβολίζουμε με προφανή αντιστοιχία ως 𝑔𝑎
0, 𝑔𝑏

0, 휇0
2 , ώστε να 

υπολογίσουμε την ποσότητα  

𝛿𝐶0
𝛤2(𝑥, 𝑦) = 𝐶0

𝛤2(𝑥, 𝑦)
𝑔𝑎
0𝛿𝑎 + 𝑔𝑏

0𝛿𝑏

휇0
2  

για κάθε σημείο της 𝛤2. Μέσω αυτής, υπολογίζουμε για κάθε σημείο της καμπύλης 𝛤2 τη 
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𝐶1
𝛤2(𝑥, 𝑦) = 𝐶0

𝛤2(𝑥, 𝑦) + 𝛿𝐶0
𝛤2(𝑥, 𝑦) 

Εάν οι συναρτήσεις 𝐶1
𝛤2(𝑥, 𝑦) και 𝐶0

𝛤2(𝑥, 𝑦) εντεθούν σε έναν αλγόριθμο ελαχιστοποίησης, στο 

πρώτο βήμα εκτέλεσης του αλγορίθμου λαμβάνουμε τα 𝛿𝑎0, 𝛿𝑏0 προς την κατεύθυνση της 

ελαχιστοποίησης του σφάλματος |휁𝐶| = |2 (∮ �⃗⃗� ∙ �⃗⃗�
𝛤2

𝑑𝑙 − ∮ �⃗⃗� ∙ �⃗⃗�
𝛤1

𝑑𝑙)| , όπου, βεβαίως, τα 

ολοκληρώματα υπολογίζονται αριθμητικά στο ψηφιακό χωρίο 𝛪. 

 

Βήμα 4: Με δεδομένα τα 𝛿𝑎0, 𝛿𝑏0 του προηγούμενου βήματος, προσδιορίζουμε τη νέα θέση 

της καμπύλης 𝛤2, η οποία συμβολίζεται �̃�2(𝑥1, 𝑦1), όπου κάθε σημείο (𝑥1, 𝑦1) προκύπτει από 

κάθε αρχικό σημείο (𝑥, 𝑦) της 𝛤2(𝑥, 𝑦) από την ακόλουθη σχέση: 

[
𝑥1
𝑦1
] = ([

1 0
0 1

] + [
𝛿𝑎 0
0 𝛿𝑏

]) [
𝑥
𝑦] 

 

Βήμα 5: Αντιστοιχίζουμε στη συνέχεια την τιμή της καμπυλότητας 𝐶1
𝛤2(𝑥, 𝑦) στο σημείο (𝑥1, 𝑦1) 

της �̃�2 και με τον τρόπο αυτό έχουμε τη συνάρτηση 𝐶1
𝛤2(𝑥1, 𝑦1).  

 

Βήμα 6: Υπολογίζουμε το συναρτησιοειδές |휁𝐶| για τη νέα εκδοχή της καμπύλης �̃�2(𝑥1, 𝑦1) 

μέσω της Σχέσης (4.5). Για την ακρίβεια, υπολογίζουμε το 휀2 = ∮ �⃗⃗� ⋅ �⃗⃗� 𝑑𝑙
�̃�2

 ολοκληρώνοντας 

αριθμητικά τις ποσότητες 𝐶1
𝛤2(𝑥1, 𝑦1) πάνω στην καμπύλη �̃�2(𝑥1, 𝑦1), αφού, εξ’ ορισμού, σε 

κάθε σημείο 𝐶1
𝛤2(𝑥1, 𝑦1) = �⃗⃗� ⋅ �⃗⃗� . Στην περίπτωση κατά την οποία η ποσότητα |휁𝐶|  είναι 

μικρότερη από ένα κατάλληλα επιλεγμένο κατώφλι, το οποίο συνήθως σχετίζεται με τον 

αλγόριθμο ελαχιστοποίησης ο οποίος χρησιμοποιείται, η διαδικασία σταματά. Σε διαφορετική 

περίπτωση, η διαδικασία συνεχίζει στο επόμενο Βήμα 7. 

 

Βήμα 7: Στη συνέχεια υπολογίζουμε το 
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�⃗⃗�
̃(𝑥1, 𝑦1)𝑓(𝑥1, 𝑦1) = 𝑨

𝑇 �⃗⃗�(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦) ⟺

[
 
 
 
 
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
𝜕𝑓

𝜕𝑦1]
 
 
 
 

= 𝑨𝑇

[
 
 
 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑦]
 
 
 
 

όπου η 𝑨𝑇 προσδιορίζεται άμεσα από τα βήματα 𝛿𝑎, 𝛿𝑏 του αλγορίθμου. Εφ’ όσον έχουμε 

υπολογίσει τα 
𝜕�̃�

𝜕𝑥1
,
𝜕�̃�

𝜕𝑦1
, μπορούμε μέσω των Σχέσεων (4.23), (4.24) και (4.7) να υπολογίσουμε 

τα 𝑔𝑎
1 , 𝑔𝑏

1, 휇1
2 αντίστοιχα. 

 

Βήμα 8: Επιστρέφουμε στο Βήμα 3 και επαναλαμβάνουμε τα Βήματα 3 έως 8 για την καμπύλη 

�̃�2(𝑥1, 𝑦1),  χρησιμοποιώντας τις νέες τιμές 𝐶1
𝛤2(𝑥1, 𝑦1), 𝑔𝑎

1 , 𝑔𝑏
1 και  휇1

2  στη θέση των 

𝐶0
𝛤2(𝑥, 𝑦), 𝑔𝑎

0, 𝑔𝑏
0, 휇0

2 λαμβάνοντας τη νέα μετασχηματισμένη εκδοχή της 𝛤2(𝑥, 𝑦), τη �̃�2(𝑥2, 𝑦2) 

κ.ο.κ., μέχρις ότου ικανοποιηθεί η συνθήκη τερματισμού του Βήματος 6, δηλαδή μέχρις ότου η 

συνάρτηση σφάλματος |휁𝐶| λάβει ελάχιστη τιμή. 

 

Με το πέρας αυτής της διαδικασίας λαμβάνουμε τη βέλτιστη μετασχηματισμένη εκδοχή της 𝛤2, 

τη �̃�2, ως προς τη διαφορά των επίπεδων καμπυλοτήτων της �̃�2 από τη 𝛤1, για την οποία η 

συνάρτηση |휁𝐶| λαμβάνει ελάχιστη τιμή. Επιπλέον, γνωρίζουμε και τα άκρα της διαδρομής 𝛥 

στο ℝ2, δηλαδή, μπορούμε να προσδιορίσουμε την αντιστοιχία κάθε σημείου 𝛭1 της 𝛤1 με το 

κατάλληλο σημείο 𝛭2 της 𝛤2 το οποίο έχει τη βέλτιστη αντιστοιχία καμπυλότητας με το 𝛭1. Στο 

σημείο αυτό υπενθυμίζουμε ότι στο Κεφάλαιο 4, μέσω της Πρότασης 4.5, έχει αποδειχθεί ότι η 

επίδοση της ανωτέρω διαδικασίας βελτιστοποίησης δεν βασίζεται στο απόλυτο μέγεθος των 

βημάτων διακριτοποίησης (δ𝑎, δ𝑏). Το μέγεθος αυτό επηρεάζει μόνο την πυκνότητα επιλογής 

των χαρακτηριστικών σημείων του μετασχηματισμού και άρα της διαδρομής 𝛥 στο ℝ2. 
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5.2 Ενσωμάτωση της στροφής και της παράλληλης μετατόπισης για τη 

βέλτιστη προσαρμογή της καμπύλης 𝜞𝟐 στη 𝜞𝟏 

Όπως έχει ήδη αποδειχθεί, η ελαχιστοποίηση της επίπεδης καμπυλότητας είναι ανεξάρτητη της 

στροφής και της παράλληλης μετατόπισης. Ως εκ τούτου, από τη στιγμή που η βέλτιστη 

καμπύλη �̃�2 έχει υπολογιστεί, θα περιμέναμε να υπάρχουν άπειρες θέσεις της �̃�2 ως προς τη 𝛤1 

για τις οποίες ελαχιστοποιείται η ποσότητα |휁𝐶|. Επομένως, ο αλγόριθμος προσαρμογής θα 

πρέπει να λαμβάνει υπ’ όψιν τόσο τη στροφή, όσο και την παράλληλη μετατόπιση. Με το 

σκεπτικό αυτό, θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί οποιαδήποτε συνάρτηση σφάλματος στον 

χρησιμοποιούμενο αλγόριθμο ελαχιστοποίησης. Για λόγους τους οποίους θα εξηγήσουμε στα 

επόμενα, επιλέξαμε το σφάλμα προσαρμογής το οποίο παρουσιάζεται παρακάτω: 

Έστω 𝑃 τυχόν σημείο της �̃�2 και έστω 𝑑(𝑃) η Ευκλείδεια απόσταση του 𝑃 από τη 𝛤1. Το σφάλμα 

προσαρμογής της �̃�2  στη 𝛤1 το οποίο έχει επιλεγεί είναι το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα της 

απόστασης όλων των σημείων 𝑃 της �̃�2 από τη 𝛤1, δηλαδή το  

∮ 𝑑(𝑃)𝑑𝑙
Γ̃2

 

Σε κάθε σημείο του χρησιμοποιούμενου αλγορίθμου ελαχιστοποίησης, η νέα θέση της �̃�2 

επανυπολογίζεται μέσω των αφινικών μετασχηματισμών που παρουσιάστηκαν στην 

Παράγραφο 4.3, αφού τεθεί 𝑑𝑎 = 𝑑𝑏 = 0 , καθώς η ελαχιστοποίηση της διαφοράς της 

επίπεδης καμπυλότητας έχει ήδη επιτευχθεί μέσω του αλγορίθμου της Παραγράφου 5.1 και 

επιπλέον έχουμε αποδείξει στο Πόρισμα 4.4 ότι οι δύο διαδικασίες είναι ανεξάρτητες. Στο 

σημείο αυτό σημειώνεται πως η στροφή και η παράλληλη μετατόπιση εφαρμόζεται μόνο στη 

μετασχηματισμένη καμπύλη �̃�2 και όχι σε ολόκληρο το χωρίο 𝐼. 

 

5.3 Το χρησιμοποιηθέν τελικό μέτρο ομοιότητας μεταξύ δύο 

υλοποιήσεων του ιδίου συμβόλου της αλφαβήτου 

Στην περίπτωση εφαρμογής της προηγούμενης διαδικασίας βέλτιστης προσαρμογής των 

περιγραμμάτων δύο γραμμάτων, μετά τον προσδιορισμό της βέλτιστης θέσης των �̃�2 και 𝛤1, 

συμπεριλαμβανομένης της ομοιοθεσίας, της στροφής και της παράλληλης μετατόπισης, 
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απαιτείται ιδιαίτερη προσοχή στην επιλογή του μέτρου που όντως περιγράφει την ομοιότητα 

μεταξύ των βέλτιστα προσαρμοσμένων �̃�2  και 𝛤1 . Πράγματι, ακόμη και εντός του ίδιου 

κειμένου, οι διαφορετικές υλοποιήσεις των γραμμάτων της αλφαβήτου παρουσιάζουν έντονες 

διαφορές όσον αφορά το μέγεθος και την κατανομή της καμπυλότητάς τους κατά μήκος του 

περιγράμματός τους. Ως εκ τούτου, εάν ταιριάξουμε βέλτιστα όλες τις υλοποιήσεις του ιδίου 

γράμματος της αλφαβήτου ενός κειμένου με το περίγραμμα μιας συγκεκριμένης υλοποίησης 

𝛤1, τα σφάλματα σύγκρισης τα οποία προκύπτουν εξαρτώνται άμεσα από το μέγεθος και τη 

μέση καμπυλότητα αυτής της υλοποίησης αναφοράς. Στην περίπτωση αυτή, η στατιστική 

επεξεργασία των σφαλμάτων σύγκρισης είναι δυνατόν να καταστεί άχρηστη. Ισοδυνάμως, 

προκειμένου να εξαχθεί μία στατιστικά συνεπής απόφαση σχετικά με την προσαρμογή των 

υλοποιήσεων των γραμμάτων, όπως αυτή η οποία θα παρουσιαστεί στο επόμενο κεφάλαιο, θα 

πρέπει να οριστεί ένα κριτήριο ομοιότητας μεταξύ δύο καμπυλών 𝛤1 και 𝛤2, το οποίο θα είναι 

ανεξάρτητο του μεγέθους και της μέσης καμπυλότητας της επιλεγείσας καμπύλης αναφοράς 

𝛤1. Για τους ανωτέρω λόγους, ορίζουμε και χρησιμοποιούμε το ακόλουθο κριτήριο ομοιότητας 

μεταξύ των καμπυλών �̃�2 και 𝛤1: 

 

Ορισμός 5.1 (Το τελικό κριτήριο ομοιότητας δύο βέλτιστα προσαρμοσμένων υλοποιήσεων 

συμβόλων με περιγράμματα 𝜞𝟏 και �̃�𝟐). 

Με τη διαδικασία που παρουσιάστηκε στις Παραγράφους 5.1 και 5.2 έχουν προσδιοριστεί τόσο 

οι βέλτιστες τιμές των συντελεστών ομοιοθεσίας 𝑎 και 𝑏 για τις οποίες ελαχιστοποιείται η 

συνολική διαφορά της καμπυλότητας μεταξύ των καμπυλών 𝛤1 και �̃�2, όσο και οι βέλτιστοι 

αφινικοί μετασχηματισμοί οι οποίοι πρέπει να εφαρμοστούν στην ομοιοθετημένη εκδοχή της 

𝛤2, προκειμένου οι δύο καμπύλες 𝛤1 και �̃�2 να ταιριάξουν βέλτιστα. Το τελικό, ολικό κριτήριο 

ομοιότητας μεταξύ των βέλτιστα προσαρμοσμένων καμπυλών 𝛤1  και �̃�2  δίνεται από την 

ακόλουθη σχέση: 

 

휉(𝛤1, �̃�2) =

휀휇𝛽𝛼𝛿ό휈 𝜏휊휇ή𝜍 𝜏𝜔휈 𝜒𝜔휌ί𝜔휈 휋휊𝜐 휊휌휄휊휃휀𝜏휀ί 휂 𝛤1, 𝛼𝜑
′휀휈ό𝜍

휅𝛼휄 휂 휇휀𝜏𝛼𝜎𝜒휂휇𝛼𝜏휄𝜎휇έ휈휂 �̃�2, 𝛼𝜑
′휀𝜏έ휌휊𝜐

휀휇𝛽𝛼𝛿ό휈 έ휈𝜔𝜎휂𝜍 𝜏𝜔휈 𝜒𝜔휌ί𝜔휈 휋휊𝜐 휊휌휄휊휃휀𝜏휀ί 휂 𝛤1, 𝛼𝜑
′휀휈ό𝜍

휅𝛼휄 휂 휇휀𝜏𝛼𝜎𝜒휂휇𝛼𝜏휄𝜎휇έ휈휂 �̃�2, 𝛼𝜑
′휀𝜏έ휌휊𝜐

 (5.2) 

□ 



 

109 

Θεωρούμε εύλογα πως η ποσότητα 휉(𝛤1, �̃�2) αποτελεί κριτήριο ομοιότητας μεταξύ των χωρίων 

που οριοθετούν οι 𝛤1 και �̃�2, αλλά και των δύο αρχικών προς σύγκριση καμπυλών 𝛤1 και 𝛤2. Η 

ποσότητα αυτή είναι μη πολωμένη και μπορεί να χρησιμοποιηθεί για εξαγωγή συμπερασμάτων 

στατιστικής φύσης. Στην ιδανική περίπτωση κατά την οποία η βέλτιστα μετασχηματισμένη 

καμπύλη �̃�2  συμπέσει με την καμπύλη 𝛤1,  ισχύει 휉(𝛤1, �̃�2) = 1,  ενώ, όσο περισσότερο 

διαφορετικές είναι μεταξύ τους οι καμπύλες 𝛤1 και �̃�2, τόσο μικρότερη είναι και η αντίστοιχη 

τιμή του κριτηρίου ομοιότητας 휉(𝛤1, �̃�2). Η αποτελεσματικότητα του επιλεγέντος κριτηρίου 

ομοιότητας θα φανεί και στα τελικά αποτελέσματα της ταυτοποίησης γραφέα. 

 

Τελικά, μέσω της εφαρμογής της μεθόδου που παρουσιάστηκε στα Κεφάλαια 4 και 5, 

επιτυγχάνεται η βέλτιστη προσαρμογή των καμπυλών 𝛤1 και 𝛤2, λαμβάνοντας υπ’ όψιν την 

ομοιότητα της καμπυλότητας μεταξύ τους, την περιστροφή και την παράλληλη μετατόπιση 

κατά τους άξονες 𝑥 και 𝑦. Ορισμένα αποτελέσματα της εφαρμογής αυτής της διαδικασίας 

προσαρμογής σε περιγράμματα γραμμάτων τα οποία εμφανίζονται σε βυζαντινούς παπύρους 

παρουσιάζονται στα Σχήματα 5.4 και 5.5. Ένα ακόμη παράδειγμα εφαρμογής της διαδικασίας 

προσαρμογής δύο υλοποιήσεων του γράμματος ‘Ω’ που απαντώνται σε αρχαίες επιγραφές 

παρουσιάζεται στο Σχήμα 5.6. Σημειώνεται ότι όλη η προαναφερθείσα μέθοδος και το τελικό 

κριτήριο μπορούν να χρησιμοποιηθούν, πρακτικά αυτούσιες, για τον εντοπισμό της ομοιότητας 

σχημάτων, τα οποία οριοθετούνται από κλειστές καμπύλες Jordan 𝛤1 και 𝛤2. 
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        (α)             (β) 

Σχήμα 5.4. Απεικόνιση της διαδικασίας προσαρμογής κατά την εφαρμογή της στα περιγράμματα δύο 

υλοποιήσεων του γράμματος ‘κ’, οι οποίες ανήκουν σε διαφορετικά κείμενα. 

α) Αρχική βέλτιστη τοποθέτηση των περιγραμμάτων των δύο γραμμάτων. Η καμπύλη η οποία χρησιμοποιείται 

σαν αναφορά απεικονίζεται με μπλε χρώμα. Η αρχική θέση της καμπύλης την οποία επιχειρούμε να 

προσαρμόσουμε στην καμπύλη αναφοράς απεικονίζεται με κόκκινο χρώμα, ενώ, η ίδια καμπύλη στη θέση 

βέλτιστης προσαρμογής απεικονίζεται με πράσινο. 

β) Οι ενδιάμεσες παραμορφώσεις του περιγράμματος της προς προσαρμογή καμπύλης, το οποίο υπόκειται σε 

μετασχηματισμούς μέχρις ότου καταλήξει στη θέση βέλτιστης προσαρμογής απεικονίζονται σαν κόκκινες 

καμπύλες. Η τελική καμπύλη η οποία προκύπτει από τη διαδικασία προσαρμογής υπόκειται σε στροφή και 

παράλληλη μετατόπιση, προκειμένου να προσαρμοστεί βέλτιστα στην καμπύλη αναφοράς. 
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       (α)         (β) 

 

      (γ) 

Σχήμα 5.5. Παράδειγμα εφαρμογής της μεθόδου προσαρμογής. Στα Σχήματα (α) και (β) παρουσιάζονται δύο 

διαφορετικές υλοποιήσεις του γράμματος ‘ε’ της αλφαβήτου, ενώ στο Σχήμα (γ) παρουσιάζονται οι ίδιες υλοποιήσεις 

στη θέση βέλτιστης προσαρμογής. 
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   (α)      (β) 

 

      (γ) 

Σχήμα 5.6. Ένα ακόμη παράδειγμα εφαρμογής της μεθόδου προσαρμογής σε υλοποιήσεις γράμματος που 

προέρχονται από αρχαίες επιγραφές. Στα Σχήματα (α) και (β) παρουσιάζονται δύο διαφορετικές υλοποιήσεις του 

γράμματος ‘Ω’. Στο Σχήμα (γ) παρουσιάζονται οι ίδιες υλοποιήσεις στη θέση βέλτιστης προσαρμογής. Η υλοποίηση 

του Σχήματος (α) απεικονίζεται στο Σχήμα (γ) με κόκκινο χρώμα, ενώ η υλοποίηση του Σχήματος (β) απεικονίζεται με 

μπλε χρώμα. 
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6 Στατιστικά κριτήρια κατάταξης ενός δεδομένου 

συνόλου σχημάτων σε ομάδες και εφαρμογή τους 

στην αναγνώριση γραφέα 

Στο παρόν κεφάλαιο θα παρουσιαστεί ένα σύνολο νέων στατιστικών κριτηρίων για την 

ομαδοποίηση διδιάστατων καμπυλών, ανάλογα με το βαθμό ομοιότητάς τους. Ο κύριος στόχος 

της ανάπτυξης αυτών των κριτηρίων και της σχετικής μεθοδολογίας είναι η αυτόματη 

ταυτοποίηση των γραφέων μιας ομάδας κειμένων, αλλά, εν τούτοις, η προτεινόμενη 

μεθοδολογία έχει ευρεία εφαρμοσιμότητα. Ακριβώς επειδή το κύριο αντικείμενο της παρούσας 

εργασίας είναι η κατάταξη ενός συνόλου κειμένων σε ομάδες ανάλογα με το γραφέα τους, η 

μεθοδολογία θα εφαρμοστεί αρχικά για το σκοπό αυτό, ενώ, στη συνέχεια, θα παρουσιαστεί 

μία γενίκευση της στατιστικής μεθοδολογίας όταν το αντικείμενο κατάταξης είναι οποιοδήποτε 

σύνολο σχημάτων. 

 

6.1 Τα χρησιμοποιηθέντα στατιστικά κριτήρια για την απόδοση ενός 

κειμένου στο γραφέα του 

Θεωρούμε δύο διακριτά κείμενα 𝐷1 και 𝐷2 και ένα δεδομένο σύμβολο της αλφαβήτου, έστω 𝐿, 

𝑁1
𝐿  υλοποιήσεις του οποίου εμφανίζονται στο κείμενο 𝐷1,  ενώ 𝑁2

𝐿  υλοποιήσεις του 

εμφανίζονται στο κείμενο 𝐷2. Απομονώνουμε κάθε σύμβολο από την υποκείμενη εικόνα του 

κειμένου στο οποίο βρίσκεται (πάπυρο ή επιγραφή), το ενθέτουμε σε ατομικό πλαίσιο, στο 

οποίο πραγματοποιούμε κατάτμηση εικόνας και εξαγωγή του περιγράμματος του γράμματος 

στην κατάλληλη μορφή βάσει της μεθόδου η οποία περιγράφηκε στην αρχή του Κεφαλαίου 5. 

Επιλέγουμε αυθαίρετα μια επεξεργασμένη υλοποίηση του συμβόλου 𝐿 στο κείμενο 𝐷1, την 

οποία ονομάζουμε 𝐿1,1 και τη συγκρίνουμε με όλες τις υπόλοιπες υλοποιήσεις του συμβόλου 𝐿 

στο 𝐷1, δηλαδή τις 𝐿1,2, 𝐿1,3, … , 𝐿1,𝑁1𝐿 . Προκειμένου να εκτελέσουμε τις συγκρίσεις αυτές, 

ενθέτουμε το περίγραμμα της υλοποίησης 𝐿1,1 και το περίγραμμα της εκάστοτε 𝐿1,𝑖, όπου 𝑖 =

2, 3, … ,𝑁1
𝐿, στο ίδιο χωρίο 𝛪, το οποίο μπορεί να θεωρηθεί ορθογώνια ψηφιακή εικόνα. 

Εφαρμόζουμε τη μέθοδο η οποία παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 5, χρησιμοποιώντας ένα μέτρο 

ομοιότητας όπως αυτό το οποίο περιγράφηκε στην Παράγραφο 5.3, το οποίο συμβολίζουμε με 
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휉(𝐿1,1, �̃�1,𝑖). Σημειώνουμε ότι χρησιμοποιούμε την περισπωμένη (~) στο σύμβολο 𝐿1,𝑖 για να 

δηλώσουμε ότι η προσαρμογή λαμβάνει χώρα μεταξύ του περιγράμματος της προτύπου 

υλοποίησης 𝐿1,1 του κειμένου 𝐷1 και του μετασχηματισμένου περιγράμματος της υλοποίησης 

𝐿1,𝑖 του ιδίου κειμένου, σύμφωνα με την ανάλυση που παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 5. Στη 

συνέχεια θεωρούμε την υλοποίηση 𝐿1,2 σαν υλοποίηση αναφοράς και τη συγκρίνουμε με τις 

υλοποιήσεις 𝐿1,3, 𝐿1,4, … , 𝐿1,𝑁1𝐿 , χρησιμοποιώντας την ίδια μέθοδο λαμβάνοντας ένα σύνολο 

μέτρων ομοιότητας 휉(𝐿1,2, �̃�1,𝑖), 𝑖 > 2 κ.ο.κ., μέχρις ότου η υλοποίηση 𝐿1,𝑁1𝐿−1 συγκριθεί με την 

𝐿1,𝑁1𝐿. Σχετικές βέλτιστα προσαρμοσμένες θέσεις ζευγών υλοποιήσεων διαφόρων συμβόλων 

της αλφαβήτου παρουσιάζονται στα Σχήματα 5.4, 5.5 και 5.6. 

Στο σημείο αυτό θεωρήσαμε ότι η συνολική ομοιότητα των υλοποιήσεων του συμβόλου 𝐿 στα 

𝐷1 και 𝐷2 κατ’ αρχάς επηρεάζεται άμεσα από τη διαφορά των μέσων τιμών 휉휇1 και 휉휇2. Το 휉휇1 

είναι η μέση τιμή των τιμών του κριτηρίου ομοιότητας 휉 που προέκυψαν από τη σύγκριση των 

υλοποιήσεων του συμβόλου 𝐿  εντός του κειμένου 𝐷1 . Είναι, δηλαδή, η μέση τιμή των 

휉(𝐿1,𝑖, �̃�1,𝑗), 𝑗 > 𝑖, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3,… ,𝑁1
𝐿 . Το 휉휇2  είναι η μέση τιμή των τιμών του κριτηρίου 

ομοιότητας που προήλθαν από τη σύγκριση των υλοποιήσεων του 𝐿 μεταξύ των κειμένων 𝐷1 

και 𝐷2,  είναι, δηλαδή, η μέση τιμή των 휉(𝐿1,𝑖, �̃�2,𝑗), 𝑖 = 1, 2, 3, … ,𝑁1
𝐿 , 𝑗 = 1, 2, 3, … ,𝑁2

𝐿 . 

Θεωρήσαμε πολύ εύλογα ότι, όσο πλησιέστερες είναι οι τιμές 휉휇1 και 휉휇2, τόσο αυξάνονται οι 

ενδείξεις ότι το σύμβολο 𝐿 έχει πιθανόν γραφεί από τον ίδιο γραφέα. Για να λάβουμε υπ’ όψιν 

την καλλιγραφία στη στατιστική επεξεργασία προχωρήσαμε στις εξής δύο ενέργειες: 

1. Λάβαμε υπ’ όψιν τις διασπορές 휉𝑆1 και 휉𝑆2, ως και το πλήθος των εξεταζομένων 

υλοποιήσεων του 𝐿. Προς το σκοπό αυτό, θεωρήσαμε ότι μία πρώτη εκτίμηση της 

ομοιότητας του 𝐿 προσφέρεται από την ποσότητα 

 

𝑡1
𝐿 =

(휉휇1 − 휉휇2) − (휇1 − 휇2)

√
(휉𝑆1)

2

𝑁1,1
𝐿 +

(휉𝑆2)
2

𝑁1,2
𝐿

 

 

όπου 𝑁1,1
𝐿 =

(𝑁1
𝐿−1)⋅𝑁1

𝐿

2
 και 𝑁1,2

𝐿 = 𝑁1
𝐿 ⋅ 𝑁2

𝐿. 
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Εάν προς στιγμήν αποδεχθούμε τη μηδενική υπόθεση 𝐻0: 휇1 = 휇2, τότε η ποσότητα 𝑡1
𝐿 

έχει πλήρως καθορισμένη τιμή, η οποία ισούται με  

 
𝑡1
𝐿 =

(휉휇1 − 휉휇2)

√
(휉𝑆1)

2

𝑁1,1
𝐿 +

(휉𝑆2)
2

𝑁1,2
𝐿

 
(6.1) 

 

2. Τα πειράματα έδειξαν ότι σε σχέση με όλα τα σύμβολα και όλα τα κείμενα, ο μέσος 

όρος 휉휇1,  ο οποίος αφορά πάντα το ίδιο κείμενο, κυμαίνεται στο διάστημα 

(0.48, 0.67), με επικρατέστερη τιμή μεγαλύτερη του 0.58.  

 

Ας υποθέσουμε τώρα ότι θέλουμε να συγκρίνουμε δύο κείμενα 𝐷1 και 𝐷2 με 휉휇1 =

0.65 και 휉휇2 = 0.62, καθώς και άλλα δύο κείμενα 𝐷3 και 𝐷4 με 휉휇3 = 0.59 και 휉휇4 =

0.56. Φρονούμε ότι ενώ οι διαφορές 휉휇1 − 휉휇2 και 휉휇3 − 휉휇4 είναι ίσες και δη ότι 

ισχύει 

 

휉휇1 − 휉휇2 = 휉휇3 − 휉휇4 = 0.03 

 

εν τούτοις, η πιθανοφάνεια ότι το σύμβολο 𝐿 έχει γραφεί από τον ίδιο γραφέα στις 𝐷1 

και 𝐷2 πρέπει να είναι μεγαλύτερη από την αντίστοιχη πιθανοφάνεια σε σχέση με τις 

𝐷3 και 𝐷4. Αυτό συμβαίνει διότι το 휉휇2 είναι απολύτως μεγαλύτερο στην περίπτωση 

των 𝐷1 και 𝐷2. 

 

Επιπλέον, θεωρούμε επιβεβλημένο να αυξήσουμε ακόμα περισσότερο την 

πιθανοφάνεια, όταν ισχύει 휉휇2 > 휉휇1. Συγκεκριμένα, θεωρούμε ότι εάν 𝛱𝛼 είναι η 

πιθανοφάνεια το σύμβολο 𝐿 να έχει γραφεί από το ίδιο άτομο όταν 휉휇1 = 0.65 και 

휉휇2 = 0.68 πρέπει αυτή να είναι σαφώς μεγαλύτερη από την αντίστοιχη πιθανοφάνεια 

𝛱𝛽, η οποία αντιστοιχεί στην περίπτωση 휉휇1 = 0.65 και 휉휇2 = 0.62. 

 

Επομένως, αποφασίσαμε να ενισχύσουμε την πιθανοφάνεια καθώς το 휉휇2 αυξάνει. 

Προς το σκοπό αυτό, εισάγαμε το τελικό κριτήριο 
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𝑡𝐿 = 𝑡1

𝐿 ⋅ (1 − 휉휇2) ⇔ 𝑡𝐿 =
(휉휇1 − 휉휇2) ⋅ (1 − 휉휇2)

√
(휉𝑆1)

2

𝑁1,1
𝐿 +

(휉𝑆2)
2

𝑁1,2
𝐿

 
(6.2) 

 

 

Για να επιβεβαιώσουμε το ρόλο αυτής της πιθανοφάνειας, αλλά και για να εξετάσουμε 

τη στατιστική συμπεριφορά των εκάστοτε ποσοτήτων 𝑡𝐿, προχωρήσαμε ως εξής: 

 

i) Χρησιμοποιήσαμε τη μόνη διαθέσιμη πληροφορία που μας είχε δοθεί από τους 

επιγραφολόγους και τους ειδικούς των Κλασικών Σπουδών σε σχέση με τα 

μελετώμενα κείμενα και συγκεκριμένα την πληροφορία ότι κάθε κείμενο 

(επιγραφή ή πάπυρος) είχε γραφεί από τον ίδιο γραφέα. Επομένως, 

 

ii) Θεωρήσαμε ένα τυχόν κείμενο (επιγραφή ή πάπυρο) από τα διαθέσιμα, έστω αυτό 

𝐷𝑖. Λάβαμε υπ’ όψιν όλες τις υλοποιήσεις του εκάστοτε συμβόλου της αλφαβήτου 

𝐿 , οι οποίες εμφανίζονται στο 𝐷𝑖 . Εάν το σύνολο αυτών των υλοποιήσεων 

συμβολιστεί ως 𝛤𝑖
𝐿 , τότε είναι δυνατόν να επιλέξουμε με τυχαίο τρόπο (για 

παράδειγμα με γεννήτρια τυχαίων αριθμών) 휌 ισοπληθή υποσύνολα του 𝛤𝑖
𝐿 και να 

θεωρήσουμε ότι κάθε τέτοιο υποσύνολο είναι ένα ανεξάρτητο κείμενο. Συνεπώς, 

μπορούμε να δημιουργήσουμε τεχνητά ένα σύνολο κειμένων 𝐷𝑖,1, 𝐷𝑖,2, … , 𝐷𝑖,𝜌, 

καθένα από τα οποία περιέχει 𝑚 το πλήθος υλοποιήσεις του συμβόλου 𝐿 και τα 

οποία έχουν γραφεί από τον ίδιο γραφέα. 

 

iii) Τότε, μπορούμε να ελέγξουμε τη στατιστική συμπεριφορά των ποσοτήτων 𝑡𝐿 για 

κάθε διαφορετικό ζεύγος κειμένων που ανήκουν στο σύνολο {𝐷𝑖,1, 𝐷𝑖,2, … , 𝐷𝑖,𝜌}. 

 

Συγκεκριμένα, για κάθε διαφορετικό ζεύγος κειμένων (𝐷𝑖, , 𝐷𝑖, ) είναι δυνατόν να 

εφαρμόσουμε την προαναφερθείσα μεθοδολογία προσαρμογής και να λάβουμε τις 

αντίστοιχες μέσες τιμές 휉휇  και 휉휇 , , καθώς και τις τυπικές αποκλίσεις 휉𝑆  και 

휉𝑆 , . Προφανώς, οι ποσότητες 휉휇  και 휉𝑆  είναι η μέση τιμή και η τυπική 

απόκλιση αντίστοιχα των συγκρίσεων των 𝑚  υλοποιήσεων του 𝐿  εντός του 
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κειμένου 𝐷𝑖, , ενώ, 휉휇 ,  και 휉𝑆 ,  είναι η μέση τιμή και η τυπική απόκλιση των 

κριτηρίων ομοιότητας που λαμβάνονται όταν όλες οι υλοποιήσεις του 𝐷𝑖,  

συγκρίνονται με όλες τις υλοποιήσεις του 𝐷𝑖, . 

 

Πραγματοποιώντας τα ανωτέρω λάβαμε ένα σύνολο τιμών 𝑡 ,
𝐿 , για τις οποίες, 

ακολουθώντας πλήρως τη Σχέση (6.2), ισχύει  

 
𝑡 ,
𝐿 =

(휉휇 − 휉휇 , ) ⋅ (1 − 휉휇 , )

√
(휉𝑆 )2

𝑁𝐿
+
(휉𝑆 , )

2

𝑁 ,
𝐿

 
(6.3) 

 

όπου, βεβαίως, 𝑁𝐿 =
𝑚⋅(𝑚−1)

2
 και 𝑁 ,

𝐿 = 𝑚2. 

 

Τα αποτελέσματα αυτής της διαδικασίας έδειξαν ότι οι ποσότητες 𝑡 ,
𝐿  ακολουθούν κανονική 

κατανομή με μέση τιμή μηδέν (0) και τυπική απόκλιση ένα (1). Τόσο το κλασικό τεστ 

Kolmogorov – Smirnov, όσο και το τεστ Lilliefors δεν απέρριψαν την υπόθεση αυτή. 

Συνεπώς, υποθέσαμε εύλογα ότι και για διαφορετικά κείμενα που έχουν γραφεί από το ίδιο 

χέρι, οι αντίστοιχες ποσότητες 𝑡𝐿 θα έχουν πολύ παραπλήσια στατιστική συμπεριφορά.  

 

Σύμφωνα με τα ανωτέρω, ορίσαμε την πιθανοφάνεια τα δύο τυχόντα κείμενα 𝐷1 και 𝐷2 να 

έχουν γραφεί από το ίδιο χέρι, όσον αφορά το σύμβολο 𝐿 και μόνον, επί τη βάσει του κάτωθι 

κριτηρίου: 

 

 

Τελικό στατιστικό κριτήριο ομοιότητας δύο κειμένων αναφορικά με τυχόν σύμβολο της 

αλφαβήτου 𝐿 που εμφανίζεται στα κείμενα αυτά 

 

Έστωσαν δύο οποιαδήποτε κείμενα 𝐷1 και 𝐷2 στα οποία εφαρμόστηκε όλη η προαναφερθείσα 

επεξεργασία. 
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Όλοι οι υπολογισμοί πιθανοφάνειας που θα ακολουθήσουν θα χρησιμοποιούν ως κριτήριο την 

ποσότητα 𝑡𝐿 της Σχέσης (6.2), η οποία παρατίθεται εκ νέου εδώ 

 

𝑡𝐿 =
(휉휇1 − 휉휇2) ⋅ (1 − 휉휇2)

√
(휉𝑆1)

2

𝑁1,1
𝐿 +

(휉𝑆2)
2

𝑁1,2
𝐿

 

 

Η ποσότητα αυτή θεωρούμε ότι ακολουθεί τυπική κανονική κατανομή, όταν αφορά σύμβολα 

της αλφαβήτου 𝐿 που έχουν προέλθει από τον ίδιο γραφέα. 

 

Συνεπώς, η πιθανοφάνεια τα κείμενα 𝐷1 και 𝐷2 να ανήκουν στον ίδιο γραφέα, όσον αφορά το 

σύμβολο της αλφαβήτου 𝐿 και μόνον, είναι 

 𝑃1,2
𝐿 = 𝑃(−∞ < 𝑥 < −|𝑡𝐿|  ∨   |𝑡𝐿| < 𝑥 < +∞)

⇔ 𝑃1,2
𝐿 = ∫

1

√2 ⋅ 휋
⋅ 𝑒− 

𝑥2

2

−|𝑡𝐿|

−∞

𝑑𝑥 + ∫
1

√2 ⋅ 휋
⋅ 𝑒− 

𝑥2

2

∞

|𝑡𝐿|

𝑑𝑥 

⇔ 𝑃1,2
𝐿 = √

2

휋
⋅ ∫ 𝑒− 

𝑥2

2

∞

|𝑡𝐿|

𝑑𝑥 

(6.4) 

□ 

 

Ισχύει ότι όσο η ποσότητα 𝑡𝐿 πλησιάζει στο μηδέν, δηλαδή όσο περισσότερο μοιάζουν μεταξύ 

τους τα κείμενα τα οποία συγκρίνονται ως προς το σύμβολο της αλφαβήτου 𝐿 , τόσο 

μεγαλύτερη είναι η απόλυτη τιμή της αντίστοιχης πιθανοφάνειας 𝑃1,2
𝐿 , όπως για παράδειγμα 

στο Σχήμα 6.1(α). Αντίστοιχα, όσο μικρότερος είναι ο βαθμός ομοιότητας των δύο κειμένων ως 

προς το 𝐿, τόσο μεγαλύτερη είναι η απόλυτη τιμή της ποσότητας 𝑡𝐿 και αντίστοιχα μικρότερη 

είναι η τιμή της πιθανοφάνειας 𝑃1,2
𝐿 , όπως για παράδειγμα στο Σχήμα 6.1(β). 
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(α) 

 

 

 (β) 

Σχήμα 6.1. Γραφική απεικόνιση της πιθανοφάνειας 𝑷𝟏,𝟐
𝑳  δύο κείμενα 𝑫𝟏 και 𝑫𝟐 να έχουν γραφεί από τον ίδιο 

γραφέα για ένα και μόνον σύμβολο της αλφαβήτου 𝑳, σύμφωνα με τη Σχέση (6.4). Στα δύο σχήματα η 
πιθανοφάνεια αντιστοιχεί στο εμβαδόν της περιοχής που σημειώνεται με πράσινο χρώμα. 

(α) Περίπτωση κατά την οποία η απόλυτη τιμή του κριτηρίου 𝒕𝑳 είναι μικρή, οπότε και η αντίστοιχη τιμή της 

πιθανοφάνειας 𝑷𝟏,𝟐
𝑳  είναι μεγάλη. 

(β) Περίπτωση η απόλυτη τιμή του 𝒕𝑳 να είναι μεγάλη, γεγονός το οποίο οδηγεί σε μικρή τιμή πιθανοφάνειας 𝑷𝟏,𝟐
𝑳 . 

 

 

Τόσο η διαίσθηση, όσο και όλα τα πειράματα που επιτελέσαμε, έδειξαν με σαφήνεια ότι ο 

γραφέας αναδεικνύεται από ένα σύνολο συμβόλων της αλφαβήτου. Επομένως, είναι απολύτως 

απαραίτητο να επεκτείνουμε το προηγούμενο κριτήριο ως εξής: 
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Τελική πιθανοφάνεια και σχετικό κριτήριο που λαμβάνει υπ’ όψιν ένα σύνολο γραμμάτων 

 

Επιλέγουμε προς επεξεργασία ένα σύνολο 𝑛 συμβόλων της αλφαβήτου 𝛴𝑆, για παράδειγμα το  

 

𝛴𝑆 = {α, δ, η, θ, κ, λ, σ,φ,ω} 

 

για το οποίο 𝑛 = 9. 

 

Έστω ότι μας δίνεται ένα ζεύγος κειμένων 𝐷1, 𝐷2 για το οποίο θέλουμε να αποφανθούμε εάν 

έχει γραφεί από το ίδιο χέρι ή όχι. Προς το σκοπό αυτό, θα ορίσουμε και θα χρησιμοποιήσουμε 

την κάτωθι πιθανοφάνεια 𝛼1,2 δύο διαφορετικά κείμενα να έχουν γραφεί από το ίδιο χέρι: 

 
𝛼1,2 = √∏ 𝑃1,2

𝐿

𝐿∈𝛴𝑆

𝑛
 (6.5) 

 

Στο συγκεκριμένο παράδειγμα του 𝛴𝑆: 

 

𝛼1,2 = √∏ 𝑃1,2
𝐿

𝐿∈𝛴𝑆

9
= √𝑃1,2

𝛼 ⋅ 𝑃1,2
𝛿 ⋅ 𝑃1,2 ⋅ 𝑃1,2 ⋅ 𝑃1,2 ⋅ 𝑃1,2 ⋅ 𝑃1,2

𝜎 ⋅ 𝑃1,2
𝜑
⋅ 𝑃1,2
𝜔9

 

 

Θα θεωρούμε ότι όσο μικρότερη είναι η τιμή αυτής της πιθανοφάνειας, τόσο περισσότερο 

μακρινό είναι το ενδεχόμενο τα κείμενα 𝐷1 και 𝐷2 να προέρχονται από τον ίδιο γραφέα. 

Αντιστρόφως, όσο μεγαλύτερη είναι η συγκεκριμένη πιθανοφάνεια, τόσο αυξάνει η 

εμπιστοσύνη ότι τα 𝐷1 και 𝐷2 ανήκουν στον ίδιο γραφέα. Η συνολική αυτή πιθανοφάνεια είναι 

ανηγμένη πρακτικά σε ένα σύμβολο και ουσιωδώς ανεξάρτητη του πλήθους των συμβόλων 

που χρησιμοποιήσαμε. Η ποσοτικοποίηση αυτής της διατύπωσης θα πραγματοποιηθεί στις 

αμέσως επόμενες παραγράφους. 

□ 

 

 



 

121 

6.2 Εντοπισμός των διαφορετικών γραφέων και απόδοση του κάθε 

κειμένου στο γραφέα του 

Εφαρμόζουμε την εξής διαδικασία προκειμένου να λάβουμε στατιστικά αποτελέσματα για όλα 

τα 휈 τω πλήθος διαφορετικά κείμενα που έχουμε στη διάθεσή μας, τα οποία αποτελούν το 

σύνολο 𝛴0 = {𝐷1, 𝐷2, . . . , 𝐷 }: 

 

Βήμα 1: Εφαρμόζουμε τη μεθοδολογία που παρουσιάστηκε στην εργασία αυτή σε όλα τα ζεύγη 

κειμένων (𝐷1, 𝐷𝑝), 𝑝 = 2, . . . , 휈 για το ευρύ σύνολο συμβόλων της αλφαβήτου 𝛴𝑆 , όλα τα 

στοιχεία του οποίου εμφανίζονται σε όλα τα κείμενα του συνόλου 𝛴0 . Προφανώς στο 

συγκεκριμένο βήμα, το κείμενο 𝐷1 έχει το ρόλο κειμένου αναφοράς. 

 

Βήμα 2: Επαναλαμβάνουμε τη διαδικασία αυτή χρησιμοποιώντας σαν κείμενο αναφοράς ένα 

νέο κείμενο του συνόλου 𝛴0, έστω 𝐷2, με 𝐷2 ≠ 𝐷1, στη συνέχεια ένα κείμενο 𝐷3 του 𝛴0 κ.ο.κ, 

μέχρις ότου το 𝐷  γίνει κείμενο αναφοράς και συγκριθεί με όλα τα υπόλοιπα 휈 − 1 κείμενα. 

 

Βήμα 3: Για κάθε ζεύγος κειμένων (𝐷𝑖, 𝐷𝑗),   𝑖 ≠ 𝑗,   𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 휈  υπολογίζουμε την 

πιθανοφάνεια 𝛼𝑖,𝑗, η οποία δίνεται από τη Σχέση (6.5), δηλαδή την 

𝛼𝑖,𝑗 = √∏ 𝑃𝑖,𝑗
𝐿

𝐿∈𝛴𝑆

𝑛
 

όπου 𝑃𝑖,𝑗
𝐿  δίνεται από την (6.4) και σύμφωνα με το σχετικό τελικό κριτήριο. 

Εντοπίζουμε το ζεύγος (𝐷𝑞1 , 𝐷𝑞2)  για το οποίο η ανωτέρω πιθανοφάνεια λαμβάνει την 

ελάχιστη τιμή μεταξύ όλων των 휈 ⋅ (휈 − 1) πιθανοφανειών που αφορούν όλα τα διαθέσιμα 

κείμενα. Ταυτόχρονα, απαιτούμε αυτή η ελάχιστη πιθανοφάνεια να είναι μικρότερη από ένα 

κατάλληλα επιλεγμένο κατώφλι 𝛼𝑇.  

Αυτό το επίπεδο σημαντικότητας 𝛼𝑇 προσδιορίζεται με ευρεστικά κριτήρια. Πράγματι, στην 

πράξη, εφ’ όσον η γραφή σε πλάκες αποτελούσε επάγγελμα κατά την Αρχαιότητα, μέχρι και 
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τους Ελληνιστικούς χρόνους, μπορούμε με ασφάλεια να υποθέσουμε ότι το σύνολο των 

διασωθέντων επιγραφών γράφτηκαν από μερικές εκατοντάδες χεριών. Επίσης, θα μπορούσαμε 

να υποθέσουμε ότι μία βάση δεδομένων η οποία θα περιλαμβάνει το σύνολο των επιγραφών 

αυτών περιέχει μερικές δεκάδες χιλιάδες τέτοιου είδους επιγραφές. Ανάλογους συλλογισμούς 

μπορούμε να κάνουμε και για τα διασωθέντα βυζαντινά χειρόγραφα, καθώς η αντιγραφή 

αρχαίων κειμένων σε παπύρους και περγαμηνές αποτελούσε σε πολλά μοναστήρια κατά το 

Μεσαίωνα μέρος της καθημερινής ή εβδομαδιαίας εργασίας των μοναχών. Μια λογική τιμή για 

το κατώφλι του επιπέδου στατιστικής σημαντικότητας 𝛼𝑇 είναι η τιμή 

𝛼𝑇 = 10
−2 

Θα φανεί και από το μεγάλο «άλμα» που λαμβάνει χώρα μεταξύ της πιθανοφάνειας που 

αφορά κείμενα που έχουν γραφεί από το ίδιο χέρι σε σχέση με αυτά που έχουν γραφεί από 

διαφορετικό πως αυτή η τιμή του κατωφλίου είναι πολύ παραπάνω από επαρκής. 

Επομένως, εάν για οποιαδήποτε δύο κείμενα (𝐷𝑖, 𝐷𝑗), 𝑖 ≠ 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1,2,… , 휈  ισχύει ότι η 

αντίστοιχη πιθανοφάνεια 𝛼𝑖,𝑗 είναι μικρότερη από το κατώφλι 𝛼𝑇 = 10
−2, τότε θεωρούμε de 

facto ότι τα δύο κείμενα 𝐷𝑖 και 𝐷𝑗 δεν ανήκουν στον ίδιο γραφέα.  

Συνεχίζοντας την ανωτέρω συλλογιστική, εντοπίζουμε το ζεύγος κειμένων (𝐷𝑞1 , 𝐷𝑞2) για το 

οποίο η πιθανοφάνεια που δίνεται από τη Σχέση (6.5) είναι μικρότερη από το κατώφλι 𝛼𝑇 και, 

επιπλέον, είναι η ελάχιστη μεταξύ όλων των πιθανοφανειών που προέκυψαν για όλες τις 

συγκρίσεις μεταξύ των διαθέσιμων κειμένων. Τα κείμενα αυτά 𝐷𝑞1 και 𝐷𝑞2 ανήκουν προφανώς 

σε δύο διαφορετικούς γραφείς. Συμβολίζουμε αυτούς τους δύο γραφείς 𝑊1 και 𝑊2. Το κείμενο 

𝐷𝑞1 με τον τρόπο αυτό είναι το πρώτο κείμενο το οποίο σχετίζεται με το γραφέα 𝑊1 και 

θεωρούμε ότι αποτελεί ένα πρώτο καλό αντιπρόσωπο του τρόπου γραφής του συγκεκριμένου 

γραφέα. Για το λόγο αυτό, χρησιμοποιούμε για το κείμενο 𝐷𝑞1 τον εναλλακτικό συμβολισμό 

𝛥1,1. Με ανάλογο τρόπο, θεωρούμε ότι το κείμενο 𝐷𝑞2 αποτελεί τον πρώτο καλό αντιπρόσωπο 

του τρόπου γραφής του γραφέα 𝑊2 και, για το λόγο αυτό, το συμβολίζουμε εφ’ εξής με το 

σύμβολο 𝛥2,1. Σε κάθε ένα από τα κείμενα 𝛥1,1 και 𝛥2,1, ο πρώτος κάτω δείκτης αναφέρεται 

στον γραφέα, ενώ ο δεύτερος κάτω δείκτης είναι ο αύξων αριθμός του κειμένου που έχει 

αποδοθεί σε αυτόν. 
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Βήμα 4: Στη συνέχεια, θεωρούμε ένα οποιοδήποτε κείμενο 𝐷𝑖 που ανήκει στο σύνολο 𝛴1 =

𝛴0 − {𝐷𝑞1 , 𝐷𝑞2} και πραγματοποιούμε τη σύγκριση του 𝐷𝑖 με το 𝐷𝑞1με την ίδια ακριβώς μέθοδο 

που παρουσιάστηκε στην προηγούμενη Παράγραφο 6.1, θεωρώντας ως πρότυπο τόσο το 𝐷𝑖, 

οπότε λαμβάνουμε την πιθανοφάνεια 𝛼𝑖,𝑞1, όσο και το 𝐷𝑞1, λαμβάνοντας την πιθανοφάνεια 

𝛼𝑞1,𝑖. Επαναλαμβάνουμε αυτή τη διαδικασία για όλα τα κείμενα που ανήκουν στο σύνολο 𝛴1, 

υπολογίζοντας κάθε φορά τις αντίστοιχες πιθανοφάνειες. Λαμβάνουμε τη μέγιστη 

πιθανοφάνεια μεταξύ όλων αυτών, δηλαδή την  

𝛼𝑚 = 𝑚𝑎𝑥{𝛼𝑖,𝑞1 , 𝛼𝑞1,𝑖}, 𝑖 ∈ 𝛴1 

Εάν 𝛼𝑚 > 𝛼𝑇, θεωρούμε ότι το κείμενο 𝐷𝑚 που παρήγαγε το 𝛼𝑚 ανήκει στο γραφέα 𝑊1. Όλα 

τα πειράματα που πραγματοποιήθηκαν κατέδειξαν με μεγάλη σαφήνεια ότι το 𝛼𝑚 είναι τάξεις 

μεγέθους μεγαλύτερο από το 𝛼𝑇, συνήθως περισσότερες από 103 φορές. 

Συνεπώς, θα επανασυμβολίσουμε το κείμενο 𝐷𝑚 ως 𝛥1,2, δεδομένου ότι είναι το δεύτερο 

κείμενο που αποδόθηκε στον πρώτο γραφέα. 

 

Βήμα 5: Σχηματίζουμε το σύνολο 𝛴2 = 𝛴1 − {𝐷𝑚} ≡ 𝛴0 − {𝐷𝑞1 , 𝐷𝑞2 , 𝐷𝑚} και θεωρούμε τυχόν 

κείμενο 𝐷𝑖 που ανήκει στο σύνολο 𝛴2. Στο κείμενο 𝐷𝑖 εφαρμόζουμε τη διαδικασία του Βήματος 

4, τόσο αναφορικά με τη 𝛥1,1 ≡ 𝐷𝑞1 , όσο και αναφορικά με την 𝛥1,2 ≡ 𝐷𝑚.  Αφού 

επαναλάβουμε αυτή τη διαδικασία για όλα τα 𝐷𝑖  που ανήκουν στο σύνολο 𝛴2 και αφού 

προσδιορίσουμε όλες τις σχετικές πιθανοφάνειες, θεωρούμε εκ νέου τη μέγιστη από όλες 

αυτές τις πιθανοφάνειες, δηλαδή την  

𝛼𝑚1 = 𝑚𝑎𝑥{𝛼𝑖,𝑞1 , 𝛼𝑞1,𝑖, 𝛼𝑖,𝑚, 𝛼𝑚,𝑖 }, 𝑖 ∈ 𝛴2 

Εφ’ όσον 𝛼𝑚1 > 𝛼𝑇, θεωρούμε de facto ότι το κείμενο 𝐷𝑚1 που παρήγαγε τη μέγιστη σχετική 

πιθανοφάνεια 𝛼𝑚1 ανήκει στο γραφέα 𝑊1. Ως εκ τούτου, θα επανασυμβολίσουμε το 𝐷𝑚1 ως 

𝛥1,3. Τονίζουμε εκ νέου ότι στην πράξη το 𝛼𝑚1 είναι τάξεις μεγέθους μεγαλύτερο του 𝛼𝑇. 
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Βήμα 6: Εξαιρούμε όλα τα κείμενα που έχουν ήδη αποδοθεί στο γραφέα 𝑊1  και 

επαναλαμβάνουμε τη διαδικασία των προηγουμένων Βημάτων 4 και 5 αποδίδοντας νέα 

κείμενα στον 𝑊1, όσο ισχύει ότι η μέγιστη σχετική πιθανοφάνεια είναι μεγαλύτερη του 𝛼𝑇. 

Μόλις δεν υπάρχουν κείμενα που να δίνουν μέγιστη πιθανοφάνεια, σε σχέση με όλα τα 

εντοπισθέντα κείμενα του 𝑊1, η οποία να είναι μεγαλύτερη του 𝛼𝑇 , τότε θεωρούμε ότι 

εξαντλήθηκαν όλα τα κείμενα που αποδίδουμε στον πρώτο γραφέα 𝑊1. 

 

Βήμα 7: Επαναλαμβάνουμε τη διαδικασία των Βημάτων 4, 5 και 6 για το δεύτερο γραφέα 𝑊2, 

αρχής γενομένης από το πρώτο κείμενο 𝛥2,1 ≡ 𝐷𝑞2 που έχει ήδη αποδοθεί σε αυτόν. 

 

Βήμα 8: Έστω ότι στο γραφέα 𝑊1 έχουν αποδοθεί 휈1 κείμενα, ενώ στον 𝑊2 έχουν αποδοθεί 휈2 

κείμενα με βάση όλα τα προηγούμενα βήματα. Τότε, σχηματίζουμε το σύνολο  

𝛴3 = 𝛴0 − {𝛥1,1, 𝛥1,2, … , 𝛥1, 1, 𝛥2,1, 𝛥2,2, … , 𝛥2, 2} 

Συγκρίνουμε όλα τα κείμενα 𝐷𝑖 που ανήκουν στο σύνολο 𝛴3 με όλα τα κείμενα των γραφέων 

𝑊1 και 𝑊2, δηλαδή τα 𝛥1,1, 𝛥1,2, … , 𝛥1, 1, 𝛥2,1, 𝛥2,2, … , 𝛥2, 2, σύμφωνα με όσα αναφέρθηκαν 

προηγουμένως. Υπολογίζουμε την ελάχιστη πιθανοφάνεια με τρόπο που είναι ευθύγραμμη 

επέκταση εκείνου του Βήματος 3 και εφ’ όσον αυτή είναι μικρότερη του 𝛼𝑇, τότε και μόνον 

τότε αποδίδουμε το κείμενο που έδωσε την ελάχιστη αυτή πιθανοφάνεια σε ένα νέο γραφέα 

𝑊3. Το κείμενο αυτό δε λαμβάνει την ονομασία 𝛥3,1, καθώς είναι το πρώτο κείμενο που 

αποδίδεται στο γραφέα 𝑊3. 

 

Βήμα 9: Σχηματίζουμε το σύνολο  

𝛴4 = 𝛴0 − {𝛥1,1, 𝛥1,2, … , 𝛥1, 1, 𝛥2,1, 𝛥2,2, … , 𝛥2, 2, 𝛥3,1} 

και για κάθε 𝐷𝑖 που ανήκει στο 𝛴4 επαναλαμβάνουμε ακριβώς τα ίδια βήματα με τα 4, 5 και 6 

προηγουμένως, με μοναδική διαφορά ότι τώρα το ρόλο του 𝑊1 τον παίζει ο 𝑊3 , αρχής 

γενομένης από το κείμενό του 𝛥3,1. 
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Κατ’ αυτόν τον τρόπο εντοπίζουμε όλα τα κείμενα 𝛥3,1, 𝛥3,2, … , 𝛥3, 3  του γραφέα 𝑊3 , 

δεδομένου ότι στο γραφέα αυτόν αποδόθηκαν συνολικά 휈3 κείμενα. 

 

Βήμα 10: Συνεχίζουμε τη διαδικασία των Βημάτων 8 και 9 με προφανή ευθύγραμμη επέκταση, 

εντοπίζοντας ενδεχομένως νέους γραφείς, έως ότου όλα τα κείμενα έχουν αποδοθεί σε 

αντίστοιχο γραφέα. 

 

Η ανωτέρω διαδικασία υποκρύπτει ένα αξίωμα μεταβατικής ιδιότητας, το οποίο περιγράφεται 

κατωτέρω και το περιεχόμενο του οποίου θα καταστεί περισσότερο σαφές στο Κεφάλαιο 7 των 

πειραματικών αποτελεσμάτων. 

 

Αξίωμα μεταβατικής ιδιότητας 

Έστωσαν τρία κείμενα, 𝐷1, 𝐷2, 𝐷3 και έστω επίσης ότι έχουμε θεμελιώσει πως τα κείμενα 𝐷1 και 

𝐷2 ανήκουν στον ίδιο γραφέα, 𝑊. Επιπλέον, ας υποθέσουμε ότι έχουμε θεμελιώσει πως τα 

κείμενα 𝐷2 και 𝐷3 ανήκουν στον ίδιο γραφέα. Τότε και τα τρία κείμενα , 𝐷1, 𝐷2 και 𝐷3 ανήκουν 

στον ίδιο γραφέα 𝑊, ακόμα και αν αρχικά τα κείμενα 𝐷1 και 𝐷3 δεν προέκυπτε ότι ανήκουν 

στον ίδιο γραφέα. Συνεπώς, σε ισοδύναμη διατύπωση, η ένθεση ενός κειμένου 𝐷2, το οποίο 

αποδεικνύεται ότι ανήκει στον ίδιο γραφέα τόσο με το 𝐷1,  όσο και με το 𝐷3, 

«γεφυρώνει/συνδέει» και τα 𝐷1, 𝐷3, θεμελιώνοντας ότι και αυτά έχουν γραφεί από τον ίδιο 

γραφέα. 

Η επέκταση των ανωτέρω για οποιοδήποτε πλήθος κειμένων προκύπτει άμεσα με ευθύγραμμη 

επαγωγή. 

□ 
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6.3 Κατάταξη ενός συνόλου καμπυλών βάσει μιας τυχούσας ιδιότητας 𝒫 

Η ανάλυση η οποία παρουσιάστηκε στις Παραγράφους 6.1 και 6.2 αφορά την κατάταξη 

συμβόλων της αλφαβήτου επί τη βάσει του γραφέα τους. Ωστόσο, η προσέγγιση αυτή μπορεί 

να γενικευτεί άμεσα, προκειμένου να αντιμετωπιστεί το πρόβλημα της κατάταξης ενός 

συνόλου τυχόντων καμπυλών βάσει μιας ιδιότητας 𝒫, η οποία παρουσιάζει τις εξής ιδιότητες: 

χωρίζει το σύνολο των καμπυλών σε διακριτές οικογένειες σχημάτων και εάν ένα μέλος κάθε 

τέτοιας οικογένειας υποστεί στροφή, παράλληλη μετατόπιση ή ομοιοθεσία κατά μήκος των 

αξόνων 𝑥 και 𝑦 χωριστά, τότε η καμπύλη αυτή παραμένει εντός της ιδίας οικογένειας. 

Η μέθοδος αυτή δεν απαιτεί την ύπαρξη βάσης δεδομένων με σχήματα αναφοράς, αλλά απλά 

την επιλογή κάποιου εύλογου κατωφλίου εμπιστοσύνης 𝑎𝑇. Ακολουθεί συνοπτική περιγραφή 

της μεθόδου. 

 

Συνοπτική περιγραφή της μεθόδου 

Δεδομένου ενός συνόλου καμπυλών, οι οποίες δεν αντιπροσωπεύουν απαραίτητα γράμματα, 

προκειμένου να ταιριάξουμε βέλτιστα δύο από αυτές, θεωρούμε τη μία καμπύλη ως 

«πρότυπη» και την άλλη ως «τρέχουσα» και εφαρμόζουμε τη μεθοδολογία η οποία αφορά την 

επίπεδη καμπυλότητα και παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 4 και στην Παράγραφο 5.1. Κατ’ αυτόν 

τον τρόπο, λαμβάνουμε τους βέλτιστους παράγοντες ομοιοθεσίας 𝑎 και 𝑏  που πρέπει να 

εφαρμοστούν στην τρέχουσα καμπύλη, ώστε αυτή να έχει μέγεθος πολύ κοντινό σε εκείνο της 

πρότυπης καμπύλης. 

Στη συνέχεια, εφαρμόζουμε στροφή και παράλληλη μετατόπιση στην καμπύλη που προκύπτει 

από την προηγηθείσα ομοιοθεσία της τρέχουσας και τοποθετούμε τις δύο καμπύλες σε 

βέλτιστη θέση, ώστε το σφάλμα προσαρμογής τους, όπως περιγράφηκε στο Κεφάλαιο 5, να 

είναι ελάχιστο. Στη συνέχεια εντοπίζουμε τη στατιστική κατανομή του μέτρου ομοιότητας 휉 

που εισήχθη στην Παράγραφο 5.3. Εάν η ιδιότητα 𝒫 είναι πολυπαραμετρική, συμπεραίνουμε 

ότι το μέτρο ομοιότητας 휉  ακολουθεί κανονική κατανομή, λόγω του Κεντρικού Οριακού 

Θεωρήματος. Σε κάθε περίπτωση, η θεωρητική υπόθεση σχετικά με τη στατιστική κατανομή 

που ακολουθεί το μέτρο ομοιότητας 휉  μπορεί να ελεγχθεί χρησιμοποιώντας δοκιμές 

Kolmogorov – Smirnov ή/και Shapiro – Wilk. 
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Ακολούθως, εφαρμόζουμε επαναλαμβανόμενες συγκρίσεις και σχετικούς, κατάλληλους 

στατιστικούς ελέγχους, προκειμένου να προσδιορίσουμε τον αριθμό των διακριτών 

οικογενειών σχημάτων βάσει της ιδιότητας 𝒫 με ευθύγραμμη επέκταση της μεθοδολογίας που 

παρουσιάστηκε στις αμέσως προηγούμενες Παραγράφους 6.1 και 6.2.  

Εξυπακούεται δε ότι οι σχετικές τιμές πιθανοφάνειας θα αντιστοιχούν σε χαρακτηριστικά της 

ιδιότητας 𝒫 και θα έχουν τη μορφή της Σχέσης (6.4) όταν το ανάλογο του 𝑡𝐿 μέτρο ομοιότητας 

ακολουθεί γνωστή κατανομή. 
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7 Εφαρμογή της μεθοδολογίας που παρουσιάστηκε 

στην αναγνώριση των γραφέων αρχαίων επιγραφών 

και βυζαντινών χειρογράφων 

Στο παρόν κεφάλαιο παραθέτουμε τα αποτελέσματα της εφαρμογής της θεωρητικής ανάλυσης 

που παρουσιάστηκε στα Κεφάλαια 4, 5 και 6 στην αναγνώριση των γραφέων ενός συνόλου 

σημαντικών αρχαίων επιγραφών, αλλά και ενός εξίσου σημαντικού συνόλου βυζαντινών 

χειρογράφων. Πριν προχωρήσουμε στην παρουσίαση των αποτελεσμάτων, θα δώσουμε μία 

σύντομη περιγραφή των κειμένων αυτών, καθώς και πληροφορίες που αφορούν την επιλογή 

τους. 

Η μελέτη που αφορούσε την ταυτοποίηση των γραφέων στις αρχαίες επιγραφές προέκυψε 

μέσα από τη συνεργασία της ερευνητικής μας ομάδας με τον καθηγητή Stephen Tracy, πρώην 

διευθυντή της Αμερικανικής Σχολής Κλασικών Σπουδών στην Αθήνα και νυν καθηγητή της 

Σχολής Ιστορικών Σπουδών του Institute for Advanced Study στο Princeton των Ηνωμένων 

Πολιτειών Αμερικής. Ο καθηγητής Tracy επέλεξε έναν αριθμό αρχαίων επιγραφών στις οποίες 

θα εφαρμοζόταν η μέθοδος. Αντίστοιχα, η μελέτη των γραφέων των βυζαντινών χειρογράφων 

προέκυψε από τη συνεργασία της ερευνητικής μας ομάδας με τον καθηγητή Christopher 

Blackwell, καθηγητή Κλασικών Ελληνικών στο Furman University στο Greenville της South 

Carolina των Ηνωμένων Πολιτειών Αμερικής. Ο καθηγητής Blackwell επέλεξε έναν αριθμό από 

βυζαντινά χειρόγραφα γραμμένα σε παπύρους, επί των οποίων επίσης θα εφαρμοζόταν η 

μέθοδος που παρουσιάστηκε στη διατριβή αυτή για την ομαδοποίησή τους ανά γραφέα. 

Στο σημείο αυτό πρέπει να τονιστεί ότι τόσο ο καθηγητής Tracy, όσο και ο καθηγητής Blackwell 

δεν αποκάλυψαν στην ερευνητική ομάδα κανένα στοιχείο το οποίο θα μπορούσε να 

διευκολύνει την ταυτοποίηση του γραφέα των κειμένων που είχαν επιλέξει προς ταυτοποίηση. 

Συγκεκριμένα, κράτησαν κρυφές με μεγάλη σχολαστικότητα πληροφορίες που αφορούσαν τη 

γενικότερη περίοδο στην οποία γράφτηκαν τα κείμενα, το περιεχόμενό τους, την περιοχή στην 

οποία αυτά βρέθηκαν, αλλά και οποιαδήποτε άλλη πληροφορία την οποία εκείνοι γνώριζαν για 

τα κείμενα αυτά. Οι πληροφορίες που αφορούν τα κείμενα και παρουσιάζονται στην επόμενη 

Παράγραφο 7.1 γνωστοποιήθηκαν από τους καθηγητές Tracy και Blackwell στην ερευνητική 
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μας ομάδα μετά την εφαρμογή της μεθόδου και την παρουσίαση των αποτελεσμάτων της 

εφαρμογής της στους καθηγητές αυτούς. 

 

7.1 Τα κείμενα στα οποία εφαρμόστηκε η μέθοδος 

Στον Πίνακα 7.1 παρουσιάζεται η λίστα με τις 46 αρχαίες επιγραφές που δόθηκαν στην 

ερευνητική ομάδα από τον καθηγητή Stephen Tracy. Στον πίνακα αυτό παρουσιάζεται ο 

επίσημος κωδικός που καθένα από αυτά τα κείμενα έχει στην Αρχαία Αγορά ή στο Επιγραφικό 

Μουσείο, καθώς και ο απλούστερος κωδικός εργασίας που δόθηκε από την ερευνητική ομάδα 

σε κάθε μία από τις επιγραφές αυτές και ο οποίος χρησιμοποιήθηκε καθ’ όλη τη διάρκεια της 

επεξεργασίας τους και της εφαρμογής της μεθόδου σε αυτές από την ερευνητική ομάδα. Οι 46 

αυτές επιγραφές καλύπτουν μία ευρεία χρονική περίοδο και συγκεκριμένα από τα μέσα του 

τετάρτου έως το τέλος του δευτέρου αιώνα προ Χριστού και, ως εκ τούτου, περιλαμβάνουν 

πολλά διαφορετικά είδη γραφής των συμβόλων του ιδίου αλφαβήτου. 

 

Κωδικός 

Εργασίας 

Επίσημος 

Κωδικός 

Κωδικός 

Εργασίας 

Επίσημος 

Κωδικός 

Κωδικός 

Εργασίας 

Επίσημος 

Κωδικός 

I1 0247 I17 6006 I33 7400 

I2 0286 I18 6053 I34 7405 

I3 1024 I19 6124 I35 7446 

I4 1640 I20 6295 I36 7457 

I5 2054 I21 6422 I37 7478 

I6 2361 I22 6671 I38 7481 
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Κωδικός 

Εργασίας 

Επίσημος 

Κωδικός 

Κωδικός 

Εργασίας 

Επίσημος 

Κωδικός 

Κωδικός 

Εργασίας 

Επίσημος 

Κωδικός 

I7 3717 I23 7041 I39 7482 

I8 3855 I24 7156 I40 7519 

I9 4033 I25 7188 I41 7542 

I10 4266 I26 7190 I42 7566 

I11 4330 I27 7220 I43 7567 

I12 4424 I28 7237 I44 7587 

I13 4462 I29 7245 I45 7723 

I14 4917 I30 7254 I46 10068 

I15 5039 I31 7335   

I16 5297 I32 7398   

Πίνακας 7.1. Πίνακας με τις 46 αρχαίες επιγραφές στις οποίες εφαρμόστηκε η μέθοδος ομαδοποίησης ανάλογα με 

το γραφέα τους. Στον πίνακα αναφέρονται για κάθε μία επιγραφή ο επίσημος κωδικός που έχει από το 

Επιγραφικό Μουσείο ή την Αρχαία Αγορά, καθώς και ο απλούστερος κωδικός εργασίας που αποδόθηκε από τα 

μέλη της ερευνητικής ομάδας σε αυτή. 

 

Στο Σχήμα 7.1 παρουσιάζεται η επιγραφή με κωδικό 7567 από το δοθέν σύνολο επιγραφών. 
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Σχήμα 7.1. Εικόνα της αρχαίας επιγραφής 7567. 
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Αντίστοιχα, στον Πίνακα 7.2 παρουσιάζεται η λίστα των 25 βυζαντινών χειρογράφων στα οποία 

εφαρμόστηκε η μέθοδος ομαδοποίησης. Στον πίνακα αυτό εμφανίζεται τόσο ο κωδικός του 

εκάστοτε παπύρου, όπως αυτός δόθηκε στην ερευνητική μας ομάδα από τον καθηγητή 

Christopher Blackwell, όσο και ο απλούστερος κωδικός εργασίας που δόθηκε σε κάθε έναν από 

τους παπύρους από την ερευνητική ομάδα. Στον Πίνακα 7.3 παρουσιάζεται η ίδια λίστα, στην 

οποία σημειώνεται ο κωδικός εργασίας που δόθηκε σε κάθε χειρόγραφο από την ερευνητική 

ομάδα, καθώς και ο επίσημος κωδικός του κάθε ενός. 

Οι χειρόγραφοι τόμοι, μέρος των οποίων αποτελούν οι ανωτέρω πάπυροι και μέσω των οποίων 

σώζεται έως τις μέρες μας το ομηρικό έπος της Ιλιάδας, αναπαρήχθησαν στην 

Κωνσταντινούπολη μεταξύ του 10ου και του 11ου αιώνα. Κάθε σελίδα κάθε ενός τέτοιου τόμου 

περιλαμβάνει το κείμενο του ομηρικού έργου στο κέντρο της, καθώς και σχόλια γραμμένα στα 

περιθώριά της, αλλά και ανάμεσα στις γραμμές του κεντρικού κειμένου [62]. Στα Σχήματα 7.2 

και 7.3 παρουσιάζονται δύο σελίδες από το δοθέν σύνολο παπύρων.  

Κατά τον 15ο αιώνα, μεγάλο μέρος των χειρογράφων αυτών μεταφέρθηκε στη Βενετία από τον 

Έλληνα επίσκοπο Βασίλειο Βησσαρίωνα τον Τραπεζούντιο και αποτέλεσε μέρος της πρώτης 

συλλογής της βιβλιοθήκης Marciana της Βενετίας. Για το λόγο αυτό, τα χειρόγραφα αυτά 

ονομάζονται στο σύνολό τους «Marcianus Graecus», ενώ οι επί μέρους τόμοι έχουν τις 

ονομασίες «Marcianus Graecus Z. 454 [= 822]», «Marcianus Graecus Z. 453 [= 821]» και 

«Marcianus Graecus Z. 458 [= 841]». Στους μελετητές του ομηρικού έργου, τα δύο πρώτα από 

τα έργα αυτά είναι περισσότερο γνωστά με τις απλούστερες ονομασίες τους «Venetus A» και 

«Venetus B», αντίστοιχα [62, 63].  

Τα υπόλοιπα χειρόγραφα αποκτήθηκαν από τον βασιλιά της Ισπανίας Φίλιππο τον 2ο κατά το 

16ο αιώνα και μεταφέρθηκαν από τη Βενετία, όπου και αρχικά βρίσκονταν, στην Ισπανία. 

Τοποθετήθηκαν δε στη βιβλιοθήκη του μοναστηριού του San Lorenzo στο El Escorial της 

Ισπανίας, ως μέρος της βασιλικής βιβλιοθήκης. Ως εκ τούτου, τα χειρόγραφα αυτά είναι στο 

σύνολό τους γνωστά με το όνομα «Escorialensis». Τα επί μέρους έργα που απαρτίζουν τη 

συλλογή αυτή χειρογράφων είναι γνωστά με τα ονόματα «Escorialensis Y.I.1» και «Escorialensis 

Ω.I.12», αλλά και με τα απλούστερα ονόματα «Escorialensis 3» και «Escorialensis 4», αντίστοιχα 

[64].  
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Κωδικός 

Εργασίας 

Δοθείς 

Κωδικός 

Κωδικός 

Εργασίας 

Δοθείς 

Κωδικός 

Κωδικός 

Εργασίας 

Δοθείς 

Κωδικός 

BC1 T01_I01 BC10 T02_I10 BC21 T04_I21 

BC2 T01_I02 BC11 T02_I11 BC22 T04_I22 

BC3 T01_I03 BC13 T02_I13 BC23 T04_I23 

BC4 T01_I04 BC14 T03_I14 BC24 T04_I24 

BC5 T01_I05 BC16 T03_I16 BC25 T04_I25 

BC6 T01_I06 BC17 T03_I17 BC26 T04_I26 

BC7 T01_I07 BC18 T03_I18 BC27 T04_I27 

BC8 T02_I08 BC19 T03_I19   

BC9 T02_I09 BC20 T03_I20   

Πίνακας 7.2. Πίνακας με τους 25 βυζαντινούς παπύρους στους οποίους εφαρμόστηκε η μέθοδος κατάταξής τους 

σε ομάδες ανάλογα με το γραφέα τους. Στον πίνακα αναφέρεται ο κωδικός που απέδωσε ο καθηγητής Blackwell 

σε κάθε πάπυρο, καθώς και ο απλούστερος κωδικός εργασίας που αποδόθηκε από τα μέλη της ερευνητικής 

ομάδας σε αυτόν. 
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Κωδικός 

Εργασίας 
Επίσημος Κωδικός 

Κωδικός 

Εργασίας 
Επίσημος Κωδικός 

BC1 Escorialensis 4 – 142r BC16 Venetus B – 54r 

BC2 Venetus A – 47v BC17 Escorialensis 3 – 72r 

BC3 Venetus B – 44r BC18 Marcianus Graecus Z. 458 – 37v 

BC4 Venetus A –23r BC19 Escorialensis 3 – 97r 

BC5 Escorialensis 3 – 40r BC20 Marcianus Graecus Z. 458 – 21v 

BC6 Escorialensis 4 – 49v BC21 Marcianus Graecus Z. 458 – 43v 

BC7 Venetus A – 62r BC22 Escorialensis 4 – 69v 

BC8 Venetus A – 36r BC23 Marcianus Graecus Z. 458 – 32r 

BC9 Escorialensis 4 – 76v BC24 Marcianus Graecus Z. 458 – 8r 

BC10 Escorialensis 3 – 100r BC25 Escorialensis 3 – 128r 

BC11 Venetus A – 52r BC26 Escorialensis 3 – 83v 

BC13 Escorialensis 4 – 86r BC27 Escorialensis 3 – 143v 

BC14 Escorialensis 4 – 59v   

Πίνακας 7.3. Πίνακας με τους 25 βυζαντινούς παπύρους στους οποίους εφαρμόστηκε η μέθοδος κατάταξής επί τη 

βάσει του γραφέα τους. Στον πίνακα αναφέρεται ο κωδικός εργασίας που δόθηκε σε κάθε πάπυρο από την 

ερευνητική ομάδα, καθώς και ο επίσημος κωδικός του κάθε ενός. 
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Σχήμα 7.2. Εικόνα του βυζαντινού παπύρου Τ04_Ι26 (Escorialensis 3 – 83v) από το δοθέν σύνολο παπύρων. 
Φυλάσσεται στο μοναστήρι του San Lorenzo στο El Escorial της Ισπανίας. 
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Σχήμα 7.3. Εικόνα του βυζαντινού παπύρου Τ03_Ι16 (Venetus B – 54r) από το δοθέν σύνολο παπύρων. 
Φυλάσσεται στη βιβλιοθήκη Marciana της Βενετίας. 
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7.2 Οι εγγενείς δυσκολίες της αναγνώρισης γραφέων αρχαίων κειμένων 

Η πρώτη και μεγαλύτερη δυσκολία την οποία κληθήκαμε να αντιμετωπίσουμε ήταν η απουσία 

κειμένων αναφοράς τα οποία θα μπορούσαν να περιέχουν δείγματα γραφής όλων ή ορισμένων 

από τους γραφείς στους οποίους κληθήκαμε να αποδώσουμε τα κείμενα που είχαμε στη 

διάθεσή μας και παρουσιάστηκαν στην Παράγραφο 7.1. Η ιδιαιτερότητα αυτή του 

προβλήματος καθιστά τη μέθοδο που παρουσιάστηκε στα προηγούμενα κεφάλαια της 

παρούσας διατριβής ριζικά διαφορετική σε σχέση με την πλειοψηφία των μεθόδων 

ταυτοποίησης γραφέα που απαντώνται στη διεθνή βιβλιογραφία και αναφέρθηκαν στην 

Παράγραφο 2.1. Επιπλέον, δεν υπήρχε καμία άλλη διαθέσιμη πληροφορία σχετική με τα 

κείμενα ή/και τους γραφείς αυτών, όπως για παράδειγμα η χρονική περίοδος στην οποία αυτά 

γράφτηκαν. 

Μία ακόμη σημαντική δυσκολία έγκειτο στο γεγονός ότι δεν ήταν γνωστός ο αριθμός των 

διαφορετικών χεριών στα οποία έπρεπε να αποδώσουμε τα διαθέσιμα κείμενα.  

Εκτός από τις ανωτέρω γενικές δυσκολίες, υπήρχαν και άλλου τύπου προβλήματα, τα οποία 

σχετίζονταν άμεσα με τα κείμενα τα οποία κληθήκαμε να επεξεργαστούμε. Αυτά ήταν τα εξής: 

1. Η διαφοροποίηση του τρόπου γραφής συγκεκριμένων συμβόλων της αλφαβήτου, ακόμα 

και από τον ίδιο γραφέα. Για παράδειγμα, γράμματα όπως το ‘θ’, το ‘ω’ και το ‘ε’, ακόμη 

και αν έχουν γραφεί από τον ίδιο γραφέα και ακόμη και αν απαντώνται περισσότερες της 

μίας φορές στο ίδιο κείμενο, είναι δυνατόν να εμφανίζονται «ανοικτά» ή «κλειστά», 

όπως παρουσιάζεται σε χαρακτηριστικά παραδείγματα στο Σχήμα 7.4. 

 

 

           

(α)           (β)                    (γ)       (δ) 

Σχήμα 7.4. Διαφορετικές υλοποιήσεις του γράμματος ‘ω’ («ανοικτό» στο Σχήμα (α) και «κλειστό» στο Σχήμα (β)) και του 

γράμματος ‘ε’ («ανοικτό» στο Σχήμα (γ) και «κλειστό» στο Σχήμα (δ)) που έχουν γραφεί από τον ίδιο γραφέα. 
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Επίσης χαρακτηριστική περίπτωση είναι αυτή του μικρού γράμματος ‘κ’, το οποίο σε 

αρκετές περιπτώσεις εμφανίζεται σαν το λατινικό γράμμα ‘u’, ενώ σε άλλες περιπτώσεις, 

ακόμη και στο ίδιο κείμενο εμφανίζεται σαν ‘κ’. Όσον αφορά τις αρχαίες επιγραφές, 

πολλές και χαρακτηριστικές είναι οι διαφορετικές υλοποιήσεις του γράμματος ‘Α’. Είναι 

συχνό το φαινόμενο ακόμη και ο ίδιος γραφέας μέσα στο ίδιο κείμενο σε ορισμένες 

περιπτώσεις να ενώνει το αριστερό και το δεξί σκέλος του γράμματος ‘Α’ με την οριζόντια 

γραμμή, σε άλλες περιπτώσεις να ενώνει την οριζόντια γραμμή μόνο με ένα από τα δύο 

σκέλη και σε άλλες περιπτώσεις να μην ενώνει την οριζόντια γραμμή με κανένα από τα 

δύο σκέλη του γράμματος. 

 

2. Αρκετές φορές, οι υλοποιήσεις ορισμένων γραμμάτων παρουσιάζουν ιδιαίτερα 

θορυβώδη περιγράμματα. Το συγκεκριμένο πρόβλημα είναι εντονότερο στις αρχαίες 

επιγραφές, αλλά εμφανίζεται συχνά και σε βυζαντινούς παπύρους. Χαρακτηριστικές 

περιπτώσεις υλοποιήσεων γραμμάτων με θορυβώδη περιγράμματα παρουσιάζονται στο 

Σχήμα 7.5. Ο θόρυβος που εμφανίζεται στο περίγραμμα μπορεί να οφείλεται σε πολλούς 

παράγοντες όπως τη φθορά του χρόνου, την ποιότητα του υλικού πάνω στο οποίο 

αποτυπώνεται η γραφή (πέτρα, πάπυρος κλπ.), το σχήμα του οργάνου γραφής (της 

πένας, του καλεμιού κλπ.), την ηλικία του γραφέα, την ψυχολογική του διάθεση, το πόσο 

κουρασμένος ήταν, και άλλα. 

 

 

                    

(α)     (β) 

Σχήμα 7.5. Θορυβώδη περιγράμματα τα οποία εξήχθησαν από αρχαία επιγραφή (Σχήμα (α)) και 

βυζαντινό πάπυρο (Σχήμα (β)) και είχαν υποστεί σημαντική φθορά. 
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3. Παρατηρείται συχνά το φαινόμενο δύο διαφορετικές υλοποιήσεις του ίδιου γράμματος 

που έχουν γραφεί από τον ίδιο γραφέα να παρουσιάζουν μικρότερη ομοιότητα μεταξύ 

τους από ότι με υλοποιήσεις του ίδιου γράμματος από διαφορετικούς γραφείς. 

 

4. Ιδιαίτερα συχνά επίσης, τα προς μελέτη κείμενα παρουσιάζουν σημαντική φθορά, η 

οποία καθιστά την αναγνωσιμότητά τους ιδιαιτέρως δύσκολη και μερικές φορές 

αδύνατη. Δύο χαρακτηριστικά παραδείγματα υλοποιήσεων γραμμάτων από ιδιαίτερα 

φθαρμένα κείμενα παρουσιάζονται στο Σχήμα 7.6. 

 

 

 

Βάσει των ανωτέρω παρατηρήσεων, είναι επιτακτική η ανάγκη μείωσης της επίδρασης του 

θορύβου οποιασδήποτε μορφής στη διαδικασία ταυτοποίησης γραφέα, καθώς η παρουσία του 

μπορεί να αλλοιώσει το περίγραμμα του εκάστοτε γράμματος και να οδηγήσει σε εσφαλμένα 

αποτελέσματα. Προκειμένου να επιτευχθεί ο περιορισμός του θορύβου, πρέπει να καθοριστεί 

ένας πυρήνας για κάθε υλοποίηση καθενός συμβόλου της αλφαβήτου, ο οποίος να παραμένει 

αναλλοίωτος μεταξύ των διαφόρων κειμένων του ιδίου γραφέα. Προς το σκοπό αυτό, πρέπει 

να βρεθεί σε κάθε περίπτωση μία κατάλληλη μαθηματική περιγραφή αυτού του πυρήνα. 

                      

              (α)                       (β) 

Σχήμα 7.6. Παραδείγματα υλοποιήσεων γραμμάτων από ιδιαίτερα φθαρμένα κείμενα. Στο Σχήμα (α) 

παρουσιάζεται μία υλοποίηση του γράμματος ‘Α’ από αρχαία επιγραφή, ενώ στο Σχήμα (β) εμφανίζεται μία 

υλοποίηση του γράμματος ‘Ν’ από βυζαντινό πάπυρο. 
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7.3 Αποτελέσματα της εφαρμογής της μεθόδου που βασίζεται στην 

επίπεδη καμπυλότητα στην αναγνώριση γραφέα αρχαίων 

επιγραφών και βυζαντινών παπύρων 

Στην παράγραφο αυτή παραθέτουμε τα αποτελέσματα που έδωσε η μέθοδος που αναλύθηκε 

στην παρούσα διατριβή κατά την εφαρμογή της στην ομαδοποίηση των αρχαίων επιγραφών 

και των βυζαντινών παπύρων που παρουσιάστηκαν στην Παράγραφο 7.1.  

Η μέθοδος προσέφερε ιδιαιτέρως εντυπωσιακά αποτελέσματα, τόσο κατά την εφαρμογή της 

στις αρχαίες επιγραφές, όσο και κατά την εφαρμογή της στους βυζαντινούς παπύρους, όπως 

θα φανεί από τα αμέσως επόμενα.  

Πριν προχωρήσουμε στην παράθεση των αποτελεσμάτων, πρέπει να τονίσουμε πως για την 

εφαρμογή της μεθόδου που βασίζεται στην επίπεδη καμπυλότητα, πρέπει να υπάρχουν 

διαθέσιμα τα σώματα των διαφόρων υλοποιήσεων των συμβόλων της αλφαβήτου επί των 

οποίων εφαρμόζεται η μέθοδος. Όπως αναφέρθηκε ήδη στην εισαγωγή του Κεφαλαίου 5 της 

παρούσας διατριβής, για την εξαγωγή του σώματος των διαφόρων υλοποιήσεων των 

γραμμάτων από τις εικόνες των κειμένων (επιγραφών ή παπύρων) χρησιμοποιήθηκε η μέθοδος 

κατάτμησης που παρουσιάζεται στην εργασία [60]. Στη συνέχεια, οι εξαχθείσες εικόνες των 

γραμμάτων μετατράπηκαν σε ασπρόμαυρες με κατωφλιοποίηση και ακολούθως 

πραγματοποιήθηκε η εξαγωγή των περιγραμμάτων των υλοποιήσεων των συμβόλων, με τη 

μέθοδο που παρουσιάζεται στο Κεφάλαιο 2 της εργασίας [61]. 

Ειδικότερα, οι βυζαντινοί πάπυροι που επεξεργαστήκαμε ήταν αυτοί παραθέτουμε στον 

Πίνακα 7.2, οι οποίοι συνθέτουν το σύνολο  

𝛴0 = {
BC1, BC2, BC3, BC4, BC5, BC6, BC7, BC8, BC9, BC10, BC11, BC13, BC14,

BC16, BC17, BC18, BC19, BC20, BC21, BC22, BC23, BC24, BC25, BC26, BC27
} 

Από όλους τους παπύρους του συνόλου 𝛴0 εξήχθησαν όλες οι υλοποιήσεις των συμβόλων της 

αλφαβήτου που στοιχειοθετούν το σύνολο  

𝛴𝑆 = {α, δ, η, θ, κ, λ, σ,φ,ω} 
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Σε κάθε ζεύγος παπύρων του συνόλου 𝛴0 και για όλα τα σύμβολα της αλφαβήτου του συνόλου 

𝛴𝑆 εφαρμόστηκε αρχικά η μεθοδολογία του Κεφαλαίου 5. Κατ’ αυτόν τον τρόπο επετεύχθη η 

βέλτιστη προσαρμογή όλων των υλοποιήσεων των συμβόλων του συνόλου 𝛴𝑆, για κάθε ζεύγος 

παπύρων του συνόλου 𝛴0 και υπολογίστηκαν όλες οι ποσότητες 휉(𝛤1, �̃�2), σύμφωνα με την 

ανάλυση της Παραγράφου 5.3. 

Επί τη βάσει των ποσοτήτων αυτών και με εφαρμογή της στατιστικής ανάλυσης που εισήχθη 

στο Κεφάλαιο 6, υπολογίσαμε τις τιμές της πιθανοφάνειας 𝛼𝑖,𝑗  για όλους τους συνδυασμούς 

των διαθέσιμων παπύρων 𝐷𝑖 και 𝐷𝑗, όπου 𝐷𝑖, 𝐷𝑗 ∈ 𝛴
0 και διαπιστώσαμε ότι η εν απολύτω 

ελάχιστη τιμή πιθανοφάνειας, η οποία ήταν ταυτόχρονα μικρότερη από το επιλεγμένο κατώφλι 

𝛼𝛵 = 10
−2, ήταν 3.603 ⋅ 10−61 . Η ελάχιστη αυτή τιμή πιθανοφάνειας προέκυψε από τη 

σύγκριση των παπύρων BC4 και BC13. Θεωρήσαμε, επομένως ότι οι δύο αυτοί πάπυροι ανήκαν 

στους δύο πρώτους γραφείς που διέκρινε το σύστημα και αποδώσαμε τον πάπυρο BC13 στο 

Γραφέα 1 και τον BC4 στο Γραφέα 2. 

 

Στη συνέχεια, για το Γραφέα 1, εκκινώντας από το κείμενο BC13, βρήκαμε όλους τους 

παπύρους του συνόλου 𝛴1 = 𝛴0 − {BC4, BC13}, οι οποίοι κατά τη σύγκρισή τους με τον 

πάπυρο BC13 έδωσαν τιμή πιθανοφάνειας μεγαλύτερη από το κατώφλι 𝛼𝛵 = 10
−2 . Οι 

πάπυροι αυτοί παρουσιάζονται στο Σχήμα 7.7 μέσα σε κυκλάκια, ενώ στο βέλος που συνδέει το 

κυκλάκι του παπύρου BC13 με αυτά των υπολοίπων παπύρων σημειώνεται η αντίστοιχη τιμή 

της πιθανοφάνειας. Όλοι οι υπόλοιποι πάπυροι που δεν παρουσιάζονται στο σχήμα έδωσαν 

τιμή πιθανοφάνειας μικρότερη από το κατώφλι 𝛼𝛵 κατά τη σύγκρισή τους με τον πάπυρο BC13. 

Από το σχήμα αυτό διαπιστώνουμε πως η μέγιστη πιθανοφάνεια προέκυψε από τη σύγκριση 

του παπύρου BC13 με τον BC6 και για το λόγο αυτό, τόσο τα αντίστοιχα κυκλάκια, όσο και το 

βέλος και η αντίστοιχη τιμή της πιθανοφάνειας σημειώνονται στο Σχήμα 7.7 με πράσινο χρώμα.  
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BC13

BC1 BC6

BC9BC22

0.0112 0.4743

0.20180.1256

 

Σχήμα 7.7. Γραφική αναπαράσταση των παπύρων του συνόλου 𝜮𝟏 που συγκρινόμενοι με τον πάπυρο BC13 

έδωσαν τιμή πιθανοφάνειας μεγαλύτερη από το κατώφλι 𝜶𝜯 = 𝟏𝟎
−𝟐 . Στο σχήμα αυτό κάθε κυκλάκι 

αντιπροσωπεύει έναν πάπυρο και εντός του σημειώνεται ο κωδικός εργασίας του παπύρου. Δίπλα σε κάθε βέλος 

σημειώνεται η τιμή της πιθανοφάνειας που προέκυψε από τη σύγκριση μεταξύ των παπύρων που συνδέονται με 

αυτό. Από το σχήμα προκύπτει ότι τη μεγαλύτερη τιμή πιθανοφάνειας έδωσε η σύγκριση μεταξύ των παπύρων 

BC13 και BC6. Για το λόγο αυτό, οι αντίστοιχοι κύκλοι, το βέλος που τους συνδέει και η τιμή της πιθανοφάνειας 

επί αυτού σημειώνονται με πράσινο χρώμα. 

 

Ακολούθως, θεωρήσαμε το ζεύγος των παπύρων BC13 και BC6. Για το ζεύγος αυτό εντοπίσαμε 

όλους τους παπύρους του συνόλου 𝛴2 = 𝛴1 − {BC6} = 𝛴0 − {BC4, BC13, BC6}  οι οποίοι 

συγκρινόμενοι με έναν τουλάχιστον από τους παπύρους BC13 και BC6 έδωσαν τιμές 

πιθανοφάνειας μεγαλύτερες του κατωφλίου 𝛼𝛵. Οι εν λόγω πάπυροι παρουσιάζονται στο 

Σχήμα 7.8. Στην περίπτωση στην οποία τόσο ο πάπυρος BC13, όσο και ο πάπυρος BC6 έδωσαν 

τιμή πιθανοφάνειας μεγαλύτερη από το κατώφλι 𝛼𝛵  κατά τη σύγκρισή τους με έναν 

οποιοδήποτε πάπυρο του συνόλου 𝛴2, δίπλα στο αντίστοιχο βελάκι το οποίο συνδέει τους 

παπύρους αυτούς σημειώνεται η μεγαλύτερη τιμή πιθανοφάνειας που προέκυψε από τις 

συγκρίσεις. Για παράδειγμα, η σύγκριση του παπύρου BC13 με τον BC1 έδωσε τιμή 

πιθανοφάνειας 0.0112, ενώ η σύγκριση του BC6 με τον BC1 έδωσε τιμή πιθανοφάνειας 0.0359. 

Για το λόγο αυτό, στο Σχήμα 7.8 επάνω στο βέλος που συνδέει τους παπύρους που έχουν 

αποδοθεί στο Γραφέα 1 με τον πάπυρο BC1 έχει σημειωθεί η τιμή της πιθανοφάνειας που 

προέκυψε από τη σύγκριση του BC6 με τον BC1. Από το Σχήμα 7.8 παρατηρούμε επίσης ότι 

στους παπύρους που έδωσαν τιμή πιθανοφάνειας μεγαλύτερη από το κατώφλι 𝛼𝛵  έχει 

προστεθεί ο πάπυρος BC14, η σύγκριση του οποίου με τον πάπυρο BC6 έδωσε τιμή 

πιθανοφάνειας μεγαλύτερη από το κατώφλι 𝛼𝛵, ενώ η σύγκρισή του με τον πάπυρο BC13 
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έδωσε τιμή πιθανοφάνειας 8.56 ⋅ 10−4 και για το λόγο αυτό ο συγκεκριμένος πάπυρος δεν 

εμφανίζεται στο Σχήμα 7.7. Από το Σχήμα 7.8 προκύπτει ότι η μεγαλύτερη τιμή πιθανοφάνειας 

που προήλθε από τη σύγκριση οποιουδήποτε από τους παπύρους BC13 και BC6 που έχουν 

αποδοθεί στο Γραφέα 1 με τους παπύρους του συνόλου 𝛴2  είναι 0.4958, η οποία 

αντιστοιχούσε στη σύγκριση του παπύρου BC6 με τον πάπυρο BC22. Για το λόγο αυτό, στο 

Σχήμα 7.8 το κυκλάκι του παπύρου BC22, το βελάκι που τον συνδέει με τους παπύρους που 

έχουν αποδοθεί στο Γραφέα 1 και η αντίστοιχη τιμή της πιθανοφάνειας που σημειώνεται δίπλα 

σε αυτό σημειώνονται με πράσινο χρώμα. Από τα ανωτέρω προκύπτει ότι ο πάπυρος BC22 έχει 

επίσης γραφεί από το Γραφέα 1. 

 

BC13

BC1

BC22 BC14

BC6

0.0359

BC9

0.2224

0.01860.4958

 

Σχήμα 7.8. Γραφική αναπαράσταση των παπύρων του συνόλου 𝜮𝟐 οι οποίοι κατά τη σύγκρισή τους με έναν 

τουλάχιστον από τους παπύρους που έχουν ήδη αποδοθεί στο Γραφέα 1 (BC13 και BC6) έδωσαν τιμή 

πιθανοφάνειας μεγαλύτερη από το κατώφλι 𝜶𝜯 = 𝟏𝟎
−𝟐. Δίπλα σε κάθε βέλος σημειώνεται η μέγιστη τιμή της 

πιθανοφάνειας που προέκυψε από τη σύγκριση μεταξύ του κάθε παπύρου με τον πάπυρο BC13 και τον πάπυρο 

BC6. Από το σχήμα συνάγεται ότι τη μεγαλύτερη τιμή πιθανοφάνειας προέκυψε από τη σύγκριση του BC6 με τον 

BC22 και για το λόγο αυτό τα αντίστοιχα κυκλάκια, το βέλος που τα συνδέει και η τιμή της αντίστοιχης 

πιθανοφάνειας σημειώνονται με πράσινο χρώμα. 

 

Σε επόμενο στάδιο, συγκρίναμε τις τιμές πιθανοφάνειας που προέκυψαν από τη σύγκριση των 

παπύρων BC13, BC6 και BC22, οι οποίοι είχαν αποδοθεί στο Γραφέα 1 με τους παπύρους του 

συνόλου 𝛴3 = 𝛴2 − {BC22} ≡ 𝛴0 − {BC4, BC13, BC6, BC22}. Οι πάπυροι οι οποίοι έδωσαν 

τιμή πιθανοφάνειας μεγαλύτερη του 𝛼𝛵 κατά τη σύγκρισή τους με έναν τουλάχιστον από τους 
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παπύρους BC13, BC6 ή BC22 παρουσιάζονται στο Σχήμα 7.9. Όπως και στο Σχήμα 7.8, η τιμή της 

πιθανοφάνειας που σημειώνεται δίπλα σε κάθε βέλος είναι η μέγιστη τιμή πιθανοφάνειας που 

προέκυψε από τη σύγκριση κάθε ενός από τους παπύρους που δεν είχαν στο στάδιο αυτό 

αποδοθεί σε κάποιο γραφέα με τους παπύρους που είχαν ήδη αποδοθεί στο Γραφέα 1, εφ’ 

όσον αυτή ήταν μεγαλύτερη του κατωφλίου 𝛼𝛵. Από το Σχήμα 7.9 παρατηρούμε ότι η μέγιστη 

τιμή πιθανοφάνειας από όλες τις σημειούμενες είναι αυτή που αντιστοιχεί στη σύγκριση του 

παπύρου BC9 με κάποιον από τους παπύρους που έχουν ήδη αποδοθεί στο Γραφέα 1 και 

συγκεκριμένα με τον BC6. Με τον τρόπο αυτό, ο πάπυρος BC9 αποδόθηκε επίσης στο Γραφέα 

1. 

 

BC13

BC1

BC14

BC6

0.0359

BC90.22240.0186

BC22

 

Σχήμα 7.9. Γραφική αναπαράσταση των παπύρων οι οποίοι κατά τη σύγκρισή τους με έναν τουλάχιστον από τους 

παπύρους που, στο στάδιο αυτό της διαδικασίας, είχαν ήδη αποδοθεί στο Γραφέα 1 έδωσαν τιμή πιθανοφάνειας 

μεγαλύτερη από το κατώφλι 𝜶𝜯. Από το σχήμα προκύπτει ότι μεγαλύτερη τιμή πιθανοφάνειας έδωσαν οι 

πάπυροι οι οποίοι είχαν ήδη αποδοθεί στον Γραφέα 1 κατά τη σύγκρισή τους με τον πάπυρο BC9, όπως φαίνεται 

και από τον πράσινο χρωματισμό. 

 

Ακολουθώντας την ίδια συλλογιστική, λάβαμε τις τιμές πιθανοφάνειας που προέκυψαν από τη 

σύγκριση κάθε ενός από τους παπύρους BC13, BC6, BC22 και BC9 με τους παπύρους του 

συνόλου 𝛴4 = 𝛴3 − {BC9} ≡ 𝛴0 − {BC4, BC13, BC6, BC22, BC9} . Στην περίπτωση αυτή, οι 
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πάπυροι αυτού του συνόλου οι οποίοι κατά τη σύγκρισή τους με έναν τουλάχιστον από τους 

παπύρους που είχαν αποδοθεί στο Γραφέα 1 μέχρι το παρόν στάδιο της διαδικασίας έδωσαν 

τιμή πιθανοφάνειας μεγαλύτερη από το κατώφλι 𝛼𝛵 παρουσιάζονται στο Σχήμα 7.10. Όπως και 

στα προηγούμενα βήματα εφαρμογής της μεθόδου, οι σημειούμενες τιμές πιθανοφάνειας 

δίπλα στα βελάκια που ενώνουν τους παπύρους που είχαν ήδη αποδοθεί στο Γραφέα 1 με 

αυτούς που δεν είχαν ακόμη αποδοθεί σε κάποιο γραφέα είναι σε κάθε περίπτωση οι μέγιστες. 

Στο παρόν σημείο εφαρμογής της μεθοδολογίας, από τη σύγκριση των παπύρων που είχαν 

αποδοθεί στο Γραφέα 1 με τους παπύρους που δεν είχαν ακόμη αποδοθεί σε κάποιο γραφέα, 

προέκυψε πως η μέγιστη τιμή πιθανοφάνειας αντιστοιχούσε στη σύγκριση των παπύρων BC9 

και BC14 και ήταν ίση με 0.3879. Για το λόγο αυτό, ο πάπυρος BC14 θεωρήσαμε πως είχε 

επίσης γραφεί από το Γραφέα 1. 

 

BC13

BC1 BC14

BC6

0.3705
BC22

BC9

0.3879

 

Σχήμα 7.10. Γραφική αναπαράσταση των παπύρων οι οποίοι έδωσαν τιμή πιθανοφάνειας μεγαλύτερη από το 

κατώφλι 𝜶𝜯 κατά τη σύγκρισή τους με έναν τουλάχιστον από τους παπύρους που, έως το παρόν στάδιο, είχαν 

αποδοθεί στο Γραφέα 1. Η μέγιστη από αυτές τιμή πιθανοφάνειας ήταν η 0.3879, η οποία αντιστοιχούσε στη 

σύγκριση του BC9 με τον BC14, όπως υποδεικνύει ο σχετικός πράσινος χρωματισμός. 

 

Στο σημείο αυτό είχαν αποδοθεί στο Γραφέα 1 τα κείμενα BC13, BC6, BC22, BC9 και BC14. 

Λαμβάνοντας όλες τις συγκρίσεις των παπύρων αυτών με όλους τους υπόλοιπους παπύρους 

που δεν είχαν ακόμη αποδοθεί σε κάποιο γραφέα διαπιστώσαμε πως οι μοναδικές συγκρίσεις 

που έδωσαν τιμή πιθανοφάνειας μεγαλύτερη από 𝛼𝛵 = 10
−2 ήταν αυτές των παπύρων του 

Γραφέα 1 με τον πάπυρο BC1, όπως φαίνεται γραφικά και στο Σχήμα 7.11. Η μέγιστη από αυτές 

τις τιμές πιθανοφάνειας προέκυψε από τη σύγκριση του BC1 με τον BC9 και για το λόγο αυτό 
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αυτή η τιμή πιθανοφάνειας σημειώνεται δίπλα στο βελάκι που συνδέει τους παπύρους του 

Γραφέα 1 με τον BC1. Επομένως, καταλήξαμε στο συμπέρασμα ότι ο πάπυρος BC1 είχε επίσης 

γραφεί από το Γραφέα 1. 

 

BC13

BC1

BC6

0.3705

BC22

BC9
BC14

 

Σχήμα 7.11. Γραφική αναπαράσταση των παπύρων οι οποίοι όταν συγκρίθηκαν με έναν τουλάχιστον από τους 

παπύρους του Γραφέα 1 έδωσαν τιμή πιθανοφάνειας μεγαλύτερη από το κατώφλι 𝜶𝜯. Ο μοναδικός πάπυρος που 

πληρούσε την προϋπόθεση αυτή ήταν ο BC1, τον οποίο αποδώσαμε επίσης στο Γραφέα 1. 

 

Στο σημείο αυτό αξίζει να σημειώσουμε ότι μετά την προσθήκη του παπύρου BC1 σε αυτούς 

που είχαν γραφεί από το Γραφέα 1, κανένας άλλος πάπυρος από το σύνολο 𝛴5 = 𝛴0 −

{BC4, BC13, BC6, BC22, BC9, BC14, BC1} δεν έδωσε τιμή πιθανοφάνειας μεγαλύτερη από το 

κατώφλι 𝛼𝛵 κατά τη σύγκρισή του με κάποιον από τους παπύρους του Γραφέα 1. Ειδικότερα, η 

μέγιστη τιμή πιθανοφάνειας που προέκυψε από τη σύγκριση οποιουδήποτε από τους 

παπύρους του Γραφέα 1 με οποιονδήποτε από τους μη αποδοθέντες σε κάποιο γραφέα 

παπύρους ήταν 2.661 ⋅ 10−8. Παρατηρούμε ότι εμφανίζεται ένα μεγάλο «άλμα» ανάμεσα στην 

τιμή αυτή και στο κατώφλι 𝛼𝛵 που επιλέχθηκε, αλλά και ένα ακόμη μεγαλύτερο «άλμα» 

ανάμεσα στην τιμή αυτή και στις τιμές πιθανοφάνειας με τις οποίες αποδόθηκαν οι διάφοροι 

πάπυροι στο Γραφέα 1, οι οποίες ήταν όλες της τάξης του 10−1. Από τις παρατηρήσεις αυτές 

συνάγεται ότι η διάκριση του Γραφέα 1 από τους υπολοίπους γραφείς είναι ξεκάθαρη. 
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Συνεχίσαμε με την αναζήτηση των παπύρων που ανήκαν στο Γραφέα 2. Υπενθυμίζουμε πως 

από την αρχική σύγκριση των παπύρων και την εξαγωγή των αντίστοιχων τιμών 

πιθανοφάνειας, ο πρώτος πάπυρος που αποδόθηκε στο Γραφέα 2 ήταν ο BC4. Ακολουθώντας 

την ίδια διαδικασία με αυτήν που ακολουθήσαμε για την εύρεση των παπύρων του Γραφέα 1, 

λάβαμε τις τιμές της πιθανοφάνειας που προέκυψαν από τη σύγκριση του παπύρου BC4 με 

τους παπύρους του συνόλου 𝛴5 = 𝛴0 − {BC13, BC6, BC22, BC9, BC14, BC1, BC4}. Οι πάπυροι 

οι οποίοι κατά τη σύγκρισή τους με τον BC4 έδωσαν τιμή πιθανοφάνειας μεγαλύτερη από 𝛼𝛵 

παρουσιάζονται στο Σχήμα 7.12. Όπως παρατηρούμε από το σχήμα, η μέγιστη από αυτές τις 

τιμές πιθανοφάνειας ήταν αυτή που προέκυψε από τη σύγκριση των παπύρων BC4 και BC8. 

Επομένως, ο BC8 έγινε ο δεύτερος πάπυρος που αποδόθηκε στο Γραφέα 2 και για το λόγο αυτό 

το κυκλάκι του, το βέλος που τον συνδέει με τον BC4 και η αντίστοιχη τιμή πιθανοφάνειας 

επισημαίνονται στο Σχήμα 7.12 με πράσινο χρώμα. 

 

BC4

BC2

BC7

BC80.1545

0.3262 0.5727

BC11

0.2103

 

Σχήμα 7.12. Πάπυροι οι οποίοι κατά τη σύγκρισή τους με τον BC4 έδωσαν τιμή πιθανοφάνειας μεγαλύτερη από το 

κατώφλι 𝜶𝜯. Η μεγαλύτερη από τις τιμές αυτές προέκυψε από τη σύγκριση των παπύρων BC4 και BC8, όπως 

επισημαίνεται με πράσινο χρώμα στο σχήμα. 
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Στη συνέχεια, συγκρίναμε τις τιμές της πιθανοφάνειας που προέκυψαν από τη σύγκριση των 

παπύρων BC4 και BC8 με τους παπύρους του συνόλου 𝛴6 = 𝛴0 −

{BC13, BC6, BC22, BC9, BC14, BC1, BC4, BC8}. Οι πάπυροι οι οποίοι κατά τη σύγκρισή τους με 

έναν από τους παπύρους BC4 ή BC8 έδωσαν τιμές πιθανοφάνειας μεγαλύτερες του κατωφλίου 

𝛼𝛵 ήταν οι BC2, BC7 και BC11, όπως παρουσιάζεται στο Σχήμα 7.13. Όπως και σε όλα τα 

προηγούμενα σχήματα, στο Σχήμα 7.13 οι τιμές της πιθανοφάνειας που αναγράφονται δίπλα 

στο κάθε βέλος είναι οι μέγιστες τιμές που κάθε φορά προέκυψαν από τη σύγκριση του 

εκάστοτε παπύρου στον οποίο καταλήγει το βέλος με καθέναν από τους BC4 και BC8. Από το 

σχήμα προκύπτει άμεσα πως ο επόμενος πάπυρος που αποδόθηκε στο Γραφέα 2 ήταν ο BC2, 

καθώς έχει τη μεγαλύτερη από όλες τις σημειούμενες τιμές πιθανοφάνειας πάνω στο σχήμα. 

 

BC4

BC2 BC7

0.4577 0.3315

BC11

0.3523

BC8

 

Σχήμα 7.13. Πάπυροι οι οποίοι κατά τη σύγκρισή τους με τους BC4 και BC8 έδωσαν τιμή πιθανοφάνειας 

μεγαλύτερη από το κατώφλι 𝜶𝜯. Η μεγαλύτερη από τις τιμές αυτές προέκυψε από τη σύγκριση του παπύρου BC8 

με τον BC2, όπως επισημαίνεται με πράσινο χρώμα στο σχήμα. 

 

Έχοντας προσθέσει στα κείμενα του Γραφέα 2 τον πάπυρο BC2, λάβαμε όλες τις τιμές 

πιθανοφάνειας που προέκυψαν από τη σύγκριση των παπύρων που αποδόθηκαν ήδη στο 

Γραφέα 2 και των εναπομεινάντων παπύρων. Διαπιστώσαμε ότι οι μοναδικοί πάπυροι οι οποίοι 
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έδωσαν τιμή πιθανοφάνειας μεγαλύτερη του 𝛼𝛵 κατά τη σύγκριση αυτή ήταν οι BC7 και BC11, 

όπως παρουσιάζεται στο Σχήμα 7.14. Από το σχήμα αυτό προκύπτει άμεσα ότι το επόμενο 

κείμενο που αποδόθηκε στο Γραφέα 2 ήταν ο πάπυρος BC7. 

 

BC4

BC7

BC11
0.4361

BC8

0.5526

BC2

 

Σχήμα 7.14. Πάπυροι οι οποίοι κατά τη σύγκρισή τους με τους παπύρους που είχαν έως αυτό το σημείο αποδοθεί 

στο Γραφέα 2 έδωσαν τιμή πιθανοφάνειας μεγαλύτερη από το κατώφλι 𝜶𝜯 σε τουλάχιστον μία σύγκριση. Η 

μέγιστη τιμή πιθανοφάνειας προέκυψε από τη σύγκριση του παπύρου BC7 με έναν από τους παπύρους BC4, BC8 

ή BC2, όπως επισημαίνεται στο σχήμα με πράσινο χρώμα, καθιστώντας τον BC7 τον τέταρτο πάπυρο που 

αποδόθηκε από το σύστημα στο Γραφέα 2. 

 

Ακολούθως, λάβαμε όλες τις τιμές της πιθανοφάνειας μεταξύ των στοιχείων του συνόλου 

{BC4, BC8, BC2, BC7} των παπύρων που είχαν αποδοθεί μέχρι στιγμής στο Γραφέα 2 και των 

στοιχείων του συνόλου 𝛴7 = 𝛴0 − {BC13, BC6, BC22, BC9, BC14, BC1, BC4, BC8, BC2, BC7} των 

παπύρων που δεν είχαν ακόμη αποδοθεί σε κάποιο γραφέα. Διαπιστώσαμε ότι ο μοναδικός 

πάπυρος του συνόλου 𝛴7 ο οποίος κατά τη σύγκρισή του με τους παπύρους του Γραφέα 2 

έδωσε τιμή πιθανοφάνειας μεγαλύτερη του κατωφλίου 𝛼𝛵 ήταν ο BC11, όπως απεικονίζεται 

στο ακόλουθο Σχήμα 7.15. 
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BC4

BC11
0.4361

BC8
BC2

BC7

 

Σχήμα 7.15. Ο τελευταίος πάπυρος που αποδόθηκε στο Γραφέα 2 ήταν ο BC11. Κανένας άλλος πάπυρος δεν 

έδωσε τιμή πιθανοφάνειας μεγαλύτερη από το κατώφλι 𝜶𝜯 κατά τη σύγκρισή του με τους παπύρους που 

αποδόθηκαν στο Γραφέα 2. 

 

Μετά από σύγκριση των τιμών πιθανοφάνειας των παπύρων που αποδόθηκαν στο Γραφέα 2 με 

τους υπόλοιπους παπύρους που είτε δεν είχαν αποδοθεί ακόμη σε κάποιο γραφέα, είτε είχαν 

ήδη αποδοθεί στο Γραφέα 1, διαπιστώθηκε ότι η μέγιστη τιμή της πιθανοφάνειας αυτής ήταν 

8.5 ⋅ 10−4. Η απόσταση της τιμή αυτής από το κατώφλι 𝛼𝛵, αλλά και από την τάξη μεγέθους 

των τιμών της πιθανοφάνειας με την οποία κάθε πάπυρος αποδόθηκε στο Γραφέα 2, η οποία 

ήταν 10−1, είναι σημαντική. Από τη δοκιμή αυτή συνάγεται άμεσα ότι ο Γραφέας 2, όπως και ο 

Γραφέας 1 προηγουμένως, διαχωρίζεται πλήρως από τους υπολοίπους. Ως εκ τούτου, ο 

πάπυρος BC11 ήταν ο τελευταίος που αποδόθηκε στο Γραφέα 2. 

 

Στη συνέχεια, καθώς δεν υπήρχαν άλλοι πάπυροι οι οποίοι να έχουν ήδη αποδοθεί σε κάποιο 

γραφέα, αλλά και λόγω του ότι οι πάπυροι που είχαν αποδοθεί στο Γραφέα 1 και στο Γραφέα 2 

παρουσίαζαν πολύ μικρές τιμές πιθανοφάνειας κατά τη σύγκρισή τους με τους υπολοίπους 

παπύρους, αναζητήσαμε έναν πάπυρο ο οποίος να ανήκει σε έναν τρίτο γραφέα. Μετά από 

σύγκριση των παπύρων του συνόλου  

𝛴8 = 𝛴0 − {BC13, BC6, BC22, BC9, BC14, BC1, BC4, BC8, BC2, BC7, BC11} 

με τους παπύρους που είχαν αποδοθεί στο Γραφέα 1 και στο Γραφέα 2, προέκυψε ότι η 

ελάχιστη τιμή πιθανοφάνειας ήταν 5.681 ⋅ 10−49 και αντιστοιχούσε στη σύγκριση του παπύρου 

BC6 του Γραφέα 1 με τον πάπυρο BC17 που δεν είχε ακόμη αποδοθεί σε κάποιο γραφέα. Ο 
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πάπυρος BC17 ήταν με τον τρόπο αυτό ο πρώτος πάπυρος που αποδόθηκε στο Γραφέα 3. 

Τονίζουμε ότι η επιλογή αντιπροσωπευτικού παπύρου για το Γραφέα 3 με βάση την μέση 

αρμονική πιθανοφάνεια ή και τη μέγιστη πιθανοφάνεια κάποιος πάπυρος του συνόλου 𝛴8 να 

ανήκει στο Γραφέα 1 ή στο Γραφέα 2 οδήγησαν στα ίδια ακριβώς συμπεράσματα. 

Η μεθοδολογία με την οποία βρήκαμε τα υπόλοιπα κείμενα του Γραφέα 3 ήταν ακριβώς ίδια με 

αυτή με την οποία εντοπίσαμε τα κείμενα του Γραφέα 1 και του Γραφέα 2. Για το λόγο αυτό η 

παράθεση των σχετικών βημάτων θα γίνει μέσω των Σχημάτων (α) έως (η) του Σχήματος 7.16. 

 

BC17

BC3

BC5

BC10

BC16

BC19

BC25

BC26

BC27

0.1424
0.2038

0.3060

0.0419

0.2418

0.1593

0.5538

0.1374

 

(α) 
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BC17

BC3

BC5

BC10

BC16

BC19

BC25

BC27

0.1424
0.4002

0.3060

0.1110

0.3292

0.1917

0.2313

BC26

 

(β) 
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BC17

BC3 BC10

BC16

BC19

BC25

BC27

0.1424

0.3060

0.1110

0.3957

0.1917

0.2313
BC26

BC5

 

(γ) 
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BC17

BC3 BC10

BC16

BC25

BC27

0.1424

0.3959

0.1110

0.1917

0.2523

BC26
BC5

BC19

 

(δ) 
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BC17

BC3

BC16

BC25

BC27

0.1618

0.1270

0.3620

0.3819

BC26

BC5

BC19

BC10

 

(ε) 
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BC17

BC3

BC16

BC25

0.1618

0.1270

0.3620

BC26
BC5

BC19

BC10

BC27

 

(στ) 

 

BC17

BC3

BC16

0.1618

0.1270

BC26

BC5

BC19
BC10

BC27
BC25

 

(ζ) 
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BC17

BC16
0.1910

BC26

BC5

BC19
BC10

BC27

BC25
BC3

 

 (η) 

Σχήμα 7.16. Εφαρμογή της μεθοδολογίας απόδοσης παπύρων στο Γραφέα 3, βάσει του κριτηρίου μέγιστης 

πιθανοφάνειας της Παραγράφου 6.1. 

 

Στο σημείο αυτό αξίζει να σημειωθεί ότι μετά την απόδοση του παπύρου BC16 στο Γραφέα 3, η 

τιμή της μέγιστης πιθανοφάνειας μεταξύ των παπύρων του Γραφέα 3 και των υπολοίπων 

παπύρων ήταν 8.5 ⋅ 10−4, γεγονός το οποίο αποδεικνύει ότι οι πάπυροι που γράφτηκαν από το 

Γραφέα 3 παρουσιάζουν ξεκάθαρη διαφοροποίηση από τους υπολοίπους.  

 

Ακολουθώντας την ίδια μεθοδολογία με προηγουμένως, αναζητήσαμε έναν πάπυρο ο οποίος 

ανήκε σε έναν τέταρτο γραφέα, επιλέγοντας την ελάχιστη τιμή πιθανοφάνειας που προέκυψε 

από τη σύγκριση των παπύρων που δεν είχαν αποδοθεί σε κάποιο γραφέα με τους παπύρους 

των Γραφέων 1, 2 και 3 που αποτελούν το σύνολο  

{
BC13, BC6, BC22, BC9, BC14, BC1, BC4, BC8, BC2, BC7,

BC11, BC17, BC26, BC5, BC19, BC10, BC27, BC25, BC3, BC16
} 

Η ελάχιστη αυτή τιμή πιθανοφάνειας ήταν 3. 61 ⋅ 10−48, η οποία αντιστοιχούσε στη σύγκριση 

του παπύρου BC26 του Γραφέα 3 με τον πάπυρο BC23, ο οποίος δεν είχε αποδοθεί σε κάποιο 

γραφέα. Κατ’ αυτόν τον τρόπο, ο πάπυρος BC23 ήταν ο πρώτος πάπυρος που αποδόθηκε στο 

Γραφέα 4. Εκ νέου τονίζουμε ότι η επιλογή αντιπροσωπευτικού παπύρου για το Γραφέα 4 με 

βάση τη μέση αρμονική πιθανοφάνεια ή και τη μέγιστη πιθανοφάνεια κάποιος πάπυρος του 

συνόλου 𝛴9 = 𝛴0 − {
BC13, BC6, BC22, BC9, BC14, BC1, BC4, BC8, BC2, BC7,

BC11, BC17, BC26, BC5, BC19, BC10, BC27, BC25, BC3, BC16
}  να ανήκει 



 

159 

σε έναν από τους γραφείς 1, 2 ή 3 οδήγησαν στα ίδια ακριβώς συμπεράσματα. Η σειρά 

απόδοσης των υπολοίπων παπύρων στο Γραφέα 4 παρουσιάζεται στα Σχήματα (α) έως (δ) του 

Σχήματος 7.17: 

 

BC23

BC18 BC20

BC21BC24

0.0530

0.4580

0.5308

0.5087

 

(α) 

 

BC23

BC18 BC20 BC24

0.3934

0.5155

0.6233
BC21

 

(β) 
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BC23

BC18 BC20

0.3934 0.5729
BC21

BC24

 

(γ) 

 

BC23

BC18

0.3934

BC21
BC24

BC20

 

(δ) 

Σχήμα 7.17. Γραφική απεικόνιση της διαδικασίας με την οποία ομαδοποιήθηκαν οι πάπυροι οι οποίοι γράφτηκαν 

από το Γραφέα 4. 
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Μετά την απόδοση και του τελευταίου παπύρου στο Γραφέα 4, διαπιστώσαμε ότι 

ολοκληρώθηκε η απόδοση όλων των παπύρων στους γραφείς τους. Η απόδοση αυτή δε έγινε 

με εξαιρετικά καλή τιμή πιθανοφάνειας. 

 

Η τελική κατάταξη των παπύρων στους τέσσερις (4) διαφορετικούς γραφείς που 

εντοπίστηκαν παρατίθεται στον Πίνακα 7.4. Ο καθηγητής Blackwell και οι ειδικοί του 

Κέντρου Ελληνικών Σπουδών (Center for Hellenic Studies) του Πανεπιστημίου του Harvard 

συμφώνησαν πλήρως με την ομαδοποίηση που προτάθηκε εδώ. 

 

Γραφείς 

Πάπυροι που αποδόθηκαν σε 

κάθε γραφέα  

(κωδικός εργασίας) 

Πάπυροι που αποδόθηκαν σε 

κάθε γραφέα  

(επίσημος κωδικός) 

Γραφέας 1 

BC1 

BC6 

BC9 

BC13 

BC14 

BC22 

Escorialensis 4 – 142r 

Escorialensis 4 – 49v 

Escorialensis 4 – 76v 

Escorialensis 4 – 86r 

Escorialensis 4 – 59v 

Escorialensis 4 – 69v 

Γραφέας 2 

BC2 

BC4 

BC7 

BC8 

BC11 

Venetus A – 47v 

Venetus A –23r 

Venetus A – 62r 

Venetus A – 36r 

Venetus A – 52r 
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Γραφείς 

Πάπυροι που αποδόθηκαν σε 

κάθε γραφέα  

(κωδικός εργασίας) 

Πάπυροι που αποδόθηκαν σε 

κάθε γραφέα  

(επίσημος κωδικός) 

Γραφέας 3 

BC3 

BC5 

BC10 

BC16 

BC17 

BC19 

BC25 

BC26 

BC27 

Venetus B – 44r 

Escorialensis 3 – 40r 

Escorialensis 3 – 100r 

Venetus B – 54r 

Escorialensis 3 – 72r 

Escorialensis 3 – 97r 

Escorialensis 3 – 128r 

Escorialensis 3 – 83v 

Escorialensis 3 – 143v 

Γραφέας 4 

BC18 

BC20 

BC21 

BC23 

BC24 

Marcianus Graecus Z. 458 – 37v 

Marcianus Graecus Z. 458 – 21v 

Marcianus Graecus Z. 458 – 43v 

Marcianus Graecus Z. 458 – 32r 

Marcianus Graecus Z. 458 – 8r 

Πίνακας 7.4. Η τελική κατάταξη των 25 βυζαντινών παπύρων σε τέσσερις (4) διαφορετικούς γραφείς. Οι πάπυροι 

παρουσιάζονται τόσο με τον κωδικό εργασίας που τους δόθηκε από την ερευνητική ομάδα, όσο και με τον 

επίσημο κωδικό τους (Πίνακες 7.2 και 7.3). 

 

Ανάλογα αποτελέσματα ελήφθησαν κατά την εφαρμογή της μεθόδου στις διαθέσιμες αρχαίες 

επιγραφές, όπου η εξαντλητική εφαρμογή της μεθόδου που περιγράφηκε στην παρούσα 

διατριβή, οδήγησε στο συμπέρασμα ότι οι 46 διαθέσιμες επιγραφές γράφτηκαν από δέκα (10) 

διαφορετικούς γραφείς, όπως παρουσιάζεται στον Πίνακα 7.5.  
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Γραφείς 

Επιγραφές που αποδόθηκαν 

σε κάθε γραφέα  

(κωδικός εργασίας) 

Επιγραφές που αποδόθηκαν σε κάθε 

γραφέα  

(επίσημος κωδικός) 

Γραφέας 1 I33, I34, I41, I19, I32 7400, 7405, 7542, 6124, 7398 

Γραφέας 2 I9, I38, I39, I46, I6, I4 4033, 7481, 7482, 10068, 2361, 1640 

Γραφέας 3 I17, I20, I40, I42, I43, I16, I18 6006, 6295, 7519, 7566, 7567, 5297, 6053 

Γραφέας 4 I28, I31, I30 7237, 7335, 7254 

Γραφέας 5 I23, I26, I27 7041, 7190, 7220 

Γραφέας 6 I36, I35, I29, I45 7457, 7446, 7245, 7723 

Γραφέας 7 I1, I22, I14, I25, I13, I7 0247, 6671, 4917, 7188, 4462, 3717 

Γραφέας 8 I10, I12, I44, I15, I11 4266, 4424, 7587, 5039, 4330 

Γραφέας 9 I2, I21, I24, I37 0286, 6422, 7156, 7478 

Γραφέας 10 I3, I8, I5 1024, 3855, 2054 

Πίνακας 7.5. Η τελική κατάταξη των 46 αρχαίων επιγραφών σε γραφείς. Οι επιγραφές παρουσιάζονται τόσο με 

τον κωδικό εργασίας που δόθηκε σε κάθε μία από αυτές από την ερευνητική ομάδα, όσο και με τον επίσημο 

κωδικό καταλόγου που έχει δοθεί σε αυτές από το Επιγραφικό Μουσείο και την Αρχαία Αγορά (Πίνακας 7.1). Η 

εφαρμογή της μεθόδου έδειξε πως οι επιγραφές αυτές γράφτηκαν από δέκα (10) διαφορετικούς γραφείς. 

 

 

Ο καθηγητής Tracy, καθώς και άλλοι διακεκριμένοι επιγραφολόγοι με τους οποίους 

συνεργάζεται συμφώνησαν πλήρως με την ανωτέρω κατάταξη. Στο σημείο αυτό αξίζει να 

τονιστεί πως ένας μελετητής αρχαίων επιγραφών θα χρειαζόταν χρόνια δουλειάς 

προκειμένου να καταλήξει στην κατάταξη αυτή.  
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7.4 Σύγκριση της αποτελεσματικότητας της μεθόδου ταυτοποίησης 

γραφέων που παρουσιάστηκε στην παρούσα διατριβή με εκείνη 

αντίστοιχων, εναλλακτικών μεθόδων που αναπτύχθηκαν από την 

ερευνητική ομάδα 

Ολοκληρώνοντας την παρουσίαση της νέας αυτής μεθόδου για την κατάταξη κειμένων σε 

ομάδες ανάλογα με το γραφέα τους, αξίζει να αναφερθούμε στο γεγονός ότι η ερευνητική 

ομάδα έχει μακροχρόνια εμπειρία στο χώρο της αναγνώρισης προτύπων και της επεξεργασίας 

εικόνας γενικότερα, αλλά και στο χώρο της αυτόματης αναγνώρισης γραφέα σημαντικών 

ιστορικών κειμένων ειδικότερα.  

Αποτέλεσμα αυτής της μακροχρόνιας ενασχόλησης με τα ανωτέρω αντικείμενα είναι η 

ανάπτυξη ενός αριθμού διαφορετικών πρωτότυπων μεθόδων για την αυτόματη κατάταξη 

κειμένων ανάλογα με το γραφέα τους. Παρουσιάσεις των μεθόδων αυτών, καθώς και τα 

αντίστοιχα αποτελέσματα βρίσκονται στις εργασίες [2, 3, 59, 60, 61, 65 – 68] και στις διατριβές 

[69, 70]. Ως εκ τούτου, το σύνολο των δεδομένων στα οποία εφαρμόστηκε και με το οποίο 

ελέγχθηκε η αποτελεσματικότητα της παρούσας μεθόδου έχει χρησιμοποιηθεί και για τον 

έλεγχο άλλων μεθόδων που έχουν αναπτυχθεί από την ερευνητική ομάδα.  

Η κατάταξη των κειμένων η οποία παρουσιάστηκε στα πλαίσια της παρούσας διατριβής είναι 

απολύτως η ίδια με αυτή που έχουν προσφέρει για το ίδιο σύνολο δεδομένων και οι υπόλοιπες 

αναπτυχθείσες από την ερευνητική ομάδα μέθοδοι. Η ταύτιση αυτή των αποτελεσμάτων 

αποδεικνύει την ισχύ και την ορθότητα της νέας αυτής μεθόδου αφ’ ενός και ενισχύει το βαθμό 

εμπιστοσύνης στα ήδη υπάρχοντα αποτελέσματα της κατάταξης αφ’ ετέρου, καθώς όταν δύο ή 

περισσότερες, ουσιωδώς διαφορετικές μέθοδοι συγκλίνουν στα ίδια αποτελέσματα, ενισχύεται 

η πεποίθηση ότι τα κοινά τους αποτελέσματα είναι ορθά και πλησιάζει την απόλυτη 

βεβαιότητα [4]. 
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8 Συμπεράσματα 

Στο πρώτο αυτό μέρος αυτής της διατριβής παρουσιάστηκε κατ’ αρχάς μία νέα, πρωτότυπη 

μέθοδος ομαδοποίησης καμπυλών, ανάλογα με το βαθμό ομοιότητάς τους. Κάθε καμπύλη η 

οποία έχει καταταγεί σε μία συγκεκριμένη ομάδα παραμένει σε αυτήν ακόμη και αν υποστεί 

οποιοδήποτε αφινικό μετασχηματισμό, δηλαδή οποιαδήποτε στροφή, ομοιοθεσία ή/και 

παράλληλη μετατόπιση κατά μήκος των αξόνων 𝑥 και 𝑦. Η νέα αυτή μέθοδος εφαρμόστηκε 

στην επίλυση του προβλήματος της ομαδοποίησης αρχαίων επιγραφών και βυζαντινών 

παπύρων, ανάλογα με το γραφέα τους επί τη βάσει του γραφικού χαρακτήρα των γραφέων 

αυτών και μόνον. Η μέθοδος αυτή αποτελεί ένα ισχυρότατο και αποδοτικότατο, όσον αφορά 

την αποτελεσματικότητά του, εργαλείο για την ακριβή χρονολόγηση κειμένων.  

 

Ένα βασικό στοιχείο της νέας αυτής μεθόδου είναι η επίπεδη καμπυλότητα, μία νέα 

μαθηματική έννοια η οποία εισήχθη στην παρούσα διατριβή, καθώς και ένα σύνολο 

θεμελιωδών προτάσεων που την αφορούν.  

 

Εν συνεχεία, εφαρμόζεται η εξής μεθοδολογία: 

 

 Σε πρώτο στάδιο, απομονώνονται από τη συνολική εικόνα του κειμένου (επιγραφής ή 

παπύρου) οι υλοποιήσεις των συμβόλων της αλφαβήτου επί των οποίων εφαρμόζεται η 

μέθοδος. 

 Ακολούθως, για τις υλοποιήσεις αυτές εξάγονται τα περιγράμματά τους.  

 Επί τη βάσει της επίπεδης καμπυλότητας, αλλά και της στροφής και της παράλληλης 

μετατόπισης που εφαρμόζονται στο σώμα και το περίγραμμα της υλοποίησης ενός 

γράμματος, είναι δυνατόν αυτό να προσαρμοστεί βέλτιστα σε ένα άλλο. Σε αυτή τη 

θέση βέλτιστης προσαρμογής δύο υλοποιήσεων του ιδίου συμβόλου ενός αλφαβήτου, 

ορίζεται ένα πρωτότυπο μέτρο ομοιότητας των δύο αυτών υλοποιήσεων.  

 Τα σχετικά μέτρα ομοιότητας υπολογίζονται για έναν συγκεκριμένο, στατιστικά λίαν 

επαρκή αριθμό συμβόλων της αλφαβήτου και για όλα τα διαθέσιμα κείμενα, ανά δύο.  
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 Στα εξαχθέντα από τη διαδικασία αυτή μέτρα ομοιότητας εφαρμόζεται πρωτότυπη 

στατιστική επεξεργασία, από την οποία συνάγεται τόσο ο αριθμός των διαφορετικών 

γραφέων που έγραψαν τα υπό μελέτη κείμενα, όσο και το σύνολο των κειμένων που 

γράφτηκαν από κάθε έναν γραφέα. 

 

Η πρωτότυπη αυτή μέθοδος εφαρμόστηκε σε 25 βυζαντινούς παπύρους του 11ου αιώνα και 46 

αρχαίες επιγραφές της Κλασικής και της Ελληνιστικής εποχής. Τα μέλη της ερευνητικής ομάδας 

δεν διέθεταν κάποιο δείγμα γραφής το οποίο θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί σαν αναφορά 

για την αναγνώριση κάποιου ή κάποιων γραφέων από αυτούς που έγραψαν τα υπό μελέτη 

κείμενα. Δεν γνώριζαν επίσης ούτε τον αριθμό των διαφορετικών γραφέων που έγραψαν τα 

κείμενα αυτά, αλλά ούτε και κάποιο άλλο στοιχείο που αφορούσε τα κείμενα, όπως, για 

παράδειγμα, την περίοδο στην οποία γράφτηκαν. Τα μόνα στοιχεία που χρησιμοποιήθηκαν 

ήταν α) η γνώση του αλφαβήτου και β) η πληροφορία ότι συγκεκριμένα κείμενα ή τμήματα 

κειμένων είχαν γραφεί αποκλειστικά από τον ίδιο γραφέα. Η πληροφορία αυτή, που δίνουν οι 

ειδικοί ερευνητές Κλασικών Σπουδών, είναι συνήθως «αυτονόητη», με την έννοια ότι τα 

αντίστοιχα κείμενα είναι αυτόνομες μονάδες που έχουν διασωθεί μεμονωμένα. Κατά κανόνα, 

οι μονάδες αυτές είναι είτε μία ενιαία επιγραφή, είτε ένας διασωθείς πάπυρος. Εν τούτοις, η 

μεθοδολογία που παρουσιάστηκε εδώ μπορεί να ελέγξει εκ των υστέρων τη στατιστική 

υπόθεση ότι όντως κάθε τέτοιο αυτόνομο κείμενο έχει γραφεί από το ίδιο χέρι. 

 

Με την εφαρμογή της μεθοδολογίας που παρουσιάστηκε εδώ, οι 25 βυζαντινοί πάπυροι 

αποδόθηκαν σε τέσσερις (4) διαφορετικούς γραφείς, ενώ οι 46 αρχαίες επιγραφές αποδόθηκαν 

σε δέκα (10) διαφορετικούς γραφείς. Διακεκριμένοι επιστήμονες από τους κλάδους της 

Επιγραφολογίας, της Αρχαιολογίας και των Κλασικών Σπουδών επιβεβαίωσαν πλήρως την 

κατάταξη που πρότεινε το αναπτυχθέν σύστημα. Στο σημείο αυτό αξίζει να αναφερθεί ότι ένας 

μελετητής αρχαίων και βυζαντινών κειμένων χρειάζεται συνήθως χρόνια μελέτης και εργασίας 

προκειμένου να καταλήξει στην ομαδοποίηση ενός τέτοιου όγκου κειμένων, η οποία 

σημειωτέον είναι αρκετά υποκειμενική και κατά κανόνα ποτέ ποσοτικοποιημένη.  

 

Τέλος, αναφέρουμε ότι τα μέλη της ερευνητικής ομάδας έχουν περαιτέρω επεκτείνει τη 

μεθοδολογία που παρουσιάστηκε στην παρούσα διατριβή, προκειμένου να μπορέσει να 

εφαρμοστεί σε ακόμη μεγαλύτερο όγκο κειμένων μεγάλης ιστορικής αξίας, όπως αυτά τα οποία 
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μελετήθηκαν με την εφαρμογή της παρούσας μεθόδου, αλλά και προκειμένου να 

αντιμετωπίσουν επιπλέον ερωτήματα που κατά καιρούς προκύπτουν σχετικά με τους γραφείς 

κειμένων μεγάλης ιστορικής αξίας. 
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1 Εισαγωγή 

1.1 Η μεγάλη και γενική σημασία του προβλήματος γένεσης και 

συσσώρευσης λάθους πεπερασμένης ακρίβειας στους υπολογιστές 

Ένα από τα κύρια προβλήματα των σύγχρονων υπολογιστικών μηχανών είναι το αριθμητικό 

λάθος το οποίο γεννάται και συσσωρεύεται κατά την εκτέλεση ενός αλγορίθμου, λόγω του 

πεπερασμένου μήκους λέξης με το οποίο εκτελούνται οι αριθμητικές πράξεις στις μηχανές 

αυτές. Για το λόγο αυτό, ο όρος λάθος πεπερασμένης ακρίβειας χρησιμοποιείται για την 

περιγραφή ακριβώς αυτού του λάθους. Εναλλακτικά, πλήθος ερευνητών χρησιμοποιεί τους 

όρους λάθος στρογγυλοποίησης (round – off error) ή λάθος κβαντισμού (quantization error), 

αλλά και άλλους, ισοδύναμους, όταν αναφέρεται στο λάθος αυτό. Ήδη, από τα πρώτα βήματα 

της τεχνολογίας των υπολογιστών είχε παρατηρηθεί πως το λάθος πεπερασμένης ακρίβειας 

υπεισέρχεται στους υπολογισμούς κατά την εκτέλεση των διαφόρων αλγορίθμων. Το σφάλμα 

αυτό, όπως θα δειχθεί και στα πλαίσια της παρούσας εργασίας είναι δυνατόν να μεγαλώσει 

αυθαίρετα υπό κατάλληλες υπολογιστικές συνθήκες, καθιστώντας τα αποτελέσματα των 

αλγορίθμων που τα παράγουν εντελώς αναξιόπιστα. 

Θα καταδείξουμε τις σημαντικές επιπτώσεις του λάθους αυτού με μερικά παραδείγματα. 

Η ποσότητα √6 − √3 ∙ √2 υπολογισμένη αλγεβρικά είναι ταυτόσημη με το μηδέν. Ωστόσο, ο 

υπολογισμός της σε υπολογιστή με ακρίβεια 16 ψηφίων δίνει αποτέλεσμα 

−4.440892098500626 ∙ 10−16, το οποίο είναι μεν πολύ μικρό, απέχει, ωστόσο από το μηδέν. 

Η τιμή της ακόλουθης ορίζουσας είναι μηδέν.  

 

|
1 2 3
4 5 6
7 8 9

| 
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Εάν, όμως, επιχειρήσουμε να βρούμε την τιμή της σε υπολογιστή με ακρίβεια 16 ψηφίων έχει 

απόλυτη τιμή σαφώς μεγαλύτερη από το μηδέν, την 6.661338147750939 ∙ 10−16. 

 

Η ταυτότητα της διαφοράς τετραγώνων, 𝑥2 − 𝑦2 = (𝑥 − 𝑦) ⋅ (𝑥 + 𝑦) δεν αποτελεί ταυτότητα 

όταν οι πράξεις στα δύο μέλη της ισότητας πραγματοποιούνται σε υπολογιστή με πεπερασμένη 

ακρίβεια. Συγκεκριμένα, για δύο τυχαίες τιμές των 𝑥 και 𝑦, έστω τις 

𝑥 = 3.145778655645638 ∙ 107 

𝑦 = 3.145778508977189 ∙ 107 

η μεν ποσότητα 𝑥2 − 𝑦2  δίνει, σε υπολογιστή με λέξη 64 ψηφίων, αποτέλεσμα 

9.227729312500000 ∙ 107 εκπεφρασμένο σε 16 δεκαδικά ψηφία. Η δε ποσότητα (𝑥 − 𝑦) ⋅

(𝑥 + 𝑦)  δίνει στον ίδιο υπολογιστή σε ακρίβεια 16 δεκαδικών ψηφίων αποτέλεσμα 

9.227729314083283 ∙ 107. 

 

Πέραν των απλών αυτών αλλά ενδεικτικών του προβλήματος παραδειγμάτων, αξίζει να 

αναφερθεί ότι το λάθος πεπερασμένης ακρίβειας συναντάται ιδιαίτερα συχνά σε πληθώρα 

σοβαρών τεχνολογικών και ερευνητικών εφαρμογών, προκαλώντας αλλοίωση των 

αποτελεσμάτων εκτέλεσης αλγορίθμων, αλλά και της ίδιας της σύγκλισής τους. Αυτό πρακτικά 

σημαίνει ότι, λόγω του λάθους που σταδιακά αλλά αθροιστικά εισάγεται στα ενδιάμεσα 

αποτελέσματα της εκτέλεσης των πράξεων σε μια υπολογιστική διαδικασία, ο συγκεκριμένος 

αλγόριθμος δίνει μερικώς ή ολικώς λανθασμένα αποτελέσματα, συχνά με καταστρεπτικές 

συνέπειες. 

Ως ένα επιπλέον σημαντικό παράδειγμα του λάθους πεπερασμένης ακρίβειας που ανακύπτει 

σε εφαρμογές, παραθέτουμε τα όσα προαναφέρθηκαν στην Παράγραφο 5.1, στο Βήμα 2 της 

μεθόδου προσαρμογής των δύο προς σύγκριση περιγραμμάτων των καμπυλών 𝛤1  και 𝛤2 . 

Πράγματι, στο συγκεκριμένο βήμα υπολογίζεται άπαξ το ολοκλήρωμα της καμπυλότητας κατά 

μήκος της κοντινότερης ισοϋψούς της καμπύλης που διατηρείται σταθερή καθ’ όλη τη διάρκεια 

της σύγκρισης, 휀1 = ∮ �⃗⃗� ⋅ �⃗⃗� 𝑑𝑙
𝛤1

. Επιλέγουμε την κοντινότερη στη 𝛤1 ισοϋψή, αποφεύγοντας τον 

υπολογισμό κατά μήκος της ίδιας της καμπύλης. Κάνουμε αυτή την επιλογή διότι εάν 
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υπολογίζαμε το ολοκλήρωμα αριθμητικά επί της καμπύλης 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0, τότε δεν θα παίρναμε 

ακριβές, ούτε συνεπές αποτέλεσμα, καθώς οι τιμές τόσο του καθέτου διανύσματος �⃗⃗�, όσο και 

της απόκλισης αυτού, �⃗⃗� ⋅ �⃗⃗�, θα ταλαντώνονταν γύρω από το μηδέν, αντί να είναι μηδέν, ως 

αποτέλεσμα του λάθους πεπερασμένης ακρίβειας. Με άλλα λόγια, λόγω του ότι οι 

υπολογισμοί εκτελούνται με πεπερασμένο μήκος λέξης, τα κάθετα διανύσματα κατά μήκος της 

καμπύλης 𝛤1 θα μπορούσαν να έχουν φορά είτε προς το εσωτερικό, είτε προς το εξωτερικό της 

𝛤1, καθιστώντας αδύνατο τον υπολογισμό του ως άνω ολοκληρώματος 휀1. Επιλέγοντας να 

υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα 휀1 στην κοντινότερη στην αρχική καμπύλη 𝛤1 ισοϋψή, για την 

οποία ισχύει 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑐, πετυχαίνουμε τη σταθεροποίηση του προσήμου των τιμών της 

𝑓(𝑥, 𝑦) για τις οποίες ισχύει η ανωτέρω ισότητα, εξασφαλίζοντας με τον τρόπο αυτό συνεπή 

φορά για τα κάθετα διανύσματα στο περίγραμμα της καμπύλης. Αυτό δεν σημαίνει ότι το 

λάθος πεπερασμένης ακρίβειας έπαψε να υφίσταται, αλλά απλά υπογραμμίζει το γεγονός ότι η 

κατανόηση της σχετικής νομοτέλειας μπορεί να οδηγήσει σε άρση κάποιων καταστρεπτικών 

συνεπειών.  

Στα πλαίσια του Μέρους Β της παρούσας διατριβής θα μελετήσουμε το λάθος πεπερασμένης 

ακρίβειας με έναν εντελώς νέο τρόπο, μεγάλης εφαρμοσιμότητας, ο οποίος δίνει ακριβή 

αποτελέσματα. 

 

1.2 Το state of the art στη μελέτη του λάθους πεπερασμένης ακρίβειας 

Στη διεθνή βιβλιογραφία υπάρχουν αρκετές αναφορές σε σχέση με το λάθος πεπερασμένης 

ακρίβειας. Αυτό οφείλεται κυρίως στο γεγονός ότι λόγω του λάθους αυτού, πολλοί αλγόριθμοι 

δίνουν εντελώς λανθασμένα αποτελέσματα. Στην παράγραφο αυτή δίνεται μία συγκεντρωτική 

παρουσίαση ορισμένων αξιόλογων αναφορών στο λάθος πεπερασμένης ακρίβειας στη διεθνή 

επιστημονική βιβλιογραφία.  

Οι συγγραφείς της εργασίας [1] μελετούν το λάθος πεπερασμένης ακρίβειας στον αλγόριθμο 

προσαρμογής βάσει της μεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων και αποδεικνύουν ότι η μέση τιμή 

του τετραγώνου του λάθους αυτού είναι αντιστρόφως ανάλογη του χρησιμοποιούμενου 

βήματος προσαρμογής 휇. Η [2] εισάγει έναν γρήγορο αλγόριθμο για το φιλτράρισμα Kalman με 

χρήση ελαχίστων τετραγώνων με εκθετικά βάρη. Με την προσέγγιση αυτή, μειώνεται η 
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επίδραση του λάθους πεπερασμένης ακρίβειας και των επιπτώσεών του στα αποτελέσματα 

του αλγορίθμου φιλτραρίσματος. Σημειώνεται πως σε όλη την κλάση των αλγορίθμων Kalman 

και των γρήγορων εκδοχών αυτών, η επίδραση του λάθους πεπερασμένης ακρίβειας είναι 

μεγάλη και επιφέρει σοβαρά προβλήματα. Στην [3] παρουσιάζονται αλγόριθμοι για την 

μετατροπή αριθμών κινητής υποδιαστολής σε δεκαδικούς, με μείωση του σχετικού λάθους 

πεπερασμένης ακρίβειας. Η εργασία [4] μελετά την επίδραση του λάθους πεπερασμένης 

ακρίβειας κατά την εκτέλεση του αλγορίθμου Lanczos, ο οποίος χρησιμοποιείται για την 

επίλυση του προβλήματος εντοπισμού των μη συμμετρικών ιδιοτιμών. Οι συγγραφείς της [5] 

μελετούν την επίδραση του λάθους κβαντισμού σε έναν αλγόριθμο υπολογισμού της 

ορθοκανονικής βάσης ενός υποχώρου Krylov με χρήση ορθοκανονικών πινάκων Householder. 

Στην [6] μελετάται το λάθος στρογγυλοποίησης κοντά στις περιοδικές τροχιές ενός αλγορίθμου 

διακριτών γραμμικών απεικονίσεων, οι οποίες διατηρούν το εμβαδόν. Στο συγκεκριμένο άρθρο 

υποδεικνύεται και μία χρονοεξαρτώμενη στατιστική κατανομή που ακολουθεί το σχετικό λάθος 

πεπερασμένης ακρίβειας στους αλγορίθμους αυτούς. Στην [7] αποδεικνύεται ότι υπάρχουν 

θεωρητικές λύσεις, οι οποίες συγκλίνουν σε τελικές καταστάσεις που είναι ουσιωδώς 

διαφορετικές από τις αντίστοιχες που λαμβάνονται όταν το συγκεκριμένο πρόβλημα επιλύεται 

σε υπολογιστή με πεπερασμένη ακρίβεια. Η εργασία [8] καταδεικνύει ότι η σύγκλιση των 

πολυωνύμων Gegenbauer στα καταληκτικά σημεία επηρεάζεται από το λάθος πεπερασμένης 

ακρίβειας. Προτείνεται δε τόσο η βελτιστοποίηση των παραμέτρων, όσο και η ελαχιστοποίηση 

του λάθους πεπερασμένης ακρίβειας για τη μέθοδο ανακατασκευής Gegenbauer. Στην εργασία 

[9] εισάγεται συγκεκριμένη σημειολογία, η οποία περιγράφει τη δημιουργία λάθους 

πεπερασμένης ακρίβειας σε έναν υπολογισμό. Οι συγγραφείς της δημοσίευσης [10] δίνουν μία 

εκτίμηση για το σφάλμα πεπερασμένης ακρίβειας που γεννάται κατά την ολοκλήρωση σε ένα 

μεγάλο χρονικό διάστημα σε σχέση με μη γραμμικά συστήματα. Στην [11] εισάγεται ένας 

αλγόριθμος για τον υπολογισμό των ορθογώνιων ροπών Fourier – Mellin. Ο υπολογισμός αυτός 

είναι γραμμικής πολυπλοκότητας και είναι ανθεκτικός στη συσσώρευση λάθους πεπερασμένης 

ακρίβειας. Η εργασία [12] προτείνει μία μέθοδο για την αντιμετώπιση της αστάθειας που 

παρατηρείται στην Ψηφιακή Σύνθεση Συχνότητας (Digital Frequency Synthesis – DFS), η οποία 

προκαλείται από το λάθος πεπερασμένης ακρίβειας. Στο άρθρο [13] παρουσιάζονται τα όρια 

του λάθους πεπερασμένης ακρίβειας που γεννάται σε διάφορους αλγορίθμους. Στην εργασία 

[14] εισάγεται μία εναλλακτική προσέγγιση, σύμφωνα με την οποία η εξέλιξη του λάθους 

πεπερασμένης ακρίβειας σε χαοτικούς χάρτες αντιμετωπίζεται ως θόρυβος ο οποίος 
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προστίθεται στις αναμενόμενες ακριβείς λύσεις. Στην εργασία αυτή ορίζεται ένα κατώφλι κάτω 

από το οποίο τα σφάλματα είναι δυνατόν να αγνοηθούν. Το άρθρο [15] μελετά το λάθος 

πεπερασμένης ακρίβειας το οποίο γεννάται κατά τον υπολογισμό των πολυτετραγωνικών 

επιφανειών Hardy και των σχετικών τιμών παρεμβολής (interpolators). Προτείνει δε τη χρήση 

αριθμητικής αυθαίρετα μεγάλης ακρίβειας για την υπέρβαση των προβλημάτων που 

παρουσιάζονται λόγω λάθους πεπερασμένης ακρίβειας. Οι συγγραφείς της [16] προτείνουν μία 

γρήγορη και σχετικά ανθεκτική ως προς τις επιπτώσεις του λάθους πεπερασμένης ακρίβειας 

μέθοδο για τον υπολογισμό συντελεστών Zernike ανώτερης τάξης. Τέλος, στις εργασίες [17] και 

[18] παρουσιάζεται μία πρώιμη μορφή της προσέγγισης η οποία αναπτύσσεται διεξοδικά στο 

παρόν τμήμα της διατριβής. 
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2 Γενικές έννοιες και ορισμοί που αποτελούν τη βάση 

της νέας μεθόδου 

2.1 Χρησιμοποιούμενος συμβολισμός και συντομογραφίες 

Στην παράγραφο αυτή θα δοθούν ορισμένοι θεμελιώδεις ορισμοί εννοιών οι οποίοι θα 

χρησιμοποιηθούν για τη μελέτη της γένεσης, της διάδοσης και της συσσώρευσης λάθους 

πεπερασμένης ακρίβειας σε έναν οποιονδήποτε αλγόριθμο. Προς την κατεύθυνση αυτή, 

αρχικά, θα δοθεί ένα διευκρινιστικό, εισαγωγικό παράδειγμα: 

Θεωρούμε ότι οι κάτωθι δύο αριθμοί είναι απολύτως ορθοί, δηλαδή σε κανένα ψηφίο τους δεν 

έχει παρεισφρήσει λάθος πεπερασμένης ακρίβειας 

𝛼1 = 4.359964325780864 

𝛼2 = 4.360056762356473 

Εκτελούμε αρχικά την αφαίρεσή τους και μετά τον πολλαπλασιασμό τους σε υπολογιστή με 16 

δεκαδικά ψηφία. Στην περίπτωση της αφαίρεσης λαμβάνουμε όχι σε κανονική μορφή 

𝑆1 = −0.00009243657560942253 

και στην περίπτωση του πολλαπλασιασμού 

𝛾1 = 19.00969194225384 

Θεωρώντας, επίσης ότι όλα τα ψηφία από 17 έως 32 είναι μηδενικά, εκτελούμε την αφαίρεση 

και τον πολλαπλασιασμό σε υπολογιστή με 32 δεκαδικά ψηφία, λαμβάνοντας  

𝑆2 = −0.000092436575609000000000000000013433 

σαν αποτέλεσμα της αφαίρεσης και 

𝛾2 = 19.009691942253836576506449932672 

σαν αποτέλεσμα του πολλαπλασιασμού. 



 

188 

Θα αναζητήσουμε τον αυστηρό τρόπο με τον οποίο μπορούμε να υπολογίσουμε το λάθος το 

οποίο υπεισέρχεται στις ανωτέρω πράξεις. Προς το σκοπό αυτό, θα παραθέσουμε κατωτέρω 

ένα σύνολο αυστηρών ορισμών. 

Πράγματι, ας θεωρήσουμε προς στιγμήν ότι μία υπολογιστική μηχανή εκτελεί τις πράξεις στο 

δεκαδικό σύστημα αρίθμησης. Τονίζουμε με έμφαση ότι διατυπώνουμε αυτή την υπόθεση 

αυστηρά και μόνο διότι το δεκαδικό σύστημα είναι πολύ πιο οικείο στον άνθρωπο από ότι το 

δυαδικό. Εν τούτοις, όλοι οι ορισμοί και οι προτάσεις που θα αποδείξουμε ισχύουν και στο 

δυαδικό σύστημα με εξαιρετική προσέγγιση. Επιπλέον, οι ορισμοί αυτοί, καθώς και οι σχετικές 

προτάσεις και θεωρήματα μπορούν να επεκταθούν άμεσα σε οποιοδήποτε θεσιακό αριθμητικό 

σύστημα. 

Σε πρώτη φάση, πρέπει να ορίσουμε την αναπαράσταση των αριθμών που θα χρησιμοποιηθεί 

στην παρούσα διατριβή: 

 

Ορισμός 2.1 (Επιστημονική μορφή σε τυχόν θεσιακό σύστημα με 𝒏 ψηφία ακρίβειας). 

Η επιστημονική μορφή ενός αριθμού 𝛼 σε αριθμητική κινητής υποδιαστολής (floating point) 

είναι η αναπαράσταση του αριθμού αυτού στην ακόλουθη γενική μορφή:  

𝑚𝑎𝑛(𝛼) ⋅ 𝑏𝑒𝑥𝑝(𝛼) 

Στην αναπαράσταση αυτή, η ποσότητα 𝑚𝑎𝑛(𝛼) ονομάζεται mantissa του 𝛼, η ποσότητα 𝑏 είναι 

η βάση του θεσιακού αριθμητικού συστήματος και η ποσότητα 𝑒𝑥𝑝(𝛼) ονομάζεται εκθέτης του 

αριθμού. Η mantissa του αριθμού με ακρίβεια 𝑛 ψηφίων αναπαρίσταται σε οποιαδήποτε 

υπολογιστική μηχανή που χρησιμοποιεί παράσταση κινητής υποδιαστολής (floating point 

representation) διατηρώντας ένα ψηφίο μεγαλύτερο ή ίσο του ένα (1) κατ’ απόλυτη τιμή πριν 

την υποδιαστολή και τα υπόλοιπα 𝑛 − 1 ψηφία μετά από αυτήν. Σημειώνεται ότι η mantissa 

αποτελείται από ψηφία του συγκεκριμένου αριθμητικού συστήματος, δηλαδή φυσικούς 

αριθμούς που ανήκουν στο σύνολο 𝛹𝑏 = {0,1,2,… , 𝑏 − 1}. Η τάξη μεγέθους του αριθμού 

προσδιορίζεται από τη βάση 𝑏 και τον εκθέτη 𝑒𝑥𝑝(𝛼), όπου η βάση πρέπει να είναι πάντα 

φυσικός αριθμός, μεγαλύτερος ή ίσος του δύο. Η μορφή αυτή είναι εντελώς αντίστοιχη της IEEE 

754.  
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Στους σύγχρονους υπολογιστές, όπου έχει επικρατήσει το πρότυπο IEEE 754, οι mantissae των 

αριθμών είναι πάντοτε θετικοί αριθμοί. Για λόγους συμπαγούς αναπαράστασης, θα 

θεωρήσουμε σε όλη την ανάλυση που ακολουθεί ότι οι mantissae είναι προσημασμένες. Εν 

τούτοις, όλη η ανάλυση που παρουσιάζεται στο Β Μέρος της παρούσας διατριβής είναι 

απολύτως συμβατή με τον τρόπο με τον οποίο εκτελούνται οι πράξεις στους σύγχρονους 

υπολογιστές. 

□ 

 

Ορισμός 2.2 (Γραφή αριθμού σε επιστημονική μορφή στο δεκαδικό σύστημα αρίθμησης με 𝒏 

ψηφία ακρίβειας). 

Η αναπαράσταση ενός οποιουδήποτε πραγματικού αριθμού 𝛼 σε επιστημονική μορφή στο 

δεκαδικό σύστημα αρίθμησης σε αριθμητική κινητής υποδιαστολής, ως άμεση συνέπεια του 

γενικού ορισμού, είναι η εξής:  

𝛼 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼) ⋅ 10𝑒𝑥𝑝(𝛼) 

Στη συγκεκριμένη αναπαράσταση, η απόλυτη τιμή της mantissa 𝑚𝑎𝑛(𝛼) ανήκει στο διάστημα 

[1, 10) και η βάση 𝑏 είναι το δέκα (10), ως βάση του δεκαδικού συστήματος αρίθμησης.  

□ 

 

Για παράδειγμα, η αναπαράσταση του αριθμού 100.1437378863281 σε επιστημονική μορφή 

είναι 1.001437378863281 ∙ 102,  ενώ η αναπαράσταση του αριθμού 

−0.004789201479518454  σε επιστημονική μορφή είναι −4.789201479518454 ∙ 10−3 . 

Όπως παρατηρούμε από τα ανωτέρω παραδείγματα, στην επιστημονική μορφή του αριθμού, 

το πλήθος των ψηφίων της mantissa ισούται με 𝑛, δηλαδή τη χρησιμοποιούμενη ακρίβεια. 

 

Οι προσημασμένες mantissae των αριθμών του προηγούμενου παραδείγματος είναι 

1.001437378863281 και −4.789201479518454, ενώ οι εκθέτες είναι 2 και −3 αντίστοιχα. 
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Συμβολισμός 2.1 και σχετικές Συντομογραφίες. Σε όλη τη διατριβή θα χρησιμοποιείται το 

ελληνικό ακρωνύμιο λ.δ.ψ. για τον όρο «λανθασμένα δεκαδικά ψηφία» και, ισοδυνάμως, το 

αγγλικό ακρωνύμιο e.d.d. για την ισοδύναμη αγγλική έκφραση «erroneous decimal digits». 

Θα χρησιμοποιούμε το σύμβολο #𝑒𝑑𝑑(𝛼) για το ακριβές πλήθος λανθασμένων δεκαδικών 

ψηφίων σε μία συγκεκριμένη, πλην τυχούσα, αναπαράσταση της ποσότητας 𝛼. 

□ 

 

2.2 Αυστηρός ορισμός του μεγέθους της διαφοράς της ψηφιακής 

αναπαράστασης δύο αριθμών  

Στο σημείο αυτό, είναι θεμελιώδους σημασίας για την ανάλυση που ακολουθεί να ορίσουμε 

αυστηρά το αν δύο αριθμοί οι οποίοι είναι γραμμένοι σε επιστημονική μορφή διαφέρουν ή όχι 

και αν διαφέρουν, να καθορίσουμε τόσο το μέγεθος της διαφοράς τους, όσο και το πλήθος των 

ψηφίων αυτής. Προς το σκοπό αυτό δίνουμε τους κάτωθι ορισμούς: 

 

Ορισμός 2.3. Θεωρούμε δύο ομόσημους αριθμούς 𝑛1, 𝑛2, οι οποίοι γράφονται σε κανονική 

εκθετική μορφή και έχουν το ίδιο πλήθος ψηφίων στη mantissa τους, έστω 𝑛. Έστω ότι οι 

αριθμοί αυτοί είναι οι: 

𝑛1 = 𝑑1. 𝑑2𝑑3…𝑑𝑛 ⋅ 10
𝜏

𝑛2 = 𝛿1. 𝛿2𝛿3…𝛿𝑛 ⋅ 10
𝜌

 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε πως 𝜏 ≥ 휌.  

Σχηματίζουμε τη διαφορά 𝑆 = 𝑛1 − 𝑛2 και τη γράφουμε σε κανονική μορφή. Σημειώνουμε ότι 

εάν κατά την αφαίρεση των 𝑛1 και 𝑛2 προκύψουν μηδενικά στις πρώτες 휆0 θέσεις, 휆0 ≥ 0, 

τότε, κατά την αποκατάσταση του 𝑆 σε κανονική μορφή τα ψηφία του 𝑆 μετά από τη θέση 

(𝑛 − 휆0) τίθενται από την υπολογιστική μηχανή κατά τρόπο τυχαίο, ενώ ο εκθέτης μειώνεται 

κατά 휆0. Επομένως, τελικά, η διαφορά 𝑆 σε κανονική μορφή γράφεται ως 
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𝑆 = 𝑤 ∙ 10𝜏− 0 

Έστω ότι  

|𝑛1 − 𝑛2| = 𝑤 ∙ 10
𝜏−(𝑛−𝑘) 

όπου 1 ≤ 𝑤 < 10 είναι η mantissa του απολύτου της διαφοράς των δύο αριθμών. 

Τότε, οι δύο αυτοί αριθμοί διαφέρουν κατά  

𝑘 = 𝑛 − 휆0 

δεκαδικά ψηφία, εφ’ όσον 𝑘 ≥ 0. 

Τονίζουμε ότι εάν η ανωτέρω σχέση έχει σαν αποτέλεσμα αρνητικό 𝑘, τότε, εξ’ ορισμού 𝑘 = 0, 

γεγονός το οποίο σημαίνει ότι οι αριθμοί 𝑛1 και 𝑛2 είναι ταυτόσημοι ως προς τα 𝑛 πρώτα 

δεκαδικά τους ψηφία. Τέλος, εάν οι δύο αριθμοί 𝑛1 και 𝑛2 είναι ετερόσημοι, θεωρούμε de 

facto ότι διαφέρουν σε όλα τα 𝑛 δεκαδικά τους ψηφία.  

□ 

 

Ενδεχόμενη αρνητική τιμή του 𝑘 μπορεί να προκύψει λόγω του ότι μαθηματικά πακέτα όπως 

το Matlab παρουσιάζουν μεν τα αποτελέσματα με 16 δεκαδικά ψηφία, ωστόσο εσωτερικά 

εκτελούν τις πράξεις με περισσότερα δεκαδικά ψηφία. Για παράδειγμα, το Matlab εκτελεί τις 

πράξεις με ακρίβεια 17 ή 18 δεκαδικών ψηφίων. Εάν πραγματοποιήσουμε τις ίδιες πράξεις 

χρησιμοποιώντας βιβλιοθήκες που επιτρέπουν σημαντικά μεγαλύτερη ακρίβεια, όπως είναι η 

MPFR στη γλώσσα C++, το αποτέλεσμα θα ήταν η τιμή του 𝑘 να είναι κατά κανόνα μηδέν (0). 

 

Επομένως, σύμφωνα με τον ανωτέρω ορισμό, δύο αριθμοί με mantissa 32 ψηφίων, έστω 

𝑛1 = 6.98765432123456789𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕 ∙ 10
1 

𝑛2 = 6.98765432123456789𝟎𝟏𝟓𝟐𝟑𝟒𝟓𝟏𝟐𝟑𝟒𝟓𝟑𝟑 ∙ 10
1 
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διαφέρουν κατά τα 14 ψηφία τα οποία σημειώνονται με έντονη γραφή, καθώς 𝜏 = 휌 = 1, 𝑛 =

32, ενώ η απόλυτη διαφορά τους είναι |𝑛1 − 𝑛2| = 7.6254326543244 ∙ 10
−17. Ως εκ τούτου, 

𝜏 − (𝑛 − 𝑘) = −17 ⇔ 𝑘 = 14. 

 

Με τον ίδιο τρόπο, έστω ότι έχουμε τους αριθμούς  

𝑛1 =  1.112324567422342 ∙ 10
4 

𝑛2 = 1.112324567421112 ∙ 10
4 

εκπεφρασμένους σε ακρίβεια 16 δεκαδικών ψηφίων. Οι αριθμοί αυτοί διαφέρουν κατά 

τέσσερα ψηφία στις mantissae τους, καθώς 𝜏 = 휌 = 4, 𝑛 = 16 και |𝑛1 − 𝑛2| =

 1.230000634677708 ∙ 10−8. Οπότε, 𝜏 − (𝑛 − 𝑘) = −8 ⇔ 𝑘 = 4. 

 

Όμοια, οι δύο αριθμοί 

𝑛1 =  1.000000000 ∙ 10
𝜏 

𝑛2 =  9.999999999 ∙ 10
𝜏−1 

δεν διαφέρουν, καθώς |𝑛1 − 𝑛2| = 9.999999717 ∙ 10
𝜏−10, διότι 𝑛 = 10, οπότε 𝜏 − (𝑛 − 𝑘) =

𝜏 − 10 ⇔ 𝑘 = 0.  

 

Επαναλαμβάνοντας το παράδειγμα που δώσαμε στην αρχή του κεφαλαίου, αλλά με τους 

αριθμούς γραμμένους σε επιστημονική μορφή λαμβάνουμε 

𝑆1 = −9.243657560942253 ∙ 10
−5 

και  

𝑆2 = −9.2436575609000000000000000013433 ∙ 10
−5 

για τα αποτελέσματα της αφαίρεσης. 
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Οι αριθμοί αυτοί δίνουν, σύμφωνα με τον Ορισμό 2.3, διαφορά πέντε (5) ψηφίων σε ακρίβεια 

16 δεκαδικών ψηφίων.  

 

Μερικά ακόμη παραδείγματα: 

𝛼1 = 4.357864325780864 

𝛼2 = 4.362956762356473 

Για τους αριθμούς αυτούς ισχύει 𝜏 = 휌 = 0, 𝑛 = 16 και |𝛼1 − 𝛼2| =  |𝑆1| =

5.092436575609316 ∙ 10−3 . Οπότε, 𝜏 − (𝑛 − 𝑘) = −3 ⇔ 𝑘 = 13 . Αρχικά, με μία πρώτη 

επισκόπηση, μπορεί να προκύψει η λανθασμένη εντύπωση ότι οι αριθμοί διαφέρουν σε ένα (1) 

επιπλέον ψηφίο. Όμως, αυτό δεν είναι ορθό, διότι ισχύει  

𝛼1 = 𝛼2 + 5.092436575609316 ∙ 10
−3 

Η σχέση αυτή υποδηλώνει ότι οι αριθμοί 𝛼1 και 𝛼2 διαφέρουν από το τρίτο δεκαδικό τους 

ψηφίο και μετά. 

 

Ανάλογα συμπεράσματα μπορούν να εξαχθούν και από το επόμενο παράδειγμα:  

𝛼1 = 4.7901645 

𝛼2 = 4.8002223 

Για τους αριθμούς αυτούς ισχύει |𝛼1 − 𝛼2| = 1.0057799 ∙ 10
−2, οπότε βάσει του ορισμού, οι 

αριθμοί αυτοί διαφέρουν κατά έξι (6) ψηφία, ενώ, με απλή επισκόπησή τους, φαίνεται ότι 

διαφέρουν κατά επτά (7) ψηφία. 
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2.3 Αυστηρός ορισμός του λάθους πεπερασμένης ακρίβειας που 

εμπεριέχεται στην ψηφιακή αναπαράσταση ενός αριθμού  

Στην παράγραφο αυτή, θα χρησιμοποιήσουμε τα προαναφερθέντα για να ορίσουμε αυστηρά 

τον αριθμό των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων με τα οποία έχει υπολογιστεί μία 

οποιαδήποτε ποσότητα σε έναν τυχόντα αλγόριθμο. 

 

Συμβολισμός 2.2. Έστω ότι όλες οι πράξεις εκτελούντο με άπειρη ακρίβεια. Τότε, το 

αποτέλεσμα το οποίο θα προέκυπτε από την εκάστοτε πράξη, θα ήταν ένας αριθμός ο οποίος 

δεν θα είχε κανένα λάθος δεκαδικό ψηφίο και θα χρησιμοποιείτο σαν αριθμός αναφοράς, με 

τον οποίο θα συγκρίνονταν τα αποτελέσματα της συγκεκριμένης πράξης για τα ίδια ορίσματα, 

αλλά με πεπερασμένη ακρίβεια στην εκτέλεσή της. Ο αριθμός αυτός συμβολίζεται με 𝛼𝑐. Εάν 

περιορίσουμε τον 𝛼𝑐 σε έναν αριθμό με πεπερασμένο πλήθος ψηφίων, έστω 𝑛, με διαδικασία 

στρογγύλευσης του 𝑛  – οστού ψηφίου, τότε, αυτή η περιορισμένη έκδοση του 𝛼𝑐  θα 

συμβολίζεται ως 𝛼𝑛
𝑐 .  

□ 

 

Ορισμός 2.4. Η ποσότητα 𝛼 έχει υπολογιστεί με ακριβώς τα τελευταία 휆 δεκαδικά της ψηφία 

λανθασμένα, αν και μόνον αν ο περιορισμός του αριθμού 𝛼𝑐 σε 𝑛 δεκαδικά ψηφία και ο 𝛼 

διαφέρουν κατά 휆 δεκαδικά ψηφία, βάσει του Ορισμού 2.3.  

Θεωρούμε οποιαδήποτε υπολογιστική μηχανή η οποία έχει ακρίβεια πρακτικά ίση με 𝑛 

δεκαδικά ψηφία στη mantissa. Ακολούθως, για τυχόντα αριθμό κινητής υποδιαστολής ο οποίος 

αναπαρίσταται στην υπολογιστική αυτή μηχανή, ισχύει ότι 

(𝛼휌휄휃휇ό𝜍 휊휌휃ώ휈 𝛿휀휅𝛼𝛿휄휅ώ휈 𝜓휂𝜑ί𝜔휈 𝜏휊𝜐 𝛼)

+ (𝛼휌휄휃휇ό𝜍 휆𝛼휈휃𝛼𝜎휇έ휈𝜔휈 𝛿휀휅𝛼𝛿휄휅ώ휈 𝜓휂𝜑ί𝜔휈 𝜏휊𝜐 𝛼) = 𝑛 

ή ισοδύναμα 

 휆𝑐 + 휆 = 𝑛 (2.1) 
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Σημείωση: Σε μία υπολογιστική μηχανή που εκτελεί εσωτερικά τις πράξεις σε δυαδική 

αριθμητική κινητής υποδιαστολής της μορφής IEEE 754, η mantissa ενός αριθμού 

αναπαρίσταται από ένα πλήθος δυαδικών ψηφίων, έστω 𝑚. Ο ίδιος αριθμός στο δεκαδικό 

σύστημα αρίθμησης αναπαρίσταται με 𝑛  δεκαδικά ψηφία, όπου 𝑛  είναι η πλησιέστερη 

προσέγγιση της τιμής της παράστασης 𝑚 ∙ log10 2 σε ακέραιο αριθμό στο δεκαδικό σύστημα.  

□ 

 

Στην πράξη, ο αριθμός 𝛼𝑐 δεν είναι ποτέ διαθέσιμος. Για το λόγο αυτό, θα χρησιμοποιήσουμε 

τα θεωρητικά και πειραματικά αποτελέσματα που παρουσιάζονται στα Κεφάλαια 3, 4, 5 και 6 

του Β Μέρους της παρούσας εργασίας για να βρίσκουμε σε κάθε περίπτωση μία εξαιρετικά 

αξιόπιστη αναπαράσταση του 𝛼𝑐 για οποιοδήποτε επιθυμητή ακρίβεια 𝑛 δεκαδικών ψηφίων 

της υπολογιστικής μηχανής. 

 

Με χρήση των αυστηρών ορισμών που δώσαμε στο παρόν κεφάλαιο, θα μελετήσουμε στα 

επόμενα το φαινόμενο της γένεσης και της συσσώρευσης λάθους πεπερασμένης ακρίβειας 

κατά την εκτέλεση ενός πολλαπλασιασμού (Κεφάλαιο 3) αλλά και κατά την εκτέλεση πολλών 

διαδοχικών πολλαπλασιασμών (Κεφάλαιο 4).  
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3 Γένεση λάθους πεπερασμένης ακρίβειας σε έναν 

πολλαπλασιασμό και σχετικές πιθανότητες 

3.1 Αναλυτικός υπολογισμός του λάθους πεπερασμένης ακρίβειας κατά 

την εκτέλεση ενός πολλαπλασιασμού 

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε ένα γινόμενο 𝛾 = 𝛼 ∙ 𝛽 , όπου 𝛼  και 𝛽  είναι δύο αριθμοί 

εκπεφρασμένοι σε επιστημονική μορφή με ίδιο αριθμό ψηφίων στη mantissa τους. Ας 

υποθέσουμε, επίσης, πως έχουμε τους αριθμούς 𝛼𝑐 και 𝛽𝑐 που αντιπροσωπεύουν τους 𝛼 και 𝛽 

αντίστοιχα, υπολογισμένους με άπειρη ακρίβεια και, ως εκ τούτου, με καθόλου λάθος 

πεπερασμένης ακρίβειας. Στην πράξη, η πλήρης γνώση των αριθμών 𝛼𝑐 και 𝛽𝑐 είναι εν γένει 

αδύνατη. Εντούτοις, όπως ήδη αναφέρθηκε στο τέλος του Κεφαλαίου 2 και θα θεμελιωθεί στο 

Κεφάλαιο 5, είναι δυνατόν να έχουμε ακριβή παράσταση των ορθών αριθμών 𝛼𝑐 και 𝛽𝑐 σε 

επιστημονική μορφή, με οποιονδήποτε επιθυμητό αριθμό 𝑛 ψηφίων στη mantissa. Σε όλη την 

ανάλυση που θα ακολουθήσει, όπου αναφέρονται τα 𝛼𝑐 και 𝛽𝑐, θα θεωρούμε ότι έχουμε 

διαθέσιμες ακριβώς αυτές τις πεπερασμένες μεν, ακριβείς δε παραστάσεις των αριθμών αυτών 

σε 𝑛 ψηφία. Υποθέτουμε, επίσης, πως ο αριθμός 𝛼 έχει υπολογιστεί με 휆𝑎
𝑒  ή 휆𝑎 λανθασμένα 

ψηφία, ή, ισοδύναμα, με 휆𝑎
𝑐  ορθά ψηφία, λόγω του ότι οι υπολογισμοί που οδήγησαν στην 

παραγωγή του 𝛼 έχουν γίνει με πεπερασμένο πλήθος ψηφίων. Σε πλήρη αντιστοιχία με τον 𝛼, ο 

αριθμός 𝛽 έχει υπολογιστεί με 휆𝛽
𝑒  ή 휆𝛽 λανθασμένα ή, ισοδύναμα, με 휆𝛽

𝑐  ορθά ψηφία.  

Στο σημείο αυτό πρέπει να αναφέρουμε ότι, όπως προκύπτει άμεσα από τον τρόπο με τον 

οποίο εκτελούνται οι πράξεις στην αρχιτεκτονική των σύγχρονων υπολογιστικών μηχανών, το 

σφάλμα πεπερασμένης ακρίβειας στην πράξη του πολλαπλασιασμού ανιχνεύεται αποκλειστικά 

στην mantissa του γινομένου. Συγκεκριμένα, σε οποιαδήποτε πράξη πολλαπλασιασμού που 

εκτελείται σε αρχιτεκτονική κινητής υποδιαστολής, ο υπολογιστής πολλαπλασιάζει τις 

mantissae και προσθέτει τους εκθέτες. Μετά την ολοκλήρωση του πολλαπλασιασμού των 

mantissae ενδέχεται η υπολογιστική μηχανή να πραγματοποιήσει δεξιά ολίσθηση για να φέρει 

το γινόμενο σε κανονική μορφή, τροποποιώντας κατάλληλα τον εκθέτη του γινομένου. Η 

συμμετοχή των εκθετών σε αριθμητικό λάθος κατά την πράξη του πολλαπλασιασμού 

περιορίζεται στο ενδεχόμενο να υπάρξει υπερχείλιση του εκθέτη. Επομένως, μπορούμε να 
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θεωρήσουμε ότι οι ποσότητες 𝛼, 𝛽, 𝛼𝑐 και 𝛽𝑐 είναι mantissae. Ειδικότερα θεωρούμε ότι τα 𝛼, 

𝛽, 𝛼𝑐 και 𝛽𝑐 είναι προσημασμένες mantissae. Σύμφωνα με το πρότυπο IEEE 754, οι mantissae 

των αριθμών είναι πάντοτε θετικές, καθώς το πρόσημο του αριθμού αποθηκεύεται χωριστά 

στην αναπαράσταση του αριθμού. Ωστόσο, για λόγους συμπαγούς αναπαράστασης αλλά και 

για να λάβουμε υπ’ όψιν όλες τις δυνατές περιπτώσεις γινομένων μεταξύ οποιωνδήποτε 

αριθμών από μαθηματικής άποψης, θα θεωρήσουμε σε όλη την ανάλυση που ακολουθεί ότι οι 

mantissae είναι προσημασμένες. Εν τούτοις, όλη η ανάλυση που ακολουθεί θα είναι απολύτως 

συμβατή με τον τρόπο με τον οποίο εκτελούνται οι πράξεις στους σύγχρονους υπολογιστές. 

 

Επιπλέον, όλη η ανάλυση που έχει γίνει και παρουσιάζεται εδώ θεωρεί ότι ο πολλαπλασιασμός 

𝛾 = 𝛼 ∙ 𝛽 είναι ενταγμένος στα πλαίσια ενός ευρύτερου αλγορίθμου ή ενός συνόλου πράξεων 

και, επομένως, ότι στους πολλαπλασιαστέους 𝛼 και 𝛽 μπορεί να έχει ήδη συσσωρευτεί ένα 

οσοδήποτε μεγάλο σφάλμα πεπερασμένης ακρίβειας. 

Προκειμένου να μελετήσουμε το λάθος πεπερασμένης ακρίβειας που παράγεται κατά τον 

υπολογισμό του γινομένου 𝛾, θεωρούμε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 

 

Περίπτωση 1: Οι όροι του γινομένου, 𝛼 και 𝛽, έχουν υπολογιστεί με το ίδιο πλήθος ορθών 

δεκαδικών ψηφίων (휆𝑎
𝑐 = 휆𝛽

𝑐 ) 

Λόγω του ότι οι αριθμοί 𝛼 και 𝛽 έχουν το ίδιο πλήθος δεκαδικών ψηφίων, μπορούμε να 

εκφράσουμε τις ποσότητες 𝛼𝑐 και 𝛽𝑐 ως ακολούθως, βάσει του Ορισμού 2.4: 

 𝛼𝑐 = 𝛼 + 𝑦 ∙ 10− 𝑎
𝑐

 

𝛽𝑐 = 𝛽 + 𝑥 ∙ 10− 𝛽
𝑐

 

(3.1) 

 

όπου 𝑥 και 𝑦 είναι προσημασμένες mantissae, εκπεφρασμένες σε κανονική μορφή. 

Λαμβάνοντας υπ’ όψιν τις Σχέσεις (3.1), έχουμε: 
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𝛾𝑐 = 𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐 = (𝛼 + 𝑦 ∙ 10− 𝑎
𝑐
) ∙ (𝛽 + 𝑥 ∙ 10− 𝛽

𝑐

) 

𝛾𝑐 = 𝛼 ∙ 𝛽 + 𝛼 ∙ 𝑥 ∙ 10− 𝛽
𝑐

+ 𝛽 ∙ 𝑦 ∙ 10− 𝑎
𝑐
+ 𝑥 ∙ 𝑦 ∙ 10

−( 𝑎
𝑐+ 𝛽

𝑐 )
 

Εξ’ υποθέσεως ισχύει ότι 휆𝑎
𝑐 = 휆𝛽

𝑐 = 휆𝑐. Oπότε η ανωτέρω έκφραση λαμβάνει την ακόλουθη 

μορφή: 

 𝛾𝑐 = 𝛼 ∙ 𝛽 + (𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10−
𝑐
+ 𝑥𝑦 ∙ 10−2

𝑐
 (3.2) 

 

Επομένως, σύμφωνα με τον Ορισμό 2.4, το σφάλμα πεπερασμένης ακρίβειας με το οποίο έχει 

υπολογιστεί το γινόμενο 𝛾 είναι  

 휀𝛾 = (𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10
− 𝑐
+ 𝑥𝑦 ∙ 10−2

𝑐
 (3.3) 

 

Στο σημείο αυτό πρέπει να τονίσουμε ότι η ανάλυση που ακολουθεί μπορεί να εφαρμοστεί για 

την ανωτέρω, πλήρη μορφή του σφάλματος 휀𝛾  με μικρές, ευθύγραμμες τροποποιήσεις. 

Ωστόσο, στην παρούσα διατριβή θα χρησιμοποιηθεί προσέγγιση πρώτης τάξης. Συγκεκριμένα, 

θα υποθέσουμε ότι για 휆𝑐 ≥ 3, ο όρος 𝑥𝑦 ∙ 10−2
𝑐
 είναι πρακτικά αμελητέος συγκριτικά με τον 

όρο (𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10−
𝑐
, επομένως, μπορεί να θεωρηθεί ίσος με μηδέν. Όλα τα πειράματα που 

έχουν επιτελεσθεί, όπως αυτά που αναφέρονται στο Κεφάλαιο 6, επιβεβαιώνουν πλήρως την 

ορθότητα αυτής της προσέγγισης. Στην περίπτωση που για τον αριθμό των ορθών ψηφίων 휆𝑐 

των 𝛼 και 𝛽 ισχύει 휆𝑐 < 3, τότε η ποσότητα 휀𝛾  της Σχέσης (3.3) μπορεί να χρησιμοποιηθεί 

αυτούσια στην ακόλουθη ανάλυση. 

Πριν περάσουμε σε διεξοδική ανάλυση του αριθμού των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων που 

συγκεντρώνονται στην ποσότητα 𝛾, είναι απαραίτητο να διακρίνουμε τις ακόλουθες 

περιπτώσεις, για λόγους που θα γίνουν αντιληπτοί στα επόμενα. Στις περιπτώσεις αυτές, όπως 

έχει ήδη αναφερθεί, χωρίς βλάβη της γενικότητας, οι mantissae των πολλαπλασιαστέων 𝛼 και 

𝛽, αλλά και αυτές των ορθών τους αναπαραστάσεων 𝛼𝑐 και 𝛽𝑐 θεωρούνται προσημασμένες 

για λόγους απλοποίησης της ανάλυσης. 
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 Περίπτωση 1.i |𝑚𝑎𝑛(𝛼) ∙ 𝑚𝑎𝑛(𝛽)| < 10 και 

 Περίπτωση 1.ii |𝑚𝑎𝑛(𝛼) ∙ 𝑚𝑎𝑛(𝛽)| ≥ 10 

Συγκεκριμένα, 

 Περίπτωση 1.i |𝑚𝑎𝑛(𝛼) ∙ 𝑚𝑎𝑛(𝛽)| < 10 (3.4) 

Στην περίπτωση αυτή, όπως θα δείξουμε αμέσως παρακάτω, ο μέγιστος αριθμός λανθασμένων 

δεκαδικών ψηφίων του γινομένου 𝛾 = 𝛼 ∙ 𝛽 είναι 휆 + 2, όπου 휆 είναι ο κοινός αριθμός των 

λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων των όρων του γινομένου 𝛼 και 𝛽. Υπενθυμίζεται ότι έχουμε 

υποθέσει πως όλες οι ποσότητες έχουν μηδενικούς εκθέτες και, ως εκ τούτου, το γινόμενο 𝛼 ∙ 𝛽 

δίνεται από τη σχέση  

𝛼 ∙ 𝛽 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼) ∙ 𝑚𝑎𝑛(𝛽) = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) 

Συνεπώς, τώρα, η ορθή αναπαράσταση του γινομένου 𝛾𝑐, βάσει της (3.2) είναι: 

 𝛾𝑐 = 𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) + (𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10−
𝑐
 (3.5) 

 

Στη συνέχεια είναι απαραίτητο να διακρίνουμε έναν αριθμό περιπτώσεων, ανάλογα με την τιμή 

της ποσότητας |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦|. Δεδομένου του περιορισμού |𝑚𝑎𝑛(𝛼) ∙ 𝑚𝑎𝑛(𝛽)| < 10 , εύκολα 

αποδεικνύεται ότι η μέγιστη τιμή που η ποσότητα |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| μπορεί να λάβει είναι 𝑈𝐵 = 110, 

καθώς όλες οι ποσότητες, 𝛼, 𝛽, 𝑥, 𝑦, είναι προσημασμένες mantissae. Επομένως, διακρίνουμε 

τις ακόλουθες επιπλέον περιπτώσεις: 

 

 Περίπτωση 1.i.α 100 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| < 𝑈𝐵 (3.6) 

Εδώ ισχύει 

𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 102 

Επομένως, 

 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐) = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) + 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10−(
𝑐−2) (3.7) 
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Η ανωτέρω Σχέση (3.7), μαζί με τον Ορισμό 2.4 δείχνουν ότι το γινόμενο 𝛾 = 𝛼 ∙ 𝛽 έχει 

υπολογιστεί με δύο λιγότερα ορθά δεκαδικά ψηφία σε σχέση με τα 휆𝑐 ορθά δεκαδικά ψηφία 

που είχαν οι πολλαπλασιαστέοι 𝛼 και 𝛽. Ισοδύναμα, θα μπορούσαμε να πούμε ότι το γινόμενο 

έχει υπολογιστεί με δύο επιπλέον λανθασμένα δεκαδικά ψηφία σε σχέση με τα 𝛼 και 𝛽. 

 

 Περίπτωση 1.i.β 10 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| < 100 (3.8) 

Τώρα ισχύει  

𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10 

Οπότε, 

 𝛾𝑐 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) + 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10−(
𝑐−1) (3.9) 

 

Από την ανωτέρω Σχέση (3.9) και τον Ορισμό 2.4 συμπεραίνουμε ότι το γινόμενο 𝛾 = 𝛼 ∙ 𝛽 έχει 

υπολογιστεί με ένα ορθό δεκαδικό ψηφίο λιγότερο σε σχέση με αυτά των 𝛼 και 𝛽. 

 

 Περίπτωση 1.i.γ 1 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| < 10 (3.10) 

Σε αυτή την περίπτωση ισχύει  

𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) 

Από τη σχέση αυτή σε συνδυασμό με την (3.5) προκύπτει 

 𝛾𝑐 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) + 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10−
𝑐
 (3.11) 

 

Επί τη βάσει του Ορισμού 2.4, η ανωτέρω σχέση για το 𝛾𝑐  δηλώνει ότι η ποσότητα 𝛾 

παρουσιάζει ακριβώς τον ίδιο αριθμό λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων με τα 𝛼 και 𝛽. 
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 Περίπτωση 1.i.δ 10−1 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| < 1 (3.12) 

Εδώ ισχύει ότι 

𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10−1 

Λόγω αυτής της σχέσης, η (3.5) γράφεται ως εξής: 

 𝛾𝑐 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) + 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10−(
𝑐+1) (3.13) 

 

Από τη σχέση αυτή συμπεραίνουμε ότι ο αριθμός των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων του 

γινομένου 𝛾 έχει μειωθεί κατά ένα. 

 

 Περίπτωση 1.i.ε-στ 10− 𝑘 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| < 10− (𝑘−1), 𝑘 = 2,3,4 (3.14) 

Στη γενική περίπτωση στην οποία η ποσότητα |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| βρίσκεται μεταξύ του 10− 𝑘 και του 

10− (𝑘−1), ισχύει ότι  

𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10−𝑘 

Επομένως, 

 𝛾𝑐 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) + 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10−(
𝑐+𝑘) (3.15) 

 

Όπως παρατηρούμε από την ανωτέρω γενική σχέση, ο αριθμός των σωστών δεκαδικών 

ψηφίων του γινομένου 𝛾 έχει αυξηθεί κατά 𝑘 σε σχέση με αυτόν των πολλαπλασιαστέων 𝛼 και 

𝛽. Είναι προφανές ότι ανάλογη προσέγγιση μπορεί να εφαρμοστεί για την περίπτωση που 𝑘 ≥

5. Ωστόσο, στην ανάλυση που ακολουθεί θα αποδείξουμε ότι η πιθανότητα να ισχύει μία 

τέτοια περίπτωση είναι ιδιαίτερα μικρή, πρακτικά αμελητέα. 
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 Περίπτωση 1.ii |𝑚𝑎𝑛(𝛼) ∙ 𝑚𝑎𝑛(𝛽)| ≥ 10 (3.16) 

Στην περίπτωση αυτή παρατηρούμε ότι για την ποσότητα (𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) στην έκφραση 휀𝛾 =

(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10−
𝑐
 ισχύει πάντα |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| ≤ 200, λόγω του ότι τα 𝛼, 𝛽, 𝑥, 𝑦 είναι mantissae. 

Όπως και προηγουμένως, διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 

 

 Περίπτωση 1.ii.α 100 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| < 200 (3.17) 

Εδώ ισχύει  

𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 102 

Επομένως, 

 𝛾𝑐 = 𝛼 ∙ 𝛽 +𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10−(
𝑐−2) (3.18) 

 

Ισχύει, ωστόσο, ότι  

𝛼 ∙ 𝛽 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼) ∙ 𝑚𝑎𝑛(𝛽) = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) ∙ 10 

ενώ ταυτόχρονα ισχύει ότι  

𝛾𝑐 = 𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐) ∙ 10 

εάν ο αλγόριθμος στον οποίον εντάσσεται ο συγκεκριμένος πολλαπλασιασμός δεν έχει 

καταστραφεί λόγω λάθους πεπερασμένης ακρίβειας, γεγονός το οποίο σημαίνει ότι οι 

ποσότητες 𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐 και 𝛼 ∙ 𝛽 είναι ίδιας τάξης. Ως εκ τούτου, η Σχέση (3.18) γράφεται ως εξής: 

𝛾𝑐 = 𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐) ∙ 10 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) ∙ 10 + 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 102 ∙ 10−
𝑐
 

Μετά από διαίρεση της ανωτέρω σχέσης με 10, λαμβάνουμε τελικά 

 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐) = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) + 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10−(
𝑐−1) (3.19) 
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Η ανωτέρω σχέση σε συνδυασμό με τον Ορισμό 2.4 υποδηλώνει ότι το γινόμενο 𝛼 ∙ 𝛽 έχει 

υπολογιστεί με (휆𝑐 − 1) σωστά δεκαδικά ψηφία. Παρ’ όλο που οι Ανισότητες (3.6) και (3.17) 

που αντιστοιχούν στις Περιπτώσεις 1.i.α και 1.ii.α είναι παρόμοιες, στην Περίπτωση 1.ii.α το 

γινόμενο 𝛾 = 𝛼 ∙ 𝛽 έχει υπολογιστεί με ένα λιγότερο λανθασμένο δεκαδικό ψηφίο, λόγω της 

δεξιάς ολίσθησης που επιτελεί ο υπολογιστής, προκειμένου να αναπαραστήσει τον αριθμό 𝛾 σε 

κανονική μορφή. 

 

 Περίπτωση 1.ii.β 10 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| < 100  

Σε αυτή την περίπτωση ισχύει ότι  

𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10 

Ωστόσο, εάν ο αλγόριθμος δεν έχει καταστραφεί, ισχύει  

𝛼 ∙ 𝛽 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) ∙ 10 και 𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐) ∙ 10 

Οπότε, 

𝛾𝑐 = 𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐) ∙ 10 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) ∙ 10 + 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10 ∙ 10−
𝑐
⇔ 

𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐) = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) +𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10−
𝑐
 

Η σχέση αυτή και ο Ορισμός 2.4 υποδεικνύουν ότι το γινόμενο 𝛼 ∙ 𝛽 έχει υπολογιστεί με 휆𝑐 

ορθά δεκαδικά ψηφία. Επομένως, στην περίπτωση αυτή, δεν υπάρχει δημιουργία επιπλέον 

λάθους πεπερασμένης ακρίβειας κατά την εκτέλεση του πολλαπλασιασμού. 

 

 Περίπτωση 1.ii.γ 1 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| < 10  

Εν προκειμένω, ισχύει  

𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) 

Εάν ο αλγόριθμος δεν έχει καταστραφεί λόγω λάθους πεπερασμένης ακρίβειας, συνάγεται ότι  

𝛼 ∙ 𝛽 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) ∙ 10 και 𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐) ∙ 10 

Επομένως ισχύει 
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𝛾𝑐 = 𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐) ∙ 10 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) ∙ 10 + 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10−
𝑐
⇔ 

𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐) = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) + 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10−(
𝑐+1) 

Η τελική σχέση δείχνει ότι η ποσότητα 𝛼 ∙ 𝛽 έχει υπολογιστεί με ένα επιπλέον ορθό ψηφίο σε 

σχέση με αυτά των όρων του γινομένου 𝛼  και 𝛽.  Στην περίπτωση αυτή, η πράξη του 

πολλαπλασιασμού έχει μειώσει το συνολικό αριθμό των λανθασμένων ψηφίων του γινομένου 

κατά ένα (1) ψηφίο σε σχέση με τα λανθασμένα ψηφία των όρων του γινομένου. 

 

 Περίπτωση 1.ii.δ-ε-στ-ζ 10− 𝑘 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| < 10− (𝑘−1), 𝑘 = 1,2,3,4  

Όταν η ποσότητα |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| παραμένει μεταξύ 10− 𝑘 και 10− (𝑘−1) ισχύει ότι  

𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10−𝑘 

Άρα 

𝛾𝑐 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐) ∙ 10 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) ∙ 10 + 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10−(
𝑐+𝑘)⇔ 

 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐) = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) + 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ∙ 10−(
𝑐+𝑘+1) (3.20) 

 

Παρατηρούμε ότι στην περίπτωση αυτή ο αριθμός των ορθών δεκαδικών ψηφίων του 

γινομένου 𝛾 = 𝛼 ∙ 𝛽 έχει αυξηθεί κατά 𝑘 + 1. 

 

Θα παραθέσουμε δύο παραδείγματα στα οποία θα παρουσιαστούν ορισμένες από τις 

προαναφερθείσες χαρακτηριστικές περιπτώσεις. 

Έστω οι απολύτως ορθές αναπαραστάσεις δύο αριθμών 𝛼 και 𝛽 με δέκα (10) δεκαδικά ψηφία 

στη mantissa τους, όπως αυτοί έχουν προκύψει μετά από εκτέλεση πράξεων σε μία 

υπολογιστική μηχανή με άπειρη ακρίβεια: 

𝛼𝑐 = 4.146846782 

𝛽𝑐 = 1.840920587 
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Έστω επίσης οι αναπαραστάσεις των δύο αυτών αριθμών με δέκα δεκαδικά ψηφία στη 

mantissa τους, αλλά σε μία υπολογιστική μηχανή που εκτελεί πράξεις με πεπερασμένο πλήθος 

ψηφίων: 

𝛼 = 4.146842957 

𝛽 = 1.840921923 

Οι αριθμοί 𝛼 και 𝛽 διαφέρουν αντίστοιχα από τους 𝛼𝑐 και 𝛽𝑐 κατά 

𝑆𝛼 = 𝛼
𝑐 − 𝛼 = 𝑦 ⋅ 10− 𝛼

𝑐
= 3.825000000 ⋅ 10−6 

και 

𝑆𝛽 = 𝛽
𝑐 − 𝛽 = 𝑥 ⋅ 10− 𝛽

𝑐

= −1.336000000 ⋅ 10−6 

αντίστοιχα. Από τις σχέσεις αυτές συμπεραίνουμε πως 

𝑦 = 3.825000000 και 휆𝛼
𝑐 = 6. 

Από τη Σχέση (2.1) προκύπτει ότι 휆𝛼
𝑐 + 휆𝛼

𝑒 = 𝑛 ⇔ 휆𝛼
𝑒 = 𝑛 − 휆𝛼

𝑐 = 10 − 6 ⇒ 휆𝛼
𝑒 = 4. 

Επίσης, 𝑥 = −1.336000000 και 휆𝛽
𝑐 = 6 ⇔ 휆𝛽

𝑒 = 4. 

Από τα ανωτέρω συμπεραίνουμε πως οι αριθμοί 𝛼 και 𝛽 έχουν τον ίδιο αριθμό λανθασμένων 

δεκαδικών ψηφίων στη mantissa τους.  

Επίσης, ισχύει |𝑚𝑎𝑛(𝛼) ∙ 𝑚𝑎𝑛(𝛽)| = 7.634014111 < 10 και |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| = 1.501344165. 

Βάσει της προηγούμενης ανάλυσης, η περίπτωση του γινομένου αυτού είναι ανάλογη της 

Περίπτωσης 1.i.γ, γεγονός το οποίο σημαίνει ότι το γινόμενο των 𝛼 και 𝛽 θα έχει ακριβώς τον 

ίδιο αριθμό λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων με τα 𝛼 και 𝛽, δηλαδή τέσσερα (4) λανθασμένα 

δεκαδικά ψηφία. Πράγματι, εάν πολλαπλασιάσουμε τους 𝛼 και 𝛽 αφ’ ενός και τους 𝛼𝑐 και 𝛽𝑐 

αφ’ ετέρου λαμβάνουμε τα γινόμενα: 

𝛼 ⋅ 𝛽 = 7.634014111 ⋅ 10−12 

και 

𝛼𝑐 ⋅ 𝛽𝑐 = 7.634015612 ⋅ 10−12 
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Από τον Ορισμό 2.3 έχουμε 

𝛼𝑐 ⋅ 𝛽𝑐 − 𝛼 ⋅ 𝛽 = 1.500999999 ⋅ 10−18 

Ισχύει 

𝜏 − (𝑛 − 𝑘) = −18 

όπου 𝜏 = −12 και 𝑛 = 10. Επομένως, 𝑘 = 4. 

Συμπεραίνουμε πως το γινόμενο 𝛼 ⋅ 𝛽 έχει υπολογιστεί με τέσσερα (4) λανθασμένα δεκαδικά 

ψηφία, όπως και οι όροι του, 𝛼 και 𝛽. 

 

Στη συνέχεια θεωρούμε τους αριθμούς 𝛼 και 𝛽 με ακρίβεια δέκα (10) δεκαδικών ψηφίων 

𝛼 = 3.730711853 

𝛽 = −3.579315832 

Καθώς και τις ορθές αναπαραστάσεις αυτών με δέκα (10) δεκαδικά ψηφία 

𝛼𝑐 = 3.730717609 

𝛽𝑐 = −3.579312767 

Λαμβάνουμε εκ νέου τις διαφορές 

𝑆𝛼 = 𝛼
𝑐 − 𝛼 = 𝑦 ⋅ 10− 𝛼

𝑐
= 5.756000000 ⋅ 10−6 

και 

𝑆𝛽 = 𝛽
𝑐 − 𝛽 = 𝑥 ⋅ 10− 𝛽

𝑐

= 3.065000000 ⋅ 10−6 

 

Με εφαρμογή του Ορισμού 2.3 επί των ανωτέρω αριθμών είναι δυνατόν να διαπιστωθεί ότι τα 

𝛼 και 𝛽 έχουν υπολογιστεί και σε αυτή την περίπτωση με τέσσερα (4) λανθασμένα δεκαδικά 

ψηφία.  
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Ωστόσο, τώρα ισχύει |𝑚𝑎𝑛(𝛼) ∙ 𝑚𝑎𝑛(𝛽)| = 1.335339600 ⋅ 101 > 10  και |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| =

9.167910100.  

Η περίπτωση αυτή είναι ανάλογη της Περίπτωσης 1.ii.γ και, ως εκ τούτου το γινόμενο 𝛼 ⋅ 𝛽 

αναμένεται να έχει ένα (1) λιγότερο λανθασμένο δεκαδικό ψηφίο από τα 𝛼 και 𝛽. Για να το 

επαληθεύσουμε, υπολογίζουμε, όπως και προηγουμένως, τα γινόμενα τόσο των 𝛼 και 𝛽, όσο 

και των 𝛼𝑐 και 𝛽𝑐: 

𝛼 ⋅ 𝛽 = −1.335339600 ⋅ 101 

𝛼𝑐 ⋅ 𝛽𝑐 = −1.335340517 ⋅ 101 

Χρησιμοποιώντας τον Ορισμό 2.3 λαμβάνουμε 

𝛼𝑐 ⋅ 𝛽𝑐 − 𝛼 ⋅ 𝛽 = −9.167892451 ⋅ 10−6 

Ισχύει 

𝜏 − (𝑛 − 𝑘) = −6 

όπου 𝜏 = 1 και 𝑛 = 10. Συνεπώς, 𝑘 = 3. 

Στην περίπτωση αυτή, στην οποία ίσχυε |𝑚𝑎𝑛(𝛼) ∙ 𝑚𝑎𝑛(𝛽)| > 10, ενώ η ποσότητα |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| 

παρέμεινε εντός του διαστήματος [1, 10), όπως και στο προηγούμενο παράδειγμα, το γινόμενο 

των αριθμών 𝛼 και 𝛽 υπολογίστηκε με ένα λιγότερο λανθασμένο δεκαδικό ψηφίο σε σχέση με 

τα λανθασμένα ψηφία των πολλαπλασιαστέων. 

 

Περίπτωση 2: Οι όροι του γινομένου, 𝛼 και 𝛽, έχουν υπολογιστεί με διαφορετικό πλήθος ορθών 

δεκαδικών ψηφίων (휆𝑎
𝑐 ≠ 휆𝛽

𝑐 ⟺ 휆𝑎
𝑒 ≠ 휆𝛽

𝑒 ⟺ 휆𝑎 ≠ 휆𝛽) 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι 휆𝑎
𝑒 < 휆𝛽

𝑒 , ή, ισοδύναμα, 휆𝑎
𝑐 > 휆𝛽

𝑐 . Γράφουμε εκ 

νέου τις ποσότητες 𝛼𝑐 και 𝛽𝑐 ως εξής: 

𝛼𝑐 = 𝛼 + 𝑦 ∙ 10− 𝑎
𝑐

 

𝛽𝑐 = 𝛽 + 𝑥 ∙ 10− 𝛽
𝑐
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Οι σχέσεις αυτές οδηγούν στην ακόλουθη έκφραση: 

𝛾𝑐 = 𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐 = (𝛼 + 𝑦 ∙ 10− 𝑎
𝑐
) ∙ (𝛽 + 𝑥 ∙ 10− 𝛽

𝑐

) 

𝛾𝑐 = 𝛼 ∙ 𝛽 + 𝛼 ∙ 𝑥 ∙ 10− 𝛽
𝑐

+ 𝛽 ∙ 𝑦 ∙ 10− 𝑎
𝑐
+ 𝑥 ∙ 𝑦 ∙ 10

−( 𝑎
𝑐+ 𝛽

𝑐 )
 

Για μια ακόμη φορά θα χρησιμοποιήσουμε προσέγγιση πρώτης τάξης. Για την ακρίβεια, θα 

υποθέσουμε ότι για 휆𝛽
𝑐 ≥ 3 ο όρος 𝑥𝑦 ∙ 10

−( 𝑎
𝑐+ 𝛽

𝑐 )
 είναι πρακτικά αμελητέος σε σχέση με τους 

υπόλοιπους. Και σε αυτή την περίπτωση, η ανάλυση που ακολουθεί μπορεί να επεκταθεί 

ευθύγραμμα, ώστε να περιλαμβάνει και την επίδραση του όρου ανώτερης τάξης. Ωστόσο, 

όπως θα γίνει κατανοητό στα επόμενα κεφάλαια, η διαφοροποίηση του αποτελέσματος, εάν 

ληφθεί υπ’ όψιν στην ανάλυση ο όρος ανώτερης τάξης, είναι πρακτικά ασήμαντη, ειδικά εάν 

λάβουμε υπ’ όψιν τη μεγάλη αύξηση της πολυπλοκότητας που υπεισέρχεται στους 

υπολογισμούς. Επομένως, συμπεραίνουμε ότι  

𝛾𝑐 = 𝛼 ∙ 𝛽 + 𝛼𝑥 ∙ 10− 𝛽
𝑐

+ 𝛽𝑦 ∙ 10− 𝑎
𝑐
⟺ 

𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐 = 𝛼 ∙ 𝛽 + (𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10
−( 𝑎

𝑐− 𝛽
𝑐 )
) ∙ 10− 𝛽

𝑐

 

Εάν θέσουμε 𝛿 = 휆𝑎
𝑐 − 휆𝛽

𝑐 ≥ 1, λαμβάνουμε 

 𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐 = 𝛼 ∙ 𝛽 + (𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿) ∙ 10− 𝛽
𝑐

 (3.21) 

 

Προκειμένου να λάβουμε υπ’ όψιν όλα τα πιθανά ενδεχόμενα, αρκεί να επαναλάβουμε την 

ανάλυση της Περίπτωσης 1, χρησιμοποιώντας την ποσότητα (𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿) στη θέση της 

𝛼𝑥 + 𝛽𝑦  και το 휆𝛽
𝑐  στη θέση του 휆𝑐 . Η μόνη διαφορά στην ανάλυση μεταξύ των δύο 

περιπτώσεων έγκειται στο γεγονός ότι η μέγιστη τιμή της ποσότητας |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿| είναι 

μικρότερη σε σχέση με αυτή της |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦|. Βάσει των ανωτέρω, διακρίνουμε πάλι για την 

περίπτωση αυτή τις εξής δύο υποπεριπτώσεις: 

 Περίπτωση 2.i |𝑚𝑎𝑛(𝛼) ∙ 𝑚𝑎𝑛(𝛽)| < 10 και 

 Περίπτωση 2.ii |𝑚𝑎𝑛(𝛼) ∙ 𝑚𝑎𝑛(𝛽)| ≥ 10 
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Για καθεμία από τις δύο ανωτέρω υποκατηγορίες πρέπει να διακρίνουμε τις ακόλουθες 

περαιτέρω υποπεριπτώσεις: 

 

 Περίπτωση 2.i.α 100 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿| < 101 (3.22) 

Στην περίπτωση αυτή, κατ’ αναλογία της Περίπτωσης 1.i.α ισχύει 

𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿 = 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿) ∙ 102 

Εφ’ όσον δε υποθέσαμε ότι 휆𝛼
𝑐 > 휆𝛽

𝑐 ≥ 1, ισχύει ότι τα γινόμενα 𝛼𝑐 ⋅ 𝛽𝑐 και 𝛼 ⋅ 𝛽 είναι της ίδιας 

τάξης. Επομένως, η αλλοίωση του γινομένου των mantissae λόγω λάθους πεπερασμένης 

ακρίβειας δεν έχει επηρεάσει τον εκθέτη των πολλαπλασιαστέων. Συνεπώς, 

𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐) = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) +𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿) ∙ 10
−( 𝛽

𝑐 −2)
 

Η τελευταία σχέση υποδηλώνει ότι το γινόμενο 𝛾 = 𝛼 ∙ 𝛽 έχει υπολογιστεί με δύο επιπλέον 

λανθασμένα δεκαδικά ψηφία σε σχέση με το μέγιστο αριθμό λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων 

των 𝛼 και 𝛽, δηλαδή 휆𝛽
𝑒 . 

 

 Περίπτωση 2.i.β 10 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿| < 100 (3.23) 

Στην περίπτωση αυτή, κατ’ αναλογία με την Περίπτωση 1.i.β ισχύει 

𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐) = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) +𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿) ∙ 10
−( 𝛽

𝑐 −1)
 

Από την ανωτέρω σχέση και τον Ορισμό 2.4 συμπεραίνουμε ότι το γινόμενο 𝛾 έχει υπολογιστεί 

με ένα επιπλέον λανθασμένο δεκαδικό ψηφίο σε σχέση με τον πολλαπλασιαστέο 𝛽. 

 

 Περίπτωση 2.i.γ 1 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿| < 10 (3.24) 

Για το συγκεκριμένο εύρος τιμών της ποσότητας |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿| ισχύει 
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𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐) = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) + 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿) ∙ 10− 𝛽
𝑐

 

Επομένως, το γινόμενο 𝛾 στην περίπτωση αυτή έχει υπολογιστεί με 휆𝛽
𝑒  λανθασμένα δεκαδικά 

ψηφία. 

 

 Περίπτωση 2.i.δ-ε-στ 10− 𝑘 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿| < 10− (𝑘−1), 𝑘 = 1,2,3,4 (3.25) 

Στην περίπτωση αυτή ισχύει 

𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐) = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) + 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿) ∙ 10
−( 𝛽

𝑐+𝑘)
 

Παρατηρούμε ότι, εδώ, το γινόμενο 𝛾 = 𝛼 ∙ 𝛽 έχει υπολογιστεί με 𝑘 λιγότερα λανθασμένα 

δεκαδικά ψηφία σε σχέση με το μέγιστο αριθμό λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων των όρων 

του γινομένου, 𝛼 και 𝛽. Είναι προφανές πως η ίδια προσέγγιση μπορεί να εφαρμοστεί για 

οποιαδήποτε περίπτωση για την οποία ισχύει 𝑘 ≥ 4 . Ωστόσο, η πιθανότητα να ισχύει 

οποιαδήποτε τέτοια περίπτωση είναι αμελητέα στην πράξη, όπως θα φανεί στα επόμενα. 

 

 

 Περίπτωση 2.ii |𝑚𝑎𝑛(𝛼) ∙ 𝑚𝑎𝑛(𝛽)| ≥ 10  

Για την περίπτωση αυτή, ακολουθούμε την ίδια μεθοδολογία με προηγουμένως, διακρίνοντας 

τις ακόλουθες περιπτώσεις: 

 

 Περίπτωση 2.ii.α 100 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿| < 110 (3.26) 

Ακολουθώντας συλλογιστική ανάλογη με αυτή της Περίπτωσης 1.ii.α, λαμβάνουμε 

𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐) = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) +𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿) ∙ 10
−( 𝛽

𝑐 −1)
 

Η ανωτέρω σχέση και ο Ορισμός 2.4 δείχνουν ότι το γινόμενο 𝛾 έχει υπολογιστεί με (휆𝛽
𝑐 − 1) 

ορθά δεκαδικά ψηφία. 



 

212 

 

 Περίπτωση 2.ii.β 10 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿| < 100 (3.27) 

Τώρα ισχύει  

𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐) = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) + 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿) ∙ 10− 𝛽
𝑐

 

Η σχέση αυτή σε συνδυασμό με τον Ορισμό 2.4 υποδεικνύουν ότι το αποτέλεσμα του 

πολλαπλασιασμού 𝛾 έχει υπολογιστεί με τον ίδιο ακριβώς αριθμό λανθασμένων δεκαδικών 

ψηφίων με αυτόν του όρου 𝛽. 

 

 Περίπτωση 2.ii.γ 1 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿| < 10 (3.28) 

Εδώ ισχύει 

𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐) = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) +𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿) ∙ 10
−( 𝛽

𝑐 +1)
 

Η ποσότητα 𝛼 ∙ 𝛽 έχει υπολογιστεί στην περίπτωση αυτή με ένα επιπλέον ορθό δεκαδικό 

ψηφίο σε σχέση με το πλήθος ορθών ψηφίων του 𝛽. 

 

 Περίπτωση 2.ii.δ-ε-στ 10− 𝑘 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿| < 10− (𝑘−1), 𝑘 = 1,2,3 (3.29) 

Στην περίπτωση αυτή ισχύει 

𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑐 ∙ 𝛽𝑐) = 𝑚𝑎𝑛(𝛼 ∙ 𝛽) + 𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿) ∙ 10
−( 𝛽

𝑐+𝑘+1)
 

Επομένως, ο αριθμός των ορθών δεκαδικών ψηφίων του γινομένου 𝛾 είναι αυξημένος κατά 

(𝑘 + 1) σε σχέση με αυτόν του ελαχίστου εκ των 휆𝛼
𝑐 , 휆𝛽

𝑐 . 
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3.2 Οι πιθανότητες να προκύψει συγκεκριμένος αριθμός λανθασμένων 

δεκαδικών ψηφίων στο αποτέλεσμα ενός πολλαπλασιασμού 

Προκειμένου να υπολογίσουμε τις πιθανότητες να παραχθεί ένας συγκεκριμένος αριθμός 

λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων μετά την εκτέλεση ενός πολλαπλασιασμού μεταξύ δύο 

οποιωνδήποτε αριθμών 𝛼  και 𝛽  θα ακολουθήσουμε τη διάκριση των περιπτώσεων της 

Παραγράφου 3.1. 

Πράγματι: 

 Περίπτωση 1: 휆𝑎
𝑒 = 휆𝛽

𝑒 = 휆 ⟺ 휆𝑎 = 휆𝛽 = 휆  

Ας υποθέσουμε ότι πολλαπλασιάζουμε δύο τυχόντες αριθμούς 𝛼 και 𝛽, οι οποίοι έχουν τον ίδιο 

αριθμό λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων, 휆 . Το γινόμενό τους 𝛾  υπολογίζεται με 휆 + 휉 

λανθασμένα δεκαδικά ψηφία. Σε περίπτωση που 휉 > 0, το 𝛾  υπολογίζεται με 휉  επιπλέον 

λανθασμένα δεκαδικά ψηφία, ενώ αν 휉 < 0 το 𝛾  υπολογίζεται με 휉  λιγότερα λανθασμένα 

δεκαδικά ψηφία σε σχέση με τα 𝛼 και 𝛽. Πάντοτε, όμως, ισχύει ότι το 휉 είναι ένας ακέραιος 

αριθμός, ο οποίος δεν υπερβαίνει ποτέ το δύο (2) όταν ισχύει η Ανισότητα (3.4) και ποτέ το ένα 

(1) όταν ισχύει η Ανισότητα (3.16). Σύμφωνα με την Παράγραφο 3.1, το 휉  είναι τυχαία 

μεταβλητή ανεξάρτητη του 휆. Ως εκ τούτου, και οι πιθανότητες λήψης μίας συγκεκριμένης 

τιμής για το 휉 είναι ανεξάρτητες του 휆. Η διαπίστωση αυτή οδηγεί στον ακόλουθο συμβολισμό 

για τις πιθανότητες της περίπτωσης αυτής: 

Συμβολισμός 3.1. Το γινόμενο 𝛾 = 𝛼 ⋅ 𝛽  έχει 휉  επιπλέον λανθασμένα δεκαδικά ψηφία σε 

σχέση με το 휆 εάν 휉 > 0, τον ίδιο αριθμό λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων εάν 휉 = 0 ή 휉 

λιγότερα λανθασμένα δεκαδικά ψηφία σε σχέση με το 휆 εάν 휉 < 0. Οι αντίστοιχες πιθανότητες 

συμβολίζονται με 𝑃𝐸𝑄(휉; 𝛼, 𝛽).  

□ 

 

Στην παρούσα ανάλυση, όπως και προηγουμένως, υποθέτουμε χωρίς καμία βλάβη της 

γενικότητας ότι τα 𝛼 και 𝛽 είναι προσημασμένες mantissae, καθώς και ότι τα 𝑥 και 𝑦 είναι οι 

προσημασμένες mantissae του στοχαστικού τμήματος του λάθους πεπερασμένης ακρίβειας με 

το οποίο έχουν υπολογιστεί τα 𝛽 και 𝛼 αντίστοιχα. Επαναλαμβάνουμε ότι η υπόθεση πως τα 
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𝛼, 𝛽, 𝑥, 𝑦 είναι προσημασμένες mantissae αφορά τη γενικότερη περίπτωση, δεδομένου ότι, 

όπως έχει ήδη ειπωθεί, οι εκθέτες των όρων δεν συμμετέχουν στο λάθος πεπερασμένης 

ακρίβειας όσο δεν υπάρχει άνω ή κάτω υπερχείλιση. Στην παρούσα ανάλυση δεν 

αντιμετωπίζουμε το λάθος πεπερασμένης ακρίβειας που οφείλεται σε υπερχείλιση, διότι το 

συγκεκριμένο πρόβλημα είναι μάλλον τετριμμένο και εν πολλοίς ανένδοτο για συγκεκριμένο, 

σταθερό μήκος λέξης. Επομένως, για τον υπολογισμό της εκάστοτε πιθανότητας 𝑃𝐸𝑄(휉; 𝛼, 𝛽) 

είναι απαραίτητη η γνώση της από κοινού συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας (joint 

probability density function), 𝑓(𝑥, 𝑦), των τυχαίων μεταβλητών 𝑥 και 𝑦. Στην ανάλυση που 

ακολουθεί θα δώσουμε τις γενικές σχέσεις για τις πιθανότητες που αναζητούμε για τυχούσα 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. Στην Παράγραφο 6.3 θα αναφέρουμε κλάσεις από κοινού 

συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας οι οποίες απαντώνται συχνά στην πράξη, θα 

υπολογίσουμε τις αντίστοιχες πιθανότητες και θα παρουσιάσουμε τα αριθμητικά 

αποτελέσματα που προκύπτουν. Στα πλαίσια της παρούσας ανάλυσης και επειδή τα |𝑥|, |𝑦| ∈

[1,10), σχηματίζουμε το τετράγωνο του Σχήματος 3.1, στο οποίο κάθε ζεύγος mantissae (𝑥, 𝑦) 

αντιστοιχεί σε ένα και μόνο ένα σημείο του χωρίου 

  

𝐽 = (𝛢𝛬1𝛵1𝛬8𝛢) ∪ (𝛣𝛬3𝛵2𝛬2𝐵) ∪ (𝛤𝛬5𝛵3𝛬4𝛤) ∪ (𝛥𝛬7𝛵4𝛬6𝛥) 

 

Σχήμα 3.1. Γεωμετρική αναπαράσταση όλων των ζευγών προσημασμένων mantissae λάθους πεπερασμένης 

ακρίβειας (𝒙, 𝒚). Λόγω του ότι τα ζεύγη αυτά δεν ανήκουν στο σταυρό 𝜦𝟏𝜦𝟐𝜯𝟐𝜦𝟑𝜦𝟒𝜯𝟑𝜦𝟓𝜦𝟔𝜯𝟒𝜦𝟕𝜦𝟖𝜯𝟏𝜦𝟏, η 

αντίστοιχη από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας περιορίζεται εντός των ορίων του 𝑱 = (𝜜𝜦𝟏𝜯𝟏𝜦𝟖𝜜) ∪

(𝜝𝜦𝟑𝜯𝟐𝜦𝟐𝑩) ∪ (𝜞𝜦𝟓𝜯𝟑𝜦𝟒𝜞) ∪ (𝜟𝜦𝟕𝜯𝟒𝜦𝟔𝜟). 
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Στο σημείο αυτό πρέπει να τονίσουμε ότι η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

𝑓(𝑥, 𝑦) είναι δεσμευμένη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, λόγω του ότι (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐽. Η 

συνάρτηση αυτή ικανοποιεί τη σχέση  

∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 1

𝐽

 

Η αρχική από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 𝑓(𝑥, 𝑦)  έχει οριστεί σε ένα 

υπερσύνολο του 𝐽  και στη συνέχεια περιορίστηκε στο 𝐽 , μέσω του κανόνα δεσμευμένης 

πιθανότητας του Bayes. Σημειώνεται επίσης πως τα σημεία του «σταυρού» 𝐶 =

𝛬1𝛬2𝛵2𝛬3𝛬4𝛵3𝛬5𝛬6𝛵4𝛬7𝛬8𝛵1𝛬1 δεν ανήκουν στο 𝐽, λόγω του ότι τα 𝑥 και 𝑦 είναι mantissae. 

Προχωρώντας στην ανάλυση, διακρίνουμε τις υποπεριπτώσεις της Παραγράφου 3.1: 

 

 Περίπτωση 1.i |𝑚𝑎𝑛(𝛼) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽)| < 10 

 

 

 Περίπτωση 1.i.α 100 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| < 𝑈𝐵  

Προκειμένου να προσδιορίσουμε το υποχωρίο του 𝐽 στο οποίο ισχύει η ανωτέρω Ανίσωση 

(3.6), υποθέτουμε κατ’ αρχάς ότι τα 𝛼 και 𝛽 είναι θετικές mantissae και σχεδιάζουμε τις ευθείες 

γραμμές 

𝐸100: 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = 100 και 𝐸𝑈𝐵: 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = 𝑈𝐵 

Συμβολίζουμε με 𝑃α
𝑖  το σύνολο των σημείων (𝑥, 𝑦) του 𝐽 που βρίσκονται μεταξύ των 𝐸100 και 

𝐸𝑈𝐵. Στο συμβολισμό αυτό οι δείκτες 𝑖 και 𝛼 προέρχονται από την περίπτωση την οποία 

αναλύουμε. Σχεδιάζουμε, επίσης, τις ευθείες γραμμές 

𝐸−100: 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = −100 και 𝐸−𝑈𝐵: 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = −𝑈𝐵 

Αντίστοιχα, συμβολίζουμε με 𝑁α
𝑖  το σύνολο των σημείων (𝑥, 𝑦) του 𝐽 που βρίσκονται μεταξύ 

των 𝐸−100 και 𝐸−𝑈𝐵. Ορίζουμε, τέλος, το χωρίο 𝐷𝛼
𝑖 = 𝑃α

𝑖 ∪ 𝑁α
𝑖 , το οποίο περιλαμβάνει όλα τα 

σημεία του 𝐽 που ικανοποιούν την Ανίσωση (3.6). Η πιθανότητα ένα ζεύγος (𝑥, 𝑦) να ανήκει στο 

𝐷𝛼
𝑖  δίνεται από τη σχέση  
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𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷α
𝑖 } = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷α
𝑖

 

Ωστόσο, σύμφωνα με την ανάλυση της Παραγράφου 3.1, για τη συγκεκριμένη περίπτωση και 

μόνο, το γινόμενο 𝛼 ⋅ 𝛽 υπολογίζεται με δύο επιπλέον λανθασμένα δεκαδικά ψηφία σε σχέση 

με το 휆. Επομένως, 

 
𝑃𝐸𝑄(2; 𝛼, 𝛽) = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷α
𝑖

 (3.30) 

 

 Περίπτωση 1.i.β 10 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| < 100  

Στην περίπτωση αυτή θεωρούμε τις επιπλέον ευθείες γραμμές 

𝐸10: 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = 10 και 𝐸−10: 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = −10 

Συμβολίζουμε με 𝑃𝛽
𝑖  το σύνολο των σημείων (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐽 που βρίσκονται μεταξύ των ευθειών 

𝐸100 και 𝐸10 και με 𝑁𝛽
𝑖  το σύνολο των σημείων (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐽 που βρίσκονται μεταξύ των ευθειών 

𝐸−100 και 𝐸−10. Το 𝐷𝛽
𝑖 = 𝑃𝛽

𝑖 ∪ 𝑁𝛽
𝑖  είναι το σύνολο των σημείων του 𝐽 που ικανοποιούν την 

ανωτέρω Ανίσωση (3.8). Το 𝐷𝛽
𝑖  παρουσιάζεται στο Σχήμα 3.2 με χρώμα magenta. Η πιθανότητα 

ένα ζεύγος (𝑥, 𝑦) να ανήκει στο 𝐷𝛽
𝑖  δίνεται από τη σχέση  

𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝛽
𝑖 } ≡ 𝑃𝐸𝑄(1; 𝛼, 𝛽) = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷𝛽
𝑖
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Σχήμα 3.2. Απεικόνιση διαφόρων χωρίων του 𝑱  για 𝜶 = 𝟐. 𝟑𝟗𝟏𝟐  και 𝜷 = 𝟑. 𝟐𝟓𝟕𝟖  που αντιστοιχούν σε 

διαφορετικές μεταβολές του λάθους πεπερασμένης ακρίβειας στο τελικό γινόμενο ως εξής:  

α) Το χωρίο που αντιστοιχεί στην αύξηση των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων κατά 1 στο γινόμενο 

απεικονίζεται με χρώμα magenta. 

β) Το χωρίο που αντιστοιχεί στη διατήρηση του αριθμού των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων απεικονίζεται με 

κυανό χρώμα. 

γ) Το χωρίο το οποίο αντιστοιχεί στη μείωση του αριθμού των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων κατά 1 

απεικονίζεται με πράσινο χρώμα. 

δ) Το κίτρινο χωρίο αντιστοιχεί στη μείωση κατά 2 των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων. 

Στο παρόν σχήμα, οι περιοχές οι οποίες αντιστοιχούν είτε σε περαιτέρω μείωση του αριθμού των λανθασμένων 

δεκαδικών ψηφίων, είτε σε αύξηση του αριθμού των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων του αποτελέσματος κατά 

2 είναι πολύ μικρές και, ως εκ τούτου, δεν εμφανίζονται. 

 

 Περίπτωση 1.i.γ 1 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| < 10  

Ακολουθώντας την ανάλυση που προηγήθηκε, σχεδιάζουμε τις ευθείες 

𝐸1: 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = 1 και 𝐸−1: 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = −1 

Το σύνολο των σημείων του 𝐽 που βρίσκεται μεταξύ των 𝐸1 και 𝐸10 συμβολίζεται με 𝑃𝛾
𝑖, ενώ το 

σύνολο των σημείων του 𝐽  που βρίσκεται μεταξύ των 𝐸−1  και 𝐸−10  συμβολίζεται με 𝑁𝛾
𝑖 . 

Ορίζοντας 𝐷𝛾
𝑖 = 𝑃𝛾

𝑖 ∪ 𝑁𝛾
𝑖 , το οποίο εμφανίζεται στο Σχήμα 3.2 με κυανό χρώμα, υπολογίζουμε 
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την πιθανότητα ένα ζεύγος από προσημασμένες mantissae λάθους πεπερασμένης ακρίβειας 

(𝑥, 𝑦) να ικανοποιεί την (3.10),  

𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝛾
𝑖 } ≡ 𝑃𝐸𝑄(0; 𝛼, 𝛽) = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷𝛾
𝑖

 

  

 Περίπτωση 1.i.δ-ε-στ-ζ 10− 𝑘 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| < 10− (𝑘−1), 𝑘 = 1,2,3,4  

Ακολουθώντας την ίδια συλλογιστική, σχεδιάζουμε τις ευθείες 

𝐸0.1: 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = 10
−1 

𝐸0.01: 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = 10
−2 

𝐸0.001: 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = 10
−3 

𝐸0.0001: 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = 10
−4 

καθώς και τις ευθείες 

𝐸−0.1: 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = −10
−1 

𝐸−0.01: 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = −10
−2 

𝐸−0.001: 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = −10
−3 

𝐸−0.0001: 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 = −10
−4 

Οι ανωτέρω ευθείες οριοθετούν τα χωρία 𝐷𝛿
𝑖 , 𝐷𝑖 , 𝐷𝜎𝜏

𝑖  και 𝐷𝑖  (βλέπε Σχήμα 3.2). Οι αντίστοιχες 

πιθανότητες που έχει ένα σημείο (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐽 να ανήκει σε ένα από τα ανωτέρω χωρία είναι 

𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝛿
𝑖 } ≡ 𝑃𝐸𝑄(−1;𝛼, 𝛽) = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷𝛿
𝑖

 

𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝑖} ≡ 𝑃𝐸𝑄(−2;𝛼, 𝛽) = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷𝑖

 

𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝜎𝜏
𝑖 } ≡ 𝑃𝐸𝑄(−3;𝛼, 𝛽) = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷𝜎𝜏
𝑖
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𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝑖} ≡ 𝑃𝐸𝑄(−4;𝛼, 𝛽) = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷𝑖

 

 

 

 Περίπτωση 1.ii |𝑚𝑎𝑛(𝛼) ∙ 𝑚𝑎𝑛(𝛽)| ≥ 10  

Η περίπτωση αυτή αντιμετωπίζεται όπως η Περίπτωση 1.i. Ωστόσο, στην περίπτωση αυτή, 

όπως περιεγράφη στην Παράγραφο 3.1, η υπολογιστική μηχανή επιτελεί μία δεξιά ολίσθηση, 

προκειμένου να αποκαταστήσει την κανονική επιστημονική μορφή του γινομένου 𝛾 = 𝛼 ⋅ 𝛽. Ως 

εκ τούτου, το γινόμενο 𝛾 υπολογίζεται με ένα λιγότερο λανθασμένο ψηφίο σε σχέση με το 

αντίστοιχο αποτέλεσμα της Περίπτωσης 1.i. Στα πλαίσια της ανάλυσης της παρούσας 

κατηγορίας, παρουσιάζουμε συνοπτικά τις ακόλουθες αντίστοιχες υποπεριπτώσεις: 

 

 Περίπτωση 1.ii.α 100 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| < 200  

Εδώ, όπως και στην 1.i.α, οι ευθείες 𝐸100 και 𝐸200, οριοθετούν το χωρίο 𝑃𝛼
𝑖𝑖 ⊂ 𝐽, ενώ οι ευθείες 

𝐸−100  και 𝐸−200 , οριοθετούν το χωρίο 𝑁α
𝑖𝑖 ⊂ 𝐽 . Έστω, επίσης, 𝒟α

𝑖𝑖 = 𝑃𝛼
𝑖𝑖 ∪ 𝑁α

𝑖𝑖 , το οποίο 

παρουσιάζεται στο Σχήμα 3.3 με χρώμα magenta. Όταν (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒟α
𝑖𝑖 , το γινόμενο 𝛾 

υπολογίζεται με ακριβώς ένα επιπλέον λανθασμένο ψηφίο με πιθανότητα  

𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝒟α
𝑖𝑖} ≡ 𝑃𝐸𝑄(1; 𝛼, 𝛽) = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝒟α
𝑖𝑖
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Σχήμα 3.3. Απεικόνιση των διαφόρων χωρίων του 𝑱 για 𝜶 = 𝟒. 𝟔𝟖𝟏𝟐 και 𝜷 = 𝟔. 𝟑𝟏𝟕𝟖, τα οποία αντιστοιχούν σε 

διαφορετικές μεταβολές του αριθμού των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων του αποτελέσματος σε σχέση με το 𝝀. 

Συγκεκριμένα: 

α) Το χωρίο το οποίο αντιστοιχεί στην αύξηση του αριθμού των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων κατά 1 

απεικονίζεται με χρώμα magenta.  

β) Το κυανό χωρίο αντιστοιχεί στη μη μεταβολή του αριθμού των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων. 

γ) Το πράσινο χωρίο αντιστοιχεί στη μείωση του αριθμού των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων κατά 1. 

δ) Το χωρίο που αντιστοιχεί στη μείωση κατά 2 του αριθμού των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων απεικονίζεται 

με κίτρινο χρώμα. 

ε) Το χωρίο που αντιστοιχεί στη μείωση του αριθμού των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων κατά 3 απεικονίζεται 

με μπλε χρώμα. 

Τα χωρία τα οποία αντιστοιχούν σε περαιτέρω μείωση του αριθμού των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων είναι 

ιδιαιτέρως μικρά και, επομένως, δεν παρουσιάζονται στο σχήμα. 

 

 Περίπτωση 1.ii.β 10 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| < 100  

Στην περίπτωση αυτή σχεδιάζουμε της ευθείες 𝐸100 και 𝐸10, οι οποίες οριοθετούν το χωρίο 𝑃𝛽
𝑖𝑖, 

καθώς και τις ευθείες 𝐸−100 και 𝐸−10 που οριοθετούν το χωρίο 𝑁𝛽
𝑖𝑖, ενώ 𝒟𝛽

𝑖𝑖 = 𝑃𝛽
𝑖𝑖 ∪ 𝑁𝛽

𝑖𝑖  (βλέπε 

Σχήμα 3.3). Η αντίστοιχη πιθανότητα είναι η  

𝑃𝐸𝑄(0; 𝛼, 𝛽) ≡ 𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝒟𝛽
𝑖𝑖} = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝒟𝛽
𝑖𝑖
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 Περίπτωση 1.ii.γ 1 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| < 10  

Επιλέγουμε το σύνολο των σημείων (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐽, τα οποία βρίσκονται μεταξύ των ευθειών 𝐸10 

και 𝐸1. Το σύνολο των σημείων αυτών οριοθετεί το χωρίο 𝑃𝛾
𝑖𝑖. Αντίστοιχα, το σύνολο των 

σημείων (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐽 που βρίσκονται μεταξύ των ευθειών 𝐸−10 και 𝐸−1 σχηματίζει το χωρίο 𝑁𝛾
𝑖𝑖. 

Με αυτό τον τρόπο σχηματίζεται το χωρίο 𝒟𝛾
𝑖𝑖 = 𝑃𝛾

𝑖𝑖 ∪ 𝑁𝛾
𝑖𝑖. Στην περίπτωση αυτή, στην οποία 

το λάθος πεπερασμένης ακρίβειας ελαττώνεται κατά ένα ψηφίο, η αντίστοιχη πιθανότητα είναι  

𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝒟𝛾
𝑖𝑖} ≡ 𝑃𝐸𝑄(−1; 𝛼, 𝛽) = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝒟𝛾
𝑖𝑖

 

 

 Περίπτωση 1.ii.δ-ε-στ 10−𝑘 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦| < 10− (𝑘−1), 𝑘 = 1,2,3  

Σε πλήρη αντιστοιχία με τα προηγούμενα, ορίζουμε τις ευθείες 

𝐸0.1, 𝐸0.01, 𝐸0.001, 𝐸−0.1, 𝐸−0.01, 𝐸−0.001, οι οποίες, μαζί με το 𝐽 οριοθετούν τα χωρία 𝒟𝛿
𝑖𝑖 , 𝒟𝑖𝑖 και 

𝒟𝜎𝜏
𝑖𝑖  του 𝐽. Μερικά από τα χωρία αυτά παρουσιάζονται στο Σχήμα 3.3. Με βάση τα χωρία αυτά 

υπολογίζουμε τις πιθανότητες  

𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝒟𝛿
𝑖𝑖} ≡ 𝑃𝐸𝑄(−2; 𝛼, 𝛽) = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝒟𝛿
𝑖𝑖

 

𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝒟𝑖𝑖} ≡ 𝑃𝐸𝑄(−3; 𝛼, 𝛽) = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝒟𝑖𝑖

 

𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝒟𝜎𝜏
𝑖𝑖 } ≡ 𝑃𝐸𝑄(−4; 𝛼, 𝛽) = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝒟𝜎𝜏
𝑖𝑖

 

Στο σημείο αυτό τονίζουμε ότι η πιθανότητα 𝑃𝐸𝑄(휉; 𝛼, 𝛽) εμφανίζεται στις Περιπτώσεις 1.i και 

1.ii για ένα δεδομένο 휉. Για παράδειγμα, για 휉 = 1, το 𝑃𝐸𝑄(1; 𝛼, 𝛽) παρουσιάζεται τόσο στην 

Περίπτωση 1.i.β, όσο και στην Περίπτωση 1.ii.α. Εντούτοις, τα χωρία στα οποία υπολογίζονται 

σε καθεμία από τις περιπτώσεις αυτές οι αντίστοιχες πιθανότητες δεν επικαλύπτονται, 

δεδομένου ότι όλες οι ευθείες που υπεισέρχονται καθορίζονται από τα 𝛼 και 𝛽, τα οποία είναι 
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de facto διαφορετικά, διότι στην Περίπτωση 1.i.β ικανοποιούν την Ανισότητα (3.4), ενώ στην 

1.ii.α ικανοποιούν την Ανισότητα (3.16). 

 

 

 Περίπτωση 2 휆𝛼
𝑒 ≠ 휆𝛽

𝑒 ⟺ 휆𝑎 ≠ 휆𝛽  

Υποθέτουμε, πάλι, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι 휆𝛼
𝑒 < 휆𝛽

𝑒  (⇔ 휆𝑎
𝑐 > 휆𝛽

𝑐 ) και ότι  

휉 = #𝑒𝑑𝑑(𝛾) − 휆𝛽
𝑒 . 

 

Συμβολισμός 3.2. Στην περίπτωση αυτή, όπως αναλύθηκε στην Παράγραφο 3.1, το λάθος 

πεπερασμένης ακρίβειας εξαρτάται εκτός των άλλων, από τη διαφορά 𝛿. Στα πλαίσια αυτά, για 

τις αντίστοιχες πιθανότητες, χρησιμοποιούμε το συμβολισμό 𝑃𝑈𝑁(휉, 𝛿; 𝛼, 𝛽),  όπου 

υποθέτουμε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι #𝑒𝑑𝑑(𝛽) > #𝑒𝑑𝑑(𝛼). Σε περίπτωση που ισχύει 

η αντίστροφη ανισότητα, #𝑒𝑑𝑑(𝛼) > #𝑒𝑑𝑑(𝛽),  για την αντίστοιχη πιθανότητα 

χρησιμοποιούμε το συμβολισμό 𝑃𝑈𝑁(휉, 𝛿; 𝛽, 𝛼). 

□ 

 

 

Στη γενικότερη αυτή περίπτωση και σε πλήρη αντιστοιχία με τις προηγούμενες, θεωρούμε την 

ακόλουθη κατηγοριοποίηση: 

 

 Περίπτωση 2.i |𝑚𝑎𝑛(𝛼) ∙ 𝑚𝑎𝑛(𝛽)| < 10 

 
 

 Περίπτωση 2.i.α 100 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿| < 101  

Στην περίπτωση αυτή σχεδιάζουμε τις ακόλουθες ευθείες, όπου και πάλι θεωρούμε ότι τα 𝛼 

και 𝛽 είναι θετικές mantissae. 

𝐸100
𝛿 : 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿 = 100 και 𝐸−100

𝛿 : 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿 = −100 

καθώς και τις ευθείες 

𝐸101
𝛿 : 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿 = 101 και 𝐸−101

𝛿 : 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿 = −101 
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Το σύνολο των σημείων (𝑥, 𝑦) που βρίσκονται αφ’ ενός μεταξύ των ευθειών 𝐸100
𝛿  και 𝐸101

𝛿 , αφ’ 

ετέρου μεταξύ των ευθειών 𝐸−100
𝛿  και 𝐸−101

𝛿  και εντός των ορίων του 𝐽 συμβολίζεται με 𝐺𝛼
𝑖 , κατ’ 

αναλογία με την Περίπτωση 1.i.α. Η πιθανότητα ένα ζεύγος mantissae (𝑥, 𝑦) να ανήκει στο 𝐺𝛼
𝑖  

είναι  

𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺𝛼
𝑖 } = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐺𝛼
𝑖

= 𝑃𝑈𝑁(2, 𝛿; 𝛼, 𝛽) 

Η τελευταία ισότητα οφείλεται στο γεγονός ότι εδώ το γινόμενο 𝛾 παράγεται με δύο επιπλέον 

λανθασμένα δεκαδικά ψηφία σε σχέση με το 𝛽.  

 

 Περίπτωση 2.i.β 10 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿| < 100  

Τώρα, σχεδιάζουμε τις ευθείες 

𝐸10
𝛿 : 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿 = 10 και 𝐸−10

𝛿 : 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿 = −10 

Το σύνολο των σημείων (𝑥, 𝑦) του 𝐽 που βρίσκονται μεταξύ των ευθειών 𝐸100
𝛿  και 𝐸10

𝛿  αφ’ ενός 

και μεταξύ των ευθειών 𝐸−100
𝛿  και 𝐸−10

𝛿  αφ’ ετέρου αποτελούν το χωρίο 𝐺𝛽
𝑖 . Η πιθανότητα να 

παραχθεί το 𝛾  με ένα επιπλέον λανθασμένο ψηφίο από το 휆𝛽
𝑒 , που ισοδυναμεί με την 

πιθανότητα ένα ζεύγος (𝑥, 𝑦) να ανήκει στο 𝐺𝛽
𝑖 , είναι η ακόλουθη: 

𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺𝛽
𝑖 } = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐺𝛽
𝑖

= 𝑃𝑈𝑁(1, 𝛿; 𝛼, 𝛽) 

Σημειώνεται, ωστόσο, ότι η συγκεκριμένη δεν είναι η μοναδική πιθανότητα να παραχθεί ένα 

επιπλέον λανθασμένο ψηφίο (휉 = 1). Είναι, όμως, η μοναδική τέτοια περίπτωση, κατά την 

οποία οι πολλαπλασιαστέοι 𝛼 και 𝛽 ικανοποιούν την Ανίσωση (3.4). 

 

 Περίπτωση 2.i.γ 1 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿| < 10  

Στην περίπτωση αυτή σχεδιάζουμε τις ευθείες 
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𝐸1
𝛿: 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿 = 1 και 𝐸−1

𝛿 : 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿 = −1 

Τα ζεύγη (𝑥, 𝑦) τα οποία ανήκουν στο χωρίο 𝐽 και αποτελούν την ένωση των σημείων του 𝐽 που 

εντοπίζονται μεταξύ των ευθειών 𝐸10
𝛿  και 𝐸1

𝛿 αφ’ ενός και μεταξύ των ευθειών 𝐸−10
𝛿  και 𝐸−1

𝛿  αφ’ 

ετέρου σχηματίζουν το χωρίο 𝐺𝛾
𝑖 . Μπορούμε, επομένως, να υπολογίσουμε την πιθανότητα 

𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺𝛾
𝑖} = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐺𝛾
𝑖

= 𝑃𝑈𝑁(0, 𝛿; 𝛼, 𝛽) 

Επαναλαμβάνουμε ότι η πιθανότητα αυτή αντιστοιχεί στην περίπτωση να μην παραχθεί 

επιπλέον λανθασμένο δεκαδικό ψηφίο στο γινόμενο 𝛾, όταν οι πολλαπλασιαστέοι ικανοποιούν 

την (3.4) και ισχύει ότι 휆𝛼
𝑒 < 휆𝛽

𝑒 . 

 

 Περίπτωση 2.i.δ-ε-στ 10− 𝑘 ≤ |𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿| < 10− (𝑘−1), 𝑘 = 1,2,3  

Για τις περιπτώσεις αυτές χρησιμοποιούμε τις ευθείες 

𝐸0.1
𝛿 : 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿 = 0.1 και 𝐸−0.1

𝛿 : 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿 = −0.1 

𝐸0.01
𝛿 : 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿 = 0.01 και 𝐸−0.01

𝛿 : 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿 = −0.01 

𝐸0.001
𝛿 : 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿 = 0.001      και      𝐸−0.001

𝛿 : 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 10−𝛿 = −0.001 

σε πλήρη αντιστοιχία με τα προηγούμενα. Με τον τρόπο αυτό ορίζονται τα χωρία 𝐺𝛿
𝑖 , 𝐺𝑖 και 

𝐺𝜎𝜏
𝑖 , τα οποία περιλαμβάνουν τα ζεύγη mantissae που οριοθετούνται από τις ανωτέρω ευθείες, 

ανά δύο συνεχόμενες, και το χωρίο 𝐽. Οι αντίστοιχες πιθανότητες είναι οι εξής: 

  

𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺𝛿
𝑖 } ≡ 𝑃𝑈𝑁(−1, 𝛿; 𝛼, 𝛽) = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐺𝛿
𝑖

 

𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺𝑖} ≡ 𝑃𝑈𝑁(−2, 𝛿; 𝛼, 𝛽) = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐺𝑖

 

𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺𝜎𝜏
𝑖 } ≡ 𝑃𝑈𝑁(−3, 𝛿; 𝛼, 𝛽) = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐺𝜎𝜏
𝑖
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 Περίπτωση 2.ii |𝑚𝑎𝑛(𝛼) ∙ 𝑚𝑎𝑛(𝛽)| ≥ 10  

Για κάθε ζεύγος (𝛼, 𝛽) που ικανοποιεί την ανωτέρω Ανίσωση (3.16), σχεδιάζουμε τις ευθείες 

𝐸110
𝛿 , 𝐸100

𝛿 , 𝐸10
𝛿 , 𝐸1

𝛿 , 𝐸0.1
𝛿 , 𝐸0.01

𝛿 , 𝐸0.001
𝛿  και 𝐸−0.001

𝛿 , 𝐸−0.01
𝛿 , 𝐸−0.1

𝛿 , 𝐸−1
𝛿 , 𝐸−10

𝛿 , 𝐸−100
𝛿 , 𝐸−110

𝛿 , οι οποίες 

επιτελούν την ίδια λειτουργία με αυτές της Περίπτωσης 2.i. Τα ζεύγη αυτά ορίζουν τα χωρία 

𝒢𝛼
𝑖𝑖, 𝒢𝛽

𝑖𝑖, 𝒢𝛾
𝑖𝑖 , 𝒢𝛿

𝑖𝑖, 𝒢 𝑖𝑖 και 𝒢𝜎𝜏
𝑖𝑖 . Επί των χωρίων αυτών, μπορούμε να υπολογίσουμε τις αντίστοιχες 

πιθανότητες: 

𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝒢𝛼
𝑖𝑖} ≡ 𝑃𝑈𝑁(1, 𝛿; 𝛼, 𝛽) = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝒢𝛼
𝑖𝑖

 

𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈  𝒢𝛽
𝑖𝑖} ≡ 𝑃𝑈𝑁(0, 𝛿; 𝛼, 𝛽) = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

 𝒢𝛽
𝑖𝑖

 

𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝒢𝛾
𝑖𝑖} ≡ 𝑃𝑈𝑁(−1, 𝛿; 𝛼, 𝛽) = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝒢𝛾
𝑖𝑖

 

𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝒢𝛿
𝑖𝑖} ≡ 𝑃𝑈𝑁(−2, 𝛿; 𝛼, 𝛽) = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝒢𝛿
𝑖𝑖

 

𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝒢 𝑖𝑖} ≡ 𝑃𝑈𝑁(−3, 𝛿; 𝛼, 𝛽) = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝒢𝑖𝑖

 

𝑃{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝒢𝜎𝜏
𝑖𝑖 } ≡ 𝑃𝑈𝑁(−4, 𝛿; 𝛼, 𝛽) = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝒢𝜎𝜏
𝑖𝑖
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4 Υπολογισμός των πιθανοτήτων για τη συσσώρευση 

λάθους πεπερασμένης ακρίβειας σε διαδοχικούς 

πολλαπλασιασμούς 

Όπως αναφέραμε στο προηγούμενο κεφάλαιο, το σφάλμα πεπερασμένης ακρίβειας που 

παράγεται σε έναν πολλαπλασιασμό εξαρτάται από την τιμή του γινομένου των mantissae των 

πολλαπλασιαστέων. Επομένως, ας υποθέσουμε αρχικά ότι δύο αριθμοί 𝛼1  και 𝛽1 

πολλαπλασιάζονται και ότι από τον πολλαπλασιασμό τους προκύπτει το γινόμενο 𝛼2 = 𝛼1 ⋅ 𝛽1. 

Στη συνέχεια, ας υποθέσουμε ότι το 𝛼2 πολλαπλασιάζεται με έναν αριθμό, έστω 𝛽2 και πως το 

αποτέλεσμα που προκύπτει είναι ένας νέος αριθμός 𝛼3  κ.ο.κ.. Όπως έχουμε ήδη δείξει, 

ανάλογα με το αν ισχύει η ανισότητα |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)| < 10 ή |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)| ≥ 10, 

για ένα τυχόν ζεύγος αριθμών (𝛼𝑖 , 𝛽𝑖),  αλλάζει και η πιθανότητα παραγωγής ενός 

συγκεκριμένου αριθμού λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων για το γινόμενο 𝛼𝑖+1 = 𝛼𝑖 ⋅ 𝛽𝑖.  

Προκειμένου να δώσουμε σαφή εκτίμηση του πλήθους των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων 

τα οποία συσσωρεύονται στο αποτέλεσμα ενός συνόλου διαδοχικών πολλαπλασιασμών, 

υιοθετούμε τις ακόλουθες παραδοχές: 

1. Έστωσαν δύο mantissae 𝛼  και 𝛽,  με 𝛼 = 𝛼𝑐 + 𝑦 ⋅ 10
−𝜏  και 𝛽 = 𝛽𝑐 + 𝑥 ⋅ 10

−𝜌,  όπου 

𝛼𝑐 , 𝛽𝑐  οι mantissae των ορθών αναπαραστάσεων των 𝛼  και 𝛽, ενώ 𝑦 και 𝑥  είναι οι 

προσημασμένες mantissae του λάθους πεπερασμένης ακρίβειας με το οποίο οι δύο 

ποσότητες 𝛼  και 𝛽  έχουν ως τώρα υπολογιστεί. Από τον τρόπο λειτουργίας των 

σύγχρονων υπολογιστικών μηχανών συνάγεται άμεσα ότι οι προσημασμένες mantissae 

𝑥 και 𝑦 είναι τυχαίες μεταβλητές.  

 

Εάν τα 𝛼 και 𝛽 πολλαπλασιαστούν και παράξουν το γινόμενο 𝛾, τότε το γινόμενο 𝛾 

παράγεται και αυτό με λάθος πεπερασμένης ακρίβειας, η mantissa του οποίου είναι 

και αυτή τυχαία μεταβλητή. 

 

2. Ας υποθέσουμε, όπως και στην Παράγραφο 3.1, ότι το 휆𝛽 είναι το μέγιστο πλήθος 

λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων των πολλαπλασιαστέων 𝛼  και 𝛽.  Το γινόμενο 𝛾 
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διαφέρει από το 휆𝛽 κατά 휉 λανθασμένα δεκαδικά ψηφία, όπου το 휉 είναι και αυτή 

τυχαία μεταβλητή. Επιπλέον, το 휉 αντιστοιχεί στα ακόλουθα ενδεχόμενα: 𝐴1: 휉 = 2, 

𝐴2: 휉 = 1,  𝐴3: 휉 = 0 , 𝐴3+𝑘: 휉 = −𝑘, 𝑘 = 1,2,… , όπου τα ενδεχόμενα 𝐴3+𝑘  αφορούν 

διόρθωση του λάθους πεπερασμένης ακρίβειας κατά 𝑘 ψηφία. 

 

3. Στην Παράγραφο 3.2 παραθέσαμε τη μέθοδο υπολογισμού των πιθανοτήτων 

𝑃𝐸𝑄(휉; 𝛼, 𝛽) και 𝑃𝑈𝑁(휉, 𝛿; 𝛼, 𝛽). Για λόγους απλότητας, θεωρούμε ότι στο παρόν 

Κεφάλαιο 4, λαμβάνει χώρα η χειρότερη περίπτωση, δηλαδή αυτή κατά την οποία οι 

πολλαπλασιαστέοι 𝛼  και 𝛽  έχουν τον ίδιο αριθμό ορθών ψηφίων. Επομένως, θα 

απλοποιήσουμε τη γραφή των πιθανοτήτων ως εξής: 

 𝑃1 = 𝑃
𝐸𝑄(2; 𝛼, 𝛽) = 𝑃(𝐴1),            (α) 

𝑃2 = 𝑃
𝐸𝑄(1; 𝛼, 𝛽) = 𝑃(𝐴2),            (β) 

𝑃3 = 𝑃
𝐸𝑄(0; 𝛼, 𝛽) = 𝑃(𝐴3),            (γ) 

𝑃3+𝑘 = 𝑃
𝐸𝑄(−𝑘; 𝛼, 𝛽) = 𝑃(𝐴3+𝑘) (δ) 

(4.1) 

 

4. Πραγματοποιήσαμε εκτενή πειράματα, για μεγάλο πλήθος πολλαπλασιασμών της 

μορφής 𝛼𝑖+1 = 𝛼𝑖 ⋅ 𝛽𝑖, όπου τα 𝛼𝑖 και 𝛽𝑖 επιλέγονται αρχικά από μία κανονική ή μία 

ομοιόμορφη κατανομή στο διάστημα (−10, 10). Η mantissa του σφάλματος του 

γινομένου 𝛼𝑖+1 ακολουθεί κανονική κατανομή με μέση τιμή μηδέν (0) και τυπική 

απόκλιση 𝜎 ∈ [1.1, 6.5]. Οπότε, ο υπολογισμός των πιθανοτήτων 𝑃𝑖 προκύπτει άμεσα 

από τα αποτελέσματα του Κεφαλαίου 3. Ωστόσο, η ακόλουθη ανάλυση ισχύει για 

οποιαδήποτε κατανομή των mantissae των σφαλμάτων, η οποία οδηγεί σε ένα σύνολο 

πιθανοτήτων 𝑃𝑖 που αντιστοιχούν στα ενδεχόμενα 𝐴𝑖. Για το λόγο αυτό, η ακόλουθη 

ανάλυση θα πραγματοποιηθεί για οποιαδήποτε τιμή του 𝑃𝑖 που σχετίζεται με έναν 

τυχόντα πολλαπλασιασμό. 

 

5. Η ανάλυση του παρόντος κεφαλαίου μπορεί να εφαρμοστεί σε διαφορετικά σύνολα 

τιμών των πιθανοτήτων 𝑃𝑖, τα οποία παραμένουν αμετάβλητα καθ’ όλη τη διάρκεια 

των διαδοχικών πολλαπλασιασμών. Στο σημείο αυτό πρέπει να τονίσουμε ότι τα 
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ενδεχόμενα 𝐴𝑖, και, ως εκ τούτου, και η τιμή του 휉, δεν μεταβάλλονται εξ’ αιτίας του 

τρόπου με τον οποίο εκτελείται ένας τυχών πολλαπλασιασμός στην εκάστοτε 

υπολογιστική μηχανή. Ωστόσο, η ανάλυση που ακολουθεί μπορεί να επεκταθεί 

ευθύγραμμα, προκειμένου να συμπεριλαμβάνει τις εκάστοτε τιμές των πιθανοτήτων 

𝑃𝑖, ή, ισοδύναμα, τις τιμές των 𝑃𝐸𝑄(휉; 𝛼, 𝛽) και 𝑃𝑈𝑁(휉, 𝛿; 𝛼, 𝛽), καθ’ όλη τη διαδικασία 

των διαδοχικών πολλαπλασιασμών. Στη γενικότερη δυνατή περίπτωση, για τον 

υπολογισμό των πιθανοτήτων 𝑃𝑖, απαιτείται κατάλληλος κώδικας. Ωστόσο, σε κάθε 

περίπτωση, η ισχύς της ανάλυσης που παρουσιάζεται στο παρόν κεφάλαιο παραμένει 

αναλλοίωτη. 

Στο παρόν κεφάλαιο θα υπολογίσουμε την πιθανότητα 𝑀 διαδοχικοί πολλαπλασιασμοί να 

γεννήσουν ακριβώς 𝜔 λανθασμένα δεκαδικά ψηφία στο τελικό τους αποτέλεσμα. Για την 

ακρίβεια, ας υποθέσουμε ότι πραγματοποιούμε 𝑀 διαδοχικούς πολλαπλασιασμούς και ότι 𝑖1 

από αυτούς παράγουν δύο επιπλέον λανθασμένα δεκαδικά ψηφία στο αποτέλεσμα 

(ενδεχόμενο 𝐴1 ), 𝑖2  εξ’ αυτών παράγουν ένα επιπλέον λανθασμένο δεκαδικό ψηφίο 

(ενδεχόμενο 𝐴2), 𝑖3 πολλαπλασιασμοί δεν παράγουν κανένα λανθασμένο ψηφίο (ενδεχόμενο 

𝐴3 ) και 𝑖3+𝑘  πολλαπλασιασμοί μειώνουν τα λανθασμένα δεκαδικά ψηφία του τελικού 

αποτελέσματος κατά 𝑘. Ισχύει, δε, 𝑖 ≥ 0, 휇 = 1,2,… και ∑ 𝑖 = 𝑀. Επομένως, ο αριθμός 𝜔 

των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων με τα οποία λαμβάνουμε το τελικό αποτέλεσμα 𝛭 

διαδοχικών πολλαπλασιασμών δίνεται από τη σχέση  

𝜔 = 휉1 ∙ 𝑖1 + 휉2 ∙ 𝑖2 + 휉3 ∙ 𝑖3 +⋯ =∑휉 ∙ 𝑖  

όπου, σύμφωνα με την ανάλυση που προηγήθηκε, 휉1 = 2 (η τιμή του 휉 που αντιστοιχεί στο 

ενδεχόμενο 𝐴1), 휉2 = 1 (η τιμή του 휉 που αντιστοιχεί στο ενδεχόμενο 𝐴2) κ.ο.κ..  

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η μέση τιμή �̅� και η διασπορά 𝑆𝜔
2  της ποσότητας 𝜔. Οι 

αντίστοιχες σχέσεις δίνονται από το ακόλουθο λήμμα: 

Λήμμα 4.1. Έστω πολυωνυμική κατανομή με πιθανά ενδεχόμενα 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑁, και αντίστοιχες 

πιθανότητες εμφάνισης των ενδεχομένων αυτών 𝑃1, 𝑃2, … , 𝑃𝑁 .  Έστω, επίσης, ότι 

πραγματοποιούμε ένα πείραμα 𝑀 διαδοχικές φορές και ότι το αποτέλεσμα του πειράματος 

μοντελοποιείται από την πολυωνυμική αυτή κατανομή. Τέλος, έστω ότι το πρώτο ενδεχόμενο 

𝐴1 επισυμβαίνει 𝑖1 φορές, το ενδεχόμενο 𝐴2 επισυμβαίνει 𝑖2 φορές κ.ο.κ., όπου 𝑖1 + 𝑖2 +⋯+
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𝑖𝑁 = 𝑀. Τότε, η ποσότητα 𝜔 = 𝐴1 ∙ 𝑖1 + 𝐴2 ∙ 𝑖2 +⋯+𝐴𝛮 ∙ 𝑖𝛮 = ∑ 𝐴 ∙ 𝑖𝛮
=1  έχει μέση τιμή �̅� 

και διασπορά 𝑆𝜔
2 , οι οποίες δίνονται αντίστοιχα από τις σχέσεις  

 
�̅� = 𝑀 ∙ ∑𝐴 ∙ 𝑃

𝛮

=1

 

 

(4.2) 

 

𝑆𝜔
2 = 𝛭 ∙ [∑𝐴2 ∙ 𝑃

𝛮

=1

−∑𝐴2 ∙ 𝑃2
𝛮

=1

− 2 ∙∑ ∑ 𝐴𝑖 ∙ 𝐴𝑗 ∙ 𝑃𝑖 ∙ 𝑃𝑗

𝛮

𝑗=𝑖+1

𝛮

𝑖=1

] (4.3) 

 

Απόδειξη: 

Η πιθανότητα το ενδεχόμενο 𝐴1 να εμφανιστεί 𝑖1 φορές, το ενδεχόμενο 𝐴2 να εμφανιστεί 𝑖2 

φορές κ.ο.κ. δίνεται από τη σχέση 

 
𝑃(𝜔) = (

𝑀
𝑖1
) ∙ 𝑃1

𝑖1 ∙ (
𝑀 − 𝑖1
𝑖2

) ∙ 𝑃2
𝑖2 ∙ (

𝑀 − 𝑖1 − 𝑖2
𝑖3

) ∙ 𝑃3
𝑖3 ∙ … 

                     … ∙ (
𝑀 − 𝑖1 −⋯− 𝑖𝑁−2

𝑖𝑁−1
) ∙ 𝑃𝑁−1

𝑖𝑁−1 ∙ 𝑃𝛮
𝑀−(𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑁−1) 

(4.4) 

 

α) Για τη μέση τιμή �̅� 

Η μέση τιμή �̅� της ποσότητας 𝜔, δίνεται από την ακόλουθη γενική σχέση 

 

�̅� =∑{𝜔 ∙ 𝑃(𝜔)}

𝜔

=∑∑…∑[𝐴1 ∙ 𝑖1 + 𝐴2 ∙ 𝑖2 +⋯+ 𝐴𝛮 ∙ 𝑖𝛮] ∙ 𝑃(𝜔)

𝑖𝑁𝑖2𝑖1

 

 

όπου 𝑃(𝜔) δίνεται από τη Σχέση (4.4). Με χρήση της (4.4) λαμβάνουμε 
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�̅� =∑∑…∑𝐴1 ∙ 𝑖1 ∙ (
𝑀
𝑖1
) ∙ 𝑃1

𝑖1 ∙ (
𝑀 − 𝑖1
𝑖2

) ∙ 𝑃2
𝑖2 ∙ (

𝑀 − 𝑖1 − 𝑖2
𝑖3

) ∙ 𝑃3
𝑖3 ∙ …

𝑖𝑁𝑖2𝑖1

∙ (
𝑀 − 𝑖1 −⋯− 𝑖𝑁−2

𝑖𝑁−1
) ∙ 𝑃𝑁−1

𝑖𝑁−1 ∙ 𝑃𝑁
𝑀−(𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑁−1) 

+∑∑…∑𝐴2 ∙ 𝑖2 ∙ (
𝑀
𝑖1
) ∙ 𝑃1

𝑖1 ∙ (
𝑀 − 𝑖1
𝑖2

) ∙ 𝑃2
𝑖2 ∙ (

𝑀 − 𝑖1 − 𝑖2
𝑖3

) ∙ 𝑃3
𝑖3 ∙ …

𝑖𝑁𝑖2𝑖1

∙ (
𝑀 − 𝑖1 −⋯− 𝑖𝑁−2

𝑖𝑁−1
) ∙ 𝑃𝑁−1

𝑖𝑁−1 ∙ 𝑃𝑁
𝑀−(𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑁−1) + 

… 

+∑∑…∑𝐴𝑁 ∙ 𝑖𝑁 ∙ (
𝑀
𝑖1
) ∙ 𝑃1

𝑖1 ∙ (
𝑀 − 𝑖1
𝑖2

) ∙ 𝑃2
𝑖2 ∙ (

𝑀 − 𝑖1 − 𝑖2
𝑖3

) ∙ 𝑃3
𝑖3 ∙ …

𝑖𝑁𝑖2𝑖1

∙ (
𝑀 − 𝑖1 −⋯− 𝑖𝑁−2

𝑖𝑁−1
) ∙ 𝑃𝑁−1

𝑖𝑁−1 ∙ 𝑃𝑁
𝑀−(𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑁−1) 

Ακολούθως, θα ασχοληθούμε με καθένα πολλαπλό άθροισμα ξεχωριστά. Επομένως, 

υπολογίζουμε αρχικά το  

�̅�1 =∑∑…∑𝐴1 ∙ 𝑖1 ∙ (
𝑀
𝑖1
) ∙ 𝑃1

𝑖1 ∙ (
𝑀 − 𝑖1
𝑖2

) ∙ 𝑃2
𝑖2 ∙ (

𝑀 − 𝑖1 − 𝑖2
𝑖3

) ∙ 𝑃3
𝑖3 ∙ …

𝑖𝑁𝑖2𝑖1

∙ (
𝑀 − 𝑖1 −⋯− 𝑖𝑁−2

𝑖𝑁−1
) ∙ 𝑃𝑁−1

𝑖𝑁−1 ∙ 𝑃𝑁
𝑀−(𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑁−1) 

= ∑ 𝐴1 ∙ 𝑖1 ∙ (
𝑀
𝑖1
) ∙ 𝑃1

𝑖1 … ∑ (
𝑀 − 𝑖1 −⋯− 𝑖𝑁−2

𝑖𝑁−1
) ∙ 𝑃𝑁−1

𝑖𝑁−1 ∙ 𝑃𝑁
𝑀−𝑖1−⋯−𝑖𝑁−1

𝑀−𝑖1−⋯−𝑖𝑁−2

𝑖𝑁−1=0

𝑀

𝑖1=0

 

= 𝐴1 ∙ ∑ 𝑖1 ∙
𝑀!

𝑖1! ∙ (𝑀 − 𝑖1)!
∙ 𝑃1
𝑖1 …

𝑀

𝑖1=0

 

… ∑
(𝑀 − 𝑖1 −⋯− 𝑖𝑁−2)!

𝑖𝑁−1! ∙ (𝑀 − 𝑖1 −⋯− 𝑖𝑁−1)!
∙ 𝑃𝑁−1
𝑖𝑁−1 ∙ 𝑃𝑁

𝑀−𝑖1−⋯−𝑖𝑁−1

𝑀−𝑖1−⋯−𝑖𝑁−2

𝑖𝑁−1=0
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�̅�1 = 𝐴1 ∙ 𝑃1 ∙ 𝑀 ∙ ∑

(𝑀 − 1)!

(𝑖1 − 1)! ∙ (𝑀 − 𝑖1)!
∙ 𝑃1
𝑖1−1…

𝑀−1

𝑖1=1

 

                       … ∑
(𝑀 − 𝑖1 −⋯− 𝑖𝑁−2)!

𝑖𝑁−1! ∙ (𝑀 − 𝑖1 −⋯− 𝑖𝑁−1)!
∙ 𝑃𝑁−1
𝑖𝑁−1 ∙ 𝑃𝑁

𝑀−𝑖1−⋯−𝑖𝑁−1

𝑀−𝑖1−⋯−𝑖𝑁−2

𝑖𝑁−1=0

 

(4.5) 

 

Στην ανωτέρω σχέση, το άθροισμα ως προς τα 𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑁−1 συνιστά αποτέλεσμα αναδρομικής 

εφαρμογής της ταυτότητας 

(𝑃1 + 𝑃2 +⋯+ 𝑃𝛮)
𝑀 = ∑ (

𝑀
𝑖1
) ∙ 𝑃1

𝑖1 ∙ (𝑃2 +⋯+ 𝑃𝛮)
𝑀−𝑖1 

𝑀

𝑖1=0

 

 

Στην προκειμένη περίπτωση, τα 𝑃1, 𝑃2, … , 𝑃𝛮 είναι οι πιθανότητες να συμβούν όλα τα δυνατά 

ενδεχόμενα 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑁, γεγονός που συνεπάγεται ότι 𝑃1 + 𝑃2 +⋯+ 𝑃𝛮 = 1. Ως εκ τούτου, η 

ανωτέρω Σχέση (4.5) για το �̅�1 γράφεται ως εξής: 

�̅�1 = 𝐴1 ∙ 𝑃1 ∙ 𝑀 

Με τη χρήση της ίδιας μεθοδολογίας για τα υπόλοιπα επί μέρους πολλαπλά αθροίσματα 

λαμβάνουμε τελικά 

�̅� = �̅�1 + �̅�2 +⋯+ �̅�𝑁 ⇒ �̅� = 𝑀 ∙∑𝐴 ∙ 𝑃

𝛮

=1

 

 

β) Για τη διασπορά 𝑆𝜔
2  

Η διασπορά της ποσότητας 𝜔 δίνεται από την ακόλουθη σχέση: 

𝑆𝜔
2 =∑𝜔2 ∙ 𝑃(𝜔)

𝜔

− �̅�2 

Χρησιμοποιώντας την αναλυτική σχέση για το 𝜔 και την (4.4) λαμβάνουμε 
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𝑆𝜔
2 = ∑ … ∑ [𝐴1 ∙ 𝑖1 + 𝐴2 ∙ 𝑖2 +⋯+ 𝐴𝑁 ∙ 𝑖𝑁]

2 ∙ (
𝑀
𝑖1
) ∙ 𝑃1

𝑖1 ∙ (
𝑀 − 𝑖1
𝑖2

) ∙ 𝑃2
𝑖2

𝑀−𝑖1−⋯−𝑖𝑁−2

𝑖𝑁−1=0

𝑀

𝑖1=0

∙ (
𝑀 − 𝑖1 − 𝑖2

𝑖3
) ∙ 𝑃3

𝑖3 ∙ … ∙ (
𝑀 − 𝑖1 −⋯− 𝑖𝑁−2

𝑖𝑁−1
) ∙ 𝑃𝑁−1

𝑖𝑁−1 ∙ 𝑃𝑁
𝑀−(𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑁−1)

−𝑀2 ∙ (∑𝐴 ∙ 𝑃

𝛮

=1

)

2

 

= ∑ … ∑ [𝐴1
2 ∙ 𝑖1

2 +⋯+ 𝐴𝑁
2 ∙ 𝑖𝑁

2 + 2 ∙ 𝐴1 ∙ 𝐴2 ∙ 𝑖1 ∙ 𝑖2 +⋯

𝑀−𝑖1−⋯−𝑖𝑁−2

𝑖𝑁−1=0

𝑀

𝑖1=0

+ 2 ∙ 𝐴𝑁−1 ∙ 𝐴𝑁 ∙ 𝑖𝑁−1 ∙ 𝑖𝑁] ∙ (
𝑀
𝑖1
) ∙ 𝑃1

𝑖1 ∙ (
𝑀 − 𝑖1
𝑖2

) ∙ 𝑃2
𝑖2 ∙ (

𝑀 − 𝑖1 − 𝑖2
𝑖3

)

∙ 𝑃3
𝑖3 ∙ … ∙ (

𝑀 − 𝑖1 −⋯− 𝑖𝑁−2
𝑖𝑁−1

) ∙ 𝑃𝑁−1
𝑖𝑁−1 ∙ 𝑃𝑁

𝑀−(𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑁−1)

−𝑀2 ∙ (∑𝐴 ∙ 𝑃

𝛮

=1

)

2

 

Η ανωτέρω σχέση μπορεί να οδηγήσει σε κλειστό, απλό τύπο με υπολογισμό των επί μέρους 

αθροισμάτων της. Θα ξεκινήσουμε με τον υπολογισμό της ποσότητας 

𝑠1
2 = ∑ … ∑ 𝐴1

2 ∙ 𝑖1
2 ∙ (

𝑀
𝑖1
) ∙ 𝑃1

𝑖1 ∙ (
𝑀 − 𝑖1
𝑖2

) ∙ 𝑃2
𝑖2 ∙ …

𝑀−𝑖1−⋯−𝑖𝑁−2

𝑖𝑁−1=0

𝑀

𝑖1=0

∙ (
𝑀 − 𝑖1 −⋯− 𝑖𝑁−2

𝑖𝑁−1
) ∙ 𝑃𝑁−1

𝑖𝑁−1 ∙ 𝑃𝑁
𝑀−(𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑁−1)

= 𝐴1
2 ∙ ∑ 𝑖1

2 ∙ (
𝑀
𝑖1
) ∙ 𝑃1

𝑖1 … ∑ (
𝑀 − 𝑖1 −⋯− 𝑖𝑁−2

𝑖𝑁−1
) ∙ 𝑃𝑁−1

𝑖𝑁−1 ∙ 𝑃𝑁
𝑀−(𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑁−1)

𝑀−𝑖1−⋯−𝑖𝑁−2

𝑖𝑁−1=0

𝑀

𝑖1=0

 

 

Έχει ήδη αποδειχθεί ότι 

∑ (
𝑀 − 𝑖1 −⋯− 𝑖𝑁−2

𝑖𝑁−1
) ∙ 𝑃𝑁−1

𝑖𝑁−1 ∙ 𝑃𝑁
𝑀−(𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑁−1)

𝑀−𝑖1−⋯−𝑖𝑁−2

𝑖𝑁−1=0

= (𝑃𝑁−1 + 𝑃𝑁)
𝑀−𝑖1−⋯−𝑖𝑁−1 
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Πηγαίνοντας επαγωγικά προς τα πίσω λαμβάνουμε 

𝑠1
2 = 𝐴1

2 ∙ ∑ 𝑖1
2 ∙

𝑀!

𝑖1! ∙ (𝑀 − 𝑖1)!
∙ 𝑃1
𝑖1 ∙ (𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑁)

𝑀−𝑖1

𝑀

𝑖1=0

= 𝐴1
2 ∙ ∑ 𝑖1 ∙ (𝑖1 − 1 + 1) ∙

𝑀!

𝑖1! ∙ (𝑀 − 𝑖1)!
∙ 𝑃1
𝑖1 ∙ (𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑁)

𝑀−𝑖1

𝑀

𝑖1=0

= 𝐴1
2 ∙ ∑ 𝑖1 ∙ (𝑖1 − 1) ∙

𝑀!

𝑖1! ∙ (𝑀 − 𝑖1)!
∙ 𝑃1
𝑖1 ∙ (𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑁)

𝑀−𝑖1

𝑀

𝑖1=0

+ 𝐴1
2 ∙ ∑ 𝑖1 ∙

𝑀!

𝑖1! ∙ (𝑀 − 𝑖1)!
∙ 𝑃1
𝑖1 ∙ (𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑁)

𝑀−𝑖1

𝑀

𝑖1=0

 

= 𝐴1
2 ∙ ∑ 𝑖1 ∙ (𝑖1 − 1) ∙

𝑀!

𝑖1! ∙ (𝑀 − 𝑖1)!
∙ 𝑃1
𝑖1 ∙ (𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑁)

𝑀−𝑖1

𝑀

𝑖1=0

+ 𝐴1
2 ∙ 𝑃1 ∙ 𝑀 ∙ ∑

(𝑀 − 1)!

(𝑖1 − 1)! ∙ (𝑀 − 𝑖1)!
∙ 𝑃1
𝑖1−1 ∙ (𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑁)

𝑀−𝑖1

𝑀−1

𝑖1=1

 

= 𝐴1
2 ∙ ∑ 𝑖1 ∙ (𝑖1 − 1) ∙

𝑀!

𝑖1! ∙ (𝑀 − 𝑖1)!
∙ 𝑃1
𝑖1 ∙ (𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑁)

𝑀−𝑖1

𝑀

𝑖1=0

+ 𝐴1
2 ∙ 𝑃1 ∙ 𝑀 

𝑠1
2 = 𝐴1

2 ∙ 𝑀 ∙ (𝑀 − 1) ∙ 𝑃1
2 ∙ ∑

(𝑀 − 2)!

(𝑖1 − 2)! ∙ (𝑀 − 𝑖1)!
∙ 𝑃1
𝑖1−2 ∙ (𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑁)

𝑀−𝑖1

𝑀−2

𝑖1=2

+ 𝐴1
2 ∙ 𝑃1 ∙ 𝑀 

 

Χρησιμοποιώντας εκ νέου την ταυτότητα  

(𝑃1 + 𝑃2 +⋯+ 𝑃𝛮)
𝑀 = ∑ (

𝑀
𝑖1
) ∙ 𝑃1

𝑖1 ∙ (𝑃2 +⋯+ 𝑃𝛮)
𝑀−𝑖1 

𝑀

𝑖1=0

 

 

η ποσότητα 𝑠1
2 λαμβάνει την τελική μορφή 
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𝑠1
2 = 𝐴1

2 ∙ 𝑀 ∙ (𝑀 − 1) ∙ 𝑃1
2 + 𝐴1

2 ∙ 𝑃1 ∙ 𝑀 

Ακολουθώντας εντελώς ανάλογη διαδικασία και για τους υπόλοιπους όμοιους όρους του 𝑆𝜔
2 , 

λαμβάνουμε 

 𝑠2 = 𝐴 2 ∙ 𝑀 ∙ (𝑀 − 1) ∙ 𝑃2 + 𝐴 2 ∙ 𝑃 ∙ 𝑀, 휇 = 1,2,… ,𝑁 (4.6) 

 

Ακολούθως, υπολογίζουμε τα διπλάσια γινόμενα της αρχικής σχέσης, ξεκινώντας από το  

𝑠1,2
2 = ∑ … ∑ 2 ∙ 𝐴1 ∙ 𝐴2 ∙ 𝑖1 ∙ 𝑖2 ∙ (

𝑀
𝑖1
) ∙ 𝑃1

𝑖1 ∙ (
𝑀 − 𝑖1
𝑖2

) ∙ 𝑃2
𝑖2 ∙ …

𝑀−𝑖1−⋯−𝑖𝑁−2

𝑖𝑁−1=0

𝑀

𝑖1=0

∙ (
𝑀 − 𝑖1 −⋯− 𝑖𝑁−2

𝑖𝑁−1
) ∙ 𝑃𝑁−1

𝑖𝑁−1 ∙ 𝑃𝑁
𝑀−(𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑁−1) 

 

Η σχέση αυτή μπορεί να γραφεί ως εξής: 

𝑠1,2
2 = 2 ∙ 𝐴1 ∙ 𝐴2 ∙ ∑ 𝑖1 ∙ (

𝑀
𝑖1
) ∙ 𝑃1

𝑖1 ∑ 𝑖2 ∙ (
𝑀 − 𝑖1
𝑖2

) ∙ 𝑃2
𝑖2

𝑀−𝑖1

𝑖2=0

…

𝑀

𝑖1=0

 

… ∑ (
𝑀 − 𝑖1 −⋯− 𝑖𝑁−2

𝑖𝑁−1
) ∙ 𝑃𝑁−1

𝑖𝑁−1 ∙ 𝑃𝑁
𝑀−(𝑖1+𝑖2+⋯+𝑖𝑁−1)

𝑀−𝑖1−⋯−𝑖𝑁−2

𝑖𝑁−1=0

 

= 2 ∙ 𝐴1 ∙ 𝐴2 ∙ ∑ 𝑖1 ∙ (
𝑀
𝑖1
) ∙ 𝑃1

𝑖1 ∑ 𝑖2 ∙ (
𝑀 − 𝑖1
𝑖2

) ∙ 𝑃2
𝑖2

𝑀−𝑖1

𝑖2=0

∙ (𝑃3 +⋯+ 𝑃𝑁)
𝑀−𝑖1−𝑖2

𝑀

𝑖1=0

 

= 2 ∙ 𝐴1 ∙ 𝐴2 ∙ 𝑃2 ∙ ∑ 𝑖1 ∙ (
𝑀
𝑖1
) ∙ 𝑃1

𝑖1 ∙ (𝑀 − 𝑖1)

𝑀

𝑖1=0

 

∑
(𝑀− 𝑖1 − 1)!

(𝑖2 − 1)! ∙ (𝑀 − 𝑖1 − 𝑖2)!
∙ 𝑃2
𝑖2−1

𝑀−𝑖1−1

𝑖2=1

∙ (𝑃3 +⋯+ 𝑃𝑁)
𝑀−𝑖1−𝑖2 

= 2 ∙ 𝐴1 ∙ 𝐴2 ∙ 𝑃2 ∙ ∑ 𝑖1 ∙ (
𝑀
𝑖1
) ∙ 𝑃1

𝑖1 ∙ (𝑀 − 𝑖1) ∙ (𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑁)
𝑀−𝑖1−1

𝑀

𝑖1=0
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= 2 ∙ 𝐴1 ∙ 𝐴2 ∙ 𝑃2 ∙ ∑ 𝑖1 ∙
𝑀!

𝑖1! ∙ (𝑀 − 𝑖1)!
∙ 𝑃1
𝑖1 ∙ (𝑀 − 𝑖1) ∙ (𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑁)

𝑀−𝑖1−1

𝑀

𝑖1=0

 

= 2 ∙ 𝐴1 ∙ 𝐴2 ∙ 𝑃2 ∙ ∑ 𝑖1 ∙
𝑀!

𝑖1! ∙ (𝑀 − 𝑖1)!
∙ 𝑃1
𝑖1 ∙ (𝑀 − 𝑖1) ∙ (𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑁)

𝑀−𝑖1−1

𝑀−1

𝑖1=0

 

+2 ∙ 𝐴1 ∙ 𝐴2 ∙ 𝑃2 ∙ 𝑖1 ∙
𝑀!

𝑖1! ∙ (𝑀 − 𝑖1)!
∙ 𝑃1
𝑖1 ∙ (𝑀 − 𝑖1) ∙ (𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑁)

𝑀−𝑖1−1|
𝑖1=𝑀

 

= 2 ∙ 𝐴1 ∙ 𝐴2 ∙ 𝑃2 ∙ ∑
𝑀!

(𝑖1 − 1)! ∙ (𝑀 − 𝑖1 − 1)!
∙ 𝑃1
𝑖1 ∙ (𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑁)

𝑀−𝑖1−1

𝑀−1

𝑖1=1

 

= 2 ∙ 𝐴1 ∙ 𝐴2 ∙ 𝑃1 ∙ 𝑃2 ∙ 𝑀 ∙ ∑
(𝑀 − 1)!

(𝑖1 − 1)! ∙ (𝑀 − 𝑖1 − 1)!
∙ 𝑃1
𝑖1−1 ∙ (𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑁)

𝑀−𝑖1−1

𝑀−1

𝑖1=1

 

Πραγματοποιώντας την αλλαγή μεταβλητής 𝑗 = 𝑖1 − 1 λαμβάνουμε 

𝑠1,2
2 = 2 ∙ 𝐴1 ∙ 𝐴2 ∙ 𝑃1 ∙ 𝑃2 ∙ 𝑀 ∙ (𝑀 − 1)

∙ ∑
(𝑀 − 2)!

𝑗! ∙ (𝑀 − 𝑗 − 2)!
∙ 𝑃1
𝑗
∙ (𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑁)

𝑀−𝑗−2

𝑀−2

𝑗=0

 

 

= 2 ∙ 𝐴1 ∙ 𝐴2 ∙ 𝑃1 ∙ 𝑃2 ∙ 𝑀 ∙ (𝑀 − 1) ∙ ∑ (
𝑀 − 2
𝑗
) ∙ 𝑃1

𝑗
∙ (𝑃2 +⋯+ 𝑃𝑁)

𝑀−𝑗−2

𝑀−2

𝑗=0

 

 

Τελικά λαμβάνουμε 

𝑠1,2
2 = 2 ∙ 𝐴1 ∙ 𝐴2 ∙ 𝑃2 ∙ 𝑃1 ∙ 𝑀 ∙ (𝑀 − 1) 

Ακολουθώντας ανάλογη διαδικασία για τα υπόλοιπα διπλάσια γινόμενα λαμβάνουμε τη γενική 

σχέση 

 𝑠𝑖,𝑗
2 = 2 ∙ 𝐴𝑖 ∙ 𝐴𝑗 ∙ 𝑃𝑖 ∙ 𝑃𝑗 ∙ 𝑀 ∙ (𝑀 − 1), 𝑖, 𝑗 = 1,2, … ,𝑁, 𝑗 = 𝑖 + 1 (4.7) 
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Αθροίζοντας τους τετραγωνικούς όρους 𝑠2 της Σχέσης (4.6) και τα διπλάσια γινόμενα 𝑠𝑖,𝑗
2  από 

τη Σχέση (4.7) λαμβάνουμε 

𝑆𝜔
2 = ∑𝑠2

𝛮

=1

+ ∑ 𝑠𝑖,𝑗
2

𝛮

𝑖,𝑗=1
𝑖<𝑗

− �̅�2⟺ 

𝑆𝜔
2 = 𝛭 ∙ [𝐴1

2 ∙ 𝑃1 ∙ (1 − 𝑃1) + ⋯+ 𝐴𝛮
2 ∙ 𝑃𝛮 ∙ (1 − 𝑃𝛮) − 2 ∙ 𝐴1 ∙ 𝐴2 ∙ 𝑃1 ∙ 𝑃2 −⋯

− 2 ∙ 𝐴𝛮−1 ∙ 𝐴𝛮 ∙ 𝑃𝛮−1 ∙ 𝑃𝛮] 

⟺ 𝑆𝜔
2 = 𝛭 ∙ [∑𝐴2 ∙ 𝑃

𝛮

=1

−∑𝐴2 ∙ 𝑃2
𝛮

=1

− 2 ∙∑ ∑ 𝐴𝑖 ∙ 𝐴𝑗 ∙ 𝑃𝑖 ∙ 𝑃𝑗

𝛮

𝑗=𝑖+1

𝛮

𝑖=1

] 

■ 

 

Ο συνδυασμός του ανωτέρω λήμματος με το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα οδηγεί στο ακόλουθο 

λήμμα: 

Λήμμα 4.2. Έστω ότι εκτελούμε ένα σύνολο διαδοχικών πολλαπλασιασμών 𝛭, με 𝑀 ≥ 30. 

Τότε, η ποσότητα 𝜔 = ∑ 𝐴 ∙ 𝑖𝛮
=1 , η οποία εκφράζει το πλήθος των λανθασμένων δεκαδικών 

ψηφίων που δημιουργούνται στο τελικό αποτέλεσμα αυτών των 𝛭  διαδοχικών 

πολλαπλασιασμών πρακτικά ακολουθεί κανονική κατανομή με μέση τιμή �̅� και διασπορά 𝑆𝜔
2  

που δίνονται από τις Σχέσεις (4.2) και (4.3) του Λήμματος 4.1, αντίστοιχα. 

□ 

 

Όλα τα ανωτέρω θα εφαρμοστούν στις ακόλουθες τρεις περιπτώσεις, οι οποίες αναλύονται 

παρακάτω. 

 Περίπτωση 4.1. Η χειρότερη δυνατή περίπτωση, στην οποία για όλους τους 

πολλαπλασιασμούς ισχύει |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖) ∙ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)| < 10. 
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 Περίπτωση 4.2. Η ευνοϊκότερη περίπτωση, στην οποία για όλους τους 

πολλαπλασιασμούς ισχύει |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖) ∙ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)| ≥ 10. 

 Περίπτωση 4.3. Η γενικότερη δυνατή περίπτωση, στην οποία η κατανομή του ποσοστού 

των πολλαπλασιασμών για τους οποίους ισχύει η σχέση |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖) ∙ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)| ≥ 10 

είναι τυχαία. 

Οι περιπτώσεις αυτές αναλύονται αμέσως παρακάτω. 

 

Περίπτωση 4.1. Στην περίπτωση κατά την οποία σε κάθε πολλαπλασιασμό 𝛼𝑖 ⋅ 𝛽𝑖 ισχύει η 

ανισότητα |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖) ∙ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)| < 10 , θα παρουσιάσουμε τη μέθοδο που αναπτύξαμε 

χρησιμοποιώντας ένα συγκεκριμένο παράδειγμα. Πράγματι, επιλέγουμε το κάτωθι σύνολο 

πιθανοτήτων 𝑃𝑖, 𝑖 = 1,2,… για τα αντίστοιχα ενδεχόμενα 𝛢𝑖. Σημειώνουμε ότι η τάξη μεγέθους 

των επιλεγεισών πιθανοτήτων 𝑃𝑖 εμφανίζεται συχνότερα στην πράξη: 

1. Ενδεχόμενο 𝛢1: Παραγωγή δύο επιπλέον λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων  

𝑃(휉 = 2) = 𝑃1 = 0. 

2. Ενδεχόμενο 𝛢2: Παραγωγή ενός επιπλέον λανθασμένου δεκαδικού ψηφίου  

𝑃(휉 = 1) = 𝑃2 = 0.5530. 

3. Ενδεχόμενο 𝛢3 : Διατήρηση του αριθμού των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων 

𝑃(휉 = 0) = 𝑃3 = 0.3934. 

4. Ενδεχόμενο 𝛢3+𝑘: Ανακούφιση του λάθους πεπερασμένης ακρίβειας κατά 𝑘 δεκαδικά 

ψηφία  

𝑃(휉 = −𝑘) = 𝑃3+𝑘, 𝑘 = 1,2,…. Οπότε, 𝑃4 = 0.0457 για 𝑘 = 1, 𝑃5 = 7.8 ∙ 10
−3 για 𝑘 =

2 κλπ. 

 

Ως εκ τούτου, εάν εκτελεστούν 𝑀 διαδοχικοί πολλαπλασιασμοί, η ποσότητα 𝜔 = ∑ 𝐴 ∙ 𝑖𝛮
=1  

των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων που γεννώνται κατά τους διαδοχικούς αυτούς 

πολλαπλασιασμούς ακολουθεί πολυωνυμική κατανομή, η οποία προσεγγίζεται από μία 

κανονική κατανομή με �̅� = 0.4917 ⋅ 𝑀 και 𝑆𝜔
2 = 0.3881 ⋅ 𝑀, για 𝑀 ≥ 30. Ως εκ τούτου, η 

ποσότητα 𝑧 =
𝜔−�̅�

𝑆𝜔
 ακολουθεί τυπική κανονική κατανομή Gauss με πολύ ικανοποιητική 

προσέγγιση, λόγω του Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος, η οποία συμβολίζεται με �̃�𝑁(0,1). 
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Ωστόσο, στην περίπτωση αυτή, η ποσότητα �̅� είναι θετική και η ανισότητα 
𝜔−�̅�

𝑆𝜔
≥ −4.2649 

ισχύει με βαθμό εμπιστοσύνης 0.99999. Με αυτό το βαθμό εμπιστοσύνης, το πλήθος των 

λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων 𝜔  που συσσωρεύονται μετά από 𝑀  διαδοχικούς 

πολλαπλασιασμούς, για τους οποίους ισχύει η ανισότητα |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖) ∙𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)| < 10 

ικανοποιεί την ακόλουθη σχέση: 

 𝜔 ≥ −4.2649 ∙ 𝜏𝜔 ∙ √𝑀 + 휇𝜔 ∙ 𝑀 (4.8) 

 

⟺𝜔 ≥ (−4.2649 ∙ 𝜏𝜔 + 휇𝜔 ∙ √𝑀) ∙ √𝑀 

όπου τα 𝜏𝜔 και 휇𝜔 προκύπτουν από τις Σχέσεις (4.3) και (4.2) αντίστοιχα ως εξής: 

 

𝜏𝜔 = √∑𝐴2 ∙ 𝑃

𝛮

=1

−∑𝐴2 ∙ 𝑃2
𝛮

=1

− 2 ∙∑ ∑ 𝐴𝑖 ∙ 𝐴𝑗 ∙ 𝑃𝑖 ∙ 𝑃𝑗

𝛮

𝑗=𝑖+1

𝛮

𝑖=1

 (4.9) 

 
휇𝜔 = ∑𝐴 ∙ 𝑃

𝛮

=1

 (4.10) 

 

Σημειώνουμε εμφατικά ότι στην περίπτωση αυτή, η ποσότητα 휇𝜔 είναι πάντοτε θετική. Οπότε, 

λόγω της Ανισότητας (4.8) ο αριθμός των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων 𝜔  που 

συσσωρεύονται σε καθένα από τα γινόμενα 𝛾𝑖 , 𝑖 = 1, 2, … ,𝑀 τείνει να αυξάνεται ιδιαίτερα 

γρήγορα, ακόμη και για μικρό αριθμό διαδοχικών πολλαπλασιασμών 𝑀. Αυτό θα φανεί και στα 

αντίστοιχα παραδείγματα που παρατίθενται στο Κεφάλαιο 6 (Πίνακας 6.2(α)). Όλες οι ανωτέρω 

παρατηρήσεις συνοψίζονται στο ακόλουθο θεώρημα: 

 

Θεώρημα 4.1. Ας υποθέσουμε ότι εκτελείται ένας αριθμός διαδοχικών πολλαπλασιασμών 𝛾𝑖 =

𝛼𝑖 ∙ 𝛽𝑖, 𝑖 = 1,… ,𝑀  και πως για κάθε πολλαπλασιασμό ισχύει η ανισότητα |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖) ∙

𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)| < 10. Στην περίπτωση αυτή, το εκάστοτε γινόμενο 𝛾𝑖 , 𝑖 = 1,… ,𝑀 είναι ιδιαίτερα 

επιρρεπές στη συσσώρευση λάθους πεπερασμένης ακρίβειας.  

Συγκεκριμένα, έστωσαν τα κάτωθι ενδεχόμενα: 
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𝛢1 = {𝛿ύ휊 휆𝛼휈휃𝛼𝜎휇έ휈𝛼 𝛿휀휅𝛼𝛿휄휅ά 𝜓휂𝜑ί𝛼 휋휌휊𝜎𝜏ί휃휀휈𝜏𝛼휄 𝜎𝜏휊 𝛾𝑖}, 

𝛢2 = {έ휈𝛼 휆𝛼휈휃𝛼𝜎휇έ휈휊 𝛿휀휅𝛼𝛿휄휅ό 𝜓휂𝜑ί휊 휋휌휊𝜎𝜏ί휃휀𝜏𝛼휄 𝜎𝜏휊 𝛾𝑖}, 

𝛢3 = {𝛿휀휈 휋휌휊𝜎𝜏ί휃휀𝜏𝛼휄 휆𝛼휈휃𝛼𝜎휇έ휈휊 𝛿휀휅𝛼𝛿휄휅ό 𝜓휂𝜑ί휊 𝜎𝜏휊 𝛾𝑖}, 

𝛢4 = {휇휀ί𝜔𝜎휂 𝜏𝜔휈 휆𝛼휈휃𝛼𝜎휇έ휈𝜔휈 𝛿휀휅𝛼𝛿휄휅ώ휈 𝜓휂𝜑ί𝜔휈 𝜏휊𝜐 𝛾𝑖 휅𝛼𝜏ά έ휈𝛼} κλπ. 

 

Σε όλα τα ανωτέρω ενδεχόμενα, ο αριθμός των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων του 

γινομένου 𝛾𝑖  συγκρίνεται κάθε φορά με το μέγιστο αριθμό λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων 

των όρων του γινομένου, 𝛼𝑖 , 𝛽𝑖. Επιπλέον, ας υποθέσουμε ότι οι πιθανότητες 𝑃𝑗 όπου 𝑗 =

1, 2, …, να συμβούν τα ανωτέρω ενδεχόμενα 𝛢𝑗, όπως αυτές ορίστηκαν στις Σχέσεις (4.1), 

παραμένουν κατά προσέγγιση σταθερές για όλους τους πολλαπλασιασμούς. Ο αριθμός 𝜔 των 

λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων που συσσωρεύονται στο γινόμενο 𝛾𝑖  κατά τον υπ’ αριθμόν 𝑖 

πολλαπλασιασμό ικανοποιεί την Ανισότητα (4.8). Το παρόν θεώρημα ισχύει για οποιοδήποτε 

βαθμό εμπιστοσύνης, αρκεί να προσαρμοστεί κατάλληλα ο συντελεστής του 𝜏𝜔. Εξ’ αιτίας του 

γεγονότος ότι η ποσότητα 휇𝜔 παραμένει θετική για την περίπτωση αυτή, η ποσότητα 𝜔 τείνει 

να αυξάνεται ραγδαία, ακόμη και για ιδιαίτερα μικρό αριθμό διαδοχικών πολλαπλασιασμών 

𝑀. Στην περίπτωση κατά την οποία οι πιθανότητες 𝑃𝑗, 𝑗 = 1,2, … δεν παραμένουν σταθερές 

κατά τη διάρκεια της εκτέλεσης ενός αλγορίθμου, τότε η ποσοτική εκτίμηση, η οποία δίνεται 

από τη Σχέση (4.8) είναι δυνατόν να υπολογιστεί είτε δυναμικά, είτε αντικαθιστώντας την 

εκάστοτε πιθανότητα 𝑃𝑗 για 𝑀 διαδοχικούς πολλαπλασιασμούς με τη μέση τιμή αυτών �̅�. 

Επομένως, ο ρυθμός αύξησης του συσσωρευμένου λάθους πεπερασμένης ακρίβειας στα 

παραγόμενα γινόμενα 𝛾𝑖  είναι ιδιαίτερα μεγάλος. Δηλαδή, όταν η ανισότητα |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖) ∙

𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)| < 10 ισχύει πάντα, ο πολλαπλασιασμός είναι ιδιαιτέρως «τοξικός», όσον αφορά το 

λάθος πεπερασμένης ακρίβειας που γεννάται και είναι δυνατόν να καταστρέψει γρήγορα 

οποιονδήποτε αλγόριθμο. 

□ 
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Περίπτωση 4.2. Εάν για κάθε πολλαπλασιασμό 𝛼𝑖 ⋅ 𝛽𝑖  ισχύει η ανισότητα |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖) ∙

𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)| ≥ 10,  θα αναδείξουμε τα σχετικά αποτελέσματα πάλι με τη χρήση ενός 

συγκεκριμένου παραδείγματος. Επαναλαμβάνουμε ότι η τάξη μεγέθους των επιλεγεισών 

πιθανοτήτων 𝑃𝑖, 𝑖 = 1,2,…  των αντιστοίχων ενδεχομένων 𝛢𝑖  εμφανίζεται συχνότερα στην 

πράξη. 

1. Η πιθανότητα εμφάνισης του ενδεχομένου 𝐴2 (휉 = 1) είναι 𝑃2 = 6.146 ∙ 10
−4. 

2. Η πιθανότητα εμφάνισης του ενδεχομένου 𝐴3 (휉 = 0) είναι 𝑃3 =  0.7468. 

3. Η πιθανότητα εμφάνισης του ενδεχομένου 𝐴4 (휉 = −1) είναι 𝑃4 = 0.2224. 

4. Η πιθανότητα εμφάνισης του ενδεχομένου 𝐴5 (휉 = −2) είναι 𝑃5 = 0.02720. 

5. Η πιθανότητα εμφάνισης του ενδεχομένου 𝐴6 (휉 = −3) είναι 𝑃6 = 0.002979. 

 

Όπως παρατηρούμε και από τα ανωτέρω αποτελέσματα, οι πιθανότητες εμφάνισης των 

ενδεχομένων 𝐴1, 𝐴6, 𝐴7, …  είναι πρακτικά μηδέν γι’ αυτό και τις αγνοήσαμε. Επομένως, 

σύμφωνα με το Λήμμα 4.1, �̅� = −0.2851 ⋅ 𝑀 και 𝑆𝜔
2 = 0.2783 ⋅ 𝑀. 

Σημειώνουμε πως και σε αυτή την περίπτωση, για 𝑀 ≥ 30 η ποσότητα 𝑧 =
𝜔−�̅�

𝑆𝜔
 ακολουθεί, 

λόγω του Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος, τυπική κανονική κατανομή Gauss με μέση τιμή 

μηδέν και τυπική απόκλιση ένα, �̃�𝑁(0,1). Τονίζεται επίσης πως, στην περίπτωση αυτή, η μέση 

τιμή �̅� του αριθμού των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων που παράγονται είναι αρνητική, 

όπως και στο παράδειγμα που επιλέξαμε ανωτέρω. 

Δεδομένου ότι �̃�𝑁(0,1), η ανισότητα 
𝜔−�̅�

𝑆𝜔
≤ 4.2649 ισχύει με βαθμό εμπιστοσύνης 99.999%. 

Με αυτό το βαθμό εμπιστοσύνης, ο αριθμός 𝜔 των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων που 

συσσωρεύονται μετά από την εκτέλεση 𝑀 διαδοχικών πολλαπλασιασμών για τους οποίους 

ισχύει η ανισότητα |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)| ≥ 10, ικανοποιεί τη σχέση 

 𝜔 ≤ (4.2649 ⋅ 𝜏𝜔 + 휇𝜔 ⋅ √𝑀) ⋅ √𝑀 (4.11) 

 

όπου οι ποσότητες 𝜏𝜔 και 휇𝜔 δίνονται από τις Σχέσεις (4.9) και (4.10) αντίστοιχα. 
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Εδώ, η ποσότητα 휇𝜔 είναι πάντα αρνητική. Ως εκ τούτου, ο αριθμός 𝜔 των συσσωρευμένων 

λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων παραμένει πολύ κοντά στο μηδέν, ακόμη και για μεγάλο 

αριθμό πολλαπλασιασμών. Αυτό έχει επαληθευτεί πειραματικά στο Κεφάλαιο 6 (Παράγραφος 

6.2). Οπότε ισχύει το ακόλουθο θεώρημα: 

 

Θεώρημα 4.2. Ας υποθέσουμε ότι εκτελείται ένας αριθμός 𝛭 διαδοχικών πολλαπλασιασμών 

𝛾𝑖 = 𝛼𝑖 ⋅ 𝛽𝑖, 𝑖 = 1,… ,𝑀. Για καθέναν από αυτούς του πολλαπλασιασμούς υποθέτουμε ότι 

ισχύει η ανισότητα |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)| ≥ 10. Οι διαδοχικοί αυτοί πολλαπλασιασμοί δεν 

προκαλούν σημαντική συσσώρευση λάθους πεπερασμένης ακρίβειας στο γινόμενο 𝛾𝑖, για 

οποιοδήποτε 𝑖 και 𝛭. 

i) Ας υποθέσουμε επιπλέον πως οι πιθανότητες 𝑃𝑗, με 𝑗 = 1,2,…, να παραχθεί λάθος 

πεπερασμένης ακρίβειας σε κάθε νέο πολλαπλασιασμό, όπως αυτές ορίστηκαν στο 

Θεώρημα 4.1 και μέσω των Σχέσεων (4.1), παραμένουν κατά προσέγγιση σταθερές καθ’ 

όλη τη διάρκεια των διαδοχικών πολλαπλασιασμών που εκτελούνται. Επίσης, όπως 

πάντα, θεωρούμε ότι στην 𝑖  – οστή αναδρομή, η ποσότητα 𝜔,  𝜔 = ∑ 𝐴 ⋅ 𝑖𝛮
=1  

αντιπροσωπεύει το πλήθος των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων τα οποία 

εμφανίζονται στο γινόμενο 𝛾𝑖. Στην περίπτωση αυτή με βαθμό εμπιστοσύνης 0.99999 

ισχύει η Ανισότητα (4.11). Συνεπώς, επειδή το 휇𝜔 είναι σε αυτή την περίπτωση πάντα 

αρνητικό, το 𝜔  παραμένει κοντά στο μηδέν, πρακτικά για οποιαδήποτε τιμή του 

πλήθους 𝛭 των διαδοχικών πολλαπλασιασμών. 

Η Σχέση (4.11) ισχύει για οποιοδήποτε βαθμό εμπιστοσύνης με  μοναδική, επουσιώδη 

διαφορά ότι πρέπει να αλλάξει αντίστοιχα ο σταθερός συντελεστής του 𝜏𝜔.  

ii) Με παρόμοιο τρόπο, ακόμη και στην περίπτωση που οι πιθανότητες 𝑃𝑗, 𝑗 = 1,2,… 

(Σχέσεις (4.1)) της γένεσης συγκεκριμένου αριθμού λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων 

δεν παραμένουν σταθερές, η ποσοτική εκτίμηση η οποία δίνεται από τη Σχέση (4.11) 

μπορεί να δοθεί είτε δυναμικά, είτε λαμβάνοντας ως αντίστοιχη αντιπροσωπευτική 

τιμή τη μέση τιμή �̅� όλων των 𝑃𝑗 για το σύνολο των διαδοχικών πολλαπλασιασμών 𝛭.  
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Συνεπώς, σε κάθε περίπτωση, εάν η σχέση |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)| ≥ 10 ισχύει για κάθε έναν 

από τους διαδοχικούς πολλαπλασιασμούς, τότε η συσσώρευση λάθους πεπερασμένης 

ακρίβειας σε όλα τα γινόμενα 𝛾𝑖 , 𝑖 = 1,2,… ,𝑀, είναι στην πράξη αμελητέα. 

□ 

 

 

Περίπτωση 4.3. Στη γενική περίπτωση, σε κάθε πολλαπλασιασμό ισχύει είτε η Ανισότητα (3.4), 

είτε η (3.16), χωρίς να καθορίζεται με συγκεκριμένο τρόπο ποια από τις δύο θα ισχύει σε κάθε 

περίπτωση. Εδώ, προκειμένου να λάβουμε μία αυστηρή εκτίμηση του αριθμού των 

λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων που παράγονται σε κάθε πολλαπλασιασμό, καθώς και την 

αντίστοιχη πιθανότητα, πρέπει να γνωρίζουμε την κατανομή των ποσοτήτων |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖)| και 

|𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)|. Ωστόσο, οι κατανομές αυτές είναι δυνατόν να εξαρτώνται σε μεγάλο βαθμό από 

τον ίδιο τον αλγόριθμο. Προκειμένου να λάβουμε μία εκτίμηση του λάθους πεπερασμένης 

ακρίβειας που παράγεται, παραθέτουμε το παράδειγμα στο οποίο και οι δύο ποσότητες 

|𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖)|  και |𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)|  ακολουθούν ομοιόμορφη κατανομή στο διάστημα [1,10).  Στο 

παράδειγμα αυτό, το σύνολο των ζευγών (𝛼, 𝛽) στο 𝛼𝛽 – επίπεδο που ικανοποιούν την (3.4) 

απαρτίζουν το διδιάστατο χωρίο που φράσσεται από τις ευθείες 𝛽 = 1 και 𝛼 = 1 και την 

υπερβολή 𝛼 ⋅ 𝛽 = 10 . Το χωρίο αυτό απεικονίζεται στο Σχήμα 4.1 με κόκκινο χρώμα. 

Αντίστοιχα, το χωρίο στο οποίο ισχύει η (3.16) είναι αυτό που φράσσεται από τις ευθείες 𝛼 =

10 και 𝛽 = 10και την υπερβολή 𝛼 ⋅ 𝛽 = 10. Το χωρίο αυτό απεικονίζεται με πράσινο χρώμα 

στο Σχήμα 4.1. Η πιθανότητα το γινόμενο των mantissae να είναι μικρότερο του δέκα στην 

περίπτωση αυτή είναι 

𝑃{|𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)| < 10} =
1

81
⋅ ∫

10

𝛽

10

1

𝑑𝛽 =
1

81
⋅ [10 ⋅ 𝑙𝑛𝛽]1

10 ≅ 0.2843 
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Σχήμα 4.1. Σχηματική απεικόνιση των κατανομών των γινομένων που ικανοποιούν τις ανισότητες|𝒎𝒂𝒏(𝜶𝒊) ⋅

𝒎𝒂𝒏(𝜷𝒊)| ≥ 𝟏𝟎  και |𝒎𝒂𝒏(𝜶𝒊) ⋅ 𝒎𝒂𝒏(𝜷𝒊)| < 𝟏𝟎 , εάν τα |𝒎𝒂𝒏(𝜶𝒊)|  και |𝒎𝒂𝒏(𝜷𝒊)|  ακολουθούν ομοιόμορφη 

κατανομή στο διάστημα [𝟏,𝟏𝟎). Με κόκκινο χρώμα απεικονίζονται τα γινόμενα για τα οποία ισχύει |𝒎𝒂𝒏(𝜶𝒊) ⋅

𝒎𝒂𝒏(𝜷𝒊)| < 𝟏𝟎, ενώ με πράσινο χρώμα εμφανίζονται εκείνα για τα οποία ισχύει |𝒎𝒂𝒏(𝜶𝒊) ⋅ 𝒎𝒂𝒏(𝜷𝒊)| ≥ 𝟏𝟎. 

 

Σε περίπτωση που δεν υπάρχει συγκεκριμένη κατανομή των |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖)|  και |𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)| , 

μπορούμε να υπολογίσουμε δυναμικά, κατά την εκτέλεση του αλγορίθμου, το πλήθος των 

πολλαπλασιασμών που ικανοποιούν την Ανισότητα (3.4) σε σχέση με αυτό των 

πολλαπλασιασμών που ικανοποιούν τη συμπληρωματική Ανισότητα (3.16), προκειμένου να 

λάβουμε μία εκτίμηση για τη συσσώρευση του λάθους πεπερασμένης ακρίβειας στο 

συγκεκριμένο αλγόριθμο, όπως υποδεικνύει το κάτωθι θεώρημα: 

 

Θεώρημα 4.3. Ας υποθέσουμε ότι εκτελούνται 𝑀 διαδοχικοί πολλαπλασιασμοί 𝛾𝑖 = 𝛼𝑖 ⋅ 𝛽𝑖, 𝑖 =

1,… ,𝑀. Για ένα ποσοστό 𝐹𝑔 των διαδοχικών αυτών πολλαπλασιασμών ισχύει η Ανισότητα 
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(3.16), ενώ για το υπόλοιπο ποσοστό 𝐹𝑠 = 1 − 𝐹𝑔  των πολλαπλασιασμών αυτών ισχύει η 

Ανισότητα (3.4). Στην περίπτωση αυτή, αναφορικά με τη συγκέντρωση λάθους πεπερασμένης 

ακρίβειας στα επί μέρους γινόμενα 𝛾𝑖 , 𝑖 = 1,… ,𝑀, ισχύουν οι ακόλουθες δύο περιπτώσεις: 

i. Όταν ισχύει 𝐹𝑔 >
1

2
, το τυχόν γινόμενο 𝛾𝑖  τείνει να συμπεριφέρεται όπως περιεγράφη 

στην ανωτέρω Περίπτωση 4.2, με αποτέλεσμα το συνολικό λάθος πεπερασμένης 

ακρίβειας που συσσωρεύεται κατά την εκτέλεση του αλγορίθμου να περιορίζεται. Όσο 

το ποσοστό 𝐹𝑔 προσεγγίζει τη μονάδα, τόσο περισσότερο περιορίζεται ο αριθμός των 

λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων που συσσωρεύονται σε καθένα από τα επί μέρους 

γινόμενα 𝛾𝑖. 

ii. Στην αντίθετη περίπτωση, στην οποία 𝐹𝑔 ≤
1

2
, το λάθος πεπερασμένης ακρίβειας το 

οποίο συσσωρεύεται στα γινόμενα 𝛾𝑖  αυξάνει. Συγκεκριμένα, όσο περισσότερο το 

ποσοστό 𝐹𝑔προσεγγίζει το μηδέν, τόσο περισσότερο αυξάνει ο ρυθμός συσσώρευσης 

λάθους πεπερασμένης ακρίβειας στα γινόμενα 𝛾𝑖. 

 

Σχετικά πειράματα, τα οποία αποδεικνύουν πλήρως την ισχύ των ανωτέρω περιπτώσεων 

παρουσιάζονται αναλυτικά στην Παράγραφο 6.2. 
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5 Εκτέλεση ενός συνόλου πολλαπλασιασμών με δύο 

διαφορετικά μήκη λέξης 

Έστω ένας αλγόριθμος 𝛢, ο οποίος σε κάθε επανάληψή του περιλαμβάνει έναν αριθμό 

πολλαπλασιασμών. Εκτελούμε τον αλγόριθμο 𝛢 ταυτόχρονα με 𝑛 και 𝑚 δεκαδικά ψηφία στη 

mantissa. Ας υποθέσουμε ότι 𝑛 ≥ 7 και ότι 𝑚 ≥ 2 ⋅ 𝑛 + 7, ενώ και στις δύο περιπτώσεις 

εκτέλεσης χρησιμοποιούνται ακριβώς τα ίδια δεδομένα ως είσοδοι του αλγορίθμου. Έστω, 

επίσης, τυχούσα ποσότητα 𝛾 του αλγορίθμου 𝛢. Η τιμή της ποσότητας 𝛾 στην υπ’ αριθμόν 휌 

αναδρομή του αλγορίθμου όταν όλοι οι υπολογισμοί έχουν πραγματοποιηθεί πρακτικά με 𝑛 

δεκαδικά ψηφία συμβολίζεται με 𝛾𝑛
𝜌

. Με αντίστοιχο σκεπτικό συμβολίζουμε με 𝛾𝑚
𝜌

 την τιμή της 

ίδιας ποσότητας 𝛾 στην ίδια αναδρομή όταν όλοι οι υπολογισμοί εκτελούνται πρακτικά με 𝑚 

δεκαδικά ψηφία στη mantissa. Στο παρόν κεφάλαιο θα συγκρίνουμε τον αριθμό των 

λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων με τα οποία έχει υπολογιστεί καθεμία από τις ποσότητες 𝛾𝑛
𝜌

 

και 𝛾𝑚
𝜌

. 

Όπως αναφέρθηκε στα προηγούμενα κεφάλαια, ο αριθμός λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων 

που παράγεται κατά την εκτέλεση ενός πολλαπλασιασμού εξαρτάται από την τάξη του 

γινομένου των mantissae των πολλαπλασιαστέων. Η τάξη αυτή δεν εξαρτάται από την ακρίβεια 

των όρων του γινομένου, όσο ο αλγόριθμος δεν έχει καταστραφεί εξ’ αιτίας του λάθους 

πεπερασμένης ακρίβειας. Στο Κεφάλαιο 4 καταλήξαμε στο συμπέρασμα ότι, ανεξάρτητα από το 

χρησιμοποιούμενο μήκος λέξης με το οποίο αναπαρίστανται οι αριθμοί οι οποίοι λαμβάνουν 

μέρος στις πράξεις του εκάστοτε αλγορίθμου, ο αριθμός λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων 

οποιουδήποτε γινομένου 𝛾 ακολουθεί με πολύ ικανοποιητική προσέγγιση κανονική κατανομή 

εάν ο αριθμός των διαδοχικών πολλαπλασιασμών που γέννησε το 𝛾 είναι μεγαλύτερος ή ίσος 

από 30, αλλά ακόμα και αν ο αριθμός των διαδοχικών πολλαπλασιασμών είναι μεγαλύτερος 

του 20. Ως εκ τούτου, η διαφορά ανάμεσα στον αριθμό των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων 

των ποσοτήτων 𝛾𝑛
𝜌

 και 𝛾𝑚
𝜌

 ακολουθεί επίσης κανονική κατανομή με μέση τιμή μηδέν (0) και 

διασπορά η οποία προκύπτει άμεσα από τα αποτελέσματα που παρουσιάστηκαν στο Κεφάλαιο 

4. Συνεπώς, ισχύει το ακόλουθο θεώρημα: 
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Θεώρημα 5.1. Ας υποθέσουμε ότι ένας αλγόριθμος 𝛢 εκτελείται παράλληλα, με την ίδια 

ακριβώς είσοδο, με δύο διαφορετικά πεπερασμένα μήκη λέξης, τα οποία πρακτικά 

αντιστοιχούν σε 𝑛  και 𝑚  δεκαδικά ψηφία. Ας υποθέσουμε, επίσης, ότι οι αντίστοιχες 

αναπαραστάσεις της ίδιας ποσότητας 𝛾 του αλγορίθμου 𝛢 για τα δύο διαφορετικά αυτά μήκη 

λέξης είναι 𝛾𝑛 και 𝛾𝑚 αντίστοιχα. Έστω η τυχαία μεταβλητή 

 𝛬 = {𝛢휌휄휃휇ό𝜍 휆. 𝛿. 𝜓. 휋휊𝜐 έ𝜒휊𝜐휈 𝜎𝜐𝜎𝜎𝜔휌휀𝜐𝜏휀ί 𝜎𝜏휊 𝛾𝑚} − 

{𝛢휌휄휃휇ό𝜍 휆. 𝛿. 𝜓. 휋휊𝜐 έ𝜒휊𝜐휈 𝜎𝜐𝜎𝜎𝜔휌휀𝜐𝜏휀ί 𝜎𝜏휊 𝛾𝑛}. 

(5.1) 

 

Η τυχαία μεταβλητή 𝛬 ακολουθεί κανονική κατανομή με μέση τιμή μηδέν (0) και διασπορά 2 ⋅

𝑆𝜔
2 , όπου το 𝑆𝜔

2  δίνεται από τη Σχέση (4.3).  

Έστω 𝐹𝑚,𝑛(𝑡) η συνάρτηση κατανομής του 𝛬. Η πιθανότητα το |𝛬| να είναι μεγαλύτερο από 휁 

λανθασμένα δεκαδικά ψηφία δίνεται από τη σχέση  

 𝑃(|𝛬| > 휁 ≥ 0) =  2 ⋅ (1 − 𝐹𝑚,𝑛(휁)) (5.2) 

 

□ 

 

Χρησιμοποιώντας αντιπροσωπευτικές τιμές για τις πιθανότητες 𝑃𝑖,𝑗, όπου 𝑖 = 1,… ,𝑀 και 𝑗 =

2,1,…, όπως αυτές που εμφανίζονται στο Κεφάλαιο 6 και συγκεκριμένα στους Πίνακες 6.4 και 

6.5, συμπεραίνουμε ότι η πιθανότητα τα 𝛾𝑛
𝜌

 και 𝛾𝑚
𝜌

 να διαφέρουν κατ’ απόλυτη τιμή κατά 𝛬 ≥

7 δεκαδικά ψηφία είναι πρακτικά μηδενική. Το συμπέρασμα αυτό ισχύει ακόμη και για μεγάλο 

αριθμό διαδοχικών πολλαπλασιασμών 𝛭. Επιπλέον, η μικρή ευαισθησία του 휁 στις αλλαγές της 

τυπικής απόκλισης καθιστά τα ανωτέρω αποτελέσματα έγκυρα ακόμη και αν οι πιθανότητες 

𝑃𝑖,𝑗 μεταβάλλονται από πολλαπλασιασμό σε πολλαπλασιασμό. Επομένως, ισχύει το ακόλουθο 

θεώρημα: 
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Θεώρημα 5.2. Όπως και στο Θεώρημα 5.1, υποθέτουμε ότι ο αλγόριθμος 𝛢  εκτελείται 

παράλληλα με την ίδια ακριβώς είσοδο και με δύο διαφορετικά πεπερασμένα μήκη λέξης, 𝑛 

και 𝑚 , όπου 𝑚 > 2 ⋅ 𝑛 + 7.  Για μία τυχούσα ποσότητα 𝛾  του αλγορίθμου 𝛢  ισχύουν τα 

ακόλουθα: 

1. Προβάλλουμε το 𝛾𝑚  σε 𝑛  δεκαδικά ψηφία. Η προβολή επιτυγχάνεται με 

στρογγυλοποίηση του 𝛾𝑚 επί τη βάσει της πληροφορίας του 𝑛 + 1 – οστού δεκαδικού 

ψηφίου του 𝛾𝑚 . Με τον τρόπο αυτό λαμβάνουμε την αναπαράσταση �̃�𝑛  του 𝛾𝑚 . 

Συγκρίνουμε τα �̃�𝑛  και 𝛾𝑛  χρησιμοποιώντας τους Ορισμούς 2.3 και 2.4 και εάν το 

αποτέλεσμα υποδεικνύει διαφορά 𝑘 δεκαδικών ψηφίων, με (𝑘 < 𝑛), συμπεραίνουμε 

ότι τα τελευταία 𝑘 δεκαδικά ψηφία του 𝛾𝑛 είναι λανθασμένα. 

2. Συμπεραίνουμε επίσης ότι το 𝛾𝑚 έχει το πολύ 𝑘 + 7 λανθασμένα δεκαδικά ψηφία ή, 

ισοδύναμα, ότι τα πρώτα 𝑚 − 𝑘 − 7 δεκαδικά ψηφία του 𝛾𝑚 είναι σωστά. 

3. Για όσο χρόνο κατά την εκτέλεση του αλγορίθμου 𝛢 ισχύει ότι 𝑘 < 𝑛, το �̃�𝑛 παραμένει 

μία εντελώς ορθή αναπαράσταση του 𝛾 με 𝑛 δεκαδικά ψηφία. 

□ 

 

Όπως αναφέρθηκε στο Κεφάλαιο 2, η πλήρως ορθή αναπαράσταση της εκάστοτε ποσότητας 𝛾 

που παράγεται από έναν αλγόριθμο 𝛢, είτε ως ενδιάμεσο, είτε ως τελικό αποτέλεσμά του δεν 

μπορεί να είναι διαθέσιμη, καθώς δεν υπάρχει υπολογιστική μηχανή η οποία να εκτελεί 

πράξεις μεταξύ αριθμών με άπειρη ακρίβεια. Ως εκ τούτου, τα συμπεράσματα που εξάγονται 

από την ανάλυση του παρόντος κεφαλαίου δίνουν μία εναλλακτική λύση στην αδυναμία αυτή 

των σύγχρονων υπολογιστικών συστημάτων και μία συστηματική μεθοδολογία με την οποία 

μπορούμε να υπολογίσουμε σε κάθε αναδρομή ενός αλγορίθμου τον αριθμό των λανθασμένων 

δεκαδικών ψηφίων οποιασδήποτε ποσότητάς του. 

Η ορθότητα του Θεωρήματος 5.2 έχει ελεγχθεί πειραματικά στο επόμενο Κεφάλαιο 6 της 

παρούσας διατριβής. 
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6 Πειράματα ελέγχου/επιβεβαίωσης της θεωρητικής 

ανάλυσης που προηγήθηκε 

Στο παρόν κεφάλαιο θα παραθέσουμε μία σειρά από πειραματικές διαδικασίες, οι οποίες 

έχουν ως σκοπό την επαλήθευση της θεωρητικής ανάλυσης που πραγματοποιήθηκε στα 

Κεφάλαια 3, 4 και 5 του δεύτερου αυτού μέρους της διατριβής. Ωστόσο, για την πειραματική 

επαλήθευση, θα κινηθούμε με την αντίθετη φορά από αυτή της παρουσίασης των θεωρητικών 

αποτελεσμάτων. Συγκεκριμένα, θα παραθέσουμε αρχικά τη διαδικασία και τα αποτελέσματα 

της πειραματικής επαλήθευσης των θεωρητικών συμπερασμάτων του Κεφαλαίου 5 και 

συγκεκριμένα του Θεωρήματος 5.2 και στη συνέχεια θα προχωρήσουμε στην πειραματική 

επαλήθευση των αποτελεσμάτων των Κεφαλαίων 4 και 3. 

 

6.1 Πειραματική επαλήθευση ελέγχου συσσώρευσης λάθους 

πεπερασμένης ακρίβειας με χρήση δύο διαφορετικών μηκών λέξης 

Για την πειραματική επαλήθευση του Θεωρήματος 5.2 εκτελέσαμε 108  διαδοχικούς 

πολλαπλασιασμούς. Καθένας από τους πολλαπλασιασμούς αυτούς εκτελέστηκε τρεις φορές, τη 

μία χρησιμοποιώντας 16 δεκαδικά ψηφία στη mantissa του κάθε όρου του εκάστοτε γινομένου, 

τη δεύτερη χρησιμοποιώντας 40 δεκαδικά ψηφία και την τρίτη χρησιμοποιώντας 128 δεκαδικά 

ψηφία. Με τον τρόπο αυτό λάβαμε τις αναπαραστάσεις 𝛾16, 𝛾40 και 𝛾128 για το τυχόν γινόμενο 

𝛾 αντίστοιχα. Στη συνέχεια προβάλλαμε το αποτέλεσμα 𝛾40, το οποίο έχει υπολογιστεί με 40 

δεκαδικά ψηφία ακρίβεια σε 16 δεκαδικά ψηφία, λαμβάνοντας την αναπαράσταση �̃�16, όπως 

περιεγράφη στο Κεφάλαιο 5. Με παρόμοιο τρόπο προβάλλαμε το αποτέλεσμα 𝛾128  σε 

αναπαραστάσεις με 16 και 40 δεκαδικά ψηφία ακρίβεια, λαμβάνοντας τις αναπαραστάσεις 𝛾16 

και 𝛾40. Τέλος, συγκρίναμε το 𝛾16 με τα �̃�16 και 𝛾16, με χρήση των Ορισμών 2.3 και 2.4. 

Συγκρίναμε επίσης τις αναπαραστάσεις �̃�16  και 𝛾16,  καθώς και το 𝛾40  με το 𝛾40, 

χρησιμοποιώντας την ίδια μεθοδολογία. Τα αποτελέσματα της σύγκρισης παρουσιάζονται στον 

Πίνακα 6.1 και, όπως παρατηρούμε, επιβεβαιώνουν πλήρως τα συμπεράσματα του 

Θεωρήματος 5.2. 
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Ελάχιστη διαφορά λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων κατά την 

εκτέλεση πολλαπλασιασμών με 16 και 40 δεκαδικά ψηφία 
-3 

Μέγιστη διαφορά λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων κατά την 

εκτέλεση πολλαπλασιασμών με 16 και 40 δεκαδικά ψηφία 
3 

Μέση διαφορά λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων κατά την 

εκτέλεση πολλαπλασιασμών με 16 και 40 δεκαδικά ψηφία 
-0.0945 

Μέγιστος αριθμός λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων κατά την 

εκτέλεση πολλαπλασιασμών με 16 δεκαδικά ψηφία ακρίβεια 
16 

Μέγιστος αριθμός λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων κατά την 

εκτέλεση πολλαπλασιασμών με 40 δεκαδικά ψηφία ακρίβεια 
16 

Πίνακας 6.1. Σύγκριση του αριθμού των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων που συσσωρεύτηκαν κατά την εκτέλεση 

𝟏𝟎𝟖 διαδοχικών πολλαπλασιασμών. Όλοι οι διαδοχικοί πολλαπλασιασμοί εκτελέστηκαν παράλληλα με 16, 40 και 

128 δεκαδικά ψηφία στη mantissa τους. 

 

6.2 Πειραματική επαλήθευση συσσώρευσης λάθους πεπερασμένης 

ακρίβειας σε διαδοχικούς πολλαπλασιασμούς 

Στην παρούσα παράγραφο θα παραθέσουμε πειραματικές διαδικασίες και τα αντίστοιχα 

αποτελέσματα, τα οποία επαληθεύουν πλήρως τη θεωρητική ανάλυση του Κεφαλαίου 4. Στο 

τέλος του Κεφαλαίου 4 τα εξαχθέντα θεωρητικά πορίσματα εφαρμόστηκαν και αναλύθηκαν σε 

σχέση με τις ακόλουθες τρεις διακριτές περιπτώσεις:  

 Περίπτωση 4.1. Η χειρότερη δυνατή περίπτωση, στην οποία για όλους τους 

πολλαπλασιασμούς ισχύει |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)| < 10. 

 Περίπτωση 4.2. Η ευνοϊκότερη περίπτωση, στην οποία για όλους τους 

πολλαπλασιασμούς ισχύει |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)| ≥ 10. 

 Περίπτωση 4.3. Η γενικότερη δυνατή περίπτωση, στην οποία η κατανομή του ποσοστού 

των πολλαπλασιασμών για τους οποίους ισχύει η σχέση |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖) ∙ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)| ≥ 10 

είναι τυχαία. 
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Για λόγους συνέπειας, θα διακρίνουμε τις ίδιες περιπτώσεις. Αρχικά θα περιγράψουμε ένα 

γενικό πείραμα, το οποίο εφαρμόστηκε και στις τρεις προαναφερθείσες περιπτώσεις και θα 

παραθέσουμε τα αποτελέσματα εφαρμογής του για καθεμία από τις περιπτώσεις αυτές. Στη 

συνέχεια θα περιγράψουμε δύο επιπλέον πειραματικές διαδικασίες, καθεμιά από τις οποίες 

έχει ως στόχο την περαιτέρω επαλήθευση καθεμίας από τις ανωτέρω Περιπτώσεις 4.1 και 4.2. 

 

Ένα πρώτο, γενικό πείραμα 

Αρχικά επιλέξαμε ένα σύνολο 𝑆𝑛  από 106  τυχαία επιλεγμένους αριθμούς κινητής 

υποδιαστολής, οι οποίοι είχαν 16 δεκαδικά ψηφία στη mantissa τους. Στην περίπτωση αυτή, ο 

δείκτης 𝑛 αντιπροσωπεύει τα 16 δεκαδικά ψηφία της mantissa των επιλεγέντων αριθμών. Οι 

αριθμοί αυτοί προήλθαν από μία ομοιόμορφη κατανομή, ήταν, δε, όλοι εκπεφρασμένοι σε 

επιστημονική μορφή  

𝑚𝑎𝑛𝑡𝑖𝑠𝑠𝑎 ∙ 10𝑇 

Ακολούθως, επεκτείναμε καθέναν από τους αριθμούς 𝛼𝑛  του συνόλου 𝑆𝑛, ώστε να 

περιλαμβάνει 40 δεκαδικά ψηφία στη mantissa του, με τα τελευταία 24 δεκαδικά ψηφία να 

είναι μηδενικά. Με τον τρόπο αυτό λάβαμε τα στοιχεία 𝛼𝑚 του συνόλου 𝑆𝑚, όπου, εδώ, ο 

δείκτης 𝑚 αντιπροσωπεύει τα 40 δεκαδικά ψηφία της mantissa των αριθμών 𝛼𝑚. 

Στη συνέχεια, επιλέξαμε μία τυχαία, αλλά σταθερή τιμή του ποσοστού 𝐹𝑔  εντός του 

διαστήματος [0,1], όπου, όπως και στο Κεφάλαιο 4, 𝐹𝑔 είναι το ποσοστό των διαδοχικών αυτών 

πολλαπλασιασμών για τους οποίους ισχύει η ανισότητα |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)| ≥ 10 . 

Πραγματοποιήσαμε 𝐹𝑔 ∙ 10
9 πολλαπλασιασμούς με ακρίβεια 𝑛 = 16 δεκαδικών ψηφίων, για 

τους οποίους οι όροι του γινομένου 𝛼𝑛, 𝛽𝑛 ∈ 𝑆𝑛 ικανοποιούσαν την ανισότητα |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑛) ⋅

𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑛)| ≥ 10. Εκτελέσαμε επιπλέον (1 − 𝐹𝑔) ∙ 10
9  πολλαπλασιασμούς με επίσης 16 

δεκαδικά ψηφία ακρίβεια, για τους οποίους οι όροι του γινομένου 𝛼𝑛, 𝛽𝑛 ∈ 𝑆𝑛 ικανοποιούσαν 

τη συμπληρωματική ανισότητα |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑛) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑛)| < 10. Εξασφαλίσαμε, επίσης, ότι δεν 

έλαβε χώρα ο ίδιος πολλαπλασιασμός περισσότερες από μία φορά. 

Εκτελέσαμε επίσης ακριβώς τους ίδιους πολλαπλασιασμούς με ακρίβεια 40 δεκαδικών 

ψηφίων, χρησιμοποιώντας σαν όρους του γινομένου στοιχεία 𝛼𝑚, 𝛽𝑚  του συνόλου 𝑆𝑚. 
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Υποθέτουμε ότι κατά την εκτέλεση ενός πολλαπλασιασμού μεταξύ των στοιχείων 𝛼𝑛, 𝛽𝑛 ∈ 𝑆𝑛 

παράγεται ένα γινόμενο 𝛾𝑛
1, το οποίο έχει παραχθεί με 𝑥𝑛

1 ≥ 0 λανθασμένα δεκαδικά ψηφία 

στη mantissa. Αντίστοιχα, υποθέτουμε ότι κατά την εκτέλεση ενός πολλαπλασιασμού μεταξύ 

των στοιχείων 𝛼𝑚, 𝛽𝑚 ∈ 𝑆𝑚  παράγεται ένα γινόμενο 𝛾𝑚
1 , με 𝑥𝑚

1 ≥ 0 λανθασμένα δεκαδικά 

ψηφία στη mantissa του. Τα σφάλματα στα 𝑥𝑛
1 δεκαδικά ψηφία του 𝛾𝑛

1 υπολογίστηκαν μέσω 

των Ορισμών 2.3 και 2.4, καθώς και του Θεωρήματος 5.2, χρησιμοποιώντας σαν αριθμούς 

αναφοράς τα γινόμενα 𝛾𝑚
1  και υπολογίζοντας το λάθος πεπερασμένης ακρίβειας των γινομένων 

𝛾𝑛
1 ως προς αυτά. Από τα προκύπτοντα γινόμενα 𝛾𝑛

1 και 𝛾𝑚
1  σχηματίσαμε δύο νέα σύνολα 

αριθμών 𝑆𝑛
1, 𝑆𝑚

1 , τα οποία βρίσκονταν σε αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία (𝛾𝑛
1, 𝛾𝑚

1 ). 

Επιπλέον, για την ίδια τιμή 𝐹𝑔 εκτελέσαμε 𝐹𝑔 ∙ 10
9 πολλαπλασιασμούς μεταξύ των στοιχείων 

𝛼𝑛
1 , 𝛽𝑛

1  του συνόλου 𝑆𝑛
1  που ικανοποιούσαν την ανισότητα |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑛

1) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑛
1)| ≥ 10  και 

(1 − 𝐹𝑔) ∙ 10
9  πολλαπλασιασμούς μεταξύ των στοιχείων του ίδιου συνόλου που 

ικανοποιούσαν την ανισότητα |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑛
1) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑛

1)| < 10. Με τη διαδικασία αυτή λάβαμε 109 

γινόμενα, το σύνολο των οποίων αποκαλέσαμε 𝛾𝑛
2. Και σε αυτή την περίπτωση εξασφαλίσαμε 

ότι κανένας πολλαπλασιασμός δεν εκτελέστηκε περισσότερες από μία φορές. Οι ίδιοι ακριβώς 

πολλαπλασιασμοί εκτελέστηκαν και με ακρίβεια 40 δεκαδικών ψηφίων μεταξύ των στοιχείων 

του συνόλου 𝑆𝑚
1 , παρέχοντας τα γινόμενα 𝛾𝑚

2 . Από τα γινόμενα 𝛾𝑛
2 και 𝛾𝑚

2  σχηματίσαμε τα 

σύνολα 𝑆𝑛
2 και 𝑆𝑚

2  αντίστοιχα, τα οποία βρίσκονταν σε αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία (𝛾𝑛
2, 𝛾𝑚

2 ), 

όπως και τα σύνολα 𝑆𝑛
1, 𝑆𝑚

1 . 

Συνεχίζοντας με τον ίδιο τρόπο, σχηματίσαμε τα σύνολα (𝑆𝑛,
3𝑆𝑚
3 ),… , (𝑆𝑛,

𝑖 𝑆𝑚
𝑖 ) κλπ. με το ίδιο 

ποσοστό 𝐹𝑔 . Σε όλες αυτές τις περιπτώσεις υπολογίσαμε τον αριθμό των λανθασμένων 

δεκαδικών ψηφίων με τον οποίο παρήχθησαν τα γινόμενα 𝛾𝑛
𝑖  χρησιμοποιώντας τις 

προσεγγίσεις των Κεφαλαίων 2 και 5. Επιπλέον, όποτε κάποιος εκθέτης υπερέβαινε κάποια 

προκαθορισμένη μεγάλη τιμή, παραδείγματος χάριν το 30, κατά την ανωτέρω διεργασία, αυτός 

ετίθετο στο μηδέν για να αποφύγουμε την υπερχείλιση. Τονίζουμε για ακόμη μία φορά ότι ο 

παράγοντας 10𝑇 δεν συμμετέχει στην παραγωγή και τη συσσώρευση λάθους πεπερασμένης 

ακρίβειας. Αναφορικά με το ανωτέρω πείραμα, διακρίναμε τις ακόλουθες τρεις περιπτώσεις: 

 Περίπτωση 6.2.1. Η χειρότερη δυνατή περίπτωση, στην οποία για όλους τους 

πολλαπλασιασμούς ίσχυε |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑛
𝑖 ) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑛

𝑖 )| < 10 ή, ισοδύναμα, 𝐹𝑔 ≅ 0. Στην 

περίπτωση αυτή, το λάθος πεπερασμένης ακρίβειας το οποίο συσσωρευόταν στα 
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γινόμενα 𝛾𝑛
𝑖  κατά την εκτέλεση διαδοχικών πολλαπλασιασμών, ακόμα και για μικρές τιμές 

του 𝑖 αυξανόταν ραγδαία, με αποτέλεσμα να φθάνει τα 16 δεκαδικά ψηφία μετά από 

μόλις 61 αναδρομές περίπου, σε πλήρη συμφωνία με τη θεωρητική ανάλυση που 

προηγήθηκε. Ένα σχετικό πείραμα το οποίο καταδεικνύει καλύτερα την «τοξικότητα» της 

περίπτωσης αυτής, παρουσιάζεται παρακάτω. 

 

 Περίπτωση 6.2.2. Η ευνοϊκότερη περίπτωση, στην οποία για όλους τους 

πολλαπλασιασμούς ίσχυε |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑛
𝑖 ) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑛

𝑖 )| ≥ 10 ή, ισοδύναμα, 𝐹𝑔 ≅ 1. Σε αυτή την 

περίπτωση, το λάθος πεπερασμένης ακρίβειας το οποίο συσσωρευόταν στα γινόμενα 𝛾𝑛
𝑖  

ήταν πρακτικά αμελητέο για όλες τις τιμές του 𝑖. Το αποτέλεσμα αυτό, το οποίο βρίσκεται 

σε πλήρη συμφωνία με την προηγηθείσα θεωρητική ανάλυση, δείχνει ότι όταν ισχύει η 

ανισότητα |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑛
𝑖 ) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑛

𝑖 )| ≥ 10 σε όλες τις περιπτώσεις, ο αλγόριθμος στον οποίο 

εκτελούνται οι διαδοχικοί πολλαπλασιασμοί δεν κινδυνεύει να δώσει λανθασμένα 

αποτελέσματα λόγω συσσώρευσης λάθους πεπερασμένης ακρίβειας. Αναφορικά με αυτή 

την περίπτωση έχουμε καταρτίσει ένα ειδικό πείραμα, το οποίο παρουσιάζεται στα 

επόμενα. 

 

 Περίπτωση 6.2.3. Η γενικότερη δυνατή περίπτωση, στην οποία η κατανομή των γινομένων 

για τα οποία ίσχυε η ανισότητα |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑛
𝑖 ) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑛

𝑖 )| ≥ 10 ήταν τυχαία ή, ισοδύναμα, 

𝐹𝑔 ∈ (0,1).  Στη γενική αυτή περίπτωση, τα αποτελέσματα των διαδοχικών 

πολλαπλασιασμών σχετικά με τη συσσώρευση λάθους πεπερασμένης ακρίβειας 

εξαρτώνταν έντονα από την τιμή του ποσοστού 𝐹𝑔 . Για την καλύτερη μελέτη της 

περίπτωσης αυτής, διακρίναμε δύο περαιτέρω υποπεριπτώσεις:  

 

i. την περίπτωση στην οποία 𝐹𝑔 ≤ 0.5 και  

ii. την περίπτωση στην οποία 𝐹𝑔 > 0.5. 

 

Η υποπερίπτωση (i) ήταν ανάλογη της Περίπτωσης 6.2.1. Συγκεκριμένα, τα γινόμενα 𝛾𝑛
𝑖 =

𝛼𝑛
𝑖 ⋅ 𝛽𝑛

𝑖  που παρήχθησαν είχαν όλα τους τα ψηφία λανθασμένα μετά από έναν σχετικά μικρό 

αριθμό αναδρομών, όπως παρουσιάζεται στον Πίνακα 6.2(α). Αντιθέτως, η υποπερίπτωση (ii) 

ήταν ανάλογη της Περίπτωσης 6.2.2, με την έννοια ότι τα γινόμενα 𝛾𝑛
𝑖  παρουσίαζαν σημαντικά 
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μικρότερη συσσώρευση λάθους πεπερασμένης ακρίβειας, όπως παρουσιάζεται στον Πίνακα 

6.2(β).  

Σε πλήρη αντιστοιχία με τη θεωρητική ανάλυση, όσο μικρότερο είναι το ποσοστό 𝐹𝑔, τόσο 

μεγαλύτερο είναι και το λάθος πεπερασμένης ακρίβειας που συσσωρεύεται στο εκάστοτε 

γινόμενο 𝛾𝑛
𝑖 . Τονίζουμε ότι, εάν τα αποτελέσματα της παρούσας παραγράφου συνδυαστούν με 

τα αποτελέσματα του Κεφαλαίου 4, συμπεραίνουμε άμεσα ότι ο πολλαπλασιασμός είναι 

ιδιαίτερα «τοξική» πράξη, από την άποψη της παραγωγής και της συσσώρευσης λάθους 

πεπερασμένης ακρίβειας, δεδομένου ότι η πιο συχνά απαντώμενη περίπτωση είναι αυτή του 

𝐹𝑔 ≅ 0.29 για ομοιόμορφα κατανεμημένες τιμές των όρων του γινομένου 𝛼 και 𝛽. 

 

Ποσοστό διαδοχικών 
πολλαπλασιασμών που 

ικανοποιούσαν την ανισότητα 

|𝒎𝒂𝒏(𝜶𝒏
𝒊 ) ⋅ 𝒎𝒂𝒏(𝜷𝒏

𝒊 )| ≥ 𝟏𝟎 

Αριθμός διαδοχικών 
πολλαπλασιασμών για τον 

οποίο το γινόμενο 𝜶𝒏
𝒊 ∙ 𝜷𝒏

𝒊  
ήταν εντελώς λανθασμένο 

0.0578 92 
0.0718 89 
0.0841 88 
0.0926 90 
0.1160 104 
0.1360 107 
0.1862 108 
0.2310 131 
0.2734 175 
0.4053 328 
0.4562 729 
0.4591 449 
0.4826 877 
0.4934 1781 
0.4948 1897 
0.4951 3001 
0.4964 4298 
0.4977 6090 
0.4987 10138 
0.4989 16305 
0.4999 25264 

(α) 
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Ποσοστό διαδοχικών 
πολλαπλασιασμών που 

ικανοποιούσαν την ανισότητα 

|𝒎𝒂𝒏(𝜶𝒏
𝒊 ) ⋅ 𝒎𝒂𝒏(𝜷𝒏

𝒊 )| ≥ 𝟏𝟎 

Μέγιστος αριθμός 
λανθασμένων δεκαδικών 

ψηφίων με τον οποίο 
υπολογίστηκε το γινόμενο  

𝜶𝒏
𝒊 ∙ 𝜷𝒏

𝒊 , 𝒊 ≤ 𝑭𝒈 ∙ 𝟏𝟎
𝟗 

Μέσος αριθμός 
συσσωρευμένων 

λανθασμένων δεκαδικών 
ψηφίων σε όλα τα γινόμενα 

𝜶𝒏
𝒊 ∙ 𝜷𝒏

𝒊 , 𝒊 ≤ 𝑭𝒈 ∙ 𝟏𝟎
𝟗 

0.5014 13 7.7761 

0.5029 12 7.2217 

0.5051 11 6.9437 

0.5063 11 6.8764 

0.5076 11 6.6435 

0.5131 10 6.1244 

0.5143 10 6.0928 

0.5154 10 6.0165 

0.5171 10 5.9189 

0.5204 10 5.7784 

0.5260 9 5.5140 

0.5300 9 5.4266 

0.5404 9 5.1647 

0.5481 9 5.0070 

0.5588 8 4.8098 

0.5899 8 4.4619 

0.6182 8 4.1856 

0.7742 6 3.4101 

0.8422 6 3.0055 

0.8702 5 2.9013 

0.8913 5 2.8306 

0.9195 5 2.7292 

0.9412 5 2.6463 

0.9519 4 2.6105 

(β) 

Πίνακας 6.2. Αποτελέσματα του πρώτου, γενικού πειράματος της Παραγράφου 6.2. 𝑭𝒈 ∙ 𝟏𝟎
𝟗  διαδοχικοί 

πολλαπλασιασμοί 𝜸𝒏
𝒊 = 𝜶𝒏

𝒊 ∙ 𝜷𝒏
𝒊  εκτελέστηκαν για διάφορες τιμές του ποσοστού 𝑭𝒈 με |𝒎𝒂𝒏(𝜶𝒏

𝒊 ) ⋅ 𝒎𝒂𝒏(𝜷𝒏
𝒊 )| ≥

𝟏𝟎. 

(α) Όταν 𝑭𝒈 ≤
𝟏

𝟐
, το γινόμενο 𝜸𝒏

𝒊  γίνεται εντελώς λανθασμένο μετά από έναν πολύ μικρό αριθμό 

πολλαπλασιασμών, σε πλήρη συμφωνία με τη θεωρητική πρόβλεψη. 

(β) Όταν 𝑭𝒈 >
𝟏

𝟐
, το γινόμενο 𝜸𝒏

𝒊  επιδεικνύει αξιοσημείωτη αντοχή στο λάθος πεπερασμένης ακρίβειας. Όσο πιο 

κοντά στο 1 είναι το 𝑭𝒈, τόσο μικρότερος είναι ο αριθμός των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων με τα οποία τα 

γινόμενα 𝜸𝒏
𝒊  υπολογίζονται, όπως προβλέπεται και από τη θεωρητική ανάλυση. 
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Δύο επιπλέον πειράματα 

Αναφορικά με τις δύο προαναφερθείσες Περιπτώσεις 6.2.1 και 6.2.2, εκτός από το γενικό 

πείραμα που παρουσιάστηκε ανωτέρω, πραγματοποιήθηκαν δύο επιπλέον πειράματα, τα 

οποία επαληθεύουν την ορθότητα της θεωρητικής ανάλυσης του Κεφαλαίου 4. 

Συγκεκριμένα, για την Περίπτωση 6.2.1, στην οποία ισχύει |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)| < 10 για κάθε 

𝑖 , υλοποιήσαμε ένα τεχνητό αλγόριθμο, ο οποίος εξαναγκάζει όλους τους διαδοχικούς 

πολλαπλασιασμούς να ικανοποιούν την ανωτέρω ανισότητα. Το διάγραμμα ροής του 

αλγορίθμου έχει ως ακολούθως: 

 Εκκινώντας από έναν τυχαίο αριθμό 𝛽0 ∈ [1, 10), εκφράζουμε αυτόν τον αριθμό με ένα 

συγκεκριμένο πλήθος ψηφίων, καθώς και με «το διπλάσιο συν επτά» πλήθος ψηφίων, 

λαμβάνοντας τις εκφράσεις του 𝛽0 για «μικρή» και «μεγάλη» ακρίβεια αντίστοιχα. 

 

 Στη συνέχεια, πολλαπλασιάζουμε το 𝛽0 με τον εαυτό του και στις δύο εκφράσεις, 

λαμβάνοντας το γινόμενο 𝛽0
2 με αυτές τις δύο διαφορετικές εκφράσεις ακρίβειας. 

 

 Εάν η ποσότητα 𝛽0
2 που προκύπτει από τον πολλαπλασιασμό αυτό ξεπερνά το 10, 

αφαιρούμε έναν κατάλληλα επιλεγμένο θετικό ακέραιο αριθμό 𝑐0 από το 𝛽0 και για τις 

δύο ακρίβειες του 𝛽0. Αυτό γίνεται προκειμένου η ποσότητα (𝛽0 − 𝑐0)
2 να ικανοποιεί 

την ανισότητα 1 ≤ (𝛽0 − 𝑐0)
2 < 10. Το 𝑐0 επιλέγεται να είναι φυσικός, ούτως ώστε η 

αφαίρεσή του από το 𝛽0 να μην εισάγει λάθος πεπερασμένης ακρίβειας στο 𝛽0. Το 

γεγονός ότι η αφαίρεση του 𝑐0 από το 𝛽0 δεν εισάγει λάθος πεπερασμένης ακρίβειας 

στην προκύπτουσα ποσότητα πέραν του σφάλματος που ήδη έχει η ποσότητα 𝛽0, 

επιβεβαιώνεται σε κάθε περίπτωση που είναι αναγκαία κάποια τέτοια αφαίρεση 

συγκρίνοντας το πλήθος των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων της ποσότητας 𝛽0 με 

αυτό της διαφοράς (𝛽0 − 𝑐0) μέσω των Ορισμών 2.3 και 2.4. Σε δημοσίευση που θα 

επακολουθήσει, θεμελιώνεται ότι μία πράξη αυτής της μορφής δεν παράγει ποτέ 

λάθος πεπερασμένης ακρίβειας. 

 

 Ακολούθως, συγκρίνουμε τις δύο εκφράσεις της ποσότητας 𝛽0
2 ως προς το λάθος 

πεπερασμένης ακρίβειας, θεωρώντας ως ορθή αναπαράσταση της ποσότητας την 
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έκφραση «μεγάλης» ακρίβειας αυτής. Το πλήθος των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων 

της έκφρασης «μικρής» ακρίβειας υπολογίζεται βάσει των Ορισμών 2.3 και 2.4 και του 

Θεωρήματος 5.2 και αποθηκεύεται. 

 

 Αμέσως μετά, ο εκθέτης του τετραγώνου τίθεται ίσος με μηδέν, προκειμένου να 

αποφύγουμε υπερχείλιση. 

 

 Η mantissa του τετραγώνου αποθηκεύεται σαν νέος αριθμός εκπεφρασμένος τόσο σε 

«μικρή», όσο και σε «μεγάλη» ακρίβεια. Ο αριθμός αυτός ονομάζεται 𝛽1. 

 

 Η προαναφερθείσα διαδικασία επαναλαμβάνεται με το 𝛽1 στη θέση του 𝛽0. Από την 

εφαρμογή της ανωτέρω διαδικασίας στο 𝛽1 προκύπτει το τετράγωνο 𝛽1
2. Το πλήθος 

των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων του 𝛽1
2 υπολογίζεται και αποθηκεύεται, αφού 

πρώτα εξακριβωθεί ότι 𝛽1
2 ∈ [1, 10)  ή αφότου επιβληθεί στο 𝛽1

2  να ανήκει στο 

διάστημα [1, 10), μέσω αφαίρεσης μίας κατάλληλης ποσότητας 𝑐1. 

 

 Τέλος, τα βήματα του ανωτέρω αλγορίθμου εκτελούνται έως ότου η προκύπτουσα 

ποσότητα 𝛽𝑖
2 για κάποια αναδρομή 𝑖 να έχει όλα της τα ψηφία στην έκφραση «μικρής» 

ακρίβειας λανθασμένα, ενώ, ταυτόχρονα, ισχύει 𝛽𝑖
2 ∈ [1, 10). 

 

 

Ο αλγόριθμος αυτός εκτελέστηκε για 103 διαφορετικές αρχικές τιμές της ποσότητας 𝛽0, η 

οποία ανήκε πάντα στο διάστημα [1, 10). Στον Πίνακα 6.3 παρουσιάζεται ο αριθμός των 

αναδρομών του αλγορίθμου που εκτελέστηκαν μέχρις ότου η ποσότητα 𝛽𝑖
2 να έχει όλα τα 

ψηφία της έκφρασής της σε «μικρή» ακρίβεια λανθασμένα, για διαφορετικές τιμές «απλού» 

και «διπλού» μήκους λέξης. Από τον πίνακα αυτό εξάγουμε το ιδιαίτερα σημαντικό 

συμπέρασμα ότι η ποσότητα 𝛽𝑖
2  έχει όλα της τα ψηφία λανθασμένα μετά από έναν 

εντυπωσιακά μικρό αριθμό αναδρομών, ειδικά αν συγκρίνουμε τον αριθμό των αναδρομών με 

την εκάστοτε χρησιμοποιούμενη ακρίβεια. Το αποτέλεσμα βρίσκεται σε πλήρη συμφωνία με τη 

θεωρητική ανάλυση του Κεφαλαίου 4. 
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Χρησιμοποιηθείσα «μικρή» 
ακρίβεια 

(αριθμός δεκαδικών ψηφίων) 

Αριθμός αναδρομών στον οποίο 

όλα τα ψηφία του 𝜷𝒊
𝟐 ήταν 

λανθασμένα, ανεξάρτητα της 
επιλογής του 𝜷𝟎 

16 61 

64 249 

128 484 

256 967 

512 1915 

1024 3843 

2048 7670 

4096 15285 
Πίνακας 6.3. Πίνακας που απεικονίζει τον αριθμό των αναδρομών στον οποίο ο τεχνητός αλγόριθμος που 

περιεγράφη στην παρούσα Παράγραφο 6.2 και αφορά αποκλειστικά την Περίπτωση 6.2.1 έδωσε εντελώς 

λανθασμένα αποτελέσματα για διάφορα μήκη λέξης. Τα αποτελέσματα του πίνακα αυτού βρίσκονται σε πλήρη 

συμφωνία με τη θεωρητική ανάλυση. 

 

Για την Περίπτωση 6.2.2, για την οποία ισχύει ότι |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)| ≥ 10 για κάθε έναν από 

τους διαδοχικούς πολλαπλασιασμούς 𝑖, υλοποιήσαμε έναν ειδικό τεχνητό αλγόριθμο, ο οποίος 

επιβάλλει την ισχύ της ανισότητας |𝑚𝑎𝑛(𝛼𝑖) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽𝑖)| ≥ 10 σε όλους τους διαδοχικούς 

πολλαπλασιασμούς που εκτελούνται σε αυτόν. Ο αλγόριθμος αυτός περιγράφεται στα 

ακόλουθα βήματα: 

 Εκκινώντας πάλι από έναν τυχόντα αριθμό 𝛽0 ∈ [1, 10), λαμβάνουμε τις εκφράσεις 

αυτού σε «μικρή» και «μεγάλη» ακρίβεια, όπου, και εδώ η «μεγάλη» ακρίβεια 

περιλαμβάνει «το διπλάσιο συν επτά» πλήθος ψηφίων στη mantissa του αριθμού σε 

σχέση με αυτό της «μικρής». 

 

 Στη συνέχεια, πολλαπλασιάζουμε το 𝛽0 με τον εαυτό του και στις δύο εκφράσεις 

ακρίβειας αυτού. 

 

 Σε περίπτωση που το 𝛽0
2 είναι μικρότερο από 10, προσθέτουμε έναν κατάλληλο θετικό 

ακέραιο 𝑐0  και στις δύο εκφράσεις ακρίβειας του 𝛽0 , έτσι ώστε (𝛽0 + 𝑐0)
2 ≥ 10. 

Τονίζουμε ότι η εκτέλεση του αθροίσματος 𝛽0 + 𝑐0 δεν επιφέρει ποτέ αλλοίωση του 

πλήθους των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων του 𝛽0. 
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 Ακολούθως, διατυπώνουμε τη νέα τιμή του 𝛽0
2 σε κανονική μορφή και θέτουμε τον 

εκθέτη αυτής ίσο με μηδέν, προκειμένου να αποφύγουμε το ενδεχόμενο υπερχείλισης. 

 

 Συγκρίνοντας τις δύο εκφράσεις του γινομένου 𝛽0
2 («μικρή» και «μεγάλη» ακρίβεια), 

θεωρώντας ως ορθή έκφραση του τετραγώνου αυτή της «μεγάλης» ακρίβειας, 

υπολογίζουμε και αποθηκεύουμε το πλήθος των λανθασμένων ψηφίων της έκφρασης 

του 𝛽0
2 σε «μικρή» ακρίβεια, χρησιμοποιώντας ξανά τους Ορισμούς 2.3 και 2.4, καθώς 

και το Θεώρημα 5.2. 

 

 Εν συνεχεία, θέτουμε τη mantissa του 𝛽0
2 ή του (𝛽0 + 𝑐0)

2 ως ένα νέο αριθμό, 𝛽1, ο 

οποίος είναι διαθέσιμος τόσο σε «μικρή», όσο και σε «μεγάλη» ακρίβεια. 

Επαναλαμβάνουμε τα ανωτέρω βήματα του αλγορίθμου χρησιμοποιώντας το 𝛽1 στη 

θέση του 𝛽0, υπολογίζοντας και αποθηκεύοντας το πλήθος των λανθασμένων ψηφίων 

του 𝛽1
2 , αφού βεβαιωθούμε ότι 𝛽1

2 ≥ 10 ή αφού επιβάλλουμε στο 𝛽1
2  να είναι 

μεγαλύτερο του 10, προσθέτοντας στο 𝛽1 μία κατάλληλη ποσότητα 𝑐1. 

 

 Τα ανωτέρω βήματα του αλγορίθμου αυτού επαναλαμβάνονται για ένα μεγάλο αριθμό 

αναδρομών, ενώ ταυτόχρονα παρακολουθούμε τη συσσώρευση λάθους πεπερασμένης 

ακρίβειας στην ποσότητα 𝛽𝑖
2, όπου 𝑖 ο αύξων αριθμός της εκάστοτε αναδρομής. 

 

Ο αλγόριθμος αυτός εκτελέστηκε 1010 φορές, για 100 αρχικές τιμές του 𝛽0, οι οποίες ανήκαν 

στο διάστημα [1, 10) και για τις τιμές «μικρής» και «μεγάλης» ακρίβειας του Πίνακα 6.3. Το 

συγκεκριμένο πείραμα έδειξε ότι ο αριθμός των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων με τον οποίο 

υπολογίστηκε η «μικρή» έκφραση της ποσότητας 𝛽𝑖
2 σε σχέση με τη «μεγάλη» αναπαράστασή 

της δεν ξεπέρασε ποτέ το δύο (2), ενώ η μέση τιμή των λανθασμένων αυτών δεκαδικών 

ψηφίων παρέμεινε αρκετά κοντά στο μηδέν (0), ακόμη και για μεγάλο αριθμό επαναλήψεων 

του αλγορίθμου, όπως ήταν αναμενόμενο από τη θεωρητική ανάλυση του Κεφαλαίου 4. 
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6.3 Πειραματική επαλήθευση των πιθανοτήτων γένεσης συγκεκριμένου 

αριθμού λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων στην πράξη του 

πολλαπλασιασμού 

Προκειμένου να επαληθεύσουμε την εγκυρότητα της ανάλυσης και των αποτελεσμάτων των 

Παραγράφων 3.1 και 3.2, πραγματοποιήσαμε το ακόλουθο πείραμα: 

1. Αρχικά, επιλέξαμε ένα σύνολο 𝛴16 αποτελούμενο από 105 ζεύγη τυχαία επιλεγμένων 

mantissae (𝛼𝑖, 𝛽𝑖) με 16 ψηφία. Οι αριθμοί αυτοί θα αναφέρονται και ως 𝛼𝑖
16 και 𝛽𝑖

16, 

όπου ο άνω δείκτης 16 δηλώνει την ακρίβεια με την οποία αναπαρίσταται ο 

αντίστοιχος αριθμός. Θεωρούμε πως κάθε ένας αριθμός του συνόλου 𝛴16 έχει όλα του 

τα 16 ψηφία σωστά. 

 

2. Στη συνέχεια, «μολύναμε» καθένα από τα (𝛼𝑖 , 𝛽𝑖) με ένα διαφορετικό σφάλμα, το 

οποίο προέκυψε από μία κανονική κατανομή με διάφορες τιμές 𝜎  της τυπικής 

απόκλισης. Συγκεκριμένα, για κάθε τιμή της τυπικής απόκλισης 𝜎 παράξαμε 105 ζεύγη 

τιμών λάθους (휃𝛼,𝑖
𝑁 , 휃𝛽,𝑖

𝑁 ) κανονικά κατανεμημένων, οι οποίες θα διαδραματίσουν το 

ρόλο του λάθους πεπερασμένης ακρίβειας των (𝛼𝑖
16, 𝛽𝑖

16).  Με τον τρόπο αυτό 

παράξαμε ένα σύνολο από «μολυσμένα» ζεύγη  

 

(�̃�𝑖, �̃�𝑖) = (𝛼𝑖 + 휃𝛼,𝑖
𝑁 , 𝛽𝑖 + 휃𝛽,𝑖

𝑁 ) 

 

3. Ακολούθως, πραγματοποιήσαμε όλους τους δυνατούς πολλαπλασιασμούς  

 

�̃�𝑖
16 = �̃�𝑖 ∙  �̃�𝑖 

 

μεταξύ των «μολυσμένων» αριθμών που παρήχθησαν στο Βήμα 2. Για το γινόμενο, 

όπως και για τους αρχικούς αριθμούς, έχει χρησιμοποιηθεί ο άνω δείκτης 16 για να 

δηλώσει πως αυτό έχει ακρίβεια 16 δεκαδικών ψηφίων. Πραγματοποιήσαμε, επίσης, 

τα γινόμενα 

 

𝛾𝑖
64 = 𝛼𝑖 ∙  𝛽𝑖 
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με το γινόμενο να έχει ακρίβεια 64 δεκαδικών ψηφίων. Χρησιμοποιώντας τον Ορισμό 

2.3 και το Θεώρημα 5.2 υπολογίσαμε το σύνολο των διαφορών:  

 

#𝑒𝑑𝑑(�̃�𝑖
16) − 𝑚𝑎𝑥{#𝑒𝑑𝑑(�̃�𝑖), #𝑒𝑑𝑑(�̃�𝑖)} 

 

Χρησιμοποιώντας το συγκεκριμένο σύνολο διαφορών, συγκρίναμε τις πειραματικές 

συχνότητες με τις θεωρητικές πιθανότητες που υπολογίστηκαν στην Παράγραφο 3.2 

για διάφορες τιμές της τυπικής απόκλισης των κανονικά κατανεμημένων σφαλμάτων 

πεπερασμένης ακρίβειας. Ορισμένα αντιπροσωπευτικά αποτελέσματα για δύο 

αντιπροσωπευτικές τιμές της τυπικής απόκλισης, 𝜎 = 1.14  και 𝜎 = 2.2, 

παρουσιάζονται στον Πίνακα 6.4. Συγκεκριμένα, στους Πίνακες 6.4(β) και 6.4(ε) 

παρουσιάζονται τα αποτελέσματα για την περίπτωση κατά την οποία ο αριθμός των 

λανθασμένων ψηφίων του «μολυσμένου» όρου �̃�𝑖  είναι ίσος με τον αριθμό των 

λανθασμένων ψηφίων του «μολυσμένου» όρου �̃�𝑖  (#𝑒𝑑𝑑(�̃�𝑖) = #𝑒𝑑𝑑(�̃�𝑖))  για 

τέσσερα (4) τυχαία επιλεγμένα ζεύγη τιμών των (𝛼𝑖, 𝛽𝑖), τα οποία παρουσιάζονται στον 

Πίνακα 6.4(α). Στους Πίνακες 6.4(γ), 6.4(δ), 6.4(στ) και 6.4(ζ) παρουσιάζονται για τις δύο 

διαφορετικές τιμές της τυπικής απόκλισης της κατανομής του σφάλματος τα 

αποτελέσματα της περίπτωσης κατά την οποία ο αρχικός αριθμός λανθασμένων 

δεκαδικών ψηφίων των όρων του γινομένου (�̃�𝑖 , �̃�𝑖) δεν είναι ίδιος και συγκεκριμένα 

για την περίπτωση κατά την οποία το πλήθος των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων 

του �̃�𝑖 είναι μεγαλύτερο από το πλήθος των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων του �̃�𝑖 

(#𝑒𝑑𝑑(�̃�𝑖) < #𝑒𝑑𝑑(�̃�𝑖)).  Όπως παρατηρούμε από τους πίνακες, υπάρχει πλήρης 

αντιστοιχία μεταξύ των θεωρητικών και των πειραματικών αποτελεσμάτων, γεγονός το 

οποίο αναδεικνύει την ισχύ της συγκεκριμένης θεωρίας. 

 

4. Τέλος, επαναλάβαμε το ανωτέρω πείραμα χρησιμοποιώντας σφάλματα τα οποία 

προέκυψαν από ομοιόμορφη κατανομή της mantissa του σφάλματος 𝑥 ⋅ 10− 𝐶, όπου ο 

όρος 10− 𝐶 ανήκε στο διάστημα [10−16, 10−3]. Τα σφάλματα αυτά τα συμβολίζουμε με 

휁𝑖
𝑈. Με τον τρόπο αυτό παράξαμε τα δείγματα  

 

�̂�𝑖
16 = 𝛼𝑖

16 + 휁𝛼,𝑖
𝑈  
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και  

�̂�𝑖
16 = 𝛽𝑖

16 + 휁𝛽,𝑖
𝑈  

 

5. Επαναλαμβάνοντας το πείραμα για την περίπτωση της μόλυνσης που προέρχεται από 

ομοιόμορφη κατανομή, διαπιστώσαμε για μία ακόμη φορά τη συμφωνία μεταξύ 

θεωρητικών και πειραματικών αποτελεσμάτων, όπως προκύπτει από τον Πίνακα 6.5. 

 

Τέσσερα τυχαία επιλεγμένα ζεύγη τιμών (𝜶𝒊, 𝜷𝒊) 

𝛼1 = 1.505791937075619 𝛽1 = 5.526986816293506 

𝛼2 = 2.675404049994100 𝛽2 = 2.778498218867048 

𝛼3 = 7.946881519204984 𝛽3 = 4.557506835434298 

𝛼4 = 5.557116785741900 𝛽4 = 5.549129305868777 

(α) 

 

 

Επαλήθευση πιθανοτήτων 𝑷𝑬𝑸(𝝃; 𝜶𝒊, 𝜷𝒊) με μόλυνση κανονικής κατανομής 𝝈 = 𝟏. 𝟏𝟒 

(𝜶𝒊, 𝜷𝒊) (𝜶𝟏, 𝜷𝟏) (𝜶𝟐, 𝜷𝟐) (𝜶𝟑, 𝜷𝟑) (𝜶𝟒, 𝜷𝟒) 

Παραγωγή 2 

επιπλέον 

λανθασμένων 

δεκαδικών 

ψηφίων  

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0 0 0 0 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0 0 0 0 

Παραγωγή 1 

επιπλέον 

λανθασμένου 

δεκαδικού 

ψηφίου 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0.372 0.129 5.40∙10-21 2.96∙10-28 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0.377 0.128 0 0 
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(𝜶𝒊, 𝜷𝒊) (𝜶𝟏, 𝜷𝟏) (𝜶𝟐, 𝜷𝟐) (𝜶𝟑, 𝜷𝟑) (𝜶𝟒, 𝜷𝟒) 

Διατήρηση 

του αριθμού 

των 

λανθασμένων 

δεκαδικών 

ψηφίων 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0.627 0.652 0.582 0.513 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0.622 0.653 0.580 0.513 

Ανακούφιση 

κατά 1 

δεκαδικό 

ψηφίο 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
1.15∙10-3 0.193 0.377 0.367 

Πειραματική 

Συχνότητα 
1.02∙10-3 0.194 0.378 0.368 

Ανακούφιση 

κατά 2 

δεκαδικά 

ψηφία 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
6.50∙10-5 0.0233 0.0377 0.106 

Πειραματική 

Συχνότητα 
4.80∙10-5 0.0233 0.0377 0.106 

(β) 

 

 

Επαλήθευση πιθανοτήτων 𝑷𝑼𝑵(𝝃, 𝟏; 𝜶𝒊, 𝜷𝒊) με μόλυνση κανονικής κατανομής 𝝈 = 𝟏. 𝟏𝟒 

(𝜶𝒊, 𝜷𝒊) (𝜶𝟏, 𝜷𝟏) (𝜶𝟐, 𝜷𝟐) (𝜶𝟑, 𝜷𝟑) (𝜶𝟒, 𝜷𝟒) 

Παραγωγή 2 

επιπλέον 

λανθασμένων 

δεκαδικών 

ψηφίων  

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0 0 0 0 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0 0 0 0 
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(𝜶𝒊, 𝜷𝒊) (𝜶𝟏, 𝜷𝟏) (𝜶𝟐, 𝜷𝟐) (𝜶𝟑, 𝜷𝟑) (𝜶𝟒, 𝜷𝟒) 

Παραγωγή 1 

επιπλέον 

λανθασμένου 

δεκαδικού 

ψηφίου 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
2.73∙10-7 3.14∙10-3 0 0 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0 2.37∙10-3 0 0 

Διατήρηση 

του αριθμού 

των 

λανθασμένων 

δεκαδικών 

ψηφίων 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0.862 0.997 0.714 0.312 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0.861 0.998 0.717 0.313 

Ανακούφιση 

κατά 1 

δεκαδικό 

ψηφίο 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0.135 4.20∙10-7 0.286 0.688 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0.136 0 0.283 0.687 

Ανακούφιση 

κατά 2 

δεκαδικά 

ψηφία 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
3.05∙10-3 9.33∙10-18 0 1.47∙10-14 

Πειραματική 

Συχνότητα 
2.87∙10-3 0 0 0 

(γ) 
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Επαλήθευση πιθανοτήτων 𝑷𝑼𝑵(𝝃, 𝟐; 𝜶𝒊, 𝜷𝒊) με μόλυνση κανονικής κατανομής 𝝈 = 𝟏. 𝟏𝟒 

(𝜶𝒊, 𝜷𝒊) (𝜶𝟏, 𝜷𝟏) (𝜶𝟐, 𝜷𝟐) (𝜶𝟑, 𝜷𝟑) (𝜶𝟒, 𝜷𝟒) 

Παραγωγή 2 

επιπλέον 

λανθασμένων 

δεκαδικών 

ψηφίων  

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0 0 0 0 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0 0 0 0 

Παραγωγή 1 

επιπλέον 

λανθασμένου 

δεκαδικού 

ψηφίου 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
1.58∙10-8 2.75∙10-3 0 0 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0 1.97∙10-3 0 0 

Διατήρηση 

του αριθμού 

των 

λανθασμένων 

δεκαδικών 

ψηφίων 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
1 0.997 0.709 0.301 

Πειραματική 

Συχνότητα 
1 0.998 0.711 0.301 

Ανακούφιση 

κατά 1 

δεκαδικό 

ψηφίο 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0 0 0.291 0.699 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0 0 0.289 0.699 

Ανακούφιση 

κατά 2 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0 0 0 0 
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(𝜶𝒊, 𝜷𝒊) (𝜶𝟏, 𝜷𝟏) (𝜶𝟐, 𝜷𝟐) (𝜶𝟑, 𝜷𝟑) (𝜶𝟒, 𝜷𝟒) 

δεκαδικά 

ψηφία 
Πειραματική 

Συχνότητα 
0 0 0 0 

(δ) 

 

Επαλήθευση πιθανοτήτων 𝑷𝑬𝑸(𝝃; 𝜶𝒊, 𝜷𝒊) με μόλυνση κανονικής κατανομής 𝝈 = 𝟐. 𝟐 

(𝜶𝒊, 𝜷𝒊) (𝜶𝟏, 𝜷𝟏) (𝜶𝟐, 𝜷𝟐) (𝜶𝟑, 𝜷𝟑) (𝜶𝟒, 𝜷𝟒) 

Παραγωγή 2 

επιπλέον 

λανθασμένων 

δεκαδικών 

ψηφίων  

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0 0 0 0 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0 0 0 0 

Παραγωγή 1 

επιπλέον 

λανθασμένου 

δεκαδικού 

ψηφίου 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0.651 0.388 9.10∙10-7 6.13∙10-9 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0.647 0.389 1.06∙10-7 0 

Διατήρηση 

του αριθμού 

των 

λανθασμένων 

δεκαδικών 

ψηφίων 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0.335 0.504 0.703 0.625 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0.339 0.504 0.700 0.624 

Ανακούφιση 

κατά 1 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0.0120 0.0959 0.264 0.320 
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(𝜶𝒊, 𝜷𝒊) (𝜶𝟏, 𝜷𝟏) (𝜶𝟐, 𝜷𝟐) (𝜶𝟑, 𝜷𝟑) (𝜶𝟒, 𝜷𝟒) 

δεκαδικό 

ψηφίο 
Πειραματική 

Συχνότητα 
0.0127 0.0951 0.265 0.321 

Ανακούφιση 

κατά 2 

δεκαδικά 

ψηφία 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
1.13∙10-3 0.0103 0.0305 0.0491 

Πειραματική 

Συχνότητα 
1.21∙10-3 0.0102 0.0309 0.0493 

(ε) 

 

 

Επαλήθευση πιθανοτήτων 𝑷𝑼𝑵(𝝃, 𝟏; 𝜶𝒊, 𝜷𝒊) με μόλυνση κανονικής κατανομής 𝝈 = 𝟐. 𝟐 

(𝜶𝒊, 𝜷𝒊) (𝜶𝟏, 𝜷𝟏) (𝜶𝟐, 𝜷𝟐) (𝜶𝟑, 𝜷𝟑) (𝜶𝟒, 𝜷𝟒) 

Παραγωγή 2 

επιπλέον 

λανθασμένων 

δεκαδικών 

ψηφίων  

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0 0 0 0 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0 0 0 0 

Παραγωγή 1 

επιπλέον 

λανθασμένου 

δεκαδικού 

ψηφίου 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
8.69∙10-3 0.142 0 0 

Πειραματική 

Συχνότητα 
9.05∙10-3 0.139 0 0 

Διατήρηση 

του αριθμού 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0.870 0.858 0.874 0.642 
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(𝜶𝒊, 𝜷𝒊) (𝜶𝟏, 𝜷𝟏) (𝜶𝟐, 𝜷𝟐) (𝜶𝟑, 𝜷𝟑) (𝜶𝟒, 𝜷𝟒) 

των 

λανθασμένων 

δεκαδικών 

ψηφίων 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0.868 0.861 0.874 0.646 

Ανακούφιση 

κατά 1 

δεκαδικό 

ψηφίο 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0.111 1.61∙10-4 0.126 0.358 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0.112 1.39∙10-4 0.126 0.354 

Ανακούφιση 

κατά 2 

δεκαδικά 

ψηφία 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
9.05∙10-3 2.01∙10-7 0 3.34∙10-6 

Πειραματική 

Συχνότητα 
9.26∙10-3 1.31∙10-6 0 0 

(στ) 

 

Επαλήθευση πιθανοτήτων 𝑷𝑼𝑵(𝝃, 𝟐; 𝜶𝒊, 𝜷𝒊) με μόλυνση κανονικής κατανομής 𝝈 = 𝟐. 𝟐 

(𝜶𝒊, 𝜷𝒊) (𝜶𝟏, 𝜷𝟏) (𝜶𝟐, 𝜷𝟐) (𝜶𝟑, 𝜷𝟑) (𝜶𝟒, 𝜷𝟒) 

Παραγωγή 2 

επιπλέον 

λανθασμένων 

δεκαδικών 

ψηφίων  

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0 0 0 0 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0 0 0 0 

Παραγωγή 1 

επιπλέον 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
3.94∙10-3 0.138 0 0 
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(𝜶𝒊, 𝜷𝒊) (𝜶𝟏, 𝜷𝟏) (𝜶𝟐, 𝜷𝟐) (𝜶𝟑, 𝜷𝟑) (𝜶𝟒, 𝜷𝟒) 

λανθασμένου 

δεκαδικού 

ψηφίου 

Πειραματική 

Συχνότητα 
3.69∙10-3 0.135 0 0 

Διατήρηση 

του αριθμού 

των 

λανθασμένων 

δεκαδικών 

ψηφίων 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0.996 0.862 0.874 0.637 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0.996 0.865 0.880 0.629 

Ανακούφιση 

κατά 1 

δεκαδικό 

ψηφίο 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
1.17∙10-7 0 0.126 0.363 

Πειραματική 

Συχνότητα 
3.37∙10-7 0 0.120 0.371 

Ανακούφιση 

κατά 2 

δεκαδικά 

ψηφία 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0 0 0 0 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0 0 0 0 

(ζ) 

Πίνακας 6.4. Επιλέξαμε τυχαία 𝟏𝟎𝟓 ζεύγη mantissae (𝜶𝒊, 𝜷𝒊), τα οποία καλύπτουν όλες τις περιπτώσεις που 

αναφέρθηκαν στις Παραγράφους 3.1 και 3.2. «Μολύναμε» κάθε τέτοιο ζεύγος (𝜶𝒊, 𝜷𝒊) με 𝟏𝟎𝟓 ζεύγη τιμών 

σφάλματος κανονικά κατανεμημένων, για κάθε διαφορετική τιμή της τυπικής απόκλισης 𝝈 της κανονικής 

κατανομής των σφαλμάτων. Με τον τρόπο αυτό παράξαμε τα αντίστοιχα «μολυσμένα» ζεύγη των (𝜶𝒊, 𝜷𝒊), 

τα (�̃�𝒊, �̃�𝒊). Στη συνέχεια, υπολογίσαμε τον αριθμό των λανθασμένων ψηφίων των γινομένων των (�̃�𝒊, �̃�𝒊), 

συγκρίνοντας τα γινόμενα αυτά με τα γινόμενα των (𝜶𝒊, 𝜷𝒊).  

Ο Πίνακας 6.4(α) περιλαμβάνει ορισμένα χαρακτηριστικά ζεύγη τιμών από αυτά στα οποία εφαρμόστηκε η 

πειραματική διαδικασία. 

Οι Πίνακες 6.4(β) και 6.4(ε) περιέχουν τα πειραματικά αποτελέσματα στην περίπτωση κατά την οποία ο 

αριθμός των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων του �̃�𝒊 είναι ίδιος με αυτόν του �̃�𝒊 για 𝝈 = 𝟏. 𝟏𝟒 και 𝝈 = 𝟐. 𝟐, 

αντίστοιχα. 
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Οι Πίνακες 6.4(γ) και 6.4(στ) περιέχουν τα πειραματικά αποτελέσματα στις περιπτώσεις στις οποίες ο 

αριθμός των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων του �̃�𝒊  είναι κατά 1 μικρότερος του αριθμού των 

λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων του �̃�𝒊 για 𝝈 = 𝟏. 𝟏𝟒 και 𝝈 = 𝟐. 𝟐, αντίστοιχα. 

Οι Πίνακες 6.4(δ) και 6.4(ζ) περιέχουν τα πειραματικά αποτελέσματα στις περιπτώσεις στις οποίες η 

διαφορά των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων του �̃�𝒊  και του �̃�𝒊  είναι 2, για 𝝈 = 𝟏. 𝟏𝟒 και 𝝈 = 𝟐. 𝟐 , 

αντίστοιχα. 

Από τα αποτελέσματα αυτά είναι εμφανής η πλήρης αντιστοιχία μεταξύ θεωρίας και πειράματος. 

 

 

 

Επαλήθευση πιθανοτήτων 𝑷𝑬𝑸(𝝃; 𝜶𝒊, 𝜷𝒊) με μόλυνση ομοιόμορφης κατανομής 

(𝜶𝒊, 𝜷𝒊) (𝜶𝟏, 𝜷𝟏) (𝜶𝟐, 𝜷𝟐) (𝜶𝟑, 𝜷𝟑) (𝜶𝟒, 𝜷𝟒) 

Παραγωγή 2 

επιπλέον 

λανθασμένων 

δεκαδικών 

ψηφίων  

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0 0 0 0 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0 0 0 0 

Παραγωγή 1 

επιπλέον 

λανθασμένου 

δεκαδικού 

ψηφίου 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0.868 0.666 0.0532 0.0121 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0.869 0.668 0.0534 0.0120 

Διατήρηση 

του αριθμού 

των 

λανθασμένων 

δεκαδικών 

ψηφίων 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0.117 0.293 0.821 0.807 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0.117 0.292 0.822 0.807 
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(𝜶𝒊, 𝜷𝒊) (𝜶𝟏, 𝜷𝟏) (𝜶𝟐, 𝜷𝟐) (𝜶𝟑, 𝜷𝟑) (𝜶𝟒, 𝜷𝟒) 

Ανακούφιση 

κατά 1 

δεκαδικό 

ψηφίο 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0.0127 0.0355 0.112 0.160 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0.0126 0.0355 0.112 0.161 

Ανακούφιση 

κατά 2 

δεκαδικά 

ψηφία 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
1.27∙10-3 3.58∙10-3 0.0115 0.0178 

Πειραματική 

Συχνότητα 
1.26∙10-3 3.57∙10-3 0.0115 0.0178 

(α) 

 

 

Επαλήθευση πιθανοτήτων 𝑷𝑼𝑵(𝝃, 𝟏; 𝜶𝒊, 𝜷𝒊) με μόλυνση ομοιόμορφης κατανομής 

(𝜶𝒊, 𝜷𝒊) (𝜶𝟏, 𝜷𝟏) (𝜶𝟐, 𝜷𝟐) (𝜶𝟑, 𝜷𝟑) (𝜶𝟒, 𝜷𝟒) 

Παραγωγή 2 

επιπλέον 

λανθασμένων 

δεκαδικών 

ψηφίων  

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0 0 0 0 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0 0 0 0 

Παραγωγή 1 

επιπλέον 

λανθασμένου 

δεκαδικού 

ψηφίου 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0.373 0.695 0 0 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0.370 0.694 0 0 
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(𝜶𝒊, 𝜷𝒊) (𝜶𝟏, 𝜷𝟏) (𝜶𝟐, 𝜷𝟐) (𝜶𝟑, 𝜷𝟑) (𝜶𝟒, 𝜷𝟒) 

Διατήρηση 

του αριθμού 

των 

λανθασμένων 

δεκαδικών 

ψηφίων 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0.566 0.299 0.967 0.909 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0.570 0.301 0.965 0.912 

Ανακούφιση 

κατά 1 

δεκαδικό 

ψηφίο 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0.0536 4.87∙10-3 0.0326 0.0890 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0.0543 4.77∙10-3 0.0340 0.0875 

Ανακούφιση 

κατά 2 

δεκαδικά 

ψηφία 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
5.37∙10-3 1.52∙10-4 0 9.73∙10-4 

Πειραματική 

Συχνότητα 
5.40∙10-3 1.46∙10-4 0 9.59∙10-4 

(β) 

 

Επαλήθευση πιθανοτήτων 𝑷𝑼𝑵(𝝃, 𝟐; 𝜶𝒊, 𝜷𝒊) με μόλυνση ομοιόμορφης κατανομής 

(𝜶𝒊, 𝜷𝒊) (𝜶𝟏, 𝜷𝟏) (𝜶𝟐, 𝜷𝟐) (𝜶𝟑, 𝜷𝟑) (𝜶𝟒, 𝜷𝟒) 

Παραγωγή 2 

επιπλέον 

λανθασμένων 

δεκαδικών 

ψηφίων  

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0 0 0 0 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0 0 0 0 
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(𝜶𝒊, 𝜷𝒊) (𝜶𝟏, 𝜷𝟏) (𝜶𝟐, 𝜷𝟐) (𝜶𝟑, 𝜷𝟑) (𝜶𝟒, 𝜷𝟒) 

Παραγωγή 1 

επιπλέον 

λανθασμένου 

δεκαδικού 

ψηφίου 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0.372 0.695 0 0 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0.366 0.699 0 0 

Διατήρηση 

του αριθμού 

των 

λανθασμένων 

δεκαδικών 

ψηφίων 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0.626 0.304 0.970 0.910 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0.634 0.301 0.972 0.914 

Ανακούφιση 

κατά 1 

δεκαδικό 

ψηφίο 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
8.11∙10-5 0 0.0287 0.0888 

Πειραματική 

Συχνότητα 
9.50∙10-5 0 0.0275 0.0864 

Ανακούφιση 

κατά 2 

δεκαδικά 

ψηφία 

Θεωρητική 

Πιθανότητα 
0 0 0 0 

Πειραματική 

Συχνότητα 
0 0 0 0 

(γ) 

Πίνακας 6.5. Επιλέξαμε τυχαία 𝟏𝟎𝟓 ζεύγη mantissae (𝜶𝒊, 𝜷𝒊), τα οποία καλύπτουν όλες τις περιπτώσεις που 

αναφέρθηκαν στις Παραγράφους 3.1 και 3.2. «Μολύναμε» κάθε τέτοιο ζεύγος (𝜶𝒊, 𝜷𝒊)  με 𝟏𝟎𝟓  ζεύγη 

ομοιόμορφα κατανεμημένων τιμών σφάλματος αυτή τη φορά. Κατ’ αντιστοιχία με την προηγούμενη 

περίπτωση, όπου τα σφάλματα ήταν κανονικά κατανεμημένα, υπολογίσαμε τον αριθμό των λανθασμένων 

ψηφίων που προέκυψαν από τη σύγκριση των γινομένων των «μολυσμένων» αριθμών (�̃�𝒊, �̃�𝒊) με τα 

γινόμενα των αρχικών, «καθαρών» αριθμών (𝜶𝒊, 𝜷𝒊). Στον πίνακα αυτό παρουσιάζονται τα αποτελέσματα 

της εφαρμογής αυτής της πειραματικής διαδικασίας για τις τιμές των (𝜶𝒊, 𝜷𝒊) του Πίνακα 6.4(α). 



 

276 

Ο Πίνακας 6.5(α) περιέχει τα πειραματικά αποτελέσματα στην περίπτωση κατά την οποία ο αριθμός των 

λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων του �̃�𝒊 είναι ίδιος με αυτόν του �̃�𝒊. 

Οι Πίνακες 6.5(β) και 6.5(γ) περιέχουν τα πειραματικά αποτελέσματα στις περιπτώσεις στις οποίες η 

διαφορά των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων των �̃�𝒊 και �̃�𝒊 είναι 1 και 2, αντίστοιχα. 

Από τα αποτελέσματα του πίνακα είναι και στην περίπτωση της «μόλυνσης» των αριθμών με σφάλμα 

ομοιόμορφης κατανομής εμφανής η πλήρης αντιστοιχία μεταξύ θεωρίας και πειράματος. 
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7 Συμπεράσματα 

Στο δεύτερο μέρος της παρούσας διατριβής εισήχθη μία νέα προσέγγιση στη μελέτη της 

γένεσης και συσσώρευσης του λάθους πεπερασμένης ακρίβειας στην πράξη του 

πολλαπλασιασμού. Αρχικά δόθηκε ο αυστηρός μαθηματικός ορισμός του πλήθους των ορθών 

ψηφίων ενός οποιουδήποτε αριθμού εκπεφρασμένου σε οποιοδήποτε πεπερασμένο μήκος 

λέξης. Στο σημείο αυτό τονίζουμε για μία ακόμη φορά ότι η ανάλυση που πραγματοποιήθηκε, 

παρ’ όλο που παρουσιάστηκε στο δεκαδικό σύστημα αρίθμησης, παρέχει ακριβή 

αποτελέσματα και πρόβλεψη του λάθους πεπερασμένης ακρίβειας το οποίο γεννάται και 

συσσωρεύεται σε οποιαδήποτε υπολογιστική μηχανή. 

Στα πλαίσια της νέας αυτής προσέγγισης αποδείχθηκε ότι κατά την εκτέλεση οποιουδήποτε 

πολλαπλασιασμού 𝛾 = 𝛼 ⋅ 𝛽, όπου οι συντελεστές του γινομένου 𝛼 και 𝛽 έχουν το πολύ 휆𝑒 

λανθασμένα δεκαδικά ψηφία στη mantissa τους, ο αριθμός των λανθασμένων δεκαδικών 

ψηφίων με τα οποία υπολογίζεται το γινόμενο 𝛾 εξαρτάται από την τιμή της ποσότητας 

|𝑚𝑎𝑛(𝛼) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽)|. Για την ακρίβεια, εάν για την ποσότητα αυτή ισχύει η ανισότητα 

|𝑚𝑎𝑛(𝛼) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽)| < 10, τότε το γινόμενο 𝛾 υπολογίζεται με 휆𝑒 + 2 το πολύ λανθασμένα 

δεκαδικά ψηφία. Είναι δυνατόν, ωστόσο, να υπολογιστεί και με 휆𝑒 + 1, 휆𝑒 , 휆𝑒 − 1, 휆𝑒 − 2 ή και 

με 휆𝑒 − 3 λανθασμένα δεκαδικά ψηφία. Στην περίπτωση στην οποία ισχύει η δυική ανισότητα 

|𝑚𝑎𝑛(𝛼) ⋅ 𝑚𝑎𝑛(𝛽)| ≥ 10 , το γινόμενο 𝛾  υπολογίζεται με 휆𝑒 + 1  το πολύ λανθασμένα 

δεκαδικά ψηφία, ενώ είναι δυνατόν να υπολογιστεί και με 휆𝑒 ή και με 휆𝑒 − 휅 λανθασμένα 

δεκαδικά ψηφία, όπου 휅 = 1, 2, 3, 4. Απεδείχθη επίσης ότι η πιθανότητα να πραγματοποιηθεί 

κάποια από τις ανωτέρω περιπτώσεις εξαρτάται έντονα από την τιμή της ποσότητας 

|𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ⋅ 10−𝛿|, όπου 𝑥 και 𝑦 είναι οι mantissae του λάθους πεπερασμένης ακρίβειας των 

πολλαπλασιαστέων 𝛽 και 𝛼 σντίστοιχα, ενώ το 𝛿 είναι η διαφορά των λανθασμένων δεκαδικών 

ψηφίων των όρων του γινομένου. Είναι, δηλαδή, 𝛿 = #𝑒𝑑𝑑(𝛽) − #𝑒𝑑𝑑(𝛼). 

Προκειμένου να υπολογιστούν οι πιθανότητες να πραγματοποιηθεί κάθε μία από τις ανωτέρω 

περιπτώσεις, εισήχθη το σύνολο των σημείων που παρουσιάστηκε στο Σχήμα 3.1 και επί του 

σχήματος αυτού ορίστηκαν οι περιοχές στις οποίες οι τυχαίες μεταβλητές 𝑥 και 𝑦 αντιστοιχούν 

σε τροποποίηση του αριθμού των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων του γινομένου 𝛾 κατά δύο, 

ένα κλπ. Στη συνέχεια, με ολοκλήρωση επί των κατάλληλων περιοχών, υπολογίστηκαν οι 
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πιθανότητες τροποποίησης του πλήθους των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων του 𝛾 ως προς 

το 휆𝑒. 

Δόθηκε επίσης ακριβής τύπος για τον υπολογισμό της μέσης τιμής και της τυπικής απόκλισης 

για τον αριθμό των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων που συσσωρεύονται στα αποτελέσματα 

διαδοχικών πολλαπλασιασμών. 

Επιπλέον, θεμελιώθηκε ότι εάν πραγματοποιηθούν οι ίδιοι πολλαπλασιασμοί με χρήση δύο 

διαφορετικών μηκών λέξης 𝑛  και 𝑚,  με 𝑚 > 2 ⋅ 𝑛 + 7  δεκαδικά ψηφία, είναι δυνατόν να 

παρακολουθείται εύκολα ο αριθμός των λανθασμένων δεκαδικών ψηφίων που συσσωρεύονται 

στα αποτελέσματα για ακρίβεια 𝑛 δεκαδικών ψηφίων. 

Προκειμένου να ελεγχθεί η εγκυρότητα της θεωρητικής ανάλυσης που παρουσιάστηκε, 

πραγματοποιήθηκαν ορισμένα ειδικά σχεδιασμένα πειράματα. Τα αποτελέσματα της 

εκτέλεσης των πειραμάτων αυτών επιβεβαίωσαν πλήρως τα αποτελέσματα της θεωρητικής 

ανάλυσης. 

Ένα γενικό, πολύ σημαντικό συμπέρασμα που προκύπτει από τη θεωρητική και πειραματική 

ανάλυση είναι το ακόλουθο: 

Όπως προκύπτει από την ανάλυση του Β Μέρους της παρούσας διατριβής, η θεωρητική 

απόδειξη της ευστάθειας και ορθής σύγκλισης ενός οποιουδήποτε αλγορίθμου δεν 

συνεπάγεται ότι όντως ο αλγόριθμος αυτός θα είναι ευσταθής κατά την υλοποίησή του σε 

έναν υπολογιστή. Σε ισοδύναμη διατύπωση, ένας αλγόριθμος που θεωρητικά, σε άπειρη 

ακρίβεια, θα ήταν ευσταθής και θα συνέκλινε στις δέουσες τιμές, μπορεί κάλλιστα να είναι 

ασταθής και να αποκλίνει όταν υλοποιηθεί σε έναν υπολογιστή, λόγω του πεπερασμένου 

μήκους λέξης που αυτός ενδογενώς χρησιμοποιεί. Η απόκλιση και η αστάθεια είναι τόσο 

σαφέστερες και εντονότερες, όσο συχνότερα ισχύει ότι |𝒎𝒂𝒏(𝜶) ⋅ 𝒎𝒂𝒏(𝜷)| < 𝟏𝟎 στους 

διάφορους πολλαπλασιασμούς που λαμβάνουν χώρα κατά την εκτέλεση του αλγορίθμου. 

Τέλος, τονίζουμε ότι η μεθοδολογία προσέγγισης του προβλήματος που παρουσιάστηκε στην 

παρούσα διατριβή είναι επεκτάσιμη, ώστε να είναι δυνατή η παρακολούθηση και 

αντιμετώπιση των επιπτώσεων της γένεσης και συσσώρευσης του λάθους πεπερασμένης 

ακρίβειας σε οποιαδήποτε αριθμητική πράξη. 
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