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Περίληψη
Σε αυτή την διπλωματική μελετάμε πόσο αποδοτικά μπορούμε να λύσουμε προβλήματα όπως το

Σακίδιο ή το Συντομότερο μονοπάτι , στην στοχαστική τους μορφή . Μελετάμε δύο τύπους αυτών
τον προβλημάτων. Indyk et al, μελέτησαν το πρόβλημα του στοχαστικού σακιδίου με διάφορες
παραλλαγές και έπειτα η Nikolova μελέτησε το στοχαστικό Σύντομο μονοπάτι. Και οι δυο δείξαν
ότι όταν τα βάρη ακολουθούν bernoulli κατανομή τότε υπάρχει ένας QPTAS . Εμείς σε αντίθεση
δείχνουμε πως μπορείς να επεκτείνεις τον αλγόριθμο και να βελτιώσεις τα αποτελέσματα σε εναν
EPTAS.Κι επίσης είδαμε πιο γενικές παραλλαγές όπως χωρίς να έχεις υπόθεση για είδος κατανομής.
Στην συνέχεια μελετήσαμε την δουλειά του Gupta et al όπου δίνουν αλγόριθμους που μαθαίνουν
την βέλτιστη λύση σε συνδυαστικά προβλήματα σε αβέβαιο περιβάλλον και χρησιμοποιούμε τους
αλγόριθμους τους στο συντομότερο μονοπάτι για πιο γενικές συναρτήσεις κόστους.
Λέξεις κλειδιά: Μάθηση, Στοχαστική Βελτιστοποίηση , Poisson προσέγγιση,Δειγματοληψία
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Abstract
In this thesis, we study how efficiently we can solve certain problems like Knapsack or Shortest

Path ,in their stochastic variation.We study two variants of these problems. Indyk et al, studied
the Stochastic Knapsack with several configurations and Nikolova studied the Stochastic Shortest
Path problem.Both of them showed that when the weights follows Bernoulli Random variables
there exists a QPTAS. We on the other hand find an extension of their algorithm which can
improve their results to an EPTAS algorithm. After we extend our configuration to a more
general where we can have every probability distribution for our weights where we prove similar
results.After that we study the work of [Gupta et al] where they give sampling algorithms for
combination pure exploration and we use this work to develop algorithms when the weights are
unknown Random Variables.
Keywords:Learning, Sampling, Stochastic Optimization, Poisson Approximation
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Σκοπός αυτής της Διπλωματικής
Από ένα εισαγωγικό μάθημα για αλγόριθμους ο καθένας είναι αρκετά βέβαιος ,με τον ορισμό

της βελτιστοποίησης. Πολλά προβλήματα μπορούν να θεωρηθούν ως θεμελιώδες της διακριτής βελ-
τιστοποίησης. Το πρώτο πρόβλημα που θα έρθει στο μυαλό σας, θα είναι το συντομότερο πρόβλημα
μονοπάτι. Αυτό ορίζεται ως η επιλογή ορισμένων ακμων με έναν τρόπο για να κατασκευάσει μια δια-
δρομή από s έως t και να ελαχιστοποιείται. Αν και αυτό το πρόβλημα αναγνωρίζει μια εύκολη λύση
όταν τα βάρη είναι θετικοί αριθμοί, γίνεται δυσκολότερο καθώς διαγράφονται οι υποθέσεις. Για να πα-
ράσχουμε παραδείγματα , αν διαγράψουμε την υπόθεση ότι τα βάρη είναι θετικές τιμές, το πρόβλημα
γίνεται δυσκολότερο, στην πραγματικότητα είναι έναNP-HARD πρόβλημα. Στην πραγματική ζωή,
αν γνωρίζουμε την απόσταση από ένα σημείο στο άλλο δεν μπορούμε να είμαστε σίγουροι για το
χρόνο που χρειάζεται για να διασχίσει. Υπάρχουν διάφορες μεταβλητές που κάνουν το περιβάλλον
θορυβώδες. Για παράδειγμα, αν η ακμή είναι ο δρόμος, τότε ξέρετε ότι μπορείτε να το διασχίσετε σε
t χρόνο τις περισσότερες φορές, αλλά υπάρχουν φορές που η κίνηση είναι ιδιαίτερα αυξημένη που
αυξάνουν το χρόνο που απαιτείται για να διασχίσει. Οι επιστήμονες μπορούν να διαμορφώσουν αυτον
τον θόρυβο του περιβάλλοντος με τη χρήση των πιθανοτήτων. Αυτό οδηγεί σε ένα νέο δρόμο της
έρευνας και όχι την ντετερμινιστική ένα όπου έχετε πλήρη επίγνωση του περιβάλλοντος σε έναν που
έχετε περιορισμένες πληροφορίες. Αυτό επεκτείνει τον ορισμό του προσδιοριστικού βελτιστοποίησης
στη στοχαστική βελτιστοποίηση.

Η στοχαστική βελτιστοποίηση αναφέρεται σε μια συλλογή μεθόδων για τη βελτιστοποίηση μιας
αντικειμενικής συνάρτησης όταν η τυχαιότητα είναι παρούσα. Η τυχαιότητα συνήθως εισέρχεται στο
πρόβλημα είτε στο περιβάλλον είτε στην αντικειμενική συνάρτηση. Όπως και η ντετερμινιστική
βελτιστοποίηση δεν υπάρχει υπάρχει μια ενιαία λύση ή μέθοδος για την επίλυση κάθε πρόβλημα,
αλλά μια εργαλειοθήκη αναπτύσσεται ,η οποία έκανε αυτά τα προβλήματα επιλύσιμα.

Ένα κοινό παράδειγμα στοχαστικής βελτιστοποίησης είναι το bandit πρόβλημα, το οποίο είναι
ένα γενικό μοντέλο για στοχαστικά προβλήματα. Μια κοινή εφαρμογή που καθιστά ευκολότερη
την κατανόηση είναι, φανταστείτε έναν παίκτη σε μια σειρά από κουλοχέρηδες , ο οποίος πρέπει
να αποφασίσει ποια να παίξει με βάση απεριόριστες πληροφορίες και θέλει να μεγιστοποιήσει τις
ανταμοιβές του. Σε αυτό το πρόβλημα θα πρέπει να αποφασίσετε ποια θα παίξει και πόσες φορές.
Αρκετοί επιστήμονες άρχισαν να εξετάζουν αυτό το πρόβλημα, καθώς είναι κοντά σε ακολουθία
δοκίμων [1].
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Το στοχαστικό συντομότερο πρόβλημα διαδρομών (που ορίζεται αρχικά στο [2]) ορίζεται ως
αρχική συντομότερη διαδρομή αλλά δεν ξέρουμε apriori τα βάρη μας, μόνο ένα πρότυπο για βάρη
τους. Επίσης, μπορούμε να ορίσουμε το στοχαστικό σακίδιο αναλογικά. Σε αυτή τη διαμόρφωση
γνωρίζουμε μόνο ένα μοντέλο του βάρους των στοιχείων και γνωρίζουμε την αξία τους που θέλουμε
να μεγιστοποιήσουν. Αυτά τα δύο προβλήματα είναι πολύ παρόμοια καθώς και οι δύο ανάγουν έναν
αλγόριθμο ψευδο-πολυωνύμικου χρόνου.

Μία γενίκευση των προβλημάτων στοχαστικής βελτιστοποίησης είναι η δυνατότητα να βλέπετε το
στοιχείο όταν το επιλέγετε και στη συνέχεια να προσαρμόζετε τις ενέργειές σας. Αυτό το πρόβλημα
και πάλι NP-hard όπως είναι παρόμοια με Markov διαδικασία λήψης αποφάσεων Στα [3],[4] και [5]
κάποιος μπορεί να βρεί διάφορα αποτελέσματα σε αυτήν την κατεύθυνση για το στοχαστικό πρόβλημα
σακιδίων.Και στο [6] για utility maximization.

Αφ ’ ενός ένα άλλο πρόβλημα που αντιμετωπίζουμε είναι τι μπορείς να κάνεις όταν μπορείς μόνο
να πάρεις δείγματα από τις άκρες και να μην ξέρεις τίποτα για το περιβάλλον. Αυτό το πρόβλημα
είναι κλειστό για την εξέταση υποθέσεων. Σε αυτά τα προβλήματα έχετε ένα σύνολο Υποθέσεων και
ένα μαντείο που χρησιμοποιείτε για να δείγματα. Ο στόχος είναι να βρεθεί ένα μέλος της υπόθεσης
που είναι το πλησιέστερο σε αυτό που εκτιμάμε. Αυτά τα προβλήματα έχουν πάρει την προσοχή
πολλών επιστημόνων στις μέρες μας. Πολλά κεντρικά όρια θεωρήματα έχουν αυξηθεί στην επιφάνεια
που δείχνουν έναν τρόπο για την αποτελεσματική προσέγγιση αρκετές διανομές. Ένα από τα πρώτα
θεωρήματα στα κεντρικά όρια ήταν αυτό που αναπτύχθηκε από Barry-Essen [7] [8] που έδειξε ότι το
άθροισμα αρκετών τυχαίων μεταβλητών μπορεί να προσεγγιστεί από μια κατανομή Gauss. Αν και αυτό
ήταν το πρώτο κεντρικό όριο, αρκετοί άλλοι έχουν προκύψει. Μετά από αυτούς ένας επιστήμονας
που ονομάζεται Charles Stein παρείχε μια πιό επίσημη μέθοδο για την απόδειξη των κεντρικών ορίων
θεωρήματα που είναι το σημαντικότερο εργαλείο που χρησιμοποιείται από τους μαθηματικούς. Στις
[9] μπορεί κανείς να βρει πολλά θεωρήματα για την Steins μέθοδο, κυρίως ένα από τα αγαπημένα
μου είναι ότι ένα άθροισμα των τυχαίων μεταβλητών X =

∑
Xi είναι κοντά σε Gauss με σφάλμα

1/var(X).Οι Paul και Gregory Valiant [10] παρουσίασαν ένα γενικότερο κεντρικό θεώρημα όριο για
τις multidimentional κατανομές και [Daskalakis et All] [11]βελτίωσαν τα όριά τους.

Τις περισσότερες φορές μπορεί να φαίνεται ότι η εκτίμηση Gauss είναι επαρκής για το μεγαλύτερο
μέρος της δουλείας μας, αλλά μπορεί μόνο να βοηθήσει όταν το μοντέλο σας έχει αναλογικά μεγάλη
διακύμανση. Αφ ’ ενός κάποιος μπορεί να ρωτήσει εάν υπάρχει ένα θεώρημα για τα μικρά πρότυπα
διακύμανσης. Το 1960 η L.Cam [12] απέδειξε ότι μπορεί κανείς να προσεγγίσει διωνυμική κατανομή
με μια poisson. Μετά, με τη χρήση της μεθόδου Stein,A. D. Barbour, L. Holst and S. Janson [13]
απέδειξαν ότι μπορείς να προσεγγίσεις το μοντέλα μικρής διακύμανσης με χρήση κατανομής poisson
. Στη μετέπειτα εργασία των Δασκαλάκη και Παπαδημητρίου [14] χρησιμοποίησαν τα προηγούμενα
θεωρήματα κεντρικών ορίων για να παρέχουν μια epsilon-κάλυψη για PBDs. [Δασκαλάκη et All]
[11] ανέπτυξε επίσης μια πιο Γενικό πλαίσιο για την προσέγγιση χρησιμοποιώντας το Poisson όταν
το μοντέλο είναι ένα διάνυσμα..

Στη συνέχεια, οι στατιστικές τεχνικές που χρησιμοποιούνται για την επίλυση πολλών διακριτά
προβλήματα χρησιμοποιώντας τον ελάχιστο αριθμό των δειγμάτων. Αυτοί οι αλγόριθμοι ονομάζονται
«φυσικοί» και πιστεύεται ότι είναι οι μόνοι που θα επιβιώσουν λόγω των μεγάλων δεδομένων. Σε
αυτές τις ρυθμίσεις έχουμε ένα σύνολο κατανομών και θέλουμε να βρούμε αυτή που είναι πιο κοντά
σε μια γνωστή. Αν και, υπάρχει μια απλή λύση με τη χρήση της μέγιστης πιθανότητας, υπάρχουν
πολλά άλλα που επιτυγχάνουν ένα καλύτερο συνολικό αποτέλεσμα. Το πρώτο πρόβλημα που κάποιος
μπορεί να περιγράψει είναι η εξεύρεση του πιο μεροληπτικού κέρματος. Αυτό το πρόβλημα είναι
ένα από μια ευρύτερη συλλογή των bandit προβλημάτων . Το πρόβλημα που εξετάζεται αρχικά
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στη δεκαετία του ’ 50, στη δουλειά του Robbins[1] που αντλεί τις στρατηγικές που ασυμπτωτικά
επιτύχουν μια μέση ανταμοιβή που συγκλίνει στο όριο για την ανταμοιβή του καλύτερου arm. Κατόπιν
[15] παρείχε μια αναθεώρηση των κλασικών αποτελεσμάτων στο multi armed bandit πρόβλημα.
Τα χαμηλότερα όρια για τις διαφορετικές παραλλαγές του multi armed bandit πρόβλημα έχουν
μελετηθεί από αρκετούς συγγραφείς. Για το αναμενόμενο μοντέλο regret, το σεμιναριακό έργο του
Lai και Robbins [16] παρέχει σφιχτά όρια από την άποψη της Kullback-Leibler απόκλιση μεταξύ
των κατανομών των ανταμοιβών των διαφόρων arms. Πολλά αποτελέσματα σε multi armed bandit
στα οποία δεν υπάρχουν πιθανοτικές παραδοχές εξετάστηκε για πρώτη φορά στο [17] [18], και η
regret αναπτύσσεται αναλογικά με την τετραγωνική ρίζα των βημάτων. Στη συνέχεια, στο [19]
έδειξε οτι στο bandit πρόβλημα με πιθανότητες χρειάζονται O(n/ϵ2 log(1/δ)) δείγματα για να βρεις
το epsilon-βέλτιστων arm με πιθανότητα delta ,που βελτίωσε το προηγούμενο γνωστό αποτέλεσμα
:O(n/ϵ2 log(n/δ)). Πρώτον,oι Martin et al [20] παρέχουν ένα χαμηλότερο όριο των 2 bandit που
μπορεί να θεωρηθεί ως το χαμηλότερο φράγμα για να διακρίνει 2 κέρματα που είναι Ω(log(δ−1)/ϵ2).
Επιπλέον, οι Tsitsiklis et al, στο [21] απόδειξαν πιο αποτελεσματικά χαμηλότερα φράγματα από
την άποψη των arms Ω(log(1/δ)

∑
i 1/∆

2
i ) όπου το Deltai είναι η απόσταση μεταξύ του βέλτιστου

arm και του i-στου. Ο Richard Karp και Chandrasekaran έδωσαν στη συνέχεια ένα υποβέλτιστο
αλγόριθμο για την εξεύρεση των πιο biased κέρματων[22]. Μετά από αυτόν το [23] βελτίωσε τα
προηγούμενα αποτελέσματα σε μια γενικότερη ρύθμιση. Μετά από αυτό αρκετές εργασίες έχει γίνει
για την εξεύρεση της Top-k arm, σε [24]. Αρκετές εργασίες έχουν γίνει για την εξεύρεση του
καλύτερου arm [25] και στη συνέχεια βελτίωσαν τα αποτελέσματά τους στο πιο γνωστό σήμερα στο
[26].

Στη συνέχεια, ένα ερώτημα που έθεσε είναι αν αυτά τα αποτελέσματα μπορούν να χρησιμοποι-
ηθούν σε συνδυαστικά προβλήματα βελτιστοποίησης. Σε [27] βρήκαν τρόπο για κάποιον να εξάγει
την καλύτερη βάση σε ένα matroid πρόβλημα με τη χρήση όσο τον δυνατόν λιγότερα δείγματα, στην
συνέχεια επέκτειναν τις τεχνικές τους σε πιο γενικά προβλήματα [28] που θα χρησιμοποιήσουμε στα
προβλήματά μας. Πρόκειται να αναλύσουμε το συντομότερο μονοπάτι πρόβλημα σε μορφή PAC.
Εμείς θα δείξει πώς να υπο-βέλτιστη βρείτε μονοπάτια που βελτιστοποιούν ορισμένες λειτουργίες.

1.1.1 Ορισμός των προβλημάτων μας
Στα πρώτα κεφάλαια θεωρούμε μια παραλλαγή κάποιων γνωστών προβλημάτων από την συνδυα-

στική βελτιστοποίηση . Το πρώτο είναι το συντομότερο μονοπάτι. Στο αρχικό πρόβλημα πρέπει να
βρούμε ένα μονοπάτι που ελαχιστοποιεί το βάρος και συνδέει δύο κορυφές s και t. Στην παραλλαγή
μας τα βάρη δεν είναι γνωστά apriori αλλά τώρα ένα μοντέλο τους. Το μοντέλο μπορεί να είναι από
τη γνώση της κατανομής ή γνωρίζοντας τη διακύμανση και τη μέση τιμή του κάθε άκρου. Υποθέ-
τουμε ότι είναι ανεξάρτητες μεταβλήτες αν κι εχουν δειχτεί τρόποι για μετατροπή εξαρτημένων σε
ανεξάρτητων. Όριζεται ως:

Έστω ενας γράφος G(V,E,W) ,όπου W = {E1, . . . En} είναι τα βάρη κάθε ακμής στο E, με |E| ανε-
ξάρτητες τυχαίες μεταβλητές και μια πιθανότητα υπερχείλισης δ, πρέπει να διαλέξουμε ένα P ⊆ W
όπου να φτιάχνει μονοπάτι πχ: (s, v1, v2, ....t) τ.ω: P [

∑
i∈P

Ei > 1] ≤ δ

Σε άλλη κατεύθυνση ,βλέπουμε κι μια παραλλαγή του προβλήματος του σακιδίου όπου πρέπει να
πάρουμε αντικείμενα μεγαλύτερου κέρδους χωρίς να περνάνε ένα βάρος με κάποια πιθανότητα. Το
κέρδος έχει μια τιμή γνώστη ενώ το βάρος είναι μια τυχαία μεταβλητή. Ορίζουμε το πρόβλημα ως:

3



Δοσμένου ενός συνόλου S με n ανεξάρτητες μεταβλητές {X1, . . . , Xn} ακολουθώντας κάποια κα-
τανομή κι τα αντίστοιχα κέρδη τους {p1 . . . , pn} και μια πιθανότητα υπερχείλισης δ, πρέπει να δια-
λέξουμε ένα υποσύνολο S′ ⊆ S που θα βελτιστοποιέισει το κέρδος (Profit(S′) ≥ Profit(S′′)) και
P [

∑
i∈S′

Xi > 1] ≤ δ.

Στο τελευταίο κεφάλαιο προσπαθούμε να λύσουμε το ίδιο πρόβλημα αλλα χωρίς την γνώση μοντέ-
λου. Εδώ έχουμε εναν γραφο κάποιες ακμές κι πρόσβαση σε ένα μαντείο O(e) που δειγματοληπτείται
η τιμή της ακμής. Στόχος μας είναι να βρούμε το μονοπάτι που από την s, t που βελτιστοποιεί την
αναμενόμενη αξία της αντικειμενικής μας συνάρτησης. Συγκεκριμένα:

Δοσμένου ενός γράφου G(V,E,W) ,όπου W = {E1, . . . En} είναι τα βάρη κάθε ακμής στο E, με |E|
ανεξάρτητες μεταβλητές ακολουθώντας κάποια κατανομή και με πρόσβαση σε κάποιο μαντείο O ,
πρέπει να διαλέξουμε ενα P ⊆W όπου σχηματίζει μονοπάτι πχ: (s, v1, v2, ....t) τ.ω να βελτιώσουμε
την τίμη E(f(P )) με όσα λιγότερα δείγματα.

1.1.2 Contribution
Παρέχουμε ένα EPTAS για το στοχαστικό συντομότερο μονοπάτι πρόβλημα και στοχαστικό

σακίδιο.Αλλάζουμε τον αλγόριθμο του Indyk,Goel [29] και χρησιμοποιούμε την Poisson προσσεγγιση
για να στρογγυλοποιήσουμε τις πιθανότητές μας. Πάρομοια με εμας [30] έδωσαν ένα PTAS .

Η δουλεία μας σαν διάγραμμα:
Original Distrubution Space Discrete values

Find Min value

Discrete probabilities

Poisson Approximation

Final ϵ-Distribution Space

Bound number of different distrubutions

Μελετάμε επίσης το πρόβλημα μάθησης της στοχαστικής διαδρομής και δείχνουμε χαμηλότερα
όρια στην πολυπλοκότητα του δείγματος που απαιτητέ. Προσπαθούμε να επεκτείνει τα αποτελέσματα
των [28] όταν έχουμε διαφορετική διακύμανση μεταξύ των άκρων και παρέχουμε όρια για τους ισχυ-
ρισμούς μας. Παρέχουμε επίσης έναν τρόπο να βελτιστοποιήσουμε τις γενικότερες αντικειμενικές
λειτουργίες με τη χρήση ενός μαντείου. Δείχνουμε ότι υπάρχει ένα φράγμα των δειγμάτων που δεν
υπάρχει αλγόριθμος που να μπορεί να δώσει βέλτιστη λύση με τη λήψη λιγότερων. Αρκετοί επιστή-
μονες πριν έχουν αποδειχθεί χαμηλότερα όρια για αυτά τα προβλήματα. Tsitsiklis et al [31] παρείχαν
ένα πολύ ωραίο κάτω φράγμα με βάση τη διαφορά στη Μέση τιμή τους. Στη συνέχεια στο [23]
απέδειξαν ότι το χαμηλότερο όριο των δειγμάτων που απαιτούνται για την ταξινόμηση μιας τυχαίας
μεταβλητής σε μία από τις 2 κατηγορίες που κυριαρχείται από το log-πιθανότητα χαμηλότερο όριο,
απέδειξαν ότι χρειάζονται περισσότερα από 1

KL(D1,D2)
.

Remark:Παράλληλα με αυτό το έργο, εργαστήκαμε σε ένα πρόβλημα για την online βελτιστο-
ποίηση. Συγκεκριμένα, εργαστήκαμε στη βελτιστοποίηση της θέσης εγκαταστάσεων με το κόστος
αλλαγής θέσης. Αν και, έχουμε μερικά πολύ ενδιαφέροντα αποτελέσματα δεν τα περιλαμβάνουμε εδώ
ως προς τους περιορισμούς μεγέθους. Το έργο αυτό θα ανεβάσει στο ArXiv τις επόμενες ημέρες.
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1.2 Οργάνωση της διατριβής
Στο κεφάλαιο 2 6 παρέχουμε το μαθηματικό υπόβαθρο που απαιτείται για την κατανόηση της ερ-

γασία μας. Παρέχουμε αρκετές αποδείξεις για διάφορα λήμματα,και μια μέθοδο για κάτω φράγματα.
Στο κεφάλαιο 3 7 δείχνουμε τα αποτελέσματα. Παρέχουμε την απόδειξη του EPTAS για το στοχα-
στικό σακίδιο και το συντομότερο μονοπάτι. Στο κεφάλαιο 4 8 ορίζουμε το πρόβλημα κι παρέχουμε
μια μέθοδο απο τους Gupta et al [28] και παρέχουμε κάποια αποτελέσματα για διάφορες παραλλαγές.
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Κεφάλαιο 2

Μαθηματικό Υπόβαθρο

2.1 Εισαγωγή
Όλοι μας μπορούμε να αιτιολογήσουμε ότι χωρίς την χρήση τον μαθηματικών τίποτα δεν είναι

εφικτό.Περισσότεροι απο εμας γνωρίζουν ότι πολλές φορές οι πιο μεγάλες αποδείξεις στηρίζονται σε
θεμελιώδη μαθηματικές εξισώσεις.Σε αυτη την διπλωματική θα αποδείξουμε τα περισσότερα θεωρή-
ματα μας με απλές κι κομψές αποδείξεις. Στην αρχή θα δείξουμε κάποια βασικά λήματα κι θεωρήματα
τα όποια χρειάζονται για τις αποδείξεις μας.Θα περιγράψουμε βασικές αποστάσεις απο την θεωρία
πιθανοτήτων κι πολλές ιδιότητες που έχουν που μας είναι χρήσιμες στην συνέχεια. Θα δείξουμε
επείσεις κι την τεχνική poisson προσσεγγιση . Τέλος θα δείξουμε την δουλεία της Kauffman στην
απόδειξη κάτω φραγμάτων σε bandit προβλήματα.

2.2 Χρήσιμες ανισότητες
Θα ξεκινήσουμε με την πιο βασική ανισότητα στην θεωρεία πιθανοτήτων .

Proposition 1. Markov inequality : Έστω X μια μη-αρνητική τυχαία μεταβλητή ,και t > 0 τότε

Pr[X ≥ t] ≤ E[X]

t

Θα το αποδείξουμε σε μια γραμμή γιατί είναι αρκέτα διδακτική η απόδειξη.

Απόδειξη. Για κάθε μη αρνητική τυχαία μεταβλητή ισχύει t1(X≥t) ≤ X χρησιμοποιώντας την γραμ-
μικότητα της αναμενόμενης τιμής έχουμε:

Pr[X ≥ t] ≤ E[X]

t

Αν και η ανισότητα Markov είναι μια θεμελιώδης ανισότητα, δεν είναι τόσο ισχυρή όσο μπορεί
κανείς να αναμένει. Αυτό οδηγείσαι τους μαθηματικούς σε μια νέα εργαλειοθήκη ανισοτήτων που
ονομάζονται Chernoff όρια. Το πρώτο είδος που πρόκειται να χρησιμοποιήσουμε είναι το εξής.
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Proposition 2. [32] Chernoff Bounds : Έστω Xi μια ανεξάρτητη τυχαία μεταβλητή, και ισχύσει
Xi ≤M , ∀0 ≤ i ≤ n. Έστω X =

n∑
i=1

Xi. Τότε

Pr[
n∑

i=1

Xi ≤ E[X] + λ] ≤ exp(− λ2

2(
n∑

i=1
E[X2

i ] +Mλ/3)

)

Το δεύτερο είδος που θα χρησιμοποιήσουμε είναι:

Proposition 3. [32] Chernoff Bounds : Έστω Xi είναι μη αρνητική ανεξάρτητη τυχαία μεταβλητή,
έχουμε τα ακόλουθα όρια για το άθροισμα X =

n∑
i=1

Xi:

Pr[
n∑

i=1

Xi ≤ E[X]− λ] ≤ exp(− λ2

2
n∑

i=1
E[X2

i ]

)

2.3 Poisson Approximation
2.3.1 Metrics

Μια σημαντική ερώτηση που κάποιος μπορεί να ρωτήσει είναι πώς μπορεί κάποιος να αναλύσει
πόσο κοντά 2 κατανομές πιθανότητας είναι. Όλα τα μετρικά σύνολα έχουν μια μετρική που εμφανίζει
την ”απόσταση ” μεταξύ 2 στοιχείων. Αλλά πώς μπορεί κάποιος να καθορίσει αυτό σε πιο σύνθετες
δομές, όπως κατανομές πιθανότητας. Στην πραγματικότητα υπάρχουν αρκετές ”μετρικές ” για να
δείξει πόσο κοντά είναι 2 μέτρα.Θα εξηγήσουμε 3 αποστάσεις. Η απόσταση KL, η Total Variation
και η Kolmogorov απόσταση.

Definition 1. Total Variation distance: Έστω P1,P2 είναι 2 μέτρα πιθανότητας. Ορίζουμε την Total
Variation απόσταση ως:

dtv(P1, P2) = sup
A∈Ω
|P1(A)− P2(A)|

Κάποιος μπορεί να δει τη total variation απόσταση ως η διαφορά μεταξύ των ιστογραμμάτων
των δύο κατανομών πιθανότητας. Κάποιος μπορεί να ισχυριστεί ότι dTV είναι το πλησιέστερο στην
προσέγγιση των διακριτών προβλημάτων που παρέχει το μέγιστο σφάλμα σε ορισμένα γεγονότα.

Definition 2. Kolmogorov distance: Έστω P1,P2 είναι 2 μέτρα πιθανότητας.Έστω F1,F2 είναι οι
cdf. Ορίζουμε την Kolmogorov απόσταση ως:

dk(P1, P2) = sup
A∈R
|F1(A)− F2(A)|

Kolmogorov απόσταση δείχνει τη μέγιστη διαφορά μεταξύ cdf των τυχαίων μεταβλητών. Αυτή η
απόσταση έχει αρκετές εφαρμογές σε στοχαστικές διαφορικές εξισώσεις και σε συστήματα. Όπως
μπορεί κάποιος να θελήσει να βελτιστοποιήσει μια στοχαστική συνάρτηση κάτω από τους περιορι-
σμούς όπως X <1 ή το

∑
aiXi < 1, εάν οι περιορισμοί είναι εκθετικά μεγάλοι κάποιος μπορεί να

βρεί μια κάλυψη χρησιμοποιώντας αυτήν την απόσταση για να τις κάνει πολυωνύμικες.
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Lemma 1. Έστω P1,P2 είναι 2 μέτρα πιθανότητας.Ισχυεί ότι:

dk(P1, P2) ≤ dtv(P1, P2)

Απόδειξη. Το σύνολο γεγονότων A′ = {i|i ∈ R, X ≤ i} είναι ένα υποσύνολο όλων των γεγονότων
πιθανοτήτων στο Ω .

dtv(P1, P2) = sup
A∈Ω
|P1(A)− P2(A)| ≥ sup

A∈A′
|P1(A)− P2(A)| = sup

A∈R
|F1(A)− F2(A)| = dk(P1, P2)

Definition 3. Kullback–Leibler divergence: Έστω P1,P2 είναι 2 μέτρα πιθανότητας. Όριζουμε KL
απόκλιση ως:

dkl(P1 ∥ P2) =

∫
X
log dP

dQ
dP dkl(P1 ∥ P2) =

∫
R
P (x) log P (x)

Q(x)
dx

Τώρα παρουσιάζουμε μια σημαντική ανισότητα για τις αποστάσεις που ονομάζοται data process
inequality.

Lemma 2. Έστων X,Y δυο τυχαίες μεταβλητές στο S. Έστω f μια συνάρτηση στο S.Τότε :

dtv(f(X), f(Y )) ≤ dtv(X,Y )

Υπάρχουν πολλοί τρόποι να αποδειχθεί αυτό, αλλά ένας εύκολος είναι να σκεφτεί ότι το f θα
μειώσει την υποστήριξη της τυχαίας μεταβλητής έτσι η διαφορά μπορεί να είναι μικρότερη αλλά ποτέ
μεγαλύτερη.

Lemma 3. Pinsker’s inequality: Έστω P1,P2 είναι 2 μέτρα πιθανότητας. τότε ισχυεί

dkl(P1 ∥ P2) ≤ 2d2tv(P1, P2)

Lemma 4. Έστω P1, P2 2 κανονικές τυχαίες μεταβλητές με m1,m2 μέση τιμή και σ1, σ2 διασπορά.
Τότε:

dkl(P1 ∥ P2) ≤ 1/2((
σ2
2 − σ2

1

σ2
1

)2 +
|m2 −m1|2

σ2
1

)

Απόδειξη.

dkl(P1 ∥ P2) = (− log(σ2/σ1)− 1/2 +
|m2 −m1|2 + σ2

1

2σ2
2

) ≤ 1/2(
σ2
2

σ2
1

− log σ
2
2

σ2
1

− 1)
|m2 −m1|2

2σ2
2

≤ 1/2((
σ2
2 − σ2

1

σ2
1

)2 +
|m2 −m1|2

σ2
1

) (2.1)

στο τέλος χρησιμοποιήσαμε ότι x− logx− 1 ≤ (1− x)2
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2.4 Poisson Approximation
Theorem 1. Poisson Approximation : LetX1, . . . , Xn be independent Bernoulli Random Variables
Be(pi).Let X =

n∑
i=1

Xi and λ =
n∑

i=1
pi Then

dtv(X,Poi(λ)) ≤

n∑
i=1

p2i

n∑
i=1

pi

Αυτό το ωραίο φράγμα αποδεικνύεται με τη μέθοδο Steins. Μας λέει ότι αν οι παράμετροι pi
είναι αρκετά μικρές τότε μπορούμε να σκεφτούμε τυχαία μεταβλητή μας ως ένα poisson τυχαία
μεταβλητή. Αν και αυτό είναι ένα γενικό εργαλείο που μπορεί να είναι γενικευμένο για όλες τις
τυχαίες μεταβλητές με μικρό μέσο. Στη διπλωματική μας θα χρησιμοποιήσουμε ένα πιο σημαντικό
εργαλείο που είναι για PMD τυχαίες μεταβλητές.

Lemma 5. [11] Για κάθε c ≤ 1
2k , έχοντας πρόσβαση σε ένα πινάκα παραμέτρων R για μια (n, k)−

PMD MR μπορούμε να φτιάξουμε αποδοτικά μια (n, k) − PMD M R̂, έτσι ωστε για όλα i,j ,
R̂(i, j) /∈ (0, c) , και

dtv(M
R,M R̂) < O(c1/2k5/2 log1/2 1

ck
)

2.5 Απόδειξη κάτω φραγμάτων
Ένα θεμελιώδες πρόβλημα στη θεωρία εκμάθησης είναι πώς μπορεί κάποιος να αντλήσει τα χα-

μηλότερα φράγματα στον αριθμό δειγμάτων για διάφορα προβλήματα. Αν και αυτό είναι ένα πολύ
δύσκολο πρόβλημα κατά τα προηγούμενα έτη έχει υπάρξει πολλή επιστημονική έρευνα που μας οδηγεί
σε διάφορα θεωρήματα και πλαίσια που μπορούν να μας βοηθήσουν για να αντλήσουν τα χαμηλότερα
όρια. Στην εργασία μας θα δώσουμε κυρίως προσοχή στο έργο του [Kauffman, et All] [33]. Αυτή η
εργασία έδωσε μερικά ενδιαφέροντα όρια στα προβλήματα ληστών που είναι μια γενίκευση πολλών
άλλων προβλημάτων. Θα παρουσιάσουμε την απόδειξή της σύντομα. Από τώρα και στο εξής θα δη-
λώσει d(a, b) = a log(a/b) + (1 − a) log((1 − a)/(1 − b)) Έστω a, a′ να είναι δύο μοντέλα badit
ή όπως στο πρόβλημά μας, είναι ένα σύνολο άκρων. Σε κάθε βήμα t ο αλγόριθμος μας θα επιλέξει
να δείγμα για μια ακμή i και πρόκειται να ονομάσουμε αυτήν την ενέργεια At = i και Zt είναι το
αποτέλεσμα κάθε βήματος. Τέλος, ας το fa και fa′ είναι η πυκνότητα της κάθε ακμής. Κάποιος μπορεί
να εισαγάγει την log-likelihood ratio ως:

Lt =
K∑
a=1

t∑
s=1

1(As=i) log(
fa(Zs)

f ′
a(Zs)

) (2.2)

Ένα βασικό λήμμα για την αλλαγή της κατανομής είναι τα ακόλουθα:

Lemma 6. Έστω σ be a stopping time σύμφωνα με Ft . Για κάθε γεγονός E ∈ Fσ ισχύει

Pr
v′
(E) = Ev[1Eexp(−Lσ)]
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Lemma 7. Έστω Α ένας αλγόριθμος που τρέχει σε n arms και έστω C = (ai)
n
i=1 και C ′ = (a′i)

n
i=1

είναι δύο ακολουθίες των n arms. Ας τη τυχαία μεταβλητη ti δηλώνουν τον αριθμό των δειγμάτων που
λαμβάνονται από το i-th arm. Για κάθε E σε Ft όπου t είναι ένας χρόνος διακοπής με σεβασμό της
Ftt≥0, ισχυει

n∑
i=1

EA,C [ti]KL(ai, a
′
i) ≥ d(PA,C′ [E], PA,C [E])

Απόδειξη. Με μια πρώτη ματιά αυτό το λήμμα αναφέρει ότι όταν η εντροπία πληροφοριών από δύο
κατανομές είναι κοντά η μία στην άλλη, χρειαζόμαστε περισσότερα δείγματα για να τα διαχωρίσουμε.
Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι ο αλγόριθμος μέγιστη πιθανόφανειας χρειάζεται αυτά τα πολλά
δείγματα για να είναι σε θέση να παράγει τη σωστή λύση. Επειδή η αναμενόμενη τιμή του log-
likelihood ratio των δύο τυχαίων μεταβλητών είναι στην πραγματικότητα η απόσταση KL. Θα το
δείξουμε αυτό χρησιμοποιώντας το λήμμα του Wald.

Lt =

K∑
a=1

Na(t)∑
s=1

log(fa(Ya,s)
f ′
a(Ya,s)

)

Ακόμα έχουμε
E[log(fa(Ya,s)

f ′
a(Ya,s)

)] = KL(Va, V
′
a)

Lemma 8. Wald’s Lemma: Έστω X =
N∑
i=1

Xi όπου Xi είναι iid και N μια μη αρνητικη τυχαία
μεταβλήτη:

E[X] = E[N ]E[X1]

Βλέπουμε με το 16 ότι:

E[Lt] =
K∑
a=1

Na(t)KL(Va, V
′
a) (2.3)

Ευκολά βλέπουμε ότι ισχυει για Prv(E) = {0, 1} αφου η δεξιά μεριά ειναι μηδεν κι η αριστερή
θετική .

Pr
v′
(E) = Ev[1Eexp(−Lσ)] = Ev[1EEv[exp(−Lσ)|1E ]] (using Jensen inequality)

≤ Ev[1Eexp(Ev[−Lσ|1E ])] = Ev[1Eexp(Ev[−Lσ|1E ]1E)]

= Ev[1Eexp(−Ev[Lσ|E])] = exp(−Ev[Lσ|E])Pv[E]

Ακόμα, ισχύει για την αναμενόμενη τιμή ότι E[E[X|Y ]] = E[X]
Το ίδιο ισχύει για Ec άρα :

Ev[Lσ|E] ≥ log Pv[E]

Pv′ [E]
Ev[Lσ|Ec] ≥ log Pv[E

c]

Pv′ [Ec]
(2.4)

Με τον τύπο ολικής πιθανότητας:

Ev[Lσ] = Ev[Lσ|E]Pv[E] + Ev[Lσ|Ec]Pv[E
c] ≥ Pv[E] log Pv[E]

Pv′ [E]
+ Pv[E

c] log Pv[E
c]

Pv′ [Ec]

= d(Pv[E], Pv′ [E])
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Κεφάλαιο 3

Επίλυση προβλημάτων
στοχαστικής βελτιστοποίησης

3.1 EPTAS για στοχαστικό σακίδιο
3.1.1 Προηγούμενη δουλειά

Στο [34] [Tardos et All] ορίστηκε η στοχαστική εξισορρόπηση φορτίου, η συσκευασία στοχαστι-
κών δοχείων και ο στοχαστικός σάκος. Έλαβαν έναν αλγόριθμο όπου ήταν O(1)-προσεγγιστικός
για αυθαίρετες κατανομές, υπό την προϋπόθεση ότι E = [mX

i ] ορίζεται (συγκλίνει). Οι τεχνικές
τους περιλαμβάνουν να δείξουν πώς να προσεγγίσουν κάτω από την υπόθεση των bernoulli δοκιμών.
Επιπλέον έδειξαν ότι εάν μπορούν να λύσουν το πρόβλημα ότι μπορούν να μετατρέψουν τις αυθαί-
ρετες κατανομές σε ένα ισοδύναμο πρόβλημα με τις δοκιμές Μπερνούλι το αποτέλεσμα ακολουθεί.
Επιπλέον ,ο Indyk και Goel [29], έδειξαν πώς να κατασκευαστεί ένα PTAS για στοχαστικό σακίδιο
υπό την υπόθεση της εκθετικής εργασίας, επιπλέον παρείχαν QPTAS για τις δοκιμές bernoulli. Οι
τεχνικές τους περιλαμβάνονται για να παρέχουν ένα πολυωνύμικο ή subexpomential χώρο κατανο-
μών. Προσαρμόζουμε πολλές από τις τεχνικές τους στο έργο μας.Η Nikolova στη διατριβή της [35]
παρείχε ένα νέο τρόπο για την επίλυση αυτών των προβλημάτων. Πρώτα απ ’ όλα, προσδιόρισε το
στοχαστικό συντομότερο πρόβλημα μονοπάτι που δείχνει ότι είναι NP-hard να λύσει. Χρησιμοποιώ-
ντας sublevel σύνολα έδειξε ότι αν υπάρχει ένα μαντείο που μπορεί να απαντήσει στο αν υπάρχει
μια λύση σε αυτό το υπο-επίπεδο τότε μπορεί να κατασκευάσει ένα FPTAS, έδειξε αυτό για ένα
γενικότερο είδος των προβλημάτων. Αυτά τα προβλήματα είναι quasi-κυρτή μεγιστοποίηση η οποία
είναι γνωστό ότι είναι NP-hard. Χρησιμοποίησε το έργο του Yannakakis kai Papadimitrioy [36] και
έφτιαξε έναν αλγόριθμο για τη συντομότερη διαδρομή υπό την προϋπόθεση της κανονικής κατανομής.
Χρησιμοποίησε epsilon−Pareto καμπύλες για να προσεγγίσει το oracle. Επιπλέον, παρείχε επίσης
ένα QPTAS για τη συντομότερη πορεία κάτω από την υπόθεση των Bernoulli δοκιμών.

Σε μια παράλληλη δουλειά με μας,[30] Lin, Yuan, πρότειναν ένα PTAS για τις αυθαίρετες τυχαίες
μεταβλητές για τη συντομότερη διαδρομή και το πρόβλημα σακιδίων. Οι τεχνικές τους περιλαμβάνουν
σαν τη δική μας την προσέγγιση poisson και αρκετές tail ανισότητες . Από την άλλη πλευρά τα
αποτελέσματά μας παρέχουν ένα EPTAS που είναι το καλύτερο δυνατό. Αν δεν P = NP δεν υπάρχει
ένας αλγόριθμος FPTAS για αυτό το πρόβλημα.
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3.1.2 Εισαγωγή
Στις παρακάτω ενότητες θα παράσχουμε μερικούς αλγορίθμους που λύνουν αποτελεσματικά το

πρόβλημα του στοχαστικού σάκου και τη στοχαστική συντομότερη διαδρομή. Θα ξεκινήσουμε δεί-
χνοντας πώς μπορούμε να διακριτοποιησουμε το χώρο και να παράγουμε ένα χώρο πολυωνύμικο με
την χρήση δυναμικού αλγόριθμου . Πρώτα απ ’ όλα πρόκειται να αποδείξει ότι αν η τυχαία μετα-
βλητή έχει μικρή αναμενόμενη αξία τότε μπορούμε να το χρησιμοποιήσετε ως προσδιοριστικές αξία,
όπως το σφάλμα είναι μικρό. Στη συνέχεια, πρόκειται να διακριτοποιησουμε τις υπόλοιπες τυχαίες
μεταβλητές με O(poly(1/ϵ)) τιμές. Τότε θα χρησιμοποιήσουμε την προσέγγιση για να αποδείξουμε
ότι διακριτές τυχαίες μεταβλητές που οι μικρές πιθανότητες μπορούν να προσεγγιστούν με μια με-
ταβλητή που θα οδηγήσει ως χαμηλό όριο για την πιθανότητα που θα μας οδηγήσει σε μια εύκολη
διακριτοποιηση. Τέλος, πρόκειται να συνδυάσουμε αυτά τα αποτελέσματα για να διακριτοποιησουμε
το χώρο καταστάσεων και θα δείξουμε διαφορετικούς αλγορίθμους που απαιτούνται για την επίλυση
του προβλήματός μας.

Definition 4. Έστω ένα σύνολο S από n ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές {X1, . . . , Xn} που ακο-
λουθούν κάποια κατανομή κι τα αντίστοιχα κέρδη τους {p1 . . . , pn} και μια πιθανότητα υπερχείλισης
δ, πρέπει να διαλέξουμε ένα υποσύνολο S′ ⊆ S οπού θα βελτιστοποιεί το ακόλουθο πρόβλημα:

maximize
∑
i∈S′

pi

s.t. P [
∑
i∈S′

Xi > 1] ≤ δ

Definition 5. Έστω ένας γράφος G(V,E,W) όπου W = {E1, . . . En} από n n ανεξάρτητες τυχαίες
μεταβλητές που ακολουθουν κάποια κατανομή και μια πιθανότητα υπερχείλισης δ, πρέπει να διαλέξουμε
ενα σύνολο ακμών που να είναι μονοπάτι P ⊆W τ.ω:

P [
∑
i∈P

Ei > 1] ≤ δ

3.2 Αποτελέσματα:
Αρχικά αποδεικνύουμε ότι χρησιμοποιώντας το Poisson Approximation μπορούμε να προσσεγ-

γισουμέ οποιαδήποτε κατανομή που έχει πολύ χαμηλή μέση τιμή , αυτό είναι ένα πολύ σημαντικό
συστατικό στην απόδειξη μας , μιας κι οι προηγούμενοι μπόρεσαν να το προσεγγίσουν με 1/n σε αντί-
θεση με εμάς που έχουμε ϵ2 το οποίο είναι ανεξάρτητο της εισόδου. Χρησιμοποιώντας συγκεκριμένες
τεχνικές από το [29] και κάποιον δικό μας λυμάτων δείχνουμε ότι μπορούμε να στρογγυλοποισούμε
το support σε ένα σύνολο με O(log(1ϵδ)/ϵδ) διαφορετικές τιμές , στην συνέχεια δείχνουμε ότι μπο-
ρούμε να στρογγυλοποισουμε την πιθανότητες σε O(poly(log(1ϵδ), 1/ϵδ)) και φράζουμε την μέση
τιμή απο το c log 1/ϵ. Συνδυάζοντας όλα αυτά καταλήγουμε σε (1/(ϵδ)poly(1/(ϵδ))n2) διαφορετικά
solution. Συγκεκριμένα, έτσι έχουμε το πρώτο EPTAS μιας κι ο αλγόριθμος απλά ψάχνει μια λύση
που να ικανοποιεί τις κατανομές που διαλέξαμε. Στο knapsack κι στο shortest path γνωρίζουμε
τέτοιους αλγόριθμους συγκεκριμένα για το δεύτερο ο Bellman–Ford είναι ένας απο αυτούς. Στην
συνέχεια μας κοιτάξαμε για General Packing Problems κι είδαμε ότι μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε
την ίδια διαδικασία για πιο συνθετές εξισώσεις. Μια κατεύθυνση για μετέπειτα έρευνα είναι να δούμε
αν μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το construction ως ένα oracle για πιο σύνθετα προβλήματα.
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Κεφάλαιο 4

Μάθηση διακριτών προβλημάτων
σε άγνωστα περιβάλλον

Στην προηγούμενη ενότητα, δείξαμε πώς θα προσεγγίσουμε τη λύση του στοχαστικού συντο-
μότερου μονοπατιού, αν γνωρίζουμε πώς διαμορφώνεται το περιβάλλον. Στην πραγματικότητα είναι
δύσκολο να γνωρίζουμε πώς το περιβάλλον είναι μοντελοποιημένο, αν και μπορούμε πάντα να το
προσεγγίσουμε. Υπάρχουν πολλοί τρόποι για να δείτε αυτό το είδος των προβλημάτων. Στο έργο μας
πρόκειται να τους δούμε ως μαντείο όπου θα παίρνει ένα δείγμα, την αξία τους σε ένα συγκεκριμένο
μοντέλο. Όσον αφορά ένα παράδειγμα στη στοχαστική συντομότερη διαδρομή μπορούμε να δούμε
το μαντείο ως το χρόνο που χρειάστηκε ένα αυτοκίνητο για να περάσει από μια συγκεκριμένη ακμή
ή δρόμο και να λάβει την αξία από το GPS. Αυτό μπορεί να βοηθήσει να οριστεί ένα νέο τύπο αλ-
γορίθμων που ονομάζονται PAC. Εμείς πρόκειται να καθορίσει delta−σωστών αλγορίθμων και ότι οι
αλγόριθμοι είναι σωστοί με την εμπιστοσύνη 1−delt αυτό σημαίνει ότι με πιθανότητα μικρότερη από
delta ο αλγόριθμος έχει εξόδου ένα λάθος αποτέλεσμα. Επίσης, υπάρχει το (delta, epsilon)−σωστών
αλγορίθμων που είναι αλγόριθμοι που προσεγγίζουν τη λύση με ένα ποσοστό σφάλματος των epsilon
και η πιθανότητα να είναι λάθος είναι το πολύ delta. Στην πραγματικότητα, σε πραγματικό κόσμο δε-
δομένων κάθε τιμή προσεγγίζεται μεταξύ ενός ποσοστού σφάλματος, όπως δεν μπορούμε να έχουμε
άπειρο αριθμό των bits που απαιτούνται για τον υπολογισμό της ακρίβειας των μέτρων στην πραγ-
ματικότητα με log(1/ϵ) μπορούμε να έχουμε το πολύ epsilon σφάλμα. Ο τρόπος που πρόκειται να
υποθέσουμε ότι τα δείγματά μας είναι τα πραγματικά, δηλαδή χωρίς το σφάλμα προσέγγισης Το
μεγαλύτερο μέρος αυτής της εργασίας βασίζεται σε κάποια αποτελέσματα του [Gupta et all][28]
και πρόκειται να γενικεύσουμε κάποια αποτελέσματα για τις στοχαστικές διαδρομές για πιο γενικές
λειτουργίες του κόστους, χρησιμοποιώντας της Nikolova τα αποτελέσματα.

Definition 6. Λέμε ότι ο Αλγόριθμος Α είναι ένας δ-σωστός αλγόριθμος για τη στοχαστική συντομότερη
διαδρομή σε ένα γράφημα G(V,E) αν δεδομένου μια συνάρτησης f : R → R θέλουμε να βρούμε ένα
μονοπάτι P :(s,t) τέτοιο ώστε για κάθε άλλο μονοπάτι P ′:(s,t):

Pr[E[f(
∑
i∈P

Ei)] ≤ E[f(
∑
i∈P ′

Ei)]] ≥ 1− δ

Αν θέλαμε να κάνουμε βελτιστοποίηση ως προς την μέση τιμή θα διαλέγαμε ως συνάρτηση την
f(x) = x.
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4.1 Αποτελέσματα:
Στην αρχή βλέπουμε τον αλγόριθμο των [28] όπου χρησιμοποιεί μια πρωτότυπη μέθοδο για

να δείχνει κάτω φράγματα στο να κάνουμε διαχωροποιήση λύσεων, κι αποδεικνύουν ότι το κάτω
φράγμα μπορεί να οριστεί ως ένα convex πρόγραμμα το όποιο εξαρτάται απο το instance, έτσι μπο-
ρούμε να έχουμε αυστηρά φράγματα ανάλογα την είσοδο.Εμείς κοιτάμε κι πιο γενικές περιπτώσεις
όπως η ύπαρξη διασποράς αλλά κι πιο γενικευμένες συναρτήσεις κόστους.Η βασική ιδέα ότι περ-
νούμε σταδιακά δείγματα αυξάνοντας την ακρίβεια κι διώχνουμε suboptimal λύσεις. Όταν έχουμε
μια μεταβλητή αυτό είναι εύκολο, όταν όμως έχουμε δυο κι παραπάνω είναι δύσκολο να όρισουμε
suboptimality μιας κι η κάθε μεταβλητή επηρεάζει διαφορετικά την κάθε λύση γιαυτό χρησιμοποιούμε
την ένοια των sublevel sets κι breakpoints όπως η Nikolova για να ορίσουμε το πρόγραμμα που τα
διαχωρίζει. Στην συνεχεία δείχνουμε πως όταν μπορούμε να προσεγγίσουμε με 2 παραγώγους μια
συνάρτηση,μπορούμε να προσεγγίσουμε κι την βέλτιστη λύση με τους παραπάνω αλγόριθμους. Ανοι-
χτά προβλήματα που είναι συμαντικά να δούμε στην συνέχεια είναι πως μπορούμε να βελτιώσουμε
τα αποτελέσματα κι αλλό με την χρήση κάποιου combinatorial property, επίσης αν με την χρήση
Distance oracles μπορούμε να πετύχουμε καλύτερα αποτελέσματα.
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Κεφάλαιο 5

Introduction

Computer science is no more about
computers than astronomy is about
telescopes

E.Dijkstra

5.1 Purpose of this thesis
From an introductory class on Algorithms everyone is confident enough with the definition of

optimization . Several problems can be thought as the fundamental of the discrete optimization.
The first problem that it will come in your mind, it will be the shortest path problem. This is
defined as the choice of certain edge in a way to construct a path from s to t and their weigh is
minimized. Although this problem admits an easy solution when the weights are positive numbers
,it becomes harder as we erased assumptions.To provide an examples as pertinent evidence , if we
erased the assumption that the weights are positive values , the problem becomes harder, in fact
it is a NP-HARD problem. In real life if we know the distance from a point to another we can
not be sure about the time that it is needed to cross it.There are several variables that makes the
environment noisy.For example if the edge is the road ,then you know that you can cross it in t
time most of the times, but there are times when the traffic is highly increased which increase the
time that needed to cross it. Scientist can modeled this distortion of the environment with the
use of probabilities.This leads to a new road of research rather than the deterministic one where
you are fully aware of the environment to one that you have unlimitless information. This extend
the definition of the deterministic optimization to the stochastic optimization.

Stochastic optimization refers to a collection of methods for optimizing an objective function
when randomness is present.Randomness usually enters the problem either in the environment or
in the objective function. Like the deterministic optimization there does no exist a single solution
or method to solve every problem, but a toolbox is developed which made this problems tractable.

One common example of stochastic optimization is the bandit problem which is a general
model for stochastic problems.A common implementation which makes it easier to understand is,
imagine a gambler at a row of slot machines(arms) who has to decide which ones to play based on
limitless information and he wants to maximize his rewards.In this problem you have to decide
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which one to play and how many times.Several scientists started to consider this problem as it is
close to sequence testing [1].

Stochastic shortest path problem(first defined in [2]) is defined as the original shortest path
but we do not know apriori our weights ,only a model for them.Also, we can also define Stochastic
Knapsack proportionally . In this configuration we only know a model of the weights of the items
and we know their value which we want to maximize. This two problems are very similar as they
both admit a pseudo-polynomial algorithm.

One generalization of the stochastic optimization problems is the ability to see the item when
you choosing it and then adapt your actions.This problems in again NP-hard as it is similar to
Markov Decision process.In [3],[4] and [5] one can find several results in this direction for the
stochastic knapsack problem.And in [6] several results were made in utility maximization.

On the other hand another problem that we face is what you can do when you can only
sample the edges and know nothing about the environment. This problem is closed to hypothesis
testing. In these problem you have a set of hypothesis and an oracle which you use to sample. The
objective is to find a member of the hypothesis which is the closest to the one you sample. These
problems have got the attention of many scientists nowadays. Several central limits theorems
have risen in the surface which show a way to efficiently approximate several distributions.One of
the first papers in central limits was the one developed by Barry-Essen [7] [8] which showed that
the sum of several random variables can be approximated by a Gaussian distribution.Although
this was the first central limit , several others have arisen.After that a scientist named Charles
Stein provided a more formal method for proving central limits theorems which after the years
turn to be the most important tool used by mathematicians. On [9] one can find several theorems
about steins method, notably one of my favorites is that a sum of random variables X =

∑
Xi

is close to a Gaussian which error rate of 1/V ar(X).Paul and Gregory Valiant [10] showed a
more general central limit theorem for multidimentional distributions and [Daskalakis et all] [11]
improved their bounds.

Most of the times it may seem that Gaussian estimation are adequate for most of our
application but they only help when your model has proportionally big variance.On the other
hand one may ask if there exist a theorem for small variance models.In 1960’s L.Cam [12]
proved that one can approximate binomial distribution with poisson ones. After,by the use of
Stein’s method A. D. Barbour, L. Holst and S. Janson [13] proved that you can approximate
small variance model using Poisson distribution who provide a sub-optimal bound.In later work
Daskalakis and Papadimitriou [14] used the previous central limits theorems to provide an ϵ-Cover
for PBDs.[Daskalakis et all] [11] also developed a more general framework to approximate using
Poisson when the model is a vector.

Afterwards, statistical techniques used to solve several discrete problems using the minimum
number of samples. This algorithms called ’natural’ and it is believed that they are the only ones
that will survive due to big data.In this settings we have a set of distributions and we want to
find the one that is more closed to a known one.Although, there is a straightforward solution
by using maximum likelihood, there are plenty of other which achieve a better overall result.The
first problem that someone can describe is Finding the most biased coin. This problem is one of a
wider collection of bandit problems.The problem first considered in 50s, in a work of Robbins[1]
which derives strategies that asymptotically attain an average reward that converges in the limit
to the reward of the best arm.Then [15] provided a review of the classical results on multi armed
bandit problem. Lower bounds for different variants of the multi-armed bandit have been studied
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by several authors. For the expected regret model,the seminal work of Lai and Robbins [16]
provides tight bounds in terms of the Kullback-Leibler divergence between the distributions of
the rewards of the different arms.For several results in adversarial multi-armed bandit problem
in which there are no probabilistic assumptions was first considered in [17] [18], and the regret
grows proportionally to the square root of steps.Then in [19] it is showed in the probabilistic
bandit problem that there are needed O(n/ϵ2 log(1/δ)) samples to find the ϵ-optimal arms with
probability δ which improved the previous known bound of:O(n/ϵ2 log(n/δ)) .First , Martin et al
[20] provide a lower bound of 2 bandits which can be viewed as the lower bound to distinguishes 2
coins which is Ω(log(δ−1)/ϵ2). Furthermore, Tsitsiklis et al , in [21] proved a more efficiently lower
bound in terms of the arms Ω(log(1/δ)

∑
i 1/∆

2
i ) where the ∆i is the gap between the optimal

arm and the ith.Richard Karp and Chandrasekaran then provided an suboptimal algorithm for
finding the most biased coin [22].After that the [23] improved the previous results in a more
general setting.After that several work has been done into finding the top-k arms,in [24].Several
work has been done into finding the best arm [25] and then they improved their results in the
best known today in [26].

Afterwards, one question that raised is if this results can be used in combinatorial optimization
problems. In [27] [Gupta et all] studied the way for someone to export the best basis in a matroid
problem using as less samples as needed, after they extend their techniques in more general
problems [28] which we are going to use in our problems.We are going to analyze the shortest
path problem in a PAC module. We will show how to sub-optimal find paths that are optimize
certain functions.

5.1.1 Formal definition of our problems
In the first sections we consider an variant of some well known problems from combination

optimization.The first one is the shortest path . In the original problem we need to find a path
that minimizes the weight and connects two vertices s and t. In our variation the weights are not
known apriori but we now a model for them.The model may be from knowing the distribution
or knowing the variance and the mean value of each edge.We assume that the variables are
independent, if not nikolova [35] describes a way to transform dependent random variables to
independent ones using covariance.Formally it is defined as:

Given a graph G(V,E,W) ,whereW = {E1, . . . En} is the weights of each edge E, of |E| independent
random variables following some distribution and an overflow probability δ, we have to choose a
P ⊆W which forms a path eg: (s, v1, v2, ....t) s.t: P [

∑
i∈P

Ei > 1] ≤ δ

On the other hand, we also consider a variation of the knapsack problem which is the ability to
find a set of items that maximizes our profit and it is less than a threshold value of weight. In
our version the profit is a deterministic variables (we know apriori the values of the profit) and
we only know a model of the weigh values. We can define the problem as:

Given a set S of n independent random variables {X1, . . . , Xn} following some distribution with
associated profits {p1 . . . , pn} and an overflow probability δ, we have to choose a S′ ⊆ S which
will maximize out profit (Profit(S′) ≥ Profit(S′′)) and P [

∑
i∈S′

Xi > 1] ≤ δ.

In our final section we are trying to solve the same problem but without knowing the model of
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our weights. In this setting we have a graph and we have an access to an oracle O(e) which given
an edge e it return the weight of the edge in this particular moment(sampling). Our goal is to find
the path that from s,t which optimizes the expected value of our objective function. Formally:

Given a graph G(V,E,W) ,whereW = {E1, . . . En} is the weights of each edge E, of |E| independent
random variables following some distribution and given access to a sampling oracle O , we have
to choose a P ⊆ W which forms a path eg: (s, v1, v2, ....t) s.t we optimizes the E(f(P )) and we
use the minimum number of samples.

5.1.2 Contribution
We provide a EPTAS for the stochastic shortest path problem and stochastic knapsack.We

use a modification of Indyk,Goel [29] algorithm and we will use the Poisson approximation to
round our values. Similar with us [30] provided a PTAS for the same problems using again the
poisson approximation technique.

The work can be viewed as a diagram:
Original Distrubution Space Discrete values

Find Min value

Discrete probabilities

Poisson Approximation

Final ϵ-Distribution Space

Bound number of different distrubutions

We also study the learning problem of stochastic path and we show lower bounds on their sample
complexity.We trying to extend the results of [28] when we have different variance between the
edges and we provide bounds for our claims.We also provide a way to optimize more general
objective functions with the usage of an oracle. We are going to show that there exist a bound
that of samples that no algorithms can be optimal by taking less. Several scientists before have
proved lower bounds for these problems .Tsitsiklis et al [31] provided a very nice lower bound
based on the difference on their mean value . Afterwards in [23] it proved that the lower bound
of samples needed to classify a random variable to one of 2 categories in dominated by the log-
likelihood lower bound , they proved that they need more than 1

KL(D1,D2)
.Other works include

the ones from : [37] and [38].
Remark:Parallel to this work, we worked on online optimization. Specifically, we worked on

optimizing facility location with switching cost.Although , we have some very interesting results
we do not include them here as for the size limitations.This work will be uploaded to the arxiv
in the following days.

5.2 Organisation of this thesis
In the chapter 2 6 we provide the mathematical background needed to understand our work.

We provide several proofs for a variety of lemmas. Also , we provide a method for proving lower
bounds due to [33].
In chapter 3 7 we show our results. We provide the proof of the EPTAS for the stochastic knapsack
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and shortest path. In chapter 4 8 we define the learning problem and we present a method by
Gupta et al [28] and we provide several results for more general settings.
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Κεφάλαιο 6

Mathematical Background

6.1 Introduction
Everyone can argue that without mathematics nothing is possible.Most of us are aware that

most of rigorous proofs needs simple and fundamental mathematical equations.In these thesis we
are going to prove most of our theorems with simple and most of the times elegant proofs.
Therefore we are gonna introduce some basic lemmas and theorems which are vital to our
proofs.We are going to describe the basic distances in probability theorem and several properties
of them. Also we are going to describe the poisson approximation technique .Lastly we are going
to describe Kaufman’s work on the lower bound of bandit problem.

6.2 Useful Inequalities
We are going to start with the most basic inequality in probability theory.

Proposition 4. Markov inequality : Let X be a no-negative Random Variable and t > 0 then

Pr[X ≥ t] ≤ E[X]

t

We are going to provide an one line proof as it shows some interesting facts about Random
Variables.

Απόδειξη. For every non-negative Random Variable it holds t1(X≥t) ≤ X by using the linearity
of expectation we get

Pr[X ≥ t] ≤ E[X]

t

Although Markov inequality is a fundamental inequality , it is not as strong as someone
can expect. This lead mathematicians to a new toolbox of inequality which are called Chernoff
Bounds.The first kind that we are going to use is the following.
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Proposition 5. [32] Chernoff Bounds : Let Xi be independent Random Variable satisfying Xi ≤
M , ∀0 ≤ i ≤ n. Let X =

n∑
i=1

Xi. Then

Pr[
n∑

i=1

Xi ≤ E[X] + λ] ≤ exp(− λ2

2(
n∑

i=1
E[X2

i ] +Mλ/3)

)

The second kind that is needed is:

Proposition 6. [32] Chernoff Bounds : Let Xi be non-negative independent Random Variable,we
have the following bounds for the sum X =

n∑
i=1

Xi:

Pr[
n∑

i=1

Xi ≤ E[X]− λ] ≤ exp(− λ2

2
n∑

i=1
E[X2

i ]

)

6.3 Poisson Approximation
6.3.1 Metrics

One important question someone may ask is how can someone determinate how close 2
probability distributions are.All metric spaces have a metric that show the ”distance” between
2 elements. But how can someone define this to more complex structures such as probability
distributions.In fact there exists several ”metrics” to show how close are 2 measures. We are going
to explain 3 distances. The KL distance, Total Variation and the Kolmogorov distance.

Definition 7. Total Variation distance: Let P1,P2 be 2 probability measures. We define Total
Variation distance as:

dtv(P1, P2) = sup
A∈Ω
|P1(A)− P2(A)|

One can see the total variation distance as the difference between the histograms of the two
probability distributions.One can argue that dtv is the closest one in approximation of the discrete
problems as it provides the maximal error in some events.

Definition 8. Kolmogorov distance: Let P1,P2 be 2 probability measures.Let F1,F2 be the cdf. We
define Kolmogorov Distance as:

dk(P1, P2) = sup
A∈R
|F1(A)− F2(A)|

Kolmogorov distance shows the maximal difference between cfd of the random variables.This
distance have several application in stochastic differential equations and in systems. As one may
want to optimize a stochastic function under the constraints that X < 1 or the

∑
aiXi < 1 , if the

constraints are exponentially large one can find a cover using this distance to make a polynomial
one.
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Lemma 9. Let P1,P2 be 2 probability measures.Then it holds that:

dk(P1, P2) ≤ dtv(P1, P2)

Απόδειξη. One can argue that the set of events A′ = {i|i ∈ R, X ≤ i} is a subset of all probability
events in Ω .

dtv(P1, P2) = sup
A∈Ω
|P1(A)− P2(A)| ≥ sup

A∈A′
|P1(A)− P2(A)| = sup

A∈R
|F1(A)− F2(A)| = dk(P1, P2)

Definition 9. Kullback–Leibler divergence: Let P1,P2 be 2 probability measures. We define KL
divergence as:

dkl(P1 ∥ P2) =

∫
X
log dP

dQ
dP dkl(P1 ∥ P2) =

∫
R
P (x) log P (x)

Q(x)
dx

We are now present one important inequality for the distances which called data process
inequality.

Lemma 10. Let X,Y be two random variables on S. Let f be a function on S.Then :

dtv(f(X), f(Y )) ≤ dtv(X,Y )

There are a lot of ways to prove this, but one easy is to think that f will decrease the support
of the random variable thus the difference may be smaller but never bigger.

Lemma 11. Pinsker’s inequality: Let P1,P2 be 2 probability measures then it holds:

dkl(P1 ∥ P2) ≤ 2d2tv(P1, P2)

Lemma 12. Let P1, P2 be 2 normal random variables each with m1,m2 mean and σ1, σ2 variance.
Then:

dkl(P1 ∥ P2) ≤ 1/2((
σ2
2 − σ2

1

σ2
1

)2 +
|m2 −m1|2

σ2
1

)

Απόδειξη.

dkl(P1 ∥ P2) = (− log(σ2/σ1)− 1/2 +
|m2 −m1|2 + σ2

1

2σ2
2

) ≤ 1/2(
σ2
2

σ2
1

− log σ
2
2

σ2
1

− 1)
|m2 −m1|2

2σ2
2

≤ 1/2((
σ2
2 − σ2

1

σ2
1

)2 +
|m2 −m1|2

σ2
1

) (6.1)

where in last inequality we used that x− logx− 1 ≤ (1− x)2
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6.4 Poisson Approximation
Theorem 2. Poisson Approximation : LetX1, . . . , Xn be independent Bernoulli Random Variables
Be(pi).Let X =

n∑
i=1

Xi and λ =
n∑

i=1
pi Then

dtv(X,Poi(λ)) ≤

n∑
i=1

p2i

n∑
i=1

pi

This nice bound is proved using Steins Method. It tells us that if the parameters pi are small
enough then we can think our random variable as a Poisson random variable.Although this is a
general tool which can be generalized for all random variables with small mean. In our sections
we will use a more important tool which is for PMD random variables.

Lemma 13. [11] For any c ≤ 1
2k , given access to the parameter matrix R for an (n, k)− PMD

MR we can efficiently construct another (n, k)−PMD M R̂, such that ,for all i,j , R̂(i, j) /∈ (0, c)
, and

dtv(M
R,M R̂) < O(c1/2k5/2 log1/2 1

ck
)

6.5 Proving Lower Bounds
A fundamental problem in Learning theory is how can someone derive lower bounds on the

number of samples for several problems. Although this is a very difficult problem in the previous
years there has been a lot of scientific research which lead us to several theorem and frameworks
that can help us to derive lower bounds. In our work we will mostly pay attention to the work
of [Kauffman, et all] [33]. This work gave some interesting bounds in bandit problems which is a
generalization of many other problems. We are going to present her proof shortly. From now on
we will denote d(a, b) = a log(a/b) + (1− a) log((1− a)/(1− b))
Let a,a′ be two bandit models or as in our problem , be a set of edges. In each time step t our
algorithm will choose to sample for an edge i and we are going to name this action At = i and
Zt be the outcome of each step. Lastly, let the fa and fa′ be the density of each edge. One can
introduce the log-likelihood ratio by:

Lt =

K∑
a=1

t∑
s=1

1(As=i) log(
fa(Zs)

f ′
a(Zs)

) (6.2)

One key lemma to the change of distribution is the following:

Lemma 14. Let σ be ant stopping time with respect Ft . For every event E ∈ Fσ then

Pr
v′
(E) = Ev[1Eexp(−Lσ)]

This lemma shows a way to connect the 2 different distributions.
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Lemma 15. Let A be an algorithm that runs in n arms and let C = (ai)
n
i=1 and C ′ = (a′i)

n
i=1 be

two sequences of n arms. Let the Random Variable ti denote the number of samples taken from
i-th arm. For any event E in Ft where t is a stopping time with respect the filtration {Ft}t≥0 , it
holds

n∑
i=1

EA,C [ti]KL(ai, a
′
i) ≥ d(PA,C′ [E], PA,C [E])

Απόδειξη. With a first glance this lemma states that when the information entropy of two
distribution is close to each other , we need more samples to separate them. This derives from the
fact that the Maximum Likelihood algorithm needs these much samples to be able to output the
correct solution. Because the Expected value of of the log-likehood ratio of two random variables
is in fact the KL distance. We are going to show this using the Wald’s lemma.

Lt =
K∑
a=1

Na(t)∑
s=1

log(fa(Ya,s)
f ′
a(Ya,s)

)

Also we have that
E[log(fa(Ya,s)

f ′
a(Ya,s)

)] = KL(Va, V
′
a)

Lemma 16. Wald’s Lemma: Let X =
N∑
i=1

Xi where Xi are iid and N is a non negative random
variable then:

E[X] = E[N ]E[X1]

It is easy to see that using 16 we have that

E[Lt] =

K∑
a=1

Na(t)KL(Va, V
′
a) (6.3)

It is clear that our statements holds if Prv(E) = {0, 1} as the right hand side is equal to zero
and the left hand size is non negative (KL distance is non negative and the samples are a positive
number).

Pr
v′
(E) = Ev[1Eexp(−Lσ)] = Ev[1E Ev[exp(−Lσ)|1E ]] (using Jensen inequality)

≤ Ev[1Eexp(Ev[−Lσ|1E ])] = Ev[1Eexp(Ev[−Lσ|1E ]1E)]

= Ev[1Eexp(−Ev[Lσ|E])] = exp(−Ev[Lσ|E])Pv[E]

We also used the very important property of expected value that is E[E[X|Y ]] = E[X]
And the same holds for Ec hence :

Ev[Lσ|E] ≥ log Pv[E]

Pv′ [E]
Ev[Lσ|Ec] ≥ log Pv[E

c]

Pv′ [Ec]
(6.4)

Therefore,using the total probability equality:

Ev[Lσ] = Ev[Lσ|E]Pv[E] + Ev[Lσ|Ec]Pv[E
c] ≥ Pv[E] log Pv[E]

Pv′ [E]
+ Pv[E

c] log Pv[E
c]

Pv′ [Ec]

= d(Pv[E], Pv′ [E])
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Κεφάλαιο 7

Solving stochastic optimization
problems

A straight line may be the shortest
distance between two points, but it
is by no means the most interesting

Doctor who (1971)

7.1 EPTAS for Stochastic Knapsack
7.1.1 Previous Work

At [34] [Tardos et all] defined the stochastic load balancing,stochastic bin packing and stochastic
knapsack.They obtained an O(1) - approximation algorithm for arbitrary distributions, under
the assumption that E = [mX

i ] is defined (Converges).Their techniques include showing how to
approximate under the assumption of Bernoulli trials .Furthermore they showed that if they can
solved that they can transform arbitrary distributions on an equivalent problem with Bernoulli
trials and the result follows. Moreover Indyk and Goel [29], showed how to construct a PTAS
for stochastic knapsack under the assumption of Exponential Jobs, furthermore they provided a
QPTAS for the bernoulli trials.Their techniques included to provide a polynomial or subexpomential
distribution space. We adapt many of their techniques in our work. Nikolova at her thesis [35]
provided a new way to solve these problems. First of all , she defined the stochastic shortest
path problem which she show that it is NP-Hard to solve.Also, she showed a way to find the
optimal solution in more general problems using the work of Cartensen[39] and showed some
problems that are easy to find a solution. Using sublevel sets she showed that if there exist an
oracle that can answer if there exists a solution in this sublevel set then she can construct an
FPTAS, she showed this for a more general type of problems.These problems were quasi-convex
maximization which is know to be NP-Hard. She used the work of Yannakakis and Papadimitrioy
[36] to provide an algorithm for the shortest path under the assumption of Normal Distribution;
she used ϵ−pareto curves to approximate the oracle.Moreover , she also provided a QPTAS for
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the shortest path under the assumption of Bernoulli Trials.

In a parallel work with us, [30] Lin,Yuan , proposed a PTAS for Arbitrary random variables
for the shortest path and knapsack problem. Their techniques involves like ours the poisson
approximation and several tail inequalities . On the other hand our results provide an EPTAS
which is the best possible .Unless P=NP there does not exists a FPTAS algorithm for this problem.

7.1.2 Introduction
In the following sections we are going to provide some algorithms which solve efficiently the

Stochastic Knapsack problem and the Stochastic Shortest Path. We are gonna start by showing
how we can discretize the space and build a polynomial state space for our dynamic programming
algorithm.First of all we are going to prove that if the random variable has small expected value
then we can use it as a deterministic value as the error is small.Then we are going to discretize
the remaining random variables in a O(poly(1/ϵ)) values. Then we are going to use the poisson
approximation to prove that discrete random variables we small probabilities can be approximate
by a poisson variable which will lead as an low bound for the probability which will lead us to
an easy discretization. Lastly we are going to combine this results to build the state space and
we will show the different algorithms that are needed to solve its problem.Furthermore it is easy
to see that we can normalize our sum and if a value is bigger than 1 transform it to 1 + α which
will lead to an overflow. We are going to start with some basic definitions of our problems.

Definition 10. Given a set S of n independent random variables {X1, . . . , Xn} following some
distribution with associated profits {p1 . . . , pn} and an overflow probability δ, we have to choose a
S′ ⊆ S which will optimize the program:

maximize
∑
i∈S′

pi

s.t. P [
∑
i∈S′

Xi > 1] ≤ δ

Definition 11. Given a graph G(V,E,W) where W = {E1, . . . En} of n independent random
variables following some distribution and an overflow probability δ, we have to choose a P ⊆ W
which form a Path s.t:

P [
∑
i∈P

Ei > 1] ≤ δ

These problems are NP-Hard to solve which is the reason that we are going to show a way to
approximate efficiently.

Definition 12. Given a set S of n independent random variables {X1, . . . , Xn} following some
distribution with associated profits {p1 . . . , pn}, an overflow probability δ and a constant ϵ ≥ 0,
we have to choose a S′ ⊆ S which will optimize the program:

maximize
∑
i∈S′

pi

s.t. P [
∑
i∈S′

Xi > 1 + ϵ] ≤ δ(1 + ϵ)
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Definition 13. Given a graph G(V,E,W) where W = {E1, . . . En} of n independent random
variables following some distribution , an overflow probability δ and a constant ϵ ≥ 0, we have to
choose a P ⊆W which form a Path s.t:

P [
∑
i∈P

Ei > 1 + ϵ] ≤ δ(1 + ϵ)

In the following sections we are going to show how to construct EPTAS algorithms for these
problems.We are going to define what is an EPTAS algorithm.

Definition 14. We say that the algorithm is an Efficient PTAS when it is a PTAS and its
running time is O(nc) for some constant c and independent of ϵ.

This ensures that an increase in problem size has the same relative effect on runtime regardless
of what ϵ is being used; however, the constant under the big-O can still depend on ϵ arbitrarily.

7.1.3 EPTAS Knapsack and SSP with Bernoulli Trials
In this section we are going to assume that our random variables are Bernoulli Trials. These

variables takes a certain value αi with some probability and zero otherwise, wlog values are non
negative.Let all αi ∈ [0, 1 + α] where α is a small constant.Therefore when we get 1 + α we
have overflow our weight. Our techniques involve on how we can create an efficient cover for our
variables and using this to find the optimal solution of our problem.

We are going to show that when our ai are small enough we can assume that the wight is
deterministic and its value is its expected value.

Lemma 17. Let t = ϵ3

log 1/ϵδ and let A be a subset of Xi where which αi ≤ t and m =
∑
i∈A

E[Xi]

then
Pr[

∑
i∈A

Xi ≥ (1 + ϵ)m] ≤ ϵδ (7.1)

Απόδειξη. Using chernoff bounds 5 , we set λ = ϵE[X] and we have:

Pr[
∑
i∈A

Xi ≥ (1 + ϵ)E[X]] ≤ exp(− (ϵE[X])2

2(
∑

E[X2
i ] + ϵE[X]M/3)

)

Using that M = t,we have to prove that :

exp(− (ϵE[X])2

2(
∑

E[X2
i ] + ϵtE[X]/3)

) ≤ ϵδ ⇔

(ϵE[X])2

2(
∑

E[X2
i ] + ϵtE[X]/3)

≥ log 1/ϵδ

E[X]
1

2(
∑

E[X2
i ]/E[X] + ϵt/3)

≥ log 1/ϵδ
ϵ2

(7.2)

We also have that :

E[X]
1

2(
∑

E[X2
i ]/E[X] + ϵt/3)

≥ E[X]
1

2t(1 + ϵ/3)
(7.3)
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Using (7.2) and (7.3) it is clear that we have to find a value t such as:

E[X]
1

2t(1 + ϵ/3)
≥ log 1/ϵδ

ϵ2

Using the fact that E[X] ≥ ϵ we have:

ϵ
1

2t(1 + ϵ/3)
≥ log 1/ϵδ

ϵ2
⇔

t ≤ 2ϵ3

log 1/ϵδ

Now we have to deal with the other values. We are going to truncate them to a value of
the form t(1 + ϵ)k for some k. Let X ′

i be the truncate random variable of Xi where if αi ∈
[t(1 + ϵ)k, t(1 + ϵ)k+1) then a′i = t(1 + ϵ)k . It is clear that for a subset A∑

i∈A
X ′

i ≤ (1 + ϵ)
∑
i∈A

Xi (7.4)

Thus the number of different a′i is order of O(log 1/t/ϵ).
Now we are going to use Poisson Approximation 2 to bound the smallest probability. First of

all we start we a simple lemma.

Lemma 18. Let a, b > 0 :

dtv(Poi(a), Poi(b)) ≤ 1

2
(e|a−b| − e−|a−b|)

Let’s say we have a set A of the chosen Xi . We denote Xαi =
∑

j∈A:Pr[Xj=αi]>0

Xj/αi. We

are going to prove that if the probability of a non zero event is small enough then we can think
our variable as a Poisson with a parameter our expected value. Let Ci be a set of indexes where
Pr[Xi > 0] ≤ 1/k. Using 2 we have:

dtv(
∑
j∈Ci

Xj , Poi(
∑
j∈Ci

pj)) ≤

∑
j∈Ci

p2j∑
j∈Ci

pj
(7.5)

≤ 1/k
∑

pi∑
pi

(7.6)

≤ 1/k (7.7)

If we set S =
∑
j∈Ci

pj and r = ⌊ S
1/k⌋ then we set p′i = 1/k ∀i ≤ r and the rest p′i = 0.

From 18, we can bound the distance by:

dtv(Poi(
∑
j∈Ci

pj), Poi(
∑
j∈Ci

p′j)) ≤ 1/2(e1/k − e−1/k)

≤ 1.5/k
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Then we use the triangle inequality and we have:

dtv(
∑

Xi,
∑

X ′
i) ≤ 3.5/k (7.8)

If we set k = 3.5
ϵδ we have out result.

Our last step is to bound the number of different probabilities pi. We again are going to round
the values in a form of ϵδ(1+L)k . which means that p′i = ϵδ(1+L)k if pi ∈ [ϵδ(1+L)k, ϵδ(1+L)k+1).
We have to find a value of L that is sufficient for our bounds. First of all we can easily see that
if A is a feasible solution then :

P [
∑
i∈A

Xi > 1] ≤ δ ≤ 1/(1 + ϵ) (7.9)

The last inequality is from the fact that (1 + ϵ)δ < 1, if not then every solution will be feasible.
We are going to prove a useful lemma that bounds the expected number of a feasible solution

in terms of ϵ.

Lemma 19. Let E[X] be the mean value of X =
∑
i∈A

Xi then for any feasible solution it holds

that :
E[X] < c log(1/ϵ)

Απόδειξη. Using chernoff bounds 6 by setting λ = E[X]− 1 we have:

Pr[
∑
i∈A

Xi ≤ 1] ≤ exp(−(E[X]− 1)2

2
∑
i∈A

E[X2
i ]

)

And using (7.9) we get:

ϵ

1 + ϵ
≤ Pr[

∑
i∈A

Xi ≤ 1] ≤ exp(−(E[X]− 1)2

2
∑
i∈A

E[X2
i ]

)

⇒ ϵ

1 + ϵ
≤ exp(−(E[X]− 1)2

2
∑
i∈A

E[X2
i ]

)

⇔ log ϵ+ 1

ϵ
≥ (E[X]− 1)2

2
∑

E[X2
i ]

≥ (E[X]− 1)2

2(α+ 1)
∑

E[Xi]
= ci(E[X]− 1

E[X]
− 2)

⇒ c log 1/ϵ ≥ E[X] (7.10)

And now we are going to use the previous lemmas to prove our last lemma that will complete
our cover.
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Lemma 20. Let X =
∑
i∈A

Xi be a feasible solution, and E[X] ≤ T . Then for every other sequence

X ′ =
∑
i∈A

X ′
i such that p′i ≤ pi(1 + L) we have

P [X ′ ≥ 1 + ϵ] ≤ P [X ≥ 1] + LT/ϵ (7.11)

Απόδειξη. Let X ′
i =D Xi + X ′′

i ,(This means that they have identical distributions).And we set
X ′′

i to be a random variable such as P [X ′′
i = ai|Xi = 0] =

p′i−pi
1−pi

and P [X ′′
i = ai|Xi = ai] = 0.

Then P [X ′′
i = ai] = p′i − pi ≤ Lpi. From union-bound inequality we have :

P [X ′ ≥ 1 + ϵ] ≤ P [X ≥ 1] + P [X ′′ ≥ ϵ]

Then using Markov inequality we have :

P [X ′′ ≥ ϵ] ≤ E[X ′′]/ϵ ≤ LT/ϵ

.

We need LT/ϵ ≤ ϵδ thus we set L = ϵ2δ/T = ϵ2δ
c log(1/ϵ) . The order of different values of pi is

O( log(1/ϵ) log(1/ϵδ)
ϵ2δ

)

Now we have all that we need to build our algorithm by showing how the DP table is
constructed. We are going to start with the shortest path case. We are going to fill the dynamic
programming table with rows correspond to the weight of small edges S , all the different types
of large edges L and the poisson variables P. The columns of DP will correspond to vertices.We
observe that ϵ/n can be an addictive error of the small variables as it increase the error rate by
ϵ thus let S = iϵ/n where i = 0 . . . n/ϵ .For the poisson variables we are going to set Pi = jϵ/n
where j = 0 . . . n/ϵ and the i correspond to a different value of αi .Now we are going to calculate
the different types of Large edges. By 19 we have that our large variables can not exceed a certain
threshold of expected value.

Lemma 21. For a chosen value of ϵ and δ we can have at most O( log(1/ϵ) log(1/ϵδ)
ϵ4δ

)) large edges.

Απόδειξη. From 19,17and poison method we have that if we have A different values it should at
worst satisfy the following inequality

A ∗ t ∗ pmin ≤ c log(1/ϵ)

⇔ A ≤ c
log(1/ϵ) log(1/ϵδ)

ϵ4δ
)

(7.12)

We also need the number of different tuples (αi, pi) which is with a simple combinatorial
argument B = O( log(1/ϵ)

2 log(1/ϵδ)
ϵ3δ

) .

Finally we conclude that the number of different types is BA = f(ϵ, δ).
The algorithm is using a similar idea from Bermann Ford Algorith. [40] [41]
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Algorithm 1: Shortest Path algorithm
Data: G = (V,E) , constant δ , constant ϵ, start node u,end node v .

1 begin
2 Let G′ = (V,E ′) be the discetized graph.
3 for i = 1 to n do
4 for (u, v) ∈ E do
5 foreach ({S, L, P}, u) do
6 if (u, v) is a small edge then
7 if DP ({S − e, L, P}, v) is non empty then
8 (DP ({S, L, P}, u))←− v
9 end
10 end
11 if (u, v) is a small propability edge ai then
12 if DP ({S, L, P − e}, v) is non empty then
13 (DP ({S, L, P}, u))←− v
14 end
15 else
16 if DP ({S, L− e, P}, v) is non empty then
17 (DP ({S, L, P}, u))←− v
18 end
19 end
20 end
21 end
22 end
23 output←− CalculatePath(DP )

24 end
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Theorem 7.1.1. Given a constant ϵ ≥ 0 there exist a EPTAS for finding a set P for the stochastic
shortest path such as:

P [
∑
i∈P

Ei > 1 + c1ϵ] ≤ δ(1 + c2ϵ)

Απόδειξη. It is easy to see that the loop in (3) and (4) will run n3 and update f(ϵ, δ)P (ϵ) ∗ n2

values where P (ϵ) is the poisson and smallest variable space thus we have n5g(ϵδ) running time
which lead us to a EPTAS.

We observe that for the Knapsack problem we can use the idea for DP but with different
columns.

Algorithm 2: Knapsack algorithm
Data: (Wi, Zi) item values, constant δ , constant ϵ.

1 begin
2 Let (W ′

i , Zi) be the discetized values.
3 for i = 1 to n do
4 foreach {S, L, P} do
5 if W ′

i is a small item then
6 if DP ({S −W ′

i , L, P}) is non empty then
7 (DP ({S, L, P}, u))←−

max(DP ({S −W ′
i , L, P}) + Zi, DP ({S, L, P}))

8 end
9 end
10 if W ′

i is a small propability item ai then
11 if DP ({S, L, P −W ′

i}) is non empty then
12 (DP ({S, L, P}))←−

max(DP ({S, L, P −W ′
i}) + Zi, DP ({S, L, P}))

13 end
14 else
15 if DP ({S, L−W ′

i , P}) is non empty then
16 (DP ({S, L, P}, u))←−

max(DP ({S, L−W ′
i , P}) + Zi, DP ({S, L, P}))

17 end
18 end
19 end
20 end
21 output←− CalculateKnap(DP )

22 end
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Theorem 7.1.2. Given a constant ϵ ≥ 0 there exist a EPTAS for finding a set S′ such as:

maximize
∑
i∈S′

pi

s.t. P [
∑
i∈S′

Xi > 1 + ϵ] ≤ δ(1 + ϵ)

Απόδειξη. It is easy to see that the loop in (3) will run nand update f(ϵ, δ)P (ϵ) ∗ n2 (4) values
where P (ϵ) is the poisson and smallest variable space thus we have n3g(ϵδ) running time which
lead us to a EPTAS.

7.2 EPTAS Knapsack and SSP with General Random
Variables

In this section we are going to show how to extend our results to a more general problem.In
reality , we may have more complex models than simple bernoulli variables. Also there are case
where the model of distribution is different for each weight as for example one way may be a
poisson random variable and the other be a gamma distributed random variable. We are going
to show that we can extend most of our proofs to work on this case.

First we are going to show how we can round all the variables in a way that the error will be
small. For every random variable X let fX(x) be the pdf this means that fX(A) =

∫
A fX(x)dx.

Our rounding scheme assumes that we can create variables X ′ such that pX′(x) =
∫ x
x−ϵ/n fX(y)dy.

This rounding increase the error with ϵ. This means that for a subset A we have∑
i∈A

X ′
i ≤

∑
i∈A

Xi + ϵ

Although we have created a discrete distribution for every variable with at most n/ϵ support
it’s clear that this is not enough to solve the entire problem.

It is clear that in this environment is not as easy as before to decrease the support . This is
because there are two many options for every mean in the small support. Lucky for us there exist
a way to transform the variable to a variable with smaller support.

Again we choose t as in 17. We are going to split the support in two spaces one where Xi < t
which we are gonna symbolize C and U where U = (support(X)− C) ∪ {0}.

Also we are gonna denoteXi|C the projection of the variableXi in C resp.Xi|C =D Xi1(Xi≤t).
Now we are going to prove one important lemma.

Lemma 22. Let Xi be a random variable. Let X ′
i be a random variable such as X ′

i|C = 0, t and
Pr[X ′

i|C = t] = E[X ′
i|C ]/t. Then:

Pr[
∑
i∈A

X ′
i > 1 + ϵ] ≤ Pr[

∑
i∈A

Xi > 1 + ϵ] + ϵδ
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Απόδειξη.

Pr[
∑
i∈A

X ′
i > 1 + ϵ] =

∑
A⊂[n]

P (A)P (
∑
[n]−A

Xi +
∑
A

X ′
i|C > 1 + ϵ)

≤
∑
A⊂[n]

(P (A)P [
∑
[n]−A

Xi +
∑
A

Xi|C > 1 + ϵ] + ϵδ)

= P [
∑

Xi > 1 + ϵ] + ϵδ

And we round the remaining support by t(+1ϵ)k as previous and we again have O(log 1/t/ϵ)
.
Now we have to bound the lowest probability. We are going to think our random variables as
vector which will allow us to random them as PMD and then using data processing inequality we
are going to have the same result for our setting.

Lemma 23. There exist a constant c > 0 such that for every discrete random variable Xi with
support k there exist a X ′

i which has as the smallest probability the value of c and also

dtv(Xi, X
′
i) < O(c1/2k5/2 log1/2 1

ck
)

Απόδειξη. Let Vi be a vector which take with probability pij the canonical vector ej of Rk . Then
by 13 we can create a vector V ′

i such that

dtv(Vi, V
′
i ) < O(c1/2k5/2 log1/2 1

ck
) (7.13)

Then let f(x) = ctx where c = (ai)
k
i=1 then by 10 we have

dtv(f(Vi), f(V
′
i )) ≤ dtv(Vi, V

′
i ) (7.14)

But we see that f(Vi) = Xi, so by (7.13) and (7.14) we conclude our proof.

We choose as c = (ϵδ)2+ci

k5
where ci is a small non zero positive value, we have proved that

k = O(log 1/t/ϵ) .

We are gonna again round the probability of every value with the following way. We gain
are going to round the values in a form of cδ(1 + L)j . which means that p′i = c(1 + L)j if
pi ∈ [c(1 + L)j , c(1 + L)j+1). So we need to prove our last lemma which is analogous to the 20.

Lemma 24. Let X =
∑
i∈A

Xi be a feasible solution, and E[X] ≤ T . Then for every other sequence

X ′ =
∑
i∈A

X ′
i such that p′i ≤ pi(1 + L) we have

P [X ′ ≥ 1 + ϵ] ≤ P [X ≥ 1] + LT/ϵ (7.15)
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Απόδειξη. Let X ′
i =D Xi +X ′′

i .And we set X ′′
i to be a random variable such as P [X ′′

i = ai|Xi =

0] =
p′i−pi
p0

and P [X ′′
i = aj |Xi = aj ] = 0 for all j.We set p0 = 1 −

k∑
j=1

pij . Then P [X ′′
i = ai] =

p′i − pi ≤ Lpi. .From union-bound inequality we have :

P [X ′ ≥ 1 + ϵ] ≤ P [X ≥ 1] + P [X ′′ ≥ ϵ]

Then using Markov inequality we have :

P [X ′′ ≥ ϵ] ≤ E[X ′′]/ϵ ≤ LT/ϵ

.

And now from 19 we have that we can set L = O( ϵ2δ
log(1/ϵ)). This lead us with O(log 1/c/L)

different values for the pi of each Xi.

Now we are going to calculate the cardinality of large variables.

Lemma 25. For a chosen value of ϵ and δ we can have at most O( log(1/ϵ) log(1/ϵδ)
(ϵδ)6+c ) large edges.

Απόδειξη. From 19,17 and 23 we have that if we have A different values it should at worst satisfy
the following inequality

A ∗ t ∗ pmin ≤ c′ log(1/ϵ)

⇔ A ≤ O(
log(1/ϵ) log(1/ϵδ)

(ϵδ)6+c
)

Now we have to find the different number of vectors, which are B = klog(1/c)/L. Which lead
us to the that all the different values of large vectors are f(ϵ, δ) = BA.

The algorithm is similar to the one in the previous section. The difference is the line (3) where
we change our values to adapt the smallest value , this means that we change every value to one
that allows one to approximate with small error like the lemma 22.

Theorem 7.2.1. Given a constant ϵ ≥ 0 and a set S with Random Variables there exist a EPTAS
for finding a set P for the stochastic shortest path such as:

P [
∑
i∈P

Ei > 1 + c1ϵ] ≤ δ(1 + c2ϵ)

Απόδειξη. It is easy to see that the loop in (6) and (7) will run n3 and update f(ϵ, δ)P (ϵ) ∗ n2

values where P (ϵ) is the poisson and smallest variable space ,moreover, the line (3) runs on the
edges which means n2 thus we have n3g(ϵδ) running time which lead us to a EPTAS.

Again the algorithm is quite similar to the previous section but with the adaption of the 22.
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Algorithm 3: Shortest Path algorithm
Data: G = (V,E) , constant δ , constant ϵ, start node u,end node v .

1 begin
2 Let G′ = (V,E ′) be the discetized graph.
3 foreach e ∈ E ′ do
4 Set Pr[X ′

e|C = t] = E[X ′
e|C ]/t

5 end
6 for i = 1 to n do
7 for (u, v) ∈ E do
8 foreach ({L, (Pi)

k
i=1}, u) do

9 if (u, v) is a small propability edge ai then
10 if DP ({L, P = (. . . , Pi − e, Pi+1, . . . )}, v) is non empty then
11 (DP ({L, P}, u))←− v
12 end
13 end
14 if DP ({L− e, P}, v) is non empty then
15 (DP ({L, P}, u))←− v
16 end
17 end
18 end
19 end
20 output←− CalculatePath(DP )

21 end
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Algorithm 4: Knapsack algorithm
Data: (Wi, Zi) item values, constant δ , constant ϵ.

1 begin
2 Let (W ′

i , Zi) be the discetized values.
3 foreach i ∈ W ′ do
4 Set Pr[X ′

i|C = t] = E[X ′
i|C ]/t

5 end
6 for i = 1 to n do
7 foreach {L, P} do
8 if W ′

i is a small propability item ai then
9 if DP ({L, P = (. . . , Pi −W ′

i , Pi+1, . . . )}, v) is non empty then
10 (DP ({L, P}))←− max(DP ({L, P =

(. . . , Pi −W ′
i , Pi+1, . . . )}) + Zi, DP ({L, P}))

11 end
12 end
13 if DP ({L−W ′

i , P}) is non empty then
14 (DP ({L, P}, u))←− max(DP ({L−W ′

i , P}) + Zi, DP ({L, P}))
15 end
16 end
17 end
18 output←− CalculateKnap(DP )

19 end
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Theorem 7.2.2. Given a constant ϵ ≥ 0 and a set S of Random Variables there exist a EPTAS
for finding a set S′ such as:

maximize
∑
i∈S′

pi

s.t. P [
∑
i∈S′

Xi > 1 + ϵ] ≤ δ(1 + ϵ)

Απόδειξη. Same idea as the previous theorem. It is clear that the loop in (6) will run n times and
the line (3) will also run n times, and update f(ϵ, δ)P (ϵ) ∗ n2(7) values where P (ϵ) is the poisson
and smallest variable space thus we have n3g(ϵδ) running time which lead us to a EPTAS

7.3 An Easy and Optimal Algorithm for Small Probability
Events

In the previous section we saw that if the probability of a non zero event is small we can think
our random variables as a Poisson process.This leads to a very nice algorithm that can provide a
constant error and it’s complexity time is as small as it can be. In fact poisson random variables
are very special because they have some nice properties . One is the additive which states that
the sum of two poisson is a poisson random variable with the sum of their parameters and the
other one is stochastic dominance which is a way to say that a path is better than another one.
Definition 15. We say that a distribution satisfies stochastic dominance if for parameters λ1 λ2

we have :
Pr[D(λ1) ≤ t] ≤ Pr[D(λ2) ≤ t]⇔ λ1 ≤ λ2

Also for poisson random variables we have the additive property which is:
Lemma 26. Let X1 ,X2 be poisson random variables with parameters λ1 λ2 then we have that

X = X1 +X2 ⇒ X = Poi(λ1 + λ2)

Απόδειξη. We know that the Moment generating function of a poisson random variable isMX1(t) =
exp(λ1(e

t − 1)) and also that MX(t) = MX1(t)MX2(t) = exp(()λ1 + λ2)(e
t − 1)) and the prove

completes with the inversion transform.
Lemma 27. Poisson Variables satisfy stochastic dominance.
Απόδειξη. content...

Using these 2 properties it is easy to prove that the best set is always the one with the lowest
mean . This is proved in case of SSP as:

Pr[
∑
i∈S

Wi ≤ t] = Pr[
∑
i∈S

Poi(λi) ≤ t] = Pr[Poi(
∑
i∈S

λi) ≤ t] ≥ Pr[Poi(λ′) ≤ t] (7.16)

Where λ′ ≥
∑
i∈S

λi. This leads as that the Dijkstra algorithm using as weights the mean of each edge

give us the optimal solution. Also from the previous section 2 we showed that if the probability
of a non zero event is less than ϵ then we can assume that our variable is Poisson with error rate
of ϵ2.
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Theorem 7.3.1. Let A = maxX∈EE[X] then there exist an A-approximate algorithm to find the
optimal path which complexity is dominated by Dijkstra algorithm.

Απόδειξη. Using 13 , we have that the dtv error of using Poisson approximation is A. Using the
fact that

dtv(A,B) ≤ δ ⇒ Pr[A ∈ X] ≤ Pr[B ∈ X] + δ

This leads to
Pr[

∑
i∈S

Xi > 1 + ϵ] < Pr[
∑
i∈S′

Xi > 1 + ϵ] +A

So we solve the deterministic problem with weights the mean values and the Path we get is the
best within an error rate of A. The algorithm only runs Dijkstra algorithm that means that the
complexity time is dominated by Dijkstra.
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Κεφάλαιο 8

Learning Discrete Settings in
Unknown Environments

In the previous section , we showed how we will approximate the solution of the Stochastic
Shortest Path if we know how the environment is modeled.In reality it is difficult to know how
the environment is modeled although we can always approximate it.There are many ways to see
this kind of problems. In our work we are going to see them as oracles where we sample their
value in a particular model. As for an example in stochastic shortest path we can see the oracle
as the time that it took a car to go through a particular edge or road and take the value from
the GPS. This can help as to define a new type of algorithms called PAC. We are going to define
δ−correct algorithms and algorithm that it is correct with confidence 1− δ this means that with
probability less than δ the algorithm has output a wrong result. Also there exists the (δ, ϵ)−correct
algorithms which are the algorithms that approximates the solution with in an error rate of ϵ and
the probability to be wrong is at most δ. In fact in real world data every value is approximated
between an error rate as we can not have infinity number of bits that needed to calculate the
precision of measures in fact with log(1/ϵ) we can have at most ϵ error. Either the way we are
gonna assume that our samples are the real ones without the approximation error that may or
may not have. Most of this work is based on some results of [Gupta et all][28] and we are gonna
generalize some results for the stochastic paths for more general costs functions using Nikolova’s
[35] results.
We are going to start with some basic definitions.We start by define δ−correct algorithm for
shortest path.

Definition 16. We say Algorithm A is a δ-correct algorithm for stochastic shortest path on a
graph G(V,E) if given a function f : R → R we want to find a path P :(s,t) such for any other
path P ′:(s,t):

Pr[E[f(
∑
i∈P

Ei)] ≤ E[f(
∑
i∈P ′

Ei)]] ≥ 1− δ

As for example f may be just the sum of edges or it may define the value at risk or even more
complex functions. At first we are going to start with the function f(x) = x.
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8.1 Lower Bound for the Expected Value
Given an instance of the shortest path problem G(V,E) and let P be the set of all paths from

s,t. We will assume that all paths have are following Gaussian distribution with mean mi and
variance 1.

Now we are going to prove that give the optimal solution O the Lower bound (Low (G(V,E)))is
the solution of the following program:

minimize
n∑

i=1
ti

s.t.
∑

i∈A△O

1/ti ≤ (E[A]− E[O])2∀A ∈ P

ti > 0

(8.1)

Theorem 3. Let C be an instance of the shortest path problem and let P be all the paths from (s,t)
. For any δ(0, 0.01) and any δ-correct algorithm A for the problem , A takes Ω(Low(C) log 1/δ)
samples on Expectation on C.

Απόδειξη. Fix δ , an instance C and an algorithm A. Let ni be the expected number of samples
drawn for the i-th Path. Let a = d(δ, 1− δ)/2 and ti = ni/a. We have to show that it is a feasible
solution for 8.1 .

n∑
i=1

ni = a

n∑
i=1

ti ≥ aLow(C) ∈ Ω(Low(c) log(1/δ))

Now we fix a path A and let ∆i = c/ni where

c =
2(E[O]− E[A])∑

i∈A△O

1/ni

Now we change our path such that each mean of edge in O \A is decreased by ∆i while the mean
of edges in A \O is increased by ∆i . So we have that

E[O′]−E[A′] = (E[O]−
∑

i∈O\A

)∆i)−(E[A]+
∑

i∈A\O

)∆i)) = E[O]−[A]−c
∑

i∈A△O

1/ni = −E[O]+E[A] < 0

This means that the O is no longer optimal in C ′. Let E be the event that the algorithm returns
O as the optimal solution.Now using the 15 and that A is a δ-correct algorithm we have that
PA,C [E] > 1− δ and PA,C′ [E] < δ :∑

i∈A△O

niKL(ei, e
′
i) =

∑
i∈A△O

ni/2∆
2
i ≥ d(PA,C [E], PA,C′ [E]) ≥ d(1− δ, δ)

∑
i∈A△O

nic
2/n2

i =
4(E[O]− E[A])2

(
∑

i∈A△O

1/ni)2

∑
i∈A△O

1/ni =
4(E[O]− E[A])2∑

i∈A△O

1/ni
≥ 2d(δ, 1− δ)

which follows ∑
i∈A△O

1/ti ≤ (E[A]− E[O])2
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8.1.1 Finding the optimal path
In order to find to find a Path that minimizes an objective function , we have to use some sort

of binary search . But when our weights are random variables it is difficult to say that this path is
better than the other. For this reason we can create confidence intervals for each path and cross
out the ones that with high probability are not bellow a threshold.A high level idea is that in each
step we are going to decrease the range of our confidence interval while we are going to increase
our probability of be correct. In fact in every step we have the intervals that are approximately
correct within an error rate.This means that if we stop the algorithm in a particular moment
we are going to have an approximately correct solution.One problem that we have is that the
paths of a graph are expomential at a rate of nn while the edges are at most n2 . There comes
the pareto curves which is a framework developed by Yianakakis and Papadimitriou [36] where
we can create a FPTAS to find a path for a combination optimization problem. Combining all
of them we have our algorithm . We are now briefly describe the main function of their method.
Remark:In the following section we are not going to present the verify method as it is technical
and it does not needed to prove our claims. The verify function adds a log δ−1 in our algorithms.
The proof of this method is in [28] and it is the same proof in all the situations here.

Algorithm 5: SimulEst
Data: U, accurancy parameter ϵ and confidence level δ
Result: A vector m indicating the number of samples of each edge

1 Let m = (m1, . . . ,mE) be the optimal solution of this program:
2

minimize
E∑
i=1

mi

s.t.
∑

i∈A△B

1/mi ≤ ϵ2

2 ln(2/δ)∀A,B ∈ U

mi > 0

3 return m
4 |

This function provides a way to minimize the samples we needed to be able to distinguish
between sub-optimal ones and not.

In high level this algorithm does a binary search until only one set remains. It is clear that if
we stop in the step r we get accuracy 2−r.

We are going to explain the basic ideas which show why this works. We omit the verify
procedure and the correctness proof . First of all we are going to explain the choice of ϵ2

2 ln(2/δ) in
Algorithm 5.

Lemma 28. Given a set of Gaussian random variables a1, a2, . . . ak with unit variance and means
m1,m2, . . . ,mk suppose we take ti samples from the i-th variable , and let Xi be its empirical
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Algorithm 6: NaiveGapElim
Data: Instance (C,F ) and confidence level δ
Result: Best Path

1 F1 ← F , δ0 ← 0.01, λ← 10
2 for r = 1 to ∞ do
3 if |Fr| = 1 then
4 Verification
5 return Fr

6 end
7 ϵr ← 2−r, δr ← δ0/(10r

2|F |2)
8 mr ← SimulEst(Fr, ϵr/λ, δr) m̂r ← samples(mr)
9 optr ← minA∈Frm̂

r(A)
10 Fr+1 ← {A ∈ Fr : m̂

r(A) ≤ optr + ϵr/2 + 2ϵr/λ}
11 end

mean. Then we have

Pr[|
k∑

i=1

Xi −
k∑

i=1

mi| ≥ ϵ] ≤ 2 exp− ϵ2

2
k∑

i=1
1/ti

Απόδειξη. The variable X =
k∑

i=1
Xi follows a Gaussian distribution with mean m =

k∑
i=1

mi and

variance
k∑

i=1
1/ti thus we can use the tail bound of Gaussian distribution and the result follows.

Now it is clear that we need to get enough samples to lower our variance and then we can
have enough error. It is clear that SimulEst outputs the number of samples that is needed to
have +-ϵ error in the mean value. One problem that we have is that our failure probability is

independent in each Path. This means that
∑

j Pr[|
∑
i=Ij

Xi −
k∑

i=1
mi| ≥ ϵ] ≤ |F |δ thus we need to

tweak the delta by setting δ = δ/|F | to have our result. Also the |F | can be exponentially large,
but as the δ is in a logarithm it increase our samples polynomially (around nlogn).
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8.1.2 Learning for general functions
We have seen a general method of how to find the path with the lowest mean using sub-optimal

samples. Now we are going to see how to find paths with more objectives such as: minimization
of tail objective , portfolio maximization and and minimization of polynomials of degree 3. First
of all the problem that we have here is that variance effects the cost function , so we need to
develop a method that also takes as an input the variance. We are going to show a sub optimal
algorithm in a case where we have Normal Random variable. We are going to show that in fact
we have to find to separate the sub-level sets until there exists only one Path which can be done
with the use of Pareto curves [36].

First of all we see that when our random variables are following Normal distribution , we
have that by additive property that

Pr[
n∑

i=1

Xi ≤ t] = Φ(
t− E[X]√
var[X]

)

.
So we have the following program:

maximize t−E[X]√
var[X]

s.t. X ∈ P

(8.2)

This program is quasi-convex maximization which is NP-Hard to solve. Although we will try to
find some methods to approximate .It is known by [35] that we can efficiently approximate the
solution. We are going to use some of her methods to solve the problem when the mean and the
variance are unknown . In fact we are going to show that this problem is equivalent to portfolio
minimization 8.3.

minE[X] + k
√
V ar[X]

s.t. X ∈ P

(8.3)

To show the equivalence we see that if we have an oracle for 8.2 then we can answer the
question:

t− E[X]√
var[X]

> k ⇔ t− (E[X] + k
√

var[X]) > 0

Now we are going to solve the problem in steps. First we are going to solve it when the
variance of each edge is known and then when it is not.

8.1.2.1 Unknown mean and known variance
In this section we are going to show how we can efficiently sample our distributions in a way

that it will help us to find the optimal distribution.
The following lemma is essential to our proof:

Lemma 29. Let Y be a random variable with variance σ2 , there exist an estimator Ŷ which
with O(log(1/δ)/ϵ2) samples satisfies:

|E[Y ]− Ŷ | ≤ ϵσ
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Απόδειξη. Let Ŷ =
n∑

i=1
Yi/n where Yi is the i-th sample of Y. It is clear that E[Ŷ ] = E[Y ] and

also that Ŷ ∼ N(E[Y ], σ2/n). Using tail bounds for Normal Variables we have that:

Pr[|Ŷ − E[Y ]| > ϵ] ≤ 2exp(
−ϵ2

2σ2/n
)

By setting n = σ2

ϵ2
log(1/δ) we complete the proof.

Now we are going to define the sublevel sets which we are going to use to do our binary search
in our set.

Definition 17. We define Lλ as the sublevel set of the function f which is Lλ = {x ∈ P |f(x) ≤ λ}

Definition 18. We define the set of breakpoints V as the values of λ that separates two solutions.
V = {λi ∈ R||Lλi+1

| − |Lλi
| < 0}

This notation helps as to provide a way to compare two different solutions.In fact if we have
a way to find all the set V then easily we will have a way to find the optimal solution. We argue
that every algorithm that finds the optimal solution must have enough samples to separate two
different values of breakpoints. Using the previous technique one can prove that the minimum
samples that are required to find the optimal solution are the solution of the Program P3 8.3.

minimize
n∑

i=1
ti

s.t.
∑

i∈A△O

σ2
i /ti ≤ (f(O)− f(A))2∀A ∈ P

ti > 0

(8.4)

Now we have to prove that this program is the Lower bound that we need. We are going to
use the same method proposed by Gupta. To prove following:

Theorem 4. Let C be an instance of the shortest path problem and let P be all the paths from (s,t)
. For any δ(0, 0.01) and any δ-correct algorithm A for the problem , A takes Ω(P3(C)) log 1/δ)
samples on Expectation on C.

Απόδειξη. Fix δ , an instance C and an algorithm A. Let ni be the expected number of samples
drawn for the i-th Path. Let a = d(δ, 1− δ)/2 and ti = ni/a. We have to show that it is a feasible
solution for 8.3 .

n∑
i=1

ni = a
n∑

i=1

ti ≥ aLow(C) ∈ Ω(Low(c) log(1/δ))

Now we fix a path A and let ∆i = cσ2
i /ni where

c =
2(f(O)− f(A))∑

i∈A△O

σ2
i /ni
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Now we change our path such that each mean of edge in O \A is decreased by ∆i while the mean
of edges in A \O is increased by ∆i . So we have that

f(O′)−f(A′) = (f(O)−
∑

i∈O\A

)∆i)−(f [A]+
∑

i∈A\O

)∆i)) = f(O)−f(A)−c
∑

i∈A△O

σ2
i /ni = −f(O)+f(A) < 0

This means that the O is no longer optimal in C ′. Let E be the event that the algorithm returns
O as the optimal solution.Now using the 15 and that A is a δ-correct algorithm we have that
PA,C [E] > 1− δ and PA,C′ [E] < δ :∑

i∈A△O

niKL(ei, e
′
i) =

∑
i∈A△O

ni∆
2
i /2σ

2
i ≥ d(PA,C [E], PA,C′ [E]) ≥ d(1− δ, δ)

∑
i∈A△O

ni ∗ σ2
i

c2

n2
i /σ

4
i

=
4(f(O)− f(A))2

(
∑

i∈A△O

σ2
i /ni)2

∑
i∈A△O

σ2
i /ni =

4(f(O)− f(A))2∑
i∈A△O

σ2
i /ni

≥ 2d(δ, 1− δ)

which follows ∑
i∈A△O

σ2
i /ti ≤ (f(A)− f(O))2

Now we present our algorithms.

Algorithm 7: SimulEstP
Data: U, accurancy parameter ϵ and confidence level δ
Result: A vector m indicating the number of samples of each edge

1 Let m = (m1, . . . ,mE) be the optimal solution of this program:
2

minimize
E∑
i=1

mi

s.t.
∑

i∈A△B

σ2
i /mi ≤ ϵ2

2 ln(2/δ)∀A,B ∈ U

mi > 0

3 return m
4 |
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Algorithm 8: NaiveGapElimPortfolio
Data: Instance (C,F )
Result: Best Path

1 F1 ← F , δ0 ← 0.01, λ← 10
2 for r = 1 to ∞ do
3 if |Fr| = 1 then
4 Verification
5 return Fr

6 end
7 ϵr ← 2−r, δr ← δ0/(10r

2|F |2)
8 mr ← SimulEstP (Fr, ϵr/λ, δr)
9 m̂r ← samples(mr)
10 optr ← minA∈Frm̂

r(A) + kσA

11 Fr+1 ← {A ∈ Fr : m̂
r(A) + kσA ≤ optr + ϵr/2 + 2ϵr/λ}

12 end

It is clear that with probability 1−δr in each round r , we know the items with approximation
ratio +ϵr due to 29. The rest of the proof follows like in [28] .
Theorem 8.1.1. For every instance C, NaiveGapPortfolio takes

O(P3(C)(log δ−1 + log∆−1(log log∆−1 + logP ))

where P is the number of paths and ∆ = f(O)−maxA∈(P−O)f(A).
Απόδειξη. In each step r let a = 16λ2 log(2/δr) and mi = ati and fixA,B ∈ P , SimulEstP takes∑

i∈A△B

σ2
i /mi ≤ a−1(

∑
i∈A△O

σ2
i /ti +

∑
i∈B△O

σ2
i /ti)

≤ a−1((f(O)− f(A))2 + (f(O)− f(B))2)

≤ 2a−1ϵ2r−1

≤ ϵ2r
2 ln(2/δr)

Where in the second line we used the fact that due the step of our algorithm, every path that is
still inside the set F has f(O)− f(X) ≤ ϵr−1

So we have that :
∑

i∈P mi = a
∑

i∈P ti = O(P3(C) log 1/δr) = O(P3(C)(log r + logF )) .
Now we sum through r and we have that :

O(
r∗∑
r=1

P3(C)(log r + logF )) ≤ O(r∗P3(C)(log r∗ + logF ))

Then we now that our algorithm stops when we are at a distance ∆−1 and we need log∆−1 to
get there. This means that:

O(r∗P3(C)(log r∗ + logF )) ≤ O(log∆−1P3(C)(log log∆−1 + logF ))
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8.2 Unknown Variance
The ability to know the variance of each edge is very advantageous as any estimator that

learns the variance needs a lot of samples. In this section we will show how to optimize functions
of random variables that are polynomials of third degree.

Lemma 30. Let f be a polynomial of third degree and X a random variable then :

E[f(X)] = f [E[X]] + 1/2f ′′(E[X])V ar[X]

Απόδειξη. By expanding f using Taylor in the point E[X] series we have:

f(X) = f(E[X]) + f ′(E[X])(X − E[X]) + 1/2f ′′(E[X])(X − E[X])2

By taking the expected value the proof concludes.

This lemma show that we do not need an estimator for f to find its mean value but we only
need an estimator for X.

Lemma 31 (from [42] Lemma 6). There exist an algorithm A that takes O(log(1/δ)/ϵ2) samples
and gives with probability 1− δ outputs estimates m̂, σ̂2 such that:

|m− m̂| ≤ ϵσ |σ2 − σ̂2| ≤ 2ϵσ2

This is slightly modified as excess kurtosis for normal distributions is 0. So the question which
remains is how many samples do we want for finding the best path.
As our functions are polynomials of third degree their derivative is has at most 2 roots. We also
have that

f(E[X])− f([E[Y ]]) = f ′(ξ)(E[X]− E[Y ])

This means that we can assume that for small differences the sign for f(E[X])−f([E[Y ]]) depends
on E[X]− E[Y ] this leads us that the previous bounds for mean value still holds.
Now we are going to prove bounds for variance. We argue that the program P4:

minimize
n∑

i=1
ti

s.t.
∑

i∈A△O

σ4
i /ti ≤ (f ′′(E[O]))(V ar(O)− V ar(A))2 ∀A ∈ P∑

i∈A△O

σ2
i /ti ≤ (f ′′(O)− f ′′(A))2 ∀A ∈ P∑

i∈A△O

σ2
i /ti ≤ (f(O)− f(A))2 ∀A ∈ P

ti > 0

(8.5)

Lemma 32. Let C be an instance of the shortest path problem and let P be all the paths from (s,t)
. For any δ(0, 0.01) and any δ-correct algorithm A for the problem , A takes Ω(P4(C)) log 1/δ)
samples on Expectation on C.
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Απόδειξη. Fix δ , an instance C and an algorithm A. Let ni be the expected number of samples
drawn for the i-th Path. Let a = d(δ, 1− δ)/2 and ti = ni/a. We have to show that it is a feasible
solution for 8.5 .

n∑
i=1

ni = a
n∑

i=1

ti ≥ aP4(C) ∈ Ω(P4(c) log(1/δ))

Now we fix a path A and let ∆i = cσ4
i /ni where

c =
2(f ′′(E[X])(V ar(O)− V ar(A))∑

i∈A∪O
σ2
i /ni

Now we change our path such that each variance of edge in O \ A is decreased by ∆i while the
mean of edges in A \O is increased by ∆i . So we have that

f(O′)−f(A′) = (f(O)−
∑

i∈O\A

∆i)−(f [A]+
∑

i∈A\O

∆i)) = f(O)−f(A)−c
∑

i∈A△O

σ2
i /ni = −f(O)+f(A) < 0

This means that the O is no longer optimal in C ′. Let E be the event that the algorithm returns
O as the optimal solution.Now using the 15 and that A is a δ-correct algorithm we have that
PA,C [E] > 1− δ and PA,C′ [E] < δ ,using 12 we have:∑

i∈A△O

niKL(ei, e
′
i) =

∑
i∈A△O

ni∆
2
i /σ

4
i ≥ d(PA,C [E], PA,C′ [E]) ≥ d(1− δ, δ)

∑
i∈A△O

ni ∗ σ4
i

c2

n2
i /σ

8
i

=
4(f ′′(E[X])(V ar(O)− V ar(A)))2

(
∑

i∈A△O

σ8
i /ni)2

∑
i∈A△O

σ4
i /ni

=
4(f ′′(E[X])(V ar(O)− V ar(A)))2∑

i∈A△O

σ2
i /ni

≥ 2d(δ, 1− δ)

which follows ∑
i∈A△O

σ2
i /ti ≤ (f ′′(E[O])(V ar(O)− V ar(A)))2

This means that the variance dominates the sample complexity. We are going to propose the
two algorithms that needed.
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Algorithm 9: SimulEstG
Data: U, accurancy parameter ϵ and confidence level δ
Result: A vector m indicating the number of samples of each edge

1 Let m = (m1, . . . ,mE) be the optimal solution of this program:
2

minimize
E∑
i=1

mi

s.t.
∑

i∈A△B

σ̂i
2/mi ≤ ϵ2

2 ln(2/δ)∀A,B ∈ U∑
i∈A△B

σ̂i
4/mi ≤ ϵ2

2 ln(2/δ)

mi > 0

3 return m
4 |

Algorithm 10: NaiveGapElimGeneral
Data: Instance (C,F )
Result: Best Path

1 F1 ← F , δ0 ← 0.01, λ← 10
2 Let σ̂2 be a 2-approximation vector of the vector σ of variances
3 for r = 1 to ∞ do
4 if |Fr| = 1 then
5 Verification
6 return Fr

7 end
8 ϵr ← 2−r, δr ← δ0/(10r

2|F |2)
9 mr ← SimulEstG(Fr, ϵr/λ, δr/2, σ̂

2)
10 m̂r ← samples(mr)
11 optr ← minA∈Frf(m̂

r(A)) + f ′′(m̂r(A))(σ̂r(A))
12 Fr+1 ← {A ∈ Fr : f(m̂

r(A)) + f ′′(m̂r(A))(σ̂r(A)) ≤ optr + ϵr/2 + 2ϵr/λ}
13 end
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First of all it is clear by 31 that SimulEstG outputs an + − ϵ approximation of the mean
value and the variance. This is done because we get a 2-approximation of the variance. That
only increase our samples by a factor 8.Furthermore , this means that we can always have a good
approximation of our mean value.

Theorem 8.2.1. For every instance C, NaiveGapPortfolio takes

O(P4(C)(log∆−1(log log∆−1 + logP ))

where P is the number of paths and ∆ = minV which means that ∆ is the minimum break point.

Απόδειξη. Using the same ideas as before . In each step r let a = 16λ2 log(2/δr) and mi = ati and
fixA,B ∈ P , SimulEstPE takes ∑

i∈A△B

σ4
i /mi ≤ a−1(

∑
i∈A△O

σ4
i /ti +

∑
i∈B△O

σ2
i /ti)

≤ a−1((f ′′(E[O]))(V ar(O)− V ar(A))2 + (f ′′(E[O]))(V ar(O)− V ar(B))2)

≤ 2a−1ϵ2r−1

≤ ϵ2r
2 ln(2/δr)

Also we have that : ∑
i∈A△B

σ2
i /mi ≤ a−1(

∑
i∈A△O

σ2
i /ti +

∑
i∈B△O

σ2
i /ti)

≤ a−1((f(O)− f(A))2 + (f(O)− f(B))2)

≤ 2a−1ϵ2r−1

≤ ϵ2r
2 ln(2/δr)

And the same equation for f ′′(O) .
So we have that :

∑
i∈P mi = a

∑
i∈P ti = O(P3(C) log 1/δr) = O(P4(C)(log r + logF )) .

Now we sum through r and we have that :

O(
r∗∑
r=1

P4(C)(log r + logF )) ≤ O(r∗P4(C)(log r∗ + logF ))

Then we now that our algorithm stops when we are at a distance ∆−1 of our error as there we
will only have on solution ahead thus we need log∆−1 to get there. This means that:

O(r∗P4(C)(log r∗ + logF )) ≤ O(log∆−1P4(C)(log log∆−1 + logF ))
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