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Περίληψη

Αντικείμενο της παρούσας διατριβής είναι η εφαρμογή τεχνικών αναδρομικής εκτί-
μησης παραμέτρων σε γραμμικά και μη γραμμικά μοντέλα μέσω της αξιοποίησης της πλη-
ροφορίας που προσφέρουν οι διαθέσιμες παρατηρήσεις του συστήματος. Στην διατριβή
αυτή μελετήθηκαν δύο εφαρμογές. Η πρώτη αφορά τη μοντελοποίηση της ανάπτυξης
καρκινικών όγκων και τη δυνατότητα πρόβλεψης της μελλοντικής τους εξέλιξης με βά-
ση τις διαθέσιμες μετρήσεις του όγκου τους. Η δεύτερη αφορά την παρακολούθηση της
θαλάσσιας κίνησης, την ανίχνευση μη κανονικών συμπεριφορών στην κίνηση των πλοίων
και τη δυνατότητα πρόβλεψης της μελλοντικής τους πορείας.

Όσον αφορά τη μοντελοποίηση της ανάπτυξης καρκινικών όγκων, παρουσιάζεται μια
μεθοδολογία για την εκτίμηση των αγνώστων παραμέτρων του μη γραμμικού μοντέλου
Gompertz, το οποίο είναι πολύ δημοφιλές στη βιβλιογραφία για την μακροσκοπική πε-
ριγραφή της ανάπτυξης καρκινικών όγκων. Το μοντέλο αυτό χαρακτηρίζεται από δυο
παραμέτρους που αντιπροσωπεύουν τον ρυθμό αύξησης και την φέρουσα χωρητικότητα
του καρκινικού όγκου. Σύμφωνα με στοιχεία που προκύπτουν από διάφορες μελέτες είναι
πολύ πιθανό αυτές οι δύο παράμετροι να είναι εξατομικευμένες για κάθε ασθενή. Παρό-
λα αυτά, στη βιβλιογραφία, λόγω της δυσκολίας για ταυτόχρονη εκτίμηση και των δυο
παραμέτρων, συνηθίζεται η φέρουσα χωρητικότητα να θεωρείται γνωστή και σταθερή
ανάλογα με το είδος του οργανισμού (π.χ. άνθρωπος, ποντίκι, κλπ.) στο οποίο συναντά-
ται ο καρκίνος. Η μεθοδολογία που παρουσιάζεται στην παρούσα διατριβή προτείνει την
περιγραφή της ανάπτυξης του καρκινικού όγκου μέσω ενός στοχαστικού μοντέλου που
βασίζεται στην εξίσωσηGompertz, τη θεώρηση τόσο του ρυθμού αύξησης όσο και της φέ-
ρουσας χωρητικότητας σαν μεταβλητές παραμέτρους και την εκτίμηση τους με τη χρήση
τεχνικών που βαζίζονται την αρχή της Μέγιστης Πιθανοφάνειας. Τα αποτελέσματα των
προσομοιώσεων δείχνουν ότι οι τεχνικές που εφαρμόστηκαν είναι σε θέση να εκτιμήσουν
με μεγάλη ακρίβεια τις άγνωστες παραμέτρους στα συνθετικά δεδομένα και να δώσουν
στην πλειοψηφία των περιπτώσεων καλύτερες εκτιμήσεις της μελλοντικής εξέλιξης των
όγκων σε σχέση με την συνήθη μεθοδολογία που προτείνεται στη βιβλιογραφία όσον α-
φορά τα πειραματικά δεδομένα.
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Για την παρακολούθηση της θαλάσσιας κίνησης και την ανίχνευση των μη κανονικών
συμπεριφορών στην κίνηση των πλοίων, αρχικά ορίστηκε ένα πλήθος από συμπεριφορές οι
οποίες θεωρήθηκαν μη κανονικές. Στη συνέχεια αναπτύχθηκε μια εφαρμογή λογισμικού,
η οποία χρησιμοποιεί δεδομένα από το Σύστημα Αυτόματης Αναγνώρισης με το οποίο εί-
ναι εξοπλισμένα τα πλοία και ανιχνεύει τις μη κανονικές συμπεριφορές. Επιπλέον, έγινε
χρήση Γραμμικών Αυτοπαλίνδομων μοντέλων για την εκτίμηση της μελλοντικής τροχιάς
των πλοίων με βάση την παρελθοντική τους πορεία και τις γεωγραφικές θέσεις στις ο-
ποίες βρέθηκαν. Οι προβλέψεις αυτές χρησιμοποιήθηκαν επίσης για την ανίχνευση μη
κανονικών συμπεριφορών από το λογισμικό που αναπτύχθηκε. Το λογισμικό αυτό εφαρ-
μόστηκε επιτυχώς στην πράξη, σε δεδομένα που συλλέχθηκαν από πλοία στον Σαρωνικό
Κόλπο.

Λέξεις Κλειδιά: Αναδρομική Εκτίμηση Παραμέτρων, Αναδρομική Εκτίμηση Κατα-
στάσεων, Γραμμικά καιΜη Γραμμικά Συστήματα,Μέγιστη Πιθανοφάνεια, Ελάχιστα Τε-
τράγωνα, Φίλτρο Κάλμαν, Φίλτρα Σωματιδίων, Βιολογικά Συστήματα, Καρκίνος, Παρα-
κολούθηση Θαλάσσιας Κίνησης.



Abstract

In this thesis, a variety of recursive estimation techniques for parameter and state es-
timation on linear and non-linear models were applied. These techniques make use of the
information contained in the measurements in order to estimate the unknown parameters.
Two seperate applications were studied. The first one deals with tumor growth modeling
and prediction based on the tumor's volume measurements, while the second one deals with
maritime surveillance, vessel monitoring and abnormal behavior detection.

As regards tumor growth modeling, a methodology for the estimation of the unknown
parameters of the non-linear Gompertz growth model is presented. This model is commonly
used in the literature to describe the growth of macroscopic tumor measurements. Accord-
ing to the Gompertz model, the growth of a solid tumor is characterized by two main fea-
tures, the growth rate and the carrying capacity. In the literature, when fitting experimental
tumor data to the Gompertz equation, the carrying capacity of a tumor is considered as a
species--specific parameter, and thus has a constant value. However, the theoretical assump-
tion that any given tumor will approach the same asymptotic value has not been proven
experimentally. On the other hand, the heterogeneity of tumor growth has been recognized
to have clinical implications in the planning of effective treatment schedules. The method-
ology presented in this thesis considers both the growth rate and the carrying capacity to be
subject--specific parameters and uses estimation techniques based on the principle of Max-
imum Likelihood in order to estimate their values. It has been observed that this approach
can provide more accurate estimates of the unknown parameters for the synthetic data and
more accurate predictions of the future growth for the experimental data.

On the topic of maritime surveillance, this thesis focuses on estimating the route of a
vessel and detecting abnormal behaviors based on AIS data. A software application was
created in order to detect these behaviors and notify the user whether or not further investi-
gation is required. Linear Filtering using AR models is proposed in order to create trajectory
forecasts. Furthermore, various alert criteria are set expressing different abnormalities. AIS
data collected from Saronikos Bay were used and the results showed that the program could
successfully monitor the bay in real time and report abnormalities in vessel behavior.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Μη Γραμμικά Στοχαστικά Συστήματα
Τα μη γραμμικά και τα στοχαστικά συστήματα αποτελούν χωρίς αμφιβολία δύο από

τις σημαντικότερες κατηγορίες συστημάτων με πολλές εφαρμογές σε διάφορα πεδία έ-
ρευνας του Ηλεκτρολόγου Μηχανικού και Μηχανικού Υπολογιστών. Τέτοια συστήματα
για παράδειγμα χρησιμοποιούνται ευρέως σε εφαρμογές που σχετίζονται με τη Ρομποτι-
κή, τη Βιοϊατρική Μηχανική, τις Τηλεπικοινωνίες κλπ. [1].

Τα προβλήματα που έχουν σχέση το φιλτράρισμα μη γραμμικών στοχαστικών συστη-
μάτων, αποτελούσαν πάντοτε μια περιοχή στην οποία δίνεται ιδιαίτερη βαρύτητα και
προσελκύει το ενδιαφέρον από διάφορα πεδία έρευνας που σχετίζονται με την επιστήμη
του μηχανικού. Όσον αφορά την επίλυση προβλημάτων μη γραμμικού φιλτραρίσματος,
έχει αναπτυχθεί ένας μεγάλος αριθμός από υποβέλτιστες προσεγγίσεις, όπως για παρά-
δειγμα το Επεκτεταμένο Φίλτρο Κάλμαν (Extended Kalman Filter), η γενικευμένη προ-
σέγγιση ελαχίστων τετραγώνων (generalized Least Squares approach), το σταθμισμένο ά-
θροισμα από Γκαουσσιανές πυκνότητες (weighted sum ofGaussian densities) κλπ.Μεταξύ
άλλων, μερικές πιο πρόσφατες προσεγγίσεις περιλαμβάνουν εκθετικά φραγμένα φίλτρα
(exponentially bounded filters), προσεγγίσεις από Μαρκοβιανές αλυσίδες (approximations
by Markov chains), φίλτρα ελάχιστης διακύμανσης (minimum variance filters), μετασχη-
ματισμούς κυματομορφής (wavelet transforms), Φίλτρα Σωματιδίων (Particle Filters) κλπ.
[1].

Στις μέρες μας, τα πρακτικά συστήματα που συναντώνται στην επιστήμη του μηχα-
νικού παρουσιάζουν μεγάλο βαθμό πολυπλοκότητας, πράγμα που δημιουργεί σημαντική
πρόκληση όσον αφορά την ανάλυση και τη σύνθεση τέτοιων συστημάτων.Μεταξύ άλλων,
η μη γραμμικότητα και η στοχαστικότητα εξυπηρετούν σαν δύο βασικές πηγές ρεαλιστι-
κότητας που οδηγούν σε μη αμελητέα πολυπλοκότητα και έχουν αποτελέσει σημαντικό
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πεδίο έρευνας. Επιπλέον, λόγω των αναπόφευκτων σφαλμάτων μοντελοποίησης και της
εξαρτημένης δυναμικής, μερικά ενδιαφέροντα φαινόμενα, όπως για παράδειγμα οι πα-
ράμετροι αβεβαιότητας, πρέπει να λαμβάνονται υπόψιν κατά τη μελέτη των διαφόρων
συστημάτων για να επιτευχθεί η αναμενόμενη απόδοση. Οι παραπάνω πηγές πολυπλο-
κότητας καθιστούν επιτακτική την ανάγκη για την ανάπτυξη τεχνικών φιλτραρίσματος
και εκτίμησης παραμέτρων για διάφορα είδη περίπλοκων συστημάτων που να ανταποκρί-
νονται στις απαιτήσεις της σύγχρονης επιστήμης του μηχανικού. Συνεπώς, δεν προκαλεί
καμία εντύπωση το γεγονός, ότι τα τελευταία χρόνια, το πρόβλημα του φιλτραρίσμα-
τος και της εκτίμησης παραμέτρων σε μη γραμμικά συστήματα έχει ερευνηθεί σε μεγάλο
βάθος από πλήθος ερευνητών [1].

Όσον αφορά τη Βιοϊατρική Μηχανική, η χρήση μη γραμμικών συστημάτων γίνεται ο-
λοένα και ευρύτερη. Αν και πολλά σημαντικά επιτεύγματα στην ιατρική οφείλονται στη
χρήση γραμμικών συστημάτων, τα συστήματα αυτά αδυνατούν να περιγράψουν τη πε-
ρίπλοκη δυναμική που παρουσιάζουν οι λειτουργίες του ανθρώπινου σώματος [2]. Οι μη
γραμμικότητες είναι πανταχού παρούσες στην φυσιολογία και συχνά είναι απαραίτητες
για να προάγουν σημαντικές όψεις των φυσιολογικών λειτουργιών [3]. Ακόμα και στην
περίπτωση που είναι δυνατή η γραμμικοποίηση του συστήματος, αυτή οδηγεί σε απόρ-
ριψη σημαντικών πληροφοριών που περιέχονται στις μη γραμμικότητες [4]. Βέβαια, αν
και η χρήση μη γραμμικών μοντέλων δεν είναι ακόμα σε θέση να εξηγήσει όλες τις πολύ-
πλοκες λειτουργίες που συμβαίνουν στο ανθρώπινο σώμα, και η περαιτέρω βελτίωση και
ανάπτυξη μη γραμμικών μοντέλων είναι απαραίτητες, εν τούτης μας έχει βοηθήσει να κα-
τανοήσουμε συμπεριφορές που τα γραμμικά συστήματα δεν μπορούν και να ενισχύσουμε
την κατανόηση μας για την περίπλοκη δυναμική των συστημάτων μέσα στο ανθρώπινο
σώμα [2]. Ενδεικτικά αναφέρονται μερικά παραδείγματα εφαρμογής μη γραμμικών συ-
στημάτων σε βιοϊατρικά συστήματα:

• Αισθητηριακά Συστήματα: Στην κατηγορία αυτή ανήκουν διάφοροι αισθητήρες,
όπως το ακουστικό σύστημα [5, 6] και η ρετίνα [7, 8].

• Βρόχοι Αντανακλαστικών: Μη γραμμικά συστήματα έχουν χρησιμοποιηθεί για να
μελετηθούν βρόχοι αντανακλαστικών για τον έλεγχο των άκρων [9, 10] και τη θέση
του ματιού [11, 12].

• Οργανικά Συστήματα: Μη γραμμικοί βρόχοι ανάδρασης έχουν εφαρμοστεί σε μο-
ντέλα μεταβλητότητας καρδιακού ρυθμού [13] και νεφρικής αυτορρύθμισης [14--
16].

• Μηχανισμοί Ιστών: Βιολογικοί ιστοί, όπως οι πνευμονικοί ιστοί [17, 18] και οι σκε-
λετικοί μύες [19--21], παρουσιάζουν μη γραμμική συμπεριφορά.
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• Μοντέλα Δυναμικής Ασθενειών: Μη γραμμικά μοντέλα χρησιμοποιούνται ευρέως
για τη μοντελοποίηση ασθενειών, όπως για παράδειγμα του ιού HIV/AIDS [22--24]
και του καρκίνου [25--27].

• Μη γραμμικές διεργασίες: Επίπεδα σακχάρου και παραγωγή ινσουλίνης [28].

1.2 Περιγραφή του προβλήματος
Η γενικότερη περιγραφή, σε μορφή εξισώσεων κατάστασης-χώρου, ενός πεπερασμέ-

νων διαστάσεων συστήματος είναι:

𝑥𝑘+1 = 𝑓(𝑥𝑘, 𝑢𝑘, 𝑤𝑘, 𝜃), (1.1)

𝑦𝑘 = ℎ(𝑥𝑘, 𝑢𝑘, 𝑣𝑘, 𝜃), (1.2)

όπου 𝑥𝑘 είναι η κατάσταση του συστήματος, 𝑢𝑘 είναι η κατάσταση της εισόδου ελέγχου
του συστήματος και 𝑦𝑘 η κατάσταση της εξόδου του συστήματος κατά τη χρονική στιγ-
μή 𝑘. Με 𝑤𝑘 συμβολίζεται ο θόρυβος της διεργασίας (ή αλλιώς διαταραχή), ενώ με 𝑣𝑘
συμβολίζεται ο θόρυβος της μέτρησης. Τέλος, η μεταβλητή 𝜃 συμβολίζει ένα διάνυσμα
αγνώστων παραμέτρων. Στην παρούσα εργασία, το σύστημα που μελετάται είναι μια ειδι-
κή μορφή του παραπάνω συστήματος, όπου η έξοδος 𝑦𝑘 έχει γραμμική συσχέτιση με την
κατάσταση 𝑥𝑘, δεν υπάρχει κάποια είσοδος ελέγχου στο σύστημα μας (𝑢𝑘 = 0), ενώ τόσο
ο θόρυβος της διεργασίας όσο και ο θόρυβος της μέτρησης είναι προσθετικοί. Συνεπώς,
το σύστημα που μελετάται έχει τη μορφή:

𝑥𝑘+1 = 𝑓(𝑥𝑘, 𝜃1, 𝜃2) + 𝑤𝑘, (1.3)

𝑦𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝑣𝑘. (1.4)

Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας, εκτός από τα σημεία που αναφέρεται κάτι διαφο-
ρετικό, οι τυχαίες μεταβλητές 𝑤𝑘 και 𝑣𝑘, όπου 𝑘 ∈ ℕ, θεωρούνται αμοιβαία ανεξάρτητες
και κανονικά κατανεμημένες (𝑤𝑘 ∼ 𝒩 (0, 𝑔𝑑(𝑥𝑘, 𝜃3, 𝜃4)) και 𝑣𝑘 ∼ 𝒩 (0, 𝑔𝑚(𝑥𝑘, 𝜃5, 𝜃6))) με
μηδενικό μέσο και άγνωστες παραμέτρους όσον αφορά τη διακύμανση. Οι μετρήσεις 𝑦𝑘
είναι διαθέσιμες από τη στιγμή 𝑘 = 1 και έπειτα, ενώ η αρχική κατάσταση 𝑥0 θεωρείται
γνωστή. Λόγω των τυχαίων στοιχείων 𝑤𝑘 και 𝑣𝑘, στο παραπάνω σύστημα αντιστοιχεί και
η στοχαστική περιγραφή:

𝑥𝑘+1 ∼ 𝑝𝜃𝑎
(𝑥𝑘+1|𝑥𝑘), (1.5)

𝑦𝑘 ∼ 𝑝𝜃𝑏
(𝑦𝑘|𝑥𝑘), (1.6)
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όπου 𝑝𝜃(𝑥𝑘+1|𝑥𝑘) είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.) που περιγράφει τη
δυναμική για δοσμένες τιμές της 𝑥𝑘 και 𝑝𝜃(𝑦𝑘|𝑥𝑘) είναι η σ.π.π. που περιγράφει τις μετρή-
σεις. Σημειώνεται ότι στην εξίσωση (1.5) το διάνυσμα 𝜃𝑎 είναι 𝜃𝑎 = [𝜃1 𝜃2 𝜃3 𝜃4]𝑇 και στην
(1.6) το διάνυσμα 𝜃𝑏 είναι 𝜃𝑏 = [𝜃5 𝜃6]𝑇 . Σημειώνεται επίσης ότι 𝜃𝑎 ∈ Θ𝑎, όπου Θ𝑎 ⊆ ℝ4

>0
και 𝜃𝑏 ∈ Θ𝑏, όπου Θ𝑏 ⊆ ℝ2

>0.
Η παρούσα εργασία πραγματεύεται την εκτίμηση των παραμέτρων ενός μη γραμμι-

κού συστήματος, που εκφράζει την εξέλιξη του μεγέθους στερεών καρκινικών όγκων και
περιγράφεται από τις εξισώσεις (1.3)--(1.4). Κατά τα αρχικά στάδια, το μέγεθος των καρ-
κινικών όγκων αυξάνεται εκθετικά. Αργότερα, καθώς το μέγεθος του όγκου μεγαλώνει, ο
ρυθμός αύξησης μειώνεται και ο όγκος φτάνει στο οριακό του μέγεθος. Η συμπεριφορά
αυτή μπορεί να προβλεφθεί με επιτυχία από τη συνάρτηση Gompertz [29]. Το μοντέλο
Gompertz έχει χρησιμοποιηθεί ευρέως λόγω της απλότητας του και της ικανότητας του
να περιγράφει επιτυχώς πειραματικά δεδομένα. Θεωρούμε ότι το διάνυσμα 𝜃 είναι:

𝜃 = [𝜃1 𝜃2 𝜃3 𝜃4 𝜃5 𝜃6]
𝑇

, (1.7)

όπου 𝜃1 (ρυθμός αύξησης) είναι μια σταθερά που σχετίζεται με την ικανότητα πολλαπλα-
σιασμού των κυττάρων, 𝜃2 (φέρουσα χωρητικότητα) είναι η σταθερά που περιγράφει το
μέγιστο μέγεθος του καρκινικού όγκου ( lim

𝑘→∞
𝑥𝑘 = 𝜃2), 𝜃3 και 𝜃4 είναι δυο σταθερές που

σχετίζονται με την τυπική απόκλιση του θορύβου της διεργασίας και 𝜃5 και 𝜃6 είναι δυο
σταθερές που σχετίζονται με την τυπική απόκλιση του θορύβου της μέτρησης. Αν θε-
ωρήσουμε επίσης ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι η συνάρτηση Gompertz [30], τότε η εξίσωση
(1.3) μπορεί να γραφεί ως:

𝑥𝑘+1 = 𝑓(𝑥𝑘, 𝜃1, 𝜃2) + 𝑤𝑘 = 𝜃2 exp (log (
𝑥𝑘
𝜃2

) exp ( − 1
𝜃1

𝑡𝑘+1)) + 𝑤𝑘, (1.8)

όπου 𝑥𝑘 (mm3) είναι το μέγεθος του καρκινικού όγκου, 𝑡𝑘+1 (μέρες) είναι το χρονικό διά-
στημα μεταξύ 𝑘 και 𝑘 + 1, και 𝑘 ∈ ℕ. Επίπλεον, όσον αφορά τις τυπικές αποκλίσεις των
τ.μ. 𝑤𝑘 και 𝑣𝑘, θεωρούμε ότι:

𝑔𝑑(𝑥𝑘, 𝜃3, 𝜃4) = (𝜃3𝑥𝜃4
𝑘 )

2
(1.9)

και
𝑔𝑚(𝑥𝑘, 𝜃5, 𝜃6) = (𝜃5𝑥𝜃6

𝑘 )
2
. (1.10)

Το πρόβλημα που τίθεται προς επίλυση είναι εκτίμηση ενός ̂𝜃 του διανύσματος παρα-
μέτρων 𝜃 με βάση ένα σύνολο από Ν διαθέσιμες μετρήσεις 𝑌𝑁 = [𝑦1, … , 𝑦𝑛] [31, 32].
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1.3 Καρκίνος
Ο καρκίνος είναι μια ασθένεια που μπορεί να επηρεάσει τους περισσότερους ιστούς

στο ανθρώπινο σώμα. Αναφέρεται στον αφύσικο και ανεξέλεγκτο πολλαπλασιασμό κυτ-
τάρων, με πιθανότητα εισβολής και διάδοσης στους περιβάλλοντες ιστούς. Σαν επιπλέον
χαρακτηριστικό, σε πολλούς καρκίνους, αλλά όχι σε όλους, μπορεί να συμβεί μετανά-
στευση καρκινικών κυττάρων από το αρχικό μέρος σε ένα μακρινό όπου και εγκαθίσταν-
ται, ένα φαινόμενο το οποίο ονομάζεται μετάσταση. Ο καρκίνος περιλαμβάνει επίσης και
καλοήθεις όγκους, που παρουσιάζουν ανεξέλεγκτο πολλαπλασιασμό κυττάρων, αλλά όχι
εισβολή σε άλλους ιστούς. Οι καλοήθεις όγκοι στις περισσότερες των περιπτώσεων δεν
απειλούν τη ζωή των ασθενών [33].

Ο καρκίνος είναι βασική αιτία νοσηρότητας και θνησιμότητας, επηρεάζοντας πληθυ-
σμούς σε όλες τις χώρες και περιοχές. Ο αριθμός των ετήσιων νέων περιπτώσεων αναμέ-
νεται να ξεπεράσει τα 20 εκατομμύρια μέχρι το 2025, αριθμός πολύ μεγάλος σε σχέση με
την εκτίμηση για το 2012 που κυμαινόταν στα 14.1 εκατομμύρια παγκοσμίως [34]. Η θε-
ραπευτική αγωγή εξαρτάται από τον τύπο του καρκίνου και συνήθως αποτελείται από μια
ή συνδυασμό περισσότερων θεραπειών, όπως εγχείρηση, χημειοθεραπεία, ραδιοθεραπεία,
ανοσοθεραπεία και ορμονοθεραπεία.

1.3.1 Μοντελοποίηση Ανάπτυξης Καρκινικών Όγκων
Η μοντελοποίηση της ανάπτυξης των καρκινικών όγκων είναι ένα πεδίο στο οποίο

έχει δοθεί ιδιαίτερη βαρύτητα και το οποίο έχει αποτελέσει αντικείμενο συστηματικής
έρευνας. Στην εργασία των Araujo και McElwain [35] περιγράφεται εν συντομία η ιστο-
ρία της μελέτης της ανάπτυξης στερεών όγκων με την επιθεώρηση μερικών από των πιο
σημαντικών μαθηματικών συνεισφορών από τις αρχές του εικοστού αιώνα.

Ειδικότερα, όταν τα δεδομένα περιγράφουν στερεά δομή όγκων, το πιο συνηθισμένο
μοντέλο που χρησιμοποιείται για την μοντελοποίηση είναι το μοντέλο Gompertz. Λό-
γω του ότι τα δεδομένα που χρησιμοποιήθηκαν στην παρούσα εργασία ανήκουν στην
προηγούμενη κατηγορια, επιλέχθηκε να γίνει χρή του συγκεκριμένου μοντέλου. Η Γκομ-
περτζιανή εξίσωση έχει τις ρίζες στο μοντέλο θνησιμότητας που ανέπτυξε ο Benjamin
Gompertz το 1825 [29], και έχει επίσης εφαρμοστεί στη μελέτη της ανάπτυξης σε τομείς
της βιολογίας και των οικονομικών [36]. Έχει παρατηρηθεί ότι το μοντέλο Gompertz μπο-
ρεί να περιγράψει την ανάπτυξη διαφόρων ειδών όγκων [37]. Κάτι τέτοιο φαίνεται επίσης
και σε διάφορες πρόσφατες έρευνες στις οποίες το μοντέλο Gompertz συγκρίνεται με
άλλα κλασσικά μαθηματικά μοντέλα που χρησιμοποιούνται για την μοντελοποίηση της
εξέλιξης καρκινικών όγκων, όπως για παράδειγμα το εκθετικό μοντέλο (exponential), το
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μοντέλο Von Bertanlanffy, ο νόμος δύναμης (power law) κλπ. [25--27]. Για το λόγο αυτό,
το μοντέλο Gompertz αποτελεί μια συχνή επιλογή για τη μοντελοποίηση της ανάπτυξης
των καρκινικών όγκων σε πολλές πρόσφατες πειραματικές μελέτες [38--44].

Σύμφωνα με το μοντέλο Gompertz, η ανάπτυξη ενός στερεού καρκινικού όγκου χαρα-
κτηρίζεται από δύο βασικά γνωρίσματα, τον ρυθμό αύξησης και την φέρουσα χωρητικό-
τητα. Ο ρυθμός αύξησης αναφέρεται στον χρόνο που χρειάζονται τα καρκινικά κύτταρα
για να παράξουν νέα κύτταρα, ενώ η φέρουσα χωρητικότητα στο γεγονός ότι ο όγκος
δεν μπορεί να μεγαλώνει απεριόριστα. Κατά τη διαδικασία ταιριάσματος πειραματικών
δεδομένων στην εξίσωση Gompertz, αρκετές μελέτες [42--45] κάνουν χρήση των ευρημά-
των των Brunton και Wheldon [46--48], σύμφωνα με τα οποία η φέρουσα χωρητικότητα
ενός όγκου είναι μια παράμετρος που καθορίζεται από το είδος του οργανισμού. Παρόλα
αυτά, ο θεωρητικός αυτός ισχυρισμός, ότι ο οποιοσδήποτε όγκος σε ένα συγκεκριμένο
είδος θα πλησιάσει την ίδια ασυμπτωτική τιμή, δεν έχει αποδειχτεί πειραματικά. Αν και
υπάρχουν σημαντικές ενδείξεις ότι η ανάπτυξη ενός καρκινικού όγκου είναι μια εξατο-
μικευμένη διαδικασία του οργανισμού (και επομένως η φέρουσα χωρητικότητα δεν είναι
ίδια για όλους τους οργανισμούς ενός είδους), η προσπάθεια να εκτιμηθεί η φέρουσα χω-
ρητικότητα οδηγεί συνήθως σε μη ρεαλιστικά αποτελέσματα και συνεπώς προτιμάται η
χρήση της σταθερής τιμής για τη φέρουσα χωρητικότητα [42].

Είναι γεγονός ότι δεν υπάρχει ένα καθολικό μοντέλο που να μπορεί να μοντελοποιή-
σει όλα τα είδη των καρκίνων. Μιας και κάθε μοντέλο δεσμεύεται από συγκεκριμένους
περιορισμούς, η επιλογή του κατάλληλου μοντέλου σε κάθε περίπτωση γίνεται με βάση
τον τύπο των δεδομένων που μελετώνται. Όσον αφορά το μοντέλο Gompertz, η κύρια
κριτική που δέχεται οφείλεται στο ότι ο σχετικός ρυθμός αύξησης γίνεται αυθέραιτα
μεγάλος για μικρούς καρκινικούς όγκους [25]. Επιπλέον, το συγκεκριμένο μοντέλο δεν
μοντελοποιεί κάποιον βιολογικό μηχανισμό που αποτελεί θεμέλιο του καρκίνου, πράγμα
που σημαίνει ότι δεν παρέχει κάποια γνώση όσον αφορά τις βιολογικές διαδικασίες. Έχει
δειχθεί ότι είναι το καταλληλότερο για καρκίνους του μαστού και του πνέυμονα [25] και
είναι επίσης ιδιαίτερα δημοφιλές για την περιγραφή καρκίνων σε μεγάλου μεγέθους ζώα,
χωρίς όμως να είναι να ικανό να περιγράψει με ακρίβεια όλους τους τύπους καρκίνου.
Είναι όμως ένα απλό μοντέλο, κατάλληλο για την μακροσκοπική μοντελοποίηση της α-
νάπτυξης καρκινικών όγκων. Το γεγονός ότι μπορεί να χρησιμοποιηθεί σε συνδιασμό με
αλγορίθμους βέλτιστου ελέγχου κατα την βελτιστοποίηση της θεραπείας, έχει κάνει το
μοντέλο Gompertz ιδιαίτερα δημοφιλές. Συν τοις άλλοις, έχει δειχτεί ότι είναι κατάλλη-
λο για την πρόβλεψη της μέσης συμπεριφοράς της ανάπτυξης ενός όγκου [25, 37, 49, 50].
Περισσότερες πληροφορίες όσον αφορά τα πλεονεκτήματα και τους περιορισμούς μερι-
κών από τα πιο δημοφιλή μοντέλα για την περιγραφή της ανάπτυξης καρκινικών όγκων
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και πιθανούς λόγους για τους οποίους το μοντέλο Gompertz κατέλληξε να είναι το πιο
ευρέως εφαρμόσιμο μπορούν να βρεθούν στην εργασία του Gerlee [51].

1.3.2 Εφαρμογές
Η χρήση της μαθηματικής μοντελοποίησης έχει προταθεί για τη βελτίωση του αποτε-

λέσματος της χημειοθεραπείας και της ραδιοθεραπείας σε συνδυασμό με τεχνικές βέλ-
τιστου ελέγχου [38--40, 52], για την πρόβλεψη της επιτυχίας ή αποτυχίας της ανοσοθε-
ραπείας [53], και για να αποτυπώσει την δυνατότητα συνέργειας μεταξύ διάφορετικών
θεραπευτικών μεθόδων [54]. Πρόσφατα ευρήματα δείχνουν ότι η χρήση μαθηματικής
μοντελοποίησης μπορεί να προσφέρει χρήσιμες ενδείξεις σχετικά με τις επιπτώσεις της
εγχείρησης όσον αφορά τη μετάσταση και να βοηθήσει στην πρόβλεψη του ρίσκου διάδο-
σης του καρκίνου [55]. Αναλυτική βιβλιογραφία, όσον αφορά το θέμα του πως η μαθημα-
τική μοντελοποίηση μπορεί να εφαρμοστεί για να επιτευχθούν καλυτέρα προγράμματα
παροχής φαρμάκων, παρουσιάζεται στην εργασία των Michor και Beal [56].

Η μοντελοποίηση της ανάπτυξης καρκινικών όγκων είναι εγγενώς δύσκολη, μιας και ο
καρκίνος είναι ένα περίπλοκο βιολογικό φαινόμενο. Το γεγονός ότι η μορφή, η ανάπτυξη
και το αποτέλεσμα ποικίλει από ασθενή σε ασθενή καθιστά επιτακτική την ανάγκη για
μοντελοποίηση της ανάπτυξης του καρκινικού όγκου σε ατομική βάση, έτσι ώστε να γίνει
καλύτερα κατανοητή η βιολογία που βρίσκεται από πίσω και να σχεδιαστούν πιο αποτελε-
σματικές θεραπείες. Προς αυτή την κατεύθυνση, ο σχεδιασμός εξειδικευμένων τεχνικών
για την επίλυση του προβλήματος της μοντελοποίησης της ανάπτυξης καρκινικών όγκων
μπορεί να παρέχει πιο ακριβή μοντέλα και να βελτιώσει τη διαδικασία μοντελοποίησης.





Κεφάλαιο 2

Εκτίμηση Κατάστασης και Αγνώστων
Παραμέτρων

Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφεται η μεθοδολογία στην οποία βασίζονται οι υλοποιή-
σεις των τεχνικών που χρησιμοποιήθηκαν στην εργασία αυτή για την εκτίμηση της κα-
τάστασης του συστήματος και των αγνώστων παραμέτρων του μοντέλου Gompertz.

2.1 Αναδρομική Μπεϋζιανή Εκτίμηση Κατάστασης

Eκτίμηση κατάστασης είναι η διαδικασία με την οποία αποδίδονται τιμές στις άγνω-
στες καταστάσεις του συστήματος με βάση μετρήσεις από το ίδιο το σύστημα και συγκε-
κριμένα κριτήρια. Η διαδικασία αυτή περιλαμβάνει μη τέλειες μετρήσεις, ενώ μπορούν να
χρησιμοποιηθούν και τυχόν γνώσεις που αφορούν την ακρίβεια των συσκευών μέτρησης.
Επιπλέον, στη διαδικασία αυτή χρησιμοποιούνται γνώσεις που αφορούν την τοπολογία
του συστήματος.

Η Αναδρομική Μπεϋζιανή Εκτίμηση (Recursive Bayesian Estimation) είναι μια γενι-
κευμένη πιθανοτική προσέγγιση για την δημιουργία της εκ των υστέρων (posterior) σ.π.π.
των καταστάσεων με βάση όλη τη διαθέσιμη πληροφορία, συμπεριλαμβανομένου και ενός
συνόλου ληφθέντων μετρήσεων. Από την στιγμή που η εκ των υστέρων σ.π.π. εμπεριέχει
όλη τη διαθέσιμη στατιστική πληροφορία, μπορούμε να πούμε ότι αποτελέι την πλήρη λύ-
ση στο πρόβλημα εκτίμησης. Κατ' αρχήν, μια βέλτιστη (όσον αφορά κάποιο οποιοδήποτε
κριτήριο) εκτίμηση μπορεί να ληφθεί από την εκ των υστέρων σ.π.π. Σε πολλά προβλήμα-
τα, μια εκτίμηση της κατάστασης είναι αναγκαία κάθε φορά που μια νέα μέτρηση γίνεται
διαθέσιμη. Σε αυτές τις περιπτώσεις τα αναδρομικά φίλτρα είναι μια βολική λύση, μιας
και τα δεδομένα που λαμβάνονται μπορούν να επεξεργαστούν διαδοχικά, χωρίς να είναι
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απαραίτητες η αποθήκευση των δεδομένων στο σύνολο τους και η επανεπεξεργασία της
υπάρχουσας πληροφορίας τη στιγμή που η νέα μέτρηση γίνεται διαθέσιμη. Στο στάδιο
της πρόβλεψης χρησιμοποιείται το μοντέλο του συστήματος για να προβλεφθεί η σ.π.π.
της κατάστασης από τη χρονική τιμή μιας μέτρησης στην επόμενη. Από τη στιγμή που
η κατάσταση συνήθως υπόκειται σε άγνωστες διαταραχές (που μοντελοποιούνται σαν
τυχαίος θόρυβος), η πρόβλεψη συνήθως παραμορφώνει και απλώνει τη σ.π.π. Ακολουθεί
το στάδιο της ενημέρωσης (ή διόρθωσης) στο οποίο η σ.π.π. τροποποιείται με τη χρήση
της τελευταίας μέτρησης χρησιμοποιώντας το Θεώρημα του Bayes [57].

Στην παρούσα εργασία ενδιαφερόμαστε για το πρόβλημα της Μη Γραμμικής Μπεϋ-
ζιανής Παρακολούθησης (Non--Linear Bayesian Tracking) σε συστήματα διακριτού χρό-
νου. Στη γενική μορφή του προβλήματος αυτού, θεωρούμε ότι το διάνυσμα κατάστασης
𝑥𝑘 ∈ ℝ𝑛 εξελίσσεται με βάση το μοντέλο του παρακάτω συστήματος:

𝑥𝑘+1 = 𝑓𝑘(𝑥𝑘, 𝑤𝑘), (2.1)

όπου 𝑓𝑘 ∶ ℝ𝑛 × ℝ𝑚 → ℝ𝑛 είναι η συνάρτηση μετάβασης του συστήματος και 𝑤𝑘 ∈
ℝ𝑚 ακολουθία λευκού θορύβου μηδενικού μέσου ανεξάρτητη από τις παρελθοντικές και
τρέχουσες καταστάσεις, της οποία όμως η σ.π.π. θεωρείται γνωστή. Οι μετρήσεις 𝑦𝑘 ∈
ℝ𝑝 γίνονται γνωστές σε διακριτά χρονικά διαστήματα και σχετίζονται με το διάνυσμα
κατάστασης μέσω της εξίσωσης:

𝑦𝑘 = ℎ𝑘(𝑥𝑘, 𝑣𝑘), (2.2)

όπου ℎ𝑘 ∶ ℝ𝑛 × ℝ𝑟 → ℝ𝑝 είναι η συνάρτηση των μετρήσεων και 𝑣𝑘 ∈ ℝ𝑟 ακολουθία
λευκού θορύβου μηδενικού μέσου ανεξάρτητη από τις παρελθοντικές και τρέχουσες κα-
ταστάσεις, της οποία η σ.π.π. θεωρείται επίσης γνωστή. Θεωρούμε επίσης ότι η αρχική
σ.π.π. 𝑝(𝑥1|𝑌0) ≡ 𝑝(𝑥1) του διανύσματος κατάστασης είναι γνωστή μαζί με τις συναρτη-
σιακές μορφές 𝑓𝑖 και ℎ𝑖 για 𝑖 = 1, … , 𝑘. H διαθέσιμη πληροφορία τη χρονική στιγμή 𝑘
είναι το σύνολο των μετρήσεων 𝑌𝑁 = {𝑦𝑖 ∶ 𝑖 = 1, … , 𝑘} [58].

Η απαίτηση που προκύπτει είναι να κατασκευαστεί η σ.π.π. για την κατάσταση 𝑥𝑘 με
βάση τη διαθέσιμη πληροφορία που υπάρχει, δηλαδή η σ.π.π. 𝑝(𝑥𝑘|𝑌𝑘). Η συγκεκριμένη
σ.π.π. μπορεί να προκύψει αναδρομικά σε δύο στάδια, το στάδιο της πρόβλεψης και το
στάδιο της ενημέρωσης. Υποθέτουμε ότι η απαιτούμενη σ.π.π. 𝑝(𝑥𝑘−1|𝑌𝑘−1) στο χρονικό
σημείο 𝑘 − 1 είναι γνωστή. Τότε, στο βήμα της πρόβλεψης, χρησιμοποιώντας το μοντέ-
λο του συστήματος μπορεί να προκύψει η εκ των προτέρων σ.π.π. της κατάστασης στο



2.1 Αναδρομική Μπεϋζιανή Εκτίμηση Κατάστασης 13

χρονικό σημείο 𝑘 από την εξίσωση:

𝑝(𝑥𝑘|𝑌𝑘−1) = ∫ 𝑝(𝑥𝑘|𝑥𝑘−1)𝑝(𝑥𝑘−1|𝑌𝑘−1)𝑑𝑥𝑘−1, (2.3)

Σημειώνεται εδώ ότι στην εξίσωση (2.3), γίνεται χρήση του γεγονότος ότι 𝑝(𝑥𝑘|𝑥𝑘−1) =
𝑝(𝑥𝑘|𝑥𝑘−1, 𝑌𝑘−1), μιας και η εξίσωση (2.1) περιγράφει μια Μαρκοβιανή διαδικασία πρώτης
τάξης. Το πιθανοτικό μοντέλο της εξέλιξης της κατάστασης, 𝑝(𝑥𝑘|𝑥𝑘−1), ορίζεται από την
εξίσωση του συστήματος και τα γνωστά στατιστικά του 𝑤𝑘−1.

Τη χρονική στιγμή 𝑘, μια νέα μέτρηση 𝑦𝑘 γίνεται διαθέσιμη, και μπορεί να χρησιμοποι-
ηθεί για να ενημερωθεί (στάδιο ενημέρωσης) η εκ των προτέρων σ.π.π. της κατάστασης
μέσω του κανόνα του Bayes:

𝑝(𝑥𝑘|𝑌𝑘) = 𝑝(𝑦𝑘|𝑥𝑘)𝑝(𝑥𝑘|𝑌𝑘−1)
𝑝(𝑌𝑘|𝑌𝑘−1) , (2.4)

όπου η σταθερά κανονικοποίησης

𝑝(𝑦𝑘|𝑌𝑘−1) = ∫ 𝑝(𝑦𝑘|𝑥𝑘)𝑝(𝑥𝑘|𝑌𝑘−1)𝑑𝑥𝑘, (2.5)

εξαρτάται από τη συνάρτηση πιθανοφάνειας 𝑝(𝑦𝑘|𝑥𝑘), που ορίζεται από την εξίσωση (2.2).
Επομένως, από το στάδιο ενημέρωσης προκύπτει μέσω της εκ των προτέρων σ.π.π. (2.3)
η εκ των υστέρων σ.π.π. (2.4).

Οι επαναληπτικές εξισώσεις (2.3) και (2.4) αποτελούν την τυπική λύση του προβλή-
ματος της ΑΜΕ. Αναλυτική λύση σε αυτό το πρόβλημα είναι δυνατή μόνο για ένα σχετι-
κά περιορισμένο αριθμό περιπτώσεων στις οποίες ισχύουν συγκεκριμένες προϋποθέσεις.
Στην παρούσα εργασία, οι καταστάσεις, οι μετρήσεις και οι θόρυβοι είναι βαθμωτά μεγέ-
θη. Εύκολα όμως μπορεί κανείς να χρησιμοποιήσει τις μεθόδους που περιγράφονται στη
συνέχεια και με διανύσματα.

Για την εκτίμηση των καταστάσεων του συστήματος στην παρούσα εργασία έγι-
νε χρήση του ΕΦΚ και του Φίλτρου Διαδοχικής Επαναδειγματοληψίας Σπουδαιότητας
(Sequential Importance Resampling Filter). Επειδή, το ΕΦΚβασίζεται στοΦίλτροΚάλμαν
(Kalman Filter), ακολουθεί μία σύντομη αναφορά σε αυτό.

2.1.1 Φίλτρο Κάλμαν
Το ΦΚ είναι ένα αποτελεσματικό αναδρομικό φίλτρο που εκτιμά την κατάσταση

γραμμικών δυναμικών συστημάτων με θορυβώδεις μετρήσεις. Έχει αποτελέσει αντικεί-
μενο εκτεταμένης έρευνας και έχει χρησιμοποιηθεί ευρέως σε διάφορους τομείς. Πρό-
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κειται για μια από τις περιορισμένες περιπτώσεις, όπου μπορεί να προκύψει αναλυτική
επίλυση του προβλήματος της ΑΜΕ. Το ΦΚ προϋποθέτει οι 𝑓𝑘 και ℎ𝑘 να είναι γραμμικές
και 𝑤𝑘 και 𝑣𝑘 να είναι προσθετικοί Γκαουσσιανοί θόρυβοι με γνωστή διακύμανση.

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε ένα δυναμικό σύστημα που περιγράφεται από τις εξισώ-
σεις:

𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑘𝑥𝑘 + 𝐵𝑘 + 𝑤𝑘, (2.6)

𝑦𝑘+1 = 𝐶𝑘𝑥𝑘 + 𝐷𝑘 + 𝑣𝑘, (2.7)

όπου οι τ.μ. 𝑥0, 𝑤𝑘 και 𝑣𝑘 είναι αμοιβαία ανεξάρτητες και με γνωστές παραμέτρους. Επι-
πλέον, οι τ.μ. 𝑤𝑘 και 𝑣𝑘 έχουν μηδενικό μέσο και οι μήτρες συνδιακύμανσης τους συμ-
βολίζονται με 𝑄 και 𝑅 αντίστοιχα. Τέλος, οι μετρήσεις είναι διαθέσιμες από τη στιμγή
𝑘 = 1 και έπειτα.

Υποθέτουμε επίσης ότι η τ.μ. 𝑥𝑘 ακολουθεί την κανονική κατανομή με μέσο 𝑥̂𝑘 και
μήτρα συνδιακύμανσης 𝑃𝑥𝑘

. Από την (2.6) η οποία είναι γραμμική και γνωρίζοντας ότι οι
γραμμικοί μετασχηματισμοί Γκαουσσιανών τ.μ. είναι επίσης Γκαουσσιανοί, έχουμε ότι
η τ.μ. 𝑥𝑘+1 ακολουθεί την κανονική κατανομή με μέσο 𝑥̂−

𝑘+1 και μήτρα συνδιακύμανσης
̂𝑃 −
𝑘+1 που δίνονται από τις εξισώσεις:

𝑥̂−
𝑘+1 = 𝐴𝑘𝑥̂𝑘 + 𝐵𝑘, (2.8)

𝑃 −
𝑥𝑘+1

= Α𝑘𝑃𝑥𝑘
𝐴𝑇

𝑘 + 𝑄. (2.9)

Από την (2.6), επίσης σαν συνέπεια της γραμμικότητας, έχουμε ότι η εκτίμηση της 𝑦𝑘+1
είναι:

̂𝑦−
𝑘+1 = 𝐶𝑘+1𝑥̂−

𝑘+1 + 𝐷𝑘, (2.10)

ενώ η μήτρα συνδιακύμανσης της είναι:

𝑃 −
𝑦𝑘+1

= 𝐶𝑘+1𝑃 −
𝑥𝑘+1

𝐶𝑇
𝑘+1 + 𝑅, (2.11)

και η μήτρα ετεροσυνδιακύμανσης της 𝑥𝑘+1 με την 𝑦𝑘+1 είναι:

𝑃 −
𝑥𝑘+1𝑦𝑘+1

= 𝑃 −
𝑥𝑘+1

𝐶𝑇
𝑘+1. (2.12)

Όταν γίνει λήψη της τιμής της μέτρησης 𝑦𝑘+1, αυτή μπορεί να χρησιμοποιηθεί για
να γίνει διόρθωση της κατανομής. Το κέρδος Κάλμαν (Kalman Gain) δίνεται από την
εξίσωση:

𝐾𝑘+1 = 𝑃 −
𝑥𝑘+1𝑦𝑘+1 (𝑃 −

𝑦𝑘+1)
−1

, (2.13)
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και χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό των εκ των υστέρων τιμών του μέσου και της
μήτρας συνδιακύμανσης της 𝑥𝑘+1, σύμφωνα με τις σχέσεις:

𝑥̂𝑘+1 = 𝑥̂−
𝑘+1 + 𝐾𝑘+1(𝑦𝑘+1 − ̂𝑦−

𝑘+1), (2.14)

𝑃𝑥𝑘+1
= 𝑃 −

𝑥𝑘+1
− 𝐾𝑘+1𝑃 −

𝑦𝑘+1
𝐾Τ

𝑘+1. (2.15)

Επομένως, το βήμα πρόβλεψης πραγματοποιείται βάσει των (2.8) και (2.9), ενώ το
βήμα διόρθωσης βάσει των (2.14) και (2.15). Αφού επομένως είναι γνωστό ότι η 𝑥0 είναι
κανονικά κατανεμημένη με μέσο 𝑥̂0 και μήτρα συνδιακύμανσης 𝑃𝑥0

, οι (2.9) ως (2.14)
μπορούν να εφαρμοστούν αναδρομικά για να δώσουν τα στατιστικά χαρακτηριστικά της
κατάστασης όταν είναι γνωστές οι μετρήσεις 𝑌𝑁 . Για περισσότερες πληροφορίες για το
ΦΚ βλ. [59--63].

2.1.2 Επεκτεταμένο Φίλτρο Κάλμαν
Στο ΕΚΦ [64--66], οι εξισώσεις (2.8) και (2.10) γραμμικοποιούνται με τη χρήση του

αναπτύγματος Taylor πρώτης τάξης. Πιο συγκεκριμένα, για το βήμα πρόβλεψης, αν 𝑥̂𝑘
είναι ο εκτιμώμενος μέσος της 𝑥𝑘 ύστερα από το βήμα διόρθωσης την χρονική στιγμή 𝑘,
τότε η (2.8) γραμμικοποιείται γύρω από την 𝑥̂𝑘. Για το βήμα διόρθωσης, η (2.10) γραμμι-
κοποιείται γύρω από την 𝑥̂−

𝑘+1, όπου 𝑥̂−
𝑘+1 είναι ο εκτιμώμενος μέσος της 𝑥𝑘+1 ύστερα από

το βήμα πρόβλεψης την χρονικής στιγμής 𝑘 + 1. Για να μπορεί να πραγματοποιηθεί κάτι
τέτοιο, γίνεται η υπόθεση ότι οι Ιακωβιανές μήτρες των 𝑓𝑘 και ℎ𝑘 είναι διαθέσιμες.

Το ΕΚΦ έχει χρησιμοποιηθεί ευρέως σε διάφορες εφαρμογές. Η απόδοση του είναι
ικανοποιητική όταν οι μη γραμμικότητες είναι ήπιες. Διαφορετικά μπορεί να παρατηρη-
θούν ακόμα και φαινόμενα αστάθειας.

2.1.3 Φίλτρο Διαδοχικής Επαναδειγματοληψίας Σπουδαιότητας
Το ΦΔΕΣ προτάθηκε από τους Gordon κ.α. [58] και είναι μια μέθοδος Monte Carlo

που μπορεί να εφαρμοστεί στο πρόβλημα της ΑΜΕ. Οι μέθοδοι Monte Carlo είναι μια
κατηγορία υπολογιστικών αλγορίθμων που χρησιμοποιούνται ευρέως σε προβλήματα, τα
οποία είναι δύσκολο να επιλυθούν είτε αναλυτικά, είτε με τη χρήση κλασσικών αριθμη-
τικών μεθόδων. Βασίζονται στη χρήση τυχαίων αριθμών και στατιστικής, και χρησιμο-
ποιούνται ιδιαίτερα στην επίλυση προβλημάτων φιλτραρίσματος που εμφανίζονται στην
επεξεργασία σήματος και την Μπεϋζιανή στατιστική συναγωγή.

Το μεγάλο πλεονέκτημα της τεχνικής αυτής είναι ότι δεν υπόκειται σε περιορίσμους
που αφορούν τις συναρτήσεις 𝑓𝑘 και ℎ𝑘 (π.χ. γραμμικότητα) ή τις κατανομές των θο-
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Algorithm 1 Διαδοχική Δειγματοληψίας Σπουδαιότητα (ΔΔΣ)
For times 𝑘 = 0, 1, 2, …

• For 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑁 , draw 𝑥(𝑖)
𝑘 ∽ 𝜋(𝑥𝑘|𝑥(𝑖)

0∶𝑘−1, 𝑦0∶𝑘) and set 𝑥(𝑖)
0∶𝑘 ≜ (𝑥(𝑖)

0∶𝑘−1, 𝑥(𝑖)
𝑘 )

• For 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑁 , evaluate the importance weights up to a normalizing constant:

𝑟∗(𝑖)
𝑘 = 𝑟∗

𝑘−1(𝑖)
𝑝(𝑦𝑘|𝑥(𝑖)

𝑘 )𝑝(𝑥(𝑖)
𝑘 |𝑥(𝑖)

𝑘−1)
𝜋(𝑥𝑘|𝑥(𝑖)

0∶𝑘−1, 𝑦0∶𝑘)
(2.16)

• For 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑁 , normalize the importance weights:

̃𝑟(𝑖)
𝑘 =

𝑟∗
𝑘(𝑖)

∑𝑁
𝑗=1 𝑟∗(𝑗)

𝑘

(2.17)

ρύβων της διαδικασίας ή της μέτρησης. Οι μόνες προϋποθέσεις είναι να είναι γνωστές
οι συναρτήσεις 𝑓 και ℎ, οι σ.π.π. 𝑝(𝑥1) και 𝑝(𝑤𝑘) να είναι διαθέσιμες για δειγματοληψία
και να είναι γνωστή η συνάρτησιακή μορφή της πιθανοφάνειας 𝑝(𝑦𝑘|𝑥𝑘). Ο αλγόριθμος
ΔΕΣ προκύπτει εύκολα από τον αλγόριθμο Διαδοχικής Δειγματοληψίας Σπουδαιότητας
(Sequential Importance Sampling). Για τον λόγο αυτό θα περιγραφεί πρώτα ο αλγόριθμος
ΔΔΣ και έπειτα οι τροποποιήσεις που χρειάζονται ώστε να προκύψει ο αλγόριθμος ΔΕΣ.

Από τη στιγμή που είναι αδύνατον να δειγματοληπτήσουμε απευθείας από την εκ
των υστέρων σ.π.π. της κατάστασης 𝑝(𝑥0∶𝑘|𝑦0∶𝑘), υιοθετούμε μια προσέγγιση Δειγματο-
ληψίας Σπουδαίότητας (Importance Sampling) [67]. Θεωρούμε ότι τα δείγματα {𝑥(𝑖)

0∶𝑘, 𝑖 =
0, ⋯ , 𝑁} επιλέγονται ανεξάρτητα από μια κανονικοποιημένη συνάρτηση σπουδαιότητας
𝜋(𝑥0∶𝑘|𝑦0∶𝑘). Μια εκτίμηση 𝐼𝑁 (𝑓𝑘) της εκ των υστέρων πρόβλεψης 𝐼𝑁 (𝑓𝑘) μπορεί να απο-
κτηθεί με τη χρήση Μπεϋζιανής Δειγματοληψίας Σπουδαίότητας [68]:

𝐼𝑁 (𝑓𝑘) =
𝑁

∑
𝑖

𝑓𝑘(𝑥(𝑖)
0∶𝑘) ̃𝑟(𝑖)

𝑘 , (2.18)

̃𝑟(𝑖)
𝑘 =

𝑟∗
𝑘(𝑖)

∑𝑁
𝑗=1 𝑟∗(𝑗)

𝑘

, (2.19)

όπου 𝑟∗
𝑘(𝑖) = 𝑝(𝑦0∶𝑘|𝑥0∶𝑘)𝑝(𝑥0∶𝑘)/𝜋(𝑥0∶𝑘|𝑦0∶𝑘) είναι το μη κανονικοποιημένο βάρος σπου-

δαιότητας. Υπό ασθενείς προϋποθέσεις η 𝐼𝑁 (𝑓𝑘) συγκλίνει στην 𝐼𝑁 (𝑓𝑘) [68]. Όμως, αυτή
η μέθοδος δεν είναι αναδρομική. Ας υποθέσουμε όμως μια συνάρτηση σπουδαιότητας
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της μορφής:

𝜋(𝑥0∶𝑘|𝑦0∶𝑘) = 𝜋(𝑥0|𝑦0)
𝑘

∏
𝑖=1

𝜋(𝑥𝑘|𝑥0∶𝑘−1, 𝑦0∶𝑘). (2.20)

Μια συνάρτηση σπουδαιότητας αυτής της μορφής επιτρέπει αναδρομικό υπολογισμό στο
χρόνο των βαρών σπουδαιότητας καθώς οι διαδοχικές παρατηρήσεις 𝑦𝑘 γίνονται διαθέ-
σιμες. Προκύπτει έτσι ο αλγόριθμος 1 για τη ΔΔΣ [67].

Ο αλγόριθμος ΔΕΣ προκύπτει εύκολα από τον αλγόριθμο ΔΔΣ αν επιλεγεί ως πυκνό-
τητα σπουδαιότητας η εκ των προτέρων σ.π.π. 𝑝(𝑥𝑘|𝑥(𝑖)

𝑘−1) και πραγματοποιηθεί επαναδειγ-
ματοληψία του συνόλου των δειγμάτων {𝑥(𝑖)

𝑘 } σε κάθε χρονική στιγμή. Για περισσότερες
πληροφορίες όσον αφορά τους αλγορίθμους ΔΔΣ και ΔΕΣ, τη Δειγματοληψία Σπου-
δαιότητας, τα μειονεκτήματα και τα πλεονεκτήματα των ΦΣ που αναφέρθηκαν και τη
σημασία της επαναδειγματοληψίας βλ. [57, 58, 67]. Η υλοποίηση του αλγορίθμου ΔΕΣ
που χρησιμοποιήθηκε στην παρούσα εργασία θα παρουσιαστεί αναλυτικά στο επόμενο
κεφάλαιο.

2.2 Αναδρομική Εκτίμηση Αγνώστων Παραμέτρων

Η εκτίμηση παραμέτρων είναι ένα αντικείμενο το οποίο αναφέρεται σε πάρα πολλά
βιβλία, με εύρος από πολύ θεωρητικές παρουσιάσεις στατιστικολόγων έως πιο πρακτικές
αντιμετωπίσεις από χρήστες εφαρμοσμένης στατιστικής. Η θεωρία εκτίμησης συναντά-
ται σε πολλά συστήματα επεξεργασίας σημάτων για εξαγωγή πληροφοριών. Αυτά τα συ-
στήματα περιλαμβάνουν ραντάρ, ομιλία, επεξεργασία εικόνας, βιοϊατρική, τηλεπικοινω-
νίες, έλεγχο κλπ. Το κοινό σε όλα αυτά τα συστήματα είναι η ανάγκη για την εκτίμηση
των τιμών κάποιας ομάδας παραμέτρων [61].

Για την εκτίμηση των αγνώστων παραμέτρων του συστήματος στην παρούσα εργασία
έγινε χρήση του Εκτιμητή Μέγιστης Πιθανοφάνειας (Maximum Likelihood Estimator)
[69, 70], του Εκτιμητή Μέγιστης εκ των Υστέρων Πιθανότητας (Maximum A Posteriori
Probability Estimator) [61] και της μεθόδου των Μη-Γραμμικών Ελαχίστων Τετραγώνων
(Non-Linear Least Squares).

2.2.1 Εκτιμητής Μέγιστης Πιθανοφάνειας

Ο ΕΜΠ βασίζεται στην αρχή της μέγιστης πιθανοφάνειας, η οποία είναι η πιο δημο-
φιλής προσέγγιση για την απόκτηση πρακτικών εκτιμητών [61]. Ορίζεται ως η τιμή ̂𝜃 που
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μεγιστοποιεί την συνάρτηση πιθανοφάνειας 𝑝𝜃(𝑌𝑁 ) των μετρήσεων:

̂𝜃 = arg max
𝜃∈ϴ

𝑝𝜃(𝑌𝑁 ). (2.21)

Το διάνυσμα 𝑌𝑁 των μετρήσεων είναι φιξαρισμένο και η μεγιστοποίηση πραγματοποιείται
στο χώρο επιτρεπτών τιμών του 𝜃. Με βάση τον Κανόνα του Bayes προκύπτει ότι:

𝑝𝜃(𝑌𝑁 ) = 𝑝𝜃(𝑦1)
𝑁

∏
𝑘=2

𝑝𝜃(𝑦𝑘|𝑌𝑘−1), (2.22)

όπου
𝑝𝜃(𝑦𝑘|𝑌𝑘−1) = ∫ 𝑝𝜃(𝑦𝑘|𝑥𝑘)𝑝𝜃(𝑥𝑘|𝑌𝑘−1)𝑑𝑥𝑘, (2.23)

𝑝𝜃(𝑥𝑘|𝑌𝑘−1) = ∫ 𝑝𝜃(𝑥𝑘|𝑥𝑘−1)𝑝𝜃(𝑥𝑘−1|𝑌𝑘−1)𝑑𝑥𝑘−1, (2.24)

και
𝑝𝜃(𝑥𝑘|𝑌𝑘) = 𝑝𝜃(𝑦𝑘|𝑥𝑘)𝑝𝜃(𝑥𝑘|𝑌𝑘−1)

𝑝𝜃(𝑦𝑘|𝑌𝑘−1) . (2.25)

Γενικότερα, ο αναλυτικός υπολογισμός των παραπάνω ολοκληρωμάτων δεν είναι δυνα-
τός. Στην περίπτωση όμως που εξετάζεται στην παρούσα εργασία, λόγω της μικρής διά-
στασης του 𝑥𝑘 (είναι μονοδιάστατο), είναι δυνατό να χρησιμοποιηθεί αριθμητική ολοκλή-
ρωση για τον υπολογισμό των ολοκληρωμάτων. Επιπλέον, μια ακόμα προσέγγιση για την
επίλυση του προβλήματος είναι να εκτιμηθεί η κατάσταση 𝑥𝑘 και να χρησιμοποιηθούν οι
εκτιμήσεις 𝑥̂𝑘 για τον υπολογισμό του διανύσματος ̂𝜃 που μεγιστοποιεί την πιθανοφάνεια
𝑝𝜃(𝑌𝑁 ) των μετρήσεων [31, 32].

2.2.2 Εκτιμητής Μέγιστης εκ των Υστέρων Πιθανότητας

Ένα μειονέκτημα του ΕΜΠ είναι ότι αγνοεί οποιαδήποτε εμπειρική γνώση σε σχέση
με τις άγνωστες παραμέτρους μπορεί να είναι διαθέσιμη. Η γνώση αυτή είναι δυνατόν να
εκφραστεί από μια κατανομή η οποία ονομάζεται εκ των προτέρων (prior) και μπορεί να
επηρεάζει τις εκτιμήσεις των αγνώστων παραμέτρων. Ένας αποτελεσματικός τρόπος για
να χρησιμοποιηθεί τέτοιου είδους γνώση είναι η χρήση του ΕΜΥΠ. Ο εκτιμητής αυτός
επιλέγει το διάνυσμα των αγνώστων παραμέτρων ̂𝜃, έτσι ώστε να μεγιστοποιείται η εκ
των υστέρων σ.π.π., η οποία είναι το γινόμενο της πιθανοφάνειας 𝑝𝜃(𝑌𝑁 ) και της εκ των
προτέρω σ.π.π. 𝑝(𝜃) [71]:

̂𝜃 = arg max
𝜃∈ϴ

𝑝𝜃(𝑌𝑁 )𝑝(𝜃). (2.26)
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2.2.3 Μη-Γραμμικά Ελάχιστα Τετράγωνα
Μια από τις γενικότερες μεθόδους που μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την εκτίμηση

αγνώστων παραμέτρων στην περίπτωση που τα δεδομένα που έχουν παρατηρηθεί μοντε-
λοποιούνται απο μια μη γραμμική συνάρτηση είναι η μέθοδος των Μη-Γραμμικών Ελα-
χίστων Τετραγώνων. Ένα πρόβλημα ΜΓΕΤ αναφέρεται συχνά στη βιβλιογραφία και σαν
μη γραμμική παλινδρομηση [61]. Η μέθοδος αυτή είναι μια από τις πιο συνηθισμένες που
προτείνεται στη βιβλιογραφία για την εκτίμηση των αγνώστων παραμέτρων του μοντέλου
Gompertz, όταν αυτό χρησιμοποιείται για την μοντελοποίηση καρκινικών όγκων [42, 43].

Αν θεωρήσουμε λοιπόν ότι η εκτιμήτρια συνάρτηση των καταστάσεων του συστήμα-
τος είναι η:

𝑥̂𝑘 = 𝑓(𝑥̂𝑘−1, 𝜃), (2.27)

όπου 𝑥̂𝑘 είναι η εκτίμηση της κατάστασης του συστήματος με την τιμή της 𝑥̂0 να είναι
γνωστή και 𝜃 το διάνυσμα των αγνώστων παραμέτρων, τότε η εκτίμηση ̂𝜃 για το διάνυσμα
των αγνώστων παραμέτρων προκύπτει από την ελαχιστοποίηση του αθροίσματος των
τετραγώνων της διαφοράς μεταξύ των μετρήσεων 𝑦𝑘 και των εκτιμήσεων 𝑥̂𝑘:

̂𝜃 = arg min
𝜃∈ϴ

𝑁

∑
𝑘=1

(𝑦𝑘 − 𝑥̂𝑘)2. (2.28)

2.2.4 Αλγόριθμος Μεγιστοποίησης Προσδοκίας
Μια από τις πιο γνωστές μεθόδους για τον υπολογισμό των αγνώστων παραμέτρων

που μεγιστοποιούν την πιθανοφάνεια σε πιθανοτικά μοντέλα με κρυμμένες μεταβλητές
είναι ο αλγόριθμος Μεγιστοποίησης Προσδοκίας (Expectation Maximization) [72]. Ο αλ-
γόριθμος της Μεγιστοποίησης Προσδοκίας δεν υλοποιήθηκε στην παρούσα εργασία, θα
μπορούσε όμως να αποτελέσει επέκταση σε μελλοντική συνέχειά της. Για μια αναλυτικό-
τερη περιγραφή σχετικά με τον τρόπο που μπορεί να εφαρμοστεί ο αλγόριθμος Μεγιστο-
ποίησης Προσδοκίας για την εκτίμηση αγνώστων παραμέτρων σε μη γραμμικά μοντέλα
κατάστασης χώρου, ο αναγνώστης παραπέμπεται στην εργασία των Schön κ.α. [70].





Κεφάλαιο 3

Υλοποίηση Τεχνικών

Σε αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιαστούν οι μέθοδοι που υλοποιήθηκαν για την επί-
λυση του προβλήματος που συζητήθηκε στο υποκεφάλαιο 1.2. Αυτές οι μέθοδοι βασί-
ζονται στη θεωρία που αναπτύχθηκε στο Κεφάλαιο 2 και σε συνδυασμό, είτε με κάποιες
παραδοχές που γίνονται, είτε με παρατηρήσεις που αφορούν τη δομή του προβλήματος,
καταφέρνουν να επιλύσουν το πρόβλημα που καλούνται να αντιμετωπίσουν.

Αρχικά παρουσιάζεται η υλοποίηση για τη μέθοδο των ΜΓΕΤ (υποκεφάλαιο 3.1). Ση-
μειώνεται ότι η μέθοδος των ΜΓΕΤ εφαρμόστηκε στα πειραματικά δεδομένα για να γίνει
σύγκριση με τις μεθόδους που προτείνονται στην εργασία αυτή. Στη συνέχεια παρου-
σιάζονται μια υλοποίηση του ΕΜΠ σε ένα απλοποιημένο μοντέλο (υποκεφάλαιο 3.2), μια
υλοποίηση του ΕΜΠ στην οποία γίνεται χρήση αριθμητικής ολοκλήρωσης (υποκεφάλαιο
3.3) για τον υπολογισμό των ολοκληρωμάτων των εξισώσεων (2.23) και (2.24), μια υλοποί-
ηση του ΕΜΥΠ (υποκεφάλαιο 3.4) και μια υλοποίηση στην οποία γίνεται συνδιασμός του
ΕΜΠ και του ΕΦΚ (υποκεφάλαιο 3.5). Τέλος, παρουσιάζονται μια ακολουθιακή και μια
παράλληλη υλοποίηση του ΦΔΕΣ (υποκεφάλαια 3.6, 3.7), οι οποίες χρησιμοποιήθηκαν
για την εκτίμηση των καταστάσεων του συστήματος στις προσομοιώσεις με συνθετικά
δεδομένα.

3.1 Μη-Γραμμμικά Ελάχιστα Τετράγωνα
Κατά τη χρήση της μεθόδου των ΜΓΕΤ για την μοντελοποίηση καρκινικών όγκων

με το μοντέλο Gompertz, η παράμετρος που περιγράφει την φέρουσα χωρητικότητα του
όγκου συνηθίζεται να θεωρείται γνωστή και να φιξάρεται σε μια συγκεκριμένη τιμή που
εξαρτάται από το είδος του οργανισμού που μελετάται. Έτσι, απομένει να υπολογιστεί
μόνο η παράμετρος που περιγράφει το ρυθμό αύξησης. Αν λοιπόν φιξαριστεί η φέρουσα
χωρητικότητα (σταθερά 𝐾) και με 𝜃1 συμβολίσουμε το ρυθμό αύξησης του μοντέλου
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Gompertz, προκύπτει η εξίσωση:

𝑥̂𝑘 = 𝐾 exp (log (
𝑥̂𝑘−1
𝐾 ) exp ( − 1

𝜃1
𝑡𝑘)) . (3.1)

Αν με ̂𝜃1 συμβολίσουμε την εκτίμηση για την άγνωστη παράμετρο 𝜃1, όπου 𝜃1 ∈ Θ1 με
Θ1 ⊆ ℝ>0, τότε η εκτίμηση ̂𝜃1 προκύπτει από την ελαχιστοποίηση του αθροίσματος των
τετραγώνων της διαφοράς μεταξύ των μετρήσεων 𝑦𝑘 και των εκτιμήσεων 𝑥̂𝑘:

̂𝜃1 = arg min
𝜃1∈ϴ1

𝑁

∑
𝑘=1

(𝑦𝑘 − 𝑥̂𝑘)2. (3.2)

3.2 Μέγιστη Πιθανοφάνεια στο απλοποιημένο μοντέλο

Στη συγκεκριμένη υλοποίηση γίνεται μια παραδοχή που απλοποιεί σημαντικά το πρό-
βλημα. Υποθέτουμε ότι ο θόρυβος της μέτρησης είναι κομμάτι του θορύβου της διαδικα-
σίας και επομένως μπορούμε να θεωρήσουμε ότι οι μετρήσεις 𝑦𝑘 που λαμβάνονται είναι
οι καταστάσεις 𝑥𝑘 του συστήματος, γεγονός που απλοποιεί τη λύση του προβλήματος,
μιας και οι εξισώσεις (2.23) ως (2.25) δε χρειάζεται να υπολογιστούν. Επομένως, ο ΕΜΠ
μπορεί να χρησιμοποιηθεί απευθείας, όπως στην περίπτωση που οι μετρήσεις προέρχονται
από ένα σύστημα της μορφής:

𝑥𝑘+1 = 𝑓(𝑥𝑘, 𝜃1, 𝜃2) + 𝑑𝑘, (3.3)

𝑦𝑘 = 𝑥𝑘, (3.4)

όπου 𝑑𝑘 ∼ 𝒩 (0, 𝜎2
𝑘) και 𝜎𝑘 = 𝜃3𝑥𝜃4

𝑘 + 𝜃5𝑥𝜃6
𝑘 . Το διάνυσμα ̂𝜃 είναι η εκτίμηση του διανύ-

σματος 𝜃 που μεγιστοποιεί τη συνάρτηση πιθανοφάνειας 𝑝𝜃(𝑌𝑁 ) των μετρήσεων:

̂𝜃 = arg max
𝜃∈ϴ

𝑝𝜃(𝑌𝑁 ). (3.5)

Κάνοντας χρήση του Κανόνα του Bayes, η πιθανοφάνεια 𝑝𝜃(𝑌𝑁 ) μπορεί να γραφτεί ως

𝑝𝜃(𝑌𝑁 ) =
𝑁

∏
𝑘=1

𝑝𝜃(𝑦𝑘|𝑌𝑘−1) =
𝑁

∏
𝑘=1

𝑝𝜃(𝑥𝑘|𝑥𝑘−1), (3.6)

όπου η αρχική κατάσταση 𝑥0 θεωρείται γνωστή και η συνάρτηση πιθανοφάνειας 𝑝𝜃(𝑥𝑘|𝑥𝑘−1)
προέρχεται από την εξίσωση (3.3).
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3.3 ΜέγιστηΠιθανοφάνεια με αριθμητική ολοκλήρωση
Στη δεύτερη υλοποίηση του ΕΜΠ γίνεται χρήση αριθμητικής ολοκλήρωσης για τον

υπολογισμό των ολοκληρωμάτων των εξισώσεων (2.23) και (2.24). Η μέθοδος αυτή εφαρ-
μόζεται στο μοντέλο που περιγράφεται από τις εξισώσεις (1.3) και (1.4), και χρησιμο-
ποιείται για να βρεθεί η εκτίμηση ̂𝜃 για το διάνυσμα 𝜃, η οποία μεγιστοποιεί τη συνάρτηση
πιθανοφάνεις 𝑝𝜃(𝑌𝑁 ) των μετρήσεων:

̂𝜃 = arg max
𝜃∈ϴ

𝑝𝜃(𝑌𝑁 ), (3.7)

όπου

𝑝𝜃(𝑌𝑁 ) = 𝑝𝜃(𝑦1)
𝑁

∏
𝑘=2

𝑝𝜃(𝑦𝑘|𝑌𝑘−1), (3.8)

Για τον υπολογισμό της συνάρτησης πιθανοφάνειας 𝑝𝜃(𝑌𝑁 ) γίνεται χρήση των εξισώσεων
(2.23) ως (2.25). Οι κατανομές των εξισώσεων (2.23) ως (2.25) μπορούν να υπολογιστούν
επαναληπτικά. Για να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα των εξισώσεων (2.23) και (2.24)
χρησιμοποιείται αριθμητική ολοκλήρωση. Το διάστημα της ολοκλήρωσης είναι [0, 𝑋𝑚𝑎𝑥],
όπου 𝑋𝑚𝑎𝑥 είναι η μέγιστη τιμή που μπορεί να φτάσει ένας καρκινικός όγκος. Για τον
υπολογισμό των ορισμένων ολοκληρωμάτων που προκύπτουν γίνεται χρήση του κανόνα
του τραπεζίου:

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≈ (𝑏 − 𝑎) [

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)
2 ] . (3.9)

Στην εξίσωση (3.9), το διάστημα ολοκλήρωσης [𝑎, 𝑏] επηρεάζει σημαντικά το σφάλμα
προσέγγισης, λόγω της μη γραμμικότητας της συνάρτησης 𝑓(𝑥) στην οποία γίνεται η ο-
λοκλήρωση. Για να μειωθεί το σφάλμα προσέγγισης, το ολοκλήρωμα που ορίζεται στο
διάστημα [0, 𝑋𝑚𝑎𝑥] μπορεί να χωριστεί σε επιμέρους ολοκληρώματα, έτσι ώστε το αρχι-
κό ολοκλήρωμα να προκύπτει από το άθροισμα των επιμέρους ολοκληρωμάτων. Καθώς
μεγαλώνει ο αριθμός των επιμέρους ολοκληρωμάτων (δηλ. όσο μικραίνει το διάστημα ο-
λοκλήρωσης του κάθε ολοκληρώματος), αυξάνεται η ακρίβεια της προσέγγισης. Λόγω ό-
μως του μεγέθους του διαστήματος [0, 𝑋𝑚𝑎𝑥], ο αριθμός των επιμέρους ολοκληρωμάτων
που χρειάζεται για να γίνει μια ακριβής προσέγγιση του αρχικού ολοκληρώματος είναι
πολύ μεγάλος και καθιστά την προσέγγιση αυτή αναποτελεσματική, αφού ο αριθμός των
πράξεων που απαιτείται σε κάθε επανάληψη είναι τεράστιος. Συνεπώς, η ανάγκη για ε-
ξεύρεση ενός τρόπου ώστε να περιοριστεί το διάστημα ολοκλήρωσης είναι επιτακτική,
επειδή μπορεί να μειώσει τον αριθμό των επιμέρους ολοκληρωμάτων που χρειάζονται για
να γίνει με ακρίβεια η προσέγγιση του αρχικού ολοκληρώματος και επομένως να μειωθεί
ο χρόνος εκτέλεσης.
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Χρησιμοποιώντας την Γκαουσσιανή ιδιότητα του θορύβου, το διάστημα ολοκλήρω-
σης μπορεί να μειωθεί, έτσι ώστε να καταστεί εφαρμόσιμη η αριθμητική ολοκλήρωση
με τη χρήση του κανόνα του τραπεζίου. Σε κάθε επαναληπτικό βήμα, αν η κατάστα-
ση 𝑥𝑘 θεωρηθεί τυχαία μεταβλητή με μέσο 𝜇

′

𝑘 = 𝑦𝑘 και τυπική απόκλιση 𝜎
′

𝑘 = 𝜎0𝑦𝑒0
𝑘

( 𝑥𝑘 ∼ 𝒩 (𝜇
′

𝑘, (𝜎
′

𝑘)2)), τότε το διάστημα [𝜇
′

𝑘 − 5𝜎
′

𝑘, 𝜇
′

𝑘 + 5𝜎
′

𝑘] ⋂[0, 𝑋𝑚𝑎𝑥], που είναι πολύ
μικρότερο από το [0, 𝑋𝑚𝑎𝑥], μπορεί να χρησιμοποιηθεί σαν διάστημα ολοκλήρωσης αντί
του [0, 𝑋𝑚𝑎𝑥]. Το ολοκλήρωμα που ορίζεται στο νέο διάστημα μπορεί με τη σειρά του
να χωριστεί σε επιμέρους ολοκληρώματα, που μπορούν να προσεγγιστούν κάνοντας χρή-
ση του κανόνα του τραπεζίου. Σαν αποτέλεσμα, οι κατανομές των εξισώσεων (2.22) έως
(2.25) μπορούν να προσεγγιστούν με πολύ μεγάλη ακρίβεια.

Ο Αλγόριθμος 2 δείχνει την αλγοριθμική αναπαράσταση του ΕΜΠ με τη χρήση α-
ριθμητικής ολοκλήρωσης. Αρχικά, υπολογίζεται το διάστημα της ολοκλήρωσης και χω-
ρίζεται σε επιμέρους διαστήματα, έτσι ώστε να εφαρμοστεί ο κανόνας του τραπεζίου σε
καθένα από αυτά τα διαστήματα. Τα διανύσματα 𝑋𝑘 περιέχουν τα όρια των διαστημά-
των που χρησιμοποιούνται για να υπολογιστούν τα επιμέρους ολοκληρώματα για κάθε
κατάσταση. Το μέγεθος του 𝑋𝑘 ορίζεται από τον αριθμό των επιμέρους ολοκληρωμά-
των. Συνεπώς, αν το διάστημα της ολοκλήρωσης χωριστεί σε Μ υποδιάστηματα, τότε το
μέγεθος του 𝑋𝑘 θα είναι Μ + 1 και

𝑋𝑘[𝑖] = 𝜇
′

𝑘 − 5𝜎
′

𝑘 +
10𝜎

′

𝑘 ⋅ (𝑖 − 1)
𝑀 , (3.10)

όπου 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑁 και 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑀 +1. Η κατανομή πιθανότητας του 𝑝𝜃(𝑥1|𝑌0) δίνεται
από την εξίσωση

𝑝𝜃(𝑥1|𝑌0)[𝑖] = 1

√2𝜋𝑠2
0

exp
(

−(𝑋1[𝑖] − 𝑓(𝑥0, 𝜃1, 𝜃2))2

2𝑠2
0 )

, (3.11)

όπου 𝑠0 = 𝜃3𝑦𝜃4
0 και 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑀 + 1. Μετά από αυτή την αρχικοποίηση, ξεκινάει ένας ε-

παναληπτικός βρόχος στον οποίο αρχικά υπολογίζεται η κατανομή πιθανότητας 𝑝𝜃(𝑦𝑘|𝑥𝑘)
που δίνεται από την εξίσωση

𝑝𝜃(𝑦𝑘|𝑥𝑘)[𝑖] = 1

√2𝜋𝜎2
𝑘,𝑖

exp
(

−(𝑦𝑘 − 𝑋𝑘[𝑖])2

2𝜎2
𝑘,𝑖 )

, (3.12)

όπου 𝜎𝑘,𝑖 = 𝜃5𝑋𝑘[𝑖]𝜃6 , 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑁 και 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑀 + 1. Στη συνέχεια υπολογίζεται το
γινόμενο των 𝑝𝜃(𝑦𝑘|𝑥𝑘) και 𝑝𝜃(𝑥𝑘|𝑌𝑘−1) και αποθηκεύεται στο διάνυσμα 𝑝. Η πιθανοφάνεια
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Algorithm 2 Εκτιμητής Μέγιστης Πιθανοφάνειας
1: procedure maximumLikelihood(ΥΝ)
2:
3: 𝜆 = 1
4: Compute vector 𝑋1: 𝑥1 ∼ 𝒩 (𝜇

′

1, (𝜎
′

1)2)
5: Compute vector 𝑝𝜃(𝑥1|𝑌0)
6:
7: for 𝑘 = 1; 𝑘 ≤ 𝑁; 𝑘 + + do
8:
9: Compute vector 𝑝𝜃(𝑦𝑘|𝑥𝑘)

10: Compute 𝑝 = 𝑝𝜃(𝑦𝑘|𝑥𝑘) 𝑝𝜃(𝑥𝑘|𝑌𝑘−1)
11: Compute 𝑝𝜃(𝑦𝑘|𝑌𝑘−1) = ∫𝑥𝑘[𝑁+1]

𝑥𝑘[1] 𝑝 𝑑𝑋𝑘
12: 𝜆 = 𝜆 ⋅ 𝑝𝜃(𝑦𝑘|𝑌𝑘−1)
13: Compute 𝑝𝜃(𝑥𝑘|𝑌𝑘) = 𝑝

𝑝𝜃(𝑦𝑘|𝑌𝑘−1)

14: Compute vector 𝑋𝑘+1: 𝑥𝑘+1 ∼ 𝒩 (𝜇
′

𝑘+1, (𝜎
′

𝑘+1)2)
15:
16: for 𝑖 = 1; 𝑖 ≤ length(𝑋𝑘+1) + 1; 𝑖 + + do
17:
18: for 𝑗 = 1; 𝑗 ≤ length(𝑋𝑘+1) + 1; 𝑗 + + do
19: Compute 𝑝𝜃(𝑥𝑘+1|𝑥𝑘)[𝑖, 𝑗]
20: end for
21:
22: Compute 𝑝𝜃(𝑥𝑘+1|𝑌𝑘)[𝑖] = ∫𝑥𝑘[𝑁+1]

𝑥𝑘[1] 𝑝𝜃(𝑥𝑘+1|𝑥𝑘)[𝑖, ∶] 𝑝𝜃(𝑥𝑘|𝑌𝑘) 𝑑𝑋𝑘
23:
24: end for
25:
26: end for
27:
28: Compute vector 𝑝𝜃(𝑦𝑘|𝑥𝑘)
29: Compute 𝑝 = 𝑝𝜃(𝑦𝑘|𝑥𝑘) 𝑝𝜃(𝑥𝑘|𝑌𝑘−1)
30: Compute 𝑝𝜃(𝑦𝑘|𝑌𝑘−1) = ∫𝑥𝑘[𝑁+1]

𝑥𝑘[1] 𝑝 𝑑𝑋𝑘
31: 𝜆 = 𝜆 ⋅ 𝑝𝜃(𝑦𝑘|𝑌𝑘−1)
32:
33: end procedure

𝑝𝜃(𝑦𝑘|𝑌𝑘−1), η οποία είναι το ολοκλήρωμα του 𝑝 στο διάστημα που ορίζει το 𝑋𝑘, υπολο-
γίζεται με τη χρήση του κανόνα του τραπεζίου. Έπειτα, αφού υπολογιστεί η κατανομή
πιθανότητας 𝑝𝜃(𝑥𝑘|𝑌𝑘), ξεκινάει ένας εσωτερικός βρόχος επανάληψης για να υπολογιστεί
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η κατανομή πιθανότητας 𝑝𝜃(𝑥𝑘+1|𝑥𝑘) σύμφωνα με την εξίσωση

𝑝𝜃(𝑥𝑘+1|𝑥𝑘)[𝑖, 𝑗] = 1

√2𝜋𝑠2
𝑘,𝑗

exp
(

−
(𝑋𝑘[𝑖] − 𝑋̂𝑘+1[𝑗])2

2𝑠2
𝑘,𝑗 )

, (3.13)

όπου 𝑠𝑘,𝑗 = 𝜃3𝑋𝑘[𝑗]𝜃4 , 𝑋̂𝑘+1[𝑗] = 𝑓(𝑋𝑘[𝑗], 𝜃1, 𝜃2), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑀 + 1 και 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑀 + 1.
Τέλος, η κατανομή πιθανότητας 𝑝𝜃(𝑥𝑘+1|𝑌𝑘) υπολογίζεται ως το ολοκλήρωμα του γινο-
μένου των 𝑝𝜃(𝑥𝑘+1|𝑥𝑘)[𝑖, 1 ∶ 𝑀 + 1] και 𝑝𝜃(𝑥𝑘|𝑌𝑘) στο διάστημα που ορίζει το διάνυσμα
𝑋𝑘.

3.4 Εκτιμητής Μέγιστης εκ των Υστέρων Πιθανότητας
Σύμφωνα με το υποκεφάλαιο 2.2.2, ο ΕΜΥΠ υπολογίζει τις παραμέτρους που μεγι-

στοποιούν το γινόμενο της εκ των προτέρων σ.π.π. 𝑝(𝜃) με την πιθανοφάνεια 𝑝𝜃(𝑌𝑁 ):

̂𝜃 = arg max
𝜃∈ϴ

𝑝𝜃(𝑌𝑁 )𝑝(𝜃). (3.14)

Στη ανάλυση που έγινε χρησιμοποιήθηκε μια πολυμεταβλητή Γκαουσσιανή κατανομή σαν
εκ των προτέρων κατανομή 𝑝(𝜃), η οποία υπολογίστηκε με την συνάρτηση fitgmdist στο
πρόγραμμαMatlab. Για να προκύψει η εκ των προτέρων κατανομή πιθανότητας, χρησιμο-
ποιήθηκαν οι εκτιμήσεις ̂𝜃1 and ̂𝜃2 που προέκυψαν από τον ΕΜΠ για κάθε όγκο με όλες τις
μετρήσεις διαθέσιμες. Η πιθανοφάνεια υπολογίστηκε χρησιμοποιώντας τον Αλγόριθμο 2.
Για την υλοποίηση του ΕΜΥΠ, δημιουργήθηκε ένα δισδιάστατο πλέγμα μεγέθους 41×41
για κάθε μια κατανομή (εκ των προτέρων και πιθανοφάνεια) για ένα σύνολο παραμέτρων
𝜃1 και 𝜃2. Οι τιμές των παραμέτρων που αντιστοιχούν στα χαρακτηριστικά του θορύβου
(𝜃3 έως 𝜃6) ορίστηκαν στις τιμές που εκτιμήθηκαν με τον ΕΜΠ. Η εκτίμηση ̂𝜃 της εξίσω-
σης (3.14) μπορεί να υπολογιστεί από το πλέγμα της εκ των υστέρων κατανομής (γινόμενο
εκ των προτέρων και πιθανοφάνειας). Ο βασικός λόγος που επιλέχθηκε να χρησιμοποιη-
θεί το πλέγμα για κάθε κατανομή ήταν η δυνατότητα οπτικοποίησης των κατανομών, η
οποία μπορεί να οδηγήσει σε καλύτερη κατανόηση του προβλήματος. Από τη στιγμή που
οι τιμές των κατανομών για κάθε στοιχείο του πλέγματος μπορούν να υπολογιστούν ανε-
ξάρτητα, ενδείκνυται η χρήση παράλληλου προγραμματισμού για τον υπολογισμό τους,
έτσι ώστε να μειωθεί ο χρόνος υπολογισμού. Για το λόγο αυτή χρησιμοποιήθηκε παράλ-
ληλος κώδικας σε γλώσσα CUDA [73]. Η παραλληλοποίηση του κώδικα είναι άμεση μιας
και πρόκειται για όμοιους και ανεξάρτητους υπολογισμούς. Έτσι, το κάθε νήμα (thread)
αναλαμβάνει να υπολογίσει την τιμή της κατανομής σε ένα σημείο του πλέγματος. Οι
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υπολογισμοί για το δισδιάστατο πλέγμα απαιτούν λίγα μόνο δευτερόλεπτα όταν εκτε-
λούνται παράλληλα.

3.5 Συνδυασμός Επεκτεταμένου Φίλτρου Κάλμαν και
Μέγιστης Πιθανοφάνειας

Η συγκεκριμένη υλοποίηση είναι ένας συνδυασμός του ΕΦΚ και του ΕΜΠ, όπου το
ΕΦΚ χρησιμοποιείται για των υπολογισμό των καταστάσεων 𝑥𝑘 του συστήματος και ο
ΕΜΠ για τον υπολογισμό των αγνώστων παραμέτρων. Για να μπορέσει το φίλτρο να προ-
σεγγίσει τις μη γραμμικότητες της δυναμικής του συστήματος, δημιουργείται μια γραμ-
μικοποίηση του μη γραμμικού μοντέλου κοντά στην τελευταία εκτίμηση. Όταν όλες οι
εκτιμήσεις 𝑋̂𝑁 = [𝑥̂1, … , 𝑥̂𝑛] της κατάστασης 𝑥𝑘 γίνουν διαθέσιμες μπορεί να χρησι-
μοποιηθεί ο ΕΜΠ για να βρεθεί η εκτίμηση ̂𝜃𝑎 του διανύσματος 𝜃𝑎 που μεγιστοποιεί τη
συνάρτηση πιθανοφάνειας 𝑝𝜃𝑎

(𝑋̂𝑁 ) των εκτιμήσεων κατάστασης:

̂𝜃𝑎 = arg max
𝜃𝑎∈ϴ𝑎

𝑝𝜃𝑎
(𝑋̂𝑁 ), (3.15)

και μια εκτίμηση ̂𝜃𝑏 του διανύσματος 𝜃𝑏 που μεγιστοποιεί τη συνάρτηση πιθανοφάνειας
των 𝑝𝜃𝑏

(𝑌𝑁 ) μετρήσεων:
̂𝜃𝑏 = arg max

𝜃𝑏∈ϴ𝑏

𝑝𝜃𝑏
(𝑌𝑁 ). (3.16)

Αν εφαρμοστεί ο κανόνας του Bayes, οι συναρτήσεις πιθανοφάνεια 𝑝𝜃𝑎
(𝑋̂𝑁 ) και 𝑝𝜃𝑏

(𝑌𝑁 )
μπορούν να γραφούν:

𝑝𝜃𝑎
(𝑋̂𝑁 ) =

𝑁

∏
𝑘=1

𝑝𝜃𝑎
(𝑥̂𝑘|𝑥̂𝑘−1) (3.17)

και

𝑝𝜃𝑏
(𝑌𝑁 ) =

𝑁

∏
𝑘=2

𝑝𝜃𝑏
(𝑦𝑘|𝑥̂𝑘), (3.18)

όπου η 𝑝𝜃𝑎
(𝑥̂𝑘|𝑥̂𝑘−1) προέρχεται από την (1.3), η 𝑝𝜃𝑏

(𝑦𝑘|𝑥̂𝑘) από (1.4) και η αρχική κατά-
σταση 𝑥̂0 θεωρείται γνωστή.

Η υλοποίηση που χρησιμοποιήθηκε για το ΕΦΚ παρουσιάζεται στη συνέχεια. Για το
σύστημα που περιγράφεται από τις εξισώσεις:

𝑥𝑘+1 = 𝑓(𝑥𝑘, 𝜃1, 𝜃2) + 𝑤𝑘, (3.19)
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𝑦𝑘 = ℎ(𝑥𝑘) + 𝑣𝑘, (3.20)

με
𝑓(𝑥𝑘, 𝜃1, 𝜃2) = 𝜃2𝑒𝑥𝑝 (𝑙𝑜𝑔(𝑥𝑘

𝜃2
)𝑒𝑥𝑝(− 1

𝜃1
𝑡𝑘+1)) (3.21)

και
ℎ(𝑥𝑘) = 𝑥𝑘, (3.22)

όπου 𝑤k ∼ 𝒩 (0, 𝑞2
𝑘), 𝑞𝑘 = 𝜃3𝑥𝜃4

𝑘 και 𝜐k ∼ 𝒩 (0, 𝑟2
𝑘), 𝑟𝑘 = 𝜃5𝑥𝜃6

𝑘 , έχουμε:

𝑥𝑘+1 = 𝑓(𝑥̂𝑘) + 𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑘

|𝑥̂𝑘
(𝑥𝑘 − 𝑥̂𝑘) + 𝑤𝑘 (3.23)

και
𝑦𝑘+1 = ℎ(𝑥̂𝑘) + 𝜕ℎ

𝜕𝑥𝑘
|𝑥̂𝑘

(𝑥𝑘 − 𝑥̂𝑘) + 𝑣𝑘. (3.24)

Συνεπώς, το βήμα πρόβλεψης είναι:

𝑥̂−
𝑘+1 = 𝑓(𝑥̂𝑘), (3.25)

𝑃 −
𝑥𝑘+1

= 𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑘

|𝑥̂𝑘
𝑃𝑥𝑘

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑘

𝑇
|𝑥̂𝑘

+ 𝑞𝑘, (3.26)

ενώ το βήμα διόρθωσης είναι:
̂𝑦−
𝑘+1 = ℎ(𝑥̂−

𝑘+1), (3.27)

𝑃 −
𝑦𝑘+1

= 𝜕ℎ
𝜕𝑥𝑘

|𝑥̂−
𝑘+1

𝑃 −
𝑥𝑘+1

𝜕ℎ
𝜕𝑥𝑘

𝑇
|𝑥̂−

𝑘+1
+ 𝑟𝑘, (3.28)

𝑃 −
𝑥𝑘+1𝑦𝑘+1

= 𝑃 −
𝑥𝑘+1

𝜕ℎ
𝜕𝑥𝑘

𝑇
|𝑥̂−

𝑘+1
, (3.29)

𝑥̂𝑘+1 = 𝑥̂−
𝑘+1 + 𝐾𝑘+1(𝑦𝑘+1 − ̂𝑦−

𝑘+1), (3.30)

𝑃𝑥𝑘+1
= 𝑃 −

𝑥𝑘+1
− 𝐾𝑘+1𝑃 −

𝑦𝑘+1
𝐾𝑇

𝑘+1, (3.31)

𝐾𝑘+1 = 𝑃 −
𝑥𝑘+1𝑦𝑘+1 (𝑃 −

𝑦𝑘+1)
−1

. (3.32)

Επιπλέον, παρατηρήθηκε ότι όταν η διαδικασία που περιγράφηκε παραπάνω επανα-
λαμβάνεται, η εκτίμηση ̂𝜃 συγκλίνει σε κάποια τιμή η οποία είναι καλύτερη εκτίμηση
του διανύσματος 𝜃 σε σχέση με την πρώτη εκτίμηση. Η συμπεριφορά αυτή παρατηρεί-
ται διότι αρχικά το διάνυσμα ̂𝜃 θεωρείται γνωστό για το ΕΦΚ, με αρχική τιμή την εκτί-
μηση που προκύπτει από την εφαρμογή της μεθόδου της Μέγιστης Πιθανοφάνειας στο
απλοποιημένο μοντέλο. Επομένως, η εκτίμηση της κατάστασης γίνεται με βάση αυτό το
διάνυσμα. Όμως, όταν οι εκτιμήσεις κατάστασης που προκύπτουν χρησιμοποιηθούν για
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να μεγιστοποιήσουν τις συναρτήσεις πιθανοφάνειας των εξισώσεων (3.17) και (3.18) το
νέο διάνυσμα ̂𝜃 είναι καλύτερη εκτίμηση του διανύσματος 𝜃 από τις αρχικές συνθήκες
που χρησιμοποιήθηκαν και επομένως όταν αυτό το διάνυσμα χρησιμοποιηθεί σαν αρχική
συνθήκη στο ΕΦΚ, η εκτίμηση κατάστασης 𝑥̂𝑘 βελτιώνεται κ.ο.κ. Η διαδικασία αυτή επα-
ναλαμβάνεται έως ότου να παρατηρηθεί ότι δύο διαδοχικές εκτιμήσεις δεν παρουσιάζουν
σημαντική απόκλιση ή αφού συμπληρωθεί κάποιος προκαθορισμένος αριθμός επαναλή-
ψεων.

3.6 ΦίλτροΔιαδοχικήςΕπαναδειγματοληψίαςΣπουδαιό-
τητας

Στην εργασία αυτή υλοποιήθηκε ένα ΦΔΕΣ το οποίο χρησιμοποιήθηκε για την εκτί-
μηση των καταστάσεων 𝑥𝑘 του συστήματος. Ο αλγόριθμος 3 παρουσιάζει αναλυτικά την
υλοποίηση που χρησιμοποιήθηκε. Το διάνυσμα 𝜃 με τις άγνωστες παραμέτρους υπολογί-
στηκε με τον ΕΜΠ που περιγράφεται στο υποκεφάλαιο 3.3. Επιπλέον σημειώνεται ότι η
συνάρτηση find(rand <= cumsum(𝑃𝑟)) στην γραμμή 20 του αλγόριθμου 3 επιστρέφει τον
πρώτο δείκτη 𝑚 του διανύσματος 𝑃𝑟, έτσι ώστε να ισχύει ότι:

rand ≤
𝑚

∑
𝑖=1

𝑃𝑟[𝑖], (3.33)

όπου rand ένας ομοιόμορφα κατανεμημένος τυχαίος αριθμός που ανήκει στο διάστημα
(0, 1).

3.7 ΠαράλληλοΦίλτρο Διαδοχικής Επαναδειγματολη-
ψίας Σπουδαιότητας

Η υλοποίηση του παράλληλου ΦΔΕΣ έγινε στη γλώσσα προγραμματισμού CUDA. Η
παραλληλοποίηση των βημάτων ενημέρωσης της κατάστασης και της μέτρησης, καθώς
επίσης και του βήματος υπολογισμού των βαρών είναι άμεση, διότι οι διεργασίες που πρέ-
πει να γίνουν σε κάθε δείγμα είναι ανεξάρτητες. Αντίθετα, η παραλληλοποίηση του βήμα-
τος επαναδειγματοληψίας για το ΦΔΕΣ είναι ελάχιστα πιο σύνθετη, μιας και απαιτείται
μια συγκεντρωτική διεργασία, και πιο συγκεκριμένα ο υπολογισμός του αθροίσματος του
διανύσματος των βαρών 𝑃𝑟. Για να γίνει αυτή η διεργασία χρησιμοποιήθηκε ο αλγόριθ-
μος παράλληλης μείωσης διαδοχικής διευθυνσιοδότησης (Parallel Reduction: Sequential
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Algorithm 3 Φίλτρο Διαδοχικής Επαναδειγματοληψίας Σπουδαιότητας - ΦΔΕΣ
1: procedure SIR(𝑌𝑁 , 𝑁𝑠, 𝜃) ▷ 𝑁𝑠: Number of samples
2:
3: Initialize: 𝑥̂0 = 𝑥0
4:
5: for 𝑘 = 1; 𝑘 ≤ 𝑁; 𝑘 + + do
6:
7: for 𝑗 = 1; 𝑗 ≤ 𝑁𝑠; 𝑗 + + do
8: 𝑥𝑃 [𝑗] = 𝑓(𝑥̂𝑘−1, 𝜃1, 𝜃2) + 𝑤𝑗
9: 𝑦𝑃 [𝑗] = 𝑥𝑃 [𝑗] + 𝑣𝑗
10: 𝜎 = 𝜃5(𝑥𝑃 [𝑗])𝜃6

11: 𝑃𝑟[𝑗] = 1
√(2𝜋𝜎2)

𝑒𝑥𝑝(−(𝑦𝑘 − 𝑦𝑃 [𝑗])2

2𝜎2 )

12: end for
13:
14: Normalize to form a probability distribution:
15: 𝑃𝑟 = 𝑃𝑟

sum(𝑃𝑟)
16:
17: Resample:
18:
19: for 𝑗 = 1; 𝑗 ≤ 𝑁𝑠; 𝑗 + + do
20: 𝑥𝑃 [𝑗] = 𝑥𝑃 [find(rand <= cumsum(𝑃𝑟))]
21: end for
22:
23: The final estimate the mean value of the estimates 𝑥̂𝑘 = mean(𝑥𝑃 )
24:
25: end for
26:
27: end procedure

Addressing) [74], με αποτέλεσμα να μειωθεί η πολυπλοκότητα υπολογισμού του αθροί-
σματος από 𝑂(𝑁) σε 𝑂(log(𝑁)). Τέλος, η παραλληλοποίηση του τελευταίου βήματος
της διαδικασίας της επαναδειγματοληψίας είναι επίσης άμεση, μιας και αποτελείται από
ανεξάρτητες διεργασίες.

Για την παραγωγή των κανονικά κατανεμημένων τυχαίων αριθμών που χρειάστηκαν
στο βήμα ενημέρωσης και των ομοιόμορφα κατανεμημένων τυχαίων αριθμών που χρειά-
στηκαν στο βήμα επαναδειγματοληψίας, χρησιμοποιήθηκε η βιβλιοθήκη curand_kernel
της CUDA [75], και πιο συγκεκριμένα έγινε χρήση των συναρτήσεων curand_normal και
curand_uniform.
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!TEX root = ../thesis.tex





Κεφάλαιο 4

Προσομοιώσεις και Αποτελέσματα

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζονται αναλυτικά οι προσομοιώσεις που έγιναν στο
πρόγραμμα Matlab με τη χρήση συνθετικών αλλά και πειραματικών δεδομένων. Τα συν-
θετικά δεδομένα συνέβαλαν στο να ελεγχθεί η ικανότητα των μεθόδων να εκτιμούν τις
άγνωστες παραμέτρους του μοντέλου που προτείνεται για τη μοντελοποίηση της ανά-
πτυξης των καρκινικών όγκων. Αφού επαληθεύτηκε ότι οι τεχνικές που υλοποιήθηκαν
μπορούν να εκτιμήσουν τις άγνωστες παραμέτρους του μοντέλου, έγινε εφαρμογή σε πει-
ραματικά δεδομένα με σκοπό την πρόβλεψη της μελλοντικής πορείας της εξέλιξης των
όγκων σε σύγκριση με τις προβλέψεις που προέκυψαν από την υλοποίηση της μεθοδολο-
γίας που προτείνεται συχνά στη βιβλιογραφία. Στο πρώτο μέρος αυτού του κεφαλαίου
(υποκεφάλαιο 4.1), περιγράφεται ο τρόπος με τον οποίο δημιουργήθηκαν τα συνθετικά
δεδομένα και οι περιπτώσεις που εξετάστηκαν, οι μετρικές που χρησιμοποιήθηκαν για την
αξιολόγηση των μεθόδων, καθώς επίσης και τα αποτελέσματα που προέκυψαν. Στο δεύ-
τερο μέρος (υποκεφάλαιο 4.2), περιγράφονται τα πειραματικά δεδομένα και οι μετρικές
που χρησιμοποιήθηκαν για την αξιολόγηση των μεθόδων, καθώς επίσης και τα αποτελέ-
σματα της ανάλυσης των δεδομένων.

4.1 Προσομοιώσεις με συνθετικά δεδομένα
Για να δημιουργηθεί το σύνολο των συνθετικών δεδομένων, προσομοιώθηκε η ανά-

πτυξη 100 καρκινικών όγκων με τη χρήση των εξισώσεων (1.3) και (1.4). Ο ρυθμός αύ-
ξησης (𝜃𝑗

1) και η φέρουσα χωρητικότητα (𝜃𝑗
2) για τον κάθε όγκο, καθώς επίσης και τα

χαρακτηριστικά του θορύβου της διαδικασίας (𝜃𝑗
3, 𝜃𝑗

4) και της μέτρησης (𝜃𝑗
5, 𝜃𝑗

6), όπου
𝑗 = 1, ..., 100 είναι ο αύξων αριθμός του υποκειμένου ελέγχου, επιλέχθηκαν τυχαία από
ομοιόμορφες κατανομές. Η ελάχιστη και η μέγιστη τιμή για την κάθε παράμετρο παρου-
σιάζονται στον Πίνακα 4.1 και επιλέχθηκαν ώστε τα δεδομένα που προκύπτουν να είναι
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Παράμετροι 𝜃1 𝜃2 𝜃3 𝜃4 𝜃5 𝜃6
Ελάχιστο 6 320 1 0.3 2 0.2
Μέγιστο 16 800 4 0.5 6 0.5

Πίνακας 4.1 Ελάχιστη και μέγιστη τιμή για κάθε παράμετρο

παρόμοια με αυτά από πειραματικές μετρήσεις όγκων. Ο χρόνος δειγματοληψίας μεταξύ
δύο διαδοχικών μετρήσεων είναι 𝑇 = 2 (μέρες) και ο αριθμός των διαθέσιμων μετρήσεων
είναι 𝑁 = 30.

4.1.1 Μετρικές

Για να αξιολογηθεί η αποτελεσματικότητα των μεθόδων που περιγράφηκαν στο Κε-
φάλαιο 3 να εκτιμούν τις παραμέτρους του μοντέλου Gompertz και των χαρακτηριστικών
του θορύβου στα συνθετικά δεδομένα, χρησιμοποιήθηκαν τοΜέσο Απόλυτο Ποσοστιαίο
Σφάλμα (Mean Absolute Percentage Error) και η τυπική απόκλιση του Απόλυτου Ποσο-
στιαίου Σφάλματος (Absolute Percentage Error). To ΜΑΠΣ δίνεται από την εξίσωση:

ΜΑΠΣ = 1
𝑗

𝑗

∑
𝑖=1

ΑΠΣ𝑖(%), (4.1)

και η τ.α. του ΑΠΣ την εξίσωση:

τ.α. =
(

1
𝑗 − 1

𝑗

∑
𝑖=1

|ΑΠΣ𝑖 − ΜΑΠΣ|2

)

1/2

. (4.2)

Στις εξισώσεις (4.1) και (4.2)
ΑΠΣ𝑖 = |

𝐴𝑖 − 𝐸𝑖
𝐴𝑖 | , (4.3)

όπου 𝐴𝑖 είναι η πραγματική τιμή της παραμέτρου, 𝐸𝑖 είναι η τιμή που δίνει ο εκτιμητής
και 𝑗(= 100) είναι ο συνολικός αριθμός όγκων που ελέγχονται. Για την αξιολόγηση της
ικανότητα του ΦΔΕΣ να εκτιμά τις άγνωστες καταστάσεις του συστήματος γίνεται χρή-
ση τουΚανονικοποιημένουΜέσου Τετραγωνικού Σφάλματος (NormalizedMean Squared
Error). Το ΚΜΤΣ δίνεται από την εξίσωση:

ΚΜΤΣ = 1
𝑘

𝑘

∑
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥̂𝑖)2

𝑥̄𝑥̄𝑒𝑠𝑡
, (4.4)
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όπου 𝑘 είναι ο αριθμός των διαθέσιμων μετρήσεων, 𝑥𝑖 είναι η πραγματική τιμή της κατά-
στασης του συστήματος (η οποία είναι γνωστή για τα συνθετικά δεδομένα) και 𝑥̂𝑖 είναι
η εκτίμηση για την κατάσταση 𝑥𝑖 που δίνει το ΦΔΕΣ. Οι τιμές 𝑥̄ και 𝑥̄𝑒𝑠𝑡 δίνονται από τις
εξισώσεις:

𝑥̄𝑖 = 1
𝑘

𝑘

∑
𝑖=1

𝑥𝑖, (4.5)

και

𝑥̄𝑒𝑠𝑡 = 1
𝑘

𝑘

∑
𝑖=1

𝑥̂𝑖. (4.6)

4.1.2 Περιπτώσεις
Στην παρούσα εργασία ελέγχονται πέντε περιπτώσεις. Στις τέσσερις από αυτές σκο-

πός είναι να διαπιστωθεί αν οι μέθοδοι που υλοποιήθηκαν μπορούν να εκτιμήσουν τις
άγνωστες παραμέτρους του μοντέλου στα συνθετικά δεδομένα, ενώ στην πέμπτη γίνε-
ται προσπάθεια να εκτιμηθούν οι καταστάσεις του συστήματος. Σε όλες τις περιπτώσεις
που εξετάζονται, ο ρυθμός αύξησης και η φέρουσα χωρητικότητα θεωρούνται άγνωστες.
Στις τέσσερις πρώτες περιπτώσεις, η διαφοροποίηση γίνεται με βάση την διαθέσιμη πλη-
ροφορία όσον αφορά τον θόρυβο της διαδικασίας και τον θόρυβο της μέτρησης. Οι υ-
λοποιήσεις που εφαρμόστηκαν στα συνθετικά δεδομένα είναι ο ΕΜΠ στο απλοποιημένο
μοντέλο, ο ΕΜΠ με αριθμητική ολοκλήρωση, και ο συνδιαμός του ΕΦΚ με την αρχή της
Μέγιστης Πιθανοφάνειας. Στην πέμπτη περίπτωση, όπου γίνεται προσπάθεια για εκτί-
μηση της κατάστασης του συστήματος, χρησιμοποιείται η εκτίμηση για τις άγνωστες
παραμέτρους που προκύπτει από την περίπτωση 4 και με βάση αυτη γίνεται εκτίμηση της
κατάστασης του συστήματος.

Περίπτωση 1 - Γνωστά χαρακτηριστικά θορύβου

Στην περίπτωση αυτή, οι άγνωστες παράμετροι είναι ο ρυθμός αύξησης (𝜃1) και η
φέρουσα χωρητικότητα (𝜃2), ενώ τα χαρακτηριστικά του θορύβου διαδικασίας (𝜃3, 𝜃4)
και του θορύβου μέτρησης (𝜃5, 𝜃6) θεωρούνται γνωστά. Οι παράμετροι που σχετίζονται
με τον θόρυβο φιξάρονται στην πραγματική τους τιμή και το όρισμα που μεγιστοποιεί τη
συνάρτηση πιθανοφάνειας 𝑝𝜃(𝑌 𝑛) είναι το 𝜃̂ = [ ̂𝜃1; ̂𝜃2]𝑇 .

Περίπτωση 2 - Γνωστά χαρακτηριστικά θορύβου διαδικασίας

Στην περίπτωση αυτή, οι άγνωστες παράμετροι είναι οι 𝜃1, 𝜃2, 𝜃5 και 𝜃6, ενώ οι παρά-
μετροι 𝜃3 και 𝜃4 θεωρούνται γνωστές. Οι παράμετροι 𝜃3, 𝜃4 φιξάρονται στην πραγματική
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τους τιμή και το όρισμα που μεγιστοποιεί τη συνάρτηση πιθανοφάνειας 𝑝𝜃(𝑌 𝑛) είναι το
𝜃̂ = [ ̂𝜃1; ̂𝜃2; ̂𝜃5; ̂𝜃6]𝑇 .

Περίπτωση 3 - Γνωστά χαρακτηριστικά θορύβου μέτρησης

Στην περίπτωση αυτή, οι άγνωστες παράμετροι είναι οι 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 και 𝜃4, ενώ οι παρά-
μετροι 𝜃5 και 𝜃6 θεωρούνται γνωστές. Οι παράμετροι 𝜃5, 𝜃6 φιξάρονται στην πραγματική
τους τιμή και το όρισμα που μεγιστοποιεί τη συνάρτηση πιθανοφάνειας 𝑝𝜃(𝑌 𝑛) είναι το
𝜃̂ = [ ̂𝜃1; ̂𝜃2; ̂𝜃3; ̂𝜃4]𝑇 .

Περίπτωση 4 - Άγνωστα χαρακτηριστικά θορύβου

Στην περίπτωση αυτή, όλες οι παράμετροι (𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜃4, 𝜃5 και 𝜃6) είναι άγνωστες και
οι τεχνικές χρησιμοποιούνται όπως περιγράφηκαν στο Κεφάλαιο 3.

Περίπτωση 5 - Εκτίμηση Κατάσταστης Συστήματος

Αρχικά, στην περίπτωση αυτή, οι παράμετροι (𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜃4, 𝜃5 και 𝜃6) είναι άγνωστες
και εκτιμώνται απο τον ΕΜΠ με αριθμητική ολοκλήρωση (υποκεφάλαιο 3.3). Στη συνέ-
χεια, οι εκτιμήσεις αυτές χρησιμοποιούνται από το ΦΔΕΣ (στην ακολουθιακή και στην
παράλληλη υλοποίηση του), για να γίνει εκτίμηση των καταστάσεων του συστήματος.

4.1.3 Υλοποίηση
Οι προσομοιώσεις που αναφέρθηκαν στο κεφάλαιο αυτό και οι μέθοδοι που περιγρά-

φηκαν στο προηγούμενο κεφάλαιο υλοποιήθηκαν στο πρόγραμμα Matlab (ver. R2015a,
The MathWorks Inc., Natick, IL) με τη δημιουργία κατάλληλων συναρτήσεων. Οι προσο-
μοιώσεις έγιναν με τη χρήση ενός επεξεργαστή Intel Core i7-6700K @ 4.00GHz και μνή-
μης 16GB DDR4 @ 3200 MHz. Για να μεγιστοποιηθούν οι συναρτήσεις πιθανοφάνειας
(3.5), (3.7), (3.15) και (3.16) χρησιμοποιήθηκε η συνάρτηση fmincon [76]. Πιο συγκεκρι-
μένα, η συνάρτηση fmincon χρησιμοποιήθηκε για να βρεθεί το όρισμα ̂𝜃 που ελαχιστο-
ποιεί τον αρνητικό λογάριθμο της συνάρτησης πιθανοφάνειας 𝑝𝜃(𝐷):

𝜃̂ = arg min
𝜃∈ϴ ( − log (𝑝𝜃(𝐷))), (4.7)

όπου με 𝐷 συμβολίζεται το διάνυσμα δεδομένων 𝑌 𝑁 ή 𝑋̂𝑁 ανάλογα με τη μέθοδο που
χρησιμοποιείται και τις παραμέτρους που εκτιμώνται. Η μεγιστοποίηση του λογαρίθμου
της συνάρτησης πιθανοφάνειας είναι ισοδύναμη με τη μεγιστοποίηση της πιθανοφάνειας,
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μιας και ο λογάριθμος είναι μια μονότονη συνάρτηση. Ο παράλληλος κώδικας σε CUDA
υλοποιήθηκε επίσης στο πρόγραμμα Matlab [73].

4.1.4 Αποτελέσματα
Στο σχήμα 4.1 παρουσιάζονται το ΜΑΠΣ και η τ.α. του ΑΠΣ για τον ρυθμό αύξη-

σης και τη φέρουσα χωρητικότητα σε κάθε βήμα επανάληψης (δηλ. κάθε φορά που μια
καινούργια μέτρηση του όγκου γίνεται διαθέσιμη) για κάθε μια απο τις εξεταζόμενες
περιπτώσεις. Η σύγκριση μεταξύ των διάφορων υλοποιήσεων που περιγράφηκαν στο Κε-
φάλαιο 3 γίνεται μόνο για την τέταρτη περίπτωση, όμως όμοια αποτελέσματα και συμπε-
ράσματα προκύπτουν και κατά τη σύγκριση των μεθόδων όταν εφαρμοστούν στις άλλες
περιπτώσεις. Στα σχήματα 4.2αʹ και 4.2βʹ παρουσιάζεται το ΜΑΠΣ για τον ρυθμό αύξη-
σης και την φέρουσα χωρητικότητα αντίστοιχα, ενώ στο σχήμα 4.2γʹ παρουσιάζονται τα
ΜΑΠΣ για τις παραμέτρους του θορύβου. Στο σχήμα 4.3 παρουσιάζεται η τυπική από-
κλιση του ΑΠΣ για τις παραπάνω παραμέτρους για κάθε μέθοδο που χρησιμοποιήθηκε.
Οι τρεις κάθετες γραμμές δείχνουν το μέσο χρονικό διάστημα που χρειάζονται οι καρκι-
νικοί όγκοι για να φτάσουν το 50% (περίπου 7 μετρήσεις -- 14 μέρες), το 75% (περίπου
11 μετρήσεις -- 22 μέρες) και το 100% (περίπου 21 μετρήσεις -- 42 μέρες) της φέρουσας
χωρητικότητας τους.

Στο σχήμα 4.4 φαίνεται η πρόοδος της ανάπτυξης για δύο τυχαία επιλεγμένα υπο-
κείμενα ελέγχου, και η ικανότητα του μοντέλου Gompertz να δημιουργεί καμπύλες που
να ταιριάζουν στα δεδομένα με βάση τις τιμές που έχουν εκτιμηθεί για τις άγνωστες
παραμέτρους 𝜃1 και 𝜃2. Οι καμπύλες αυτές δημιουργήθηκαν από εκτιμήσεις των αγνώ-
στων παραμέτρων που προέκυψαν σε διαφορετικά χρονικά σημεία, δηλαδή υπολογίστη-
καν για διαφορετικό αριθμό διαθέσιμων μετρήσεων. Οι τιμές των παραμέτρων που χρη-
σιμοποιούνται για τις συγκεκριμένες απεικονίσεις είναι αυτές που υπολογίστηκαν με τη
χρήση του ΕΜΠμε αριθμητική ολοκλήρωση, από την οποία προέκυψαν τα καλύτερα απο-
τελέσματα εκτίμησης σε σχέση με τις άλλες δύο μεθόδους. Στα σχήματα 4.4αʹ και 4.4βʹ η
κόκκινη καμπύλη είναι αυτή που δημιουργήθηκε με τις παραμέτρους που υπολογίστηκαν
από το πλήρες σετ μετρήσεων. Με πράσινο χρώμα απεικονίζεται η καμπύλη στην οποί-
α οι παράμετροι επανυπολογίζονται κάθε φορά που μια νέα μέτρηση γίνεται διαθέσιμη,
δηλαδή πρόκειται ουσιαστικά για πρόβλεψη ενός βήματος μπροστά. Για την μπλε καμ-
πύλη, για την εκτίμηση λαμβάνονται υπόψιν μόνο οι τρεις αρχικές μετρήσεις. Παρόμοια,
για την μωβ, τη γαλάζια και την μαύρη καμπύλη, οι μετρήσεις που είναι διαθέσιμες έως
ότου ο όγκος φτάσει στο 50%, 75% και 100% της φέρουσας χωρητικότητας αντίστοι-
χα, χρησιμοποιούνται για να παραχθεί η εκτίμηση για τις άγνωστες παραμέτρους και να
προβλεφθεί η μελλοντική εξέλιξη της ανάπτυξης του όγκου.
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Στο σχήμα 4.5 παρουσιάζεται η μέση τιμή του ΚΜΤΣ που προέκυψε από την εξί-
σωση (4.4) για τις εκτιμήσεις κατάστασης από ΦΔΕΣ, ενώ στο σχήμα 4.6 φαίνονται οι
εκτιμήσεις των καταστάσεων του συστήματος που έδωσε το ΦΔΕΣ για ένα τυχαία ε-
πιλεγμένο υποκείμενο μελέτης σε τέσσερις διαφορετικές χρονικές στιγμές. Τέλος, στο
σχήμα 4.7 παρουσιάζονται ο μέσος χρόνος εκτέλεσης του ΦΔΕΣ ανάλογα με τον αριθμο
των διαθέσιμων μετρήσεων και ο χρόνος εκτέλεσης της ακολουθιακής και της παράλ-
ληλης υλοποίησης του ΦΔΕΣ ανάλογα με τον αριθμό των δειγμάτων (σωματιδίων) που
χρησιμοποιήθηκαν.
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Σχήμα 4.1 ΜΑΠΣ και τ.α. των παραμέτρων 𝜃1 και 𝜃2 για τον ΕΜΠ με αριθμητική ολο-
κλήρωση.
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(αʹ) ΜΑΠΣ του ρυθμού αύξησης (παράμετρος 𝜃1).
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(βʹ) ΜΑΠΣ της φέρουσας χωρητικότητας (παράμετρος 𝜃2).
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Σχήμα 4.1 ΜΑΠΣ και τ.α. των παραμέτρων 𝜃1 και 𝜃2 για τον ΕΜΠ με αριθμητική ολο-
κλήρωση.
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(γʹ) Τυπική απόκλιση του ΑΠΣ για τον ρυθμό αύξησης και την φέρουσα χωρητικότητα.
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Σχήμα 4.2 ΜΑΠΣ για όλες τις άγνωστες παραμέτρους στην περίπτωση 4.
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(αʹ) ΜΑΠΣ του ρυθμού αύξησης (παράμετρος 𝜃1).
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(βʹ) ΜΑΠΣ της φέρουσας χωρητικότητας (παράμετρος 𝜃2).
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Σχήμα 4.2 ΜΑΠΣ για όλες τις άγνωστες παραμέτρους στην περίπτωση 4.

Time (days)
0 10 20 30 40 50 60

M
A
P
E

(%
)

0

5

10

15

20

25

30

35

40
MAPE of noise parameters for case 4

θ
3

θ
4

θ
5

θ
6

(γʹ)ΜΑΠΣ των χαρακτηριστικών του θορύβου (παράμετροι 𝜃3 -- 𝜃6).
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Σχήμα 4.3 Τυπική απόκλιση για όλες τις άγνωστες παραμέτρους στην περίπτωση 4.
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(αʹ) Τυπική απόκλιση του ρυθμού αύξησης (παράμετρος 𝜃1).
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(βʹ) Τυπική απόκλιση της φέρουσας χωρητικότητας (παράμετρος 𝜃2).



44 Προσομοιώσεις και Αποτελέσματα

Σχήμα 4.3 Τυπική απόκλιση για όλες τις άγνωστες παραμέτρους στην περίπτωση 4.
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(γʹ) Τυπική απόκλιση των χαρακτηριστικών του θορύβου (παράμετροι 𝜃3 -- 𝜃6).
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Σχήμα 4.4 Καμπύλες ανάπτυξης για τυχαία επιλεγμένα αντικείμενα ελέγχου.
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(αʹ) Υποκείμενο ελέγχου 1.
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Σχήμα 4.5 Μέση τιμή Κανονικοποιημένου Μέσου Τετραγωνικού Σφάλματος.
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Σχήμα 4.6 Εκτίμηση κατάστασεων συστήματος με το ΦΔΕΣ.
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(αʹ) Εκτίμηση καταστάσεων με τις 3 πρώτες μετρήσεις.

Time (days)
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

V
ol
u
m
e
(m

m
3
)

0

100

200

300

400

500

SIR Filter State Estimates

States x
k

SIR Estimates

(βʹ) Εκτίμηση καταστάσεων με τις 10 πρώτες μετρήσεις.
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Σχήμα 4.6 Εκτίμηση κατάστασεων συστήματος με το ΦΔΕΣ.
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(γʹ) Εκτίμηση καταστάσεων με τις 20 πρώτες μετρήσεις.
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(δʹ) Εκτίμηση καταστάσεων με τις 30 πρώτες μετρήσεις.
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Σχήμα 4.7 Χρόνος Εκτέλεσης για το ΦΔΕΣ.
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(αʹ) Χρόνος εκτέλεσης ανά αριθμό διαθέσιμων μετρήσεων.
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(βʹ) Χρόνος εκτέλεσης στις CPU και GPU ανά αριθμό σωματιδίων για μια μέτρηση.
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4.2 Προσομοιώσεις με πειραματικά δεδομένα
Όσον αφορά τα πειραματικά δεδομένα, χρησιμοποιήθηκαν δύο κατηγορίες δεδομέ-

νων. Στην πρώτη κατηγορία ανήκουν πειραματικά δεδομένα τα οποία αποκτήθηκαν σε
δοκιμαστικό σωλήνα από πολυκυτταρικά σφαιροειδή όγκων (Multicell tumor spheroids).
Πιο συγκεκριμένα, χρησιμοποιήθηκαν τρία σύνολα δεδομένων από αυτή την κατηγορία,
δύο διαφορετικές κυτταρικές γραμμές γλιοβλαστώματος, η μια ανθρώπινης προέλευσης
(U118 dataset) και η άλλη από ποντίκια (9L dataset) [44, 77, 78], καθώς και μια κυτταρι-
κή γραμμή καρκίνου του μαστού ανθρώπινης προέλευσης (MCF7 dataset)[79]. Το σύνολο
δεδομένων U118 αποτελείται από 8 υποκείμενα ελέγχου, το 9L από 32, και το MCF7
από 5. Στη δεύτερη κατηγορία ανήκουν δεδομένα από δερματικούς όγκους τα οποία προ-
ήλθαν από εξ αρχής καρκινογένεση σε 8 εν ζωή διπλά διαγονιδιακά (double transgenic)
ποντίκια (de novo carcinogenesis in vivo) [42]. Αναλυτικές πληροφορίες για τον τρόπο
καλλιέργειας των πολυκυτταρικών σφαιροειδών μπορούν να βρεθούν στα [44, 79], ενώ
για την καρκινογένεση στα διαγονιδιακά ποντίκια στο [42]. Σημειώνεται εδώ ότι η α-
κτίνα των σφαιροειδών μετρήθηκε από ψηφιακούς φωτομικρογράφους με τη χρήση του
λογισμικού ανάλυσης ImageJ64-1.45i (http://imagej.nih.gov), υπολογίζοντας της περιοχή
προβολής των σφαιροειδών και θεωρώντας σφαιρικό σχήμα [79], ενώ για τους δερματι-
κούς όγκους των διαγονιδιακών ποντικιών μετρήθηκαν με τη χρήση παχύμετρου το μήκος
και το πλάτος, και ο όγκος υπολογίστηκε θεωρώντας ελλειψοειδές σχήμα με τη χρήση
της εξίσωσης:

𝑉 = 𝜋
6 (𝑥𝑦) 3

2 (4.8)

4.2.1 Μετρικές
Όσον αφορά τα πραγματικά δεδομένα, είναι προφανές ότι δεν μπορεί να θεωρηθεί

πραγματική τιμή για τις άγνωστες παραμέτους, αφενός διότι το μοντέλο που χρησιμι-
ποιείται αποτελεί προσέγγιση της ανάπτυξης των όγκων, και αφετέρου διότι ακόμα και να
ήταν διαθέσιμο το μοντέλο που περιγράφει την πραγματική δυναμική της ανάπτυξης, οι
πραγματικές τιμές των παραμέτρων δε θα μπορούσαν να είναι γνωστές. Για τον λόγο αυ-
τό, η αξιολόγηση επρέπε να γίνει με διαφορετικό τρόπο απ' ότι στα συνθετικά δεδομένα.
Έτσι, επιλέχθηκε να αξιολογηθεί η ικανότητα των μεθόδων να εκτιμούν παραμέτρους με
βάση τις οποίες να γίνεται η πρόβλεψη της μελλοντικής ανάπτυξης των όγκων σε σχέση
με τη μέθοδο των ΜΓΕΤ που χρησιμοποιείται στη βιβλιογραφία. Η μετρική που χρησιμο-
ποίηθηκε για την αξιολόγηση της ικανότητας πρόβλεψης της μελλοντικής εξέλιξης ενός
όγκου είναι η Ρίζα της Μέσης Τετραγωνικής Απόκλισης (Root-Mean-Square Deviation).
Για δοσμένο σύνολο 𝑌𝑁 = [𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑁 ], αν οι 𝑘 πρώτες μετρήσεις (𝑌1∶𝑘 = [𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑘],

http://imagej.nih.gov
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𝑘 < 𝑁) χρησιμοποιηθούν για την εκτίμηση των παραμέτρων της δυναμικής της ανά-
πτυξης του όγκου ̂𝜃1 και ̂𝜃2, και με βάση αυτές προβλεφθεί η μελλοντική του εξέλιξη
(𝑋̂𝑘+1∶𝑁 = [𝑥̂𝑘+1, ⋯ , 𝑥̂𝑁 ]) με τη χρήση της εξίσωσης:

𝑥̂𝑖 = ̂𝜃2 exp
(

log (
𝑥̂𝑖−1

̂𝜃2
) exp ( − 1

̂𝜃1
𝑡𝑖))

, (4.9)

όπου 𝑘 = 1, ⋯ , 𝑁 − 1 και 𝑥̂1 = 𝑦1, τότε η ΡΜΤΑ δίνεται από την εξίσωση:

ΡΜΤΑ = √
∑𝑁

𝑖=𝑘+1(𝑦𝑖 − 𝑥̂𝑖)2

𝑁 − (𝑘 + 1) . (4.10)

Σημειώνεται ότι η ΡΜΤΑ που υπολογίστηκε με τις εκτιμήσεις των ΜΓΕΤ θα αναφέρεται
ως ΡΜΤΑΕΤ (ή RMDS𝐿𝑆) και η ΡΜΤΑ που υπολογίστηκε με τις εκτιμήσεις του ΕΜΠ θα
αναφέρεται ως ΡΜΤΑΜΠ (ή RMDS𝑀𝐿).

4.2.2 Υλοποίηση

Ομοίως με τα συνθετικά δεδομένα, οι προσομοιώσεις με τα πειραματικά δεδομένα
υλοποιήθηκαν στο πρόγραμμα Matlab με τη δημιουργία κατάλληλων συναρτήσεων, και
για να μεγιστοποιηθούν οι συναρτήσεις (3.2) και (3.7) χρησιμοποιήθηκε η συνάρτηση
fmincon [76]. Οι προσομοιώσεις έγιναν με τη χρήση ενός επεξεργαστή Intel Core i7-
6700K @ 4.00GHz και μνήμης 16GB DDR4 @ 3200 MHz. Όσον αφορά τον παράλληλο
κώδικα σε γλώσσα CUDA, όπου χρησιμοποιήθηκαν παράλληλες συναρτήσεις εκτελέστη-
καν σε μια NVIDIA TITAN Xp GPU.

Όσον αφορά την υλοποίηση του ΕΜΠ, αξίζει να σημειωθεί ότι το πλήθος των επιμέ-
ρους ολοκληρωμάτων που απαιτείται για να γίνει με ακρίβεια ο υπολογισμός των κατα-
νομών (2.23) και (2.24), διαφέρει για τα σύνολα των συνθετικών και των πειραματικών
δεδομένων. Για τα πειραματικά δεδομένα, ο αριθμός των υποδιαστημάτων που απαιτεί-
ται για τον υπολογισμό των εξισώσεων (3.10) εως (3.13) είναι σημαντικά υψηλότερος
σε σχέση με τον αριθμό που απαιτείται για τα συνθετικά δεδομένα. Ενώ στα συνθετικά
δεδομένα, 50 με 70 υποδιαστήματα είναι αρκετά, στις περισσότερες περιπτώσεις με πει-
ραματικά δεδομένα, χρειάστηκαν 300 υποδιαστήματα για να υπολογιστούν με ακρίβεια
οι εξισώσεις (3.10) εως (3.13), ενώ υπήρξαν και περιπτώσεις στις οποίες απαιτήθηκαν
500 υποδιαστήματα. Το σχήμα 4.8 δείχνει το χρόνο που απαιτείται για την εκτίμηση των
άγνωστων παραμέτρων για 300 και 500 υποδιαστήματα.
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Σχήμα 4.8 Χρόνος εκτέλεσης ανά αριθμό μετρήσεων για τον ΕΜΠ με αριθμητική ολο-
κλήρωση.
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4.2.3 Αποτελέσματα από ανάλυση Πολυκυτταρικών Σφαιροειδών
Όγκων

Στο υποκεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται τα αποτελέσματα που προέκυψαν από την
ανάλυση πολυκυτταρικών σφαιροειδών. Εξετάστηκαν τρια διαφορετικά σύνολα δεδομέ-
νων, τα δύο ανθρώπινης προέλευσης και το τρίτο από ποντίκια. Από τα δεδομένα αν-
θρώπινης προέλευσης το ένα προέρχεται από κυτταρική γραμμή καρκίνου του μαστού
(MCF7), ενώ το δεύτερο από κυτταρική γραμμή γλιοβλαστώματος (U118). Τα δεδομένα
από ποντίκια προέρχονται επίσης από κυτταρική γραμμή γλιοβλαστώματος (9L). Τα δια-
γράμματα του Σχήματος 4.9 δείχνουν την ανάπτυξη δύο πολυκυτταρικών σφαιροειδών
όγκων από κάθε σύλονο δεδομένων, έτσι ώστε να πληροφορήσουν τον αναγνώστη για το
είδος των πειραματικών δεδομένων που χρησιμοποιήθηκαν στις προσομοιώσεις.

Στα προαναφερθέντα σύνολα δεδομένων εφαρμόστηκε ο ΕΜΠμε αριθμητική ολοκλή-
ρωση και ο εκτιμητήςΜΓΕΤ, και έγινε σύγκριση της απόδοσης τους. Κατά την εφαρμογή
του ΕΜΠ, τόσο ο ρυθμός αύξησης όσο και η φέρουσα χωρητικότητα θεωρούνται άγνω-
στες παράμετροι και εκτιμώνται σε κάθε χρονική στιγμή που μια νέα μέτρηση γίνεται
διαθέσιμη. Όσον αφορά τον εκτιμητή ΜΓΕΤ, μαζί με την προτεινόμενη στη βιβλιογρα-
φία μέθοδο όπου η φέρουσα χωρητικότητα θεωρείται φιξαρισμένη σε μια γνωστή τιμή,



4.2 Προσομοιώσεις με πειραματικά δεδομένα 53

δοκιμάστηκε επιπλέον και η περίπτωση που η φέρουσα χωρητικότητα θεωρείται άγνωστη
παράμετρος. Η μέθοδος όπου η φέρουσα χωρητικότητα θεωρείται άγνωστη παράμετρος
μπορεί να αναφέρεται στη συνέχεια και σαν ΜΓΕΤ2𝑝 (ή 𝐿𝑆2𝑝). Στην περίπτωση της φιξα-
ρίσμενης φέρουσας χωρητικότητας, η τιμή της υπολογίστηκε με δύο τρόπους. Ο πρώτος
προέρχεται από την βιβλιογραφία και είναι η Μέγιστη Εφικτή Τιμή. Σύμφωνα λοιπόν με
την βιβλιογραφία, όπως αναφέρθηκε και στο Κεφάλαιο 1.3.1, κατά τη διαδικασία ταιριά-
σματος πειραματικών δεδομένων στην εξίσωση Gompertz, η φέρουσα χωρητικότητα ενός
όγκου μπορεί να θεωρηθεί ως μια παράμετρος που ασυμπτωτικά έχει την ίδια τιμή για ό-
λους τους οργανισμούς ενός συγκεκριμένου είδους. Επομένως, σαν ΜΕΤ καθορίστηκε η
τιμή της μεγαλύτερης μέτρησης που παρατηρήθηκε σε κάθε σύνολο δεδομένων. Η μέθο-
δος αυτή μπορεί να αναφέρεται στη συνέχεια και σαν ΜΓΕΤΜΕΤ (ή 𝐿𝑆𝑀𝐴𝑉 ). Ο δεύτερος
τρόπος για τον υπολογισμό της φέρουσας χωρητικότητας είναι η Μέση Τιμή τωνΜέσων.
Αφού υπολογιστεί ο μέσος όρων των τελευταίων 𝑛 μετρήσεων για κάθε σφαιροειδές, στη
συνέχεια υπολογίζεται η μέση τιμή των μέσων όρων, και η φέρουσα χωρητικότητα φι-
ξάρεται σε αυτή την τιμή. Η μέθοδος αυτή μπορεί να αναφέρεται στη συνέχεια και σαν
ΜΓΕΤΜΤΜ (ή 𝐿𝑆𝑀𝑀 ). Η ΜΤΜ δίνεται από την εξίσωση:

MM = 1
𝑛𝑀

𝑀

∑
𝑖=1

𝑁

∑
𝑗=𝑁−𝑛

𝑦𝑖,𝑗 , (4.11)

όπου 𝑛 είναι ο αριθμός των τελευταίων μετρήσεων που χρησιμοποιήθηκαν από κάθε σφαι-
ροειδές και 𝑀 είναι ο συνολικός αριθμών των σφαιροειδών του συνόλου δεδομένων. Στις
προσομοιώσεις που έγιναν η τιμή για την παράμετρο 𝑛 ήταν 10 μετρήσεις για τα σύνολα
U118 και 9L, και 5 μετρήσεις για το σύνολο MCF7 λόγω του μικρού αριθμού μετρήσεων
σε αυτό το σύνολο.

Οι εκτιμήσεις που προέκυψαν από τον ΕΜΠ και τον εκτιμητή ΜΓΕΤ χρησιμοποιή-
θηκαν στη συνέχεια για να γίνει πρόβλεψη της μελλοντικής πορείας του όγκου. Για να
μετρηθεί η ακρίβεια των προβλέψεων χρησιμοποιήθηκε ΡΜΤΑ που δίνεται από την εξί-
σωση (4.10). Δεδομένου ότι 𝑌𝑁 = [𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑁 ] είναι το σύνολο μετρήσεων για ένα σφαι-
ροειδές, οι 𝑘 πρώτες μετρήσεις (𝑌1∶𝑘 = [𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑘], 𝑘 < 𝑁) χρησιμοποιούνται για να γίνει
εκτίμηση των αγνώστων παραμέτρων της δυναμικής του όγκου, και στη συνέχεια οι ε-
κτιμήσεις αυτές χρησιμοποιούνται για να προβλεφθεί η μελλονική ανάπτυξη του όγκου
(𝑋̂𝑘+1∶𝑁 = [𝑥̂𝑘+1, ⋯ , 𝑥̂𝑁 ]). Στη συνέχεια υπολογίζεται η ΡΜΤΑ απο την εξίσωση (4.10).

Στους πίνακες 4.2 - 4.4 φαίνεται το πλήθος των περιπτώσεων όπου η ΡΜΤΑΜΠ ήταν
μικρότερη από την ΡΜΤΑΕΤ, δηλαδή οι περιπτώσεις στις οποίες ο ΕΜΠ έχε καλύτερη
απόδοση από τον εκτιμητή ΜΓΕΤ. Στα σχήματα 4.10--4.12 παρουσιάσεται η μέση τιμή
της ΡΜΤΑΜΠ και της ΡΜΤΑΕΤ στα χρονικά σημεία που μελετήθηκαν. Σε κάθε σχήμα
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παρουσιάζεται η σύγκριση της μέσης τιμής της ΡΜΤΑ που προκύπτει από τη χρήση των
εκτιμήσεων του ΕΜΠ με κάθεμια από τις υλοποιήσεις τους ΜΓΕΤ ξεχωριστά.
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Πίνακας 4.2 Αριθμός όγκων σε διαφορετικές χρονικές στιγμές για τους οποίος η ΡΜΤΑ των
προβλέψεων που προέκυψαν από τη χρήση των εκτιμήσεων του ΕΜΠ έχει μικρό-
τερη τιμή στο σύνολο δεδομένων MCF7.

MCF7
Αριθμός Διαθέσιμων Μετρήσεων

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
ML vs LS𝑀𝐴𝑉

Πλήθος Όγκων 1 4 2 1 1 1 0 0 0 1 0 0
ML vs LS𝑀𝑀

Πλήθος Όγκων 2 3 4 3 3 2 2 2 2 2 1 1
ML vs LS2𝑝

Πλήθος Όγκων 2 3 3 2 2 2 1 0 1 1 0 0
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Πίνακας 4.3 Αριθμός όγκων σε διαφορετικές χρονικές στιγμές για τους οποίος η ΡΜΤΑ των
προβλέψεων που προέκυψαν από τη χρήση των εκτιμήσεων του ΕΜΠ έχει μικρό-
τερη τιμή στο σύνολο δεδομένων U118.

U118
Αριθμός Διαθέσιμων Μετρήσεων

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
ML vs LS𝑀𝐴𝑉

Πλήθος Όγκων 5 2 3 3 3 2 2 4 4 5
ML vs LS𝑀𝑀

Πλήθος Όγκων 4 4 4 3 4 3 3 2 7 6
ML vs LS2𝑝

Πλήθος Όγκων 5 7 6 6 3 3 3 5 5 6
Αριθμός Διαθέσιμων Μετρήσεων

12 13 14 15 16 17 18 19 20
ML vs LS𝑀𝐴𝑉

Πλήθος Όγκων 5 5 5 5 3 5 4 5 3
ML vs LS𝑀𝑀

Πλήθος Όγκων 4 4 5 5 4 4 4 5 4
ML vs LS2𝑝

Πλήθος Όγκων 4 4 5 5 3 5 3 3 1
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Πίνακας 4.4 Αριθμός όγκων σε διαφορετικές χρονικές στιγμές για τους οποίος η ΡΜΤΑ των
προβλέψεων που προέκυψαν από τη χρήση των εκτιμήσεων του ΕΜΠ έχει μικρό-
τερη τιμή στο σύνολο δεδομένων 9L.

9L
Αριθμός Διαθέσιμων Μετρήσεων

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
ML vs LS𝑀𝐴𝑉

Πλήθος Όγκων 31 29 29 32 32 31 30 30 31 30
ML vs LS𝑀𝑀

Πλήθος Όγκων 4 9 7 7 5 5 5 6 9 8
ML vs LS2𝑝

Πλήθος Όγκων 13 16 18 18 16 22 17 17 16 16
Αριθμός Διαθέσιμων Μετρήσεων

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
ML vs LS𝑀𝐴𝑉

Πλήθος Όγκων 27 27 28 26 27 27 27 25 27 29
ML vs LS𝑀𝑀

Πλήθος Όγκων 10 14 16 16 16 15 16 17 22 23
ML vs LS2𝑝

Πλήθος Όγκων 16 16 12 13 12 12 8 13 18 19
Αριθμός Διαθέσιμων Μετρήσεων

22 23 24 25 26 27 28 29 30
ML vs LS𝑀𝐴𝑉

Πλήθος Όγκων 30 29 29 29 30 31 31 30 32
ML vs LS𝑀𝑀

Πλήθος Όγκων 25 23 25 21 24 23 24 23 24
ML vs LS2𝑝

Πλήθος Όγκων 20 14 16 18 23 23 22 19 23
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Σχήμα 4.9 Εξέλιξη ανάπτυξης αντιπροσωπευτικών Πολυκυτταρικών Σφαιροειδών Όγ-
κων για κάθε σύνολο δεδομένων.
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(αʹ) Κυτταρική γραμμή MCF7.
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(βʹ) Κυτταρική γραμμή U118.
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Σχήμα 4.9 Εξέλιξη ανάπτυξης αντιπροσωπευτικών Πολυκυτταρικών Σφαιροειδών Όγ-
κων για κάθε σύνολο δεδομένων.
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(γʹ) Κυτταρική γραμμή 9L.
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Σχήμα 4.10 Μέση τιμή ΡΜΤΑ των προβλέψεων με τη χρήση των εκτιμήσεων από τον
ΕΜΠ και τον εκτιμητή ΜΓΕΤΜΕΤ.

Number of Measurements
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MCF7 Dataset - Carrying capacity fixed to MAV
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(αʹ) Κυτταρική γραμμή MCF7.
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Σχήμα 4.10 Μέση τιμή ΡΜΤΑ των προβλέψεων με τη χρήση των εκτιμήσεων από τον
ΕΜΠ και τον εκτιμητή ΜΓΕΤΜΕΤ.

Number of Measurements
5 10 15 20 25 30

M
ea
n
R
M
S
D

20

40

60

80

100

120

140

160

9L Dataset - Carrying capacity fixed to MAV

RMSD
ML

RMSD
LS

(γʹ) Κυτταρική γραμμή 9L.
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Σχήμα 4.11 Μέση τιμή ΡΜΤΑ των προβλέψεων με τη χρήση των εκτιμήσεων από τον
ΕΜΠ και τον εκτιμητή ΜΓΕΤΜΤΜ.
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(αʹ) Κυτταρική γραμμή MCF7.
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Σχήμα 4.11 Μέση τιμή ΡΜΤΑ των προβλέψεων με τη χρήση των εκτιμήσεων από τον
ΕΜΠ και τον εκτιμητή ΜΓΕΤΜΤΜ.
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9L Dataset - Carrying capacity fixed to MM

RMSD
ML

RMSD
LS

(γʹ) Κυτταρική γραμμή 9L.
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Σχήμα 4.12 Μέση τιμή ΡΜΤΑ των προβλέψεων με τη χρήση των εκτιμήσεων από τον
ΕΜΠ και τον εκτιμητή ΜΓΕΤ2𝑝.
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(αʹ) Κυτταρική γραμμή MCF7.
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(βʹ) Κυτταρική γραμμή U118.



4.2 Προσομοιώσεις με πειραματικά δεδομένα 65

Σχήμα 4.12 Μέση τιμή ΡΜΤΑ των προβλέψεων με τη χρήση των εκτιμήσεων από τον
ΕΜΠ και τον εκτιμητή ΜΓΕΤ2𝑝.
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(γʹ) Κυτταρική γραμμή 9L.
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4.2.4 Αποτελέσματα από Δερματικούς Όγκους

Σε αυτό το υποκεφάλαιο παρουσιάζονται τα αποτελέσματα που προέκυψαν από την
ανάλυση 24 όγκων που δεν έλαβαν θεραπεία σε 8 διπλά διαγονιδιακά ποντίκια (3 όγκους
σε κάθε ποντίκι). Κάθε ποντίκι έχει μια ονομασία που ξεκινάει από τα γράμματα CM
και ακολουθείται από έναν αριθμό (π.χ. CM37, CM38, κλπ). Οι επιτρεπτές τιμές για τις
άγνωστες παραμέτρους 𝜃1 και 𝜃2 επιλέχθηκαν με βάση τη βιβλιογραφία [42], ενώ για τις
παραμέτρους 𝜃3 - 𝜃6 επιλέχθηκαν με βάση τη διαδικασία της δοκιμής και του λάθους.

Στα παραπάνω δεδομένα εφαρμόστηκε ο ΕΜΠ με αριθμητική ολοκλήρωση, ο ΕΜΥΠ
και ο εκτιμητής ΜΓΕΤ, και έγινε σύγκριση της απόδοσης τους. Κατά την εφαρμογή του
ΕΜΠκαι του ΕΜΥΠ, τόσο ο ρυθμός αύξησης όσο και η φέρουσα χωρητικότητα θεωρούν-
ται άγνωστες παράμετροι και εκτιμώνται σε κάθε χρονική στιγμή που μια νέα μέτρηση
γίνεται διαθέσιμη. Όσον αφορά τον εκτιμητή ΜΓΕΤ η φέρουσα χωρητικότητα φιξάρεται
στην ΜΕΤ. Η μετρική που χρησιμοποιήθηκε για να μετρηθεί η ακρίβεια των προβλέψεων
είναι η ΡΜΤΑ που δίνεται από την εξίσωση (4.10). Σε κάθε χρονική στιγμή, οι εκτιμήσεις
από κάθε μέθοδο, χρησιμοποιήθηκαν για να εκτιμηθεί η μελλοντική εξέλιξη του όγκου.

Από τους 24 όγκους που μελετήθηκαν, παρατηρήθηκε ότι σε δύο περιπτώσεις (Όγκος
1 για το ποντίκι CM60 και Όγκος 2 για το ποντίκι CM79) οι εκτιμητές που χρησιμοποιήθη-
καν παρείχαν πλήρως αναξιόπιστες προβλέψεις για την εξέλιξη των όγκων κατά τα πρώτα
στάδια της παρατήρησης. Η συμπεριφορά αυτή οφείλεται πιθανότατα στην ασυνήθιστα
αργή ανάπτυξη που παρουσίασαν οι δύο αυτοί όγκοι. Λόγω της μεγάλης απόκλισης των
εκτιμήσεων από τις παρατηρούμενες τιμές, αποφασίστηκε να μην συμπεριληφθούν στη
σύγκριση των μεθόδων, διότι η χρήση τους θα επηρέαζε σημαντικά την μέση τιμή της
ΡΜΤΑ. Αξίζει όμως να σημειωθεί ότι και στις δύο περιπτώσεις, ο ΕΜΠ παρείχε πιο α-
κριβείς εκτιμήσεις σε σχέση με τον εκτιμητή ΜΓΕΤ. Για τους υπόλοιπους 22 όγκους,
γίνεται στη συνέχεια σύγκριση μεταξύ του ΕΜΠ και του εκτιμητή ΜΓΕΤ. Ο πίνακας 4.5
δείχνει το πλήθος των όγκων για τους οποίους ο ΕΜΠ παρείχε πιο ακριβείς προβλέψεις
όσον αφορά τη ΡΜΤΑ. Πιο συγκεκριμένα, με 3 διαθέσιμες μετρήσεις για την εκτίμηση
των αγνώστων παραμέτρων ο ΕΜΠ παρείχε πιο ακριβείς προβλέψεις για 12 από τους 22
όγκους, για 4 διαθέσιμες μετρήσεις για 12 από τους 22 όγκους, κ.ο.κ.

Πίνακας 4.5 Αριθμός όγκων σε διαφορετικές χρονικές στιγμές για τους οποίος η ΡΜΤΑ των
προβλέψεων που προέκυψαν από τη χρήση των εκτιμήσεων του ΕΜΠ έχει μικρό-
τερη τιμή στο σύνολο δεδομένων από δερματικούς όγκους ποντικιών.

Αριθμός διαθέσιμων μετρήσεων
3 4 5 6 7 8 9 10 11

Πλήθος Όγκων 12 12 12 11 12 14 13 15 15
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Στο σχήμα 4.13 παρουσιάζεται το θηκόγραμμα (γραφικός τρόπος παρουσίασης πέντε
περιληπτικών μέτρων μιας κατανομής ομαδοποιημένων δεδομένων) της διαφοράς μετα-
ξύ της ΡΜΤΑΕΤ και ΡΜΤΑΜΠ για κάθε όγκο στις διαφορετικές χρονικές στιγμές που
μελετήθηκαν. Μέσα σε κάθε ορθογώνιο πλαίσιο, τοποθετείται με μια κόκκινη γραμμή η
διάμεσος, ενώ οι επάνω και κάτω ακμές δείχνουν το 25ο και 75ο εκατοστημόριο αντίστοι-
χα. Από τα μέσα των άνω και κάτω βάσεων των ορθογωνίων πλαισίων αναπτύσσονται
γραμμές που εκτείνονται μέχρι τα πιο ακραία σημεία που θεωρούνται οριακές τιμές. Πι-
θανές τιμές που βρίσκονται εκτός των οριακών τιμών, δηλώνονται επιπλέον, συνήθως με
αστερίσκους ή κουκκίδες. Στο σχήμα 4.13 οι τιμές που βρίσκονται εκτός των οριακών
τιμών δεν συμπεριλήφθηκαν λόγω του πολύ μικρού αριθμού τους. Στο σχήμα 4.13 παρα-
τηρείται ότι η διαφορά μεταξύ της ΡΜΤΑΕΤ και ΡΜΤΑΜΠ είναι μετατοπισμένη προς τον
θετικό άνω ημιχώρο. Προκύπτει επομένως το συμπέρασμα ότι ο ΕΜΠ παρέχει γενικότερα
πιο ακριβείς προβλέψεις όσον αφορά τη ΡΜΤΑ.

Στο σχήμα 4.14 παρουσιάζεται ενδεικτικά η εξέλιξη για έναν από τους όγκους του
ποντικιού CM37, καθώς και οι προβλέψεις της εξέλιξης του όγκου με βάση τις εκτιμήσεις
του ΕΜΠ σε διάφορες χρονικές στιγμές. Στο σχήμα 4.14αʹ φαίνονται οι προβλέψεις στο
τέλος της πρώτης εβδομάδας, στο σχήμα 4.14βʹ οι προβλήψεις στο τέλος της δεύτερης
εβδομάδας, στο σχήμα 4.14γʹ οι προβλέψεις στο τελος της τέταρτης εβδομάδας και στο
σχήμα 4.14δʹ οι προβλέψεις στο τέλος της έβδομης εβδομάδας. Όπως είναι αναμενόμενο,
ο ΕΜΠ δεν είναι σε θέση να εκτιμήσει την εξέλιξη του όγκου στα αρχικά στάδια, μιας
και η πληροφορία που υπάρχει στα δεδομένα σχετικά με το σημείο κορεσμού του όγκου,
δηλαδή τη φέρουσα χωρητικότητα είναι σχεδόν αναύπαρκτη.

Στα σχήματα 4.15 και 4.16 φαίνονται οι κατανομές του ΕΜΥΠ και οι προβλέψεις που
γίνονται με τη χρήση των παραμέτρων που εκτιμώνται από τον ΕΜΥΠ για έναν όγκο του
ποντικιού CM37. Στο σχήμα 4.15αʹ φαίνεται η εκ των προτέρων κατανομή πιθανότητας
για τις άγνωστες παραμέτρους που χρησιμοποιείται από τον ΕΜΥΠ, στα σχήματα 4.15βʹ
και 4.15δʹ οι κατανομές της πιθανοφάνειας και στα σχήματα 4.15γʹ και 4.15εʹ οι εκ των
υστέρων κατανομές πιθανότητας. Στα σχήματα 4.15βʹ και 4.15δʹ φαίνεται αυτό που α-
ναφέρθηκε νωρίτερα σχετικά με την πληροφορία που παρέχουν τα δεδομένα σχετικά με
τη φέρουσα χωρητικότητα. Σε κάποιες περιπτώσεις, όπως για παράδειγμα σε αυτές που
φαίνονται στα σχήματα 4.15γʹ και 4.15εʹ, ο ΕΜΥΠ καταφέρνει να ενσωματώσει την πλη-
ροφορία που εμπεριέχεται στην εκ των προτέρων κατανομή και να δώσει μια βελτιωμένη
εκτίμηση (βλ. σχήμα 4.16) της μελλοντικής εξέλιξης του καρκινικού όγκου στο τέλος της
πρώτης και της δεύτερης εβδομάδας.
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Σχήμα 4.13 Σύγκριση της ΡΜΤΑ των προβλέψεων μεταξύ του εκτιμητή ΜΓΕΤ και του
ΕΜΠ.
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Το θηκόγραμμα απεικονίζει την κατανομή της διαφοράς μεταξύ των ΡΜΤΑΕΤ και
ΡΜΤΑΜΠ για κάθε όγκο στις διάφορες χρονικές στιγμές. Απο τη στιγμή που η διαφορά
αυτή είναι μετατοπισμένη προς τον θετικό άνω ημιχώρο, συμπεραίνεται ότι γενικότερα
ο ΕΜΠ παρέχει πιο ακριβείς προβλέψεις.
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Σχήμα 4.14 Προβλέψεις εξέλιξης για τον όγκο 1 του ποντικιού CM37 με τη χρήση των
εκτιμήσεων του ΕΜΠ.
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Σχήμα 4.14 Προβλέψεις εξέλιξης για τον όγκο 1 του ποντικιού CM37 με τη χρήση των
εκτιμήσεων του ΕΜΠ.
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Σχήμα 4.15 Πλέγματα για τις εκ των προτέρων σ.π.π., συνάρτηση πιθανοφάνειας και εκ
των υστέρων σ.π.π. για τον όγκο 1 του ποντικιού CM37.
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(αʹ) Κατανομή για την εκ των προτέρων σ.π.π.
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Σχήμα 4.15 Πλέγματα για τις εκ των προτέρων σ.π.π., συνάρτηση πιθανοφάνειας και εκ
των υστέρων σ.π.π. για τον όγκο 1 του ποντικιού CM37.
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Σχήμα 4.15 Πλέγματα για τις εκ των προτέρων σ.π.π., συνάρτηση πιθανοφάνειας και εκ
των υστέρων σ.π.π. για τον όγκο 1 του ποντικιού CM37.
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(δʹ) Κατανομή για την συνάρτηση πιθανοφάνειας -- 5 Μετρήσεις
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Σχήμα 4.16 Προβλέψεις εξέλιξης για τον όγκο 1 του ποντικιού CM37 με τη χρήση των
εκτιμήσεων του ΕΜΠ και του ΕΜΥΠ.
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Κεφάλαιο 5

Ανάλυση Αποτελεσμάτων

Στην εργασία αυτή μελετήθηκε η δυνατότητα εκτίμησης των παραμέτρων του μο-
ντέλου Gompertz για την μοντελοποίηση και την πρόβλεψη της μελλοντικής εξέλιξης
καρκινικών όγκων, με τη χρήση μεθόδων που βασίζονται στην αρχή της μέγιστης πιθα-
νοφάνειας. Οι μέθοδοι αυτοί εφαρμόστηκαν τόσο σε συνθετικά, όσο και σε πειραματικά
δεδομένα. Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφονται τα συμπεράσματα που προέκυψαν από την
ανάλυση που έγινε. Πριν την ανάλυση των αποτελεσμάτων, θα αναφερθούν κάποια γε-
νικότερα θέματα που αφορούν τις μεθόδους που χρησιμοποιήθηκαν, τη μοντελοποίηση
της ανάπτυξης των καρκινικών όγκων και την επιλογή του μαθηματικού μοντέλου.

Η επιλογή του μοντέλου Gompertz δεν αποκλύει τη χρήση κάποιου άλλου μοντέλου
σε συνδιασμό με τις μεθόδους που περιγράφηκαν στο Κεφάλαιο 3, μιας και οι μέθοδοι
δεν περιορίζονται από το μοντέλο που έχει επιλεγεί. Kάθε μέθοδος, με ελάχιστες τρο-
ποποιήσεις μπορεί να εφαρμοστεί σε συνδιασμό με κάποιο άλλο μοντέλο που πιθανόν
να μπορεί να περιγράψει καλύτερα κάποιο συγκεκριμένο σύνολο δεδομένων από καρκι-
νικούς όγκους. Επιπλέον, είναι προφανές ότι οι μέθοδοι που υλοποιήθηκαν μπορούν να
χρησιμοποιηθούν σε οποιαδήποτε εφαρμογή έχει παρόμοια δομή με το πρόβλημα που πε-
ριγράφεται στην παρούσα εργασία.

Τέλος, πριν παρουσιαστούν τα ευρήματά, είναι σημαντικό να αναφερθεί η σημασία
της έρευνας τόσο με συνθετικά, όσο και με πειραματικά δεδομένα. Το κύριο πλεονέκτη-
μα των συνθετικών δεδομένων είναι ότι παρέχουν έναν εύκολο τρόπο για την επικύρωση
των μεθόδων εκτίμησης. Σε ένα συνθετικό σύνολο δεδομένων, οι πραγματικές τιμές των
παραμέτρων που πρέπει να εκτιμηθούν είναι γνωστές και ως εκ τούτου η ικανότητα των
μεθόδων να εκτιμούν τις άγνωστες παραμέτρους μπορεί να εκτιμηθεί αντικειμενικά. Ένα
άλλο πλεονέκτημα είναι ότι είναι εύκολο να δημιουργηθεί ένα σύνολο δεδομένων οποιου-
δήποτε μεγέθους το οποίο θα χρησιμοποιηθεί για την εξαγωγή συμπερασμάτων. Ωστόσο,
υπάρχουν και σημαντικά μειονεκτήματα. Ένα βασικό μειονέκτημα είναι ότι στην περί-
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πτωση που μελετάται το μοντέλο που χρησιμοποιείται για τη δημιουργία συνθετικών
δεδομένων είναι μια προσέγγιση της μέσης ανάπτυξης του όγκου και δεν αντιστοιχεί
στη διαδικασία της πραγματικής ανάπτυξης. Ένα άλλο μπορεί να βρεθεί στο στοχαστικό
μοντέλο και πιο συγκεκριμένα στον θόρυβο της διαδικασίας και της μέτρησης. Παρόλο
που η Γκαουσσιανή κατανομή είναι μια συνηθισμενη επιλογή για την μοντελοποίηση του
θορύβου, δεν υπάρχει καμία εγγύηση ότι μπορεί περιγράψει την αβεβαιότητα στην πε-
ρίπτωση που μελετάται. Τα πλεονεκτήματα και τα μειονεκτήματα αντιστρέφονται όταν
πρέπει να αντιμετωπίσουμε τα πειραματικά δεδομένα. Σε αυτήν την περίπτωση, δεν μπο-
ρεί να αμφισβητηθεί η αξιοπιστία των δεδομένων (εκτός φυσικά από την περίπτωση που
μετρώνται με λανθασμένο τρόπο ή γίνεται λάθος στις μετρήσεις). Ωστόσο, ακόμη και αν
δεχθούμε ότι το στοχαστικό μοντέλο μπορεί να περιγράψει τη δυναμική του συστήματος,
δεν μπορούμε ποτέ να είμαστε σίγουροι για τις πραγματικές παραμέτρους του μοντέλου.

5.1 Συνθετικά δεδομένα
Οι προσομοιώσεις που έγιναν με τη χρήση συνθετικών δεδομένων έδειξαν ότι οι τε-

χνικές που προτείνονται στο κεφάλαιο 3 μπορούν να εκτιμήσουν με ακρίβεια και τις δύο
παραμέτρους που περιγράφουν τη δυναμική της εξέλιξης του όγκου. Επιπλέον, οι εκτι-
μήσεις της φέρουσας χωρητικότητας είναι ρεαλιστικές, ακόμα στην περίπτωση που ο
αριθμός των διαθέσιμων μετρήσεων είναι σχετικά μικρός.

Στην εργασία αυτή μελετήθηκαν τέσσερις διαφορετικές περιπτώσεις οι οποίες δια-
κρίνονται ανάλογα με τη διαθέσιμη πληροφορία που υπάρχει όσον αφορά τον θόρυβο. Οι
μετρικές που χρησιμοποιήθηκαν για την αξιολόγηση των αποτελεσμάτων είναι το ΜΑΠΣ
και η τ.α. του ΑΠΣ. Τα αποτελέσματα που προέκυψαν από τις προσομοιώσεις για τις τέσ-
σερις πρώτες περιπτώσεις που περιγράφηκαν στο Κεφάλαιο 4.1.2 παρουσιάζονται στο
σχήμα 4.1. Η πιο σημαντική περίπτωση που μελετήθηκε είναι η τέταρτη, όπου τόσο ο θό-
ρυβος της διαδικασίας όσο και ο θόρυβος της μέτρησης είναι άγνωστοι. Αυτή η περίπτω-
ση αντιστοιχεί στο πρόβλημα που χρήζει προς αντιμετώπιση κατά την μελέτη πειραματι-
κών δεδομένων. Οι υπόλοιπες τρεις περιπτώσεις μελετήθηκαν κυρίως για να ελεγχθεί αν η
γνώση των χαρακτηριστικών του θορύβου μπορεί να οδηγήσει στην πιο ακριβή εκτίμηση
των παραμέτρων της δυναμικής της ανάπτυξης του καρκινικού όγκου. Τα αποτελέσματα
όμως των προσομοιώσεων δείχνουν ότι η γνώση της πραγματικής τιμής των παραμέτρων
που αναφέρονται στον θόρυβο δεν βελτιώνει την εκτίμηση για τον ρυθμό αύξησης και
την φέρουσα χωρητικότητα. Σε αντίθεση με αυτό που αναμένεται διαισθητικά, η θεώρη-
ση των χαρακτηριστικών του θορύβου ως αγνώστων παραμέτρων και η προσπάθεια για
εκτίμηση τους, οδηγεί σε εκτιμήσεις για αυτά που διαφέρουν από τις πραγματικές τιμές,
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με ταυτόχρονη όμως ακριβέστερη εκτίμηση του ρυθμού αύξησης και της φέρουσας χω-
ρητικότητας. Συνεπώς, αν και οι μέθοδοι δεν καταφέρνουν να εκτιμήσουν με ακρίβεια τα
χαρακτηριστικά του θορύβου, η αδυναμία αυτή δεν επηρεάζει αρνητικά την ικανότητα
τους για εκτίμηση της δυναμικής της ανάπτυξης του καρκινικού όγκου, που είναι και ο
βασικός στόχος.

Ένα σημαντικό επίσης εύρημα είναι ότι ενώ οι εκτιμήσεις που αφορούν τον ρυθμό
αύξησης και τη φέρουσα χωρητικότητα βελτιώνονται καθώς ο αριθμός των διαθέσιμων
μετρήσεων αυξάνεται έως ότου προσεγγίσουν ασυμπτωτικά κάποια βέλτιστη τιμή εκτί-
μησης, δεν συμβαίνει το ίδιο και για τις εκτιμήσεις των χαρακτηριστικών του θορύβου.
Παρατηρείται επίσης, όπως είναι αναμενόμενο, ότι αφού ο όγκος φτάσει την φέρουσα χω-
ρητικότητα, οι νέες μετρήσεις που θα προκύψουν δεν προσφέρουν ιδιαίτερη πληροφορία
όσον αφορά τον ρυθμό αύξησης, και συνεπώς από αυτό το σημείο και μετά η βελτίωση
της εκτίμησης του ρυθμού αύξησης είναι μικρή. Παρομοίως, οι αρχικές μετρήσεις κατά
τη διάρκεια της αύξησης του όγκου δεν μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να εκτιμηθεί με
μεγάλη ακρίβεια η φέρουσα χωρητικότητα του όγκου. Παρόλα αυτά, αν και οι αρχικές ε-
κτιμήσεις της φέρουσας χωρητικότητας δεν είναι ακριβείς, οι εκτιμήσεις που προκύπτουν
είναι ρεαλιστικές. Γενικότερα, η εκτίμηση της φέρουσας χωρητικότητας παρουσιάζει ση-
μαντικότατη βελτίωση αφού ο όγκος έχει φτάσει περίπου το 75% του μέγιστου μεγέθους
του. Όταν ο όγκος έχει φτάσει την τιμή της φέρουσας χωρητικότητας, τότε αυτή μπορεί
να εκτιμηθεί με μεγάλη ακρίβεια.

Από τις μεθόδους που εφαρμόστηκαν, ο ΕΜΠ στο απλοποιημένο μοντέλο είναι λιγό-
τερο ακριβής σε σχέση με τον ΕΜΠ με αριθμητική ολοκλήρωση και το συνδυασμό του
ΕΦΚ και της Μέγιστης Πιθανοφάνειας κατά την εκτίμηση του ρυθμού αύξησης και της
φέρουσας χωρητικότητας. Όμως, παρά το γεγονός ότι η μέθοδος αυτή υστερεί σε ακρί-
βεια, εξακολουθεί να είναι πολύ χρήσιμη, για την εκτίμηση των παραμέτρων στα συνθετι-
κά δεδομένα, αφού οι εκτιμήσεις που παρέχει είναι αρκετά καλές και ο χρόνος εκτέλεσης
της είναι εξαιρετικά μικρός. Οι εκτιμήσεις αυτές μπορούν να χρησιμοποιηθούν σαν αρ-
χικές συνθήκες στις υπόλοιπες μεθόδους, διότι παρατηρήθηκε ότι κατ' αυτόν τον τρόπο
μπορεί να μειωθεί ο χρόνος εκτέλεσης των άλλων δύο μεθόδων, διότι το να ξεκινήσει
η διαδικασία βελτιστοποίησης από ένα σχετικά καλό σημείο εκτίμησης είναι καλύτερο
από το να ξεκινήσει από κάποιο τυχαίο. Ειδικά, στον ΕΜΠ με αριθμητική ολοκλήρωση
παρατηρήθηκε ότι ο χρόνος εκτέλεσης μπορεί να μειωθεί ακόμα και στο μισό, αν χρησι-
μοποιηθούν σαν αρχικές συνθήκες οι εκτιμήσεις του ΕΜΠ στο απλοποιημένο μοντέλο. Ο
συνδυασμός του ΕΦΚ και της Μέγιστης Πιθανοφάνειας παρείχε καλύτερες εκτιμήσεις
από τον ΕΜΠ στο απλοποιημένο μοντέλο, τόσο για τον ρυθμό αύξησης το όγκου, όσο και
για την φέρουσα χωρητικότητα. Ο χρόνος εκτέλεσης της μεθόδου είναι μεγαλύτερος σε
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σχέση με αυτόν του ΕΜΠστο απλοποιημένο μοντέλο, αλλά παραμένει επίσης σε πολύ χα-
μηλά επίπεδα. Τις ακριβέστερες εκτιμήσεις για τις δύο προαναφερθείσες παραμέτρους,
στην πλειοψηφία των περιπτώσεων, τις παρείχε ο ΕΜΠ με αριθμητική ολοκλήρωση. Βέ-
βαια, αν και ο χρόνος εκτέλεσης της συγκεκριμένης μεθόδου αυξάνεται σημαντικά καθώς
αυξάνεται το πλήθος το διαθέσιμων μετρήσεων, δεν φτάνει σε απαγορευτικά επίπεδα.

Όσον αφορά τα χαρακτηριστικά του θορύβου, καμία μέθοδος δεν φάνηκε να υπερτε-
ρεί με σταθερότητα έναντι των άλλως μεθόδων, αλλά σε γενικότερες γραμμές, ο ΕΜΠ
με αριθμητική ολοκλήρωση απέδιδε καλύτερα στην εκτίμηση των παραμέτρων 𝜃3 και 𝜃6,
ενώ ο συνδυασμός του ΕΦΚ και της Μέγιστης Πιθανοφάνειας απέδιδε καλύτερα στην
εκτίμηση των παραμέτρων 𝜃4 και 𝜃5.

Τέλος, το ΦΔΕΣ ήταν σε θέση να παρέχει πολύ ακριβείς εκτιμήσεις για την κατάστα-
ση του συστήματος. Ακόμα και στα αρχικά στάδια ανάπτυξης του όγκου που αριθμός
των μετρήσεων είναι μικρός και η εκτίμηση των αγνώστων παραμέτρων από τον ΕΜΠ
δεν είναι τόσο ακριβής, η εκτίμηση των καταστάσεων του συστήματος είναι σε γενικές
γραμμές αρκετά ακριβής. Η μέση τιμή του ΚΜΤΣ ακόμα και με μικρό αριθμό μετρήσε-
ων είναι κοντά στο μηδέν και συνεχίζει να μειώνεται καθώς αυξάνεται ο αριθμός των
διαθέσιμων μετρήσεων και η εκτίμηση των αγνώστων παραμέτρων βελτιώνεται. Για την
υλοποίηση του ΦΔΕΣ χρησιμοποιήθηκαν 4096 δείγματα (σωματίδια). Ο χρόνος εκτέλε-
σης βρίσκεται σε λογικά πλαίσια ακόμα και για την ακολουθιακή υλοποίηση. Βέβαια, αν
και ήδη πριν τα 1000 δείγματα η παράλληλη υλοποίηση έχει αρχίσει να υπερτερεί όσον
αφορά το χρόνο εκτέλεσης, η διαφορά στο χρόνο εκτέλεσης αρχίζει να γίνεται ιδιαίτερα
αισθητή από τα 4096 δείγματα και έπειτα, όπου η εκθετική αύξηση του χρόνο εκτέλεση
της ακολουθιακής υλοποίησης γίνεται ιδιαίτερα αισθητή.

5.2 Πειραματικά δεδομένα
Η μοντελοποίηση ανάπτυξης όγκων είναι ένα εγγενώς δύσκολο πρόβλημα το οποίο

πρέπει να βασίζεται σε ελλιπή πληροφόρηση λόγω έλλειψης κατάλληλων πειραματικών
δεδομένων (π.χ. θορυβώδεις μετρήσεις, περιορισμένα σε αριθμό σύνολα δεδομένων, πε-
ριορισμοί στην διαδικασία κλπ.). Παρόλα αυτά, δεν πρέπει να υποτιμάται σε καμία περί-
πτωση η πληροφορία που μπορούν να δώσουν έστω και τα ελλειπή αυτά σύνολα δεδομέ-
νων.

Όπως αναφέρθηκε και στο Κεφάλαιο 4.2.1, ακόμα και να μπορούσαμε να δεχτούμε
ότι το μοντέλο που χρησιμοποιείται περιγράφει επακριβώς τη δυναμική της εξέλιξης των
όγκων, κατά την μελέτη πειραματικών δεδομένων η γνώση των πραγματικών τιμών των
άγνωστων παραμέτρων θα ήταν αδύνατη. Συνεπώς, το ΜΑΠΣ, το οποίο χρησιμοποιήθη-
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κε ως μετρική αξιολόγησης στις προσομοιώσεις με τα συνθετικά δεδομένα, δεν μπορεί
να χρησιμοποιηθεί για να διαπιστωθεί η ικανότητα των μεθόδων να εκτιμούν τις άγνω-
στες παραμέτρους στα πειραματικά δεδομένα. Επειδή στην περίπτωση αυτή η μοναδική
διαθέσιμη πληροφορία είναι οι μετρήσεις της διάστασης των όγκων και με δεδομένο ότι
κύριος στόχος είναι η πρόβλεψη της μελλοντικής τους ανάπτυξης, επιλέχθηκε να χρη-
σιμοποιηθεί σαν μετρική στα πειραματικά δεδομένα η ΡΜΤΑ των εκτιμήσεων από τις
μετρήσεις.

Στα πειραματικά δεδομένα εξατάστηκε η απόδοση όλων των υλοποιήσεων που βασί-
ζονται στη αρχή τηςΜέγιστης Πιθανοφάνειας (βλ. Κεφάλαιο 3). Στην μεγαλύτερη πλειο-
ψηφία των περιπτώσεων που εξετάστηκαν, ο ΕΜΠ με αριθμητική ολοκλήρωση είναι σε
θέση να δώσει εκτιμήσεις για τις άγνωστες παραμέτρους που οδηγούν σε ακριβέστερες
μελλοντικές προβλέψεις. Αν και σε ορισμένες περιπτώσεις οι άλλες υλοποιήσεις (πέραν
του ΕΜΠ με αριθμητική ολοκήρωση) αποδίδουν καλύτερα, η απόδοση τους δεν είναι
αξιόπιστη, επειδή εξαρτάται σε μεγάλο βαθμό από τις αρχικές συνθήκες που χρησιμο-
ποιούνται για την εκτίμηση. Για τον λόγο αυτό, στο μέρος της ανάλυσης των πειραματι-
κών δεδομένων, παρουσιάζεται μόνο η σύγκριση του ΕΜΠ με αριθμητική ολοκλήρωσης
σε σχέση με την μεθοδολογία που προτείνεται στη βιβλιογραφία.

Στη συνέχεια αυτού του κεφαλαίου θα περιγραφούν τα συμπεράσματα που προέκυ-
ψαν από την ανάλυση των διαθέσιμων πειραματικών δεδομένων.

5.2.1 Πολυκυτταρικά Σφαιροειδή Όγκων

Στο υποκεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της σύγκρισης μεταξύ των
επιδόσεων του ΕΜΠ με αριθμητική ολόκλήρωση που περιγράφεται στο Κεφάλαιο 3.3 με
τον εκτιμητή ΜΓΕΤ. Όσον αφορά τον εκτιμητή ΜΓΕΤ, εφαρμόστηκαν οι τρεις διαφορε-
τικές προσεγγίσεις που περιγράφηκαν στο Κεφάλαιο 4.2.3. Στην πρώτη και τη δεύτερη, η
φέρουσα χωρητικότητα ήταν φιξαρισμένη στην ΜΕΤ και την MΤΜ αντιστοίχα, ενώ για
την τρίτη θεωρήθηκε άγνωστη και έπρεπε να εκτιμηθεί.

Όσον αφορά το σύνολο δεδομένων MCF7, όλες οι προσεγγίσεις του εκτιμητή ΜΓΕΤ
είχαν καλύτερη απόδοση από τον ΕΜΠ. Αυτό θα μπορούσε να αποτελεί μια ένδειξη ότι
το στοχαστικό μοντέλο Gompertz που χρησιμοποιήθηκε δεν είναι κατάλληλο για την πε-
ριγραφή τέτοιου είδους όγκων. Ωστόσο, μια πιο προσεκτική ματιά στο σχήμα 4.8 δείχνει
ότι η ανάπτυξη του όγκου μέχρι τη 13𝜂 μέτρηση (που είναι το χρονικό διάστημα στο οποίο
προσπαθούμε να υπολογίσουμε τον ρυθμό αύξησης και τη φέρουσα χωρητικότητα για να
προβλέψουμε τη μελλοντική ανάπτυξη) απέχει πολύ από τη φάση κορεσμού, πράγμα που
σημαίνει ότι δεν υπάρχει αρκετή πληροφορία σχετικά με τη φέρουσα χωρητικότητα. Αυ-
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τό είναι ένα κρίσιμο σημείο, δεδομένου ότι ο ΕΜΠ υπολογίζει τη φέρουσα χωρητικότητα
απευθείας από τα δεδομένα.

Στο σύνολο δεδομένων U118 μπορούμε να δούμε μια διαφορετική συμπεριφορά. Η
προσέγγιση του εκτιμητή ΜΓΕΤ με τη φέρουσα χωρητικότητα να έχει φιξαριστεί στη
ΜΕΤ ήταν καλύτερη από τον ΕΜΠ στα πρώτα στάδια ανάπτυξης του όγκου (όταν υ-
πήρχαν λίγες διαθέσιμες μετρήσεις). Καθώς η ανάπτυξη του όγκου προχωρούσε, ο ΕΜΠ
έδωσε ακριβέστερες προβλέψεις στην πλειοψηφία των περιπτώσεων, παρόλο που η μέση
τιμή της ΡΜΤΑΕΤ είχε ελαφρώς χαμηλότερη τιμή από αυτήν της ΡΜΤΑΜΠ. Η συμπερι-
φορά αυτή είναι αναμένομενη από τη στιμγή που η φάση κορεσμού για αυτό το σύνολο
δεδομένων έχει επιτευχθεί κατά το χρονικό διάστημα που εξετάζεται. Στην περίπτωση
που η φέρουσα χωρητικότητα θεωρήθηκε άγνωστη για τον εκτιμητή ΜΓΕΤ, οι επιδόσεις
του, ειδικότερα στα αρχικά στάδια, χειροτέρευσαν και ο ΕΜΠ παρουσίασε σε γενικότε-
ρες γραμμές καλύτερες επιδόσεις. Τέλος, η χρήση τηςΜΤΜωςφέρουσας χωρητικότητας
είχε θετική επίδραση στα αρχικά στάδια ανάπτυξης και αρνητική στα μεταγενέστερα.

Σε αντίθεση με τα δύο προηγούμενα σύνολα δεδομένων, το σύνολο 9L ήταν μεγα-
λύτερο τόσο ως προς το πλήθος των σφαιροειδών, όσο και ως προς το διάστημα παρα-
κολούθησης. Επιπλέον, σε αυτό το σύνολο, τα σφαιροειδή φτάνουν νωρίς στη φάση κο-
ρεσμού. Ως αποτέλεσμα, στο συγκεκριμένο σύνολο δεδομένων, ο ΕΜΠ δίνει καλύτερα
αποτελέσματα σε σχέση με τον εκτιμητή ΜΓΕΤ. Θεωρώντας την φέρουσα χωρητικότη-
τα ως άγνωστη παράμετρο, η απόδοση του εκτιμητή ΜΓΕΤ βελτιώθηκε, αλλά ο ΕΜΠ
εξακολούθησε να παρέχει ελαφρώς καλύτερες προβλέψεις. Τέλος, η χρησιμοποίηση της
ΜΤΜ ως φέρουσας χωρητικότητας βελτίωσε επιπλέον σε σημαντικό βαθμό την ικανότη-
τα πρόβλεψης του εκτιμητή ΜΓΕΤ στα αρχικά στάδια της ανάπτυξης του όγκου, αλλά
στα μεταγενέστερα στάδια ανάπτυξης, ο ΕΜΠ εξακολουθούσε να παρέχει πιο ακριβείς
προβλέψεις.

Συνοψίζοντας, η κλασσική προσέγγιση απέδωσε καλύτερες προβλέψεις για τον καρ-
κίνο του μαστού και το γλοιοβλάστωμα ανθρώπινης προέλευσης, ενώ ο ΕΜΠ και η προ-
σέγγιση του εκτιμητή ΜΓΕΤ με τη χρήση της ΜΤΜ παρουσίασαν καλύτερη απόδοση
στην πρόβλεψη της ανάπτυξης για το γλοιοβλάστωμα των ποντικιών. Διαπιστώθηκε ότι
ο τύπος του όγκου και ο χρόνος παρακολούθησης είναι παράμετροι οι οποίες παίζουν ση-
μαντικότατο ρόλο στην απόδοση του ΕΜΠ, καθώς ορίζουν την ανάπτυξη του όγκου και
συνεπώς το αν τα δεδομένα περιέχουν ή όχι αρκετή πληροφορία για τη φάση κορεσμού.
Βέβαια, λόγω του μικρού αριθμού σφαιροειδών σε κάθε σύνολο δεδομένων, περαιτέρω
έρευνα είναι αναγκαία για να θεωρηθούν τα παραπάνω συμπεράσματα αξιόπιστα. Επι-
πλέον, είναι σημαντικό να εξεταστεί εάν άλλα μοντέλα (πέραν του μοντέλου Gompertz)
μπορούν να παρέχουν ακριβέστερη μοντελοποίηση της ανάπτυξης και καλύτερες προ-
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βλέψεις. Με άλλα λόγια, αντί του στοχαστικού μοντέλου των εξισώσεων (1.3)--(1.4), ο
ΕΜΠ μπορεί να συνδυαστεί με μοντέλα που μπορούν να περιγράψουν συγκεκριμένους
τύπους καρκινικών όγκων καλύτερα από το μοντέλο Gompertz. Αυτό θα μπορούσε να
οδηγήσει σε μια πιο ακριβή πρόβλεψη ανάπτυξης για αυτό το είδος όγκων. Επιπλέον,
δεδομένου ότι υπάρχουν ενδείξεις ότι η εκ των προτέρων πληροφορία μπορεί να βελτιώ-
σει τις προβλέψεις ανάπτυξης, χρησιμοποιώντας εκτιμητές που λαμβάνουν υπόψη τυχόν
προηγούμενες γνώσεις σχετικά με τις άγνωστες παραμέτρους έχουν τη δυνατότητα να
παρέχουν ακριβέστερα αποτελέσματα.

5.2.2 Δερματικοί Όγκοι
Κατά τη μελέτη των δερματικών όγκων στα διπλά διαγωνιδιακά, το πιο σημαντικό εύ-

ρημα που προέκυψε είναι ότι στην πλειονότητα των περιπτώσεων ο ΕΜΠ με αριθμητική
ολοκλήρωση και με άγνωστη την τιμή της φέρουσας χωρητικότητας, έδωσε καλύτερες
προβλέψεις σε σύγκριση με τον εκτιμητή ΜΓΕΤ, όπου η φέρουσα χωρητικότητα είχε
σταθερή τιμή. Όπως μπορούμε να δούμε στον πίνακα 4.5, στις πρώτες τέσσερις εβδομά-
δες (3 έως 9 μετρήσεις), η ΡΜΤΑΜΠ είχε μικρότερη τιμή από την ΡΜΤΑΕΤ στο μεγαλύ-
τερο πλήθος περιπτώσεων που εξετάστηκαν. Επιπλέον, στο θηκόγραμμα του σχήματος
4.13 παρατηρείται ότι η διαφορά μεταξύ της ΡΜΤΑΕΤ και ΡΜΤΑΜΠ είναι μετατοπισμένη
προς τον θετικό άνω ημιχώρο, γεγονός που σημαίνει ότι γενικότερα ο ΕΜΠ παρείχε πιο
ακριβείς προβλέψεις όσον αφορά τη ΡΜΤΑ. Μετά την τέταρτη εβδομάδα, μπορούμε να
διαπιστώσουμε ότι το πλήθος των περιπτώσεων όπου η ΡΜΤΑΜΠ έχει χαμηλότερη τιμή
από την ΡΜΤΑΕΤ αυξάνεται ακόμα περισσότερο και ότι η διαφορά μεταξύ της ΡΜΤΑΕΤ
και ΡΜΤΑΜΠ μετατοπιζεται ακόμα περισσότερο προς τον θετικό άνω ημιχώρο.

Η κύρια αδυναμία του ΕΜΠ είναι ότι η εκτίμηση της φέρουσας χωρητικότητας μπο-
ρεί να δώσει πολύ μικρές τιμές οι οποίες είναι μη ρεαλιστικές, ειδικά στα αρχικά στάδια
της ανάπτυξης όπου δεν έχει ξεκινήσει η ταχεία ανάπτυξη του όγκου και τα δεδομένα δεν
περιέχουν αρκετή πληροφορία για τη φάση κορεσμού. Το πρόβλημα των μη ρεαλιστικά
μικρών εκτιμήσεων για την φέρουσα χωρητικότητα έχει επίσης παρατηρηθεί από τους
Loizides κ.α. [42], όταν προσπάθησαν να θεωρήσουν αυτήν την παράμετρο άγνωστη. Τα
Σχήματα 4.14αʹ και 4.14βʹ δείχνουν ένα παράδειγμα αυτού του προβλήματος. Μπορούμε
να δούμε ότι το μέγεθος του όγκου δεν αυξάνεται σημαντικά κατά τις πρώτες δυόμιση
εβδομάδες (6 μετρήσεις), και όπως αναμένεται σε τέτοιες περιπτώσεις, ο εκτιμητής δεν
θα είναι σε θέση να εκτιμήσει την φέρουσα χωρητικότητα του όγκου, αφού οι πληροφο-
ρία που περιέχεται στις μετρήσεις είναι ανεπαρκής. Αργότερα, όταν ο όγκος αρχίζει να
αναπτύσσεται γρήγορα, η φέρουσα χωρητικότητα μπορεί να εκτιμηθεί καλύτερα και οι
προβλέψεις για τη μελλοντική ανάπτυξη του όγκου βελτιώνονται. Υπήρχαν επίσης πο-
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λύ λίγες περιπτώσεις, όπου η φέρουσα χωρητικότητα έφθανε σε μη ρεαλιστικά υψηλές
τιμές. Παρόλο που οι υψηλές εκτιμήσεις της φέρουσας χωρητικότητας δεν έχουν τόσο
αρνητικές επιπτώσεις στις προβλέψεις όσο οι χαμηλές, δεδομένου ότι οι εκτιμήσεις του
ρυθμού αύξησης μπορούν να εξισορροπήσουν το αποτέλεσμα, εξακολουθούν να παρέ-
χουν μη βέλτιστες προβλέψεις.

Προκειμένου να βελτιωθούν οι εκτιμήσεις σε τέτοιες περιπτώσεις και να προκύψουν
καλύτερες προβλέψεις, εφαρμόστηκε ο ΕΜΥΠ. Ο ΕΜΥΠ χρησιμοποιεί τις διαθέσιμες
εμπειρικές γνώσεις σχετικά με τις άγνωστες παραμέτρους που περιέχονται στην εκ των
προτέρων σ.π.π. (π.χ. Σχήμα 4.15αʹ), έτσι ώστε να βελτιώσει τις εκτιμήσεις που παρέχει.
Χρησιμοποιώντας τις παραμέτρους που μεγιστοποιούν την εκ των υστέρων σ.π.π. των
σχημάτων 4.15γʹ, 4.15εʹ για την πρόβλεψη της εξέλιξης του όγκου, η ικανότητα πρόβλε-
ψης σε μερικές περιπτώσεις βελτιώθηκε αισθητά στα αρχικά στάδια της μελέτης του
όγκου. Απαραίτητη προϋπόθεση για να μπορέσει να έχει θετικά αποτελέσματα η εφαρ-
μογή του ΕΜΥΠ είναι να περιέχεται στα δεδομένα κάποιος βαθμός πληροφορίας για τη
φάση κορεσμού. Σε διαφορετική περίπτωση,η κατανομή που προκύπτει για την πιθανο-
φάνεια, μπορεί ακόμα και να ακυρώσει πρακτικά την επιροή της εκ των προτέρων σ.π.π.
των αγνώστων παραμέτρων. Καθώς το μέγεθος του όγκου μεγάλωνει, οι προβλέψεις του
ΕΜΥΠ στην πλειοψηφία των περιπτώσεων υπολοίπονται, τόσο σε σχέση με αυτές του
ΕΜΠ, όσο και με αυτές του εκτιμητή ΜΓΕΤ. Η συμπεριφορά αυτή οφείλεται πιθανότα-
τα στο ότι λόγω της έλλειψης μεγαλύτερου συνόλου δεδομένων, πρέπει να βασιστούμε
σε ένα μικρό αριθμό δεδομένων για να δημιουργήσουμε την εκ των προτέρων κατανομή
για τις παραμέτρους ανάπτυξης, με αποτέλεσμα αυτή να είναι πιθανότατα μη αξιόπιστη.
Ένα μεγαλύτερο σύνολο δεδομένων είναι απαραίτητο για να δημιουργηθεί μια πιο αξιό-
πιστή εκ των προτέρων κατανομή πιθανότητας για τις άγνωστες παραμέτρους, η οποία
θα μπορούσε πιθανότατα να παρέχει καλύτερες εκτιμήσεις και προβλέψεις.



Κεφάλαιο 6

Συμπεράσματα

Στην παρούσα εργασία έγινε χρήση του μοντέλου Gompertz με σκοπό να μοντελο-
ποιηθεί η διαδικασία της ανάπτυξης καρκινικών όγκων και να προβλεφθεί η μελλοντική
πορεία της εξέλιξης τους. Υλοποιήθηκαν διάφορες αναδρομικές τεχνικές εκτίμησης πα-
ραμέτρων και καταστάσεων, με σκοπό την εκτίμηση των αγνώστων παραμέτρων της συ-
νάρτησης Gompertz, των χαρακτηριστικών του θορύβου της διαδικασίας και της μέτρη-
σης, και των καταστάσεων του συστήματος. Οι τεχνικές αυτές, αρχικά αξιολογήθηκαν
με βάση την αποτελεσματικότητα και την ακρίβεια τους σε συνθετικά δεδομένα. Στη
συνέχεια, εφαρμόστηκαν σε πειραματικά σύνολα δεδομένων και αξιολογήθηκαν με βάση
την ικανότητα τους στην πρόβλεψη της μελλοντικής πορείας της εξέλιξης των όγκων σε
σχέση με την συνηθισμένη μεθοδολογία που προτείνεται στη βιβλιογραφία.

Από τις προσομοιώσεις στα συνθετικά δεδομένα διαπιστώθηκε ότι οι άγνωστες παρά-
μετροι που περιγράφουν τη δυναμική της ανάπτυξης των συνθετικών καρκινικών όγκων
μπορούν να εκτιμηθούν με ακρίβεια, ακόμα και όταν η εκτίμηση για τις παραμέτρους του
θορύβου δεν είναι ακριβής. Επίσης, παρατηρήθηκε ότι οι εκτιμήσεις της δυναμικής του
όγκου μπορούν να είναι ρεαλιστικές, ακόμα και για μικρό αριθμό μετρήσεων. Όσον αφορά
τις μεθόδους που υλοποιήθηκαν, ο ΕΜΠ με αριθμητική ολοκλήρωση παρείχε καλύτερες
εκτιμήσεις για τις άγνωστες παραμέτρους σε σχέση με τις άλλες μεθόδους. Τέλος, το
ΦΔΕΣ ήταν σε θέση να παρέχει αρκετά ακριβείς εκτιμήσεις για την κατάσταση του συ-
στήματος σε εύλογο χρονικό διάστημα.

Κατά την εργασία με τα συνθετικά δεδομένα παρατηρήθηκε ότι η εφαρμογή εξειδι-
κευμένων τεχνικών για την εκτίμηση των αγνώστων παραμέτρων παρείχε ακριβέστερα
αποτελέσματα και καμπύλες που ταίριαζαν καλύτερα στα δεδομένα, σε σχέση με τη συ-
νηθισμένη μέθοδο εκτίμησης που βασίζεται στον εκτιμητή των ΜΓΕΤ. Κρίθηκε συνεπώς
επιτακτική η ανάγκη να ερευνηθεί εάν τα ίδια συμπεράσματα μπορούν να προκύψουν
κατά την εφαρμογή των τεχνικών αυτών σε πειραματικά δεδομένα.
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Όσον αφορά τα πειραματικά δεδομένα χρησιμοποιήθηκαν δύο τύποι δεδομένων, πο-
λυκυτταρικά σφαιροειδή όγκων που αποκτήθηκαν σε δοκιμαστικούς σωλήνες και μετρή-
σεις από δερματικούς όγκους που προκλήθηκαν σε εν ζωή ποντίκια από μια ανοσοκατα-
σταλτική και καρκινογενετική ουσία. Στα δεδομένα αυτά εφαρμόστηκε ο ΕΜΠ με αριθ-
μητική ολοκλήρωση και συγκρίθηκε με την μέθοδο των ΜΓΕΤ, ως προς την ικανότητα
πρόβλεψης της μελλοντικής εξέλιξης καρκινικών όγκων με βάση την εκτίμηση που έγι-
νε για τις άγνωστες παραμέτρους του μοντέλου Gompertz. Επιπλέον, στα δεδομένα α-
πό τους δερματικούς όγκους εφαρμόστηκε ο ΕΜΥΠ για να ερευνηθεί εάν η διαθέσιμη
εμπειρική πληροφορία που αφορά τις άγνωστες παραμέτρους μπορεί να βελτιώσει την
πρόβλεψη της εξέλιξης του όγκου.

Τα αποτελέσματα των προσομοιώσεων έδειξαν ότι ο ΕΜΠμε αριθμητική ολοκλήρωση
που προτείνεται σε αυτή την εργασία και θεωρεί άγνωστες παραμέτρους τόσο τον ρυθ-
μό αύξησης, όσο και την φέρουσα χωρητικότητα του μοντέλου Gompertz, ήταν σε θέση
παρέχει καλύτερες προβλέψεις για την εξέλιξη των όγκων στα σφαιροειδή που προέρχον-
ταν από κυτταρική γραμμή ποντικιών, αλλά υστερούσε σε απόδοση στις προβλέψεις της
εξέλιξης των σφαιροειδών ανθρώπινης προέλευσης σε σχέση με την κλασσική μεθοδολο-
γία που βασίζεται στα ΜΓΕΤ και προτείνεται στη βιβλιογραφία. Για τους δερματικούς
όγκους σε εν ζωή ποντίκια, ο ΕΜΠ με αριθμητική ολοκλήρωση κατάφερε να δώσει τις πιο
ακριβείς προβλέψεις για την μελλοντική εξέλιξη των όγκων. Οι αξιολόγηση των προβλέ-
ψεων στα πειραματικά δεδομένα έγινε με βάση την μετρική της ΡΜΤΑ. Τέλος, ο ΕΜΥΠ
κατάφερε να βελτιώσει σε οριμένες περιπτώσεις την πρόβλεψη της μελλοντικής εξέλιξης
στα αρχικά στάδια μελέτης του όγκου, σημείο στο οποίο υστερούσε σημαντικά ο ΕΜΠ.

Αν και μεθολογία που αναπτύχθηκε δεν μπορεί να αποτελέσει μια γενική προσέγγιση
που μπορεί να προβλέψει τον τρόπο με τον οποίο θα εξελιχθεί κάθε είδους όγκος κυρί-
ως λόγω των περιορισμών που συνεπάγεται η χρησιμοποίηση του μοντέλου Gompertz, η
ανάλυση των δεδομένων αυτής της εργασίας έδειξε πως η προσέγγιση που προτείνεται
θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί επιτυχώς για συγκεκριμένους τύπους καρκινικών όγκων.
Βέβαια, μιας και το πλήθος των πειραματικών δεδομένων που χρησιμοποιήθηκαν ήταν
σχετικά μικρό, η περαιτέρω έρευνα σε μεγαλύτερα σύνολα δεδομένων για να επιβεβαιω-
θούν τα αποτελέσματα που προέκυψαν από την παρούσα εργασία είναι απαραίτητη. Σε
κάθε περίπτωση όμως, τα αποτελέσματα είναι ιδιαίτερα ενθαρρυντικά όσον αφορά την
ικανότητα της εξατομικευμένης πρόβλεψης να παρέχει ακριβείς εκτιμήσεις. Επιπλέον, οι
αδυναμίες μοντελοποίησης που παρουσιάστηκαν κατά την ανάλυση των πειραματικών
δεδομένων είναι δυνατόν να ξεπεραστούν με τη χρήση κάποιου άλλου μοντέλου που να
περιγράφει καλύτερα τους συγκεκριμένους τύπους καρκινικών όγκων. Για το λόγο αυ-
τό, θα είχε ιδιαίτερο ενδιαφέρον περαιτέρω έρευνα με τη χρήση διαφορετικών μοντέλων.
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Οι τεχνικές που υλοποιήθηκαν δεν περιορίζονται από το μοντέλο Gompertz και μπορούν
με μικρές τροποποιήσεις να χρησιμοποιηθούν με κάποιο άλλο μοντέλο, που πιθανώς να
μπορεί να περιγράψει καλύτερα συγκεκριμένα είδη όγκων.

Είναι δεδομένο ότι η παραμικρή βελτίωση στην πρόβλεψη και περιγραφή της ανάπτυ-
ξης καρκινικών όγκων μπορεί να είναι πολύ σημαντική. Αν και το μεγάλο μειονέκτημα
των εξατομικευμένων μεθόδων είναι η υπολογιστική τους πολυπλοκότητα, η σημερινή
τεχνολογία μπορεί να παρακάμψει αυτό το εμπόδιο και να δώσει αποτελέσματα σε εύ-
λογα χρονικά διαστήματα. Η εξατομικευμένη μοντελοποίηση της ανάπτυξης των όγκων,
στην οποία λαμβάνεται υπόψιν η ετερογένεια που μπορεί να παρουσιάσει ο κάθε όγκος,
σε συνδιασμό με την εφαρμογή εξειδικευμένων τεχνικών για την εκτίμηση των αγνώστων
παραμέτρων των μοντέλων, φαίνεται πως μπορεί να οδηγήσει σε πιο ακριβή πρόβλεψη της
πορείας ενός όγκου και η χρήση της αρχής της Μέγιστης Πιθανοφάνειας είναι μια γενι-
κότερη προσέγγιση που μπορεί να βοηθήσει προς αυτό τον σκοπό.





Μέρος II

Θαλάσσια Παρακολούθηση





Κεφάλαιο 7

Εισαγωγή

7.1 Παρακολούθηση Θαλάσσιας Κίνησης
Η ραγδαία τεχνολογική εξέλιξη που παρατηρείται στις μέρες μας, έχει δώσει τη δυνα-

τότητα στα πλοία (είτε πρόκειται για μικρά ταχύπλοα, είτε για μεγάλα πλοία) να εξοπλί-
ζονται με ηλεκτρονικές συσκευές, οι οποίες σε πραγματικό χρόνο αποστέλουν δεδομένα
που περιέχουν πληροφορίες σχετικά με την τοποθεσία και την κίνηση τους. Τα δεδομένα
αυτά, αφού επεξεργαστούν με κατάλληλο τρόπο, μπορούν να χρησιμοποιηθούν για την
παρακολούθηση της θαλάσσιας κίνησης και της αλληλεπίδρασης μεταξύ των πλοίων. Η
παρακολούθηση της θαλάσσιας κίνησης είναι πολύ σημαντική, τόσο για την ασφάλεια
των σκαφών και των επιβατών, όσο και για την ανίχνευση παράνομης δραστηριότητας
(π.χ. λαθρεμπόριο, παράνομη μετανάστευση κ.ά.).

Το ΣύστημαΑυτόματης Αναγνώρισης (Automatic Identification System) [80] είναι ένα
ηλεκτρονικό σύστημα που μπορεί να ενσωματωθεί σε ένα πλοίο και να παρέχει δεδομένα
σε πραγματικό χρόνο σχετικά με τη γεωγραφική θέση, την πορεία και την ταχύτητα του.
Τα δεδομένα από το σύστημα αυτό μπορούν να χρησιμοποιηθούν για την παρακολούθηση
της θαλάσσιας κίνησης. Όμως, ο όγκος των δεδομένων που παράγονται από το ΣΑΑ είναι
τεράστιος, με αποτέλεσμα η χρήση αυτοματοποιημένων διαδικασιών για την επεξεργασία
τους να είναι απαραίτητη.

7.2 Ανασκόπηση Βιβλιογραφίας
Στη βιβλιογραφία υπάρχει πληθώρα τεχνικών που προτείνονται για τη λύση του προ-

βλήματος της παρακολούθησης της μη κανονικής συμπεριφοράς πλοίων. Οι Mascaro κ.ά.
[81] προτείνουν τη χρήση Μπεϋζιανών Δικτύων, τα οποία εκπαιδεύονται με βάση πραγ-
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ματικά δεδομένα που έχουν συλλεγεί από το ΣΑΑ και την παραγωγή μοντέλων σε δύ-
ο διαφορετικές χρονικές κλίμακες, τόσο για την παρακολούθηση σαν σύνολο, όσο και
μεμονωμένα, με σκοπό την εκμάθηση της ανίχνευσης μη κανονικών συμπεριφορών. Οι
Johanson και Falkman [82] προτείνουν επίσης τη χρήση Μπεϋζιανών Δικτύων για την α-
νίχνευση μη κανονικής συμπεριφοράς των πλοίων λόγω της ικανότητας που έχουν αυτά
τα δίκτυα να συμπεριλάβουν γνώση από ειδικούς στα μοντέλα και της απλότητας στην
κατανόηση και αντίληψη, και εφαρμόζουν την προσέγγιση αυτή σε συνθετικά δεδομένα.
Η χρήση όμως των Μπεϋζιανών Δικτύων έχει το μειονέκτημα ότι τα δεδομένα του ΣΑΑ
χρειάζονται προεπεξεργασία πριν από τη χρησιμοποίηση τους. Μια άλλη τεχνική, η οποί-
α χρησιμοποιείται ευρέως, είναι η δημιουργία μοντέλων τροχιάς με τη χρήση Γενετικού
Προγραμματισμού, η οποία όμως έχει το μειονέκτημα της αυξημένης πολυπλοκότητας.
Οι Kowalska και Peel [83] προτείνουν τη χρήση ενός Μπεϋζιανού μοντέλου σε συνδυα-
σμό με μια τεχνική Μηχανικής Μάθησης, η οποία ονομάζεται Ενεργής Μάθηση, με σκο-
πό τον υπολογισμό του μοντέλου. Οι Will κ.ά. [84] παρουσιάζουν ένα υπερσύγχρονο μη
παραμετρικό μοντέλο παλινδρόμησης που βασίζεται σε Γκαουσσιανές Διαδικασίες και
κατασκευάζεται από το ΣΑΑ. Στην εργασία αυτή χρησιμοποιούνται επίσης K-D δέντρα
με σκοπό τη μείωση της πολυπλοκότητας. Τέλος, μια ακόμα δημοφιλής λύση είναι ο συν-
δυασμός του ΣΑΑ με άλλα συστήματα παρακολούθησης, όπως για παράδειγμα ειδικά
ραντάρ [85, 86].

7.3 Περιγραφή του προβλήματος
Είναι ευρέως γνωστό ότι στον Ευκλείδειο χώρο η πιο σύντομη απόσταση μεταξύ δύο

σημείων είναι η ευθεία γραμμή. Αν η κίνηση των πλοίων στη θάλασσα προβληθεί σε ένα
δισδιάστατο χώρο, τότε η κίνηση τους παρουσιάζει μεγάλα ευθύγραμμα τμήματα. Για
το λόγο αυτό είναι δυνατόν να χρησιμοποιηθούν Γραμμικοί Εκτιμητές για να προβλεφθεί
η πορεία τους. Επιπλέον, επειδή το ΣΑΑ είναι ένα σύστημα του οποίου η πληροφορία
είναι δυνατόν να πλαστογραφηθεί, μπορεί να γίνει έλεγχος των δεδομένων που αποστέλ-
λονται από τα πλοία, με σκοπό να ελεγχθεί η εγκυρότητα τους. Στην παρούσα εργασία
επικεντρωνόμαστε στην εκτίμηση της μελλοντικής πορείας ενός πλοίου με βάση τις πα-
ρελθοντικές πληροφορίες σχετικά με την κίνηση και την τοποθεσία του και στον ορισμό
περιπτώσεων συναγερμού με σκοπό την αναγνώριση μη κανονικής συμπεριφοράς από τα
πλοία ή πλαστογραφία στα δεδομένων του ΣΑΑ.

Στο δεύτερο μέρος της εργασίας παρουσιάζονται ο αλγόριθμος που αναπτύχθηκε για
την εκτίμηση της μελλοντικής πορείας των πλοίων, οι περιπτώσεις που ορίστηκαν να α-
ποτελούν μη κανονικές συμπεριφορές και η εφαρμογή λογισμικού που αναπτύχθηκε για
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να ελέγξει την αποτελεσματικότητα του προτεινόμενου αλγόριθμου. Οι προσομοιώσεις
που πραγματοποιήθηκαν έγιναν με πραγματικά δεδομένα που συλλέχθηκαν από τον Σα-
ρωνικό Κόλπο και δείχνουν ότι ο προτεινόμενος αλγόριθμος μπορεί να εφαρμοστεί στην
πράξη και να δώσει εύρωστα αποτελέσματα. Επιπλέον, η μέθοδος που προτείνεται έχει το
πλεονέκτημα ότι μπορεί να εφαρμοστεί για την παρακολούθηση της θαλάσσιας κίνησης
σε πραγματικό χρόνο. Το εργαλείο που αναπτύχθηκε μπορεί να ενσωματωθεί εύκολα σε
οποιοδήποτε σύστημα και να βοηθήσει τις αρχές στην ανίχνευση μη κανονικών συμπε-
ριφορών στη θάλασσα. Επίσης, δείχνει ότι οι Γραμμικοί Εκτιμητές μπορούν να χρησιμο-
ποιηθούν αποτελεσματικά για την πρόγνωση της πορείας των πλοίων. Ο Γραμμικός Εκτι-
μητής που χρησιμοποιήθηκε είναι το AR (AutoRegressive -- Αυτοπαλίνδρομο) μοντέλο,
που είναι ειδική περίπτωση και βασικό συστατικό του ARMA (AutoRegressive Moving
Average -- Αυτοπαλίνδρομο Κινητού Μέσου) μοντέλου.

Στο κεφάλαιο 8 παρουσιάζεται η μέθοδος για την πρόβλεψη της μελλοντικής πορείας
του πλοίου, καθώς επίσης και τα διάφορα κριτήρια συναγερμού που ορίστηκαν για την
παρακολούθηση της θαλάσσιας κίνησης και την ακεραιότητα των δεδομένων. Στο κεφά-
λαιο 9 περιγράφεται η εφαρμογή λογισμικού που δημιουργήθηκε με βάση την προτεινό-
μενη μεθοδολογία, στο κεφάλαιο 10 παρουσιάζονται και συζητούνται τα αποτελέσματα
των προσομοιώσεων, και τέλος στο κεφάλαιο 11 παρουσιάζονται τα συμπεράσματα.





Κεφάλαιο 8

Μεθοδολογία

Το πρώτο μέρος αυτού του κεφαλαίου παρουσιάζει τη μέθοδο που χρησιμοποιήθηκε
για να προβλέψει την μελλοντική πορεία ενός πλοίου με βάση τις προηγούμενες τοποθε-
σίες στις οποίες βρέθηκε. Στο δεύτερο μέρος παρουσιάζονται οι ορισμοί των ασυνεπειών
που θεωρούνται περιπτώσεις συναγερμού.

8.1 Εκτίμηση Πορείας Πλοίου

Το ΣΑΑ παρέχει δεδομένα με τα οποία μπορεί να γίνει ταυτοποίηση ενός πλοίου,
καθώς επίσης και εύρεση της τοποθεσίας, της ταχύτητας και της τροχιάς του. Για τον
προσδιορισμό της τοποθεσίας του πλοίου χρησιμοποιούνται οι γεωγραφικές συντεταγ-
μένες στις οποίες βρίσκεται, δηλαδή το γεωγραφικό μήκος και πλάτος. Εφαρμόζοντας
Ανάλυση Χρονοσειρών σε αυτά τα δεδομένα είναι δυνατόν να δημιουργηθεί ένα μοντέλο
και με βάση αυτό να γίνει πρόβλεψη των μελλοντικών τοποθεσιών στις οποίες αναμένεται
να βρεθεί το πλοίο. Γενικότερα, η ραγδαία ανάπτυξη της υπολογιστικής ισχύος που έχει
επιτευχθεί τις τελευταίες δεκαετίες έχει συμβάλει σημαντικά στη διάδοση της χρήσης
τεχνικών επεξεργασίας ψηφιακών σημάτων διακριτού χρόνου σε μεγάλο πλήθος εφαρμο-
γών, με αξιοσημείωτο παράδειγμα τον τομέα των τηλεπικοινωνιών [87, 88]. Στην παρούσα
εργασία για την πρόβλεψη της μελλοντικής πορείας των πλοίων χρησιμοποιήθηκε το AR
μοντέλο, ένα μοντέλο που χρησιμοποιείται ευρέως στην Ανάλυση Χρονοσειρών και είναι
μια ειδική περίπτωση του ARMA μοντέλου [87, 89, 90]. Το μοντέλο ARMA είναι ένα
θεμελιώδες μοντέλο στον τομέα της πρόγνωσης [91, 92], με εφαρμογή στις οικονoμικές
επιστήμες [93], την πρόγνωση του καιρού [94, 95], την πρόβλεψη ηλεκτρικού φορτίου
[96], την επεξεργασία ψηφιακών σημάτων φωνής [97] κλπ.
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Στο AR μοντέλο η έξοδος 𝑦 εκφράζεται σαν ένας γραμμικός συνδυασμός των παρελ-
θοντικών εξόδων 𝑦 και μιας διαταραχής λευκού θορύβου 𝑤(𝑡):

𝑦(𝑡) = −
𝑛1

∑
𝑗=1

𝑎𝑗𝑦(𝑡 − 𝑗) + 𝑤(𝑡). (8.1)

Χρησιμοποιώντας τον συμβολισμό 𝑞 σαν τελεστή ολίσθησης προς τα πίσω, το μοντέλο
(8.1) μπορεί να εκφραστεί ως:

𝐴(𝑞)𝑦(𝑡) = 𝑤(𝑡), (8.2)

όπου
𝐴(𝑞) = 1 + 𝑎1𝑞−1 + ... + 𝑎𝑛1𝑞−𝑛1, (8.3)

Στην περίπτωση που στο μοντέλο περιέχονται οι εξωγενείς είσοδοι 𝑢(𝑡) το μοντέλο ονο-
μάζεται αυτοπαλίνδρομο μοντέλο με εξωγενείς όρους (AutoRegressive with eXogenous
terms) και η δομή του είναι:

𝐴(𝑞)𝑦(𝑡) = 𝐵(𝑞)𝑢(𝑡) + 𝑤(𝑘). (8.4)

όπου
𝐵(𝑞) = (𝑏1 + 𝑏2𝑞−1 + ... + 𝑏𝑛2𝑞−𝑛2+1)𝑞−𝑑 (8.5)

και η μεταβλητή 𝑑 αντιπροσωπέυει τη χρονική καθυστέρηση.
Αν στο γραμμικό σύστημα που περιγράφεται από το ARX μοντέλο προστεθεί μια α-

νεξάρτητη ακολουθία θορύβου {𝑤(𝑡)}, τότε προκύπτει το αυτοπαλίνδρομο μοντέλο κινη-
τού μέσου με εξωγενείς όρους (AutoRegressive Moving Average with eXogenous terms):

𝐴(𝑞)𝑦(𝑡) = 𝐵(𝑞)𝑢(𝑡) + 𝐶(𝑞)𝑤(𝑡) (8.6)

όπου 𝐶(𝑞) είναι ένα φίλτρο της μορφής:

𝐶(𝑞) = 𝐼0 + 𝑐1𝑞−1 + ... + 𝑐𝑛3𝑞−𝑛3 (8.7)

Η ονομασία ARMA εισάγεται για το μοντέλο (8.6) όταν 𝑢(𝑡) ≡ 0 και συνεπώς:

𝐴(𝑞)𝑦(𝑡) = 𝐶(𝑞)𝑤(𝑡). (8.8)

Τα δεδομένα που χρησιμοποιήθηκαν για τη δημιουργία τουAR μοντέλου προέρχονται
από δεδομένα που συλλέχθηκαν στον Σαρωνικό Κόλπο μέσω του ΣΑΑ. Πιο συγκεκριμέ-
να, τα δεδομένα που χρειάζονται είναι η γεωγραφική θέση (μήκος και πλάτος), καθώς
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επίσης και ο χρονικός ορίζοντας στον οποίο έγιναν οι μετρήσεις. Το σύστημα στέλνει
δεδομένα ανά τακτά χρονικά διαστήματα, η συχνότητα αποστολής των οποίων εξαρτά-
ται από την ταχύτητα με την οποία κινείται το πλοίο. Όμως, η ανάλυση χρονοσειρών
που γίνεται, απαιτεί το χρονικό διάστημα μεταξύ των μετρήσεων να είναι σταθερό. Επο-
μένως, για να μπορεί να γίνει ανάλυση χρονοσειρών στα δεδομένα του ΣΑΑ απαιτείται
προεπεξεργασία των δεδομένων. Αφού γίνει επαναδειγματοληψία με τη χρήση γραμμι-
κής παρεμβολής, οι νέες τιμές προέρχονται ανά τακτά χρονικά διαστήματα 𝑇 . Μετά την
προεπεξεργασία των δεδομένων το πρόβλημα προς επίλυση περιγράφεται ως εξής: Γνωρί-
ζοντας την θέση ενός πλοίου τις χρονικές στιγμές 𝑇 , 2𝑇 ... , 𝑘𝑇 , όπου 𝑘 ∈ ℕ, να εκτιμηθεί
η θέση του πλοίου τις χρονικές στιγμές (𝑘 + 1)𝑇 , ... ,(𝑘 + 𝑛)𝑇 , όπου 𝑛 ∈ ℕ.

Το παραπάνω πρόβλημα μπορεί να επιλυθεί με τη χρήση του AR μοντέλου. Η μαθη-
ματική περιγραφή του μοντέλου είναι η εξής:

̂𝑌𝑘+1 =
𝑘

∑
𝑖=𝑚

𝐴𝑖𝑌𝑖 (8.9)

όπου 𝑌𝑘 είναι το διάνυσμα θέσης του πλοίου τη χρονική στιγμή 𝑘𝑇 (2 × 1 διάνυσμα, όπου
𝑦1,1 είναι το γεωγραφικό μήκος και 𝑦2,1 είναι το γεωγραφικό μήκος), 𝑚 < 𝑘 όπου 𝑚 ∈ ℕ,
και 𝑖 είναι ο δείκτης των παρελθοντικών χρονικών στιγμών. Η μήτρα 𝐴𝑖 έχει διάσταση
2×2 και οι τιμές της είναι πραγματικοί αριθμοί. Για των υπολογισμό των στοιχείων 𝐴𝑖,(𝑗,𝑘)
των μητρών 𝐴𝑖 χρησιμοποιείται η μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων. Στη συνέχεια, οι
θέσεις τις χρονικές στιγμές (𝑘 + 𝑛)𝑇 μπορούν να εκτιμηθούν από την εξίσωση:

̂𝑌𝑘+𝑛 =
𝑛−2

∑
𝑖=0

𝐴𝑘−𝑖 ̂𝑌𝑘−𝑖+𝑛−1 +
𝑘−𝑚−𝑛+1

∑
𝑖=0

𝐴𝑘−𝑖−𝑛+1𝑌𝑘−𝑖 (8.10)

8.2 Κριτήρια Συναγερμών
Στη συνέχεια θα οριστούν κάποια κριτήρια, η παραβίαση των οποίων συνιστά μη κα-

νονική συμπεριφορά και παράγει συναγερμό. Αυτοί οι συναγερμοί μπορούν ελεγχθούν
περαιτέρω από τις αρχές που παρακολουθούν την κίνηση στη θάλασσα και να οδηγήσουν
σε πιο αποτελεσματική εποπτεία. Τα κριτήρια συναγερμών είναι τα ακόλουθα:

• Απόκλιση της εκτιμώμενης τοποθεσίας του πλοίου από την πραγματική τοποθεσία
(Σχήμα 8.1αʹ). Αν η θέση που εκτιμήθηκε βρίσκεται εκτός του κύκλου που έχει
κέντρο την πραγματική θέση του πλοίου και ακτίνα η οποία εξαρτάται από τον τύπο
του πλοίου, τότε η ταχύτητα του πλοίου έχει αλλάξει. Αυτή η αλλαγή είναι πιθανόν
να σημαίνει κάποιου είδους ανωμαλία η οποία να χρήζει περαιτέρω διερεύνησης.
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Σχήμα 8.1 Κριτήρια Συναγερμών.

(αʹ) Κριτήριο απόκλισης τοποθεσίας.

(βʹ) Κριτήριο απόκλισης πορείας.

• Αλλαγή τροχιάς κίνησης σε ένα συγκεκριμένο εύρος γωνίας (π.χ. 3𝜋/4, 𝜋) η οποί-
α έχει συντελεστεί σε ένα δεδομένο χρονικό διάστημα (π.χ. 5 -- 10 λεπτά) (Σχή-
μα 8.1βʹ). Η μεγάλη αλλαγή στην πορεία ενός πλοίου είναι πιθανόν να συνιστά μη
κανονική συμπεριφορά.

• Η μέγιστη επιτρεπόμενη ταχύτητα για ένα πλοίο εξαρτάται από τον τύπο του. Αν
για κάποιο λόγο η ταχύτητα ενός πλοίου ξεπεράσει αυτή τη μέγιστη επιτρεπόμενη
τιμή, τότε σηματοδοτείται ένας συναγερμός.

Το ΣΑΑ παρέχει δεδομένα τόσο για την τοποθεσία (γεωγραφικό μήκος και πλάτος),
όσο και για την κίνηση ενός πλοίου (ταχύτητα, πορεία). Η δυνατότητα αναγνώρισης της
εγκυρότητας των δεδομένων αυτών είναι πολύ σημαντική. Χρησιμοποιώντας ξεχωριστά
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τα δεδομένα τοποθεσίας και κίνησης, είναι δυνατόν να αναγνωριστεί αν έχει γίνει κά-
ποια πλαστογράφηση των δεδομένων, στις περιπτώσεις που ένα μόνο από τα δύο είδη
δεδομένων έχει επεξεργαστεί, ή και τα δύο είδη έχουν υποστεί επεξεργασία αλλά τα α-
ποτελέσματα τους δεν ταιριάζουν.

• Με βάση την ταχύτητα και την τοποθεσία, αν 𝜐 ⋅ ∆𝑡 >> 𝑠 = ‖𝑦𝑘 − 𝑦𝑘−1‖, τότε
ενεργοποιείται ένας συναγερμός. 𝑦𝑘 και 𝑦𝑘−1 είναι οι τοποθεσίες του πλοίου τις
χρονικές στιγμές 𝑘 και 𝑘−1, 𝜐 είναι η ταχύτητα του πλοίου και∆𝑡 είναι το χρονικό
διάστημα μεταξύ 𝑘 και 𝑘 − 1. Θεωρώντας την ταχύτητα σταθερή καθώς το πλοίο
κινείται, η παραβίαση της παραπάνω συνθήκης σηματοδοτεί τον συναγερμό.

Για να υπολογιστεί η απόσταση μεταξύ δύο διαδοχικών τοποθεσιών χρησιμοποιεί-
ται ο αλγόριθμος Vincenty [98], που αναπτύχθηκε το 1975 από τον Thaddeus Vincenty.
Πρόκειται για δύο συσχετιζόμενες επαναληπτικές μεθόδους που χρησιμοποιούνται στη
γεωδαισία για να υπολογιστεί η απόσταση μεταξύ δύο σημείων στην επιφάνεια ενός σφαι-
ροειδούς. Βασίζονται στην υπόθεση ότι η γη έχει το σχήμα ενός πεπλατυσμένου σφαι-
ροειδούς, και για το λόγο αυτό καταφέρνουν να υπολογίσουν καλύτερα την απόσταση
μεταξύ δύο σημείων που βρίσκονται στην επιφάνεια σε σχέση με τις μεθόδους που θεω-
ρούν τη γη σαν σφαίρα.

• Η μέγιστη δυνατή ταχύτητα ενός πλοίου εξαρτάται από τον τύπο του. Αν ένα πλοί-
ο κινείται με ταχύτητα μεγαλύτερη από τη μέγιστη εφικτή, τότε σηματοδοτείται
ένας συναγερμός.

• Η έλλειψη δεδομένων από το ΣΑΑ για σχετικά μεγάλα χρονικά διαστήματα σημα-
τοδοτεί έναν συναγερμό. Το ΣΑΑ είναι σχεδιασμένο να στέλνει τακτικά δεδομένα
και επομένως η έλλειψη δεδομένων για ένα μεγάλο χρονικό διάστημα πιθανόν ση-
μαίνει κάποια μη κανονικότητα.





Κεφάλαιο 9

Εφαρμογή

Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφεται η εφαρμογή λογισμικού που δημιουργήθηκε για την
παρακολούθηση της πορείας των πλοίων και την αναγνώριση των μη κανονικών συμπε-
ριφορών με βάση στοιχεία που συλλέχθηκαν από το ΣΑΑ. Το περιβάλλον στο οποίο α-
ναπτύχθηκε η εφαρμογή είναι το πρόγραμμα Matlab (ver. R2015a, The MathWorks Inc.,
Natick, IL) και τα δεδομένα που χρησιμοποιήθηκαν προήλθαν από πραγματικές εκπομπές
του ΣΑΑ από πλοία που έπλεαν στο Σαρωνικό Κόλπο. Για να ελεγχθεί η αξιοπιστία και
η ακεραιότητα των αποτελεσμάτων έγιναν πολυάριθμα πειράματα με πλήθος από διαφο-
ρετικές βάσεις δεδομένων.

Τα δεδομένα εισόδου εισάγονται στο πρόγραμμα με τη μορφή μιας SQLite βάσης δε-
δομένων. Στη συνέχεια, αφού γίνει προεπερξεργασία της βάση δεδομένων τα δεδομένα
για το κάθε πλοίο εισάγονται σε μια δομή του Matlab. Η προεπεξεργασία που αναφέρθη-
κε περιλαμβάνει το βήμα επαναδειγματοληψίας (Βήμα 2, Αλγόριθμος 4) που απαιτείται
έτσι ώστε να μπορεί να εφαρμοστεί η ανάλυση χρονοσειρών στα δεδομένα του ΣΑΑ και
την απόρριψη πληροφοριών που στέλνει το ΣΑΑ, αλλά δεν είναι χρήσιμες για την συγ-
κεκριμένη εφαρμογή.

Αν το πλοίο που ελέγχεται δεν είναι αγκυροβολημένο, το πρόγραμμα συγκρίνει την
πορεία του πλοίου που αναφέρεται από το ΣΑΑ με την πορεία που έχει εκτιμηθεί νωρί-
τερα και ελέγχει αν συμβαίνει κάποια από τις μη κανονικότητες που αναφέρθηκαν στο
Κεφάλαιο 8.2. Στη συνέχεια χρησιμοποιεί τα δεδομένα τοποθεσίας των προηγούμενων
λεπτών για να παράξει ένα νέο AR μοντέλο και με βάση αυτό εκτιμά την μελλοντική
πορεία του πλοίου.

Πιο συγκεκριμένα για τη δημιουργία του AR μοντέλου απαιτείται συγκεκριμένος ε-
λάχιστος αριθμός μετρήσεων. Το πρόγραμμα είναι ρυθμισμένο ώστε να περιμένει μέχρι
να συμπληρωθεί το απαραίτητο πλήθος δεδομένων. Στην προκειμένη περίπτωση απαι-
τείται να έχουν περάσει δέκα λεπτά από την πρώτη μέτρηση του ΣΑΑ, ώστε μετά την
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Algorithm 4 Ψευδοκώδικας Παρακολούθηση Θαλάσσιας Κίνησης
Step 1: Load Data
Step 2: Resample Data
Step 3: Check Alert Criteria
Step 4: Report Alerts
Step 5: Create AR Model and Forecast Future Positions
Step 6: Return to Step 1

επαναδειγματοληψία να είναι διαθέσιμες 11 μετρήσεις (μια ανά κάθε λεπτό). Αν κατά τη
διάρκεια των δέκα λεπτών από την πρώτη μέτρηση δεν υπάρξουν αρκετά δεδομένα, τότε
σηματοδοτείται ένας συναγερμός και τα βήματα 2 έως 5 του αλγορίθμου 4 δεν εκτελούν-
ται για το συγκεκριμένο πλοίο μέχρι να συλλεγεί επαρκές πλήθος δεδομένων.

Στο βήμα 3 του αλγορίθμου 4 ελέγχονται οι συνθήκες που έχουν οριστεί να σηματο-
δοτούν τους συναγερμούς. Αν κάποιο από τα κριτήρια πληρείται, τότε η ασυνέπεια αυτή
καταγράφεται στο βήμα 4 του αλγορίθμου. Κάθε είδος συναγερμού έχει τον δικό του
κωδικό. Κάθε συναγερμός αποτυπώνεται με ξεχωριστό αριθμό κλειδί μαζί με τον αριθμό
ταυτότητας του πλοίου (Maritime Mobile Service Identity [80]), που επίσης είναι μοναδι-
κός και με τις πληροφορίες για την τοποθεσία και τον χρόνο που συνέβη η ανωμαλία.

Τέλος, στο βήμα 5 του αλγορίθμου 4 δημιουργείται το AR μοντέλο για κάθε ένα πλοίο
και εκτιμάται η μελλοντική πορεία του πλοίου, έτσι ώστε να μπορεί να γίνει σύγκριση της
εκτίμησης με τα δεδομένα που θα προκύψουν από το ΣΑΑ κατά τα επόμενα δύο λεπτά.

Οι χρονικές παράμετροι και ο αριθμός των παρελθοντικών μετρήσεων επιλέχθηκαν
ύστερα από πολυάριθμες δοκιμές και προσομοιώσεις, έτσι ώστε να εξυπηρετούν τις α-
παιτήσεις της συγκεκριμένης εφαρμογής παρακολούθησης. Η χρησιμοποίηση του προ-
γράμματος σε διαφορετική εφαρμογή θα απαιτούσε διαφορετική παραμετροποίηση.



Κεφάλαιο 10

Προσομοιώσεις, Αποτελέσματα και
Συζήτηση

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται τα πειραματικά αποτελέσματα από την λειτουρ-
γία της εφαρμογής που περιγράφηκε στο Κεφάλαιο 9. Το πρόγραμμα φορτώνει τα δια-
θέσιμα δεδομένα, ελέγχει τις συνθήκες που ορίστηκαν για την αναγνώριση των μη κανο-
νικών συμπεριφορών, καταγράφει τις ανωμαλίες και εκτιμά την μελλοντική πορεία των
πλοίων για τα επόμενα δύο λεπτά. Μετά από δυο λεπτά, όταν τα δεδομένα για το χρο-
νικό διάστημα που έχει γίνει η εκτίμηση της τροχιάς γίνουν διαθέσιμα από το ΣΑΑ, το
πρόγραμμα φορτώνει τα νέα δεδομένα και επαναλαμβάνει την προηγούμενη διαδικασία.

Τα σχήματα 10.1 και 10.2 παρουσιάζουν τα αποτελέσματα των προσομοιώσεων από
δύο πλοία που επιλέχθηκαν τυχαία. Στα σχήματα 10.1αʹ και 10.2αʹ σημειώνεται με κύκλο
η τροχιά των πλοίων, όπως αυτή προκύπτει από τα δεδομένα του ΣΑΑ και με σταυρό
η τροχιά των πλοίων που προκύπτει μετά την επαναδειγματοληψία των δεδομένων. Εύ-
κολα διαπιστώνεται ότι η πορεία που προκύπτει από την επαναδειγματοληψία ταιριάζει
απόλυτα στην πραγματική πορεία των πλοίων και δεν υπάρχει κάποια απόκλιση. Το ίδιο
συμβαίνει και για όλα τα υπόλοιπα πλοία που ελέγχθηκαν κατά τα πειράματα που πραγ-
ματοποιήθηκαν. Επομένως, συμπεραίνεται ότι η επαναδειγματοληψία δεν επηρεάζει την
ακεραιότητα των δεδομένων.

Στα σχήματα 10.1βʹ και 10.2βʹ φαίνεται η πορεία των πλοίων που προκύπτει από την
επανδειγματοληψία και οι τοποθεσίες όπως αυτές εκτιμώνται από το AR μοντέλο. Η α-
πουσία σταυρών (οι οποίοι δείχνουν την τοποθεσία του πλοίου) μπορεί να οδηγήσει σε
αδυναμία δημιουργίας αντιπροσωπευτικού μοντέλου λόγω της έλλειψης δεδομένων για
την αρχικοποίηση του AR μοντέλου, γεγονός που σηματοδοτεί έναν συναγερμό προς τον
χρήστη. Οι προσομοιώσεις που έγιναν έδειξαν ότι τα μοντέλα που δημιουργούνται επι-
τυγχάνουν να προβλέψουν την μελλοντική τοποθεσία των πλοίων στην πλειοψηφία των
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περιπτώσεων. Εξαιρέσεις παρουσιάστηκαν στις περιπτώσεις που υπήρχε έλλειψη δεδο-
μένων από το ΣΑΑ για παρατεταμένα χρονικά διαστήματα, η ταχύτητα των πλοίων πα-
ρουσίαζε διακυμάνσεις (μεγάλες τιμές επιτάχυνσης και επιβράδυνσης) και η πορεία του
πλοίου έχει μεγάλες αποκλίσεις από τη γραμμική κατεύθυνση. Βέβαια, αυτές οι συμ-
περιφορές δεν αποτελούν συνηθισμένη συμπεριφορά για ένα πλοίο, και επομένως είναι
επιθυμητό να μην μπορεί το μοντέλο που χρησιμοποιείται να τις προβλέψει, έτσι ώστε ο
χρήστης να ειδοποιείται για την ύπαρξη πιθανής μη κανονικότητας.

Στο σημείο αυτό είναι σημαντικό να τονιστεί η συνέπεια του προγράμματος, όσον
αφορά την αναγνώριση των μη κανονικών συμπεριφορών. Το πρόγραμμα ελέγχθηκε για
εκατοντάδες πλοία και υπήρχε σχεδόν απόλυτη επιτυχία στην αναγνώριση των ανωμα-
λιών. Ήταν επίσης ικανό να προβλέψει την μελλοντική τοποθεσία των πλοίων και να ανι-
χνεύσει την πλαστογραφία σε δεδομένα. Οι εκτιμώμενες τοποθεσίες παρουσίαζαν πολύ
μικρή απόκλιση από την πραγματική θέση των πλοίων (περίπου 50-80 μέτρα), απόσταση
μέσα σε επιτρεπτά όρια αν αναλογιστεί κανείς το μέγεθος των πλοίων. Λανθασμένη πρό-
βλεψη θέσης ανιχνεύθηκε μόνο σε περιπτώσεις που υπήρχε απώλεια δεδομένων ή όταν
τα πλοία εκτελούσαν μεγάλες στροφές καθώς κινούνταν. Στις περιπτώσεις αυτές βέβαια,
όπως προαναφέρθηκε, είναι επιθυμητό το μοντέλο να μην μπορεί να προβλέψει αυτή τη
συμπεριφορά.

Συνοψίζοντας, η συνεισφορά της παρούσας εργασίας είναι ότι δημιουργήθηκε ένα
εργαλείο για την παρακολούθηση της συμπεριφοράς των πλοίων, τόσο για την παροχή
προβλέψεων σχετικά με την τοποθεσία και την κίνηση του πλοίου, όσο και για τον ορι-
σμό κάποιων βασικών μη κανονικών συμπεριφορών. Το εργαλείο αυτό πέρασε από πο-
λυάριθμους ελέγχους και αποδείχτηκε ότι μπορεί να χρησιμοποιηθεί επιτυχώς για την
παρακολούθηση της θαλάσσιας κίνησης και την ανίχνευση μη κανονικών συμπεριφορών.
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Σχήμα 10.1 Πραγματική, επαναδειγματοληπτημένη και εκτιμώμενη πορεία για το πλοίο
με MMSI 248551000.

(αʹ) Πραγματική και επαναδειγματοληπτημένη πορεία πλοίου.

(βʹ) Επαναδειγματοληπτημένη και εκτιμώμενη πορεία πλοίου.
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Σχήμα 10.2 Πραγματική, επαναδειγματοληπτημένη και εκτιμώμενη πορεία για το πλοίο
με MMSI 514441000.

(αʹ) Πραγματική και επαναδειγματοληπτημένη πορεία πλοίου.

(βʹ) Επαναδειγματοληπτημένη και εκτιμώμενη πορεία πλοίου.



Κεφάλαιο 11

Συμπεράσματα

Οι προσομοιώσεις που έγιναν σε πραγματικά δεδομένα έδειξαν ότι το εργαλείο που
δημιουργήθηκε μπορεί να παρακολουθήσει επιτυχώς την θαλάσσια κίνηση, να προβλέψει
την μελλοντική θέση των πλοίων και να ανιχνεύσει τις μη κανονικές συμπεριφορές που
ορίστηκαν. Το γραμμικό AR μοντέλο αποδείχτηκε ότι μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την
επίλυση του προβλήματος της πρόβλεψης της τοποθεσίας του πλοίου και της εκτίμησης
της τροχιάς του. Επιπλέον, ήταν δυνατή η αναγνώριση πλαστογραφίας στα δεδομένα
του ΣΑΑ χωρίς την χρήση επιπρόσθετων συστημάτων ελέγχου (π.χ. ραντάρ), εκτός από
τις περιπτώσεις που η πλαστογραφία γινόταν από άτομα που γνώριζαν επαρκώς πως να
πλαστογραφήσουν τα δεδομένα. Βέβαια, για να εξακριβωθεί με απόλυτη σιγουριά αν τα
δεδομένα έχουν υποστεί επεξεργασία είναι αναγκαία η χρήση επιπρόσθετων μέσων πα-
ρακολούθησης πέραν του ΣΑΑ. Συνοψίζοντας, μπορούμε να συμπεράνουμε με ασφάλεια
ότι οι μέθοδοι και το εργαλείο που αναπτύχθηκαν έχουν την ικανότητα να συμβάλουν
σημαντικά στην παρακολούθηση της θαλάσσιας κίνησης και στην πρόβλεψη της κίνησης
των πλοίων, δίνοντας αξιόπιστα αποτελέσματα σε πραγματικό χρόνο.
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