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Περίληψη Διδακτορικής Διατριβής  

Στη παρούσα διατριβή αναλύεται το πρόβλημα της διάδοσης πάνω από επίπεδη 

επιφάνεια. Η κλασσική λύση του Sommerfeld στο πρόβλημα διάδοσης της ακτινοβολίας, 

που εκπέμπεται από ένα κατακόρυφο μικρό δίπολο (δίπολο Hertz) πάνω από επίπεδο 

έδαφος με απώλειες, παρουσιάζεται στο φυσικό χώρο με τη χρήση των δυναμικών Hertz 

και δεν καταλήγει σε κλειστούς αναλυτικούς τύπους. Έχουν υπάρξει αρκετές 

προσπάθειες ανάλυσης του προβλήματος για εξαγωγή αναλυτικών τύπων με εφαρμογή 

πολλαπλών μεθόδων, τόσο αριθμητικών όσο και ασυμπτωτικών. 

Ο στόχος της παρούσας διατριβής είναι διττός. Πρώτον, εξάγουμε μία νέα κλειστού-

τύπου αναλυτική λύση για το λαμβανόμενο ηλεκτρομαγνητικό πεδίο. Η ανάλυση γίνεται 

στο φασματικό πεδίο, όπου εφαρμόζουμε κατάλληλους μετασχηματισμούς μεταβλητών 

προκειμένου να καταλήξουμε σε νέες εκφράσεις του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου. 

Δεύτερον, υλοποιούμε αλγόριθμο Matlab προκειμένου να αναπαραστήσουμε γραφικά το 

ηλεκτρομαγνητικό πεδίο και να συγκρίνουμε την ακρίβεια και καταλληλότητα των 

μεθόδων αριθμητικής ολοκλήρωσης και μεθόδου στάσιμης φάσης. Τα αποτελέσματα 

προσομοίωσης σε διάφορες συχνότητες υποδεικνύουν τα κατάλληλα εύρη συχνοτήτων 

για εφαρμογή της κάθε μεθόδου ανάλογα με την συχνότητα, αλλά καταδεικνύουν επίσης 

ότι το καταλληλότερο κριτήριο επιλογής μεθόδου αποτελεί η ηλεκτρική απόσταση k∙r 

μεταξύ πομπού και δέκτη. 

 
 

Λέξεις Κλειδιά 

Πρόβλημα ακτινοβολίας του Sommerfeld, Ακτινοβολία διπόλου Hertz, Μέθοδος 

Στάσιμης Φάσης. 
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Abstract 

In this thesis we analyze the problem of radiation above flat surface. The classical 

solution of Sommerfeld for the radiation of Hertz dipole above flat lossy ground is 

represented with the usage of the Hertz vector potentials and does not conclude in 

analytical forms. There have been many attempts to solve the problem through the 

application of several methods, both numerical and asymptotic, in order to complete in 

analytical solution.  

The purpose of this thesis is two - fold. First, we extract new closed-form analytical 

solution for the received electromagnetic fields. The analysis is made in the spectral 

domain, where we apply variable transformations, we provide new expressions for the 

electromagnetic field. Second, we implement Matlab algorithm in order to graphically 

represent the electromagnetic field and compare the accuracy of numerical calculation 

versus the stationary phase method. The simulation results allow for the selection of 

calculation technique depending on the operating frequency, but also indicate that the 

suitable criteria for selection of calculation method is the electrical distance k∙r between 

the transmitter and the receiver.  

 

 

 

Key words 

Sommerfeld antenna radiation problem, Hertz dipole radiation, Stationary Phase 

Method. 
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Δομή Διατριβής 

Το πρώτο κεφάλαιο της διατριβής αποτελεί μία εισαγωγή και περιλαμβάνει την 

περιγραφή των εξισώσεων του Maxwell, μία σύντομη βιβλιογραφική ανασκόπηση του 

προβλήματος Sommerfeld και σύντομη περιγραφή δύο βασικών ασυμπτωτικών μεθόδων 

για τον υπολογισμό ολοκληρωμάτων, της μεθόδου στάσιμης φάσης και της μεθόδου 

απότομης κατάβασης.  

Στο δεύτερο κεφάλαιο παρουσιάζονται οι ολοκληρωτικές εκφράσεις του 

λαμβανόμενου πεδίου στο φασματικό χώρο και η αναλυτική κλειστού-τύπου έκφραση 

που προκύπτει κατόπιν εφαρμογής της μεθόδου στάσιμης φάσης. Επιπλέον, μέσω 

προσομοίωσης στο προγραμματιστικό περιβάλλον Matlab συγκρίνονται τα 

αποτελέσματα αριθμητικής ολοκλήρωσης των αρχικών ολοκληρωτικών εκφράσεων με 

τα αντίστοιχα που προκύπτουν από την αναλυτική λύση της μεθόδου στάσιμης φάσης. 

Στο τρίτο κεφάλαιο οι ολοκληρωτικές εκφράσεις του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου 

μετατρέπονται σε ολοκληρώματα επί της γωνίας πρόσπτωσης (‘grazing angle’) μέσω 

κατάλληλου μετασχηματισμού μεταβλητών. Στην συνέχεια εφαρμόζουμε την μέθοδο 

στάσιμη φάσης προκειμένου να εξάγουμε νέα αναλυτική λύση για το λαμβανόμενο πεδίο. 

Τέλος, συγκρίνουμε μέσω προσομοιώσεων στο Matlab το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο όπως 

αυτό προκύπτει από την αριθμητική ολοκλήρωση της αρχικής έκφρασης του ηλεκτρικού 

πεδίου με τα αποτελέσματα της αριθμητικής ολοκλήρωσης της νέας αναλυτικής λύσης.  

Στο τέταρτο κεφάλαιο συνοψίζονται τα συμπεράσματα της παρούσας έρευνας και 

παρουσιάζονται πιθανές μελλοντικές επεκτάσεις. 
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1 Εισαγωγή 

Στο παρόν κεφάλαιο θα γίνει παρουσίαση εισαγωγικών στοιχείων σχετικά με το δίπολο 

Hertz, τους μηχανισμούς διάδοσης, καθώς επίσης και βιβλιογραφική ανασκόπηση το 

γνωστό στην βιβλιογραφία ως ‘πρόβλημα Sommerfeld’, το οποίο αποτελεί το 

αντικείμενο της παρούσας διατριβής. 

1.1 Εξισώσεις Maxwell 

Οι εξισώσεις Maxwell διατυπώθηκαν από τον James Clerk Maxwell το 1873. Ο 

Maxwell συνδύασε τις εξισώσεις που είχαν διατυπωθεί από τους Faraday, Ampere και 

Gauss, με βασική συνεισφορά του την προσθήκη ενός επιπλέον όρου στον νόμο του 

Ampere, του ρεύματος μετατόπισης (displacement current). Αυτό συνέβαλε σημαντικά 

και στην απόδειξη της αρχής ότι το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο μπορεί να υπάρξει ως 

κύματα.  

Ο Heinrich Hertz απέδειξε την κυματική φύση των εξισώσεων Maxwell με πειράματα 

το 1886 - 1889. Συγκεκριμένα, παρήγαγε και μελέτησε ηλεκτρομαγνητικά κύματα και 

κατέδειξε ότι αυτά είναι μακρά, εγκάρσια κύματα που ταξιδεύουν με την ταχύτητα του 

φωτός και μπορούν να απεικονιστούν, να διαθλαστούν, και να πολωθούν όπως το φως.  

 

 

Εικόνα 1-1 Εγκάρσιο ηλεκτροµαγνητικό κύµα 

Οι εξισώσεις του Maxwell είναι οι εξής: 

Νόμος του Faraday 𝛻 × 𝐸⃗ = −
𝜕𝐵⃗ 

𝜕𝑡
  (1.1) 

Νόμος του Gauss για ηλεκτρική ροή 𝛻 ⋅ 𝐸⃗ =
𝜌

𝜀
  (1.2) 

Νόμος του Gauss για μαγνητική ροή 𝛻 ⋅ 𝐵⃗ = 0  (1.3) 

Νόμος του Ampere – Maxwell 𝛻 × 𝐵⃗ = 𝜇0 (𝐽 + 𝜀0
𝜕𝐸⃗ 

𝜕𝑡
)  (1.4) 

όπου 

E(r,t):  ένταση ηλεκτρικού πεδίου  (Volts/m) 
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H(r,t):  ένταση μαγνητικού πεδίου  (Amperes/m) 

D(r,t):  πυκνότητα ηλεκτρικής ροής  (Coulombs/m2) 

Β(r,t):  πυκνότητα μαγνητικής ροής  (Webers/m2) 

J(r,t):  πυκνότητα ηλεκτρικού ρεύματος  (Amperes/m2) 

ρ(r,t):  πυκνότητα ηλεκτρικού φορτίου  (Coulombs/m3) 

Οι εξισώσεις του Maxwell μπορούν να γραφούν και με ολοκληρωτική μορφή ως εξής: 

Νόμος του Gauss για ηλεκτρική ροή ∮ 𝐷⃗⃗ ⋅ 𝑑𝑆 
𝑆

= ∮ 𝑑𝑄
𝑉

  (1.5) 

Νόμος του Gauss για μαγνητική ροή ∮ 𝐵⃗ ⋅ 𝑑𝑆 
𝑆

= 0  (1.6) 

Νόμος του Faraday ∮ 𝐸⃗ ⋅ 𝑑𝑟 
𝑙

= −
𝑑

𝑑𝑡
∮ 𝐵⃗ ⋅ 𝑑𝑆 
𝑆

  (1.7) 

Νόμος του Ampere – Maxwell ∮ 𝐻⃗⃗ ⋅ 𝑑𝑟 
𝑙

= ∮ 𝑑𝐼
𝑆

+
𝑑

𝑑𝑡
∮ 𝐷⃗⃗ ⋅ 𝑑𝑆 
𝑆

  (1.8) 

Η εξίσωση (1.5) δείχνει ότι η ηλεκτρική ροή εξερχόμενη από μία επιφάνεια Gauss (μία 

κλειστή επιφάνεια  με προσανατολισμό στοιχειώδους επιφάνειας 𝑑𝑆 ) είναι ίση με το 

περιεχόμενο ηλεκτρικό φορτίο. Η εξίσωση (1.6) δείχνει ότι η μαγνητική ροή εξερχόμενη 

από μία επιφάνεια Gauss είναι ίση με μηδέν. 

Η εξίσωση (1.7) δηλώνει ότι η Ηλεκτρεγερτική δύναμη ∮ 𝐸⃗ ⋅ 𝑑𝑟 
𝑙

  σε ένα βρόχο είναι 

ίση με την αρνητική χρονική μεταβολή της μαγνητικής ροής που διέρχεται από επιφάνεια 

τερματιζόμενη στο βρόχο. Η εξίσωση (1.8) αποτελείται από δύο όρους: Ο πρώτος όρος 

∮ 𝑑𝐼
𝑆

 αποτελεί τον νόμο του Ampere που δηλώνει ότι η Μαγνητεγερτική δύναμη ∮ 𝐻⃗⃗ ⋅ 𝑑𝑟 
𝑙

 

σε κλειστή καμπύλη είναι ίση με το ρεύμα που διέρχεται από την επιφάνεια S. Ο δεύτερος 

όρος είναι η συμβολή του Maxwell που περιγράφει ότι στη μαγνητεγερτική δύναμη 

συνεισφέρει και το λεγόμενο «ρεύμα μετατόπισης» , δηλαδή η χρονική μεταβολή της 

ηλεκτρικής ροής.  

Από τις εξισώσεις του Maxwell έχουμε ότι θα ισχύουν: 

𝛻 × 𝐸⃗ = 𝑖𝜔𝜇𝐻⃗⃗   (1.9) 

𝛻 ⋅ 𝐸⃗ =
𝜌

𝜀
  (1.10) 

 (1.11) 

∇ ⋅ Η⃗⃗ = 0  (1.12) 

Από αυτές συνδυάζοντας κατάλληλα και χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες των 

εξωτερικών και εσωτερικών γινομένων της διανυσματικής ανάλυσης προκύπτουν οι 

εξισώσεις ηλεκτρικού και μαγνητικού πεδίου: 

EiJH



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∇2𝐸⃗ + 𝑘2𝐸⃗ = 𝑖𝜔𝜇𝐽 +
1

𝜀
∇𝜌  (1.13) 

∇2𝐻⃗⃗ + 𝑘2𝐻⃗⃗ = −∇ × 𝐽   (1.14) 

όπου k είναι ο κυματικός αριθμός στο μέσο διάδοσης: 𝑘 = 𝜔√𝜇𝜀 = 𝜔/𝑐. 

Από τις εξισώσεις του Maxwell 𝛻 ⋅ 𝐵⃗ = 0 και 𝛻 × 𝐸⃗ = −
𝜕𝐵⃗ 

𝜕𝑡
 παίρνουμε τις εξισώσεις 

που ισχύουν για το διανυσματικό δυναμικό 𝐴  και το βαθμωτό δυναμικό φ:  

𝐵⃗ = ∇ × Α⃗⃗   (1.15) 

𝐸⃗ − 𝑖𝜔𝐴 = −∇𝜑  (1.16) 

Οι Κυματικές Εξισώσεις (Helmholtz) για τα διανυσματικά δυναμικά συνοψίζονται στις 

σχέσεις: 

∇2Α⃗⃗ + 𝑘2Α⃗⃗ = −𝜇𝐽   (1.17) 

∇2𝜑 + 𝑘2𝜑 = −
𝜌

𝜀
  (1.18) 

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι το διανυσματικό δυναμικό εξαρτάται από την 

κατανομή των πηγών ρεύματος, ενώ το βαθμωτό δυναμικό εξαρτάται από την κατανομή 

των πηγών φορτίου. Αυτό είναι λογικό δεδομένου ότι για τα 𝐽  και ρ ισχύει η σχέση ∇ ⋅

𝐽 = −
𝜕𝜌

𝜕𝑡
 (συνθήκη συνέχειας του φορτίου), ενώ για τα  𝐴  και φ ισχύει η συνθήκη Lorentz 

𝛻 ⋅ 𝐴 = 𝑖𝜔𝜇𝜀𝜑. 

Οι εξισώσεις του Maxwell χρησιμεύουν σε πολυάριθμες φυσικές και τεχνολογικές 

εφαρμογές της θεωρίας μικροκυμάτων και κεραιών, των ασυρμάτων και οπτικών 

τηλεπικοινωνιών, radar καθώς επίσης και σε πολλές εφαρμογές ευθέων και 

αντιστρόφων προβλημάτων σκέδασης.  

 

Οι εξισώσεις Maxwell µαζί µε τις σχετικές οριακές συνθήκες, περιγράφουν πλήρως 

οποιοδήποτε χρονικά µμεταβαλλόμενο πεδίο (χρονική εξάρτηση tje   ή tje  ). Οι 

οριακές συνθήκες που ικανοποιούν τα µεγέθη του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου στη 

διαχωριστική επιφάνεια δύο µέσων 1 και 2 µε διαφορετικά ηλεκτρικά χαρακτηριστικά 

είναι: 

𝑛̂ ∙ (𝐷⃗⃗ 1 − 𝐷⃗⃗ 2) = 𝜌𝑠 (1.19) 
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𝑛̂ ∙ (𝐵⃗ 1 − 𝐵⃗ 2) = 0 (1.20) 

𝑛̂ ∙ (𝐻⃗⃗ 1 − 𝐻⃗⃗ 2) = 𝐽 𝑠 (1.21) 

𝑛̂ ∙ (𝐸⃗ 1 − 𝐸⃗ 2) = 0 (1.22) 

όπου ο δείκτης s υποδηλώνει μέγεθος εφαπτομενικό στη διαχωριστική επιφάνεια. 

1.2 Διάνυσμα Hertz 

H περιγραφή του πεδίου μπορεί να γίνει και με την εισαγωγή ενός μόνο δυναμικού 𝛱⃗⃗ , το 

οποίο ονομάζεται διάνυσμα Hertz ή δυναμικό πόλωσης και συνδέεται με τα 𝐴  και φ με 

τις σχέσεις: 

𝐴 =
1

𝜐2
∂𝛱⃗⃗ 

∂𝑡
  (1.23) 

𝜑 = −∇ ⋅ 𝛱⃗⃗   (1.24) 

Οπότε οι κυματικές εξισώσεις (1.17) και (1.18) γράφονται ως εξής: 

1

𝜐2
∇2 (

∂𝛱⃗⃗ 

∂𝑡
) −

1

𝜐4
∂3𝛱⃗⃗ 

∂𝑡3
= −𝜇𝐽    (1.25) 

∇2(∇ ⋅ 𝛱⃗⃗ ) −
1

𝜐2
∂2

∂𝑡2
∇ ⋅ 𝛱⃗⃗ =

𝜌

𝜀
   (1.26) 

Επομένως τα διανύσματα  𝐸⃗  και 𝐵⃗  δίνονται από τις σχέσεις: 

𝐸⃗ = 𝛻(𝛻 ⋅ 𝛱⃗⃗ ) −
1

𝜐2
𝜕2𝛱⃗⃗ 

𝜕𝑡2
   (1.27) 

𝐵⃗ =
1

𝜐2
𝛻 ×

𝜕𝛱⃗⃗ 

𝜕𝑡
   (1.28) 

1.3 Δίπολο Hertz 

Το δίπολο Hertz (ή βραχύ δίπολο) είναι ο ευθύγραμμος ακτινοβολητής με μήκος l κατά 

πολύ μικρότερο του μήκους κύματος λειτουργίας λ και σταθερή κατανομή ρεύματος 

(l<<λ). Σε πολλές τηλεπικοινωνιακές εφαρμογές όπου οι χρησιμοποιούμενες κεραίες 

έχουν μικρό ηλεκτρικό μήκος σε σχέση με το μήκος κύματος, η ανάλυση του διπόλου 

Hertz μπορεί να εφαρμοσθεί με ικανοποιητική ακρίβεια. Η στοιχειώδης αυτή κεραία 

μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την ανάλυση πολυπλοκότερων κεραιών μέσω της 

υπέρθεσης. 

Στην παρακάτω εικόνα απεικονίζεται το δίπολο Hertz και το ισοδύναμο κύκλωμα, το 

οποίο αποτελείται από αγωγό μηδενικού πάχους, μήκους l και σημειακά φορτία +q και -
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q στα άκρα, όπου dq/dt=I. 

Γραμμή μεταφοράς

d

I

I

+q

-q

Il l

Ισοδύναμο

 

Εικόνα 1-2 Το δίπολο Hertz και το ισοδύναμο κύκλωμα  

Το παρακάτω διάγραμμα δείχνει ένα δίπολο Hertz τοποθετημένο στην αρχή των 

αξόνων: 

 

θ

φ

r

Εr

Hφ

Εθ

x

y

z

l

 

Εικόνα 1-3 Γεωμετρία – Δίπολο Hertz στο κέντρο του συστήματος συντεταγμένων 

1.4 Μηχανισμοί Διάδοσης 

Οι βασικοί μηχανισμοί διάδοσης του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου είναι οι εξής [1.3] (βλ. 

Εικόνα 1-2): 

 Διάδοση ελευθέρου χώρου (Απευθείας διάδοση, Line Of Sight – LOS): Στην διάδοση 
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ελευθέρου χώρου τα ηλεκτρομαγνητικά κύματα διαδίδονται ομοιόμορφα προς όλες 

τις κατευθύνσεις ως σφαιρικά κύματα. Η ισχύς του ραδιοσήματος είναι συνήθως 

αντιστρόφως ανάλογη με το τετράγωνο της απόστασης από την κεραία εκπομπής. 

Στην περίπτωση που υπάρχει οπτική επαφή μεταξύ πομπού-δέκτη, το απ’ ευθείας 

διαδιδόμενο κύμα είναι συνήθως αυτό που καθορίζει το πεδίο λήψης και τα 

περιθλώμενα και ανακλώμενα πεδία ενδέχεται να μην επηρεάζουν σημαντικά τη 

διάδοση. Αντίθετα σε περίπτωση μη οπτικής επαφής πομπού-δέκτη, η περίθλαση, η 

σκέδαση καθώς και τα φαινόμενα ανώτερης τάξης κυριαρχούν στη διάδοση. 

 Ανάκλαση (Reflection): Ανάκλαση έχουμε όταν ένα διαδιδόμενο ηλεκτρομαγνητικό 

κύμα προσπίπτει σε εμπόδιο με διαστάσεις πολύ μεγαλύτερες συγκριτικά με το μήκος 

κύματος.  

 Σκέδαση (Scattering): Στην περίπτωση όπου στη διαδρομή του ραδιοκύματος 

παρεμβάλλονται αντικείμενα με διαστάσεις ίσες ή μικρότερες από το μήκος κύματος 

έχουμε το μηχανισμό της σκέδασης. Η σκέδαση ακολουθεί τους ίδιους νόμους με τη 

διάχυση και έχει ως αποτέλεσμα την επανεκπομπή του σήματος προς πολλές 

διαφορετικές κατευθύνσεις. 

 Διάθλαση (Refraction): η διάθλαση λαμβάνει χώρα όταν το ηλεκτρομαγνητικό κύμα 

περάσει από ένα µέσο διάδοσης σε ένα άλλο µε διαφορετική πυκνότητα. Ως  

αποτέλεσµα το κύµα να ακολουθεί µια άλλη κατεύθυνση στο δεύτερο µέσο και 

ταυτόχρονα η ταχύτητα του µεταβάλλεται. Η ταχύτητα διάδοσης ηλεκτρομαγνητικού 

κύματος σε διηλεκτρικό ισούται με 𝜐 =  
1

√𝜀𝜇
<

1

√𝜀0𝜇0
= 𝑐. Ο δείκτης διάθλασης 

ηλεκτρομαγνητικού κύματος σε διηλεκτρικό ορίζεται ως ο λόγος ταχυτήτων 

κυμάτων:  𝑛 =  
 𝑐

𝜐
= √

𝜀𝜇

𝜀0𝜇0
> 1. 

 Περίθλαση (Diffraction): Περίθλαση εμφανίζεται όταν παρεμβάλλεται ένα 

αδιαπέραστο σώμα, με διαστάσεις μεγαλύτερες από το μήκος κύματος του 

ραδιοκύματος, στη διαδρομή του σήματος  από τον πομπό στο δέκτη. Με βάση την 

αρχή του Ηuggens παράγονται δευτερογενή κύματα πίσω από το εμπόδιο, τα οποία 

φτάνουν στο δέκτη. Η περίθλαση συμβαίνει στις γωνίες του εμποδίου, όπου το κύμα 

σκεδάζεται, με συνέπεια η ισχύς του σήματος να ελαττώνεται. Με βάση την 

περίθλαση εξηγείται η διάδοση RF ενέργειας σε περιοχές όπου δεν υπάρχει οπτική 

επαφή μεταξύ πομπού και δέκτη. 
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Απευθείας διάδοση Ανάκλαση

ΠερίθλασηΣκέδαση

(a) (b)

(c) (d) Διάθλαση(e)
 

Εικόνα 1-4 Μηχανισμοί διάδοσης ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων 

 

Όταν δύο κύµατα φθάνουν στο ίδιο σηµείο, διανύοντας διαφορετικές διαδροµές από 

την πηγή εκποµπής µέχρι το σηµείο αυτό έχουμε το φαινόμενο της συμβολής των 

ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων (interference). Η απόσταση που διανύει το ανακλώμενο 

ΗΜ κύμα (βλ. απόσταση r2 στο παρακάτω σχήμα) είναι μεγαλύτερη από τη διαδρομή 

που διανύει το απευθείας. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα το λαμβανόμενο κύμα να αλλάζει 

ανάλογα με την ανακλαστική ικανότητα του εδάφους και τη διαδρομή που ακολουθεί το 

κύμα. Αν για παράδειγμα η διαφορά απόστασης του ανακλώμενου με το απευθείας (r2-

r1) είναι  ακριβώς μισό μήκος κύματος και θεωρήσουμε το έδαφος ως τέλειο 

ανακλαστήρα, τότε στο σημείο λήψης θα έχουμε πλήρη εξουδετέρωση του 

λαμβανόμενου κύματος (στην περίπτωση που δεν έχουμε τέλειο ανακλαστήρα, υπάρχει 

μερική εξουδετέρωση). Αν αντίστοιχα η διαφορά είναι ίση με ένα μήκος κύματος, το 

ανακλώμενο κύμα ενισχύει το απευθείας. Η εναλλαγή τέτοιων σηµείων δηµιουργεί ένα 

διάγραµµα συµβολής, αποτελούµενο από εναλλασσόµενες ενισχύσεις (constructive 

interference) και εξουδετερώσεις (destructive interefence) του ηλεκτροµαγνητικού 

κύµατος.  

r1 (LOS) 

r2
 (R

efle
cte

d)

T

R

 

Για συχνότητες στην περιοχή VHF η συµβολή των κυµάτων είναι ασήµαντη, επειδή 
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στις συχνότητες αυτές τα µήκη κύµατος είναι πολύ µεγάλα. Στις UHF και άνω 

συχνότητες, η συµβολή των κυµάτων είναι αρκετά σηµαντική και πρέπει να λαµβάνεται 

υπ’ όψιν. Το φαινόµενο αυτό είναι ιδιαίτερα σηµαντικό στα radar και σε άλλα 

µικροκυµατικά συστήµατα. 

 

1.5 Βιβλιογραφική ανασκόπηση του προβλήματος Sommerfeld 

(Sommerfeld half-space antenna radiation problem) 

Στην παρούσα παράγραφο θα παρουσιάσουμε συνοπτικά την σχετική βιβλιογραφία με 

το πρόβλημα του Sommerfeld και θα αναφερθούμε στις μεθόδους που έχουν 

χρησιμοποιηθεί από τους ερευνητές για την επίλυση του προβλήματος και γενικότερα 

των λεγόμενων ολοκληρωμάτων Sommerfeld. Το πρόβλημα αφορά στον υπολογισμό του 

λαμβανόμενου πεδίου για την περίπτωση ενός κατακόρυφου δίπολου ακτινοβολούντος 

πάνω από αγώγιμο ομογενές μέσο.  

Το πρόβλημα επιλύθηκε για πρώτη φορά από τον Sommerfeld το 1909 [1.4], και άλλες 

μορφές δίπολου αντιμετωπίστηκαν σε επόμενες δημοσιεύσεις του [1.5] - [1.7]. Ο 

Sommerfeld αρχικά τοποθέτησε το δίπολο στην διαχωριστική επιφάνεια μεταξύ των δύο 

μέσων, το οποίο προκάλεσε κάποιες αχρείαστες μαθηματικές δυσκολίες, και για το λόγο 

αυτό οι περισσότεροι συγγραφείς, συμπεριλαμβανομένου του ίδιου του Sommerfeld στο 

[1.7], το τοποθετούν πάνω από τον ημιχώρο.  

O Sommerfeld παρουσίασε τη λύση του προβλήματος με όρους γενικευμένων 

ολοκληρωμάτων με συναρτήσεις Bessel (γνωστών πλέον στην βιβλιογραφία ως 

ολοκληρώματα Sommerfeld1 ή ως Fourier-Bessel Transforms) τα οποία δεν μπορούν να 

υπολογιστούν σε κλειστή μορφή. Στη συνέχεια μετασχημάτισε το μονοπάτι 

ολοκλήρωσης από τον πραγματικό άξονα στο φανταστικό επίπεδο, παίρνοντας δύο 

                                                           
1  Τα ολοκληρώματα ‘τύπου Sommerfeld’ έχουν την παρακάτω μορφή:  

∫ 𝐺̃
∞

0

(𝑘𝜌; 𝑧|𝑧
′) 𝐽𝜈(𝑘𝜌𝜌) 𝑘𝜌 𝑑𝑘𝜌         ,   𝜈 = 0,1,2  

όπου η μήτρα G̃ αποτελεί την κατάλληλη συνάρτηση Green στο φασματικό πεδίο, τα z, z′ είναι οι κάθετες 

συντεταγμένες του πεδίου και της πηγής αντίστοιχα, ρ είναι η απόσταση μεταξύ των σημείων, και η Jν είναι 

η συνάρτηση Bessel πρώτου είδους και βαθμού ν. Για τον υπολογισμό των ολοκληρωμάτων ‘τύπου 

Sommerfeld’ υφίστανται οι εξής δυσκολίες, λόγος για τον οποίο έχουν ασχοληθεί αρκετοί ερευνητές 

προκειμένου να βελτιστοποιηθεί ο τρόπος υπολογισμού: 

- Η συνάρτηση Green G̃(kρ; z|z
′) παρουσιάζει πόλους και κλαδικά σημεία απειρισμού πάνω ή/και 

κοντά στο μονοπάτι ολοκλήρωσης. 

- Η ολοκλήρωση εκτείνεται έως το άπειρο. 

- Η ολοκληρωτέα συνάρτηση έχει ταλαντευόμενη συμπεριφορά λόγω της συνάρτησης Bessel. 
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υπερβολικές κλαδικές τομές, των οποίων τη συνεισφορά την αναγνώρισε ως κύματα 

χώρου, και έναν πόλο του οποίου το υπόλοιπο (residue) αναγνώρισε ως μία ακτινική-

κυλινδρική μορφή του επίπεδου κύματος Zenneck. Ο Sommerfeld εξήγαγε μία 

ασυμπτωτική έκφραση του επιφανειακού πεδίου, με παραδοχές τη μεγάλη αντίθεση των 

μέσων και μεγάλη οριζόντια απόσταση. Η έκφραση αποτελείτο από έναν όρο 

πολλαπλασιασμένο επί ενός παράγοντα απόσβεσης (Sommerfeld attenuation function), ο 

οποίος αντιπροσωπεύει την επιρροή του εδάφους μέσω μίας μιγαδικής παραμέτρου (την 

αριθμητική απόσταση Sommerfeld – Sommerfeld numerical distance). Η αρχική 

έκφραση που δόθηκε για το επιφανειακό κύμα ήταν λανθασμένη, και διορθώθηκε από 

τον Sommerfeld σε επόμενη δημοσίευσή του το 1926. 

 

(α) Τοποθέτηση κατακόρυφου διπόλου πάνω 

από το έδαφος 

(β) Τοποθέτηση οριζόντιου διπόλου πάνω από 

το έδαφος 

Εικόνα 1-5: Πρόβλημα Sommerfeld - 

 Μέθοδος των ειδώλων (Κάθετο & Οριζόντιο Δίπολο) 

Αξίζει να σημειωθεί ότι κατόπιν πειραματικών μετρήσεων (Burrows, πείραμα στη 

Senecal Lake, 1936) θεωρήθηκε (λανθασμένα) ότι δεν υπάρχει το κύμα Zenneck. Πολλοί 

ερευνητές (Norton, Niessen) θεώρησαν ότι υπήρχε λάθος πρόσημο στην έκφραση του 

συντελεστή εξασθένησης του Sommerfeld. Το 2004 ο R.F. Collin αποδεικνύει ότι η 

ολοκληρωτική μορφή της λύσης του Sommerfeld είναι σωστή. Ο βασικός περιορισμός 

για την ύπαρξη του κύματος Zenneck στην συνολική λύση είναι ότι ο πόλος πρέπει να 

είναι επαρκώς διαχωρισμένος από το brunch point. Για μεγάλη ηλεκτρική απόσταση kρ 

, τα λ=λs και λ=k0. ταυτίζονται. Συνεπώς, ο όρος του surface wave που προκύπτει από 

τον πόλο απαλείφεται από ένα ίσο και αντίθετο όρο στο υπόλοιπο ολοκλήρωμα. 
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Λύση του Sommerfeld 

Ο Sommerfeld ανέλυσε τόσο την περίπτωση του κατακόρυφου διπόλου όσο και την 

περίπτωση του οριζοντίου διπόλου.  Εδώ παρουσιάζουμε την λύση του Sommerfeld 

για την περίπτωση του κατακόρυφου διπόλου. Η επίπτωση των οριακών συνθηκών 

αναπαριστάται μέσω της μεθόδου των ειδώλων. Το είδωλο του κατακόρυφου διπόλου 

έχει πόλωση με ίδια διεύθυνση όπως το πραγματικό δίπολο. Το  δυναμικό Hertz έχει 

μόνο z-συνιστώσα. Θεωρούμε 𝑛2 = (𝜀 + 𝑖
𝜎

𝜔
) /𝜀0 τον μιγαδικό δείκτη διάθλασης 

(complex refractive index) και  ο κυματαριθμός του εδάφους είναι 𝑘𝛦
 = 𝑛𝑘0

 . 

 

O Sommerfeld απέδειξε ότι ισχύει η παρακάτω σχέση (γνωστή και ως ‘ταυτότητα 

Sommerfeld’ [1.7]) η οποία μετασχηματίζει την συνάρτηση σφαιρικού κύματος σε 

ολοκληρωτική μορφή ενός συνεχούς φάσματος επίπεδων κυμάτων. Το αριστερό μέρος 

της σχέσης αντιπροσωπεύει την συνάρτηση Green για μία πηγή σε ομοιογενές μέσο 

του οποίου  η σταθερά διάδοσης είναι k0 (όπου 𝑘0
2 = 𝑘𝜌

2 + 𝑘𝑧
2 = 𝜆2 + 𝑘𝑧

2 , δηλ. το λ 

είναι η σταθερά διάδοσης στην κατεύθυνση ρ): 

𝑒𝑖𝑘0𝑅 

𝑅 
= ∫ 𝐽0(𝜆𝜌)

𝜆

𝜇
𝑒−𝜇(𝑧+ℎ𝑇)𝑑𝜆

∞

0

 (1.29) 

όπου 𝜇 = √𝜆2 − 𝑘0
2   (Σημειώνεται, ότι το μ δεν αναφέρεται στην μαγνητική σταθερά).  

Χρησιμοποιώντας την παραπάνω σχέση, ο Sommerfeld καταλλήλει στις παρακάτω 

λύσεις για το πρόβλημα [1.7]: 

1. Περιοχή z>h:  

Το λαμβανόμενο πεδίο αποτελείται από δύο μέρη: τη συνεισφορά του απευθείας 



23 

 

Λύση του Sommerfeld 

πεδίου 𝛱𝑝𝑟𝑖𝑚 και την δευτερεύουσα συνεισφορά του εδάφους-ειδώλου  𝛱sec  : 

𝛱𝑧(𝑧 > ℎ) = 𝛱𝑝𝑟𝑖𝑚 + 𝛱sec   

𝛱𝑧(𝑧 > ℎ) = ∫ 𝐽0(𝜆𝜌)
𝜆

𝜇
𝑒−𝜇(𝑧+ℎ𝑇)𝑑𝜆

∞

0

+∫ 𝐹(𝜆)𝐽0(𝜆𝜌)
𝜆

𝜇
𝑒−𝜇(𝑧+ℎ𝑇)𝑑𝜆

∞

0

 (1.30) 

όπου 𝐽0 η συνάρτηση Bessel μηδενικού βαθμού  και 𝜇 = √𝜆2 − 𝑘0
2  

2. Περιοχή 𝟎 < 𝒛 < 𝒉: 

𝛱𝑧(0 < 𝑧 < ℎ) = 𝛱𝑝𝑟𝑖𝑚 + 𝛱sec    

𝛱𝑧(0 < 𝑧 < ℎ) = ∫ 𝐽0(𝜆𝜌)
𝜆

𝜇
𝑒+𝜇(𝑧+ℎ𝑇)𝑑𝜆

∞

0

+∫ 𝐹(𝜆)𝐽0(𝜆𝜌)
𝜆

𝜇
𝑒−𝜇(𝑧+ℎ𝑇)𝑑𝜆

∞

0

 
(1.31) 

Όπου μεταξύ των εξισώσεων 𝛱𝑧(𝑧 > ℎ) και 𝛱𝑧(0 < 𝑧 < ℎ) πρέπει να υπάρχει 

συνέχεια στο σύνορο. 

3. Περιοχή 0<z<-∞  

Υπάρχει μόνο η συνεισφορά του ειδώλου, και το πεδίο δίνεται από την σχέση:  

𝛱𝛦(𝑧 < 0) = ∫ 𝐹𝛦(𝜆)𝐽0(𝜆𝜌)𝑒
𝜇𝛦
 𝑧−𝜇ℎ𝑇𝜆𝑑𝜆

∞

0

 
(1.32) 

όπου 𝜇𝛦
 = √𝜆2 − 𝑘𝛦

2. 

Υπολογισμός των 𝑭(𝝀), 𝑭𝑬
 (𝝀) μέσω των οριακών συνθηκών 

Το ηλεκτρικό και το μαγνητικό πεδίο σχετίζονται με το διάνυσμα Hertz μέσω των 

παρακάτω εξισώσεων: 

𝛦𝑟 =
𝜕

𝜕𝑟

𝜕𝛱

𝜕𝑧
 , 𝐻𝜑 =

−𝑘2

𝜇0𝑖𝜔

𝜕𝛱

𝜕𝑧
 , για z>0 

𝛦𝑟 =
𝜕

𝜕𝑟

𝜕𝛱𝐸

𝜕𝑧
 , 𝐻𝜑 =

−𝑘𝐸
2

𝜇0𝑖𝜔

𝜕𝛱𝐸

𝜕𝑧
 , για z>0 

Οι οριακές συνθήκες είναι: 

𝜕

𝜕𝑟

𝜕𝛱

𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑟

𝜕𝛱𝐸

𝜕𝑧
   και 

−𝑘2

𝜇0𝑖𝜔

𝜕𝛱

𝜕𝑧
=

−𝑘𝐸
2

𝜇0𝑖𝜔

𝜕𝛱𝐸

𝜕𝑧
 

Εφαρμόζοντας τις οριακές συνθήκες στο z=0, προκύπτουν οι παρακάτω σχέσεις για τα 

𝐹(𝜆), 𝐹𝐸
 (𝜆): 

𝐹(𝜆) =
𝜆

√𝜆2−𝑘0
2

𝑘𝐸
2√𝜆2−𝑘0

2−𝑘0
2√𝜆2−𝑘𝐸

2

𝑘𝐸
2√𝜆2−𝑘0

2+𝑘0
2√𝜆2−𝑘𝐸

2
  και 𝐹𝐸

 (𝜆) =
2𝜆𝑘0

2

𝑘𝐸
2√𝜆2−𝑘0

2+𝑘0
2√𝜆2−𝑘𝐸

2
 

Επομένως η τελική λύση του προβλήματος για τις περιοχές z>0 , z<0 δίνεται ως: 
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Λύση του Sommerfeld 

𝛱𝑧 =
𝑒𝑖𝑘0𝑅0

𝑅0
+
𝑒𝑖𝑘0𝑅𝛦

𝑅𝛦
− 2∫ 𝐽0(𝜆𝜌)𝑒

−𝜇(𝑧+ℎ𝑇)
𝜇𝛦

𝑛2𝜇+𝜇𝛦

𝜆𝑑𝜆

𝜇

∞

0
 , για 𝑧 > 0 

𝛱𝛦 = 2∫ 𝐽0(𝜆𝜌)𝑒
−𝜇𝛦𝑧−𝜇ℎ𝑇

𝜆𝑑𝜆

𝑛2𝜇+𝜇𝛦

∞

0
 , για 𝑧 < 0 

Από τις παραπάνω σχέσεις, εύκολα παρατηρούμε ότι στην περίπτωση του 

h = 0 (πομπός πάνω στην επιφάνεια) 

𝛱𝑧 =
𝑒𝑖𝑘0𝑅0

𝑅0
+
𝑒𝑖𝑘0𝑅𝛦

𝑅𝛦
− 2∫ 𝐽0(𝜆𝜌)𝑒

−𝜇(𝑧+ℎ𝑇)
𝜇𝛦

𝑛2𝜇+𝜇𝛦

𝜆𝑑𝜆

𝜇

∞

0
 = 

2∫ 𝐽0(𝜆𝜌)
𝜆

𝜇
𝑒−𝜇𝑧𝑑𝜆

∞

0
-2∫ 𝐽0(𝜆𝜌)𝑒

−𝜇𝑧 𝜇𝛦

𝑛2𝜇+𝜇𝛦

𝜆𝑑𝜆

𝜇

∞

0
 

=∫ 𝐽0(𝜆𝜌)𝑒
−𝜇𝑧 2𝑛2

𝑛2𝜇+𝜇𝛦

𝜆𝑑𝜆

𝜇

∞

0
 

𝛱𝛦 = 2∫ 𝐽0(𝜆𝜌)𝑒
−𝜇𝛦𝑧

𝜆𝑑𝜆

𝑛2𝜇+𝜇𝛦

∞

0

 

(1.33) 

 

 

Η πιο καθιερωμένη μορφή λύσης του προβλήματος διατυπώθηκε από τον Norton [1.13, 

1935] - [1.19, 1941] ο οποίος κατέληξε σε μία έκφραση όπου διαχωρίζεται το κύμα 

χώρου και το κύμα επιφανείας. 

Λύση του Norton - Εξισώσεις κύματος χώρου και κύματος επιφανείας [1.13, 1935]-[1.19, 

1941] 

𝐸𝜒ώ𝜌𝜊𝜐
𝜅𝛼𝜏.𝛿𝜄𝜋𝜊𝜆. = 30𝑗𝛽𝐼𝑑𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝛹 (

𝑒−𝑗𝛽𝑟1

𝑟1
+ 𝑅𝑣

𝑒−𝑗𝛽𝑟2

𝑟2
)  

𝐸𝜀𝜋𝜄𝜑𝛼𝜈𝜀ί𝛼𝜍
𝜅𝛼𝜏.𝛿𝜄𝜋𝜊𝜆. = 30𝑗𝛽𝐼𝑑𝑙(1 − 𝑅𝑣)𝐹

𝑒−𝑗𝛽𝑟2

𝑟2
√1 − 2𝑢2 + (𝑐𝑜𝑠2𝛹)𝑢2 (1 +

𝑠𝑖𝑛2𝛹

2
)
2

  

Όπου 

- Ψ είναι η γωνία πρόσπτωσης, Rv ο συντελεστής ανάκλασης  

- 𝑢2 =
1

𝜀𝑟−𝑗𝑥
 με 𝜀𝑟 =

𝜀

𝜀0
, που είναι η σχετική διηλεκτρική σταθερά του εδάφους, 0  

σταθερά ελευθέρου χώρου και το 𝑥 =
𝜎

𝜔𝜀0
=
18⋅109⋅𝜎

𝑓
=
18⋅103⋅𝜎

𝑓𝑀𝐻𝑧
 εκφράζεται 

συναρτήσει της αγωγιμότητας σ του εδάφους και της συχνότητας  f 

- 𝛽 =
2𝜋

𝜆
 είναι ο κυματικός αριθμός ελευθέρου χώρου 

Στη συνέχεια, οι Banos και Wesley το [1.20, 1953], [1.21, 1954] ανέλυσαν το 

πρόβλημα οριζοντίου διπόλου τοποθετημένου εντός αγώγιμου μέσου και παρήγαγαν 

προσεγγιστικές λύσεις για διάφορες αποστάσεις από την πηγή. Ξεκινώντας από τις 

εξισώσεις για το διάνυσμα Hertz ( 𝐸⃗ = 𝛻𝛻 ⋅ 𝛱⃗⃗ + 𝑘2𝛱⃗⃗ , 𝐻⃗⃗ = −𝑘𝜂𝛻 × 𝛱⃗⃗ , όπου η είναι η 

αγωγιμότητα), και εφαρμόζοντας τις οριακές συνθήκες σε συνδυασμό με τις εξισώσεις 

Helmholtz, εξάγουν τις εξισώσεις του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου σε κυλινδρικές 
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συντεταγμένες. Οι ολοκληρωτικές εκφράσεις που προκύπτουν περιέχουν όρους που 

αποτελούν ένα συνδυασμό της λύσης για το ηλεκτρικό κατακόρυφο δίπολο και το 

μαγνητικό κατακόρυφο δίπολο. Επιπλέον, εφαρμόζουν την μέθοδο απότομης κατάβασης 

για τον υπολογισμό των ολοκληρωμάτων. 

 

Εικόνα 1-6: Γεωμετρία του προβλήματος (Banos - Wesley, 1953) 

Ο Wait [1.11, 1957] επιλύει το πρόβλημα χρησιμοποιώντας την μέθοδο ‘Steepest 

Descent’.  

Λύση του Wait  [1.11, 1957] 

Ορίζοντας το πρόβλημα σε κυλινδρικές συντεταγμένες, με το κατακόρυφο δίπολο 

τοποθετημένο στο (0,0,h) και το έδαφος στο z=0, αρχικά εκφράζει το ηλεκτρικό και το 

μαγνητικό πεδίο σε συναρτήσεις βάσει του δυναμικού Hertz ως εξής: 

Ερ =
∂2Π

∂ρ∂z
 , Εφ = 0 , Εz = (𝛽

2 +
𝜕2

𝜕𝑧
)𝛱  

𝐻𝜌 = 0, 𝐻𝜑 =
𝛽2

𝑖𝜇𝜔

∂Π

∂ρ
 , 𝐻𝑧 = 0 

όπου 𝛽 = 2π/μήκος κύματος ελευθέρου χώρου , 𝜇 = 4π x 10−7, και το δυναμικό 

Hertz εκφράζεται ως το άθροισμα 𝛱 = 𝛱𝜌 + 𝛱𝑟, όπου το 𝛱𝑟 αντιπροσωπεύει την 

συνεισφορά του εδάφους με: 

𝛱𝜌 = 𝑐̅𝑒
−𝑖𝛽𝑟1/𝑟1  , όπου 𝑐̅ =

𝐼𝑑𝑠

4𝜋𝑖𝜔∈
 και 𝑟1 = [(𝑧 − ℎ)

2 + 𝜌2]1/2 

𝛱𝑟 = 𝑐̅𝑒
−𝑖𝛽𝑟2/𝑟2 , όπου 𝑟2 = [(𝑧 + ℎ)

2 + 𝜌2]1/2  (στην απλή περίπτωση PEC όπου 

Z=0) 

Στην συνέχεια εκφράζει το 𝛱𝑟 με την μορφή ολοκληρώματος Sommerfeld: 

𝛱𝑟 = 𝑐̅ ∫
𝐽0(𝜆𝜌)𝑒

−𝑢(𝑧+ℎ)𝑅(𝜆)𝜆𝑑𝜆

𝑢

∞

0
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Λύση του Wait  [1.11, 1957] 

όπου u = (λ2-β2) ½ , J(λρ) συνάρτηση Bessel μηδενικού βαθμού με όρισμα λρ, και  R(λ) 

είναι συντελεστής ανάκλασης για επίπεδο προσπίπτον κύμα στο έδαφος με γωνία 

πρόσπτωσης 𝜃 = sin−1 𝜆/𝛽 που δίνεται από τη σχέση: 

𝑅(𝜆) =
𝑢−𝑖𝛽𝛥

𝑢+𝑖𝛽𝛥
  , 𝛥 =

𝛧𝛽

𝜇𝜔
=

𝛧

120𝜋
   Για PEC όπου Z=0, R(λ)=1 

Τελικώς, το δυναμικό Π εκφράζεται ως: 

𝛱 = 𝑐̅ [
𝑒−𝑖𝛽𝑟1

𝑟1
+ 

𝑒−𝑖𝛽𝑟2

𝑟2
−  2𝑃] ,  όπου 𝑃 = ∫

(𝑖𝛽𝜆𝛥)𝑒−𝑢(𝑧+ℎ)

𝑢(𝑢+𝑖𝛽𝛥)

∞

0
𝐽0(𝜆𝜌)𝑑𝜆 

Για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος, εφαρμόζει τον μετασχηματισμό λ = βcosα 

και Δ = sinα, καθώς επίσης και την συσχέτιση μεταξύ συναρτήσεων Bessel και Hankel 

και την συνάρτηση μεγάλου ορίσματος της Hankel. Κατ’ αυτό τον τρόπο μετατρέπει 

το ολοκλήρωμα σε τέτοια μορφή που να επιτρέπει την εφαρμογή της μεθόδου Steepest 

Descent: 

𝑃 =  𝑒−𝑖𝜋/4
𝛥

2
(
𝛽

2𝜋𝜌
)
1/2

∫
(cos𝛼)1/2𝑒−𝑖𝛽𝑅𝑐𝑜𝑠(𝜃−𝛼)

sin
𝛼+𝛼0
2
cos

𝛼−𝛼0
2

𝜋+𝑖∞

−𝑖∞
𝑑𝛼  

όπου τα R και θ ορίζονται ως:  𝑧 + ℎ = 𝑅𝑠𝑖𝑛𝜃, 𝜌 = −𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃. 

Μέσω της εφαρμογής της μεθόδου Steepest Descent, καταλήγει στην παρακάτω 

έκφραση για το ολοκλήρωμα: 

𝑃 ≅ 𝑖(𝜋𝜌)1/2𝑒−𝑤𝑒𝑟𝑓𝑐(𝑖𝑤1/2)𝑒−𝑖𝛽𝑟2/𝑟2,  

όπου 𝑤 ≅ 𝑝 (1 +
(𝑧+ℎ)

𝛥𝑟2
)
2

 και 𝑝 = −
𝑖𝛽𝑟2

2
𝛥2 = |𝑝|𝑒𝑖𝑏. 

Επομένως, το δυναμικό Hertz, δίνεται από την σχέση: 

𝛱 = 2𝑐̅𝑒
−𝑖𝛽𝜌F(p),  F(p)  =  1 − 𝑖(𝜋𝜌)1/2𝑒−𝑝𝑒𝑟𝑓𝑐(𝑖𝑝1/2). 

Σε μετέπειτα δημοσιεύσεις του, o Wait συνεχίζει την ανάλυση της διάδοσης των 

ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων, λαμβάνοντας υπόψη και την καμπυλότητα της γης. Στο 

τελευταίο του άρθρο [1.50, 1998], κάνει μία ανασκόπηση του προβλήματος του 

Sommerfeld καθώς επίσης και τις προσεγγίσεις άλλων γνωστών ερευνητών (Van der Pol, 

Norton, Millington). 

O Moore [1.8, 1961] ασχολήθηκε με τον καθορισμό των εκπεμπόμενων πεδίων κάτω 

από τη γη, για κεραίες τοποθετημένες κάτω από την επιφάνεια. 

Ο King [1.12, 1969] επιλύει τις ολοκληρωτικές σχέσεις των πεδίων χρησιμοποιώντας 

σειρές Taylor, το γνωστό ολοκλήρωμα Fresnel, τη μέθοδο στάσιμης φάσης και τις 

οριακές συνθήκες.  
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Λύση του King [1.12, 1969] 

Η παρακάτω εικόνα παρουσιάζει την γεωμετρία του προβλήματος  

 

Εικόνα 1-7: Γεωμετρία του προβλήματος (King, 1969) 

Ο King εξάγει τις παρακάτω εκφράσεις για το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο στη μακρινή 

περιοχή σε σφαιρικές συντεταγμένες (r, Θ, Φ ): 

Β2𝛷
𝑟 (𝑟0, 𝛩) = −

𝜇0

2𝜋
𝑒𝑖𝑘2𝑟0 {

𝑖𝑘2𝑟0

𝑟0
[sin𝛩 −

sin𝛩

1+(𝑘1 𝑘2⁄ )𝑐𝑜𝑠𝛩
] − −

𝑘1
2sin3𝛩

𝑘2
2𝑟0
2[1+(𝑘1 𝑘2⁄ )𝑐𝑜𝑠𝛩]3

} 

E2r
r (r0, Θ) =

ωμ0

2πk2
eik2r0 [

2

r0
2 cosΘ −

k1sin
4Θ

k2r0
2[1+(k1 k2⁄ )cosΘ]2

] 

E2Θ
r (r0, Θ) = −

ωμ0
2πk2

eik2r0 [
ik2
r0
 (
k1sinΘcosΘ

k2 + k1cosΘ
) −

k1
2[sin2Θ − (k1 k2⁄ )cosΘ]sin3Θ

k2
2r0
2[1 + (k1 k2⁄ )cosΘ]3

] 

 

Ο T. Sarkar et al. έχει ασχοληθεί με το πρόβλημα του Sommerfeld σε πολλές 

δημοσιεύσεις. Το 1975 [1.43] χρησιμοποίησε την “Matrix Pencil Method-ΜPM” για τον 

αναλυτικό υπολογισμό του ολοκληρώματος τύπου Sommerfeld. Οι συγγραφείς 

συγκρίνουν την μέθοδο MPM με τις extrapolation methods και συμπεραίνουν ότι είναι  

καταλληλότερη ειδικά για την περίπτωση πολυστρωματικών μέσων. Επιπρόσθετα, 

χρησιμοποιούν τη μέθοδο των ολοκληρωτικών υπολοίπων για τον υπολογισμό των 

ολοκληρωμάτων στα ανώμαλα σημεία. Σε επόμενη δημοσίευσή τους το 2014 [1.47] 

ασχολούνται με το πρόβλημα του Sommerfeld εξάγοντας μία νέα μορφή της συνάρτησης 

Green η οποία περιέχει ολοκληρώματα Schelkunoff. Σύμφωνα με τους συγγραφείς, με 

αυτή η μορφή ολοκληρωμάτων το πρόβλημα Sommerfeld δεν υφίσταται σε περιπτώσεις 

που οι κεραίες είναι κοντά στην επιφάνεια του εδάφους και με μεγάλη οριζόντια 
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απόσταση μεταξύ πομπού-δέκτη. 

Oι Rahmat-Samii et al. [1.29, 1980] διαμορφώνουν το μονοπάτι ολοκλήρωσης σε 

μονοπάτι απότομης καθόδου (SPD-Steepest Descent Path) το οποίο περνάει από το 

σημείο σέλας (saddle point).  

O K. A. Μichalski [1.38, 1985] περιγράφει μία αποτελεσματικότερη παραλλαγή της 

μεθόδου των Rahmat-Samii et al.  υπολογίζοντας το ολοκλήρωμα Sommerfeld 

αριθμητικά ως συνδυασμό των ολοκληρωμάτων στο SDP και στο BCP (Branch Cut 

Point). Πρέπει να σημειωθεί ότι η εξελιγμένη μέθοδος των Rahmat-Samii, που εφαρμόζει 

ο Michalski, είναι αποτελεσματικότερη μόνο όταν το ΒCP ολοκλήρωμα δεν είναι 

αμελητέο σε σχέση με το SDP ολοκλήρωμα (λίγες απώλειες), καθώς και όταν ο πόλος 

Zenneck βρίσκεται κοντά στο SDP, δηλαδή όταν υπάρχει μεγάλη αντίθεση μεταξύ των 

δύο μέσων και όταν τα σημεία πηγής και παρατήρησης βρίσκονται πολύ κοντά στη 

διαχωριστική επιφάνεια. Ο Michalsky το 1988 [1.39] κάνει μία ανασκόπηση στις 

μεθόδους υπολογισμού του ολοκληρώματος της μορφής Sommerfeld. Συγκεκριμένα 

ασχολείται με τις ‘μεθόδους παρέκτασης’ (‘extrapolation methods’) για την επιτάχυνση 

της σύγκλισης του ολοκληρώματος, οι οποίες υπολογίζουν το εν λόγω ολοκλήρωμα ως 

άθροισμα μιας σειράς μερικών ολοκληρωμάτων πάνω σε πεπερασμένα υποδιαστήματα. 

Η εκάστοτε μέθοδος εφαρμόζεται στην ουρά του ολοκληρώματος 

(∫ 𝐺̃
∞

𝛼
(𝑘𝜌; 𝑧|𝑧

′) 𝐽𝜈(𝑘𝜌𝜌) 𝑘𝜌 𝑑𝑘𝜌), δηλαδή στο διάστημα (α,∞) του μονοπατιού 

ολοκλήρωσης, ενώ το διάστημα (0, α) αφαιρείται διότι περιλαμβάνει τα κλαδικά σημεία 

και πόλους, όπως φαίνεται στην παρακάτω εικόνα.  

 

Εικόνα 1-8: Μονοπάτι ολοκλήρωσης στο μιγαδικό επίπεδο 𝐤𝛒.  

Μεταξύ του 0 και του α το μονοπάτι μεταφέρεται από τον άξονα των πραγματικών 

αριθμών ώστε να αποφευχθούν τα ανώμαλα σημεία της ολοκληρωτέας συνάρτησης.  

Οι μέθοδοι υπολογισμού (partition-extrapolation methods) εφαρμόζονται στο κομμάτι της 

ουράς πάνω στον πραγματικό άξονα (α,∞).  
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Σε επόμενη δημοσίευσή του [1.40, 2015], ο Michalsky αναλύει εκ νέου διάφορες 

μεθόδους για τον υπολογισμό των ολοκληρωμάτων Sommerfeld που προκύπτουν σε 

συναρτήσεις Green για πολυστρωματικά μέσα, καθώς επίσης και αντίστοιχους 

αλγορίθμους σε μορφή ψευδοκώδικα. Οι μέθοδοι αυτοί είναι οι εξής: 

 τεχνική Διπλού Εκθετικού (Double-exponential DE rules) των Takasi και Mori ,  

 Επιτάχυνση σύγκλισης με μεθόδους παρεκβολής (extrapolation methods) 

 Συνδυασμός τεχνικών DE rule με μεθόδους παρεκβολής 

 τεχνική Διπλού Εκθετικού των Ogata–Sugihara 

Οι μέθοδοι που περιγράφει εφαρμόζουν γενικότερα, αλλά δεν προτείνονται σε 

περιπτώσεις όπου η απόσταση ρ ξεπερνά περίπου τα εκατό μήκη κύματος (όπου η 

συνάρτηση Bessel έχει υπερβολικό αριθμό διακυμάνσεων (oscillations) στο διάστημα 

(0,α)). Επομένως, σε περιπτώσεις όπου ενδιαφερόμαστε για το μακρινό πεδίο, 

προτιμούνται άλλες μέθοδοι όπως η αριθμητική ολοκλήρωση επί του μονοπατιού 

απότομης κατάβασης (Steepest Descent Path) ή κατά μήκος των κάθετων branch cuts. 

O S. L. Dvorak το 1992 εφάρμοσε τον Three – dimensional (3D) Fourier Transform 

(FFT) με σκοπό τον υπολογισμό του ολοκληρώματος Sommerfeld για κατακόρυφο 

δίπολο υπεράνω της επιφάνειας της γης. 

Οι Golubovic et al. [1.48, 2012]  χρησιμοποιούν την αριθμητική ολοκλήρωσης με την 

τεχνική Διπλού Εκθετικού (DE-Double Exponential-type quadrature) για τον υπολογισμό 

των ουρών των SI (Sommerfeld Integrals). Συγκρίνοντας τα αποτελέσματα της μεθόδου 

αυτής με την μέθοδο των ροπών (MoM-Μethod of Moments) και την μέθοδο βαρών (WA 

- Weighted Averages), συμπεραίνουν ότι η μέθοδος αυτή υπερτερεί ως προς την ακρίβεια 

και το υπολογιστικό κόστος. 

1.6 Ασυμπτωτικές μέθοδοι υπολογισμού ολοκληρωμάτων 

Δύο βασικές μαθηματικοί μέθοδοι ασυμπτωτικών υπολογισμών ολοκληρωμάτων με 

άμεση εφαρμογή στον ηλεκτρομαγνητισμό είναι οι παρακάτω: 

 Ολοκληρώματα πραγματικών μεταβλητών: Ασυμπτωτική Μαθηματική Μέθοδος 

Στάσιμης Φάσης (Stationary Phase Method - SPM). Η μέθοδος αυτή παρουσιάζεται 

λεπτομερώς στην παράγραφο 1.6.1. 

 Ολοκληρώματα μιγαδικών μεταβλητών: Ασυμπτωτική Μαθηματική Μέθοδος 

Απότομης Κατάβασης (Steepest Descent Path method - SDP). Η μέθοδος αυτή 

μετασχηματίζει το μονοπάτι ολοκλήρωσης στα λεγόμενα μονοπάτια απότομης 
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κατάβασης τα οποία διασχίσουν τα σημεία «saddle points». Η μέθοδος αυτή 

παρουσιάζεται λεπτομερώς στην παράγραφο 1.6.2. 

Οι μέθοδοι αυτοί χρησιμοποιούνται για υπολογισμό του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου στην 

μακρινή περιοχή προκειμένου να μειωθεί η πολυπλοκότητα καθώς και ο χρόνος και οι 

πόροι υπολογισμού που απαιτούνται για την αριθμητική ολοκλήρωση. Στα πλαίσια της 

παρούσας διατριβής, τα αποτελέσματά μας θα συγκριθούν σε σχέση με αντίστοιχα 

αποτελέσματα της μεθόδου στάσιμης φάσης2. Στην βιβλιογραφία γίνεται μεγάλη χρήση 

της μεθόδου απότομης κατάβασης, και για το λόγο αυτό παρουσιάζονται συνοπτικά οι 

δύο αυτές μέθοδοι.  

1.6.1 Μέθοδος Στάσιμης Φάσης (Stationary Phase Method – SPM) 

Η μέθοδος στάσιμης φάσης (Stationary Phase Method  - SPM) χρησιμοποιείται για τον 

υπολογισμό της παρακάτω μορφής ορισμένου διπλού ολοκληρώματος:   

𝐼(𝑘) = ∫ ∫ 𝐹(𝑥, 𝑦)
𝑑

𝑐
⋅ 𝑒𝑗⋅𝑘⋅𝑓(𝑥,𝑦)𝑑𝑥 ⋅ 𝑑𝑦

𝑏

𝑎
  (1.34) 

όπου k πραγματικός αριθμός, f(x,y) η συνάρτηση φάσης, πραγματική, μη γραμμική 

συνάρτηση, ανεξάρτητη του k, και F(x,y) η συνάρτηση πλάτους, μπορεί να είναι 

μιγαδική, μη γραμμική συνάρτηση, ανεξάρτητη του k.  

Η Μέθοδος Στάσιμης Φάσης βασίζεται στην εναλλάξ ακύρωση διαδοχικών 

συνημιτονοειδών όρων, των οποίων η φάση μεταβάλλεται ταχύτατα. (Όταν οι ίδιοι 

συνημιτονοειδείς όροι προστεθούν, έχοντας διαφορετική και ταχύτατα μεταβαλλόμενη 

φάση η οποία μεταβάλλεται με την συχνότητα, το αποτέλεσμα της πρόσθεσης θα είναι 

«ακυρωτικό», αφού ο ένας όρος θα ακυρώνει τον άλλον με ίδια, ή παραπλήσια κατ’ 

απόλυτη τιμή φάση). Η SPM, δίνει μια προσεγγιστική έκφραση του παραπάνω 

ολοκληρώματος για μεγάλες τιμές του k. Η ασυμπτωτική προσέγγιση στηρίζεται στο 

γεγονός ότι η f(x,y) πρέπει να συμπεριφέρεται ομαλά (η τιμή της πρέπει να μεταβάλλεται 

αργά, εντός της περιοχής των στάσιμων σημείων xs, ys). Τα στάσιμα σημεία της  f είναι 

τα σημεία για τα οποία οι μερικές παράγωγοι της f ως προς x και y μηδενίζονται: 

∂𝑓

∂𝑥
|𝑥=𝑥𝑠
𝑦=𝑦𝑠

≡ 𝑓𝑥
′(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = 0 ,

∂𝑓

∂𝑦
|𝑥=𝑥𝑠
𝑦=𝑦𝑠

≡ 𝑓𝑦
′(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = 0   (1.35) 

Έξω από την περιοχή των στάσιμων σημείων, η συνάρτηση f μπορεί να μεταβάλλεται 

ταχέως με τέτοιο τρόπο ώστε ο εκθετικός παράγοντας ej∙k∙f(x,y) να κυμαίνεται μεταξύ των 

                                                           
2 Η μέθοδος της στάσιμης φάσης χρησιμοποιήθηκε για πρώτη φορά από τον Stokes για να εκτιμήσει την 

ασυμπτωτική  συμπεριφορά  του ολοκληρώματος: 𝑧(𝑡) = ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑡[𝜔3 − 𝜔])
∞

0
𝑑𝜔. 
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τιμών +1 και -1 για μεγάλες τιμές του k. Θεωρώντας ότι η συνάρτηση f είναι μια 

συνάρτηση χωρίς απότομες μεταβολές στην τιμή της, οι διαδοχικές ολοκληρώσεις εκτός 

της περιοχής των στάσιμων σημείων αλληλοαναιρούνται. Επομένως η τιμή του 

ολοκληρώματος θα καθοριστεί από τις συμβολές των στοιχειωδών ολοκληρώσεων που 

γίνονται εντός της περιοχής των στάσιμων σημείων. Προσεγγιστικά τα όρια των 

ολοκληρωμάτων α,b και c,d μπορούν να επεκταθούν στο άπειρο αφού οι συμβολές από 

την ολοκλήρωση στην περιοχή εκτός των στάσιμων σημείων αλληλοαναιρούνται:  

𝐼(𝑘) = ∫ ∫ 𝐹(𝑥𝑠, 𝑦𝑠)
+∞

−∞
⋅ 𝑒𝑗⋅𝑘⋅𝑓(𝑥,𝑦)𝑑𝑥 ⋅ 𝑑𝑦

+∞

−∞
  (1.36) 

𝐼(𝑘) = 𝐹(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) ⋅ ∫ ∫ 𝑒𝑗⋅𝑘⋅𝑓(𝑥,𝑦)𝑑𝑥 ⋅ 𝑑𝑦
+∞

−∞

+∞

−∞
  (1.37) 

Από το πολυώνυμο Taylor της f(x,y) μπορούμε να ισχυριστούμε ότι κοντά στην περιοχή 

των στάσιμων σημείων η συνάρτηση προσεγγίζεται από την παρακάτω σχέση 

(σημειώνεται ότι στην σχέση αυτή δεν υπάρχουν οι πρώτες μερικές παράγωγοι, διότι 

όπως αναφέρθηκε παραπάνω είναι μηδενικές για τα στάσιμα σημεία) :  

𝑓(𝑥, 𝑦) ≅ 𝑓(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) +
1

2
⋅ (𝑥 − 𝑥𝑠)

2 ⋅ 𝑓𝑥𝑥
″ (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) +

1

2
⋅ (𝑦 − 𝑦𝑠)

2 ⋅ 𝑓𝑦𝑦
″ (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) 

+(𝑥 − 𝑥𝑠) ⋅ (𝑦 − 𝑦𝑠) ⋅ 𝑓𝑥𝑦
″ (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) 

(1.38) 

Οι δεύτερες μερικές παράγωγοι της σχέσης (1.38) ορίζονται από τις σχέσεις:  

∂2𝑓

∂𝑥2
|
𝑥=𝑥𝑠
𝑦=𝑦𝑠

≡ 𝑓𝑥𝑥
″ (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) (1.39) 

∂2𝑓

∂𝑦2
|
𝑥=𝑥𝑠
𝑦=𝑦𝑠

≡ 𝑓𝑦𝑦
″ (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) (1.40) 

∂2𝑓

∂𝑥 ∂𝑦
|
𝑥=𝑥𝑠
𝑦=𝑦𝑠

≡ 𝑓𝑥𝑦
″ (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) (1.41) 

Συνοπτικά η σχέση (1.38) γράφεται : 

𝑓(𝑥, 𝑦) ≅ 𝑓(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) + 𝐴 ⋅ 𝜉
2 + 𝛣 ⋅ 𝜂2 + 𝐶 ⋅ 𝜉 ⋅ 𝜂 (1.42) 

όπου  

𝜉 = 𝑥 − 𝑥𝑠 (1.43) 

𝜂 = 𝑦 − 𝑦𝑠 (1.44) 

𝐴 =
1

2
⋅ 𝑓𝑥𝑥
″ (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) (1.45) 
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𝐵 =
1

2
⋅ 𝑓𝑦𝑦
″ (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) (1.46) 

𝐶 = 𝑓𝑥𝑦
″ (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) (1.47) 

Αντικαθιστώντας στη σχέση (1.37) έχουμε : 

𝐼(𝑘) ≅ 𝐹(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) ⋅ 𝑒
𝑗⋅𝑘⋅𝑓(𝑥𝑠,𝑦𝑠) ∫ ∫ 𝑒𝑗⋅𝑘⋅(𝐴⋅𝜉

2+𝐵⋅𝜂2+𝐶⋅𝜉⋅𝜂)𝑑𝜉 ⋅ 𝑑𝜂
+∞

−∞

+∞

−∞
  (1.48) 

Και με τον παρακάτω μετασχηματισμό: 

𝐴 ⋅ 𝜉2 + 𝐵 ⋅ 𝜂2 + 𝐶 ⋅ 𝜉 ⋅ 𝜂 = 𝐴′ ⋅ 𝜇2 + 𝐵′ ⋅ 𝜆2  (1.49) 

με  

𝐴′ =
1

2
[(𝐴 + 𝐵) + √(𝐴 + 𝐵)2 − (4𝐴𝐵 − 𝐶2)]  (1.50) 

𝐵′ =
1

2
[(𝐴 + 𝐵) − √(𝐴 + 𝐵)2 − (4𝐴𝐵 − 𝐶2)]   (1.51) 

Οι τιμές των A, B, C προκύπτουν από τον μηδενισμό της ορίζουσας : 

|
(𝐴 − 𝜁)

𝐶

2
𝐶

2
(𝐵 − 𝜁)

| = 0  (1.52) 

όπου ζ1 = Α΄ και ζ2 = Β΄ .  

Με τις παραπάνω αντικαταστάσεις έχουμε : 

𝐼(𝑘) ≅ 𝐹(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) ⋅ 𝑒
𝑗⋅𝑘⋅𝑓(𝑥𝑠,𝑦𝑠) ∫ ∫ 𝑒𝑗⋅𝑘⋅(𝐴

′⋅𝜇2+𝐵′⋅𝜆2)𝑑𝜇 ⋅ 𝑑𝜆
+∞

−∞

+∞

−∞
  (1.53) 

𝐼(𝑘) ≅ 𝐹(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) ⋅ 𝑒
𝑗⋅𝑘⋅𝑓(𝑥𝑠,𝑦𝑠) ∫ 𝑒±𝑗⋅𝑘⋅|𝐴

′|⋅𝜇2𝑑𝜇
+∞

−∞
⋅ ∫ 𝑒±𝑗⋅𝑘⋅|𝐵

′|⋅𝜆2𝑑𝜆
+∞

−∞
  (1.54) 

όπου τα πρόσημα των εκθετών προσδιορίζονται από τα πρόσημα των A΄ και B΄ και 

δίνονται από τις σχέσεις (1.50) και (1.51). 

Τα δύο ολοκληρώματα στη σχέση (1.52) μπορούν να υπολογιστούν με βάση το 

ολοκλήρωμα: 

𝐼″(𝑘) = ∫ 𝑒±𝑗⋅𝑘⋅|𝛼|⋅𝑡
2
𝑑𝑡

+∞

−∞

= 2 ⋅ ∫ 𝑒±𝑗⋅𝑘⋅|𝑎|⋅𝑡
2
𝑑𝑡

+∞

0

 (1.55) 

όπου η παράμετρος α αντιστοιχεί είτε στο A΄ είτε στο Β΄.  

Κάνοντας τον παρακάτω μετασχηματισμό μεταβλητής:  
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𝑘 ⋅ |𝛼| ⋅ 𝑡2 =
𝜋

2
⋅ 𝜏2 , 𝑑𝑡 = √

𝜋

2⋅𝑘|𝛼|
𝑑𝜏      (1.56) 

το ολοκλήρωμα τις σχέσης (1.55) γράφεται ως εξής: 

𝐼″(𝑘) = 2 ⋅ √
𝜋

2 ⋅ 𝑘 ⋅ |𝛼|
∫ 𝑒±𝑗⋅

𝜋
2
⋅𝜏2𝑑𝜏

+∞

0

 (1.57) 

Το ολοκλήρωμα της τελευταίας σχέσης αποτελεί το μιγαδικό ολοκλήρωμα Fresnel και 

υπολογίζεται από τον τύπο:  

∫ 𝑒±𝑗⋅
𝜋
2
⋅𝜏2𝑑𝜏

+∞

0

=
1

2
⋅ (1 ± 𝑗) =

1

√2
⋅ 𝑒±𝑗⋅

𝜋
4  (1.58) 

Επομένως, το ολοκλήρωμα I(k) δίνεται από τη σχέση : 

𝐼(𝑘) ≅ 𝐹(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) ⋅ 𝑒
𝑗⋅𝑘⋅𝑓(𝑥𝑠,𝑦𝑠) ⋅

𝜋

𝑘 ⋅ √|𝐴′| ⋅ |𝐵′|
⋅ 𝑒±𝑗⋅

𝜋
4 ⋅ 𝑒±𝑗⋅

𝜋
4  (1.59) 

Για το γινόμενο 𝑒±𝑗⋅
𝜋

4 ⋅ 𝑒±𝑗⋅
𝜋

4   ισχύει ότι: 

𝑒±𝑗⋅
𝜋
4 ⋅ 𝑒±𝑗⋅

𝜋
4  = {

+𝑗 , A′ > 0, 𝐵′ > 0

     −𝑗 ,  𝐴′ < 0, 𝐵′ < 0    

1 ,   𝐴′ ∙ 𝐵′ < 0     

 

Με βάση τα παραπάνω το ολοκλήρωμα μπορεί να γραφτεί : 

𝐼(𝑘) ≅ 𝐹(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) ⋅ 𝑒
𝑗⋅𝑘⋅𝑓(𝑥𝑠,𝑦𝑠) ⋅

𝑗⋅𝜋⋅𝛿

𝑘⋅√|𝐴′|⋅|𝐵′|
  (1.60) 

όπου το δ ορίζεται από: 

 𝛿 = {
+1 , A′ > 0, 𝐵′ > 0
−1  , 𝐴′ < 0, 𝐵′ < 0
−𝑗 ,   𝐴′ ∙ 𝐵′ < 0      

 (1.61) 

Από τις ανωτέρω σχέσεις προκύπτει ότι οι παράμετροι Α΄ και Β΄ είναι πραγματικοί 

αριθμοί, και επιπλέον 𝐴′ + 𝐵′ = 𝐴 + 𝐵 και 𝐴′ ⋅ 𝐵′ =
(4𝐴⋅𝐵−𝐶2)

4
 . Επομένως, από την (1.60) 

παίρνουμε: 

𝐼(𝑘) ≅ 𝐹(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) ⋅ 𝑒
𝑗⋅𝑘⋅𝑓(𝑥𝑠,𝑦𝑠) ⋅

𝑗⋅2⋅𝜋⋅𝛿

𝑘⋅√|4𝐴⋅𝐵−𝐶2|
  (1.62) 

όπου ο προσδιορισμός των πρόσημων των Α΄, Β΄ γίνεται ως εξής : 

 Εάν 4𝐴 ⋅ 𝐵 > 𝐶2, τότε τα Α και Β έχουν ίδιο πρόσημο οπότε 𝐴′ ⋅ 𝐵′ > 0. Οπότε και 

τα Α΄ και Β΄ έχουν το ίδιο πρόσημο: 



34 

 

o Εάν Α > 0   Β > 0 και Α΄> 0 και Β΄< 0 

o Εάν Α < 0 Β < 0 και Α΄< 0 και Β΄< 0 

 Εάν 4𝐴 ⋅ 𝐵 < 𝐶2 τα Α και Β είναι ετερόσημα, οπότε 0 BA . Οπότε και τα Α΄ 

και Β΄ είναι ετερόσημα. 

Κατά συνέπεια, από όλα τα παραπάνω, προκύπτει ότι συνολικά έχουμε τρεις 

περιπτώσεις :  

 Εάν 24 CBA   και Α > 0, τότε Α΄> 0 και Β΄> 0 

 Εάν 24 CBA   και Α < 0, τότε Α΄< 0 και Β΄< 0 

 Εάν 24 CBA  , τότε Α΄ ∙ Β΄< 0 (ετερόσημα) 

Και οι τύποι υπολογισμού του ολοκληρώματος I(k) δίνονται από :  

𝐼(𝑘) ≅ 𝐹(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) ⋅ 𝑒
𝑗⋅𝑘⋅𝑓(𝑥𝑠,𝑦𝑠) ∫ ∫ 𝑒𝑗⋅𝑘⋅(𝐴⋅𝜉

2+𝐵⋅𝜂2+𝐶⋅𝜉⋅𝜂)𝑑𝜉 ⋅ 𝑑𝜂
+∞

−∞

+∞

−∞
  (1.63) 

𝐼(𝑘) ≅ 𝐹(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) ⋅ 𝑒
𝑗⋅𝑘⋅𝑓(𝑥𝑠,𝑦𝑠) ⋅

𝑗⋅2⋅𝜋⋅𝛿

𝑘⋅√|4𝐴⋅𝐵−𝐶2|
  (1.64) 

όπου:  

𝛿 = {

+1,    4𝐴 ⋅ 𝐵 > 𝐶2, 𝐴 > 0

−1,    4𝐴 ⋅ 𝐵 > 𝐶2, 𝐴 < 0

−𝑗, 4𝐴 ⋅ 𝐵 < 𝐶2
 

1.6.2 Μέθοδος ‘Απότομης Κατάβασης’ (Steepest Descent Method) 

Η μέθοδος Απότομης Κατάβασης (‘Steepest Descent’, SDP) χρησιμοποιείται για την 

επίλυση ολοκληρωμάτων όπου οι μεταβλητές των συναρτήσεων εντός του 

ολοκληρώματος λαμβάνουν τιμές μιγαδικών αριθμών ( ℂ). Ακολουθείται παρόμοια 

διαδικασία υπολογισμού με την SPM, το στάσιμο σημείο όμως ονομάζεται saddle point, 

και η δυσκολία της μεθόδου έγκειται στον ορισμό της νέας καμπύλης SDP, η οποία θα 

πρέπει να επιλεχθεί, έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy-Riemann 

(θεώρημα καθετότητας). Όπως αναφέρθηκε και προηγουμένως (βλ. βιβλιογραφική 

ανασκόπηση), η συγκεκριμένη μέθοδος έχει εφαρμοσθεί πολλές φορές για την επίλυση 

του προβλήματος Sommerfeld. 

Θεωρούμε το ολοκλήρωμα : 

𝐼 = ∫ 𝑓(𝑧) 𝑒𝑥𝑝{𝑗𝑘𝑔(𝑧)} 𝑑𝑧
𝐶

  (1.65) 

Όπου f(z) και g(z) είναι μιγαδικές συναρτήσεις και ορίζονται για την μιγαδική 

μεταβλητή z κατά μήκος της καμπύλης ολοκλήρωσης C, της οποίας τα άκρα εκτείνονται 

μέχρι το άπειρο και στην οποία θεωρούμε ότι arg k ≅ 0. 
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Ο όρος φάσης στην εξίσωση (1.65) μπορεί να γραφτεί ως: 

𝑔(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑗𝑣(𝑥, 𝑦) (1.66) 

όπου z=x+iy και u, v πραγματικές συναρτήσεις που ικανοποιούν τις εξισώσεις Cauchy-

Riemann: 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
  και 

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −

𝜕𝑢

𝜕𝑦
 

(1.67) 

 

Εικόνα 1-9 Μέθοδος Steepest Descent:  

Καμπύλη ολοκλήρωσης C στο μιγαδικό επίπεδο z. 

(1.65)
(1.66) 
⇒    𝐼 = ∫ 𝑓(𝑧)𝑒𝑗𝑘𝑢𝑒−𝑘𝑣𝑑𝑧

𝐶
  (1.68) 

Το μέτρο του παραπάνω ολοκληρώματος θα μεταβληθεί γρήγορα πάνω στην καμπύλη 

όπου ο όρος κλίσης 
𝜕𝑣

𝜕𝐶
 μεγιστοποιείται. Ομοίως, η φάση θα μεταβληθεί γρήγορα πάνω 

στην καμπύλη όπου ο όρος κλίσης 
𝜕𝑢

𝜕𝐶
 μεγιστοποιείται. Από την Εικόνα 1-9 έχουμε ότι:  

∂𝑣

∂𝐶
=
∂𝑣

∂𝑥

∂𝑥

∂𝐶
+
∂𝑣

∂𝑦

∂𝑦

∂𝐶
=
∂𝑣

∂𝑥
𝑐𝑜𝑠 𝜗 +

∂𝑣

∂𝑦
𝑠𝑖𝑛 𝜗   (1.69) 

∂𝑢

∂𝐶
=
∂𝑢

∂𝑥
𝑐𝑜𝑠 𝜗 +

∂𝑢

∂𝑦
𝑠𝑖𝑛 𝜗  (1.70) 

Οι τιμές της γωνίας θ που αντιστοιχούν στο μέγιστο αυτών των συναρτήσεων, 

ορίζονται από: 

∂

∂𝜃
(
∂𝑣

∂𝐶
) = −

∂𝑣

∂𝑥
𝑠𝑖𝑛 𝜗 +

∂𝑣

∂𝑦
𝑐𝑜𝑠 𝜗 = −

∂𝑣

∂𝑥

∂𝑦

∂𝐶
+
∂𝑣

∂𝑦

∂𝑥

∂𝐶
= 0  (1.71) 

∂

∂𝜃
(
∂𝑢

∂𝐶
) = −

∂𝑢

∂𝑥
𝑠𝑖𝑛 𝜗 +

∂𝑢

∂𝑦
𝑐𝑜𝑠 𝜗 = −

∂𝑢

∂𝑥

∂𝑦

∂𝐶
+
∂𝑢

∂𝑦

∂𝑥

∂𝐶
= 0  (1.72) 

Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις Cauchy-Riemann (1.67) έχουμε ότι 
𝜕𝑢

𝜕𝐶
= 0 για μέγιστη 

αλλαγή στην μεταβλητή v και 
𝜕𝑣

𝜕𝐶
= 0 για μέγιστη αλλαγή στην μεταβλητή u. Συνεπώς, 

κατά μήκος των καμπύλων όπου έχουμε σταθερή φάση, το μέτρο του όρου 𝑒𝑗𝑘𝑔(𝑧) 
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αλλάζει πολύ γρήγορα, ενώ κατά μήκος των καμπύλων όπου έχουμε σταθερό μέτρο, η 

φάση του όρου 𝑒𝑗𝑘𝑔(𝑧) αλλάζει πολύ γρήγορα. 

Επομένως, ο κύριος όρος συνεισφοράς στο ολοκλήρωμα της σχέσης (1.65) για μεγάλο 

k θα εμφανίζεται στην περιοχή κατάλληλων σημείων «ράχης» (saddle points) όπου ο 

μηδενίζεται ο όρος 𝑔′(𝑧𝑜) = 0. Η μέθοδος SDP ουσιαστικά προσπαθεί να 

μετασχηματίσει την αρχική καμπύλη ολοκλήρωσης της (1.65) σε μία άλλη η οποία ενώ 

τέμνει τα κατάλληλα σημεία «ράχης», δίνει την πιο γρήγορη μεταβολή στο μέτρο του 

όρου 𝑒𝑗𝑘𝑔(𝑧). Επομένως οι απαιτήσεις για μία καμπύλη steepest descent μέσα από ένα 

σημείο «ράχης» για z=z0 είναι να ισχύει κατά μήκος της καμπύλης ότι: 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜎𝜏𝛼𝜃. , 𝑣(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑣(𝑥𝑜 , 𝑦𝑜)  (1.73) 

Η δυσκολία της μεθόδου εντοπίζεται στον καθορισμό της καμπύλης απότομης 

κατάβασης. Συνήθως ο όρος φάσης g(z) γράφεται με την μορφή πολυωνύμου Taylor, 

γύρω από τα σημεία «ράχης» z0 ούτως ώστε να γίνει ο ασυμπτωτικός υπολογισμός του 

ολοκληρώματος. Αν το σημείο «ράχης» επιλεγεί έτσι ώστε να είναι 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝜎𝜏𝛼𝜃., 

τότε η μέθοδος Steepest Descent αποτελεί ταυτόσημη περίπτωση της μεθόδου στάσιμης 

φάσης. 

Ας υποτεθεί ότι έχουμε να υπολογίσουμε το άπειρο ολοκλήρωμα: 

𝐼(𝑘) = ∫ 𝑓(𝑧)𝑒𝑘𝑞(𝑧)
𝐶

𝑑𝑧  , k>>1  (1.74) 

όπου C αποτελεί μία κλειστή καμπύλη που ορίζεται στο μιγαδικό επίπεδο z. Τα άκρα 

εντοπίζονται και πάλι στα σημεία 𝑧 = 𝑎 και 𝑧 = 𝑏, και οι συναρτήσεις f(z) και q(z) 

ορίζονται πλήρως πάνω στην μιγαδική καμπύλη C. Οι συναρτήσεις f(z) και q(z) ορίζονται 

σε ολόκληρο το μιγαδικό επίπεδο z, αλλά μπορούν να έχουν και απομονωμένες τιμές ή 

σημεία ή κλάδους ασυνέχειας. Η έκφραση στο μιγαδικό επίπεδο z για την συνάρτηση q 

είναι η εξής: 

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦,   𝑞(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑣(𝑥, 𝑦)  (1.75) 

Χρησιμοποιώντας το θεώρημα του Cauchy μπορούμε να 

αναμορφώσουμε την κλειστή καμπύλη C σε μία νέα κλειστή 

καμπύλη που ονομάζουμε SDP. Η SDP αναφέρεται στο 

σημείο zs, το οποίο αποκαλείται σημείο ‘saddle point’ και για 

το οποίο ισχύει ότι 𝑞′(𝑧𝑠) = 0 και 𝑞″(𝑧𝑠) ≠ 0. Επίσης η u(z) 

έχει μέγιστο στο σημείο zs. Ισχύουν ακόμα τα εξής: 

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧𝑠)  (1.76) 
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𝑞(𝑧)~𝑞(𝑧𝑠) +
1

2
𝑞″(𝑧𝑠)(𝑧 − 𝑧𝑠)

2  (1.77) 

Η διαδρομή Steepest Descent επιλέγεται με κριτήριο την καθετότητα των εξισώσεων 

Cauchy-Riemann: 𝛻𝑢 ⊥ 𝛻𝑣. Επίσης, η συνάρτηση u(z) μειώνεται περισσότερο κατά 

μήκος της v(z)=σταθ. Επιπλέον, ισχύει η παρακάτω ιδιότητα: 

𝑣(𝑧) = 𝜎𝜏𝛼𝜃.→ 𝑞″(𝑧𝑠)(𝑧 − 𝑧𝑠)
2 ∈ ℜ  (1.78) 

𝑞(𝑧)~𝑞(𝑧𝑠) +
1

2
𝑞″(𝑧𝑠)(𝑧 − 𝑧𝑠)

2  (1.79) 

𝑞(𝑧) − 𝑞(𝑧𝑠) = 𝑢(𝑧) − 𝑢(𝑧𝑠) =
1

2
𝑞″(𝑧𝑠)(𝑧 − 𝑧𝑠)

2 ∈ ℜ  (1.80) 

Εκτελώντας την παρακάτω αλλαγή μεταβλητής 𝑡2 = −
𝑘

2
𝑞″(𝑧𝑠)(𝑧 − 𝑧𝑠)

2 και 

γνωρίζοντας ότι ισχύουν: 

𝑧 − 𝑧𝑠 = 𝛿𝑒
𝑖𝑎  (1.81) 

𝑡2 = −𝑘𝛿2𝑒𝑖2𝑎𝑞″(𝑧𝑠)  (1.82) 

𝑡 = ±𝛿√𝑘|𝑞″(𝑧𝑠)|  
 (1.83) 

𝑑𝑡

𝑑𝑧
=
𝑑𝑡

𝑑𝛿

𝑑𝛿

𝑑𝑧
= √𝑘|𝑞″(𝑧𝑠)|𝑒

−𝑖𝑎, 
𝑑𝑡

𝑑𝑎
= 0   (1.84) 

Το α πρέπει να είναι σύμφωνο με την κατεύθυνση ενός περάσματος μέσα από το SP. 

Ο υπολογισμός του ολοκληρώματος γίνεται πλέον στην καμπύλη SDP, οπότε το 

αποτέλεσμα θα προκύπτει διαδοχικά από την παρακάτω σχέση: 
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 2
...~

2

2

 

(1.85) 

1.7 Μέθοδος των Ροπών (Method of Moments) 

Η μέθοδος των ροπών (Method of Moment - MoM) είναι μία από τις μεθόδους που 

εφαρμόζεται συχνά σε προβλήματα σκέδασης. Γενικά, χρησιμοποιείται κυρίως σε 

περιπτώσεις όπου οι υπολογισμοί αφορούν πολυστρωματικά μέσα, περιπτώσεις στις 

οποίες πάλι πρέπει να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα τύπου Sommerfeld [1.52], [1.53]. 

H μέθοδος των ροπών εφαρμόζεται στην ολοκληρωτική εξίσωση του 

ηλεκτρικού/μαγνητικού πεδίου κατόπιν εφαρμογής των εκάστοτε οριακών συνθηκών (ή 

στην εξίσωση μικτών δυναμικών αντίστοιχα εάν χρησιμοποιούνται τα δυναμικά αντί των 

πεδίων) για τον αριθμητικό υπολογισμό των άγνωστων μεγεθών.  Η συγκεκριμένη 

τεχνική βασίζεται στην μετατροπή των εξισώσεων του προβλήματος σε ένα σύστημα 

γραμμικών εξισώσεων σε μορφή πίνακα. Κατά την συμπλήρωση του πίνακα για 

προβλήματα σκέδασης, προκύπτουν ολοκληρώματα της μορφής Sommerfeld για τον 



38 

 

υπολογισμό των συναρτήσεων Green. Τα άγνωστα ηλεκτρομαγνητικά μεγέθη 

εκφράζονται αρχικά μέσω κατάλληλων συναρτήσεων βάσης. Συγκεκριμένα, 

διαμερίζοντας κατάλληλα τον σκεδαστή (π.χ. χρησιμοποιώντας κυβικά ή σφαιρικά 

κελιά), οι άγνωστες ρευματικές κατανομές προσεγγίζονται από γραμμικούς 

συνδυασμούς επιλεγμένων συναρτήσεων βάσης.  Με αυτήν την διαδικασία, η 

ολοκληρωτική εξίσωση μετατρέπεται σε ένα σύστημα γραμμικών εξισώσεων. Οι 

άγνωστοι συντελεστές των συναρτήσεων βάσης υπολογίζονται επιβάλλοντας τις οριακές 

συνθήκες και αξιοποιώντας κατάλληλες συναρτήσεις δοκιμής. Σημειώνεται, ότι στην 

Μέθοδο των Ροπών ικανοποιείται αυτόματα η συνθήκη ακτινοβολίας, ενώ οι 

υπολογισμοί περιορίζονται στον όγκο του σκεδαστή, σε αντίθεση με τις κυριότερες 

μεθόδους πεπερασμένων διαφορών.  
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2 Ανάλυση του προβλήματος στο φασματικό χώρο και  αριθμητικά 

αποτελέσματα με βάση την μέθοδο αριθμητικής ολοκλήρωσης 

2.1 Εισαγωγή  

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται αρχικά παρουσίαση των εκφράσεων του λαμβανόμενου 

ηλεκτρομαγνητικού πεδίου για το πρόβλημα του Sommerfeld (εκπομπή δίπολου Hertz 

πάνω από επίπεδο έδαφος με απώλειες) στο φασματικό πεδίο. Στόχος του κεφαλαίου 

αυτού είναι η εκτέλεση προσομοιώσεων για τη σύγκριση της μεθόδου στάσιμης φάσης 

με την αριθμητική ολοκλήρωση και την εξαγωγή συμπερασμάτων για την 

καταλληλότητα των μεθόδων αυτών για τον υπολογισμό των ολοκληρωτικών σχέσεων 

του πεδίου.  

2.2 Γεωμετρία του προβλήματος 

Η γεωμετρία του προβλήματος φαίνεται στην παρακάτω εικόνα. Θεωρούμε σημειακό 

δίπολο Hertz με διπολική ροπή 𝑝 η οποία έχει κατεύθυνση στο θετικό άξονα x. Αυτό 

βρίσκεται σε  ύψος 0x  πάνω από άπειρο, επίπεδο έδαφος με απώλειες και ακτινοβολεί  

χρονικά μεταβαλλόμενα ηλεκτρομαγνητικά κύματα με γωνιακή συχνότητα 2 f  . 

Επιπλέον θεωρούμε χρονική εξάρτηση 
i te 

.  

 

Εικόνα 2-1 Γεωμετρία του προβλήματος ακτινοβολίας.  

Το  δίπολο ακτινοβολεί  από τη θέση ( 0x , 0, 0) πάνω από το άπειρο, επίπεδο έδαφος με 

απώλειες 
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Οι βασικές παράμετροι που θα χρησιμοποιηθούν για την επίλυση του προβλήματος 

είναι οι εξής: 

 η σχετική διηλεκτρική σταθερά του εδάφους (μέσο 2): εr
′= ε′/ε0 = εr +iσ/ωε0  

 η διηλεκτρική σταθερά του κενού ή του αέρα: 𝜀0 = 8.854 × 10
−12𝐹/𝑚,  

 𝑥 =
𝜎

𝜔𝜀0
=

18⋅109⋅𝜎

𝑓
  (όπου σ η αγωγιμότητα εδάφους και 𝑓 η συχνότητα ακτινοβολίας)    

  ο κυματάριθμος της διάδοσης των ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων στον αέρα (μέσο 

1): 𝑘01 =
𝜔

𝑐1
= 𝜔√𝜀1𝜇1 = 𝜔√𝜀0𝜇0𝜀𝑟1𝜇𝑟1 = 𝜔√𝜀0𝜇0 = 𝑘0         

 ο κυματάριθμος της διάδοσης των ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων στο έδαφος (μέσο 

2): 𝑘02 = 𝜔/𝑐2 = 𝜔√𝜀2𝜇2 = 𝜔√𝜀𝑟2𝜇𝑟2𝜀0𝜇0 = 𝑘01√𝜀𝑟 − 𝑖𝑥 

Το συνολικό ηλεκτρομαγνητικό πεδίο στις περιοχές πάνω (x>0) και κάτω (x<0) από το 

επίπεδο του εδάφους, δίνεται από τις ακόλουθες σχέσεις: 

𝐻(𝑟) = {
𝐻𝐿𝑂𝑆(𝑟) + 𝐻𝑅(𝑟), 𝑥 > 0

𝐻𝑇(𝑟), 𝑥 < 0
  

(2.1) 

𝐸(𝑟) = {
𝐸𝐿𝑂𝑆(𝑟) + 𝐸𝑅(𝑟), 𝑥 > 0

𝐸𝑇(𝑟), 𝑥 < 0
  

(2.2) 

όπου τα 𝐻𝐿𝑂𝑆, 𝐸𝐿𝑂𝑆 αφορούν στο απευθείας, τα 𝐻𝑅, 𝐸𝑅 στο ανακλώμενο, και τα 𝐻𝑇, 𝐸𝑇, 

στο διαδιδόμενο ηλεκτρομαγνητικό πεδίο.  

 Οι παρακάτω σχέσεις παρουσιάζουν τις οριακές συνθήκες για τις  εφαπτομενικές 

συνιστώσες των πεδίων στην επιφάνεια του εδάφους (x=0): 

𝐻𝛼
𝐿𝑂𝑆 + 𝐻𝛼

𝑅 = 𝐻𝛼
𝑇  (2.3) 

𝐸𝜌
𝐿𝑂𝑆 + 𝐸𝜌

𝑅 = 𝐸𝜌
𝑇 (2.4) 

 

2.3 Ολοκληρωτικές εκφράσεις λαμβανόμενου ηλεκτρικού και 

μαγνητικού πεδίου συναρτήσει πυκνοτήτων ρεύματος στο 

φασματικό χώρο  

2.3.1 Μεθοδολογία 

Η μεθοδολογία για την εξαγωγή των εκφράσεων του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου που 

θα ακολουθηθεί είναι η εξής:  

 Ξεκινώντας από την έκφραση του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου που προκύπτει από την 

μέθοδο των γενικευμένων λύσεων, και εφαρμόζοντας τις σχέσης μετατροπής των 
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συναρτήσεων Bessel σε Hankel, καταλήγουμε σε μία αρχική έκφραση του 

προβλήματος στη φασματική περιοχή. 

 Στις εξισώσεις που προκύπτουν, θα εφαρμόσουμε την θεωρία ολοκληρωτικών 

υπολοίπων για την εξαγωγή των εκφράσεων του ανακλώμενου και διαδιδόμενου 

πεδίου. 

 Στην συνέχεια, θα εφαρμόσουμε τις οριακές συνθήκες του προβλήματος, 

προκειμένου να εξάγουμε την έκφραση υπολογισμού των πυκνοτήτων ρεύματος. 

 Τέλος, θα αντικαταστήσουμε τις εκφράσεις των πυκνοτήτων ρεύματος στις 

αντίστοιχες εκφράσεις του ηλεκτρικού και μαγνητικού πεδίου προκειμένου να 

καταλήξουμε στην τελική μορφή τους για την εκτέλεση των προσομοιώσεων 

υπολογισμού με την αριθμητική ολοκλήρωση. 

 

Σύμφωνα με τη μέθοδο των γενικευμένων λύσεων το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο στο 

χώρο μπορεί να εκφραστεί στη φασματική περιοχή, μέσω του αντίστροφου  

τρισδιάστατου (3D) μετασχηματισμού Fourier, όπως φαίνεται στις ακόλουθες εκφράσεις 

για το μαγνητικό και το ηλεκτρικό πεδίο [2.1] : 

𝐻 = −𝑖 𝐹−1 [𝜓̃ ⋅ (𝑘 × 𝐽)]   (2.5) 

𝐸 = −
𝑖

𝜔𝜀𝑟𝜀0
𝐹−1 {𝜓̃ [𝜀𝑟𝜇𝑟𝑘0

2𝐽−< 𝑘, 𝐽 > 𝑘]}  (2.6) 

όπου το σύμβολο < > δείχνει το εσωτερικό γινόμενο, 1F  είναι ο αντίστροφος 

τρισδιάστατος  μετασχηματισμός Fourier,  𝜓̃ είναι η τρισδιάστατη  συνάρτηση Green στη 

φασματική περιοχή, J%η πυκνότητα ρεύματος στη φασματική περιοχή. Σε κυλινδρικές 

συντεταγμένες, η συνάρτηση Green δίνεται από: 

 

(2.7) 

Για το πρόβλημα που εξετάζουμε, η πυκνότητα ρεύματος  έχει μόνο το ρ-συνιστώσα, 

ενώ το κυματοδιάνυσμα δεν περιέχει την αζιμουθιακή συνιστώσα α ( 𝐽 = [𝐽(𝑘𝜌),0,0] , 

𝑘 = (𝑘𝜌, 𝑘𝛼 = 0, 𝑘𝑥) ). Επιλύοντας το εξωτερικό γινόμενο και εφαρμόζοντας τον 

αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier των (2.5), (2.6), προκύπτουν οι εξής εκφράσεις για 

το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο:  
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𝐻(𝑟) = −
𝑖

(2𝜋)3
𝑒̂𝑎
 

∫ ∫ ∫ 𝑘𝑥𝐽(𝑘𝜌)𝜓̃
∞

𝑘𝑥=−∞

2𝜋

𝛼=0

∞

𝑘𝜌=0
𝑘𝜌 ⋅ 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝑘̱ ⋅ 𝑟̱) ⋅ 𝑑𝑘𝜌𝑑𝛼𝑑𝑘𝑥   (2.8) 

𝛦(𝑟) = −
𝑖

(2𝜋)3𝜀𝑟𝜀0𝜔
∫ ∫ ∫ (𝜀𝑟𝜇𝑟𝑘0

2𝑒̂𝜌 − 𝑘𝜌𝑘)
∞

−∞

2𝜋

0

∞

0

⋅ 𝐽(𝑘𝜌)𝜓̃𝑘𝜌 ⋅ 

𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝑘̱ ⋅ 𝑟̱)𝑑𝑘𝜌𝑑𝛼𝑑𝑘𝑥  

(2.9) 

Με αντικατάσταση του κυματοδιανύσματος 𝑘 = (𝑘𝜌, 0, 𝑘𝑥) = 𝑘𝜌𝑒̂𝜌 + 𝑘𝑥𝑒̂𝑥, στην 

εξίσωση (2.9), το λαμβανόμενο ηλεκτρικό πεδίο δίνεται ως:  

𝛦(𝑟) = −
𝑖

(2𝜋)3𝜀𝑟𝜀0𝜔
∫ ∫ ∫ (𝜀𝑟𝜇𝑟𝑘0

2 − 𝑘𝜌
2)𝑒̂𝜌 −

∞

−∞

2𝜋

0

∞

0
𝑘𝜌𝑘𝑥𝑒̂𝑥) ⋅ 𝐽(𝑘𝜌)𝜓̃𝑘𝜌 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝑘̱ ⋅

𝑟̱)𝑑𝑘𝜌𝑑𝛼𝑑𝑘𝑥  

(2.10) 

Για να επιτευχθεί η ολοκλήρωση των εκφράσεων (2.8) και (2.10) ως προς την 

αζιμουθιακή γωνία α, χρησιμοποιούμε το ακόλουθο γινόμενο διανυσμάτων:  

 

ê

r
k

ê

α
β

ρ

ˆ
xe

x

k

ˆ
xe

xk

z

x

y

 

 𝑘 = (𝑘𝜌, 0, 𝑘𝑥) = 𝑘𝜌𝑒̂𝜌 + 𝑘𝑥𝑒̂𝑥 

 𝑟 = 𝜌𝑒̂𝜌
′ + 𝑥𝑒̂𝑥 

   

 β είναι η γωνία αζιμούθιου της προβολής 

του διανύσματος k στο επίπεδο yz. 

Εικόνα 2-2 Διανύσματα 𝒌 και 𝒓 σε κυλινδρικές συντεταγμένες 

Στη συνέχεια χρησιμοποιούμε τις ακόλουθες ταυτότητες για τις συναρτήσεις Bessel: 

 
2

0

0

1
exp cos J ( )

2
ik d k



    



 

(2.11) 

 

(2.12) 

όπου 𝐽0 είναι η συνάρτηση Bessel πρώτου είδους και μηδενικής τάξης, και 𝐻0
(1)   η 

συνάρτηση Hankel πρώτου είδους και μηδενικής τάξης.   

Από τις  εξισώσεις αυτές προκύπτει:  

cos( )xk r k x k    

cos( )xk r k x k    

  (1)

0 0

0

1
J H ( )

2
k dk k dk

 

   



   
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∫ 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑘̱ ⋅ 𝑟̱)
2𝜋

𝑎=0
𝑑𝑎 = ∫ 𝑒𝑥𝑝 (𝑖(𝑘𝑥𝑥 + 𝑘𝜌𝜌 𝑐𝑜𝑠(𝑎 − 𝛽)))

2𝜋

𝑎=0
𝑑𝑎 =  

= 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑘𝑥𝑥) ⋅ ∫ 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑘𝜌𝜌 𝑐𝑜𝑠(𝑎 − 𝛽))
2𝜋

𝛼=0
𝑑𝑎 = 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑘𝑥𝑥) ⋅ 2𝜋𝐽0(𝑘𝜌𝜌)  

(2.13) 

και: 

∫ 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑘𝑥𝑥) ⋅ 2𝜋𝐽0(𝑘𝜌𝜌)
∞

−∞
𝑑𝑘𝜌 = 𝜋 ∫ 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑘𝑥𝑥)𝛨0

(1)(𝑘𝜌𝜌)
∞

−∞
𝑑𝑘𝜌  (2.14) 

Συνεπώς, απαλείφεται η αζιμουθιακή συνιστώσα α και εξάγονται οι κάτωθι εκφράσεις 

για το μαγνητικό και το ηλεκτρικό πεδίο αντίστοιχα, οι οποίες περιλαμβάνουν διπλή 

ολοκλήρωση ως προς 𝑘𝜌 και ως προς 𝑘𝑥: 

𝐻(𝑟) = −
𝑖

8𝜋2
𝑒̂𝛼∫ ∫ 𝑘𝑥

∞

𝑘𝑥=−∞

∞

𝑘𝜌=−∞

𝐽(𝑘𝜌)𝜓̃𝑘𝜌 ⋅ 𝐻0
(1)
( 𝑘𝜌𝜌) 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝑘𝑥𝑥)𝑑𝑘𝜌𝑑𝑘𝑥  (2.15) 

𝐸(𝑟) = −
𝑖

8𝜋2𝜔𝜀𝑟𝜀0
∫ ∫ ((𝜀𝑟𝜇𝑟𝑘0

2 − 𝑘𝜌
2)𝑒̂𝜌 −

∞

𝑘𝑥=−∞

∞

𝑘𝜌=−∞

𝑘𝜌𝑘𝑥𝑒̂𝑥)

⋅ 𝐽(𝑘𝜌)𝜓̃𝑘𝜌𝐻0
(1)
( 𝑘𝜌𝜌) 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝑘𝑥𝑥)𝑑𝑘𝜌𝑑𝑘𝑥  

(2.16) 

Εν συνεχεία από τις παραπάνω εξισώσεις εξάγουμε τις ακόλουθες εκφράσεις για το 

ανακλώμενο (Δείκτης «R» - Reflected) και το διαδιδόμενο (Δείκτης «T» - Transmitted) 

ηλεκτρικό και μαγνητικό πεδίο: 

𝐻𝑅(𝑟) = −
𝑖

8𝜋2
𝑒̂𝑎 ∫ ∫ 𝑘𝑥

∞

𝑘𝑥=−∞

∞

𝑘𝜌=−∞
𝐽𝑅(𝑘𝜌)𝜓̃1𝑘𝜌𝐻0

(1)
( 𝑘𝜌𝜌) 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝑘𝑥𝑥)𝑑𝑘𝜌𝑑𝑘𝑥  (2.17) 

𝐸𝑅(𝑟) = −
𝑖

8𝜋2𝜔𝜀𝑟1𝜀0
∫ ∫ ((𝜀𝑟1𝜇𝑟1𝑘01

2 − 𝑘𝜌
2)𝑒̂𝜌 −

∞

𝑘𝑥=−∞

∞

𝑘𝜌=−∞
𝑘𝜌𝑘𝑥𝑒̂𝑥)𝐽𝑅(𝑘𝜌)𝜓̃1𝑘𝜌 ⋅

                    ⋅  𝐻0
(1)
( 𝑘𝜌𝜌) 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝑘𝑥𝑥)𝑑𝑘𝜌𝑑𝑘𝑥  

(2.18) 

𝐻𝑇(𝑟) = −
𝑖

8𝜋2
𝑒̂𝑎 ∫ ∫ 𝑘𝑥

∞

𝑘𝑥=−∞

∞

𝑘𝜌=−∞
𝐽𝑇(𝑘𝜌)𝜓̃2𝑘𝜌 ⋅ 𝐻0

(1)
( 𝑘𝜌𝜌) 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝑘𝑥𝑥)𝑑𝑘𝜌𝑑𝑘𝑥  (2.19) 

𝐸𝛵(𝑟) = −
𝑖

8𝜋2𝜔𝜀𝑟2𝜀0
∫ ∫ ((𝜀𝑟2𝜇𝑟2𝑘02

2 − 𝑘𝜌
2)𝑒̂𝜌 −

∞

𝑘𝑥=−∞

∞

𝑘𝜌=−∞
𝑘𝜌𝑘𝑥𝑒̂𝑥)𝐽𝑇(𝑘𝜌)𝜓̃2𝑘𝜌 ⋅

𝐻0
(1)
( 𝑘𝜌𝜌) 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝑘𝑥𝑥)𝑑𝑘𝜌𝑑𝑘𝑥  

(2.20) 

όπου τα 𝑘01και 𝑘02 δίνονται από τις εξισώσεις (2.7) και (2.8), 𝐽𝑅 = [𝐽𝑅(𝑘𝜌),0,0] =

𝐽𝑅(𝑘𝜌)𝑒̂𝜌, 𝐽𝑇 = [𝐽𝑇(𝑘𝜌),0,0] = 𝐽𝑇(𝑘𝜌)𝑒̂𝜌 είναι οι κατά Fourier συνιστώσες της πυκνότητας 

του ρεύματος στην επιφάνεια του εδάφους και οι συναρτήσεις Green στο φασματικό χώρο 

από τις: 

𝜓̃1 =
1

𝑘01
2 −𝑘𝜌

2−𝑘𝑥
2   , 𝜓̃2 =

1

𝑘02
2 −𝑘𝜌

2−𝑘𝑥
2   

(2.21) 
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Το (𝜀𝑟1𝜇𝑟1𝑘01
2 − 𝑘𝜌

2)𝑒̂𝜌 − 𝑘𝜌𝑘𝑥𝑒̂𝑥 μπορεί να χαρακτηριστεί και ως διάνυσμα πόλωσης. 

2.3.2 Απευθείας ηλεκτρομαγνητικό πεδίο διπόλου Hertz   

Τα απευθείας ηλεκτρομαγνητικά πεδία του δίπολου Hertz στη μακρινή περιοχή είναι 

[2.2]: 

𝐸𝜃
𝐿𝑂𝑆(𝑟, 𝜃) =

𝑖𝜔𝜇0𝛪(2ℎ)

4𝜋𝑟
𝑒𝑥𝑝( − 𝑖𝑘𝑟) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 𝑍𝐻𝜑  (2.22) 

𝐻𝜑
𝐿𝑂𝑆(𝑟, 𝜃) =

𝑖𝑘𝛪(2ℎ)

4𝜋𝑟
𝑒𝑥𝑝( − 𝑖𝑘𝑟) 𝑠𝑖𝑛 𝜃  (2.23) 

όπου 𝑘 =
2𝜋

𝜆
=
𝜔

𝑐
= 𝜔√𝜀0𝜇0 , 𝛧 = √

𝜇0

𝜀0
 , και 𝑟 = [𝑥2 + 𝑦2 + (𝑧 − 𝑧0)

2]
1

2 
 

Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις 𝐼(2ℎ) = 𝑖𝜔𝑝, 𝑘 ⋅ 𝜔 = 𝜔2√𝜀0𝜇0 και και φ=α το 

απευθείας (LOS) μαγνητικό πεδίο του διπόλου Hertz στο μακρινό πεδίο προκύπτει ως 

εξής: 

𝐻𝛼
𝐿𝑂𝑆(𝑟, 𝜃) =

𝜔2𝑝

4𝜋
√𝜀0𝜇0

𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑘𝑟)

𝑟
𝑠𝑖𝑛 𝜃 =

𝜔𝑘01𝑝

4𝜋

𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑘𝑟)

𝑟
𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 𝐻𝛼

𝐿𝑂𝑆(𝜌, 𝑥, 𝑥0)  
(2.24) 

θ = π-ω

     , , , , , ,x y z r a x  

O

ω

ˆ
xp pe

a 



r
x

0x rθ

z

0x

   , , , ,x y z a x

ˆ
xp pe

O

a

x

z

x

y y

x

 
(α)       (β) 

Εικόνα 2-3 Διάταξη πηγής-δέκτη όταν  

(α) η κεραία της πηγής είναι σε υψηλότερο σημείο από την κεραία του δέκτη (𝒙𝟎 > 𝒙),  

(β) η κεραία της πηγής είναι σε χαμηλότερο σημείο από την κεραία του δέκτη (𝒙𝟎 < 𝒙) 

 

Από την Εικόνα 2-3 και για 𝜌 >> (𝑥0 + 𝑥), δηλαδή η απόσταση της πηγής από το 

σημείο παρατήρησης να είναι πολύ μεγαλύτερη από το άθροισμα του ύψους της από το 

έδαφος και του ύψους του δέκτη από το έδαφος, εξάγουμε τις κάτωθι εκφράσεις ώστε να 

μετατρέψουμε τις σφαιρικές συντεταγμένες (r, θ), σε κυλινδρικές (ρ, x):  
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𝑟 = [𝜌2 + (𝑥 − 𝑥0)
2]
1

2 = 𝜌 [1 +
(𝑥−𝑥0)

2

𝜌2
]

1

2
=

𝜌≫(𝑥+𝑥0)
𝜌 [1 +

1

2

(𝑥−𝑥0)
2

𝜌2
]  

⇒ 𝑟 ≈ 𝜌 +
(𝑥−𝑥0)

2

2𝜌
  

(2.25) 

Για  𝑥0 > 𝑥: 

𝑡𝑎𝑛𝜔 =
𝜌

(𝑥0−𝑥)
⇒ 𝜔 = 𝑡𝑎𝑛 −1 [

𝜌

(𝑥0−𝑥)
]  (2.26) 

𝜃 = 𝜋 − 𝑡𝑎𝑛 −1 [
𝜌

(𝑥0−𝑥)
]  (2.27) 

ενώ για 𝑥0 < 𝑥: 

𝑡𝑎𝑛 𝜃 =
𝜌

(𝑥0−𝑥)
⇒ 𝜃 =𝑡𝑎𝑛 −1 [

𝜌

(𝑥0−𝑥)
]  

(2.28) 

H σχέση μεταξύ ηλεκτρικού και μαγνητικού πεδίου είναι η εξής: 

𝐸𝜃
𝐿𝑂𝑆 = 𝑍𝐻𝛼

𝐿𝑂𝑆(𝜌, 𝑥, 𝑥0)  (2.29) 

Επομένως οι συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου μπορούν να γραφούν ως εξής: 

𝐸𝑥
𝐿𝑂𝑆 = −𝐸𝜃

𝐿𝑂𝑆 𝑠𝑖𝑛 𝜃  (2.30) 

𝐸𝜌
𝐿𝑂𝑆 = 𝐸𝜃

𝐿𝑂𝑆 𝑐𝑜𝑠 𝜃  (2.31) 

Κατά συνέπεια, για το συνολικό ηλεκτρικό πεδίο στο σημείο παρατήρησης ισχύει ότι: 

𝐸𝜃
𝐿𝑂𝑆(𝑟, 𝜃) = 𝐸𝜃

𝐿𝑂𝑆𝑒̂𝜃 = 𝐸𝜌
𝐿𝑂𝑆𝑒̂𝜌 + 𝐸𝑥

𝐿𝑂𝑆𝑒̂𝑥 = 𝑍𝐻𝛼
𝐿𝑂𝑆 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑒̂𝜌 − 𝑍𝐻𝛼

𝐿𝑂𝑆 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑒̂𝑥  (2.32) 

όπου 𝐻𝛼
𝐿𝑂𝑆 δίνεται από τη σχέση (2.24) ανωτέρω. 

2.3.3 Εφαρμογή θεωρήματος ολοκληρωτικών υπολοίπων 

Το συνολικό ηλεκτρομαγνητικό πεδίο στις περιοχές πάνω (x>0) και κάτω (x<0) από το 

επίπεδο του εδάφους, δίνεται από τις ακόλουθες σχέσεις: 

𝐻(𝑟) = {
𝐻𝐿𝑂𝑆(𝑟) + 𝐻𝑅(𝑟), 𝑥 > 0

𝐻𝑇(𝑟), 𝑥 < 0
  

(2.33) 

𝐸(𝑟) = {
𝐸𝐿𝑂𝑆(𝑟) + 𝐸𝑅(𝑟), 𝑥 > 0

𝐸𝑇(𝑟), 𝑥 < 0
  

(2.34) 

όπου τα 𝐻𝐿𝑂𝑆, 𝐸𝐿𝑂𝑆δίνονται από τις σχέσεις (2.24) και (2.32) αντίστοιχα, τα 𝐻𝑅, 𝐸𝑅 από 

τις  (2.17) και (2.18) και τα 𝐻𝑇, 𝐸𝑇από τις  (2.19) και (2.20).  

Η συνάρτηση Green στο φασματικό χώρο είναι: 

𝜓̃ =
1

𝜀𝑟𝜇𝑟𝑘0
2−𝑘𝜌

2−𝑘𝑥
2  

(2.35) 

Για το επίπεδο πάνω από τη γη (x>0) η συνάρτηση Green μπορεί να γραφεί ως εξής: 
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𝜓̃1 =
1

𝑘01
2 −𝑘𝜌

2−𝑘𝑥
2 =

1

(√𝑘01
2 −𝑘𝜌

2)

2

−𝑘𝑥
2

=
1

((√𝑘01
2 −𝑘𝜌

2)−𝑘𝑥
2)((√𝑘01

2 −𝑘𝜌
2)+𝑘𝑥

2)

  
(2.36) 

Για να επιλύσουμε το ολοκλήρωμα της 𝐻𝑅(𝑟)  (2.17) ως προς 𝑘𝑥ενεργούμε ως εξής: 

∫ 𝑘𝑥
∞

𝑘𝑥=−∞
𝜓̃1 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝑘𝑥𝑥)𝑑𝑘𝑥 = ∫

𝑘𝑥 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑘𝑥𝑥)

((√𝑘01
2 −𝑘𝜌

2)−𝑘𝑥)((√𝑘01
2 −𝑘𝜌

2)+𝑘𝑥)

∞

𝑘𝑥=−∞
𝑑𝑘𝑥  (2.37) 

Σύμφωνα με το θεώρημα των ολοκληρωτικών υπολοίπων, ισχύει: 

∮ 𝑓(𝑧)
𝐶

𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖Res
𝑧=𝑧0

(𝑓(𝑧)), όπου 𝑧0είναι ο πόλος της 𝑓(𝑧)  (2.38) 

Στην περίπτωσή της συνάρτησης του μαγνητικού πεδίου (2.17) ο πόλος της 𝑓(𝑘𝑥) είναι 

𝑘𝑥 = (√𝑘01
2 − 𝑘𝜌2) = 𝜅1. Επομένως, αν εφαρμόσουμε το θεώρημα για το ολοκλήρωμα 

της (2.17) έχουμε:  

 ∫
𝑘𝑥 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑘𝑥𝑥)

((√𝑘01
2 −𝑘𝜌

2)−𝑘𝑥)((√𝑘01
2 −𝑘𝜌

2)+𝑘𝑥)

∞

𝑘𝑥=−∞
𝑑𝑘𝑥 = 2𝜋𝑖 ⋅

𝜅1 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜅1𝑥)

2√𝑘01
2 −𝑘𝜌

2
= 𝜋𝑖 ⋅ 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜅1𝑥)  

(2.39) 

Συνεπώς η σχέση (2.17) για το 𝐻𝑅(𝑟) απλοποιείται και περιέχει πια μόνο ένα 

ολοκλήρωμα ως προς 𝑑𝑘𝜌: 

𝐻𝑅(𝑟) =
𝑒̂𝑎

8𝜋
∫ 𝐽𝑅(𝑘𝜌)𝑘𝜌𝐻0

(1)
( 𝑘𝜌𝜌) 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜅1𝑥) 𝑑𝑘𝜌

∞

𝑘𝜌=−∞
  (2.40) 

όπου 

𝜅1 = √𝑘01
2 − 𝑘𝜌2  

(2.41) 

Στην συνάρτησης (2.18) του ηλεκτρικού πεδίου 𝐸𝑅(𝑟), ο πόλος της 𝑓(𝑘𝑥) είναι ο ίδιος 

με του μαγνητικού πεδίου, αφού προέρχεται από τη συνάρτηση Green στο φασματικό 

χώρο. Εφαρμόζοντας το θεώρημα ολοκληρωτικών υπολοίπων για το ολοκλήρωμα ως 

προς 𝑑𝑘𝑥 έχουμε: 

∫ ((𝜀𝑟1𝜇𝑟1𝑘01
2 − 𝑘𝜌

2)𝑒̂𝜌 − 𝑘𝜌𝑘𝑥𝑒̂𝑥𝑑𝑘𝑥)
∞

𝑘𝑥=−∞
𝜓̃1 𝑒𝑥𝑝( 𝑖𝑘𝑥𝑥)𝑑𝑘𝑥 =  

= 2𝜋𝑖 ⋅
𝜅1
2 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜅1𝑥)

2√𝑘01
2 −𝑘𝜌

2
𝑒̂𝜌 − 2𝜋𝑖 ⋅

𝑘𝜌𝜅1 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜅1𝑥)

2√𝑘01
2 −𝑘𝜌

2
𝑒̂𝑥  

και επομένως: 

∮ 𝑓(𝑘𝑥)𝐶
𝑑𝑘𝑥 = 2𝜋𝑖 Res

𝑘𝑥=𝑘𝑥
′
0

(𝑓(𝑘𝑥))  = 𝜅1𝜋𝑖 ⋅ 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜅1𝑥) 𝑒̂𝜌 − 𝑘𝜌𝜋𝑖 ⋅ 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜅1𝑥) 𝑒̂𝑥  
(2.42) 

Η σχέση  για το 𝐸𝑅(𝑟) απλοποιείται και περιέχει πια μόνο ένα ολοκλήρωμα ως προς 

𝑑𝑘𝜌: 
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𝐸𝑅(𝑟) =
1

8𝜋𝜔𝜀𝑟1𝜀0
(𝑒̂𝜌 ∫ 𝜅1𝑘𝜌𝐽𝑅(𝑘𝜌)

∞

−∞
⋅ 𝐻0

(1)
( 𝑘𝜌𝜌)𝑒

𝑖𝜅1𝑥𝑑𝑘𝜌 −

𝑒̂𝑥 ∫ 𝑘𝜌
2𝐽𝑅(𝑘𝜌)

∞

−∞
𝐻0
(1)
( 𝑘𝜌𝜌)𝑒

𝑖𝜅1𝑥𝑑𝑘𝜌)  
(2.43) 

Κατά συνέπεια στο επίπεδο υπεράνω της γης (x>0) το συνολικό μαγνητικό και το 

συνολικό ηλεκτρικό πεδίο αντίστοιχα είναι:  

𝐻(𝑟) = 𝐻𝐿𝑂𝑆(𝑟) +
𝑒̂𝛼

8𝜋
∫ 𝑘𝜌𝐽𝑅(𝑘𝜌)
∞

−∞
𝐻0
(1)
( 𝑘𝜌𝜌)𝑒

𝑖𝜅1𝑥𝑑𝑘𝜌  (2.44) 

𝐸(𝑟) = 𝐸𝐿𝑂𝑆(𝑟) +
1

8𝜋𝜔𝜀𝑟1𝜀0
𝑒̂𝜌∫ 𝜅1𝑘𝜌𝐽𝑅(𝑘𝜌)

∞

−∞

⋅ 𝐻0
(1)
( 𝑘𝜌𝜌)𝑒

𝑖𝜅1𝑥𝑑𝑘𝜌 − 

−
1

8𝜋𝜔𝜀𝑟1𝜀0
𝑒̂𝑥 ∫ 𝑘𝜌

2𝐽𝑅(𝑘𝜌)
∞

−∞
⋅ 𝐻0

(1)
( 𝑘𝜌𝜌)𝑒

𝑖𝜅1𝑥𝑑𝑘𝜌  

(2.45) 

Με την ίδια διαδικασία κάτω από το επίπεδο της γης (x<0) προκύπτουν οι κάτωθι 

σχέσεις για το μαγνητικό και ηλεκτρικό πεδίο αντίστοιχα: 

𝐻𝑇(𝑟) = −
𝑒̂𝑎

8𝜋
∫ 𝑘𝜌𝐽𝑇(𝑘𝜌)
∞

−∞
𝐻0
(1)
( 𝑘𝜌𝜌)𝑒

−𝑖𝜅2𝑥𝑑𝑘𝜌  (2.46) 

𝐸𝑇(𝑟) =
1

8𝜋𝜔𝜀𝑟2𝜀0
𝑒̂𝜌∫ 𝜅2𝑘𝜌𝐽𝑇(𝑘𝜌)

∞

−∞

⋅ 𝐻0
(1)
( 𝑘𝜌𝜌)𝑒

−𝑖𝜅2𝑥𝑑𝑘𝜌 − 

−
1

8𝜋𝜔𝜀𝑟2𝜀0
𝑒̂𝑥 ∫ 𝑘𝜌

2𝐽𝑇(𝑘𝜌)
∞

−∞
⋅ 𝐻0

(1)
( 𝑘𝜌𝜌)𝑒

−𝑖𝜅2𝑥𝑑𝑘𝜌  

(2.47) 

όπου 𝜅1 = √𝑘01
2 − 𝑘𝜌2 , 𝜅2 = √𝑘02

2 − 𝑘𝜌2 

2.3.4 Χρήση των οριακών συνθηκών για υπολογισμό των πυκνοτήτων ρεύματος 

στην  επιφάνεια του εδάφους 

Στις ανωτέρω σχέσεις των οριακών συνθηκών εφαρμόζουμε τις εκφράσεις για το 

απευθείας κύμα, το ανακλώμενο και το διαθλώμενο κύμα, οι οποίες προκύπτουν από για 

x=0. Από την αντικατάσταση των ηλεκτρομαγνητικών πεδίων (2.44), (2.45), (2.46) και 

(2.47) για x=0, στις εξισώσεις των οριακών συνθηκών προκύπτουν οι ακόλουθες 

εκφράσεις : 

𝐻𝛼
𝐿𝑂𝑆 + 𝐻𝛼

𝑅 = 𝐻𝛼
𝑇  ⇒ 

⇒
1

8𝜋
∫ (

𝑖𝜔𝑝𝑘𝜌𝑒
𝑖𝜅1𝑥0

𝜅1
+ 𝐽𝑅(𝑘𝜌))𝐻0

(1)
( 𝑘𝜌𝜌)

∞

−∞
𝑘𝜌𝑑𝑘𝜌 =

−
1

8𝜋
∫ 𝐽𝑇(𝑘𝜌)𝐻0

(1)
( 𝑘𝜌𝜌)𝑘𝜌𝑑𝑘𝜌

∞

−∞
  

(2.48) 

και 

𝐸𝜌
𝐿𝑂𝑆 + 𝐸𝜌

𝑅 = 𝐸𝜌
𝑇 ⇒ 
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(2.49) 

Από τις εξισώσεις (2.48) και (2.49) λαμβάνουμε το ακόλουθο σύστημα αλγεβρικών 

εξισώσεων: 

{

𝑖𝜔𝑝𝑘𝜌𝑒
𝑖𝜅1𝑥0

𝜅1
+ 𝐽𝑅(𝑘𝜌) = −𝐽𝑇(𝑘𝜌)

−𝑖𝜔𝑝𝑘𝜌𝑒
𝑖𝜅1𝑥0 + 𝐽𝑅(𝑘𝜌)𝜅1 =

𝜀𝑟1

𝜀𝑟2
𝐽𝑇(𝑘𝜌)𝜅2

  (2.50) 

Τέλος, από την επίλυση του συστήματος εξισώσεων εξάγουμε τις παρακάτω εκφράσεις 

για τις πυκνότητες ρεύματος 𝐽𝑅(𝑘𝜌) και 𝐽𝑇(𝑘𝜌): 

𝐽𝑅(𝑘𝜌) = 𝑖𝜔𝑝𝑘𝜌𝑒
𝑖𝜅1𝑥0

𝜀𝑟2𝜅1−𝜀𝑟1𝜅2

𝜅1(𝜀𝑟2𝜅1+𝜀𝑟1𝜅2)
  (2.51) 

𝐽𝑇(𝑘𝜌) = −𝑖𝜔𝑝𝑘𝜌𝑒
𝑖𝜅1𝑥0

2𝜀𝑟2

𝜀𝑟2𝜅1+𝜀𝑟1𝜅2
  (2.52) 

 

2.3.5 Ανακλώμενο και μεταδιδόμενο ηλεκτρομαγνητικό πεδίο σε μορφή απλού 

ολοκληρώματος  

Με αντικατάσταση των εκφράσεων των πυκνοτήτων ρεύματος (2.51) και (2.52) στις 

εξισώσεις (2.44) και (2.45), για τον χώρο υπεράνω της γης (x>0), προκύπτει το μαγνητικό 

και ηλεκτρικό κύμα χώρου αντίστοιχα, ως ακολούθως: 

𝐻(𝑟) = 𝐻𝐿𝑂𝑆 +
𝑖𝜔𝑝𝑒̂𝑎

8𝜋
∫

𝜀𝑟2𝜅1−𝜀𝑟1𝜅2

𝜅1(𝜀𝑟2𝜅1+𝜀𝑟1𝜅2)

∞

−∞
𝑘𝜌
2 ⋅ 𝐻0

(1)
( 𝑘𝜌𝜌)𝑒

𝑖𝜅1(𝑥0+𝑥)𝑑𝑘𝜌  (2.53) 

𝐸(𝑟) = 𝐸LOS(𝑟) − 
𝑖𝑝

8πε𝑟1𝜀0

 












 






ρρ

)1(
0

κ

21

212
ρρ ρ)(H

κεκε

κεκε
ˆ 01

12

12 dkkeke
xxi

rr

rr

−𝑒̂𝑥 ∫ 𝑘𝜌
3 𝜀𝑟2𝜅1−𝜀𝑟1𝜅2

𝜅1(𝜀𝑟2𝜅1+𝜀𝑟1𝜅2)
𝑒𝑖𝜅1(𝑥+𝑥0) ⋅ 𝐻0

(1)
( 𝑘𝜌𝜌)𝑑𝑘𝜌

∞

−∞
}  

(2.54) 

όπου 𝜅1 = √𝑘01
2 − 𝑘𝜌2   και   𝜅2 = √𝑘02

2 − 𝑘𝜌2      

Οι αντίστοιχες εκφράσεις κάτω από το επίπεδο του εδάφους (x<0) είναι οι ακόλουθες:  

𝐻𝑇(𝑟) =
𝑖𝜔𝑝

4𝜋
𝑒̂𝑎 ∫ 𝑘𝜌

2 𝜀𝑟2

𝜀𝑟2𝜅1+𝜀𝑟1𝜅2

∞

−∞
𝑒𝑖(𝜅1𝑥0−𝜅2𝑥) ⋅ 𝐻0

(1)
( 𝑘𝜌𝜌)𝑑𝑘𝜌  (2.55) 

𝐸𝑇(𝑟) = −
𝑖𝑝

4𝜋𝜀0
∫ (𝜅2𝑒̂𝜌 − 𝑘𝜌𝑒̂𝑥)

𝑘𝜌
2

𝜀𝑟2𝜅1+𝜀𝑟1𝜅2

∞

−∞
⋅ 𝑒𝑖(𝜅1𝑥0−𝜅2𝑥)𝐻0

(1)
( 𝑘𝜌𝜌)𝑑𝑘𝜌  (2.56) 

Σημειώνεται ότι η 𝜀𝑟2  είναι μιγαδική ποσότητα, λόγω των απωλειών του εδάφους.  

 1 0 (1)
1 1 0

1 0

(1)
2 2 0

2 0

1
( ) H ( )

8

1
( ) H ( )

8

i x

r

r

i pk e J k k k dk

J k k k dk




    





   



      
 

  
 





%

%
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2.4 Αναλυτική κλειστής-μορφής έκφραση για το σκεδαζόμενο πεδίο με 

εφαρμογή της SPM  

Η εφαρμογή της μεθόδου στάσιμης φάσης στην (2.53) οδηγεί στις παρακάτω 

αναλυτικές εκφράσεις για το ηλεκτρικό πεδίο στον άνω ημιχώρο (x>0) [2.4], [2.12]: 

𝐸𝑥>0
𝑆𝐶 =

𝑝

4πε0𝜀𝑟1𝜌
1
2(𝑥 + 𝑥0)

1
2

⋅
𝜅

1s

1
2 𝑘𝜌𝑠

3
2

𝑘01

⋅
𝜀2𝜅1𝑠 − 𝜀1𝜅2𝑠
𝜀2𝜅1𝑠 + 𝜀1𝜅2𝑠

⋅ 𝑒𝑖𝑘𝜌𝑠𝜌 ⋅ 𝑒𝑖𝜅1𝑠(𝑥+𝑥0) ⋅ (𝜅1𝑠𝑒̂𝜌 + 𝑘𝜌𝑠𝑒̂𝑥)  

𝐸𝑥>0
𝑆𝐶

1

01

0

cosφ

4πε ε (A'A)r

pk
 

𝜀2𝜅1𝑠−𝜀1𝜅2𝑠

𝜀2𝜅1𝑠+𝜀1𝜅2𝑠
⋅ 𝑒𝑖𝑘𝜌𝑠𝜌 ⋅ 𝑒𝑖𝜅1𝑠(𝑥+𝑥0) ⋅ (𝜅1𝑠𝑒̂𝜌 + 𝑘𝜌𝑠𝑒̂𝑥) (2.57) 

 

 

όπου (Α΄A) είναι η απόσταση μεταξύ του ειδώλου και του σημείου παρατήρησης. 

Επιπλέον, στην σχέση (2.57) ισχύουν οι παρακάτω εξισώσεις:  

𝑘𝜌𝑠 =
𝑘01 ρ

√(𝑥 + 𝑥0)
2 + 𝜌2

=
𝑘01

√1 + (
𝑥 + 𝑥0
𝜌 )

2

= 𝑘01 𝑐𝑜𝑠 𝜑 

(2.58) 

𝜅1𝑠 = √𝑘01
2 − 𝑘𝜌𝑠2 = 𝑘01 𝑠𝑖𝑛 𝜑 (2.59) 

𝜅2𝑠 = √𝑘02
2 − 𝑘𝜌𝑠2  (2.60) 

όπου 𝑘𝜌𝑠 είναι το στάσιμο σημείο από την μέθοδο και φ η γωνία που φαίνεται στην 

Εικόνα 2-1 (η αναφερόμενη στην διεθνή βιβλιογραφία ως ‘grazing angle’ [2.2]). 

 

2.5 Αριθμητικά Αποτελέσματα  με βάση την μέθοδο αριθμητικής 

ολοκλήρωσης – σύγκριση αυτών με αριθμητικά αποτελέσματα με 

βάση την μέθοδο SPM 

Σε αυτή την παράγραφο συγκρίνονται τα αποτελέσματα που προκύπτουν 

χρησιμοποιώντας τις αναλυτικές εκφράσεις κλειστού τύπου της μεθόδου SPM όπως 

αυτές προκύπτουν στην προηγούμενη παράγραφο (εξίσωση (2.57)) με αντίστοιχα 

αποτελέσματα που προκύπτουν από αριθμητική ολοκλήρωση της εξίσωσης (2.54). 

Στόχος της σύγκρισης αυτής είναι να ανιχνεύσουμε τα εύρη συχνοτήτων όπου η SPM 

μπορεί να εφαρμοσθεί επιτυχώς. Να σημειωθεί ότι οι προσομοιώσεις έγιναν για τις 

εκφράσεις του σκεδαζόμενου ηλεκτρικού πεδίου (αντίστοιχα αποτελέσματα για το 

μαγνητικό πεδίο είναι παρόμοια).  
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Ο υπολογισμός της ολοκληρωτικής έκφρασης (2.54) έγινε με τον αλγόριθμο Adaptive 

Simpson3 [2.14].  Η ανοχή σφάλματος ορίστηκε στο 10–6. Επίσης, εφαρμόζεται μία τριών 

σημείων εξομάλυνση (μέσος όρος) όπου απαιτείτο, προκειμένου να αποφευχθεί η 

«μικρής κλίμακας» ταλάντωση των γραφημάτων η οποία προέρχεται από το γεγονός ότι 

οι ολοκληρωθείσες εκφράσεις αποτελούνται από μιγαδικούς αριθμούς από γρήγορα 

μεταβαλλόμενες φάσεις. 

Η ανάπτυξη του προγράμματος έγινε σε περιβάλλον προγραμματισμού MATLAB. Το 

συγκεκριμένο λογισμικό πακέτο επιλέχθηκε για την υλοποίηση του αλγορίθμου διότι 

διαθέτει μεγάλη βιβλιοθήκη πακέτων συναρτήσεων, όπως συναρτήσεις γραμμικής 

άλγεβρας, αριθμητικής ανάλυσης κ.α., γεγονός που το καθιστά κατάλληλο για την 

προσομοίωση προβλημάτων ηλεκτρομαγνητισμού που απαιτούν πολύπλοκους 

αριθμητικούς υπολογισμούς. Επιπλέον, το Matlab υποστηρίζει δυνατότητες εύκολης 

διασύνδεσης των συναρτήσεων που επικοινωνούν μεταξύ τους και διαθέτει αλγορίθμους 

για την παραγωγή διαγραμμάτων για την γραφική απεικόνιση των αποτελεσμάτων.  

Το υπολογιστικό πρόγραμμα που αναπτύχθηκε περιλαμβάνει τρία μέρη όπως φαίνεται 

και στο παρακάτω λογικό διάγραμμα: 

- Αρχικά εισάγονται οι γνωστοί παράμετροι του προβλήματος σκέδασης (οι 

παράμετροι αυτοί εισάγονται από τον χρήστη κατά την εκτέλεση του 

προγράμματος) 

- Στην συνέχεια υπάρχουν τρείς αλγόριθμοι για τον υπολογισμό του απευθείας και 

του σκεδαζόμενου πεδίου με την χρήση της μεθόδου στάσιμης φάσης και της 

αριθμητικής ολοκλήρωσης. 

- Τέλος, εκτελείται ο αλγόριθμος για την γραφική απεικόνιση των αποτελεσμάτων 

σε γραφήματα τα οποία περιέχουν τις παραμέτρους που έχουν χρησιμοποιηθεί 

καθώς επίσης και υπόμνημα για την αντιστοίχιση των γραφημάτων με τις 

μεθόδους. 

                                                           
3 Ο κανόνας αυτός επιχειρεί τον προσεγγιστικό υπολογισμό του ολοκληρώματος ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥, 

προσεγγίζοντας την f  μέσω πολυωνύμων δευτέρου βαθμού. Δηλαδή προσεγγίζει τη γραφική 

παράσταση με παραβολικά τόξα. 
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ΒΗΜΑ 1 - Εισαγωγή υπολογιστικών παραμέτρων  

ΒΗΜΑ 2: Αλγόριθμοι Η/Μ θεωρίας

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ 
ΑΠΕΥΘΕΙΑΣ ΠΕΔΙΟΥ

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ 
ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΝ ΜΕ STATIONARY PHASE 

METHOD

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ 
ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΝ ΜΕ NUMERICAL 

INTEGRATION

ΒΗΜΑ 3 – Γραφική απεικόνιση αποτελεσμάτων  

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ 
ΣΚΕΔΑΖΟΜΕΝΟΥ ΠΕΔΙΟΥ

 

Εικόνα 2-4 – Λογικό διάγραμμα αλγορίθμου προσομοίωσης 

Ο παρακάτω πίνακας παρουσιάζει τις παραμέτρους της προσομοίωσης: 

Σύμβολο Περιγραφή Τιμή 

fmin Ελάχιστη Συχνότητα 10 KHz 

fmax Μέγιστη Συχνότητα 1 GHz 

x0 Ύψος πομπού  60 m 

X Ύψος σημείου παρατήρησης (δέκτης) 15 m 

I Ρεύμα του δίπολου Hertz1 1 A 

2h Μήκος του δίπολου Hertz12 0.1 m 

εr Σχετική διηλεκτρική σταθερά του εδάφους 20 

Σ Αγωγιμότητα εδάφους 0.01 S/m 

Σημείωση: 
1 Σχέση μεταξύ του ρεύματος Ι και της διπολικής ροπής p: I(2h)=iωp 

Όπου ω=2πf και i είναι ο μοναδιαίος φανταστικός αριθμός 
2 πολύ μικρότερο από το μήκος κύματος λ=c/f  και στις δύο περιπτώσεις  

Πίνακας 2-1 Παράμετροι Προσομοίωσης 

Στην συνέχεια, εκτελούνται οι αλγόριθμοι για τον υπολογισμό του απευθείας και του 

σκεδαζόμενου ηλεκτρομαγνητικού πεδίου με την μέθοδο στάσιμης φάσης και την μέθοδο 

αριθμητικής ολοκλήρωσης.  
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ΜΕΘΟΔΟΣ ΣΤΑΣΙΜΗΣ ΦΑΣΗΣ - Εξίσωση (2.57) 

𝐸𝑥>0
𝑆𝐶

1

01

0

cosφ

4πε ε (A'A)r

pk
 

𝜀2𝜅1𝑠−𝜀1𝜅2𝑠

𝜀2𝜅1𝑠+𝜀1𝜅2𝑠
⋅ 𝑒𝑖𝑘𝜌𝑠𝜌 ⋅ 𝑒𝑖𝜅1𝑠(𝑥+𝑥0) ⋅ (𝜅1𝑠𝑒̂𝜌 + 𝑘𝜌𝑠𝑒̂𝑥) 

ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ – Εξίσωση (2.54) 

(Αλγόριθμος Adaptive Simpson) 

𝐸(𝑟) = 𝐸LOS(𝑟)  −  
𝑖𝑝

8πε𝑟1𝜀0

 












 






ρρ

)1(
0

κ

21

212
ρρ ρ)(H

κεκε

κεκε
ˆ 01

12

12 dkkeke
xxi

rr

rr

−𝑒̂𝑥 ∫ 𝑘𝜌
3 𝜀𝑟2𝜅1−𝜀𝑟1𝜅2

𝜅1(𝜀𝑟2𝜅1+𝜀𝑟1𝜅2)
𝑒𝑖𝜅1(𝑥+𝑥0) ⋅ 𝐻0

(1)
( 𝑘𝜌𝜌)𝑑𝑘𝜌

∞

−∞
} 

 

Από προσεκτική παρατήρηση της εξίσωσης (2.54) βλέπουμε ότι υπάρχει ένα άπειρο 

σημείο στο κ1 = 0, το οποίο βρίσκεται στο kρ = k01 και επομένως πρέπει να εξαιρεθεί ένα 

επαρκές εύρος γύρω από το k01 για να υπάρχει σύγκλιση του αλγόριθμου αριθμητικής 

ολοκλήρωσης. Οι δοκιμές δείχνουν ότι αυτό το εύρος πρέπει να είναι τουλάχιστον 5×10–

5 φορές την τιμή του kρs, το οποίο είναι το k01  [σύμφωνα με την (2.58)  kρs < k01]. Αυτό 

όμως σημαίνει ότι εξαιρείται από τον υπολογισμό και ένα τμήμα γύρω από το στάσιμο 

σημείο. Σημειώνεται ότι παρόλο που το σημείο kρ = 0 φαίνεται να είναι άλλο ένα πιθανό 

σημείο απειρισμού της εξίσωσης (2.54) (καθώς είναι το σημείο μηδενικού ορίσματος της 

συνάρτησης Hankel), στην πραγματικότητα αυτό δεν ισχύει λόγω της παρουσίας των 

παραγόντων kρ
2 και kρ

3 στις προς ολοκλήρωση παραστάσεις. Πράγματι, είναι εύκολο να 

αποδειχθεί ότι: kρ
2

 ·H0
(1)(kρ·ρ) → 0 καθώς kρ → 0. 

Βάσει των παραπάνω παρατηρήσεων, στις εικόνες των αποτελεσμάτων (Εικόνα 2-5, 

Εικόνα 2-6) δείχνουμε το εύρος ολοκλήρωσης γύρω από το k01 το οποίο εξαιρείται από 

την προσομοίωση (“interval excluded around singularities”). Οι τιμές min(krsk01) και 

max(krsk01) αντιστοιχούν στην ελάχιστη και μέγιστη απόσταση μεταξύ kρs και k01 

αντιστοίχως. Επιπλέον, στις εικόνες δίνονται και οι τιμές kρs, οι οποίες εξαρτώνται από 

την οριζόντια απόσταση ρ (βλ. εξίσωση (2.58)). Ο λόγος που συμπεριλαμβάνουμε αυτή 

την πληροφορία είναι ώστε να δοθεί μία ένδειξη ως προς το εύρος το οποίο εξαιρείται 

γύρω από το στάσιμο σημείο  kρs. 
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Εικόνα 2-5 Σκεδαζόμενο ηλεκτρικό πεδίο σε συνάρτηση με την απόσταση ρ μεταξύ του 

πομπού και του δέκτη με χρήση της μεθόδου SPM και μεθόδου αριθμητικής 

ολοκλήρωσης  

Συχνότητες (a) f = 1GHz, (b) f=100 MHz 
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Επεξήγηση λεζάντας διαγραμμάτων: 

interval excluded around 

singularities 

Το εύρος ολοκλήρωσης γύρω από το k01 το οποίο εξαιρείται από 

την προσομοίωση 

min(krs-->k01)  
Eλάχιστη απόσταση μεταξύ kρs και k01 

max(krs-->k01) 
Μέγιστη απόσταση μεταξύ kρs και k01 

Min krs 

Max krs 

Ελάχιστη και μέγιστη τιμή στάσιμου σημείου  (Το στάσιμο 

σημείο εξαρτάται από την απόσταση ρ) 

 

𝑘𝜌𝑠 =
𝑘01 ρ

√(𝑥 + 𝑥0)
2 + 𝜌2

=
𝑘01

√1 + (
𝑥 + 𝑥0
𝜌 )

2

= 𝑘01 𝑐𝑜𝑠 𝜑 

 

Εξετάζοντας τα γραφήματα στην Εικόνα 2-5, βλέπουμε ότι για συχνότητες περίπου 

από 100 KHz και πάνω, τα αποτελέσματα που προκύπτουν από την αριθμητική 

ολοκλήρωση υποτιμούν το λαμβανόμενο επίπεδο σήματος σε σχέση με την μέθοδο SPM. 

Αυτό σχετίζεται με την φύση της μεθόδου στάσιμης φάσης, η οποία για μεγάλες 

συχνότητες προσεγγίζει την ολοκληρωτική έκφραση λαμβάνοντας υπόψη μόνο τις 

συνεισφορές γύρω από το στάσιμο σημείο [2.13].  

Ωστόσο, όπως αναφέραμε παραπάνω, όταν υπολογίζουμε αριθμητικά την 

ολοκληρωτική έκφραση της εξίσωσης (2.54), πρέπει να εξαιρεθεί ένα επαρκώς μεγάλο 

διάστημα γύρω από το k01. Στις περισσότερες περιπτώσεις, αυτό το διάστημα 

συμπεριλαμβάνει το στάσιμο σημείο, το οποίο σημαίνει πως παραλείπεται ένα διάστημα 

που συνεισφέρει πολύ σημαντικά στον υπολογισμό του ολοκληρώματος. 
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Εικόνα 2-6 Σκεδαζόμενο ηλεκτρικό πεδίο σε συνάρτηση με την απόσταση ρ μεταξύ του 

πομπού και του δέκτη με χρήση της μεθόδου SPM και μεθόδου αριθμητικής 

ολοκλήρωσης (Συχνότητες 10 MHz, 1MHz, 100 kHz, 10kHz)  

Αντίθετα, παρατηρώντας το τελευταίο γράφημα στην Εικόνα 2-6 (f = 10 KHz), 

βλέπουμε ότι σε αυτή την περίπτωση η μέθοδος SPM φαίνεται να υπολογίζει λανθασμένα 

τις τιμές ΗΜ πεδίου (παρέχει μικρότερες τιμές). Παρόμοιο συμπέρασμα προκύπτει και 

για f < 30 KHz. Πράγματι, σε τόσο χαμηλές συχνότητες, δεν ισχύει η προσέγγιση 
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μεγάλου ορίσματος της μεθόδου SPM, και οι εξισώσεις (2.57) - (2.60) δεν είναι καθόλου 

ακριβείς. Είναι και πάλι απαραίτητο να εξαιρεθεί ένα εύρος γύρω από το σημείο kρ =k01 

προκειμένου να συγκλίνει ο αλγόριθμος αριθμητικής ολοκλήρωσης, όμως αυτή τη φορά 

το εύρος το οποίο παραλείπεται δεν συνεισφέρει σημαντικά στο τελικό αποτέλεσμα. 

Ο παρακάτω πίνακας παρουσιάζει τα παραπάνω συμπεράσματα σε σχέση με την 

καταλληλότητα χρήσης της κάθε μεθόδου ανάλογα με το εύρος συχνοτήτων που 

χρησιμοποιείται (VLF, LF MF).  

 

Καταλληλότητα Μεθόδου 

Μέθοδος Στάσιμης Φάσης (Stationary Phase Method - SPM) – Αριθμητική Ολοκλήρωση 

(Numerical Integration - NI) 

Εύρος Συχνοτήτων ([2.2]) Κατάλληλη μέθοδος 

Εύρος Μεσαίων Συχνοτήτων (Medium Frequency - MF) και 

άνω (>300 KHz) 
SPM 

Low Frequency (LF) range 

(30 – 300 KHz) 
SPM και NI 

Very Low Frequency (VLF) range 

(<30 KHz) 
NI 

Πίνακας 2-2. Επιλογή μεθόδου υπολογισμού του ΗΜ πεδίου  

με βάση το εύρος συχνοτήτων (SPM vs. NI) 
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3 Υπολογισμός του ηλεκτρομαγνητικού (ΗΜ) πεδίου στον δέκτη με 

μετασχηματισμό μεταβλητής (μετασχηματισμός ως προς την γωνία 

πρόσπτωσης) και χρήση της ‘μεθόδου στάσιμου σημείου’.  

3.1 Εισαγωγή 

Στο κεφάλαιο αυτό επανεξετάζουμε το πρόβλημα της ακτινοβολίας του διπόλου Hertz 

πάνω από επίπεδη γη στο φασματικό πεδίο (‘spectral domain’) προκειμένου να 

καταλήξουμε σε απλά μονοδιάστατα ολοκληρώματα για το λαμβανόμενο 

ηλεκτρομαγνητικό πεδίο, τα οποία αντιπροσωπεύουν την ακριβή λύση του προβλήματος. 

Τα ολοκληρώματα του λαμβανόμενου ηλεκτρομαγνητικού πεδίου παρουσιάζονται 

επίσης μαθηματικά σαν ολοκληρώματα επί της γωνίας πρόσπτωσης (‘grazing angle’). 

Αυτή η μορφή επιτρέπει ακριβέστερο υπολογισμό διότι ξεπερνάει τα προβλήματα των 

απειρισμών της ολοκληρωτικής έκφρασης. Παρουσιάζεται επιπλέον μία προσεγγιστική 

λύση με χρήση της μεθόδου στάσιμης φάσης, η οποία είναι εφαρμόσιμη στις υψηλές 

συχνότητες με αρκετή ακρίβεια, και επιτρέπει ταχύτερο υπολογισμό. 

3.2 Ολοκληρωτική αναπαράσταση για το λαμβανόμενο Ηλεκτρικό 

Πεδίο στο φασματικό πεδίο και κλειστού-τύπου αναλυτικές 

εκφράσεις στο πεδίο υψηλών συχνοτήτων 

Η γεωμετρία του προβλήματος παρουσιάζεται στην Εικόνα 2-1. Στο προηγούμενο 

κεφάλαιο πήραμε την παρακάτω ολοκληρωτική έκφραση για το ηλεκτρικό πεδίο στο 

σημείο του δέκτη πάνω από το έδαφος (x > 0) [3.13] [3.14]: 

𝐸(𝑟) = 𝐸𝐿𝑂𝑆(𝑟) − 
𝑖𝑝

8πε𝑟1𝜀0
  

× {𝑒̂𝜌∫ 𝑘𝜌
2
𝜀𝑟2

′ 𝜅1 − 𝜀𝑟1𝜅2

𝜀𝑟2
′ 𝜅1 + 𝜀𝑟1𝜅2

𝑒𝑖𝜅1(𝑥+𝑥0) × 𝐻0
(1)
( 𝑘𝜌𝜌)𝑑𝑘𝜌

∞

−∞

− 

−𝑒̂𝑥∫ 𝑘𝜌
3
𝜀𝑟2

′ 𝜅1 − 𝜀𝑟1𝜅2

𝜅1(𝜀𝑟2
′ 𝜅1 + 𝜀𝑟1𝜅2)

𝑒𝑖𝜅1(𝑥+𝑥0) × 𝐻0
(1)
( 𝑘𝜌𝜌)𝑑𝑘𝜌

∞

−∞

} 

(3.1) 

όπου: 

𝜅1 = √𝑘01
2 − 𝑘𝜌2 , 𝜅2 = √𝑘02

2 − 𝑘𝜌2 (3.2) 

και  H0
(1) είναι η συνάρτηση Hankel πρώτου είδους και μηδενικής τάξης. Επίσης, στην 

(3.1), η 𝜀𝑟2
′  είναι μία μιγαδική ποσότητα, λόγω των απωλειών του εδάφους. Παρόμοιες 

εκφράσεις προκύπτουν για το μαγνητικό πεδίο, παρόλο που μόνο η αζιμουθιακή 

συνιστώσα είναι παρούσα στο μαγνητικό διάνυσμα H. Επιπρόσθετα, στην (3.1) το 𝐸𝐿𝑂𝑆 
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είναι το διάνυσμα απευθείας ηλεκτρικού πεδίου (Line of Sight - LOS), του οποίου η 

έκφραση μπορεί να δοθεί είτε σε ολοκληρωτική μορφή [3.12] είτε μέσω των παρακάτω 

εκφράσεων σε κυλινδρικές συντεταγμένες [3.14], [3.19]: 

𝐸𝐿𝑂𝑆(𝜌, 𝑥) = −
𝑖𝜔 ⋅ 𝑝

4𝜋
⋅ 𝑒𝑖𝑘01⋅𝑟1 × {(

-i𝜔𝜇1
2𝑟1

+
3𝜁

2𝑟1
2 −

3

2i𝜔𝜀1𝑟1
3)𝑠𝑖𝑛 2 𝜃1 × 𝑒̂𝜌 + 

+[
𝑖𝜔𝜇1
𝑟1
𝑠𝑖𝑛2 𝜃1 + (

𝜁

𝑟1
2 −

2

𝑖𝜔𝜀1𝑟1
3) × (𝑐𝑜𝑠 2 𝜃1 + 𝑐𝑜𝑠

2 𝜃1)]× 𝑒̂𝑥} 

(3.3) 

Στην (3.3), το 𝜁 = √
𝜇1

𝜀1
= 377Ω είναι η αντίσταση ελευθέρου χώρου και οι παράμετροι 

r1, θ1 φαίνονται στην  Εικόνα 2-1. Να σημειωθεί ότι οι παράμετροι αυτοί σχετίζονται με 

τις κυλινδρικές συντεταγμένες του σημείου παρατήρησης (ρ,x) μέσω των παρακάτω 

εξισώσεων: 

𝑟1 = √𝜌2 + (𝑥 − 𝑥0)2, (3.4) 

{

𝜃1 = 𝜋 − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(
𝜌

𝑥0 − 𝑥
),    𝑥 < 𝑥0,

𝜃1 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(
𝜌

𝑥 − 𝑥0
),          𝑥 > 𝑥0.

 (3.5) 

Να σημειωθεί ότι η (3.3) ισχύει για κάθε απόσταση r1 (δηλ. Είτε μεγάλη είτε μικρή 

απόσταση, με τη μοναδική παραδοχή ότι η r1 είναι πολύ μεγαλύτερη από το μήκος του 

δίπολου Hertz) μεταξύ του πομπού και του δέκτη. Για τη συνήθη περίπτωση μεγάλων 

αποστάσεων, μόνο οι όροι 1/r1 κυριαρχούν, οδηγώντας στις γνωστές εκφράσεις μακρινού 

πεδίου για το ηλεκτρικό πεδίο ενός δίπολου Hertz στον ελεύθερο χώρο [3.19].  

Η εφαρμογή της μεθόδου στάσιμου σημείου στην (3.1) οδηγεί στην παρακάτω 

αναλυτική εξίσωση για το διάνυσμα του σκεδαζόμενου από επίπεδο έδαφος ηλεκτρικού 

πεδίου στη μακρινή περιοχή και για υψηλές συχνότητες (για x > 0) [3.17], [3.18] 

𝐸𝑥>0
𝑆𝐶 =

𝑝𝑘01 𝑐𝑜𝑠 𝜑

4πε0𝜀𝑟1(A'A)
×
𝜀𝑟2

′ 𝜅1𝑠 − 𝜀𝑟1𝜅2𝑠

𝜀𝑟2
′ 𝜅1𝑠 + 𝜀𝑟1𝜅2𝑠

× 𝑒𝑖𝑘𝜌𝑠𝜌 × 𝑒𝑖𝜅1𝑠(𝑥+𝑥0) × (−𝜅1𝑠𝑒̂𝜌 + 𝑘𝜌𝑠𝑒̂𝑥) (3.6) 

Στην (3.6), οι παρακάτω σχέσεις ισχύουν [17], [18]: 

𝑘𝜌𝑠 =
𝑘01 ρ

√(𝑥 + 𝑥0)2 + 𝜌2
=

𝑘01

√1 + (
𝑥 + 𝑥0
𝜌 )

2

= 𝑘01 𝑐𝑜𝑠 𝜑 

(3.7) 

{
 

 𝜅1𝑠 = √𝑘01
2 − 𝑘𝜌𝑠2 = 𝑘01 𝑠𝑖𝑛 𝜑

𝜅2𝑠 = √𝑘02
2 − 𝑘𝜌𝑠2                       

 (3.8) 

όπου kρs είναι το στάσιμο σημείο που προκύπτει από την μέθοδο SPM. 
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3.3 Νέες ολοκληρωτικές σχέσεις και σχετική αναλυτική λύση SPM για 

το λαμβανόμενο ηλεκτρομαγνητικό πεδίο (‘ως προς την γωνία 

πρόσπτωσης’) 

H εξίσωση (3.1) μπορεί να γραφεί με την παρακάτω μορφή: 

𝐸(𝑟) = 𝐸𝐿𝑂𝑆(𝑟) −  
𝑖𝑝

8πε𝑟1𝜀0
 × {∫ 𝑔(𝑘𝜌)𝑑𝑘𝜌

−𝑘01

−∞
+∫ 𝑔(𝑘𝜌)𝑑𝑘𝜌

+𝑘01

−𝑘01

+∫ 𝑔(𝑘𝜌)𝑑𝑘𝜌
∞

𝑘01

} (3.9) 

όπου g(kρ) είναι οι ολοκληρωτέες ποσότητες της (3.1): 

 g(𝑘𝜌) = (𝜅1𝑒̂𝜌 − |𝑘𝜌|𝑒̂𝑥) 𝑘𝜌|𝑘𝜌| ⋅
𝜀2𝜅1 − 𝜀1𝜅2

𝜅1(𝜀2𝜅1 + 𝜀1𝜅2)
𝐻0
(1)
(𝑘𝜌𝜌)𝑒

𝑖 κ1(𝑥+𝑥0) (3.10) 

και  

𝜅1 = √𝑘01
2 − 𝑘𝜌

2   ,    𝜅2 = √𝑘02
2 − 𝑘𝜌

2 
(3.11) 

Oρίζουμε τα ολοκληρώματα: 

𝐼1 = ∫ g(𝑘𝜌)𝑑𝑘𝜌

+𝑘01

−𝑘01

 

𝐼2 = ∫ g(𝑘𝜌)𝑑𝑘𝜌

+∞

𝑘01

 

𝐼3 = ∫ g(𝑘𝜌)𝑑𝑘𝜌

−∞

−𝑘01

 

(3.12) 

Για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος I1, κάνουμε τον μετασχηματισμό μεταβλητής: 

𝑘𝜌 = 𝑘01 𝑐𝑜𝑠 𝛼 (3.13) 

Με τον παραπάνω μετασχηματισμό, το εύρος ολοκλήρωσης [−𝑘01, +𝑘01] στο πεδίο kρ 

μετασχηματίζεται στο εύρος [0, π] της γωνίας α. 

Σύμφωνα με τις εξισώσεις (3.2) και (3.13) ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις: 

{

𝜅1 = 𝑘01 𝑠𝑖𝑛 𝛼                 

𝜅2 = √𝑘02
2 − 𝑘01

2 𝑐𝑜𝑠2 𝛼 
 (3.14) 

Αντικαθιστώντας στην (3.1) παίρνουμε την παρακάτω σχέση για το διάνυσμα 

λαμβανόμενου ηλεκτρικού πεδίου: 

𝐸(𝑟) = 𝐸𝐿𝑂𝑆(𝑟)  −  
𝑖𝑝𝑘01

3

8πε𝑟1𝜀0
×∫

{
 
 

 
 𝑐𝑜𝑠2 𝛼

𝜀𝑟2
′ 𝑘01 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − 𝜀𝑟1√𝑘02

2 − 𝑘01
2 𝑐𝑜𝑠2 𝛼

𝜀𝑟2
′ 𝑘01 𝑠𝑖𝑛 𝛼 + 𝜀𝑟1√𝑘02

2 − 𝑘01
2 𝑐𝑜𝑠2 𝛼

×

× 𝑒𝑖𝑘01(𝑥+𝑥0) 𝑠𝑖𝑛 𝛼 ×

× (𝑒̂𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − 𝑒̂𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛼) ⋅ 𝐻0
(1)
( 𝑘01ρcosα)𝑑𝛼 }

 
 

 
 

 

𝜋

0

+ 𝛥 (3.15) 

όπου Δ είναι το σφάλμα που προκύπτει από το γεγονός ότι μόνο το διάστημα (-k01, k01) 

λαμβάνουμε υπόψη στην παραπάνω ολοκλήρωση, αφού σύμφωνα με την (3.13), 



67 

 

χρησιμοποιώντας την επιλεγμένη μετατροπή μεταβλητής θεωρείται ότι |kρ| ≤ k01. 

Επομένως η Δ μπορεί να εκφραστεί ως: 

𝛥 = ∫ 𝑔(𝑘𝜌)𝑑𝑘𝜌

−𝑘01

−∞

+∫ 𝑔(𝑘𝜌)𝑑𝑘𝜌

∞

𝑘01

 (3.16) 

Εξετάζοντας την (3.15) παρατηρούμε ότι με την εισαγωγή της μεταβλητής α ως 

μεταβλητή ολοκλήρωσης, αντί της kρ, δεν υπάρχει απειρισμός για την ολοκληρωτέα 

ποσότητα στο διάστημα (0, π) της μεταβλητής α. Αντιθέτως, στη εξίσωση (3.1) υπήρχαν 

απειρισμοί στα σημεία kρ = ±k01, οι οποίοι οδηγούσαν μεγάλο πρόβλημα στην εφαρμογή 

της αριθμητικής ολοκλήρωσης [3.18].  

Προκειμένου να εφαρμόσουμε την μέθοδο SPM, χρησιμοποιούμε την προσέγγιση 

μεγάλου ορίσματος για την συνάρτηση Hankel [3.14], η οποία στην περίπτωσή μας 

γράφεται ως: 

𝐻0
(1)
( 𝑘01 × 𝑐𝑜𝑠 𝛼 × 𝜌) = √

2

𝜋𝑘01ρcosα
× 𝑒-i

𝜋
4 × 𝑒𝑖𝑘01×𝜌×cosα (3.17) 

Αντικαθιστώντας τις (3.14) και (3.17) στην (3.15), παίρνουμε την παρακάτω εξίσωση: 

𝐸(𝑟) = 𝐸𝐿𝑂𝑆(𝑟) − 𝑘01
3

𝑖𝑝

8πε𝑟1𝜀0
√

2

𝜋𝑘01𝜌
× 𝑒-i

𝜋
4 × 𝐼 (3.18) 

όπου 

𝐼 = ∫ {(𝑐𝑜𝑠 𝛼)
3
2
𝜀𝑟2

′ 𝑘01 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − 𝜀𝑟1√𝑘02
2 − 𝑘01

2 𝑐𝑜𝑠2 𝛼

𝜀𝑟2
′ 𝑘01 𝑠𝑖𝑛 𝛼 + 𝜀𝑟1√𝑘02

2 − 𝑘01
2 𝑐𝑜𝑠2 𝛼

× 𝑒𝑖𝑘01𝑟2 𝑐𝑜𝑠(𝛼−𝜑)
𝜋

0

× (𝑒̂𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − 𝑒̂𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛼) × 𝑑𝛼} 

(3.19) 

Στην (3.19), η γωνία φ και απόσταση r2 φαίνονται στην Εικόνα 2-1. Είναι επίσης 

εμφανές ότι ισχύουν οι παρακάτω γεωμετρικές σχέσεις: 

𝑟2 = √𝜌2 + (𝑥 + 𝑥0)2, 𝜌 = 𝑟2 𝑐𝑜𝑠 𝜑, (𝑥 + 𝑥0) = 𝑟2 𝑠𝑖𝑛 𝜑 (3.20) 

Να σημειωθεί ότι οι εξισώσεις (3.18)-(3.19) δεν περιλαμβάνουν τον παράγοντα 

σφάλματος Δ των εξισώσεων (3.15)-(3.16). Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι σύμφωνα με 

την μέθοδο SPM, η οποία θα εφαρμοστεί παρακάτω, μόνο μία μικρή περιοχή γύρω από 

το ‘στάσιμο σημείο’ συνεισφέρει στον συνολικό υπολογισμό της ολοκλήρωσης [3.15], 

[3.16]. Σύμφωνα με την (3.7), το στάσιμο σημείο βρίσκεται στο διάστημα (-k01, k01) του 

kρ, το οποίο με τον μετασχηματισμό (3.13) αντιστοιχεί στο διάστημα (0, π) της 
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μεταβλητής α. Με άλλα λόγια στην περίπτωση υψηλών συχνοτήτων και για μία grazing 

angle φ (Εικόνα 2-1) όχι πολύ κοντά στο μηδέν (ώστε το στάσιμο σημείο να μην είναι 

κοντά στην οριακή τιμή της ολοκλήρωσης α = 0), το σφάλμα Δ των (3.15) και (3.16) 

είναι σχεδόν μηδενικό (Δ ≈ 0). 

Τώρα, σύμφωνα με την μέθοδο στάσιμης φάσης [3.15], [3.16] ορίζουμε την φάση k01·r2 

στην (3.19) ως ‘μεγάλη παράμετρο’, και η φάση και το πλάτος της συνάρτησης για την 

(3.19) είναι: 

𝑓(𝛼) = 𝑐𝑜𝑠( 𝛼 − 𝜑) (3.21) 

𝐹(𝛼) = (𝑐𝑜𝑠 𝛼)
3
2
𝜀𝑟2

′ 𝑘01 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − 𝜀𝑟1√𝑘02
2 − 𝑘01

2 𝑐𝑜𝑠2 𝛼

𝜀𝑟2
′ 𝑘01 𝑠𝑖𝑛 𝛼 + 𝜀𝑟1√𝑘02

2 − 𝑘01
2 𝑐𝑜𝑠2 𝛼

× (𝑒̂𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − 𝑒̂𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛼) (3.22) 

Το στάσιμο σημείο προκύπτει στο σημείο όπου η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης 

φάσης μηδενίζεται [3.15], [3.16]. Επιλύοντας λοιπόν την εξίσωση 𝑓 ′(𝛼) =
𝑑𝑓
𝑑𝛼
⁄ = 0, 

από την (3.21) παίρνουμε: 

𝛼𝑠 = 𝜑, (3.23) 

 Ενώ η δεύτερη παράγωγος στο αs είναι: 01)( 
sf    

Στη συνέχεια, σύμφωνα με την μέθοδο SPM, το ολοκλήρωμα  (3.19)  υπολογίζεται ως: 

𝐼 = 𝐹(𝛼𝑠) × 𝑒
𝑖𝑘01𝑟2𝑓(𝛼𝑠) × √

2𝜋

𝑘01𝑟2𝑓′′(𝛼𝑠)
× 𝑒𝑖

𝜋
4
𝑠𝑔𝑛[𝑓′′(𝛼𝑠)] (3.24) 

Συνεπώς, χρησιμοποιώντας την (3.24) για τον υπολογισμό SPM των (3.18)-(3.19) 

παίρνουμε τελικά την παρακάτω έκφραση για το συνολικό λαμβανόμενο ηλεκτρικό 

πεδίο: 

𝐸(𝑟) = 𝐸𝐿𝑂𝑆(𝑟) − 𝑒̑𝜃 × 𝑘01
2

𝑝

4πε𝑟1𝜀0
×
𝜀𝑟2

′ 𝑘01 𝑠𝑖𝑛 𝜑 − 𝜀𝑟1√𝑘02
2 − 𝑘01

2 𝑐𝑜𝑠2 𝜑

𝜀𝑟2
′ 𝑘01 𝑠𝑖𝑛 𝜑 + 𝜀𝑟1√𝑘02

2 − 𝑘01
2 𝑐𝑜𝑠2 𝜑

× 𝑠𝑖𝑛 𝜃 ×
𝑒𝑖𝑘01𝑟2

𝑟2
 (3.25) 

όπου (βλ. Εικόνα 2-1), 𝜃 =
𝜋

2
− 𝜑 και 

𝑒̑𝜃 = 𝑒̑𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑒̑𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜃 (3.26) 

Το παραπάνω κλειστού-τύπου αναλυτικό αποτέλεσμα προέκυψε υπό την υπόθεση 

«προσέγγισης υψηλής συχνότητας» , καθώς και την υπόθεση ότι η γωνία ‘grazing angle’ 

φ δεν είναι πολύ κοντά στο μηδέν. Υπό αυτές τις υποθέσεις, η (3.25) απλά αναπαριστά 

το άθροισμα του απευθείας πεδίου και του πεδίου που ανακλάται από το ‘κατοπτρικό 

σημείο’. Σημειώνεται ότι το κλάσμα στην (3.25) απλά αναπαριστά τον συνήθη 

συντελεστή ανάκλασης Fresnel [3.14], [3.18]). 
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3.4 Εναλλακτική μορφή ολοκληρωμάτων με νέα αλλαγή μεταβλητής 

ως προς τη γωνία πρόσπτωσης 

Σε αυτή την παράγραφο θα εφαρμόσουμε μία διαφορετική αλλαγή μεταβλητής για τον 

μετασχηματισμό των ολοκληρωμάτων του ηλεκτρικού πεδίου, προκειμένου να 

καταλήξουμε σε νέες αναλυτικές λύσεις. Επιπλέον, θα κάνουμε κατάλληλο 

μετασχηματισμό μεταβλητής σε όλο το εύρος ολοκλήρωσης (προηγουμένως είχαμε 

λάβει υπόψη την κύρια συνεισφορά στο ηλεκτρομαγνητικό πεδίο που προέρχεται από το 

εύρος ολοκλήρωσης -k01 έως k01). 

Όπως δείξαμε στην παράγραφο 3.3, το ολοκλήρωμα (3.1) μπορεί να γραφεί ως: 

𝐸𝑅 = −
𝑖𝑝

8πε0𝜀1
(𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3) (3.27) 

όπου 

𝐼1 = ∫  g(𝑘𝜌)𝑑𝑘𝜌
+𝑘01

−𝑘01
 , 𝐼2 = ∫  g(𝑘𝜌)𝑑𝑘𝜌

+∞

𝑘01
,𝐼3 = ∫  g(𝑘𝜌)𝑑𝑘𝜌

−∞

−𝑘01
 (3.28) 

Στα αποτελέσματα προσομοίωσης λάβαμε υπόψη το διάστημα (-𝑘01,𝑘01) 

(ολοκλήρωμα 𝐼1)  δεδομένου ότι περιέχει τους πόλους της συνάρτησης και συνεισφέρει 

σε μεγάλο βαθμό στο λαμβανόμενο πεδίο. Για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος 

κάναμε τον μετασχηματισμό μεταβλητής 𝑘𝜌 = 𝑘01 𝑐𝑜𝑠 𝛼, με τον οποίο 

μετασχηματίστηκε το διάστημα ολοκλήρωσης από (-𝑘01,𝑘01) ως προς 𝑘𝜌, σε (0,π) ως 

προς την γωνία πρόσπτωσης α.  

Στην παρούσα παράγραφο θα εφαρμόσουμε έναν διαφορετικό μετασχηματισμό 

μεταβλητής για το ολοκλήρωμα 𝐼1, και επιπλέον κατάλληλους μετασχηματισμούς για τα  

ολοκληρώματα 𝐼2, 𝐼3 προκειμένου να απεικονίσουμε στο σύνολό της την τελική μορφή  

του λαμβανόμενου πεδίου. Ο παρακάτω πίνακας παρουσιάζει τον μετασχηματισμό που 

κάνουμε για κάθε ολοκλήρωμα: 

Ολοκλήρωμα 
Μετασχηματισμός 

μεταβλητής 

Νέο εύρος ολοκλήρωσης 

  

𝑰𝟏 = ∫  g(𝒌𝝆)𝒅𝒌𝝆
+𝒌𝟎𝟏

−𝒌𝟎𝟏
  𝑘𝜌 = 𝑘01 𝑠𝑖𝑛 𝛼 [−𝜋 2⁄ , +𝜋 2⁄ ] 

𝑰𝟐 = ∫  g(𝒌𝝆)𝒅𝒌𝝆

+∞

𝒌𝟎𝟏

 𝑘𝜌 = 𝑘01coshα [0, +∞] 

𝑰𝟑 = ∫  g(𝒌𝝆)𝒅𝒌𝝆

−∞

−𝒌𝟎𝟏

 𝑘𝜌 = −𝑘01coshα [0, +∞] 

Πίνακας 3-1 – Μετασχηματισμός μεταβλητών για υπολογισμό ολοκληρωμάτων και 

αλλαγή ορίων των ολοκληρωμάτων  
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Για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος I1, κάνουμε τον μετασχηματισμό μεταβλητής 

𝑘𝜌 = 𝑘01 𝑠𝑖𝑛 𝛼, το οποίο μετασχηματίζει το εύρος ολοκλήρωσης [−𝑘01, +𝑘01] στο πεδίο 

kρ στο εύρος [-π/2 , π/2] της γωνίας α.  

 

Εικόνα 3-1  Μετασχηματισμός μεταβλητής 

Με αυτό τον μετασχηματισμό, ισχύει: 

𝜅1 = 𝑘01 𝑐𝑜𝑠 𝛼, 𝜅2 = √𝑘02
2 − 𝑘01

2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 (3.29) 

Εφαρμόζοντας τον παραπάνω μετασχηματισμό μεταβλητής στο ολοκλήρωμα I1 και με 

τη χρήση των (3.10) και (3.29), η εξίσωση του I1 γίνεται: 

𝐼1 = ∫  (cos α ê𝜌 − |sin α| ê𝑥)sin α |sin α| ⋅  𝑅||(𝛼) ⋅ 𝐻0
(1)(ρ 𝑘01sin α)𝑒𝑖 𝑘01(𝑥+𝑥0)cos α 𝑑𝛼

+
𝜋
2

−
𝜋
2

 (3.30) 

όπου: 

𝑅||(𝛼) =
𝜀2𝑘01cos α− 𝜀1√𝑘02

2 − 𝑘01
2  sin2 α

𝜀2𝑘01cos α+ 𝜀1√𝑘02
2 − 𝑘01

2  sin2 α
 (3.31) 

Η εξίσωση (3.30) μπορεί να χωριστεί περαιτέρω σε δύο ολοκληρώματα: 

𝐼1 = ∫ [(cos α ê𝜌 − sin α ê𝑥) sin
2𝛼 ⋅ 𝑅||(𝛼) ⋅ 𝐻0

(1)(ρ 𝑘01sin α)𝑒
𝑖𝑘01(𝑥+𝑥0)cos α ]

+
𝜋
2

0

⋅ 𝑑𝑎  

−∫ [(cos α ê𝜌 + sin α ê𝑥) sin
2𝛼 ⋅ 𝑅||(𝛼) ⋅ 𝐻0

(1)(ρ 𝑘01sin α)𝑒
𝑖𝑘01(𝑥+𝑥0)cos α]

0

−
𝜋
2

⋅ 𝑑𝛼 

(3.32) 

Τέλος, παρατηρώντας από την εξίσωση (3.31) ότι 𝑅||(−𝛼) = 𝑅||(𝛼) και 

χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες της συνάρτησης  Hankel: 

𝐻0
(1)
(𝑧) + 𝐻0

(2)
(𝑧) = 2 𝐽0( 𝑧) 

(3.33) 

𝐻0
(1)
(𝑧 ⋅ 𝑒𝑖𝜋) = −𝐻0

(2)
(𝑧) (3.34) 

Είναι εύκολο να δείξουμε ότι: 

𝐼1 = 2 ∫ [(cos α ê𝜌 − sin α ê𝑥) ⋅  sin2𝛼 ⋅ 𝑅||(𝛼) ⋅ 𝐽0(ρ 𝑘01sin α) ⋅ 𝑒𝑖 𝑘01(𝑥+𝑥0)cos α ]

𝜋
2

0

 𝑑𝛼 (3.35) 
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όπου J0 είναι η συνάρτηση Bessel μηδενικής τάξης. 

Για τον υπολογισμό των ολοκληρωμάτων I2 και I3 ακολουθούμε παρόμοια προσέγγιση. 

Αυτή τη φορά χρησιμοποιούμε τους μετασχηματισμούς μεταβλητής 𝑘𝜌 = 𝑘01coshα και 

𝑘𝜌 = −𝑘01coshα αντίστοιχα, οι οποίοι μετασχηματίζουν τα όρια ολοκλήρωσης από 

[𝑘01, +∞] και [−∞,−𝑘01] ως προς 𝑘𝜌σε [0, +∞] ως προς τη μεταβλητή α. Επιπλέον, και 

στις δύο περιπτώσεις προκύπτει:  

𝜅1 = 𝑖𝑘01 𝑠𝑖𝑛ℎ𝛼 , κ2 = √𝑘02
2 − 𝑘01

2 𝑐𝑜𝑠ℎ2 𝛼 (3.36) 

Συνεπώς, εφαρμόζοντας παρόμοια βήματα με τον υπολογισμό του ολοκληρώματος I1 

και χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (3.33) και (3.34), είναι εύκολο να αθροίσουμε τα 

αποτελέσματα για τα ολοκληρώματα I2 και I3 ως εξής: 

𝐼2 + 𝐼3 =
2

𝑖
∫ [(𝑖 sinh 𝑎  ê𝜌 − cosh 𝑎 ê𝑥) ⋅ cosh

2
 α ⋅ 𝑅||

′ (𝛼) ⋅ 𝐽0(ρ 𝑘01 cosh 𝑎)
∞

0

⋅ 𝑒− 𝑘01(𝑥+𝑥0) sinh𝑎] 𝑑𝛼 

(3.37) 

όπου: 

𝑅||
′ (𝛼) =

𝑖𝜀2𝑘01 sinh𝑎 − 𝜀1√𝑘02
2 − 𝑘01

2  cosh
2𝛼

𝑖𝜀2𝑘01 sinh𝑎 + 𝜀1√𝑘02
2 − 𝑘01

2  cosh
2𝛼

 (3.38) 

Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (3.27), (3.35) και (3.37) η έκφραση για το ανακλώμενο 

Ηλεκτρικό πεδίο γίνεται: 

𝐸𝑅 = −
𝑖𝑝𝑘01

3

4πε0𝜀1

{
 
 

 
 ∫ [

(cos α ê𝜌 − sin α ê𝑥) ⋅  sin2𝛼 ⋅

𝑅||(𝛼) ⋅ 𝐽0(ρ 𝑘01sin α) ⋅ 𝑒𝑖 𝑘01(𝑥+𝑥0)cos α 
]

𝜋
2

0

𝑑𝛼 −

−𝑖∫ [
(𝑖 sinh𝑎  ê𝜌 − cosh𝑎 ê𝑥) ⋅ cosh

2𝛼 ⋅

𝑅||
′ (𝛼) ⋅ 𝐽0(ρ 𝑘01 cosh𝑎) ⋅ 𝑒

− 𝑘01(𝑥+𝑥0)sinhα 
]

∞

0

𝑑𝛼

 }
 
 

 
 

 (3.39) 

 

Κάνοντας αντίστοιχη αλλαγή μεταβλητής για την περίπτωση του μαγνητικού πεδίου 

(όπως φαίνεται στον Πίνακα 3-1), προκύπτει και η αντίστοιχη σχέση για το μαγνητικό 

πεδίο: 

𝐻𝑅 = −
𝑖𝜔𝜋𝑘01

2

4π

[
 
 
 
 ∫ sin2𝛼 ⋅ 𝑅||(𝛼) ⋅ 𝐽0(ρ 𝑘01sin α) ⋅ 𝑒𝑖 𝑘01(𝑥+𝑥0)cos α 𝑑𝛼

𝜋
2

0

−

−𝑖∫ cosh
2𝛼𝑅||

′ (𝛼) ⋅ 𝐽0(ρ 𝑘01 cosh𝑎) ⋅ 𝑒
− 𝑘01(𝑥+𝑥0)sinhα

∞

0

𝑑𝛼

 ]
 
 
 
 

ê𝛼 

 

(3.40) 
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3.5 Αριθμητικά αποτελέσματα: Σύγκριση της μεθόδου στάσιμης 

φάσης ως προς την γωνία πρόσπτωσης με τεχνικές αριθμητικής 

ολοκλήρωσης  

Σε αυτή την παράγραφο, επεκτείνουμε τα αποτελέσματα της προσομοίωσης για όλα τα 

συστατικά του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου (απευθείας, σκεδαζόμενο, συνολικό πεδίο) για 

πολλαπλές αποστάσεις και συχνότητες.  

Ο παρακάτω πίνακας συνοψίζει τις βασικές παραμέτρους που έχουν οριστεί για τις 

προσομοιώσεις. Επίσης, τα αποτελέσματα αριθμητικής ολοκλήρωσης που 

παρουσιάζονται αναφέρονται στην αρχική ολοκληρωτική μορφή της εξίσωσης (3.1).   

Σύμβολο Περιγραφή Τιμή 

x0 Ύψος πομπού  60 m 

X Ύψος σημείου παρατήρησης (δέκτης) 15 m 

I Ρεύμα του διπόλου Hertz1 1 A 

2h Μήκος του διπόλου Hertz2 0.1 m 

εr Σχετική διηλεκτρική σταθερά του εδάφους 20 

Σ Αγωγιμότητα εδάφους 0.01 S/m 

 Εύρος κοντινής απόστασης 10m – 500m 

 Εύρος μακρινής απόστασης 1km – 5km 

 Τεχνική αριθμητικής ολοκλήρωσης 
Adaptive 

Simpson 

 Εξαιρετέο διάστημα γύρω από τον απειρισμό k01 0.00001 ∙ k01 

 Ανοχή για τη σύγκλιση του ολοκληρώματος 10-9 – 10-6 

Σημείωση: 
1 Σχέση μεταξύ του ρεύματος Ι και της διπολικής ροπής p: I(2h)=iωp 

Όπου ω=2πf και i είναι ο μοναδιαίος φανταστικός αριθμός 
2 πολύ μικρότερο από το μήκος κύματος λ=c/f    

Πίνακας 3-1 Παράμετροι προσομοίωσης 

Η Εικόνα 3-2 αφορά στα αποτελέσματα προσομοίωσης του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου 

στον ελεύθερο χώρο. Συγκεκριμένα, απεικονίζει τη σύγκλιση των ακριβών εκφράσεων 

(3.3) – (3.5), και των γνωστών από τη βιβλιογραφία προσεγγίσεων μακρινού πεδίου 
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[3.19].  

 

(α) f =100 kHz 

 

 

(β) f =30 kHz 
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(γ) f =1 MHz 

 

 

  (δ) f = 3 MHz 

Εικόνα 3-2 Σύγκριση του απευθείας ηλεκτρομαγνητικού πεδίου (Line of sight - LOS) – 

Χρήση ακριβούς εξίσωσης και προσέγγισης μακρινού πεδίου  

Όπως αναμένεται, η σύγκλιση επιτυγχάνεται ταχύτερα στις υψηλές συχνότητες. Για το 

πρόβλημα που εξετάζεται εδώ,  το οποίο καλύπτει αποστάσεις έως 5 km, είναι δυνατό να 
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υπάρξουν σημαντικές αποκλίσεις για ακόμα μεγαλύτερες αποστάσεις όπως φαίνεται 

στην Εικόνα 3-2 (a) και Εικόνα 3-2(b). Συνεπώς, υπό αυτές τις συνθήκες η αναλυτική 

λύση SPM της εξίσωσης (3.25) δεν είναι ακριβής.  Ο λόγος είναι ότι η (3.25) στη ουσία 

υποδεικνύει εκπομπή σφαιρικών (και για μεγάλες αποστάσεις επίπεδων) κυμάτων, ενώ 

σύμφωνα με τις (3.3) – (3.5) αυτό δεν ισχύει (εξάρτηση από τις μεγαλύτερου βαθμού 

1/r). 

Τα διαγράμματα στην Εικόνα 3-3 σχετίζονται μόνο με το σκεδαζόμενο πεδίο. 

Συγκεκριμένα, συγκρίνουμε το ανακλώμενο ηλεκτρομαγνητικό πεδίο όπως υπολογίζεται 

με την μέθοδο SPM, με τις αντίστοιχες τιμές του πεδίου που προκύπτουν από τον 

αριθμητικό υπολογισμό των αντίστοιχων ολοκληρωτικών εκφράσεων. Με άλλα λόγια 

συγκρίνουμε την εξίσωση (3.1) με την εξίσωση (3.6), έχοντας προηγουμένως αφαιρέσει 

τη συνεισφορά του απευθείας πεδίου από την (3.1). 

 

ΑΝΑΚΛΩΜΕΝΟ ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΟ ΠΕΔΙΟ 

ΜΕΘΟΔΟΣ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ - Εξίσωση (3.1) 

𝐸(𝑟) = 𝐸𝐿𝑂𝑆(𝑟) − 
𝑖𝑝

8πε𝑟1𝜀0
  

× {𝑒̂𝜌∫ 𝑘𝜌
2
𝜀𝑟2

′ 𝜅1 − 𝜀𝑟1𝜅2

𝜀𝑟2
′ 𝜅1 + 𝜀𝑟1𝜅2

𝑒𝑖𝜅1(𝑥+𝑥0) × 𝐻0
(1)
( 𝑘𝜌𝜌)𝑑𝑘𝜌

∞

−∞

− 

−𝑒̂𝑥∫ 𝑘𝜌
3
𝜀𝑟2

′ 𝜅1 − 𝜀𝑟1𝜅2

𝜅1(𝜀𝑟2
′ 𝜅1 + 𝜀𝑟1𝜅2)

𝑒𝑖𝜅1(𝑥+𝑥0) × 𝐻0
(1)
( 𝑘𝜌𝜌)𝑑𝑘𝜌

∞

−∞

} 

*Στην προσομοίωση αφαιρούμε την συνεισφορά του απευθείας πεδίου 𝐸𝐿𝑂𝑆(𝑟). 

ΜΕΘΟΔΟΣ ΣΤΑΣΙΜΗΣ ΦΑΣΗΣ – Εξίσωση (3.6) 

𝐸𝑥>0
𝑆𝐶 =

𝑝𝑘01 𝑐𝑜𝑠 𝜑

4πε0𝜀𝑟1(A'A)
×
𝜀𝑟2

′ 𝜅1𝑠 − 𝜀𝑟1𝜅2𝑠

𝜀𝑟2
′ 𝜅1𝑠 + 𝜀𝑟1𝜅2𝑠

× 𝑒𝑖𝑘𝜌𝑠𝜌 × 𝑒𝑖𝜅1𝑠(𝑥+𝑥0) × (−𝜅1𝑠𝑒̂𝜌 + 𝑘𝜌𝑠𝑒̂𝑥) 
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Εικόνα 3-3 (α)  f = 30 kHz 

 

 
Εικόνα 3-3 (β)  f = 100 kHz 
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Εικόνα 3-3 (γ)  f = 1 MHz 

  
Εικόνα 3-3 (δ)  f = 10 MHz 
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Εικόνα 3-3 (ε)  f = 30 MHz 

  
Εικόνα 3-3 (ζ)  f = 100 MHz 

Εικόνα 3-3 Σύγκριση μεθόδων SPM και αριθμητικής ολοκλήρωσης για τον υπολογισμό 

του σκεδαζόμενου ΗΜ πεδίου  

Από την Εικόνα 3-3 (α) και (β) είναι εμφανές ότι στις συχνότητες των 30 KHz και 100 

KHz η μέθοδος στάσιμης φάσης υποτιμά σημαντικά το επίπεδο του σήματος (το κενό 

μεταξύ των δύο καμπυλών τείνει να αυξάνει για μικρότερες αποστάσεις) και αυτό ισχύει 

τόσο για το εύρος αποστάσεων του κοντινού όσο και του μακρινού πεδίου (Πίνακας 3-1).  

Παρόμοια συμπεριφορά παρατηρείται για όλες τις συχνότητες μέχρι το 1 MHz. Σε αυτή 

τη συχνότητα, η Εικόνα 3-3 (γ) δείχνει ότι απαιτούνται περίπου 4.8 km ώσπου να 

ταιριάξουν τα αποτελέσματα της μεθόδου SPM με την αριθμητική ολοκλήρωση, μία 

απόσταση η οποία αντιστοιχεί σε 16 μήκη κύματος (16 λ).  

Στα 10 MHz (Εικόνα 3-3 (δ)), τα αποτελέσματα της αριθμητικής ολοκλήρωσης 

υπερβαίνουν τις τιμές της SPM έως τα 350 m (ή εναλλακτικά για απόσταση 13 λ–14 λ) 

μακριά από τον πομπό. Σε ακόμα μεγαλύτερα εύρη συχνοτήτων αυτή η παρατήρηση 

ουσιαστικά διατηρείται. Όπως βλέπουμε στην Εικόνα 3-3 (ε), η SPM παρέχει καλύτερες 

εκτιμήσεις μετά τα 150 m (δηλαδή σε απόσταση 15 λ). Αυτό ισχύει και στα 100 MHz 

(βλ. Εικόνα 3-3 (ζ)). Η ‘απόσταση αλλαγής συμπεριφοράς’ (breakpoint distance – θα 

εξηγηθεί παρακάτω η χρήση του όρου), μετά την οποία η SPM συμπεριφέρεται καλύτερα 

από την αριθμητική ολοκλήρωση, φαίνεται να είναι κοντά στα 55 m ή περίπου 18 μήκη 

κύματος μακριά από την πηγή.  

Συνεπώς, η καταλληλότητα εφαρμογής της μεθόδου SPM καθορίζεται από το  
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συνδυασμό της συχνότητας λειτουργίας και της απόστασης από τον πομπό. Αυτό μπορεί 

να εκφραστεί είτε σε όρους μίας απόστασης η οποία σχετίζεται με το μήκος κύματος της 

ακτινοβολίας, ή ισοδύναμα από την ηλεκτρική απόσταση k·r. Σύμφωνα με τα 

αποτελέσματα της προσομοίωσης, μία κατάλληλη απόσταση αναφοράς στην οποία 

προκύπτουν ακριβείς τιμές από την εξίσωση (3.24) είναι περίπου τα ~16 λ. Σε όρους 

ηλεκτρικής απόστασης, αυτό ισοδυναμεί με 32π. 

Τέλος, παρατηρώντας την Εικόνα 3-3 (ζ), βλέπουμε ότι πριν την ‘απόσταση αλλαγής 

συμπεριφοράς’ οι μέθοδοι SPM και NI δίνουν κοντινά αποτελέσματα. Αυτό ουσιαστικά 

σημαίνει ότι σε συχνότητες μεγαλύτερες των 100 MHz η μέθοδος SPM είναι γενικά 

εφαρμόσιμη και μπορεί να χρησιμοποιηθεί για σχεδόν κάθε απόσταση στο πεδίο 

ενδιαφέροντος (τουλάχιστον μετά τα 10 m το οποίο ήταν το ελάχιστον όριο των 

υπολογισμών μας). Αυτό συμβαδίζει με τον γενικό χαρακτηρισμό της μεθόδου SPM ως 

μία μέθοδος υπολογισμού μεγάλων συχνοτήτων.  

Μία σημαντική παρατήρηση για την ερμηνεία των παραπάνω αποτελεσμάτων είναι ότι 

η χρησιμοποιούμενη μέθοδος SPM είναι μία ασυμπτωτική μέθοδος για τον υπολογισμό 

της ολοκληρωτικής εξίσωσης (3.1). Με άλλα λόγια, όταν τηρούνται οι συνθήκες 

εφαρμογής της SPM, τα αποτελέσματα που προκύπτουν είναι αρκετά κοντά με τα 

αποτελέσματα της αριθμητικής ολοκλήρωσης της (3.1), με την εγγύτητα να είναι 

καλύτερη όσο η απόσταση ρ αυξάνεται (αφού και η ηλεκτρική απόσταση αυξάνεται). 

Αυτό ισχύει για τις χαμηλές συχνότητες όπως φαίνεται στην Εικόνα 3-3 (α) – (γ), ενώ σε 

υψηλότερες συχνότητες τα αποτελέσματα της αριθμητικής ολοκλήρωσης φαίνεται να 

χάνουν σημαντικές συνεισφορές. Αυτό οφείλεται στην παρουσία απειρισμού γύρω από 

το kρ = k01, το οποίο απαιτεί να εξαιρεθεί ένα επαρκές εύρος γύρω από το σημείο 

απειρισμού από το διάστημα ολοκλήρωσης. Αυτό το εύρος φαίνεται να είναι πιο 

σημαντικό σε υψηλές συχνότητες [3.18]. Συμπερασματικά, η ‘απόσταση αλλαγής 

συμπεριφοράς’ που αναφέρουμε είναι η απόσταση πέρα από την οποία η SPM 

ουσιαστικά παρέχει καλύτερη εκτίμηση απ’ ότι οι ακριβείς ολοκληρωτικές εξισώσεις τις 

οποίες προσπαθεί να υπολογίσει και επομένως σε αυτές τις περιπτώσεις ο υπολογισμός 

του επιπέδου του σήματος θα πρέπει να βασιστεί μόνο στις τιμές της SPM. 

 

Τέλος, στην Εικόνα 3-4 δείχνουμε την μιγαδική συμβολή του απευθείας και του 

σκεδαζόμενου πεδίου χρησιμοποιώντας τις μεθόδους στάσιμης φάσης (SPM) και 

αριθμητικής ολοκλήρωσης. Εφόσον το υπολογιζόμενο απευθείας πεδίο (LOS) είναι 

κοινό και για τις δύο μεθόδους, η καμπύλη του συνολικού πεδίου ακολουθεί την μορφή 
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του ανακλώμενου πεδίου. Επομένως, για μία συγκεκριμένη συχνότητα, πρέπει να 

χρησιμοποιηθεί η αριθμητική ολοκλήρωση μέχρι την ‘απόσταση αλλαγής 

συμπεριφοράς’, και στη συνέχεια η SPM.  

  
Εικόνα 3-4 (α)  f=30kHz 

 
Εικόνα 3-4 (β)  f=100kHz 
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Εικόνα 3-4 (γ)  f=1MHz 

 

Εικόνα 3-4 (δ)  f=10MHz 

   

Εικόνα 3-4 (ε)  f=30MHz 



82 

 

 

Εικόνα 3-4 (ζ)  f=100MHz 

Εικόνα 3-4 Συστατικά του ΗΜ Πεδίου (LOS, Συνολικό πεδίο και Σκεδαζόμενο πεδίο με 

χρήση Αριθμητικής Ολοκλήρωσης και SPM) 

 

Ειδικότερα για συχνότητες πάνω από 100 MHz, η SPM ίσως είναι πιο κατάλληλη για 

κάθε απόσταση. Αυτό απεικονίζεται στην  Εικόνα 3-5. Σε αυτές τις υψηλές συχνότητες, 

η σχετική μιγαδική διαπερατότητα γίνεται σχεδόν πραγματική. Ως αποτέλεσμα, 

εμφανίζεται η επίδραση της γωνίας Brewster (θB) (συγκεκριμένα, αυτή είναι η 

ονομαζόμενη στη βιβλιογραφία γωνία ψευδο-Brewster [3.19]) στην οποία το 

ανακλώμενο πεδίο σχεδόν εξαφανίζεται. Από την Εικόνα 3-3 (ζ) είναι εμφανές ότι η 

αριθμητική ολοκλήρωση αποτυγχάνει να περιγράψει αυτό το φαινόμενο, και αυτό 

αποτελεί έναν επιπλέον λόγο να μην χρησιμοποιείται η μέθοδος αυτή σε αποστάσεις 

μεγαλύτερες της ‘απόστασης αλλαγής συμπεριφοράς’, και ειδικά σε πολύ μεγάλες 

συχνότητες. 
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Εικόνα 3-5 (α)  f=100MHz 

  
Εικόνα 3-5 (β)  f=300MHz 
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Εικόνα 3-5 (γ)  f=1GHz 

  
Εικόνα 3-5 (δ)  f=3GHz 

Εικόνα 3-5  Συμπεριφορά του απευθείας, σκεδαζόμενου και συνολικού πεδίου σε υψηλές 

συχνότητες  & επίδραση γωνίας Brewster 

Συνοπτικά, από τα αποτελέσματα των προσομοιώσεων σε αυτό το κεφάλαιο, βλέπουμε 

ότι για επαρκώς μεγάλη απόσταση από τον πομπό σε σχέση με το μήκος κύματος το 

πρόβλημα μπορεί να επιλυθεί με αναλυτικό τρόπο χρησιμοποιώντας την μέθοδο 

στάσιμης φάσης. Όταν τηρούνται αυτές οι συνθήκες, ο  μηχανισμός διάδοσης ακολουθεί 
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ουσιαστικά τη θεωρία της γεωμετρικής οπτικής (ray optics theory), αφού σύμφωνα με 

την εξίσωση (3.25), το συνολικό πεδίο είναι απλώς η άθροιση του απευθείας πεδίου και 

του πεδίου που ανακλάται από το κατοπτρικό σημείο (specular point). Τα αποτελέσματα 

προσομοίωσης δείχνουν ότι η απαίτηση για την σχετική απόσταση μπορεί να είναι μικρή 

όσο τα 16 μήκη κύματος (ή σε όρους ηλεκτρικής απόστασης 32π) κάνοντας την μέθοδο 

SPM αρκετά κατάλληλη για συνήθεις τηλεπικοινωνιακές εφαρμογές.  

Σήμερα υπάρχουν πολλά λογισμικά προσομοίωσης για τον υπολογισμό του επιπέδου 

σήματος [3.21]–[3.23] τα οποία ουσιαστικά χρησιμοποιούν ένα συνδυασμό θεωρητικών  

(πχ. μοντέλο δύο ακτίνων) και εμπειρικών προσεγγιστικών μοντέλων (πχ. Hata-

Okumura) για την πρόβλεψη της απώλειας σήματος. Με την πρόοδο της τεχνολογίας 

πληροφορικής σήμερα είναι δυνατό να γίνουν οι υπολογισμοί με χρήση τεχνικών 

αριθμητικής ολοκλήρωσης, με προσοχή όμως στα σφάλματα που μπορεί να προκύψουν 

[3.23]. Σε κάθε περίπτωση, τα πλεονεκτήματα της χρήσης ακριβών αναλυτικών 

μοντέλων είναι εμφανή [3.17], [3.18].  
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4 Συμπεράσματα διδακτορικής διατριβής - Μελλοντικές επεκτάσεις  

επί της παρούσας έρευνας 

4.1 Χρήση της ‘μεθόδου απότομης κατάβασης’ για τον υπολογισμό του 

ηλεκτρομαγνητικού πεδίου 

Η μέθοδος που εφαρμόσαμε παραπάνω αποτελεί μία κατάλληλη μέθοδο υπολογισμού 

του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου για το πρόβλημα Sommerfeld. Στην παρούσα 

παράγραφο, θα δείξουμε μία εναλλακτική αναλυτική μέθοδο υπολογισμού του 

ηλεκτρομαγνητικού πεδίου, βασιζόμενη στην μέθοδο απότομης κατάβασης. Όπως 

αναφέρθηκε και σε προηγούμενα κεφάλαια, η μέθοδος απότομης κατάβασης αποτελεί 

μία μέθοδο που έχει χρησιμοποιηθεί από πολλούς ερευνητές για τον υπολογισμό των 

ολοκληρωμάτων Sommerfeld, αλλά με διαφοροποιήσεις στην επιλογή της ‘διαδρομής 

Steepest Descent’, καθώς επίσης με διαφορετικές παραδοχές. Ως εκ τούτου, οι 

αναλυτικές εκφράσεις που θα δείξουμε σε αυτό το κεφάλαιο μπορούν μελλοντικά να 

συγκριθούν με άλλες εκφράσεις, καθώς επίσης και με τις εκφράσεις στις οποίες 

καταλήξαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο (ανάλυση ως προς την γωνία πρόσπτωσης). 

Επίσης, μπορεί να γίνει μελλοντικά αριθμητική υλοποίηση των κατωτέρω λαμβανομένων 

αναλυτικών εκφράσεων και σύγκριση των αριθμητικών αποτελεσμάτων που θα 

προκύψουν με τα αποτελέσματα που εξαγάγαμε στα προηγούμενα κεφάλαια της 

παρούσας διδακτορικής διατριβής. 

  

Στην  Εικόνα 2-1 απεικονίζεται η γεωμετρία του προβλήματος. Συγκεκριμένα δίνεται 

σημειακό δίπολο Hertz με διπολική ροπή 𝑝 , η οποία έχει κατεύθυνση στο θετικό άξονα 

x (𝑝 = 𝑝ê𝑥, 𝑝 = 𝜎𝜏𝛼𝜃. ). Το  δίπολο ακτινοβολεί  από τη θέση (𝑥0, 0, 0) πάνω από το 

άπειρο, επίπεδο έδαφος με απώλειες. To σημείο Α’ είναι το είδωλο της πηγής Α σε σχέση 

με το έδαφος (επίπεδο-yz), r1 είναι η απόσταση μεταξύ της πηγής και του σημείου 

παρατήρησης, r2 είναι η απόσταση μεταξύ του ειδώλου της πηγής και του σημείου 

παρατήρησης, θ2 είναι η γωνία πρόσπτωσης στο λεγόμενο “κατοπτρικό σημείο” (specular 

point), το οποίο είναι το σημείο τομής του εδάφους με την γραμμή που ενώνει το είδωλο 

και σημείο παρατήρησης, και τέλος 𝜑 = 𝜋/2 − θ2 είναι η λεγόμενη “grazing angle” 

[4.19]. Γενικά, η λύση στις εξισώσεις του Maxwell μπορεί να γραφεί ως [4.14], [4.16]: 

E = −
i

ε0εnω
(∇∇ ⋅ +k0n

2 )𝜓n ∗ j =
i

ε0εnω
F−1 {[kon

2J̃
− (k ⋅ J̃) k]𝜓𝑛̃} (4.1) 
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H = −(∇ × j) ∗ 𝜓n = −𝑖F
−1 [𝜓ñ (k × J̃)] (4.2) 

όπου j είναι η πυκνότητα ρεύματος, ∗ είναι το σύμβολο της συνέλιξης επί όλων των 

συντεταγμένων, 𝜓n, 𝜓ñ είναι η συνάρτηση Green και ο μετασχηματισμός Fourier της 

συνάρτησης Green αντίστοιχα, και το k0n, n = {1, 2} αντιπροσωπεύει τους κυματικούς 

αριθμούς του πρώτου (n = 1) και του δεύτερου (n = 2) μέσου (υλικού). Συγκεκριμένα, 

ισχύει  ότι   [4.14], [4.16]: 

𝜓𝑛 = −
𝑒𝑖𝑘0𝑛𝑟

4π𝑟
 μ  ,  𝜓𝑛̃ = 𝐹{Ψ𝑛} = (𝑘0𝑛

2 − 𝑘2)−1  ,   𝑘0𝑛 = 𝜔√𝜀0𝜀𝑛𝜇0𝜇𝑛 (4.3) 

Λόγω της συμμετρίας του προβλήματος ως προς x, το κυλινδρικό σύστημα 

συντεταγμένων είναι πιο κατάλληλο για την ανάλυση των διαφόρων διανυσματικών 

μεγεθών παραπάνω, και για το λόγο αυτό το κυματοδιάνυσμα γράφεται ως k =

(kρ, 0, kx). 

4.1.1 Απευθείας πεδίο 

Η πηγή διπόλου Hertz στην θέση r0 = (x0, 0,0) όπως φαίνεται στην   Εικόνα 2-1 

αντιστοιχεί σε μία πυκνότητα ρεύματος je = −𝑖𝜔ṗ𝛿 (r − r0). Λαμβάνοντας υπόψη ότι   

𝑘 ⋅ 𝑟 = 𝑘𝑥𝑥 + 𝑘ρ𝜌 cos(𝑎 − 𝑘𝑎) καθώς και τις ιδιότητες της συνάρτησης Dirac, ο 

μετασχηματισμός Fourier είναι: 

J̃e = 𝐹 {𝑗𝑒} = ∫ ∫ ∫ 𝑗𝑒 ⋅ 𝑒−𝑖𝑘⋅𝑟 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

−∞

= −𝑖𝜔𝑝ê𝑥e
−ikxx0 

(4.4) 

Στην συνέχεια χρησιμοποιώντας την εξίσωση (4.1), το απευθείας (Line of Site – LOS) 

πεδίο προκύπτει:  

ELOS =
𝑝

𝜀0𝜀1
 𝐹−1{(𝑘𝑥𝑘 − 𝑘01

2 ê𝑥)𝑒
−𝑖𝑘𝑥𝑥0 ⋅ Ψ1̃} = 

=
𝑝

𝜀0𝜀1

1

(2𝜋)3
∫ ∫ ∫ (𝑘𝑥𝑘 − 𝑘01

2 ê𝑥)𝑒
−𝑖𝑘𝑥𝑥0

∞

−∞

2𝜋

0

∞

0
⋅ Ψ1̃𝑘𝜌𝑑𝑘𝜌𝑑𝑘𝑎𝑑𝑘𝑥 =  

= 
𝑝

𝜀0𝜀1

1

(2𝜋)3
∫ ∫ ∫ [( 𝑘x

2 − 𝑘01
2 )ê𝑥 + 𝑘𝜌𝑘𝑥êρ]

∞

−∞

2𝜋

0

∞

0
 Ψ1 ⋅̃ 𝑒

−𝑖𝑘x(𝑥−𝑥0)𝑒−𝑖𝑘ρ𝜌 cos(𝑘α−𝛼)𝑘𝜌𝑑𝑘𝜌𝑑𝑘𝑎𝑑𝑘𝑥 

  

(4.5) 

Στην (4.5) και προκειμένου να ολοκληρώσομυε ως προς 𝑘𝑎, χρησιμοποιούμε την 

ολοκληρωτική αναπαράσταση για την συνάρτηση Bessel [4.20], J0(𝑘𝜌ρ) =

1

2𝜋
∫ 𝑒𝑖𝑘ρ cos𝑘𝑎𝑑𝑘𝑎
2𝜋

0
. Επιπλέον , στο [4.1],  ο Sommerfeld έδειξε ότι τα όρια του kρ 

μπορεί να αλλάξουν από (0,∞) σε (-∞,∞) εάν αποδείξουμε ότι για κάθε συνάρτηση f σχύει 

∫ J0(𝑥)
∞

0
𝑓(x)𝑥 𝑑𝑥 =

1

2
∫ 𝐻0

(1)∞

−∞
(𝑥)𝑓(|𝑥|)𝑥 𝑑𝑥 , όπου 𝐻0

(1)
 είναι η συνάρτηση Hankel 
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πρώτου είδους και μηδενικής τάξης 4. Ως αποτέλεσμα, και μετά από κάποιους βασικούς 

αλγεβρικούς υπολογισμούς, προκύπτει η παρακάτω έκφραση [4.16]:  

ELOS =
𝑝

8𝜋2𝜀0𝜀1
∫ [( 𝑘x

2 − 𝑘01
2 )ê𝑥 + |𝑘𝜌|𝑘𝑥êρ]Ψ̃1𝐻0

(1)(𝑘ρ𝜌)𝑘ρ𝑒
−𝑖𝑘x(𝑥−𝑥0)𝑑𝑘𝜌𝑑𝑘𝑥

∞

−∞

 
(4.6) 

Η ολοκλήρωση ως προς kx μπορεί να γίνει μέσω της χρήσης της θεωρίας 

ολοκληρωτικών υπολοίπων (residue theory). Αυτό έχει ως αποτέλεσμα στην παρακάτω 

έκφραση μονοδιάστατου ολοκληρώματος για το απευθείας ηλεκτρικό πεδίο: 

ELOS =
𝑖𝑝

8𝜋𝜀0𝜀1
∫ [ê𝑥

𝑘ρ
2

k1
− êρ|𝑘𝜌|sgn(𝑥 − 𝑥0)] 𝑘𝜌𝐻0

(1)
(𝑘ρ𝜌)𝑒

𝑖𝑘1|𝑥−𝑥0|𝑑𝑘𝜌

+∞

−∞

= 

=
𝑖𝑝

8𝜋𝜀0𝜀1
𝑘01∫ êθ1

𝑘𝜌|𝑘𝜌|

k1
𝐻0
(1)(𝑘ρ𝜌)𝑒

𝑖𝑘1|𝑥−𝑥0|𝑑𝑘𝜌

+∞

−∞

 

(4.7) 

Όπου το êθ1(𝑘𝜌) = −ê𝑥
|𝑘𝜌|

k1
+ ê𝜌

k1

k01
𝑠𝑔𝑛(𝑥 − 𝑥0) αντιπροσωπεύει ένα μοναδιαίο 

διάνυσμα και 

κ1 = √κ01
2 − κρ2  . 

Ομοίως, το απευθείας μαγνητικό πεδίο δίνεται από τη σχέση : 

ΗLOS = −ê𝛼
𝑖𝜔𝜌

8π
∫

𝑘𝜌|𝑘𝜌|

k1
𝐻0
(1)(𝑘ρ𝜌)𝑒

𝑖𝑘1|𝑥−𝑥0|𝑑𝑘𝜌

+∞

−∞

 (4.8) 

4.1.2 Σκεδαζόμενο πεδίο 

Όπως είναι γνωστό, ένα προσπίπτον ηλεκτρομαγνητικό πεδίο το οποίο προσπίπτει σε 

μία επιφάνεια, προκαλεί μία «διατεταγμένη κίνηση» των φορτίων του υλικού. Αυτές οι 

ροές, μπορούν να μοντελοποιηθούν από τις επιφανειακές πυκνότητες ρεύματος jR και jT, 

ακριβώς επάνω και κάτω από την επιφάνεια και δρουν σαν δευτερεύουσες πηγές του 

ανακλώμενου (x > 0) και διαδιδόμενου (x<0) πεδίου αντίστοιχα. Για την περίπτωση του 

κατακόρυφου δίπολου, οι πυκνότητες ρεύματος παρουσιάζουν μόνο ακτινική 

συνιστώσα, δηλ. jR = ê𝜌 ∙ 𝑗
R  και jΤ = ê𝜌 ∙ 𝑗

Τ  

Για τον υπολογισμό του σκεδαζόμενου πεδίου ακολουθούμε την ίδια διαδικασία που 

με αυτήν του απευθείας πεδίου (§ 4.1.1) με την μοναδική διαφορά ότι οι πηγές ρεύματος 

𝑗R και 𝑗Τ είναι άγνωστες ποσότητες και θα χρειαστεί να υπολογιστούν. Αυτό θα γίνει με 

την επίλυση του προβλήματος οριακών συνθηκών. Επομένως, μετασχηματίζοντας στο 

πεδίο της συχνότητας και εφαρμόζοντας τις σχέσεις (4.1) και (4.2) καθώς και την ίδια 

                                                           
4 O Sommerfeld το έδειξε αυτό χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες των συναρτήσεων Bessel και Hankel: 

𝐽0(z) =  
𝐻0
(1)(𝑧)+𝐻0

(2)
(𝑧)

2
 ,𝐻0

(1)(𝑧𝑒𝑖𝜋) =  −𝐻0
(2)(𝑧) 
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τεχνική όπως και με το απευθείας πεδίο (ολοκλήρωση ως προς kx και εφαρμογή της 

θεωρίας ολοκληρωτικών υπολοίπων) προκύπτουν οι παρακάτω εκφράσεις για το 

Ανακλώμενο ή Σκεδαζόμενο (δείκτης “R”) και το Διαδιδόμενο (δείκτης “T”) Ηλεκτρικό 

και Μαγνητικό πεδίο αντίστοιχα  [4.16], [4.18]: 

𝐸𝑅 = −
k01

8𝜋𝜀0𝜀1𝜔
∫ êθ2(k𝜌)k𝜌𝑗̃

R
+∞

−∞

⋅ H0
(1)(k𝜌𝜌)𝑒

𝑖k1𝑥𝑑k𝜌 (4.9) 

𝐻𝑅 = −
êα

8π
∫ k𝜌𝑗̃

R(k𝜌)
+∞

−∞
⋅ H0

(1)(k𝜌𝜌)𝑒
𝑖k1𝑥𝑑k𝜌    (4.10) 

𝐸𝑇 = −
k02

8𝜋𝜀0𝜀2𝜔
∫ e′̂θ2(k𝜌)k𝜌𝑗̃

𝑇+∞

−∞
⋅ H0

(1)(k𝜌𝜌)𝑒
𝑖k2𝑥𝑑k𝜌    (4.11) 

𝐻𝑅 =
êα

8π
∫ k𝜌𝑗̃

T+∞

−∞
⋅ H0

(1)(k𝜌𝜌)𝑒
𝑖k2𝑥𝑑k𝜌 ,  k2 = √k02

2 − kρ2  
(4.12) 

Στις εξισώσεις (4.9) και (4.11), χρησιμοποιούμε τον ίδιο συμβολισμό με το απευθείας 

πεδίο. Συγκεκριμένα, κάθε ένα από τα êθ2(k𝜌) =
1
k01(k1ê𝜌 − |𝑘𝜌|ê𝑥)
⁄  και e′̂θ2 =

1
k02(k2ê𝜌 − |𝑘𝜌|ê𝑥)
⁄  αντιπροσωπεύει ένα μοναδιαίο διάνυσμα σε σχέση με την 

αυθαίρετη μεταβλητή kρ, για το ανακλώμενο και διαδιδόμενο πεδίο αντίστοιχα. 

Το πρόβλημα οριακών συνθηκών, που αναφέραμε προηγουμένως, ορίζει ότι στην 

επίπεδη επιφάνεια (x=0), οι εφαπτομενικές συνιστώσες του ΗΜ πεδίου πρέπει να είναι 

συνεχείς. Επομένως: 

𝛦ρ
LOS

|x=0
+ 𝛦ρ

R
|x=0

= 𝛦ρ
T
|x=0

  ,  𝐻α
LOS

|x=0
+ 𝐻α

R
|x=0

= 𝛨α
T
|x=0

 (4.13) 

Αντικαθιστώντας τις (4.9) - (4.12) στην (4.13), προκύπτει το παρακάτω σύστημα 

αλγεβρικών εξισώσεων και οι αντίστοιχες λύσεις για τα 𝑗̃R και  𝑗̃𝑇: 

{
𝑖ωρ|𝑘𝜌|𝑒

𝑖k1𝑥0 + k1𝑗̃
R = −k1𝑗̃

𝑇

−𝑖ωρ|𝑘𝜌|𝑒
𝑖k1𝑥0 + k1𝑗̃

R =
𝜀1

𝜀2
k2𝑗̃

𝑇 
 
⇒ {

𝑗̃R  =  𝑖ωρ|𝑘𝜌|𝑒
𝑖k1𝑥0

𝜀1k1−𝜀1k2

k1(𝜀2k1+𝜀1k2)

𝑗̃𝑇 = −𝑖ωρ|𝑘𝜌|𝑒
𝑖k1𝑥0

2𝜀2

𝜀2k1+𝜀1k2

 (4.14) 

Προφανώς, με απλή αντικατάσταση της (4.14) στις (4.9) – (4.12), προκύπτουν οι 

εκφράσεις για το ανακλώμενο και διαδιδόμενο πεδίο στην ολοκληρωτική τους μορφή. 

4.1.3 Ασυμπτωτική αναλυτική έκφραση του ΗΜ πεδίου 

Ξεκινώντας από την (4.7) και ορίζοντας 𝑘𝜌 = 𝑘01 sin 𝜉  έχουμε d𝑘𝜌 = 𝑘01 cos 𝜉 𝑑ξ και 

𝑘1 = 𝑘01 cos 𝜉 και χρησιμοποιώντας την προσέγγιση της Hankel για μεγάλα ορίσματα  

H0
(1)(k𝜌𝜌)−̃√

−2i

πk𝜌𝜌
𝑒𝑖𝑘ρρ , k𝜌𝜌 ≫ 1  [4.20], [4.22], παίρνουμε την παρακάτω σχέση: 
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ELOS = −
𝑖𝑝

8𝜋𝜀0𝜀1
√
−2i

πk01𝜌
𝑘01
3 ∫ êθ1(𝜉)sin

3/2ξ 𝑒𝑖𝑘01(𝜌 sinξ + |x−𝑥0|cosξ)𝑑ξ
 

s𝑧

 (4.15) 

Από την Εικόνα 2-1 είναι προφανές ότι ρ = 𝑟1sin𝜃1 και |x − 𝑥0| = 𝑟1|cos𝜃1| . Έπειτα 

παίρνοντας για παράδειγμα την περίπτωση όπου x > x0 (το ίδιο προκύπτει και για x < x0) 

δηλ. την περίπτωση που το σημείο παρατήρησης βρίσκεται ψηλότερα από το εκπέμπον 

δίπολο, προκύπτει ότι 

ELOS = −
𝑖𝑝

8𝜋𝜀0𝜀1
√
−2i

πk01𝜌
𝑘01
3 ∫ êθ1(𝜉)sin

3/2ξ 𝑒𝑖𝑘01𝑟1cos(ξ−𝜃1)𝑑ξ
 

s𝑧

 (4.16) 

Σημειώστε ότι με τον παραπάνω μετασχηματισμό 𝑘𝜌 = 𝑘01 sin 𝜉, το μοναδιαίο 

διάνυσμα σε σχέση με το kρ της (4.7), μετασχηματίζεται σε êθ1(𝜉) = cosξ ∙ êρ − |𝑠𝑖𝑛ξ| ∙

êx  . Συνεπώς, το êθ1(𝜉) μπορεί να θεωρηθεί ως ένα ψευδο-μοναδιαίο διάνυσμα κατά 

μήκος της μιγαδικής γωνίας ανύψωσης (complex elevation angle) ξ5. Αυτό 

αναπαρίσταται γραφικά στην παρακάτω εικόνα, όπου σχεδιάζονται τα «εκτεταμένα» 

τοπικά συστήματα σφαιρικών συντεταγμένων για την πηγή του δίπουλου και το είδωλό 

της. Ο όρος «εκτεταμένο» χρησιμοποιείται για να σημειωθεί η μιγαδική φύση της γωνίας 

ανύψωσης ξ κατά μήκως της καμπύλης Sz των εξισώσεων (4.15), (4.16) παραπάνω ή των 

εξισώσεων (4.19) - (4.21) παρακάτω. 

 

 

Εικόνα 4-1 – Το «επεκταμένο» τοπικό σύστημα σφαιρικών συντεταγμένων (α) της πηγής 

του δίπολου και (β) του ειδώλου του δίπολου. Η γωνία ανύψωσης ξ  είναι μιγαδική στη 

φύση της, παρόλαυτά μόνο το εύρος ξ ∈ [−π, π] μπορεί να αναπαρασταθεί γραφικά (σε ένα 

τυπικό σφαιρικό σύστημα συντεταγμένων όμως το ξ ∈ [0, π]). Στην εικόνα, μία 

                                                           
5 Ονομάζεται ψευδο-μοναδιαίο διάνυσμα διότι σχετίζεται με την μιγαδική γωνία ξ και επομένως δεν έχει 

φυσική σημασία. Όμως, στο ξ=θ1, γίνεται ίσο με το γεωμετρικό μοναδιαίο διάνυσμα (εφόσον για το 

σφαιρικό σύστημα συντεταγμένων ισχύει 𝑂 ≡ 𝐴 ∶  êθ1 = cosθ1 ∙ êρ −  𝑠𝑖𝑛θ1 ∙ êx 
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ωρολογιακή περιστροφή από την θετική κατεύθυνση x δίνει θετική γωνία ανύψωσης (+), 

ενώ μία στροφή αντιωρολογιακής φοράς δίνει αρνητική γωνία ανύψωσης (-). 

Η ολοκληρωτική έκφραση (4.16) μπορεί να υπολογιστεί εύκολα με την μέθοδο 

σημείου σάγματος [4.18], με την προϋπόθεση ότι η παράμετρος “k01 · r1” του φασικού 

παράγοντα της εξίσωσης (4.16) είναι επαρκώς μεγάλη. Εφόσον η ολοκληρωτέα 

ποσότητα δεν παρουσιάζει απειρισμό, το αποτέλεσμα είναι ίδιο με αυτό που δίνεται από 

την μέθοδο στάσιμης φάσης [4.17], [4.18], το οποίο είναι [4.23], [4.24]: 

ELOS ≅ −
𝑝𝑘01

2

4𝜋𝜀0𝜀1𝑟1
𝑠𝑖𝑛 θ1𝑒

𝑖𝑘01𝑟1(êρcos θ1 − êx𝑠𝑖𝑛 θ1) = −
𝑝𝑘01

2

4𝜋𝜀0𝜀1𝑟1
𝑠𝑖𝑛 θ1𝑒

𝑖𝑘01𝑟1 êθ1 (4.17) 

Με όμοιο τρόπο, και ξεκινώντας από την εξίσωση (4.2), μπορούμε να καταλλήξουμε 

στην παρακάτω ασυμπτωτική έκφραση του μακρινού μαγνητικού πεδίου γίνεται: 

ΗLOS = −ê𝛼
𝑖𝜔𝜌

8π
∫

𝑘𝜌|𝑘𝜌|

k1
𝐻0
(1)(𝑘ρ𝜌)𝑒

𝑖𝑘1|𝑥−𝑥0|𝑑𝑘𝜌

+∞

−∞

≅ ê𝛼
𝑝𝑘01

2 𝑠𝑖𝑛 θ1𝑒
𝑖𝑘01𝑟1

4π√𝜀0𝜀1𝜇0𝜇1 ∙ 𝑟1
  

ΗLOS = −ê𝛼
|ELOS|

Z1
𝑒𝑖𝑘01𝑟1 

(4.18) 

όπου Z1 = √𝜇0𝜇1/𝜀0𝜀1  είναι η κυματική αντίσταση του πρώτου μέσου (αέρας)6. Οι 

σχέσεις (4.17) και (4.18) αντιπροσωπεύουν τις γνωστές από την βιβλιογραφία εκφράσεις 

μακρινού πεδίου μίας πηγής διπόλου [4.17], [4.19] και επομένως επαληθεύουν την 

προσέγγιση στο φασματικό πεδίο που παρουσιάζεται έως αυτό το σημείο.  

Αντίστοιχα με το απευθείας πεδίο, εφαρμόζουμε τον μετασχηματισμό μεταβλητής kρ= 

k01 sinξ2 στην εξίσωση (4.9) για τον υπολογισμό του ανακλώμενου πεδίου. Λαμβάνοντας 

επίσης υπόψη την προσέγγιση μεγάλου ορίσματος για την συνάρτηση Hankel, προκύπτει 

η παρακάτω ολοκληρωτική έκφραση του ανακλώμενου πεδίου: 

𝐸𝑅 = −
ipk01

3

8𝜋𝜀0𝜀1
√
−2i

πk01𝜌
∫ êθ2(ξ) 𝑠𝑖𝑛

3/2ξ
 

𝑠𝑧

⋅ 𝑅||(𝜉)𝑒
𝑖k01[ρ sinξ+ (x+𝑥0) cosξ]𝑑𝜉 (4.19) 

Όπου  RII(ξ) είναι ο συντελεστής ανάκλασης Fresnel: 

𝑅||(𝜉) =
k01 𝜀2 cosξ − 𝜀1√k02

2 − k01
2 sin2ξ

k01 𝜀2 cosξ + 𝜀1√k02
2 − k01

2 sin2ξ
=
k02𝛧1cosξ − 𝛧2√k02

2 − k01
2 sin2ξ 

k02𝛧1cosξ + 𝛧2√k02
2 − k01

2 sin2ξ
 (4.20) 

Στην συνέχεια, παρατηρώντας την γεωμετρία του προβλήματος (Εικόνα 2-1) 

αναγνωρίζουμε εύκολα ότι ρ = r2 sin θ2 και x + x0 = r2 cos θ2. Αντικαθιστώντας στην 

εξίσωση (4.19) η έκφραση για το ανακλώμενο πεδίο γίνεται: 

𝐸𝑅 = −
ipk01

3

8𝜋𝜀0𝜀1
√
−2i

πk01𝜌
∫ êθ2(ξ) 𝑠𝑖𝑛

3/2ξ
 

𝑠𝑧

⋅ 𝑅||(𝜉)𝑒
𝑖k01𝑟2𝑐𝑜𝑠(ξ−𝜃2)𝑑𝜉 (4.21) 

                                                           
6 Ομοίως, η κυματική αντίσταση του δεύτερου μέσου (έδαφος) δίνεται από Z2 = √𝜇0𝜇2/𝜀0𝜀2 . 
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όπου êθ2(𝜉) = cosξ ∙ êρ − |𝑠𝑖𝑛ξ| ∙ êx ένα ψευδομοναδιαίο διάνυσμα κατά μήκος της 

μιγαδικής γωνίας ανύψωσης ξ, ενός σφαιρικού συστήματος συντεταγμένων, αυτή τη 

φορά με το κέντρο να τοποθετείται στο είδωλο του διπόλου A’ (βλ. (Εικόνα 2-1). 

Η παρουσία του 𝑅||(𝜉), προκαλεί ένα πόλο στην παράγωγο της εξίσωσης (4.21) ο 

οποίος αναγνωρίζεται επιλύοντας τη σχέση 1 / 𝑅||(𝜉) = 0 : 

cos 𝜉𝑝 = −
𝜀1
k01
√
k02
2 − k01

2

ε2
2 − 𝜀1

2
 =  −√

𝜀1(𝜀2𝜇2 − 𝜀1𝜇1)

𝜇1(ε2
2 − 𝜀1

2)
 (4.22) 

όπου η δεξιά πλευρά της εξίσωσης (4.22) αντιπροσωπεύει τη συνηθισμένη περίπτωση 

όπου 𝜇1 = 𝜇2. Επιπλέον, για την συνήθη περίπτωση σ ≫ ω𝜀0, η μιγαδική σχετική 

διαπερατότητα του δεύτερου μέσου δίνεται από 𝜀2̇ = 𝜀2 + i
σ

ω𝜀0
  και είναι μία μεγάλη 

ποσότητα. Να σημειωθεί ότι στην εξίσωση (4.22) και σε όλη την ανάλυση που 

παρουσιάζεται έως αυτό το σημείο, το 𝜀2 αναφέρεται σε αυτή την μιγαδική σχετική 

διαπερατότητα ,  δηλ. 𝜀2 ≡ 𝜀2̇. Σαν αποτέλεσμα, η εξίσωση (4.22) δίνει ένα μικρό 

(μιγαδικό) αριθμό. 

Προχωράμε τώρα στον υπολογισμό της θέσης του πόλου. Για σ ≫ ω𝜀0 η εξίσωση 

(4.22) μπορεί να γραφεί ως: 

cos 𝜉𝑝 = −√
𝜀1

𝜀1 + 𝜀2
=  sin (

π

2
− 𝜉𝑝) ≅

π

2
− 𝜉𝑝 (4.23) 

Όπου η προσέγγιση για το ημίτονο δικαιωλογείται από το μικρό μέγεθος του μιγαδικού 

αριθμού √
𝜀1

𝜀1+𝜀2
 (και πάλι εδώ κάνουμε την παραδοχή ότι 𝜀2 ≡ 𝜀2̇ = 𝜀2 + i

σ

ω𝜀0
, όπου το 

τελευταίο 𝜀2 πραγματικός αριθμός):  

√
𝜀1

𝜀1 + 𝜀2
 ≡ √

𝜀1

𝜀1 + 𝜀2 + i
σ
ω𝜀0

= √
ω𝜀0𝜀1
𝜎 √

1

i +
ω𝜀0(𝜀1 + 𝜀2)

𝜎

 = √
ω𝜀0𝜀1
𝜎

√
1

𝑖 + 𝑥
  (4.24) 

όπου x =  
ω𝜀0(𝜀1+𝜀2)

𝜎
 ≪ 1, για σ ≫ ω𝜀0. Στη συνέχεια, χρησιμοποιώντας την 

επέκταση σειράς MacLaurin για την εξίσωση  f(x) = √𝑖 + 𝑥 και διατηρώντας μέχρι και 

τους όρους πρώτου βαθμού, ισχύει ότι f(x) = √𝑖 + 𝑥 = 𝑓(0) + 𝑓′(0)𝑥 + 𝑜(𝑥2) ≅ √𝑖 +

1

2√𝑖 
∙ 𝑥 =

𝑖+𝑦

√𝑖 
, όπου 𝑦 =

𝑥

2
=
ω𝜀0(𝜀1+𝜀2)

2𝜎
.  Αντικαθιστώντας στην παραπάνω εξίσωση, 

παίρνουμε την εξής σχέση: 
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√
𝜀1

𝜀1 + 𝜀2
= √

ω𝜀0𝜀1
𝜎

√𝑖

i + 𝑦
= √

ω𝜀0𝜀1
𝜎

1 + i

𝑦 + i
 (4.25) 

Τέλος, εκφράζοντας το 
1+i

y+i
 στην απλή μορφή a + ib, είναι εύκολο να πάρουμε:  

1+i

y+i
=

1+y

1+𝑦2
+ 𝑖 (

𝑦2+𝑦

1+𝑦2
− 1)  

𝑦2→0

≅
1 + 𝑦 + 𝑖(𝑦 − 1) = 1 +

ω𝜀0(𝜀1+𝜀2)

2𝜎
+ 𝑖 [

ω𝜀0(𝜀1+𝜀2)

2𝜎
− 1]  (4.26) 

Αντικαθιστώντας την εξ. (4.26) στην (4.25) και χρησιμοποιώντας την εξίσωση (4.23), 

ο πόλος υπολογίζεται ως: 

𝜉𝑝 ≅
𝜋

2
+ √

ω𝜀0𝜀1
2𝜎

{1 +
ω𝜀0(𝜀1 + 𝜀2)

2𝜎
− i [1 −

ω𝜀0(𝜀1 + 𝜀2)

2𝜎
]} 

(4.27) 

Στην περίπτωση αυτή, η 𝜀2 τώρα αναφέρεται στο σύνηθες πραγματικό μέρος της  

(σχετικής)  διαπερατότητας του δεύτερου μέσου (εδάφους). 

Η Εικόνα 4-2 δείχνει την καμπύλη ολοκλήρωσης, Sz, σε συνδυασμό με την θέση του 

πόλου, 𝜉𝑝. Για σ ≫ ω𝜀0, ο πόλος 𝜉𝑝 είναι κοντά στην Sz και συγκεκριμένα στα δεξιά του 

τμήματος γ3. Σαν αποτέλεσμα, υπολογίζοντας της εξίσωση (4.19) μέσω της μεθόδου 

σημείου σάγματος είναι πιθανό να προκύψουν σημαντικά λάθη, αφού η ακρίβεια της 

μεθόδου βασίζεται στην σχετική θέση του πόλου με το σαγματικό σημείο (saddle point) 

[4.17], [4.18].  

 

 (α) (b)  (c) (d)  

Εικόνα 4-2 – Η καμπύλη ολοκλήρωσης:  

(α) Sz  η αρχική καμπύλη για το ER στο  μιγαδικό επίπεδο ξ  (αριστερή καμπύλη) και η 

αντιστοίχιση στο επίπεδο ζ (δεξιά καμπύλη) 

(b) S: Καμπύλη ολοκλήρωσης “Etalon integral” στο επίπεδο ζ (δεξιά καμπύλη) και η 

αντιστοίχισή της στο ξ-επίπεδο (αριστερή καμπύλη) 

(c) ξp: σχετική θέση του πόλου στο ξ-επίπεδο 

(d) ζp: σχετική θέση του πόλου στο ζ-επίπεδο 
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Αυτό είχε αποδειχθεί στα [4.22], [4.23] όπου ο υπολογισμός της εξίσωσης (4.19) είχε 

ως αποτέλεσμα ένα μοναδικό όρο, ο οποίος αντιπροσωπεύει μόνο τον παράγοντα του 

κύματος χώρου του πεδίου, και επομένως δεν συμπεριλαμβάνει την συμπεριφορά του 

επιφανειακού κύματος. Επιπλέον, σε εφαπτομενικές γωνίες παρατήρησης, η μέθοδος 

απέτυχε απολύτως στην εκτίμηση των τιμών του πεδίου, ως συνέπεια του γνωστού 

γεγονότος ότι ο παράγοντας του κύματος χώρου σε αυτές τις συνθήκες σχεδόν 

εξαφανίζεται, καθώς ο συντελεστής ανάκλασης είναι σχεδόν ίσος με μείον ένα [4.19]. 

Προκειμένου να αυξήσουμε την ακρίβεια ολοκλήρωσης χρησιμοποιούμε το παρακάτω 

“Etalon Integral” [4.24]–[4.26] το οποίο μειώνει το πρόβλημα της εγγύτητας του πόλου 

με το σαγματικό σημείο (saddle point): 

Χ(𝑘, α)  =  
1

4𝜋i
∫
𝑒𝑖𝑘(cos 𝜁−cos𝛼)

sin
𝜁 + 𝛼
2

 

𝑆

dζ (4.28) 

Η καμπύλη ολοκλήρωσης S για το X(k,α), απεικονίζεται στην δεξιά πλευρά της Εικόνα 

4-2 και περνάει προς τα κάτω κατά μήκος του φανταστικού άξονα αποκλείοντας ελαφρά 

από αυτόν προκειμένου να διασφαλιστεί η σύγκλιση. Η ειδική συνάρτηση X(k,α) έχει 

ενδιαφέρουσες ιδιότητες, χρήσιμες για το πρόβλημα που αναλύεται εδώ. Μπορεί να 

εκφραστεί σε όρους των ολοκληρωμάτων Fresnel ή ολοκληρωμάτων πιθανοτήτων, τα 

οποία είναι ειδικές συναρτήσεις με πολλαπλές εφαρμογές. Στο [4.24], η ειδική 

συνάρτηση X(k,α) δίνεται από: 

Χ(𝑘, α)  =  
𝑒−𝑖

𝜋
4

√2𝜋
∫ 𝑒

𝑖𝑡2

2

2√k 𝑠in
α
2

∞sin
α
2

dt (4.29) 

Για α ∈ [−𝜋,+𝜋], ισχύει sgn(α) = sgn(𝑠in
α

2
). Στην περίπτωση όπου α>0, το κάτω 

όριο της  Χ(𝑘, α) είναι ∞sin
α

2
→ ∞. Επομένως, θέτοντας t = √2𝑖𝑦 και χρησιμοποιώντας 

τον ορισμό της συνάρτησης erfc (complementary error function) προκύπτει: 

Χ(𝑘, α)  =  
𝑒−𝑖

𝜋
4

√2𝜋
∫ 𝑒−𝑦

2
√2𝑖

√−2ik 𝑠in
α
2

∞

d𝑦 =
1

2
 erf [√−2ik 𝑠in

α

2
] (4.30) 

Ομοίως, για α<0, το κάτω όριο της  Χ(𝑘, α) είναι ∞sin
α

2
→ −∞. Θέτοντας πάλι t =

√2𝑖𝑦, η Χ(𝑘, α) γίνεται: 

Χ(𝑘, α)  =  
𝑒−𝑖

𝜋
4

√2𝜋
∫ 𝑒−𝑦

2
√2𝑖

∞

−√−2ik 𝑠in
α
2

d𝑦 = −
1

2
 erf [−√−2ik 𝑠in

α

2
] (4.31) 

Επομένως,  
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Χ(𝑘, α)  =
𝑒−𝑖

𝜋
4

√2𝜋
∫ 𝑒

𝑖𝑡2

2

2√k 𝑠in
α
2

∞sin
α
2

dt =  −
1

2
 sgn(α) erfc [sgn(α)√−2ik 𝑠in

α

2
] (4.32) 

Επίσης, υπάρχουν ασυμπτωτικές σχέσεις για μεγάλες τιμές του άνω ορίου και μικρές 

τιμές του ορίσματος α: 

Χ(𝑘, α)  ≅ −√
𝑖

2π

e[𝑖𝑘(1−𝑐𝑜𝑠α)]

2√k 𝑠in
α
2

 , √k |𝑠in
α

2
| ≫ 1 (4.33) 

Χ(𝑘, α)  ≅
1

2
− √

k

2πi
𝛼   , 𝛼 → 0 (4.34) 

Σε αυτό το σημείο, είναι βοηθητικό να εισάγουμε την μεταβλητή: 𝜁 = 𝜉 − 𝜃2 (βλ. Εικόνα 

4-2). Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (4.21), η ολοκληρωτική αναπαράσταση του 

ανακλώμενου ηλεκτρικού πεδίου παίρνει τη μορφή: 

𝐸𝑅 =
pk01

3

2𝜀0𝜀1
√
−2i

πk01𝜌
𝑒𝑖k01𝑟2𝑐𝑜𝑠ζp ⋅

1

4πi
∫ 𝑄(𝜁 + 𝜃2) 
 

𝑠𝑧

⋅
𝑒𝑖k01𝑟2(𝑐𝑜𝑠𝜁−𝑐𝑜𝑠ζp)

sin
𝜁 − ζp
2

𝑑𝜁 (4.35) 

με την καμπύλη Sz  να είναι τώρα η καμπύλη ολοκλήρωσης στο ζ-επίπεδο (δεξιά καμπύλη 

της Εικόνα 4-2), ως αποτέλεσμα της παραπάνω αλλαγής μεταβλητής και: 

𝑄(𝜁) = êθ(𝜁)sin
3
2ζ ∙ 𝑅||(𝜉) sin

𝜁 − ζp

2
 (4.36) 

Στη συνέχεια, χρησιμοποιούμε την ‘θεωρία ολοκληρωτικών υπολοίπων’ (‘Residue 

Theorem’) [4.20], σε συνδυασμό με την ‘μέθοδο σαγματικού σημείου’ (‘Saddle Point 

Method’) για την εξίσωση (4.35).  

Αρχικά, σημειωθεί ότι η ολοκληρωτέα ποσότητα στην εξίσωση (4.35) περιλαμβάνει 

μία φασική συνιστώσα 𝑒𝑖k01𝑟2(𝑐𝑜𝑠𝜁−𝑐𝑜𝑠ζp). Με την παραδοχή ότι το k01𝑟2 είναι μεγάλη 

παράμετρος, μπορούν να χρησιμοποιηθούν πολλαπλές ασυμπτωτικές μέθοδοι για τον 

υπολογισμό του ολοκληρώματος  οι οποίες κάνουν την παραδοχή ότι η κύρια συνεισφορά 

στην τιμή του ολοκληρώματος προέρχεται από μία μικρή περιοχή, κοντά σε ένα ‘στάσιμο 

σημείο’ (‘stationary point’). Η μέθοδος σημείου σάγματος την οποία θα 

χρησιμοποιήσουμε είναι μία τέτοια μέθοδος. Το συμπέρασμα είναι ότι για   k01𝑟2 ≫ 1, 

οι καμπύλες 𝑠𝑧 και 𝑠 μπορούν να θεωρηθούν μέρος μίας κλειστής καμπύλης, η οποία 

απεικονίζεται στην Εικόνα 4-2, και στην οποία η συνεισφορά των τμημάτων με 

διακεκομμένη γραμμή είναι αμελητέα λόγω του ότι βρίσκονται μακριά από το στάσιμο 

σημείο (ή «saddle point»), το οποίο θα υπολογίσουμε παρακάτω. Στη συνέχεια, μέσω της 

θεωρίας ολοκληρωτικών υπολοίπων και εφόσον δεν υπάρχει πόλος μέσα στην 
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αναφερόμενη κλειστή καμπύλη, ισχύει: 

∫ 𝑄(𝜁 + 𝜃2) 
 

𝑠𝑧

⋅
𝑒𝑖k01𝑟2(𝑐𝑜𝑠𝜁−𝑐𝑜𝑠ζp)

sin
𝜁 − ζp
2

𝑑𝜁 = ∫𝑄(𝜁 + 𝜃2) 
 

S

⋅
𝑒𝑖k01𝑟2(𝑐𝑜𝑠𝜁−𝑐𝑜𝑠ζp)

sin
𝜁 − ζp
2

𝑑𝜁 (4.37) 

Όπως αναφέραμε παραπάνω, προκειμένου να υπολογίσουμε το ∫ Q(ζ + θ2) 
 

S
⋅

𝑒𝑖k01r2(cosζ−cosζp)

sin
ζ−ζp

2

𝑑ζ, χρησιμοποιούμε την μέθοδο στάσιμου σημείου, με την προϋπόθεση 

ότι το k01r2 είναι μία μεγάλη παράμετρος.  Επιλύοντας την εξίσωση 
∂

∂ζ
(𝑐𝑜𝑠𝜁 − 𝑐𝑜𝑠ζp) =

0, βρίσκουμε ότι το ζ=0 είναι το στάσιμο σημείο. Επομένως, το ολοκλήρωμα μπορεί να 

υπολογιστεί ως:  

∫Q(ζ + θ2) 
 

S

⋅
𝑒𝑖k01r2(cosζ−cosζp)

sin
ζ − ζp
2

𝑑ζ = Q(θ2)∫
𝑒𝑖k01r2(cosζ−cosζp)

sin
ζ − ζp
2

𝑑ζ = Q(θ2) ∙ Χ(k02r2, −ζp) 
 

S

 (4.38) 

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (4.35) και χρησιμοποιώντας και την (4.36) για το 

Q(θ2), οδηγούμαστε σε μία εξίσωση για το 𝐸𝑅, στην οποία η ειδική συνάρτηση X(k, a) 

παίζει πολύ σημαντικό ρόλο : 

𝐸𝑅 = −𝑒̂𝜃2
pk01
3

2𝜀0𝜀1
 √
−2i

πk01𝜌
𝑒𝑖k01𝑟2𝑐𝑜𝑠ζp sin

3
2 𝜃2  sin

ζp

2
𝑅||(𝜃2) Χ(k02r2, −ζp)  (4.39) 

όπου 𝜁 = ξp − 𝜃2 είναι ο ισοδύναμος πόλος στο ζ-επίπεδο. 

Η ανάλυση του μαγνητικού πεδίου είναι ανάλογη και προκύπτει από την γνωστή 

σχέση: 

𝐻𝑅 = −𝑒̂α
| 𝐸𝑅|

𝛧1
⋅ 𝑒𝑖k01𝑟2𝑐𝑜𝑠ζp  (4.40) 

Η εξίσωση (4.40)  είναι μία βασική επικύρωση της μαθηματικής προσέγγισης στο 

φασματικό πεδίο. 

4.1.3.1 Ασυμπτωτική έκφραση μακριά από το επίπεδο του εδάφους 

Όπως αναφέρθηκε προηγουμένως, η εξίσωση (4.39) ισχύει μόνο όταν το k01𝑟2 είναι 

μεγάλο, δηλαδή περιγράφει τη συμπεριφορά του μακρινού πεδίου (το οποίο εφαρμόζει 

στην πλειονότητα τηλεπικοινωνιακών εφαρμογών). Ως αποτέλεσμα, εάν επίσης ισχύει 

ότι το |sin
ζp

2
| δεν είναι πολύ μικρό, τότε οι ασυμπτωτικές συνθήκες της εξίσωσης (4.33) 

τηρούνται και το Χ(k01𝑟2, −ζp) μπορεί να γίνει η προσέγγιση:  Χ(k01𝑟2, −ζp) ≅

√
𝑖

2π

e[𝑖k01𝑟2(1−𝑐𝑜𝑠ζp)]

2√k01𝑟2 𝑠in
ζp

2

. Εφόσον, ξp ≅
𝜋

2
, η συνθήκη για την οποία ικανοποιείται η απαίτηση 
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το sin
ζp

2
 να μην πλησιάζει το μηδέν, είναι ίση με 

𝜋

2
− 𝜃2 > 𝜀, όπου το 𝜀 είναι επαρκώς 

μεγάλο. Για πραγματικά μεγάλες τιμές του k01𝑟2, είναι επαρκές να απαιτήσουμε ότι 𝜃2 ≠

𝜋

2
 , ώστε η συνθήκη εφαρμογής της εξίσωσης (4.33) (√k01𝑟2 ∙ |sin (

𝜃2

2
−
𝜋

4
)| ≫ 1) να 

τηρείται. Το ανακλώμενο πεδίο δίνεται επομένως από7: 

𝐸𝑅 ≅ −𝑒̂𝜃2𝑅||(𝜃2)
pk01
2

4𝜋𝜀0𝜀1𝑟2
 sin 𝜃2 𝑒

𝑖k01𝑟2 , 𝜃2 <
𝜋

2
 (4.41) 

το οποίο είναι ουσιαστικά η εξίσωση μακρινού πεδίου για μία πηγή διπόλου που 

βρίσκεται στο  κατοπτρικό σημείο A’, πολλαπλασιασμένης με τον συντελεστή 

ανάκλασης Fresnel, 𝑅||(𝜃2). 

4.1.3.2 Ασυμπτωτική έκφραση κοντά στο επίπεδο του εδάφους 

Οι ασυμπτωτικές εξισώσεις (4.17) και (4.41) για το απευθείας και το ανακλώμενο πεδίο 

αντίστοιχα, αντιπροσωπεύουν εξερχόμενα σφαιρικά κύματα. Τώρα θα εξετάσουμε τις 

συνθήκες για την πρόκληση επιφανειακών κυμάτων (surface waves) [4.1]–[4.6], [4.19]. 

Τα επιφανειακά κύματα περιορίζονται κοντά στην επιφάνεια, και επομένως είναι λογική 

επιλογή να εξετάσουμε την συμπεριφορά του πεδίου σε εφαπτομενικές (ως προς την 

επιφάνεια) γωνίες παρατήρησης (δηλ. στο 𝜃2 →
𝜋

2
 ). Σε τέτοια περίπτωση μπορούμε να 

ισχυριστούμε ότι 𝑒̂𝜃2 ≅ −𝑒̂x. Επιπλέον, από την εξίσωση (4.20) μπορούμε να πούμε ότι 

𝑅||(𝜃2)  ≅ −1 και τελικώς, αφού ζp → 0 ,  η ειδική συνάρτηση Χ (‘etalon integral’) 

μπορεί να προσεγγιστεί από την εξίσωση (4.34). 

Επομένως, ξεκινάμε από την εξίσωση (4.39) στο όριο 𝜃2 →
𝜋

2
 και προκειμένου να 

διευκολύνουμε την ανάλυση ορίζουμε την μεταβλητή 𝜃′2 = 𝜃2 − δ.  

Για 𝛿 → 0 το 𝜃′2 → 𝜃2. Ως αποτέλεσμα, και παρατηρώντας την Εικόνα 2-1, μπορούμε 

να χρησιμοποιήσουμε τις παρακάτω προσεγγίσεις: 

𝜌 sin𝜃′2 ≅ ρ , 𝜌 cos𝜃′2 ≅ (x + x0) 

Είναι χρήσιμο να θέσουμε μία μικρή μεταβλητή 𝛿 ίση με την απειροελάχιστη 

ποσότητα: √
ω𝜀0𝜀1

2𝜎
  (το οποίο ισχύει εφόσον 𝜎 ≫ ω𝜀0). 

Επομένως, η εξίσωση (4.27) μπορεί να γραφεί ως: 

𝜉𝑝 ≅
𝜋

2
+ 𝛿 [1 +

𝜀1 + 𝜀2
𝜀1

∙ 𝛿2 − 𝑖 (1 −
𝜀1 + 𝜀2
𝜀1

∙ 𝛿2)]   
𝛿2→0

≅
 
𝜋

2
+ 𝛿 − 𝑖𝛿 (4.42) 

                                                           
7 Based on the geometry of Fig. 1, θ2 ∈ [0, π/2] 



100 

 

Ως αποτέλεσμα, ο ισοδύναμος πόλος στο ζ-επίπεδο και το σχετικό συνημίτονό του 

μπορούν να υπολογιστούν ως:  

ζp = ξp − 𝜃2 =
𝜋

2
− 𝜃′2 − 𝑖𝛿 

(4.43) 

𝑐𝑜𝑠ζp = 𝑠𝑖𝑛(𝜃′2 + 𝑖𝛿) = 𝑠𝑖𝑛𝜃′2𝑐𝑜𝑠𝑖𝛿 + 𝑐𝑜𝑠𝜃′2𝑠𝑖𝑛𝑖𝛿
  
𝛿 →0

≅
𝑠𝑖𝑛𝜃′2 + 𝑖𝛿𝑐𝑜𝑠𝜃′2 

(4.44) 

Εξετάζουμε τώρα την εξίσωση (4.39): 

𝐸𝑅 = −𝑒̂𝜃2
pk01
3

2𝜀0𝜀1
 √
−2i

πk01𝜌
𝑒𝑖k01𝑟2𝑐𝑜𝑠ζp sin

3
2 𝜃2  sin

ζp

2
𝑅||(𝜃2) Χ(k02r2, −ζp)  (4.45) 

 

Εφόσον οι παράγοντες sin
3

2 𝜃2 και sin
ζp

2
 εμφανίζονται μόνο στο πλάτος, μπορούν να 

εκτιμηθούν θέτοντας 𝜃2 ≅
𝜋

2
 . Επομένως, επαρκείς τιμές για το 

ζp

2
 και το αντίστοιχο 

ημίτονό του είναι:  

ζp

2
=
ξp − 𝜃2

2
≅
𝜋

4
+ 𝛿

1 − 𝑖

2
−
𝜋

4
=
√2

2
e−𝑖π/4𝛿 (4.46) 

sin
ζp

2
  
𝛿 ≪1

≅

ζp

2
=
𝛿

√2
 √−𝑖 (4.47) 

Τέλος, χρησιιμοποιούμε την εξίσωση (4.34) 

Χ(k01𝑟2, −ζp)  ≅
1

2
+ √

k01𝑟2
2πi

ζp =
1

2
+ √

k01𝑟2
2πi

√−2𝑖 ∙ 𝛿 

 

Επομένως, το 𝐸𝑅 δίνεται από:  

𝐸𝑅 = −𝑒̂x𝛿
pk01
3

4𝜀0𝜀1
 

1

√πk01𝜌
𝑒−𝛿k01(x+𝑥0)𝑒𝑖(k01ρ+π/2) , 𝛿 = √

ω𝜀0𝜀1

2𝜎
 

(4.48) 
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4.2 Συμπεράσματα διδακτορικής διατριβής  

Στα πλαίσια της παρούσας διδακτορικής έρευνας εξετάστηκε το πρόβλημα 

ακτινοβολίας κατακόρυφου διπόλου πάνω από επίπεδη γη με απώλειες. Ουσιαστικά, το 

πρόβλημα αφορά στην επίλυση των γνωστών στην βιβλιογραφία ‘ολοκληρωμάτων 

Sommerfeld’ (‘Sommerfeld Integrals’), η επίλυση των οποίων είναι δύσκολη λόγω της 

ταλαντούμενης συμπεριφοράς της ολοκληρωτέας συνάρτησης και της αργής σύγκλισης 

του ολοκληρώματος, καθώς επίσης και των απειρισμών πάνω ή/και κοντά στη διαδρομή 

ολοκλήρωσης (‘integration path’). 

Στην παρούσα διατριβή, αφού έγινε μία συνοπτική περιγραφή της σχετικής 

βιβλιογραφίας και της έρευνας που έχει γίνει από άλλους ερευνητές, παρουσιάστηκε η 

ανάλυση του προβλήματος στο φασματικό χώρο και η έκφραση του ηλεκτρομαγνητικού 

πεδίου με χρήση της μεθόδου στάσιμης φάσης. Στη συνέχεια, έγινε σύγκριση των 

μεθόδων αριθμητικής ολοκλήρωσης με τη μέθοδο στάσιμης φάσης και εξάχθηκαν 

συμπεράσματα ως προς την καταλληλότητα εφαρμογής της κάθε μεθόδου. Η σύγκριση 

έγινε μέσω υλοποίησης αλγορίθμου προσομοίωσης στο υπολογιστικό πρόγραμμα 

Matlab. Σύμφωνα με τα αποτελέσματά μας, το καταλληλότερο κριτήριο επιλογής 

μεθόδου αποτελεί η ηλεκτρική απόσταση k∙r μεταξύ πομπού και δέκτη (βλ. πίνακα 4-1) 

. Συγκεκριμένα, βλέπουμε ότι για επαρκώς μεγάλη απόσταση από τον πομπό σε σχέση 

με το μήκος κύματος το πρόβλημα μπορεί να επιλυθεί με αναλυτικό τρόπο 

χρησιμοποιώντας την μέθοδο στάσιμης φάσης. Επιπρόσθετα, στα αποτελέσματα των 

προσομοιώσεων των εκφράσεων του πεδίου που προκύπτουν από την SPM, και για 

μεγάλες συχνότητες, γίνεται εμφανής η επίδραση της γωνίας Brewster. Όπως είναι 

γνωστό, στις μεγάλες συχνότητες, στις οποίες η σχετική μιγαδική διαπερατότητα γίνεται 

σχεδόν πραγματική, το ανακλώμενο πεδίο σχεδόν εξαφανίζεται στην γωνία Brewster.  
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Καταλληλότητα Μεθόδου 

Μέθοδος Στάσιμης Φάσης (Stationary Phase Method - SPM) – Αριθμητική Ολοκλήρωση 

(Numerical Integration - NI) 

Εύρος Συχνοτήτων Κατάλληλη μέθοδος 

Συχνότητες > 100 ΜΗz 

Από τα 100 ΜHz και πάνω μπορεί να χρησιμοποιηθεί 

αποκλειστικά η SPM (για κάθε απόσταση) δεδομένου ότι 

το ΝΙ δεν προβλέπει το φαινόμενο Brewster. 

Εύρος Συχνοτήτων 100 kHz  έως 

100<ΜHz   

Χρήση NI έως την «απόσταση» όπου η SPM είναι 

κατάλληλη  - Συνδυασμός της συχνότητας λειτουργίας και 

της απόστασης από τον πομπό - απόσταση η οποία 

σχετίζεται με το μήκος κύματος της ακτινοβολίας, ή 

ισοδύναμα από την ηλεκτρική απόσταση k·r. (Με βάση τα 

αποτελέσματα της προσομοίωσης περίπου 16 λ) 

Συχνότητες <100kHz  Καταλληλότερη η μέθοδος αριθμητικής ολοκλήρωσης 

Πίνακας 4-1. Συμπεράσματα για επιλογή μεθόδου υπολογισμού του ΗΜ πεδίου  

(SPM vs. NI) 

 

Τέλος, εξήχθησαν νέες ολοκληρωτικές εκφράσεις για το λαμβανόμενο 

ηλεκτρομαγνητικό πεδίο μέσω της μετατροπής μεταβλητών (μετατροπή ως προς την 

γωνία πρόσπτωσης) και κατόπιν εφαρμογής της μεθόδου στάσιμης φάσης. Μέσω του 

μετασχηματισμού μεταβλητής επιτυγχάνουμε τον μετασχηματισμό του μονοπατιού 

ολοκλήρωσης κατά τέτοιο τρόπο, ώστε να απαλείφονται τα προβλήματα απειρισμών της 

ολοκληρωτέας συνάρτησης. 
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4.3 Μελλοντικές Επεκτάσεις διδακτορικής διατριβής 

Η παρούσα έρευνα θα μπορούσε να επεκταθεί με τους παρακάτω τρόπους : 

 Σύγκριση της ‘μεθόδου μεταβολής μεταβλητών’ όπως αυτή παρουσιάστηκε στην 

παρούσα διατριβή με την ‘μέθοδο απότομης κατάβασης’ (‘Steepest Descent’) με 

στόχο να εξαχθούν συμπεράσματα ως προς την ακρίβεια και ταχύτητα των μεθόδων 

αυτών (βλ. Παράγραφο 4.1 ανωτέρω). 

 Χρήση των παραπάνω μεθόδων (μεταβολή μεταβλητών, steepest descent) για την 

εξαγωγή αντίστοιχων εξισώσεων του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου για την περίπτωση 

οριζόντιου δίπολου. 

 Χρήση των μεθόδων μεταβολής μεταβλητών και Stationary Phase Method για το 

πρόβλημα ακτινοβολίας διπόλου Hertz το οποίο τοποθετείται κάτω από την 

επιφάνεια. 

 Εφαρμογή των σχέσεων και μεθόδων που παρουσιάστηκαν στην παρούσα διατριβή 

για ‘πολυστρωματικά μέσα’. 
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