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Περίληψη

Από τη διατύπωσή της τη δεκαετία του ’30, η ολοκληρωτική εξίσωση, που σήμερα ονομάζουμε εξίσωση
Hallén, έχει αποδειχτεί μια από τις πιο δημοφιλείς εξισώσεις του Εφαρμοσμένου Ηλεκτρομαγνητισμού
και της Θεωρίας Κεραιών ειδικότερα. Μεγάλος όγκος εργασιών και βιβλίων την αναλύουν ή επιχειρούν
να τη διδάξουν. Από τις πρώτες προσπάθειες εύρεσης προσεγγιστικών λύσεων από τον R. W. P. King
έως πρόσφατες μεθόδους βελτιστοποίησης των αριθμητικών τεχνικών έχει απασχολήσει την επιστη-

μονική κοινότητα. Η διαχρονικότητά της φάινεται να ξεπερνά την εξέλιξη της τεχνολογίας: μια εξίσωση
που εφαρμόζεται κλασσικά σε ευθείες κεραίες σύρματος, αλλά μπορεί να προεκταθεί και σε κεκαμμένες
κεραίες ή βροχοκεραίες, αξιοποιείται εκτενώς και στο δυναμικά αναπτυσσόμενο πεδίο των νανοκεραιών
άνθρακα, με ενδιαφέρουσες μελέτες να γίνονται πρόσφατα. Η παρούσα εργασία στοχεύει να είναι μια
χρήσιμη προσθήκη στις γνώσεις μας γύρω από αυτήν την εξίσωση.
Είναι ενδιαφέρον ότι η πιο δημοφιλής μορφή της εξίσωσης Hallén, η λεγόμενη προσεγγιστική ή

με προσεγγιστικό πυρήνα, η οποία χρησιμοποιείται από τα περισσότερα λογισμικά ανάλυσης κεραιών
σύρματος, είναι μια μη επιλύσιμη εξίσωση. Η αριθμητική επίλυση μιας μη επιλύσιμης εξίσωσης είναι
φυσικά ένα πολύ γοητευτικό αντικείμενο μελέτης, καθώς είναι εξαιρετικά δύσκολο να μπορεί κανείς να
προβλέψει εκ των προτέρων τη συμπεριφορά της λύσης. Ακόμη και αυτό αν είναι δυνατόν, η λύση αυτή
έχει νόημα; Στην περίπτωση της εξίσωσης Hallén οι αριθμητικές λύσεις, όταν κανείς ακολουθεί μια
μέθοδο Galerkin, είναι ισχυρές, ταχείες και αφύσικες ταλαντώσεις στην τροφοδοσία και ασθενέστερες
στα άκρα της κεραίας. Μετά από αρκετές ανεπιτυχείς προσπάθειες, οι Φικιώρης και Wu στα 2001
απέδωσαν τη συμπεριφορά αυτήν στη μη επιλυσιμότητα της εξίσωσης και περιέγραψαν ασυμπτωτικά τις

κεντρικές ταλαντώσεις για μια ευθεία κεραία σύρματος εμβαπτισμένη σε κενό.
Στην παρούσα εργασία επεκτείνουμε τα συμπεράσματα των Φικιώρη και Wu στην περίπτωση που

η κεραία βρίσκεται σε χώρο με αγωγιμότητα. Πέρα από το θεωρητικό ενδιαφέρον, η επιλογή μέσου
με αγωγιμότητα (με απώλειες) είναι μια εξαιρετικά ρεαλιστική επιλογή: τα περισσότερα υλικά στις
μικροκυματικές συχνότητες εμφανίζουν μικρή, αλλά όχι αμελητέα αγωγιμότητα. Ακολουθούμε την ίδια
ασυμπτωτική και αριθμητική ανάλυση με τους Φικιώρη και Wu, αλλά καταλήγουμε σε νέα φαινόμενα,
τα οποία μελετώνται ενδελεχώς, ιδιαίτερα η εμφάνιση ταλαντώσεων στο πραγματικό μέρος, αποτέλεσμα
της λογαριθμικής ιδιομορφίας που εμφανίζεται εκεί και που δεν έχει μελετηθεί στη βιβλιογραφία, ως
τώρα.
Αν με έναν απλό υπολογιστικά τρόπο μπορούμε να απαλείψουμε τις ανεπιθύμητες ταλαντώσεις,

τότε ο προσεγγιστικός πυρήνας, σημαντικά απλούστερος από τον ακριβή, μπορεί να χρησιμοποιηθεί
αξιόπιστα για την ανάλυση κεραιών σύρματος. Η μέθοδος του ενεργού ρεύματος, αρχικά μια έννοια
της Μεθόδου των Βοηθητικών Πηγών, παρουσιάστηκε στα 2011 με εξαιρετικά αποτελέσματα για την
περίπτωση κεραιών-σύρματος σε κενό. Εδώ αποδεικνύουμε θεωρητικά τις ευεργετικές ιδιότητες του
ενεργού ρεύματος, δηλαδή την εξομάλυνση των ταλαντώσεων και την καλή προσέγγιση του ακριβούς
ρεύματος και επιδεικνύουμε τη συμπεριφορά αυτή σε ρεαλιστικές κεραίες μέσα σε υλικό με απώλειες,
με αριθμητικά πειράματα.

Λέξεις-κλειδιά: Εξίσωση Hallén, Προσεγγιστικός Πυρήνας, Κεραίες Σύρματος, Μέθοδος Galerkin,
Ενεργό Ρεύμα, Περιβάλλοντα με Απώλειες.
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Abstract
Since its definition during the thirties, the integral equation now known as Hallén’s equation has
proved itself one of the most popular equations of Applied Electromagnetics and especially of An-
tenna Theory. A vast number of publications and books are analysing or teaching it. From the
first efforts of approximate solutions made by R. W. P. King to recent optimisation methods of
appropriate numerical techniques, Hallén’s equation has attracted the interest of the scientific com-
munity. Its timelessness and versatility seems to overcome the evolution of technology: an equation,
naturally, applied on straight wire-antennas, that can be extended to curved and loop antennas, is
currently used in the fastly developing field of carbon nanotubes (CNTs), as it is demonstrated in
recent studies.

It is interesting, that the most popular form of Hallén’s equation, the so-called approximate
Hallén’s equation or using the approximate kernel, which is currently used by most antenna analysis
software, is a non solvable equation. The numerical solution of a non solvable equation is a most
fascinating subject of study, because it is extremely difficult to predict a priori the solution’s be-
haviour. But even this can be achieved, does this solution have any physical meaning? Concerning
the Hallén’s equation the numerical solutions, result of a Galerkin’s method, demonstrate acute, fast
and unphysical oscillations at the antenna’s feed and weaker oscillations at its ends. After several
fruitless efforts, Fikioris and Wu at 2001 attributed this behaviour to the equation’s non solvability
and described asymptotically the central oscillations for a straight wire-antenna in vacuum.

Aim of the current study is to extend the Fikioris’ and Wu’s results on the case of an antenna
surrounded by a lossy (conducting) medium. Aside from the theoretical interest, this is a very
realistic choice: most materials demonstrate small but not negligible conductivity at microwave
frequencies. We are following the same asymptotic and numerical method as Fikioris and Wu
did, but, naturally we are arriving at different phenomena, which are studied rigorously, especially
oscillations near the centre of the real part of the current distribution, due to the logarithmic
singularity there and that have not been studied yet.

If we are able to eliminate the adverse oscillations with a method of low computational complex-
ity, then the approximate kernel, much simpler than the exact one, can be used much more reliably
for wire-antenna analysis. The effective current method, initially a notion of Method of Auxiliary
Sources, was presented at 2011 with exceptional success, concerning wire-antennas in vacuum. In
this study we are proving theoretically the beneficial properties of the effective current, viz the ap-
proximate current smoothing and demonstrate this behaviour in real antennas inside lossy medium,
via numerical experiments.

Keywords: Hallén Equation, Wire-Antennas, Approximate Kernel, Galerkin Method, Effective Cur-
rent, Lossy Media.
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την κεραία ενδιαφέροντος με τη συνήθη τροφοδοσία και N = 200. Οι διαφορές είναι αμε-
λητέες και αυξάνονται για μεγάλα γ, σημάδι ότι πλησιάζουμε στην παραβίαση των (4.29)
συγκεκριμένα της τρίτης. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.2 Σύγκλιση της μεθόδου για πυκνότερη διακριτοποίηση. Μελετάμε την κεραία ενδιαφέρο-
ντος με τη συνήθη τροφοδοσία και γ = 0.1. Το σφάλμα αν και πάντα μικρό μειώνεται
καθώς αυξάνουμε το N , άρα πυκνώνουμε τη διακριτοποίηση, σημάδι σύγκλισης, αφού
πληρούμε όλο και περισσότερο τις συνθήκες (4.29) και συγκεκριμένα την πρώτη. . . . 66

4.3 Σύγκριση των πρώτων 32 τιμών του μιγαδικού In/V όπως προκύπτει από τη μέθοδο
Galerkin (για την κεραία πεπερασμένου μήκους) με τα αντίστοιχα αποτελέσματα από τη
σχέση (4.36) (για την κεραία άπειρου μήκους). Οι παράμετροι είναι αυτές των Σχημάτων
4.1 και 4.2. Η ακρίβεια είναι εντυπωσιακή. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

9



Κεφάλαιο 1

Θεμελιώδεις Γνώσεις Ηλεκτρομαγνητισμού

Στα 1865 ο James Clerk Maxwell διατύπωσε ένα από τα πιο κομψά και όμορφα αποτελέσματα της
Φυσικής [1]: τις ομώνυμες εξισώσεις του. Κάθε εργασία που αφορά τον Ηλεκτρομαγνητισμό -όπως και
τούτη- βασίζεται σε αυτό το απλό, αλλά τόσο μεστό σε φυσικό περιεχόμενο σύνολο εξισώσεων. Στο
πρώτο κεφάλαιο αυτής της εργασίας θα κάνουμε μια σύντομη ανασκόπηση των νόμων που αποτελούν τις

θεμελιωδέστερες γνώσεις Ηλεκτρομαγνητισμού, δίνοντας έμφαση στην εφαρμογή και στα αποτελέσματά
τους σε περιβάλλοντα με απώλειες, δηλαδή με πεπερασμένη, μη μηδενική αγωγιμότητα.

1 Οι Εξισώσεις του Maxwell
Η τετράδα εξισώσεων (ή πεντάδα αν κανείς συμπληρώσει και την εξίσωση συνεχείας [2]), που πλέον
γνωρίζουμε ως εξισώσεις του Maxwell είχε διατυπωθεί πριν από τον ίδιο το Maxwell. Στο κλασσικό
του βιβλίο ο Jackson [3] γράφει ότι η διάνοια του Maxwell έγκειται ακριβώς στην παρατήρηση ότι οι
προϋπάρχουσες εξισώσεις (και ειδικά μια ατέλεια του νόμου του Ampére) δεν ήταν ένα συνεπές σύνολο
εξισώσεων για ταχέα μεταβαλλόμενα πεδία. Πέρα από τη σταχυολόγηση των εξισώσεων, η συνεισφορά
του Maxwell μπορεί να εστιαστεί στην εισαγωγή μιας διόρθωσης της εξίσωσης Ampére, γνωστής ως
ρεύμα μετατόπισης, χάρις στην οποία προβλέπεται η ύπαρξη ηλεκτρομαγνητικής ακτινοβολίας. Η μελέτη
της ρευματικής κατανομής σε μία κεραία δεν είναι παρά μια προσπάθεια επίλυσης ενός προβλήματος

ακτινοβολίας, δηλαδή αποκτά νόημα ακριβώς χάρις στη διόρθωση αυτή.
Οι εξισώσεις του Maxwell γράφονται σε δύο μορφές: την ολοκληρωτική (ή ολοκληρωματική) και

τη διαφορική (ή σημειακή). Ενώ η ολοκληρωτική είναι πιο πλήρης (με την έννοια ότι η διαφορική μορφή
θα πρέπει να συνοδεύεται από κατάλληλες οριακές συνθήκες, αλλά και λόγω ορισμένων περιορισμών
που θα πρέπει να πληρούν οι πεδιακές κατανομές προκειμένου να έχουν νόημα οι διαφορικές αυτές

εξισώσεις [2]) και με πιο προφανή φυσική σημασία, η πρακτική της αξία είναι περιορισμένη, καθώς η
(αναλυτική) επίλυση των ολοκληρωτικών εξισώσεων, που εμπλέκονται, συχνά βασίζεται στην ύπαρξη
κατάλληλων, βολικών συμμετριών, προϋπόθεση δύσκολη στη μελέτη πραγματικών προβλημάτων. ΄Ετσι
παρουσιάζουμε αποκλειστικά τις εξισώσεις Maxwell σε διαφορική μορφή.
Πριν συνεχίσουμε στην παρουσίαση των νόμων κάνουμε μια σύντομη παρέκβαση για να συζητή-

σουμε το -φιλολογικού ενδιαφέροντος- ζήτημα της ονομασίας ορισμένων μεγεθών, καθώς υπάρχουν
πολλές εναλλακτικές στη διεθνή και ελληνική βιβλιογραφία. Οι όροι που θα εισαγάγουμε εδώ θα
χρησιμοποιούνται σε όλη την έκταση της εργασίας. Τα επίμαχα μεγέθη είναι τα ~E, ~D, ~B και ~H. Ο
αναγνώστης που είναι οικείος με τον Ηλεκτρομαγνητισμό θα πρέπει να γνωρίζει μερικά ονόματα για

τα παραπάνω: ένταση ηλεκτρικού πεδίου [2], [4], [5] ή ηλεκτρικό πεδίο [3], [6] για το ~E, πυκνότητα
ηλεκτρικής ροής [2], [4], [5] ή ηλεκτρική μετατόπιση [3], [6] ή διηλεκτρική μετατόπιση [2] για το ~D,
πυκνότητα μαγνητικής ροής [3], [5], μαγνητική επαγωγή [2], [3], [4] ή μαγνητικό πεδίο [5], [6] για το
~B και ένταση μαγνητικού πεδίου [2], [4] ή μαγνητικό πεδίο [3], [5] ή απλά ~H [5], [6] για το ~H. Εμείς
ακολουθούμε την ορολογία του -απολαυστικού- βιβλίου του Griffiths [6] για όλα τα μεγέθη πλην του
~D για το οποίο θα ακολουθήσουμε την ορολογία των Τσαλαμέγκα-Ρουμελιώτη [2].
Χωρίς περαιτέρω καθυστέρηση, οι τέσσερις νόμοι του Maxwell είναι:

∇ · ~D = ρ (1.1)

που είναι ο νόμος του Gauss για τον ηλεκτρισμό και ρ είναι η χωρική πυκνότητα ηλεκτρικού φορτίου,

∇ · ~B = 0 (1.2)
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ο νόμος του Gauss για το μαγνητισμό,

∇× ~E = −∂
~B

∂t
(1.3)

ο νόμος επαγωγής του Faraday και

∇× ~H = ~J +
∂ ~D

∂t
(1.4)

που είναι ο νόμος των Ampére-Maxwell και ~J είναι η χωρική πυκνότητα ρεύματος. Ο δεύτερος όρος
του αριστερού μέλους είναι το ρεύμα μετατόπισης που συζητήσαμε παραπάνω.
Μπορούμε να συνοψίσουμε μερικά βασικά χαρακτηριστικά των εξισώσεων Maxwell [2], [3], [6].

1. Οι εξισώσεις Maxwell είναι ένα συνεπές (ή συμβιβαστό) σύστημα εξισώσεων.

2. Οι εξισώσεις Maxwell δεν είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους. Για παράδειγμα, κανείς μπορεί να
καταλήξει στους δύο νόμους του Gauss μέσω των νόμων του Faraday και των Ampére-Maxwell
και της εξίσωσης συνεχείας. Οι όροι που προκαλούν αυτό το φαινόμενο (συγκεκριμένα οι χρονικές
παράγωγοι των σχέσεων (1.3) και (1.4)) είναι γνωστοί και ως όροι σύζευξης [2]. Συνεπώς,
ανεξαρτησία υπάρχει μόνο στη στατική.

3. Οι εξισώσειςMaxwell είναι γραμμικές (ενώ τούτο ισχύει πάντα από μαθηματικής σκοπιάς, προκειμέ-
νου να παρέχεται ουσιαστική πληροφορία, οι εξισώσεις Maxwell θα πρέπει να εφοδιάζονται από
κατάλληλες, γραμμικές, συντακτικές σχέσεις, όπως συζητάμε στην παράγραφο 2 του παρόντος
κεφαλαίου).

4. Οι εξισώσεις Maxwell είναι ανεξάρτητες του συστήματος συντεταγμένων που χρησιμοποιούμε
(όπως και κάθε φυσικός νόμος).

5. Οι εξισώσεις Maxwell σε συνδυασμό με το νόμο της δύναμης Lorentz αρκούν για την εξήγηση
(σχεδόν [6]) όλων των φαινομένων τη κλασσικής ηλεκτροδυναμικής.

6. Η εξίσωση συνεχείας και άρα το θεμελιωδέστατο συμπέρασμα της αρχής διατήρησης του φορτίου
μπορεί να ιδωθεί ως μια μαθηματική συνέπεια των εξισώσεων Maxwell. Για λόγους πληρότητας
γράφουμε τη διαφορική μορφή της εξίσωσης συνεχείας:

∇ · ~J +
∂ρ

∂t
= 0 (1.5)

Μια γρήγορη ματιά στις εξισώσεις που μόλις γράψαμε αποκαλύπτει τη συμμετοχή έξι μεγεθών.
Μπορούμε να τα διαχωρίσουμε σε δύο κατηγορίες: τα αίτια, γνωστά ως πηγές, που είναι τα ρ και ~J
και τα αποτελέσματα, δηλαδή τα πεδία ~E, ~D, ~B και ~H. Σύμφωνα με τα χαρακτηριστικά που γράψαμε
παραπάνω και ειδικά το (2), κανείς μπορεί να παρατηρήσει ότι οι εξισώσειςMaxwell μαζί με την εξίσωση
συνεχείας δεν αρκούν· περισσεύουν ανεξάρτητες μεταβλητές. Το κενό έρχονται να συμπληρώσουν οι
συντακτικές (ή καταστατικές) σχέσεις, εξισώσεις που συσχετίζουν τα τέσσερα πεδία μεταξύ τους. Οι
συντακτικές σχέσεις διαμορφώνονται σύμφωνα με το χώρο στον οποίο εξελίσσονται τα φαινόμενα.
Μέσα από τη συζήτηση περί συντακτικών σχέσεων θα μας δοθεί μια καλή ευκαιρία να συζητήσουμε

ακροθιγώς για κατηγοριοποιήσεις υλικών και να αναδείξουμε εκείνες τις κατηγορίες στις οποίες η

μελέτη μας θα εστιαστεί στη συνέχεια.
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2 Συντακτικές Σχέσεις

Η σχέση μεταξύ των θεμελιωδών πεδιακών μεγεθών του Ηλεκτρομαγνητισμού [2], ~E και ~B, με τα ~D
και ~H μπορεί να εμφανίζει υψηλή πολυπλοκότητα ανάλογα με το υλικό στο οποίο μελετάμε την εξέλιξη
του πεδίου. Στη γενικότερη μορφή τους, οι συντακτικές σχέσεις γράφονται ως [3]:

~D = f( ~E, ~B)

~H = g( ~E, ~B)
(1.6)

όπου f και g συναρτήσεις που εξαρτώνται από το υλικό (οι (1.5) εναλλακτικά καλούνται εξισώσεις
υλικού [7] για προφανείς λόγους).
Σε πλείστες περιπτώσεις υλικών η διηλεκτρική μετατόπιση και το ~H γράφονται ως γραμμικός συνδ-

υασμός τεσσάρων μεγεθών γνωστών ως συντακτικές παράμετροι, των ε, µ, ξ και ζ. Οι δύο πρώτες δεν
είναι άλλες από την ηλεκτρική επιτρεπτότητα και τη μαγνητική διαπερατότητα, ενώ οι τελευταίες είναι
οι μαγνητο-ηλεκτρικές παράμετροι [2], [8]. ΄Εχοντας εισάγει αυτήν την τετράδα μεγεθών μπορούμε να
κατηγοριοποιήσουμε πολύ βολικά τα διάφορα υλικά ενδιαφέροντος.
Εάν όλες οι συντακτικές παράμετροι είναι ανεξάρτητες των πεδιακών μεγεθών, τότε το υλικό καλεί-

ται γραμμικό, διαφορετικά μη γραμμικό [2]. Στην εργασία μας το μέσο στο οποίο βρίσκεται η κεραία
θεωρείται γραμμικό. Εντούτοις, τούτη η υπόθεση δεν περιορίζει σημαντικά τη μελέτη μας: ας υποθέ-
σουμε ότι κάθε συντακτική παράμετρος μπορεί να αναπτυχθεί σε δυνάμεις κάποιου πεδιακού μεγέθους

(πρακτικά να αναπτυχθεί σε σειρά Taylor). Για συνήθεις τιμές πεδιακών εντάσεων [3], κανείς μπορεί
να αμελήσει όλους τους όρους πλην τον μηδενικής τάξης, διασφαλίζοντας έτσι την ανεξαρτησία από τα
πεδιακά μεγέθη.
Εάν όλες οι συντακτικές παράμετροι εμφανίζουν χωρική ανεξαρτησία, δηλαδή δεν είναι συναρτήσεις

της θέσης, τότε το υλικό καλείται ομοιογενές (ή ομογενές), διαφορετικά ετερογενές (ή ανομοιογενές)
[6]. Το περιβάλλον του ενδιαφέροντός μας ακολουθεί αυτήν την υπόθεση. Σημειώνουμε ότι είναι σαφώς
αυστηρότερη από τη γραμμικότητα [6], ωστόσο είναι άραγε περιοριστική για τη μελέτη μας; Η αλήθεια
είναι πως όχι, καθώς η μελέτη της ρευματικής κατανομής μιας κεραίας είναι, βέβαια, ένα πρόβλημα
κοντινού πεδίου, συνεπώς η υπόθεση τοπικής ομοιογένειας του χώρου είναι εύλογη.
Ακόμη και αν ισχύουν οι παραπάνω υποθέσεις περαιτέρω απλοποίηση μπορεί να συμβεί υποθέτοντας

ότι οι συντακτικές παράμετροι δε μεταβάλλονται στις διάφορες διευθύνσεις του υλικού. Σε αυτήν την
περίπτωση το υλικό καλείται ισοτροπικό [6]. Αυτή η υπόθεση είναι επίσης αρκετά ελαστική: τα περισ-
σότερα υγρά και αέρια [2] εμφανίζουν τέτοια συμπεριφορά. Επειδή η μελέτη μας είναι μακροσκοπική και
επειδή η πλήρης κρυσταλλικότητα ενός υλικού (μονοκρυσταλλικά υλικά) είναι σπάνια στη φύση ακόμα
και πολλά στερεά μπορούν να θεωρηθούν ως (μακροσκοπικά) άμορφα και άρα ισοτροπικά [2], [5]. Αυτό
σημαίνει ότι τοπική κρυσταλλικότητα επιτρέπεται (για παράδειγμα σε κύβους του 1 µm3), άρα συμπεριλ-
αμβάνουμε και τα πολυκρυσταλλικά υλικά. Επίσης οι μαγνητο-ηλεκτρικές παράμετροι μηδενίζονται (στα
συνήθη υλικά [4] αυτό ισχύει [2]). Αν δεν ισχύει η ανεξαρτησία των συντακτικών παραμέτρων από τις
διευθύνσεις του υλικού, τότε αυτό κατηγοριοποιείται στην ευρεία κατηγορία των ανισοτροπικών υλικών.
Εδώ κανείς μπορεί να συναντήσει τα ηλεκτρικώς και μαγνητικώς ανισοτροπικά υλικά, στα οποία η ηλεκ-
τρική επιτρεπτότητα ή η μαγνητική διαπερατότητα είναι τανυστές, ενώ οι μαγνητο-ηλεκτρικές παράμετροι
μηδενίζονται, τα δις-ανισοτροπικά υλικά που επιπλέον διαθέτουν μαγνητο-ηλεκτρικές παραμέτρους (που
πλέουν είναι τανυστές), τα δις-ισοτροπικά υλικά τα οποία εμφανίζουν ισοτροπικότητα, αλλά και μη μη-
δενικές μαγνητο-ηλεκτρικές παραμέτρους και τα χειρότροπα υλικά που πρακτικά είναι δις-ισοτροπικά
υλικά με ίσες μαγνητο-ηλεκτρικές παραμέτρους [2].
Οι τρεις προηγούμενες παράγραφοι μας οδηγούν στις τελικές συντακτικές σχέσεις που εμείς θα

αξιοποιήσουμε και που αποτελούν σημαντικές απλοποιήσεις της (1.5). ΄Ετσι:

~D = ε ~E (1.7)
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και

~B = µ ~H (1.8)

Συνοψίζοντας ό,τι συζητήσαμε σε αυτήν την ενότητα:

• H εξάρτηση (ή μη) από τα πεδιακά μεγέθη καθορίζει τη γραμμικότητα του υλικού.

• H εξάρτηση (ή μη) από τη θέση καθορίζει την ομοιογένεια του υλικού.

• H εξάρτηση (ή μη) από τη διεύθυνση καθορίζει την ισοτροπικότητα του υλικού.

΄Εχουμε καταλήξει ότι η ηλεκτρική επιτρεπτότητα και η μαγνητική διαπερατότητα είναι απλές σταθερές.
Η προφανής απορία είναι: ως αριθμοί τα ε και µ σε ποιο σύνολο ανήκουν; Σημειώνουμε ότι αναρωτιό-
μαστε πρακτικά για την ύπαρξη ή όχι φανταστικού μέρους των σταθερών (και αδιαφορούμε για το
υποσύνολο των πραγματικών στο οποίο μπορεί να ανήκει το πραγματικό μέρος). Η απάντηση κρύβει
σημαντική πληροφορία για την αγωγιμότητα του χώρου.
Ξεκινάμε από τη μαγνητική διαπερατότητα. Οι Patitz, Brock και Powell [9] έδειξαν πειραματικά

ότι για ποικίλες περιπτώσεις εδάφους (ξηρά , λιγότερο και περισσότερο υγρά δείγματα) το φανταστικό
μέρος της μαγνητικής διαπερατότητας είναι πρακτικά μηδέν. Βασιζόμενοι σε αυτό το συμπέρασμα και
στο γεγονός ότι ύπαρξη φανταστικού μέρους απαντάται σε μαγνητικά υλικά [10], [11] (τα όποια δεν
περιλαμβάνονται στη μελέτη μας), υποθέτουμε πραγματική μαγνητική διαπερατότητα. Μπορούμε να
γράψουμε συνεπώς:

µ = µ0µr (1.9)

όπου µ0 είναι η μαγνητική διαπερατότητα του κενού που θεωρείται ίση με 1.2566370614 · 10−6
και µr

είναι η σχετική μαγνητική διαπερατότητα που εξαρτάται από το υλικό.
Αντίθετα, υποθέτουμε μιγαδική ηλεκτρική επιτρεπτότητα. Το φανταστικό μέρος αυτής συνδέεται με

την ειδική αγωγιμότητα γ, χαρακτηριστικό που εμφανίζουν όλα τα υλικά [2] (αλλά όχι αποκλειστικά: το
φανταστικό μέρος είναι ένα συνολικό μέγεθος που περιλαμβάνει την κλασσική ωμική αγωγιμότητα, τη
δυνατότητα μεταφοράς ηλεκτρικών φορέων δηλαδή, αλλά και οποιαδήποτε διαδικασία απώλειας ενέργειας
-συχνοτικά εξαρτώμενης-, όπως για παράδειγμα φαινόμενα τριβής που προκύπτουν κατά την πόλωση
των μικροσκοπικών διπόλων εντός του υλικού [12]). Η ηλεκτρική επιτρεπτότητα γράφεται:

εc = ε0εr + j
γ

ω
(1.10)

όπου ε0 είναι η ηλεκτρική επιτρεπτότητα του κενού και θεωρείται ίση με 8.854187817 · 10−12, εr εί-
ναι η ηλεκτρική επιτρεπτότητα του μέσου που, προφανώς, εξαρτάται από αυτό και ω είναι η κυκλική
συχνότητα που καθορίζεται από τις πηγές του προβλήματος. Χρησιμοποιούμε ως κοινό παράγοντα στην
παραπάνω εξίσωση το γινόμενο ε0εr, οπότε:

εc = ε0εr(1 + j tan δ) (1.11)

όπου tan δ = γ/(ε0εrω). Το μέγεθος tan δ, γνωστό ως εφαπτομένη απωλειών, είναι ίσως το πιο
σημαντικό μέγεθος που παρουσιάζουμε σε τούτην την εισαγωγή, η αξία του οποίου θα γίνει πλήρως
κατανοητή στον αναγνώστη στο κεφάλαιο 4. Πέρα από έναν συνοπτικό τρόπο να περιγράφουμε την
ποσότητα γ/(ωε0εr), η εφαπτομένη απωλειών αποτελεί το λόγο της πυκνότητας ρεύματος αγωγιμότητας
προς το ρεύμα μετατόπισης [2].
Εφόσον στην προηγούμενη παράγραφο συζητήσαμε το ζήτημα της αγωγιμότητας, κρίνουμε σκόπιμο

να αναφερθούμε σε ένα πολύ ενδιαφέρον αποτέλεσμα, το οποίο μέρος της βιβλιογραφίας [2] αντιμετω-
πίζει ως συντακτική σχέση, είναι όμως γνωστό και ως η μικροσκοπική εκδοχή του νόμου του Ohm
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[6]. Για τα υλικά ενδιαφέροντός μας (γραμμικά, ομοιογενή, ισοτροπικά και πλέον αγώγιμα) ο νόμος
του Ohm γράφεται:

~J = γ ~E (1.12)

δηλαδή, η πυκνότητα ρεύματος αγωγιμότητας είναι ανάλογη της δύναμης ανά μονάδα φορτίου (δηλαδή
του ηλεκτρικού πεδίου) [6]. Σημειώνεται ο χαρακτηρισμός "αγωγιμότητας": η σχέση (1.11) δεν εφαρ-
μόζεται σε ρευματικές κατανομές των εξωτερικών πηγών (που είναι ανεξάρτητες του περιβάλλοντός
τους [2])· αντίθετα η συζήτηση και η σχέση αφορούν ρεύματα που επάγονται από τις πηγές. Αυτό
είναι ένα κρίσιμο σημείο το οποίο θα αντιμετωπίσουμε κατά την επίλυση των εξισώσεων Maxwell. O
προσεκτικός αναγνώστης ίσως παρατήρησε μια ασυνέπεια ανάμεσα στις εξισώσεις (1.9) και (1.10) που
γράψαμε παραπάνω και τη βιβλιογραφία [2], [3], [4], [5], [6], [9], [12]: θεωρούμε το φανταστικό μέρος
θετικό, ενώ στα συγγράμματα και εργασίες στα οποία βασιζόμαστε θεωρείται αρνητικό. Τούτο, ωστόσο
λίγη σημασία έχει: διαλέξαμε απλά διαφορετικό ορισμό για τη φανταστική μονάδα, θεωρούμε δηλαδή
ότι ισχύει j = −i, όπου j είναι η φανταστική μονάδα της παρούσας εργασίας και i η φανταστική μονάδα
των πηγών. Προφανώς και για τις δύο ισχύει ότι j2 = i2 = −1.
Κλείνοντας αυτήν την ενότητα υπενθυμίζουμε ξανά τη σημασία της: εδώ μαζί με τη συζήτηση

σχετικά με τις συντακτικές θέσεις ορίσαμε το ηλεκτρομαγνητικό περιβάλλον στο οποίο θα εστιάσει η

μελέτη μας.

3 Οριακές Συνθήκες

Στην παράγραφο 1 του παρόντος κεφαλαίου συζητήσαμε για τις εξισώσεις του Maxwell στη διαφορική
μορφή, αλλά παραλείψαμε οποιαδήποτε αναφορά στις οριακές συνθήκες που τις συνοδεύουν, όπως
και κάθε διαφορική εξίσωση. Δίχως τις οριακές συνθήκες οι εξισώσεις του Maxwell ισχύουν μόνο σε
εσωτερικά σημεία συνεχών μέσων [2]. Αν δηλαδή στο πρόβλημα υπάρχει κάποια διαχωριστική επιφάνεια
άρα παραπάνω από ένα υλικό, τότε τι συμβαίνει πάνω στη διαχωριστική επιφάνεια; Συμβαίνει οι εξισώ-
σεις του Maxwell να μην ισχύουν σε σημεία διαχωριστικών επιφανειών. Στο πρόβλημα ενδιαφέροντος
συναντούμε ένα τέτοιο φαινόμενο στα όρια μεταξύ της κεραίας (τέλειος αγωγός) και περιβάλλοντος
χώρου (διηλεκτρικό με απώλειες). Οι οριακές συνθήκες λύνουν αυτό το πρόβλημα περιγράφοντας τη
συμπεριφορά των πεδίων λίγο πριν και λίγο μετά από το σύνορο [6]. Υπάρχει μια τετράδα οριακών
συνθηκών (των οποίων η απόδειξη μπορεί να βρεθεί σε οποιοδήποτε από τα κλασσικά εγχειρίδια [2],
[6] και παραλείπεται) που περιγράφει τη συμπεριφορά των εφαπτομενικών ή κάθετων συνιστωσών των
τεσσάρων πεδιακών μεγεθών. Βεβαίως, στο ηλεκτρομαγνητικό περιβάλλον που έχουμε θεωρήσει (παρά-
γραφος 2) αρκεί να αποφανθούμε μόνο για τα θεμελιώδη μεγέθη. Γενικά έχουμε:

1. τη συνέχεια των εφαπτομενικών συνιστωσών του ηλεκτρικού πεδίου:

n̂× ( ~E2 − ~E1) = ~0 (1.13)

2. την ασυνέχεια της κάθετης συνιστώσας της διηλεκτρικής μετατόπισης
(άρα του ηλεκτρικού πεδίου)

n̂ · ( ~D2 − ~D1) = σ (1.14)

3. τη συνέχεια της κάθετης συνιστώσας του μαγνητικού πεδίου:

n̂ · ( ~B2 − ~B1) = 0 (1.15)

4. την ασυνέχεια των εφαπτομενικών συνιστωσών του ~H (άρα του μαγνητικού πεδίου):

n̂× ( ~H2 − ~H1) = ~K (1.16)
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όπου σ είναι η επιφανειακή πυκνότητα φορτίου στη διαχωριστική επιφάνεια, ~K η επιφανειακή πυκνότητα
ρεύματος εκεί και n̂ το μοναδιαίο, κάθετο διάνυσμα στη διαχωριστική επιφάνεια με κατεύθυνση από το
μέσο 1 στο μέσο 2. Για λόγους πληρότητας σημειώνουμε ότι και η εξίσωση συνεχείας διαθέτει μια
οριακή συνθήκη για την κάθετη συνιστώσα του ~J .

H παρατήρηση (2) για τις εξισώσεις τουMaxwell έχει αποτελέσματα και στις οριακές συνθήκες: δεν
είναι ούτε αυτές όλες ανεξάρτητες μεταξύ τους. Αυτό σημαίνει ότι πλήρωση μέρους τους θα ισοδυναμεί
με πλήρωση όλων των οριακών συνθηκών. Πράγματι όλη η πληροφορία που μπορεί να δοθεί από τις
οριακές συνθήκες συνοψίζεται στις σχέσεις (1.12) και (1.15). Το αποτέλεσμα που τις πληροί θα πληροί
αυτόματα και τις λοιπές [2].
Οι οριακές συνθήκες, όπως και οι εξισώσεις του Maxwell, έχουν γενική εφαρμογή και αδιαφορούν

για την ομοιογένεια, την ισοτροπικότητα ή τη γραμμικότητα του υλικού στο οποίο της εφαρμόζουμε.
Ωστόσο, στην περίπτωση ομοιογενών, γραμμικών και ισοτροπικών μέσων, καθώς αυτό που μελετάμε
ισχύει ένα πολύ ενδιαφέρον αποτέλεσμα γνωστό ως θεώρημα της μοναδικότητας [2] (σημειώνουμε
ότι στον ηλεκτρομαγνητισμό υπάρχουν πολλαπλά θεωρήματα μοναδικότητας με παρεμφερή διατύπωση

[6]· εδώ παρουσιάζουμε ένα από αυτά). Σύμφωνα με αυτό αν ένα πεδίο αποτελεί λύση των εξισώσεων
Maxwell και πληροί τις οριακές συνθήκες τότε αυτό το πεδίο είναι το μοναδικό δυνατό. Στη μελέτη μας
η ύπαρξη αυτού του θεωρήματος παρέχει αυτοπεποίθηση για τις λύσεις που θα προκύψουν (διαφορετικά
θα είχαμε πάνω από μία λύση), ωστόσο αποτελεί τον πυλώνα μιας εξαιρετικά κομψής μεθόδου του
ηλεκτρομαγνητισμού γνωστής ως μέθοδος των ειδώλων [6] (την οποία όμως δε θα χρησιμοποιήσουμε).
΄Οταν το μέσο στο οποίο εδράζεται το ηλεκτρομαγνητικό πρόβλημα εκτείνεται ως το άπειρο, τότε

προφανώς οι παραπάνω οριακές συνθήκες δεν επαρκούν (σημειώνουμε ότι ένας επιπλέον περιορισμός των
παραπάνω συνθηκών είναι η -σιωπηλή- υπόθεση ότι η διαχωριστική επιφάνεια είναι λεία· αν παρουσιάζει
ιδιομορφίες, όπως είναι οι ακμές, τότε οι παραπάνω οριακές συνθήκες αντικαθίστανται από τις συνθήκες
άκρων ή ακμών [2], αλλά αυτές ξεφεύγουν από τα όρια της εργασίας). Σε αυτήν την περίπτωση
χρησιμοποιούμε τη συνθήκη ακτινοβολίας [2] (γνωστή και ως συνθήκη Sommerfeld) σύμφωνα με την
οποία οι πηγές ηλεκτρομαγνητικών πεδίων πρέπει να είναι πηγές και όχι καταβόθρες [13] (η πρωτότυπη
εργασία βρίσκεται εδώ [14]). Αυτό σημαίνει ότι κάθε ηλεκτρομαγνητικό κύμα θα πρέπει να διαδίδεται
από την πηγή του στο άπειρο. Εναλλακτικά, η οριακή συνθήκη που χρησιμοποιείται και διασφαλίζει πάλι
τη μοναδικότητα των λύσεων [2] απαιτεί μηδενισμό των πεδιακών συνιστωσών σε μεγάλη απόσταση
από μια εντοπισμένη κατανομή φορτίων (όπως είναι η κεραία) [6].

4 Οι Εξισώσεις του Maxwell στο Πεδίο της Συχνότητας
Στη γενικότερη περίπτωση, τα τέσσερα πεδιακά μεγέθη που συμμετέχουν στις εξισώσεις του Maxwell
(ενότητα 1, κεφάλαιο 1) είναι διανυσματικές συναρτήσεις τεσσάρων μεταβλητών: τριών χωρικών (που
εξαρτώνται από το σύστημα συντεταγμένων που επιλέγουμε να χρησιμοποιήσουμε) και μίας χρονικής.
Εγείρεται το ερώτημα της συχνοτικής συμπεριφοράς των πεδίων, των φασμάτων τους δηλαδή, κυρίως
χάρις στα εξαιρετικά ισχυρά εργαλεία που μας παρέχει η θεωρία των σημάτων [15]. Μπορούμε δηλαδή
να πάρουμε αποδοτικότερα αποτελέσματα στο πεδίο της συχνότητας από ό,τι στο πεδίο του χρόνου
(για παράδειγμα, ένα σημαντικό πεδίο του ηλεκτρομαγνητισμού που αξιοποιείται εκτενώς η συχνοτική
περιγραφή των πεδιακών μεγεθών είναι η ανάλυση και σχεδίαση οπτικών ινών [16]). Βασικό εργαλείο
αποτελεί ο μετασχηματισμός Fourier, ο οποίος ορίζεται ως:

G(u, v, w, f) =

∫ +∞

−∞
g(u, v, w, t) exp(j2πft)dt (1.17)

όπου f = ω/(2π) η συχνότητα επιβαλλόμενη από τις πηγές και (u, v, w) οι γενικές ή καμπυλόγραμμες
συντεταγμένες [17]. To σήμα g(t) προκειμένου να μπορεί να αναπαρασταθεί κατά Fourier θα πρέπει
να πληροί τρεις συνθήκες, γνωστές ως συνθήκες Dirichlet [15]. Θα θεωρήσουμε ότι τα πεδία που
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διαχειριζόμαστε πληρούν αυτές τις συνθήκες. Αν κανείς θέλει να επιστρέψει στο πεδίο του χρόνου δεν
έχει παρά να εφαρμόσει τον αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier που ορίζεται ως:

g(u, v, w, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
G(u, v, w, f) exp(−j2πft)df (1.18)

Είναι εμφανές ότι η πολυπλοκότητα αυξάνεται σημαντικά, σε σχέση με το πρόβλημα στο πεδίο
του χρόνου, καθώς δεν είναι δυνατό να εγγυηθούμε, για τις γενικές συναρτήσεις g και G, ότι τα
παραπάνω ολοκληρώματα μπορούν να υπολογιστούν αναλυτικά. Τεράστια απλοποίηση θα προκύψει εάν
θυμηθούμε τη φυσική σημασία του μετασχηματισμού Fourier: μέσω της εισαγωγής της συνάρτησης
δέλτα του Dirac είναι δυνατό να συνδεθεί ο μετασχηματισμός Fourier με τις ομώνυμες σειρές [15].
Αναπτύσσουμε, δηλαδή το σήμα (ή πεδίο) σε ένα άθροισμα διακριτό (σειρά) ή συνεχές (ολοκλήρωμα)
ημιτονοειδών συναρτήσεων (κάθε συνιστώσα, που διαθέτει διαφορετική συχνότητα από τις υπόλοιπες,
καλείται αρμονική). Σημειώσαμε παραπάνω ότι το μέσο που πραγματευόμαστε είναι γραμμικό. Θεω-
ρώντας ότι οι πηγές του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου ενδιαφέροντος έχουν αυθαίρετη χρονική μεταβολή

και εκμεταλλευόμενοι τη γραμμικότητα μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την αρχή της επαλληλίας [2],
μπορούμε δηλαδή να ισχυριστούμε ότι το τελικό πεδίο αποτελείται από τις διάφορες πεδιακές συνιστώσες

που είναι αποτελέσματα κάθε αρμονικής ξεχωριστά. Συνεπώς, το πρόβλημα της μελέτης του φάσμα-
τος ενός ηλεκτρομαγνητικού πεδίου εξαρτώμενου με αυθαίρετο τρόπο από το χρόνο απλοποιείται στη

μελέτη ενός αρμονικά, χρονικά εξαρτώμενου πεδίου, με εξάρτηση δηλαδή της μορφής exp(−jωt) [6].
Τέτοια χρονική εξάρτηση θα παρουσιάζουν και τα κύματα ενδιαφέροντος στην εργασία.
Εφαρμόζοντας την ιδιότητα του μετασχηματισμού Fourier της παραγώγισης στο χρόνο [15] μπορούμε

να γράψουμε τις εξισώσεις Maxwell στο πεδίο των συχνοτήτων (και σε πιο φιλική μορφή). ΄Ετσι:

∇ · ~D = ρ (1.19)

∇ · ~B = 0 (1.20)

∇× ~E = jω ~B (1.21)

∇× ~H = ~J − jω ~D (1.22)

Αντίστοιχα μπορούμε να γράψουμε στο πεδίο των συχνοτήτων και τις οριακές συνθήκες. Τα γνώριμα
μεγέθη των εξισώσεων (1.18)-(1.21) καλούνται παραστατικοί μιγαδικοί ή φασιθέτες [2], δεν εμφανίζουν
εξάρτηση ούτε από το χρόνο ούτε από τη συχνότητα [18] και αποτελούν απόδειξη της υπολογιστικής
διευκόλυνσης που συζητήσαμε νωρίτερα. Κατά τετριμμένο τρόπο μπορούμε να πάρουμε από έναν παρα-
στατικό μιγαδικό την έκφραση ενός πεδίου χρονικά:

f(u, v, w, t) = Re{F (u, v, w) exp(−jωt)} (1.23)

όπου f είναι το πεδίο και F ο παραστατικός μιγαδικός του. Θα αποφύγουμε τους περιττούς συμβολι-
σμούς για την ένδειξη ενός παραστατικού μιγαδικού. ΄Οποτε εργαζόμαστε στο πεδίο της συχνότητας
θα το αναφέρουμε ρητά.
΄Ενα τελευταίο και πολύ ενδιαφέρον αποτέλεσμα με τη χρήση αρμονικά εξαρτώμενων πεδίων (ή

πεδίων που βρίσκονται στην Ημιτονική Μόνιμη Κατάσταση [2], όπως λέγεται) είναι η εξίσωση συνεχείας.
Η συχνοτική της εκδοχή είναι:

∇ · ~J − jωρ = 0 (1.24)

Γνώση της χωρικής πυκνότητας ρεύματος εγγυάται γνώση (και μάλιστα με απλό τρόπο) της χωρικής
πυκνότητας φορτίου, γεγονός αρκετά απλοποιητικό (αλλά όχι το αντίστροφο· όπως θα δούμε παρακάτω
θα χρειαζόταν και ο στροβιλισμός του ~J δεδομένου του ρ για να μπορέσουμε να αξιοποιήσουμε την
(1.24)).

16



5 Επίλυση των ΕξισώσεωνMaxwell και Ηλεκτρομαγνητικά Δυναμικά
Επόμενο βήμα στη μελέτη μας είναι η επίλυση των εξισώσεων Maxwell στο περιβάλλον ενδιαφέρο-
ντος που συζητήσαμε στην ενότητα 2 του παρόντος κεφαλαίου. Μπορούμε με ορισμένους απλούς
μαθηματικούς χειρισμούς να καταλήξουμε σε κυματικές εξισώσεις για το ηλεκτρικό πεδίο και το ~H,
φυσικά μέσω των (1.6) και (1.7) μπορούμε να καταλήξουμε σε παρόμοιες σχέσεις για τα άλλα δύο (η
μεθοδολογία που θα ακολουθήσει μοιάζει με αυτή των [2], [19], αλλά για την περίπτωση αγώγιμου
περιβάλλοντος).
Εφαρμόζουμε στροβιλισμό στo νόμο του Faraday (1.3) οπότε:

∇×∇× ~E = −∇× ∂ ~B

∂t
(1.25)

Εναλλάσσοντας τους τελεστές στροβιλισμό και μερική παράγωγο και αξιοποιώντας το νόμο τωνMaxwell-
Ampére (1.4) και τη σχέση (1.7):

∇×∇× ~E = −µ∂
~J

∂t
− µ∂

2 ~D

∂t2
(1.26)

Αξιοποιώντας τη διανυσματική ταυτότητα:

∇×∇× ~E = ∇(∇ · ~E)−∇2 ~E (1.27)

η (1.25) γίνεται:

∇(∇ · ~E)−∇2 ~E = −µ∂
~J

∂t
− µ∂

2 ~D

∂t2
(1.28)

Ας απαλλαγούμε από τη διηλεκτρική μετατόπιση μέσω της (1.6) και ας παρατηρήσουμε ότι η απόκλιση
του ηλεκτρικού πεδίου σχετίζεται με τη χωρική πυκνότητα φορτίου μέσω του νόμου του Gauss (1.1):

−∇2 ~E = −µ∂
~J

∂t
− εµ∂

2 ~E

∂t2
− ∇ρ

ε
(1.29)

Η αγωγιμότητα του περιβάλλοντος μας επιβάλλει μεγαλύτερη προσοχή στη χωρική πυκνότητα ρεύμα-

τος: αυτή αποτελείται από δύο συνιστώσες: την πυκνότητα ρεύματος που επιβάλλεται εξωγενώς από
τις πηγές και την πυκνότητα ρεύματος που είναι αποτέλεσμα των αναπτυσσόμενων στο χώρο ηλεκτρο-

μαγνητικών πεδίων. Μπορούμε να γράψουμε συνεπώς [2]:

~J = ~Jπ + ~Jc (1.30)

όπου ~Jπ η πυκνότητα ρεύματος των πηγών και ~Jc η πυκνότητα ρεύματος επιβαλλόμενη δευτερογενώς

από τα πεδία. Αξιοποιώντας το νόμο του Ohm (1.11) για την ~Jc:

∇2 ~E − εµ∂
2 ~E

∂t2
− µγ ∂

~E

∂t
= µ

∂ ~Jπ
∂t

+
∇ρ
ε

(1.31)

που είναι η κυματική εξίσωση ενδιαφέροντος για το ηλεκτρικό πεδίο. Με παρόμοια επιχειρήματα
μπορούμε να εξάγουμε μία κυματική εξίσωση για το ~H η οποία βρίσκεται:

∇2 ~H − εµ∂
2 ~H

∂t2
− µγ ∂

~H

∂t
= −∇× ~Jπ (1.32)
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Σχετική απλοποίηση θα επέλθει με το πέρασμα στο πεδίο των συχνοτήτων, θεωρώντας αρμονική,
χρονική εξάρτηση. H (1.30) γίνεται:

∇2 ~E + ω2εµ ~E + jωµγ ~E = −jµω ~Jπ +
∇ρ
ε

(1.33)

Αξιοποιώντας την εξίσωση συνεχείας (1.23) μπορούμε να απαλλαγούμε από τη μία από τις δύο πηγές.
Παράλληλα με λίγη άλγεβρα η (1.32) γίνεται:

∇2 ~E + ω2µ
(
ε+ j

γ

ω

)
~E = −jµω ~Jπ − j

∇(∇ · ~Jπ)

ωε
(1.34)

Χρησιμοποιώντας τη σχέση (1.9) καταλήγουμε στο:

∇2 ~E + ω2εcµ~E = −jµω ~Jπ − j
∇(∇ · ~Jπ)

ωε
(1.35)

όπου εc είναι η μιγαδική ηλεκτρική επιτρεπτότητα. Εισάγοντας τον κυματάριθμο kc = ω
√
εcµ, η (1.34)

παίρνει την τελική της μορφή που είναι γνωστή ως μη ομογενής, διανυσματική εξίσωση Helmholtz [19]:

∇2 ~E + k2
c
~E = −jµω ~Jπ − j

∇(∇ · ~Jπ)

ωε
(1.36)

Αντίστοιχη εξίσωση Helmholtz υπάρχει για το ~H:

∇2 ~H + k2
c
~H = −∇× ~Jπ (1.37)

Επίλυση των δύο παραπάνω εξισώσεων, σε συνδυασμό με κατάλληλες οριακές συνθήκες οδηγούν στη
λύση κάθε ηλεκτρομαγνητικού προβλήματος. Τούτο είναι μερικώς αληθές. Παρατηρώντας τις παραπάνω
εξισώσεις και λαμβάνοντας υπόψιν τη διαδικασία εξαγωγής τους σημειώνουμε τα παρακάτω σημεία [19],
[20]:

• οι όροι του δεξιού μέλους (όροι εξαναγκασμού ή διέγερσης ή μη ομογενείς όροι) είναι πολύπλοκοι:
θα προτιμούσαμε μία απλή σχέση που να συνδέει το αίτιο (πηγές) με το αποτέλεσμα (πεδία),

• οι ίδιοι όροι επιβάλλουν αυστηρούς περιορισμούς στις πηγές που μπορούμε να χρησιμοποιή-
σουμε, για παράδειγμα η βαθμίδα της απόκλισης της χωρικής πυκνότητας ρεύματος απαιτεί πηγές
τουλάχιστον δύο φορές παραγωγίσιμες, δηλαδή με αρκετά καλή συμπεριφορά και

• η εφαρμογή διαφορικών τελεστών για την εξαγωγή των κυματικών εξισώσεων ή εξισώσεων
Helmholtz οδηγεί στην απώλεια της ισοδυναμίας με τις εξισώσεις Maxwell, θα πρέπει δηλαδή
κανείς να ελέγχει αν το αποτέλεσμα των (1.35) και (1.36) πληροί τις (1.18)-(1.21).

Η μη αποτελεσματικότητα των κυματικών εξισώσεων των πεδίων οδηγεί στον ορισμό βοηθητικών

συναρτήσεων που θα προσφέρουν σημαντική υπολογιστική διευκόλυνση και λύση των παραπάνω πα-

θολογιών. Αυτές είναι γνωστές ως συναρτήσεις δυναμικού. Αν και υπάρχει πλειάδα, οι πιο δημοφιλείς
είναι το βαθμωτό ηλεκτρικό δυναμικό και το διανυσματικό μαγνητικό δυναμικό. ΄Ηδη παρατηρούμε μια
σημαντική ελάφρυνση: έναντι έξι συνιστωσών (τρεις του ηλεκτρικού πεδίου και τρεις του ~H) έχουμε
να υπολογίσουμε μόνο τέσσερις. Θα αντιμετωπίσουμε τα δυναμικά ως πλήρως μαθηματικές έννοιες:
όπως γράφει ο Griffiths, η ασάφεια στον ορισμό τους (η εξάρτηση από το σημείο αναφοράς δηλαδή)
τους στερεί αυτομάτως κάθε φυσική έννοια [6] (σαφή φυσική σημασία έχει από την άλλη η διαφορά
δυναμικού).
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Για τον ορισμό του διανυσματικού δυναμικού ξεκινάμε από το νόμο του Gauss για το μαγνητισμό
(1.2). ΄Οταν η απόκλιση ενός διανυσματικού μεγέθους (εδώ του μαγνητικού πεδίου) είναι μηδενική
τούτο καλείται σωληνοειδές [2] και ισούται με το στροβιλισμό μιας άλλη διανυσματικής συνάρτησης [6],
έστω ~A, δηλαδή:

~B = ∇× ~A (1.38)

Είναι προφανές ότι ο ορισμός αυτός διακατέχεται από μία ασάφεια, όπως σημειώσαμε παραπάνω: αν
στο ~A προσθέσουμε την κλίση οποιασδήποτε βαθμωτής συνάρτησης τότε η (1.37) πάλι στέκει [6].
Αντικαθιστώντας την (1.37) στο νόμο του Faraday (1.3) παίρνουμε:

∇×

(
~E +

∂ ~A

∂t

)
= ~0 (1.39)

Παρατηρούμε ότι το ηλεκτρικό πεδίο αθροιζόμενο με τη μερική, χρονική παράγωγο του ~A αποτελεί ένα
αστρόβιλο πεδίο, το οποίο ισούται με την απόκλιση μιας βαθμωτής συνάρτησης [6], έστω φ, δηλαδή:

~E +
∂ ~A

∂t
= −∇φ (1.40)

ή:

~E = −∇φ− ∂ ~A

∂t
(1.41)

Και ο ορισμός του φ εμπεριέχει ασάφεια: πρόσθεση οποιασδήποτε σταθεράς στη συνάρτηση αυτή δεν
παραβιάζει την (1.40) [6]. Αν ορίσουμε την απόκλιση του ~A τότε έχουμε καθορίσει πλήρως αυτό το
μέγεθος σύμφωνα με το θεώρημα Helmholtz (δεδομένης της οριακής συνθήκης για μηδενισμό των
πεδίων για άπειρη απόσταση με τις πηγές). Παρεμπιπτόντως, η συγκεκριμένη γραφή των εξισώσεων
Maxwell αντανακλά ακριβώς αυτό το γεγονός, ότι δηλαδή η γνώση της απόκλισης και του στροβιλισμού
ενός πεδίου (κάτω από ορισμένες συνθήκες) οδηγεί στη γνώση του πεδίου. Το πρόβλημά μας λύνει η
συνθήκη Lorentz:

∇ · ~A+ µε
∂φ

∂t
= 0 (1.42)

Είναι σημαντικό να σημειωθεί ότι η παραπάνω εκδοχή είναι μόνο μία (αν και η πιο δημοφιλής) από τις
διάφορες της συνθήκης Lorentz (γενικά υπάρχουν άπειρες επιλογές, ανάλογα με το πρόβλημα· τούτο
θα αξιοποιηθεί στη συνέχεια). Ο αναγνώστης ίσως μάντεψε ότι το διανυσματικό, μαγνητικό δυναμικό
είναι το μέγεθος ~A και το βαθμωτό, ηλεκτρικό δυναμικό είναι το μέγεθος φ.
Οι κυματικές εξισώσεις που πληρούν τα ηλεκτρομαγνητικά δυναμικά βρίσκονται πολύ εύκολα. Χρησι-

μοποιούμε την εξίσωση Ampére-Maxwell και τη σχέση (1.38) αντικαθιστώντας το ~H και τη διηλεκτρική
μετατόπιση με τα αντίστοιχα θεμελιώδη μεγέθη, όπως φαίνεται στις (1.7), (1.9), οπότε:

∇×∇× ~A = µ~J + µε
∂ ~E

∂t
(1.43)

Χρησιμοποιούμε τη διανυσματική ταυτότητα (1.27) και υπενθυμίζουμε ότι το ρεύμα αποτελείται από
δύο συνιστώσες, οπότε:

∇(∇ · ~A)−∇2 ~A = µ( ~Jπ + ~Jc) + µε
∂ ~E

∂t
(1.44)

Ο νόμος του Ohm (1.11) για το ~Jc δίνει:

∇(∇ · ~A)−∇2 ~A = µ~Jπ + ~E

(
µγ + µε

∂

∂t

)
(1.45)
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Το ηλεκτρικό πεδίο αντικαθίσταται από τη σχέση (1.41):

∇(∇ · ~A)−∇2 ~A = µ~Jπ +

(
−∇φ− ∂ ~A

∂t

)(
µγ + µε

∂

∂t

)
(1.46)

Μετά απο λίγη άλγεβρα καταλήγουμε στην (1.47):

∇(∇ · ~A)−∇2 ~A = µ~Jπ − µγ∇φ− µγ
∂ ~A

∂t
− µε∇∂φ

∂t
− µε∂

2 ~A

∂t2
(1.47)

Αναδιατάσσουμε τους όρους:

−∇2 ~A+ µε
∂2 ~A

∂t2
+ µγ

∂ ~A

∂t
= µ~Jπ −∇

(
∇ · ~A+ µγφ+ µε

∂φ

∂t

)
(1.48)

Απαιτούμε:

∇ · ~A+ µγφ+ µε
∂φ

∂t
= 0 (1.49)

που είναι η συνθήκη Lorentz για το πρόβλημά μας (παρατηρήστε ότι διαθέτει έναν επιπλέον όρο σε
σχέση με την κλασσική (1.42), απόρροια της αγωγιμότητας γ). Συνδυάζοντας τις (1.49) και (1.48)
καταλήγουμε στην κυματική εξίσωση για το διανυσματικό, μαγνητικό δυναμικό:

∇2 ~A− µε∂
2 ~A

∂t2
− µγ ∂

~A

∂t
= −µ~Jπ (1.50)

Θεωρώντας ημιτονοειδή, χρονική εξάρτηση και εφαρμόζοντας μετασχηματισμό Fourier στην παραπάνω
σχέση παίρνουμε:

∇2 ~A+ ω2µε ~A+ µγ ~A = −µ~Jπ (1.51)

ή:
∇2 ~A+ ω2µ

(
ε+

γ

ω

)
~A = −µ~Jπ (1.52)

ή:
∇2 ~A+ ω2µεc ~A = −µ~Jπ (1.53)

και εισάγοντας το μιγαδικό κυματάριθμο kc καταλήγουμε στην κυματική εξίσωση για το ~A στην ημι-
τονική μόνιμη κατάσταση:

∇2 ~A+ k2
c
~A = −µ~Jπ (1.54)

Ο αναγνώστης μπορεί εύκολα να επαληθεύσει την απλότητα της παραπάνω έκφρασης συγκρίνοντας το

μη ομογενή όρο της εξίσωσης με τον αντίστοιχο της (1.37).
Για την εξαγωγή των αντίστοιχων κυματικών εξισώσεων για το βαθμωτό, ηλεκτρικό δυναμικό

θα ακολουθήσουμε διαφορετική πορεία. Ξεκινάμε από το νόμο του Gauss για τον ηλεκτρισμό και
χρησιμοποιούμε τη συντακτική σχέση (1.7) για τη διηλεκτρική μετατόπιση:

∇ · ~E =
ρ

ε
(1.55)

Αντικαθιστούμε το ηλεκτρικό πεδίο από τη σχέση (1.41) και οδηγούμαστε στη:

∇ ·

(
−∇φ− ∂ ~A

∂t

)
=
ρ

ε
(1.56)
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και χρησιμοποιώντας την (1.49) παίρνουμε:

∇2φ− µγ ∂φ
∂t
− µε∂

2φ

∂t2
= −ρ

ε
(1.57)

Αυτή είναι η κυματική εξίσωση για το βαθμωτό, ηλεκτρικό δυναμικό, στο πεδίο του χρόνου. Πολύ
εύκολα καταλήγουμε στην αντίστοιχη κυματική εξίσωση στην ημιτονική μόνιμη κατάσταση. Τελικά:

∇2φ+ k2
cφ = −ρ

ε
(1.58)

Οι λύσεις των κυματικών εξισώσεων δυναμικού (1.54) και (1.58) μπορούν να γραφούν σε ολοκληρωτική
μορφή (είναι, συγκεκριμένα, ολοκληρώματα επαλληλίας), δηλαδή [2], [20]:

Φ =
1

4πε

∫
V

ρ(~r′)G(~r′, ~r)dV (1.59)

και:
~A =

µ

4π

∫
V

~J(~r′)G(~r′, ~r)dV (1.60)

όπου ~r είναι το διάνυσμα θέσης του σημείου παρατήρησης, ~r′ είναι το διάνυσμα θέσης των πηγών
ακτινοβολίας και G είναι η συνάρτηση Green, που για το πρόβλημα ενδιαφέροντος ισούται με:

G(~r′, ~r) =
ejkR

4πR
(1.61)

και όπου R είναι η απόσταση (βαθμωτό μέγεθος) μεταξύ σημείου παρατήρησης και (κάθε) σημείου
πηγής, δηλαδή:

R = |~r − ~r′| (1.62)

Σα μια τελική σημείωση αξίζει να αναφερθεί ότι πολύ σημαντικά σε ηλεκτρομαγνητικές μελέτες

αποδεικνύονται το διανυσματικό ηλεκτρικό δυναμικό ~F και το βαθμωτό μαγνητικό δυναμικό φm, ιδι-
αίτερα σε προβλήματα που ευνοούν το μετασχηματισμό πηγών (από ηλεκτρικές σε ισοδύναμες μα-
γνητικές) [19] και στη μελέτη μαγνητικών υλικών [2], αλλά και τα υπολογιστικά ισχυρά δυναμικά
Hertz, ηλεκτρικό ~Π και μαγνητικό ~Πm, τα πρώτα για ηλεκτρικές και τα δεύτερα για μαγνητικές πηγές,
και τα οποία μπορούν να διαχειριστούν οποιοδήποτε ηλεκτρομαγνητικό πρόβλημα [19] (ο αναγνώστης
μπορεί να βρει μια αρκετά συμπαγή παρουσίαση των δυναμικών Hertz στις σημειώσεις του Τσαλαμέγκα
[19], όπως και στο βιβλίο του Χρυσουλίδη [20], ενώ για εφαρμογές μπορεί να ανατρέξει σε άρθρα των
Shuba, Maksimenko και Lakhtakia [21], [22] και στο πιο εκπαιδευτικό άρθρο του Essex [23]).
Στο κεφάλαιο αυτό υπενθυμίστηκαν βασικές γνώσεις ηλεκτρομαγνητισμού, αλλά και οριοθετήθηκε

το ηλεκτρομαγνητικό υπόβαθρο στο οποίο θα λειτουργήσει η κεραία μας (πολύ βοηθητική αποδείχτηκε
η εργασία [24] και το βιβλίο [25]). Πώς θα αντιμετωπίσουμε, όμως την κεραία, ποιο μοντέλο, δηλαδή θα
υιοθετηθεί για την ικανοποιητική απεικόνιση (προσφέροντας ταυτόχρονα απλότητα, αλλά και δυνατότητα
ανάπτυξης διαίσθησης); Τούτο το ερώτημα πραγματευόμαστε στο επόμενο κεφάλαιο.
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Κεφάλαιο 2

Το Σωληνοειδές Δίπολο και η Εξίσωση Hallén
Μέχρι στιγμής έχουμε ορίσει μόνο το ήμισυ του προβλήματος που πραγματευόμαστε. Στο κεφάλαιο 1
ορίστηκε το ηλεκτρομαγνητικό υπόβαθρο του προβλήματος, τώρα θα ορίσουμε τη διάταξη και πώς αυτή
μπορεί να μοντελοποιηθεί αποτελεσματικά. Η μοντελοποίηση μιας ευθύγραμμης, λεπτής κεραίας σύρ-
ματος, καθώς αυτή που μελετάμε, και φυσικά η εξαγωγή ουσιώδους πληροφορίας από αυτό το μοντέλο
απασχόλησαν τους σημαντικότερους επιστήμονες του λεγόμενου Εφαρμοσμένου Ηλεκτρομαγνητισμού,
ειδικά κατά τις δεκαετίες του 50’ και 60’. Εδώ θα σταχυολογήσουμε τα πιο αξιόλογα και ενδιαφέροντα
(κατά τη γνώμη του γράφοντος) αποτελέσματα.

1 Ορίζοντας τη Διάταξη

Η διάταξη αποτελείται από μία ευθύγραμμη, λεπτή κεραία σύρματος. Τι σημαίνει αυτό; Το Σχήμα
2.1 παρακάτω, φωτίζει την εξαιρετικά λιτή διατύπωση. Η κεραία αποτελείται από ένα σωλήνα κυκλικής
διατομής, μήκους 2h και ακτίνας a. Ο σωλήνας είναι εσωτερικά κενός και τα τοιχώματά του είναι τελείως
αγώγιμα και υποτίθεται ότι έχουν αμελητέο πάχος. Η κεραία είναι κεντρικά τροφοδοτούμενη, δηλαδή
στο κέντρο του νοητού άξονά της υπάρχει ένα απειροστό κενό, στο οποίο μπορούμε να εφαρμόσουμε
ένα βαθμωτό δυναμικό:

Vexc = Re{V e−jωt} (2.1)

Η κεραία θεωρείται λεπτή τόσο γεωμετρικά όσο και ηλεκτρικά [1], δηλαδή:

a << 2h και Re{kc}a << 1 (2.2)

Η τελευταία συνθήκη, προφανώς, ισοδυναμεί με την απαίτηση η ακτίνα να είναι πολύ μικρότερη του
επιβαλλόμενου από την πηγή, μήκους κύματος (εξ ου και "ηλεκτρικά λεπτή"). Ο Wu [2] σημειώνει
ότι κανείς μπορεί να αποφύγει τη δεύτερη ανισότητα και να απαιτήσει το γινόμενο Re{kc}a να είναι
μικρότερο από την πρώτη ρίζα της συνάρτησης Bessel πρώτου είδους και μηδενικής τάξης (περίπου 2.405
[3]), δηλαδή να απαιτήσει την ανυπαρξία μεταδιδόμενου ρυθμού μέσα στο σωλήνα κυκλικής διατομής
(η λογική αυτή μπορεί να γίνει εύκολα κατανοητή αν κανείς αντιμετωπίσει την κεραία ως μεταλλικό,
κυλινδρικό κυματοδηγό κυκλικής διατομής [4]). Προκύπτει η εύλογη απορία: για ποιο λόγο συζητάμε
για λεπτές (και με τις δύο έννοιες) κεραίες; Η απάντηση είναι ότι κατά την ανάλυση που θα ακολουθήσει
θα λάβουμε σημαντική διευκόλυνση ακριβώς χάρις στη συνθήκη (2.2).
Κανείς μπορεί να αναρωτηθεί επίσης για τη μορφή των άκρων της κεραίας. Στο σχήμα 2.1 είναι

ανοικτά. Αυτή είναι μια ρεαλιστική προσέγγιση; Η απάντηση είναι ότι είναι η απλούστερη προσέγγιση,
η οποία μπορεί να μας δώσει πληροφορία και συνάμα να προσαρμόζεται με εύκολα (με μικρές διορθώσεις
δηλαδή) σε ένα πρακτικό πρόβλημα. Τα άκρα μιας κεραίας μπορεί να έχουν για παράδειγμα ημισφαιρική
μορφή. Τότε, απλά αντιμετωπίζουμε την κεραία σα να έχει ανοικτά άκρα και μήκος ίσο με το άθροισμα
της ακτίνας του ημισφαιρικού καπακιού και το μήκος της κεραίας δίχως αυτό [1].
Τα παραπάνω ολοκληρώνουν την περιγραφή του μοντέλου και απαντούν σε (ή σωστότερα υποδει-

κνύουν) ερωτήσεις σχετικά με τις διάφορες επιλογές. Είναι ένα ιδιαίτερα δημοφιλές μοντέλο, γνωστό
ως το σωληνοειδές δίπολο, ανάμεσα στους επιστήμονες που ασχολούνται με τη Θεωρία Κεραιών και
μπορεί να απαντηθεί σε σχεδόν όλες τις βιβλιογραφικές αναφορές του παρόντος κεφαλαίου (η περιγραφή
που δόθηκε σε αυτήν την παράγραφο ακολουθεί τη [2]). Η συγκεκριμένη επιλογή διέγερσης της κεραίας
είναι γνωστή ως γεννήτρια δέλτα συνάρτησης. Θα αναφερθούμε σε αυτήν, αλλά και σε άλλες επιλογές
διέγερσης παρακάτω.
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Σχήμα 2.1: Το πεπερασμένο σωληνοειδές δίπολο.

2 H Εξίσωση Pocklington
Σε αυτήν την παράγραφο θα εξάγουμε την πρώτη εξίσωση ενδιαφέροντος (τόσο στη ροή της παρούσας
εργασίας, όσο και ιστορικά εφόσον πρωτοδημοσιεύτηκε στα 1897 [5]!) που είναι γνωστή ως εξίσωση
του Pocklington. Μέσω αυτής μπορούμε να υπολογίσουμε τη ρευματική κατανομή επί της κεραίας
και μετέπειτα να προβούμε σε πλήρη χαρακτηρισμό της, δεδομένου ότι όλα τα μεγέθη ενδιαφέροντος
(μακρινό πεδίο, διάγραμμα ακτινοβολίας, ισχύς εκπομπής, κατευθυντικότητα, για να αναφέρουμε μερικά)
μπορούν να υπολογιστούν μέσω του ρεύματος [1], [6]. Εδώ αξίζει να σημειώσουμε ότι ο αναγνώστης
είναι πολύ πιθανόν να έχει συναντήσει το ρεύμα της κεραίας, στη διεθνή βιβλιογραφία, αλλά και στις πρα-
κτικές εφαρμογές, ως δεδομένο (πλην της τιμής του στο κέντρο της τροφοδοσίας [7]). Συγκεκριμένα,
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υποτίθεται ότι ακολουθεί ημιτονοειδή κατανομή, δηλαδή της μορφής [6]:

I(z) =

{
I(0) sin [kc (h− z)], 0 ≤ z ≤ h
I(0) sin [kc (h+ z)], −h ≤ z ≤ 0

(2.3)

Αυτή η προσέγγιση δίνει εξαιρετικά αποτελέσματα [6], [7] για κεραίες μήκους λ/2, ενώ είναι αρκετά
καλή μέχρι και κεραίες μήκους περίπου λ. Ωστόσο, τα αποτελέσματα δεν είναι ακριβή για κάθε μήκος,
πέρα από τα προαναφερθέντα. Επιπλέον για να προκύψει η σχέση (2.3) γίνεται η υπόθεση ότι η ακτίνα
της κεραίας σύρματος είναι εξαιρετικά μικρή (ακόμη και μηδενική). Για κεραίες ακτίνας μεγαλύτερης
των 0.025λ [6] (δηλαδή και πάλι αρκετά μικρής ακτίνας) η υπόθεση αποτυγχάνει επίσης. Οι κεραίες
της μελέτης μας εμπίπτουν και στις δύο περιπτώσεις αποτυχίας της προσέγγισης. Η αντιμετώπιση
σε αυτές τις περιπτώσεις είναι να θεωρηθεί άγνωστη η κατανομή του ρεύματος επί της κεραίας και

έπειτα να προσδιοριστεί μέσω μιας ολοκληρωτικής εξίσωσης [7] (θα δώσουμε παρακάτω τον ορισμό της
ολοκληρωτικής εξίσωσης). Η μέθοδος αυτή είναι πιο ακριβής και βαθιά, επιστημονικά τεκμηριωμένη
(μάλιστα ο King, από τους κορυφαίους επιστήμονες στο χώρο των Κεραιών του 20ου αιώνα κατηγορεί
την προσεγγιστική μέθοδο ως "αμφιλεγόμενη" [8]· για μια τεκμηρίωση ωστόσο των προσεγγίσεων ο
αναγνώστης παραπέμπεται στα [6], [9]) αν και μπορεί να αποδειχθεί επίπονη πνευματικά! Συνεχίζουμε
στην εξαγωγή της εξίσωσης σημειώνοντας ότι η ανάλυση που θα ακολουθήσει γίνεται στο πεδίο της

συχνότητας, οπότε όλα τα μεγέθη είναι φασιθέτες.
Αρχικά ας συζητήσουμε ορισμένα βασικά συμπεράσματα από τη γεωμετρία του μοντέλου που χρησι-

μοποιούμε To Σχήμα 2.1 κάνει προφανές ότι το πρόβλημα που θα μελετήσουμε είναι μονοδιάστατο:
η κυλινδρική συμμετρία εγγυάται ανεξαρτησία των μεγεθών ενδιαφέροντος από τη γωνία φ1, ενώ ε-
στιάζουμε (τουλάχιστον για τον υπολογισμό της ρευματικής κατανομής) στην περίπτωση που ρ = a
(εναλλακτικά η ακτίνα συμβολίζεται ως rT σε πολλά εκπαιδευτικά εγχειρίδια, για παράδειγμα [11]·
σημειώνεται επίσης ότι εξάρτηση από την ακτίνα υπάρχει, απλά δε θα την αναγράφουμε ρητά, αφού
μελετάμε μόνο μία πιθανή τιμή της), δηλαδή επί του μεταλλικού σωλήνα (απειροστού πάχους). ΄Αρα,
μόνο η μεταβλητή z αποτελεί εξαρτημένη μεταβλητή στα διάφορα μεγέθη.
Η γεννήτρια δέλτα συνάρτησης (και γενικά οποιαδήποτε διέγερση) έχει ως αποτέλεσμα την ανάπτυξη

επιφανειακών ρευμάτων και φορτίων επί του σωληνοειδούς διπόλου (λόγω της άπειρης αγωγιμότητάς
του). Στη γενική περίπτωση το επιφανειακό ρεύμα θα διαθέτει τις συνιστώσες:

~K(a, z) = ẑKz(a, z) + φ̂Kφ(a, z) + ρ̂Kρ(a, z) (2.4)

H κυλινδρική συμμετρία της διάταξης εγγυάται ότι η συνιστώσα Kφ θα είναι μηδενική [2], [7]. Επίσης,
δεδομένου ότι τα δύο τμήματα μήκους h που αποτελούν το δίπολο είναι ομοιόμορφης διατομής (κυ-
κλικής) η ακτινική συνιστώσα του ρεύματος δεν είναι αμελητέα μοναχά στα άκρα και την τροφοδοσία
[2] (οι Popović, Dragović, και Djordjević ισχυρίζονται το ίδιο βασιζόμενοι στη μεγάλη λεπτότητα
της κεραίας [1]· αριθμητικά αποτελέσματα των ίδιων αποδεικνύουν ότι η συνιστώσα Kφ είναι έως και

11,000 φορές μικρότερη για a/λ=0.001 από την συνιστώσα Kz με τη διαφορά να μειώνεται με αύξηση

της ακτίνας [12] · τούτο στην περίπτωση διέγερσης που παρουσιάζει φ εξάρτηση · σε κάθε περίπτωση,
συνεπώς η φ συνιστώσα θεωρείται αμελητέα). ΄Αρα μπορούμε να εστιάσουμε στη z-συνιστώσα του
ρεύματος.
Αξιοποιώντας ξανά το επιχείρημα περί ομοιόμορφης διατομής των δύο τμημάτων του διπόλου,

μπορούμε να ισχυριστούμε ότι το ρεύμα κατανέμεται ομοιόμορφα στην επιφάνεια του διπόλου, άρα:

Kz(a, z) =
I(z)

2πa
(2.5)

1
Βέβαια αυτό εξαρτάται και από τη διέγερση: για τον ενδιαφερόμενο αναγνώστη ο Kao [10] έδειξε ότι μια ορισμένη

μεταβολή της z-συνιστώσας του επιφανειακού ρεύματος της κεραίας υπάρχει συναρτήσει της γωνίας φ, αν κανείς θεωρήσει
διέγερση που διαθέτει και μη αξονική συνιστώσα, όχι μεγάλη βέβαια ώστε να τη λάβουμε εδώ υπόψη
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Εδώ πρέπει να κάνουμε μια σημαντική διευκρίνηση: το ρεύμαKz είναι το συνολικό ρεύμα στην επιφάνεια

του διπόλου, συμπεριλαμβανομένων δηλαδή των συνεισφορών και από το εσωτερικό και από το εξω-
τερικό του σωλήνα [2], [7]. Με βάση αυτά, η (2.5) μπορεί να γραφεί:

I(z) = 2πa
(
Kz,ext

(
a+, z

)
+Kz,int

(
a−, z

))
(2.6)

Για τα άκρα της κεραίας υποθέτουμε ότι τα ρεύματα είτε συνεχίζουν σε κάποιο (νοητό) επόμενο σύρμα
είτε μηδενίζονται, δηλαδή απαιτούμε την ισχύ του πρώτου νόμου του Kirchhoff [1]. Αυτή η απαίτηση
μας τροφοδοτεί με την κατάλληλη οριακή συνθήκη για το ρεύμα της κεραίας: θεωρούμε την επιφάνεια S
του παρακάτω σχήματος που είναι πρακτικά μια μεγάλη εστίαση μιας τομής του σωληνοειδούς διπόλου.
Εφαρμόζοντας τον πρώτο νόμο του Kirchhoff εκεί παίρνουμε:

Σχήμα 2.2: Εφαρμογή του πρώτου νόμου Kirchhoff στα άκρα του σωληνοειδούς διπόλου. Με συνεχή
γραμμή συμβολίζεται το διάνυσμα επιφανειακού ρεύματος στο εσωτερικό τοίχωμα του διπόλου και με

διάστικτη το εξωτερικό.

Kz,ext
(
a+,±h

)
+Kz,int

(
a−,±h

)
= 0 (2.7)

Συνδυάζοντας τη (2.7) με τη (2.6) παίρνουμε:

I(±h) = 0 (2.8)
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Σημειώνουμε ότι η προσέγγιση ημιτονοειδούς ρευματικής κατανομής της σχέσης (2.3) είναι σύμφωνη
με την ανωτέρω συνθήκη.
Εφόσον το ρεύμα είναι παράλληλο του διανύσματος ẑ, το μαγνητικό, διανυσματικό δυναμικό θα

είναι επίσης παράλληλό του [11], δηλαδή:
~A = ẑAz (2.9)

Εναλλακτικά, τα επιχειρήματα που απέδειξαν απουσία των Kφ και Kz μπορούν να αναπαραχθούν εδώ

για τις αντίστοιχες συνιστώσες του δυναμικού. Χρησιμοποιώντας το ολοκλήρωμα της επαλληλίας (1.44)
παίρνουμε:

Az =
µ

4π

∫
S

~K(a, z)
ejkcR

R
~ds′ (2.10)

όπου S είναι η επιφάνεια του σωληνοειδούς διπόλου και δε θα πρέπει να συγχέεται με την ομώνυμη
βοηθητική επιφάνεια που χρησιμοποιήσαμε νωρίτερα. Το στοιχείο επιφανείας μπορεί να γραφεί ως
~ds′ = ẑadφ′dz′ και χρησιμοποιώντας τη σχέση (2.5) για το ρεύμα παίρνουμε:

Az =
µ

4π

∫
S

I(z′)

2πa

ejkcR

R
adφ′dz′ (2.11)

Συνεπώς καλούμαστε να υπολογίσουμε την απόσταση R. ΄Οπως φαίνεται και από το σχήμα 2.3 αυτή
αντιστοιχεί στην απόσταση μεταξύ ενός σημείου του μεταλλικού σωλήνα του διπόλου (a, φ′, z), πρα-
κτικά ενός σημείου πηγής και του σημείου παρατήρησης (ρ, φ, z). Η απόσταση μεταξύ δύο σημείων σε

Σχήμα 2.3: Η γεωμετρία που ορίζει το R.
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κυλινδρικές συντεταγμένες μπορεί να βρεθεί απλά [13]:

R =

√
(z − z′)2

+ (a− ρ)
2 − 2aρ cos (φ− φ′) (2.12)

Για σημεία παρατήρησης πάνω στην επιφάνεια του διπόλου ισχύει ότι R = a, ενώ η κυλινδρική συμμετρία
εγγυάται ότι όποια τιμή της φ και να επιλέξουμε το αποτέλεσμα θα είναι αμετάβλητο. ΄Ετσι:

R =

√
(z − z′)2

+ 2a2 − 2a2 cos (φ′) =

√
(z − z′)2

+ 2a2 (1− cos (φ′)) (2.13)

Αξιοποιώντας τον τύπο αποτετραγωνισμού του ημιτόνου καταλήγουμε στην έκφραση:

R =

√
(z − z′)2

+ 4a2 sin2

(
φ′

2

)
(2.14)

Επιστρέφοντας στη (2.11) παίρνουμε:

Az =
µ

4π

∫ h

−h

∫ π

−π

I(z′)

2πa

e
jkc

√
(z−z′)2+4a2 sin2

(
φ′
2

)
√

(z − z′)2
+ 4a2 sin2

(
φ′

2

)adφ′dz′ (2.15)

Σημειώνουμε ότι η ολοκλήρωση ως προς φ′ μπορεί να γίνει σε οποιοδήποτε διάστημα εύρους 2π. Τέλος,
γράφουμε:

Kex (z − z′) =
1

8π2

∫ π

−π

e
jkc

√
(z−z′)2+4a2 sin2

(
φ′
2

)
√

(z − z′)2
+ 4a2 sin2

(
φ′

2

)dφ′ (2.16)

Αυτή η συνάρτηση θα αποδειχθεί κρίσιμης σημασίας στη μελέτη μας. Με αυτήν την επιλογή η (2.15)
μπορεί να γραφεί πολύ πιο κομψά:

Az = µ

∫ h

−h
Kex (z − z′) I (z′) dz′ (2.17)

Τώρα ας στρέψουμε την προσοχή μας στο ηλεκτρικό πεδίο. Συγκεκριμένα ενδιαφερόμαστε για τη
z-συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου (και υπενθυμίζουμε ότι λόγω κυλινδρικής συμμετρίας δεν υπάρχει
ϕ-συνιστώσα). Τούτη, καθώς εφαπτομενική της επιφάνειας του διπόλου και καθώς η επιφάνεια είναι
τελείως αγώγιμη, θα είναι μηδενική εκτός φυσικά από το σημείο z = 0, όπου εκεί θα υπάρχει μια έκρηξη
στο άπειρο, λόγω της γεννήτριας δέλτα συνάρτησης [7]. Αυτός ο ισχυρισμός σε συμπαγή μορφή μπορεί
να γραφεί ως:

Ez = −V δ(z) (2.18)

Αν και αυτονόητο σημειώνουμε ότι πάντα |z| ≤ h. Πώς προκύπτει το αρνητικό πρόσημο; Πολύ απλά,
εφαρμόζοντας τη συνέχεια των εφαπτομενικών συνιστωσών του ηλεκτρικού πεδίου στην τροφοδοσία

παίρνουμε ότι το πεδίο εκεί είναι αντίθετο του επιβαλλόμενου πεδίου από αυτήν. Στην περίπτωση της
γεννήτριας δέλτα συνάρτησης το επιβαλλόμενο πεδίο είναι Ei = V δ(z). Συνεχίζοντας, η συνθήκη
Lorentz (1.42), που συνδέει το διανυσματικό, μαγνητικό με το βαθμωτό, ηλεκτρικό δυναμικό παίρνει
μια πολύ βολική μορφή στο πρόβλημά μας:

∂Az
∂z

= jωεµφ (2.19)

29



ή, αξιοποιώντας τη σχέση kc = ω
√
εcµ:

∂Az
∂z

= j
k2
c

ω
φ (2.20)

H (1.41), που συνδέει το ηλεκτρικό πεδίο με τα ηλεκτρομαγνητικά δυναμικά
(
φ, ~A

)
, στο πεδίο των

συχνοτήτων γράφεται:
~E = −∇φ+ jω ~A (2.21)

και μέσω της (2.20):

~E =
jω

k2
c

∂2

∂z2
~A+ jω ~A (2.22)

΄Ομως το δυναμικό ~A έχει μόνο z-συνιστώσα, σύμφωνα με τη σχέση (2.9), άρα:

~E = ẑjω

(
1

k2
c

∂2

∂z2
+ 1

)
Az (2.23)

Χρησιμοποιώντας τη (2.17) παίρνουμε ότι:

Ez =
jω

k2
c

(
∂2

∂z2
+ k2

c

)
µ

∫ h

−h
Kex (z − z′) I (z′) dz′ (2.24)

Αξιοποιώντας την έκφραση (2.18) καταλήγουμε στην επιθυμητή εξίσωση του Pocklington:(
∂2

∂z2
+ k2

c

)∫ h

−h
Kex (z − z′) I (z′) dz′ = jωεV δ(z) (2.25)

Η εξίσωση του Pocklington είναι μια ολοκληροδιαφορική εξίσωση, δηλαδή μια εξίσωση που εμπλέκει
ταυτόχρονα ολοκληρωτικούς και διαφορικούς τελεστές [14], αν και συχνά (και απλουστευτικά) την
ονομάζουμε ολοκληρωτική εξίσωση [7]. Η μόνη άγνωστη ποσότητα είναι η ρευματική κατανομή επί της
κεραίας, που αναζητούμε. Η γνωστή συνάρτηση Kex(z− z′), που καθορίστηκε από την εξίσωση (2.16)
καλείται ακριβής πυρήνας της Pocklington, για το λόγο ότι δεν έγιναν προσεγγίσεις κατά την εξαγωγή
του. Με τη χρήση αυτού του πυρήνα η εξίσωση Pocklington είναι ακριβής για το μοντέλο του σωλη-
νοειδούς μοντέλου που πραγματευόμαστε: κάθε επιχείρημα χρησιμοποιεί τις παραδοχές του μοντέλου
μας, αλλά σε κανένα σημείο δεν έγινε προσέγγιση [7]. Αυτό είναι ένα εξαιρετικά ισχυρό επιχείρημα υπέρ
του μοντέλου. Προβλήματα αντιμετωπίζει κανείς όταν θέλει να λύσει την εξίσωση Pocklington: μονάχα
στην περίπτωση της άπειρης κεραίας (όπως θα δούμε παρακάτω ενός εξαιρετικού εργαλείου κατανόησης
πεπερασμένων κεραιών) μπορεί κανείς να εξάγει λύση σε κλειστή μορφή. ΄Αρα στην περίπτωση πραγ-
ματικών κεραιών μόνο αριθμητική μπορεί να είναι η λύση της (2.25) (παρακάτω θα δούμε ότι υπάρχει
μια συλλογή από προσεγγιστικές λύσεις, ωστόσο σήμερα που δεν υπάρχουν σημαντικοί περιορισμοί
υπολογιστικής ισχύος έχουν παραγκωνισθεί). Τούτο ενέχει σημαντικές δυσκολίες καθώς πρόκειται για
διπλή αριθμητική ολοκλήρωση, δεδομένης της πολυπλοκότητας του πυρήνα (σημειώνεται βέβαια πως
κεντρικό σημείο τούτης της εργασίας είναι ότι, πιθανή απλοποίηση του πυρήνα, αν και χρησιμοποιείται
εκτεταμένα, επιφυλάσσει πολύ πιο δυσάρεστες εκπλήξεις· θα γίνουμε πιο αναλυτικοί αργότερα). Στη
μελέτη του ρεύματος περί της τροφοδοσίας και των άκρων της κεραίας θα δούμε ότι, λόγω της ύπαρξης
λογαριθμικής ιδιομορφίας της ολοκληρωτέας ποσότητας δεν είναι δυνατό να περάσουμε το διαφορικό

τελεστή εντός του ολοκληρώματος, γεγονός που υποδεικνύει την ανάγκη και αριθμητικής παραγώγισης.
Κλείνοντας σημειώνουμε ότι βασιστήκαμε στην πορεία εξαγωγής της εξίσωσης στις σημειώσεις του Φι-
κιώρη [7], αν και ο παρατηρητικός αναγνώστης θα πρόσεξε ότι αυτή η μελέτη, όσο και αυτές των [1],
[2] γίνονται σε χώρους που μοιάζουν καθόλα στο δικό μας, αλλά που δεν έχουν αγωγιμότητα. ΄Ομως
αξιολογώντας ξανά τα επιχειρήματά μας είναι προφανές ότι πουθενά δεν απαιτήθηκε ο κυματάριθμος να

είναι πραγματικός αριθμός (που εισήχθει, αρχικά στη (2.10)). ΄Αρα οι εξισώσεις είναι σε πλήρη ισχύ και
με τη χρήση μιγαδικού κυματάριθμου.
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3 Η Εξίσωση Hallén
Απλός, μαθηματικός χειρισμός των μεγεθών που συζητήσαμε παραπάνω μας δίνουν την εξίσωση του
Hallén, την πιο δημοφιλή, ολοκληρωτική εξίσωση που θα αναφέρουμε σε τούτην την εργασία και την
πηγή του συνόλου σχεδόν των γνώσεων που έχουμε πάνω στις γραμμικές κεραίες [2]. Αυτό που
σήμερα ονομάζουμε εξίσωση του Hallén διατυπώθηκε στη δεκαετία του ’30 στις ανεξάρτητες εργασίες
των Hallén και King [15], [16].
Τα επιχειρήματα της προηγούμενης παραγράφου μας οδήγησαν, μεταξύ άλλων, στη σχέση (2.23).

Την επαναλαμβάνουμε με ελάσσονες αλλαγές:

~E = ẑ
jω

k2
c

(
∂2

∂z2
+ k2

c

)
Az (2.26)

Αντί να αντικαταστήσουμε το μαγνητικό δυναμικό από το ολοκλήρωμα επαλληλίας (2.17) χρησιμοποιούμε
την οριακή συνθήκη (2.18), οπότε:

jω

k2
c

(
∂2

∂z2
+ k2

c

)
Az = −V δ(z) (2.27)

ή, αναδιατάσσοντας του όρους: (
∂2

∂z2
+ k2

c

)
Az =

jk2
c

ω
V δ(z) (2.28)

H (2.28) είναι μια απλή, συνήθης και γραμμική διαφορική εξίσωση, δεύτερης τάξης, οπότε λύνεται εύκολα
θεωρώντας την τελική λύση ως υπέρθεση μιας γενικής λύσης της αντίστοιχης ομογενούς εξίσωσης και

μιας μερικής λύσης της αυτής εξίσωσης (με παρόντα δηλαδή τον όρο εξαναγκασμού). ΄Ετσι:

Az = Az(g) +Az(p) (2.29)

όπου ο πρώτος όρος αντιστοιχεί στη γενική λύση και ο δεύτερος στη μερική. Επαληθεύεται εύκολα ότι
αυτοί είναι [17]:

Az =
j

c
(C1 cos (kcz) + C2 sin (kcz)) +

V kc
2ω

ejkc|z| (2.30)

όπου c = 1/
√
εcµ είναι η ταχύτητα μετάδοσης του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου στο μέσο με απώλειες περί

της κεραίας. Εφόσον η κεραία, γεωμετρικά, είναι συμμετρική ως προς το μέσο της, την τροφοδοσία
της δηλαδή και εφόσον είναι κεντρικά τροφοδοτούμενη, δηλαδή η γεννήτρια δέλτα συνάρτησης είναι
τοποθετημένη ακριβώς στο μέσο της, τότε το δυναμικό θα είναι άρτια συνάρτηση του z [17]. ΄Ετσι,
ο περιττός όρος στην εξίσωση (2.30), το ημίτονο δηλαδή, θα πρέπει να εξαφανιστεί, άρα C2 = 0.
Μετατρέποντας την εκθετική σε τριγωνομετρικές συναρτήσεις και παρατηρώντας ότι το απόλυτο εντός

του συνημιτόνου μπορεί να εξαλειφθεί, χάρις στην αρτιότητα της συνάρτησης, γράφουμε:

Az =
j

c

(
cos (kcz)

(
C1 −

jV

2

)
+
V

2
sin (kc|z|)

)
(2.31)

ή, σε πιο συμπαγή μορφή:

Az =
j

c

(
C cos (kcz) +

V

2
sin (kc|z|)

)
(2.32)

H σταθερά C μπορεί να προσδιοριστεί από τις οριακές συνθήκες για το ρεύμα στα άκρα της κεραίας,
συγκεκριμένα από τη σχέση (2.8). Χρησιμοποιώντας τώρα το ολοκλήρωμα επαλληλίας (2.17) παίρνουμε
τη σχέση:

µ

∫ h

−h
Kex (z − z′) I (z′) dz′ =

j

c

(
C cos (kcz) +

V

2
sin (kc|z|)

)
(2.33)
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και τελικά η εξίσωση Hallén γράφεται στη μορφή:∫ h

−h
Kex (z − z′) I (z′) dz′ = C cos (kcz) +

jV

2ζc
sin (kc|z|) (2.34)

όπου ζc =
√
µ/εc, είναι η κυματική αντίσταση του μέσου διάδοσης του πεδίου. Σημειώνεται ότι εμείς

ακολουθήσαμε το σύγγραμα [17] για την εξαγωγή της εξίσωσης Hallén, ωστόσο στο ίδιο ακριβώς
αποτέλεσμα οδηγείται κανείς αν αντιμετωπίσει την εξίσωση Pocklington ως διαφορική εξίσωση με
ανεξάρτητη μεταβλητή ολόκληρο το ολοκλήρωμα (αυτή η ροή σκέψης ακολουθείται, για παράδειγμα
στα [1], [7]).

H εξίσωση Hallén είναι μια ολοκληρωτική εξίσωση (συγκεκριμένα είναι ολοκληρωτική εξίσωση
Fredholm πρώτου είδους [7]), δεδομένου ότι η άγνωστη ποσότητα, το ρεύμα δηλαδή επί της κεραίας,
βρίσκεται μέσα στον ολοκληρωτικό τελεστή. Σημειώνουμε ότι τούτο είναι το ολικό ρεύμα της κεραίας,
όπως δείχνει η εξίσωση (2.6), όμως για κεραίες που υπόκεινται στις συνθήκες (2.2) και συγκεκριμένα
στη δεύτερη, κανείς μπορεί να θεωρήσει ότι η συνεισφορά της συνιστώσας του εσωτερικού τοιχώματος
του κυλίνδρου είναι αμελητέα, εκτός από μικρές περιοχές στα άκρα της κεραίας [17]. ΄Οπως και η
εξίσωση Pocklington, η εξίσωση Hallén δεν μπορεί να επιλυθεί αναλυτικά για οποιοδήποτε μήκος
κεραίας πλην του απείρου

2. ΄Ετσι μια τεράστια συλλογή από αριθμητικές μεθόδους αναπτύχθηκε ήδη
από τη δεκαετία του ’50 για να αντιμετωπιστεί. Τούτες θα μας απασχολήσουν σε όλο το υπόλοιπο της
εργασίας, μετά το πέρας του παρόντος κεφαλαίου. Επίσης, και η εξίσωση Hallén είναι ακριβής για το
μοντέλο του σωληνοειδούς διπόλου. Αυτός ο ισχυρισμός περιλαμβάνει βέβαια και την μοντελοποίηση
της τροφοδοσίας. Οι King και Harisson [17] πολύ εύστοχα παρατηρούν ότι τούτο δεν εγγυάται καθόλου
ότι η λύση που αποκτάται από τη (2.34) μπορεί να έχει κάποιο φυσικό νόημα, όταν η κεραία οδηγείται από
κάποια ρεαλιστική πηγή (όπως μια γραμμή μεταφοράς). Στην επόμενη παράγραφο για να απαντήσουμε
σε αυτό το ερώτημα συζητάμε τη συμπεριφορά του ρεύματος κοντά στην πηγή τροφοδοσίας, αλλά και
στα άκρα της κεραίας.

4 Το Ρεύμα Κοντά στην Πηγή Τροφοδοσίας και στα ΄Ακρα

της Κεραίας

Στο σύγγραμμα [1] τα άκρα της κεραίας, η περιοχή κοντά στην τροφοδοσία, καθώς και πιθανές δια-
κλαδώσεις του σύρματος (δε θα μας απασχολήσουν εδώ) αναφέρονται ως ασυνέχειες, κυρίως διότι
εκεί τα ρεύματα εμφανίζουν ταχύτατα μεταβαλλόμενες και μεγάλου πλάτους (ακόμη και στα όρια της
ιδιομορφίας) μη αξονικές και αξονικές συνιστώσες (υπενθυμίζουμε ότι όλη η παραπάνω ανάλυση έγινε
αμελώντας οποιαδήποτε μη αξονική συνιστώσα), άρα η περαιτέρω μελέτη τους είναι μείζονος σημασίας.
Στο μοντέλο τροφοδοσίας που χρησιμοποιούμε η υπόθεση πρακτικά μηδενικού διακένου ανάμεσα

στους δύο σωλήνες που αποτελούν την κεραία έχει ως αποτέλεσμα την εμφάνιση άπειρης χωρητικότητας

στην είσοδο (ο αναγνώστης μπορεί να επαληθεύσει αυτό το επιχείρημα ανατρέχοντας στον τύπο της
χωρητικότητας του απλού, επίπεδου πυκνωτή). Τούτο σημαίνει ότι το ρεύμα στην είσοδο, από το
νόμο του Ohm, είναι άπειρο. Αυτή η ιδιομορφία ενέχει σημαντικούς κινδύνους για τη φυσική συνέπεια
του μοντέλου, δεδομένου ότι τέτοια συμπεριφορά δεν εμφανίζει καμία κεντρικά τροφοδοτούμενη κεραία
της πράξης. Οι King και Wu [19] έδειξαν ότι η ιδιομορφία αυτή είναι λογαριθμική και, κυρίως ότι
εκτείνεται σε πολύ μικρή περιοχή περί την τροφοδοσία. Τούτο σημαίνει ότι πλην της εξαιρετικά μικρής

2
Σημειώνεται ότι όπως και η εξίσωση Pocklington, έτσι και η Hallén είναι απόλυτα ακριβής, στη μορφή που μόλις

παρουσιάσαμε. Τούτο είναι ορθό όταν η κεραία βρίσκεται σε περιβάλλον χωρίς απώλειες. Στην αντίθετη περίπτωση, που
είναι το αντικείμενο της εργασίας, ρεύματα διαρροής υπάρχουν από την κεραία στο περιβάλλον, εντονότερα στο σώμα της
κεραίας και ασθενέστερα στα άκρα. Συνεπώς, η (2.34) γίνεται προσεγγιστική σχέση. Παρόλα αυτά, σημειώνεται ότι όλα
τα κλασσικά βιβλία [1], [17], [18] συνεχίζουν να την χρησιμοποιούν, με την παρατηρήση που μόλις κάναμε, μια επιλογή
που θα ακολουθήσουμε.

32



περιοχής το υπόλοιπο ρεύμα μπορεί να αντιστοιχηθεί με το πραγματικό που μετράται πειραματικά σε μια

κεραία [1]. Τούτο το εύρημα ισχυροποιεί περαιτέρω το μοντέλο που εφόσον διαθέτει ακρίβεια, φυσική
αλήθεια και συνάμα απλότητα κρίνεται ως επιτυχημένο. Σημειώνεται ότι ακόμη και η ιδιομορφία δεν
είναι αποτέλεσμα της υπέρ του μέτρου εξιδανίκευσης του μοντέλου αυτού καθεαυτού, αλλά της πηγής
τροφοδοσίας [2], δηλαδή της γεννήτριας δέλτα συνάρτησης που όπως θα δούμε παρακάτω είναι και η
απλούστερη δυνατή.
Εδώ παρουσιάζουμε μια ενδιαφέρουσα απόδειξη, η οποία μπορεί να βρεθεί στο [20] σχετικά με τη

λογαριθμική φύση της ασυνέχειας (πιο ενδελεχής είναι η ανάλυση που κάνει οWu [2]) για την περίπτωση
του πολύ δημοφιλούς θεωρητικού εργαλείου, του άπειρου σωληνοειδούς διπόλου. Αρχικά, σημειώνουμε
ότι κοντά στην τροφοδοσία, δηλαδή για z → 0, το κύμα ρεύματος θα πρέπει να απομακρύνεται από αυτήν.
Αυτή η απαίτηση μπορεί να πραγματοποιηθεί απλά με κατάλληλη επιλογή της σταθεράς C, συγκεκριμένα
θα πρέπει C = V/2ζc. Τότε, το δεξί μέλος της (2.34) μετατρέπεται σε μιγαδικό εκθετικό:∫ ∞

−∞
Kex (z − z′) I (z′) dz′ =

V

2ζc
ejkc|z| (2.35)

Το ολοκλήρωμα του αριστερού μέλους της (2.35) είναι ένα συνελικτικό ολοκλήρωμα, συνεπώς μπορεί να
αντιμετωπιστεί αποτελεσματικά με τη βοήθεια του (χωρικού) μετασχηματισμού Fourier, συγκεκριμένα
μέσω του θεωρήματος της συνέλιξης:

I(λ)Kex(λ) =
jkcV

ζc

1

k2
c − λ2

(2.36)

Το δεξί μέλος της εξίσωσης (2.35) διαθέτει γνωστό μετασχηματισμό Fourier, αν η σταθερά a της
έκφρασης exp(−a|z|), έχει θετικό πραγματικό μέρος. Αυτό οδηγεί στην απαίτηση το φανταστικό μέρος
του κυματάριθμου να είναι θετικό. Τούτη η απαίτηση θα μας συνοδεύσει ως το τέλος της παρούσας
εργασίας. Στη συνέχεια, το ρεύμα μπορεί να υπολογιστεί μέσω του αντίστροφου μετασχηματισμού
Fourier:

I(z) =
jkcV

ζc

∫ ∞
−∞

1

(k2
c − λ2)Kex(λ)

e−jλzdλ (2.37)

O μετασχηματισμός Fourier του ακριβούς πυρήνα είναι γνωστός [2]:

Kex(λ) =


j
4J0

(
a
√
k2
c − λ2

)
H

(1)
0

(
a
√
k2
c − λ2

)
1

2π I0

(
a
√
λ2 − k2

c

)
K0

(
a
√
λ2 − k2

c

) (2.38)

Σημειώνουμε ότι οι δύο κλάδοι της (2.38) αποτελούν αναλυτικές επεκτάσεις ο ένας του άλλου, δηλαδή
μερικές εκπροσωπήσεις μιας συνολικής συνάρτησης, που ορίζονται, με την έννοια ότι είναι αναλυτικές,
σε διαφορετικά χωρία του μιγαδικού επιπέδου. ΄Αρα, κανείς θα μπορούσε να τοποθετήσει το σύμβολο της
ισότητας μεταξύ των δύο κλάδων. Επίσης σημειώνουμε ότι ο μετασχηματισμός Fourier του ακριβούς
πυρήνα είναι άρτια συνάρτηση του λ, όπως και η συνάρτηση:

g(λ) =
1

k2
c − λ2

(2.39)

άρα η ολοκληρωτέα ποσότητα είναι, συνολικά, άρτια συνάρτηση του λ. Τότε [21] ο μετασχηματισμός
Fourier με βάση το μιγαδικό εκθετικό συνδέεται πολύ απλά με το μετασχηματισμό Fourier με βάση το
συνημίτονο, δηλαδή:

I(z) =
jkcV

2πζc

∫ ∞
−∞

1

(k2
c − λ2)Kex(λ)

e−jλzdλ =
jkcV

πζc

∫ ∞
0

cos (λz)

(k2
c − λ2)Kex(λ)

dλ (2.40)
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H έκφραση των τροποποιημένων συναρτήσεων Bessel πρώτης και δεύτερης τάξης και μηδενικού βαθμού,
που εμφανίζονται στην εξίσωση (2.38), για μεγάλα ορίσματα είναι γνωστές. Συγκεκριμένα:

I0(x) ∼ ex√
2πx

, (x→ +∞)

K0(x) ∼
√

π

2x
e−x, (x→ +∞)

(2.41)

Mε απλή αντικατάσταση αυτών στον κάτω κλάδο της (2.38) (που όπως είπαμε, λόγω αναλυτικής επέ-
κτασης, είναι πλήρως αντιπροσωπευτικός του πυρήνα) και για x = a

√
λ2 − k2

c ∼ a|λ|, για λ → ∞
καταλήγουμε στην απλή σχέση:

Kex ∼
1

4πa

1

|λ|
, (λ→∞) (2.42)

Προσθέτουμε και αφαιρούμε τη (2.42) στο τρίτο μέλος της (2.40) και χρησιμοποιούμε ως κάτω άκρο
ολοκλήρωσης τον αριθμό A, οπότε:

I(z)

B
=

∫ A

0

cos (λz)

(k2
c − λ2)Kex(λ)

dλ

+

∫ +∞

A

cos (λz)

−λ2 · 1
4πaλ

dλ

+

∫ +∞

A

cos (λz)

k2
c − λ2

(
1

Kex(λ)
− 4πaλ

)
dλ

(2.43)

H σταθερά B χρησιμοποιήθηκε για οικονομία χώρου και είναι B = jkcV/πζc. Η σταθερά A χρησι-
μοποιήθηκε για να διασφαλιστεί η σύγκλιση του δεύτερου ολοκληρώματος, ενώ έχουμε απαλλαγεί από
κάθε απόλυτο παρατηρώντας ότι τα όρια ολοκλήρωσης σαρώνουν μόνο θετικούς πραγματικούς. Για
z → 0, παρατηρούμε ότι τόσο το πρώτο όσο και το τρίτο ολοκλήρωμα δίνουν συγκεκριμένες, αριθ-
μητικές τιμές, συνεπώς είναι O(1). Το δεύτερο ολοκλήρωμα έχει παραπάνω ενδιαφέρον και γράφεται:

I(z) =
jkcV

πζc

∫ ∞
A

−4πa
cos (λz)

λ
dλ+O(1) = −j4kcaV

ζc

∫ ∞
A

cos (λz)

λ
dλ+O(1) (2.44)

Θέτουμε y = λz, οπότε:

I(z) = −j4kcaV
ζc

∫ +∞

Az

cos (y)

y
dy (2.45)

Αναγνωρίζουμε το ολοκλήρωμα ως το ολοκλήρωμα συνημιτόνου Ci(z), του οποίου η συμπεριφορά για
μικρά ορίσματα είναι γνωστή [20], άρα:

I(z) =
j4kcaV

ζc
Ci(Az) +O(1) =

j4kcaV

ζc

(
− ln

1

|z|
+O(1)

)
+O(1), z → 0 (2.46)

και τελικά:
I(z) ∼ −j4kcaV

ζc
ln

1

|z|
, z → 0 (2.47)

Το αποτέλεσμα αυτό αφορά την άπειρη κεραία, αλλά μπορεί να γενικευτεί στην πεπερασμένη [20],
ένα αρχικό παράδειγμα της χρησιμότητας της κεραίας άπειρου μήκους ως αποτελεσματικό, θεωρητικό
εργαλείο. Η πιο σημαντική πληροφορία που μας δίνει η (2.47) και ουσιαστική διαφορά όταν η κεραία
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βρίσκεται σε μέσο με απώλειες, είναι το γεγονός ότι λογαριθμική ιδιομορφία εμφανίζεται τόσο στο
φανταστικό όσο και στο πραγματικό μέρος του ρεύματος, όπως φαίνεται από το μιγαδικό πηλίκο kc/ζc.
Στην περίπτωση κενού ή χώρου με γ = 0 το ίδιο πηλίκο είναι πραγματικό αριθμός, άρα η ιδιομορφία
εμφανίζεται μόνο στο φανταστικό μέρος.
Κλείνουμε αυτήν την παράγραφο με μια μικρή συζήτηση σχετικά με τη συμπεριφορά του ρεύμα-

τος στα άκρα της κεραίας. Η πρώτη και ιδιαίτερα εναργής προσπάθεια θεωρητικής ανάλυσης του
ρεύματος στα άκρα της κεραίας έγινε από τους Shen και Wu [22], μόλις στα 1989. Η μεγάλη συγκέ-
ντρωση ηλεκτρικού φορτίου στα άκρα της κεραίας, αποτέλεσμα της άπωσης μεταξύ ομόσημων φορτίων,
που προβλέπει ο νόμος του Coulomb, επιβάλει και μια διαφορετική κατανομή ρεύματος από αυτήν
σε τμήματα της κεραίας μακρυά από τα άκρα (που όπως συζητήσαμε είναι ημιτονοειδής ή σωστότερα
αποτελείται από ένα πεπερασμένο άθροισμα ημιτόνων [22]). Χρησιμοποιώντας εκλεπτυσμένους μαθη-
ματικούς χειρισμούς, που δεν είναι το αντικείμενο της παρούσας εργασίας, οι συγγραφείς κατέληξαν
ότι το ρεύμα στα άκρα μηδενίζεται (σε συμφωνία με τη (2.8)) ως O

(√
h− z

)
. Για μια φυσική ερ-

μηνεία του αποτελέσματος παραπέμπουμε στο κλασσικό πρόβλημα του Sommerfeld, στην πρόσπτωση
δηλαδή ενός επίπεδου, τυχαία πολωμένου πεδίου σε τελείως αγώγιμο ημιεπίπεδο. Το ρεύμα κοντά στη
διεπιφάνεια αγωγού-τέλειου διηλεκτρικού (από όπου προέρχεται το πεδίο) έχει την ίδια συμπεριφορά με
τη ρευματική κατανομή στην κεραία, διότι ακριβώς το άκρο της κεραίας μπορεί να αντιμετωπιστεί ως
αυτή η διεπιφάνεια. Ο αναγνώστης ίσως παρατηρεί τη διαφωνία ανάμεσα στην απόδειξη των Shen και
Wu [22] και τον ισχυρισμό των Popović, Dragović και Djordjević [1] που αναφέραμε προηγουμένως,
περί των υψηλών τιμών του ρεύματος στα άκρα της κεραίας. Πρέπει να υπενθυμίσουμε ότι το ρεύμα που
μελετάται εδώ, όπως υποδεικνύει η σχέση (2.6), είναι το άθροισμα ενός εξωτερικού και ενός εσωτερικού
ρεύματος που ρέουν στα τοιχώματα της κεραίας. Τούτα πράγματι απειρίζονται στα άκρα.

5 Μοντέλα Τροφοδοσίας

΄Ολα τα αποτελέσματα που έχουν δοθεί παραπάνω αφορούν ένα συγκεκριμένο μοντέλο τροφοδοσίας,
τη γεννήτρια δέλτα συνάρτησης, ακολουθώντας τη ροή της εργασίας του Wu [2]. H γεννήτρια δέλτα
συνάρτησης, υπενθυμίζουμε, ένα βαθμωτό δυναμικό που εφαρμόζεται σε ένα απειροστό διάκενο στο
κέντρο της κεραίας, είναι η απλούστερη και πιο συχνά χρησιμοποιημένη τροφοδοσία, παρέχοντας (το
τονίζουμε) ακριβή αποτελέσματα. Το γεγονός ότι είναι η απλούστερη (σε μαθηματική πολυπλοκότητα:
αυτός ο ισχυρισμός μπορεί να αξιολογηθεί παρατηρώντας το δεξί μέλος της σχέσης (2.34) που οφείλε-
ται στην πηγή) σημαίνει ότι χαρακτηρίζεται από μεγαλύτερες εξιδανικεύσεις από άλλα μοντέλα. Μόλις
στην προηγούμενη παράγραφο συζητήσαμε περί της λογαριθμικής ιδιομορφίας στο κέντρο της κεραίας.
Ο προσεκτικός αναγνώστης ίσως παρατήρησε ακόμη ότι το δεξί μέλος της εξίσωσης (2.34) δεν παραγ-
ωγίζεται στο z = 0, ένα συμπέρασμα τεράστιας σημασίας, το οποίο θα αναλύσουμε ενδελεχώς στο
επόμενο κεφάλαιο. Σημειώνουμε ότι η γεννήτρια δέλτα συνάρτησης χρησιμοποιήθηκε στις πρωτόλειες
εργασίες [15], [16] και σύντομα έγινε ιδιαίτερα δημοφιλές μοντέλο (για παράδειγμα οι Stratton και
Chu [23] -ιδιαίτερα γνωστοί για τη διατύπωση των ομώνυμων εξισώσεων, που παρέχουν την άμεση
ολοκλήρωση των πεδιακών μεγεθών, δηλαδή απουσία συναρτήσεων δυναμικού και άρα των ενδιάμεσων
σχέσεων (1.43) και (1.44) σε διατάξεις τυχαίας γεωμετρίας, με τις πηγές στο εξωτερικό αυτής [24]-
που την χρησιμοποιούν για να υπολογίσουν την αντίσταση εισόδου σε έναν άπειρο, αγώγιμο κύλινδρο
κυκλικής διατομής, ελάχιστα χρόνια μετά τη διατύπωση της εξίσωσης Hallén).
Μια απλή αλλαγή στο μοντέλο της γεννήτριας δέλτα συνάρτησης, είναι να διευρύνει κανείς το

διάκενο μεταξύ των κυλινδρικών "άκρων", στο κέντρο της κεραίας, καθιστώντας το πεπερασμένο και
λαμβάνοντας έτσι τη γεννήτρια πεπερασμένου διακένου. Τούτη προτάθηκε αρχικά από τον Infeld [25],
στα 1947, με στόχο ακριβώς τη διερεύνηση της επιρροής των διακένων σε μια κεραία (δεδομένου ότι
τούτο δεν είναι δυνατό με τη γεννήτρια δέλτα συνάρτησης). Είναι ενδιαφέρον να παραθέσουμε την
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εξίσωση Hallén για αυτήν την περίπτωση [26]:∫ h

−h
Kex (z − z′) I (z′) dz′ = C cos (kcz) + r1(z) (2.48)

όπου η σταθερά C προσδιορίζεται από τις οριακές συνθήκες για το ρεύμα στα άκρα της κεραίας και η
ποσότητα r1(z) είναι:

r1(z) =

{
jV

ζckc∆
(1− cos (kcz)) , |z| < ∆

2
jV

ζckc∆

[
cos
(
kc|z| − kc∆

2

)
− cos (kcz)

]
, ∆

2 < |z| < h
(2.49)

όπου ∆ είναι το εύρος του διακένου. Η (2.47) είναι ελαφρώς πιο πολύπλοκη από τη (2.34), αλλά όλη
η διαφορά εστιάζεται στο δεξί μέλος των δύο εξισώσεων, πρακτικά στη z συνιστώσα του ηλεκτρικού
πεδίου, όπως επιβάλλεται από την έκαστη τροφοδοσία. Πολύ εύκολα κανείς μπορεί να δείξει ότι, αν
∆ → 0 τότε η (2.47) παίρνει τη γνώριμη μορφή της (2.34) (για το δεύτερο κλάδο η διαδικασία είναι
τετριμμένη και απαιτεί απλώς την εφαρμογή του κανόνα De l’Hôpital μία φορά, για τον πρώτο κλάδο θα
πρέπει να παρθεί και το όριο z → 0, τότε το αποτέλεσμα είναι 0, και συμφωνεί με τον υπολογισμό για τον
κάτω κλάδο [26]). ΄Αρα η γεννήτρια πεπερασμένου διακένου δεν είναι παρά μια επέκταση της γεννήτριας
δέλτα συνάρτησης, εφόσον περιλαμβάνει την τελευταία ως οριακή περίπτωση. Σημειώνουμε επίσης ότι
ενώ η (2.34) μας δίνει φυσικά αποδεκτές λύσεις για το ρεύμα επί της κεραίας (όπως συζητήσαμε και στην
παραπάνω παράγραφο), η (2.47) μας δίνει αποδεκτά ρεύματα μόνο στο διάστημα ∆/2 < |z| < h [26].
Για αυτό δίνεται μια ωραία εξήγηση στην εργασία των Ταστσόγλου και Φικιώρη [26]: τα διάκενα είναι
θεωρητικές εξιδανικεύσεις, αν και πολύ χρήσιμες, συμπληρώνοντας τον King [27], ο οποίος γράφει ότι
σε πραγματικές κεραίες δεν υπάρχουν διάκενα απειροστού ή πεπερασμένου εύρους. Συνεπώς, η μελέτη
του ρεύματος επί του διακένου στερείται φυσικού νοήματος. Για μια συλλογή δημοσιεύσεων σχετικά
με τη γεννήτρια πεπερασμένου διακένου ο αναγνώστης παραπέμπεται στο [26].
Αυτό που συγκρατούμε από τα μοντέλα τροφοδοσίας που έχουμε δει ως τώρα είναι το ηλεκτρικό

πεδίο που αυτά διεγείρουν στο κέντρο της κεραίας (και συγκεκριμένα τη z συνιστώσα του). Σε μια
πιο αφαιρετική προσέγγιση μπορούμε να αμελήσουμε την αναφορά στον τρόπο παραγωγής και να υ-
ποθέσουμε ότι ηλεκτρικό πεδίο, πολωμένο κατά τη z συνιστώσα προσπίπτει στο κέντρο της κεραίας,
οπότε μια συγκεκριμένη ρευματική κατανομή παράγεται επί της κεραίας, εξαρτώμενη από τη μορφή του
προσπίπτοντος πεδίου. Με άλλα λόγια, συζητάμε για μια κεραία λήψης (βέβαια, σύμφωνα με το θεώρημα
της αμοιβαιότητας, τούτο δεν έχει και τόσο σημασία). Οι King, Mack και Sandler πραγματεύονται τη
συγκεκριμένη διέγερση στο βιβλίο τους [28], ενώ χρησιμοποιείται και από τους Popović, Dragović και
Djordjević [1] αρκετά γενικά, ως ένα εργαλείο παρουσίασης των διαφόρων ολοκληρωτικών εξισώσεων
των ευθύγραμμων, λεπτών κεραιών σύρματος. Ενώ υπάρχουν και κάποιες πιο σύγχρονες εργασίες [29],
δε φαίνεται η συγκεκριμένη μέθοδος να έχει κινήσει το ενδιαφέρον. Για πληρότητα παρουσιάζουμε την
εξίσωση Hallén σε αυτήν την περίπτωση:∫ h

−h
Kex (z − z′) I (z′) dz′ = C cos (kcz) +

1

kc

∫ z

0

ei(t) sin (kc(z − t))dt (2.50)

όπου C είναι σταθερά που προσδιορίζεται από τις οριακές συνθήκες για το ρεύμα και ei(t) είναι το z
πολωμένο, προσπίπτον πεδίο.
Από την άλλη αρκετά δημοφιλές είναι το τελευταίο μοντέλο τροφοδοσίας που θα εξετάσουμε, γνω-

στό ως μοντέλο ισοδύναμου, μαγνητικού δακτυλιοειδούς ρεύματος. Τούτο χρησιμοποιήθηκε αρχικά
από τον Tsai [30] για να υπολογίσει αυτό καθεαυτό το κοντινό και μακρινό πεδίο που παράγεται από
μία τέτοια διέγερση. Το μοντέλο είναι πάλι απλό, αλλά σημαντικά συνθετότερο των μοντέλων διακένων
ή του προσπίπτοντος ηλεκτρικού πεδίου. Θεωρούμε ένα δακτύλιο που βρίσκεται σε επίπεδο που τέμνει
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κάθετα τον άξονα συμμετρίας της κεραίας (δηλαδή τον άξονα z), με κέντρο το κέντρο της κεραίας,
εσωτερική ακτίνα a (συχνά ίση με αυτήν της κεραίας [31]) και εξωτερική ακτίνα b (σαν ένα ομοαξονικό
καλώδιο δηλαδή). Μέσα στο δακτύλιο ρέει μαγνητικό ρεύμα προσανατολισμένο κατά φ, το οποίο
φυσιολογικά παράγει ηλεκτρικό πεδίο αξονικά προσανατολισμένο, δηλαδή κατά z. Για τον υπολογισμό
του μαγνητικού ρεύματος δεχόμαστε ότι η πεδιακή κατανομή στο δακτύλιο αντιστοιχεί σε αυτήν μιας

ομοαξονικής γραμμής απείρου μήκους που κυματοδηγεί TEM ρυθμό [30]. Το μοντέλο ισοδύναμου,
μαγνητικού, δακτυλιοειδούς ρεύματος θεωρείται [32] πιο ακριβές από την πλέον συνηθισμένη γεννήτρια
δέλτα συνάρτησης (δεδομένου ότι βρίσκεται πιο κοντά στις πραγματικές τροφοδοσίες, που είναι για
παράδειγμα οι ομοαξονικές γραμμές) αν και μάλλον είναι το πιο πολύπλοκο από όσα συζητήσαμε. Προς
αυτό, παρουσιάζουμε την εξίσωση Hallén [32]:∫ h

−h
Kex (z − z′, a) I (z′) dz′ = C cos (kcz) +

1

kc

∫ z

0

g(t) sin (kc(z − t))dt (2.51)

΄Οπως και σε όλες τις προηγούμενες περιπτώσεις C είναι σταθερά που καθορίζεται από τις οριακές
σχέσεις (2.8), g(t) είναι το αξονικό πεδίο που επάγεται από το μαγνητικό ρεύμα [32]:

g(t) =
jkcV

2ζc ln
(
b
a

) [exp
(
jkc
√
t2 + a2

)
√
t2 + a2

−
exp

(
jkc
√
t2 + b2

)
√
t2 + b2

]
(2.52)

Εδώ V είναι μια σταθερά ανάλογη της τάσης που οδηγεί το δακτύλιο ρεύματος. Επίσης, δεδομένου ότι
το μαγνητικό ρεύμα εμφανίζει ακτινική εξάρτηση κρίθηκε σκόπιμο να εισαχθεί η ακτινική εξάρτηση και

στον πυρήνα.

6 Αναλυτική Επίλυση της Εξίσωσης Hallén
Θα ολοκληρώσουμε αυτό το κεφάλαιο με μια συζήτηση σχετικά με τις διάφορες προτεινόμενες αναλυ-

τικές λύσεις της εξίσωσης Hallén που έγιναν, ιδιαίτερα τον προηγούμενο αιώνα, δεδομένου ότι ακόμη
δεν υπήρχε ούτε η υπολογιστική ισχύς ούτε μια θεωρία που να εξηγεί πλήρως τα (ομολογουμένως εν-
διαφέροντα, αλλά ιδιότροπα) αποτελέσματα αριθμητικών μεθόδων. Λόγω της εγγενούς δυσκολίας της
(2.34) η πληροφορία που μπορεί να λάβει κανείς (αναλυτικά), μελετώντας μια κεραία πεπερασμένου μή-
κους, είναι αρκετά περιορισμένη. ΄Οπως ήδη συζητήσαμε, αναλυτική λύση μπορεί να υπάρξει μελετώντας
την εξιδανικευμένη, άπειρη κεραία και μπορούν να ληφθούν και πολλά συμπεράσματα που εφαρμόζονται
στην πεπερασμένη. ΄Ενα απλό παράδειγμα είναι η συμπεριφορά του ρεύματος της κεραίας στο κέντρο
αυτής, που παρουσιάσαμε παραπάνω. Μάλιστα η (2.40) είναι πράγματι αναλυτική λύση του προβλή-
ματος. Αν και δεν αποτελεί αναλυτική λύση της εξίσωσης Hallén, σημειώνουμε ότι στην περίπτωση
της άπειρης κεραίας ο Wu [2] παρουσίασε μια λύση που αξιοποιεί αποκλειστικά της εξισώσεις Maxwell
(όπως παρουσιάστηκαν στο κεφάλαιο 1). Παρά το επώδυνο της διαδικασίας, ο συγγραφέας κατορθώνει
να πάρει, πέρα φυσικά από τις πεδιακές κατανομές στο χώρο, τις δύο συνιστώσες του ρεύματος (την
εξωτερική και την εσωτερική), κάτι που όπως έχουμε συζητήσει δεν είναι δυνατό μέσω της εξίσωσης
Hallén (θα πρέπει να περιοριστούμε στο συνολικό ρεύμα).
Στην παραπάνω παράγραφο οι μέθοδοι αναλυτικής λύσης, ορίζοντας την αναλυτική λύση αυστηρά

ως το αποτέλεσμα ενός αλγορίθμου που δεν περιλαμβάνει καμία προσέγγιση που θα διευκόλυνε την εξα-
γωγή ακριβούς συμπεράσματος ούτε οποιαδήποτε αριθμητική τεχνική, έχουν εξαντληθεί! Ωστόσο κατά
τη διάρκεια του 20ου αιώνα, μια πλειάδα τεχνικών αναπτύχθηκαν που ενώ παραβιάζουν τον παραπάνω
ορισμό (για παράδειγμα εκμεταλλεύονται πιο βολικούς, αλλά προσεγγιστικούς πυρήνες από τον ακριβή
(2.16) ή περιλαμβάνουν ακόμη και επαναληπτικές τεχνικές) θα αντιμετωπιστούν ως αναλυτικές, διότι
(και είναι σημαντικό και συνάμα ενδιαφέρον) την εποχή που αναπτύχθηκαν ήταν ό,τι καλύτερο μπορούσε
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να έχει η επιστημονική κοινότητα για την εξαγωγή πληροφορίας για τις κεραίες που πραγματευόμαστε,
ελλείψει σημαντικής υπολογιστικής ισχύος ή ακόμα και υπολογιστών.
Μια ενδιαφέρουσα συλλογή τέτοιων μεθόδων (και ταυτόχρονα μια ωραία περιδιάβαση στην εξέλιξη

των κεραιών, ως την ημερομηνία συγγραφής βέβαια) δίνεται από τον King [33] στα 1967. Μέθοδοι όπως
αυτές που περιγράψαμε παραπάνω είχαν αναπτυχθεί ήδη από τους King [16] και Hallén [15] κατά τη
διατύπωση της εξίσωσης που φέρει το όνομα του τελευταίου. Η μέθοδος του Hallén είναι επαναληπτική,
όπως είναι και η αρκετά δημοφιλής μέθοδος King-Middleton [34], [35] που αναπτύχθηκε μόλις οχτώ
χρόνια μετά την αρχική δημοσίευση του Hallén (σημειώνουμε βέβαια ότι κατά το Wu [2] οι διάφορες
επαναληπτικές μέθοδοι δεν έχουν μεγάλη διαφορά στα αποτελέσματά τους). Βάση αυτής της μεθόδου
είναι ότι ο λόγος μεταξύ του διανυσματικού δυναμικού και του ρεύματος επί της κεραίας, οριακά έξω
από την κεραία είναι σταθερός, εκτός από μια περιοχή στα άκρα αυτής (λόγω του μηδενισμού του
ρεύματος και του γεγονότος ότι το δυναμικό παραμένει μικρό, αλλά μη μηδενικό) [17]. ΄Αρα θεωρώντας
τον τελεστή [2]:

(KI)(z) =

∫ h

−h
Kex (z − z′) I (z′) dz′ (2.53)

τον γράφουμε, με βάση την παραπάνω παρατήρηση ως:

(KI)(z) ≈ ΨI(z) (2.54)

όπου Ψ είναι ένας αριθμός. Με αυτόν τον τρόπο η ολοκληρωτική εξίσωση απλοποιείται σημαντικά, εφό-
σον αποπλέκεται το ρεύμα από τον πυρήνα (και το ολοκλήρωμα). Οι Duncan και Hinchey [36], αφού
σημειώνουν ότι όλες οι επαναληπτικές μέθοδοι περιορίζονται υπολογιστικά στις δύο με τρεις επαναλήψεις

(σημειώνουμε ότι η εργασία είναι γραμμένη στα 1960) αντιπροτείνουν μια μέθοδο βασισμένη στην ανά-
πτυξη του ζητούμενου ρεύματος σε σειρά Fourier, με αποτέλεσμα οι άγνωστοι πλέον να καθίστανται
οι συντελεστές Fourier που τελικά θα υπολογιστούν μέσω ενός συστήματος γραμμικών εξισώσεων
(παρόμοια μέθοδο με την [36], αν και με αναποτελεσματικό τρόπο, σύμφωνα με τους συγγραφείς της,
χρησιμοποιούν οι Storm [37], Zhurt [38] και Bohn [39]). Φυσικά, ο Wu έχει συνεισφορά και σε αυτό
το πεδίο, με την εργασία του [40] που αξιοποιεί ολοκληρωτικές εξισώσεις Wiener-Hopf και προσπαθεί
να συμπληρώσει τις υπάρχουσες τεχνικές που αποτύγχαναν για μεγάλα μήκη κεραίας (συγκεκριμένα
για μήκη κεραίας μεγαλύτερα του διπλάσιου του μήκους κύματος που επιβάλλει η διέγερση). Οι μα-
θηματικοί χειρισμοί των Duncan και Hinchey και Wu είναι ιδιαίτερα εκλεπτυσμένοι και βέβαια έχουν
επιθυμητά αποτελέσματα (και απολαυστική γραφή!), ωστόσο ο Mei [41], ήδη από τα 1965, παρουσιάζει
μία συνοπτική εργασία, που επιχειρεί να λύσει το πρόβλημα χρησιμοποιώντας απευθείας αριθμητική
ολοκλήρωση (και μάλιστα μια διακριτοποίηση αρκετά όμοια με αυτή ύστερων τεχνικών), απόδειξη ότι
το ενδιαφέρον άρχισε δειλά να μετατοπίζεται σε τεχνικές με βάση περισσότερο του ηλεκτρονικούς υ-
πολογιστές. Βέβαια, το ενδιαφέρον στις πιο παραδοσιακές μεθόδους δεν είχε ακόμη εξασθενήσει. Σε
ένα από τα τελευταία έργα του King [42] παρουσιάζεται μια μέθοδος (με ορισμένα κοινά στοιχεία με τη
μέθοδο King-Middleton) που στοχεύει να μετατρέψει την ολοκληρωτική σε αλγεβρικές εξισώσεις (για
τις οποίες υπάρχουν εξαιρετικά αποτελεσματικά εργαλεία), εκμεταλλευόμενη τη συμπεριφορά, μεταξύ
άλλον ενός διαφορετικού πυρήνα από τον ακριβή, που έχουμε συζητήσει ως τώρα, που είναι γνωστός
ως προσεγγιστικός πυρήνας και που θα μας απασχολήσει εκτεταμένα στο επόμενο κεφάλαιο.
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Κεφάλαιο 3

Αριθμητική Επίλυση της Εξίσωσης Hallén
Στο τελευταίο κεφάλαιο χρησιμοποιήσαμε συχνά τις εκφράσεις "ακριβής"3

και "αναλυτική" σε σχέσεις
ή τεχνικές που παρουσιάσαμε. Τα επίθετα αυτά έχουν θετικό πρόσημο όχι μόνο στον Ηλεκτρομα-
γνητισμό, αλλά πρακτικά σε κάθε τομέα της επιστήμης. Το πρώτο επίθετο περιγράφει το πιο επι-
θυμητό χαρακτηριστικό της μοντελοποίησης ενός προβλήματος: απόλυτη αντιστοιχία με τη φυσική πρα-
γματικότητα. Το δεύτερο είναι ένα από τα πιο επιθυμητά, μαθηματικά χαρακτηριστικά των ποσοτήτων
που διαχειριζόμαστε: υποδεικνύει πολύ καλή συμπεριφορά (ευνοϊκή δηλαδή για πλειάδα μαθηματικών
τεχνικών). Συχνά, συγχέεται ο πρώτος όρος με το δεύτερο. O Pozar [1], πολύ σοφά, σημειώνει ότι
οι αναλυτικές λύσεις, συνήθως περιέχουν σημαντικές απλοποιήσεις του αρχικού προβλήματος, προσεγ-
γίσεις στην ακριβή λύση του. ΄Αρα αυτές οι λύσεις (και κατ’ επέκταση οι μέθοδοι που τις παράγουν)
εμφανίζουν σφάλματα. Οι μέθοδοι που σταχυολογήσαμε στην τελευταία παράγραφο του κεφαλαίου 2
υπάγονται σε αυτήν την κατηγορία: είναι αναλυτικές, αλλά προσεγγιστικές. Μπορεί μέχρι τη δεκαετία
του 1960 να ήταν μονόδρομος, όμως μετά τη δημοσίευση του Mei [2] και τη σταδιακή αύξηση της
υπολογιστικής δύναμης που είχε διαθέσιμη ο κάθε επιστήμονας μια νέα κατηγορία μεθόδων και λύσεων

έγινε διαθέσιμη που μπορεί να μη διέθετε αναλυτικές λύσεις, αλλά σημαντικά μικρότερα σφάλματα που
τελικά είναι και το ζητούμενο. Δεν είναι άλλες από τις αριθμητικές μεθόδους επίλυσης, μεθόδους ει-
δικά σχεδιασμένες για εφαρμογή από υπολογιστικό σύστημα που αποτελούν πεμπτουσία του σύγχρονου

(αν και ο συγκεκριμένος τομέας δε θα μπορούσε παρά και μόνο να είναι σύγχρονος) Υπολογιστικού
Ηλεκτρομαγνητισμού. Στη βιβλιογραφία ο αναγνώστης μπορεί να συναντήσει μια τεράστια ποικιλία από
αριθμητικές μεθόδους, αδιαμφισβήτητα η κάθε μία με τα δικά της πλεονεκτήματα και μειονεκτήματα.
Αν πρέπει να αναφέρουμε οπωσδήποτε κάποιες ορισμένες οικογένειες τέτοιων μεθόδων δε θα πρέπει να

παραλείψουμε τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων με σημαντικές συνεισφορές από τον Courant [3]
και τον Αργύρη [4] (και αρκετά νωρίς: στα 1943 και 1954 αντιστοίχως!), τη μέθοδο των πεπερασμένων
διαφορών του Yee [5] στα 1966 και φυσικά τη μέθοδο των ροπών του Harrington [6] στα 1968 (μια
ειδική κατηγορία αυτής της μεθόδου, η μέθοδος Galerkin, που θα χρησιμοποιήσουμε εκτενώς στο επό-
μενο κεφάλαιο, ήταν γνωστή στη Σοβιετική ΄Ενωση, από τον ομώνυμο μηχανικό, ήδη από τη δεκαετία
του 1920 [7]!).

1 O Προσεγγιστικός Πυρήνας
Η μέθοδος των ροπών μέσα σε λίγα χρόνια από το κλασσικό βιβλίο του Harrington [6] έγινε πιθανό-
τατα το πιο δημοφιλές εργαλείο στη μελέτη και ανάλυση κεραιών λεπτού σύρματος όπως αυτών που

συζητήσαμε στο κεφάλαιο 2 (αλλα και πολύ γενικότερων αυτών). Ο αναγνώστης μπορεί να βρει έναν
τεράστιο αριθμό εργασιών που συζητάνε τις λεπτομέρειες της μεθόδου, τρόπους βελτιστοποίησης της
σύγκλισης ή ελαχιστοποίησης των υπολογιστικών απαιτήσεων, όλες βασισμένες στο παράδειγμα της
επίλυσης της εξίσωσης Hallén (και Pocklington). Η μέθοδος εφαρμοζόταν δηλαδή στην εξίσωση (2.34)
του προηγούμενου κεφαλαίου; Η απάντηση είναι όχι ακριβώς. Ο ακριβής πυρήνας, όπως φαίνεται από
τη σχέση (2.16), είναι ένα ολοκλήρωμα, συνεπώς χρειάζεται διπλή αριθμητική ολοκλήρωση, που για τις
δεκαετίες του 60’, του 70’ ακόμη και του ’80 ήταν μια σχεδόν απαγορευτική απαίτηση. Παράλληλα η
λογαριθμική ιδιομορφία (σχέση (2.47)) χρειαζόταν ιδιαίτερους χειρισμούς για την εξαγωγή ρεαλιστικών
αριθμητικών αποτελεσμάτων (πλέον και τα δύο προβλήματα είναι τετριμμένα). Συνεπώς, μια εύλογη

3
Εδώ δε χρησιμοποιούμε την έννοια "ακρίβεια", όπως στο κεφάλαιο 2 για την περιγραφή του ακριβούς πυρήνα. Εκεί

"ακρίβεια" ήταν η εξαγωγή αποτελέσματος μόνο με βάση τις υποθέσεις του μοντέλου, δίχως άλλη προσέγγιση δηλαδή.
Εδώ "ακρίβεια" είναι η ύπαρξη μηδαμινού σφάλματος ως προς τη φυσικά μετρούμενη ποσότητα.
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προσέγγιση χρησιμοποιήθηκε, για την επίλυση των υπολογιστικών δυσκολιών του ακριβούς πυρήνα,
η οποία χρησιμοποιείται μέχρι και σήμερα. Ο προσεγγιστικός (επίσης συναντάται ως ελαττωμένος ή

Σχήμα 3.1: Το πραγματικό και φανταστικό μέρος του ρεύματος επί κεραίας εντός κενού με h = 0.25λ,
a = 0.007022λ και N = 200, όπως προκύπτει από την επίλυση της ακριβούς εξίσωσης Hallén. Η
γεννήτρια δέλτα συνάρτησης θεωρείται ότι εφαρμόζει μοναδιαίο βαθμωτό δυναμικό (δηλαδή V = 1),
άρα οι άνωθεν κυματομορφές είναι συνάμα και κυματομορφές αγωγιμότητας της κεραίας.

λεπτού σύρματος στη βιβλιογραφία) πυρήνας είναι και ο πιο δημοφιλής για χρήση στη μέθοδο των
ροπών. Η χρήση του είναι αποκλειστική σε λεπτές κεραίες σύρματος (εξ ου και η εναλλακτική ονο-
μασία) και ισοδυναμεί με την εξής προσέγγιση: θεωρείται ότι το σύνολο της ρευματικής κατανομής
επί της κεραίας βρίσκεται επί του άξονα της κεραίας (σύμφωνα με την προηγούμενη ανάλυση του z).
Τούτο προφανώς ενέχει σφάλματα: έχουμε συζητήσει ότι στο μοντέλο του σωληνοειδούς διπόλου το
ρεύμα της κεραίας είναι επιφανειακό και ρέει στο εσωτερικό και το εξωτερικό του σωλήνα, σίγουρα όχι
νηματοειδές. ΄Οπως θα γίνει σαφές στη συνέχεια, παρόλ’ αυτά, τα αριθμητικά αποτελέσματα είναι πολύ
καλά. Ο προσεγγιστικός πυρήνας έχει πολύ απλή έκφραση:

Kap(z − z′) =
1

4π

ejkc
√

(z−z′)2+a2√
(z − z′)2 + a2

(3.1)
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Οι εξισώσεις Pocklington και Hallén ισχύουν πλήρως: απλά αντικαθιστούμε όπου Kex το Kap, για
ευκολία επαναλαμβάνουμε εδώ την τελευταία:∫ h

−h
Kap (z − z′) I (z′) dz′ = C cos (kcz) +

jV

2ζ
sin (kc|z|) (3.2)

Την ανωτέρω μορφή της εξίσωσης Hallén λύνει ο πιο διάσημος προσομοιωτής κεραιών σύρματος (και
έως, ανεπίσημα, τη δεκαετία του ’90 και επίσημα το 2003 τεχνολογία αποκλειστική των αμερικανικών
ενόπλων δυνάμεων) το NEC (Numerical Electromagnetics Code) [8].
΄Οπως κάναμε φανερό, λύνουμε την παραπάνω εξίσωση με τη μέθοδο Galerkin και αναμένουμε να

πάρουμε μια ρευματική κατανομή αρκετά κοντά στην πραγματικότητα (φυσικά με ορισμένο, αριθμητικό
σφάλμα). Για να έχουμε ένα μέτρο σύγκρισης παρουσιάζουμε τη ρευματική κατανομή (πραγματικό
και φανταστικό μέρος) σε κεραία που περιβάλλεται από κενό (δηλαδή µ = µ0 και εc = ε0) μήκους
2h = λ/2, μια εξαιρετικά δημοφιλής επιλογή, λόγω του ότι παρέχει αντίσταση εισόδου 73 Ω, άρα
απευθείας προσαρμογή για συνήθεις τροφοδοσίες, όπως γραμμές μεταφοράς 75 Ω [13], και ακτίνας
a = 0.007022λ (τούτη η επιλογή δεν έχει κάτι εξαιρετικό, αλλά ήταν η επιλογή ακτίνας κεραίας των
επιδραστικών πειραμάτων του Mack [9]), όπως προκύπτει από την επίλυση της εξίσωσης Hallén με τη
χρήση του ακριβούς πυρήνα και με μια μέθοδο Galerkin με N = 200 συναρτήσεις βάσεις (που είναι
τετραγωνικοί παλμοί: στο επόμενο κεφάλαιο θα γίνουμε πιο αναλυτικοί επί της μεθόδου Galerkin).
Στο Σχήμα 3.1 φαίνεται το ρεύμα επί της κεραίας, όπως είναι στην πραγματικότητα (σωστότερα πολύ
κοντά της).
Είναι εμφανής ο ισχυρισμός των Shen και Wu [10]: το ρεύμα (τόσο το πραγματικό όσο και το

φανταστικό μέρος του) δεν είναι παρά μια ημιτονοειδής συνάρτηση. Η απότομη βύθιση στο φανταστικό
μέρος, κοντά στην τροφοδοσία (που θα είναι πάντα η γεννήτρια δέλτα συνάρτησης) οφείλεται στη
λογαριθμική ιδιομορφία του ακριβούς πυρήνα και είναι απόλυτα αναμενόμενη (στην πραγματικότητα
καμία τροφοδοσία δεν προκαλεί τέτοια συμπεριφορά). Στο Σχήμα 3.2 παρουσιάζουμε τη ρευματική
κατανομή, όπως δίνεται λύνοντας με την ίδια μέθοδο Galerkin την ίδια εξίσωση, για την ίδια κεραία,
αλλά χρησιμοποιώντας τον προσεγγιστικό πυρήνα.
Τα αποτελέσματα φαίνονται απογοητευτικά: μόνο τμήμα του πραγματικού μέρους έχει λογική μορφή

(και ομαλή). Κατά τα άλλα παρατηρούμε ταλαντώσεις στα άκρα του πραγματικού μέρους (σημειώνεται
ότι οι ίδιες ταλαντώσεις εμφανίζονται και στα άκρα του φανταστικού μέρους, ωστόσο δεν μπορούν να
φανούν στη συγκεκριμένη κλίμακα) και ιδιαίτερα ισχυρές ταλαντώσεις στο κέντρο του φανταστικού.
Τι συμβαίνει; ΄Εχει λάθος ο κώδικας, η μοντελοποίηση ή η αριθμητική μέθοδος; ΄Η ακόμα οφείλεται σε
σφάλματα του υπολογιστή; Αυτά τα ερωτήματα απασχόλησαν την επιστημονική κοινότητα για περίπου
40 χρόνια έως ότου βρέθηκε η λύση! Η σχετική αυτή καθυστέρηση οφείλεται σε δύο λόγους: αρχικά,
μόλις πρόσφατα έγιναν διαθέσιμοι οι υπολογιστικοί πόροι ώστε να έχει τη δυνατότητα ένας επιστή-

μονας να ελέγξει πολλαπλές φορές τη μέθοδο και για διαφορετικές παραμέτρους, σε εύλογα χρονικά
διαστήματα (οι παραπάνω κυματομορφές παράχθηκαν σε ενάμιση λεπτό στα 2019, αλλά θα χρειαζόταν
πολύ παραπάνω 40 χρόνια πριν!). Στο ίδιο επιχείρημα συμπεριλαμβάνεται το γεγονός ότι για μικρό N ,
ισοδύναμα για μια χονδροειδή διακριτοποίηση του προβλήματος, το πρόβλημα δεν εμφανίζεται ισχυρά.
Η δυνατότητα να χρησιμοποιήσει κανείς 200 συναρτήσεις βάσεις, όπως στην προσομοίωσή μας, ήταν
μια δυνατότητα της δεκαετίας του ’90 και έπειτα. Κατά δεύτερον, παρά τη διόλου θελκτική μορφή, οι
κυματομορφές αυτές δίνουν αποδεκτά αποτελέσματα, η ακρίβειά τους δηλαδή είναι ικανοποιητική για
μια χονδροειδή εκτίμηση. Συγκεκριμένα, με τον ακριβή πυρήνα προκύπτει ότι στο σημείο τροφοδοσίας
Iex = 7.75× 10−3 + j5.04× 10−3, ενώ με τον προσεγγιστικό Iap = 7.36× 10−3 − j2.66× 102

με τη

μεγάλη διαφορά να εστιάζεται στο φανταστικό μέρος (για μικρότερο N τούτο διορθώνεται). Μπορεί
συνεπώς τα αποτελέσματα να ήταν αποδεκτά, ωστόσο, όπως θα δούμε παρακάτω, αντιμετωπίζονταν με
αμηχανία, καχυποψία ή έκπληξη από τους επιστήμονες.
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Σχήμα 3.2: Το πραγματικό και φανταστικό μέρος του ρεύματος επί κεραίας εντός κενού με h = 0.25λ,
a = 0.007022λ και N = 200, όπως προκύπτει από την επίλυση της προσεγγιστικής εξίσωσης Hallén.
Η γεννήτρια δέλτα συνάρτησης θεωρείται ότι εφαρμόζει μοναδιαίο βαθμωτό δυναμικό (δηλαδή V = 1),
άρα οι άνωθεν κυματομορφές είναι συνάμα και κυματομορφές αγωγιμότητας της κεραίας.

2 Η Αντιμετώπιση των Αφύσικων Ταλαντώσεων από την Επιστη-

μονική Κοινότητα.
Εφόσον δεν υπήρχε κάποια πειστική τεκμηρίωση για τη συμπεριφορά που μόλις παρουσιάσαμε, δεν
υπήρχε και μια μεθοδική, κοινή αντιμετώπιση από τους επιστήμονες που ασχολούνταν με το ζήτημα.
Υπογραμμίζουμε ότι η εξίσωση Hallén βρισκόταν και βρίσκεται σε κάθε εισαγωγικό βιβλίο σχετικό με
κεραίες και δεδομένης της δημοφιλίας του προσεγγιστικού πυρήνα, ο κάθε συγγραφές θα ήταν αναγκα-
σμένος να αναφερθεί σε αυτόν, αλλά και στην ενδεικνυόμενη μέθοδο επίλυσης (που είναι κατάλληλη
μέθοδος ροπών). Σε τούτη την παράγραφο θα συλλέξουμε διάφoρα εκπαιδευτικά βιβλία, αλλά και
δημοσιεύσεις που καταπιάνονται άμεσα ή έμμεσα με το θέμα και θα παρουσιάσουμε ιστορικά τις διάφορες

αντιλήψεις που είχαν, μέχρι την ανακάλυψη της τελικής λύσης, κορυφαίοι επιστήμονες στο χώρο των
Κεραιών, του Ηλεκτρομαγνητισμού και των Εφαρμοσμένων Μαθηματικών γενικότερα. Τούτες θα
σταχυολογηθούν ως προς τη "συγγένειά" τους, δηλαδή την ομοιότητα στην αντιμετώπισή τους, ενώ
θα παρουσιαστούν σύντομες ανασκευές για κάθε ζήτημα.
΄Ετσι, μια μεγάλη κατηγορία βιβλίων, απλά παραλείπει να αναφερθεί στην παρουσία του οποιουδήποτε

προβλήματος σχετικά με τον προσεγγιστικό πυρήνα. Στη διεθνή βιβλιογραφία οι Wang [11], Tesche,
Ianoz και Karlesson [12] και στην ελληνική ο Μπαλάνης [13] (φυσικά το διάσημο σύγγραμμα, μάλ-
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λον ανήκει περισσότερο στη διεθνή βιβλιογραφία) και οι Καψάλης και Κωττής [14] δεν κάνουν κάποια
αναφορά. Στο ίδιο μήκος κύματος και το βιβλίο του Booton [15], το οποίο δεν αναφέρεται σε κάποιο
πρόβλημα, ωστόσο ενθαρρύνει τον αναγνώστη να υπολογίσει τις κυματομορφές ρεύματος επί κεραίας,
με τη χρήση του προσεγγιστικού πυρήνα και να πειραματιστεί, αυξάνοντας το N και μελετώντας τη
σύγκλιση. Ο αναγνώστης σαφέστατα θα παρατηρήσει ταλαντώσεις από μια τιμή του N και έπειτα. Η
συγκεκριμένη άσκηση όπως είναι δοσμένη και εφόσον δεν παρέχεται θεωρητικό υπόβαθρο στο βιβλίο,
μπορεί να είναι παραπλανητική: απλή μελέτη της ρευματικής κατανομής θα οδηγήσει σε ισχυρότερες (και
φυσικά πυκνότερες) ταλαντώσεις αυξανόμενου του N , που φυσικά δεν οδηγεί σε κανένα συμπέρασμα
σχετικά με τη σύγκλιση της μεθόδου. Θα ήταν πιο αποτελεσματικό να μελετούνταν η συμπεριφορά
του σχετικού σφάλματος μεταξύ της λύσης με τον ακριβή και το προσεγγιστικό πυρήνα αυξανόμε-

νου του N . Τότε πράγματι θα παρατηρούνταν μείωση του σφάλματος, άρα σύγκλιση. Σημειώνεται,
ωστόσο ότι ο επίδοξος λύτης θα εξήγε δυσάρεστα αποτελέσματα δεδομένου ότι εξισώσεις σαν την

(3.2), δηλαδή ολοκληρωτικές εξισώσεις Fredholm πρώτου είδους με αναλυτικό πυρήνα, παρουσιάζουν
ιδιαίτερα υψηλούς δείκτες κατάστασης, δηλαδή είναι ευαίσθητες σε αριθμητικά σφάλματα, με πιο χαρακ-
τηριστικό το σφάλμα στρογγυλοποίησης που εισάγει κάθε υπολογιστής πεπερασμένου μήκους λέξης

[16] (για την αύξηση του δείκτη κατάστασης4 για το συγκεκριμένο πρόβλημα έχουν αναφερθεί οι Mit-
tra και Klein [17] ήδη από τα 1975 και συγκεκριμένα για μια σχέση της μορφής cond(A) ∼ expN ,
–όπου cond(A) o δείκτης κατάστασης του πίνακα A– που επαληθεύεται και αριθμητικά [18]). Συνεπώς,
μετά από ένα σημείο το σχετικό σφάλμα θα αυξανόταν και ο αναγνώστης δε θα είχε κάποια πειστική

απάντηση (εφόσον δεν παρέχεται ικανό θεωρητικό υπόβαθρο): η μέθοδος αποτυγχάνει ή είναι σφάλμα
του υπολογιστή; Κλείνοντας αυτήν την παράγραφο, παραθέτουμε τα βιβλία των Davidson [19] και Garg
[20] τα οποία υιοθετούν μια αρκετά όμοια παρουσίαση του ζητήματος, με απουσία αναφοράς στο επίμαχο
σημείο. Παραθέτουν και οι δύο γραφήματα του μέτρου της ρευματικής κατανομής, όπως προκύπτει από
την επίλυση της προσεγγιστικής εξίσωσης Hallén με τη χρήση μιας μεθόδου ροπών. Τούτα δεν είναι
ιδιαίτερα ενδεικτικά: πράγματι, αν κανείς επιλέξει την πολική μορφή αναπαράστασης του (μιγαδικού) ρεύ-
ματος θα λάβει ομαλές κυματομορφές μέτρου, ακόμη και για υψηλότερα N από αυτά των συγγραφέων.
Οι ταλαντώσεις (στα άκρα και στο κέντρο) θα εμφανιστούν τώρα στο διάγραμμα φάσης του ρεύματος
(ένα πάρα πολύ ενδιαφέρον, παρόμοιο αποτέλεσμα έλαβε ο Richmond [21] μόλις στα 1965, πριν την
αυστηρή διατύπωση των μεθόδων των ροπών και ακολουθώντας, φυσικά, άλλη μέθοδο). Συνεπώς η
παρουσίαση των βιβλίων [19], [20] είναι ελλιπής.
΄Αλλοι συγγραφείς επέλεξαν να κάνουν μία νύξη στη συμπεριφορά αυτή των λύσεων, χαρακτηρί-

ζοντάς τες (αρνητικά) και περιγράφοντας ορισμένες συνθήκες κάτω από τις οποίες εκδηλώνονται οι
ταλαντώσεις ή τα αποτελέσματα είναι (ως προς την ακρίβεια) ικανοποιητικά, συχνά σωστές. Η κριτική
που θα διατυπωθεί ενάντια σε αυτούς τους χαρακτηρισμούς δεν είναι φιλολογικού ενδιαφέροντος: κάθε
χαρακτηρισμός μπορεί να αποδομηθεί με αυστηρά επιχειρήματα. Συχνά, οι αφύσικες ταλαντώσεις που
εμφανίζονται στο Σχήμα 3.2, χαρακτηρίζονται ως λανθασμένη συμπεριφορά [17], [22], [23], [24], [25].
΄Οπως συζητήσαμε, το βιβλίο [17] βρίσκει σωστά τη συμπεριφορά του δείκτη κατάστασης και ακόμα
εντοπίζει το πρόβλημα στην ταυτόχρονη ύπαρξη του προσεγγιστικού πυρήνα και της γεννήτριας δέλτα

συνάρτησης που είναι μια πολύ σωστή κατεύθυνση. Αντίστοιχα, ο Booton [23] παρατηρεί ότι οι ταλαν-
τώσεις εκδηλώνονται για πυκνή διακριτοποίηση (υψηλό N), αλλά τόσο αυτός όσο και οι Mittra-Klein
[17] αναφέρονται στην αστάθεια των αριθμητικών, ταλαντούμενων λύσεων της εξίσωσης Hallén. Η
ταλαντωτική συμπεριφορά των λύσεων δεν είναι λανθασμένη: είναι φυσιολογική συνέπεια του γεγονό-
τος ότι η εξίσωση (3.2) είναι μη επιλύσιμη, άρα προφανώς θα εκδηλώνεται με κάποιον τρόπο αυτή η
ιδιότητα (θα αφιερώσουμε την επόμενη παράγραφο στη μη επιλυσιμότητα, οπότε περιοριζόμαστε στον
ισχυρισμό αυτό). Οι λύσεις, επίσης δεν είναι επηρεάζονται ισχυρά από σφάλματα στρογγυλοποίησης ή

4
Ο δείκτης κατάστασης είναι ένα ποσοτικό μέτρο ευστάθειας ενός γραμμικού συστήματος, υποδεικνύει τη μεταβολή

που θα υποστεί ένα πίνακας εάν οι τιμές των στοιχείων του μετατοπιστούν ελαφρώς.
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σφάλματα αριθμητικών τεχνικών
5: πράγματι οι δείκτες κατάστασης είναι υψηλοί, ωστόσο υπάρχει ένα

αριθμητικό παράθυρο στο οποίο μπορούν να γίνουν ακριβείς υπολογισμοί, ευσταθώς· έπειτα το σφάλμα
στρογγυλοποίησης ενισχύεται σημαντικά και δεν είναι δυνατό να γίνει ανάλυση. Ακριβώς στο σφάλμα
στρογγυλοποίησης και τους υψηλούς δείκτες κατάστασης αποδίδεται το πρόβλημα στην εργασία [27].
Ωστόσο ακόμη και αν διαθέταμε έναν ιδανικό υπολογιστή, με άπειρο μήκος λέξης, άρα και μηδενικά
σφάλματα στρογγυλοποίησης, ακόμη αν θεωρούσαμε ότι οι προσεγγιστικές, αριθμητικές ολοκληρώ-
σεις ήταν επίσης δίχως σφάλματα, ταλαντώσεις θα υπήρχαν, εφόσον η εξίσωση που προσεγγίζουμε
συνεχίζει να μην επιλύεται. Διαφορετικής υφής λανθασμένος χαρακτηρισμός είναι αυτός του βιβλίου
των Peterson, Ray και Mittra [28]: θεωρούν τις λύσεις (τις ταλαντώσεις τους πιο συγκεκριμένα)
ακανόνιστες. Αυτό είναι αμφίσημο, αλλά σε κάθε περίπτωση μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι για τις
ταλαντώσεις στο κέντρο της κεραίας διαθέτουμε πλέον έναν (ασυμπτωτικό) τύπο που τις προβλέπει με
ικανοποιητική ακρίβεια. Παρά τις λανθασμένες κρίσεις αρχίζουν να διαφαίνονται σημαντικές παράμετροι
στο πρόβλημα, πέρα από την προφανή, το N . ΄Ετσι βλέπουμε να αποδίδεται σημασία στο εύρος των
παλμών που χρησιμοποιούνται [27] (το οποίο θα συμβολίζουμε ως z0) ή τις γεωμετρικές διαστάσεις της
κεραίας (για παράδειγμα σημειώνεται [28] ότι τα αποτελέσματα της αριθμητικής μεθόδου είναι πράγματι
αρκετά ακριβή, αν h/a ≥ 10). Με παρόμοια συμπεράσματα ως προς τις κρίσιμες παραμέτρους φαίνονται
οι εργασίες [22], που αναφέρεται ότι για μικρές τιμές της παραμέτρου z0/a εμφανίζονται ταλαντώσεις
(αυτή είναι μια αρκετά εύστοχη επιλογή παραμέτρου, αν και επαναλαμβάνουμε ότι αιτία των ταλαν-
τώσεων είναι η μη επιλυσιμότητα της εξίσωσης!) και [29], όπου, αντίστοιχα απαιτείται (για καταπίεση
των ταλαντώσεων) z0/a ≥ 2 (σημειώνεται ότι το [29] είναι μάλλον το πιο ουδέτερο από τα έργα που
σταχυολογήσαμε, χαρακτηρίζοντας τις ταλαντώσεις ως οξείες, που φυσικά είναι ακριβές).
Αν και οι παραπάνω εργασίες είναι πολύ ενδιαφέρουσες (και εκτείνονται από το 1972 μέχρι το

2008!) δεν έχουν ως κύριο σκοπό να επιλύσουν και εξηγήσουν το πρόβλημα: οι προτάσεις για περιορ-
ισμό των παραμέτρων σε ορισμένες περιοχές τιμών είναι μάλλον εμπειρικές και σκοπεύουν στη γρήγορη

και ακριβή εξαγωγή αποτελεσμάτων. Από τη δεκαετία του ’80 και έπειτα έγιναν πιο συστηματικές
προσπάθειες εξήγησης αυτού του φαινομένου. Συγκεκριμένα μία ερώτηση ταλάνιζε τους εμπλεκό-
μενους επιστήμονες: μήπως τελικά το πρόβλημα βρισκόταν στην εξίσωση ενδογενώς και όχι στην
αριθμητική μέθοδο ή τα σφάλματα υπολογιστή; Δηλαδή, μήπως το πρόβλημα υπήρχε ακόμη και όταν
χρησιμοποιούνταν ο ακριβής πυρήνας; Στα 1981 ο σπουδαίος μαθηματικός Jones δημοσίευσε μια μελέτη
[30], απάντηση σε προσωπική συνομιλία με έναν επίσης ταλαντούχο επιστήμονα του κλάδου, το Sarkar,
στην οποία αποδείκνυε ότι η εξίσωση (2.34) διαθέτει λύση και ότι αυτή είναι μοναδική. Σύμφωνα με
τον Jones τούτες οι συνθήκες ήταν ικανές και αναγκαίες, ώστε η (2.34) να είναι μια καλώς τοπο-
θετημένη

6
εξίσωση. Η επιστημονική αντίθεση πήρε μεγαλύτερες διαστάσεις όταν μόλις δύο χρόνια

αργότερα ο Sarkar δημοσίευσε τη διαβόητη εργασία του [32] στην όποια ανέφερε ότι, η απόδειξη του
Jones είναι ελλιπής: συγκεκριμένα της λείπει μια προκείμενη. Θα έπρεπε ο τελεστής της εξίσωσης
Hallén (ο K της σχέσης (2.54)) να είναι φραγμένος. Κάτι τέτοιο δεν ισχύει κατά το Sarkar, άρα
η εξίσωση Hallén, αντίθετα στους ισχυρισμούς του Jones, είναι κακώς τοποθετημένη. Παράλληλα,
επιχειρηματολόγησε υπέρ της εξίσωσης Pocklington, ως μιας καλύτερης εναλλακτικής στην Hallén. Το
συμπέρασμα αυτό επέδρασε στην επιστημονική σκέψη στη δεκαετία του ’80, αλλά και πέρα από αυτήν.
Για παράδειγμα, ο Booton σε δύο εργασίες του [23] και [33] ακολουθεί τον τρόπο σκέψης και παρέχει
αριθμητικά αποτελέσματα για να τον στηρίξει (παρεμπιπτόντως, στη δεύτερη εντοπίζει πολύ εύστοχα
ότι το πρόβλημα οφείλεται στην έλλειψη ιδιομορφίας στον προσεγγιστικό πυρήνα), όπως και οι Tijhuis,

5
Σημειώνεται ωστόσο, και θα γίνει σαφές και αργότερα, ότι η εξίσωση Hallén με τον προσεγγιστικό πυρήνα είναι

όντως ασταθής, αφού είναι μη επιλύσιμη, συνεπώς τα όποια σφάλματα υπερκαλύπτονται από αυτήν την ιδιότητα [26], οι
συγγραφείς που ανασκευάζουμε όμως αναφέρονται απλά στην ενίσχυση σφαλμάτων λόγω υψηλού δείκτη κατάστασης.

6
Καλώς τοποθετημένη είναι η προσπάθεια μετάφρασης της αγγλικής ορολογίας well-posed (αντίστοιχα κακώς τοπο-

θετημένη, ill-posed). Μια εξίσωση είναι καλώς τοποθετημένη όταν πληροί τρεις προϋποθέσεις, όπως ορίστηκαν από το
Hadamard [31]: ύπαρξη λύσης, μοναδικότητα αυτής και συνεχής εξάρτηση της λύσης από τα δεδομένα του προβλήματος.
Οι δύο περιγράφονται από τον Jones [30] και με την τρίτη ασχολείται ο Sarkar [32].
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Zhongqiu και Bretones [34]. Ωστόσο, στα 1992, ο μαθηματικός Rynne [35] κατέρριψε το επιχείρημα
του Sarkar, αποδεικνύοντας ότι η εξίσωση Hallén δεν είναι κακώς τοποθετημένη. ΄Αρα η αιτία των
ταλαντώσεων έπρεπε να αναζητηθεί αλλού.
Βλέπουμε από την παραπάνω αναδρομή ότι μέχρι τη δεκαετία του ’90 ορισμένα βασικά συμπεράσματα

είχαν εξαχθεί, ενώ αδιέξοδες ιδέες είχαν αποκλειστεί, συνεπώς υπήρχαν οι βάσεις για την πλήρη εξήγηση
του προβλήματος. Πριν προχωρήσουμε σε αυτήν αναφέρουμε ότι μέρος της επιστημονικής κοινότητας
προσπάθησε να αποφύγει τελείως το ζήτημα του προσεγγιστικού πυρήνα. ΄Αλλοι προσπάθησαν να αν-
τιμετωπίσουν τις δυσκολίες του ακριβούς πυρήνα (για παράδειγμα [36] και [37]), ενώ άλλοι, ιδιαίτερα
από τη Σοβιετική ΄Ενωση, προσπάθησαν να μετατρέψουν την εξίσωση Hallén, που όπως έχουμε πει
έιναι ολοκληρωτική εξίσωση πρώτου είδους, σε ολοκληρωτική εξίσωση δεύτερου είδους, για την αν-
τιμετώπιση της οποίας υπάρχουν πιο συστηματικά εργαλεία (για παράδειγμα [38], στο οποίο βασίζεται
και ο Sarkar [32] και [39]).
Αξιοποιώντας την εμπειρία που είχε συγκεντρωθεί, οι Φικιώρης καιWu [40] μόλις στα 2001 (και 63

χρόνια μετά τη διατύπωση της εξίσωσης Hallén) έβαλαν τέρμα σε κάθε αμφιβολία γύρω από το ζήτημα
των ταλαντώσεων των αριθμητικών λύσεων, στο κέντρο της τροφοδοσίας (δηλαδή του φανταστικού
μέρους). Το σύνολο των επιχειρημάτων και των αντιθέσεων που προβάλλαμε παραπάνω προέρχεται από
αυτό το άρθρο, στο οποίο τονίζεται ότι στη μη επιλυσιμότητα της προσεγγιστικής εξίσωσης Hallén
οφείλεται η ύπαρξη ταλαντώσεων, μελετάται ασυμπτωτικά, κάτω από αυστηρές συνθήκες η περίπτωση
της κεραίας απείρου μήκους, εξάγεται μια έκφραση για τις ταλαντώσεις της κοντά στην τροφοδοσία (αν
και όπως θα δούμε, η έκφραση αποδεικνύεται εφαρμόσιμη και στην περίπτωση της πεπερασμένης κεραίας)
και αποδεικνύεται η ισοδυναμία των εξισώσεων Pocklington και Hallén, αναφορικά στην εφαρμογή
αριθμητικών μεθόδων (όπως η μέθοδος Galerkin).
Για τον ενδιαφερόμενο αναγνώστη σημειώνουμε ότι η ακριβής συμπεριφορά των ταλαντώσεων τα

άκρα της κεραίας είναι ακόμη ανοιχτό ζήτημα.

3 H μη Επιλυσιμότητα της Προσεγγιστικής Εξίσωσης Hallén
Σε αυτήν την παράγραφο θα αποδείξουμε τη μη επιλυσιμότητα της εξίσωσης Hallén για διάφορα μοντέλα
τροφοδοσίας, τα οποία περιγράψαμε στην παράγραφο 5 του κεφαλαίου 2.
Ξεκινώντας από την πιο απλή περίπτωση, αλλά και αυτή που θα χρησιμοποιήσουμε στα επόμενα

κεφάλαια, τη γεννήτρια δέλτα συνάρτησης, σημειώνουμε πως η γνώση της μη επιλυσιμότητας της (3.2)
μπορεί να βρεθεί αρκετά παλιά, στα έργα των κορυφαίων επιστημόνων του τομέα όπως ο Schelkunoff
(1952) [41], ο King (1956) [42] και ο Wu (1969) [43] (αν και η ιδιότητα αυτή δεν αναφέρεται στα πιο
σύγχρονα εγχειρίδια που καταγράψαμε στην προηγούμενη παράγραφο). Είναι πολύ απλό να επαλη-
θεύσει κανείς τη μη επιλυσιμότητα της (3.2): ο προσεγγιστικός πυρήνας είναι εμφανώς μια αναλυτική
συνάρτηση στο z = 0 (παρατηρήστε ότι αυτό δεν ισχύει για τον ακριβή πυρήνα, που εμφανίζει λογ-
αριθμική ιδιομορφία) άρα και το αριστερό μέλος είναι αναλυτικό εκεί, ενώ το δεξί μέλος (η διέγερση
δηλαδή) δεν είναι, για V 6= 0, αναλυτικό στο ίδιο σημείο, όπως επιβάλει το απόλυτο εντός του ημιτό-
νου. Συνεπώς, η εξίσωση δε λύνεται. Πιο αυστηρά [43], αν η ρευματική κατανομή είναι απολύτως
ολοκληρώσιμη, δηλαδή αν: ∫ h

−h
|I(z)|dz <∞ (3.3)

τότε η ρευματική κατανομή δεν μπορεί να είναι λύση της εξίσωσης Hallén7 (πρακτικά, οι ρευματικές
κατανομές επί των κεραιών που μελετάμε είναι ομαλές συναρτήσεις, άρα σχεδόν πάντα απολύτως

7
Μια ενδιαφέρουσα και πολύ αυστηρή απόδειξη της μη επιλυσιμότητας μιας αρκετά παρόμοιας εξίσωσης με την Hallén

στην ηλεκτροστατική, δίνεται εδώ [44]. Οι συγγραφείς αποτυπώνουν το αποτέλεσμά της σε ένα θεώρημα (Θεώρημα 1)
σύμφωνα με το οποίο, η εξίσωση Hallén για V 6= 0 δεν έχει λύση που να ανήκει στο χώρο L1[−h, h] των κατά Lebesgue
ολοκληρώσιμων συναρτήσεων –πρακτικά αυτών που ικανοποιούν τη σχέση (3.3).
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ολοκληρώσιμες). Αυτό οδηγεί και στη μη επιλυσιμότητα της εξίσωσης Pocklington, εφόσον αυτή
είναι ισοδύναμη με την εξίσωση Hallén. Το αποτέλεσμα, αρνητικό προφανώς, είναι οι έντονες ταλαντώ-
σεις στη ρευματική κατανομή. Σημειώνεται τέλος, ότι πέρα από το μαθηματικό επιχείρημα που δόθηκε,
κανείς μπορεί να καταλήξει στη μη επιλυσιμότητα αξιοποιώντας φυσικά επιχειρήματα: όπως συζητήσαμε
η χρήση προσεγγιστικού πυρήνα ισοδυναμεί με τη θεώρηση νηματοειδούς ρεύματος επί του άξονα της

κεραίας. Απαιτούμε, μέσω της εξίσωσης Hallén αυτή η πηγή να παράγει το ίδιο πεδίο σε απόσταση
ρ = a από τον άξονα, με επιφανειακά ρεύματα (πηγές), που περιγράφει ο ακριβής πυρήνας που βρίσκονται
εκεί. Αυτό προφανώς είναι αδύνατο (σε αυτό το επιχείρημα κανείς μπορεί να εντοπίσει παραλληλισμούς
με τη μέθοδο βοηθητικών πηγών, μια άλλη αριθμητική μέθοδο του Ηλεκτρομαγνητισμού [45]).
Η γεννήτρια δέλτα συνάρτησης είναι μια ειδική περίπτωση της γεννήτριας πεπερασμένου διακένου, η

οποία ήταν πρόσφατα αντικείμενο μελέτης των Ταστσόγλου και Φικιώρη [46], [47]. Η εξίσωση Hallén
τότε παίρνει τη μορφή (2.48) με τη συνάρτηση r1(z) να δίνεται από τη σχέση (2.49) και η απόδειξη της
μη επιλυσιμότητας ακολουθεί παρόμοια λογική με την περίπτωση της γεννήτριας δέλτα συνάρτησης.
Δεδομένου ότι το ρεύμα είναι απολύτως ολοκληρώσιμο και αφού ο πυρήνας είναι αναλυτική συνάρτηση

στο κέντρο τροφοδοσίας, ισότητα δεν μπορεί να υπάρξει (άρα ούτε λύση), εφόσον το δεξί μέλος, αν
και λεία συνάρτηση σε περιοχή γύρω από το z = 0, διαθέτει ασυνεχή δεύτερη παράγωγο στην περιοχή
αυτή (η συμπεριφορά οφείλεται εξ ολοκλήρου στη συνάρτηση r1(z)) [46].
Στην περίπτωση της διέγερσης μέσω πρόσπτωσης πεδίου στο κέντρο της κεραίας, τα επιχειρήματα

είναι πιο πολύπλοκα. Ο Φικιώρης [48] μελέτησε την περίπτωση ενός προσπίπτοντος ηλεκτρικού πεδίου
με z πόλωση, οπότε η γενικότερη μορφή της εξίσωσης Hallén (2.50) μετατρέπεται στη:∫ h

−h
Kap (z − z′) I (z′) dz′ = C cos (kz) +

j

ζ
V (3.4)

Εδώ τόσο το δεξί όσο και το αριστερό μέλος είναι αναλυτικές συναρτήσεις στην αρχή του άξονα z, άρα
το επιχείρημα που χρησιμοποιήσαμε προηγουμένως δεν μπορεί να εφαρμοστεί. Σημειώνουμε, αρχικά
ότι το δεξί μέλος είναι αναλυτικό σε όλο το μιγαδικό επίπεδο, άρα και επί της κεραίας (άξονας z). Ο
τελευταίος ισχυρισμός εφαρμόζεται στο αριστερό μέλος; Αρχικά θα μελετήσουμε κατά πόσο μπορούμε
να επεκτείνουμε αναλυτικά τα δύο μέλη (σε χωρία όπου ο z είναι μιγαδικός –στη συνέχεια το υποθέτουμε
προς στιγμήν– από χωρία που ο z είναι πραγματικός).
Μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι το αριστερό μέλος θα είναι αναλυτικό σε όλο το μιγαδικό επίπεδο

πλην των κλαδικών σημείων στα z − z′ = ±ja. Αυτό προκύπτει στοιχειωδώς από τη συμπεριφορά της
(πλειότιμης) συνάρτησης ((z − z′)2 − a2)1/2. Επίσης, κάνουμε την –εύλογη– υπόθεση, ότι το ρεύμα
είναι συνεχής συνάρτηση του (μιγαδικού αριθμού) z. Για z′ ∈ [−h, h] και:

f(z′, z) = Kap(z − z′)I(z′) =
1

4π

ejk
√

(z−z′)2+a2√
(z − z′)2 + a2

I(z′) (3.5)

παρατηρούμε ότι η ανωτέρω συνάρτηση είναι συνεχής, με συνεχή πρώτη παράγωγο (άρα λεία) ως προς
z, αναλυτική σε όλο το μιγαδικό επίπεδο πλην των κλαδικών σημείων που προαναφέραμε και με την
πρώτη παράγωγο ως προς το z να είναι ομοιόμορφα συνεχής ως προς τη μεταβλητή z′, άρα [50] το
ορισμένο ολοκλήρωμα αυτής με διαδρομή ολοκλήρωσης αυτήν του z′ θα είναι αναλυτική συνάρτηση του
z παντού εκτός από δύο ευθύγραμμα τμήματα μήκους 2h, παράλληλα στην κεραία και διερχόμενα από
τα σημεία (αντιστοίχως) z − z′ = ±ja. Συνεπώς, η αναλυτική επέκταση του αριστερού μέλους είναι
δυνατή, όπως και του δεξιού κατά τετριμμένο τρόπο.
Επιστρέφουμε στην αρχική θεώρηση, ότι ο z είναι πραγματικός αριθμός. Για μεγάλες τιμές του

z η f(z′, z) και άρα το αριστερό μέλος της (3.4) θα φθίνει καθώς (τουλάχιστον: εξαρτάται και από
το ρευματικό συντελεστή) 1/z, σε αντίθεση με το δεξί μέλος που, για μεγάλες τιμές του z, ταλαν-
τώνεται. Συνεπώς, έχουμε δύο συναρτήσεις με διαφορετικές αναλυτικές επεκτάσεις πάνω στη διαδρομή
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[−h, h] των οποίων τα χωρία στα οποία είναι αναλυτικές ταυτίζονται πλην της περιοχής του αριστερού
μέλους, που προσδιορίσαμε παραπάνω οπού αυτό δεν είναι, ενώ το δεξί, είναι αναλυτικό. Σε αυτήν την
περίπτωση, εφόσον δηλαδή η τομή των δύο χωρίων είναι ένα σύνολο (ένα χωρίο) και μόνο, θα έπρεπε
να υπάρχει μόνο μία πιθανή αναλυτική επέκταση [51], άρα η ύπαρξη δύο είναι άτοπη και άρα η (3.4)
δεν έχει λύση. Και σε αυτήν την περίπτωση το αποτέλεσμα θα είναι ταλαντωτική συμπεριφορά των
αριθμητικών λύσεων. Σημειώνεται ότι ο van Beurden [49] ασκεί ελαφριά κριτική στο [48] γράφοντας
ότι για κατάλληλη επιλογή προσπίπτοντος ηλεκτρικού πεδίου, η (2.50) θα μπορούσε να έχει λύση (αν
και το ερώτημα μένει στο κατά πόσο η επιλογή αυτή θα έχει φυσική αντιστοίχηση), η οποία τότε θα
ήταν μοναδική.
Τέλος, θα μελετήσουμε το πιο ακριβές και το πιο πολύπλοκο μοντέλο τροφοδοσίας, το μοντέλο

ισοδύναμου, δακτυλιοειδούς, μαγνητικού ρεύματος. Η απόδειξη της μη επιλυσιμότητας της προσεγγισ-
τικής εξίσωσης Hallén (2.51) δόθηκε από τους Φικιώρη, Λιώνα και Λιούτα [18]. Αν και διαφορετική, η
απόδειξη θα βασιστεί σε παρόμοια επιχειρήματα με την προηγούμενη απόδειξη. Υποθέτουμε αρχικά, ότι
το ρεύμα είναι συνεχής συνάρτηση πάνω στην κεραία, μια λογική υπόθεση, όπως προαναφέραμε. ΄Οπως
και πριν υποθέτουμε ότι ο z είναι ένας μιγαδικός αριθμός και σύμφωνα με το θεώρημα περί ορισμένων
ολοκληρωμάτων αναλυτικών συναρτήσεων [50] που παρουσιάσαμε παραπάνω, το αριστερό μέλος θα
είναι αναλυτική συνάρτηση σε όλο το μιγαδικό επίπεδο πλην δύο ευθύγραμμων τμημάτων μήκους 2h,
παράλληλων στον άξονα της κεραίας και τα οποία διέρχονται (αντίστοιχα) από τα σημεία z− z′ = ±ja.
Μόλις επεκτείναμε αναλυτικά το αριστερό μέλος από πραγματικές τιμές του z σε μιγαδικές. Το δεξί
μέλος, για z μιγαδικό είναι επίσης αναλυτική συνάρτηση σε όλο το μιγαδικό επίπεδο εκτός από τέσσερα
κλαδικά σημεία στις θέσεις z = ±ja και z = ±jb. Με βάση αυτήν την περιγραφή, οι συνθήκες του θεω-
ρήματος μοναδικότητας [51] που χρησιμοποιήσαμε στην περίπτωση πρόσπτωσης επίπεδου κύματος ως
διέγερση, πληρούνται (και στις δύο περιπτώσεις z′ ∈ [−h, h] και η τομή των χωρίων όπου τα δύο μέλη
είναι αναλυτικά είναι ένα μοναδικό χωρίο). Εφόσον b 6= a έχουμε δύο διαφορετικές αναλυτικές επεκτά-
σεις που είναι άτοπο. ΄Αρα ούτε η (2.51) έχει λύση. Το αποτέλεσμα είναι πάλι εμφάνιση ταλαντούμενων
αριθμητικών λύσεων.
Υπογραμμίζουμε ότι όλα τα επιχειρήματά μας αφορούν τις προσεγγιστικές εκδοχές (δηλαδή με τη

χρήση του προσεγγιστικού πυρήνα) της εξίσωσης Hallén και της εξίσωσης Pocklington. Τα επιχειρή-
ματα δεν εφαρμόζονται στην περίπτωση του ακριβούς και τότε η εξίσωση έχει όντως λύση.

4 Οι Εξελίξεις από το 2001 και ΄Επειτα
Η εργασία των Φικιώρη καιWu [40] άνοιξε το δρόμο σε ένα μεγάλο αριθμό δημοσιεύσεων που επέκτειναν
και γενίκευσαν τα συμπεράσματα της αρχικής: μη επιλυσιμότητα των εξισώσεων Pocklington και Hallén
και η εύρεση ενός ασυμπτωτικού τύπου (και άρα κατάλληλων συνθηκών) που περιγράφει πλήρως τις
ταλαντώσεις στην τροφοδοσία μιας κεραίας απείρου μήκους. Η κεραία ήταν τελείως αγώγιμη και εντός
κενού, ενώ το μοντέλο τροφοδοσίας ήταν η γεννήτρια δέλτα συνάρτησης. Σημειώνουμε επίσης, ότι οι
συναρτήσεις βάσεις που χρησιμοποιήθηκαν στη μέθοδο Galerkin που εφαρμόστηκε ήταν τετραγωνικοί
παλμοί

8.
Στην προηγούμενη παράγραφο είδαμε ότι, σε ένα πρώτο στάδιο τα συμπεράσματα γενικεύτηκαν

στα διάφορα μοντέλα τροφοδοσίας [46], [47], [48], [18]. Στη συνέχεια, τα συμπεράσματα επεκτάθηκαν
σε μια άλλη, πολύ δημοφιλή κατηγορία κεραιών τις βροχοκεραίες (ή μαγνητικές κεραίες) [53], όπου
η γενίκευση δεν είναι τετριμμένη, εφόσον για τροφοδοσία ισοδύναμου, δακτυλιοειδούς, μαγνητικού
ρεύματος και πρόσπτωσης επίπεδου κύματος η αντίστοιχη εξίσωση λύνεται, συνεπώς δεν παρουσιάζο-
νται ταλαντώσεις. Στα 2009 [54] μελετήθηκε η συμπεριφορά των συναρτήσεων βάσεις ολικού πεδίου,
με παρόμοια αντιμετώπιση με το [40] και με αρκετά κοντινά αποτελέσματα (δηλαδή ταλαντώσεις στα

8
Τέτοιες συναρτήσεις βάσεις είναι γνωστές ως συναρτήσεις βάσεις μερικού πεδίου επειδή έχουν εύρος –η κάθε μία–

μικρότερο του μήκους (2h) της κεραίας [52], διαφορετικά λέγονται συναρτήσεις βάσεις ολικού πεδίου.
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άκρα και στο κέντρο του φανταστικού μέρους). Ταλαντώσεις εμφανίζονται ακόμα και όταν κανείς
χρησιμοποιήσει το λεγόμενο εκτεταμένο πυρήνα, έναν απλοϊκό τρόπο να αντιμετωπιστούν, παλαιότερα
και μερικώς, οι ταλαντώσεις, αλλά και να επεκταθεί η χρήση του προσεγγιστικού πυρήνα σε κεραίες
μεγαλύτερου πάχους, όπως αποδείχτηκε στα 2016 από τους Παπακανέλλο, Πασχαλίδη και Φικιώρη
[55], αν και η πιο ενδιαφέρουσα (και αρκετά πρόσφατη) εξέλιξη ήταν αδιαμφισβήτητα η περιγραφή της
μεθόδου του ενεργού ρεύματος [56], [57]. Η μέθοδος αυτή, με την οποία θα ασχοληθούμε και την
οποία θα εφαρμόσουμε στο κεφάλαιο 5, παρέχει έναν αρκετά απλό τρόπο επεξεργασίας του προσεγ-
γιστικού ρεύματος με αποτέλεσμα την ολική εξάλειψη των ταλαντώσεων (ακραίων και κεντρικών) και
κοντινά αποτελέσματα σε σχέση με αυτά του ακριβούς πυρήνα. Πιο πρόσφατα, στα 2018, μελετήθηκε
η αριθμητική επίλυση της εξίσωσης Hallén στην περίπτωση που η κεραία εμφανίζει πεπερασμένη αγ-
ωγιμότητα, μέσα από το παράδειγμα των δυναμικά ανερχόμενων κεραιών νανοσωλήνων άνθρακα [58]
και εφαρμόστηκε και σε αυτήν την περίπτωση και η μέθοδος του ενεργού ρεύματος [59].
Στο επόμενο κεφάλαιο θα συμπληρώσουμε αυτόν τον κατάλογο εργασιών, μελετώντας το συμπληρω-

ματικό πρόβλημα του [58]: τι συμβαίνει όταν η κεραία είναι τελείως αγώγιμη, κεντρικά τροφοδοτούμενη
με γεννήτρια δέλτα συνάρτησης, αλλά βρίσκεται σε χώρο με πεπερασμένη αγωγιμότητα;
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Κεφάλαιο 4

Αριθμητική Επίλυση της Εξίσωσης Hallén:
H Περίπτωση Αγώγιμου Μέσου
Σε αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιάσουμε τη μελέτη των αριθμητικών λύσεων της εξίσωσης Hallén λεπ-
τής κεραίας σύρματος, που βρίσκεται σε αγώγιμο μέσο (ή μέσο με απώλειες), μια μελέτη πρωτότυπη στη
διεθνή βιβλιογραφία που αποτελεί επέκταση της [1]. ΄Οπως και σε αυτήν, θα εφαρμόσουμε μια μέθοδο
Galerkin τόσο στην ακριβή όσο και στην προσεγγιστική εξίσωση Hallén (σχέσεις (2.34) και (3.2) αντίσ-
τοιχα), στην περίπτωση της (πραγματικής) κεραίας πεπερασμένου μήκους, ώστε να λάβουμε αριθμητικά
αποτελέσματα, αλλά και στην (εξιδανικευμένη) κεραία απείρου μήκους, στην οποία θα εφαρμόσουμε
ασυμπτωτικές τεχνικές ώστε να παρουσιάσουμε μια αναλυτική έκφραση για τις εξισώσεις στο κέντρο

της τροφοδοσίας. Σημειώνουμε ότι τα αποτελέσματά μας είναι ίδια (ως προς τη μορφή τουλάχιστον
–και αυτό δεν ήταν καθόλου αναμενόμενο) με αυτά της [1] με τη διαφορά ότι στις αντίστοιχες σχέσεις
έχουμε πλέον μιγαδικό κυματάριθμο και μιγαδική κυματική αντίσταση. Θα δούμε παρακάτω ότι αυτή
η ελάσσονα διαφορά προκαλεί σημαντικές διαφορές στη συμπεριφορά του προσεγγιστικού ρεύματος,
ειδικά στο πραγματικό μέρος τους.

1 H Αριθμητική Μέθοδος στην Πεπερασμένη Κεραία
Θέλουμε να λύσουμε την εξίσωσηHallén κεντρικά τροφοδοτούμενης από τη γεννήτρια δέλτα συνάρτησης,
πλάτους V και συχνότητας ω, κεραίας λεπτού σύρματος μήκους 2h και ακτίνας a, σε μέσο με συντα-
κτικές παραμέτρους (ε0, µ0, γ) και υποθέτοντας αρμονική χρονική εξάρτηση της μορφής e−jωt.
Επαναλαμβάνουμε εδώ την εξίσωση Hallén:∫ h

−h
K (z − z′) I (z′) dz′ = C cos (kcz) +

jV

2ζc
sin (kc|z|), |z| < h (4.1)

όπου K(z− z′) είναι ο πυρήνας της ολοκληρωτικής εξίσωσης και μπορεί να είναι ο ακριβής ή ο προσεγ-
γιστικός. Θεωρούμε ότι το ρεύμα αποτελείται από δύο συνιστώσες I(1)(z) και I(2)(z) που ικανοποιούν
τις σχέσεις: ∫ h

−h
K (z − z′) I(1) (z′) dz′ = cos (kcz), |z| < h∫ h

−h
K (z − z′) I(2) (z′) dz′ =

jV

2ζc
sin (kc|z|), |z| < h

(4.2)

χωρίσαμε δηλαδή την (4.1) σε δύο συνιστώσες κάθε μία οφειλόμενη σε έναν από τους δύο όρους
διέγερσης στο δεξί μέλος της (4.1). Εφαρμόζουμε μία μέθοδο Galerkin στα ρεύματα I(1)(z) και I(2)(z),
δηλαδή τα εκφράζουμε σαν ένα πεπερασμένο άθροισμα συναρτήσεων βάσης, όπως παρακάτω:

I(1)(z) ∼=
N∑

n=−N
I(1)
n un(z)

I(2)(z) ∼=
N∑

n=−N
I(2)
n un(z)

(4.3)
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Η (4.3) μας δίνει δύο σημαντικές πληροφορίες: αρχικά πετύχαμε τη διακριτοποίηση του προβλήμα-
τος. Η διακριτοποίηση είναι μια θεμελιώδης διεργασία των αριθμητικών μεθόδων, ώστε να μπορούμε να
λάβουμε ικανοποιητικής ακρίβειας αποτελέσματα σε εύλογο χρόνο. Εδώ διακριτοποίησαμε την κεραία
σε 2N + 1 υπολογιστικούς κόμβους (φυσιολογικά η κεραία έχει άπειρους υπολογιστικούς, σημειακούς
κόμβους). Το N , το πλήθος δηλαδή των συναρτήσεων βάσης φαίνεται μια κρίσιμη παράμετρος για
το πρόβλημα: αύξησή της πυκνώνει τη διακριτοποίηση και αυξάνει εκ πρώτης όψεως την ακρίβεια,
αλλά προκαλεί και την εκδήλωση ταλαντώσεων στην περίπτωση του προσεγγιστικού πυρήνα. Η υπολ-
ογιστική πολυπλοκότητα του προβλήματος επηρεάζεται κυρίως από αυτήν την παράμετρο. Η δεύτερη
πληροφορία έχει να κάνει με τη σημασία των συναρτήσεων βάσης: γύρω από κάθε υπολογιστικό κόμβο
n η μορφή των συναρτήσεων βάσης είναι η μορφή της ρευματικής κατανομής, διαμορφωμένη από ένα
συντελεστή I

(1)
n ή I

(2)
n . Μια εύλογη απορία, που όμως δεν έχει απάντηση είναι: ποια είναι η βέλτιστη

επιλογή συναρτήσεων βάσης; Ο Bibby [2], [3] μελέτησε ενδελεχώς το ζήτημα, ωστόσο δεν κατέληξε
σε κάποιο σαφές συμπέρασμα (πέρα από το ότι οι ολικού πεδίου είναι καλύτερες από τις μερικού).
΄Ετσι μπορούμε να σταχυολογήσουμε τις πιο δημοφιλείς: τετραγωνικοί παλμοί, ημιτονοειδείς παλμοί
(τέτοιοι χρησιμοποιούνται και στο NEC [4]), τριγωνικοί (που είναι μια προσέγγιση των ημιτονοειδών)
από τις μερικού πεδίου και πολυώνυμα Chebyshev ή Hermite από τις ολικού. Εμείς θα ασχοληθούμε
αποκλειστικά με συναρτήσεις βάσεις μερικού πεδίου και συγκεκριμένα τετραγωνικούς παλμούς, αφενός
λόγω της ευκολίας της ανάλυσης αφετέρου, διότι τα αποτελέσματα δεν είναι πολύ διαφορετικά (αν και
στο επόμενο κεφάλαιο θα συζητήσουμε δύο πλεονεκτήματα των ημιτονοειδών παλμών).
Οι συναρτήσεις βάσεις, με βάση τα παραπάνω, θα έχουν τη μορφή:

un(z) =

{
1, αν (n− 1/2)z0 < z < (n+ 1/2)z0

0, αλλού
. (4.4)

όπου z0 είναι το εύρος κάθε παλμού περί του κόμβου n και, επιλέγοντας ομοιόμορφη διαμέριση, βρί-
σκεται:

z0 =
2h

2N + 1
(4.5)

Παρατηρούμε ότι το σύνολο των συναρτήσεων βάσης είναι ένα ορθογώνιο σύνολο: θεωρώντας μια
συνάρτηση ul(z), με l έναν ακέραιο αριθμό, το γινόμενο αυτή με τη un(z) μπορεί να είναι 0 ή 1
ανάλογα με τη σχέση των δεικτών (συγκεκριμένα είναι 1 για n− 1 < l < n+ 1 και 0 διαφορετικά). Με
βάση αυτό μπορούμε εύκολα να φτάσουμε στην ουσιαστική διευκόλυνση που μας παρέχει η μέθοδος

Galerkin: μετατροπή των ολοκληρωτικών εξισώσεων (4.2) σε σύστημα γραμμικών εξισώσεων. Αυτό
επιτυγχάνεται αντικαθιστώντας την (4.3) στην (4.2), πολλαπλασιάζοντας με ul(z) και ολοκληρώνοντας
από z = −h ως z = h). ΄Ετσι παίρνουμε δύο συστήματα (ένα για κάθε ρεύμα) εξισώσεων:

N∑
n=−N

AlnI
(1)
n = B

(1)
l και

N∑
n=−N

AlnI
(2)
n = B

(2)
l , l = 0,±1,±2, ... (4.6)

Τα B
(1)
l και B

(2)
l μπορούν να υπολογιστούν αναλυτικά [5]:

B
(1)
l =

∫ (l+1/2)z0

(l−1/2)z0

cos (kcz)dz =
2

kc
sin (kcz0/2) cos (kcz0l)

B
(2)
l =

∫ (l+1/2)z0

(l−1/2)z0

jV

2ζc
sin (kc|z|)dz =

{
j8πV
ζckc

sin2 kcz0/4, l = 0
j4πV
ζckc

sin (kcz0/2) sin (kcz0|l|), l 6= 0

(4.7)

Οι συντελεστές Aln από την άλλη, είναι διπλά ολοκληρώματα, όμως δύο δείκτες από τους οποίους
εξαρτώνται οι συντελεστές, δεν είναι ανεξάρτητοι μεταξύ τους. Ανατρέχοντας στο επιχείρημα περί ορ-
θογωνιότητας μπορούμε να συμπεράνουμε ότι οι συντελεστές δεν εξαρτώνται από τα l και n ξεχωριστά,
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αλλά από την απόστασή τους, την απόλυτη διαφορά τους δηλαδή. ΄Ετσι:

Aln = Anl = A|l−n| (4.8)

Με λίγα λόγια, αν θεωρήσουμε τους συντελεστές A σαν πίνακα, τούτος εμφανίζει πολύ θελκτικές
ιδιότητες υπολογιστικά, χαρακτηριστικές της οικογένειας πινάκων στην οποία ανήκει. Οι πίνακες
Toeplitz, όπως λέγονται, εμφανίζουν την ίδια τιμή σε όλα τα στοιχεία που ανήκουν στις ίδιες δια-
γωνίους του πίνακα, παρέχοντας έτσι έναν ιδιαίτερα ταχύ τρόπο προσπέλασής τους [6]. Παράλληλα οι
συντελεστές μπορούν να εκφυλιστούν (με αρκετό κόπο) σε μονά ολοκληρώματα, καθώς [1]:

Al =

∫ z0

0

(z0 − z) [K(z + lz0) +K(z − lz0)] dz (4.9)

Η υπολογιστική δυσκολία του προβλήματος έγκειται στην αριθμητική ολοκλήρωση της (4.9). Είναι
προφανές ότι η μορφή του πυρήνα (ακριβής ή προσεγγιστικός) καθορίζει την ταχύτητα των υπολογι-
σμών, αφού στην πρώτη περίπτωση καλούμαστε να εφαρμόσουμε διπλή, αριθμητική ολοκλήρωση, που
σε μία μέση υλοποίηση αποτελεί τροχοπέδη της ταχύτητας της προσομοίωσης (ωστόσο αποτελεσματικοί
αλγόριθμοι έχουν αναπτυχθεί για το γρήγορο υπολογισμό ρευματικών κατανομών με τον ακριβή πυρήνα,
για παράδειγμα [7]). Απλή αριθμητική ολοκλήρωση αντιμετωπίζουμε όταν χρησιμοποιούμε τον προσεγ-
γιστικό πυρήνα.
Γνωρίζοντας όλους του συντελεστές των συστημάτων εξισώσεων (4.6) μπορούμε να χρησιμοποιή-

σουμε κλασσικές μεθόδους επίλυσης (για παράδειγμα η LU παραγοντοποίηση χρησιμοποιήθηκε με
άριστα αποτελέσματα, φυσικά μέθοδοι που λαμβάνουν υπόψιν τους ότι ο πίνακας του προβλήματος
είναι Toeplitz είναι γρηγορότερες). Παράλληλα μπορούμε να διακρίνουμε τη φυσική σημασία των συν-
τελεστών B και A: οι μεν είναι συντελεστές τάσης (άρα σχηματίζουν μια μήτρα τάσης) και οι δε
συντελεστές αγωγιμότητας (δηλαδή σχηματίζουν μια μήτρα αγωγιμότητας). ΄Ετσι υπολογίζουμε τους
συντελεστές I

(1)
n και I

(2)
n οι οποίοι συνδέονται απλά με το συνολικό ρεύμα, χρησιμοποιώντας την (4.3):

I(z) ∼=
N∑

n=−N
Inun(z) =

N∑
n=−N

[
I(2)
n + CI(1)

n

]
un(z) (4.10)

οπότε απομένει να καθορίσουμε τη σταθερά C. ΄Οπως συζητήσαμε στο κεφάλαιο 2, αυτή βρίσκεται
από την οριακή συνθήκη στα άκρα της κεραίας, συγκεκριμένα απαιτούμε μηδενισμό του ρεύματος εκεί,
όπως απέδειξαν οι Shen και Wu [8]. Με βάση αυτό η C βρίσκεται:

C = −
I

(2)
N

I
(1)
N

(4.11)

Αυτόν τον τύπο χρησιμοποιήσαμε για την περίπτωση του προσεγγιστικού πυρήνα. Για την περίπτωση
του ακριβού πυρήνα κανείς μπορεί απλά να επιταχύνει τη σύγκλιση χρησιμοποιώντας τον τύπο [1]:

C ∼= −
√

3I
(2)
N − I

(2)
N−1√

3I
(1)
N − I

(1)
N−1

(4.12)

Με τον υπολογισμό της C το ρεύμα υπολογίζεται από την (4.10) και η αριθμητική μέθοδος τερ-
ματίζει. Αριθμητικά αποτελέσματα της μεθόδου τόσο για τον προσεγγιστικό όσο και για τον ακριβή
πυρήνα θα παρουσιάσουμε σε ύστερη παράγραφο.
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2 H Αριθμητική Μέθοδος στην ΄Απειρη Κεραία και Ασυμπτωτική
Ανάλυση

Στην περίπτωση του θεωρητικού εργαλείου, της άπειρης κεραίας (κεραία άπειρου μήκους) εφαρμόζουμε
την αριθμητική μέθοδο της παραπάνω παραγράφου. Πριν την εφαρμόσουμε σημειώνουμε ότι επιλέγουμε
την κατάλληλη (ελαφρώς διαφορετική από ό,τι στην πεπερασμένη κεραία) μορφή της εξίσωσης Hallén
[9]: ∫ ∞

−∞
K (z − z′) I (z′) dz′ =

V

2ζc
ejkc|z|, |z| <∞ (4.13)

Παρατηρήστε ότι η ανωτέρω εξίσωση δεν παρουσιάζει συντελεστή C εξαρτώμενο από την οριακή συν-
θήκη στα άκρα της κεραίας. Τούτο είναι απόλυτα λογικό, διότι η άπειρη κεραία, δε διαθέτει άκρα, άρα
δεν υπάρχει κάποια οριακή συνθήκη στην περίπτωσή της.
Το ρεύμα γράφεται προσεγγιστικά:

I(∞)(z) ∼=
∞∑

n=−∞
I(∞)
n un(z), |z| < +∞ (4.14)

όπου I(∞)(z) είναι το ρεύμα επί της άπειρης κεραίας. Παρατηρούμε ότι τα άκρα άθροισης είναι ±∞,
γεγονός απόλυτα φυσιολογικό, αφού θα χρειαστούμε άπειρες συναρτήσεις βάσης για την περιγραφή
της κεραίας

9.
Συνεχίζοντας τα βήματα που περιγράψαμε νωρίτερα καταλήγουμε στην:

∞∑
n=−∞

Al−nI
(∞)
n = B

(∞)
l (4.15)

όπου l = 0,±1,±2, ..., οι συντελεστές Al−n υπολογίζονται από τη σχέση (4.9), ενώ οι συντελεστές
B∞l μπορούν να υπολογιστούν αναλυτικά, καθώς:

B
(∞)
l =

V

2ζc

∫ (l+ 1
2 )z0

(l− 1
2 )z0

exp (jkc|z|)dz =

{
j2V
ζckc

sin2 kcz0
4 + V

ζckc
sin kcz0

2 , αν l = 0;
V
ζckc

sin kcz0
2 ej|l|kcz0 , αν l = ±1,±2, ...

(4.16)

΄Αγνωστοι παραμένουν οι ρευματικοί συντελεστές I
(∞)
n . Παρατηρούμε ότι η εξίσωση (4.15) είναι μια

διακριτή συνέλιξη, συνεπώς λύνεται εύκολα με τη βοήθεια σειρών Fourier (στην εργασία [1] σημειώνε-
ται ότι συστήματα της μορφής (4.15), δηλαδή άπειρα συστήματα Toeplitz διαθέτουν λύση σε κλειστή
μορφή). Προς αυτό εισάγουμε τις σειρές Fourier:

Ā(θ) =

∞∑
l=−∞

Ale
jlθ, B̄(θ) =

∞∑
l=−∞

B
(∞)
l ejlθ, Ī(θ) =

∞∑
l=−∞

I
(∞)
l ejlθ (4.17)

όπου −π < θ ≤ π και εφαρμόζουμε το θεώρημα της συνέλιξης, οπότε:

Ā(θ)Ī(θ) = B̄(θ) (4.18)

Από την (4.17) είναι εμφανές ότι οι ρευματικοί συντελεστές δεν είναι παρά οι συντελεστές (μιγαδικής
σειράς) Fourier. Λύνοντας ως προς Ī(θ) και εφαρμόζοντας τη σχέση αντιστροφής για τις σειρές Fourier,
οπότε:

I(∞)
n (θ) =

1

2π

∫ π

−π
Ī(θ)e−jnθdθ =

1

2π

∫ π

−π

B̄(θ)

Ā(θ)
e−jnθdθ (4.19)

9Tο πλήθος των συναρτήσεων βάσης καθορίζεται από εμάς βάσει ενός συμβιβασμού ακρίβειας και υπολογιστικής
πολυπλοκότητας, ωστόσο είναι και συνάρτηση του μήκους της κεραίας: 30 συναρτήσεις βάσης δημιουργούν μια αραιή
διακριτοποίηση για κεραίες μήκους λ/2 πόσο μάλλον για μια κεραία μήκους 10λ!
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όπου αντικαταστήσαμε την (4.18), λυμένη ως προς I(θ) στην τελευταία ισότητα.
Εφόσον γνωρίζουμε τις τιμές των συντελεστών B

(∞)
l μπορούμε να υπολογίσουμε αναλυτικά το

δεύτερο άθροισμα της (4.17). Συγκεκριμένα [1]:

B̄(θ) = −jV
ζc

2

kc
sin2 kcz0

4

cos kcz02 + cos2 θ
2

sin θ+kcz0
2 sin θ−kcz0

2

(4.20)

Η σειρά συγκλίνει στο ανωτέρω αποτέλεσμα αν και μόνο αν Im{kc} > 0. Αυτήν τη συνθήκη συνα-
ντήσαμε και στην απόδειξη της λογαριθμικής ιδιομορφίας του ακριβούς πυρήνα (τότε ήταν απαραίτητη
προϋπόθεση για την εφαρμογή αντιστρόφου μετασχηματισμού Fourier). Την ίδια συνθήκη χρησι-
μοποιούν και οι συγγραφείς της [1] που ακολουθούμε: εκεί η απαίτηση ήταν μια απαίτηση μαθηματικής
φύσης (αφού η κεραία ήταν εμβαπτισμένη στο κενό, άρα είχε αυστηρά πραγματικό κυματάριθμο), εδώ
προκύπτει φυσιολογικά από το ηλεκτρομαγνητικό περιβάλλον του προβλήματος.
Πιο επίπονη είναι η διαδικασία για τον καθορισμό της A(θ). Αντικαθιστούμε την (4.9) στην πρώτη

ισότητα της (4.17) και χρησιμοποιούμε τον τύπο αθροίσματος Poisson [10], οπότε:

Ā(θ) =

∞∑
m=−∞

∫ ∞
−∞

∫ z0

0

(z0 − z) [K(z + xz0) +K(z − xz0)] ejx(θ−2mπ)dzdx (4.21)

Με λίγη άλγεβρα η παραπάνω σχέση απλοποιείται σημαντικά:

Ā(θ) = z0

∞∑
m=−∞

K

(
2mπ − θ

z0

)
sin2 θ

2(
mπ − θ

2

)2 (4.22)

όπου K(λ) είναι ο μετασχηματισμός Fourier του πυρήνα, που όπως είπαμε μπορεί να είναι είτε ο ακριβής
είτε ο προσεγγιστικός. Στη σχέση (2.38) φαίνεται ο μετασχηματισμός Fourier του ακριβούς πυρήνα,
αλλά εδώ θα επαναλάβουμε και τους δύο

10 [9]:

Kex(λ) =


j
4J0

(
a
√
k2
c − λ2

)
H

(1)
0

(
a
√
k2
c − λ2

)
1

2π I0

(
a
√
λ2 − k2

c

)
K0

(
a
√
λ2 − k2

c

)
Kap(λ) =


j
4H

(1)
0

(
a
√
k2
c − λ2

)
1

2πK0

(
a
√
λ2 − k2

c

) (4.23)

Εφόσον το πηλίκο B̄(θ)/Ā(θ) είναι άρτια συνάρτηση του θ στην (4.19) μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε
την αναπαράσταση συνημιτόνου για τους συντελεστές της (4.19), δηλαδή:

I(∞)
n =

1

π

∫ π

0

B̄(θ)

Ā(θ)
cos(nθ)dθ (4.24)

Από την (4.20) εύκολα φαίνεται ότι κλαδικά σημεία εμφανίζονται στις θέσεις θ = ±kcz0 συνεπώς η

διαδρομή ολοκλήρωσης της (4.24) θα πρέπει να κάτω από το θ = kcz0 (το δεύτερο δε βρίσκεται επί της
διαδρομής, οπότε μας είναι αδιάφορο).
Αρχικά, θεωρούμε ότι K(λ) = Kex(λ). Στο όριο που το εύρος των παλμών μηδενίζεται, δηλαδή που

z0 → 0, κάτι που συμβαίνει για πολύ πυκνή διακριτοποίηση (δηλαδή για N → ∞) μπορούν εύκολα να
10
΄Οπως στο κεφάλαιο 2, σημειώνουμε ότι οι δύο κλάδοι (για κάθε πυρήνα) αποτελούν αναλυτικές επεκτάσεις ο ένας του

άλλου, συνεπώς θα μπορούσαμε να έχουμε και ισότητα μεταξύ των κλάδων. Στη συνέχεια χρησιμοποιούμε το βολικότερο
για τη μαθηματική ανάλυση, χωρίς βλάβη της γενικότητας.
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βρεθούν ασυμπτωτικές εκφράσεις των συναρτήσεων B̄(θ) και Ā(θ). Για την πρώτη πολλαπλασιάζοντας
και διαιρώντας με θ2 − (kcz0)2:

B̄(θ) ∼ − jV

2kcζc

(kcz0)2

θ2 − (kcz0)2

1 + cos2 (θ/2)

[sin2 (θ/2)/(θ/2)]2
, (z0 → 0) (4.25)

ενώ για τη δεύτερη μπορούμε να διατηρήσουμε μόνον τον πρώτο όρο του αθροίσματος (σχέση (4.22)),
δηλαδή για m = 0, αφού για τους λοιπούς το όρισμα του πυρήνα απειρίζεται, άρα ο πυρήνας μηδενίζεται.
΄Ετσι:

Ā(θ) ∼ z0Kex

(
θ

z0

)
[sin2 (θ/2)/(θ/2)]2, (z0 → 0) (4.26)

Αντικαθιστώντας τα αποτελέσματα αυτά στην (4.24), θέτοντας όπου θ το λz0 (εννοείται ότι z0 → 0)
παίρνουμε την αριθμητική, ακριβή λύση της εξίσωσης Hallén για κεραία άπειρου μήκους, δηλαδή:

I(∞)
ex,n ∼

jkcV

πζc

∫ ∞
0

cos (λnz0)

(k2
c − λ2)Kex(λ)

, (z0 → 0) (4.27)

Σημειώνουμε ότι παραπάνω θεωρούμε ότι η ποσότητα είναι nz0 είναι σταθερή (πρακτικά ο έκαστος
κόμβος αντισταθμίζει το μικρό εύρος παλμού). Πάλι έχουμε (ενδιαφέρον) κλαδικό σημείο στη θέση
λ = kc, οπότε η διαδρομή ολοκλήρωσης περνάει κάτω από αυτό. Είναι εμφανές ότι η αριθμητική λύση
(4.27) ταυτίζεται με την αναλυτική που βρήκαμε στο δεύτερο κεφάλαιο (σχέση (2.40)). Το γεγονός
αυτό είναι αναμενόμενο και προσδίδει εμπιστοσύνη στη μέθοδό μας. Το πιο ενδιαφέρον είναι ότι εφόσον
η (2.40) είναι η αφετηρία για την απόδειξη της λογαριθμικής ιδιομορφίας, αυτή θα μεταφέρεται και στην
αριθμητική λύση, μέσω της (4.27). Τούτο είναι εμφανές στο Σχήμα 3.1, στο κέντρο της κεραίας.
Τα πιο σημαντικά αποτελέσματά μας προέρχονται, φυσικά, από τη μελέτη στην περίπτωση που

K(λ) = Kap(λ). Για a|λ| � 1, από το τέταρτο σκέλος της (4.23) (φυσικά, σωστή επιλογή θα ήταν
και το τρίτο, αφού τόσο στον ακριβή όσο και στον προσεγγιστικό τα δύο σκέλη αποτελούν αναλυτικές
επεκτάσεις το ένα του άλλου, συνεπώς είναι ισοδύναμα) και χρησιμοποιώντας τη (2.41) παίρνουμε:

Kap(λ) ∼ 1

2

√
1

2πa|λ|
e−a|λ|, (a|λ| � 1) (4.28)

Αυτή είναι και η προσέγγιση που γίνεται και στην εργασία [1]. Είναι δελεαστικό να διατηρήσουμε
όρους ανώτερης τάξης, ώστε να εκδηλωθεί ο μιγαδικός κυματάριθμος. Αριθμητικά πειράματα έδειξαν
ότι η συνεισφορά των όρων ανώτερης τάξης είναι αμελητέα, συνεπώς η προσέγγιση (4.28) συνεχίζει να
ισχύει. Συνεχίζει να ισχύει και η σχέση (4.27), απλά με τον προσεγγιστικό αντί του ακριβούς πυρήνα.
΄Ομως, όπως φαίνεται από την (4.28) και εφόσον ο πυρήνας είναι στον παρανομαστή, το ολοκλήρωμα
αποκλίνει. Η απόκλιση, εντούτοις μπορεί να μελετηθεί ασυμπτωτικά.
΄Ολα τα αποτελέσματά μας στο εξής υπόκεινται στις παρακάτω συνθήκες:

z0

a
� 1,

nz0

a
= O(1), |kc|z0 � 1 (4.29)

Οι δύο πρώτες βρίσκονται στην [1] (σημειώστε την ομοιότητά τους με τις προτεινόμενες κρίσιμες
συνθήκες των συγγραμμάτων που παρουσιάσαμε στο κεφάλαιο 3!), ενώ η τρίτη είναι μια νέα προσθήκη
που αντανακλά το γεγονός ότι τα ασυμπτωτικά αποτελέσματά μας αποτυγχάνουν για υψηλές τιμές της

αγωγιμότητας (περίπου για γ > 0.3 S/m11).
11
Αν και αυτές οι τιμές ειδικής αγωγιμότητας φαίνονται μικρές, σημειώνεται ότι στις μικροκυματικές συχνότητες που

μας ενδιαφέρουν τα περισσότερα υλικά παρουσιάζουν μικρή αγωγιμότητα μικρότερη από 0.01 S/m [11].
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Φυσικά η μορφή της συνάρτησης B̄(θ) δεν αλλάζει όταν μεταβάλλουμε τον πυρήνα σε αντίθεση με
της Ā(θ). Η εκθετικά μειούμενες τιμές του φάσματος του πυρήνα μας επιτρέπουν να διατηρήσουμε
λίγους (συγκεκριμένα τους πρώτους δύο) στο άθροισμα της (4.22). ΄Ετσι:

Ā(θ) ∼ 4z0 sin2

(
θ

2

)[
Kap

(
θ

z0

)
+K

(
2π − θ
z0

)
1

(2π − θ)2

]
,
(z0

a
→ 0

)
(4.30)

Αντικαθιστώντας την ανωτέρω εξίσωση στην (4.24) και θέτοντας φ = π − θ παίρνουμε την:

I(∞)
ap,n ∼

(−1)n

4πz0

∫ π

0

B̄(π − φ)/ cos2
(
φ
2

)
Kap

(
π−φ
z0

)
/(π − φ)2 +Kap

(
π+φ
z0

)
/(π + φ)2

cos (nφ)dφ,
(z0

a
→ 0

)
(4.31)

Οι συνθήκες (4.29) επιβάλλουν υψηλές τιμές μόνο σε μια μικρή περιοχή περί του φ = 0 στο παραπάνω
ολοκλήρωμα. ΄Αρα μπορούμε να αλλάξουμε το άνω άκρο ολοκλήρωσης σε 1 (ή τάξης 1) με αμελητέο
σφάλμα. Τούτο σε συνδυασμό με την προσέγγιση (4.28) και την αλλαγή μεταβλητής x = φa/z0 μας

δίνει:

I(∞)
ap,n ∼

1√
2π
kcz0

√
z0

a
(−1)neπ

a
z0 f

(z0

a
, kca, n

z0

a

)
(4.32)

όπου:

f
(z0

a
, kca, n

z0

a

)
=

∫ a
z0

0

g
(
x;
z0

a
, kca

)
cos
(
n
z0

a
x
)
dx (4.33)

και:

g
(
x;
z0

a
, kca

)
=

B̄
(
π − z0

a x
)
/
(
kcz

2
0 cos2 1

2
z0
a x
)

ex
(
π − z0

a x
)−5/2

+ e−x
(
π + z0

a x
)−5/2

(4.34)

Χρησιμοποιούμε την (4.25) και αναπτύσσουμε την g σε δυνάμεις του z0/a, οπότε:

g
(
x;
z0

a
, kca

)
=
−jV π5/2

16ζc

1

coshx

(
1− 5

2π

z0

a
x tanhx

)
+O

((z0

a

)2
)

(4.35)

Αντικαθιστώντας την (4.35) στην (4.33) και αντικαθιστώντας το άνω άκρο ολοκλήρωσης με ∞ (αφού
z0/a → 0) προκύπτουν δύο ολοκληρώματα (οι δύο πρώτοι όροι της σειράς Taylor της f) των οποίων
το αποτέλεσμα βρίσκεται εδώ [12]. H (4.32) μας δίνει τότε το τελικό αποτέλεσμα:

I(∞)
ap,n ∼ −j

V

ζc

π3

32
√

2
kc z0

√
z0

a
(−1)n exp

(
aπ

z0

)
1

cosh
(
π
2
z0
a n
) [1− 5

2π

z0

a
+

5

4
n
(z0

a

)2

tanh
(π

2

z0

a
n
)]

(4.36)
που υπόκειται στις συνθήκες (4.29). Σημειώνουμε ότι ακόμη και ο πρώτος όρος της ανωτέρω αναπαρά-
στασης είναι πολύ καλή προσέγγιση των ταλαντώσεων (θα τον αξιοποιήσουμε περαιτέρω στο επόμενο
κεφάλαιο). Διαιρούμε κατα μέλη την ανωτέρω εξίσωση με την εξίσωση (38) της [1], οπότε:

I
(∞)
n,lossy/V

I
(∞)
n,lossless/V

∼ kc/ζc
k/ζ0

(4.37)

όπου k ο πραγματικό κυματάριθμος στο κενό και ζ0 = 376.73 Ω η κυματική αντίσταση του κενού.
Κάνοντας τις απλές πράξεις:

I
(∞)
n,lossy

V
∼ (1 + j tan δ)

I
(∞)
n,lossless

V
(4.38)
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Οι σχέσεις (4.36) και (4.38) είναι οι σημαντικότερες της παρούσας εργασίας. Από αυτές και τα
όσα συζητήσαμε στο παρόν κεφάλαιο, μπορούμε να συνοψίσουμε τα νέα συμπεράσματα που εξήχθησαν
από τη μελέτη των αριθμητικών λύσεων της προσεγγιστικής εξίσωσης Hallén κεραίας εμβαπτισμένης
σε μέσο με απώλειες:

• Οι αφύσικες, αριθμητικές λύσεις οφείλονται στη μη επιλυσιμότητα της εξίσωσηςHallén, αποτέλεσμα
της χρήσης του (αναλυτικού) προσεγγιστικού πυρήνα και της γεννήτριας δέλτα συνάρτησης.

• Η μη επιλυσιμότητα εκδηλώνεται με ταλαντώσεις, όπως υποδεικνύει ο παράγοντας (−1)n στην

(4.36), με εκθετικά μεγάλο πλάτος, όπως υποδεικνύει ο παράγοντας exp
(
aπ
z0

)
στην ίδια εξίσωση,

καθώς μειώνεται το εύρος των παλμών ή καθώς αυξάνεται το πλήθος τους για κεραία ορισμένης

γεωμετρίας. Οι ταλαντώσεις που μελετήσαμε αφορούν το κέντρο της τροφοδοσίας αν και υ-
πάρχουν ασθενείς ταλαντώσεις και στα άκρα της κεραίας.

• Ταλαντώσεις εμφανίζονται τόσο στο πραγματικό όσο και στο φανταστικό μέρος της ρευματικής
κατανομή, μια σημαντική διαφορά μεταξύ της μελέτης μας και της [1], όπου ταλαντώσεις στο
κέντρο της τροφοδοσίας εμφανίζονταν μόνο στο φανταστικό μέρος.

• Κοντά στην τροφοδοσία γνωρίζουμε χάρις στις (4.36) και (4.38) τη συμπεριφορά των ταλα-
ντώσεων αυτών: το φανταστικό μέρος έχει πλάτος ασυμπτωτικά ανεξάρτητο από την αγωγιμότητα
του χώρου, οπότε αναμένουμε πολύ κοντινά αποτελέσματα με αυτά που έχουν αναφερθεί στην
πρωτόλεια εργασία [1]. Για το πραγματικό μέρος κανείς μπορεί να εκτιμήσει το πλάτος των ταλα-
ντώσεων εύκολα διότι ισούται με το πλάτος των ταλαντώσεων του φανταστικού μέρους επί έναν

πολλαπλασιαστικό παράγοντα − tan δ. Το προαναφερθέν είναι ένα εξαιρετικά κομψό αποτέλεσμα,
διότι ενώνει ένα καθαρά αριθμητικό πρόβλημα με ένα πολύ δημοφιλές φυσικό μέγεθος με πολύ

εναργή τρόπο.

Στην επόμενη παράγραφο παρουσιάζουμε αριθμητικά δεδομένα που στηρίζουν όλα μας τα συμπεράσματα

και τα επεκτείνουν στην περίπτωση των κεραιών πεπερασμένου μήκους, πραγματικών κεραιών δηλαδή.

3 Αριθμητικά Αποτελέσματα

Η κεραία που θα μελετήσουμε είναι αυτή του κεφαλαίου 3, δηλαδή έχει μήκος 2h = λ/212, ακτίνα
a = 0.007022λ, πλήθος συναρτήσεων βάσης N = 200 και συντακτικές παραμέτρους χώρου στον οποίο
βρίσκεται η κεραία (ε, µ, γ) = (ε0, µ0, 0.1). Σημειώνεται ότι η τιμή της αγωγιμότητας είναι μια σχετικά
υψηλή τιμή (αντιστοιχεί σε tan δ = 3.6), ώστε να μελετήσουμε μια ακραία, πιο επικίνδυνη περίπτωση
(τα αποτελέσματα θα είναι ακόμη καλύτερα για γ < 0.1 S/m). Σημειώνουμε ότι η συγκεκριμένη
αγωγιμότητα για συχνότητα f = 500 MHz αντιστοιχεί σε υγρό έδαφος (η αγωγιμότητα ενός υλικού
αυξάνει με την υγρασία του [13]) από την αεροπορική βάση του Kirtland [14]. Μάλιστα από αυτή τη
συχνότητα και έπειτα η αγωγιμότητα κορέννυται στα 0.1 S/m, και για αυτό η ανωτέρω συχνότητα
επιλέγεται για τη γεννήτρια δέλτα συνάρτησης. To πλάτος της τάσης θεωρείται μοναδιαίο.
Το πρώτο που θα ελέγξουμε είναι η εμφάνιση ταλαντώσεων τόσο στο πραγματικό όσο και στο φα-

νταστικό μέρος. Από τα Σχήματα 4.1 και 4.2 τούτο είναι εμφανές και στην περίπτωση της πεπερασμένης
κεραίας. Είναι αξιοσημείωτο ότι το Σχήμα 4.2 εμφανίζει τεράστιες ομοιότητες με τη δεύτερη γραφική
του Σχήματος 3.2. Τούτο ισχυροποιεί τον ισχυρισμό μας ότι δηλαδή, ασυμπτωτικά, η επιρροή της
μη μηδενικής αγωγιμότητας στις ταλαντώσεις του φανταστικού μέρους είναι αμελητέα. Στη συνέχεια,
το πλάτος του φανταστικού μέρους του ρεύματος στην τροφοδοσία υπολογίζεται στα Im{Iap(0)} =

12
Το μήκος κύματος λ στα παρακάτω αποτελέσματα υπολογίζεται από τον τύπο λ = c/f , όπου c = 3 × 108 m/s η

ταχύτητα του φωτός στο κενό.
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Σχήμα 4.1: Το πραγματικό μέρος της αγωγιμότητας, όπως προκύπτει από την επίλυση της προ-
σεγγιστικής εξίσωσης Hallén. Η κεραία έχει έχει μήκος 2h = λ/2, ακτίνα a = 0.007022λ, πλήθος
συναρτήσεων βάσης N = 200 και συντακτικές παραμέτρους χώρου στον οποίο βρίσκεται η κεραία
(ε, µ, γ) = (ε0, µ0, 0.1), ενώ θεωρούμε ω = 2π × 5× 108 r/s και V = 1, συνεπώς η παραπάνω κυματο-
μορφή είναι και κυματομορφή ρεύματος.

−2.66× 102 A. Πολλαπλασιάζοντας με − tan δ = 3.60 λαμβάνουμε την τιμή 9.58× 102. Από την άλλη
στην τροφοδοσία το πραγματικό μέρος του ρεύματος βρίσκεται ίσο με Re{Iap(0)} = 9.56 × 102 A,
δηλαδή έχουμε μόλις 0.07% σφάλμα!
Για να ενισχύσουμε αυτά τα συμπεράσματα, στον Πίνακα 4.1 παρουσιάζουμε το φανταστικό μέρος

της ρευματικής κατανομή για διάφορες τιμές της αγωγιμότητας, ενώ στον Πίνακα 4.2 παρουσιάζουμε
τα σχετικά σφάλματα μεταξύ της απόλυτης τιμής του λόγου πραγματικού προς φανταστικού μέρους

στην τροφοδοσία της κεραίας και της εφαπτομένης απωλειών.
΄Οπως συζητήσαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο η κεραία που μελετάμε είναι εξαιρετικά δημοφιλής,

ενώ όπως υποδεικνύουν οι σχέσεις (4.29), η ανάλυσή μας εφαρμόζεται πρακτικά για τεράστια επιλογή
διαστάσεων, οπότε δε θα ασχοληθούμε με τη γεωμετρία της κεραίας στο παρόν κεφάλαιο. ΄Ενα α-
ριθμητικό αποτέλεσμα που πρέπει να παρουσιαστεί όμως είναι η σύγκριση μεταξύ της ασυμπτωτικής

σχέσης (4.36) και των αριθμητικών αποτελεσμάτων, τελευταίο τεκμήριο της επιτυχίας της ανάλυσης
και της επέκτασής της από της κεραίες άπειρου μήκους στης κεραίες πεπερασμένου, η οποία φαίνεται
στον Πίνακα 4.3.
Στα Σχήματα 4.3 και 4.4 φαίνεται η σύγκριση μεταξύ του ρεύματος, όπως αυτό προκύπτει από τη

χρήση του ακριβούς και του προσεγγιστικού πυρήνα και παρουσιάζονται και οι ταλαντώσεις στα άκρα,
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γ Im{In/V }
0.00 −2.6586× 102

0.02 −2.6587× 102

0.04 −2.6589× 102

0.06 −2.6592× 102

0.08 −2.6598× 102

0.10 −2.6604× 102

Πίνακας 4.1: Επίδραση της αγωγιμότητας στο φανταστικό μέρος του προσεγγιστικού ρεύματος.
Μελετάμε την κεραία ενδιαφέροντος με τη συνήθη τροφοδοσία και N = 200. Οι διαφορές είναι αμε-
λητέες και αυξάνονται για μεγάλα γ, σημάδι ότι πλησιάζουμε στην παραβίαση των (4.29) συγκεκριμένα
της τρίτης.

Σχήμα 4.2: Το φανταστικό μέρος της αγωγιμότητας, όπως προκύπτει από την επίλυση της προ-
σεγγιστικής εξίσωσης Hallén. Η κεραία έχει έχει μήκος 2h = λ/2, ακτίνα a = 0.007022λ, πλήθος
συναρτήσεων βάσης N = 200 και συντακτικές παραμέτρους χώρου στον οποίο βρίσκεται η κεραία
(ε, µ, γ) = (ε0, µ0, 0.1), ενώ θεωρούμε ω = 2π × 5 × 108 r/s και V = 1 V, συνεπώς η παραπάνω
κυματομορφή είναι και κυματομορφή ρεύματος.

που λόγω κλίμακας δεν μπορούν να εμφανιστούν στα Σχήματα 4.1 και 4.2, των οποίων η ακριβής περι-
γραφή παραμένει άλυτο ζήτημα. Σημειώνεται ότι η συμμετρία της κεραίας μας επιτρέπει να σχεδιάσουμε
μόνο το ένα μισό της κεραίας (το άλλο μπορεί να σχεδιαστεί εύκολα, αφού υπάρχει άρτια συμμετρία).
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N Σχετικό Σφάλμα (%)
100 4.3361× 100

110 1.9881× 100

120 0.8735× 100

130 0.3503× 100

140 0.1087× 100

150 3.2400× 10−4

160 0.0477× 100

170 0.0668× 100

180 0.0732× 100

190 0.0740× 100

200 0.0724× 100

Πίνακας 4.2: Σύγκλιση της μεθόδου για πυκνότερη διακριτοποίηση. Μελετάμε την κεραία ενδιαφέρο-
ντος με τη συνήθη τροφοδοσία και γ = 0.1. Το σφάλμα αν και πάντα μικρό μειώνεται καθώς αυξάνουμε
το N , άρα πυκνώνουμε τη διακριτοποίηση, σημάδι σύγκλισης, αφού πληρούμε όλο και περισσότερο τις
συνθήκες (4.29) και συγκεκριμένα την πρώτη.

Σχεδιάζοντας τον ακριβή πυρήνα, αλλά και από τη σχέση (2.47) είναι εμφανές ότι λογαριθμική ι-
διομορφία εμφανίζεται και στο πραγματικό μέρος του ρεύματος. ΄Οπως στην περίπτωση του κενού, η
αριθμητική μέθοδος προσεγγίζει με ταλαντώσεις τη λογαριθμική ιδιομορφία, που εκεί εμφανίζεται μόνο
στο φανταστικό μέρος, έτσι και στην περίπτωση μέσου με απώλειες με ταλαντώσεις προσεγγίζονται οι
λογαριθμικές ιδιομορφίες που εμφανίζονται τόσο στο πραγματικό όσο και στο φανταστικό μέρος του

ρεύματος.
Τέλος, στο Σχήμα 4.5 παρουσιάζουμε σε ημιλογαριθμικό χαρτί τους δείκτες κατάστασης για τη

μήτρα αγωγιμότητας A (σχέση (4.9)) για διαφορετικά πλήθη συναρτήσεων βάσης σε περιβάλλοντα
χωρίς και με αγωγιμότητα. Είναι εμφανές ότι οι τιμές των δεικτών αυξάνονται εκθετικά με το πλήθος
συναρτήσεων βάσης, όμως υπάρχει ένα υπολογιστικό παράθυρο, στο οποίο υπολογισμοί μπορούν να
γίνουν δίχως την (ισχυρή) επιρροή του σφάλματος στρογγυλοποίησης, όπως γράφτηκε και στην εργασία
[15], άρα σε κάθε περίπτωση το σφάλμα στρογγυλοποίησης δεν προκαλεί τις ταλαντώσεις. Η αμελητέα
επιρροή του ελέγχθηκε με τη χρήση εναλλακτικών μεθόδων επίλυσης γραμμικών συστημάτων (LU και
Cholesky παραγοντοποίηση συγκεκριμένα): όλες έδιναν τα ίδια αποτελέσματα, με την ίδια ευστάθεια.
Είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρον το γεγονός ότι ύπαρξη μη μηδενικής αγωγιμότητας στο μέσο που βρίσκεται

η κεραία ευεργετεί (ελαφρά) τους υπολογισμούς μειώνοντας το δείκτη κατάστασης!
Κανείς μπορεί να ισχυριστεί ότι τα αποτελέσματά μας στέκουν μόνο στην πολύ συγκεκριμένη

περίπτωση της γεωμετρίας που μελετάμε (λεπτή κεραία σύρματος), στις συναρτήσεις βάσεις που χρησι-
μοποιούμε (τετραγωνικοί παλμοί) και στην εξίσωση που λύνουμε (προσεγγιστική εξίσωση Hallén).
΄Οπως έχει αποδειχτεί εδώ [1] και μπορεί να επεκταθεί τετριμμένα στην περίπτωσή μας, πράγματι
τα ποσοτικά αποτελέσματα (κυρίως η εξίσωση (4.36)) αφορούν αποκλειστικά την πολύ συγκεκριμένη
περίπτωση που μελετάμε. Η μέθοδος ανάλυσης όμως, καθώς και τα ποιοτικά συμπεράσματα –τα τέσσερα
σημεία της προηγούμενης παραγράφου– στέκουν σε πιο πολύπλοκες διατάξεις, όπως κεκαμμένες κε-
ραίες σύρματος, που μπορούν να θεωρηθούν ως υπέρθεση απλών, ευθείων κεραιών [16] ή συστοιχίες
παραλλήλων κεραιών. Ακόμη διαφορετικές συναρτήσεις βάσεις μπορούν να χρησιμοποιηθούν, όπως θα
δείξουμε αναλυτικότερα στο επόμενο κεφάλαιο. Τέλος, την ίδια συμπεριφορά εμφανίζουν ταλαντώσεις
όταν προέρχονται από την αριθμητική λύση της εξίσωσης Pocklington. Τούτο είναι λογικό διαισθητικά,
αφού στην περίπτωση της προσεγγιστικής εξίσωσης Pocklington, δεδομένης της αναλυτικότητας των
ολοκληρωτέων συναρτήσεων, ο διαφορικός τελεστής που υπάρχει επιπρόσθετα μπορεί να εναλλαχθεί
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n Re{In/V } Re
{
I
(∞)
n /V

}
Im{In/V } Im

{
I
(∞)
n /V

}
n Re{In/V } Re

{
I
(∞)
n /V

}
Im{In/V } Im

{
I
(∞)
n /V

}
0 9.56 × 102 8.95 × 102 −2.66 × 102 −2.49 × 102 16 3.54 × 101 3.58 × 101 −9.86 × 100 −9.95 × 100

1 −9.23 × 102 −8.72 × 102 2.57 × 102 2.42 × 102 17 −2.77 × 101 −2.77 × 101 7.72 × 100 7.73 × 100

2 8.37 × 102 8.07 × 102 −2.33 × 102 −2.25 × 102 18 2.17 × 101 2.16 × 101 −6.04 × 100 −6.00 × 100

3 −7.23 × 102 −7.14 × 102 2.01 × 102 1.99 × 102 19 −1.70 × 101 −1.67 × 101 4.73 × 100 4.65 × 100

4 6.02 × 102 6.08 × 102 −1.68 × 102 −1.69 × 102 20 1.33 × 101 1.30 × 101 −3.70 × 100 −3.61 × 100

5 −4.90 × 102 −5.03 × 102 1.36 × 102 1.40 × 102 21 −1.04 × 101 −1.00 × 101 2.91 × 100 2.79 × 100

6 3.93 × 102 4.07 × 102 −1.09 × 102 −1.13 × 102 22 8.17 × 100 7.78 × 100 −2.27 × 100 −2.16 × 100

7 −3.13 × 102 −3.26 × 102 8.70 × 101 9.06 × 101 23 −6.39 × 100 −6.02 × 100 1.78 × 100 1.67 × 100

8 2.47 × 102 2.58 × 102 −6.88 × 101 −7.12 × 101 24 5.01 × 100 4.66 × 100 −1.39 × 100 −1.30 × 100

9 −1.95 × 102 −2.03 × 102 5.41 × 101 5.65 × 101 25 −3.92 × 100 −3.60 × 100 1.10 × 100 1.00 × 100

10 1.53 × 102 1.59 × 102 −4.25 × 101 −4.44 × 101 26 3.08 × 100 2.78 × 100 −8.52 × 10−1 −7.74 × 10−1

11 −1.20 × 102 −1.25 × 102 3.34 × 101 3.47 × 101 27 −2.40 × 100 −2.15 × 100 6.73 × 10−1 5.98 × 10−1

12 9.40 × 101 9.74 × 101 −2.62 × 101 −2.71 × 101 28 1.89 × 100 1.66 × 100 −5.21 × 10−1 −4.61 × 10−1

13 −7.37 × 101 −7.60 × 101 2.05 × 101 2.11 × 101 29 −1.47 × 100 −1.28 × 100 4.14 × 10−1 3.56 × 10−1

14 5.77 × 101 5.92 × 101 −1.61 × 101 −1.65 × 101 30 1.16 × 100 9.88 × 10−1 −3.18 × 10−1 −2.75 × 10−1

15 −4.52 × 101 −4.60 × 101 1.26 × 101 1.28 × 101 31 −9.01 × 10−1 −7.62 × 10−1 2.55 × 10−1 2.12 × 10−1

Πίνακας 4.3: Σύγκριση των πρώτων 32 τιμών του μιγαδικού In/V όπως προκύπτει από τη μέθοδο
Galerkin (για την κεραία πεπερασμένου μήκους) με τα αντίστοιχα αποτελέσματα από τη σχέση (4.36)
(για την κεραία άπειρου μήκους). Οι παράμετροι είναι αυτές των Σχημάτων 4.1 και 4.2. Η ακρίβεια
είναι εντυπωσιακή.

Σχήμα 4.3: Δείκτης κατάστασης για κεραία μήκους 2h = λ/2, ακτίνας a = 0.007022λ, με τροφοδοσία
πλάτους V = 1 V και συχνότητας ω = 2π × 5× 108 r/s σε κενό (στίγματα), σε μέσο με αγωγιμότητα
γ = 0.02 S/m (ασυνεχής γραμμή) και σε μέσο με αγωγιμότητα γ = 0.1 S/m. Παντού θεωρούμε ότι
(ε, µ) = (ε0, µ0). Παρατηρήστε την εκθετική σχέση μεταξύ n και δείκτη κατάστασης.
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Σχήμα 4.4: Εστίαση στο πραγματικό και φανταστικό μέρος των Σχημάτων 4.1 και 4.2. Με συνεχή
γραμμή σχεδιάζουμε το ακριβές ρεύμα/αγωγιμότητα και με στίγματα το προσεγγιστικό. Εδώ γίνονται
εμφανείς οι –ασθενείς– ταλαντώσεις των άκρων, οι λογαριθμικές ιδιομορφίες τόσο στο πραγματικό όσο
και στο φανταστικό μέρος (για την περίπτωση του ακριβούς πυρήνα), αλλά και στο γεγονός ότι μακρυά
από το κέντρο και –όχι τόσο– τα άκρα, ο προσεγγιστικός πυρήνας παρέχει πολύ καλές προσεγγίσεις
του ρεύματος/αγωγιμότητας επί της κεραίας. Αρκετές τιμές των κεντρικών ταλαντώσεων ήταν εκτός
κλίμακας, οπότε δε φαίνονται σε αυτά τα διαγράμματα.

με το ολοκλήρωμα, δίνοντάς μας την εξίσωση Hallén. Στην περίπτωση της ακριβούς Pocklington από
την άλλη, η λογαριθμική ιδιομορφία του πυρήνα απαγορεύει αυτήν τη μετάθεση.
΄Εχοντας παρουσιάσει το πρόβλημα, τις ταλαντώσεις δηλαδή, και έχοντάς το μελετήσει διεξοδικά,

φυσιολογική επέκταση της μελέτης μας είναι η προσπάθεια εξομάλυνσης των ταλαντώσεων. Η μέθοδος
του ενεργού ρεύματος εφαρμόστηκε με επιτυχία πριν από λίγα χρόνια [17] για την εξομάλυνση των
ταλαντώσεων στην περίπτωση κεραίας σε κενό. Θα μελετήσουμε κατά πόσο μπορεί να επεκταθεί η
μέθοδος σε κεραία εντός περιβάλλοντος με απώλειες.
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Κεφάλαιο 5

Η Μέθοδος του Ενεργού Ρεύματος

Η μέθοδος του ενεργού ρεύματος είναι πιθανότατα η πιο πρόσφατη, σημαντική προσθήκη στον (μεγάλο)
όγκο εργασιών που αφορούν την επίλυση της προσεγγιστικής εξίσωσης Hallén, με την κύρια εργασία
να δημοσιεύεται μόλις στα 2011 [1] (με μια συζήτηση λίγο νωρίτερα [2]) αν και το ενεργό ρεύμα,
ρεύμα δηλαδή υπολογισμένο στην επιφάνεια του της κεραίας μέσω του μαγνητικού πεδίου που παράγει

σε αυτήν ακριβώς την επιφάνεια το βοηθητικό-προσεγγιστικό, νηματοειδές ρεύμα επί του άξονα της
κεραίας, είναι μια έννοια γνωστή από αρκετά παλιά [3], όπως παλιά είναι και η γνώση περί εντόνων,
αφύσικων ταλαντώσεων στο προσεγγιστικό ρεύμα. Συνεπώς, από αρκετά νωρίς υπήρξε μια προσπάθεια
να αντιμετωπιστούν αυτές οι ταλαντώσεις, αν και ανεπιτυχώς. Το κέντρο αυτής της προσπάθειας
εστιάζει στην εισαγωγή ενός νέου, προσεγγιστικού πυρήνα, γνωστού ως εκτεταμένου.

1 O Εκτεταμένος Πυρήνας
Ο εκτεταμένος πυρήνας προτάθηκε αρχικά από τους Poggio (δημιουργό του NEC) και Adams στα 1977
[4], αρχικά για να αντιμετωπιστούν οι ανακρίβειες του προσεγγιστικού πυρήνα, που τότε (και σωστά)
θεωρούνταν η έλλειψη λογαριθμικής ιδιομορφίας στο z = 0. Οι συγγραφείς έγραψαν τον ακριβή πυρήνα
υπό μορφή σειράς δυνάμεων του:

L(z) =

(
1 +

1

kc

∂2

∂z2

)
Kap(z) (5.1)

όπου αναγνωρίζουμε το διαφορικό τελεστή ως αυτόν (πρακτικά) που ενυπάρχει στην εξίσωση Pockling-
ton (σχέση (2.25)). ΄Αρα, o προσεγγιστικός πυρήνας δεν είναι παρά μια προσέγγιση μηδενικού βαθμού
του ακριβούς. Ο εκτεταμένος είναι μια καλύτερη, πρωτοβάθμια προσέγγιση, συγκεκριμένα:

Kext(z) =

[
1− (kca)2

4

(
1 +

1

kc

∂2

∂z2

)]
Kap(z) (5.2)

Η δεύτερη παράγωγος αναμένουμε να οδηγήσει σε πιο οξείες συμπεριφορές, ωστόσο δεν κατορθώνει
να προσδώσει ιδιομορφία στον πυρήνα αυτόν, όπως παρατηρούν οι συγγραφείς [4], οπότε η εξίσωση
Hallén συνεχίζει να είναι μη επιλύσιμη (για διέγερση γεννήτριας δέλτα συνάρτησης και το απλούστατο
επιχείρημα που χρησιμοποιήσαμε για τον προσεγγιστικό πυρήνα), όπως αποδεικνύεται σε πρόσφατη
εργασία [5]. Στην ίδια εργασία αποδεικνύεται (με την ασυμπτωτική τεχνική που χρησιμοποιήσαμε στο
προηγούμενο κεφάλαιο) η ύπαρξη ταλαντώσεων (γνωστή από αριθμητικά πειράματα) και στην περίπτωση
του εκτεταμένου πυρήνα, αλλά με αρκετά ασθενέστερες και πιο αργές ταλαντώσεις (οι συγγραφείς
μελέτησαν κεραία σε κενό, άρα αναφερόμαστε σε κεντρικές ταλαντώσεις του φανταστικού μέρους μόνο).
Σημειώνεται ότι αυτό το συμπέρασμα επιβεβαιώνει από άλλη οπτική τον αρχικό ισχυρισμό των Poggio
και Adams, ότι δηλαδή ενώ ο εκτεταμένος πυρήνας αναμένεται επίσης ανακριβής, τα αποτελέσματα θα
είναι έγκυρα για μεγαλύτερο σύνολο παραμέτρων από ό,τι ο προσεγγιστικός [4]. Τότε οι συγγραφείς
αναφέρονταν κατά κύριο λόγο στο πάχος της κεραίας που μπορεί να μελετηθεί (ο εκτεταμένος πυρήνας
προσφέρει υπολογιστική διευκόλυνση και κάποια ακρίβεια για πιο παχιές κεραίες). Δεδομένου ότι η
έναυση και η ένταση των ταλαντώσεων τόσο στην περίπτωση του προσεγγιστικού όσο και του εκτε-

ταμένου πυρήνα εξαρτώνται από το πηλίκο z0/a είναι προφανές ότι τα συμπεράσματα των δύο εργασιών
[4], [5] έρχονται σε συμφωνία. Αριθμητικά πειράματα ενισχύουν τα συμπεράσματα των συγγραφέων και
στην περίπτωση περιβάλλοντος με αγωγιμότητα, όπως φαίνεται στα Σχήματα 5.1 και 5.2. Παρατηρούμε,
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Σχήμα 5.1: Το πραγματικό μέρος του ρεύματος/αγωγιμότητας για την περίπτωση της κεραίας και των
λοιπών παραμέτρων των Σχημάτων 4.1 και 4.2, όπως προκύπτει με τη χρήση του εκτεταμένου πυρήνα.
Οι προηγούμενοι ισχυρισμοί μας επαληθεύονται: οι ταλαντώσεις είναι πιο αργές –αραιότερες– ενώ το
πλάτος τους είναι δύο τάξεις μεγέθους μικρότερο.

όπως αποδείξαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο για τον προσεγγιστικό πυρήνα, ύπαρξη ταλαντώσεων και
στο πραγματικό μέρος.

2 Η Φυσική Σημασία του Ενεργού Ρεύματος

H μέθοδος του ενεργού ρεύματος, όπως αυτή χρησιμοποιήθηκε στην καθοριστική εργασία [1], είχε
δοθεί νωρίτερα σε αρκετά διαφορετικό πλαίσιο από τους Παπακανέλλο και Καψάλη [6]. Εκεί αντικείμενο
μελέτης ήταν πάλι οι κεραίες λεπτού σύρματος και στόχος ο καθορισμός των παραμέτρων τους, όπως το
ρεύμα στην επιφάνεια της κεραίας. Οι ερευνητές χρησιμοποίησαν τη Μέθοδο των Βοηθητικών Πηγών,
μια εναλλακτική αριθμητική μέθοδο [7] προς αυτήν την κατεύθυνση, αντικαθιστώντας τις πραγματικές
επιφανειακές πηγές με στοιχειώδη δίπολα με ημιτονοειδείς κατανομές ρευμάτων πάνω στον άξονα της

κεραίας. Τούτο μας θυμίζει αρκετά τη λογική πίσω από τη χρήση του προσεγγιστικού πυρήνα. Το
ηλεκτρομαγνητικό πεδίο σε οποιοδήποτε σημείο του χώρου (εκτός των πηγών) μπορεί να υπολογιστεί
ως η υπέρθεση των στοιχειωδών πεδίων που παράγει κάθε δίπολο ξεχωριστά και από εκεί (συγκεκριμένα
από το μαγνητικό πεδίο) μπορεί να υπολογιστεί η επιθυμητή ρευματική κατανομή με καλή ακρίβεια.
Πάνω σε αυτήν τη λογική βασίστηκαν και οι εργασίες [2], [1]. Γιατί εκτιμάται ότι ο ανωτέρω υ-

πολογισμός θα δώσει ένα ρεύμα δίχως ταλαντώσεις και (αν είναι δυνατόν) αρκετά κοντά στο ακριβές; Η
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Σχήμα 5.2: Το πραγματικό μέρος του ρεύματος/αγωγιμότητας για την περίπτωση της κεραίας και των
λοιπών παραμέτρων των Σχημάτων 4.1 και 4.2, όπως προκύπτει με τη χρήση του εκτεταμένου πυρήνα.
Τα ευρήματά της [5] επαληθεύονται και εδώ.

διαισθητική απάντηση δίνεται ωραία στην [1]: εφόσον με τη χρήση του προσεγγιστικού πυρήνα αναζη-
τούμε ένα ρεύμα που βρίσκεται στον άξονα z, δηλαδή για ρ = 0, αντί του πραγματικού, επιφανειακού
που βρίσκεται στην περιφέρεια ρ = a, ο υπολογισμός ενός μαγνητικού πεδίου, λόγω του νηματοει-
δούς, προσεγγιστικού ρεύματος (για ορισμένο εύρος παλμών z0) σε απόσταση ρ = a και ο καθορισμός
ενός νέου ρεύματος, του ενεργού σε αυτήν την απόσταση, μοιάζει, κάπως αφηρημένα, σε μια αντι-
στάθμιση της χρήσης του προσεγγιστικού πυρήνα, άρα μπορεί να δίνει ομαλά αποτελέσματα. Αν ο
παραπάνω ισχυρισμός ισχύει (και ισχύει σύμφωνα με το [1] και ύστερες παραγράφους της παρούσας ε-
ργασίας) έχουμε έναν απλούστατο υπολογιστικά τρόπο να λαμβάνουμε εξαιρετικά αποτελέσματα χωρίς
να καταφεύγουμε σε κοπιώδεις τεχνικές υπολογισμού του ακριβούς ρεύματος. Εδώ όμως επανέρχε-
ται ένα σημαντικό ερώτημα που συναντήσαμε στο κεφάλαιο 2, όταν αναφερόμασταν στη χρήση της
γεννήτριας δέλτα συνάρτησης: ένα μοντέλο πρέπει να είναι αρκούντως απλό και κοντά στη φυσική
πραγματικότητα. Αντίστοιχα, μια προσεγγιστική μέθοδος. Ο ισχυρισμός ότι το ενεργό ρεύμα είναι
πολύ κοντά στο ακριβές και συνάμα ομαλό, σημαίνει ότι, όπως το ακριβές, έτσι και αυτό θα εμφανίζει
λογαριθμική ιδιομορφία στο πραγματικό και φανταστικό μέρος του. ΄Αρα από μια νηματοειδή πηγή
στον άξονα (ρ = 0) προκαλείται ιδιομορφία σε απόσταση ρ = a, γεγονός που φαίνεται να παραβιάζει
τις εξισώσεις Maxwell. Η ιδιομορφία του ενεργού ρεύματος όμως, έχει αποδειχτεί και θα δείξουμε,
είναι ασυμπτωτική, συγκεκριμένα ισχύει στο όριο z0 → 0, δηλαδή για άπειρο πλήθος συναρτήσεων
βάσης. Αυτό δεν είναι μια πραγματική ποσότητα που μπορεί να προκύψει από την οσοδήποτε ακριβή,
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αριθμητική ανάλυση, αλλά ένα μαθηματικό όριο, άρα μια αμιγώς μαθηματική ποσότητα, του πραγματικού
πεδίου, που όπως σημειώθηκε νωρίτερα είναι αποτέλεσμα των βοηθητικών πηγών/συναρτήσεων βάσης,
οι οποίες διαθέτουν μικρό ίσως, αλλά πεπερασμένο z0. Με λίγα λόγια, το ενεργό ρεύμα αναπαράγει
πλήρως την ιδιομορφία του ακριβούς όταν χάνει τις φυσικές ιδιότητές του και εκφυλίζεται σε ένα μα-

θηματικό ρεύμα. Φυσικά, το πρόβλημα του φυσικού ρεύματος (όταν το z0 είναι πεπερασμένο) έγκειται
στη μη πλήρη αναπαραγωγή της ιδιομορφίας (θα δούμε μέσα από αριθμητικά πειράματα ότι η περιοχή με
τα μέγιστα σφάλματα είναι ακριβώς το κέντρο του ενεργού ρεύματος, όπου αναμένουμε τη λογαριθμική
ιδιομορφία).
΄Εχοντας δείξει τη φυσική αλήθεια του ενεργού ρεύματος, μπορούμε να συνεχίσουμε στην αντι-

στοίχισή του με κάποιο πραγματικό, φυσικό μέγεθος του προβλήματος. ΄Ενα παρόμοιο πρόβλημα
αντιμετωπίζει ο Wu [8] του οποίου τη σκέψη ακολουθούμε σε αυτήν την παράγραφο. Θεωρούμε τη
βαθμωτή εξίσωση Helmholtz για τη z συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου:

(∇2 + k2
c )Ez(ρ, z) = 0 (5.3)

Εφαρμογή (χωρικού) μετασχηματισμού Fourier στην παραπάνω εξίσωση έχει ως αποτέλεσμα μια εξίσωση
Bessel, όπως παρακάτω:

ρ2 ∂
2

∂ρ2
Ez(ρ, λ) + ρ

∂

∂ρ
Ez(ρ, λ) + ρ2(k2

c − λ2)Ez(ρ, λ) = 0 (5.4)

Αυτή μπορεί να λυθεί απλά αν συνδυαστεί με τις κατάλληλες οριακές συνθήκες. Εδώ τις επιβάλλει η
γεννήτρια δέλτα συνάρτησης και είναι:

Ein
z (a, z) = Eout

z (a, z) = −V δ(z) (5.5)

ή μετασχηματισμένες κατά Fourier:

E
in

z (a, λ) = E
out

z (a, λ) = −V (5.6)

Στηριζόμενοι στις παραπάνω μπορούμε να βρούμε κατά τετριμμένο τρόπο τις φυσικά αποδέκτες λύσεις

της (5.4) για κάθε περιοχή του χώρου. ΄Ετσι για ρ < a, εντός της κεραίας δηλαδή απαιτούμε στάσιμα
κύματα, συνεπώς [8]:

E
in

z (ρ, λ) = −V
J0

(
ρ
√
k2
c − λ2

)
J0

(
a
√
k2
c − λ2

) (5.7)

Για |kc| < |λ| βρίσκουμε την αναλυτική επέκταση (πρακτικά εμφανίζεται όρισμα της μορφής jx στην
συνάρτηση πρώτου Bessel είδους και μηδενικής τάξης, οπότε μπορούμε να την αντικαταστήσουμε την
αντίστοιχη τροποποιημένη συνάρτηση Bessel) της ανωτέρω σχέσης [8]:

E
in

z (ρ, λ) = −V
I0

(
ρ
√
λ2 − k2

c

)
I0

(
a
√
λ2 − k2

c

) (5.8)

Από την άλλη, στο εξωτερικό και ακολουθώντας τη συνθήκη του Sommerfeld απαιτούμε κύματα δια-
διδόμενα από τις πηγές προς το άπειρο και χρησιμοποιώντας το προηγούμενο επιχείρημα περί αναλυτικής
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επέκτασης καταλήγουμε στο [8]:

E
out

z (ρ, λ) =



−V
H

(1)
0

(
ρ
√
k2
c − λ2

)
H

(1)
0

(
a
√
k2
c − λ2

)
−V

K0

(
ρ
√
λ2 − k2

c

)
K0

(
a
√
λ2 − k2

c

)
(5.9)

Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις Faraday καιAmpére-Maxwell μπορούμε να αποπλέξουμε τις επιμέρους
ποσότητες και να καταλήξουμε στην:

Bφ(ρ, λ) =
jkc
c

1

k2
c − λ2

∂

∂ρ
Ez(ρ, λ) (5.10)

όπου c η ταχύτητα διάδοσης στο μέσο με απώλειες που μελετάμε και αξιοποιώντας τις βολικότερες
μορφές των (5.7)-(5.9):

Bφ(ρ, λ) =



jkcV

c

1√
λ2 − k2

c

I1

(
ρ
√
k2
c − λ2

)
I0

(
a
√
k2
c − λ2

) , ρ ≤ a

jkcV

c

1√
λ2 − k2

c

K1

(
ρ
√
λ2 − k2

c

)
K0

(
a
√
λ2 − k2

c

) , ρ > a

(5.11)

Σε αυτό το σημείο είναι στοιχειώδες να υπολογίσουμε τα επιφανειακά ρεύματα στην εσωτερική και

εξωτερική επιφάνεια της κεραίας από την οριακή συνθήκη για την ασυνέχεια των εφαπτομενικών συνι-
στωσών του μαγνητικό πεδίου:

K
in

z (λ) = − 1

µ0
B

in

φ (a, λ) = − iV kc
ζc

1√
k2
c − λ2

J1

(
a
√
k2
c − λ2

)
J0

(
a
√
k2
c − λ2

) (5.12)

και:

K
out

z (λ) =
1

µ0
B

out

φ (a, λ) = − iV kc
ζc

1√
λ2 − k2

c

K1

(
a
√
λ2 − k2

c

)
K0

(
a
√
λ2 − k2

c

) (5.13)

Στην εργασία των Ταστσόγλου-Φικιώρη [9] το ενεργό ρεύμα γράφεται στη μορφή:

Ieff(ρ, λ) = weff(ρ, λ)r(λ) (5.14)

όπου:

weff(λ, ρ) = − 2πρ√
λ2 − k2

c

K1

(
ρ
√
λ2 − k2

c

)
K0

(
a
√
λ2 − k2

c

) (5.15)

και:

r̄(λ) =
jV kc
ζc

sin
(
λ∆
2

)
λ∆
2

(5.16)
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ποσότητα οφειλόμενη στη γεννήτρια πεπερασμένου διακένου που χρησιμοποιούν εκεί οι συγγραφείς.
Πλην της (5.16) και σύμφωνα με την ανάλυση του κεφαλαίου 4 μπορούμε να γενικεύσουμε τη μελέτη
τους στην περίπτωση αγώγιμου περιβάλλοντος της κεραίας. Για να επανέλθουμε στο δικό μας πρόβλημα,
που χρησιμοποιούμε γεννήτρια δέλτα συνάρτησης, παίρνουμε το όριο ∆→ 0, οπότε:

r̄DFG = lim
∆→0

r̄FGG =
jV kc
ζc

(5.17)

Συνδυάζοντας τα παραπάνω και εφαρμόζοντας αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier λαμβάνουμε το
τελικό μας αποτέλεσμα:

Ieff(a, z) = 2πaKout
z (z) (5.18)

Συνεπώς, το ενεργό ρεύμα σε απόσταση ρ = a από τον άξονα της κεραίας είναι πρακτικά η εξω-
τερική, επιφανειακή πυκνότητα ρεύματος που συναντήσαμε πολύ νωρίτερα στο κεφάλαιο 2. Αυτό το
συμπέρασμα ενισχύει ακόμη περισσότερο την πιστότητα της μεθόδου, καθώς το ενεργό ρεύμα αντι-
στοιχεί σε ένα κομμάτι του ακριβούς ρεύματος! Αποκλίσεις φυσικά θα υπάρχουν, αφού σύμφωνα με τη
σχέση (2.6) το ακριβές ρεύμα αποτελείται από δύο συνιστώσες. Από την άλλη στο βιβλίο τους οι King
και Harisson παρατηρούν ότι για λεπτές (ηλεκτρικά) κεραίες, όπως αυτές που μελετάμε, η συνεισφορά
της εσωτερικής, επιφανειακής πυκνότητας είναι πρακτικά αμελητέα εκτός ίσως από τα άκρα [10] 13, άρα
το ενεργό ρεύμα φαίνεται, υπό το φως αυτής της παρατήρησης, μια εξαιρετική προσέγγιση του ακριβούς,
όπως θα αναδείξουμε στη συνέχεια με αριθμητικά δεδομένα.

3 H Αριθμητική Μέθοδος στην Πεπερασμένη Κεραία: Ανάλυση για
το Ενεργό Ρεύμα

Για να υπολογίσουμε το ρεύμα αριθμητικά χρησιμοποιούμε δύο διαφορετικές μεθόδους, αποδεικνύοντας
την ευελιξία της μεθόδου, αλλά και την ευρύτητα των συμπερασμάτων του προηγούμενου κεφαλαίου,
αλλά και για λόγους υπολογιστικούς (σε αυτό το σημείο θα δείξουμε ότι ορισμένες συναρτήσεις βάσεις
έχουν καλύτερη συμπεριφορά από άλλες).

H πρώτη μέθοδος που χρησιμοποιούμε είναι μια κλασσική μέθοδος Galerkin με συναρτήσεις βά-
σεις τετραγωνικούς παλμούς, ακριβώς όπως στο προηγούμενο κεφάλαιο. Συνεπώς, η ανάλυση της
παραγράφου 1, κεφάλαιο 4 ισχύει επακριβώς.
΄Οπως συζητήσαμε και νωρίτερα, το πιο δύσκολο βήμα για τον υπολογισμό του ενεργού ρεύματος

είναι ο υπολογισμός του μαγνητικού πεδίου σε απόσταση ρ = a από τον άξονα της κεραίας, ως υπέρθεση
των πεδίων που παράγουν οι συναρτήσεις βάσης. Η θεώρηση των συναρτήσεων βάσης ως τετραγωνικούς
παλμούς είναι ισοδύναμη με το να θεωρήσουμε ότι επί της κεραίας υπάρχουν 2N + 1 δίπολα μικρού
(αλλά όχι απειροστού) μήκους, τα οποία βέβαια ακτινοβολούν [1]. Το μαγνητικό πεδίο που παράγει το
καθένα από αυτά βρίσκεται σε όλα τα βιβλία ανάλυσης κεραιών, για παράδειγμα [12]:

Hn(a, z, z0) = a

∫ z0/2

−z0/2

1− jkcRn
4πR3

n

ejkcRndz′ (5.19)

όπου Rn είναι η απόσταση από το δίπολο/συνάρτηση βάσης n ως ένα σημείο πάνω σε άξονα παράλληλο
στον z, σε απόσταση ρ = a και ύψος από την αρχή των αξόνων z (το οποίο διακριτοποιείται στην
αριθμητική μέθοδο και γράφεται ως mz0, όπου m φυσικός αριθμός):

Rn =
√
a2 + (z − nz0 − z′)2 (5.20)

13
Είναι πολύ ενδιαφέρον ότι στην [1] γράφεται ότι κοντά στα άκρα το ενεργό ρεύμα αποτυγχάνει να μιμηθεί τη μείωση

σαν τετραγωνική ρίζα που εμφανίζει το ακριβές ρεύμα [11]. Συνδυάζοντας την πληροφορία από το [10] βρίσκουμε μια
πιθανή και προφανή αιτία.
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Το ενεργό ρεύμα σε σε απόσταση ρ = a από τον άξονα της κεραίας βρίσκεται απλά έπειτα:

Ieff(a, z, z0) = 2πa

N∑
n=−N

Iap,nHn(a, z, z0) (5.21)

Είναι εμφανές ότι η σχέση (5.19) δεν είναι είναι η καλύτερη υπολογιστικά, δεδομένου ότι το ολο-
κλήρωμα δεν μπορεί να υπολογιστεί επακριβώς, συνεπώς απαιτεί αριθμητική ολοκλήρωση και μάλιστα
2N + 1 φορές. Υπολογιστική διευκόλυνση μπορούμε να πάρουμε εάν θεωρήσουμε ότι τα δίπολα που
απαρτίζουν την κεραία έχουν απειροστό μήκος, είναι με λίγα λόγια δίπολα Hertz. Για τα πεδία τους
υπάρχουν αναλυτικές εκφράσεις, οπότε γνωρίζουμε ότι [12]:

Hn(a, z, z0) = z0a
1− jkcRn

4πR3
n

ejkcRn (5.22)

με την απόσταση Rn να υπολογίζεται:

Rn =
√
a2 + (z − nz0)2 (5.23)

Το ρεύμα έπειτα θα υπολογιστεί από την (5.21). Ενώ η (5.22) είναι ιδιαίτερα θελκτική υπολογιστικά, η
θεώρηση διπόλων Hertz ως βοηθητικών πηγών/συναρτήσεων βάσης, έχει συνδυαστεί με ανεπιθύμητες
ταλαντώσεις στην κατανομή ενεργού ρεύματος που οφείλονται σε κορυφώσεις των πεδίων των διπόλων

Hertz [13], συνεπώς η επιθυμητή εξομάλυνση του προσεγγιστικού ρεύματος δε θα επιτευχθεί.
Μια καλύτερη αντιμετώπιση των υπολογιστικών προβλημάτων που προκαλεί η ανωτέρω επιλογή

συναρτήσεων βάσης προσφέρουν οι τριγωνικές συναρτήσεις βάσης. Τώρα αναπτύσσουμε το ρεύμα επί
της κεραίας στην ακόλουθη σειρά:

I(z) ∼=
N−1∑

n=−(N−1)

Iap,nt(z − nz0) (5.24)

όπου t(z) είναι οι τριγωνικές συναρτήσεις βάσης που ορίζονται καθώς:

t(z) =


z0 − |z|
z0

, −z0 ≤ z ≤ z0

0, z0 < |z|
(5.25)

με t(0) = 1 και t(±z0) = 0, όπως ορίζονται εδώ [14]. Θεωρούμε δηλαδή ότι στον άξονα της κεραίας
βρίσκονται 2N − 1 δίπολα μήκους 2z0 με τριγωνική ρευματική κατανομή. Σημειώνεται ότι αυτήν τη
μέθοδο χρησιμοποιούν οι συγγραφείς στη Μέθοδο Βοηθητικών Πηγών [6] με την προσθήκη επιπλέον
δύο μονοπόλων (πρακτικά "μισών" τριγωνικών συναρτήσεων) στα άκρα της κεραίας τους. Στην (5.24)
Iap,n είναι οι ρευματικοί συντελεστές που υπολογίζαμε αριθμητικά στο προηγούμενο κεφάλαιο, αυτή
τη φορά όμως με διαφορετική μέθοδο. Τελικά, πάλι καλούμαστε να λύσουμε ένα σύστημα της μορφής:

N−1∑
n=−(N−1)

Al−nIap,n = B
(2)
l + CB

(1)
l , l = 0,±1,±2, ... (5.26)

όπου οι συντελεστές A υπολογίζονται από τη σχέση (4.9) ξανά, όμως οι συντελεστές B(1)
και B(2)

διαφέρουν, συγκεκριμένα:

B
(1)
l = z0 cos (kcz0l)

B
(2)
l =

jV z0

2ζc
sin (kcz0|l|)

(5.27)
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O συντελεστής C υπολογίζεται και πάλι από την οριακή συνθήκη για τα άκρα της κεραίας, εν προκειμένω
τη σχέση (4.11) για τον προσεγγιστικό και την (4.12) για τον ακριβή πυρήνα. Στη [14] αποδεικνύεται
ότι η συμπεριφορά των ρευματικών συντελεστών τότε είναι πολύ κοντά σε αυτήν που έχουμε ήδη

μελετήσει με την προηγούμενη μέθοδο. Συγκεκριμένα, στην άπειρη κεραία οι κεντρικές ταλαντώσεις
περιγράφονται με μια σχέση όμοια με την (4.36), με ένα συντελεστή δύο. Συνεπώς, όλα τα αποτελέ-
σματα (ποιοτικά) και συμπεράσματα του προηγούμενου κεφαλαίου ισχύουν ακόμη και αν επιλέξουμε
αυτές τις βολικότερες συναρτήσεις βάσης για τον υπολογισμό του ενεργού ρεύματος. Το ενεργό ρεύμα
τότε προκύπτει:

Ieff(a, z, z0) =
1

2j sin (kcz0)

N−1∑
n=−(N−1)

Iap,n [fn+1 + fn−1 − 2 cos kcz0fn] (5.28)

όπου fn = ejkc
√

(nz0−z)2+a2 . Στην αριθμητική μέθοδο, όπως και πριν, διακριτοποιούμε τη (συνεχή)
μεταβλητή z σε m κομμάτια μήκους z0. H υπολογιστική απλότητα που παρέχει η (5.28) είναι προφανής
και αυτή τη σχέση (και μέθοδο) θα χρησιμοποιήσουμε για τον υπολογισμό πιο απαιτητικών συστημάτων,
όπως κεραιών μεγάλου μήκους που θα παρουσιάσουμε στα αριθμητικά αποτελέσματα στη συνέχεια.

4 H Αριθμητική Μέθοδος στην ΄Απειρη Κεραία και Ασυμπτωτική
Ανάλυση: Η Περίπτωση του Ενεργού Ρεύματος

΄Οπως και στο προηγούμενο κεφάλαιο, στρεφόμαστε στο θεωρητικό εργαλείο της κεραίας άπειρου μή-
κους, όπου η (ασυμπτωτική) ανάλυση είναι δυνατή, ώστε να εξάγουμε ποιοτικά συμπεράσματα σχετικά
με τη συμπεριφορά του ενεργού ρεύματος και την ομοιότητά του με το ακριβές. Εδώ ακολουθούμε την
ανάλυση του [1], με το οποίο έχουμε πολλά κοινά συμπεράσματα (πάλι ειδοποιός διαφορά φαίνεται το
πηλίκο kc/ζc)
Εδώ αναπτύσσουμε το ρεύμα σε σειρά ημιτονοειδών συναρτήσεων βάσης, δηλαδή:

I(z) '
∞∑

n=−∞
I(∞)
ap,ns(z − nz0) (5.29)

όπου οι συναρτήσεις βάσης s(z), εύρους 2z0 ορίζονται καθώς:

s(z) =


sin[k(z0 − |z|)]

sin(kz0)
, −z0 ≤ z ≤ z0

0, z0 < |z|
(5.30)

και στη συνέχεια παίρνουμε το εσωτερικό γινόμενο (πολλαπλασιάζουμε και ολοκληρώνουμε από z = −h
έως z = h) με τις τριγωνικές συναρτήσεις βάσης που ορίσαμε προηγουμένως (5.25) και που είναι
ορθογώνιες προς τις ημιτονοειδείς, αφού ταυτίζονται πρακτικά στο όριο kc(z0 − |z|) � 1, οπότε
προκύπτει πάλι ένα άπειρο σύστημα Toeplitz, συγκεκριμένα:

∞∑
n=−∞

E
(∞)
l−n I

(∞)
ap,n =

{
jV kc
ζc

, l = 0

0, l 6= 0
(5.31)

όπου οι συντελεστές E υπολογίζονται από τη σχέση:

E
(∞)
l =

kc
z0 sin (kcz0)

[A
(∞)
l+1 +A

(∞)
l−1 − 2 cos (kcz0)A

(∞)
l ] (5.32)
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και οι συντελεστές Al υπολογίζονται από την (4.9).
Εκμεταλλευόμενοι το γεγονός ότι το σύστημα (5.29) είναι μια διακριτή συνέλιξη, εισάγουμε τις

σειρές Fourier:

Ē(θ) =

∞∑
l=−∞

E
(∞)
l ejlθ, Ā(θ) =

∞∑
l=−∞

A
(∞)
l ejlθ, Ī(θ) =

∞∑
l=−∞

I
(∞)
l ejlθ (5.33)

και χρησιμοποιούμε το θεώρημα της συνέλιξης Ē(θ)Ī(θ) = jkcV/ζc, οπότε, και χρησιμοποιώντας τον
αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier της συνάρτησης Ē(θ):

Ē(θ) =
2kc

z0 sin (kcz0)
(cos (θ)− cos (kcz0))Ā(θ) (5.34)

Η συνάρτηση Ā(θ) μπορεί να υπολογιστεί με τους χειρισμούς του κεφαλαίου 4, οπότε καταλήγουμε
στην (4.22):

Ā(θ) = z0

∞∑
m=−∞

K

(
2mπ − θ

z0

)
sin2 θ

2(
mπ − θ

2

)2 (5.35)

Βάση των (5.34) και (5.35) μπορούμε να υπολογίσουμε τους ρευματικούς συντελεστές που μπορεί να
είναι ακριβείς ή προσεγγιστικοί ανάλογα με την επιλογή πυρήνα στην (5.35), από τη σχέση (4.24):

I(∞)
n =

1

2π

∫ π

−π

B̄(θ)

Ā(θ)
e−jnθdθ =

1

π

∫ π

0

B̄(θ)

Ā(θ)
cos(nθ)dθ (5.36)

όπου:
B̄(θ) =

jV z0 sin (kcz0)

2ζc(cos (θ)− cos (kcz0))
(5.37)

΄Εχοντας υπολογίσει τους ρευματικούς συντελεστές απομένει να βρούμε το μαγνητικό πεδίο, οφειλόμενο
στην υπέρθεση των πεδίων των ημιτονοειδών συναρτήσεων βάσης. Αυτό βρίσκεται αναλυτικά [15]:

Hφ,n(ρ, z, z0) =
I

(∞)
n

j4πρ sin (kcz0)
(fn+1 + fn−1 − 2 cos kcz0fn) (5.38)

όπου fn = ejkc
√

(nz0−z)2+ρ2 . Τότε και χρησιμοποιώντας τους προσεγγιστικούς συντελεστές ρεύματος,
το ενεργό ρεύμα θα είναι Ieff(ρ, z, z0) = 2πρHφ,n(ρ, z, z0), δηλαδή:

Ieff(ρ, z, z0) =
1

2j sin (kcz0)

∞∑
n=−∞

I(∞)
ap,n [fn+1 + fn−1 − 2 cos (kcz0)fn] (5.39)

Προσπαθούμε να βρούμε μια κατάλληλη ασυμπτωτική έκφραση για την (5.39) όπως κάναμε στο
κεφάλαιο 4. Το πρόβλημα εμφανίζεται εξαιτίας των συντελεστών I(∞)

ap,n, οι οποίοι δε διαθέτουν όριο
για z0 → 0 (που αντιστοιχεί στην ασυμπτωτική συνθήκη z0/a � 1 του προηγούμενου κεφαλαίου).
Χρησιμοποιώντας την (5.36) (δεύτερο μέλος) και την (5.38) έχουμε:

Ieff(ρ, z, z0) =
1

2π

∫ π

−π

B̄(θ)

Ā(θ)
D̄(θ, z)dθ (5.40)

όπου:

D̄(θ, z) =
1

2j sin (kcz0)

∞∑
n=−∞

e−jnθ [fn+1 + fn−1 − 2 cos (kcz0)fn] (5.41)
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Εφόσον Im{kc} > 0, μπορούμε να σπάσουμε το άθροισμα της (5.40) στα επιμέρους (δεδομένου ότι
αυτά συγκλίνουν [1]) και ορίζουμε την ποσότητα:

F̄ (θ, ρ, z, z0) =
V z0

2ζc

∞∑
n=−∞

ejkc
√

(nz0−z)2+ρ2 e−jnθ (5.42)

οπότε η D̄(θ, z) γράφεται:

D̄(θ, z) =
2ζc

jV z0 sin (kcz0)
(cos (θ))− cos (kcz0))F̄ (θ, ρ, z, z0) (5.43)

Εφαρμόζοντας τον τύπο αθροίσματος Poisson στην (5.42) παίρνουμε:

F̄ (θ, ρ, z, z0) =
V

2ζc

∞∑
m=−∞

ej
2πm−θ
z0

zL

(
2πm− θ

z0
, ρ

)
(5.44)

όπου:
L(λ, ρ) =

2kcρ

j
√
λ2 − k2

c

K1

(
ρ
√
λ2 − k2

c

)
(5.45)

ο μετασχηματισμός Fourier της ποσότητας exp
(
jkc
√
z2 + ρ2

)
14. Συνδυάζοντας τις (5.37), (5.40) και

(5.41) έχουμε ότι:

Ieff(ρ, z, z0) =
1

2π

∫ π

−π

F̄ (θ, ρ, z, z0)

Ā(θ)
dθ =

1

2π

∫ π

0

F̄ (θ, ρ, z, z0) + F̄ (−θ, ρ, z, z0)

Ā(θ)
dθ (5.46)

Η ανωτέρω έκφραση, μαζί με τις (5.35), (5.44), (5.45) και (4.24) αποτελεί μιαν ακριβή περιγραφή του
ενεργού ρεύματος για πεπερασμένο εύρος παλμών z0 και για 0 ≤ ρ ≤ a.
Για |a|λ� 1 μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την προσέγγιση (4.28) για τον προσεγγιστικό πυρήνα,

οπότε από την (5.46), για ρ = a και z0 → 0 βρίσκουμε ότι [16]:

I
(∞)
eff (a, z, z0 → 0)

V
∼ −j 2kca

ζc
ln

1

|z|
, (z → 0) (5.47)

Αυτό το αποτέλεσμα είναι πολύ σημαντικό, διότι μας λέει ότι στο όριο που z0 → 0, δηλαδή για
άριστη διακριτοποίηση το ενεργό ρεύμα αναπαράγει με έναν συντελεστή 1/2 τη λογαριθμική ιδιομορφία
στο πραγματικό και φανταστικό μέρος του ακριβούς ρεύματος

15. Εδώ βρίσκουμε και μια σημαντική
διαφορά σε σχέση με την περίπτωση κεραίας σε κενό της εργασίας [1]: το πραγματικό μέρος του
ενεργού ρεύματος δεν ταυτίζεται με το πραγματικό μέρος του ακριβούς για z0 → 0. Εντούτοις, θα
δούμε στα αριθμητικά αποτελέσματα ότι τούτο δε μειώνει την ακρίβεια της μεθόδου (αντίθετα και
αναπάντεχα πετυχαίνουμε καλύτερη ακρίβεια από ό,τι στην εργασία [1] στο πραγματικό μέρος –αυτήν
την παρατήρηση κάνουν και οι συγγραφείς [1] που παρατηρούν μεγαλύτερη ακρίβεια στο φανταστικό
μέρος, όπου βρίσκουν και εκείνοι ιδιομορφία), πέραν από την περιοχή κοντά στην ιδιομορφία.
Θα μελετήσουμε τώρα τη συμπεριφορά του ενεργού ρεύματος υπό τις συνθήκες:

z0

a
� 1,

nz0

a
= O(1),

ρ

a
� 1, |kc|z0 � 1 (5.48)

14
Εδώ κανείς θα πρέπει να παρατηρήσει ότι L(λ, a) = −j4π∂Kap(λ)/∂kc και να παραγωγίσει τη σχέση (4.23), για τον

προσεγγιστικό πυρήνα.
15
Στην παράγραφο 2 του παρόντος κεφαλαίου συζητήσαμε τις πιθανές ανησυχίες που μπορεί να προκαλεί μια τέτοια

συμπεριφορά.
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Αρχικά σημειώνουμε ότι για ρ ∼ z0 → 0 από την (5.39) παίρνουμε:

I
(∞)
eff (z0,mz0, z0) ∼ I(∞)

ap,n, (ρ ∼ z0 → 0) (5.49)

δηλαδή αναμένουμε το ενεργό ρεύμα να προσεγγίζει το προσεγγιστικό, άρα να γίνεται ταλαντωτικό και
αυτό, στο κέντρο. Η τελευταία συνθήκη της (5.48) εισήχθη και πάλι για να καταδειχθεί η απόκλιση
της ανάλυσης για μεγάλες τιμές της αγωγιμότητας (στα αριθμητικά πειράματα τούτη ήταν εμφανής με
ασθενείς περατωτικές ταλαντώσεις στα άκρα του ενεργού ρεύματος).
Υπό αυτές τις συνθήκες η (4.30) συνεχίζει να ισχύει, όπως και η (4.31) μόνο που τώρα στο αριστερό

μέλος βρίσκεται το ενεργό ρεύμα. Η διαδικασία με λίγα λόγια μοιάζει πολύ με αυτήν που ακολουθήσαμε
στο προηγούμενο κεφάλαιο για την εξαγωγή της (4.36). ΄Ετσι οι (4.32) και (4.33) ισχύουν επίσης, όμως
διαφορετική υπολογίζεται η (4.34) [16]:

g
(
x;
z0

a
, kca

)
=

q
(
x; z0a , kca,

ρ
z0

)
ex
(
π − z0

a x
)−5/2

+ e−x
(
π + z0

a x
)−5/2

(5.50)

όπου:

q
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με:

rm =

√[
(2m− 1)π − z0x

a

]2
− (kcz0)2 '

∣∣∣(2m− 1)π − z0x

a

∣∣∣ (5.52)

λόγω της τελευταίας συνθήκης της (5.48). Συνδυάζοντας τις δύο τελευταίες σχέσεις και για ρ ∼ z0 → 0
παίρνουμε τα παρακάτω αποτελέσματα:

g
(
x;
z0

a
, kca

)
∼ −jV

ζc

π5/2

8

1

cosh (x)
η

(
ρ

z0

)
, (ρ ∼ z0 → 0) (5.53)

όπου:

η(x) =
8x

π

∞∑
m=1

1

2m− 1
K1((2m− 1)πx), x ≥ 0 (5.54)

και η(0) = 1. Αντικαθιστώντας την (5.53) στην (αντίστοιχη) (4.33) και αλλάζοντας το άνω ολοκλή-
ρωσης σε ∞:
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8
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(
ρ
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)∫ ∞
0
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(
n z0a x

)
cosh (x)

dx (5.55)

Τελικά, το ενεργό ρεύμα σε ακτίνα ίση με τη διακριτοποίηση του προβλήματος (και τόσο μικρή ώστε
βρισκόμαστε πρακτικά στον άξονα της κεραίας) βρίσκεται:

I
(∞)
eff (ρ, nz0, z0) ∼ −jV

ζc

π3

16
√

2
kcz0

√
z0

a
(−1)n exp

(
π
a

z0

)
1

cosh
(
πnz0

2a

)η( ρ

z0

)
(5.56)

που, για ρ → 0 καταλήγει στον πρώτο όρο της (4.36) επί ενός πολλαπλασιαστικού παράγοντα δύο
(που οφείλεται στις διαφορετικές συναρτήσεις βάσης), δηλαδή όπως γράψαμε και στην (5.49) απειροστά
κοντά στον άξονα της κεραίας κανείς ανακτά το προσεγγιστικό ρεύμα (αριθμητικά, αποκτά ρεύμα με
ταλαντωτική συμπεριφορά στο κέντρο ίδιας τάξης μεγέθους με αυτήν του προσεγγιστικού ρεύματος).
΄Οταν απομακρυνόμαστε από τον άξονα της κεραίας, αλλά συνεχίζουμε να είμαστε μακρυά από την
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Σχήμα 5.3: Σύγκριση ενεργού (λεπτή γραμμή) και ακριβούς ρεύματος (παχιά γραμμή) για κεραία μικρού
μήκους, για το πραγματικό μέρος. Η ακρίβεια είναι εμφανής με ορισμένες αποκλίσεις να παρατηρούνται
στα άκρα και το κέντρο της κεραίας. Η τραχιά μορφή του ενεργού ρεύματος το κέντρο –που παρόλα
αυτά ακολουθεί την ιδιομορφία– οφείλεται στην προσέγγιση με τετραγωνικές συναρτήσεις βάσης.

ακτίνα a, δηλαδή για z0 � ρ� a παίρνουμε την:

I
(∞)
eff (ρ, nz0, z0) ∼ −j(−1)n

π2V

2ζc
kcz0

√
ρ

a
exp[π(a− ρ)/z0] cos

(πρ
2a

) cosh[nπz0/(2a)]

cosh(nπz0/a) + cos(πρ/a)
(5.57)

δηλαδή παίρνουμε ταλαντώσεις συνεχώς μειούμενες με την απόσταση με αποκορύφωμα την πλήρη

εξάλειψή τους για ρ = a. Σημειώνεται ότι για άλλη μια φορά η διαφορά ανάμεσα στις (5.56) και
(5.57) με τις αντίστοιχες σχέσεις της [16] είναι το πηλίκο kc/ζc που τώρα είναι μιγαδικό.

5 Αριθμητικά Αποτελέσματα

Σε αυτήν την τελική παράγραφο της εργασίας παρουσιάζουμε αριθμητικά δεδομένα που αποδίδουν την

εξομάλυνση που επιτυγχάνει το ενεργό ρεύμα και συνάμα την ακρίβειά του, σε σύγκριση με το ακριβές.
Σε μια μέση υλοποίηση, σημειώνεται ότι ο υπολογισμός του ενεργού έναντι του ακριβούς ρεύματος, είναι
υπολογιστικά θελκτικότερος. Τα αποτελέσματά μας επικεντρώνονται στην παρουσίαση του ενεργού
ρεύματος για ρ = a και για κεραίες μικρού και μεγάλου μήκους.
Στην πρώτη κατηγορία ανήκει η προσφιλής μας επιλογή του προηγούμενου κεφαλαίου, με χαρα-

κτηριστικά μήκος 2h = λ/2, ακτίνα a = 0.007022λ, πλήθος συναρτήσεων βάσης N = 150 και συντα-
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κτικές παραμέτρους χώρου στον οποίο βρίσκεται η κεραία (ε, µ, γ) = (ε0, µ0, 0.02) (μειώσαμε την αγ-
ωγιμότητα, διότι για μεγάλα μήκη κεραιών είχαμε στα άκρα αναπάντεχα –και θορυβώδη θα μπορούσαμε
να πούμε– αποτελέσματα που εκτιμήσαμε ότι οφείλονται σε ορισμένη παραβίαση της τελευταίας συν-
θήκης της (5.48)).
Επίσης χρησιμοποιούμε γεννήτρια δέλτα συνάρτησης συχνότητας ω = 2π×5×108 r/s και πλάτους

V = 1 V. Τα αποτελέσματά μας είναι και πάλι απαλλαγμένα από σφάλματα στρογγυλοποίησης όπως
αποδεικνύουν μετρήσεις του δείκτη κατάστασης της μήτρας αγωγιμότητας (είναι περίπου 107). Πολύ
ενδιαφέρον έχει το Σχήμα 5.3 δεδομένου ότι είναι η πρώτη, αριθμητική επίδειξη σε αυτήν την εργασία
της ιδιομορφίας που εμφανίζεται και στο πραγματικό μέρος σε χώρο με αγωγιμότητα (συγκρίνετε με
τα αντίστοιχα διαγράμματα των King, Sandler και Wu [17]).

Σχήμα 5.4: Σύγκριση ενεργού (λεπτή γραμμή) και ακριβούς ρεύματος (παχιά γραμμή) για κεραία μικρού
μήκους, για το φανταστικό μέρος. Η ακρίβεια είναι εμφανής με ορισμένες αποκλίσεις να παρατηρούνται
μακρυά από το κέντρο της κεραίας. Η τραχιά μορφή του ενεργού ρεύματος το κέντρο –που παρόλα
αυτά ακολουθεί την ιδιομορφία– οφείλεται στην προσέγγιση με τετραγωνικές συναρτήσεις βάσης. Εν-
διαφέρουσα είναι η σύγκριση με τα αντίστοιχα σχήματα της [1].

Στη δεύτερη κατηγορία χρησιμοποιούμε μια κεραία μήκους 10λ και ακτίνας 0.02λ (μια σχετικά
μεγάλη ακτίνα για τον προσεγγιστικό πυρήνα), N = 1000 συναρτήσεις βάσης και κλασσικά γεννήτρια
δέλτα συνάρτησης, συχνότητας ω = 2π × 5 × 108 r/s και πλάτους V = 1 V. Ο χώρος έχει συντακ-
τικές παραμέτρους (ε, µ, γ) = (ε0, µ0, 0.0085) (περαιτέρω μείωση της αγωγιμότητας χρειάστηκε, διότι
οι κεραίες μεγάλου μήκους φαίνεται να εμφανίζουν μεγαλύτερη ευαισθησία σε μεγάλες τιμές της αγ-

ωγιμότητας). Πάλι τα αποτελέσματα είναι απαλλαγμένα από σφάλματα στρογγυλοποίησης με το δείκτη
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κατάστασης να υπολογίζεται στα 106. Εδώ η σύγκριση με το αντίστοιχο διάγραμμα της [1] είναι πολύ
ενδιαφέρουσα εφόσον φαίνεται ξεκάθαρα η επιρροή της αγωγιμότητας στο ρεύμα της κεραίας: ενώ εκεί
οι ημιτονοειδείς συναρτήσεις είχαν σταθερό πλάτος εδώ βλέπουμε ισχυρή εξασθένηση στο πραγματικό

και ασθενή στο φανταστικό. Περαιτέρω αύξηση της αγωγιμότητας οδηγεί σε μηδενισμό του ρεύματος
πριν από τα άκρα του. Επίσης, πρέπει να παρατηρήσει κανείς ότι με εξαίρεση τα άκρα του πραγματικού
μέρους, οι κυματομορφές ενεργού και ακριβούς ρεύματος δεν είναι δυνατό να διαχωριστούν. Τούτο
παρατηρήθηκε και στην [1] για αύξηση του h/λ, όπως κάνουμε εδώ.

Σχήμα 5.5: Πραγματικό και φανταστικό μέρος του ενεργού (λεπτή γραμμή) και ακριβούς (παχιά γραμμή)
ρεύματος σε κεραία μεγάλου μήκους. Τα δύο ρεύμα πρακτικά ταυτίζονται.
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Κεφάλαιο 6

Επίλογος

Σε αυτό το καταληκτικό κεφάλαιο θα συνοψίσουμε τα αποτελέσματα τις μελέτης μας και θα προτείνουμε

νέους δρόμους που θα μπορούσε να ακολουθήσει μελλοντικά η έρευνα και οι οποίοι θα φωτίσουν

περαιτέρω το ζήτημα.

1 Συμπεράσματα

Μελετήσαμε ευθείες, λεπτές κεραίες σύρματος εμβαπτισμένες σε μέσο με απώλειες. Για τη μελέτη μας
χρησιμοποιήσαμε το μοντέλο του σωληνοειδούς διπόλου. H κεραία θεωρήθηκε κεντρικά τροφοδοτού-
μενη από μία γεννήτρια δέλτα συνάρτησης. Η μελέτη στόχευσε στα εξής:

1. Αριθμητική επίλυση της προσεγγιστικής εξίσωσης Hallén για την κεραία που περιγράφηκε παρα-
πάνω.

2. Ανάλυση και πρόβλεψη συμπεριφοράς των αφύσικων ταλαντώσεων που παρατηρήθηκαν, μέσω της
άπειρης κεραίας.

3. Εφαρμογή και επέκταση της μεθόδου του ενεργού ρεύματος που είχε ήδη εφαρμοστεί επιτυχημένα,
για την περίπτωση κεραιών σε μέσα χωρίς απώλειες, για την εξομάλυνση των παρατηρούμενων
ταλαντώσεων.

Για τον πρώτο στόχο αναπτύχθηκε κώδικας Octave, ο οποίος έλυνε αριθμητικά την εξίσωση Hallén, η
οποία περιγράφηκε αναλυτικά για το μέσο ενδιαφέροντος στο κεφάλαιο 2, με μία μέθοδο Galerkin. Τα
αριθμητικά αποτελέσματα (Σχήματα 4.1, 4.2 και 4.4) έδειξαν εμφάνιση ταλαντώσεων τόσο στο πραγ-
ματικό όσο και στο φανταστικό μέλος, μια σημαντική διαφοροποίηση από προηγούμενες μελέτες που
είχαν αντιμετωπίσει την περίπτωση μέσου χωρίς απώλειες και που εντόπισαν ταλαντώσεις μόνο στο

φανταστικό μέρος. Οι δείκτες κατάστασης, των μητρών αγωγιμότητας, ενώ υψηλοί δεν υποδείκνυαν
την προέλευση των ταλαντώσεων σε σφάλματα στρογγυλοποίησης ή σε συσσώρευση των ενδογενών

σφαλμάτων που εμφανίζουν οι αριθμητικές ολοκληρώσεις που χρησιμοποιήσαμε. Η εμπιστοσύνη στην
ευστάθεια της μεθόδου ενισχύθηκε με τη χρήση διαφορετικών λυτών γραμμικών συστημάτων και δι-

αφορετικών συναρτήσεων βάσης: όλοι έδιναν εξαιρετικά κοντινά αποτελέσματα.
Στο κεφάλαιο 2 αποδείξαμε την ύπαρξη λογαριθμικής ιδιομορφίας στο κέντρο τροφοδοσίας τόσο στο

πραγματικό όσο και στο φανταστικό μέρος του (ακριβούς) ρεύματος επί της κεραίας. Στη συνέχεια, στο
κεφάλαιο 3 δείξαμε ότι τέτοια συμπεριφορά δεν επιδεικνύει ο προσεγγιστικός πυρήνας, ο οποίος είναι
αναλυτική συνάρτηση, παντού. Τούτο είναι η αιτία της μη επιλυσιμότητας της προσεγγιστικής εξίσωσης
Hallén, ένα αποτέλεσμα γνωστό εδώ και πάνω από μισό αιώνα. Οι ταλαντώσεις που παρατηρήσαμε στα
αριθμητικά αποτελέσματα δεν είναι παρά μια εκδήλωση αυτής της μη επιλυσιμότητας, ενώ η εμφάνιση τα-
λαντώσεων και στο πραγματικό μέρος πρέπει να αποδοθεί στην εκδήλωση ιδιομορφίας εκεί, σε αντίθεση
με την περίπτωση χωρίς απώλειες.
΄Εχοντας θέσει το πρόβλημα σε παρόμοιες βάσεις με αυτές που είχαν 18 χρόνια νωρίτερα οι Φικιώρης

καιWu, ακολουθούμε την ασυμπτωτική μέθοδό τους για την άπειρη κεραία, ώστε να λάβουμε ποιοτικά,
αλλά και ποσοτικά αποτελέσματα για τη συμπεριφορά των ταλαντώσεων. ΄Ηταν αναπάντεχο το ότι
μοιραζόμαστε κοινά αποτελέσματα με τους Φικιώρη και Wu με μία κρίσιμη διαφορά όμως: το πηλίκο
kc/ζc που εμφανίζεται σε όλες τις εξισώσεις ενδιαφέροντος και στο τελικό αποτέλεσμα είναι μιγαδικό
στην περίπτωσή μας και όχι πραγματικό. Η συμφωνία ασυμπτωτικών και αριθμητικών αποτελεσμάτων
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είναι εμφανής μέσω του Πίνακα 4.3, ενώ δύο είναι τα βασικά, ποιοτικά αποτελέσματα: οι ταλαντώσεις
στο φανταστικό μέρος είναι ασυμπτωτικά ίσες με αυτές που εμφανίζονται στην περίπτωση μέσου χωρίς

αγωγιμότητα και ο λόγος πραγματικού και φανταστικού μέρους είναι κατά απόλυτο ίσος με την εφα-
πτομένη απωλειών, όπως την ορίζει το μέσο. Σημειώνουμε ότι, ενώ τα αποτελέσματά μας υπόκεινται
σε αρκετά περιοριστικές συνθήκες, αριθμητικοί πειραματισμοί έδειξαν ότι αυτές επιτρέπουν ένα μεγάλο
εύρος αγωγιμοτήτων, συχνοτήτων και διαστάσεων κεραίας, που καλύπτει το σύνολο των ρεαλιστικών
περιπτώσεων. ΄Ετσι, επιτύχαμε το δεύτερο στόχο της εργασίας.
Για τον τρίτο στόχο επεκτείναμε τον κώδικά μας, ώστε να υπολογίζει το ενεργό ρεύμα ως το γινό-

μενο της περιμέτρου κύκλου ακτίνας a και του μαγνητικού πεδίου που παράγει το προσεγγιστικό ρεύμα,
υπολογισμένο στην ακτίνα αυτή. Τα αριθμητικά αποτελέσματα (Σχήματα 5.3, 5.4 και 5.5) απέδειξαν
ότι εξομάλυνση επιτυγχάνεται για μεγάλο εύρος παραμέτρων. Η θεωρητική ανάλυση ακολούθησε την
πορεία της εργασίας των Φικιώρη, Παπακανέλλο, Μαυρογορδάτο, Λαύκα και Κουλίκα (2013). Πάλι
βασική διαφορά ανάμεσα στα αποτελέσματά μας και αυτά των ερευνητών είναι το μιγαδικό πηλίκο kc/ζc.
΄Ετσι, μελετώντας ασυμπτωτικά την άπειρη κεραία δείξαμε ότι το ενεργό ρεύμα (το οποίο υπολογίσαμε
αναλυτικά για την περίπτωση ημιτονοειδών συναρτήσεων βάσης) αναπαράγει το προσεγγιστικό, όταν
υπολογιστεί στο όριο της διακριτοποίησης, δηλαδή για ρ ∼ z0 → 0. Αυξάνοντάς την ακτίνα ρ στην
οποία υπολογίζουμε το ενεργό ρεύμα, παρατηρούμε εκθετική μείωση του πλάτους των ταλαντώσεων
και τελικά εξομάλυνση μόλις ρ = a, ένα φαινόμενο παρόμοιο με τη συμπεριφορά του κοντινού πεδίου
υπερκατευθυντικών κεραιών. Σημειώνεται ότι το ενεργό ρεύμα αναπαράγει τη λογαριθμική ιδιομορφία
του πραγματικού και φανταστικού μέρους του ρεύματος, με ένα συντελεστή ίσο με 1/2. Ωστόσο, σε
αντίθεση με την περίπτωση μέσου χωρίς απώλειες, το πραγματικό μέρος του ενεργού ρεύματος δεν
ισούται με το πραγματικό μέρος του ακριβούς ρεύματος. Τούτο δε βλάπτει καθόλου την ακρίβεια της
μεθόδου, όπως μπορεί να επιβεβαιώσει ο αναγνώστης από τα Σχήματα 5.3, 5.4 και 5.5. Μάλιστα –και
προς έκπληξή μας– η ακρίβεια στο πραγματικό μέρος φαίνεται καλύτερη από αυτήν που επιτυγχάνεται
στην περίπτωση μέσου χωρίς απώλειες, στο πραγματικό μέρος πάλι. Τέλος, λύνοντας ένα πρόβλημα
οριακών συνθηκών, αντίστοιχο με αυτό που παρουσίασαν νωρίτερα ο Wu (1969) και οι Ταστσόγλου
και Φικιώρης (2013), καταφέραμε να συνδέσουμε το ενεργό ρεύμα με πραγματικά, φυσικά μεγέθη.
Συγκεκριμένα, το ενεργό ρεύμα δεν είναι παρά το ρεύμα που ρέει στην εξωτερική επιφάνεια του σωλη-
νοειδούς διπόλου, όπως συζητήσαμε στο κεφάλαιο 2, αιτία της ακρίβειας και των αποκλίσεων συνάμα
της μεθόδου.

2 Μελλοντικές Επεκτάσεις

Η πρώτη επέκταση που θα προτείνουμε είναι στην πραγματικότητα μια εφαρμογή των αποτελεσμάτων μας

(ειδικά της μεθόδου του ενεργού ρεύματος). Δεδομένου ότι πολλά και δημοφιλή λογισμικά ανάλυσης
κεραιών χρησιμοποιούν ακόμα την προσεγγιστική εξίσωση Hallén, για τον υπολογισμό της ρευματικής
κατανομής κατά μήκος μίας κεραίας, είναι θεμιτή η ενσωμάτωση του υπολογισμού του ενεργού ρεύ-
ματος, ειδικά στην περίπτωση επιλογής μεγάλου αριθμού συναρτήσεων βάσης. ΄Οπως συζητήσαμε και
αποδείξαμε το ενεργό ρεύμα είναι μια ιδιαίτερα ακριβής προσέγγιση του ακριβούς ρεύματος, απαιτώντας
μικρό υπολογιστικό κόπο και έχοντας τετριμμένη υλοποίηση. ΄Ετσι προσφέρεται μια θελκτική εναλλα-
κτική στη χρήση του ακριβούς πυρήνα που χαρακτηρίζεται από πολύ μεγαλύτερή πολυπλοκότητα ή από

αρκετά πιο δύσκολη υλοποίηση.
Αυτή η εργασία, όπως και καμία προγενέστερή της δεν έχει αποφανθεί σχετικά με τις ασθενείς

ταλαντώσεις που εμφανίζονται στα άκρα της κεραίας. Οι ταλαντώσεις αυτές, εμφανείς τόσο στο πραγ-
ματικό όσο και στο φανταστικό μέρος, είτε το μέσο έχει αγωγιμότητα είτε όχι, επισκιάζονται από τις
κεντρικές που είναι τάξεις μεγέθους μεγαλύτερες, δεν μπορούν να παραγνωριστούν ωστόσο, ενώ η φύση
τους παραμένει αδιευκρίνιστη. Είναι αδιαμφισβήτητα παραπροϊόν της μη επιλυσιμότητας της προσεγγι-
στικής εξίσωσης Hallén, ωστόσο καμία συστηματική μελέτη δεν έχει τις περιγράψει ούτε ποσοτικά ούτε
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ποιοτικά.
Μια κατεύθυνση που μπορούν να ακολουθήσουν μελλοντικές έρευνες είναι η μελέτη κεραίας σε

μέσο με αγωγιμότητα, που οδηγείται από διαφορετικά μοντέλα τροφοδοσίας. ΄Οπως έχουμε συζητήσει,
η γεννήτρια πεπερασμένου διακένου, η διέγερση από εξωτερικό προσπίπτον πεδίο στο κέντρο της κε-
ραίας (με ορισμένη πόλωση), η γεννήτρια δακτυλιοειδούς, ισοδύναμου, μαγνητικού ρεύματος είναι όλες
εναλλακτικές της γεννήτριας δέλτα συνάρτησης, ορισμένες με αρκετά διαφορετική συμπεριφορά, ειδικά,
η τελευταία που είναι η συνθετότερη (με μηδαμινή επιπρόσθετη πολυπλοκότητα ωστόσο) και η πιο
ακριβής. Το ενδιαφέρον εδώ έγκειται στο γεγονός ότι η λογαριθμική ιδιομορφία που εμφανίζεται στο
ρεύμα είναι αποτέλεσμα ακριβώς του (υπέρ το δέον εξιδανικευμένου) μοντέλου της δέλτα γεννήτρια
συνάρτησης. Πώς θα συμπεριφέρονταν η αριθμητική λύση για μια άλλη διέγερση; Τέτοια προβλήματα
έχουν ήδη αντιμετωπιστεί στην περίπτωση κεραίας στο κενό, με ενδιαφέροντα ευρήματα, όπως έχουμε
ήδη συζητήσει στο κεφάλαιο 3.
Στο ίδιο πλαίσιο, μπορούμε να σκεφτούμε επεκτάσεις σε διαφορετικές διατάξεις, στις οποίες εξισώ-

σεις παρόμοιες της Hallén ισχύουν. Ποια είναι η επιρροή της αγωγιμότητας του περιβάλλοντος για μια
βροχοκεραία ή μια συστοιχία ευθείων κεραιών σύρματος ή για μια κεραία που παρουσιάζει κάμψεις; Σε
όλες αυτές τις περιπτώσεις, ενώ οι εξισώσεις που μπορούν να διατυπωθούν είναι άμεσες γενικεύσεις
της Hallén το ίδιο δεν μπορεί να ειπωθεί σίγουρα για τα ποσοτικά (τα οποία εξαρτώνται ισχυρά από τη
γεωμετρία που χρησιμοποιήσαμε), αλλά και για τα ποιοτικά αποτελέσματά μας.
Ακόμη όμως και στην απλή περίπτωση της ευθείας κεραίας σύρματος, μια συνολική μελέτη δεν έχει

ακόμα γίνει: η παρούσα εργασία αποτελεί γενίκευση της μελέτης των Φικιώρη καιWu, όπως γενίκευση
αποτελεί και η πρόσφατη εργασία των Παπαθανασόπουλου και Φικιώρη (2019) που μελετά ατελώς
αγώγιμες κεραίες, δηλαδή κεραίες με πεπερασμένη αγωγιμότητα των μεταλλικών τοιχωμάτων τους,
εντός μέσου χωρίς αγωγιμότητα. Συνδυασμός των δύο αυτών μελετών καλύπτει την πιο ρεαλιστική
περίπτωση (στην πραγματικότητα κάθε κεραία έχει πεπερασμένη αγωγιμότητα και κάθε μέσο έχει μία,
έστω και αμελητέα αγωγιμότητα).
Είναι εμφανές ότι ένα αποτέλεσμα, δημοσιευμένο πάνω από 80 χρόνια πριν από τη στιγμή συγγραφής

αυτής της εργασίας κινεί ακόμη το ενδιαφέρον της επιστημονικής κοινότητας, έχει ακόμη ανοιχτά
ζητήματα και έχει ακόμη απαντήσεις να δώσει και να φωτίσει έτσι ένα πεδίο αυτόφωτο από τη φύση

του, αυτό των κεραιών.
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