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Περίληψη

Στην κατανεµηµένη ϐελτιστοποίηση πολυπρακτορικών συστηµάτων, δίκτυο οµότιµων
κόµβων συνεργάζεται για την επίλυση ενός προβλήµατος ϐελτιστοποίησης γνωστό µόνο από
την σύνθεση τοπικών προβληµάτων και όχι σε κάποιον µεµονωµένο πράκτορα. Η πρόσφα-
τη ανάπτυξη αποκεντροποιηµένων συστηµάτων ευρείας κλίµακας και η ταυτόχρονη συστη-
µατική µελέτη χαρακτηριστικών σύγκλισης και σθεναρότητας µεγάλου εύρους αλγορίθµων
έχει σχηµατίσει µια ευρεία ϐιβλιογραφία ϐελτιστοποίησης πρακτόρων, απουσία δυναµικής
συµπεριφοράς. Σε αυτή την εργασία, επιλύεται το πρόβληµα προσεγγιστικής, ϐέλτιστης
συµφωνίας για µη γραµµικούς πράκτορες συνεχούς χρόνου µε χρήση υστερηµένων, δειγ-
µατοληπτούµενων µετρήσεων από γείτονες. Για αυτό τον σκοπό ορίζουµε κατάλληλες ϐοη-
ϑητικές µεταβλητές οι οποίες µετατρέπουν το πρόβληµα ϐέλτιστης συµφωνίας σε πρόβληµα
ϱύθµισης των µεταβλητών αυτών. Αυτό το πρόβληµα ϱύθµισης µπορεί εν συνεχεία να επιλυ-
ϑεί χρησιµοποιώντας κλασσικές µεθόδους σταθεροποίησης µη γραµµικών συστηµάτων. Οι
µετρήσεις ενσωµατώνονται µε χρήση κατάλληλων συναρτήσεων που εγγυώνται την συνέχεια
και διαφορισιµότητα των ϐοηθητικών µεταβλητών. Επιπλεόν, µελετάται το επαγόµενο, δια-
κριτού χρόνου σύστηµα το οποίο έχει την µορφή του καθιερωµένου αλγορίθµου κατάβασης
ϐαθµίδας µε σταθερό ϐήµα υπό την επίδραση ϕραγµένων διαταραχών. Σαν ενδιάµεσο απο-
τέλεσµα αποδεικνύεται η σθεναρότητα του αλγορίθµου σε τέτοιου είδους διαταραχές.

Θεωρούµε την περίπτωση ισχυρά κυρτού κόστους και επικοινωνίας σε δίκτυο µε καθυ-
στερήσεις. Αναπτύσσουµε εκφράσεις του ϱυθµού σύγκλισης και σφάλµατος µόνιµης κα-
τάστασης συναρτήσει των σχεδιαστικών παραµέτρων του προβλήµατος.

Λέξεις Κλειδιά

Κατανεµηµένη ϐελτιστοποίηση, Κυρτή ϐελτιστοποίηση, Συµφωνία, Κατάβαση Βαθµίδας,
Μη-γραµµικός ΄Ελεγχος, Ρυθµός Σύγκλισης, Καθυστερήσεις Επικοινωνίας.
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Abstract

Distributed optimization of multi-agent systems conserns a network of peer nodes
cooperating to solve an optimization problem known only by the synthesis of local criteria
and not to any one agent. Recent developments in large-scale distributed systems and
simultaneous interest in the convergence and robustness of a wide variety of optimiza-
tion methods has created substantial bibliography for agents without internal dynamics.
In this thesis, we endeavor to solve the problem of approximate, optimal consensus for
continuous-time, nonlinear agents with the use of delayd, sampled measurements from
neighbours. To this end, we define a set of auxilary variables which transform the pro-
blem of optimal consensus to one of variable regulation. This regulation problem can
then be solved with classical methods of stabilization for nonlinear systems. The measu-
rements are integrated with the use of auxilary functions that guarantee the continuity
and differentiability of variables. Furthermore, we study the induced discrete-time sy-
stem which resembles the established gradient descent algorithm with constant stepsize
under bounded disturbances. As an intermediate result, we prove the robustness of the
afforementioned algorithm to these disturbances.

We consider the domain of strongly convex costs and communications through a
network with delays. We develop expressions for the convergence rate and steady state
errors as functions of controllable problem parameters.

Keywords

Distributed optimization, Convex optimization, Consensus, Gradient Descent, Nonli-
near Control, Convergence rate, Communication delays.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Σκοπός αυτή της εργασίας είναι η διερεύνηση του αλγορίθµου κατανεµηµένης κατάβα-
σης ϐαθµίδας (Distributed Gradient Descent, DGD) και της εφαρµογής του σε συ-

νεχούς χρόνου, µη-γραµµικά συστήµατα για την επίτευξη προσεγγιστικής ϐελτιστοποίησης.
Η εργασία πλαισιώνεται ως µεθοδολογία ενσωµάτωσης του DGD σε τοπικούς ελεγκτές στα-
ϑεροποίησης µη-γραµµικών συστηµάτων προς µεταβολή του ελεγκτικού τους στόχου χωρίς
την υποχρέωση σηµαντικού ανασχεδιασµού. Ευελπιστούµε µε αυτόν τον τρόπο να ανάγου-
µε τον σχεδιαστικά περίπλοκο στόχο της (προσεγγιστικής) ϐελτιστοποίησης στον απλούστερο
σχεδιασµό ελεγκτών (πρακτικής) σταθεροποίησης µη-γραµµικών συστηµάτων 1 .

Η κλασσική (κεντροποιηµένη) ϑεωρία ελέγχου συνίσταται από µοναδικό ελεγκτή που
δρα επί δυναµικού συστήµατος (ϕυσικού ή µηχανικού) µε σκοπό την οδήγηση του συστήµα-
τος σε κάποια επιθυµητή κατάσταση. Ο στόχος ελέγχου µπορεί να περιλαµβάνει, µεταξύ
άλλων, σταθεροποίηση σε σηµείο ισορροπίας, παρακολούθηση τροχιάς και ελαχιστοποίηση
σφαλµάτων. Συχνά, λαµβάνονται υπ΄ όψη και κριτήρια ευστάθειας, απόρριψης διαταραχών,
ϐελτιστότητας και ταχύτητας απόκρισης που επηρεάζουν την σχεδίαση και αξιολόγηση των
ελεγκτών. Το σύνολο των εργαλείων που έχουν αναπτυχθεί, από τον ϕυγοκεντρικό ϱυθµιστή

του J. Watt (18ος αι.) µέχρι και τους κανόνες ϱύθµισης αναλογικών - ολοκληρωτικών -
παραγωγικών (Proportional - Integral - Derivative, PID) ελεγκτών των J. Ziegler, N. Nicols
(δεκαετίες 1940-1950), αποτελούν την επονοµαζόµενη κλασσική ϑεωρία ελέγχου [1].

Οι δεκαετίες 1960 έως 1980 είδαν την γέννεση της λεγόµενης σύγχρονης ϑεωρίας ε-
λέγχου, στην οποία η χρήση ψηφιακών υπολογιστικών µεθόδων προώθησε την ανάλυση
συστηµάτων πολλών εισόδων - εξόδων στο πεδίο του χρόνου. Σε αυτήν την περίοδο οφείλε-
ται και η περιγραφή συστηµάτων διαµέσου µεταβλητών κατάστασης οι οποίες κωδικοποιούν
την ολοένα αυξανόµενη πολυπλοκότητα εγκαταστάσεων και απαιτήσεων ακρίβειας, κόστους
και ταχύτητας. Εν συνεχεία η σύγχρονη ϑεωρία ελέγχου επικεντρώθηκε σε ερωτήµατα ϐελτι-
στότητας σε ντετερµινιστικά και στοχαστικά συστήµατα, στο σθεναρό έλεγχο και άλλα συναφή
ϑέµατα.

΄Οµως η κλίµακα ενσωµάτωσης των σύγχρονων µηχανικών συστηµάτων σε συνδυασµό µε
την έντονα συνδεδεµένη και οδηγούµενη από δεδοµένα ϕύση των ολοκληρωµένων µεθόδων
παραγωγής προδιαγράφει [2] µια διαφορετική µορφή ελεγκτών ευρείας κλίµακας του άµε-

1Καθ΄ όλη τη διάρκεια της εργασίας, ϑα µας απασχολήσουν οι έννοιες προσεγγιστικής συµφωνίας και ϐελτι-
στότητας και πρακτικής ευστάθειας. Για ευκολία ανάγνωσης, οι προσδιορισµοί αυτοί ϑα παραλείπονται συνήθως,
εκτός αν απαιτείται διευκρίνηση και σχολιασµός τους. Πλήρεις ορισµοί των όρων δίνονται στο Κεφάλαιο 2.
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

σου µέλλοντος. Στα κατανεµηµένα (distributed) σχήµατα ελέγχου, µεγάλος αριθµός από
αυτόνοµα συστήµατα (καλούµενα πράκτορες, agents) συντονίζονται από πληθώρα τοπικών
ελεγκτών, κανένας εκ των οποίων δεν διαθέτει όλη την σχετική πληροφορία απόφασης [3].
Οι τοπικοί ελεγκτές επικοινωνούν διαµέσου κάποιου δικτύου που προσδιορίζει το εύρος
Ϲώνης και τους διαύλους επικοινωνίας. Το σύνολο πρακτόρων - ελεγκτών συνιστά ένα νέο,
κατανεµηµένο, σύστηµα επί του οποίου δρα νέος, επίσης κατανεµηµένος, νόµος ελέγχου
που επάγεται από την αλληλεπίδραση των τοπικών υλοποιήσεων. Η ανάγκη µελέτης και
κατανόησης των χαρακτηριστικών συµπεριφορών που προκύπτουν από την αλληλεπίδραση
πολλών, απλών υποσυστηµάτων προσδιορίζει την περιοχή κατανεµηµένου ελέγχου. Στην
εργασία αυτή, ϑα αναφερόµαστε µόνο στο καθολικό σύστηµα µε τον όρο σύστηµα ενώ ϑα
προτιµούµε τους όρους πράκτορας ή κόµβος για τα επί µέρους αυτόνοµα υποσυστήµατα.
΄Οµοια, ϑα καλούµε αλγόριθµο το καθολικό σχήµα ελέγχου, στον συνεχή ή διακριτό χρόνο
και ελεγκτές τις τοπικές υλοποιήσεις συστηµάτων απόφασης των πρακτόρων. Πληρέστερη
περιγραφή του προβλήµατος και της σχετικής ορολογίας ακολουθεί στο Κεφάλαιο 2.

Γενικά η µελέτη κατανεµηµένων συστηµάτων χαρακτηρίζεται από την εστίαση σε τρεις
προκλήσεις · την διαστατικότητα του προβλήµατος, την εγκυρότητα πληροφοριών στους πράκτο-

ϱες και τους περιορισµούς διανοµής πληροφοριών [2, 4]. Αποκεντροποιηµένες ϐιοµηχανικές,
τηλεπικοινωνιακές και αισθητήριες διατάξεις, που συνθέτονται από µεγάλο αριθµό συντε-
λεστών απόφασης, επωφελούνται υπολογιστικά και σχεδιαστικά από επίσης αποκεντροποι-
ηµένους νόµους που χρησιµοποιούν µόνο ¨τοπική¨ πληροφορία για την λήψη αποφάσεων.
Τέτοιες υλοποιήσεις απαιτούν συνήθως απλές, ατοµικές πράξεις οι οποίες επιδέχονται υψηλό
ϐαθµό παραλληλισµού και µειώνουν το ϕορτίο επικοινωνίας που προσδίδεται στο δίκτυο. Με
αυτόν τον τρόπο, ο νόµος ελέγχου µπορεί να σχεδιαστεί ανεξάρτητα του αριθµό πρακτόρων
ενώ ταυτόχρονα διευκολύνεται η ad hoc ενσωµάτωση υποσυστηµάτων.

Επιπλέον, µέσω ατοµικού σχεδιασµού προσδίδεται και ϐαθµός σθεναρότητας ως προς την
ορθότητα των εκτιµήσεων των πρακτόρων ή ακόµα και την µορφή του δικτύου επικοινωνίας.
Η ύπαρξη περιορισµών ως προς των όγκο ή το είδος των πληροφοριών που επιτρέπεται
να διατεθούν στο δίκτυο προδιαγράφει την ανάγκη κατανεµηµένης σχεδίασης. Θεωρήσεις
ασφάλειας, διαθέσιµου εύρους Ϲώνης και ενσωµάτωσης µε ήδη υπάρχοντα επικοινωνιακά /
ελεγκτικά συστήµατα [5, 6] καθιστούν απαραίτητη την πολυεπίπεδη, τµηµατική σχεδίαση
ελεγκτικών συστηµάτων [7, 8].

Ιστορικά, έντονο ερευνητικό ενδιαφέρον σχετικά µε τα κατανεµηµένα συστήµατα προσέλ-
κυσαν ελεγκτικοί στόχοι όπως η συµφωνία πρακτόρων (consensus, flocking objectives), τα
προβλήµατα συνάντησης (rendezous objectives) και ο έλεγχος σχηµατισµού (formation co-
ntrol) [4]. Πιο πρόσφατα όµως, η ευρύτητα ερωτηµάτων κατανοµής περιορισµένων πόρων σε
εφαρµογές αυτόµατου ελέγχου, σχεδίασης ηλεκτρονικών κυκλωµάτων, ανάλυσης δεδοµένων
και µοντελοποίησης, στατιστικής και οικονοµικών [9] έχουν ϕέρει στο προσκήνιο την ανάγκη
κατανεµηµένης επίλυσης του προβλήµατος ϐέλτιστης συµφωνίας (optimal consensus obje-
ctive). Η σχεδίαση ευπροσάρµοστων αλυσίδων παραγωγής - κατανάλωσης και η ενσωµάτωση
αλγοριθµικών διαχειριστών σε αυτές απαιτεί την ανάθεση των προβληµάτων ϐελτιστοποίησης
σε αυτοµατοποιηµένους λύτες. Ο από κοινού στόχος αυτών είναι ο προσδιορισµός της ϐέλ-
τιστης περιοχής λειτουργίας για το συνολικό σύστηµα και την οδήγηση των πρακτόρων, µε
ελάχιστη ανθρώπινη συµµετοχή.
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1.1 Αντικείµενο της ∆ιπλωµατικής Εργασίας

΄Ηδη, χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελούν τα ολοένα διασυνδεδεµένα συστήµατα πα-
ϱαγωγής και κατανάλωσης ισχύος που σκοπεύουν στον συντονισµό και την ϐέλτιστη κα-
τανοµή ενεργειακών πόρων [10]. Η παραδοσιακή µορφή συστηµάτων ηλεκτροπαραγωγής
µεταβαίνει σταδιακά από εργοστάσια κεντρικής παραγωγής και προκαθορισµένα ϕορτία σε
αποκεντροποιηµένα συστήµατα συνδυαστικής παραγωγής-κατανάλωσης [5], συνδεδεµένα µε
ευέλικτα, ¨έξυπνα¨ ϕορτία. Σε αυτές τις διατάξεις, µεγάλος αριθµός υποσυστηµάτων (ηλε-
κτρικοί κινητήρες, γεννήτριες κ.α.) συντονίζονται για την κάλυψη των στιγµιαίων ενεργειακών
απαιτήσεων πλήθους καταναλωτών. Επιπλέον των απαιτήσεων παροχής, τίθενται στο σύστη-
µα αυστηρά κριτήρια ποιότητας συχνοτικού περιεχοµένου και τάσης της παρεχόµενης ισχύος
καθώς και απαιτήσεις ελαχιστοποίησης οικονοµικών κριτηρίων λειτουργίας [11, 12, 13]. ΄Ο-
σο το ηλεκτρικό δίκτυο εκσυγχρονίζεται, η αποδοτική διανοµή ενεργειακών πόρων ϑα απο-
τελεί σηµαντικό παράγοντα ελκυστικότητας ενεργειακών λύσεων και έτσι ϑα απαιτεί ισχυρές
µεθόδους προσδιορισµού ϐέλτιστων περιοχών λειτουργίας και ταυτόχρονης οδήγησης των
υποσυστηµάτων.

΄Αλλη αξιόλογη εφαρµογή αφορά την κατανοµή ¨εµπιστοσύνης¨ στις µετρήσεις µεγάλων
αισθητήριων δικτύων που απατώνται σε ϐιοµηχανικές εγκαταστάσεις, έξυπνα κτήρια και
δηµόσιες υποδοµές. Αυτά αποτελούν εκτενή δίκτυα ολοκληρωµένων στοιχείων που ενσω-
µατώνουν κάποια αισθητήρια, υπολογιστική και επικοινωνιακή ικανότητα [14, 10]. Την
εντυπωσιακή ικανότητα των κατανεµηµένων αυτών διατάξεων στην συλλογή δεδοµένων αντα-
γωνίζεται µόνο ο όγκος πληροφορίας που πρέπει να διανεµηθεί δια µέσω του δικτύου για τον
συντονισµό και τον έλεγχό τους. Καθίσταται έτσι απαραίτητη η ανάπτυξη τοπικών µεθόδων
που αποσκοπούν στην in-network επεξεργασία της πληροφορίας µε χρήση της ελάχιστης δυ-
νατής αλληλεπίδρασης µεταξύ ελεγκτών, εξαλείφοντας την ανάγκη συλλογής δεδοµένων και
διοχέτευσης πληροφορίας σε κάποιον κεντρικό συντονιστή. Ταυτόχρονα, η ταχεία διεύρυνση
των αισθητήριων απαιτήσεων τέτοιων εγκαταστάσεων εισάγει προκλήσεις ϱαγδαίας επεκτα-
σιµότητας και σθεναρότητας των κατανεµηµένων µεθόδων που περαιτέρω δυσχεραίνουν την
χρήση πιο συγκεντρωτικών µεθόδων ελέγχου.

Γενικά, η περιοχή κατανεµηµένης ϐελτιστοποίησης αφορά εφαρµογές στις οποίες σηµα-
ντικός όγκος πληροφορίας συγκεντρώνεται και αποθηκεύεται σε κάποιο δίκτυο και η ύπαρξη
κεντρικού συντονιστή είναι δυσχερής ή ανεπιθύµητη [3, 15]. Αυτή η λακωνική περιγραφή
δίνει έµφαση στις προκλήσεις που κρύβει µια τόσο γενική έκφραση του προβλήµατος αλλά
και στην εκπληκτική χρηστικότητα που έχουν οι µέθοδοι επίλυσης του.

1.1 Αντικείµενο της ∆ιπλωµατικής Εργασίας

Η παρούσα εργασία δεν συνδέεται µε καµία συγκεκριµένη εφαρµογή κατανεµηµένης
ϐελτιστοποίησης, όπως επίσης και µε κανένα συγκεκριµένο σύστηµα κατανεµηµένων πρα-
κτόρων. Αντιθέτως, η κλάση των προς επίλυση προβληµάτων προσδιορίζεται από ποιοτικά χα-
ϱακτηριστικά που µοντελοποιούν πραγµατικές συµπεριφορές και σχεδιαστικές προκλήσεις
σε µεγάλο εύρος εφαρµογών. Ειδικότερα, προσδιορίζουµε τα προβλήµατα ενδιαφέροντος
ϐάση δύο παραγόντων.

1. Ως προς το δίκτυο επικοινωνίας των τοπικών ελεγκτών.
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

Το ερώτηµα επικοινωνίας µεταξύ των πρακτόρων, και ειδικότερα οι προκλήσεις επικοι-
νωνίας σε δίκτυα µε ατέλειες όπως καθυστερήσεις, απώλεια πακέτων και υποχρέωση
συγχρονισµού αποτελούν αναπόσπαστο τµήµα προσδιορισµού οποιουδήποτε κατανε-
µηµένου αλγορίθµου [16] - ο σχεδιασµός τοπολογίας επικοινωνίας και ελέγχου είναι
άρρηκτα συνδεδεµένος. Στην παρούσα εργασία, η ανταλλαγή πληροφορίας υλοποιε-
ίται από κατευθυνόµενο γράφο G = (V,E), στον οποίο κάθε κόµβος xi αναπαριστά
την εκτίµηση ενός πράκτορα για την ϐέλτιστη κατάσταση και κάθε ακµή eij κάποιον
δίαυλο επικοινωνίας µε ϐάρος wij.

Το πρωτόκολλο επικοινωνίας ϐασίζεται στην δειγµατοληψία και αναµετάδοση των εκτι-
µήσεων ανά σταθερή περίοδο T , χωρίς επιπρόσθετες υποθέσεις για την σειρά άφιξης ή
επεξεργασίας αυτών. Σε αντίθεση µε την χρήση των πλήρων εκτιµήσεων, η δειγµατο-
ληψία µειώνει την απαιτούµενη επικοινωνία µεταξύ των ελεγκτών [16] και ελευθερώνει
σηµαντικό εύρος Ϲώνης για το δίκτυο. Θα δείξουµε επιπλέον πως η δυνατότητα να επι-
τευχθεί σύγκλιση εκτιµήσεων είναι ανεξάρτητη του ϱυθµού δειγµατοληψίας και άρα η
επιλογή περιόδου δειγµατοληψίας µπορεί να ϱυθµιστεί ϐάση των απαιτήσεων ταχύτη-
τας και διαθέσιµων πόρων της εφαρµογής.

Τέλος, επιτρέπουµε την εµφάνιση αγνώστων, οµοιόµορφα άνω ϕραγµένων καθυστε-
ϱήσεων στους διαύλους επικοινωνίας, ώστε µόνον οι καθυστερηµένες εκτιµήσεις των
πρακτόρων να είναι διαθέσιµες στους γείτονές τους. Η υπόθεση αυτή επιτρέπει και
την µοντελοποίηση γενικότερων δικτύων µε σφάλµατα όπως την απώλεια πακέτων ή
διαύλων [10], σφάλµατα τα οποία δεν εξετάζονται στην συγκεκριµένη εργασία και συ-
νηθίζεται σε προβλήµατα συµφωνίας [17, 18, 19, 20] όσο και ϐελτιστοποίησης [21, 22].

2. Ως προς την τοπολογία κόστους των πρακτόρων και την σύνθεση αντικειµενικού (καθο-

λικού) κριτηρίου για το συνολικό σύστηµα.

Τα προβλήµατα ϐελτιστοποίησης προσδιορίζονται από τα χαρακτηριστικά των κριτη-
ϱίων κόστους και την ύπαρξη (ή µη) περιορισµών στο χώρο λύσεων. Στην κατανε-
µηµένη περίπτωση, κάθε πράκτορας συνεισφέρει στην τοπολογία κόστους µια τοπική
συνάρτηση που παραµένει γνωστή µόνον στον ίδιο και το άθροισµα τους συνθέτει το
αντικειµενικό κριτήριο προς ϐελτιστοποίηση. Οι συναρτήσεις κόστους ϑεωρούνται εξ
υποθέσεως ισχυρά κυρτές (strongly convex), συνεχώς διαφορίσιµες και µε Lipschitz
ϐαθµίδες σε όλο τον χώρο εκτιµήσεων.

Παρ΄ ότι αυτά τα χαρακτηριστικά συναρτήσεων και η επίδρασή τους στα προβλήµατα
ϐελτιστοποίησης ϑα µελετηθούν σε ϐάθος στο Κεφάλαιο 2, αξίζει να αναφερθεί πως
αυτές οι υποθέσεις είναι συνηθισµένες για πολλά προβλήµατα. Μάλιστα, µια πολύ
ενδιαφέρουσα περιοχή µελέτης της κατανεµηµένης ϐελτιστοποίησης αφορά τον προσ-
διορισµό των ελάχιστων υποθέσεων για την επιλυσιµότητα προβληµάτων. Η εργασία
αυτή εστιάζει στην εύρεση ικανών µόνο συνθηκών για την προτεινόµενη µεθοδολο-
γία, είµαστε όµως ικανοποιηµένοι πως έχουν ληφθεί αρκετά γενικές υποθέσεις για
τα κριτήρια κόστους και ευελπιστούµε σε µελλοντική εργασία να διευρυνθεί η κλάση
επιλύσιµων προβληµάτων.

Αναφέραµε προηγουµένως πως αποσκοπούµε στην παρουσίαση µεθόδου αναγωγής του
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1.2 Συγγενείς Εργασίες

προβλήµατος επίτευξης προσεγγιστικής, ϐέλτιστης συµφωνίας µη-γραµµικών πρακτόρων
στον σηµαντικά απλούστερο, σχεδιασµό ελεγκτών πρακτικής ευστάθειας. Για να επιτύχουµε
την τροποποίηση αυτή, ορίζεται κατάλληλος µετασχηµατισµός κατάστασης πρακτόρων προς
σχηµατισµό ϐοηθητικών µεταβλητών προς ϱύθµιση. Εν συνεχεία, αποδεικνύεται πως µε
την ϱύθµιση των µεταβλητών σε περιοχή πλησίον της αρχής των αξόνων, οι τροχιές εξόδου
των µη-γραµµικών πρακτόρων οδηγούνται σε ϐέλτιστη συµφωνία. Η απόδειξη του παρα-
πάνω αποτελέσµατος διαρθρώνεται σε δυο µέρη, πρώτα µελετάται η ακολουθία διακριτών,
δειγµατοληπτούµενων εξόδων πρακτόρων διαµέσου αναγωγής στον αλγορίθµου DGD και τα
χαρακτηριστικά σύγκλισης του επί της κλάσης προβληµάτων ενώ στην συνέχεια υπολογίζε-
ται η απόκλιση της στιγµιαίας εξόδου πράκτορα από την πιο πρόσφατη δειγµατοληπτούµενη
εκτίµησή του. ∆ευτερεύον αποτέλεσµα που προκύπτει από την παραπάνω µελέτη αφορά
την ικανότητα σύγκλισης του αλγορίθµου ϐαθµίδας µε σταθερό ϐήµα προσαρµογής και
ϕραγµένες διαταραχές. Πιο συγκεκριµένα, εξετάζεται η σθεναρότητα του αλγορίθµου και
προσδιορίζεται η περιοχή σύγκλισης του, ως συνάρτηση των σχεδιαστικών παραµέτρων αλλά
και του µεγέθους της παρεµβολής.

1. Αποδεικνύεται,για κατάλληλη επιλογή ϐήµατος α, η εκθετική σύγκλιση του τροπο-
ποιηµένου DGD στην κλάση ισχυρά κυρτών, Lipschitz διαφορίσιµων συναρτήσεων
κόστους και κατευθυνόµενου δικτύου µε οµοιόµορφα ϕραγµένες καθυστερήσεις.

2. Αποδεικνύεται πως η περιοχή απόκλισης από τον πραγµατικό ϐέλτιστο του συστήµατος
είναι τάξης O(

√
α + ϸ

α ) 2, όπου ϸ άνω ϕράγµα της προαναφερθείσας διαταραχής.

Το δεύτερο σκέλος της εργασίας, αφορά την ενσωµάτωση του αλγορίθµου σε ελεγκτές
σταθεροποίησης και προσοµοίωση των κατανεµηµένων συστηµάτων. Προς αυτόν τον σκοπό,
στο Κεφάλαιο 4 εφαρµόζουµε τον προτεινόµενο µετασχηµατισµό στο Fully-Actuated Surface
Vessel (FASV) µοντέλο κίνησης επιφανειακών ϑαλάσσιων σκαφών. Με την ϱύθµιση των
ϐοηθητικών µεταβλητών σχεδιάζουµε backstepping ελεγκτές για την κατανεµηµένη, ϐέλτιστη
συµφωνία ϑέσης των πρακτόρων.

1.2 Συγγενείς Εργασίες

Η συστηµατική µελέτη των µεθόδων κατανεµηµένης ϐελτιστοποίησης µε καθυστερήσεις
επικοινωνίας ξεκινά από το 1980 και τις εργασίες των D. Bertsekas [23], J. Tsitsiklis, D.
Bertsekas, M. Athans [24]. Με έναυσµα τις αποκεντροποιηµένες εκφράσεις προβληµάτων
ανάθεσης πόρων των K. J. Arrow, L. Hurwicz [25] και τις µεθόδους χαοτικής χαλάρωσης
των D. Chazan, W. Miranker [26] για την επίλυση γραµµικών εξισώσεων εν παραλλήλω
γίνεται η αρχή της µελέτης αποκεντροποιηµένων µεθόδων κατάβασης ϐαθµίδας. Ταυτόχρο-
να χάρη στην σηµαίνουσα διδακτορική εργασία του J. Tsitsiklis [3] τυποποιείται η γλώσσα
περιγραφής και µελέτης κατανεµηµένων συστηµάτων υπό πληθώρα µοντέλων επικοινωνίας

2Χρησιµοποιούµε εδώ τον συµβολισµό O(·) για να αναφερθούµε στην ασυµπτωτική συµπεριφορά µεταβλητών
ή ποσοτήτων κατά την πρόοδο του χρόνου. Ως τµήµα της Bachmann–Landau συµβολογραφίας, το γράµµα O
συνοδεύεται από άλλα όπως o,Ω, ω για την πληρέστερη περιγραφή µορφών ασυµπτωτικής συµπεριφοράς. Θα
επιλέξουµε στην εργασία αυτή να παραλείψουµε τέτοιες λεπτοµέρειες και να εστιάσουµε στην τάξη (order) των
οριακών ποσοτήτων. Αντίστοιχα ϑα κάνουµε χρήση τις σχέσης ∼ για να δείξουµε την όµοια τάξη δυο ποσοτήτων.
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µε σφάλµατα. ΄Εκτοτε η περιοχή κατανεµηµένου υπολογισµού και ϐελτιστοποίησης ανθίζει
και σχηµατίζεται ένα συναρπαστικό πεδίο έρευνας εστιασµένο αφενός στην ανάπτυξη ποικι-
λίας ταχέων αλγορίθµων επίλυσης των ευρύτερων δυνατών προβληµάτων και αφετέρου στην
διαπίστευση της πολυπλοκότητας κατανεµηµένων προβληµάτων και τον εντοπισµό ελάχιστον
υποθέσεων λειτουργίας των αλγορίθµων.

Για την καλύτερη περιγραφή της περιοχής ενδιαφέροντος της εργασίας και την σύνδεσή
της µε άλλα ερωτήµατα ϐελτιστοποίησης δίνουµε µια σύντοµη ανασκόπηση των πιο χαρα-
κτηριστικών µεθόδων που αναπτύχθηκαν στον χώρο. Θα προσπαθήσουµε να περιγράψουµε
τις κυριότερες ιδέες πίσω από την σχεδίαση και λειτουργία των µεθόδων και να συνδέσουµε
τις τυχόν αδυναµίες τους µε αλγορίθµους που ακολούθησαν. Συστηµατικότερη περιγραφή
του ϑεωρητικού πλαισίου για την εργασία ϑα δοθεί στην συνέχεια, οπότε ϑα αρκεστούµε
προς το παρόν σε περιγραφικά επιχειρήµατα και τα ευρήµατα της ϐιβλιογραφίας.

1.2.1 Τµηµατικές µέθοδοι ϐαθµίδων

Πρώτες αυστηρά κατανεµηµένες µέθοδοι που διερευνήθηκαν διεξοδικά ήταν οι τµηµα-
τικές (incremental) µέθοδοι (υπό)βαθµίδων [27, 28] και οι ασύγχρονες [29] και στοχαστι-
κές [30] µορφές τους. Οι µέθοδοι τροποποιούν την συµβατική µέθοδο ϐαθµίδας ώστε να
επιτυγχάνουν την ϐελτιστοποίηση ενός σύνθετου κριτηρίου σε κυκλική διάταξη δικτύου πρα-
κτόρων. Εξηγούµε συνοπτικά την ιδέα λειτουργίας τους ως εξής.

Λαµβάνοντας κάποιο σύνθετο, κυρτό κριτήριο f (x) B
∑n
i=1 fi(x), x ∈ X ⊆ Rm , ϑεωρούµε

τον νόµο µεταβολής

x(k + 1) = ψn(k), όπου

ψi(k) = ΠX
[
ψi−1(k) − akgi−1(k)

]
, i = 1, . . . , n

gi(k) ∈ ∂fi(ψi(k)) και g0(k) = x(k).

(1.1)

΄Εχουµε συµβολίσει ∂fi(ψi(k)) το υποδιαφορικό (σύνολο υποβαθµίδων) της fi στο σηµείο ψi(k)
και ΠX

[
·
]

κάποιον τελεστή προβολής στο σύνολο X . ∆ιαµέσου του διαδοχικού υπολογισµού
των ψi(k), ο νόµος προβλέπει την σταδιακή µεταβολή του συνολικού διανύσµατος εκτίµησης
x(k) µε διαδοχικά ϐήµατα ϐαθµίδας κριτηρίων. Τα διανύσµατα ψi(k) καλούνται υποκα-
ταστάσεις κάποιου κύκλου k. Το παραπάνω σχήµα, αν και κατανεµηµένο, απαιτεί την
σύνδεση εκτιµητών σε δίκτυο-δαχτυλίδι και την διαδοχική διάδοση κάποιας εκτίµησης αυ-
στηρά και µόνον στον επόµενο κόµβο κατά µήκος της αλυσίδας. Επιπλέον αδυναµία του
σχήµατος είναι η εν σειρά εκτέλεση την υπολογισµών λόγω της εξάρτησης του κάθε πράκτο-
ϱα από το αποτέλεσµα του προηγούµενου. Ειδικότερα, είναι εύκολο να αντιληφθεί κανείς
πως ανά πάσα στιγµή µοναδικός πράκτορας i εκτελεί κάποιον υπολογισµό, αφού όλοι οι
προηγούµενοι πράκτορες i − k, k = 1, . . . , i − 1 έχουν ολοκληρώσει τους και οι επόµενοι
i + k, k = 1, . . . , n − i αναµένουν τα αποτελέσµατα των προηγούµενων.
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Σχήµα 1.1: Σύνδεση πρακτόρων σε δακτυλίδι και αναπαράσταση ϱοής ενδιάµεσων µεταβλη-
τών κατά µια επανάληψη του κανόνα µεταβολής εκτίµησης.

Από την παραπάνω ϑεµελιώδη έλλειψη του γενικού incremental σχήµατος προκύπτουν
και οι σηµαντικότερες αδυναµίες της οικογένειας αλγορίθµων. Παραδείγµατος χάριν, η
ϕυσική παραλληλοποίηση υπολογισµών σε ξεχωριστά ϐήµατα υπολογισµού υποβαθµίδων
gi(k) ∈ ∂fi(x(k)) και συνδυασµού τους ως x(k + 1) = ΠX [x(k) − ak

∑n
i=1 gi(k)] οδηγεί σε κε-

ντροποιηµένο σχήµα ελέγχου [29]. Παρ΄ όλα αυτά, τα τµηµατικά σχήµατα έχουν σηµαντική
ιστορική σηµασία και χρησιµοποιούνται ακόµα και σε σύγχρονες εφαρµογές λόγω της ευ-
κολίας υλοποίησης τους και παραλληλισµού. Χαρακτηριστικά απατώνται συχνά σε περιοχές
µηχανικής όπως προβλήµατα ελάχιστων τετραγώνων, εκπαίδευσης νευρωνικών δικτύων µε
"backpropagation" και στον αλγόριθµο expectation-maximization (EM algorithm) [29].

1.2.2 Αλγόριθµοι κατανεµηµένης κατάβασης ϐαθµίδων

΄Ολες οι προηγούµενες µέθοδοι απαιτούν επικοινωνία µε δοµή δακτυλίου. Για εφαρµογές
σε πιο γενικά, πιθανόν χρονοµεταβαλλόµενα, δίκτυα στρεφόµαστε σε αλγορίθµους κατάβα-
σης υποβαθµίδων όπως περιγράφηκαν από τους N. Z. Shor, A. Nediìc et al. [31, 32, 33, 34]
και αποτελούν την ϐάση και της δικής µας εργασίας. Ο αλγόριθµος DGD ϑα παρουσιαστεί
λεπτοµερέστερα στην Ενότητα 2.3 οπότε προς το παρόν παρουσιάζουµε τα κοινά χαρακτηρι-
στικά των µεθόδων.

Ειδοποιός διαφορά των αλγορίθµων είναι πως για κριτήριο της µορφής f (x) B
∑n
i=1 fi(x), x ∈

X ⊆ Rm κάθε πράκτορας διατηρεί τοπική εκτίµηση της ϐέλτιστης κατάστασης xi(k) ∈ Rm και
σε κάθε επανάληψη ενηµερώνει µόνον την ιδία εκτίµηση ως

xi(k + 1) = ΠX
[ n∑
i=1

wijxj(k) − akgi(k)
]
,

gi(k) ∈ ∂fi(xi(k)).

(1.2)

Λαµβάνοντας πίνακα µετάβασης W = [wij] που αντικατοπτρίζει το µοντέλο ανταλλαγής πλη-
ϱοφορίας (συνήθως καλείται κανόνας ϐαρών - weights rule στην ϐιβλιογραφία) [32] επιτυγ-
χάνεται αλληλεπίδραση µεταξύ των πρακτόρων διαµέσω της one-hop ανταλλαγής εκτιµήσεων
που περιέχεται στον όρο συµφωνίας

∑n
i=1wijxj(k).

Σηµειώνεται πως, σε αντίθεση µε την (1.1) η ϐαθµίδα υπολογίζεται σε σηµείο xi(k) για
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κάθε πράκτορα. Με αυτόν τον τρόπο, η µέθοδος είναι πλήρως κατανεµηµένη και δεν α-
παιτεί σειριακό υπολογισµό µετατοπίσεων. Η εν παραλλήλω ενηµέρωση είναι σηµαντικό
πλεονέκτηµα έναντι των τµηµατικών µεθόδων. ∆υστυχώς η διευρυµένη δυνατότητα µοντελο-
ποίησης δικτύων και αυστηρή κατανεµηµένη ϕύση του αλγορίθµου προσφέρεται σε αντάλ-
λαγµα αυστηρότερων υποθέσεων για τα κριτήρια κόστους και µειωµένου ϱυθµού σύγκλισης.
Χαρακτηριστικά, οι µέθοδοι κατανεµηµένης ϐαθµίδας απαιτούν επιλογή µειούµενης ακο-
λουθίας ϐηµάτων {ak} για να επιτύχουν συµφωνία εκτιµήσεων, ακόµα και στις περιπτώσεις
διαφορίσιµων και ισχυρά κυρτών συναρτήσεων [15].

Επιλέγοντας σταθερό ϐήµα εκµάθησης για τις µεθόδους κατάβασης, οι αλγόριθµοι είναι
σηµαντικά ταχύτεροι αλλά επιτυγχάνουν σύγκλιση µόνο σε περιοχή γύρω από κάποια ϑέση
συµφωνίας. Οι K. Yuan et al. [35] αποδεικνύουν πως η περιοχή είναι µονοτονικά µειούµε-
νη µε την επιλογή µικρότερων ϐηµάτων, γεγονός που δηµιουργεί ένα δίληµµα ταχύτητας
- ακρίβειας για τον σχεδιαστή. Στην παρούσα εργασία εµείς δείχνουµε περιοχή της τάξης
O(
√
a + ϸ

a ). Σταθεροποιώντας λοιπόν δεδοµένο ϸ > 0 - που ϑα αποδειχθεί είναι ισοδύνα-
µο µε την επιλογή κάτω ορίου για την περιοχή ευστάθειας των µη-γραµµικών ελεγκτών -
τότε µε ϕυσικό τρόπο υπολογίζεται και η κατάλληλη επιλογή ϐήµατος για την ενηµέρωση
εκτιµήσεων.

1.2.3 Αλγόριθµοι σταθερού ϐήµατος

Μια λύση του διλήµµατος ταχύτητας ϐασίζεται στην χρήση Λαγκρατζιανών δυικών µετα-
ϐλητών όπως στις µεθόδους distributed dual decomposition [36] και alternating direction
method of multipliers (ADMM) [37, 38]. Σε αντίθεση µε τους προηγούµενους consensus-
based αλγορίθµους στον χώρο των κύριων µεταβλητών, οι µέθοδοι αυτές επιλύουν το συναφές
δυικό πρόβληµα Lagrange, χαλαρώνοντας τους περιορισµούς ισότητας που προκύπτουν από
την απαίτηση συµφωνίας [4]. Στις δυικές µεθόδους είναι απαραίτητο η µορφή των κριτηρίων
να είναι σχετικά απλή ώστε 1. να διατυπωθεί ένα επιλύσιµο πρόβληµα κυρίων-δυικών µετα-
ϐλητών και 2. η επίλυση του (δηλαδή η ενηµέρωση εκτιµήσεων και ϐοηθητικών µεταβλητών)
να είναι υπολογιστικά εύκολη και να ολοκληρώνεται µε ταχύτητα. Οι E. Wei, A. Ozdaglar
έχουν δείξει πως για fixed γράφους, ο κατανεµηµένος ADMM υποστηρίζει σταθερά ϐήµατα
και επιτυγχάνει ϱυθµό σύγκλισης O( 1

k ) [39].

Χάρη σε αυτές και άλλες εργασίες, τα αποτελέσµατα της δυικής ανάλυσης έχουν ε-
µπνεύσει επίσης ϐελτιώσεις και σε προηγούµενους αλγορίθµους, εισάγοντας τροποποιήσεις
proximal-ϐαθµίδας και εκτιµήσεις υψηλότερης τάξης. Αυτοί επωφελούνται από αυξηµένη
ταχύτητα λόγω εκτίµησης της διεύθυνσης κατάβασης, όµως επεκτείνονται δύσκολα σε ασύγ-
χρονες επικοινωνίες ή σε χρονοµεταβαλλόµενους ή κατευθυνόµενους γράφους.

Τέλος αξίζει να αναφερθούν και µέθοδοι σταθερού ϐήµατος που δεν κάνουν χρήση των
δυικών µεταβλητών και επιτυγχάνουν ακριβή σύγκλιση σε σηµείο συµφωνίας. Οι Jakovetic
D. et al. [40] επιτυγχάνουν ϱυθµό σύγκλιση O( ln k

k2 ) µε σχήµα που κάνει χρήση εσωτερικού
ϐρόγχου συµφωνίας και Nesterov acceleration ενώ ο αλγόριθµος EXTRA [41] επιτυγχάνει
ϱυθµό σύγκλισης O( 1

k ) σε κυρτές συναρτήσεις και εκθετικό σε ισχυρά κυρτές.
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1.2.4 Βέλτιστη Συµφωνία Πρακτόρων µε ∆υναµική

Οι παραπάνω µέθοδοι αφορούν την επίτευξη ϐέλτιστης συµφωνίας σε πράκτορες δίχως
δυναµική, στους οποίους η µεταβολή των εκτιµήσεων καθορίζεται µόνο από κάποιον κανόνα
ενηµέρωσης. Πρόσφατα όµως σηµαντική πρόοδος έχει γίνει και στην µελέτη κατανεµηµένων
συστηµάτων µε εγγενή δυναµική καθώς και µε σφάλµατα µοντελοποίησης ή διαταραχές.
Σηµαντική εργασία έχει γίνει για την µελέτη ϐέλτιστης συµφωνίας απλών ολοκληρωτών [42,
43] ή γραµµικών συστηµάτων [44, 45, 46, 47].

Οι κατανεµηµένες µέθοδοι επίλυσης τέτοιων προβληµάτων απαιτούν πιο περίπλοκα σχήµα-
τα ελέγχου από καθιερωµένους αλγορίθµους διακριτού χρόνου. Αυτό ισχύει καθώς στα
προβλήµατα µε δυναµική πρέπει, ταυτόχρονα µε το κατανεµηµένο σχήµα, να δηµιουργη-
ϑεί µέθοδος ακύρωσης της τοπικής συµπεριφοράς πρακτόρων. Παραδείγµατος χάριν, στην
εργασία των Tang et al. [44] γίνεται χρήση τοπικών γεννητριών σήµατος προς επίλυση του
προβλήµατος ϐέλτιστης συµφωνίας µε κατανεµηµένο τρόπο. Εν συνεχεία, οι γραµµικοί
πράκτορες ελέγχονται σύµφωνα µε την αναφορά της γεννήτριας διαµέσου σχήµατος refere-
nce tracking. Την απαίτηση οµοιογένειας των πρακτόρων χαλαρώνουν οι Li, Wu et al. [47],
όµως οι µέθοδοι συνεχίζουν να απαιτούν µη-κατευθυνόµενη επικοινωνία µεταξύ πρακτόρων.
Το δυσκολότερο πρόβληµα γραµµικών πρακτόρων σε κατευθυνόµενους γράφους παρουσι-
άζουν οι Zhang et al. [48].

Σηµαντικό ερευνητικό ενδιαφέρον έχει πρόσφατα αναπτυχθεί και για την επίτευξη ϐέλ-
τιστης συµφωνίας σε γενικότερους, µη-γραµµικούς πράκτορες. Οι προσπάθειες αυτές συ-
νήθως διαρθρώνονται ως µελέτες συγκεκριµένης µορφής µη-γραµµικοτήτων [49, 50, 51] ή
διαµέσου της µελέτης άγνωστων συστηµάτων (unknown systems) [22, 52]. Ιδιαίτερα ϑέλου-
µε να δώσουµε έµφαση στην εργασία των Gkesoulis, Psillakis et al. [22] ως συγγενή µέθοδο
επίλυσης προβλήµατος προσεγγιστικής ϐέλτιστης συµφωνίας σε µη-γραµµικούς πράκτορες
µε άγνωστη δυναµική. Σε αυτήν, οι συγγραφείς κάνουν χρήση ϐοηθητικών µεταβλητών
κατάστασης προς µετατροπή του προβλήµατος σε πρόβληµα ϱύθµισης µη-γραµµικών µε-
ταβλητών. Οι µεταβλητές αυτές, καλούµενες Optimal consensus proportional and inte-
gral (OCPI) variables, κωδικοποιούν την αναλογική και ολοκληρωτική απόκλιση των εξόδων
πρακτόρων και διαµέσου ϱύθµισής τους επιλύουν το πρόβληµα ϐέλτιστης συµφωνίας. Η
παραπάνω µέθοδος χρησιµοποιείται για την επίτευξη ϐέλτιστης συµφωνίας σε πράκτορες µε
καθυστέρηση ανατροφοδότησης κατάστασης [22].

Σε αντιστοιχία µε τους στόχους αυτής της διπλωµατικής, η αναγωγή σε πρόβληµα µη
γραµµικής ϱύθµισης επιτρέπει την χρήση καθιερωµένων τεχνικών µη γραµµικού ελέγχου
για την επίλυση πολυπλοκότερων προβληµάτων ελέγχου. Αξίζει να σηµειωθεί πως ο ορισµός
των µεταβλητών OCPI κάνει χρήση µετρήσεων συνεχούς χρόνου για την απόκλιση εξόδων των
πρακτόρων. Η χρήση δειγµατοληπτούµενων µετρήσεων, όπως προτείνεται σε αυτή την ερ-
γασία, µειώνει την απαιτούµενη ανταλλαγή πληροφορίας διαµέσου του δικτύου. Επιπλέον,
η χρήση υστερηµένων µετρήσεων επιτρέπει για την εµφάνιση σφαλµάτων στο δίκτυο καθώς
και την out-of-order άφιξη δειγµάτων στους πράκτορες.
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

1.3 Οργάνωση της Εργασίας

Η εργασία διαρθρώνεται σε 5 Κεφάλαια.
Στο Κεφάλαιο 2 δίνεται το ϑεωρητικό υπόβαθρο εκπόνησης της µελέτης και ορίζεται σε τυ-

πική γλώσσα η κλάση κατανεµηµένων προβληµάτων προς επίλυση. Συγκεκριµένα, δίνονται
τα κυριότερα αποτελέσµατα κυρτής ϐελτιστοποίησης και ϑεωρίας γράφων που πλαισιώνουν
την εργασία και ϑα αποδειχθούν χρήσιµα στην εξαγωγή των κυρίων αποτελεσµάτων διακριτο-
ύ χρόνου στο Κεφάλαιο 3. Επιπλέον, περιγράφεται ποιοτικά η συµπεριφορά του αλγορίθµου
κατάβασης ϐαθµίδων µε ιδιαίτερη έµφαση στις προκλήσεις σχεδίασης µε σταθερό ϐήµα προ-
σαρµογής και τις τεχνικές απλοποίησης των προβληµάτων που ϑα χρησιµοποιηθούν για την
ανάλυση των επόµενων κεφαλαίων.

Το Κεφάλαιο 3 περιέχει το κύριο αποτέλεσµα της εργασίας : τον µετασχηµατισµό κα-
τάστασης προς ορισµό των προς ϱύθµιση µεταβλητών και την απόδειξη του σχετικού ϑε-
ωρήµατος ϐέλτιστης συµφωνίας εκτιµήσεων. Η ανάλυση διαρθρώνεται σε δυο σκέλη: α-
ϕενός στην µελέτη του συνεχούς χρόνου µετασχηµατισµού κατάστασης για τον ορισµό των
ϱυθµιζόµενων ϐοηθητικών µεταβλητών (Ενότητα 3.1) και αφετέρου στην περιγραφή ϱυθµού
σύγκλισης του δειγµατοληπτούµενου αλγορίθµου και του σφάλµατος µόνιµης κατάστασης
εκτιµήσεων (Ενότητες 3.2 και 3.3). Αποδεικνύεται η εκθετική σύγκλιση της µεθόδου ενη-
µέρωσης σε δεδοµένο σηµείο ισορροπίας και εν συνεχεία χαρακτηρίζεται η µέγιστη απόκλιση
του σηµείου αυτού από το σηµείο ϐέλτιστης συµφωνίας. Προς επαλήθευση των αποτελε-
σµάτων, το κεφάλαιο περιλαµβάνει προσοµοιώσεις διακριτών πρακτόρων χωρίς δυναµική
(Ενότητα 3.4) ώστε να επαληθευθεί η συµπεριφορά της µεθόδου και η εξάρτησή της από την
επιλογή σχεδιαστικών παραµέτρων. Τέλος, οι δειγµατοληπτούµενες εκτιµήσεις συνδέονται
πάλι µε τις συνεχούς χρόνου τροχιές εξόδου των πρακτόρων προς ολοκλήρωση της απόδειξης
(Ενότητα 3.5).

Στο Κεφάλαιο 4 γίνεται σχεδιασµός ελεγκτών ϐέλτιστης συµφωνίας ϐάσει του προτει-
νόµενου µετασχηµατισµού για ϐοηθητικές µεταβλητές. Συγκεκριµένα λαµβάνεται δίκτυο
συστηµάτων κατά το µοντέλο Fully Actuated Surface Vessel (FASV) για την κίνηση επιφα-
νειακών ϑαλάσσιων σκαφών και ορίζονται κατάλληλες µεταβλητές ϱύθµισης για την επίτευξη
συµφωνίας ϑέσης και προσανατολισµού των σκαφών. Με χρήση της µεθόδου backstepping
σχεδιάζονται τοπικοί ελεγκτές για το µετασχηµατισµένο πρόβληµα ϱύθµισης και εκτελείται
προσοµοίωση τους στο περιβάλλον Matlab.

Στο Κεφάλαιο 5, τέλος, δίνεται µια σύνοψη των ευρηµάτων της εργασίας και προτείνονται
ερωτήµατα για την επέκταση της µεθόδου που αναπτύξαµε.

1.4 Συµβολογραφία

• Συµβολίζουµε R το σύνολο των πραγµατικών, R+ το σύνολο των µη-αρνητικών και R++
το σύνολο των ϑετικών πραγµατικών αριθµών.

• Τα διανυσµατικά µεγέθη που χρησιµοποιούµε αναφέρονται σε διανύσµατα - στήλες.
Για την αναπαράσταση διανυσµάτων - γραµµών χρησιµοποιούµε συµβολαιογραφία
ανάστροφου, δηλαδή αν x ∈ Rn×1 τότε xT ∈ R1×n το αντίστοιχο διάνυσµα - γραµµή.
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1.4 Συµβολογραφία

• ΄Οµοια, αν A ∈ Rn×m µητρώο, τότε AT αποτελεί τον ανάστροφο πίνακα και A−1 τον
αντίστροφο, όπου αυτός ορίζεται. Συµβολίζουµε την i-γραµµή του πίνακα µε [A]i,: και
την j-στήλη µε [A]:,j Με πεζά γράµµατα aij συµβολίζεται το στοιχείο στην i-γραµµή και
j-στήλη. Εάν διευκολύνει τον συµβολισµό, τότε δείχνουµε το ίδιο στοιχείο και µε [A]i,j.

• Με λi(A) λαµβάνουµε την i-οστή ιδιοτιµή του A και µε ui(A) το αντίστοιχο αριστερό
ιδιοδιάνυσµα. Συµβατικά, αριθµούµε τις ιδιοτιµές ενός πίνακα κατά ϕθίνουσα σειρά.
Αντίστοιχα, συµβολίζουµε σi(A) την i-οστή µοναδιαία τιµή του πίνακα.

• Για κάποιον πίνακα A ∈ Rn×m , ϑα συµβολίζουµε null(A) B {x ∈ Rm | Ax = 0n} τον
µηδενοχώρο και το εύρος span(A) B {y ∈ Rn | y = Ax, x ∈ Rm}. Ιδιαίτερα ϑα κάνουµε
αναφορά στο εύρος του µοναδιαίου διανύσµατος, που µε τον παραπάνω συµβολισµό
είναι span(1n) = {y ∈ Rn | y = 1nx, x ∈ R}.

• Θα χρησιµοποιούµε τα σύµβολα ⪰, ⪯ και τις αυστηρές µορφές τους ≻, ≺, για να
δείξουµε την µερική διάταξη σε κάποιον κώνο K. Ειδικότερα, όταν τα ορίσµατα είναι
διανύσµατα στο Rn τότε ο κώνος λαµβάνεται K = Rn+ και η ανισότητα αναφέρεται στην
κατά-στοιχείο ανισότητα των ορισµάτων. Αν τα ορίσµατα είναι συµµετρικοί πίνακες στο
Rn×n τότε ο κώνος λαµβάνεται K =

{
X ∈ Rn×n | X συµµετρικός και λmin(X ) ≥ 0

}
, οπότε

η ανισότητα αναφέρεται στην διάταξη ϑετικά ηµιορισµένων πινάκων.

• Ο συµβολισµός || · ||p αναπαριστά την p-νόρµα του ορίσµατος. ΄Οταν το υπογεγραµµένο
p παραλείπεται ϑα αναφερόµαστε στην 2-νόρµα.

• Θα χρησιµοποιούµε In για να δείξουµε τον n × n ταυτοτικό πίνακα και 1n και 0n για
το µοναδιαίο και µηδενικό διάνυσµα n στοιχείων αντίστοιχα. ΄Οπου είναι ευκόλως
εννοούµενα από τα συµφραζόµενα, οι δείκτες παραλείπονται.
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Κεφάλαιο 2

Θεωρητικό Υπόβαθρο

Σκοπός αυτού του κεφαλαίου είναι να ϑεµελιώσει την ϑεωρητική ϐάση µελέτης των προ-
ϐληµάτων κατανεµηµένης ϐελτιστοποίησης. Συγκεκριµένα, πλαισιώνουµε την κλάση

των προς επίλυση προβληµάτων. Παραθέτουµε τυπικό ορισµό των ελεγκτικών στόχων που ϑα
µας απασχολήσουν στην εργασία και παρουσιάζουµε τις απαραίτητες υποθέσεις για την λει-
τουργία της µεθόδου. Ο διττός προσδιορισµός της κλάσης προβληµάτων, όπως περιγράφηκε
στην προηγούµενη ενότητα - χαρακτηρισµός του πρωτοκόλλου επικοινωνίας και χαρακτη-
ϱισµός των κριτηρίων κόστους - αντικατοπτρίζεται και σε αυτό το κεφάλαιο. Ειδικότερα,
κάνουµε χρήσης της ϑεωρίας Κυρτής Βελτιστοποίησης για την περιγραφή ιδιοτήτων της το-
πολογίας κόστους και της Αλγεβρικής Θεωρίας Γράφων για την επικοινωνία πρακτόρων.

Στην Ενότητα 2.1 παρουσιάζονται εποπτικά τα προβλήµατα κυρτής ϐελτιστοποίησης και
προσδιορίζεται µε τυπική γλώσσα η κλάση προβληµάτων που ϑα απασχολήσει την υπόλοιπη
εργασία, τόσο στο επίπεδο των πρακτόρων όσο και στο επίπεδο του συστήµατος. ∆ίνεται
ιδιαίτερη έµφαση στην διατήρηση χαρακτηριστικών των συναρτήσεων διαµέσου της πράξης
κυρτού αθροίσµατος. Η ανάλυση αυτή επιτρέπει την σύνθεση υποπροβληµάτων µε ϕυσικό
τρόπο και δείχνει τις εγγενείς δυσκολίες επίλυσής τους. Επιπλέον, περιγράφονται οι υπο-
ϑέσεις µορφής και οµαλότητας των κριτηρίων κόστους. Εξετάζουµε τέλος πώς οι υποθέσεις
κυρτότητας και διαφορισιµότητας συνδέονται µε την αναγνώριση ϐελτίστου.

Στην Ενότητα 2.2 δίνουµε τα σηµαντικότερα αποτελέσµατα της ϑεωρίας γράφων που
ϑα χρησιµοποιηθούν για την τεκµηρίωση της εργασίας. Εξετάζεται η ανάγκη αλγεβρικής
περιγραφής των τοπολογιών επικοινωνίας και των υποθέσεων για την συνδεσιµότητα του
δικτύου. Ιδιαίτερα εξετάζεται ο η αυστηρότητα των υποθέσεων επικοινωνίας και πως αυτές
αντικατοπτρίζονται στην αλγεβρικής περιγραφή.

Στην Ενότητα 2.3 δίνονται τα σηµαντικότερα χαρακτηριστικά του αλγορίθµου κατάβασης
ϐαθµίδας, µε ιδιαίτερη εστίαση σε δυο συµπεριφορές που ϑα απασχολήσουν την εργασία.
Συγκεκριµένα, αιτιολογείται η προσεγγιστική σύγκλιση του αλγορίθµου µε την επιλογή στα-
ϑερού ϐήµατος εκµάθησης, που αναφέρθηκε στο προηγούµενο Κεφάλαιο και επίσης η α-
πλοποίηση προβλήµατος µε καθυστερήσεις µε χρήση επεκταµένου διανύσµατος κατάστασης.
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Κεφάλαιο 2. Θεωρητικό Υπόβαθρο

2.1 Κατανεµηµένη και Κυρτή Βελτιστοποίηση

΄Εστω πραγµατικό m-διάστατο διάνυσµα x, συναρτήσεις fi(x) : Rm → R και Xi ⊆ Rm

µη-κενά σύνολα. ΄Ενα πρόβληµα κατανεµηµένης ϐελτιστοποίησης P δίνεται µε την έκφραση

mimimize f (x) =
n∑
i=1

fi(x),

subject to x ∈ X =
n⋂
i=1

Xi

(2.1)

Οι fi καλούνται τοπικά κριτήρια κόστους και τα σύνολα Xi εφικτά σύνολα (feasable sets)
του προβλήµατος. Η παραπάνω έκφραση καλεί για την ελαχιστοποίηση της συνάρτησης f
δεδοµένων κάποιων περιορισµών που δίνονται από το εφικτό σύνολο του προβλήµατος. Για
αυτόν τον λόγο, τα προβλήµατα ϐελτιστοποίησης καλούνται και προβλήµατα ελαχιστοποίη-
σης και οι δύο εκφράσεις ϑα ϑεωρούνται ισοδύναµες στην εργασία 1. Αν το εφικτό σύνολο
καλύπτει το σύνολο του χώρου Rm τότε σχηµατίζεται πρόβληµα χωρίς περιορισµούς. Στην
τυπική γλώσσα περιγραφής προβληµάτων ϐελτιστοποίησης του Y. Nesterov [53], η Εξίσωση
(2.1) αποτελεί το µοντέλο Σ κάποιας κλάσης. Το µοντέλο αναπαριστά το σύνολο της a priori
γνώσης, διαθέσιµης στον σχεδιαστή για την κατασκευή µιας µεθόδου επίλυσης. ΄Ετσι, η
διαδικασία επίλυσης προβληµάτων αφορά την επίλυση της κλάσης ϐάση κοινών χαρακτηρι-
στικών του µοντέλου και όχι την σχεδίαση λύσεων ϐάση κάποιας δεδοµένης έκφρασης 2.

Εντός της οικογένειας µη-γραµµικών προβληµάτων ϐρίσκονται εµφωλιασµένα µικρότε-
ϱα, πιο εξειδικευµένα προβλήµατα, που εµπλουτίζουν το γενικό κατανεµηµένο µοντέλο (2.1)
µε πληροφορία απαραίτητη για την επίλυση του. Αυτό επιτυγχάνεται συνήθως µε αναφορά
στην µορφή και στην οµαλότητα της συνάρτηση κόστους. ΄Ενα από τα ευρύτερα και δυσκο-
λότερα προβλήµατα εντός της οικογένειας είναι και η κυρτή ϐελτιστοποίηση που αποτελεί
την εστίαση της εργασίας [54].

Η πολυπλοκότητα των προβληµάτων απαιτεί οι τεχνικές επίλυσης τους να είναι αλγο-
ϱιθµικές µέθοδοι [54] που εκτελούνται επαναληπτικά (iteratively) σε ψηφιακούς ελεγκτές -
µικροϋπολογιστές. Για να µπορέσει µια µέθοδος M να αντλήσει πληροφορία για το δεδο-
µένο πρόβληµα της κλάσης που αντιµετωπίζει απαιτείται διεπαφή µεταξύ της αριθµητικής
µεθόδου και του κόστους και υλοποιείται από τον καλούµενο ανιχνευτή (oracle) O. Ο ανι-
χνευτής µπορεί να γίνει αντιληπτός ως ενα τοπικό, µαύρο κουτί [53] που παρέχει στην M
ολη την διαθέσιµη πληροφορία για την τοπολογία κόστους γύρω από κάποιο δοκιµαστικό
σηµείο.

1Είναι γνωστό πως τα προβλήµατα ελαχιστοποίησης (κόστους) µπορούν να λάβουν έκφραση µεγιστοποίησης
κριτηρίων κέρδους µε τετριµµένο τρόπο. Η ισοδυναµία προσφέρει µια διαίσθηση για την ϕύση των προβληµάτων
που ϑα αιτιολογηθεί στην συνέχεια : τα προβλήµατα κυρτής ϐελτιστοποίησης αποτελούν στην ουσία ερωτήµατα
χαρακτηρισµού των στάσιµων σηµείων συναρτήσεων.

2 ΄Ενα εξαιρετικό παράδειγµα του δυισµού επίλυσης δεδοµένης έκφρασης προβλήµατος έναντι της κλάσης
προβληµάτων προσφέρει ο Y. Nesterov στην εισαγωγή του Introductory Lectures on Optimization [53]. ΄Εστω
κάποια µέθοδος επίλυσης που ισχυρίζεται ότι ϐέλτιστο σηµείο οποιουδήποτε προβλήµατος είναι το σηµείο x∗ = 0.
Αυτή η µέθοδος είναι εσφαλµένη για οποιοδήποτε πρόβληµα δεν ελαχιστοποιείται στην αρχή των αξόνων, για
όσα προβλήµατα όµως τυχαίνει να είναι σωστή, η απόδοσή της είναι ασύγκριτη. Τέτοιες µέθοδοι δεν µπορούν
να ϑεωρηθούν αποδεκτές λύσεις κλάσης προβληµάτων παρότι υπάρχουν κάποια προβλήµατα της κλάσης που
επιλύονται επιτυχώς (και µε ϐέλτιστο τρόπο).
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2.1 Κατανεµηµένη και Κυρτή Βελτιστοποίηση

Σχήµα 2.1: Εµφωλιασµένες Οικογένειες Μη-Γραµµικών Προβληµάτων. Το σχήµα έχει προ-
σαρµοστεί από το ϐιβλίο Combinatorial Optimization των C. Papadimitriou και K. Stei-
glitz [54]. Αναπαριστάται η ιεραρχία µη-γραµµικών προβληµάτων ϐελτιστοποίησης και η ε-
ξέχουσα ϑέση κυρτής ϐελτιστοποίησης µεταξύ αυτών.

1. Είναι τοπικός επειδή µικρή αλλαγή του κόστους, αρκετά µακρυά από από το x(k), δεν
γίνεται αντιληπτή στο δοκιµαστικό σηµείο.

2. Είναι µαύρο κουτί επειδή παρέχει την αποκλειστική περιγραφή του κόστους στο x(k),
χωρίς να ενηµερώνει τηνM πως αποκτά αυτή τη πληροφορία.

Στις συναρτησιακές περιγραφές µοντέλων, όπως την (2.1), ο ανιχνευτής συνήθως ορίζεται
ϐάση των χαρακτηριστικών διαφορισιµότητας των κριτηρίων κόστους. Συµβατικά, καλούµε
ανιχνευτή n-τάξης εκείνον που δίνει πληροφορία για τις πρώτες n παραγώγους συνάρτησης
κόστους στο δοκιµαστικό σηµείο.

Κάθε πρόβληµα P µπορεί να αναπαρασταθεί από πληθώρα µοντέλων. Επιπλέον, µπο-
ϱεί καθένα από αυτά να εφοδιαστεί και µε πληθώρα ανιχνευτών. ∆εδοµένο Ϲεύγος (Σ,O)
προσδιορίζει πλήρως κάποια κλάση προβληµάτων ϐελτιστοποίησης F , για την οποία µπορεί
να σχεδιαστεί επαναληπτική αριθµητική µέθοδος, σύµφωνα µε το παρακάτω επαναληπτικό
σχήµα. Σηµειώνουµε πως συχνά στα χαρακτηριστικά κλασης προστίθεται και η επιλογή
τερµατικού κριτηρίου που σηµατοδοτεί την επιτυχία του ϐρόγχου ελαχιστοποίησης και την
ολοκλήρωση της αριθµητικής µεθόδου. Καθώς ο σχεδιασµός νόµου ελέγχου γίνεται χωρίς
σηµείο τερµατισµού, η τυπική περιγραφή µας δεν ϑα περιλαµβάνει τετοια κριτήρια.

Γενική Επαναληπτική Λύση (2.2) [53]

1 input starting point x(0)
2 initialize Iteration counter k = 0, Information set I(−1) = ∅.
3 loop:

4 call oracle O at point x(k)
5 update information set, I(k)← I(k − 1) ∪

(
x(k),O(x(k))

)
6 call method M at I(k), x(k + 1)←M(I(k))
7 k ← k + 1
8 goto loop
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Στην παραπάνω περιγραφή, το Information Set I(k) αναπαριστά κάποια εσωτερική κα-
τάσταση της µεθόδουM που ενηµερώνει την δηµιουργία της επόµενης εκτίµησης ϐελτίστου.
Επισηµαίνουµε πως, ως συνέπεια της απλοποίησης περιγραφής µε αφαίρεση του τερµατι-
κού κριτηρίου από την Επαναληπτική Λύση, η τάξη του συνόλου πληροφορίας απειρίζεται
µε την πάροδο του χρόνου, απαιτώντας ¨τέλεια¨ µνήµη από την µέθοδο M. Στην πράξη,
το παραπάνω πρόβληµα δεν ϑα εµφανιστεί στην εργασία. Στην συνέχεια του κεφαλαίου ϑα
λάβουµε τοπικές επαναληπτικές λύσεις που απαιτούν µόνο σταθερή, πεπερασµένη µνήµη.
Με αυτόν τον τρόπο, το µέγεθος κάθε I(k) είναι γνωστό στον σχεδιαστή κατά την σχεδίαση
της µεθόδου και παραµένει προφανώς πεπερασµένο.

2.1.1 Περιορισµός Μοντέλου σε Κυρτές Συναρτήσεις

Αναφέραµε στην προηγούµενη παράγραφο πως το γενικό µοντέλο προβλήµατος ελαχι-
στοποίησης εµπλουτίζεται µε την υπόθεση κυρτών και Lipschitz διαφορίσιµων συναρτήσεων
για τον προσδιορισµό της κλάσης προβληµάτων. Θεωρούµε λοιπόν σκόπιµο σε αυτή την ε-
νότητα να υπενθυµίσουµε τους ορισµούς κυρτότητας και διαφορισιµότητας και να εξετάσου-
µε πως η σύνθεση τοπικών συναρτήσεων που επαληθεύουν αυτές τις υποθέσεις επιτρέπει
τον σχηµατισµό του καθολικού κριτηρίου προς ϐελτιστοποίηση, όπως αυτό απαντάται στην
Εξίσωση (2.1).

∆ιαισθητικά, η κυρτότητα είναι χαρακτηριστικό της µορφής κριτηρίων κόστους σε περιο-
χή κοντά σε οποιοδήποτε δοκιµαστικό σηµείο. Στην ανάλυση που ακολουθεί ϑα προκύψει
η ανάγκη εξαγωγής συµπερασµάτων για την καθολική ελαχιστότητα σηµείων µε διαθέσιµη
µόνο την τοπική συµπεριφορά της συνάρτησης. Αυτό το κενό µεταξύ τοπικού και καθολι-
κού χαρακτηρισµού σηµείου ϐελτιστότητας καλύπτεται από την υπόθεση κυρτότητας όπως
αναλύεται στην συνέχεια.

Ορισµός 2.1 (Κυρτό Σύνολο [55]). Κάποιο σύνολο C ⊆ Rm καλείται κυρτό (convex ) αν για

όλα τα x, y ∈ C και όλα τα a ∈ [0,1] ισχύει πως ax + (1 − a)y ∈ C.

Ισοδύναµα, κάποιο σύνολο είναι κυρτό αν και µόνον αν το ευθύγραµµο τµήµα µεταξύ
οποιονδήποτε δυο σηµείων ανήκει και αυτό στο σύνολο 3. Η χρήση κυρτών εφικτών συνόλων
και πεδίων ορισµού συναρτήσεων κόστους αιτιολογείται από αυτήν την ιδιότητα ευθύγραµ-
µου τµήµατος µεταξύ δυο σηµείων. Ο Ορισµός 2.2 κυρτότητας συναρτήσεων που ακολου-
ϑεί καθώς και η ύπαρξη κατευθυνόµενων παραγώγων και αναπτυγµάτων Taylor σε όλα τα
σηµεία του πεδίου ορισµού συναρτήσεων ϐασίζεται ακριβώς στην ικανότητα ¨αποµόνωσης¨
οποιουδήποτε ευθύγραµµου τµήµατος των συνόλων, που προκύπτει από τον Ορισµό 2.1.

Ακολουθούν κάποιες χρήσιµες ιδιότητες των κυρτών συνόλων και οι ορισµοί των συναρ-
τήσεων που προαναφέρθηκαν.

Πρόταση 2.1 ([55]).

3Με ϐάση τον παραπάνω ορισµό, το κενό σύνολο είναι επίσης κυρτό. Η εργασία ϑα παραλείπει τον χαρα-
κτηρισµό κυρτών συνόλων ως µη-κενών αφού είναι προφανές πότε τα αποτελέσµατα απαιτούν αυτή την άτυπη
υπόθεση και πότε όχι. ΄Αλλωστε, είναι εύκολα κατανοητό πως η χρήση κενών µη-κυρτών συνόλων ως εφικτά
σύνολα οδηγεί σε κακώς ορισµένα προβλήµατα ϐελτιστοποίησης. Για λεπτοµερέστερη σύνδεση των µεθόδων
κυρτής ϐελτιστοποίησης µε τις ϐασικές απαιτήσεις επί κυρτών συνόλων ο αναγνώστης παραπέµπεται στο Convex
Optimization των S. Boyd και L. Vandenberghe [9, Κεφάλαιο 2].
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1. Η τοµή
⋂
i∈I Wi οποιασδήποτε συλλογής κυρτών συνόλων Wi είναι επίσης κυρτή.

2. Το σύνολο που ορίζεται από το διανυσµατικό άθροισµα στοιχείων δυο κυρτών συνόλων

W1, W2, είναι επίσης κυρτό. ∆ηλαδή, αν τα W1 και W2 είναι κυρτά τότε το σύνολο

W = {x ∈ Rm | x = w1 +w2, w1 ∈ W1, w2 ∈ W2} είναι επίσης κυρτό.

3. Το σύνολο λC = {λc | λ ∈ R, c ∈ C} είναι κυρτό αν και µόνο αν το C είναι κυρτό. Επι-

πλέον, αν λ1, λ2 > 0, τότε

(λ1 + λ2)C = λ1C + λ2C.

4. Το κλείσιµο (closure) και το εσωτερικό ενός κυρτού συνόλου είναι επίσης κυρτά σύνολα.

5. Η εικόνα και η αντίστροφη εικόνα ενός κυρτού συνόλου διαµέσου µιας affine συνάρτησης

είναι επίσης κυρτά σύνολα.

Ορισµός 2.2 (Κυρτή Συνάρτηση [55]). ΄Εστω C και X υποσύνολα του Rm τέτοια ώστε το C να

είναι κυρτό και C ⊂ X . Μια συνάρτηση f : X → R καλείται κυρτή στο C αν

f (λx + (1 − λ)y) ≤ λf (x) + (1 − λ)f (y), ∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ [0,1]. (2.3)

Η συνάρτηση λέγεται αυστηρά κυρτή στο C (strictly convex ) αν η παραπάνω ανισότητα

ισχύει αυστηρά για κάθε x , y.

Ορισµός 2.3 (Ισχυρά Κυρτή Συνάρτηση). ΄Εστω C και X υποσύνολα του Rm τέτοια ώστε το

C να είναι κυρτό και C ⊂ X . Μια συνάρτηση f : X → R καλείται ισχυρά κυρτή στο C αν

υπάρχει µ ∈ R++ τέτοιο ώστε

f (λx + (1 − λ)y) ≤ λf (x) + (1 − λ)f (y) −
µ

2
λ(1 − λ)∥y − x∥2, ∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ [0,1]. (2.4)

Η παράµετρος µ καλείται συντελεστής ισχυρής κυρτότητας της f .

Για ευκολία ανάγνωσης ϑα λέµε οτι η συνάρτηση είναι απλώς κυρτή, αυστηρά κυρτή
και ισχυρά κυρτή αν ο προσδιορισµός ισχύει σε όλο το πεδίο ορισµού της. Στις αποδείξεις
που ακολουθούν λαµβάνουµε συναρτήσεις που είναι κυρτές σε όλο το Rm , αφού άλλωστε το
µοντέλο προβληµάτων που αναλύεται κάνει παρόµοια υπόθεση, όµως τα αποτελέσµατα αυτής
της ενότητας ευκόλως προσαρµόζονται για συναρτήσεις που είναι κυρτές µόνο σε περιοχή.
Πρώτα, χρησιµοποιούµε το Λήµµα 2.1 για να δείξουµε την ύπαρξη κάποιας ¨διάταξης¨ στην
κυρτότητα συναρτήσεων.

Λήµµα 2.1. Για κάποια f : Rm → R ισχύουν οι παρακάτω συνεπαγωγές. Η συνάρτηση

είναι ισχυρά κυρτή⇒ είναι αυστηρά κυρτή⇒ είναι κυρτή

Απόδειξη. Ο ισχυρισµός πως η αυστηρή κυρτότητα συνεπάγεται κυρτότητα µιας συνάρτησης
είναι προφανής. ΄Οσον αφορά την πρώτη συνεπαγωγή, αρκεί να παρατηρήσουµε πως για
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f (x) ισχυρά κυρτή µε κάποια παράµετρο a ισχύει

g(x) = f (x) −
a

2
∥x∥2 κυρτή⇒

g(λx + (1 − λ)y) ≤ λg(x) + (1 − λ)g(y)

= λf (x) + (1 − λ)f (y) − λ
a

2
∥x∥2 − (1 − λ)

a

2
∥y∥2

< λf (x) + (1 − λ)f (y) −
a

2
∥λx + (1 − λ)y∥2, ∀x , y.

΄Οµως g(λx+(1−λ)y) = f (λx+(1−λ)y)− a2 ∥λx+(1−λ)y∥2, οπότε προκύπτει το Ϲητούµενο. □

Στην συνέχεια προχωράµε στον προσδιορισµό της διαφορισιµότητας συναρτήσεων. Γνω-
ϱίζουµε πως µια συνεχής συνάρτηση µπορεί να προσεγγιστεί από διαφορίσιµη συνάρτηση
µε αυθαίρετη ακρίβεια. Εύλογα λοιπόν µπορούµε να συµπεράνουµε πως η υπόθεση διαφο-
ϱισιµότητας από µόνη της δεν παρέχει κάποια ουσιαστική πληροφορία για τις ιδιότητες των
προβληµάτων [53]. Ως εκ τούτου, τοποθετούνται επιπρόσθετοι περιορισµοί σχετικά µε την
µεταβολή της ϐαθµίδας υπό την µορφή συνθήκης Lipschitz για την παράγωγο κάποιας τάξης,
οδηγώντας στην χρήση των Lipschitz διαφορίσιµων συναρτήσεων που έχουµε προϊδεάσει.

Αν Q ⊆ Rm , ϑα συµβολίζουµε Ck,pL (Q) την κλάση συναρτήσεων που είναι

• k ϕορές παραγωγίσιµες στο Q και

• η p-παράγωγος ικανοποιεί την συνθήκη Lipschitz µε παράµετρο L, δηλαδή

∥∇(p)f (x) − ∇(p)f (y)∥ ≤ L∥x − y∥, ∀x, y ∈ Q.

Ορισµός 2.4 (Lipschitz ∆ιαφορισιµότητα). Κάνοντας κατάχρηση της ορολογίας, καλούµε µια

συνάρτηση f : Rm → R Lipschitz διαφορίσιµη αν είναι διαφορίσιµη στο πεδίο ορισµού της και

η ϐαθµίδα της ∇f (x) είναι Lipschitz συνεχής. Συνεπώς, µια συνάρτηση f : Rm → R καλείται

Lipschitz διαφορίσιµη αν f ∈ C1,1
L (Rm).

Η χρήση ταυτόχρονα κυρτών και Lipschitz διαφορίσιµων συναρτήσεων κόστους µας µε-
ταφέρει στην περιοχή της οµαλής (smooth) ϐελτιστοποίησης, σε αντίθεση µε την µη-οµαλή
ϐελτιστοποίηση που επιτρέπει σηµεία µη-διαφορισιµότητας των συναρτήσεων. Ενώ ισχύει
πως τα οµαλά προβλήµατα είναι γενικά πιο εύκολα από τα αντίστοιχα µη-οµαλά [53], ενδια-
ϕέρον χαρακτηριστικό των κατανεµηµένων συστηµάτων είναι πως οι δύο περιοχές µοιάζουν
πολύ µεταξύ τους ως προς τις µεθόδους λύσης και ως προς τις υποθέσεις για την λειτουρ-
γία των αλγορίθµων. Μάλιστα, εµφανίζονται συχνά στην ϐιβλιογραφία συµπληρωµατικές
υποθέσεις για προβλήµατα που εκτελούν τον ίδιο λειτουργικό σκοπό 4.

4Χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελούν οι υποθέσεις ϕραγµένων ϐαθµίδων και υποβαθµίδων που απαντώνται
συχνά στην ϐιβλιογραφία. Στην εργασία Distributed subgradient methods for multiagent optimization οι A.
Nedic̀ et al. δείχνουν πως η σύγκλιση των µεθόδων µπορεί αν γίνει αυθαίρετα αργή ελλείψει της υπόθεσης
ϕραγµένων υποβαθµίδων. ΄Οµως, οι K. Yuan et al. [35] δείχνουν πως η υπόθεση µπορεί να παραληφθεί επειδή
συµπληρώνεται από την χρήση κατάλληλα επιλεγµένου, σταθερού ϐήµατος και ϕάσµατος δικτύου επικοινωνίας.
Αντίστοιχα, οι D. Jakovetić et al. [40] προτείνουν την χαλάρωση της υπόθεσης ϕραγµένων ϐαθµίδων διαµέσου
προβληµάτων µε συµπαγή και κυρτά εφικτά σύνολα. Σε κάθε περίπτωση, και οι τρεις υποθέσεις αποσκοπούν
στον περιορισµό της µεταβολής απόκλισης εκτιµήσεων από τον µέσο όρο γειτόνων, άρα υποστηρίζουµε πως
εκτελούν την ίδια ¨βασική¨ λειτουργία.
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2.1.1 Περιορισµός Μοντέλου σε Κυρτές Συναρτήσεις

Θα ξεκινήσουµε την µελέτη των κυρτών και Lipschitz διαφορίσιµων συναρτήσεων µε δυο
σηµαντικά αποτελέσµατα που αιτιολογούν την δυνατότητα σύνθεσης των τοπικών συναρτήσε-
ων κόστους σε καθολικό κριτήριο µε τα ίδια χαρακτηριστικά κυρτότητας (Θεώρηµα 2.1) και
διαφορισιµότητας (Θεώρηµα 2.2) των επιµέρους κριτηρίων.

Θεώρηµα 2.1. ΄Εστω fi : Rm → R, i = 1, . . . , n κυρτές συναρτήσεις και ai ≥ 0, i = 1, . . . , n.

Τότε η συνάρτηση που ορίζεται f (x) : Rm → R, f (x) =
∑n
i=1 ai fi(x) είναι επίσης κυρτή. Αν

επιπλέον οι fi είναι αυστηρά κυρτές τότε και η f είναι αυστηρά κυρτή.

Απόδειξη. Θεωρούµε καποιο λ ∈ [0,1]. Για όλα τα x, y ∈ Rm ισχύει πως

f (λx + (1 − λ)y) =
n∑
i=1

ai fi(λx + (1 − λ)y)

≤

n∑
i=1

ai
(
λfi(x) + (1 − λ)fi(y)

)
= λf (x) + (1 − λ)f (y).

΄Οµοια ακολουθεί και η απόδειξη για την διατήρηση της αυστηρής κυρτότητας. □

Θεώρηµα 2.2. ΄Εστω fi : Rm → R, i = 1, . . . , n Lipschitz διαφορίσιµες συναρτήσεις µε

αντίστοιχες παραµέτρους Li και κάποιες σταθερές ai ≥ 0, i = 1, . . . , n. Τότε η συνάρτηση που

ορίζεται f (x) : Rm → R, f (x) =
∑n
i=1 ai fi(x) είναι επίσης Lipschitz διαφορίσιµη µε παράµετρο

L =
∑n
i=1(aiLi).

Απόδειξη. Η διαφορισιµότητα της f είναι προφανής. Για τις παραγώγους των fi , για οποια-
δήποτε x, y ∈ Rm ισχύει

∥∇f (x) − ∇f (y)∥ = ∥
n∑
i=1

ai(∇fi(x) − ∇fi(y))∥

≤

n∑
i=1

ai∥∇fi(x) − ∇fi(y)∥

≤

n∑
i=1

aiLi∥x − y∥ = L∥x − y∥. □

Για την ολοκλήρωση αυτής της ενότητας παραµένει να αποδείξουµε πως η ιδιότητα ισχυ-
ϱής κυρτότητας διατηρείται αναλλοίωτη υπό την πράξη κυρτού συνδυασµού, σε αναλογία µε
τα Θεωρήµατα 2.1 και 2.2. Παρ΄ ότι η απόδειξη αποτελεί ϕυσικό πόρισµα της διατήρησης
κυρτότητας, ϑα ακολουθήσουµε διαφορετική µέθοδο απόδειξης του Ϲητούµενου ώστε ταυ-
τόχρονα να προσδιορίσουµε τον συντελεστή ισχυρής κυρτότητας του αθροίσµατος. Για τον
σκοπό αυτό ϑα χαρακτηρίσουµε την ισχυρή κυρτότητα στις διαφορίσιµες συναρτήσεις.

Θεώρηµα 2.3. ΄Εστω f : Rm → R, διαφορίσιµη. Οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες.

[0] Η συνάρτηση f είναι ισχυρά κυρτή µε συντελεστή µ.

[1] f (y) ≥ f (x) + ∇f (x)T (y − x) +
µ

2
∥y − x∥2, ∀x, y.

[2] (∇f (y) − ∇f (x))T (y − x) ≥ µ∥y − x∥2, ∀x, y.
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Απόδειξη. Η απόδειξη της ισοδυναµίας ϑα ακολουθήσει τις συνεπαγωγές [0]⇒ [1]⇒ [2]⇒
[0]. Για τον ισχυρισµό [0]⇒ [1], χρησιµοποιούµε το ανάπτυγµα Taylor της f (x+t(y−x)), t >
0 γύρω από το x. Ισχύει πως

f (x + t(y − x)) − f (x) = ∇f (x)T t(y − x) + O(t)⇒

f (x + t(y − x)) − f (x)
t

= ∇f (x)T (y − x) +
O(t)
t
,

µε το limt→0
O(t)
t = 0. Με χρήση του ορισµού ισχυρής κυρτότητας f (x + t(y − x)) ≤ (1 −

t)f (x) + tf (y) − µ
2 t(1 − t)∥x − y∥

2, οπότε οδηγούµαστε στην ανισότητα

∇f (x)T (y − x) +
O(t)
t
≤
t(f (y) − f (x)) − µ

2 t(1 − t)∥x − y∥
2

t

Λαµβάνοντας το όριο t → 0 προκύπτει ∇f (x)T (y − x) ≤ f (y) − f (x) − µ
2∥x − y∥

2.

΄Οσον αφορά τον ισχυρισµό [1]⇒ [2], χρησιµοποιούµε το προηγούµενο αποτέλεσµα.

∇f (x)T (y − x) ≤ f (y) − f (x) −
µ

2
∥x − y∥2 ⇒ ∇f (x)T (x − y) ≥ −f (y) + f (x) +

µ

2
∥x − y∥2.

Συµπεραίνουµε πως

(∇f (y) − ∇f (x))T (y − x) = ∇f (y)T (y − x) + ∇f (x)T (x − y)

≥ −f (y) + f (x) + f (y) − f (x) + µ∥x − y∥2

= µ∥x − y∥2.

Τέλος, στρεφόµαστε στον ισχυρισµό [2] ⇒ [0]. Για οποιοδήποτε x, y, ορίζουµε την
ϐοηθητική συνάρτηση g : R+ → R, g(t) = f (x + t(y − x)). Η παράγωγος της συνάρτησης
είναι µη-µειούµενη από το [2], έτσι

g′(t) = ∇f (x + t(y − x))T (y − x) ≥ g′(0).

Τελικά,

f (y) = g(1) = g(0) +
∫ 1

0
g′(t)dt ≥ f (0) + f ′(0) = f (x) + ∇f (x)T (y − x).

□

Στρεφόµαστε πλέον στην διατήρηση της ισχυρής κυρτότητας διαµέσου της πράξης κυρτού
συνδυασµού, όπως προαναφέραµε.

Θεώρηµα 2.4. ΄Εστω fi : Rm → R, i = 1, . . . , n κυρτές συναρτήσεις και ai ≥ 0, i = 1, . . . , n.

Αν οι συναρτήσεις fi µε δείκτη i ∈ I ⊆ {1, . . . , n}, όπου I , ∅, είναι ισχυρά κυρτές µε συντελεστή

µi τότε και η f (x) =
∑n
i=1 ai fi(x) είναι ισχυρά κυρτή µε συντελεστή µ =

∑
i∈I µiai .

Απόδειξη. Για όσες συναρτήσεις i ∈ I, µi > 0 από τον ορισµό. Στις υπόλοιπες λαµβάνουµε
µi = 0 ωστε να ισχύει η Ανισότητα (2.4) για όλες τις συναρτήσεις. Τότε λαµβάνοντας f (x) =
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∑n
i=1 ai fi(x), ai ∈ R+, ισχύει

f (tx + (1 − t)y) ≤
n∑
i=1

ai
{
tfi(x) + (1 − t)fi(y) −

µi
2
t(1 − t)∥x − y∥2

}
= t

 n∑
i=1

ai fi(x)

 + (1 − t)

 n∑
i=1

ai fi(y)

 − t(1 − t)2

 n∑
i=1

aiµi

 ∥x − y∥2
= tf (x) + (1 − t)f (y) −

µ

2
t(1 − t)∥x − y∥2.

Προφανώς µ =
∑
i∈I aiµi , οπότε ισχύει το Ϲητούµενο. □

Αξίζει να σηµειωθεί πως το Θεώρηµα 2.4 απαιτεί µόνον µια τουλάχιστον από τις επιµέρους
τοπικές συναρτήσεις να είναι ισχυρά κυρτή. Σε αντίθεση µε τα ϑεωρήµατα διατήρησης κυρ-
τότητας και Lipschitz διαφορισιµότητας, στα οποία το υπό διάδοση χαρακτηριστικό πρέπει
να προϋπάρχει σε όλες τις συνιστώσες, για την ισχυρή κυρτότητα αρκεί τα τοπικά κριτήρια
να είναι κυρτά και τουλάχιστον ένα ισχυρά κυρτό. Παρ΄ ότι στην παρούσα εργασία δεν εκ-
µεταλλευόµαστε στο έπακρο την ισχύ του παραπάνω ϑεωρήµατος, ϑεωρούµε πως αξίζει να
επισηµανθεί, ως πιθανή δίοδος για διεύρυνση της κλάσης προβληµάτων ή κατά άλλο τρόπο
χαλάρωση των υποθέσεων.

2.1.2 Κριτήρια Βελτιστότητας

Ο παραπάνω σκελετικός προσδιορισµός των συναρτήσεων που ϑα µας απασχολήσουν
ήδη προσδίδει πληθώρα χρήσιµων αποτελεσµάτων για την ανάλυση κάποιου δοκιµαστικού
σηµείου. Ειδικότερα, σκοπεύουµε σε αυτή την ενότητα να απαντήσουµε δυο σηµαντικά ε-
ϱωτήµατα: Πότε είναι ένα σηµείο x∗ ϐέλτιστο για κάποιο πρόβληµα P και ποιες ικανές ή
και αναγκαίες συνθήκες µπορούν να κατασκευαστούν για τον χαρακτηρισµό τους. ΄Οσον
αφορά το δεύτερο σηµείο µάλιστα, ϐλέπουµε πως µε δεδοµένο κάποιο σηµείο δοκιµής, µπο-
ϱούµε ήδη να απαντήσουµε αν αυτό µπορεί να είναι το τοπικό ελάχιστο κάποιας συνάρτησης
κόστους. Ξεκινάµε πρώτα µε διασαφήνιση της ορολογίας.

Ορισµός 2.5 (Τοπικό Ελάχιστο [55]). ∆εδοµένης συνάρτησης f : Rm → R και X ⊆ Rm , λέµε

πως σηµείο x∗ είναι τοπικό ελάχιστο της f στο X αν υπάρχει ϸ > 0 τέτοιο ώστε

f (x∗) ≤ f (x), ∀x ∈ X ∪ B(x∗; ϸ).

Αν X = Rm τότε παραλείπεται ο προσδιορισµός ¨στο X¨ και το σηµείο καλείται απλώς
τοπικό ελάχιστο. Το x∗ καλείται και (τοπικός) ελαχιστοποιητής της f .

Ορισµός 2.6 (Καθολικό Ελάχιστο). Αντίστοιχα, αν για δεδοµένο τοπικό ελάχιστο x∗ ισχύει

πως

f (x∗) ≤ f (x), ∀x ∈ X,

τότε το σηµείο καλείται καθολικό ελάχιστο στο X .

Για τις ανάγκες αυτής της εργασίας, επίλυση ενός προβλήµατος P συνίσταται στην α-
ναγνώριση κάποιου καθολικού ελαχίστου στο πεδίο ορισµού της f . Αυτό ϕυσικά είναι
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δυσκολότερο απο την εύρεση τοπικού ελαχίστου αφού η πολυπλοκότητα α) αναγνώρισης
τοπικών ελαχίστων µιας τοπολογίας κόστους και ϐ) χαρακτηρισµού τους προς προσδιορισµό
των καθολικών ελαχίστων αυξάνεται εκθετικά µε το µέγεθος προβλήµατος και των αριθµό πα-
ϱαµέτρων [55, 9]. Τα παραπάνω είναι διπλά αληθή για τα κατανεµηµένα προβλήµατα, στα
οποία ο αριθµός των πρακτόρων και τα χαρακτηριστικά του δικτύου επικοινωνίας περαιτέρω
δυσχεραίνουν την απόδοση των µεθόδων.

Τα δυο κριτήρια που ακολουθούν αποτελούν πιθανόν τα πιο ϑεµελιώδη ϑεωρήµατα της
ϐελτιστοποίησης και δίνουν έναν πρώτο χαρακτηρισµό των σηµείων που αναζητούµε. Οι
αποδείξεις των κριτηρίων είναι πολύ διαδεδοµένες στην ϐιβλιογραφία και ισχύουν, µε µικρές
παραλλαγές, για µεγάλη κλάση διαφορίσιµων και µη κυρτών συναρτήσεων [9, 31].

Θεώρηµα 2.5 (Κριτήριο Βελτιστότητας 1ης Τάξης [9]). ΄Εστω f : Rm → R διαφορίσιµη στο

σηµείο x∗ ∈ Rm . Αν x∗ είναι τοπικό ελάχιστο της συνάρτησης τότε ισχύει η σχέση

∇f (x∗) = 0.

Το ϑεώρηµα καλείται Κριτήριο 1ης τάξης επειδή αναφέρεται αποκλειστικά στην πρώτη
παράγωγο της συνάρτησης. Παρ΄ ότι προσφέρει µονάχα µια ικανή συνθήκη για τα σηµεία
ϐελτιστοποίησης συνάρτησης, παραµένει εξαιρετικά ισχυρό εργαλείο, αφού εγγυάται πως
µόνο τα στάσιµα σηµεία µιας διαφορίσιµης συνάρτησης είναι σηµεία ενδιαφέροντος για το
πρόβληµα ϐελτιστοποίησης. Υπενθυµίζει έτσι πως η επίλυση (τοπικών) προβληµάτων ϐελτι-
στοποίησης κυρτών συναρτήσεων αποτελεί πρόβληµα χαρακτηρισµού των στάσιµων σηµείων
της. Το Κριτήριο 2ης τάξης που ακολουθεί προσφέρει µια ισχυρότερη, ικανή και αναγκαία
συνθήκη ϐελτιστότητας.

Θεώρηµα 2.6 (Κριτήριο Βελτιστότητας 2ης Τάξης [9]). ΄Εστω f : Rm → R δυο ϕορές διαφο-

ϱίσιµη στο σηµείο x∗ ∈ Rm . Το x∗ είναι τοπικό ελάχιστο της f αν και µόνον αν

∇f (x∗) = 0 και ∇2f (x∗) ⪰ 0.

Κριτήρια Βελτιστότητας σε Κυρτές Συναρτήσεις

Σηµειώνεται η ασυµµετρία µεταξύ των παραπάνω ϑεωρηµάτων. ΄Οπως προαναφέραµε,
το 1ο Κριτήριο προσφέρει µόνον ικανή συνθήκη για τον χαρακτηρισµό του ϐέλτιστου, ε-
νώ το 2ο Κριτήριο καθιερώνει ικανή και αναγκαία συνθήκη. Παρ΄ όλα αυτά, είναι δυνατόν
να κατασκευαστεί κριτήριο 1ης τάξης που να χαρακτηρίζει µε ικανή και αναγκαία συν-
ϑήκη τα σηµεία ϐελτιστοποίησης, χάρη στην επιπρόσθετη δοµή που προσδίδουν οι κυρτές
συναρτήσεις. Παραθέτουµε πρώτα κάποια χρήσιµα αποτελέσµατα που ϑα οδηγήσουν στο
Ϲητούµενο κριτήριο.

Θεώρηµα 2.7. ΄Εστω f : Rm → R κυρτή συνάρτηση. Αν το x∗ είναι τοπικό ελάχιστο της

f τότε είναι και καθολικό ελάχιστο. Επιπλέον, αν η f είναι ισχυρά κυρτή τότε το x∗ είναι το

µοναδικό σηµείο ελαχιστοποίησης.

Απόδειξη. ΄Εστω πως υπάρχει κάποιο x̂ ∈ Rm τέτοιο ώστε f (x̂) < f (x∗). Αφού το x∗ είναι
τοπικό ελάχιστο, υπάρχει ϸ > 0 τέτοιο ώστε f (x∗) ≤ f (x), ∀x ∈ B(x∗; ϸ). Συνεπώς, πρέπει το
x̂ να ϐρίσκεται εκτός της µπάλας και άρα ∥x̂ − x∗∥ ≥ ϸ.
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Λαµβάνουµε λ B ϸ/(2∥x̂ − x∗∥) < 1/2 και xλ B x∗ + λ(x̂ − x∗). Από την συνθήκη
κυρτότητας για την f ισχύει πως

f (xλ) = f (λx̂ + (1 − λ)x∗) ≤ (1 − λ)f (x∗) + λf (x̂) < f (x∗).

΄Οµως το x∗ είναι τοπικό ελάχιστο στην B(x∗; ϸ) και ∥xλ − x∗∥ ≤ ϸ/2 ⇒ xλ ∈ B(x∗; ϸ), άρα
έχουµε οδηγηθεί σε άτοπο και συµπεραίνουµε πως το x∗ είναι καθολικός ελαχιστοποιητής.

Για το δεύτερο σκέλος του ϑεωρήµατος, λαµβάνουµε την f ισχυρά κυρτή και επιπλέον
κάποιο x̂ τέτοιο ώστε f (x̂) = f (x∗). Ορίζουµε το σηµείο y B 1

2 (x̂ + x∗) για το οποίο προκύπτει

f (y) <
1
2

(f (x∗) + f (x̂)) = f (x∗).

΄Εχουµε πάλι οδηγηθεί σε άτοπο αφού το y δεν είναι ελαχιστοποιητής της f και άρα συµπε-
ϱαίνουµε πως το x∗ είναι µοναδικό. □

Από το Θεώρηµα 2.7 είναι εµφανές γιατί η κυρτότητα είναι επιθυµητό χαρακτηριστικό
σε ερωτήµατα ϐελτιστοποίησης. Κατ΄ αρχήν το πρόβληµα της καθολικής ϐελτιστοποίησης
ανάγεται µε τετριµµένο τρόπο σε εύρεση τοπικού ελαχίστου του κριτηρίου κόστους. Ως
συνέπεια αυτού, κάποια µέθοδος επίλυσης δεν χρειάζεται να εξερευνήσει όλα τα στάσιµα
σηµεία ως πιθανά σηµεία ελαχίστου αλλά αντιθέτως αρκεί ένα από αυτά να αποδειχθεί τοπικό
ελάχιστο ώστε να επιλυθεί το πρόβληµα. ∆ευτερευόντως, αν η συνάρτηση κόστους είναι
ισχυρά κυρτή, τότε το προηγούµενο ϑεώρηµα προσφέρει και έναν de facto χαρακτηρισµό
για την ορθότητα της µεθόδου. Πιο συγκεκριµένα, µε χρήση των Θεωρηµάτων 2.7 και 2.8
αρκεί µια µέθοδος να ϐρει ένα σηµείο στασιµότητας ώστε να έχει το µοναδικό, καθολικό
ελάχιστο της συνάρτησης.

Λήµµα 2.2. ΄Εστω f : Rm → R κυρτή συνάρτηση.

1. Σε οποιοδήποτε x του πεδίου ορισµού της και d ∈ Rm , η συνάρτηση πηλίκου διαφοράς

g(t) : R+ → R,

g(t) =
f (x + td) − f (x)

t

είναι µη-µειούµενη.

2. Σε οποιοδήποτε x του πεδίου ορισµού της και d ∈ Rm , η ποσότητα

f ′(x;d) B lim
t→0

f (x + td) − f (x)
t

υπάρχει και καλείται κατευθυνόµενη παράγωγος της f στην διεύθυνση του d.

3. Σε οποιοδήποτε x του πεδίου ορισµού της, η κατευθυνόµενη παράγωγος f ′(x; ·) είναι

υπογραµµική, δηλαδή είναι ϑετικά οµογενής,

f ′(x;ad) = af ′(x : d), ∀d ∈ Rm , a ∈ R+,

και υποαθροιστική,

f ′(x;u + v) ≤ f ′(x : u) + f ′(x : v).

33



Κεφάλαιο 2. Θεωρητικό Υπόβαθρο

Απόδειξη. Για τον ισχυρισµό 1, λαµβάνουµε 0 < t1 < t2 και x, d ∈ Rm . Αφού το πεδίο
ορισµού της f είναι το Rm , τότε x + t1d, x + t2d ∈ domf . Από τον χαρακτηρισµό κυρτότητας
ισχύει το παρακάτω.

f (x + t1d) = f
(
x +

t1
t2
t2d

)
= f

((
1 −

t1
t2

)
x +

t1
t2

(x + t2d)
)

≤

(
1 −

t1
t2

)
f (x) +

t1
t2
f (x + t2d) .

Συνεπώς

f (x + t1d) − f (x)
t1

≤

(
1 −

1
t2

)
f (x) +

1
t2
f (x + t2d) − f (x) =

f (x + t2d) − f (x)
t2

.

Για τον ισχυρισµό 2, αρκεί να παρατηρήσουµε πως το πηλίκο διαφορών είναι µη-
µειούµενο για t > 0 (Ισχυρισµός 1) οπότε, αν υπάρχει το όριο, τότε

lim
t→0+

f (x + td) − f (x)
t

= inf
t>0

f (x + td) − f (x)
t

.

Επειδή το infimum πάντα υπάρχει, τότε υπάρχει και το όριο από τα ϑετικά t. Αν το t < 0, τότε
από την συµµετρική επιλογή d′ = −d, προκύπτει και η ύπαρξη του ορίου από τα αρνητικά.

Τέλος, όσον αφορά τον ισχυρισµό 3, αρκεί να σηµειωθεί πως

f ′(x;ad) = lim
t→0

f (x + t(ad)) − f (x)
t

= a lim
t→0

f (x + (ta)d) − f (x)
ta

= af ′(x;d)

και

f ′(x;u + v) = lim
t→0

f
(
x + t

2 (u + v)
)
− f (x)

t/2

= 2 lim
t→0

f
(

1
2 (x + tu) + 1

2 (x + tv)
)
− f (x)

t

≤ 2 lim
t→0

1
2 f (x + tu) + 1

2 f (x + tv) − f (x)
t

= lim
t→0

f (x + tu) − f (x)
t

+ lim
t→0

f (x + tv) − f (x)
t

= f ′(x;u) + f ′(x; v).

□

Μπορούµε πλέον να κατασκευάσουµε το κριτήριο 1ης τάξης για κυρτές συναρτήσεις,
όπως περιγράψαµε προηγουµένως. Το Θεώρηµα 2.8 που ακολουθεί, αποτελεί την ϐάση
αναζήτησης ελαχίστου σε όλες τις µεθόδους ϐαθµίδας και εύκολα µεταφράζεται και σε προ-
ϐλήµατα µη-οµαλής κυρτής ανάλυσης 5. Ολοκληρώνεται έτσι η ανάλυση της παραγράφου

5Οι µέθοδοι υποβαθµίδας για την ϐελτιστοποίηση µη-οµαλών προβληµάτων γενικά, µπορούν να ακολου-
ϑήσουν µια παρόµοια τροχιά µε την ανάλυση διαφορίσιµων συναρτήσεων που έχει προηγηθεί. Μάλιστα, µια
τέτοια διαδικασία ϑα οδηγούσε σε γνώριµα κριτήρια 1ης και 2ης τάξης για τις υποβαθµίδες των συναρτήσεων,
περαιτέρω ενισχύοντας την ϊσχύ¨ των ϑεωρηµάτων. Μια ϑεµελιακή περιγραφή των µη-οµαλών µεθόδων καθώς
και της σχέσης τους µε τις ϐασικές υποθέσεις κυρτότητας δίνεται στο πασίγνωστο Minimization methods for
non-differentiable functions του N. Z. Shor [31].
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και σχηµατίζεται µια πλήρη απάντηση στα ερωτήµατα που τέθηκαν στην αρχή της ενότητας :
ϐέλτιστο σηµείο για δεδοµένη κυρτή και διαφορίσιµη συνάρτηση είναι οποιοδήποτε στάσιµο

σηµείο του πεδίου ορισµού της.

Θεώρηµα 2.8. ΄Εστω f : Rm → R κυρτή συνάρτηση και x∗ κάποιο σηµείο διαφορισιµότητας.

Το x∗ αποτελεί καθολικό ελάχιστο της συνάρτησης αν και µόνον αν ∇f (x∗) = 0.

Ικανή Συνθήκη. Από το Θεώρηµα 2.5 εχει ήδη αποδειχθεί πως αφού το x∗ είναι τοπικό
ελάχιστο τότε ∇f (x∗) = 0. Ταυτόχρονα, µε το Θεώρηµα 2.7 γνωρίζουµε πως τα τοπικά και
καθολικά ελαχιστα είναι ισοδύναµα στην κλάση κυρτών συναρτήσεων, οπότε προκύπτει το
Ϲητούµενο. □

Αναγκαία Συνθήκη. Για κάποιο x∗ µε ∇f (x∗) = 0 λαµβάνουµε την κατευθυνόµενη παράγωγο
f ′(x∗; x − x∗). Αφού δείξαµε πως ο λόγος διαφορών είναι µη-µειούµενος στην κατεύθυνση
του d, τότε

f ′(x∗; x − x∗) ≤
f (x∗ + (x − x∗)) − f (x∗)

1
.

΄Οµως, η κατευθυνόµενη παράγωγος σε σηµείο διαφορισιµότητας είναι

f ′(x∗; x − x∗) = ∇f (x∗)T (x − x∗) = 0

αρα προκύπτει το Ϲητούµενο.
0 ≤ f (x) − f (x∗), ∀x

□

Εάν επιπλέον το κριτήριο κόστους είναι ισχυρά κυρτό, όπως λαµβάνεται και στην δική
µας εργασία, τότε το ελάχιστο που προκύπτει από αυτόν τον χαρακτηρισµό δεν είναι µόνο
καθολικό αλλά και µοναδικό (Θεώρηµα 2.7).

2.1.3 ΄Υπαρξη Ελαχίστου

Η ύπαρξη ενός τουλάχιστον σηµείου ελαχιστοποίησης λαµβάνεται συνήθως ως υπόθεση
για την τεκµηρίωση των περισσότερων αλγορίθµων ϐελτιστοποίησης [35, 21, 41, 40]. Αυτό
συµβαίνει επειδή η παραπάνω ανάλυση δεν εγγυάται την ύπαρξη ελαχίστου σε αυθαίρετη
(ισχυρά) κυρτή συνάρτηση που µπορεί να αποτελέσει τοπικό κριτήριο κόστους. Επιπλέον,
παρά την διατήρηση χαρακτηριστικών κυρτότητας και οµαλότητας που δείξαµε παραπάνω
δεν έχουµε δείξει πως διατηρείται ή σχηµατίζεται κάποιο ελάχιστο σε κυρτό συνδυασµό
συναρτήσεων µε τουλάχιστον ένα ελάχιστο.

Σε προβλήµατα µε περιορισµό του εφικτού συνόλου ως X =
⋂n
i=1 Xi όπου Xi ⊂ Rm µη-

κενά, κλειστά και κυρτά σύνολα οι A. Nerdìc et al. έχουν δείξει πως για την ύπαρξη ελαχίστου
στην (2.1) αρκεί το X να είναι µη-κενό (ειδάλλως το πρόβληµα δεν ϑα ήταν καλά ορισµένο)
και να έχει τουλάχιστον ένα εσωτερικό σηµείο x̂ ∈ int(X ) ⇔ ∃δ > 0 τω {x | ∥x − x̂∥ ≤ δ} ⊂
X. [56, 21].
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2.1.4 Χαρακτηρισµός ∆εύτερης Παραγώγου

Ολοκληρώνουµε την παρουσίαση κυρτών και διαφορίσιµων συναρτήσεων δίνοντας ένας
πληρέστερο χαρακτηρισµό αποτελεσµάτων ισχυρής κυρτότητας που ϑα ϕανούν χρήσιµες
στην αιτιολόγηση του ϱυθµού σύγκλισης αλγορίθµου στο Κεφάλαιο 3. Για αυτόν τον σκοπό
δίνουµε δύο ϑεωρήµατα που προσδιορίζουν τις µέγιστες και ελάχιστες ιδιοτιµές της Χεσσια-
νής των δυο ϕορές διαφορίσιµων συνάρτησεων κόστους ϐάση των χαρακτηριστικών κυρτότη-
τας και οµαλότητας που έχουµε ήδη υποθέσει.

Θεώρηµα 2.9. ΄Εστω f : Rm → R δυο ϕορές διαφορίσιµη συνάρτηση.

1. Η f είναι κυρτή αν και µόνο αν ∇2f (x) ⪰ 0.

2. Η f είναι αυστηρά κυρτή αν ∇2f (x) ≻ 0.

3. Η f είναι ισχυρά κυρτή µε παράµετρο µ αν και µόνο αν ∇2f (x) ⪰ µI.

Απόδειξη. Για δεδοµένη συνάρτηση f , κυρτή και δυο ϕορές διαφορίσιµη στο x, λαµβάνουµε
την συνάρτηση g : Rm → R, g(y) = f (y)−∇f (x)T (y−x). Ο µετασχηµατισµός y→ −∇f (x)T (y−
x) είναι µετασχηµατισµός οµοιότητας, οπότε η g είναι κυρτή και διπλά διαφορίσιµη και
επιπλέον ισχύει ∇g(y) = ∇f (y) − ∇f (x) και ∇2g(y) = ∇2f (y). Παρατηρούµε πως ∇g(x) = 0
οπότε από το Θεώρηµα 2.8 το σηµείο είναι ελάχιστο για την συνάρτηση. Ακολουθώντας το
επιχείρηµα απόδειξης για το Θεώρηµα 2.6, προκύπτει ∇2g(x) = ∇2f (x) ⪰ 0.

Αντιστρόφως, αν για διπλά διαφορίσιµη στο x συνάρτηση ισχύει ∇2f (x) ≻ 0 τότε από το
ανάπτυγµα Taylor και το Θεώρηµα µέσης τιµής υπάρχει t ∈ [0,1] τέτοιο ώστε

f (y) = f (x) + ∇f (x)T (y − x) +
1
2

(y − x)T∇2f (x + t(y − x))(y − x).

Αφού όµως η Χεσσιανή είναι ϑετικά ηµιορισµένη, (y − x)T∇2f (x + t(y − x))(y − x) ≥ 0 για
όλα τα t, y και άρα f (y) ≥ f (x) + ∇f (x)T (y − x), η συνάρτηση είναι κυρτή.

Ο δεύτερος ισχυρισµός ακολουθεί την ίδια απόδειξη µε το παραπάνω επιχείρηµα για την
κυρτότητα της συνάρτησης, όπου ϕυσικά, αφού ∇2f (x) ≻ 0⇒ (y−x)T∇2f (x+t(y−x))(y−x) >
0 για όλα τα t, y και άρα προκύπτει το Ϲητούµενο.

Τέλος, όσον αφορά τον ισχυρισµό 3, αρκεί να παρατηρήσουµε πως ισχυρή κυρτότητα της
f είναι ισοδύναµη µε την κυρτότητα της συνάρτησης g : Rm → R, g(x) = f (x) − µ

2x
Tx. ΄Ετσι

εφαρµόζοντας τον ισχυρισµό 1 και τον αντίστροφό του για την g έχουµε το Ϲητούµενο. □

Το ϑεώρηµα δείχνει πως υπάρχει συσχέτιση µεταξύ της αυστηρής κυρτότητας συνάρτησης
και της ϑετικά ορισµένης δεύτερης παραγώγου, όµως δεν είναι σχέση ισοδυναµίας αλλά
συνεπαγωγής. Μάλιστα, είναι πολύ εύκολο να κατασκευάσουµε αντιπαράδειγµα για την
πρόταση ¨Αυστηρή κυρτότητα συνάρτησης f συνεπάγεται ϑετικά ορισµένη Χεσσιανή¨ αφού
η f : R → R, f (x) = x4 είναι προφανώς αυστηρά κυρτή αλλά έχει ∇2f (0) = 0. Σηµειώνουµε
πως στις µονοµεταβλητές συναρτήσεις f : R → R ισχύει η ισοδυναµία πως ¨η συνάρτηση f
είναι ισχυρά κυρτή αν και µόνον αν το σύνολο {x ∈ R | f ′′(x) > 0} είναι πυκνό στο R¨ αλλά
δεν υπάρχει αντίστοιχο αποτέλεσµα για συναρτήσεις µε περισσότερες µεταβλητές [57].

Παρόµοιος χαρακτηρισµός της δεύτερης παραγώγου προκύπτει και από την υπόθεση
Lipschitz διαφορισιµότητας για κάποια δυο ϕορές διαφορίσιµη συνάρτηση.
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Θεώρηµα 2.10 (Θεώρηµα 2.1.6 του [53]). ∆εδοµένη συνάρτηση f : Rm → R, δυο ϕορές

διαφορίσιµη ανήκει στην κλάση C2,1
L (Rm) αν και µόνον αν

0 ⪯ ∇2f (x) ⪯ LI, ∀x ∈ Rm .

2.1.5 Κλάση Τοπικών Προβληµάτων

Πλέον, µε χρήση των τυπικών περιγραφών ϐελτιστοποίησης του Y. Nesterov και των
ιδιοτήτων που προηγήθηκαν, µπορούµε να επαναδιατυπώσουµε το µοντέλο της Εξίσωσης
(2.1) ως n το πλήθος ανεξάρτητων προβληµάτων, µελών της ίδιας κλάσης.

Ορίζουµε πρώτα την κλάση τοπικών προβληµάτων Flocal B
(
Σlocal ,Olocal

)
.

Ορισµός 2.7 (Μοντέλο Σlocal ). ΄Εστω x ∈ Rm και συνάρτηση fi : Rm → R, ισχυρά κυρτή

µε παράµετρο µi > 0 και δυο ϕορές διαφορίσιµη µε Lipschitz ϐαθµίδα, fi ∈ C
2,1
Li
, Li > 0.

Θεωρούµε την συναρτησιακή µορφή του µοντέλου Σlocal ως

mimimize fi(x),

subject to x ∈ Rm .
(2.5)

Ορισµός 2.8 (Ανιχνευτής Olocal ). Θεωρούµε ως ανιχνευτή Olocal της κλάσης ως το τοπικό,

µαύρο κουτί που για δοκιµαστικό σηµείο x ∈ Rm επιστρέφει g ∈ Rm ,

g = ∇fi(x) B Olocal(x).

Λαµβάνουµε n πράκτορες Ai , κάθε ένας εκ των οποίων είναι εφοδιασµένος µε ένα
πρόβληµα ϐελτιστοποίησης Pi ⊂ Flocal. Οι πράκτορες συγχρονίζονται µε κάποιο ϱολόι k
και περιέχουν διάνυσµα xi(k) ∈ Rm που καλούµε εκτίµηση του πράκτορα. Επισηµαίνου-
µε πως δεν είναι σκοπός µας κάθε πράκτορας να ϐελτιστοποιήσει το Pi αλλά αντιθέτως, να
συνδυάσουµε τα παραπάνω προβλήµατα ώστε να επιλυθεί το πρόβληµα

mimimize f (x) =
n∑
i=1

fi(x),

subject to x ∈ Rm .

(2.6)

Το παραπάνω συναρτησιακό µοντέλο ϑα καλούµε Σdistributed και πιθανόν να επιθυµεί κα-
νείς να ορίσει κατανεµηµένο ανιχνευτή Odistributed =

⋃n
i=1 Olocal έτσι ώστε να οριστεί στην

πληρότητά της και η κλάση Fdistributed = (Σdistributed ,Odistributed). Θα επιλέξουµε να µην α-
κολουθήσουµε µια τέτοια περιγραφή κατανεµηµένων προβληµάτων για δυο λόγους. Κατ΄
αρχήν, λαµβάνοντας ένα P ⊂ Fdistributed αποκρύπτουµε το προσδιοριστικό χαρακτηριστικό
του προβλήµατος : το πρόβληµα δεν επιλέγεται αυθαίρετα ως µέλος της κλάσης αλλά α-
ντιθέτως συντίθεται από τα επιµέρους τοπικά Pi που προϋπάρχουν και έχουν δοθεί στους
πράκτορες. Θεωρούµε πως η κατασκευαστική ¨σύνθεση¨ των προβληµάτων από διακριτούς
πράκτορες πρέπει να παραµένει στο προσκήνιο της συµβολογραφίας αφού ϑα διαλευκάνει
τις µεθόδους που ϑα χρησιµοποιηθούν στα επόµενα κεφάλαια.

Επιπλέον, ο εφοδιασµός κάποιου µοντέλου µε ανιχνευτή Odistributed όπως παραπάνω
δεν καθιστά σαφή την τοπική ϕύση των επιµέρους ανιχνευτών. Χαρακτηριστικά, ενώ είναι
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σωστό να υποστηρίξει κανείς πως ο κατανεµηµένος αλγόριθµος στο σύνολό του περιέχει
την πληροφορία που διαθέτει ο Odistributed, οι τοπικοί ελεγκτές, εφοδιασµένοι µόνο µε τους
ανιχνευτές Olocal έχουν στην διάθεσή τους µόνον την ϐαθµίδα του τοπικού κριτηρίου στο
σηµείο της δικής τους εκτίµησης. Παράβαση της παραπάνω αρχής αποτελεί και παράβαση
της κατανεµηµένης ϕύσης του αλγορίθµου, οπότε την ϑεωρούµε επιζήµια.

Αντιθέτως ϑα κάνουµε αναφορά στο πρόβληµα που περιγράφεται από την Εξίσωση (2.6)
µόνον ως κατανεµηµένο πρόβληµα Pdistributed. Εννοούµε µε αυτόν τον τρόπο την σύνθεση
των τοπικών προβληµάτων για την αναζήτηση µοναδικής λύσης, σύµφωνα µε τον παρακάτω
ορισµό.

Ορισµός 2.9. ΄Ενα σηµείο x∗ ∈ Rnm ϑα καλείται ϐέλτιστο σηµείο συµφωνίας κάποιου κα-

τανεµηµένου προβλήµατος Pdistributed =
⋃n
i=1 Pi , όπου Pi ⊂ Flocal αν ισχύουν οι παρακάτω

συνθήκες.

1. (Συνθήκη συµφωνίας.) x∗ = 1n ⊗ x∗ για κάποιο x∗ ∈ Rm .

2. (Συνθήκη ϐελτιστότητας.) Συµβολίζοντας x∗i , i = 1, . . . , n τα m-υποδιανύσµατα που

περιέχονται στο x∗, ισχύει
n∑
i=1
∇fi(x∗i ) = 0m .

Το σηµείο x∗ ∈ Rm ϑα καλούµε ϐέλτιστο σηµείο των τοπικών προβληµάτωνPi παρότι δεν ισχύει

απαραίτητα πως ∇fi(x∗) = 0 για οποιοδήποτε πράκτορα. ∆ηλαδή ϐέλτιστο σηµείο συµφωνίας

για τα τοπικά προβλήµατα δεν είναι απαραίτητα ο ελαχιστοποιητής για όλα (ή οποιοδήποτε)

από τα προβλήµατα εάν αυτά ληφθούν µεµονωµένα.

Σηµειώνεται πως η λύση του κατανεµηµένου προβλήµατος ϐελτιστοποίησης είναι σηµείο
στον χώρο Rnm , n ο αριθµός πρακτόρων, παρότι το µοντέλο του προβλήµατος Σdistributed
και οι εκτιµήσεις των πρακτόρων ορίζονται στον Rm . Αυτό αποτελεί απλά συνεπαγόµενο
της συµβολογραφίας και δεν είναι ιδιαίτερα σηµαντικό από µόνο του. Για τον λόγο αυτό,
κάνοντας κατάχρηση ορισµού, ϑα καλούµε και το ϐέλτιστο σηµείο τοπικών προβληµάτων x∗

ως ϐέλτιστο σηµείο, ϕροντίζοντας πάντα ο διαχωρισµός να είναι σαφής.
Με ϐάση την προηγούµενη περιγραφή, ο σκοπός του Κεφαλαίου 3 µπορεί να διατυπωθεί

ως αναζήτηση µιας τοπικής επαναληπτικής µεθόδουMi ώστε ο Κατανεµηµένος Αλγόριθµος

(2.7) να οδηγεί τις εκτιµήσεις πρακτόρων xi(k) πλησίον του x∗ 6.

Κατανεµηµένος Αλγόϱιϑµος (2.7)

1 input upper bound on delay d

2 initialize iteration counter k = 0
3 for each agent i do

4 begin

5 input starting point xi(0) ∈ Rm

6 initialize agent memory Ni(0), . . . ,Ni(d − 1)← ∅

6Ο ελεγκτικός στόχος προσέγγισης του σηµείου ϐέλτιστης συµφωνίας εξαρτάται από την συνεχούς χρόνου
έκφραση του συστήµατος προς έλεγχο που δίνεται στο Κεφάλαιο 3. Σε αυτό το σηµείο, αρκούµαστε στην
ποιοτική περιγραφή πως δεδοµένο σήµα x(t) προσεγγίζει σηµείο x0 αν ∥x(t) − x0∥ ≤ cϸ, όπου c, ϸ > 0 και ϸ
επιλεγµένο αυθαίρετα από τον σχεδιαστή.
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7 local_loop:

8 call oracle Olocal at point xi(k)
9 call communication iteration C(k), Ni(k + d)← C(i; k)

10 update information set, Ii(k)←
(
x(k),O(x(k)),Ni(k)

)
11 call method M at Ik, x(k + 1)←M(Ii(k))
12 k ← k + 1
13 goto local_loop

14 end

Για την ορθότητα του παραπάνω σχήµατος επισηµαίνουµε δυο ιδιαίτερα σηµεία. Κα-
τ΄ αρχήν, ο αλγόριθµος δεν δρα επαναληπτικά στο σύνολο των πρακτόρων αλλά αντιθέτως,
εκτελεί κάθε επανάληψη του κύριου ϐρόγχου εν παραλλήλω, γεγονός που αιτιολογεί και
την κατανεµηµένη ϕύση του. Μπορούµε έτσι να ερµηνεύσουµε τον κύριο ϐρόγχο ως γο-
νέα n διεργασιών που εκτελούνται τοπικά στους πράκτορες. Αυτές οι διεργασίες αποτελούν
τους ελεγκτές του κάθε υποσυστήµατος και έχουν υποχρέωση συγχρονισµού και επικοινω-
νίας µόνο κατά την κλήση της µεθόδου C(i; k). Είναι εµφανές από την περιγραφή πως η
διεργασία-γονέας είναι ¨εικονική¨, µε την έννοια πως χρησιµοποιείται µόνο ως επίπεδο α-
ϕαίρεσης για να αναφερθούµε στο σύνολο των ελεγκτών και την αλληλεπίδρασή τους. Για
αυτόν τον λόγο άλλωστε, µοναδική υποχρέωση της είναι ο συγχρονισµός του ϱολογιού k που
αποτελεί και προϋπόθεση της εργασίας.

∆εύτερο σηµείο ενδιαφέροντος είναι η δοµή µνήµης Ni των πρακτόρων και η µέθοδος
επικοινωνίας C(i; k) οι οποίες δεν έχουν περιγραφεί ως τώρα. ∆ιευθετούµε αυτήν την εκ-
κρεµότητα στην επόµενη ενότητα, ξεκινώντας µε περιγραφή τοπολογιών δικτύων διαµέσου
της αλγεβρικής ϑεωρίας γράφων και χρησιµοποιώντας την για να µοντελοποιήσουµε τις υ-
ποθέσεις της εργασίας για το δίκτυο επικοινωνίας των πρακτόρων.

2.2 Αλγεβρική Θεωρία Γράφων

Ενας γράφος µπορεί να αναπαριστά ποικιλία δοµών ανάλογα µε την περιοχή ενδιαφέρο-
ντος, οπότε ξεκινάµε την ενότητα µε αφαίρεση του εννοιολογικού περιεχοµένου από την
µαθηµατική περιγραφή. Με στοιχεία u, v κάποιου συνόλου V, όχι απαραίτητα διακριτά
µεταξύ τους, κατασκευάζουµε το διατεταγµένο Ϲεύγος (u, v) ∈ E. Η συλλογή G = (V,E)
ορίζει κατευθυνόµενο γράφο µε σύνολο κόµβων V και σύνολο ακµών E ⊆ V × V τέτοιο
ώστε (u, v) ∈ E αν και µόνο αν η κατευθυνόµενη ακµή από τον κόµβο u στον v ανήκει στον
γράφο. Από τον γενικό ορισµό το σύνολο V δεν είναι απαραίτητα πεπερασµένο. Παρ΄ ότι η
µελέτη άπειρων γράφων αποτελεί ελκυστική περιοχή της ϑεωρίας, µε πολλά ερωτήµατα που
εµφανίζονται µόνο σε αυτήν [58], ϑα περιοριστούµε στην παρουσίαση πεπερασµένων γράφων
και κατά την συνέπεια στον χαρακτηρισµό συστηµάτων µε πεπερασµένο αριθµό πρακτόρων.

Αν (u, v) ∈ E τότε λέµε πως ο v γειτονεύει τον u και ονοµάζουµε NG(v) το σύνολο γειτόνων

του κόµβου v, NG(v) = {u ∈ V | (u, v) ∈ E}. Σηµειώνεται πως οι γείτονες ενός κόµβου καθο-
ϱίζονται από το πλήθος των εισερχόµενων σε αυτόν ακµές και επιπλέον επιτρέπεται κάποιος
κόµβος να γειτονεύει µε τον εαυτό του αν (u, u) ∈ E. Τέλος, καλούµε έσω-ϐαθµό (in-degree)
degin(u) ενός κόµβου το πλήθος εισερχόµενων ακµών και αντίστοιχα έξω-ϐαθµό (out-degree)
degout(u) το πλήθος των εξερχόµενων ακµών. Το δε άθροισµα των δύο καλείται ϐαθµός του
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κόµβου.
Μονοπάτι, µήκους n στο κατευθυνόµενο γράφο ονοµάζεται οποιαδήποτε ακολουθία δια-

δοχικών ακµών (i, u1), (u1, u2), . . . , (un−1, j). Για ευκολία συµβολισµού, γράφουµε το ίδιο
µονοπάτι ως ⟨i, u1, . . . , un−1, j⟩ και λέµε πως ο κόµβος j είναι προσβάσιµος από τον i. Μο-
νοπάτι που τερµατίζει στον κόµβο έναρξης ονοµάζεται κύκλος. Σκελετικό, γεννητικό ή δια-
συνδετικό δένδρο (spanning tree) ενός γράφου G = (V,E) ονοµάζεται οποιοσδήποτε συν-
δεδεµένος, ακυκλικός υπογράφος T = (V,ET ) µε ακµές ET ⊆ E που διατρέχει όλες τις
κορυφές του G. Αν ο γράφος G είναι κατευθυνόµενος τότε µπορεί να οριστεί κατευθυνόµενο
ή µη-κατευθυνόµενο σκελετικό δένδρο, ανάλογα µε το αν οι ακµές του περιορίζονται από
την κατεύθυνση ακµών του αρχικού γράφου.

Τέλος, ένας κατευθυνόµενος γράφος G ονοµάζεται ασθενώς συνδεδεµένος (weakly con-
nected) αν ο υποκείµενος µη-κατευθυνόµενος γράφος περιέχει τουλάχιστον ένα σκελετικό
δένδρο - ισοδύναµα, ο µη-κατευθυνόµενος γράφος είναι συνδεδεµένος. Ο κατευθυνόµε-
νος γράφος G καλείται ισχυρά συνδεδεµένος (strongly connected) όταν κάθε κόµβος του
είναι προσβάσιµος από κάθε άλλο κόµβο - ισοδύναµα, κάθε κόµβος αποτελεί ϱίζα κάποιου
κατευθυνόµενου σκελετικού δένδρου. Από τους ορισµούς είναι εµφανές ότι κάθε ισχυρά
συνδεδεµένος γράφος είναι και ασθενώς συνδεδεµένος, µα όχι αντιστρόφως.

Μπορούµε να ορίσουµε µια πιο πυκνή και χρήσιµη µορφή για την αναπαράσταση πεπε-
ϱασµένων γράφων n κόµβων, διαµέσου του πίνακα µετάβασηςW ∈ Rn×n. Σε αυτή την µορφή,
αριθµούµε αυθαίρετα και διατάσσουµε τους κόµβους του γράφου ώστε V = {1, . . . , n}. Στην
συνέχεια, ϑέτουµε µη-µηδενικά τα στοιχεία [W ]ij του πίνακα µετάβασης W ∈ Rn×n αν και
µόνον αν η ακµή (i, j) ∈ E. Η χρήση πίνακα µετάβασης επιτρέπει έναν ακόµα ϐαθµό ελευθε-
ϱίας επιπλέον του Ϲεύγους (V,E). Αν τα στοιχεία του πίνακα δεν επιλεγούν αυθαίρετα αλλά
µε κάποια δεδοµένη µέθοδο, τότε µπορούν να απεικονίσουν ϐάρη ακµών.

΄Οσον αφορά την απεικόνιση καποιου δικτύου επικοινωνίας κόµβων µε την χρήση κατευ-
ϑυνόµενου γράφου, για δεδοµένη τοπολογία επικοινωνίας G = (V,E) κατασκευάζουµε τον
αντίστοιχο πίνακα µετάβασης ή µίξης σύµφωνα µε τον παρακάτω κανόνα.

Υπόθεση 1 (Κανόνας Βαρών).
1. Για όλα τα i, j ∈ V ισχύει,

(αʹ) wii > 0, ∀i ∈ V,
(ϐʹ) wij > 0 ανν (j, i) ∈ E,
(γʹ) wij = 0 ανν (j, i) < E.

2. Ο πίνακας W είναι διπλά στοχαστικός, δηλαδή ισχύει W1n = 1n και 1TnW = 1Tn .

Η Υπόθεση 1.2 µπορεί να γίνει χωρίς ϐλάβη της γενικότητας για οποιοδήποτε γράφο G,
αποτελεί δε απαίτηση σχεδιαστική και όχι ουσιαστικό περιορισµό επί του συνόλου των απο-
δεκτών για το πρόβληµα γράφων. Για στοχαστικό πίνακα W είναι γνωστό πως η µεγαλύτερη
ιδιοτιµή του είναι η µονάδα και το αντίστοιχο δεξί ιδιοδιάνυσµα είναι 1n. Αν ταυτόχρονα
ισχύει πως 1TnW = 1Tn τότε ο πίνακας καλείται διπλά στοχαστικός. Σε επόµενη ενότητα ϑα
εξετάσουµε λεπτοµερέστερα τις συνέπειες διπλής στοχαστικότητας του πίνακα γειτνίασης του
γράφου G και πως αυτή επηρεάζει τα προβλήµατα συµφωνίας και ϐελτιστότητας.

Υπόθεση 2 (Συνδεσιµότητα ∆ικτύου). Ο γράφος G είναι (ασθενώς) συνδεδεµένος και περι-
λαµβάνει τουλάχιστον ένα κατευθυνόµενο σκελετικό δένδρο.
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Η Υπόθεση 2 είναι αυστηρότερη από την απαίτηση συνδεσιµότητας για τον γράφο G αφού
υποχρεώνει και την ύπαρξη ενός τουλάχιστον κατευθυνόµενου µονοπατιού από κάποια ϱίζα
προς κάθε άλλο κόµβο στον από κοινού γράφου. Στο επόµενο κεφάλαιο ϑα γίνει εµφανές
πως η ύπαρξη κατευθυνόµενου σκελετικού δένδρου είναι ικανή µα και αναγκαία συνθήκη
για την επίτευξη συµφωνίας.

2.3 Αλγόριθµος Κατάβασης Βαθµίδας

Σε αυτή την ενότητα χρησιµοποιούµε τα αποτελέσµατα των Ενοτήτων 2.1 και 2.2 για να
µελετήσουµε τις δυσκολίες που προκύπτουν σε γενικά προβλήµατα κατανεµηµένης ϐελτιστο-
ποίησης και ειδικοτερα αυτές που αντιµετωπίζουν οι αλγόριθµοι που ϐασίζονται στον DGD.
Ειδικότερα ϑα εξετάσουµε πως η επαναληπτική κατάβαση ϐαθµίδας, ϐήµα απαραίτητο για
την ϐελτιστοποίηση του κριτηρίου κόστους, αντιτίθεται στον στόχο συµφωνίας πρακτόρων και
δηµιουργεί ¨ασυµφωνία¨ µεταξύ των δυο ελεγκτικών στόχων. Επιπλέον, ϑα παρουσιάσου-
µε την µέθοδο επέκτασης χώρου κατάστασης που αποτελεί ευρέως διαδεδοµένη τεχνική για
την απλοποίηση συστήµατος µε καθυστερήσεις επικοινωνίας σε σύστηµα χωρίς αυτές και
αποτελεί την ϐάση επίλυσης προβληµάτων µε ϕραγµένες καθυστερήσεις.

Εστω n πράκτορες Ai εφοδιασµένοι µε Pi ⊂ Flocal. Με xi(k) ∈ Rm την εκτίµηση του Ai

σχηµατίζουµε το συνολικό διάνυσµα καταστάσεων x(k) =
[
x1(k)T x2(k)T . . . xn(k)T

]T
∈

Rnm . Το x ϑα καλούµε συσσωρευµένο διάνυσµα κατάστασης ή συσσωρευµένη εκτίµηση
των πρακτόρων. Επιπλέον ορίζουµε τις συναρτήσεις f : Rm → R, f (x) =

∑n
i=1 fi(x) και

F : Rnm → R, F (x) =
∑n
i=1 fi(xi). Η πρώτη ϑα καλείται καθολικο κριτήριο κόστους όπως

έχουµε ήδη ορίσει, ενώ η δεύτερη συσσωρευµένο κριτήριο κόστους, σε αναλογία µε το όρισµά
της.

Για δεδοµένη διάταξη επικοινωνίας που αναπαριστάται από τον πίνακα µετάβασης W ∈
Rn×n, η µέθοδος DGD εκτελεί σε κάθε επανάληψη τον επόµενο υπολογισµό.

xi(k + 1) =
n∑
i=1

wijxj(k) − ak∇fi(xi(k)), για i = 1, . . . , n. (2.8)

Υπενθυµίζουµε πως ak > 0 είναι το ϐήµα εκµάθησης για την επανάληψη k και για την γε-
νική περιπτωση αυτού του παραδείγµατος λαµβάνουµε τον πίνακα W είναι µη-συµµετρικός,
διπλά στοχαστικός µε W1n = 1n και 1TnW = 1Tn . Η µέθοδος (2.8) µπορεί ισοδύναµα να
γραφεί σε µητρωική µορφή

x(k + 1) = (W ⊗ Im)x(k) − ak∇F (x(k)).

Στην έκφραση (2.8) για την επαναληπτική µέθοδο ϕαίνονται τα ϐασικά ϐήµατα που
εκτελεί κάθε πράκτορας σε κάθε ενηµέρωση της ιδίας εκτίµησης, όπως αυτά επισηµαίνονται
από τους K. Yuan et al. [35]:

1. Υπολογισµός της ϐαθµίδας ∇fi(xi(k)) στο σηµείο εκτίµησης πράκτορα.

2. Υπολογισµός του σταθµισµένου αθροίσµατος εκτιµήσεων γειτόνων
∑n
i=1wijxj(k).
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3. Συνδυασµός των ϐηµάτων κατάβασης και συµφωνίας στον νόµο ενηµέρωσης xi(k+1) =∑n
i=1wijxj(k) − ak∇fi(xi(k)).

Αξίζει να σηµειωθεί πως η παραπάνω απαρίθµηση αντικατοπτρίζει και την γενική περιγραφή
που δόθηκε στους Επαναληπτικούς Αλγορίθµους (2.2) και (2.7). Συγκεκριµένα, ο υπολο-
γισµός ϐαθµίδας αποτελεί την κλήση τους αλγορίθµου στον τοπικό ανιχνευτή πρώτης τάξης
Olocal(xi(k)) που χρησιµοποιήθηκε για τον ορισµό της κλασης προβληµάτων. Εν συνεχεία,
ο υπολογισµός σταθµισµένου αθροίσµατος γειτόνων υπαινίσσεται την κλήση στην µέθοδο
επικοινωνίας των πρακτόρων. Σε αυτή την περίπτωση C(i; k) =

{
xj(k) | j ∈ NG(i)

}
. Τέλος, το

ϐήµα πολλαπλασιασµού µε την ακολουθία εκµάθησης και άθροισης αποτελεί ϕυσικά την
αριθµητική µέθοδοMi . Η χρησιµότητα της ¨µνήµης¨ πρακτόρων δεν έχει γίνει ακόµα εµφα-
νής, αλλά ϑα γίνει σαφές πως είναι απαραίτητη για την επίλυση του προβλήµατος παρουσία
καθυστερήσεων στην ενότητα επέκτασης κατάστασης που ϑα ακολουθήσει.

Για σταθερό ϐήµα ak ≡ a > 0 και Lipschitz συνεχείς ϐαθµίδες, η µέθοδος οδηγείται
σε προσεγγιστική σύγκλιση (inexact convergence) γύρω από την λύση x∗ [32, 41]. Με τον
όρο αυτό εννοούµε πως η εκτίµηση xi(k) κάθε πράκτορα οδηγείται σε κάποιο σηµείο εντός
της O(a)-περιοχής της λύσης, το οποίο σηµείο δεν είναι απαραίτητα σηµείο συµφωνίας
για τους πράκτορες 7. Εκτός της O(a)-περιοχής, το κριτηριο κόστους µειώνεται µε ϱυθµό
O( 1

k ). Εάν επιπλέον το κριτήριο κόστους είναι ισχυρά κυρτό τότε ο ϱυθµός ϐελτιώνεται σε
R-γραµµικός [35]. Αξίζει να σηµειωθεί πως οι K. Yuan et al. [35] αποδεικνύουν πως η
συµπεριφορά αυτή απαντάται, ανεξαρτήτως της διαφορισιµότητας των fi , και για µεθόδους
κατάβασης υποβαθµίδας. Παρ΄ ότι οι µέθοδοι υποβαθµίδας δεν ϑα εξεταστούν σε αυτήν την
εργασία, το αποτέλεσµα είναι σηµαντικό γιατί αποδεικνύει πως η συµπεριφορά σύγκλισης
σε περιοχή είναι αποτέλεσµα της επιλογής σταθερού ϐήµατος εκµάθησης [4].

2.3.1 Αλληλεπίδραση Στόχων Συµφωνίας και Βελτιστοποίησης

Για να γίνει αντιληπτός ο µηχανισµός προσεγγιστικής σύγκλισης του αλγορίθµου σταθε-
ϱού ϐήµατος, ας ϑεωρήσουµε πως επιλέγουµε κάποιο κατάλληλο ak ≡ a > 0 ώστε η µέθοδος
(2.8) να είναι ευσταθής. Συνήθως η καταλληλότητα του ϐήµατος διαµορφώνεται από κάποιο
άνω όριο. Παραδείγµατος χάριν, στην εργασία On the convergence of decentralized gradient
descent [35] αποδεικνύεται η επάρκεια τις ανισότητας a < 1+λmin(W )

max(Lfi )
. Σε αυτή τη περίπτωση

η ακολουθία {x(k)} συγκλίνει σε κάποια οριακή τιµή x∞ ∈ Rnm τέτοια ώστε [41]

x∞ = (W ⊗ Im)x∞ − a∇F (x∞). (2.9)

Αν το σηµείο x∞ επαληθεύει την συνθήκη συµφωνίας, τότε πρέπει να υπάρχει κάποιο
x∞ ∈ Rm ώστε x∞ = 1n ⊗ x∞. Ως εκ τούτου, συνεπάγεται πως

(W ⊗ Im)x∞ = (W ⊗ Im)(1n ⊗ x∞) = (W1n) ⊗ (Imx∞) = (1n ⊗ x∞) = x∞.

7Για αυτό άλλωστε κάναµε και νύξη σε προσεγγιστική ϐέλτιστη συµφωνία κατά την εισαγωγή της εργασίας. Η
ύπαρξη σφάλµατος µόνιµης κατάστασης αποτελεί αναπόσπαστο χαρακτηριστικό των µεθόδων σταθερού ϐήµατος
και τα ερωτήµατα που ϑα απασχολήσουν την εργασία αφορούν την στρατηγική επιλογής του ϐήµατος, δεδοµένης
κάποιας επιθυµητής ακρίβειας στην λύση.
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Η Εξίσωση (2.9) πλέον γράφεται ∇F (x∞) = 0⇔ ∇fi(x∞) = 0, ∀i που σηµαίνει πως το ίδιο x∞

είναι ϐέλτιστο για όλα τα τοπικά κριτήρια. Αφ΄ ενός, η παραπάνω απαίτηση δεν ισχύει για
αυθαίρετη επιλογή κριτηρίων κόστους και αφ΄ ετέρου είναι διαφορετική από την συνθήκη
ϐελτιστότητας που δόθηκε στον Ορισµό 2.9. Συµπερασµατικά, ο όρος µίξης (W ⊗ Im)x(k)
είναι υπεύθυνος για την συµφωνία των πρακτόρων και ο όρος ϐαθµίδας −a∇F (x(k)) αποτελεί
¨ανεπιθύµητη¨ συµπεριφορά ως προς τον στόχο αυτό.

Μια ικανοποιητική αλλά κεντροποιηµένη λύση για την µη-µηδενική ϐαθµίδα στην συµ-
ϕωνία είναι η χρήση διορθωµένης ϐαθµίδας κατά τον µέσο όρο,

xi(k + 1) =
[
W

]
i,:
xi(k) − a

1
n

n∑
j=1
∇fj(xj(k)) (2.10)

ή µε χρήση του συµβολισµού συσσωρευµένου διανύσµατος κατάστασης x(k),

x(k + 1) = (W ⊗ Im)x(k) − a
1
n

vec−1
m×n

[
∇F (x(k))

]
1n. (2.11)

Παραπάνω έχουµε κάνει χρήση των τελεστών διανυσµατοποίησης vecm×n
[
X
]

: Rm×n → Rmn

και αντιστρόφου vec−1
m×n[x] : Rmn → Rm×n, όπου vec−1

m×n[x] = (vecn×n
[
In

]T
⊗ Im)(In ⊗ x).

΄Εχουν αναπτυχθεί αλγόριθµοι σταθερού ϐήµατος που ϐασίζονται στην χρήση µέσου όρου
ϐαθµίδων για την σύγκλιση σε κάποιο σηµείο συµφωνίας, διατηρώντας την κατανεµηµένη
ϕύση του αλγορίθµου DGD. Ο αλγόριθµος DIGing των A. Nedic, A. Olshevsky, W. Sh-
i [15], χρησιµοποιεί ϐοηθητική µεταβλητή που προσεγγίζει τον µέσο όρο των ϐαθµίδων ενώ
ο αλγόριθµος EXTRA των W. Shi, Q. Ling et al. [41] εκτελεί ¨διπλά¨ ϐήµατα ενηµέρωσης
µε διαφορετικούς πίνακες µίξης µε σκοπό να σχηµατιστούν διορθωτικοί όροι πλησίον του
σηµείου συµφωνίας. Παρ΄ ότι δεν αποτελούν το ϑέµα αυτής της εργασίας, είναι ενδιαφέρου-
σα δίοδος µελλοντικής µελέτης κατά πόσο µπορούν και αυτές οι µέθοδοι να συγκλίνουν µε
ϕραγµένες διαταραχές και αν επιδέχονται την ανάπτυξη αντίστοιχης µεθοδολογίας για την
ενσωµάτωσή τους σε µη-γραµµικού ελεγκτές.

2.3.2 Συσσωρευµένο Κριτήριο Κόστους

Στην περιγραφή της προηγούµενης ενότητας κάναµε αναφορά στο συσσωρευµένο κρι-
τήριο κόστους F (x(k)) : Rnm → R και χρησιµοποιήσαµε την παράγωγο ∇F (x(k)) για την
κατάβαση ϐαθµίδας. Η έκφραση αυτή διευκολύνει γενικά τον συµβολισµό των τοπικών ϐαθ-
µίδων και όπως ϕαίνεται παρακάτω διατηρεί κάποια από τα χαρακτηριστικά κυρτότητας και
ϕραγµένων ιδιοτιµών δεύτερης παραγώγου που προσδιορίζουν και το πραγµατικό κριτήριο
προς ϐελτιστοποίηση f (x). Ειδικότερα, για n προβλήµατα µε συναρτησιακό µοντέλο Σlocal
γνωρίζουµε για την F πως:

1.
∇F (x(k)) = [∇f1(x1(k))T ,∇f2(x2(k))T , . . . ,∇fn(xn(k))T ]T ∈ Rnm
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2.

∇2F (x(k)) =


∇2f1(x1(k))

∇2f2(x2(k))
. . .

∇2fn(xn(k))


∈ Rnm×nm

Ως εκ τούτου, ισχύει πως υπάρχουν µ, L > 0 τέτοια ώστε για οποιοδήποτε σηµείο x =
[xT1 , . . . , x

T
n ]T , να ισχύει

µInm ⪯ ∇
2F (x) ⪯ LInm . (2.12)

Αφού ο πίνακας ∇2F είναι µπλοκ διαγώνιος τότε έχει για ιδιοτιµές αυτές των επιµέρους
πινάκων ∇2fi . Από τα Θεωρήµατα 2.10 και 2.9 ισχύει πως µiIm ⪯ ∇2fi ⪯ LiIm , ∀i = 1, . . . , n.
Συµπεραίνουµε πως το µ = mini(µi) είναι η µικρότερη ιδιοτιµή του ∇2F και αντίστοιχα L =
maxi(Li), η µεγαλύτερη. Η αξία της κατασκευής συσσωρευµένης συνάρτησης αναπαριστάται
εξ΄ ολοκλήρου στην Εξίσωση (2.12). Πληροφορία για την δεύτερη παράγωγο της συνάρτησης
ϑα χρησιµοποιηθεί στο Κεφάλαιο 3 για την επιλογή ικανού ϐήµατος εκµάθησης και την
απόδειξη σύγκλισης της ακολουθίας εκτιµήσεων.

2.3.3 Απλοποίηση Γράφων µε Καθυστερήσεις

Επιστρέφουµε στην Εξίσωση (2.8) ώστε να εξετάσουµε την συµπεριφορά της παρουσία
καθυστερήσεων. ∆εδοµένου κάποιου γράφου G = (V,E) µε πίνακα µετάβασης W , µπορο-
ύµε να αντιληφθούµε µεταβλητή χρονική καθυστέρηση επικοινωνίας ως µετατόπιση των πιο
πρόσφατων (πιο έγκυρων) εκτιµήσεων πίσω στον χρόνο. ΄Εστω πως ο κόµβος j στέλνει κάποια
στιγµή s την εκτίµησή του xj(s) σε κάποιον γείτονα i. Η εκτίµηση καθυστερεί στον δίαυλο
(j, i) και γίνεται διαθέσιµη στον παραλήπτη την στιγµή k = s+ τi,j(k). Σηµειώνεται πως αφού
οι καθυστερήσεις είναι προϊόν σφάλµατος στον δίαυλο, η ιδία εκτίµηση του κόµβου (που δεν
είναι απαραίτητο να µεταδοθεί διαµέσου του δικτύου) είναι πάντα διαθέσιµη δίχως καθυ-
στερήσεις στον πράκτορα. Τυπικά, τii(k) = 0 ∀i ∈ V, k ≥ 0. Εάν γνωρίζουµε πως υπάρχει
d ≥ 0 τέτοιο ώστε 0 ≤ τi,j(k) ≤ d για όλα τα i, j ∈ V και όλα τα k ≥ 0 τότε γνωρίζουµε ότι την
στιγµή k κάθε πράκτορας έχει στην διάθεση του όλες τις εκτιµήσεις xj(k − d), j ∈ NG(i). Η
παραπάνω περιγραφή αποτελεί την υπόθεση ϕραγµένων καθυστερήσεων.

Υπόθεση 3 (Φραγµένες Καθυστερήσεις). ΄Εστω πως για τις καθυστερήσεις τi,j(k) σε δίαυλο
(j, i) την χρονική στιγµή k ισχύουν :

1. τi,i(k) = 0 για όλους τους κόµβους i ∈ V και k ≥ 0.
2. τi,j(k) = 0 για όλους τους κόµβους j ∈ NG(i) και k τέτοια ώστε η εκτίµηση xj(k) να µην

είναι διαθέσιµη στον i την στιγµή της ενηµέρωσης k + 1.
3. Υπάρχει ακέραιος d ≥ 0 τέτοιος ώστε 0 ≤ τi,j(k) ≤ d για ολα τα i, j και όλα τα k.

∆εδοµένης της Υπόθεσης 3, µετατρέπουµε τον αρχικό γράφο σε επεκταµένο, χωρίς καθυ-
στερήσεις, µε την προσθήκη d εικονικών κόµβων σε ϐρογχο γύρω από κάθε αρχικό κόµβο,
που αναπαριστούν την µεγαλύτερη δυνατή καθυστέρηση αποστολής της εκτίµησής προς τους
γείτονές του [3, 17, 18, 19]. Ακολουθώντας την ονοµασία των A. Nedìc, A. Ozdaglar στην
εργασία τους Convergence Rate for Consensus with Delays [17], ονοµάζουµε υπολογιστι-

κούς κόµβους τους ¨πραγµατικούς¨ κόµβους του αρχικού γράφου G και µη-υπολογιστικούς
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τους κόµβους που προσθέτουµε διαµέσου κατασκευής. Αριθµούµε τους n(d + 1) κόµβους
του νέου γράφου G̃ = (Ṽ, Ẽ) ως εξής :

1. Τους υπολογιστικούς κόµβους αριθµούµε όµοια µε κοµβους του G, i = 1, . . . , n.
2. Τους µη-υπολογιστικους κόµβους τους αριθµούµε i + 1, i + 2, . . . , i + n σύµφωνα µε

τον υπολογιστικό κόµβο i στον οποίο είναι συνδεδεµένοι.
Παρακάτω δίνεται παράδειγµα κατασκευής του G̃ από δεδοµένο γράφο G.

(αʹ) Αρχικός γράφος G. (ϐʹ) Επεκταµένος γράφος G̃.

Σχήµα 2.2: Μέθοδος επέκτασης γράφου για απαλοιφή καθυστερήσεων. Με µαύρο εικονίζονται
οι υπολογιστικοί κόµβοι, µε γκρι οι µη-υπολογιστικοί.

Στο Σχήµα 2.2 ϕαίνεται η ικανότητα καθυστέρησης µηνυµάτων µεταξύ υπολογιστικών
κόµβων δροµολογώντας τα διαµέσου µονοπατιών µη-υπολογιστικών κόµβων του επεκτα-
µένου γράφου. ΄Ετσι, η ακµή µε (1,2) ∈ E µε καθυστέρηση τ2,1(k) = 1 είναι ισοδύναµη
µε την αποστολή µηνύµατος στο µονοπάτι (1,4,2) ∈ Ẽ. ΄Ενα ενδιαφέρον αποτέλεσµα της
παραπάνω κατασκευής είναι πως στον επεκταµένο γράφο οι υπολογιστικοί κοµβοι διατη-
ϱούν τους ιδιοβρόγχους και δεν εµφανίζουν ακµές από τους µη-υπολογιστικούς κόµβους
i + n, i + 2n, . . . , i + dn προς τον υπολογιστικό i λόγω της Υπόθεσης 3.1.

Επιλογή κανόνα ενηµέρωσης

Η ιδέα της επέκτασης του γράφου είναι ιδιαίτερα ισχυρή για την αντιµετώπιση µετα-
ϐλητών, ϕραγµένων καθυστερήσεων. Πλέον, το πρόβληµα συµφωνίας και ϐελτιστοποίησης
µπορεί να επιλυθεί στον επεκταµένο χώρο κατάστασης z(k) = [x1(k)T , . . . , xn(k)T , x1(k −
1)T , . . . , xn(k − d)T ]T = [x(k)T , x(k − 1)T , . . . , x(k − d)T ]T χωρίς σηµαντική τροποποίηση
ϐέλτιστου σηµείου του Ορισµού 2.9. Η εικονική κατασκευή είναι ιδιαίτερα χρήσιµη αφού
επιτρέπει και την µελέτη χρονοµεταβαλλόµενων γράφων. Πιο χαρακτηριστικά, έχει χρησι-
µοποιηθεί για να αποδειχθεί ο ϱυθµός επίτευξης συµφωνίας στην εργασία των A. Nedić et
al. [17] και η επίτευξη ϐελτιστοποίησης µε χρήση µεθόδων προβολής επί ανόµοιων εφικτών
συνόλων στην εργασία των P. Lin et al. [21].

Για την εργασία µας, τροποποιούµε την γενική κατασκευή ακολουθώντας σχήµατα όπως
αυτά που απατώνται στο προαναφερθέν κείµενο [21, Εξίσωση (17)] και τις εργασίες των H.
Psillakis et al. [18, Υπόθεση 3] και [19, Υπόθεση 4], κείµενα που εξ΄ αρχής αποτέλεσαν την
έµπνευση για την επιλογή ϑέµατος. Σε αυτές, η ενηµέρωση του κόµβου i την στιγµή k δεν
χρησιµοποιεί τις ενδιάµεσες (και πιθανόν µη διαθέσιµες) εκτιµήσεις xj(k−r), r = 1, . . . , d−1
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αλλά αντιθέτως µόνο τις xj(k − d), j ∈ NG(i) και xi(k). Λαµβάνουµε τον κανόνα ενηµέρωσης

xi(k + 1) = σ(xi(k) − xi(k − d)) +
n∑
j=1

wijxj(k − d) − a∇fi(xi(k)) (2.13)

οπου σ σχεδιαστική µεταβλητή, τέτοια ώστε 0 < σ < mini∈Vwii .

Σηµείωση 1. Λόγω της άγνωστης και ανοµοιογενούς καθυστέρησης στα κανάλια µεταξύ των

πρακτόρων, επιλέγουµε ο κανόνας ανανέωσης να λαµβάνει τις ¨τελευταίες έγκυρες¨ εκτι-

µήσεις των πρακτόρων, δηλαδή τις εκτιµήσεις πριν από d µονάδες χρόνου. Ως εκ τούτου, δεν

έχει σηµασία η σειρά άφιξης των εκτιµήσεων στον κόµβο, αρκεί το πρωτόκολλο επικοινωνίας

να προσδιορίζει 1. τον κόµβο προέλευσης της κάθε εκτίµησης και 2. την χρονική στιγµή

αποστολής αυτής [18, 19].

Είναι εµφανές από τους όρους xi(k − d) και xj(k − d) πως ο Κανόνας 2.13 χρησιµοποιεί
τις παρελθοντικές εκτιµήσεις των πρακτόρων για την ενηµέρωση κάθε χρονική στιγµή. Κα-
ϑίσταται λοιπόν απαραίτητο πως ο κάθε πράκτορας διατηρεί ιστορικό ιδίων και γειτονικών
εκτιµήσεων. Αυτή η µνήµη έχει εµφανιστεί και στον Κατανεµηµένο Αλγόριθµο (2.7) και
πλέον µπορεί να προσδιοριστεί πλήρως διαµέσου της επόµενης υπόθεσης.

Υπόθεση 4 (Μνήµη Πρακτόρων). Κάθε πράκτορας i διατηρεί πεπερασµένη µνήµη ώστε κάθε
χρονική στιγµή k να έχει πρόσβαση σε όλες τις εκτιµήσεις

{
xj(k − d) | j ∈ NG(i)

}
. Στον Αλ-

γόριθµο (2.7) η δοµή αυτή συµβολίζεται ως

Ni(k)← C(i; k − d) =
{
xj(k − d) | j ∈ NG(i)

}
.

Προφανώς, η απαραίτητη µνήµη είναι πεπερασµένη δεδοµένου του πεπερασµένου πλήθους
γειτόνων κάθε πράκτορα.

Σηµείωση 2. Αφού έχουµε κατά σύµβαση δεχθεί πως κάθε i ∈ NG(i) τότε η Εξίσωση (2.13)
περιλαµβάνει το άθροισµα

... − σxi(k − d) +wiixi(k − d) = ... + (wii(k) − σ)xi(k − d).

Επειδή επιλέγουµε 0 < σ < minwii µπορούµε να ερµηνεύσουµε την παράµετρο σ ως

το ϐάρος που προσδίδει το δίκτυο στις πιο πρόσφατες εκτιµήσεις κάθε κόµβου i έναντι των

καθυστερηµένων κατά d εκτιµήσεων του ιδίου. Στην συνέχεια της εργασίας ϑα εξετάσουµε πως

η µεταβολή της παραµέτρου σ επηρεάζει την συµπεριφορά του αλγορίθµου.

Κατασκευή επεκταµένου γράφου

Αναφέραµε προηγουµένως πως η (2.13) απαιτεί µια τροποποιηµένη κατασκευή επεκτα-
µένου γράφου. Παραθέτουµε στην συνέχεια τους κανόνες κατασκευής του G̃ και δίνουµε
αναπαράσταση αυτής της διαδικασίας για d = 2 στο Σχήµα 2.3. Η απαρίθµηση κόµβων
παραµένει όπως περιγράφηκε παραπάνω, στην κατασκευή αλλάζουν µόνο οι ακµές µεταξύ
υπολογιστικών και µη κόµβων.
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1 2

Computing Nodes Non Computing Nodes 

Non-Computing Nodes 

Ακμές

Σχήµα 2.3: Γράφος επεκταµένης κατάστασης µε αναπαράσταση της αλληλεπίδρασης υπολο-
γιστικών και µη κόµβων.

1. Κάθε υπολογιστικός κόµβος i αποκτά ιδιοβρόγχο ϐάρους σ και εξερχόµενη ακµή µόνον
προς τον µη-υπολογιστικό i + n. Οι εξερχόµενες ακµές προς άλλους υπολογιστικούς
κόµβους σβήνονται.

2. Κάθε µη-υπολογιστικός κόµβος i + rn όπου i = 1, . . . , n και r = 1, . . . , d − 1 έχει εξερ-
χόµενη ακµή µόνον προς τον i + (r + 1)n. Οι εξερχόµενες ακµές προς υπολογιστικούς
κόµβους (συµπεριλαµβανοµένου και του i) σβήνονται.

3. Στους µη-υπολογιστικούς κόµβους i + dn, i = 1, . . . , n προσδίδονται οι ακµές του
αρχικού γράφου µε ϐάρη W − σIn. Σε αυτές περιλαµβάνονται και ακµές προς τον
αρχικό υπολογιστικό κόµβο i µε ϐάρος wii − σ > 0.

Οι εισερχόµενες σε µη-υπολογιστικό κόµβο ακµές αναπαριστούν την καθυστέρηση εκτιµήσε-
ων κατά ακριβώς d χρόνους ενώ η αλληλεπίδραση που περιγράφεται στην αρχική τοπολογία
G κωδικοποιείται στους ιδιοβρόγχους και τις εισερχόµενες ακµές των υπολογιστικών κόµβων.

Λήµµα 2.3. ∆εδοµένης της υπόθεσης συνδεσιµότητας του γράφου G (Υπόθεση 2) ο γράφος G̃

είναι επίσης ασθενώς συνδεδεµένος και επιπλέον περιέχει κατευθυνόµενο σκελετικό δένδρο

µε ϐάθος το πολύ n(d + 1) ακµές.

Απόδειξη. Για διευκόλυνση γράφουµε ui τις ακµές του G και xi αυτές του G̃. Για την απόδει-
ξη, παρατηρούµε πως για όλα τα j, i = {1, . . . , n}:

1. Υπάρχουν όλα τα µονοπάτια ⟨xi , xn+i , . . . , xdn+i⟩ στο G̃ και έχουν µήκος d .
2. Επιπλέον υπάρχουν στο G̃ οι ιδιοβρόγχοι (xi , xi) και οι ακµές (xnd+i , xi).
3. Οι κόµβοι xi και xdn+i µοιάζουν µε τον ui αφού

∀ i, j ∈ {1, . . . , n} , (uj, ui) ∈ E ⇒ (xdn+j, xi) ∈ Ẽ.

∆ηλαδή, οι xi έχουν εισερχόµενες ακµές όσες εισερχόµενες ακµές έχει ο ui και οι xdn+i
έχουν εξερχόµενες ακµές όσες εξερχόµενες έχει ο ui .

Θα δείξουµε το Ϲητούµενο κατασκευαστικά. Από τις παρατηρήσεις 1 και 2 παραπάνω
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είναι σαφές πως για όλα τα i ∈ {1, . . . , n}, οι συνιστώσες Ṽi = {xi , xn+i , . . . , xnd+i} είναι ισχυρά
συνδεδεµένες αφού περιέχουν τον κατευθυνόµενο κύκλο ⟨xi , xn+1, . . . , xnd+i , xi⟩. Λαµβάνου-
µε T = (V,ET ) το κατευθυνόµενο σκελετικό δένδρο στο γράφο G και µε αφετηρία την ϱίζα
του, το διατρέχουµε κατά ϐάθος.

Για κάθε ακµή (ui , uj) ∈ ET ισχύει

(ui , uj) ∈ ET ⇒ (ui , uj) ∈ E
3
⇒ (xnd+i , xj) ∈ Ẽ

Από το παραπάνω συµπεραίνουµε πως οι συνιστώσες Ṽi και Ṽj είναι (ασθενώς) συνδεδε-
µένες µεταξύ τους, µε κατευθυνόµενη ακµή Ṽi → Ṽj. Αφού όµως το T αποτελεί σκελετικό
δένδρο µε ϱίζα κάποια κορυφή ur , υπάρχει κατευθυνόµενο µονοπάτι από την ϱίζα προς
κάθε άλλο κόµβο του G. Υπάρχει λοιπόν κατευθυνόµενο µονοπάτι µεταξύ της συνιστώσας
Vr και οποιασδήποτε άλλης συνιστώσας Ṽi , άρα ο γράφος είναι ασθενώς συνδεδεµένος και ε-
πιπρόσθετα περιέχει κατευθυνόµενο σκελετικό δένδρο T̃ µε ϱίζα οποιοδήποτε κόµβο x ∈ Vr .

΄Οσον αφορά τον µέγιστο αριθµό ϐηµάτων στο δένδρο T̃ από την ϱίζα σε κάποιο άλλο
κόµβο προκύπτει προφανώς όταν έχει επιλεγεί για ϱίζα ο κόµβος xi , i ∈ {1, . . . , n} και το
T είναι το µέγιστο µονοπάτι µεταξύ ϱίζας-ϕύλλου, δηλαδή µονοπάτι µήκους n. Από την
κατασκευή, το T̃ περιέχει d ακµές ώστε να διατρέξει όλες τις κορυφές κάθε συνιστώσας και
εν συνεχεία µια ακµή για να περάσει στην επόµενη, δηλαδή είναι στην χειρότερη περίπτωση
µονοπάτι µήκους n(d + 1). □

Κανόνας ενηµέρωσης επεκταµένου κατάστασης

Ο σκοπός της κατασκευής του G είναι η συλλογή της κατάστασης και µνήµης κόµβων σε
µοναδικό διάνυσµα κατάστασης z(k) ∈ Rnm(d+1) το οποίο να µεταβάλλεται γραµµικά µε την
κατάσταση του προηγούµενου στιγµιότυπου, λαµβάνοντας έτσι την πιο χρήσιµη µορφή της
Εξίσωσης (2.8). Πράγµατι, λαµβάνοντας

z(k) = [z1(k)T , . . . , zn(d+1)(k)T ]T , zi(k) ∈ Rm

= [x1(k)T , . . . , xn(k)T , x1(k − 1)T , . . . , xn(k − 1)T , . . . , xn(k − d)T ]T ∈ Rnm(d+1).

και αντικαθιστώντας στην Εξίσωση 2.13, προκύπτει

zi(k + 1) = σ
(
zi(k) − znd+i(k)

)
+

∑
j∈NG(i)

aij(k)znd+j(k) − a∇fi(zi(k)), για τα i ∈ {1, . . . , n} .

΄Οσον αφορά τα στοιχεία zi(k), i ∈ {n + 1, . . . , n(d + 1)}, αναπαριστούν τις εκτιµήσεις των
κόµβων, καθυστερηµένες για r ≤ d χρονικές στιγµές. Η καθυστέρηση των εκτιµήσεων όµως
δεν τις µεταβάλει ανά χρονική στιγµή, οπότε προφανώς ισχύει

zi(k + 1) = zi−n(k), για i = n + 1, . . . , n(d + 1).

Πλέον µπορούµε να σχηµατίσουµε την Εξίσωση (2.14) για την επεκταµένη κατάσταση,
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που εύκολα ϕαίνεται πως για τους υπολογιστικούς πράκτορες ταυτίζεται µε την Εξίσωση
(2.13) και για τους µη-υπολογιστικούς αντικατοπτρίζει την κατασκευή του G̃.

z(k + 1) = (W̃ ⊗ Im)z(k) − ad̃(z(k)) (2.14)

στην οποία d̃(k) = [∇F (x(k))T , 0Tnmd]T ∈ Rnm(d+1) και

W̃ =



σIn×n 0n×n . . . 0n×n W − σIn×n

In×n 0n×n . . . 0n×n 0n×n
0n×n In×n . . . 0n×n 0n×n
...

...
. . .

...
...

0n×n 0n×n . . . In×n 0n×n


,

W̃ ∈ Rn(d+1)×n(d+1).

Τέλος, χάριν πληρότητας δίνουµε και τον Κανόνα Ενηµέρωσης (2.13) συναρτήσει του
συσσωρευµένου διανύσµατος κατάστασης x(k).

x(k + 1) = σ(x(k) − x(k − d)) + (W ⊗ Im)x(k − d) − a∇F (x(k)) (2.15)

Πλέον έχουµε οδηγηθεί στην πλήρη περιγραφή του προβλήµατος προς επίλυση και
των προτεινόµενων τοπικών ελεγκτών οδήγησης εκτιµήσεων. Το κατανεµηµένο πρόβληµα
Pdistributed έχει οριστεί ως σύνθεση τοπικών προβληµάτων Pi ⊂ Flocal µε τυπικό ελεγκτικό
στόχο όπως δίνεται στον Ορισµό 2.9. Η κλάση τοπικών προβληµάτων έχει οριστεί από το α-
ντίστοιχο µοντέλο και ανιχνευτή, Flocal = (Σlocal ,Olocal) και η σύνθεσή τους έχει αιτιολογηθεί
διαµέσου της διατήρησης κυρτότητας και Lipschitz συνέχειας παραγώγου. ΄Οσον αφορά την
µέθοδο επίλυσης, ο Κατανεµηµένος Αλγόριθµος (2.7) προσφέρει µια εποπτική περιγραφή
της αλληλεπίδρασης τοπικής µεθόδουMi , τοπικής µνήµηςNi και επανάληψης επικοινωνίας
C(i; k).
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Κεφάλαιο 3

Μέθοδος Βέλτιστης Συµφωνίας

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουµε τα κύρια ευρήµατα της εργασίας. Συγκεκριµένα
ορίζουµε τις ϐοηθητικές µεταβλητές και επαναδιατυπώνουµε το πρόβληµα επίτευξης

προσεγγιστικής ϐέλτιστης συµφωνίας ως πρόβληµα ϱύθµισης των µη-γραµµικών µεταβλητών
αυτών. Στην Ενότητα 3.1 διατυπώνεται το ισοδύναµο πρόβληµα ϱύθµισης των µεταβλητών
και ορίζεται ο σχετικός µετασχηµατισµός. Στην ενότητα αυτή επίσης δίνεται το κύριο α-
ποτέλεσµα της εργασίας σχετικά µε την ισοδυναµία των προβληµάτων ϐέλτιστης συµφωνίας
και ϱύθµισης του µετασχηµατισµένου χώρου κατάστασης. Εν συνεχεία, το Κεφάλαιο α-
ποδεικνύει το παραπάνω ϑεώρηµα µε µελέτη των δειγµατοληπτούµενων εκτιµήσεων και εν
συνεχεία σύνδεσης αυτών µε τις συνεχείς τροχίες εξόδου των πρακτόρων.

Η µελέτη διακριτής συµπεριφοράς της µεθόδου παρουσία διαταραχών γίνεται σε δυο
σκέλη. Κατά το πρώτο σκέλος, στην Ενότητα 3.2, εξετάζουµε τα χαρακτηριστικά σύγκλισης
σε κάποιο στάσιµο σηµείο του προβλήµατος. Κατασκευάζουµε όριο για τον ϱυθµό σύγκλισης
της µεθόδου και συνθήκη ευστάθειας για τον αλγόριθµο που περιλαµβάνει την κατάλληλη
επιλογή ϐήµατος. Σε αυτή την ενότητα προσδιορίζεται και η επίδραση των σχεδιαστικών
µεταβλητών στην αναµενόµενη απόκλιση εκτιµήσεων από το σηµείο ισορροπίας, η οποία
ανάλυση συµπληρώνεται από κατάλληλες προσοµοιώσεις.

Το δεύτερο σκέλος της δειγµατοληπτούµενης συµπεριφοράς περιγράφεται στην Ενότητα
3.3, όπου αποδεικνύεται η ϕραγµένη απόκλιση του σηµείου ισορροπίας από την ϐέλτιστη
λύση προβλήµατος, τάξης O(

√
a). ΄Οπως προηγουµένως δίνονται αριθµητικές προσοµοιώσεις

των ευρηµάτων της ενότητας και περιγράφεται η επίδραση των σχεδιαστικών µεταβλητών
στο αναµενόµενο σφάλµα. Τέλος, συνδυάζονται τα προαναφερθέντα αποτελέσµατα ώστε να
οδηγηθούµε στον συνολικό χαρακτηρισµό του ϱυθµού σύγκλισης εκτιµήσεων πλησίον της
ϐέλτιστης λύσης του προβλήµατος.

Στην Ενότητα 3.4 γίνονται αριθµητικές προσοµοιώσεις των διακριτών µεθόδων ενηµέρω-
σης εκτιµήσεων σε πράκτορες χωρίς δυναµική. Η επαλήθευση αυτή προσφέρει ποιοτική
ερµηνεία στα αποτελέσµατα των προηγούµενων ενοτήτων και επιπλέον χαρακτηρίζει την συ-
µπεριφορά της µεθόδου ως προς την απόκλιση των ϱυθµιζόµενων µεταβλητών από την αρχή
των αξόνων. Ιδιαίτερη έµφαση δίνεται στις σχεδιαστικές απαιτήσεις που προκύπτουν για την
µέθοδο, δεδοµένης κάποιας επιθυµητής ακρίβειας προσέγγισης της λύσης. Συγκεκριµένα
µας ενδιαφέρει η συµπεριφορά της µεθόδου από την επιλογή σταθεράς a και το άνω ϕράγµα
διαταραχών που προβλέπεται από την επόµενη υπόθεση.

Τέλος, µε την Ενότητα 3.5 ολοκληρώνεται η απόδειξη του ϐασικού ϑεωρήµατος διαµέσου
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µελέτης της απόκλισης
∥∥∥∥xi(t) − xi (⌊ tT ⌋ T )∥∥∥∥ που δένει τις συνεχείς τροχίες εκτιµήσεων των

πρακτόρων µε τις δειγµατοληπτούµενες µετρήσεις που ανταλλάσσουν οι γείτονες.

3.1 Πρόβληµα Προσεγγιστικής, Βέλτιστης Συµφωνίας

Πρώτο µας µέληµα είναι να περιγράψουµε την διάταξη προς µελέτη και το αντίστοιχο
πρόβληµα κατανεµηµένης, ϐέλτιστης συµφωνίας. ΄Εστω n µη-γραµµικοί πράκτορες Ai µε
διάνυσµα κατάστασης ξi ∈ RM . Θεωρούµε πως οι πράκτορες ανταλλάσσουν πληροφορία
διαµέσου συνδεδεµένου γράφου G = (V,E) µε πίνακα µίξης W ∈ Rn×n που ακολουθεί τον
Κανόνα Βαρών (Υποθέσεις 1, 2). Οι πράκτορες διατηρούν διάνυσµα εξόδου xi ∈ Rm , m ≤ M

το οποίο διαδίδουν κάθε χρονική στιγµή t = kT προς τους γείτονές τους. Το διάνυσµα xi

αποτελεί υποσύνολο των µεταβλητών κατάστασης ξi .
Χάρη στην περιγραφή που έγινε στο προηγούµενο Κεφάλαιο γνωρίζουµε πως αν κάθε

πράκτορας είναι εξοπλισµένος µε τοπικό πρόβληµα ϐελτιστοποίησης Pi ⊂ Flocal µπορούµε
να ορίσουµε την σύνθεση τους σε πρόβληµα ϐέλτιστης συµφωνίας Pdistributed =

⋃n
i=1Pi ως

την αναζήτηση του σηµείου x∗ ∈ Rnm όπως δόθηκε στον Ορισµό (2.9).

Ορισµός 3.10. Προσεγγιστική επίλυση του προβλήµατος Pdistributed συνίσταται στην εύρε-

ση τοπικού νόµου ελέγχου ui για κάθε πράκτορα ώστε το διάνυσµα εξόδου να επαληθεύει

lim supt→∞ ∥xi(t) − x
∗∥ ≤ ciϸ, όπου ci , ϸ > 0, ϸ αυθαίρετα επιλεγµένη από τον σχεδιαστή και ci

ανεξάρτητη του ϸ. Ισοδύναµα, ως έκφραση του συσσωρευµένου διανύσµατος εξόδου x(t) ∈ Rnm

η εύρεση προσεγγιστικής λύσης γράφεται lim supt→∞ ∥x(t) − x∗∥ ≤ cϸ µε c, ϸ > 0.

Στρεφόµαστε τώρα στον ορισµό ϐοηθητικών µεταβλητών ηi(t) για την µετατροπή του πα-
ϱαπάνω προβλήµατος σε πρόβληµα ϱύθµισης των µεταβλητών αυτών. Αναζητούµε ηi(t) τέτοια
ώστε να είναι m-ϕορές συνεχώς διαφορίσιµα και στην παρακάτω µορφή:

ηi(t) := xi(t) − q
(
t −

⌊ t
T

⌋
T
)
si

(⌊ t
T

⌋)
−

[
1 − q

(
t −

⌊ t
T

⌋
T
)]
si

(⌊ t
T

⌋
− 1

)
(3.1)

∆ιαλέγουµε την συνάρτηση q(t) : R+ → [0,1] και τις ακολουθίες si(k) έτσι ώστε, εντός
µιας περιόδου δειγµατοληψίας [kT, (k + 1)T ], να µεταβάλλεται µε οµαλό τρόπο το σήµα α-
ναφοράς xref,i(t) := q

(
t −

⌊
t
T

⌋
T
)
si

(⌊
t
T

⌋)
+

[
1 − q

(
t −

⌊
t
T

⌋
T
)]
si

(⌊
t
T

⌋
− 1

)
µεταξύ διαδοχικών

δειγµάτων si(k). Συγκεκριµένα, αν επιλεγεί η συνάρτηση q(t), m-ϕορές συνεχώς διαφορίσι-
µη, µε q(0) = 0 και q(T ) = 1 και τις παραγώγους q(i)(0) = q(i)(T ) = 0, i = 1, . . . , m τότε είναι
προφανές πως το σήµα xref,i(t) ενσωµατώνει σταδιακά το δείγµα si(k) όσο t ∈ (kT, (k + 1)T ).

Η ιδέα σταδιακής ενσωµάτωσης µιας διακριτής ελεγκτικής ακολουθίας si(k) σε διαρκώς-
µεταβαλλόµενο σήµα αναφοράς για κάθε πράκτορα λαµβάνεται από την εργασία των H.
Psillakis, Q.Wang [18] στην οποία αιτιολογείται λεπτοµερέστερα και η επιλογή των παρακάτω
συναρτήσεων q(t).

q(t) :=


1, αν t ≥ T

(2m + 1)!
(m!)2T2m+1

∫ t

0

[
T2

4
−

(
τ −

T

2

)2]m
dτ, αν 0 ≤ t < T

(3.2)

Εύκολα µπορεί κανείς να επιβεβαιώσει πως η σιγµοειδής συνάρτηση (3.2) επαληθεύει τα
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Ϲητούµενα της προηγούµενης παραγράφου. Αξίζει εδώ να επισηµάνουµε πως η ύπαρξη m

παραγώγων δεν είναι πάντα απαραίτητη, αλλά εξαρτάται από το υπό-έλεγχο µοντέλο και την
ελεγκτική µέθοδο. Ειδικότερα, ϑα ήταν ακριβέστερο να απαιτήσουµε η q(t) να είναι ¨αρκο-
ύντως¨ διαφορίσιµη, εννοώντας κατάλληλα διαφορίσιµη ώστε να υπάρχουν όσες παράγωγοι
είναι απαραίτητες για τον νόµο ελέγχου που υλοποιείται 1.

΄Οσον αφορά την ακολουθία si(k), αυτή διαµορφώνει τα διακριτά ϐήµατα κατάβασης
ϐαθµίδας που υλοποιούν τον διακριτό νόµο ϐέλτιστης συµφωνίας. Συνεπώς επιλέγονται
ώστε να ενσωµατώνουν τους γνωστούς υπολογισµούς µίξης και κατάβασης ϐαθµίδας του
αλγορίθµου:

si(k) := σ (xi (kT ) − xi ((k − d) T )) +
n∑
j=1

wijxj((k − d)T ) − a∇fi(xi(kT )). (3.3)

Θα αποδειχθεί στην συνέχεια πως ο σχεδιασµός εισόδων τέτοιων ώστε οι συνιστώσες [ηi]j
να οδηγούνται σε περιοχή γύρω από το 0, συνεπάγεται την προσεγγιστική συµφωνία των πρα-

κτόρων στην αντίστοιχη µεταβλητή εξόδου [xi]j. Θα δείξουµε έτσι πως µπορεί ο σχεδια-
στής να επιλέξει υποσύνολο του χώρου κατάστασης να οδηγηθεί σε συµφωνία, διατηρώντας
ταυτόχρονα σχεδιαστική ελευθερία για την οδήγηση των υπόλοιπον µεταβλητών εξόδου των
πρακτόρων. ∆ίνουµε παρακάτω το κύριο αποτέλεσµα της εργασίας.

Θεώρηµα 3.11. ΄Εστω n πράκτορες Ai σε κατανεµηµένο πρόβληµα Pdistributed για το οποίο

ισχύουν οι Υποθέσεις 1-4. ΄Εστω επίσης πως κάθε πράκτορας διατηρεί διάνυσµα εξόδου xi(t).
Ορίζουµε τις ϐοηθητικές µεταβλητές ηi(t) σύµφωνα µε τις Εξισώσεις (3.1), (3.2), (3.3).

Αν επιλεγεί ϐήµα εκµάθησης a < σ
maxi∈V Li

και για κάθε πράκτορα σχεδιαστεί τοπικός ελεγ-

κτής ώστε να ισχύει πως lim supt→∞ ∥ηi(t)∥ ≤ ϸi , ∀i µε ϸi ϑετικές σταθερές, τότε τα διανύσµατα

εξόδου των πρακτόρων οδηγούνται σε προσεγγιστική, ϐέλτιστη συµφωνία lim supt→∞ ∥xi(t) −
x∗∥ ≤ C1

ϸ
a + C2

√
a, όπου a, ϸ =

√
nmaxi ϸi > 0 σχεδιαστικές παράµετροι και σταθερές

C1, C2 > 0 ανεξάρτητες από την επιλογή των a, ϸ.

Σηµείωση 3. Η ανεξάρτητη ϱύθµιση των παραµέτρων ϸ, a αναπαριστά την ικανότητα αυθα-

ίρετης προσέγγισης του ελεγκτικού στόχου. Επιπλέον, η επιλογή σταθεράς ϸ ≤ a3/2 οδηγεί στο

σφάλµα τελικής κατάστασης σε τάξη O(
√
a) από το ϐέλτιστο. Ως εκ τούτου, η σχεδίαση κατάλ-

ληλου ελεγκτικού νόµου για την ϱύθµιση των ϐοηθητικών µεταβλητών επιτρέπει την ϱύθµιση

της περιοχής σύγκλισης διαµέσου µεταβολής του ϐήµατος εκµάθησης.

Το υπόλοιπο Κεφάλαιο αφιερώνεται στην απόδειξη και αριθµητική επαλήθευση του πα-
ϱαπάνω ϑεωρήµατος. Σκιαγραφώντας την µέθοδο που ακολουθεί, η απόδειξη ϐασίζεται
στην σύγκλιση των δειγµατοληπτούµενων διανυσµάτων εκτίµησης. Συγκεκριµένα, δείχνεται
πρώτα πως η διακριτή ακολουθία {x(kT )}k→∞ συγκλίνει γύρω από δεδοµένο σηµείο ισορρο-
πίας xeq. Εν συνεχεία, αποδεικνύεται πως η απόκλιση του σηµείου σύγκλισης από το σηµείο
ϐέλτιστης συµφωνίας x∗ καθορίζεται από το επιλεγµένο ϐήµα εκµάθησης. Τέλος, η απόδειξη

1Για τους σκοπούς της εργασίας, η συνάρτηση q(t) δίνεται ως προϊόν της µεθόδου ενσωµάτωσης si(k) και όχι ως
ανεξάρτητη ελεγκτική παράµετρος. Παρότι η οπτική αυτή µας εξυπηρετεί στην προσπάθεια να παρουσιάσουµε
τα χαρακτηριστικά του µετασχηµατισµού, ισχύει πως µπορεί να επιλεγεί οποιαδήποτε σιγµοειδής συνάρτηση
επαληθεύει τα Ϲητούµενα στην ϑέση της (3.2). Κατάλληλη επιλογή συνάρτησης q(t) αποτελεί τµήµα σχεδίασης
του ελεγκτικού νόµου, ανάλογα µε τις ανάγκες του σχεδιαστή και την ικανότητα του ελεγκτικού µέσου.
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ολοκληρώνεται µε τον προσδιορισµό ϕράγµατος για την στιγµιαία εκτίµηση ενός πράκτορα
από την εκτίµησή του κατά την πιο πρόσφατη στιγµή δειγµατοληψίας.

Αν υπάρχουν τοπικοί νόµοι ελέγχου που εγγυώνται πως οι µεταβλητές ηi(t) παραµένουν
άνω ϕραγµένες από κάποια σταθερά τότε µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την Εξίσωση (3.1)
ώστε να οδηγηθούµε στην παρακάτω υπόθεση για τις διακριτές στιγµές δειγµατοληψίας
t = kT .

Υπόθεση 5. Κατά τις στιγµές δειγµατοληψίας t = kT , οι ϐοηθητικές µεταβλητές ηi(kT ) των
διανυσµάτων εξόδου επαληθεύουν

∥ηi((k + 1)T )∥ ≤ ϸi , ∀i = 1, . . . , n, ∀k ≥ 0

για άγνωστες ϑετικές ποσότητες ϸi .

Συνεπώς, η Εξίσωση (3.1) δίνει τον παρακάτω κανόνα ενηµέρωσης των διανυσµάτων ε-
ξόδου

(3.1)
t=kT
⇒ ηi(kT ) = xi(kT ) − si(k − 1)

xi(k + 1) = σ(xi(k) − xi(k − d)) +
n∑
j=1

wijxj(k − d) − a∇fi(xi(k)) + ηi(k + 1).
(3.4)

Στις Ενότητες 3.2 έως 3.4 ϑα µελετηθούν οι συνέπειες της παραπάνω Υπόθεσης στις δια-
κριτές ακολουθίες διανυσµάτων εξόδου {xi(kT )}, i = 1, . . . , n. Χάριν ευκολίας ανάγνωσης, οι
ακολουθίες αυτές ϑα συµβολίζονται ως εξ΄ ολοκλήρου διακριτές, παραλείποντας την περίοδο
δειγµατοληψίας. Αν συµβολίσουµε η(k +1) = [η1(k +1)T , η2(k +1)T , . . . , ηn(k +1)T ]T ∈ Rnm

και η̃ = [η(k + 1)T , 0Tmnd]T ∈ Rnm(d+1) τότε δεδοµένης της Υπόθεσης 5, διαδοχικές στιγµές
δειγµατοληψίας των µεταβλητών εξόδου συνδέονται µε τις παρακάτω εκφράσεις ενηµέρωσης.

xi(k + 1) = σ(xi(k) − xi(k − d)) +
n∑
j=1

wijxj(k − d) − a∇fi(xi(k)) + ηi(k + 1) (3.5)

x(k + 1) = σ(x(k) − x(k − d)) + (W ⊗ Im)x(k − d) − a∇F (x(k)) + η(k + 1) (3.6)

z(k + 1) = (W̃ ⊗ Im)z(k) − ad̃(z(k)) + η̃(k + 1) (3.7)

Οι εξισώσεις αυτές έχουν την µορφή µεθόδου κατάβασης ϐαθµίδας µε σταθερό ϐήµα,
υπόκεινται όµως σε άγνωστες ϕραγµένες διαταραχές. ΄Εχουµε αναφέρει πως δευτερεύον
αποτέλεσµα της εργασίας είναι η µελέτη σθεναρότητας της µεθόδου DGD, γεγονός που ϑα
προκύψει από την διακριτή µελέτη των εξισώσεων αυτών στην συνέχεια του κεφαλαίου.

Σηµείωση 4. Από την Υπόθεση 5 υπάρχει κάποιο ϸ =
√
nmaxi ϸi > 0 τέτοιο ώστε ∥η(k +1)∥ =

∥η̃(k + 1)∥ ≤ ϸ∀k. Θα δούµε στην συνέχεια πως τα άνω ϕράγµατα ϸi είναι ανάλογα µε την

περιοχή σύγκλισης του αλγορίθµου, δεν είναι όµως απαραίτητα γνωστά στον σχεδιαστή ώστε

να επιτευχθεί κατάλληλη επιλογή ϐήµατος. Αυτό γίνεται για να αποδειχθεί η σύγκλιση του

αλγορίθµου ανεξάρτητα του σχεδιασµού µη-γραµµικών ελεγκτών που οδηγούν την διαταραχή

κοντά στο 0.
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3.2 Σύγκλιση σε Σηµείο Ισορροπίας

Πρώτο µας µέληµα είναι να δείξουµε πως το διακριτό σύστηµα µεταβολής εκτιµήσεων
(3.5) είναι ευσταθές δεδοµένων των Υποθέσεων 1 έως 5 που έχουν προαναφερθεί. Αν τα
ηi είναι ταυτοτικά µηδέν για όλους τους χρόνους τότε γνωρίζουµε από το Κεφάλαιο 2 πως
υπάρχει κάποιο σηµείο ισορροπίας xeq ∈ Rnm ώστε

xeq = σxeq + [(W − σIn) ⊗ Im] xeq − a∇F (xeq)⇒

[(In −W ) ⊗ Im] xeq + a∇F (xeq) = 0. (3.8)

Η εξίσωση αυτή λαµβάνει την ϑέση ορισµού για το σηµείο ισορροπίας του συστήµατος
και αντικαθίσταται στην έκφραση του νόµου ενηµέρωσης για την εύρεση της απόκλισης. Με
χρήση της σχέσης (3.6) έχουµε

x(k + 1) − xeq = σx(k) +
[
(W − σIn) ⊗ Im

]
x(k − d) − a∇F (x(k)) + η(k + 1) − xeq.

Από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής για την F γράφουµε ∇F (x(k)) = ∇F (xeq)+∇2F (τx(k)+(1−
τ)xeq)(x(k)−xeq). Συµβολίζοντας καταχρηστικά ∇2F (k) = ∇2F (τx(k)+(1−τ)xeq), λαµβάνουµε
την σχέση που ακολουθεί.

x(k + 1) − xeq = σ(x(k) − xeq) +
[
(W − σIn) ⊗ Im

]
(x(k − d) − xeq)

− a∇F (xeq) − a∇2F (k)(x(k) − xeq) + η(k + 1)

+
[
(W − In) ⊗ Im

]
xeq

(3.8)
=

(
σIn − a∇

2F (k)
)
(x(k) − xeq)

+
[
(W − σIn) ⊗ Im

]
(x(k − d) − xeq) + η(k + 1)

Πιο συνοπτικά, εκφράζουµε την παραπάνω ως προς το επεκταµένο διάνυσµα z(k), µε
σκοπό να απαλειφθεί η εξάρτηση από παρελθοντικά δείγµατα και να οδηγηθούµε σε γραµ-
µικό, χρονικά µεταβαλλόµενο σύστηµα όπως παρακάτω. Σηµειώνεται πως οποιοδήποτε ση-
µείο ισορροπίας για την (3.6) έχει x(k) = x(k − 1) = · · · = x(k − k′) = xeq για όλα τα
k ≥ k′ ≥ 0 και άρα αποτελεί σηµείο συµφωνίας και για τον επεκταµένο χώρο. ΄Ετσι,
γράφουµε zeq = 1d+1 ⊗ xeq και

z(k+1)−zeq =


σInm − a∇2F (k) 0 . . . 0 (W − σIn) ⊗ Im

Inm 0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . Inm 0


(z(k)−zeq)+ η̃(k+1). (3.9)

Ονοµάζουµε Ã(k) τον χρονοµεταβλητό (λόγω του ∇2F (k)) πίνακα του συστήµατος (3.9)
και ϑεωρούµε τον αντίστοιχο πίνακα µετάβασης Φ̃(k, s) = Ã(k) . . . Ã(s). Σκοπός µας είναι να
κατασκευάσουµε άνω ϕράγµα για την την νόρµα του πίνακα µετάβασης, που επιτυγχάνεται
µε µελέτη του unforced συστήµατος Ψ(k+1) = Ã(k)Ψ(k) και την απόδειξη ορίου στην µορφή
∥Ψ̃(k + 1)∥ ≤ h(k)∥Ψ̃(0)∥ για κάποια συνάρτηση h = h(k). Τότε, διαµέσου επαγόµενης νόρ-
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µας, ϑα σχηµατιστεί άνω ϕράγµα στον πίνακα µετάβασης για οποιοδήποτε χρονικό διάστηµα
µας ενδιαφέρει και άρα ϑα προκύψει έκφραση για την µεταβολή εκτιµήσεων πρακτόρων στον
επεκτασµένο χώρο κατάστασης. Αν επιπλέον δείξουµε πως αυτό το όριο συγκλίνει εκθετικά
στην περιοχή ενδιαφέροντος πλησίον του σηµείου ισορροπίας τότε ϑα έχουµε οδηγηθεί στο
Ϲητούµενο της ενότητας.

Το επόµενο Λήµµα διευκρινίζει το παραπάνω επιχείρηµα και προϊδεάζει την κατασκευή
που ϑα ακολουθήσει για την εύρεση της επιθυµητής συνάρτησης - ϕράγµατος.

Λήµµα 3.4. ΄Εστω το σύστηµα Ψ(k + 1) = Ã(k)Ψ(k) µε Ã(k) όπως παραπάνω και ο πίνακας

µετάβασης Φ̃(k, s) = Ã(k) . . . Ã(s). Αν υπάρχουν 0 < γ < 1, P = PT ≻ 0 τέτοια ώστε να

επαληθεύεται η τύπου-Lyapunov ανισότητα

ÃT (k)PÃ(k) − γ2P ≺ 0, ∀Ã(k),

τότε ισχύει

∥Φ̃(k,0)∥ ≤ γk
√
λmax (P)
λmin(P)

, ∀k ≥ 0.

Απόδειξη. Λαµβάνοντας το συναρτησιακό Lyapunov V (k) = ΨT (k)PΨ(k) έχουµε

V (k + 1) − V (k) = ΨT (k)(Ã(k)PÃ(k) − P)Ψ(k)

≤ −ΨT (k)PΨ(k)(1 − γ2)

= −V (k)(1 − γ2)⇒

V (k + 1) ≤ γ2V (k) ≤ γ2kV (0).

Ταυτόχρονα ισχύει πως λmin(P)∥Ψ(k)∥2 ≤ ∥V (k)∥ ≤ λmax (P)∥Ψ(k)∥2 οπότε έχουµε οδηγηθεί

∥V (k)∥ ≤ γ2k∥V (0)∥ ⇒ λmin(P)∥Ψ(k)∥2 ≤ γ2k
λmax (P)∥Ψ(0)∥2

⇒ ∥Ψ(k)∥ ≤ γk
√
λmax (P)
λmin(P)

∥Ψ(0)∥.

Τέλος έχουµε ∥Ψ(k + 1)∥ = ∥Φ̃(k,0)∥ · ∥Ψ(0)∥ ≤ γk
√
λmax (P)
λmin(P) ∥Ψ(0)∥ άρα έχουµε το Ϲητούµενο

µε h(k) = γk
√
λmax (P)
λmin(P) . □

Μέσω του Λήµµατος 3.4 σχηµατίζεται µια εικόνα της συµπεριφοράς του συστήµατος (3.9)
και άρα και της απόκλισης ακολουθίας εκτιµήσεων από σηµείο ισορροπίας. Συγκεκριµένα,
για τον σχηµατισµό της συνάρτησης ϕράγµατος ϑα ακολουθήσουµε κατασκευαστική µέθοδο
που αποσκοπεί στην επίλυση της Lyapunov ανισότητας του συστήµατος µε την κατάλληλη
επιλογή συµµετρικού και ϑετικά ορισµένου πίνακα P και παραµέτρου γ ∈ (0,1).
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3.2.1 Προσδιορισµός Συνάρτησης Φράγµατος

Θεωρούµε την παρακάτω µπλοκ διαγώνια, συµµετρική µορφή για τον P.

P =


P1

P2
. . .

Pd+1


, Pi ∈ R

nm×nm και Pi = PTi ≻ 0.

Θα επιλέξουµε κατάλληλα τα µπλοκ Pi ώστε ο πίνακας γ2P − ÃT (k)PÃ(k) να είναι ϑετικά
ορισµένος για όλους του χρόνους k ≥ 0, επαληθεύοντας έτσι την υπόθεση του Λήµµατος
3.4. Ο πίνακας γράφεται γ2P − ÃT (k)PÃ(k) =

γ2P1 − (σI − a∇2F (k))·
P1(σI − a∇2F (k)) − P2

0 . . . 0
−(σI − a∇2F (k))P1·[

(W − I) ⊗ I
]

0 γ2P2 − P3 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . γ2Pd − Pd+1 0
−
[
(W T − I) ⊗ I

]
·

P1(σI − a∇2F (k))
0 . . . 0

γ2Pd+1 −
[
(W T − I) ⊗ I

]
·

P1
[
(W − I) ⊗ I

]


Επιλέγουµε

• P1 = Inm .

• Pi =
1
γ2

(
Pi+1 + ϸiInm

)
για τα i = 2, . . . , d.

• Pd+1 =
1
γ2

[[
(W T − I) ⊗ I

][
(W − I) ⊗ I

]
+ ϸd+1Inm

]
.

Παραπάνω έχουµε λαβει ϸi > 0∀i και επιπλέον για τα i = 2, . . . , d ϑεωρούµε τα ϸi αρκετά
µικρά ώστε να ισχύει η προσέγγιση

P2 ≈
1
γ2P3 ≈ · · · ≈

1
γ2(d−1)Pd+1 ≈

1
γ2d

[[
(W T − I) ⊗ I

][
(W − I) ⊗ I

]
+ ϸd+1Inm

]
.

Η παράµετρος ϸd+1 δεν µπορεί να επιλεγεί αυθαίρετα αφού πρέπει να εξασφαλίζει τις ιδιοτι-
µές του κάτω δεξιά µπλοκ. ΄Οσον αφορά τον χαρακτηρισµό ιδιοτιµών του πίνακα, παρατη-
ϱούµε την µορφή του γ2P − ÃT (k)PÃ(k).

∗ 0 . . . 0 ∗

0
...

0
∗

∗ 0 . . . 0
0 ∗ . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . ∗


=

 A B

BT C

 , όπου

A ∈ Rnm×nm ,

B ∈ Rnmd×nm ,

C ∈ Rnmd×nmd.

(3.10)

Συµπλήρωµα Schur και Χαρακτηρισµός Ιδιοτιµών

Η µορφή (3.10) µπορεί να απλοποιηθεί διαµέσου απαλοιφής µπλοκ του συµπληρώµατος
Schur του πίνακα. Η γενική µέθοδος του συµπληρώµατος διευκολύνει την αριθµητική
επίλυση γραµµικών εξισώσεων πολλών απροσδιορίστων µε την απαλοιφή µεταβλητών και
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επίλυση του εναποµείναντος µειωµένου συστήµατος. ΄Οταν ένας από τους υποπίνακες A
ή C διασπάται εύκολα σε ιδιοτιµές-ιδιοδιανύσµατα τότε η µέθοδος µπορεί να επιταχύνει
σηµαντικά την επίλυση γραµµικών εξισώσεων [9].

Γενικά, λαµβάνοντας έναν 2× 2 µπλοκ πίνακα M =

A B

C D

 , µε υποπίνακες κατάλληλων

διαστάσεων ώστε ο M να είναι τετραγωνικός, αναζητούµε λύση για το γραµµικό σύστηµαA B

C D

 xy
 = cd

 .
Αν ο D είναι αντιστρέψιµος τότε µπορούµε να ακολουθήσουµε µια µορφή απαλοιφής

Gauss για την µεταβλητή y γράφοντας y = D−1(d − Cx). Αντικαθιστώντας στην εξίσωση για
το x έχουµε

Ax + BD−1(d − Cx) = c ⇒ (A − BD−1C)x = C − BD−1d.

Η επίλυση της παραπάνω εξίσωσης µπορεί να είναι σηµαντικά απλούστερη από την αρχική
αν 1. ο υπολογισµός του διαγωνίου πίνακα D−1 είναι υπολογιστικά ϕθηνός και 2. ο αριθµός
απροσδιόριστων στο x είναι µικρότερος ή συγκρίσιµος µε αυτόν στο y.

Ο πίνακας (A−BD−1C) καλείται συµπλήρωµα Schur του D στονM. ΄Οµοια, αν επιλέξουµε
πρώτα να απαλείψουµε τις απροσδιόριστες x, µπορεί να οριστεί και το συµπλήρωµα του A
στον M αν και µόνον αν ο A είναι αντιστρέψιµος. Είναι εύκολο να δειχθεί πως

M =

 I BD−1

0 I

 · A − BD−1C 0
0 D

 ·  I 0
D−1C I

 . (3.11)

Αυτή την διάσπαση χρησιµοποιούµε για τον χαρακτηρισµό ιδιοτιµών του πίνακα M, από τον
οποίο προκύπτει το Κριτήριο Schur για ϑετικά ορισµένους πίνακες που ακολουθεί.

Θεώρηµα 3.12 (Schur’s Complement for Positive Definiteness). Για κάποιον συµµετρικό

πίνακα M της µορφής

M =

 A B

BT C


όπου ο πίνακας C είναι αντιστρέψιµος και C ≻ 0 ισχύουν οι παρακάτω προτάσεις

1. M ≻ 0 αν και µόνο αν A − BC−1BT ≻ 0.

2. M ⪰ 0 αν και µόνο αν A − BC−1BT ⪰ 0.

Απόδειξη. Αφού M συµµετρικός τότε πρέπει A και C συµµετρικοί και η έκφραση (3.11)
γίνεται

M =

 I BC−1

0 I

 · A − BC−1BT 0
0 C

 ·  I BC−1

0 I

T .
Εύκολα ϕαίνεται πως ο πίνακας N =

 I BC−1

0 I

 είναι αντιστρέψιµος, οπότε ο M είναι
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ϑετικά ορισµένος αν και µόνον αν A − BD−1BT 0
0 D

 ≻ 0.

΄Οµοια προκύπτει και το δεύτερο Ϲητούµενο αν απαιτήσουµε ο M ⪰ 0. □

Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 3.12 στην Εξίσωση (3.10) είναι προφανές πως ο πίνακας
C = ϸd+1Inm είναι αντιστρέψιµος και ϑετικά ορισµένος για όλα τα ϑετικά ϸd+1. ΄Οσον αφορά
τις ιδιοτιµές του συµπληρώµατος A−BC−1BT παρατηρούµε πως το γινόµενο έχει µια ιδιαίτερα
χρήσιµη µπλοκ διαγώνια µορφή.

BC−1BT =
1
ϸd+1

[
0 . . . 0 ∗

]
·


0
...

0
∗


=

1
ϸd+1

[
∗∗

]

Από την επιλογή των Pi , καθένα από τα d διαγώνια µπλοκ µε µορφή γ2Pi − Pi+1 του A έχουν
γ2Pi − Pi+1 = ϸiInm ≻ 0. Συνεπώς η διαφορά A − BC−1BT ≻ 0 αν και µόνο αν

γ2I − (σI − a∇2F (k))2 −
1
γ2d

[
(W T ⊗ I − σI)(W ⊗ I − σI) + ϸd+1I

]
−

1
ϸd+1

[
(σI − a∇2F (k))(W ⊗ I − σI)(W T ⊗ I − σI)(σI − a∇2F (k))

]
≻ 0.

(3.12)

Επιβάλουµε κατασκευαστικά τα παραπάνω µητρώα να είναι ϑετικά ορισµένα, γεγονός
που οδηγεί σε συνθήκη για το ϐήµα εκµάθησης.

a <
σ

λmax
<

σ

λmin
. (3.13)

3.2.2 Προσδιορισµός Παραµέτρων γ, ϸd+1

Συνοψίζοντας, έχουµε ως τώρα δείξει πως ο πίνακας γ2P−ÃT (k)PÃ(k) που κατασκευάσα-
µε παραπάνω, είναι ϑετικά ορισµένος για όλους τους χρόνους k αν και µόνον αν µπορούµε
να επιλέξουµε σταθερές 0 < γ < 1 και ϸd+1 > 0 τέτοιες ώστε να επαληθεύεται η Ανίσωση
(3.12). Θα δείξουµε στην συνέχεια κατασκευαστική µέθοδο ώστε δεδοµένου κατανεµηµένου
προβλήµατος και τοπολογίας επικοινωνίας όπως έχει οριστεί, να επαληθεύουµε την ανίσωση
και συνεπώς την σύγκλιση της ακολουθίας εκτιµήσεων.

Παρατηρούµε πρώτα πως η Ανίσωση (3.12) είναι µερική διάταξη για τις ιδιοτιµές του
πίνακα, αρκεί λοιπόν να λάβουµε το ϐαθµωτό ισοδύναµο της αντίστοιχης ελάχιστης ιδιοτιµής :

(3.12)⇔ γ2 − (σ − aλmin(∇2F (k)))2 −
1
γ2d

[
λmax ((W T ⊗ I − σI)(W ⊗ I − σI)) + ϸd+1

]
> 0

−
1
ϸd+1

[
(σI − a∇2F (k))(W ⊗ I − σI)(W T ⊗ I − σI)(σI − a∇2F (k))

]
⇔ γ2 − (σ − aλmin)2 −

1
γ2d

[
(1 − σ)2 + ϸd+1

]
−

1
ϸd+1

(1 − σ)(σ − aλmin)2 > 0.
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Συµβολίζουµε τις ποσότητες λmin = λmin(∇2F (k)) και λmax = λmax (∇2F (k)). Γνωρίζουµε πως
το λmin > 0 αφού έχουµε δείξει πως η F έχει κάτω ϕράγµα στις ιδιοτιµές, επαγόµενο από
τα τοπικά κριτήρια µ ≤ λmin(∇2F (x)) και µ > 0. Βλέπουµε την παραπάνω παράσταση ως
τριώνυµο για την απροσδιόριστη ϸd+1, οπότε για να επαληθεύεται αρκεί να επιλεγεί ϸd+1

µεταξύ των διακριτών ϱιζών του.

P(y) =
1
γ2d︸︷︷︸
A

y2 −

[
γ2 − (σ − aλmin)2 −

1
γ2d (1 − σ)2

]
︸                                        ︷︷                                        ︸

B

y + (1 − σ)2(σ − aλmin)2︸                          ︷︷                          ︸
Γ

= 0

Λαµβάνοντας την διακρίνουσα και τις ϱίζες του πολυωνύµου εξετάζουµε ποιες συνθήκες
πρέπει να ικανοποιούν οι γ, ϸd+1 ώστε να επαληθεύουν την (3.12).

∆ =

[
γ2 − (σ − aλmin)2 −

1
γ2d (1 − σ)2

]2

−
4
γ2d (1 − σ)2(σ − aλmin)2 > 0

⇐⇒ γ2 −

(
σ − aλmin +

1 − σ
γd

)2

> 0

a< σ
λmin
⇐⇒ γ − σ + aλmin −

1 − σ
γd

> 0.

΄Αρα για να υπάρχουν διακριτές ϱίζες του πολυωνύµου P(y) πρέπει να µπορεί να γίνει
επιλογή 0 < γ < 1 τέτοια ώστε

γ − σ + aλmin −
1 − σ
γd

> 0. (3.14)

Η (3.14) έχει µοναδική πραγµατική ϱίζα όταν σ − aλmin > 0 οπότε αν υπάρχει γ ∈ (0,1)
που την επαληθεύει τότε µπορούµε να επιλέξουµε το µέσο των ϱιζών του πολυωνύµου ϸd+1 =
−B
2A > 0. Είναι προφανές πως η επιλογή αυτή, ως σηµείο µεταξύ των ϱιζών επαληθεύει την
Ανίσωση (3.12). Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ϑα χρησιµοποιήσουµε αυτήν την έκφραση
ϸd+1 ως συνάρτηση του γ.

ϸd+1 =
−B

2A
=

1
2

[
γ2(d+1) − γ2d(σ − aλmin)2 − (1 − σ)2

]
> 0 (3.15)

Πλέον, έχουµε τις σχέσεις (3.14) και (3.15) που καθορίζουν την επιλογή µιας ελεύθερης
σχεδιαστικής παραµέτρου γ. Η παράµετρος αυτή µπορεί, λόγω της µοναδικής ϱίζας της
Εξίσωσης (3.14), να επιλεγεί αυθαίρετα στο εύρος γ ∈ (γb,1) όπου γb > 0 η τιµή για την
οποία ισχύει

γb − (σ − aλmin) −
1 − σ
γdb

= 0 (3.16)

Με τον παραπάνω ορισµό, είναι εύκολο να δείξουµε πως η έκφραση (3.15) είναι αύξουσα για
όλα τα γ ∈ (γb,1):

∂

∂γ
ϸd+1 = (d + 1)γ2d+1 − dγ2d−1(σ − aλmin)2

= (d + 1)γ2d
[
γ − γ−1d(σ − aλmin)2

d + 1

]
.
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Η ϑετική ϱίζα της παραπάνω ϐρίσκεται στο (σ − aλmin)
√

d
d+1 < γb και άρα η παράµετρος

είναι αύξουσα για όλα τα γ ∈ (γb,1).

Επίδραση του σταθερού ϐήµατος στην επιλογή παραµέτρου γ

Από την Εξίσωση (3.16) είναι σαφές πως το ϐήµα a επηρεάζει το κάτω όριο για την
επιλογή του γ. ΄Οσο το ϐήµα a προσεγγίζει το 0 οι λύσεις της (3.16) προσεγγίζουν την
µονάδα και περιορίζεται το εύρος επιλογής της παραµέτρου. Κοντά στην µονάδα, ο όρος γ−db
προσεγγίζεται µέσω του αναπτύγµατος Taylor γ−db ≈ 1+d(1− γb) και µε αντικατάσταση στην
Εξίσωση (3.16) προκύπτει

γb ≈ (σ − aλmin) + (1 − σ)[1 + d(1 − γb)]

= 1 − aλmin + (1 − σ)d − (1 − σ)dγb ⇒

γb ≈
1 − aλmin + (1 − σ)d

1 + (1 − σ)d
.

(3.17)

∆εν είναι ακόµα εµφανές για ποιον λόγο επιλέγουµε να λάβουµε το ανάπτυγµα Taylor
κοντά στην µονάδα και όχι σε άλλο σηµείο, όµως η επιλογή ϑα διευκρινιστεί όταν ερµηνε-
ύσουµε ποιοτικά την συµπεριφορά της λmin(P). Συνοπτικά, ϑέλουµε η προσέγγιση να είναι
όσο το δυνατόν αυστηρότερη για µικρά ϐήµατα εκµάθησης a αφού σε τέτοια επιλογή ϐήµα-
τος έχει σηµασία και η αυστηρότητα της περιοχής σύγκλισης. Αφού η ϱίζα γb είναι ϕθίνουσα
ως προς την επιλογή ϐήµατος, εξυπηρετεί το ανάπτυγµα να ληφθεί στο γ = 1. Στις µερικές
παραγώγους της εκτίµησης παρακάτω ϕαίνεται η µονοτονική συµπεριφορά της ϱίζας γb:

•
∂

∂σ
γb =

−aλmin
(1 + d(1 − σ))2 < 0, ∀σ ∈ (0,1).

•
∂

∂(aλmin)
γb =

−1
1 + d(1 − σ)

< 0, ∀(aλmin) ∈ (0, σ).

•
∂

∂d
γb =

aλmin(1 − σ)
(1 + d(1 − σ))2 > 0, ∀d ≥ 0.

3.2.3 Επαλήθευση Ιδιοτιµών του P

Από την κατασκευή του P γνωρίζουµε πως η ελάχιστη και µέγιστη ιδιοτιµή του προσδιο-
ϱίζεται από τα επιµέρους µπλοκ. Μάλιστα, λόγω της επιλογής ϸi > 0 ισχύει πως P2 ⪰ P3 ⪰

· · · ⪰ Pd+1 και άρα συµπεραίνουµε πως

1. λmax (P) = max
{
λmax (P1), λmax (P2)

}
= max

{
1, λmax (P2)

}
και

2. λmin(P) = min
{
λmin(P1), λmin(Pd+1)

}
= min

{
1, λmin(Pd+1)

}
.

΄Οσον αφορά την µέγιστη ιδιοτιµή του P2, µετά την επιλογή της ϸd+1 οπως στην Εξίσω-
ση (3.15), ισχύει η έκφραση

P2 =
1
γ2d

[[
(W T − I) ⊗ I

][
(W − I) ⊗ I

]
+ ϸd+1Inm

]
,

λmax (P2) ≤
1
γ2d

[
(1 − σ)2 +

1
2

(1 − (σ − aλmin)2 − (1 − σ)2)
]
,
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στην οποία αντικαταστήσαµε µε limγ→1 ϸd+1 =
1
2 (1− (σ −aλmin)2− (1−σ)2) αφού γνωρίζουµε

πως η παράµετρος είναι αύξουσα. Ισχύει λοιπόν :

λmax (P2) ≤ (1 − σ)2 +
1
2

(
1 − (σ − aλmin)2 − (1 − σ)2

)
= 1 − 2σ −

1
2

(aλmin)2 + σaλmin

≤ 1 − 2σ −
1
2

(aλmin)2 + σ < 1.

Στην συνέχεια στρεφόµαστε στην ιδιοτιµή λmin(P), για την οποία ϑα δείξουµε πως λmin(Pd+1) <
1 και άρα πως η ελάχιστη ιδιοτιµή καθορίζεται από την αντίστοιχη ελάχιστη ιδιοτιµή του τε-
λικού µπλοκ Pd+1. Ανακαλούµε πως η σχεδίαση του πίνακα P δίνει την έκφραση

Pd+1 =
1
γ2

[
(W T ⊗ I − σI)(W ⊗ I − σI) + ϸd+1I

]
⇒

λmin(Pd+1) =
1
γ2

[
σ2
min(W ⊗ I − σI) + ϸd+1

]
,

όπου η ϸd+1 όπως έχει ήδη επιλεγεί στην Εξίσωση (3.15) και γ, γb ώστε να επαληθεύουν τις
σχέσεις (3.14) και (3.16) αντίστοιχα.

Λήµµα 3.5. Για γ, γb που επαληθεύουν τις σχέσεις (3.14) και (3.16) αντίστοιχα, ισχύει το ·άνω

ϕράγµα

γb ≤ 1 − aδ,

µε 0 < δ τέτοιο ώστε aδ < 1 και

δ =



λmin, αν d = 0

σλmin
d ·

1 −
σ

2

(
1 −

λmin
λmax

)
(2 − σ)2 +

(
σ
λmin
λmax

)2 , αν d > 0

Απόδειξη. Για d = 0 ισχύει προφανώς.

(3.16)⇒ γb = (σ − aλmin) +
1 − σ
γdb

≤ 1 − aλmin

Φαίνεται επίσης πως aδ = aλmin < σ < 1.

Για d > 0 ισχύει πως γdb < γb = (σ−aλmin+ 1−σ
γdb

). Το πολυώνυµο x2−x(σ−aλmin)−(1−σ)
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έχει διακρίνουσα ∆ = (σ − aλmin)2 + 4(1 − σ) > 0 αρα ισχύει

γdb ≤
σ − aλmin

2
+

1
2

√
(σ − aλmin)2 + 4(1 − σ)

=
σ − aλmin

2
+

1
2

√
(2 − σ)2 + a2λ2

min

√
1 −

2σaλmin
(2 − σ)2 + a2λ2

min

1
≤
σ − aλmin

2
+

1
2
[
(2 − σ) + aλmin

][
1 −

σaλmin
(2 − σ)2 + a2λ2

min

]
2
≤ 1 − a

σλmin

(
1 −

σ

2

(
1 −

λmin
λmax

))
(2 − σ)2 +

(
σ
λmin
λmax

)2 ⇒

γb ≤ 1 − a
σλmin/d

(
1 −

σ

2

(
1 −

λmin
λmax

))
(2 − σ)2 +

(
σ
λmin
λmax

)2 .

Σε αυτή τη περίπτωση, γνωρίζουµε πως aσλmin < σ2 < 1 αρα αρκεί να δείξουµε πως

1 −
σ

2

(
1 −

λmin
λmax

)
d

(2 − σ)2 +

(
σ
λmin
λmax

)2 <
1 −

σ

2

d

(2 − σ)2 +

(
σ
λmin
λmax

)2 < 1⇔

1 −
σ

2

d

(2 − σ)2 +

(
σ
λmin
λmax

)2 <
1 −

σ

2
d(2 − σ)2 =

1
2d(2 − σ)

<
1

2d
< 1, ισχύει.

Και στις δυο περιπτώσεις γράφουµε γb ≤ 1 − aδ και δείξαµε πως 0 < 1 − aδ < 1, οπότε
προκύπτει το Ϲητούµενο. □

Για την ελάχιστη ιδιοτιµή του P διαλέγουµε να εργαστούµε µε ϸd+1 = ϸd+1(γb).

ϸd+1(γb) (3.15)
=

1
2

[
γ2(d+1)
b − γ2d

b (σ − aλmin)2 − (1 − σ)2
]

(3.16)
= (1 − σ)(σ − aλmin)γdb

(3.17)
= (1 − σ)(σ − aλmin)

(
1 − aλmin + (1 − σ)d

1 + (1 − σ)d

)d
Από την έκφραση για το λmin(Pd+1) και για την επιλογή γ = γb λαµβάνουµε το εξής κάτω

1Με χρήση των ανισοτήτων
√
a + b ≤

√
a +
√
b και

√
1 + a ≤ 1 + a/2.

2Από κατασκευής, a ≤ σ/λmin .
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ϕράγµα.

λmin(Pd+1) =
1
γdb

[
σ2
min(W ⊗ I − σI) + ϸd+1(γb)

]
≥ (1 + aδ)−2[σ2

min(W ⊗ I − σI)

+ (1 − σ)(σ − aλmin)
(
1 − aλmin + (1 − σ)d

1 + (1 − σ)d

)d
].

(3.18)

Με χρήση του Λήµµατος 3.4 και σηµειώνοντας πως έχουµε επιβεβαιώσει την ύπαρξη
0 < γ < 1 και P = PT ⪰ 0 ώστε να επαληθεύεται η Ϲητούµενη ανισότητα, έχουµε ϐρει την
Ϲητούµενη συνάρτηση h(k). Αναφέρουµε πως δεν έχουµε διατηρήσει ελεύθερη την επιλογή
της παραµέτρου γ εντός της περιοχής (γb,1) οπότε πρέπει για την εγκυρότητα του ϕράγµατος
λmin(Pd+1) να επιλεγεί το µικρότερο δυνατό γ → γb.

h(k) = γkb (1 − aδ)
[
σ2
min(W ⊗ I − σI) + (1 − σ)(σ − aλmin)

(
1 − aλmin + (1 − σ)d

1 + (1 − σ)d

)d]−0.5

≤ (1 − aδ)k+1
[
σ2
min(W ⊗ I − σI) + (1 − σ)(σ − aλmin)

(
1 − aλmin + (1 − σ)d

1 + (1 − σ)d

)d]−0.5

(3.19)
Η παραπάνω σχέση έχει την µορφή h(k) ≤ (1 − aδ)k+1c(a) µε c(a) ϕθίνουσα στο εύρος
a ∈ (0,1) και lima→0 c(a) = σ(1 − σ). Είναι εύκολο να αντιληφθούµε πως ο εκθετικός όρος
υπερισχύει πολύ γρήγορα και άρα εξίσου ικανό άνω ϕράγµα είναι το

h(k) ≤ (1 − aδ)k+1[σ2
min(W ⊗ I − σI) + (1 − σ)σ

]−0.5
= c1(1 − aδ)k+1.

Παρακάτω δίνουµε σχήµατα επαλήθευσης της ορθότητας της κατασκευής από το περι-
ϐάλλον Matlab. Για τον σκοπό αυτό, επιλέγουµε τα δεδοµένα του προβλήµατος και την
σχεδιαστική παράµετρο σ αυθαίρετες, αλλά κατάλληλες ώστε να ανταποκρίνονται σε κάποιο
δυνητικό πρόβληµα που ακολουθεί του Ορισµούς τοπικών προβληµάτων και σύνθεσης κα-
ϑώς και τις Υποθέσεις Βαρών Γράφου και Φραγµένων Καθυστερήσεων. Στο σηµείο αυτό δεν
ϑα εστιάσουµε στην ποιοτική ερµηνεία των αυθαίρετων παραµέτρων αφού δεν σκοπεύουµε
σε προσοµοίωση αλλά µάλλον αναπαράσταση της µεταβολής ιδιοτιµών του πίνακα P.

Επιλέγουµε γράφο 5 πρακτόρων που αναπαριστάται από τον πίνακα

W =



0.2 0.3 0 0.2 0.3
0 0.6 0.1 0 0.3

0.3 0 0.6 0.1 0
0.2 0.1 0 0.7 0
0.3 0 0.3 0 0.4


. (3.20)

Η παραπάνω τοπολογία δικτύου υποχρεώνει την σχεδιαστική παράµετρο σ < 0.2. Επιπλέον,
υποθέτουµε κάποια τοπολογία κόστους που δίνει λmin = 0.015 και λmin = 6 ενώ τέλος
ϑεωρούµε άνω ϕράγµα στις καθυστερήσεις d = 5.

Στα Σχήµατα 3.1 και 3.2 εικονίζονται η ελάχιστη και µέγιστη ιδιοτιµή του πίνακα P ως
συνάρτηση της επιλογής γ στο εύρος (γb,1), διατηρώντας σταθερό το γινόµενο aλmin. ΄Οπως
αναφέραµε και κατά την επιλογή του νόµου ενηµέρωσης, η χρήση σταθεράς σ οδηγεί στην
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Σχήµα 3.1: Ελάχιστη ιδιοτιµή του πίνακα P για διαφορετικές τιµές της παραµέτρου σ. 1.
Με έντονη γραµµή ϕαίνεται η πραγµατική ιδιοτιµή της κατασκευής και 2. µε διακεκοµµένη
εικονίζεται το κάτω ϕράγµα, υπολογισµένο διαµέσου της προσέγγισης ϱίζας γb.

κατανοµή ϐάρους µεταξύ των στιγµιαίων και καθυστερηµένων ιδιοεκτιµήσεων του πράκτορα.
Στα σχήµατα εικονίζονται οι τιµές για τρεις επιλεγµένες τιµές της παραµέτρου. Βλέπουµε
πως η µεταβολή της ελάχιστης ιδιοτιµής στο 3.1 είναι ανεπαίσθητη καθ΄ όλο το εύρος και
αντίστοιχα το κάτω όριο που δώσαµε και εικονίζεται µε διακεκοµµένη γραµµή είναι αρκετά
αυστηρό, γεγονός που επιβεβαιώνει και την εµπιστοσύνη µας στην προσέγγιση (3.17) του γb.
Η δε µεταβολή της παραµέτρου σ επηρεάζει τον ϱυθµό σύγκλισης µόνο διαµέσου της µετα-
ϐολής της ελάχιστης ιδιοτιµής του πίνακα 2, όπως είναι αναµενόµενο και από την έκφραση
της ακολουθίας h(k).

Επιστρέφουµε στην έκφραση της λmin(P) και εξετάζουµε την εξάρτησή της από την επι-
λογή ϐήµατος a. Στο Σχήµα 3.3 διατηρούµε σταθερή επιλογή γ = γb, όπου η ϱίζα γb έχει
υπολογιστεί µε χρήση της προσέγγισης (3.17). Στο σχήµα εικονίζεται πάλι η συµπεριφορά
της ιδιοτιµής για τις τρεις προηγούµενες τιµές παραµέτρου σ. Από το σχήµα παρατηρούµε
πως:

1. Το κάτω ϕράγµα τις ιδιοτιµής επιβεβαιώνεται αξιόπιστο και µάλιστα αρκετά αυστηρό.
Αυτό είναι αναµενόµενο αφού είδαµε και στα προηγούµενα σχήµατα πως η προσέγγιση
της ϱίζας γb είναι ικανοποιητική ακόµα και κοντά στο γ = γb.

2. Το ϕράγµα (3.18) γίνεται αυστηρότερο όσο µειώνεται η παράµετρος σ και όσο µειώνε-
ται το ϐήµα a. Η παρατήρηση είναι αποτέλεσµα της ϕθίνουσας συµπεριφοράς της
προσέγγισης γb ως προς αυτές τις παραµέτρους. Ποιοτικά, όσο µειώνονται οι σ, a, τόσο
το γb προσεγγίζει την µονάδα και άρα η προσέγγιση (3.17) γίνεται πιο ακριβής.

2Παρά την µεταβολή της µέγιστης ιδιοτιµής στο µπλοκ P2 του P, όπως αυτή εικονίζεται στο Σχήµα 3.2, η
µέγιστη ιδιοτιµή του συνολικού πίνακα παραµένει στην µονάδα.
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Σχήµα 3.2: Μέγιστη ιδιοτιµή του πίνακα P για διαφορετικές τιµές της παραµέτρου σ. 1. Με
έντονη γραµµή ϕαίνεται η πραγµατική (µοναδιαία) ιδιοτιµή και 2. µε διακεκοµµένη εικονίζεται
η αντίστοιχη, µέγιστη ιδιοτιµή του µπλοκ P2.

3. Γίνεται κατανοητή η επιλογή του αναπτύγµατος Taylor της ϱίζας γb γύρω από την µο-
νάδα στην Εξίσωση (3.17). Επιθυµώντας να διατηρήσουµε πλήρη έλεγχο του µεγέθους
της περιοχής σφάλµατος, υποχρεωνόµαστε να λάβουµε αυθαίρετα µικρά ϐήµατα προ-
σαρµογής και άρα προσεγγίζουµε κατά δύναµιν το σηµείο γ = 1.

3.2.4 Ρυθµός Σύγκλισης Εκτιµήσεων

Σε αυτό το σηµείο έχουµε επιτύχει στην κατασκευή πίνακα P και παραµέτρου γ ώστε να
επαληθεύονται τα Ϲητούµενα του Λήµµατος 3.4. Επιπλέον, διαµέσου της κατασκευής έχουµε
οδηγηθεί σε έκφραση του ϕράγµατος πίνακα µετάβασης ως προς την σταθερά ϐήµατος a.
Στην παράγραφο αυτή ϑα παρουσιάσουµε πώς το άνω όριο που προσδιορίσαµε συνδέεται
µε την µεταβολή εκτιµήσεων πρακτόρων διαµέσου του κανόνα ενηµέρωσης που δίνεται στην
Εξίσωση (3.9).

Θεώρηµα 3.13. Λαµβάνουµε κατανεµηµένο πρόβληµα Pdistributed αποτελούµενο από n τοπι-

κά προβλήµατα Pi ⊂ Flocal τέτοιο ώστε να επαληθεύονται οι Υποθέσεις 1-5 και ϑεωρούµε τον

νόµο ενηµέρωσης εκτιµήσεων πρακτόρων

xi(k + 1) = σ(xi(k) − xi(k − d)) +
n∑
j=1

wijxj(k − d) − a∇fi(xi(k)) + ηi(k + 1). (3.5)

Τότε, για κατάλληλο ϐήµα a ≤ σ
λmax

, η ακολουθία {x(k)} συγκλίνει σε γειτονιά σηµείου ισορ-

ϱοπίας xeq ∈ Rnm . Αυτό το σηµείο προσδιορίζεται από την τοπολογία επικοινωνίας και κόστους

66



3.2.4 Ρυθµός Σύγκλισης Εκτιµήσεων

Σχήµα 3.3: Ελάχιστη ιδιοτιµή του πίνακα P ως συνάρτηση του επιλεγµένου ϐήµατος a. 1. Με
έντονη γραµµή εικονίζεται η πραγµατική ιδιοτιµή της κατασκευής και 2. µε διακεκοµµένη το
κάτω ϕράγµα, υπολογισµένο διαµέσου της προσέγγισης ϱίζας γb.

του προβλήµατος διαµέσου της Εξίσωσης (3.8).

[
(In −W ) ⊗ Im

]
xeq + a∇F (xeq) = 0 (3.8)

Απόδειξη. Λαµβάνουµε τους πίνακες Ã(k), Φ̃(k, s) όπως στην ανάλυση του της προηγούµε-
νης ενότητας. Ακολουθούµε επιπλέον την κατασκευή του P ώστε να οδηγηθούµε στο άνω
ϕράγµα h(k) όπως δίνεται στην (3.19). Χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό zeq = 1d+1⊗xeq και
την έκφραση επεκταµένου χώρου κατάστασης,

z(k + 1) − zeq = Ã(k)(z(k) − zeq) + η̃(k + 1). (3.9)

Ακολουθούµε τις παραπάνω ενηµερώσεις πίσω, προς τον κάποιον χρόνο s.

z(k + 1) − zeq = Φ̃(k, s)(z(s) − zeq) +
k∑

r=s+1
Φ̃(k, r)η̃(r) + η̃(k + 1)⇒

∥z(k + 1) − zeq∥ ≤ ∥Φ̃(k, s)(z(s) − zeq)∥ +
k∑

r=s+1
∥Φ̃(k, r)η̃(r)∥ + ∥η̃(k + 1)∥

≤ c1(1 − aδ)k+1−s + c1ϸ
k∑

r=s+1
(1 − aδ)k+1−r + ϸ.

Ισχύει πως
∑k
r=s+1 a

k+1−r = a
1−a (1−ak−s) οπότε σχηµατίζεται το Ϲητούµενο ϕράγµα απόκλισης

67



Κεφάλαιο 3. Μέθοδος Βέλτιστης Συµφωνίας

από το σηµείο zeq.

∥z(k + 1) − zeq∥ ≤ c1(1 − aδ)k+1−s∥z(s) − zeq∥ + ϸ +
c1ϸ

aδ
[1 − (1 − aδ)k−s]

≤ c1(1 − aδ)k+1−s∥z(s) − zeq∥ + ϸ
(
1 +

c1

aδ

)
Από τον ορισµό του επεκταµένου διανύσµατος z(k) = [x(k)T , . . . , x(k − d)T ]T και µε χρήση
της ιδιότητας

∥


a1

a2
...

an


∥ ≥

1
√
n

∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ai

∥∥∥∥∥∥∥ ≥ 1
√
n

n∑
i=1
∥ai∥ ≥

1
√
n
∥a1∥

τελικά οδηγούµαστε στο Ϲητούµενο.

∥x(k) − xeq∥ ≤ c1
√
d(1 − aδ)k−s∥z(s) − zeq∥ + ϸ

√
d

(
1 +

c1

aδ

)
∥x(k) − xeq∥ ∼ O

( ϸ
a

)
.

(3.21)

□

Το Θεώρηµα 3.13 δείχνει την σύγκλιση του διανύσµατος εκτιµήσεων σε περιοχή γύρω
από το xeq, τάξης O( ϸa ) µε εκθετικό ϱυθµό3. Το αποτέλεσµα επιβεβαιώνει την προσδοκία
σύγκλισης των εκτιµήσεων σε σταθερό σηµείο ισορροπίας το οποίο δεν αποτελεί σηµείο συµ-
ϕωνίας για τους πράκτορες στην περίπτωση που η διαταραχή ηi(k) είναι ταυτοτικά µηδενική.
Επιπλέον, η εξάρτηση της περιοχής από το 1

a προσφέρει την εξής ποιοτική ερµηνεία : όσο
µικραίνει το ϐήµα a οι πράκτορες µεταβάλουν λιγότερο τις εκτιµήσεις τους ανά κύκλο δειγ-
µατοληψίας. ΄Ετσι, η αντιστάθµιση της διαταραχής ηi(k) γίνεται δυσκολότερη, γεγονός που
αυξάνει την ακτίνα της περιοχής απόκλισης από το σηµείο ισορροπίας. Στην ενότητα που
ακολουθεί ϑα χαρακτηρίσουµε την σχέση του xeq µε το σηµείο ϐελτιστότητας x∗ και την
απόκλιση εκτιµήσεων από αυτό.

3.3 Απόκλιση από Σηµείο Βελτιστότητας

΄Εστω τα σηµεία xeq και x∗ τέτοια ώστε το πρώτο να αποτελεί το σηµείο ισορροπίας όπως
περιγράφεται στην προηγούµενη ενότητα και Εξίσωση (3.8) και το δεύτερο να αποτελεί την
λύση του κατανεµηµένου προβλήµατος Pdistributed όπως δίνεται στον Ορισµό 2.9. Σκοπός της
ενότητας είναι να δείξουµε πως η απόκλιση ∥xeq−x∗∥ ανήκει στην τάξη O(

√
a) και παραµένει

αµετάβλητη ανεξαρτήτως οποιασδήποτε παρεµβολής διαµέσου των ηi .

3Πιο συγκεκριµένα, ο ϱυθµός σύγκλισης είναι R-γραµµικός. Κατά τον ορισµό των [10, 15], αν ακολουθία
{xk} συγκλίνει στο x∗ σε κάποια νόρµα, τότε ο ϱυθµός σύγκλισης είναι Q-γραµµικός αν υπάρχει 0 < ρ < 1
ώστε ∥xk+1−x

∗∥

∥xk−x∗∥
≤ ρ και R-γραµµικός αν υπάρχουν C > 0, 0 < ρ < 1 ώστε ∥xk − x∗∥ ≤ Cρk . Οι δυο εκφράσεις

είναι γεωµετρικές (εκθετικές), διαφέρουν όµως στο ότι η Q-γραµµική σύγκλιση είναι αυστηρά µονοτονική ενώ
αντίθετα η R-γραµµική όχι.
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3.3.1 ∆ιάσπαση Ιδιοτιµών Πίνακα W+WT

2

Θυµίζουµε πρώτα πως το σηµείο x∗ είναι σηµείο συµφωνίας οπότε εξ΄ Ορισµού 2.9 ισχύει
πως

[
(In −W ) ⊗ Im

]
x∗ = 0. ΄Ετσι η Εξίσωση (3.8) µπορεί να γραφτεί ως

[
(In −W ) ⊗ Im

]
(xeq − x∗) + a(∇F (xeq) − ∇F (x∗)) = −a∇F (x∗).

Επιπλέον ϑυµίζουµε τα παρακάτω δυο σηµεία.

1. Η τετραγωνική µορφή (xeq − x∗)T
[
(In − W ) ⊗ Im

]
(xeq − x∗) µπορεί να γραφτεί (xeq −

x∗)T
[(
In −

W+W T

2

)
⊗ Im

]
(xeq − x∗).

2. Η συνάρτηση F (x) είναι ισχυρά κυρτή µε παράµετρο µF > 0 από την Εξίσωση (2.12)
και το Θεώρηµα 2.9, οπότε ισχύει πως (xeq − x∗)T (∇F (xeq) − ∇F (x∗)) ≥ µF ∥xeq − x∗∥2.

Με τις παραπάνω παρατηρήσεις οδηγούµαστε στο εξής αποτέλεσµα για τις τετραγωνικές
µορφές :

aµF ∥xeq − x∗∥2 + (xeq − x∗)T
[(
In −

W +W T

2

)
⊗ Im

]
(xeq − x∗)

≤ −a∥(xeq − x∗)T∇F (x∗)∥.
(3.22)

3.3.1 ∆ιάσπαση Ιδιοτιµών Πίνακα W+W T

2

Ο πίνακας W+W T

2 είναι πραγµατικός, συµµετρικός και στοχαστικός οπότε δέχεται διάσπα-
ση ιδιοτιµών - ιδιοδιανυσµάτων.

W +W T

2
=

[
M1 M2

] 1 0
0 Λ

 MT
1

MT
2

 ,
M1 ∈ R

n, M2 ∈ R
n×(n−1) και Λ ∈ R(n−1)×(n−1).

Το M1 =
1√
n

1n αποτελεί το ιδιοδιάνυσµα της µοναδιαία ιδιοτιµής του πίνακα, ενώ ο
πίνακας M2 περιέχει ως στήλες τα υπόλοιπα n − 1 ιδιοδιανύσµατα, µε αντίστοιχες ιδιοτιµές
στις διαγώνιους του Λ. Ο πίνακας

[
M1 M2

]
είναι ορθογωνικός οπότε ισχύουν οι παρακάτω

σχέσεις :

1.
[
M1 M2

] MT
1

MT
2

 = In ⇒ M1MT
1 +M2MT

2 = In.

2. MT
2M1 = 0.

Ισχύει λοιπόν πως

W +W T

2
= M1M

T
1 +M2ΛM

T
2 = In −M2M

T
2 +M2ΛM

T
2 ⇒

I −
W +W T

2
= M2(I − Λ)MT

2 , για τον οποίο I − Λ ≻ 0.

Με χρήση της διάσπασης του W+W T

2 επιστρέφουµε στην έκφραση (3.22) στην οποία αντι-
καθιστούµε
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1.
aµF ∥xeq − x∗∥2 = aµF (xeq − x∗)T

[
(M1M

T
1 +M2M

T
2 ) ⊗ Im

]
(xeq − x∗)

≥ aµF ∥(MT
2 ⊗ Im)(xeq − x∗)∥2.

2.

(xeq − x∗)T
[(
In −

W +W T

2

)
⊗ Im

]
(xeq − x∗) ≥ λmin(I − Λ)∥(MT

2 ⊗ Im)(xeq − x∗)∥2.

3.
−a(xeq − x∗)T∇F (x∗) = −a(xeq − x∗)T

[
(M1M

T
1 +M2M

T
2 ) ⊗ Im

]
∇F (x∗)

≤ a∥(MT
2 ⊗ Im)∇F (x∗)∥∥(MT

2 ⊗ Im)(xeq − x∗)∥.

Τελικά έχουµε

aµF ∥(MT
2 ⊗ Im)(xeq − x∗)∥2 + λmin(I − Λ)∥(MT

2 ⊗ Im)(xeq − x∗)∥2

≤ a∥(MT
2 ⊗ Im)∇F (x∗)∥∥(MT

2 ⊗ Im)(xeq − x∗)∥ ⇒

∥(MT
2 ⊗ Im)(xeq − x∗)∥ ≤

a∥(MT
2 ⊗ Im)∇F (x∗)∥

aµF + λmin(I − Λ)
(3.23)

Τέλος επισηµαίνουµε πως η τετραγωνική µορφή (xeq − x∗)T
[
(In − W+W T

2 ) ⊗ Im
]
(xeq − x∗) είναι

µη-αρνητική στην (3.22), οπότε αντικαθιστούµε µε την (3.23) ως εξής.

aµF ∥xeq − x∗∥2 ≤ a∥(MT
2 ⊗ Im)∇F (x∗)∥∥(MT

2 ⊗ Im)(xeq − x∗)∥
(3.23)
≤

a2∥(MT
2 ⊗ Im)∇F (x∗)∥2

aµF + λmin(I − Λ)
⇒

∥xeq − x∗∥ ≤ ∥(MT
2 ⊗ Im)∇F (x∗)∥

√
a/µF

aµF + λmin(I − Λ)

∥xeq − x∗∥ ∼ O(
√
a).

(3.24)

΄Οσον αφορά την συνάρτηση g(a) =
√

a/µF
aµF+λmin(I−Λ) , αυτή είναι αύξουσα µε το ϐήµα a και

παντού ϑετική. ΄Εχει δε πεπερασµένο όριο lima→0 g(a) =
√

1
µ2
F
= 1

µF
. ΄Οσο µF → 0, η g(a)

προσεγγίζει επακριβώς την
√

a
λmin(I−Λ) και άρα συνολικά g(a) ∼ O(

√
a).

Σε αναλογία µε την προηγούµενη ενότητα, κατασκευάζουµε το Σχήµα 3.4 για την αριθ-
µητική επαλήθευση του ϕράγµατος Εξίσωσης (3.24). Σηµειώνεται πως για την διευκόλυνση
υπολογισµών λάβαµε τις συναρτήσεις fi τετραγωνικές, που οδηγούν σε σταθερές Χεσσιανές
για τα fi και άρα γνωστές ιδιοτιµές. Η τετραγωνική µορφή όµως δεν είναι απαραίτητη και δεν
έχει χρησιµοποιηθεί στην κατασκευή του σχήµατος εκτός από τον υπολογισµό του εκάστοτε
x∗ ανά τοπολογία.

Τελικά χρησιµοποιούµε τις υπολογισµένες αποκλίσεις από το σηµείο ισορροπίας και την
λύση του κατανεµηµένου προβλήµατος για να οδηγηθούµε σε συνολική έκφραση της απόκλι-
σης των εκτιµήσεων από το σηµείο ϐέλτιστης συµφωνίας και συνεπώς να χαρακτηρίσουµε
και την αναµενόµενη περιοχή σφάλµατος της λύσης, συναρτήσει των παραµέτρων a, ϸ.
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3.3.1 ∆ιάσπαση Ιδιοτιµών Πίνακα W+WT

2

Σχήµα 3.4: Σφάλµα µόνιµης κατάστασης του σηµείου ισορροπίας από την λύση x∗ για δια-
ϕορετικές τοπολογίες κόστους ως συνάρτηση του ϐήµατος a. 1. Με έντονη γραµµή ϕαίνεται
η απόκλιση υπολογισµένη διαµέσου αριθµητικής επίλυσης και 2. µε διακεκοµµένη γραµµή
δίνεται το άνω ϕράγµα κατά την Εξίσωση (3.24).

∥x(k) − x∗∥ ≤ ∥x(k) − xeq∥ + ∥xeq − x∗∥

≤ c1
√
d(1 − aδ)k−s∥z(s) − zeq∥ + ϸ

√
d(1 +

c1

aδ
)

+ ∥(MT
2 ⊗ Im)∇F (x∗)∥

√
a/µF

aµF + λmin(I − Λ)

= c1
√
d(1 − aδ)k−s∥z(s) − zeq∥ + ϸ

√
d(1 +

c1

aδ
)

+ c2

√
a/µF

aµF + λmin(I − Λ)

∥x(k) − x∗∥ ∼ O(
√
a +

ϸ

a
).

(3.25)

Το παραπάνω αποτέλεσµα συµπυκνώνεται στο ϑεώρηµα που ακολουθεί και αποτελεί το
τελικό συµπέρασµα της ανάλυσης του διακριτού αλγορίθµου παρουσία ϕραγµένων διαταρα-
χών.

Θεώρηµα 3.14. ΄Εστω δεδοµένο κατανεµηµένο πρόβληµα Pdistributed αποτελούµενο από n

τοπικά προβλήµατα τέτοια ώστε να επαληθεύονται οι Υποθέσεις 1-5. Αν ϑεωρήσουµε τον

κανόνα ενηµέρωσης εκτιµήσεων (3.5) τότε για κατάλληλο ϐήµα a ≤ σ
λmax

η ακολουθία x(k)
συγκλίνει σε περιοχή τάξης O(

√
(a) + ϸ/a) γύρω από την λύση του προβλήµατος x∗ σύµφωνα

µε την Εξίσωση (3.25).

Στην Ενότητα 3.5 που ακολουθεί ϑα επιστρέψουµε στην συνεχούς χρόνου µεταβλητές
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ηi(t) και την οδήγηση των εκτιµήσεων xi(t) µεταξύ των στιγµών δειγµατοληψίας, εξετάζοντας
ιδιαίτερα την απόκλιση της εκτίµησης από την πιο πρόσφατη δειγµατοληπτούµενη τιµή του
πράκτορα. Παρεµβάλλουµε όµως στην Ενότητα 3.4 µια σειρά αριθµητικών προσοµοιώσεων
των διακριτών µεθόδων που παρουσιάστηκαν και της εξάρτησής τους από τις σχεδιαστικές
παραµέτρους.

3.4 Προσοµοίωση Πειραµατικών ∆ιατάξεων

Σχηµατίζουµε συνδεδεµένο δίκτυο 5 πρακτόρων λαµβάνοντας τον πίνακα µετάβασης στο
Σχήµα 3.5. Κάθε πράκτορας διατηρεί διάνυσµα εξόδου στο R2 µε αρχικές τιµές x1(0) =
[0.2,−4.88]T , x2(0) = [4.53,2.1]T , x3(0) = [3.83,3.2]T , x4(0) = [4.74,−1.6]T και x5(0) =
[4.96,0.5]T . Οι τοπικές συναρτήσεις κόστους επιλέγονται τετραγωνικές για διευκόλυνση της
ανάλυσής, αλλά όπως προηγουµένως, η µορφή τους είναι απαραίτητη µόνο για διευκόλυνση
υπολογισµού xeq, x∗.

f1(x) = 0.5xT
 2 0
0.4 1

 x + [
1 −4

]
x + 1

f2(x) = 0.5xT
 3 2
2.7 5

 x + [
1 −0.5

]
x + 2

f3(x) = 0.5xT
0.2 0.1
0.1 1

 x + [
3 −2

]
x

f4(x) = 0.5xT
 3 −1.1
−0.1 4

 x + [
−5 0.4

]
x

f5(x) = 0.5xT
 4 1.8
0.8 2

 x + [
−0.2 5

]
x + 2

Ισχύει πως argminx∈R2f (x) = [−0.007,0.087]T και f ∗ = minx∈R2f (x) = 4.95, οπότε το
σηµείο ϐέλτιστης συµφωνίας είναι x∗ = 1n ⊗ [−0.007,0.087]T και επιπλέον υπολογίζουµε
λmin = miniλmin(Qi) = 0.19 και λmax = maxiλmax (Qi) = 6.53. Τέλος, επιλέγοντας σ = 0.1
προκύπτει πως κατά τις προσοµοιώσεις πρέπει a < σ

λmax
= 0.0153. Πρώτα εξετάζουµε την

συµπεριφορά του αλγορίθµου χωρίς τις διαταραχές ηi , ώστε να δώσουµε µια εικόνα εξέλιξης
εκτιµήσεων µε καθυστερήσεις και σταθερό ϐήµα.

Στο Σχήµα 3.6 ϕαίνεται η σύγκλιση του συσσωρευµένου διανύσµατος εξόδου x(k) για
διαφορετικές τιµές d του αλγορίθµου. Είναι αµέσως εµφανής ο εκθετικός ϱυθµός σύγκλισης
των εκτιµήσεων και η εξάρτησή του από την ύπαρξη καθυστερήσεων. Επίσης αξιοσηµείωτη
είναι και η σύγκλιση των εκτιµήσεων στο ίδιο σηµείο παρά τον διαφορετικό ϱυθµό, γεγονός
που ϕαίνεται και στο Σχήµα 3.7. Αυτό είναι ϕυσικά αναµενόµενο αφού γνωρίζουµε πως
η παρατηρούµενη απόκλιση είναι αποτέλεσµα της επιλογής σταθερού ϐήµατος και όχι της
εισαγωγής καθυστερήσεων. ΄Οπως έχουµε ήδη τεκµηριώσει, το σηµείο σύγκλισης δεν είναι
σηµείο συµφωνίας, ανεξαρτήτως της ύπαρξης καθυστερήσεων ή µη γεγονός που επαληθεύε-
ται και στο Σχήµα 3.7.

Στις επόµενες προσοµοιώσεις λαµβάνουµε d = 3 ως δεδοµένη σταθερά του προβλήµατος.
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W =


0.2 0.3 0 0.2 0.3
0 0.6 0.1 0 0.3

0.3 0 0.6 0.1 0
0.2 0.1 0 0.7 0
0.3 0 0.3 0 0.4


.

Σχήµα 3.5: Μοντελοποίηση επικοινωνίας πρακτόρων διαµέσου πίνακα µετάβασης. Στο σχήµα
εικονίζεται ο επιλεγµένος γράφος G επικοινωνίας και η αντίστοιχη έκφραση πίνακα µετάβασης
W .

Σχήµα 3.6: Σύγκλιση συσσωρευµένου διανύσµατος εξόδου για ϐήµα a = 10−3 και διαφορετικά
ϕράγµατα καθυστερήσεων. Επισηµαίνεται η ταλαντωτική συµπεριφορά των εκτιµήσεων που
εµφανίζεται ως αποτέλεσµα της ύπαρξης καθυστερήσεων.
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Σχήµα 3.7: Μεταβολή της πρώτης συνιστώσας των εκτιµήσεων πρακτόρων i = 1,2 και 3. Στο
σχήµα ϕαίνεται η εξάρτηση της ταχύτητας σύγκλισης από το δεδοµένο άνω όριο καθυστερήσεων
αλλά και πως το σηµείο ισορροπίας παραµένει αµετάβλητο.

Επιπλέον επιλέγουµε σταθερό ϐήµα a = 1.52×10−5 που ελαχιστοποιεί το σφάλµα ∥xeq −x∗∥
για το δεδοµένο δίκτυο και κόστος. Φυσικά, αυτή η επιλογή ϐήµατος δεν είναι ϐέλτιστη µε
παρουσία των διαταραχών ηi .

Στο Σχήµα 3.8 επιβεβαιώνεται πως η τάξη µεγέθους τους σφάλµατος ∥x(k) − xeq∥ είναι
ανάλογη O(ϸ/a). Επιπλέον, συγκρίνοντας τις τάξεις µεγέθους στο Σχήµα 3.9 παρατηρούµε
πως η απόκλιση εκτιµήσεων από το ϐέλτιστο καθορίζεται κυρίως από το σφάλµα ∥x(k)− xeq∥
που εισάγει η διαταραχή και όχι την διαφορά σηµείου ισορροπίας - ϐελτίστου.

Τέλος, στα Σχήµατα 3.10 και 3.11 ϕαίνεται η χρονική απόκριση των πρακτόρων για
προσοµοίωση του διακριτού συστήµατος µε ϐήµα a = 10−4 και ϸ

a ∼ 10−3. Αξίζει στα δύο
σχήµατα να σηµειωθεί το έντονο µεταβατικό ϕαινόµενο που εντός λίγων επαναλήψεων οδηγεί
τους πράκτορες σε συµφωνία και εν συνέχεια η σταδιακή µεταβολή του σηµείου συµφωνίας
που προσεγγίζει την λύση x∗. Ειδικά στο Σχήµα 3.11 ϕαίνεται πως η περιοχή απόκλισης
από το ϐέλτιστο είναι όντως O(ϸ/a) ∼ 10−3 και επιβεβαιώνεται η προηγούµενη παρατήρηση:
στην απόκλιση εκτιµήσεων από το ϐέλτιστο υπερισχύει ο λόγος ϸ/a των διαταραχών ηi(k).

3.5 Μεταξύ Στιγµών ∆ειγµατοληψίας

Εν συνεχεία εξετάζουµε την συµπεριφορά των τροχιών εξόδου κάθε πράκτορα µεταξύ των
στιγµών δειγµατοληψίας, για t ∈ [kT, (k+1)T ). Αναδιατάσσοντας τον ορισµό των ϐοηθητικών
µεταβλητών στην Εξίσωση (3.1) προκύπτει η έκφραση παρακάτω:

xi(t) = ηi(t) + q (t − kT ) si(k) +
[
1 − q(t − kT )

]
si(k − 1). (3.26)
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Σχήµα 3.8: Απόκλιση εκτιµήσεων από σηµείο ισορροπίας xeq συναρτήσει της τάξης µεγέθους
O(ϸ/a).

Σχήµα 3.9: Απόκλιση εκτιµήσεων από το ϐέλτιστο σηµείο x∗ συναρτήσει της τάξης µεγέθους
O(ϸ/a).
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Σχήµα 3.10: Χρονική απόκριση των εκτιµήσεων πρακτόρων και µεταβατική κατάσταση.

Σχήµα 3.11: Χώρος κατάστασης εκτιµήσεων και η σύγκλιση εντός περιοχής O(ϸ/a) του στάσι-
µου σηµείου.
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3.6 Συµπέρασµα

xi(kT ) = ηi(kT ) + si(k − 1) (3.27)

όπου, κατά την Εξίσωση (3.3), ισχύει πως si(k) = σ(xi(kT ) − xi((k − d)T )) +
∑n
j=1wijxj((k −

d)T ) − a∇fi(xi(kT )). Αφαιρώντας κατά µέλη τις εκφράσεις (3.26), (3.27) προκύπτει :

∥xi(t) − xi(kT )∥ =
∥∥∥ηi(t) − ηi(kT ) + q (t − kT ) (si(k) − si(k − 1)

∥∥∥
≤

∥∥∥ηi(t) − ηi(kT )
∥∥∥ + ∥si(k) − si(k − 1)∥

≤
∥∥∥ηi(t) − ηi(kT )

∥∥∥ + ∥xi((k + 1)T ) − xi(kT )∥ +
∥∥∥ηi((k + 1)T ) − ηi(kT )

∥∥∥
Κατά την Υπόθεση 5, υπάρχει ελεγκτικός νόµος που οδηγεί όλες τις ϐοηθητικές µετα-

ϐλητές ∥ηi(t)∥ < ϸ,∀t ≥ t0 για ϑετικά t0, ϸ > 0. ∆ια αυτής, οδηγούµαστε στην έκφραση:

∥xi(t) − xi(kT )∥ ≤ 4ϸ + 2
∥∥∥xi(kT ) − x∗

∥∥∥ . (3.28)

Η απόκλιση του στιγµιαίου διανύσµατος εξόδου κάθε πράκτορα xi(t) από το Ϲητούµενο
σηµείο x∗ δίνεται άµεσα ως αποτέλεσµα των Εξισώσεων (3.28) και (3.25).

∥xi(t) − x∗∥ ≤ ∥xi(t) − xi(kT )∥ + ∥xi(kT ) − x∗∥

≤ 4ϸ + 3
√
n∥x(kT ) − x∗∥

(3.29)

Με εφαρµογής της Εξίσωσης (3.25) στην (3.29) έχουµε το άνω ϕράγµα που ακολουθεί.

lim sup
t→∞

∥xi(t) − x∗∥ ≤ ϸ
(
4 + 3

√
nd +

c1

aδ

)
+ 3c2

√
n

µF

√
a

aµF + λmin(I − Λ)
(3.30)

Παρατηρώντας πως η σταθερά a είναι σχεδιαστική παράµετρος και άρα µπορεί να ληφθεί
αυθαίρετα µικρή οδηγούµαστε στο Ϲητούµενο του Θεωρήµατος 3.11 και ολοκληρώνεται η
απόδειξη.

3.6 Συµπέρασµα

Στο Κεφάλαιο αυτό ορίσαµε τις ϐοηθητικές µεταβλητές ελέγχου ηi(t) και δείξαµε πως η
ϱύθµισή τους συνδέεται µε τα χαρακτηριστικά ϐέλτιστης συµφωνίας στις µεταβλητές εξόδου
xi(t) των µη-γραµµικών πρακτόρων. Ειδικότερα, η µελέτη επικεντρώθηκε πρώτα στην συ-
µπεριφορά διαδοχικών δειγµατοληπτούµενων εκτιµήσεων πρακτόρων κατά την ϱύθµιση των
ηi(t) και εν συνεχεία την απόσταση της τροχιάς xi(t), t ∈ (kT, (k+1)T ) µε το πρόσφατο δείγµα
xi(kT ).

Κατά την µελέτη της συµπεριφοράς διακριτών εκτιµήσεων, δείξαµε πως ο αλγόριθµος
DGD που δίνεται από τις ενηµερώσεις (3.5), συγκλίνει παρουσία καθυστερήσεων και ϕραγ-
µένων διαταραχών ηi(k) για κατάλληλα ϐήµατα a < σ

λmax
. Εξετάσαµε την συµπεριφορά του

αλγορίθµου ως συνάρτηση της χαρακτηριστικών παραµέτρων d, µF , LF του προβλήµατος και
των σχεδιαστικών παραµέτρων ϐήµατος, σ και ϸ. Συγκεκριµένα, ισχύει πως

1. Το διάνυσµα εκτιµήσεων x(k) συγκλίνει πλησίον σηµείου ισορροπίας xeq µε εκθετι-
κό ϱυθµό εξαρτώµενο από το ϕράγµα καθυστερήσεων και το επιλεγµένο ϐήµα. Η
απόκλιση εκτιµήσεων από το xeq είναι τάξης O(ϸ/a).
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2. Το σηµείο ισορροπίας δεν αποτελεί σηµείο συµφωνίας για το πρόβληµα ούτε σηµείο
ελαχιστοποίησης για το καθολικό κριτήριο κόστους f (x). ∆είξαµε πως η απόκλιση του
σηµείο από την ϐέλτιστη λύση x∗ είναι τάξης O(

√
a).

3. Η συνολική διαφορά ∥x(k) − x∗∥ ∼ O(
√
a + ϸ/a) και άρα, για κατάλληλη επιλογή

ϐήµατος, ο όρος απόκλισης λόγω των διαταραχών ηi(k) γίνεται αµελητέος για τον
υπολογισµό του παραπάνω σφάλµατος.

Εν συνεχεία, η σύνδεση των συγκλινόντων διακριτών εκτιµήσεων µε τις συνεχείς τροχιές
εξόδου των πρακτόρων xi(t) έγινε διαµέσου µελέτης των αποκλίσεων ∥xi(t) − xi(⌊ tT ⌋T )∥. Με
τον τρόπο αυτό ολοκληρώθηκε η απόδειξη του ϑεωρήµατος που παρουσιάσαµε στην αρχή
του Κεφαλαίου και δείχθηκε πως η ικανότητα προσέγγισης του σηµείου ϐέλτιστης συµφωνίας
από τα διανύσµατα εξόδου επηρεάζεται από την επιλογή σταθερού ϐήµατος a κατά τον ορισµό
των ακολουθιών si(k) (Εξίσωση (3.3)) αλλά και από την ικανότητα οδήγησης των ϐοηθητικών
µεταβλητών ηi(t) κοντά στο 0.

Το Θεώρηµα 3.11 που αποτελεί και το κύριο αποτέλεσµα της εργασίας ϑα χρησιµοποιη-
ϑεί στο επόµενο κεφάλαιο για τον σχεδιασµό και την προσοµοίωση δυο ελεγκτών. Θεωρούµε
τα αποτελέσµατα του Κεφαλαίου 3 την κύρια συµβολή της εργασίας, αφού αποδεικνύει πως
το πρόβληµα ϐέλτιστης συµφωνίας µη-γραµµικών πρακτόρων µπορεί να αναχθεί σε ϱύθµιση
ϐοηθητικών µεταβλητών σε περιοχή γύρω από την αρχή των αξόνων. Επιπλέον, το κεφάλαιο
αυτό ϑα ενηµερώσει τις σχεδιαστικές αποφάσεις για τους ελεγκτές που ακολουθούν, αφού
καθορίζει την επιλογή ϐήµατος για ευστάθεια του κατανεµηµένου σχήµατος και ϑα χρη-
σιµοποιηθεί για την αιτιολόγηση ελεγκτικών νόµων που επιτυγχάνουν την σταθεροποίηση
µη-γραµµικών πρακτόρων σε µη-µηδενικά σηµεία.

78



Κεφάλαιο 4

Σχεδίαση Μη-γραµµικών Ελεγκτών

Σε αυτό το κεφάλαιο γίνεται σχεδιασµός τοπικών ελεγκτών για µη-γραµµικά συστήµα-
τα ώστε να επιτευχθεί η ϱύθµιση των ϐοηθητικών µεταβλητών ηi(t) και η ϐέλτιστη

συµφωνία στις µεταβλητές εξόδου των υπό έλεγχο συστηµάτων κατά το Θεώρηµα 3.11. Συ-
γκεκριµένα, λαµβάνεται το µη-γραµµικό, 3-DOF σύστηµα Fully Actuated Surface Vessel

(FASV) µοντέλο για επιφανειακά ϑαλάσσια σκάφη και προτείνεται ελεγκτικός νόµος ϐάσει
της backstepping µεθόδου µη-γραµµικού σχεδιασµού.

Στην Ενότητα 4.1 παρουσιάζεται το fully actuated µοντέλο επιφανειακού ϑαλάσσιου
σκάφους FASV. και ορίζεται το σύστηµα ϐοηθητικών µεταβλητών προς ϱύθµιση σύµφωνα µε
τον προτεινόµενο µετασχηµατισµό. Λόγω της ύπαρξης τριών ϐαθµών ελευθερίας επιλέγουµε
να οδηγήσουµε τα σκάφη σε συµφωνία ϑέσης (2-DOF) και προσανατολισµού (1-DOF). Τα το-
πικά κριτήρια κόστους λαµβάνονται τετραγωνικά, ως απόσταση από δεδοµένο σηµείο-στόχο
ανά σκάφος. Στην συνέχεια, γίνεται η ϱύθµιση των µεταβλητών µε χρήση backstepping
ελεγκτών (Ενότητα 4.2) και αριθµητική προσοµοίωση των πρακτόρων υπό το προτεινόµενο
σχήµα (Ενότητα 4.3).

4.1 Fully Actuated Surface Vesel

Για την µοντελοποίηση κίνησης ϑαλάσσιων οχηµάτων σε 6 ϐαθµούς ελευθερίας συνη-
ϑίζεται να χρησιµοποιούνται δυο συστήµατα συντεταγµένων όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 4.1.
Το σύστηµα O0X0Y0Z0 παραµένει σταθερό, δεµένο σε κάποιο σηµείο αναφοράς O0 και ϑε-
ωρείται αδρανειακό για την κίνηση του σκάφους. Το σύστηµα αυτό ονοµάζεται North -
East - Down (NED). Το κινούµενο σύστηµα OXYZ είναι δεµένο σε επιλεγµένο σηµείο του
σκάφους, συνήθως το κέντρο ϐάρους ή αλλο σηµείο συµµετρίας. Οι άξονες XYZ ταυτίζονται
µε τους κύριους άξονες του οχήµατος και επιλέγονται έτσι ώστε να κατευθύνονται ο X από
την πρύµνη στην πλώρη, ο Y από αριστερά προς δεξιά και ο Z κανονικός στην επιφάνεια
ϑαλάσσης, προς τα κάτω. Στο Σχήµα 4.1 επίσης αναπαριστώνται και οι σχετικές ταχύτητες
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Σχήµα 4.1: Συµβατική ονοµασία και συµβολισµός µεταβλητών κατάστασης για την περιγραφή
κίνησης ϑαλάσσιου σκάφους.

και εξωτερικές δυνάµεις που ασκούνται στο σκάφος, εκφρασµένες στο body fixed frame.

τ1 = [X, Y, Z ]T εξωτερικές δυνάµεις.

τ2 = [K,M, N]T ϱοπή εξωτερικών δυνάµεων στο O.

v1 = [u, v,w]T γραµµική ταχύτητα του συστήµατος OXYZ (ως προς το NED).

v2 = [p, q, r]T γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος OXYZ (ως προς το NED).

Με την παραπάνω παραµετροποίηση, οι 6 ϐαθµών ελευθερίας εξισώσεις κίνησης του
στερεού συνήθως γράφονται

η̇1 = J(η2)v1

MRBv̇ + CRB(v)v + D(v)v = τRB.

Παραπάνω έχουµε λάβει η1 = [x, y, z]T , η2 = [φ,ψ, θ]T , v = [v1, v2]T και τRB = [τ1, τ2]T .
Η µελέτη των χαρακτηριστικών εξισώσεων κίνησης και των απλοποιήσεων τους είναι ιδια-

ίτερα ενδιαφέρουσα και χρήσιµη για την ερµηνεία των µη-γραµµικοτήτων του συστήµατος
αλλά είναι έξω από την σκοπιά της εργασίας. Αναφέρονται ιδιαίτερα τα ϑεµελιακά κείµενα
των T. Fossen [59, 60]. Για τα επιφανειακά σκάφη ϑεωρούµε πως η παραµετροποίηση των h-
eave, pitch, roll µπορεί να παραµεληθεί και λαµβάνουµε το µοντέλο κατά αναλογία µε άλλες
εργασίες ελέγχου fully actuated και underactuated επιφανειακών σκαφών [61, 62, 63, 64].

Ορισµός 4.11. Μοντέλο FASV

ẋ = u cos θ − v sin θ

ẏ = u sin θ + v cos θ

θ̇ = r

u̇ =
m22

m11
vr −

d11

m11
u +

1
m11

X

v̇ = −
m11

m22
ur −

d22

m22
v +

1
m22

Y

ṙ =
m11 −m22

m33
uv −

d33

m33
r +

1
m33

N

(4.1)

Στο παραπάνω µοντέλο οι παράµετροι mii , dii > 0, i = 1,2,3 και οι ελεγκτικές είσοδοι

σχηµατίζουν το γενικευµένο διάνυσµα δυνάµεων τ = [X, Y, N]T . ΄Εξοδος του FASV µοντέλου

είναι οι µεταβλητές κατάστασης [x, y, θ].
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4.1.1 Σύστηµα Βοηθητικών Μεταβλητών

΄Οπως προαναφέραµε, επιθυµούµε να οδηγήσουµε n FASV πράκτορες σε συµφωνία των
µεταβλητών ϑέσης x, y και προσανατολισµού θ. Προς αυτόν τον σκοπό, για κάθε πράκτορα
ορίζεται η µεταβλητή ηi κατά την Εξίσωση (3.1):

ηi(t) = xi(t) − q
(
t −

⌊ t
T

⌋
T
)
si

(⌊ t
T

⌋)
−

[
1 − q

(
t −

⌊ t
T

⌋
T
)]
si

(⌊ t
T

⌋
− 1

)
. (4.2)

Παραπάνω, η συνάρτηση q(t) δίνεται από την Εξίσωση (3.2) και οι ακολουθίες si(k) από την
Εξίσωση (3.3). Στο υπόλοιπο της ενότητας παραλείπουµε το υπογεγραµµένο i των ποσοτήτων
ηi , xi και si αφού κάθε ελεγκτής δρα µόνο στον τοπικό πράκτορα. Για απλοποίηση του
συµβολισµού, ϑα γράφουµε επιπλέον q = q

(
t −

⌊
t
T

⌋
T
)
, s = [sx , sy, sθ]T = si

(⌊
t
T

⌋)
και

s− = [s−x , s
−
y , s

−
θ

]T = si
(⌊
t
T

⌋
− 1

)
. ΄Ετσι, διατυπώνεται το πρόβληµα ϱύθµισης της µεταβλητής

η = [ηx , ηy, ηθ]T κατά το Θεώρηµα 3.11 για το σύστηµα (4.3).
η̇x = u cos

(
ηθ + qsθ + (1 − q)s−

θ

)
− v sin

(
ηθ + qsθ + (1 − q)s−

θ

)
− q̇∆sx

η̇y = u sin
(
ηθ + qsθ + (1 − q)s−

θ

)
+ v cos

(
ηθ + qsθ + (1 − q)s−

θ

)
− q̇∆sy

η̇θ = r − q̇∆sθ

(4.3αʹ)


u̇ = m22

m11
vr − d11

m11
u + 1

m11
X

v̇ = −m11
m22

ur − d22
m22

v + 1
m22

Y

ṙ = m11−m22
m33

uv − d33
m33

r + 1
m33

N

(4.3ϐʹ)

Παραπάνω έχουµε χάριν συντοµίας γράψει q̇ = q̇
(
t −

⌊
t
T

⌋
T
)

και ∆s = [∆sx , ∆sy, ∆sθ]T =
s − s−. Επιπλέον ϑα γράφουµε1

cosθ = cos
(
ηθ + qsθ + (1 − q)s−

θ

)
sinθ = sin

(
ηθ + qsθ + (1 − q)s−

θ

)
.

Ισχύει πως d
dt cosθ = − sinθ r και d

dt sinθ = cosθ r.

4.2 Σχεδίαση Ελεγκτή

Επιλέγουµε να σχεδιάσουµε ελεγκτή για το σύστηµα (4.3) ϐασιζόµενοι στην τεχνική ba-
ckstepping2 αφού µπορούµε να το µετασχηµατίσουµε σε εικονικό, ατοµικό υποσύστηµα,
εµφωλιασµένο εντός µπλοκ ολοκληρωτή. Ο ολοκληρωτής αυτός γίνεται εµφανής αν ϑε-
ωρήσουµε την εικονική είσοδο τ = [τ1, τ2, τ3]T όπου τ1 =

m22
m11

vr − d11
m11

u + 1
m11

X , τ2 =

1Αποφεύγουµε τον συνήθη συµβολισµό ca = cos(a) και sa = sin(a) αφού µε sθ ήδη αναφερόµαστε στην τρίτη
συνιστώσα της ακολουθίας si

(⌊
t
T

⌋)
.

2Η τεχνική backstepping για τον έλεγχο µη-γραµµικών συστηµάτων αναπτύχθηκε την δεκαετία του 1990 από
τους P. Kokotovic, M. Arcak, M. Kristic, I. Kanellakopoulos et al. [65]. Μέχρι σήµερα οι διάφορες µορφές της
ϐρίσκουν ευρεία εφαρµογή, ιδιαίτερα σε προβλήµατα προσαρµοστικού και σθεναρού ελέγχου. Η αναδροµική
µέθοδος χρησιµοποιεί την εµφωλιασµένη µορφή µη-γραµµικών συστηµάτων για να πετύχει σταθεροποίηση
κάποιου ατοµικού υποσυστήµατος και εν συνεχεία να διαδώσει την ευστάθεια διαµέσου όλο και µεγαλύτερων
κλειστών ϐρόγχων. Λαµβάνει το όνοµά της επειδή κάθε επανάληψη µοιάζει να εκτελεί ¨βήµα προς τα πίσω¨
διαµέσου κάποιου ολοκληρωτή.
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−
m11
m22

ur − d22
m22

v + 1
m22

Y και τ3 = m11−m22
m33

uv − d33
m33

r + 1
m33

N που οδηγεί το υποσύστηµα (4.3ϐʹ)
σε άµεσα οδηγούµενη µορφή.

Λαµβάνουµε πρώτα τον αντίστροφο µετασχηµατισµό στροφής για το υποσύστηµα (4.3αʹ):

z =


zx

zy

zθ

 =


cosθ sinθ 0
− sinθ cosθ 0

0 0 1

 η ⇒


żx = u + zyr − q̇(cosθ ∆sx + sinθ ∆sy)

ży = v − zxr − q̇(− sinθ ∆sx + cosθ ∆sy)

żθ = r − q̇∆sθ

Με ξ = [u, v, r]T το σύστηµα (4.3) γράφεται στην µορφή του µπλοκ ολοκληρωτή που ακο-
λουθεί.

ż = f (z, t) + G(z)ξ (4.4αʹ)

ξ̇ = τ (4.4ϐʹ)

όπου

f (z, t) = −q̇


cosθ ∆sx + sinθ ∆sy
− sinθ ∆sx + cosθ ∆sy

∆sθ

 , G(z) =


1 0 zy

0 1 −zx

0 0 1

 .
Λαµβάνοντας το διάνυσµα ξ ως εικονική είσοδο για το υποσύστηµα της Εξίσωσης (4.4αʹ),
είναι προφανές πως επιλογή της εισόδου

ξ = φ(z, t) = −G−1(z)[f (z, t) + K1z], K1 ≻ 0, (4.5)

οδηγεί το υποσύστηµα σε ασυµπτωτική ευστάθεια. Συγκεκριµένα, µε χρήση της συνάρτησης
V1 =

1
2z

Tz προκύπτει πως

V̇1 =
θV1

θz
ż = −zTK1z < 0, ∀z , 0.

Για την επιλεγµένη εικονική είσοδο ξ = φ(z, t), η V1(z) είναι radially unbounded και ϑετικά
ορισµένη ενώ η παράγωγος V̇1 είναι αρνητικά ορισµένη, άρα το υποσύστηµα είναι globally
uniform asymptotically stable (GUAS). Επιστρέφουµε πλέον στο συνολικό σύστηµα (4.4)
και λαµβάνουµε την συνάρτηση V2 = V1(z) + 1

2 [ξ − φ(z, t)]T [ξ − φ(z, t)] οπότε ισχύει

V̇2 = −z
TK1z +

∂V1

∂z
G(z)[ξ − φ(z, t)] +

[
ξ − φ(z, t)

]T [
τ −

∂φ

∂z
(f (z, t) + G(z)ξ ) −

∂φ

∂t

]
.

Επιλέγοντας εισόδους

τ =
∂φ

∂z
(f (z, t) + G(z)ξ ) +

∂φ

∂t
−

(
∂V1

∂z
G(z)

)T
− K2[ξ − φ(z, t)], K2 ≻ 0 (4.6)

η συνάρτηση V2 γίνεται V̇2 = −zTK1z − [ξ − φ(z, t)]TK2[ξ − φ(z, t)] < 0, ∀(z, ξ ) , (0, φ(0, t)).
Συνεπώς, µε χρήση ελεγκτικού νόµου που δίνεται από τις Εξισώσεις (4.5) και (4.6), το
σύστηµα (4.4) καθίσταται globally uniform asymptotically stable και οδηγείται στα σηµεία
(0, φ(0, t)).
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4.2.1 Υπολογισµός Εικονικών Εισόδων

Οι Εξισώσεις (4.5) και (4.6) δίνουν την επιλεγµένη εικονική είσοδο τ για οποιουσδήποτε
ϑετικά ορισµένους πίνακες K1, K2. ∆ιαλέγοντας χωρίς ϐλάβη της γενικότητας τους δια-
γώνιους πίνακες K1 = diag([kx , ky, kθ]) και K2 = diag([ku , kv, kr]), µπορούν οι εικονικοί
νόµοι να υπολογιστούν αναλυτικά.

φ(z, t) = −


1 0 −zy

0 1 zx

0 0 1



−q̇(cosθ ∆sx + sinθ ∆sy) + kxzx
−q̇(− sinθ ∆sx + cosθ ∆sy) + kyzy

−q̇∆sθ + kθzθ


=


q̇(cosθ ∆sx + sinθ ∆sy) − kxzx − zy(q̇∆sθ − kθzθ)
q̇(− sinθ ∆sx + cosθ ∆sy) − kyzy + zx (q̇∆sθ − kθzθ)

q̇∆sθ − kθzθ

 .
(4.7)

Ταυτόχρονα υπολογίζονται οι µερικές παράγωγοι που ακολουθούν.

∂φ

∂z
(z, t) =


−kx −(q̇∆sθ − kθzθ) kθzy + q̇(− sinθ ∆sx + cosθ ∆sy)

q̇∆sθ − kθzθ −ky −kθzx − q̇(cosθ ∆sx + sinθ ∆sy)
0 0 −kθ

 (4.8)

∂φ

∂t
= q̈


cosθ ∆sx + sinθ ∆sy − zy∆sθ
− sinθ ∆sx + cosθ ∆sy + zx∆sθ

∆sθ

 (4.9)

4.2.2 Υπολογισµός Πραγµατικών Εισόδων

Οι πραγµατικές είσοδοι X, Y, N για τον έλεγχο του FASV, εξάγονται από τις επιλεγµένες
εικονικές εισόδους τ = [τ1, τ2, τ3]T και την Εξίσωση (4.6).

X = d11u −m22vr +m11τ1 (4.10αʹ)

Y = d22v +m11ur +m22τ2 (4.10ϐʹ)

N = d33r − (m11 −m22)uv +m33τ3. (4.10γʹ)

Η παραπάνω σχεδίαση συµπυκνώνεται στο εξής ϑεώρηµα για την συµφωνία εξόδων των
FASV συστηµάτων.

Θεώρηµα 4.15. ΄Εστω n µη γραµµικοί πράκτορες FASV σύµφωνα µε την Εξίσωση (4.1),
συνδεδεµένοι µε διάταξη επικοινωνίας που ικανοποιεί τις Υποθέσεις 1-4. ΄Εστω επιπλέον πως

κάθε πράκτορας είναι εφοδιασµένος µε τοπική συνάρτηση κόστους σύµφωνα µε τον ορισµό της

κλάσης Flocal. Με εφαρµογή του µετασχηµατισµού διανύσµατος εξόδου (4.2) και τοπικού νόµου

ελέγχου που δίνεται από τις Εξισώσεις (4.10) και (4.5), (4.6) το συσσωρευµένο διάνυσµα εξόδου

x(t) των πρακτόρων οδηγείται σε προσεγγιστική ϐέλτιστη συµφωνία lim supt→∞ ∥x(t)−x∗∥ ≤ cϸ,
c, ϸ > 0, ϸ αυθαίρετα επιλεγµένο από τον σχεδιαστή και c σταθερά ανεξάρτητη της επιλογής

αυτής.
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Σχήµα 4.2: ∆ίκτυο επικοινωνίας µεταξύ των πρακτόρων.

4.3 Προσοµοίωση Συστηµάτων

Για την επαλήθευση της σχεδίασης του Θεωρήµατος 4.15, δίνουµε αριθµητική προ-
σοµοίωση των επιλεγµένων ελεγκτών. Ως δίκτυο επικοινωνίας λαµβάνεται δαχτυλίδι πέντε
πρακτόρων κατά το Σχήµα 4.2, στο οποίο κάθε πράκτορας εφοδιάζεται µε τοπικό κριτήριο
fi : R3 → R, fi(xi) = ∥xi −x∗i ∥

2. ∆ιαλέγουµε τα σηµεία x∗1 = [1, 0, π/2]T , x∗2 = [−1, 0, π/2]T ,
x∗3 = [0.5, 0.5

√
3, π/2]T , x∗4 = [−0.5, 0.5

√
3, π/2]T και x∗5 = [0.5, −0.5

√
3, π/2]T . Α-

ντίστοιχα, σε κάθε πράκτορα δίνεται αρχική ϑέση xi(0) = x∗i και µηδενική αρχική ταχύτητα.

Για τις παραµέτρους της Εξίσωσης (3.3), ϑεωρούµε άνω ϕράγµα καθυστερήσεων d = 3
και επιλέγουµε τις σταθερές σ = 0.1 και ϐήµα a = 10−3. Με αµελητέο ϕράγµα ∥ηi∥ < ϸ

αναµένουµε απόκλιση O(
√
a) ∼ 10−2 από το ϐέλτιστο. Επαληθεύουµε πως το επιλεγµένο

ϐήµα ικανοποιεί την συνθήκη ευστάθειας της τοπολογίας κόστους a < σ
λmax
= 0.1.

΄Οσον αφορά τις παραµέτρους των FASV µοντέλων, ϑεωρούµε όµοιους πράκτορες, σύµ-
ϕωνα µε το [66, Πίνακα 1]. Συγκεκριµένα λαµβάνουµε m11 = 25.6, m22 = 33.8, m33 = 1.76
και d11 = 2, d22 = 10, d33 = 1. Για την ϱύθµιση κερδών στους τοπικούς ελεγκτές επιλέγουµε
K1 = diag([1, 1, 2]T ) και K2 = diag([1, 1, 2]T ).

Τα αποτελέσµατα τις προσοµοίωσης δίνονται στα Σχήµατα 4.3 έως 4.6. Στο Σχήµα 4.3
δίνεται η απόκλιση 1. των τοπικών εκτιµήσεων xi(t) από το σηµείο x∗ και 2. του συσσωρευ-
µένου διανύσµατος κατάστασης από την λύση του κατανεµηµένου προβλήµατος x∗ = 1n⊗x∗.
Η απόκλιση στην περιοχή σύγκλισης είναι της τάξης 10−3 όπως αναµένουµε από την επιλογή
ϐήµατος. Συµπεραίνουµε πως το σφάλµα της τάξης O(

√
a) κυριαρχεί. Μάλιστα, στο Σχήµα

4.4 ϕαίνεται πως κατά την µόνιµη κατάσταση της προσοµοίωσης οι µεταβλητές ϱύθµισης
∥ηi∥ ≤ 3.8 × 10−8, οπότε ο λόγος ϸ

a ∼ 10−5 είναι πράγµατι αµελητέος. Αφού ο όρος O(
√
a)

επικρατεί στον προσδιορισµό του σφάλµατος δεν αναµένεται ϐελτίωση της απόκλισης µε την
πάροδο του χρόνου προσοµοίωσης.

Στο Σχήµα 4.5 δίνονται οι συνιστώσες των µεταβλητών εξόδου των πρακτόρων ενώ στο
Σχήµα 4.6 αναπαριστώνται οι ελεγκτικές είσοδοι. Αξιοσηµείωτη είναι η ταχεία επίτευξη
συµφωνίας των πρακτόρων κοντά στο 0 ενώ εν συνέχεια ο στόχος x∗ προσεγγίζεται µε µι-
κρές ελεγκτικές µεταβολές σε µεγαλύτερη χρονική κλίµακα. Σηµειώνεται πως η ταχεία
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4.3 Προσοµοίωση Συστηµάτων

Σχήµα 4.3: Σύγκλιση τοπικών και συσσωρευµένης µεταβλητής κατάστασης πλησίον του ϐέλτι-
στου σηµείου συµφωνίας. Το τελικό σφάλµα απόκλισης της συσσωρευµένης κατάστασης είναι
3.7 × 10−3.

Σχήµα 4.4: Ρύθµιση ϐοηθητικών µεταβλητών ηi(t) για τους πράκτορες. Η µεταβλητή ∥η̃(t)∥
οδηγείται σε τάξη 10−8, σχηµατίζοντας λόγο ϸ

a ∼ 10−5.
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Κεφάλαιο 4. Σχεδίαση Μη-γραµµικών Ελεγκτών

Σχήµα 4.5: Μεταβολή συνιστωσών εκτίµησης των πρακτόρων FASV (συνεχίζεται).

συµφωνία στο 0 είναι αποτέλεσµα της ϱύθµισης των ϐοηθητικών µεταβλητών µε τις ακολου-
ϑίες si(k), k ≤ 0,∀i ∈ V αρχικοποιηµένες στο µηδέν. Η επίδραση των όρων συµφωνίας
και ϐαθµίδας της Εξίσωσης (3.3) ϕαίνεται να είναι πιο σταδιακή και να επιτυγχάνεται µε
µικρότερη ϱύθµιση των εισόδων στο Σχήµα 4.6. Επισηµαίνεται επιπλέον η αναµενόµενη
ταλαντωντική συµπεριφορά στις εισόδους που είναι αποτέλεσµα της ύπαρξης καθυστερήσε-
ων στην ανταλλαγή εκτιµήσεων. Αντίστοιχη συµπεριφορά παρατηρήθηκε στο προηγούµενο
κεφάλαιο, Σχήµα 3.6, µόνο για καθυστερήσεις d > 0.

Τέλος, στα Σχήµατα 4.7 και 4.8 αξιολογείται το σφάλµα µόνιµης κατάστασης ως συνάρ-
τηση της επιλογής ϐήµατος a. Συγκεκριµένα, στο πρώτο σχήµα ϕαίνεται πως η ϱύθµιση των
ϐοηθητικών µεταβλητών στο 0 επιτρέπει την αυθαίρετη ϱύθµιση του µεγέθους σφάλµατος
τελικής κατάστασης διαµέσου της επιλογής κατάλληλου ϐήµατος. Αντίστοιχα, εξετάζοντας το
άνω ϕράγµα που δόθηκε για την ευστάθεια του συστήµατος a < σ

λmax (Q) = 0.1 ϕαίνεται µέσω
προσοµοίωσης πως αυτό είναι αρκετά αυστηρό.

4.4 Συµπέρασµα

Στο Κεφάλαιο παρουσιάσαµε εφαρµογή του Θεωρήµατος 3.11 για την ϐέλτιστη συµ-
ϕωνία επιφανειακών ϑαλάσσιων σκαφών διαµέσου σχεδιασµού ϱυθµιστών των ϐοηθητικών
µεταβλητών ηi(t). Συγκεκριµένα εξετάσαµε την συµπεριφορά των FASV συστηµάτων υπό
το τροποποιηµένο σχήµα ελέγχου για να υποδείξουµε τα πλεονεκτήµατα αλλά και τις προ-
κλήσεις σχεδίασης µε ϐάση τον µετασχηµατισµό (3.1)-(3.3).

Ο προτεινόµενος µετασχηµατισµός επέτρεψε την αναδιατύπωση του προβλήµατος ϐέλ-
τιστης συµφωνίας ως ένα απλούστερο πρόβληµα ϱύθµισης των µη-γραµµικών µεταβλητών
(4.3). Ως εκ τούτου, µε χρήση γνωστών τεχνικών µη-γραµµικής σχεδίασης, κατασκευάσα-
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4.4 Συµπέρασµα

Σχήµα 4.5: Μεταβολή συνιστωσών εκτίµησης των πρακτόρων FASV (συνεχίζεται).

Σχήµα 4.5: Μεταβολή συνιστωσών εκτίµησης των πρακτόρων FASV.
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Κεφάλαιο 4. Σχεδίαση Μη-γραµµικών Ελεγκτών

Σχήµα 4.6: Νόµοι ελέγχου των πρακτόρων.
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4.4 Συµπέρασµα

Σχήµα 4.7: Σφάλµα τελικής κατάστασης εκτιµήσεων ως συνάρτηση ϐήµατος. Από την µονοτο-
νική συµπεριφορά των δειγµάτων ϕαίνεται πως η επίδραση του όρου ϸ

a είναι µικρή για µεγάλο
εύρος ϐηµάτων a.

Σχήµα 4.8: Πειραµατική αξιολόγηση του κριτηρίου ευστάθειας a < σ
λmax (Q) . Φαίνεται πως

το άνω ϕράγµα επιλογής ϐήµατος για το κριτήριο είναι αρκετά αυστηρό αφού η επιλογή
a = 0.1001 οδηγεί τις εκτιµήσεις των πρακτόρων στην αστάθεια ενώ για ϐήµα a = 0.0999
παραµένουν ευσταθείς.
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Κεφάλαιο 4. Σχεδίαση Μη-γραµµικών Ελεγκτών

µε ένα εύκολα υλοποιήσιµο σχήµα ελέγχου που επιτυγχάνει τον ασυµπτωτικό µηδενισµό
των προς ϱύθµιση µεταβλητών. Συνεπώς, οι µεταβλητές εξόδου xi οδηγούνται σε περιοχή
O(
√
a) γύρω από το σηµείο ϐέλτιστης συµφωνίας του προβλήµατος και µπορεί να επιτευχθεί

αυθαίρετα ικανή προσέγγιση του στόχου για κατάλληλα µικρό ϐήµα και ικανό αριθµό επα-
ναλήψεων. Κατά την σχεδίαση εκµεταλλευτήκαµε τους 3 ϐαθµούς ελευθερίας του µοντέλου
για να δείξουµε την επίτευξη συµφωνίας σε όλες τις µεταβλητές NED του σκάφους.

Επιπλέον, επαληθεύσαµε αριθµητικά τον προτεινόµενο ελεγκτή µε προσοµοίωση πέντε
πρακτόρων. Παρουσιάστηκε προσοµοίωση του αλγορίθµου στην οποία διαπιστώθηκε πως
καθοριστικός παράγοντας στην απόκλιση των εκτιµήσεων από το σηµείο ϐέλτιστης συµφω-
νίας είναι η επιλογή ϐήµατος και άρα µπορεί να επιτευχθεί αυθαίρετα ικανή προσέγγιση
του στόχου µε κατάλληλη επιλογή της σταθεράς a. Αυτή η συµπεριφορά επιτεύχθηκε ανε-
ξαρτήτως ϱύθµισης παραµέτρων του ελεγκτή. ∆είξαµε τέλος, µε αριθµητική µέθοδο πως το
προτεινόµενο άνω ϕράγµα σ

λmax
για την ευστάθεια την µεθόδου είναι αρκετά αυστηρό.
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Κεφάλαιο 5

Επίλογος

5.1 Σύνοψη

Τα συστήµατα κατανεµηµένης ϐελτιστοποίησης αποσκοπούν στην αποδοτική κατανοµή
πόρων µεταξύ ίσων πρακτόρων για την επίτευξη συναίνεσης των συµµετεχόντων γύρω από
περιοχή λειτουργίας που ϐελτιστοποιεί συνολικό κριτήριο κόστους, αποτελούµενο από τις
επί µέρους εκφράσεις κόστους των πρακτόρων. Οι πιο ικανοί και χρήσιµοι αλγόριθµοι
επίλυσης τέτοιων προβληµάτων εστιάζουν τουλάχιστον σε έναν από τους παρακάτω πυλώνες
κατανεµηµένου υπολογισµού.

1. Είναι εύκολα επεκτάσιµοι και αποδοτικοί σε µεγάλη κλίµακα ενσωµάτωσης. Χαρακτη-
ϱιστικό των κατανεµηµένων συστηµάτων είναι η ¨απλότητα¨ των πρακτόρων που τα
συνθέτουν και η ευκολία επαύξησης του κατανεµηµένου συστήµατος δίχως όρια. Η
πολυπλοκότητα ενός κατανεµηµένου συστήµατος προκύπτει από τις αλληλεπιδράσεις
των πρακτόρων και άρα κάποια αποδοτική µέθοδος επίλυσης πρέπει να κλιµακώνεται
ικανοποιητικά µε το πλήθος και τις διαύλους επικοινωνίας των κόµβων.

2. Είναι ανεκτικοί στην απώλεια κόµβων ή ακµών επικοινωνίας. Στον αντίποδα της αύξη-
σης κλίµακας ενσωµάτωσης, η ευπλαστότητα κατανεµηµένων συστηµάτων καθώς και
η πληθώρα σφαλµάτων συγχρονισµού, καθυστερήσεων και απώλειας πακέτων απαιτεί
οι µέθοδοι επίλυσης να είναι ανθεκτικές ως προς τις ατέλειες επικοινωνίας ή ακόµα
και την αποσύνδεση κόµβων από το δίκτυο. Εξασφαλίζεται έτσι η µέγιστη δυνατότη-
τα λειτουργίας των µεθόδων χωρίς την ανάγκη παρακολούθησης ηγετικού κόµβου ή
επικοινωνίας διαµέσου ϕορτωµένων διαύλων.

3. ∆ιατηρούν την ιδιωτικότητα και ασφάλεια εκτιµήσεων των πρακτόρων. Με αυτόν τον
τρόπο στο δίκτυο διαδίδεται µόνο η απολύτως απαραίτητη πληροφορία µεταξύ γει-
τόνων και ελαχιστοποιούνται οι πιθανότητες διαρροής των τοπικών κριτηρίων προς
ϐελτιστοποίηση.

Στην εργασία αυτή µελετήσαµε τον διακριτό αλγόριθµο κατάβασης ϐαθµίδας DGD, έναν
από τους καλύτερα τεκµηριωµένους και ευρέως χρησιµοποιούµενους αλγόριθµους ϐελτι-
στοποίησης. Μοντελοποιήσαµε προβλήµατα κατευθυνόµενων διαύλων µε καθυστερήσεις και
σταθερό ϐήµα εκµάθησης, επιτυγχάνοντας έτσι προσέγγιση του στόχου µε αυθαίρετα επιλεγ-
µένη ακρίβεια αλλά και ταχύτερο ϱυθµό συγκριτικά µε αλγορίθµους µειούµενου ϐήµατος.
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Κεφάλαιο 5. Επίλογος

Ο σκοπός της µελέτης ήταν διπλός. Πρώτα, ως προς την συµπεριφορά της ίδιας της µεθόδου,
αποδείξαµε πως η σύγκλιση εκτιµήσεων είναι ανθεκτική σε άγνωστες, ϕραγµένες διαταραχές
στον Κανόνα Ενηµέρωσης (3.5) και οδηγείται εκθετικά εντός περιοχής του ϐέλτιστου σηµείου
συµφωνίας. Επιπλέον, προσδιορίσαµε το µέγεθος της περιοχής αυτής και την χαρακτηριστι-
κή της εξάρτηση 1. από την επιλογή ϐήµατος και 2. από το µέγεθος των διαταραχών.

Στην συνέχεια, χρησιµοποιήσαµε τα αποτελέσµατα της διακριτής ανάλυσης για να κα-
τασκευάσουµε µεθοδολογία οδήγησης µη-γραµµικών συστηµάτων ώστε, κατά συγχρονι-
σµένους χρόνους δειγµατοληψίας, να µεταβάλουν την κατάστασή τους σύµφωνα µε τον
διακριτό νόµο. ΄Ετσι, αναδιατυπώνεται ο ελεγκτικός στόχος ϐέλτιστης συµφωνίας : αντί να
επιλύεται το δυσκολότερο πρόβληµα, αρκεί η ϱύθµιση τοπικών µη-γραµµικών µεταβλητών
των πρακτόρων σε πρακτική ευστάθεια γύρω από το µηδέν. Επιτυγχάνοντας την ϱύθµιση
των ϐοηθητικών µεταβλητών στο 0 δείξαµε πως καθοριστικός παράγοντας για το µέγεθος
της περιοχής σύγκλισης γίνεται το επιλεγµένο ϐήµα εκµάθησης a και άρα επιτυγχάνεται
αυθαίρετα ικανή προσέγγιση του ϐελτίστου. Θεωρούµε πως αυτή η πρωτότυπη µέθοδος
πλαισίωσης ενός προβλήµατος ϐελτιστοποίησης υπό το πρίσµα της σταθεροποίησης είναι το
σηµαντικότερο αποτέλεσµα της εργασίας µας.

Επαληθεύσαµε τέλος τα ευρήµατά µας αριθµητικά, εκτελώντας προσοµοιώσεις τόσο για
την σύγκλιση του διακριτού Κανόνα Ενηµέρωσης (3.5) όσο και στο µη γραµµικό FASV
µοντέλο σκαφών.

5.2 Μελλοντικές Επεκτάσεις

Η µεθοδολογία που αναπτύχθηκε στα πλαίσια αυτής της εργασίας έχει ήδη δείξει εξαι-
ϱετική ισχύ διαµέσου της ϐελτιστοποίησης µη-γραµµικών συστήµατος µε ¨κλασσικές¨ µε-
ϑόδους ϱύθµισης και έτσι αποτελεί έναυσµα για περαιτέρω µελέτη ολοκληρωµένων µεθόδων
οδήγησης µη-γραµµικών πρακτόρων ϐάσει διακριτών αλγορίθµων. Παραθέτουµε παρακάτω
µερικά από τα πιο καίρια ερωτήµατα που γεννώνται από την εργασία.

Ως προς τον αλγόριθµο προς ενσωµάτωση

Μελέτη χαρακτηριστικών σθεναρότητας άλλων αλγορίθµων διακριτής ϐελτιστοποίησης
στις διαταραχές και της ενσωµάτωσης τους σε µη-γραµµικά υποσυστήµατα. Ενδιαφέρον ϑα
έχει η µελέτη άλλων αλγορίθµων µε σταθερά ϐήµατα προσαρµογής όπως ο Distibuted Ne-
sterov gradient with Consensus (DN-C) [40] και ο EXTRA [41]. Επιπλέον, πιθανόν χρήσιµη
ϑα είναι η ανάπτυξη µεθόδου για την χρήση batch-update αλγορίθµων εκτιµήσεων [40] µε
χρήση ιδιωτικού και δηµοσίου ϱολογιού . Εκτός από την εξερεύνηση περισσότερων αλγορίθ-
µων, αξίζει να εξεταστεί και ποιες µέθοδοι επιτάχυνσης αλγορίθµων (Nesterov acceleration,
proximal-gradient κλπ) µπορούν να ενσωµατωθούν στις διακριτές µεθόδους και εάν ή πώς
επηρεάζουν την συµπεριφορά του τροποποιηµένου, συνεχούς χρόνου συστήµατος.

Ως προς τις ελάχιστες υποθέσεις επίτευξης ϐελτιστοποίησης

Στην ϐιβλιογραφία ϐελτιστοποίησης κεντρικό ϱόλο διαδραµατίζουν οι υποθέσεις λειτουρ-
γίας ενός αλγορίθµου και πόσο αυτές µπορούν να χαλαρωθούν. Υπό αυτό το πρίσµα, το πιο
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5.2 Μελλοντικές Επεκτάσεις

ενδιαφέρον ερώτηµα που προκύπτει είναι το εξής : αν ή πώς διαφέρουν οι αναγκαίες υπο-
ϑέσεις κάποιου διακριτού αλγορίθµου από τις απαραίτητες υποθέσεις για την χρήση του αλ-
γορίθµου διαµέσου της µεθόδου που παρουσιάστηκε. Αλλιώς, διερωτόµαστε ποιες επιπλέον
υποθέσεις εισάγει η µέθοδος ενσωµάτωσης του αλγορίθµου καθεαυτή και πως επηρεάζονται
οι πιθανές εφαρµογές. ΄Αλλα ενδιαφέροντα ερωτήµατα σχετικά µε την χαλάρωση υποθέσεων
αφορούν την τοπολογία επικοινωνίας και την µορφή των κριτηρίων κόστους. Συγκεκριµένα,
αξίζει να διερευνηθεί 1. ποια επιπλέον σφάλµατα επικοινωνίας µπορούν να υποστηριχθούν
από τον αλγόριθµο DGD και πως επιδρούν στην µεταβολή καταστάσεων και 2. πως µπορεί
ο αλγόριθµος να επεκταθεί στην ϐελτιστοποίηση µη-κυρτών ή και µη-διαφορίσιµων συναρ-
τήσεων.

΄Ενα ιδιαίτερο σηµείο που µας ελκύει στην συγκεκριµένη περιοχή αφορά την ασφάλεια
του συστήµατος και την ορθότητα των εκτιµήσεων που διατρέχουν το δίκτυο. Αξίζει να εξε-
ταστεί πόσο ανθεκτική είναι αυτή η κατανεµηµένη µέθοδος σε κακοπροαίρετους πράκτορες
και τι κενά ασφαλείας δηµιουργούνται από την χρήση διακριτού νόµου ενηµέρωσης για την
οδήγηση πρακτόρων συνεχούς χρόνου.

Ως προς την υλοποίηση του ελεγκτή

Τέλος, στρεφόµενοι σε ερωτήµατα υλοποίησης των µεθόδων που περιγράφονται, η ερ-
γασία παρουσίασε µόνο µια µαθηµατική αφαίρεση των υπολογιστικών απαιτήσεων µνήµης
και επικοινωνίας για τους πράκτορες και το δίκτυο. Θεωρούµε πως αξίζει να εξεταστεί η
αρχιτεκτονική σχεδίαση των online ελεγκτών, ιδιαίτερα όσον αφορά τεχνικές επιτάχυνσης
των ϑεµελιωδών λειτουργιών υπολογισµού ϐαθµίδας και γραφής / ανάγνωσης της µνήµης
εκτιµήσεων των γειτόνων.
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