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Περίληψη

Σε αυτή την εργασία, προτείνουµε µια καινούργια προσέγγιση για την επίλυση του
προβλήµατος ϐέλτιστης συµφωνίας κινούµενων ϱοµπότ τύπου unicycle. Στο προτεινόµενο
σχήµα κάθε ϱοµπότ (πράκτορας) χρησιµοποιεί µόνο δείγµατα από τις εξόδους των γειτόνων
του ανά µεγάλα χρονικά διαστήµατα, κάτι που καθιστά την συχνότητα επικοινωνίας των
πρακτόρων αρκετά χαµηλή. Για το σκοπό αυτό εισάγουµε συνεχείς ϐοηθητικές µεταβλητές
εµπνευσµένες από τον Κατανεµηµένο Επαυξηµένο Lagrangian Αλγορίθµο [1]. Η συνέχεια
των µεταβλητών αυτών διασφαλίζεται µε την χρήση κατάλληλων συναρτήσεων εξοµάλυνσης
που µας επιτρέπουν να ενσωµατώσουµε σταδιακά τα δείγµατα στις νέες µεταβλητές εντός
µιας περιόδου δειγµατοληψίας. Στο πρώτο κοµµάτι της εργασίας αποδεικνύεται ότι µε την
ϱύθµιση των GRAdient- based Smoothed optimal consensus with SParse communication
(GRASSP) µεταβλητών σε µια γειτονιά του µηδενός, επιτυγχάνεται προσεγγιστική ϐέλτιστη
συµφωνία των πρακτόρων. Στο δεύτερο κοµµάτι, σχεδιάζονται πρωτότυποι µη γραµµικοί,
κατανεµηµένοι ελεγκτές ϐάση της δυναµικής των unicycle - πρακτόρων για τη ϱύθµιση των
GRASSP µεταβλητών εξασφαλίζοντας έτσι την προσεγγιστική ϐέλτιστη συµφωνία των εξόδων
τους. Επίσης, µε τους προτεινόµενους νόµους ελέγχου αποδεικνύεται ότι όλα τα σήµατα
κλειστού ϐρόγχου παραµένουν ϕραγµένα. Τέλος, παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα προσο-
µοιώσεων σε µια οµάδα από unicycles, τα οποία επιβεβαιώνουν την αποτελεσµατικότητα της
προτεινόµενης προσέγγισης.

Λέξεις Κλειδιά

Κατανεµηµένη Βελτιστοποίηση, Βέλτιστη Συµφωνία, Μη Γραµµικός ΄Ελεγχος µη Ολονο-
µικών Συστηµάτων, Πολυπρακτορικά Συστήµατα, Χαµηλή Συχνότητα Επικοινωνίας
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Abstract

In this work, we propose a new framework to solve the problem of optimal consensus
for unicycle-type wheeled mobile robots. In the proposed scheme, each robot (agent) only
uses samples from the outputs of its neighbors at large time intervals, which results in a
relatively low communication frequency among the agents. To achieve this, we introduce
continuous auxiliary variables inspired by the Distributed Augmented Lagrangian Algo-
rithm [1]. The continuity of these variables is ensured by using appropriate smoothing
functions that gradually incorporate the samples into the new variables within a sampling
period. In the first part of the work, it is proven that by regulating the GRAdient-based
Smoothed optimal consensus with SParse communication (GRASSP) variables in a nei-
ghborhood of zero, approximate optimal consensus of all agent outputs is achieved. In
the second part, novel non-linear, distributed controllers based on the dynamics of uni-
cycle - agents are designed in order to regulate the GRASSP variables, thus ensuring the
approximate optimal consensus of their outputs. Additionally, it is demonstrated that
with the proposed control laws, all closed-loop signals remain bounded. Finally, simula-
tion results are presented for a group of unicycles, that confirm the effectiveness of the
proposed approach.

Keywords

Distributed Optimization, Optimal Consensus, Nonlinear Control of Nonholonomic
Systems, Multi-Agent Systems, Low Communication Frequency.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Η ϑεωρία ελέγχου κάνει αισθητή την εµφάνιση της στις αρχές του 20ού αιώνα όταν
οι αδερφοί Wright πραγµατοποίησαν την πρώτη επιτυχηµένη πτήση µηχανοκίνη-

του αεροπλάνου που έγινε ποτέ, υλοποιόντας ένα συµβατικό σύστηµα ελέγχου πτήσης του
αεροσκάφους σταθερής πτέρυγας (AFCS). Εµπνευσµένοι από αυτό, οι επιστήµονες έχουν
στρέψει όλο και περισσότερο την προσοχή τους στην ϑεωρία ελέγχου. Για παράδειγµα, κατά
τη διάρκεια του Β΄ Παγκοσµίου Πολέµου, αναπτύχθηκαν και εφαρµόστηκαν συστήµατα ε-
λέγχου πυροβολικού, συστήµατα καθοδήγησης και ελέγχου πυραύλων και διάφορων άλλων
ηλεκτρονικών συσκευών. Τις προηγούµενες δεκαετίες, ο έλεγχος ενός µόνο συστήµατος ανα-
πτύχθηκε αρκετά και προτάθηκαν πολλές διαφορετικές µεθοδολογίες, όπως ο αναλογικός-
ολοκληρωτικός-διαφορικός έλεγχος (PID), ο προσαρµοστικός έλεγχος, ο σθεναρός έλεγχος
και ο ασαφής έλεγχος.

Τα τελευταία χρόνια, λόγω της ύπαρξης πολλών σύνθετων συστηµάτων που είναι δύσκολο
να υλοποιηθούν, αναπτύχθηκε µια διαφορετική προσέγγιση για την ανάλυση τους. Η ϐασική
ιδέα είναι η διάσπαση του σύνθετου συστήµατος σε άλλα απλά υπο-συστήµατα, όπου ϑα
επικοινωνούν µεταξύ τους και ϑα εκτελεί το καθ΄ένα µια συγκεκριµένη λειτουργία. Αυτά τα
πολλαπλά διασυνδεδεµένα συστήµατα καλούνται κατανεµηµένα συστήµατα.

Ο έλεγχος των κατανεµηµένων συστηµάτων [3] έχει προσελκύσει ιδιαίτερα τους ερευνη-
τές της κοινότητας του αυτοµάτου ελέγχου, που ανέπτυξαν δύο διαφορετικές προσεγγίσεις
στο πρόβληµα. Η πρώτη αφορά τον συγκεντρωτικό (centralized) έλεγχο και ϐασίζεται στην
υπόθεση ύπαρξης ενός ισχυρού κεντρικού συστήµατος που είναι διαθέσιµο για τον έλεγ-
χο των υπόλοιπων απλών συστηµάτων ή µιας οµάδας αυτών. Ο δεύτερος τρόπος ελέγχου
των κατανεµηµένων συστηµάτων καλείται αποκεντρωµένος (decentralized) ή κατανεµηµένος
(distributed). Εδώ δεν απαιτείται η ύπαρξη ενός κεντρικού συστήµατος αλλά το κάθε σύστη-
µα ενεργεί µε ϐάση κάποια τοπική πληροφορία που έχει διαθέσιµη. Αν και ο κατανεµη-
µένος έλεγχος είναι πιο πολύπλοκος , είναι και ο πιο ϱεαλιστικά εφαρµόσιµος λόγω των
αναπόφευκτων ϕυσικών περιορισµών, όπως είναι η περιορισµένη εµβέλεια επικοινωνίας, το
πεπερασµένο εύρος Ϲώνης και ο µεγάλος αριθµός συστηµάτων που εµπλέκονται.

Τα αυτόνοµα αυτά συστήµατα είναι ευρέως διαδεδοµένα ως πράκτορες (agents), όπου
οι πολλαπλοί διασυνδεδεµένοι πράκτορες ορίζουν το πολυπρακτορικό σύστηµα (multiagent
system). Αξίζει να αναφερθεί ότι ο µαθηµατικός τρόπος αναπαράστασης τέτοιων συστηµάτων-
δικτύων γίνεται µε τη ϐοήθεια γράφων όπου κάθε κόµβος του γράφου είναι ένας πράκτορας
του συστήµατος και οι ακµές που ενώνουν τους πράκτορες εκφράζουν την αλληλεπίδραση
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

µεταξύ τους και την πιθανή διάχυση κάποιου είδους πληροφορίας. Στην εικόνα 1.1 ϕα-
ίνεται ένα παράδειγµα κατανεµηµένου δικτύου όπου περιγράφηκε. ΄Ενα από τα ϐασικά
προβλήµατα που έχουν εφαρµογή τα πολυπρακτορικά συστήµατα είναι το πρόβληµα οµο-
ϕωνίας (Consensus). Σύµφωνα µε αυτό, οι πράκτορες συγκλίνουν σε µια κοινή επιθυµητή
κατάσταση, µε ϐάση τους περιορισµούς στην ανταλλαγή πληροφορίας µεταξύ ενός πράκτορα
και των υπολοίπων πρακτόρων του δικτύου. ∆ιάφορα πρωτόκολλα Consensus αναπτύχθη-
καν στο [4]. Το κίνητρο για την επιστηµονική κοινότητα ώστε να εισάγει αυτές τις έννοιες
και να ερευνήσει περαιτέρω αυτού του είδους τα συστήµατα είναι η µελέτη παρόµοιων συ-
µπεριφορών από τη ϕύση, όπως σµήνη πουλιών, ψαριών και αγέλες Ϲώων (Εικόνα 1.2). Σε
αυτά τα ϕυσικά συστήµατα κάθε µέλος έχει το δικό του κινησιολογικό ένστικτο, ωστόσο η
συνολική κίνηση καθιστά την οµάδα να ϕαίνεται σαν µια µοναδική οντότητα µε τους δικούς
της νόµους κίνησης, ψυχολογίας και ανταπόκρισης στα εξωτερικά γεγονότα. Οι συλλογικές
κινήσεις επιτρέπουν στην οµάδα να πετύχει τον επιθυµητό της στόχο, πράγµα που το κάθε
µέλος µόνο του δεν µπορεί να καταφέρει.

Πιο πρόσφατα, εµφανίστηκαν διάφορα Ϲητήµατα σχετικά µε την κατανοµή περιορισµένων
πόρων σε εφαρµογές αυτόµατου ελέγχου, σχεδίασης ηλεκτρονικών κυκλωµάτων, µηχανικής
µάθηση κ.λπ. τα οποία δηµιούργησαν την ανάγκη κατανεµηµένης επίλυσης του προβλήµα-
τος ϐέλτιστης συµφωνίας (optimal consensus task). Το πρόβληµα ϐέλτιστης συµφωνίας
είναι ένα καθιερωµένο πρόβληµα οµοφωνίας (Consensus) όπου µπορεί να λυθεί µε τεχνι-
κές συνεργατικού ελέγχου, ταυτόχρονα µε την επίλυση ενός κατανεµηµένου προβλήµατος
ϐελτιστοποίησης (distributed optimization problem). Σύµφωνα µε αυτό, κάθε πράκτορας
εφοδιάζεται µε µια τοπική συνάρτηση κόστους και το σύνολο των πρακτόρων στοχεύει να συ-
γκλίνει προς το ελάχιστο του αθροίσµατός των συναρτήσεων αυτών, χρησιµοποιώντας µόνο
περιορισµένες, τοπικές πληροφορίες [2].

Οι αλγόριθµοι κατανεµηµένης ϐελτιστοποίησης έχουν απασχολήσει ιδιαίτερα την ερευνη-
τική κοινότητα του αυτοµάτου ελέγχου, µε σηµαντικές εφαρµογές σε έξυπνα δίκτυα, δίκτυα
αισθητήρων και οµάδες ϱοµπότ [5], [6]. Οι αλγόριθµοι αυτοί είναι κατανεµηµένοι µε την έν-
νοια ότι ο κάθε πράκτορας έχει διαθέσιµο για χρήση µόνο το διάνυσµα ϐαθµίδας (gradient)
της τοπικής τους συνάρτησης κόστους και τις µετρήσεις από τους γείτονες. Επίσης, ευρέως
χρησιµοποιηµένοι είναι και στον τοµέα της ενέργειας όπου σκοπεύουν στον συντονισµό και
την ϐέλτιστη κατανοµή ενεργειακών πόρων. Συγκεκριµµένα, ένα απο τα κύρια προβλήµατα
όπου εφαρµόζονται αλγόριθµοι κατανεµηµένης ϐελτιστοποίησης είναι το Economic Dispatch
Problem (EDP) που αφορά στη λειτουργία των ηλεκτρικών δικτύων. Η επίλυση του EDP συ-
νίσταται στον εντοπισµό ενός συνδυασµού ισχύος εξόδου µεταξύ όλων των γεννητριών που
δίνει το χαµηλότερο κόστος λειτουργίας ενώ διατηρεί τους περιορισµούς του συστήµατος [7].

Συνοψίζοντας, η παρουσία των πιο πάνω προβληµάτων στη Ϲωή µας αυξάνεται ϱαγδαία,
πράγµα που καθιστά επιτακτική ανάγκη την µελέτη, τον σχεδιασµό και την ανάπτυξη των
µεθόδων αυτών που ϑα µας δόσουν την ϐέλτιστη λύση στα υπάρχοντα προβλήµατα αλλά και
που ϑα προνοήσουν λύσεις σε µελλοντικά.
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1.1 Αντικείµενο της διπλωµατικής

Εικόνα 1.1: Κατανεµηµένο δίκτυο

Εικόνα 1.2: Συλλογική κίνηση διαφόρων ει-
δών Ϲώων [2]

1.1 Αντικείµενο της διπλωµατικής

Η διπλωµατική ϑα αντιµετωπίσει το πρόβληµα της προσεγγιστικής ϐέλτιστης συµφωνίας
για κινούµενα ϱοµπότ χρησιµοποιώντας µόνο δείγµατα από τις εξόδους των γειτονικών πρα-
κτόρων τα οποία λαµβάνονται σε αραιά χρονικά διαστήµατα. Παράλληλα, η σχεδίαση µας
ϑέλουµε να οδηγήσει τα κινούµενα ϱοµπότ στο σηµείο ϐέλτιστης συµφωνίας µε συγκεκρι-
µένο προσανατολισµό. Αρχικά, ορίζουµε τις GRAdient- based Smoothed optimal consen-
sus with SParse communication (GRASSP) µεταβλητές όπου ενσωµατώνουµε τα ϐήµατα του
κατανεµηµένου επαυξηµένου lagrangian (EL) αλγόριθµου, µε σκοπό να αποδείξουµε ότι επι-
τυγχάνουµε προσεγγιστική ϐέλτιστη συµφωνία εφόσον οι GRASSP µεταβλητές συγκλίνουν σε
µια γειτονιά του µηδενός. Στη συνέχεια, σχεδιάζουµε έναν κατανεµηµένο νόµο ελέγχου χρη-
σιµοποιώντας τις µεταβλητές αυτές, όπου τα κινούµενα ϱοµπότ συγκλίνουν προσεγγιστικά
στην ϐέλτιστη τιµή συµφωνίας µε συγκεκριµένο προσανατολισµό το κάθενα. Επιπρόσθετα,
ϑα πρέπει όλα τα σήµατα στον κλειστό ϐρόχο να παραµένουν ϕραγµένα.

1.1.1 Συνεισφορά

Η κύρια ερευνητική συνεισφορά της διπλωµατικής συνοψίζεται στα εξής :

1. Λύνουµε το πρόβληµα προσεγγιστικής ϐέλτιστης συµφωνίας για κινούµενα ϱοµπότ µε
µη ολονοµικούς περιορισµούς.

2. Ο κάθε πράκτορες έχει χαµηλή συχνότητα επικοινωνίας µε τους γείτονες λαµβάνο-
ντας έτσι περιορισµένη πληροφορία και συγκεκριµµένα µόνο αραιά δείγµατα από τις
εξόδους τους. Αυτό είναι πολύ σηµαντικό λόγω της ύπαρξης περιορισµών στο εύρος
Ϲώνης σε δίκτυα επικοινωνίας.

3. Εισάγουµε τις GRASSP µεταβλητές όπου επιτρέπουν να επαναδιατυπωθεί το πρόβληµα
ϐέλτιστης συµφωνίας σε ένα πρόβληµα ϱύθµισης των νέων µεταβλητών. ΄Ετσι, µας
επιτρέπουν τη χρήση κλασικών τεχνικών ελέγχου για την επίλυσή του.

4. Εισάγουµε ϐοηθητικές συναρτήσεις όπου επιτρέπουν καθυστερήσεις επικοινωνίας µε-
ταξύ των πρακτόρων, καθώς περνά κάποιος χρόνος µέχρι να χρησιµοποιήσουν τα δε-
ίγµατα απο τους γείτονες.
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

1.2 Σχετικές Εργασίες

Η µελέτη των αλγορίθµων κατανεµηµένης ϐελτιστοποίησης ξεκίνησε από την δεκαετία
του 80 από την διδακτορική διατριβή του J. Tsitsiklis [8], ο οποίος ανέπτυξε ένα πλαίσιο
για την ανάλυση των κατανεµηµένων υπολογιστικών µοντέλων, και συνεχίστηκε στην [9] µε
την ανάπτυξη κατανεµηµένων ασύγχρονων ντετερµινιστικών και στοχαστικών αλγορίθµων
ϐελτιστοποίησης µε την χρήση ϐαθµίδας. Με το πέρασµα των χρόνων και την ολοένα αυξα-
νόµενη εµφάνιση δικτυακών συστηµάτων, µεγάλωσε ακόµη περισσότερο το ενδιαφέρον των
ερευνητών στο αντικείµενο αυτό µε αποτέλεσµα την ανάπτυξη πολλών διαφορετικών µεθόδων
κατανεµηµένης ϐελτιστοποίησης τόσο διακριτού χρόνου όσο και συνεχούς.

Στους αλγόριθµους διακριτού χρόνου περιλαµβάνονται οι αλγόριθµοι µε µειούµενες τι-
µές ϐηµάτων [10], όπου προτείνεται ο κατανεµηµένος αλγόριθµος κατάβασης υποβαθµίδας
(Distributed Gradient Descent (DGD)). Με ϐάση αυτόν, κάθε πράκτορας εκτελεί ένα ϐήµα
οµοφωνίας και έπειτα ένα ϐήµα κατάβασης κατά µήκος της τοπικής (υπο)βαθµίδας της δικής
του κυρτής αντικειµενικής συνάρτησης. Λόγω της αργής σύγκλισής του, οι D. Jakovetic, J.
Xavier και J. M. F. Moura [11] πρότειναν µια παραλλαγή του, όπου χρησιµοποιούν central-
ized Nesterov gradient µέθοδο εµπνευσµένοι από το [12]. Ακόµη µια κατηγορία αλγορίθµων
διακριτού χρόνου είναι οι αλγόριθµοι µε σταθερό µέγεθος ϐήµατος όπου συγκλινουν γραµ-
µικά στη ϐέλτιστη λύση. Συγκεκριµµένα, στην εργασία τους οι W. Shi, Q. Ling, G. Wu και
W. Yin [13] πρότειναν τον αλγόριθµο EXTRA που µπορεί να ϑεωρηθεί ως ο DGD µε σταθε-
ϱό µέγεθος ϐήµατος και µε έναν επιπλέον αθροιστικό όρο για τη διόρθωση του σφάλµατος
που προκαλείται από τον DGD. Σε αυτή την κατηγορία τοποθετούνται και οι αλγόριθµοι
µε δυϊκή προσέγγιση όπως στο [1], όπου ϑα αναφερθούµε εκτενέστερα αργότερα καθώς το
χρησιµοποιούµε στην ανάλυσή µας.

Από την άλλη, αν και οι κλασσικοί αλγόριθµοι κατανεµηµένης ϐελτιστοποίησης είναι
διακριτού χρόνου, αναπτύχθηκαν και αλγόρθµοι συνεχούς χρόνου, κυρίως επειδή πολλά
συστήµατα, όπως τα ϱοµπότ, λειτουργούν σε συνεχή χρόνο και υπάρχουν πολλές ανεπτυγ-
µένες τεχνικές ελέγχου χρησιµοποιώντας ϑεωρία ευστάθειας Lyapunov που διευκολύνουν
την ανάλυση. Οι αλγόριθµοι συνεχούς χρόνου χωρίζονται σε first-order gradient-based και
σε second-order, ανάλογα µε το αν χρησιµοποιούν την πρώτη τάξη ϐαθµίδας ή τη δευτέρας
τάξης Εσσιανή. Οι first-order gradient-based αποτελούνται κυρίως από κατανεµηµένους PI
αλγόριθµους, που ακολουθούν την δοµή του PI ελέγχου [14]. Οι δευτέρας τάξης αλγόριθµοι
είναι πιο γρήγοροι στην σύγκλιση όπως µπορούµε να παρατηρήσουµε στον Zero-Gradient-
Sum αλγόριθµο που ανέπτυξαν οι Lu και Tang [15]. Περισσότερους αλγόριθµους κατανε-
µηµένης ϐελτιστοποίησης καθώς και περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε τους πιο πάνω
που προαναφέρθηκαν µπορούµε να ϐρούµε στο [16].

Οι µέθοδοι κατανεµηµένης ϐελτιστοποίησης πολυπρακτορικών συστηµάτων, εκτός από
την υλοποίηση τους σε µη δυναµικά συστήµατα που µεταβάλλουν την κατάσταση τους µέσα
από κάποιο κανόνα ενηµέρωσης, έχουν σηµαντική εφαρµογή και σε πράκτορες µε δυνα-
µική. Αυτά τα προβλήµατα είναι σαφώς πιο πολύπλοκα καθώς ενσωµατώνονται σχήµατα
ακύρωσης της τοπικής συµπεριφοράς του κάθε πράκτορα. Πρόσφατες έρευνες έχουν γίνει
για κατανεµηµένη ϐελτιστοποίηση ολοκληρωτών και γραµµικών πρακτόρων [17],[18].

Μια σηµαντική πρόκληση που κλήθηκαν να αντιµετωπίσουν οι ερευνητές είναι η ϐέλτιστη
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1.3 Οργάνωση του τόµου

συµφωνία για µη γραµµικούς πράκτορες. Στο [19] µελετήθηκε η ϐέλτιστη συµφωνία για µη
γραµµικούς πράκτορες µε διαταραχές, προστέθηκε αβέβαιο µη γραµµικό πολυπρακτορικό
σύστηµα στο [20] όπου αντιµετωπίστηκε µε προσαρµοστική τεχνική και επιπλέον επιλύθηκε
για µεγάλης τάξης µη γραµµικά πολυπρακτορικά συστήµατα µε άγνωστη δυναµική [21].
Επιπρόσθετα, µια καινοτόµος µέθοδος έχει προταθεί από τους A. K. Gkesoulis, H. E. Psil-
lakis και A.-R. Lagos [22] όπου εισάγουν τις Optimal consensus proportional and integral
(OCPI) µεταβλητές για να µετατρέψουν το πρόβληµα ϐέλτιστης συµφωνίας µη γραµµικών
πρακτόρων µε άγνωστες διαταραχές και καθυστερήσεις κατάστασης σε πρόβληµα ϱύθµισης
των µεταβλητών αυτών. Επιπλέον, ιδιαίτερη έµφαση ϑέλουµε να δώσουµε στην εργασία των
H. E. Psillakis και K. A. Oikonomidis [23], στην οποία λύνουν το πρόβληµα προσεγγιστικής
ϐέλτιστης συµφωνίας σχεδιάζοντας προσαρµοστικούς ασαφείς κατανεµηµένους ελεγκτές για
Lagrangian πράκτορες. Με παρόµοιο τρόπο µε την παρούσα εργασία, εισάγουν τις καινούρ-
γιες EXTRA-based Smoothed Optimal Consensus (EXTRA-SOC) µεταβλητές για να δείξουν
αργότερα ότι ϱυθµίζοντας αυτές σε µια γειτονία του µηδέν, διασφαλίζεται η προσεγγιστική
ϐέλτιστη συµφωνία των εξόδων των πρακτόρων.

1.3 Οργάνωση του τόµου

Η ενότητα αυτή παρέχει µια σφαιρική εικόνα της δοµής της παρούσας εργασίας. Συγκε-
κριµένα ο τόµος οργανώνεται σε πέντε κεφάλαια, όπου το περιεχόµενο του καθενός σκια-
γραφείται παρακάτω:

Κεφάλαιο 1 - Εισαγωγή

Περιγράφει το αντικείµενο µαζί µε κάποιες ϐασικές έννοιες της παρούσας εργασίας, τονίζεται
η συνεισφορά της ενώ αναφέρονται αντίστοιχες σχετικές εργασίες της ϐιβλιογραφίας.

Κεφάλαιο 2 - Θεωρητικό υπόβαθρο

∆ίνεται το ϑεωρητικό µέρος εκπόνησης της µελέτης κάνοντας αναφορές στη ϑεωρία γράφων
2.1, στη ϑεωρία πινάκων 2.2, τη ϑεωρία Lyapunov 2.3, σε µαθηµατική ανάλυση 2.4 και στον
Επαυξηµένο Lagrangian Αλγόριθµο 2.5.

Κεφάλαιο 3 - Προσεγγιστική Βέλτιστη Συµφωνία

Παρουσιάζεται το πρόβληµα προσεγγιστικής ϐέλτιστης συµφωνίας, εισάγονται οι νέες µετα-
ϐλητές GRASSP και αποδεικνύεται το ϐασικό µας ϑεώρηµα.

Κεφάλαιο 4 - Βέλτιστη Συµφωνία για Κινούµενα Ροµπότ

Γίνεται σχεδιασµός ελεγκτών για ϐέλτιστη συµφωνία οµάδας κινούµενων ϱοµπότ τύπου
unicycle, επαληθεύονται τα ϑεωρητικά αποτελέσµατα µέσω προσοµοιώσεων σε περιβάλλον
Matlab-Simulink και δίνονται παραδείγµατα από διαφορετικά σενάρια προσοµοίωσης.
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

Κεφάλαιο 5 - Επίλογος

Συνοψίζεται η εργασία και τα συµπεράσµατα που προέκυψαν και παράλληλα σκιαγραφόνται
ορισµένες πιθανές µελλοντικές επεκτάσεις της µεθοδολογίας που αναπτύχθηκε στη διπλω-
µατική.
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Κεφάλαιο 2

Θεωρητικό υπόβαθρο

Στο κεφάλαιο αυτό αναπτύσσεται το ϑεωρητικό υπόβαθρο που ϑα ϐοηθήσει στη κατα-
νόηση των ϐασικώ εννοιών που λαµβάνουν µέρος στην απόδειξη της διπλωµατικής.

Αρχικά, παρατίθενται στοιχεία από την ϑεωρία γράφων, στην συνέχεια στοιχεία της ϑεωρίας
πινάκων, καθώς και της ϑεωρίας Lyapunov. Ακόµη, παρουσιάζονται απαραίτητοι ορισµοί
και ϑεωρήµατα από την ϑεωρία της µαθηµατικής ανάλυσης και τέλος, συστήνεται ο Επαυ-
ξηµένος Lagrangian Αλγόριθµος.

2.1 Θεωρία Γράφων

Ορισµός 2.1. Γράφος

΄Ενας πεπερασµένος γράφος G ορίζεται ως το Ϲεύγος G = (V, E) µε V το πεπερασµένο σύνολο

κόµβων και E το σύνολο ακµών του G, υποσύνολο του V × V.

Με τον συµβολισµό V(G) και E(G) αναφερόµαστε στους κόµβους και στις ακµές του γράφου,

αντίστοιχα.

Σε ένα γράφο οι κόµβοι αναπαρίστανται µε κυκλάκια και οι ακµές µε γραµµές µεταξύ ui

και uj αν {ui , uj} ∈ E. ΄Οταν υπάρχει η ακµή µεταξύ δύο κόµβων ui και uj τότε τους κόµβους
αυτούς τους ονοµάζουµε γειτονικούς και το συµβολίζουµε µε ui ∼ uj. Συνεπώς, γειτονιά
N(i) ⊆ V του κόµβου ui καλούµε το σύνολο {uj ∈ V | {ui , uj} ∈ E}.

Ορισµός 2.2. Μονοπάτι

Μονοπάτι µήκους m ενός γράφου G δίνεται από µια ακολουθία κόµβων {ui0 , ui1 , . . . , uim } για

l = 0, 1, . . . , m − 1 όπου οι κόµβοι uil και uil+1 είναι γειτονικοί.

Οι κόµβοι ui0 και uim λέγονται τελικοί κόµβοι ενώ οι υπόλοιποι λέγονται εσωτερικοί. Μονοπάτι

που τερµατίζει στον κόµβο έναρξης ονοµάζεται κύκλος. Ο γράφος χωρίς κύκλους λέγεται

δάσος.

Ορισµός 2.3. Συνεκτικός Γράφος

Ο γράφοςG ονοµάζεται συνεκτικός, αν για κάθε Ϲεύγος κόµβων στο V(G), υπάρχει ένα µονοπάτι

που έχει τους κόµβους αυτούς ως τελικούς.

∆ιαφορετικά, ο γράφος ονοµάζεται µη συνεκτικός.

Ορισµός 2.4. Γράφος µε Βάρη

Αν σε ένα γράφο,µαζί µε τις ακµές και το σύνολο κόµβων,υπάρχει µια συνάρτηση w : E → R
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Κεφάλαιο 2. Θεωρητικό υπόβαθρο

όπου τοποθετεί µια τιµή σε κάθε ακµή, τότε ο γράφος G = (V, E, w) καλείται γράφος µε ϐάρη.

Σε τέτοιους γράφους µπορούν να υπολογιστούν τα πιο σύντοµα µονοπάτια µεταξύ δύο κόµβων

µε τη χρήση των κατάλληλων αλγορίθµων.

Γράφοι µε Χρήση Πίνακων

΄Εχουν παρουσιαστεί µέχρι τώρα οι γράφοι που περιγράφουν τις σχέσεις µεταξύ πεπερα-
σµένου αριθµού αντικειµένων. Σηµαντικό είναι να αναφερθεί και ο τρόπος αναπαράστασης
ενός γράφου µε τη ϐοήθεια πινάκων.

Ορισµός 2.5. Βαθµός Κόµβου

Ο ϐαθµός d(ui) ενός κόµβου σε ένα µη κατευθυνόµενο γράφο G είναι ο συνολικός αριθµός των

κόµβων που είναι γειτονικοί στον ui στο G.

Ορισµός 2.6. Πίνακας Βαθµού

Ο πίνακας ϐαθµού ∆(G) ενός µη κατευθυνόµενου γράφου G είναι ο διαγώνιος πίνακας που

στοιχεία της διαγωνίου του είναι οι ϐαθµοί κόµβων.

Ορισµός 2.7. Πίνακας Γειτνίασης

Ο πίνακας γειτνίασης A(G) είναι ένας συµµετρικός n×n πίνακας, όπου ν ο αριθµός των κόµβων

του γράφου, που παρουσιάζει τους κόµβους που είναι γειτονικοί στο γράφο G. Το στοιχείο (i, j)
του A(G) δίνεται από την σχέση

[A(G)]ij =

1 , {ui , uj} ∈ E

0 , αλλού
(2.1)

Ορισµός 2.8. Λαπλασιανή Γράφου

Η Λαπλασιανή ενός µη κατευθυνόµενου γράφου G ορίζεται από την σχέση

L(G) = ∆(G) − A(G) (2.2)

όπου ∆(G) ο πίνακας ϐαθµού και A(G) ο πίνακας γειτνίασης του G.

Ο πίνακας L(G) είναι συµµετρικός και ϑετικά ηµιορισµένος και µπορούµε να ταξινο-
µήσουµε τις πραγµατικές ιδιοτιµές του ως εξής

0 = λ0(G) ≤ λ1(G) ≤ . . . ≤ λn−1(G) (2.3)

Με ϐάση τα πιο πάνω µπορούµε εύκολα να συµπεράνουµε ότι το άθροισµα της κάθε γραµµής
της Λαπλασιανής ισούται µε µηδέν (L1n = 0). ΄Αρα, η Λαπλασιανή έχει πάντα µια ιδιοτιµή
στο 0 που αντιστοιχεί στο ιδιοδιάνυσµα 1n = (10, . . . , 1n)⊤.
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2.2 Θεωρία Πινάκων

Σε αυτό το σηµείο, ϑα αναφερθούν επιγραµµατικά κάποια χρήσιµα στοιχεία από τη
ϑεωρία πινάκων, τα οποία ϑα µας ϐοηθήσουν στη συνέχεια στην ανάλυσή µας. Οι αποδείξεις
µπορούν να ϐρεθούν στο [24].

Οι πίνακες αναπαριστούν γραµµικούς τελεστές σε πεπερασµένων διαστάσεων διανυσµα-
τικούς χώρους. ΄Οταν αναφερόµαστε για ένα πίνακα A ∈ Rn×m , υποδηλώνουµε ότι ο πίνακας
αυτός έχει ν γραµµές και µ στήλες.

Ορισµός 2.9. Ιδιοτιµές και Ιδιοδιανύσµατα

΄Εστω ότι ο διανυσµατικός µας χώρος είναι ο Rn και A ∈ Rn×n, δηλαδή είναι ένας τετραγωνικός

πίνακας. Τότε, για κάποιο x ∈ Rn και λ ∈ C ισχύει ότι

Ax = λx (2.4)

όπου το διάνυσµα x λέγεται ιδιοδιάνυσµα του Α που συσχετίζεται µε την ιδιοτιµή λ.

Ο πίνακας Α είναι αντιστρέψιµος αν δεν έχει µηδενικό ιδιοδιάνυσµα. Η αλγεβρική πολλα-
πλότητα της ιδιοτιµής λ, είναι η πολλαπλότητα της ως ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου

det(λIn×n − A) = 0 (2.5)

Μια ιδιοτιµή καλείται απλή, αν η αλγεβρική πολλαπλότητα της ισούται µε τη µονάδα.Η
γεωµετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής λ, είναι ο αριθµός των γραµµικά ανεξάρτητων ιδιο-
διανυσµάτων της ιδιοτιµής αυτής.

Θεώρηµα 2.1. ΄Ενας πραγµατικός,συµµετρικός πίνακας Α µπορεί να αναπαρασταθεί ως

QΛQ⊤, όπου Q είναι ο πίνακας µε στήλες το ορθοκανονικό σύνολο ιδιοδιανυσµάτων και Λ

ο διαγώνιος πίνακας µε τις ιδιοτιµές του Α.

Ορισµός 2.10. Θετικά ηµιορισµένος και ορισµένος πίνακας

Ο πίνακας A λέγεται ϑετικά ηµιορισµένος αν η τετραγωνική του µορφή x⊤Ax ≥ 0 ∀x και ϑετικά

ορισµένος αν x⊤Ax > 0 , µε x , 0.

Πρόταση 2.1. ΄Ενας πίνακας είναι ϑετικά ηµιορισµένος αν και µόνο αν όλες οι ιδιοτιµές του

είναι µη αρνητικές και ϑετικά ορισµένος αν είναι όλες ϑετικές.

Ορισµός 2.11. Μη αρνητικός και ϑετικός πίνακας

Ο πίνακας A ∈ Rn×n ονοµάζεται µη αρνητικός αν [A]ij ≥ 0 και ϑετικός αν [A]ij ≥ 0 για

i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ορισµός 2.12. Στοχαστικός και ∆ιπλά Στοχαστικός πίνακας

Στοχαστικός λέγεται ο µη αρνητικός πίνακας που η κάθε γραµµή του έχει άθροισµα 1 και διπλά

στοχαστικός αν εκτός από τις γραµµές, έχουν και οι στήλες του άθροισµα τη µονάδα.

Ορισµός 2.13. Γινόµενο Kronecker

Το γινόµενο Kronecker δύο πινάκων A ∈ Rn×m και B ∈ Rp×q µε aij = [A]ij και bij = [B]ij,
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συµβολίζεται µε A ⊗ B και ορίζεται από τον πιο κάτω np × pq πίνακα
a11B · · · a1mB

a21B · · · a2mB
...

...
...

an1B · · · anmB


Κάποιες χρήσιµες αλγεβρικές ιδιότητες του Γινοµένου Kronecker είναι οι πιο κάτω

A ⊗ (B + C) = A ⊗ B + A ⊗ C,

(kA) ⊗ B = A ⊗ (kB) = k(A ⊗ B),

(A ⊗ B) ⊗ C = A ⊗ (B ⊗ C),

A ⊗ 0 = 0 ⊗ A = 0

όπου οι A, B, C είναι πίνακες µε κατάλληλες διαστάσεις, 0 είναι ο µηδενικός πίνακας και k

µια σταθερά.

2.3 Θεωρία Lyapunov

Η Θεωρία του Ρώσσου µαθηµατικού Aleksandr Lyapunov παρέχει ένα σύνολο εργαλείων
για την απόδειξη ευστάθειας ή αστάθειας των σηµείων ισορροπίας σε δυναµικά συστήµατα.
Η ϐασική ιδέα πίσω από τη ϑεωρία Lyapunov είναι η χρήση µιας ϐαθµωτής συνάρτησης,
γνωστής ως συνάρτηση Lyapunov , για να αξιολογηθεί η συµπεριφορά του συστήµατος µε
την πάροδο του χρόνου.

Η ανάλυση Lyapunov µπορεί επίσης να χρησιµοποιηθεί για να δείξουµε ότι η λύση των
εξισώσεων κατάστασης είναι ϕραγµένη. Η συγκεκριµµένη ϑεωρία εφαρµόζεται στη συνέχεια
στην ανάλυση και ϑα ήταν χρήσιµο να αναφερθεί.
΄Εστω ότι έχουµε το µη αυτόνοµο σύστηµα

ẋ = f (t, x) (2.6)

όπου f : [0,∞)×D → Rn είναι τµηµατικά συνεχής στο t, τοπικά Lipschitz για x ∈ [0,∞)×D
, και D ⊂ Rn µια περιοχή του 0.

Ορισµός 2.14. Οι λύσεις της (2.6) είναι

• Οµοιόµορφα Φραγµένες αν υπάρχει µια ϑετική σταθερά c που για κάθε α ∈ (0, c),
υπάρχει µια � = �(α) ≥ 0, µε �, c ανεξάρτητα του t0 ≥ 0, τέτοια ώστε :

||x(t0)|| ≤ α ⇒ ||x(t)|| ≤ �,∀t ≥ t0 (2.7)

• Ολικά οµοιόµορφα ϕραγµένες αν ισχύει η (2.7) για αυθαίρετα µεγάλο α.

• Οµοιόµορφα απόλυτα ϕραγµένες µε απόλυτο ϕράγµα b αν υπάρχουν ϑετικές σταθερές

b, c, που για κάθε α ∈ (0, c), υπάρχει T = T (a, b) ≥ 0, µε T, b, c ανεξάρτητα του t0, έτσι
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ώστε

||x(t0)|| ≤ α ⇒ ||x(t)|| ≤ b,∀t ≥ t0 + T (2.8)

• Ολικά οµοιόµορφα απόλυτα ϕραγµένες αν ισχύει η (2.8) για αυθαίρετα µεγάλο α.

Ορισµός 2.15. Θετικά ορισµένη συνάρτηση W (x)
Μια συνεχής συνάρτηση W : Rn → R είναι ϑετικά ορισµένη ανν W (0) = 0, W (x) > 0 ∀x ∈
Rn − {0} και υπάρχει r > 0 : inf ||x ||≥r W (x) > 0.

Ορισµός 2.16. Συνάρτηση κλάσης Κ

Μία συνεχής συνάρτηση α : [0, α)→ [0,∞), λέγεται ότι ανήκει στην κλάση Κ , αν είναι γνησίως

αύξουσα και α(0) = 0 . Αν α = ∞ και α(r) → ∞, καθώς r → ∞ , τότε η α ανήκει στην κλάση

K∞.

Ορισµός 2.17. Συνάρτηση κλάσης KL

Μία συνεχής συνάρτηση � : [0, α) × [0,∞) → [0,∞) , λέγεται ότι ανήκει στην κλάση KL αν

για κάθε s, η απεικόνιση �(r, s) ανήκει στην κλάση Κ ως προς το r και για κάθε σταθερό r , η

�(r, s) είναι ϕθίνουσα ως προς s και επίσης �(r, s)→ 0 , καθώς s→ ∞.

Με τη ϐοήθεια των πιο πάνω ορισµών µπορούµε να εισάγουµε το ϐασικό ϑεώρηµα Lya-
punov που αποδυκνύει οµοιόµορφα ϕραγµένες και απόλυτα ϕραγµένες λύσεις.Η απόδειξη
του παραλείπεται όµως µπορεί να ϐρεθεί στο [25].

Θεώρηµα 2.2. ΄Εστω D ⊂ Rn µια περιοχή του 0 και V : [0,∞) × D → R µια συνεχώς

διαφορίσιµη συνάρτηση τέτοια ώστε

α1(||x ||) ≤V (t, x) ≤ α2(||x ||) (2.9)
∂V

∂t
+

∂V

∂x
f (t, x) ≤ −W (x),∀||x || ≥ µ > 0 (2.10)

∀t ≥ 0 και ∀x ∈ D, όπου α1, α2 είναι συναρτήσεις κλάσης Κ και W (x) είναι µια συνεχής ϑετικά

ορισµένη συνάρτηση. Πέρνοντας r > 0 έτσι ώστε η µπάλα Br ⊂ D και υποθέτοντας ότι

µ < α−1
2 (α1(r)) (2.11)

τότε, υπάρχει µια συνάρτηση � κλάσης KL που για κάθε αρχική κατάσταση x(t0), ικανοποιείται

η σχέση ||x(t0)|| ≤ α−1
2 (α1(r)), και υπάρχει T ≥ 0 (εξαρτώµενο του x(t0)καιµ) έτσι ώστε η λύση

της (2.6) να ικανοποιεί τις πιο κάτω σχέσεις

||x(t)|| ≤ �(||x(t0)||, t − t0), ∀t0 ≤ t ≤ t0 + T (2.12)

||x(t)|| ≤ α−1
1 (α2(µ)), ∀t ≥ t0 + T (2.13)

Επιπλέον, ανD ≃ Rn και α1 ανήκει στην κλάση K∞, τότε οι σχέσεις (2.12), (2.13) ισχύουν για

οποιανδήποτε αρχική κατάσταση x(t0), χωρίς τον περιορισµό (2.11).
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2.4 Θεωρία Μαθηµατικής Ανάλυσης

Ορισµός 2.18. Οµαλότητα

Μια συνάρτηση f ∈ C1(Rn) λέγεται L-οµαλή αν ικανοποιείται η πιο κάτω συνθήκη, για κάθε

x, y ∈ Rn:

||∇f (x) − ∇f (y)|| ≤ L ||x − y|| (2.14)

Ισοδύναµα :

|f (x) − f (y) − ∇f (y)⊤(x − y)| ≤
L

2
||x − y||2 (2.15)

όπου µε C1(Rn) εννοούµε το σύνολο µε 1 ϕορά συνεχώς διαφορίσιµες συναρτήσεις απόRn → R.

Ορισµός 2.19. Κυρτή συνάρτηση

Η συνάρτηση f ∈ C1(Rn) καλείται κυρτή αν για κάθε x, y ∈ Rn :

f (x) ≥ f (y) + ∇f (y)⊤(x − y) (2.16)

Η συνάρτηση λέγεται αυστηρά κυρτή αν η παραπάνω ανισότητα ισχύει αυστηρά για κάθε x , y.

Ορισµός 2.20. Ισχυρά κυρτή συνάρτηση

Μια συνάρτηση f ∈ C1(Rn) λέγεται σ-ισχυρά-κυρτή, µε σ > 0 αν για κάθε x, y ∈ Rn :

f (x) − f (y) − ∇f (y)⊤(x − y) ≥
σ

2
||x − y||2 (2.17)

Αν f ∈ C2(Rn), είναι ισχυρά κυρτή και οµαλή:

σIn ⪯ ∇
2f (x) ⪯ LIn (2.18)

όπου In ∈ Rn×n είναι ο µοναδιαίος πίνακας µεγέθους n.΄Αλλη µια χρήσιµη σχέση δίνουν οι

(2.15),(2.17) αν ισχύει επίσης ότι f (x) − f (y) − ∇f (y)⊤(x − y) ≥ 0, τότε :

σ

2
||x − y||2 ≤ f (x) − f (y) − ∇f (y)⊤(x − y) ≤

L

2
||x − y||2 (2.19)

Ορισµός 2.21. Συνθήκη Lipschitz

||f (x) − f (y)|| ≤ K ||x − y|| (2.20)

Η συνάρτηση που ικανοποιεί την (2.20) λέγεται Lipschitz στο x και το K λέγεται σταθερά

Lipschitz.

Ορισµός 2.22. Τοπικά Lipschitz

Μια συνάρτηση f (x) λέγεται τοπικά Lipschitz στο D ⊂ Rn, αν κάθε σηµείο του D έχει µια

γειτονιά D0 που να ικανοποιεί την συνθήκη Lipschitz για κάποια σταθερά Lipschitz K0.

Μια τοπικά Lipschitz συνάρτηση στο D δεν είναι απαραίτητα και Lipschitz στο D γιατί η

συνθήκη µπορεί να µην ισχύει οµοιόµορφα.

Ορισµός 2.23. Ολικά Lipschitz

Μια συνάρτηση f (x) λέγεται ολικά Lipschitz αν είναι Lipschitz στο Rn.
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Θεώρηµα 2.3. Θεώρηµα µέσης τιµής

Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [a, b] και διαφορίσιµη στο ανοιχτό

διάστηµα (a, b) τότε

f ′(c) =
f (b) − f (a)

b − a
(2.21)

για κάποιο c στο (a, b).
Η απόδειξη ϐρίσκεται στο [26].

2.5 Επαυξηµένος Lagrangian Αλγόριθµος

Σε αυτό το µέρος ϑα επεξηγήσουµε πιο αναλυτικά τον Επαυξηµένο Lagrangian Αλγόριθ-
µο [1] τον οποίο ϑα εφαρµόσουµε αργότερα για να οδηγηθούµε σε κατανεµηµένη ϐελτιστο-
ποίηση.

΄Εστω ότι έχουµε ένα συνεκτικό, µη κατευθυνόµενο δίκτυο G = (V, E) Ν-κόµβων, όπου V

είναι το σύνολο των κόµβων και E το σύνολο των ακµών. Ο κόµβος i έχει συνάρτηση κόστους
fi(y), fi : Rn → R. Ο στόχος είναι να λυθεί το πιο κάτω µη περιορισµένο πρόβληµα µέσω
ενός επαναληπτικού, κατανεµηµένου αλγόριθµου.

minimize f (y) :=
N∑

i=1
fi(y) (2.22)

µε τον κάθε κόµβο i να επικοινωνεί µόνο µε τους γείτονες του.
Ο Επαυξηµένος Lagrangian (ΕL) Αλγόριθµος ακολουθεί µια δυϊκή προσέγγιση όπου ανα-
ϑέτει ένα τοπικό αντίγραφο yi ∈ R

n της καθολικής µεταβλητής y από την (2.22) για κάθε
κόµβο i. Η δυϊκή µέθοδος που χρησιµοποιείται από τον αλγόριθµο είναι η ακόλουθη:

(y1[k + 1], · · · , yN [k + 1]) = argmin(y1,··· ,yN)∈RnNLα(y1, · · · , yN; µ1[k], · · · , µN[k]) (2.23)

µi[k + 1] = µi[k] + α
∑
j∈Ni

Wij(yi[k + 1] − yj[k + 1]) (2.24)

µε α > 0 ϐηµατική σταθερά και La : RnN × RnN → R, η EL δυϊκή συνάρτηση

La(y1, · · · , yN ; µ1, · · · , µN ) =
N∑

i=1
fi(yi) +

N∑
i=1

µ⊤i yi +
ρ

2

∑
i,j∈E,i≤j

Wi,j ||yi − yj ||
2 (2.25)

Για την υλοποίηση του αλγορίθµου επιβάλλεται ο περιορισµός για τις ακµές
√

Wij(yi − yj) =
0,∀i, j ∈ E όπου το Wij είναι ένα ϑετικό ϐάρος. Με µi :=

∑
j∈Ni

√
Wijλ{i,j}sign(j − i) (sign(0) :=

1) ορίζουµε τις δυϊκές µεταβλητές κάθε κόµβου, όπου Ni είναι η γειτονιά του κόµβου i

συµπεριλαµβανοµένου και µε λ{i,j} ∈ Rn συµβολίζουµε τις δυϊκές µεταβλητές που οφείλονται
στον περιορισµό των ακµών. Ο όρος ρ

2
∑

i,j∈E,i≤j Wi,j ||yi − yj ||
2 στην (2.25) έχει τον ϱόλο ενός

τετραγωνικού κόστους.
Τα yi[k] και µi[k] στην (2.23), (2.24) είναι οι κύριες και δυϊκές µεταβλητές αντίστοιχα.
΄Οταν το ρ = 0, η ανανέωση των κύριων µεταβλητών γίνεται χωρίς να χρειάζεται εσωτερική
επικοινωνία µεταξύ των γειτόνων καθώς ϕεύγει ο τελευταίος όρος στην (2.25). Αν όµως ρ > 0
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είναι αναγκαία η επικοινωνία αυτή µεταξύ των γειτονικών κόµβων για να µπορούν να λύσουν
επαναληπτικά την (2.23). Από την άλλη, η ανανέωση των δυϊκών µεταβλητών επιτρέπει την
κατανεµηµένη υλοποίηση καθώς ο κάθε κόµβος i χρειάζεται από τους γείτονες του µόνο τις
κύριες µεταβλητές yj[k + 1].

2.5.1 Αλγόριθµος για την Επίλυση της (2.23)

Για το πρόβληµα ελαχιστοποίησης της (2.23) µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε µια κλασ-
σική µέθοδο µε ανανέωση των κύριων µεταβλητών µέσω ϐαθµίδας. Η ιδέα της µεθόδου
είναι, για κάθε εξωτερική επανάληψη k, να χρησιµοποιήσουµε εσωτερικές επαναλήψεις, s,
για να λύσουµε την (2.23). Για την ανανέωση των κύριων µεταβλητών στις εσωτερικές επανα-
λήψεις, χρησιµοποιείται η µέθοδος κατάβασης ϐαθµίδας στην δυϊκή συνάρτηση La(·; µ[k])
και για την ανανέωση των δυϊκών µεταβλητών στις εξωτερικές επαναλήψεις οι κύριες µετα-
ϐλητές είναι σταθερές, και εφαρµόζεται η µέθοδος δυϊκής ανάβασης ϐαθµίδας. Πιο κάτω ϑα
παρουσιάσουµε τα 4 ϐήµατα του αλγορίθµου που περιγράψαµε.

Αλγοριθµος 2.1: Αλγόριθµος EL µε ανανέωση κύριων µεταβλητών µέσω ϐαθµίδας

1: (Αρχικοποιήσεις) Ο κόµβος i ϑέτει το k = 0, yi[k = 0] ∈ Rn, yi[k = 0] = yi[0], και
µi[k = 0] = 0.
2: (Εσωτερικές επαναλήψεις) Οι κόµβοι εκτελούν συνεργατικά την µέθοδο κατάβασης
ϐαθµίδας για s = 0, 1, · · · , τ − 1, µε yi[k, s = 0] := yi[k] και yi[k, s = 0] := yi[k]:

yi[k, s + 1] = (1 − �ρ)yi[k, s] + �ρyi[k, s] − �(µi[k] + ∇fi(yi[k, s])) (2.26)

yi[k, s + 1] =
∑
j∈Ni

Wijyj[k, s + 1] (2.27)

και ϑέτουµε yi[k + 1] := yi[k, s = τ], yi[k + 1] = yi[k, s = τ].
3: (Εξωτερικές επαναλήψεις) Ο κόµβος i ανανεώνει την δυϊκή µεταβλητή µi[k]:

µi[k + 1] = µi[k] + α(yi[k + 1] − yi[k + 1]) (2.28)

4: Θέτουµε k 7→ k + 1 και πάµε στο ϐήµα 2.

Ο αλγόριθµος έχει, ως παράµετρους ϱύθµισης, τον πίνακα ϐαρών W , τον αριθµό τ των εσω-
τερικών επαναλήψεων ανά εξωτερική επανάληψη, την παράµετρο κόστους ρ ≥ 0, την κύρια
ϐηµατική σταθερά � > 0 και την δυϊκή ϐηµατική σταθερά α > 0. Με τον συµβολισµό yi[k, s]
εννοούµε την κύρια µεταβλητή του κόµβου i στην εσωτερική επανάληψη s και εξωτερική
επανάληψη k και µε µi(k) την δυϊκή µεταβλητή του κόµβου i στην εξωτερική επανάληψη
k. Ο συσχετισµός των κύριων µεταβλητών µεταξύ εσωτερικών και εξωτερικών επαναλήψεων
γίνεται µε τις σχέσεις yi[k, s = 0] := yi[k] και yi[k + 1] := yi[k, s = τ]. Επιπλέον, ο κάθε
κόµβος διατηρεί τον δικό του σταθµευµένο µέσο όρο και τις κύριες µεταβλητές των γειτόνων
του yi[k, s] :=

∑
j∈Ni

Wijyj[k, s] και yi[k] :=
∑

j∈Ni
Wijyj[k].
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Κεφάλαιο 3

Προσεγγιστική Βέλτιστη Συµφωνία µε χρήση

GRASSP µεταβλητών

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουµε το πρόβληµα της προσεγγιστικής ϐέλτιστης συµφω-
νίας στην Ενότητα 3.1 και εισάγουµε για πρώτη ϕορά τις νέες µεταβλητές GRASSP

στην υποενότητα 3.1.1. Στην συνέχεια, στην Ενότητα 3.2 διατυπώνουµε το ϐασικό µας
ϑεώρηµα και δείχνουµε πως ϱυθµίζοντας κατάλληλα τις µεταβλητές αυτές µπορούµε να
ϕτάσουµε σε προσεγγιστική ϐέλτιστη συµφωνία των εξόδων.

3.1 Το πρόβληµα προσεγγιστικής ϐέλτιστης συµφωνίας

Για ένα πολυπρακτορικό σύστηµα µε N πράκτορες µε εξόδους yi ∈ R
n, n ∈ N και συ-

ναρτήσεις κόστους fi : Rn → R, i ∈ V , το πρόβληµα προσεγγιστικής ϐέλτιστης συµφωνίας
που συστήνεται στο [22], είναι να σχεδιαστεί ένας κατανεµηµένος νόµος ελέγχου για κάθε
πράκτορα που να διασφαλίζει ότι

lim
t→∞
||yi(t) − 1N ⊗ y∗|| ≤ cϸ,∀i ∈ V

όπου y∗ ∈ Rn είνα η ϐέλτιστη λύση της (2.22) , ϸ > 0 είναι η παράµετρος σχεδίασης που
µπορεί να επιλεγεί αυθαίρετα µικρή, και c > 0 είναι µια σταθερά που δεν εξαρτάται από το
ϸ.
Στην συνέχεια, κάνουµε τις παρακάτω υποθέσεις σχετικά µε το µοντέλο ϐελτιστοποίησης, το
µοντέλο επικοινωνίας και το µοντέλο δικτύου.

Υπόθεση 1. Μοντέλο ϐελτιστοποίησης

Οι συναρτήσεις κόστους fi : Rn 7→ R είναι κυρτές , διπλά διαφορίσιµες µε ϕραγµένη Εσσιανή,

και υπάρχουν 0 < hmin ≤ hmax < ∞, τέτοιο ώστε, για κάθε i:

hminI ⪯ ∇
2fi(y) ⪯ hmax I,∀y ∈ R

n (3.1)

Χρησιµοποιώντας την πιο πάνω υπόθεση, το πρόβληµα (2.22) είναι επιλύσιµο µε ϐέλ-
τιστη λύση y∗ και µε f ∗ = infy∈Rn f (y) = f (y∗) ϐέλτιστη τιµή. Επιπρόσθετα, η υπόθεση 1
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υποδηλώνει ότι η ∇fi είναι Lipschitz συνεχής και η fi ισχυρά κυρτή, ∀i,∀x, y ∈ Rn:

||∇fi(x) − ∇fi(y)|| ≤ hmax ||x − y|| (3.2)

fi(y) ≥ fi(x) + ∇fi(x)⊤(y − x) +
hmin

2
||x − y||2 (3.3)

Υπόθεση 2. Μοντέλο επικοινωνίας

Το δίκτυο επικοινωνίας αναπαρίσταται από τον γράφο G = (V, E) που αποτελείται από ένα

σύνολο V από Ν κόµβους, και ένα σύνολο ακµών E ⊂ V × V , το οποίο περιλαµβάνει και τις

ακµές του κόµβου προς τον ίδιο : {i, i} ∈ E,∀i.

Οι πράκτορες σε αυτό το δίκτυο επικοινωνούν µεταξύ τους µόνο κάθε D περιόδους δειγµατολη-

ψίας, δηλαδή στα διακριτά σηµεία του χρόνου t = DT , όπου T είναι η περίοδος δειγµατοληψίας

και D µια ϑετική σταθερά. Στο χρονικό σηµείο εκείνο, ο πράκτορας i λαµβάνει σχετικά δείγµα-

τα της εξόδου yj(DT ) από τον γείτονά του j. ΄Ετσι, για µεγάλα D η επικοινωνία των πρακτόρων

γίνεται µε πολύ χαµηλή συχνότητα.

Για να ληφθούν υπόψη πιθανές καθυστερήσεις στο επικοινωνιακό δίκτυο, υποθέτουµε ότι η

µέτρηση της εξόδου yj(DT ) από τον πράκτορα j είναι διαθέσιµη στον πράκτορα i σε µετέπειτα

χρόνο , DT + dM , µε dM ≥ 0 να καθορίζει τη µέγιστη επιτρεπτή καθυστέρηση επικοινωνίας.

Επίσης, επιλέγουµε περίοδος δειγµατοληψίας αρκετά µεγάλη, για να είναι µεγαλύτερη από τη

µέγιστη καθυστέρηση επικοινωνίας.

Υπόθεση 3. Μοντέλο δικτύου

Ο γράφος G είναι συνεκτικός και µη κατευθυνόµενος.

Οι πίνακες που συσχετίζονται µε τον γράφοG είναι ο N×N πίνακας µε ϐάρη W , όπου είναι
συµµετρικός, στοχαστικός µε Wij > 0, για i , j, ανν {i, j} ∈ E, και Wii = 1−

∑
j,i Wij. Επιπλέον,

ο W είναι ϑετικά ορισµένος και η δεύτερη µεγαλύτερη ιδιοτιµή του είναι λN−1(W ) < 1.

Επιπρόσθετα, ορίζουµε L := I − W το λαπλασιανό πίνακα γράφου µε ϐάρη, όπου
λ2(L) = 1− λN−1(W ) ∈ (0, 1] είναι το ϕασµατικό κενό δικτύου που υπολογίζει το πόσο καλά
είναι συνδεδεµένο το δίκτυο. ΄Ετσι, ο λαπλασιανός πίνακας µπορεί να δεχτεί την ακόλουθη
ϕασµατική αποσύνθεση

L =

[
1N√

N
Q
]  0 0T

N−1

0N−1 Λ


 1T

N√
N

QT

 = QΛQT (3.4)

όπου Λ = diag([λ2(L), ..., λN(L)]) και Q := [q2, ..., qN ] ∈ RN×(N−1) είναι ο πίνακας µε στήλες
τα αντίστοιχα δεξιά ιδιοδιανύσµατα. Επιπλέον, ισχύει ότι (1/N)1N 1T

N + QQT = IN , QT Q =

IN−1, 1T
NQ = 0.

3.1.1 Μεταβλητές GRASSP

Με σκοπό την αντιµετώπιση του προβλήµατος της προσεγγιστικής ϐέλτιστης συµφωνίας,
προτείνουµε ένα νόµο ελέγχου για κάθε πράκτορα που ϑα χρησιµοποιεί µόνο δειγµατολη-
πτικές µετρήσεις από τις εξόδους των γειτόνων του. ΄Εχοντας υπόψη αυτό, αρχικά εισάγουµε
τις ακόλουθες GRAdient- based Smoothed optimal consensus with SParse communication
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3.1.1 Μεταβλητές GRASSP

(GRASSP) µεταβλητές συνεχούς χρόνου

zi(t) := yi(t) − r
(
t −
⌊ t

T

⌋
T
)
si

(⌊ t

T

⌋
T
)
−

[
1 − r

(
t −
⌊ t

T

⌋
T
)]

si

(⌊ t

T

⌋
T − T

)
(3.5)

όπου το διακριτού χρόνου µεταβλητό διάνυσµα si ορίζεται ως :

si

(⌊ t

T

⌋
T
)

:= yi

(⌊ t

T

⌋
T
)
− �∇fi

(
yi

(⌊ t

T

⌋
T
))
− α�

∑
j∈Ni

⌊
t/DT
⌋∑

l=1

Wij(yi(lDT ) − yj(lDT )) (3.6)

για κάθε i ∈ V µε α,� > 0. Οι παράµετροι Wij είναι τα στοιχεία του πίνακα γειτνίασης W του
γράφου που περιγράφει την επικοινωνία µεταξύ των πρακτόρων. Ο τελευταίος όρος στο δεξί
µέρος της (3.6) αναφέρεται στην επικοινωνία µεταξύ των πρακτόρων. ΄Οσον αφορά τον λόγο
που επιλέχθηκε η συγκεκριµµένη µεταβλητή si , αυτή διαµορφώνει τα διακριτά ϐήµατα του
EL αλγορίθµου που ϑα µας οδηγήσει σε κατανεµηµένη ϐελτιστοποίηση.

Η συνάρτηση r : [0,∞) → [0, 1], είναι µια ϐοηθητική συνεχής συνάρτηση που χρησιµο-
ποιείται για να εισαχθούν τα δείγµατα από τους γείτονες µέσω της si(kT ) στην zi(t) µε ένα
συνεχή τρόπο. Την ορίζουµε ως

r(t) =


0, t ∈ [0, dM ]
t−dM
T−dM

− 1
2π sin (2π t−dM

T−dM
), t ∈ [dM , T ]

1, t > T

(3.7)

Παρατηρούµε ότι η r είναι αύξουσα, συνεχώς διαφορίσιµη για t ≥ 0 και οι dr/dt και d2r/dt2

είναι επίσης συνεχείς στο χρόνο αυτό. Από τον ορισµό, ϐλέπουµε επίσης ότι είναι µηδενική
για t ∈ [0, dM ], πράγµα που εξασφαλίζει ότι οι GRASSP µεταβλητές µας, ϑα χρησιµοποιήσουν
τα δείγµατα µετά από χρόνο dM από όταν έγινε η τελευταία δειγµατοληψία.

Σηµείωση 1. Η συνάρτηση r(t−
⌊
t/T
⌋
T ) είναι ασυνεχής για t = kT, k ∈ N , όµως οι µεταβλητές

zi(t) είναι δύο ϕορές συνεχείς διαφορίσιµες συναρτήσεις για δύο ϕορές συνεχή διαφορίσιµη

συνάρτηση yi(t). Η συνέχεια της zi στους χρόνους δειγµατοληψίας t = kT, k ∈ N , µπορεί να

αποδειχθεί καθώς :

lim
t→kT−

zi(t) = yi(kT ) − [1 − r(T )]si((k − 2)T ) − r(T )si((k − 1)T ) = yi(kT ) − si((k − 1)T )

lim
t→kT+

zi(t) = yi(kT ) − [1 − r(0)]si((k − 1)T ) − r(0)si(kT ) = yi(kT ) − si((k − 1)T )

Επιπρόσθετα, αφού dℓr(t)/dtℓ|t=kT = 0, για ℓ = 1, 2, οι µεταβλητές zi έχουν επίσης συνεχής

παραγώγους µε z(ℓ)
i (kT ) = y(ℓ)

i (kT ).

Σηµείωση 2. Για t ∈ (DT, (D +1)T ) ισχύει ότι zi(t) = yi(t)− [1− r(t −DT )]si((D −1)T )− r(t −
DT )si(DT ). Από τον ορισµό της r(t) στη (4.12) έχουµε ότι r(t − DT ) = 0,∀t ∈ (DT, DT + dM ).
Εποµένως, η µέτρηση si(DT ) χρειάζεται µόνο για t ≥ DT +dM στον υπολογισµό του zi(t). ΄Ετσι,

ο νόµος ελέγχου που ϑα εφαρµόσουµε στα zi(t), ϑα πέρνει τις γειτονικές εξόδους yj(DT ), (j ∈ Ni)
που ϑα χρησιµοποιηθούν από το si(DT ), µόνο µετά από χρόνο DT +dM . Αυτό µας επιτρέπει να

λάβουµε υπόψη πιθανές καθυστερήσεις επικοινωνίας µεταξύ των πρακτόρων.
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Η ιδέα αυτής της σταδιακής ενσωµάτωσης ενός διακριτού σήµατος si(k) σε ένα διαρκώς-
µεταβαλλόµενο σήµα zi(t) για κάθε πράκτορα και η επιλογή αυτών των µεταβλητών ανα-
πτύχθηκε στην εργασία των H. E. Psillakis, Q.Wang [27] και H. E. Psillakis, K. A. Oikono-
midis [23].
Από την (3.5), το ισοδύναµο σύστηµα διακριτού χρόνου είναι το ακόλουθο:

zi[k + 1] = yi[k + 1] − yi[k] + �∇fi(yi[k]) + α�
∑
j∈Ni

⌊
k/D
⌋∑

l=1

Wij(yi[lD] − yj[lD]), i = 1, . . . , N

(3.8)

Αν ορίσουµε z := col(z1, · · · , zN) ∈ RnN, y := col(y1, · · · , yN) ∈ RnN, ∇f (y) :=
col(∇f1(y1), · · · ,∇fN(yN)) ∈ RnN και

µ[k] := α

⌊
k/D
⌋∑

l=1

(L ⊗ In)y[lD] (3.9)

τότε µπορούµε να γράψουµε την (3.8) σε συµπαγή µορφή πίνακα

z[k + 1] = y[k + 1] − y[k] + �∇f (y[k]) + �µ[k] (3.10)

Από τον ορισµό του µ[k] στην (3.9) πέρνουµε ότι

µ[νD + ℓ] =

µ[νD], ℓ = 1, 2, . . . , D − 1

µ[νD] + α (L ⊗ In) y[(ν + 1)D], ℓ = D
(3.11)

για κάθε ν ∈ N. ∆ηλαδή το µ[k] ανανεώνεται µόνο όταν ϕτάσουµε στις D περιόδους δειγµατο-
ληψίας, οποιαδήποτε άλλη στιγµή παραµένει σταθερό. Επαναχρησιµοποιώντας τον ορισµό
του µ[k] από την (3.9) και λαµβάνοντας υπόψη ότι 1T

NL = 0, ισχύει ότι (1N ⊗ In)⊤µ[k] = 0 για
όλα τα k ∈ N.

3.2 Βέλτιστη συµφωνία µε µεταβλητές GRASSP

Στο µέρος αυτό, ϑα δείξουµε ότι µπορούµε να πετύχουµε προσεγγιστική ϐέλτιστη συµ-
ϕωνία των εξόδων αν όλες οι µεταβλητές zi είναι ϱυθµισµένες σε µια γειτονιά του 0. Αρχικά.
διατυπώνουµε το ϐασικό µας ϑεώρηµα που ϑα αποδείξουµε στην πορεία.

Θεώρηµα 3.4. Θεωρούµε N πράκτορες µε εξόδους yi ∈ R
n, i ∈ V . Αν :

1. Ισχύουν οι υποθέσεις 1,2, 3,

2. ΄Ολες οι µεταβλητές zi(t) που ορίζονται από την (3.5), είναι οµοιόµορφα ϕραγµένες και

υπάρχει Tz > 0 τέτοιο ώστε ||zi[t]|| < ϸ για κάθε t ≥ Tz, i = 1, 2, . . . , N , µε ϸ > 0,

τότε η έξοδος y(t) είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη και υπάρχει Ty ≥ Tz τέτοιο ώστε ||y(t)−y∗|| < cϸ

για κάθε t ≥ Ty, όπου c είναι µια ϑετική σταθερά ανεξάρτητη του ϸ.
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3.2 Βέλτιστη συµφωνία µε µεταβλητές GRASSP

Πρώτα εξετάζουµε το ακόλουθο σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων:

∇F (y) + µ = 0 (3.12)

(L ⊗ In)y = 0 (3.13)

(1N ⊗ In)⊤µ = 0 (3.14)

Στην (3.12), η F : RNn 7→ R ορίζεται ως F (y) = F (y1, · · · , yN ) =
∑N

i=1 fi(yi) και y :=
col(y1, ..., yN) ∈ RNn, µ = col(µ1, ..., µN) ∈ RNn. Το πιο κάτω Λήµµα στο [1] αποδεικνύει
ότι η λύση (y, µ) του συστήµατος (3.12)-(3.14) είναι η λύση στο πρόβληµα ϐελτιστοποίησης
(2.22).

Λήµµα 3.1. (Λήµµα 2 από [1] )

Θεωρούµε το πρόβληµα ϐελτιστοποίησης (2.22), και το σύστηµα µη γραµµικών εξισώσεων

(3.12)-(3.14), και έστω ότι ισχύουν οι υποθέσεις 1 και 3. Τότε, υπάρχει µοναδικό (y•, µ•) ∈
RNn × RNn που ικανοποιεί τις (3.12)-(3.14), µε y• = 1N ⊗ y∗ όπου y∗ ∈ Rn είναι η λύση της

(2.22) και µ• = −∇F (1 ⊗ y∗).

Σε αυτό το σηµείο, ορίζουµε την Lagrangian συνάρτηση

Lα(y1, · · · , yN ; µ1, · · · , µN ) =
N∑

i=1
fi(yi) +

N∑
i=1

µ⊤i yi (3.15)

και την y′[µ] := argminy∈RNnLα(y; µ), για κάθε µ ∈ RnN .
Επίσης, συµβολίζουµε µε y[k] := col(y1[k], . . . , yN[k]), και µ[k] := col(µ1[k], . . . , µN[k]).
Η συνάρτηση Lα(y; µ) είναι ισχυρά κυρτή στο y, για κάθε µ. Η εξίσωση (3.10) µπορεί
ισοδύναµα να ϑεωρηθεί ως ένας κανόνας ανανέωσης για το y[k] µε το z[k +1] σαν ένας όρος
διαταραχής.
Το ακόλουθο λήµµα περιγράφει πως το σφάλµα y[νD + ℓ + 1] − y′[µ[νD]] διαδίδεται για
ℓ = 0, 1, 2, ..., D − 1.

Λήµµα 3.2. ΄Εστω ότι ισχύουν οι υποθέσεις 1,3. Τότε, από την (3.10) ισχύει ότι :

||y[(ν + 1)D] − y′[µ[νD]]|| ≤ ξ ||y[νD] − y′[µ[νD]]|| + cMD[ν + 1] (3.16)

µε ξ, c ϑετικές σταθερές και MD[ν] := sup(ν−1)D+1≤ℓ≤νD ∥z[ℓ]∥.

Απόδειξη. Από τον ορισµό του y′, έχουµε ότι

µ[νD] + ∇F (y′[µ[νD]]) = 0. (3.17)

Αν αφαιρέσουµε y′[µ[νD]] και από τις δύο πλευρές της (3.10) και χρησιµοποιώντας την
(3.17) πέρνουµε:

y[νD + ℓ + 1] − y′[µ[νD]] = y[νD + ℓ] − y′[µ[νD]]

− �
(
∇F (y[νD + ℓ]) − ∇F (y′[µ[νD]])

)
+ z[νD + ℓ + 1]. (3.18)
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΄Ορίζουµε τώρα τον όρο Q0[νD; ℓ] := y[νD+ℓ]−y′[µ[νD]]−� (∇F (y[νD + ℓ]) − ∇F (y′[µ[νD]])).
Προκύπτει

||Q0[νD; ℓ]||2 = ||y[νD + ℓ] − y′[µ[νD]]||2 + �2||∇F (y[νD + ℓ]) − ∇F (y′[µ[νD]])||2

− 2�(y[νD + ℓ] − y′[µ[νD]])⊤[∇F (y[νD + ℓ]) − ∇F (y′[µ[νD]])] (3.19)

Τώρα χρησιµοποιούµε τις (2.17) ,(3.2) και καταλήγουµε ότι

||Q0[νD; ℓ]||2 ≤ κ�||y[νD + ℓ] − y′[µ[νD]]||2 (3.20)

όπου κ� := 1 − 2�hmin + �2h2
max > 0.

Στη συνέχεια, πέρνουµε το τετράγωνο της νόρµας της (3.18):

||y[νD + ℓ + 1] − y′[µ[νD]]||2 = ||Q0[νD; ℓ] + z[νD + ℓ + 1]||2

Εποµένως, ισχύει :

||y[νD + ℓ + 1] − y′[µ[νD]]||2 ≤ ||Q0[νD; ℓ]||2 + ||z[νD + ℓ + 1]||2 + 2z⊤[νD + ℓ + 1]Q0[νD; ℓ]

Ακόµη, εφαρµόζοντας ότι 2z⊤[νD + ℓ + 1]Q0[νD; ℓ] ≤ cz∥z[νD + ℓ + 1]∥2 + (1/cz)∥Q0[νD; ℓ]∥2

για κάθε cz > 0, προκύπτει η ακόλουθη ανισότητα:

||y[νD + ℓ + 1] − y′[µ[νD]]||2 ≤ (1 + 1/cz)||Q0[νD; ℓ]||2 + (1 + cz)||z[νD + ℓ + 1]||2

Από την (3.20) αποκτούµε το πιο κάτω:

||y[νD + ℓ + 1] − y′[µ[νD]]||2 ≤ (1 + 1/cz)κ�||y[νD + ℓ] − y′[µ[νD]]||2

+ (1 + cz)||z[νD + ℓ + 1]||2 (3.21)

Εκµεταλλεύοντας την ανισότητα
√

a + b ≤
√

a +
√

b για a, b ≥ 0 έχουµε ως αποτέλεσµα:

||y[νD + ℓ + 1] − y′[µ[νD]]|| ≤ ν1||y[νD + ℓ] − y′[µ[νD]]|| + ν2||z[νD + ℓ + 1]|| (3.22)

µε ν1 := (1 + 1/cz)1/2κ1/2
� και ν2 := (1 + cz)1/2.

Τέλος, µε αναδροµική εφαρµογή της (3.22) για ℓ = 0, 1, ..., D − 1, συνδιαζόµενο µε το ότι
µ[νD + ℓ] = µ[νD], καταλήγουµε στην παρακάτω σχέση για το σφάλµα µεταξύ των εξόδων
y[(ν + 1)D] και y′[µ[νD]]:

||y[(ν + 1)D] − y′[µ[νD]]|| ≤ νD
1 ||y[νD] − y′[µ[νD]]|| + ν2

D∑
ℓ=1

νD−ℓ
1 ||z[νD + ℓ]||

≤ νD
1 ||y[νD] − y′[µ[νD]]|| +

ν2(1 − νD
1 )

1 − ν1
sup

νD+1≤ℓ≤(ν+1)D
∥z[ℓ]∥ (3.23)

όπου αποδεικνύεται η (3.16) για ξ := νD
1 και c := ν2(1 − νD

1 )/(1 − ν1). □

36 ∆ιπλωµατική Εργασία



3.2 Βέλτιστη συµφωνία µε µεταβλητές GRASSP

Σηµείωση 3. Επιλέγοντας � < 2hmin/h2
max διασφαλίζουµε ότι 0 < κ� < 1 και ότι υπάρχει cz

αρκετά µεγάλο τέτοιο ώστε ν1 < 1.

Υποδηλώνουµε µε yD[k] := y[kD], µD[k] := µ[kD] και ορίζουµε ως ỹ[k] := yD[k]−y• και
µ̃[k] := µD[k]− µ• τα κύρια και δυϊκά σφάλµατα, αντίστοιχα. Επίσης, για να διευκολύνουµε
την συµβολογραφία, γράφουµε y′[k + 1] := y′[µD[k]]. Από τον ορισµό του y′, y•, µ• έχουµε
ότι µD[k] = −∇F (y′(µD[k])) = −∇F (y′[k + 1]) και µ• = −∇F (y•). Χρησιµοποιώντας το
ϑεώρηµα µέσης τιµής που περιγράφηκε στο (2.21), ϕτάνουµε στη σχέση

µD[k] − µ• = ∇F (y•) − ∇F (y′[k + 1])

= ∇2F (y)
∣∣∣
y=cy′[k+1]+(1−c)y•(y

• − y′[k + 1]) (3.24)

για κάποιο c ∈ (0, 1). Αφού οι ∇2F (x) και ∇2fi(xi) είναι ϑετικά ορισµένοι τότε εξασφαλίζεται
η αντιστρεψιµότητα τους, ∀x ∈ RNn,∀xi ∈ R

n. Τότε από την υπόθεση 1:

1
hmax

I ⪯
(
∇2F (y)

)−1
⪯

1
hmin

I, ∀y ∈ RNn (3.25)

Τελικά, από (3.24) πέρνουµε

∥y′[k + 1] − y•∥ ≤
∥∥∥∥∥(∇2F (y)

∣∣∣
y=cy′[k+1]+(1−c)y•

)−1∥∥∥∥∥ ∥µD[k] − µ•∥ ≤
1

hmin
∥µD[k] − µ•∥ (3.26)

Τώρα, µε τη ϐοήθεια των πιο πάνω ανισοτήτων, ϑα αποδείξουµε τα παρακάτω λήµµατα.
Αρχικά, ϑα ϑέσουµε ένα άνω ϕράγµα για το κύριο σφάλµα ||ỹ[k + 1]||.

Λήµµα 3.3. ΄Εστω ότι ισχύουν οι υποθέσεις 1, 3. Τότε, για k = 0, 1, · · · ,

||ỹ[k + 1]|| ≤ ξ ||ỹ[k]|| +
1 + ξ

hmin
||µ̃[k]|| + cMD[k + 1]

Απόδειξη. Γράφουµε το ||ỹ[k + 1]|| = ||(yD[k + 1] − y′[k + 1]) + (y′[k + 1] − y•)||. ΄Αρα,
||ỹ[k + 1]|| ≤ ||yD[k + 1] − y′[k + 1]|| + ||y′[k + 1] − y•||. Εφαρµόζοντας την (3.16), έχουµε ότι
||ỹ[k + 1]|| ≤ ξ ||yD[k] − y′[k + 1]|| + cMD[k + 1] + ||y′[k + 1] − y•|| = ξ ||(yD[k] − y•) − (y′[k +
1] − y•)|| + cMD[k + 1] + ||y′[k + 1] − y•||. Το τελευταίο είναι άνω ϕραγµένο ως

||ỹ[k + 1]|| ≤ ξ ||ỹ[k]|| + (1 + ξ )||y′[k + 1] − y•|| + cMD[k + 1] (3.27)

Από (3.26), (3.27) πέρνουµε το επιθυµητό αποτέλεσµα. □

Ας ορίσουµε τώρα τις µ̃′[k] := (Q⊤ ⊗ In)µ̃[k] ∈ R(N−1)n, µ̃′′[k] := (Λ−1/2 ⊗ In)µ̃′[k] και τον
(Nn) × (Nn) πίνακα

R[k; c] =
(
∇2F (y)

∣∣∣
y=cy′[k+1]+(1−c)y•

)−1
, c ∈ (0, 1) (3.28)

΄Οπως προέκυψε από την ανάλυση του κύριου σφάλµατος, ϑα χρειαστούµε να ϕράξουµε και
το δυϊκό σφάλµα ||µ̃[k + 1]|| µέσω του µετασχηµατισµού του ||µ̃′′[k + 1]||.
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Λήµµα 3.4. ΄Εστω ότι α ≤ hmin, και ισχύουν οι υποθέσεις 1 και 3. Τότε, για όλα τα k = 0, 1, · · ·

||µ̃′′[k + 1]|| ≤
[(

1 −
αλ2(L)
hmax

)
+

α

hmin
ξ
]
||µ̃′′[k]|| + αξ ||ỹ[k])|| + αcMD[k + 1]

Απόδειξη. Αφού ισχύει ότι (L ⊗ I)y• = (L ⊗ I)(1N ⊗ y∗) = 0:

(L ⊗ I)yD[k + 1] = (L ⊗ I)(yD[k + 1] − y′[k + 1]) + (L ⊗ I)(y′[k + 1] − y•)

Χρησιµοποιώντας την παραπάνω σχέση και αφαιρώντας µ• από τις δύο πλευρές της (3.11)
έχουµε:

µ̃[k + 1] = µ̃[k] + α(L ⊗ I)(y′[k + 1] − y•) + α(L ⊗ I)(yD[k + 1] − y′[k + 1]) (3.29)

Εφαρµόζοντας επιπλέον την (3.24) στην παραπάνω σχέση έχουµε:

µ̃[k + 1] = (I − α(L ⊗ I)R[k; c]) µ̃[k] + α(L ⊗ I)(yD[k + 1] − y′[k + 1]) (3.30)

Από τον ορισµό της µ̃′[k] , εύκολα µπορούµε να δούµε ότι

||µ̃′[k]||2 = µ̃T [k](QQT ⊗ In)µ̃[k] = µ̃T [k](QQT + 11T /N ⊗ In)µ̃[k] = ||µ̃[k]||2 (3.31)

(QQ⊤ ⊗ In)µ̃[k] = µ̃[k] (3.32)

Στη συνέχεια, πολλαπλασιάζοντας από αριστερά µε Q⊤ ⊗ In την (3.29), εκφράζοντας το L =
QΛQ⊤ και χρησιµοποιώντας την (3.31), ϐρίσκουµε ότι

µ̃′[k + 1] = ((IN − αΛQ⊤R[k; c]Q) ⊗ In)µ̃′[k] + α(ΛQ⊤ ⊗ In)(yD[k + 1] − y′[k + 1]) (3.33)

Ανακαλούµε τον ορισµό της µ̃′′[k] και πολλαπλασιάζουµε την (3.33) από αριστερά µε τον
όρο Λ−1/2 ⊗ In:

µ̃′′[k+1] = ((I−αΛ1/2Q⊤R[k; c]QΛ1/2)⊗ In)µ̃′′[k]+α(Λ1/2Q⊤⊗ In)(yD[k+1]−y′[k+1])
(3.34)

Επιπρόσθετα, χρησιµοποιώντας µεταβλητούς χαρακτηρισµούς ελάχιστων και µέγιστων ιδιο-
τιµών, µπορούµε να επαληθεύσουµε ότι

λ2

hmax
I ⪯ Λ1/2Q⊤R[k; c]QΛ1/2 ⪯

1
hmin
I (3.35)

Η δεξιά ανισότητα στην (3.35) ευσταθεί λόγω των ακόλουθων. Πρώτα, χρησιµοποιούµε την δε-
ξιά ανισότητα από την (3.25) για να δείξουµε ότιΛ1/2Q⊤R[k; c]QΛ1/2 ⪯ Λ1/2Q⊤[hminI]−1QΛ1/2.
Σηµειώνουµε ότι ο Λ είναι (N − 1) × (N − 1), ο Q είναι N × (N − 1), και ο [hminI]−1 είναι
N × N . Στη συνέχεια, αποσυνθέτουµε τον N × N πίνακα [hminI]−1 µε χρήση της (N × N)
αποσύνθεση ιδιοτιµής, και χρησιµοποιούµε την ορθογωνιότητα των ιδιοδιανυσµάτων του L
για να δείξουµε οτι ο ((N −1)× (N −1)) πίνακας : Λ1/2Q⊤R[k; c]QΛ1/2 ⪯ Λ1/2[hminI]−1Λ1/2.
Η µέγιστη ιδιοτιµή του Λ1/2[hminI

−1Λ1/2 είναι 1/(hmin/(λN ) ≤ 1/(hmin).
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Ακόµη, από την υπόθεση που αρχικά κάναµε για α ≤ hmin :

||I − αΛ1/2Q⊤R[k; c]QΛ1/2|| ≤ 1 −
αλ2

hmax
(3.36)

Εφαρµόζουµε την (3.36), την ανισότητα ||Λ1/2|| ≤ 1 αφού 0 ⪯ L ⪯ I, το ||Q|| = 1, και το
Λήµµα 3.2 και καταλήγουµε στην πιο κάτω σχέση

||µ̃′′[k + 1]|| ≤
(
1 −

αλ2

hmax

)
||µ̃′′[k]|| + αξ ||ỹ(k)|| + αξ

||µ̃[k]||
hmin

+ αcMD[k + 1]

Τέλος, χρησιµοποιώντας ότι ||µ̃[k]|| = ||µ̃′[k]||= ||Λ1/2µ̃′′[k]|| ≤ ||µ̃′′[k]|| τελειώνουµε την α-
πόδειξή µας. □

Στο επόµενο ϐήµα, εισάγουµε την συνάρτηση ν[k] := (2/hmin)||µ̃′′[k]||. Υποδηλώνουµε
µε c11 := ξ, c12 := (1/2)[1 + ξ ]; c13 := c; c21 := (2α/hmin)ξ, c22 := 1 − αλ2/(hmax) + (α/hmin)ξ
και c23 := 2αc/hmin. Χρησιµοποιώντας ότι ||µ̃[k]|| ≤ ||µ̃′′[k]||, το Λήµµα 3.3, και Λήµµα 3.4,
πέρνουµε την σχέση:

g[k + 1] ≤ r1g[k] + r2MD[k + 1] (3.37)

όπου g[k] := max{||ỹ[k]||, ν[k]} και r1, r2 οι παράγοντες σύγκλισης µε r1 := max{c11+c12, c21+

c22} = max
{

1
2 +

3
2ξ,
(
1 − αλ2(L)

hmax

)
+ 3a

hminξ

}
και r2 := max{c13, c23} = max

{
c, 2αc

hmin

}
.

Σηµείωση 4. Αφού c21 + c22 = 1 − αλ2/(hmax ) + (3α/hmin)ξ , έτσι το c21 + c22 < 1 αν το

ξ < (1/3)(hminλ2/(hmax )). Αυτό σε συνδιασµό µε την συνθήκη α ≤ hmin µας εξασφαλίζουν ότι

το r1 < 1.

Λήµµα 3.5. Αν lim sup
k→∞

||z[k]|| < ϸ, α ≤ hmin και ξ < (1/3)(hminλ2/(hmax )), τότε lim sup
k→∞

g[k] <

r2
1−r1

ϸ.

Απόδειξη. Από (3.37) έχουµε ότι g[k +1] ≤ r1g[k]+ r2||z[k +1]|| . Εποµένως, g[k] ≤ rk
1 g[0]+

r2
∑k

j=1 ||z[j]||rk−j
1 . Από το ϑεώρηµα 3.4, υπάρχει k0 > 0 τέτοιο ώστε ||z[k]|| < ϸ,∀k ≥ k0.

Συνεπώς,

g[k] = rk−k0
1 g[k0] + r2

k−k0∑
j=1
||z[k0 + j]||rk−k0−j

1

< rk−k0
1 g[k0] + r2ϸ

k−k0∑
j=1

rk−k0−j
1

= rk−k0
1 g[k0] + r2ϸ

1 − rk−k0
1

1 − r1

Από τις υποθέσεις που κάναµε, εξασφαλίζουµε ότι r1 < 1 και έτσι πέρνουµε το επιθυµητό
αποτέλεσµα:

lim sup
ν→∞

g[ν] ≤
r2

1 − r1
ϸ (3.38)

□
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ή ισοδύναµα

lim sup
ν→∞

∥y[νD] − y•∥ ≤
r2

1 − r1
ϸ (3.39)

lim sup
ν→∞

∥µ[νD] − µ•∥ ≤
r2hmin

2(1 − r1)
ϸ (3.40)

Στους δειγµατοληπτικούς χρόνους νD + ℓ στο διάστηµα [νD, (ν + 1)D), το δυϊκό σφάλµα
µ[νD+ ℓ]−µ• µένει αµετάβλητο αφού το µ παραµένει αµετάβλητο από την (3.11). ΄Οµως, για
το κύριο σφάλµα του y, από τις (3.23), (3.26) και Λήµµα 3.3 προκύπτει το πιο κάτω

||y[νD + ℓ] − y•|| ≤ ||y[νD + ℓ] − y′[ν + 1]|| + ∥y′[ν + 1] − y•∥ (3.41)

≤ νℓ
1||yD[ν] − y′[ν + 1]|| +

1
hmin
||µ̃[ν]|| +

ν2(1 − νℓ
1)

1 − ν1
sup

νD+1≤s≤νD+ℓ
∥z[s]∥ (3.42)

≤ νℓ
1∥ỹ[ν]∥ +

νℓ
1 + 1
hmin

||µ̃[ν]|| +
ν2(1 − νℓ

1)
1 − ν1

sup
νD+1≤s≤νD+ℓ

∥z[s]∥ (3.43)

≤
νℓ

1 + 1
2

g[ν] + cℓM[νD; ℓ] (3.44)

όπου cℓ := ν2(1−νℓ
1)

1−ν1
και M[νD; ℓ] := supνD+1≤s≤νD+ℓ ∥z[s]∥. Αφού lim supν→∞M[νD; ℓ] ≤ ϸ

τελικά καταλήγουµε στην σχέση αυτή στο διάστηµα [νD, (ν + 1)D):

lim sup
ν→∞

||y[νD + ℓ] − y•|| ≤ cy,ℓϸ (3.45)

µε cy,ℓ := cℓ + (r2/2)(νℓ
1 + 1)/(1 − r1).

Το µόνο που µας έµεινε είναι να εξετάσουµε το σφάλµα για τις ενδιάµεσες χρονικές
στιγµές t ∈ (kT, (k + 1)T ). Από τον ορισµό των µεταβλητών GRASSP έχουµε τις πιο κάτω
εξισώσεις

y([k + 1]T ) = z([k + 1]T ) − s(kT ) (3.46)

y(kT ) = z(kT ) − s([k − 1]T ) (3.47)

Χρησιµοποιώντας τις (3.45) και (3.46) προκύπτει ότι

lim sup
k→∞

||s(kT ) − y•|| ≤ lim sup
k→∞

||y([k + 1]T ) − y•|| + lim sup
k→∞

||z[k + 1]|| ≤ csϸ (3.48)

όπου cs := maxℓ=1,...,D−1 cy,ℓ + 1.
Από την (3.5) προκύπτει ότι

||y(t) − y•|| ≤||z(t)|| + r
(
t −
⌊ t

kT

⌋) ∣∣∣∣∣∣∣∣s (⌊ t

T

⌋
T
)
− y•
∣∣∣∣∣∣∣∣

+

[
1 − r

(
t −
⌊ t

kT

⌋)] ∣∣∣∣∣∣∣∣s (⌊ t

T

⌋
T − T

)
− y•
∣∣∣∣∣∣∣∣. (3.49)
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Στο όριο για t → ∞ η παραπάνω ανισότητα µαζί µε την (3.48) δίνει

lim sup
t→∞

||y(t) − y•|| ≤ lim sup
t→∞

||z(t)|| + lim sup
t→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣s (⌊ t

T

⌋
T
)
− y•
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ (cs + 1)ϸ

που ολοκληρώνει την απόδειξη του ϐασικού µας ϑεωρήµατος 3.4.
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Κεφάλαιο 4

Κατανεµηµένος ΄Ελεγχος για Βέλτιστη Συµφω-

νία Κινούµενων Ροµπότ

Στο κεφάλαιο αυτό συστήνονται τα µοντέλα των κινούµενων ϱοµπότ τύπου unicycle και
γίνεται ο σχεδιασµός των ελεγκτών για ϐέλτιστη συµφωνία µιας οµάδας από unicycle

και ταυτόχρονη ϱύθµιση του προσανατολισµού τους. Για το σκοπό αυτό, ο προτεινόµενος
νόµος ελέγχου επιτυγχάνει την οδήγηση των GRASSP µεταβλητών σε µια γειτονιά του µη-
δενός. Στη συνέχεια, πραγµατοποιούµε προσοµοιώσεις σε περιβάλλον Matlab-Simulink για
να επαληθεύσουµε τα ϑεωρητικά αποτελέσµατα. Παρατίθονται τρία διαφορετικά σενάρια και
τέλος, παρουσιάζεται το πως επηρεάζουν κάποιες σχεδιαστικοί παράµετροι την συµπεριφορά
του συνολικού συστήµατος.

4.1 Unicycle-type WMRs

Τα Wheeled Mobile Robots (WMRs) έχουν γίνει αντικείµενο µεγάλης έρευνας καθώς α-
ποτελούν αποτελεσµατικά εργαλεία σε πραγµατικές εφαρµογές. Η συµπεριφορά τους είναι
παρόµοια µε αυτή ενός µονόκυκλου οχήµατος. Τα κινούµενα αυτά ϱοµποτικά συστήµατα
είναι µη γραµµικά και µη ολονοµικά και έχουν ενθαρρύνει την ανάπτυξη µη γραµµικών τε-
χνικών ελέγχου που να διασφαλίζουν την επίτευξη µιας ϑέσης-στόχου µε συγκεκριµένο προ-
σανατολισµό από οποιεσδήποτε αρχικές συνθήκες( ¨πρόβληµα στάθµευσης¨ [28]). Ο µόνος
τρόπος για να αντιµετωπιστούν τέτοια προβλήµατα είναι οι µη γραµµικές προσεγγίσεις κα-
ϑώς δεν µπορούν να µετασχηµατιστούν σε γραµµικά προβλήµατα και να εφαρµοστεί ϑεωρία
γραµµικού ελέγχου. Τα µη-ολονοµικά συστήµατα [29] είναι συστήµατα όπου επιβάλλονται
περιορισµοί στην κίνηση που δεν είναι ολοκληρώσιµοι, δηλαδή δεν µπορούν να γραφούν
ως χρονικές παραγώγους κάποιας συνάρτησης των γενικευµένων συντεταγµένων και είναι
συνήθως πεπερασµένων διαστάσεων. Τέτοιοι περιορισµοί µπορούν συνήθως να εκφραστούν
µε όρους µη ολοκληρώσιµων γραµµικών σχέσεων ταχυτήτων.

4.1.1 Κινηµατική των Unicycle

Τα WMRs τύπου unicycle (Εικόνα 4.1) λειτουργούν ως ακολούθως: οι δύο πίσω τροχοί
τους ελέγχονται ανεξάρτητα από κινητήρες, και ένας µπροστινός παθητικός τροχός εµποδίζει
το ϱοµπότ από το να ανατραπεί καθώς κινείται στο επίπεδο. Υποθέτουµε ότι οι µάζες και
οι αδράνειες των τροχών είναι αµελητέες και ότι το κέντρο µάζας του ϱοµπότ ϐρίσκεται στη
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µέση του άξονα που συνδέει τους πίσω τροχούς. Η κινηµατική του ϱοµπότ περιγράφεται
από τις ακόλουθες εξισώσεις :

ẋ = v cos θ,

ẏ = v sin θ,

θ̇ = w (4.1)

όπου x, y είναι οι συντεταγµένες του κέντρου µάζας, θ είναι η γωνία κατεύθυνσης που
µετριέται από τον άξονα x, v είναι το µέτρο της ταχύτητα µεταφοράς του κέντρου µάζας
και w είναι η γωνιακή ταχύτητα του ϱοµπότ. Υποθέτουµε ότι οι τροχοί δεν γλιστρούν,
δηλαδή η ταχύτητα του κέντρου µάζας είναι κάθετη στον άξονα των πίσω τροχών. Αυτή
η υπόθεση δηµιουργεί ένα µη-ολονοµικό περιορισµό στην κίνηση του ϱοµπότ της µορφής
ẋ sin θ − ẏ cos θ = 0.

Εικόνα 4.1: Κινούµενο ϱοµπότ τύπου Unicycle

Με κάθε WMR συσχετίζεται µια συνάρτηση κόστους fi(xi , yi) και µια επιθυµητή κατε-
ύθυνση αναφοράς θ∗i . Το Ϲητούµενο είναι να σχεδιαστούν κατανεµηµένοι νόµοι ελέγχου
vi , wi ώστε τα κέντρα µάζας του κάθε οχήµατος να προσεγγίζουν τη λύση του προβλήµατος
ϐελτιστοποίησης

min
(x1,y1),...,(xN ,yN )

N∑
i=1

fi(xi , yi) (4.2)

µε περιορισµούς

xi − xj = cx,i − cx,j (4.3)

yi − yj = cy,i − cy,j ,∀i, j (4.4)

όπου cx,i , cy,i σταθερές και η γωνία προσανατολισµού θi να προσεγγίζει την τιµή αναφοράς
της θ∗i . Αν cx,i = cy,i = 0 τότε το πρόβληµα είναι το λεγόµενο optimal consensus problem. Αν
cx,i = cy,i , 0 τότε µιλάµε για προβλήµατα formation. Για παράδειγµα, αν cx,i = R cos(2(i −
1)π/N) και cy,i = R sin(2(i − 1)π/N) τότε στη λύση του προβλήµατος ϐελτιστοποίησης οι
ϑέσεις των WMR ϑα σχηµατίζουν ένα κανονικό πολύγωνο µε N γωνίες και ακτίνα R από το
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κέντρο του.

Σηµείωση 5. Οι συναρτήσεις κόστους υποθέτουµε ότι ικανοποιούν την Υπόθεση 1.

Χάρην απλούστευσης, οι δείκτες i παραλείπονται στην ανάλυση που ακολουθεί. Θε-
ωρούµε τις GRASSP µεταβλητές zx = x − r(t − kT )s(kT ) − [1 − r(t − kT )]s(kT − T ) και
zy = y − r(t − kT )s(kT ) − [1 − r(t − kT )]s(kT − T ) όπως ορίζονται από την (3.5). Επιλέγουµε
επίσης ένα µετασχηµατισµό στροφής ως προς το διάνυσµα [zx , zy] κατά τη γωνία θ και ενα
µετασχηµατισµό εισόδων της µορφής:

ηx = zx cos θ + zy sin θ,

ηy = −zx sin θ + zy cos θ,

u1 = v +wηy,

u2 = w (4.5)

Με τη χρήση των παραπάνω µετασχηµατισµών καταλήγουµε στην πιο κάτω κινηµατική δυ-
ναµική µορφή των µετασχηµατισµένων εξισώσεων του unicycle:

η̇x = u1,

η̇y = −ηxu2 + d(t),
˙̃θ = u2 (4.6)

όπου θ̃ := θ − θ∗,
d(t) :=

[
0 1

]
R(θ)ṙ(t − kT )[s(kT ) − s(kT − T )] (4.7)

είναι µια γνωστή διαταραχή και

R(θ) =

 cos θ sin θ

− sin θ cos θ


είναι το µητρώο περιστροφής.

4.2 Σχεδίαση ελεγκτών

Βασιζόµενοι στην ϑεωρία Lyapunov, προτείνουµε τους πιο κάτω πρωτότυπους, µη γραµ-
µικούς, κατανεµηµένους ελεγκτές για το σύστηµα (4.6) :

u1 = −K1ηx − 2ρ(t)(1 + |d2(t)|)θ̃ξ + 2−1/4K1
√

ϸ sgn(ηx )|ηx |
1
2 (4.8)

u2 = −K1θ̃ + 2ρ(t)(1 + |d2(t)|)ηxξ + 2−1/4K1
√

ϸ sgn(θ̃)|θ̃|
1
2 (4.9)

µε προσαρµοστικό κέρδος

ρ̇ = γ[(ξD(ξ, ϸ))ϖ + ξD(ξ, ϸ)] , ρ(0) > 0 (4.10)

και

ξ := ηy +
ηx θ̃

2
, (4.11)
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ϖ ∈ (0, 1), γ > 0.
Το D(ξ, ϸ) είναι ο τελεστής νεκρής Ϲώνης όπου:

D(ξ, ϸ) =


ξ − ϸ, ξ > ϸ

ξ + ϸ, ξ < −ϸ

0, [−ϸ, ϸ]

(4.12)

Στη συνέχεια ορίζουµε την συνάρτηση V1 := 1
2 (η2

x + θ̃2). Παραγωγίζοντας την V1 και χρησι-
µοποιώντας τις (4.6), (4.8), (4.9), έχουµε ότι

V̇1 = −K1(η2
x + θ̃2) + 2−1/4K1

√
ϸ(|ηx |

3
2 + |θ̃|

3
2 ) (4.13)

Εφαρµόζουµε την ανισότητα

(
n∑

i=1
|zi |)p ≤

n∑
i=1
|zi |

p ≤ n1−p(
n∑

i=1
(|zi |)p (4.14)

µε p ∈ (0, 1] για τον τελευταίο όρο και πέρνουµε ότι

−2K1V1 + K1
√

2ϸV
3
4

1 ≤ V̇1 ≤ −2K1V1 + 23/4K1
√

ϸV
3
4

1 . (4.15)

Εποµένως, αποκτούµε τα ακόλουθα όρια για την V1(t) και κατά συνέπεια για τα |θ̃|, |ηx |:

lim sup
t→∞

V1(t) ≤
ϸ2

2
(4.16)

lim inf
t→∞

V1(t) ≥ (
ϸ

2
)2 (4.17)

lim sup
t→∞

{|θ̃|, |ηx |} ≤ ϸ (4.18)

Επιπλέον, από τις (4.6),(4.8),(4.9) υπολογίζουµε την παράγωγο του ξ ως

ξ̇ = −ρ(1 + d2(t))(θ̃2 + η2
x )ξ + d(t) +

K1
√

ϸ

25/4
[θ̃ sgn(ηx )|ηx |

1
2 − ηx sgn(θ̃)|θ̃|

1
2 ] (4.19)

Εφαρµόζοντας την ανισότητα του Young µε a = |θ̃|, b = |ηx |
1/2 και p = 3/2, q = 3 έχουµε ότι

|θ̃||ηx |
1/2 ≤

2
3
|θ̃|3/2 +

1
3
|ηx |

3/2 (4.20)

Παροµοίως, µπορούµε να αποδείξουµε ότι

|θ̃|1/2|ηx | ≤
1
3
|θ̃|3/2 +

2
3
|ηx |

3/2 (4.21)

Προσθέτοντας τις (4.20), (4.21) προκύπτει

|θ̃||ηx |
1/2 + |θ̃|1/2|ηx | ≤ |θ̃|

3/2 + |ηx |
3/2 (4.22)
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Εφαρµόζουµε την ανισότητα (4.14) και πέρνουµε το πιο κάτω

|θ̃|3/2 + |ηx |
3/2 = (θ̃2)3/4 + (η2

x )3/4 ≤ 21/4(θ̃2 + η2
x )3/4 = 2V 3/4

1 (4.23)

Ως επόµενο ϐήµα, ορίζουµε την Vξ =
1
2ξ2. Χρησιµοποιούµε τις (4.18),(4.19) και προκύπτει

ότι

V̇ξ ≤ −4ρ(1 + d2)V1Vξ + 2|d|Vξ +
K1
√

ϸ

21/4
|ξ |V 3/4

1 (4.24)

V̇ξ ≤ −4ρ(1 + d2)V1Vξ + (d2 + 1)Vξ +
K1
√

ϸ

25/4
Vξ +

K1
√

ϸ

25/4
V 3/2

1 (4.25)

Εφόσον V1(t) ≤ max{V1(0), ϸ2/2} = C̄V1 και V1(t) ≥ min{V1(0), ϸ2/4} = CV1
> 0 η ανισότητα

(4.25) µας δίνει

V̇ξ ≤ −4ρ(1 + d2)CV1
Vξ + (d2 + 1)Vξ +

K1
√

ϸ

25/4
Vξ +

K1
√

ϸ

25/4
C̄3/2

V1
(4.26)

Τότε, από την πιο πάνω ανισότητα χρησιµοποιώντας εις άτοπο απαγωγή, µπορούµε να αποδε-
ίξουµε ότι το κέρδος ρ είναι οµοιόµορφα ϕραγµένο. Αν αυτό δεν συµβαίνει και λαµβάνοντας
υπόψη ότι το ρ είναι µια αύξουσα συνάρτηση λόγω της (4.10), τότε υπάρχει κάποιος χρόνος
Tρ > 0 έτσι ώστε

ρ(t) >
1

4CV1

2 + K1
√

ϸ

25/4
+

K1C̄3/2
V1

21/4ϸ3/2

 , ∀t ≥ Tρ (4.27)

Για t ≥ Tρ έχουµε ότι

V̇ξ ≤ −

1 + K1C̄3/2
V1

21/4ϸ3/2

Vξ +
K1
√

ϸ

25/4
C̄3/2

V1
(4.28)

Η πιο πάνω ανισότητα µας δίνει

lim sup
t→∞

Vξ (t) ≤
K1
√

ϸ
25/4 C̄3/2

V1

1 +
K1C̄3/2

V1
21/4ϸ3/2

<
ϸ2

2
(4.29)

΄Ετσι, υπάρχει κάποιος χρόνος Tξ > 0 τέτοιος ώστε Vξ (t) < ϸ2/2 για κάθε t ≥ Tξ . Ισοδύναµα,
|ξ (t)| ≤ ϸ για κάθε t ≥ Tξ . Αυτό υποδηλώνει ότι D(ξ (t), ϸ) = 0 για κάθε t ≥ Tξ και κατα
συνέπεια ρ(t) = ρ(Tξ ) για κάθε t ≥ Tξ το οποίο είναι µια αντίφαση αφού υποθέσαµε ότι ρ δεν
είναι οµοιόµορφα ϕραγµένο.
Από τον ορισµό του ξ , (4.18) και γνωρίζοντας ότι lim supt→∞ |ξ (t)| ≤ ϸ, πέρνουµε το πιο κάτω
άνω ϕράγµα για το |ηy(t)|

lim sup
t→∞

|ηy(t)| ≤ lim sup
t→∞

|ξ (t)| +
1
2

lim sup
t→∞

|ηx (t)| × lim sup
t→∞

|θ̃(t)| < ϸ +
1
2

ϸ2 (4.30)
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Τέλος, χρησιµοποιώντας τις (4.5),(4.30),(4.18) και ότι ||R(−θ)|| = 1 πέρνουµε το επιθυµητό

ϕράγµα για το

∥∥∥∥∥∥∥
zx

zy


∥∥∥∥∥∥∥ :

lim sup
t→∞

∥∥∥∥∥∥∥
zx (t)
zy(t)


∥∥∥∥∥∥∥ = lim sup

t→∞

∥∥∥∥∥∥∥R(−θ(t))

ηx (t)
ηy(t)


∥∥∥∥∥∥∥ ≤ lim sup

t→∞

∥∥∥∥∥∥∥
ηx (t)
ηy(t)


∥∥∥∥∥∥∥ ≤ ϸ

√
2 + ϸ +

ϸ2

4
(4.31)

Εποµένως µε την συγκεκριµένη σχεδίαση, τα zx , zy πηγαίνουν σε µια γειτονιά του µηδενός,
οπότε µπορούµε να επικαλεστούµε το ϑεώρηµα 3.4 για να αποδείξουµε προσεγγιστική ϐέλ-
τιστη συµφωνία. Η παραπάνω ανάλυση συνοψίζει την απόδειξη του πιο κάτω ϑεωρήµατος.

Θεώρηµα 4.5. Για µια οµάδα από ϱοµποτικά οχήµατα που περιγράφονται από την (4.1), αν

ισχύουν οι υποθέσεις 1,2,3 και επιλέξουµε ελεγκτές (4.8), (4.9) µε προσαρµοστικό κέρδος

(4.10), ϑα πετύχουµε προσεγγιστική ϐέλτιστη συµφωνία των ϑέσεων και ϱύθµιση των προσα-

νατολισµών. Επιπροσθέτως, όλα τα σήµατα κλειστού ϐρόγχου παραµένουν ϕραγµένα.

4.3 Προσοµοίωση Συστήµατος σε περιβάλλον Matlab-Simulink

Σε αυτό το σηµείο ϑα παρουσιάσουµε τα αποτελέσµατα προσοµοιώσεων για το σύστηµα
(4.6) µε 6 κινούµενα ϱοµπότ - πρακτόρες τύπου unicycle όπου ϑα δείξουµε γραφικά ότι µε
τους προτεινόµενους ελεγκτές (4.8),(4.9), τα unicycles οδηγούνται σε προσεγγιστική ϐέλτιστη
συµφωνία ενώ οι γωνίες προσανατολισµού συγκλίνουν σε επιθυµιτές τιµές.

4.3.1 Παράµετροι Προσοµοίωσης

Ο κάθε πράκτορας-unicycle εφοδιάζεται µε ένα τοπικό κριτήριο κόστους fi(xi , yi). Οι
παράµετροι που ϑα µεταβάλλουµε κατά την διάρκεια της προσοµοίωσης ϐρίσκονται στον
πίνακα 4.1.
Οι αρχικές συνθήκες του πράκτορα i είναι το στοιχείο της i γραµµής των πιο κάτω διανυ-

σµάτων:

x(0) =
[
0 1 2 3 4 5

]T
y(0) =

[
2 1 0 −1 −2 −3

]T
θ(0) =

[
−π

6
π
4

2π
4

3π
4 π 5π

4

]T
Ο Λαπλασιανός πίνακας αναπαριστά επικοινωνία σε µορφή δακτυλίου και είναι ο πιο κάτω:

L =



0.2 −0.2 0 0 0 0
−0.2 0.5 −0.3 0 0 0

0 −0.3 0.7 −0.4 0 0
0 0 −0.4 0.6 −0.2 0
0 0 0 −0.2 0.7 −0.5
0 0 0 0 −0.5 0.5
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4.3.2 Σενάριο 1

Παράµετροι Προσοµοίωσης
xi(0), yi(0) αρχική ϑέση κέντρου µάζας
θi(0) αρχική γωνιά κατεύθυνσης
yobst ϑέση εµποδίου
ρ σταθερά ϱύθµισης απόστασης εµποδίου
Τ περίοδος δειγµατοληψίας
dM καθυστέρηση επικοινωνίας
L λαπλασιανός πίνακας
D αριθµός περιόδων καθυστέρησης επικοινωνίας
α κύρια ϐηµατική σταθερά αλγορίθµου
ϐ δυϊκή ϐηµατική σταθερά αλγορίθµου
c, Q σταθερές συνάρτησης κόστους
ε παράµετρος ελεγκτή
K1 κέρδος ελεγκτή
γ σταθερά προσαρµοστικού κέρδους
ϖ δύναµη προσαρµοστικού κέρδους

Πίνακας 4.1: Μεταβαλλόµενες Παράµετροι Προσοµοίωσης

4.3.2 Σενάριο 1

Αρχικά, ϑα προσοµοιώσουµε το σύστηµά µας επιλέγοντας για κάθε πράκτορα την τε-
τραγωνική συνάρτηση κόστους fi(yi) = 1

2yT
i Qiyi + cT

i yi , όπου c = col{c1, ..., c6} µε c1 =[
1 0

]T
, c2 =

[
0 1

]T
, c3 =

[
3 1

]T
, c4 =

[
2 4

]T
, c5 =

[
1 2

]T
, c6 =

[
3 3

]T
και ο Q είναι

ένας µπλοκ διαγώνιος πίνακας :

Q = blkdiag{Q1, ..., Q6}

µε Q1 =

 1 0.1
0.1 2

 , Q2 =

2 1
1 1

 , Q3 =

1 1
1 2

 , Q4 =

1 0
0 1

 , Q5 =

1.5 1
1 1.5

 , Q6 = 2 −1
−1 1


Για τις αρχικές προσοµοιώσεις η περίοδος δειγµατοληψίας επιλέχθηκε T = 0.3, ο χρόνος
που επιτρέπεται για καθυστέρηση της επικοινωνίας µεταξύ των κινούµενων ϱοµπότ είναι
dM = 0.1 και η επικοινωνία αυτή γίνεται ανά D = 8 περιόδους δειγµατοληψίας, δηλαδή
κάθε 2.4 δευτερόλεπτα, πράγµα που την καθιστά αρκετά χαµηλής συχνότητας. Οι παράµε-
τροι του αλγόριθµου που χρησιµοποιήθηκαν είναι α = 0.38, � = 0.08. Οι παράµετροι του
ελεγκτή επιλέχθηκαν ως ϸ = 0.02, γ = 6, K1 = 0.16 και ϖ = 0.001.

Σηµείωση 6. Η συγκεκριµένη επιλογή της συνάρτησης κόστους µας δίνει κάποιους περιορι-

σµούς σχετικά µε τις τιµές που µπορούµε να δώσουµε στις παράµετρους του αλγορίθµου α, �.

Αυτό γίνεται λόγω της υπόθεσης 1 όπου ϐρίσκουµε το hmin = 0.382 ως την µικρότερη ιδιοτιµή

του πίνακα Q και το hmax = 2.618 που είναι η µεγαλύτερη του ιδιοτιµή. ΄Ετσι από την Ση-

µείωση 3 έχουµε τον περιορισµό � < 0.1115 και από το Λήµµα 3.4 προκύπτει ο περιορισµός

α ≤ 0.382. Παράλληλα, από την εξίσωση του κ� στην (3.20) µπορούµε να ϐρούµε την τιµή
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του ϐ που δίνει ϐέλτιστο κ� ως � = 0.056 ,και άρα µικρότερο ν1 από την (3.22), που είναι και

το επιθυµητό για να έχουµε µικρότερο σφάλµα στην έξοδο. Για αυτό το λόγο επιλέγουµε µια

τιµή του ϐ κοντά σε αυτήν.

Υλοποιώντας το πιο πάνω σύστηµα πέρνουµε τα πιο κάτω αποτελέσµατα για την xi , yi και
θi συνιστώσα του κάθε unicycle. Αναµένουµε σύγκλιση σε µια γειτονιά του ϐέλτιστου σηµείου
συµφωνίας που λόγω των συγκεκριµένων τιµών που χρησιµοποιήσαµε για την συνάρτηση
κόστους και επιθυµητής τελικής γωνιάς κατεύθυνσης είναι το πιο κάτω:

x∗ = −
[
1 0

]
(

6∑
i=1

Qi)−1
6∑

i=1
ci = −0.916, y∗ = −

[
0 1

]
(

6∑
i=1

Qi)−1
6∑

i=1
ci = −1.07,

θ∗ =
[
0 π

3
2π
3 π 4π

3
5π
3

]T
.
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Σχήµα 4.1: Εξόδοι xi των unicycle συναρτήση του χρόνου.

Παρατηρούµε ότι από τα 180 sec οι εξόδοι xi έχουν ϕτάσει κοντά στο ϐέλτιστο σηµείο.
Βλέποντας καλύτερα µέσω µεγένθυσης την περιοχή από τα 300 µέχρι τα 600 δευτερόλεπτα,
παρατηρούµε ότι αρχικά έχει µια απόκλιση περίπου ±0.03, που όσο περνάει ο χρόνος
µικραίνει και γίνεται κοντά στο −0.01.
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Σχήµα 4.2: Εξόδοι yi των unicycle συναρτήση του χρόνου.

Οι εξόδοι yi των unicycle ϐλέπουµε ότι στα 410 s ϐρίσκονται σε µια γειτονιά των ±0.05 από
το ϐέλτιστο σηµείο συµφωνίας και µειώνεται σταδιακά ϕτάνοντας το ±0.01 πετυγχαίνοντας
έτσι το Ϲητούµενο σύγκλισης.

Σηµείωση 7. Οι εξόδοι xi µε τις εξόδους yi των unicycle έχουν µια σηµαντική διαφορά σε

σχέση µε την ταχύτητα σύγκλισης αφού όπως παρατηρούµε τα xi συγκλίνουν σχεδόν 230 s πιο

γρήγορα από τα yi . Αυτό συµβαίνει λόγω της µικρής τιµής του � που µας επέβαλε ο περιορισµός

(6) , όπου έχει άµεση επίδραση στη ταχύτητα σύγκλισης των yi και σε συνδιασµό µε την τιµή

του α, η οποία πάλι είναι σχετικά µικρή.
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Σχήµα 4.3: Γωνιά κατεύθυνσης θi των unicycle συναρτήση του χρόνου.

Με την πιο πάνω γραφική επιβεβαιώνουµε ότι ο προσανατολισµός του κάθε κινούµενου
ϱοµπότ ϐρίσκεται στην κατεύθυνση που του ορίσαµε θ∗, επιτυγχάνοντας τον πριν ακόµη συ-
µπληρωθούν τα 100 s, πιο γρήγορα και από τις x, y συνιστώσες. Στη συνέχεια, παραθέτουµε
τις εισόδους του συστήµατος µας ui1 και ui2 = wi καθώς και τις µεταβλητές GRASSP zi .
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Σχήµα 4.4: Είσοδοι ui1 συναρτήση του χρόνου.
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Σχήµα 4.5: Είσοδοι wi συναρτήση του χρόνου.

Παρατηρούµε ότι οι είσοδοι ui1 αλλά και οι wi έχουν ένα σχετικά µεγάλο πλάτος στα πρώτα
δευτερόλεπτα µε τις ui1 να είναι ελάχιστα µεγαλύτερες, το οποίο οφείλεται στην συγκεριµένη
επιλογή των ελεγκτών. Παρόλα αυτά στη συνέχεια µειώνονται αισθητά και ϕτάνουν σε µια
περιοχή κοντά στο µηδέν.

Σχήµα 4.6: Μεταβλητές GRASSP ||zi || συναρτήση του χρόνου.
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΄Οπως µπορούµε να δούµε, οι µεταβλητές zi συγκλίνουν σε µια προκαθορισµένη γειτονιά
του µηδέν όπως υπολογίσαµε στην (4.31).

4.3.3 Σενάριο 2

Σε αυτή την περίπτωση ϑα χρησιµοποιήσουµε ως τοπική συνάρτηση κόστους για κάθε
πράκτορα µας την fi(yi) = 1

2 (||yi−yi(0)||2− ρ
1+ρ ||yi−yobst ||

2) µε ρ > 0. Με αυτή την συνάρτηση
στέλνουµε τα unicycle σε συµφωνία µακριά από ένα στατικό εµπόδιο µε συντεταγµένες
κέντρου yobst , διατηρώντας παράλληλα µικρή την απόσταση από την αρχική ϑέση yi(0) µε
σκοπό την µειωµένη κατανάλωση ενέργειας. Η παράµετρος ρ ϱυθµίζει την απόσταση από
το εµπόδιο όπου για ρ = 0 δεν λαµβάνουµε υπόψη µας κάποιο εµπόδιο, ενώ για µεγάλο
ρ ϑα στείλει το σηµείο συµφωνίας πολύ µακριά του εµποδίου. Στο συγκεκριµένο σενάριο,
χρησιµοποιήσαµε ρ = 0.5 και yobst =

[
1 0

]
ενώ η περίοδος δειγµατοληψίας επιλέχθηκε

T = 0.41. Στις παράµετρους του ελεγκτή εφαρµόσαµε τις τιµές ϸ = 0.02, γ = 8, K1 = 1
και ϖ = 0.01. Σχετικά µε τις παράµετρους του αλγόριθµου που χρησιµοποιήθηκαν είναι
dM = 0.1, α = 0.65, � = 1 και τα unicycle µας ανταλλάσουν πληροφορίες µεταξύ τους ανά
D = 4 περιόδους δειγµατοληψίας.

Σηµείωση 8. Αυτή η συνάρτηση κόστους µας δίνει µεγαλύτερα περιθώρια στην επιλογή του

κύριου και δυϊκού ϐήµατος του αλγορίθµου, α, � αντίστοιχα, καθώς η ελάχιστη και η µέγιστη

ιδιοτιµή ισούνται και µε παρόµοιο τρόπο µε πριν υπολογίζονται ως hmin = hmax =
1

1+ρ = 0.666.

΄Ετσι, προκύπτουν οι περιορισµοί α ≤ 0.666 , � < 2(1 + ρ) = 3 και το � που δίνει ϐέλτιστο κ�

είναι στο µισό δηλαδή � = 1.5.

Οι νόµοι ελέγχου (4.8),(4.9) εφαρµόζονται στο σύστηµα (4.6) και αναµένουµε οι έξο-
δοι των πρακτόρων να συγκλίνουν σε µια γειτονιά του ϐέλτιστου σηµείου συµφωνίας που
υπολογίζεται αντίστοιχα µε πριν ως :

x∗ = 3.25, y∗ = −0.75 και θ∗ =
[
0 π

3
2π
3 π 4π

3
5π
3

]T
Πιο κάτω ϕαίνονται τα αποτελέσµατα από την προσοµοίωση που έγινε σε περιβάλλον Matlab-
Simulink:
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Σχήµα 4.7: Εξόδοι xi των unicycle συναρτήση του χρόνου.

Παρατηρούµε ότι σε αυτό το σενάριο οι εξόδοι xi συγκλίνουν στο ϐέλτιστο σηµείο στα 70 sec
περίπου, πολύ πιο γρήγορα απ΄ότι στο προηγούµενο.
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Σχήµα 4.8: Εξόδοι yi των unicycle συναρτήση του χρόνου.

Εδώ ϕαίνονται οι εξόδοι yi να πετυχαίνουν την συµφωνία κατά προσέγγιση στα 80 sec, 5
ϕορές πιο γρήγορα απ΄ότι γινόταν στην προηγούµενη περίπτωση. Από τα 80 µέχρι τα 300
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δευτερόλεπτα διατηρούν σχεδόν σταθερή µια µικρή ταλάντωση ±0.03 γύρω από το επιθυµητό
σηµείο.

Σηµείωση 9. ΄Οπως παρατηρήσαµε πιο πάνω, µε αυτή την συνάρτηση κόστους επιτυγχάνουµε

πολύ πιο γρήγορη σύγκλιση στο ϐέλτιστο σηµείο συµφωνίας. Αυτό γίνεται λόγω του ότι από

την Σηµείωση 8, έχουµε την δυνατότητα επιλογής µεγαλύτερων α, �. Ο λόγος που επιλέχθηκε

η τιµή � = 1 και όχι η ϑεωρητικά ϐέλτιστη � = 1.5 ή κάποια άλλη µεγαλύτερη είναι επειδή

δεν ϐελτιώνεται ο χρόνος σύγκλισης εξαιτίας της µικρής τιµης του α και πρέπει να κρατήσουµε

µια τιµή κοντά σε αυτήν. Αυτός είναι επίσης και ο λόγος που καθυστερεί λίγο περισσότερο να

συγκλίνουν τα yi σε σύγκριση µε τα xi .
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Σχήµα 4.9: Γωνιά κατεύθυνσης θi των unicycle συναρτήση του χρόνου.

Παρατηρούµε ότι η γωνιά κατεύθυνσης κάθε unicycle είναι στο σηµείο που τους ορίσαµε θ∗

σε λιγότερο από 20 sec.
Ακολουθούν και σε αυτή την περίπτωση οι εισόδοι ui1, wi και οι ϐοηθητικές µεταβλητές
GRASSP zi .
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Σχήµα 4.10: Είσοδοι ui1 συναρτήση του χρόνου.
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Σχήµα 4.11: Είσοδοι wi συναρτήση του χρόνου.

Οµοίως µε πριν, ϐλέπουµε ένα σχετικά µεγάλο πλάτος εισόδου στα πρώτα δευτερόλεπτα,
λίγο µεγαλύτερο στις ui1 απ΄ότι στις wi , που αµέσως µετά µειώνεται αισθητά και ϕτάνει το
µηδέν.
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Σχήµα 4.12: Μεταβλητές GRASSP ||zi || συναρτήση του χρόνου.

Αντίστοιχα, τα zi πηγαίνουν σε µια γειτονιά του µηδενός ενώ εδώ λόγω του µικρότερου χρόνου
προσοµοίωσης, µπορούµε να παρατηρήσουµε καλύτερα το ϱόλο της συνάρτησης r(t) (4.12)
στις µεταβλητές αυτές και να επιβεβαιώσουµε αυτό που περιµέναµε από τον µαθηµατικό
ορισµό τους στην (3.5).

4.3.4 Σενάριο 3 (Formation Control)

Θέλουµε να στείλουµε τα κινούµενα ϱοµπότ σε έναν προκαθορισµένο σχηµατισµό

(formation) µακριά από κάποιο στατικό εµπόδιο µε συντεταγµένες κέντρου yobst , όπου ταυ-
τόχρονα διατηρείται µικρή η απόσταση του unicycle από την αρχική του ϑέση yi(0) έτσι
ώστε να καταναλωθεί όσο το δυνατόν λιγότερη ενέργεια. Αυτό είναι γνωστό ως το πρόβλη-

µα ϐέλτιστου ελέγχου σχηµατισµού (optimal formation control problem), το οποίο
στην περίπτωση µας µετατρέπεται σε πρόβληµα ϐέλτιστης συµφωνίας για τις µεταβλητές
yi := yi − yfi , όπου yfi είναι το διάνυσµα που αναπαριστά την ϑέση του i πράκτορα στον
συγκεκριµένο σχηµατισµό. Αν επιλέξουµε για παράδειγµα τα unicycle να οδηγηθούν σε
εξάγωνο σχηµατισµό, τότε :

yfi = R

cos(π
3 i)

sin(π
3 i)

 , i = 0, 1, . . . , 5

για κάποιο R > 0. ΄Ετσι, έχουµε ένα πρόβληµα ϐέλτιστης συµφωνίας για τις µεταβλητές ȳi

µε συναρτήσεις κόστους f i που πέρνουν την πιο κάτω µορφή:

f i(yi) = fi(yi + yfi) =
1
2

(|| yi + yfi − yi(0) ||2 −
ρ

1 + ρ
|| yi + yfi − yobst ||

2)
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µε ρ > 0. Τότε, οι µεταβλητές GRASSP γίνονται :

zi(t) := yi(t) − r
(
t −
⌊ t

T

⌋
T
)
si

(⌊ t

T

⌋
T
)
−

[
1 − r

(
t −
⌊ t

T

⌋
T
)]

si

(⌊ t

T

⌋
T − T

)
όπου το διακριτού χρόνου µεταβλητό διάνυσµα si ορίζεται ως :

si

(⌊ t

T

⌋
T
)

:= yi

(⌊ t

T

⌋
T
)
− �∇f i

(
yi

(⌊ t

T

⌋
T
))
− α�

∑
j∈Ni

⌊
t/DT
⌋∑

l=1

Wij( yi(lDT ) − yj(lDT ) )

για κάθε i ∈ V µε α, � > 0. Οι νόµοι ελέγχου έχουν ακριβώς την ίδια µορφή µε πριν και
οδηγούν πάλι τις µεταβλητές GRASSP σε µια γειτονιά του µηδέν µε αποτέλεσµα να διασφα-
λίζεται ότι τα κινούµενα ϱοµπότ ϑα ακολουθήσουν τον πιο πάνω σχηµατισµό. Προκειµένου
να αναπαραστήσουµε την εφαρµογή αυτής της προσέγγισης, πραγµατοποιήσαµε µια προ-
σοµοίωση όπου όλες οι παράµετροι είναι ίδιες µε πριν εκτός από τις T = 0.4, ρ = 1 και
R = 1.

Σχήµα 4.13: Τροχιές των yi (1 ≤ i ≤ 6).

Παρατηρούµε ότι τα unicycle συγκλίνουν σε ένα εξάγωνο σχηµατισµό γύρω από το y∗ α-
ποφεύγοντας το εµπόδιο yobst . Επιπλέον, τα ϐέλη µας δείχνουν τον προσανατολισµό του
κάθε unicycle, όπου επιλέξαµε να ϐλέπουν προς τα έξω στην ευθεία που συνδέει το κέντρο
του εξαγώνου µε κάθε πράκτορα σε µια λογική προστασίας της οµάδας και της εσωτερικής
περιοχής που καλύπτουν.

4.3.5 Επίδραση των Παραµέτρων Σχεδίασης στην Απόδοση του Ελεγκτή

Εξίσου σηµαντικό είναι να δείξουµε πως επηρεάζουν κάποιες παράµετροι την λειτουργία
του συστήµατος µε σκοπό να κατανοηθεί καλύτερα ο λόγος που επιλέχθηκαν οι συγκε-
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κριµένες τιµές. Αρχικά, ϑα δούµε πως επηρεάζει το D, όπου ορίζει τον αριθµό περιόδων
δειγµατοληψίας που χρειάζονται για να υπάρχει επικοινωνία µεταξύ των πρακτόρων. Παρα-
ϑέτουµε συγκριτικές προσοµοιώσεις όπου µεταβάλλουµε µόνο την τιµή του D και κρατάµε
τις υπόλοιπες παραµέτρους σταθερές. Θα δείξουµε µόνο τις συνιστώσες του συστήµατος
όπου υπάρχουν σηµαντικές αλλαγές.
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Σχήµα 4.14: Εξόδοι xi των unicycle συναρτήση του χρόνου για D = 8.
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Σχήµα 4.15: Εξόδοι yi των unicycle συναρτήση του χρόνου για D = 8.
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Παρατηρούµε ότι για D = 8 τα xi , yi χρειάζονται περίπου 225 sec για να συγκλίνουν στο
ϐέλτιστο σηµείο συµφωνίας µε απόκλιση ±0.03. Είναι εµφανές ότι όσο µεγαλύτερο είναι το
D τόσο περισσότερο αργεί η σύγκλιση καθώς οι πράκτορες ανταλλάζουν πληροφορίες ανά
πιο µεγάλα διαστήµατα.
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Σχήµα 4.16: Εξόδοι xi των unicycle συναρτήση του χρόνου για D = 1.
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Σχήµα 4.17: Εξόδοι yi των unicycle συναρτήση του χρόνου για D = 1.

Σε αντίθεση περίπτωση για D = 1, όπου οι πράκτορες ανταλλάζουν πληροφορίες µε τους
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γείτονες σε κάθε περίοδο, τα xi , yi συγκλίνουν στο επιθυµητό σηµείο στα 60 sec, 10 δευτε-
ϱόλεπτα πιο γρήγορα απ΄ότι γίνεται για D = 4.
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Σχήµα 4.18: Εισόδοι wi των unicycle συναρτήση του χρόνου για D = 1.

Επίσης, για τόσο µικρό D παρατηρούµε ένα µεγαλύτερο πλάτος στην είσοδο wi , από 90 µέχρι
-265, στα πρώτα δευτερόλεπτα της προσοµοίωσης. Γιάυτό τον λόγο µαζί και µε το γεγονός
ότι επιδιώκουµε χαµηλή συχνότητα επικοινωνίας µεταξύ των πρακτόρων δεν επιλέξαµε αυτή
την τιµή για το D στην αρχική προσοµοίωση µας. Η αλλαγή του D που δείξαµε, έγινε για το
Σενάριο 2. Η επόµενη παράµετρος που ϑα εξετάσουµε είναι το ϸ. Θα χρησιµοποιήσουµε το
διπλάσιο ϸ, δηλ. ϸ = 0.04 κρατώντας τις υπόλοιπες παράµετρους τις ίδιες.
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Σχήµα 4.19: Εξόδοι xi των unicycle συναρτήση του χρόνου για ϸ = 0.04.
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Σχήµα 4.20: Εξόδοι yi των unicycle συναρτήση του χρόνου για ϸ = 0.04.

΄Οπως ϕαίνεται από τα Σχήµατα 4.19, 4.20 για διπλάσιο ϸ, έχουµε και ανάλογη συµπερι-
ϕορά στο µόνιµο σφάλµα αφού σε σύγκριση µε τα Σχήµατα 4.7, 4.8 όπου κυµαινόταν στο
±0.04, τώρα κυµαίνεται στο ±0.08. Επιπρόσθετα, µπορεί να παρατηρηθεί και µια µικρή
καθυστέρηση σύγκλισης των εξόδων xi , yi στο ϐέλτιστο σηµείο συµφωνίας σε σύγκριση µε
αυτό που πετυχαίναµε για ϸ = 0.02. Το ίδιο µπορούµε να δούµε και στα zi , όπου µεγαλώνει
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η γειτονιά γύρω από το µηδέν στην οποία πηγαίνουν οι µεταβλητές αυτές.
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Σχήµα 4.21: Μεταβλητές GRASSP ||zi || συναρτήση του χρόνου για ϸ = 0.04.

Τώρα ϑα δούµε πως µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις παραµέτρους για να πάρουµε µια
πιο γρήγορη σύγκλιση µε κόστος µια πιο µεγάλη είσοδο στην αρχή της προσοµοίωσης. Οι
διαφορετικές τιµές που εφαρµόσαµε είναι T = 0.3, γ = 20 και K1 = 1.5.
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Σχήµα 4.22: Εξόδοι xi των unicycle συναρτήση του χρόνου για νέες παραµέτρους.
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Σχήµα 4.23: Εξόδοι yi των unicycle συναρτήση του χρόνου για νέες παραµέτρους.
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Σχήµα 4.24: Εισόδοι wi των unicycle συναρτήση του χρόνου για νέες παραµέτρους.

Παρατηρούµε ότι τα xi , yi συγκλίνουν στο επιθυµητό σηµείο στα 50 sec, 20 sec πιο γρήγορα
από την µία τα xi και 30 sec από την άλλη τα yi . Αυτό το πετυχαίνουµε λόγω του ότι
χρησιµοποιούµε µικρότερη περίοδο T και παράλληλα µεγαλύτερα κέρδη γ και K1. Για να
έχουµε ουσιώδες αλλαγές όµως πρέπει τα γ και K1 να µεγαλώνουν ταυτόχρονα αφού από τις
(4.8), (4.9) το κέρδος K1 ελέγχει µόνο τον πρώτο και τελευταίο όρο, ενώ το γ επηρεάζει τον
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µεσαίο. Η πιο σύντοµη σύγκλιση έχει ως αντάλλαγµα να πέρνουµε µεγαλύτερη είσοδο wi

που ϕτάνει το -430 όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 4.24.
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Επίλογος

Σε αυτό το κεφάλαιο γίνεται µια σύνοψη των ϐασικών αποτελεσµάτων της διπλωµατικής
και εισάγονται κάποιες προτάσεις για επέκταση της.

5.1 Σύνοψη και Συµπεράσµατα

Στην παρούσα εργασία προτάθηκε ένα κατανεµηµένο σύστηµα ελέγχου για την επίτευξη
προσεγγιστικής ϐέλτιστης συµφωνίας σε κινούµενα ϱοµπότ τύπου unicycle, όπου χρησιµο-
ποιούν µόνο δείγµατα από τις εξόδους των γειτόνων τους µε αρκετά χαµηλή συχνότητα και µε
επιτρεπόµενη καθυστέρηση στην επικοινωνία. Αυτό έγινε δυνατό µε την αναδιατύπωση του
προβλήµατος ϐέλτιστης συµφωνίας ως πρόβληµα ϱύθµισης κατάλληλων συνεχών ϐοηθητικών
µεταβλητών, ονοµαζόµενες GRASSP µεταβλητές.

Αρχικά, παρουσιάσαµε κάποιες ϐασικές έννοιες από ϑεωρία γράφων και µαθηµατική
ανάλυση πάνω στις οποίες στηρίξαµε την µελέτη του συστήµατος µας.Στη συνέχεια, παρου-
σιάστηκε ο Επαυξηµένος Lagrangian Αλγόριθµος, τον οποίο ενσωµατώσαµε αργότερα στον
ορισµό των GRASSP µεταβλητών µε σκοπό την επίτευξη κατανεµηµένης ϐελτιστοποίησης του
πολυπρακτορικού συστήµατος. Το ϐασικό αποτέλεσµα του πρώτου µέρους της διπλωµατι-
κής αφορά την απόδειξη ότι µπορούµε να ϕτάσουµε σε προσεγγιστική ϐέλτιστη συµφωνία
ϱυθµίζοντας τιςGRASSP µεταβλητές σε µια γειτονιά του µηδενός.

Στο δεύτερο µέρος της διπλωµατικής, προτάθηκαν νόµοι ελέγχου που ϑα οδηγήσουν µια
οµάδα κινούµενων ϱοµπότ τύπου unicycle σε προσεγγιστική ϐέλτιστη συµφωνία. Προς την
κατεύθυνση επαλήθευσης των ϑεωρητικών µας αποτελεσµάτων, προσοµοιώσαµε το σύστη-
µα για µια οµάδα µε 6 unicycle κάτω από 3 διαφορετικά σενάρια σε περιβάλλον Matlab-
Simulink.

Τα συµπεράσµατα που ϐγάλαµε από τις προσοµοιώσεις είναι ότι µε την κατάλληλη επι-
λογή των παραµέτρων του αλγορίθµου αλλά και του ελεγκτή, οδηγούµε το σύστηµα µας σε
προσεγγιστική ϐέλτιστη συµφωνία. Η επιλογή των παραµέτρων είναι τέτοια ώστε να έχου-
µε όσο το δυνατόν πιο γρήγορη σύγκλιση στο σηµείο ϐέλτιστης συµφωνίας χωρίς όµως να
πέρνουµε πολύ µεγάλες εισόδους. Μέσω των πολλών προσοµοιώσεων που παρουσιάστηκαν
ϕαίνονται οι εξαρτήσεις του συστήµατος µας από τις διάφορες παραµέτρους και ότι χρειάζεται
να γίνει ένας συµβιβασµός µεταξύ γρήγορης σύγκλισης και µεγάλης εισόδου.
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5.2 Μελλοντικές Επεκτάσεις

Η µεθοδολογία που αναπτύχθηκε στη διπλωµατική αυτή ϑα µπορούσε να εφαρµοστεί σε
διαφορετικά συστήµατα όπως σε πράκτορες µε δυναµικές Lagrangian έτσι ώστε να µπορεί
να συγκριθεί µε άλλες υπάρχοντες εργασίες [23]. Επίσης, ϑα µπορούσε να διερευνηθεί κατα
πόσο µπορούν να χαλαρωθούν οι διάφορες υποθέσεις που έγιναν σχετικά µε την τοπολογία
επικοινωνίας και την µορφή των κριτήριων κόστους. Συγκεκριµένα, να γίνει προσπάθεια
επέκτασης της παρούσας διπλωµατικής σε πολυπρακτορικά δίκτυα, όπου ο γράφος δεν είναι
συνεκτικός σε κάθε χρονική στιγµή ή είναι κατευθυνόµενος και να εξεταστεί η εφαρµογή της
µεθόδου σε µη-κυρτές ή και µη-διαφορίσιµες συναρτήσεις. Επιπρόσθετα, σε ένα τοµέα
στο οποίο ϑα είχε έντονο ενδιαφέρον να δοκιµαστεί η µεθοδολογία µας είναι σε ϑέµατα
ασφάλειας του δικτύου. Για παράδειγµα, λόγω της χαµηλής συχνότητας επικοινωνίας και της
επιτρεπόµενης καθυστέρησης στην ανταλλαγή πληροφορίας που δίνουµε µε το προτεινόµενο
σχήµα, ϑα µπορούσαν να εξεταστούν επεκτάσεις και εφαρµογές σε δίκτυα µε κακόβουλους
πράκτορες.
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