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Περίληψη

΄Ενα παίγνιο αποτελεί µια αλληλεπίδραση µεταξύ πρακτόρων, στην οποία το σύνολο των
επιλεγµένων δράσεων καθορίζει τα ατοµικά οφέλη κάθε πράκτορα. ΄Ενα ιδιαίτερο γνώρισµα
κάποιων παιγνίων είναι η ύπαρξη Ισορροπίας Nash, δηλαδή ενός συµβιβαστικού συνδυα-
σµού δράσεων από τον οποίο κανένας πράκτορας δεν έχει κίνητρο να αποκλίνει µονοµερώς.
Οι συµβιβαστικές αυτές διατάξεις έχουν µεγάλη σηµασία σε µη-συνεργατικά παίγνια, ενώ α-
ποτελούν εκφραστικό εργαλείο για την περιγραφή επιθυµητής αναδυόµενης συµπεριφοράς.

Στην παρούσα εργασία, επικεντρωνόµαστε σε στατικά παίγνια, δηλαδή παίγνια ενός
γύρου όπου οι πράκτορες ανακοινώνουν τις κινήσεις τους ταυτόχρονα. Εξετάζουµε στατικά
παίγνια µε κυρτές και οµαλές συναρτήσεις κόστους και αναλύουµε τους συνήθεις τρόπους
αναζήτησης Ισορροπίας Nash. Αναγνωρίζουµε τα πλεονεκτήµατα της κατανεµηµένης ανα-
Ϲήτησης και αναπτύσσουµε online εκδοχή του Preconditioned Proximal Point Αλγορίθµου.
Αποδεικνύουµε την προσεγγιστική της σύγκλιση, ανάγοντάς την σε πρόβληµα περιορισµού
συνεχώς παραγωγίσιµων µεταβλητών, των µεταβλητών ASPPPA. ΄Επειτα, ϑεωρούµε σµήνος
από Μη-Επανδρωµένα Εναέρια Οχήµατα συγκεντρωµένης µάζας µε κορεσµό στην είσοδό
τους, που συµµετέχουν σε στατικό παίγνιο µε δράση την ϑέση τους στον τρισδιάστατο χώρο.
Σχεδιάζουµε µη-γραµµικούς ελεγκτές ϐασισµένους στην Prescribed Performance αρχιτε-
κτονική, µε σκοπό την ϱύθµιση των ASPPPA µεταβλητών των UAV πρακτόρων. Τέλος, προ-
σοµοιώνουµε αριθµητικά το σύστηµα σε παίγνια επίτευξης πολυγωνικού σχηµατισµού και
συγκρίνουµε τις επιδόσεις του µε εκείνες ενός αντίστοιχου συστήµατος, το οποίο σχεδιάστηκε
µε συναφή προγενέστερη µέθοδο.

Λέξεις Κλειδιά

Πολυπρακτορικά Συστήµατα, Κατανεµηµένη Αναζήτηση Ισορροπίας Nash, Κυρτή Βελτι-
στοποίηση, Preconditioned Proximal Point Algorithm, Κατανεµηµένος ΄Ελεγχος, Prescribed
Performance Control, Μη-Επανδρωµένα Εναέρια Οχήµατα, Κορεσµός Εισόδου
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Abstract

A game is an interaction between agents where the set of the chosen actions determi-
nes the individual rewards for each agent. A special feature of some games is the existence
of a Nash Equilibrium, i.e., a set of actions from which no agent has any incentive to uni-
laterally deviate. These configurations are of great importance in non-cooperative games
and offer an expressive framework for describing desired emergent behavior.

In this diploma thesis, we focus on static games, which consist of one turn where
agents reveal their actions simultaneously. We consider static games with convex and
smooth cost functions and analyze the main Nash Equilibrium seeking frameworks. We
explain the advantages of distributed seeking and develop an online version of the Precon-
ditioned Proximal Point algorithm. We prove its approximate convergence by reducing the
convergence problem to a regulation problem of smooth variables, named ASPPPA. Then,
we consider a swarm of concentrated-mass Unmanned Aerial Vehicles with input satura-
tion, participating in a game where each agent’s action is its position in three-dimensional
space. We design nonlinear controllers based on the Prescribed Performance Control a-
rchitecture to regulate the ASPPPA variable of each UAV agent. Finally, we numerically
simulate the system in polygonal formation games and compare its performance with that
of a similar system designed using a related, pre-existing method.

Keywords

Multiagent Systems, Distributed Nash Equilibrium Seeking, Convex Optimization,
Preconditioned Proximal Point Algorithm, Distributed Control, Prescribed Performance
Control, Unmanned Aerial Vehicles, Input Saturation
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Ο κλάδος των Πολυπρακτορικών Συστηµάτων επικεντρώνεται στη µελέτη σύνθετων αλ-
ληλεπιδράσεων µεταξύ πολλών πρακτόρων. Καθηµερινά παραδείγµατα τέτοιων συ-

στηµάτων είναι τα οδικά δίκτυα, τα κοινωνικά δίκτυα και το χρηµατιστήριο.
Οι πράκτορες πολύ πιθανόν να δρουν αποσκοπώντας στη µεγιστοποίηση του οφέλους

τους. ΄Οταν η συνολική δράση των πρακτόρων καθορίζει τα οφέλη του κάθε ενός, λέµε πως
οι πράκτορες συµµετέχουν σε παίγνιο. Πλέον, έχουµε εισέλθει στον κλάδο της Θεωρίας
Παιγνίων, ο οποίος µελετάει αλληλεπιδράσεις όπως οι παραπάνω. Θα επικεντρωθούµε σε
συγκεκριµένη κατηγορία παιγνίων, τα στατικά παίγνια, δηλαδή παίγνια ενός γύρου. ΄Ολοι οι
πράκτορες ανακοινώνουν ταυτόχρονα την κίνησή τους και επωµίζονται άµεσα τα αντίστοιχα
οφέλη [1]. Παράδειγµα στατικού παιγνίου αποτελεί το παιχνίδι ῾῾Πέτρα-Ψαλίδι-Χαρτί᾿᾿.

΄Ενα ενδιαφέρον χαρακτηριστικό κάποιων παιγνίων είναι η ύπαρξη Ισορροπίας Nash. Μια
τέτοια ισορροπία είναι ουσιαστικά κάποια συνολική δράση των πρακτόρων από την οποία αν
αποφάσιζε να αποκλίνει µόνο ένας πράκτορας, ϑα Ϲηµιωνόταν. ∆ιαισθητικά, η Ισορροπία
Nash, περιγράφει την έκβαση ενός παιγνίου όπου κανένας πράκτορας δεν µπορεί να ϐασίζε-
ται πως ϑα συνεργαστεί µε κάποιον άλλο, οπότε όλοι, στην ανάγκη τους να µη Ϲηµιωθούν,
συµβιβάζονται. ΄Ενα χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί το Παράδοξο του Φυλακισµένου
[2, Παράδειγµα 1.1].

Στη γενική περίπτωση, η αναζήτηση Ισορροπιών Nash είναι υπολογιστικά δύσκολη [3].
Ωστόσο, υπάρχει σηµαντική έρευνα πάνω σε αλγορίθµους για αναζήτηση Ισορροπιών Nash
σε µία κατηγορία παιγνίων, τα στατικά παίγνια µε κυρτές και διαφορίσιµες συναρτήσεις
κόστους, Οι ιδιότητες των συναρτήσεων κόστους αυτών, επιτρέπουν την ανάπτυξη πρακτι-
κώς αποδοτικών αλγορίθµων αναζήτησης µε τα εξελιγµένα εργαλεία του κλάδου της Κυρτής
Βελτιστοποίησης, ενώ δεν ϑυσιάζουν εκφραστικότητα από ενδιαφέροντα παίγνια [4].

Το σύνηθες µοτίβο αναζήτησης είναι το εξής. Κάθε πράκτορας επικοινωνεί την ατοµική
υποψήφια δράση του στους υπόλοιπους πράκτορες και µε ϐάση τις αντίστοιχες πληροφορίες
που έλαβε από αυτούς, την ανανεώνει µε χρήση κάποιου κανόνα. Αυτό συνεχίζεται επανα-
ληπτικά. Η παραπάνω µέθοδος αναζήτησης έχει υψηλό κόστος λόγω της ανάγκης για επι-
κοινωνία όλων των πρακτόρων µεταξύ τους. Στην πράξη, χρησιµοποιούνται κατανεµηµένοι
αλγόριθµοι όπου κάθε πράκτορας επικοινωνεί µε ορισµένους µόνο γείτονες, ανταλλάσσοντας
επιπλέον τις ατοµικές του εκτιµήσεις για την υποψήφια δράση των υπολοίπων πρακτόρων.
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

1.1 Αντικείµενο της διπλωµατικής

Στόχος της εργασίας είναι η online εφαρµογή κατανεµηµένου αλγορίθµου αναζήτησης
Ισορροπίας Nash σε πολυπρακτορικό σύστηµα που αποτελείται από UAVs. Τα UAVs έχουν
τη δική τους δυναµική, οπότε η παρακολούθηση του αλγορίθµου αναζήτησης ϑα µετατραπεί
σε πρόβληµα ελέγχου. Βασιζόµαστε στην προγενέστερη εργασία [5] και επιχειρούµε να την
επεκτείνουµε µε τις παρακάτω προσθήκες και αλλαγές.

• Χρησιµοποιούµε ως αλγόριθµο αναζήτησης µια online εκδοχή του Preconditioned
Proximal Point αλγορίθµου, µε χαµηλή ανάγκη για επικοινωνία.

• Υποθέτουµε κορεσµό στις εισόδους του υπό-έλεγχο συστήµατος.

1.2 Οργάνωση του τόµου

Η εργασία µας είναι οργανωµένη σε επτά κεφάλαια.

• Στο Κεφάλαιο 2, αναφέρονται ϐασικοί µαθηµατικοί ορισµοί και λήµµατα που χρειάζο-
νται στην ανάλυσή µας σε επόµενα κεφάλαια.

• Στο Κεφάλαιο 3, εισάγουµε την έννοια της Ισορροπίας Nash σε παίγνια µε κυρτές και
οµαλές συναρτήσεις κόστους και περιγράφουµε τρόπους εύρεσής της. Αναδεικνύουµε
την ανάγκη για κατανεµηµένους αλγορίθµους και παρουσιάζουµε τον PPP αλγόριθµο
τον οποίο τροποποιούµε, ώστε να µπορεί να εφαρµόζεται online.

• Στο Κεφάλαιο 4, αποδεικνύεται η προσεγγιστική σύγκλιση της τροποποιηµένης εκ-
δοχής του PPPA. Στη συνέχεια, εξοµαλύνουµε κατάλληλα την εκδοχή αυτήν, ώστε να
ανάγουµε το πρόβληµα προσεγγιστικής εύρεσης Ισορροπίας Nash σε πρόβληµα ελέγ-
χου οµαλών µεταβλητών στο συνεχή χρόνο.

• Στο Κεφάλαιο 5, αποδεικνύουµε πως το πρόβληµα της προσεγγιστικής εύρεσης Ισορ-
ϱοπίας Nash µπορεί να λυθεί για στόλο πρακτόρων που µοντελοποιούν UAV δυναµική
µε κορεσµό στην είσοδο. Χρησιµοποιούµε ως µέθοδο ελέγχου τον Prescribed Perfor-
mance έλεγχο µε τροποποίηση αναφοράς.

• Στο Κεφάλαιο 6, προσοµοιώνουµε αριθµητικά το σύστηµα που εξετάσαµε στα Κεφάλαια
4 και 5, ώστε να επιβεβαιώσουµε τα ϑεωρητικά µας αποτελέσµατα. Επιλύουµε πρόβλη-
µα πολυγωνικού σχηµατισµού των UAVs (Formation Control), ενώ συγκρίνουµε τη
σχεδίαση µας µε την προγενέστερη σχεδίαση του [5].

• Τέλος, στο Κεφάλαιο 7, συνοψίζουµε τα συµπεράσµατά µας για την εργασία και ανα-
ϕέρουµε πιθανές µελλοντικές επεκτάσεις.
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1.3 Συµβολισµοί

1.3 Συµβολισµοί

Παρακάτω διατυπώνουµε συµβολισµούς που χρησιµοποιούµε στην εργασία.

• ∆οθέντος ϑετικού ακεραίου n, συµβολίζουµε µε [n] το σύνολο {1, 2, ..., n}.

• Συµβολίζουµε µε ∥·∥ τη 2-νόρµα όπως ορίζεται σε διανύσµατα και πίνακες. Αντίστοιχα,
συµβολίζουµε µε ⟨·, ·⟩ το Ευκλείδειο εσωτερικό γινόµενο.

• Συµβολίζουµε µε ∥·∥∞ την ∞-νόρµα διανυσµάτων.

• ΄Εστω διανύσµατα ιδίων διαστάσεων x,y. Συµβολίζουµε µε x⊥y την καθετότητα των δύο
διανυσµάτων, δηλαδή πως ⟨x, y⟩ = 0.

• Συµβολίζουµε µε col({xi}) ένα διάνυσµα στήλη ή πίνακα, µε στοιχεία ή αντιστοίχως
γραµµές τα xi . Τα xi µπορεί να είναι ϐαθµωτά ή και διανύσµατα.

• Με diag({di}) συµβολίζουµε ένα διαγώνιο πίνακα, µε διαγώνια στοιχεία τα ϐαθµωτά di .

• Με blkdiag({Ai}) συµβολίζουµε ένα block διαγώνιο πίνακα, µε διαγώνια στοιχεία τους
πίνακες Ai .

• ΄Εστω πίνακας A. Συµβολίζουµε µε κ(A) το 2-condition number του, ενώ µε λmax (A),
λmin(A), τη µεγαλύτερη και µικρότερη ιδιοτιµή του.

• Συµβολίζουµε µε In τον µοναδιαίο πίνακα διάστασης n × n.

• Με 0 συµβολίζουµε πίνακα ή διάνυσµα που αποτελείται µόνο από µηδενικά. Οι δια-
στάσεις του είτε ϑα αναγράφονται, είτε ϑα εξάγονται από τα συµφραζόµενα. Αντίστοιχα
συµβολίζουµε µε 1 τον πίνακα ή διάνυσµα που όλες του τις συνιστώσες είναι ίσες µε
τη µονάδα.

΄Εστω Q ∈ Rm×m ϑετικά ορισµένος πίνακας.

• Ο συµβολισµός Q ≻ 0 σηµαίνει ακριβώς πως ο Q είναι ϑετικά ορισµένος.

• ∆οθέντων διανυσµάτων x, y ∈ Rm , το Q-επαγόµενο εσωτερικό τους γινόµενο ορίζεται ως
⟨x, y⟩Q = ⟨x, Qy⟩.

• Η Q-επαγόµενη νόρµα ενός διανύσµατος x ορίζεται ως ∥x∥Q =
√
⟨x, x⟩Q.

΄Εστω συνάρτηση f : R→ R και διάνυσµα x ∈ Rn.

• Συµβολίζουµε µε f ◦ x := col((f (xi))i∈[n]), την κατά στοιχείο εφαρµογή της συνάρτησης
f στις συνιστώσες του διανύσµατος x.
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Κεφάλαιο 2

Θεωρητικό Υπόβαθρο

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται ϐασικά µαθηµατικά εργαλεία που αφορούν την Α-
νάλυση Πινάκων, τη ∆ιανυσµατική Ανάλυση, την Κυρτή Βελτιστοποίηση και τη Θεωρία

Γράφων, που ϑα µας χρειαστούν στη συνέχεια της εργασίας.

2.1 ΄Εννοιες Ανάλυσης Πινάκων

2.1.1 Θεώρηµα ∆ίσκων Gershgorin

Αρχίζουµε παραθέτοντας ένα απλό αλλά ισχυρό ϑεώρηµα, που αφορά τη ϑέση των ιδιο-
τιµών ενός µιγαδικού πίνακα στο µιγαδικό επίπεδο.

Λήµµα 2.1 (Gershgorin Circle Theorem [6, Θ. 6.1.1]). ’Εστω πίνακας A = [aij] ∈ Rn×n και

Ri :=
∑

j,i |aij |. Ορίζουµε για κάθε i ∈ [n] το σύνολο

D(aii , Ri) := {x ∈ C : |x − aii | ≤ Ri},

δηλαδή τον δίσκο κέντρου aii και ακτίνας Ri . Το ϕάσµα του πίνακα A περιέχεται εντός της

ένωσης των παραπάνω δίσκων,

σ(A) ⊆
⋃
i∈[n]

D(aii , Ri).

Το ϑεώρηµα Gershgorin επεκτείνεται κατάλληλα και για block πίνακες [7, Θ. 2.7].

Ιδιοτιμές
ΔιαγώνιαμΣτοιχεία

Σχήµα 2.1: Εφαρµογή Θεωρήµατος Gershgorin σε Αυθαίρετο 3 × 3 Μιγαδικό Πίνακα
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Κεφάλαιο 2. Θεωρητικό Υπόβαθρο

2.1.2 ∆ιανυσµατικοί Χώροι µε Νόρµα ή Εσωτερικό Γινόµενο

Θα χρησιµοποιήσουµε την έννοια της νόρµας και του εσωτερικού γινοµένου διανυσµάτων
χωρίς κάποια περαιτέρω διευκρίνιση. Για ϑεωρία διανυσµατικών χώρων πεπερασµένης δι-
άστασης µε νόρµα ή εσωτερικό γινόµενο, παραπέµπουµε σε συγγράµµατα Γραµµικής ΄Αλ-
γεβρας, όπως το [8, Κεφ. 1].

2.1.3 Γινόµενο Kronecker

Συνεχίζουµε ορίζοντας την πράξη του γινοµένου Kronecker που επιτρέπει τη συνοπτική
γραφή σύνθετων πινάκων.

Ορισµός 2.1 (Γινόµενο Kronecker). ΄Εστω πίνακες A = [aij] διαστάσεων m × n και B = [bij]
διαστάσεων p × q. Το γινόµενο Kronecker των πινάκων A και B ορίζεται ως

A ⊗ B :=


a11B . . . a1nB

...
. . .

...

am1B . . . amnB

 . (2.1)

Παραθέτουµε, για καλύτερη κατανόηση του ορισµού, ενδεικτικά παραδείγµατα γινο-
µένων Kronecker.

Παράδειγµα 2.1 (Υπολογισµοί Γινοµένων Kronecker).

1. ΄Εστω A = 11×2, B = I3. Τότε, A ⊗ B =
[
I3 I3

]
=


1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

 .

2. ΄Εστω A = 3 · 12×1, B =

12
. Τότε, A ⊗ B =


3

12


3

12


 =

3
6
3
6

.

3. ΄Εστω A =

1 2
3 4

 , B =

34
. Τότε, A ⊗ B =


1

34
 2

34


3

34
 4

34


 =


3 6
4 8
9 12
12 16

.
Κλείνουµε την ενότητα της Ανάλυσης Πινάκων εξετάζοντας το ϕάσµα του γινοµένου Kro-

necker δύο τετράγωνων πινάκων.

Λήµµα 2.2 (Φάσµα Γινοµένου Kronecker Τετράγωνων Πινάκων [9, Θ. 4.2.12]). ΄Εστω τε-

τραγωνικοί πίνακες A ∈ Rn×n και B ∈ Rm×m µε ϕάσµατα σ(A) και σ(B). Τότε, το µεταξύ

τους γινόµενο Kronecker (A ⊗ B) έχει ως ϕάσµα το πολυσύνολο των γινοµένων των επιµέρους

ιδιοτιµών των A και B, δηλαδή

σ(A ⊗ B) := {λ · µ : λ ∈ σ(A), µ ∈ σ(B)}.
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2.2 ΄Εννοιες ∆ιανυσµατικής Ανάλυσης

2.2 ΄Εννοιες ∆ιανυσµατικής Ανάλυσης

2.2.1 ∆ιαφορισιµότητα

Ξεκινάµε υπενθυµίζοντας ορισµούς που αφορούν την παραγωγισιµότητα διανυσµατικών
συναρτήσεων.

Ορισµός 2.2 (Gradient). ΄Εστω ϐαθµωτή συνάρτηση πολλών µεταβλητών f : Rm → R,

f (x1, . . . , xm). Ως gradient της συνάρτησης f στο σηµείο x0 ορίζουµε το διάνυσµα στήλη που

περιέχει όλες τις µερικές παραγώγους της f στο x0, αν υπάρχουν, και το συµβολίζουµε ως

∇f (x0) ≡
∂f (x)

∂x

∣∣∣∣∣
x=x0

:= col
(∂f (x)

∂xi

∣∣∣∣∣
x=x0

)
i∈[m]

 . (2.2)

Προχωράµε ϑεωρώντας διανυσµατικά πεδία f : Rm → Rn. Κάθε συνιστώσα του f(x), είναι
µια ϐαθµωτή συνάρτηση. Συλλέγουµε τα gradients όλων αυτών των ϐαθµωτών συνιστωσών
σε ένα πίνακα, που ονοµάζουµε Ιακωβιανό.

Ορισµός 2.3 (Jacobian Matrix). ΄Εστω διανυσµατικό πεδίο f : Rm → Rn. Ο Ιακωβιανός

πίνακας της f(x) := col(fi(x)i∈[n]) περιέχει σε κάθε γραµµή του τα gradients των συναρτήσεων

που την απαρτίζουν. Συγκεκριµένα,

Jf(x) := col((∇Tfi(x))i∈[n]). (2.3)

Μπορούµε πλέον να ορίσουµε την έννοια της διαφορισιµότητας διανυσµατικών συναρ-
τήσεων.

Ορισµός 2.4 (∆ιαφορισιµότητα [10]). ΄Ενα διανυσµατικό πεδίο f : Rm → Rn ϑεωρείται παρα-

γωγίσιµο στο Rm , ανν για κάθε x0 ο Ιακωβιανός του πίνακας Jf(x0) είναι καλώς ορισµένος και

επιπλέον ισχύει πως

lim
x→x0

∥f(x) − f(x0) − Jf(x0)(x − x0)∥
∥x − x0∥

= 0. (2.4)

Καλούµε τον πίνακα Jf(x), παράγωγο της f.

Ο παραπάνω ορισµός ουσιαστικά απαιτεί το άθροισµα f(x0) + Jf(x0)(x − x0) να είναι η
γραµµικοποίηση της f . ∆εν ϑα επεκταθούµε στον αυστηρό ορισµό των παραγώγων µεγα-
λύτερης τάξης. Για τις ανάγκες της εργασίας, µπορούµε να ϑεωρούµε την παράγωγο τάξης
k ενός k-ϕορών παραγωγίσιµου διανυσµατικού πεδίου f, ως κατάλληλο πίνακα όλων των
µικτών παραγώγων τάξης k, των επιµέρους συνιστωσών του, fi .

2.2.2 Οµαλότητα

Κλείνουµε την ενότητα της ∆ιανυσµατικής Ανάλυσης, υπενθυµίζοντας την έννοια της
συνεχούς παραγωγισιµότητας.

Ορισµός 2.5 (Συνεχής Παραγωγισιµότητα). ΄Ενα διανυσµατικό πεδίο f : Rm → Rn ονο-

µάζεται k-ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµο ή ισοδύναµα λέµε πως ανήκει στην κλάση Ck , ανν οι

k-πρώτες παράγωγοί του, είναι συνεχείς.
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2.3 ΄Εννοιες Κυρτής Βελτιστοποίησης

2.3.1 Κυρτότητα

Ξεκινάµε ορίζοντας µια από τις ϐασικότερες έννοιες της Κυρτής Βελτιστοποίησης, την
κυρτή συνάρτηση.

Ορισµός 2.6 (Convexity/Strict Convexity [11]). ΄Εστω συνάρτηση f : Rm → R. Η f ονο-

µάζεται κυρτή στο Rm ή απλώς κυρτή, ανν

f (λx + (1 − λ)y) ≤ λf (x) + (1 − λ)f (y), (2.5)

για κάθε x και y στο Rm και κάθε λ ∈ [0, 1]. Αν η ανισότητα (2.5) ισχύει γνησίως για κάθε

x , y ∈ Rm και λ ∈ (0, 1), τότε η f ονοµάζεται γνησίως κυρτή (strictly convex).

Ο ορισµός της κυρτότητας αποκτάει την παρακάτω ισοδύναµη µορφή, για παραγωγίσιµες
συναρτήσεις.

Ορισµός 2.7 (Ορισµός Κυρτότητας για Παραγωγίσιµη Συνάρτηση [11]). ΄Εστω παραγωγίσιµη

συνάρτηση f : Rm → R. Η f είναι κυρτή ανν

f (y) ≥ f (x) + ∇f (x)T (y − x), (2.6)

για κάθε x, y ∈ Rm . Η f είναι γνησίως κυρτή, ανν η ανισότητα (2.6) ισχύει γνησίως για κάθε

x , y ∈ Rm .

∆ιαισθητικά ο παραπάνω ορισµός µας λέει πως η συνάρτηση f είναι κυρτή ανν η γραµµι-
κοποίηση της f ή ισοδύναµα οποιοδήποτε εφαπτόµενο υπερεπίπεδο στην f , την υποεκτιµά,
για οποιαδήποτε επιλογή ῾῾κέντρου᾿᾿ x [11].

2.3.2 Ελαχιστοποίηση Κυρτών Συναρτήσεων

Στη µία διάσταση γνωρίζουµε πως αν µια κυρτή συνάρτηση έχει κρίσιµο σηµείο, δηλα-
δή σηµείο µηδενισµού της παραγώγου της, αυτό είναι τοπικό ελάχιστο. Αυτή η συνθήκη
επεκτείνεται κατάλληλα και για τις διανυσµατικές συναρτήσεις.

Λήµµα 2.3 (Συνθήκη Ελαχίστου Κυρτής Παραγωγίσιµης Συνάρτησης [11]). ΄Εστω παραγω-

γίσιµη και κυρτή συνάρτηση f : Rm → R. Η f εµφανίζει ελάχιστο στο x0 αν και µόνο αν

∇f (x0) = 0. (2.7)

Κλείνουµε την υποενότητα της κυρτής ϐελτιστοποίησης αναφέροντας ιδιότητες συναρ-
τήσεων που ϑα διευκολύνουν παρακάτω την ανάλυση ακροτάτων. Αρχίζουµε µε την έννοια
του radial unboundedness.

Ορισµός 2.8 (Radial Unboundedness). ΄Εστω συνάρτηση f : Rm → R. Η f ονοµάζεται ακτι-

νικά µη-ϕραγµένη (radially unbounded), ανν

lim
∥x∥→∞

f (x) = ∞. (2.8)

22 ∆ιπλωµατική Εργασία



2.4 ΄Εννοιες Θεωρίας Γράφων

Το radial unboundedness µας εξασφαλίζει πως ένα τοπικό ελάχιστο µιας κυρτής συνάρ-
τησης f , είναι και ολικό της ελάχιστο. ∆ιαισθητικά, η συνάρτησή µας µοιάζει µε ¨κοιλάδα¨
καθώς αποµακρυνόµαστε από την αρχή των αξόνων, οπότε δεν µπορεί να έχει ελάχιστο ῾῾στο
άπειρο᾿᾿. Τέλος, αναφέρουµε δύο ιδιότητες για διανυσµατικές συναρτήσεις. Οι διανυσµατικές
συναρτήσεις που ϑα µας απασχολήσουν ϑα είναι gradients κυρτών συναρτήσεων.

Ορισµός 2.9 (Strong Monotonicity). ΄Εστω συνάρτηση φ : Rm → Rm . Η φ ονοµάζεται µ-

ισχυρά µονότονη ή απλώς ισχυρά µονότονη, ανν υπάρχει ϑετική σταθερά σταθερά µ τέτοια

ώστε

⟨x − y, φ(x) − φ(y)⟩ ≥ µ∥x − y∥2, (2.9)

για οποιαδήποτε x, y ∈ Rm .

Ορισµός 2.10 (Lipschitz Continuity). ΄Εστω συνάρτηση φ : Rm → Rm . ΄Εστω S υποσύνολο

του Rm . Η φ ονοµάζεται L-Lipschitz συνεχής στο S, εάν υπάρχει ϑετική σταθερά L τέτοια ώστε

∥φ(x) − φ(y)∥ ≤ L∥x − y∥, (2.10)

για οποιαδήποτε x, y ∈ S, Η αναφορά στο S παραλείπεται όταν S = Rm . Τότε, απλώς καλούµε

τη φ Lipschitz συνεχή.

2.4 ΄Εννοιες Θεωρίας Γράφων

2.4.1 Βασικοί Ορισµοί

Ξεκινάµε ορίζοντας την έννοια του γράφου µε ϐάρη και του µη-κατευθυνόµενου γράφου.

Ορισµός 2.11 (Γράφος µε Βάρη). ΄Ενας γράφος µε ϐάρη (weighted graph) περιγράφεται

από την τριπλέτα (V, E, W ).

• Το σύνολο V περιέχει τις ¨ονοµασίες¨ των κορυφών (nodes ή vertices) του γράφου.

• Το σύνολο E ⊆ V × V περιέχει στοιχεία της µορφής (i, j) τα οποία ονοµάζονται ακµές

(edges) του γράφου.

• Ο πίνακας W ∈ R|V |×|V | ονοµάζεται πίνακας γειτνίασης (adjacency matrix) και ισχύει πως

wij > 0 ανν (i, j) ∈ E, αλλιώς wij = 0.

Ορισµός 2.12 (Undirected Graph). ΄Ενας γράφος µε συµµετρικό πίνακα γειτνίασης, ονο-

µάζεται µη-κατευθυνόµενος.

2.4.2 Μονοπάτια και Συνεκτικότητα

Συνεχίζουµε µε έννοιες που ϑα µας επιτρέψουν να αναφερθούµε στη συνεκτικότητα ενός
µη-κατευθυνόµενου γραφήµατος.

Ορισµός 2.13 (Γειτονιά Κόµβου). ΄Εστω µη-κατευθυνόµενος γράφος G(V, E, W ). Ορίζουµε

ως γειτονιά ενός κόµβου v ∈ V, το σύνολο

Nv := {v′ ∈ V : (v, v′) ∈ E}. (2.11)
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Ορισµός 2.14 (Μονοπάτι [12]). ΄Εστω µη-κατευθυνόµενος γράφος G(V, E, W ). Μια ακολου-

ϑία κόµβων P = {vi}i∈[k], ονοµάζεται µονοπάτι ανν vi+1 ∈ Nvi για κάθε i ∈ [k − 1] και κανένας

κόµβος δεν επαναλαµβάνεται.

Ορισµός 2.15 (Connectivity [12]). ΄Ενα µη-κατευθυνόµενο γράφηµα ονοµάζεται συνεκτικό

(connected) ανν υπάρχει µονοπάτι µεταξύ δύο οποιονδήποτε κορυφών του.

Σχήµα 2.2: Παράδειγµα Συνεκτικού και Μη-Συνεκτικού Γράφου.

2.4.3 Στοχαστικότητα Πίνακα

Τέλος, ορίζουµε την έννοια της στοχαστικότητας και διπλής στοχαστικότητας, για ένα
τετραγωνικό πίνακα.

Ορισµός 2.16 (Stochasticity/Double Stochasticity [13]). ΄Ενας πίνακας W ∈ Rn×n ονο-

µάζεται στοχαστικός ανν

1. ΄Ολα τα στοιχεία του είναι µη-αρνητικά.

2. Κάθε γραµµή του πίνακα αθροίζεται στη µονάδα, δηλαδή∑
j∈[n]

wij = 1, (2.12)

για κάθε i ∈ [n].

Αν επιπλέον κάθε στήλη του πίνακα W αθροίζεται στη µονάδα, ο W ονοµάζεται διπλά στοχα-

στικός.

΄Ενα µαθηµατικό αντικείµενο στο οποίο ϐρίσκουν σηµαντική εφαρµογή οι στοχαστικοί
πίνακες, είναι οι Αλυσίδες Markov. Παρακάτω, παραθέτουµε Αλυσίδα Markov που περι-
γράφει τη ϱίψη ενός τίµιου νοµίσµατος. Ο πίνακας πρόσπτωσης τέτοιων αλυσίδων οφείλει
να είναι στοχαστικός, διότι κάθε γραµµή του περιγράφει κατανοµή πιθανότητας. Εδώ, λόγω
συµµετρίας, τυχαίνει να είναι και διπλά στοχαστικός.

Κ Γ

0.5

0.5

0.5
0.5

Σχήµα 2.3: Περιγραφή Ρίψης Τίµιου Νοµίσµατος µε Αλυσίδα Markov

Εµείς χρησιµοποιούµε την έννοια της στοχαστικότητας για να συνδυάζουµε, µε κυρτό
τρόπο, πληροφορίες µεταξύ πρακτόρων. Αυτός ο συνδυασµός έχει πιθανοτική προέκταση,
συγκεκριµένα αναµενόµενη τιµή, αλλά δεν ϑα µας απασχολήσει περαιτέρω.
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Κεφάλαιο 3

Κατανεµηµένη Εύρεση Ισορροπίας Nash

Στο κεφάλαιο αυτό εισάγουµε τυπικά την έννοια της Ισορροπίας Nash. Επικεντρωνόµα-
στε σε στατικά παίγνια µε κυρτές συναρτήσεις κόστους και αναφέρουµε κεντρικοποι-

ηµένες και κατανεµηµένες µεθόδους εύρεσης τέτοιων Ισορροπιών. Τέλος, παρουσιάζουµε
ένα πρόσφατο αλγόριθµο κατανεµηµένης αναζήτησης τον PPPA και τον οποίο τροποποιούµε
ώστε να µπορεί να εφαρµοστεί online, σε συστήµατα µε δυναµική.

3.1 Ισορροπία Nash σε Παίγνια µε Κυρτές Συναρτήσεις Κόστους

΄Εστω N πράκτορες. Κάθε πράκτορας διαθέτει σύνολο επιτρεπτών δράσεων, Ωi . Συµβο-
λίζουµε µε xi ∈ Ωi , την υποψήφια δράση του πράκτορα i που παρακάτω ϑα την αναφέρουµε
και ως κατάσταση του πράκτορα. Συµβολίζουµε µε x−i := col((xj)j∈[N]∖{i}), την από κοινού
υποψήφια δράση όλων των πρακτόρων εκτός του i. Επιπλέον, κάθε πράκτορας έχει τοπική
συνάρτηση κόστους, Ji(xi , x−i), που επιδιώκει να ελαχιστοποιήσει. Στην εργασία αυτή ϑεω-
ϱούµε πως το σύνολο επιτρεπτών δράσεων κάθε πράκτορα είναι το Ωi = R

n. Είµαστε πλέον
σε ϑέση να ορίσουµε την έννοια της Ισορροπίας Nash για παίγνιο όπως το παραπάνω.

Ορισµός 3.17. Ορίζουµε ως Ισορροπία Nash ένα συνολικό διάνυσµα δράσεων x∗ ∈ RNn,

από το οποίο αν ένας πράκτορας παρεκκλίνει, αυξάνει την τοπική συνάρτηση κόστους του.

Ισοδύναµα,

x∗i = argminyJi(y, x∗−i),∀i ∈ [N]. (3.1)

Στόχος µας στην εργασία αυτήν είναι να αναπτύξουµε και να αναλύσουµε αλγορίθµους
εύρεσης Ισορροπίας Nash. Εξετάζουµε συγκεκριµένο είδος παιγνίων, τα στατικά παίγνια µε
κυρτές συναρτήσεις κόστους, καθώς η εύρεση ισορροπιών Nash µπορεί να γίνει χρησιµο-
ποιώντας εργαλεία του ανεπτυγµένου κλάδου της κυρτής ϐελτιστοποίησης. Το παίγνιο µε
το οποίο ϑα ασχοληθούµε έχει µη συµπαγή σύνολα δράσεων. Εξαιτίας αυτού, πέρα από
την κυρτότητα και οµαλότητα, εισάγουµε την επιπλέον υπόθεση για radial unboundedness,
που εµφανίζεται σε σχετικές εργασίες [14, Υπ. 2],[15, Υπ. 1(i)].

Υπόθεση 1. Για κάθε i ∈ [N], η συνάρτηση κόστους Ji(xi , x−i) είναι C2, ενώ είναι γνησίως

κυρτή και ακτινικά µη ϕραγµένη ως προς τη µεταβλητή xi ∈ R
n, για κάθε x−i ∈ R

(N−1)n.

Σύµφωνα µε το [16, Πόρ. 4.2], η Υπόθεση 1 εξασφαλίζει την ύπαρξη Ισορροπίας Nash.
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Επιπλέον, εξασφαλίζει πως ένα σηµείο x είναι Ισορροπία Nash αν και µόνο αν

F (x) = 0, (3.2)

όπου F είναι η pseudo-gradient απεικόνιση του παιγνίου (στη ϐιβλιογραφία αναφέρεται και
ως game mapping [17]),

F (x) := col((∇iJi(xi , x−i)i∈[N]). (3.3)

Παραπάνω, ισχύει πως ∇iJi(xi , x−i) := ∂Ji
∂xi

. Προχωράµε, εισάγοντας µια υπόθεση για το game
mapping του παιγνίου που εξετάζουµε.

Υπόθεση 2. Η pseudo-gradient απεικόνιση F είναι µ-ισχυρά µονότονη και θ0-Lipschitz συ-

νεχής.

Η Υπόθεση 2 εξασφαλίζει τη µοναδικότητα της Ισορροπίας Nash [14, Υπ. 3]. ΄Ενα καλό
νοητικό µοντέλο των δύο παραπάνω υποθέσεων είναι παίγνιο µε τετραγωνικές συναρτήσεις
κόστους, δηλαδή συναρτήσεις της µορφής Ji(x) = xT Qix + cT

i x, όπου Qi ≻ 0.

3.2 Κεντρικοποιηµένη Αναζήτηση

Θέλουµε να αναπτύξουµε αλγορίθµους εύρεσης Ισορροπίας Nash για παίγνιο που ι-
κανοποιεί τις παραπάνω υποθέσεις. Προσωρινά ϑεωρούµε πως, ανά πάσα στιγµή, κάθε
πράκτορας γνωρίζει την κατάσταση κάθε άλλου πράκτορα.

3.2.1 Gradient Play

Σύµφωνα µε το Λήµµα 2.3, η συνθήκη (3.2) σε συνδυασµό µε την Υπόθεση 1 συνεπάγο-
νται πως κάθε πράκτορας έχει ϐελτιστοποιήσει τη συνάρτηση κόστους του, ως προς τη µόνη
ελεύθερη µεταβλητή του, δηλαδή το διάνυσµα δράσης του. Αυτό ακριβώς απαιτεί ο ορισµός
της Ισορροπίας Nash. ΄Αρα, µπορούµε να ανάγουµε το πρόβληµα της αναζήτησης Ισορρο-
πίας σε εύρεση µηδενικού των gradients, ∇iJi(xi , x−i). Μία πρώτη προσέγγιση ϑα ήταν να
χρησιµοποιήσουµε κάποιο σχήµα λογικής gradient descent [11, Ενότητα 9.3]. Αυτή είναι η
ιδέα πίσω από τον αλγόριθµο που παραθέτουµε παρακάτω, τον Gradient Play.

Αλγοριθµος 3.1: Gradient Play

Αρχικοποίηση: Ορισµός της κατάστασης, xi[0].
for all k ≥ 0 do

Broadcast(xi[k])
xi[k + 1]← xi[k] − η∇iJi(xi[k], x−i[k])

end for

3.2.2 Γιατί χρησιµοποιούµε αλγορίθµους διακριτού χρόνου ;

Ο αλγόριθµος Gradient Play διατυπώνεται στη ϐιβλιογραφία και ως αλγόριθµος συνεχούς
χρόνου [15, 18], ενώ υπάρχει γενικότερα έρευνα πάνω σε τέτοιες τεχνικές [19, 20]. Ωστόσο,
η παρούσα διατύπωση του Gradient Play ως αλγόριθµος διακριτού χρόνου δεν επηρεάζει τη
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δυνατότητα σύγκλισής του και µας δίνει το πλεονέκτηµα να έπεται ῾῾νεκρός᾿᾿ χρόνος µεταξύ
των ϐηµάτων του αλγορίθµου. Ο χρόνος αυτός µας είναι απαραίτητος, διότι κάθε πράκτορας
πρέπει να προλαβαίνει να µαθαίνει την κατάσταση των υπολοίπων πρακτόρων, ώστε να εκτελεί
σωστά τους κανόνες ανανέωσης του αλγορίθµου που ακολουθεί.

3.3 Κατανεµηµένη Αναζήτηση

3.3.1 Ανάγκη για Κατανεµηµένους Αλγορίθµους

Ζήτηµα της κεντρικοποιηµένης προσέγγισης αποτελεί η ϑεώρηση πως κάθε πράκτορας
µπορεί να γνωρίζει ακριβώς, σε κάθε ϐήµα του αλγορίθµου, την κατάσταση κάθε άλλου
πράκτορα. Σε πολλά παίγνια, οι στρατηγικές των πρακτόρων παραµένουν κρυφές - πχ. οι
στρατηγικές των εταιρειών στο χρηµατιστήριο, ενώ οι κινήσεις τους και τα αποτελέσµατά
των κινήσεων γίνονται γνωστά, παρά µόνο µε κάποια καθυστέρηση. ΄Ενα άλλο πρόβληµα
είναι πως η ανάγκη για άµεση επικοινωνία µεταξύ των πρακτόρων είναι κοστοβόρα, αν κάθε
πράκτορας επικοινωνεί µε κάθε άλλο πράκτορα και αρκετά εύθραυστη, αν λειτουργεί σε λο-
γική leader-follower. Γι΄ αυτό δουλεύουµε µε κατανεµηµένη λογική, όπου κάθε πράκτορας
εκτιµά την κατάσταση των υπολοίπων πρακτόρων.

3.3.2 Τοπικά ∆ιανύσµατα

Προτού προχωρήσουµε, εισάγουµε απαραίτητο συµβολισµό, ώστε να διευκολύνουµε την
αναφορά µας στα ῾῾τοπικά᾿᾿ διανύσµατα των πρακτόρων. Συµβολίζουµε µε x(i) το διάνυσµα
εκτιµήσεων του πράκτορα i. Συγκεκριµένα, ορίζουµε x(i) := col((xi,j)j∈[N]), όπου xi,j είναι η
εκτίµηση του πράκτορα i για την κατάσταση του πράκτορα j. Ισχύει πως xi,i := xi , όπου xi

είναι η κατάσταση του πράκτορα i. Επίσης, ορίζουµε το διάνυσµα xj,−i := col((xj,l)l∈[N]∖{i}),
δηλαδή το διάνυσµα εκτιµήσεων του πράκτορα j χωρίς την εκτίµησή του για την κατάσταση
του πράκτορα i.

3.3.3 Επικοινωνία Πρακτόρων

΄Οπως αναφέραµε προηγουµένως, οι πράκτορες επικοινωνούν µεταξύ τους µε στόχο την
ανταλλαγή εκτιµήσεων. Θεωρούµε ένα γράφο επικοινωνίας G([N], E, W ) µεταξύ N πρα-
κτόρων. Οι ακµές του γράφου αυτού υποδηλώνουν το ποιοι πράκτορες επικοινωνούν µεταξύ
τους. Εισάγουµε την παρακάτω υπόθεση για τη δοµή του γράφου επικοινωνίας.

Υπόθεση 3. Ο γράφος επικοινωνίας είναι µη κατευθυνόµενος και συνεκτικός. Ο πίνακας

πρόσπτωσής του, W, είναι στοχαστικός. Επίσης, υποθέτουµε πως τα ϐάρη που αντιπροσωπεύουν

self-loops, δηλαδή τα ϐάρη wii , είναι ϑετικά για κάθε i ∈ [N].

Ο γράφος επικοινωνίας µπορεί να ϑεωρηθεί κατευθυνόµενος [21] ή χρονικά µεταβαλ-
λόµενος [22, 23], ωστόσο δεν ϑα µας απασχολήσουν τέτοιες περιπτώσεις.
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3.3.4 Κατανεµηµένο Gradient Play

Μια πρώτη σκέψη για να πετύχουµε κατανεµηµένη αναζήτηση Ισορροπίας Nash ϑα ήταν
να τροποποιούσαµε τον Αλγόριθµο 3.1, ώστε να χρησιµοποιεί εκτιµήσεις. Αυτό δεν αρκεί
από µόνο του, διότι κάθε πράκτορας ενδεχοµένως να µην εκτιµά σωστά την κατάσταση
των υπολοίπων, οπότε πολύ πιθανόν οι πράκτορες να συγκλίνουν σε σηµείο που ψευδώς
πιστεύουν ότι είναι Ισορροπία Nash. Για να το αντιµετωπίσουµε αυτό, ϑα προσθέσουµε
στους κανόνες ανανέωσης των εκτιµήσεων και της δυναµικής όρους συµφωνίας (consensus),
που διασφαλίζουν πως όλοι οι πράκτορες ϑα εκτιµήσουν ασυµπτωτικά την κατάσταση των
υπολοίπων πρακτόρων χωρίς σφάλµα. ΄Ετσι, ϑα µπορούν να συγκλίνουν ορθά στη Ϲητούµενη
Ισορροπία Nash.

Αλγοριθµος 3.2: Σχήµα Κατανεµηµένου Gradient Play

Αρχικοποίηση: Ορισµός της κατάστασης, xi[0] και των εκτιµήσεων xi,−i[0].
for all k ≥ 0 do

Multicast(x(i)[k])
xi[k + 1]← xi[k] − η∇iJi(xi[k], xi,−i[k]) + λ

∑
j∈Ni

wi,j(xj,i[k] − xi[k])
xi,−i[k + 1]← xi,−i[k] + λ

∑
j∈Ni

wi,j(xj,−i[k] − xi,−i[k])
end for

Το παραπάνω σχήµα ϐασίζεται στις εργασίες [14, 24]. Τονίζουµε πως το σχήµα αυτό
κάνει multi-casting, σε αντίθεση µε τον Αλγόριθµο 3.1 που κάνει broad-casting, δηλαδή,
στον κατανεµηµένο αλγόριθµο κανένας πράκτορας δεν επικοινωνεί µε όλους τους άλλους,
παρά µόνο µε συγκεκριµένους, που ενδεχοµένως να ϑεωρεί είτε ῾῾γείτονες᾿᾿, είτε ῾῾έµπιστους᾿᾿,
αναλόγως του τρόπου επικοινωνίας. Ο παραπάνω αλγόριθµος αποτελεί µια πρώτη λύση στο
πως να αντιµετωπίσουµε το πρόβληµα της κατανεµηµένης αναζήτησης, ωστόσο δεν αποτελεί
τον µοναδικό ή ϐέλτιστο αλγόριθµο. Στη ϐιβλιογραφία εξετάζονται περαιτέρω µέθοδοι που
επιδιώκουν συγκεκριµένες ιδιότητες, όπως λόγου χάριν ταχεία σύγκλιση [17]. Παρακάτω,
εξετάζουµε έναν τέτοιον αλγόριθµο.

3.4 Αλγόριθµοι

3.4.1 PPP Αλγόριθµος

Ο αλγόριθµος στον οποίο ϐασίζεται η παρούσα εργασία είναι ο Preconditioned Proximal-
Point Αλγόριθµος (PPPA) [25]. Ο PPP Αλγόριθµος διατυπώνεται παρακάτω.

Αλγοριθµος 3.3: PPP Αλγόριθµος µε Αραιή Επικοινωνία

Αρχικοποίηση: Ορισµός της κατάστασης, xi[0] και των εκτιµήσεων, xi,−i[0].
for all v ≥ 0 do

Multicast(x(i)[vD])
xi,−i[(v + 1)D]← 1

2

(
xi,−i[vD] +

∑
j∈[N] wijxj,−i[vD]

)
xi[(v+1)D]← argminy(Ji

(
y, xi,−i[(v + 1)D]

)
+ 1

2α ∥y−xi[vD]∥2+ 1
2α ∥y−

∑
j∈[N] wijxj,i[vD]∥2)

end for
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3.4.2 Προσεγγιστικός PPP Αλγόριθµος

Σε κάθε επανάληψη του κύριου ϐρόχου, οι πράκτορες επικοινωνούν µε τους γείτονες
τους, ανταλλάσσοντας µεταξύ τους την κατάσταση τους και τις εκτιµήσεις που έχουν σχη-
µατίσει. Με αυτές τις πληροφορίες, µπορούν να ανανεώσουν τις εκτιµήσεις τους µε κυρτό
συνδυασµό των πιο πρόσφατων εκτιµήσεων που έχουν στη διάθεση τους. Στη συνέχεια,
ανανεώνουν την κατάσταση τους µέσω της επίλυσης προβλήµατος κυρτής ϐελτιστοποίησης.

Ο πρώτος όρος της συνάρτησης προς ϐελτιστοποίηση είναι η τοπική συνάρτηση κόστους,
αποτιµηµένη µε τις νέες εκτιµήσεις που υπολογίσθηκαν. Ο δεύτερος όρος (proximal point
όρος) δρα σαν regularization όρος. Ποινικοποιεί τις µεγάλες µεταβολές µεταξύ διαδοχικών
ανανεώσεων στην κατάσταση του πράκτορα και ϐελτιώνει τη σύγκλιση της λύσης του προ-
ϐλήµατος [26]. Ο τελευταίος όρος είναι όρος συµφωνίας (consensus). Εκ πρώτης όψεως,
δεν ϑυµίζει τον αντίστοιχο consensus όρο του Αλγορίθµου 3.2, ωστόσο αν ϑυµηθούµε τη
στοχαστικότητα του πίνακα επικοινωνίας W που επιβάλλει η Υπόθεση 3, παρατηρούµε πως
είναι αυτούσιος.

Με ϐάση τα παραπάνω, έχουµε πως η PPP δυναµική για τον i-οστό πράκτορα ορίζεται ως

x[(v+1)D]
i,−i =

1
2

x[vD]
i,−i +

∑
j∈[N]

wijx[vD]
j,−i

 (3.4)

x [(v+1)D]
i = argminy

Ji

(
y, x[(v+1)D]

i,−i

)
+

1
2α
∥y − x [vD]

i ∥2 +
1

2α
∥y −

∑
j∈[N]

wijx[vD]
j,i ∥

2

 , (3.5)

όπου α σταθερός, ϑετικός ϱυθµός. Για ενδιάµεσες στιγµές k, όπου
⌊

k
D

⌋
= v, ισχύει πως

x[k+1]
i,−i = x[(v+1)D]

i,−i και x [k+1]
i = x [(v+1)D]

i . Αποκλίνουµε ελαφρώς από τον αλγόριθµο που περι-
γράφεται στο [25, Αλγ. 1]. Θεωρούµε πως κάθε πράκτορας έχει σύνολο δράσεων το Rn και
καθιστούµε τις ανανεώσεις του αλγορίθµου πιο αραιές, εισάγοντας το µήκος παραθύρου D.

3.4.2 Προσεγγιστικός PPP Αλγόριθµος

Ο Αλγόριθµος 3.3 ϑεωρεί ως ατοµικό ϐήµα την επίλυση του κυρτού προβλήµατος. Η
ϑεώρηση αυτή δεν είναι πρακτικώς εφαρµόσιµη. Στην πραγµατικότητα, ϑα προσεγγίζαµε τη
λύση του προβλήµατος µε κάποια επαναληπτική µέθοδο, µεταξύ διαδοχικών επικοινωνιών
και ϑα καταλήγαµε σε σχήµα όπως το παρακάτω.

Αλγοριθµος 3.4: Σχήµα Προσεγγιστικού PPP Αλγορίθµου µε Αραιή Επικοινωνία

Αρχικοποίηση: Ορισµός της κατάστασης, xi[0] και των εκτιµήσεων, xi,−i[0].
for all v ≥ 0 do

Multicast(x(i)[vD])
xi,−i[(v + 1)D]← 1

2

(
xi,−i[vD] +

∑
j∈[N] wijxj,−i[vD]

)
for l ∈ [D] do

k ← vD + l − 1
xi[k + 1]← APPROXIMATE(k)

end for
end for
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Η ϐασική µας ιδέα είναι να προσεγγίσουµε τη λύση του κυρτού προβλήµατος στον κανόνα
(3.5) µε gradient descent. ΄Εστω k τέτοιο

⌊
k
D

⌋
= v. Η προσεγγιστική PPP δυναµική για τον

i-οστό πράκτορα ορίζεται παρακάτω,

x[(v+1)D]
i,−i =

1
2

x[vD]
i,−i +

∑
j∈[N]

wijx[vD]
j,−i

 (3.6)

s[k+1]
i = x [k]

i − γ∇iJi

(
x [k]

i , x[(v+1)D]
i,−i

)
−

γ

α

2x [k]
i − x [vD]

i −
∑
j∈[N]

wijx[vD]
j,i

 , (3.7)

όπου γ και α σταθεροί, ϑετικοί ϱυθµοί. Αντίστοιχα µε πριν, για ενδιάµεσες στιγµές k όπου⌊
k
D

⌋
= v, ισχύει πως x[k+1]

i,−i = x[(v+1)D]
i,−i .

Ορίζουµε ως si το σήµα αναφοράς που παράγει ο προσεγγιστικός PPPA για τον i-οστό
πράκτορα. Θεωρούµε επίσης πως το σήµα αναφοράς αρχικοποιείται ως s[0]

i = x [0]
i . Η κα-

τάσταση του πράκτορα πολύ πιθανόν να µην ακολουθεί το si ακριβώς. Σε ϕυσικό σύστηµα,
υπάρχει σφάλµα παρακολούθησης z[k]

i := x [k]
i − s[k]

i , τέτοιο ώστε η πραγµατική κατάσταση
κάθε πράκτορα να µπορεί να γραφεί ως εξής,

x [k+1]
i = x [k]

i − γ∇iJi

(
x [k]

i , x[(v+1)D]
i,−i

)
−

γ

α

2x [k]
i − x [vD]

i −
∑
j∈[N]

wijx[vD]
j,i

 + z[k+1]
i . (3.8)

Το σφάλµα παρακολούθησης zi µπορεί να ϑεωρηθεί ως διαταραχή στο εικονικό σύστηµα
που περιγράφεται από την εξίσωση (3.8).

Παραπάνω, εισάγαµε την έννοια του σήµατος αναφοράς si . Οι µεταβλητές si µπορούν
να ϑεωρηθούν ως ιδανική δυναµική που ο Προσεγγιστικός PPPA επιβάλλει στους πράκτορες.
Ωστόσο, οι πράκτορες µπορεί να έχουν τη δική τους δυναµική - πχ. ϱοµπότ που υπόκειται
στους νόµους του Νεύτωνα και συµµετέχει σε παίγνιο µε δράση τη ϑέση του. Με ϐάση τις
εξισώσεις που γράψαµε στην παρούσα υπό-ενότητα, ο αλγόριθµος που καταλήγουµε και
αναλύουµε στη συνέχεια είναι ο εξής.

Αλγοριθµος 3.5: Προσεγγιστικός PPP Αλγόριθµος µε Αραιή Επικοινωνία και ∆υναµική

Αρχικοποίηση: Ορισµός της κατάστασης, xi[0] και των εκτιµήσεων, xi,−i[0].
for all v ≥ 0 do

Broadcast(x(i)[vD])
xi,−i[(v + 1)D]← 1

2

(
xi,−i[vD] +

∑
j∈[N] wijxj,−i[vD]

)
for l ∈ [D] do

k ← vD + l − 1
si ← xi[k] − γ∇iJi

(
xi[k], xi,−i[(v + 1)D]

)
−

γ
α

(
2xi[k] − xi[vD] −

∑
j∈[N] wijxj,i[vD]

)
xi[k + 1]← Evolve(si)

end for
end for

Η EVOLVE αποτελεί αφηρηµένη κλήση στις πραγµατικές δυναµικές εξισώσεις των πρα-
κτόρων. Παίζει τον ϱόλο του black box για ένα υπό έλεγχο σύστηµα µε αναφορά την ιδανική
δυναµική si .
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Κεφάλαιο 4

Προσεγγιστική Εύρεση Ισορροπίας Nash

Στο παρόν κεφάλαιο, αποδεικνύουµε πως ο Προσεγγιστικός PPP Αλγόριθµος οδηγεί
πράκτορες που συµµετέχουν σε στατικό παίγνιο που ικανοποιεί τις Υποθέσεις 1 και 2,

σε γειτονιά της µοναδικής του Ισορροπίας Nash. ΄Επειτα, µεταφέρουµε τον αλγόριθµο αυτό
στο συνεχή χρόνο, ώστε να ανάγουµε το πρόβληµα της προσεγγιστικής εύρεσης Ισορροπίας
Nash, σε πρόβληµα ϱύθµισης µεταβλητών συνεχούς χρόνου.

4.1 ∆ιάσπαση Κατάστασης-Εκτίµησης

Εισάγουµε την έννοια της διάσπασης Κατάστασης-Εκτίµησης, η οποία µας επιτρέπει να
γράφουµε συνοπτικά κανόνες ανανέωσης που εµπλέκουν τις εκτιµήσεις και την κατάσταση
των πρακτόρων.

Αρχικά, ορίζουµε το ολικό διάνυσµα εκτίµησης ως x := col((x(i))i∈[N]). ΄Επειτα, ορίζουµε
τους ακόλουθους πίνακες [25, Εξ. 4a-4b]:

Ri :=
[
0n×n<i In 0n×n>i

]
(4.1)

Si :=

 In<i 0n<i×n 0n<i×n>i

0n>i×n<i 0n>i×n In>i

 (4.2)

όπου n είναι η διάσταση της κατάστασης κάθε πράκτορα, n<i := (i − 1)n και n>i := (N − i)n.
΄Οταν το διάνυσµα εκτιµήσεων του πράκτορα i πολλαπλασιαστεί µε Ri , λαµβάνουµε την
κατάσταση του πράκτορα i, Rix(i) = xi . Αντιθέτως, ο πίνακας Si αφαιρεί την κατάσταση του
πράκτορα i, Six(i) = xi,−i .

Τέλος, ορίζουµε τους πίνακες R := blkdiag((Ri)i∈[N]) και S := blkdiag((Si)i∈[N]), όπως και
τα διανύσµατα x := col((xi)i∈[N]), x− := col((xi,−i)i∈[N]). Το διάνυσµα x περιγράφει την από
κοινού κατάσταση των πρακτόρων, ενώ το διάνυσµα x− περιέχει όλες τις εκτιµήσεις τους.
Ισχύει πως x = Rx και x− = Sx. Επιπλέον, x = RT x + ST x−.

Πρόταση 4.1. ΄Εστω x ∈ RNn, διάνυσµα που υπόκειται στην ακόλουθη διάσπαση κατάστασης-

εκτίµησης x = RT x + ST x−. Τότε, ισχύει πως :

1. RT x ⊥ ST x−

2. ∥RT x∥ = ∥x∥

3. ∥ST x−∥ = ∥x−∥
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Αυτές οι ιδιότητες συνοψίζονται στην παρακάτω ῾῾Πυθαγόρεια᾿᾿ εξίσωση,

∥x∥2 = ∥x∥2 + ∥x−∥2.

Απόδειξη. Κατ΄ αρχάς, παρατηρούµε πως ∀i ∈ [N], SiR
T
i = 0 το οποίο συνεπάγεται ότι

SRT = 0. Με χρήση αυτής της σχέσης, µπορεί άµεσα να αποδειχθεί πως RT x ⊥ ST x−. Στη
συνέχεια, παρατηρούµε ότι οι µόνες πιθανώς µη-µηδενικές συνιστώσες του RT x συνθέτουν
το διάνυσµα x. Εναλλακτικά, µπορεί να επιβεβαιωθεί πως RRT = I. Αντίστοιχο επιχείρηµα
µπορεί να διατυπωθεί για το ST x−. Η παρατήρηση αυτή ολοκληρώνει την απόδειξη της
Πρότασης. Η ῾῾Πυθαγόρεια᾿᾿ εξίσωση προκύπτει από το γεγονός πως ∥x∥2 = ∥RT x + ST x−∥2,
τις ιδιότητες της Ευκλείδειας νόρµας και του Ευκλείδειου εσωτερικού γινοµένου και τέλος,
µέσω των τριών ιδιοτήτων που αποδείξαµε για την Πρόταση αυτή. □

4.2 Σύγκλιση Προσεγγιστικού PPPA

4.2.1 ∆υναµική Σφάλµατος

΄Εστω x
′[v+1]
D ϐήµα του PPP αλγορίθµου µε αρχική συνθήκη το x[vD], δηλαδή την κα-

τάσταση που παράγει το εικονικό σύστηµα (3.6), (3.8) στο ϐήµα vD. Στόχος µας είναι να
αποδείξουµε πως κατά τη διάρκεια ενός παραθύρου, δηλαδή µεταξύ διαδοχικών επικοι-
νωνιών, ο αλγόριθµός µας προσεγγίζει ικανοποιητικά τον PPPA. Για να το πετύχουµε, ϑα
εξετάσουµε τη νόρµα σφάλµατος ∥x[vD+l] − x

′[v+1]
D ∥, για l ∈ [D] και για αυθαίρετο, σταθερό

και µη αρνητικό ακέραιο v.

Παρατήρηση 1. Σηµειώνουµε πως σύµφωνα µε την (3.4) και την (3.6), τόσο ο PPPA όσο και

ο αλγόριθµος µας παράγουν εκτιµήσεις µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο. Συνεπώς, x
′[v+1]
D− = x[vD+l]

− ,

για κάθε l ∈ [D].

Πόρισµα 4.1. Συνέπεια της προηγούµενης Παρατήρησης και της Πρότασης 4.1 είναι πως

∥x[vD+l] − x
′[v+1]
D ∥ = ∥x [vD+l] − x

′[v+1]
D ∥,

για κάθε l ∈ [D].

Εκ κατασκευής του x
′[v+1]
D , η εξίσωση (3.5) και το Λήµµα 2.3 συνεπάγονται πως τα gradi-

ent των συναρτήσεων προς ϐελτιστοποίηση είναι ίσα µε µηδέν και άρα, σε συµπαγή µορφή
έχουµε πως

x
′[v+1]
D =

1
2

(x [vD] + RWx[vD] − αF(x
′[v+1]
D , x

′[v+1]
D− )). (4.3)

όπου F είναι η επεκτεταµένη pseudo-gradient απεικόνιση, F(x, x−) := col((∇iJi
(
xi , xi,−i

)
)i∈[N])

και W := W ⊗ In. Βασιζόµενοι στην (3.8), γράφουµε τον κανόνα ανανέωσης του από κοινού
διανύσµατος κατάστασης, στην παρακάτω συνοπτική µορφή,

x [vD+l] = x [vD+l−1] − γF(x [vD+l−1], x
′[v+1]
D− )

−
γ

α
(2x [vD+l−1] − x [vD] − RWx[vD]) + z[vD+l], (4.4)
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όπου z[vD+l] := col(z[vD+l]
i ) το από κοινού διάνυσµα διαταραχών. Μπορούµε να γράψουµε τη

δυναµική του σφάλµατος ως εξής,

x [vD+l] − x
′[v+1]
D = (x [vD+l−1] − x

′[v+1]
D ) − γF(x [vD+l−1], x

′[v+1]
D− )

−
γ

α
(2x [vD+l−1] − x [vD] − RWx[vD]) + z[vD+l]. (4.5)

Αντικαθιστούµε τον όρο RWx[vD] µέσω της (4.3) και λαµβάνουµε πως

x [vD+l] − x
′[v+1]
D = (x [vD+l−1] − x

′[v+1]
D ) − γF(x [vD+l−1], x

′[v+1]
D− )

−
γ

α
(2x [vD+l−1] − 2x

′[v+1]
D − αF(x

′[v+1]
D , x

′[v+1]
D− )) + z[vD+l]. (4.6)

Τέλος, απλοποιούµε την (4.6) ώστε να καταλήξουµε στην εξής συνοπτική έκφραση για τη
δυναµική του σφάλµατος,

x [vD+l] − x
′[v+1]
D = (1 − 2

γ

α
)(x [vD+l−1] − x

′[v+1]
D )

− γ(F(x [vD+l−1], x
′[v+1]
D− ) − F(x

′[v+1]
D , x

′[v+1]
D− )) + z[vD+l]. (4.7)

4.2.2 Απόδειξη Σύγκλισης

Στην παρούσα υποενότητα, ϐασιζόµαστε σε ιδέες του [27, Κεφ. 3]. Στόχος µας είναι να
αποδείξουµε πως ο αλγόριθµός µας εξελίσσεται συστολικά κατά προσέγγιση, γύρω από το
σηµείο ισορροπίας που αναζητάµε, δηλαδή πως σε κάθε επανάληψη, η απόκλιση µας από το
σηµείο ισορροπίας µικραίνει προσεγγιστικά κατά πολλαπλασιαστικό παράγοντα µικρότερο
της µονάδας. Θα υπάρχουν και κάποιοι ακόµα όροι που οφείλονται στην εικονική διατα-
ϱαχή zi , αλλά υπό κατάλληλες συνθήκες που ϑα διατυπώσουµε παρακάτω, ϑα ϑεωρούνται
αµελητέοι ή ακριβέστερα, σχεδιαστικά ανεκτοί. Πρώτο ϐήµα είναι να αποδείξουµε την προ-
σεγγιστική συστολή σε µήκος ενός παραθύρου, µεταξύ του προσεγγιστικού και του ιδανικού
αλγορίθµου.

Λήµµα 4.4. Υπάρχει ϑετική σταθερά K τέτοια ώστε, για κάθε l ∈ [D],

∥x [vD+l] − x
′[v+1]
D ∥ ≤ K∥x [vD+l−1] − x

′[v+1]
D ∥ + ∥z[vD+l]∥.

Απόδειξη. Αρχικά, ορίζουµε x := x[vD+l−1] και y := x
′[v+1]
D , για λόγους αναγνωσιµότητας.

Επίσης, ορίζουµε τον όρο Q0[v; l] εξετάζοντας το δεξιό µέλος της (4.7) και παραλείποντας τον
όρο διαταραχής z[vD+l],

Q0[v; l] = (1 − 2
γ

α
)(x − y) − γ(F(x, y−) − F(y, y−)). (4.8)

Από ιδιότητες της Ευκλείδειας νόρµας και του Ευκλείδειου εσωτερικού γινοµένου, έχουµε

∥Q0[v; l]∥2 = (1 − 2
γ

α
)2∥x − y∥2 + γ2∥F(x, y−) − F(y, y−)∥2

− 2(1 − 2
γ

α
)γ ⟨x − y, F(x, y−) − F(y, y−)⟩ . (4.9)
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Μπορούµε να ϕράξουµε τον δεύτερο όρο του δεξιού µέλους της (4.9) από τη Lipschitz συ-
νέχεια της F [25, Ληµ. 3], ως

∥F(x, y−) − F(y, y−)∥2 ≤ θ2
0∥x − y∥2. (4.10)

Για να ϕράξουµε τον όρο εσωτερικού γινοµένου της (4.9), εισάγουµε την παρακάτω υπόθεση.

Υπόθεση 4. Υποθέτουµε πως −2(1 − 2 γ
α )γ < 0 ή ισοδύναµα, πως 0 < γ < α

2 , αφού α, γ > 0.

Μπορούµε πλέον να χρησιµοποιήσουµε το γεγονός πως το game mapping είναι ισχυρά
µονότονο,

⟨x − y, F(x, y−) − F(y, y−)⟩ =
∑
i∈[N]

〈
xi − yi ,∇iJi(xi , yi,−i) − ∇iJi(yi , yi,−i)

〉
≥

∑
i∈[N]

µ∥xi − yi∥
2 = µ∥x − y∥2. (4.11)

Η πρώτη εξίσωση στην (4.11) προκύπτει από τον ορισµό των F, x και y. Η ανισότητα προ-
κύπτει εφαρµόζοντας σε κάθε εσωτερικό γινόµενο την Υπόθεση 2. Συνδυάζοντας τις σχέσεις
(4.9), (4.10) και (4.11) και την Υπόθεση 4, συµπεραίνουµε πως

∥Q0[v; l]∥ ≤
√

η∥x [vD+l−1] − x
′[v+1]
D ∥, (4.12)

όπου η := (1 − 2 γ
α )2 − 2µ(1 − 2 γ

α )γ + θ2
0γ2 ≥ 0. Επανερχόµαστε στην εξίσωση (4.7). Εφαρ-

µόζοντας την τριγωνική ανισότητα και την (4.12), καταλήγουµε πως

∥x [vD+l] − x
′[v+1]
D ∥ ≤ ∥Q0[v; l]∥ + ∥z[vD+l]∥

≤
√

η∥x [vD+l−1] − x
′[v+1]
D ∥ + ∥z[vD+l]∥. (4.13)

Ολοκληρώνουµε την απόδειξη, ορίζοντας K :=
√

η. □

Σε αυτό το σηµείο, σχολιάζουµε την επιλογή µας να εισάγουµε την Υπόθεση 4.

Παρατήρηση 2. Θα µπορούσαµε να καταλήξουµε σε παρόµοιο αποτέλεσµα, απαιτώντας την

άρνηση της Υπόθεσης 4. Ωστόσο, επειδή ο αλγόριθµος µας ϐασίζεται σε gradient descent, ο

ϱυθµός γ οφείλει να είναι ϑετικός. Συνεπώς, η άρνηση της Υπόθεσης 4 ϑα συνεπαγόταν πως

γ ≥ α
2 . Επιλέγουµε να διατηρήσουµε τον ϱυθµό γ µικρό για να ϐελτιώσουµε τη συµπεριφορά

και σύγκλιση του αλγορίθµου µας, οπότε απορρίπτουµε το παραπάνω ενδεχόµενο.

Η παρακάτω παρατήρηση είναι απαραίτητη για να διασφαλίσουµε την προσεγγιστική
συστολικότητα που επιθυµούµε.

Παρατήρηση 3. Εάν επιλέξουµε τον ϱυθµό γ έτσι ώστε 0 < γ < min
{

4α+2µα2

α2θ2
0+4+4αµ

, α
2

}
, εξασφα-

λίζουµε πως K < 1.

Συνεχίζουµε την απόδειξή µας, συµπεραίνοντας την προσεγγιστική συστολικότητα µεταξύ
του προσεγγιστικού και ιδανικού PPP αλγορίθµου µε αναφορά την αρχή ενός παραθύρου
επικοινωνίας, προσαρτώντας και την απόκλιση των εκτιµήσεων.
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Πόρισµα 4.2. ΄Εστω l ∈ [D]. Υπάρχουν ϑετικές σταθερές ξl και cl , εξαρτώµενες από το l,

τέτοιες ώστε

∥x[vD+l] − x
′[v+1]
D ∥ ≤ ξl∥x[vD] − x

′[v+1]
D ∥ + clMD[v; l],

όπου MD[v; l] := supvD+1≤k≤vD+l ∥z
[k]∥.

Απόδειξη. Αρχικά, εφαρµόζουµε επαναληπτικά το Λήµµα 4.4, l ϕορές,

∥x [vD+l] − x
′[v+1]
D ∥ ≤ K l∥x [vD] − x

′[v+1]
D ∥ +

l∑
j=1

K l−j∥z[vD+j]∥. (4.14)

Εξ ορισµού, για κάθε j ∈ [l], ισχύει πως ∥z[vD+j]∥ ≤ MD[v; l]. ΄Αρα,

∥x [vD+l] − x
′[v+1]
D ∥ ≤ K l∥x [vD] − x

′[v+1]
D ∥ +MD[v; l]

l∑
j=1

K l−j

≤ K l∥x [vD] − x
′[v+1]
D ∥ +

(
1 − K l

1 − K

)
MD[v; l]. (4.15)

Στη συνέχεια, χρησιµοποιούµε το Πόρισµα 4.1 για να αντικαταστήσουµε το αριστερό µέλος
της (4.15),

∥x[vD+l] − x
′[v+1]
D ∥ ≤ K l∥x [vD] − x

′[v+1]
D ∥ +

(
1 − K l

1 − K

)
MD[v; l]. (4.16)

Καθώς το K είναι ϑετικό, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την Πρόταση 4.1, ώστε να ϕράξου-
µε τον πρώτο όρο του δεξιού µέλους της (4.16),

∥x[vD+l] − x
′[v+1]
D ∥ ≤ K l∥x[vD] − x

′[v+1]
D ∥ +

(
1 − K l

1 − K

)
MD[v; l]. (4.17)

Ολοκληρώνουµε την απόδειξη, ορίζοντας ξl := K l και cl :=
(

1−K l

1−K

)
. □

Βασιζόµενοι στο [25, Εξ. 10], εισάγουµε τον ϑετικά ορισµένο πίνακα Φ := INn +W, ο
οποίος καλείται preconditioning matrix. Ο πίνακας είναι ϑετικά ορισµένος λόγω της Υπόθε-
σης 3 και του Λήµµατος 2.1. Ως τώρα, αποδείξαµε την προσεγγιστική συστολικότητα της
απόκλισης του προσεγγιστικού από τον ιδανικό PPPA. Για να µεταβούµε σε συστολικότητα
µεταξύ του APPPA και της ισορροπίας Nash, ϑα χρησιµοποιήσουµε αποτελέσµατα από το
[25] που αφορούν την Φ-επαγόµενη νόρµα.

Λήµµα 4.5. ΄Εστω l ∈ [D]. Υπάρχουν ϑετικές σταθερές rl και �l , εξαρτώµενες από το l, τέτοιες

ώστε

∥x[vD+l] − x∗∥Φ ≤ rl∥x[vD] − x∗∥Φ + �lMD[v; l],

όπου x∗ = 1N ⊗ x∗ και x∗ η ισορροπία Nash του παιγνίου.

Απόδειξη. ΄Εχουµε πως

∥x[vD+l] − x∗∥Φ ≤ ∥x[vD+l] − x
′[v+1]
D ∥Φ + ∥x

′[v+1]
D − x∗∥Φ

≤
√

λmax (Φ)∥x[vD+l] − x
′[v+1]
D ∥ + ∥x

′[v+1]
D − x∗∥Φ. (4.18)
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Λαµβάνουµε την πρώτη ανισότητα µε άµεση εφαρµογή της τριγωνικής ανισότητας και τη
δεύτερη µε χρήση της ανισότητας Rayleigh για τον ϑετικά ορισµένο πίνακα Φ. Μπορούµε
να εφαρµόσουµε το Πόρισµα 4.2, για να καταλήξουµε στις ακόλουθες ανισότητες,

∥x[vD+l] − x∗∥Φ ≤ ξl

√
λmax (Φ)∥x[vD] − x

′[v+1]
D ∥ + cl

√
λmax (Φ)MD[v; l] + ∥x

′[v+1]
D − x∗∥Φ

≤ ξl

√
κ(Φ)∥x[vD] − x

′[v+1]
D ∥Φ + cl

√
λmax (Φ)MD[v; l] + ∥x

′[v+1]
D − x∗∥Φ. (4.19)

Η δεύτερη ανισότητα είναι και πάλι απόρροια της ανισότητας Rayleigh, ενώ η εµφάνιση του
κ(Φ) οφείλεται στο γεγονός πως Φ ≻ 0. Για να απλοποιήσουµε τον συµβολισµό µας, ορίζουµε
ξ ′l := ξl

√
κ(Φ) και c′l := cl

√
λmax (Φ). Συνεπώς, έχουµε ότι

∥x[vD+l] − x∗∥Φ ≤ ξ ′l ∥x
[vD] − x

′[v+1]
D ∥Φ + c′l MD[v; l] + ∥x

′[v+1]
D − x∗∥Φ. (4.20)

Επιθυµούµε να ϕράξουµε τον πρώτο και τελευταίο όρο της (4.20), µε όρο ανάλογο του
∥x[vD] − x∗∥Φ. Για να το πετύχουµε, ξεκινάµε εξετάζοντας τον πρώτο όρο,

∥x[vD] − x
′[v+1]
D ∥Φ ≤ ∥x[vD] − x∗∥Φ + ∥x∗ − x

′[v+1]
D ∥Φ. (4.21)

Παρατηρούµε πως εµφανίστηκε ένας όρος ανάλογος του ∥x[vD] − x∗∥Φ συν ο τελευταίος όρος
της (4.20). Στρέφουµε την προσοχή µας στον τελευταίο αυτό όρο. Καθώς το x

′[v+1]
D είναι το

αποτέλεσµα ενός ϐήµατος του PPPA µε αρχική συνθήκη x[vD], µπορούµε να επικαλεστούµε
το Λήµµα 5 και Θεώρηµα 1 του [25] για να λάβουµε πως

∥x
′[v+1]
D − x∗∥Φ ≤ A∥x[vD] − x∗∥Φ, (4.22)

όπου A = 2
2+ρα

και ρα ϑετική σταθερά που ορίζεται στο Λήµµα 4 του [25]. Συνδυάζοντας τις
(4.20), (4.21) και (4.22), λαµβάνουµε τις ακόλουθες ανισότητες,

∥x[vD+l] − x∗∥Φ ≤ ξ ′l ∥x
[vD] − x∗∥Φ + c′l MD[v; l] +

(
1 + ξ ′l

)
∥x
′[v+1]
D − x∗∥Φ

≤
(
ξ ′l + A(1 + ξ ′l )

)
∥x[vD] − x∗∥Φ + c′l MD[v; l]. (4.23)

Ολοκληρώνουµε την απόδειξη, ορίζοντας rl := ξ ′l + A(1 + ξ ′l ) και �l := c′l . □

Η σταθερά rD, ορισµένη µε ϐάση το παραπάνω Λήµµα, περιγράφει την εξέλιξη της α-
πόκλισης του αλγορίθµου µας από την Ισορροπία Nash, µεταξύ διαδοχικών επικοινωνιών.
Παρακάτω, διαπιστώνουµε πως αν µεγαλώσουµε αρκετά το µήκος παραθύρου D, δηλαδή
πως ο αλγόριθµος µας έχει περιθώριο αρκετών επαναλήψεων, ώστε να προσεγγίσει καλά τον
PPPA, τότε ο παράγοντας rD είναι µικρότερος της µονάδας, άρα συστολικός.

Παρατήρηση 4. ΄Εχουµε πως ξ ′D = KD √κ(Φ) > 0, όπου K η σταθερά που ορίζεται στο

Λήµµα 4.4. Μπορούµε να εξασφαλίσουµε πως K < 1, σύµφωνα µε την Παρατήρηση 3. Κα-

ϑώς limD→∞ ξ ′D = 0+, υπάρχει αρκούντως µεγάλος αριθµός επαναλήψεων D0, τέτοιος ώστε

ξ ′D < 1−A
1+A ,∀D ≥ D0. Η ανισότητα αυτή δεν είναι αντιφατική, διότι 0 < A < 1, άρα 1−A

1+A > 0.

Επίσης, είναι ισοδύναµη µε την ανισότητα rD < 1.
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4.2.2 Απόδειξη Σύγκλισης

Με ϐάση την Παρατήρηση 4, κάνουµε την παρακάτω υπόθεση.

Υπόθεση 5. Υποθέτουµε πως έχουµε επιλέξει τον ϱυθµό γ σύµφωνα µε την Παρατήρηση 3

και αρκούντως µεγάλο µήκος παραθύρου D, έτσι ώστε το rD να είναι µικρότερο της µονάδας.

Τώρα εισάγουµε µία ακόµα υπόθεση, σχετική µε την από κοινού εικονική διαταραχή z,
που καθιστά τους όρους που οφείλονται στη διαταραχή, σχεδιαστικά ανεκτούς.

Υπόθεση 6. Υποθέτουµε πως οι εικονικές διαταραχές z[k]
i είναι οµοιόµορφα ϕραγµένες, δηλα-

δή πως υπάρχει ϑετική σταθερά U, τέτοια ώστε ∥z[k]
i ∥ ≤ U για κάθε k ∈ N και i ∈ [N]. Επιπλέον,

υποθέτουµε την ύπαρξη σταθεράς ϸ > 0, τέτοιας ώστε για κάθε i ∈ [N], lim supk→∞ ∥z
[k]
i ∥ ≤ ϸ.

Παρατήρηση 5. Εξ ορισµού της από κοινού εικονικής διαταραχής z[k], έχουµε πως

∥z[k]∥2 =
∑
i∈[N]

∥z[k]
i ∥

2 ≤ N max
i∈[N]
{∥z[k]

i ∥
2},

συνεπώς, η Υπόθεση 6 συνεπάγεται ότι η ∥z[k]∥ είναι ϕραγµένη και πως lim supk→∞ ∥z
[k]∥ ≤

√
Nϸ.

Είµαστε σε ϑέση να αποδείξουµε πως ο προσεγγιστικός µας αλγόριθµος οδηγεί ασυµπτω-
τικά την κατάσταση και τις εκτιµήσεις των πρακτόρων, σε γειτονιά του σηµείου ισορροπίας
Nash.

Λήµµα 4.6. ΄Εστω ϸ > 0. Υπάρχει ϑετική σταθερά cx,l , ανεξάρτητη του ϸ, τέτοια ώστε, ∀l ∈ [D]

lim sup
v→∞

∥x[vD+l] − x∗∥ ≤ cx,lϸ.

Απόδειξη. Λόγω της Υπόθεσης 6, υπάρχει v0 > 0 τέτοιο ώστε, για κάθε k ≥ v0D, ∥z[k]∥ <
√

Nϸ.
΄Εστω k ≥ v0D > 0. Αυτό το k µπορεί να γραφθεί µοναδικά ως vD + l, όπου l ∈ [D]. Αρχικά,
εφαρµόζουµε το Λήµµα 4.5, ώστε να λάβουµε την ακόλουθη ανισότητα,

∥x[vD+l] − x∗∥Φ ≤ rl∥x[vD] − x∗∥Φ + �lMD[v; l]. (4.24)

Εφαρµόζουµε ξανά το Λήµµα 4.5 v − v0 ϕορές, ώστε να καταλήξουµε από τον όρο x [vD] στον
x [v0D],

∥x[vD+l] − x∗∥Φ ≤ rlr
v−v0
D ∥x[v0D] − x∗∥Φ + �lMD[v; l] + rl�D

v−v0∑
j=1

MD[v0 + j − 1; D]rv−v0−j
D . (4.25)

Χρησιµοποιούµε το γεγονός πως για κάθε k ≥ v0D, ∥z[k]∥ <
√

Nϸ,

∥x[vD+l] − x∗∥Φ ≤ rlr
v−v0
D ∥x[v0D] − x∗∥Φ + �l

√
Nϸ + rl�D

√
Nϸ

v−v0∑
j=1

rv−v0−j
D . (4.26)

Αποτιµώντας το γεωµετρικό άθροισµα, έχουµε πως

∥x[vD+l] − x∗∥Φ ≤ rlr
v−v0
D ∥x[v0D] − x∗∥Φ + (�l + rl�D

1 − rv−v0
D

1 − rD

)√Nϸ. (4.27)
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Λόγω της Υπόθεσης 5, ισχύει ότι

lim
v→∞

rlr
v−v0
D ∥x[v0D] − x∗∥Φ = 0, (4.28)

διότι rD < 1, ενώ ο όρος ∥x[v0D] − x∗∥Φ είναι πεπερασµένος. Μπορεί να επαληθευθεί πως ο
όρος αυτός είναι πεπερασµένος, εφαρµόζοντας το Λήµµα 4.5 v0 ϕορές,

∥x[v0D] − x∗∥Φ ≤ rv0
D ∥x

[0] − x∗∥Φ + �D

v0∑
j=1

MD[j − 1; 0]rv−j
D

≤ rv0
D ∥x

[0] − x∗∥Φ +
�D
√

NU

1 − rD
. (4.29)

Η δεύτερη ανισότητα της (4.29) είναι συνέπεια του ϕράγµατος της εικονικής διαταραχής z[k]

(ϐλ. Υπόθεση 6 και Παρατήρηση 5) και του γεγονότος πως rD < 1. Συνδυάζοντας τις (4.27),
(4.28) και την ανισότητα Rayleigh, λαµβάνουµε ότι

lim sup
v→∞

∥x[vD+l] − x∗∥ ≤
1

√
λmin(Φ)

(�l +

(
rl�D

1 − rD

)
)
√

Nϸ. (4.30)

Ολοκληρώνουµε την απόδειξη ορίζοντας cx,l := 1√
λmin(Φ)

(�l +
(

rl�D
1−rD

)
)
√

N. □

Τέλος, αποδεικνύουµε ότι και το APPP σήµα αναφοράς συγκλίνει σε γειτονιά της Ισορ-
ϱοπίας Nash.

Λήµµα 4.7. ΄Εστω ϸ > 0. Υπάρχει ϑετική σταθερά cs, ανεξάρτητη του ϸ, τέτοια ώστε

lim sup
k→∞

∥s[k] − x∗∥ ≤ csϸ.

Απόδειξη. Από τον ορισµό του σφάλµατος παρακολούθησης, έχουµε πως s[k] := x [k] − z[k].
΄Αρα, µε χρήση της τριγωνικής ανισότητας, έχουµε πως

lim sup
k→∞

∥s[k] − x∗∥ ≤ lim sup
k→∞

∥x [k] − x∗∥ + lim sup
k→∞

∥z[k]∥. (4.31)

Χρησιµοποιώντας την ῾῾Πυθαγόρεια᾿᾿ εξίσωση της Πρότασης 4.1 στην (4.31), καταλήγουµε
στην παρακάτω ανισότητα,

lim sup
k→∞

∥s[k] − x∗∥ ≤ lim sup
k→∞

∥x[k] − x∗∥ + lim sup
k→∞

∥z[k]∥. (4.32)

Υπενθυµίζουµε πως παραπάνω, x∗ = 1N ⊗ x∗. Ως συνέπεια της Υπόθεσης 6, ο δεύτερος όρος
του δεξιού µέλους της (4.32), δύναται να ϕραχθεί ως

lim sup
k→∞

∥z[k]∥ ≤
√

Nϸ. (4.33)
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4.3 Εξοµάλυνση του Αλγορίθµου Αναζήτησης

Για τον πρώτο όρο του δεξιού µέλους της (4.32), ισχύει πως

lim sup
k→∞

∥x[k] − x∗∥ = lim sup
v→∞

∥x[vD+l] − x∗∥

≤ lim sup
v→∞

max
l∈[D]
∥x[vD+l] − x∗∥ ≤ max

l∈[D]
{cx,l}ϸ. (4.34)

Για την ισότητα, χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι ο ϑετικός ακέραιος k µπορεί να γραφθεί
µοναδικά ως k = vD + l, όπου v ≥ 0 και l ∈ [D]. Η τελευταία ανισότητα στην (4.34)
προκύπτει από εφαρµογή του Λήµµατος 4.6. Συνεπώς, συνδυάζοντας τις (4.32), (4.33) και
(4.34) λαµβάνουµε το ακόλουθο:

lim sup
k→∞

∥s[k] − x∗∥ ≤

(
max
l∈[D]
{cx,l} +

√
N

)
ϸ. (4.35)

Ολοκληρώνουµε την απόδειξη ορίζοντας cs :=
(
maxl∈[D]{cx,l} +

√
N
)
. □

4.3 Εξοµάλυνση του Αλγορίθµου Αναζήτησης

4.3.1 Μεταβλητές ASPPPA

Προηγουµένως, αποδείξαµε πως εάν το πολυπρακτορικό σύστηµα ακολουθεί ικανοποι-
ητικά τον προσεγγιστικό PPPA, συγκλίνουµε σε γειτονιά της Ισορροπίας Nash του παιγνίου
που εξετάζουµε. Θα µεταφέρουµε το πρόβληµα παρακολούθησης της APPP δυναµικής στον
συνεχή χρόνο, διότι έτσι µας δίνεται η δυνατότητα να εφαρµόσουµε τον αλγόριθµο αναζήτη-
σης σε συστήµατα συνεχούς χρόνου και κατ΄ επέκτασιν, να εκµεταλλευτούµε την πληθώρα
τεχνικών ελέγχου που έχει αναπτυχθεί για τέτοιου είδους συστήµατα.

Για να πετύχουµε τη µεταφορά αυτή, εισάγουµε τις µεταβλητές ASPPPA (Approximate
Smooth PPPA). Αποτελούν µεταβλητές σφάλµατος συνεχούς χρόνου, οι οποίες προσαρτούν
οµαλά τη διακριτή δυναµική που παράγει ο Προσεγγιστικός PPPA. Είναι ϐασισµένες σε
εργασίες όπως οι [28, 29] πάνω στο ῾῾συγγενικό᾿᾿ πρόβληµα του consensus. Ορίζονται ως

zi(t) := xi(t) − ρ
(
t −

⌊ t

T

⌋
T
)
si

(⌊ t

T

⌋
T + T

)
−

[
1 − ρ

(
t −

⌊ t

T

⌋
T
)]

si

(⌊ t

T

⌋
T
)
, (4.36)

όπου xi(t) η πραγµατική κατάσταση του πράκτορα i, si η APPPA αναφορά του πράκτορα i

και ρ : R+ → [0, 1] η ακόλουθη, n-ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη, συνάρτηση εξοµάλυνσης,

ρ(t) :=


0, t ∈ [0, τd]

ρn

∫ t

τd

(
sin(π(σ−τd)

T−τd
)
)n

dσ, t ∈ [τd , T ]

1, t > T

. (4.37)

Η ρn είναι σταθερά κανονικοποίησης που ορίζεται ως

ρn :=
(∫ T

τd

(
sin

(
π(σ − τd)

T − τd

))n

dσ

)−1

. (4.38)
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Παρατήρηση 6. Η σταθερά τd ϑέτει εµµέσως ανώτατο επιτρεπτό όριο στην καθυστέρηση της

επικοινωνίας µεταξύ των πρακτόρων, εντός µίας περιόδου επικοινωνίας. Εντός αυτού του

ορίου δεν τίθεται πρόβληµα λειτουργίας του συστήµατος µας, καθώς δεν εµπλέκονται στους

υπολογισµούς οι πληροφορίες που ανταλλάσσονται. Εάν το τd τείνει να γίνει ίσο µε την

περίοδο επικοινωνίας T, τότε η παρεµβολή µεταξύ δειγµάτων γίνεται όλο και πιο απότοµη,

σχεδόν ϐηµατική.

4.3.2 Ιδιότητες των Εξοµαλυµένων Μεταβλητών Σφάλµατος

Οι µεταβλητές zi(t) που ορίζονται στην (4.36) περιέχουν ασυνεχείς όρους κατάστασης.
Ωστόσο, η συνάρτηση εξοµάλυνσης ρ που ορίζεται στις σχέσεις (4.37) και (4.38) εξασφαλίζει
τη συνέχεια τους. ∆ιαισθητικά, αντί να κάνουµε παρεµβολή των δειγµάτων µε την ασυνεχή
µέθοδο Zero Order Hold (ZOH), επιλέγουµε οµαλή µετάβαση µεταξύ των δειγµάτων, για
να εξασφαλίσουµε συνεχή παραγωγισιµότητα των µεταβλητών σφάλµατος. Αυτή η ιδιότητα
µας είναι αναγκαία παρακάτω, όπου ανάγουµε το πρόβληµα της προσεγγιστικής εύρεσης
Ισορροπίας Nash σε πρόβληµα ϱύθµισης των µεταβλητών ASPPPA.

Σχήµα 4.1: Παρεµβολή µε ZOH και την Οµαλή Συνάρτηση Εξοµάλυνσης

Πιο συγκεκριµένα, µε ϐάση την ανάλυση του [28], καταλήγουµε στις παρακάτω παρατη-
ϱήσεις για τη συνέχεια και την παραγωγισιµότητα των µεταβλητών ASPPPA.

Παρατήρηση 7. ΄Εστω πως το διάνυσµα κατάστασης xi(t) είναι συνεχές. Τότε, και οι µετα-

ϐλητές σφάλµατος zi είναι συνεχείς για t , kT, k ∈ N, αφού οι συναρτήσεις xi και ρ είναι

συνεχείς. Επιπλέον, για t = kT, ισχύει πως,

lim
t→kT−

zi(t) = xi(kT ) − ρ(T )si(kT ) − [1 − ρ(T )]si((k − 1)T ) = xi(kT ) − si(kT )

και

lim
t→kT+

zi(t) = xi(kT ) − ρ(0)si((k + 1)T ) − [1 − ρ(0)]si(kT ) = xi(kT ) − si(kT ),

από όπου συνεπάγεται η συνέχεια των εξοµαλυµένων µεταβλητών σφάλµατος για κάθε t.

Παρατήρηση 8. ΄Εστω πως το διάνυσµα κατάστασης xi(t) είναι 2-ϕορές συνεχώς παραγωγίσι-

µο. Οι µεταβλητές σφάλµατος zi είναι 2-ϕορές παραγωγίσιµες. Για l ∈ [2], ισχύει πως

z(l)
i (t) = x (l)

i (t) −
dlρ

dt l

(
t −

⌊ t

T

⌋
T
) [

si

(⌊ t

T

⌋
T + T

)
− si

(⌊ t

T

⌋
T
)]

.

Η συνέχεια των παραγώγων για t = kT εξασφαλίζεται από το γεγονός πως dlρ
dt l (0) = dlρ

dt l (T ) = 0.
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4.3.3 Προσεγγιστική Εύρεση Ισορροπίας Nash

Είµαστε σε ϑέση να διατυπώσουµε το κύριο Θεώρηµα της εργασίας µας.

Θεώρηµα 4.1. ΄Εστω N πράκτορες που συµµετέχουν σε στατικό παίγνιο. Εάν :

1. Ισχύουν οι υποθέσεις 1 - 5.

2. Οι µεταβλητές zi(t), που ορίζονται στις (3.6), (3.7) και (4.36), είναι οµοιόµορφα ϕραγµένες

και υπάρχει ϑετική σταθερά ϸ, τέτοια ώστε lim supt→∞ ∥zi(t)∥ ≤ ϸ.

τότε, τα διανύσµατα κατάστασης xi(t) όλων των πρακτόρων, είναι οµοιόµορφα ϕραγµένα και

υπάρχει σταθερά c ανεξάρτητη του ϸ, τέτοια ώστε για κάθε i ∈ [N],

lim sup
t→∞

∥xi(t) − x∗∥ ≤ cϸ.

Απόδειξη. Βασιζόµενοι στην εξίσωση (4.36) έχουµε πως

xi(t) − x∗ = zi(t) + ρ
(
t −

⌊ t

T

⌋
T
) [

si

(⌊ t

T

⌋
T + T

)
− x∗

]
+

[
1 − ρ

(
t −

⌊ t

T

⌋
T
)] [

si

(⌊ t

T

⌋
T
)
− x∗

]
. (4.39)

Εφαρµόζοντας την τριγωνική ανισότητα στην (4.39) λαµβάνουµε την παρακάτω ανισότητα,

∥xi(t) − x∗∥ ≤ ∥zi(t)∥ + ρ
(
t −

⌊ t

T

⌋
T
) ∥∥∥∥∥si

(⌊ t

T

⌋
T + T

)
− x∗

∥∥∥∥∥
+

[
1 − ρ

(
t −

⌊ t

T

⌋
T
)] ∥∥∥∥∥si

(⌊ t

T

⌋
T
)
− x∗

∥∥∥∥∥ , (4.40)

διότι οι όροι που περιέχουν τη συνάρτηση εξοµάλυνσης είναι ϑετικοί, καθώς range(ρ) = [0, 1].
Οι δύο τελευταίοι όροι της (4.40) αποτελούν κυρτό συνδυασµό, άρα

∥xi(t) − x∗∥ ≤ ∥zi(t)∥ +max
{∥∥∥∥∥si

(⌊ t

T

⌋
T
)
− x∗

∥∥∥∥∥ ,
∥∥∥∥∥si

(⌊ t

T

⌋
T + T

)
− x∗

∥∥∥∥∥}. (4.41)

Πλέον, µπορούµε να ϕράξουµε το lim supt→∞ ∥xi(t) − x∗∥. Λόγω της (4.41), ισχύει πως

lim sup
t→∞

∥xi(t) − x∗∥ ≤ lim sup
t→∞

∥zi(t)∥ + lim sup
k→∞

max
{∥∥∥∥s[k]

i − x∗
∥∥∥∥ ,

∥∥∥∥s[k+1]
i − x∗

∥∥∥∥} . (4.42)

Οι υποθέσεις που διατυπώσαµε στο Θεώρηµα αυτό είναι αρκετές για να επικαλεστούµε την
ισχύ του Λήµµατος 4.7. Συνεπώς, µε ϐάση το Λήµµα αυτό, έχουµε πως

lim sup
t→∞

∥xi(t) − x∗∥ ≤ (1 + cs)ϸ. (4.43)

Ολοκληρώνουµε την απόδειξή µας, ορίζοντας c := 1 + cs. □
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Κεφάλαιο 5

Αναζήτηση Ισορροπίας Nash σε UAV σύστηµα

Στο κεφάλαιο αυτό εφαρµόζουµε τις ιδέες που παρουσιάσαµε στα προηγούµενα κε-
ϕάλαια και συγκεκριµένα το Θεώρηµα 4.1, που ουσιαστικά λέει πως regulation των

µεταβλητών ASPPPA συνεπάγεται προσεγγιστική σύγκλιση σε Ισορροπία Nash. Το σύστη-
µα στο οποίο εφαρµόζονται, αποτελείται από πράκτορες που ακολουθούν τη δυναµική ενός
µοντέλου συγκεντρωµένης µάζας για UAVs (Unmanned Aerial Vehicles) [30].

5.1 ∆υναµικό Μοντέλο

Θεωρούµε πως κάθε πράκτορας έχει δυναµική που περιγράφεται από τις παρακάτω
εξισώσεις,

ṗi = vi

v̇i =
1
mi

Divi + di +
1
mi

Gi(sat ◦ Fi), (5.1)

όπου το pi είναι διάνυσµα τριών συντεταγµένων και περιγράφει τη ϑέση του i-οστού UAV
εντός του αδρανειακού συστήµατος αναφοράς. Το vi είναι το αντίστοιχο διάνυσµα ταχυτήτων
στους τρεις προαναφερθέντες άξονες. Ο πίνακας Di είναι σταθερός και διαγώνιος πίνακας
µε αρνητικά στοιχεία. Τα µέτρα των στοιχείων αυτών περιγράφουν τους συντελεστές τριβής
στους τρεις άξονες. Ο όρος di περιγράφει εξωγενείς διαταραχές (πχ. ϐαρύτητα). Το mi

εκφράζει τη µάζα του UAV.
Τέλος, το Fi αποτελεί το διάνυσµα εισόδων ελέγχου που όπως παρατηρούµε, υπεισέρχεται

σε κορεσµό. Η συνάρτηση κορεσµού έχει συµµετρικές στάθµες και ορίζεται ως

sat(x) :=

x, |x | < umax

sgn(x) · umax , |x | ≥ umax ,
(5.2)

όπου sgn η συνάρτηση προσήµου. Το διάνυσµα εισόδων ελέγχου είναι εκφρασµένο σε τοπικό
σύστηµα αναφοράς του UAV, µέσω των δυνάµεων ώσης (thrust) και άρσης (lift). Για να
υπολογίσουµε τη συνισταµένη δύναµη ελέγχου στους τρεις άξονες αναφοράς, είναι αναγκαία
η ύπαρξη του µητρώου στροφής Gi . Το µητρώο στροφής ορίζεται ως

Gi := Rotz(χi)Roty(−γi), (5.3)
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όπου χi είναι η γωνία πορείας του αεροπλάνου (heading angle), ενώ γi είναι η γωνία ίχνους
πτήσης (flight path angle), που υποδηλώνει αν το αεροπλάνο κινείται προς υψηλότερο ή
χαµηλότερο υψόµετρο.

χi

γi

x

y

z

Σχήµα 5.1: Σφαιρικό Σύστηµα Συντεταγµένων για το UAV Μοντέλο Συγκεντρωµένης Μάζας

Προτού συνεχίσουµε, εισάγουµε την παρακάτω υπόθεση για τις εξωγενείς διαταραχές.

Υπόθεση 7. Οι εξωγενείς διαταραχές di(t) είναι τµηµατικά συνεχείς ως προς το χρόνο και

ϕραγµένες, δηλαδή υπάρχουν σταθερές d̃i τέτοιες ώστε ∥di∥ ≤ d̃i ,∀i ∈ [N], t ≥ 0.

΄Εστω πως τα UAVs συµµετέχουν σε ένα στατικό παίγνιο σαν αυτό που υποτίθεται στο
Θεώρηµα 4.1. Το διάνυσµα δράσεων του κάθε πράκτορα είναι το διάνυσµα ϑέσης του, pi .
Τότε, µπορούµε σύµφωνα µε τις παραπάνω δυναµικές εξισώσεις να ορίσουµε τις µεταβλητές
ASPPPA για το σύστηµα των UAVs και να λάβουµε την εξής ισοδύναµη δυναµική,

żi = vi + ηi

v̇i =
1
mi

Divi + di +
1
mi

Gi(sat ◦ Fi), (5.4)

όπου
ηi := −ρ̇

(
t −

⌊ t

T

⌋
T
) [

si

(⌊ t

T

⌋
T + T

)
− si

(⌊ t

T

⌋
T
)]

. (5.5)

Για να µπορέσουν τα UAVs να ϐρεθούν κοντά στην ισορροπία Nash του παιγνίου που συµ-
µετέχουν, ϑα πρέπει να ϱυθµίσουµε τις εξοµαλυµένες µεταβλητές σφάλµατος zi , ώστε να
παραµείνουν ϕραγµένες και να συγκλίνουν σε γειτονιά του µηδενός.

5.2 Αρχιτεκτονική Ελέγχου

Στις δυναµικές εξισώσεις (5.4), το διάνυσµα ταχυτήτων vi µπορεί να ϑεωρηθεί ως εικονική
είσοδος ελέγχου για τη δυναµική της µεταβλητής σφάλµατος zi . Εφαρµόζουµε backstep-
ping σχήµα ελέγχου, στο οποίο η ταχύτητα vi ακολουθεί την τροχιά −λ1zi − ηi , έτσι ώστε
żi ≃ −λ1zi . ∆ιαισθητικά, για λ1 > 0, το παραπάνω ϑα συνεπαγόταν την επιτυχηµένη ϱύθµιση
της µεταβλητής σφάλµατος zi .
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5.2.1 Αποσύζευξη Εισόδων Ελέγχου

Το διάνυσµα στροφής µε το οποίο πολλαπλασιάζεται η είσοδος ελέγχου, δυσχεραίνει τη
σχεδίαση της. Θεωρούµε πως οι γωνιές κατεύθυνσης και ίχνους πτήσης είναι µετρήσιµες,
άρα πως έχουµε στη διάθεσή µας το µητρώο στροφής. Για την αποσύζευξη της επίδρασης
των συνιστωσών ελέγχου που ϑα σχεδιάσουµε, ορίζουµε

(sat ◦ Fi) :=
1
√

3
GT

i (sat ◦ ui), (5.6)

όπου το ui αποτελεί ϐοηθητική εικονική είσοδο που ϑα σχεδιάσουµε παρακάτω. Απαιτούµε
η ϐοηθητική είσοδος να έχει ίδιο επίπεδου κορεσµού µε την Fi , δηλαδή ίσο µε umax . Τότε,
ισχύει ότι

∥sat ◦ Fi∥∞ =
1
√

3
∥GT

i (sat ◦ ui)∥∞ ≤
1
√

3
∥GT

i (sat ◦ ui)∥ ≤
1
√

3
∥GT

i ∥ · ∥sat ◦ ui∥ ≤ umax , (5.7)

άρα πως ο µετασχηµατισµός της κορεσµένης Fi είναι καλώς ορισµένος ως προς την κορε-
σµένη ui , διότι όντως σέβεται το κοινό επίπεδο κορεσµού umax . Με τον µετασχηµατισµό αυτό,
οι δυναµικές εξισώσεις που µας απασχολούν, αλλάζουν στις

żi = vi + ηi

v̇i =
1
mi

Divi + di +
1
√

3mi

(sat ◦ ui). (5.8)

5.2.2 Prescribed Performance ΄Ελεγχος µε Τροποποίηση Αναφοράς

Το Ϲητούµενο µας πλέον είναι να σχεδιάσουµε τη ϐοηθητική είσοδο ui , έτσι ώστε το vi να
ακολουθεί την τροχιά −λ1zi −ηi . Για να το πετύχουµε αυτό, χρησιµοποιούµε την Prescribed
Performance αρχιτεκτονική ελέγχου [31]. Η ύπαρξη κορεσµού στην είσοδο ελέγχου, επιβάλ-
λει αλλαγή στο κλασικό PPC σχήµα, οπότε χρησιµοποιούµε PPC µε τροποποίηση στο σήµα
αναφοράς [32]. Ξεκινάµε ορίζοντας το σήµα αναφοράς που αναφέραµε προηγουµένως,

ai := −λ1zi − ηi . (5.9)

Στη συνέχεια, ορίζουµε τον όρο τροποποίησης της αναφοράς, σi : R+ → R3. Ο όρος αυτός
παράγεται µε την εξής διαφορική εξίσωση,

σ̇i = −�iσi + ∆ui , σi(0) = 0, (5.10)

όπου το �i > 0 αποτελεί σταθερά προς σχεδίαση, ενώ ο όρος ∆ui αποτελεί την υστέρηση λόγω
κορεσµού και ορίζεται ως

∆ui := (sat ◦ ui) − ui . (5.11)

Η µέθοδος σχεδιασµού που χρησιµοποιούµε, εγγυάται πως το vi ακολουθεί την τροπο-
ποιηµένη αναφορά a′i := ai + σi , ικανοποιώντας κάποιες προδιαγραφές για την ταχύτητα
σύγκλισης και το µόνιµο σφάλµα. Οι προδιαγραφές αυτές περιγράφονται από µία συνάρ-
τηση επίδοσης. ΄Εστω πως κάθε πράκτορας έχει τη δική του συνάρτηση επίδοσης φi , που
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ορίζεται ως
φi(t) := (φ0

i − φ∞i ) exp(−δi t) + φ∞i , (5.12)

µε φ0
i > φ∞i > 0 και δi > 0. Το φ∞i ποσοτικοποιεί τη µέγιστη ανοχή µας στο µόνιµο σφάλµα

και το δi τον ϱυθµό σύγκλισης. Ορίζουµε το κανονικοποιηµένο σφάλµα ως εξής

ξi(t) :=
vi − a′i

φi
. (5.13)

Σχεδιάζουµε το σήµα ελέγχου µε ϐάση τις παρακάτω εξισώσεις

ϸi(t) := (T ◦ ξi) (5.14)

ui(t) := −kiϸi , (5.15)

όπου µε T συµβολίζουµε την αύξουσα συνάρτηση T (x) = tan(0.5πx), ενώ µε ki > 0 µια
σταθερά προς σχεδίαση. ∆ιαλέγουµε τις συναρτήσεις επίδοσης έτσι ώστε, να ισχύει πως
φ0

i > ∥vi(0) − a′i (0)∥∞ και άρα να είναι καλώς ορισµένες, για t = 0, οι µεταβλητές που ει-
σάγαµε στην εξίσωση (5.14). Λόγω της αρχικοποίησης του APPPA και του όρου τροποποίησης
της αναφοράς και λόγω των ιδιοτήτων της συνάρτησης εξοµάλυνσης, η παραπάνω απαίτηση
είναι ισοδύναµη µε φ0

i > ∥vi(0)∥∞.

Εφαρµόζοντας τον παραπάνω νόµο ελέγχου, δηµιουργούµε το εξής σύστηµα διαφορικών
εξισώσεων για τον i-οστό πράκτορα

żi = −λ1zi + φiξi + σi (5.16)

ξ̇i =
1
φi

[v̇i − ȧi − σ̇i − ξiφ̇i] (5.17)

v̇i =
1
mi

Divi + di +
1
√

3mi

(sat ◦ ui) (5.18)

σ̇i = −�iσi + ∆ui . (5.19)

΄Εστω τα διανύσµατα ξ := col((ξi)i∈[N]), z := col((zi)i∈[N]) και σ := col((σi)i∈[N]), το διάνυ-
σµα κατάστασης p := col((pi)i∈[N]) και το διάνυσµα εκτιµήσεων p− := col((pi,−i)i∈[N]). Ο-
ϱίζουµε τη µεταβλητή h := col(ξ, σ, z, p, p−). Το συνολικό σύστηµα που περιγράφει την h
ϑεωρείται υβριδικό, καθώς εµπλέκει συνεχή και διακριτή δυναµική. Μπορεί να περιγραφεί,
για t ∈ [kT, (k + 1)T ), από σύνολο διαφορικών εξισώσεων και εξισώσεων διαφορών, µε ϐάση
το παρακάτω πρότυπο

ξ̇ (t) = fξ (t, ξ (t), z(t), σ(t), p[k], p[k−1], p[k−1]
− , p[⌊ k−1

D ⌋])

σ̇(t) = fσ(t, σ(t))

ż(t) = fz(t, ξ (t), z(t), σ(t))

ṗ(t) = fp(t, ξ (t), z(t), σ(t), p[k], p[k−1], p[k−1]
− , p[⌊ k−1

D ⌋])

p[k+1]
− = fp−(p[k], p[k]

− ). (5.20)

Παραλείπουµε για συντοµία, τις αναλυτικές εκφράσεις των απεικονίσεων. Η απεικόνιση
fp− εξαρτάται µόνο από τα p[k], p[k]

− διότι είτε p[k+1]
− = p[k]

− ή όπως υποδεικνύει η (3.6), χρη-
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σιµοποιούµε τα p[k], p[k]
− για τη δηµιουργία νέων εκτιµήσεων. Ανάλογη επιχειρηµατολογία

ισχύει και για τις υπόλοιπες απεικονίσεις που εξαρτώνται από το διάνυσµα κατάστασης p και
το διάνυσµα εκτιµήσεων p−. Κάνουµε την παρακάτω παρατήρηση για το υβριδικό σύστηµα
(5.20).

Παρατήρηση 9. Για το υβριδικό σύστηµα (5.20), οι απεικονίσεις fξ , fσ , fz και fp είναι τµηµατικά

συνεχείς ως προς το χρόνο. Επίσης, είναι και τοπικά Lipschitz συνεχείς ως προς τις µεταβλητές

(ξ, σ, z, p) σε κάθε συµπαγές υποσύνολο του (−1, 1)3N ×R9N , για αυθαίρετες και σταθερές τιµές

των δειγµατοληπτηµένων δυναµικών και εκτιµήσεων.

5.3 Ανάλυση Σύγκλισης

Είµαστε σε ϑέση να αποδείξουµε πως υπάρχουν διατάξεις στις οποίες ο κατανεµηµένος
νόµος ελέγχου που προτείνουµε, εγγυάται να οδηγήσει το πολυπρακτορικό σύστηµα των
UAVs, σε γειτονιά του σηµείου Ισορροπίας Nash. Βασιζόµαστε στη λογική των [5, 32].

Θεώρηµα 5.2. ΄Εστω πως N πράκτορες, που περιγράφονται από την UAV δυναµική των

εξισώσεων (5.8), συµµετέχουν σε εικονικό στατικό παίγνιο µε δράση το διάνυσµα ϑέσης τους,

pi και συναρτήσεις κόστους, Ji , που εξαρτώνται από τις ϑέσεις των UAVs. ΄Εστω επίσης το µη

κενό και ανοικτό σύνολο Ω = (−1, 1)3N × R3N2+6N . Αν

1. Ισχύουν οι υποθέσεις 1 - 5 και 7.

2. Ο κατανεµηµένος νόµος ελέγχου που προτείνεται στην (5.15), εφαρµόζεται ως ϐοηθητική

εικονική είσοδος στην (5.6).

τότε, υπάρχει τιµή u, τέτοια ώστε η ανισότητα umax > u να συνεπάγεται πως h ∈ Ω′,∀t ≥ 0,

όπου h είναι η µεταβλητή κατάστασης του υβριδικού συστήµατος (5.20) και Ω′ είναι συµπαγές

υποσύνολο του Ω. Επιπλέον, για κάθε πράκτορα i ∈ [N], ισχύει πως

lim sup
t→∞

∥pi(t) − p∗∥ ≤ cϸ,

όπου ϸ είναι σταθερά σχεδίασης και c είναι σταθερά ανεξάρτητη του ϸ.

Απόδειξη. Υπενθυµίζουµε πως µε ∥ · ∥∞ συµβολίζουµε την ∞-νόρµα διανυσµάτων. Εκ κα-
τασκευής των συναρτήσεων επίδοσης, έχουµε πως φ0

i > ∥vi(0) − a′i (0)∥∞, άρα, ως συνέπεια
αυτού, ∥ξi(0)∥∞ < 1. Αφού όλα τα κανονικοποιηµένα σφάλµατα είναι µικρότερα της µο-
νάδας, υπάρχει ανώτατο όριο M ≥ 0 στο πόσο ξεπέρασαν τον κορεσµό οι ϐοηθητικές είσοδοι
ελέγχου κάθε πράκτορα, δηλαδή

∥ui(0)∥∞ < M + umax , (5.21)

ή ισοδύναµα, από τις (5.14), (5.15),

∥ϸi(0)∥∞ <
M + umax

ki
:= ϸ̃i , (5.22)

∥ξi(0)∥∞ < T−1
(
M + umax

ki

)
:= ξ̃i . (5.23)
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Με ϐάση τις διαπιστώσεις µας για τα ξi(0), καταλήγουµε πως h(0) ∈ Ω. Σύµφωνα µε
την Παρατήρηση 9 και επιχειρήµατα ανάλογα µε τα Θεωρήµατα 1 και 2 του [33], υπάρχει
µοναδική µεγιστική λύση h0 : [0, τmax ) → Ω για το υβριδικό σύστηµα (5.20), στο πεδίο
ύπαρξης της µεταβλητής h. Μεγιστική λύση σηµαίνει πως αδυνατούµε να ϐρούµε επέκταση
της λύσης h0, για χρόνο µεγαλύτερο από τmax . Στη συνέχεια, ορίζουµε τα σύνολα

Ei :=
{

ϸi ∈ R
3
∣∣∣∣∣ ∥ϸi∥∞ ≤

M + umax

ki

}
,∀i ∈ [N].

Σύµφωνα µε την (5.22), ισχύει πως ϸi(0) ∈ int(Ei),∀i ∈ [N], συνεπώς, υπάρχει χρονικό
υποσύνολο της µορφής T = [0, τ′) ⊂ [0, τmax ) τέτοιο ώστε ϸi ∈ Ei , για κάθε t ∈ T .

Πλέον, στόχος µας αποτελεί η εύρεση τιµής για το επίπεδο κορεσµού umax , που να
διασφαλίζει πως τα σύνολα Ei είναι ϑετικά αναλλοίωτα. Εκ κατασκευής των συνόλων Ei ,
λαµβάνουµε πως

∥ui(t)∥∞ ≤ M + umax ,∀t ∈ T , (5.24)

το οποίο συνεπάγεται το παρακάτω ϕράγµα στην υστέρηση λόγω κορεσµού,

∥∆ui(t)∥∞ ≤ M,∀t ∈ T . (5.25)

Ολοκληρώνουµε τη διαφορική εξίσωση (5.19),

σi(t) =
∫ t

0
exp(−�i(t − s))∆ui(s)ds. (5.26)

Υπολογίζουµε την ∞-νόρµα της εξίσωσης (5.26) και εφαρµόζουµε την ανισότητα (5.25), ώστε
να καταλήξουµε στο παρακάτω ϕράγµα για την τροποποίηση της αναφοράς, εντός του T ,

∥σi(t)∥∞ ≤ M

∫ t

0
exp(−�i(t − s))ds =

M

�i
(1 − exp(−�i t)) ≤

M

�i
:= σ̃i . (5.27)

Συνεχίζουµε την απόδειξη, δείχνοντας πως οι εξοµαλυµένες µεταβλητές σφάλµατος zi είναι
ϕραγµένες για κάθε t ∈ T . Ολοκληρώνοντας τη διαφορική εξίσωση (5.16), έχουµε πως

zi(t) = exp(−λ1t)zi(0) +
∫ t

0
exp(−λ1(t − s))(φi(s)ξi(s) + σi(s))ds. (5.28)

Λόγω της αρχικοποίησης της προσεγγιστικής PPP δυναµικής, ισχύει ότι ∥zi(0)∥∞ = 0. Επι-
πλέον, αφού για κάθε t ∈ T , έχουµε πως ∥ξi(t)∥∞ ≤ ξ̃i και |φi(t)| ≤ φ0

i , καταλήγουµε στις
παρακάτω ανισότητες και το Ϲητούµενο ϕράγµα,

∥zi(t)∥∞ ≤
(φ0

i ξ̃i + σ̃i)
λ1

(1 − exp(−λ1t)) (5.29)

≤
(φ0

i ξ̃i + σ̃i)
λ1

:= z̃i . (5.30)

Τώρα, δείχνουµε πως η παραγόµενη προσεγγιστική PPP δυναµική είναι ϕραγµένη στο T .

΄Εστω k = vD + l ϑετικός ακέραιος, τέτοιος ώστε kT ∈ T και l ∈ [D]. Τότε, µε τον ίδιο τρόπο
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που αναπτύξαµε την (4.27), ισχύει πως

∥p[k] − p∗∥Φ ≤ rlr
v
D∥p

[0] − p∗∥Φ + (�l + rl�D

(
1 − rv

D

1 − rD

)
)
√

N(
√

3z̃i)

≤ rl max
{
∥p[0] − p∗∥Φ,

�D

1 − rD

√
3Nz̃i

}
+ �l

√
3Nz̃i . (5.31)

Η δεύτερη ανισότητα είναι συνέπεια του κυρτού συνδυασµού που σχηµατίζεται στην πρώτη.
Προσπαθούµε να ϕράξουµε τη νόρµα του σφάλµατος µε σταθερά ανεξάρτητη του k. Με ϐάση
την ανισότητα (5.31), έχουµε πως

∥p[k] − p∗∥Φ ≤ (1 + rl) max
{
∥p[0] − p∗∥Φ,

�D

1 − rD

√
3Nz̃i

}
≤ (1 + r1) max

{
∥p[0] − p∗∥Φ,

�D

1 − rD

√
3Nz̃i

}
:= ∆̃p. (5.32)

Η πρώτη ανισότητα απορρέει από την ανισότητα 0 < 1 − rD < 1, που ισχύει λόγω της
Υπόθεσης 5 και την ανισότητα �l < �D, που προκύπτει εξετάζοντας τα Λήµµατα 4.4 και 4.5.
Η δεύτερη ανισότητα, προκύπτει από το γεγονός πως οι σταθερές rl που ορίζονται στο Λήµµα
4.5, είναι αύξουσες ως προς τον δείκτη l, οπότε rl < r1,∀l ∈ [D]. Με ϐάση την ανισότητα
(5.32) και µε χρήση της τριγωνικής ανισότητας και της ανισότητας Rayleigh, προκύπτει πως

∥p[k]∥ ≤
∥p[k]∥Φ
√

λmin(Φ)
≤
∥p[k] − p∗∥Φ + ∥p∗∥Φ

√
λmin(Φ)

≤
∆̃p + ∥p∗∥Φ
√

λmin(Φ)
:= p̃. (5.33)

το οποίο συνεπάγεται πως ∥p[k]∥ ≤ p̃ και ∥pk
−∥ ≤ p̃. Σύµφωνα µε την εξίσωση της προσεγγι-

στικής PPP δυναµικής (3.7) και τις Υποθέσεις 2,3, ισχύει πως

∥s[k]
i ∥ ≤

(
1 + 4

γ

α

)
p̃ + γ sup

∥p′∥≤
√

2p̃

∥∥∥∇iJi
(
p′

)∥∥∥
≤

(
1 + 4

γ

α

)
p̃ + γθ0 sup

∥p′∥≤
√

2p̃

∥∥∥p′ − p∗
∥∥∥

≤

(
1 + 4

γ

α
+
√

2γθ0

)
p̃ + γθ0

∥∥∥p∗
∥∥∥ := s̃i . (5.34)

Φράσσοντας όλες τις δειγµατοληπτηµένες δυναµικές, µπορούµε να ϕράξουµε και το δι-
άνυσµα ϑέσης pi(t) στο συνεχή χρόνο, για t ∈ T , συνδυάζοντας τον ορισµό των εξοµαλυµένων
µεταβλητών σφάλµατος (4.36), µε τα ϕράγµατα για το σφάλµα (5.30) και την APPP δυναµική
(5.34), ως

∥pi(t)∥ ≤
√

3z̃i + s̃i := p̃i . (5.35)

Η εµφάνιση της
√

3 οφείλεται στο γεγονός πως η (5.30) αποτελεί ϕράγµα στην∞-νόρµα, ενώ
εδώ ασχολούµαστε µε την Ευκλείδεια. Στη συνέχεια, ϕράσσουµε το διάνυσµα ταχυτήτων vi(t)
στο T . Λόγω του ορισµού του κανονικοποιηµένου σφάλµατος (5.13), µε τριγωνική ανισότητα
και εφαρµογή των ανάλογων ϕραγµάτων (5.23),(5.27),(5.30),(5.34) λαµβάνουµε πως

∥vi(t)∥ ≤
√

3φ0
i ξ̃i + λ1

√
3z̃i +

√
3σ̃i + 2ρn s̃i := ṽi . (5.36)
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Τέλος, ϕράσσουµε την παράγωγο της αναφοράς, ȧi . Από τις εξισώσεις (5.9) και (5.16), ισχύει
πως

ȧi = λ2
1zi − λ1φiξi − λ1σi − η̇i . (5.37)

Με αντίστοιχη χρήση των ανισοτήτων που χρησιµοποιήσαµε για την ανάπτυξη της (5.36),
καταλήγουµε στην παρακάτω ανισότητα

∥ȧi∥ ≤ λ2
1
√

3z̃i + λ1φ0
i

√
3ξ̃i + λ1

√
3σ̃i +

2nπ

T − τD
ρn s̃i := ˜̇ai . (5.38)

Ο όρος 2nπ
T−τD

ρn οφείλεται σε διπλή παραγώγιση της συνάρτησης εξοµάλυνσης και στο γεγονός
πως οι συναρτήσεις cos και sin έχουν µέτρο µικρότερο της µονάδας.

Τώρα εξετάζουµε τη ϑετική αµεταβλητότητα των συνόλων Ei . Για τον i-οστό πράκτορα,
είτε ισχύει πως ϸi ∈ int(Ei) ή ότι ϸi ∈ ∂(Ei), για t ∈ T . ∆εν χρειάζεται να εξετάσουµε την
πρώτη περίπτωση λόγω της συνέχειας των µεταβλητών ϸi . Αν ϸi ∈ ∂(Ei), για τουλάχιστον µια
εκ των συνιστωσών του ϸi , έστω την j-οστή, ισχύει πως |ϸi,j | =

M+umax
ki

. Αυτό συνεπάγεται ότι
|ui,j | = M + umax και κατά συνέπεια |∆ui,j | = M . Λόγω του ορισµού του ελεγκτή µέσω της
(5.15), ισχύει η παρακάτω ισότητα προσήµων

sgn(sgn(ui,j)) = sgn(ui,j) = −sgn(ϸi,j). (5.39)

Θεωρούµε τη συνάρτηση Vi,j := 1
2ϸ2

i,j. Η συνάρτηση αυτή είναι ϑετικά ορισµένη, αύξουσα ως
προς ϸi,j και µάλιστα ακτινικά µη-ϕραγµένη. Λόγω των διαφορικών εξισώσεων (5.17), (5.18)
και (5.19) και µε εφαρµογή του κανόνα της αλυσίδας, η Vi,j έχει την εξής χρονική παράγωγο,

V̇i,j =
1
φi

∂T (ξi,j)
∂ξi,j

ϸi,j

[
1
mi

(Divi)j + di,j +
1
√

3mi

sat(ui,j) − ȧi,j + �iσi,j − ∆ui,j − ξi,jφ̇i

]
. (5.40)

Εξαιτίας της εξίσωσης προσήµων (5.39) και του γεγονότος πως |sat(ui,j)| = umax , αντικαθιστο-
ύµε τον όρο sat(ui,j),

V̇i,j =
1
φi

∂T (ξi,j)
∂ξi,j

ϸi,j

[
1
mi

(Divi)j + di,j −
1
√

3mi

sgn(ϸi,j)umax − ȧi,j + �iσi,j − ∆ui,j − ξi,jφ̇i

]
. (5.41)

Καθώς ∆ui,j = sat(ui,j) − ui,j και |ui,j | ≥ umax , ισχύει πως sgn(∆ui,j) = −sgn(ui,j). Επειδή
|∆ui,j | = M, έπεται πως

V̇i,j =
1
φi

∂T (ξi,j)
∂ξi,j

ϸi,j

[
1
mi

(Divi)j + di,j − sgn(ϸi,j)
(

1
√

3mi

umax +M

)
− ȧi,j + �iσi,j − ξi,jφ̇i

]
. (5.42)

Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα sgn(x) ·x = |x | και το γεγονός πως η T (ξi,j) έχει µη-αρνητική
παράγωγο ως προς ξi,j, ϕράσσουµε τη χρονική παράγωγο V̇i,j ως εξής,

V̇i,j ≤

∣∣∣∣∣∣ 1
φi

∂T (ξi,j)
∂ξi,j

ϸi,j

∣∣∣∣∣∣
[∣∣∣∣∣ 1

mi
(Divi)j

∣∣∣∣∣ + |di,j | −
1
√

3mi

umax −M + |ȧi,j | + |�iσi,j | + |ξi,jφ̇i |

]
. (5.43)

Εφαρµόζοντας τις ανισότητες (5.27), (5.36), (5.38) και την Υπόθεση 7 στην ανισότητα (5.43)
και χρησιµοποιώντας το γεγονός πως ο πίνακας των συντελεστών τριβής, Di , είναι διαγώνιος,
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5.3 Ανάλυση Σύγκλισης

συµπεραίνουµε ότι

V̇i,j ≤

∣∣∣∣∣∣ 1
miφi

∂T (ξi,j)
∂ξi,j

ϸi,j

∣∣∣∣∣∣
[
∥Di∥∞ṽi +mi(d̃i + ˜̇ai + ˜̇φi) −

1
√

3
umax

]
, (5.44)

όπου το ϕράγµα της παραγώγου της συνάρτησης επίδοσης ορίζεται ως ˜̇φi := δi(φ0
i − φ∞i ).

Βρήκαµε τη συνθήκη που ϑέλουµε να εφαρµόσουµε στο επίπεδο κορεσµού umax .

Υπόθεση 8. Το επίπεδο κορεσµού umax είναι αρκούντως µεγάλο, έτσι ώστε

umax > max
i∈[N]

{
∥ui(0)∥∞ −M,

√
3(∥Di∥∞ṽi +mi(d̃i + ˜̇ai + ˜̇φi))

}
.

Λόγω της Υπόθεσης 8 έχουµε πως V̇i,j ≤ 0. Συνεπώς, αποδείξαµε ότι ∀i ∈ [N], j ∈ [3],
είτε ισχύει ότι |ϸi,j | < M+umax

ki
ή |ϸi,j | =

M+umax
ki

. Ωστόσο, στην τελευταία αυτήν περίπτωση, η
χρονική παράγωγος και η µορφή της συνάρτησης Vi,j υποδηλώνει πως το |ϸi,j | εξελίσσεται
προς µικρότερες τιµές. Συνεπώς, πράγµατι το σύνολο Ei είναι ϑετικά αναλλοίωτο και καθώς
ϸi(0) ∈ Ei , έπεται πως T ≡ [0, τmax ). Εξετάζοντας τα ϕράγµατα που αναπτύξαµε παραπάνω,
ουσιαστικά αποδείξαµε πως η µεγιστική λύση h0 : [0, τmax ) → Ω περιέχεται εντός του Ω′,
ενός συµπαγούς υποσυνόλου του Ω που ορίζεται ως

Ω′ := [−ξ̃ , ξ̃ ]3N × [−σ̃, σ̃]3N × [−z̃, z̃]3N × [−p̃, p̃]3N × [−p̃, p̃]3N(N−1),

όπου τα όρια ξ̃ , σ̃, z̃, p̃ ορίζονται µε τη ϐοήθεια των ανισοτήτων (5.22),(5.27),(5.30) και (5.35)
ως ξ̃ := maxi∈[N] ξ̃i , σ̃ := maxi∈[N] σ̃i , z̃ := maxi∈[N] z̃iκαι p̃ := maxi∈[N] p̃i , ενώ το όριο p̃
ορίζεται στην ανισότητα (5.33). Αυτές οι συνοριακές τιµές είναι ανεξάρτητες από το χρόνο,
συνεπώς, µε επιχειρήµατα ανάλογα του Θεωρήµατος 1 του [33], σε περίπτωση που τmax <

∞, µπορούµε να επεκτείνουµε απεριόριστα τη µεγιστική λύση h0 στο σύνολο Ω′. Αυτή η
επέκταση είναι άτοπη, άρα συµπεραίνουµε πως τmax = ∞. Αυτό σηµαίνει πως τα ϕράγµατα
που αναπτύξαµε παραπάνω, εφαρµόζονται για κάθε t ≥ 0.

Επαναφέρουµε την προσοχή µας στην εξίσωση (5.28). Αντικαθιστούµε τη συνάρτηση
επίδοσης φi µε ϐάση την εξίσωση (5.12) και εφαρµόζουµε τις ανισότητες (5.23) και (5.27).
Φράσσουµε τη νόρµα ∥zi(t)∥∞ ως εξής

∥zi(t)∥∞ ≤
exp(−δi t) − exp(−λ1t)

λ1 − δi
(φ0

i − φ∞i )ξ̃i +
φ∞i ξ̃i + σ̃i

λ1
(1 − exp(−λ1t)). (5.45)

Αφήνοντας το t να προσεγγίσει το ∞, λαµβάνουµε πως

lim sup
t→∞

∥zi(t)∥ ≤
√

3
(φ∞i ξ̃i + σ̃i)

λ1
. (5.46)

Ορίζουµε ϸ :=
√

3 maxi∈[N]

{
(φ∞i ξ̃i+σ̃i )

λ1

}
. Οι υποθέσεις του Θεωρήµατος 4.1 ικανοποιούνται

από τις Υποθέσεις µας και τις σχέσεις (5.30),(5.46). Μπορούµε λοιπόν να επικαλεστούµε το
Θεώρηµα και να καταλήξουµε στο Ϲητούµενο. □
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Κεφάλαιο 6

Προσοµοιώσεις

Στο κεφάλαιο αυτό προσοµοιώνουµε αριθµητικά το σύστηµα που αναπτύξαµε, ώστε
να διαπιστώσουµε και την πρακτική του εφαρµοσιµότητα. Κατ΄ αρχάς, εξετάζουµε

δύο παίγνια πολυγωνικών σχηµατισµών. Στο πρώτο, προκαθορίζουµε τον σχηµατισµό, ενώ
στο δεύτερο, επιχειρούµε να ϐρούµε τον πλησιέστερο πολυγωνικό σχηµατισµό στις αρχι-
κές ϑέσεις των πρακτόρων. Τέλος, συγκρίνουµε την επίδοση του συστήµατος µας µε την
αντίστοιχη επίδοση του S-GRANE συστήµατος [5].

6.1 Formation Control

6.1.1 ∆ιατύπωση του Παιγνίου

Θεωρούµε τέσσερα UAVs τα οποία ϑέλουµε να οδηγήσουµε σε κοινό ύψος και τετραγω-
νικό σχηµατισµό, µε κατανεµηµένο τρόπο. ∆ηµιουργούµε ένα παίγνιο µε την ακόλουθη
µορφή συναρτήσεων κόστους,

Ji(pi , p−i) :=
c

2
∥pi − pC∥

2 +
c

2(N − 1)

∑
j∈[N]

∥pi − pj − hij∥
2. (6.1)

Ο πρώτος όρος ποινικοποιεί την απόσταση του i-οστού πράκτορα από ένα σταθερό σηµείο pC.
Ο δεύτερος όρος επιβάλλει στον i-οστό πράκτορα να έχει συγκεκριµένες σχετικές αποστάσεις
από τους υπολοίπους πράκτορες. Οι σχετικές αποστάσεις δίνονται από τα διανύσµατα hij,
εκφρασµένες στο ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων. Στον παρακάτω πίνακα παραθέτουµε τις
επιλογές µας για τις σταθερές του παιγνίου.

Πίνακας 6.1: Σταθερές Πρώτου Παιγνίου

c 6
pC 03×1
hii 03×1
h12 [0, 4, 0]T

h13 [−4, 4, 0]T

h14 [−4, 0, 0]T

h23 [−4, 0, 0]T

h24 [−4,−4, 0]T

h34 [0,−4, 0]T

hij −hji
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Η λογική πίσω από την επιλογή των σταθερών είναι η εξής. Ο πρώτος όρος επιδιώκει να
στείλει τους πράκτορες στο 0 που αποτελεί το ῾῾κέντρο᾿᾿ του σχηµατισµού. Ο δεύτερος όρος
επιθυµεί οι πράκτορες να σχηµατίσουν τετράγωνο πλευράς 4. ∆ίνουµε µεγάλη ϐαρύτητα
στον πρώτο όρο, ώστε το σύστηµα µας να συγκλίνει πιο γρήγορα.

6.1.2 Ιδιότητες του Παιγνίου

Το παραπάνω παίγνιο έχει game mapping που µπορεί να γραφθεί στη συνοπτική µορφή

F (p) = AGp + BG, (6.2)

όπου
AG = 14 · I12 − 2 · (14×4 ⊗ I3). (6.3)

Παραλείπουµε τον όρο BG για συντοµία. Η ισορροπία Nash του παραπάνω παιγνίου υπολο-
γίζεται ϐρίσκοντας το ῾῾µηδενικό᾿᾿ του game mapping του και προκύπτει ίση µε

p∗1 = [−1.1429, 1.1429, 0]T , p∗2 = [−1.1429,−1.1429, 0]T ,

p∗3 = [1.1429,−1.1429, 0]T , p∗4 = [1.1429, 1.1429, 0]T ,

η οποία αποδίδει ικανοποιητικά τον σχηµατισµό που επιθυµούµε. Αποτελεί τετράγωνο πλευ-
ϱάς ≃ 2.29, σε ύψος = 0.

Ο πίνακας AG είναι συµµετρικός και πραγµατικός, άρα έχει πραγµατικές ιδιοτιµές. Το
Λήµµα 2.1 εξασφαλίζει πως AG ≻ 0. Οι συναρτήσεις κόστους είναι γνήσια κυρτές ως προς τη
µεταβλητή δράσης και εκ κατασκευής C2. Ικανοποιείται επίσης το radial unboundedness,
οπότε ικανοποιείται η Υπόθεση 1. Επιπλέον, ικανοποιείται και η Υπόθεση 2. Συγκεκριµένα,
το game mapping του παραπάνω παιγνίου είναι µ-ισχυρά µονότονο µε µ = λmin(M) = 6.
Επίσης, είναι και θ0-Lipschitz συνεχές µε θ0 = λmax(M) = 14. Αυτό οφείλεται στο γεγονός
πως οι ιδιάζουσες τιµές του AG ταυτίζονται µε τις ιδιοτιµές του, αφού AG ≻ 0.

Σε αυτό το σηµείο, εισάγουµε τη µορφή του γράφου επικοινωνίας. Αποτελεί συµµετρικό
δακτύλιο µε self-loops και απεικονίζεται παρακάτω. Αυτή η µορφή ϑα χρησιµοποιηθεί σε
όλες µας τις προσοµοιώσεις και ϑα προσδιορίζεται µοναδικά από το ϐάρος που ϑα επιλέγουµε
για τα self-loops. Η προτεινόµενη τοπολογία ικανοποιεί την Υπόθεση 3.

1

2

3

4

ϸsl

ϸsl

ϸsl

ϸsl

0.5 · (1 − ϸsl) 0.5 · (1 − ϸsl)

0.5 · (1 − ϸsl)0.5 · (1 − ϸsl)

Σχήµα 6.1: Γράφος Επικοινωνίας
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6.1.3 Αποτελέσµατα της Προσοµοίωσης

Με χρήση του [25, Λήµ. 4] υπολογίζουµε άνω ϕράγµα στην επιτρεπτή τιµή της σταθεράς
α που εµπλέκεται στον κανόνα ανανέωσης (3.7). Προκύπτει πως αmax = 0.0193. Επιπλέον,
µε ϐάση την Παρατήρηση 3, υπολογίζουµε την ανώτατη επιτρεπτή τιµή του ϐήµατος εκµάθη-
σης γ, η οποία προκύπτει ίση µε γmax = 0.0082. Τέλος, προσδιορίζουµε τον ελάχιστο αριθµό
επαναλήψεων του gradient descent που προσεγγίζει ικανοποιητικά τη λύση ενός ϐήµατος
του PPPA (ϐλ. Παρατήρηση 4). Ο ελάχιστος αριθµός επαναλήψεων είναι D0 = 4.

6.1.3 Αποτελέσµατα της Προσοµοίωσης

Είµαστε σε ϑέση να σχεδιάσουµε τις παραµέτρους του συστήµατος.

Πίνακας 6.2: Σταθερές Πρώτης Προσοµοίωσης

Φυσικές Σταθερές
g (Επιτάχυνση της ϐαρύτητας) 9.8m/s2

mi (Μάζα) 0.8kg
|Di,j | (Συντελεστής Τριβής) 0.3kg/s

Σταθερές Επικοινωνίας
T (Περίοδος ∆ειγµατοληψίας) 0.1s
τd (Deadzone) T/5
n (Σταθερά της Συνάρτησης Εξοµάλυνσης) 2
ϸsl (Self-loop συντελεστής) 0.1

Σταθερές APPPA
α (Σταθερά των Regularization και Consensus) 0.85 · αmax
γ (Ρυθµός Εκµάθησης) 0.95 · γmax
D (Επαναλήψεις Gradient Descent) D0

Σταθερές Συνάρτησης Επίδοσης
δi (Ρυθµός Σύγκλισης) 0.07
φ0

i 5.4643
φ∞i (Ανοχή στο Μόνιµο Σφάλµα) 0.05

Σταθερές Ελέγχου
umax (Επίπεδο Κορεσµού) 16

√
3

ki (Κέρδος Ελέγχου) 20
λ1 (Ρυθµός Μείωσης Σφάλµατος) 10
�i (Ρυθµός Μείωσης Τροποποίησης Αναφοράς) 10

Παρακάτω αναφέρουµε σχεδιαστικές παραδοχές για όλες µας τις προσοµοιώσεις και έπει-
τα παραθέτουµε τις γραφικές παραστάσεις που προκύπτουν από την τρέχουσα προσοµοίωση.

Παρατήρηση 10. Οι ϑέσεις και οι εκτιµήσεις αρχικοποιήθηκαν τυχαία. Κάθε συνιστώσα αρ-

χικοποιείται ως ακέραιος αριθµός εντός του διαστήµατος [−7, 7]. Οι συνιστώσες των ταχυτήτων

αρχικοποιούνται τυχαία εντός του διαστήµατος [−0.5, 0.5].

Παρατήρηση 11. Τονίζουµε πως το φ0
i υπολογίστηκε ως 5 +maxi∈[N] ∥vi(0)∥∞ για συµµετρία.

Σε πραγµατικές συνθήκες, πιθανόν ϑα έπρεπε να µας δίνεται κάποια global εκτίµηση του όρου

maxi∈[N] ∥vi(0)∥∞ ή κάθε πράκτορας να έχει διαφορετική συνάρτηση επίδοσης.

Παρατήρηση 12. Το απαραίτητο επίπεδο κορεσµού ϐρέθηκε δοκιµαστικά, τόσο επειδή το

ϕράγµα που αναπτύξαµε είναι σύνθετο, αλλά επειδή είναι και συντηρητικό [32, Παρατ. 7].
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Σχήµα 6.2: Θέσεις
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Σχήµα 6.3: Εκτιµήσεις x-Συνιστωσών
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Σχήµα 6.4: Εκτιµήσεις y-Συνιστωσών
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Σχήµα 6.5: Εκτιµήσεις z-Συνιστωσών
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Σχήµα 6.6: Κορεσµένες Βοηθητικές Είσοδοι x-Συνιστωσών
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Σχήµα 6.7: Κορεσµένες Βοηθητικές Είσοδοι y-Συνιστωσών
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Σχήµα 6.8: Κορεσµένες Βοηθητικές Είσοδοι z-Συνιστωσών
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Σχήµα 6.9: Τροχιές Πρακτόρων
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Σχήµα 6.10: Τροχιές Πρακτόρων (Κάτοψη)

Παρατήρηση 13. Στην αρχή της προσοµοίωσης, οι ϐοηθητικές είσοδοι κάθε άξονα εµφανίζουν

κορεσµό. Αυτό ενδεχοµένως οφείλεται σε συνδυασµό της επιλογής του φ0 και του ϱυθµού

σύγκλισης, της αρχικοποίησης των εκτιµήσεων και της αραιής επικοινωνίας. Η ανάγκη για

υψηλό επίπεδο κορεσµού προκύπτει από την ύπαρξη της ϐαρύτητας στον z-άξονα.

Παρατήρηση 14. Η δοµή του παιγνίου στον z-άξονα, σε συνδυασµό µε τη µεγάλη εξωτερική

διαταραχή (ϐαρύτητα), οδηγούν σε αργή σύγκλιση στον άξονα αυτό και αυξηµένες απαιτήσεις

από τον ελεγκτή.

6.2 Επανεξέταση του Formation Control

6.2.1 Προπαρασκευή

Παρακάτω εξετάζουµε πιο σύνθετο τρόπο δηµιουργίας πολυγωνικού σχηµατισµού. Στόχος
είναι να ϐρούµε το ῾῾πλησιέστερο᾿᾿ πολύγωνο. Θα επανέρθουµε παρακάτω στην έννοια του
πλησιέστερου. Υποθέτουµε N πράκτορες που ϑέλουµε να σχηµατίζουν κανονικό N-γωνο
γύρω από κάποιο κεντρικό σηµείο pC, σε κοινό ύψος αυτό του κέντρου. Στο N-γωνο, ο i-
οστός πράκτορας ϑα έχει ως γείτονα τους πράκτορες (i +1 mod N) και (i −1 mod N). Τότε,
για το επιθυµητό διάνυσµα ϑέσης του i-οστού πράκτορα, ισχύει πως

pd
i = pC +


R · cos

(
2π·i
N + θ

)
R · sin

(
2π·i
N + θ

)
0

 , (6.4)
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όπου R η ακτίνα του N-γώνου και θ η γωνία στροφής του πολυγώνου. Για τη διαφορά των
επιθυµητών διανυσµάτων, µεταξύ των πρακτόρων i, j ισχύει πως

pd
i − pd

j = R


cos

(
2π·i
N + θ

)
− cos

(2π·j
N + θ

)
sin

(
2π·i
N + θ

)
− sin

(2π·j
N + θ

)
0

 . (6.5)

Χρησιµοποιούµε ϐασικές τριγωνοµετρικές ταυτότητες για τη διαφορά ηµιτόνων και συνηµι-
τόνων και καταλήγουµε στην παρακάτω εξίσωση,

pd
i − pd

j = 2 sin
(
π · (i − j)

N

) 
−R sin

(
π·(i+j)

N + θ
)

R cos
(

π·(i+j)
N + θ

)
0

 . (6.6)

Στόχος µας είναι να αποπλέξουµε την παραπάνω εξίσωση από τα R και θ. Θέλουµε να
είναι αυθαίρετα, ώστε να αποτελούν ϐαθµούς ελευθερίας για την εύρεση του πλησιέστερου
πολυγώνου. Αρχίζουµε µε τον παρακάτω µετασχηµατισµό,

pd
i − pd

j = 2 sin
(
π · (i − j)

N

)
Rotz

(π

2

) 
R cos

(
π·(i+j)

N + θ
)

R sin
(

π·(i+j)
N + θ

)
0

 . (6.7)

Συνεχίζουµε παραγοντοποιώντας τον τελευταίο όρο της προηγούµενης έκφρασης,

pd
i − pd

j = 2 sin
(
π · (i − j)

N

)
Rotz

(π

2

) 
cos

(
π·(i−j)

N

)
− sin

(
π·(i−j)

N

)
0

sin
(

π·(i−j)
N

)
cos

(
π·(i−j)

N

)
0

0 0 0



R cos

(
π·2j
N + θ

)
R sin

(
π·2j
N + θ

)
0

 . (6.8)

Ο πίνακας που εµφανίσαµε είναι ουσιαστικά ο πίνακας Rotz
(

π·(i−j)
N

)
µε µηδενισµένη την

τελευταία του γραµµή. Σύµφωνα µε τριγωνοµετρικές ταυτότητες για το ηµίτονο και το συνη-
µίτονο διπλού τόξου, έχουµε πως

pd
i − pd

j = Rotz
(π

2

) 
sin

(2π·(i−j)
N

)
−1 + cos

(2π·(i−j)
N

)
0

1 − cos
(2π·(i−j)

N

)
sin

(2π·(i−j)
N

)
0

0 0 0



R cos

(
π·2j
N + θ

)
R sin

(
π·2j
N + θ

)
0

 . (6.9)

Απλοποιούµε περαιτέρω την προκύπτουσα έκφραση, αποτιµώντας το γινόµενο πινάκων,

pd
i − pd

j =


−1 + cos

(2π·(i−j)
N

)
− sin

(2π·(i−j)
N

)
0

sin
(2π·(i−j)

N

)
−1 + cos

(2π·(i−j)
N

)
0

0 0 0



R cos

(
π·2j
N + θ

)
R sin

(
π·2j
N + θ

)
0

 . (6.10)
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Χρησιµοποιώντας την εξίσωση (6.4), καταλήγουµε στην παρακάτω εξίσωση για την επιθυµητή
διαφορά,

pd
i − pd

j =


−1 + cos

(2π·(i−j)
N

)
− sin

(2π·(i−j)
N

)
0

sin
(2π·(i−j)

N

)
−1 + cos

(2π·(i−j)
N

)
0

0 0 0

 (pd
j − pC). (6.11)

Ορίζουµε µε ϐάση την εξίσωση (6.11), για κάθε i, j ∈ [N], τον πίνακα

Ri,j :=


−1 + cos

(2π·(i−j)
N

)
− sin

(2π·(i−j)
N

)
0

sin
(2π·(i−j)

N

)
−1 + cos

(2π·(i−j)
N

)
0

0 0 0

 . (6.12)

Επιπλέον, ορίζουµε τους παρακάτω πίνακες προβολών,

P1 =


1 0 0
0 1 0
0 0 0

 , P2 =


0 0 0
0 0 0
0 0 1

 . (6.13)

Οι παραπάνω πίνακες είναι συµµετρικοί και ταυτοδύναµοι (idempotent).

6.2.2 ∆ιατύπωση του Παιγνίου

Είµαστε σε ϑέση να διατυπώσουµε τις συναρτήσεις κόστους για το formation πρόβληµα
που ϑέλουµε να λύσουµε. Ο σχηµατισµός που επιδιώκουµε συνοψίζεται στις δύο παρακάτω
συνθήκες, για κάθε i, j ∈ [N],

P1(pd
i − pd

j ) = Ri,j(pd
j − pC), (6.14)

P2(pd
i − pC) = 0. (6.15)

Η πρώτη συνθήκη ισοδυναµεί µε τη διατήρηση του πολυγωνικού σχηµατισµού όπως αυτός
περιγράφηκε στην αρχή της ενότητας, ενώ η δεύτερη περιγράφει τη διατήρηση του ύψους
των πρακτόρων, στο ύψος του κέντρου. Εισάγουµε την εξής µορφή τετραγωνικής συνάρτησης
κόστους,

Ji(pi , p−i) :=
e

2

∑
j∈[N]

∥P1(pi − pj)− Ri,j(pj − pC)∥2 +
f

2
∥P1(pi − p[0]

i )∥2 +
c

2
∥P2(pi − pC)∥2. (6.16)

Ο πρώτος όρος και τρίτος όρος επιδιώκουν, όπως προαναφέραµε, τον σχηµατισµό ενός N-
γώνου σε κοινό ύψος γύρω από το pC. Υπάρχουν πολλοί τέτοιοι σχηµατισµοί διαφορετικής
ακτίνας, όπως και γωνίας στροφής. Γι΄ αυτό προσθέτουµε τον δεύτερο όρο ο οποίος επιχειρεί
να διαλέξει τον σχηµατισµό που ϐρίσκεται το πλησιέστερο δυνατό στις αρχικές ϑέσεις των
πρακτόρων.
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6.2.3 Ιδιότητες του Παιγνίου

Συνεχίζουµε δείχνοντας πως το παίγνιο δύναται να ικανοποιεί τις Υποθέσεις 1 και 2. Το
game mapping αποτελείται από όρους της µορφής,

∇iJi(pi , p−i) = e
∑
j∈[N]

(P1pi − (P1+Ri,j)pj+Ri,jpC)+ f ·P1pi − f ·P1p[0]
i +c ·P2pi −c ·P2pC. (6.17)

Επιµερίζουµε και αντικαθιστούµε το Ri,j σύµφωνα µε την εξίσωση (6.12),

∇iJi(pi , p−i) = ((N · e + f )P1 + cP2)pi − e
∑
j∈[N]

P1Rotz

(
2π · (i − j)

N

)
pj

+ e

∑
j∈[N]

Ri,j

 pC − f · p[0]
i − c · P2pC. (6.18)

΄Εστω i η ϕανταστική µονάδα. Από την ταυτότητα
∑

k∈[N] exp
(
−i2πk

N

)
= 0, έχουµε πως∑

j∈[N]

Ri,j = −N · P1, (6.19)

συνεπώς

∇iJi(pi , p−i) = ((N · e + f )P1 + cP2)pi − e
∑
j∈[N]

P1Rotz

(
2π · (i − j)

N

)
pj

− eN · P1pC − f · P1p[0]
i − c · P2pC. (6.20)

Με ϐάση την (6.20), το game mapping και αυτού του παιγνίου µπορεί επίσης να γραφθεί
στη µορφή F (p) = AGp + BG. Ο πίνακας BG είναι ίσος µε

BG = −eN(1N×1 ⊗ P1pC) − c(1N×1 ⊗ P2pC) − f (1N×1 ⊗ P1p[0]). (6.21)

Σε αυτό το σηµείο επιλέγουµε c := (N − 1)e + f. Ο πίνακας AG είναι ένας 3N × 3N πίνακας
που αποτελείται από τα εξής blocks διαστάσεων 3 × 3,Aii = ((N − 1)e + f )I3,

Aij = −e · P1Rotz
(2π·(i−j)

N

)
, i , j.

(6.22)

Παρατηρούµε πως Aij = AT
ji για κάθε i, j ∈ [N], συνεπώς, ο πίνακας AG είναι συµµετρικός.

Επιπλέον, σύµφωνα µε το Θεώρηµα Gershgorin για block πίνακες [7] και το γεγονός πως οι
πίνακες περιστροφής έχουν µοναδιαία 2-νόρµα, ισχύει πως

σ(AG) ⊆ D((N − 1)e + f, (N − 1)e), (6.23)

δηλαδή πως το ϕάσµα του AG, περιέχεται εντός δίσκου κέντρου (N − 1)e + f και ακτίνας
(N − 1)e, στο µιγαδικό επίπεδο. Αφού ο AG έχει πραγµατικές ιδιοτιµές όντας συµµετρικός
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και πραγµατικός, καταλήγουµε στην παρακάτω ανισότητα για το ϕάσµα του,

f ≤ λ ≤ 2 · (N − 1)e + f,∀λ ∈ σ(AG). (6.24)

Επιλέγοντας f ≥ 0, διασφαλίζουµε πως AG ≻ 0 και άρα πως το game mapping ικανοποιεί
την Υπόθεση 2.

Οι συναρτήσεις κόστους είναι C2 και γνήσια κυρτές ως προς τις µεταβλητές δράσεις τους,
αφού AG ≻ 0. Για να αποδείξουµε το radial unboundedness ως προς τη µεταβλητή δράσης,
αρχίζουµε από την παρακάτω ανισότητα,

Ji(pi , p−i) ≥
f

2
∥P1(pi − p[0]

i )∥2 +
c

2
∥P2(pi − pC)∥2. (6.25)

΄Εστω me,f := 0.5 ·min{e, f } και ϸ1 := P1p[0]
i , ϸ2 := P2pC. Τότε, ισχύει πως

Ji(pi , p−i) ≥ me,f ∥P1(pi − p[0]
i )∥2 +me,f ∥P2(pi − pC)∥2 (6.26)

≥ me,f ∥P1pi∥
2 − 2me,f ⟨P1pi , ϸ1⟩ +me,f ∥P2pi∥

2 − 2me,f ⟨P2pi , ϸ2⟩ . (6.27)

Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz έχουµε πως,

Ji(pi , p−i) ≥ me,f ∥P1pi∥
2 − 2me,f ∥P1pi∥∥ϸ1∥ +me,f ∥P2pi∥

2 − 2me,f ∥P2pi∥∥ϸ2∥ (6.28)

≥ me,f ∥P1pi∥
2 +me,f ∥P2pi∥

2 − 4me,f max{∥ϸ1∥, ∥ϸ2∥} ·max{∥P1pi∥, ∥P2pi∥}. (6.29)

Εξ΄ ορισµού των προβολικών πινάκων P1 και P2, ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις

∥P1pi∥
2 + ∥P2pi∥

2 = ∥pi∥
2, (6.30)

max{∥P1pi∥, ∥P2pi∥} ≤ ∥pi∥. (6.31)

Αν τις εφαρµόσουµε στην ανισότητα (6.29), καταλήγουµε στην παρακάτω ανισότητα από την
οποία προκύπτει το radial unboundedness και άρα η ικανοποίηση της Υπόθεσης 1,

Ji(pi , p−i) ≥ me,f ∥pi∥
2 − 4me,f max{∥ϸ1∥, ∥ϸ2∥} · ∥pi∥. (6.32)

Πίνακας 6.3: Σταθερές ∆εύτερου Παιγνίου

e 2
f 1
c (N − 1)e + f
pC [0, 0, 1]T

Επιλέγοντας τις παραπάνω σταθερές για τις συναρτήσεις κόστους και την αρχική διάταξη,

p[0]
1 = [−1,−4,−2]T , p[0]

2 = [−3,−4, 4]T ,

p[0]
3 = [5,−1,−7]T , p[0]

4 = [2, 2, 2]T ,
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6.2.4 Αποτελέσµατα της Προσοµοίωσης

η ισορροπία Nash του παιγνίου προκύπτει ίση µε

p∗1 = [−2.7778, 0, 1]T , p∗2 = [−0.7778,−3.1111, 1]T ,

p∗3 = [3.2222,−0.5556, 1]T , p∗4 = [0.6667, 2.8889, 1]T ,

που αποτελεί προσεγγιστικά τετράγωνο πλευράς ≃ 4 σε ύψος = 1.
΄Οσον αφορά τις χαρακτηριστικές σταθερές του παιγνίου, το game mapping του είναι

µ-ισχυρά µονότονο µε µ = λmin(AG) = 1 και θ0-Lipschitz συνεχές µε θ0 = λmax(AG) = 9.
Αντίστοιχα µε πριν, υπολογίζουµε άνω ϕράγµατα για τις tunable παραµέτρους του PPPA.
΄Εχουµε πως αmax = 0.01 και γmax = 0.0042. Τέλος, ο ελάχιστος αριθµός επαναλήψεων
είναι D0 = 4.

6.2.4 Αποτελέσµατα της Προσοµοίωσης

Παραθέτουµε τις σχεδιαστικές µας επιλογές για τις παραµέτρους του συστήµατος, όπως
και τις αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις. Τονίζουµε την ανάγκη για χαµηλή περίοδο δειγ-
µατοληψίας, που µεταφράζεται στην ανάγκη για διεκπεραίωση πολλών επαναλήψεων του
αλγορίθµου σε µικρό χρονικό διάστηµα.

Πίνακας 6.4: Σταθερές ∆εύτερης Προσοµοίωσης

Φυσικές Σταθερές
g (Επιτάχυνση της ϐαρύτητας) 9.8m/s2

mi (Μάζα) 0.8kg
|Di,j | (Συντελεστής Τριβής) 0.3kg/s

Σταθερές Επικοινωνίας
T (Περίοδος ∆ειγµατοληψίας) 0.01s
τd (Deadzone) T/5
n (Σταθερά της Συνάρτησης Εξοµάλυνσης) 2
ϸsl (Self-loop συντελεστής) 0.1

Σταθερές APPPA
α (Σταθερά των Regularization και Consensus) 0.85 · αmax
γ (Ρυθµός Εκµάθησης) 0.95 · γmax
D (Επαναλήψεις Gradient Descent) D0

Σταθερές Συνάρτησης Επίδοσης
δi (Ρυθµός Σύγκλισης) 0.05
φ0

i 5.3876
φ∞i (Ανοχή στο Μόνιµο Σφάλµα) 0.05

Σταθερές Ελέγχου
umax (Επίπεδο Κορεσµού) 20

√
3

ki (Κέρδος Ελέγχου) 30
λ1 (Ρυθµός Μείωσης Σφάλµατος) 20
�i (Ρυθµός Μείωσης Τροποποίησης Αναφοράς) 10
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Σχήµα 6.11: Θέσεις
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Σχήµα 6.12: Εκτιµήσεις x-Συνιστωσών
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6.2.4 Αποτελέσµατα της Προσοµοίωσης
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Σχήµα 6.13: Εκτιµήσεις y-Συνιστωσών
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Σχήµα 6.14: Εκτιµήσεις z-Συνιστωσών
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Σχήµα 6.15: Κορεσµένες Βοηθητικές Είσοδοι x-Συνιστωσών
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Σχήµα 6.16: Κορεσµένες Βοηθητικές Είσοδοι y-Συνιστωσών
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6.2.4 Αποτελέσµατα της Προσοµοίωσης
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Σχήµα 6.17: Κορεσµένες Βοηθητικές Είσοδοι z-Συνιστωσών
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Σχήµα 6.18: Τροχιές Πρακτόρων
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Σχήµα 6.19: Τροχιές Πρακτόρων (Κάτοψη)

Παρατήρηση 15. Βλέπουµε πως το µήκος σχεδόν όλων των τροχιών είναι µικρό, που σηµαίνει

ότι πετύχαµε σε κάποιο ϐαθµό την εύρεση του πλησιέστερου σχηµατισµού. Τα µήκη ϑα µπορο-

ύσαν να µειωθούν περισσότερο, εάν η διάταξη των πρακτόρων στο σχηµατισµό ήταν ελεύθερη

µεταβλητή προς ϐελτιστοποίηση.

Παρατήρηση 16. Παρά το πλεονέκτηµα της απλής µορφής και ανάλυσης των συναρτήσεων

κόστους που επιλέξαµε, αντιµετωπίζουµε πρόβληµα µε την ταχύτητα σύγκλισης. Υπάρχει

ανάγκη για µεγάλη τιµή του συντελεστή f , έτσι ώστε η σταθερά ισχυρής µονοτονίας, µ, να µην

είναι πολύ µικρότερη από τη Lipschitz σταθερά, θ0 και να µπορεί ο APPPA να συγκλίνει πιο

γρήγορα. Ωστόσο, η αλόγιστη αύξηση του συντελεστή f , ϑυσιάζει σηµαντικά τον επιθυµητό

πολυγωνικό σχηµατισµό. Στην παραπάνω προσοµοίωση, χρειάστηκε πολύ µικρή περίοδος

δειγµατοληψίας για να λάβουµε έναν σχηµατισµό που µοιάζει τετραγωνικός.

6.3 Σύγκριση µε την S-GRANE σχεδίαση

6.3.1 ∆ιατύπωση του Παιγνίου

Ολοκληρώνουµε τις προσοµοιώσεις, συγκρίνοντας την ASPPPA σχεδίαση µε την S-GRANE
σχεδίαση [5]. Σε αντίθεση µε την ASPPPA σχεδίαση, η S-GRANE σχεδίαση δεν υποθέτει κο-
ϱεσµό εισόδου. Επεκτείνουµε στις τρεις διαστάσεις το παίγνιο που χρησιµοποιείται στο
προαναφερθέν άρθρο. Συγκεκριµένα, οι συναρτήσεις συναρτήσεις κόστους είναι της µορφής

Ji(pi , p−i) :=
ei

2

∑
j∈[N]

∥P1(pi − pj − hij)∥2 +
fi
2
∥P1(pi − pmi)∥2 +

ci

2
∥P2pi∥

2, (6.33)

όπου P1 και P2 οι προβολικοί πίνακες που ορίσαµε στην (6.13).
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6.3.2 Ιδιότητες του Παιγνίου

Πίνακας 6.5: Σταθερές Τρίτου Παιγνίου

ei
1
6 · i

fi 10 + 1
6 · i

ci 10.1941
pmx [1,−4, 8,−9, 13]T

pmy 0N×1
pmz 0N×1
h1x [0, 5,−7, 9,−8]T

h2x [−5, 0,−6, 2,−9]T

h3x [7, 6, 0, 7,−4]T

h4x [−9,−2,−7, 0,−2]T

h5x [8, 9, 4, 2, 0]T

hy 0N2×1
hz 0N2×1

Παραπάνω παραθέτουµε τις επιλογές µας για τις σταθερές του επεκτεταµένου παιγνίου.
Συµβολίζουµε µε pmx το διάνυσµα pmx := col((pmix )i∈[N]), όπου pmix η x-συνιστώσα του
διανύσµατος pmi . Επίσης, συµβολίζουµε µε hx το διάνυσµα hx := col((hix )i∈[N]), όπου
hix := col((hijx )j∈[N]). Αναλόγως ορίζονται και τα υπόλοιπα διανύσµατα που εµφανίζονται
στον παραπάνω πίνακα.

6.3.2 Ιδιότητες του Παιγνίου

Η ισορροπία Nash του παραπάνω παιγνίου προκύπτει ίση µε

p∗1 = [1.0373, 0, 0]T , p∗2 = [−3.7094, 0, 0]T , p∗3 = [7.4023, 0, 0]T ,

p∗4 = [−7.4067, 0, 0]T , p∗5 = [11.1367, 0, 0]T .

Αποτελεί σχηµατισµό ευθείας παράλληλης στον x-άξονα.
΄Οπως και στα προηγούµενα παίγνια, έτσι και σε αυτό, το game mapping µπορεί να

γραφθεί στη µορφή F (p) = AGp + BG. Το επεκτεταµένο παίγνιο ικανοποιεί την Υπόθε-
ση 1 µε επιχειρηµατολογία ανάλογη αυτής για το προηγούµενο παίγνιο. Επίσης, ικανο-
ποιείται και η Υπόθεση 2 µε ανάλυση όµοια αυτής του [5] και των προηγούµενων παι-
γνίων. Καταλήγουµε πως το game mapping του παραπάνω παιγνίου είναι µ-ισχυρά µο-
νότονο µε µ = λmin(1

2 (AG + AT
G)) = 10.1941. Επίσης, είναι και θ0-Lipschitz συνεχές µε

θ0 = σmax(AG) = 14.6883, όπου σmax (AG) η µεγαλύτερη ιδιάζουσα τιµή του AG. Για τις
tunable παραµέτρους του PPPA, καταλήγουµε στις εξής ανώτατες τιµές τους, amax = 0.0173
και γmax = 0.0074. Το ελάχιστο µήκος παραθύρου µεταξύ διαδοχικών επικοινωνιών προ-
κύπτει ίσο µε D0 = 3.

6.3.3 Αποτελέσµατα της Προσοµοίωσης

Ολοκληρώνουµε την επιλογή του παιγνίου, εισάγοντας ηµιτονοειδή διαταραχή στους άξο-
νες x, y, ακολουθώντας τη λογική της προσοµοίωσης στην οποία ϐασιζόµαστε. Η διαταραχή
di στο σύστηµα (5.8), είναι της µορφής di(t) =

[
0.1
mi
· cos(t + i π

6 ), 0.1
mi
· sin(t + i π

6 ), −g
]T

.
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Κεφάλαιο 6. Προσοµοιώσεις

S-GRANE

Παρακάτω παραθέτουµε τις σχεδιαστικές επιλογές µας και τις γραφικές παραστάσεις της
προσοµοίωσης της S-GRANE σχεδίασης. Η επιλογή του self-loop συντελεστή και των tunable
παραµέτρων του GRANE έγινε σύµφωνα µε τις υποθέσεις και τα ϑεωρήµατα του [5].

Πίνακας 6.6: Σταθερές Προσοµοίωσης S-GRANE

Φυσικές Σταθερές
g (Επιτάχυνση της ϐαρύτητας) 9.8m/s2

mi (Μάζα) 0.8kg
|Di,j | (Συντελεστής Τριβής) 0.3kg/s

Σταθερές Επικοινωνίας
T (Περίοδος ∆ειγµατοληψίας) 0.1s
τd (Deadzone) T/5
n (Σταθερά της Συνάρτησης Εξοµάλυνσης) 2
ϸsl (Self-loop συντελεστής) 0

Σταθερές GRANE
α (Ρυθµός Εκµάθησης) 0.065
λ (Παράµετρος Ορµής) 0.011

Σταθερές Συνάρτησης Επίδοσης
δi (Ρυθµός Σύγκλισης) 0.07
φ0

i 5.4643
φ∞i (Ανοχή στο Μόνιµο Σφάλµα) 0.05

Σταθερές Ελέγχου
ki (Κέρδος Ελέγχου) 20
λ1 (Ρυθµός Μείωσης Σφάλµατος) 10
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Σχήµα 6.20: Θέσεις
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6.3.3 Αποτελέσµατα της Προσοµοίωσης
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Σχήµα 6.21: Εκτιµήσεις x-Συνιστωσών
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Σχήµα 6.22: Εκτιµήσεις y-Συνιστωσών
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Σχήµα 6.23: Εκτιµήσεις z-Συνιστωσών
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Σχήµα 6.24: Βοηθητικές Είσοδοι x-Συνιστωσών
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Σχήµα 6.25: Βοηθητικές Είσοδοι y-Συνιστωσών
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Σχήµα 6.26: Βοηθητικές Είσοδοι z-Συνιστωσών
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Σχήµα 6.27: Τροχιές Πρακτόρων

ASPPPA

Τέλος, παραθέτουµε την ASPPPA σχεδίαση και τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης της.

Πίνακας 6.7: Σταθερές Προσοµοίωσης ASPPPA

Φυσικές Σταθερές
g (Επιτάχυνση της ϐαρύτητας) 9.8m/s2

mi (Μάζα) 0.8kg
|Di,j | (Συντελεστής Τριβής) 0.3kg/s

Σταθερές Επικοινωνίας
T (Περίοδος ∆ειγµατοληψίας) 0.1s
τd (Deadzone) T/5
n (Σταθερά της Συνάρτησης Εξοµάλυνσης) 2
ϸsl (Self-loop συντελεστής) 0.1

Σταθερές APPPA
α (Σταθερά των Regularization και Consensus) 0.85 · αmax
γ (Ρυθµός Εκµάθησης) 0.95 · γmax
D (Επαναλήψεις Gradient Descent) D0

Σταθερές Συνάρτησης Επίδοσης
δi (Ρυθµός Σύγκλισης) 0.05
φ0

i 5.4643
φ∞i (Ανοχή στο Μόνιµο Σφάλµα) 0.05

Σταθερές Ελέγχου
umax (Επίπεδο Κορεσµού) 16

√
3

ki (Κέρδος Ελέγχου) 20
λ1 (Ρυθµός Μείωσης Σφάλµατος) 10
�i (Ρυθµός Μείωσης Τροποποίησης Αναφοράς) 10
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Σχήµα 6.28: Θέσεις
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Σχήµα 6.29: Εκτιµήσεις x-Συνιστωσών
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Σχήµα 6.30: Εκτιµήσεις y-Συνιστωσών
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Σχήµα 6.31: Εκτιµήσεις z-Συνιστωσών
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Σχήµα 6.32: Κορεσµένες Βοηθητικές Είσοδοι x-Συνιστωσών
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Σχήµα 6.33: Κορεσµένες Βοηθητικές Είσοδοι y-Συνιστωσών
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Σχήµα 6.34: Κορεσµένες Βοηθητικές Είσοδοι z-Συνιστωσών
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6.3.3 Αποτελέσµατα της Προσοµοίωσης

Παρατηρήσεις

Κλείνουµε το κεφάλαιο µε παρατηρήσεις πάνω στα αποτελέσµατα των προσοµοιώσεων
των δύο συστηµάτων.

Παρατήρηση 17. Η κυµατοειδής µορφή των x και y ϐοηθητικών εισόδων ελέγχου οφείλεται

στην εξωγενή ηµιτονοειδή διαταραχή. Η διαταραχή ϕαίνεται να επηρεάζει τη περιβάλλουσα

της εισόδου και όχι να επιδρά απλώς προσθετικά. Η αντιστάθµιση της εξωγενούς διαταραχής

από τον PPC γίνεται χωρίς γνώση της µορφής της διαταραχής και των δυναµικών εξισώσεων του

υπό-έλεγχο συστήµατος, οπότε είναι λογικό που η αντιστάθµιση είναι πιο επιτυχής στη µόνιµη

κατάσταση.

Παρατήρηση 18. Σε όλες τις προσοµοιώσεις που παρουσιάσαµε, η υψίσυχνη µορφή των ϐοη-

ϑητικών εισόδων ελέγχου οφείλεται στο γεγονός πως η αναφορά µας περιέχει την εξοµαλυµένη

δυναµική του PPPA και την παράγωγό της, δύο µεγέθη που µεταβάλλονται ανάλογα µε την

περίοδο δειγµατοληψίας που επιλέξαµε.

Παρατήρηση 19. Στην προσοµοίωση αυτή, οι ASPPPA πράκτορες επικοινωνούν πιο αραιά

από τους αντίστοιχους S-GRANE πράκτορες. Συγκεκριµένα, έχουν ανάγκη για επικοινωνία

ανά 0.3s, αντί για την επικοινωνία ανά 0.1s των S-GRANE πρακτόρων.

Παρατήρηση 20. Βλέπουµε πως οι S-GRANE πράκτορες εκµεταλλεύονται την απουσία κο-

ϱεσµού. Για παράδειγµα, στο Σχήµα 6.24 υπάρχουν είσοδοι των S-GRANE πρακτόρων που

ϕτάνουν σε τιµές µε µέτρο ίσο ακόµα και το 40, υπερβαίνοντας κατά πολύ το κατώφλι κορε-

σµού που έχουµε επιβάλει στους ASPPPA πράκτορες.

Παρατήρηση 21. Ακόµα και µε την ύπαρξη κορεσµού εισόδου και την πιο αραιή επικοινωνία,

η ASPPPA σχεδίαση υπερέχει σε ταχύτητα σύγκλισης της αντίστοιχης S-GRANE σχεδίασης. Οι

ASPPPA πράκτορες συγκλίνουν σε γειτονιά πολύ κοντινή στην ισορροπία Nash, τουλάχιστον

τρεις ϕορές γρηγορότερα από τους S-GRANE πράκτορες.

Παρατήρηση 22. Η κύρια διαφορά στη σχεδίαση των ελεγκτών των δύο συστηµάτων αφορά

τη σταθερά του ϱυθµού σύγκλισης. Στην S-GRANE σχεδίαση, η µικρή αύξηση στον ϱυθµό

ϐελτίωνε την ταχύτητα σύγκλισης. Στην ASPPPA σχεδίαση, λόγω του κορεσµού και της ήδη

ταχύτερης σύγκλισης, επιλέξαµε να µειώσουµε τον ϱυθµό, ώστε οι ϐοηθητικές είσοδοι να µην

είναι τόσο έντονα χρονικά µεταβαλλόµενες
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Κεφάλαιο 7

Επίλογος

7.1 Σύνοψη

Αναπτύξαµε ένα σύστηµα για online και κατανεµηµένη αναζήτηση Ισορροπίας Nash σε
κατάλληλο παίγνιο µε κυρτές συναρτήσεις κόστους. Στη συνέχεια, το εφαρµόσαµε σε σµήνος
από UAVs συγκεντρωµένης µάζας µε κορεσµό στην είσοδό τους.

Εξομάλυνση
Διακριτής
Δυναμικής
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Εκτιμήσεις Γειτόνων

Σχήµα 7.1: Σχηµατική Αναπαράσταση Πρακτόρων

Βασιστήκαµε σε πρόσφατο αλγόριθµο αναζήτησης, τον Preconditioned Proximal Point
Algorithm, όπως και σε state-of-the-art µη-γραµµική αρχιτεκτονική ελέγχου για σύστηµα
µε κορεσµό, τον Prescribed Performance ΄Ελεγχο µε Reference Modulation. Εφαρµόσαµε
επιτυχώς το σύστηµα για κατανεµηµένη επίτευξη τετραγωνικού σχηµατισµού. ∆οκιµάσαµε
επίσης µέθοδο εύρεσης του πλησιέστερου τετραγωνικού σχηµατισµού στις αρχικές ϑέσεις
των πρακτόρων. Παρ΄ ότι η επίτευξη του σχηµατισµού ήταν ικανοποιητική, η µέθοδος αυτή
έχει ανάγκη πολλών επαναλήψεων για να συγκλίνει. Τέλος, µε ένα ενδεικτικό παίγνιο,
διαπιστώσαµε σηµαντική ϐελτίωση στην ταχύτητα σύγκλισης από προηγούµενη ανάλογη
σχεδίαση στο task της online και κατανεµηµένης αναζήτησης Ισορροπίας Nash, η οποία δεν
υποθέτει κορεσµό στην είσοδο.
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Κεφάλαιο 7. Επίλογος

7.2 Μελλοντικές Επεκτάσεις

Το σύστηµα που σχεδιάσαµε έχει αυξηµένη πολυπλοκότητα, οπότε υπάρχουν αρκετές
πτυχές του µε αξία να διερευνηθούν. Κάποιες από αυτές είναι οι παρακάτω.

• Μελέτη της επίδρασης του ελεγκτή. Σύγκριση µεταξύ διαφορετικών ελεγκτών µε ή και
χωρίς κορεσµό στην είσοδο.

• Ανάπτυξη λιγότερο συντηρητικών ϕραγµάτων τόσο για τη σύγκλιση του APPPA όσο και
για το ελάχιστο επίπεδο κορεσµού του PPC ελεγκτή.

• Αξιολόγηση της κλιµακωσιµότητας του συστήµατος.

• Επέκταση του συστήµατος για χρονικά µεταβαλλόµενες τοπολογίες επικοινωνίας.

• Επέκταση του συστήµατος για παίγνια µε περιορισµούς στις επιτρεπτές δράσεις.

• Επέκταση του συστήµατος για αναζήτηση γενικευµένων ισορροπιών Nash (GNE) [34].

• Προσθήκη όρων αποφυγής συγκρούσεων στον κατανεµηµένο νόµο ελέγχου.

• Προσδιορισµός συναρτήσεων για το πρόβληµα εύρεσης του πλησιέστερου πολυγωνικού
σχηµατισµού (όπως εξετάστηκε στην Ενότητα 6.2), µε ταχύτερο ϱυθµό σύγκλισης.

84 ∆ιπλωµατική Εργασία



Βιβλιογραφία

[1] Oscar Volĳ. Static Games, σελίδες 8649–8668. Springer New York, New York, NY,
2009.

[2] Noam Nisan, Tim Roughgarden, Éva Tardos και Vĳay V. Vazirani. Algorithmic Game

Theory. Cambridge University Press, New York, NY, USA, 2007.

[3] Constantinos Daskalakis, Paul W. Goldberg και Christos H. Papadimitriou. The

Complexity of Computing a Nash Equilibrium. SIAM Journal on Computing, 39(1):195–
259, 2009.

[4] Miloš S. Stankovic, Karl H. Johansson και Dušan M. Stipanovic. Distributed Seeking

of Nash Equilibria With Applications to Mobile Sensor Networks. IEEE Transactions on

Automatic Control, 57(4):904–919, 2012.

[5] Dimitra Kalyva και Haris E. Psillakis. Distributed control of a mobile robot multi-agent

system for Nash equilibrium seeking with sampled neighbor information. Automatica,
166:111712, 2024.

[6] Roger A. Horn και Charles R. Johnson. Matrix Analysis. Cambridge University Press,
2η έκδοση, 2012.

[7] Héctor N. Salas. Gershgorin’s theorem for matrices of operators. Linear Algebra and

its Applications, 291(1):15–36, 1999.

[8] Panayiotis I. Psarrakos. Topics in Matrix Analysis. National Technical University of
Athens, 2020.

[9] Roger A. Horn και Charles R. Johnson. Topics in Matrix Analysis. Cambridge Uni-
versity Press, 1991.

[10] J. Marsden και A. Tromba. Vector Calculus. Macmillan Learning, 2012.

[11] Stephen Boyd και Lieven Vandenberghe. Convex Optimization. Cambridge University
Press, 2004.

[12] Stavros Nikolopoulos, Loukas Georgiadis και Leonidas Palios. Algorithmic Graph

Theory. Kallipos, Open Academic Editions, 2016.

[13] Michail Loulakis. Στοχαστικές ∆ιαδικασίες. Kallipos, Open Academic Editions, 2016.

[14] Dian Gadjov και Lacra Pavel. A Passivity-Based Approach to Nash Equilibrium Seeking

Over Networks. IEEE Transactions on Automatic Control, 64(3):1077–1092, 2019.

∆ιπλωµατική Εργασία 85



ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ

[15] Claudio De Persis και Sergio Grammatico. Distributed averaging integral Nash equi-

librium seeking on networks. Automatica, 110:108548, 2019.

[16] Tamer Başar και Geert Jan Olsder. Dynamic noncooperative game theory. SIAM,
1998.

[17] Tatiana Tatarenko, Wei Shi και Angelia Nedić. Geometric Convergence of Gradient

Play Algorithms for Distributed Nash Equilibrium Seeking. IEEE Transactions on Au-

tomatic Control, 66(11):5342–5353, 2021.

[18] Maojiao Ye. Distributed Nash Equilibrium Seeking for Games in Systems With Bounded

Control Inputs. IEEE Transactions on Automatic Control, 66(8):3833–3839, 2021.

[19] Zhi Feng, Guoqiang Hu, Xiwang Dong και Jinhu Lü. Adaptively Distributed Na-

sh Equilibrium Seeking of Noncooperative Games for Uncertain Heterogeneous Line-

ar Multi-Agent Systems. IEEE Transactions on Network Science and Engineering,
10(6):3871–3882, 2023.

[20] Yao Zou, Bomin Huang, Ziyang Meng και Wei Ren. Continuous-time distributed Nash

equilibrium seeking algorithms for non-cooperative constrained games. Automatica,
127:109535, 2021.

[21] Yanan Zhu, Wenwu Yu, Guanghui Wen και Guanrong Chen. Distributed Nash Equi-

librium Seeking in an Aggregative Game on a Directed Graph. IEEE Transactions on

Automatic Control, 66(6):2746–2753, 2021.

[22] Mattia Bianchi και Sergio Grammatico. Fully Distributed Nash Equilibrium Seeking

Over Time-Varying Communication Networks With Linear Convergence Rate. IEEE

Control Systems Letters, 5(2):499–504, 2021.

[23] Maojiao Ye και Guoqiang Hu. Distributed Nash Equilibrium Seeking in Multiagent Ga-

mes Under Switching Communication Topologies. IEEE Transactions on Cybernetics,
48(11):3208–3217, 2018.

[24] Lacra Pavel. Distributed GNE Seeking Under Partial-Decision Information Over Ne-

tworks via a Doubly-Augmented Operator Splitting Approach. IEEE Transactions on

Automatic Control, 65(4):1584–1597, 2020.

[25] Mattia Bianchi, Giuseppe Belgioioso και Sergio Grammatico. A fully-distributed

proximal-point algorithm for Nash equilibrium seeking with linear convergence rate.
2020 59th IEEE Conference on Decision and Control (CDC), σελίδες 2303–2308, 2020.

[26] Neal Parikh και Stephen P. Boyd. Proximal Algorithms. Found. Trends Optim., 1:127–
239, 2013.

[27] Ειρηναίος Μιχαήλ. Προσεγγιστική Βέλτιστη Συµφωνία Κινούµενων Ροµπότ µε Χαµηλή

Συχνότητα Επικοινωνίας. ∆ιπλωµατική εργασία, ΕΜΠ, Τµήµα Ηλεκτρολόγων Μηχανι-
κών και Μηχανικών Υπολογιστών, 2023.

86 ∆ιπλωµατική Εργασία



ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ

[28] Haris E. Psillakis και Konstantinos A. Oikonomidis. Adaptive Fuzzy Approximate

Optimal Consensus of Lagrangian Agents: An EXTRA-Based Smoothing Approach.
IEEE Transactions on Fuzzy Systems, 31(11):4064–4074, 2023.

[29] Athanasios K. Gkesoulis, Haris E. Psillakis και Athanasios Rafail Lagos. Optimal

Consensus via OCPI Regulation for Unknown Pure-Feedback Agents With Disturbances

and State Delays. IEEE Transactions on Automatic Control, 67(8):4338–4345, 2022.

[30] Athanasios K. Gkesoulis και Haris E. Psillakis. Distributed UAV Formation Control

with Prescribed Performance. 2020 International Conference on Unmanned Aircraft

Systems (ICUAS), σελίδες 439–445, 2020.

[31] Charalampos P. Bechlioulis και George A. Rovithakis. Approximation-free prescribed

performance control for unknown SISO pure feedback systems. 2013 European Control

Conference (ECC), σελίδες 4544–4549, 2013.

[32] Filippos Fotiadis και George A. Rovithakis. Input-Constrained Prescribed Performance

Control for High-Order MIMO Uncertain Nonlinear Systems via Reference Modification.
IEEE Transactions on Automatic Control, 69(5):3301–3308, 2024.

[33] R. A. Garcia J. L. Mancilla Aguilar και M. I. Troparevsky. Stability of a certain class of

hybrid dynamical systems. International Journal of Control, 73(15):1362–1374, 2000.

[34] Mattia Bianchi, Giuseppe Belgioioso και Sergio Grammatico. Fast generalized Na-

sh equilibrium seeking under partial-decision information. Automatica, 136:110080,
2022.

∆ιπλωµατική Εργασία 87


	Περίληψη
	Abstract
	Ευχαριστίες
	Εισαγωγή
	Αντικείμενο της διπλωματικής
	Οργάνωση του τόμου
	Συμβολισμοί

	Θεωρητικό Υπόβαθρο
	Έννοιες Ανάλυσης Πινάκων
	Θεώρημα Δίσκων Gershgorin
	Διανυσματικοί Χώροι με Νόρμα ή Εσωτερικό Γινόμενο
	Γινόμενο Kronecker

	Έννοιες Διανυσματικής Ανάλυσης
	Διαφορισιμότητα
	Ομαλότητα

	Έννοιες Κυρτής Βελτιστοποίησης
	Κυρτότητα
	Ελαχιστοποίηση Κυρτών Συναρτήσεων

	Έννοιες Θεωρίας Γράφων
	Βασικοί Ορισμοί
	Μονοπάτια και Συνεκτικότητα
	Στοχαστικότητα Πίνακα


	Κατανεμημένη Εύρεση Ισορροπίας Nash
	Ισορροπία Nash σε Παίγνια με Κυρτές Συναρτήσεις Κόστους
	Κεντρικοποιημένη Αναζήτηση
	Gradient Play
	Γιατί χρησιμοποιούμε αλγορίθμους διακριτού χρόνου?

	Κατανεμημένη Αναζήτηση
	Ανάγκη για Κατανεμημένους Αλγορίθμους
	Τοπικά Διανύσματα
	Επικοινωνία Πρακτόρων
	Κατανεμημένο Gradient Play

	Αλγόριθμοι
	PPP Αλγόριθμος
	Προσεγγιστικός PPP Αλγόριθμος


	Προσεγγιστική Εύρεση Ισορροπίας Nash
	Διάσπαση Κατάστασης-Εκτίμησης
	Σύγκλιση Προσεγγιστικού PPPA
	Δυναμική Σφάλματος
	Απόδειξη Σύγκλισης

	Εξομάλυνση του Αλγορίθμου Αναζήτησης
	Μεταβλητές ASPPPA
	Ιδιότητες των Εξομαλυμένων Μεταβλητών Σφάλματος
	Προσεγγιστική Εύρεση Ισορροπίας Nash


	Αναζήτηση Ισορροπίας Nash σε UAV σύστημα
	Δυναμικό Μοντέλο
	Αρχιτεκτονική Ελέγχου
	Αποσύζευξη Εισόδων Ελέγχου
	Prescribed Performance Έλεγχος με Τροποποίηση Αναφοράς

	Ανάλυση Σύγκλισης

	Προσομοιώσεις
	Formation Control
	Διατύπωση του Παιγνίου
	Ιδιότητες του Παιγνίου
	Αποτελέσματα της Προσομοίωσης

	Επανεξέταση του Formation Control
	Προπαρασκευή
	Διατύπωση του Παιγνίου
	Ιδιότητες του Παιγνίου
	Αποτελέσματα της Προσομοίωσης

	Σύγκριση με την S-GRANE σχεδίαση
	Διατύπωση του Παιγνίου
	Ιδιότητες του Παιγνίου
	Αποτελέσματα της Προσομοίωσης


	Επίλογος
	Σύνοψη
	Μελλοντικές Επεκτάσεις

	Βιβλιογραφία

