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Περίληψη


Ο πολυστοχικός προγραµµατισµός είναι αρκετά διαδεδοµένος στον τοµέα της 
ενέργειας και πραγµατοποιούνται διαρκώς µελέτες για την ανάπτυξη µεθόδων για την 
επίλυση τέτοιου τύπου προβληµάτων. Από την πληθώρα αυτών εστιάζουµε στην 
οικογένεια µεθόδων AUGMECON και συγκεκριµένα στην AUGMECON-Py. Η 
AUGMECON-Py διακριτοποιεί τον χώρο εφικτών λύσεων κάθε αντικειµενικής 
συνάρτησης και βρίσκει τις κατά Pareto βέλτιστες λύσεις µε αρκετά αποδοτικό 
τρόπο. Ωστόσο, επειδή εκφράζονται όλες οι αντικειµενικές συναρτήσεις εκτός από 
µία ως περιορισµοί του πολυστοχικού προβλήµατος µπορεί η αλλαγή της θέσης τους 
στο πρόβληµα, να επηρεάσει τον χρόνο εκτέλεσης του αλγορίθµου και τον αριθµό 
των βέλτιστων κατά Pareto λύσεων που θα βρεθούν. Τα παραπάνω επηρεάζονται 
καθοριστικά και από την εκτίµηση των ελαχίστων τιµών -για τις οποίες υπάρχει 
αβεβαιότητα- κάθε αντικειµενικής συνάρτησης καθώς το εύρος του χώρου εφικτών 
λύσεών τους θα αλλάζει. 


Τα σηµεία ναδίρ µέχρι στιγµής εκτιµούνται πολλαπλασιάζοντας µε έναν συντελεστή 
τις ελάχιστες τιµές κάθε αντικειµενικής συνάρτησης έπειτα από την λεξικογραφική 
βελτιστοποίησή τους, τον “nadir_cutoff". Ιδανικά οι εκτιµώµενες τιµές των σηµείων 
ναδίρ θα πρέπει να είναι µικρότερες ή ίσες από τις πραγµατικές έτσι ώστε να µην 
χαθεί καµία βέλτιστη λύση. Η πρόκληση έγκειται στην εύρεση ενός συντελεστή που 
θα είναι αρκετά µικρός ώστε να περιλαµβάνονται όλες οι λύσεις αλλά όχι τόσο ώστε 
να αυξάνεται σηµαντικά ο χρόνος εκτέλεσης του προγράµµατος. 


Στην παρούσα εργασία ορίζεται µια µεθοδολογία αποτελεσµατικής εκτίµησης του 
συντελεστή nadir_cutoff που ονοµάστηκε 2-Stage AUGMECON-Py και έπειτα 
εφαρµόζεται σε ενεργειακά προβλήµατα εύρεσης βέλτιστων χαρτοφυλακίων 
χρηµατοδότησης τεχνολογιών χαµηλών εκποµπών µε πραγµατικά δεδοµένα. Η νέα 
µέθοδος χρησιµοποιεί µέρος των δεδοµένων του προβλήµατος για να εκτιµήσει τον 
συντελεστής nadir_cutoff µε αρκετά µεγάλη ακρίβεια. Η µέθοδος αυτή ελαχιστοποιεί 
την πιθανότητα απώλειας λύσεων και διαθέτει σηµαντικά χρονικά πλεονεκτήµατα 
ιδιαίτερα όταν γίνεται ανάλυση Monte Carlo του προβλήµατος.


Λέξεις κλειδιά: Πολυκριτηριακή Ανάλυση Αποφάσεων, AUGMECON-Py, 
Αντικειµενικές συναρτήσεις, σηµείο ναδίρ, ενεργειακή πολιτική, ανανεώσιµες πηγές 
ενέργειας






Abstract


Multi-objective programming is widely used in the energy sector, with ongoing 
research dedicated to developing methods for solving such problems. Among these 
methods, we focus on the AUGMECON family, particularly AUGMECON-Py. 
AUGMECON-Py discretizes the feasible solution space of each objective function, 
efficiently finding Pareto optimal solutions. However, since all but one of the 
objective functions are expressed as constraints, the algorithm's runtime and the 
number of Pareto optimal solutions can be influenced by the order of these functions 
in the program formulation. Additionally, the estimation of the minimum values—
uncertain by nature—of each objective function impacts the range of their feasible 
solution space.

Traditionally, these nadir values have been estimated by multiplying the minimum 
value of each objective function after lexicographic optimization by a specific 
coefficient, known as the “nadir_cutoff”. Ideally, these estimated nadir values should 
be less than or equal to the actual values to ensure no optimal solutions are missed. 
The challenge lies in finding a coefficient that is small enough to capture all Pareto 
optimal solutions without significantly increasing runtime.

This diploma thesis presents a specific methodology for efficiently estimating the 
nadir_cutoff, termed 2-Stage AUGMECON-Py. This method is applied to energy 
problems related to the portfolio analysis of subsidies for renewable energy 
technologies. The new method leverages part of the problem dataset to precisely 
estimate the nadir_cutoff coefficient. This approach minimizes the likelihood of 
missing solutions and offers significant runtime advantages, particularly when 
conducting a Monte Carlo analysis.

Key words: Multi-Criteria Decision Analysis, AUGMECON-Py, objective functions, 
nadir point, energy policy, renewable energy
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1.1 Αντικείµενο-Στόχος

Ζούµε σε έναν κόσµο που πολλοί φυσικοί πόροι που χρησιµοποιούµε καθηµερινά 
είναι περιορισµένοι ενώ η ζήτησή τους διαρκώς αυξάνεται µε την αύξηση του 
πληθυσµού. Η στροφή σε εναλλακτικές µορφές ενέργειας συµβάλλει στη βελτίωση 
της κατάστασης ωστόσο η άµεση µετάβαση σε αυτές δεν είναι απλή υπόθεση καθώς 
εξαρτάται από πολλούς παράγοντες ιδίως οικονοµικούς και κοινωνικούς.  Εποµένως, 
είναι κρίσιµο ο άνθρωπος να εκµεταλλεύεται τους πόρους που διαθέτει µε µεγάλη 
αποδοτικότητα προκειµένου η εξάλειψη τους να αποφευχθεί ή τουλάχιστον να 
καθυστερήσει επαρκώς έτσι ώστε να έχουν προλάβει να διαµορφωθούν κατάλληλα οι 
υποδοµές, οι κοινωνικές πολικές, το νοµοθετικό πλαίσιο, η οικονοµία και η κοινωνία 
για τις εναλλακτικές µορφές ενέργειας. Ουσιαστικά πρόκειται για προβλήµατα 
βελτιστοποίησης που µπορούν να επιλυθούν µε µαθηµατική ακρίβεια δίνοντας τις 
καλύτερες λύσεις. Εξαιτίας της πολυδιάστατης φύσεως των προβληµάτων 
ενδείκνυται συνεργασία ειδικών στην οικονοµία, στο περιβάλλον, στην ενέργεια, στα 
µαθηµατικά και στον προγραµµατισµό για την εύρεση µεθόδων επίλυσης και την 
ανάλυση των αποτελεσµάτων των προβληµάτων.


Ο πολυστοχικός προγραµµατισµός υπό αβεβαιότητα στον τοµέα της ενέργειας είναι 
αρκετά διαδεδοµένος και πραγµατοποιούνται διαρκώς µελέτες για την ανάπτυξη των 
µεθόδων που χρησιµοποιούνται για την επίλυση προβληµάτων στον τοµέα αυτόν και 
στην παρούσα διπλωµατική εργασία αναφέρονται και αναλύονται ορισµένες από 
αυτές. Υπάρχουν σηµαντικές διαφορές µεταξύ των µεθόδων αυτών διαθέτοντας 
προτερήµατα και µειονεκτήµατα ανάλογα µε το είδος του προβλήµατος, µε διαφορές 
µεταξύ τους ως προς την ορθότητα και την πληρότητα των λύσεων αλλά και την 
χρονική τους πολυπλοκότητα όταν εκτελούνται ως προγράµµατα σε ηλεκτρονικό 
υπολογιστή. Η παρούσα διπλωµατική εργασία δίνει βάση στη µέθοδο 
πολυκριτηριακού προγραµµατισµού AUGMECON-Py (Forouli et al, 2022) και έχει 
ως σκοπό να αναπτύξει τη µεθοδολογία εκτίµησης των ελαχίστων σηµείων (σηµείων 
ναδίρ) του εύρους των αντικειµενικών συναρτήσεων και να αναλύσει το χρονικό 
όφελος από χρήση της σε προβλήµατα πολυστοχικού προγραµµατισµού υπό 
αβεβαιότητα.


Η εύρεση βέλτιστων κατά Pareto λύσεων σε προβλήµατα πολυκριτήριας ανάλυσης 
αποφάσεων είναι πολλές φορές µία σύνθετη διαδικασία και η επιλογή µίας µεθόδου 
που θα βρίσκει όλες τις αυτές τις λύσεις είναι καθοριστικής σηµασίας για τον 
αποφασίζοντα. Η AUGMECON-Py παρουσιάζει σηµαντική υπεροχή έναντι 
αντίστοιχων µεθόδων σε αυτή την επιστηµονική περιοχή. Τα σηµαντικότερα 
ζητούµενα που τέθηκαν στην παρούσα εργασία ήταν ο χαµηλός χρόνος εκτέλεσης 
αλλά και η εύρεση όλων των κατά Pareto βέλτιστων λύσεων. Όπως παρατηρήθηκε 
έπειτα από τα πειράµατα, η σειρά των αντικειµενικών συναρτήσεων στο 
πολυκριτηριακό πρόβληµα βελτιστοποίησης επηρεάζει σηµαντικά το σύνολο των 
λύσεων. Επιβεβαιώθηκε ότι η φθίνουσα ταξινόµηση των αντικειµενικών 
συναρτήσεων σύµφωνα µε τα εύρη τους έπειτα από λεξικογραφική βελτιστοποίηση, 
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ήταν ένας αποτελεσµατικός τρόπος να αποφασιστεί ποια αντικειµενική συνάρτηση θα 
είναι η αντικειµενική του προβλήµατος και µε ποια σειρά θα βρίσκονται στους 
περιορισµούς οι υπόλοιπες. 


Ένα µεγάλο µέρος της εργασίας αφιερώθηκε στην εκτίµηση της χειρότερης τιµής που 
µπορεί να πάρει η κάθε αντικειµενική (σηµείο ναδίρ). Η πραγµατική τιµή του 
σηµείου ναδίρ όπου είναι δύσκολο να υπολογιστεί οπότε γίνεται εκτίµησή του ως 
ποσοστό της χειρότερης τιµής του payoff table για κάθε αντικειµενική έπειτα από 
λεξικογραφική βελτιστοποίηση των αντικειµενικών συναρτήσεων. Αυτό το ποσοστό 
ονοµάστηκε nadir_cutoff  και ακόµα και µετά από αυτό δεν ήταν σίγουρο πως θα 
ήταν µικρότερη εκτιµώµενη τιµή σου σηµείου ναδίρ από την πραγµατική του τιµή. 
Μεγαλύτερη πληρότητα των λύσεων µπορούσε να εξασφαλιστεί όταν η παράµετρος 
nadir_cutoff µειωνόταν σηµαντικά όµως επέφερε σηµαντική αύξηση του χρόνου 
εκτέλεσης του προγράµµατος. Όταν η παράµετρος nadir_cutoff ξεπερνούσε ένα 
συγκεκριµένο όριο τότε ο χώρος εφικτών λύσεων της συνάντησης µειωνόταν µε 
αποτέλεσµα να χάνονται λύσεις, ενώ όταν ήταν πολύ µικρότερος τότε 
πραγµατοποιούνταν πολύ περισσότερες επαναλήψεις στο πρόγραµµα µε αποτέλεσµα 
την αύξηση του χρόνου. 


Ο προσδιορισµός αυτού του ορίου, που ονοµάστηκε cmin, δεν µπορούσε να εκτιµηθεί 
εκ των προτέρων από τον χρήστη του προγράµµατος. Ωστόσο, µε την µελέτη µέρους 
των δεδοµένων του προβλήµατος µπορεί αυτός να προσεγγιστεί σε ικανοποιητικό 
βαθµό µελετώντας ένα µικρότερο δείγµα των δεδοµένων µε τρόπο που ωστόσο θα 
είναι αντιπροσωπευτικό του συνόλου των δεδοµένων. Η µέθοδος 2-Stage 
AUGMECON-Py όπως ονοµάζεται στην παρούσα διπλωµατική εργασία εφαρµόζει 
την παραπάνω ιδέα.


Επειδή τα ενεργειακά προβλήµατα που µελετώνται γενικότερα έχουν  δεδοµένα που 
προέρχονται από τον πραγµατικό κόσµο και διαθέτουν µία συγκεκριµένη δοµή, η 2-
Stage AUGMECON-Py κατάφερε να κάνει τη διαφορά πετυχαίνοντας πολύ καλούς 
χρόνους εκτέλεσης. Ιδιαίτερα όταν είναι επιθυµητή και η Monte Carlo ανάλυση του 
προβλήµατος για λόγους robustness, οι χρόνοι που καταγράφονταν µε την χρήση της 
2-Stage AUGMECON-Py παρουσίαζαν µεγάλη διαφορά µε άλλες εκτελέσεις του 
προγράµµατος όπου ο χρήστης χρησιµοποιεί µία δική του εκτίµηση για τον 
συντελεστή nadir_cutoff. Ειδικότερα στα πειράµατα που πραγµατοποιήθηκαν µε 
δεδοµένα που είχαν διαφορετική κατανοµή από τα συνήθη ενεργειακά προβλήµατα 
το χρονικό όφελος ήταν ακόµα µεγαλύτερο.
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1.2 Δοµή Εργασίας


Η διπλωµατική εργασία έχει την ακόλουθη δοµή. Αρχικά, στο Κεφάλαιο 2, 
παρουσιάζονται οι βασικές θεωρητικές γνώσεις που απαιτούνται για την µελέτη του 
προβλήµατος, γενικότερα για τον τοµέα της βελτιστοποίησης, του γραµµικού 
προγραµµατισµού και του πολυστοχικού προγραµµατισµού. Ακόµα εξετάζονται και 
άλλοι αλγόριθµοι σχετικοί µε αυτόν της µεθόδου AUGMECON-Py. Έπειτα, στο 
Κεφάλαιο 3 αναλύεται περισσότερο η µέθοδος AUGMECON-Py και προτείνεται µία 
βελτίωση της σχετικά µε την αποτελεσµατικότερη εκτίµηση των σηµείων ναδίρ. Στη 
συνέχεια, στο Κεφάλαιο 4, παρουσιάζονται τα πειράµατα που έγιναν µε βάση αυτή τη 
βελτίωση και τα πορίσµατα που εξάγονται άµεσα από αυτά. Στο Κεφάλαιο 5 
αναφέρονται τα γενικά συµπεράσµατα και στο τέλος είναι οι πηγές και η 
βιβλιογραφία. Μία µελλοντική κατεύθυνση της παρούσας εργασίας είναι η εκτέλεση 
ενός case study µε τη χρήση της µεθόδου AUGMECON-Py και η αξιολόγηση των 
αποτελεσµάτων.
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Κεφάλαιο 2. 

Θεωρητικό Υπόβαθρο Μεθοδολογιών 
Πολυστοχικού Προγραµµατισµού
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2.1 Βελτιστοποίηση (Optimization)

2.1.1 Γενικότερα για την Βελτιστοποίηση


Η βελτιστοποίηση, επίσης γνωστή ως µαθηµατική βελτιστοποίηση ή µαθηµατικός 
προγραµµατισµός, είναι µια περιοχή των εφαρµοσµένων µαθηµατικών και της 
επιχειρησιακής έρευνας που ασχολείται µε τον εντοπισµό της καλύτερης δυνατής 
λύσης ανάµεσα σε όλες τις διαφορετικές εναλλακτικές για ένα συγκεκριµένο 
πρόβληµα. Στόχος της βελτιστοποίησης είναι να µεγιστοποιήσει ή να 
ελαχιστοποιήσει µια συγκεκριµένη συνάρτηση-στόχο (αντικειµενική συνάρτηση), 
ικανοποιώντας παράλληλα ένα σύνολο περιορισµών.


Σε απλούστερους όρους, η βελτιστοποίηση αποσκοπεί στον εντοπισµό της 
"βέλτιστης" λύσης που είτε µεγιστοποιεί είτε ελαχιστοποιεί ένα συγκεκριµένο ποσό, 
µε την προϋπόθεση ότι ικανοποιούνται ορισµένοι περιορισµοί ή προϋποθέσεις. 
Δηλαδή την επιλογή του καλύτερου στοιχείου ή του καλύτερου συνόλου στοιχείων 
σε σχέση µε κάποιο κριτήριο και κάποιου συνόλου εναλλακτικών επιλογών.


Τα βασικά στοιχεία ενός προβλήµατος βελτιστοποίησης είναι τα εξής (Bertsimas, D., 
& Tsitsiklis, J. N., 1997):


• 	Αντικειµενική συνάρτηση: η συνάρτηση που πρέπει να µεγιστοποιηθεί ή να 
ελαχ ιστοποιηθε ί . Αντιπροσωπεύε ι το ποσό που θέλουµε να 
βελτιστοποιήσουµε, όπως κέρδη, κόστος, χρόνος ή οποιοδήποτε άλλο µέτρο 
επίδοσης.


• 	Μεταβλητές απόφασης: οι µεταβλητές που µπορούµε να ελέγχουµε και να 
προσαρµόσουµε για να επιτύχουµε το βέλτιστο αποτέλεσµα. Συνήθως έχουν 
τιµές που ανήκουν σε συγκεκριµένο πεδίο ορισµού.


• 	Περιορισµοί: οι περιορισµοί ή οι συνθήκες που πρέπει να ικανοποιούνται από 
τις µεταβλητές. Αντιπροσωπεύουν τους περιορισµούς που επιβάλλονται στις 
µεταβλητές απόφασης και συνήθως εκφράζονται ως ανισότητες ή ισότητες.


Η διαδικασία της βελτιστοποίησης περιλαµβάνει τη µαθηµατική διατύπωση της 
αντικειµενικής συνάρτησης και των περιορισµών, την επιλογή κατάλληλων 
αλγορίθµων ή µεθόδων για την επίλυση του προβλήµατος βελτιστοποίησης όσο το 
δυνατόν αποδοτικότερα και στη συνέχεια την εύρεση των τιµών των µεταβλητών 
απόφασης που δίνουν τη βέλτιστη λύση.


Διακρίνεται σε προβλήµατα διακριτής βελτιστοποίησης (discrete optimization) και 
συνεχούς (continuous optimization). Στη διακριτή βελτιστοποίηση, όλες ή οι 
περισσότερες τιµές των µεταβλητών της αντικειµενικής συνάντησης είναι διακριτές. 
Τρεις χαρακτηριστικές περιπτώσεις της είναι: combinatorial optimization, integer 
programming, constraint programming. Στην συνεχή βελτιστοποίηση από την άλλη, 
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οι τιµές της αντικειµενικής συνάντησης είναι συνεχείς µεταβλητές, εποµένως 
επιλέγονται από το σύνολο των πραγµατικών αριθµών ως συνεχή διαστήµατα.


2.1.2 Βελτιστοποίηση µε ένα µόνο κριτήριο


Υπάρχουν προβλήµατα σε τοµείς όπως τα µαθηµατικά, η επιστήµη υπολογιστών, η 
οικονοµία κλπ. που ενδιαφερόµαστε για την εύρεση της βέλτιστης λύσης από ένα 
σύνολο ικανών λύσεων δηλαδή λύσεων που ικανοποιούν τους περιορισµούς που 
έχουµε θέσει. Σε αυτή την περίπτωση θέλουµε είτε να µεγιστοποιήσουµε είτε να 
ελαχιστοποιήσουµε µία συνάρτηση-στόχο, την αντικειµενική συνάρτηση. Αυτή θα 
µπορούσε να εκφράζει το συνολικό κέρδος µίας επένδυσης οπότε θέλουµε να το 
µεγιστοποιήσουµε είτε το κόστος της οπότε θέλουµε να το ελαχιστοποιήσουµε.


Έστω ότι έχουµε τη συνάρτηση f προς µεγιστοποίηση και πρέπει να ικανοποιούνται 
οι περιορισµοί g,h τότε θα έχουµε τη µορφή:





Όπου

• x : το διάνυσµα των µεταβλητών απόφασης που θέλουµε να βρούµε

• f(x): η αντικειµενική συνάρτηση (εδώ προς βελτιστοποίηση)

• gi(x): αντιπροσωπεύει τους περιορισµούς που πρέπει να ικανοποιούνται ως 
ανισότητες


• hj(x): αντιπροσωπεύει τους περιορισµούς που πρέπει να ικανοποιούνται ως 
ισότητες


Ανάλογα µε τη µορφή των συναντήσεων προς βελτιστοποίηση και των περιορισµών 
τους, υπάρχουν διαφορετικές µαθηµατικές µοντελοποιήσεις µε κάθε µία να διαθέτει 
πολλές γνωστές µεθόδους επίλυσης. Για παράδειγµα, όταν οι συναρτήσεις είναι 
γραµµικές τότε έχουµε πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού όπου η γνωστότερη 
µέθοδος επίλυσης είναι η µέθοδος Simplex.


 

2.1.3 Πολυκριτηριακή Ανάλυση αποφάσεων (Multi-
Criteria Decision Analysis - MCDA)


Όταν τα κριτήρια είναι περισσότερα σε ένα πρόβληµα βελτιστοποίησης τότε το 
πρόβληµα γίνεται πολυκριτηριακό (Hwang et al, 1980). Η Πολυκριτηριακή Ανάλυση 
αποφάσεων είναι µία σηµαντική περιοχή της επιχειρησιακή έρευνας. Πρόκειται για 
µία προσέγγιση που χρησιµοποιείται για να αξιολογήσει και να συγκρίνει 

max
x

f (x)

s.t. gi(x) ≤ 0, i = 1,…, m
hj(x) = 0, j = 1,…, p
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διαφορετικές εναλλακτικές βάσει πολλαπλών κριτηρίων ή στόχων και βοηθά άτοµα ή 
οργανισµούς να πάρουν ενηµερωµένες αποφάσεις όταν αντιµετωπίζουν πολύπλοκες 
και αντικρουόµενες παραµέτρους.


Σε πολλές καταστάσεις της πραγµατικής ζωής, οι αποφάσεις περιλαµβάνουν 
πολλαπλά κριτήρια που δεν µπορούν να αξιολογηθούν εύκολα ή να συγκριθούν 
απευθείας. Για παράδειγµα, στην επιλογή ενός νέου αυτοκινήτου, µπορεί να ληφθούν 
υπόψιν παράγοντες όπως η τιµή, η οικονοµία καυσίµου, η ασφάλεια, οι επιδόσεις και 
η φήµη της µάρκας. Κάθε κριτήριο µπορεί να έχει διαφορετικό βαθµό σηµασίας και 
µερικά ακόµη µπορεί να βρίσκονται σε σύγκρουση µεταξύ τους (π.χ. υψηλή απόδοση 
έναντι χαµηλής κατανάλωσης καυσίµου).


Η MCDA παρέχει ένα πλαίσιο για να αντιµετωπίσει τέτοια προβλήµατα λήψης 
αποφάσεων, µε τους παρακάτω τρόπους:


• 	Καθορισµός των κριτηρίων: Καταγραφή όλων των σχετικών κριτηρίων που 
είναι σηµαντικά για τη λήψη της απόφασης.


• 	Ορισµός των εναλλακτικών: Καθορισµός των διαφορετικών επιλογών ή 
εναλλακτικών που είναι διαθέσιµες για εξέταση.


• Ποσοτικοποίηση  κριτηρίων: Ανάθεση σχετικής σηµασίας ή βαρών σε κάθε 
κριτήριο για να αντικατοπτρίζει τη σηµασία τους στη διαδικασία λήψης 
αποφάσεων.


• 	Αξιολόγηση των εναλλακτικών σε σχέση µε τα κριτήρια: Αξιολόγηση και 
βαθµολόγηση κάθε εναλλακτικής έναντι κάθε κριτηρίου. Μπορούν να 
χρησιµοποιηθούν διαφορετικές τεχνικές αξιολόγησης, όπως ποιοτικές 
βαθµολογίες ή ποσοτικά µετρήσεις.


• 	Συγκέντρωση των σκορ: Συνδυασµός των σκορ κάθε εναλλακτικής µε βάση 
τα βάρη των κριτηρίων για να δηµιουργηθεί ένα συνολικό σκορ για κάθε 
εναλλακτική


• Ανάλυση ευαισθησίας: Εξέταση πόση ευαισθησία έχει το συνολικό σκορ µίας 
εναλλακτικής σε αλλαγές στα βάρη των κριτηρίων ή σε άλλες αξιολογήσεις.


Για παράδειγµα, θέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε ένα σύνολο αντικειµενικών 
συναντήσεων ταυτόχρονα:








min
x

(f1(x), f2(x), . . . , fp(x))

s.t. g(x) ≤ 0
h(x) = 0

Όπου:
f : Rn → R

g : Rn → Rm

h : Rn → Rk
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Η διανυσµατική µορφή της αντικειµενικής συνάρτησης οδηγεί οι λύσεις να έχουν και 
αυτές διανυσµατική µορφή. Θα πρέπει να γίνει αναζήτησή για µη-κυριαρχούµενες 
λύσεις έτσι ώστε να έχουµε τελικά ένα Pareto set λύσεων.


Οι µέθοδοι πολυκριτήριας ανάλυσης αποφάσεων, όπως εκείνοι που προαναφέρθηκαν, 
έχουν µεγάλη χρησιµότητα σε πολλές εφαρµογές. Για παράδειγµα, στη διαχείριση 
εφοδιαστικής αλυσίδας (supply chain management).


2.2 Η έννοια του Pareto


Σηµαντική αναφορά θα γίνει σε λύσεις κατά Pareto και στο σύνολο Pareto σε όλη τη 
διάρκεια της εργασίας. Βέλτιστη λύση κατά Pareto είναι αυτή που δεν µπορεί να 
βελτιωθεί η τιµή ως προς µία αντικειµενική χωρίς να χειροτερέψει η τιµή 
τουλάχιστον σε άλλη µία αντικειµενική. Το σύνολο των κατά Pareto βέλτιστων 
λύσεων λέγεται σύνολο Pareto (Pareto set).


Γενικότερα, ως Pareto efficiency ή Pareto optimality ορίζουµε µία κατάσταση όπου 
δεν υπάρχει η δυνατότητα µε οποιαδήποτε δυνατή ενέργεια να βελτιώσουµε µία τιµή 
χωρίς να χειροτερεύσουµε µία άλλη.


Pareto λύση: 


Υπάρχει και η έννοια weak Pareto efficiency που ορίζουµε µία κατάσταση όπου δεν 
µπορεί να βελτιωθεί αυστηρά για κάθε τιµή.


Weak Pareto λύση: 


2.3 Πολυκριτήρια Ανάλυση Αποφάσεων για p=2

Ένας τρόπος να οπτικοποιήσουµε την πολυστοχική βελτιστοποίηση είναι ο 
ακόλουθος για p=2:


Αρχικά έστω ότι αυτός είναι ο χώρος των µεταβλητών της βελτιστοποίησης. Έστω 
ότι έχουµε δύο µεταβλητές χ1, χ2.

Στην περίπτωση που για παράδειγµα έχουµε πρόβληµα µε περιορισµούς ανισότητας 
της µορφής:


,


f1, f2, . . . , fp είναι οι αντικειµενικές συναρτήσεις

P(S, d ) = {x ∈ S |x, ≥ x ⟹ x, ∉ S}

WP(S, d ) = {x ∈ S |x, > x ⟹ x, ∉ S}

F = {x : g1(x) ≤ 0, g2(x) ≤ 0, g3(x) ≤ 0, x ∈ R2}
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θα πρέπει να ικανοποιούνται ταυτόχρονα όλοι οι περιορισµοί. Το Γράφηµα 2.1  
βοηθάει στην οπτικοποίηση τριών περιορισµών στους άξονες x-y. Το σύνολο των 
σηµείων που θα είναι στην feasible side των περιορισµών αυτών θα αποτελούν το 
feasible domain.




Γράφηµα 2.1: Αναπαράσταση των τριών κριτηρίων δύο αντικειµενικών συναρτήσεων


Μπορούµε στη συνέχεια να φανταστούµε τις αντικειµενικές συναρτήσεις ως τον 
τρόπο να γίνεται αντιστοίχιση (mapping) των στοιχείων από των χώρο των 
µεταβλητών βελτιστοποίησης στον χώρο των αντικειµενικών συναρτήσεων. 


Το Γράφηµα 2.2 οπτικοποιεί των χώρο των αντικειµενικών συναρτήσεων:




Παρουσιάζει το attainable set δηλαδή το σύνολο των σηµείων τα οποία αντιστοιχούν 
το κάθε ένα σε ένα σηµείο του feasible domain της περιοχής των µεταβλητών.

 

Γράφηµα 2.2: Χώρος εφικτών λύσεων δύο συναντήσεων f1, f2


A = {[ f1(x), f2(x)] : x ∈ F}
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Η περιοχή έξω από το attainable set σηµαίνει ότι δεν υπάρχει σηµείο στο feasible 
domain των µεταβλητών τέτοιο ώστε να µπορεί µέσω της αντικειµενικής συνάρτησης 
να παραγάγει αυτό το σηµείο εκτός της περιοχής.


Στη συγκεκριµένη περίπτωση που θέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε τις δύο 
συναρτήσεις f1, f2 θέλουµε ιδανικά να κινηθούµε κάτω και αριστερά.


Έτσι παίρνουµε το µέτωπο Pareto Γράφηµα 2.3. Παρατηρούµε ότι αν κινηθούµε λίγο 
πάνω σε αυτό µειώνοντας π.χ. την τιµή της f1 τότε η τιµή της  f2 θα µεγαλώσει 
εφόσον πρέπει να παραµείνουµε εντός του attainable set.




Γράφηµα 2.3: Σχηµατική αναπαράσταση µετώπου Pareto


Η πολυκριτηριακή ανάλυση αποφάσεων µπορεί να γίνει µε διάφορες µεθόδους. Την 
Analytic Hierarchy Process (AHP), την Technique for Order of Preference by 
Similarity to Ideal Solution (TOPSIS), την Preference Ranking Organization 
METHod for Enrichment Evaluation (PROMETHEE), την VIKOR και πολλές άλλες. 
Η επιλογή της εκάστοτε µεθόδου εξαρτάται από το συγκεκριµένο πρόβληµα 
απόφασης και τα χαρακτηριστικά των κριτηρίων και των εναλλακτικών που 
περιλαµβάνει.


Αξιοσηµείωτες µέθοδοι για την Πολυκριτήρια Ανάλυση Αποφάσεων είναι οι µέθοδοι 
ε-constraint και weighted sum όπως και οι επεκτάσεις τους AUGMECON, 
AUGMECON2, AUGMECON-R όπου µε τις τελευταίες θα ασχοληθούµε διεξοδικά 
σε αυτή την εργασία.


Τέλος, είναι σηµαντικό να αναφερθεί ότι οι µέθοδοι απόφασης διακρίνονται σε τρεις 
κατηγορίες, στις a priori, interactive και a posteriori. Στις a priori µεθόδους ο 
αποφασίζων έχει τη δυνατότητα να εκφράσει τις προτιµήσεις του ή τα βάρη των 
αντικειµενικών συναντήσεων πρώτου αρχίσει η διαδικασία επίλυσης του 
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προβλήµατος. Στις διαδραστικές µεθόδους (interactive) επικρατεί µία συνεχής 
επικοινωνία µεταξύ του αποφασίζονται και των αναλυτών που οδηγούν σε διαδοχικές 
συγκλίσεις προς την τελική απόφαση. Τέλος, στις a posteriori µεθόδους, το πρόβληµα 
επιλύεται  και οι ικανές λύσεις παρουσιάζονται στον αποφασίζοντα προκειµένου να 
πάρει την τελική απόφαση µε βάση τις προτιµήσεις του. 


2.4 Μετατροπή Πολυκριτηριακού Προβλήµατος  
σε Περισσότερα Προβλήµατα Ενός Κριτηρίου 
(Scalarization)


Στην περίπτωση που έχουµε ένα πρόβληµα βελτιστοποίησης πολλών κριτηρίων όπως 
το ακόλουθο:





και δεν µπορούµε να το επιλύσουµε άµεσα, το µετατρέπουµε σε ένα σύνολο από 
προβλήµατα µίας αντικειµενικής συνάρτησης (Messac, 2015). Κάθε ξεχωριστό 
σύνολο τιµών παραµέτρων pi θα δώσει ένα ξεχωριστό υποπρόβληµα Jpi. Έστω τα 
σύνολα των παραµέτρων pi: {p1, p2, …, pNp} όπου  i θα είναι ο αριθµός των τιµών 
των παραµέτρων ή αλλιώς τα κατά Pareto βέλτιστα σηµεία (ένα για κάθε 
υποπρόβληµα). Για παράδειγµα µπορούµε να µεταβάλλουµε τη σηµασία της κάθε 
αντικειµενικής συνάντησης ασφαλώς όµως έτσι θα αποδοθεί διαφορετική βαρύτητα 
σε κάθε αντικειµενική συνάρτηση.


Έχουµε έτσι τα ακόλουθα υποπροβλήµατα:


	 	 (Πρόβληµα µε µία αντικειµενική συνάρτηση)





	 …

	 …


min
x

(f1(x), f2(x), . . . , fn(x))

s.t. g(x) ≤ 0
h(x) = 0

min
x

Jp1
(x)

s.t. gp1
(x) ≤ 0

hp1
(x) = 0

min
x

Jp2
(x)

s.t. gp2
(x) ≤ 0

hp2
(x) = 0
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Όπου το Ji είναι η αλλαγµένη αντικειµενική συνάρτηση και  τα gpi, hpi θα ορίζουν το 
καινούριο σύνολο περιορισµών


Αν λύσουµε το κάθε ένα από αυτά ξεχωριστά θα µας δώσει και από µία λύση στο 
Pareto set όπως φαίνεται στο Γράφηµα 2.4.




Γράφηµα 2.4: Εύρεση µετώπου Pareto µέσω των λύσεων των  υποπροβληµάτων


Υπάρχει όµως η περίπτωση το υποπρόβληµα pi να µη δώσει Pareto λύση µετά από 
την εκτέλεση του (Γράφηµα 2.5). 





min
x

JNp(x)

s.t. gNp(x) ≤ 0

hNp(x) = 0
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Γράφηµα 2.5: Η περίπτωση που η λύση του υποπροβλήµατος δεν ανήκει στο µέτωπο 
Pareto


Εποµένως σε αυτή την περίπτωση θα πρέπει να υπάρξει ένα στάδιο ανάλυσης της 
λύσης προκειµένου να διαπιστωθεί ο λόγος για αυτό το αποτέλεσµα. Επίσης, ειδικά 
στην περίπτωση που το Pareto set δεν είναι κυρτό σχήµα να οδηγηθούµε µε τη 
βελτιστοποίηση σε περιπτώσεις τοπικών ελαχίστων από τα οποία να µην µπορούµε 
να φύγουµε εποµένως να είναι πάλι απαραίτητη η ανάλυση των λύσεων και της 
µεθόδου που χρησιµοποιήσαµε.


2.5 Μέθοδος Σταθµισµένου Αθροίσµατος 
(Weighted Sum)


Στη µέθοδο weighted sum (Nature-Inspired optimization algorithms, 2021), (Messac, 
2015), (Marler et al, 2009), όπως άλλωστε και σε πολλές άλλες χρησιµοποιείται η 
έννοια του scalarization. Γίνεται αναφορά στη συγκεκριµένη µέθοδο λόγω της 
µεγαλύτερης ευκολίας ως προς την αντίληψη των εννοιών αυτών. Η βασική ιδέα είναι 
ότι χρησιµοποιείται µία γραµµική µέθοδος βαρών για να ποσοτικοποιηθεί η σηµασία 
της κάθε αντικειµενικής συνάντησης. Θα δηµιουργηθεί µία αθροιστική αντικειµενική 
συνάρτηση ως γραµµικός συνδυασµός των υπόλοιπων αντικειµενικών συναρτήσεων.





	 	 

Ουσιαστικά µία συγκεκριµένη τιµή των βαρών w1, w2 αντιστοιχεί και σε µία 
παράλληλη γραµµή ίδιας κλίσης (Γράφηµα 2.6).


min
x

w1 f1(x) + w2 f2(x)

s.t. g(x) ≤ 0
h(x) = 0
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Γράφηµα 2.6: Οι παράλληλες γραµµών που προκύπτουν από συγκεκριµένες τιµές των 
βαρών


Θεωρούµε ότι τα βάρη κανονικοποιούνται: 


Άρα έχουµε n-1 βαθµούς ελευθερίας στα βάρη αν θεωρήσουµε ότι ο αριθµός του 
είναι n. Στην προκειµένη περίπτωση, έχουµε 2 βάρη άρα έναν βαθµό ελευθερίας. 
Βάζοντας τιµές από το διάστηµα [0,1] στο w1 βγαίνει αντίστοιχα και η τιµή w2=1-w1. 
Έτσι, ελαχιστοποιώντας την συνάρτηση η ευθεία πηγαίνει προς κάτω και αριστερά 
και τελικά εφάπτεται σε ένα σηµείο Pareto της feasible area. Αλλάζοντας το w1 και 
κάνοντας την ίδια διαδικασία θα πάρουµε τα υπόλοιπα σηµεία Pareto. Με αυτή τη 
διαδικασία παίρνουµε το Pareto set αφού µετατρέψαµε το πρόβληµα πολλών 
αντικειµενικών σε υποπροβλήµατα µίας αντικειµενικής συνάντησης.


Εάν ορίσουµε το w1 ως 0 τότε οι ευθείες θα είναι παράλληλες ως προς τον άξονα της 
f1. Μετά την ελαχιστοποίηση το βέλτιστο σηµείο όπως φαίνεται και στο σχήµα 6 θα 
είναι το F2. Το F2 είναι το βέλτιστο σηµείο όταν ελαχιστοποιούµε τη f2(x) και 
αγνοούµε την f1(x) παντελώς. Αντίστοιχα συµβαίνει αυτό και για το σηµείο F1 και το 
πιο σηµαντικό είναι ότι τα σηµεία F1, F2 µπορούν να υποδείξουν τα άκρα του 
µετώπου Pareto.


Το Γράφηµα 2.7 δείχνει το ουτοπικό σηµείο της βελτιστοποίησης (το οποίο συνήθως 
δεν υπάρχει), δηλαδή το σηµείο όπου είναι το ελάχιστο για όλες τις αντικειµενικές 
συναρτήσεις και άρα το καλύτερο σηµείο. 


0 < = wi και ∑ wi = 1
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Γράφηµα 2.7: Ουτοπικό σηµείο βελτιστοποίησης


Βρίσκεται από την τοµή των ευθειών µε w1=0 και µε w2=0 αν προεκταθούν 
αντίστοιχα. Ωστόσο, πολύ συχνά δεν µπορεί να υπάρξει ως λύση καθώς θα βρίσκεται 
εκτός της feasible area σε ένα ρεαλιστικό πρόβληµα βελτιστοποίησης όπου θα 
συγκρούονται µεταξύ τους τα συµφέροντα των αντικειµενικών συναρτήσεων. Εάν το 
ουτοπικό σηµείο βρισκόταν εντός του συνόλου των πιθανών λύσεων τότε δεν θα 
είχαµε αντικρουόµενες αντικειµενικές συναρτήσεις και εποµένως το πρόβληµα 
βελτιστοποίησης θα θεωρούνταν εκφυλισµένο αφού το µέτωπο Pareto θα είχε 
εκφυλιστεί σε ένα µόνο σηµείο.


Ωστόσο παρουσιάζονται σηµαντικά ελαττώµατα µε τη µέθοδο weighted sum. 


Ένα από αυτά είναι η ανοµοιογενής συγκέντρωση λύσεων σε συγκεκριµένα σηµεία 
(Γράφηµα 2.8) µε αποτέλεσµα να µην έχουµε σαφή εικόνα για τις διαφορές µεταξύ 
των λύσεων µίας περιοχής και να απαιτείται επιµέρους µελέτη µε άλλες µεθόδους.




Γράφηµα 2.8: Ανοµοιογενής συγκέντρωση λύσεων
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Ένα ακόµα βασικό πρόβληµα είναι η αδυναµία της µεθόδου weighted sum να 
εντοπίζει οποιαδήποτε Pareto λύση σε µη κυρτή περιοχή. Κάποιες λύσεις που 
µπόρουν να βρεθούν φαίνονται στο Γράφηµα 2.9. 


Η λύση Τ δεν θα µπορέσει να βρεθεί όπως και όλα τα σηµεία µεταξύ των P και Q τα 
οποία ανήκουν στο µέτωπο Pareto (Γράφηµα 2.10). 




Γράφηµα 2.9: Μη-κυρτό feasible set µε α) Απώλεια  Pareto λύσεων β) Αδυναµία 
εύρεσης περεταίρω λύσεων µεταξύ των σηµείων P και Q


Η µη-κυρτότητα (non-convexity) του feasible set µπορεί να ενφανιστεί αν 
τουλάχιστον µία από τις συναρτήσεις fi είναι µη-κυρτή (non-convex).


Αυτό συµβαίνει γιατί δεν µπορεί να βρεθεί συνδυασµός βαρών άρα και ευθεία άρα 
και που να εφάπτεται σε αυτά τα σηµεία. Ακόµα και να φέρναµε µία ευθεία που να 
εφάπτεται στο Τ κατά τη διαδικασία θα συνέχιζε να κατεβαίνει κάτω και αριστερά 
αφού βρίσκει σηµεία µε µικρότερες τιµές και άρα αγνοείται ένα σηµαντικό µέρος του 
µετώπου Pareto. (Γράφηµα 2.11).


α) β)
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Γράφηµα 2.10: Αδυναµία εύρεσης των λύσεων ακόµα και αν ξεκινήσει η διαδικασία 
από το σηµείο Τ


2.6 Μέθοδος ε-constraint


Υπάρχουν µέθοδοι που θα αντιµετωπίζουν τις παραπάνω δυσκολίες της µεθόδου 
weighted sum και µία πολύ σηµαντική από αυτές είναι η ε-constraint (Mavrotas et al, 
2009), (Messac, 2015), (Goodarzi et al, 2014).


Η βασική ιδέα είναι η µετατροπή όλων των αντικειµενικών συναντήσεων εκτός από 
µίας σε περιορισµούς. Έπειτα µε τη συστηµατική αλλαγή των ορίων των περιορισµών 
γεννάται το µέτωπο Pareto του προβλήµατος. Εποµένως δεν πρόκειται για δηµιουργία 
συνολικής συνάρτησης αθροίζοντας τις αντικειµενικές συναρτήσεις όπως στη µέθοδο 
weighted sum.


Έστω ότι έχουµε ένα πρόβληµα πολυστοχικού µαθηµατικού προγραµµατισµού 
(Multi-Objective Mathematical Programming):





Όπου:







Κάνουµε βελτιστοποίηση σε µία από τις αντικειµενικές συναρτήσεις 
χρησιµοποιώντας τις άλλες αντικειµενικές ως περιορισµούς:


max
x

f1(x), f2(x), . . . , fp(x)

s.t. x ∈ S

f1, f2, . . . , fp είναι οι αντικειµενικές συναρτήσεις
S το πεδίο ορισµού (feasible region)
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Με την αλλαγή των παραµέτρων στα δεξιά µέρη των ισοτήτων (ei) παίρνουµε τις 
επαρκείς (efficient) λύσεις του προβλήµατος.


	 Το πρόβληµα επιλύεται σε βήµατα µε βάση ένα N2 x N3 x … x Np πλέγµα 
(grid) όπου Ni είναι το ακέραιο εύρος της αντικειµενικής συνάρτησης fi.


Ορισµένα πλεονεκτήµατα της ε-constraint:


• Βρίσκονται µε αξιοπιστία οι λύσεις σε µη-κυρτό µέτωπο Pareto εφόσον φυσικά 
λυθούν ορθά και τα αντίστοιχα υποπροβλήµατα.


• Η κατανοµή των σηµείων Pareto είναι οµοιογενής.

• Για τα γραµµικά προβλήµατα η weighted sum εφαρµόζεται στην αρχική feasible 

region και δίνει αποτελέσµατα ακραίας φύσεως. Από την άλλη, η ε-constraint, 
µεταβάλλει τη feasible region και µπορεί να βρει και µη-ακραίες λύσεις.


• Στην ε-constraint µπορούµε να επιλέξουµε πόσες επαρκείς λύσεις θέλουµε να 
λάβουµε πολύ πιο εύκολα από ότι στη weighted sum. Αυτό συµβαίνει, όπως θα 
αναφερθεί και έπειτα  στη δυνατότητα προσαρµογής του αριθµού των grid-points 
για κάθε εύρος κάθε αντικειµενικής συνάντησης.


Για την καλύτερη κατανόηση της µεθόδου θα µελετηθεί η περίπτωση µε δύο 
αντικειµενικές συναρτήσεις.





Στη συγκεκριµένη περίπτωση αντί να έχουµε βάρη, οι παράµετροι µετατροπής θα 
είναι τα όρια στους περιορισµούς που θα προκύψουν.





Έτσι δηµιουργούνται NP υποπροβλήµατα προς επίλυση:


max
x

f1(x)

s.t. f2(x) ≥ e2

f3(x) ≥ e3...
fp(x) ≥ ep

x ∈ S

min
x

(f1(x), f2(x))

s.t. g(x) ≤ 0

{p1, p2, . . . , pNp} ⟹ ε1 < ε2 < . . . < εNp
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	 .





Έστω αρχικά λοιπόν ότι βάζουµε άνω όριο ε2 στη συνάρτηση f2 στο προηγούµενο 
πρόβληµα και ξεκινάµε τη διαδικασία από το σηµείο Α µε τιµές f1(x0), f2(x0):


Το άνω όριο της f2 θα µας οδηγήσει στο να ελαχιστοποιήσουµε την f1 και να βρούµε 
την τιµή Q του µετώπου Pareto. (Γραφήµατα 2.12.1, 2.12.2)





Γράφηµα 2.11: α) Αναζήτησή σηµείου Q µε ε=ε1, β) Εύρεση σηµείου Q


Στη συνέχεια αλλάζουµε το όριο ε1 σε ε2, ε3, ε4 και χρησιµοποιώντας πάλι ως σηµείο 
αναφοράς το Α βρίσκουµε τα επόµενα σηµεία (Γραφήµατα 2.13.1, 2.13.2, 2.13.3):


min
x

f1(x)

s.t. g(x) ≤ 0
f2(x) − ε1 ≤ 0

min
x

f1(x)

s.t. g(x) ≤ 0
f2(x) − ε2 ≤ 0

min
x

f1(x)

s.t. g(x) ≤ 0
f2(x) − εNp ≤ 0

β)α)
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Γράφηµα 2.12: α) Εύρεση σηµείου T µε ε=ε2, β) Εύρεση σηµείου P µε ε=ε3, γ) 
Εύρεση σηµείου F1 µε ε=ε4


Αξιοσηµείωτη είναι η παρατήρηση ότι ακόµα και οι διαφορές µεταξύ των εi να είναι 
οµοιογενής, δεν σηµαίνει ότι θα παρατηρήσουµε την ίδια οµοιογένεια και στις λύσεις 
που θα βρίσκουµε κάθε φορά. Εδώ επιλέξαµε να βάλουµε όριο στην f2 και εποµένως 
λόγω του σχήµατος και των κλίσεων που παρουσιάζει (π.χ. σηµεία ανάµεσα στα T, Q 
ή κοντά στο P) πήραµε τιµές που είτε µπορεί να περιλαµβάνουν µεγάλα άλµατα 
µεταξύ τους ή να είναι αρκετά συσσωρευµένες µεταξύ τους (clustered) (Γράφηµα 
2.14).




Γράφηµα 2.13: Αύξηση του ε οµοιογενώς και παρατήρηση των λύσεων


Παρά τα πλεονεκτήµατα πρέπει να δοθεί προσοχή στα εξής σηµεία:

• Στον υπολογισµό του εύρους των αντικειµενικών συναρτήσεων στο σύνολο των 
επαρκών λύσεων.


• Στο να εξασφαλιστεί η αξιοπιστία των λύσεων που θα πάρουµε

• Στον υψηλό χρόνο που έχει η διαδικασία ιδιαίτερα όταν αυξάνεται ο αριθµός των 
αντικειµενικών συναρτήσεων


α) β) γ)
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2.7 Παραλλαγές της µεθόδου ε-constraint


2.7.1 Augmented ε-constraint method (AUGMECON)


Μία βελτιωµένη µέθοδος της ε-constraint που αναφέρθηκε είναι η Augmented ε-
constraint ή αλλιώς AUGMECON (Mavrotas et al, 2009).


Γενικότερα για την εφαρµογή της µεθόδου ε-constraint, είναι σηµαντικός ο 
υπολογισµός του εύρους (range) των αντικειµενικών συναντήσεων ή τουλάχιστον 
των p-1 αν είναι p στο σύνολο. Η εύρεση της βέλτιστης τιµής κάθε αντικειµενικής 
είναι σχετικά εύκολη υπόθεση καθώς µπορεί να προκύψει από την ανεξάρτητη 
βελτιστοποίηση της από κάποιον απλό optimizer. Η εύρεση της χειρότερης τιµής 
ωστόσο (τιµή ναδίρ) δεν είναι τόσο απλή όπως δείχνουν άλλωστε και πολλές σχετικές 
µελέτες σχετικά µε τον υπολογισµό ή την εκτίµησή τους (Alves et al, 2009), 
(Dessouky et al, 1986), (Isermann et al, 1988), (Jorge et al, 2009), (Metev et al, 2003),
(Reeves et al, 1988), (Steuer et al, 1997). Συνήθως προσεγγίζεται µε την µικρότερη 
τιµή της ανεξάρτητης βελτιστοποίησης στην περίπτωση προβλήµατος 
µεγιστοποίησης (η µεγαλύτερη αντίστοιχα για πρόβληµα ελαχιστοποίησης). Θα 
πρέπει όµως να είµαστε σίγουροι ότι µε τις συγκεκριµένες τιµές βέλτιστων και ναδίρ 
θα δώσει ο αλγόριθµος της ε-constraint βέλτιστες κατά Pareto λύσεις και όχι 
κυριαρχούµενος από άλλες. Μία πρόταση λοιπόν έγινε για λεξικογραφική 
βελτιστοποίηση για κάθε αντικειµενική συνάρτηση έτσι ώστε να κατασκευαστεί 
πίνακας τιµών (payoff table) µε µόνο βέλτιστες κατά Pareto λύσεις. 


Ένας τρόπος αντιµετώπισης του προβλήµατος των σηµείων ναδίρ είναι ο ορισµός 
µεταβλητών (reservation values) που κρατούν τα κάτω όρια των αντικειµενικών ως 
κατώτερο όριο (αντίστοιχα ανώτερο όριο στην περίπτωση ελαχιστοποίησης).


Στο Γράφηµα 2.15.1 παρατηρούµε ότι από τις τιµές (A, B, C, E) που δίνει η µέθοδος 
ε-constraint σε ένα παράδειγµα χωρίς λεξικογραφική βελτιστοποίηση, οι A, B, C 
είναι ασθενείς Pareto λύσεις (weakly efficient solutions) καθώς η τιµή Q κυριαρχεί 
και στις τρεις. Αντίθετα, στο Γράφηµα 2.15.2 όπου εφαρµόστηκε σε ένα παράδειγµα 
η µέθοδος ε-constraint αφότου έγινε λεξικογραφική βελτιστοποίηση στις 
αντικειµενικές συναρτήσεις φαίνεται ότι έδωσε λύσεις που βρίσκονται πάνω στο 
µέτωπο Pareto (A’, B’, C’, D’, E’) και είναι όλες βέλτιστες (Pareto optimal solutions). 

Δηλαδή µε τον τρόπο αυτό έγιναν οι επαναλήψεις στην περιοχή των βέλτιστων 
λύσεων.
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Γράφηµα 2.14: Μέθοδος ε-constraint α) χωρίς λεξικογραφική βελτιστοποίηση β) µε 
λεξικογραφική βελτιστοποίηση


Η παραπάνω διαδικασία διασφαλίζει παίρνουµε βέλτιστες λύσεις δεδοµένου ότι οι 
περιορισµοί που αντιστοιχούν στις αντικειµενικές συναρτήσεις είναι δεσµευτικοί 
(binding constraints). Γενικότερα δεσµευτικός περιορισµός gi(x)≤0 (binding 
constraint) είναι αυτός που ικανοποιείται µε ισότητα g(x)=0 στην βέλτιστη λύση. 
Στην περίπτωση που οι περιορισµοί δεν ήταν δεσµευτικοί τότε θα υπήρχαν άλλα 
βέλτιστα που θα ήταν καλύτερα από την τιµή της ισότητας και εποµένως η λύση που 
θα παίρναµε από την τιµή της ισότητας θα ήταν ασθενής (weakly efficient).


Προκειµένου να ξεπεραστεί η παραπάνω περίπτωση, µετατρέπονται οι ανισότητες σε 
ισότητες µε τη χρήση slack variables. Σε ένα πρόβληµα βελτιστοποίησης, οι slack 
variables είναι µεταβλητές που προστίθενται σε περιορισµούς ανισότητας έτσι ώστε 
να γίνουν ισότητες. Με την εισαγωγή της slack variable ο περιορισµός ανισότητας 
αντικαθίσταται από έναν περιορισµό ισότητας και έναν περιορισµό για τη µη-
αρνητικότητα της slack variable.





Μετά την εισαγωγή των slack variables και στην αντικειµενική συνάρτηση προς 
βελτιστοποίηση ως δεύτερος όρος µε µικρότερη προτεραιότητα αλλά και στους 
περιορισµούς, το πρόβληµα έχει τη µορφή:


α) 	 	 	 	 	 	 β)

Γραφήµατα βασισµένα στο πρόβληµα βελτιστοποίησης που παρουσιάζεται από 
Mavrotas et al, 2009

a ⋅ x > b ⟺ s = a ⋅ x − b
s ≥ 0
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Επιπλέον, για να αντιµετωπιστούν προβλήµατα κανονικοποίησης (scaling problems) 
διαιρείται η κάθε slack variable µε το αντίστοιχο range της κάθε αντικειµενικής 
συνάρτησης. Εποµένως η αντικειµενική συνάρτηση παίρνει τη µορφή:





Οι παραπάνω µετατροπές εξασφαλίζουν ότι µόνο κατά Pareto βέλτιστες λύσεις θα 
εµφανίζονται και η εξελιγµένη µέθοδος αυτή ονοµάστηκε “Augmented ε-constraint 
method” ή αλλιώς “AUGMECON”.


Μία ακόµη καινοτοµία του αλγορίθµου της AUGMECON είναι η δυνατότητα 
πρόωρης εξόδου από την εκάστοτε επανάληψη κατά τη διάρκεια του τρεξίµατος του 
προγράµµατος όταν το πρόβληµα γίνεται infeasible. Με αυτόν τον τρόπο 
επιτυγχάνεται σηµαντική επιτάχυνση του αλγορίθµου ιδίως όταν οι αντικειµενικές 
συναρτήσεις είναι περισσότερες από τρεις. Ξεκινάει η διαδικασία µε µία ελαστική 
µορφή περιορισµών των αντικειµενικών συναρτήσεων και σταδιακά 
αυστηροποιούνται τα όρια. Συγκεκριµένα από την ελάχιστη τιµή (στην περίπτωση 
της µεγιστοποίησης) και σταδιακά αυξάνεται η τιµή στο δεξί µέρος της ανισότητας 
του αντίστοιχου περιορισµού. Όταν το πρόβληµα µετά από κάποιο σηµείο γίνει 
ανέφικτο (infeasible) τότε δεν υπάρχει λόγος για περαιτέρω περιορισµούς στην 
αντίστοιχη αντικειµενική συνάρτηση. Εποµένως, ο αλγόριθµος εξέρχεται από την 
συγκεκριµένη εσωτερική επανάληψη και προχωράει στην επόµενη επανάληψη, 
δηλαδή στο επόµενο εξωτερικό σηµείο του grid που αντιστοιχεί στην επόµενη 
αντικειµενική συνάρτηση. 


Γενικά όσο πιο πυκνό είναι το πλέγµα (grid) των πιθανών λύσεων τόσο περισσότερες 
λύσεις λαµβάνονται, αλλά τόσο αυξάνεται ο απαιτούµενος χρόνος εκτέλεσης του 
αλγορίθµου. Με τις πρόωρες εξόδους σηµειώνεται σηµαντική βελτίωση στον χρόνο 
επιτρέποντας την δηµιουργία πιο πυκνού πλέγµατος που σε περιπτώσεις µε 
παραπάνω από τρεις αντικειµενικές µπορεί να φάνταζε απαγορευτική.


max
x

f1(x) + ε ⋅ (s2 + s3 + . . . + sp), ε ∈ (10−6,10−3)

s.t. f2(x) − s2 = e2

f3(x) − s3 = e3. . .
fp(x) − sp = ep

x ∈ S
s1, s2, . . . , sp ≥ 0

max
x

f1(x) + ε ⋅ (s2 /r2 + s3 /r3 + . . . + sp /rp)

ri ≥ 0
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2.7.2 Μέθοδος AUGMECON2


Η µέθοδος AUGMECON2 (Mavrotas et al, 2013) είναι µία επέκταση της 
AUGMECON που εκµεταλλεύεται την πληροφορία που εµπεριέχουν οι slack 
variables και αποφεύγει ακόµα περισσότερες επαναλήψεις πετυχαίνοντας σηµαντικά 
υπολογιστικά χρονικά οφέλη. Ειδικότερα στην περίπτωση που οι τιµές του 
προβλήµατος είναι διακριτές και η feasible περιοχή όχι κυρτή, η AUGMECON2 είναι 
πολύ χρήσιµο εργαλείο.


Στην µέθοδο αυτή η συνάρτηση τροποποιείται ελαφρώς:





Γίνεται δηλαδή µία λεξικογραφική βελτιστοποίηση στις υπόλοιπες αντικειµενικές 
συναρτήσεις και επιβάλλεται µία σειριακή βελτιστοποίηση. 


Η διαδικασία πηγαίνει αρχικά όπως και στη AUGMECON. Υπολογίζονται τα εύρη 
για τις αντικειµενικές 2, … , p και διαιρείται το εύρος της k αντικειµενικής σε qk 
διαστήµατα που ορίζονται από qk+1 σηµεία του πλέγµατος (grid points) k=2, … , p. 
Έτσι, οι συνολικές επαναλήψεις θα είναι


.


Έστω πως ορίζουµε για τις αντικειµενικές συναρτήσεις:











όπου k η αντικειµενική συνάρτηση και t ο µετρητής της επανάληψης της 
αντικειµενικής. Με την συνάρτηση int παίρνουµε το ακέραιο µέρος του αριθµού.


max
x

f1(x) + ε ⋅ (s2 /r2 + s3 /r3 ⋅ 10−1 + . . . + sp /rp ⋅ 10−( p−2)) ε ∈ (10−6,10−3)

s.t.
f2(x) − s2 = e2

f3(x) − s3 = e3. . .
fp − sp = ep

x ∈ S
s1, s2, . . . , sp > 0

(q2 + 1) ⋅ (q3 + 1) ⋅ . . . ⋅ (qp + 1)

stepk =
rk

qk

ekt = fmin + t ⋅ stepk

b = int (
sk

stepk
)
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Όταν η µεταβλητή sk είναι µεγαλύτερη από το stepk τότε υποθέτουµε ότι και στην 
επόµενη επανάληψη θα λάβουµε την ίδια λύση µε µοναδική διαφορά την τιµή της sk.  
Εποµένως η επανάληψη µπορεί να παρακαµφθεί αφού δεν θα οδηγήσει σε νέα λύση 
Pareto. Ο συντελεστής b ουσιαστικά δείχνει πόσες συνεχόµενες επαναλήψεις 
µπορούµε να παρακάµψουµε και αυτή είναι η µεγάλη καινοτοµία της 
AUGMECON2. 


2.7.3 AUGMECON-R


Η µέθοδος AUGMECON2 (Nikas et al, 2020) απετέλεσε σηµαντική βελτίωση στην 
εύρεση των σηµείων του µετώπου Pareto. Ωστόσο, ορισµένα µειονεκτήµατα της 
µεθόδου γέννησαν την ανάγκη για την επίτευξη ακόµα καλύτερου χρόνου 
υπολογισµού. Ορισµένα από αυτά είναι τα ακόλουθα. Στην περίπτωση προβληµάτων 
µεγάλης κλίµακας δηλαδή παραπάνω από δύο αντικειµενικών συναρτήσεων ο χρόνος 
εκτέλεσης είναι ακόµα µεγάλος. Ένα πρόβληµα m αντικειµενικών συναρτήσεων µε 
µέσο όρο εύρους n θα έχει πολυπλοκότητα Ο(nm-1).  Επιπλέον, πρέπει οι συντελεστές 
των αντικειµενικών συναρτήσεων να είναι ακέραιοι αριθµοί. Στην περίπτωση που δεν 
συµβαίνει αυτό, είναι αναγκαίος ο πολλαπλασιασµός αυτών µε την κατάλληλη 
δύναµη του 10. Ένα πρόβληµα m αντικειµενικών συναρτήσεων, µέσου όρου εύρους n 
και µέσο αριθµό δεκαδικών ψηφίων k θα έχει πολυπλοκότητα Ο(nm-1*10k*(m-1)). 
Ακόµα, είναι απαραίτητη η γνώση των σηµείων ναδίρ εξαρχής που όµως είναι 
διαδικασία σύνθετη και χρονοβόρα. Τα υπάρχοντα προγράµµατα που τα βρίσκουν, 
γενικότερα µπορούν να διαχειριστούν µέχρι τρεις αντικειµενικές συναρτήσεις και 
δίνουν αποτέλεσµα σε χρόνο συγκρίσιµο µε εκείνον που απαιτεί το τρέξιµο του 
προγράµµατος της AUGMECON2. Εποµένως, η AUGMECON2, κάνει µία 
υποεκτίµηση των σηµείων ναδίρ πολλαπλασιάζοντας τις ελάχιστες τιµές από τα 
payoff tables µε έναν αυθαίρετο συντελεστή π.χ. 90% που και αυξάνει αισθητά τον 
χρόνο υπολογισµού αλλά και βασίζεται στην πιθανότητα να περιλαµβάνεται το 
πραγµατικό σηµείο ναδίρ σε αυτό το πλέγµα. Εάν δεν τύχει να βρίσκεται σε αυτήν 
την περιοχή τότε είναι αρκετά πιθανό να χαθούν βέλτιστες λύσεις. Η ανάγκη να 
µειωθεί αρκετά αυτός ο συντελεστής έρχεται απέναντι σε τεράστιους χρόνους 
υπολογισµού. Ως τελευταίο ελάττωµα, η AUGMECON2 δεν διαχειρίζεται το γεγονός 
ότι υπάρχει άµεση σχέση ανάµεσα στην σειρά των βροχών επαναλήψεων των 
αντικειµενικών συναρτήσεων που θέτονται ως περιορισµοί και στον χρόνο 
εκτέλεσης. Από τη στιγµή που υπολογίζονται τα payoff tables, η καλύτερη 
στρατηγική για την αποφυγή όσων περισσότερων περιττών επαναλήψεων είναι 
δυνατόν είναι οι συναρτήσεις µε τα µεγαλύτερα εύρη να αποτελούν τους 
εσωτερικότερους βρόγχους επαναλήψεων του προγράµµατος. Εποµένως είναι 
ιδιαίτερα σηµαντική η δυνατότητα αλλαγής σειράς των αντικειµενικών συναρτήσεων.


Η µέθοδος AUGMECON-R προτείνει µία καινοτόµα προσθήκη στην ήδη αρκετά 
αποδοτική AUGMECON2 που µειώνει δραστικά τον χρόνο εκτέλεσης. Αντί να 
παρακάµπτονται στάδια µόνο στην εσωτερικότερη επανάληψη, θα µπορούν να 
παρακάµπτονται διαµέσου όλου του πλέγµατος. Μία σηµαντική παρατήρηση που 
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έγινε στην βιβλιογραφία (Nikas et al, 2020) είναι πως εάν για οποιαδήποτε τιµή των 
e*2, e*3, …, e*p του δεξιού µέρους των περιορισµών από τις αντικειµενικές 
συναρτήσεις, υπάρχει infeasibility, τότε για µία αύξηση οποιουδήποτε εκ των e2, e3, 
…, ep µε  όλα τα άλλα µεγαλύτερα ή ίσα των e*2, e*3, …., e*p θα υπάρχει πάλι 
infeasibility. Εποµένως για δ ∈ Ν (φυσικοί αριθµοί) κάθε συνδυασµός {e*i + δi} στο 
δεξί µέρος του περιορισµού θα δώσει infeasibility. Η AUGMECON2 αποφεύγει 
infeasibilities για {e*2 + δ2, e*3, …, e*p}, δ2 > 0. Η AUGMECON-R θα αποφεύγει 
infeasibilities για {e*2 + δ2, e*3 + δ3, …, e*p + δp}, δ1, δ2, …, δp > 0.


Η AUGMECON-R Εντάσσει στο µοντέλο τόσους συντελεστές  b (bypass coefficient) 
όσες και οι αντικειµενικές συναρτήσεις:


b2 = int(s2/step2)

b3 = int(s3/step3)

…

bp = int(sp/stepp)


Για p αντικειµενικές συναρτήσεις θα χρειαστεί πίνακας p-1 διαστάσεων για την 
αποθήκευση ακέραιων τιµών ελέγχου (flag values). Ο πίνακας αυτός αρχικοποιείται 
µε µηδενικά σε όλες τις θέσεις και πριν από κάθε βελτιστοποίηση αντικειµενικής 
συνάντησης k ο αλγόριθµος ελέγχει την αντίστοιχη θέση στον πίνακα. Αν η τιµή στη 
θέση αυτή είναι 0 τότε γίνεται κανονικά η βελτιστοποίηση. Σε περίπτωση που είναι 
κάποια τιµή µεγαλύτερη,  ο αλγόριθµος παρακάµπτοντας επαναλήψεις, πηγαίνει στην 
εσωτερικότερη επανάληψη σε αριθµό βηµάτων (steps) όσα δείχνει και η τιµή στον 
πίνακα.


2.7.4 AUGMECON-Py


Στη παρούσα εργασία χρησιµοποιήθηκε εκτενώς η AUGMECON-Py (Forouli et al, 
2022), µία µέθοδος που επιλύει σύνθετα και µεγάλα προβλήµατα πολυκριτηριακού 
γραµµικού προγραµµατισµού υπό συνθήκες αβεβαιότητας. Το framework της 
AUGMECON-Py επεξεργάζεται τα δεδοµένα που εισάγονται, βρίσκει όλες τις λύσεις 
στο εκάστοτε grid και κάνει µία γραφική αναπαράστασή των αποτελεσµάτων για 
καλύτερη κατανόηση. Ουσιαστικά ενσωµατώνει τον αλγόριθµο AUGMECON-R σε 
συνδυασµό µε ανάλυση Monte-Carlo προκειµένου να είναι οι λύσεις πιο εύρωστες 
(robust) καθώς υπάρχουν οι συνθήκες αβεβαιότητας που προαναφέρθηκαν. 
Γενικότερα η µελέτη του robustness των λύσεων που βρίσκει µία µέθοδος 
βελτιστοποίησης υπό αβεβαιότητα είναι µία αρκετά συνήθης ανάλυση (Van Dao et al, 
2020), (Bertsimas et al, 2009), (Bertsimas et al, 2004). Όσον αφορά τις απαιτήσεις 
του προγράµµατος ως προς την µνήµη, η γλώσσα προγραµµατισµού Python στην 
οποία είναι γραµµένο το πρόγραµµα  τις ικανοποιεί σε µεγάλο βαθµό.


Έγινε χρήση του Gurobi Solver που είναι ένα από τα πιο γνωστά λογισµικά 
βελτιστοποίησης. Χρησιµοποιείται ευρέως σε προβλήµατα βελτιστοποίησης λόγω 
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του ταχέως και αξιόπιστου υπολογισµού µοντέλων που προσφέρει. Εκµεταλλεύεται 
την µοντέρνα αρχιτεκτονική υπολογιστών και τους πολυπύρηνους επεξεργαστές και 
αποτελεί ίσως τον καλύτερο solver µαζί µε τον CPLEX προς το παρόν. Εποµένως η 
έρευνα που έγινε για την εύρεση ενός γενικά καλύτερου solver δεν οδήγησε στην 
αλλαγή του στο συγκεκριµένο πρόγραµµα της AUGMECON-Py.


2.8 Μέθοδοι Βελτιστοποίησης σε Ενεργειακά 
Προβλήµατα

Οι µέθοδοι βελτιστοποίησης αποδεικνύονται ιδιαίτερα χρήσιµα εργαλεία για την 
εύρεση της κατάλληλης ενεργειακής πολιτικής. Ο ενεργειακός τοµέας περιέχει 
σύνθετα προβλήµατα όπως η κατανοµή πόρων και η αξιολόγηση έργων υποδοµής ως 
προς το περιβαλλοντικό αντίκτυπο και το οικονοµικό όφελος ή επιβάρυνση. Η χρήση 
των µεθόδων αυτών βοηθάει τον αποφασίζοντα να πάρει εµπεριστατωµένες 
αποφάσεις µεγιστοποιώντας τα οφέλη και ικανοποιώντας πληθώρα περιορισµών. Πιο 
συγκεκριµένα, ορισµένοι τρόποι που οι µέθοδοι βελτιστοποίησης εφαρµόζονται σε 
ενεργειακές πολιτικές είναι οι ακόλουθοι:


• Kατανοµή πόρων: Οι ενεργειακές πολιτικές συχνά αφορούν αποφάσεις κατανοµής 
περιορισµένων πόρων όπως χρηµατικού προϋπολογισµού, έκτασης γης για 
υποδοµές ανανεώσιµης ενέργειας ή κρατικές επιχορηγήσεις. Εποµένως, οι µέθοδοι 
βελτιστοποίησης οδηγούν στην εύρεση της ιδανικής κατανοµής των πόρων αυτών 
για να µεγιστοποιηθεί η παραγωγή ενέργειας, ελαχιστοποιηθούν τα κόστη ή να 
επιτευχθούν οι υπόλοιποι στόχοι της ενεργειακής πολιτικής.


• Προγραµµατισµός έργων υποδοµής: Οι αποφάσεις αφορούν δηµιουργία ή 
επέκταση ενεργειακών υποδοµών όπως ενός εργοστασίου παραγωγής ηλεκτρικής 
ενέργειας, καλωδίων µεταφοράς ηλεκτρισµού ή ενός κέντρου αποθήκευσης. Οι  
µέθοδοι βελτιστοποίησης µπορούν να βοηθήσουν στην εύρεση της κατάλληλης 
τοποθεσίας, της ιδανικής χωρητικότητας και του καλύτερου συνδυασµού 
τεχνολογιών που απαιτούν συγκεκριµένες δοµές ενώ παράλληλα λαµβάνονται 
υπόψιν οι οικονοµικοί και περιβαλλοντικοί περιορισµοί (Drezner et al, 2004).


• Ενσωµάτωση ανανεώσιµων πηγών ενέργειας: Συχνά οι ενεργειακές πολιτικές 
τείνουν να αυξάνουν το ποσοστό των ανανεώσιµων πηγών ενέργειας ως προς τον 
συνολικό συνδυασµό ενεργειακών πηγών. Οι µέθοδοι βελτιστοποίησης βοηθούν 
στην δηµιουργία κατάλληλων στρατηγικών για την ενσωµάτωση των ανανεώσιµων 
πηγών ενέργειας µε τη σωστή διαχείριση των πηγών ενέργειας που παρουσιάζουν 
διακυµάνσεις (όπως η αιολική και η ηλιακή) και βελτιστοποιώντας την χρήση των 
µέσων αποθήκευσης (Van De Ven et al, 2022), (Forouli, Gkonis et al, 2019), 
(Forouli,   Doukas et al 2019).
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• Οικονοµική αποτελεσµατικότητα: Οι ενεργειακές πολιτικές επιδιώκουν την 
οικονοµική αποτελεσµατικότητα µειώνοντας τα κόστη και αυξάνοντας τα οφέλη 
διαφορετικών επιλογών. Οι αποφασίζοντες χρησιµοποιούν τα µοντέλα 
βελτιστοποίησης για να εντοπίσουν τις πιο αποδοτικές ως προς το κόστος επιλογές 
λαµβάνοντας υπόψιν παράγοντες όπως το κόστος κεφαλαίου, τα λειτουργικά 
κόστη, οι τιµές της ενέργειας και οι εξωτερικότητες (Yang et al, 2023).


• Περιβαλλοντικό αντίκτυπο: Η βιωσιµότητα και ο σεβασµός στο περιβάλλον έχουν 
καθοριστική σηµασία στις αποφάσεις µίας ενεργειακής πολιτικής. Οι µέθοδοι 
βελτιστοποίησης µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να ελαχιστοποιήσουν τις 
αρνητικές επιπτώσεις στο περιβάλλον όπως είναι η εκποµπές ρύπων µε τον ιδανικό 
συνδυασµό πηγών ενέργειας και τεχνολογιών (Fu et al, 2020), (Forouli, Gkonis et 
al, 2019).


• Διαχείριση ζήτησης ενέργειας: Η διαχείριση ζήτησης ενέργειας (demand-side 
management) είναι η µεταβολή της ζήτησης για ενέργεια από τον καταναλωτή 
µέσω διαφόρων µεθόδων όπως οικονοµικά κίνητρα και ή η εκπαίδευση σχετικά µε 
τη σηµασία της. Πολιτικές που ενθαρρύνουν την αποδοτικότερη χρήση της 
ενέργειας και ασχολούνται µε τη διαχείριση της ζήτησης αυτής είναι καίριας 
σηµασίας για ένα µέλλον ενεργειακά βιώσιµο (Esther et al, 2016). Οι µέθοδοι 
βελτιστοποίησης βοηθούν στον σχεδιασµό καλύτερων προγραµµάτων διαχείρισης 
ενέργειας κάνοντας χρήση του έξυπνου δικτύου ηλεκτρικής ενέργειας (smart grid) 
για τον προσδιορισµό των µοτίβων κατανάλωσης ρεύµατος. Έτσι επιτυγχάνεται 
αποσυµφόρηση του δικτύου διανοµής και χρησιµοποιούνται αποδοτικότερα οι 
αποθήκες ενέργειας.


• Εύρεση συµβιβασµών ανάµεσα σε διαφορετικές ενεργειακές πολιτικές: Είναι 
αρκετά σύνηθες ο αποφασίζων να πρέπει να ικανοποιήσει αντικρουόµενους 
στόχους, όπως το οικονοµικό όφελος και η αειφόρος ανάπτυξη που 
προαναφέρθηκαν, και εποµένως να είναι αναγκαία η εύρεση συµβιβασµών µεταξύ 
τους. Η πολυκριτηριακή ανάλυση αποφάσεων βοηθάει στην ανάλυση και την 
ποσοτικοποίηση αυτών των συµβιβασµών παρέχοντας στους αποφασίζοντες µία 
πιο ξεκάθαρη αποτύπωση των επιπτώσεων των διαφορετικών ενεργειακών 
πολιτικών (Zerrahn et al, 2017).


Οι µέθοδοι που µελετήθηκαν στις υποενότητες 2.5-2.7 έχουν χρησιµοποιηθεί εκτενώς 
σε ενεργειακά προβλήµατα. Συγκεκριµένα, η µέθοδος weighted sum έχει 
χρησιµοποιηθεί σε έρευνες που έχουν γίνει σχετικά µε την επιλογή του σωστού τύπου 
ανεµογεννήτριας καθώς διαφορετικά χαρακτηριστικά µίας ανεµογεννήτριας όπως το 
ύψος, η διάµετρος και η τοποθεσία της εγκατάστασής τους µπορούν να επηρεάσουν 
την απόδοση σε ενέργεια (Rehman et al, 2017). Ένα ακόµα παράδειγµα εφαρµογής 
της µεθόδου weighted sum είναι στην επιλογή της βέλτιστης εναλλακτικής φυτών για 
την παραγωγή βιοκαυσίµου (Mishra et al 2021). 
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Όσον αφορά την µέθοδο ε-constraint, µία εφαρµογή της είναι στην µελέτη της 
λειτουργίας ενός συστήµατος παροχής ενέργειας υβριδικού τύπου. Ο στόχος είναι να 
είναι οικονοµικά ωφέλιµο, περιορίζοντας παράλληλα τις εκποµπές διοξειδίου του 
άνθρακα (CO2) (Nojavan et al, 2017). Ακόµα, χρησιµοποιήθηκε η ε-constraint σε ένα 
πρόβληµα εκµετάλλευσης άεργου ισχύος (Reactive Power Planning) υπό συνθήκες 
αβεβαιότητας σχετικά µε το συνολικό φορτίο ζήτησης και το µέγεθος της παραγωγής 
της αιολικής ενέργειας (Shojaei et al, 2020).


Τέλος, η µέθοδος AUGMECON και οι παραλλαγές της, παρουσιάζουν πληθώρα 
εφαρµογών στον τοµέα της ενέργειας. Ορισµένες από αυτές είναι: η επιλογή 
βέλτιστης πολιτικής για την παραγωγή ενέργειας στην Ευρωπαϊκή Ένωση µε στόχο 
την µείωση των επιπτώσεων της κλιµατικής αλλαγής µέχρι το έτος 2050 (Forouli,   
Doukas et al 2019), η εύρεση της καλύτερης τοποθεσίας για την επεξεργασία τοξικών 
αποβλήτων (Yu et al 2016), η αποτελεσµατικότερη διαχείριση του φυσικού αερίου 
και των κατανεµηµένων ενεργειακών συστηµάτων µεταξύ βιοµηχανικών πάρκων σε 
περιόδους ελλείψεων (Xing et al 2019).

	 

Συµπεραίνοντας, µε την χρήση µεθόδων βελτιστοποίησης, οι αποφασίζοντες µπορούν 
να αναπτύσσουν ενεργειακές πολιτικές που είναι αποδοτικότερες, πιο επωφελείς 
οικονοµικά και περιβαλλοντικά βιώσιµες. Μέσω µίας συστηµατικής και ποσοτικής 
προσέγγισης αντιµετωπίζονται καλύτερα προβλήµατα που εκ φύσεως είναι συχνά 
σύνθετα και περιέχουν πολλές αλληλεξαρτήσεις.
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Κεφάλαιο 3. 

Ελάχιστα (ναδίρ) Σηµεία Εύρους 
Αντικειµενικών σε Προβλήµατα 

Πολυστοχικού Προγραµµατισµού και Νέα 
Μεθοδολογία Εκτίµησής τους
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3.1 Απώλεια Λύσεων και Χρονική Επιβάρυνση 
από την Επιλογή Ναδίρ Σηµείων


Ένα χαρακτηριστικό της AUGMECON-Py είναι ότι βάζει τους περιορισµούς που 
προκύπτουν από τις αντικειµενικές συναρτήσεις, όπως και την εξωτερική 
αντικειµενική συνάρτηση µε συγκεκριµένη σειρά. Οι αντικειµενικές συναρτήσεις µε 
µεγαλύτερα εύρη (ranges) αντιστοιχούν στους πλέον εξωτερικούς βρόγχους 
προκειµένου να µην µείνει κάποια βέλτιστη λύση εκτός (Nikas et al, 2020). Έχει 
αναφερθεί στη βιβλιογραφία πως οι περιορισµοί που αντιστοιχούν σε αντικειµενικές 
συναρτήσεις µε µεγαλύτερα εύρη είναι καλύτερο να µπαίνουν σε εσωτερικότερο 
βρόγχο για να είναι λιγότερος ο χρόνος τρεξίµατος του προγράµµατος (Forouli et al. 
2022). Η ιδανική σειρά των αντικειµενικών θα µελετηθεί σε αυτό κεφάλαιο τις 
εργασίας µε δοκιµές, παρατηρήσεις και θεωρητική ανάλυση για να διαπιστωθεί ποια 
είναι η σωστή αντιµετώπιση των αντικειµενικών συναρτήσεων για να έχουµε τον 
ταχύτερο χρόνο ολοκλήρωσης του προγράµµατος και να µην παραλείπεται κάποια 
βέλτιστη λύση.


Θα κοιτάξουµε να δούµε πως η σχέση των δεδοµένων επηρεάζει τον χρόνο. Ένας 
λόγος για τον αυξηµένο χρόνο ασφαλώς είναι το µέγεθος των δεδοµένων. Θα γίνουν 
δοκιµές αλλάζοντας την σειρά των αντικειµενικών συναντήσεων στην AUGMECON-
Py και καταγράφοντας τον χρόνο. Θα γίνουν παρατηρήσεις σχετικά µε το εύρος της 
κάθε αντικειµενικής σχετικά µε το εύρος των υπολοίπων. Θεωρήθηκε σηµαντικό 
επίσης να καταγράφεται σε κάθε πείραµα ο αριθµός των µοντέλων που 
υπολογίστηκαν, οι infeasibilities που έγιναν σε κάθε run και ο αριθµός των λύσεων 
κατά Pareto. Είναι σηµαντικό να µην χάνεται καµία λύση ακόµα και αν ο χρόνος 
µειώνεται δραστικά.


Ένα κρίσιµο κοµµάτι της επιτυχίας του αλγόριθµου είναι η εκτίµηση των σηµείων 
ναδίρ. Η AUGMECON-Py στην περίπτωση που δεν γνωρίζουµε τα πραγµατικά 
σηµεία ναδίρ των αντικειµενικών συναρτήσεων, επιλέγει τις µικρότερες τιµές από τα 
payoff tables και τις πολλαπλασιάζει µε έναν συντελεστή. Αλλάζοντας την τιµή του 
συντελεστή (σε 0.9, 0.4, 0.1, 0.01 κλπ.) θα λάβουµε τα αποτελέσµατα που θα 
παρουσιαστούν και θα αναλυθούν στη συνέχεια. Θα µελετηθούν παραδείγµατα µε 
διαφορές ως προς το µέγεθος των δεδοµένων.


Ένα ακόµα σηµαντικό σηµείο του αλγορίθµου είναι η σειρά που θα έχουν οι 
αντικειµενικές συναρτήσεις. Εκ προεπιλογής, η AUGMECON-Py αφού λύσει κάθε 
αντικειµενική συνάρτηση ξεχωριστά, τις ταξινοµεί κατά φθίνουσα σειρά ως προς το 
µέγεθος του εύρους τους καθώς υπάρχει ο προαναφερθείς ισχυρισµός πως έτσι 
παίρνουµε τον καλύτερο χρόνο. Θα εξετάσουµε τις συνθήκες αλλά και την επιλογή 
ναδίρ σηµείων κατά τις οποίες η αλλαγή σειράς αντικειµενικών δεν οδηγεί σε 
απώλεια λύσεων, προκειµένου να µπορέσουµε να προτείνουµε έναν αποτελεσµατικό 
τρόπο εκτίµησης του συντελεστή nadir_cutoff. Θα µελετηθεί αν µειώνεται ο αριθµός 
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των επαναλήψεων και αν ναι σε τι ποσοστό και αν επηρεάζεται ο αριθµός των Pareto 
λύσεων που βρίσκει το πρόγραµµα.


3.2 Ανάλυση AUGMECON-Py - Εκτιµητής 
nadir cutoff ci

Προκειµένου να επιτύχουµε τον καλύτερο χρόνο στον αλγόριθµο της AUGMECON-
Py η σειρά των αντικειµενικών παίζει σηµαντικό ρόλο όσον αφορά ποιος βρόγχος 
επανάληψης θα διασχιστεί πρώτος από το πρόγραµµα (Forouli et al. 2022). Υπάρχει η 
περίπτωση ένας βρόγχος που θα περιέχει πάρα πολλά στοιχεία να διασχιστεί 
εξολοκλήρου και να αφαιρούνται ορισµένες επαναλήψεις από το πλέγµα ενός 
σηµαντικά µικρότερου βρόγχου λόγω της καινοτοµίας µε τον συντελεστή b που 
αναφέρθηκε στην ενότητα 2.7.2. Θα είναι προτιµότερη η σειρά αντικειµενικών που 
χρειάζονται λιγότερες συνολικά επαναλήψεις. 

	 

Επίσης σηµαντικό ρόλο έχει η επιλογή nadir cutoff όπου ορίζει το ποσοστό µε το 
οποίο πολλαπλασιάζεται η ελάχιστη τιµή από το payoff table για κάθε αντικειµενική 
συνάρτηση για να προσεγγίσουµε το πραγµατικό σηµείο ναδίρ. Προφανώς, όπως 
αναφέρθηκε και προηγουµένως, µικρότερο nadir cutoff θα οδηγήσει σε µικρότερη 
τιµή της προσέγγισης του πραγµατικού σηµείου ναδίρ. Όσο µικρότερη αυτή η τιµή, 
τόσο µεγαλύτερο και το πλέγµα (grid) των επαναλήψεων. Παρόλο που µεγαλύτερο 
πλέγµα σηµαίνει µεγαλύτερη πιθανότητα να περιλαµβάνεται στην προσέγγιση το 
πραγµατικό σηµείο ναδίρ, αυτό αυξάνει σηµαντικά τον χρόνο εκτέλεσης. Το να µην 
συµπεριληφθεί το σηµείο ναδίρ θα οδηγήσει σε πιθανή απώλεια λύσεων. Θα γίνουν 
δοκιµές από πολύ χαµηλές τιµές προσέγγισης (π.χ. 0.1*ελάχιστη τιµή αντικειµενικής) 
µέχρι και (1*ελάχιστη τιµή αντικειµενικής). Θα σχολιαστεί ο χρόνος και οι λύσεις σε 
παραδείγµατα µε διαφόρου πλήθους και είδους τιµών.


3.2.1 Εµπειρική Ανάδειξη Προκλήσεων Εύρεσης 
Κατάλληλων Σηµείων Ναδίρ και Σειράς Αντικειµενικών 


Αντλώντας από δεδοµένα που παρουσιάζονται στη βιβλιογραφία (Mavrotas et al, 
2009), µελετάται ένα ενεργειακό πρόβληµα µε µία ανάλυση σχετική µε το ζητούµενο. 
Όπως αναφέρθηκε στην ενότητα 2.8 υπάρχει το πρόβληµα της ενσωµάτωσης 
ανανεώσιµων πηγών ενέργειας όπου πρέπει να συγκριθούν διαφορετικές ενεργειακές 
πολιτικές. Ουσιαστικά αφορά την επιλογή του κατάλληλου συνδυασµού τεχνολογιών 
για την αξιοποίηση επιδοτήσεων διαφόρων µεγεθών. Οι τεχνολογίες αυτές αφορούν 
την επένδυση σε πηγές ενέργειας µε χαµηλές εκποµπές άνθρακα. Πιο συγκεκριµένα, 
εξετάζονται εκατό (100) ανεξάρτητες επιλογές επιδοτήσεων µε οκτώ (8) 
διαφορετικού είδους τεχνολογίες. Οι τεχνολογίες αποτελούν τις µεταβλητές 
απόφασης (decision variables) του πολυκριτηριακού προβλήµατος. Οι τρεις (3) 
αντικειµενικές συναρτήσεις του προβλήµατος σχετίζονται είτε µε οικονοµικά 
κριτήρια όπως κόστη επένδυσης, είτε κριτήρια βιωσιµότητας όπως η µείωση των 
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ρύπων, είτε µε κοινωνικοοικονοµικά κριτήρια όπως η δηµιουργία θέσεων εργασίας. 
Ως περιορισµός θεωρείται ο προϋπολογισµός της επένδυσης.


Στο πρώτο πείραµα µε την AUGMECON-Py που έχουµε, θέλουµε να 
µεγιστοποιήσουµε τρεις αντικειµενικές συναρτήσεις (F1, F2, F3). Τα δεδοµένα που 
χρησιµοποιήθηκαν σε αυτό αντλούνται από το παράδειγµα των Mavrotas et al, 2009. 
Αφού τρέξουµε ξεχωριστά τον αλγόριθµο της AUGMECON για κάθε αντικειµενική 
συνάρτηση βλέπουµε ότι η σειρά εύρους των αντικειµενικών κατά φθίνοντα µεγέθη 
είναι F2 > F3 > F1. Εποµένως ο αλγόριθµος ορίζει εκ προεπιλογής αυτή την σειρά 
στα loops. Τροποποιώντας την σειρά αυτή στον κώδικα, έγιναν κατά σειρά οι δοκιµές 
µε διαφορετικές σειρές αντικειµενικών και πήραµε τα ακόλουθα αποτελέσµατα.


Βάζουµε αρχικά πολύ µικρές τιµή στον συντελεστή (0.1) για να περιλαµβάνονται 
όλες οι λύσεις και κρατώντας τον σταθερό καταγράφουµε τον χρόνο εκτέλεσης του 
αλγορίθµου και τον αριθµό τον κατά Pareto βέλτιστων λύσεων (Πίνακας 3.1). 


Πίνακας 3.1: Εναλλαγή σειράς αντικειµενικών µε nadir cutoff 0.1


Παρατηρούµε ότι η ακολουθώντας την φθίνουσα σειρά F2, F3, F1 πετυχαίνουµε τον 
καλύτερο χρόνο και βρίσκουµε όλες τις λύσεις. Επίσης παρατηρούµε πως δεν 
σηµαίνει απαραίτητα πως η αντίστροφη σειρά F1, F3, F2 θα δίνει τον χειρότερο 
χρόνο.  Στην εκτέλεση αυτή του προγράµµατος, περισσότερος χρόνος χρειάζεται για 
την σειρά F1, F2, F3 και F2, F1, F3 ενώ πολύ καλό χρόνο (σχεδόν όσο καλό και στην 
βέλτιστη περίπτωση) έχουµε βάζοντας τις αντικειµενικές στη σειρά F3, F2, F1.


Ίδια σειρά σε χρόνους παρατηρείται αν γίνουν οι δοκιµές µε nadir cutoff 0.4 (Πίνακας 
3.2) όπου πάλι έχουν βρεθεί και οι 31 λύσεις του Pareto front. Τέλος παρατηρείται ότι 
µε nadir cutoff 0.1 και 0.4 η AUGMECON-Py βρίσκει και τις 31 λύσεις του µετώπου 
Pareto.


Eξωτερική obj 
προς max

Εξωτερικό loop 
(constraint)

Εσωτερικό loop 
(constraint)

Total Time 
(AUGMECON-R)

Number of 
Pareto Solutions

F1 F2 F3 2m 11s 779ms 31

F1 F3 F2 1m 8s 533ms 31

F2 F1 F3 2m 10s 533ms 31

F2 F3 F1 11s 402ms 31

F3 F1 F2 1m 7s 872ms 31

F3 F2 F1 12s 511ms 31
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Πίνακας 3.2: Εναλλαγή σειράς αντικειµενικών µε nadir cutoff 0.4


Οι λύσεις αυτές αναπαρίστανται στο ακόλουθο Γράφηµα 3.1:




Γράφηµα 3.1: Αναπαράσταση Pareto λύσεων του πρώτου πειράµατος για nadir cutoff 
0.4


Με τα ίδια δεδοµένα προβαίνουµε σε σταδιακή αύξηση του nadir cutoff για να  δούµε 
αν από κάποιο σηµείο και έπειτα δεν µας δίνει το πρόγραµµα όλες τις λύσεις. Όταν 
φτάνουµε σε nadir cutoff 0.66 παρατηρούµε τα ακόλουθα αποτελέσµατα (Πίνακας 
3.3):


Eξωτερική obj 
προς max

Εξωτερικό loop 
(constraint)

Εσωτερικό loop 
(constraint)

Total Time 
(AUGMECON-

R)

Number of 
Pareto Solutions

F1 F2 F3 1m 35s 529ms 31

F1 F3 F2 58s 142ms 31

F2 F1 F3 1m 36s 145ms 31

F2 F3 F1 11s 204ms 31

F3 F1 F2 53s 9ms 31

F3 F2 F1 13s 215ms 31
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Πίνακας 3.3: Εναλλαγή σειράς αντικειµενικών µε nadir cutoff 0.66


Παρατηρούµε στον Πίνακα 3.3 πως παρότι η σειρά των χρόνων συνεχίζει να είναι η 
ίδια, στις τέσσερις από τις έξι περιπτώσεις χάνουµε δύο κατά Pareto βέλτιστες λύσεις. 


Οι λύσεις παρουσιάζονται στο Γράφηµα 3.2:




Γράφηµα 3.2: Αναπαράσταση Pareto λύσεων πρώτου πειράµατος για nadir cutoff 
0.66


Η προεπιλεγµένη τιµή της AUGMECON-Py  για το nadir_cutoff ήταν 0.7 η οποία 
είναι πολύ κοντά στο όριο απώλειας λύσεων, εποµένως είναι επιτακτική ανάγκη να 
εξεταστούν τρόποι ώστε να αποφευχθεί η µείωση του nadir_cutoff πάρα πολύ. 


Eξωτερική obj 
προς max

Εξωτερικό loop 
(constraint)

Εσωτερικό loop 
(constraint)

Total Time 
(AUGMECON-

R)

Number of 
Pareto Solutions

F1 F2 F3 1m 33s 263ms 31

F1 F3 F2 45s 492ms 31

F2 F1 F3 1m 0s 110ms 29

F2 F3 F1 10s 766ms 29

F3 F1 F2 48s 190ms 29

F3 F2 F1 12s 41ms 29
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Οι λύσεις που απουσιάζουν είναι οι δύο κοντινότερες ως προς τον άξονα της πρώτης 
αντικειµενικής όπως παρατηρούµε συγκρίνοντας το Γράφηµα 3.1 µε το Γράφηµα 3.2. 
Αυτό παρατηρούµε ότι συµβαίνει λόγω των σηµείων ναδίρ. 


Σε κάθε περίπτωση, το πρόγραµµα σε κάθε εκτέλεση δίνει τις τιµές ναδίρ που 
χρησιµοποίησε και το payoff table µε τις τιµές των αντικειµενικών συναρτήσεων.


Για nadir_cutoff  = 0.4 έχουµε για σειρά default (F2, F3, F1):


Πίνακας 3.4: Payoff Table για nadir_cutoff = 0.4


Πίνακας 3.5: Μέγιστες Τιµές


Πίνακας 3.6: Εκτίµηση Σηµείων Ναδίρ µε Συντελεστή nadir_cutoff = 0.4


Πίνακας 3.7: Εκτίµηση Σηµείων Ναδίρ µε Συντελεστή nadir_cutoff = 0.66


Πίνακας 3.8: Εκτίµηση Σηµείων Ναδίρ µε Συντελεστή nadir_cutoff = 0.7


Στις παραπάνω περιπτώσεις, το µόνο που αλλάζει είναι τα σηµεία ναδίρ. Οι µέγιστες 
τιµές παραµένουν ίδιες.


Αντικειµενική 2 (F2) Αντικειµενική 3 (F3) Αντικειµενική 1 (F1)

498400 432684 2986

451213 482264 12158

425529 460820 12266

Αντικειµενική 2 (F2) Αντικειµενική 3 (F3) Αντικειµενική 1 (F1)

498400 482264 12266

Αντικειµενική 2 (F2) Αντικειµενική 3 (F3) Αντικειµενική 1 (F1)

170212 173074 1194

Αντικειµενική 2 (F2) Αντικειµενική 3 (F3) Αντικειµενική 1 (F1)

280849 285571 1971

Αντικειµενική 2 (F2) Αντικειµενική 3 (F3) Αντικειµενική 1 (F1)

297870 302879 2090
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Στα αποτελέσµατα βλέπουµε ότι οι δύο λύσεις που “χάνονται” έχουν σαν τιµή για την 
αντικειµενική συνάρτηση 1 (F1) τιµές 1961 και 1970 αντίστοιχα. Εποµένως δεν 
περιλαµβάνονται στο grid στις περιπτώσεις (2) και (3) εποµένως για αυτόν τον λόγο 
δεν εµφανίζονται ως λύσεις. Γενικότερα οποιοσδήποτε συντελεστής cutoff 
µεγαλύτερος του  δεν θα οδηγεί σε όλες τις λύσεις µε αυτή τη 
σειρά των αντικειµενικών συναρτήσεων. 


Δοκιµάζουµε το ίδιο πείραµα µε σειρά αντικειµενικών F1, F2, F3:


Πίνακας 3.9: Payoff Table µε Σειρά Αντικειµενικών F1, F2, F3 (nadir_cutoff = 0.4)


Παρατηρούµε ότι είναι το ίδιο Payoff Table µε τον Πίνακα 3.4 απλά µε άλλη σειρά 
γραµµών.


Πίνακας 3.10: Μέγιστες Τιµές


Πίνακας 3.11: Εκτίµηση Σηµείων Ναδίρ µε Συντελεστή nadir_cutoff = 0.4


Πίνακας 3.12: Εκτίµηση Σηµείων Ναδίρ µε Συντελεστή nadir_cutoff = 0.66


2986/1961 ≈ 0.65673

Αντικειµενική 1 (F1) Αντικειµενική 2 (F2) Αντικειµενική 3 (F3)

12266 425529 460820

2986 498400 432684

12158 451213 482264

Αντικειµενική 1 (F1) Αντικειµενική 2 (F2) Αντικειµενική 3 (F3)

12266 498400 482264

Αντικειµενική 1 (F1) Αντικειµενική 2 (F2) Αντικειµενική 3 (F3)

1194 170212 173074

Σηµείωση: Ίδια αποτελέσµατα µε τον Πίνακα 3.6

Αντικειµενική 1 (F1) Αντικειµενική 2 (F2) Αντικειµενική 3 (F3)

1971 280849 285571

Σηµείωση: Ίδια αποτελέσµατα µε τον Πίνακα 3.7
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Πίνακας 3.13: Εκτίµηση Σηµείων Ναδίρ µε Συντελεστή nadir_cutoff = 0.7


Ωστόσο σε αυτήν την περίπτωση οι λύσεις που έχουν στην πρώτη αντικειµενική 
συνάρτηση (F1) τιµές 1961 και 1970 εµφανίζονται ως Pareto λύσεις έπειτα από την 
εκτέλεση του προγράµµατος και στις τρεις περιπτώσεις (4), (5), (6). Αυτό συµβαίνει 
και στην περίπτωση όπου έχουµε την σειρά F1, F3, F2 δηλαδή στις δύο περιπτώσεις 
όπου η F1 βρίσκεται στην θέση την συνάντησης µεγιστοποίησης και οι F2, F3 
λειτουργούν ως constraints. Έτσι, επειδή οι αντίστοιχες τιµές των F2, F3 είναι εντός 
του πεδίου ορισµού παίρνουµε και τις τιµές για την F1 που δεν θα παίρναµε αν ήταν 
η F1 στη θέση των περιορισµών (2η ή 3η θέση στη σειρά).


Αντίστοιχα για τη δεύτερη αντικειµενική συνάρτηση (F2), βλέπουµε από τις λύσεις 
ότι η µικρότερη τιµή στο µέτωπο Pareto είναι 425529. Εδώ συµπίπτει µε την 
ελάχιστη τιµή από το payoff table εποµένως µέχρι και για συντελεστή 1 
(425529/425529 = 1) δεν θα παραλειφθούν όταν είναι σε θέση constraint η F2.

Για την αντικειµενική 3 η ελάχιστη τιµή είναι 354568 στο Pareto front. Άρα έχει 
περιθώριο για συντελεστή µέχρι και . Έπειτα θα χάνονται 
λύσεις όταν βρίσκεται η F3 σε θέση περιορισµών (2η και 3η θέση). 


Γενικά από το Payoff Table και από τα αποτελέσµατα µε πολύ χαµηλό συντελεστή 
έχουµε τις ελάχιστες τιµές των αντικειµενικών και τις ακραίες τιµές του µετώπου 
Pareto. 


Εποµένως για την Αντικειµενική Συνάρτηση Fi: 


ci = ακραία ελάχιστη τιµή κατά Pareto/ελάχιστη τιµή από payoff table 










Ιδανικός συντελεστής cmin είναι ο µικρότερος εκ των συντελεστών που αντιστοιχούν 
σε συναρτήσεις Fi που ανήκουν στους περιορισµούς του προβλήµατος. Εποµένως 
στην περίπτωση όπου έχουµε στη θέση των περιορισµών τις συναρτήσεις F3, F1 
στους περιορισµούς του προβλήµατος λόγω του ότι range(F2) > range(F3) > 
range(F1), τότε ο συντελεστής cmin θα είναι ο µικρότερος εκ των c1 και c3. 


Αντικειµενική 1 (F1) Αντικειµενική 2 (F2) Αντικειµενική 3 (F3)

2090 297870 302879

Σηµείωση: Ίδια αποτελέσµατα µε τον Πίνακα 3.8

354568/432684 ≈ 0.81946

F1 : c1 = 1961/2986 ≈ 0.65673
F2 : c2 = 425529/425529 = 1
F3 : c3 = 354568/432684 ≈ 0.81946
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Άρα cmin = min {0.65673, 0.81946} = 0.65673


Η χρονική διαφορά ανάµεσα από την εκτέλεση του προγράµµατος µε nadir_cutoff = 
0.65 έναντι 0.7 µπορεί σε αυτό το απλό πείραµα να φαίνεται αµελητέα. 
Συγκεκριµένα, ο αλγόριθµος της AUGMECON-Py εκτελείται για µία επανάληψη 
Monte Carlo σε 11s 430ms για nadir_cutoff = 0.65 και σε 10s 856ms για nadir_cutoff 
= 0.7, δηλαδή 574ms διαφορά ή αλλιώς 10% αύξηση του χρόνου. Εάν οι επαναλήψεις 
Monte Carlo ήταν 100 τότε η διαφορά θα ήταν 57sec 4ms. Η συγκεκριµένη 
περίπτωση δεν είναι από τις πιο εκτενείς υπολογιστικά ωστόσο στα πειράµατα στις 
επόµενες ενότητες δεν θα ισχύει το ίδιο.


3.3 Βελτίωση µεθόδου AUGMECON-Py για την 
Εύρεση Κατάλληλων Σηµείων Ναδίρ

Με βάση τις παραπάνω εµπειρικές παρατηρήσεις προκύπτουν τα ακόλουθα 
συµπεράσµατα τα οποία θα µας βοηθήσουν να αναπτύξουµε µια µεθοδολογία για την 
αποδοτικότερη εκτίµηση των σηµείων ναδίρ. Όταν µία συνάρτηση Fi βρίσκεται στη 
θέση των περιορισµών (2η και 3η θέση στο προηγούµενο πείραµά µας), o 
συντελεστής nadir_cutoff θα πρέπει να είναι τουλάχιστον µικρότερος από το ci.


Γενικά, αυτά τα αποτελέσµατα ελήφθησαν αφού είχε πρώτα βρεθεί το σύνολο των 
λύσεων Pareto βάζοντας στο πρόγραµµα πολύ χαµηλό συντελεστή. Ασφαλώς σε 
άλλα παραδείγµατα µε πολύ περισσότερα δεδοµένα αυτό δεν θα µπορεί να είναι 
εφικτό. Το παράδειγµα αυτό λειτούργησε βοηθητικά για την κατανόηση της ιδέας 
γιατί µπορούµε να παίρνουµε διαφορετικά αποτελέσµατα, δηλαδή να χάνουµε 
βέλτιστες λύσεις, µε την αλλαγή της σειράς των αντικειµενικών συναντήσεων. Το 
θετικό στοιχείο της AUGMECON-Py και γενικότερα της AUGMECON-R είναι πως 
χάρη σε όλες τις επαναλήψεις που γλιτώνουµε συγκριτικά µε προηγούµενες µεθόδους 
όπως η AUGMECON2, µπορεί να µειωθεί πολύ περισσότερο ο συντελεστής 
εκτίµησης των σηµείων ναδίρ έτσι ώστε να µην χάνουµε λύσεις αλλά και να 
τερµατίζει ο αλγόριθµος σε λογικά χρονικά όρια. 


Το µεγαλύτερο πρόβληµα σχετικά µε τον χρόνο εκτέλεσης παραµένει ο όγκος των 
δεδοµένων. Προκειµένου να περιλαµβάνονται σίγουρα όλες οι λύσεις ένας πολύ 
µικρός συντελεστής για τα nadir points (π.χ. 0.1) θα εξασφάλιζε κάτι τέτοιο. Μία 
ιδανική περίπτωση θα ήταν αν εξετάζοντας ορισµένο µέρος των δεδοµένων θα 
µπορούσε να υπολογιστεί µε σχετική ακρίβεια ελάχιστος συντελεστής cmin και έπειτα 
µε αυτόν ως δεδοµένο να τρέξει το πρόγραµµα για όλα τα δεδοµένα. Για παράδειγµα, 
µία ιδέα είναι η επιλογή του 5% ή 10% των δεδοµένων για τον υπολογισµό του 
συντελεστή cmin.
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Εποµένως, η κεντρική ιδέα βελτίωσης είναι να τροποποιηθεί ο υπάρχων αλγόριθµος 
της AUGMECON-Py έτσι ώστε να γίνεται µία αρχική εκτίµηση  ci του συντελεστή 
nadir cutoff µε τον ακόλουθο τρόπο:


1. Ένα στάδιο στην αρχή του αλγορίθµου όπου το σύνολο των δεδοµένων να 
διαχωρίζεται σε µικρότερα. Για παράδειγµα να επιλέγεται το 5% - 10% των 
λύσεων όσο πιο οµοιόµορφα γίνεται.


2. Εφαρµόζεται σε αυτά τα δεδοµένα η µέθοδος AUGMECON-Py µε πολύ µικρό 
συντελεστή nadir cutoff (π.χ. 0.1) και λαµβάνεται πληροφορία από το payoff 
table αυτού του προβλήµατος σχετικά µε την µε την ελάχιστη τιµή κάθε 
αντικειµενικής του προβλήµατος.


3. Από το output του προβλήµατος λαµβάνεται η πληροφορία για τις ελάχιστες 
κατά pareto λύσεις ως προς κάθε αντικειµενική συνάρτηση.


4. Υπολογίζεται η εκτίµηση του συντελεστή ci µε χρήση όσων έγιναν γνωστά από 
τα βήµατα 2 και 3 για κάθε αντικειµενική συνάρτηση Fi: ci = ακραία ελάχιστη 
τιµή κατά Pareto/ελάχιστη τιµή από payoff table.


5. Εφαρµόζεται η µέθοδος AUGMECON-Py στο σύνολο των δεδοµένων µε 
συντελεστή nadir cutoff κοντά στην εκτίµηση ci που βρέθηκε στο 4.


Η ιδέα αυτή θα εφαρµοστεί πειραµατικά στα ολοκληρωµένα δεδοµένα που 
αντλούνται από τη βιβλιογραφία (Van De Ven et al, 2022) τα οποία χαρακτηρίζονται 
από υπολογιστική πολυπλοκότητα για να αναδειχθούν τα πλεονεκτήµατα της νέας 
αυτής µεθοδολογίας. 
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	 	 	 Γράφηµα 3.3: Βελτίωση µεθόδου AUGMECON-Py
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3.4 Ενσωµάτωση της Μεθοδολογίας στο 
Εργαλείο της AUGMECON-Py


Προκειµένου να υλοποιηθεί η ιδέα που αναφέρθηκε στην προηγούµενη ενότητα θα 
προστεθούν δύο ακόµη συναρτήσεις στο πρόγραµµα της AUGMECON-Py. 


Η πρώτη συνάρτηση ονοµάζεται “process_excel” και δέχεται δύο παραµέτρους. Η 
πρώτη είναι το αρχείο “sample_input.xlsx” που περιέχει τα δεδοµένα σε µορφή xlsx 
spreadsheet. Διαθέτει ένα φύλλο εργασίας για κάθε αντικειµενική συνάρτηση και για 
κάθε περιορισµό. Κάθε αντικειµενική συνάρτηση αποτελείται από έναν αριθµό από 
στήλες ή αλλιώς levels. Στις περιπτώσεις που θα µελετήσουµε θα είναι subsidy_levels 
και θα είναι συνολικά 100. Θα δηµιουργηθεί ένα νέο αρχείο xlsx spreadsheet όπου θα 
περιέχει µόνο ορισµένες από τις στήλες του αρχικού αρχείου. Θα ήταν ιδανικό να µην 
κρατηθούν απλά τα πρώτα k levels (πρώτες k στήλες) καθώς µπορεί για παράδειγµα 
να αυξάνεται γραµµικά η τιµή από το ένα level στο επόµενο και να χαθεί σηµαντική 
πληροφορία από τα µεγαλύτερα levels. Εποµένως, η δεύτερη παράµετρος θα είναι 
ένας ακέραιος αριθµός n ο οποίος θα υποδηλώνει το ανά πόσα levels θα επιλέγεται η 
επόµενη στήλη-level. Οι στήλες που θα επιλέγονται θα αποθηκεύονται σε ένα νέο 
αρχείο “new_sample_input.xlsx”που θα αποθηκευτεί στο νέο αρχείο που θα δοθεί ως 
παράµετρος στον αλγόριθµο βελτιστοποίησης AUGMECON-Py.


Η δεύτερη συνάρτηση θα δέχεται ως input το output που έδωσε ο αλγόριθµος σε 
µορφή xlsx spreadsheet. Από τις στήλες που αντιστοιχούν στις τιµές κάθε 
αντικειµενικής συνάρτησης σε κάθε περίπτωση, βρίσκει για κάθε αντικειµενική 
συνάρτηση την ελάχιστη τιµή. Έπειτα, υπολογίζει για κάθε αντικειµενική συνάρτηση 
τον συντελεστή ci όπως διατυπώθηκε στο Κεφάλαιο 3 (ci = ακραία ελάχιστη τιµή 
κατά Pareto/ελάχιστη τιµή από payoff table). Έπειτα, προτίθενται οι γραµµές κώδικα 
που υπολογίζουν τον cmin, δηλαδή τον ελάχιστο από τους συντελεστές που ανήκουν 
στις αντικειµενικές συναρτήσεις που χρησιµοποιούνται ως περιορισµοί.	 


Τέλος, εκτελείται το πρόγραµµα µε τον συνολικό όγκο δεδοµένων ως είσοδο (το 
αρχείο “sample_input.xlsx”) και στην θέση της παραµέτρου nadir_cutoff δίνεται το 
cmin.


3.5 Πιθανές Μελλοντικές Βελτιώσεις της 
AUGMECON-Py ως Πρόγραµµα Η/Υ

Προκειµένου να δοκιµαστεί το εκτελέσιµο πρόγραµµα σε Python και να βγει το 
πόρισµα ότι αντιπροσωπεύει την θεωρητική προσέγγιση, έπρεπε να δοκιµαστούν 
αρκετά ξεχωριστά οι µέθοδοί του, ειδικότερα εκείνες που σχετίζονται µε την 
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διαχείριση των αντικειµενικών συναρτήσεων και την εύρεση των σηµείων του 
µετώπου Pareto. Όσο πιο έµπειρος είναι ο προγραµµατιστής και όσο πιο πολύ χρόνο 
αφιερώσει σε αυτό το κοµµάτι τόσο πιο µεγάλη είναι η πιθανότητα να βρεθούν 
καλύτερες υλοποιήσεις µεθόδων ή να εντοπιστούν προγραµµατιστικά λάθη. Στο 
µέλλον θα είναι πολύ χρήσιµο αν ακόµα περισσότεροι προγραµµατιστές κάνουν 
τέτοιες δοκιµές. 


Μερικοί από τους τρόπους που θα µπορούσε να βελτιωθεί ακόµα περισσότερο το 
πρόγραµµα είναι οι ακόλουθοι:


1. Καλύτερη εφαρµογή του θεωρητικού αλγορίθµου σε κώδικα

• Ο προγραµµατιστής πρέπει να µπορεί να αποτυπώσει πλήρως τον αρχικό 
αλγόριθµο στο πρόγραµµα αλλά και να χρησιµοποιήσει χαρακτηριστικά 
της γλώσσας προγραµµατισµού προς όφελος της επίδοσης, τροποποιώντας 
τον αλγόριθµο. Για παράδειγµα η AUGMECON-Py αποτελεί 
τροποποίηση του AUGMECON-R εκµεταλλευόµενη στοιχεία της 
γλώσσας προγραµµατισµού Python


• Η γλώσσα προγραµµατισµού Python χαρακτηρίζεται από µεγάλη 
ασφάλεια στον τοµέα της µνήµης. Ωστόσο µία γλώσσα όπως η C++, λόγω 
τις διαφορετικής διαχείρισης της µνήµης, µάλλον θα µπορούσε να 
βοηθήσει σηµαντικά τον χρόνο εκτέλεσης. Θα υπήρχε  όµως µεγαλύτερος 
κίνδυνος να γίνουν σφάλµατα σχετικά µε τη µνήµη για αυτό και η 
δυσκολία υλοποίησης στην C++ θα είναι µεγαλύτερη.


2. Δηµιουργία του βέλτιστου κώδικα

• Πολύ συχνά βελτιώνοντας τον κώδικα χρησιµοποιώντας άλλες 
βιβλιοθήκες, άλλον solver, ή αλλάζοντας τις συναρτήσεις του 
προγράµµατος µειώνεται η πολυπλοκότητα και ο χρόνος εκτέλεσης. 
Επίσης, άµα γίνει χρήση του παράλληλου προγραµµατισµού (Parallel 
Computing) βελτιώνεται συχνά η απόδοση


3. Διαχείριση  Σφαλµάτων και Προσεγγίσεων

• Ένας ακόµα παράγοντας αποκλίσεων διαφορετικών εφαρµογών του ίδιου 
αλγορίθµου είναι η προσέγγιση αριθµητικών τιµών πολύ µεγάλων ή 
µικρών που δεν µπορούν να αποθηκευτούν αυτούσιες στη µνήµη του 
υπολογιστή. Η ακρίβεια και το robustness κάθε προγράµµατος µπορούν να 
αλλάζουν.


4. Διαχείριση των πολλών Δεδοµένων

• Ο τοµέας διαχείρισης δεδοµένων αναπτύσσεται διαρκώς. Ένας 
προγραµµατιστής θα µπορούσε να δηµιουργήσει καλύτερες µεθόδους 
επεξεργασίας, ταξινόµησης και µεταφοράς των δεδοµένων που θα είναι 
πιο εύκολο αυτά να αποτελέσουν είσοδο ενός αλγορίθµου 
βελτιστοποίησης. 
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• Στην AUGMECON-Py, η είσοδος των δεδοµένων γινόταν µέσω ενός 
κατάλληλα διαµορφωµένου φύλλου Excel το οποίο για να ανοίξει και να 
διαβαστεί από το πρόγραµµα το επιβαρύνει χρονικά περισσότερο πιθανόν 
από έναν άλλον τρόπο όπως ένα αρχείο CSV. Το CSV αρχείο είναι πιο 
συµπαγές και ελαφρύ από το Excel που σηµαίνει ότι χρειάζεται λιγότερο 
αποθηκευτικό χώρο και µεταφέρεται πιο γρήγορα. Επιπλέον, λόγω της 
µορφής του είναι λιγότερο πιθανόν να αλλοιωθεί ωστόσο είναι πιο εύκολο 
να γίνουν µετατροπές σε αυτό αν κρίνεται απαραίτητο.


5. Βελτιώσεις ως προς τη διεπαφή χρήστη (User Interface)

• Η χρήση της AUGMECON-Py που παρουσιάζεται στο paper (Forouli et 

al. 2022) µπορεί να γίνει ακόµα πιο φιλική στον χρήστη. Για παράδειγµα 
αντί να γίνεται  χρήση της µόνο διαµέσου του κώδικα µπορεί να 
δηµιουργηθεί µία εφαρµογή για τον υπολογιστή όπου χρήστες λιγότερο 
έµπειροι σε προγραµµατισµό να µπορούν να περνούν ως είσοδο αρχεία 
δεδοµένων και να προσδιορίζουν τις παραµέτρους κατάλληλα.


• Ένας νέος χρήστης ακόµα και αν δεν γνωρίζει τόσο καλά προγραµµατισµό 
µπορεί να έχει ιδιαίτερα σηµαντικές γνώσεις σε τοµείς όπως τα 
µαθηµατικά, τα οικονοµικά, η ενέργεια ή το περιβάλλον. Εποµένως 
παρουσιάσει ιδιαίτερο ενδιαφέρον η ερµηνεία των αποτελεσµάτων που θα 
δώσει ένας τέτοιος χρήστης.


• Παρόλο που µπορεί µία τέτοια λειτουργία διεπαφής χρήστη (UI) να είναι 
σε κάποιες περιπτώσεις πιο χρονοβόρα τα ωφέλη θα είναι πολλά. Για 
παράδειγµα, η επίλυση πολλών προβληµάτων θα οδηγήσει σε ένα µεγάλο 
σύνολο δεδοµένων (data set) που πιθανόν να περιλαµβάνει προβλήµατα 
που θα µοιάζουν σε κάποιο βαθµό. Έτσι, αν ο αποφασίζων έχει αυτές τις 
πληροφορίες θα µπορεί να συγκρίνει τα αποτελέσµατα του µε τα 
υπόλοιπα, να κρίνει κατά πόσο είναι όµοια τα προβλήµατα και σε τι 
βαθµό, και εποµένως να διευκολύνεται η τελική του απόφαση. 


• Ένα ακόµα προτέρηµα της βελτίωσης της διεπαφής του χρήστη και 
εποµένως η ακόµα µεγαλύτερη χρήση του αλγορίθµου είναι ότι έτσι 
αυξάνεται η πιθανότητα να εντοπιστούν τυχόν σφάλµατα που µπορούν να 
διορθωθούν σε επόµενες εκδόσεις του προγράµµατος.


Συµπεραίνοντας, η µεγαλύτερη ενασχόληση χρηστών µε εµπειρία στον 
προγραµµατισµό  είναι καθοριστική για την βελτίωση ως προς τον χρόνο του 
αλγορίθµου. Όπως υποστηρίζεται σε αυτή την εργασία, η AUGMECON-Py είναι 
πολύ σηµαντικό και χρήσιµο εργαλείο στην Πολυκριτηριακή Ανάλυση Αποφάσεων 
και η ενθαρρύνεται η χρήση της.
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Κεφάλαιο 4. 

Εφαρµογή της Μεθοδολογίας σε 
Ενεργειακά Προβλήµατα Εύρεσης 
Βέλτιστων Χαρτοφυλακίων 

Χρηµατοδότησης Τεχνολογιών Χαµηλών 
Εκποµπών
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4.1 Εφαρµογή της Νέας Μεθοδολογίας σε ένα 
Υπολογιστικά Πολύπλοκο Πρόβληµα 
Ενεργειακής Βελτιστοποίησης


4.1.1: Πειραµατική Μελέτη Ενεργειακού Προβλήµατος 
µε το 10% των Αρχικών Δεδοµένων


Σε αυτό το κεφάλαιο θα εφαρµοστεί πειραµατικά ή νέα µεθοδολογία έτσι ώστε να 
εξεταστεί µία διαφορετική µορφή και ένα µεγαλύτερο µέγεθος δεδοµένων δεδοµένων 
και να παρατηρηθούν οι διαφορές στις τιµές του συντελεστή ci.


Το συγκεκριµένο πείραµα αφορά παρόµοια θεµατική µε αυτή που συζητήθηκε στην 
ενότητα 3.2.1 µε τη διαφορά ότι υπάρχει αρκετά µεγαλύτερος όγκος δεδοµένων. Οι 
τεχνολογίες που εξετάζονται είναι: τα φωτοβολταϊκά, η συγκεντρωµένη ηλιακή 
ενέργεια, η αιολική ενέργεια χερσαίου ανέµου, η αιολική ενέργεια υπεράκτιου 
ανέµου, η γεωθερµική ενέργεια, η πυρηνική ενέργεια, η ενέργεια βιοµάζας και η 
ενέργεια βιοκαυσίµων. Ως αντικειµενικές συναρτήσεις έχουµε την εκποµπή ρύπων, 
τις θέσεις εργασίας το έτος 2025 και τις θέσεις εργασίας το 2030. Πάλι υπάρχει ως 
περιορισµός του πολυκριτηριακού προβλήµατος ο συνολικός προϋπολογισµός της 
επένδυσης. Η συγκεκριµένη εφαρµογή της AUGMECON-Py έχει µεγαλύτερη 
πολυπλοκότητα γιατί αφορά την Ευρώπη και όπως είχε αποδειχτεί στο paper 
“COVID-19 recovery packages can benefit climate targets and clean energy jobs, but 
scale of impacts and optimal investment portfolios differ among major economies” 
(Van De Ven et al, 2022), ο ανταγωνισµός των τεχνολογιών οδηγεί σε πολύπλοκα 
µέτωπα Pareto, και ότι εξαιτίας αυτού στην αρχική ανάλυση είχε διπλασιαστεί ο 
αριθµός των επιπέδων στα δεδοµένα.


Στην αρχική φάση του πειράµατος επιλέξαµε στο πρόγραµµα n=10 έτσι ώστε από τα 
100 levels να  κρατιέται 1 level ανά 10 levels στο νέο αρχείο. Επειδή ο συνολικώς 
αριθµός των levels είναι 100, εντέλει επιλέχθηκαν 100/10 = 10 levels (10% των 
συνολικών). 


Αρχικά τρέξαµε τον αλγόριθµο µε πολύ χαµηλό nadir cutoff για να βρούµε όλες τις 
λύσεις. Βρέθηκε επίσης το Payoff Table και από εκεί οι µέγιστες και ελάχιστες τιµές 
για κάθε αντικειµενική συνάρτηση. 


Πίνακας 4.1: Payoff Table για nadir_cutoff = 0.4


F1 F2 F3

76040 1071963 834836
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Tα εύρη (ranges) των αντικειµενικών υπολογίζονται µε τη διαφορά της µέγιστης µε 
την ελάχιστη τιµή τους.


Πίνακας 4.2: Μέγιστες Τιµές


Όπως συνέβη και στην προηγούµενη περίπτωση, έχουµε ότι range(F2) > range(F3) > 
range(F1) άρα η βέλτιστη σειρά θα είναι και πάλι F2, F3, F1. 


Aπό τις Pareto λύσεις που πήραµε βλέπουµε ότι οι ελάχιστες τιµές που εµφανίζονται 
για κάθε αντικειµενική συνάρτηση είναι:


• Για την F1 η ελάχιστη τιµή της (41516) παρατηρείται στην λύση:


(F1, F2, F3) = (41516, 1391791, 691613)


• Για την F2 η ελάχιστη τιµή της (919382) παρατηρείται στην λύση:  


(F1, F2, F3) = (73457, 919382, 910875)


• Για την F3 η ελάχιστη τιµή της (614684) παρατηρείται στην λύση:  


(F1, F2, F3) = (43488, 1422164, 614684)


Άρα παίρνουµε του λόγους ci για το µέγιστο nadir cutoff όταν µία αντικειµενική 
βρίσκεται στη θέση των περιορισµών (2η και 3η θέση).









Εποµένως µόνο για την περίπτωση της 1ης αντικειµενικής χρειάζεται να το 
επαληθεύσουµε αφού για τις F2, F3 το σηµείο ναδίρ συµπίπτει µε την ελάχιστη τιµή 
του payoff table. Πράγµατι, για nadir cutoff 0.96 έχουµε:


73457 919382 910875

43488 1422164 614684

F1 F2 F3

F1 F2 F3

32552 502782 296191

F1 : c1 = 41516/43488 ≈ 0.95465
F2 : c2 = 919382/919382 = 1
F3 : c3 = 614684/614684 = 1
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Πίνακας 4.3: Δοκιµές για Nadir Cutoff 0.96


Όπως φαίνεται και στα γραφήµατα (Γράφηµα 4.1, Γράφηµα 4.2):




Γράφηµα 4.1: Αναπαράσταση Pareto λύσεων πρώτου πειράµατος για nadir cutoff 0.1


Εξωτερική (max) Εξωτερικό loop 
(constraint)

Εσωτερικό loop 
(constraint)

Total time 
(AUGMECON-

R)

Num of Pareto 
Solutions

F2 F3 F1 14s 822ms 79

F3 F2 F1 15s 278ms 79

 Παρατήρηση: χάνονται δύο λύσεις από τις 81 συνολικά
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Γράφηµα 4.2: Αναπαράσταση Pareto λύσεων πρώτου πειράµατος για nadir cutoff 
0.96


Παρατηρούµε ότι στο 2ο γράφηµα (Γράφηµα 4.2) απουσιάζουν οι δύο αριστερότερες 
λύσεις ως προς τον άξονα της πρώτης αντικειµενικής συνάρτησης καθώς σε αυτήν 
την περίπτωση είναι εκτός του grid.


Εντέλει βρίσκουµε ότι: 




Ο χρόνος που χρειάστηκε για την εύρεση του cmin ήταν περίπου 32sec. Με χρήση της 
πληροφορίας για nadir_cutoff = 0.95 το πρόβληµα µε το σύνολο των δεδοµένων 
χρειάστηκε περίπου 2mins 28sec. Συνολικά και για τα 2 στάδια χρειάστηκαν περίπου 
3mins. Σε αυτήν την περίπτωση  υπάρχει  µεγαλύτερη σιγουριά για την πληρότητα 
του µετώπου pareto καθώς ο συντελεστής nadir_cutoff υπολογίστηκε στο πρώτο 
στάδιο µε βάση τα υπάρχοντα δεδοµένα αντί να εκτιµηθεί. Βρέθηκαν όλες οι λύσεις 
µετά το δεύτερο στάδιο.


Στην περίπτωση που εκτελεστεί το πρόγραµµα µε nadir_cutoff = 0.7 απευθείας θα 
χρειαστεί περίπου 2mins 48 sec και βρέθηκαν όλες οι λύσεις προφανώς καθώς 
0.7<0.95. Το nadir_cutoff = 0.7 ήταν µία καλή εκτίµηση καθώς ο αποφασίζων πέτυχε 
ταυτόχρονα και γρηγορότερο χρόνο αλλά βρήκε και τις ίδιες λύσεις µε την 
προηγούµενη περίπτωση. Ωστόσο δεν µπορεί να είναι σίγουρος για την πληρότητα 
των λύσεων του µετώπου Pareto εποµένως πιθανόν µειώσει τον συντελεστή 
nadir_cutoff για να παρατηρήσει αν υπάρχουν επιπλέον λύσεις.


cmin = min{c1, c3} = c1 = 0.95465
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Στην περίπτωση που εκτελεστεί το πρόγραµµα µε nadir_cutoff = 0.5 απευθείας θα 
χρειαστεί περίπου 3 mins. Ο αποφασίζων ίσως είναι πιο σίγουρος για την πληρότητα 
των λύσεων συγκριτικά µε την προηγούµενη περίπτωση όµως ο χρόνος είναι 
µεγαλύτερος από εκείνον της µεθόδου µε τα δύο στάδια που προτάθηκε. Εποµένως 
και για κάθε µικρότερη τιµή  του nadir_cutoff ο χρόνος θα µεγαλώνει όλο και 
περισσότερο, για παράδειγµα µε nadir_cutoff = 0.3 ο χρόνος είναι 3mins 2sec.


Στον παρακάτω Πίνακα 4.4 καταγράφονται οι χρόνοι για τις παραπάνω περιπτώσεις:


Πίνακας 4.4: Σύγκριση χρόνου εκτέλεσης 2-Stage AUGMECON-Py


Παρατηρείται ότι το χρονικό κέρδος στην περίπτωση όπου γίνεται µία επανάληψη 
Monte Carlo δεν φαίνεται να είναι ιδιαίτερα σηµαντικό (µόλις 2s 826ms γρηγορότερο 
από την περίπτωση όπου εκτελεστεί η µέθοδος µε nadir_cutoff = 0.3). Ωστόσο θα 
πρέπει να τονιστεί ότι συνήθως γίνεται ανάλυση Monte Carlo. Εποµένως µε 100 
Monte Carlo επαναλήψεις οι συνολικοί χρόνοι φαίνονται στον ακόλουθο πίνακα:


Πίνακας 4.5: Σύγκριση χρόνου εκτέλεσης 2-Stage AUGMECON-Py µε Monte Carlo


Παρατηρείται σηµαντικό χρονικό κέρδος µε την χρήση της µεθόδου 2-Stage 
AUGMECON-Py. Στον Πίνακα 4.6 φαίνεται το ποσοστό της αύξησης του χρόνου 
συγκρίτικά µε την 2-Stage AUGMECON-Py µέθοδο αναλόγως της τιµής του 
nadir_cutoff.


Πίνακας 4.6: Ποσοστό Αύξησης Χρόνου µε την Χρήση Μόνο της AUGMECON-Py


Στάδιο 1: 

cmin µε 

10% των 
δεδοµένων

Στάδιο 2: 

AUGMEC

ON-Py 
(nadir_cuto

ff = 0.95)

Συνολικός 
χρόνος 
σταδίων 1 
και 2:

AUGMEC
ON-Py 

(nadir_cut
off = 0.7)

AUGMEC
ON-Py 

(nadir_cut
off = 0.5)

AUGMEC
ON-Py 

(nadir_cuto
ff = 0.3)

AUGMEC
ON-Py 

(nadir_cuto
ff = 0.1)

31s 88ms 2m 28s 440ms 2m 59s 528ms2m 48s 418ms2m 59s 739ms 3m 2s 354ms 3m 24s 
712ms

Στάδιο 1: 

cmin µε 

10% των 
δεδοµένων

Στάδιο 2: 

AUGMEC

ON-Py 
(nadir_cuto

ff = 0.95)

Συνολικός 
χρόνος 
σταδίων 1 
και 2:

AUGMEC
ON-Py 

(nadir_cut
off = 0.7)

AUGMEC
ON-Py 

(nadir_cut
off = 0.5)

AUGMEC
ON-Py 

(nadir_cuto
ff = 0.3)

AUGMEC
ON-Py 

(nadir_cuto
ff = 0.1)

32s 4h 7m 24s 4h 7m 56s 4h 40m 42s 4h 59m 34s 5h 3m 55s 5h 41m 11s

Αριθµός Monte Carlo επαναλήψεων: 100

AUGMECON-Py 

(nadir_cutoff = 0.7)

AUGMECON-Py 

(nadir_cutoff = 0.5)

AUGMECON-Py 

(nadir_cutoff = 0.3)

AUGMECON-Py 

(nadir_cutoff = 0.1)

13,2% 20,8% 22,6% 37,6%
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4.1.2: Πειραµατική Μελέτη Ενεργειακού Προβλήµατος 
µε το 20% των Αρχικών Δεδοµένων


Θα επαναληφθεί το παραπάνω πείραµα µε περισσότερα δεδοµένα στο πρώτο στάδιο 
προκειµένου να εξεταστεί θα πόσο διαφέρει ο συντελεστής cmin. Εάν γίνει το πρώτο 
στάδιο µε περισσότερα δεδοµένα ανά αντικειµενική συνάρτηση (20% των δεδοµένων 
µε n=5) παίρνουµε τα ακόλουθα αποτελέσµατα:


Πίνακας 4.7: Payoff Table για το 20% των Δεδοµένων (nadir_cutoff = 0.1)


Πίνακας 4.8: Ελάχιστες τιµές αντικειµενικής από Pareto Λύσεις


Πίνακας 4.9: Συντελεστές ci


Παρατηρούµε ότι γενικά οι ci είναι αρκετά µεγάλοι και εδώ, γεγονός που βοηθάει 
πολύ στο να µην χάνουµε λύσεις και να έχουµε καλό χρόνο εκτέλεσης. Επειδή 
range(F2) > range(F3) > range(F1) η συνάρτηση F2 θα είναι η αντικειµενική 
συνάρτηση του προβλήµατος και οι συναρτήσεις F1, F3 θα είναι σε θέση 
περιορισµών. Εποµένως cmin =  min{c1, c3}.

Άρα 


Στο πείραµα στην υποενότητα 4.1.1 ο συντελεστής cmin είχε βρεθεί 
. Η µείωση αυτή σε  οφείλεται στο ότι µε 

περισσότερα δεδοµένα, η ελάχιστη Pareto λύση είναι µικρότερη από εκείνη που είχε 
βρεθεί στην προηγούµενη περίπτωση, εποµένως µίκρυνε και ο συντελεστής cmin. 
Ωστόσο, οι δύο αυτοί συντελεστές έχουν πολύ µικρή διαφορά και σε περιπτώσεις 
όπου τα δεδοµένα θα έχουν µία σχέση µεταξύ τους δεν θα συµβαίνουν ακραίες 

F1 F2 F3

43380 1433293 632535

70196 974833 913690

76261 1023595 865528

F1 F2 F3

43380 868925 596986

Σηµείωση: Έγινε πείραµα µε πολύ χαµηλό nadir cutoff

c1 (Αντικειµενική F1) c2 (Αντικειµενική F2) c3 (Αντικειµενική F3)

1 0,891357801797846 0,943799157358881

cmin ≈ 0.944

cmin = 0.95465 ≈ 0.955 cmin ≈ 0.944
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µεταβολές µε την προσθήκη επιπλέον δεδοµένων στο πρώτο στάδιο. Στην επόµενη 
ενότητα θα µελετηθεί η περίπτωση µε τυχαία δεδοµένα. 


Όσον αφορά τον χρόνο εκτέλεσης, µε nadir_cutoff = 0.1 ο αλγόριθµος 
ολοκληρώθηκε σε 1min 26sec έναντι των 32sec που είχαν χρειαστεί στο 
προηγούµενο πείραµα (Πίνακας 4.10). Αυτή η αύξηση περίπου ενός λεπτού για να 
επιτευχθεί η σιγουριά του εκτιµητή πως ο συντελεστής θα πρέπει να είναι 
µεγαλύτερος από 0.944 έναντι 0.955 δεν χρειάζεται, ακόµα και αν σε πολλές 
επαναλήψεις Monte Carlo δεν έχει σηµαντική διαφορά. Ένας εκτιµητής θα µπορούσε 
µε το 10% των δεδοµένων στο πρώτο στάδιο να πάρει την απόφαση να 
χρησιµοποιήσει nadir cutoff 0.95 ή ακόµα και 0.9 στο δεύτερο στάδιο και να έχει 
διαθέτει αρκετά µεγάλη σιγουριά για την πληρότητα του µετώπου Pareto. 


Πίνακας 4.10: Σύγκριση χρόνων σταδίου 1 (nadir_cutoff = 0.1)


Παρατηρείται από τον Πίνακα 4.10 µία αύξηση ενός περίπου λεπτού όταν αναλύθηκε 
20% αντί για 10% των δεδοµένων. 


Στα παρακάτω γραφήµατα (Γράφηµα 4.3, Γράφηµα 4.4) αναπαρίστανται οι λύσεις 
του πρώτου σταδίου όταν το nadir_cutoff είναι 0.1 και όταν είναι 0.95 (µεγαλύτερο 
του cmin).


	 


Στάδιο 1 (χρήση 10% των δεδοµένων) Στάδιο 1 (χρήση 20% των δεδοµένων)

31s 88ms 1m 25s 932ms

Μέτωπο Pareto για πολύ µικρό nadir cutoff
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Γράφηµα 4.3: Αναπαράσταση Pareto λύσεων δεύτερου πειράµατος για nadir cutoff 
0.1


	 

Γράφηµα 4.4: Αναπαράσταση Pareto λύσεων δεύτερου πειράµατος για nadir cutoff 
0.95


Παρατηρούµε ότι στο Γράφηµα 4.4 έχουµε 311 λύσεις αντί για 312 (απουσία της 
χαµηλότερης ως προς το άξονα της 2ης αντικειµενικής από το Γράφηµα 4.3). 
Εποµένως και µε το 10% των δεδοµένων η η ακρίβεια στην εύρεση του cmin είναι 
ικανοποιητική.


4.2 Εφαρµογή της Μεθοδολογίας στο 
Ενεργειακό Πρόβληµα µε Αβεβαιότητα ως προς 
τη Μορφή των Δεδοµένων


Τα πειράµατα που διεκπεραιώθηκαν στις προηγούµενες δύο ενότητες άντλησαν 
δεδοµένα από τον πραγµατικό κόσµο και είχαν κάποια σχέση µεταξύ τους όπως ήταν 
καταγεγραµµένα (γραµµική). Εποµένως η επιλογή ενός µέρους εξ αυτών µπορούσε 
να δηµιουργήσει µία πολύ καλή εικόνα και για τα υπόλοιπα δεδοµένα. Σε αυτή την 
ενότητα, προχωράµε σε ένα πείραµα µε τυχαιοποιηµένα δεδοµένα. Τα δεδοµένα 
προηγουµένως είχαν επίσης συγκεκριµένη µορφή µε τη µία αντικειµενική (F1) να 
έχει σηµαντικά µικρότερο εύρος από τις άλλες 2 εποµένως όταν έµπαινε στο 
εσωτερικό loop πετυχαίναµε πολύ καλούς χρόνους. Ωστόσο τώρα τα δεδοµένα δεν 
αντιπροσωπεύουν κάποιο πρόβληµα του πραγµατικού κόσµου αλλά δηµιουργήθηκαν  
µε εύρη παρόµοια µεταξύ τους και µε τυχαίες τιµές µε εύρη όµως κοντά σε πιθανές 
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πραγµατικές τιµές. Εποµένως σε αυτή της περίπτωση δεν υπάρχει η γραµµικότητα 
µεταξύ των levels στα δεδοµένα. Τα δεδοµένα µε αυτήν την µορφή θα αναδεικνύουν 
την ακραία περίπτωση όπου η επιλογή µέρους των δεδοµένων µπορεί να µην 
αποτυπώνει µε τόσο µεγάλη ακρίβεια την τιµή του cmin. Εάν τύχει στο πρώτο στάδιο 
της 2-Stage AUGMECON-Py όλες οι τιµές των δεδοµένων που επιλέχθηκαν να είναι 
σχετικά µεγαλύτερες από αυτές που δεν επιλέχθηκαν τότε ο συντελεστής cmin να µην 
είναι τόσο ακριβής όσο στο προηγούµενο πείραµα. Εποµένως, µία αρκετά 
λανθασµένη εκτίµηση του cmin µπορεί να οδηγήσει σε σηµαντικές απώλειες 
βέλτιστων κατά Pareto λύσεων.


Εκτελούµε τον αλγόριθµο AUGMECON-Py και παρατηρούµε τα ακόλουθα:


Πίνακας 4.11: Payoff Table Πειράµατος µε Τυχαίοποιηµένα Δεδοµένα


Παρατηρούµε ότι: 

range(F1) = 1,018,024 - 642,415 = 375,609

range(F2) = 1,012,620 - 527,746 = 484,874

range(F3) = 1,035,217 - 684,568 = 350,649


Εποµένως range(F2) > range(F1) > range(F3) άρα η συνάρτηση F2 θα είναι η 
αντικειµενική συνάρτηση και οι συναρτήσεις F1, F3 θα µπουν στη θέση των 
περιορισµών. Αρχικά εκτελείται το πρόγραµµα µε το σύνολο των δεδοµένων µε 
µικρό nadir_cutoff=0.1 για να βρεθούν όλες οι λύσεις του προβλήµατος. Εντέλει 
βρέθηκαν 141 λύσεις και οι ελάχιστες τιµές για κάθε αντικειµενική  συνάρτηση 
φαίνονται στον παρακάτω πίνακα.


Πίνακας 3.12: Ελάχιστες τιµές αντικειµενικής από Pareto Λύσεις


Πίνακας 4.13: Συντελεστές ci


F1 F2 F3

666336 1012620 684568

1018024 527746 737099

642415 544439 1035217

Min F1 Min F2 Min F3

536098 318014 601459

Σηµείωση: Έγινε πείραµα µε πολύ χαµηλό nadir_cutoff=0.1
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Εποµένως:  είναι ο ιδανικός cmin που θέλουµε να 
προσεγγίσουµε

Όπως και στις προηγούµενες εφαρµογές απώλεια λύσεων αν αυξήσουµε το nadir 
cutoff.


Πίνακας 4.14: Αποτελέσµατα µε nadir cutoff 0.1


Πίνακας 4.15: Αποτελέσµατα µε nadir cutoff 0.84


Παρατηρούµε την τυχαιότητα των δεδοµένων και το ακανόνιστο µέτωπο Pareto στο 
Γράφηµα 4.5 σε σύγκριση µε τα γραφήµατα των άλλων πειραµάτων.




Γράφηµα 4.5: Αναπαράσταση Pareto λύσεων πειράµατος τυχαιοποιηµένων 
δεδοµένων για πολύ µικρό nadir_cutoff = 0.1


c1 (Αντικειµενική F1) c2 (Αντικειµενική F2) c3 (Αντικειµενική F3)

0,834504175649697 0,60258912431359 0,878596428696638

cmin = min{c1, c3} ≈ 0.8345

Εξωτερική (max) Εξωτερικό loop 
(constraint)

Εσωτερικό loop 
(constraint)

Total time 
(AUGMECON-

R)

Number of 
Pareto Solutions

F2 F3 F1 4m 48s 308ms 141

Εξωτερική (max) Εξωτερικό loop 
(constraint)

Εσωτερικό loop 
(constraint)

Total time 
(AUGMECON-

R)

Number of 
Pareto Solutions

F2 F3 F1 2m 17s 891ms 140
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Κάνοντας την ίδια διαδικασία µε το πείραµα στην ενότητα 4.1 διαλέγοντας το 50% 
των δεδοµένων, παρατηρείται πως η σειρά των αντικειµενικών αλλάζει καθώς 
αλλάζουν τα εύρη των αντικειµενικών συναρτήσεων.


Πίνακας 4.16: Payoff Table από το 50% των δεδοµένων


Παρατηρούµε ότι: 

range(F1) = 875,584 - 601,159 = 274,425

range(F2) = 953,381 - 778,175 = 175,206

range(F3) = 950,857 - 590,055 = 360,802


Πίνακας 4.17: Ελάχιστες τιµές αντικειµενικής από Pareto Λύσεις


Εποµένως:









Παρατηρούµε ότι cmin = 0.918 που είναι σηµαντικά µεγαλύτερος από τον ιδανικό cmin 
= 0.8345 που δεν θα έλειπε καµία λύση. Στη συνέχεια, γίνεται εφαρµογή της µεθόδου 
2-Stage AUGMECON-Py όπου αναµένεται να µην βρεθούν ακριβώς όλες οι λύσεις 
του µετώπου Pareto λόγω της τυχαίας µορφής των δεδοµένων. Με nadir_cutoff = 0.9 
βρίσκονται οι 136 Pareto λύσεις εκ των 141. Στα παρακάτω γραφήµατα 
απεικονίζονται αυτές οι λύσεις.


F1 F2 F3

601159 841078 950857

668070 953381 590055

875584 778175 820051

Min F1 Min F2 Min F3

601159 714321 590055

c1 = 601159/601159 = 1
c2 = 714321/778175 ≈ 0.918
c3 = 590055/590055 = 1
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Γράφηµα 4.6: Οι λύσεις που έδωσαν τα κάτω όρια για τον υπολογισµό του cmin στο 
πρώτο στάδιο µε το 50% των δεδοµένων




Γράφηµα 4.7: Οι 136 κατά Pareto βέλτιστες λύσεις µετά το δεύτερο στάδιο µε 
nadir_cutoff=0.9
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Στη συνέχεια καταγράφεται ο χρόνος των παραπάνω δύο προσεγγίσεων στον 
παρακάτω πίνακα (Πίνακας 4.18):


Πίνακας 4.18: Σύγκριση 2-Stage AUGMECON-Py


Ωστόσο, αν πάλι γίνει ανάλυση Monte Carlo τότε οι χρόνοι θα είναι οι ακόλουθοι 
(Πίνακας 4.19):


Πίνακας 4.19: Σύγκριση 2-Stage AUGMECON-Py σε Monte Carlo Ανάλυση


Στον Πίνακα 4.19 παρατηρείται πολύ σηµαντική διαφορά στον χρόνο (118% 
αύξηση). Ωστόσο υπάρχει απώλεια λύσεων. Εποµένως το ιδανικό θα ήταν στην 
συγκεκριµένη περίπτωση να εκτελεστεί µία φορά το πρόγραµµα µε το σύνολο των 
δεδοµένων µε χαµηλό nadir_cutoff (π.χ. 0.1) και αφότου βρεθεί µε ακρίβεια ο 
συντελεστής cmin, να εκτελεστεί το πρόγραµµα µε την Monte Carlo ανάλυση. Στη 
συνέχεια καταγράφεται ο χρόνος σε αυτή την περίπτωση (Πίνακας 4.20):


Πίνακας 4.20: Σύγκριση χρόνου εκτέλεσης 2-Stage AUGMECON-Py


Ωστόσο, αν πάλι γίνει ανάλυση Monte Carlo τότε οι χρόνοι θα είναι οι ακόλουθοι 
(Πίνακας 4.21):

	 

Πίνακας 4.21: Σύγκριση χρόνου εκτέλεσης 2-Stage AUGMECON-Py µε Monte Carlo


Χρόνος σταδίου 1 
(50% δεδοµένων) 
nadir_cutoff = 0.1

Χρόνος στάδίου 2 
nadir_cutoff = 0.9

Συνολικός Χρόνος 2-
Stage AUGMECON-

Py

Συνολικός χρόνος 
ΑUGMECON-Py 
nadir_cutoff=0.1

2m 8s 990ms 2m 6s 149ms 4m 15s 139ms 4m 37s 206ms

Συνολικός Χρόνος 2-Stage AUGMECON-Py Συνολικός χρόνος ΑUGMECON-Py 
nadir_cutoff=0.1

3h 32m 23s 904ms 7h 42m 0s 588ms

Αριθµός Monte Carlo επαναλήψεων: 100

Στάδιο 1: 

cmin µε 

100% των 
δεδοµένων

Στάδιο 2: 

AUGMEC

ON-Py 
(nadir_cuto

ff = 0.83)

Συνολικός 
χρόνος 
σταδίων 1 
και 2:

AUGMEC
ON-Py 

(nadir_cut
off = 0.7)

AUGMEC
ON-Py 

(nadir_cut
off = 0.5)

AUGMEC
ON-Py 

(nadir_cuto
ff = 0.3)

AUGMEC
ON-Py 

(nadir_cuto
ff = 0.1)

4m 48s 
308ms

2m 17s 
891ms

7m 6s 199ms 2m 48s 418ms2m 59s 739ms 3m 2s 354ms 3m 24s 
712ms
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Εποµένως ακόµα και στην περίπτωση των σχετικά τυχαίων δεδοµένων υπάρχει πολύ 
µεγάλο όφελος µε την χρήση της 2-Stage AUGMECON-Py όταν γίνεται ανάλυση 
Monte Carlo.

Το κέρδος του χρόνου σε ποσοστό παρουσιάζεται στον ακόλουθο Πίνακα 4.22:


Πίνακας 4.22: Ποσοστά Αύξησης Χρόνου Εκτέλεσης 2-Stage AUGMECON-Py µε 
Monte Carlo


Συµπεραίνουµε ότι η χρήση της βελτιωµένης µεθόδου 2-Stage AUGMECON-Py 
παρουσιάζει σηµαντικό χρονικό κέρδος στις περιπτώσεις όπου θα γίνει Monte Carlo 
ανάλυση δηλαδή στην πλειονότητα των πειραµάτων του πραγµατικού κόσµου. 
Ακόµα και αν δεν είναι επιθυµητή µία τέτοια ανάλυση, η µέθοδος αυτή δίνει µεγάλη 
βεβαιότητα για την πληρότητα των λύσεων σε αρκετά ικανοποιητικό χρόνο. 

2-Stage AUGMECON-Py µε 
το 100% των δεδοµένων στο 

Στάδιο 1:

AUGMECON-Py 
(nadir_cutoff = 0.7)

AUGMECON-Py 
(nadir_cutoff = 0.1)

3h 54m 37s 408ms 4h 40m 41s 800ms 7h 42m 0s 588ms

Αριθµός Monte Carlo επαναλήψεων: 100

AUGMECON-Py (nadir_cutoff = 0.7) AUGMECON-Py (nadir_cutoff = 0.1)

19,6% 96,9%

Αριθµός Monte Carlo επαναλήψεων: 100
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Κεφάλαιο 5. 

Συµπεράσµατα και Προοπτικές 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5.1 Συνολικά Συµπεράσµατα

Η παρούσα διπλωµατική εργασία παρουσιάζει την εύρεση µίας νέας µεθοδολογίας  
εκτίµησης των ελαχίστων τιµών των αντικειµενικών συναρτήσεων ενός 
πολυκριτηριακού προβλήµατος για την αποδοτικότερη εκτέλεση του αλγορίθµου 
AUGMECON-Py. Καθώς η ακριβής εκτίµηση των σηµείων ναδίρ παραµένει µία 
σύνθετη και χρονοβόρα υπόθεση, η εκτίµησή τους παρουσιάζεται ως η καλύτερη 
εναλλακτική. Επιπλέον, αναφέρθηκε ότι στην AUGMECON-Py, εκφράζονται όλες οι 
αντικειµενικές συναρτήσεις εκτός από µία ως περιορισµοί. Πειραµατικά εξετάστηκε 
ποια από αυτές θα πρέπει να είναι η αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος και 
µε ποια σειρά θα µπουν οι υπόλοιπες στους περιορισµούς προκειµένου να έχουµε 
πληρότητα στις λύσεις και καλό χρόνο εκτέλεσης. 


Με την λεξικογραφική βελτιστοποίηση για κάθε αντικειµενική συνάρτηση, 
κατασκευάζεται ένας πίνακας τιµών (payoff table) µε µόνο βέλτιστες κατά Pareto 
λύσεις και αφαιρώντας την ελάχιστη από την µέγιστη τιµή κάθε αντικειµενικής 
συνάρτησης, υπολογίζεται ένα εύρος. Φάνηκε πειραµατικά ότι ο καλύτερος χρόνος 
εκτέλεσης επιτυγχάνεται όταν ανατεθούν σύµφωνα µε φθίνοντα εύρη οι 
αντικειµενικές συναρτήσεις του πολυκριτηριακού προβλήµατος στην αντικειµενική 
συνάρτηση του προβλήµατος της AUGMECON-Py και στη συνέχεια από τον 
εξωτερικότερο στον εσωτερικότερο βρόγχο επαναλήψεων ως περιορισµοί. Ο χρόνος 
που διασχίζεται ο χώρος των λύσεων κάθε αντικειµενικής συνάρτησης αλλάζει  
αναλόγως εάν εκείνη βρίσκεται σε εσωτερικότερο ή εξωτερικότερο βρόγχο του 
αλγορίθµου λόγω της ικανότητας της µεθόδου να γλιτώνει επαναλήψεις µε τη 
βοήθεια των συντελεστών b διασχίζοντας το πλέγµα (grid) κάθε αντικειµενικής.


Το ζήτηµα της πληρότητας των λύσεων µελετήθηκε σε πρώτη φάση µέσω 
πειραµάτων µε διαφορετική σειρά στις αντικειµενικές συναρτήσεις. Έπειτα από τα 
πειράµατα του αλγορίθµου της AUGMECON-Py που πραγµατοποιήθηκαν προκύπτει 
ότι η θεωρητική ανάλυση επιβεβαιώνεται. Η σειρά των αντικειµενικών συναρτήσεων 
σε ένα πολυκριτηριακό πρόβληµα βελτιστοποίησης µπορεί να επηρεάσει το σύνολο 
των λύσεων. Όπως παρατηρήθηκε, αλλάζει δραστικά ο χρόνος που χρειάζεται ο 
αλγόριθµος για να συγκλίνει στις λύσεις. Ακόµα, αλλάζει το σύνολο λύσεων ανάλογα 
µε τον προσδιορισµό των σηµείων ναδίρ. Ο τρόπος που διασχίζεται ο χώρος των 
λύσεων αλλάζει καθώς δηµιουργείται διαφορετικό πλέγµα (grid) σε κάθε περίπτωση. 
Είναι σηµαντικό ότι για τον αλγόριθµο της AUGMECON-Py, οι λύσεις που χάνονται 
από την υπερεκτίµηση των σηµείων ναδίρ είναι βέλτιστες κατά Pareto και όχι 
ασθενώς κυριαρχούµενες. Επειδή στον αλγόριθµο τελικά µία µόνο αντικειµενική 
συνάρτηση θα παραµείνει προς βελτιστοποίηση ενώ οι υπόλοιπες θα τροποποιηθούν 
κατάλληλα και θα θεωρηθούν ως επιπλέον περιορισµοί, λύσεις που βρίσκονται εκτός 
του πεδίου ορισµού των συναντήσεων-περιορισµών θα παραλειφθούν. Εποµένως 
µπορεί και κάποιος σκόπιµα να ορίσει την σειρά µε τρόπο κατάλληλο ώστε να µην 
χάνονται συγκεκριµένες λύσεις ακόµα και αν αυτή η ενέργεια έχει χρονικό 
αντίκτυπο. Τέτοιες επιλογές ενδείκνυται να γίνονται σε συνεννόηση µε τον 
αποφασίζοντα ανάλογα τον σκοπό της βελτιστοποίησης.
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Σε δεύτερη φάση, µελετήθηκε η µεταβολή του συντελεστή nadir-cutoff. Βρέθηκε ότι 
µετά από µία συγκεκριµένη τιµή του συντελεστή υπήρχε απώλεια λύσεων. Αυτή η 
τιµή µπορούσε να υπολογιστεί µε ακρίβεια εάν γινόταν ανάλυση όλων των λύσεων 
των αντικειµενικών συναρτήσεων µε πολύ µικρό nadir_cutoff και ασφαλώς µε 
σηµαντική χρονική επιβάρυνση. Η δυσκολία που παρουσιάστηκε ήταν η εκτίµηση 
ενός συντελεστή που θα είναι αρκετά µικρός ώστε να περιλαµβάνονται όλες οι λύσεις 
αλλά όχι τόσο ώστε να αυξάνεται σηµαντικά ο χρόνος εκτέλεσης του προγράµµατος. 


Στην παρούσα εργασία βρέθηκε ένας τρόπος αποτελεσµατικής εκτίµησης του 
συντελεστή nadir_cutoff έπειτα από την µελέτη µέρους των δεδοµένων του 
προβλήµατος και εφαρµόστηκε σε ενεργειακά προβλήµατα εύρεσης βέλτιστων 
χαρτοφυλακίων χρηµατοδότησης τεχνολογιών χαµηλών εκποµπών µε πραγµατικά 
δεδοµένα. Η επέκταση της µεθόδου ονοµάζεται εδώ 2-Stage AUGMECON-Py. Η 
επέκταση της µεθόδου AUGMECON-Py σε µία βελτιωµένη εκδοχή (2-Stage 
AUGMECON-Py) αποδείχθηκε αρκετά αποτελεσµατική, ιδιαίτερα σε περιπτώσεις 
όπου είναι επιθυµητή η ανάλυση Monte Carlo των λύσεων ή που τα δεδοµένα έχουν 
µία ορισµένη σχέση µεταξύ τους (π.χ. γραµµική). Τα δεδοµένα συνήθως στα 
ενεργειακά προβλήµατα διαθέτουν τέτοιου είδους σχέσεις και έτσι θα 
πραγµατοποιούνται µειωµένοι χρόνοι εκτέλεσης της 2-Stage AUGMECON-Py µε 
µεγάλη ακρίβεια ως προς την πληρότητα των λύσεων.


Οι νέες προγραµµατιστικές συναρτήσεις που δηµιουργήθηκαν για την εφαρµογή 
αυτής της ιδέας είναι απλές και εύκολα εφαρµόσιµες οπότε προτίθενται 
συµπληρωµατικά στο σύνολο του κώδικα της AUGMECON-Py. Ένας επιδέξιος και 
έµπειρος προγραµµατιστής µπορεί να επηρεάσει δραστικά την απόδοση µίας µεθόδου 
βελτιστοποίησης και ενός εργαλείου λήψεων αποφάσεων όπως η AUGMECON-Py 
µε ακόµα περισσότερους τρόπους.


Έπειτα από την πειραµατική µελέτη που πραγµατοποιήθηκε σε ενεργειακό πρόβληµα 
µε πραγµατικά δεδοµένα αλλά και µε τυχαία δεδοµένα αναδείχτηκε το χρονικό 
όφελος από τη χρήση της 2-Stage AUGMECON-Py. Στο παρακάτω γράφηµα 
(Γράφηµα 5.1) φαίνεται το χρονικό µειονέκτηµα σε ποσοστό όταν χρησιµοποιείται η 
AUGMECON-Py έναντι της 2-Stage AUGMECON-Py σε πείραµα µε ανάλυση 
Monte-Carlo 100 επαναλήψεων. Σε µία µέση περίπτωση όπου ο χρήστης θα 
χρησιµοποιούσε έναν δείκτη nadir_cutoff = 0.7 τότε θα χρειαζόταν 13,2% 
περισσότερο χρόνο µε την AUGMECON-Py. Ωστόσο, αν επιθυµούσε την σιγουριά 
για την πληρότητα τον λύσεων και έτρεχε το πρόγραµµα µε χαµηλό nadir_cutoff = 
0.1 τότε θα χρειαζόταν 37,6% περισσότερο χρόνο µε την AUGMECON-Py. Στην 
αντίστοιχη περίπτωση µε το πρόβληµα µε τυχαία δεδοµένα, εάν γινόταν η εκτέλεση 
του προγράµµατος µε έναν πιθανό συντελεστή nadir_cutoff = 0.7 θα χρειαζόταν 
19,6% περισσότερος χρόνος µε την AUGMECON - Py ενώ µε nadir_cutoff = 0.1 για 
την βεβαιότητα στην πληρότητα λύσεων θα χρειαζόταν 96,9% περισσότερος χρόνος.
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Γράφηµα 5.1: Χρονικό Μειονέκτηµα (%) µε την Χρήση της AUGMECON-Py έναντι 
της 2-Stage AUGMECON-Py


Συµπεραίνοντας, υπάρχει πολύ σηµαντικό όφελος από την 2-Stage AUGMECON-Py 
τόσο όσον αφορά τον χρόνο όσο και την σιγουριά για την πληρότητα του συνόλου 
των κατα Pareto βέλτιστων λύσεων.


5.2 Γενικά Συµπεράσµατα για τη 
Βελτιστοποίηση

Πέρα από τα υπολογιστικά αποτελέσµατα που βρέθηκαν και σχολιάστηκαν στο 
Κεφάλαιο 3 υπάρχουν ορισµένες ενδιαφέρουσες παρατηρήσεις που µπορούν να 
γίνουν. Γενικά η επιστήµη της βελτιστοποίησης χρειάζεται πέρα από καλή θεωρητική 
ανάλυση και καλή πρακτική γνώση. Εάν ο χρήστης που θα τρέξει για παράδειγµα το 
πρόγραµµα της AUGMECON-Py έχει µεγάλη εµπειρία σε προβλήµατα που 
σχετίζονται µε ανανεώσιµες πηγές ενέργειας τότε θα µπορεί να ορίσει πολύ καλύτερα 
την ανοχή σε λύσεις που αυτός επιθυµεί να έχει. Ακόµα και µία παρατήρηση µέρους 
των λύσεων όπως αυτές προέκυπταν µε την αλλαγή των συντελεστών θα µπορεί να 
φανεί ιδιαίτερα χρήσιµη για τον αποφασίζοντα. Ορισµένες φορές η µορφή των 
δεδοµένων είναι τέτοια όπου µπορεί κανείς να κρίνει για παράδειγµα µε τι 
συντελεστή nadir cutoff θα τερµατίσει το πρόγραµµα σε σχετικά γρήγορο χρόνο και 
δεν θα χαθεί σηµαντική πληροφορία.
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Η εµπειρία του παρατηρητή µπορεί να είναι κρίσιµη ακόµα και για τον τρόπο που θα 
συλλεχθούν τα δεδοµένα και πως θα διαµορφωθούν έπειτα για να µπορούν να 
αναγνωριστούν σωστά και να χρησιµοποιηθούν αποδοτικά από ένα πρόγραµµα 
υπολογιστή. Ακόµα, µπορεί να γνωρίζει ποια κριτήρια είναι πιο σηµαντικά ή για 
ποιες αντικειµενικές συναρτήσεις είναι σηµαντικό να γνωρίζουµε το σύνολο των 
λύσεων που τις περιλαµβάνουν και εποµένως να διαλέξει χειροκίνητα στο πρόγραµµα 
της AUGMECON-Py µία συγκεκριµένη σειρά των αντικειµενικών. 


Εντέλει, η εµπειρία, η αντίληψη και η φαντασία στην συγκεκριµένη περίπτωση είναι 
εξίσου σηµαντικές µε την καλή θεωρητική γνώση. Θα µπορούσε κανείς να συνοψίσει 
τα παραπάνω µε τις ακόλουθες φράσεις:


“Η βελτιστοποίηση δεν είναι µόνο µαθηµατικά αλλά και τέχνη”

“Optimization is not only mathematics but also art”


“Οι καλύτεροι θεωρητικοί είναι οι καλύτεροι στην εφαρµογή της θεωρίας”

"Best theoriticians are best practicians”


5.3 Προοπτικές Εργασίας


Η παρούσα εργασία ασχολήθηκε µε την εφαρµογή της µεθόδου AUGMECON-Py και 
επεκτάσεις της για την µελέτη ενεργειακών πολιτικών σχετικά µε τις ανανεώσιµες 
πηγές διαφόρων µεγεθών δεδοµένων και σε πείραµα µε τυχαία δεδοµένα. Στο µέλλον 
είναι σηµαντικό να γίνουν ακόµα περισσότερες εφαρµογές προκειµένου για να 
αποτελέσουν κίνητρο για επιπλέον βελτιώσεις. Μία από αυτές είναι η µελέτη ενός 
case study µε που να συγκρίνει ενεργειακές πολιτικές διαφόρων κρατών λαµβάνοντας 
υπόψιν χαρακτηριστικά τους όπως ο πληθυσµός και το Α.Ε.Π. ανά κάτοικο σε σχέση 
µε τον χρόνο. Λόγω της συνθετότητας του προβλήµατος, η νέα µέθοδος 2-Stage 
AUGMECON-Py η οποία εισήχθη στην παρούσα εργασία ενδείκνυται να βρίσκει τις 
Pareto λύσεις του προβλήµατος σε αρκετά καλό χρόνο.


Ορισµένες ακόµα ενδιαφέρουσες προεκτάσεις τις εργασίας είναι οι ακόλουθες. 

1) Εύρεση του ιδανικού ποσοστού των δεδοµένων που είναι αρκετό να αναλυθούν 

στο πρώτο στάδιο της νέας µεθόδου 2-Stage AUGMECON-Py προκειµένου να 
βρεθεί µία ικανοποιητική προσέγγιση του συντελεστή cmin που να παρέχει τον 
καλύτερο χρόνο εκτέλεσης και την µέγιστη δυνατη πληρότητα λύσεων στο 
στάδιο 2 της µεθόδου.


2) Εύρεση της κατάλληλης στρατηγικής για την αντιµετώπιση προβληµάτων που 
έχουν ακανόνιστα µέτωπα Pareto όπως για παράδειγµα η περίπτωση που 
µελετήθηκε µε τα τυχαιοποιηµένα δεδοµένα στο ενεργειακό πρόβληµα 
(Κεφάλαιο 4.2).
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3) Εφαρµογή της 2-Stage AUGMECON-Py που εισήχθη στην παρούσα εργασία σε 
ένα άλλο ήδη υπάρχον σύνθετο πρόβληµα πολυστοχικού προγραµµατισµού µε 
πραγµατικά δεδοµένα, καταγραφή του χρονικού οφέλους της νέας µεθόδου και 
σύγκριση του αριθµού των Pareto λύσεων.
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Κώδικας για την Επιλογή Μέρους των 
Δεδοµένων

import pandas as pd


def process_excel(input_file, n):

    # Load the Excel file

    xls = pd.ExcelFile(input_file)


    # Dictionary to store dataframes for each sheet

    sheet_dict = {}


    # Process each sheet

    for sheet_name in xls.sheet_names:

        df = pd.read_excel(input_file, sheet_name=sheet_name)

        

        # Select columns starting from the second column and keep every n-th column

        selected_columns = [df.columns[0]] + df.columns[1::n].tolist()

        df_new = df[selected_columns]

        

        # Store the processed dataframe in the dictionary

        sheet_dict[sheet_name] = df_new


    # Create a new file name

    new_file = input_file.replace('.xlsx', '_new.xlsx')


    # Save the processed dataframes to a new Excel file

    with pd.ExcelWriter(new_file, engine='openpyxl') as writer:

        for sheet_name, df_new in sheet_dict.items():

            df_new.to_excel(writer, sheet_name=sheet_name, index=False)


    print(f"Processed file saved as {new_file}")


# Example usage

input_file = '/Users/panagiotispapavassilopoulos/Desktop/PythonVenv/Augmecon-
Py_improved/input/sample_input.xlsx'  # Replace with your input file

n = 5  # Replace with the desired n-th column interval

process_excel(input_file, n)
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Κώδικας για την Εύρεση της Ελάχιστης Τιµής 
Pareto λύσης για κάθε Αντικειµενική 
Συνάρτηση

import pandas as pd


def find_min_values(input_file):

    # Load the Excel file

    df = pd.read_excel(input_file)


    # Columns of interest

    columns_of_interest = ["first_objective", "second_objective", "third_objective"]


    # Initialize a list to store the minimum values

    min_values = []


    # Find the minimum values for the specified columns

    for col in columns_of_interest:

        if col in df.columns:

            min_values.append(df[col].min())

        else:

            print(f"Column '{col}' not found in the Excel file.")

            min_values.append(None)  # Append None if the column is not found


    # Return the minimum values in the specified order

    return min_values


# Example usage

# Replace with your input file

input_file = '/Users/panagiotispapavassilopoulos/Desktop/PythonVenv/Augmecon-
Py\output\out_sample_input_2024-05-28 20-21-00.961897.xlsx'  


min_values = find_min_values(input_file)

print(f"Minimum values in the order of 'first_objective', 'second_objective', 
'third_objective': {min_values}")
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