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Περίληψη

Αντικείµενο της παρούσας διπλωµατικής εργασίας είναι η ανάπτυξη µιας µεθόδου τοπο-
ϑέτησης ενός ϱοµποτικού χεριού πάνω σε ένα ελλειψοειδές αντικείµενο µε στόχο την εκτέλεση
επιθυµητών κινήσεων (task-oriented) καθώς και η σύγκρισή της µε υπάρχουσες µεθόδους.
Το ϑέµα αυτό περιγράφεται µαθηµατικά από ένα πρόβληµα ϐελτιστοποίησης. Η έρευνα ξε-
κινά µε την µελέτη και την ανάλυση κριτηρίων που σχετίζονται αποκλειστικά µε τα σηµεία
επαφής. Στη συνέχεια, εισάγουµε το µοντέλο και την κινηµατική ενός απλού ϱοµποτι-
κού χεριού µε τρία δάκτυλα µε σκοπό να ασχοληθούµε µε κριτήρια που περιλαµβάνουν
την διάταξη του στον χώρο. Ασχολούµαστε µε το πρόβληµα ύπαρξης λύσης των εξισώσεων
κινηµατικής για δεδοµένα σηµεία επαφής καθώς και τον προσδιορισµό τυχαίων αρχικών
σηµείων για αλγορίθµους ϐελτιστοποίησης. Συγκεκριµένα, αποδεικνύουµε αναλυτικά ότι η
ύπαρξη λύσης δεν εξαρτάται από τις γωνίες του τριγώνου που σχηµατίζεται από τα σηµεία
επαφής, αλλά µόνο από το µέγεθος του αντικειµένου. ΄Επειτα, προσδιορίζουµε τον ελάχιστο
αριθµό µεταβλητών µε τις οποίες µπορούµε να λύσουµε το πρόβληµά µας ώστε να µειώσουµε
την διάσταση του χώρου αναζήτησης καθώς και τους περιορισµούς του προβλήµατος. Με-
λετάµε επίσης την συµπεριφορά των κριτηρίων και δείχνουµε που αναµένουµε να τείνει ο
αλγόριθµος ϐελτιστοποίησης στην ϑεωρητική «ιδανική» περίπτωση (σύγκλιση σε ολικό ελάχι-
στο). Τέλος, εφαρµόζουµε πειραµατικά τις µεθόδους µας στο πρόβληµα τοποθέτησης του
ϱοµποτικού χεριού για δεδοµένο διάνυσµα επιθυµητής εξωτερικής δύναµης και ϱοπής και
επιβεβαιώνουµε τα ϑεωρητικά αποτελέσµατα που προέκυψαν.

Λέξεις Κλειδιά

Ροµποτική Λαβή, Ροµποτικό Χέρι, Κινηµατική Ανοιχτής Αλυσίδας, Βελτιστοποίηση, ∆ια-
δοχικός Τετραγωνικός Προγραµµατισµός, Κλειστότητα ως προς ∆ύναµη, Ιακωβιανή Ροµπο-
τικού Χεριού, Πίνακας Λαβής
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Abstract

The goal of this thesis is the development of a method for determining the optimal
initial position of a robotic hand on an ellipsoidal object, subject to a sequence of desired
forces and torques that we want to exert on the object, as well as its comparison with
existing methods. This task is formulated as an optimization problem. The research
begins with the study and analysis of criteria that depend exclusively on the contact
points. Next, we introduce the model and kinematics of a simple three-fingered robotic
hand in order to include criteria related to the configuration of the hand in space. We then
tackle the problem of the existence of solutions to the kinematic equations of the robotic
hand for given contact points and the determination of random feasible initial points for
the optimization algorithms. Specifically, we prove analytically that the existence of a
solution depends only on the size of the object and not on the angles of the triangle that
is formed by the contact points. Following that, we determine the minimum number
of the optimization variables in order to reduce both the dimension of the search space
and the number of the problem’s constraints. We also study the behaviour of several
criteria and show the expected outcome of the algorithm in the theoretical ((idealized))
case (convergence to global minimum). Finally, we apply our methods experimentally to
the problem of determining the position of a robotic hand given a desired action vector
and we validate the theoretical results obtained.

Keywords

Robotic Grasping, Robotic Hand, Kinematics of Open Chains, Optimization, Sequen-
tial Quadratic Programming, Force Closure, Hand Jacobian, Grasp Matrix
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Από τα πρώτα χρόνια ανάπτυξής της, η επιστήµη της ϱοµποτικής έχει σαν κεντρικό της
στόχο τη διευκόλυνση του ανθρώπου. Ξεκινώντας από τη ϐιοµηχανική παραγωγή,

υποκαθιστώντας ή συµπληρώνοντας τον εργάτη σε επίπονες και επαναλαµβανόµενες εργα-
σίες, οι ϱοµποτικές συσκευές έχουν περάσει πλέον και στην καθηµερινότητά µας, µε στόχο
την εκτέλεση εργασιών οι οποίες απαιτούν πιο λεπτοµερείς χειρισµούς και αυξηµένο ϐαθµό
δεξιότητας.

Πολλές καθηµερινές εργασίες απαιτούν επιδέξιο χειρισµό αντικειµένων (dexterous ma-
nipulation) και όχι απλή ακινητοποίηση ή µεταφορά. Στην περίπτωση αυτή το τελικό στοιχείο
δράσης του ϱοµπότ (end - effector) αποτελείται από δύο ή παραπάνω ανοιχτές κινηµατικές
αλυσίδες (open kinematic chains) των οποίων η αρχή ϐρίσκεται στη ϐάση του τελεστή. Οι
αλυσίδες αυτές σχηµατίζουν ένα ϱοµποτικό χέρι (robotic hand). Ο αριθµός των ϐαθµών
ελευθερίας (degrees of freedom) των αλυσίδων αυτών εξαρτάται από τη σχεδίαση και τον
εσωτερικό µηχανισµό του ϱοµπότ και µπορεί να διαφέρει µεταξύ των µηχανών.

Χειρισµός µε ϱοµποτικό χέρι - Προκλήσεις

Προκειµένου ένα ϱοµποτικό χέρι να µπορέσει να εκτελέσει µια εργασία (task) µε ασφαλή
και αποδοτικό τρόπο είναι απαραίτητο να µη χάνει επαφή µε το χειριζόµενο αντικείµενο
κατά τη διάρκεια της κίνησης, να µπορεί να αντισταθεί σε εξωτερικές διαταραχές και να
η τοποθέτησή του να διευκολύνει την εκτέλεση του επιθυµητού χειρισµού (task - oriented
configuration) αποφεύγοντας την επιβάρυνση των αρθρώσεών του µε µεγάλες ϱοπές.

΄Ενα ακόµη σηµαντικό πρόβληµα που πρέπει να αντιµετωπιστεί προκειµένου να επιτευ-
χθεί µια λαβή, είναι αυτό του προσδιορισµού του σχήµατος του αντικειµένου, ιδιαίτερα στην
περίπτωση της αναλυτικής προσέγγισης, αφού η επιφάνεια των περισσότερων αντικειµένων
δεν περιγράφεται εύκολα από κάποια συνάρτηση, ειδικά όταν αυτή επιθυµούµε να είναι συ-
νεχής ή παραγωγίσιµη. Για τον λόγο αυτό, πολλά αντικείµενα προσεγγίζονται από σχήµατα
ή δέντρα σχηµάτων µε απλές µαθηµατικές περιγραφές. Για παράδειγµα, σε εργασίες που
σχετίζονται µε τη γεωργία, η επιφάνεια προϊόντων όπως τα µανιτάρια µπορεί να περιγρα-
ϕεί µε µικρό σφάλµα από εξισώσεις ελλειψοειδούς [1], [2]. Προκειµένου να διευκολυνθεί
ή ανάλυση και να µελετηθούν οι ιδιότητες της λαβής, η εργασία αυτή ακολουθεί την πα-
ϱαπάνω προσέγγιση, δηλαδή τα αντικείµενα µε τα οποία ϑα ασχοληθούµε, υποθέτουµε ότι
είναι ελλειψοειδή.
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(αʹ) Southampton Robotic Hand (ϐʹ) Allegro Robotic Hand

(γʹ) Robonaut Hand

Εικόνα 1.1: ∆ιάφορα Μοντέλα Ροµποτικών Χεριών
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Το πρόβληµα του επιδέξιου χειρισµού αντικειµένων, στο σύνολό του, συνδυάζει τους
περισσότερους τοµείς της ϱοµποτικής, του ελέγχου, της ϐελτιστοποίησης και της ϑεωρίας
συστηµάτων γενικότερα. Λόγω λοιπόν της µεγάλης έκτασης που µπορεί να πάρει, ϑεωρούµε
ότι το πρόβληµα της αρχικής τοποθέτησης του χεριού στο αντικείµενο, δηλαδή µιας στατικής
λαβής, είναι ένα διαφορετικό ϐήµα από τον χειρισµό του αντικειµένου και µπορεί να προ-
σεγγιστεί χωρίς να ασχοληθούµε µε το πρόβληµα ελέγχου. Η τοποθέτηση ενός ϱοµποτικού
χεριού σε ένα αντικείµενο µπορεί να περιγραφεί σαν πρόβληµα ϐελτιστοποίησης µε περιο-
ϱισµούς, το οποίο έχει αναλυθεί εκτενώς στη διεθνή ϐιβλιογραφία και έχουν προταθεί πολλά
διαφορετικά κριτήρια. Πολλά από αυτά, αν όχι τα περισσότερα, σχετίζονται αποκλειστικά
µε την ευστάθεια και την ευρωστία της λαβής, χωρίς να λαµβάνουν υπόψη την επιθυµητή
εργασία. Πρέπει να σηµειωθεί ότι οι προσεγγίσεις αυτές είναι απολύτως λογικές, καθώς η
αβεβαιότητα είναι σηµαντικός παράγοντας στην τοποθέτηση των δακτύλων σε συγκεκριµένα
σηµεία της επιφάνειας και ϕυσικά µια ευσταθής λαβή µπορεί να εκτελέσει οποιαδήποτε
κίνηση και να ασκήσει δύναµη ή ϱοπή προς οποιαδήποτε κατεύθυνση.

Αντικείµενο Εργασίας - Κίνητρο Αντικείµενο αυτής της εργασίας είναι η µελέτη του
προβλήµατος στατικής λαβής ενός ελλειψοειδούς αντικειµένου, η παρουσίαση των κριτηρίων
και η κατασκευή ενός task - oriented κριτηρίου διαισθητικά κατανοητού και απλού σε
υπολογισµό. Πιο συγκεκριµένα, δεδοµένων δυνάµεων και ϱοπών που πρέπει να ασκηθούν
στο αντικείµενο, τη ϑέση του αντικειµένου στο χώρο και το µοντέλο του ϱοµποτικού χεριού,
αναζητούµε την ιδανική αρχική διάταξη του χεριού (σηµεία επαφής και πόζα) έτσι ώστε η
Ϲητούµενη κίνηση να εκτελεστεί µε τον αποδοτικότερο τρόπο.

Βασικό ϱόλο στην διαµόρφωση της κατεύθυνσης και των στόχων της εργασίας έπαιξε το
πρόβληµα σύνθεσης λαβής στο ερευνητικό έργο SoftGrip [3], [4], [5] και οι επιστηµονικές
προκλήσεις που αυτό καλείται να αντιµετωπίσει. Οι ιδέες και η περιγραφή του προβλήµα-
τος µας (ελλειψοειδή αντικείµενα) αναπτύχθηκαν λαµβάνοντας υπόψη το έργο αυτό και τις
πρακτικές του εφαρµογές (γεωργία). Κεντρικό ϑέµα αυτών είναι η αυτόµατη συγκοµιδή γε-
ωργικών προϊόντων (εδώ µανιταριών) µε τη χρήση ϱοµποτικών χεριών. Από τον ορισµό του
προβλήµατος είναι ϕανερό ότι οι επιθυµητές κινήσεις ϐρίσκονται στο επίκεντρό του και είναι
αναγκαίο να ληφθούν υπόψη. Η ϐέλτιστη λύση µπορεί να οριστεί µε ϐάση διάφορα κριτήρια,
πολλά από τα οποία ϑα αναφερθούν παρακάτω, αλλά η συγκεκριµένη εργασία εστιάζει έντο-
να στο µέγεθος των δυνάµεων επαφής και των ϱοπών στις αρθρώσεις του ϱοµποτικού
χεριού, καθώς τα µεγαλύτερα προβλήµατα που καλούµαστε να αντιµετωπίσουµε στο πλαίσιο
αυτό είναι η ευαίσθητη επιφάνεια του αντικειµένου και η εξοικονόµηση ενέργειας.

Συνεισφορά Εργασίας Στα πλαίσια της εργασίας επετεύχθησαν οι παρακάτω στόχοι (πολύ
συνοπτικά):

• Αναγνώριση και περιγραφή των Ϲητηµάτων που προκύπτουν κατά την ελαχιστοποίηση
των ϱοπών στις αρθρώσεις καθώς και µελέτη της επίδρασης επιπλέον κριτηρίων και
αυστηρότερων περιορισµών στο πρόβληµα αυτό.

• Ανάπτυξη νέας µεθοδολογίας η οποία στηρίζεται σε προϋπάρχουσες ιδέες της ϐιβλιο-
γραφίας και τις επεκτείνει, λαµβάνοντας υπόψη τις επιθυµητές κινήσεις.
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• Θεωρητικά αποτελέσµατα:

– Εύρεση τυχαίων σηµείων αρχικών σηµείων επαφής για αλγορίθµους ϐελτιστοπο-
ίησης.

– Ισοδυναµία κριτηρίων.

– Γενικότερα αποτελέσµατα πάνω στην µαθηµατική περιγραφή του προβλήµατος.

Οργάνωση του τόµου

Η εργασία αυτή είναι οργανωµένη σε οκτώ κεφάλαια : Στο Κεφάλαιο 2 δίνεται το ϑε-
ωρητικό υπόβαθρο των ϐασικών εννοιών και µαθηµατικών σχέσεων που σχετίζονται µε τη
διπλωµατική αυτή, καθώς και οι αναγκαίοι αλγόριθµοι και τα ϑεµελιώδη αποτελέσµατα
απαραίτητα για τη συνέχεια. Αρχικά περιγράφονται οι έννοιες, οι αναγκαίες και ικανές συν-
ϑήκες και οι αλγόριθµοι που σχετίζονται µε την ικανότητα της λαβής να ασκήσει δύναµη
στο αντικείµενο καθώς και τα µοντέλα τριβής. Στη συνέχεια παρουσιάζονται οι απαραίτητες
µαθηµατικές σχέσεις που σχετίζονται µε το ϱοµποτικό χέρι και τις δυνάµεις και ϱοπές που
ασκεί στο αντικείµενο. Τέλος, περιγράφονται ϐασικές έννοιες της ϑεωρίας ϐελτιστοποίησης
και του αλγορίθµου που χρησιµοποιείται. Στο Κεφάλαιο 3 περιγράφονται τα κριτήρια που
έχουν προταθεί σε σχετικές µε το ϑέµα εργασίες καθώς και τα χαρακτηριστικά του καθενός
(υπέρ και κατά). Στο Κεφάλαιο 4 παρουσιάζονται τα προτεινόµενα κριτήρια της εργασίας
και γίνεται ανάλυση του υπολογισµού και κάποιων ιδιοτήτων τους. Στο Κεφάλαιο 5 πε-
ϱιγράφεται και αναλύεται το µοντέλο του ϱοµποτικού χεριού το οποίο χρησιµοποιείται σε
αυτή την εργασία και υπολογίζονται τα µεγέθη που σχετίζονται µε αυτό. Η αναλυτική λύση
της αντίστροφης κινηµατικής του ϱοµποτικού χεριού δίνεται στο κεφάλαιο 6 και ακολουθεί
διερεύνηση ύπαρξης λύσεων για τυχαία αρχικά σηµεία επαφής. Στο Κεφάλαιο 7 γίνεται
σύνθεση των προηγούµενων αποτελεσµάτων και κατασκευάζεται ο συνολικός αλγόριθµος
υπολογισµού της ϐέλτιστης αρχικής διάταξης του χεριού. Η πειραµατική διαδικασία (προσο-
µοιώσεις) και τα αποτελέσµατά της δίνονται στο Κεφάλαιο 8. Τέλος, στον επίλογο (Κεφάλαιο
9) παρουσιάζονται η σύνοψη των πορισµάτων της εργασίας αυτής µαζί µε τη συνεισφορά της,
καθώς και πιθανές µελλοντικές επεκτάσεις.
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Κεφάλαιο 2

Μαθηµατική Περιγραφή Προβλήµατος

2.1 Form - Force Closure

Στην ενότητα αυτή ϑα αναλύσουµε τις ϐασικές έννοιες που αφορούν την ικανότητα µιας
λαβής να ακινητοποιεί αντικείµενα καθώς και τεχνικές οι οποίες ϑα µας επιτρέπουν να
εξακριβώνουµε εάν µια λαβή πληρεί αυτήν την προϋπόθεση.

Ορισµός 2.1. Θα λέµε ότι ένα σώµα ϐρίσκεται σε Form Closure όταν ένα σύνολο στατικών

περιορισµών ακινητοποιεί πλήρως το σώµα. [6]

Το σύνολο των περιορισµών στο οποίο αναφερθήκαµε νωρίτερα σχετίζεται µε το γεγονός ότι
η κίνηση δύο αντικειµένων που ϐρίσκονται σε επαφή περιορίζεται από την ιδιότητα της µη
διαπερατότητας των σωµάτων. Ο περιορισµός αυτός µπορεί για απλότητα να προσεγγιστεί
µε πρωτοβάθµιες µεθόδους και να περιγραφεί από µια ανισότητα της µορφής

f (θ, _θ, u, _u) ≥ 0 (2.1)

όπου το διάνυσµα θ περιγράφει τη διάταξη του ϱοµποτικού χεριού και το u τη διάταξη του
αντικειµένου στον χώρο εργασίας. Θεωρούµε ότι το χέρι παραµένει ακίνητο και περιοριζόµα-
στε στη µελέτη των δράσεων που ενεργούν πάνω στο αντικείµενο αγνοώντας την κινηµατική
ανάλυση του χεριού. Για την πρωτοβάθµια προσέγγιση του περιορισµού επαφής i γράφουµε

n̂i _u ≥ 0, n̂i =

 I3

C(pi)

 ni (2.2)

όπου C(pi) είναι ο πίνακας εξωτερικού γινοµένου που προκύπτει από το διάνυσµα ϑέσης της
επαφής i, pi , εκφρασµένο στο πλαίσιο του χεριού και ni το κάθετο διάνυσµα από την επαφή
i προς το κέντρο του αντικειµένου εκφρασµένο επίσης στο πλαίσιο του χεριού.

΄Ετσι προκύπτουν οι εξής τρεις περιπτώσεις :

1. Το αντικείµενο δε ϐρίσκεται σε form-closure εάν υπάρχει κίνηση του αντικειµένου
_u ώστε να µην παραβιάζεται κανένας περιορισµός :{

∃_u ∈ R∗d ,∀i ∈ {1, ..., nc} , n̂T
i _u > 0

}
(2.3)

2. Το αντικείµενο ϐρίσκεται σε form-closure πρώτου ϐαθµού εάν για κάθε κίνηση
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του αντικειµένου _u παραβιάζεται τουλάχιστον ένας περιορισµός :{
∀_u ∈ R∗d ,∃i ∈ {1, ..., nc} , n̂T

i _u < 0
}

(2.4)

3. ∆εν µπορούµε να αποφανθούµε για το αν το αντικείµενο ϐρίσκεται σε form-

closure όταν η πρώτη περίπτωση δεν ισχύει και υπάρχει κίνηση του αντικειµένου _u
τέτοια ώστε τα στοιχεία του n̂T

i _u να είναι ϑετικά ή µηδέν :{
∃_u ∈ R∗d ,∀i ∈ {1, ..., nc} , n̂T

i _u ≥ 0
}

(2.5)

Θεώρηµα 2.1. Για ένα επίπεδο σώµα απαιτούνται τουλάχιστον τέσσερις σηµειακές επαφές

για να ϐρεθεί σε force closure πρώτου ϐαθµού. Για ένα τρισδιάστατο σώµα ο αριθµός των

ελάχιστων επαφών αυξάνεται σε επτά.

Με πιο απλά λόγια η πρωτοβάθµια προσέγγιση του περιορισµού που επιβάλει µια επαφή,
ϑεωρεί την επαφή σηµειακή χωρίς να λαµβάνει υπόψιν ούτε τη γεωµετρία του αντικειµένου,
ούτε ενδεχόµενες δυνάµεις τριβής που αναπτύσσονται µεταξύ του δακτύλου και του σώµατος
αυτού. Η προσέγγιση αυτή είναι ιδιαίτερα αυστηρή και αποτυγχάνει στις οριακές περιπτώσεις
κύλισης και ολίσθησης.

Θεωρούµε το πρόβληµα κινηµατικού περιορισµού ενός κυκλικού δίσκου στο επίπεδο.
Ανεξαρτήτως του αριθµού των επαφών στο σύνορο του ϑα µπορεί πάντα να στραφεί γύρω από
το κέντρο του. Αντίστοιχα σώµατα στον τρισδιάστατο χώρο είναι οι σφαίρες και τα ελλειψοειδή
(γενικότερα επιφάνειες που προκύπτουν από την πλήρη περιστροφή µιας καµπύλης γύρω
από τον άξονα της). Στο σχήµα 2.1 η ανάλυση πρώτου ϐαθµού προβλέπει ότι το σώµα το
οποίο συγκρατείται από τρεις επαφές µπορεί να περιστραφεί γύρω από τον εαυτό του. Με
ανάλυση ανώτερου ϐαθµού όµως (λαµβάνοντας υπόψιν τη γεωµετρία του αντικειµένου) ϑα
διαπιστώναµε ότι το σώµα ϐρίσκεται στην πραγµατικότητα σε form-closure.

•

Σχήµα 2.1: Τρεις επαφές συγκρατούν σε form-closure ένα τριγωνικό αντικείµενο

Μπορούµε να γράψουµε τώρα ένα απλό πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού µε
το οποίο µπορούµε να ελέγξουµε εάν ένα αντικείµενο ϐρίσκεται σε form-closure πρώτου
ϐαθµού.

Αλγόριθµος ελέγχου πρωτοβάθµιου form-closure [7] ΄Εστω F =
[
F1 F2...Fj

]
∈ Rn×j ο

πίνακας του οποίου τις στήλες αποτελούν οι j δράσεις στις επαφές (δυνάµεις και ϱοπές κατά
τον άξονα που συνδέει την επαφή µε το κέντρο του αντικειµένου). Για τρισδιάστατα σώµατα
έχουµε n = 6 και για επίπεδα σώµατα n = 3. Οι επαφές οδηγούν σε form-closure εάν
υπάρχει διάνυσµα ϐαρών k ∈ Rj, k ≥ 0 τέτοιο ώστε Fk + Fext = 0 για κάθε Fext ∈ R

n.
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Για να ϐρίσκεται το σώµα σε form-closure είναι αναγκαίο ο πίνακας F να είναι πλήρους
ϐαθµού (rank(F) = n). ΄Οταν ο πίνακας F είναι πλήρους ϐαθµού τότε η ικανοποίηση της
συνθήκης κλειστότητας ισοδυναµεί µε την ύπαρξη αυστηρώς ϑετικού διανύσµατος ϐαρών
k > 0 τέτοιο ώστε Fk = 0. Εποµένως, το πρόβληµα γράφεται στην παρακάτω µορφή:

find k
minimizing 1T k
subject to : Fk = 0

ki ≥ 1, i = 1, ..., j,

(2.6)

όπου το 1 είναι ένα διάνυσµα µεγέθους j το οποίου τα στοιχεία είναι µονάδες. Αν ο πίνακας
F είναι πλήρους ϐαθµού και υπάρχει λύση στο πρόβληµα (2.6) τότε το σώµα ϐρίσκεται σε
form-closure αλλιώς όχι. Η συνάρτηση κόστους 1T k συµπεριλαµβάνεται ώστε να είναι το
πρόβληµα καλά ορισµένο ανεξαρτήτως αλγορίθµου επίλυσης που χρησιµοποιείται.

Τριβή Για την ανάπτυξη ενός πιο ακριβούς µοντέλου ανάλυσης της ευστάθειας µιας λαβής
ϑεωρούµε ότι οι επαφές είναι σηµειακές µε τριβή. ΄Ενα ευρέως διαδεδοµένο µοντέλο τρι-
ϐής είναι η τριβή Κουλόµπ (Coulomb friction). Η προσέγγιση αυτή ϑεωρεί ότι το µέτρο
της εφαπτοµενικής δύναµης τριβής ft που ασκείται από την επαφή, συνδέεται µε αυτό της
αντίστοιχης κάθετης δύναµης fn µέσω της ανισότητας ft ≤ µfn, όπου µ ο συντελεστής τρι-

ϐής. Η ισότητα ισχύει όταν το σώµα κυλάει ή γλιστράει στην αντίστοιχη επαφή. Συχνά
ορίζονται δύο συντελεστές τριβής, ο στατικός µs και ο συντελεστής τριβής ολίσθησης µk, µε
µs ≥ µk. Στην ανάλυση που ακολουθεί ϑα χρησιµοποιήσουµε το µοντέλο Κουλόµπ για να
περιγράψουµε την τριβή στις επαφές, αλλά, καθώς ενδιαφερόµαστε για στατικές λαβές, ϑα
ϑεωρήσουµε µόνο έναν συντελεστή τριβής µ για τον οποίο ισχύει 0 < µ ≤ 1. Το µοντέλο αυτό
δίνει λογικά αποτελέσµατα για σκληρά, στεγνά υλικά. Υπάρχουν διάφορα µοντέλα τριβής
τα οποία προσεγγίζουν τη συµπεριφορά συγκεκριµένων τύπων υλικών. Ορισµένα από αυτά
παρουσιάζονται παρακάτω [8]:

1. Viscous friction: Η τριβή είναι ανάλογη της ταχύτητας ολίσθησης. Το µοντέλο αυτό
συνήθως συνδυάζεται µε την τριβή Κουλόµπ για να καλύψει και τη στατική περίπτωση.

2. Φαινόµενο Stribeck: Η καµπύλη Stribeck αποτελεί ένα πιο πολύπλοκο µοντέλο
συσχέτισης της τριβής µε την ταχύτητα ολίσθησης. Παρόλο που ισχύει και στη στατική
περίπτωση, το µοντέλο αυτό περιέχει ενσωµατωµένα τα µοντέλα Κουλόµπ και Viscous.

3. Τριβή ανάλογη της µετατόπισης (Presliding displacement): Η τριβή περιγράφεται
από µια εξίσωση της µορφής

Ff (x) = −ktx

όπου Ff (x) η τριβή που αναπτύσσεται, kt είναι ο συντελεστής σκληρότητας (δυσκαµψίας
- stiffness) του υλικού και x η µετατόπιση.

΄Εχουν χρησιµοποιηθεί πιο πολύπλοκες περιγραφές της καµπύλης Stribeck όπως αυτή των
Hess και Soom ή αυτή του Tustin. Για µεγαλύτερη εµβάθυνση και εξέταση των µοντέλων
τριβής ο αναγνώστης ενθαρρύνεται να αναζητήσει την αντίστοιχη ϐιβλιογραφία (ϐλ. [9]).
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(αʹ) Coulomb friction model (ϐʹ) Viscous friction model

(γʹ) Stribeck friction model

Σχήµα 2.2: Μοντέλα Τριβής

Από εδώ και στο εξής και για όλη την υπόλοιπη εργασία ϑα χρησιµοποιούµε το µοντέλο
τριβής Κουλόµπ.

Θεωρώντας ότι το κάθετο διάνυσµα επαφής ταυτίζεται (τοπικά) µε τον άξονα z = [0 0 1]T ,
για τις εφαπτοµενικές δυνάµεις ϑα πρέπει να ισχύει√

f 2
x + f 2

y ≤ µfz, fz ≥ 0 (2.7)

Το σύνολο των δυνάµεων που ικανοποιούν την ανισότητα αυτή σχηµατίζουν τον κώνο

τριβής. Το σύνολο των δυνάµεων που µπορεί να ασκήσει η επαφή στο αντικείµενο ϐρίσκεται
εντός του κώνου τριβής. ΄Οταν το αντικείµενο δεν ολισθαίνει στην επαφή τότε η ασκούµε-
νη δύναµη µπορεί να ϐρίσκεται οπουδήποτε εντός του κώνου τριβής. ΄Οταν εµφανίζεται
ολίσθηση, η αντίστοιχη δύναµη ϐρίσκεται στο σύνορο του.
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P

Σχήµα 2.3: Κώνος τριβής στο επίπεδο

Ορισµός 2.2 (Κώνοι δράσεων). ΄Εχοντας επιλέξει πλαίσιο συντεταγµένων, µπορούµε να µε-

τατρέψουµε κάθε δύναµη f που ασκείται στο αντικείµενο σε δράση F = (p × f, f), η οποία

εκφράζει τη ϱοπή και τη δύναµη που ασκείται από την επαφή στο αντικείµενο. ∆εδοµένων δύο

δράσεων F1,F2, ο κώνος δράσεων που σχηµατίζεται από αυτές είναι ο χώρος που καλύπτει

ο ϑετικός γραµµικός συνδυασµός τους,WC = pos({F1,F2}). ΄Οταν πολλές επαφές ενεργούν

σε ένα σώµα το σύνολο των δράσεων που µπορούν να ασκηθούν στο σώµα αποτελείται από

την ένωση των επιµέρους κώνων δράσεων και του εσωτερικού του σύνθετου κώνου που σχηµα-

τίζεται, δηλαδή τον χώρο που καλύπτει ο ϑετικός γραµµικός συνδυασµών όλων των επιµέρους

κώνων δράσεων.

WC = pos ({WCi}) =

∑
i

kiFi |Fi ∈ WCi , ki ≥ 0


Γραµµικές Προσεγγίσεις Τριβής Ανάλογα µε την εφαρµογή µπορεί να είναι ϐολικό να
ϑεωρήσουµε ότι ένας κυκλικός κώνος τριβής µπορεί να προσεγγιστεί από έναν πολυεδρι-
κό κυρτό κώνο (polyhedral convex cone). ∆ύο συνηθισµένες προσεγγίσεις είναι αυτές του
εγγεγραµµένου και του περιγεγραµµένου κώνου. ΄Οταν ο πολυεδρικός κώνος είναι εγγε-
γραµµένος στον κυκλικό, τότε υποτιµούµε τις δυνάµεις που µπορούν να ασκηθούν στο
αντικείµενο ενώ όταν ο πολυεδρικός κώνος είναι περιγεγραµµένος στον κυκλικό, τις υπερε-
κτιµούµε.

Ορισµός 2.3. ΄Εστω µία λαβή ενός αντικειµένου η οποία επιτυγχάνεται µέσα από n επαφές µε

τριβή. Η λαβή ϑα λέµε ότι είναι κλειστή ως προς δύναµη (force - closed) όταν σύνθετος κώνος

δράσεων που σχηµατίζεται περιέχει εξ ολοκλήρου τον χώρο δυνατών δράσεων. Με άλλα λόγια

κάθε εξωτερική δράση Fext ασκούµενη στο αντικείµενο µπορεί να εξισορροπιστεί από δυνάµεις

στις επαφές.

Αλγόριθµοι Ελέγχου Κλειστότητας ως προς ∆ύναµη

Σε αυτήν την ενότητα ϑα αναπτύξουµε κάποιους από τους πιο διαδεδοµένους στη ϐιβλιο-
γραφία τρόπους ελέγχου της κλειστότητας ως προς δύναµη µιας λαβής.
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΄Ενας προσεγγιστικός αλγόριθµος ελέγχου Μια απλή µέθοδος ελέγχου της κλειστότητας
µιας λαβής η οποία είναι προσεγγιστική για τρισδιάστατα αντικείµενα αλλά ακριβής για
επίπεδα στηρίζεται στον έλεγχο για form-closure που αναπτύχθηκε προηγουµένως [7]. Για
επίπεδα αντικείµενα κάθε κώνος τριβής παρέχει δύο ακµές και στην τρισδιάστατη περίπτωση
παρέχει τρεις ή περισσότερες, ανάλογα µε την πολυεδρική προσέγγιση που έχει επιλεγεί.
Κατασκευάζουµε τον n × j πίνακα F του οποίου οι στήλες είναι τα διανύσµατα δράσεων Fi

στις j επαφές, όπου n = 3 για επίπεδα αντικείµενα και n = 6 για τρισδιάστατα. Στη συνέχει
ο έλεγχος είναι ίδιος µε αυτόν για form-closure. Η λαβή είναι κλειστή ως προς δύναµη εάν :

• ο ϐαθµός του πίνακα F είναι n

• υπάρχει λύση στο πρόβληµα (2.6)

Για την ανάπτυξη της επόµενης µεθόδου ϑα χρειαστούµε την παρακάτω πρόταση [10].

Πρόταση 2.1. Η τοµή τριών επίπεδων κώνων τριβής δεν είναι κενή αν και µόνο αν για δύο

κώνους, το σηµείο τοµής δύο οριακών ευθειών τους δε ϐρίσκεται στο εξωτερικό του τρίτου κώνου

τριβής.

Εάν µια πλευρά του τριγώνου που σχηµατίζεται από τα τρία σηµεία επαφής τέµνει τον
κώνο τριβής µιας επαφής τότε η µεριά του κώνου που κείτεται στο εξωτερικό του τριγώνου δεν
παίζει ϱόλο στην κλειστότητα της λαβής ως προς δύναµη. Εποµένως, τα όρια του κώνου τριβής
πρέπει να µεταβληθούν και η πλευρά που ϐρίσκεται στο εξωτερικό του τριγώνου να ταυτιστεί
µε την πλευρά του τριγώνου. Ο Li [10] έχει περιγράψει έναν αλγόριθµο υπολογισµού των
νέων ορίων.

P1

P2P3

Σχήµα 2.4: Η πλευρά του τριγώνου επαφών
#      »
P1P3 ϐρίσκεται στο εσωτερικό του κώνου τριβής P1

.

Θεώρηµα 2.2. ΄Ενα τρισδιάστατο αντικείµενο περιορισµένο από 3 σηµειακές επαφές µε τριβή.

Η λαβή είναι κλειστή ως προς δύναµη αν και µόνο αν ο κώνος τριβής σε κάθε επαφή τέµνει

το επίπεδο S που σχηµατίζεται από τις επαφές σε κώνο και η λαβή στο επίπεδο S είναι κλειστή

ως προς δύναµη [7].

Στην περίπτωσή µας, το αντικείµενο είναι ελλειψοειδές και άρα κυρτό, συνεπώς ο υπο-
λογισµός της τοµής των κώνων τριβής µε το επίπεδο που σχηµατίζεται από τις επαφές είναι
ακόµα πιο εύκολος αφού κανένας κώνος δε ϑα έχει πλευρά στο εξωτερικό του αντικειµένου.
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Σχήµα 2.5: Κώνος τριβής και επίπεδο επαφής σε κυκλικό αντικείµενο

΄Εστω ότι οι ϑέσεις των τριών σηµείων επαφής δίνονται από τα διανύσµατα r⃗1, r⃗2, r⃗3. Ο
συντελεστής τριβής είναι µ, γνωστός. Σχηµατίζουµε τα διανύσµατα διαφορών

c⃗1 = r⃗3 − r⃗2

c⃗2 = r⃗2 − r⃗1
(2.8)

µε στόχο να υπολογίσουµε το κάθετο διάνυσµα του επιπέδου επαφών

n⃗ = c⃗1 × c⃗2 (2.9)

Για κάθε επαφή υπολογίζουµε το ϐοηθητικό διάνυσµα u⃗i = −r⃗i × n⃗ και στη συνέχεια το
διάνυσµα k⃗i = −u⃗i × n⃗. Υπολογίζουµε τις παρακάτω γωνίες :

α1 = cos−1
(
−k⃗i ·r⃗i

′

|k⃗i ||r⃗i |

)
α2 = cos−1

(
k⃗i ·r⃗i

′

|k⃗i ||r⃗i |

) (2.10)

Θέτουµε α = α1. Εάν α2 < α1 τότε α = α2 και k⃗i = −k⃗i . Τελικά, αν

α <
tan−1(µ)

2
(2.11)

τότε ο κώνος και το επίπεδο τέµνονται και η γωνία του κώνου τοµής είναι

θ = cos−1
[
2 cos

(µ

2

)2
· (1 + tan(α)2) − 1

]
(2.12)

Η διαδικασία ϕαίνεται στα παρακάτω σχήµατα.
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Σχήµα 2.6: ∆ιανύσµατα −r⃗i , n⃗, u⃗i µε πορτοκαλί, κόκκινο και µπλε χρώµα αντίστοιχα

Σχήµα 2.7: ∆ιάνυσµα k⃗i µε µαύρο χρώµα
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Σχήµα 2.8: Γωνία α µεταξύ διανυσµάτων −⃗ri και k⃗i

΄Εχοντας υπολογίσει τη γωνία του κώνου τοµής µε το επίπεδο επαφών είναι πολύ εύκολο
να εξετάσουµε εάν αυτή είναι µεγαλύτερη από τη γωνία στην κορυφή της συγκεκριµένης
επαφής και αν χρειάζεται να τη µικρύνουµε αναλόγως. Στη συνέχεια ελέγχουµε εάν η λαβή
είναι κλειστή ως προς δύναµη µε τη µέθοδο που περιγράψαµε παραπάνω [10].

Για την αποφυγή διατάξεων που ϑα οδηγούσαν σε λαβή µη-κλειστή ως προς δύναµη πρέπει
να επιλεγούν σηµεία επαφής τα οποία εγγυώνται τη συνθήκη αυτή µε όσο το δυνατόν µι-
κρότερη εξάρτηση από τον συντελεστή τριβής. Εποµένως, για να πετύχουµε καλές ιδιότητες
force closure επιλέγουµε επίπεδα επαφής τα οποία περιέχουν το κέντρο του αντικειµένου.

P
r

S

Σχήµα 2.9: Σηµεία επαφής και επίπεδο S

Αυτή η προσέγγιση απαιτεί την επιλογή διανύσµατος επιπέδου (2 µεταβλητές) καθώς και
τον υπολογισµό της τοµής του επιπέδου µε το ελλειψοειδές. Η καµπύλη που προκύπτει είναι
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έλλειψη. Εποµένως, για την επιλογή των σηµείων επαφής αρκεί να επιλέξουµε 3 γωνίες πάνω
στο ελλειψοειδές. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι το κέντρο του
αντικειµένου είναι το (0, 0, 0) και ότι οι άξονες ταυτίζονται µε τους x, y, z. ΄Ετσι η συνολική
διαδικασία προσδιορισµού των σηµείων επαφής είναι :

1. Υπολογίζουµε το κάθετο διάνυσµα του επιπέδου n⃗ από τις δύο γωνίες στροφής του

n⃗ = [cθsφ sθsφ cφ]T (2.13)

2. Αν nz , 0 τότε επιλέγουµε σηµέιο πάνω στο επίπεδο p⃗ = [0 1 − ny

nz
]T . Αλλιώς αν ny , 0

τότε p⃗ = [0 0 1]T , αλλιώς p⃗ = [1 0 0]T

3. Υπολογίζουµε τοπικό frame πάνω στο επίπεδο ως εξής :

x⃗plane =
p⃗

|p⃗|
(2.14)

y⃗plane = n × xplane (2.15)

΄Ετσι ο πίνακας περιστροφής που προκύπτει από τους τρεις αυτούς άξονες είναι ο

R = [x⃗plane y⃗plane n⃗] (2.16)

4. Ορίζουµε µεταβλητές kx και ky και

−→rot1 = R · [kx 0 0]T (2.17)
−→rot2 = R · [0 ky 0]T (2.18)

5. Λύνουµε τις εξισώσεις(
rot1x

r1

)2

+

(
rot1y

r2

)2

+

(
nx · rot1x + ny · rot1y

nzr3

)2

= 1 (2.19)(
rot2x

r1

)2

+

(
rot2y

r2

)2

+

(
nx · rot2x + ny · rot2y

nzr3

)2

= 1 (2.20)

ως προς τα kx και ky. Τα µήκη των ακτίνων της έλλειψης που σχηµατίζεται δίνονται από
τις απόλυτες τιµές των λύσεων. Με αυτή τη διαδικασία το σύνολο των µεταβλητών που
απαιτούνται για να προσδιορίσουµε 3 σηµεία επαφής είναι 5. Η απόδειξη του ισχυρισµού
πως η Ϲητούµενη έλλειψη υπολογίζεται µε τον παραπάνω τρόπο δίνεται στο Παράρτηµα Αʹ.

2.2 Εξισώσεις Ροµποτικής Λαβής

΄Εστω
−→
fci

(O) η δύναµη επαφής στο σηµείο Ci εκφρασµένη στο πλαίσιο αναφοράς Ro του
αντικειµένου. ΄Εστω επίσης :

•
−−→
fext

(O) η συνολική εξωτερική δύναµη που ασκείται στο αντικείµενο
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• −−→next
(O) η συνολική εξωτερική ϱοπή που ασκείται στο αντικείµενο

Λόγω στατικής ισορροπίας έχουµε:

nc∑
i=1

−→
fci

(O) = −
−−→
fext

(O) (2.21)

nc∑
i=1

(−→rci
(O) ×

−→
fci

(O)) = −−−→next
(O) (2.22)

όπου −→rci
(O) το διάνυσµα ϑέσης της επαφής Ci εκφρασµένο στο πλαίσιο του αντικειµένου.

Εκφράζουµε τώρα τις δυνάµεις επαφής στο πλαίσιο Rci της επαφής Ci . Τότε

f⃗ci

(O)
= RO

Ci
f⃗ci

(Ci ) (2.23)

όπου RO
Ci

ο πίνακας στροφής από το πλαίσιο συντεταγµένων Ci σε αυτό του αντικειµένου.
΄Ετσι προκύπτει τελικά ότι :

 RO
C1

... RO
Cn[

r⃗c1
(O)

]
RO

C1
...

[
r⃗cn

(O)
]

RO
Cn

︸                                       ︷︷                                       ︸
G


f⃗ci

(C1)

...

f⃗ci

(Cn)

 = −
 f⃗ (O)

ext

n⃗(O)
ext

 = −Fext (2.24)

Ο πίνακας ο οποίος πολλαπλασιάζει τα διανύσµατα δυνάµεων στις επαφές ονοµάζεται
πίνακας λαβής και συµβολίζεται µε G. Η εξίσωση (168) γράφεται σε συµπυκνωµένη µορφή

G · fc = −Fext (2.25)

και αποτελεί τη µία από τις δύο ϐασικές εξισώσεις της ϱοµποτικής λαβής που ϑα χρησιµο-
ποιήσουµε [11].

Ιακωβιανή Ροµποτικού Χεριού

Οι ϱοπές στις αρθρώσεις των ϱοµποτικών δακτύλων συνδέονται µε τις δυνάµεις στις ε-
παφές µέσω του ιακωβιανού πίνακα του ϱοµποτικού χεριού ή απλά της ιακωβιανής Jh . Η
εξίσωση που συνδέει τα µεγέθη αυτά αποτελεί τη δεύτερη ϐασική σχέση που ϑα χρησιµοποι-
ήσουµε και είναι η παρακάτω:

τ⃗ = JT
H · f⃗c (2.26)

όπου ϑα εκφράσουµε τελικά τις δυνάµεις στα πλαίσια των αντίστοιχων επαφών και τις ϱοπές
στο πλαίσιο του ϱοµποτικού χεριού.

Για τον υπολογισµό της ιακωβιανής πρέπει αρχικά να υπολογίσουµε τις επιµέρους ια-
κωβιανές των ϱοµποτικών δακτύλων Ji παραγωγίζοντας τις εξισώσεις που δίνουν τη ϑέση του
άκρου τους στον χώρο:

ṗ = Ji q̇i (2.27)

Στη συνέχεια πολλαπλασιάζουµε την εξίσωση αυτή µε τον πίνακα µετασχηµατισµού στροφής
που συνδέει το πλαίσιο συντεταγµένων του δακτύλου fi µε αυτό της επαφής Ci , R(Ci )

fi
, ώστε να
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εκφράσουµε τις ταχύτητες στο πλαίσιο της αντίστοιχης επαφής. Ο πίνακας που προκύπτει
από τον πολλαπλασιασµό αυτόν είναι ο :

Jhi = BT
ci
·

R(Ci )
fi

03×3

03×3 R(Ci )
fi

 · Ji (2.28)

Στη συνέχεια µπορούµε να γράψουµε τη συνολική ιακωβιανή του ϱοµποτικού χεριού ως
εξής :

Jh =


Jh1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · Jhn

 . (2.29)

Η σχέση που συνδέει τις ταχύτητες στις αρθρώσεις µε την ταχύτητα του αντικειµένου προ-
κύπτει ότι είναι :

Jh q̇ = GT Vo (2.30)

όπου Vo η ταχύτητα του αντικειµένου εκφρασµένη στο πλαίσιο συντεταγµένων του. Σε αυτό
το σηµείο είµαστε σε ϑέση να αναλύσουµε τα κριτήρια που χρησιµοποιούνται συχνά σε
παρόµοιες εργασίες.

Αντίστοιχα µε την εξίσωση (2.26) οι ταχύτητες στα ακροδάχτυλα f⃗ συνδέονται µε τις
ταχύτητες των αρθρώσεων θ⃗ µέσω της εξίσωσης

v⃗ = Jh
˙⃗θ (2.31)

Μπορούµε επίσης να υπολογίσουµε την ταχύτητα του αντικειµένου _x από τις ταχύτητες στις
επαφές µέσω της εξίσωσης

_x =
(
GT

)+
v⃗ +N(GT )v⃗0 (2.32)

όπου N(GT ) ο πίνακας του οποίου οι στήλες σχηµατίζουν µια ϐάση του µηδενοχώρου του
πίνακα λαβής και v⃗0 ένα τυχαίο διάνυσµα. ΄Οταν N(GT ) = 0 η σχέση απλοποιείται στην

_x =
(
GT

)+
v⃗ (2.33)

Ορίζοντας τον πίνακα
H = (GT )+Jh (2.34)

µπορούµε να συσχετίσουµε τις ταχύτητες στις αρθρώσεις µε την ταχύτητα του αντικειµένου
µέσω της σχέσης

ẋ = H ˙⃗θ (2.35)
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Σχήµα 2.10: Σχέσεις µεταξύ των χώρων αρθρώσεων, επαφών και αντικειµένου

2.3 Βελτιστοποίηση - Sequential Quadratic Programming (SQP)

Το πρόβληµα ϐελτιστοποίησης το οποίο προκύπτει είναι µη γραµµικό µε περιορισµούς.
Γι΄ αυτό τον λόγο ο αλγόριθµος ϐελτιστοποίησης που εξετάζεται και αναλύεται είναι ο διαδο-

χικός τετραγωνικός προγραµµατισµός (sequential quadratic programming).
Θεωρούµε ότι το πρόβληµα ϐελτιστοποίησης περιγράφεται ως εξής :

minimize
x

f (x)

subject to :
h(x) = 0
g(x) ≤ 0

(2.36)

Υποθέτουµε επίσης ότι το πρόβληµα περιέχει τουλάχιστον έναν µη γραµµικό περιορισµό.

Η κλίση µιας ϐαθµωτής συνάρτησης f (x) συµβολίζεται µε ∇f (x) και τον ίδιο τελεστή (∇)
χρησιµοποιούµε για να συµβολίσουµε και την ιακωβιανή µήτρα µιας διανυσµατικής συνάρ-
τησης. Ο εσσιανός πίνακας (Hessian) µιας ϐαθµωτής συνάρτησης είναι η συµµετρική µήτρα
της οποίας το στοιχείο (i, j) υπολογίζεται ως

Hf (x)i,j =
∂2f (x)
∂xi∂xj

Θεωρούµε επίσης τη Λαγκραντζιανή (Lagrangian) του προβλήµατος ϐελτιστοποίησης η οποία
γράφεται

L(x, u, v) = f (x) + uT h(x) + vT g(x) (2.37)

όπου τα u, v είναι τα διανύσµατα πολλαπλασιαστών. Ονοµάζουµε ενεργούς περιορισµούς
σε κάποιο σηµείο x το σύνολο των ανισοτικών περιορισµών οι οποίοι ικανοποιούνται σαν
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ισότητες, δηλαδή τα στοιχεία i του g(x) για τα οποία ισχύει gi(x) = 0. Συµβολίζουµε το
σύνολο αυτό µε I(x). Ονοµάζουµε G τον πίνακα ο οποίος αποτελείται από τον πίνακα ∇h(x)
και από τις στήλες ∇gi(x), gi(x) ∈ I.

Πρόταση 2.2. Υποθέτουµε ότι οι συναρτήσεις του προβλήµατος ϐελτιστοποίησης είναι 2 ϕορές

συνεχώς παραγωγίσιµες. Για κάποιο σηµείο x∗ υποθέτουµε ότι ισχύουν τα παρακάτω:

1. Υπάρχουν διανύσµατα u∗, v∗ > 0 τέτοια ώστε

∇L(x∗, u∗, v∗) = ∇f (x) + ∇h(x∗)u∗ + g(x∗)v∗ = 0, h(x∗) = 0, g(x∗) ≤ 0

2. v∗j ≥ 0, j = 1, ..., r

3. v∗j = 0, ∀j < I

4. yT∇2
xxL(x∗, u∗, v∗)y > 0

για κάθε y , 0 τέτοιο ώστε

∇hi(x∗)T y = 0, ∀i = 1, ..., m, ∇gj(x∗)T y = 0, ∀j ∈ I(x∗)

Υποθέτουµε επίσης ότι

v∗j > 0, ∀j ∈ I(x∗)

Οι παραπάνω συνθήκες εγγυώνται ότι το σηµείο x∗ είναι τοπικό ελάχιστο του προβλήµατος

ϐελτιστοποίησης και ότι τα διανύσµατα συντελεστών στο σηµείο λύσης είναι µοναδικά.

Ορισµός 2.4. ΄Εστω
{
xk

}
µια ακολουθία η οποία συγκλίνει σε ένα σηµείο x∗. Θα λέµε ότι η

ακολουθία συγκλίνει

1. γραµµικά εάν υπάρχει ϑετικός αριθµός ξ τέτοιος ώστε

||xk+1 − x∗|| ≤ ξ ||xk − x∗|| (2.38)

2. υπεργραµµικά εάν υπάρχει ακολουθία ϑετικών αριθµών ξk → 0 τέτοια ώστε

||xk+1 − x∗|| ≤ ξk ||xk − x∗|| (2.39)

3. τετραγωνικά εάν υπάρχει ϑετικός αριθµός ξ τέτοιος ώστε

||xk+1 − x∗|| ≤ ξ ||xk − x∗||2 (2.40)

για κάθε αρκετά µεγάλο k.

Ορισµός 2.5. Τετραγωνικά ονοµάζονται τα προβλήµατα ϐελτιστοποίησης στα οποία η συνάρ-

τηση κόστους έχει τετραγωνική µορφή και οι περιορισµοί είναι γραµµικοί.
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Πρόταση 2.3. [12] ΄Εστω x∗ ένα τοπικό ελάχιστο του προβλήµατος (2.36), το οποίο ικανοποιεί

µαζί µε τα αντίστοιχα διανύσµατα πολλαπλασιαστών Lagrange u∗, v∗ τις ικανές συνθήκες

δεύτερης τάξης (Πρόταση 2.2). Τότε, αν

c >
m∑

i=1
|ui | +

r∑
j=1
|vj |

το x∗ είναι µη-περιορισµένο τοπικό ελάχιστο της συνάρτησης f + cP, όπου

P(x) = max {0, g1(x), ..., gr(x), |h1(x)|, ..., |hm(x)|} (2.41)

Το αντίστροφο της πρότασης 2.3 δεν ισχύει απαραίτητα. Μπορεί να υπάρχουν τοπικά
ελάχιστα της συνάρτησης ποινής f + cP τα οποία δεν αντιστοιχούν σε τοπικά ελάχιστα της
συνάρτησης f .
Ορίζουµε το σύνολο J(x) ως

J(x) =
{

j | gj(x) = P(x), j = 0, 1, ..., r
}

(2.42)

και
θ(x; d) = max

{
∇f (x)T d + c∇gj(x)T d| j ∈ J(x)

}
(2.43)

Η συνάρτηση θ(x; d) παίζει τον ϱόλο της παραγώγου αλλά για την f + cP η οποία δεν είναι
παραγωγίσιµη.

Πρόταση 2.4. Αποδεικνύονται τα παρακάτω:

(αʹ) Κάθε τοπικό ελάχιστο της συνάρτησης f + cP είναι και στάσιµο σηµείο.

(ϐʹ) Αν οι f και gj είναι κυρτές συναρτήσεις τότε ένα στάσιµο σηµείο της συνάρτησης f + cP

είναι και ολικό ελάχιστο της.

(γʹ) Για κάθε x ∈ Rn και συµµετρικό ϑετικά ορισµένο H, αν (d, ξ ) η ϐέλτιστη λύση του

προβλήµατος τετραγωνικού προγραµµατισµού (2.46) τότε

θc (x; d) ≤ −dT Hd (2.44)

(δʹ) Το x είναι στάσιµο σηµείο της συνάρτησης f + cP αν και µόνο αν το πρόβληµα τετραγω-

νικού προγραµµατισµού (2.46) έχει ϐέλτιστη λύση την

{d = 0, ξ = P(x)}

.

Αλγόριθµοι SQP

Οι αλγόριθµοι τύπου SQP αποτελόυν µία από τις καλύτερες και πιο εύρωστες µεθόδους
επίλυσης προβληµάτων µη γραµµικής ϐελτιστοποίησης µε περιορισµούς. Παρακάτω ανα-
λύουµε τις ϐασικές ιδέες και τη ϑεωρία της µεθόδου καθώς και κάποιες ϑεµελιώδεις ιδιότητές
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της. ∆ύο ϐασικά χαρακτηριστικά της µεθόδου SQP είναι ότι δε ϐασίζονται σε feasible-point
δηλαδή δεν απαιτείται το αρχικό σηµείο του αλγορίθµου να ικανοποιεί τους περιορισµούς
του προβλήµατος καθώς και ότι -οµοίως µε άλλους συγγενείς αλγορίθµους- η µόνη εγγυη-
µένη σύγκλιση είναι σε κάποιο τοπικό ελάχιστο και όχι ολικό.

Ο διαδοχικός τετραγωνικός προγραµµατισµός είναι µια επαναληπτική µέθοδος η οποία
υπολογίζει µια κατεύθυνση καθόδου λύνοντας ένα πρόβληµα τετραγωνικού προγραµµατι-
σµού. Για ευκολία υποθέτουµε αρχικά ότι το πρόβληµα ϐελτιστοποίησης (2.36) έχει µόνο
ανισοτικούς περιορισµούς. Η εξίσωση ενηµέρωσης της προσέγγισης είναι :

xk+1 = xk + αkdk (2.45)

όπου αk είναι ένα µη-αρνητικό ϐαθµωτό µέγεθος ϐήµατος και dk είναι η κατεύθυνση κα-
ϑόδου η οποία προκύπτει από τη λύση ως προς (d, ξ ) του τετραγωνικού προγράµµατος

minimize
d,ξ

∇f (xk)T d + 1
2dT Bkd + cξ

subject to : gj(xk) + ∇gj(xk)T d ≤ ξ

(2.46)

Απαιτούµε να είναι ο B ένας συµµετρικός ϑετικά ορισµένος πίνακας. Από την πρόταση 2.4(c)
προκύπτει ότι η λύση d είναι µια κατεύθυνση καθόδου της συνάρτησης ποινής f + cP στο xk.
Το µέγεθος ϐήµατος επιλέγεται µε έναν από τους παρακάτω κανόνες :

1. Κανόνας ελαχιστοποίησης (Minimization rule)

Επιλέγεται α τέτοιο ώστε

f (xk + akdk) + cP(xk + akdk) = min
{
f (xk + akdk) + cP(xk + akdk)

}
για α ≥ 0

2. Κανόνας περιορισµένης ελαχιστοποίησης (Limited minimization rule)

Επιλέγεται ένας αριθµός s > 0 και στη συνέχεια το αk υπολογίζεται λύνοντας το

f (xk + akdk) = min
{
f (xk + akdk)

}
για α ∈ [0, s]

3. Κανόνας Armĳo

Επιλέγονται αριθµοί s > 0, � ∈ (0, 1) και σ ∈
(
0, 1

2

)
και ϑέτουµε αk = �mk s όπου mk

είναι ο πρώτος µη-αρνητικός ακέραιος για τον οποίο ισχύει

f (xk) + cP(xk) − f (xk + �msdk) − cP(xk + �msdk) ≥ σ�msdkT Bkdk

Πρόταση 2.5. ΄Εστω
{
xk

}
µια ακολουθία η οποία προκύπτει την εφαρµογή της µεθόδου SQP

στην οποία το µέγεθος ϐήµατος επιλέγεται ϐάσει ενός από τους τρεις προαναφερθέντες κανόνες.
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Υποθέτουµε ότι υπάρχουν ϑετικοί αριθµοί γ και Γ τέτοιοι ώστε

γ ||z||2 ≤ zT Bkz ≤ Γ||z||2, ∀z ∈ R⋉, k = 0, 1, ...

Τότε κάθε όριο της
{
xk

}
είναι στάσιµο σηµείο της συνάρτησης ποινής f + cP.

Ισοτικοί Περιορισµοί Η προηγούµενη ανάλυση µπορεί να επεκταθεί για να συµπεριλάβει
και ισοτικούς περιορισµούς γράφοντας κάθε ισοτικό περιορισµό hi(x) = 0 σαν συνδυασµό
δύο ανισοτικών περιορισµών

hi(x) ≤ 0, hi(x) ≥ 0

. Η µέθοδος που αναπτύχθηκε παραπάνω µπορεί να εφαρµοστεί συµπεριλαµβάνοντας και
τις διπλές ανισότητες και να προκύψει ένας παρόµοιος αλγόριθµος.

Ενηµέρωση Πολλαπλασιαστών Η λύση του τετραγωνικού υποπροβλήµατος (2.46) χρη-
σιµοποιείται για να υπολογίσει νέα ϑέση xk+1 κάνοντας ένα ϐήµα από το xk στην κατεύθυση
του d. ΄Οµως για να συνεχίσει ο αλγόριθµος στη νέα επανάληψη χρειάζεται να ενηµερωθούν
και οι εκτιµήσεις των πολλαπλασιαστών. Αυτό µπορεί να επιτευχθεί µε διάφορους τρόπους
ένας εκ των οποίων είναι να χρησιµοποιηθούν οι ϐέλτιστοι πολλαπλασιαστές του τετραγωνικο-
ύ προβλήµατος. Γράφοντας uqp και vqp τους ϐέλτιστους πολλαπλασιαστές του τετραγωνικού
υποπροβλήµατος που λύθηκε και ϑέτοντας

du = uqp − uk

dv = vqp − vk
(2.47)

οι ενηµερώσεις των x, u, v γράφονται

xk+1 = xk + αd
uk+1 = uk + αdu

vk+1 = vk + αdv

(2.48)

για κάποιο µέγεθος ϐήµατος α. Η µόνη ενηµέρωση που αποµένει να γίνει είναι αυτή του
πίνακα B. Η επιλογή της νέας εκτίµησης Bk+1 παίζει σηµαντικό ϱόλο στις ιδιότητες σύγκλι-
σης του αλγορίθµου.

Τοπική Σύγκλιση

Για να απλοποιήσουµε την ανάλυση υποθέτουµε ότι :

(αʹ) Το σύνολο των ενεργών περιορισµών του µη γραµµικού προβλήµατος (2.36) είναι γνω-
στό (σε πολλές µορφές του αλγορίθµου οι ενεργοί περιορισµοί του τετραγωνικού υ-
ποπροβλήµατος είναι ίδιοι µε αυτούς του αρχικού προβλήµατος όταν η εκτίµηση xk

είναι κοντά στο x∗). Αυτό σηµαίνει ότι µπορούµε να αγνοήσουµε τους µη-ενεργούς
περιορισµούς και να µετατρέψουµε τους ενεργούς σε περιορισµούς ισότητας για τη
λύση του τετραγωνικού υποπροβλήµατος. Εποµένως, µπορούµε να υποθέσουµε ότι
το µη γραµµικό πρόβληµα περιέχει µόνο περιορισµούς ισότητας και ο όρος uT g(x) να

∆ιπλωµατική Εργασία 43



Κεφάλαιο 2. Μαθηµατική Περιγραφή Προβλήµατος

αγνοηθεί από τη Λαγκραντζιανή. Ξαναγράφουµε το τετραγωνικό υποπρόβληµα µόνο
µε ισοτικούς περιορισµούς :

minimize
d,ξ

∇f (xk)T d + 1
2dT Bkd + cξ

subject to : h(xk) + ∇h(xk)T d = 0

(2.49)

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση ποινής επιτρέπει το µέγεθος ϐήµατος α να γίνει ίσο µε
1, ώστε να µπορούµε να συγκρίνουµε απευθείας µε τη µέθοδο του Νεύτωνα για να
καταλήξουµε σε συµπεράσµατα σχετικά µε τη σύγκλιση.

Από τις αναγκαίες συνθήκες για την ύπαρξη τοπικού ελαχίστου µπορούµε να γράψουµε για
τους πολλαπλασιαστές στη ϑέση x∗

u∗ = −
[
∇h(x∗)T A∇h(x∗)

]−1
h(x∗)T A∇f(x∗) (2.50)

για κάθε πίνακα A αντιστρέψιµο και ϑετικά ορισµένο στον µηδενοχώρο του ∇h(x∗)T . Εάν ο
A επιλεγεί να είναι ο µοναδιαίος πίνακας τότε παίρνουµε τη λύση ελαχίστων τετραγώνων των
αναγκαίων περιορισµών. Από την υπόθεση οµαλότητας των συναρτήσεων έχουµε ότι το

u0 = −
[
∇h(x0)

T
∇h(x0)

]−1
h(x0)

T
∇f(x0) (2.51)

µπορεί να έρθει όσο κοντά στο u∗ ϑέλουµε επιλέγοντας x0 κοντά στο x∗. Χρησιµοποιώντας
την εξίσωση (14) οι εξισώσεις πρώτης τάξης γράφονται

Bkd + ∇h(xk)du = ∇L(xk, uk)
∇h(xk)d = −h(xk)

(2.52)

Θεώρηµα 2.3. ΄Εστω x0 µια αρχική εκτίµηση της λύσης του µη γραµµικού προβλήµατος (2.36)

και έστω u0 οι πολλαπλασιαστές που υπολογίζονται από την εξίσωση (17). Υποθέτουµε ότι η

ακολουθία
{
(xk, uk)

}
προκύπτει από την εξίσωση (14) µε α = 1 κσι Bk = HL(xk, uk). Τότε, αν

το ||x0 − x∗|| είναι αρκετά µικρό, η ακολουθία επαναλήψεων είναι καλά ορισµένη στον χώρο

(x, u) και συγκλίνει τετραγωνικά στο (x∗, u∗).

Η µέθοδος του Νεύτωνα για τον αλγόριθµο SQP αποτελεί τον ιδεατό αλγόριθµο για την
επίλυση του µη γραµµικού προγράµµατος. Φυσικά, στην πράξη συνήθως δεν µπορεί να
εφαρµοστεί. Τις πιο πολλές ϕορές είναι δύσκολο να επιλέξουµε σηµείο αρκετά κοντά στο x∗

για να εγγυηθούµε ότι η µέθοδος του Νεύτωνα ϑα συγκλίνει σε ελάχιστο της f . Μακριά από
τη λύση ο πίνακας HL(xk, uk) δεν µπορεί να ϑεωρηθεί ϑετικά ορισµένος στον κατάλληλο
υπόχωρο και άρα η λύση του υποπροβλήµατος µπορεί να µην υπάρχει.

Μια δυσκολία που εµφανίζεται όταν χρησιµοποιούνται µη διαφορίσιµες συναρτήσεις ποι-
νής είναι ότι στην περιοχή τοπικών ελαχίστων του προβλήµατος µη γραµµικού προγραµµα-
τισµού ο αλγόριθµος µπορεί να µη συγκλίνει υπεργραµµικά, πράγµα που δε συµβαίνει όταν
χρησιµοποιούνται ακριβείς διαφορίσιµες συναρτήσεις ποινής. Το ϕαινόµενο αυτό ονοµάζεται
ϕαινόµενο Μαράτος (Maratos effect) [13].
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Κεφάλαιο 3

Βιβλιογραφική Επισκόπηση - Κριτήρια Βελτιστο-

ποίησης

Στην παράγραφο αυτή ϑα παρουσιάσουµε τα πιο συχνά κριτήρια αξιολόγησης της ποι-
ότητας µιας ϱοµποτικής λαβής. Οι µεγάλες οµάδες στις οποίες αυτά χωρίζονται είναι

[14]:

1. Κριτήρια που σχετίζονται µε τις ϑέσεις των σηµείων επαφής και τις αντίστοιχες δυνάµεις
και άρα µε τον πίνακα λαβής G

2. Κριτήρια που σχετίζονται µε τη διάταξη του χεριού και άρα µε την ιακωβιανή αυτού Jh

Υπάρχουν ϐεβαίως κι άλλες κατηγορίες κριτηρίων όπως εκείνα που σχετίζονται µε αλ-
ληλεπίδραση ανθρώπου-ϱοµπότ και µάθηση, performance-based κριτήρια κ.α. µε

τα οποία δεν ασχολείται αυτή η εργασία και δε ϑα αναφερθούν περαιτέρω.
Θα στρέψουµε αρχικά την προσοχή µας στα κριτήρια που σχετίζονται µε τις ϑέσεις και

τις δυνάµεις στις επαφές. Κάποια παραδείγµατα κριτηρίων που εµφανίζονται συχνά στη
ϐιβλιογραφία είναι τα παρακάτω:

1. Ελάχιστη ιδιάζουσα τιµή του πίνακα G [15], [16]

QMSV = σmin(G)

Μια µεγάλη ελάχιστη ιδιάζουσα τιµή του πίνακα λαβής αυξάνει τις µικρότερες δυνάµεις
στις επαφές και άρα αυξάνει την ευστάθεια της λαβής. Το πρόβληµα είναι ότι δεν είναι
ανεξάρτητο από αλλαγή συντεταγµένων και τα αποτελέσµατα στα οποία οδηγεί µπορεί
να µην είναι όσο καλά όσο αναµένεται.

2. ΄Ογκος του ελλειψοειδούς στον χώρο των δράσεων [15]

QVEW =

√
det(GGT )

Το κριτήριο αυτό είναι ανεξάρτητο από το σύστηµα συντεταγµένων που επιλέγεται αλλά
δε δίνει πληροφορία για τις σχέσεις µεταξύ των ιδιαζουσών τιµών του πίνακα λαβής και
άρα µεταξύ των δυνάµεων στις επαφές.
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3. Ισοτροπικός δείκτης λαβής (Grasp isotropy index) [16]

QGII =
σmin(G)
σmax(G)

Το κριτήριο αυτό τείνει να δώσει σαν αποτέλεσµα πιο ισορροπηµένες λαβές αποφεύγο-
ντας τα προβλήµατα που εµφανίζουν τα δύο προηγούµενα.

4. Σχήµα του πολυγώνου λαβής (εδώ τριγώνου) [17], [16]

QSGP =
1

θmax

n∑
i=1
|θi − θ̄|

όπου n είναι ο αριθµός των επαφών, θi η γωνία του πολυγώνου στην επαφή i, θ̄ η µέση
εσωτερική γωνία του αντίστοιχου κανονικού πολυγώνου και θmax = (n−2)(180−θ̄)+2θ̄,
το άθροισµα των εσωτερικών γωνιών σε µοίρες όταν το πολύγωνο έχει το ακατάλληλο
σχήµα (εκφυλίζεται σε γραµµή). Το κριτήριο αυτό χρησιµοποιείται όταν ϑέλουµε να
πετύχουµε µια οµοιόµορφη κατανοµή των σηµείων επαφής.

5. Επιφάνεια του πολυγώνου λαβής [18], [19], [20], [21], [22]. ΄Οπως και συµβαίνει και µε
τα πρώτα δύο κριτήρια έτσι και η µέθοδος αυτή µπορεί να οδηγήσει σε µη πρακτικές
λαβές.

6. Απόσταση του κέντρου ϐάρους του πολυγώνου λαβής από αυτό του αντικειµένου [23],
[24].

Το κριτήριο αυτό είναι διαισθητικά κατανοητό καθώς µια κοντινή απόσταση µεταξύ
των κέντρων µάζας συνήθως σηµαίνει έναν πιο εύκολο χειρισµό του αντικειµένου. Τα
µειονεκτήµατα του συγκεκριµένου κριτηρίου είναι ότι πολλές ϕορές το κέντρο µάζας
δεν είναι γνωστό, ούτε εύκολο να υπολογιστεί καθώς και το γεγονός ότι δεν παίζει ϱόλο
ο αριθµός των επαφών.

7. Ανεξάρτητες περιοχές επαφής [25], [26], [14], [16], [19].

Θεωρούµε ότι έχουµε χωρίσει το εξωτερικό του αντικειµένου σε υποοµάδες τέτοιες
ώστε όταν τα δάκτυλα ϐρίσκονται σε µία από αυτές τις οµάδες (διαφορετικές όλες µε-
ταξύ τους) η λαβή είναι κλειστή ως προς δύναµη. Το κριτήριο ταυτίζεται µε το µέγεθος
της µικρότερης τέτοιας περιοχής και είναι αρκετά αποτελεσµατικό όταν υπάρχει αβε-
ϐαιότητα στην τοποθέτηση των δακτύλων.

8. Αποσύζευξη δυνάµεων και ϱοπών [18].

Για την αποφυγή του προβλήµατος συσχέτισης δυνάµεων και ϱοπών µέσω ενός πα-
ϱάγοντα p ο οποίος εµφανίζεται σε πιο πολύπλοκα κριτήρια που σχετίζονται µε το
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σύνολο του χώρου δράσεων, οι δυνάµεις και οι ϱοπές µπορούν να αποδεσµευτούν και
να υπολογιστούν ξεχωριστά δύο µεγέθη.

(αʹ)
Qf = min

f ∈ ∂Pf
||f||

(ϐʹ)
Qτ = min

f ∈ ∂Pτ
||τ||

όπου ∂Pf και ∂Pτ είναι τα όρια των συνόλων των πιθανών δυνάµεων και ϱοπών αντίστοι-
χα, που τα δάχτυλα µπορούν να δηµιουργήσουν στο αντικείµενο. Τα δύο µεγέθη µπο-
ϱούν να υπολογιστούν µε πιο απλό τρόπο, αφού δεν απαιτείται να οριστεί µετρική στον
χώρο των δράσεων. Παρ΄ όλα αυτά είναι δύο διαφορετικές ποσότητες και η σειρά µε
την οποία υπολογίζονται παίζει ϱόλο στο τελικό αποτέλεσµα.

9. Κριτήριο ϐάσει δεδοµένων δράσεων [27], [28], [15].

Θεωρούµε ότι ϑέλουµε να εφαρµόσουµε ένα σύνολο γνωστών δράσεων στο αντικείµενο
µέσω της λαβής. Οι δράσεις αυτές σχηµατίζουν έναν χώρο (Wrench Space) ο οποίος
προσεγγίζεται από ένα κυρτό σύνολο E µε κέντρο την αρχή των αξόνων, όπως για πα-
ϱάδειγµα ένα ελλειψοειδές. Το κριτήριο είναι ο παράγοντας µεγέθυνσης λ ο οποίος
οδηγεί στο µεγαλύτερο σύνολο λE το οποίο περιέχεται εξολοκλήρου στο P.

QTOM = max
λE ⊂ P

λ

Η επόµενη µεγάλη οµάδα κριτηρίων είναι, όπως αναφέραµε και παραπάνω, τα κριτήρια
τα οποία σχετίζονται µε τη διάταξη του ϱοµποτικού χεριού [29]. Παρακάτω παραθέτουµε
κάποια χαρακτηριστικά παραδείγµατα:

(αʹ) Απόσταση από ιδιόµορφες διατάξεις [30].

Προκειµένου τα δάκτυλα του ϱοµποτικού χεριού να µείνουν µακριά από ιδιόµορφες
διατάξεις (όρια γωνιών στις αρθρώσεις) είναι επιθυµητό να µεγιστοποιηθεί η ελάχιστη
ιδιάζουσα τιµή της ιακωβιανής του χεριού (αντίστοιχα µε το κριτήριο QMSV ).

(ϐʹ) ΄Ογκος του ελλειψοειδούς χειρισµού [31].

Σε αντιστοιχία µε το κριτήριο QVEW ο όγκος του ελλειψοειδούς που σχετίζεται µε την
ιακωβιανή γράφεται

QVME =

√
det

(
JJT

)
= σ1σ2 . . . σn

όπου σ1, σ2, . . . , σn οι ιδιάζουσες τιµές της ιακωβιανής J. Το κριτήριο αυτό παρουσιάζει
τα ίδια ακριβώς χαρακτηριστικά (πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα) µε το QVEW .

(γʹ) Οµοιοµορφία µετασχηµατισµού [32].
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Ο µετασχηµατισµός στο πεδίο της ταχύτητας είναι οµοιόµορφος όταν η συµβολή της
ταχύτητας κάθε άρθρωσης είναι ίδια σε όλα τα στοιχεία της ταχύτητας του αντικειµένου.
Τότε το χέρι µπορεί να κινήσει το αντικείµενο προς οποιαδήποτε κατεύθυνση µε την
ίδια προσπάθεια. Το µέτρο της οµοιοµορφίας του µετασχηµατισµού είναι αντίστοιχο
του κριτηρίου QGII και γράφεται

QUOT =
σmax(J)
σmin(J)

Η λογική του κριτηρίου αυτού είναι αντίστοιχη µε αυτή του QGII .

(δʹ) Θέση των αρθρώσεων στα δάκτυλα [33], [34].

Μια λογική προσέγγιση είναι η εύρεση ϑέσεων στις οποίες οι αρθρώσεις ϐρίσκονται
όσο πιο µακριά από τα όρια κίνησής τους, δηλαδή όσο το δυνατόν πιο κοντά στο µέσο
του εύρους τους.

Μια µετρική αυτού του µεγέθους δίνεται από την εξίσωση

QPFJ =

l∑
i=1

(θi − θ0i)2

όπου l ο αριθµός των αρθρώσεων του ϱοµποτικού χεριού, και θi και θ0i η πραγµατική
ϑέση και η ϑέση στη µέση του εύρους της i-οστής άρθρωσης αντίστοιχα. Το κριτήριο
µπορεί να γραφεί λαµβάνοντας υπόψη και το εύρος κίνησης της κάθε άρθρωσης ως

QPFJ =

l∑
i=1

(
θi − θ0i

θmaxi − θmini

)2

όπου θmaxi και θmini οι οριακές ϑέσεις της i-οστής άρθρωσης. Το κριτήριο αυτό έχει
απλή ϕυσική εξήγηση και είναι απλό στον υπολογισµό του αλλά παρά το γεγονός
πως οδηγεί σε άνετες, ϐολικές λαβές για το χέρι, αυτό δε σηµαίνει απαραίτητα ότι τα
δάκτυλα µπορούν να ασκήσουν δυνάµεις µε αποτελεσµατικό τρόπο.

(εʹ) Συµβατότητα µε εργασία [35], [36], [37], [38].

Θεωρούµε µια σφαίρα µοναδιαίας ακτίνας στον χώρο των ταχυτήτων των αρθρώσε-
ων των δακτύλων. Η εξίσωση 2.35 µετασχηµατίζει τη σφαίρα αυτή σε ένα ελλειψοειδές
στον χώρο των γενικευµένων ταχυτήτων.

_xT
(
HHT

)−1 _x ≤ 1

Ο πίνακας H συσχετίζει τις ϱοπές στις αρθρώσεις τ µε τη δράση F που επενεργεί στο
αντικείµενο µέσω της σχέσης τ⃗ = HT F. Εποµένως, η µοναδιαία σφαίρα στον χώρο των
αρθρώσεων του χεριού µπορεί να µετασχηµατιστεί σε ένα γενικευµένο ελλειψοειδές στο
χώρο των δράσεων το οποίο γράφεται :

FT (JJT )F ≤ 1 (3.1)
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Οι πίνακες HHT και
(
HHT

)−1
είναι αντίστροφοι ο ένας του άλλου συνεπώς έχουν τα ίδια

ιδιοδιανύσµατα µε αντίστροφες ιδιοτιµές. Κατά συνέπεια, τα αντίστοιχα ελλειψοειδή
έχουν ίδιο όγκο και άξονες αλλά µε αντιστρόφως ανάλογα µήκη. Οι διευθύνσεις µε το
µέγιστο κέρδος σε δύναµη και ταχύτητα είναι οι µεγαλύτεροι άξονες των αντίστοιχων
ελλειψοειδών. Αν κάποιες δράσεις είναι πιο πιθανές να χρειαστεί να ασκηθούν σε σχέση
µε άλλες, τότε η λαβή ϑα πρέπει να είναι τέτοια ώστε να µεγιστοποιείται η απόκριση της
στις επιθυµητές διευθύνσεις. Θεωρούµε ένα µοναδιαίο διάνυσµα δράσης ω̂i και την
απόστασή αi από την αρχή των αξόνων έως την επιφάνεια του ελλειψοειδούς δράσεων
στη διεύθυνση του ω̂i . Το µέγεθος αiω̂i αντιστοιχεί σε ένα σηµείο στην επιφάνεια του
ελλειψοειδούς το οποίο ικανοποιεί την εξίσωση

(αiω̂i)T (HHT )(αiω̂i) = 1

απ΄ όπου προκύπτει ότι

α =
[
ω̂T

i (HHT )ω̂i

]− 1
2

Εντελώς αντίστοιχα εάν ϑεωρήσουµε ένα µοναδιαίο διάνυσµα επιθυµητής ταχύτητας ξ̂j

και την αντίστοιχη απόσταση �j τότε ικανοποιείται η εξίσωση(
�j ξ̂j

)T
(HHT )−1(�j ξ̂j) = 1

και
� =

[
ξ̂ T

j (HHT )−1ξ̂j

]− 1
2

Με αυτά τα δεδοµένα ο δείκτης συµβατότητας µε µια εργασία ορίζεται σαν

QTCI =

s∑
i=1

κiα
±2
i +

ζ∑
j=1

κj�
±2
j (3.2)

όπου s και ζ οι αριθµοί των επιθυµητών διευθύνσεων δράσης και ταχύτητας αντίστοιχα.
Το εκθετικό +2 χρησιµοποιείται όταν ϑέλουµε µεγάλο µέτρο δύναµης (ή/και ϱοπής) ή
ταχύτητας και το −2 όταν χρειαζόµαστε ακριβή έλεγχο ταχύτητας ή δύναµης.

Ο δείκτης αυτός είναι σχεδιασµένος για συγκεκριµένες εργασίες, όµως στην πράξη οι
περιορισµοί των εργασιών µπορεί να είναι ασυνεχείς και ο προσδιορισµός τους µπορεί
να είναι δύσκολος.
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Μέρος II

Ανάλυση - Σχεδίαση
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Κεφάλαιο 4

Ανάλυση Προτεινόµενων Κριτηρίων Βελτιστοπο-

ίησης Λαβής

΄Οπως προαναφέραµε, οι εξισώσεις στις οποίες ϐασίζεται η προσέγγιση µας είναι δύο:

τ⃗ = JT
h · f⃗c (4.1)

− ⃗fext = G · f⃗c (4.2)

Τα δεδοµένα του προβλήµατος είναι η ϑέση (xO, yO, zO) και ο προσανατολισµός (θx , θy, θz)
του ελλειψοειδούς καθώς και οι επιθυµητές δράσεις εκφρασµένες στο σύστηµα συντεταγ-
µένων του ελλειψοειδούς. Εποµένως, είναι γνωστός ο µετασχηµατισµός από το σύστηµα
συντεταγµένων του ελλειψοειδούς στο παγκόσµιο σύστηµα συντεταγµένων, TG

O. Οι δυνάµεις
στις επαφές f⃗c (στο πλαίσιο του αντικειµένου) εκφράζονται στο global frame ως

−→
fcg = RG

O · f⃗c,
όπου RG

O ο µετασχηµατισµός στροφής του TG
O. ΄Οµοια οι δυνάµεις στις επαφές στο πλαίσιο

του χεριού εκφράζονται στο global frame ως
−→
fcg = RG

E · f⃗c (το f⃗c είναι εκφρασµένο στο πλαίσιο
του χεριού).

z

xx
yy

Σχήµα 4.1: Αντικείµενο και πλαίσιο συντεταγµένων αντικειµένου

Υπολογισµοί διανυσµάτων - µετασχηµατισµών

Τα συστήµατα συντεταγµένων των επαφών υπολογίζονται µε τον παρακάτω τρόπο:

• Ο άξονας z ϐρίσκεται πάνω στην ευθεία που ενώνει την επαφή µε το κέντρο του αντι-
κειµένου.

• Ο άξονας x⃗ υπολογίζεται ως x⃗ = z⃗×(⃗j−f⃗ ), όπου j⃗ είναι η ϑέση του τελευταίου συνδέσµου
και f⃗ η αρχή του δακτύλου στον χώρο.
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O

A

B

x axis

y axis

l1

l2
q2

q1

•

•

zc

yc

Σχήµα 4.2: ∆άκτυλο και πλαίσια συντεταγµένων στο επίπεδο

• Για τον άξονα y⃗ της επαφής είναι y⃗ = z⃗ × x⃗

Για τον υπολογισµό του πίνακα λαβής χρειαζόµαστε τον µετασχηµατισµό στροφής από το
σύστηµα συντεταγµένων των επαφών σε αυτό του αντικειµένου RO

C . ΄Αρα

[x⃗c, y⃗c, z⃗c] = RO
C · [x⃗f , y⃗f , z⃗f ]⇔ (4.3)

RO
C = [x⃗f , y⃗f , z⃗f ]−1[x⃗c, y⃗c, z⃗c] (4.4)

Για τον υπολογισµό του διανύσµατος r⃗ της κάθε επαφής ακολουθούµε τα παρακάτω ϐήµατα:

• Εκφράζουµε τη ϑέση της επαφής και το κέντρο του αντικειµένου στο παγκόσµιο σύστη-
µα

• Υπολογίζουµε το −→rG =
−→cG −

−→oG

• Υπολογίζουµε το τελικό διάνυσµα r⃗ εκφρασµένο στο πλαίσιο του αντικειµένου ως r⃗ =

RO
G
−→rG = (RG

O)T−→rG

Κριτήριο µε ϐάση τις δυνάµεις επαφής

Η εξίσωση (4.2) συνδέει τις δυνάµεις στις επαφές µε τη συνολική εξωτερική δράση (δύνα-
µη και ϱοπή) που ασκείται στο κέντρο µάζας του αντικειµένου. Κατευθείαν από αυτή τη
σχέση προκύπτουν κριτήρια τα οποία σχετίζονται µε τις δυνάµεις στις επαφές και τον πίνακα
λαβής. Συγκεκριµένα από την (4.2) έχουµε ότι

f⃗c = −G+ ·
−−→
fext (4.5)

και
f⃗c

T
· (G+)T ·G+ · f⃗c = |

−−→
fext |

2 (4.6)

Από την εξίσωση (4.6) ϐλέπουµε ότι ένα διάνυσµα που ελαχιστοποιεί το µέτρο του
−−→
fext είναι

το ιδιοδιάνυσµα του πίνακα (G+)T · G+ που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή µε το ελάχιστο µέτρο.
΄Οπως είναι γνωστό ένας αντιστρέψιµος πίνακας έχει τα ίδια ιδιοδιανύσµατα µε τον αντίστροφό
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του µε ανεστραµµένες όµως τις ιδιοτιµές. ∆ηλαδή εάν ο A είναι αντιστρέψιµος και x⃗ ένα
ιδιοδιάνυσµα του που αντιστοιχεί σε ιδιοτιµή λ τότε το x⃗ είναι ιδιοδιάνυσµα και του A−1

µε αντίστοιχη ιδιοτιµή το 1
λ . Εποµένως, το ιδιοδιάνυσµα το οποίο αντιστοιχεί στην ελάχιστη

τιµή της εξίσωσης (4.6) ϑα είναι το ιδιοδιάνυσµα που µεγιστοποιεί την παρακάτω τετραγωνική
µορφή

QF = f⃗c
T
· ((G+)T ·G+)−1 · f⃗c = f⃗c

T
·G ·GT · f⃗c (4.7)

Κριτήριο µε ϐάση τις ϱοπές των αρθρώσεων

Αφού έχουµε επιθυµητές διευθύνσεις εκφρασµένες στο πλαίσιο του αντικειµένου µας
ϐολεύει να εκφράσουµε και τις δυνάµεις στην έκφραση τ⃗ = (Jh)T · f⃗c ως προς το συγκεκρι-
µένο σύστηµα συντεταγµένων. Αυτό γίνεται µέσω του πίνακα H = (GT )+Jh που ορίστηκε
παραπάνω. ΄Αρα

(HT )+τ⃗ = G(r⃗i) · (JT
h )+ · τ⃗ = −

−−→
fext (4.8)

Συνεπώς, προσπαθούµε να ελαχιστοποιήσουµε την έκφραση

QT = τ⃗T τ⃗ =
−−→
fext

T HHT−−→fext (4.9)

µε περιορισµούς στα δάκτυλα και στις επαφές και µεταβλητές τις γωνίες qi των αρθρώσεων, τη
ϑέση (xH , yH , zH ) και τον προσανατολισµό (φx , φy, φz) του χεριού, δεδοµένων των επιθυµητών
διευθύνσεων f⃗ .

Μετασχηµατισµοί στροφής

΄Εστω G(Os) ο πίνακας λαβής εκφρασµένος ως προς το αρχικό σύστηµα συντεταγµένων
στο κέντρο του αντικειµένου Os και έστω διάνυσµα f⃗ τέτοιο ώστε η τετραγωνική µορφή
f⃗ T G(Os)G(Os)T f⃗ να µεγιστοποιείται υπό περιορισµό µέτρου στο f⃗ . ΄Εστω επίσης πίνακας
στροφής R και

f⃗ ′ = Rf⃗ ⇔ f⃗ = RT f⃗ ′ (4.10)

΄Εχουµε επίσης
f⃗
′

c = Rf⃗c ⇔ f⃗c = RT f⃗
′

c (4.11)

΄Εστω G(OR) ο νέος πίνακας λαβής εκφρασµένος στο σύστηµα συντεταγµένων το οποίο έχει
στραφεί σύµφωνα µε τον πίνακα R. Τότε από την εξίσωση της ϱοµποτικής λαβής έχουµε

−G(OR)+f⃗ ′ = f⃗
′

c (4.12)

Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά µε RT έχουµε

(RT G(OR)+R)f⃗ = f⃗c (4.13)

Εποµένως, σύµφωνα µε την προηγούµενη υπόθεση ϑα πρέπει το f⃗ να ελαχιστοποιεί την
τετραγωνική µορφή f⃗ T (RT G(OR)+T G(OR)+R)f⃗ = f⃗ ′

T
G(OR)+T G(OR)+f⃗ ′ . Εποµένως, το f⃗ ′ µεγιστο-

ποιεί την τετραγωνική µορφή (4.7) εκφρασµένη στις νέες συντεταγµένες. Συµπεραίνουµε
έτσι ότι η λύση του προβλήµατος είναι ανεξάρτητη του προσανατολισµού του συστήµατος
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συντεταγµένων στο κέντρο του αντικειµένου και άρα διατηρεί την ιδιότητά της υπό µετασχη-
µατισµούς στροφής.

Ιδιοδιανύσµατα υπό περιορισµό −→r1 +
−→r2 +
−→r3 = 0

Σε περίπτωση που για τα διανύσµατα των σηµείων επαφής εκφρασµένα ως προς το κέντρο
του αντικειµένου ισχύει η σχέση

−→r1 +
−→r2 +
−→r3 = 0 (4.14)

Τότε ο πίνακας GGT ϑα είναι block-διαγώνιος και συγκεκριµένα

GGT =

 3I 03×3

03×3
∑3

i=1[ri×][ri×]T

 (4.15)

΄Ετσι καταλήγουµε σε 3 ιδιοδιανύσµατα της µορφής

f⃗0
 και 3 της µορφής

0τ⃗
.

Για τα ιδιοδιανύσµατα τύπου

0τ⃗
 ισχύει

GGT

0τ⃗
 = λτ

0τ⃗
⇒ ∑3

i=1[ri×]T τ⃗∑3
i=1[ri×][ri×]T τ⃗

 =  0
λτ τ⃗

⇒∑3
i=1[ri×][ri×]T τ⃗ = λτ τ⃗

(4.16)

΄Αρα τ⃗ ιδιοδιάνυσµα του
∑3

i=1[ri×][ri×]T .

΄Εστω ότι το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στη µέγιστη ιδιοτιµή του D =
∑3

i=1[rix][rix]T ε-
ίναι ο άξονας z⃗ = [0 0 1]T και έστω διάνυσµα v⃗ = [α 0 γ]T στο επίπεδο xz κανονικοποιηµένο.
Τότε

z⃗T Dz⃗ =
∑

i

(x2
i + y2

i )

Από την ιδιότητα του ιδιοδιανύσµατος έχουµε

Dz⃗ = λz⃗ =


0
0∑

i(x2
i + y2

i )


΄Αρα ∑

i

zixi =
∑

i

ziyi = 0

΄Ετσι ονοµάζουµε
M = v⃗T Dv⃗ = α2

∑
i

(y2
i + z2

i ) + γ2
∑

i

(x2
i + y2

i )
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Παίρνοντας τη διαφορά λ −M

λ −M =
∑

i

(y2
i + x2

i ) − α2
∑

i

(y2
i + z2

i ) − γ2
∑

i

(x2
i + y2

i )⇒

λ −M =
∑

i

(1 − γ2)x2
i − α2

∑
i

z2
i =

∑
i

α2x2
i − α2

∑
i

z2
i

λ −M = sin2 θ
∑

i

(x2
i − z2

i )

Αφού η διαφορά είναι ανάλογη του τετραγώνου του ηµιτόνου της γωνίας µεταξύ των διανυ-
σµάτων, ένας τρόπος ελαχιστοποίησης της είναι η ελαχιστοποίηση του ηµιτόνου. Εποµένως,
ένα κριτήριο για την εύρεση της ιδανικής ϑέσης δαχτύλων µε ϐάση τις επιθυµητές ϱοπές ϑα
ήταν το

Qθ = cos2 θ1 + cos2 θ2 + ... + cos2 θn

και στόχος η µεγιστοποίηση του. Με δοσµένες επιθυµητές ϱοπές που πρέπει να ασκηθούν
στο αντικείµενο :

• Υπολογίζουµε το διάνυσµα που ελαχιστοποιεί το Qθ

• Υπολογίζουµε τις ϑέσεις που µεγιστοποιούν το Q△ =
−−→τsol

T D−−→τsol όπου −−→τsol το διάνυσµα
που υπολογίστηκε στο προηγούµενο ϐήµα
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Κεφάλαιο 5

Κινηµατική Ανάλυση Ροµποτικού Χεριού και Ρο-

µποτικής Λαβής

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα εισάγουµε και ϑα αναλύσουµε το µοντέλο του ϱοµποτικού χε-
ϱιού που ϑα χρησιµοποιήσουµε για την προσοµοίωση της λαβής καθώς και την παραγωγή
ϑεωρητικών αποτελεσµάτων.

5.1 Βασικά Χαρακτηριστικά

Για το συγκεκριµένο ϱοµποτικό χέρι γίνονται οι εξής παραδοχές :

1. Το σχήµα της «παλάµης» είναι τριγωνικό µε γνωστά τα µήκη των πλευρών

2. Το κάθε δάκτυλο έχει 2 (ή 3 αργότερα) ϐαθµούς ελευθερίας, δηλαδή 2 (ή 3 αργότερα)
στροφικές αρθρώσεις, και 2 συνδέσµους.

Το κέντρο του χεριού επιλέχθηκε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ως το ϐαρύκεντρο του τρι-
γώνου. Το ϱοµποτικό χέρι αυτό ϕαίνεται στο σχήµα 5.1.

5.2 Ανάλυση - Συστήµατα συντεταγµένων

Θέση Κορυφών Τριγώνου

Για οποιοδήποτε τρίγωνο στο επίπεδο µπορούµε να ϑέσουµε το σύστηµα συντεταγµένων
του επιπέδου µε τέτοιο τρόπο ώστε η µία κορυφή του τριγώνου να ϐρίσκεται στο (0, 0) και η
απέναντι πλευρά να είναι κάθετη στον άξονα y και να τον τέµνει σε ϑετική τιµή (Εικόνα 1).
Από τον νόµο συνηµιτόνων έχουµε:

cos α =
b2 + c2 − a2

2bc
(5.1)

cos � =
a2 + c2 − b2

2ac
(5.2)

cos γ =
a2 + b2 − c2

2ab
(5.3)

Αφού η πλευρά c είναι κάθετη στον άξονα y η γωνία που σχηµατίζει η πλευρά a µε τον άξονα
x είναι ίση µε �. Εποµένως

B = (a · cos �, a · sin �) (5.4)
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Σχήµα 5.1: Βασικό µοντέλο ϱοµποτικού χεριού

Με την ίδια λογική ϕτάνουµε σε παρόµοιο αποτέλεσµα για την κορυφή A.

B = (b · cos(� + γ), b · sin(� + γ)) (5.5)

΄Αρα τελικά οι συντεταγµένες του ϐαρύκεντρου του τριγώνου ϑα είναι :

E = (
a · cos � + b · cos(� + γ)

3
,

a · sin � + b · sin(� + γ)
3

) (5.6)

Αν ϑεωρήσουµε σαν αρχή των αξόνων το κέντρο του τριγώνου τότε τα διανύσµατα των κορυφών
ϑα δίνονται από τις σχέσεις :

C⃗ − E⃗ = −E⃗ (5.7)

B⃗ − E⃗ =
[

2a·cos �−b·cos(�+γ)
3

2a·sin �−b·sin(�+γ)
3

]
(5.8)

A⃗ − E⃗ =
[

2b·cos(�+γ)−a·cos(α)
3

2b·sin(�+γ)−a·sin �
3

]
(5.9)
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5.2 Ανάλυση - Συστήµατα συντεταγµένων

C

BA

x axis

y axis

c

ab

α �

γ

Σχήµα 5.2: Τρίγωνο στο επίπεδο

Ανάλυση ∆ακτύλων

Για το κάθε δάκτυλο i, η ϑέση της επαφής του δίνεται από τις σχέσεις :

x = l1 · cos(q1) + l2 · cos(q1 + q2) (5.10)

y = l1 · sin(q1) + l2 · sin(q1 + q2) (5.11)

θ = q1 + q2 (5.12)

Παραγωγίζοντας τις (5.10)-(5.12) παίρνουµε

ẋ = −l1 · sin(q1) · q̇1 − l2 · sin(q1 + q2) · (q̇1 + q̇2) (5.13)

ẏ = l1 · cos(q1) · q̇1 + l2 · cos(q1 + q2) · (q̇1 + q̇2) (5.14)

θ̇ = q̇1 + q̇2 (5.15)

Από τις (23) − (25) προκύπτει η ιακωβιανή του κάθε δακτύλου i, Ji .

Ji =



−l1 · sin(q1) − l2 · sin(q1 + q2) −l2 · sin(q1 + q2)
l1 · cos(q1) + l2 · cos(q1 + q2) l2 · cos(q1 + q2)

0 0
0 0
0 0
1 1


(5.16)

Ο µετασχηµατισµός στροφής που εκφράζει το πλαίσιο της επαφής σε αυτό του δακτύλου
είναι (ϐλ. Σχήµα 5.3)
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O

A

B

x axis

y axis

l1

l2
q2

q1

•

•

zc

yc

Σχήµα 5.3: ∆άκτυλο και πλαίσια συντεταγµένων επαφής - δακτύλου

RF
C = Rz(q1 + q2)Ry

(π

2

)
(5.17)

Αντίστοιχα ο µετασχηµατισµός στροφής που εκφράζει το πλαίσιο του δακτύλου σε αυτό του
κέντρου του χεριού είναι (ϐλ. Σχήµα 5.4)

yH

xH
•

Σχήµα 5.4: Ροµποτικό χέρι σχεδιασµένο στο επίπεδο

RH
F = Rz

(
θ −

π

2

)
Rx

(π

2

)
Ry

(π

2

)
(5.18)

Συνδυάζοντας τις (5.17) και (5.18) παίρνουµε τον συνολικό µετασχηµατισµό στροφής από
την επαφή του δακτύλου στο κέντρο του χεριού 4 RH

C .

RH
C = Rz

(
θ −

π

2

)
Rx

(π

2

)
Ry

(π

2

)
Rz(q1 + q2)Ry

(π

2

)
(5.19)
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5.2 Ανάλυση - Συστήµατα συντεταγµένων

Υπολογίζουµε στη συνέχεια τη συνολική ιακωβιανή Jhi του κάθε δακτύλου. Είναι Jhi =

BT
Ci
· TCi

E · Ji

TCi
E =

 RC
H 03×3

03×3 RC
H

 =

(
RH

C

)T
03×3

03×3
(
RH

C

)T

 (5.20)

BT
Ci
=

[
I3×3 03×3

]
(5.21)

Με τους παραπάνω πίνακες µπορούµε να υπολογίσουµε την συνολική ιακωβιανή του χεριού.

Jh =


Jh1 03×2 03×2

03×2 Jh2 03×2

03×2 03×2 Jh3

 (5.22)
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5.3 Επιπλέον Βαθµοί Ελευθερίας

Στις αρθρώσεις του µοντέλου που περιγράφηκε παραπάνω µπορούν να προστεθούν ε-
πιπλέον ϐαθµοί ελευθερίας. Συγκεκριµένα εάν στις αρθρώσεις που ϐρίσκονται στα σηµεία
αρχής των δακτύλων επιτρέψουµε και την περιστροφή γύρω από τον άξονα κάθετο στο επίπε-
δο της παλάµης, παίρνουµε ένα δεύτερο µοντέλο χεριού που ϑα χρησιµοποιηθεί παρακάτω.
Αυτή τη ϕορά η ϑέση του κάθε δακτύλου υπολογίζεται από τη σχέση:

x

y

z

 = R(q3) ·


l1 · cos(q1) + l2 · cos(q1 + q2)
l1 · sin(q1) + l2 · sin(q1 + q2)

0

 (5.23)

΄Οπου R(q3) ο 3 × 3 πίνακας στροφής κατά q3 γύρω από τον άξονα y. ∆ηλαδή:

R(q3) =


cos(q3) 0 sin(q3)

0 1 0
− sin(q3) 0 cos(q3)

 (5.24)

Εποµένως η (23) γράφεται :
x

y

z

 =


cos(q3) · (l1 · cos(q1) + l2 · cos(q1 + q2))
l1 · sin(q1) + l2 · sin(q1 + q2)

− sin(q3) · (l1 · cos(q1) + l2 · cos(q1 + q2))

 (5.25)

Παραγωγίζοντας την (5.25) παίρνουµεΧ

ẋ = −c3 · (l1s1q̇1 + l2s12 · (q̇1 + q̇2)) − s3 · (l1c1 + l2 · c12) · q̇3 (5.26)

ẏ = l1 · c1 · q̇1 + l2 · cos(q1 + q2) · (q̇1 + q̇2) (5.27)

ż = s3 · (l1s1q̇1 + l2s12 · (q̇1 + q̇2)) − c3 · (l1c1 + l2 · c12) · q̇3 (5.28)

όπου ci και si είναι τα cos(qi) και sin(qi) αντίστοιχα. Από τις (5.26)-(5.28) προκύπτει η
ιακωβιανή του κάθε δακτύλου i, Ji .

Ji =



−c3 · (l1s1 + l2s12) −c3l2s12 −s3 · (l1c1 + l2 · c12)
l1c1 + l2c12 l2c12 0

s3 · (l1s1 + l2s12) s3l2s12 −c3 · (l1c1 + l2 · c12)
. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .


(5.29)

Ο υπόλοιπος υπολογισµός της ιακωβιανής του χεριού είναι πανοµοιότυπος µε αυτόν που
περιγράφηκε πριν.
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5.4 Ανάλυση Ιδιαζουσών Τιµών

5.4 Ανάλυση Ιδιαζουσών Τιµών

Επειδή τα κριτήρια που εξετάζονται είναι τετραγωνικές µορφές ο πίνακας ιακωβιανής του
ϱοµποτικού χεριού εµφανίζεται πολλαπλασιασµένος µε τον ανάστροφό του. Είναι λοιπόν
χρήσιµο να µελετήσουµε τη συµπεριφορά των ιδιοτιµών του γινοµένου αυτού, δηλαδή την
συµπεριφορά των ιδιαζουσών τιµών της ιακωβιανής του χεριού Jh .

΄Οπως ϕαίνεται στην ενότητα 5.2 η ιακωβιανή µήτρα του χεριού είναι ένας block-diagonal
πίνακας ο οποίος αποτελείται από τις ιακωβιανές µήτρες του κάθε δακτύλου. Αν A = UΣV η
SVD παραγοντοποίηση ενός block-diagonal πίνακα A τότε οι πίνακες U και V είναι επίσης
block-diagonal και αποτελούνται από τους πίνακες Ui και Vi οι οποίοι είναι µε τη σειρά
τους οι πίνακες που προκύπτουν από την ανάλυση ιδιαζουσών τιµών των υποπινάκων του A,
δηλαδή Ai = UiΣiVi . Οι ιδιάζουσες τιµές του πίνακα Jh ισούνται µε τις ϱίζες των ιδιοτιµών
του πίνακα JT

h Jh . Εποµένως :

JT
h Jh =


JT

h1
Jh1 02×2 02×2

02×2 JT
h2

Jh2 02×2

02×2 02×2 JT
h3

Jh3

⇔ (5.30)

JT
h Jh =


JT

1J1 02×2 02×2

02×2 JT
2J2 02×2

02×2 02×2 JT
3J3

 (5.31)

΄Οπως είναι ϕανερό από τα παραπάνω οι ιδιάζουσες τιµές του πίνακα ισούνται µε αυτές του
block-diagonal πίνακα Js όπου

Js =


J1 03×2 03×2

03×2 J2 03×2

03×2 03×2 J3

 (5.32)

΄Οπως ήταν αναµενόµενο δηλαδή οι πίνακες στροφής που πολλαπλασιάζονται µε τα Ji δεν
επηρεάζουν τις τιµές των ιδιαζουσών τιµών. Από τα παραπάνω προκύπτει ότι για να υπο-
λογιστούν οι ιδιάζουσες τιµές του πίνακα Jh αρκεί να υπολογιστούν αυτές των Ji . Για κάθε
υποπίνακα και µήκη συνδέσµων ίσα µε 1 προκύπτει ότι αυτές ισούνται µε :

s1 =
3
√

2
4

√
2 · ci2 − 2 ·

√
3 · ci2 + 2 · c2

i2 + 5 + 3 (5.33)

s2 =
3
√

2
4

√
2 · ci2 + 2 ·

√
3 · ci2 + 2 · c2

i2 + 5 + 3 (5.34)
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5.5 Συµπεριφορά των s1 και s2

΄Οπως ϕαίνεται από τη µορφή των s1 και s2, ισχύει ότι s1 < s2. Τα ακρότατα των δύο
συναρτήσεων αντιστοιχούν σε ϑέσεις ακρότατων της έκφρασης δ(qi2) = 2

√
3 · ci2 + 2 · c2

i2 + 5.
Οι ϑέσεις ακροτάτων της δ αντιστοιχούν µε τη σειρά τους σε ϑέσεις ακρότατων της έκφρασης
δ2(qi2) = 3 · ci2 + 2 · c2

i2. Εποµένως οι πιθανές ϑέσεις ακρότατων των s1 και s2 είναι οι
qi2 = 0, qi2 = π, qi2 = −

π
3 . Στις εικόνες που ακολουθούν ϕαίνονται οι γραφικές παραστάσεις

των δύο ιδιαζουσών τιµών καθώς και η γραφική παράσταση της διαφοράς τους. ΄Οπως είναι

(αʹ) Ιδιάζουσες τιµές για −π ≤ qi2 ≤ 0 (ϐʹ) ∆ιαφορά s2 − s1 για −π ≤ qi2 ≤ 0

Σχήµα 5.5: Ιδιάζουσες τιµές s1 και s2

ϕανερό όταν αυξάνεται η s2 µειώνεται η s1 και το αντίστροφο. Εποµένως µεγιστοποιώντας
την µία ελαχιστοποιείται η άλλη. Καλό condition number στον πίνακα JT

h Jh επιτυγχάνεται
για qi2 κοντά στο −π

3 .

Για το µοντέλο µε τον επιπλέον ϐαθµό ελευθερίας q3 η τρίτη ιδιάζουσα τιµή της εκάστοτε
ιακωβιανής ισούται µε

s3 =

√
cos(2q1 + q2) +

cos(2q1)
2

+
cos(2(q1 + q2))

2
+ cos(q2) + 1 (5.35)

και δεν εξαρτάται από το q3. Η γραφική τη παράσταση ϕαίνεται παρακάτω.
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5.5 Συµπεριφορά των s1 και s2

Σχήµα 5.6: Ιδιάζουσα τιµή s3

Για να ϐρούµε τις τιµές στις οποίες µηδενίζεται η s3 µηδενίζουµε ταυτόχρονα τις παρα-
γώγους τις ως προς q1 και q2. ΄Ετσι έχουµε:

∂s3

∂q1
= −2 sin(2q1 + q2) − sin(2q1) − sin(2q1 + 2q2) (5.36)

∂s3

∂q2
= − sin(2q1 + q2) − sin(2q1 + 2q2) − sin(q2) (5.37)

Λύνοντας το σύστηµα (39) = (40) = 0 µε περιορισµένες γωνίες q1, q2 παίρνουµε τις λύσεις :

(q1, q2) =

(
π
2 , 0

)
(0, π)
(0, 0)(
π
4 , π

2

) (5.38)

Τα πρώτα δύο σηµεία αντιστοιχούν σε τοπικά ελάχιστα ενώ τα τελευταία δύο σε τοπικά
µέγιστα. Η ευθεία που ενώνει τα δύο πρώτα σηµεία είναι η q2 = −2q1 + π. Αντικαθιστώντας
στην εξίσωση της ιδιάζουσας τιµής s3 παίρνουµε ότι s3 = 0 σε κάθε σηµείο της ευθείας.
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Κεφάλαιο 6

Γεωµετρική Ανάλυση Ροµποτικής Λαβής και ∆ιε-

ϱεύνηση ΄Υπαρξης Λύσεων

6.1 Ελαχιστοποίηση Κριτηρίου Ροπών

Σε περίπτωση που το διάνυσµα f⃗c ανήκει στον µηδενοχώρο του πίνακα JT
h τότε ϑα ισχύει

ότι τ⃗ = 0 και QT = 0. Εποµένως, για ένα τυχαίο διάνυσµα f⃗c το οποίο δεν ανήκει εξαρχής στον
µηδενοχώρο του πίνακα µια πλήρως «επιτυχηµένη» ελαχιστοποίηση του κριτηρίου ϑα έφερνε
το χέρι σε τέτοια ϑέση ώστε ο πίνακας Jh να χάνει ϐαθµό και το διάνυσµα να ανήκει στον
µηδενοχώρο του. Εποµένως, πρέπει να µπει ο περιορισµός rank(Jh) = n, όπου n ο αριθµός
των ϐαθµών ελευθερίας. ΄Οµως επειδή ο ϐαθµός χάνεται πάνω στο όριο των περιορισµών ϑα
πρέπει να µπουν όρια στις γωνίες qi2 ώστε να εξασφαλίζεται η ισχύς τους.

6.2 Αντίστροφη κινηµατική για δεδοµένα σηµεία επαφής

΄Υπαρξη Λύσης

Εύρος ∆ακτύλων Για να ϐρούµε αναγκαίες και ικανές συνθήκες για την ύπαρξη λύσης
πρέπει να µελετηθεί το εύρος το κάθε δακτύλου. Για δάκτυλα µε 2 στροφικές αρθρώσεις
όπως του εξεταζόµενου χεριού και στην περίπτωση που οι γωνίες των δακτύλων δεν είναι
περιορισµένες ισχύει ότι :

x = l1 · cos(q1) + l2 · cos(q1 + q2)
y = l1 · sin(q1) + l2 · sin(q1 + q2)

}
⇒ x2 + y2 = l21 + l22 + 2l1l2 · cos(q2) (6.1)

Σε πολικές συντεταγµένες η ακτίνα γράφεται r2 = x2 + y2 οπότε

r2 = l21 + l22 + 2l1l2 · cos(q2) (6.2)

Ισχύει ότι :
−1 ≤ cos(q2) ≤ 1⇒

(l1 − l2)2 ≤ r2 ≤ (l1 + l2)2 (6.3)

Εποµένως, για µη περιορισµένες γωνίες στο εύρος του κάθε δακτύλου είναι ένας δακτύλιος
µε ακτίνες r1 = |l1− l2| και r2 = l1+ l2. Για περιορισµένες γωνίες όµως το εύρος του δακτύλου
δεν περιλαµβάνει το πάνω µισό του δακτυλίου καθώς και τον δίσκο µε κέντρο (l1, 0) και
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ακτίνα l2.

Απόδειξη. Αρκεί ν.δ.ο. (l1 − x)2 + y2 ≥ l22

(l1 − x)2 + y2 =

l21 + x2 + y2 − 2l1x =

2l21 + 2l1l2 cos(q2) − 2l1(l1 cos(q1) + l2 cos(q1 + q2)) =

2l21 (1 − cos(q1)) + l22 + 2l1l2(cos(q1) + cos(q1 + q2))

Αλλά l1 = l2.

2l21 (1 − cos(q1)) + l22 + 2l1l2(cos(q1) + cos(q1 + q2)) =

2l21 (1 + cos(q1 + q2)) + l21 ≥ l21

΄Αρα
(l1 − x)2 + y2 ≥ 0 (6.4)

□

Κοινή τοµή δακτύλων ΄Ενα σηµαντικό χαρακτηριστικό του χεριού το οποίο ϑα χρησιµο-
ποιηθεί παρακάτω είναι ότι τα δάκτυλα µπορούν να κλείσουν και τα τρία στο ίδιο σηµείο.

Απόδειξη. Για κάθε δάκτυλο ϑέτουµε l1 ·cos(q1)+l2 ·cos(q1+q2) = ui και l1 ·sin(q1)+l2 ·sin(q1+

q2) = vi . Μπορούµε να ϑεωρήσουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι xh = yh = zh = 0 και
θx = θy = θz = 0. Οι εξισώσεις ων δακτύλων γράφονται :

1. Αντίχειρας 
0

−3
2u3 −

√
21
3

3
2v3

 =

px

py

pz

 (6.5)

2. Αριστερό 
−3

4u2 − 1
3
√

3
4 u2 +

√
21
6

3
2v2

 =

px

py

pz

 (6.6)

3. ∆εξύ 
3
4u1 + 1

3
√

3
4 u1 +

√
21
6

3
2v1

 =

px

py

pz

 (6.7)

Εξισώνοντας τις (6.6), (6.7) προκύπτει :

v1 = v2 (6.8)

u1 = u2 = −
4
3

(6.9)
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6.2 Αντίστροφη κινηµατική για δεδοµένα σηµεία επαφής

Εξισώνοντας και τις (6.5), (6.6) προκύπτουν οι σχέσεις :

v3 = v1 = v2 (6.10)

u3 =
2
√

3
−

√
7
√

3
(6.11)

Εποµένως, τα δάκτυλα τέµνονται πάνω στην ευθεία x = 0, y = −
√

3+
√

21
6 και z ελεύθερο. □

(αʹ) Σύνολο σηµείων επαφής των δακτύλων
(ϐʹ) Κάτοψη του συνόλου σηµείων επαφής των δα-
κτύλων

Σχήµα 6.1: Εύρος δακτύλων

Τύποι τριγώνων Τρία µη συνευθειακά σηµεία επαφής ορίζουν ένα τρίγωνο στον χώρο.
Ορίζουµε σαν τύπο του τριγώνου το multiset των τριών γωνιών του. ∆ηλαδή το τρίγωνο µε
γωνίες θ1, θ2, θ3 είναι τύπου {θ1, θ2, θ3} ανεξάρτητα από τη σειρά εµφάνισης ή υπολογισµού
των γωνιών αυτών.

΄Υπαρξη λαβής για κάθε τύπο τριγώνου Ο τύπος ενός τριγώνου όπως ορίστηκε παραπάνω
εξαρτάται µόνο από τις γωνίες του και όχι από τα µήκη των πλευρών του. ΄Ενα τρίγωνο
συγκεκριµένου τύπου µπορεί λοιπόν να ϑεωρηθεί «αρκετά» µικρό (όσο µικρό επιθυµούµε)
σε σχέση µε τα µεγέθη του χεριού. Το εύρος του κάθε δακτύλου µπορεί εποµένως να ϑεωρηθεί
ότι είναι ένα επίπεδο.

(αʹ) Ηµιεπίπεδα επαφής των δακτύλων (ϐʹ) Κάτοψη ηµιεπιπέδων επαφής των δακτύλων

Σχήµα 6.2: Ηµιεπίπεδα επαφής
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Εάν αποδείξουµε ότι κάθε τρίγωνο µπορεί να τοποθετηθεί µε τέτοιο τρόπο ώστε κάθε
κορυφή του να ϐρίσκεται σε µία από τις τρεις ηµιευθείες που σχηµατίζονται από την προβολή
τον επιπέδων στο επίπεδο x−y χωρίς να ϐρίσκονται δύο κορυφές στην ίδια ευθεία τότε έχουµε
αποδείξει και ότι οι κορυφές ϐρίσκονται πάνω στα επίπεδα.

Απόδειξη. 1. Ονοµάζουµε κορυφή Α την κορυφή που ϐρίσκεται απέναντι στη µικρότερη
πλευρά.

2. Ονοµάζουµε κορυφή Β την κορυφή που ϐρίσκεται απέναντι στη µεγαλύτερη πλευρά.

Θεωρούµε ότι η πλευρά Β µπορεί να κινηθεί µόνο πάνω στην ευθεία
y = −

√
3, x < 0 και η Α αντίστοιχα µόνο πάνω στην ηµιευθεία x = 0, y < 0. Η αρχική ϑέση

της κορυφής Α πριν την κίνηση των κορυφών είναι η A = (0, 0, 0). Αντίστοιχα η κίνηση του
τριγώνου σταµατά όταν B = (0, 0, 0).

(αʹ) Αρχική ϑέση τριγώνου (ϐʹ) Τελική ϑέση τριγώνου

Σχήµα 6.3: Κίνηση του τριγώνου

Σε κάθε ϑέση του τριγώνου ισχύει ότι :

A⃗ = σ1 ·

 0
−1

 (6.12)

B⃗ = σ2 ·

−1
2√
3

2

 (6.13)

µε σ1, σ2 > 0. Οι συντελεστές σ1 και σ2 συνδέονται µε τη σχέση

|A⃗ − B⃗|2 = AB2 ⇒

σ2
1 + σ2

2 +
√

3σ1σ2 = AB2 (6.14)

Λύνοντας την (6.14) ως προς σ2 προκύπτει ότι

σ2 =

√
4AB2 − σ2

1

2
−

√
3σ1

2
(6.15)
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6.2 Αντίστροφη κινηµατική για δεδοµένα σηµεία επαφής

Η ϑέση του σηµείου C ισούται µε :

C⃗ = T ·
A⃗ − B⃗

|A⃗ − B⃗|
· AC (6.16)

όπου

T =


cos(α) sin(α) 0 0
− sin(α) cos(α) 0 −s1

0 0 1 0
0 0 0 1

 (6.17)

και α η γωνία που αντιστοιχεί στην κορυφή A.

α̂ = cos−1
(
AC2 + AB2 − BC2

2 · AC · AB

)
(6.18)

∆ηλαδή το σηµείο C ισούται µε το διάνυσµα µήκους AC στην κατεύθυνση του B⃗−A⃗ στραµµένο
κατά γωνία −α̂ και µετατοπισµένο κατά y = −σ1. Η γωνία k που σχηµατίζει το διάνυσµα
B⃗ − A⃗ µε το διάνυσµα n⃗c = [0 1]T υπολογίζεται µε τον παρακάτω τρόπο:

k̂ = cos−1

−−−→ABT−→nc

AB

 (6.19)

Αντικαθιστώντας από τις σχέσεις (6.12), (6.13), (6.15) προκύπτει ότι

k̂ = cos−1


σ1 +

√
3(4AB2 − σ2

1 )

4AB

 , 0 ≤ σ1 ≤ AB (6.20)

Η οποία είναι ϕθίνουσα στο διάστηµα που µας ενδιαφέρει.

(αʹ) Γωνία k̂ για ΑΒ=1 (ϐʹ) Θέση κορυφής C και ευθεία y =
√

3x

Σχήµα 6.4: Γωνία k̂ και τοµή κορυφής C και ευθείας y =
√

x

Τότε ϑα ισχύει ότι C = (AC · sin(â− k̂), AC ·cos(â− k̂)−σ1). Αφού µας ενδιαφέρει µόνο το
διάστηµα στο οποίο κινείται το τρίγωνο µπορούµε να ϑέσουµε γενικά x = AB · sin(â − k̂), 0 ≤
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k̂ ≤ π
6 όπου το k̂ είναι µεταβλητή του σ1. Στην τελική ϑέση του τριγώνου είναι k̂ = 0 και άρα

C = (AC · sin(â), AC · cos(â) − AB) =
(
AC sin(â), AC

(
cos(â) −

AB

AC

))
(6.21)

Εποµένως, xC > 0, yC < 0 και η κορυφή C ϐρίσκεται κάτω από την ευθεία y =
√

3x. Στην
αρχική ϑέση του τριγώνου είναι k̂ = π

6 .

C =
(
AC · sin

(
â −

π

6

)
, AC · cos

(
â −

π

6

))
. (6.22)

Αφού όµως η α̂ είναι η µικρότερη γωνία του τριγώνου τότε ισχύει ότι α ≤ π
3 και άρα −π

6 <

α̂ − π
6 ≤

π
6 . Εποµένως, 1

2 ≤ cos
(
α̂ − π

6

)
≤ 1

1. Για sin
(
â − π

6

)
> 0

√
3 ≤ cot

((
â −

π

6

))
(6.23)

άρα η κλήση του διανύσµατος C⃗ είναι µεγαλύτερη από αυτή της ευθείας y =
√

3x και
η κορυφή ϐρίσκεται πάνω από αυτήν.

2. Για sin
(
â − π

6

)
≤ 0 είναι AB · cos

(
â − π

6

)
> 0 εποµένως η κορυφή ϐρίσκεται πάνω από

την ευθεία.

∆είξαµε ότι η συνάρτηση που εκφράζει την κορυφή είναι συνεχής αφού είναι πράξη συνεχών
συναρτήσεων και ότι η διαφορά της y συντεταγµένης της µε την ευθεία y =

√
3x δεν διατηρεί

πρόσηµο. Εποµένως, υπάρχει σηµείο (xs, ys) τέτοιο ώστε C⃗ = σ3 · [1
√

3]T . □

Σηµείωση:

1. Η ύπαρξη λύσης µε τη µία πλευρά του τριγώνου εξολοκλήρου πάνω στην ευθεία τοµής
των επιπέδων και την τρίτη κορυφή πάνω σε ένα από τα τρία επίπεδα είναι προφανής.
Υπάρχει περίπτωση να οδηγήσει όµως σε λιγότερο ϕυσικές λαβές ή λαβές µε κακά
χαρακτηριστικά όπως π.χ. πολύ τεντωµένα ή λυγισµένα δάκτυλα.

2. Εάν ορίσουµε ένα επίπεδο αναφοράς - π.χ. το αρχικό επίπεδο του τριγώνου - και
στη συνέχεια περιστρέψουµε το τρίγωνο, η προβολή των σηµείων του περιστραµµένου
τριγώνου πάνω στο επίπεδο ϑα είναι πάλι ένα τρίγωνο - µε εξαίρεση την περίπτωση
που το επίπεδο του περιστραµµένου τριγώνου είναι κάθετο στο αρχικό. Εποµένως,
αφού υπάρχει ϑέση τέτοια ώστε η προβολή του κάθε σηµείου να ϐρίσκεται πάνω στις
ηµιευθείες και την ευθεία, τότε υπάρχει ϑέση στην οποία το περιστραµµένο τρίγωνο
έχει τις κορυφές του πάνω στα τρία επίπεδα επαφής. Στην περίπτωση που το επίπεδο
του περιστραµµένου τριγώνου είναι κάθετο στο αρχικό το πρόβληµα λύνεται όπως στη
σηµείωση 1.
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6.2 Αντίστροφη κινηµατική για δεδοµένα σηµεία επαφής

Λύση αντίστροφης κινηµατικής

Οι εξισώσεις που συνδέουν τα σ1, σ2, σ3 είναι :

σ2
2 + σ2σ1

√
3 + σ2

1 = AB2 (6.24)

σ2
3 + σ3σ1

√
3 + σ2

1 = BC2 (6.25)

σ2
3 − σ3σ2 + σ2

2 = AC2 (6.26)

µε σ1, σ2 > 0. Το σύστηµα µπορεί να λυθεί αριθµητικά για τα σ1, σ2 σ3 και να δώσει τα
σηµεία επαφής

A⃗ = −σ1 ·

01
 (6.27)

B⃗ = σ2 ·

−1
2√
3

2

 (6.28)

C⃗ = σ3 ·

 1
2√
3

2

 (6.29)

Η αντίστροφη κινηµατική λύνεται σε σχέση µε το τρίγωνο, δηλαδή για θx , θy, θz ίσα µε το
0. Οι εξισώσεις που προκύπτουν λύνονται απευθείας και δίνουν :

v1 = v2 = v3 = zh (6.30)

u3 = yh −

√
21
3
− ptx (6.31)

u1 = 2(prx − 1) (6.32)

u2 = −2(plx + 1) (6.33)

q12 = − cos−1
(
v2

1 + u2
1 − l21 − l22
2l1l2

)
(6.34)

q11 = − cos−1
(
u1(l1 + l2 cos(q12)) + v1l2 sin(q12)

u2
1 + v2

1

)
(6.35)

q22 = − cos−1
(
v2

2 + u2
2 − l21 − l22
2l1l2

)
(6.36)

q21 = − cos−1
(
u2(l1 + l2 cos(q22)) + v2l2 sin(q22)

u2
2 + v2

2

)
(6.37)

q32 = − cos−1
(
v2

3 + u2
3 − l21 − l22
2l1l2

)
(6.38)

q31 = − cos−1
(
u3(l1 + l2 cos(q32)) + v3l2 sin(q32)

u2
3 + v2

3

)
(6.39)

Οι εξισώσεις αυτές δεν αποτελούν λύση για τις περιπτώσεις που αναφέρονται στις σηµειώσεις
1 και 2. ΄Οπως ϕαίνεται στην εξίσωση (6.30) η µεταβλητή zh µένει ελεύθερη και µπορεί
να πάρει τιµές εντός ενός διαστήµατος [zmin, zmax ] το οποίο εξαρτάται από τα µήκη των
δακτύλων. Εποµένως, οι ελεύθερες µεταβλητές της λαβής είναι 4 αφού δίνονται 6 εξισώσεις
για τις ϑέσεις των σηµείων επαφής στο επίπεδο του τριγώνου και 2 εξισώσεις ώστε τα σηµεία
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να ϐρίσκονται στο ίδιο ύψος.

Σε περίπτωση που επιτρέπεται και η κίνηση των δακτύλων γύρω από τον άξονα κάθετο στο
επίπεδο της παλάµης ϑέτουµε qi3 = 0 και παίρνουµε τις λύσεις για τις υπόλοιπες γωνίες από
τις παραπάνω εξισώσεις.

6.3 Τυχαία Αρχικά Σηµεία

΄Εστω τρία τυχαία σηµεία πάνω στο ελλειψοειδές. Τα σηµεία σχηµατίζουν ένα τρίγωνο µε
κορυφές A, B και C. ΄Εστω επίσης ότι η γωνία AB̂C τριγώνου είναι µεγαλύτερη από τη γωνία
που σχηµατίζουν οι δύο «δείκτες¨ του χεριού». Σε αυτή την περίπτωση τα δάκτυλα δεν µπο-
ϱούν να τοποθετηθούν στις κορυφές του τριγώνου µε µηδενικές τις γωνίες προσανατολισµού.
Για να λύσουµε το παραπάνω πρόβληµα περιστρέφουµε το τρίγωνο, µε άξονα περιστροφής
το διάνυσµα

−−→
BA. ∆ίχως ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι η πλευρά AB ϐρίσκεται πάνω

στον άξονα y. Εποµένως, για τις κορυφές του τριγώνου ισχύουν:

A = [0 0 0]T (6.40)

B = [0 yB 0]T (6.41)

C = [xC yC 0]T (6.42)

yB, xC, yC > 0 (6.43)

Σχήµα 6.5: Αρχική ϑέση τριγώνου
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6.3 Τυχαία Αρχικά Σηµεία

Η ϑέση του σηµείου P µετά την περιστροφή κατά γωνία θ υπολογίζεται ως εξής :
xP

yP

zP

 =


cθ 0 sθ

0 1 0
−sθ 0 cθ



xC

yC

0

 =


cθ

yC

−sθxC

 (6.44)

΄Αρα η προβολή του περιστραµµένου τριγώνου στο επίπεδο xy έχει κορυφές A, B και C′ =

[cθxC yC 0]. Ο παραπάνω µετασχηµατισµός έχει νόηµα για 0 ≤ θ ≤ π
2 λόγω συµµετρίας.

Εφαρµόζοντας τον νόµο συνηµιτόνων για το προβεβληµένο τρίγωνο
△

ABC ′ παίρνουµε:

Σχήµα 6.6: Αρχικό, περιστραµµένο και προβεβληµένο τρίγωνο

cos(Â) =
(AC ′)2 + (AB)2 − (BC ′)2

2(AB)(AC ′)
=

yC√
c2

θx2
C + y2

C

(6.45)

d(c2
θx2

C + y2
C)

dθ
= − sin(2θ)x2

C (6.46)

0 ≤ θ ≤
π

2
⇔ 0 ≤ θ ≤ π (6.47)

Από (6.45), (6.46) προκύπτει ότι

− sin(2θ)x2
C < 0⇒ c2

θx2
C + y2

C ↘⇒

√
c2

θx2
C + y2

C ↘ (6.48)

Το cos(Â) αυξάνεται και για 0 ≤ θ ≤ π
2 η γωνία Â µειώνεται. Για θ = π

2 , Â = 0 εποµένως η
γωνία Â κινείται στο διάστηµα [0, Â0]. ΄Οταν η γωνία BÂC ′ του προβεβληµένου τριγώνου
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είναι µικρότερη από -ή ίση µε- τη γωνία µεταξύ των δακτύλων µπορούµε να εφαρµόσουµε
τη διαδικασία που περιγράφηκε στην προηγούµενη ενότητα. Μετά την εύρεση λύσης για
το προβεβληµένο τρίγωνο τα δάκτυλα ακουµπάνε στα σηµεία A, B και C ′. Αν το δάκτυλο
που ακουµπάει στο C ′ έχει τη ϐάση του στο σηµείο F τότε για να υπάρχει λύση ϑα πρέπει
|P | ≤ l1 + l2που σηµαίνει ότι στο για το συγκεκριµένο δάκτυλο, στο frame του, ϑα πρέπει να
υπάρχουν φ1, φ2 τέτοια ώστε :

l1cφ1 + l2cφ12
= Px (6.49)

l1sφ1 + l2sφ12
= Py (6.50)

Εποµένως, κάθε τριπλέτα σηµείων µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε συνδυασµό µε µια γωνία

Σχήµα 6.7: Θέσεις σηµείων στο frame του δακτύλου

θ η οποία ικανοποιεί τους παραπάνω περιορισµούς για να δώσει ένα αρχικό σηµείο για τον
αλγόριθµο ϐελτιστοποίησης. Μετά την τοποθέτηση του χεριού µε τέτοιο τρόπο ώστε να πιάνει
το προβεβληµένο τρίγωνο το επίπεδο της παλάµης ϐρίσκεται παράλληλα στο αρχικό επίπεδο.
Εποµένως, τα επίπεδα πάνω στα οποία µπορούν να κινηθούν τα δάκτυλα είναι κάθετα στο
αρχικό επίπεδο και διέρχονται από τα σηµεία προβολής του περιστραµµένου τριγώνου. Κατ΄
επέκταση συµπεραίνουµε ότι διέρχονται και από τις κορυφές του περιστραµµένου τριγώνου.

6.4 ∆ιαισθητική Βελτιστοποίηση

Η ανάλυση της προηγούµενης ενότητας επιτρέπει την ανάπτυξη ενός πιο «διαισθητικού»
αλγορίθµου ϐελτιστοποίησης τύπου min-min. Από τη στιγµή που για οποιαδήποτε 3 σηµεία
υπάρχει λύση γίνεται να πραγµατοποιηθεί ϐελτιστοποίηση του pose του χεριού για δεδοµένα
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6.4 ∆ιαισθητική Βελτιστοποίηση

σηµεία επαφής. ΄Εστω minimize(C, x⃗0) ο αλγόριθµος που ελαχιστοποιεί µια συγκεκριµένη
συνάρτηση C µε αρχικό σηµείο το x⃗0. Τότε η συνολική συνάρτηση προς ϐελτιστοποίηση
γράφεται :

Αλγοριθµος 6.1: PoseOptimization

q⃗, p⃗ ← InverseKinematics(φ, θ)
x⃗0 ← [q⃗T , p⃗T ]T

x⃗sol , fval ← minimize(PoseCost, x⃗0)
return [x⃗sol , fval]T

Αλγοριθµος 6.2: Min-Min Optimization

x⃗0 ← [φ0, θ0]T

x⃗sol , fval ← minimize(PoseOptimization[1], x⃗0)
return [x⃗sol , fval]T

Οι παραπάνω αλγόριθµοι περιλαµβάνονται για λόγους πληρότητας και διαισθητικής α-
ντίληψης των ιδιοτήτων του προβλήµατος, αλλά δεν είναι αποδοτικοί από άποψη χρόνου και
υπολογιστικών πόρων.
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Κεφάλαιο 7

Σύνθεση Ροµποτικής Λαβής και Συνολικός Αλ-

γόριθµος Βελτιστοποίησης

Σε αυτήν την ενότητα ϑα ασχοληθούµε µε τον προσδιορισµό του ελάχιστου αριθµού µετα-
ϐλητών ϐελτιστοποίησης που απαιτούνται για τη λύση του προβλήµατος.

7.1 Προσδιορισµός Αλγορίθµου

Αρχικά υποθέτουµε ότι είναι γνωστές οι γωνίες του άξονα περιστροφής της ϐάσης (γωνία
q31) του «αντίχειρα». Αν θz και φz οι παραπάνω γωνίες τότε ο άξονας περιστροφής γράφεται

zl = [cθz sφz sθz sφz cφz ]T (7.1)

Θα δουλέψουµε στο τοπικό frame του ¨αντίχειρα¨.

O

A

B

xl

yl

yh

zh

l1

l2

θ

ql
q31

q32

•

Σχήµα 7.1: Χέρι σχεδιασµένο στο τοπικό frame του αντίχειρα

Θεωρούµε επίσης γνωστή τη ϑέση ϐάσης του αντίχειρα καθώς και τα σηµεία επαφής τα
οποία υπολογίζουµε µε τη µεθοδολογία της προηγούµενης ενότητας. Αρχικά υπολογίζουµε
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τις γωνίες q32 και ql ως εξής :

xabs = |
−→pt − thumbPosition| (7.2)

q32 = − cos−1
x2

abs − l21 − l22
2l1l2

 (7.3)

ql = cos−1
xabs(l1 + l2 cos(q32))

x2
abs

 (7.4)

όπου −→pt η ϑέση επαφής του αντίχειρα και thumbPosition η ϑέση της ϐάσης του. Το τοπικό
frame xl , yl είναι :

y⃗l = thumbPosition − p⃗t (7.5)

y⃗l =
y⃗l

|y⃗l |
(7.6)

x⃗l = y⃗l × z⃗l (7.7)

Για να ϕέρουµε τα σηµεία στο τοπικό frame που µας ενδιαφέρει υπολογίζουµε τον µετασχη-
µατισµό µε χρήση των διανυσµάτων που υπολογίστηκαν παραπάνω.

T =
 xl yl zl thumbPosition

0 0 0 1

 (7.8)

΄Ετσι αν p⃗r , p⃗l , p⃗t τα αρχικά σηµεία επαφής του δεξιού δακτύλου,
αριστερού δακτύλου και αντίχειρα αντίστοιχα, τα µετασχηµατισµένα σηµεία στο καινούριο
σύστηµα αναφοράς ϑα είναι p⃗′r p⃗′l p⃗′t

1 1 1

 = T ·
p⃗r p⃗l p⃗t

1 1 1

 (7.9)

Θέτουµε

ur = 2 · (p′rz − 1) (7.10)

ul = −2 · (p′lz + 1) (7.11)

και

fi =

√
21
6
+

√
3

2
ui +

√
21
3

(7.12)

Αν ισχύει ότι p′lx , 0⃗ τότε

c =
p′lx fr − p′rx fl

p′lxp′ry − p′rxp′ly
(7.13)

΄Οταν p′lx = 0 τότε

c =
fl

p′ly
(7.14)
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7.1 Προσδιορισµός Αλγορίθµου

΄Ετσι καταλήγουµε ότι :

θ =
π

2
− cos−1(c) (7.15)

q31 = θ −
π

2
+ ql (7.16)

Αν θ = 0 τότε ϑέτουµε

vr = p′lx (7.17)

vl = p′ly (7.18)

αλλιώς

vr =
−p′rx + sin

(
π
2 − θ

)
fr

cos
(

π
2 − θ

) (7.19)

vl =
−p′lx + sin

(
π
2 − θ

)
fl

cos
(

π
2 − θ

) (7.20)

Στη συνέχεια η αντίστροφη κινηµατική για τις υπόλοιπες γωνίες λύνεται µε τη µεθοδο-
λογία που έχει περιγραφεί στο Κεφάλαιο 6.

Βλέπουµε ότι για τον πλήρη προσδιορισµό της διάταξης του χεριού χρειαζόµαστε το πολύ
10 µεταβλητές :

1. 2 για τον προσδιορισµό του άξονα περιστροφής του αντίχειρα

2. 3 για τη ϑέση της ϐάσης του αντίχειρα

3. 2 για τον προσδιορισµό του επιπέδου τοµής

4. 3 γωνίες των σηµείων επαφής πάνω στο επίπεδο αυτό

Κοιτάζοντας όµως την ανάλυση της προηγούµενης ενότητας για την ύπαρξη λύσης, ϐλέπουµε
ότι όταν έχουµε υπολογίσει την αρχική λύση για ένα τρίγωνο (παλάµη παράλληλη στο επίπε-
δο του τριγώνου) έχουµε σαν πρώτη ελεύθερη µεταβλητή το ύψος της παλάµης. Στη συνέχεια
όπως εξηγήσαµε, µπορούµε να παράγουµε οποιαδήποτε σχετική ϑέση µεταξύ της παλάµης
και του τριγώνου απλά περιστρέφοντας το τρίγωνο. Εποµένως, µετρώντας ξανά τις ελεύθερες
µεταβλητές καταλήγουµε σε 5 + 1 + 3 = 9. Γι΄ αυτό τον λόγο ϑα έπρεπε να µεταβάλλουµε
ελαφρώς την παραπάνω προσέγγιση ώστε να χρησιµοποιεί τον ελάχιστο αριθµό µεταβλητών
ϐελτιστοποίησης.

Εάν στην προηγούµενη ανάλυση ϑεωρήσουµε γνωστά τα σηµεία επαφής των τριών δα-
κτύλων, τις δύο γωνίες που ορίζουν τον άξονα περιστροφής του αντίχειρα, καθώς επίσης και
την απόσταση από τη ϐάση του αντίχειρα µέχρι το σηµείο επαφής του και τη γωνία που
σχηµατίζει το διάνυσµα αυτό µε το επίπεδο επαφής (κατά τη διεύθυνση του άξονα περιστρο-
ϕής του αντίχειρα) ϑα καταλήγαµε σε µια µέθοδο που χρησιµοποιεί 9 µεταβλητές. ΄Οµως
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αυτό είναι πιο δύσκολο να γραφεί και δε ϑα το χρησιµοποιήσουµε στα πλαίσια αυτής της
εργασίας.

Τελικά καταλήγουµε στην παρακάτω διαδικασία υπολογισµού του κόστους :

1. x⃗ ← [α1, α2, φz, θz, φ1, φ2, φ3, px , py, pz]T όπου α1, α2 οι γωνίες του διανύσµατος που
είναι κάθετο στο επίπεδο τοµής, φz, θz οι γωνίες του άξονα περιστροφής του αντίχειρα,
φ1, φ2, φ3 οι γωνίες των σηµείων επαφής και px , py, pz οι συντεταγµένες της ϐάσης του
αντίχειρα.

2. Υπολόγισε τους άξονες kx , ky της έλλειψης που σχηµατίζεται.

3. Υπολόγισε τα σηµεία επαφής από τις εξισώσεις

pf 1 = [kx · cos(φ1), ky · sin(φ1), 0]T

pf 2 = [kx · cos(φ2), ky · sin(φ2), 0]T

pf 3 = [kx · cos(φ3), ky · sin(φ3), 0]T

Θεωρούµε ότι f3 είναι ο αντίχειρας.

4. Μετασχηµάτισε τα σηµεία ώστε να είναι εκφρασµένα στο παγκόσµιο σύστηµα συντε-
ταγµένων µέσω του πίνακα στροφής (2.16).

5. Υπολόγισε τα ur , ul , vr , vl µέσω των εξισώσεων (7.2) - (7.20).

6. Υπολόγισε τις γωνίες των αρθρώσεων από τις σχέσεις (6.34) - (6.39).

7. Υπολόγισε την ιακωβιανή του χεριού Jh και τον πίνακα λαβής G.

8. Υπολόγισε τα κριτήρια τ⃗T τ⃗ και σmax (J)
σmin(J)

9. Σχηµάτισε το άθροισµα ξ1τ⃗T τ⃗ + ξ2
σmax (J)
σmin(J) , όπου ξ1, ξ2 ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί (ϐλ.

Pareto Optimality [39]). Η επιλογή των ξ1, ξ2 µπορεί να γίνει πειραµατικά ή µε κάποιον
άλλον τρόπο.

Στη συνέχεια, αφού έχουν υπολογιστεί τα κριτήρια, χρησιµοποιούµε διαδοχικό τετραγωνικό
προγραµµατισµό για να υπολογίσουµε τα στάσιµα σηµεία. Σηµειώνουµε ότι αφού έχουµε
δείξει αναλυτικό τρόπο εύρεσης feasible αρχικού σηµείου, η χρήση ενός infeasible αλγο-
ϱίθµου όπως ο διαδοχικός τετραγωνικός προγραµµατισµός δεν είναι απαραίτητη. Μπορούν
να χρησιµοποιηθούν και πιο απλοί gradient-based αλγόριθµοι αλλά σε αυτή την εργασία η
επιλογή έγινε λόγω της ευρωστίας του συγκεκριµένου αλγορίθµου.

7.2 Ιακωβιανή Πλήρους Βαθµού

Εάν υποθέσουµε ότι τα δάχτυλα του ϱοµποτικού χεριού διαθέτουν 3 ϐαθµούς ελευθερίας
- µια επιπλέον γωνία κάθετη στο επίπεδο της παλάµης τότε η ιακωβιανή του χεριού είναι ο
9×9 πίνακας που υπολογίζεται από τις εξισώσεις (5.29)−(5.32). Για αναφορά ξαναγράφουµε
τον τύπο της ιακωβιανής του δακτύλου i, Ji παρακάτω.
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7.2 Ιακωβιανή Πλήρους Βαθµού

Ji =


−c3 · (l1s1 + l2s12) −c3l2s12 −s3 · (l1c1 + l2 · c12)

l1c1 + l2c12 l2c12 0
s3 · (l1s1 + l2s12) s3l2s12 −c3 · (l1c1 + l2 · c12)

 (7.21)

Οι ιδιάζουσες τιµές κi του πίνακα αυτού δίνονται από τις :

κ2
1 =

l21
2
+ l1l2c2 + l22 −

√(
l21 + 2l1l2c2 + 2l22

)2
− 4l21 l22s2

2

2
(7.22)

κ2
2 =

l21
2
+ l1l2c2 + l22 +

√(
l21 + 2l1l2c2 + 2l22

)2
− 4l21 l22s2

2

2
(7.23)

κ2
3 = (l1c1 + l2c12)2 (7.24)

Η σχέση των γραφικών παραστάσεων των κ2
2 και κ2

3 ϕαίνεται στην παρακάτω εικόνα.

Σχήµα 7.2: Τετράγωνα ιδιαζουσών τιµών κ2
2 (κόκκινο) και κ2

3 (γκρι)

΄Οπως είδαµε και στο Κεφάλαιο 5 δύο από τις ιδιάζουσες τιµές µηδενίζονται. Εάν προ-
σπαθήσουµε να ελαχιστοποιήσουµε τις ϱοπές στις αρθρώσεις τότε από την εξίσωση (2.26)
προκύπτει ότι ξανά το unconstrained global optimum είναι ίσο µε 0 και προκύπτει στα
σηµεία υποβιβασµού τάξης του πίνακα.

Θα δείξουµε µια σύνδεση µεταξύ των ιδιαζόντων διανυσµάτων των πινάκων G και Jh.
΄Εστω ότι το διάνυσµα δυνάµεων στις επαφές f⃗c είναι ιδιοδιάνυσµα του JhJh

T και αντιστοιχεί
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στην ελάχιστη ιδιοτιµή του. Τότε επειδή ο πίνακας JhJh
T είναι block-diagonal το ιδιοδι-

άνυσµα f⃗c ϑα πρέπει να αποτελείται από 3 ιδιοδιανύσµατα των επιµέρους blocks: έστω
⃗fc1, ⃗fc2, ⃗fc3. Επίσης, επειδή τα blocks Jhi ισούνται µε JiRi όπου Ri πίνακας στροφής τότε
καταλαβαίνουµε ότι το διάνυσµα

v⃗ =


R1 03×3 03×3

03×3 R2 03×3

03×3 03×3 R3




⃗fc1

⃗fc2

⃗fc3

 =

R1 ⃗fc1

R2 ⃗fc2

R3 ⃗fc3

 (7.25)

ελαχιστοποιεί την τετραγωνική µορφή

v⃗T


J1JT

1 03×3 03×3

03×3 J2JT
2 03×3

03×3 03×3 J3JT
3

 v⃗ (7.26)

Για να πετύχουµε το ελάχιστο δυνατό µέτρο ϱοπής ϑα έπρεπε ιδανικά να πετύχουµε και
ελάχιστο µέτρο του διανύσµατος f⃗c πέραν από την ελαχιστοποίηση των singular values του
πίνακα Jh . Υποθέτουµε τώρα, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας στην περίπτωση µηδενικής εξωτε-
ϱικής ϱοπής, ότι επιθυµούµε να ασκήσουµε στο αντικείµενο µια δύναµη κατά τη διεύθυνση
του άξονα x. Η δράση τότε ϑα έχει τη µορφή [α 0 0 0 0 0]T . Χωρίς περιορισµούς, τα δάκτυλα
ϑα τοποθετηθούν στο ίδιο σηµείο επαφής, κατά τη διεύθυνση του άξονα x, ώστε να σπρώξουν
όλα µαζί προς την ίδια κατεύθυνση πετυχαίνοντας ελάχιστο µέτρο f⃗c. Εποµένως, ϑα έχουµε
ότι
−→
fc1 =

−→
fc2 =

−→
fc3 και αντίστοιχα R1 = R2 = R3 = R. Εποµένως, από την ιδιότητα του

ιδιοδυανύσµατος ϑα έχουµε ότι :

diag {R}T


J1JT

103×3 03×3

03×3 J2JT
2 03×3

03×3 03×3 J3JT
3

 · diag {R} f⃗c = λf⃗c ⇔ (7.27)


J1JT

1 03×3 03×3

03×3 J2JT
2 03×3

03×3 03×3 J3JT
3

 · diag {R} f⃗c = λ · diag {R} f⃗c ⇔ (7.28)


J1JT

1 03×3 03×3

03×3 J2JT
2 03×3

03×3 03×3 J3JT
3

 v⃗ = λv⃗ (7.29)

΄Αρα το διάνυσµα v⃗ είναι ιδιοδιάνυσµα του πίνακα
J1JT

1 03×3 03×3

03×3 J2JT
2 03×3

03×3 03×3 J3JT
3


Θα έπρεπε να περιµένουµε λοιπόν ότι εάν χρησιµοποιήσουµε το κριτήριο αυτό από µόνο
του η λύση που ϑα προκύψει ϑα είναι κοντά στα όρια των περιορισµών µας (force-closure
και όρια κίνησης αρθρώσεων) κάτι το οποίο δεν είναι ιδανικό. Χρησιµοποιώντας ένα έξτρα
κριτήριο όπως το condition number της ιακωβιανής του χεριού ουσιαστικά κάνουµε τους
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7.2 Ιακωβιανή Πλήρους Βαθµού

περιορισµούς µας πιο αυστηρούς. Συµπερασµατικά, µια λογική προσέγγιση του προβλήµα-
τος ϑα ήταν να επιλέγουµε τα σηµεία επαφής µε διαφορετικά κριτήριά και στη συνέχεια να
κάνουµε ϐελτιστοποίηση της πόζας για τα υπολογισµένα σηµεία επαφής. Στο κεφάλαιο 8 (Α-
ποτελέσµατα) ϑα δείξουµε την ισοδύναµη συµπεριφορά κριτηρίων υπολογισµού των σηµείων
επαφής.

Ο τελικός αλγόριθµος που προτείνουµε σε αυτήν την εργασία λύνει διαδοχικά δύο προ-
ϐλήµατα ϐελτιστοποίησης :

1. Αν

GGT =

A B
C D


και τ⃗ η επιθυµητή ϱοπή τότε

minimize
x

Q△ = τ⃗T Dτ⃗

subject to :
∣∣∣∑3

i=1 r⃗i

∣∣∣2 ≤ δ

(7.30)

2. • Ελαχιστοποίηση ϱοπών:
minimize

x
QT (x)

subject to :
hT (x) = 0
gT (x) ≤ 0

(7.31)

όπου hT (x) οι ισοτικοί περιορισµοί που προκύπτουν από το χέρι σαν στερεό α-
ντικείµενο και την ύπαρξη λύσης στις κινηµατικές εξισώσεις των δακτύλων για
δεδοµένα σηµεία επαφής και gT (x) οι ανισοτικοί περιορισµοί που σχετίζονται µε
την απόσταση από ιδιόµορφες διατάξεις του χεριού (π.χ. qi2 ≤ ϸ).

• Ευστάθεια - Αποφυγή ιδιόµορφων διατάξεων :

minimize
x

smax (Jh(x))
smin(Jh(x))

subject to : hJ (x) = 0

(7.32)

όπου hJ (x) οι ισοτικοί περιορισµοί που προκύπτουν από το χέρι σαν στερεό α-
ντικείµενο και την ύπαρξη λύσης στις κινηµατικές εξισώσεις των δακτύλων για
δεδοµένα σηµεία επαφής.

Το διάγραµµα ϱοής του αλγορίθµου ϕαίνεται στην παρακάτω εικόνα.
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Κεφάλαιο 7. Σύνθεση Ροµποτικής Λαβής και Συνολικός Αλγόριθµος Βελτιστοποίησης

Σχήµα 7.3: Συνολικός προτεινόµενος αλγόριθµος
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Κεφάλαιο 8

Πειράµατα

Στην ενότητα αυτή ϑα παρουσιάσουµε και ϑα εξηγήσουµε τα πειραµατικά αποτελέσµατα
της εργασίας.

8.1 Αποτελέσµατα Προσοµοίωσης

Για τη διεξαγωγή πειραµάτων, ο αλγόριθµος που χρησιµοποιήθηκε αρχικά (για µια
πρώτη επιβεβαίωση των ϑεωρητικών αποτελεσµάτων του Κεφαλαίου 7) ϐασίστηκε στις εξι-
σώσεις (7.1)-(7.20). Η ϐελτιστοποίηση του κριτηρίου έγινε µε sequential quadratic program-
ming. Για τις εικόνες χρησιµοποιήσαµε σφαίρες σαν αντικείµενα για µεγαλύτερη ευκολία
στην κατανόηση των ϑέσεων των σηµείων επαφής και των διευθύνσεων δυνάµεων και ϱοπών.

Σχήµα 8.1: Επιθυµητή ϱοπή: τ⃗ = [0 1 0]T

Οι παραπάνω εικόνα αφορά το χέρι το οποίο στα δάκτυλα έχει από 2 ϐαθµούς ελευθερίας.
Βλέπουµε ότι το επίπεδο επαφών δεν είναι κάθετο στην επιθυµητή ϱοπή. Αυτό προκύπτει
από τη µειωµένη ικανότητα κίνησης των δακτύλων. Προκειµένου να στραφεί το αντικείµενο
η ο άξονας περιστροφής των αρθρώσεων των δακτύλων πρέπει να είναι παράλληλος στη ϱοπή
και άρα το επίπεδο του εκάστοτε δακτύλου «αρκετά» κάθετο σε αυτήν. Η λύση που προκύπτει
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µέσω της χρήσης 2 κριτηρίων είναι µακριά από ιδιόµορφες διατάξεις και άρα µακριά από το
ολικό ελάχιστο του QT

8.2 Σύγκριση γενικής συµπεριφοράς κριτηρίων

Σε αυτήν την υποενότητα ϑα συγκρίνουµε τη συµπεριφορά κριτηρίων που αφορούν την
επιλογή σηµείων επαφής. Οι µέθοδοι προς σύγκριση είναι η µεγιστοποίηση της ελάχιστης
ιδιάζουσας τιµής του πίνακα λαβής G, smin(G) και το κριτήριο

∣∣∣∑3
i=1 r⃗i

∣∣∣2 που προτάθηκε στην
εργασία αυτή. Αρχικά προσπαθούµε να ελαχιστοποιήσουµε το τετράγωνο του µέτρου του
αθροίσµατος των διανυσµάτων επαφής και στη συνέχεια προσπαθούµε να µεγιστοποιήσουµε
την ελάχιστη ιδιάζουσα τιµή του πίνακα G. Στις παρακάτω 3 εικόνες παρουσιάζεται η συ-
µπεριφορά των κριτηρίων σε ένα ελλειψοειδές αντικείµενο µε ακτίνες λx = 1, λy = 2 λz = 1
καθώς και η ϑέση των σηµείων επαφής που προκύπτουν από την ελαχιστοποίηση του πρώτου.

(αʹ) Ελαχιστοποίηση
∣∣∣∑3

i=1 r⃗i

∣∣∣2 (ϐʹ) Μεγιστοποίηση smin(G) (QMSV )

Σχήµα 8.2: Συµπεριφορά Κριτηρίων σε Ελλειψοειδές
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8.2 Σύγκριση γενικής συµπεριφοράς κριτηρίων

Σχήµα 8.3: Σηµεία επαφής στο ελλειψοειδές µετά την ελαχιστοποίηση του
∣∣∣∑3

i=1 r⃗i

∣∣∣2

Στη συνέχεια παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της ίδιας διαδικασίας για σφαίρα ακτίνας
λ = 1.

(αʹ) Ελαχιστοποίηση
∣∣∣∑3

i=1 r⃗i

∣∣∣2 (ϐʹ) Μεγιστοποίηση smin(G) (QMSV )

Σχήµα 8.4: Συµπεριφορά Κριτηρίων σε Ελλειψοειδές
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Κεφάλαιο 8. Πειράµατα

Σχήµα 8.5: Σηµεία επαφής στο ελλειψοειδές µετά την ελαχιστοποίηση του
∣∣∣∑3

i=1 r⃗i

∣∣∣2
Παρατηρούµε ότι και στις δύο περιπτώσεις τα κριτήρια παρουσιάζουν εν γένει την ίδια

συµπεριφορά. Στην περίπτωση της σφαίρας παρατηρούµε ότι και οι δύο µέθοδοι πετυχαίνουν
ακριβώς το ίδιο αποτέλεσµα. Αυτό είναι λογικό αφού το µέτρο της ελάχιστης ιδιάζουσας
τιµής του πίνακα λαβής εξαρτάται από το εµβαδό του τριγώνου που σχηµατίζεται από τις
επαφές. Για τον λόγο αυτό ϑα αναλύσουµε τη συµπεριφορά των κριτηρίων στην δισδιάστατη
περίπτωση (ελλείψεις, κύκλοι), ώστε να καταλήξουµε σε ένα συνολικό συµπέρασµα.

Η παρακάτω προσοµοίωση έγινε σε έλλειψη ακτινών rx = 1 και ry = 2 και απεικονίζει
την πορεία της ελάχιστης ιδιάζουσας τιµής του πίνακα λαβής κατά την ελαχιστοποίηση του∣∣∣∑3

i=1 r⃗i

∣∣∣2.

Σχήµα 8.6: Συµπεριφορά κριτηρίων στην έλλειψη
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8.2 Σύγκριση γενικής συµπεριφοράς κριτηρίων

Μεγιστοποίηση Επιφάνειας Τριγώνου ΄Εστω ότι ϑέλουµε να τοποθετήσουµε τα δάκτυλα
σε µια έλλειψη µε ακτίνες α1 και α2. Τότε για i = 1, 2, 3 οι συντεταγµένες των σηµείων
επαφής ϑα είναι

xi = α1 cos(θi)
yi = α2 sin(θi)

(8.1)

Θέτοντας τον περιορισµό r⃗1 + r⃗2 + r⃗3 = 0 και αντικαθιστώντας από την παραπάνω σχέση
παίρνουµε ότι

3∑
i=1

cos(θi) = 0 (8.2)

3∑
i=1

sin(θi) = 0 (8.3)

Το πρόβληµα είναι συµµετρικό οπότε µπορούµε να υποθέσουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας
ότι θ3 ∈

[
0, π

2

]
. Από τις σχέσεις (8.2), (8.3) εάν µεταφέρουµε το ηµίτονο και συνηµίτονο θ3

στο άλλο µέλος, τετραγωνίσουµε και προσθέσουµε τις σχέσεις παίρνουµε τελικά ότι

sin(θ1) sin(θ2) + cos(θ1) cos(θ2) = −1
2 ⇔

cos(θ1 − θ2) = −1
2 ⇔

θ1 − θ2 ∈
{
±2π

3 ,±4π
3

} (8.4)

Μία από τις δύο γωνίες θ1 και θ2 ϑα ϐρίσκεται στο
[

π
2 , π

]
ή στο

[
3π
2 , 2π

]
.

1. ΄Εστω ότι θ1 ∈
[

π
2 , π

]
. Ισχύει ότι θ2 − θ3 = ±π ± π

3 .

(αʹ) Αν θ2 ∈
[
π, 3π

2

]
τότε θ2 − θ3 ∈

[
π
2 , 3π

2

]
και άρα θ2 − θ3 =

2π
3 ή θ2 − θ3 =

4π
3 . ΄Οµως

θ1 − θ2 ∈ [−π, 0] ⇒ θ1 − θ2 = −
2π
3 . Αν όµως θ2 − θ3 =

2π
3 τότε προκύπτει ότι

θ1 = θ3, λύση η οποία απορρίπτεται. Εποµένως, έχουµε ότι

θ2 − θ3 =
4π

3
(8.5)

(ϐʹ) Αν θ2 ∈
[

3π
2 , 2π

]
τότε θ2 − θ3 ∈ [π, 2π] και άρα

θ2 − θ3 =
4π

3

2. ΄Εστω ότι θ1 ∈
[

3π
2 , 2π

]
. Επειδή το πρόβληµα έχει συµµετρία καταλήγουµε στις ίδιες

ακριβώς περιπτώσεις µε αλλαγµένους τους δείκτες i = 1 και i = 2.

Η επιφάνεια του τριγώνου που σχηµατίζεται από τις επαφές ισούται µε

1
2
|(r⃗2 − r⃗1) × (r⃗3 − r⃗1)| (8.6)

Η µη µηδενική z συντεταγµένη του διανύσµατος που προκύπτει από το εξωτερικό γινόµενο
ισούται µε

z = α1α2 [sin(θ3 − θ1) + sin(θ1 − θ2) + sin(θ2 − θ3)] (8.7)
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Εποµένως το εµβαδό A ϑα ισούται µε 1
2z2. Για να υπολογίσουµε το µέγιστο παραγωγίζουµε

την έκφραση ως προς τις τρεις µεταβλητές και εξισώνουµε µε το 0. Ως προς τη µεταβλητή θi

η σχέση γράφεται

(sin(θ3 − θ1) + sin(θ1 − θ2) + sin(θ2 − θ3))
(
cos(θi − θj) − cos(θi − θk)

)
= 0 (8.8)

Το µέγιστο εµφανίζεται στο σηµείο µηδενισµού της αφαίρεσης συνηµιτόνων. Αντικαθιστώντας
ϐλέπουµε ότι οι σχέσεις µεταξύ των γωνιών οι οποίες οδηγούν στην (8.5) µηδενίζουν τις
αφαιρέσεις αυτές και δίνουν A = 27

8 . ΄Οπως είδαµε στη δισδιάστατη περίπτωση τα κριτήρια
µεγιστοποίησης επιφάνειας και

∑3
i=1 r⃗i = 0 είναι ισοδύναµα. Εποµένως, στην τρισδιάστατη

περίπτωση µπορούµε να σκεφτούµε το κριτήριο
∣∣∣∑3

i=1 r⃗i

∣∣∣2 σαν µια γενίκευση των παραπάνω
κριτηρίων. ΄Οταν αυτό ληθφεί σαν περιορισµός µας επιτρέπει να έχουµε ταυτόχρονα καλή,
ευσταθή λαβή καθώς και ελευθερία επιλογής ϐέλτιστης ϑέσης ως προς τις επιθυµητές ϱοπές.

8.3 Σύγκριση κριτηρίων για δεδοµένες επιθυµητές δράσεις

Στην υποενότητα αυτή ϑα συγκρίνουµε τις λύσεις που δίνουν τα κριτήρια Q△, QMSV

και QGII όταν ϑέλουµε να ασκήσουµε συγκεκριµένες δυνάµεις και ϱοπές στο αντικείµενο.
Θυµίζουµε ότι Q△ είναι το κριτήριο αυτής της εργασίας :

Q△ = τ⃗T

 3∑
i=1

[ri×] [ri×]T

 τ⃗ (8.9)

σε δυνδυασµό µε τον περιορισµό
∣∣∣∑3

i=1 r⃗i

∣∣∣2 = 0. ΄Οταν ϑέλουµε να ασκήσουµε µια ϱοπή στο
αντικείµενο η διαδικασία σύγκρισης είναι απλή καθώς ουσιαστικά αρκεί να συγκρίνουµε το
µέτρο των εφαπτοµενικών στην επιφάνεια του αντικειµένου δυνάµεων στις επαφές, υποθέτο-
ντας ίσες κάθετες δυνάµεις στις επαφές. Τα κριτήρια QMSV και QGII δεν είναι σχεδιασµένα
για να λάβουν υπόψη τους την επιθυµητή ϱοπή και η λύση τους ϑα προκύψει από τις αρχικές
συνθήκες του αλγορίθµου ϐελτιστοποίησης. Η λύση που δίνει η ελαχιστοποίηση του κριτη-
ϱίου Q△, αντιθέτως, εξαρτάται από την ϱοπή που ϑέλουµε να ασκήσουµε στο αντικείµενο και
µετατρέπει την αναζήτηση ευσταθών (εύρωστων) λαβών σε hard constraint του προβλήµατος
ϐελτιστοποίησης :

∣∣∣∑3
i=1 r⃗i

∣∣∣2 = 0 (ή στον πιο χαλαρό και γενικό περιορισµό
∣∣∣∑3

i=1 r⃗i

∣∣∣2 < ϸ). Τα
αποτελέσµατα της προσοµοίωσης ήταν τα αναµενόµενα και ϕαίνονται στους πίνακες 8.1 και
8.2. Το κόστος το οποίο υπολογίζουµε είναι το µέτρο του διανύσµατος δυνάµεων στις επαφές∣∣∣f⃗c ∣∣∣.

(αʹ) Q△ (ϐʹ) QGII (γʹ) QMSV

Σχήµα 8.7: Λύσεις για επιθυµητή ϱοπή στην κατεύθυνση [0 1 0]T σε ελλειψοειδές
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8.3 Σύγκριση κριτηρίων για δεδοµένες επιθυµητές δράσεις

Πίνακας 8.1: Τετράγωνο µέτρου του διανύσµατος δύναµης στις επαφές για δεδοµένες ϱοπές

Q△ QGII QMSV τ⃗ Αντικείµενο

2.1332 2.666 2.665 [0 1 0]Τ Ελλειψοειδές

2.1333 2.6667 2.6668 [0 0 1]Τ Ελλειψοειδές

1.3333 1.4620 1.4559 [0 0 1]Τ Σφαίρα

2.6667 4.8438 4.8785 [1 1 0]Τ Σφαίρα

1.3333 1.3336 1.3333 [1 0 0]Τ Ελλειψοειδές

Πίνακας 8.2: Μέσος όρος του τετραγώνου του µέτρου δύναµης στις επαφές για δεδοµένες ϱοπές
(20 επαναλήψεις)

Q△ QGII QMSV τ⃗ Αντικείµενο

1.4 ± 0.29 2.5 ± 0.32 2.45 ± 0.35 [0 0 1]Τ Σφαίρα (0.5)

0.15 ± 0.001 0.27 ± 0.026 0.27 ± 0.027 [0 0 1]Τ Σφαίρα (1.5)

0.54 ± 0.03 1.26 ± 0.36 1.2 ± 0.34 [1 0 0]Τ Ελλειψοειδές (0.5, 0.5, 1)

0.06 ± 0.004 0.29 ± 0.55 0.07 ± 0.008 [1 0 0]Τ Ελλειψοειδές (1.5, 1.5, 3)

(αʹ) Q△ (ϐʹ) QGII (γʹ) QMSV

Σχήµα 8.8: Λύσεις για επιθυµητή ϱοπή στην κατεύθυνση [0 0 1]T σε ελλειψοειδές

(αʹ) Ροπή [0 0 1]T σε σφαίρα (ϐʹ) Ροπή [1 0 1]T σε σφαίρα (γʹ) Ροπή [1 0 0]T σε ελλειψοειδές

Σχήµα 8.9: Λύσεις του κριτηρίου Q△ για διαφορετικές ϱοπές

Η σύγκριση των λύσεων όταν η επιθυµητή εργασία είναι άσκηση ή αντιστάθµιση εξω-
τερικής δύναµης είναι λίγο πιο πολύπλοκη καθώς εµπεριέχει αναγκαστικά τις εσωτερικές
δυνάµεις ακινητοποίησης του αντικειµένου (δυνάµεις στον µηδενοχώρο του πίνακα G) οι
οποίες προκύπτουν από ένα διαφορετικό πρόβληµα ϐελτιστοποίησης (πρόβληµα κατανοµής
δύναµης - 9.1).
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minimize
ϑ

max
∣∣∣∣−→fci

∣∣∣∣
subject to: 0.1 ≤

∣∣∣∣−→fci

∣∣∣∣ ≤ 1,
√

f 2
ix + f 2

iy ≤ µ |fiz |

(8.10)

όπου ϑ οι γωνίες των σηµείων επαφής σε πολικές συντεταγµένες,
−→
fci το διάνυσµα της i−οστής

επαφής στο πλαίσιο αναφοράς του αντικειµένου, fix , fiy, fiz οι συντεταγµένες του και µ ο
συντελεστής τριβής του αντικειµένου.

Κάποιοι ενδεικτικοί συντελεστές τριβής ϕαίνονται στην εικόνα 8.10 [40].

Σχήµα 8.10: Ενδεικτικοί συντελεστές στατικής τριβής

Γι΄ αυτό τον λόγο η σύγκριση των κριτηρίων έγινε µε την παρακάτω µεθοδολογία :

1. Αρχικά λύσαµε ένα πρόβληµα ϐελτιστοποίησης χρησιµοποιώντας και τα τρία κριτήρια
µε αρχικές συνθήκες οι οποίες µας δίνουν «κοντινές» (ϕαινοµενικά) λύσεις.

2. Στη συνέχεια για την κάθε λύση υπολογίσαµε το µοναδιαίο διάνυσµα που είναι επίπεδο
στο κάθε επιµέρους επίπεδο που σχηµατίζεται από τις επαφές. Η αντιστάθµιση δύνα-
µης ϑα είναι πιο δύσκολη όταν αυτή είναι στην κατεύθυνση του διανύσµατος αυτού.

3. Τέλος, υπολογίσαµε την κατανοµή δυνάµεων στις επαφές για διαφορετικά µήκη δια-
νύσµατος δύναµης και συντελεστές τριβής. Σαν αποτέλεσµα υπολογίστηκε ο µέσος
όρος 50 προσωµοιώσεων του µεγίστου µέτρου δύναµης στα δάκτυλα.

Τα αποτελέσµατα συνοψίζονται στον πίνακα 8.3.
Στο σηµείο αυτό ϑα ϑέλαµε να συµπεριλάβουµε και τα µέγιστα (κατά προσέγγιση) µήκη

των δυνάµεων για τα οποία υπάρχει λύση στο πρόβληµα κατανοµής δυνάµεων, όταν το
κριτήριο που χρησιµοποιήσαµε ήταν το Q△ (Πίνακας 8.4).

΄Εστω ότι επιθυµούµε να ακινητοποιήσουµε το αντικείµενο. Προφανώς, όταν δεν αντι-
σταθµίζουµε κάποια εξωτερική δράση, οι δυνάµεις στις επαφές ϑα έχουν διεύθυνση αντίθετη
του διανύσµατος στην εκάστοτε επαφή r⃗i και ϑα είναι ίσες µεταξύ τους όταν

∑3
i=1 r⃗i = 0⃗. Σε

οποιαδήποτε άλλη ϑέση είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι η δύναµη που απαιτείται για την
ακινητοποίηση του αντικειµένου ϑα είναι µεγαλύτερη σε µέτρο.

Θεωρητικά λοιπόν, υποθέτοντας ότι το κριτήριο µας έχει λειτουργήσει τέλεια, περιµένου-
µε τα σηµεία επαφής να σχηµατίζουν ένα τρίγωνο το οποίο περιέχει το κέντρο του αντικει-
µένου. Στην περίπτωση αυτή, λόγω του περιορισµού που έχουµε επιβάλει, είναι εύκολο να
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Πίνακας 8.3: Μέγιστο µέτρο δύναµης σε επαφή κατά την αντιστάθµιση κάθετης δύναµης

µ Q△ QGII QMSV

∣∣∣∣−−→fext

∣∣∣∣
0.65 0.2680 0.3870 0.3464 0.1

0.65 0.2881 0.3911 0.3734 0.2

0.65 0.3534 0.5696 0.5340 0.4

0.71 0.2260 0.3028 0.3080 0.1

0.71 0.2465 0.3785 0.3367 0.2

0.71 0.3094 0.4186 0.4740 0.4

Πίνακας 8.4: Απώλεια ικανότητας αντιστάθµισης

µ
∣∣∣∣−−→fext

∣∣∣∣2
0.65 0.8

0.71 0.9

διαπιστώσουµε ότι οι κάθετες στα r⃗i δυνάµεις στις επαφές ϑα είναι όλες ίσες µε 1
3
−−→
fext και τα

µέτρα δυνάµεων στη διεύθυνση των r⃗i στις επαφές ϑα έιναι όλα ίσα. Εποµένως στο σηµείο
που οριακά έχουµε ολίσθηση του αντικειµένου ϑα ισχύει ότι :

∣∣∣∣−−→fext

∣∣∣∣2
9
= µ2 |fz |

2 ⇔ (8.11)∣∣∣∣−−→fext

∣∣∣∣2
9µ2 = |fz |

2 (8.12)

΄Οµως στο σηµείο απώλειας ικανότητας αντιστάθµισης ϑα ισχύει ότι :

∣∣∣f⃗ci

∣∣∣ = 1
(8.10)
⇐====⇒ (8.13)∣∣∣∣−−→fext

∣∣∣∣2 = 9µ2

9µ2 + 1
(8.14)

Η παραπάνω σχέση για µ = 0.65 και µ = 0.71 δίνει
∣∣∣∣−−→fext

∣∣∣∣2 = 0.791 και
∣∣∣∣−−→fext

∣∣∣∣2 = 0.819 τα
οποία είναι πολύ κοντά στα πειραµατικά αποτελέσµατα.

Η σχέση που συνδέει τη συµπεριφορά των παραπάνω κριτηρίων ϐελτιστοποίησης (µεγε-
ϑών) γίνεται εµφανής µετά από µια σύντοµη ανάλυση του πίνακα λαβής. Συγκεκριµένα, ο
πίνακας G έχει πάντα µια «σταθερή» ιδιάζουσα τιµή ίση µε

√
3 (η διεύθυνση του αντίστοιχου

ιδιάζοντος διανύσµατος εξαρτάται από τα r⃗i ) η οποία λειτουργεί σαν «σύνορο» τόσο για τις
ελάχιστες όσο και για τις µέγιστες ιδιάζουσες τιµές του:

max smin(G) ≤
√

3 ≥ min smax(G) (8.15)
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Η µέθοδος που αναπτύχθηκε στην εργασία αυτή µετατρέπει ουσιαστικά το αλγεβρικό πρόβλη-
µα ιδιοτιµών σε γεωµετρικό, καθώς υπάρχουν ϑέσεις όπου η ελάχιστη ιδιάζουσα τιµή γίνεται
ακριβώς ίση µε 3 (*) και ότι αυτές διαθέτουν συγκεκριµένη ϕυσική (και µαθηµατική (*) )
σηµασία. Για µια λίγο πιο εκτενή ανάλυση παραπέµπουµε τον αναγνώστη στο Παράρτηµα
Βʹ.

(*) ϐλ. Παράρτηµα Βʹ
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Επίλογος
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Κεφάλαιο 9

Επίλογος

Στην ενότητα αυτή ϑα γίνει σύνοψη των αποτελεσµάτων της εργασίας καθώς και παρουσίαση
πιθανών προεκτάσεων αυτής.

9.1 Σύνοψη Θεωρητικών Αποτελεσµάτων

1. Στην ενότητα 2 έγινε ανάλυση της πρώτης ϐασικής ιδέας της εργασίας, δηλαδή της αποσύζευξης
δυνάµεων και ϱοπών µε ϐάση το κριτήριο Q = f⃗ T GGT f⃗ , όπου f⃗ το διάνυσµα επιθυµητής δράσης
και G ο πίνακας λαβής. Είδαµε ότι µε ελαχιστοποίηση της ποσότητας

∣∣∣∑3
i=1 r⃗i

∣∣∣2 µπορούµε να
πετύχουµε µια αποσύζευξη δύναµης και ϱοπής µε τα εξής πλεονεκτήµατα:

(αʹ) Καλά ισορροπηµένη λαβή ως προς τις δυνάµεις (τριπλή ιδιοτιµή µε ιδιοδιανύσµατα
e1, e2, e3).

(ϐʹ) Εύκολη ϐελτιστοποίηση ως προς την επιθυµητή ϱοπή χρησιµοποιώντας το κριτήριο

Q△ = τ⃗T

 3∑
i=1

[ri×] [ri×]T

 τ⃗

και µετασχηµατισµούς στροφής για µεγαλύτερη ευκολία.

Η λογική της ανάλυσης αυτής µοιάζει πολύ µε αυτή του κριτηρίου αποσύζευξης δυνάµεων και
ϱοπών που παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 3, χωρίς όµως να εµφανίζει τις ίδιες αδυναµίες. Συ-
γκεκριµένα, ακολουθώντας την µέθοδο που προτάθηκε δε χρειάζεται να επιλέξουµε το κριτήριο
που µας ικανοποιεί περισσότερο, καθώς οι δυνάµεις είναι ήδη εξισορροπηµένες και µας απο-
µένει αποκλειστικά η ϱοπή. Επίσης, συνδυάζει τις ιδέες δύο ακόµα προτεινόµενων κριτηρίων
της ϐιβλιογραφίας, συγκεκριµένα του σχήµατος του πολυγώνου λαβής και την απόσταση του
κέντρου ϐάρους αυτού από εκείνο του αντικειµένου.

2. ∆είξαµε µαθηµατικά τα προβλήµατα που αντιµετωπίζει η περιγραφή κατά την αλλαγή κλίµακας
(Παράρτηµα Β).

3. ∆είξαµε µαθηµατικά την ισοδυναµία κριτηρίων υπό συνθήκες (Κεφάλαιο 8 και Παράρτηµα Β).

4. Στο Κεφάλαιο 6 αποδείξαµε ότι το ϱοµποτικό χέρι µε τους δύο ϐαθµούς ελευθερίας σε κάθε
δάκτυλο που µοντελοποιήσαµε µπορεί να «πιάσει» οποιοδήποτε τύπο τριγώνου - δηλαδή η
επιτυχία της λαβής εξαρτάται µόνο από το µέγεθος του αντικειµένου. Με αυτόν τον τρόπο
µπορέσαµε να περιγράψουµε µια εύκολα γενικεύσιµη διαδικασία επιλογής τυχαίων αρχικών
σηµείων πάνω στο αντικείµενο η οποία µας επιτρέπει :

(αʹ) Να λύνουµε το πρόβληµα µε απλούς αλγορίθµους ϐελτιστοποίησης.

(ϐʹ) Να υπολογίζουµε διαφορετικές λύσεις ανάλογα µε το αρχικό σηµείο.
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5. Μετασχηµατίσαµε το πρόβληµα ώστε τα δάκτυλα να ϐρίσκονται πάντα πάνω στο αντικείµενο
ανεξάρτητα από τις µεταβλητές ϐελτιστοποίησης και υπολογίσαµε τον ελάχιστο αριθµό τους.

6. Προτείναµε έναν συνδυασµό κριτηρίων - των τ⃗T τ⃗ και του QUOT =
σmax (J)
σmin (J) , επιχειρώντας να πε-

τύχουµε αποτελέσµατα παρόµοια µε αυτά του QTCI , ακολουθώντας διαφορετική µεθοδολογία
και διατηρώντας καλές ιδιότητες διάταξης. Η µεθοδολογία αυτή όµως παρουσιάζει γενικότερα
προβλήµατα όπως δείξαµε στο Κεφάλαιο 7.

9.2 Σύνοψη Πειραµατικών Αποτελεσµάτων

Στο Κεφάλαιο 8:

1. Ελέγξαµε πειραµατικά την λύση που προκύπτει χρησιµοποιώντας συνδυαστικά δύο διαφορε-
τικά κριτήρια. Το αποτέλεσµα ήταν αναµενόµενο : Το ϱοµποτικό χέρι καταλήγει σε διάταξη η
οποία απέχει τόσο από ιδιοµορφίες όσο και από το ολικό ελάχιστο του κριτηρίου που ϑέλαµε
ιδανικά να ελαχιστοποιήσουµε.

2. Μελετήσαµε πειραµατικά και συγκρίναµε την συµπεριφορά των κριτηρίων smin(G) και
∣∣∣∑3

i=1 r⃗i

∣∣∣2.
Με αυτόν τον τρόπο δείξαµε την κοινή τους συµπεριφορά και παρατηρήσαµε ότι το προτεινόµε-
νο κριτήριο

∣∣∣∑3
i=1 r⃗i

∣∣∣2 παρουσιάζει τα εξής πλεονεκτήµατα:

(αʹ) Παρουσιάζει κοινή συµπεριφορά µε τα κριτήρια smin(G) και smin (G)
smax (G) και άρα διατηρεί πολύ

καλές ιδιότητες ευστάθειας λαβής.

(ϐʹ) Μπορεί να χρησιµοποιηθεί για task − specific τοποθέτηση του χεριού.

(γʹ) Αποσυζευγνύει µε εύκολο και ακριβή τρόπο δυνάµεις και ϱοπές και δεν υποπίπτει σε
προβλήµατα περιγραφής.

3. Χρησιµοποιήσαµε την συνολική διαδικασία που περιγράψαµε και επιβεβαιώσαµε ότι η ευρω-
στία της λαβής διατηρείται αναλλοίωτη σε σχέση µε αυτή των κριτηρίων smin(G) και smin (G)

smax (G) ,
αλλά το µέτρο της συνολική ασκούµενης δύναµης στις επαφές µειώνεται όταν επιθυµούµε να
ασκήσουµε κάποια συγκεκριµένη ϱοπή.

9.3 Προεκτάσεις - Μελλοντική Εργασία

Η ελαχιστοποίηση των δυνάµεων στις επαφές µε στόχο την προστασία της επιφάνειας του αντι-
κειµένου, για δεδοµένες επιθυµητές δράσεις, είναι το πρώτο ϐήµα προς την συνολική επίλυση αυτού
του προβλήµατος. Υπολογίζοντας αποµονωµένα τις ϑέσεις επαφής, δεν λαµβάνουµε υπόψη µας το
ϱοµποτικό χέρι του οποίου τα δάκτυλα ϑα πρέπει να ασκήσουν τις απαιτούµενες δυνάµεις. Εδώ µπο-
ϱούµε να εφαρµόσουµε διάφορες τεχνικές, ανάλογα µε το επιθυµητό αποτέλεσµα. Για παράδειγµα
µπορούµε να ϑεωρήσουµε το παρακάτω πρόβληµα ϐελτιστοποίησης :

minimize
x

QUOT

subject to:
−→
fci × r⃗i = 0

(9.1)

όπου
−→
fci η δύναµη στην i−οστή επαφή που ασκείται από το δάκτυλο του χεριού και r⃗i το αντίστοιχο

διάνυσµα επαφής. Ουσιαστικά προσπαθούµε να ακινητοποιήσουµε το αντικείµενο για δεδοµένα
σηµεία επαφής, αποφεύγοντας όσο το δυνατόν περισσότερο ιδιόµορφες διατάξεις.

Επίσης, επειδή τα αλγεβρικά κριτήρια του πίνακα λαβής ενδέχεται να παρουσιάσουν προβλήµατα,
µια διαφορετική κατεύθυνση έρευνας ϑα ήταν η µελέτη του προβλήµατος σύγκρουσης και αναγνώρι-
σης (labeling) των ιδιαζουσών τιµών του.
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΄Οπως είδαµε, η ϐελτιστοποίηση της πόζας ενός ϱοµποτικού χεριού γίνεται µε ϐάση επιθυµητές
διευθύνσεις δύναµης και ϱοπής αλλά χωρίς να λαµβάνεται υπόψη ο συνολικός χειρισµός του αντι-
κειµένου. Η προσέγγιση αυτή είναι λογική από µια άποψη αλλά δεν είναι ξεκάθαρο πόσο κοντά στο
πραγµατική ϐέλτιστη τοποθέτηση µας ϕέρνει. Εάν κοιτάξουµε το συνολικό πρόβληµα χειρισµού ενός
αντικειµένου από µακριά, ϐλέπουµε ένα πρόβληµα ϐέλτιστου ελέγχου µε παραµέτρους την αρχική
ϑέση του χεριού και τις αρχικές γωνίες των δακτύλων του. Φαίνεται έτσι να υπάρχει στο εσωτερικό
του προβλήµατος µια κάποια αποσύζευξη των δύο ϐηµάτων:

• Εάν γνωρίζουµε την αρχική ϑέση του χεριού το πρόβληµα λύνεται µε συγκεκριµένο τρόπο, και

• Εάν µπορούσαµε να λύσουµε αναλυτικά τις εξισώσεις ϐέλτιστου ελέγχου ϑα λαµβάναµε εξι-
σώσεις παραµετροποιηµένες ως προς την αρχική διάταξη του χεριού.

Οι διαφορικές εξισώσεις ενός προβλήµατος ϐέλτιστου ελέγχου όµως δε λύνονται εν γένει αναλυ-
τικά. Μια άλλη προσέγγιση ϑα ήταν να ϑεωρήσουµε µια αρχική διάταξη του χεριού - π.χ. αυτή που
προκύπτει από ένα πρόβληµα ϐελτιστοποίησης σαν αυτό της εργασίας - και ϑεωρώντας διαταραχές
γύρω από αυτή να λύνουµε αριθµητικά την εξίσωση ϐελτιστότητας του Bellman προσπαθώντας να
ϐρούµε µια συσχέτιση µεταξύ των αρχικών συνθηκών και της συνολικής λύσης. ∆υστυχώς όµως, η
εξίσωση του Bellman συνήθως δεν είναι αριθµητικά ολοκληρώσιµη για µεγάλο αριθµό µεταβλητών
[41], [42].

Μπορούµε να δοκιµάσουµε να ξεπεράσουµε τα εµπόδια αυτά µε τη ϐοήθεια της µηχανικής µάθη-
σης [43], [44]. Για παράδειγµα εκπαιδεύοντας ένα ϱοµποτικό χέρι να χειρίζεται ένα αντικείµενο για
πολλές επιθυµητές τροχιές αυτού, ϑα µπορούσαµε ίσως να εξάγουµε ένα µοντέλο το οποίο ϑα συ-
σχετίζει την αρχική διάταξη του χεριού µε την κίνηση των δακτύλων στο χρόνο και να µελετήσουµε
τις µαθηµατικές του ιδιότητες. Μια διαφορετική προσέγγιση ϑα ήταν να επιχειρήσουµε να υπολο-
γίσουµε αναλυτικά κάποια όρια ϐελτιστότητας της αποσυζευγµένης προσέγγισης όπως συµβαίνει µε
παρεµφερή προβλήµατα [45], [46].

Τέλος, ϑα ϑέλαµε να αναφερθούµε και στο πρόβληµα της όρασης στη ϱοµποτική. Παρά τις
ϱαγδαίες σχετικές επιστηµονικές και τεχνολογικές εξελίξεις, ο ακριβής εντοπισµός σηµείων στο χώρο
και η τοποθέτηση ϱοµποτικών δακτύλων σε αυτά παραµένει ένα απαιτητικό πρόβληµα. Αντίστοιχα ο
ακριβής έλεγχος των δυνάµεων που ασκούνται στις επαφές είναι εν γένει δύσκολος λόγων ϑορύβου.
Υπό αυτό το πρίσµα είναι λογικό να προτιµηθούν λύσεις οι οποίες δίνουν έµφαση στην ευρωστία
και την ευστάθεια της λαβής ώστε να έχουµε ικανοποιητικό έλεγχο του αντικειµένου ακόµα και υπό
συνθήκες αβεβαιότητας.
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Παράρτηµα Αʹ

Απόδειξη της ισχύς των εξισώσεων (2.13) - (2.20) Ισχύει ότι

rot2
1x = R(1, 1)2k2

x (Αʹ.1)

rot2
1y = R(1, 2)2k2

x (Αʹ.2)

rot2
2x = R(2, 1)2k2

y (Αʹ.3)

rot2
2y = R(2, 2)2k2

y (Αʹ.4)

΄Ετσι οι (2.19), (2.20) γράφονται(
R(1, i))ki

r1

)2

+

(
R(2, i))ki

r2

)2

+

(
nxR(1, i)ki + nyR(2, i)ki

nzr3

)2

= 1 (Αʹ.5)

΄Οµως λόγω καθετότητας ισχύει ότι

nxR(1, i) + nyR(2, i) + nzR(3, i) = 0 (Αʹ.6)

΄Αρα η (Αʹ.5) γράφεται µετά από πράξεις :

k2
i

(
R(1, i)2

r2
1
+

R(2, i)2

r2
2
+

R(3, i)2

r2
3

)
= 1 (Αʹ.7)

΄Εστω σηµείο M πάνω στην έλλειψη που σχηµατίζεται από τις ακτίνες kx , ky και τον προσανατολισµό
R. Τότε M⃗ = R ·[kxcφ kysφ 0]T για κάποια γωνία φ. Το σηµείο ϐρίσκεται προφανώς πάνω στο επίπεδο
µε κάθετο διάνυσµα n⃗ αφού ο πίνακας µετασχηµατισµού R µεταφέρει τα σηµεία του επιπέδου x − y

πάνω στο επίπεδο τοµής. Θα αποδείξουµε ότι ϐρίσκεται και πάνω στο ελλειψοειδές. Ισχύει ότι

∑3
j=1

(
R(j,1)kx cφ+R(j,2)kysφ

rj

)2
=∑3

j=1
R(j,1)2k2

x c2
φ+R(j,2)2k2

y s2
φ+2R(j,1)R(j,2)kx ky

r2
j

(Αʹ.8)

Χωρίζοντας το άθροισµα µέσα σε κάθε κλάσµα και χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις (Αʹ.7) το άθροισµα
γράφεται

c2
φ + s2

φ + 2
3∑

j=1

R(j, 1)R(j, 2)cφsφ = 1 + 2cφsφR(:, 1)R(:, 2) = 1 (Αʹ.9)

αφού οι στήλες του R είναι ανά 2 κάθετες. Εποµένως η έλλειψη ϐρίσκεται εξολοκλήρου πάνω στο
επίπεδο τοµής και κάθε σηµείο της ικανοποιεί την εξίσωση του ελλειψοειδούς. ΄Αρα είναι η έλλειψη
που αναζητάµε.
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Παράρτηµα Βʹ

Σύντοµη ανάλυση του πίνακα GGT

Στο παράρτηµα αυτό ϑα παρουσιάσουµε µια σύντοµη µελέτη του πίνακα GGT, ώστε να µπο-
ϱέσουµε να στηρίξουµε και ϑεωρητικά τα αποτελέσµατα της εργασίας αυτής.

Βʹ.1 Αστάθεια Περιγραφής υπό Μετασχηµατισµούς Κλίµακας

Απόδειξη. ΄Εστω πίνακας λαβής G. Τότε ϑα έχουµε ότι :

GGT =

 3I
∑3

i=1 [ri×]T∑3
i=1 [ri×]

∑3
i=1 [ri×] [ri×]T

 (Βʹ.1)

΄Εστω v⃗ ιδιοδιάνυσµα του GGT µε v⃗ =

f⃗τ⃗
, |⃗v| = 1. Θα ισχύει :

 3f⃗ +
∑3

i=1 [ri×]T τ⃗∑3
i=1 [ri×] f⃗ +

∑3
i=1 [ri×] [ri×]T τ⃗

 = λ

f⃗τ⃗
 (Βʹ.2)

Από την πρώτη γραµµή της εξίσωσης (Βʹ.2) προκύπτει η εξίσωση:

(3 − λ)f⃗ +
3∑

i=1

[ri×]T τ⃗ = 0⃗
λ,3
⇐==⇒ f⃗ =

∑3
i=1 [ri×]T τ⃗

λ − 3
(Βʹ.3)

Από την δεύτερη γραµµή της εξίσωσης (Βʹ.2) και την (Βʹ.3) προκύπτει η εξίσωση:

3∑
i=1

[ri×]
3∑

i=1

[ri×]T τ⃗ +
3∑

i=1

[ri×] [ri×]T (λ − 3)⃗τ − λ(λ − 3)⃗τ = 0⃗ (Βʹ.4)

Εφαρµόζουµε αλλαγή κλίµακας στις συντεταγµένες µας κατά παράγοντα κ συνεπώς ∀r⃗i ϑα ισχύει
r⃗i = κr⃗ ′i . ΄Ετσι η εξίσωση (Βʹ.3) γράφεται :

f⃗ = κ

∑3
i=1 [ri×]T τ⃗

λ − 3
(Βʹ.5)

και εντελώς αντίστοιχα η (Βʹ.4):

−

κ2

 3∑
i=1

[
r ′i×

]2

+ (λ − 3)

κ2
3∑

i=1

[
r′i×

]2
+ λI


 τ⃗ = 0⃗

κ>0
⇐==⇒ (Βʹ.6)


 3∑

i=1

[
r′i×

]2

+ (λ − 3)

 3∑
i=1

[
r ′i×

]2
+

λ

κ2 I

 τ⃗ = 0⃗ (Βʹ.7)
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Στη νέα περιγραφή τα ιδιοδιανύσµατα ϑα πρέπει να ικανοποιούν την αντίστοιχη εξίσωση:
 3∑

i=1

[
r ′i×

]2

+ (λ − 3)

 3∑
i=1

[
r ′i×

]2
+ λ2I


 τ⃗′ = 0⃗ (Βʹ.8)

και 
 3∑

i=1

[
r ′i×

]2

− 3
3∑

i=1

[
r ′i×

]2 τ⃗ = −(λ − 3)
λ

κ2 τ⃗ − λ
3∑

i=1

[
r ′i×

]2 τ⃗ (Βʹ.9)

΄Εστω ότι τα ιδιοδιανύσµατα παραµένουν ίδια, δηλαδή τ⃗′ = τ⃗. Τότε :
 3∑

i=1

[
r ′i×

]2

+ (λ − 3)

 3∑
i=1

[
r ′i×

]2
+ λ2I


 τ⃗ = 0⃗ (Βʹ.10)

Και ϑα πρέπει να ισχύει :

−λ
3∑

i=1

[
r ′i×

]2 τ⃗ − (λ − 3)
λ

κ2 τ⃗ + λ2

3∑
i=1

[
r ′i×

]2 τ⃗ + λ2(λ2 − 3)⃗τ = 0⃗⇔ (Βʹ.11)

3∑
i=1

[
r ′i×

]2 τ⃗ =
(λ − 3) λ

κ2 − λ2(λ2 − 3)
λ2 − λ

τ⃗ = ρ⃗τ (Βʹ.12)

Στη νέα περιγραφή ϑα ισχύει : 3f⃗ +
∑3

i=1
[
r ′i×

]T τ⃗∑3
i=1

[
r′i×

]
f⃗ − ρ⃗τ

 = λ2

f⃗τ⃗
 (Βʹ.13)

΄Αρα:

3∑
i=1

[
r ′i×

]
f⃗ − (ρ + λ2 )⃗τ = 0⃗⇔ (Βʹ.14)

τ⃗ =

∑3
i=1

[
r′i×

]
f⃗

ρ + λ2
(Βʹ.15)

Αλλά αν λ2 , 3 έχουµε (όπως και πριν) ότι :

f⃗ =

∑3
i=1

[
r ′i×

]T τ⃗

λ2 − 3
=

∑3
i=1

[
r ′i×

]T ∑3
i=1

[
r ′i×

]
(λ2 − 3)(λ2 + ρ)

f⃗ (Βʹ.16)

Εποµένως το f⃗ είναι ιδιοδιάνυσµα του πίνακα
∑3

i=1
[
r′i×

]T ∑3
i=1

[
r′i×

]
µε ιδιοτιµή (λ2 − 3)(λ2 + ρ).

Αντίστοιχα: ∑3
i=1

[
r ′i×

]∑3
i=1

[
r ′i×

]T

(λ2 − 3)
τ⃗ − ρ⃗τ = 0⃗ (Βʹ.17)

΄Ετσι προκύπτει ότι το τ⃗ πρέπει να είναι ιδιοδιάνυσµα του
∑3

i=1
[
r′i×

]T ∑3
i=1

[
r ′i×

]
µε ιδιοτιµή (λ2 − 3)ρ.

΄Οµως ο πίνακας
∑3

i=1
[
r ′i×

]T ∑3
i=1

[
r ′i×

]
είναι ϑετικά ηµιορισµένος. Για να το δούµε αυτό παίρνουµε
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ένα τυχαίο διάνυσµά, έστω u⃗. Θα είναι :

3∑
i=1

[
r ′i×

]T
3∑

i=1

[
r ′i×

]
u⃗ = (Βʹ.18)

u⃗T
3∑

i=1

[
r ′i×

]T
3∑

i=1

[
r ′i×

]
u⃗ = (Βʹ.19)

 3∑
i=1

[
r′i×

]
u⃗

T  3∑
i=1

[
r ′i×

]
u⃗

 = (Βʹ.20)

 3∑
i=1

r′i × u⃗

T  3∑
i=1

r ′i × u⃗

 = (Βʹ.21)∣∣∣∣∣∣∣
3∑

i=1

r ′i × u⃗

∣∣∣∣∣∣∣
2

≥ 0 (Βʹ.22)

Εποµένως (λ2 − 3)ρ ≥ 0 και αφού ρ ≥ 0 ϑα πρέπει λ2 > 3 (εκτός αν ρ = 0)*. Αν αρχικά είχαµε λ < 3
και ισχύει ρ > 0 τότε :

(λ − 3) λ
κ2 − λ2(λ2 − 3)
λ2 − λ

> 0⇔ λ2 < λ (Βʹ.23)

το οποίο είναι άτοπο αφού από υπόθεση λ < 3 < λ2. Αν όµως λ > 3 ϑα πρέπει να ισχύουν οι
παραπάνω συνθήκες που προέκυψαν για τα f⃗ και τ⃗.

Για το πίνακα
[
r′i×

] [
r ′i×

]T ισχύει ότι :

[ri×] [ri×]T =


r2
z + r2

y −rxry −rzrx

−rxry r2
z + r2

x −ryrz

−rzrx −ryrz r2
x + r2

y

 (Βʹ.24)

και η τετραγωνική µορφή

σ⃗T [
r′i×

] [
r ′i×

]T σ⃗ =
([

r ′i×
]T σ⃗

)T ([
r ′i×

]T σ⃗
)
=

∣∣∣[r′i×]T σ⃗
∣∣∣2 (Βʹ.25)

µεγιστοποιείται όταν το διάνυσµα σ⃗ είναι κάθετο στο r⃗i και ελαχιστοποιείται όταν τα διανύσµατα είναι
παράλληλα. Εποµένως :

1. ΄Οταν τα διανύσµατα είναι κάθετα ϑα έχουµε r⃗i
T σ⃗ = 0⃗. Από τη σχέση αυτή λαµβάνουµε δύο

ιδιοδιανύσµατα

−→σ1 =


rz

r2
x +r2

z

0
−

rz

r2
x +r2

z

 , −→σ2 =


0
rz

r2
y+r2

z

−
ry

r2
y+r2

z

 (Βʹ.26)

µε ιδιοτιµή |r⃗i |
2.

2. ΄Οταν τα ιδιοδιανύσµατα είναι παράλληλα λαµβάνουµε ιδιοτιµή 0 και ιδιοδιάνυσµα σ⃗3 =
r⃗i

|r⃗i |
.

΄Ετσι, για να ισχύουν οι απαραίτητες σχέσεις ϑα πρέπει να ισχύει µία από τις παρακάτω συνθήκες :

1.
(λ2 − 3)(λ2 + ρ) = ρ(λ2 − 3)

λ2,3
⇐===⇒ λ2 = 0 (Βʹ.27)

2.

(λ2 − 3)(λ2 + ρ) = 0, ρ(λ2 − 3) =

∣∣∣∣∣∣∣
3∑

i=1

r⃗ ′i

∣∣∣∣∣∣∣
2

(Βʹ.28)
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3.

(λ2 − 3)(λ2 + ρ) =

∣∣∣∣∣∣∣
3∑

i=1

r⃗ ′i

∣∣∣∣∣∣∣
2

, ρ(λ2 − 3) = 0 (Βʹ.29)

Αν ισχύει η 1 ϐλέπουµε ότι πρέπει λ2 = 0. ΄Αρα:

3∑
i=1

[
r ′i×

]
f⃗ + ρ⃗τ = 0⃗

λ2=0
⇐=====⇒

ρ= (3−λ)
κ2

(Βʹ.30)∑3
i=1 [ri×] f⃗

κ2 +
λ − 3

κ2 τ⃗ = 0⃗ (Βʹ.31)

΄Οµως έχουµε ότι :
3∑

i=1

[ri×]T τ⃗ + 3f⃗ = λf⃗ (Βʹ.32)

΄Αρα: ∑3
i=1 [ri×]

∑3
i=1 [ri×]T

λ − 3
τ⃗ + (λ − 3)⃗τ = 0⃗⇔ (Βʹ.33)

κ2
∑3

i=1
[
r ′i×

]∑3
i=1

[
r ′i×

]T

λ − 3
τ⃗ + (λ − 3)⃗τ = 0⃗ (Βʹ.34)

κ2 · (−3ρ)
λ − 3

τ⃗ + (λ − 3)⃗τ = 0⃗ (Βʹ.35)

κ2 · 3(λ − 3)
(λ − 3)κ2 τ⃗ + (λ − 3)⃗τ = 0⃗ (Βʹ.36)

λ = 0 (Βʹ.37)

Αν ισχύει η δεύτερη συνθήκη τότε πρέπει λ2 = 3 ή ρ + λ2 = 0. Θα έχουµε:

3∑
i=1

[
r ′i×

]T f⃗ = 0⃗ (Βʹ.38)

και άρα f⃗ παράλληλο στο
∑3

i=1 r⃗ ′i . Από την δεύτερη σχέση της εξίσωσης ιδιοδιανυσµάτων ϑα έχουµε
ότι :

(3 − λ2)f⃗ =
3∑

i=1

[
r ′i×

]
τ⃗ (Βʹ.39)

και άρα f⃗ κάθετο στο
∑3

i=1 r⃗ ′i το οποίο είναι άτοπο εκτός και αν
∑3

i=1 r⃗ ′i = 0⃗. Αν η ισχύει η συνθήκη
3, δηλαδή ότι ρ(λ2 − 3) = 0 τότε λ2 = 3 ή ρ = 0 και το διάνυσµα τ⃗ ϑα ανήκει στον µηδενοχώρο του
πίνακα

∑3
i=1 [ri×] [ri×]T . ΄Ετσι :

τ⃗T
3∑

i=1

[
r′i×

] [
r ′i×

]T τ⃗ = 0⇒ (Βʹ.40)

3∑
i=1

∣∣∣r ′i × τ⃗
∣∣∣2 = 0⇔ (Βʹ.41)

|r⃗ ′i × τ⃗| = 0, ∀i (Βʹ.42)

Εποµένως ϑα πρέπει τα διανύσµατα r⃗i να είναι όλα συνευθειακά µε το τ⃗ και άρα rank(GGT ) < 6.
Προφανώς και το άθροισµά τους ϑα είναι παράλληλο στο τ⃗. ΄Ετσι ϑα ισχύει :

3f⃗ = λ2 f⃗ (Βʹ.43)
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΄Αρα λ2 = 3 και άρα κατ᾿ επέκταση
∑3

i=1 r⃗ ′i = 0⃗. ΄Οµως για να καταλήξουµε στα παραπάνω απο-
τελέσµατα έχουµε υποθέσει ότι λ , 3 και λ2 , 3 και αντίστοιχα ότι

∑3
i=1 r⃗′i , 0⃗. Στην περίπτωση∑3

i=1 r⃗′i = 0⃗ ϑα έχουµε τριπλή ιδιοτιµή ίση µε 3. Αν τυχαία έχουµε ιδιοτιµή 3 χωρίς το άθροισµα να
µηδενίζεται τότε ϑα ισχύει :  3f⃗ +

∑3
i=1 [ri×]T τ⃗∑3

i=1 [ri×] f⃗ +
∑3

i=1 [ri×] [ri×]T τ⃗

 = 3

f⃗τ⃗
 (Βʹ.44)

΄Ετσι κατευθείαν παίρνουµε ότι :
3∑

i=1

[ri×]T τ⃗ = 0⃗ (Βʹ.45)

και πολλαπλασιάζοντας τη δεύτερη εξίσωση από µπροστά µε τ⃗T παίρνουµε τη συνθήκη:

τ⃗T
3∑

i=1

[ri×] [ri×]T τ⃗ = 3|⃗τ|2 (Βʹ.46)

Ακολουθώντας την ίδια λογική µε πριν και εφαρµόζοντας αλλαγή κλίµακας ϑα πάρουµε τις εξισώσεις : 3f⃗ +
∑3

i=1
[
r ′i×

]T τ⃗∑3
i=1

[
r ′i×

]
f⃗ +

∑3
i=1

[
r′i×

] [
r ′i×

]T τ⃗

 = λ2

f⃗τ⃗
 (Βʹ.47)

΄Οµως ϑα ισχύει κι εδώ ότι
∑3

i=1
[
r′i×

]T τ⃗ = 0⃗ αφού
∑3

i=1 [ri×]T = κ2 ∑3
i=1

[
r ′i×

]T . ΄Ετσι από την πρώτη
εξίσωση υπολογίζουµε ότι λ2 = 3. Με την ίδια λογική µε πριν :

τ⃗T
3∑

i=1

[
r′i×

] [
r ′i×

]T τ⃗ = 3|⃗τ|2 (Βʹ.48)

και για να ισχύει αυτό ϑα πρέπει κ = 1.
Τελικά η µόνη επιλογή που αποµένει να ελέγξουµε είναι ο µηδενισµός του

∑3
i=1 r⃗ ′i . Τότε ϑα

έχουµε ιδιοδιανύσµατα της µορφής
[
f⃗ T 0⃗T

]T
και

[
0⃗T τ⃗T

]T
και

GGT =

3I 0
0

∑3
i=1 [ri×] [ri×]T

 (Βʹ.49)

Μπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε ότι τα ιδιοδιανύσµατα δεν αλλάζουν µορφή κάτω από µετασχη-
µατισµούς κλίµακας. Ο πίνακας στις νέες συντεταγµένες ϑα γράφεται :

GGT =

3I 0
0

∑3
i=1

[
r ′i×

] [
r ′i×

]T

 = 3I 0
0 1

κ2

∑3
i=1 [ri×] [ri×]T

 (Βʹ.50)

Πολλαπλασιάζοντας µε οποιοδήποτε ιδιοδιάνυσµα της προηγούµενης περιγραφής ϑα πάρουµε ότι :

1. 3I 0
0

∑3
i=1

[
r′i×

] [
r ′i×

]T

 f⃗0⃗
 = 3f⃗ (Βʹ.51)

2. 3I 0
0

∑3
i=1

[
r ′i×

] [
r′i×

]T

 0⃗τ⃗
 = λτ

κ2 (Βʹ.52)

Εποµένως στα σηµεία αυτά η περιγραφή είναι ευσταθής. □

Το συµπέρασµα αυτό δεν ϑα έπρεπε να αποτελεί έκπληξη. Τονίζει όµως ένα σηµαντικό Ϲήτηµα
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της περιγραφής του προβλήµατος : Οι «ϐέλτιστες» κατευθύνσεις κίνησης δεν παραµένουν ίδιες

µετά από αλλαγή κλίµακας.

Βʹ.2 Ιδιοκατευθύνσεις ∆ύναµης

Είναι λογικό να περιµένουµε ότι οι διευθύνσεις των υπο-ιδιοδιανυσµάτων του πίνακα GGT που
αφορούν τη δύναµη (δηλαδή τα πρώτα τρία στοιχεία των ιδιοδιανυσµάτων του) διατηρούνται και µετά
από µετασχηµατισµό κλίµακας. Αυτό µπορούµε να το επιβεβαιώσουµε εύκολα αριθµητικά κάνοντας
υπολογισµούς µε τυχαία νούµερα.

Στους πίνακες Βʹ.1 και Βʹ.2 ϕαίνεται ότι οι διαφορές µεταξύ των ιδιοδιανυσµάτων είναι ελάχιστες
στις πρώτες τρεις συντεταγµένες οι οποίες αφορούν την δύναµη. Οι µοναδικές διαφορές εµφανίζονται
στις τελευταίες τρεις οι οποίες αφορούν την ϱοπή.

Πίνακας Βʹ.1: Αρχικά Ιδιοδιανύσµατα

0.6911 0.5386 0.5269 -0.4821 -0.6911 0.5385

0.2848 -0.8159 -0.8206 -0.5032 -0.2848 -0.8159

-0.6643 0.2104 0.2215 -0.7172 0.6643 0.2105

0.5878 -0.6709 -13.1412 0.0000 0.4929 0.6772

-0.8922 -0.2536 -13.2885 0.0000 -0.7467 0.2801

0.2290 0.7339 -17.9676 0.0000 0.1927 -0.6468

Πίνακας Βʹ.2: Ιδιοδιανύσµατα για κ = 2

0.6911 0.5386 0.5203 0.4821 -0.6911 -0.5385

0.2848 -0.8159 -0.8231 0.5032 -0.2848 0.8159

-0.6643 0.2104 0.2277 0.7172 0.6643 -0.2105

0.2915 -0.3252 -22.7786 -0.0000 0.9939 -1.4256

-0.4424 -0.1269 -23.6794 -0.0000 -1.5055 -0.5912

0.1136 0.3403 -33.5436 -0.0000 0.3886 1.3556

Η σχέση που συνδέει τις συντεταγµένες ϱοπής των ιδιοδιανυσµάτων αυτών είναι απλή και ϑα την
δείξουµε στην επόµενη ενότητα.

Βʹ.3 Ιδιοκατευθύνσεις Ροπής

Παίρνοντας δεδοµένο ότι οι ιδιοκατευθύνσεις δύναµης παραµένουν ίδιες (από την προηγούµενη
ενότητα) έχουµε τις εξισώσεις :  3f⃗ +

∑3
i=1 [ri×]T τ⃗∑3

i=1 [ri×] f⃗ +
∑3

i=1 [ri×] [ri×]T τ⃗

 = λ

f⃗τ⃗
 (Βʹ.53)

και
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Βʹ.4 Θεωρητική σύγκριση κριτηρίων

 3f⃗ + κ
∑3

i=1 [ri×]T τ⃗′

κ
∑3

i=1 [ri×] f⃗ + κ2 ∑3
i=1 [ri×] [ri×]T τ⃗′

 = λ2

 f⃗

τ⃗′

 (Βʹ.54)

Εποµένως, όπως και πριν ϑα έχουµε:

(3 − λ)f⃗ +
3∑

i=1

[ri×]T τ⃗ = 0⃗
λ,3
⇐==⇒ f⃗ =

∑3
i=1 [ri×]T τ⃗

λ − 3
(Βʹ.55)

και

(3 − λ2)f⃗ + κ
3∑

i=1

[ri×]T τ⃗′ = 0⃗
λ2,3
⇐===⇒ f⃗ = κ

∑3
i=1 [ri×]T τ⃗′

λ2 − 3
(Βʹ.56)

Εξισώνοντας καταλήγουµε στη σχέση:

3∑
i=1

[ri×]T

(
κτ⃗′

λ2 − 3
−

τ⃗

λ

)
= 0 (Βʹ.57)

και τελικά:

κτ⃗′

λ2 − 3
−

τ⃗

λ
∥

3∑
i=1

r⃗i (Βʹ.58)

ή

κτ⃗′

λ2 − 3
−

τ⃗

λ
= 0⃗ (Βʹ.59)

Μπορούµε να επιβεβαιώσουµε πολύ εύκολα αριθµητικά ότι η σχέση που συνδέει τις ιδιοκατευθύν-
σεις ϱοπής είναι η (Βʹ.59), δηλαδή όπως ήταν αναµενόµενο η αλλαγή κλίµακας επηρεάζει τις ιδιοτιµές
µόνο λόγω της ϱοπής. Οι επιµέρους διευθύνσεις των ιδανικών δυνάµεων και ϱοπών παραµένουν ίδιες.
Το πρόβληµα όµως της αλλαγής κλίµακας παραµένει.

Βʹ.4 Θεωρητική σύγκριση κριτηρίων

Στην γενική περίπτωση που η ελάχιστη ιδιάζουσα τιµή του πίνακα G είναι µικρότερη του 3
χρησιµοποιώντας τα δύο κριτήρια QGII και QMSV ϑα προσπαθήσουµε να την ϕέρουµε όσο πιο κοντά
γίνεται στο σύνορο αυτό, αφού η και µέγιστη ιδιάζουσα τιµή δεν γίνεται να γίνει µικρότερη του 3.
Το πρόβληµα µε την προσέγγιση αυτή είναι ότι, παρόλο που η γενική συµπεριφορά είναι η ίδια
µε αυτή όταν χρησιµοποιείται το κριτήριό µας, Q△, µαζί µε τον γεωµετρικό περιορισµό

∑3
i=1 r⃗i = 0⃗,

η σταδιακή αύξηση της ελάχιστης ιδιάζουσας τιµής του πίνακα µπορεί να επηρεαστεί και από τις
υπόλοιπες ιδιοτιµές. ΄Εστω ότι ο πίνακας

D =
3∑

i=1

[ri×] [ri×]T

έχει µια ιδιοτιµή µικρότερη του 3 σε κάθε ϑέση όπου ισχύει
∑3

i=1 r⃗i = 0. Αυξάνοντας την ελάχιστη
ιδιάζουσα τιµή δεν ϑα πετύχουµε ποτέ το 3 αφού στη ϑέση αυτή ο πίνακας GGT ϑα γινόταν block-
diagonal και η ελάχιστη ιδιοτιµή του ϑα γινόταν η ελάχιστη ιδιοτιµή του D που υποθέσαµε ότι ήταν
µικρότερη του 3. Αντίστοιχα, εάν σε άλλη κλίµακα οι ιδιοτιµές του D είναι µεγαλύτερες του 3 στις
αντίστοιχες ϑέσεις µε πριν, τότε µπορεί αυξάνοντας την ελάχιστη ιδιοτιµή να πετύχουµε την πλήρη
αποσύζευξη. Αυτό δείχνει ότι δεν έχουµε ξεκάθαρη σχέση µεταξύ των ιδιοτιµων του πίνακα D µε
αυτών του GGT και ίσως εµαφνίζονται προβλήµατα σύγκρουσης ιδιοτιµών και αναγνώρισής αυτών.
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Παράρτηµα Βʹ. Σύντοµη ανάλυση του πίνακα GGT

Χρησιµοποιώντας την µεθοδολογία της εργασίας προσπαθούµε να πετύχουµε γεωµετρικά το ση-
µείο όπου ϱοπές και δυνάµεις απεµπλέκονται, χωρίς να χρειάζεται να ανησυχούµε για την επίδραση
των άλλων ιδιαζουσών τιµών. Στο σηµείο αυτό µπορούµε µε έναν µετασχηµατισµό κλίµακας να µε-
γαλώσουµε τις ιδιοτιµές του D χωρίς να επηρεάσουµε τις ϐέλτιστες διευθύνσεις δυνάµεων και ϱοπών.
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