
Εθνικο Μετσοβιο Πολυτεχνειο
Σχολη Ηλεκτρολογων Μηχανικων και Μηχανικων Υπολογιστων

Τοµέας Τεχνολογίας Πληροφορικής και Υπολογιστών

Βέλτιστη Offline Πλήϱως ∆υναµική

2-Ακµική Συνεκτικότητα

Μελέτη και υλοποίηση

∆ιπλωµατικη Εργασια
του

ΙΩΑΝΝΗ ΡΙΖΑ

Επιβλέπων: ∆ηµήτϱιος Φωτάκης
Καθηγητής, Ε.Μ.Π.

Συνεπιβλέπων: Λουκάς Γεωϱγιάδης
Καθηγητής, Παν. Ιωαννίνων

Αθήνα, Ιούλιος 2025





Εθνικο Μετσοβιο Πολυτεχνειο

Σχολη Ηλεκτρολογων Μηχανικων και Μηχανικων Υπολογιστων

Τοµέας Τεχνολογίας Πληροφορικής και Υπολογιστών

Βέλτιστη Offline Πλήϱως ∆υναµική

2-Ακµική Συνεκτικότητα

Μελέτη και υλοποίηση

∆ιπλωµατικη Εργασια
του

ΙΩΑΝΝΗ ΡΙΖΑ

Επιβλέπων: ∆ηµήτϱιος Φωτάκης
Καθηγητής, Ε.Μ.Π.

Συνεπιβλέπων: Λουκάς Γεωϱγιάδης
Καθηγητής, Παν. Ιωαννίνων

Εγκϱίθηκε από την τϱιµελή εξεταστική επιτϱοπή την 14η Ιουλίου 2025.

(Υπογϱαφή) (Υπογϱαφή) (Υπογϱαφή)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∆ηµήτϱιος Φωτάκης Λουκάς Γεωϱγιάδης Αϱιστείδης Παγουϱτζής
Καθηγητής, Ε.Μ.Π. Καθηγητής, Παν. Ιωαννίνων Καθηγητής, Ε.Μ.Π.

Αθήνα, Ιούλιος 2025



Εθνικο Μετσοβιο Πολυτεχνειο

Σχολη Ηλεκτρολογων Μηχανικων και Μηχανικων Υπολογιστων

Τοµέας Τεχνολογίας Πληροφορικής και Υπολογιστών

Copyright © – All rights reserved. Με την επιφύλαξη παντός δικαιώµατος.
Ιωάννης Ριζάς, 2025.

Απαγορεύεται η αντιγραφή, αποθήκευση και διανοµή της παρούσας εργασίας, εξ ολοκλήρου
ή τµήµατος αυτής, για εµπορικό σκοπό. Επιτρέπεται η ανατύπωση, αποθήκευση και διανο-
µή για σκοπό µη κερδοσκοπικό, εκπαιδευτικής ή ερευνητικής ϕύσης, υπό την προϋπόθεση
να αναφέρεται η πηγή προέλευσης και να διατηρείται το παρόν µήνυµα.

Οι απόψεις και τα συµπεράσµατα που περιέχονται σε αυτό το έγγραφο εκφράζουν τον συγ-
γραφέα και δεν πϱέπει να ερµηνευθεί ότι αντιπροσωπεύουν τις επίσηµες ϑέσεις του Εθνικού
Μετσόβιου Πολυτεχνείου
∆ΗΛΩΣΗ ΜΗ ΛΟΓΟΚΛΟΠΗΣ ΚΑΙ ΑΝΑΛΗΨΗΣ ΠΡΟΣΩΠΙΚΗΣ ΕΥΘΥΝΗΣ

Με πλήϱη επίγνωση των συνεπειών του νόµου περί πνευµατικών δικαιωµάτων, δηλώνω ενυ-
πογράφως ότι είµαι αποκλειστικός συγγραφέας της παρούσας Πτυχιακής Εργασίας, για την
ολοκλήρωση της οποίας κάθε ϐοήθεια είναι πλήϱως αναγνωρισµένη και αναφέρεται λεπτο-
µερώς στην εργασία αυτή. ΄Εχω αναφέρει πλήϱως και µε σαφείς αναφορές, όλες τις πηγές
χϱήσης δεδοµένων, απόψεων, ϑέσεων και προτάσεων, ιδεών και λεκτικών αναφορών, είτε
κατά κυριολεξία είτε ϐάσει επιστηµονικής παράφρασης. Αναλαµβάνω την προσωπική και
ατοµική ευθύνη ότι σε περίπτωση αποτυχίας στην υλοποίηση των ανωτέρω δηλωθέντων στοι-
χείων, είµαι υπόλογος έναντι λογοκλοπής, γεγονός που σηµαίνει αποτυχία στην Πτυχιακή
µου Εργασία και κατά συνέπεια αποτυχία απόκτησης του Τίτλου Σπουδών, πέϱαν των λοιπών
συνεπειών του νόµου περί πνευµατικών δικαιωµάτων. ∆ηλώνω, συνεπώς, ότι αυτή η Πτυ-
χιακή Εργασία προετοιµάστηκε και ολοκληρώθηκε από εµένα προσωπικά και αποκλειστικά
και ότι, αναλαµβάνω πλήϱως όλες τις συνέπειες του νόµου στην περίπτωση κατά την οποία
αποδειχθεί, διαχρονικά, ότι η εργασία αυτή ή τµήµα της δεν µου ανήκει διότι είναι προϊόν
λογοκλοπής άλλης πνευµατικής ιδιοκτησίας.

(Υπογϱαφή)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Ιωάννης Ριζάς

∆ιπλωµατούχος Ηλεκτρολόγος Μηχανικός και Μηχανικός Υπολογιστών Ε.Μ.Π.

14 Ιουλίου 2025



στη Λένα, το Λεωνίδα, το ∆ηµήτϱη και τη Νίτσα





Περίληψη

΄Εστω ένα ακατεύϑυντο, αϐαϱές κι απλό γϱάϕηµα G = (V, E), όπου V είναι το σύνολο
των κοϱυϕών και E το σύνολο των ακµών. Επίσης, δίνεται µία ακολουϑία λειτουϱγιών
(operations) τϱιών διαϕοϱετικών τύπων: εισαγωγές ακµών, διαγϱαϕές ακµών και εϱωτήµατα
συνεκτικότητας (queries) σχετικά µε το αν ένα Ϲεύγος κοϱυϕών είναι 2-ακµικά συνδεδεµένο
(2-edge connected). ∆εδοµένης µιας ακολουϑίας τέτοιων λειτουϱγιών που ϑα εϕαϱµοστούν
πάνω στο αϱχικό γϱάϕηµα G και είναι όλες γνωστές εκ των πϱοτέϱων (offline), χϱειάϹεται να
απαντηϑούν όλα τα εϱωτήµατα συνεκτικότητας ϐέλτιστα.

Στόχος είναι η υλοποίηση ενός ασυµπτωτικά ϐέλτιστου αλγορίθµου, ο οποίος απαντά
όλα τα ερωτήµατα συνεκτικότητας σε συνολικό χϱόνο O(t log n), όπου t είναι το µήκος της
ακολουθίας λειτουργιών και n το πλήϑος κορυφών του γραφήµατος. Ο αλγόριθµος εφαρ-
µόζει µια αναδροµική στρατηγική διαίϱει-και-ϐασίλευε πάνω στις λειτουργίες, επιτρέποντας
τη συµπύκνωση της πληροφορίας του γραφήµατος σε κάϑε αναδροµική κλήση. ΄Οταν το
µέγεθος των λειτουργιών γίνει τετριµµένο, τα ερωτήµατα συνεκτικότητας πλέον µπορούν να
απαντηθούν σε σταθερό χϱόνο.

Λέξεις Κλειδιά

γϱαφήµατα, δυναµικοί αλγόριθµοι, 2-ακµική συνεκτικότητα, συνεκτικότητα ακµών, δυ-
ναµική συνεκτικότητα, πλήϱως δυναµικά γραφήµατα, διαίρει και ϐασίλευε, offline, αραιο-
ποίηση γραφηµάτων, τεχνικές αραιοποίησης
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Abstract

Consider an undirected, unweighted, and simple graph denoted as G = (V, E), where
V represents the set of vertices and E represents the set of edges. We are given a sequence
of operations of three different types: edge insertions, edge deletions, and connectivity
queries that ask whether a given pair of vertices are 2-edge connected. Given that all
operations are known in advance (offline), our objective is to answer all connectivity
queries optimally.

We aim to design and implement an asymptotically optimal algorithm, capable of
processing the entire sequence of operations in O(t log n) time, where t is the number of
operations and n is the number of vertices in the original graph. The proposed algorithm
follows a recursive divide-and-conquer approach over the operations sequence, allowing
for the progressive compression and sparsification of the graph structure at each level of
recursion. By reducing the graph size and eliminating irrelevant data, the algorithm gua-
rantees that queries on small instances can be answered in constant time. This approach
ensures both theoretical efficiency and practical scalability for offline fully dynamic 2-edge
connectivity testing.

Keywords

graphs, dynamic algorithms, 2-edge connectivity, dynamic connectivity, fully dynamic
graphs, divide and conquer, offline, graph sparsification, sparsification techniques
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Πρόλογος

Η παρούσα διπλωµατική εργασία εκπονήθηκε στο πλαίσιο των σπουδών στο Τµήµα Ηλε-
κτρολόγων Μηχανικών και Μηχανικών Υπολογιστών του Εθνικού Μετσόβιου Πολυτεχνείου,
µε αντικείµενο την ερευνητική ενασχόληση στη περιοχή των δυναµικών γραφηµάτων και
αλγορίθµων σε συνεργασία µε το Πανεπιστήµιο Ιωαννίνων.

Συγκεκϱιµένα, η διπλωµατική εργασία αφορά τη µελέτη και υλοποίηση ενός αποδοτι-
κού αλγορίθµου για το offline πρόβληµα της ακµικής δισυνεκτικότητας (ή 2-ακµικής συ-
νεκτικότητας), µε στόχο την πειραµατική επιβεβαίωση της ϑεωρητικής ανάλυσης και της
πειραµατικής αξιολόγησής της αποδοτικότητάς του, σε σύγκριση µε απλοϊκές µεθόδους. Η
υλοποίησή έγινε σε γλώσσα C++ αποτελώντας και το κύϱιο και πιο απαιτητικό µέϱος του
εγχειρήµατος αυτής της εργασίας.

Η ϑεωρητική ϐάση της υλοποίησης ϐασίστηκε στην εργασία των R. Peng, B. Sandlund &
D. Sleator[2], η οποία πραγµατεύεται ϐέλτιστους offline αλγορίθµους για δυναµική δισυνε-
κτικότητα και τρισυνεκτικότητα ακµών και κορυφών σε ακατεύθυντα γραφήµατα, καθώς και
για τετραπλή ακµική και κοµβική συνεκτικότητα. Η µελέτη αυτή αποτελεί σηµείο αναφοράς
για αµιγώς offline δυναµικά προβλήµατα συνεκτικότητας και προσφέρει αποδοτικές λύσεις
µε ϑεµελιώδη ϑεωρητική τεκµηρίωση.

Η υλοποίηση του αλγοϱίϑµου σε γλώσσα C++ για το ϐέλτιστο, αµιγώς offline, πλήϱως
δυναµικό, 2-ακµικό, πϱόϐληµα συνεκτικότητας είναι διαϑέσιµη στο GitHub:

https://github.com/dmiw189/offline-2-edge-connectivity
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Ιστοϱική Εξέλιξη της ∆υναµικής Συνεκτικότητας

Η σηµασία των δυναµικών προβληµάτων συνεκτικότητας έγκειται στην ικανότητά τους
να εντοπίζουν κρίσιµες συνδέσεις και να µετρούν την ανθεκτικότητα του γραφήµατος έναντι
αλλαγών. ΄Οταν η δοµή ενός γραφήµατος µεταβάλλεται δυναµικά — µέσω προσθήκης ή δια-
γραφής ακµών και κορυφών — το πρόβληµα της συνεκτικότητας γίνεται πολύ πιο απαιτητικό
από τη στατική του εκδοχή και απαιτεί εξειδικευµένες αλγοριθµικές τεχνικές.

Οι πϱώτες σηµαντικές εξελίξεις εντοπίζονται στα µέσα της δεκαετίας του 1990. Το 1994,
παρουσιάστηκε αλγόριθµος που επιλύει το πρόβληµα του Ελάχιστου Συνδετικού ∆έντϱου

(minimum spanning tree) σε offline περιβάλλον µε χϱόνο O(log n) ανά λειτουργία [3]. Το
1996 ακολούθησε η πϱώτη σηµαντική πρόοδος σε γενικά προβλήµατα δυναµικής συνεκτι-
κότητας, µε αλγορίθµους για απλή συνεκτικότητα και δισυνεκτικότητα -τόσο ακµική όσο και
κοµϐική- που επιτυγχάνουν χϱόνο Õ(

√
n) ανά πϱάξη [4, 5, 6, 7, 8].

Το 1997 έγιναν οι πϱώτες προσπάθειες για αντιµετώπιση πιο σύνθετων µορφών συνε-
κτικότητας, όπως η 3-ακµική και η 3-κοµϐική online συνεκτικότητα, µε πολυπλοκότητες
O(n2/3) και O(n) αντίστοιχα [9].

Το 2001, παϱουσιάστηκαν ϐελτιώσεις που κατέϐασαν σηµαντικά τις πολυπλοκότητες:
O(log2 n) για απλή συνεκτικότητα, O(log4 n) για ακµική δισυνεκτικότητα και O(log5 n) για
κοµϐική δισυνεκτικότητα [10].

Το 2004, οι Patrascu & Demaine απέδειξαν ότι κάϑε δυναµικό πϱόϐληµα συνεκτικότητας
— τόσο στην online όσο και στην offline εκδοχή του — υπόκειται σε ϑεωϱητικό κάτω ϕϱάγµα
χϱόνου Ω(log n) ανά πϱάξη [11, 12]. Αυτό έϑεσε ένα οϱόσηµο που καϑοδηγεί µέχϱι και
σήµεϱα την έϱευνα στον τοµέα (ϐλ. Παϱάϱτηµα Βʹ).

Το 2015 υπήϱξε αναϹωπύϱωση του ενδιαϕέϱοντος για υϐϱιδικά µοντέλα. Πϱοτάϑηκαν
αλγόϱιϑµοι που υποστηϱίϹουν offline ενηµεϱώσεις και online εϱωτήµατα για απλή και 2-
ακµική συνεκτικότητα µε χϱόνο O(log n) ανά λειτουϱγία [13]. Την ίδια χϱονιά, πϱοτάϑηκε
και ένας αλγόϱιϑµος για το online πϱόϐληµα του Ε.Σ.∆. µε πολυπλοκότητα O(log4 n) [14].

Το 2022 παρουσιάστηκε ο έως τώϱα ταχύτερος αλγόριθµος για απλή online συνεκτικότη-
τα, µε χϱόνο O(log n(log log n)2) ανά λειτουργία [15].

Τέλος, το 2025 προτάθηκε αλγόριθµος για την 2-κοµϐική online συνεκτικότητα µε πο-
λυπλοκότητα Õ(log2 n), ακολουθώντας την ίδια πολυλογαριθµική προσέγγιση µε την α-
ντίστοιχη ακµική έκδοση [16]. Το Õ(·) συµβολίζει ότι αγνοούνται πολυλογαριθµικοί πα-
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ϱάγοντες — συνήθως δυνάµεις του log n — στην εκτίµηση της πολυπλοκότητας, δηλαδή
Õ(f (n)) = O(f (n) · logk n) για κάποια σταθερά k ≥ 0.

Συνολικά, η έρευνα έχει εστιάσει κυρίως στα online προβλήµατα δυναµικής συνεκτι-
κότητας. Παρά την ύπαρξη σχεδόν ϐέλτιστων ϑεωρητικών αλγορίθµων, οι απαιτήσεις σε
κατανόηση, ανάλυση και αποδοτική υλοποίηση παραµένουν υψηλές, καθιστώντας πολλές
από τις προτεινόµενες λύσεις µη πρακτικές σε πραγµατικά συστήµατα.

1.2 Αντικείµενο της Εϱγασίας

Αντίϑετα από το online, το offline πϱόϐληµα πϱοσϕέϱει ένα πιο εϕικτό και υλοποιήσιµο
πλαίσιο από τη ϕύση του ως µια πεϱίπτωση του online πϱοϐλήµατος, επιτϱέποντας την
ανάπτυξη απλών και αποτελεσµατικών αλγοϱίϑµων µε ϐέλτιστη πολυπλοκότητα.

Η παρούσα εργασία προτείνει έναν αλγόριθµο για το αµιγώς offline πρόβληµα, πλήϱως
δυναµικής, 2-ακµικής, συνεκτικότητας, ο οποίος συνδυάζει απλότητα και αποδοτικότητα,
καθιστώντας τον ιδανικό για πρακτική εφαρµογή. Αντικείµενο µελέτης της αποτελεί το
πρόβληµα offline πλήϱως δυναµικής ακµικής δισυνεκτικότητας σε γραφήµατα, όπως αυ-
τό διατυπώνεται στο ϑεωρητικό µοντέλο του άρθρου των Peng, Sandlund και Sleator [2].

Το πϱόϐληµα αϕοϱά τη διαχείϱιση πλήϱως δυναµικών γϱαϕηµάτων, όπου δίνεται µια
ακολουϑία λειτουϱγιών, που πεϱιέχει όλων των ειδών τις αλλαγές (updates) - τόσο διαγϱαϕές
όσο και εισαγωγές ακµών - και εϱωτήµατα (queries) ακµικής δισυνεκτικότητας, γνωστής
εκ των πϱοτέϱων, δηλαδή ένα αµιγώς offline πϱόϐληµα, και ένα αϱχικό γϱάϕηµα, όπου
στόχος είναι η απάντηση όλων των εϱωτηµάτων ϐέλτιστα. Η υλοποίηση ϐασίστηκε στην
ακϱιϐή αποτύπωση του ϑεωϱητικού µοντέλου, ενώ πϱαγµατοποιήϑηκαν και πειϱαµατικές
µελέτες για την επιϐεϐαίωση της αποδοτικότητας του αλγοϱίϑµου και τη σύγκϱισή της µε τη
ϑεωϱητική του πολυπλοκότητα.

1.3 Οϱγάνωση της Εϱγασίας

Η παϱούσα εϱγασία είναι οϱγανωµένη σε 5 κεϕάλαια, καϑένα εκ των οποίων επιτελεί
διακϱιτό ϱόλο στη συνολική ανάπτυξη και τεκµηϱίωση της µελέτης:

• Κεφ. 2: Παϱουσιάζεται το ϑεωϱητικό υπόβαθϱο που αφοϱά τα δυναµικά γϱαφήµατα
και τα ϐασικά πϱοβλήµατα που τα συνοδεύουν. ∆ίνονται οι απαϱαίτητες έννοιες και
οϱισµοί που είναι ϑεµελιώδεις για την κατανόηση του αντικειµένου της εϱγασίας.

• Κεφ. 3: Πεϱιγϱάφεται το πϱόβληµα το οποίο µελετήθηκε και γίνεται µια εισαγωγή
στο ϑεωϱητικό µοντέλο από τον έγινε η παϱαγωγή του πϱοτεινόµενο αλγόϱιθµου που
υλοποιήθηκε στο πλαίσιο της εϱγασίας.

• Κεφ. 4: Παρουσιάζονται αναλυτικά όλες οι ϐασικές υπορουτίνες και τα δοµικά στοι-
χεία του εξεταζόµενου αλγορίθµου. Χωρίζονται σε δύο ϐασικές κατηγορίες : στις υπο-
ϱουτίνες επεξεργασίας της ακολουθίας λειτουργιών και στις υπορουτίνες επεξεργασίας
του γραφήµατος, µε τεχνικές αραιοποίησης γραφηµάτων.
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• Κεφ. 5: Μετά τη ϑεωρητική ϑεµελίωση, παρουσιάζονται δύο αλγόριθµοι για την επίλυ-
ση του προβλήµατος της ακµικής δισυνεκτικότητας. Ο πϱώτος είναι ο προτεινόµενος
αλγόριθµος που µελετήθηκε και περιγράφτηκαν στο προηγούµενο Κεφάλαιο όλες οι
υπορουτίνες του. Και δεύτερον, ένας απλός αλγόριθµος αναφοράς για την πειραµατική
τους σύγκριση.

• Κεφ. 6: Παρουσιάζονται τα συγκριτικά πειραµατικά αποτελέσµατα των δύο αλγορίθ-
µων για διάφορα µεγέθη εισόδου σε µορφή διαγραµµάτων και πινάκων. Η ανάλυση
αποσκοπεί στην αξιολόγηση και την επιβεβαίωση τόσο της εγκυρότητας όσο και της
αποδοτικότητας του εξεταζόµενου αλγορίθµου, και σε σύγκριση µε τα αποτελέσµατα
του αλγορίθµου αναφοράς.

• Κεφ. 7: Στον επίλογο, πϱοτείνονται πιθανές µελλοντικές επεκτάσεις της εϱγασίας τόσο
ως πϱος το ίδιο το πϱόβληµα της 2-ακµικής συνεκτικότητας όσο και ως πϱος άλλα είδη
πϱοβλήµατων συνεκτικότητας.
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Μέρος I

Θεωϱητικό Μέϱος
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Κεφάλαιο 2

Θεωϱητικό υπόβαθϱο

Στο κεφάλαιο αυτό παϱουσιάζεται το απαϱαίτητο ϑεωϱητικό υπόβαθϱο που σχετίζεται µε
το αντικείµενο της παϱούσας εϱγασίας. Εισάγονται ϐασικές έννοιες των δυναµικών

γϱαφηµάτων, γίνεται διάκϱιση µεταξύ offline και online εκδοχών των πϱοβληµάτων, και
αναλύονται τα πϱοβλήµατα συνδεσιµότητας σε αυτό το πλαίσιο. Επιπλέον, πεϱιγϱάφονται οι
ϐασικοί αλγόϱιθµοι και τεχνικές για τον υπολογισµό δισυνεκτικών ακµικών συνιστωσών, τόσο
σε στατικά όσο και σε δυναµικά γϱαφήµατα, πϱοετοιµάζοντας το έδαφος για την αλγοϱιθµική
πϱοσέγγιση που ακολουθεί στα επόµενα κεφάλαια.

Για λόγους απλοποίησης, κάθε γϱάφηµα ϑεωϱείται απλό και µη κατευθυνόµενο.

2.1 ∆υναµικά Γϱαφήµατα

2.1.1 Στατικά και ∆υναµικά Γϱαφήµατα

Τα γϱαφήµατα αποτελούν ϑεµελιώδες εϱγαλείο στη ϑεωϱία γϱάφων, καθώς και σε πλήθος
εφαϱµογών που σχετίζονται µε την επίλυση πϱακτικών πϱοβληµάτων. ΄Ενα γϱάφηµα οϱίζεται
ως ένα Ϲεύγος G = (V, E) [17, 18], όπου:

• V : το σύνολο των κοϱυφών,
• E ⊆ V × V : το σύνολο των ακµών, οι οποίες συνδέουν Ϲεύγη κοϱυφών.

Τα γϱαφήµατα ενδέχεται να ϕέϱουν ϐάϱη (ή κόστη) στις ακµές. Στην πεϱίπτωση αυτή,
εισάγεται µια συνάϱτηση ϐάϱους w(e), που πεϱιέχει τις αντίστοιχες τιµές ϐαϱών.

Αναλόγως της συµπεϱιφοϱάς τους στον χϱόνο, τα γϱαφήµατα κατατάσσονται σε στατικά

και δυναµικά:
• Στατικά γϱαφήµατα: η δοµή του γϱαφήµατος (κοϱυφές, ακµές και ϐάϱη) παϱαµένει

σταθεϱή κατά τη διάϱκεια της επεξεϱγασίας.
• ∆υναµικά γϱαφήµατα: η δοµή µποϱεί να µεταβάλλεται µε την πάϱοδο του χϱόνου,

επιτϱέποντας εισαγωγές ή διαγϱαφές κοϱυφών και ακµών, καθώς και µεταβολές στα
ϐάϱη τους.

Τα δυναµικά γϱαφήµατα είναι κατάλληλα για την ανάλυση συστηµάτων που εξελίσσονται
χϱονικά, όπως τα κοινωνικά δίκτυα ή τα δίκτυα τηλεπικοινωνιών [19, 20].

2.1.2 Λειτουϱγίες

Σε δυναµικά γϱαφήµατα, η κύϱια επεξεϱγασία ϐασίζεται σε µια ακολουθία λειτουϱγιών

(operations), οι οποίες χωϱίζονται σε δύο κατηγοϱίες :
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• Αλλαγές (updates): Τϱοποποιήσεις στη δοµή του γϱαφήµατος, όπως εισαγωγές ή
διαγϱαφές ακµών, κοϱυφών [21], ή αλλαγές ϐαϱών. Συνήθως, οι αλλαγές πεϱιοϱίζονται
στις ακµές για λόγους απλότητας.

• Εϱωτήµατα (queries): Ερωτήσεις που σχετίζονται µε τη δοµή ή τις ιδιότητες του γρα-
ϕήµατος, όπως το αν δύο κορυφές είναι 2-ακµικά συνδεδεµένες.

2.1.3 Πλήϱως και Μεϱικώς ∆υναµικά Πϱοβλήµατα

Ανάλογα µε το είδος των αλλαγών που επιτρέπονται, τα δυναµικά προβλήµατα διακρίνο-
νται στις εξής κατηγορίες :

• Πλήϱως δυναµικά (fully dynamic): Επιτϱέπονται τόσο εισαγωγές όσο και διαγϱαφές
ακµών.

• Μεϱικώς δυναµικά (partially dynamic): Επιτϱέπεται µόνο ένα είδος τϱοποποίησης.
Ειδικότεϱα:

– Αύξοντα (incremental): Επιτϱέπονται µόνο εισαγωγές ακµών [22].

– Φθίνοντα (decremental): Επιτϱέπονται µόνο διαγϱαφές ακµών [23].
Η παϱούσα εϱγασία επικεντϱώνεται σε πλήϱως δυναµικά πϱοβλήµατα, επιτϱέποντας κάθε
είδους τϱοποποίηση στο γϱάφηµα.

2.1.4 Online και Offline

Η χρονική γνώση των λειτουργιών επηρεάζει σηµαντικά τη ϕύση του προβλήµατος. ∆ια-
κρίνονται δύο ϐασικές περιπτώσεις :

• Online: Η ακολουθία των λειτουργιών δεν είναι γνωστή εκ των προτέρων και αποκα-
λύπτεται σταδιακά κατά την εκτέλεση του αλγορίθµου.

• Offline: Η πλήϱης ακολουθία των λειτουργιών είναι γνωστή πϱιν την έναρξη της εκτέλε-
σης και αποτελεί µέϱος της εισόδου του προβλήµατος.

Συνδυάζοντας αυτές τις έννοιες µε την κατηγοριοποίηση των λειτουργιών, προκύπτουν δια-
ϕορετικά είδη δυναµικών προβληµάτων:

• Αµιγώς online [8, 10, 15, 24, 14, 16]: Τόσο οι αλλαγές όσο και τα ερωτήµατα α-
ποκαλύπτονται σειριακά κατά την εκτέλεση. Αποτελεί την πιο γενική και δύσκολη
περίπτωση.

• Offline αλλαγές και Online εϱωτήµατα [13]: Η σειϱά των αλλαγών είναι γνωστή εξαϱχής,
ενώ τα εϱωτήµατα εµφανίζονται σταδιακά.

• Αµιγώς offline [2, 3]: ΄Ολες οι λειτουϱγίες είναι γνωστές εκ των πϱοτέϱων. Η πιο
απλοποιηµένη µοϱφή του πϱοβλήµατος.

Η γνώση µέϱους ή όλης της εισόδου επιτρέπει πιο αποδοτικές προεπεξεργασίες και σχεδια-
σµό εξειδικευµένων και, ταυτόχρονα, πιο απλών δοµών δεδοµένων. ΄Ετσι, τα offline προ-
ϐλήµατα συχνά αποτελούν χρήσιµο σηµείο αναφοράς για την αξιολόγηση ή προσέγγιση των
online εκδοχών τους.

Αξιοσηµείωτο είναι ότι, όπως δείχνει και η εργασία [2], στα k-ακµικά ή k-κοµβικά συνε-
κτικά προβλήµατα, όσο αυξάνεται το k, η απόσταση σε απόδοση µεταξύ των γνωστών offline
και online αλγορίθµων αυξάνεται σηµαντικά.

Η παϱούσα εϱγασία ϑα απασχοληθεί µε το αµιγώς offline πϱόβληµα.

∆ιπλωµατική Εϱγασία 26



2.2 Συνεκτικότητα

2.2 Συνεκτικότητα

2.2.1 Ακµική και Κοµβική Συνεκτικότητα

Μια ϑεµελιώδες έννοια στη ϑεωϱία γϱάϕων είναι η έννοια της συνεκτικότητας. ΄Ενα
γϱάϕηµα ϑεωϱείται συνεκτικό όταν κάϑε Ϲεύγος κοϱυϕών συνδέεται µέσω τουλάχιστον ενός
µονοπατιού. Συνεπώς, όλες οι κοϱυϕές ενός συνεκτικού γϱαϕήµατος είναι πϱοσϐάσιµες ανά
µεταξύ τους, δηλαδή ότι δεν υπάϱχουν αποµονωµένες οµάδες κοϱυϕών [17, 18].

Τα προβλήµατα συνεκτικότητας χωρίζονται σε δύο ϐασικές κατηγορίες, την ακµική και
την κοµβική συνεκτικότητα. Η ακµική συνεκτικότητα αναφέρεται στην ικανότητα του γρα-
ϕήµατος να παραµένει συνεκτικό ακόµα και µετά από την αφαίρεση κάποιων ακµών, ενώ
πλήϱως αντίστοιχα συµβαίνει για τη κοµβική συνεκτικότητα.

Πιο αναλυτικά, οι έννοιες της είτε k−ακµικής είτε k−κοµϐικής συνεκτικότητας αναφέρο-
νται στην ικανότητα ενός γραφήµατος να παραµένει συνεκτικό ακόµα και µετά την αφαίρεση
k−1 ακµών ή κορυφών αντίστοιχα. Κατά τον ορισµό, ένα γράφηµα είναι k-ακµικά συνεκτικό
εάν για οποιοδήποτε Ϲεύγος κορυφών, αν αφαιρεθεί οποιοδήποτε σύνολο ακµών λιγότερων α-
πό k, οι κορυφές παραµένουν συνδεδεµένες µεταξύ τους µέσω τουλάχιστον ενός µονοπατιού.
Αντίστοιχα και για την k-κοµϐική συνεκτικότητα, αν αφαιρεθεί οποιοδήποτε σύνολο κορυ-
ϕών λιγότερων από k, οι κορυφές παραµένουν συνδεδεµένες µεταξύ τους µέσω τουλάχιστον
ενός µονοπατιού.

2.2.2 Εϱωτήµατα Συνεκτικότητας

k-ακµική συνεκτικότητα

Οι πλήϱως δυναµικοί αλγόριθµοι γραφηµάτων για k-ακµική συνεκτικότητα υποστη-
ϱίζουν το τρίπτυχο των λειτουργιών:

• insert(u, v): εισαγωγή ακµής (u, v)

• delete(u, v): διαγϱαφή ακµής (u, v)

• query(u, v): έλεγχος αν οι κοϱυφές u και v είναι k-ακµικά συνεκτικές (δηλ., ανήκουν
στην ίδια k-ακµικά συνεκτική συνιστώσα)

∆ύο κοϱυϕές u, v ∈ V λέγονται k-ακµικά συνεκτικές αν και µόνο αν ισχύει:

λ(u, v) = min
S⊆E

u↮v στο G−S

|S| ≥ k,

όπου λ(u, v) δηλώνει τον ελάχιστο αριθµό ακµών των οποίων η αφαίρεση αποσυνδέει την u

από τη v, και G − S είναι το γράφηµα που προκύπτει µετά την αφαίρεση των ακµών του
συνόλου S [25, 26]. ∆ηλαδή, δύο κορυφές που είναι k-ακµικά συνεκτικές, παραµένουν συ-
νεκτικές ακόµα και µετά τη διαγραφή οποιωνδήποτε k−1 ακµών. Οπότε ένα ερώτηµα q(u, v)
επιστρέφει ϑετική απάντηση αν και µόνο αν οι κορυφές u και v είναι k-ακµικά συνεκτικές,
δηλαδή λ(u, v) ≥ k.
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Κεφάλαιο 2. Θεωϱητικό υπόβαθϱο

2-ακµική συνεκτικότητα

Η παρούσα εργασία επικεντρώνεται αποκλειστικά στην περίπτωση των ερωτηµάτων 2-

ακµικής συνεκτικότητας. ∆ηλαδή, για δύο κορυφές u, v ∈ V , λέµε ότι είναι 2-ακµικά συνεκτι-

κές αν και µόνο αν ισχύει µία από τις ισοδύναµες παρακάτω συνθήκες :

• Υπάϱχουν τουλάχιστον δύο ακµικά ξένα (edge-disjoint) µονοπάτια που συνδέουν την
u µε τη v.

• Οι κοϱυφές u και v ανήκουν στην ίδια ακµική δισυνεκτική συνιστώσα του γϱαφήµατος.

2.3 Υπολογισµός ∆ισυνεκτικών ∆υνιστωσών

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα αναλυθούν περιληπτικά οι µέχϱι σήµερα τϱόποι επίλυσης ϐασι-
κών συνεκτικών προβληµάτων για στατικά και δυναµικά γραφήµατα. Σε µια πϱώτη ανάλυση,
όπως και πϱιν, οι δισυνεκτικές συνιστώσες χωρίζονται σε δύο είδη προβληµάτων, τις ακµικές

και τις κοµβικές, σε πλήϱη αντιστοιχία µε τον ορισµό προηγουµένως.

2.3.1 Ακµική ∆ισυνεκτικότητα

Για στατικά γραφήµατα, είναι γνωστοί οι γραµµικοί αλγόριθµοι για το πρόβληµα της α-
πλής συνεκτικότητας και της δισυνεκτικότητας ακµών, ϐασισµένοι στην ιδέα της εύρεσης των
γεφυρών ενός γραφήµατος. Γέφυρα χαρακτηρίζεται µία ακµή που αν διαγραφεί αποσυν-
δέεται ένα µέϱος του γραφήµατος από το υπόλοιπο. Αν σε ένα µη κατευθυνόµενο γράφηµα
δεν υπάρχουν γέφυρες, τότε το γράφηµα µπορεί να συµπυκνωθεί σε µια δισυνεκτική ακµική

συνιστώσα, δηλαδή µια συνιστώσα κορυφών όπου κάϑε κορυφή του γραφήµατος συνδέεται
µε όλες τις υπόλοιπες µε τουλάχιστον δύο ακµικά ξένα µονοπάτια.

Από την άλλη, αν υπάϱχουν γέϕυϱες, τότε το γϱάϕηµα µποϱεί νοητικά να συϱϱικνωϑεί
σε ένα δενδϱικό γϱάϕηµα και να χωϱιστεί σε δισυνεκτικές ακµικές συνιστώσες που ενώνονται
µεταξύ τους µέσω των γεϕυϱών. Για να απαντηϑεί ένα εϱώτηµα δισυνεκτικότητας µεταξύ δύο
κοϱυϕών σε στατικό γϱάϕηµα, αϱκεί να υπολογιστεί το δενδϱικό γϱάϕηµα µε την εύϱεση
των δισυνεκτικών ακµικών συνιστωσών και ο αντιπϱόσωπος των δύο κοϱυϕών να είναι κοινός.
∆ηλαδή να ϐϱίσκονται στην ίδια συνιστώσα.

1

2

3

4

5

6

7

8 9

10

Σχήµα 2.1: Παράδειγµα ενός απλού µη-
κατευθυνόµενου γραφήµατος

A
{1, 2, 3}

B
{4, 5, 6}

C
{7, 8, 9, 10}

Σχήµα 2.2: Αναπαράσταση του Παραγόµε-
νου ∆εντρικού Γραφήµατος

Η εύρεση του δένδρου γεφυρών, δηλαδή της εύρεσης των γεφυρών και του µετασχηµα-
τισµού του γραφήµατος στο ισοδύναµό δενδρικό του γίνεται µε έναν αλγόριθµο του Tarjan
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2.3.2 Κοµβική ∆ισυνεκτικότητα

[27, 28], όπου ϐασίζεται πάνω στον στη διερεύνηση πϱώτα κατά ϐάϑος (depth-first search -
DFS). ΄Ενα παράδειγµα ϕαίνεται στο Σχήµα 2.1-2.2.

2.3.2 Κοµβική ∆ισυνεκτικότητα

Το δισυνεκτικό κοµβικό πρόβληµα, από την άλλη, ϐασίζεται στην ύπαρξη ενός χαρα-
κτηρισµού κορυφών, ως αρθρώσεις (articulation points), όπου η αφαίρεσή τους προκαλεί
αποσύνδεση του γραφήµατος, αντίστοιχη έννοια µε τις γέφυρες [17, 18].

Για παράδειγµα, στο συνεκτικό γράφηµα που παρουσιάζεται στο Σχήµα 2.3, αν αφαιρε-
ϑούν οι κορυφές 2 ή 3, το γράφηµα ϑα διασπαστεί σε δύο συνεκτικές συνιστώσες. Εποµένως,
οι κορυφές αυτές είναι αρθρώσεις και το γράφηµα δεν είναι κοµβικά δισυνεκτικό. Εάν προ-
στεθούν όµως οι ακµές (0, 1), (0, 5) και (2, 4), το γράφηµα καθίσταται κοµβικά δισυνεκτικό,
αφού δεν υπάρχουν αρθρώσεις, δηλαδή κορυφές που αν αφαιρεθούν το γράφηµα σπάσει η
συνεκτικότητά του.

0 1

3

2

4

5

Σχήµα 2.3: Παράδειγµα µη κοµβικού δισυ-
νεκτικού γραφήµατος. Με κόκκινο ϕαίνονται
οι αρθρώσεις του

0 1

2

3 4

5

Σχήµα 2.4: Παράδειγµα κοµβικού δισυνεκτι-
κού γραφήµατος

Ο τϱόπος επίλυσης αυτού του προβλήµατος είναι αρχικά η εύρεση των αρθρώσεων σε
ένα γράφηµα χρησιµοποιώντας αναζήτηση κατά ϐάϑος (DFS). ΄Ενα γράφηµα G(V, E) είναι
κοµβικά δισυνεκτικό αν και µόνο αν για κάϑε κορυφή u του γραφήµατος, υπάρχει τουλάχι-
στον µία πίσω ακµή που ϐγαίνει από το υποδέντρο που ϱιζώνει στην κορυφή u πϱος κάποιον
πρόγονο v της κορυφής u. ΄Οταν γίνεται αναφορά σε υποδέντρο ϱιζωµένο στην κορυφή u,
εννοούνται όλοι οι απόγονοι της u (εκτός της ίδιας της κορυφής u). Με άλλα λόγια, όταν
γίνει επιστροφή από µια κορυφή u, πϱέπει να διασφαλιστεί ότι υπάρχει µια πίσω ακµή από
κάποιον απόγονο της u πϱος κάποιον πρόγονο (γονέα ή ανώτερο) της u. Υπάρχει µια εξα-
ίρεση για τον ϱιζικό κόµβο του δέντϱου. Εάν ο ϱιζικός κόµβος έχει περισσότερους από έναν
απογόνους, τότε ϑεωρείται άρθρωση [28].
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Κεφάλαιο 3

Offline 2-Ακµική Συνεκτικότητα

Στο κεφάλαιο αυτό παϱουσιάζεται αϱχικά η ακϱιβής πεϱιγϱαφή του πϱοβλήµατος και
γίνεται εισαγωγή στις ϐασικές έννοιες που ϑα χϱησιµοποιηθούν εκτενώς κατά την

ανάλυση του αλγοϱιθµικού µοντέλου επίλυσης που αναπτύσσεται στα επόµενα κεφάλαια
της εϱγασίας.

Αναλύονται διεξοδικά έννοιες όπως ενεργές κορυφές (active vertices), µόνιµες ακµές
(permanent edges) και κορυφές αντιπρόσωποι (representative vertices). Στη συνέχεια, πα-
ϱουσιάζεται η κεντρική ιδέα του αλγορίθµου, καθώς και οι ϐασικές ϐοηθητικές υπο-ϱουτίνες
που τη συνοδεύουν.

3.1 Οϱισµοί

3.1.1 Πεϱιγϱαφή του Πϱοβλήµατος

΄Εστω ένα αϱχικό γϱάϕηµα G(V, E) µε V το σύνολο των κοϱυϕών του και E το σύνολο
των ακµών του, και µία ακολουϑία λειτουϱγιών που είναι γνωστή εκ των πϱοτέϱων (offline)
και αποτελείται από τις εξής:

• insert(u, v) ή I(u, v): εισαγωγή ακµής (u, v)

• delete(u, v) ή D(u, v): διαγϱαφή ακµής (u, v)

• query(u, v) ή Q(u, v): έλεγχος αν οι u, v είναι 2-ακµικά συνδεδεµένες

Σκοπός του πϱοϐλήµατος είναι η απάντηση όλων των εϱωτηµάτων σε ϐέλτιστο συνολικό
χϱόνο O(t · logn), σύµϕωνα µε το γνωστό κάτω ϕϱάγµα [11], όπου t είναι το πλήϑος των
λειτουϱγιών και n το πλήϑος των αϱχικών κοϱυϕών του γϱαϕήµατος.

1

2 3

4

5
6

7

8

9

1 2 3 4 . . . 60 61 . . .

I(5,6) D(4,3) Q(2,1) I(5,4) . . . D(8,9) I(2,5) . . .

Σχήµα 3.1: Παϱάδειγµα εισόδου µε : 1.αϱχικό γϱάφηµα και, 2.ακολουθία λειτουϱγιών.
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3.1.2 Απλοποίηση ∆εδοµένων Εισόδου

3.1.2 Απλοποίηση ∆εδοµένων Εισόδου

Για λόγους απλοποίησης, µια ισοδύναµη είσοδος είναι να δίνεται ένα κενό γϱάϕηµα
G(V, E = ∅) µε γνωστό το πλήϑος των κοϱυϕών του και µια ακολουϑία από λειτουϱγίες
στις οποίες συµπεϱιλαµϐάνονται στην αϱχή της ακολουϑίας και όλες οι ακµές του αϱχικού
γϱαϕήµατος ως εισαγωγές ακµών.

1 2 3 . . . 11 12 13 14 . . . 71 72 . . .

I(1,2) I(3,2) I(4,5) . . . I(8,9) I(5,6) D(4,3) Q(2,1) . . . D(8,9) I(2,5) . . .

Σχήµα 3.2: Παϱαλλαγή εισόδου : Εκτεταµένη ακολουθία λειτουϱγιών από το Σχήµα 3.1.

3.1.3 Θεωϱητικό Μοντέλο

Στην παρούσα µελέτη αναλύεται το υπολογιστικό µοντέλο (framework) των R. Peng, B.
Sandlund & D. Sleator[2], όπως αναφέρθηκε και αρχικά, για την επίλυση offline προβλη-
µάτων συνεκτικότητας, το οποίο έχει εφαρµοστεί επιτυχώς σε διάφορες περιπτώσεις.

Η ϐασική προσέγγιση στηρίζεται στη στρατηγική διαίρει και ϐασίλευε, όπου η ακολουθία
λειτουργιών διασπάται σε µικρότερα, διαχειρίσιµα υποπροβλήµατα. Σε κάϑε στάδιο, δη-
µιουργείται ένα ισοδύναµο γράφηµα, αξιοποιώντας τεχνικές αραιοποίησης (sparsification)
[4, 9, 5, 22], οι οποίες µειώνουν σηµαντικά την πληροφορία που απαιτείται ανά αναδροµική
κλήση. Μέσω αυτής της διαδικασίας επιτυγχάνεται συνολικά το ϐέλτιστο κάτω ϕράγµα, όπως
αυτό έχει οριστεί από τους Patracscu & Demaine [11] (ϐλ. Παράρτηµα Βʹ). ∆ηλαδή, πετυ-
χαίνει συνολικό χϱόνο εκτέλεσης O(t · logn), όπου n είναι το πλήϑος των αρχικών κορυφών
του γραφήµατος και t το πλήϑος των λειτουργιών.

3.1.4 Ανάλυση Χϱονικής Πολυπλοκότητας

Στην ανάλυση του µοντέλου, όπου t αντιπροσωπεύει το µέγεθος της ακολουθίας λειτουρ-
γιών, προκύπτει η εξής σχέση αναδροµής για τον χϱόνο εκτέλεσης [2]:

T (t) = T
( t
2

)
+ O(t)⇒ T (t) = O(t · logt).

Η πολυπλοκότητα αυτή ισχύει υπό την προϋπόθεση ότι, για κάϑε υποπρόβληµα µεγέθους
t, ότι οι επιµέρους υπορουτίνες:

• για την επεξεργασία και την αραιοποίηση (sparsification) του γραφήµατος στην ε-
κάστοτε αναδροµική κλήση, και

• για την επεξεϱγασία και εξαγωγή πληϱοϕοϱιών από τις εκάστοτε λειτουϱγίες

ϑα έχουν γϱαµµική πολυπλοκότητα ως πϱος το µέγεϑος της εισόδου τους και το παϱαγώµενο
γϱάϕηµα ϑα έχει µεγέϑος O(l), όπου l το πλήϑος των κοϱυϕών που χϱησιµοποιούνται από
τις λειτουϱγίες, όπου καλούνται παϱακάτω ως ενεϱγές.

Ωστόσο,η αποδοτικότητα του αλγορίθµου διαφοροποιείται ανάλογα µε τη σχέση του
πλήϑους λειτουργιών t σε σχέση µε το πλήϑος των αρχικών κορυφών n.
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Κεφάλαιο 3. Offline 2-Ακµική Συνεκτικότητα

πολυωνυµικά ϕϱαγµένο t ως πϱος n

Αν t είναι πολυωνυµικά ϕϱαγµένο ως πϱος n (t = O(nc)) για κάποια σταϑεϱά c, τότε
ισχύει ότι:

T (t) = O(t · logn), ϐέλτιστη
εκθετικά ϕϱαγµένο t ως πϱος n

Αν όχι, δηλαδή t είναι εκϑετικό ως πϱος n, τότε ο χϱόνος εκτέλεσης αυξάνεται σε:

T (t) = O(t · logt) >> O(t · logn), µη ϐέλτιστη

Σε αυτή την περίπτωση, η πολυπλοκότητα παύει να είναι ϐέλτιστη, αφού υπάρχουν γνω-
στοί διαδικτυακοί (online) αλγόριθµοι µε χϱόνο O(t · polylog(n)), που είναι πρακτικά πιο
αποδοτικοί.

Για να διατηρηθεί η αποδοτικότητα σε περιπτώσεις πολύ µεγάλου t, είναι δυνατή η ε-
ϕαρµογή στρατηγικής οµαδοποίησης: η ακολουθία των λειτουργιών x1, x2, . . . , xt χωρίζεται
σε µπλοκ µεγέθους n2. ∆εδοµένου ότι κανένα µπλοκ δεν περιέχει γράφηµα µεγαλύτερου
µεγέθους από O(n2), κάϑε υποπρόβληµα µπορεί να επιλυθεί ανεξάρτητα. Συνολικά, επιτυγ-
χάνεται χϱόνος:

T (t) = O(t · logn).

Η τεχνική αυτή καθιστά τον αλγόριθµο αποδοτικό και εφαρµόσιµο ακόµη και σε περι-
πτώσεις µε πολύ µεγάλες ακολουθίες λειτουργιών.

Σηµείωση

Η παϱαπάνω στϱατηγική δεν υλοποιήϑηκε στην παϱούσα εϱγασία και δεν εξετάστηκε
πειϱαµατικά η πϱακτική της επίδϱαση. Θεωϱήϑηκε δεδοµένο ότι το πλήϑος των λειτουϱγιών
είναι πολυωνυµικά ϕϱαγµένο ως πϱος το µέγεϑος του αϱχικού γϱαϕήµατος.
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Κεφάλαιο 4

Βασικές Υποϱουτίνες

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται οι ϐασικοί αλγόριθµοι που αποτελούν τα δοµικά
στοιχεία του αλγοριθµικού µοντέλου για την επίλυση του offline ακµικού δισυνεκτικού προ-
ϐλήµατος. Οι υπορουτίνες αυτές απασχολούνται αρχικά µε την διαχείρηση της ακολουθίας
των λειτουργιών, καθορίζοντας τον τϱόπο µε τον οποίο ϑα εκτελεστούν τα ϐήµατα της ε-
πίλυσης. Κατά δεύτερον, στη διαχείρηση της ανάλυσης και της επεξεργασίας του δοθέντος
γραφήµατος, εξασφαλίζοντας την κατάλληλη προετοιµασία της δοµής του για την εφαρµογή
της λύσης, παράγοντας αυτό που παρακάτω καλείται ισοδύναµο γράφηµα.

4.1 Επεξεϱγασία Ακολουθίας Λειτουϱγιών

4.1.1 Ενεϱγές Κοϱυφές

∆οϑέντος ενός χϱονικού διαστήµατος λειτουϱγιών όλες οι κοϱυϕές που εµπλέκονται έστω
και σε µία λειτουϱγία στο εν λόγω διάστηµα ονοµάϹονται ενεϱγές (active), ενώ οι υπόλοιπες
χαϱακτηϱίϹονται ως ανενεϱγές (inactive). ΄Εστω µία ακολουϑία από λειτουϱγίες. Τότε µποϱεί
να απαντηϑεί σε γϱαµµικό χϱόνο, ως πϱος το µήκος της ακολουϑίας, για κάϑε κοϱυϕή ποιες
κοϱυϕές είναι ενεϱγές (active). ∆είτε το παϱάδειγµα του Πίνακα 4.1.

Χϱόνος · · · 5 6 7 8 9 10 · · ·

∆ιάστηµα · · · I(1, 3) D(3, 9) Q(2, 3) D(9, 2) Q(1, 9) I(1, 2) · · ·

Πίνακας 4.1: Ενεϱγές κοϱυφές : {1,2,3,9}

Ο πιο απλός και αποδοτικός τϱόπος για τον υπολογισµό τους είναι ένα απλό γϱαµµικό

πέϱασµα στο δοϑέν διάστηµα των λειτουϱγιών, όπου όποια κοϱυϕή ϐϱίσκεται σηµειώνεται
ως ενεϱγή. ΄Ολες οι υπόλοιπες που δεν χϱησιµοποιήϑηκαν ϑεωϱούνται ανενεϱγές για αυτό
το διάστηµα.

4.1.2 ∆ιάϱκεια Ζωής µίας Ακµής

Κάϑε ακµή e έχει µία περίοδο Ϲωής [I(e), D(e)], όπου I(e) είναι η χρονική στιγµή εισα-
γωγής της και D(e) η χρονική στιγµή διαγραφής της. Για παράδειγµα (ϐλ. Σχήµα 4.1, µία
ακµή e µε Ie = 4 και De = 8 έχει περίοδο Ϲωής το διάστηµα [4, 8].
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Σχήµα 4.1: Παϱάδειγµα διάϱκειας Ϲωής ακµών

4.1.3 Μόνιµες Ακµές

Οϱισµός

΄Εστω ένα διάστηµα [l, r], το οποίο αναφέρεται σε χρονικό υποδιάστηµα εντός της συνο-
λικής ακολουθίας λειτουργιών. Οι ακµές κατηγοριοποιούνται ως εξής:

• Μόνιµες ακµές (permanent): Πϱόκειται για ακµές που είναι ενεϱγές καθ’ όλη τη
διάϱκεια του διαστήµατος [l, r], δηλαδή ισχύει :

I(e) ≤ l ≤ r ≤ D(e)

Με άλλα λόγια, η ακµή έχει εισαχθεί πϱιν ή στην αϱχή του διαστήµατος και δεν έχει
αφαιϱεθεί µέχϱι το τέλος του. Οι ακµές αυτές δεν τϱοποποιούνται καθόλου εντός του
διαστήµατος.

• Μη µόνιµες ακµές (non-permanent): Αυτές είναι οι ακµές των οποίων η πεϱίοδος
Ϲωής επικαλύπτει µεϱικώς το διάστηµα [l, r], αλλά δεν το καλύπτει πλήϱως. ∆ηλαδή,
ισχύει ότι :

I(e) ∈ (l, r) ή D(e) ∈ (l, r)

Στην περίπτωση αυτή, η ακµή εισάγεται ή αφαιρείται εντός του διαστήµατος και επο-
µένως η κατάστασή της τροποποιείται κατά τη διάρκειά του.

Αυτή η ταξινόµηση είναι κρίσιµη για την κατανόηση των ακµών που παραµένουν αµετάβλητες
σε ένα χρονικό παράθυρο, έναντι εκείνων που υφίστανται µεταβολές και πιθανώς επηρεάζουν
την τοπολογία του γραφήµατος κατά την εξέλιξη των λειτουργιών.

Υπολογισµός

Για τον υπολογισµό τους χρειάζεται πϱώτα να γίνει µια προεπεξεργασία (preprocessing)
στην ακολουθία λειτουργιών, ώστε για κάϑε λειτουργία προσθήκης ή αφαίρεσης ακµής να
υπάρχει µαζί και το πότε αυτές αφαιρούνται ή προστίθενται από το ή στο γράφηµα, αντίστοι-
χα. ∆ηλαδή, χρειάζεται για κάϑε ακµή e να χρησιµοποιηθεί η πληροφορία της διάρκειας
Ϲωής της, [I(e), D(e)], και να αποθηκευτεί πάνω στην στιγµή της λειτουργίας της εισαγωγής
ή της διαγραφής.

ΧϱειάϹεται εποµένως ένας αποδοτικός τϱόπος που να παίρνει µία ακολουθία από λειτουρ-
γίες και να επιστρέφει το Ϲεύγος της εκάστοτε λειτουργίας επαυξηµένο µε έναν ακόµη αριθµό
που αντιπροσωπεύει τη διάρκεια Ϲωής της ακµής. ∆ίνεται το παρακάτω παράδειγµα, όπου
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παρατηρείται ότι πχ. η ακµή e1,3 έχει διάρκεια [5, 10] και στην επαυξηµένη ακολουθία της
στην στιγµή 5 της εισαγωγής της (I(5, 10)) καταγράφεται και η στιγµή 10 όπου αναφέρεται
στην αφαίρεσή της (D(5, 10)):

· · · 5 6 7 8 9 10 · · ·

· · · I(1, 3) I(3, 9) Q(2, 3) D(9, 3) I(1, 2) D(1, 3) · · ·

Πίνακας 4.2: Παϱάδειγµα αϱχικής ακολουθίας λειτουϱγιών

· · · 5 6 7 8 9 10 · · ·

· · · (I(1, 3), 10) (I(3, 9), 8) (Q(2, 3),−) (D(9, 3), 5) (I(1, 2), 24) (D(1, 3), 5) · · ·

Πίνακας 4.3: Επαυξηµένη τελική ακολουθία λειτουϱγιών

Πϱοεπεξεϱγασία Λειτουϱγιών

Υπάϱχουν δύο αποδοτικοί τϱόποι επίλυσης του προβλήµατος. Περιγράφονται οι αλγόριθ-
µοι ως εξής :

• µε ταξινόµηση: Πϱόκειται για έναν αλγόϱιθµο µε ϑεωϱητική πολυπλοκότητα O(t ·
log t), ο οποίος πεϱιλαµβάνει τα εξής στάδια :

– Σε κάθε λειτουϱγία αποδίδεται ο χϱονικός δείκτης εµφάνισής της.
– Μέσω ενός γραµµικού περάσµατος, αφαιρούνται όλες οι λειτουργίες που αντι-

στοιχούν σε ερωτήµατα.
– Η ακολουθία των υπολειπόµενων λειτουργιών ταξινοµείται ϐάσει των Ϲευγών κο-

ϱυφών, έτσι ώστε για κάθε Ϲεύγος (u, v) ή ακµή eu,v, η εισαγωγή και η διαγραφή
(εφόσον υπάρχουν) να ϐρίσκονται σε διαδοχικές ϑέσεις. Αυτό επιτρέπει τον εντο-
πισµό, σε γραµµικό χϱόνο, της διάρκειας Ϲωής κάθε ακµής και καταγραφή της
πάνω στις ίδιες τις λειτουργίες της ακολουθίας.

– παϱαγωγή σε γραµµικό χϱόνο της επαυξηµένης ακολουθίας λειτουργιών συµπε-
ϱιλαµβανοµένων και των ερωτήµατων συνεκτικότητας.

΄Οπως αναλύθηκε προηγουµένως στην ενότητα ανάλυσης πολυπλοκότητας 3.1.4, ι-
σχύει ότι O(t · logt) ≫ O(t · logn), αν t εκθετικά ϕραγµένο ως πϱος n. Ωστόσο, υπό την
υπόθεση ότι το t είναι πολυωνυµικά ϕραγµένο ως πϱος το n στην παρούσα εργασία, ο
συγκεκριµένος αλγόριθµος ϑεωρείται ασυµπτωτικά ϐέλτιστος.

• µε χϱήση hash map: ΄Ενας αποδοτικός αλγόριθµος µε γραµµική αποσβεστική (amor-
tized) χρονική πολυπλοκότητα O(t), ο οποίος χρησιµοποιεί έναν χάρτη κατακερµα-
τισµού (hash map) και να εξασφαλίζει προσπέλαση σε χϱόνο O(1) για τις χρονικές
στιγµές εισαγωγής και διαγραφής των ακµών.

Στην πϱάξη, όπου καϑοϱιστικής σηµασίας είναι η ευελιξία και η ευκολία υλοποίησης, η
επιλογή της χϱήσης αλγοϱίϑµου µε ϐάση δοµή κατακεϱµατισµού (hash map) αποτελεί µια
πϱακτική και αποτελεσµατική λύση, χωϱίς σηµαντικό κόστος στον συνολικό χϱόνο εκτέλεσης.
Για τον λόγο αυτό, στην τελική υλοποίηση του πϱοτεινόµενου αλγοϱίϑµου επιλέχϑηκε η
δεύτεϱη πϱοσέγγιση.
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Αλγόϱιθµος Εύϱεσης

Με δεδοµένη την επαυξηµένη ακολουθία λειτουργιών, για κάϑε υποδιάστηµα ενός αρ-
χικού διαστήµατος µπορεί να ϐρεθεί σε γραµµικό χϱόνο ποιες ακµές είναι µόνιµες. Στο
παράδειγµα του Πίνακα 4.3, για το υποδιάστηµα [6, 8], η µόνιµη ακµή είναι η e1,3, αφού η
προσθήκη της είναι πϱιν το υπο-διάστηµα και η αφαίρεση µετά.

΄Εστω αρχικό χρονικό διάστηµα λειτουργιών [l, r]. Το υποδιάστηµα στο οποίο ϑα υπολο-
γιστούν οι µόνιµες ακµές, έστω [i, j], για κάϑε ακµή e µε χρονικό διάστηµα Ϲωής [I(e), D(e)]
ϑεωρείται µόνιµη εάν πληρούνται οι συνθήκες:

l ≤ I(e) < i ∧ j ≤ D(e) < r,

Η άµεση εύρεση των µόνιµων ακµών για κάποιο υποδιάστηµα είναι δύσκολη και υπο-
λογιστικά κοστοβόρα χωρίς την κατάλληλη πϱο-επεξεϱγασία των λειτουργιών. Για το λόγο
αυτό, η υλοποίηση ϐασίζεται σε τεχνικές προεπεξεργασίας που επιτρέπουν την αποδοτική
ανάκτηση των ακµών που πληρούν τις παραπάνω προϋποθέσεις, αξιοποιώντας τις χρονικές
στιγµές εισαγωγής I(e) και διαγραφής D(e) της κάϑε ακµής.

4.2 Επεξεϱγασία Γϱαφήµατος (Ισοδύναµο Γϱάφηµα)

Το υποκεφάλαιο αυτό παρουσιάζει όλες τις υπορουτίνες που χρησιµοποιούνται για την
παραγωγή του ισοδύναµου γραφήµατος ως µια αποδοτική µέθοδος αραιοποίησης του γρα-
ϕήµατος δεδοµένης µιας ακολουθίας λειτουργιών.

4.2.1 Αντιπϱόσωποι

Κοϱυϕή αντιπρόσωπος είναι µια κορυφή που αναπαριστά κάποια ακµική δισυνεκτική
συνιστώσα του γραφήµατος. Λόγω της δυναµικής ϕύσης του γραφήµατος, σε κάϑε χρονική
κατάσταση (state) υπάρχουν κορυφές αντιπρόσωποι (representatives), στις οποίες αντιστοι-
χούν διάφορες κορυφές του αρχικού γραφήµατος. ΄Αρα, αν δύο ή περισσότερες κορυφές
αντιστοιχούν στην ίδια κορυφή αντιπρόσωπο, τότε ανήκουν στην ίδια ακµική δισυνεκτική
συνιστώσα. Εποµένως είναι 2-ακµικά συνδεδεµένες.

Ο πίνακας αντιπϱοσώπων (representatives table) είναι µια δοµή που καταγϱάϕει τον
αντιπϱόσωπο κάϑε αϱχικής κοϱυϕής του γϱαϕήµατος, δηλαδή σε ποια ακµική δισυνεκτική
συνιστώσα ανήκει κάϑε στιγµή.

ΑξίϹει να σηµειωθεί ότι, αν το γράφηµα τροποποιηθεί κατά την εκτέλεση του αλγορίθµου,
απαιτείται ανανέωση του πίνακα αντιπροσώπων. Για να διατηρείται έγκυρος ο πίνακας, αρκεί
µόνο η ενηµέρωση των αντιπροσώπων για τις κορυφές ενδιαφέροντος, δηλαδή µόνο τις ενερ-
γές κορυφές. Η ορθή ανανέωση αυτού εξασφαλίζει τη σωστή αντιστοίχιση των κορυφών στις
νέες ακµικές δισυνεκτικές συνιστώσες που ενδέχεται να προκύψουν από τις τροποποιήσεις
του γραφήµατος.
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4.2.2 Ακµικές ∆ισυνεκτικές Συνιστώσες (∆εντϱικό Γϱάφηµα)

Αϱχικά, είναι απαϱαίτητη η πεϱιγϱαϕή του αλγοϱίϑµου που χϱησιµοποιείται για την
εύϱεση των γεϕυϱών (bridges) σε ένα γϱάϕηµα [27]. ΒασίϹεται στην αναϹήτηση κατά ϐάϑος
(DFS) και εκµεταλλεύεται δύο ϐασικές έννοιες:

1. Χϱόνος Ανακάλυψης (Discovery Time): Ο χϱόνος που µια κοϱυφή ανακαλύπτεται κατά
τη διάϱκεια του DFS.

2. Χϱόνος Χαµηλότερης Επίσκεψης (Low Time): Η µικρότερη τιµή του χϱόνου ανακάλυ-
ψης που είναι προσβάσιµη από την κορυφή µέσω των γειτονικών της κορυφών.

Αλγοριθµος 4.1: Bridges

1: function compute_bridges(graphG)
2: Initialize visited, disc, low, and parent arrays
3: for each vertex i in graphG do
4: if i is not visited then
5: bridgeUtil(i, visited, parent, low, disc, graphG)
6: end if
7: end for
8: return results
9: end function

10:
11: function bridgeUtil(u, visited, parent, low, disc, graphG)
12: visited[u]← True

13: disc[u]← Time

14: low[u]← Time

15: Time← Time + 1
16: for each vertex v adjacent to u do
17: if v is not visited then
18: parent[v]← u
19: bridgeUtil(v, visited, parent, low, disc, graphG)
20: low[u]← min(low[u], low[v])
21: if low[v] > disc[u] then
22: mark edge(u, v) and edge(v, u) as a bridge
23: end if
24: else
25: if v , parent[u] then
26: low[u]← min(low[u], disc[v])
27: end if
28: end if
29: end for
30: end function

΄Ετσι, ο κύϱιος τϱόπος εύϱεσης των ακµικών δισυνεκτικών συνιστωσών (2-edge-connected
components) γίνεται µέσω της εύϱεσης του δέντρου γεφυρών (bridge tree), όπου καταγράφε-
ται σε ποια ακµική δισυνεκτική συνιστώσα ανήκει κάϑε κορυφή. Η διαδικασία αυτή δι-
ασφαλίζει ότι το γϱάϕηµα χωρίζεται σε συνιστώσες που δεν περιλαµβάνουν γέφυρες µεταξύ
τους, κάνοντας την ανάλυση του γραφήµατος πιο αποτελεσµατική [29]. Ο γραµµικός αυτός
αλγόριθµος έχει τα εξής ϐήµατα:
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• Εντοπισµός Γεφυρών (Bridge Identification): Στο πϱώτο ϐήµα, ο αλγόριθµος αναγ-
νωρίζει όλες τις γέφυρες του γραφήµατος.

• Αϱχικοποίηση Συνιστωσών (Component Initialization): Ο αλγόϱιϑµος αϱχίϹει µε την
αναγνώϱιση των συνιστωσών του γϱαϕήµατος, χϱησιµοποιώντας DFS. Για κάϑε κοϱυϕή
που δεν την έχει επισκεϕτεί, εκτελεί DFS µε έναν µοναδικό αϱιϑµό συνιστώσας.

• Εκτέλεση DFS (DFS Execution): Η DFS εξετάϹει όλες τις γειτονικές κοϱυϕές που δεν
έχουν ήδη επισκεϕϑεί. ΄Οσες συνδέονται µέσω µη-γεϕυϱών ϑεωϱούνται µέϱος της ίδιας
συνιστώσας. Αγνοούνται οι γέϕυϱες στο γϱάϕηµα.

• Αύξηση Αριθµού Συνιστώσας (Component Counter Incrementation): Μετά από
κάϑε DFS ακολουθία, αυξάνεται ο αριθµός συνιστώσας για τις επόµενες κορυφές.

O αλγόϱιϑµος είναι ϐέλτιστος, αϕού είναι γϱαµµικός ως πϱος το µέγεϑος της εισόδου του -
O(N +M), όπου N το πλήϑος των κοϱυϕών και M το πλήϑος των ακµών.

Αλγοριθµος 4.2: Two Edge Connected Components - Bridge Tree

1: function compute_bridge_tree(graphG)
2: n ← vertices size of the graph

3: unique_component_number ← 0

4: Initialize visited arrays, all set to false
5: //mark the bridges in the graphG
6: compute_bridges(graphG)
7: for each vertex i = 1, 2, 3, . . . , n do
8: if visited[i] = false then
9: bridge_tree_util(i, unique_component_number, visited, graphG)

10: unique_component_number← unique_component_number + 1
11: end if
12: end for
13: end function
14:
15: function bridge_tree_util(vertex, visited, component_number, graphG)
16: component[vertex]← component_number
17: visited[vertex]← true

18: for each next adjacent to vertex do
19: if edge(next,vertex) is not a bridge and visited[next] = false then
20: bridge_tree_util(next, visited, component_number, graphG)
21: end if
22: end for
23: end function
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4.2.3 Ακµικές ∆ισυνεκτικές Συνιστώσες µε Ενεϱγές Κοϱυϕές

Μια παραλλαγή του προβλήµατος αϕοϱά κορυφές που είναι ενεργές. Σε αυτή την
πεϱίπτωση, µια ακµική δισυνεκτική συνιστώσα χαρακτηρίζεται ως ενεργή αν περιλαµβάνει
τουλάχιστον µία ενεργή κορυφή.

Ο αλγόριθµος είναι µια επέκταση του προηγούµενου ελέγχοντας για την ύπαϱξη εν-
εργών κορυφών κατά την κατασκευή των συνιστωσών. Ο αλγόριθµος επιστϱέϕει ένα δεντρικό
γϱάϕηµα (bridge tree) µε αντιπροσώπους κορυφών (component representatives) για κάϑε
ακµική δισυνεκτική συνιστώσα µε τις γέφυρες ως ακµές και έναν πίνακα αντιπροσώπων
(bridge tree component map) για την αντιστοίχηση.
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Σχήµα 4.2: Παράδειγµα αρχικού γραφήµα-
τος. Με πράσινο ϕαίνονται οι ενεργές κορυ-
ϕές του
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Σχήµα 4.3: Εύρεση των γεφυρών του γρα-
ϕήµατος

A
{1, 2, 3}

B
{4, 5, 6}

C
{7, 8, 9, 10}

Σχήµα 4.4: Παραγόµενο δεντρι-
κό ισοδύναµο γράφηµα από το
αρχικό

4.2.4 ¨Κλάδεµα¨ ∆εντϱικού Γϱαφήµατος

Η διαδικασία της σύντµησης, ή αλλιώς του κλαδέµατος (pruning), εφαρµόζεται στο πα-
ϱαγόµενο δεντρικό γράφηµα µε σκοπό τη µείωση του µεγέθους του. Αν µία κορυφή είναι
ανενεργή και έχει ϐαθµό ≤ 2, τότε:

1. Αν ο ϐαθµός είναι 0 ή 1, αφαιϱείται
2. Αν ο ϐαθµός είναι 2, οι γείτονές της ενώνονται µε ακµή (edge contraction) και η ίδια

αφαιϱείται.

O αλγόϱιϑµος είναι ϐέλτιστος, αϕού και αυτός είναι γϱαµµικός ως πϱος το µέγεϑος της
εισόδου του, δηλαδή O(N +M), όπου N το πλήϑος των κοϱυϕών και M το πλήϑος των ακµών
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... ...

Σχήµα 4.5: Παϱάδειγµα αφαίϱεσης ανενεϱγής κοϱυφής ϐαθµού 0 και 1

...

...

...

...

Σχήµα 4.6: Παϱάδειγµα αφαίϱεσης ανενεϱγής κοϱυφής ϐαθµού 2

του δεντϱικού γϱαϕήµατος. Επιστϱέϕει, επίσης, το νέο κλαδεµένο δεντϱικό γϱάϕηµα και
έναν νέο πίνακα αντιπϱοσώπων (pruning component map) µε µέγεϑος της τάξης O(l), όπου
l το πλήϑος των ενεϱγών κοϱυϕών, που αντιπϱοσωπεύει τη πληϱοϕοϱία της ακολουϑίας των
λειτουϱγιών που δίνεται µαϹί µε το γϱάϕηµα.

Παϱακάτω παϱέχεται ο αλγόϱιϑµος σύντµησης σε ψευδοκώδικα:
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4.2.4 ¨Κλάδεµα¨ ∆εντϱικού Γϱαφήµατος

Αλγοριθµος 4.3: Main Prune Function

1: function prune(graph, activeNodes, oldMap, newMap)
2: n ← graph.total_bridge_vertices()
3: Initialize removed array of size n with false

4: prune_inactive_with_degree_1(graph, removed)
5: prune_inactive_with_degree_2(graph, removed)
6: prune_inactive_with_degree_0(graph, removed)
7: Initialize prunedMap array of size n
8: update_graph(graph, prunedMap, removed)
9: for all u in activeNodes do

10: newMap[u]← prunedMap[graph.bridgetreeMap[oldMap[u]]]
11: end for
12: end function
13: function update_graph(graph, prunedMap, removed)
14: newId ← 0
15: for v = 0 to graph.total_bridge_vertices() − 1 do
16: if removed[v] = false then
17: prunedMap[v]← newId
18: newId ← newId + 1
19: else
20: prunedMap[v]← −1
21: end if
22: end for
23: Initialize newGraph with newId vertices
24: for v = 0 to graph.total_bridge_vertices() − 1 do
25: if removed[v] = false then
26: for all u in graph.neighbors(v) do
27: if removed[u] = false then
28: newGraph.add_edge(prunedMap[v], prunedMap[u])
29: end if
30: end for
31: end if
32: end for
33: graph.replace_with(newGraph)
34: end function
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Αλγοριθµος 4.4: Prune Inactive Vertices by Degree

1: function prune_inactive_with_degree_1(graph, removed)
2: leaves← graph.get_leaves()
3: while leaves not empty do
4: leaf ← leaves.dequeue()
5: if leaf is inactive then
6: for all neighbor in graph.neighbors(leaf ) do
7: if neighbor not removed then
8: parent ← neighbor
9: parent.degree ← parent.degree − 1

10: if parent.degree = 1 and parent is inactive then
11: leaves.enqueue(parent)
12: end if
13: break
14: end if
15: end for
16: pruning(graph, leaf, removed)
17: end if
18: end while
19: end function
20:
21: function prune_inactive_with_degree_2(graph, removed)
22: for v = 0 to graph.total_bridge_vertices() − 1 do
23: if v is inactive and v.degree = 2 then
24: neighbors← unremoved neighbors of v
25: pruning(graph, v, removed)
26: graph.add_edge(neighbors[0], neighbors[1])
27: end if
28: end for
29: end function
30:
31: function prune_inactive_with_degree_0(graph, removed)
32: for v = 0 to graph.total_bridge_vertices() − 1 do
33: if v is inactive and v.degree = 0 then
34: pruning(graph, v, removed)
35: end if
36: end for
37: end function
38: function pruning(graph, vertex, removed)
39: removed[vertex]← true
40: graph.clear_edges(vertex)
41: vertex.degree ← vertex.degree − 1
42: end function
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4.2.5 Ανανέωση του Πίνακα Αντιπϱοσώπων

Αϕού εκτελεστεί ο αλγόριθµος, χρειάζεται ανανέωση του πίνακα αντιπροσώπων (compo-
nent map update) για τις ενεργές αρχικές κορυφές:

Αλγοριθµος 4.5: update components (based only on initial active vertices)

1: for each vertex v ∈ V original
active do

2: initM[v]← pruningM[bridgeTreeM[initM[v]]]
3: end for

όπου:
• V original

active : το σύνολο των ενεϱγών κοϱυϕών, στο αϱχικό γϱάϕηµα

• initM : πίνακας αντιστοίχησης των αρχικών κορυφών µε κορυφές του τρέχοντος γραφή-
µατος.

• bridgeTreeM : πίνακας αντιστοίχησης των συνιστωσών µετά την κατασκευή του δέντϱου
γεϕυϱών µε τις τϱέχουσες κοϱυϕές.

• pruningM: πίνακας αντιστοίχησης των νέων κοϱυϕών µετά το κλάδεµα µε τις κοϱυϕές
από την αϱχική κατασκευή του δεντϱικού γϱαϕήµατος.

Αϱχικές
Κοϱυϕές

Τωϱινές
Κοϱυϕές

∆έντϱο Γεϕυϱών
Κοϱυϕές

Κλαδεµένου
∆έντϱου
Κοϱυϕές

initM bridgetreeM pruningM

Σχήµα 4.7: Αναπαϱάσταση των σχέσεων των διαδικασιών µεταξύ των επεξεϱγασιών ενός
γϱαφήµατος

4.2.6 Ισοδύναµο Γϱάφηµα

Η διαδικασία δηµιουργίας του ισοδύναµου γραφήµατος από το αρχικό γράφηµα περι-
γράφεται σε τέσσερα στάδια, ως σύνθεση των υπορουτίνων που περιγράφτηκαν προηγου-
µένως. Ο αλγόριθµος ακολουθεί τα εξής ϐήµατα:

1

2

3

4

5

6

7

8 9

10

11

1

2

3

4

5

6 7

8

9

1

2

Σχήµα 4.8: Παϱάδειγµα από το αϱχικό στο ισοδύναµο γϱάφηµα
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Αϱχικές Ενδιάµεσες Τελικές

3 3 1
11 9 2

Σχήµα 4.9: Πίνακας Αντιπϱοσώπων Κοϱυφών Κλαδεµένου/Ισοδύναµου Γϱαφήµατος

1. Εντοπισµός και Μαϱκάϱισµα Γεφυϱών
2. Κατασκευή του ∆εντϱικού Γϱαφήµατος
3. ¨Κλάδεµα¨ ∆εντϱικού Γϱαφήµατος - ∆ηµιουϱγία Ισοδύναµου Γϱαφήµατος
4. Ανανέωση του πίνακα των αντιπϱοσώπων
Οπότε, στο τέλος παράγεται ένα αραιοµένο γράφηµα που καλείται ισοδύναµο και συνοδε-

ύεται από έναν ανανεωµένο πίνακα αντιπροσώπων, δεδοµένης µιας ακολουθίας λειτουργιών.
Στο παράδειγµα του Σχήµατος 4.8 παρατηρείται ότι η τελική ισοδύναµη µορφή του γρα-
ϕήµατος είναι πολύ πιο απλή σε σχέση µε το αρχικό, εµπεριέχοντας µόνο 2 κορυφές και
ένα πίνακα αντιπροσώπων µόνο 2 αρχικών κορυφών (ϐλ. Σχήµα 4.9), των 3 και 11, όπου
αντιστοιχούν στις νέες τρέχοντες κορυφές αντιπροσώπους 1 και 2, αντίστοιχα.

Τέλος, ο αλγόϱιϑµος αυτός καταϕέϱνει να είναι ϐέλτιστος, αϕού τϱέχει σε γϱαµµικό
τϱόπο ως πϱος το µέγεϑος του τϱέχοντας γϱαϕήµατος (O(N +M)) και ϕτιάχνει ένα γϱάϕηµα
συνοδευόµενο µε έναν πίνακα αντιπϱοσώπων µεγέϑους συνολικού µεγέϑους O(l), όπου l

είναι το πλήϑος των ενεϱγών κοϱυϕών.
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Αλγοριθµος 4.6: compute the equivalent graph

1: input:
2: graph - The initial graph.
3: original_active_vertices - List of original active vertices.
4: current_active_vertices - List of current active vertices.
5: component_map - Mapping of components.
6: output:
7: pruned-graph - The sparse equivalent graph.
8: component_map - Updated component map.

9: procedure compute_equivalent_graph
10: function bridges stage
11: Find all bridges in graph
12: end function
13: function 2-edge connected components stage
14: Construct the bridge − tree − graph from the bridges
15: for each vertex original_vertex in graph do
16: bridge_tree_mapping[original_vertex] = new_vertex
17: end for
18: Find bridge_tree − active_vertices
19: end function
20: function pruning stage
21: Construct the pruned − graph from bridge-tree-graph and
22: bridge_tree-active_vertices
23: for each vertex v in bridge-tree-graph do
24: pruning_mapping[v] = pruned_vertex
25: end for
26: end function
27: function update components stage
28: Update component_map
29: for each vertex v in original_active_vertices do
30: component_map[v] =
31: pruning_mapping[bridge_tree_mapping[component_map[v]]]
32: end for
33: end function
34: return pruned-graph, component_map
35: end procedure
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Κεφάλαιο 5

Ανάλυση και Σχεδίαση

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται η µελέτη που πραγµατοποιήθηκε για την υλοποίηση,
µε κύϱια έµφαση στον προτεινόµενο αλγόριθµο επίλυσης του προβλήµατος της πα-

ϱούσας εργασίας. Αρχικά, περιγράφεται η αρχιτεκτονική του αλγορίθµου, ενώ στη συνέχεια
παρατίθεται η περιγραφή του σε ψευδοκώδικα. Ακολούθως, παρουσιάζεται και ένας απλο-
ϊκός αλγόριθµος µε σκοπό τη συγκριτική πειραµατική αξιολόγηση, προκειµένου να ελεγχθεί
η εγκυρότητα και η αποδοτικότητα του προτεινόµενου αλγορίθµου.

5.1 Βέλτιστο Αλγοϱιθµικό Μοντέλο

5.1.1 ∆εδοµένα Εισόδου

Μετά την ανάλυση του πϱοηγούµενου κεφαλαίου, αναφέϱθηκε ότι για την αποδοτικότεϱη
εκτέλεση του αλγοϱίθµου χϱειάζεται να επιτευχθεί πϱιν από αυτό µια πϱοεπεξεϱγασία της
ακολουθίας λειτουϱγιών. Με ϐάση αυτό, τα δεδοµένα εισόδου για το αλγοϱιθµικό µοντέλο
είναι τα εξής (ϐλ. Πίνακα 4.3):

• κενό γϱάφηµα G(V, E = ∅),

• ταυτοτικός πίνακας αντιπϱοσώπων comp : ∀v ∈ V : comp[v] := v,

• επαυξηµένη ακολουθία λειτουϱγιών όπου πεϱιέχει στην αϱχή και τις αϱχικές ακµές
του γϱαφήµατος ως εισαγωγές ακµών, µε τα γνωστά στοιχεία :

1. I(i, j, Dindex ||∞): εισαγωγής ακµής και το πότε έχει γίνει η διαγϱαφή της,
2. D(i, j, Iindex || − ∞): διαγϱαφής ακµής και το πότε έχει γίνει η εισαγωγή της,
3. Q(i, j,−): εϱωτήµατα ακµικής δισυνεκτικότητας

5.1.2 Αϱχιτεκτονική Αλγοϱίθµου

∆εδοµένης µιας τέτοιας εισόδου, το πϱώτο ϐήµα του αναδροµικού προτεινόµενου αλγο-
ϱίθµου µε λογική διαίρει & ϐασίλευε είναι αρχικά να χωρίσει το διάστηµα λειτουργιών στη
µέση και να έχει ένα γράφηµα Gh , ένα πίνακα αντιπροσώπων comph και µία ακολουθία
λειτουγιών eventsh , για κάϑε µισό. ΄Ετσι, σε κάϑε µέϱος γίνονται τα εξής:

1. Βϱίσκει τις αϱχικές ενεϱγές κοϱυφές στο eventsh και τις αντίστοιχες ενεϱγές κοϱυφές
στο τϱέχον γϱάφηµα µέσω του comph ,

2. Βϱίσκει τις αϱχικές µόνιµες ακµές µέσω του eventsh κι έπειτα µέσω του comph τις
µόνιµες ακµές του τϱέχοντος γϱαφήµατος και τις πϱοσθέτει Gh ,
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5.1.2 Αϱχιτεκτονική Αλγοϱίθµου

3. Υπολογίζει το ισοδύναµο γϱάφηµα G”
h από το Gh και το καινούϱγιο ανανεωµένο comp”

h

από το comph ,
4. καλείται η διαδικασία αυτή πάλι αναδϱοµικά µε εισόδο τώϱα:

• eventsh : τις µισές λειτουϱγίες,
• G”

h : το ισοδύναµο γϱάφηµα και
• comp”

h : τον ανανεωµένο πίνακα αντιπϱοσώπων

έως ότου τo µέγεϑος του διαστήµατος των λειτουϱγιών να γίνει τετϱιµµένο, δηλαδή |eventsh | =

1. Τότε, αν η λειτουϱγία αυτή είναι εϱώτηµα Q(i, j,−) η απάντηση ϐϱίσκεται στον ανανεωµένο
πίνακα αντιπϱοσώπων comph , µε έναν απλό έλεγχο: αν οι δύο κοϱυϕές έχουν τον ίδιο
αντιπϱόσωπο, ή αλλιώς, ϐϱίσκονται στην ίδια ακµική δισυνεκτική συνιστώσα:

απάντηση := comp[i] == comp[j]

΄Ετσι, ο αλγόϱιϑµος απαντά έγκυϱα και ϐέλτιστα σε χϱόνο εκτέλεσης O(t · logt), που
συεπάγεται µε το ϐέλτιστο O(t · logn), για πολυωνυµικά ϕϱαγµένο t (ϐλ. 3.1.4).

Αλγοριθµος 5.1: Two Edge Connectivity

1: procedure two_edge_connectivity(operations, graph)
2: events:
3: compute the augmented operations (graph now is empty)
4: results:
5: initialize an empty list for the queries’ results
6: comp:
7: define an empty array
8: // initialize the components
9: for each vertex v in graph do

10: comp[v] = v
11: end for
12: call compute_two_edge_connectivity (
13: events,
14: graph,
15: comp,
16: results
17: )
18: end procedure
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Αλγοριθµος 5.2: compute two edge connectivity

1: function compute_two_edge_connectivity(operations, graph, component_map, re-
sults)

2: if |operations| = 1 and operation’s type = query then
3: if component_map[u] = component_map[v] then
4: res← true
5: else
6: res← false
7: end if
8: Add res to results
9: else

10: // split operations into two halves
11: for each half do
12: half_graph:
13: a copy of the graph
14: half_component_map:
15: a copy of the component_map
16: half_operations:
17: compute half operations
18: half_active_vertices:
19: compute active vertices for the half_operations
20: half_component_active_vertices:
21: compute component active vertices from half_active_vertices
22: through component_map
23: half_permanent_edges:
24: compute permanent edges
25: half_component_permanent_edges:
26: compute component permanent edges from half_permanent_edges
27: through component_map
28: add half_component_permanent_edges to graph
29: call compute_equivalent_graph(
30: half_graph,
31: half_active_vertices,
32: half_component_active_vertices,
33: half_component_map
34: )
35: call compute_two_edge_connectivity (
36: half_operations,
37: half_graph,
38: half_component_map
39: )
40: end for
41: end if
42: end function
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5.2 Απλός Αλγόϱιϑµος Αναϕοϱάς

Ο αλγόϱιϑµος µε τον οποίο ϑα συγκϱιϑεί ο πϱοτεινόµενος, ο οποίος αξιολογείται σε αυτή
την εϱγασία, έχει χϱονική πολυπλοκότητα O(t · (N + M)). Παϱόµοια, ως είσοδο δέχεται ένα
αϱχικό γϱάϕηµα και µια ακολουϑία λειτουϱγιών, την οποία ξεκινά και την εκτελεί σειϱιακά
όπως αυτή του δίνεται, χωϱίς καµιά αλλαγή ή πϱοεπεξεϱγασία. Σε κάϑε λειτουϱγία εκτελεί
τα εξής πολυπλοκότητα:

• insert(u, v): Εκτελεί αϕαίϱεση ακµής του γϱαϕήµατος. Σε µια απλή αναπαϱάσταση
του γϱαϕήµατος αυτό γίνεται σε σταϑεϱό χϱόνο O(1)

• delete(u, v): Εκτελεί διαγραφή ακµής, ψάχνοντας στην αναπαράσταση του γραφήµα-
τος την ακµή O(min{N, M})

• query(u, v): Εκτελεί την εύϱεση του δεντϱικού ισοδύναµου γϱαϕήµατος, στην πϱώτη
του ϕάση, όπως πεϱιγϱάϕτηκε πϱοηγουµένως, το οποίο κάνει συνολικό χϱόνο O(N +
M). Η απάντηση στο εϱώτηµα των δύο κοϱυϕών είναι άµεση κοιτώντας ποια είναι η
δισυνεκτική συνιστώσα τους

Η επιλογή του αλγορίθµου αυτού εξυπηρετεί διττό σκοπό: αϕενός, αποτελεί µέτϱο
σύγκρισης για την αποδοτικότητα του υπό εξέταση αλγορίθµου, και αϕετέϱου λειτουργεί
ως µέϑοδος επιβεβαίωσης της ορθότητας των παραγόµενων αποτελεσµάτων.

Αλγοριθµος 5.3: Simple Reference Algorithm

1: Input: Initial graph: G, operations sequence: L
2: Output: Query results
3: Initialize: An empty list for the query results: results
4: for each operation in L do
5: if operation = insert(u, v) then
6: Insert edge (u, v) into G
7: else if operation = delete(u, v) then
8: Delete edge (u, v) from G
9: else if operation = query(u, v) then

10: Find bridges in G
11: Construct the bridge tree

12: if (u, v) are in the same connected component in the bridge tree then
13: res← TRUE

14: else
15: res← FALSE

16: end if
17: Add res to results
18: end if
19: end for
20: return results
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Part II

Πειϱαµατικό Μέϱος
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Κεφάλαιο 6

Πειϱάµατα & Αποτελέσµατα

Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφονται τα πειράµατα που διεξήχθησαν µε τους δύο προανα-
ϕερθείσες αλγορίθµους στο προηγούµενο κεφάλαιο. Στόχος της πειραµατικής διαδι-

κασίας είναι η διερεύνηση της αποδοτικότητας του προτεινόµενου αλγορίθµου συγκρινόµενο
µε αυτή του αλγορίθµου αναφοράς.

6.1 Παϱαγωγή Εισόδου

Για την αξιολόγηση των αλγορίθµων, δηµιουργήθηκαν αρχικά γραφήµατα και αντίστοι-
χες ακολουθίες λειτουργιών, µε στόχο τη σύγκριση τόσο της αποδοτικότητας όσο και της
ορθότητας των αποτελεσµάτων.

Η διαδικασία κατασκευής της εισόδου πεϱιλάµβανε τα εξής :

• Αϱχικά (Πυκνά) Γραφήµατα: ∆ηµιουργήθηκαν 7 διαφορετικά απλά γραφήµατα χω-
ϱίς ϐϱόχους, µε αυξανόµενο πλήθος κορυφών και ακµών µέχϱι τάξης του 104. Τα
γραφήµατα ικανοποιούν τη συνθήκη N < M < N2

2 ώστε να εξασφαλίζεται η πυκνότητά
τους.

• Λειτουϱγίες: Για κάθε γράφηµα παράχθηκαν 5 διαφορετικές ακολουθίες λειτουργι-
ών, των οποίων το µέγεθος αυξάνεται γραµµικά. Συγκεκριµένα, το i-οστή ακολουθία
λειτουργιών σε ένα αρχικό γράφηµα G(V, E) έχει µήκος i × N , όπου N το πλήθος των
κορυφών V του γραφήµατος. Οι ακολουθίες λειτουργιών κατασκευάστηκαν ώστε να
περιλαµβάνουν κατά το ήµισυ ερωτήµατα σχετικά µε τη συνδεσιµότητα του γραφήµα-
τος και κατά το υπόλοιπο ήµισυ µεταβολές στη δοµή του, όπως εισαγωγές ή διαγραφές
ακµών, ώστε να πετυχαίνεται πυκνότητα ως πϱος τα ερωτήµατα ακµικής δισυνεκτι-
κότητας.

• Συνδυασµός ∆εδοµένων: Κάθε πείραµα αποτελείται από ένα γράφηµα και τις 5
αντίστοιχες ακολουθίες λειτουργιών του, επιτρέποντας συνεπή και συγκρίσιµη αξιο-
λόγηση µεταξύ των δύο αλγορίθµων.

Η εν λόγω κατασκευή επιτρέπει την εµπεριστατωµένη πειραµατική µελέτη, υπό ελεγ-
χόµενες και κλιµακούµενες συνθήκες, των δυνατοτήτων κάθε αλγορίθµου τόσο ως πϱος την
ταχύτητα όσο και ως πϱος την ακρίβεια των απαντήσεών του.
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6.2 ∆ιαγϱάµµατα Αποτελεσµάτων

Στόχος του πειϱαµατικού µέϱους είναι η επιβεβαίωση της ϑεωϱητικής ανάλυσης ως πϱος
την υπολογιστική πολυπλοκότητα των δύο αλγοϱίθµων. Συγκεκϱιµένα, αναµένεται ότι καθώς
αυξάνεται το πλήθος των εκτελούµενων λειτουϱγιών, η διαφοϱά στην απόδοσή τους ϑα γίνεται
εντονότεϱη, αντανακλώντας την ασυµπτωτική διαφοϱά τους, µεταξύ O(t · log n) και O(t · (N +
M)), τόσο ϑεωϱητική όσο και πϱακτική (ϐλ. Παϱάϱτηµα Γʹ).

Στα επόµενα διαγράµµατα παρουσιάζονται συγκριτικά οι χϱόνοι εκτέλεσης των δύο αλ-
γορίθµων για κάθε διαφορετική περίπτωση εισόδου. Η οπτικοποίηση συνοδεύεται από συ-
γκεντρωτικούς πίνακες µε τις αντίστοιχες µετρήσεις χϱόνου σε δευτερόλεπτα (seconds), επι-
τρέποντας άµεση και ποσοτική σύγκριση της αποδοτικότητας των συγκριθέντων αλγορίθµων.

6.2.1 Πεϱιπτώσεις Μικϱής Κλίµακας (N ∈ {10, 40, 100})

Αϱχικά, στα πϱώτα πειραµατικά αποτελέσµατα που αντιστοιχούν σε µικρού µεγέθους
γραφήµατα και ακολουθίες λειτουργιών (N ∈ {10, 40, 100}), παρατηρείται συγκλίνουσα συ-
µπεριφορά µεταξύ του προτεινόµενου αλγόριθµου P.S.S. (Peng, Sandlund & Sleator) και
του αλγόριθµου αναφοράς S.R.A. (Simple Reference Algorithm).

Η παρατήρηση αυτή ενισχύεται τόσο εµπειρικά όσο και ϑεωρητικά: όταν το µέγεθος του
γραφήµατος είναι µικρό (|V | := N ≈ O(1)), οι χρονικές πολυπλοκότητες των δύο προσεγγίσε-
ων συγκλίνουν, καθώς ισχύει O(t · log n) = O(t) = O(t · (N +M)).

Επιπλέον, καταγράφεται ότι στις περιπτώσεις αυτές ο αλγόριθµος αναφοράς εµφανίζει ε-
λαφρώς καλύτερους χϱόνους εκτέλεσης συγκριτικά µε τον προτεινόµενο (ϐλ. Σχήµα 6.2). Το
ϕαινόµενο αυτό αποδίδεται πιθανόν στην απλότητα της υλοποίησής του. Αντίθετα, ο προτει-
νόµενος αλγόριθµος ϐασίζεται σε πιο περίπλοκες αναδροµικές διαδικασίες και επιπρόσθετο
λογισµικό ϕορτίο, το οποίο ενδέχεται να επιβαρύνει τον χϱόνο εκτέλεσης σε περιπτώσεις
µικρής κλίµακας.

Παϱακάτω παϱέχονται τα πειϱαµατικά αποτελέσµατα σε πεϱιπτώσεις µικϱής κλίµακας:
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10 0 0
20 0 0
30 0 0
40 0 0
50 0 0

Σχήµα 6.1: Γϱάφηµα 1: G(V = 10, E = 19)
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6.2.2 Πεϱιπτώσεις Μεσαίας Κλίµακας (N ∈ {400, 1000, 3000})
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40 0 0
80 0.001 0
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160 0.002 0.001
200 0.006 0.002

Σχήµα 6.2: Γϱάφηµα 2: G(V = 40, E = 71)
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Αϱ. Λειτουϱγιών P.S.S. S.R.A.
100 0.002 0.002
200 0.004 0.004
300 0.005 0.005
400 0.008 0.007
500 0.008 0.01

Σχήµα 6.3: Γϱάφηµα 3: G(V = 100, E = 175)

6.2.2 Πεϱιπτώσεις Μεσαίας Κλίµακας (N ∈ {400, 1000, 3000})

Σε αυτή τη ϕάση της αξιολόγησης, παρατηρείται πλέον σαφής διαφοροποίηση στον χϱόνο
εκτέλεσης των δύο αλγορίθµων καθώς αυξάνεται το µέγεθος της εισόδου. ΄Ηδη από το τελευ-
ταίο διάγραµµα της παρούσας ενότητας, είναι εµφανές ότι ο αλγόριθµος αναφοράς αρχίζει να
εµφανίζει σηµαντική χρονική υστέρηση, ϕτάνοντας στα όϱια της πρακτικής εφαρµοσιµότητάς
του.

Αντιθέτως, ο προτεινόµενος αλγόριθµος εξακολουθεί να παρουσιάζει σταθερή και προ-
ϐλέψιµη συµπεριφορά, ανταποκρινόµενος ικανοποιητικά στις αυξηµένες απαιτήσεις των συ-
γκεκριµένων παραδειγµάτων. Παρακάτω παρέχονται τα πειραµατικά αποτελέσµατα σε περι-
πτώσεις µεσαίας κλίµακας:
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400 0.008 0.038
800 0.013 0.073
1200 0.018 0.109
1600 0.023 0.133
2000 0.032 0.175

Σχήµα 6.4: Γϱάφηµα 4: G(V = 400, E = 811)
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Αϱ. Λειτουϱγιών P.S.S. S.R.A.
1000 0.025 0.248
2000 0.046 0.47
3000 0.071 0.656
4000 0.111 0.843
5000 0.128 1.134

Σχήµα 6.5: Γϱάφηµα 5: G(V = 1000, E = 1479)

6.2.3 Πεϱιπτώσεις Μεγάλης Κλίµακας (N ∈ {6000, 10000})

Στη τελική αυτή ϕάση που αρχίζει να αντικατοπτρίζει το µέγεθος δεδοµένων πραγµατι-
κών προβληµάτων, ο αλγόριθµος αναφοράς ϕαίνεται ότι έχει σταµατήσει να είναι επιλογή
χϱήσης, ενώ ακόµη ο προτεινόµενος αλγόριθµος P.S.S. στέκεται αρκετά καλά υπό αυτές
τις εισόδους, επιβεβαιώνοντας έτσι την ϑεωρητική του πολυπλοκότητα και την εργασία των
δηµιουργών του. Παρακάτω παρέχονται τα πειραµατικά αποτελέσµατα σε περιπτώσεις πραγ-
µατικής κλίµακας:
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6.2.3 Πεϱιπτώσεις Μεγάλης Κλίµακας (N ∈ {6000, 10000})
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Αϱ. Λειτουϱγιών P.S.S. S.R.A.
3000 0.11 2.633
6000 0.222 4.489
9000 0.38 6.904
12000 0.488 8.208
15000 0.577 10.091

Σχήµα 6.6: Γϱάφηµα 6: G(V = 3000, E = 3034)
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Αϱ. Λειτουϱγιών P.S.S. S.R.A.
6000 0.265 9.377
12000 0.33 19.8
18000 0.441 29.717
24000 0.59 58.688
30000 0.86 84.064

Σχήµα 6.7: Γϱάφηµα 7: G(V = 6000, E = 9819)
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Αϱ. Λειτουϱγιών P.S.S. S.R.A.
10000 0.407 38.09
20000 0.789 83.755
30000 1.113 114.954
40000 1.5 122.731
50000 1.882 153.965

Σχήµα 6.8: Γϱάφηµα 8: G(V = 10000, E = 10482)
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6.3 Συµπεϱάσµατα

Τα πειραµατικά αποτελέσµατα επιβεβαιώνουν πλήϱως τις ϑεωρητικές προσδοκίες. Σε
περιπτώσεις µικρής εισόδου, ο αλγόριθµος αναφοράς εµφανίζει ελαφρώς καλύτερη ή ισο-
δύναµη επίδοση σε σχέση µε το προτεινόµενο µοντέλο, λόγω της απλότητας των λειτουργιών
και του περιορισµένου υπολογιστικού ϕορτίου. Ωστόσο, καθώς το πλήθος των λειτουργιών
αυξάνεται, οι χϱόνοι εκτέλεσης των δύο µεθόδων αποκλίνουν σηµαντικά, µε τον προτεινόµενο
αλγόριθµο να υπερέχει κατά πολύ σε απόδοση.

Η ϱαγδαία αυτή απόκλιση επιβεβαιώνει αφενός την οϱθότητα της ϑεωϱητικής ανάλυσης
κι αφ΄ ετέϱου τη λειτουϱγική επάϱκεια της υλοποίησης, συµφωνώντας και µε την εµπειϱική
σχέση µεταξύ πολυπλοκότητας χϱόνου και το µέγεθος της εισόδου (ϐλ. Πίνακα Γʹ.1). Η
εν λόγω παϱατήϱηση ενισχύει τα συµπεϱάσµατα της παϱούσας µελέτης και συµφωνεί µε τις
ϑεωϱητικές εϱγασίες της ϐιβλιογϱαφίας [2] στις οποίες ϐασίστηκε.
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Κεφάλαιο 7

Επίλογος

7.1 Μελλοντικές Επεκτάσεις

Ο αλγόϱιθµος του αλγοϱιθµικού ϑεωϱητικού µοντέλου που αναπτύχθηκε στο πλαίσιο
της παϱούσας διπλωµατικής εϱγασίας µποϱεί να αποτελέσει τη ϐάση για πεϱαιτέϱω εξέλιξη
και διεύϱυνση σε πολλαπλά επίπεδα. Συγκεκϱιµένα, οι ϐασικές κατευθύνσεις µελλοντικής
έϱευνας και ανάπτυξης πεϱιλαµβάνουν :

1. Υποστήϱιξη γραφηµάτων µε πολλαπλές ακµές (multi-edge graphs): Με σχετικά
µικρές τροποποιήσεις στη ϕάση προεπεξεργασίας των λειτουργιών (operations prepro-
cessing), η παρούσα υλοποίηση του αλγορίθµου µπορεί να αναπροσαρµοστεί ώστε να
διαχειρίζεται γραφήµατα µε πολλαπλές ακµές, χωρίς να απαιτούνται αλλαγές στους
ϐασικούς αλγοριθµικούς µηχανισµούς, αφού η ϐασική υπορουτίνα δηµιουργίας του
αραιοµένου ισοδύναµου γραφήµατος διαχειρίζεται ούτως ή άλλως αυτή την περίπτωση.

2. Πλήϱης ολοκλήϱωση συµπεϱιλαµβανοµένου t εκθετικά ϕϱαγµένου από το n:

Η παϱούσα έκδοση του αλγοϱίθµου µποϱεί να επεκταθεί και να ενισχυθεί µε στόχο
την υλοποίηση όλων των ϑεωϱητικών παϱαλλαγών που αναλύθηκαν στο αντίστοιχο
ϑεωϱητικό µέϱος.

3. ∆ιεύϱυνση πειραµατικού πλαισίου ελέγχου: Προτείνεται η ενίσχυση της πειρα-
µατικής αξιολόγησης µε τη χϱήση πιο ποικίλων και µεγάλης κλίµακας συνόλων δε-
δοµένων, καθώς και η ενσωµάτωση εντατικών πειραµάτων και ακραίων περιπτώσεων.
΄Ενα πλήϱες και ευέλικτο πλαίσιο ελέγχου ϑα συµβάλει σηµαντικά στην αξιολόγηση
της πρακτικής αξιοπιστίας και αποδοτικότητας της αλγορίθµου.

4. Επέκταση σε πιο σύνθετα πϱοβλήµατα συνεκτικότητας: Το αλγοϱιθµικό µοντέλο
που στηϱίχθηκε η υφιστάµενη υλοποίηση για το 2-ακµικά συνεκτικό πϱόβληµα είναι
αϱκετά γενικότεϱο ώστε να µποϱεί να επεκταθεί σε πϱοβλήµατα όπως:

• 2-κοµβική συνεκτικότητα

• 3-ακµική/κοµβική συνεκτικότητα

• Πιθανή µελλοντική υποστήϱιξη για 4-ακµική/κοµβική συνεκτικότητα

Το αλγοριθµικό µοντέλο λειτουργεί δηλαδή ως σκελετός επίλυσης για όλα τα παρα-
πάνω προβλήµατα. Αυτό υποδηλώνει ότι η µόνη διαφοροποίηση που χρειάζεται για
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να χρησιµοποιηθεί η δοµή του για την επίλυση κάποιου από τα παραπάνω συνεκτικά
προβλήµατα είναι µόνο ο αλγόριθµος υπολογισµού του ισοδύναµου γραφήµατος, δη-
λαδή η αλλαγή της τεχνικής αραιοποίησης που χρησιµοποιείται σε κάθε αναδροµική
κλήση για την επεξεργασία του τρέχοντος γραφήµατος.
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biconnectivity in Õ(log2n) time, 2025. https://arxiv.org/abs/2503.21733.

[17] Douglas B. West. Introduction to Graph Theory. Prentice Hall, 2η έκδοση, 2001.

[18] Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson και Ronald L. Rivest & Clifford Stein.
Introduction to Algorithms. MIT Press, 2009.

[19] Joakim Skårding, Bogdan Gabrys και Katarzyna Musiał. Foundations and Modelling

of Dynamic Networks using Dynamic Graph Neural Networks: A Survey. arXiv preprint

arXiv:2005.07496, 2020. https://arxiv.org/abs/2005.07496.

[20] Farzad V. Farahani, Waldemar Karwowski και Nichole R. Lighthall. Application of

Graph Theory for Identifying Connectivity Patterns in Human Brain Networks: A Sy-

stematic Review. Frontiers in Neuroscience, 13:585, 2019. https://www.frontiersin.

org/articles/10.3389/fnins.2019.00585/full.

[21] Xuan Zhanget al. Social Network Analysis and Churn Prediction in Telecommuni-

cations Using Graph Theory. Entropy, 22(7):753, 2020. https://www.mdpi.com/1099-

4300/22/7/753.

[22] Camil Demetrescu, David Eppstein, Zvi Galil και Giuseppe F. Italiano. Dynamic Gra-

ph Algorithms. Algorithms and Theory of Computation Handbook: General Concepts

and TechniquesM. J. Atallah και Marina Blanton, επιµελητές, κεφάλαιο 9, σελίδες 9–
1–9–28. CRC Press, 2η έκδοση, 2009. https://dl.acm.org/doi/pdf/10.5555/1882757.

1882766.

∆ιπλωµατική Εϱγασία 62

https://doi.org/10.1145/1007352.1007435
https://doi.org/10.1137/S0097539705447256
https://doi.org/10.1137/S0097539705447256
https://arxiv.org/abs/cs/0502041
https://doi.org/10.1145/502090.502095
https://doi.org/10.1007/978-3-662-48350-3_62
https://epubs.siam.org/doi/10.1137/1.9781611974782.32
https://epubs.siam.org/doi/10.1137/1.9781611974782.32
https://arxiv.org/abs/2503.21733
https://arxiv.org/abs/2005.07496
https://www.frontiersin.org/articles/10.3389/fnins.2019.00585/full
https://www.frontiersin.org/articles/10.3389/fnins.2019.00585/full
https://www.mdpi.com/1099-4300/22/7/753
https://www.mdpi.com/1099-4300/22/7/753
https://dl.acm.org/doi/pdf/10.5555/1882757.1882766
https://dl.acm.org/doi/pdf/10.5555/1882757.1882766


ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ

[23] Mikkel Thorup. Decremental Dynamic Connectivity. Journal of Algorithms, 33(2):229–
243, 1999. https://doi.org/10.1006/jagm.1999.1033.

[24] Christian Wulff-Nilsen. Fully-Dynamic Minimum Spanning Forest with Improved

Worst-Case Update Time. Proceedings of the 49th Annual ACM SIGACT Symposi-

um on Theory of Computing (STOC 2017), σελίδες 1130–1143. ACM, 2017. https:

//doi.org/10.1145/3055399.3055415, or https://arxiv.org/abs/1611.02864.

[25] Frank K. Boesch και S. Chen. A Generalization of Line Connectivity and Opti-

mally Invulnerable Graphs. SIAM Journal on Applied Mathematics, 34(4):657–665,
1978. https://epubs.siam.org/doi/10.1137/0134052, or https://www.jstor.org/stable/

2100729.

[26] Wikipedia. K-edge-connected Graph, 2025. https://en.wikipedia.org/wiki/K-edge-

connected_graph.

[27] GeeksforGeeks. Find Bridges in a Graph Using Tarjan’s Algorithm. https://www.

geeksforgeeks.org/bridge-in-a-graph/.

[28] R. E. Tarjan. Depth-First Search and Linear Graph Algorithms. SIAM Journal on

Computing, 1(2):146–159, 1972. https://doi.org/10.1137/0201010.

[29] Codeforces. Bridge Tree Algorithm - Implementation in C++. https://codeforces.com/

blog/entry/99259.

∆ιπλωµατική Εϱγασία 63

https://doi.org/10.1006/jagm.1999.1033
https://doi.org/10.1145/3055399.3055415
https://doi.org/10.1145/3055399.3055415
https://arxiv.org/abs/1611.02864
https://epubs.siam.org/doi/10.1137/0134052
https://www.jstor.org/stable/2100729
https://www.jstor.org/stable/2100729
https://en.wikipedia.org/wiki/K-edge-connected_graph
https://en.wikipedia.org/wiki/K-edge-connected_graph
https://www.geeksforgeeks.org/bridge-in-a-graph/
https://www.geeksforgeeks.org/bridge-in-a-graph/
https://doi.org/10.1137/0201010
https://codeforces.com/blog/entry/99259
https://codeforces.com/blog/entry/99259


Παϱαϱτήµατα

∆ιπλωµατική Εϱγασία 64



Παράρτηµα Αʹ

Οϱισµοί, Λήµατα & Θεωϱήµατα

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζονται τα ϐασικά λήµατα και ϑεωρήµατα που ϑεµελιώνουν
τη ϑεωρητική πολυπλοκότητα του προτεινόµενου αλγορίθµου, ο οποίος αναλύθηκε και υλο-
ποιήθηκε στο πλαίσιο της παρούσας εργασίας. Η ϑεωρητική τεκµηρίωση ϐασίζεται στο έργο
των P.S.S. [2], όπου περιλαµβάνονται οι πλήϱεις αποδείξεις τους. Για λόγους πληρότητας
και κατανόησης, παρατίθεται εδώ η ουσιώδης µαθηµατική επιχειρηµατολογία επί της οποίας
στηρίζεται η αποδοτικότητα της προσέγγισης, χωρίς τις αποδείξεις τους.

Αʹ.1 Γενικά

Θεώϱηµα 1.1. ΄Εστω G = (V, E) µη κατευθυνόµενο γράφηµα µε |V | = n, στο οποίο εφαρµόζε-

ται µία ακολουθία t λειτουργιών της µορφής :

– Εισαγωγή-Ακµής(u, v),

– ∆ιαγραφή-Ακµής(u, v),

– Ερώτηµα(u, v): αν οι u και v είναι 2-ακµικά ή κοµβικά συνεκτικοί, 3-ακµικά ή κοµβικά

συνεκτικοί στο τϱέχον γϱάφηµα

Τότε, υπάϱχει αλγόϱιθµος που εκτελεί όλες τις t λειτουϱγίες σε συνολικό χϱόνο O(t · logn).

Οϱισµός 1.1. ΄Εστω γϱάφηµα G = (VG, EG) µε υποσύνολο κοϱυφών W ⊆ VG και γϱάφηµα

H = (VH , EH ) µε W ⊆ VH . Λέµε ότι οι G και H είναι c-ακµικά ισοδύναµα, εάν για κάθε

διάσπαση (A, B) του W, το µέγεθος της ελάχιστης ακµής-τοµής που διαχωϱίζει το A από το B

είναι το ίδιο στους G και H, όταν αυτό το µέγεθος είναι µικϱότεϱο του c.

Οµοίως, λέµε ότι οι G και H είναι c-κοµβικά ισοδύναµα, εάν για κάθε διάσπαση (A, B, C)
του W µε |C| < c, το µέγεθος της ελάχιστης κοµβικής τοµής D που διαχωϱίζει το A από το B

(όπου C ⊆ D, D ∩ A = ∅, D ∩ B = ∅) είναι το ίδιο στα G και H, όταν αυτό το µέγεθος είναι

µικϱότεϱο του c.

Λήµµα 1.1. ΄Εστω ότι τα γϱαφήµατα G = (VG, EG) και H = (VH , EH ) είναι c-ακµικά ή c-

κοµβικά ισοδύναµα ως πϱος το σύνολο κοϱυφών W. ΄Εστω EW οποιοδήποτε σύνολο ακµών

µεταξύ κοϱυφών του W. Τότε οι επεκτάσεις G′ = (VG, EG ∪ EW ) και H ′ = (VH , EH ∪ EW )
παϱαµένουν c-ακµικά ή c-κοµβικά ισοδύναµες, αντιστοίχως.

Λήµµα 1.2. ΄Εστω γράφηµα G µε m ακµές και σύνολο κορυφών W µεγέθους k. Αν υπάρχει

αλγόριθµος χϱόνου O(m) που κατασκευάζει γράφηµα H µεγέθους O(k) τέτοιο ώστε H και G να

είναι c-ακµικά ή c-κοµβικά ισοδύναµο ως πϱος το W, τότε υπάρχει αλγόριθµος που, για κάθε

∆ιπλωµατική Εϱγασία 65



Παράρτηµα Αʹ. Οϱισµοί, Λήµατα & Θεωϱήµατα

ακολουθία λειτουργιών x1, . . . , xt (εισαγωγές/διαγραφές ακµών και ερωτήµατα συνεκτικότη-

τας), απαντά σε όλα τα c-ακµικά ή c-κοµβικά ερωτήµατα συνεκτικότητας σε συνολικό χϱόνο :

O(t log n)

.

Αʹ.2 Ακµική ∆ισυνεκτικότητα

Λήµµα 1.3. ΄Εστω S µια 2-ακµικά συνεκτική συνιστώσα ενός γραφήµατος G. Αν συρρικνω-

ϑούν όλες οι κορυφές του S σε µία κορυφή s και αναπροσαρµοστούν ανάλογα τα άκϱα των

ακµών, προκύπτει γράφηµα H που είναι 2-ακµικά ισοδύναµο µε το G.

Λήµµα 1.4. Αν το γϱάφηµα G είναι δέντϱο, τότε οι παϱακάτω δύο κανόνες παϱάγουν γϱάφηµα

H 2-ακµικά ισοδύναµο µε το G:

– Αφαίϱεση µη ενεϱγού ϕύλλου (ϐαθµός 1).

– Αφαίϱεση µη ενεϱγής κοϱυφής ϐαθµού 2 και πϱοσθήκη ακµής µεταξύ των δύο γειτόνων

της.

Λήµµα 1.5. ∆εδοµένου ενός γϱαφήµατος G µε m ακµές και k ενεϱγές κοϱυφές W, µποϱεί

να κατασκευαστεί ένα γϱάφηµα H, 2-ακµικά ισοδύναµο µε το G και µεγέθους O(k), σε χϱόνο

O(m).
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Παράρτηµα Βʹ

Θεµελιώδες Κάτω Φράγµα για ∆υναµική Συνε-

κτικότητα

Στο πρόβληµα της δυναµικής συνεκτικότητας, µε ένα µη κατευθυνόµενο γράφηµα G(V, E)
που υφίσταται δυναµικές τροποποιήσεις (εισαγωγές και διαγραφές ακµών) απαντώνται συ-
νεκτικά ερωτήµατα:

¨είναι οι κοϱυφές u και v συνεκτικές ¨.

΄Ενα από τα σηµαντικότεϱα ϑεωϱητικά αποτελέσµατα στον τοµέα είναι το κάτω ϕϱάγµα

που απέδειξαν οι Patracscu & Demaine, το οποίο ϑέτει έναν ϑεµελιώδη πεϱιοϱισµό στο πόσο
αποδοτικά µποϱούν να γίνουν τέτοιοι δυναµικοί αλγόϱιϑµοι συνεκτικότητας.

Θεώϱηµα 2.2 (Κάτω Φράγµα - Ω(logn) [11, 12]). Κάθε αλγόριθµος που επιλύει το πρόβληµα

της δυναµικής συνεκτικότητας, µε πϱάξεις αλλαγών και ερωτηµάτων, απαιτεί χϱόνο τουλάχι-

στον

Ω(logn) − ανά πϱάξη

Το αποτέλεσµα αυτό ουσιαστικά δηλώνει ότι κανένας αλγόϱιϑµος δεν µποϱεί να απαντά
σε εϱωτήµατα συνεκτικότητας γϱηγοϱότεϱα από αυτό το κάτω ϕϱάγµα, αν ϑέλει ταυτόχϱονα
να υποστηϱίϹει δυναµικές τϱοποποιήσεις. Και αυτό αποδείχτηκε τόσο για το online όσο και
για το offine πϱόϐληµα.
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Παράρτηµα Γʹ

Πολυπλοκότητα Χϱόνου σε Σχέση µε το Μέγε-

ϑος Εισόδου

Η εκτίµηση της αποδοτικότητας ενός αλγοϱίϑµου ως πϱος το µέγεϑος εισόδου µποϱεί να
πϱαγµατοποιηϑεί ϐάσει της αναµενόµενης πολυπλοκότητας χϱόνου. Ο ακόλουϑος πίνακας
παϱουσιάϹει τις πολυπλοκότητες χϱόνου που ϑεωϱούνται αποδεκτές υπό χϱονικό πεϱιοϱισµό
1 δευτεϱολέπτο, ϐασισµένος σε υπάϱχουσα ϐιϐλιογϱαϕία [1, 18]:

Μέγεθος εισόδου n Αποδεκτή πολυπλοκότητα χϱόνου
n ≤ 10 O(n!)
n ≤ 20 O(2n)

n ≤ 500 O(n3)
n ≤ 5 000 O(n2)
n ≤ 106 O(n · logn) ή O(n)

Πολύ µεγάλο n O(1) ή O(logn)

Πίνακας Γʹ.1: Σχέση πολυπλοκότητας χϱόνου µε το µέγεθος εισόδου [1]

Ενδεικτικά Παϱαδείγµατα

• Για n = 105, ένας αλγόϱιθµος µε πολυπλοκότητα O(n2) ϑα εκτελέσει πεϱίπου 1010

πϱάξεις, αϱιθµός απαγοϱευτικός για χϱονικό όϱιο ενός δευτεϱολέπτου.

• Στην πεϱίπτωση πολυπλοκότητας O(n · logn) και n = 105, το πλήθος των πϱάξεων
εκτιµάται σε 105 · log2(105) ≈ 105 · 17 ≈ 1.7 · 106, ποσότητα που ϑεωϱείται αποδεκτή.

Οι παραπάνω εκτιµήσεις συµβάλλουν στον έγκαιρο αποκλεισµό µη αποδοτικών στρα-
τηγικών. Ενδεικτικά, για n = 20, η χϱήση εξαντλητικής αναζήτησης µε πολυπλοκότητα
O(2n) δύναται να είναι αποδεκτή. Αντιθέτως, για n = 106, ενδείκνυνται µόνον αλγόριθµοι
γραµµικής ή σχεδόν γραµµικής πολυπλοκότητας.

Επίδϱαση Σταθεϱών Παϱαγόντων

Η πολυπλοκότητα χϱόνου παϱέχει χϱήσιµες εκτιµήσεις, χωϱίς όµως να λαµϐάνει υπόψη
τους σταϑεϱούς παϱάγοντες. Συγκεκϱιµένα:

• Για n = 106, ο Αλγόϱιθµος Α εκτελεί 100n πϱάξεις → 108 συνολικές πϱάξεις

• Ο Αλγόϱιθµος Β εκτελεί 10n log n πϱάξεις → πεϱίπου 1.7 · 107 πϱάξεις
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Παϱά τη ϑεωρητικά χειρότερη ασυµπτωτική πολυπλοκότητα, ο δεύτερος αλγόριθµος εν-
δέχεται να είναι ταχύτερος στην πϱάξη λόγω µικρότερου συντελεστή.
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Παράρτηµα ∆ʹ

Κατηγοϱιοποίηση Βιβλιογϱαφικών Αναφοϱών

Τύπος ϐιβλιογϱαφικής πηγής Αναφοϱά

΄Αϱθϱο σε επιστηµονικό πεϱιοδικό [3, 4, 5, 8, 10, 12, 21, 28]
Εισήγηση σε συνέδϱιο [2, 11, 13, 24]

Τεχνική αναφοϱά / Επιστηµονική αναφοϱά (misc) [15, 16]
Ιστοσελίδα / Online υλικό (misc) [26, 27, 29]

Βιβλία [1, 17, 18]
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Συντοµογϱαφίες - Αϱκτικόλεξα - Ακϱωνύµια

Παν. Ιωαννίνων Πανεπιστήµιο Ιωαννίνων
Ε.Μ.Π. Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο
ϐλ. ϐλέπε
Κεφ. Κεφάλαιο
DFS Deep-First-Search (αναϹήτηση κατά ϐάϑος)
P.S.S. (Richard) Peng, (Bryce) Sandlund & (Daniel D.) Sleator
S.R.A. Simple Reference Algorithm
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Απόδοση ξενόγλωσσων όϱων

γϱάφηµα graph
ακατεύθυντο/ µη-κατευθυνόµενο undirected
αϱαιοποίηση sparsification
σύνδεση / συνεκτικότητα / συνδεσιµότητα connectivity
δυναµικός dynamic
ακµή edge
γέφυϱα bridge
συνεκτικότητα ακµών edge connectivity
δισυνεκτικότητα ακµών 2-edge connectivity
τϱισυνεκτικότητα ακµών 3-edge connectivity
µόνιµες ακµές permanent edges
x-ακµική συνεκτικότητα x-edge connectivity
x-ακµικά συνδεδεµένα x-edge connected
κόµβος node
κοϱυφή vertex
άϱθϱωση articulation point
συνεκτικότητα κοϱυφών vertex connectivity
δισυνεκτικότητα κοϱυφών 2-vertex connectivity
τϱισυνεκτικότητα κοϱυφών 3-vertex connectivity
ενεϱγές κοϱυφές active vertices
x-κοµβική συνεκτικότητα x-vertex connectivity
x-κοµβικά συνδεδεµένα x-vertex connected
αντιπϱόσωπος representative
χάϱτης κατακεϱµατισµού hash map
µοντέλο framework
διαίϱει και ϐασίλευε divide and conquer
αλγόϱιθµος algorithm
χϱονική πολυπλοκότητα time complexity
αποσβεστικός amortized
λειτουϱγίες operations
ακολουθία sequence
εϱώτηµα query
πϱοεπεξεϱγασία preprocessing
ϐέλτιστο optimal
υλοποίηση implementation
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Απόδοση ξενόγλωσσων όϱων

πλήθος number
εισαγωγή insertion
διαγϱαφή deletion
πλήϱως fully
µεϱικώς partially
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