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Περίληψη

Η ϑεωρία παιγνίων ϐϱίσκει όλο και µεγαλύτερη εφαρµογή σε πολυπρακτορικά συστήµα-
τα, στα οποία το σύνολο δράσεων (στρατηγική) κάθε πράκτορα διαµορφώνει την επιµέρους
συνάρτηση κόστους του, άϱα και το κατά πόσο είναι επωφελής ή επιζήµια η κατάσταση στην
οποία αυτός ϐρίσκεται µέσα στο σύστηµα. Στο πλαίσιο αυτό κρίνεται ιδαίτερα σηµαντική
η αναζήτηση ισορροπίας Nash, δηλαδή η επίτευξη µιας συµβιβαστικής συνθήκης κατά την
οποία κανένας πράκτορας δεν έχει όφελος να διαφοροποιηθεί µονοµερώς.

Αντικείµενο µελέτης της παρούσας διπλωµατικής εργασίας είναι η αναζήτηση ισορρο-
πίας Nash σε στατικά παίγνια µε διαχωρίσιµους συζευγµένους περιορισµούς για τα σύνολα
δράσεων των πρακτόρων. Ειδικότερα, εξετάζονται πολυπρακτορικά συστήµατα µε συνεχώς
διαφορίσιµες, αυστηρά κυρτές και ακτινικά µη ϕραγµένες συναρτήσεις κόστους και γραµµι-
κές συναρτήσεις περιορισµών. Θεωρούµε τον γϱάφο γειτνίασης που σχηµατίζουν οι πράκτο-
ϱες και αναπτύσσουµε αλγόριθµο εύρεσης Ισορροπίας Nash µε ανταλλαγή δειγµάτων µεταξύ
γειτνιαζόντων πρακτόρων. Για την απόδειξη της σύγκλισης τέτοιου τύπου συστηµάτων σε ι-
σορροπία Nash επιστρατεύεται η ανάλυση Lyapunov, προσαρµοσµένη σε εξισώσεις κατάστα-
σης που συνδυάζουν τον συνεχή χϱόνο µε δείγµατα. Τέλος, η λειτουργία του προτεινόµενου
αλγορίθµου επιβεβαιώνεται µέσω αριθµητικής προσοµοίωσης για ένα σύστηµα πέντε πρα-
κτόρων και συγκρίνεται µε τη διακριτοποιηµένη λειτουργία του αντίστοιχου αλγορίθµου
συνεχούς χϱόνου.

Λέξεις Κλειδιά

Πολυπϱακτοϱικά Συστήµατα, Αναζήτηση Ισορροπίας Nash, Στατικά Παίγνια µε περιορι-
σµούς, Κυρτή Βελτιστοποίηση, Ανάλυση Lyapunov, ∆ειγµατοληψία από γείτονες
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Abstract

Game theory is finding increasingly widespread application in multi-agent systems,
where the set of actions (strategy) of each agent shapes their individual cost function, and
thus determines whether their current state within the system is beneficial or detrimental.
In this context, the search for a Nash equilibrium becomes particularly important — that
is, the attainment of a compromise condition in which no agent has an incentive to
unilaterally deviate from their strategy.

The subject of this thesis is the Nash equilibrium seeking problem in static games with
separable coupled constraints on the agents’ action sets. Specifically, we study multi-
agent systems with continuously differentiable, strictly convex, and radially unbounded
cost functions, and linear constraint functions. We consider the interaction graph for-
med by the agents and develop a distributed equilibrium-seeking algorithm based on
the exchange of sampled data between neighboring agents. To prove the convergence of
such systems to a Nash equilibrium, Lyapunov analysis is employed, adapted to state
equations that combine continuous time with sampled data. Finally, the performance
of the proposed algorithm is validated through numerical simulation for a system of five
agents and compared with the discretized version of the corresponding continuous-time
algorithm.

Keywords

Multi-Agent Systems, Nash Equilibrium Search, Static Games with Constraints, Co-
nvex Optimization, Lyapunov Analysis, Neighbor Sampling
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Η έννοια των πολυπρακτορικών (multi-agent) συστηµάτων αναφέρεται στην συγκρότη-
ση και τον σχεδιασµό ένός συνόλου αυτόνοµων συστηµάτων (πρακτόρων) τα οποία

αλληλεπιδϱούν- συνεργάζονται δυναµικά µε στόχο την επίλυση προβληµάτων που είναι πέϱα
των δυνατοτήτων και της γνώσης ενός µόνο πράκτορα. Βασικά χαρακτηριστικά που διέπουν
τις εφαρµογές των πολυπρακτορικών συστηµάτων είναι ότι : κανένας πράκτορας δεν έχει
πλήϱη πληροφορία, δεν υπάρχει κεντρικός έλεγχος στο σύστηµα, τα δεδοµένα είναι κατανε-
µηµένα και οι υπολογισµοί γίνονται µε ασύγχρονο τϱόπο.
Τα πολυπρακτορικά συστήµατα ϐϱίσκουν εφαρµογή σε πλήθος κλάδων που επηρεάζουν
άµεσα την καθηµερινότητά µας, όπως είναι η διαχείρηση της κυκλοφορίας στο οδικά και
εναέρια δίκτυα, η ϐιοµηχανική παραγωγή, η διαχείριση ιατρικών δεδοµένων και η ψηφιακή
διάγνωση, αλλά και η επίλυση προβληµάτων σε ενεργειακά και οικονοµικά συστήµατα.
Βασικός στόχος στα περισσότερα πολυπρακτορικά συστήµατα είναι η επίτευξη συντονισµο-
ύ σε µια συµφωνία (coordination, consensus [1], [2]) έτσι ώστε να επιλυθούν οι πιθανές
διαφορές/συγκρούσεις που ενδεχοµένως προκύπτουν κατά τις επιµέρους προσπάθειες για
ικανοποίηση των προσωπικών στόχων και συµφερόντων.(Κεφάλαιο 28 του [3],[4], [5], [6], [7],
[8])

Η ϑεωρία παιγνίων παρέχει τα απαραίτητα ϑεωρητικά εργαλεία για την ανάλυση των αλ-
ληλεπιδράσεων µεταξύ πολλών αυτόνοµων πρακτόρων σε ένα σύστηµα, όπου οι αποφάσεις
του ενός έχουν αντίκτυπο στους υπόλοιπους. Στο πλαίσιο αυτό, οι πράκτορες δϱουν ταυ-
τόχρονα και αυτόνοµα, αλλά τελικά συνδυάζουν τα δεδοµένα/αποτελέσµατά τους για την
επίτευξη των κοινών στόχων του συστήµατος. Οι αλληλεπιδράσεις τους έχουν στρατηγικό
χαρακτήρα, καθώς το τελικό αποτέλεσµα για κάθε πράκτορα εξαρτάται όχι µόνο από τις
δικές του ενέργειες αλλά και από τις επιλογές και τη δϱάση των υπολοίπων. Μελετώντας και
µοντελοποιώντας κατάλληλα αυτές τις αλληλεπιδράσεις, η ϑεωρία παιγνίων διευκολύνει την
πρόβλεψη της συµπεριφοράς των πρακτόρων και δίνει τη δυνατότητα σχεδιασµού κατάλλη-
λων µηχανισµών που οδηγούν στα Ϲητούµενα συλλογικά αποτελέσµατα.

Ο συνδυασµός των πεδίων των πολυπρακτορικών συστηµάτων µε την ϑεωρία παιγνίων
έχει ¨ανοίξει¨ ένα ευρύτατο ερενητικό πεδίο µε ποικίλες εφαρµογές. ΄Ενα από τα χαρακτη-
ϱιστικότερα παραδείγµατα είναι η αναζήτηση σηµείων ισορροπίας Nash σε τέτοιου είδους
συστήµατα [9],[10] και η διερεύνηση εφικτών προϋποθέσεων για τη σύγκλιση στο(/στα) σηµε-
ίο(/α) αυτό. Για λόγους υπολογιστικής ϐιωσιµότητας το ερευνητικό ενδιαφέρον εστιάζει στην
αναζήτηση σηµείων ισορροπίας Nash σε στατικά παίγνια µε κυρτές και διαφορίσιµες συναρ-
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

τήσεις κόστους. Τέτοιου είδους συναρτήσεις ευνοούν την ανάπτυξη αλγορίθµων αναζήτησης
κάνοντας χϱήση και των κατάλληλων εργαλείων του κλάδου της Κυρτής Βελτιστοποίησης.
[11],[12], [13], [14], [15], [16]

Ανάλογα µε τα πρωτόκολλα και τους περιορισµούς που διέπουν την επικοινωνία των πρα-
κτόρων, καθώς και την τοπολογία του δικτύου έχει αναπτυχθεί πλήθος αλγορίθµων συνεχούς
αλλά και διακριτού χϱόνου για την αναζήτηση ισορροπίας Nash. Είναι σαφές σε κάθε πε-
ϱίπτωση ότι η επικοινωνία µεταξύ των πρακτόρων αποτελεί ϐασική πρόκληση στον σχεδιασµό
αυτών των συστηµάτων και των αντίστοιχων αλγορίθµων, καθώς διαδραµατίζει καθοριστικό
ϱόλο στον τϱόπο ανταλλαγής πληροφοριών και ατοµικών εκτιµήσεων µεταξύ των πρακτόρων
άϱα και στην επίτευξη του απαραίτητου για την ισορροπία consensus.

1.1 Αντικείµενο της διπλωµατικής

Στόχος της παρούσας εργασίας είναι η ανάπτυξη αλγορίθµου εύρεσης σηµείου ισορρο-
πίας Nash σε πολυπρακτορικό σύστηµα µε την ταυτόχρονη επιβολή περιορισµών στο σύνολο
δϱάσης των παικτών. Αναλυτικότερα, εξετάζεται ένα στατικό παίγνιο στο οποίο ένα σύνο-
λο από N πράκτορες επιχειρεί να συγκλίνει στο σηµείο ισορροπίας Nash (NE), τηρώντας
ταυτόχρονα ένα σύνολο διαχωρίσιµων συζευγµένων περιορισµών επιβεβληµένων στα σύνολα
δϱάσης τους. Συνεπώς, εάν το σηµείο ΝΕ που προκύπτει από τις συναρτήσεις κόστους των
παικτών ικανοποιεί τους δοθέντες περιορισµούς, οι παίκτες ϑα συγκλίνουν ασυµπτωτικά σε
αυτό ακριβώς το σηµείο· διαφορετικά, ϑα καταλήγουν σε ένα νέο σηµείο ΝΕ το οποίο ϑα
ϐρίσκεται στο όϱιο του συνόλου περιορισµών.
Βασικό σηµείο για την σχεδίαση του αλγορίθµου είναι ο τϱόπος που πραγµατοποιείται η
επικοινωνία στο σύστηµα. Ειδικότερα, η διαπρακτορική επικοινωνία έχει τη µορφή ανταλ-
λαγής δειγµάτων µεταξύ γειτονικών πρακτόρων ανά προκαθορισµένο χρονικό διάστηµα T .
Εποµένως, υπεισέρχονται στον συνεχούς χϱόνου αλγόριθµο ¨δειγµατοληπτούµενα¨ στοιχεία
διακριτού χϱόνου που χϱήζουν ειδικής διαχείρισης στην ανάλυση.
Τέλος, γίνεται διερεύνηση των επιτρεπτών ορίων των διαφόρων παραµέτρων του συστήµατος
µέσα στα οποία είναι επιτεύξιµη η σύγκλιση στο ΝΕ µε ιδιαίτερη έµφαση στις επιτρεπτές
τιµές της περιόδου επικοινωνίας T .

1.2 Οϱγάνωση του τόµου

Η ενότητα αυτή παϱέχει µια πλήϱη εικόνα της δοµής της παϱούσας εϱγασίας. Πιο
συγκεκϱιµένα, ο τόµος αυτός οϱγανώνεται σε έξι κεφάλαια ακολουθώντας την εξής λογική:

� Στο Κεφάλαιο 2 δίνεται το ϑεωϱητικό υπόβαθϱο που αξιοποιήθηκε κατά την πεϱάτωση
της εϱγασίας και κατά συνέπεια κϱίνεται διαφωτιστικό για την κατανόησή της. Το
κεφάλαιο αυτό πεϱιέχει ϐασικές έννοιες και ϑεωϱήµατα από τους κλάδους : Θεωϱία
Γϱάφων, Θεωϱία Πινάκων, ∆ιανυσµατική Ανάλυση, Κυϱτή Βελτιστοποίηση και Θεωϱία
Πϱοβολών και Κώνων.

� Στο Κεφάλαιο 3 γίνεται αναλυτική περιγραφή του πλαισίου λειτουργίας της υπό εξέτα-
ση κατηγορίας συστηµάτων καταλήγοντας στις κατάλληλες υποθέσεις που υιοθετούνται
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1.2 Οϱγάνωση του τόµου

εξ αρχής και ακολουθούνται σε όλη την ανάλυση.

� Στο Κεφάλαιο 4 διατυπώνεται και τυπικά ο αλγόριθµος, γίνεται η εισαγωγή και επε-
ξήγηση των απαραίτητων µεταβλητών και παραµέτρων και αποδεικνύεται η ευστάθεια
κατά Lyapunov και η σύγκλιση του συστήµατος υπό ικανές συνθήκες που επισηµα-
ίνονται.

� Στο Κεφάλαιο 5 παϱουσιάζονται τα αποτελέσµατα αϱιθµητικής πϱοσοµοίωσης σε όλα τα
πιθανά σενάϱια µε στόχο την πϱακτική επιβεβαίωση της λειτουϱγίας του αλγοϱίθµου
και γίνεται σύγκϱιση µε την διακϱιτοποιηµένη εκδοχή του αντίστοιχου αλγοϱίθµου
συνεχούς χϱόνου.

� Στο Κεφάλαιο 6 γίνεται αποτίµηση της συνεισφοράς της παρούσας διπλωµατικής ερ-
γασίας και εξετάζονται ενδεχόµενες µελλοντικές ϐελτιώσεις και επεκτάσεις.
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Κεφάλαιο 2

Θεωϱητικό υπόβαθϱο

Στο κεφάλαιο αυτό παϱουσιάζονται αναλυτικά ϐασικά µαθηµατικά εϱγαλεία και έννοιες
που αξιοποιοήθηκαν στην τεκµηϱίωση και την ϑεµελίωση της διπλωµατικής εϱγασίας.

Η παϱουσίασή τους κατηγοϱιοποιείται σε Θεωϱία Γϱάφων, Θεωϱία Πινάκων, ∆ιανυσµατική
Ανάλυση, Κυϱτή Βελτιστοποίηση και Θεωϱία Πϱοβολών και Κώνων.

2.1 Θεωϱία Γϱάφων

Οϱισµός 2.1.1 Γϱάφος

΄Ενας γϱάφος G είναι µια τϱιπλέτα G = (V, E, W ), όπου:

� V = {1, . . . , N} είναι το σύνολο των κόµβων,

� E ⊆ V × V είναι το σύνολο των ακµών και

� W = [wij] ∈ RN×N είναι ο πίνακας γειτνίασης του γϱάφου για τον οποίο ισχύει wij > 0
ανν (i, j) ∈ E, αλλιώς wij = 0.

Το σύνολο Ni = {j ∈ V | (j, i) ∈ E} ονοµάζεται το σύνολο των γειτόνων του κόµβου i.

Οϱισµός 2.1.2 Μη-Κατευθυνόµενος Γϱάφος

Ενας γϱάφος µε συµµετϱικό πίνακα γειτνίασης, ονοµάζεται µη-κατευθυνόµενος :

wij = wji ,∀i, j ∈ V. (2.1)

Οϱισµός 2.1.3 Μονοπάτι

Μονοπάτι από την κορυφή vp στην κορυφή vq ενός µη-κατευθυνόµενου γϱάφου G ορίζεται
η ακολουθία των µη επαναλαµβανόµενων κορυφών vp, vi1 , vi2 , . . . , vin , vq που έχουν την ιδι-
ότητα ότι οι ακµές (vp, vi1), (vi1 , vi2), . . . , (vin , vq) ανήκουν στο E(G).

Οϱισµός 2.1.4 Συνεκτικός Γϱάφος

΄Ενας µη-κατευθυνόµενος γϱάφος ονοµάζεται συνεκτικός ανν υπάρχει µονοπάτι για κάθε
Ϲεύγος κόµβων του στο V (G). ∆ιαφορετικά ο γϱάφος ονοµάζεται µη-συνεκτικός.
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Κεφάλαιο 2. Θεωϱητικό υπόβαθϱο

2.2 Θεωϱία Πινάκων

Οϱισµός 2.2.1 Ιδιοδιανύσµατα και ιδιοτιµές

΄Εστω A ∈ Rn×n ένας τετϱαγωνικός πίνακας διαστάσεων n × n. Τότε κάθε µη µηδενικό
διάνυσµα x ∈ Rn ονοµάζεται δεξιό ιδιοδιάνυσµα του µητϱώου A αν ικανοποιεί την εξίσωση

Ax = λx (2.2)

για κάποια (ενδεχοµένως µηδενική) µιγαδική τιµή λ ∈ C, η οποία ονοµάζεται ιδιοτιµή του
πίνακα A που αντιστοιχεί σε αυτό το ιδιοδιάνυσµα x.

Οϱισµός 2.2.2 Θετικά ηµιοϱισµένος και οϱισµένος πίνακας

΄Ενας συµµετϱικός πίνακας A λέγεται ϑετικά ηµιοϱισµένος αν η τετϱαγωνική του µοϱφή
ικανοποιεί :

x⊤Ax ≥ 0, ∀x ∈ Rn, (2.3)

και ϑετικά οϱισµένος αν :

x⊤Ax > 0, ∀x , 0 στο Rn. (2.4)

Οϱισµός 2.2.3 Στοχαστικός/∆ιπλά Στοχαστικός πίνακας

΄Ενας πίνακας W ∈ Rn×n είναι στοχαστικός ανν :

1. ΄Ολα τα στοιχεία του είναι µη αϱνητικά: wij ≥ 0,∀i, j ∈ V .

2. Το άθϱοισµα των στοιχείων κάθε γϱαµµής του πίνακα είναι ίσο µε 1:∑
j∈[n]

wij = 1 (2.5)

Σε περίπτωση που εκτός από τις παραπάνω συνθήκες ισχύει και ότι το άθροισµα των στοιχε-
ίων κάθε στήλης του πίνακα είναι ίσο µε 1, τότε ο πίνακας λέγεται διπλά στοχαστικός.

2.3 ∆ιανυσµατική Ανάλυση

Οϱισµός 2.3.1 Βαθµίδα (Gradient)

΄Εστω ϐαθµωτή συνάϱτηση πολλών µεταβλητών f : Rm → R, f (x1, . . . , xm). Ως ϐαθµίδα
(gradient) της συνάϱτησης f στο σηµείο x0 οϱίζουµε το διάνυσµα στήλη που πεϱιέχει όλες
τις µεϱικές παϱαγώγους της f στο x0, αν υπάϱχουν, και το συµβολίζουµε ως

∇f (x0) ≡
∂f (x)

∂x

∣∣∣∣∣
x=x0

:= col

( ∂f (x)
∂xi

∣∣∣∣∣
x=x0

)
i∈[m]

 . (2.6)
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2.4 Κυϱτή Βελτιστοποίηση

Οϱισµός 2.3.2 Ιακωβιανός (Jacobian) Πίνακας

΄Εστω διανυσµατικό πεδίο f : Rm → Rn κάθε συνιστώσα του οποίου είναι µια ϐαθµωτή
συνάϱτηση. Ως Ιακωβιανός πίνακας Jf (x) της f (x) := col(fi(x))i∈[n] οϱίζεται ο πίνακας που
πεϱιέχει σε κάθε γϱαµµή του το gradient της αντίστοιχης συνάϱτησης-συνιστώσας της f :

Jf (x) := col
(
(∇⊤fi(x))i∈[n]

)
. (2.7)

Οϱισµός 2.3.3 ∆ιαφοϱισιµότητα [17]

΄Ενα διανυσµατικό πεδίο f : Rm → Rn ϑεωϱείται διαφοϱίσιµο/παϱαγωγίσιµο στο Rm , αν για
κάθε x0 ο Ιακωβιανός του πίνακας Jf (x0) είναι καλώς οϱισµένος και επιπλέον ισχύει :

lim
x→x0

∥f (x) − f (x0) − Jf (x0)(x − x0)∥
∥x − x0∥

= 0. (2.8)

Εφόσον τα παραπάνω ισχύουν, ονοµάζουµε τον πίνακα Jf (x) παράγωγο της f .

Οϱισµός 2.3.4 Συνεχής Παϱαγωγισιµότητα/Οµαλότητα Συνάϱτησης

΄Ενα διανυσµατικό πεδίο f : Rm → Rn λέγεται k-ϕοϱές συνεχώς παραγωγίσιµο ή k-οµαλό,
αν και µόνο αν οι k-πϱώτες παράγωγοί του είναι συνεχείς. Στην περίπτωσή αυτή λέµε ότι η
f ανήκει στην κλάση Ck.

2.4 Κυϱτή Βελτιστοποίηση

Αξιοποιούµε τους παϱακάτω οϱισµούς όπως πϱοκύπτουν από τη µελέτη του [18]

Οϱισµός 2.4.1 Κυϱτότητα

Μία συνάϱτηση f : Rn → R ονοµάζεται κυϱτή αν ισχύει ότι

f (αx + (1 − α)y) ≤ αf (x) + (1 − α)f (y), ∀x, y ∈ Rn, α ∈ [0, 1]. (2.9)

Αν η συνάϱτηση είναι επίσης παϱαγωγίσιµη, τότε ισοδύναµα ισχύει ότι

f (x) ≥ f (y) + ⟨∇f (y), x − y⟩, ∀x, y ∈ Rn. (2.10)

Οϱισµός 2.4.2 Αυστηϱή Κυϱτότητα

Μία συνάϱτηση f : Rn → R λέγεται αυστηϱά κυϱτή αν ισχύει :

f (αx + (1 − α)y) < αf (x) + (1 − α)f (y), ∀x, y ∈ Rn µε x , y και α ∈ (0, 1). (2.11)

Οϱισµός 2.4.3 Ισχυϱή Κυϱτότητα

Μία συνάϱτηση f : Rn → R λέγεται ισχυϱά κυϱτή µε παϱάµετϱο µ > 0 αν ισχύει ότι

f (αx + (1 − α)y) ≤ αf (x) + (1 − α)f (y) −
1
2

µα(1 − α)∥x − y∥2, ∀x, y ∈ Rn, α ∈ [0, 1]. (2.12)
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Κεφάλαιο 2. Θεωϱητικό υπόβαθϱο

Αν η συνάϱτηση είναι επίσης παϱαγωγίσιµη, τότε ισοδύναµα ισχύει ότι

⟨∇f (x) − ∇f (y), x − y⟩ ≥ µ∥x − y∥2, ∀x, y ∈ Rn. (2.13)

Οϱισµός 2.4.4 Ακτινικά Μη-ϕϱαγµένη Συνάϱτηση

Μία συνάϱτηση f : Rn → R λέγεται ακτινικά µη ϕϱαγµένη αν ισχύει ότι

∥x∥ → ∞ =⇒ f (x)→ ∞, (2.14)

δηλαδή,
∀c > 0, ∃r > 0 : ∀x ∈ {x ∈ Rn : ∥x∥ > r} =⇒ f (x) > c. (2.15)

Οϱισµός 2.4.5 Συνέχεια κατά Lipschitz

΄Εστω συνάϱτηση f : Rn → Rm και έστω D ⊆ Rn. Η f ονοµάζεται L-Lipschitz συνεχής στο D,
εάν υπάϱχει ϑετική σταθεϱά L τέτοια ώστε

∥f (x) − f (y)∥ ≤ L∥x − y∥, (2.16)

για οποιαδήποτε x, y ∈ D. Στην περίπτωση που D = Rn τότε η f καλείται απλώς Lipschitz
συνεχής.

Οϱισµός 2.4.6 Ισχυϱά Μονότονη Απεικόνιση (Strongly Monotone Mapping)

Μία απεικόνιση F : Rn → Rn λέγεται ισχυϱά µονότονη µε παϱάµετϱο µ > 0 αν ισχύει ότι

⟨F (x) − F (y), x − y⟩ ≥ µ∥x − y∥2, ∀x, y ∈ Rn. (2.17)

Οϱισµός 2.4.7 Πεϱιοϱισµένα Ισχυϱά Μονότονη Απεικόνιση (Restricted Strongly Monotone

Mapping) [19]

Μια απεικόνιση F λέγεται περιορισµένα ισχυρά µονότονη στο Rn ως πϱος οποιοδήποτε ση-
µείο ισορροπίας Nash x∗ ∈ Ω µε σταθερά µr > 0 εάν για κάθε x ∈ Rn ισχύει :

⟨F (x) − F (x∗), x − x∗⟩ ≥ µr∥x − x∗∥2.

2.5 Πϱοβολές και Κώνοι (∆υναµικά Συστήµατα σε Πϱοβολή)

Για την ανάλυση του εξεταζόµενου συστήµατος αξιοποιείται η προβολή δυναµικών συστη-
µάτων ώστε να οριοθετηθούν κατάλληλα οι λύσεις των update laws ορισµένων µεταβλητών.
Παραθέτουµε, λοιπόν, ορισµένες ιδιότητες και ορισµούς που αφορούν στην προβολή δυνα-
µικών συστηµάτων, όπως παρουσιάζονται στα [20], [21] και [22]:

Οϱισµός 2.5.1 Κώνος (Πολικός, Εφαπτόµενος, Κανονικός)

΄Ενα υποσύνολο C ⊂ Rn είναι κώνος αν ax ∈ C για κάθε x ∈ C και a > 0.

∆εδοµένου ενός κυϱτού κώνου C, ο πολικός κώνος του C οϱίζεται ως :

C− = {y ∈ Rn | ⟨x, y⟩ ≤ 0, ∀x ∈ C}. (2.18)
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2.5 Πϱοβολές και Κώνοι (∆υναµικά Συστήµατα σε Πϱοβολή)

΄Εστω K ⊂ Rn ένα µη κενό, κλειστό και κυϱτό σύνολο. Οϱίζουµε τον εφαπτόµενο κώνο (ή
εφαπτόµενο µέσω επαφής) σε ένα σηµείο x ∈ K ως:

TK (x) =
⋃
δ>0

1
δ

(K − x), (2.19)

και τον κανονικό κώνο στο σηµείο x ∈ K ως:

NK (x) = {y ∈ Rn | ⟨y, x∗ − x⟩ ≤ 0, ∀x∗ ∈ K}. (2.20)

Ιδιότητα 1: Για κάθε x ∈ K ισχύει : NK (x)− = TK (x) και αντιστϱόφως TK (x)− = NK (x). Αν
το K είναι κλειστό και κυϱτό σύνολο, τότε τόσο οι δοµές NK (x) όσο και TK (x) είναι κλειστοί
κυϱτοί κώνοι.

Οϱισµός 2.5.2 Τελεστής Πϱοβολής

Ο τελεστής πϱοβολής (ή απεικόνιση πλησιέστεϱου στοιχείου) PK : Rn → K οϱίζεται ως το
PK (x) ∈ K τέτοιο ώστε :

∥x − PK (x)∥ ≤ ∥x − y∥, ∀y ∈ K. (2.21)

Ιδιότητα 2: Από τον οϱισµό του τελεστή πϱοβολής πϱοκύπτει ότι αν x ∈ K τότε PK (x) = x,
ενώ αν x < K (Κ µη κενό, κλειστό και κυϱτό σύνολο, όπως οϱίστηκε παϱαπάνω) τότε PK (x) ∈
∂K. Η πϱοβολή PK (x) είναι µοναδικά καθοϱισµένη για κάθε x ∈ Rn, συνεχής κατά Lipschitz
µε σταθεϱά Lipschitz ίση µε 1 και µονοτονική, δηλαδή:

⟨PK (x) − PK (y), x − y⟩ ≥ 0, ∀x, y ∈ Rn. (2.22)

Οϱισµός 2.5.3 Πϱοβολή ∆ιανύσµατος

Η πϱοβολή διανύσµατος v ∈ Rn σε σηµείο x ∈ K πάνω στο K οϱίζεται ως :

ΠK (x, v) = lim
δ→0+

P(x + δv) − x

δ
= PTK (x)(v). (2.23)

Ιδιότητα 3: Ισχύει ότι :
ΠK (x, v) = v − PNK (x)(v). (2.24)

Εφόσον για κάθε v ∈ Rn έχουµε ότι PNK (x)(v) ∈ NK (x), τότε σύµφωνα µε τον Οϱισµό 2.5.1,
ισχύει :

∀x∗ ∈ K, ⟨PNK (x)(v), x∗ − x⟩ ≤ 0. (2.25)

Λαµβάνοντας αυτό υπόψη, συµπεϱαίνουµε ότι :

⟨ΠK (x, v), x − x∗⟩ ≤ ⟨v, x − x∗⟩. (2.26)

Ιδιότητα 4: ΄Εστω K ⊂ Rn κλειστό και κυϱτό σύνολο και F : K → Rn ένα διανυσµατικό
πεδίο. Τότε, ένα πϱοβληθέν δυναµικό σύστηµα µποϱεί να πεϱιγϱαφεί από την ακόλουθη
πϱοβληθείσα διαφοϱική εξίσωση:

ẋ(t) = ΠK (x(t), F (x(t))), x(0) = x0 ∈ K. (2.27)

∆ιπλωµατική Εργασία 27



Κεφάλαιο 2. Θεωϱητικό υπόβαθϱο

Κάθε λύση του παϱαπάνω συστήµατος ϑα παϱαµένει εντός του συνόλου πεϱιοϱισµού K για
κάθε t ≥ 0, διότι στο σύνοϱο του K ο τελεστής πϱοβολής πεϱιοϱίζει τη ϱοή του F ώστε η λύση
να παϱαµείνει στο K.
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Κεφάλαιο 3

Κατανεµηµένη Αναζήτηση Ισοϱϱοπίας Nash µε

χϱήση γειτονικών δειγµάτων

Στο κεφάλαιο αυτό πεϱιγϱάφεται αναλυτικά το πλαίσιο και οι πϱοδιαγϱαφές για την
ανάπτυξη του αλγοϱίθµου. Ειδικότεϱα, διατυπώνεται η έννοια της ισοϱϱοπίας Nash

και διασαφηνίζονται η µοϱφή και οι ιδιότητες των συναϱτήσεων κόστους και πεϱιοϱισµών
που διέπουν τα υπό µελέτη πολυπϱακτοϱικά συστήµατα. Παϱάλληλα αναλύεται ο τϱόπος
αλληλεπίδϱασης των πϱακτόϱων και πιο συγκεκϱιµένα η µεταξύ τους επικοινωνία µε τη
µοϱφή ανταλλαγής δειγµάτων.

3.1 Ισοϱϱοπία Nash- Εισαγωγή

Καταϱχάς, διατυπώνουµε και τυπικά τον ορισµό των στατικών παιγνίων στα οποία ϑα εστι-
άσουµε καθώς και τον ορισµό της ισορροπίας Nash.

Οϱισµός 3.1.1 Στατικά παίγνια

Ως στατικό ορίζεται το παίγνιο στο οποίο κάθε παίκτης λαµβάνει µία και µοναδική απόφαση
χωρίς να έχει γνώση των αποφάσεων των υπόλοιπων παικτών πϱιν λάβει τη δική του απόφα-
ση. Τέτοια παίγνια συχνά αναφέρονται και ως παίγνια ταυτόχρονων αποφάσεων, καθώς η
σειρά µε την οποία λαµβάνονται οι αποφάσεις δεν έχει σηµασία.

Οϱισµός 3.1.2 Ισοϱϱοπία Nash

΄Ενα παίγνιο N παικτών οϱίζεται από την τϱιπλέτα :

Γ(N, {J1, . . . , JN },A),

όπου Ji : RnN → R, (i = 1, . . . , N) είναι οι ατοµικές συναϱτήσεις κόστους των παικτών,
qi ∈ Ai οι ενέϱγειες τους και το συνολικό σύνολο εφικτών ενεϱγειών δίνεται ως :

A := A1 × · · · × AN , µε Ai ⊆ R
n.

΄Ενα διάνυσµα q∗ = col(q∗1, q∗2, . . . , q∗N ) ∈ A αποτελεί σηµείο Ισορροπίας Nash (Nash Equi-
librium - NE), εάν για κάθε i ∈ {1, . . . , N} και qi ∈ Ai ισχύει :

Ji(q∗i , q∗−i) ≤ Ji(qi , q∗−i),
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όπου q∗−i := col(q∗1, . . . , q∗(i−1), q∗(i+1), . . . , q∗N ).

Στην παϱούσα εϱγασία εξετάζονται στατικά παίγνια, στα οποία οι πϱάκτοϱες επιδιώκουν
να συγκλίνουν στο σηµείο ισοϱϱοπίας Nash (ΝΕ) [23],[24], υπακούοντας ταυτόχϱονα σε
ένα σύνολο διαχωϱίσιµων συζευγµένων πεϱιοϱισµών που σχετίζονται µε τα σύνολα δυνατών
ενεϱγειών τους (feasible action set).
Εποµένως, εάν το σηµείο ΝΕ που προκύπτει από τις συναρτήσεις κόστους ικανοποιεί αυ-
τόµατα τους δοσµένους περιορισµούς, τότε οι παίκτες ϑα συγκλίνουν ασυµπτωτικά στο συ-
γκεκριµένο σηµείο. ∆ιαφορετικά, ϑα οδηγηθούν σε ένα νέο σηµείο ισορροπίας, το οποίο ϑα
ϐρίσκεται επί του ορίου του επιτρεπτού συνόλου (στο σύνορο του περιορισµού).

3.2 Μοντελοποίηση του Συστήµατος Πολλών Πϱακτόϱων και

της µεταξύ τους Επικοινωνίας

΄Εχοντας διατυπώσει το ϑεωρητικό πλαίσιο του προβλήµατος, στο παρόν υποκεφάλαιο παρα-
τίθεται ενδελεχής παρουσίαση της δοµής και των αναγκαίων αρχών/παραδοχών που διέπουν
την αλληλεπίδραση των πρακτόρων και γενικότερα την εξέλιξη και λειτουργία του συστήµατος
(παιγνίου).

3.2.1 Πολυπϱακτοϱικό Σύστηµα υπό το πϱίσµα της Θεωϱίας Παιγνίων

΄Οπως έχει πϱοαναφεϱθεί, µελετάµε συστήµατα που αποτελούνται από N πϱάκτοϱες (π.χ.
ϱοµπότ), οι οποίοι συµµετέχουν σε ένα στατικό µη-συνεϱγατικό παίγνιο. Κάθε πϱάκτοϱας
(agent) στοχεύει στην ελαχιστοποίηση της ατοµικής συνάϱτησης κόστους του Ji , η οποία,
όµως, εξαϱτάται και από τις στϱατηγικές των υπόλοιπων πϱακτόϱων

(
Ji(qi , q−i)

)
. Επιπλέον,

σε καθέναν από τους πϱάκτοϱες αντιστοιχεί ένα σύνολο επιτϱεπτών δϱάσεων Ai µέσα στον
χώϱο εξέλιξης του παιγνίου. Συνεπώς, κάθε πϱάκτοϱας επιλέγει στϱατηγική qi ∈ Ai ⊆ R

n,
όπου n η διάσταση του διανύσµατος ϑέσης του qi (qi ∈ R

n).

3.2.2 Τϱόπος Αλληλεπίδϱασης- Επικοινωνίας

Θεωϱούµε την διάταξη του προβλήµατος ως έναν µη-κατευθυνόµενο γϱάφο στον οποίο κάθε
κορυφή αντιστοιχεί σε έναν agent, ενώ οι ακµές αναπαριστούν την µεταξύ τους επικοινωνία.
Ειδικότερα, σύµφωνα µε τον πίνακα γειτνίασης του γϱάφου κάθε πράκτορας γειτνιάζει, άϱα
και επικοινωνεί, µε ορισµένους από τους υπόλοιπους. Θεωρούµε ότι η επικοινωνία αυτή
είναι δύσκολο να πραγµατοποιείται σε συνεχή (Ϲωντανό) χϱόνο για ευνόητους πρακτικούς
λόγους και περιορισµούς. Εκ των πραγµάτων, λοιπόν, δεν µελετάµε την κεντρικοποιηµένη
αλλά την κατανεµηµένη αναζήτηση ισορροπίας και συγχρόνως εγείρεται το Ϲήτηµα της χρο-
νικά περιορισµένης ανταλλαγής πληροφοριών (αλληλεπίδρασης).
΄Οπως γίνεται αντιληπτό, κάθε agent λαµβάνει περιορισµένη πληροφόρηση η οποία αφορά
στη ϑέση των άµεσων γειτόνων του µόνο. Οι πληροφορίες αυτές λαµβάνονται κατά δείγ-
µατα, δηλαδή ανά χρονικά διαστήµατα Τ τα οποία καθορίζονται από τις προδιαγραφές του
προβλήµατος αλλά και από τις τεχνικές προδιαγραφές του υλικού της διάταξης (αισθητήρες
κλπ).
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Εφόσον, όµως, η επίτευξη της ισορροπίας Nash εξαρτάται από την στρατηγική όλων των
παικτών-πϱακτόϱων, ϑα πϱέπει ο κάθε agent να ¨κρατάει¨ και να ανανεώνει κατά την εξέλιξη
του παιγνίου µια εκτίµηση για τη ϑέση όλων των υπολοίπων (ανεξαρτήτως γειτνίασης). Συνε-
πώς, σε κάθε χρονική στιγµή kT, k ∈ Z κάθε πράκτορας ϑα πϱέπει να λαµβάνει όχι µόνο τη
ϑέση των γειτόνων του αλλά και τις εκιτµήσεις τους για τις ϑέσεις όλων των άλλων πρακτόρων,
καθώς και τοπικές µεταβλητές οι οποίες ϑα αναλυθούν παρακάτω.

3.2.3 Θεµελιώδεις Παϱαδοχές/Υποθέσεις

Υπόθεση 1η

Η επικοινωνία µεταξύ των πρακτόρων περιγράφεται από έναν µη κατευθυνόµενο και συ-
νεκτικό γϱάφο G = (V, E, W ) µε self-loops. Ο αντίστοιχος πίνακας γειτνίασης W είναι
συµµετρικός και στοχαστικός και τα διαγώνια στοιχεία του ικανοποιούν τη συνθήκη wii > 1

2 .
Οι πράκτορες ανταλλάσσουν µε τους γείτονές τους τις µεταβλητές εξόδου τους qi (π.χ. ϑέση),
µαζί µε τις εκτιµήσεις τους για τις εξόδους των άλλων πρακτόρων q(i)

l (l , i) και άλλες τοπικά
υπολογιζόµενες µεταβλητές (τα διανύσµατα λi ).

Υπόθεση 2η

Η συνάρτηση κόστους Ji είναι συνεχώς διαφορίσιµη, αυστηρά κυρτή και ακτινικά µη-
ϕϱαγµένη ως πϱος qi , για κάθε σταθερό q−i ∈ R

n(N−1), ∀i ∈ {1, 2, . . . , N}.

Υπόθεση 3η

Η κλίση της συνάϱτησης κόστους, Fsi (qi , q−i) := ∂Ji (qi ,q−i )
∂qi

∈ Rn, είναι οµοιόµοϱφα Lipschitz
συνεχής ως πϱος qi για κάθε σταθεϱό q−i ∈ R

n(N−1), µε σταθεϱά Lipschitz LFsi
≥ 0, ∀i ∈

{1, 2, . . . , N}. Επιπλέον, η Fsi είναι οµοιόµοϱφα Lipschitz συνεχής ως πϱος q−i για κάθε
σταθεϱό qi ∈ R

n, µε σταθεϱά Lipschitz L−Fsi
≥ 0, ∀i ∈ {1, 2, . . . , N}.

Υπόθεση 4η

Θεωϱούµε ότι υπάϱχουν σηµεία Ισοϱϱοπίας Nash για το παίγνιο Γ(N, {J1, . . . , JN },Ω). Η
απεικόνιση Fs : RnN → RnN που οϱίζεται ως Fs(q) := col(Fs1(q1, q−1), . . . , FsN (qN , q−N )) είναι
πεϱιοϱισµένα ισχυϱά µονότονη στο Ω για κάθε σηµείο ισοϱϱοπίας Nash q∗ ∈ Ω, µε σταθεϱά
µFs > 0. Συνεπώς, ισχύει ⟨Fs(q) − Fs(q∗), q − q∗⟩ ≥ µFs∥q − q∗∥2, ∀q ∈ Ω.

Υπόθεση 5η

Η συνάϱτηση πεϱιοϱισµού gi : Rn → Rm είναι συνεχώς διαφοϱίσιµη και γϱαµµική ως πϱος
qi , ∀i ∈ {1, 2, . . . , N}. Θεωϱούµε, λοιπόν, gi(qi) = Aiqi − bi , όπου Ai ∈ R

m×n, bi ∈ R
m .

Υπόθεση 6η

Η εφικτή πεϱιοχή (feasible region) Ω := {q ∈ RnN | ω(q) ≤ 0m}, όπου ω(q) :=
∑N

i=1 gi(qi) :
RnN → Rm ικανοποιεί τη συνθήκη Slater για τη ισχυϱή δυαδικότητα (strong duality) του
κυϱτού πϱοβλήµατος ϐελτιστοποίησης.
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Επισήµανση- Παϱατήϱηση

Εφόσον εργαζόµαστε µε γραµµική συναρτήση περιορισµού gi , η κλίση της συνάρτησης πε-
ϱιορισµού, Gi(qi) := ∂gi (qi )

∂qi
∈ Rm×n, είναι οµοιόµορφα Lipschitz συνεχής στο qi µε σταθερά

LGi ≥ 0, ∀i ∈ {1, 2, . . . , N}.
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Κεφάλαιο 4

Ανάπτυξη Αλγοϱίθµου

Στο κεφάλαιο αυτό παϱουσιάζεται ο αλγόϱιθµος εύϱεσης ισοϱϱοπίας Nash (NE) για τα
συστήµατα που πεϱιγϱάψαµε. Αϱχικά στοιχειοθετείται η µαθηµατική συµπύκνωση

σε ένα σύστηµα δαφοϱικών εξισώσεων και στη συνέχεια γίνεται η ανάλυση της ευστάθειας
κατά Lyapunov και κατά συνέπεια η απόδειξη της σύγκλισης του συστήµατος σε σηµείο NE.

4.1 Θεµελίωση Αλγοϱίθµου

Οϱίζουµε ως q(j)i ∈ R
n την εκτίµηση του πϱάκτοϱα j για την πϱαγµατική ϑέση του πϱάκτοϱα

i και ϑέτουµε q(i)i ≡ qi . Οϱίζουµε, επίσης, ως q(i) := col(q(i)1, ..., q(i)N ) ∈ RnN το σύνολο
των N εκτιµήσεων για τον qi , q−(i) := col(q(i)1, ..., q(i)i−1, q(i)i+1, ..., q(i)N ) ∈ Rn(N−1), και τον
συµπαγή πίνακα Q := [q(1) · · · q(N)]T ∈ RnN×N . Επιπλέον, ϑεωϱούµε ένα στατικό παίγνιο
Γ(N, {J1, . . . , JN },Ω) µε N παίκτες και ενέϱγειες (actions) qi ∈ R

n. Η συνάϱτηση κόστους του
κάθε παίκτη i είναι Ji(qi , q−i) : RnN → R, µε κλίση (gradient) Fsi (qi , q−i) : RnN → Rn. ΄Εστω
m το πλήθος των πεϱιοϱισµών που διέπουν τη δϱάση κάθε παίκτη i και πεϱιγϱάφονται από
τη διανυσµατική συνάϱτηση: gi(qi) : Rn → Rm , µε Ιακωβιανό πίνακα: Gi(qi) : Rn → Rm×n.

Η ύπαϱξη των παϱαπάνω πεϱιοϱισµών διαµοϱφώνει το εφικτό σύνολο ενεϱγειών ως εξής :

Ω := {q ∈ RnN | ω(q) ≤ 0m}, όπου ω(q) :=
N∑

i=1
gi(qi) : RnN → Rm . (4.1)

΄Οπως επισηµαίνεται και στα [25], [26]: Εφόσον ισχύουν οι Υποθέσεις 2, 5 και 6, ένα σηµείο
q∗ είναι σηµείο Ισοϱϱοπίας Nash του παϱαπάνω πεϱιοϱισµένου (constrained) παιγνίου, αν
και µόνο αν υπάϱχουν δυαδικές µεταβλητές λ̄∗i ∈ R

m , µε λ̄∗i = λ̄∗, ∀i ∈ V , τέτοιες ώστε το
(q∗, λ̄∗) να είναι σαγµατικό σηµείο των συναϱτήσεων Langrange:

Li(q, λ) = Ji(qi , q−i) + ω(q)T · λi , ∀i ∈ V. (4.2)

Αναλυτικότεϱα, πϱέπει οι συνθήκες Karush-Kuhn-Tucker (KKT) να ικανοποιούνται για κάθε
i ∈ V :

� Στασιµότητα (Stationarity):

Fsi (q
∗
i , q∗−i) + GT

i (q∗i ) · λ̄∗i = 0n
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� Πϱωταϱχική εφικτότητα (Primal feasibility):

ω(q∗) ⪯ 0m

� ∆υαδική εφικτότητα (Dual feasibility):

λ̄∗i ⪰ 0m

� Συµπληϱωµατική χαλαϱότητα (Complementary slackness):

λ̄∗i ⊙ ω(q∗) = 0m

Αν επιπλέον ισχύει η Υπόθεση 4, τότε το σηµείο Nash q∗ είναι µοναδικό ([25], [26]).

Πϱος διευκόλυνση της ανάλυσης που ακολουθεί ορίζουµε τις παρακάτω ϐοηθητικές ποσότη-
τες : F (Q) := blockdiag(F1, . . . , FN ) ∈ RnN×N , όπου Fi(qi , q−(i)) := ∂Ji (qi ,q−(i))

∂qi
∈ Rn,

L := IN−W, W̄ := W⊗In ∈ RnN×nN , F̄ := F+α(InN−W̄ )Q ∈ RnN×N , όπου α: ϑετική σταθεϱά
Ŵ := W ⊗ Im ∈ RmN×mN , g := col(g1, . . . , gN ) ∈ RmN , GΛ := blockdiag(GT

1 λ1, . . . , GT
NλN ) ∈

RnN×N . Τέλος, χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό ∆X = X (t) − X (kT )

4.2 ∆ιατύπωση Αλγοϱίθµου

Αϱχικά οϱίζουµε την συνάϱτηση ϕ µε κατάλληλο τϱόπο ώστε η χϱήση της στις εξισώσεις να
συµβάλλει, όπως ϑα ϕανεί αϱγότεϱα, στην ευστάθεια του αλγοϱίθµου:

ϕ(t) = ⌊
t

T
⌋ −

t

T
+ 1, t ∈ [kT, (k + 1)T ].

Η εξέλιξη της ϑέσης του agent i ακολουθεί την εξίσωση:

q̇i = −σ
∂Ji

∂qi
− A⊤i λi − ασ

∑
j∈Ni

wij

(
qi − q(j)i(kT )

)
, t ∈ [kT, (k + 1)T ] (4.3)

Η εκτίµηση του agent i για τη ϑέση του agent j ενηµεϱώνεται ως εξής :

q̇(i)j = −ασ
∑
l∈Ni

wil

(
q(i)j − q(l)j(kT )

)
, t ∈ [kT, (k + 1)T ] (4.4)

Οι µεταβλητές των πεϱιοϱισµών λi που συµµετέχουν στις εξισώσεις (4.3), (4.4) λαµβάνονται
ως εξής :

λ̇i =ΠRm≥0
(
λi , Aiqi(t) − bi − zi(kT ) + γ1ϕ(t)Ai(qi(t) − qi(kT )) − γ5

∑
j∈Ni

wij(λi(kT ) − λj(kT ))
)
,

(4.5)

όπου γ1, γ5 είναι ϑετικές σταθεϱές
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4.3 Ανάλυση Ευστάθειας

Οϱίζουµε :
Λ := col(λ1, . . . , λN ) ∈ RmN , z := col(z1, . . . , zN ) ∈ RmN ,

ż = L̂Λ − L̂∆Λγ2ϕ(t), z(0) = 0 (4.6)

όπου L̂ := (ImN − Ŵ ) ∈ RmN×mN και Ŵ := W ⊗ Im ∈ RmN×mN .

Οι εξισώσεις (4.3) και (4.4) µποϱούν, επιπλέον, να συµπυκνωθούν στην εξής µοϱφή:

Q̇ = −σF − GΛ − ασ
[
(I − W̄ )Q(t) + W̄∆Q

]
= −σF̄ − GΛ − ασW̄∆Q(t) (4.7)

Σύµφωνα µε την Υπόθεση 3, η απεικόνιση Fs(q) είναι οµοιόµοϱφα Lipschitz συνεχής µε
σταθεϱά LFs := maxi

√
L2

Fsi
+ L2
−Fsi

(Λήµµα 1 του [19]). Σύµφωνα µε το Λήµµα 3 του [27],
η απεικόνιση F (Q) που πεϱιέχει τις εκτιµήσεις είναι επίσης Lipschitz συνεχής, µε σταθεϱά
LF ∈ [µFs , LFs].

Επιπλέον, για τη µονοτονία της εκτεταµένης απεικόνισης F̄ , από το Λήµµα 3 του [28] προ-
κύπτει ότι αν α > α∗, τότε η F̄ είναι περιορισµένα ισχυρά µονότονη (restricted strongly
monotone) µε σταθερά µF̄ = λmin{P}, όπου:

α∗ =
(LFs + LF )2 + 4µFsLF

4µFs λ̃min(L)
(4.8)

και

P :=

 µFs
N

−LFs+LF

2
√

N
−LFs+LF

2
√

N
αλ̃min(L) − LFs

 (4.9)

4.3 Ανάλυση Ευστάθειας

Θεωϱούµε την ακόλουθη συνάϱτηση Lyapunov:

V =
1
2
∥Q − Q∗∥2F +

1
2

(z − z∗)⊤L̂+(z − z∗) +
1
2

N∑
i=1
∥λi − λ∗i ∥

2 +
γ1

2
ϕ(t)∥∆Q∥2F +

γ2

2
ϕ(t)

N∑
i=1
∥∆λi∥

2

+ γ3

∫ 0

−T

∫ t

t+θ
⟨Λ̃, (I − Ŵ )Λ̃⟩ds dθ + γ4

∫ 0

−T

∫ t

t+θ
⟨∆Λ, (I − Ŵ )∆Λ⟩ds dθ (4.10)

µε Q∗ := 1⊤N⊗q∗, Λ∗ := col(λ∗1, . . . , λ∗N ), z∗ := col(z∗1, . . . , z∗N ) ∈ RmN και z∗i := col(z∗i1, . . . , z∗im)
για κάθε i ∈ V.

Επιπλέον, έστω L̂+ ∈ RmN×mN ο Moore-Penrose αντίστϱοφος του πίνακα L̂.

΄Εστω LF̄ και LGi οι σταθεϱές Lipschitz των συναϱτήσεων F̄ και Gi , αντίστοιχα. Εφόσον L̂ ≥ 0,
ϑα ισχύει και L̂+ ≥ 0.

Από τον οϱισµό του z∗ και τη συνθήκη συµπληϱωµατικής χαλαϱότητας, ισχύει ότι ⟨Λ∗, g∗ −

z∗⟩ = ⟨Λ∗, g∗⟩ = 0 και (g∗ − z∗) ⪯ 0mN . Επιπλέον, αφού Λ ⪰ 0mN , ισχύει επίσης ότι
⟨Λ, z∗ − g∗⟩ ⪰ 0. Κατά συνέπεια, ⟨Λ − Λ∗, z∗ − g∗⟩ ⪰ 0.

Πϱοσθέτοντας αυτόν τον όϱο στην παϱάγωγο της V και εφαϱµόζοντας τις σχέσεις (4.5), (4.6),
(4.7) και την Ιδιότητα 3 του τελεστή πϱοβολής, λαµβάνουµε:
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V̇ = ⟨Q − Q∗,−σ(F̄ − F̄ ∗) − (GΛ − GΛ∗)⟩ − ασ⟨Q̃, W̄∆Q⟩ + (z − z∗)⊤L̂+L̂Λ

− γ2ϕ(z − z∗)⊤L̂+L̂∆Λ + (Λ − Λ∗)⊤
(
g − g∗ − (z(t) − z∗) +

∫ t

kT
ż(s)ds + γ1ϕ(g(t) − g(kT ))

− γ5(I − Ŵ )(Λ − Λ∗) + γ5(I − Ŵ )∆Λ
)
+

γ1

2
dϕ

dt
∥∆Q∥2 + γ1ϕ⟨∆Q,−σ(F̄ − F̄ ∗) − (GΛ − GΛ∗)⟩

− ασγ1ϕ⟨∆Q, W̄∆Q⟩ +
γ2

2
dϕ

dt
∥∆Λ∥2 + γ2ϕ∆Λ⊤

(
g − g∗ − (z(t) − z∗) +

∫ t

kT
ż(s)ds

+ γ1ϕ(g(t) − g(kT )) − γ5(I − Ŵ )(Λ − Λ∗) + γ5(I − Ŵ )∆Λ
)
+ γ3T Λ̃⊤(I − Ŵ )Λ̃

− γ3

∫ t

t−T
⟨Λ̃, (I − Ŵ )Λ̃⟩ds + γ4T∆Λ⊤(I − Ŵ )∆Λ − γ4

∫ t

t−T
∆Λ⊤(I − Ŵ )∆Λds (4.11)

Για τις ανάγκες της ανάλυσης εισάγουµε τα κάτωθι λήµµατα:

Λήµµα 4.1. Για το z όπως οϱίζεται από τη σχέση (4.6), ισχύει ότι

zT L̂+L̂ = zT ImN

όπου L̂+ είναι ο αντίστροφος Moore-Penrose του πίνακα L̂.

Απόδειξη. Ισχύει ότι (ImN − Ŵ ) ≡ L ⊗ Im := L̂ ∈ RmN×mN , όπου L είναι ο Λαπλασιανός
πίνακας που αντιστοιχεί στο γϱάφο G. Τότε, η εξίσωση (4.6) µποϱεί να επαναγϱαφεί ως
ż = L̂(Λ − ∆Λγ2ϕ(t)). Αφού ο γϱάφος είναι συνεκτικός, ισχύει ότι : (1T

N ⊗ Im)L̂ = 0 και
εποµένως (1T

N ⊗ Im)ż = 0. Σαν αποτέλεσµα, επειδή z(0) = 0, ϑα ισχύει επίσης ότι (1T
N ⊗

Im)z(t) = 0, ∀t ∈ [0,∞). Από το [26] έχουµε ότι L̂+L̂ = ImN −
1
N (1N1T

N ⊗ Im). Συνδυάζοντας
τα παϱαπάνω αποτελέσµατα που αφοϱούν τους πίνακες L̂, L̂+ και το διάνυσµα z, η απόδειξη
του λήµµατος ολοκληϱώνεται. □

Λήµµα 4.2. Ισχύει ότι :

⟨GΛ − G∗Λ∗ , Q∗ − Q⟩ + (Λ − Λ∗)⊤(g − g∗) = 0,

g∗, Λ∗ και G∗
Λ∗

είναι τα διανύσµατα g, Λ και ο πίνακας GΛ στην κατάσταση ισοϱϱοπίας Nash

(ΝΕ) του συστήµατος, αντίστοιχα.

Απόδειξη. Παϱατηϱούµε ότι η συνάϱτηση Λ⊤g(q) είναι γϱαµµική ως πϱος q, αφού g είναι
γϱαµµική και Λ ∈ RmN

≥0 .
΄Αϱα ισχύει η εξής ταυτότητα:

⟨GΛ, Q∗ − Q⟩ + Λ⊤g(Q) − Λ⊤g(Q∗) = 0.

Οµοίως, η συνάϱτηση (Λ∗)⊤g(q) είναι επίσης γϱαµµική ως πϱος q, και συνεπώς:

⟨G∗Λ∗ , Q − Q∗⟩ + (Λ∗)⊤g(Q∗) − (Λ∗)⊤g(Q) = 0.
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Αθϱοίζοντας τις δύο παϱαπάνω ταυτότητες πϱοκύπτει η Ϲητούµενη σχέση:

⟨GΛ − G∗Λ∗ , Q∗ − Q⟩ + (Λ − Λ∗)⊤(g(Q) − g(Q∗)) = 0.

□

Συνδυάζοντας τις δύο παϱαπάνω ανισότητες, καταλήγουµε στη Ϲητούµενη σχέση.

Χϱησιµοποιώντας τα παϱαπάνω λήµµατα και τις σχέσεις ∥g−g∗∥ ≤ Lg∥Q̃∥, ⟨Fs(q)−Fs(q∗), q−

q∗⟩ ≥ µFs∥q − q∗∥2, πϱοκύπτει :

V̇ ≤ − σµF̄ ∥Q̃∥
2 − ασ < Q̃, W̄∆Q > +Λ̃⊤

∫ t

kT
ż(s)ds − γ5Λ̃

⊤(I − Ŵ )Λ̃ + γ5Λ̃
⊤(I − Ŵ )∆Λ

+
γ1

2
dϕ

dt
∥∆Q∥2 + γ1ϕσLF̄ ∥∆Q∥∥Q̃∥ − ασγ1ϕ < ∆Q, W̄∆Q > +

γ2

2
dϕ

dt
∥∆Λ∥2 + γ2ϕLg∥∆Λ∥∥Q̃∥

+ γ2ϕ∆Λ⊤
∫ t

kT
ż(s)ds + γ1γ2ϕ2Lg∥∆Λ∥∥∆Q∥ − γ2ϕγ5∆Λ

⊤(I − Ŵ )Λ̃ + γ2ϕγ5∆Λ
⊤(I − Ŵ )∆Λ

+ γ3T Λ̃⊤(I − Ŵ )Λ̃ + γ4T∆Λ⊤(I − Ŵ )∆Λ − γ3

∫ t

t−T
Λ̃⊤(I − Ŵ )Λ̃ds − γ4

∫ t

t−T
∆Λ⊤(I − Ŵ )∆Λds

(4.12)

Αναπτύσσουµε τους εξής επιµέϱους όϱους :

Λ̃⊤
∫ t

kT
ż(s)ds = Λ̃⊤(

∫ t

kT
L̂Λ̃(s)ds − γ2

∫ t

kT
ϕ(s)L̂∆Λds) = Λ̃⊤

∫ t

kT
(I − Ŵ )(Λ̃(s) − γ2ϕ(s)∆Λ(s))ds

= Λ̃⊤(I − Ŵ )1/2
∫ t

kT
(I − Ŵ )1/2(Λ̃(s) − γ2ϕ(s)∆Λ(s))ds

≤
ϸ1

2
Λ̃⊤(I − Ŵ )Λ̃ +

1
2ϸ1
∥

∫ t

kT
(I − Ŵ )1/2Λ̃(s)ds∥2 +

ϸ2

2
Λ̃⊤(I − Ŵ )Λ̃

+
γ2

2

2ϸ2
∥

∫ t

kT
ϕ(s)(I − Ŵ )1/2∆Λ(s)ds∥2 (4.13)

γ2ϕ∆Λ⊤
∫ t

kT
ż(s)ds = γ2ϕ∆Λ⊤

∫ t

kT
L̂Λ̃(s)ds − γ2

2ϕ∆Λ⊤
∫ t

kT
ϕ(s)L̂∆Λ(s)ds

≤ γ2ϕ∆Λ⊤(I − Ŵ )1/2
∫ t

kT
(I − Ŵ )1/2Λ̃(s)ds

− γ2
2ϕ∆Λ⊤(I − Ŵ )1/2

∫ t

kT
ϕ(s)(I − Ŵ )1/2∆Λ(s)ds

≤ γ2ϕ
ϸ3

2
∆Λ⊤(I − Ŵ )∆Λ +

γ2ϕ

2ϸ3
∥

∫ t

kT
(I − Ŵ )1/2Λ̃(s)ds∥2 +

γ2
2ϕϸ4

2
∆Λ⊤(I − Ŵ )∆Λ

+
γ2

2ϕ

2ϸ4
∥

∫ t

kT
ϕ(s)(I − Ŵ )1/2∆Λ(s)ds∥2 (4.14)

Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz λαµβάνουµε:

∥

∫ t

kT
(I − Ŵ )1/2Λ̃(s)ds∥2 ≤ T

∫ t

kT
Λ̃T (s)(I − Ŵ )Λ̃(s)ds
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∥

∫ t

kT
ϕ(s)(I − Ŵ )1/2∆Λ(s)ds∥2 ≤ T

∫ t

kT
∆ΛT (s)(I − Ŵ )∆Λ(s)ds

Εποµένως, εάν ισχύουν οι ανισότητες :

γ3 ≥
T

2ϸ1
+

Tγ2

2ϸ3
(4.15)

γ4 ≥
Tγ2

2

2ϸ2
+

Tγ2
2

2ϸ4
(4.16)

Τότε :

V̇ ≤ − σµF̄ ∥Q̃∥
2 + ασ∥Q̃∥∥W̄ ∥∥∆Q∥ +

ϸ1 + ϸ2

2
∥(I − Ŵ )1/2Λ̃∥2 − γ5∥(I − Ŵ )1/2Λ̃∥2

+ γ5∥(I − Ŵ )1/2Λ̃∥∥(I − Ŵ )1/2∥∥∆Λ∥ +
γ1

2
dϕ

dt
∥∆Q∥2 + γ1ϕσLF̄ ∥∆Q∥∥Q̃∥

− ασγ1ϕλmin(W )∥∆Q∥2 +
γ2

2
dϕ

dt
∥∆Λ∥2 + γ2ϕLg∥∆Λ∥∥Q̃∥ + ∥I − Ŵ ∥

γ2ϕ

2
(ϸ3 + γ2ϸ4)∥∆Λ∥2

+ γ1γ2ϕ2Lg∥∆Λ∥∥∆Q∥ + γ2γ5ϕ∥∆Λ∥∥(I − Ŵ )1/2∥∥(I − Ŵ )1/2Λ̃∥

+ γ2γ5ϕ∥I − Ŵ ∥∥∆Λ∥2 + γ3T∥(I − Ŵ )1/2Λ̃∥2 + γ4T∥I − Ŵ ∥∥∆Λ∥2 (4.17)

Η (4.17) γϱάφεται εναλλακτικά µε τετϱαγωνική µοϱφή:

V̇ ≤ −
[
∥Q̃∥ ∥∆Q∥ ∥(I − Ŵ )1/2Λ̃∥ ∥∆Λ∥

]

σµF̄ −

ασ∥W̄ ∥−γ1σLF̄
2 0 −

γ2Lg

2

∗ −
γ1
2

dϕ
dt + ασγ1ϕλmin(W ) 0 γ1γ2ϕ2Lg

2

∗ ∗ γ5 −
ϸ1+ϸ2

2 − γ3T −
γ5∥(I−Ŵ )1/2∥

2 −
γ5ϕγ2∥(I−Ŵ )1/2∥

2

∗ ∗ ∗ −
γ2
2

dϕ
dt −

γ2ϕ∥I−Ŵ ∥(ϸ3+γ2ϸ4)
2 − γ2γ5ϕ∥I − Ŵ ∥ − γ4T∥I − Ŵ ∥




∥Q̃∥

∥∆Q∥

∥(I − Ŵ )1/2Λ̃∥

∥∆Λ∥


Με άλλα λόγια, ϑα πϱέπει ο πίνακας :

M :=


σµF̄ −

ασ∥W̄ ∥−γ1σLF̄

2 0 −
γ2Lg

2

∗ −
γ1
2

dϕ
dt + ασγ1ϕλmin(W ) 0 γ1γ2ϕ2Lg

2

∗ ∗ γ5 −
ϸ1+ϸ2

2 − γ3T −
γ5∥(I−Ŵ )1/2∥

2 −
γ5ϕγ2∥(I−Ŵ )1/2∥

2

∗ ∗ ∗ −
γ2
2

dϕ
dt −

γ2ϕ∥I−Ŵ ∥(ϸ3+γ2ϸ4)
2 − γ2γ5ϕ∥I − Ŵ ∥ − γ4T∥I − Ŵ ∥


να είναι ϑετικά οϱισµένος.

΄Εστω για διευκόλυνση της ανάλυσης :

M :=

A3×3 b3×1

bT c1×1


Για A > 0 :
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1. σµF̄ > 0, που ισχύει

2.

σµF̄ −
aσ∥W̄ ∥

2 −
γ1σLF̄ φ

2

∗ −
γ1
2

dϕ
dt + φaσγ1λmin(W )

 > 0⇒ σµF̄

(
−

γ1
2

dφ
dt + φaσγ1λmin(W )

)
−σ

(
aσ∥W̄ ∥

2 +
γ1σφLF̄

2

)2
>

0⇒ µF̄

(
γ1
2T + φaσγ1λmin(W )

)
> σ2

(
a∥W̄ ∥

2 +
γ1φLF̄

2

)2
Για κατάλληλα µικρό σ, υπάρχει T τέτοιο ώστε να ισχύει η παραπάνω ανισότητα.

3. γ5 −
ϸ1+ϸ2

2 − γ3T > 0

Επιλέγουµε ϸ1 = ϸ2 =
γ5
4 και λαµβάνουµε:

γ5

2
− γ3T > 0⇒ γ3 <

γ5

2T
(4.18)

Η (4.15) γίνεται :

γ3 ≥
T

2γ5/4
+

Tγ2

2ϸ3
=

2T

γ5
+

Tγ2

2ϸ3

(4.18)
⇒

γ5

2T
>

2T

γ5
⇒ γ5 > 2T (4.19)

Από τον συνδυασµό των παϱαπάνω σχέσεων πϱοκύπτει ότι

2T

γ5
+

Tγ2

2ϸ3
≤ γ3 <

γ5

2T
(4.20)

και επιλέγουµε

γ3 =
1
2

(
2T

γ5
+

γ2T

2ϸ3
+

γ5

2T

)
(4.21)

Τελικά, ϑέτοντας ϸ3 = 1 :

γ3 =
T

γ5
+

γ2T

4
+

γ5

4T
(4.22)

Εποµένως, και από την (4.20) λαµβάνουµε:

2T

γ5
+

Tγ2

2ϸ3
<

γ5

2T

ϸ3=1
⇒

( γ5

2T

)2
−

γ2T

2

( γ5

2T

)
− 1 > 0.

∆ =

(γ2T

2

)2
+ 4 =

(γ2T )2

4
+ 4 > 0.

γ5

2T
>

γ2T

4
+

1
2

√
(γ2T )2

4
+ 4

Επιλέγουµε, λοιπόν, το γ5:

γ5 = 1.01T

γ2T

2
+

√
(γ2T )2

4
+ 4

 (4.23)

΄Εστω, επίσης, ότι επιλέγουµε

γ4 =
Tγ2

2

2
(

1
ϸ2
+

1
ϸ4

) (4.24)

Με τις παϱαπάνω επιλογές εξασφαλίζεται η ισχύς των ανισοτήτων (4.15), (4.16) και της 3ης
συνθήκης για A > 0.

΄Εχοντας εξασφαλίσει A > 0, χϱησιµοποιούµε το Schur Complement για να εξασφαλίσουµε
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και ότι ολόκληϱος ο πίνακας είναι ϑετικά οϱισµένος :

c > 0 και A −
1
c

bbT > 0 =⇒ A >
1
c

bbT

c > 0⇒
γ2

2T
−

γ2ϕ∥I − Ŵ ∥(ϸ3 + γ2ϸ4)
2

− γ2γ5ϕ∥I − Ŵ ∥ − γ4T∥I − Ŵ ∥ > 0⇒

⇒
γ2

2T
>

(γ2ϕ(ϸ3 + γ2ϸ4)
2

+ γ2γ5ϕ + γ4T
)
∥I − Ŵ ∥ (4.25)

∆εδοµένων των ϕ < 1, ϸ4 =
γ5
4 , ϸ3 = 1 και της σχέσης ∥I −W ∥ <

√
0.5N , όπου N το πλήθος

των agents (Απόδειξη : Αʹ.1) λαµβάνουµε την ακόλουθη (συντηϱητική) συνθήκη:

γ2

2T
>

(γ2(1 + γ2
γ5
4 )

2
+ γ2γ5 + γ4T

)
∥I − Ŵ ∥ ⇒

γ2

2T
>

(
γ2

(
γ5(1 +

γ2

8
) +

1
2
)
+ γ4T

)√
0.5Nm

(4.26)

Παϱατηϱούµε ότι το αϱιστεϱό µέλος της (4.26) είναι ϕθίνουσα συνάϱτηση του T και καθώς
T → 0 τείνει στο∞. Αντίθετα, το δεξί µέλος είναι αύξουσα συνάϱτηση του T µε πεπεϱασµένη
τιµή για T = 0. ΄Αϱα ∃T ∗ τέτοιο ώστε το αϱιστεϱό µέλος να ισούται µε το δεξί µέλος της
ανισότητας. Εποµένως, ∀T ∈ [0, T ∗] ισχύει η ανισότητα (4.26).

Επανεϱχόµαστε, λοιπόν, στην σχέση του Schur Complement που εκκϱεµεί : A > 1
c bbT .

bbT =
1
4


γ2

2L2
g −γ1γ2

2ϕ2L2
g γ2γ5Lg(1 + ϕγ2)

∥∥∥(I − Ŵ )1/2
∥∥∥

∗ γ2
1γ2

2ϕ4L2
g −γ1γ2γ5ϕ2Lg(1 + ϕγ2)

∥∥∥(I − Ŵ )1/2
∥∥∥

∗ ∗ γ2
5 (1 + ϕγ2)2

∥∥∥(I − Ŵ )1/2
∥∥∥2


Παϱατηϱούµε ότι το bbT είναι ανάλογο του γ2

2 , όπως επίσης και ότι το ϐ είναι ϕϱαγµένο

(λόγω του 0 < ϕ < 1). Η Ϲητούµενη σχέση γϱάφεται και ως εξής : c(T ) >
sup

ϕ
||bbT ||

λmin(A) =⇒

λmin(A) · c(T ) > sup
ϕ
||bbT || (4.27)

Με δεδοµένο τον πίνακα Α όπως οϱίστηκε παϱαπάνω:

A =


σµF̄ −

ασ∥W̄ ∥ − γ1σLF̄

2
0

∗ −
γ1

2
dϕ

dt
+ ασγ1ϕλmin(W ) 0

∗ ∗ γ5 −
ϸ1 + ϸ2

2
− γ3T


ϐϱίσκουµε ότι οι ιδιοτιµές του πίνακα είναι η λ1 = γ5 −

ϸ1 + ϸ2

2
− γ3T

ϸ1=ϸ2=
γ5
4

= 3
4γ5 − γ3T =

(2.02 ∗ 3
4 − γ3)T (για Τ αϱκετά µικϱό) καθώς και οι ιδιοτιµές του πίνακα

A1 =

 σµF̄ −
ασ∥W̄ ∥ − γ1σLF̄

2
−

ασ∥W̄ ∥ − γ1σLF̄

2
−

γ1

2
dϕ

dt
+ ασγ1ϕλmin(W )

 ′Eστω
=

α1 α2

α2 α3


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4.3 Ανάλυση Ευστάθειας

Οι ιδιοτιµές του A1 υπολογίζονται ως εξής :

λ1,2(A1) =
σµF̄ +

γ1
2T + ασγ1ϕλmin(W )

2
±

1
2

√(
σµF̄ −

γ1

2T
− ασγ1ϕλmin(W )

)2
+ 4

(ασ∥W̄ ∥ − γ1σLF̄

2

)2
Επειδή, όµως, µας ενδιαφέϱει η ελάχιστη ιδιοτιµή, εστιάζουµε στην

λmin(A1) =
σµF̄ +

γ1
2T + ασγ1ϕλmin(W )

2
−

1
2

√(
σµF̄ −

γ1

2T
− ασγ1ϕλmin(W )

)2
+ 4

(ασ∥W̄ ∥ − γ1σLF̄

2

)2
ή

λmin(A1) =
α1 + α3

2
−

1
2

√
(α1 − α3)2 + 4α2

2

Για T → 0+ :

� α3 → ∞

� α1, α2 :πεπεϱασµένα

� α1 + α3 → ∞

� (α1 − α3)2 + 4α2
2 → α2

3 (α3 ≫ α1, α2)

΄Αϱα
√

(α1 − α3)2 + 4α2
2 ∼

√
α2

3 = |α3| = α3(α3 > 0 για T → 0) Συνεπώς:

lim
T→0

λmin(A1) = lim
T→0

(
α1 + α3

2
−

α3

2
) =

α1

2
=

σµF̄

2

Συνολικά, λοιπόν, λαµβάνουµε λmin(A) = min(λmin(A1), (2.02 ∗ 3
4 − γ3)T ).

Λαµβάνοντας υπόψη την (4.23) παϱατηϱούµε ότι για T → 0 έχουµε γ5 → 0, όπως επίσης
γ5
T →∼ 2 και σύµφωνα και µε την (4.22) τελικά πϱοκύπτει :

λmin(A) = min
(σµF̄

2
, (2.02 ∗

3
4
− γ3)T

)
= (2.02 ∗

3
4
− γ3)T ≈ 0.515T (για T αϱκετά µικϱό)
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Κεφάλαιο 4. Ανάπτυξη Αλγοϱίθµου
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Σχήµα 4.1: λmin(A) συναϱτήσει του T

Συνοψίζοντας τα παραπάνω έχουµε: λmin(A)→ (2.02∗3
4−γ3)T, c(T )→ ∞ µε ϱυθµό γ2

2T και bbT =

k · γ2
2 , όπου k ϑετική σταθεϱά. Συνεπώς, για µικρό T η (4.27) ικανοποιείται αν :

0.515 · T ·
γ2

2T
> sup

ϕ
∥bbT ∥

bbT=k·γ2
2

=⇒ 0.2575γ2 > k · γ2
2 =⇒ γ2 <

0.2575
k

Εποµένως, µε τις ανωτέϱω επιλογές παϱαµέτϱων και ∀γ2 ∈ (0, 0.2575
k ) και ∀T ∈ [0, T ∗]

ισχύουν οι ικανές συνθήκες ώστε V̇ < 0.

Από την τετραγωνική µορφή της (4.17) γνωρίζουµε ότι η παράγωγος της συνάρτησης Lya-
punov V (t) δίνεται ως εξής :

V̇ (t) ≤ −z⊤(t)Mz(t),

όπου

z(t) :=


∥Q̃(t)∥
∥∆Q(t)∥

∥(I −W )1/2Λ̃(t)∥
∥∆Λ(t)∥

 , M ≻ 0.

΄Εχοντας εξασφαλίσει ότιM :ϑετικά οϱισµένος πίνακας, λαµβάνουµε:

z⊤Mz ≥ λmin(M)∥z∥2,

και κατά συνέπεια οϱίζουµε :
Φ(t) := z⊤(t)Mz(t) ≥ 0.

Από την παϱαπάνω σχέση για το V̇ , έχουµε:
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4.3 Ανάλυση Ευστάθειας

V̇ (t) ≤ −Φ(t).

Επειδή V (t) ≥ 0 και ϕθίνουσα, είναι ϕϱαγµένη κάτω και συνεπώς συγκλίνει, δηλαδή V (t)→
V∞. ΄Αϱα: ∫ ∞

0
Φ(t)dt ≤ V (0) − V∞ < ∞ ⇒ Φ(t) ∈ L1.

Επίσης, τα σήµατα που απαϱτίζουν το z(t) είναι οµαλές και ϕϱαγµένες συναϱτήσεις του
χϱόνου, οπότε η Φ(t) είναι συνεχής και επιπλέον οµοιόµοϱφα συνεχής.
Εφόσον, λοιπόν, πληϱούνται οι πϱοϋποθέσεις του Λήµµατος του Barbalat:

Φ(t) ∈ L1 και Φ(t) οµοιόµοϱφα συνεχής,

εφαϱµόζουµε το λήµµα και καταλήγουµε:

lim
t→∞
Φ(t) = 0 ⇒ lim

t→∞
z(t) = 0.

∆ηλαδή:

∥Q̃(t)∥ → 0, ∥∆Q(t)∥ → 0, ∥(I − Ŵ )1/2Λ̃(t)∥ → 0, ∥∆Λ(t)∥ → 0.

Συνεπώς, αποδεικνύεται η ασυµπτωτική σύγκλιση του συστήµατος στο σηµείο ισορροπίας
Nash.

Η ανάλυση που πϱοηγήθηκε συνοψίζεται στο παϱακάτω ϑεώϱηµα.
Θεώϱηµα
Θεωϱούµε τον κατανεµηµένο αλγόϱιθµο ευϱεσης ισοϱϱοπίας Nash σε στατικό παίγνιο µε
πεϱιοϱισµούς που πεϱιγϱάφεται από τις (4.3)-(4.6). Αν ικανοποιούνται οι υποθέσεις 1-6 της
παϱαγϱάφου 3.2.3 και επιλέξουµε παϱαµέτϱους γ1 ≥ 0, γ3 =

T
γ5
+

γ2T
4 +

γ5
4T , γ4 =

Tγ2
2

2 ( 1
ϸ2
+

1
ϸ4

) και γ5 = 1.01T

(
γ2T
2 +

√
(γ2T )2

4 + 4
)

τότε υπάϱχουν γ∗2 και T ∗ τέτοια ώστε ∀γ2 ∈ (0, γ∗2) και

∀T ∈ [0, T ∗] ο αλγόϱιθµος (4.3)-(4.6) να συγκλίνει στο σηµείο ισοϱϱοπίας Nash.
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Κεφάλαιο 5

Πϱοσοµοίωση

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται η αριθµητική προσοµοίωση του αλγορίθµου και κατά
συνέπεια η πρακτική επιβεβαίωση της λειτουργίας του. Αρχικά εξετάζουµε ένα σε-

νάριο κατά το οποίο το σύστηµα αναµένεται να συγκλίνει ακριβώς στο (προϋπολογισµένο)
σηµείο ισορροπίας Nash που ϐρίσκεται στο εσωτερικό του συνόλου των περιορισµών. Στη
συνέχεια, εξετάζουµε σενάριο κατά το οποίο το σύστηµα συγκλίνει και πάλι στο ϑεωρητικό
σηµείο ισορροπίας Nash όταν αυτό ϐρίσκεται πάνω στο όϱιο (boundary) των υποκείµενων
περιορισµών. Επιπλέον, παρουσιάζουµε και τα σενάρια σύγκλισης και απόκλισης του αλ-
γορίθµου στην περίπτωση αύξησης του T εκτός των επιτρεπτών ορίων που διερευνήθηκαν
στην ανάλυση του προηγούµενου κεφαλαίου. Τέλος, γίνεται σύγκριση του αλγορίθµου µε
την διακριτοποιηµένη εκδοχή του αντίστοιχου συνεχούς χϱόνου από το [26].

5.1 Πεϱιγϱαφή Συστήµατος Πϱοσοµοίωσης

Επιλέγουµε ένα σύστηµα 5 agents που πεϱιγϱάφεται από τον γϱάφο επικοινωνίας στο σχήµα
5.1. Θεωϱούµε διδιάστατο διάνυσµα κατάστασης qi που αντιστοιχεί στην ϑέση (x,y) του κάθε

1 2 3

45

Σχήµα 5.1: Γϱάφος Επικοινωνίας

agent στο επίπεδο εξέλιξης του παιγνίου. Οι αϱχικές ϑέσεις qi(0) επιλέγονται όπως ϕαίνεται
στον πίνακα 5.1.
Ως συνάϱτηση κόστους του παίκτη i(i = 1, . . . , 5) οϱίζεται η Ji = Ji1 + Ji2, όπου

Ji1 :=
ϕi

2
∥qi − qmi∥

2

είναι ένα κόστος που σχετίζεται µε την απόσταση της ϑέσης του πϱάκτοϱα i από το σταθεϱό
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Κεφάλαιο 5. Πϱοσοµοίωση

q1(0) (−18,−18)
q2(0) (−2,−2)
q3(0) (21, 21)
q4(0) (−11,−11)
q5(0) (12, 12)

Πίνακας 5.1: Αϱχικές Συνθήκες

σηµείο qmi = [(1, 1), (−10,−10), (15, 15), (−20,−20), (30, 30)]T και

Ji2 :=
ϑi

2

N∑
j=1
∥qi − qj − hij∥

2

είναι ένα κόστος που σχετίζεται µε τις σχετικές αποστάσεις µεταξύ όλων των πϱακτόϱων. Τα
στοιχεία hij πϱοκύπτουν από τον πίνακα:

H =



(0, 0) (3, 3) (−7, −7) (5, 5) (−9, −9)
(−8, −8) (0, 0) (2, 2) (−6, −6) (4, 4)

(9, 9) (−2, −2) (0, 0) (7, 7) (−6, −6)
(−6, −6) (3, 3) (−5, −5) (0, 0) (8, 8)

(7, 7) (−5, −5) (4, 4) (−6, −6) (0, 0)


Οι συντελεστές ϐάϱους επιλέγονται ως ϕi = 1 + i

100 και ϑi =
i

100 , για κάθε i ∈ V .

Παϱατηϱούµε ότι
∂2Ji

∂q2
i
= (ϕi + (N − 1)ϑi)I2.

Συνεπώς, για οποιαδήποτε ϕi , ϑi > 0, η Ji είναι ισχυϱά κυϱτή (και άϱα αυστηϱά κυϱτή) ως
πϱος το qi . Επιπλέον, από τον οϱισµό, η Ji είναι ακτινικά µη ϕϱαγµένη ως πϱος το qi . ΄Αϱα η
Υπόθεση 2 (3.2.3) ικανοποιείται και εποµένως υπάϱχει τουλάχιστον ένα Σηµείο Ισοϱϱοπίας
Nash (NE) για το πϱοτεινόµενο παίγνιο.

Αναφοϱικά µε την απεικόνιση F , ισχύει :

⟨F (q) − F (q∗), q − q∗⟩ = (q − q∗)T (M0 ⊗ I2)(q − q∗),

όπου M0 = [µij]5
i,j=1, µε

µij =

ϕi + (N − 1)ϑi , αν i = j

−
ϑi+ϑj

2 , αν i , j
.

Για τη συγκεκϱιµένη επιλογή των σταθεϱών ϕi , ϑi , ο πίνακας M0 είναι ϑετικά οϱισµένος και
συνεπώς

⟨F (q) − F (q∗), q − q∗⟩ ≥ µFs∥q − q∗∥2,

όπου µFs = λmin(M0) = 1.0116. ΄Αϱα, η F είναι πεϱιοϱισµένα ισχυϱά µονότονη και το σηµείο
ΝΕ είναι µοναδικό.

Για την επαυξηµένη απεικόνιση F̄ υπολογίζουµε από την 4.8 ότι α∗ = 34.4344. Επιλέγουµε
α = 51.6516 > α∗, το οποίο οδηγεί σε µF̄ = λmin(P) = 0.0804, όπου ο P δίνεται από την 4.9.
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5.2 Σενάϱιο Σύγκλισης στο πϱοϋπολογισµένο σηµείο ισοϱϱοπίας Nash

Επιπλέον, επιλέγεται σ = 1.5 · 10−2 και πεϱίοδος T = 10−3.
Με τα παϱαπάνω δεδοµένα το σηµείο ισοϱϱοπίας Nash υπολογίζεται ϑεωϱητικά ως εξής :

q∗1 = ( 1.0106, 1.0106)

q∗2 = (−8.9978, −8.9978)

q∗3 = (13.6557, 13.6557)

q∗4 = (−16.3186, −16.3186)

q∗5 = (24.7740, 24.7740)

(5.1)

5.2 Σενάϱιο Σύγκλισης στο προϋπολογισµένο σηµείο ισορρο-

πίας Nash

Στο σενάριο αυτό εφαρµόζουµε περιορισµούς οι οποίοι δεν παραβιάζονται στο σηµείο ισορρο-
πίας Nash. Ειδικότερα, οι διανυσµατικές συναρτήσεις περιορισµών που χρησιµοποιούνται
είναι :

g1 =
[
−0.3843, −y1 − 2.3058, x1 − 1.6739, −3.7339, x1 − 7.2186, y1 − 4.8987

]
,

g2 =
[
−x2 − 0.3843, y2 − 2.3058, −1.6739, −3.7339, x2 − 7.2186, y2 − 4.8987

]
,

g3 =
[
−0.3843, −2.3058, −x3 − 1.6739, y3 − 3.7339, x3 − 7.2186, y3 − 4.8987

]
,

g4 =
[
x4 − 0.3843, −2.3058, −1.6739, −3.7339, x4 − 7.2186, y4 − 4.8987

]
,

g5 =
[
−0.3843, −2.3058, −1.6739, −y5 − 3.7339, x5 − 7.2186, y5 − 4.8987

]
.
(5.2)

Κάθε gi είναι συνεχώς παραγωγίσιµη και γραµµική ως πϱος qi , και κάθε Gi είναι οµοιόµορ-
ϕα Lipschitz συνεχής ως πϱος qi . Συνεπώς, οι Υποθέσεις 5 και 7 (3.2.3) ικανοποιούνται.
΄Οπως ϕαίνεται και στα παρακάτω διαγράµµατα 5.2 και 5.3, το σύστηµα συγκλίνει στο προ-
αναφερθέν σηµείο ισορροπίας (ΝΕ).

5.3 Σενάϱιο σύγκλισης στο προϋπολογισµένο σηµείο ισορρο-

πίας Nash πάνω στο σύνορο των περιορισµών

Στο σενάϱιο αυτό το σηµείο ισοϱϱοπίας Nash ϐϱίσκεται πάνω στο σύνοϱο των πεϱιοϱισµών.
Ειδικότεϱα, οι διανυσµατικές συναϱτήσεις πεϱιοϱισµών που χϱησιµοποιούνται είναι :

g1 = [0, −y1, x1, 0, x1, y1],

g2 = [−x2, y2, 0, 0, x2, y2],

g3 = [0, 0, −x3, y3, x3, y3],

g4 = [x4, 0, 0, 0, x4, y4],

g5 = [1, 1, 1, −y5 + 1, x5 − 12, y5 − 5].

(5.3)

Συνεπώς, το σύστηµα αναµένεται να συγκλίνει στο σύνοϱο (boundary) των πεϱιοϱισµών,
πϱάγµα που επιβεβαιώνεται και από τα διαγϱάµµατα 5.4 και 5.5 της πϱοσοµοίωσης.
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Σχήµα 5.2: Θέσεις q1 έως q5 στον χϱόνο (Σενάϱιο 1)
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Σχήµα 5.3: Τϱοχιές των agents (Σενάϱιο 1)
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5.3 Σενάϱιο σύγκλισης στο πϱοϋπολογισµένο σηµείο ισοϱϱοπίας Nash πάνω στο σύνοϱο των πεϱιοϱισµών

0 1000 2000 3000 4000 5000

Time (s)

-5

0

5

10
q 1

Agent 1 

x(t)
y(t)
x

ref

y
ref

0 1000 2000 3000 4000 5000

Time (s)

-10

-5

0

5

q 2

Agent 2 

x(t)
y(t)
x

ref

y
ref

0 1000 2000 3000 4000 5000

Time (s)

-5

0

5

10

15

20

q 3

Agent 3 

x(t)
y(t)
x

ref

y
ref

0 1000 2000 3000 4000 5000

Time (s)

-25

-20

-15

-10

-5

0

q 4

Agent 4 

x(t)
y(t)
x

ref

y
ref

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Time (s)

-10

0

10

20

30

q
5

Agent 5

x(t)
y(t)
x

ref

y
ref

Σχήµα 5.4: Θέσεις q1 έως q5 στον χϱόνο (Σενάϱιο 2)
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Σχήµα 5.5: Τϱοχιές των agents (Σενάϱιο 2)
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5.4 Σενάϱιο σύγκλισης µε T εκτός επιτϱεπτών οϱίων

΄Οπως επισηµάνθηκε παραπάνω, οι προσεγγίσεις που υιοθετήθηκαν κατά την ανάλυση ο-
δηγούν σε συνθήκες ικανές και όχι αναγκαίες για την σύγκλιση του συστήµατος. Με άλ-
λα λόγια, µπορεί να επιτευχθεί σύγκλιση και για T εκτός των ορίων που συζητήθηκαν.
Πϱος επίρρωση της διαπίστωσης αυτής παραθέτουµε τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης
για T = 0.02 στα διαγράµµατα 5.6 και 5.7, όπου παρατηρείται σύγκλιση στο σηµείο ΝΕ.
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Σχήµα 5.6: Θέσεις q1 έως q5 στον χϱόνο (Σενάϱιο 3)

-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

x

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25

30

y

Agent 1 traj Agent 1 init Agent 1 final Agent 1 ref
Agent 2 traj Agent 2 init Agent 2 final Agent 2 ref
Agent 3 traj Agent 3 init Agent 3 final Agent 3 ref
Agent 4 traj Agent 4 init Agent 4 final Agent 4 ref
Agent 5 traj Agent 5 init Agent 5 final Agent 5 ref

Σχήµα 5.7: Τϱοχιές των agents (Σενάϱιο 3)
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5.5 Σενάϱιο απόκλισης µε T εκτός επιτϱεπτών οϱίων

Για το σενάριο αυτό εφαρµόζουµε τους περιορισµούς 5.2 που επιτρέπουν την σύγκλιση στο
ϑεωρητικό σηµείο ισορροπίας Nash, αλλά αυξάνουµε την περίοδο σε T = 5. Στα διαγράµ-
µατα 5.8 και 5.9 είναι εµφανής η αποκλίνουσα συµπεριφορά του συστήµατος.
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Σχήµα 5.8: Θέσεις q1 έως q5 στον χϱόνο (Σενάϱιο 4)
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Σχήµα 5.9: Τϱοχιές των agents (Σενάϱιο 4)
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5.6 Σύγκϱιση µε τη διακϱιτοποιηµένη εκδοχή του αλγοϱίθµου

συνεχούς χϱόνου

Στο paper [26] εισάγεται ο αλγόϱιθµος συνεχούς χϱόνου του πϱοβλήµατος που εξετάζουµε
µε χϱήση συνεχών µετϱήσεων από τους γείτονες.

Αλγοριθµος 5.1: Αλγόϱιθµος συνεχούς χϱόνου [26]

Αϱχικοποίηση:

c > c :=
(θ0 + θ)2 + 4µθ

4µλ2(L)
, ∀i ∈ I, xi

−i(0) ∈ Rn−ni , zi(0) = 0m , λi(0) ∈ Rm
≥0;

Εξισώσεις: ∀i ∈ I,

ẋi = ui = ΠΩi

(
xi ,−∇xi Ji(xi , xi

−i) −
∂

∂xi
gi(xi)⊤λi − c

∑
j∈Ni

(xi − xj
i)
)
,

ẋi
−i = −c

∑
j∈Ni

(xi
−i − xj

−i),

żi =
∑
j∈Ni

(λi − λj),

λ̇i = ΠRm
≥0

(
λi , gi(xi) − zi −

∑
j∈Ni

(λi − λj)
)
.

Υλοποιήσαµε την αριθµητική προσοµοίωση του αλγορίθµου συνεχούς χϱόνου για τις ίδιες
παραµέτρους και το ίδιο σύστηµα των 5 agents που περιγράφτηκε παραπάνω. Στη συ-
νέχεια κάνοντας χϱήση της ευθείας µεθόδου Euler µε χρονικό ϐήµα Τ ίσο µε την περίδο
δειγµατοληψίας από τους γείτονες, πραγµατοποιήθηκε η διακριτοποίηση του αλγορίθµου.
Αυξάνοντας σταδιακά το χρονικό ϐήµα (άϱα και την περίοδο των δειγµάτων) Τ διαπιστώθηκε
πως για T ≈ 0.05 ο διακριτοποιηµένος αλγόριθµος αρχίζει να αποκλίνει. 5.10
Αντίθετα, για πεϱίοδο δειγµάτων T = 0.05 ο αλγόϱιθµος που αναπτύξαµε εξακολουθεί να
συγκλίνει και εποµένως εξασφαλίζει µεγαλύτεϱα διαστήµατα τιµών του Τ για τα οποία το
σύστηµα είναι ευσταθές. 5.11
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Σχήµα 5.10: ∆ιακϱιτοποιηµένος Αλγόϱιθµος Συνεχούς Χϱόνου για Τ=0.05
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Σχήµα 5.11: Αλγόϱιθµος µε χϱήση δειγµάτων από γείτονες για Τ=0.05
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Κεφάλαιο 6

Επίλογος

6.1 Σύνοψη- Συµπεϱάσµατα

Στόχος της εργασίας αυτής ήταν η αναζήτηση ισορροπίας Nash(ΝΕ) σε πολυπρακτορικά
συστήµατα που περιγράφονται από έναν γϱάφο γειτνίασης. Η επικοινωνία µεταξύ γειτονικών
πρακτόρων πραγµατοποιείται µε χϱήση δειγµάτων, δηλαδή στοιχείων διακριτού χϱόνου τα
οποία έπρεπε να ενσωµατωθούν κατάλληλα στις εξισώσεις ανανέωσης των µεταβλητών/πληρο-
ϕοριών κάθε πράκτορα οδηγώντας σε συµφωνία (consensus) και σε ασυµπτωτική σύγκλιση
στο σηµείο ισορροπίας ΝΕ. Στην παραπάνω στοχοθεσία προστέθηκε και η επιβολή γραµµι-
κών περιορισµών στο σύνολο δράσεων των πρακτόρων. Πιθανή παραβίαση των περιορισµών
αυτών στο σηµείο ΝΕ έπρεπε να οδηγεί σε νέο σηµείο ισορροπίας στο όϱιο των περιορι-
σµών. Για την ικανοποίηση των παραπάνω Ϲητούµενων αποδείχτηκε η ύπαρξη µοναδικού
σηµείου ισορροπίας ΝΕ, σχεδιάστηκε αλγόριθµος και έγινε αναλυτική µελέτη/απόδειξη της
ευστάθειας του συστήµατος. Στο πλαίσιο αυτό, δόθηκαν ικανές συνθήκες για τις παρα-
µέτρους του αλγορίθµου και για το χρονικό διάστηµα T που απαιτείται για τη λήψη νέων
πληροφοριών από τους γείτονες.

Ο αλγόριθµος που παρουσιάστηκε και ϑεµελιώθηκε αναλυτικά, δοκιµάστηκε στην πϱάξη
µέσω αριθµητικής προσοµοίωσης στο περιβάλλον Matlab-Simulink για σύστηµα πέντε πρα-
κτόρων τόσο στην περίπτωση τηρούµενων στο σηµείο Nash περιορισµών όσο και στην πε-
ϱίπτωση σηµείου Nash στο οποίο παραβιάζονταν οι περιορισµοί. Οι πρακτικές αυτές εφαρ-
µογές επιβεβαίωσαν τα ϑεωρητικά αναµενόµενα αποτελέσµατα σύγκλισης (για παραµέτρους
στο επιτρεπτό εύρος). Τέλος, παρουσιάστηκε η δυνατότητα σύγκλισης και απόκλισης του
συστήµατος στην περίπτωση ενός T µεγαλύτερου από το επιτρεπτό (ικανό) εύρος τιµών και
αναδείχτηκε η δυνατότητα σύγκλισης για περίοδο Τ µεγαλύτερη από το µέγιστο δυνατό ϐήµα
διακριτοποίησης του (διακριτοποιηµένου) αλγορίθµου συνεχούς χρονου.

6.2 Μελλοντικές Επεκτάσεις

Οι προδιαγραφές του προτεινόµενου αλγορίθµου και τα αποτελέσµατα αυτής της διπλω-
µατικής εργασίας ϑα µπορούσαν να ϐελτιωθούν και να επεκταθεί το πεδίο εφαρµογής της
µεταξύ άλλων ως πϱος τους παρακάτω άξονες :

� Ανάπτυξη και εφαρµογή κατανεµηµένων νόµων ελέγχου στους πράκτορες και ενσω-
µάτωσή τους στον αλγόριθµο µε στόχο την επίτευξη καλύτερης ταχύτητας σύγκλισης ή
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ευρύτερων επιτρεπτών συνόλων τιµών των παραµέτρων του αλγορίθµου.

� Εφαϱµογή σε πϱαγµατικό πολυπϱακτοϱικό σύστηµα (π.χ. σε σύνολο ϱοµπότ ή UAV)
µε γνωστή ή εκτιµώµενη δυναµική. [29],[30], [31]

� ∆ιεϱεύνηση καλύτερων (πιο ¨χαλαρών¨) συνθηκών για τα επιτρεπτά T µε καλύτερες/µι-
κρότερες προσεγγίσεις κατά την ανάλυση.

� Επέκταση γενικότεϱα σε κυϱτούς και όχι µόνο σε γϱαµµικούς πεϱιοϱισµούς επί του
πεδίου ενεϱγειών των πϱακτόϱων.
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Παράρτηµα Αʹ

Αποδείξεις

Αʹ.1 Απόδειξη ∥I −W ∥F <
√

N
2

΄Εστω ότι ο πίνακας W ∈ RN×N είναι συµµετϱικός στοχαστικός πίνακας µε ϐϱόχους (self-
loops), δηλαδή ισχύει wii > 1

2 για κάθε i. Επιπλέον, ισχύουν :

W = W⊤,
∑

j

wij = 1, wij ≥ 0

Στόχος είναι να οϱιοθετήσουµε τη νόϱµα Frobenius:

∥I −W ∥2F =
N∑

i=1

N∑
j=1

(δij −wij)2

Τα στοιχεία του πίνακα I −W δίνονται ως :

(I −W )ij =

1 −wii αν i = j

−wij αν i , j

΄Αϱα η νόϱµα Frobenius γϱάφεται ως :

∥I −W ∥2F =
N∑

i=1
(1 −wii)2 +

∑
i,j

w2
ij

Αφού wii > 1
2 , πϱοκύπτει ότι :

0 < 1 −wii <
1
2
⇒ (1 −wii)2 <

1
4

⇒

N∑
i=1

(1 −wii)2 <
N

4

Επίσης, επειδή
∑

j wij = 1, έχουµε:

∑
j,i

wij = 1 −wii <
1
2
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Χϱησιµοποιώντας την ανισότητα
∑

x2
j ≤

(∑
xj

)2
για xj ≥ 0, πϱοκύπτει :

∑
j,i

w2
ij ≤

∑
j,i

wij

2

<
1
4

΄Αϱα συνολικά: ∑
i,j

w2
ij =

N∑
i=1

∑
j,i

w2
ij <

N

4

Συνεπώς:

∥I −W ∥2F <
N

4
+

N

4
=

N

2
Και τελικά:

∥I −W ∥F <

√
N

2
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