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Περίληψη 

Αντικείµενο της παρούσας διατριβής αποτελεί η διερεύνηση των δυνατοτήτων 
εφαρµογής της µεθόδου βοηθητικών πηγών (Method of Auxiliary Sources-MAS) σε 
προβλήµατα ακτινοβολίας. Αν και η MAS είναι µια ευρέως γνωστή αριθµητική µέθοδος, η 
οποία έχει θεµελιωθεί ισχυρά και έχει εφαρµοστεί µε επιτυχία σε πληθώρα προβληµάτων 
υπολογιστικού ηλεκτροµαγνητισµού, δεν έχουν εξαντληθεί οι δυνατότητες της, ιδιαίτερα 
όσον αφορά την εφαρµογή της σε προβλήµατα ακτινοβολίας. Αποτελεί δε ιδιαιτερότητα των 
προβληµάτων ακτινοβολίας το γεγονός ότι η αξιολόγηση της ποιότητας των λύσεων 
βασίζεται σε ευαίσθητες ως προς τα σφάλµατα του κοντινού πεδίου παραµέτρους και, ως εκ 
τούτου, η αριθµητική σταθεροποίηση των λύσεων είναι δυσκολότερο να επιτευχθεί, ενώ 
επιπρόσθετες δυσκολίες εµφανίζονται όταν µελετώνται προβλήµατα µε ανοικτά χωρία. 

Αρχικά, στο Κεφάλαιο 1, γίνεται µια συνοπτική παρουσίαση των βασικών τεχνικών 
διακριτοποίησης των αριθµητικών µεθόδων συναρτησιακών προσεγγίσεων και των σχετικών 
τεχνικών επίλυσης, καθώς και των ευρύτερα διαδεδοµένων αριθµητικών µεθόδων επίλυσης 
προβληµάτων εφαρµοσµένου ηλεκτροµαγνητισµού. 

Ακολούθως, στο Κεφάλαιο 2, γίνεται µια εκτενέστερη παρουσίαση της MAS, για την 
οποία αναφέρονται τόσο τα πλεονεκτήµατα όσο και τα µειονεκτήµατα, όπως αυτά έχουν 
καταγραφεί στη σχετική βιβλιογραφία. Επιπρόσθετα, περιγράφονται κάποιοι εµπειρικοί 
κανόνες επιλογής παραµέτρων, οι οποίοι αφορούν τον τύπο των βοηθητικών πηγών, καθώς 
και το πλήθος και την κατανοµή των θέσεων των βοηθητικών πηγών και των σηµείων 
επιβολής των οριακών συνθηκών. 

Στη συνέχεια, στο Κεφάλαιο 3, εξετάζονται προβλήµατα ακτινοβολίας στοιχειωδών 
ακτινοβολητών υπεράνω και εντός του εδάφους, µε σκοπό τη διερεύνηση των 
χαρακτηριστικών σύγκλισης και την εξέταση της ακρίβειας των λύσεων, αλλά και τη 
συσχέτιση τους µε τις παραµέτρους καθορισµού του πλήθους και της κατανοµής των θέσεων 
των βοηθητικών πηγών και των σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών. Από την ανάλυση 
των αποτελεσµάτων εξάγονται κάποιοι πρακτικοί κανόνες επιλογής των παραµέτρων 
µορφοποίησης των λύσεων. Επιπρόσθετα, εξετάζονται οι δυνατότητες βελτιστοποίησης των 
λύσεων. Τέλος, εξετάζεται η συµπεριφορά των λύσεων στο µακρινό πεδίο. 

Επιπρόσθετα, στο Κεφάλαιο 4, εξετάζονται οι δυνατότητες εφαρµογής της MAS για 
την ανάλυση κεραιών λεπτού σύρµατος και στοιχειοκεραιών. Εξετάζονται διάφορες 
περιπτώσεις πεδίων διέγερσης, για την εξαγωγή γενικών συµπερασµάτων σχετικά µε την 
εξάρτηση των χαρακτηριστικών των λύσεων από τον τύπο και το πλήθος των βοηθητικών 
πηγών. Της ανάλυσης µεµονωµένων κεραιών ακολουθεί η ανάλυση στοιχειοκεραιών 
παράλληλων στοιχείων σε τυχαίες θέσεις, καθώς και η µελέτη των φαινοµένων σύζευξης 
ποµποδεκτών. Πέραν των προηγουµένων, µελετάται και η περίπτωση του διπόλου παχέος 
σύρµατος. 

Τέλος, στο Κεφάλαιο 5, αποπειράται η υβριδοποίηση της MAS µε την τεχνική 
συνταιριάσµατος των αντιδράσεων (Reaction Matching-RM), για την ικανοποίηση των 
οριακών συνθηκών κατά κάποια ολοκληρωτική έννοια. Από την εφαρµογή της 
προκύπτουσας µεθόδου (MAS-RM), τόσο σε µεµονωµένες κεραίες λεπτού σύρµατος όσο και 
στοιχειοκεραίες, προκύπτει ότι η κατάλληλη επιλογή των βοηθητικών πηγών µπορεί να 
οδηγήσει σε ταχύτατα αριθµητικά σταθεροποιούµενες λύσεις. Το γεγονός αυτό παρέχει τη 
δυνατότητα επίλυσης διατάξεων σχετικά µεγάλης κλίµακας. Για την επίδειξη των 
δυνατοτήτων της µεθόδου, παρουσιάζονται αποτελέσµατα για δίπολα σχετικά µεγάλων 
ηλεκτρικών διαστάσεων και στοιχειοκεραίες σχετικά µεγάλου αριθµού στοιχείων. Πέραν των 
προηγουµένων, µελετάται και η περίπτωση του διπόλου παχέος σύρµατος. 
 
Λέξεις Κλειδιά: Υπολογιστικός Ηλεκτροµαγνητισµός, Αριθµητικές Μέθοδοι, Μέθοδος 
Βοηθητικών Πηγών, Ανοικτά Χωρία, Κεραίες Σύρµατος, Στοιχειοκεραίες. 
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Summary 

The subject of the present thesis is the investigation of the capabilities for the 
application of the method of auxiliary sources (MAS) to radiation problems. Despite the fact 
that the MAS is a widely known numerical method, which is well-established and has been 
applied successfully to a multitude of computational electromagnetism problems, its 
capabilities have not been exhausted, especially when applied to radiation problems. The 
radiation problems have the inherent peculiarity that the evaluation of the solution quality is 
based on quantities with sensitivity to near field errors and, as an outcome, their numerical 
stability is more difficult to achieve, whereas additional difficulties are encountered when 
studying problems with open regions. 

At first, in Chapter 1, a brief overview is provided with regard to the fundamental 
discretization techniques of the numerical methods associated with functional approximations 
and the relevant solution techniques, as well as to the most widely spread numerical methods 
for solving problems of applied electromagnetism. 

Subsequently, in Chapter 2, a more extensive presentation of the MAS is provided, in 
which both the advantages and the drawbacks of the method are reported, as they have been 
recorded in the open literature. Moreover, a few practical rules are provided for the selection 
of the solution parameters, which are associated with the type of the auxiliary sources, as well 
as with the number and distribution of the auxiliary sources and matching points. 

Next, in Chapter 3, radiation problems of elemental radiators above and inside the 
ground are examined, aiming at the investigation of the convergence behavior and the 
examination of the solution accuracy, as well as at the correlation of the latter with the 
parameters associated with the number and distribution of the auxiliary sources and matching 
points. From the presented results, a few practical rules are extracted for the selection of the 
parameters forming the solutions. Furthermore, the possibilities for the optimization of the 
solutions are also examined. Finally, the solution behavior in the far field region is also 
investigated. 

Moreover, in Chapter 4, the capabilities of the MAS for analyzing thin wire antennas 
and arrays are examined. Various excitation fields are concerned in order to deduce general 
rules regarding the dependence of the solution behavior upon the type and number of the 
auxiliary sources. The analysis of isolated antennas is followed by the analysis of arrays of 
arbitrarily situated parallel elements and by the study of closely spaced transceivers. Apart 
from the preceding, the case of the thick wire dipole is also examined. 

Finally, in Chapter 5, the hybridization of the MAS with the reaction matching (RM) 
technique is attempted for the stipulation of the boundary conditions in an average sense. 
From the application of the resulting method (MAS-RM) to both isolated thin wire antennas 
and arrays, it is concluded that the proper choice of the auxiliary sources yields rapidly 
stabilizing numerical solutions. This fact can be utilized for the analysis of large-scale 
problems. For the demonstration of the method capabilities, numerical results are presented 
for electrically long dipoles and arrays composed of a moderately large number of elements. 
Apart from the preceding, the case of the thick wire dipole is also examined. 
 
Keywords: Computational Electromagnetics, Numerical Methods, Method of Auxiliary 
Sources, Open Regions, Wire Antennas, Antenna Arrays. 
 
 
 
 
 
 

 
 

13



 

 
 

14



Πρόλογος 

Οι βάσεις των σύγχρονων εφαρµογών των κεραιών, µε σηµαντικότερες αυτές των 

ασύρµατων επικοινωνιών, ανάγονται στις θεωρητικές εργασίες του J. C. Maxwell1, 

αποτέλεσµα των οποίων είναι οι διάσηµες οµώνυµες εξισώσεις, που συνδέουν τα ηλεκτρικά 

και µαγνητικά πεδία µεταξύ τους, όπως και µε τα γενεσιουργά αίτια τους (κατανοµές φορτίων 

και ρευµάτων). Στο διάστηµα 1886-1889, µόλις δύο δεκαετίες µετά τη διατύπωση των 

εξισώσεων αυτών, έγιναν οι πρώτες προσπάθειες πειραµατικής επιβεβαίωσης των 

φαινοµένων διάδοσης τοπικά παραγόµενων ηλεκτρικών ταλαντώσεων από τον H. Hertz. Τα 

αποτελέσµατα αυτών των πειραµάτων ώθησαν πολλούς ερευνητές προς την κατασκευή 

κεραιών και τη διεξαγωγή πληθώρας πειραµάτων εκποµπής και λήψης σε διάφορες 

συχνότητες. Οι πρώτες ολοκληρωµένες διατάξεις εκποµπής και λήψης εµφανίστηκαν µια 

δεκαετία αργότερα, χάρη στις ερευνητικές προσπάθειες του G. Marconi2. Μάλιστα, ο 

τελευταίος ενεπλάκη στη σχεδίαση και υλοποίηση πολλών πρωτοποριακών διατάξεων 

εκποµπής και λήψης έως το τέλος της ζωής του, συµπεριλαµβανοµένων των πρώτων 

µικροκυµατικών ζεύξεων πάνω από την επιφάνεια του εδάφους και της θάλασσας, καθώς και 

του πρώτου συστήµατος υπερατλαντικής ασύρµατης επικοινωνίας. Η ανακάλυψη του 

διπολικού transistor, αµέσως µετά το δεύτερο παγκόσµιο πόλεµο, έδωσε σηµαντική ώθηση 

στις εφαρµογές της ηλεκτρονικής και των επικοινωνιών, συµπίεσε σηµαντικά το κόστος 

υλοποίησης, ενώ απλοποίησε τις διαδικασίες σχεδίασης και κατασκευής πολύπλοκων 

διατάξεων και συστηµάτων µεγάλης κλίµακας. Παράλληλα µε τη ραγδαία τεχνολογική 

ανάπτυξη, εξελίχθηκαν σηµαντικά και οι επιστήµες των µηχανικών, οι οποίες εστιάστηκαν σε 

νέες αριθµητικές µεθόδους και τεχνικές, για την προσέγγιση µαθηµατικών και φυσικών 

προβληµάτων µεγάλης κλίµακας, καθώς και για τη σχεδίαση διατάξεων και την ολοκλήρωση 

συστηµάτων. Σήµερα, η τεχνολογία της ηλεκτρονικής και των τηλεπικοινωνιών εξακολουθεί 

να εξελίσσεται γοργά µε κατεύθυνση προς ταχύτερα, αποδοτικότερα, αποτελεσµατικότερα 

                                                 
1J. C. Rautio, “Retracing key moments in the life of Maxwell”, Microwaves and RF Journal, Vol. 36, 
No. 11, pp. 35-51, 1997. 
2O. M. Bucci, G. Pelosi and S. Selleri, “The work of Marconi in microwave communications”, IEEE 
Antennas and Propagation Magazine, Vol. 45, No. 5, pp. 46-53, 2003. 
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και φιλικότερα προς το χρήστη και το περιβάλλον συστήµατα, που καλύπτουν πολύ µεγάλο 

εύρος εφαρµογών και υπηρεσιών. 

Ως γνωστόν, κάθε τεχνολογικό επίτευγµα στηρίζεται σε ιδέες που βασίζονται σε 

απλές φυσικές γνώσεις και µηχανισµούς. Ο ρόλος του µηχανικού έγκειται στην κάλυψη της 

απόστασης µεταξύ της βασικής γνώσης και της σχηµατοποίησης των δυνητικών εφαρµογών, 

διαδικασία η οποία απαιτεί πολύ ισχυρό θεωρητικό υπόβαθρο, αναλυτικές και συνθετικές 

ικανότητες, καθώς και επιδεξιότητα στην υλοποίηση. Πάντως, η σηµαντικότερη ίσως 

προϋπόθεση για τη διαρκή και ουσιαστική τεχνολογική εξέλιξη είναι η ύπαρξη των 

κατάλληλων αναλυτικών και αριθµητικών «εργαλείων», τα οποία προκύπτουν από τη 

διεξαγωγή βασικής έρευνας, ενώ εξελίσσονται περαιτέρω µέσω της εφαρµοσµένης έρευνας 

και των πρακτικών εφαρµογών. Είναι αξιοσηµείωτο το γεγονός ότι, παρά την τροµακτική 

άνοδο της διαθέσιµης υπολογιστικής ισχύος τα τελευταία χρόνια, οι ρεαλιστικές 

προσοµοιώσεις σε υπολογιστή εξακολουθούν να είναι ιδιαίτερα χρονοβόρες, κυρίως όταν 

απαιτείται σχετικά ακριβής µοντελοποίηση της υπό µελέτη δοµής ή διάταξης. Ως εκ τούτου, 

οι προσοµοιώσεις χρησιµοποιούνται για τη µελέτη σηµαντικά απλοποιηµένων µοντέλων, ενώ 

τα εξαγόµενα αποτελέσµατα αξιοποιούνται εκ των υστέρων, συνηθέστατα σε συνδυασµό µε 

πειραµατικά δεδοµένα, για τη βελτιστοποίηση της σχεδίασης, ανάλογα µε τις ιδιαίτερες 

ικανότητες του σχεδιαστή. Ωστόσο, λόγω ακριβώς της ταχύτατης εξέλιξης των 

υπολογιστικών συστηµάτων, η κατάσταση αυτή είναι πιθανό να µεταβληθεί δραµατικά στο 

µέλλον. Μάλιστα, πολλοί επιστήµονες έχουν διατυπώσει την άποψη ότι η αύξηση της 

διαθέσιµης υπολογιστικής ισχύος µε τους εκτιµώµενους ρυθµούς θα καταστήσει δυνατή τη 

δηµιουργία νέων τεχνικών, οι οποίες θα συνδυάζουν τις υπάρχουσες αριθµητικές µεθόδους µε 

«ευφυείς» τεχνικές βελτιστοποίησης και θα οδηγούν σε διατάξεις και συστήµατα µε 

χαρακτηριστικά που θα υπερτερούν έναντι αυτών που σχεδιάζουν οι επιστήµονες 

ακολουθώντας συµβατικές πρακτικές και τεχνικές. Σε αυτό το πλαίσιο, καθίσταται σαφής η 

σηµασία της διερεύνησης των πιθανών αδυναµιών των υπαρχόντων αριθµητικών µεθόδων, 

της µείωσης των απαιτούµενων υπολογιστικών πόρων για την εκτέλεση τους, της βελτίωσης 

της ακρίβειας τους, αλλά και της επέκτασης του εύρους εφαρµογής τους.  

Εντασσόµενη στο προαναφερθέν πλαίσιο, η παρούσα διατριβή αποσκοπεί στη 

διερεύνηση των δυνατοτήτων της µεθόδου βοηθητικών πηγών (Method of Auxiliary Sources-

MAS) για τη µελέτη προβληµάτων ακτινοβολίας, µέσω της µελέτης των χαρακτηριστικών 
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σύγκλισης και της εξέτασης της ακρίβειας των λύσεων, αλλά και τον εντοπισµό των σχετικών 

αδυναµιών της. Η MAS αναπτύχθηκε πριν από αρκετές δεκαετίες στην πρώην ΕΣΣ∆, µε 

σκοπό την επίλυση µαθηµατικών και φυσικών προβληµάτων συνοριακών τιµών. Μάλιστα, 

είναι αξιοσηµείωτο ότι πολλές συναφείς αριθµητικές µέθοδοι αναπτύχθηκαν σχεδόν 

ταυτόχρονα σε άλλες χώρες, οι σηµαντικότερες και ευρύτερα γνωστές από τις οποίες 

αναφέρονται συνοπτικά στα Κεφάλαια 1 και 2. Παρά το γεγονός ότι η MAS και οι άµεσα 

σχετιζόµενες αριθµητικές µέθοδοι είναι ευρέως γνωστές και αποδεκτές, το πεδίο εφαρµογής 

τους περιλαµβάνει κυρίως προβλήµατα σκέδασης από κλειστά σώµατα ή περιοδικές 

επιφάνειες, ενώ σε προβλήµατα ακτινοβολίας έχει χρησιµοποιηθεί κυρίως η τροποποιηµένη 

MAS (Modified MAS-MMAS), η οποία έχει αναπτυχθεί τα τελευταία χρόνια για την 

ανάλυση λεπτών δοµών, λόγω της σηµαντικής δυσκολίας εφαρµογής της MAS σε τέτοιες 

περιπτώσεις. Επιπρόσθετα, αν και φαντάζει σχεδόν βέβαιο ότι οι εµπνευστές της MAS είχαν 

προσεγγίσει προβλήµατα ακτινοβολίας µέσω της MAS, αυτά δεν αποτέλεσαν κύριο πεδίο 

ενδιαφέροντος τους. Το γεγονός αυτό αποτέλεσε το βασικό κίνητρο για τη διερεύνηση των 

δυνατοτήτων εφαρµογής της MAS σε προβλήµατα ακτινοβολίας. Στα προβλήµατα αυτά, τα 

ΗΜ πεδία παρουσιάζουν ισχυρή χωρική ανοµοιοµορφία, ενώ τα µεγέθη ενδιαφέροντος 

εξαρτώνται άµεσα από το προκύπτον κοντινό πεδίο. Το γεγονός αυτό έχει ως συνέπεια η 

αξιολόγηση της ποιότητας των λύσεων να βασίζεται σε ευαίσθητες παραµέτρους ως προς τα 

σφάλµατα του κοντινού πεδίου, οπότε η σύγκλιση των λύσεων είναι δυσκολότερο να 

επιτευχθεί.  

Αξίζει να τονιστεί ότι βασική επιδίωξη της παρούσας διατριβής αποτελεί η εξέταση 

της MAS από κάθε πλευρά, συµπεριλαµβανοµένων των πιθανών περιορισµών στην 

εφαρµογή της και κάθε εγγενούς αδυναµίας που έχει αντίκτυπο στα χαρακτηριστικά 

σύγκλισης των λύσεων και την ακρίβεια των εξαγόµενων αποτελεσµάτων. Αποτελεί 

πεποίθηση του γράφοντος ότι η γνώση των µειονεκτηµάτων µιας αριθµητικής µεθόδου είναι 

εξίσου σηµαντική µε τη γνώση των πλεονεκτηµάτων της, καθόσον η µελέτη των 

γενεσιουργών αιτιών των πρώτων αποτελεί ίσως το σηµαντικότερο βήµα προς την 

κατεύθυνση βελτίωσης της. Για τους παραπάνω λόγους, οι λύσεις εξετάζονται διεξοδικά ως 

προς τη συµπεριφορά σύγκλισης, µεταβάλλοντας τις παραµέτρους διακριτοποίησης του 

προβλήµατος υπό εξέταση3.  Επιπρόσθετα, γίνεται προσπάθεια ελέγχου των λύσεων επί ενός 
                                                 
3E. K. Miller, “Characterization, comparison, and validation of electromagnetic modeling software”, 
Applied Computational Electromagnetics Society Journal, Vol. 4, No. 3, pp. 8-24, 1989. 
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µεγάλου εύρους µεταβολής των γεωµετρικών χαρακτηριστικών και φυσικών ιδιοτήτων 

καθορισµού του προβλήµατος. Οι έλεγχοι των λύσεων αφορούν το βαθµό ικανοποίησης των 

οριακών συνθηκών του προβλήµατος σε αρκούντως πυκνά πλέγµατα σηµείων ελέγχου, όπως 

και τη συµφωνία των εξαγόµενων αποτελεσµάτων µε αποτελέσµατα άλλων µεθόδων ή 

διαθέσιµα πειραµατικά δεδοµένα. Σε περιπτώσεις για τις οποίες κρίθηκε σκόπιµο, εξετάζεται 

και το υπολογιστικό κόστος που συνεπάγεται η εφαρµογή της MAS, κυρίως σε όρους 

απαιτούµενης µνήµης και χρόνου εκτέλεσης. Από την ενδελεχή µελέτη της συµπεριφοράς 

σύγκλισης των λύσεων και των σφαλµάτων ικανοποίησης των οριακών συνθηκών, είναι 

δυνατόν να εξαχθούν κάποιοι πρακτικοί κανόνες επιλογής των παραµέτρων καθορισµού του 

πλήθους και της κατανοµής των θέσεων των βοηθητικών πηγών. 

Η ερευνητική εργασία που εκτελέστηκε και παρουσιάζεται στην παρούσα διατριβή 

µπορεί να συνοψιστεί ως εξής: 

 Μελέτη της υπάρχουσας βιβλιογραφίας για τη MAS και τις συγγενείς αριθµητικές 

µεθόδους. 

 Εφαρµογή της MAS σε προβλήµατα ακτινοβολίας µε ανοικτά χωρία: 

 Εφαρµογή της MAS σε περιπτώσεις προβληµάτων που αφορούν στοιχειώδεις 

ακτινοβολητές πλησίον της συνοριακής επιφάνειας ηµιάπειρου διηλεκτρικού χώρου 

µε απώλειες. Αξιοποίηση συµµετριών και εξέταση δυνατοτήτων µείωσης του 

υπολογιστικού κόστους. 

 Υλοποίηση προγραµµάτων. 

 Αποτίµηση των σφαλµάτων ικανοποίησης των οριακών συνθηκών. Μελέτη 

χαρακτηριστικών σύγκλισης των λύσεων. 

 Σύγκριση µε διαθέσιµες αναλυτικές λύσεις (ακριβείς ή προσεγγιστικές). 

 Εξαγωγή απλών κανόνων για τη συσχέτιση των χαρακτηριστικών σύγκλισης των 

λύσεων και της συµπεριφοράς των σφαλµάτων ικανοποίησης των οριακών συνθηκών 

µε τις παραµέτρους καθορισµού του πλήθους και της κατανοµής των θέσεων των 

βοηθητικών πηγών. 

 ∆ιερεύνηση δυνατοτήτων βελτιστοποίησης. 

 Εξέταση της ακρίβειας των λύσεων στην περιοχή του µακρινού πεδίου. 

 Εφαρµογή της MAS για την ανάλυση κεραιών σύρµατος και στοιχειοκεραιών: 
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 Εφαρµογή της MAS σε µεµονωµένες κεραίες λεπτού σύρµατος, για διάφορα πεδία 

διέγερσης. 

 Υλοποίηση προγραµµάτων. 

 Αποτίµηση των σφαλµάτων ικανοποίησης των οριακών συνθηκών. Εξέταση 

αριθµητικής ευστάθειας των λύσεων. 

 Σύγκριση των λύσεων που προκύπτουν για διαφορετικούς τύπους βοηθητικών 

πηγών. 

 Σύγκριση µε αποτελέσµατα άλλων µεθόδων ή διαθέσιµα πειραµατικά δεδοµένα. 

 Εξαγωγή απλών κανόνων για την επιλογή του πλήθους των βοηθητικών πηγών. 

 Γενίκευση για την ανάλυση στοιχειοκεραιών. 

 Αποτίµηση της επίδρασης των φαινοµένων σύζευξης σε διατάξεις ποµποδεκτών. 

 Γενίκευση για την ανάλυση κεραιών παχέος σύρµατος. 

 Υβριδοποίηση της MAS µε την τεχνική συνταιριάσµατος των αντιδράσεων (Reaction 

Matching-RM). Εφαρµογή για την ανάλυση κεραιών σύρµατος και στοιχειοκεραιών: 

 Μορφοποίηση της υβριδικής µεθόδου MAS-RM. Εφαρµογή της MAS-RM σε 

µεµονωµένες κεραίες λεπτού σύρµατος, για διάφορα πεδία διέγερσης. 

 Υλοποίηση προγραµµάτων. 

 Αποτίµηση των σφαλµάτων ικανοποίησης των οριακών συνθηκών. Εξέταση 

αριθµητικής ευστάθειας των λύσεων. 

 Σύγκριση µε αποτελέσµατα άλλων µεθόδων ή διαθέσιµα πειραµατικά δεδοµένα. 

 Εξαγωγή απλών κανόνων για την επιλογή του πλήθους των βοηθητικών πηγών. 

 Γενίκευση για την ανάλυση στοιχειοκεραιών. 

 Εφαρµογή σε προβλήµατα σχετικά µεγάλης κλίµακας (στοιχειοκεραίες µεγάλου 

αριθµού στοιχείων, κεραίες ηλεκτρικά µεγάλου µήκους). ∆ιερεύνηση των 

δυνατοτήτων µείωσης του υπολογιστικού κόστους. Σύγκριση µε άλλες µεθόδους. 

 Γενίκευση για την ανάλυση κεραιών παχέος σύρµατος. 

Βεβαίως, το θέµα της εφαρµογής της MAS σε προβλήµατα ακτινοβολίας δεν 

εξαντλείται στην παρούσα διατριβή ούτε περιορίζεται στα θέµατα που αναφέρθηκαν 

παραπάνω. Όπως εξάλλου προαναφέρθηκε, δεν υπάρχει συσσωρευµένη εµπειρία στη 

βιβλιογραφία σχετικά µε την εφαρµογή της MAS σε προβλήµατα ακτινοβολίας. Εξαιτίας 

αυτού του γεγονότος, η διερεύνηση όλου του εύρους των δυνατοτήτων και των αδυναµιών 
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της MAS κατά συστηµατικό τρόπο πιθανότατα θα απαιτούσε την ενασχόληση πολλών 

ερευνητών. Σε αυτό το πλαίσιο, αποτελεί ελπίδα του γράφοντος ότι η παρούσα διατριβή 

συνιστά ένα εξελικτικό βήµα προς αυτήν την κατεύθυνση, το οποίο µπορεί να φανεί χρήσιµο 

σε όποιον ενδιαφέρεται να αποκτήσει σφαιρική γνώση για τη MAS ή προτίθεται να την 

αναπτύξει περαιτέρω. 

Η εκπόνηση της παρούσας διατριβής πραγµατοποιήθηκε στο Εργαστήριο Ασυρµάτου 

Επικοινωνίας και Επικοινωνίας Μεγάλων Αποστάσεων της Σχολής Ηλεκτρολόγων 

Μηχανικών και Μηχανικών Υπολογιστών του ΕΜΠ. Η εκπόνηση διήρκεσε λίγο περισσότερο 

από τέσσερα χρόνια, αρχής γενοµένης από το Φεβρουάριο του 2000. Τα προγράµµατα που 

αναπτύχθηκαν υλοποιήθηκαν, κατά κύριο λόγο, σε περιβάλλον Microsoft® Visual C++ 6.0. 

Επικουρικά, χρησιµοποιήθηκαν πακέτα διερµηνευτών γλωσσών υψηλού επιπέδου, µε 

προεξέχον το πακέτο Mathematica 4.0. Για την επεξεργασία αριθµητικών δεδοµένων και την 

παραγωγή γραφηµάτων χρησιµοποιήθηκε το πρόγραµµα επεξεργασίας λογιστικών φύλλων 

Microsoft® Excel 2000, ενώ η συγγραφή του κειµένου έγινε αποκλειστικά σε περιβάλλον 

Microsoft® Word 2000, ακολουθώντας τον οδηγό συγγραφής διδακτορικών διατριβών της 

Σχολής Ηλεκτρολόγων Μηχανικών και Μηχανικών Υπολογιστών (Απόφαση Συνέλευσης 11-

02-03). 

Αξίζει να αναφερθεί ότι η συγγραφή της παρούσας διατριβής έγινε µε γνώµονα την 

παρουσίαση και ανάδειξη της έρευνας που διεξήχθη. Για το λόγο αυτό, σε πολλές 

περιπτώσεις, αποφεύχθηκε η απευθείας παράθεση υλικού (τύποι, δεδοµένα) που είναι 

διαθέσιµο στη βιβλιογραφία και δεν είναι απαραίτητο για την κατανόηση του κειµένου. Για 

τον ίδιο λόγο, αποφεύχθηκε η παράθεση πολύπλοκων µαθηµατικών εκφράσεων εντός του 

κύριου σώµατος της διατριβής και προτιµήθηκε η συγκέντρωση τους στα Παραρτήµατα. 

Επίσης, αν και κατά τη διάρκεια εκπόνησης της διατριβής µελετήθηκε και συγκεντρώθηκε 

εκτενέστατη βιβλιογραφία, έγιναν προσπάθειες συγκράτησης του µεγέθους των λιστών 

αναφορών στο ελάχιστο. Για το λόγο αυτό, προτιµήθηκε η αναφορά σε κεφάλαια βιβλίων ή 

δηµοσιεύσεις ανασκόπησης που περιλαµβάνουν σηµαντικό αριθµό παραποµπών, αντί για την 

παράθεση του συνόλου των διαθέσιµων σχετικών δηµοσιεύσεων, οι οποίες δεν ήταν δυνατόν 

να παρατεθούν χωρίς τη σηµαντική αύξηση του όγκου της παρούσας διατριβής. 

Ολοκληρώνοντας, θα ήθελα να εκφράσω τις βαθύτατες ευχαριστίες µου στον 

επιβλέποντα Καθηγητή κύριο Χρήστο Καψάλη για τη δυνατότητα που µου έδωσε να 
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Κεφάλαιο 1 

Εισαγωγή 

1.1 Υπολογιστικός Ηλεκτροµαγνητισµός 
 

Ως γνωστόν, η ανάλυση ηλεκτροµαγνητικών (ΗΜ) προβληµάτων βασίζεται στις 

εξισώσεις του Maxwell και στις σχετικές οριακές συνθήκες, οι οποίες είναι γνωστές από τα 

τέλη του 19ου αιώνα. Μεταγενέστερες επεκτάσεις της βασικής ΗΜ θεωρίας σε ανοµοιογενή, 

ανισοτροπικά και µη γραµµικά µέσα οδήγησαν σε γενικευµένες εξισώσεις, οι οποίες διέπουν 

όλα τα φαινόµενα ΗΜ αλληλεπιδράσεων. Ωστόσο, οι εξισώσεις αυτές είναι πολύ δύσκολο να 

επιλυθούν αναλυτικά, ακόµη και σε οµοιογενή, ισοτροπικά και γραµµικά µέσα, µε εξαιρέσεις 

τις περιπτώσεις κάποιων κανονικών προβληµάτων.  

Από τις αρχές του προηγούµενου αιώνα, έγιναν προσπάθειες επέκτασης του εύρους 

των προβληµάτων που είναι δυνατόν να επιλυθούν αναλυτικά µε την ανάπτυξη 

προχωρηµένων µαθηµατικών µεθόδων, όπως είναι η µέθοδος Wiener-Hopf, οι οποίες, αν και 

παρέχουν τη δυνατότητα προσδιορισµού αναλυτικών λύσεων, δεν είναι εύκολα εφαρµόσιµες 

σε προβλήµατα εφαρµοσµένου ηλεκτροµαγνητισµού. Αξίζει δε να σηµειωθεί ότι, λόγω της 

ραγδαίας τεχνολογικής ανάπτυξης µε την πάροδο των ετών, τα προς επίλυση προβλήµατα 

χαρακτηρίζονται από όλο και πιο µεγάλη πολυπλοκότητα, η οποία καθιστά απαγορευτική την 

εφαρµογή αναλυτικών µεθόδων για την επίλυση τους. Σε κάποιες περιπτώσεις, η ανάλυση 

προβληµάτων που εµπλέκουν ηλεκτρικά µεγάλες δοµές, δηλαδή δοµές µεγάλων διαστάσεων 

σε σχέση µε το µήκος κύµατος στην περιοχή συχνοτήτων ενδιαφέροντος, µπορεί να γίνει µε 

εφαρµογή ασυµπτωτικών µεθόδων υψηλών συχνοτήτων, όπως είναι οι µέθοδοι της 

γεωµετρικής και φυσικής οπτικής. Οι µέθοδοι αυτές παρέχουν προσεγγιστικές λύσεις, που 

αφορούν ποσότητες σχετικές µόνο µε το µακρινό πεδίο, δηλαδή σε αποστάσεις αρκούντως 

µεγάλες σε σχέση µε τις διαστάσεις της υπό µελέτη δοµής και το µήκος κύµατος. Οι εγγενείς 

περιορισµοί των ασυµπτωτικών µεθόδων, σε συνδυασµό και µε το περιορισµένο εύρος 

εφαρµογής των αναλυτικών µεθόδων, ώθησε τους επιστήµονες στην ανάπτυξη αριθµητικών 
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µεθόδων, οι οποίες παρέχουν αριθµητικές λύσεις των εξισώσεων του υπό µελέτη 

προβλήµατος, βασιζόµενες σε κάποιας µορφής διακριτοποίηση αυτών κατά συστηµατικό 

τρόπο [1].  

Τις τελευταίες δεκαετίες, διάφορες ερευνητικές οµάδες ασχολήθηκαν µε τη βελτίωση 

των αριθµητικών µεθόδων, τόσο σε σχέση µε την ακρίβεια των εξαγόµενων αποτελεσµάτων 

όσο και τη µείωση των απαιτούµενων υπολογιστικών πόρων, όπως και µε την ανάπτυξη 

υβριδικών µεθόδων, οι οποίες αξιοποιούν τα πλεονεκτήµατα των συνιστωσών µεθόδων και 

επεκτείνουν το δυνητικό πεδίο εφαρµογής τους. Η διαρκής ανάπτυξη και εξέλιξη των 

αριθµητικών µεθόδων οδήγησε στη γενίκευση της χρήσης τους για την επίλυση πολύπλοκων 

προβληµάτων ακτινοβολίας και σκέδασης, ενώ τα τελευταία χρόνια εµφανίστηκαν 

ολοκληρωµένα πακέτα λογισµικού µε δυνατότητες ανάλυσης πολύπλοκων προβληµάτων ΗΜ 

αλληλεπιδράσεων, χωρίς να απαιτείται η δηµιουργία νέου κώδικα από το χρήστη. Οι 

σηµαντικότερες αριθµητικές µέθοδοι επίλυσης προβληµάτων ΗΜ αλληλεπιδράσεων 

παρουσιάζονται συνοπτικά ακολούθως, αφού προηγηθεί µια σύντοµη αναφορά στα γενικά 

χαρακτηριστικά των αριθµητικών µεθόδων και στις µαθηµατικές αρχές στις οποίες 

βασίζονται. 

 

1.2 Τεχνικές ∆ιακριτοποίησης 
 

Είναι γνωστό ότι όλα τα δυναµικά µεγέθη, τα οποία υπεισέρχονται στα προβλήµατα 

εφαρµοσµένου ηλεκτροµαγνητισµού (π.χ. ΗΜ πεδία, πυκνότητες επαγόµενων φορτίων και 

ρευµάτων), είναι βαθµωτές ή διανυσµατικές συναρτήσεις των τριών χωρικών µεταβλητών 

και του χρόνου. Οι σχέσεις που συνδέουν αυτά τα µεγέθη µεταξύ τους, όπως και µε τα 

γενεσιουργά αίτια τους (π.χ. ΗΜ πεδία διέγερσης, πηγές ισχύος, επιβαλλόµενα φορτία και 

ρεύµατα), είναι οι εξισώσεις του Maxwell στη διαφορική ή ολοκληρωτική τους µορφή. 

Κατάλληλη εφαρµογή των εξισώσεων του Maxwell στη διαφορική τους µορφή στις διακριτές 

περιοχές του προβλήµατος (περιοχές µε διαφορετικές φυσικές ιδιότητες), καθώς και των 

οριακών συνθηκών που ισχύουν στις συνοριακές επιφάνειες τους, ή, εναλλακτικά, των 

εξισώσεων του Maxwell στην ολοκληρωτική τους µορφή, οδηγεί στις προς επίλυση 

εξισώσεις για τον προσδιορισµό των µεγεθών ενδιαφέροντος.  
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Οι αριθµητικές µέθοδοι βασίζονται, συνήθως, σε κάποιας µορφής χωρική 

διακριτοποίηση των περιοχών διαφορετικών φυσικών χαρακτηριστικών και των συνοριακών 

επιφανειών τους, καθώς και σε κάποιας µορφής χωροχρονική διακριτοποίηση των δυναµικών 

µεγεθών που υπεισέρχονται στις εξισώσεις του Maxwell. Αξίζει να σηµειωθεί ότι οι διάφορες 

αριθµητικές µέθοδοι ακολουθούν διαφορετικές τεχνικές διακριτοποίησης, οι σηµαντικότερες 

από τις οποίες αναφέρονται ακολούθως. 

 

1.2.1 ∆ιακριτοποίηση ∆υναµικών Μεγεθών 

 

Η απευθείας διακριτοποίηση των δυναµικών µεγεθών που υπεισέρχονται στις 

εξισώσεις του Maxwell µπορεί να γίνει κατά διάφορους τρόπους. Σε κάποιες περιπτώσεις, τα 

ΗΜ πεδία και οι πυκνότητες φορτίου και ρεύµατος υπολογίζονται σε διακριτά σηµεία του 

χώρου, είτε η ανάλυση γίνεται στο πεδίο του χρόνου είτε στο πεδίο της συχνότητας, και σε 

συγκεκριµένες χρονικές στιγµές, όταν η ανάλυση γίνεται στο πεδίο του χρόνου. Εναλλακτικά, 

κάποια µεγέθη εκφράζονται απευθείας ως γραµµικοί συνδυασµοί γνωστών συναρτήσεων 

βάσης µε άγνωστους συντελεστές, οπότε καλούνται «πρωτογενή» µεγέθη, ενώ τα υπόλοιπα 

προκύπτουν δευτερογενώς από τα πρώτα, οπότε καλούνται «δευτερογενή» µεγέθη. Για 

παράδειγµα, ένα πρωτογενές µέγεθος  προσεγγίζεται µέσω του αναπτύγµατος f
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όπου  ο όρος διέγερσης,  οι συναρτήσεις βάσης του αναπτύγµατος και  άγνωστοι 

συντελεστές. Με 

excf nf nw

η  συµβολίζεται η τιµή του σφάλµατος της προσέγγισης. Ο διαχωρισµός 

των αριθµητικών µεθόδων που βασίζονται σε συναρτησιακές προσεγγίσεις της µορφής της 

σχέσης (1.1), έχοντας ως κριτήριο την επιλογή των συναρτήσεων βάσης [2], οδηγεί στην 

ακόλουθη κατηγοριοποίηση: 

 Οι συναρτήσεις βάσης  επιλέγονται έτσι ώστε το ανάπτυγµα της σχέσης (1.1) να 

ικανοποιεί ακριβώς τις πεδιακές εξισώσεις και τις οριακές συνθήκες. Αυτή η προσέγγιση 

αφορά στην ουσία αναλυτικές λύσεις, οι οποίες, λόγω της πεπερασµένης ακρίβειας των 

υπολογιστών, υπολογίζονται µε κάποιο σφάλµα. 

nf
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 Οι συναρτήσεις βάσης  επιλέγονται έτσι ώστε το ανάπτυγµα της σχέσης (1.1) να 

ικανοποιεί ακριβώς τις πεδιακές εξισώσεις, αλλά οι οριακές συνθήκες ικανοποιούνται 

κατά προσέγγιση. Οι µέθοδοι που υπάγονται σε αυτήν την κατηγορία συχνά καλούνται 

ηµιαναλυτικές. 

nf

 Οι συναρτήσεις βάσης  επιλέγονται έτσι ώστε το ανάπτυγµα της σχέσης (1.1) να 

ικανοποιεί ακριβώς τις οριακές συνθήκες, αλλά οι πεδιακές εξισώσεις ικανοποιούνται 

κατά προσέγγιση. 

nf

 Οι πεδιακές εξισώσεις και οι οριακές συνθήκες ικανοποιούνται κατά προσέγγιση. Αυτού 

του τύπου οι αριθµητικές µέθοδοι χαρακτηρίζονται συχνά από σηµαντικά προβλήµατα 

αριθµητικής αστάθειας και, λόγω του γεγονότος αυτού, δεν έχουν αναπτυχθεί σηµαντικά. 

 

1.2.2 Χωρική ∆ιακριτοποίηση 

 

Οι περισσότερες αριθµητικές µέθοδοι βασίζονται σε κάποιας µορφής γεωµετρική 

διακριτοποίηση, η οποία αφορά τις διακριτές περιοχές του προβλήµατος, όπως αυτές 

καθορίζονται από τις φυσικές τους ιδιότητες, τη µορφή των συνοριακών επιφανειών, ή και τα 

δύο. Ιδιαίτερη προσοχή απαιτείται για την αποφυγή απώλειας πληροφορίας αναφορικά µε το 

κάθετο και τα εφαπτοµενικά διανύσµατα στις συνοριακές επιφάνειες, για την εξασφάλιση της 

ορθής επιβολής των οριακών συνθηκών.  

Σε κάποιες περιπτώσεις, οι διακριτές περιοχές του προβλήµατος είναι εξαιρετικά 

πολύπλοκες, οπότε διαµερίζονται σε υποπεριοχές, εισάγοντας φανταστικές συνοριακές 

επιφάνειες (fictitious/virtual boundaries). Στη συνέχεια, απαιτείται η επιβολή των οριακών 

συνθηκών κάποιων ή και όλων των πεδιακών συνιστωσών επί των φανταστικών συνοριακών 

επιφανειών. Αν και η διαδικασία αυτή αυξάνει το υπολογιστικό κόστος, καθιστά εφικτή την 

επίλυση πολύπλοκων προβληµάτων σε αρκετές περιπτώσεις, που είναι εξαιρετικά δύσκολο 

να επιλυθούν διαφορετικά. 

 

1.2.3 Χρονική ∆ιακριτοποίηση 

 

Όσον αφορά τη χρονική συµπεριφορά των δυναµικών µεγεθών, η χρονική εξάρτηση 

δεν η ίδια παντού στο χώρο πάντοτε και για όλα τα µεγέθη. Ωστόσο, όταν η διέγερση 
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χαρακτηρίζεται από αρµονική χρονική εξάρτηση και ο χώρος είναι γραµµικός, η χρονική 

εξάρτηση είναι αρµονική µε την ίδια συχνότητα για όλα τα µεγέθη παντού στο χώρο. Σε 

τέτοιες περιπτώσεις, εισάγεται ο φασιθετικός φορµαλισµός, οπότε η χρονική εξάρτηση 

ουσιαστικά απαλείφεται και η ανάλυση γίνεται στο πεδίο της συχνότητας. 

Όταν η χρονική εξάρτηση είναι µη αρµονική, όλα τα µεγέθη είναι δυνατόν να 

εκφραστούν ως ολοκληρώµατα Fourier, τα οποία αντιπροσωπεύουν συνεχείς υπερθέσεις 

αρµονικών συναρτήσεων. Το γεγονός αυτό παρέχει θεωρητικά τη δυνατότητα 

διακριτοποίησης του προβλήµατος στο πεδίο της συχνότητας, την επαναληπτική επίλυση του 

σε διάφορες συχνότητες και, τελικά, την αντιστροφή της λύσης κατά Fourier, για τον 

προσδιορισµό της λύσης στο πεδίο του χρόνου. Όµως, η προσέγγιση αυτή πάσχει από 

σηµαντικά αριθµητικά προβλήµατα και, σε πολλές περιπτώσεις, καταλήγει σε αποτελέσµατα 

µειωµένης ακρίβειας. Ωστόσο, σε περιπτώσεις µη αρµονικής αλλά απλώς περιοδικής 

διέγερσης, η πρακτική αυτή µπορεί να ακολουθηθεί, αν και πάλι δεν είναι εξασφαλισµένη η 

εύρεση λύσης ικανοποιητικής ακρίβειας χωρίς τη διενέργεια µεγάλου αριθµού 

προσοµοιώσεων. Για το λόγο αυτό, σε τέτοιες περιπτώσεις, συνήθως, εφαρµόζονται 

αριθµητικές µέθοδοι στο πεδίο του χρόνου, οπότε είναι δυνατόν να εξαχθούν συµπεράσµατα 

για την απόκριση συχνότητας σε κάποιο εύρος συχνοτήτων ενδιαφέροντος από το 

µετασχηµατισµό Fourier της λύσης. 

 

1.3 Γενικά Χαρακτηριστικά Αριθµητικών Μεθόδων 
Συναρτησιακών Προσεγγίσεων 

1.3.1 Βασικές Αρχές 

 

Όπως είναι γνωστό από την κλασική ΗΜ θεωρία, οι εξισώσεις του Maxwell και οι 

σχετικές οριακές συνθήκες εµπλέκουν πολλά διαφορετικά µεγέθη (συνιστώσες ΗΜ πεδίων, 

κατανοµές φορτίου και ρεύµατος, παράγωγα µεγέθη). Για τον προσδιορισµό αναλυτικών 

λύσεων, αρκεί η επίλυση ενός κατάλληλου υποσυνόλου εξισώσεων και οριακών συνθηκών. 

Όταν οι προκύπτουσες αναλυτικές λύσεις ικανοποιούν τις εξισώσεις αυτού του υποσυνόλου 

ακριβώς, τότε ικανοποιούν όλες τις εξισώσεις και τις οριακές συνθήκες. Αντίθετα, οι 

προσεγγιστικές λύσεις, οι οποίες προκύπτουν από τις αριθµητικές µεθόδους, δεν ικανοποιούν 

ταυτόχρονα όλες τις εξισώσεις του Maxwell και όλες τις οριακές συνθήκες, οπότε η ποιότητα 
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των λύσεων εξαρτάται όχι µόνο από την επιλογή των πρωτογενών µεγεθών, ως προς τα οποία 

καταστρώνονται οι εξισώσεις του προβλήµατος, και των συναρτήσεων βάσης, αλλά και από 

το συνδυασµό εξισώσεων και οριακών συνθηκών που επιλέγεται κάθε φορά. Τονίζεται ότι 

από τα σφάλµατα ικανοποίησης των εναποµεινάντων εξισώσεων και οριακών συνθηκών 

µπορεί να αντληθούν σηµαντικές πληροφορίες για την ακρίβεια των λύσεων. Σε κάθε 

περίπτωση, οι εµπνευστές των αριθµητικών µεθόδων στοχεύουν στον προσδιορισµό λύσεων 

µε όσο το δυνατόν µικρότερα σφάλµατα προσέγγισης των αναλυτικών λύσεων, οι οποίες δεν 

είναι δυνατόν να προσδιοριστούν πάντοτε, µε εξαίρεση κάποιες περιπτώσεις κανονικών 

προβληµάτων. Για τη διερεύνηση διαφόρων τεχνικών ελαχιστοποίησης των σφαλµάτων, 

γίνεται πρώτα µια συνοπτική αναφορά στις θεωρητικές έννοιες πάνω στις οποίες δοµούνται 

οι αριθµητικές µέθοδοι (εκτενείς λίστες αναφορών είναι διαθέσιµες στη σχετική βιβλιογραφία 

[1-6]). 

Κάθε ΗΜ πρόβληµα µπορεί να εκφραστεί µε τη γενική συµβολική µορφή της σχέσης 

 
( ) gfL = , (1.2)

 

όπου  ένας γνωστός γραµµικός τελεστής,  το άγνωστο πεδίο και ( )•L f g  το πεδίο 

διέγερσης. Ο τελεστής  αποτελεί έναν κανόνα µετασχηµατισµού µεταξύ συναρτήσεων, 

καθώς συσχετίζει τη συνάρτηση διέγερσης 

( )•L

g  µε τη συνάρτηση απόκρισης . Τόσο το πεδίο 

ορισµού όσο και το πεδίο τιµών του τελεστή 

f

( )•L  θεωρούνται γραµµικοί ή διανυσµατικοί 

χώροι, δηλαδή σε αυτούς ισχύουν η αρχή της υπέρθεσης, η αντιµεταθετική και η 

προσεταιριστική ιδιότητα, ενώ υπάρχει και το µηδενικό στοιχείο. Ειδική κατηγορία των 

διανυσµατικών χώρων είναι οι χώροι εσωτερικού γινοµένου (έστω Ε ), στους οποίους, για 

κάθε ζεύγος συναρτήσεων Ε∈21, ff , ορίζεται ένα εσωτερικό γινόµενο ••,  µε τις εξής 

ιδιότητες (βλ. Κεφάλαιο 8 στη σχετική αναφορά [7]) 

 

3231321 ,,, fffffff µλµλ +=+ , (1.3α)

 
*

2112 ,, ffff = , (1.3β)

 
0, 11 ≥ff  και 00, 111 =⇒= fff , (1.3β)
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όπου *
21, ff  ο συζυγής µιγαδικός του 21, ff  και C, ∈µλ . Επεκτείνοντας όσα είναι 

γνωστά από την αναλυτική γεωµετρία, το εσωτερικό γινόµενο δύο συναρτήσεων αποτελεί 

ένα µέτρο της οµοιότητας µεταξύ τους. Το συναρτησιακό εσωτερικό γινόµενο ορίζεται µε τη 

βοήθεια κάποιου ολοκληρώµατος του γινοµένου των συναρτήσεων  και . Συνήθως, το 

εσωτερικό γινόµενο ορίζεται µέσω της σχέσης 

1f 2f

 

∫
Ω

Ω= dffff *
2121, , (1.4)

 

όπου  είναι κάποια περιοχή του προβλήµατος (Ω D≡Ω ) ή η συνοριακή επιφάνεια µεταξύ 

δύο περιοχών του προβλήµατος ( D∂≡Ω ). Το εσωτερικό γινόµενο µπορεί να ερµηνευθεί και 

ως η προβολή της συνάρτησης  επί της συνάρτησης . Η προβολή µιας συνάρτησης επί 

του εαυτού της αποτελεί ένα µέτρο του µεγέθους της συνάρτησης και σχετίζεται µε τη νόρµα 

εσωτερικού γινοµένου (φυσική νόρµα), σύµφωνα µε τη σχέση 

1f 2f

 

fff ,= , (1.5)

 

για την οποία ισχύουν οι εξής ιδιότητες (βλ. Κεφάλαιο 8 στη σχετική αναφορά [7]) 

 
0≥f  και 00 =⇒= ff , (1.6α)

 
ff λλ = , (1.6β)

 

2121 ffff +≤+ . (1.6γ)

 

Με τη βοήθεια της σχέσης (1.5) ορίζεται και η έννοια του µήκους διανύσµατος σε 

διανυσµατικούς χώρους, η οποία επεκτείνει τη γνωστή έννοια του µήκους των γεωµετρικών 

διανυσµάτων. Παροµοίως επεκτείνεται και η έννοια της απόστασης, εισάγοντας τη µετρική 

απεικόνιση της σχέσης 

 
( ) 2121, ffffd −= . (1.7)
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Επίσης, αντιστοίχως επεκτείνεται και η έννοια της γωνίας µεταξύ συναρτήσεων, όπως 

υπολογίζεται από το εσωτερικό τους γινόµενο, σύµφωνα µε τη σχέση 

 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= −

21

211
21

,
cos,

ff
ff

ffa . (1.8)

 

Η απόσταση µεταξύ συναρτήσεων χρησιµοποιείται και για τον ορισµό της συναρτησιακής 

σύγκλισης κατά Cauchy (Cauchy convergence), σύµφωνα µε τη σχέση 

 
( ) ( ) 0lim

,
=−

≠
∞→

nm

nm
nm

ff . (1.9)

 

Η σχέση (1.9) υποδηλώνει τη σύγκλιση των όρων της ακολουθίας ( ){ },...2,1|, =nf n  προς 

κάποια συνάρτηση , αρκεί αυτή να ανήκει στο διανυσµατικό χώρο  των όρων της 

ακολουθίας. Όταν ο χώρος  περιλαµβάνει όλα τα δυνατά όρια των ακολουθιών που 

ανήκουν σε αυτόν και οι ακολουθίες συγκλίνουν υπό την έννοια της σχέσης (1.9), τότε ο 

f Ε

Ε

Ε  

καλείται χώρος Hilbert. 

 

1.3.2 Τεχνικές Επίλυσης 

 

Οι αριθµητικές µέθοδοι συναρτησιακών προσεγγίσεων είναι δυνατόν να 

κατηγοριοποιηθούν, ανάλογα µε τον τρόπο υπολογισµού των συντελεστών του αναπτύγµατος 

της σχέσης (1.1) και ελαχιστοποίησης του σφάλµατος η . Οι κυριότερες τεχνικές επίλυσης, 

στις οποίες βασίζονται οι περισσότερες αριθµητικές µέθοδοι συναρτησιακών προσεγγίσεων, 

διακρίνονται ως εξής: 

 Τεχνικές Ελαχιστοποίησης του Σφάλµατος (Error Minimization Techniques-EMTs). Οι 

τεχνικές αυτές βασίζονται στην ελαχιστοποίηση της φυσικής νόρµας του σφάλµατος της 

συναρτησιακής προσέγγισης της σχέσης (1.1). 

 Προβολικές Τεχνικές (Projection Techniques-PTs). Η εφαρµογή των προβολικών 

τεχνικών καταλήγει σε µια νέα µορφή του προς επίλυση προβλήµατος, η οποία προκύπτει 

εξισώνοντας τις προβολές των δύο µελών της εξίσωσης (1.2) επί ενός κατάλληλα 

επιλεγµένου συνόλου συναρτήσεων δοκιµής. 
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 Τεχνικές Σηµειακής Επιβολής (Point Matching-PM) και Γενικευµένης Σηµειακής 

Επιβολής (Generalized PM-GPM). Καλούνται και Τεχνικές Ταξιθεσίας (Collocation 

Techniques-CTs). Οι τεχνικές αυτές βασίζονται στην επιβολή της εξίσωσης (1.2) σε 

διακριτά σηµεία, τα οποία έχουν προκύψει από κατάλληλη δειγµατοληψία των 

συνοριακών επιφανειών. 

Οι τρεις γενικές κατηγορίες τεχνικών επίλυσης προβληµάτων µέσω αριθµητικών 

µεθόδων συναρτησιακών προσεγγίσεων αναπτύσσονται συνοπτικά ακολούθως, στη βάση των 

µαθηµατικών αρχών της Παραγράφου 1.3.1. 

 

1.3.2.1 Τεχνικές Ελαχιστοποίησης Σφάλµατος 

 

Οι EMTs βασίζονται στην ελαχιστοποίηση του σφάλµατος η  της συναρτησιακής 

προσέγγισης της σχέσης (1.1), για τον προσδιορισµό κάποιας προσεγγιστικής λύσης της 

εξίσωσης (1.2). Το σφάλµα η  µπορεί να θεωρηθεί συνάρτηση των συντελεστών , οπότε, 

για την ελαχιστοποίηση του, πρέπει να αναζητηθούν λύσεις των εξισώσεων 

nw

 

Nn
wn

,...,2,1,0 ==
∂

∂ η
. (1.10)

 

Ωστόσο, για την επίλυση των εξισώσεων (1.10) απαιτείται η γνώση της ακριβούς λύσης , η 

οποία είναι άγνωστη. Ως εκ τούτου, για την αναζήτηση προσεγγιστικών λύσεων, αξιοποιείται 

η εξίσωση (1.2), σύµφωνα µε την οποία ισχύει 

f

 

( ) ( ) ( )∑
=

−−=
N

n
nn

exc fLwfLgL
1

η . (1.11)

 

Στη συνέχεια, αναζητούνται λύσεις που ελαχιστοποιούν τη νόρµα ( )ηL  ή, ισοδύναµα, το 

εσωτερικό γινόµενο ( ) ( )ηη LL , , συνεπώς αναζητούνται λύσεις των εξισώσεων 

 
( )

Nn
w

L

n
,...,2,1,0 ==

∂

∂ η
, (1.12)
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που καταλήγουν σε γραµµικά συστήµατα για τους συντελεστές . nw

Αξίζει να σηµειωθεί ότι ανάλογη διαδικασία µπορεί να ακολουθηθεί όταν το προς 

ελαχιστοποίηση σφάλµα αφορά όλα τα πρωτογενή µεγέθη, τα οποία προσεγγίζονται από 

αναπτύγµατα της µορφής της σχέσης (1.1), οπότε το προκύπτον γραµµικό σύστηµα αφορά το 

σύνολο των συντελεστών ανάπτυξης των πρωτογενών µεγεθών. 

 

1.3.2.2 Προβολικές Τεχνικές 

 

Οι PTs βασίζονται στην εξίσωση των προβολών της εξίσωσης (1.2) επί ενός 

κατάλληλα επιλεγµένου συνόλου συναρτήσεων, για τον προσδιορισµό ενός γραµµικού 

συστήµατος ως προς τους συντελεστές  του αναπτύγµατος της σχέσης (1.1). nw

Από αυστηρά µαθηµατική άποψη, ικανή και αναγκαία συνθήκη για να αποτελεί µια 

συνάρτηση  ακριβή λύση της εξίσωσης (1.2) είναι να ισχύει η σχέση f

 
( ) tgtfL ,, = , (1.13)

 

για κάθε συνάρτηση  στο πεδίο τιµών της απεικόνισης t ( )•L . Κατά πλήρη αντιστοιχία, η 

ισότητα των προβολών δύο διανυσµάτων επί των µοναδιαίων διανυσµάτων βάσης του χώρου 

τριών διαστάσεων συνεπάγεται την ισότητα αυτών. Στην πράξη, είναι πολύ δύσκολο, αν όχι 

αδύνατο, να προσδιοριστεί τέτοια λύση, δοθέντος ότι υπάρχει µοναδική λύση της εξίσωσης 

(1.2) για το δεδοµένο τελεστή  και τη συνάρτηση διέγερσης ( )•L g .  

Επιβάλλοντας το µηδενισµό των προβολικών σταθµικών υπολοίπων (weighted 

residuals) της εξίσωσης (1.2), ο προσδιορισµός της λύσης βασίζεται στην ισότητα των 

προβολών της εξίσωσης (1.13) σε µια βάση συναρτήσεων δοκιµής { }Mmtm ,...,2,1| = . 

Συνεπώς, από τις σχέσεις (1.1) και (1.13) µε αντικατάσταση προκύπτει 

 

( ) ( ) ( ) MmtLtfLgtfLw mm
exc

N

n
mnn ,...,2,1,,,,

1

=−−=∑
=

η . (1.14)

 

Όταν , η επίλυση του γραµµικού συστήµατος των εξισώσεων (1.14) γίνεται άµεσα µε 

απαλοιφή των όρων του σφάλµατος, οπότε η προκύπτουσα λύση χαρακτηρίζεται από 

NM =

( ) 0, =mtL η . Όταν , το προκύπτον γραµµικό σύστηµα είναι υπερπροσδιορισµένο NM >
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και επιλύεται χρησιµοποιώντας τεχνικές βελτιστοποίησης. Στην περίπτωση αυτή, οι όροι 

σφάλµατος στις εξισώσεις των σχέσεων (1.14) δεν είναι ακριβώς µηδενικοί, αλλά οι 

προβολές του σφάλµατος είναι σταθµισµένες επί ενός µεγαλύτερου πλήθους συναρτήσεων 

δοκιµής. 

Στην ευρύτερη οικογένεια των PTs εντάσσονται πολυάριθµες παραλλαγές της 

τεχνικής που περιγράφηκε παραπάνω, οι οποίες διαφοροποιούνται ως προς την επιλογή των 

συναρτήσεων βάσης και δοκιµής, καθώς και τους διανυσµατικούς χώρους στους οποίους 

αυτές ανήκουν. Όταν ο διανυσµατικός χώρος αναζήτησης των λύσεων ταυτίζεται µε αυτόν 

ως προς τη βάση του οποίου επιβάλλεται ισότητα προβολών, η PT ταυτίζεται µε τη µέθοδο 

Galerkin. Τονίζεται ότι το γεγονός αυτό δεν συνεπάγεται την ταύτιση των συναρτήσεων 

βάσης και δοκιµής, αν και η επιλογή αυτή είναι συνηθέστατη στην πράξη. 

 

1.3.2.3 Τεχνικές Σηµειακής Επιβολής και Γενικευµένης Σηµειακής 
Επιβολής 

 

Η τεχνική PM βασίζεται στην ικανοποίηση της εξίσωσης (1.2) σε ένα επίλεκτο 

σύνολο σηµείων στην περιοχή εφαρµογής της, η οποία µπορεί να αφορά κάποια περιοχή του 

χώρου ή κάποια συνοριακή επιφάνεια. Η εφαρµογή της τεχνικής PM οδηγεί σε ένα γραµµικό 

σύστηµα της µορφής 

 

( ) ( )[ ] MmfLgfLw
mm rr

exc
N

n
rrnn ,...,2,1,

1

=−= =
=

=∑ rrrr , (1.15)

 

όπου mr
r  τα διανύσµατα θέσης των σηµείων επιβολής της εξίσωσης (1.2). 

Σηµαντικά πλεονεκτήµατα των τεχνικών PM αποτελούν η απλότητα στη σύλληψη 

και υλοποίηση, καθώς και το µικρό υπολογιστικό κόστος, που συνεπάγεται η αποφυγή του 

υπολογισµού σύνθετων ολοκληρωµάτων προβολών. Ωστόσο, η τεχνική PM χαρακτηρίζεται 

και από κάποια µειονεκτήµατα, το σηµαντικότερο από τα οποία άπτεται της δυσκολίας 

επιλογής των σηµείων επιβολής της εξίσωσης (1.2), έτσι ώστε να απευαισθητοποιηθούν οι 

λύσεις από τις ακριβείς θέσεις τους. Επιπρόσθετα, λόγω της σηµειακής επιβολής της 

εξίσωσης (1.2), τα σφάλµατα των οριακών συνθηκών µπορεί να είναι µεγάλα σε σηµεία 
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µεταξύ των σηµείων επιβολής, οπότε οι λύσεις χαρακτηρίζονται από µη σταθµισµένα 

σφάλµατα. 

Η τεχνική GPM βασίζεται στην ικανοποίηση της εξίσωσης (1.2) σε ένα επίλεκτο 

σύνολο σηµείων µε πλήθος µεγαλύτερο από το πλήθος των αγνώστων ( ), οπότε το 

προκύπτον γραµµικό σύστηµα των εξισώσεων (1.15) είναι υπερπροσδιορισµένο. Για τη 

βελτίωση της αριθµητικής ευστάθειας της τεχνικής GPM, εισάγονται συντελεστές βαρύτητας 

στις εξισώσεις (1.15), οι οποίοι επιλέγονται µε βάση γεωµετρικές και φυσικές αρχές. Σε 

περιπτώσεις επιβολής εξισώσεων που εµπλέκουν µεγέθη διαφορετικών διαστάσεων, οι 

συντελεστές βαρύτητας επιλέγονται έτσι ώστε να αίρουν και τις διαφορές στις διαστάσεις και 

να οδηγούν σε σταθµισµένες εξισώσεις. 

NM >

Αξίζει να σηµειωθεί ότι, σε πολλές περιπτώσεις, η τεχνική PM αναφέρεται ως ειδική 

περίπτωση των PTs, όπου ως συναρτήσεις δοκιµής χρησιµοποιούνται κρουστικές 

συναρτήσεις ( mrr )rr
−δ  (συναρτησιοειδή Dirac). Ωστόσο, σύµφωνα µε κάποιους ερευνητές 

[6, 8], αυτή η θεώρηση πάσχει τόσο από ιστορική ανακολουθία, αφού οι PTs αναπτύχθηκαν 

µεταγενέστερα από την τεχνική PM για την επίλυση προβληµάτων ηλεκτροµαγνητισµού, όσο 

και από µαθηµατική ασυνέπεια, καθόσον οι συναρτήσεις Dirac δεν ανήκουν σε κάποιο 

διανυσµατικό χώρο µε εσωτερικό γινόµενο της µορφής της σχέσης (1.4), οπότε η έννοια της 

προβολής δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί όπως στην Παράγραφο 1.3.2.2. Συνεπώς, η τεχνική 

PM δεν αποτελεί µέρος των PTs και, ως εκ τούτου, εξετάζεται χωριστά. 

 

1.4 Συνοπτική Παρουσίαση Αριθµητικών Μεθόδων 
Υπολογιστικού Ηλεκτροµαγνητισµού 

 

Οι αριθµητικές µέθοδοι επίλυσης προβληµάτων ΗΜ αλληλεπιδράσεων αριθµούν 

πολύ µεγάλο πλήθος, οι σηµαντικότερες από τις οποίες συνοψίζονται ως εξής: 

 Μέθοδος Ροπών (Method of Moments-MoM). 

 Γεωµετρική Θεωρία Περίθλασης (Geometric Theory of Diffraction-GTD). 

 Μέθοδος Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου (Finite Difference Time 

Domain method-FDTD method). 

 Μέθοδος Πεπερασµένων Στοιχείων (Finite Element Method-FEM). 

 Τεχνικές Γενικευµένων Πολυπόλων (Generalized Multipole Techniques-GMTs). 
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Στη συνέχεια, γίνεται συνοπτική αναφορά στις προαναφερθείσες αριθµητικές 

µεθόδους. 

 

1.4.1 Μέθοδος Ροπών 

 

Η MoM υπάγεται στις PTs και χρησιµοποιείται, συνήθως, για την αριθµητική 

επίλυση ολοκληρωτικών εξισώσεων [9-11]. Η εφαρµογή της MoM σε προβλήµατα 

εφαρµοσµένου ηλεκτροµαγνητισµού βασίζεται στην επιβολή των οριακών συνθηκών του 

ηλεκτρικού ή µαγνητικού πεδίου στις συνοριακές επιφάνειες, διαδικασία η οποία οδηγεί στις 

αντίστοιχες ολοκληρωτικές εξισώσεις (Electric Field Integral Equation-EFIE, Magnetic Field 

Integral Equation-MFIE) ή σε ολοκληρωτικές εξισώσεις µεικτού τύπου (Combined Field 

Integral Equation-CFIE). Στη συνέχεια, η εφαρµογή της MoM γίνεται διαµερίζοντας το υπό 

µελέτη σώµα σε κατάλληλα επιλεγµένα τµήµατα, εκφράζοντας τις άγνωστες κατανοµές 

φορτίου ή και ρεύµατος ως γραµµικούς συνδυασµούς γνωστών συναρτήσεων βάσης µε 

άγνωστους συντελεστές και, τελικώς, επιβάλλοντας τις οριακές συνθήκες για την 

ικανοποίηση της προς επίλυση ολοκληρωτικής εξίσωσης προσεγγιστικά, χρησιµοποιώντας 

κατάλληλες συναρτήσεις δοκιµής. Από αυτήν τη διαδικασία προκύπτει ένα γραµµικό 

σύστηµα για τους άγνωστους συντελεστές, η επίλυση του οποίου οδηγεί στη λύση του 

προβλήµατος. Αντίστοιχη διαδικασία ακολουθείται όταν η ολοκληρωτική εξίσωση προκύπτει 

µε εφαρµογή του θεωρήµατος Green. 

Η MoM θεωρείται πολύ ισχυρή µέθοδος επίλυσης προβληµάτων ακτινοβολίας και 

σκέδασης που εµπλέκουν σύρµατα και οµοιογενή αγώγιµα ή διηλεκτρικά σώµατα µε 

διαστάσεις όχι µεγαλύτερες από λίγα µήκη κύµατος. Σε περιπτώσεις ηλεκτρικά µεγάλων 

σωµάτων, η αύξηση του υπολογιστικού κόστους καθιστά την εφαρµογή της MoM µη 

αποδοτική. 

 

1.4.2 Γεωµετρική Θεωρία Περίθλασης 

 

Η GTD βασίζεται στις προσεγγίσεις της γεωµετρικής οπτικής, σύµφωνα µε την 

οποία, όταν το µήκος κύµατος είναι πολύ µικρό σε σχέση µε τις διαστάσεις κάποιου σώµατος 

και τις ακτίνες καµπυλότητας της επιφάνειας του, τα ΗΜ πεδία έχουν τοπικά χαρακτήρα 
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επιπέδου κύµατος. Ως εκ τούτου, για την εκτέλεση προσεγγιστικών υπολογισµών, είναι 

δυνατόν να χρησιµοποιηθούν οι νόµοι της κλασικής οπτικής (π.χ. αρχή διατήρησης της 

ενέργειας, νόµοι ανάκλασης και διάθλασης, αρχή Fermat, κ.α.), σε συνδυασµό µε αναλυτικές 

λύσεις που είναι γνωστές από την επίλυση κανονικών προβληµάτων [12, 13].  

Η GTD βρίσκει εφαρµογή σε προβλήµατα σκέδασης από ηλεκτρικά µεγάλες δοµές, 

υπερθέτοντας κύµατα ανάκλασης από λείες επιφάνειες και ΗΜ πεδία περίθλασης από ακµές 

και αιχµές, εισάγοντας κατάλληλους συντελεστές ανάκλασης και περίθλασης, οι οποίοι 

προσδιορίζονται από τα τοπικά χαρακτηριστικά του υπό εξέταση σώµατος. Για τη βελτίωση 

της ακρίβειας των αποτελεσµάτων, στους αριθµητικούς υπολογισµούς είναι δυνατόν να 

συµπεριληφθούν και όροι από πολλαπλές ανακλάσεις, δευτερογενή ανάκλαση των όρων 

περίθλασης, κ.ο.κ. Τα τελευταία χρόνια, αναπτύχθηκε η Ενοποιηµένη Θεωρία Περίθλασης 

(Unified Theory of Diffraction-UTD), η οποία αποτελεί επέκταση της GTD, για την 

αντιµετώπιση κάποιων προβληµάτων ανακρίβειας της GTD σε περιοχές «σκίασης». 

Η GTD και η UTD αποτελούν τις σηµαντικότερες και ευρύτερα χρησιµοποιούµενες 

µεθόδους υψηλών συχνοτήτων, καθόσον η πολυπλοκότητα τους δεν συναρτάται µε το 

µέγεθος των υπό µελέτη δοµών. Αντίθετα, οι υπόλοιπες αριθµητικές µέθοδοι 

χαρακτηρίζονται από σχετικούς εγγενείς περιορισµούς, οι οποίοι συνδέονται άµεσα µε την 

εξάρτηση του υπολογιστικού κόστους από το µέγεθος των υπό µελέτη δοµών και καθιστούν 

µη αποδοτική την εφαρµογή τους σε περιπτώσεις σωµάτων µεγάλων διαστάσεων. 

Επιπρόσθετα, λόγω του γεγονότος ότι η GTD προσδιορίζει άµεσα τα ΗΜ πεδία, χωρίς την 

εισαγωγή άγνωστων συντελεστών, µπορεί εύκολα να χρησιµοποιηθεί, σε συνδυασµό και µε 

άλλες µεθόδους, για την επίλυση σύνθετων προβληµάτων ΗΜ αλληλεπιδράσεων, τα οποία 

εµπλέκουν σώµατα διαστάσεων που κλιµακώνονται σε µεγάλο εύρος. 

 

1.4.3 Μέθοδος Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου 

 

Η µέθοδος FDTD προτάθηκε από τον K. S. Yee το 1966 [14] και είναι ίσως η 

ευρύτερα χρησιµοποιούµενη µέθοδος για τη µελέτη προβληµάτων µεγάλης και πολύ µεγάλης 

κλίµακας τα τελευταία χρόνια, αν και είναι ιδιαίτερα απαιτητική σε µνήµη και εξαιρετικά 

χρονοβόρα. Ωστόσο, η ραγδαία αύξηση της υπολογιστικής ισχύος και η µείωση του κόστους 

των υπολογιστικών συστηµάτων, καθώς και το γεγονός ότι έχουν προταθεί διάφορες 
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τροποποιήσεις της βασικής µεθόδου FDTD που οδηγούν σε σηµαντική µείωση του 

υπολογιστικού της κόστους, οδήγησαν στην ευρύτατη αποδοχή της από την επιστηµονική 

κοινότητα [15, 16]. 

Η µέθοδος FDTD βασίζεται στη διακριτοποίηση όλων των συνιστωσών του ΗΜ 

πεδίου στο χρόνο και στο χώρο. Οι συνιστώσες του ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου 

συνδέονται µεταξύ τους, λαµβάνοντας απλές κεντρικές προσεγγίσεις διαφορών των χωρικών 

και χρονικών παραγώγων που υπεισέρχονται στις εξισώσεις του Maxwell στη διαφορική τους 

µορφή, θεωρώντας ότι οι συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου είναι παράλληλες στις ακµές 

των στοιχείων του πλέγµατος, ενώ οι συνιστώσες του µαγνητικού πεδίου είναι κάθετες στις 

πλευρές των στοιχείων του πλέγµατος (ή αντίθετα). Άµεση συνέπεια αυτής της θεώρησης 

είναι η απευθείας ικανοποίηση των οριακών συνθηκών στις συνοριακές επιφάνειες των 

στοιχείων του πλέγµατος. Επιπρόσθετα, οι συνιστώσες του ηλεκτρικού και του µαγνητικού 

πεδίου διαχωρίζονται µεταξύ τους και χρονικά, οπότε οι προσεγγίσεις των χρονικών 

παραγώγων οδηγούν σε εξάρτηση κάθε συνιστώσας από την αµέσως προηγούµενη τιµή της 

και τις τελευταίες τιµές όλων των άλλων συνιστωσών που εµπλέκονται στον υπολογισµό της. 

Η µέθοδος FDTD εφαρµόζεται εναλλάσσοντας τον υπολογισµό των συνιστωσών του 

ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου στο πεδίο του χρόνου σε όλα τα στοιχεία του 

πλέγµατος, έως ότου φθάσει σε σύγκλιση, όταν ενδιαφέρει η µόνιµη κατάσταση, ή 

ολοκληρωθούν τα µεταβατικά φαινόµενα, όταν ενδιαφέρει η µεταβατική κατάσταση. Λόγω 

του γεγονότος ότι η µέθοδος FDTD είναι µέθοδος υπολογισµού ΗΜ πεδίων στο πεδίο του 

χρόνου, οι διαστάσεις του πλέγµατος θα πρέπει να επιλεγούν κατάλληλα σε σχέση µε το 

χρονικό βήµα, ούτως ώστε η ταχύτητα διάδοσης να µην υπερβαίνει την ταχύτητα του φωτός. 

Ο περιορισµός αυτός οδηγεί στη γνωστή συνθήκη Courant, η οποία εξασφαλίζει την 

αριθµητική ευστάθεια της µεθόδου FDTD. Αποτελέσµατα της µεθόδου FDTD στο πεδίο της 

συχνότητας είναι δυνατόν να ληφθούν µέσω διαδοχικών προσοµοιώσεων, έως την παρέλευση 

των µεταβατικών φαινοµένων σε µεµονωµένες συχνότητες, αλλά και µε υπολογισµό της 

χρονικής απόκρισης σε παλµική χρονική διέγερση και, ακολούθως, το µετασχηµατισµό αυτής 

µε χρήση του διακριτού µετασχηµατισµού Fourier. 

Οι απαιτούµενοι υπολογιστικοί πόροι για την εκτέλεση της µεθόδου FDTD 

εξαρτώνται από τον όγκο της υπό µελέτη δοµής, το µέγεθος της περιοχής διακριτοποίησης, 

καθώς και το µέγεθος των στοιχείων του πλέγµατος. Στα όρια του πλέγµατος επιβάλλονται 
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ειδικές απορροφητικές συνθήκες, µε σκοπό την προσοµοίωση άπειρου περιβάλλοντα χώρου, 

ή κατάλληλες οριακές συνθήκες, όταν το πλέγµα τερµατίζεται στα όρια κλειστού χώρου. 

Λόγω της εφαρµογής των εξισώσεων Maxwell σε διακριτά σηµεία, είναι δυνατή η µελέτη 

ανοµοιογενών σωµάτων, καθόσον είναι δυνατή η θεώρηση διαφορετικών φυσικών 

χαρακτηριστικών σε διαφορετικά στοιχεία του πλέγµατος. Σε κάθε περίπτωση, η πυκνότητα 

της διακριτοποίησης εξαρτάται από τον όγκο του σώµατος, το ακριβές σχήµα του, καθώς και 

τη δοµή του. Καµπυλόγραµµα σώµατα είναι δυνατόν να µοντελοποιηθούν χρησιµοποιώντας 

αρκούντως πυκνά πλέγµατα, έτσι ώστε τα εξαγόµενα αποτελέσµατα να είναι σχετικά 

αναίσθητα σε µικρές αλλαγές του πλέγµατος. Ωστόσο, σε περιπτώσεις σωµάτων µε αιχµές, η 

διακριτική ικανότητα των ορθογωνικών πλεγµάτων συχνά εξαντλείται, οπότε 

χρησιµοποιούνται καµπυλόγραµµα πλέγµατα. 

Η ακρίβεια της µεθόδου FDTD εξαρτάται τόσο από τα χαρακτηριστικά του 

πλέγµατος και το χρονικό βήµα όσο και από άλλους παράγοντες, όπως ο ακριβής τρόπος 

µοντελοποίησης της πηγής ή του ΗΜ πεδίου διέγερσης, οι συνθήκες απορρόφησης για την 

προσοµοίωση του περιβάλλοντος χώρου, η ακρίβεια της τεχνικής υπολογισµού του µακρινού 

πεδίου (ακτινοβολίας ή σκέδασης) από δεδοµένα κοντινού πεδίου, εφόσον κάποια ποσότητα 

ενδιαφέροντος σχετίζεται µε το µακρινό πεδίο, και άλλους. Πρόσθετα σφάλµατα 

υπεισέρχονται λόγω των φαινοµένων ψευδούς διασποράς και ανισοτροπίας, τα οποία 

πηγάζουν από τη διακριτή φύση του πλέγµατος. Αυτά τα φαινόµενα οφείλονται στο γεγονός 

ότι τα ΗΜ πεδία στην περιοχή του πλέγµατος διαδίδονται µε ταχύτητα φάσης που είναι 

ελαφρώς διαφορετική από την πραγµατική ταχύτητα φάσης στο αντίστοιχο µέσο, ενώ 

εξαρτάται ασθενώς και από την κατεύθυνση διάδοσης. Άµβλυνση της επίδρασης αυτών των 

φαινοµένων στην ακρίβεια των αποτελεσµάτων µπορεί να επιτευχθεί χρησιµοποιώντας πυκνά 

πλέγµατα ή τροποποιώντας κατάλληλα τις εκφράσεις πεπερασµένων διαφορών της µεθόδου 

FDTD. Αντιθέτως, οι οριακές συνθήκες απορρόφησης είναι δυνατόν να οδηγήσουν σε 

ιδιαίτερα σηµαντικά σφάλµατα, ιδιαίτερα όταν οι ιδιότητες απορρόφησης τους έχουν ισχυρή 

εξάρτηση από την κατεύθυνση διάδοσης µέσα στο πλέγµα και τη συχνότητα. Λόγω αυτού 

του γεγονότος, απαιτείται ιδιαίτερα προσεκτική επιλογή του τύπου των οριακών συνθηκών 

απορρόφησης, ανάλογα µε τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά του προβλήµατος. 

H µέθοδος FDTD αποτελεί αναµφισβήτητα την πιο διαδεδοµένη µέθοδο ανάλυσης 

σύνθετων προβληµάτων, αν και η άµεση διερεύνηση της αξιοπιστίας του αποτελέσµατος 
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µέσω διαδοχικών προσοµοιώσεων είναι εξαιρετικά χρονοβόρα, καθόσον αλλαγές στα 

χαρακτηριστικά του πλέγµατος ή τις οριακές συνθήκες απορρόφησης µπορεί να αυξήσουν 

σηµαντικά τους υπολογιστικούς πόρους που απαιτούνται για την επανάληψη της 

προσοµοίωσης. 

 

1.4.4 Μέθοδος Πεπερασµένων Στοιχείων 

 

Η FEM αποτελεί µια ιδιαίτερα διαδεδοµένη µέθοδο επίλυσης µερικών διαφορικών 

εξισώσεων που εµφανίζονται σε προβλήµατα εφαρµοσµένων µαθηµατικών και φυσικής. 

Λόγω των µεγάλων απαιτήσεων της FEM σε µνήµη και υπολογιστική ισχύ, µόλις τα 

τελευταία χρόνια ξεκίνησε η ανάπτυξη της για τη µελέτη ΗΜ αλληλεπιδράσεων σε δύο και 

τρεις διαστάσεις [17, 18]. 

Η εφαρµογή της FEM συνίσταται στη υποδιαίρεση του χώρου σε υποπεριοχές 

κατάλληλα επιλεγµένου κανονικού σχήµατος και την επιβολή ειδικών οριακών συνθηκών 

στα όρια του πλέγµατος που προκύπτει. Σε κάθε στοιχείο του πλέγµατος, το ΗΜ πεδίο 

εκφράζεται µε τη βοήθεια κατάλληλων συναρτήσεων βάσης, οι οποίες ικανοποιούν τις 

οριακές συνθήκες στις συνοριακές γραµµές ή επιφάνειες µεταξύ των στοιχείων. Στη 

συνέχεια, επιβάλλεται η ελαχιστοποίηση κάποιου µεταβολικού (variational) συναρτησιακού 

που περιγράφει την αποθηκευµένη ενέργεια στο χώρο, οπότε προκύπτει ένα, συνήθως, 

µεγάλο γραµµικό σύστηµα αραιού πίνακα (sparse matrix) για τους άγνωστους συντελεστές 

των συναρτήσεων βάσης. Επίλυση του γραµµικού συστήµατος µε κάποια αποδοτική 

επαναληπτική µέθοδο για αραιούς πίνακες οδηγεί στον άµεσο υπολογισµό του ΗΜ πεδίου σε 

όλα τα στοιχεία του πλέγµατος. 

Η FEM παρέχει τη δυνατότητα µοντελοποίησης πολύπλοκων δοµών, καθόσον 

παρέχει πληθώρα επιλογών όσον αφορά τις θέσεις, το µέγεθος, καθώς και το σχήµα των 

στοιχείων του πλέγµατος. Ωστόσο, απαιτείται ιδιαίτερη εµπειρία και µεγάλο πλήθος δοκιµών 

µε διαφορετικά πλέγµατα έως ότου επιτευχθεί σύγκλιση των αντίστοιχων λύσεων. 

Επιπρόσθετα, σε περιπτώσεις ανοικτών διατάξεων, απαιτείται η εισαγωγή ειδικών στοιχείων, 

τα οποία εκτείνονται από τα όρια του πλέγµατος ως το άπειρο, ή η επιβολή ειδικών συνθηκών 

απορρόφησης στα άκρα του πλέγµατος, για την προσοµοίωση του κενού χώρου. 
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Λόγω των ιδιαίτερων χαρακτηριστικών της, η FEM έχει κυρίως εφαρµοστεί σε 

προβλήµατα δύο διαστάσεων, αλλά και σε προβλήµατα τριών διαστάσεων που αφορούν 

θωρακισµένες διατάξεις (π.χ. µεταλλικοί κυµατοδηγοί, κοιλότητες, µικροταινιακές διατάξεις). 

Πάντως, τα τελευταία χρόνια, έχουν γίνει επιτυχείς προσπάθειες επέκτασης του δυνητικού 

πεδίου εφαρµογής της FEM σε πολύπλοκα προβλήµατα τριών διαστάσεων. 

 

1.4.5 Τεχνικές Γενικευµένων Πολυπόλων 

 

Με τον όρο GMTs περιγράφεται µια οικογένεια αριθµητικών µεθόδων επίλυσης 

προβληµάτων εφαρµοσµένου ηλεκτροµαγνητισµού. Η ονοµασία GMT προτάθηκε το 1989 

[19, 20], καθώς οι διάφοροι ερευνητές που είχαν εργαστεί σε συναφείς µεθόδους στο 

παρελθόν είχαν υιοθετήσει διαφορετικές ονοµασίες. Το µαθηµατικό και φυσικό υπόβαθρο 

των GMTs βασίζεται σε πολυάριθµες εργασίες, οι οποίες εµφανίστηκαν πριν από αρκετές 

δεκαετίες και αφορούσαν ηµιαναλυτικές µεθόδους επίλυσης διαφορικών εξισώσεων σε 

µαθηµατικά και φυσικά προβλήµατα [2, 19-22]. Σηµειώνεται ότι οι GMTs θεωρούνται 

ηµιαναλυτικές µέθοδοι, αφού οι λύσεις εκφράζονται ως γραµµικοί συνδυασµοί θεµελιωδών 

λύσεων του προς επίλυση προβλήµατος χωρίς τις οριακές συνθήκες, οπότε ικανοποιούν 

ακριβώς τις διαφορικές εξισώσεις του Maxwell. Οι οριακές συνθήκες του προβλήµατος 

επιβάλλονται εκ των υστέρων, για τον προσδιορισµό των συντελεστών των αναπτυγµάτων, 

οπότε η ικανοποίηση τους γίνεται κατά προσέγγιση. 

Κατά την τελευταία δεκαετία, η χρήση του όρου GMTs γενικεύτηκε από διάφορες 

ερευνητικές οµάδες. Οι πλέον γνωστές µέθοδοι που εµπίπτουν σε αυτήν την κατηγορία 

συνοψίζονται ακολούθως [22]: 

 Μέθοδος Βοηθητικών Πηγών (MAS). Θεµελιώθηκε µαθηµατικά και φυσικά πριν από 

αρκετές δεκαετίες στην πρώην ΕΣΣ∆ ως ηµιαναλυτική µέθοδος επίλυσης µαθηµατικών 

και φυσικών προβληµάτων συνοριακών τιµών. Λίγο αργότερα, ξεκίνησε η εφαρµογή της 

για την επίλυση προβληµάτων ΗΜ αλληλεπιδράσεων, ενώ σχεδόν ταυτόχρονα, αλλά 

ανεξάρτητα, αναπτύχθηκαν άλλες συναφείς µέθοδοι από διάφορες ερευνητικές οµάδες, 

από τις οποίες υιοθετήθηκαν διαφορετικές ονοµασίες. Το γεγονός αυτό καταδεικνύει το 

ισχυρό του µαθηµατικού και φυσικού υποβάθρου της MAS, καθώς και τη στενή σύνδεση 

της µε τη φυσική αντίληψη των φαινοµένων. Η MAS έχει κυρίως εφαρµοστεί για την 
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επίλυση προβληµάτων σκέδασης από κλειστά σώµατα και περιοδικές επιφάνειες, ενώ 

έχει εφαρµοστεί και σε προβλήµατα αντίστροφης σκέδασης. 

 Ανάλυση Αρµονικών Αναπτυγµάτων (Circular Harmonic Analysis-CHA) ή Σφαιρικών 

Αναπτυγµάτων (Spherical Expansions-SPEX). Βασίζεται στην ανάπτυξη των ΗΜ πεδίων 

σκέδασης από κλειστά σώµατα σε όρους σφαιρικών κυµατικών συναρτήσεων, 

επεκτείνοντας τη θεωρία του Mie για σκέδαση από σφαιρικά σώµατα. Οι συντελεστές 

των αναπτυγµάτων προσδιορίζονται επιβάλλοντας τις οριακές συνθήκες σε διακριτά 

σηµεία στις συνοριακές επιφάνειες. Οι CHA/SPEX έχουν χρησιµοποιηθεί για την 

ανάλυση φαινοµένων σκέδασης από σχεδόν σφαιρικά και συµµετρικά ως προς άξονα 

σώµατα (π.χ. πεπλατυσµένα σφαιροειδή), καθόσον παρουσιάζουν σηµαντικά 

προβλήµατα σύγκλισης σε άλλες περιπτώσεις. 

 Μέθοδος Yasuura (Conventional Yasuura’s Method-CYM). Αναπτύχθηκε παράλληλα µε 

τη MAS στην Ιαπωνία, µε σκοπό την επίλυση προβληµάτων σκέδασης από κλειστά 

αντικείµενα και περιοδικές επιφάνειες, καθώς και την ανάλυση διατάξεων κυµατοδηγών 

και κοιλοτήτων. Σύµφωνα µε τη CYM, τα ΗΜ πεδία εκφράζονται ως κατάλληλα 

αναπτύγµατα ρυθµών (modal expansions), οι άγνωστοι συντελεστές των οποίων 

προκύπτουν από τις οριακές συνθήκες του προβλήµατος. Αργότερα, παρουσιάστηκαν 

παραλλαγές της CYM για την ανάλυση πιο σύνθετων δοµών και σωµάτων µε αιχµές 

(YMSP, YMSSP). 

 Μέθοδος Επεκτεταµένης Οριακής Συνθήκης (Extended Boundary Condition Method-

EBCM). Προτάθηκε αρχικά για την ανάλυση προβληµάτων σκέδασης από κλειστά 

σώµατα. Σύµφωνα µε την EBCM, κάθε κλειστό σώµα αντικαθίσταται από ισοδύναµες 

κατανοµές ρεύµατος, οι οποίες προσεγγίζονται από γραµµικούς συνδυασµούς µερικών 

αναλυτικών λύσεων των κυµατικών εξισώσεων. Ο υπολογισµός των συντελεστών 

ανάπτυξης γίνεται µέσω επιφανειακών ολοκληρωµάτων. Στην περίπτωση συµµετρικών 

ως προς άξονα σωµάτων, τα επιφανειακά ολοκληρώµατα εκφυλίζονται σε επικαµπύλια, 

γεγονός το οποίο απλοποιεί σηµαντικά τη διαδικασία υπολογισµού τους. Η EBCM 

παρέχει τη δυνατότητα ανάλυσης σωµάτων σχεδόν σφαιρικού σχήµατος, αλλά έχει 

κάποιους περιορισµούς σε περιπτώσεις πιο πολύπλοκων δοµών. Τα τελευταία χρόνια, 

αναπτύχθηκαν παραλλαγές της βασικής EBCM για την άρση αυτών των περιορισµών, 

όπως είναι η επαναληπτική EBCM (Iterative EBCM-IEBCM), η οποία βασίζεται σε 
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αναπτύγµατα για την περιγραφή των ΗΜ πεδίων σε επικαλυπτόµενες περιοχές του υπό 

εξέταση σώµατος, ενώ η ικανοποίηση των οριακών συνθηκών επιβάλλεται στην 

επιφάνεια του σώµατος και στις συνοριακές επιφάνειες µεταξύ των διαφόρων περιοχών. 

Άλλες παραλλαγές της EBCM βασίζονται στην επιλογή ειδικών συναρτήσεων βάσης, 

καθώς και στη χρήση διακριτών πηγών. 

 Μέθοδος Πίνακα Μετάβασης (Transition Matrix Method ή T-Matrix Method). Πρακτικά 

ταυτόσηµη της EBCM. Τα τελευταία χρόνια χρησιµοποιείται ευρέως για την επίλυση 

προβληµάτων σκέδασης σε οπτικές συχνότητες. 

 Μέθοδος ∆ιακριτών Πηγών (Discrete Sources Method-DSM). Αναπτύχθηκε πριν από 

περίπου δύο δεκαετίες στη Ρωσία, κυρίως για την ανάλυση συµµετρικών ως προς άξονα 

σωµάτων. Στη συνέχεια, παρουσιάστηκε µια ολοκληρωµένη εκδοχή της DSM χωρίς 

αυτόν τον περιορισµό. Χαρακτηριστικό της DSM είναι ότι λαµβάνει υπόψη τη συµµετρία 

του υπό µελέτη σώµατος, ενώ οι διακριτές πηγές είναι δυνατόν να κείνται στο µιγαδικό 

επίπεδο. Η DSM εµφανίζει πολλές οµοιότητες µε τη MAS, ενώ κάποιοι ερευνητές 

χρησιµοποιούν την ονοµασία DSM αντί της MAS. 

 Μοντέλο ή Μέθοδος Φανταστικών Ρευµάτων (Fictitious Current Model/Method-FCM). 

Αναπτύχθηκε για την ανάλυση προβληµάτων σκέδασης από κλειστά σώµατα και 

περιοδικές επιφάνειες. Πρακτικά, ταυτίζεται µε τη MAS σε περιπτώσεις κλειστών 

σωµάτων. Η FCM αναπτύχθηκε περαιτέρω για την ανάλυση περιοδικών επιφανειών µε 

χρήση κατανεµηµένων ρευµατικών πηγών, οι οποίες πλεονεκτούν έναντι των διακριτών 

πηγών ως προς τα χαρακτηριστικά σύγκλισης και την ακρίβεια των λύσεων. 

 Μέθοδος Πολλαπλών Πολυπόλων (Multiple MultiPole method-MMP method). 

Αναπτύχθηκε αξιοσηµείωτα τις δύο τελευταίες δεκαετίες ως επέκταση της CHA και της 

SPEX. Στην πλειονότητα των περιπτώσεων, η µέθοδος MMP εφαρµόζεται σε συνδυασµό 

µε την τεχνική GPM για την επιβολή των οριακών συνθηκών. Η µέθοδος αυτή είναι 

διαθέσιµη εµπορικά σε διάφορες µορφές (π.χ. MMP2D, MMP3D, MaX-1) [23, 24], οι 

οποίες περιλαµβάνουν γραφική διεπαφή για επικοινωνία µε το χρήστη, καθώς και 

δυνατότητες γραφικής παρουσίασης των αποτελεσµάτων και απεικόνισης των 

σφαλµάτων ικανοποίησης των οριακών συνθηκών για την αξιολόγηση της ποιότητας των 

λύσεων. Τα τελευταία χρόνια, η εξέλιξη στους υπολογιστές επέτρεψε την εφαρµογή της 

µεθόδου σε προβλήµατα ΗΜ αλληλεπιδράσεων σχετικά µεγάλης κλίµακας. 
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Κεφάλαιο 2 

Η Μέθοδος Βοηθητικών Πηγών στον 
Υπολογιστικό Ηλεκτροµαγνητισµό 

2.1 Εισαγωγή 
 

Όπως αναφέρθηκε στο Κεφάλαιο 1, η MAS είναι µια αριθµητική µέθοδος που έχει 

θεµελιωθεί πριν από αρκετές δεκαετίες από επιστήµονες στην πρώην ΕΣΣ∆ (πληθώρα 

παραποµπών µπορούν να βρεθούν στις σχετικές αναφορές [1, 2]). Η MAS βασίζεται στην 

ανάπτυξη των άγνωστων ΗΜ πεδίων στις διακριτές περιοχές ενός ΗΜ προβλήµατος 

συνοριακών τιµών σε γραµµικούς συνδυασµούς γνωστών συναρτήσεων, που αποτελούν 

αναλυτικές λύσεις της εξίσωσης Helmholtz στην αντίστοιχη περιοχή. Οι όροι των 

αναπτυγµάτων (συναρτήσεις βάσης) αποδίδονται σε διακριτές βοηθητικές πηγές, οι οποίες 

είναι τοποθετηµένες σε θέσεις που απέχουν κάποια µη µηδενική απόσταση από τις 

συνοριακές επιφάνειες του προβλήµατος. Οι άγνωστοι συντελεστές των αναπτυγµάτων, οι 

οποίοι αντιστοιχούν στα ρεύµατα των βοηθητικών πηγών (τυπικά, χρησιµοποιούνται 

νηµατοειδείς ηλεκτρικές ή µαγνητικές πηγές σε δύο διαστάσεις και στοιχειώδη ηλεκτρικά ή 

µαγνητικά δίπολα σε τρεις διαστάσεις), προσδιορίζονται επιβάλλοντας τις οριακές συνθήκες 

των εφαπτοµενικών ή και κάθετων συνιστωσών του ΗΜ πεδίου σε διακριτά σηµεία που 

κείνται στις συνοριακές επιφάνειες, σύµφωνα µε τις τεχνικές PM και GPM που 

αναπτύχθηκαν στην Παράγραφο 1.3.2.3. Συνήθως, προτιµάται η τεχνική PM, δηλαδή το 

πλήθος των σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών επιλέγεται έτσι ώστε να προκύψει ίσο 

πλήθος εξισώσεων και αγνώστων, οπότε το προς επίλυση γραµµικό σύστηµα είναι 

τετραγωνικό. Ωστόσο, σε κάποιες περιπτώσεις, έχει αποδειχθεί ότι πλεονεκτεί η τεχνική 

GPM, δηλαδή η επιβολή των οριακών συνθηκών σε περισσότερα σηµεία, οπότε το πλήθος 

των εξισώσεων είναι µεγαλύτερο του πλήθους των αγνώστων και, ως εκ τούτου, η επίλυση 

του γραµµικού συστήµατος γίνεται µε χρήση τεχνικών βελτιστοποίησης, όπως θα αναφερθεί 

και στη συνέχεια.  
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Τα κυριότερα θετικά χαρακτηριστικά της MAS συνοψίζονται ακολούθως: 

 Ευκολία προσαρµογής σε µεγάλο εύρος προβληµάτων. 

 Ευκολία υλοποίησης, η οποία έγκειται στο γεγονός ότι, για τον προσδιορισµό των 

εξισώσεων προς επίλυση και, τελικώς, την περιγραφή του ΗΜ πεδίου σε κάθε περιοχή, 

αρκεί η αναλυτική έκφραση των ΗΜ πεδίων των βοηθητικών πηγών σε κατάλληλο 

σύστηµα συντεταγµένων. 

 ∆υνατότητα µορφοποίησης της κατανοµής των θέσεων των βοηθητικών πηγών 

αξιοποιώντας αναλυτικές τεχνικές, θεωρία ειδώλων, καθώς και ασυµπτωτικές τεχνικές, 

για την επιτάχυνση της σύγκλισης και τη βελτίωση της ακρίβειας των λύσεων. 

 Ηµιαναλυτική περιγραφή του ΗΜ πεδίου σε κάθε περιοχή. Το γεγονός αυτό µπορεί να 

αξιοποιηθεί για τη διερεύνηση των χωρικών χαρακτηριστικών του κοντινού πεδίου, αλλά 

και της πυκνότητας ισχύος και της έντασης ακτινοβολίας στο µακρινό πεδίο, µε τη χρήση 

αναλυτικών τεχνικών. 

 ∆υνατότητα άµεσου ελέγχου των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών στις συνοριακές 

επιφάνειες. 

Στο σηµείο αυτό, πρέπει να επισηµανθεί ότι η MAS χαρακτηρίζεται και από 

κάποιους εγγενείς περιορισµούς, κάποιοι από τους οποίους συνοψίζονται ως εξής: 

 ∆εν υπάρχουν γενικοί κανόνες για τη µορφοποίηση της κατανοµής των θέσεων των 

βοηθητικών πηγών. Σε κάθε περίπτωση, η σύγκλιση των λύσεων είναι εξασφαλισµένη 

όταν δεν υπάρχουν ιδιάζοντα σηµεία της αναλυτικής επέκτασης (analytic continuation) 

του άγνωστου ΗΜ πεδίου µεταξύ της νοητής επιφάνειας, επί της οποίας κείνται οι 

βοηθητικές πηγές, και της φυσικής επιφάνειας της υπό µελέτη δοµής [1-7]. Ωστόσο, είναι 

άξιο αναφοράς ότι, τουλάχιστον σε µη τετριµµένες περιπτώσεις, ο προσδιορισµός των 

ιδιαζόντων σηµείων είναι πρακτικά ανέφικτος. 

 ∆εν υπάρχουν γενικοί κανόνες για την επιλογή του πλήθους των βοηθητικών πηγών. Σε 

κάθε περίπτωση, απαιτείται η εκτέλεση κάποιου αριθµού δοκιµών, έως ότου 

προσδιοριστούν αριθµητικά ευσταθή αποτελέσµατα και τα σφάλµατα των οριακών 

συνθηκών προκύψουν αρκούντως µικρά. 

 ∆υσκολία εφαρµογής σε περιπτώσεις ανοικτών χωρίων. Χαρακτηριστικά παραδείγµατα 

αποτελούν τα προβλήµατα ακτινοβολίας κεραιών πλησίον της συνοριακής επιφάνειας 

ηµιάπειρου διηλεκτρικού χώρου, όπως αυτά που θα συζητηθούν στο Κεφάλαιο 3. Σε 
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αυτές τις περιπτώσεις, το πλήθος των βοηθητικών πηγών και των σηµείων επιβολής των 

οριακών συνθηκών, όπως και τα υπόλοιπα χαρακτηριστικά των κατανοµών των θέσεων 

τους, επηρεάζουν από κοινού και κατά πολύπλοκο τρόπο τα χαρακτηριστικά σύγκλισης 

και την ακρίβεια των λύσεων, οπότε απαιτείται η διενέργεια µεγάλου αριθµού δοκιµών, 

για τον προσδιορισµό κάποιων υποβέλτιστων κατανοµών που οδηγούν σε αποδεκτές 

λύσεις. 

 ∆υσκολία εφαρµογής σε δοµές που είναι ηλεκτρικά µικρές σε µία ή περισσότερες 

διαστάσεις, λόγω της αναγκαστικής γειτνίασης των βοηθητικών πηγών και των σηµείων 

επιβολής των οριακών συνθηκών. Εξαιτίας αυτού του γεγονότος, τα τελευταία χρόνια 

προτάθηκε µια τροποποίηση της MAS, η οποία καλείται Τροποποιηµένη MAS (Modified 

MAS-MMAS) [2, 8]. Η MMAS διαφοροποιείται συγκριτικά µε τη MAS ως προς το 

γεγονός ότι η κατάστρωση των προς επίλυση εξισώσεων γίνεται απευθείας ως προς τα 

άγνωστα φορτία και ρεύµατα. 

 ∆υσκολία εφαρµογής σε περιπτώσεις δοµών µε µεγάλες ηλεκτρικές απώλειες, εντός των 

οποίων τα ΗΜ πεδία φθίνουν πολύ έντονα, οπότε εµφανίζεται αριθµητική αστάθεια και 

αδυναµία προσδιορισµού αριθµητικά ευσταθών λύσεων µε φυσική σηµασία. Για την 

αντιµετώπιση αυτού του προβλήµατος, έχει προταθεί η αξιοποίηση προσεγγιστικών 

οριακών συνθηκών (π.χ. Impedance Boundary Conditions-IBCs) [9, 10]. 

 

2.2 Γενική Περιγραφή της Μεθόδου Βοηθητικών Πηγών 

2.2.1 Τύποι Προβληµάτων 

 

Η MAS έχει αναπτυχθεί για τη µελέτη προβληµάτων ΗΜ αλληλεπιδράσεων που 

εµπλέκουν σώµατα που αποτελούνται, τουλάχιστον κατά περιοχές, από γραµµικά, οµοιογενή 

και ισοτροπικά υλικά, αν και έχουν γίνει προσπάθειες επέκτασης της σε ανισοτροπικά µέσα 

[1]. Παρά το γεγονός αυτό, οι κατηγορίες προβληµάτων που µπορούν να επιλυθούν µε 

εφαρµογή της MAS παρουσιάζουν µεγάλο θεωρητικό και πρακτικό ενδιαφέρον, καθόσον 

σχετίζονται µε πλήθος επιστηµονικών κλάδων και εφαρµογών. 

Τα προς επίλυση προβλήµατα διατυπώνονται, συνήθως, ως προβλήµατα ανάλυσης, 

δηλαδή θεωρούνται γνωστά τα εµπλεκόµενα σώµατα και τα ΗΜ πεδία διέγερσης, ενώ 

άγνωστα µεγέθη είναι τα ΗΜ πεδία που αναπτύσσονται στις διακριτές περιοχές του 
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προβλήµατος. Σύµφωνα µε τη MAS, το άγνωστο ΗΜ πεδίο σε κάθε περιοχή εκφράζεται ως 

γραµµικός συνδυασµός αναλυτικών λύσεων της αντίστοιχης εξίσωσης Helmholtz. Στη 

συνέχεια, για την ολοκλήρωση της επίλυσης, απαιτείται η επιβολή των οριακών συνθηκών σε 

διακριτά σηµεία επί των συνοριακών επιφανειών του προβλήµατος. Ως εκ τούτου, η MAS 

υπάγεται στις ηµιαναλυτικές µεθόδους συνοριακών τιµών. Οι προκύπτουσες λύσεις 

ικανοποιούν επακριβώς τις εξισώσεις του Maxwell κατά περιοχές, αλλά όχι και τις οριακές 

συνθήκες στις συνοριακές επιφάνειες. Όπως θα αναλυθεί παρακάτω, το γεγονός αυτό παρέχει 

τη δυνατότητα της εκ των υστέρων εκτίµησης των σφαλµάτων των λύσεων, µέσω του 

υπολογισµού των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών. 

 

2.2.2 Συναρτησιακές Προσεγγίσεις ΗΜ Πεδίων 

 

Όπως οι περισσότερες αριθµητικές µέθοδοι συναρτησιακών προσεγγίσεων, η MAS 

εφαρµόζεται στο πεδίο της συχνότητας. Ως εκ τούτου, οι εξαγόµενες λύσεις χαρακτηρίζονται 

από αρµονική χρονική εξάρτηση της µορφής ( )tjω±exp , όπου fπω 2=  η κυκλική 

συχνότητα. Θεωρώντας θετικό πρόσηµο στον εκθέτη χρονικής εξάρτησης και ακολουθώντας 

τους συνήθεις κανόνες του φασιθετικού φορµαλισµού, κάθε δυναµικό µέγεθος ( )trA ,~ r  

συνδέεται µε τον αντίστοιχο φασιθέτη ( )rA r  µέσω της σχέσης 

 
( ) ( ) ( ){ }tjrAtrA ωexpRe,~ rr

= , (2.1)

 

όπου  η συνάρτηση που αποδίδει το πραγµατικό µέρος µιας µιγαδικής ποσότητας. 

Σηµειώνεται ότι η σχέση (2.1) ισχύει τόσο για βαθµωτά όσο και για διανυσµατικά µεγέθη. 

Ακολούθως, όλα τα δυναµικά µεγέθη που θα αναφερθούν αφορούν φασιθέτες. 

{ }•Re

Στη συνέχεια, µελετάται ένα γενικό πρόβληµα ΗΜ αλληλεπίδρασης, το οποίο αφορά 

ένα υλικό σώµα από οµοιογενές και ισοτροπικό υλικό που εκτίθεται σε κάποιο γνωστό ΗΜ 

πεδίο διέγερσης, όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 2.1. Σε κάθε περιοχή του προβλήµατος, το 

άγνωστο ΗΜ πεδίο εκφράζεται ως γραµµικός συνδυασµός των ΗΜ πεδίων που παράγονται 

από το αντίστοιχο σύνολο βοηθητικών πηγών. Η περιγραφή του ΗΜ πεδίου στο χώρο  

προσεγγίζεται από το συνολικό ΗΜ πεδίο που παράγει ένα σύνολο βοηθητικών πηγών εντός 

του σώµατος, οι οποίες ακτινοβολούν σε άπειρο χώρο µε τα χαρακτηριστικά του χώρου , 

0D

0D
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ενώ η περιγραφή του ΗΜ πεδίου στο χώρο  προσεγγίζεται από το συνολικό ΗΜ πεδίο που 

παράγει ένα σύνολο βοηθητικών πηγών εκτός του σώµατος, οι οποίες ακτινοβολούν σε 

άπειρο χώρο µε τα χαρακτηριστικά του χώρου , όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 2.2. 

Συνεπώς, τα άγνωστα ΗΜ πεδία εκφράζονται κατά περιοχή µέσω των σχέσεων 

1D

1D

 

0D

1D

{ }excexc HE
rr

,

 

Σχήµα 2. 1. Οµοιογενές και ισοτροπικό υλικό σώµα, εκτιθέµενο σε γνωστό ΗΜ πεδίο διέγερσης. 
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n
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exc rFwrFrF rrrrrr
000 , (2.2α)

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑=

n
nn rFwrF rrrr

111 , (2.2β)

 

όπου ( )iF
r

 το διάνυσµα του ηλεκτρικού ή του µαγνητικού πεδίου στην περιοχή  ( ), iD 1,0=i
( )i

nF
r

 το αντίστοιχο πεδίο της βοηθητικής πηγής του συνόλου που ακτινοβολεί στην περιοχή 

 και δηλώνει ο δείκτης , iD n excF
r

 το αντίστοιχο πεδίο διέγερσης, ενώ µε  συµβολίζονται 

οι άγνωστοι συντελεστές που καθορίζουν τη βαρύτητα της συνεισφοράς κάθε βοηθητικής 

πηγής στα αναπτύγµατα των σχέσεων (2.2). 

( )i
nw

Στη γενικότερη περίπτωση που απεικονίζεται στο Σχήµα 2.3, στην οποία το 

πρόβληµα ΗΜ αλληλεπίδρασης αφορά ένα σύνολο σωµάτων, η λύση προκύπτει 

γενικεύοντας άµεσα τα προαναφερθέντα για την περίπτωση ενός µεµονωµένου σώµατος. Σε 

κάθε περιοχή , το άγνωστο ΗΜ πεδίο εκφράζεται ως γραµµικός συνδυασµός των ΗΜ 

πεδίων που παράγονται από το αντίστοιχο σύνολο βοηθητικών πηγών. Κατά πλήρη 

αντιστοιχία µε τα αναπτύγµατα των σχέσεων (2.2), τα άγνωστα ΗΜ πεδία εκφράζονται κατά 

περιοχή ως εξής 

iD

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑+=

n
nn

exc rFwrFrF rrrrrr
000 , (2.3α)
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0, ≠=∑ irFwrF

n

i
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i rrrr
. (2.3β)

 

 

µα 2. 2. Σύνολα βοηθητικών πηγών για την περιγραφή των ΗΜ πεδίων εκτός και εντός του 
ώµατος του Σχήµατος 2. 1. 

 

Σχήµα 2. 3. Γενική περίπτωση προβλήµατος ΗΜ αλληλεπίδρασης που εµπλέκει περισσότερα του 
νός υλικά σώµατα. 

Οι συναρτήσεις βάσης 
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( )i

nF
r

 των συναρτησιακών προσεγγίσεων των σχέσεων (2.2) 

και (2.3)  πεδ πεαντιστοιχούν στα ΗΜ ία των βοηθητικών πηγών. Σε κάθε ρίπτωση, για τον 

υπολογισµό των ΗΜ πεδίων των βοηθητικών πηγών, αρκεί να είναι γνωστή η έκφραση του 

ΗΜ πεδίου µιας βοηθητικής πηγής σε τυχαία θέση r ′r  µε κατάλληλο προσανατολισµό 

( )rrFi ′rr
r

; , οπότε ισχύει 
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( ) ( ) ( )( )i
ni

i
n rrFrF rrrrr

;= , (2.4)

 

που ( )i
nr
r  ό τα διανύσµατα θέσης των κέντρων των βοηθητικών πηγών. 

Όσον αφορά την εφαρµογή της MAS, ιδιαίτερη εγάλη σηµασία έχει η επιλογή

ύπου των βοηθητικών πηγών, του πλήθους τους, καθώς και τα χαρακτηριστικά της 

οµή ν σε σηµαντικό βαθµό 

τις ιδιότ

α σ

ύ

 µ  του 

τ

καταν ς των θέσεων τους στο χώρο. Οι παράγοντες αυτοί καθορίζου

ητες σύγκλισης των λύσεων, καθώς και την ακρίβεια τους. Όσον αφορά τον τύπο των 

βοηθητικών πηγών, αυτός επιλέγεται έτσι ώστε τα παραγόµενα ΗΜ πεδία από τις βοηθητικές 

πηγές να ικανοποιούν την εξίσωση Helmholtz στην αντίστοιχη περιοχή. Σε περιπτώσεις 

προβληµάτων δύο διαστάσεων, ως βοηθητικές πηγές χρησιµοποιούνται, συνήθως, 

νηµατοειδείς ηλεκτρικές ή µαγνητικές πηγές άπειρου µήκους, ανάλογα µε τον τύπο της 

πόλωσης του ΗΜ πεδίου διέγερσης (TM ή TE, αντίστοιχα). Όταν η πόλωση του ΗΜ πεδίου 

διέγερσης είναι τυχαία, η επίλυση του προβλήµατος γίνεται αναλύοντας το ΗΜ πεδίο 

διέγερσης σε TM και TE κύµατα, λαµβάνοντας την υπέρθεση των επιµέρους λύσεων ή, 

εναλλακτικά, εισάγοντας βοηθητικές πηγές και των δύο τύπων. Σε περιπτώσεις προβληµάτων 

τριών διαστάσεων, ως βοηθητικές πηγές, συνήθως, χρησιµοποιούνται ζεύγη εγκάρσιων 

ηλεκτρικών ή µαγνητικών διπόλων. Σηµειώνεται ότι, αν και τα δίπολα θεωρούνται 

στοιχειώδη (δίπολα Hertz) στις περισσότερες περιπτώσεις, είναι δυνατόν να 

χρησιµοποιηθούν και άλλοι τύποι βοηθητικών πηγών, όπως δίπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής 

ρεύµατος, κ.α. Λεπτοµέρειες που αφορούν διάφορους τύπους βοηθητικών πηγών, καθώς και 

τα παραγόµενα ΗΜ πεδία σε τυπικά συστήµατ  συντεταγµένων, παρέχονται τα 

Παραρτήµατα Α και Β. Αναφορικά µε το πλήθος και την κατανοµή των θέσεων των 

βοηθητικών πηγών, σηµειώνεται ότι δεν υπάρχουν γενικοί κανόνες για τον καθορισµό τους, 

που να εγγυώνται τη σ γκλιση των λύσεων. Γενικά, η αποδοτικότητα της MAS εξαρτάται 

ισχυρά από το αν οι λύσεις δύνανται να περιγράψουν τα άγνωστα ΗΜ πεδία πλησίον των 

ιδιαζόντων σηµείων των αναλυτικών επεκτάσεων τους, τα οποία µπορεί να είναι µεµονωµένα 

σηµεία στο χώρο ή να σχηµατίζουν γραµµές και επιφάνειες [1-7]. Αν η κατανοµή των θέσεων 

των βοηθητικών πηγών επιτρέπει την περιγραφή των ΗΜ πεδίων µε ικανοποιητική ακρίβεια 

πλησίον των ιδιαζόντων σηµείων, οι λύσεις αναµένεται να είναι συγκλίνουσες. Σε αντίθετη 

περίπτωση, οι λύσεις είναι γενικά ανακριβείς και ενδεχοµένως αποκλίνουσες µε την αύξηση 

του πλήθους των βοηθητικών πηγών. Μεγάλης σηµασίας είναι και ο χαρακτήρας της 
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πεδιακής ιδιοµορφίας, αφού αυτή µπορεί να είναι λογαριθµικής µορφής (ιδιοµορφία του 

τύπου rr ′−
rrlog ) ή να έχει συµπεριφορά πόλου τάξης n  (ιδιοµορφία του τύπου nrr −′−

rr ) 

[1]. Στην πράξη, η σύγκλιση των λύσεων είναι εγγυηµένη όταν η νοητή επιφάνεια, επί της 

οποίας κείνται οι βοηθητικές πηγές κάθε συνόλου, εσωκλείει τα ιδιάζοντα σηµεία της 

αναλυτ κτασης του άγνωστου ΗΜ πεδίου, δηλαδή όταν δεν υπάρχουν α 

σηµεία µεταξύ των θέσεων των βοηθητικών πηγών και της αντίστοιχης συνοριακής 

επιφάνειας. Παρακάτω, θα επανεξεταστεί το θέµα της τοποθέτησης των βοηθητικών πηγών, 

κυρίως υπό το πρίσµα της επιλογής των θέσεων τους µε βάση κάποιους εµπειρικούς κανόνες. 

 

2.2.3 Οριακές Συνθήκες 

 

ικής επέ ιδιάζοντ

Σύµφωνα µε τη MAS, οι άγνωστοι συντελεστές ( )i
nw  των αναπτυγµάτων των 

ίζονται επιβάλλοντας τις οριακές συνθήκες σε διακριτά 

σηµεία ύµφωνα µε την τεχνική PM, όπως αναλύθηκε στην Παράγραφο 1.3.2.3. Τα σηµεία 

επιβολή επιφάνειες

σχέσεων (2.2) και (2.3) προσδιορ

σ

ς των οριακών συνθηκών κείνται στις συνοριακές  jiD ,∂  µεταξύ των 

περιοχών iD  και jD , ή στις οριακές επιφάνειες 0,ii DD ∂≡∂  των περιοχών iD , αν µεταξύ 

τους υπάρχει κενός χώρος. Από την επιβολή των οριακών συνθηκών προκύπτει ένα γραµµικό 

σύστηµα για τους άγνωστους συντελεστές, η επίλυση του οποίου οδηγε ν αριθµητική 

λύση, αφο  υπολογισµός των ΗΜ πεδίων παντού από τις σχέσεις .2) και (2.3) 

είναι άµεσος. Στο σηµείο αυτό, σηµειώνεται ότι η συνθήκη ακτινοβολίας Sommerfeld δεν 

χρειάζεται να επιβληθεί, αφού ικανοποιείται αυτόµατα από τα ΗΜ πεδία των βοηθητικών 

πηγών στο χώρο 0D , ο οποίος περιβάλλει όλα τα σώµατα του γενικού προβλήµατος. 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι οι οριακές συνθήκες σπάνια επιβάλλονται στο σύνολο τους 

στις επιφάνειες των σωµάτων. Στις περισσότερες περιπτώσεις, αρκεί η επιβολή µόνο των 

οριακών συνθηκώ των εφαπτοµενικών συνιστωσών του ηλεκτρικού και του µαγ

ί στη

ύ ο  στο χώρο (2

ν νητικού 

πεδίου. Σε περιπτώσεις τέλεια αγώγιµων επιφανειών, το εφαπτοµενικό µαγνητικό πεδίο είναι 

ασυνεχές κατά τον όρο της επιφανειακής πυκνότητας του επαγόµενου ρεύµατος, οπότε η 

σχετική οριακή συνθήκη δεν είναι δυνατόν να χρησιµοποιηθεί για την επίλυση του 

προβλήµατος. Σε τέτοιες περιπτώσεις, επιβάλλονται οι οριακές συνθήκες µόνο του 

ηλεκτρικού πεδίου.  
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Γενικά οι ριακές συνθήκες που σχύουν στις συνοριακές επιφάνειες jiD ,∂  µεταξύ 

διηλεκτρικών χώρων

, ο ι

 εκφράζονται ως εξής 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ji

ji DrrE ,|| , ∂∈
rrrE|| =

rrr
, (2.5α)

 
( ) ( ) ( ) ( ) ji,

j
j

i
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rrrrr
εε , (2.5β)
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, (2.5γ)

 
( ) ( ) ( ) ( ) ji,

j
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i
i DrrHrH , ∂∈= ⊥⊥

rrrrr
µµ , 

όπου

(2.5δ)

 

 iε  και iµ  οι τιµές της διηλεκτρικής επιτρεπτότητας και µ γνητικής διαπερατότητ

ώρο αντίστοιχα, ενώ οι δείκτες  και 

α ας στο 

χ iD ,  || ⊥  υποδηλώνουν εφαπτοµενικές και κάθετες 

α

 (2

εδοµένου ότι, όταν ικανοποιούνται οι 

οριακές

πτοµ

, κα ιακ

 συνοριακών επιφανειών του προβλήµατος προκύπτει ένα 

γραµµικ

ο

συνιστώσες, ντίστοιχα. Σε αγώγιµες επιφάνειες, οι οριακές συνθήκες που εφαρµόζονται 

περιορίζονται σε αυτές των σχέσεων (2.5α) και .5δ). 

Είναι γνωστό ότι οι οριακές συνθήκες των εφαπτοµενικών και κάθετων συνιστωσών 

του ΗΜ πεδίου δεν είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους, δ

 συνθήκες των εφαπτοµενικών συνιστωσών στις συνοριακές επιφάνειες jiD ,∂  και οι 

εξισώσεις του Maxwell στις περιοχές iD  και jD , οι οριακές συνθήκες των κάθετων 

συνιστωσών ικανοποιούνται αυτόµατα. Όµως, όταν οι οριακές συνθήκες των εφα ενικών 

συνιστωσών δεν ικανοποιούνται ακριβώς ι οι ορ ές συνθήκες των κάθετων συνιστωσών 

ικανοποιούνται κατά προσέγγιση. 

Από την επιβολή των οριακών συνθηκών των εφαπτοµενικών συνιστωσών του ΗΜ 

πεδίου σε διακριτά σηµεία επί των

ό σύστηµα για τους άγνωστους συντελεστές, το οποίο, συνήθως, χαρακτηρίζεται από 

ίσο πλήθος εξισώσεων και αγνώστων, οπότε επιλύεται χρησιµοποιώντας τυπικούς 

αλγορίθµους επίλυσης γραµµικών συστηµάτων (π. χ. απαλοιφή Gauss, παραγοντοποίηση LU, 

κ.α.). Όταν το πλήθος των εξισώσεων υπερβαίνει τ  πλήθος των αγνώστων, το προκύπτον 

σύστηµα είναι υπερπροσδιορισµένο και η επίλυση του γίνεται εφαρµόζοντας κατάλληλους 

αλγορίθµους επίλυσης (π.χ. τετραγωνική ελαχιστοποίηση, παραγοντοποίηση SVD, κ.α.) [11, 

12]. 
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Το πλήθος και η κατανοµή των σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών, σε 

συνδυασµό µε το πλήθος και τη κατανοµή των θέσεων των βοηθητικών πηγών, επηρεάζουν 

σηµαντ

τραγωνικού πίνακα ορίζεται ως εξής 

ικά τα χαρακτηριστικά σύγκλισης και την ακρίβεια των λύσεων. Γενικά, ο αριθµός 

των σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών πρέπει να είναι αρκούντως µεγάλος, ούτως 

ώστε να µην υπάρχει απώλεια σηµαντικής πληροφορίας όσον αφορά τη γεωµετρία του 

προβλήµατος και τη χωρική πολυπλοκότητα των ΗΜ πεδίων στις συνοριακές επιφάνειες, 

αλλά όχι υπερβολικά µεγάλος ώστε να προκύψει γραµµικό σύστηµα µε µεγάλο δείκτη 

κατάστασης (condition number), λεπτοµέρειες για τον οποίο αναφέρονται ακολούθως. 

 

2.2.4 ∆είκτης Κατάστασης 

 

Ο δείκτης κατάστασης ενός τε  A  

 

( ) 1cond −⋅= AAA , (2.6)

όπου µε

 

 •  συµβολίζεται η νόρµα πίνακα και ο αντίστροφος πίνακας του Ο δε

ατάστασης αποτελεί ένα µέτρο της δυσκολίας που παρουσιάζει η επίλυση ενός γραµµικού 

ο Ότα  σ

σ

 επιβολής των 

οριακών

 1−A   A . ίκτης 

κ

συστήµατ ς µε πίνακα συντελεστών τον A . ν ο πίνακας ενός γραµµικού υστήµατος 

είναι διαγώνιος, ο δείκτης κατάστασης του είναι ίσος µε 1, οπότε η επίλυση του γραµµικού 

συστήµατος είναι τετριµµένη. Αντίθετα, ό ο η εξάρτηση µεταξύ των γραµµών του είναι 

ισχυρότερη, η επίλυση του συστήµατος καθίσταται δυσκολότερη. Στην ακραία περίπτωση 

που δύο ή περισσότερες γραµµές του πίνακα είναι γραµµικά εξαρτηµένες, το πληροφοριακό 

περιεχόµενο του πίνακα δεν επαρκεί για τον προσδιορισµό µοναδικής λύσης. 

Στην περίπτωση κατά την οποία η MAS συνδυάζεται µε την τεχνική PM, κατάλληλη 

επιλογή των σχετικών θέσεων των βοηθητικών πηγών και των σηµείων

 συνθηκών οδηγεί σε πίνακες µε ισχυρή κύρια διαγώνιο και, ως εκ τούτου, µικρό 

δείκτη κατάστασης. Πάντως, τα γραµµικά συστήµατα που προκύπτουν είναι εξαιρετικά 

ευαίσθητα σε αλλαγές της κατανοµής των θέσεων των βοηθητικών πηγών, αλλά και των 

σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών. Όσον αφορά την τεχνική GPM, αυτή, τυπικά, 

οδηγεί σε πίνακες µε µεγάλο δείκτη κατάστασης, χωρίς αυτό να συνεπάγεται ότι υστερεί 

έναντι της PM, καθώς, σε πολλές περιπτώσεις, ο υπερπροσδιορισµός του γραµµικού 
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συστήµατος αυξάνει το πληροφοριακό περιεχόµενο του σχετικά µε την ικανοποίηση των 

οριακών συνθηκών του προβλήµατος. Στην τελευταία περίπτωση, απαιτείται ειδικός 

χειρισµός του προκύπτοντος γραµµικού συστήµατος, ούτως ώστε να εξαχθεί λύση µε φυσική 

σηµασία. 

 

2.2.5 Σύγκλιση των Αριθµητικών Λύσεων 

 

εων που προκύπτουν από την 

εφαρµογή της MAS σε δοθέν πρόβληµα, τουλάχιστον υπό την έννοια της σχέσης (1.9), είναι 

εξαιρετι

ς των βοηθητικών πηγών σε σχέση 

µε τα ιδ

Η έννοια της µαθηµατικής σύγκλισης των λύσ

κά δύσκολο να αποδειχθεί και, ως εκ τούτου, δεν θα αναλυθεί περαιτέρω. Ωστόσο, 

αξίζει να τονιστεί ότι ζητήµατα που αφορούν την ύπαρξη, τη µοναδικότητα και τη σύγκλιση 

των λύσεων της MAS έχουν αναλυθεί εκτενώς στη βιβλιογραφία (πληθώρα παραποµπών 

µπορούν να βρεθούν στις σχετικές αναφορές [1, 2, 5, 6]). 

Όσον αφορά τη σύγκλιση των λύσεων, αυτή είναι, όπως εξάλλου προαναφέρθηκε, 

άρρηκτα συνδεδεµένη µε τις ακριβείς θέσεις τοποθέτηση

ιάζοντα σηµεία των αναλυτικών επεκτάσεων των άγνωστων ΗΜ πεδίων. Ωστόσο, 

καθώς οι θέσεις των ιδιαζόντων σηµείων είναι εξαιρετικά δύσκολο έως αδύνατο να 

προσδιοριστούν στην πράξη, εξαιρουµένων ίσως κάποιων τετριµµένων περιπτώσεων, λόγω 

της πολύπλοκης εξάρτησης τους από τη γεωµετρία του προβλήµατος και τα χαρακτηριστικά 

του ΗΜ πεδίου διέγερσης, η σύγκλιση των λύσεων δεν µπορεί να εξασφαλιστεί από αυστηρά 

µαθηµατική σκοπιά. Για τους προαναφερθέντες λόγους, η σύγκλιση εξετάζεται ελέγχοντας 

τις λύσεις που προκύπτουν µε την αύξηση του πλήθους των βοηθητικών πηγών, διατηρώντας 

τα χαρακτηριστικά της κατανοµής των θέσεων των βοηθητικών πηγών αµετάβλητα. Εάν τα 

µεγέθη ενδιαφέροντος τείνουν προς κάποιες τιµές αυξανοµένου του πλήθους των βοηθητικών 

πηγών, τότε οι λύσεις θεωρούνται αξιόπιστες σε πολλές περιπτώσεις. Πάντως, ακόµη και 

όταν οι λύσεις συµπεριφέρονται κατά αυτόν τον τρόπο, δεν µπορεί να θεωρηθούν 

συγκλίνουσες από αυστηρά µαθηµατική σκοπιά, αφού µπορεί να τείνουν σε λανθασµένη 

τελική λύση. Για να εξασφαλιστεί η ορθότητα των λύσεων, η διαδικασία επαναλαµβάνεται 

αλλάζοντας τις παραµέτρους καθορισµού της κατανοµής των θέσεων των βοηθητικών πηγών, 

αλλά και των σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών, και ελέγχοντας εκ νέου τη 

συµπεριφορά των λύσεων. Εάν τα µεγέθη ενδιαφέροντος εξακολουθούν να τείνουν προς τις 
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ίδιες τιµές, οι λύσεις µπορούν να θεωρηθούν συγκλίνουσες. Ανεξάρτητα, πάντως, από τα 

αποτελέσµατα αυτών των δοκιµών, στις περισσότερες περιπτώσεις, ελέγχεται και η 

συµπεριφορά των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών. Τέλος, σηµειώνεται ότι ενδείκνυται 

και η διεξαγωγή πρόσθετων ελέγχων που αφορούν την ικανοποίηση των εξισώσεων και 

οριακών συνθηκών που δεν αξιοποιήθηκαν για τον προσδιορισµό των λύσεων, όπως και ο 

έλεγχος της συνέπειας των λύσεων ως προς ανεξάρτητες φυσικές αρχές (π.χ. αρχή 

διατήρησης της ενέργειας), καθώς και η απευθείας σύγκριση µε αποτελέσµατα άλλων 

µεθόδων ή πειραµατικά δεδοµένα. 

 

2.2.6 Εκτίµηση Σφαλµάτων 

 

τες δυνατότητες εκτίµησης και απεικόνισης των 

σφαλµάτων των λύσεων, κυρίως µέσω του υπολογισµού των σφαλµάτων των οριακών 

συνθηκώ

 ποιότητας και της ακρίβειας των λύσεων παντού στο 

χώρο. Ω

Η MAS παρέχει αξιοσηµείω

ν επί των συνοριακών επιφανειών. Ο έλεγχος αυτών των σφαλµάτων µπορεί να 

αφορά τόσο τις οριακές συνθήκες που αξιοποιήθηκαν για τον προσδιορισµό των λύσεων όσο 

και τις υπόλοιπες οριακές συνθήκες. Τα σφάλµατα των πρώτων είναι, όπως άλλωστε 

αναµένεται, µηδενικά στις θέσεις των σηµείων επιβολής τους, αλλά µπορεί να λαµβάνουν 

µεγάλες τιµές µεταξύ αυτών. Αντίθετα, τα σφάλµατα των δευτέρων είναι παντού µη 

µηδενικά, αν και, σε πολλές περιπτώσεις, είναι σηµαντικά µικρότερα στα σηµεία µηδενισµού 

των πρώτων. Σηµειώνεται ότι τα σφάλµατα των οριακών συνθηκών σε κάποια συνοριακή 

επιφάνεια απεικονίζονται, συνήθως, κανονικοποιηµένα ως προς τη µέγιστη τιµή του 

αντίστοιχου πεδίου διέγερσης στην επιφάνεια, ούτως ώστε να είναι δυνατή η ποσοτική 

εκτίµηση του µεγέθους του σφάλµατος σχετικά προς τις τιµές της έντασης του αντίστοιχου 

πεδίου εκατέρωθεν της επιφάνειας. 

Αξίζει να τονιστεί ότι ο υπολογισµός των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών δεν 

αποτελεί ικανό έλεγχο αποτίµησης της

στόσο, οι έλεγχοι που αφορούν τις οριακές συνθήκες θεωρούνται εξαιρετικά 

ευαίσθητοι σε σφάλµατα, δεδοµένου ότι µικρά σφάλµατα οριακών συνθηκών συνεπάγονται, 

συνήθως, µικρότερα σφάλµατα στον υπολογισµό των ΗΜ πεδίων στο χώρο σε κάποια 

απόσταση από τις συνοριακές επιφάνειες [13]. Βεβαίως, από αυστηρά µαθηµατική σκοπιά, 

αυτό δεν µπορεί να εξασφαλιστεί πάντοτε, οπότε ο έλεγχος των σφαλµάτων των οριακών 
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συνθηκών δεν µπορεί να εγγυηθεί συγκλίνουσες λύσεις, οι οποίες τείνουν στην ακριβή λύση 

µε την αύξηση του πλήθους των βοηθητικών πηγών. Για τους λόγους αυτούς, όπως εξάλλου 

προαναφέρθηκε, είναι σηµαντική η διεξαγωγή πρόσθετων ελέγχων που αφορούν την 

αριθµητική ευστάθεια των λύσεων ως προς µεταβολές των παραµέτρων που υπεισέρχονται 

στη µορφοποίηση τους, όπως το πλήθος και τα χαρακτηριστικά της κατανοµής των θέσεων 

των βοηθητικών πηγών, αλλά και των σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών. Εάν οι 

λύσεις αποδειχθούν αναίσθητες σε τέτοιες µεταβολές και τα σφάλµατα των οριακών 

συνθηκών βαίνουν µειούµενα αυξανοµένου του πλήθους των βοηθητικών πηγών, οι λύσεις 

µπορούν να θεωρηθούν ικανοποιητικές, τουλάχιστον από πρακτική σκοπιά. 

 

2.3 Εµπειρικοί Κανόνες Επιλογής Παραµέτρων 

2.3.1 Κατανοµή Βοηθητικών Πηγών 

οποίηση της κατανοµής των θέσεων των 

βοηθητικών πηγών, δεν υπάρχουν κανόνες γενικής εφαρµογής σε µεγάλο εύρος 

προβλη

γ

θεί ότι έχουν κυρίως εφαρµοστεί για την τοποθέτηση των 

πολυπολ

 

Για την επιλογή του πλήθους και τη µορφ

µάτων. Ωστόσο, κάποιοι ερευνητές έχουν προτείνει πρακτικούς κανόνες, που είναι 

κατάλληλοι ια διάφορες υποκατηγορίες προβληµάτων. Αυτοί οι κανόνες διακρίνονται 

γενικά σε δύο κατηγορίες, ανάλογα µε το αν βασίζονται µόνο στη γεωµετρία του 

προβλήµατος ή λαµβάνουν υπόψη και τα χαρακτηριστικά του ΗΜ πεδίου διέγερσης και τις 

φυσικές ιδιότητες των εµπλεκόµενων σωµάτων. Ακολούθως, αναφέρονται συνοπτικά κάποιοι 

από τους ευρύτερα διαδεδοµένους κανόνες και των δύο κατηγοριών, ενώ γίνεται και 

συνοπτική αναφορά σε κάποιες τεχνικές προσδιορισµού των θέσεων των βοηθητικών πηγών 

που είναι δυνατόν να εξαλείψουν την ανάγκη εξεύρεσης γενικών κανόνων ή να αξιοποιηθούν 

συµπληρωµατικά προς αυτούς. 

Όσον αφορά τους κανόνες που λαµβάνουν υπόψη µόνο τη γεωµετρία του 

προβλήµατος, αξίζει να σηµειω

ικών πηγών της µεθόδου MMP [14, 15], αν και παραλλαγές τους µπορούν να 

διατυπωθούν και για την τοποθέτηση των βοηθητικών πηγών της MAS. Οι κανόνες αυτοί 

βασίζονται σε κάποιες απλές ιδέες, οι οποίες διατυπώνονται ως εξής: 

 71



 Τα άγνωστα ΗΜ πεδία αναµένεται να εµφανίζουν έντονες χωρικές µεταβολές πλησίον 

των τµηµάτων των συνοριακών επιφανειών µε πολύπλοκη γεωµετρία (π.χ. αιχµές, ακµές, 

κ.α.). 

 Τα άγνωστα ΗΜ πεδία αναµένεται να είναι οµαλά πλησίον των οµαλών τµηµάτων των 

συνοριακών επιφανειών. 

 Οι πηγές πρέπει να τοποθετούνται έτσι ώστε όλα τα τµήµατα των συνοριακών 

επιφανειών να κείνται εντός της περιοχής επίδρασης κάποιας πηγής, δηλαδή το κέντρο 

της πηγής να µην απέχει περισσότερο από µια κρίσιµη απόσταση από κάποιο τµήµα της 

συνοριακής επιφάνειας, ούτως ώστε το γωνιακό εύρος που αντιστοιχεί στο εν λόγω 

τµήµα ως προς το κέντρο της πηγής να είναι σταθερό. 

 Οι πηγές πρέπει να κατανέµονται κατά τρόπο τέτοιον ώστε να αποφεύγεται η ισχυρή 

αριθµητική αλληλεξάρτηση µεταξύ γειτονικών πηγών, η οποία εµφανίζεται όταν η 

απόσταση µεταξύ τους είναι µικρότερη από τις αποστάσεις των κέντρων τους από τη 

πλησιέστερη συνοριακή επιφάνεια. 

Από τα προαναφερθέντα, είναι δυνατόν να εξαχθούν οι ακόλουθοι εµπειρικοί 

κανόνες για την τοποθέτηση των πολυπολικών πηγών της µεθόδου MMP [16, 17]: 

 Η απόσταση µεταξύ µιας πηγής και της πλησιέστερης συνοριακής επιφάνειας  

επιλέγεται µικρότερη από ή ίση µε την ελάχιστη τοπική ακτίνα καµπυλότητας της 

επιφάνειας 

d

ρ , άρα ρ≤d , όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 2.4. 

 Η απόσταση µεταξύ µιας πηγής και της πλησιέστερης συνοριακής επιφάνειας  

επιλέγεται έτσι ώστε το τµήµα της συνοριακής επιφάνειας που είναι πλησιέστερο στην 

πηγή να αντιστοιχεί σε σταθερό γωνιακό εύρος ως προς τη θέση της πηγής. Το τµήµα 

αυτό της συνοριακής επιφάνειας θεωρείται ότι βρίσκεται εντός της ζώνης επίδρασης της 

πηγής, η οποία είναι µια κυκλική περιοχή σε δύο διαστάσεις ή σφαιρική περιοχή σε τρεις 

διαστάσεις ακτίνας , όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 2.4. Συνήθως, λαµβάνεται 

d

dR >

dR 2= . 

 Η απόσταση µεταξύ γειτονικών πηγών , των οποίων οι περιοχές επίδρασης µερικώς 

επικαλύπτονται, πρέπει να υπερβαίνει τις ελάχιστες αποστάσεις αυτών από την 

πλησιέστερη συνοριακή επιφάνεια, συνεπώς 

qps ,

( )qpqp dds ,max, > , όπως απεικονίζεται στο 

Σχήµα 2.4. 

 

 72



 

 

d
ρ

ρ<d

Rd <

d
R

( )qpqp dds ,max, >

pd
qd

Σχήµα 2. 4. Πρακτικοί κανόνες τοποθέτησης των πολυπολικών πηγών της µεθόδου MMP. 

 

Η εφαρµογή των κανόνων που προαναφέρθηκαν παρέχει τη δυνατότητα 

αυτοµατοποίησης της διαδικασίας τοποθέτησης των πηγών µε κατάλληλους αλγορίθµους, αν 

και, σε πολλές περιπτώσεις, απαιτείται ιδιαίτερη αντιµετώπιση του προβλήµατος. Ο πρώτος 

κανόνας περιορίζει την απόσταση της πηγής από τη συνοριακή επιφάνεια, ανάλογα µε την 

τοπική ακτίνα καµπυλότητας. Σε περιπτώσεις σχεδόν επίπεδων επιφανειών ( +∞→ρ ), η 

απόσταση µεταξύ πηγής και συνοριακής επιφάνειας περιορίζεται από το µήκος κύµατος iλ  

στο χώρο  εντός του οποίου ακτινοβολεί η πηγή. Για το λόγο αυτό, επιλέγεται iD

( id )λρ ,min≤ . Οι άλλοι δύο κανόνες εξασφαλίζουν ότι οι πηγές κατανέµονται µε 

µεγαλύτερη πυκνότητα κοντά στα τµήµατα των συνοριακών επιφανειών µε έντονες 

ανωµαλίες και µικρότερη πυκνότητα κατά µήκος των οµαλών τµηµάτων των συνοριακών 

επιφανειών. Στην πράξη, η αυτοµατοποιηµένη διαδικασία τοποθέτησης των πηγών βάσει των 

προαναφερθέντων κανόνων µπορεί να καταλήξει σε υπερβολικά µεγάλο πλήθος πηγών ή και 

σε πηγές που τοποθετούνται λανθασµένα στην αντίθετη πλευρά της συνοριακής επιφάνειας, 

ιδιαίτερα όταν οι συνοριακές επιφάνειες χαρακτηρίζονται από έντονες µεταβολές της 
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καµπυλότητας τους [16, 17]. Σε αυτές τις περιπτώσεις, απαιτείται η εκ των υστέρων 

απαλοιφή κάποιων πηγών και η επανατοποθέτηση κάποιων άλλων. Λόγω της τοποθέτησης 

των πηγών σε µεταβλητές αποστάσεις από τις συνοριακές επιφάνειες, η τάξη των πολυπόλων 

µπορεί να επιλεγεί σταθερή, αν και ενδείκνυται η χρήση πολυπόλων ανώτερης τάξης πλησίον 

περιοχών µε έντονες ανωµαλίες. 

 

 

Σχήµα 2. 5. Γεωµετρικός κανόνας τοποθέτησης των πηγών σε κυλίνδρους ελλειπτικής διατοµής. 

 

Ανεξάρτητα από τους προαναφερθέντες κανόνες, άλλοι ερευνητές έχουν προτείνει 

έναν απλούστερο κανόνα για την τοποθέτηση των πηγών της MMP, αν και η εφαρµογή του 

έχει παρουσιαστεί µόνο σε προβλήµατα σκέδασης από κυλίνδρους κυκλικής και ελλειπτικής 

διατοµής [18]. Σύµφωνα µε τον εν λόγω κανόνα, σε κάθε κλειστό σώµα, οι πηγές 

τοποθετούνται στα κέντρα κύκλων που κατανέµονται έτσι ώστε να εφάπτονται της 

συνοριακής επιφάνειας, ενώ γειτονικοί κύκλοι εφάπτονται και µεταξύ τους, όπως φαίνεται 

στο Σχήµα 2.5. Αν και ο κανόνας αυτός είναι εύκολα εφαρµόσιµος σε κυλίνδρους, δεν 

αποτελεί γενικό κανόνα τοποθέτησης των πηγών. 

Στην περίπτωση της MAS, οι κανόνες που προαναφέρθηκαν δεν παράγουν 

ικανοποιητικές κατανοµές των θέσεων των βοηθητικών πηγών, καθόσον οι βοηθητικές πηγές 

που χρησιµοποιούνται αντιστοιχούν σε πολύπολα µηδενικής τάξης και, ως εκ τούτου, δεν 

παρέχουν δυνατότητες περιγραφής έντονων τοπικών µεταβολών των ΗΜ πεδίων. Λόγω του 

ιδιαίτερου αυτού χαρακτηριστικού της MAS, το πλήθος των πηγών είναι, τυπικά, πολύ 

µεγαλύτερο από αυτό που απαιτείται για την εφαρµογή της µεθόδου MMP. Για τον 

προσδιορισµό αριθµητικά ευσταθών γραµµικών συστηµάτων κατά την εφαρµογή της MAS, 

έχουν προταθεί κάποιοι γενικοί κανόνες, οι οποίοι συνδέονται µε τα φυσικά χαρακτηριστικά 
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του υπό µελέτη προβλήµατος και µε τις ιδιότητες του ΗΜ πεδίου διέγερσης. Οι κανόνες 

αυτοί συνοψίζονται ως εξής [1]: 

 Οι νοητές επιφάνειες, επί των οποίων κείνται οι βοηθητικές πηγές, επιλέγονται 

σύµµορφες προς τις συνοριακές επιφάνειες του προβλήµατος, δηλαδή η ελάχιστη 

απόσταση µεταξύ µιας οποιασδήποτε βοηθητικής πηγής και της πλησιέστερης 

συνοριακής επιφάνειας είναι σταθερή. 

 Οι νοητές επιφάνειες, επί των οποίων κείνται οι βοηθητικές πηγές, θα πρέπει να 

εσωκλείουν όλα τα ιδιάζοντα σηµεία της αναλυτικής επέκτασης του αντίστοιχου ΗΜ 

πεδίου. Σηµειώνεται ότι η παραβίαση αυτού του κανόνα µπορεί να οδηγήσει σε 

αποκλίνουσες λύσεις. 

 Για περιοχές µε πολύπλοκες συνοριακές επιφάνειες, η απόσταση µεταξύ της νοητής 

επιφάνειας, επί της οποίας κείνται οι βοηθητικές πηγές, και της συνοριακής επιφάνειας 

επιλέγεται µικρότερη από την ελάχιστη τοπική ακτίνα καµπυλότητας της συνοριακής 

επιφάνειας. 

 Σε προβλήµατα σκέδασης από κλειστά αντικείµενα, το σχήµα και οι διαστάσεις της 

νοητής επιφάνειας, επί της οποίας κείνται οι βοηθητικές πηγές, πρέπει να αντιστοιχούν σε 

συχνότητες συντονισµού που δεν συµπίπτουν µε τη συχνότητα διέγερσης. Σε αντίθετη 

περίπτωση, επειδή τα σχετικά αυτοδιεγειρόµενα ΗΜ πεδία ικανοποιούν τις οριακές 

συνθήκες του προβλήµατος, η MAS µπορεί να οδηγηθεί σε λανθασµένες λύσεις, οι 

οποίες αντιστοιχούν στην υπέρθεση τέτοιων λύσεων και των άγνωστων ΗΜ πεδίων του 

προβλήµατος. 

Πάντως, είναι άξιο αναφοράς ότι οι παραπάνω κανόνες δεν παρέχουν γενικό και 

συστηµατικό τρόπο τοποθέτησης των βοηθητικών πηγών σε κάθε περίπτωση, αφού δεν 

εγγυώνται τη σύγκλιση των λύσεων και δεν προσαρµόζονται ανάλογα µε τα ιδιαίτερα 

χαρακτηριστικά του προβλήµατος. Μάλιστα, σε αρκετές περιπτώσεις, ενδείκνυται η µη 

σύµµορφη κατανοµή των βοηθητικών πηγών ως προς τις συνοριακές επιφάνειες, ιδιαίτερα σε 

προβλήµατα σκέδασης από σώµατα µε αιχµές [19, 20]. Σε αυτές τις περιπτώσεις, πλεονεκτεί 

η γειτνίαση των βοηθητικών πηγών πλησίον της αιχµής προς τη συνοριακή επιφάνεια, έναντι 

της τοποθέτησης κατά σύµµορφο τρόπο, όπως και η µείωση της µεταξύ τους απόστασης, έως 

ότου καταστεί συγκρίσιµη µε την απόσταση τους από τη συνοριακή επιφάνεια. 
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Ανεξάρτητα από τους προηγούµενους εµπειρικούς κανόνες, για τη µελέτη της 

σκέδασης επίπεδων ΗΜ κυµάτων από σκεδαστές µεγάλων διαστάσεων, έχει προταθεί η 

τοποθέτηση των βοηθητικών πηγών επί των καυστικών επιφανειών [4-7]. Αυτή η κατανοµή 

επιτρέπει την ικανοποίηση των οριακών συνθηκών µε τη χρήση σχετικά µικρού πλήθους 

βοηθητικών πηγών. Ωστόσο, ακόµη και όταν οι βοηθητικές πηγές τοποθετούνται επί της 

καυστικής επιφάνειας, η λύση εξαρτάται ισχυρά από τις ακριβείς θέσεις τους, οπότε το 

πρόβληµα εύρεσης των θέσεων που οδηγούν στην ακριβέστερη δυνατή λύση εξακολουθεί να 

υφίσταται. Επιπρόσθετα, ο προσδιορισµός της καυστικής επιφάνειας είναι εξαιρετικά 

δύσκολος, ιδιαίτερα όταν οι σκεδαστές δεν είναι κανονικού σχήµατος. Για τους λόγους 

αυτούς, η τοποθέτηση των βοηθητικών πηγών επί των καυστικών επιφανειών δεν µπορεί να 

εφαρµοστεί γενικά.  

Τέλος, αξίζει να σηµειωθεί ότι οι κατανοµές που προκύπτουν από οποιουσδήποτε 

γενικούς κανόνες δεν είναι βέλτιστες, δηλαδή δεν οδηγούν στα µικρότερα δυνατά σφάλµατα 

των οριακών συνθηκών, τα οποία αντιστοιχούν σε δεδοµένο πλήθος βοηθητικών πηγών. 

Είναι τουλάχιστον διαισθητικά αναµενόµενο ότι υπάρχουν ανοµοιόµορφες κατανοµές που 

συνεπάγονται µικρότερα σφάλµατα από αυτά που προκύπτουν µε την εφαρµογή των γενικών 

κανόνων. Κάποιες υποβέλτιστες θέσεις είναι δυνατόν να προσδιοριστούν µε τη βοήθεια 

τεχνικών βελτιστοποίησης, θεωρώντας τις συντεταγµένες των θέσεων των βοηθητικών πηγών 

ως ανεξάρτητες παραµέτρους, οι οποίες µεταβάλλονται σε προκαθορισµένα διαστήµατα, και 

επιβάλλοντας κάποιους περιορισµούς που σχετίζονται µε τη µέγιστη και την ελάχιστη 

απόσταση µεταξύ γειτονικών βοηθητικών πηγών. Η βελτιστοποίηση της κατανοµής των 

θέσεων των βοηθητικών πηγών µπορεί να γίνει µε εφαρµογή γενετικών αλγορίθµων (Genetic 

Algorithms-GAs), κυρίως για σχετικά µικρούς αριθµούς βοηθητικών πηγών, ορίζοντας 

κάποια κατάλληλη συνάρτηση κόστους, που σχετίζεται µε τα σφάλµατα των οριακών 

συνθηκών. Όταν οι οριακές συνθήκες επιβάλλονται σύµφωνα µε την τεχνική GPM, όπως στη 

µέθοδο MMP, τα σφάλµατα των οριακών συνθηκών είναι σταθµισµένα, οπότε οποιαδήποτε 

συνάρτηση κόστους εξαρτάται ασθενώς από τις θέσεις των βοηθητικών πηγών. Άµεση 

συνέπεια αυτού του γεγονότος είναι η αργή σύγκλιση του GA προς κάποιες λύσεις που δεν 

διαφοροποιούνται σηµαντικά από αυτές που προκύπτουν µε εφαρµογή των εµπειρικών 

κανόνων που προαναφέρθηκαν. Εξαιτίας αυτού του γεγονότος, σε πολλές περιπτώσεις, η 

εφαρµογή αλγορίθµων βελτιστοποίησης οδηγεί σε σηµαντική αύξηση του υπολογιστικού 
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κόστους, χωρίς την επίτευξη αξιοσηµείωτης βελτίωσης της ποιότητας των λύσεων. Αντίθετα, 

όταν οι οριακές συνθήκες επιβάλλονται ακολουθώντας την τεχνική PM, όπως γίνεται στη 

MAS, τα σφάλµατα των οριακών συνθηκών δεν είναι σταθµισµένα, καθιστώντας έτσι δυνατό 

το σχηµατισµό συναρτήσεων κόστους που οδηγούν σε κατανοµές των θέσεων των 

βοηθητικών πηγών που πλεονεκτούν έναντι των οµοιόµορφων κατανοµών. Η τεχνική αυτή 

έχει ήδη χρησιµοποιηθεί για την τοποθέτηση των βοηθητικών πηγών της MAS σε 

προβλήµατα σκέδασης από µεταλλικούς και διηλεκτρικούς κυλίνδρους άπειρου µήκους [21-

23]. 

 

2.3.2 Κατανοµή Σηµείων Επιβολής Οριακών Συνθηκών 

 

Όπως έχει προαναφερθεί, το πλήθος των σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών 

είναι ίσο ή µεγαλύτερο από το πλήθος των βοηθητικών πηγών. Στην πρώτη περίπτωση, τα 

σηµεία επιβολής των οριακών συνθηκών τοποθετούνται, συνήθως, στις προβολές των θέσεων 

των βοηθητικών πηγών επί των συνοριακών επιφανειών, προκειµένου να σχηµατιστεί 

αλγεβρικό σύστηµα µε µικρό δείκτη κατάστασης. Πάντως, τονίζεται ότι άλλες κατανοµές δεν 

αποκλείονται, αν και, συνήθως, οδηγούν σε υποδεέστερης ποιότητας λύσεις σε σχέση µε 

αυτή που λαµβάνεται από την τυπική κατανοµή. Στην περίπτωση που το πλήθος των σηµείων 

επιβολής των οριακών συνθηκών είναι µεγαλύτερο του πλήθους των βοηθητικών πηγών, οι 

λύσεις απευαισθητοποιούνται από τις θέσεις των πρώτων και τα σφάλµατα των οριακών 

συνθηκών είναι σχετικά σταθµισµένα. 

Στην περίπτωση της µεθόδου MMP, η επιβολή των οριακών συνθηκών µέσω της 

τεχνικής GPM οδηγεί σε σχετικά µικρά γραµµικά συστήµατα, λόγω του µικρού πλήθους των 

πολυπόλων. Αντίθετα, στην περίπτωση της MAS, τα συστήµατα που προκύπτουν είναι 

σχετικά µεγάλου µεγέθους, οπότε ο υπερπροσδιορισµός του συστήµατος συνεπάγεται 

αξιοσηµείωτη επιβάρυνση του υπολογιστικού κόστους. Εξαιτίας του γεγονότος αυτού, η 

τεχνική GPM δεν έχει χρησιµοποιηθεί ευρέως σε συνδυασµό µε τη MAS. 
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Κεφάλαιο 3 

Εφαρµογή της MAS για τη Μελέτη της 
Ακτινοβολίας Στοιχειωδών Πηγών Πλησίον 
της Συνοριακής Επιφάνειας Ηµιάπειρου 
∆ιηλεκτρικού Χώρου 

3.1 Εισαγωγή 
 

Στην πράξη, η πλειονότητα των κεραιών σύρµατος, οι οποίες χρησιµοποιούνται στις 

διάφορες εφαρµογές, τοποθετούνται επί ή άνωθεν της γήινης επιφάνειας. Όταν η απόσταση 

της κεραίας από τη γήινη επιφάνεια είναι αρκούντως µεγάλη σε σχέση µε το µήκος κύµατος 

λειτουργίας, η κεραία συµπεριφέρεται, τουλάχιστον µε καλή προσέγγιση, ωσάν να ήταν 

αποµονωµένη στον ελεύθερο χώρο. Αντίθετα, όταν η κεραία βρίσκεται σε σχετικά µικρή 

απόσταση από τη γήινη επιφάνεια, τα χαρακτηριστικά εκποµπής και λήψης της επηρεάζονται 

σηµαντικά σε σχέση µε τα θεωρητικά προβλεπόµενα στον ελεύθερο χώρο. Ανεξάρτητα από 

το αν η σύζευξη µεταξύ της κεραίας και του υποκείµενου µέσου (έδαφος, θάλασσα) είναι 

τόσο ισχυρή ώστε να αλλοιώσει την κατανοµή ρεύµατος επί της κεραίας ή όχι, το µακρινό 

πεδίο εκποµπής επηρεάζεται καθοριστικά από τα επαγόµενα ρεύµατα στη γη, καθώς και στα 

τροποσφαιρικά και ιονοσφαιρικά στρώµατα που την περιβάλλουν. Ως εκ τούτου, για τη 

µελέτη της ακτινοβολίας κεραιών που βρίσκονται πλησίον της γήινης επιφάνειας, απαιτείται 

η επίλυση εξαιρετικά πολύπλοκων προβληµάτων που εµπλέκουν ανοµοιογενή και 

ανισοτροπικά µέσα, τα οποία είναι ιδιαίτερα δύσκολο έως αδύνατο να αντιµετωπιστούν. 

Λόγω αυτών των δυσκολιών, είναι αναγκαία η υποδιαίρεση του γενικού προβλήµατος σε 

επιµέρους προβλήµατα, τα οποία είναι, τουλάχιστον µε καλή προσέγγιση, ανεξάρτητα µεταξύ 

τους, και είναι συνάµα εφικτή η επίλυση τους. Λόγω της αµελητέας σύζευξης µεταξύ της 

επίδρασης της γης και της επίδρασης των ατµοσφαιρικών στρωµάτων στην ακτινοβολία των 

κεραιών, η επίδραση της γης, συνήθως, εξετάζεται ανεξάρτητα. Στη συνέχεια, το προκύπτον 
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ΗΜ πεδίο θεωρείται ως πεδίο διέγερσης των ατµοσφαιρικών στρωµάτων για τον 

προσδιορισµό του δευτερεύοντος πεδίου, το οποίο αποδίδεται σε τροποσφαιρική και 

ιονοσφαιρική σκέδαση, ενώ το συνολικό ΗΜ πεδίο προκύπτει δια υπερθέσεως.  

Η µελέτη της ακτινοβολίας κεραιών που βρίσκονται υπεράνω και επί της γήινης 

επιφάνειας έχει συγκεντρώσει το ενδιαφέρον της επιστηµονικής κοινότητας από τα πρώτα 

χρόνια ανάπτυξης των κεραιών για τηλεπικοινωνιακούς σκοπούς, στις αρχές του 20ου αιώνα 

[1]. Εξαιτίας της εξαιρετικής πολυπλοκότητας του γήινου περιβάλλοντος, αφού τόσο ο 

φλοιός της γης όσο και η ατµόσφαιρα που τον περιβάλλει χαρακτηρίζονται από έντονη 

ανοµοιογένεια, η επίδραση του στην ακτινοβολία κεραιών εξετάστηκε εξαρχής στη βάση 

κάποιων παραδοχών. Σύµφωνα µε την απλούστερη αλλά ευρύτατα διαδεδοµένη θεώρηση, η 

επίδραση της γης µελετάται θεωρώντας ότι το γήινο περιβάλλον συνίσταται σε έναν 

ηµιάπειρο διηλεκτρικό χώρο µε κάποια µακροσκοπικά ισοδύναµα χαρακτηριστικά, τα οποία 

εκτιµώνται από πειραµατικά δεδοµένα [2, 3]. Το πρόβληµα της ακτινοβολίας από βραχέα 

ηλεκτρικά δίπολα (δίπολα πολύ µικρού µήκους σε σχέση µε το µήκος κύµατος εκποµπής), τα 

οποία βρίσκονται επί ή άνωθεν της γήινης επιφάνειας, µελετήθηκε πρώτα από τον 

Sommerfeld το 1909 [1], ο οποίος προσδιόρισε πολύπλοκες αναλυτικές λύσεις. Τα αµέσως 

επόµενα χρόνια, και άλλοι επιστήµονες παρουσίασαν ακριβείς αναλυτικές λύσεις, καθώς και 

προσεγγιστικές λύσεις, για την εκτέλεση αριθµητικών υπολογισµών. Η σχετική βιβλιογραφία 

αριθµεί πολύ µεγάλο αριθµό δηµοσιεύσεων, που είναι αδύνατο να αναφερθούν εδώ 

(πληθώρα παραποµπών µπορούν να βρεθούν στις σχετικές αναφορές [1, 4-8]). Πάντως, παρά 

το γεγονός ότι οι αναλυτικές λύσεις είναι διαθέσιµες εδώ και πολλές δεκαετίες, το 

ενδιαφέρον για αυτά τα προβλήµατα δεν ατόνησε, κυρίως λόγω του γεγονότος ότι οι 

αναλυτικές λύσεις εµπλέκουν ολοκληρώµατα, γνωστά και ως ολοκληρώµατα Sommerfeld, 

που δεν είναι δυνατόν να υπολογιστούν αναλυτικά σε κλειστή µορφή, ενώ και ο αριθµητικός 

υπολογισµός τους παρουσιάζει δυσκολίες, κυρίως εξαιτίας της έντονης ταλαντωτικής 

συµπεριφοράς τους (oscillatory integrals). Τις τελευταίες δεκαετίες, παρουσιάστηκαν ειδικές 

τεχνικές για τον αριθµητικό υπολογισµό των ολοκληρωµάτων αυτού του τύπου µε εξαιρετική 

ακρίβεια. Επιπρόσθετα, παρουσιάστηκαν επεκτάσεις της θεωρίας ειδώλων για την επίλυση 

προβληµάτων ακτινοβολίας κεραιών υπεράνω της γήινης επιφάνειας, χωρίς την ανάγκη 

υπολογισµού πολύπλοκων ολοκληρωµάτων (πληθώρα παραποµπών και ιστορικά στοιχεία 

µπορούν να βρεθούν στις σχετικές αναφορές [9-11]). Η σχετική θεωρία έχει επικρατήσει να 
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αναφέρεται ως θεωρία µιγαδικών ειδώλων (complex image theory), καθόσον αποτελεί 

γενίκευση της κλασικής θεωρίας ειδώλων, η οποία, ως γνωστόν, χρησιµοποιείται για την 

επίλυση ΗΜ προβληµάτων που εµπλέκουν τέλεια αγώγιµες επιφάνειες. 

Με την πάροδο των ετών, το εύρος των εφαρµογών των κεραιών επεκτάθηκε για την 

κάλυψη αναγκών που αφορούν ωκεανογραφικές και γεωφυσικές έρευνες (π.χ. µέτρηση των 

ηλεκτρικών και µαγνητικών χαρακτηριστικών του γήινου φλοιού, υποθαλάσσια 

χαρτογράφηση, κ.α.), αλλά και τηλεπικοινωνιακές εφαρµογές υπό της επιφάνειας της 

θάλασσας (π.χ. επικοινωνία µε υποβρύχια εν καταδύσει), που σχετίζονται µε προβλήµατα 

ακτινοβολίας κεραιών εντός ηµιάπειρου διηλεκτρικού χώρου [5-8, 12-14]. Επιπρόσθετα, 

πληθώρα άλλων άµεσα σχετιζόµενων εφαρµογών είναι δυνατόν να αντιµετωπιστούν ως 

τέτοια προβλήµατα [7], στις οποίες συµπεριλαµβάνονται η ανάπτυξη συστηµάτων 

υπερθερµίας για τη θεραπεία όγκων, η µελέτη και κατασκευή κεραιών που λειτουργούν ως 

αισθητήρες δειγµατοληψίας ΗΜ πεδίων (probes), η χρήση κεραιών για την εύρεση 

κοιτασµάτων πετρελαίου, κ.α. Από τα παραπάνω, καθίσταται σαφής η θεωρητική και 

πρακτική σηµασία της ανάλυσης προβληµάτων ακτινοβολίας κεραιών πλησίον της 

διαχωριστικής επιφάνειας µεταξύ δύο ηµιάπειρων διηλεκτρικών χώρων. Μάλιστα, σε πολλές 

περιπτώσεις, απαιτείται η γενίκευση αυτών, θεωρώντας επάλληλα στρώµατα διηλεκτρικών 

µέσων, τα οποία εκτείνονται στο άπειρο εγκάρσια στον άξονα µεταβολής των 

ηλεκτροµαγνητικών ιδιοτήτων τους. Στο σηµείο αυτό, αξίζει να αναφερθεί ότι οι διαθέσιµες 

λύσεις σε τέτοια προβλήµατα προέρχονται, τουλάχιστον στην πλειονότητα τους, από 

αναλυτικές προσεγγίσεις των προβληµάτων, ενώ ελάχιστες είναι οι απόπειρες εφαρµογής 

αριθµητικών µεθόδων υπολογιστικού ηλεκτροµαγνητισµού. Όσον αφορά τους 

υπολογιστικούς πόρους που απαιτούν, οι αριθµητικές µέθοδοι µειονεκτούν σε σχέση µε τις 

διαθέσιµες αναλυτικές λύσεις. Ωστόσο, είναι πολύ ευκολότερα επεκτάσιµες σε περιπτώσεις 

πιο πολύπλοκων προβληµάτων, σε αντίθεση µε τις αναλυτικές µεθόδους που, εν γένει, δεν 

επιδέχονται γενίκευσης. 

Όσον αφορά τις αριθµητικές µεθόδους που έχουν χρησιµοποιηθεί για την ανάλυση 

προβληµάτων ακτινοβολίας κεραιών πλησίον της γήινης επιφάνειας, αξίζει να σηµειωθεί ότι 

η σχετική δυνατότητα έχει ενσωµατωθεί στις διάφορες εκδόσεις του NEC (Numerical 

Electromagnetics Code) [15-18], λαµβάνοντας υπόψη το ανακλώµενο κύµα και επιβάλλοντας 

µια προσεγγιστική διόρθωση που σχετίζεται µε το επιφανειακό κύµα [17, 18]. Η ακρίβεια της 
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προσέγγισης έχει διερευνηθεί εκτενώς επί µεγάλου εύρους µεταβολής των παραµέτρων του 

προβλήµατος [19, 20], όπως η θέση και ο προσανατολισµός του ακτινοβολητή, τα 

χαρακτηριστικά του διηλεκτρικού χώρου, κ.α. 

Όπως έχει προαναφερθεί, η MAS, όπως και οι περισσότερες συγγενείς αριθµητικές 

µέθοδοι, αναπτύχθηκαν µε πρωταρχικό στόχο την επίλυση προβληµάτων σκέδασης από 

κλειστά σώµατα [21]. Στη συνέχεια, η MAS χρησιµοποιήθηκε και για τη µελέτη 

προβληµάτων ακτινοβολίας, αν και τα χαρακτηριστικά σύγκλισης και η ακρίβεια των λύσεων 

δεν είχαν διερευνηθεί λεπτοµερώς, ειδικά σε περιπτώσεις προβληµάτων που εµπλέκουν 

ανοικτά χωρία, έως πρόσφατα [22, 23].  

Ακολούθως, εξετάζονται προβλήµατα ακτινοβολίας στοιχειωδών ηλεκτρικών πηγών 

στο κενό υπεράνω ηµιάπειρου διηλεκτρικού χώρου, καθώς και εντός αυτού. Τα 

προαναφερθέντα προβλήµατα επιλέχθηκαν µε κριτήριο την απλότητα, το µεγάλο θεωρητικό 

και πρακτικό τους ενδιαφέρον, καθώς και τη διαθεσιµότητα αναλυτικών λύσεων, για τη 

διερεύνηση της σύγκλισης και την εξέταση της ακρίβειας των λύσεων της MAS. Η επίλυση 

των προβληµάτων αυτών είναι δυνατόν να οδηγήσει σε γενικές κατευθυντήριες γραµµές για 

την εφαρµογή της MAS σε προβλήµατα που εµπλέκουν ανοικτά χωρία, όσον αφορά την 

εξάρτηση του ρυθµού σύγκλισης και της ακρίβειας των λύσεων από τα χαρακτηριστικά των 

κατανοµών των θέσεων των βοηθητικών πηγών, καθώς και των σηµείων επιβολής των 

οριακών συνθηκών. 

 

3.2 Ακτινοβολία Στοιχειωδών Ηλεκτρικών Πηγών στο Κενό 
Υπεράνω Ηµιάπειρου ∆ιηλεκτρικού Χώρου 

3.2.1 Νηµατοειδής Ηλεκτρική Πηγή 

3.2.1.1 Περιγραφή του Προβλήµατος 

 

Η γεωµετρία του υπό εξέταση προβλήµατος δύο διαστάσεων συνίσταται σε µια 

νηµατοειδή ηλεκτρική πηγή συχνότητας fπω 2= , η οποία βρίσκεται στο κενό (χώρος 1) σε 

ύψος  υπεράνω ηµιάπειρου οµοιογενούς διηλεκτρικού χώρου (χώρος 2) διηλεκτρικής 

επιτρεπτότητας 

h

0εε r , µαγνητικής διαπερατότητας 0µ  και αγωγιµότητας σ , όπως 

απεικονίζεται στο Σχήµα 3.1. Αναλυτικές εκφράσεις για το παραγόµενο ΗΜ πεδίο στον 

ελεύθερο χώρο υπάρχουν στο Παράρτηµα Α. Λόγω της παρουσίας του χώρου 2, το ΗΜ πεδίο 
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στο χώρο 1 διαφοροποιείται σε σχέση µε αυτό που παράγεται στον ελεύθερο χώρο, ενώ 

εµφανίζεται και ένα ΗΜ πεδίο εντός του χώρου 2. Στην περίπτωση που ο χώρος 2 

χαρακτηρίζεται από άπειρη αγωγιµότητα, το ΗΜ πεδίο εντός αυτού είναι µηδενικό και το 

ΗΜ πεδίο στο χώρο 1 προκύπτει µε εφαρµογή της θεωρίας ειδώλων. Για τον προσδιορισµό 

των άγνωστων ΗΜ πεδίων που αναπτύσσονται στους χώρους 1 και 2, εφαρµόζεται η MAS, 

όπως περιγράφεται ακολούθως. 

 

3.2.1.2 Εφαρµογή της MAS 

 

Σύµφωνα µε τις βασικές αρχές της MAS, το άγνωστο ΗΜ πεδίο σε κάθε περιοχή του 

προβλήµατος εκφράζεται ως υπέρθεση των ΗΜ πεδίων που παράγονται από ένα σύνολο 

βοηθητικών πηγών, που είναι τοποθετηµένες εκτός των ορίων της αντίστοιχης περιοχής. Για 

την περίπτωση του Σχήµατος 3.1, απαιτούνται δύο σύνολα βοηθητικών πηγών για την 

περιγραφή των άγνωστων ΗΜ πεδίων στους χώρους 1 και 2. Οι βοηθητικές πηγές του 

πρώτου συνόλου, οι οποίες κείνται κάτωθεν της διαχωριστικής επιφάνειας, ακτινοβολούν 

εντός άπειρου χώρου µε τα χαρακτηριστικά του χώρου 1, ενώ οι βοηθητικές πηγές του 

δεύτερου συνόλου, οι οποίες κείνται άνωθεν της διαχωριστικής επιφάνειας, ακτινοβολούν 

εντός άπειρου χώρου µε τα χαρακτηριστικά του χώρου 2, όπως απεικονίζεται στα Σχήµατα 

3.2 και 3.3. Εξαιτίας της ανεξαρτησίας του προβλήµατος από τη χωρική µεταβλητή , ως 

βοηθητικές πηγές χρησιµοποιούνται νηµατοειδείς ηλεκτρικές πηγές µε άξονες παράλληλους 

προς τον άξονα . Οι βοηθητικές πηγές του πρώτου συνόλου τοποθετούνται επί του 

επιπέδου , ενώ οι βοηθητικές πηγές του δεύτερου συνόλου τοποθετούνται επί του 

επιπέδου . Λόγω της συµµετρίας του προβλήµατος, οι βοηθητικές πηγές 

τοποθετούνται συµµετρικά εκατέρωθεν του άξονα . Σηµειώνεται ότι ο αριθµός των 

βοηθητικών πηγών σε κάθε χώρο δεν είναι απαραίτητα ο ίδιος. Για την απλοποίηση του 

µαθηµατικού φορµαλισµού και τη µείωση των παραµέτρων που σχετίζονται µε την εφαρµογή 

της MAS, το πλήθος των βοηθητικών πηγών ανά σύνολο υποτίθεται ίσο µε . Το ΗΜ 

πεδίο στο χώρο 1 περιγράφεται ως άθροισµα του ΗΜ πεδίου της πρωτεύουσας πηγής στον 

ελεύθερο χώρο και ενός γραµµικού συνδυασµού των ΗΜ πεδίων των βοηθητικών πηγών του 

πρώτου συνόλου, ενώ το ΗΜ πεδίο στο χώρο 2 περιγράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των 

ΗΜ πεδίων των βοηθητικών πηγών του δεύτερου συνόλου. 

z

z

11 dy −=

22 dy =

y

12 +N
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region 2

00 , µµεε ==

0,, 00 ≠== σµµεεε r

region 1

y

x
h

Σχήµα 3. 1. Γεωµετρία νηµατοειδούς ηλεκτρικής πηγής που ακτινοβολεί υπεράνω ηµιάπειρου 
οµοιογενούς διηλεκτρικού χώρου. 

 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, τα άγνωστα ΗΜ πεδία στους χώρους 1 και 2 δίνονται από 

τις σχέσεις 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
−=

+=
N

Nn
nn

exc FwFF ρρρ
rrrrrr

111 , (3.1α)

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
−=

=
N

Nn
nn FwF ρρ

rrrr
222 , (3.1β)

 

όπου ( )iF
r

 είναι το διάνυσµα του ηλεκτρικού ή του µαγνητικού πεδίου στο χώρο , i excF
r

 

είναι το αντίστοιχο πεδίο διέγερσης της πρωτεύουσας πηγής στη θέση yhh
)r

=ρ , ενώ ( )i
nF
r

 

είναι το αντίστοιχο πεδίο της βοηθητικής πηγής του συνόλου  που καθορίζει ο δείκτης  

και είναι τοποθετηµένη στο σηµείο 

i n

( )in yx ,  µε διάνυσµα θέσης ( )i
nρ
r

. Τα πεδία που 

υπεισέρχονται στις σχέσεις (3.1) προσδιορίζονται µε απλή µεταφορά του πεδίου iF
r

 µιας 

νηµατοειδούς ηλεκτρικής πηγής, που είναι τοποθετηµένη στο κέντρο ενός συστήµατος 

συντεταγµένων και ακτινοβολεί σε άπειρο χώρο µε τα χαρακτηριστικά του χώρου , ως εξής i

 
( ) ( )h

exc FF ρρρ
rrrrr

−= 1 , (3.2α)
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( ) ( ) ( )( )i
ni

i
n FF ρρρ

rrrrr
−= . (3.2β)
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h
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Σχήµα 3. 2. Βοηθητικές πηγές για την περιγραφή του ΗΜ πεδίου στο χώρο 1.  

 

region 2

0,, 00 ≠== σµµεεε r

y

x2d

…………

 

Σχήµα 3. 3. Βοηθητικές πηγές για την περιγραφή του ΗΜ πεδίου στο χώρο 2. 

 

Αξιοποιώντας τις σχέσεις (Α.4) του Παραρτήµατος Α, οι προηγούµενες σχέσεις εκφράζονται 

ως εξής 

  
( ) ( )h

exc FF ρρρ
rrrrr

;1= , (3.3α)

 
( ) ( ) ( )( )i

ni
i

n FF ρρρ
rrrrr

;= . (3.3β)
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Οι βοηθητικές πηγές θεωρούνται ότι τοποθετούνται οµοιόµορφα στις θέσεις 

δnxn = , όπου δ  η απόσταση µεταξύ διαδοχικών βοηθητικών πηγών. Ανοµοιόµορφες 

κατανοµές των βοηθητικών πηγών δεν αποκλείονται βάσει των φυσικών αρχών της MAS, αν 

και οποιαδήποτε τέτοια επιλογή οδηγεί σε αύξηση των παραµέτρων προς διερεύνηση για τη 

µελέτη των χαρακτηριστικών των λύσεων και, ως εκ τούτου, αποφεύγεται. 

Οι άγνωστοι συντελεστές ( )i
nw  των αναπτυγµάτων των σχέσεων (3.1) 

προσδιορίζονται επιβάλλοντας τις οριακές συνθήκες των εφαπτοµενικών συνιστωσών του 

ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου επί της διαχωριστικής επιφάνειας, οι οποίες 

εκφράζονται ως εξής 

 
( ) ( ) ( ) ( ) 00,0, 21 =− xExE zz , (3.4α)

 
( ) ( ) ( ) ( ) 00,0, 21 =− xHxH xx . (3.4β)

 

Αντίστοιχη οριακή συνθήκη ισχύει και για την κάθετη συνιστώσα του µαγνητικού πεδίου 

, η οποία, πάντως, δεν αξιοποιείται, λόγω του γεγονότος ότι η εν λόγω συνιστώσα κάθε 

βοηθητικής πηγής είναι µηδενική στην προβολή της θέσης της επί της διαχωριστικής 

επιφάνειας, όπου οι συνιστώσες  και  λαµβάνουν τις µέγιστες τιµές τους. Λόγω της 

συµµετρίας του προβλήµατος, οι άγνωστοι συντελεστές βαρύτητας συµµετρικά 

τοποθετηµένων βοηθητικών πηγών θεωρούνται εκ των προτέρων ίσοι µεταξύ τους, δηλαδή 

. Η επιβολή των οριακών συνθηκών των σχέσεων (3.4) γίνεται ακριβώς στις 

προβολές των θέσεων των βοηθητικών πηγών επί της διαχωριστικής επιφάνειας κατά µήκος 

του θετικού ηµιάξονα 

yH

zE xH

( ) ( )i
n

i
n ww =−

x , δηλαδή στα σηµεία xxmm
)r

=ρ , όπου δmxm = , , 

οπότε προκύπτει ένα γραµµικό σύστηµα της µορφής 

Nm ,...,1,0=

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) Nmewewe exc
m

N

Nn
nmnnmn ,...,1,0,22

,
11

, =−=−∑
−=

, (3.5α)

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) Nmhwhwh exc
m

N

Nn
nmnnmn ,...,1,0,22

,
11

, =−=−∑
−=

, (3.5β)

 

όπου  
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( ) ( ) ( )m

i
n

i
mn Eze ρ

rr) ⋅=, , (3.6α)

 
( ) ( ) ( )m

i
n

i
mn Hxh ρ

rr) ⋅=, , (3.6β)

 
( )m

excexc
m Eze ρ

rr) ⋅= , (3.6γ)

 
( )m

excexc
m Hxh ρ

rr) ⋅= . (3.6δ)

 

Αξιοποιώντας τη συµµετρία του προβλήµατος, οι εξισώσεις (3.5) µπορούν, ισοδύναµα, να 

γραφούν ως εξής 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) NmewEwE exc
m

N

n
nmnnmn ,...,1,0,

0

22
,

11
, =−=−∑

=

, (3.7α)

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) NmhwHwH exc
m

N

n
nmnnmn ,...,1,0,

0

22
,

11
, =−=−∑

=

, (3.7β)

 

όπου  

 
( ) ( ) ( )( ) n

i
mn

i
mn

i
mn eeE ξ,,, −+= , (3.8α)

 
( ) ( ) ( )( ) n

i
mn

i
mn

i
mn hhH ξ,,, −+= , (3.8β)

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
= 0,

2
1

0,1

n

n
nξ . (3.8γ)

 

Μετά την επίλυση του γραµµικού συστήµατος ( )[ ] ( )[ ]1212 +×+ NN  των εξισώσεων (3.7), το 

ΗΜ πεδίο σε οποιοδήποτε σηµείο του χώρου προσδιορίζεται άµεσα από τις σχέσεις (3.1)-

(3.3). 

Λόγω του γεγονότος ότι οι οριακές συνθήκες επιβάλλονται σε διακριτά σηµεία, η 

συνέχεια των εφαπτοµενικών συνιστωσών  και  δεν είναι εξασφαλισµένη παντού στη 

διαχωριστική επιφάνεια. Για την αποτίµηση της ποιότητας των λύσεων, εξετάζονται τα 

zE xH
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σφάλµατα των οριακών συνθηκών των σχέσεων (3.4), µέσω των οποίων αποτιµάται ο βαθµός 

ικανοποίησης των οριακών συνθηκών. Σηµειώνεται ότι ο όρος σφάλµα κάποιας οριακής 

συνθήκης αναφέρεται στο σχετικό σφάλµα, το οποίο ορίζεται ως ο λόγος του µέτρου της 

διαφοράς της αντίστοιχης συνιστώσας του ηλεκτρικού ή µαγνητικού πεδίου εκατέρωθεν της 

διαχωριστικής επιφάνειας προς τη µέγιστη τιµή του µέτρου της αντίστοιχης συνιστώσας του 

πεδίου διέγερσης στη διαχωριστική επιφάνεια. Εκτός των σφαλµάτων των επιβαλλόµενων 

οριακών συνθηκών, είναι δυνατόν να υπολογιστεί και το σφάλµα της οριακής συνθήκης που 

αφορά την κάθετη συνιστώσα του µαγνητικού πεδίου , το οποίο παρέχει ένα πρόσθετο 

κριτήριο ελέγχου της ποιότητας των λύσεων. 

yH

 

3.2.1.3 Αριθµητικά Αποτελέσµατα 

 

Ακολούθως, παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα που αφορούν τη 

συµπεριφορά των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών και την ακρίβεια των λύσεων, καθώς 

και τη σύνδεση τους µε την παράµετρο καθορισµού του πλήθους των βοηθητικών πηγών  

και την απόσταση µεταξύ διαδοχικών βοηθητικών πηγών 

N

δ . Αξίζει να αναφερθεί ότι είναι 

αναµενόµενο, λόγω του γεγονότος ότι το πρόβληµα εµπλέκει ηµιάπειρα χωρία, η 

συµπεριφορά σύγκλισης και η ακρίβεια των λύσεων να εξαρτώνται ισχυρά από τις 

παραµέτρους  και N δ , αφού σηµαντικά σφάλµατα µπορεί να εµφανιστούν είτε µεταξύ των 

σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών είτε πέραν των ορίων της περιοχής που αυτά 

καταλαµβάνουν. 

Ιδιαίτερη σηµασία, τόσο για τη συµπεριφορά σύγκλισης όσο και την ακρίβεια των 

λύσεων, έχουν οι αποστάσεις  µεταξύ των βοηθητικών πηγών και της διαχωριστικής 

επιφάνειας. Όπως έχει αναφερθεί στην Παράγραφο 2.3.1, οι φυσικές αρχές στις οποίες 

βασίζεται η MAS επιβάλλουν οι αποστάσεις αυτές να είναι αρκούντως µικρές, ούτως ώστε να 

µην υπάρχουν ιδιάζοντα σηµεία των αναλυτικών επεκτάσεων των άγνωστων ΗΜ πεδίων στις 

περιοχές µεταξύ των βοηθητικών πηγών και της διαχωριστικής επιφάνειας. Στην προκειµένη 

περίπτωση, οι βοηθητικές πηγές του πρώτου συνόλου τοποθετούνται σε βάθος που 

αντιστοιχεί στη θέση του ειδώλου της πρωτεύουσας πηγής, ενώ οι βοηθητικές πηγές του 

δεύτερου συνόλου τοποθετούνται στις συµµετρικές θέσεις ως προς τη διαχωριστική 

επιφάνεια, συνεπώς επιλέγεται 

id

hdd == 21 . Βεβαίως, η επιλογή αυτή δεν είναι βέλτιστη, 
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δηλαδή δεν οδηγεί στα µικρότερα σφάλµατα των οριακών συνθηκών για δεδοµένη τιµή του 

 και κάποια κατάλληλη απόσταση N δ . Ωστόσο, επιτρέπει τη διερεύνηση της συµπεριφοράς 

των λύσεων κατά τρόπο που µπορεί να οδηγήσει σε γενικούς κανόνες για την αντιµετώπιση 

προβληµάτων που εµπλέκουν ανοικτά χωρία µε εφαρµογή της MAS. Άλλες δυνατότητες για 

την τοποθέτηση των βοηθητικών πηγών θα εξεταστούν στην Παράγραφο 3.4. 
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Σχήµα 3. 4. Μέγιστες τιµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης (3.4α), για 
διαφορετικούς αριθµούς βοηθητικών πηγών, ως συνάρτηση της απόστασης µεταξύ τους. 

 

Για τη διερεύνηση της συµπεριφοράς των λύσεων, εκτελέστηκε µεγάλος αριθµός 

δοκιµών µεταβάλλοντας την απόσταση δ , για διαφορετικές τιµές του . Στα Σχήµατα 3.4 

και 3.5 απεικονίζονται οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών του 

ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου, αντίστοιχα, που αντιστοιχούν σε 

N

15=N  και , ως 

προς την παράµετρο 

35=N

hδ , για την περίπτωση µιας πρωτεύουσας πηγής σε ύψος 25.0=λh  

υπεράνω τυπικού λασπώδους εδάφους σχετικής διηλεκτρικής σταθεράς 15 και ηλεκτρικής 

αγωγιµότητας 0.012S/m σε συχνότητα 100MHz (µιγαδική σχετική διηλεκτρική σταθερά 15-

j2.157). Ξεκινώντας από ιδιαίτερα πυκνές κατανοµές των βοηθητικών πηγών και αυξάνοντας 

την απόσταση δ , οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτων µειώνονται, έως ότου προσεγγίσουν τις 

ελάχιστες τιµές τους. Στη συνέχεια, οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτων αυξάνονται µε την 

αύξηση της απόστασης δ . Η συµπεριφορά αυτή παρατηρείται σε ένα µεγάλο εύρος 
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µεταβολής του  και µπορεί να ερµηνευτεί παρατηρώντας τις κατανοµές των σφαλµάτων 

των οριακών συνθηκών επί της διαχωριστικής επιφάνειας. Πιο συγκεκριµένα, για µικρές 

τιµές της απόστασης 

N

δ , τα σφάλµατα µεταξύ των σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών 

είναι αµελητέα (<<1%), ιδιαίτερα σε σχέση µε τα σφάλµατα που εµφανίζονται εκτός της 

περιοχής που αυτά καταλαµβάνουν ( δNx > ), όπου τα σφάλµατα είναι αρκετές τάξεις 

µεγέθους µεγαλύτερα (>1%). Με την αύξηση της απόστασης δ , τα σφάλµατα µεταξύ των 

σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών αυξάνονται, ενώ τα σφάλµατα που εµφανίζονται 

στην περιοχή µε δNx >  µειώνονται, έως ότου τα πρώτα ξεπεράσουν τα δεύτερα. 

Περαιτέρω αύξηση της απόστασης δ  έχει ως συνέπεια την εµφάνιση σηµαντικών 

σφαλµάτων µεταξύ των σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών (>1%), κυρίως πλησίον 

του ίχνους της πρωτεύουσας πηγής στη διαχωριστική επιφάνεια, τα οποία εξαρτώνται 

ασθενώς από την τιµή του , µια και οι διαφορές τους είναι δυσδιάκριτες για  και 

. Αντιπροσωπευτικά αποτελέσµατα για τις κατανοµές των σφαλµάτων των οριακών 

συνθηκών του ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου παρουσιάζονται στα Σχήµατα 3.6 και 

3.7, αντίστοιχα, για  και διάφορες τιµές της παραµέτρου 

N 15=N

35=N

35=N hδ  (0.30, 0.60, 0.70). 

Λόγω της συµµετρίας του προβλήµατος, οι κατανοµές των σφαλµάτων παρουσιάζονται µόνο 

για . 0≥x
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Σχήµα 3. 5. Μέγιστες τιµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης (3.4β), για 
διαφορετικούς αριθµούς βοηθητικών πηγών, ως συνάρτηση της απόστασης µεταξύ τους. 
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Σχήµα 3. 6. Τυπικές κατανοµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης 
(3.4α), για διάφορες τιµές της απόστασης µεταξύ διαδοχικών βοηθητικών πηγών. 
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Σχήµα 3. 7. Τυπικές κατανοµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης 
(3.4β), για διάφορες τιµές της απόστασης µεταξύ διαδοχικών βοηθητικών πηγών. 

 

Εκτός από τους προαναφερθέντες ελέγχους που αφορούν το βαθµό ικανοποίησης των 

επιβαλλόµενων οριακών συνθηκών, µπορεί να ελεγχθεί και η οριακή συνθήκη που αφορά τη 

συνιστώσα του µαγνητικού πεδίου, η οποία εκφράζεται ως εξής  yH  
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( ) ( ) ( ) ( ) 00,0, 21 =− xHxH yy . (3.9)

 

Λόγω του γεγονότος ότι η οριακή συνθήκη της σχέσης (3.9) δεν χρησιµοποιήθηκε 

για την επίλυση του προβλήµατος, αναµένεται τα αντίστοιχα σφάλµατα να είναι µη µηδ

τα σηµεία επιβολής των οριακών συνθηκών των σχέσεων (3.4). Οι κατανοµές του 

σφάλµα

 

Σχήµ  (3.9), 
για δι

 

 του . Σε κάθε 

περίπτωση, η αύξηση του , χωρίς τη µεταβολή της απόστασης

ενικά 

σ

τος της οριακής συνθήκης της σχέσης (3.9), για τις λύσεις που προκύπτουν µε τις 

παραµέτρους που προαναφέρθηκαν, απεικονίζονται στο Σχήµα 3.8. Πράγµατι, η σχέση (3.9) 

δεν ικανοποιείται ακριβώς σε κανένα σηµείο επί της διαχωριστικής επιφάνειας, αν και οι 

τιµές του σφάλµατος εµφανίζουν ταλαντώσεις παρόµοιες µε αυτές των Σχηµάτων 3.6 και 3.7. 

Επιπρόσθετα, οι τιµές των σφαλµάτων του Σχήµατος 3.8 είναι της ίδιας τάξης µεγέθους µε 

αυτές των Σχηµάτων 3.6 και 3.7, γεγονός το οποίο ενισχύει την πεποίθηση ότι οι λύσεις είναι 

ακριβείς. 

 

α 3. 8. Τυπικές κατανοµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης
άφορες τιµές της απόστασης µεταξύ διαδοχικών βοηθητικών πηγών. 

Για τη διερεύνηση της συµπεριφοράς σύγκλισης των λύσεων, εξετάστηκε η 

συµπεριφορά των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών αυξανοµένου N

 N  δ , έχει ως αποτέλεσµα τη 
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µείωση των σφαλµάτων στην περιοχή µε δNx > , όπως άλλωστε αναµένεται, λόγω της 

µετακίν

ν π

το ν

ι την ολ

ησης των πιο αποµακρυσµένων σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών προς το 

άπειρο, ενώ τα σφάλµατα µεταξύ των σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκώ αραµένουν 

σχεδόν αναλλοίωτα, λόγω υ τοπικού χαρακτήρα των ΗΜ πεδίω  των βοηθητικών πηγών. 

Ως εκ τούτου, η αύξηση του N  συνεπάγετα ίσθηση των ελάχιστων σφαλµάτων προς 

µικρότερες τιµές της απόστασης δ . Η συµπεριφορά αυτή καταδεικνύεται από τα 

αποτελέσµατα που παρουσιάζονται στον Πίνακα 3.1, στον οποίο περιέχονται οι µέγιστες 

τιµές των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών που αντιστοιχούν σε διάφορες τιµές του N , 

καθώς και οι αντίστοιχες τιµ ς της παραµέτρου έ hδ  για τις οποίες ελαχιστοποιείται ο 

γεωµετρικός µέσος των σφαλµάτων.  κάθε N , η λύση µε τα µικρότερα σφάλµατα µπορεί 

να προσδιοριστεί εκτελώντας κάποιες αρχικές δοκιµές γύρω από το αναµενόµενο ελάχιστο 

και διχοτοµώντας τα διαστήµατα µεταβολής της παραµέτρου 

Για

hδ , έως ότου προσδιοριστε  

λύση που αντιστοιχεί στην ελάχιστη τιµή του µετρικού µέσου των σφαλµάτων. 

Σηµειώνεται ότι ο γεωµετρικός µέσος χρησιµοποιείται για την αποτίµηση της ακρίβειας των 

λύσεων εξαιτίας της σηµαντικής διαφοράς στις τιµές των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών 

του ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου. Αντί του γεωµετρικού µέσου των σφαλµάτων, 

είναι δυνατόν να οριστούν άλλα µέτρα αποτίµησης της ακρίβειας (π.χ. αριθµητικός µέσος, 

αρµονικός µέσος, µέση τετραγωνική τιµή, κ.α.). 

 

Πίνακας 3. 1. Μέγιστες τιµές των σχετικών σφαλµάτων των οριακών συνθηκών, για τις 

 
Μ

ί η

γεω

βέλτιστες λύσεις που αντιστοιχούν σε διαφορ  αριθµούς βοηθητικών πηγών. 

έγιστες Τιµές 
Σφαλµάτων Οριακών 

Συνθηκών (%) 

ετικούς

N  hδ  

zE  xH  
35 0.612 0.806 2.041 
40 0.607 0.708 1.646 
45 0.600 0. 9 640 1.41
50 0.594 0.584 1.247 
55 0.588 0.538 1.111 
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Σχήµ λύσης 
και 

 

Οι έλεγχοι που αφορούν τα σφάλµατα των οριακών συνθηκών, σε συνδυασµό και µε 

ση, είναι δυνατή η απευθείας σύγκριση των 

ύσεων της MAS µε την ακριβή λύση του προβλήµατος. Σύµφωνα µε την τελευταία, η 

ένταση 

α 3. 9. Απεικόνιση της διαφοράς σε dB µεταξύ του ηλεκτρικού πεδίου της ακριβούς 
της λύσης της MAS κατά µήκος του άξονα y. 

τις δοκιµές σύγκλισης που περιγράφηκαν παραπάνω, παρέχουν απλώς ενδείξεις για την 

ακρίβεια των λύσεων. Στην προκειµένη περίπτω

λ

του ηλεκτρικού πεδίου στο χώρο 1 δίνεται από την αναλυτική σχέση [6] 

 

( ) ( ) ( ) ( )∫ +−−−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−−=

0 12

12

1

111 cos1, 11 ξξ
ζ dxeuuejkyxE hyuhyu

z , (3.10α)

 

∞

+2π uuu

ε 

 

µ

2
1

2
1 ku −= ξ , (3.10β)

 
2
2

2
2 ku −= ξ , (3.10γ)
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όπου 001 εµω=k  ο κυµατικός αριθµός στο χώρο 1 και 012 ωεσε jkk r −=  ο κυµατικός 

αριθµός στο χώρο 2, ενώ µε 001 εµζ =  συµβολίζεται η κυµατική αντίσταση στο 

 διαφορά σε dB µεταξύ της έντασης του ηλεκτρικού πεδίου της ακριβούς αναλυτικής λύσης 

ς λύσης της 

χώρο 1. 

Η

και τη MAS, που αντιστοιχεί σε 35=N  και 60.0=hδ , απεικο

ία µε 0

νίζεται κατά 

µήκος του άξονα y  (σε σηµε  =x ) 

 πολύ µικρ

 της 

. 

λο

3.2.2.1 Περιγραφή του Προβλήµατος 

 

 τριών διαστάσεων συνίσταται σε ένα 

lectric Dipole-VED), το οποίο βρίσκεται στο 

κενό (χώρος 1) σε ύψος υπεράνω ηµιάπειρου οµοιογενούς διηλεκτρικού χώρου (χώρος 2) 

διηλεκτ

στο Σχήµα 3.9. Είναι αξιοσηµείωτο ότι η διαφορά 

µεταξύ της ακριβούς λύσης και της λύσης της MAS είναι µικρότερη από 0.01dB για hy >  

και 0.02dB για hy <<0 , που αντιστοιχεί σε δι τιµών ότερη του 1%. Αυτός 

ο έλεγχος πιστοποιεί την ακρίβεια λύσης της MAS, όπως και ότι τα σφάλµατα του 

ηλεκτρικού πεδίου είναι µικρότερα από τα σφάλµατα της αντίστοιχης οριακής συνθήκης

 

3.2.2 Κατακόρυφο Ηλεκτρικό ∆ίπο  

αφορά 

Η γεωµετρία του υπό εξέταση προβλήµατος

βραχύ κατακόρυφο ηλεκτρικό δίπολο (Vertical E

 h  

ρικής επιτρεπτότητας 0εε r , µαγνητικής διαπερατότητας 0µ  και αγωγιµότητας σ , 

όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 3.10. Αναλυτικές εκφράσεις για το παραγόµενο ΗΜ πεδίο 

στον ελεύθερο χώρο υπάρχουν στο Παράρτηµα Β. Λόγω της παρουσίας του χώρου 2, το ΗΜ 

πεδίο στο χώρο 1 διαφοροποιείται σε σχέση µε αυτό που ακτινοβολεί το δίπολο στον 

ελεύθερο χώρο, ενώ εµφανίζεται και ένα ΗΜ πεδίο εντός του χώρου 2. Στην περίπτωση που 

ο χώρος 2 χαρακτηρίζεται από άπειρη αγωγιµότητα, το ΗΜ πεδίο εντός αυτού είναι µηδενικό 

και το ΗΜ πεδίο στο χώρο 1 προκύπτει µε εφαρµογή της θεωρίας ειδώλων. Για τον 

προσδιορισµό των άγνωστων ΗΜ πεδίων που αναπτύσσονται στους χώρους 1 και 2, 

εφαρµόζεται η MAS, όπως περιγράφεται ακολούθως. 

 

3.2.2.2 Εφαρµογή της MAS 

 

Σύµφωνα µε τις βασικές αρχές της MAS, το άγνωστο ΗΜ πεδίο σε κάθε περιοχή του 

προβλήµατος εκφράζεται ως υπέρθεση των ΗΜ πεδίων που παράγονται από ένα σύνολο 
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βοηθητικών πηγών, που είναι τοποθετηµένες εκτός των ορίων της αντίστοιχης περιοχής. Για 

την περ  του Σχήµατος 3.10, απαιτούνται δύο σύνολα βοηθητικών πηγών για την 

περιγρα

οηθητικ

 

 

ίπτωση

φή των άγνωστων ΗΜ πεδίων στους χώρους 1 και 2. Οι βοηθητικές πηγές του 

πρώτου συνόλου, οι οποίες κείνται κάτωθεν της διαχωριστικής επιφάνειας, ακτινοβολούν 

εντός άπειρου χώρου µε τα χαρακτηριστικά του χώρου 1, ενώ οι βοηθητικές πηγές του 

δεύτερου συνόλου, οι οποίες κείνται άνωθεν της διαχωριστικής επιφάνειας, ακτινοβολούν 

εντός άπειρου χώρου µε τα χαρακτηριστικά του χώρου 2, όπως απεικονίζεται στα Σχήµατα 

3.11 και 3.12. Εξαιτίας της κατακόρυφης πόλωσης του διπόλου, ως βοηθητικές πηγές 

χρησιµοποιούνται στοιχειώδη ηλεκτρικά δίπολα µε άξονες παράλληλους προς τον άξονα z . 

Οι βοηθητικές πηγές του πρώτου συνόλου τοποθετούνται επί του επιπέδου 11 dz −= , ενώ οι 

βοηθητικές πηγές του δεύτερου συνόλου τοποθετούνται επί του επιπέδου 22 dz = . Λόγω της 

κυλινδρικής συµµετρίας του προβλήµατος, οι βοηθητικές πηγές κατανέµονται σε 1+N  

οµόκεντρους δακτυλίους µε κέντρα επί του άξονα z , καθένας από τους οποίους αποτελείται 

από nN  βοηθητικές πηγές. Οι βοηθητικές πηγές επί του άξονα z  θεωρούντα κουν σε 

εκφυλισµένους δακτυλίους µηδενικής ακτίνας. Οι κατανοµές των β ών πηγών 

απεικονίζονται στα Σχήµατα 3.11 και 3.12. Για την απλοποίηση του µαθηµατικού 

φορµαλισµού και τη µείωση των παραµέτρων που σχετίζονται µε την εφαρµογή της MAS, 

επιλέγεται ίσο πλήθος δακτυλίων που συνιστούν καθένα από τα δύο σύνολα βοηθητικών 

πηγών και ίσο πλήθος βοηθητικών πηγών στους αντίστοιχους δακτυλίους των δύο συνόλων. 

Το ΗΜ πεδίο στο χώρο 1 περιγράφεται ως άθροισµα του ΗΜ πεδίου του διπόλου στον 

ελεύθερο χώρο και ενός γραµµικού συνδυασµού των ΗΜ πεδίων των βοηθητικών πηγών του 

πρώτου συνόλου, ενώ το ΗΜ πεδίο στο χώρο 2 περιγράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των 

ΗΜ πεδίων των βοηθητικών πηγών του δεύτερου συνόλου. 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, τα άγνωστα ΗΜ πεδία στους χώρους 1 και 2 δίνονται από 

τις σχέσεις 
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Σχήµα 3. 10. Γεωµ υπεράνω ηµιάπειρου 
οµοιογενούς διηλεκ

 

που

ετρία κατακόρυφου ηλεκτρικού διπόλου που ακτινοβολεί 
τρικού χώρου. 

 ( )iF
r

 είναι το διάνυσµα του ηλεκτρικού ή του µαγνητικού πεδίου στο χώρο ,  i excF
r

 ό

είναι το αντίστοιχο πεδίο διέγερσης του διπόλου στη θέση zhrh
)r

= , ενώ ( )
( )i

snF ,

r
 είναι το 

αντίστοιχο πεδίο της βοηθητικής πηγής του συνόλου που  το  δεικτών 

και είναι τοποθετηµένη στο σηµείο

i  καθορίζει ζεύγος

( )sn,   ( )( )isnn z,, ,φρ  µε διάνυσµα θέσης r ( )
( )i

sn,
r , όπου nρ  η 

 του πηγακτίνα  δακτυλίου βοηθητικών ών που δηλώνει ο δείκτης n  και sn,( )φ  η γωνιακή  

της βοηθητικής πηγής που καθορίζει  ζεύγος δεικτών 

θέση

το ( )sn, . α που  

στις σχέσεις (3.11) προσδιορίζονται µε απλή µεταφορά  πεδίου iF

 Τα πεδί  υπεισέρχονται

 του
r

 ενός στοιχειώδους 

 διπόλου, που είναι τοποθετηµ  ενός συστήµατος τεταγµ  

και ακτινοβολεί σε άπειρο χώρο µε τα χαρακτηριστικά του χώρου , ως  

 

ηλεκτρικού ένο στο κέντρο  συν ένων

εξής i

( ) ( )h
exc rrFrF rrrrr

−= 1 , (3.12α)

 

( )
( ) ( ) ( )

( )( )i
sni

i
sn rrFrF ,,

rrrrr
−= . (3.12β)

Αξιοποιώντας τις σχέσεις (Β.7) του Παραρτήµατος Β, ο µενες σχέσεις εκφρ

ς εξής 

  

 

ι προηγού άζονται 

ω

( ) ( )h
exc rrFrF rrrrr

;1= , (3.13α)

 

region 2

00 , µµεε ==

0,, 00 ≠== σµµεεε r
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x
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y
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( )
( ) ( ) ( )

( )( )i
sni

i
sn rrFrF ,, ; rr

rrr
= . (3.13β)

 

 

Σχήµα 3. 11. Βοηθητ

 

 

Σχήµα 3. 12. Βοηθητ

 

Ακολούθω  οµοιόµορφη, 

συνεπώς οι ακτίνες

ικές πηγές για την περιγραφή του ΗΜ πεδίου στο χώρο 1. 

ικές πηγές για την περιγραφή του ΗΜ πεδίου στο χώρο 2. 

ς, η κατανοµή των δακτυλίων βοηθητικών πηγών θεωρείται

 τους εκφράζονται ως δρ nn = , όπου δ  η απόσταση µεταξύ διαδοχικών 

ακτυλίων. Ο αριθµός των βοηθητικών ανά δακτύλιο επιλέγεται ανάλογος της δ  πηγών 

περιµέτρου του και ίσος µε nNn 8=  για 1>n , ενώ 10 =N . Επιπρόσθετα, οι βοηθητικές 

ηγές κατανέµονται οµοιόµ τω ω  οι γωνιακές θέσεις τους 

εκφράζ

π ορφα επί ν δακτυλί ν, συνεπώς

ονται ως ( ) ( ) nsn Ns 12, −= πφ . Ανοµοιόµορφες κατανοµές των δακτυλίων 

βοηθητικών πηγών δεν αποκλείονται βάσει ν φυσικών αρχών της MAS, αν και  τω
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οποιαδήποτε τέτοια επιλογή ε αύξ  των παρα τρων προς διερεύνηση για τη 

µελέτη των χαρακτηριστικών των λύσεων. Για το λόγο αυτό, όπως και στην περίπτωση της 

Παραγράφου .2.1, νο ές δεν εξετάζοντα . 

Οι άγνωστοι συντελεστές ( )

οδηγεί σ ηση µέ

3  ανοµοιόµορφες κατα µ ι
( )i

snw ,  των αναπτυγµάτων των σχέσεων (3.11) 

προσδιορίζονται επιβάλλοντας τις οριακές συνθήκες των εφαπτοµενικών συνιστωσών του 

ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου επί της διαχωριστικής επιφάνειας, οι οποίες 

εκφράζονται ως εξής 

 
( ) ( ) ( ) ( ) 00,,0,, 21 =− φρφρ ρρ EE , (3.14α)

 
( ) ( ) ( ) ( ) 00,,0,, 21 =− φρφρ φφ HH . (3.14β)

Λόγω της συµµετρίας του προβλήµατος, οι άγνωστοι συντελεστές βαρύτητ

οηθητικών πηγών κάθε δακτυλίου θεωρούνται εκ των προτέρων ίσοι µεταξύ τους, συνεπώς 

. Για τον ίδιο λόγο, η επιβολή των οριακών συνθηκών των σχέσεων (3.14)

α γίνει σε διακριτά σηµεία κατά µήκος του άξονα 

 

 ας των 

β

( )
( ) ( )i

n
i

sn ww =,  µπορεί 

ν x . Επειδή το ΗΜ πεδίο ενός διπόλου 

µηδενίζεται επί του άξονα του, οι οριακές συνθήκες επιβάλλονται στα σηµεία mr
r  που κείνται 

µεταξύ των προβολών των δακτυλίων βοηθητικών πηγών επί της διαχωριστικής επιφάνειας. 

ων σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών εκφράζονται ως ( )0,0,mx′ , όπου Οι θέσεις τ

2δδ +=′ mxm , Nm ,...,1,0= . Η διαδικασία επιβολής των οριακών συνθηκών των σχέσεων 

(3.14) σε διακριτά σηµεία οδηγεί σε ένα γραµµικό σύστηµα της µορφής 

 

( )

 

( ) ( )
( )
( )

0 1= =

 

n s
nmsnnmsn ,...,1,0,

0 1

22
,,

11
,, =−=−∑∑

= =

, (3.15β)

 

όπου  

 

( )( ) Nmewewe exc
m

N

nmsnnmsn

n

,...,1,0,22
,,

11
,, =−=−∑∑ , (3.15α)
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i

sn
i

msn rEe rr)
,,, ⋅= ρ , (3.16α)
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( )
( )

( )
( ) ( )m
i

sn
i

msn rHh rr)
,,, ⋅= φ , (3.16β)

 
( )m

excexc
m rEe rr) ⋅= ρ , (3.16γ)

 
( )m

excexc
m rHh rr)

⋅= φ . (3.16δ)

 

Αξιοποιώντας τη συµµετρία του προβλήµατος, οι εξισώσεις (3.15) µπορούν, ισοδύν

ραφούν ως εξής 

 

nmnnmn ,...,1,0,22
,

11
, =−=−∑

αµα, να 

γ

( ) ( ) ( ) ( )( ) NmewEwE exc
m

N

n 0=

, (3.17α)

(3.17β)

 

 

 

(3.18α)

(3.18β)

 

 την επίλυση του γραµµικού συστήµατος

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) NmhwHwH exc
m

N

n
nmnnmn ,...,1,0,
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,

11
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=

, 

όπου

( )
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( )∑
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i
msn

i
mn eE
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( )
( )
( )∑

=

=
nN

s

i
msn

i
mn hH

1
,,, . 

Μετά  ( )[ ] ( )[ ]1212 +×+ NN  των εξισώσεων (3.17), 

το ΗΜ πεδίο σε οποιοδήποτε σηµείο του χώρου προσδιορίζεται άµεσα από τις σχέσεις 

(3.11)-(3.13). 

Λόγω του γεγονότος ότι οι οριακές συνθήκες επιβάλλονται σε διακριτά σηµεία, η 

αι δεν είναι εξα

 οριακών συνθηκών των σχέσεων (3.14), µέσω των οποίων αποτιµάται ο 

βαθµός 

σφ το

συνέχεια των εφαπτοµενικών συνιστωσών ρE  κ σφαλισµένη παντού στη 

διαχωριστική επιφάνεια. Για την αποτίµηση της ποιότητας των λύσεων, εξετάζονται τα 

σφάλµατα των

 φH  

ικανοποίησης των οριακών συνθηκών. Σηµειώνεται ότι ο όρος σφάλµα κάποιας 

οριακής συνθήκης αναφέρεται στο σχετικό άλµα,  οποίο ορίζεται ως ο λόγος του µέτρου 

της διαφοράς της αντίστοιχης συνιστώσας του ηλεκτρικού ή µαγνητικού πεδίου εκατέρωθεν 
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της διαχωριστικής επιφάνειας προς τη µέγιστη τιµή του µέτρου της αντίστοιχης συνιστώσας 

του πεδίου διέγερσης στη διαχωριστική επιφάνεια. Εκτός των σφαλµάτων των 

επιβαλλόµενων οριακών συνθηκών, είναι δυνατόν να υπολογιστεί και το σφάλµα της οριακής 

συνθήκης που αφορά την κάθετη συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου zE , το οποίο παρέχει 

ένα  κριτήριο ε έγχου της ποιότητας των λύσεω . Στη µελέτη της Παραγράφου 

3.2.1, ο έλεγχος της οριακής συνθήκης που δεν επιβλήθηκε έδειξε ότι τα αντίστοιχα 

σφάλµατα είναι µεγαλύτερα, αλλά, πάντως, της ίδιας τάξης µεγέθο , σε σχέση µε τα 

σφάλµατα των επιβαλλόµενων οριακών συνθηκών. Για το λόγο αυτό, το σφάλµα της οριακής 

συνθήκης που αφορά τη συνιστώσα zE  του ηλεκτρικού πεδίου δεν θα παρουσιαστεί εδώ. 

 

3.2.2.3 Αριθµητικά Αποτελέσµατα 

 

πρόσθετο λ ν  

Ακολούθως, παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα που αφορούν τη 

συνθηκών και την ακρίβεια των λύσεων, καθώς 

και τη σύνδεση τους µε την παράµετρο καθορισµού του πλήθους των βοηθητικών πηγών

και την ε δ  

υς

 

συµπεριφορά των σφαλµάτων των οριακών 

 N  

 απόσταση µ ταξύ διαδοχικών ακτυλίων βοηθητικών πηγών δ . Όπως και σ ην 

περίπτωση της Παραγράφου 3.2.1, είναι αναµενόµενο, λόγω του γεγονότος ότι το πρόβληµα 

εµπλέκει ηµιάπειρα χωρία, η συµπεριφορά σύγκλισης και η ακρίβεια των λύσεων  

εξαρτώνται ισχυρά από τις παραµέτρους N  και 

τ

να

δ , αφού σηµαντικά σ λµατα µπορεί να 

εµφανιστούν είτε µεταξύ των σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών είτε πέραν των 

ορίων της περιοχής που αυτά καταλαµβάνουν. 

Ιδιαίτερη σηµασία, τόσο για τη σ περιφορά σύγκλισης όσο και την ακρίβεια των 

λύσεων, έχουν οι αποστάσεις id  µεταξύ των βοηθητικών πηγών και της διαχωριστικής 

επιφάνειας. Όπως έχει αναφερθεί στην Παρά

φά

υµ

γραφο 2.3.1, οι φυσικές αρχές στις οποίες 

βασίζεται η MAS επιβάλλουν οι αποστάσεις αυτές να είναι αρκούντως µικρές, ούτως ώστε να 

µην υπάρχουν ιδιάζοντα σηµεία ν αναλυτικών επεκτάσεων των άγνωστων ΗΜ πεδίων στις 

περιοχές µεταξύ των βοηθητικών πηγών και της διαχωριστικής επιφάνειας. Εδώ, όπως και 

στην περίπτωση της Παραγράφου 3.2.1, οι βοηθητικές πηγές του πρώτου συνόλου 

τοποθετούνται σε βάθος που αντιστοιχεί στη θέση του ειδώλου του διπόλου, ενώ οι 

βοηθητικές πηγές του δεύτερου συνόλου τοποθετούνται στις συµµετρικές θέσεις ως προς τη 

διαχωριστική επιφάνεια, συνεπώς επιλέγεται hdd

τω

== 21 . 
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Σχήµα 3. 14. Μέγιστες τιµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης (3.14β) 
κατά µήκος του άξονα x, για διαφορετικούς αριθµούς δακτυλίων βοηθητικών πηγών, ως 
συνάρτηση της απόστασης µεταξύ τους. 

 

α 3. 13. Μέγιστες τιµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης (3
 µήκος του άξονα x, για διαφορετικούς αριθµούς δακτυλίων βοηθητικών πηγών
ηση της απόστασης µεταξύ τους. 
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Για τη διερεύνηση της συµπεριφοράς των λύσεων, εκτελέστηκε µεγάλος αριθµός 

δοκιµών µεταβάλλοντας την απόσταση δ , για διαφορετικές τιµές του . Στα Σχήµατα 3.13 

και 3.14 απεικονίζονται οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτων των ν συνθηκών του 

ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου, αντίστοιχα, που αντιστοιχούν σε

 N

οριακώ

 25=N  και , ως 

προς την παράµετρο

 45=N

 hδ , για την περίπτωση ενός διπόλου σε ύψος 25.0=λh  

αγωγιµότητας

j0.899). 

υπολογίστηκαν

υπεράνω 

τυπικού εδάφους σχετικής διηλεκτρικής σταθεράς 13 και ηλεκτρικής  0.005S/m 

σε συχνότητα 100MHz (µιγαδική σχετική διηλεκτρική σταθερά 13- Λόγω της 

συµµετρίας του προβλήµατος, οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτων  επί του 

άξονα x . Ξεκινώντας από ιδιαίτερα πυκνές κατανοµές των δακτυλίων βοηθητικών πηγών και 

αυξάνοντας την απόσταση δ , οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτων µειώνονται, έως ότου 

 

προσεγγίσουν τις ελάχιστες τιµές τους. Στη συνέχεια, οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτων 

αυξάνονται µε την αύξηση της απόστασης δ . Η συµπεριφορά αυτή παρατηρείται σε ένα 

εγάλο εύρος µεταβολής του και µπορεί να ερµηνευτεί παρατηρώντας τις κατανοµές των 

σφαλµά

µ  N  

των των οριακών συνθηκών επί της διαχωριστικής επιφάνειας. Πιο συγκεκριµένα, για 

µικρές τιµές της απόστασης δ , τα σφά µατα µεταξύ των σηµείων επιβολής των οριακών 

συνθηκών είναι αµελητέα (<<1%), ιδιαίτερα σε σχέση µε τα σφάλµατα που εµφανίζονται 

εκτός της περιοχής που αυτά καταλαµβάνουν (

λ

2δδρ +> N ), όπ σφάλ είναι 

αρκετές τάξεις µεγέθο εγαλύτερα (>1%). Με την αύξηση της απόστα

ου τα µατα 

υς µ σης δ , τα σφάλµατα 

µεταξύ των σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών αυξάνονται, ενώ τα σφάλµατα που 

εµφανίζονται στην περιοχή µε 2δδρ +> N  µειώνονται, έως ότου τα πρώτα ξεπεράσουν τα 

δεύτερα. Περαιτέρω αύξηση της απόστασης δ  έχει ως συνέπεια την εµφάνιση σηµαντικών 

σφαλµάτων µεταξύ των σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών (>1%), κυρίως πλησίον 

του ίχνους του διπόλου στη χωριστική επιφάνεια, τα οποία εξαρτώνται ασθενώς από την 

τιµή του N , µια και οι διαφορές τους είναι δυσδιάκριτες για 25

δια

=N  και 45=N . 

Αντιπροσωπευτικά αποτελέσµατα για τις κατανοµές των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών 

του ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου κατά µήκος του άξονα x  παρουσιάζονται στα 

Σχήµατα 3.15 και 3.16, αντίστοιχα, για 45=N  και διάφορες τιµές της παραµέτρου hδ  

(0.35, 0.55, 0.60). Λόγω της υµµετρίας του προβλήµατος, οι κατανοµές των σφαλµάτων 

παρουσιάζονται µόνο για 0≥x . 

 

 

σ
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(3
χήµα 3. 15. Τυπικές κατανοµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης 
.14α) κατά µήκος του άξονα x, για διάφορες τιµές της απόστασης µεταξύ διαδοχικών 

δακτυλίων βοηθητικών πηγών . 

 

Σχήµα 3. 16. Τυπικές κατανοµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης 
(3.14β) κατά µήκος του άξονα x, για διάφορες τιµές της απόστασης µεταξύ διαδοχικών 
δακτυλίων βοηθητικών πηγών. 
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Σχήµα 3. 17. ∆ιάγραµµα της σχετικής µεταβολής της σύνθετης αντίστασης εισόδου συναρτήσει 
της απόστασης µεταξύ διαδοχικών δακτυλίων βοηθητικών πηγών. 

 

Η µεταβολή της σύνθετης αντίστασης εισόδου του διπόλου ως προς την τιµή της 

τον ελεύθερο χώρο υπολογίζεται ως υπέρθεση των αµοιβαίων σύνθετων αντιστάσεων 

µεταξύ του διπόλου και των βοηθητικών πηγών του πρώτου συνόλου, σύµφωνα µε τη σχέση 

 

σ

( )
( )
( ) ( )[ ]∑∑

= =

⋅−=∆
N

n

N

s
hsnnin

n

rEzwZ
0 1

1
,

1 rr) . (3.19)

 

Οι τιµές του λόγου 0RZin∆ , όπου είναι η αντίσταση ακτινοβολίας στον ελεύθερο χώρο, 

που προκύπτουν µε , απεικονίζονται συναρτήσει της παραµέτρου

 0R  

 45=N  hδ  

 σταθερή

στο Σχήµα 

3.17. Είναι καταφανές ότι η σύνθετη αντίσταση εισόδου είναι αξιοσηµείωτα  επί ενός 

µεγάλου εύρους µεταβολής της απόστασης δ , 

 ε

µ

 

παρά το γεγονός ότι οι αντίστοιχες µέγιστες 

τιµές των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών µφανίζουν πολύ σηµαντικές µεταβολές, όπως 

φαίνεται στα Σχήµατα 3.13 και 3.14. Οι στάθ ες αναφοράς στο Σχήµα 3.17, που αφορούν το 

πραγµατικό και το φανταστικό µέρος του λόγου 0RZin∆ , έχουν υπολογιστεί από την 

 σχέση [5] προσεγγιστική
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⎪

⎪
⎫

⎪

⎪
⎧ +

20

41
n

πουό  122 kkn =

αναφοράς του 

. Οι µικρές διαφορές µεταξύ των αποτελεσµάτων της MAS και των σταθµών 

Σχήµατος 3.17 αποδίδονται στο γεγονός ότι η σχέση (3.20)

ροσεγγιστική, καθόσον εξάγει σχετικά ακριβή αποτελέσµατα υπό την προϋπόθεση ότι 

  είναι 

π

ισχύει η συνθήκη 12k . 

 

Πίνακας 3. 2. Μέγιστες τιµές των σχετικών σφαλµάτων των οριακών συνθηκών και σχετική 
µεταβολή της σύνθετης αντίστασης εισόδου, για τις βέλτιστες λύσεις που αντιστοιχούν σε 
διαφορετικούς αριθµούς βοηθητικών πηγών. 

 
Μέγιστες Τιµές 

Σφαλµάτων Οριακών 
Συνθηκών (%) 

21 >>hn

N  hδ  

ρE  φH  
0RRin∆  0in RX∆  

45 0.548 0.966 5.006 0.1831 -0.1102 
50 0.542 0.845 4.363 0.1833 -0.1103 
55 0.536 0.749 3.856 0.1834 -0.1105 
60 0.532 0.665 3.442 0.1832 -0.1106 
65 0.527 0.599 3.073 0.1831 -0.1105 

 

Για τη διερεύνηση της συµπεριφοράς σύγκλισης των λύσεων, εξετάστηκε η 

υµπεριφορά των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών αυξανοµένου του . Σε κάθε 

ωση, η αύ

Nσ

περίπτ ξηση του N , χωρίς τη µεταβολή της απόστασης δ , έχει ως αποτέλεσµα τη 

µείωση τω  σφαλµάτων στην περιοχή µε ν 2δδρ +> , όπως άλλωστε αναµένεται, λόγω 

της µετακίνησης των πιο αποµακρυσµένων σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών προς 

το άπειρο, ενώ τα α µ

N

 σφάλ τ εταξύ των σηµείων επιβολής ν οριακών συνθηκών 

αραµένουν σχεδόν αναλλοίωτα, λόγω του τοπικού χαρακτήρα των ΗΜ πεδίων των 

ιµές της απόστασης 

µα  τω

π

βοηθητικών πηγών. Ως εκ τούτου, η αύξηση του N  συνεπάγεται την ολίσθηση των 

ελάχιστων σφαλµάτων προς µικρότερες τ δ . Η συµπεριφορά αυτή 

αταδεικνύεται από τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται στον Πίνακα 3.2, στον οποίο 

περιέχονται οι µέγιστες τιµέ  ν συνθηκών που αντιστοιχούν σε 

διάφορες τιµ  του καθώς ε  τιµές της παραµέτρου

κ

ς των σφαλµάτων των

και οι αντίστοιχ

οριακώ

 hδ   N για τις οποίες  ές , ς
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ελαχιστοποιείται ετρικ ος των άτων. αποτελ ου Πίνακα 

3.2, είναι αν  µέγ ιµές τω µάτων  προοδευτική µείωση 

µε την αύξηση τ ενώ ετη αντ  εισόδο ένει σ  γεγονός 

υτό, σε συνδυασµ την αναισθησία των τιµών της σύνθετης αντίστασης εισόδου ως προς 

τη µετα

 ο γεωµ ός µέσ  σφαλµ Από τα έσµατα τ

προφ ές ότι οι ιστες τ ν σφαλ παρουσιάζουν

ου N , η σύνθ ίσταση υ παραµ ταθερή. Το

α ό µε 

βολή της απόστασης δ , ενισχύει την πεποίθηση ότι οι λύσεις είναι ακριβείς. 

 

 

Σχήµα 3. 18. Απεικόν η της διαφοράς σε dB µεταξύ του ηλεκτρικού πεδίου της προσεγγιστικής 

διπόλου κατά µήκος του άξονα x. 

 

ισ
αναλυτικής λύσης και της  της MAS, ως συνάρτηση της απόστασης από τον άξονα του 

Τέλος, εκτός από τις δοκιµές σύγκλισης και τον έλεγχο της σύνθετης αντίστασης 

εισόδου, είναι δυνατή και η απευθείας σύγκριση των λύσεων της MAS µε διαθέσιµες 

αναλυτικές λύσεις. Προσεγγιστικές αναλυτικές εκφράσεις για το πλήρες ΗΜ πεδίο στο χώρο 

1, οι οποίες ισχύουν όταν

λύσης

 12 3kk ≥  

είναι διαθέσι

 σε dB µ

και το σηµείο παρατήρησης δεν βρίσκεται πολύ κοντά 

στον άξονα του διπόλου, µες στη βιβλιογραφία (βλ. Κεφάλαιο 8 στη σχετική 

αναφορά [24]). Η διαφορά εταξύ της συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου της 

προσεγγιστικής αναλυτικής λύσης και της λύσης της MAS,  αντιστοιχεί σε και 

 zE  

που  45=N  

55.0=hδ , απεικονίζεται συναρτήσει της παραµέτρου λx  στο Σχήµα 3.18. Τα 

αποτελέσµατα του Σχήµατος 3.18 αντιστοιχούν σε 0=z  και 2hz = . Σηµειώνεται ότι η 

-2,0
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διαφορά είναι περίπου ίση µε 0.5dB, εξαιρουµένης της περιοχής πολύ κοντά στον άξονα του 

διπόλου, λόγω του προσεγγιστικού χαρακτήρα της λύσης αναφοράς. 

 

3.2.3 Οριζόντιο Ηλεκτρικό ∆ίπολο 

3.2.3.1 Περιγραφή του Προβλήµατος 

 

Η γεωµετρία του υπό εξέταση προβλήµατος τριών διαστάσεων συνίσταται σε ένα 

βραχύ οριζόντιο ηλεκτρικό δίπολο (Horizontal Electric Dipole-HED), το οποίο βρίσκεται στο 

κενό (χώρος 1) σε ύψος υπεράνω ηµιάπειρου οµοιογενούς διηλεκτρικού χώρου (χώρος 2) 

διηλεκτρικής επιτρεπτότητας 

 h  

0εε r , µαγνητικής διαπερατότητας 0µ  και αγωγιµότητας σ , 

όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 3.19. Αναλυτικές εκφράσεις για το παραγόµενο ΗΜ πεδίο 

 ελεύθερο χώρο υπάρχουν στο Παράρτηµα Β. Λόγω της παρουσίας του χώρου 2, το ΗΜ 

ελεύθερο χώρο, ενώ εµφανίζεται και ένα ΗΜ πεδίο εντός του χώρου 2. Στην περίπτωση που 

 χώρος 2 χαρακτηρίζεται από άπειρη αγωγιµότητα, το ΗΜ πεδίο εντός αυτού είναι µηδενικό 

και το 

Σχήµα 3. 19. Γεωµετρία οριζόντιου ηλεκτρικού διπόλου που ακτινοβολεί υπεράνω ηµιάπειρου 

 

στον

πεδίο στο χώρο 1 διαφοροποιείται σε σχέση µε αυτό που ακτινοβολεί το δίπολο στον 

ο

ΗΜ πεδίο στο χώρο 1 προκύπτει µε εφαρµογή της θεωρίας ειδώλων. Για τον 

προσδιορισµό των άγνωστων ΗΜ πεδίων που αναπτύσσονται στους χώρους 1 και 2, 

εφαρµόζεται η MAS, όπως περιγράφεται ακολούθως. 

 

region 2

00 , µµεε ==

0,, 00 ≠== σµµεεε r

region 1 x
h

HED

y

z

 

οµοιογενούς διηλεκτρικού χώρου. 
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3.2.3.2

α

υπέρ ρά λ

του διπόλου, ως βοηθητικές πηγές 

ρησιµοποιούνται στοιχειώδη ηλεκτρικά δίπολα µε άξονες παράλληλους προς τον άξονα . 

Οι βοηθητικές πηγές του πρώτου συνόλου τοποθετούνται επί του επιπέδου , ενώ οι 

βοηθητικές πηγές του δεύτερου συνόλου τοποθετούνται επί του 

Επιπρόσθετα, οι βοηθητικές πηγές κατανέµονται έτσι ώστε να σχηµατίζουν

 Εφαρµογή της MAS 

 

Σύµφωνα µε τις β σικές αρχές της MAS, το άγνωστο ΗΜ πεδίο σε κάθε περιοχή του 

προβλήµατος εκφράζεται ως θεση των ΗΜ πεδίων που πα γονται από ένα σύνο ο 

βοηθητικών πηγών, που είναι τοποθετηµένες εκτός των ορίων της αντίστοιχης περιοχής. Για 

την περίπτωση του Σχήµατος 3.19, απαιτούνται δύο σύνολα βοηθητικών πηγών για την 

περιγραφή των άγνωστων ΗΜ πεδίων στους χώρους 1 και 2. Οι βοηθητικές πηγές του 

πρώτου συνόλου, οι οποίες κείνται κάτωθεν της διαχωριστικής επιφάνειας, ακτινοβολούν 

εντός άπειρου χώρου µε τα χαρακτηριστικά του χώρου 1, ενώ οι βοηθητικές πηγές του 

δεύτερου συνόλου, οι οποίες κείνται άνωθεν της διαχωριστικής επιφάνειας, ακτινοβολούν 

εντός άπειρου χώρου µε τα χαρακτηριστικά του χώρου 2, όπως απεικονίζεται στα Σχήµατα 

3.20 και 3.21. Εξαιτίας της οριζόντιας πόλωσης 

χ  z

 11 dy −=

επιπέδου 22 dy = . 

 12 +xN  

υποσύνολα συγγραµµικών διπόλων, καθένα από τα οποία αποτελείται από δίπολα. 

Λόγω της συµµετρίας του προβλήµατος, οι βοηθητικές πηγές κατανέµονται ετρικά ως 

προς τους άξονες 

 12 +zN  

 συµµ

x  και Οι κατανοµές των βοηθητικών πηγών απεικονίζονται στα 

Σχήµατα 3.20 και 3.21. Για την απλοποίηση του µαθηµατικού φορµαλισµού και τη µείωση 

των παραµέτρων που σχετίζονται µε την εφαρµογή της MAS, επιλέγεται ίσο πλήθος 

ποσυνόλων συγγραµµικών διπόλων και σταθερό πλήθος διπόλων ανά υποσύνολο για 

άθροισµα του ΗΜ πεδίου του διπόλου στον ελεύθερο χώρο και ενός γραµµικού συνδυασµού 

ν ΗΜ πεδίων των βοηθητικών πηγών του πρώτου συνόλου, ενώ το ΗΜ πεδίο στο χώρο 2 

ασµός των ΗΜ πεδίων των βοηθητικών πηγών του 

δεύτερο  συνόλου.  

z . 

υ

καθένα από τα δύο σύνολα βοηθητικών πηγών. Το ΗΜ πεδίο στο χώρο 1 περιγράφεται ως 

τω

περιγράφεται ως γραµµικός συνδυ

υ

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, τα άγνωστα ΗΜ πεδία στους χώρους 1 και 2 δίνονται από 

τις σχέσεις 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )∑ ∑

−= −=

+=
x

x

z

z

N

Nn

N

Ns
snsn

exc rFwrFrF rrrrrr
1
,

1
,

1 , (3.21α)
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( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

Σχήµα 3. 21. Βοηθητικές πηγές για την περιγραφή του ΗΜ πεδίου στο ώρο 2. 

όπου

∑ ∑
−= −=

=
x

x

z

z

N

Nn

N

Ns
snsn rFwrF rrrr

2
,

2
,

2 , (3.21β)

 

 

Σχήµα 3. 20. Βοηθητικές πηγές για την περιγραφή του ΗΜ πεδίου στο χώρο 1. 

 

 

 χ

 

 ( )iF
r

 είναι το διάνυσµα του ηλεκτρικού ή του µαγνητικού πεδίου στο χώρο ,  i excF
r

 

είναι το αντίστοιχο πεδίο διέγερσης του διπόλου στη θέση yhrh
)r

= , ενώ ( )
( )i

snF ,

r
 είναι  

ντίστοιχο πεδίο της βοηθητικής πηγής του συνόλου που καθορίζει το ζεύγος δεικτών 

και είναι τοποθετηµένη στο σηµείο

 το

α i  

( )sn,   ( )sin zyx ,,  µε διάνυσµα θέσης ( )
( )i

snr ,
r , όπου η 

θέση του υποσυνόλου συγγραµµικών βοηθητικών πηγών που δηλώνει ο δείκτης και η 

θέση της βοηθητικής πηγής του ίδιου υποσυνόλου που καθορίζει ο δείκτης

 nx  

 n   sz  

 s . Τα πεδία που 

00 , µµεε ==

region 1 x

1d

h
z

HED

y

…………

zδ

xδ

region 2

x

0,, 00 ≠== σµµεεε r

2d
z

xδ

…………

y

zδ
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υπεισέρχονται στις σχέσεις (3.21) προσδιορίζονται µε απλή µεταφορά του πεδίου iF
r

 

συστήµ

ενός 

στοιχειώδους ηλεκτρικού διπόλου, που είναι τοποθετηµένο στο κέντρο ενός ατος 

συντεταγµένων και ακτινοβολεί σε άπειρο χώρο µε τα χαρακτηριστικά του χώρου ως εξής 

 

 i , 

( ) ( )h
exc rrFrF rrrrr

−= 1 , (3.22α)

 

( )
( ) ( ) ( )

( )( )i
sni

i
sn rrFrF ,,

rrrrr
−= . (3.22β)

 

ξιοποιώντας τις σχέσεις (Β.6) του Παραρτήµατος Β, οι προηγούµενες σχέσεις εκφράζονται Α

ως εξής 

  
( ) ( )h

exc rrFrF rrrrr
;1= , (3.23α)

 

( )
( ) ( ) ( )

( )( )i
sni

i
sn rrFrF ,, ; rr

rrr
= . (3.23β)

 

Ακολούθως, οι βοηθητικές πηγές θεωρούνται ότι κατανέµονται οµοιόµορφα, 

συνεπώς οι θέσεις τους καθορίζονται από τις σχέσεις xn nx δ=  και zs sz δ= , όπου xδ  και 

zδ  οι αποστάσεις µεταξύ διαδοχικών βοηθητικών πηγών κατά µήκος των αξόνων x  και

αντίστοιχα. Ανοµοιόµορφες κατανοµές των βοηθητικών πηγών δεν αποκλείονται βάσει των 

υσικών αρχών της MAS, αν και οποιαδήποτε τέτοια επιλογή οδηγεί σε αύξηση των 

εων. Για το λόγο 

υτό, όπως και στις περιπτώσεις των Παραγράφων 3.2.1 και 3.2.2, ανοµοιόµορφες κατανοµές 

 z , 

φ

παραµέτρων προς διερεύνηση για τη µελέτη των χαρακτηριστικών των λύσ

α

δεν εξετάζονται. 

Οι άγνωστοι συντελεστές ( )
( )i

snw ,  των αναπτυγµάτων ων σχ ν (3.21) 

προσδιορίζονται επιβάλλοντας τις οριακές συνθήκες των εφαπτοµενικών συνιστωσών του 

τρικού και του µαγνητικού πεδίου επί της ιστικής επιφάνειας. Ση ώνεται ότι το 

ηλεκτρικό πεδίο έχει δύο εφαπτοµενικές συνιστώσες στη διαχωριστική επιφάνεια, ις xE αι 

zE . Αν και µπορεί να επιβληθεί η οριακή συνθήκη για οποιαδήποτε από τις δύο, επιλέγεται 

αυτή που αντιστοιχεί στην αριθµητικά ισχυρότερη συνιστώσα zE , για λόγους που ά ονται 

της αριθµητικής ευστάθειας του προκύπτοντος γραµµικού συστήµατος. Συνεπώς, οι 

επιβαλλόµενες οριακές συνθήκες εκφράζονται ως εξής 

 τ έσεω

ηλεκ  διαχωρ µει

τ κ

 

πτ
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( ) ( ) ( ) ( ) 0,0,,0, 21 =− zxEzxE zz , (3.24α)

 
( ) ( ) ( ) ( ) 0,0,,0, 21 =− zxHzxH xx . (3.24β)

 

όγω της συµµετρίας του προβλήµατος, οι άγνωστοι συντελεστές βαρύτητας συµµετρικά Λ

τοποθετηµένων βοηθητικών πηγών θεωρούνται εκ των προτέρων ίσοι µεταξύ τους, δηλαδή 

( )
( )

( )
( )i

sn
i

sn ww , = , . Για τον ίδιο λόγο, η επιβολή των οριακών συνθηκών των σχέσεων (3.24) 

 να γίνει στα σηµεία µπορεί ( )tmr ,
r  επί του τεταρτηµορίου που αντιστοιχεί στους θετικούς 

ηµιάξονες x  και των οποίων οι θέσεις εκφράζονται ως z , ( )tm zx ,0, , xN,..., , m 1,0=

,...,1,0= . Τα σηµεία επιβολής των οριακών συνθηκών ταυτίζονται µε τις προβολές των 

θέσεων των βοηθητικών πηγών επί της διαχωριστικ  επιφάνειας, όπου οι τιµ

φαπτοµενικών συνιστωσών του παραγόµενου ΗΜ πεδίου είναι µέγιστες. Η διαδικασία 

επιβολή ν κ

 

( )

t zN

ής ές των 

ε

ς των οριακών συνθηκών τω  σχέσεων (3.24) σε δια ριτά σηµεία οδηγεί σε ένα 

γραµµικό σύστηµα της µορφής 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )tmsntmsnsntmsn ,,,,,,,,,( )
⎩
⎨
⎧

=
=

−=−∑ ∑
−= −= z

xexc
N

Nn

N

Ns Nt
Nm

ewewe
x

x

z

z
,...,1,0
,...,1,0

,2211 , (3.25α)

 

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )( ) ( )

−= −= zNn Ns

Nmx

x

z

z

,...,1,0

 

όπου 

 

⎩
⎨
⎧

=
−=−∑ ∑ xexc

tm

N N

sntmsnsntmsn Nt
hwhwh

,...,1,0
,,

2
,

2
,,,

1
,

1
,,, , (3.25β)

=

( ) ( )
( )

( )
( )

( )( )ii rEze tmsntmsn ,,,,,
rr) ⋅= , (3.26α)

 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )( )tm
i

sn
i

tmsn rHxe ,,,,,
rr) ⋅= , (3.26β)

 

( ) ( )( )tm
excexc

tm rEze ,,
rr) ⋅= , (3.26γ)

 

( ) ( )( )tm
excexc

tm rHxh ,,
rr) ⋅= . (3.26δ)

 

ξιοποιώντας τη συµµετρία του προβλήµατος, οι εξισώσεις (3.25) µπορούν, ισοδύναµα, να 

γραφούν ως εξής 

Α
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⎨
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s
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Nm
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N
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sntmsnsmsn Nt

Nm
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,...,1,0
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( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )( ) sn
i

tmsn
i

tmsn
i

tmsn
i

tmsn
i

tmsn eeeeE ξξ,,,,,,,,,,,,,,, −−−− +++= , (3.28α)

 

( ) ( )
( )

(
( )( ( ) ( )

( )
( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

) ( ) ) sn
i

tmsn
i

tmsn
i

tmsntm hhh ξξ,,,,,,,,,,, −−−− +++ , (3.28β)i
sn

i
tmsn hH ,,,, =

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
= 0,

2
1

0,1

n

n
nξ . (3.28γ)

 

( )( )[ ] ( )( )[ ]1Μετά την επίλυση του γραµµικού συστήµατος 12112 ++×++ zxzx NNNN

ξισώσεων (3.27), το ΗΜ πεδίο σε οποιοδήποτε σηµείο του χώρου προσδιορίζεται άµεσα από 

σεις (3.21)-(3.23). 

Λόγω του γεγονότος ότι οι οριακές συνθήκες επιβάλλονται σε διακριτά σηµεία, η 

συνέχεια των εφαπτοµενικών συνιστωσών και δεν  εξασφαλισµένη παν

ιαχωριστική επιφάνεια. Για την αποτίµηση της ποιότητας των λύσεων, εξετάζονται τα 

σφάλµατα των οριακών συνθηκών των σχέσεων (3.24), έσω των οποίων αποτιµ

αθµός ικανοποίησης των οριακών συνθηκών. Σηµειώνεται ότι ο όρος σφάλµα κάποιας 

οριακής συνθήκης αναφέρεται στο σχετικό σφάλµα, το οποίο ορίζεται ως ο λόγος του

ης διαφοράς της αντίστοιχης συνιστώσας του ηλεκτρικού ή µαγνητικού πεδίου εκατέρωθεν 

της διαχωριστικής επιφάνειας προς τη µέγιστη τιµή του  της αντίστοιχης συνι

ου πεδίου διέγερσης στη διαχωριστική επιφάνεια. Εκτός των σφαλµάτων των 

ν που δεν επιβλήθηκαν, τα οποία παρέχουν πρόσθετα κριτήρια ελέγχου της 

οιότητας των λύσεων. Για το πρόβληµα που εξετάζεται εδώ, οι οριακές συνθήκες που δεν 

επιβλήθηκαν αφορούν την εφαπτοµενική συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου , κα

 των 

ε

τις σχέ

 zE   xH   είναι τού στη 

δ

 µ άται ο 

β

 µέτρου 

τ

µέτρου στώσας 

τ

επιβαλλόµενων οριακών συνθηκών, είναι δυνατόν να υπολογιστούν και τα σφάλµατα των 

οριακών συνθηκώ

π

 E θώς και x
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τις κάθετες συνιστώσες του ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου, και , αντίστοιχα. 

Στη µελέτη της Παραγράφου 3.2.1, ο έλεγχος της οριακής συνθήκης που  επιβ

έδειξε ότι τα αντίστοιχα σφάλµατα είναι µεγαλύτερα, αλλά, πάντως, της ίδιας τάξης 

εγέθους, σε σχέση µε τα σφάλµατα των επιβαλλόµενων οριακών συνθηκών. Για το λόγο 

 σφάλµατα των οριακών συνθηκών που δεν επιβλήθηκαν δεν θα παρουσιαστούν εδώ. 

.2.3.3 Αριθµητικά Αποτελέσµατα 

 

Σύµφωνα µε όσα αναφέρθηκαν παραπάνω, είναι αναµενόµενο τα σφάλµατα των 

οριακών συνθηκών και η ακρίβεια των λύσεων να εξ  ισχυρά από τις παραµέτρους 

καθορισµού του αριθµού των βοηθητικών πηγών και καθώς και τις αποστάσεις 

εταξύ τους κατά µήκος των αξόνων 

yE   yH

 δεν λήθηκε 

µ

αυτό, τα

 

3

αρτώνται

xN  zN , 

x  και z , xδ  και zδ , αντίστοιχα. ∆εδοµένου ότι η 

της συµπεριφοράς σύγκλισης των λύ

τό τρόπο, οπότε επιλέγεται

µ

ανάλυση που ακολουθεί αποσκοπεί στη µελέτη σεων 

χωρίς να εξετάζονται οι δυνατότητες βελτιστοποίησης, οι βοηθητικές πηγές τοποθετούνται 

κατά τον απλούστερο δυνα  NNN zx ==  και δδδ == zx . 

 

θήκ ς σχέσης
γώ  συ
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Σχήµα 3. 22. Μέγιστες τιµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συν ης τη  (3.24α) 
κατά µήκος του άξονα z, για διαφορετικούς αριθµούς βοηθητικών πη ν, ως νάρτηση της 
απόστασης µεταξύ τους. 
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Ακολούθως, παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα που αφορούν τη 

συµπεριφορά των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών και την ακρίβεια των λύσεων, καθώς 

 N  και τη σύνδεση τους µε την παράµετρο καθορισµού του πλήθους των βοηθητικών πηγών

ικών πηγών δ . 

 

και την απόσταση µεταξύ διαδοχικών βοηθητ Όπως και στις περιπτώσεις των 

Παραγράφων 3.2.1 και 3.2.2, είναι αναµενόµενο, λόγω του γεγονότος ότι το πρόβληµα 

εµπλέκει ηµιάπειρα χωρία, η συµπεριφορά σύγκλισης και η ακρίβεια των λύσεων να 

εξαρτώνται ισχυρά από τις παραµέτρους N  και δ , αφού σηµαντικά σφάλµατα µπορεί να 

εµφανιστούν είτε µεταξύ των σηµείων επιβολής τω  ορια  συνθηκών είτε πέραν των 

ορίων της περιοχής που αυτά καταλαµβάνουν. 

 

ν κών

 

Σχήµ .24β) 
κατά  της 

 

Ιδιαίτερη σηµασία, τόσο για τη συµπεριφορά σύγκλισης όσο και την ακρίβεια των 

επιφάνειας. Όπως έχει αναφερθεί στην Παράγραφο 2.3.1, οι φυσικές αρχές στις οποίες 

ασίζεται η MAS επιβάλλουν οι αποστάσεις αυτές να είναι αρκούντως µικρές, ούτως ώστε να 

µην υπά ά σ

ου
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α 3. 23. Μέγιστες τιµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης (3
 µήκος του άξονα z, για διαφορετικούς αριθµούς βοηθητικών πηγών, ως συνάρτηση

απόστασης µεταξύ τους. 

λύσεων, έχουν οι αποστάσεις id  µεταξύ των βοηθητικών πηγών και της διαχωριστικής 

β

ρχουν ιδιάζοντα σηµεία των αναλυτικών επεκτ σεων των άγνωστων ΗΜ πεδίων τις 

περιοχές µεταξύ των βοηθητικών πηγών και της διαχωριστικής επιφάνειας. Εδώ, όπως και 

στις περιπτώσεις των Παραγράφων 3.2.1 και 3.2.2, οι βοηθητικές πηγές του πρώτου συνόλ  
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τοποθετούνται σε βάθος που αντιστοιχεί στη θέση το  ειδώλου του διπόλου, ενώ οι 

βοηθητικές πηγές του δεύτερου συνόλου τοποθετούνται στις συµµετρικές θέσεις ως προς τη 

διαχωριστική επιφάνεια, συνεπώς επιλέγεται hdd

υ

== 21 . 
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Σχήµ σχέσης 
(3.24 κών 
βοηθ

δοκιµών µεταβάλλοντας την απόσταση

α 3. 24. Τυπικές κατανοµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της 
α) κατά µήκος του άξονα z, για διάφορες τιµές της απόστασης µεταξύ διαδοχι
ητικών πηγών. 

 

Για τη διερεύνηση της συµπεριφοράς των λύσεων, εκτελέστηκε µεγάλος αριθµός 

 δ , για διαφορετικές τιµές του . Στα Σχήµατα 3.22 

αι 3.23 απεικονίζονται οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών του 

ηλεκτρι

 N

κ

κού και µαγνητικού πεδίου, αντίστοιχα, που αντιστοιχούν σε 15=N  και 30=N , ως 

προς την παράµετρο hδ , για ν περίπτωση ενός διπόλου σε ύψος τη 25.0=λh  υπεράνω 

τυπικού εδάφους σχετικής διηλεκτρικής σταθεράς 13 και ηλεκτρικής αγωγιµότητας 0.005S/m 

σε συχνότητα 100MHz (µιγαδική σχετική διηλεκτρική σταθερά 13-j0.899). Όπως κατέδειξε 

µεγάλος αριθµός δοκιµών, όταν οι βοηθητικές πηγές κατανέµονται σε ίσες αποστάσεις κατά 

τους άξονες x  και z , οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτων εµφανίζονται κατά µήκος του άξονα 

z , τουλάχιστον όταν η απόσταση δ  µεταβάλλεται στο διάστηµα εντός του οποίου τα 

σφάλµατα είναι αποδεκτά και οι λύσεις είναι αριθµητικά ευσταθείς. Για το λόγο αυτό, οι 

τιµές των σφαλµάτων που παρουσιάζονται αφορούν τις µέγιστες τιµές τους κατά µήκος του 
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άξονα Ξεκινώντας από ιδιαίτερα πυκνές κατανοµές των βοηθητικών πηγών και 

αυξάνοντας την απόσταση 

z . 

δ , 

 τιµ

της

οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτων µειώνονται, έως ότου 

προσεγγίσουν τις ελάχιστες ές τους. Στη συνέχεια, οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτων 

αυξάνονται µε την αύξηση  απόστασης δ . Η συµπεριφορά αυτή παρατηρείται σε ένα 

µεγάλο εύρος µεταβολής του και µπορεί να ερµηνευτεί παρατηρώντας τις κατανοµές των 

σφαλµάτων των οριακών συν ών επί της διαχωριστικής επιφάνειας. Πιο συγκεκριµένα, για 

µικρές τιµές της απόστασης 

 N  

θηκ

δ , 

 (<<1%), 

 

τα σφάλµατα µεταξύ των σηµείων επιβολής των οριακών 

συνθηκών είναι αµελητέα ιδιαίτερα σε σχέση µε τα σφάλµατα που εµφανίζονται 

εκτός της περιοχής που αυτά καταλαµβάνουν ( δNx > , δNz > ), όπου τα σφάλµατα είναι 

αρκετές τάξεις µεγέθους µεγ  (>1%). Με την αύξηση της απόστασηςαλύτερα  δ , τα σφάλµατα 

µεταξύ των σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών αυξάνονται, ενώ σφάλµατα που 

εµφανίζονται στην περιοχή µε 

τα 

δNx >  και δNz >  µειώνονται, έως ότου τα πρώτα 

επεράσουν τα δεύτερα. Περαιτέρω αύξηση της απόστασης δ  ξ έχει ως συνέπεια την 

σίον του ίχνους του διπόλου στη διαχωριστική επιφάνεια, τα οποία 

ξαρτώνται ασθενώς από την τιµή του , µια και οι διαφορές τους είναι δυσδιάκριτες για 

κ ά 

εµφάνιση σηµαντικών σφαλµάτων µεταξύ των σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών 

(>1%), κυρίως πλη

ε  N

15=N  και 30=N . Αντιπροσωπευτικά αποτελέσµατα για τις κατανοµές των σφαλµάτων 

των οριακών συνθηκών του ηλεκτρικού αι του µαγνητικού πεδίου κατ µήκος του άξονα z  

παρουσιάζονται στα Σχήµατα 3.24 και 3.25, αντίστοιχα, για 30=N  και διάφορες τιµές της 

παραµέτρου hδ  (0.35, 0.60, 0.70). Λόγω της συµµετρίας του προβ ος, οι οµές 

των σφαλµάτων παρου ζονται µόνο για 0≥z . 

Η µεταβολή της σύνθετης αντίστασης εισόδου του διπόλου ως προς την τιµή της 

στον ελεύθερο χώρο υπολογίζεται ως υπέρθεση των αµοιβαίων σύνθετων αντιστάσεων 

µεταξύ του διπόλου και των βοηθητικών πηγών του πρώτου συνόλου, σύµφωνα µε τη σχέση 

 

( )

λήµατ  καταν

σιά

( )
( )
( ) ( )[ ]∑

−= −=

⋅−=∆
x

x

z

zNn

N

Ns
hsnsnin rEzwZ rr) 1

,
1

, . (3.29)

 

Οι τιµέ  λόγου 

∑
N

ς του 0RZin∆ , όπου 0R  είναι η αντίσταση ακτινοβολίας στον ελεύθερο χώρο, 

που προκύπτουν µε 30=N πεικονίζονται συναρτήσει της παραµέτρου , α hδ  στο Σχήµα 

3.26. Είναι καταφανές ότι η σύνθετη αντίσταση εισόδου είναι αξιοσηµείωτα σταθερή επί ενός 

µεγάλου εύρους µ της απ σηςεταβολής όστα  δ , παρά το γεγονός ότι οι αντίστοιχες µέγιστες 
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τιµές των σφαλµάτων των οριακών συνθηκώ εµφανίζουν πολύ σηµαντικές µεταβολές, όπως 

φαίνεται στα Σχήµατα 3.22 κα .23. Οι στάθµες αναφοράς στο Σχήµα 3.26, που αφορούν το 

πραγµατικό και το φανταστικό µέρος του λόγου 

ν 

ι 3

0RZin∆ , έχουν υπολογιστεί από την 

προσεγγιστική σχέση [5] 

 

Σχήµα 3. 25.  κατανοµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης 
(3.24β) κατά µήκος του άξονα z, για δι ες 
βοηθητικών πηγών. 

 

 Τυπικές
άφορ τιµές της απόστασης µεταξύ διαδοχικών 

 

Πίνακας 3. 3. Μέγιστες τιµές των σχετικών σφαλµάτων των οριακών συνθηκών και σχετική 
 

διαφορετικούς αριθµούς βοηθητικών πηγών. 

 
Μέγιστες Τιµές 

Σφαλµάτων Οριακών 
Συνθηκών (%) 

µεταβολή της σύνθετης αντίστασης εισόδου, για τις βέλτιστες λύσεις που αντιστοιχούν σε

N  hδ  

z xE  H  
0RRin∆  0RX in∆  

30 0.6 2.064 2.065 0.0924 0.2225 11 
35 0.59 1.676 1.753 0.0922 0.2  8 224
40 0.58 1.385 1.503 0.0921 0.226 24 
45 0.575 1.162 1.303 0.0922 0.2223 
50 0.565 0.992 6 0.0921 0.2222 1.15
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όπου
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⎫

⎪
⎧ +

≈
∆

2 2

exp3 j
R
Zin

 122 kkn = . Οι µικρές διαφορές µεταξύ των αποτελεσµάτων της MAS και των σταθ

αναφοράς του Σχήµατος 3.26 αποδίδονται στο γεγονός ότι η σχέση (3.30) 

προσεγγιστική, καθόσον εξάγει σχετικά ακριβή αποτελέσµατα υπό την προϋπόθεση

 η συνθήκη

µών 

είναι 

 ότι 

ισχύει  12 21 >>hnk . 

 

 

Σχήµα 3. 26. ιάγραµµ  της  σύνθετης αντί τασης εισόδου υναρτήσει 
της απόσταση  µεταξύ διαδοχικώ γών. 

 

Γι η ηση υµπερι σύγκλι  λύσε τάστηκε η 

συµπεριφο τω µάτω  οριακ νθηκών µένου . Σε κάθε 

πτωση, η αύξηση του , χωρίς τη µεταβολή της απόστασης

∆
ς

α σχετικής µεταβολής της
ν βοηθητικών πη

σ  σ

α τ διερεύν της σ φοράς σης των ων, εξε

ρά ν σφαλ ν των ών συ  αυξανο του N

περί  N  δ , έχει ως οτέλεσµα τη 

είωση των σφαλµάτων στην περιοχή µε

απ

µ  δNx >  και δNz > , όπως άλλωστε αναµένεται, 

 της µετακίνησης των πιο αποµακρυσµένων σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών 

προς το άπειρο, ενώ τα σφάλµατα µεταξύ των σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών 

παραµένουν σχεδόν αναλλοίωτα, λόγω του τοπικού χαρακτήρα των ΗΜ πεδίων των 
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βοηθητικών πηγών. Ως εκ τούτου, η αύξηση του συνεπάγεται την ολίσθηση των 

ελάχιστων σφαλµάτων προς µικρότερες τιµές της απόστασης 

N  

δ . Η συµπεριφορά

καταδεικνύεται από τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται στον Πίνακα 3.3, στον οποίο 

εριέχονται οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών που αντιστοιχούν σε 

ες τιµές τ

 αυτή 

π

διάφορ ου N , καθώς και οι αντίστοιχες τιµές της παραµέτρου hδ  για τις οποίες 

ελαχιστοποιείται ο γεωµετρικός µέσος των σφαλµάτων. Από τα αποτελέσµατα του Πίνακα 

3.3, είναι προφανές ότι οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτων παρουσιάζουν προοδευτική µείωση 

µε την αύξηση το  σύνθετηυ ενώ η  αντίσταση εισόδου παραµένει σταθερή. Το γεγονός 

υτό, σε συνδυασµό µε την αναισθησία των τιµών της σύνθετης αντίστασης εισόδου ως προς 

τη µεταβολή της απόστασης

 N , 

α

 δ , ενισχύει την πεποίθηση ότι οι λύσεις είναι ακριβείς. 

 

χήµα 3. 27. Απεικόνιση της διαφοράς σε dB µεταξύ του ηλεκτρικού πεδίου της προσεγγιστικής 
ναλυτικής λύσης και της λύσης της MAS, ως συνάρτηση της απόστασης από τον άξονα του 
διπόλου

τις τ
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 κατά µήκος του άξονα x. 

 

Τέλος, εκτός από  δοκιµές σύγκλισης και τον έλεγχο ης σύνθετης αντίστασης 

εισόδου, είναι δυνατή και η απευθείας η τω ν της MAS µε διαθέσιµες 

αναλυτικές λύσεις. Προσεγγιστικές αναλυτικές εκφράσεις για το πλήρες ΗΜ πεδίο στο χώρο 

1, οι οποίες ισχύουν όταν 12 9kk ≥  και το σηµείο παρατήρησης δεν βρίσκεται πολύ κοντά 

στον άξονα του διπόλου, είναι διαθέσιµες στη βιβλιογραφία (βλ. Κεφάλαιο 9 στη σχετική 
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αναφορά [24]). Η διαφορά σε dB µεταξύ της συνιστώ ας zE  του ηλεκτρικού πεδίου της 

προσεγγιστικής αναλυτικής λύσης και της λύσης της MAS, που τιστοιχεί σε 30=N  και 

σ

αν

60.0=hδ , απεικονίζεται συναρτήσει της παραµέτρου λx  στο Σχήµα 3.27. Τα 

αποτελέσµατα του Σχήµατος 3.27 αντιστοιχούν σε 0=y  και 2hy = . Σηεµιώνεται ότι η 

διαφορά κυµαίνεται το διάστηµα 0.5-1dB, εξαιρουµένης της περιοχής λύ κοντά στον 

άξονα του διπόλου, λόγω του προσεγγιστικού χαρακτήρα της λύσης αναφοράς. 

 

3.3 Ακτινοβολία Στοιχειωδών Ηλεκτρικών Πηγών Εντός 
Ηµιάπειρου ∆ιηλεκτρικού Χώρου 

3.3.1 Νηµατοειδής Ηλεκτρική Πηγή 

 σ  πο

3.3.1.1 Περιγραφή του Προβλήµατος 

 

Η γεωµετρία του υπό εξέταση προβλήµ  διαστάσεων συνίσταται  µια 

νηµατοειδή ηλεκτρική πηγή συχνότητας

ατος δύο  σε

 fπω 2= , 

 2) του Σχή

η οποία βρίσκεται εντός του ηµιάπειρου 

οµοιογενούς διηλεκτρικού χώρου (χώρος µατος Όπως και στην περίπτωση του 

Σχήµατος 3.1, η απόσταση της πηγής από τη διαχωριστική  συµβολίζεται µε . Για 

τον προσδιορισµό των άγνωστων ΗΜ πεδίων που αναπτύσσονται στους χώρους 1 και 2, 

εφαρµόζεται η MAS, όπως περιγράφεται ακολούθως. 

 

3.3.1.2 Εφαρµογή της MAS 

 

Όπως και στην περίπτωση του Σχήµατος 3.1, απαιτούνται δύο σύνολα βοηθητικών 

ι οποίες κείνται κάτωθεν της διαχωριστικής επιφάνειας, 

κτινοβολούν εντός άπειρου χώρου µε τα χαρακτηριστικά του χώρου 1, ενώ οι βοηθητικές 

πηγές τ

 συνδυασ

 3.1. 

επιφάνεια  h

πηγών για την περιγραφή των άγνωστων ΗΜ πεδίων στους χώρους 1 και 2. Οι βοηθητικές 

πηγές του πρώτου συνόλου, ο

α

ου δεύτερου συνόλου, οι οποίες κείνται άνωθεν της διαχωριστικής επιφάνειας, 

ακτινοβολούν εντός άπειρου χώρου µε τα χαρακτηριστικά του χώρου 2. Οι βοηθητικές πηγές 

τοποθετούνται όπως απεικονίζεται στα Σχήµατα 3.2 και 3.3. Το ΗΜ πεδίο στο χώρο 1 

περιγράφεται ως γραµµικός µός των ΗΜ πεδίων των βοηθητικών πηγών του πρώτου 

συνόλου, ενώ το ΗΜ πεδίο στο χώρο 2 περιγράφεται ως άθροισµα του ΗΜ πεδίου της 
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πρωτεύουσας πηγής εντός άπειρου χώρου µε τα χαρακτηριστικά του χώρου 2 και ενός 

γραµµικού συνδυασµού των ΗΜ πεδίων των βοηθητικών πηγών του δεύτερου συν

φωνα µε τα παραπάνω, τα άγνωστα ΗΜ πεδία στο ρους 1 και 2 δίνονται από 

τις σχέσεις 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑=
N

nn FwF ρρ
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( )iF
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 είναι το διάνυσµα του ηλεκτρικού ή του µαγνητικού πεδίου στο χώρο , όπου  i excF
r

 

είναι το αντίστοιχο πεδίο διέγερσης της πρωτεύουσας πηγής στη θέση yhh
)r

−=ρ , ενώ ( )i
nF
r

 

είναι το αντίστοιχο πεδίο της βοηθητικής πηγής του συνόλου που καθορίζει ο δείκτης

και είναι τοποθετηµένη στο σηµείο 

 i   n  

( )in yx ,  µε διάνυσµα θέσης ( )i
nρ
r

. Τα πεδία που 

υπεισέρχονται στις σχέσεις (3.31) προσδιορίζονται µε απλή µεταφορά του πεδίου Fi

r
  µιας 

νηµατοειδούς ηλεκτρικής πηγής, που είναι τοποθετηµένη στο κέντρο ενός συστήµατος 

συντεταγµένων και ακτινοβολεί σε άπειρο χώρο µε τα χαρακτηριστικά του χώρου ως εξής 

 

 i , 
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rexc FF ρρ
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Αξιοποιώντας τις σχέσεις (Α.4) του Παραρτήµατος Α, οι προηγούµενες σχέσεις εκφράζονται 

ως εξής 

  
( ) ( )hFF ρρρexc rrrrr

;2= , (3.33α)

 
( ) ( ) ( )( )i

ni
i

n FF ρρρ
rrrrr

;= . (3.33β)

 

Για τις θέσεις των βοηθητικών πηγών ισχύουν όσα αναφέρθηκαν στην Παράγραφο 3.2.1.2. 
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Σχήµα 3. 28. Μέγιστες τιµές του σχετικο ατος της οριακής συνθή της σχέσης (3.4α), 
για διαφορ κούς αριθµού  βοηθητικών  συνάρτηση της απόστασης µ αξ  τους. 

 

ύ σφάλµ κης 
ετι ς  πηγών, ως ετ ύ

 

χήµα 3. 29. Μέγιστες τιµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης (3.4β), 
για διαφορετικούς αριθµούς βοηθητικών πηγών, ως συνάρτηση της απόστασης µεταξύ τους. 
Σ
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χήµα 3. 30. Μέγιστες τιµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης (3.4α), 

 

 

χήµα 3. 31. Μέγιστες τιµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης (3.4β), 
για διαφορετικούς αριθµούς βοηθητικών πηγών, ως συνάρτηση της απόστασης µεταξύ τους. 

Οι άγνωστοι συντελεστές 

Σ
για διαφορετικούς αριθµούς βοηθητικών πηγών, ως συνάρτηση της απόστασης µεταξύ τους. 
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( )i
nw  των αναπτυγµάτων των σχέσεων (3.31) 

ροσδιορίζονται επιβάλλοντας τις οριακές συνθήκες των σχέσεων (3.4). Η διαδικασία π
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επιβολής των οριακών συνθηκών των σχέσεων (3.4) σε διακριτά σηµεία, σύµφωνα µε όσα 

αναφέρθηκαν στην Παράγραφο 3.2.1.2, οδηγεί σε ένα γραµµικό σύστηµα της µορφής 

 

(3.34α)

 

(3.34β)

 

Οι συντελεστές που υπεισέρχονται στις εξισώσεις (3.34) ταυτίζονται µε αυτούς των σχέσεων 

(3.6) και (3.8). Μετά την επίλυση του γραµµικού συστήµατος των εξισώσεων (3.34), το ΗΜ 

πεδίο σε οποιοδήποτε σηµείο του χώρου προσδιορίζεται άµεσα από τις σχέσεις (3.31)-(3.33). 

Κατά πλήρη αντιστοιχία µε αυτά που αναφέρθηκαν στην Παράγραφο 3.2.1.2, η 

.3.1.3 Αριθµητικά Αποτελέσµατα 

 

Ακολούθως, παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα που αφορούν τη 

συµπεριφορά των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών και την ακρίβεια των λύσεων, σε 

σχέση µε τις παραµέτρους και

( ) ( ) ( ) ( )( ) NmewEwE exc
m
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n
nmnnmn ,...,1,0,
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,
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=

, 

( ) ( ) ( ) ( )( ) NmhwHwH exc
m

N

n
nmnnmn ,...,1,0,

0

22
,

11
, ==−∑

=

. 

ποιότητα των λύσεων αποτιµάται εξετάζοντας τα σφάλµατα των οριακών συνθηκών. 

 

3

 N   δ . Όπως και στην περίπτωση της Παραγράφου 3.2.1, η 

συµπεριφορά σύγκλισης και η  των λύσεων εξαρτώνται ισχυρά από τις παραµέτρους 

και 

ακρίβεια

N  δ , αφού σηµαντικά σφάλµατα µπορεί να εµφανιστούν είτε µεταξύ των σηµείων 

επιβολής των οριακών συνθηκών είτε πέραν των ορίων της περιοχής που αυτά 

καταλαµβάνουν. 

Όπως και στην περίπτωση της Παραγράφου 3.2.1, οι βοηθητικές πηγές 

τοποθετούνται σε θέσεις µε hdd == 21 . Για τη διερεύνηση της συµπεριφοράς των λύσεων, 

κτελέστηκε µεγάλος αριθµός δοκιµών µεταβάλλοντας την απόστασηε  δ , για διαφορετικές 

ούν 

ε , ως προς την παράµετρο

τιµές του N . Στα Σχήµατα 3.28 και 3.29 απεικονίζονται οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτων 

των οριακών συνθηκών του ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου, αντίστοιχα, που αντιστοιχ

 20=N  και 25=N  hδσ , για την περίπτωση µιας πρωτεύουσας 

πηγής µε 25.0=λh σκεται ς ώ  , η οποία βρί εντό  τυπικού λασπ δους εδάφους µε τις 

παραµέτρους της Παραγράφου 3.2.1.3. Ξεκινώντας από ιδιαίτερα πυκνές κατανοµές των 
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βοηθητικών πηγών και αυξάνοντας την απόσταση δ , οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτων 

µειώνονται, χωρίς, όµως, να παρουσιάζουν την κανονική συµπεριφορά των Σχηµάτων 3.4 και 

.5. Στη συνέχεια, οι µέγιστες τιµές των σφαλµ  αυξάνονται µε την αύξηση της 

απόστασης

3 άτων

 δ . Η συµπεριφορά των κατανοµών των σφαλµάτων τω οριακών συνθη

της διαχωριστικής επιφάνειας είναι παρόµοια µε αυτήν των Σχηµάτων 3.6 και 3.7. Ωστόσο, 

στην περιοχή µεταβολής της απόστασης

ν κών επί 

 δ  που εµφανίζονται σχετικά µικρά σφάλµατα, οι 

µέγιστες τιµές των σφαλµάτων παρουσιάζουν ταλαντώσεις, όπως απεικονίζεται στα Σ

.30 και 3.31. Οι ταλαντώσεις αυτές οφείλονται στην έντονη χωρική ανοµοιογένεια του ΗΜ 

µε

χήµατα 

3

πεδίου διέγερσης, η οποία είναι συνέπεια του γεγονότος ότι η πρωτεύουσα πηγή ακτινοβολεί 

εντός διηλεκτρικού χώρου µε απώλειες. Εξαιτίας αυτού του γεγονότος, τα σφάλµατα που 

εµφανίζονται µεταξύ των σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών, αλλά και στην περιοχή 

 δN , εµφανίζουν ακανόνιστες αυξοµειώσεις µε τη µεταβολή της απόστασης x > δ . Ως εκ 

τούτου, η αναζήτηση της βέλτιστης απόστασης δ , για την οποία ελαχιστοποιούνται οι 

έγιστες τιµές των σφαλµάτων, καθίσταται  χρονοβόρα, καθώς απαιτείται πολύ 

ορισµό της. Εξάλλου, η ελαχιστοποίηση των 

σφαλµάτων δεν είναι απαραίτητη προϋπόθεση για την εξαγωγή αποδεκτής λύσης, αφού οι 

λύσεις που  µ  

µ εξαιρετικά

µεγάλος αριθµός δοκιµών για τον προσδι

 αντιστοιχούν σε ένα αρκετά εγάλο εύρος µεταβολής της απόστασης δ  είναι 

συγκρίσιµες, τουλάχιστον όσον αφορά τα εξαγόµενα αποτελέσµατα για τις ποσότητες 

ενδιαφέροντος. 

 

3.2 ατακόρυφο Ηλεκτρικό ∆ίπολο 

3.3.2.1 Περιγραφή του Προβλήµατος 

 

3. Κ

µ π  

ό δίπολο, το

τ

ρµόζετ AS, ό ως. 

Η γεω ετρία του υπό εξέταση ροβλήµατος τριών διαστάσεων συνίσταται ε ένα 

βραχύ κατακόρυφο ηλεκτρικ  οποίο βρίσκεται εντός του ηµιάπειρου οµοιογενούς 

διηλεκτρικού χώρου (χώρος 2) του Σχήµατος 3.10. Όπως και στην περίπ ωση του Σχήµατος 

3.10, η απόσταση του διπόλου από τη διαχωριστική επιφάνεια συµβολίζεται µε h . Για τον 

προσδιορισµό των άγνωστων ΗΜ πεδίων που αναπτύσσονται στους χώρους 1 και 2, 

εφα αι η M πως περιγράφεται ακολούθ

 

σ
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3.3.2.2 Εφαρµογή της MAS 

 

Όπως και στην περίπτωση του Σχήµατος 3.10, απαιτούνται δύο σύνολα βοηθητικών 

πηγών για τ  περιγραφή των άγνωστων ΗΜ πεδίων στους χώρους 1 και 2. Οι βοηθητικές 

πηγές του πρώτου συνόλου, οι οποίες κείνται κάτωθεν της διαχωριστικής επιφάνειας, 

ακτινοβολούν εντός άπειρου χώρου µε τα αρακτηριστικά του χώρου 1, ενώ οι βοηθητικές 

πηγές του δεύτερου συνόλου, οι οποίες κείνται άνωθεν της διαχωριστικής επιφάνειας, 

ακτινοβολούν εντός άπειρου χώρου µε τα χαρακτηριστικά του χώρου 2. Οι βοηθητικές πηγές 

τοποθετούνται όπως απεικονίζεται στα Σχήµατα 3.11 και 3.12. Το ΗΜ πεδίο στο χώρο 1 

περιγράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των ΗΜ πεδίων των βοηθητικών πηγών του πρώτου 

συνόλου, ενώ το ΗΜ πεδίο στο χώρο 2 περιγράφεται ως άθροισµα του ΗΜ πεδίου του 

διπό τός άπειρου χώρου µε τα χαρακτηριστικά του χώρου 2 και ενός γρ µµικού 

συνδυασµού των ΗΜ πεδίων των βοηθητικών πηγώ του δεύτερου συνόλου. 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, τα άγνωστα ΗΜ πεδία στους χώρους 1 και 2 δίνονται από 

τις σχέσεις 
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 είναι το διάνυσµα του ηλεκτρικού ή του µαγνητικού πεδίου στο χώρο ,  i excF
r

 

είναι το αντίστοιχο πεδίο διέγερσης του διπόλου στη θέση zhrh
)r

−= , ενώ ( )
( )i

snF ,

r
 είναι το 

αντίστοιχο πεδίο της βοηθητικής πηγής του συνόλου που καθορίζει το ζεύγος δεικτών 

 κ

i  

( )sn, αι είναι τοποθετηµένη στο σηµείο ( )( )isnn , z,,φρ  µε διάνυσµα θέσης ( )
( )

sn,
irr , όπου nρ  η 

ακτίνα του δακτυλίου βοηθητικών πηγών που δηλώνει ο δείκτης n  και ( )sn,φ  η γωνιακή θέση 

της βοηθητικής πηγής που καθορίζει το ζεύγος δεικτών ( )sn, . Τα πεδία που υπεισέρχονται 

στις σχέσεις (3.35) προσδιορίζονται µε απλή µεταφορά του πεδίου Fi

r
 ενός στοιχειώδους 

ηλεκτρικού διπόλου, που είναι τοποθετηµένο στο κέντρο ενός συστήµατος συντεταγµένων 

και ακτινοβολεί σε άπειρο χώρο µε τα χαρακτηριστικά του ως εξής  χώρου i , 
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Σχήµα 3
κατά µήκος του άξονα x, για διαφορετικούς αριθµούς δακτυλίων βοηθητικών πηγών, ως 

ς απόστασης µεταξύ τους. 

 

Σχήµα 3. 33. Μέγιστες τιµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης (3.14β) 

συνάρτηση της απόστασης µεταξύ τους. 

 

. 32. Μέγιστες τιµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης (3.14α) 

συνάρτηση τη
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χήµα 3. 34. Μέγιστες τιµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης (3.14α) 

 

 

χήµα 3. 35. Μέγιστες τιµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης (3.14β) 

Σ
κατά µήκος του άξονα x, για διαφορετικούς αριθµούς δακτυλίων βοηθητικών πηγών, ως 
συνάρτηση της απόστασης µεταξύ τους. 
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συνάρτηση της απόστασης µεταξύ τους. 
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Αξιοποιώντας τις σχέσεις (Β.7) του Παραρτήµατος Β, οι προηγούµενες σχέσεις εκφράζονται 

ως εξής 
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ια τις θέσεις των βοηθητικών πηγών ισχύουν όσα αναφέρθηκαν στην Παράγραφο 3.2.2.2. Γ

Οι άγνωστοι συντελεστές ( )i
nw  των αναπτυγµάτων των σχέσεων (3.35) 

προσδιορίζονται επιβάλλοντας τις οριακές συνθήκες των σχέσεων (3.14). Η διαδικασία 

πιβολής των οριακών συνθηκών των σχέσεων (3.14) σε διακριτά σηµεία, σύµφωνα µε όσα 

αναφέρθηκαν στην Παράγραφο 3.2.2.2, οδηγεί σε ένα γραµµικό σύστηµα της µορφής 

 

(3.38α)

 

(3.38β)

 

Οι συντελεστές που υπεισέρχονται στις εξισώσεις (3.38) ταυτίζονται µε αυτούς των σχέσεων 

(3.16) και (3.18). Μετά την επίλυση του γραµµικού συστήµατος των εξισώσεων (3.38), το 

ΗΜ πεδίο σε οποιοδήποτε σηµείο του χώρου προσδιορίζεται άµεσα από τις σχέσεις (3.35)-
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0

22
,

11
, ==−∑

=

, 

( ) ( ) ( ) ( )( ) NmhwHwH exc
m

N

n
nmnnmn ,...,1,0,

0

22
,

11
, ==−∑

=

. 

(3.37). 

Κατά πλήρη αντιστοιχία µε αυτά που αναφέρθηκαν στην Παράγραφο 3.2.2.2, η 

ποιότητα των λύσεων αποτιµάται εξετάζοντας τα σφάλµατα των οριακών συνθηκών. 
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3.3.2.3 Αριθµητικά Αποτελέσµατα 

 

Ακολούθως, παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα που αφορούν τη 

συµπεριφορά των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών ι την ακρίβεια των λύσε

χέση µε τις παραµέτρους και

κα ων, σε 

 N   δ . Όπως και στην περίπτωση της Παραγράφου 3.2.2, η σ

συµπεριφορά σύγκλισης και η ακρίβεια των λύσεων εξαρτώνται ισχυρά από τις παραµέτρους 

N  και δ , αφού σηµαντικά σφάλµατα µπορεί να εµφανιστούν είτε µεταξύ των σηµείων 

ιβολής των οριακών συνθηκών είτε πέραν των ορίων της περιοχής που αυτά 

καταλαµβάνουν. 

Όπως και στην περίπτωση της Παραγράφου 3.2.2, οι βοηθητικές πηγές 

τοποθετούνται σε θέσεις µε

επ

 hdd == 21 . Για τη διερεύνηση της συµπεριφοράς των λύσεων

κτελέστηκε µεγάλος αριθµός δοκιµών µεταβάλλοντας την απόσταση

, 

ε  δ , για διαφορετικές 

ν 

των ορι  τ ύ και α κ , 

τιµές του N . Στα Σχήµατα 3.32 και 3.33 απεικονίζονται οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτω

ακώ συνθηκών ου ηλεκτρικο  µ γνητι ού πεδίου, αντίστοιχα που αντιστοιχούν 

σε 15=N  και 20=N , ως προς την παράµετρο 

ν 

hδ , για την περίπτωση ενός διπόλου µε 

25.0=λh , το οποίο βρίσκεται εντός τυπικού εδάφους µε τις παραµέτρους της Παραγράφου 

3.2.2.3. Ξεκινώντας από ιδιαίτερα πυκνές κατανοµές των δακτυλίων βοηθητικών πηγών και 

υ  τηνξάνοντας  απόσταση δ , 

 

α οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτων µειώνονται, χωρίς, όµως, να 

παρουσιάζουν την κανονική συµπεριφορά των Σχηµάτων 3.13 κα 3.14. Στη συνέ

έγιστες τιµές των σφαλµάτων αυξάνονται µε την αύξηση της απόστασης

ι χεια, οι 

 δ . 

διαχωριστικής

µ Η συµπεριφορά 

των κατανοµών των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών επί της  επιφάνεια  

είναι παρόµοια µε αυτήν των Σχηµάτων 3.15 και 3.16. Ωστόσο, στην περιοχή µεταβολής της 

πόστασης

ς

 δ  α που εµφανίζονται σχετικά µικρά σφάλµατα, οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτων 

 αυτού του γεγονότος, τα σφάλµατα που εµφανίζονται µεταξύ των σηµείων επιβολής 

των ορι

παρουσιάζουν ταλαντώσεις, όπως απεικονίζεται στα Σχήµατα 3.34 και 3.35. Οι ταλαντώσεις 

αυτές οφείλονται στην έντονη χωρική ανοµοιογένεια του ΗΜ πεδίου διέγερσης, η οποία είναι 

συνέπεια του γεγονότος ότι το δίπολο ακτινοβολεί εντός διηλεκτρικού χώρου µε απώλειες. 

Εξαιτίας

ακών συνθηκών, αλλά και στην περιοχή µε 2δδρ +> N , εµφανίζουν ακανόνιστες 

αυξοµειώσεις µε τη µεταβολή της απόστασης δ . Ως εκ τούτου, η αναζήτηση της βέλτιστης 

πόστασης δ , α για την οποία ελαχιστοποιούνται οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτων, 

αθίσταται εξαιρετικά χρονοβόρα, καθώς απαιτείται πολύ µεγάλος αριθµός δοκιµών για τον κ
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προσδιορισµό της. Εξάλλου, η ελαχιστοποίηση των σφαλµάτων δεν είναι απαραίτητη 

προϋπόθεση για την εξαγωγή αποδεκτής λύσης, αφού οι λύσεις που αντιστοιχούν σε ένα 

αρκετά  πµεγάλο εύρος µεταβολής της α όστασης δ  είναι συγκρίσιµ , τουλάχιστον ό ον 

αφορά τα εξαγόµενα αποτελέσµατα για τις ποσότητες ενδιαφέροντος. 

 

3.3.3.1 Περιγραφή του Προβλήµατος 

 

ες σ

3.3.3 Οριζόντιο Ηλεκτρικό ∆ίπολο 

µ π  σ

, το 

τ

ρµόζετ AS, όπ ς. 

 

ι 

δε

ικά του χώρο

η

φωνα

Η γεω ετρία του υπό εξέταση ροβλήµατος τριών διαστάσεων συνίσταται ε ένα 

βραχύ οριζόντιο ηλεκτρικό δίπολο οποίο βρίσκεται εντός του ηµιάπειρου οµοιογενούς 

διηλεκτρικού χώρου (χώρος 2) του Σχήµατος 3.19. Όπως και στην περίπ ωση του Σχήµατος 

3.19, η απόσταση του διπόλου από τη διαχωριστική επιφάνεια συµβολίζεται µε h . Για τον 

προσδιορισµό των άγνωστων ΗΜ πεδίων που αναπτύσσονται στους χώρους 1 και 2, 

εφα αι η M ως περιγράφεται ακολούθω

3.3.3.2 Εφαρµογή της MAS 

 

Όπως και στην περίπτωση του Σχήµατος 3.19, απαιτούνται δύο σύνολα βοηθητικών 

πηγών για την περιγραφή των άγνωστων ΗΜ πεδίων στους χώρους 1 κα 2. Οι βοηθητικές 

πηγές του πρώτου συνόλου, οι οποίες κείνται κάτωθεν της διαχωριστικής επιφάνειας, 

ακτινοβολούν εντός άπειρου χώρου µε τα χαρακτηριστικά του χώρου 1, ενώ οι βοηθητικές 

πηγές του ύτερου συνόλου, οι οποίες κείνται άνωθεν της διαχωριστικής επιφάνειας, 

ακτινοβολούν εντός άπειρου χώρου µε τα χαρακτηριστικά του χώρου 2. Οι βοηθητικές πηγές 

τοποθετούνται όπως απεικονίζεται στα Σχήµατα 3.20 και 3.21. Το ΗΜ πεδίο στο χώρο 1 

περιγράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των ΗΜ πεδίων των βοηθητικών πηγών του πρώτου 

συνόλου, ενώ το ΗΜ πεδίο στο χώρο 2 περιγράφεται ως άθροισµα του ΗΜ πεδίου του 

διπόλου εντός άπειρου χώρου µε τα χαρακτηριστ υ 2 και ενός γραµµικού 

συνδυασµού των ΗΜ πεδίων των βοηθητικών π γών του δεύτερου συνόλου. 

Σύµ  µε τα παραπάνω, τα άγνωστα ΗΜ πεδία στους χώρους 1 και 2 δίνονται από 

τις σχέσεις 
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Σχήµα 3. 36. Μέγιστες τιµές του σχετι ού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης (3.24α) 
κατά µήκος του άξονα z, για διαφορετικούς αριθµούς δακτυλίων βοηθητικών πηγών, ως 
συνάρτηση της απόστασης µεταξύ τους. 
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Σχήµα 3. 37. Μέγιστες τιµές του σχετικού σφάλµατος της ιακής συνθήκης της σχέσης (3.24β) 
κατά µήκος του άξονα z, για διαφορετικούς αριθµούς δακτυλίων βοηθητικών πηγών, ως 
συνάρτηση της απόστασης µεταξύ τους. 
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Σχήµα 3. 38. Μέγιστες τιµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης (3.24α) 
κατά µήκος του άξονα z, για διαφορετικούς αριθµούς δακτυλίων βοηθητικών πηγών, ως 
συνάρτηση της απόστασης µεταξύ τους. 
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Σχήµα 3. 39. Μέγιστες τιµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης (3.24β) 
κατά µήκος του άξονα z, για διαφορετικούς αριθµούς δακτυλίων βοηθητικών πηγών, ως 
συνάρτηση της απόστασης µεταξύ τους. 
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exc rFwrFrF rrrrrr
2
,

2
,

2 , 

 ( )iF
r

 είναι το διάνυσµα του ηλεκτρικού ή του µαγνητικού πεδίου στο χώρο ,  i excF
r

 

είναι το αντίστοιχο πεδίο διέγερσης του διπόλου στη θέση yhrh
)r

−= , ενώ ( )
( )i

snF ,

r
 είναι το 

αντίστοιχο πεδίο της βοηθητικής πηγής του συνόλου που καθορίζει το ζεύγος δεικτών 

και είναι τοποθετηµένη στο σηµείο

i  

( )sn,   ( )sin zyx ,,  µε διάνυσµα θέσης ( )
( )i

snr ,
r , όπου η 

θέση του υποσυνόλου συγγραµµικών βοηθητικών πηγών που δηλώνει ο δείκτης και η 

θέση της βοηθητικής πηγής του ίδιου υποσυνόλου που καθορίζει ο δείκτης

 nx  

 n   sz  

 s . 

 

Τα πεδία που 

υπεισέρχονται στις σχέσεις (3.39) προσδιορίζονται µε απλή µεταφορά του πεδίου iF
r

 ενός 

τοιχειώδους ηλεκτρικού διπόλου, που είναι τοποθετηµένο στο κέντρο ενός συστήµατος σ

συντεταγµένων και ακτινοβολεί σε άπειρο χώρο µε τα χαρακτηριστικά του χώρου i , ως εξής 

 
( ) ( )h

exc rrFrF rrrrr
−= 2 , (3.40α)

 

( )
( ) ( ) ( )

( )( )i
sni

i
sn rrFrF ,,

rrrrr
−= . (3.40β)

 

Αξιοποιώντας τις σχέσεις (Β.6) του Παραρτήµατος Β, οι προηγούµενες σχέσεις εκφράζονται 

ως εξής 

  
( ) ( )h

exc rrFrF rrrrr
;2= , (3.41α)

 

( )
( ) ( ) ( )

( )( )i
sni

i
sn rrFrF ,, ; rr

rrr
= . (3.41β)

 

Για τις θέσεις των βοηθητικών πηγών ισχύουν όσα αναφέρθηκαν στην Παράγραφο 3.2.3.2. 

Οι άγνωστοι συντελεστές ( )
( )i

snw ,  των αναπτυγµάτων των σχέσεων (3.39) 

ναφέρθηκαν στην Παράγραφο 3.2.3.2, οδηγεί σε ένα γραµµικό σύστηµα της µορφής 

προσδιορίζονται επιβάλλοντας τις οριακές συνθήκες των σχέσεων (3.24). Η διαδικασία 

επιβολής των οριακών συνθηκών των σχέσεων (3.24) σε διακριτά σηµεία, σύµφωνα µε όσα 

α
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Όπως και στην περίπτωση της Παραγράφου 3.2.3, οι βοηθητικές πηγές 

τοποθετούνται κατά τον απλούστερο δυνατό τρόπο, οπότε επιλέγεται  

(3.42β)

 

Οι συντελεστές που υπεισέρχονται στις εξισώσεις (3.42) ταυτίζονται µε αυτούς των σχέσεων 

(3.26) και (3.28). Μετά την επίλυση του γραµµικού συστήµα εξισώσ (3.42), το 

ΗΜ πεδίο σε οποιοδήποτε σηµείο του χώρου προσδιορίζεται άµεσα από τις σχέσεις (3.39)-

). 

Κατά πλήρη αντιστοιχία µε αυτά που αναφέρθηκαν στην Παράγραφο 3.2.3.2, η 

ποιότητα των λύσεων αποτιµάται εξετάζοντας τα σφάλµατα των οριακών συνθηκών.  

 

3.3.3.3 Αριθµητικά Αποτελέσµατα 

 

N καιNN zx ==  

δδδ == zx . 

Ακολούθως, παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα που αφορούν τη 

συµπεριφορά των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών και την ακρίβεια των λύσεων, σε 

σχέση µε τις παραµέτρους και N   δ . Όπως και στην περίπτωση της Παραγράφου 3.2.3, η 

συµπεριφορά σύγκλισης και η  των λύσεων εξαρτώνται ισχυρά από τις παραµέτρους 

και 

ακρίβεια

N  δ , αφού σηµαντικά σφάλµατα µπορεί να εµ νιστούν είτε µεταξύ των σ

πιβολής των οριακών συνθηκών είτε πέραν των ορίων της περιοχής που αυτά 

καταλαµβάνουν. 

Όπως και στην περίπτωση της Παραγράφου 3.2.3, οι βοηθητικές πηγές 

φα ηµείων 

ε

τοποθετούνται σε θέσεις µε hdd == 21 . Για τη διερεύνηση της συµπεριφοράς των λύσεων, 

εκτελέστηκε ρ ετ µεγάλος α ιθµός δοκιµώ αβάλλοντας την απόσταση ν µ δ , για διαφορετικές 

τιµές του N . Στα Σχήµατα 3.36 και 3.37 απεικονίζονται οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτων 

των οριακώ συνθηκών του ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου, αντίστοιχα, που αντιστοιχούν 

σε και

ν 

 25=N   40=N , ως προς την παράµετρο hδ , για την περίπτ  ενός διπόλου µε ωση
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25.0=λh , το οποίο βρίσκεται εντός τυπικού εδάφους µε τις παραµέτρους της Παραγράφου 

3.2.3.3. Όπως και στην περίπτωση της Παραγράφου 3.2.3, όταν οι βοηθητικές πηγές 

ατανέµονται σε ίσες αποστάσεις κατά τους άξονες κ x  και οι µέγιστες τιµές των 

σφαλµάτων εµφανίζονται κατά µήκος του άξονα τουλάχιστον όταν απόστ

z , 

z , η αση δ  

µεταβάλλεται στο διάστηµα εντός του οποίου τα σφάλµατα είναι αποδεκτά και οι λύσεις 

µητικά ευσταθείς. Για το λόγο αυτό, οι τιµές των σφαλµάτων που παρουσιάζονται 

αφορούν τις µέγιστες τιµές τους κατά µήκος του άξονα Ξεκινώντας από αίτερα

ατανοµές των βοηθητικών πηγών και αυξάνοντας την απόσταση

είναι 

αριθ

 z . ιδι  πυκνές 

 δ , οι µέγιστες τιµές των κ

σφαλµάτων µειώνονται, χωρίς, όµως, να παρουσιάζουν την κανονική συµπεριφορά των 

Σχηµάτων 3.22 και 3.23. Στη συνέχεια, οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτων αυξάνονται µε την 

αύξηση της απόστασης δ . Η συµπεριφορά των κατανοµών των σφαλµάτων των οριακών 

συνθηκών επί της διαχωριστικής επιφάνειας είναι παρόµοια µε αυτήν των Σχηµάτων 3.24 και 

3.25. Ωστόσο, στην περιοχή µεταβολής της απόστασης δ  που εµφανίζονται σχετικά µικρά 

σφάλµατα, οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτων παρουσιάζουν ταλαντώσεις, όπως απεικονίζεται 

τα Σχήµατα 3.38 και 3.39. Οι ταλαντώσεις αυτές οφείλονται στην έντονη χωρική 

 είναι συνέπεια του γεγονότος ότι το δίπολο 

ακτινοβολεί εντός διηλεκτρικού χώρου µε απώλειες. Εξαιτίας αυτού του γεγονότος, τα 

σφάλµατα που εµφανίζονται µεταξύ των σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών, αλλά και 

στην περιοχή µε 

σ  

ανοµοιογένεια του ΗΜ πεδίου διέγερσης, η οποία

δNx >  και δNz > , εµφανίζουν ακανόνιστες αυξοµειώσεις µε τη 

µεταβολή της απόστασης δ . Ως εκ τούτου, η αναζήτηση της βέλτιστης απόστασης δ , 

εξαιρετικά

µό 

για 

 

για 

την οποία ελαχιστοποιούνται οι µέγιστες τιµές των σφαλµάτων, καθίσταται  

χρονοβόρα, καθώς απαιτείται πολύ µεγάλος αριθµός δοκιµών για τον προσδιορισ της. 

Εξάλλου, η ελαχιστοποίηση των σφαλµάτων δεν είναι απαραίτητη προϋπόθεση την 

εξαγωγή αποδεκτής λύσης, αφού οι λύσεις που αντιστοιχούν σε ένα αρκετά µεγάλο εύρος 

µεταβολής της απόστασης δ  είναι συγκρίσιµες, τουλάχιστον όσον αφορά τα εξαγόµενα 

αποτελέσµατα για τις ποσότητες ενδιαφέροντος. 

 

3.4 Β

 

ές

ελτιστοποίηση Λύσεων 
 

Όπως προαναφέρθηκε, η θεώρηση οµοιόµορφα κατανεµηµένων βοηθητικών πηγών 

σε σταθερ  αποστάσεις από τη διαχωριστική επιφάνεια δεν οδηγεί σε ολικά βέλτιστες 
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λύσεις. Ακόµη και σε περιπτώσεις οµοιόµορφων κατανοµών, διαφορετικές επιλογές των 

αποστάσεων τω ητικών πηγών από τη δι ριστική επιφάνεια είναι δυνατόν να 

 σε µικρότερα σφάλµατα των οριακών συνθηκών από αυτά που προκύπτουν µε 

hdd == 21 , διατηρώντας σταθερό τον αριθµό των βοηθητικών πηγών [25, 26]. 

Επιπρόσθετα, είναι τουλάχιστον διαισθητικά αναµενόµ  ότι πάρχουν ανοµοιόµορφες 

κατανοµές των βοηθητικών πηγών που καταλήγ ν σε ακόµη µικρότερα σφάλµατ . 

Ακολούθως, διερευνάται η δυνατότητα προσδιορισµού λύσεων αξιοποιώντας τη φυσική 

αντίληψη και την εκ των προτέρων γνώση του χαρακτήρα της ακριβούς λύσης, για την 

περίπτωση του προβλήµατος της Παραγράφου 3.2.1, κυρ ως λόγω της απλότητας του και της 

ύπαρξης ακριβούς αναλυτικής λύσης. Αν και η σύγκριση των λύσε ν γίνεται, συνήθως, µε 

κάποια κριτήρια που συνδέονται µε τα σφάλµατα των οριακών συνθηκών, εδώ θα εξεταστούν 

και οι διαφορές των λύσεων ως προς την ακριβή λύση, καθώς δεν υπάρχει τρόπος απευθείας 

συσχέτισης ή αντιστοίχησης των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών µε τα σφάλµατα στον 

υπολογισµό των ΗΜ πεδίων σε όλο το χώρο [27]. Ως εκ τούτου, η µείωση των σφαλµάτων 

των οριακών συνθηκών δεν εγγυάται και την ουσιαστική λτίωση της ποιότητας της λύσης. 
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µα 3. 40. Μέγιστες τιµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης (3.4α), 
ια τις θέσεις των βοηθητικών πηγών των σχέσεων (3.43) και (3.44), ως συνάρτηση της 
απόστασης µεταξύ τους. 
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Σχήµα 3. 41. Μέγιστες τιµές του σχετικού σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης (3.4β), 
για τις θέσεις των βοηθητικών πηγών των σχέσεων (3.43) και (3.44), ως συνάρτηση της 
απόστασης µεταξύ τους. 
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α 3. 42. Απεικόνιση της διαφοράς σε dB µεταξύ του ηλεκτρικού πεδίου της ακριβούς 
των λύσεων της MAS κατά µήκος του άξονα y. 

 

Όσον αφορά το πρόβληµα του Σχήµατος 3.1, οι τιµές που περιέχονται στον Πίνακα 

3.1 αντιστοιχούν στις βέλτιστες λύσεις που προσδιορίστηκαν µε hdd == 21 , µεταβάλλοντας 
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την απόσταση δ , για διαφορετικές τιµές του , έχοντας ως κριτήριο την ελαχιστοποίηση 

ου γεωµετρικού µέσου των µέγιστων τιµών των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών των 

σχέσεων (3.4). Ως εκ τούτου, οι λύσεις αυτές δεν είναι δυνατόν να θεωρηθούν ολικά 

βέλτιστες, αλλά απλώς υποβέλτιστες, αφού, όπως άλλωστε προαναφέρθηκε, άλλες επιλογές 

των αποστάσεων αλλά και µη οµοιόµορφες κατανοµές των βοηθητικών πηγών, ενδέχεται 

να οδηγούν σε  µε µικρότερα σφάλµατα. Για τη διερεύνηση των δυνατοτήτων 

βελτιστοποίησης  λύσης του προβλήµατος, εξετάστηκε η σύγκλιση των λύσεων όταν οι 

αποστάσεις επιλεγούν µε φυσικά κριτήρια. Πιο συγκεκριµένα, η απόσταση  µπορεί να 

επιλεγεί έτσι ώστε η κεντρική βοηθητική πηγή του πρώτου συνόλου να τοποθε  στη θέση 

του µιγαδικού ειδώλου της πρωτεύουσας πηγής. Στην προκειµένη περίπτωση θέση του 

µιγαδικού ειδώλου βρίσκεται σε µιγαδική απόσταση από τη συνοριακή επιφάν , η οποία 

υπολογίζεται κατά προσέγγιση από τη σχέση [9] 
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ύµφωνα µε τις αρχές της οπτικής [28, 29], η απόσταση  µπορεί να επιλεγεί ίση µε 
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Εκτενείς δοκιµές κατέδειξαν ότι, όταν οι αποστάσεις επιλεγούν σύµφωνα µε τις σχέσεις 

(3.43) και (3.44), η συµπεριφορά των σφαλµάτων οριακών συνθηκών µεταβάλλεται 

σηµαντικά ως προς αυτή που απεικονίζεται στα Σχήµ  3.4 και 3.5, καθώς οι µέγιστες τιµές 

των σφαλµάτων εµφανίζουν έντονες ταλαντώσεις τη µεταβολή της απόστασης 

 id  

των 

ατα

 µε δ , 

καθιστώντας ιδιαίτερα χρονοβόρα τη διαδικασία εύρεσης της βέλτιστης απόστασης δ  

 

που 

οδηγεί στα µικρότερα σφάλµατα. Επιπρόσθετα, οι προκύπτουσες λύσεις δεν 

διαφοροποιούνται σηµαντικά από αυτές που εξάγονται µε hdd == 21 , αφού οι τιµές των 

φαλµάτων είναι ελαφρώς µικρότερες των ελάχιστων σφαλµάτων που προκύπτουν για 

ασύµφορη σε σχέση µε την επιλογή d

σ

hdd == 21  [25]. Συνεπώς, η επιλογή των αποστάσεων id  βάσει των σχέσεων (3.43) και 

(3.44) είναι hd == 21 , εξαιτίας του σηµαντικά 

µεγάλου αριθµού δοκιµών που πρέπει να πραγµατοποιηθούν για τον προσδιορισµό της 

 142



απόστασης δ  που οδηγεί στην ελαχιστοποίηση των σφαλµάτων, έναντι του µικρού αριθµού 

δοκιµών που αρκούν όταν hdd == 21 . Άλλωστε, στην περίπτω ν οποία επιλεγεί 

hdd == 21 , γι την ικανοποίηση δεδοµένου κριτηρίου που σχετίζεται µε τα σφάλµατα των 

οριακών συνθηκών, είναι δυνατή η αύξηση του N  και η διερεύνηση των τιµών των 

σφαλµάτων που προκύπτουν σε µια σχετικά µικρή περιοχή µεταβολής της απόστασης 

ση κατά τη

α 

δ , η 

οποία µπορεί να εκτιµηθεί πραγµατοποιώντας λίγες δοκιµές για κάποια δοκιµαστική τιµή του 

N . Βεβαίως, είνα άξιο αναφοράς ότι, για µικρές τιµές του N , οι διαφορές στις τιµές των 

σφαλµάτων, οι οποίες αντιστοιχούν στις διαφορετικές επιλογές των αποστάσεων id , µπορεί 

να είναι σηµαντικές και η αξιοποίηση των σχέσεων (3.43) και (3.44) να οδηγήσει σε λύσεις 

πολύ µικρότερων σφαλµάτων. Πάντως, για µικρές τιµές του N , τα σφάλµατα ν οριακών 

συνθηκών είναι σηµαντικά µεγάλα σε κάθε περίπτωση, οπότε η ακρίβεια των λύσεων πρέπει 

να αποτιµηθεί βάσει πρόσθετων κριτηρίων. Για τον έλεγχο αυτών των υποθέσεων και τη 

σύγκριση των λύσεων, εξετάστηκε µια ακραία περίπτωση µε 5

ι 

τω

=N . Στην περίπτωση κατά 

την οποία αξιοποιούνται οι σχέσεις (3.43) και (3.44  µ ές των σφαλµάτων ν 

, οι οποίες τουν µεταβάλλοντας απόσταση

), οι έγιστες τιµ  τω

οριακών συνθηκών  προκύπ την  δ , απεικονίζονται 

 Σχήµατα 3.40 και 3.41, µαζί µε τις στάθµες ν αντίστοιχων σφαλµάτω

αντιστοιχούν στην καλύτερη λύση που εξήχθη για

στα  τω ν που 

 hdd == 21 . Είναι προφανές ότι η πρώτη 

 βελτιώνει τα σφάλµατα των λύσεων για µικρές τιµές του , ενώ η ταλάντωση των 

επιβα  

µού της λύσης µε τα ελάχιστα σφάλµατα. Συνεπώς, οι θέσεις των σχέσεων (3.43) 

και (3.44) είναι δυνατόν να χρησιµοποιηθούν, σε συνδυασµό µε µικρές τιµές του

ρήγορο προσδιορισµό λύσεων αρκετά ικανοποιητικής ακρίβειας. Οι διαφορές σε dB του 

ύ

 Nεπιλογή

σφαλµάτων δεν είναι σηµαντική και, ως εκ τούτου, δεν ρύνει σηµαντικά τη διαδικασία

προσδιορισ

 N , για το 

γ

ηλεκτρικού πεδίου σε σχέση µε την ακριβή αναλυτική λ ση, οι οποίες προκύπτουν για 5=N  

και 72.0=hδ , απεικονίζονται στο Σχήµα 3.42 κατά µήκος του άξονα y . Παρά το γεγονός 

ότι η λύση που προκύπτει αξιοποιώντας τις σχέσεις (3.43) και (3.44) χαρακτηρίζεται από 

µικρότερα σφάλµατα σε σχέση µε τη λύση που προκύπτει µε hdd == 21  (5.2% έναντι 6.  

για το σφάλµα της οριακής συνθήκης του ηλεκτρικού πεδίου, 16.2% έναντι 19.9% ια το 

σφάλµα της οριακής συνθήκης του µαγνητικού πεδίου), η διαφορά της από την ακριβή ύση 

είναι µεγαλύτερη. Το γεγονός αυτό καταδεικνύει ότι τα σφ  οριακών συνθηκών 

δεν µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως αποκλειστικά κριτήρια για τη σύγκριση των λύσεων, 

ναι δυνατόν να συνδεθούν άµεσα µε τα σφάλµ α των λύσεων σε σχέση µε την, 
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γ
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εν γένει άγνωστη, ακριβή λύση. Όσο δε αφορά τις θέσ σεων (3.43) και (3.44) που 

εξετάστηκαν, από τα αποτελέσµατα προέκυψε ότι δεν οδηγούν σε υπέρτερες λύσεις σε σχέση 

µε αυτές πο προκύπτουν για συµβατικές επιλογές των θέσεων των βοηθητικών πηγών, ενώ 

αυξάνουν και τον απαιτούµ  δοκιµών που πρέπει να εκτελεστούν για την εύρεση 

ε τα µικρότερα σφάλµατα, τα οποία αντιστοιχούν σε δεδοµένη επιλογή του N . 

Ως εκ τούτου, η αξιοποίηση τους δεν ενδείκνυται, τός αν αναζητηθούν λύσεις για πολύ 

µικρές τιµές του N , οπότε το απαιτούµενο πλήθος δοκιµών καθίσταται συγκρίσιµο µε τό 

των συµβατικών επιλογών. 

Όπως προαναφέρθηκε, οι λύσεις που προκύπτουν αξιο ιώντας τις σχέσεις (3.43) και 

(3.44) δεν είναι εξασφαλισµένο ότι χαρακτηρίζονται από τα µικρότερα δυνατά σφά ατα των 

οριακών συνθηκών, καθώς µπορεί να υπάρχουν ανοµοιόµορφες κατανοµές των βοηθητικών 

πηγών που να οδηγούν σε λύσεις µικρότερων σφαλµάτων. εύρεση τέτοιων κατανοµών 

είναι δυνατή µε την εφαρµογή τεχνικών βελτιστοποίησης, θεωρώντας τις θέσεις των 

βοηθητικών πηγών ως ανεξάρτητα διανύσµατα, µε συντεταγµένες στο πραγµατικό ή στο 

µιγαδικό επίπεδο, και ορίζοντας κατάλληλες συναρτήσεις κόσ που συνδέονται ευθέως 

µε τα σφάλµατα των οριακών συνθηκών [30-32]. Ωστόσο, η εφαρµογή τέτοιων τεχνικών 

συνεπάγεται σηµαντικό πρόσθετο υπολογιστικό κόστος, το οποίο µπ ρεί να αυξάνει 

δραµατικά τον απαιτούµενο χρόνο για την ολοκλήρωση της επίλυσης του προβλήµατος. 

Εναλλακτικά, αντί της εφαρµογής τεχνικών βελτισ , έχει προταθεί η τοποθέτηση 

των βοηθητικών πηγών σε θέσεις που αναµένονται να βρίσκονται οντά στις βέλτιστες και 

προσδιορίζονται µέσω των καυστικών επιφανειών [28, 29]. Όµως, ακόµη και σε αυτήν την 

περίπτωση, δεν παρέχεται κάποιος κανόνας που να καθορίζει τις ακριβείς θέσεις των 

βοηθητικών πηγών επί των καυστικών επιφανειών, οπότε και πάλι απαιτείται η δ νέργεια 

δοκιµών ή η εφαρµογή κατάλληλου αλγορίθµου βελτιστοποίησης, για τον προσδιορισµό της 

κατανοµής που καταλήγει στα µικρότερα σφάλµατα. Αν και οι καυστικές επιφάνειες για  

πρόβ εξετάστηκε παραπάνω έχουν παρατεθεί στη σχετική αναφορά [28], δεν έχουν 

παρουσιαστεί οι ακριβείς θέσεις των βοηθητικών πηγών επί των καυστικών επιφανειών ούτε 

έχουν παρατεθεί αποτελέσµατα για τα προκύπτοντα σφάλµατα , δεν είναι δυνατή η 

απευθείας σύγκριση τους µε τα αποτελέσµατα που παρουσιάστηκαν παραπάνω. Μάλιστα, 

πολυάριθµες δοκιµές φανέρωσαν την εξαιρετικά ισχυρή εξάρτηση των σφαλµάτων από την 

απόσταση µεταξύ διαδοχικών βοηθητικών πηγών, ενώ κατέδειξαν και κατανοµές σφαλµάτων 
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µε συµπεριφορά υποδεέστερη αυτής που αντιστοιχεί στις συµβατικές επιλογές για την 

τοποθέτηση των βοηθητικών πηγών, ιδιαίτερα πέραν των ορίων της περιοχής που 

καταλαµβάνουν τα σηµεία επιβολής των οριακών συνθηκών. 

 

3.5 Συµπεριφορά των Λύσεων στο Μακρινό Πεδίο 
 

Όπως έχει αναφερθεί στα Κεφάλαια 1 και 2, η MAS έχει ένα δυνητικά πολύ ευρύ 

πεδίο εφαρµογών, αν και έχει κυρίως εφαρµοστεί για την επίλυση προβληµάτων σκέδασης 

από κλειστά σώ . Είναι δε αξιοσηµείωτο ότι γίνεται συχνά νύξη στη σχετική 

βιβλιογραφία για δυσκολίες

µατα

 στην εφαρµογή της MAS σε προβλήµατα που εµπλέκουν 

ανοικτά 

 

πηγ επηρεάζετ

σφάλ

τω  οδηγεί  

 βοη

µ κατανο

σφάλ

χωρία, αν και σπανίως γίνεται σαφής αναφορά στη φύση αυτών των δυσκολιών. Από 

την ενδελεχή εξέταση της συµπεριφοράς σύγκλισης των λύσεων της MAS, καθώς και των 

σφαλµάτων των οριακών συνθηκών, για τα προβλήµατα που εξετάστηκαν στο παρόν 

Κεφάλαιο, καθίσταται σαφές ότι µια σηµαντική δυσκολία στην εφαρµογή της MAS άπτεται 

της τοποθέτησης των βοηθητικών ών, καθόσον η συµπεριφορά των λύσεων αι 

ισχυρά τόσο από τα µατα µεταξύ των σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών όσο και 

εκτός της περιοχής που αυτά καταλαµβάνουν. Παρά το γεγονός αυτό, από τα αριθµητικά 

αποτελέσµατα που παρουσιάστηκαν, φαίνεται ότι η κατάλληλη επιλογή των παραµέτρων 

καθορισµού ν θέσεων των βοηθητικών πηγών  σε λύσεις µε καλή συµπεριφορά, 

αφού εµφανίζουν µειούµενα σφάλµατα µε την αύξηση του πλήθους των θητικών πηγών 

και αριθµητική ευστάθεια των αποτελεσµάτων, τουλάχιστον στην περιοχή του κοντινού 

πεδίου. Μάλιστα, όπως φαίνεται από τα Σχήµατα 3.17 και 3.26, αλλά και τους Πίνακες 3.2 

και 3.3, οι λύσεις χαρακτηρίζονται από αριθµητική ευστάθεια επί ενός µεγάλου εύρους 

µεταβολής των παραµέτρων καθορισ ού των µών των βοηθητικών πηγών, παρά το 

γεγονός ότι τα αντίστοιχα µατα µεταβάλλονται σηµαντικά. Επιπρόσθετα, διεξοδικοί 

έλεγχοι των κατανοµών των σφαλµάτων επί της διαχωριστικής επιφάνειας έδειξαν ότι τα 

σφάλµατα εµφανίζουν µέγιστο, τοπικό ή ολικό, πλησίον του πλέον αποµακρυσµένου σηµείου 

επιβολής των οριακών συνθηκών, ενώ τείνουν στο µηδέν (µε ή χωρίς ταλαντώσεις) µε την 

αύξηση της απόστασης από αυτό. Ωστόσο, όπως θα δειχθεί ακολούθως, το γεγονός αυτό δεν 

εξασφαλίζει ότι το σφάλµα στον υπολογισµό του µακρινού πεδίου τείνει στο µηδέν. Όπως 

έχει άλλωστε προαναφερθεί, είναι εξαιρετικά δύσκολο, αν όχι αδύνατο, να συσχετιστούν τα 
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σφάλµατα των οριακών συνθηκών µε τα σφάλµατα που εµφανίζει η λύση της MAS ως προς 

την ακριβή λύση. Ως εκ τούτου, η µείωση του σφάλµατος µε την αύξηση της απόστασης από 

την περιοχή που καταλαµβάνουν τα σηµεία επιβολής των οριακών συνθηκών δεν πρέπει να 

συσχετίζεται µε την ακρίβεια της λύσης στην περιοχή του µακρινού πεδίου. 

 

King MAS

 

Σχήµα 3. 43. Σύγκριση του ηλεκτρικού πεδίου της προσεγγιστικής αναλυτικής λύσης και της 
λύσης της MAS, ως συνάρτηση της απόστασης από τον άξονα του διπόλου κατά µήκος του άξονα 
x. Απεικόνιση σε dB ως προς κοινή απόσταση αναφοράς. 

z

 

Ακολούθως, παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα που αφορούν το µακρινό 

πεδίο ακτινοβολίας, για τις περιπτώσεις που εξετάστηκαν στις Παραγράφους 3.2.2 και 3.2.3. 

Αρχικά, εξετάζεται η περίπτωση του κατακόρυφου ηλεκτρικού διπόλου υπεράνω του 

εδάφους, που απεικονίζεται στο Σχήµα 3.10. Οι τιµές της µέτρου της συνιστώσας E  του 

ηλεκτρικού πεδίου, που αντιστοιχούν στις παραµέτρους του Σχήµατος 3.18, απεικονίζονται 

συναρτήσει της παραµέτρου 

 

λx  στο Σχήµα 3.43. Οι παράµετροι της λύσης και τα 

αντίστοιχα σφάλµατα των οριακών συνθηκών περιέχονται στον Πίνακα 3.4. Η απεικόνιση 

αφορά σηµεία µε 2hz = , ενώ η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου απεικονίζεται σε dB σχετικά 

προς την ένταση που προκύπτει για λ=x . Στο Σχήµα 3.43 απεικονίζονται και τα 

αποτελέσµατα που προκύπτουν από την προσεγγιστική αναλυτική λύση (βλ. Κεφάλαιο 8 στη 

σχετική αναφορά [24]). Από τη σύγκριση των αποτελεσµάτων, είναι καταφανές ότι η λύση 
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της MAS βρίσκεται σε εξαιρετική συµφωνία µε τη λύση αναφοράς έως µια απόσταση µε 

7~λx , η οποία αντιστοιχεί στην απόσταση του πλέον αποµακρυσµένου σηµείου επιβολής 

των οριακών συνθηκών, καθόσον λδδ 26.62 ≈+N . Ωστόσο, για 7>λx , η λύση της MAS 

αδυνατεί να προβλέψει την αναµενόµενη συµπεριφορά εξασθένησης, παρά το γεγονός ότι τα 

σφάλµατα των οριακών συνθηκών µειώνονται προοδευτικά µε την αύξηση της απόστασης, 

όπως φαίνεται στα Σχήµατα 3.15 και 3.16. Αντίστοιχη συµπεριφορά παρουσιάζουν και οι 

ύσεις για την περίπτωση του οριζόντιου ηλεκτρικού διπόλου υπεράνω του εδάφους, που 

απεικονίζεται στο Σχήµα 3.19. Οι τιµές του µέτρου της συνιστώσας του ηλεκτρικού 

πεδίου, που αντιστοιχούν στις παραµέτρους του Σχήµατος 3.27,  συναρτήσει 

της παραµέτρου

λ

zE  

απεικονίζονται

 λx  

συνθηκών

στο Σχήµα 3.44. Οι παράµετροι της λύσης και τα αντίστοιχα σφάλµατα 

των οριακών  περιέχονται στον Πίνακα 3.4. Η απεικόνιση αφορά σηµεία µε 

2hy = , 

που 

ενώ η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου απεικονίζεται σε dB σχετικά προς την ένταση 

προκύπτει για λ=x . 

 

 των 

φωνία µ

Στο Σχήµα 3.44 απεικονίζονται και τα αποτελέσµατα που 

προκύπτουν από την προσεγγιστική αναλυτική λύση (βλ. Κεφάλαιο 9 στη σχετική αναφορά 

[24]). Από τη σύγκριση αποτελεσµάτων, είναι καταφανές ότι η λύση της MAS βρίσκεται 

σε εξαιρετική συµ ε τη λύση αναφοράς έως µια απόσταση µε 5~λx

 των

, η οποία 

αντιστοιχεί στην απόσταση του πλέον αποµακρυσµένου σηµείου επιβολής  οριακών 

συνθηκών, καθόσον λδ 5.4=N . Ωστόσο, για 5>λx , η λύση της MAS αδυνατεί να 

ροβλέψει την αναµενόµενη συµπεριφορά εξασθένησης, παρά το γεγονός ότι τα σφάλµατα 

Πίνακας
των οριακών συνθηκών. 

Συνθηκών (%) 

π

των οριακών συνθηκών µειώνονται προοδευτικά µε την αύξηση της απόστασης, όπως 

φαίνεται στα Σχήµατα 3.24 και 3.25. 

 

 3. 4. Παράµετροι των λύσεων της MAS και µέγιστες τιµές των σχετικών σφαλµάτων 

 
Μέγιστες Τιµές 

Σφαλµάτων Οριακών 
 hδ  N  

Ηλεκτρικό 
Πεδίο 

Μαγνητικό 
Πεδίο 

VED,  
Σχήµα 3.43 45 0.55 0.956 5.238 

HED,  
Σχή .44 30 0.60 2.127 2.154 µα 3
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ς MAS, ως συνάρτηση της απόστασης από τον άξονα του διπόλου κατά µήκος του άξονα 

 

Από τα Σχήµατα 3.43 και 3.44 συνάγεται ότι οι λύσεις της MAS είναι ακριβείς µόνο 

σε µια περιοχή γύρω από τον άξονα του υπό εξέταση διπόλου, η οποία καθ ι, σε κάθε 

περίπτωση, από τις θέσεις των βοηθητικών πηγών και των σηµείων επιβολής των οριακών 

συνθηκών. Ως εκ τού S δεν µπορεί να ποιηθεί άµεσα για τον υπολογισµό 

του µακρινού πεδίου σε περιπτώσεις προβληµάτων που εµπλέκουν άπειρες συνοριακές 

επιφάνειες. Αν και η αδυναµία πρόβλεψης της κλίσης εξασθένησης στην περιοχή του 

µακρινού πεδίου είναι εύκολο να διαπ
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Σχήµα 3. 44. Σύγκριση του ηλεκτρικού πεδίου της προσεγγιστικής αναλυτικής λύσης και της 
λύσης τη
x. Απεικόνιση σε dB ως προς κοινή απόσταση αναφοράς. 

ορίζετα

του, η MA χρησιµο

ιστωθεί, δεν έχει αναφερθεί στη σχετική βιβλιογραφία 

.χ. [28, 33]), παρά το γεγονός ότι συνιστά ένα σηµαντικό περιορισµό της MAS. ∆οθέντος 

 πράξη, είναι δυνατή η άρση αυτού του περιορισµού επιλέγοντας 

ατάλληλα τις παραµέτρους και 

(π

ότι η MAS βασίζεται στη χρήση διακριτών βοηθητικών πηγών, ο εν λόγω περιορισµός 

θεωρείται εγγενής. Στην

N  δ , έτσι ώστε η απόσταση δN  κ να είναι αρκούντως 

µεγάλη, για την εξασφάλιση της ακρίβειας της λύσ αση στην περιοχή 

του µακρινού πεδίου. Στη συνέχεια  ΗΜ πεδίο κατά προσέγγιση 

παντού, ακόµη και σε αποστάσεις µεγαλύτερες από

ης µέχρι κάποια απόστ

εί να προσδιορι, το  µπορ στεί 

 δN , αξιοποιώ ν εκ των προτέρων 

γνώση για την κλ ησ την χή το ινού π , η τεχνική 

αυτή δεν µπορεί να ενική αρ και κ ής απο καθόσον υπάρχουν 

ντας τη

ίση εξασθέν ης σ  περιο υ µακρ εδίου. Βεβαίως

 τύχει γ ς εφ µογής αθολικ δοχής, 
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περιπτώσεις στις  εκ των προτέρων γνωστή η συµπεριφορά της ακριβούς 

 στο µακρινό πεδίο (π.χ. δίπολο εντός κυµατοδηγού απείρων πλακών). Στις περιπτώσεις 

, η χρήση της MAS ενδείκνυται µόνο για τον προσδιορισµό µεγεθών που σχετίζονται µε 

το κοντινό πεδίο. 

 

3.6 Αναφορές 
 

[1] J. R. Wait, “The ancient and modern history of EM ground-wave propagation”, IEEE 

Antennas and Propagation Magazine, Vol. 40, No. 5, pp. 7-24, 1998. 

[2] J. E. Hipp, “Soil electromagnetic parameters as functions of frequency, soil density, 

and soil moisture”, IEEE Proceedings, Vol. 62, No. 1, pp. 98-103, 1974. 

[3] I.T.U. Recommendation 527-3, Electrical Characteristics of the Surface of the Earth, 

1992. 

sy earth”, Antenna Theory, Edited by 

R. E. Collin and F. J. Zucker, McGraw-Hill, 1969. 

[6] J. R. Wait, 

[10] J. R. Wait, “Complex image theory-revisited”, IEEE Antennas and Propagation 

Magazine, Vol. 33, No. 4, pp. 27-29, 1991. 

οποίες δεν είναι

λύσης

αυτές

[4] R. W. P. King, Theory of Linear Antennas, Harvard University Press, 1956. 

[5] J. R. Wait, “Characteristics of antennas over los

Electromagnetic Waves in Stratified Media, Pergamon, 1970. 

[7] R. W. P. King, G. S. Smith, M. Owens and T. T. Wu, Antennas in Matter, MIT Press, 

1981. 

[8] R. W. P. King, M. Owens and T. T. Wu, Lateral Electromagnetic Waves, Springer-

Verlag, 1992. 

[9] P. R. Bannister, “Applications of complex image theory”, Radio Science, Vol. 21, No. 

4, pp. 605-616, 1986. 

[11] I. V. Lindell, J. J. Hänninen and R. Pirjola, “Wait’s complex-image principle 

generalized to arbitrary sources”, IEEE Transactions on Antennas and Propagation, 

Vol. 48, No. 10, pp. 1618-1624, 2000. 

 149



[12] R. W. P. King and B. Sandler, “Subsurface communications between dipoles in 

general media”, IEEE Transactions on Antennas and Propagation, Vol. 25, No. 6, pp. 

770-775, 1977. 

[13] R. W. P. King, “Lateral electromagnetic waves along plane boundaries: a summarizing 

approach”, IEEE Proceedings, Vol. 72, No. 5, pp. 595-611, 1984. 

[14] J. R. Wait, “Antennas in the geophysical environment-Some examples”, IEEE 

Proceedings, Vol. 80, No. 1, pp. 200-203, 1992. 

 Logan and J. W. Rockway, “NEC-Numerical 

Electromagnetics Code for antennas and scattering”, Proceedings of the IEEE AP-S 

[16] E. K. Miller and G. J. Burke, “Low-frequency computational electromagnetics for 

[17] G. J. Burke, Numerical Electromagnetics Code-NEC4: Method of Moments, Lawrence 

[18] A. Fourie and D. Nitch, SuperNEC Manuals, Poynting Software, 2002. 

[19] M. M. Weiner, “Validation of the Numerical Electromagnetics Code (NEC) for 

44-71, 1993. 

[2 , the use of 

tational Electromagnetics Society Journal, Vol. 13, No. 3, pp. 302-309, 1998. 

[

mputational electromagnetics”, IEEE Antennas and Propagation 

[22] . Heretakis and C. N. Capsalis, “On the convergence properties 

. 6, pp.518-522, 2003. 

[15] G. J. Burke, A. J. Poggio, J. C.

International Symposium 1979, pp. 147-150. 

antenna analysis”, IEEE Proceedings, Vol. 80, No. 1, pp. 24-43, 1992. 

Livermore National Laboratory, 1992. 

antenna wire elements in proximity to earth”, Applied Computational 

Electromagnetics Society Journal, Vol. 8, No. 2, pp. 

0] D. B. Davidson and H. T. Mouton, “Validations of, and limitations on

NEC-4 for radiation from antennas buried within a homogeneous half-space”, Applied 

Compu

21] D. I. Kaklamani and H. T. Anastassiu, “Aspects of the method of auxiliary sources 

(MAS) in co

Magazine, Vol. 44, No. 3, pp. 48-64, 2002. 

P. J. Papakanellos, I. I

of the method of auxiliary sources in 2D problems with open boundaries”, Microwave 

and Optical Technology Letters, Vol. 39, No

 150



[23] P. J. Papakanellos, I. I. Heretakis and C. N. Capsalis, “On the convergence properties 

of the method of auxiliary sources in 3D problems with open boundaries”, 

International Journal of Numerical Modeling, under review. 

[25] s, D. I. Kaklamani and C. N. Capsalis, “Analysis of an infinite current 

actions on Antennas 

[26]  of a vertical electric dipole above a 

[27] tions using boundary value and internal 

y sources and scattered field singularities 

(caustics)”, Journal of Electromagnetic Waves and Applications, Vol. 12, No. 11, pp. 

1491-1507, 1998. 

[29] R. Zaridze, G. Bit-Babik, K. Tavzarashvili, D. P. Economou and N. K. Uzunoglu, 

“Wave field singularity aspects in large-size scatterers and inverse problems”, IEEE 

Transactions on Antennas and Propagation, Vol. 50, No. 1, pp. 50-58, 2002. 

[30] I. I. Heretakis, P. J. Papakanellos and C. N. Capsalis, “Analysis of electromagnetic 

scattering by infinite conducting cylinders of arbitrary smooth cross section using a 

genetically optimized MAS technique (GA/MAS)”, Journal of Electromagnetic Waves 

[31] I. I. Heretakis and C. N. Capsalis, “Radiation of an infinite current source in the 

presence of an infinite perfectly conducting cylinder of arbitrary smooth cross section 

[24] R. W. P. King, G. J. Fikioris and R. B. Mack, Cylindrical Antennas and Arrays, 

Cambridge University Press, 2002. 

P. J. Papakanello

source above a semi-infinite lossy ground using fictitious current auxiliary sources in 

conjunction with complex image theory techniques”, IEEE Trans

and Propagation, Vol. 49, No. 10, pp. 1491-1503, 2001. 

P. J. Papakanellos and C. N. Capsalis, “Analysis

planar dissipative ground using the method of auxiliary sources”, Journal of 

Electromagnetic Waves and Applications, Vol. 17, No. 5, pp. 551-570, 2003. 

A. C. Ludwig, “Validating scattering calcula

field checks”, Proceedings of the IEEE AP-S International Symposium 1988, pp. 

1363-1365. 

[28] R. S. Zaridze, R. Jobava, G. Bit-Babik, D. Karkasbadze, D. P. Economou and N. K. 

Uzunoglu, “The method of auxiliar

and Applications, Vol. 16, No. 11, pp. 1555-1572, 2002. 

 151



using a genetically optimized MAS technique”, 2nd International Conference on 

Biological Effects of Electromagnetic Fields, pp. 781-789, 2002. 

I. I. Heretakis, P. J. Papakanellos and C. N. Capsalis, “A stocha[32] stically optimized 

 in a layered earth”, Journal of Atmospheric and 

 

adaptive procedure for the location of MAS auxiliary monopoles: The case of 

electromagnetic scattering by dielectric cylinders”, IEEE Transactions on Antennas 

and Propagation, under review. 

[33] S. G. Shepherd and F. Shubitidze, “Method of auxiliary sources for calculating the 

magnetic and electric fields induced

Solar-Terrestrial Physics, Vol. 65, No. 10, pp. 1151-1160, 2003. 

 152



Κεφάλαιο 4 

Εφαρµογή της MAS για την Ανάλυση 
Κεραιών Σύρµατος και Στοιχειοκεραιών 
στον Ελεύθερο Χώρο 

4.1 Εισαγωγή 
 

Οι κυλινδρικές κεραίες σύρµατος είναι αναµφισβήτητα οι ευρύτερα διαδεδοµένες 

κεραίες στις πρακτικές εφαρµογές. Ειδικότερα, η πλέον συνηθισµένη κεραία σύρµατος είναι 

το ηλεκτρικό δίπολο, η ανακάλυψη του οποίου έγινε από τον Hertz το 1887, µόλις δύο 

δεκαετίες µετά τη διατύπωση των εξισώσεων του Maxwell. Η πειραµατική επιβεβαίωση του 

παραγόµενου ΗΜ πεδίου από το δίπολο ώθησε πολλούς ερευνητές στην ανάπτυξη κεραιών, 

κυρίως για την επίτευξη ασύρµατης επικοινωνίας µεταξύ αποµακρυσµένων περιοχών, ενώ 

γέννησε µεγάλο θεωρητικό ενδιαφέρον για την ανάλυση των κεραιών και τη µελέτη του ΗΜ 

πεδίου που παράγεται κατά την εκποµπή τους. 

Τις πρώτες δεκαετίες του 20ου αιώνα, πληθώρα ερευνητών µελέτησαν την 

ακτινοβολία από τα δίπολα, κυρίως σε όρους ισχύος εκποµπής και ισοδύναµης αντίστασης 

ακτινοβολίας, θεωρώντας απλοποιηµένα φυσικά µοντέλα περιγραφής των διπόλων. Λίγο 

αργότερα, οι έρευνες στράφηκαν στον υπολογισµό του ακτινοβολούµενου ΗΜ πεδίου σε 

µεγάλες αποστάσεις από το δίπολο, όπως και στην εκτίµηση της σύνθετης αντίστασης 

εισόδου που εµφανίζει το δίπολο στους ακροδέκτες σύνδεσης της γεννήτριας διέγερσης. Οι 

έρευνες αυτές σταδιακά οδήγησαν τους επιστήµονες στην υιοθέτηση ηµιτονοειδούς 

κατανοµής ρεύµατος κατά µήκος του διπόλου, καθώς και στη θεώρηση της λεγόµενης 

«επαγόµενης ηλεκτρεγερτικής δύναµης» (induced electromotive force), για τον προσδιορισµό 

των µεγεθών ενδιαφέροντος. Ωστόσο, από τη σύγκριση πειραµατικών και θεωρητικών 

αποτελεσµάτων για τη σύνθετη αντίσταση εισόδου, κατέστη φανερό ότι η θεώρηση αυτή 

οδηγεί σε σχετικά ικανοποιητικά αποτελέσµατα µόνο σε περιπτώσεις πολύ λεπτών διπόλων 

που λειτουργούν κοντά στο συντονισµό, ενώ αποτυγχάνει να προβλέψει τη συµπεριφορά του 
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διπόλου σε διαφορετικές περιπτώσεις, µε εξαίρεση τα διαγράµµατα ακτινοβολίας. 

Λεπτοµέρειες που αφορούν αυτές τις ερευνητικές προσπάθειες και την εξέλιξη των πρώιµων 

µεθόδων ανάλυσης διπόλων υπάρχουν σε πληθώρα αναφορών στη σχετική βιβλιογραφία [1-

3]. 

Τα αµέσως επόµενα χρόνια, σηµειώθηκαν σηµαντικές εξελίξεις στις µεθόδους 

ανάλυσης του διπόλου, οι οποίες εστιάστηκαν στον ακριβή προσδιορισµό της κατανοµής 

ρεύµατος και στη µελέτη των χαρακτηριστικών του ως ποµπού και δέκτη. Οι πρώτες τέτοιες 

µέθοδοι βασίστηκαν σε επαναληπτικές µεταβολικές τεχνικές που στόχευαν στον 

προσδιορισµό λύσεων σε µορφή σειράς για την ολοκληρωτική εξίσωση Hallén, την οποία 

ικανοποιεί η ακριβής κατανοµή ρεύµατος και προκύπτει ικανοποιώντας τη συνθήκη 

συνέχειας του ηλεκτρικού πεδίου στην παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου. Αν και η 

αριθµητική σταθεροποίηση της σύνθετης αγωγιµότητας ή αντίστασης εισόδου, όπως 

υπολογίζεται µε εφαρµογή των επαναληπτικών µεθόδων, επιτυγχάνεται, συνήθως, µετά από 

σχετικά µικρό αριθµό επαναλήψεων [4], ο αναλυτικός υπολογισµός του παραγόµενου ΗΜ 

πεδίου παρουσιάζει σηµαντικές δυσκολίες, ενώ η πολυπλοκότητα τους καθιστά εξαιρετικά 

δύσκολη τη γενίκευση τους για τη µελέτη συζευγµένων διπόλων. Εξαιτίας αυτών των 

δυσκολιών, οι έρευνες στράφηκαν προς τον προσδιορισµό προσεγγιστικών αναλυτικών 

λύσεων για την κατανοµή ρεύµατος, όπως είναι οι γνωστές αναλυτικές εκφράσεις τριών και 

δύο όρων τριγωνοµετρικών συναρτήσεων (three-tem και two-term theory, αντίστοιχα), από 

τις οποίες µπορεί να υπολογιστεί και το παραγόµενο ΗΜ πεδίο σε κλειστή µορφή, ενώ είναι 

δυνατή και η γενίκευση τους για την ανάλυση συζευγµένων διπόλων [3, 5-7]. Οι αναλυτικές 

αυτές λύσεις ισχύουν µε πολύ καλή ακρίβεια επί ενός µεγάλου εύρους µεταβολής της ακτίνας 

του διπόλου και για σχετικά µικρό µήκος, ενώ έχουν τροποποιηθεί κατάλληλα και για δίπολα 

µεγάλου µήκους.  

Από τα µέσα της δεκαετίας του 1960, η ανάπτυξη των υπολογιστικών συστηµάτων 

κατέστησε δυνατή την επίλυση γραµµικών συστηµάτων µέσω κατάλληλων αλγορίθµων. Το 

γεγονός αυτό επέδρασε καταλυτικά στην ανάπτυξη αριθµητικών µεθόδων για την ανάλυση 

ευθύγραµµων, τµηµατικά ευθύγραµµων, καθώς και καµπυλόγραµµων κεραιών σύρµατος [8-

11]. Η πλειονότητα των µεθόδων αυτών, οι οποίες υπάγονται στη MoM που αναφέρθηκε 

στην Παράγραφο 1.4.1, βασίζονται στην προσέγγιση της άγνωστης κατανοµής ρεύµατος 

κατά µήκος της κεραίας από µια υπέρθεση κατάλληλων συναρτήσεων βάσης. Οι συναρτήσεις 
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βάσης µπορεί να είναι χωρικά εντοπισµένες σε ένα µικρό τµήµα της κεραίας (sub-domain 

basis functions) ή να εκτείνονται σε όλο το µήκος της (entire-domain basis functions). Οι 

άγνωστοι συντελεστές βαρύτητας των σχετικών αναπτυγµάτων προκύπτουν εφαρµόζοντας 

κάποια από τις τεχνικές που αναφέρθηκαν στην Παράγραφο 1.3.2. Είναι άξιο αναφοράς ότι, 

τα τελευταία χρόνια, έγιναν εµπορικά διαθέσιµες διάφορες εκδόσεις του υπολογιστικού 

κώδικα NEC (Numerical Electromagnetics Code) [12-15], ο οποίος παρέχει τη δυνατότητα 

ανάλυσης κεραιών σύρµατος αυθαίρετου σχήµατος, καθώς και µεγάλου πλήθους 

συζευγµένων κεραιών. 

Εναλλακτικά προς τις παραπάνω µεθόδους, είναι δυνατή η ανάλυση κεραιών 

σύρµατος µε εφαρµογή της MAS. Αν και η MAS έχει εφαρµοστεί για την ανάλυση 

διπολικών κεραιών στο παρελθόν [16], τα χαρακτηριστικά σύγκλισης και η ακρίβεια των 

λύσεων δεν έχουν εξεταστεί κατά συστηµατικό τρόπο. Αξίζει, πάντως, να σηµειωθεί ότι η 

εφαρµογή της MAS για την ανάλυση κεραιών σύρµατος οδηγεί σε ένα γραµµικό σύστηµα για 

τους συντελεστές βαρύτητας των βοηθητικών πηγών, το οποίο είναι σχεδόν όµοιο µε αυτό 

που προκύπτει µε εφαρµογή της MoM χρησιµοποιώντας συναρτήσεις βάσης που 

αντιστοιχούν στον τύπο των βοηθητικών πηγών και σηµειακή επιβολή της οριακής συνθήκης. 

Η οµοιότητα αυτή αποδίδεται στο γεγονός ότι η MoM εφαρµόζεται, τυπικά, στη βάση της 

προσέγγισης λεπτού σύρµατος (thin wire approximation), η οποία είναι εννοιολογικά 

συναφής προς τις βασικές αρχές της MAS. Εξάλλου, όπως θα φανεί και παρακάτω, υπάρχουν 

και κάποιες σηµαντικές διαφορές µεταξύ των δύο µεθόδων, οι οποίες καθιστούν αναγκαίο το 

διαχωρισµό τους. Η ανάλυση κεραιών µε εφαρµογή της MAS είναι σηµαντική και για έναν 

επιπλέον λόγο, ο οποίος άπτεται της δυνατότητας προσέγγισης πιο πολύπλοκων 

προβληµάτων, τα οποία συνίστανται στην αλληλεπίδραση κεραιών µε αγώγιµα ή διηλεκτρικά 

σώµατα, µε αποκλειστική χρήση της MAS. Αν και τα προβλήµατα που εµπλέκουν κεραίες 

και αγώγιµα ή διηλεκτρικά σώµατα είναι δυνατόν να επιλυθούν µέσω υβριδικών τεχνικών 

MoM/MAS [17], η υβριδοποίηση συνεπάγεται αύξηση της πολυπλοκότητας κατάστρωσης 

των εξισώσεων του προβλήµατος, η οποία είναι δυνατόν να αποφευχθεί αν η κεραία 

µοντελοποιηθεί µέσω της MAS. Οι λόγοι αυτοί αποτέλεσαν το κίνητρο για τη µελέτη της 

δυνατότητας ανάλυσης κεραιών σύρµατος και στοιχειοκεραιών µέσω της MAS. 

Στο παρόν Κεφάλαιο, εξετάζονται προβλήµατα ακτινοβολίας και σκέδασης απλών 

κεραιών σύρµατος και στοιχειοκεραιών, για τη διερεύνηση της συµπεριφοράς και την 
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εξέταση της ακρίβειας των λύσεων της MAS. Ακολούθως, εξετάζονται οι παρακάτω κεραίες 

και στοιχειοκεραίες: 

 Λεπτό δίπολο που τροφοδοτείται από πηγή τάσης. 

 Οµοαξονικά τροφοδοτούµενο µονόπολο υπεράνω τέλειου εδάφους. 

 Λεπτό δίπολο που λειτουργεί ως δέκτης στον ελεύθερο χώρο. 

 Στοιχειοκεραίες παράλληλων διπόλων. 

 Συζευγµένα δίπολα που λειτουργούν ως ποµποδέκτες. 

 Παχύ δίπολο που τροφοδοτείται από πηγή τάσης. 

Τα προαναφερθέντα προβλήµατα επιλέχθηκαν µε κριτήριο την απλότητα, το µεγάλο 

θεωρητικό και πρακτικό τους ενδιαφέρον, καθώς και τη διαθεσιµότητα αποτελεσµάτων στη 

βιβλιογραφία, τα οποία έχουν προκύψει ανεξάρτητα µέσω άλλων µεθόδων, αλλά και 

πειραµατικών δεδοµένων, για την επιβεβαίωση της ακρίβειας των αποτελεσµάτων της MAS. 

 

4.2 ∆ίπολο Λεπτού Σύρµατος µε Τροφοδοσία Πηγής Τάσης 
∆ιακένου (Gap Voltage Source) 

4.2.1 Περιγραφή του Προβλήµατος 

 

Η γεωµετρία του υπό εξέταση προβλήµατος συνίσταται σε ένα ηλεκτρικά λεπτό 

δίπολο µήκους  και ακτίνας  (µε L a La <<  και λ<<a ) στον ελεύθερο χώρο, το οποίο 

τροφοδοτείται από µια πηγή τάσης  κυκλικής συχνότητας gV fπω 2= , η οποία επιβάλλει ένα 

πεδίο διέγερσης κατά µήκος ενός διακένου µε κέντρο στο σηµείο  και εύρος , όπως 

απεικονίζεται στο Σχήµα 4.1. Το κέντρο του διπόλου βρίσκεται στο κέντρο του συστήµατος 

συντεταγµένων, ενώ ο άξονας του ταυτίζεται µε τον άξονα . Η ένταση του πεδίου 

διέγερσης κατά µήκος του διακένου  σχετίζεται µε την τάση τροφοδότησης ως εξής 

gz g∆
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g
zE
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g
zg dzzEV . (4.1)

 

Όταν το εύρος του διακένου είναι αρκούντως µικρό, το πεδίο διέγερσης µπορεί να θεωρηθεί 

σταθερό κατά µήκος του διακένου, οπότε 
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Αυτό το µοντέλο διέγερσης έχει χρησιµοποιηθεί ευρέως, κυρίως λόγω της απλότητας του, για 

την ανάλυση διπόλων σε λειτουργία εκποµπής. Όταν το εύρος του διακένου τείνει στο µηδέν 

( 0 ), η πηγή παράγει κρουστικό πεδίο διέγερσης, το οποίο είναι ανάλογο της 

κρουστικής συνάρτησης 

→∆ g

( )•δ  και εκφράζεται από τη σχέση 
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Σχήµα 4. 1. Γεωµετρία διπόλου που τροφοδοτείται από πηγή τάσης διακένου. 

 

Είναι αξιοσηµείωτο ότι το κρουστικό πεδίο διέγερσης έχει χρησιµοποιηθεί ευρύτατα 

για την ανάλυση του διπόλου κατά έναν εξιδανικευµένο τρόπο, χωρίς το αποτέλεσµα της 

ανάλυσης να εξαρτάται από την ακριβή φύση της διέγερσης. Στην περίπτωση αυτή, τα 

αποτελέσµατα που λαµβάνονται είναι δυνατόν να διορθωθούν κατάλληλα, ούτως ώστε να 

συµπεριληφθεί η εξάρτηση από το εύρος του διακένου και η επίδραση της γραµµής 

µεταφοράς ([2], Κεφάλαια 2 και 3). Πάντως, αξίζει να αναφερθεί ότι το κρουστικό πεδίο 

διέγερσης συνεπάγεται άπειρη τιµή φανταστικού µέρους του ρεύµατος στο σηµείο 
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τροφοδότησης, λόγω της άπειρης χωρητικότητας που εµφανίζεται στο διάκενο (knife-edge 

capacitance). Εξαιτίας αυτού του γεγονότος, οι µεταβολικές µέθοδοι που έχουν εφαρµοστεί 

για τον υπολογισµό του ρεύµατος είναι αποκλίνουσες όσον αφορά το φανταστικό µέρος του 

ρεύµατος εισόδου. Εκτός από το παλµικό και το κρουστικό πεδίο διέγερσης, έχουν προταθεί 

και άλλα µοντέλα πεδίων διέγερσης [18-21], τα οποία είναι πιο ρεαλιστικά και οδηγούν σε 

ακριβέστερα αποτελέσµατα σε σχέση µε πειραµατικά δεδοµένα. 

 

4.2.2 Εφαρµογή της MAS 

 

Σύµφωνα µε τις βασικές αρχές της MAS, το άγνωστο ΗΜ πεδίο σε κάθε περιοχή του 

προβλήµατος εκφράζεται ως υπέρθεση των ΗΜ πεδίων που παράγονται από ένα σύνολο 

βοηθητικών πηγών, που είναι τοποθετηµένες εκτός των ορίων της αντίστοιχης περιοχής. Για 

την περίπτωση του Σχήµατος 4.1, ένα σύνολο βοηθητικών πηγών εντός του διπόλου αρκεί 

για την περιγραφή του ακτινοβολούµενου ΗΜ πεδίου, αφού το ΗΜ πεδίο εντός του διπόλου 

είναι µηδενικό. Οι βοηθητικές πηγές µπορεί να είναι οποιουδήποτε τύπου, αρκεί τα 

παραγόµενα ΗΜ πεδία να αποτελούν λύσεις της εξίσωσης Helmholtz στο κενό. Συνήθως, ως 

βοηθητικές πηγές χρησιµοποιούνται στοιχειώδη ηλεκτρικά δίπολα (δίπολα απειροστά µικρού 

µήκους), τα οποία κατανέµονται οµοιόµορφα και σύµµορφα προς το σχήµα της υπό εξέταση 

δοµής [22]. Ωστόσο, διαφορετικοί τύποι βοηθητικών πηγών και ανοµοιόµορφες κατανοµές 

των θέσεων τους είναι δυνατόν να χρησιµοποιηθούν, ανάλογα µε τα ιδιαίτερα 

χαρακτηριστικά του εκάστοτε προβλήµατος, προκειµένου να επιταχυνθεί η σύγκλιση των 

λύσεων και να βελτιωθεί η ακρίβεια τους. Για το πρόβληµα που εξετάζεται εδώ, οι 

βοηθητικές πηγές θεωρούνται οµοιόµορφα κατανεµηµένες κατά µήκος του άξονα , όπως 

φαίνεται στο Σχήµα 4.2. Ο αριθµός των βοηθητικών πηγών θεωρείται περιττός και ίσος µε 

, ενώ θα µπορούσε να επιλεγεί άρτιος, χωρίς ουσιαστικές διαφοροποιήσεις στα 

παρακάτω. Ως βοηθητικές πηγές είναι δυνατόν να χρησιµοποιηθούν στοιχειώδη ηλεκτρικά 

δίπολα. Εναλλακτικά, είναι δυνατόν να χρησιµοποιηθούν ηλεκτρικά δίπολα ηµιτονοειδούς 

κατανοµής ρεύµατος, ενώ είναι επιτρεπτός και ο συνδυασµός των δύο τύπων. Στην πρώτη 

περίπτωση, οι ακραίες βοηθητικές πηγές τοποθετούνται ακριβώς στα άκρα του διπόλου, λόγω 

ακριβώς του σηµειακού χαρακτήρα τους. Στη δεύτερη περίπτωση, στα άκρα του διπόλου 

είναι δυνατόν να τοποθετηθούν ηλεκτρικά δίπολα ή κατάλληλα προσανατολισµένα µονόπολα 

z

12 +N
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ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος, τα οποία περιγράφονται στο Παράρτηµα Β. 

Περισσότερα για αυτές τις επιλογές θα αναφερθούν παρακάτω. Πάντως, σε κάθε περίπτωση, 

το σύνολο των βοηθητικών πηγών περιγράφουν το ΗΜ πεδίο που παράγεται υπό την 

παραδοχή ότι η ακτινοβολία από τις επιφάνειες στα άκρα του διπόλου είναι αµελητέα. Σε 

αντίθετη περίπτωση, θα απαιτείτο ακριβής καθορισµός της γεωµετρίας των άκρων του 

διπόλου, η θεώρηση κατάλληλων βοηθητικών πηγών για την περιγραφή του ΗΜ πεδίου που 

παράγεται από αυτά, καθώς και η επιβολή της οριακής συνθήκης µηδενισµού του 

εφαπτοµενικού ηλεκτρικού πεδίου σε αυτά. Αυτή η προσέγγιση δεν έχει εµφανιστεί ακόµη 

στη βιβλιογραφία, κυρίως λόγω των σηµαντικών δυσκολιών που παρουσιάζει στην 

εφαρµογή. Αντίθετα, η εφαρµογή της µεθόδου MMP είναι πιο εύκολη στην περίπτωση αυτή, 

εξαιτίας της διαθεσιµότητας γραµµικών και σφαιρικών πολυπόλων [23, 24], συνδυασµοί των 

οποίων µπορούν να περιγράψουν τα ΗΜ πεδία οποιασδήποτε πόλωσης. 

 

 

Βοηθητικές Πηγές

g∆L

z

Σχήµα 4. 2. Βοηθητικές πηγές για την περιγραφή του άγνωστου ΗΜ πεδίου.  

 

Το ακτινοβολούµενο ΗΜ πεδίο περιγράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των ΗΜ 

πεδίων των βοηθητικών πηγών, συνεπώς 
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όπου F
r

 είναι το διάνυσµα του ηλεκτρικού ή του µαγνητικού πεδίου στον κενό χώρο, ενώ nF
r

 

είναι το αντίστοιχο πεδίο της βοηθητικής πηγής που καθορίζει ο δείκτης  και είναι 

τοποθετηµένη στο σηµείο  µε διάνυσµα θέσης 

n

( nz,0,0 ) nr
r . Οι βοηθητικές πηγές θεωρούνται 

οµοιόµορφα κατανεµηµένες στις θέσεις δnzn = , όπου ( )NL 2=δ  η απόσταση µεταξύ 

διαδοχικών βοηθητικών πηγών. Ανοµοιόµορφες κατανοµές των βοηθητικών πηγών δεν 

αποκλείονται βάσει των φυσικών αρχών της MAS, αν και οποιαδήποτε τέτοια επιλογή οδηγεί 

σε αύξηση των παραµέτρων προς διερεύνηση για τη µελέτη των χαρακτηριστικών των 

λύσεων και, ως εκ τούτου, αποφεύγεται.  

Τα πεδία nF
r

 προσδιορίζονται µε απλή µεταφορά του πεδίου SF
r

 µιας βοηθητικής 

πηγής, που είναι τοποθετηµένη στο κέντρο ενός συστήµατος συντεταγµένων και ακτινοβολεί 

σε άπειρο κενό χώρο, ως εξής  

 
( ) ( )nSn rrFrF rrrrr

−= . (4.5)

 

Όταν ως βοηθητικές πηγές επιλέγονται στοιχειώδη ηλεκτρικά δίπολα, τα πεδία nF
r

 

εκφράζονται, µε τη βοήθεια των σχέσεων (Β.7) του Παραρτήµατος Β, ως εξής  

 
( ) ( )nEn rrFrF rrrrr

;= , (4.6)

 

όπου ( nE rrF )rr
r

;  είναι το πεδίο ενός στοιχειώδους ηλεκτρικού διπόλου µοναδιαίας ροπής µε 

προσανατολισµό κατά την κατεύθυνση του άξονα  και κέντρο στο σηµείο µε διάνυσµα 

θέσης 

z

nr
r . Όταν ως βοηθητικές πηγές επιλέγονται ηλεκτρικά δίπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής 

ρεύµατος, τα πεδία nF
r

 εκφράζονται, µε τη βοήθεια των σχέσεων (Β.14) του Παραρτήµατος 

Β, ως εξής  

 
( ) ( )nDn rrFrF rrrrr

;= , (4.7)

 

όπου ( nD rrF )rr
r

;  είναι το πεδίο ενός ηλεκτρικού διπόλου ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος 

µοναδιαίου πλάτους µε προσανατολισµό κατά την κατεύθυνση του άξονα  και κέντρο στο 

σηµείο µε διάνυσµα θέσης 

z

nr
r . Το µήκος των βοηθητικών διπόλων υποτίθεται ίσο µε δ2 , 

ούτως ώστε κάθε βοηθητική πηγή να εκτείνεται µεταξύ των κέντρων των αµέσως γειτονικών 
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της. Στην περίπτωση κατά την οποία οι βοηθητικές πηγές στα άκρα αντικατασταθούν µε 

ηλεκτρικά µονόπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος, τα πεδία nF
r

 εκφράζονται, µε τη 

βοήθεια των σχέσεων (Β.14) και (Β.20) του Παραρτήµατος Β, ως εξής  
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όπου ( nM rrF )rr
r

;+  είναι το πεδίο ενός θετικού ηλεκτρικού µονοπόλου ηµιτονοειδούς κατανοµής 

ρεύµατος µοναδιαίου πλάτους µε προσανατολισµό κατά την κατεύθυνση του άξονα  και 

κέντρο στο σηµείο µε διάνυσµα θέσης 

z

nr
r , ενώ ( )nM rrF rrr

;−  είναι το πεδίο του αντίστοιχου 

αρνητικού µονοπόλου. 

Οι άγνωστοι συντελεστές  του αναπτύγµατος της σχέσης (4.4) προσδιορίζονται 

επιβάλλοντας την οριακή συνθήκη της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου σε 

διακριτά σηµεία επί της παράπλευρης επιφάνειας του διπόλου. Πιο συγκεκριµένα, η 

εφαπτοµενική συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου πρέπει να µηδενίζεται στην παράπλευρη 

επιφάνεια του διπόλου, εξαιρουµένης της περιοχής του διακένου, όπου θα πρέπει να είναι ίση 

µε το πεδίο διέγερσης, συνεπώς 
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Η επιβολή της οριακής συνθήκης της σχέσης (4.9) µπορεί να γίνει ακριβώς στις προβολές 

των θέσεων των βοηθητικών πηγών επί της παράπλευρης επιφάνειας του διπόλου κατά µήκος 

µιας γραµµής σε οποιαδήποτε γωνία φ , λόγω της κυλινδρικής συµµετρίας του προβλήµατος. 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας, επιλέγεται 0=φ , οπότε η οριακή συνθήκη της σχέσης (4.9) 

επιβάλλεται στα σηµεία , όπου ( mza ,0, ) δmzm = , Nm ±±= ,...,1,0 , και προκύπτει ένα 

γραµµικό σύστηµα της µορφής 

 

NmbwA m
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όπου  
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r) ⋅= , (4.11α)
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Όταν όλες οι βοηθητικές πηγές είναι του ίδιου τύπου, οι συντελεστές του γραµµικού 

συστήµατος των εξισώσεων (4.10) επαναλαµβάνονται από γραµµή σε γραµµή κατά κυκλικό 

τρόπο. Εξαιτίας αυτού του γεγονότος, ο πίνακας των συντελεστών είναι τύπου Toeplitz και ο 

υπολογισµός του µπορεί να γίνει από τους συντελεστές της πρώτης ή της τελευταίας γραµµής 

του ( ), σύµφωνα µε τη σχέση Nm ±=

 

NnmNmn AA ±−±= ,, m . (4.12)

 

Στην περίπτωση που οι ακραίες βοηθητικές πηγές είναι διαφορετικού τύπου, η σχέση (4.12) 

ισχύει για Nn <  θέτοντας ( )1−±→± NN , οπότε µπορεί να χρησιµοποιηθεί και σε αυτήν 

την περίπτωση για τη µείωση του υπολογιστικού κόστους. Σε κάθε περίπτωση, µετά την 

επίλυση του γραµµικού συστήµατος ( ) ( )1212 +×+ NN  των εξισώσεων (4.10), το ΗΜ πεδίο 

σε οποιοδήποτε σηµείο του χώρου προσδιορίζεται άµεσα από τις σχέσεις (4.4)-(4.8). Στη 

συνέχεια, η επιφανειακή πυκνότητα ρεύµατος στην παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου 

προκύπτει µε εφαρµογή της οριακής συνθήκης του µαγνητικού πεδίου, η οποία διατυπώνεται 

ως εξής 

 

as HJ
=

×=
ρ

ρ
r)r

. (4.13)

 

Η ρευµατική κατανοµή κατά µήκος του διπόλου προκύπτει ολοκληρώνοντας την επιφανειακή 

πυκνότητα ρεύµατος κατά µήκος της περιφέρειας του διπόλου, οπότε, λόγω συµµετρίας, 

προκύπτει 
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Κατόπιν τούτου, ο υπολογισµός της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου , η 

οποία ορίζεται ως ο λόγος της έντασης του ρεύµατος εισόδου 

ininin jBGY +=

( )gzI  προς την τάση 

τροφοδότησης , είναι άµεσος, όπως και ο υπολογισµός της σύνθετης αντίστασης εισόδου 

, η οποία ορίζεται ως ο αντίστροφος λόγος. Στην περίπτωση που το διάκενο 

έχει πεπερασµένο εύρος, ως ρεύµα εισόδου λαµβάνεται το ρεύµα στα άκρα του διακένου, το 

οποίο προσδιορίζεται από τη σχέση (4.14) ως εξής 

gV

ininin jXRZ +=

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆
±=

2
g

gin zII . (4.15)

 

Σε περιπτώσεις ασύµµετρης τροφοδότησης, οι τιµές της έντασης του ρεύµατος στα άκρα του 

διακένου είναι διαφορετικές, αν και οι διαφορές δεν αναµένονται να είναι σηµαντικές, 

εξαιτίας του µικρού εύρους του διακένου σε σχέση µε το µήκος του διπόλου. Σε τέτοιες 

περιπτώσεις, η ένταση του ρεύµατος εισόδου προσδιορίζεται, συνήθως, από τη µέση τιµή των 

ρευµάτων στα άκρα του διακένου. 

Ιδιαίτερα µεγάλη σηµασία για την αριθµητική ευστάθεια των λύσεων έχει το εύρος 

του διακένου και ο ακριβής τρόπος µοντελοποίησης του. Λόγω της επιβολής της οριακής 

συνθήκης της σχέσης (4.9) σε διακριτά σηµεία, το πραγµατικό εύρος του διακένου, επί του 

οποίου κατανέµεται το πεδίο διέγερσης, εξαρτάται από την τιµή του . Όταν το εύρος του 

διακένου είναι µικρότερο από την απόσταση 

N

δ  µεταξύ διαδοχικών σηµείων επιβολής της 

οριακής συνθήκης σε κάποιο εύρος µεταβολής του , το πεδίο διέγερσης επιβάλλεται µόνο 

σε ένα σηµείο, µε αποτέλεσµα η αύξηση του  να µεταβάλλει σηµαντικά το πραγµατικό 

εύρος του διακένου. Στην περίπτωση αυτή, θεωρείται ότι το διάκενο εκτείνεται σε 

αποστάσεις 

N

N

2δ  άνωθεν και κάτωθεν του µοναδικού σηµείου επιβολής του πεδίου διέγερσης, 

οπότε το πραγµατικό εύρος του διακένου είναι ίσο µε δ , δηλαδή µεταβλητό. Το διάκενο 

σταθερού εύρους µπορεί να µοντελοποιηθεί θεωρώντας ότι το πεδίο διέγερσης εφαρµόζεται 

σε ένα περιττό πλήθος σηµείων επιβολής της οριακής συνθήκης, το οποίο εξαρτάται από την 

απόσταση δ  και, τελικά, από την επιλογή του . Αυξανοµένου του , ο αριθµός των 

σηµείων επιβολής του πεδίου διέγερσης αυξάνει, έτσι ώστε το εύρος του διακένου να 

N N
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παραµένει σταθερό, δηλαδή δgg N=∆ , όπου  περιττός φυσικός αριθµός. Συνεπώς, για 

δεδοµένες τιµές των  και , κατάλληλες τιµές για το  προκύπτουν από τη σχέση 

gN

L g∆ N

 

,...5,3,1,
2

round =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∆
= g

g
g NLNN , (4.16)

 

όπου  η συνάρτηση στρογγυλοποίησης στον πλησιέστερο ακέραιο αριθµό. Σε κάθε 

περίπτωση, το κέντρο του διακένου καθορίζεται από τη θέση του κεντρικού σηµείου 

επιβολής του πεδίου διέγερσης, οπότε η ακριβής θέση του ολισθαίνει ελαφρώς γύρω από το 

σηµείο  µε µέγιστη απόκλιση 

{ }•round

gz 2δ , η οποία µειώνεται µε την αύξηση του .  N

Από τα παραπάνω, καθίσταται σαφές ότι υπάρχουν δύο εναλλακτικές επιλογές για τη 

µοντελοποίηση του διακένου. Σύµφωνα µε την πρώτη, το πεδίο διέγερσης επιβάλλεται σε ένα 

µόνο σηµείο, το οποίο αντιστοιχεί στο σηµείο επιβολής της οριακής συνθήκης που βρίσκεται 

πλησιέστερα στο σηµείο , και το εύρος του διακένου µειώνεται µε την αύξηση του , 

ενώ το πλάτος του πεδίου διέγερσης αυξάνει και τείνει να λάβει κρουστική µορφή. Αντίθετα, 

στη δεύτερη περίπτωση, το πεδίο διέγερσης επιβάλλεται σε έναν περιττό αριθµό σηµείων και 

το εύρος του διακένου παραµένει σχεδόν σταθερό. Περισσότερα για τα πεδία διέγερσης και 

τη συµπεριφορά των αντίστοιχων λύσεων θα αναφερθούν στη συνέχεια. 

gz N

Για την αποτίµηση της ποιότητας των λύσεων, εξετάζεται η εφαπτοµενική 

συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου στην παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου. Λόγω του 

γεγονότος ότι η οριακή συνθήκη της σχέσης (4.9) επιβάλλεται σε διακριτά σηµεία, η 

συνέχεια της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου δεν είναι εξασφαλισµένη 

παντού στην παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου. Στην περίπτωση διακένου σταθερού 

εύρους, ως σχετικό σφάλµα της οριακής συνθήκης ορίζεται ο λόγος του µέτρου της 

εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου 

προς την τιµή του πεδίου διέγερσης στο διάκενο. Αν και µπορεί να αντληθούν χρήσιµες 

πληροφορίες για την ακρίβεια των λύσεων από τη συµπεριφορά των σφαλµάτων, ο έλεγχος 

της αριθµητικής ευστάθειας των αποτελεσµάτων είναι µεγαλύτερης σηµασίας, καθώς οι 

λύσεις εξαρτώνται ισχυρά από την περιγραφή του ηλεκτρικού πεδίου εντός της περιοχής του 

διακένου και πλησίον αυτής, όπου τα σχετικά σφάλµατα µπορεί να λάβουν αρκετά µεγάλες 

τιµές, λόγω της ασυνέχειας του πεδίου διέγερσης. 
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4.2.3 Αριθµητικά Αποτελέσµατα 

 

Ακολούθως, παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα που αφορούν τη 

συµπεριφορά των λύσεων σε σχέση µε την παράµετρο καθορισµού του πλήθους των 

βοηθητικών πηγών . Αρχικά, εξετάζονται οι τρεις διαφορετικές επιλογές που αφορούν τον 

τύπο των βοηθητικών πηγών και αναφέρθηκαν παραπάνω. Στην περίπτωση διακένου 

µεταβλητού εύρους, η συµπεριφορά των λύσεων εξετάζεται αυξανοµένου του . Στην 

περίπτωση διακένου σταθερού εύρους, η συµπεριφορά των λύσεων εξετάζεται αυξανοµένων 

των  και , όπως καθορίζεται από τη σχέση (4.16). Ως παράµετρος ελέγχου της 

αριθµητικής ευστάθειας των λύσεων χρησιµοποιείται η σύνθετη αγωγιµότητα εισόδου. 

N

N

gN N
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Σχήµα 4. 3. Τιµές της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει της παραµέτρου καθορισµού 
του πλήθους των βοηθητικών πηγών (στοιχειώδη δίπολα). 

 

Αρχικά, παρουσιάζονται αποτελέσµατα που αφορούν ένα δίπολο µε 5.0=λL  και 

001588.0=λα , το οποίο τροφοδοτείται συµµετρικά από πηγή τάσης διακένου µεταβλητού 

εύρους. Οι τιµές της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου απεικονίζονται συναρτήσει του  στα 

Σχήµατα 4.3-4.5, για τις τρεις προαναφερθείσες επιλογές που αφορούν τον τύπο των 

βοηθητικών πηγών. Είναι προφανές ότι οι λύσεις που προκύπτουν χρησιµοποιώντας πηγές 

ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος πλεονεκτούν σε σχέση µε τις λύσεις που προκύπτουν 

χρησιµοποιώντας στοιχειώδεις πηγές, αφού η σύνθετη αγωγιµότητα εισόδου σταθεροποιείται 

N
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αριθµητικά για µικρότερο . Πάντως, ανεξάρτητα από την επιλογή του τύπου των 

βοηθητικών πηγών, η MAS τείνει πρακτικά στην ίδια λύση, καθώς οι διαφορές στις τελικές 

τιµές της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου είναι αµελητέες (τυπικά <1%), παρά το γεγονός ότι 

οι λύσεις αντιστοιχούν σε διάκενο µεταβλητού εύρους και η περιοχή µεταβολής του  δεν 

είναι ίδια σε όλες τις περιπτώσεις. Από τα Σχήµατα 4.4 και 4.5 προκύπτει ότι η 

αντικατάσταση των βοηθητικών διπόλων στα άκρα του διπόλου µε µονόπολα έχει ως 

αποτέλεσµα µια µικρή επιβράδυνση του ρυθµού αριθµητικής σταθεροποίησης των λύσεων. 

Ωστόσο, στην περίπτωση κατά την οποία χρησιµοποιούνται δίπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής 

ρεύµατος ως βοηθητικές πηγές, τα ακραία βοηθητικά δίπολα εκτείνονται εκτός του διπόλου, 

αφού το τµήµα του άξονα  που καταλαµβάνεται από τις βοηθητικές πηγές εκτείνεται σε 

µήκος 

N

N

z

δ2+L , το οποίο εξαρτάται από το . Πάντως, το γεγονός αυτό δεν έχει κάποια 

συνέπεια στη συµπεριφορά των λύσεων συγκριτικά προς τις λύσεις που αντιστοιχούν στις 

δύο άλλες επιλογές βοηθητικών πηγών, όπως φαίνεται από τα Σχήµατα 4.3-4.5, αφού η 

κατανοµή ρεύµατος προκύπτει από την εφαρµογή της οριακής συνθήκης του µαγνητικού 

πεδίου στην παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου. Μικρές διαφοροποιήσεις αναµένονται µόνο 

στο παραγόµενο ΗΜ πεδίο πλησίον των άκρων του διπόλου. 

N
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Σχήµα 4. 4. Τιµές της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει της παραµέτρου καθορισµού 
του πλήθους των βοηθητικών πηγών (δίπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος). 
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Σχήµα 4. 5. Τιµές της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει της παραµέτρου καθορισµού 
του πλήθους των βοηθητικών πηγών (δίπολα και µονόπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος). 
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Σχήµα 4. 6. Απεικόνιση της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει του µήκους του 
διπόλου. 

 

Στη συνέχεια, στο Σχήµα 4.6, παρουσιάζονται επιλεγµένα αποτελέσµατα για τη 

σύνθετη αγωγιµότητα εισόδου συµµετρικά και ασύµµετρα τροφοδοτούµενων διπόλων µε 
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( ) 2.74=  και 2aL 6.04.0 ≤≤ λL . Στην περίπτωση ασύµµετρης τροφοδότησης, το κέντρο 

του διακένου βρίσκεται στο σηµείο 4Lzg = . Οι τιµές της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου 

καν µ ρώντας διάκενο µεταβλητού εύρους και χρησιµοποιώντας 

δίπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύ  βοηθητικές πηγές. Αυξοµείωση του N  οδηγεί 

σε αµελητέα διαφορο  της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου, κυρίως όσον αφορά το 

πραγµατικό µέρος inG . Οι διαφορές στο φανταστικό µέρος inB  είναι πιο σηµαντικές ξαιτίας 

της µεταβολής του εύρους του διακένου, η οποία οδηγεί σε µεταβολή της χωρητικότητας που 

αναπτύσσεται στο κενο [25]. Οι τιµές inG  σταθεροποιούνται όταν επιλεγεί ( )

προσδιορίστη ε θεω

µατος ως

ποίηση

 150=N , 

, ε

διά aLN 2~ . 

Για αρκετά µεγαλύτερες τιµές του N , οι λύσεις οδηγούνται σε αριθµητική αστάθεια, η οποία 

οφείλεται στην υπερβολική γειτνίαση διαδ κών βοηθητικών πηγών και σηµείω ς 

της οριακής συνθήκης της σχέση (4.9), που έχει ως συνέπεια την αύξηση του δείκτη 

κατάστασης του γραµµικού συστήµατος. 

 

Πίνακας 4. 1. Τιµές της σύνθετης αγω

οχι ν επιβολή

ς 

γιµότητας εισόδου αυξανοµένης της παραµέτρου 
καθορισµού του πλήθους των βοηθητικών πηγών, για διαφορετικές επιλογές του τύπου των 
οηθητικών πηγών.  

 (mS) 

β

 

inY

λL  gN  N  Στοιχειώδη 
∆ίπολα 

Ηµιτονοειδή 
∆ίπολα

Ηµιτονοειδή 
∆ίπολα+ 
Μονόπολα  

1 13 0.00+j0.46 0.40+j4.89 0.40+j4.89 
3 38 0.34+j4.62 0.36+j4.72 0.35+j4.68 
5 63 0  0  .36+j4.70 .36+j4.71 0.35+j4.69 
7 88 0.36+j4.72 0.36+j4.73 0.36+j4.71 

0.25 

9 113 0.37+j4.73 0.37+j4.74 0.36+j4.73 
1 25 0.00+j0.41 6.54-j3.81 6.50-j3.81 
3 75 8.11-j3.54 7.10-j3.87 7.23-j3.87 
5 125 7.15-j3.87 7.11-j3.87 7.17-j3.87 
7 175 7.09-j3.87 7.06-j3.87 7.10-j3.87 

0.50 

9 225 7.04-j3.87 7.01-j3.86 7.04-j3.87 
1 38 0.00+j0.43 1.43-j0.14 1.43-j0.14 
3 113 1.58-j0.30 1.47-j0.21 1.47-j0.22 
5 188 1.47-j0.22 1.47-j0.22 1.47-j0.22 
7 263 1.47-j0.22 1.46-j0.21 1.47-j0.22 

0.75 

9 338 1.46-j0.21 1.46-j0.21 1.46-j0.21 
1 50 0.00+j0.41 0.97+j1.67 0.97+j1.67 
3 150 1.03+j1.51 0.98+j1.62 0.98+j1.61 
5 250 0.98+j1.61 0.98+j1.62 0.98+j1.61 
7 350 0.98+j1.62 0.98+j1.62 0.98+j1.62 

1.00 

9 450 0.98+j1.62 0.98+j1.62 0.98+j1.62 
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Ακολούθως, παρουσιάζονται ατα ίπτ υ σταθερού 

εύρους. 

 αποτελέσµ  για την περ ωση διακένο

Επιλεγµένα αποτελέσµατα για τη σύνθετη αγωγιµότητα εισόδου περιέχονται στον 

Πίνακα 4.1, για συµµετρικά τροφοδοτούµενα δίπολα µε 007022.0=λa  και 01.0=∆ λg . 

Από τα αποτελέσµατα του Πίνακα 4.1 συνάγεται που ν 

χρησιµοποιώντας στοιχειώδη δίπολα ως βοηθητικές πηγέ  σταθεροποιούνται αριθµητικά για 

5≥gN , σε αντίθεση µε τις λύσεις που αντιστοιχούν στις δύο άλλες επιλογές βοηθητικών 

οι οποίες οδηγούν σε ικανοποιητικά αποτελέσµατα ακόµη και για 3=gN . 

Επιπρόσθετα, φαίνεται ότι η αντικατάσταση των βοηθητικών διπόλων στα άκρα του  

µε µονόπολα δεν οδηγεί σε κάποια σηµαντική διαφοροποίηση των λύσεων. Πάντως, 

ανεξάρτητα από την επιλογή του gN , οι λύσεις αναµένεται να είναι αριθµητικά ευσταθείς για 

κάποιες τιµές του N  που υπερβαίνουν µια κρίσιµη στάθµη, η οποία σχετίζεται άµεσα µε το 

λόγο ( )

ότι οι λύσεις προκύπτου

ς

πηγών, 

 διπόλου

aL 2 . Συνε ς, η επιλογή του N  από τη σχέση (4.16) για 3πώ =gN  δεν είναι ασφαλής 

επιλογ άθε περίπτωση. Για το λόγ αυτό, είναι απαραίτητος ο ς της αριθµητικής 

ευστάθειας των λύσεων για 3>gN . 

 

ή σε κ

 

µα 4. 7. Απεικόνιση του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην 
αράπλευρη επιφάνεια του διπόλου (πλησίον του σηµείου τροφοδότησης), για διαφορετικές 

Στη συνέχεια, στα Σχήµατα 4.7 και 4.8, απεικονίζεται το µέτρο της εφαπτοµενικής 

συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην παράπλευρη επιφάνεια ενός διπόλου µε
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επιλογές του πλήθους των βοηθητικών πηγών (δίπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος). 

 

 5.0=λL , 
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007022.0=λa  και λ01.0=∆ g , όταν ως βοηθητικές πηγές χρησιµοποιούνται δίπολα 

ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος. Η απεικόνιση αντιστοιχεί σε πεδίο διέγερσης µ ς 

συµµετρίας εικόνιση περιορίζεται στο θετικό ηµιάξονα του διπόλου. 

Από τα Σχήµατα 4.7 και 4.8 συνάγεται ότι η αύξηση του N , όπως καθορίζεται από τη σχέση 

(4.16), έχει ως συνέπεια το ηλεκτρικό πεδίο να προσεγγίζει όλο και περισσότερο το πεδίο 

διέγερσης στην περιοχή του διακένου, ενώ λαµβάνει όλο ι µικρότερες τιµές στην περιοχή 

εκτός του διακένου, ιδιαίτερα πλησίον των άκρων, όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.8. Ωστόσο, 

είναι αξιοσηµείωτο ότι το πλάτος των ταλαντώσεων γύρω από τα σηµεία ασυνέχειας του 

πεδίου διέγερσης δεν παρουσιάζει αντίστοιχη µείωση, αν και οι µέγιστες τιµές εκατέρωθεν 

των σηµείων ασυνέχειας µετατοπίζονται πλησιέστερα προς αυτά, µειώνοντας έτσι τη 

συνολική «ενέργεια» του σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης (4.9). Ανάλογη είναι 

η συµπεριφορά του σφάλµατος για τις δύο άλλες επιλογές του τύπου των βοηθητικών πηγών. 

Ωστόσο, για δεδοµένες τιµές των gN  και N , τα αντίστοιχα σφάλµατα πλησίον των άκρων 

του διπόλου είναι µεγαλύτερα αυτών που απεικονίζονται στα Σχήµατα 4.7 και 4.8, όπως 

φαίνεται στο Σχήµα 4.9 για =gN  και 125

οναδιαία

έντασης. Λόγω 

5

, η απ

 κα

=N . Αντίθετα, στην περιοχή γύρω από το 

διάκενο, οι διαφορές µεταξύ των τριών λύσεων είναι αµελητέες. 
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Σχήµ εφ  συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην 
παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου (πλησί άκρων), για διαφορετικές επιλογές του 
λήθους των βοηθητικών πηγών (δίπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος). 

 

α 4. 8. Απεικόνιση του µέτρου της απτοµενικής
ον των 

π
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Σχήµ στην 
τύπου 

των 

α 4. 9. Απεικόνιση του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου 
παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου (πλησίον των άκρων), για διαφορετικές επιλογές του 

βοηθητικών πηγών. 

 

Τέλος, στο Σχήµα 4.10, απεικονίζεται η σύνθετη αγωγιµότητα εισόδου ενός διπόλου 

µε 007022.0=λa  κ 01.0=∆ λg , ως συνάρτηση της παραµέτρου λL . αι Τα 

ποτελέσµατα του Σχήµατος 4.10 προέκυψαν µεα  3=gN , χρησιµοποιώντας δίπολα 

ηµιτονο

κονται σε ικανοποιητική συµφωνία µ σ ε µα

ων που

ειδούς κατανοµής ρεύµατος ως βοηθητικές πηγές. Τα αποτελέσµατα της MAS 

βρίσ ε διαθέ ιµα πειραµατικά δ δοµένα ([7], Σχή  2.6). 

Σηµειώνεται ότι η σύγκριση των αποτελεσµάτ  προέκυψαν για 01.0≤λa  

κατέδειξε ικανοποιητική συµφωνία µε αποτελέσµατα άλλων µεθόδων [26]. Σηµειώνεται 

ακόµη ότι οι πραγµατοποιηθείσες δοκιµές έδειξαν ότι οι λύσεις παρουσιάζουν αριθµητική 

αστάθεια όταν 01.0>λa , όπως άλλωστε αναµένεται, καθόσον, αυξανοµένου του λa , ο 

αριθµός των βοηθητικών πηγών περιορίζεται από το γεγονός ότι η απόσταση δ  µεταξύ 

διαδοχικών βοηθητικών πηγών πρέπει να µην είναι πολύ µικρότερη της ακτίνας a  του 

διπόλου. Σε δια περίπτωση, το ηλεκτρικό πεδίο που παράγεται από δια κές 

βοηθητικές πηγές διαφοροποιείται ελάχιστα επί του ίδιου σηµείου στην παράπλευρη 

επιφάνεια του διπόλου, οπότε το προκύπτον γραµµικό σύστηµα εµφανίζει πολύ γάλο 

δείκτη κατάστασης και είναι αριθµητικά ασταθές. 
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Σχήµ  του 
διπόλ

 

αγνητικού ∆ακτυλίου (Magnetic Frill Source) 

.3.1 Περιγραφή του Προβλήµατος 

 λεπτό 

α 4. 10. Απεικόνιση της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει του µήκους
ου. 

4.3 Μονόπολο Λεπτού Σύρµατος µε Τροφοδοσία Πηγής 
Μ

4

 

Η γεωµετρία του υπό εξέταση προβλήµατος συνίσταται σε ένα ηλεκτρικά

µονόπολο µήκους h  και ακτίνας a  (µε ha <<  και λ<<a ), το οποίο σχηµατίζεται ως 

προέκταση του εσωτερικού αγωγού µοαξονικής γραµµής µεταφοράς µε εξωτερικό αγωγό 

απειροσ

. αντίσταση

 ο

τά µικρού πάχους και ακτίνας b , που καταλήγει σε ένα άπειρο αγώγιµο επίπεδο, 

όπως απεικονίζεται το Σχήµα 4.11 Η χαρακτηριστική  της οµοαξονικής γραµµής 

είναι ανεξάρτητη της συχνότητας και δίνεται από τη σχέση 

 σ

( )abZc ln60=  (Ω). Για µικρές 

τιµές των παραµέτρων λa  και λb , η διάταξη ισοδυναµεί µε ένα δίπολο µήκους hL 2=  

και ακτίνας a , το οποίο τροφοδοτείται από ένα δακτύλιο µαγνητικού ρεύµατος (magnetic 

frill), όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 4.12. Το ΗΜ πεδί βολείται από το 

ισοδύναµο δίπολο ταυτ αι µε τό του µονοπόλου στο χώρο άνωθεν του αγ  

επιπέδου, αφού στο χώρο κάτωθεν του αγώγιµου επιπέδου το ΗΜ πεδίο είναι µηδενικό. 
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αγώγιµο επίπεδο

z

h

a2

b2

 

Σχήµα 4. 11. Γεωµετρία µµή µεταφοράς. 

 

Το διαδιδόµενο ΗΜ πεδίο στην οµοαξονική γραµµή τροφοδοσίας αποδίδεται στο 

νται 

υθµοί TM, που µεταβάλλουν το πεδίο διέγερσης του µονοπόλου από αυτό του απλού 

ρυθµού

 µονοπόλου που τροφοδοτείται από οµοαξονική γρα

ρυθµό TEM. Ωστόσο, στο επίπεδό τερµατισµού της οµοαξονικής γραµµής διεγείρο

ρ

 TEM. Υποθέτοντας ότι ο ρυθµός TEM είναι επικρατέστερος, η ισοδύναµη πυκνότητα 

µαγνητικού ρεύµατος στο άνοιγµα της οµοαξονικής γραµµής εκφράζεται ως εξής 

 

( ) ba
ab

V
M f

f <<
−

= ρφ
ρ

,
ln

)r
, (4.17)

 

όπου η ισοδύναµη τάση τροφοδότησης, η οποία είναι ανάλογη του πλάτους της έντασης 

του ηλεκτρικού πεδίου του ρυθµού TEM στην οµοαξονική γραµµή. Ακριβείς σχέσεις 

Μ πεδίο που παράγεται από την πυκνότητα µαγνητικού ρεύµατος της σχέσης (4.17) είναι 

ιµ

 fV  

για το 

Η

διαθέσ ες στη σχετική βιβλιογραφία [27-29] και δεν παρατίθενται εδώ. Σε πολλές 

περιπτώσεις, αντί των πολύπλοκων εκφράσεων του ΗΜ πεδίου του δακτυλίου µαγνητικού 

ρεύµατος, χρησιµοποιείται για το ηλεκτρικό πεδίο διέγερσης η προσεγγιστική σχέση  
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όπου ο κυµατικός αριθµός στο κενό. 

 

 

Σχήµα 4. 12. Γεωµετρία ισοδύ ται από δακτύλιο µαγνητικού 
ρεύµατος. 

 

 

Για την περίπτωση του ισοδύναµου διπόλου του Σχήµατος 4.12, ένα σύνολο 

υ αρκεί για την περιγραφή του ακτινοβολούµενου ΗΜ 

πεδίου, φού το ΗΜ πεδίο εντός του διπόλου είναι µηδενικό. Η ανάλυση του ισοδύναµου 

διπόλου

 0k  

∆ακτύλιος 
Μαγνητικού 
Ρεύµατος

h2

a

z

ναµου διπόλου που τροφοδοτεί

4.3.2 Εφαρµογή της MAS 

βοηθητικών πηγών εντός του διπόλο

α

 µπορεί να γίνει ακολουθώντας τη διαδικασία που περιγράφηκε στην Παράγραφο 

4.2.2. Ως εκ τούτου, οι βοηθητικές πηγές θεωρούνται οµοιόµορφα κατανεµηµένες κατά 

µήκος του άξονα z , όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.2. Ο αριθµός των βοηθητικών πηγών 

θεωρείται ίσος µε 12 +N , ενώ για την επιλογή του τύπου τους ισχύουν όσα αναφέρθηκαν 

στην Παράγραφο 4.2.2. Το ακτινοβολούµενο ΗΜ πεδίο περιγράφεται ως γραµµικός 

συνδυασµός των ΗΜ πεδίων των βοηθητικών πηγών, σύµφωνα µε τη σχέση (4.4). Τα ΗΜ 
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πεδία των βοηθητικ γών προσδιορίζονται, ανάλογα µε τον τύπο τους, από τις σχέσεις 

(4.5)-(4.8). 

Οι άγνωστοι συντελεστές nw  του αναπτύγµατος της σχέσης (4.4) προσδιορίζονται 

επιβάλλοντας την οριακή συνθήκη της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου σε 

διακριτά ση

ών πη

µεία επί της παράπλευρης επιφάνειας του µονοπόλου. Πιο συγκεκριµένα, η 

εφαπτοµ νοενική συνιστώσα του συ λικού ηλεκτρικού πεδίου, το οποίο προκύπτει ως 

άθροισµα του ηλεκτρικού πεδίου διέγερσης και του ηλεκτρικού πεδίου που παράγεται από το 

σύνολο των βοηθητικών πηγών, πρέπει να µηδενίζεται στην παράπλευρη επιφάνεια του 

µονοπόλου, συνεπώς 

 
( ) ( ) hzzEzaE f

zz ≤≤=+ 0,0,,φ . (4.19)

 

Εξαιτίας της συµµετρικής διέγερσης του ισοδύναµου διπόλου, οι συντελεστές βαρύτητας 

συµµετρικά τοποθετηµένων βοηθητικών πηγών θεωρούνται  των προτέρων ίσοι µ

ους, δηλαδή Η επιβολή της οριακής συνθήκης της σχέσης (4.19) µπορεί να γίνει 

εκ εταξύ 

τ  nn ww =− . 

ακριβώς στις προβολές των θέσεων των βοηθητικών πηγών επί της παράπλευρης επιφάνειας 

του µονοπόλου κατά µήκος µιας γραµµής σε οποιαδήποτε γωνία φ , λόγω της κυλινδρικής 

συµµετρίας το ήµατος. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, επιλέγεται 0=υ προβλ φ , οπότε η 

οριακή συνθήκη της σχέσης (4.19) επιβάλλεται στα σηµεία ( )mza ,0, , όπου δmzm = , 

Nm ,...,1,0= , και προκύπτει ένα γραµµικό σύστηµα της µορφής 

 

NmbwA m

N

n
nmn ,...,0,

0
, =−=∑

=

(4.20

 

όπου  

 

, )

( ) nmnmnmn AAA ξ−+ += ,,, , (4.21α)

 
( )mnmn zaEzA ,0,, ±

± ⋅=
r) , (4.21β)

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

>
= 0,

2
1

0,1

n

n
nξ , (4.21γ)
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( )m

f
zm zaEb ,0,= . (4.21δ)

 

Μετά την επίλυση του γραµµικού συστήµατος ( ) ( )11 +×+ NN  των εξισώσεων 

(4.20), το ΗΜ πεδίο σε οποιοδήποτε σηµείο του χώρου οσδιορίζεται άµεσα από τις 

.4)-(4.8). Στη συνέχεια, η εφαρµογή της οριακής συνθήκης του µαγνητικού πεδίου της 

σχέσης (4.13) ος του ισοδύνα

πόλου είναι η µ

 π

α του ηλεκτρικ

4.19) επιβάλλεται σε διακριτά 

σηµεία, ο

Ακολούθως, παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα που αφορούν τη 

ν παράµετρο καθορισµού του πλήθους των 

οηθητικών πηγών . Αρχικά, εξετάζονται οι τρεις διαφορετικές επιλογές που αφορούν τον 

τύπο τω  Π

αγ

 

 πρ σχέσεις 

(4

οδηγεί στη ρευµατική κατανοµή κατά µήκ µου διπόλου της 

σχέσης (4.14). Κατόπιν τούτου, είναι δυνατός ο υπολογισµός της σύνθετης αγωγιµότητας 

εισόδου ininin jBGY +=  από το λόγο της έντασης του ρεύµατος εισόδου ( )0I  προς την 

ισοδύναµη τάση τροφοδότησης fV , όπως και ο υπολογισµός της σύνθετης αντίστασης 

εισόδου ininin jXRZ +=  από τον αντίστροφο λόγο. Σηµειώνεται ότι η σύνθετη αντίσταση 

του µονο ισή αυτής του αντίστοιχου διπόλου. 

Για την αποτίµηση της οιότητας των λύσεων, εξετάζεται η εφαπτοµενική 

συνιστώσ ού πεδίου στην παράπλευρη επιφάνεια του ισοδύναµου διπόλου. 

Λόγω του γεγονότος ότι η οριακή συνθήκη της σχέσης (

ο µηδενισµός της εφαπτοµενικής συνιστώσας του συν λικού ηλεκτρικού πεδίου δεν 

είναι εξασφαλισµένος παντού στην παράπλευρη επιφάνεια του ισοδύναµου διπόλου. Ως 

σχετικό σφάλµα της οριακής συνθήκης ορίζεται ο λόγος του µέτρου της εφαπτοµενικής 

συνιστώσας του συνολικού ηλεκτρικού πεδίου στην παράπλευρη επιφάνεια του ισοδύναµου 

διπόλου προς τη µέγιστη τιµή του πεδίου διέγερσης. 

 

4.3.3 Αριθµητικά Aποτελέσµατα 

 

συµπεριφορά των λύσεων σε σχέση µε τη

β  N

ν βοηθητικών πηγών και αναφέρθηκαν στην αράγραφο 4.2.2. Σε κάθε περίπτωση, 

εξετάζεται η συµπεριφορά των λύσεων αυξανοµένου του N , θεωρώντας ως παράµετρο 

ελέγχου τη σύνθετη ωγιµότητα εισόδου. 
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Σχήµ σµού 
του 

 

 

Σχήµ σµού 
του 

 

 µε 

α 4. 13. Τιµές της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει της παραµέτρου καθορι
πλήθους των βοηθητικών πηγών (στοιχειώδη δίπολα). 

α 4. 14. Τιµές της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει της παραµέτρου καθορι
πλήθους των βοηθητικών πηγών (δίπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος). 

Αρχικά, παρουσιάζονται αποτελέσµατα που αφορούν ένα ισοδύναµο δίπολο

5.0=λL  και 005.0=λα , το οποίο τροφοδοτείται από πηγή δακτυλίου µαγνητικού 
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ρεύµατος µε 301.2=ab , η οποία αντιστοιχεί σε οµοαξονική γραµµή τροφοδοσίας µε 

χαρακτηριστική αντίσταση 50Ω. Οι τιµές της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου απεικονίζονται 

συναρτ

αφορούν των βοηθ

τας πηγές η

 

Σχήµ σµού 
του ατος). 

 

 της 

υµπεριφοράς των λύσεων αυξανοµένου του . Σε κάθε περίπτωση, η οµοαξονική γραµµή 

ήσει του N  στα Σχήµατα 4.13-4.15, για τις τρεις προαναφερθείσες επιλογές που 

τον τύ ητικών πηγών. Είναι προφανές ότι οι λύσεις που προκύπτουν 

χρησιµοποιών µιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος πλεονεκτούν σε σχέση µε τις 

λύσεις που προκύπτουν χρησιµοποιώντας στοιχειώδεις πηγές, αφού η σύνθετη αγωγιµότητα 

εισόδου σταθεροποιείται αριθµητικά για µικρότερο N . Πάντως, ανεξάρτητα από την επιλογή 

του τύπου των βοηθητικών πηγών, η MAS τείνει πρακτικά στην ίδια λύση, καθώς οι 

διαφορές στις τελικές τιµές της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου είναι µικρές (τυπικά <5%). 

Από τα Σχήµατα 4.14 και 4.15 προκύπτει ότι η αντικατάσταση των βοηθητικών διπόλων στα 

άκρα του διπόλου µε µονόπολα έχει ως αποτέλεσ  µια µικρή επιβράδυνση του ρυθµού 

αριθµητικής σταθεροποίησης των λύσεων. 

 

πο 

µα

α 4. 15. Τιµές της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει της παραµέτρου καθορι
πλήθους των βοηθητικών πηγών (δίπολα και µονόπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµ

Ακολούθως, στον Πίνακα 4.2, παρουσιάζονται αποτελέσµατα για τη διερεύνηση

σ  N

τροφοδοσίας χαρακτηρίζεται από 301.2=ab , οπότε η χαρακτηριστική της αντίσταση 

ισούται µε 50Ω. Από τα αποτελέσµατα του Πίνακα 4.2 συνάγεται ότι οι λύσεις που 
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προκύπ

πηγών, 

τουν χρησιµοποιώντας στοιχειώδη δίπολα ως βοηθητικές πηγές σταθεροποιούνται 

αριθµητικά για πολύ µεγαλύτερες τιµές του N  σε σχέση µε αυτές που απαιτούνται για τις 

δύο άλλες επιλογές βοηθητικών οποίες οδηγούν σε αριθµητικά ευσταθή 

αποτελέσµατα για 

οι 

aLN ~ , ή ακόµη και ( )aLN 2~ , για σχετικά µικρές τιµές της 

παραµέτρου λa . Εκτενείς δοκιµές κατέδειξαν ότι αυτή η συµπεριφορά εµφανίζεται σε πολύ 

µεγάλο εύρος µεταβολής της παραµέτρου λL

 

Πίνακας 4. 2. Τιµ ης αγωγιµότ  αυξανοµένης της παραµέτρου 

βοηθητικών π ν. 

 

. 

ές της σύνθετ ητας εισόδου
καθορισµού του πλήθους των βοηθητικών πηγών, για διαφορετικές επιλογές του τύπου των 

ηγώ

 (mS) inY

λL  λa  N  Στοιχειώδη 
∆ίπολα 

Ηµιτονοειδή 
∆ίπολα 

Ηµιτονοειδή 
∆ίπολα+ 
Μονόπολα 

250 0.00+j0.13 8.40-j5.05 8.46-j5.04 
500 0.09+j1.80 8.47-j5.02 8.51-j5.01 
750 8.83-j4.88 8.47- 8.50-j5.01 j5.02 0.001 

1000 8.48-j5.02 8.47-j5.02 8.49-j5.02 
50 0.00+j0.65 7.15-j4.32 7.30-j4.32 

100 1  7  0.83-j1.82 .36-j4.31 7.47- 4.31 j
150 7.43-j4.31 7.38-j4.31 7.45-j4.31 0.005 

200 7.39- .31 j4 7.36- 4.31 j 7.41- 4.31 j
25 0.02+j1.38 6.55-j3.74 6.76-j3.77 
50 7.73-j3.52 6.84-j3.77 7.01-j3.79 
75 6.93-j3.78 6.87-j3.77 6.97-j3.78 

0.50 

0.010 

100 6.89-j3.78 6.84-j3.77 6.91-j3.78 
500 0.00+j0.13 0.44+j0.60 0.45+j0.60 

1000 0.17+j1.91 0.44+j0.59 0.44+j0.59 
1500 0.45+ 0.58 j 0.44+ 0.59 j 0.44+ 0.59 j0.001 

2  000 0.44+j0.59 0.44+j0.59 0.44+j0.59 
100 0.00+j0.65 0.83+j1.23 0.84+j1.22 
200 1.01+ 0.92 j 0.83+ 1.22 j 0.83+ 1.21 j
300 0.84+j1.21 0.83+j1.21 0.83+j1.21 0.005 

400 0.83+j1.21 0.83+j1.22 0.83+j1.21 
50 0.02+ 1.38 j 1.17+ 1.72 j 1.17+ 1.70 j

100 1.22+j1.57 1.17+j1.69 1.17+j1.67 
150 1.17+ 1.68 j 1.17+ 1.68 j 1.17+ 1.67 j

1.00 

0.010 

200 1.17+j1.68 1.17+j1.69 1.17+j1.68 

 

Στη συνέχεια, στο Σχή 4. ίζε ρο οµενικής 

συνιστώσας του ηλεκτ εδί ην  επ ς ισ πόλου µε 

µα 16, απεικον ται το µέτ της εφαπτ

ρικού π ου στ  παράπλευρη ιφάνεια ενό οδύναµου δι

5.0=λL , 005.0=λa  και 301.2=ab ς πηγ οιούνται , όταν ω βοηθητικές ές χρησιµοπ
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δίπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος. Η απεικόνιση αντιστοιχεί σε πεδίο διέγερσης 

µοναδια

του έχ ως συνέπεια  του σφ

 

Σχήµ στην 
ικών 

πηγώ

ίας έντασης στο σηµείο τροφοδότησης. Λόγω συµµετρίας, η απεικόνιση περιορίζεται 

στο θετικό ηµιάξονα του ισοδύναµου διπόλου. Από το Σχήµα 4.16 συνάγεται ότι η αύξηση 

ει  τη µείωση άλµατος, τόσο στην περιοχή κοντά στο δακτύλιο 

µαγνητικού ρεύµατος όσο και πλησίον των άκρων. Είναι αξιοσηµείωτο ότι το σφάλµα 

πλησίον του σηµείου τροφοδότησης είναι πολλές τάξεις µεγέθους µικρότερο από αυτό 

πλησίον των άκρων (<<1% έναντι >1%, αντίστοιχα), όπως φαίνεται στο ένθετο γράφηµα. 

Ανάλογη είναι η συµπεριφορά του σφάλµατος για τις δύο άλλες επιλογές του τύπου των 

βοηθητικών πηγών. Ωστόσο, για δεδοµένη τιµή του N , τα αντίστοιχα σφάλµατα είναι 

µεγαλύτερα αυτών που απεικονίζονται στο Σχήµα 4.16, όπως φαίνεται στα Σχήµατα 4.17 και 

4.18 για 100=N . Είναι ακόµη άξιο παρατήρησης το γεγονός ότι το σφάλµα που προκύπτει 

όταν ως βοηθητικές πηγές χρησιµοποιούνται στοιχειώδη δίπολα παρουσιάζει ταλαντωτική 

συµπεριφορά µε σχεδόν σταθερό πλάτος κοντά στην πη και τιµές που είναι πολλές τάξεις 

µεγέθους µεγαλύτερες από τις αντίστοιχες τιµές των σφαλµάτων που αντιστοιχούν στις άλλες 

επιλογές υ των βοηθητικών πηγών. Το γεγονός αυτό καταδεικνύει το µειονέκτηµα 

της χρήσης στοιχειωδών διπόλων ως βοηθητικών πηγών και εξηγεί, τουλάχιστον εν µέρει, τις 

προαναφερθείσες διαφορές στο ρυθµό αριθµητικής σταθεροποίησης των λύσεων. 

 

 N  

γή 

του τύπο

α 4. 16. Απεικόνιση του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου 
παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου, για διαφορετικές επιλογές του πλήθους των βοηθητ

ν (δίπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος). 
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Σχήµ στην 
ές 

επιλο

 

Σχήµ στην 
τύπου 

των 

 

α 4. 17. Απεικόνιση του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου 
παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου (πλησίον του σηµείου τροφοδότησης), για διαφορετικ

γές του πλήθους των βοηθητικών πηγών. 
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α 4. 18. Απεικόνιση του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου 
παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου (πλησίον των άκρων), για διαφορετικές επιλογές του 

βοηθητικών πηγών. 
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Ακολούθως, στα Σχήµατα 4.19 και 4.20, παρουσιάζονται αποτελέσµατα για τη 

σύνθετη αγωγιµότητα ει  λh , σόδου συναρτήσει της παραµέτρου για µονόπολα διαφορετικής 

κτίνας, τα οποία τροφοδοτούνται από οµοαξονική γραµµή µε 301.2=ab . Τα 

ποτελέσµατα των Σχηµάτων 4.19 και 4.20 αντιστοιχούν σε 

α

002980.0=λa  και 

009260.

α

0=λa

ς 

µ

. Σε όλες τις περιπτώσεις, πραγµατοποιήθηκαν εκτενείς δοκιµές σε µεγάλο 

εύρος µεταβολής του N , για τον έλεγχο της αριθµητική ευστάθειας των λύσεων. Τα 

αποτελέσ ατα του Σχήµατος 4.19 προσδιορίστηκαν µε ⎡ ⎤ahN = , όπου τερος 

ακέραιος αριθµός που είναι µεγαλύτερος ή ίσος του A , ενώ αυτ  .20 

ν µε 

⎡ ⎤A  ο µικρό

ά του Σχήµατος 4

προσδιορίστηκα ⎡ ⎤ahN 2= , σε συµφωνία και µε όσα προέκυψαν από τη µελέτη του 

ρυθµού αριθµητικής σταθεροποίησης των λύσεων του Πίνακα 4.2. Τα αποτελέσµατα των 

Σχηµάτων 4.19 και 4.20 είναι σε εξαιρετική συµφωνία µ µα πειρ τικά δεδοµένα 

([2], Παράγραφος 2.38) που αφορούν µονόπολα ίδιας ακτίνας µε ηµισφαιρικά διαµορφωµένο 

άκρο, τα οποία τρο αι από οµοαξονικές γραµµές µε ελαφρώς διαφορετικά 

χαρακτηριστικά (

ε διαθέσι αµα

φ τούντοδο

210.2=ab  και 280.2=ab , αντίστοιχα). Λόγω του ηµισφαιρικά 

διαµορφωµένου άκρου, η σύγκριση γίνεται ως προς το διορθωµένο µήκος του µονοπόλου 

2ah −  [30]. 

 

MAS King
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α 4. 19. Απεικόνιση της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει του µήκους
όλου. 
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Σχήµα 4. 21. Γεωµετρία µµή µεταφοράς. 

 

Είναι άξιο που χρησιµοποιούνται 

 πράξη έχουν τυποποιηµένες χαρακτηριστικές διαστάσεις. Ως εκ τούτου, στην 

α 4. 20. Απεικόνιση της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει του µήκους
όλου. 

inB

inG

009260.0=λa

αγώγιµο επίπεδο

a′2

b2

h

a2

z

 µονοπόλου που τροφοδοτείται από οµοαξονική γρα

αναφοράς ότι οι οµοαξονικές γραµµές µεταφοράς 

στην
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πλειονότητα των πρακτικών περιπτώσεων, η ακτίνα του σύρµατος που σχηµατίζει το 

µονόπο

κ

λο a  δεν είναι ίση µε την ακτίνα του εσωτερικού αγωγού της οµοαξονικής γραµµής 

a′ , όπως απει ονίζεται στο Σχήµα 4.21. Στην περίπτωση αυτή, απαιτείται η τροποποίηση του 

πεδίου διέγερσης της σχέσης (4.18) µε την αντικατάσταση aa ′→ . Στο Σχήµα 4.22 

παρουσιάζονται αποτελέσµατα για τη σύνθετη αγωγιµότητα εισόδου συναρτήσει της 

ραµέτρου πα λh , για ένα µονόπολο µε 003970.0=λa , το οποίο τροφοδοτείται από 

οµοαξονική γραµµή µε 33.1aa =′  και 301.2=′ab . Τα αποτελ του Σχήµατος 4.22 

προσδιορίστηκαν µε 

έσµατα 

⎡ ⎤ahN 2=  και, όπως και στις προηγούµενες περιπτώσεις, είναι σε 

πολύ καλή συ ωνία µε διαθέσιµα πειρα α ([2], Παράγραφος 2.38) που 

αφορούν ένα µονόπολο τίνας µ ιρικά διαµορφωµένο άκρο, το οποίο 

τροφοδοτείται από οµ γραµµή µε 

µφ µατικά δεδοµέν

 ίδιας ακ ε ηµισφα

οαξονική 33.1aa =′  και 67.1=ab . Βεβαίως, και σε 

αυτήν την περίπτωση, η σύγκριση γίνεται ως προς το διορθωµένο µήκος του µονοπόλου 

2ah −  [30]. Αντίστοιχα αποτελέσµατα για µονόπολα µε 001588.0=λa  είναι διαθέσιµα 

στη σχετική αναφορά [31] και δεν παρατίθεντα

 

ι εδώ. 
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α 4. 22. Απεικόνιση της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει του µήκους
όλου. 

Όπως και στην περίπτωση του διπόλου που εξετάστη  στην Παράγραφο 4.2, οι 

πραγµατοπο
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01.0>λa , όπως άλλωστε αναµένεται, για τους λόγους που αναφέρθηκαν στην Παράγραφο 

4.2.3. 

4.4 ∆ίπ
 

.4.1 Περιγραφή του Προβλήµατος 

 του υπό εξέταση προβλήµατος συνίσταται σε ένα ηλεκτρικά λεπτό 

 

ολο Λεπτού Σύρµατος που ∆ιεγείρεται από Εξωτερικό 
Πεδίο

4

 

Η γεωµετρία

δίπολο µήκους L  και ακτίνας a  (µε La <<  και λ<<a ) στον ελεύθερο χώρο, το οποίο 

ιεγείρεται από  εξωτερικό  πεδ ς συχνότηταςδ  ένα ΗΜ ίο κυκλική  fπω 2= , όπως απεικονίζεται 

στο Σχ

ε τ υτίζετα τον άξ

ως µ

α

η 

ήµα 4.23. Το κέντρο του διπόλου βρίσκεται στο κέντρο του συστήµατος 

συντεταγµένων, νώ ο άξονας ου τα ι µε ονα z . Συνήθως, το ΗΜ πεδίο 

διέγερσης αποδίδεται σε κάποια κεραία που βρίσκεται σε αρκού εγάλη απόσταση από 

το δίπολο, οπότε προσοµοιώνεται ως σφαιρικό ή επίπεδο κύµ , αν και είναι δυνατή η 

θεώρηση ενός οποιουδήποτε ΗΜ πεδίου διέγερσης, για τ µελέτη πιο πολύπλοκων 

αλληλεπιδράσεων. Η προσέγγιση επίπεδου κύµατος συνδέεται στενά τόσο µε τη µελέτη του 

διπόλου ως σκεδαστή όσο και τη µελέτη του διπόλου ως στοιχείου λήψης. Στην πρώτη 

περίπτωση, το δίπολο υποτίθεται βραχυκυκλωµένο, όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 4.23. Στη 

δεύτερη περίπτωση, η θεώρηση αυτή είναι ανεπαρκής, καθώς οι ακροδέκτες του διπόλου 

είναι συνδεδεµένοι µε τη γραµµή µεταφοράς οδήγησης του σήµατος λήψης στην είσοδο του 

δέκτη. Αν και η µοντελοποίηση της γραµµής µεταφοράς είναι δυνατή σε κάποιες 

περιπτώσεις, εισάγει µεγάλη πολυπλοκότητα στην ανάλυση, οπότε, συνήθως, αποφεύγεται 

και αντικαθίσταται από ένα ισοδύναµο συγκεντρωµένο φορτίο, όπως επίσης απεικονίζεται 

στο Σχήµα 4.23. Επίσης, σηµειώνεται ότι η σύνδεση συγκεντρωµένων φορτίων κατά µήκος 

του διπόλου µεταβάλλει σηµαντικά και τη συµπεριφορά του ως σκεδαστή [11]. Εξαιτίας 

αυτού του γεγονότος, η µελέτη του διπόλου ως σκεδαστή και ως στοιχείου λήψης γίνεται 

κατά έναν ενοποιηµένο τρόπο στη συνέχεια, θεωρώντας τόσο βραχυκυκλωµένα δίπολα όσο 

και φορτωµένα δίπολα µε συγκεντρωµένα φορτία. Γενικά, το δίπολο µπορεί να υποτεθεί 

φορτωµένο, κεντρικά ή έκκεντρα, µε ένα συγκεντρωµένο φορτίο σύνθετης αντίστασης LZ , 

το οποίο συνδέεται στους ακροδέκτες του διπόλου, στις δύο πλευρές ενός διακένου µε κέντρο 

στο σηµείο gz  και εύρος g∆ . Όταν το εύρος του διακένου είναι αρκούντως µικρό, το 

ντ
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ηλεκτρικό πεδίο µπορεί να θεωρηθεί σταθερό κατά µήκος του διακένου και ίσο µε αυτό υ 

αντιστοιχεί στην πτώση τάσης στο φορτίο, η οποία δίνεται από τη σχέση LLL ZIV −= , 

συνεπώς 

 

πο

( )

⎪
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<−, zzZI g
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g
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Σχήµα 4. 23. Γεωµετρία . 

 

.4.2 Εφαρµογή της MAS 

 

Για τις δύο περιπτώσεις του Σχήµατος 4.23, ένα σύνολο βοηθητικών πηγών εντός του 

υ σκεδαζόµενου ή επανακτινοβολούµενου ΗΜ πεδίου, 

αφού το ΗΜ πεδίο εντός του διπόλου είναι µηδενικό. Οι βοηθητικές πηγές µπορεί να είναι 

οποιουδ

α

(4.22)

0θ
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L L g∆

a2 a2

z z

 διπόλου που διεγείρεται από εξωτερικό ΗΜ πεδίο

4

διπόλου αρκεί για την περιγραφή το

 

ήποτε τύπου, αρκεί τα παραγόµενα ΗΜ πεδία να αποτελούν λύσεις της εξίσωσης 

Helmholtz στο κενό. Στη συνέχεια, η ανάλυση µπορεί να γίνει ακολουθώντας τη διαδικασία 

που περιγράφηκε στην Παράγραφο 4.2.2. Και στις δύο περιπτώσεις που εξετάζονται, οι 

βοηθητικές πηγές θεωρούνται οµοιόµορφα κατανεµηµένες κατά µήκος του άξονα z , όπως 

φαίνεται στο Σχήµα 4.2. Ο αριθµός των βοηθητικών πηγών θεωρείται ίσος µε 12 +N , ενώ 

για την επιλογή του τύπου τους ισχύουν όσα αναφέρθηκαν στην Παράγραφο 4.2.2. Το 

συνολικό ΗΜ πεδίο περιγράφεται ως άθροισµα του ΗΜ πεδίου διέγερσης και του γρ µµικού 
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συνδυασµού των ΗΜ πεδίων των βοηθητικών πηγών της σχέσης (4.4). Τα ΗΜ α των 

βοηθητικών πηγών προσδιορίζονται, ανάλογα µε τον τύπο τους, από τις σχέσεις (4.5)-(4.8). 

Οι άγνωστοι συντελεστές nw  του αναπτύγµατος της σχέσης (4.4) προσδιορίζονται 

επιβάλλοντας την οριακή συνθήκη της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου σε 

διακριτά σηµεία επί της παράπλευρης επιφάνειας του διπόλου. Πιο συγκεκριµένα, 

 πεδί

η 

εφαπτο νοµενική συνιστώσα του συ λικού ηλεκτρικού πεδίου, το οποίο προκύπτει ως 

άθροισµα του ηλεκτρικού πεδίου διέγερσης και του ηλεκτρικού πεδίου που παράγεται από το 

σύνολο των βοηθητικών πηγών, πρέπει να µηδενίζεται στην παράπλευρη επιφάνεια του 

διπόλου, εξαιρουµένης της περιοχής του διακένου στην περίπτωση του φορτωµένου διπόλου, 

όπου θα πρέπει να είναι ίση µε το ηλεκτρικό πεδίο που αντιστοιχεί στην πτώση τάσης επί του 

φορτίου, συνεπώς 

 

( ) ( )

⎪
⎪
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⎧ ∆

<−, zzZI g
g

LL

⎨
≤−<

∆
∆=+
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Lzz

zaEzaE

g
g

g
z

exc
z φφ , (4.23)

 

όπου η εφαπτοµενική συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου διέγερσης. Στην περί

απουσίας φορτίου, το δεξιό µέλος της σχέσης (4.23) είναι µηδενικό. Η επιβολή της οριακής 

υνθήκης της σχέσης (4.23) µπορεί να γίνει ακριβώς στις προβολές των θέσεων των 

 exc
zE  πτωση 

σ

βοηθητικών πηγών επί της παράπλευρης επιφάνειας του διπόλου. Λόγω της ασύµµετρης 

φύσης του ΗΜ πεδίου διέγερσης, η κυλινδρική συµµετρία του διπόλου δεν συνεπάγεται και 

την κυλινδρική συµµετρία του προβλήµατος. Ωστόσο, όταν το δίπολο είναι αρκούντως λεπτό, 

το ΗΜ πεδίο διέγερσης χαρακτηρίζεται από εξαιρετικά ασθενή εξάρτηση από τη γωνία φ . 

Ως εκ τούτου, ο όρος του πεδίου διέγερσης στη σχέση (4.23) µπορεί να αντικατασταθεί από 

τη µέση τιµή του κατά µήκος της περιφέρειας του διπόλου ή, απλούστερα, από την τιµή του 

επί του άξονα του διπόλου. Στην περίπτωση αυτή, τα σηµεία επιβολής της οριακής συνθήκης 

µπορεί να τοποθετηθούν κατά µήκος µιας γραµµής σε οποιαδήποτε γωνία φ . Χωρίς βλάβη 

της γενικότητας, επιλέγεται 0=φ , οπότε η οριακή συνθήκη της σχέσης (4.23) επιβάλλεται 

στα σηµεία ( )mza ,0, , όπου δmzm = , Nm ±±= ,...,1,0 . Για την επίλυση του προβλήµατος, 

απαιτείται ο υπολογισµός της έντασης του ρεύµατος στο φορτίο LI , η οποί προσδιορίζεται 

ως εξής 

α 
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⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛ ∆

±= g
gL zII , (4.24)

⎠⎝ 2

ή από τη µέση τιµή των ρευµάτων στα άκρα του διακένου, σε περίπτωση ασύµµετρης 

τοποθέτησης του φορτίου. Μετά από αντικατάσταση της έντασης του ρεύµατος από  

χέση (4.14) στη σχέση (4.23), προκύπτει ένα γραµµικό σύστηµα της µορφής  

 

 LI   τη

σ

 

NmbwA m
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Nn
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όπου 

 
(4.26α)

,...,1,0,, , (4.25)

h
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( )m
exc
zm zEb ,0,0= . (4.26δ)

 

την περίπτωση του βραχυκυκλωµένου διπόλου, οι παραπάνω σχέσεις ισχύουν θέτοντας 

οπότε .  

Όταν όλες οι βοηθητικές πηγές είναι του ίδιου τύπου, οι συντελεστές 

από του εστές τ πρώτης ή της τελευταίας γραµµής του

Σ

0=LZ ,  0, =h
mnA

e
mnA ,  

αποτελούν στοιχεία ενός πίνακα τύπου Toeplitz, οπότε ο υπολογισµός τους µπορεί να γίνει 

ς συντελ ης  ( Nm ±= ), σύµφωνα µε τη 

σχέση 

 
e

NnmN
e

mn AA ±−±= ,, m . (4.27)
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Στην περίπτωση που οι ακραίες βοηθητικές πηγές είναι διαφορετικού τύπου, η σχέση (4.27) 

ισχύει για Nn <  θέτοντας ( )1−±→± NN , οπότε µπορεί να χρησιµοποιηθεί και σε

ην περίπτωση για τη µείωση του υπολογιστικού κόστους. Σε κάθε περίπτωση, µετά την 

 αυτήν 

τ

επίλυση του γραµµικού συστήµατος ( ) ( )1212 +×+ NN  των εξισώσεων (4.25), το ΗΜ πεδίο 

σε οποιοδή ηµείο του ρίζεται άµεσα από τις σχέσεις (4.4)-(4.8). Στη 

συνέχεια, η εφαρµογή της οριακής συνθήκης του µαγνητικού πεδίου της σχέσης (4.13) οδηγεί 

στη ρευµατική κατανοµή κατά µήκο ς σχέσης (4.14). Όταν το ΗΜ πεδίο 

διέγερσης είναι επίπεδο κύµα, ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η διατοµή σκέδασης, η 

οποία προσδιορίζεται ως εξής 

 

ποτε σ χώρου προσδιο

ς του διπόλου τη

( )
⎟
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⎛ 2

2
F
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∞→ 2

0
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F

r
r

r

πθσ , (4.28)

όπου

 

 F
r

 η ένταση του ηλεκτρικού ή του µαγνητικού πεδίου σκέδασης και το µι

πλάτος του αντίστοιχου πεδίου διέγερσης. 

Όπως και στην περίπτωση του διπόλου που τροφοδοτείται από πηγή τάσης διακένου, 

ο αίτ

 των λύσεων. Λόγω της επιβολής της οριακής 

συνθήκ

 0F  γαδικό 

το εύρ ς του διακένου και ο ακριβής τρόπος µοντελοποίησης του είναι ιδι ερα µεγάλης 

σηµασίας για την αριθµητική ευστάθεια

ης της σχέσης (4.23) σε διακριτά σηµεία, το πραγµατικό εύρος του διακένου 

εξαρτάται από την τιµή του N . Για το λόγο αυτό, το πεδίο που αντιστοιχεί στην πτώση 

τάσης στο φορτίο κατανέµεται σε ένα περιττό πλήθος σηµείων επιβολής της οριακής 

συνθήκης, το οποίο εξαρτάται από την απόσταση δ  και, τελικά, από την επιλογή του N . Για 

δεδοµένες τιµές των L  και , κατάλληλες τιµές για το N  προκύπτουν από τη σχέση 

(4.16). Στην περίπτωση του φορτωµένου διπόλου, το κέντρο του διακένου καθορίζεται από 

τη θέση του κεντρικού σηµείου επιβολής του πεδ υ που αντιστοιχεί στην πτώση τάσ  στο 

φορτίο, οπότε η ακριβής θέση υ ολισθαίνει ελαφρώς γύρω ό το σηµείο gz  µε µέγιστη 

απόκλιση 

g∆

ίο ης

 το  απ

2δ , η οποία µειώνεται µε την αύξηση του N . Βεβαίως, στην περίπτωση του 

βραχυκυκλωµένου διπόλου, η επιλογή του N  µπορεί να γίνει αυθαίρετα. 

Για την αποτίµηση της ποιότητας των λύσεων, εξετάζεται η απτοµενική 

συνιστώσα  ηλεκτρικού πεδίου στην παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου. Στην περίπτωση 

του βραχυκυκλωµένου διπόλου, ως σχετικό φάλµα της οριακής συνθήκη

εφ

 του

 σ ς της σχέσης (4.23) 
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ορίζεται

Ακολούθως, παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα που αφορούν τη 

ν παράµετρο καθορισµού του πλήθους των 

οηθητικών πηγών . Αρχικά, εξετάζονται οι τρεις διαφορετικές επιλογές που αφορούν τον 

τύπο τω  .  π τ

ου

 

Σχήµ ήσει 
της 

 ο λόγος του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας του συνολικού ηλεκτρικού 

πεδίου στην παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου προς τη µέγιστη τιµή του πεδίου διέγερσης. 

Στην περίπτωση του φορτωµένου διπόλου, είναι σηµαντικός και ο έλεγχος του ηλεκτρικού 

πεδίου εντός του διακένου, όπως άλλωστε και στην περίπτωση του διπόλου που 

τροφοδοτείται από πηγή τάσης. 

 

4.4.3 Αριθµητικά Αποτελέσµατα 

 

συµπεριφορά των λύσεων σε σχέση µε τη

β  N

ν βοηθητικών πηγών και αναφέρθηκαν στην Παράγραφο 4.2.2 Στην ερίπτωση ου 

βραχυκυκλωµένου διπόλου, η συµπεριφορά των λύσεων εξετάζεται αυξανοµένου του N . 

Στην περίπτωση τ  φορτωµένου διπόλου, η συµπεριφορά των λύσεων εξετάζεται 

αυξανοµένων των gN  και N , όπως καθορίζεται από τη σχέση (4.16). Ως παράµετρος 

ελέγχου της αριθµητικής ευστάθειας των λύσεων χρησιµοποιείται η ένταση του επαγόµενου 

ρεύµατος στο κέντρο του διπόλου ή στα άκρα του διακένου. 

 

α 4. 24. Τιµές της έντασης του επαγόµενου ρεύµατος στο κέντρο του διπόλου συναρτ
παραµέτρου καθορισµού του πλήθους των βοηθητικών πηγών (στοιχειώδη δίπολα). 
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Σχήµ ήσει 
της ούς 
καταν

 

µε

α 4. 25. Τιµές της έντασης του επαγόµενου ρεύµατος στο κέντρο του διπόλου συναρτ
παραµέτρου καθορισµού του πλήθους των βοηθητικών πηγών (δίπολα ηµιτονοειδ
οµής ρεύµατος). 

Αρχικά, παρουσιάζονται αποτελέσµατα που αφορούν ένα βραχυκυκλωµένο δίπολο 

 5.0=λL  και 005.0=λα , το οποίο διεγείρεται από κάθετα προσπίπτον επίπεδο κύµα µε 

 ηλεκτρικού πεδίου που δίνεται από τη σχέση 

 

ένταση

( ) ( )zjkEzE exc
z 00 exp= , (4.29)

 

όπου το µιγαδικό πλάτος. Οι τιµές της έντασης του επαγόµενου ρεύµατος στο κέντρο του 

διπόλου οι οποίες προκύπτουν υποθέτοντας προσπίπτον ηλεκτρικό πεδίο µοναδιαίου 

, απεικονίζονται συναρτήσει του στα Σχήµατα 4.24-4.26, για τις τρεις 

  

 χρησι πηγές

ελητέες  η

 0E  

, 

πλάτους N  

προαναφερθείσες επιλογές που αφορούν τον τύπο των βοηθητικών πηγών. Είναι προφανές 

ότι οι λύσεις που προκύπτουν χρησιµοποιώντας πηγές ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος 

πλεονεκτούν σε σχέση µε τις λύσεις που προκύπτουν µοποιώντας στοιχειώδεις , 

αφού η σύνθετη αγωγιµότητα εισόδου σταθεροποιείται αριθµητικά για µικρότερο N . 

Πάντως, ανεξάρτητα από την επιλογή του τύπου των βοηθητικών πηγών, η MAS τείνει 

πρακτικά στην ίδια λύση, καθώς οι διαφορές στις τελικές τιµές της έντασης του επαγόµενου 

ρεύµατος είναι αµ  (τυπικά <1%). Από τα Σχήµατα 4.25 και 4.26 προκύπτει ότι  

 191



αντικατάσταση των βοηθητικών διπόλων στα άκρα του διπόλου µε µονόπολα έχει ως 

αποτέλεσµα µια µικρή επιβράδυνση του ρυθµού αριθµητικής σταθεροποίησης των λύσεων. 

 

 

Σχήµ ήσει 
της πολα 
ηµιτ

 

Σχήµα 4. 27. Απεικόνιση του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην 
παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου, για διαφορετικές επιλογές του πλήθους των βοηθητικών 
πηγών (δίπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος). 

α 4. 26. Τιµές της έντασης του επαγόµενου ρεύµατος στο κέντρο του διπόλου συναρτ
παραµέτρου καθορισµού του πλήθους των βοηθητικών πηγών (δίπολα και µονό
ονοειδούς κατανοµής ρεύµατος). 
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Πίνακας 4. 3. Τιµές της έντασης του επαγόµενου ρεύµατος στο κέντρο του διπόλου αυξανοµένης 
της παραµέτρου καθορισµού του πλήθους των βοηθητικών πηγών, για διαφορετικές επιλογές του 
τύπου των βοηθητικών πηγών. 

 
( )0I  (mA) 

λL  λa  N  Στοιχειώδη 
∆ίπολα 

Ηµιτονοειδή 
∆ίπολα 

Ηµιτονοειδή 
∆ίπολα+ 
Μονόπολα 

250 0.00+j0.00 2.78-j2.00 2.79-j2.00 
500 0.03+j0.34 2.80-j1.99 2.82-j1.99 
750 2.92-j1.95 2.80-j1.99 2.81-j1.99 0.001 

1000 2.81-j1.99 2.80-j1.99 2.81-j1.99 
50 0.00+j0.04 2.45-j2.01 2.50-j2.01 

100 3.73-j1.15 2.52-j2.00 2.56-j2.00 
150 2.54-j2.00 2.53-j2.00 2.55-j2.00 0.005 

200 2.53-j2.00 2.52-j2.00 2.54-j2.00 
25 0.01+j0.16 2.32-j1.98 2.38-j1.98 
50 2.73-j1.88 2.41-j1.98 2.46-j1.97 
75 2.44-j1.98 2.42-j1.98 2.45-j1.98 

0.50 

100 2.43-j1.98 2.42-j1.98 2.44-j1.98 

0.010 

500 0.00+j0.00 0.25-j0.94 0.25-j0.94 
1000 0.12+j0.50 0.25-j0.94 0.25-j0.94 
1500 0.25-j0.94 0.25-j0.94 0.25-j0.94 0.001 

2000 0.25-j0.94 0.25-j0.94 0.25-j0.94 
100 0.00+j0.04 0.46-j1.26 0.46-j1.26 
200 0.59-j1.33 0.46-j1.26 0.46-j1.26 
300 0.46-j1.26 0.46 0.46-j1.26 -j1.26 0.005 

400 0.46-j1.26 0.46-j1.26 0.46-j1.26 
50 0.02+j0.17 0.64-j1.48 0.64-j1.48 

100 0  0  .69-j1.49 .64-j1.48 0.64-j1.47 
150 0.64-j1.47 0.64-j1.47 0.64- 1.47 j

1.00 

0.010 

200 0.64-j1.47 0.64-j1.48 0.64-j1.47 

 

Ακολούθως, στον Πίνακ , παρουσιάζονται α α για ηση της 

συµπεριφο ων λύ υξα ου θε το έγερσης 

είναι κάθετα προσπίπτον επίπεδ µα εκ ου µ . 

Από τα αποτελέσµατα του Πίνακα ται σεις κύπτουν 

χρησιµοποιώντας στοιχειώδη δίπ  ως πηγέ οιού τικά για 

πολύ µεγαλύτερες τιµές του  σχ ές π νται ο άλλες 

επιλογές βοηθητικών , οι ς αριθ ταθή ατα για 

α 4.3 ποτελέσµατ  τη διερεύν

ράς τ σεων α νοµέν του N . Σε κά  περίπτωση, ΗΜ πεδίο δι

ο κύ µε ένταση ηλ τρικού πεδί οναδιαίου πλάτους

4.3 συνάγε ότι οι λύ  που προ

ολα βοηθητικές ς σταθεροπ νται αριθµη

N  σε έση µε αυτ ου απαιτού  για τις δύ

 πηγών  οποίε ο  δηγούν σε µητικά ευσ  αποτελέσµ

aLN ~ , ή ακόµη και ( )a2 , γιLN ~ α σ ές τι αµέχετικά µικρ µές της παρ τρου λa . Εκτενείς 
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δοκιµές κατ  ότι υτή η ριφ ζετα εγάλ ταβολής 

της παραµέτρου

έδειξαν α συµπε ορά εµφανί ι σε πολύ µ ο εύρος µε

 λL . 

 

 

όνι  του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην 
αράπλευρη επιφάνεια του διπόλου (πλησίον του κέντρου), για διαφορετικές επιλογές του τύπου 
των 

 

Σχήµα 4. 29. Απεικόνιση του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην 
αράπλευρη επιφάνεια του διπόλου (πλησίον των άκρων), για διαφορετικές επιλογές του τύπου 
ν βοηθητικών πηγών. 

 

Σχήµα 4. 28. Απεικ ση
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η της κανονικοποιηµένης διατοµής σκέδασης συναρτήσει της γωνίας 
αρατήρησης, για διάφορες γωνίες πρόσπτωσης. 

 

χήµα 4. 31. Κατανοµή του µέτρου του επαγόµενου ρεύµατος στην περίπτωση διέγερσης από 

 

Στη συνέχεια, στο Σχήµα 4.27, απεικονίζεται το µέτρο της εφαπτοµενικής 

συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην παράπλευρη επιφάνεια ενός διπόλου µε
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Σχήµα 4. 30. Απεικόνισ
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και 005.0=λa , 

µής ρεύµ

 ηλεκτρικού

θετικό ηµιάξονα

όταν ως βοηθητικές πηγές χρησιµοποιούνται δίπολα ηµιτονοειδούς 

κατανο ατος. Η απεικόνιση αντιστοιχεί σε κάθετα προσπίπτον επίπεδο κύµα µε 

ένταση  πεδίου µοναδιαίου πλάτους. Λόγω συµµετρίας, η απεικόνιση περιορίζεται 

στο  του διπόλου. Από το Σχήµα 4.27 συνάγεται ότι η αύξηση του έχει ως 

συνέπεια τη µείωση του σφάλµατος, τόσο στην περιοχή κοντά στο κέντρο του δι  όσο 

και πλησίον των άκρων. Είναι αξιοσηµείωτο ότι οι µέγιστες τιµές του µατος 

εµφανίζονται πλησίον των άκρων του διπόλου σε όλες τις περιπτώσεις, ενώ οι ές του 

σφάλµατος µειώνονται δραµατικά µακριά από τα άκρα, όπως φαίνεται στο ένθετο γράφηµα. 

Ανάλογη είναι η συµπεριφορά του σφάλµατος για τις δύο άλλες επιλογές του  των 

βοηθητικών πηγών. Ωστόσο, για δεδοµένη τιµή του , τα αντίστοιχα σφάλµατα είναι 

εγαλύτερα αυτών που απεικονίζονται στο Σχήµα 4.27, όπως φαίνεται στα Σχήµατα 4.28 και 

αλαντωτική 

υµ σχεδόν σταθερό πλάτος κοντά στο κέντρο του διπόλου και τιµές που είναι 

πολλές 

νός αυτό

δεικνύει το 

α 

 N  

πόλου

σφάλ

 τιµ

 

τύπου

N

µ

4.29 για 100=N . Είναι ακόµη άξιο παρατήρησης το γεγονός ότι το σφάλµα που προκύπτει 

όταν ως βοηθητικές πηγές χρησιµοποιούνται στοιχειώδη δίπολα παρουσιάζει τ

σ περιφορά µε 

τάξεις µεγέθους µεγαλύτερες από τις αντίστοιχες τιµές των σφαλµάτων που 

αντιστοιχούν στις άλλες επιλογές του τύπου των βοηθητικών πηγών. Το γεγο  

κατα µειονέκτηµα της χρήσης στοιχειωδών διπόλων ως βοηθητικών πηγών και 

εξηγεί, τουλάχιστον εν µέρει, τις προαναφερθείσες διαφορές στο ρυθµό αριθµητικής 

σταθεροποίησης των λύσεων. 

Ακολούθως, στο Σχήµα 4.30, παρουσιάζονται επιλεγµένα αποτελέσµατ για την 

κανονικοποιηµένη διατοµή σκέδασης ( ) 2λθσ  συναρτήσει της γωνίας παρατήρησης θ , για 

ένα δίπολο µε 5.0=λL  και 005.0=λa , όταν το ΗΜ πεδίο διέγερσης είναι πλάγια 

προσπίπτον επίπεδο κύµα µε ένταση ηλεκτρικού πεδίου που δίνεται από τη σχέση  

 
( ) ( )0000 cosexpsin θθ zjkEzE exc

z = , (4.30)

 

όπου 0θ  η γωνία πρόσπτωσης. Τα αποτελέσµατα του Σχήµατος 4.30 αντιστοιχούν σε γωνίες 

πρόπτωση 60 και 90 µοιρών. Οι τιµές που απεικονίζονται στο Σχήµα 4.30 

προσδιορίστηκαν µε 100=N , ενώ η αύξηση του N  οδηγεί σε ασήµαντες µεταβολές στα 

αποτελέσµατα. Σηµειώνεται ότι τα αποτελέσµατα για τη διατοµή σκέδασης έχουν βρεθεί σε 

εξαιρετική συµφωνία µε αποτελέσµατα άλλων µεθόδων [32]. 

ς 30, 
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Σχήµα 4. 32. Απεικόνι ου της εφαπτοµενικής ώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην 
παράπλευρη επιφάνεια ιπόλου (πλησίον των ρων), για διαφορετικές επιλογές του 
πλήθους των βοηθητικών πηγών (δίπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος). 

 

ση του µέτρ   συνιστ
 του δ άκ

 

µα 4. 33. Απεικόνιση της κανονικοποιηµένης διατοµής σκέδασης συναρτήσει της γωνίας 
αρατήρησης. 
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µα 4. 34. Απεικόνιση της κανονικοποιηµένης διατοµής σκέδασης συναρτήσει της γωνίας 
αρατήρησης. 

 

Σχήµ νίας 

 

Επιπρόσθετα, στο Σχήµα 4.31, απεικονίζονται οι κατανοµές του µέτρου του 

ύµατος σε ένα δίπολο µε 
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α 4. 35. Απεικόνιση της κανονικοποιηµένης διατοµής σκέδασης συναρτήσει της γω
παρατήρησης. 

επαγόµενου ρε 5.0=λL  και 005.0=λa , 

πολο διπολικής

όταν το ΗΜ πεδίο 

διέγερσης προέρχεται από ένα στοιχειώδες ηλεκτρικό δί  ροπής p , το οποίο 
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βρίσκεται σε διάφορες αποστάσεις από το κέντρο του διπόλου. Στην περίπτωση αυτή, η 

ένταση

 

 d  

 του ηλεκτρικού πεδίου διέγερσης δίνεται από τη σχέση 

( ) ( )( )[ ] ( )
5

0222
0

22
0

0

exp2130
R

RjkdRkdzRjkp
k

jzE exc
z

−
+−+−= , (4.31)

 

όπου 22 dzR += . Η τιµή της διπολικής ροπής p  είναι τέτοια ώστε το µέτρο της έντασης 

του ηλεκτρικού πεδίου διέγερσης να είναι µοναδιαίο στο κέντρο του διπόλου. Σηµειώνεται 

ότι τα αποτελέσµατα των Σχηµάτων 4.30 και 4.31 βρίσκονται σε συµφωνία µε αποτελέσµατα 

άλλων µεθόδων [9]. 

 

 

Σχήµα 4. 36. Απεικόνιση της κανονικοποιηµένης διατοµής σκέδασης συναρτήσει της γω  
παρατήρησης. 

ονται στον Πίνακα 4.4, για κεντρικά φορτωµένα δίπολα µε

νίας

 

Ακολούθως, παρουσιάζονται αποτελέσµατα που αφορούν φορτωµένα δίπολα µε 

διάφορα τυπικά φορτία. Επιλεγµένα αποτελέσµατα για την ένταση του επαγόµενου ρεύµατος 

σε φορτίο 50Ω περιέχ  005.0=λa  

και Τα αποτελέσµατα του Πίνακα 4.4 αντιστοιχούν σε µοναδιαία ένταση 

προσπί ηλεκτρικού πεδίου και κάθετη πρόπτωση. Από τα αποτελέσµατα του Πίνακα 

4.4 ότι οι λύσεις που προκύπτουν χρησιµοποιώντας στοιχειώδη δίπολα ως 

 σταθεροποιούνται αριθµητικά για , σε αντίθεση µε τις λύσεις που 

ag 5.1=∆ . 

πτοντος 

συνάγεται 
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αντιστοιχούν στις δύο άλλες επιλογές βοηθητικών πηγών, οι οποίες οδηγούν σε 

ικανοποιητικά αποτελέσµατα ακόµη και για 3=gN . 

 του 

Πάντως, 

Επιπρόσθετα, φαίνεται ότι η 

αντικατάσταση των βοηθητικών διπόλων στα άκρα διπόλου µε µονόπολα δεν οδηγεί σε 

κάποια σηµαντική διαφοροποίηση των λύσεων. ανεξάρτητα από την επιλογή του 

, οι λύσεις αναµένεται να είναι αριθµητικά ευσταθείς για κάποιες τιµές του που 

υπερβαίνουν µια κρίσιµη στάθµη, η οποία σχετίζεται άµεσα µε το λόγο

gN N  

 ( )aL 2 . Συνεπώς, η 

επιλογή του από τη σχέση (4.16) γιαN   3=gN  

 ο 

δεν είναι ασφαλής επιλογή σε κάθε 

περίπτωση. Για το λόγο αυτό, είναι απαραίτητος έλεγχος της αριθµητικής ευστάθειας των 

λύσεων για

 

κας 4. 4. Τιµές της έντασης του επαγόµενου ρεύµατος στα άκρα του διακένου αυξανοµένης 
ης παραµέτρου καθορισµού του πλήθους των βοηθητικών πηγών, για διαφορετικές επιλογές του 

 
 (mA) 

 3>gN . 

Πίνα
τ
τύπου των βοηθητικών πηγών. 

LI

λL  gN  N  Στοιχειώδη 
∆ίπολα 

Ηµιτονοειδή 
∆ίπολα 

Ηµιτονοειδή 
∆ίπολα+ 
Μονόπολα 

1 17 0.00+j0.01 0.16+j0.54 0.16+j0.55 
3 50 0.13+j0.49 0.15+j0.53 0.15+j0.52 
5 83 0.15+j0.52 0.15+j0.52 0.15+j0.52 
7 117 0.15+j0.52 0.15+j0.53 0.15+j0.52 

0.25 

9 150 0.15+j0.53 0.15+j0.53 0.15+j0.53 
1 33 0.00+j0.01 1.95-j1.20 1.93-j1.21 
3 100 2.45-j0.61 2.02-j1.16 2.03-j1.15 
5 167 2.03-j1.15 2 15 2.03-j1.15 .02-j1.
7 233 2.02-j1.16 2.02- j1.15 j1.16 2.02-

0.50 

9 300 2.01-j1.16 2.01-j1.16 2.02-j1.16 
1 50 0.00+j0.01 0.59-j1.23 0.58-j1.23 
3 150 0.80-j1.31 j1.23 0.60-j1.23 0.60-
5 250 0.60-j1.23 0.60-j1.23 0.60-j1.23 
7 350 0.60-j1.23 0.60-j1.23 0.60-j1.23 

0.75 

9 450 0.60-j1.23 0.60-j1.23 0.60-j1.23 
1 67 0.00+j0.01 0.36-j1.23 0.36- 1.23 j
3 200 0.49-j1.29 0.36-j1.23 0.37-j1.23 
5 333 0.37-j1.23 0.36-j1.23 0.37-j1.23 
7 467 0.36-j1.23 0.36-j1.23 0.36-j1.23 

1.00 

9 600 0.36-j1.23 0.36-j1.23 0.36-j1.23 
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Σχήµα 4. 37. οµή υ µ  το υ ρε ρτω , για διάφορα 
τυπικά φορτία. 

 

Στη στo µα εικο µέτ απτοµενικής 

συνιστώσας του ηλεκτρικού υ σ ευρ  ενό ε

Καταν  το έτρου υ επαγόµενο ύµατος σε φο µένο δίπολο

συνέχεια,  Σχή  4.32, απ νίζεται το ρο της εφ

 πεδίο την παράπλ η επιφάνεια ς διπόλου µ  5.0=λL , 

005.0=λa , ag 5.1=∆  και  ως  πηγέ µοποιούνται 

δίπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος. Η απεικόνιση αντιστοιχεί σε κάθετα προσπίπτον 

επίπεδο κύµα µε ένταση ηλεκτρικού πεδίου µοναδιαίου πλάτους. Λόγω συµµετρίας, η 

απεικόνιση περιορίζεται στο θετικό ηµιάξονα του διπόλου. Από το Σχήµα 4.32 συνάγεται ότι 

η  

πεδίο ιδιαίτερα 

πλησίον άλλες 

επιλογές , το 

ενου 

διπόλου

 φορτίο 50Ω, όταν  βοηθητικές ς χρησι

αύξηση του N , όπως καθορίζεται από τη σχέση (4.16), έχει ως συνέπεια το ηλεκτρικό

 να λαµβάνει όλο και µικρότερες τιµές στην περιοχή εκτός του διακένου, 

 των άκρων. Ανάλογη είναι η συµπεριφορά του σφάλµατος για τις δύο 

 του τύπου των βοηθητικών πηγών. Όσον αφορά την περιοχή εντός του διακένου

ηλεκτρικό πεδίο παρουσιάζει αντίστοιχη συµπεριφορά µε αυτή του τροφοδοτούµ

 που παρουσιάστηκε στην Παράγραφο 4.2.2. 

Τέλος, στα Σχήµατα 4.33-4.36, απεικονίζεται, ως συνάρτηση της παραµέτρου λL , η 

κανονικοποιηµένη διατοµή σκέδασης ( ) 290 λθσ o=  ενός διπόλου µε 005.0=λa  και 

Οι τιµές των φορτίων αντιστοιχούν σε τυπικές γραµµές µεταφοράς και τυπικά 

 δεκτών. Τα αποτελέσµατα των Σχηµάτων 4.33-4.36 προέκυψαν µε , 

ag 5.1=∆ . 

κυκλώµατα  3=gN

 201



χρησιµοποιώντας δίπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος ως βοηθητικές πηγές. Τα 

διαθέσιµης µεταβολικής τεχνικής [33], η οποία βασίζεται σε µια απλή τριγωνοµετρική 

 για την κατανοµή ρεύµατος, που είναι σχετικά ακριβής για 

αποτελέσµατα της MAS βρίσκονται σε ικανοποιητική συµφωνία µε τα αποτελέσµατα µιας 

3.1<λL . συνάρτηση Οι 

σηµαντικές απ πο ε 3.1>λL   οκλίσεις υ µφανίζονται για οφείλονται στην ια της 

µορφής της κατανοµής ρεύµατος που υποτίθεται κατά την εφαρµογή της προαναφερθείσας 

 µ ρές που εµφανίζονται για 

ανεπάρκε

τεχνικής. Οι ικρές διαφο 3.1<λL  οφείλονται, τουλάχιστον εν 

µέρει, σε διαφορές στη µοντελοποίηση του διακένου. Οι σηµαντικές διαφορές στα 

διαγράµµατα που αντιστοιχούν σε διαφορετικά φορτία οφείλονται στην ισχυρή εξάρτηση της 

κατανοµής ρεύµατος από την τιµή της σύνθετης αντίστασης του φορτίου, όπως φαίνεται στο 

Σχήµα 4.37 για 5.0=λL   και κάθε  προσπίπτον επίπεδο κύµα µε ένταση ηλεκτρικού 

πεδίου µοναδιαίου πλάτους. 

 

4.5 Στοιχειοκεραίες Παράλληλων ∆ιπόλων 

4.5.1 Περιγραφή του Προβλήµατος 

τα

 

 προβλήµατος ηλεκτρικά λ

δίπολα, οι

αρκεί 

Η γεωµετρία του υπό εξέταση συνίσταται σε dN  επτά 

 άξονες των οποίων είναι παράλληλοι µεταξύ τους, όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.38. 

Οι θέσεις των κέντρων των διπόλων µπορεί να είναι οπουδήποτε στο χώρο, η 

απόσταση µεταξύ δύο οποιωνδήποτε διπόλων να είναι αρκετά µεγαλύτερη από τις ακτίνες 

τους. Το µήκος και η ακτίνα κάθε διπόλου συµβολίζονται µε pL  και pa  (µε pp La <<  και 

λ<<pa ), αντίστοιχα, όπου dNp ,...,1= . Κάθε δίπολο τροφοδοτείται από µια πηγή τάσης 

pV , η οποία επιβάλλει ένα σταθερό πεδίο διέγερσης κατά µήκος ενός διακένου  στο 

κέντρο του αντίστοιχου διπόλου 

 µε κέντρο

( )ppp zyx ,,  p και εύρος ∆ , κατά αντιστοιχία µε την 

περίπτωση του µεµονωµένου διπόλου του Σχήµατος 4.1. Αν και όλα τα δίπολα θεωρούνται 

συµµετρικά τροφοδοτούµενα, η γενίκευση της ανάλ ακολουθεί σε περιπτώσεις 

ασύµµετρα τροφοδοτούµενων διπόλων είναι άµεση, χωρίς σηµαντικές τροποποιήσεις. Χωρίς 

βλάβη της γενικότητας, οι άξονες των διπόλων ταυτίζονται µε τον άξονα z  του συστήµατος 

συντεταγµένων του Σχήµατος 4.38. Το πεδίο διέγερσης κάθε διπόλου εκφράζεται ως εξής 

 

υσης που 
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Σηµειώνεται ότι κάθε δίπολο µπορεί να δρα ως ενεργό ή παρασιτικό στοιχείο της 

στοιχειο χυκ

Σχήµα 4

 

.5.2 Εφαρµογή της MAS 

 

Σύµφωνα µε τις βασικές αρχές της MAS, το άγνωστο ΗΜ πεδίο σε κάθε περιοχή του 

προβλήµατος εκφράζεται ως υπέρθεση των ΗΜ πεδίων που παράγονται από ένα σύνολο 

βοηθητικών πηγών, που είναι τοποθετηµένες εκτός των ορίων της αντίστοιχης περιοχής. 

Λόγω του γεγονότος ότι τα δίπολα θεωρούνται ηλεκτρικά λεπτά, οι βοηθητικές πηγές 

 

κεραίας. Στη δεύτερη περίπτωση, η αντίστοιχη πηγή τάσης βρα υκλώνεται και, ως 

εκ τούτου, το πεδίο διέγερσης είναι µηδενικό. 

 

1L

2L
12a

22a

2V

( )111 ,, zyx

( )222 ,, zyx

x

y

z

pL

pV

( )ppp zyx ,,

pa21V

 

. 38. Γεωµετρία παράλληλων διπόλων σε τυχαίες θέσεις. 
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κατανέµονται επί των αξόνων των διπόλων, σύµφωνα µε το Σχήµα 4.2. Ο αριθµός των 

βοηθητικών πηγών ανά δίπολο υποτίθεται ίσος µε 12 +pN . Οι βοηθητικές πηγές µπορεί να 

είναι οποιουδήποτε τύπου, αρκεί τα παραγόµενα ΗΜ πεδία να αποτελούν λύσεις της 

εξίσωσης Helmholtz στο κενό. Ωστόσο, από τη µελέτη της αριθµητικής ευστάθειας των 

λύσεων στην περίπτωση του µεµονωµένου διπόλου προέκυψε ότι πλεονεκτεί η χρήση 

διπόλων ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος ως βοηθητικών πηγών. Ως εκ τούτου, άλλες 

επιλογές του τύπου των βοηθητικών πηγών δεν πρόκειται να εξεταστούν στη συνέχεια. 

Το ακτινοβολούµενο ΗΜ πεδίο περιγράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των ΗΜ 

πεδίων των βοηθητικών πηγών, συνεπώς 

 

(4.33)

 

όπου

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑
= −=

=
d p

p

N

p

N

Nn
npnp rFwrF

1
,,

rrrr , 

 F
r

 είναι το διάνυσµα του ηλεκτρικού ή του µαγνητικού πεδίου στον κενό χώρο, ενώ 

( )npF ,

r
 είναι το αντίστοιχο πεδίο της βοηθητικής πηγής που καθορίζει το ζεύγος δεικτών 

( )np,  και είναι τοποθετηµένη στο σηµείο ( )pppp nzyx δ+,,  µε διάνυσµα θέσης ( )npr ,
r , όπου 

( )ppp L= N2δ  η απόσταση µεταξύ διαδοχικ πηγών.  

Τα πεδία 

ών βοηθητικών 

( )npF ,

r
 προσδιορίζονται µε απλή µεταφορά του πεδίου µιας βοηθητικής 

 ενός συστήµατος συντεταγµένων και ακτινοβολεί 

σε άπειρο κενό χώρο, κατά αντιστοιχία µε τη σχέση (4.5). Όταν ως βοηθητικές πηγές 

χρησιµο

πηγής, που είναι τοποθετηµένη στο κέντρο

ποιούνται ηλεκτρικά δίπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος, τα πεδία ( )npF ,

r
 

εκφράζονται, µε τη βοήθεια των σχέσεων (Β.12) του Παραρτήµατος Β, ως εξής  

 

( ) ( ) ( )( )npDnp rrFrF ,, ; rr
rrr

= , (4.34)

 

όπου ( )( )npD rrF ,; rr
r

 είναι το πεδίο ενός ηλεκτρικ όλου ηµιτονοειδούς κατανοµής 

ρεύµατος µοναδιαίου πλάτους µε προσανατολισµό κατά την κατεύθυνση του άξονα z  και 

κέντρο στο σηµείο µε διάνυσµα θέσης ( )npr ,

ού διπ

r . Το µήκος των βοηθητικών διπόλων υποτίθεται 

ίσο µε pδ2 , ούτως ώστε κάθε βοηθητική πηγή να εκτείνεται µεταξύ των κέντρων των 

αµέσως γειτονικών της. 

Οι άγνωστοι συντελεστές ( )npw ,  του αναπτύγµατος της σχέσης (4.33) 

προσδιορίζονται επιβάλλοντας την οριακή συνθήκη της εφαπτοµενικής συνιστώσας του 

 204



ηλεκτρι

σα του ηλεκτρικού πεδίου πρέπει να µηδενίζεται 

την παράπλευρη επιφάνεια κάθε διπόλου, εξαιρουµένης της περιοχής του διακένου, όπου θα 

πρέπει να είναι ίση µε το αντίστοιχο πεδίο διέγερσης, συνεπώ

 

κού πεδίου σε διακριτά σηµεία επί της παράπλευρης επιφάνειας κάθε διπόλου. Πιο 

συγκεκριµένα, η εφαπτοµενική συνιστώ

σ

ς 

( )
⎪
⎪
⎩

⎪
⎨

≤−<
∆
∆=++

22
,0

2,sin,cos
q

q
q

q
qqqqqqz L

zz
zayaxE γγ , (4.35)
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⎧ ∆

<−− , q
q

q zz
V

 

όπου qγ  η αζι ονα του διπόλου που 

καθορίζ ης 

ύτερη

 Συνεπώς, η 

ριακή συνθήκη της σχέσης (4.35) µπορεί να επιβληθεί σε οποιαδήποτε γωνιακή θέση

µουθιακή γωνία που ορίζεται σε σχέση µε τον άξ

ει ο δείκτ dN,...,2,1= . Λόγω της ασύµµετρης φύσης του προβλήµατος, η 

κατανοµή ρεύµατος στην παράπλευρη επιφάνεια κάθε διπόλου δεν είναι ακριβώς σταθερή 

κατά µήκος της περιφέρειας του. Ωστόσο, όταν τα δίπολα είναι αρκούντως λεπτά σε σχέση 

µε το µήκος κύµατος και η ελάχιστη απόσταση µεταξύ των διπόλων είναι πολύ µεγαλ  

από τις ακτίνες τους, η αζιµουθιακή εξάρτηση καθίσταται αµελητέα [34, 35].

q

ο  qγ , 

χωρίς σηµαντική διαφοροποίηση στα αποτελέσµατα. Γι να ληφθεί υπόψη η αζιµου

ξάρτηση κατά την έννοια του µέσου όρου, είναι δυνατός ο υπολογισµός της µέσης τιµής του 

ικού πεδίου

ς τω

άθε 

ι κατά µήκος µιας γραµµής σε οποιαδήποτε γωνία

α θιακή 

ε

ηλεκτρ  που παράγουν όλες οι βοηθητικές πηγές κατά µήκος της περιφέρειας κάθε 

διπόλου, µε σηµαντική, όµως, επιβάρυνση του υπολογιστικού κόστους. Εναλλακτικά, είναι 

δυνατός ο υπολογισµός της συνεισφορά ν αποµακρυσµένων βοηθητικών πηγών επί του 

άξονα κ διπόλου, ενώ η συνεισφορά των βοηθητικών πηγών που βρίσκονται στον άξονα 

του διπόλου υπολογίζετα  qγ . Χωρίς βλάβη 

της γεν ηικότ τας, επιλέγεται 0=qγ , α ό τη  επιβολή της οριακής συνθήκης της 

σχέσης (4.35) σε 12 +qN  εγκάρσιες τοµές κατά µήκος κάθε διπόλου στις θέσεις qq mz

οπότε, π ν

δ+ , 

qNm ±±= ,...,1,0 , προκύπτει ένα γραµµικό σύστηµα της µορφής 

 

( ) ( ) ( ) ( )
⎩
⎨ ±
⎧

±=
=

−=∑ ∑
= − qN

bwA
,...,

, , (4.36)

όπου  
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( ) ( ) ( ) ( )( )qqqqKqnpmqnp mzyapqxEzA δδ +−+⋅= ,,,,,,

r) , (4.37α)
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. (4.37β)

δ , όπου ( )•Kδ  το δέλτα του Kronecker, εξασφαλίζει ότι η συνεισφορά 

των αποµακρυσµένων βοηθητικών πηγών υπολογίζεται επί του άξονα του διπόλου που 

καθορίζει ο δείκτης q , όπως εξηγήθηκε παραπάνω. Ο συνολικός αριθµός των αγνώστων του 

γραµµικού συστήµατος των εξισώσεων (4.36) δίνεται από τη σχέση 

 

( )∑
=

 

Μετά την επίλυση του γραµµικού συστήµατος NN

+=
d

pT NN
1

12 . (4.38)

TT

N

p

 ×  των εξισώσεων (4.36), το 

ΗΜ πεδίο σε οποιοδήποτε σηµείο του χώρου προσδιορίζεται άµεσα από τις σχέσεις (4.33) 

και (4.34). Στη συνέχεια, η επιφανειακή πυκνότητα ρεύµατος στην παράπλευρη επιφάνεια 

κάθε διπόλου προκύπτει µε εφαρµογή της οριακής συνθήκης του µαγνητικού πεδίου. Η 

εφαπτοµενική συνιστώσα του µαγνητικού πεδίου στην παράπλευρη επιφάνεια κάθε διπόλου 

προκύπτει ως άθροισµα των συνεισφορών των βοηθητικών πηγών που βρίσκονται εντός του 

διπόλου και των συνεισφορών των αποµακρυσµένων βοηθητικών πηγών. Ωστόσο, το 

µαγνητικό πεδίο των αποµακρυσµένων βοηθητικών πηγών είναι πολλές τάξεις µεγέθους 

ασθενέστερο σε σχέση µε αυτό των βοηθητικών πηγών που βρίσκονται εντός του διπόλου 

και, ως εκ τούτου, µπορεί να αµεληθεί. Άλλωστε, η συνεισφορά των π ων στη µέσ

ης κατανοµής ρεύµατος µειώνεται περαιτέρω, λόγω αλλαγής φοράς του διανύσµατος του 

µενικού µαγνητικού πεδίου κατά µήκος της περιφέρειας του διπόλου. Συνεπώς, η 

ατανοµή ρεύµατος κάθε διπόλου προκύπτει από την προσεγγιστική σχέση 

 

(4.39)
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pn)  όπου το κάθετο µοναδιαίο διάνυσµα στην παράπλευρη επιφάνεια του αντίστοιχου 

Κατόπιν το ναι δυδιπόλου. ύτου, εί νατός ο υπολογισµός των ιδίων και αµοιβαίων σύνθετων 

αγωγιµοτήτων και αντιστάσεων, οι οποίες ορίζονται ως εξής  

 

qtVq

p
qp

I
Y =, , 

t
V

≠= ,,0

(4.40α)
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όπου pI  η ένταση του ρεύµατος εισόδου του διπόλου που καθορίζει ο δείκτης p . Τα 

ρεύµατα εισόδου συνδέονται µε τις τάσεις τροφοδοσίας µέσω του πίνακα σύνθετων 

αγωγιµοτήτων, σύµφωνα µε τη σχέση 
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Εναλλακτικά, είναι δυνατός ο συσχετισµός των τάσεων τροφοδοσίας µε τα ρεύµατα εισόδου 

µέσω του πίνακα σύνθετων αντιστάσεων, σύµφωνα µε τη σχέση 
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 του θεωρήµατος αµοιβαιότητας, για τις σύνθετες αγωγιµότητες και αντιστάσεις ισχύει 

 

Λόγω

pqqp YY ,, =   pqqp ZZ ,, =η ιδιότητα αντιµετάθεσης, η οποία εκφράζεται ως και .  

Όπως και στην περίπτωση του µεµονωµένου διπόλου, το διάκενο σταθερού εύρους 

µπορεί να µοντελοποιηθεί θεωρώντας ότι το πεδίο διέγερσης εφαρµόζεται σε ένα περιττό 

 σηµείων επιβολής της οριακής συνθήκης της σχέσης (4.35), το οποίο εξαρτάται από πλήθος
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την τιµή του . Για κάθε δίπολο, κατάλληλες τιµές για το προκύπτουν µέσω της 

σχέσης (4.16).  

 

4.5.3 Αριθµητικά Αποτελέσµατα 

 

 
ς των βοηθητικών πηγών. 

pN pN  

Πίνακας 4. 5. Τιµές της ιδίας και της αµοιβαίας σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου αυξανοµένης 
της παραµέτρου καθορισµού του πλήθου

 
λL  gN  N  1,1Y∆  (mS)  (mS) 2,1Y

1 13 -0.02+j0.00 0.18-j0.24 
3 38 -0.02+j0.00 0.17-j0.21 
5 63 -0.02+j0.00 0.17-j0.21 
7 88 -0.02+j0.00 0.17-j0.21 

0.25 

9 113 -0.02+j0.00 0.17-j0.21 
1 25 -1.74+j0.52 1.87+j3.05 
3 75 -1.99+j0.40 1.84+j3.40 
5 125 -1.99+j0.40 1.84+j3.40 
7 175 -1.97+j0.41 1.84+j3.37 

0.50 

9 225 -1.95+j0.42 1.84+j3.34 
1 38 -0.08+j0.24 0.77+j0.31 
3 113 -0.09+j0.25 0.79+j0.32 
5 188 -0.09+j0.25 0.79+j0.32 
7 263 -0.09+j0.25 0.79+j0 2 .3

0.75 

9 338 -0.08+j0.25 0.79+j0.32 
1 50 -0.02+j0.15 0.53+j0.03 
3 150 -0.03+j0.15 0.53+j0.04 
5 250 -0.03+j0.15 0.53+j0.04 
7 350 -0.03+j0.15 0.53+j0.04 

1.00 

j0.15 0.53+j0.04 9 450 -0.03+

 

Ακολούθως, παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα που αφορούν τη 

συµπεριφορά των λύσεων σε σχέση µε τις παραµέτρους καθορισµού του πλήθους των 

βοηθητικών πηγών Μεγάλο πλήθος δοκιµών κατέδειξε ότι οι λύσεις που προκύπτουν 

αυξανοµένων των όπως καθορίζεται από τη σχέση (4.16), χαρακτηρίζονται από 

ικανοποιητική αριθ  ευστάθεια, όπως άλλωστε αναµένεται, κατά πλήρη αντιστοιχία µε 

τη συµπεριφορά λύσεων που αφορούν ένα µεµονωµένο δίπολο. Επιλεγµένα 

νθετης αγωγιµότητας 

pN . 

pN , 

µητική

των 

1,1Y∆αποτελέσµατα για τη µεταβολή της ιδίας σύ , σε σχέση µε τη 

ύνθετη αγωγιµότητα του µεµονωµένου διπόλου, καθώς και την αµοιβαία σύνθετη 

αράλληλων  µε

σ

αγωγιµότητα 2,1Y , περιέχονται στον Πίνακα 4.5, για την περίπτωση δύο ταυτόσηµων 

διπόλων  007022.0=λa  και 01.0=∆ λ . Τα κέντρα των διπόλων απέχουν π
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οριζόντια απόσταση τέτοια ώστε d   25.0=λd . ου γεγον ι τα δύο δίπολα είναι 

ταυτόσηµα, επιλέγεται =1 ό τ  4.5 συνάγεται ότι οι 

λύσεις σταθεροποιο αρι τικ όµ

Λόγω τ ότος ότ

 NNN =2 . Απ α αποτελέσµατα του Πίνακα

ύνται θµη ά ακ η και για 3=gN . Ο έλεγχος του µέτρου της 

εφαπτοµενικής συνιστώσας  η ικ ρη επιφάνεια κάθε 

διπόλου έδειξε ότι η αύξηση τ , ς κ ό τ 6), έχει ως συνέπεια 

τη µείωση των σφα  ός δια ίον χειας του διακένου 

τροφοδότησης κάθε διπόλου  µ το ικο ύ πεδίου εµφανίζει 

ταλαντώσεις, το πλάτος των οίω ρα  στ ην αύξηση του . 

Ωστόσο, όπως και σ ρίπ η εµ όλο ες τιµές εκατέρωθεν 

των σηµείων ασυνέχειας µετατοπίζονται  π ειώνοντας έτσι τη 

συνολική «ενέργεια» του σφάλ

 

ς µεταβολής της  σύνθετης α
υ πόστασης. 

για 

 α

του λεκτρ ού πεδίου στην παράπλευ

ου N όπω αθορίζεται απ η σχέση (4.1

λµάτων εκτ του κένου. Πλησ  της ασυνέ

, το έτρο υ εφαπτοµεν ύ ηλεκτρικο

οπ ν πα µένει σχεδόν αθερό µε τ N

την πε τωσ του µ ονωµένου διπ υ, οι µέγιστ

πλησιέστερα ρος αυτά, µ

µατος. 
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Σχήµα 4. 39. Απεικόνιση τη  ιδίας ντίστασης (σε σχέση µε την τιµή της 
στον ελεύθερο χώρο) σ ναρτήσει της α

 

Ακολούθως, παρουσιάζονται αποτελέσµατα διάφορες τοποθετήσεις δύο 

ταυτόσηµων διπόλων. Η ιδία σύνθετη αγωγιµότητα, όπως άλλωστε και η ιδία σύνθετη 

αντίσταση, τείνει στην τιµή που ντιστοιχεί στο µεµονωµένο δίπολο, καθώς αυξάνεται η 

απόσταση µεταξύ των διπόλων. Το γεγονός αυτό καταδεικνύεται στο Σχήµα 4.39, στο οποίο 

απεικονίζεται, ως συνάρτηση της παραµέτρου λd , η µεταβολή της ιδίας σύνθετης 
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αντίστασης 1,1Z∆ , σε σχέση µε τη σύνθετη αντίσταση του µεµονωµένου διπόλου, για ν 

περίπτωση δύο ταυτόσηµων διπόλων µε 

τη

5.0=λL , 007022.0=λa  και 01.0=∆ λ . Τα 

αποτελέσµατα του Σχήµατος 4.39 προέκυψαν µε 3=gN  και 75=N . Παρόµοια 

συµπεριφορά εµφανίζεται όταν τα κέντρα των διπόλων  απόσταση

η µε την  οριζόντιου διαχωρισµού όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 4.40. Οι 

απεικονίζονται στα Σχήµατα 4.41 

και 4.42. Στα Σχήµατα 4.43 και 4.44 παρουσιάζονται αντίστοιχα αποτελέσµατα, τα οποία 

προσδιορίστηκαν µε και

 απέχουν κατακόρυφα  h  

απόσταση  d , ίσ

αντίστοιχες τιµές της σύνθετης αµοιβαίας αντίστασης 2,1Z  

 

 3=gN   150=N , για την περίπτωση δύο διπόλων µε και  0=h  

1=λL . 

συµφωνία

δίπολα µ

Σε όλες τις περιπτώσεις, τα αποτελέσµατα της MAS βρίσκονται σε ικανοποιητική 

 µε ανεξάρτητα αποτελέσµατα [36]. Αντίστοιχα αποτελέσµατα για παράλληλα 

ε 5.0=λL  και 003369.0=λa  είναι διαθέσιµα στη σχετική αναφορά [37] και δεν 

παρατίθενται εδώ. 

 

Απεικ
σης. 

ς

ο

 

Σχήµα 4. 40. όνιση της µεταβολής της ιδίας σύνθετης αντίστασης (σε σχέση µε την τιµή της 
στον ελεύθερο χώρο) συναρτήσει της απόστα

 

Στη συνέχεια, στο Σχήµα 4.45, παρουσιάζονται τα διαγράµµατα ακτινοβολία  

πλάτους επί του οριζόντιου επιπέδου που αντιστ ιχούν σε ένα ενεργό στοιχείο µε 11 =λL  

και ένα παρασιτικό στοιχείο µεταβλητού µήκους σε οριζόντια απόσταση τέτοια ώστε  

2.0=λd . Οι υπόλοιπες παράµετροι των διπόλων είναι ίδιες µε αυτές που αναφέρθηκαν 
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προηγουµένως. Τα δ ατα ίστηκαν µε 1501ιαγράµµ προσδιορ =N  και 1212 LNN = ενώ 

ίζονται σε dB σχετικά προς την ένταση του ηλεκτρικού πεδίου στην κατεύθυνση 
o90=φ . Σηµειώνεται ότι τα διαγράµµατα του Σχήµατος 4.45 βρίσκονται σε εξαιρετική 

συµφωνία µ τητα ια την ίδια διάταξη ([7], Σχήµα 6.15). 

 

L , 

απεικον

ε ανεξάρ αποτελέσµατα γ

χήµα 4. 41. Απεικόνιση της αµοιβαίας σύνθετης αντίστασης  της απόστασης. 

 

Σχήµα 4. 42. Απεικόνιση της αµοιβαίας σύνθετης αντίστασης συναρτήσει της απόστασης. 
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χήµα 4. 43. Απεικόνιση της µεταβολής της ιδίας σύνθετης αντίστασης (σε σχέση µε την τιµή της 
τον ελεύθερο χώρο) συναρτήσει της απόστασης. 

 

 

χήµα 4. 44. Απεικόνιση της αµοιβαίας σύνθετης αντίστασης συναρτήσει της απόστασης. 

 

Τέλος, παρουσιάζονται αποτελέσµατα για κυκλικές στοιχειοκεραίες ταυτόσηµων 

διπόλων. Στην προκειµένη περίπτωση, µε συµβολίζεται η απόσταση µεταξύ γειτονικών 

διπόλων. Αρχικά, εξετάζεται µια  στοιχειοκεραία τεσσάρων στοιχείων µε 
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Σ

 d  

κυκλική

007022.0=λa  και 01.0=∆ λ . Στα Σχήµατα 4.46 και 4.47 απεικονίζονται οι τιµές της ιδίας 
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και των αµοιβαίων σύνθετων αγωγιµοτήτων συναρτήσει της παραµέτρου λd , για 

5.0=λL  και 75.0=λL , 

ε 3=gN . 

αντίστοιχα. Τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται 

προσδιορίστηκαν µ Αύξηση του , όπως καθορίζεται από τη σχέση (4.16), οδηγεί 

σε αποτελέσµατα διαφοροποιούνται κατά λιγότερο από 1%. Τα αποτελέσµατα των 

Σχηµάτων 4.46 και βρίσκονται σε πολύ καλή συµφωνία µε διαθέσιµα πειραµατικά 

δεδοµένα ([7], Σχήµ και 4.3). 

 

 

Σχήµα 4. 45. ∆ιαγρά ακτινοβολίας πλάτους συναρτήσει της γωνίας παρατήρησης στο 
οριζόντιο επίπεδο. 
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Σχήµα 4. 46. Απεικόνιση της ιδίας και των αµοιβαίων σύνθετων αγωγιµοτήτων συναρτήσει της 
απόστασης. 

 

Επιπρόσθετα, στο Σχήµα 4.48, παρουσιάζονται τα διαγράµµατα ακτινοβολίας 

πλάτους επί του οριζόντιου επιπέδου που αντιστοιχούν σε µια κυκλική στοιχειοκεραία πέντε 

στοιχείων µε 25.0=λd  και ένα ενεργό στοιχείο τοποθετηµένο επί του άξονα x . Τα 

διαγράµµατα που παρουσιάζονται αντιστοιχούν σε 5.0=λL  και 75.0=λL , 

 στην κατεύθυνσ

ενώ 

απεικονίζονται σε dB σχετικά προς την ένταση του ηλεκτρικού πεδίου η 

. Σηµειώνεται ότι τα διαγράµµατα του Σχήµατος 4.48 βρίσκονται σε εξαιρετική 

7

o0=φ

συµφωνία µε ανεξάρτητα αποτελέσµατα για την ίδια διάταξη ([ ], Σχήµα 4.8). 
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Σχήµα 4. 47. Απεικόνιση της ιδίας και των αµοιβαίων σύνθετων αγωγιµοτήτων συναρτήσει της 
πόστασης. 
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8. ∆ιαγράµµατα ακτινοβολίας πλάτους συναρτήσει της γωνίας παρατήρησης
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4.6 Μελέτη Σύζευξης ∆ιπολικών Ποµποδεκτών 

4.6.1 Περιγραφή του Προβλήµατος 

 

Στην πράξη, είναι σύνηθες να τοποθετούνται πολλοί ποµποδέκτες, οι οποίοι 

λειτουργούν στην ίδια ή σε διαφορετικές περιοχές συχνοτήτων, σε κοινούς ιστούς ή σε ιστούς 

που απέχουν σχετικά µικρή απόσταση µεταξύ τους. Χαρακτηριστικά παραδείγµατα 

αποτελούν οι εγκαταστάσεις κεραιών στις υπερκατασκευές πλοίων, όπου σε µικρό χώρο 

συγκεντρώνεται πληθώρα κεραιών MF/HF/VHF/UHF, καθώς και οι εγκαταστάσεις κεραιών 

για εφαρµογές broadcasting, οι οποίες, σε πολλές περιπτώσεις, ελέγχονται εξ αποστάσεως 

µέσω άλλων κεραιών που είναι τοποθετηµένες στον ίδιο ιστό ή σε γειτονική θέση. Για τη 

ελέτη της σύζευξης και τη διερεύνηση των χαρακτηριστικών των εµπλεκόµενων κεραιών, 

ρχει µια σηµαντική διαφορά µεταξύ των δύο περιπτώσεων, η οποία οδηγεί, όπως 

α αποδειχθεί παρακάτω, σε σηµαντική διαφοροποίηση των αποτελεσµάτων. Στην 

περίπτωση µελέτης σύζευξης ποµποδεκτών, κάθε ποµποδέκτης που λειτουργεί σε 

διαφορετική συχνότητα σε σχέση µε τη συχνότητα ενδιαφέροντος συµπεριφέρεται ως κεραία 

που είναι φορτωµένη µε κάποιο φορτίο στους ακροδέκτες τροφοδότησης της. Το γεγονός 

αυτό διαφοροποιεί σηµαντικά την ανάλυση και πρέπει να συµπεριλαµβάνεται στη µελέτη 

σύζευξης. 

Η γεωµετρία του υπό εξέταση προβλήµατος είναι παρόµοια µε αυτή του Σχήµατος 

4.38. Σε δεδοµένη συχνότητα ενδιαφέροντος, κάθε ενεργό δίπολο (ένα ή περισσότερα του 

ενός) τροφοδοτείται από την αντίστοιχη πηγή τάσης, ενώ κάθε µη ενεργό δίπολο θεωρείται 

φορτωµένο µε ένα φορτίο σύνθετης αντίστασης ίσης µε την χαρακτηριστική αντίσταση της 

αντίστοιχης γραµµής µεταφοράς τροφοδότησης του. Ως εκ τούτου, το ηλεκτρικό πεδίο κατά 

µήκος του διακένου κάθε µη ενεργού διπόλου καθορίζεται από την πτώση τάσης επί του 

 φορτίου, όπως στην περίπτωση του φορτωµένου διπόλου που περιγράφηκε στην 

οπότε 

µ

είναι δυνατή η ανάλυση της διάταξης ακολουθώντας τη διαδικασία της Παραγράφου 4.5.2. 

Ωστόσο, υπά

θ

αντίστοιχου

Παράγραφο 4.4.1, 
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και η σύνθετη αντίσταση του αντίστοιχου φορτίου. 

 

4.6.2 Εφαρµογή της MAS 

 

Η επίλυση του προβλήµατος µε εφαρµογή της MAS µπορεί να γίνει άµεσα, 

τροποποιώντας κατάλληλα τη διαδικασία της Παραγράφου 4.5.2. Πιο συγκεκριµένα, η 

οριακή συνθήκη για τη συνέχεια της εφαπτοµενικής συνιστώσα  του ηλεκτρικού πεδίου στην 

παράπλευρη επιφάνεια κάθε ιπόλου εκφράζεται αι πάλι από τη σχέση (4.35), 

τροποποιώντας κατάλληλα το δεξιό µέλος από τη σχέση (4.43). Στη συνέχεια, από τη 

διαδικασία επιβολής της οριακής συνθήκης της σχέσης (4.35) σε διακριτά σηµεία προκύπτει 

ένα γραµµικό σύστηµα, το οποίο εκφράζεται µέσω των εξισώσεων (4.36), όπου  
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Μετά την επίλυση του γραµµικού συστήµατος TT NN ×  των εξισώσεων (4.36), το 

ΗΜ πεδίο σε οποιοδήποτε σηµείο του χώρου προσδιορίζεται άµεσα από τις σχέσεις (4.33) 
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και (4.34), ενώ η κατανοµή ρεύµατος κάθε διπόλου υπολογίζεται από τη σχέση (4.39). 

Κατόπιν τούτου, είναι δυνατός ο υπολογισµός της σύνθετης αντίστασης και του 

διαγράµµατος ακτινοβολίας εκποµπής κάθε ενεργού στοιχείου για τη διερεύνηση  

επίδρασης της σύζευξης. 

 

 

Αρχικά, παρουσιάζονται αποτελέσµατα για την τυπική περίπτωση τριών παράλληλων 

κονται επί µιας ευθείας γραµµής (άξονας

,  της

4.6.3 Αριθµητικά Αποτελέσµατα 

 

διπόλων, τα κέντρα των οποίων βρίσ  x ) σε σταθερή 

απόσταση  µεταξύ τους, όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.49. Υποτίθεται ότι οι τρεις 

ποµποδέκτε λειτουργούν σε κοντινές συχνότητες εντός της ίδιας περιοχής συχνοτήτων. 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η µελέτη της ενδιάµεσης κεραίας, καθώς αυτή επηρεάζεται 

περισσότερο από τα φαινόµενα σύζευξης [38]. Ως εκ τούτου, το εν λόγω δίπολο θεωρείται 

ενεργό, ενώ  άλλα δύο δίπολα θεωρούνται φορτωµένα µε τη χαρακτηριστική αντίσταση της 

γραµµής τροφοδότησης τους, η οποία υποτίθεται ίση µε 75Ω. Για λόγους σύγκρισης, 

παρακάτω ουσιάζονται και τα αποτελέσµατα που εξάγονται θεωρώντας τα ανενεργά 

δίπολα ως βραχυκυκλωµένα. ∆οθέντος ότι οι κεραίες λειτουργούν στην ίδια περιοχή 

συχνοτήτω  µήκη τους δεν διαφοροποιούνται σηµαντικά. Στη συχνότητα ενδιαφέροντος 

υποτίθεται 

d

ς 

 

 τα

παρ

 

ν, τα

45.02 =λL  και 01.02 =∆ λ , 

ήκος συντονισ

ούτως ώστε το µήκος του ενεργού διπόλου να 

είναι περίπου ίσο µε το µ µού στον ελεύθερο χώρο. Τα µήκη των

ιπόλων επιλέγονται έτσι ώστε

 άλλων 

 425.01 =λL  και 475.03 =λL

 ποσοστό του

δ , ενώ το εύρος του διακένου 

κάθε διπόλου θεωρείται ότι καταλαµβάνει το ίδιο  µήκους ου σε σχέσ

νεργό, συνεπώς 

 τ η µε το 

ε 22 LLpp ∆=∆ . Όλα τα δίπολα θεωρούνται ίδιας ακτίνας µε 

007022.0=λa . Στο Σχήµα 4.50 απεικονίζεται, ως συνάρτηση της παραµέτρου λd , 

 σύνθετη

η 

µεταβολή της σύνθετης αντίστασης εισόδου του ενδιάµεσου διπόλου σε σχέση µε τη  

αντίσταση εισόδου του µεµονωµένου διπόλου. Σηµειώνεται ότι τα αποτελέσµατ προ

µε . Είναι άξιο παρατήρησης πως η θεώρηση φορτωµένων διπόλων µεταβάλλει σε 

ση βαθµό τα αποτελέσµατα, αν και τα φαινόµενα σύζευξης αµβλύνονται, εξαιτίας της 

πορρόφησης µεγαλύτερης ισχύος από τα φορτωµένα δίπολα σε σχέση µε τα 

βραχυκυ τίστοιχα

α έκυψαν 

 3=gN

µαντικό 

α

κλωµένα. Στο Σχήµα 4.51 παρουσιάζονται τα αν  διαγράµµατα ακτινοβολίας 

πλάτους επί του οριζόντιου επιπέδου, για διάφορες τιµές της παραµέτρου λd . Τα 
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διαγράµµατα του Σχήµατος 4.51 απεικονίζονται κανονικοποιηµένα ως προς τη µέγιστη 

ένταση του ηλεκτρικού πεδίου. Είναι προφανές ότι η πίδρ ση των γειτονικών ποµ οδεκτών 

καθίσταται αµελητέα για 

ε α π

λ>d , αφού η προκύπτουσα µεταβολή του διαγράµµατος 

ακτινοβολίας είναι µικρότε  1dB, ενώ η µεταβολή της σύνθετης αντίστασης εισόδου 

ίναι µικρότερη από 10Ω. 

 

 

ρη από

ε

 

Σχήµα 4. 49. Γεωµετρία της πρώτης περίπτωσης για τη µελέτη φαινοµένων σύζευξης. 

 

 

-75

60

-30

-15

15

30

45

60

75

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

d/

ετ
αβ
ολ
ή 

 ε
ισ
όδ
ου

 (
)

-

-45

0
0,0

λ

µ
αν
τί
στ
ασ
ης

Ω

βραχ. φορτ. (75Ω)

inR∆

1 2 3

x

y

z

λ425.0 λ450.0 λ475.0

dd

 219



 

 

Σχήµα 4. 50. Απεικόνιση της µεταβολής της σύνθετης αντίστασης εισόδου (σε σχέση µε την τιµή 
της στον ελεύθερο χώρο) συναρτήσει της απόστασης. 

 

Στη συνέχεια, εξετάζεται µια ακόµη περίπτωση σύζευξης, η οποία συνίσταται σε µια 

υγγραµµική στοιχειοκεραία τριών διπόλων µε σ 45.0=λiL  ( 3,2,1=i ) και ένα δίπολο µε 

90.04 =λL  σε απόσταση d  από το κέντρο της στοιχειοκεραίας, όπως απεικονίζεται στο 

χήµα 4.52. Τέτοιες  είναι συνήθεις σε περιπτώσεις αποµακρυσµένων ποµπών, 

οι άτων 

ελέγχου αφορούν 

τις , η 

 και 

τηλε πτωσης. 

Τα  και 

φάσης

Σ τοποθετήσεις

οποίοι ελέγχονται εξ αποστάσεως µε ασύρµατο τρόπο. Η κεραία λήψης των σηµ

 µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για την εκποµπή σηµάτων τηλεµετρίας που 

παραµέτρους λειτουργίας της κεραίας εκποµπής. Στην προκειµένη περίπτωση

συχνότητα εκποµπής υποτίθεται διπλάσια της συχνότητας των σηµάτων ελέγχου

µετρίας. Οι υπόλοιπες παράµετροι είναι ίδιες µε αυτές της προηγούµενης περί

δίπολα της στοιχειοκεραίας εκποµπής τροφοδοτούνται από γεννήτριες ίδιου πλάτους

. Στο Σχήµα 4.53 απεικονίζεται, ως συνάρτηση της παραµέτρου λd , η µεταβολή

 αντίστασης εισόδου του ενδιάµεσου διπόλου της στοιχειοκεραίας σε σχέση µ

της απουσία του διπόλου ελέγχου. Σηµειώνεται ότι τα αποτελέσµατα προέκυψαν

3=

 της 

σύνθετης ε την 

τιµή  µε 

. Όπως και στην προηγούµενη περίπτωση, η θεώρηση του ωµένου διπόλου 

µεταβάλλει σε σηµαντικό βαθµό τα αποτελέσµατα. Τα αντίστοιχα διαγρά ατα ακτινοβολίας 

λάτους επί του οριζόντιου επιπέδου, για διάφορες τιµές της παραµέτρου 

gN  φορτ

µµ

π λd , είναι 
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διαθέσιµα στη σχετική αναφορά [38] και δεν παρατίθενται εδώ. Και στην περίπτωση αυτή, η 

επίδραση της σύζευξης καθίσταται πρακτικά αµελητέα για λ>d . 

 

 

 

 

 

Σχήµα 4. 51. ∆ιαγράµµατα ακτινοβολίας πλάτους συναρτήσει της γωνίας παρατήρησης στο 
οριζόντιο επίπεδο. 
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Σχήµα 4. 52. Γεωµετρία της δεύτερης περίπτωσης για τη µελέτη φαινοµένων σύζευξης. 

 

 

2

3

4

λ90.0

-30

-25

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

d/λ

µε
τα
βο
λή

 α
ντ
ίσ
τα
ση
ς ε
ισ
όδ
ου

 (Ω
)

βραχ. φορτ. (75Ω)

inR∆

 

 

 222



 

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25

30

35

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

d/λ

µε
τα
βο
λή

 α
ντ
ίσ
τα
ση
ς ε
ισ
όδ
ου

 (Ω
)

βραχ. φορτ. (75Ω)

inX∆

 

Σχήµα 4. 53. Απεικόνιση της µεταβολής της σύνθετης αντίστασης εισόδου (σε σχέση µε την τιµή 
της στον ελεύθερο χώρο) συναρτήσει της απόστασης. 

 

∆ίπολο Παχέος Σύρµατος µε Τροφοδοσία Πηγής Τάσης 
∆ιακένου (Gap Voltage Source) 

4.7.1 Περιγραφή του Προβλήµατος 

και 

ακτίνας στον ελεύθερο χώρο, η ακτίνα του οποίου δεν είναι τόσο µικρή ώστε το δίπολο να 

θεωρείται λεπτό. Αν και δεν υπάρχει αυστηρώς καθορισµένο όριο, παχιά δίπολα θεωρούνται, 

συνήθως αυτά µε

4.7 

 

Η γεωµετρία του υπό εξέταση προβλήµατος συνίσταται σε ένα δίπολο µήκους L  

 a  

 

,  01.0>λa  ή  [39-46]. Το δίπολο τροφοδοτείται από µια πηγή 

τάσης διακένου, όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 4.1. Το πεδίο διέγερσης υποτίθεται σταθερό 

κατά µήκος του διακένου και δίνεται από τη σχέση (4.2).  

Τα παχιά δίπολα είναι ιδιαίτερα σηµαντικά σε ένα µεγάλο εύρος πρακτικών 

εφαρµογών, οι οποίες σχετίζονται µε κεραίες ευρείας ζώνης και µικροκυµατικές κεραίες, 

καθώς και µε την πρόβλεψη της συµπεριφοράς µεταλλικών κυλινδρικών δοµών που 

χρησιµοποιούνται ως στοιχεία εκποµπής και λήψης (π. χ. βλήµατα που κατευθύνονται από 

κτινοβολίες RF). Αξίζει να σηµειωθεί ότι, σε αντίθεση µε ένα λεπτό δίπολο, η συµπεριφορά 

 1.00 >ak

α
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ενός παχέος διπόλου επηρεάζεται καθοριστικά από τη γεωµετρική διαµόρφωση των άκρων 

αι του συστήµατος τροφοδότησης του. Λόγω αυτού του γεγονότος, για την ακριβή 

µοντελοποίηση ενός παχέος διπόλου, είναι µεγάλης σηµασίας να συµπεριληφθεί και η 

ακτινοβολία από τα άκρα. Βεβαίως, στην περίπτωση σωληνοειδούς διπόλου, το 

ακτινοβολούµενο ΗΜ πεδίο αποδίδεται µόνο στα επιφανειακά ρεύµατα που αναπτύσσονται 

τόσο στην εσωτερική όσο και στην εξωτερική πλευρά της παράπλευρης επιφάνειας του 

διπόλου. Όµως, σε περιπτώσεις συµπαγών διπόλων ή διπόλων µε κλειστά άκρα, δεν 

υφίστανται ρεύµατα εσωτερικά. Όταν η ακτίνα των διπόλων είναι σχετική µικρή, αλλά όχι 

τόσο ώστε το δίπολο να θεωρηθεί λεπτό, η συνεισφορά των άκρων µπορεί να αµεληθεί. 

Συνήθως, σχετικά παχιά δίπολα θεωρούνται αυτά µε

κ

 10.001.0 << λa . 

 

 

Σχήµα 4. 54. Βοηθητικές πηγές για την περιγραφή του άγνωστου ΗΜ πεδίου. 

 

4.7.2 Εφαρµογή της MAS 

 

Για την εφαρµογή της MAS στην περίπτωση του παχέος διπόλου, ακολουθείται η 

διαδικασία που περιγράφηκε στην Παράγραφο 4.2.2. Ωστόσο, η αξονική τοποθέτηση των 

βοηθητικών πηγών δεν ενδείκνυται, καθόσον η αύξηση του N , όπως καθορίζεται από τη 

σχέση (4.16), έχει ως συνέπεια την εµφάνιση αριθµητικής αστάθειας, εξαιτίας της 

δ

δ

δ

δ

∆ακτύλιοι 
Βοηθητικών Πηγών
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υπερβολικής γειτνίασης των βοηθητικών πηγών µεταξύ τους σε σχέση µε την απόσταση τους 

από την παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου, επί της οποίας επιβάλλεται η οριακή συνθήκη 

της σχέσης (4.9). Για το λόγο αυτό, οι βοηθητικές πηγές κατανέµονται επί δακτυλίων ακτίνας 

b  (µε ab < ) µε κέντρα επί του άξονα z , όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.54. Ο αριθµός των 

δακτυλίων βοηθητικών πηγών εωρείται περιττός και ίσος µ  12θ ε +N , ενώ ο αριθµός των 

βοηθητικών πηγών ανά δακτύλιο θεωρείται σταθερός και ίσος µε S . Για την επιλογή του 

τύπου των βοηθητικών πηγών, ισχύουν όσα αναφέρθηκαν στην περίπτωση του λεπτού 

διπόλου. 

Το ακτινοβολούµενο ΗΜ πεδίο περιγράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των ΗΜ 

πεδίων των βοηθητικών πηγών, συνεπώς 

 

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑
−

N

Nn= =

=
S

s
snsn rFwrF

1
,,
rrrr , (4.45)

 

όπου F
r

 είναι το διάνυσµα του ηλεκτρικού ή του µαγνητικού στον κενό χώρο, ενώ πεδίου  

( )snF ,

r
 είναι το αντίστοιχο πεδίο της βοηθητικής πηγής που καθορίζει  ζεύγος δεικτών

και είναι τοποθετηµένη στο σηµείο

 το  ( )sn,  

 ( )ns zb ,,φ  µε διάνυσµα θέσης ( )snr ,
r , όπου sφ  η γωνιακή 

θέση της βοηθητικής πηγής που καθορίζει ο δείκτης s . Οι δακτύλιοι βοηθητικών πηγών 

θεωρούνται οµοιόµορφα κατανεµηµένοι στις θέσεις δnzn = , όπου ( )NL 2=δ  

, οι βοηθητικές

 οι γωνιακές

η απόσταση 

µεταξύ διαδοχικών δακτυλίων βοηθητικών πηγών. Επιπρόσθετα  πηγές 

θεωρούνται οµοιόµορφα κατανεµηµένες επί των δακτυλίων, συνεπώς  θέσεις τους 

εκφράζονται ως ( ) Sss 12 −= πφ . 

βαρύτητας των 

Λόγω της κυλινδρικής συµµετρίας του προβλήµατος, οι 

συντελεστές βοηθητικών πηγών του ίδιου δακτυλίου θεωρούνται εκ των 

ροτέρων ίσοι µεταξύ τους, δηλαδή ( ) nsn ww =,π . 

Τα πεδία ( )snF ,

r
 προσδιορίζονται µε απλή µεταφορά του πεδίου µιας βοηθητικής 

ηγής, που είναι τοποθετηµένη στο κέντρο ενός συστήµατος συντεταγµένων και ακτινοβολεί 

σε άπειρο κενό χώρο, όπως καθορίζεται από τη σχέση (4.5). Όσον αφορά τον τύπο των 

φέρθηκαν στην Παράγραφο 4.2.2. Όταν ως βοηθητικές 

πηγές επιλέγονται στοιχειώδη ηλεκτρικά δίπολα, τα πεδία

π

βοηθητικών πηγών, ισχύουν όσα ανα

 ( )snF ,

r
 εκφράζονται, µε τη βοήθεια 

των σχέσεων (Β.7) του Παραρτήµατος Β, ως εξής  

 

( ) ( ) ( )( )snEsn rrFrF ,, ; rr
rrr

= , (4.46)
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όπου ( )( )snE rrF ,; rr
r

 είναι το πεδίο ενός στοιχειώδους ηλεκτρικού διπόλου µοναδιαίας ροπής µε 

προσανατολισµό κατά την κατεύθυνση του άξονα z  και κέντρο στο σηµείο µε διάνυσµα 

θέσης ( )snr ,
r . Όταν ως βοηθητικές πηγές επιλέγονται ηλεκτρικά δίπολα ηµιτονοειδούς 

τανοµ εύµατος, τα πεδία ( )snF ,κα ής ρ
r

 εκφράζονται, µε τη βοήθεια των σχέσεων (Β.14) του 

Παραρτήµατος Β, ως εξής  

 

( ) ( ) ( )( )snDsn rrFrF ,, ; rr
rrr

= , (4.47)

 

όπου F ( )( )snD rr ,; rr
r

 είναι το πεδίο ενός ηλεκτρικού διπόλου ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος 

µοναδιαίου πλάτους µε προσανατολισµό κατά την κατεύθυνση του άξονα και κέντρο στο 

ηµείο µε διάνυσµα θέσης

 z  

 ( )snr ,
r . Το µήκος των βοηθητικών διπόλων υποτίθεται ίσο µε δ2 ,σ  

ούτως ώστε κάθε βοηθητική πηγή να εκτείνεται µεταξύ των ντρων των αµέσως γειτο

της. Στην περίπτωση κατά την οποία οι βοηθητικές πηγές στα άκρα αντικατασταθούν µε 

 µονόπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος, τα πεδία

 κέ νικών 

 ( )snF ,

r
 ηλεκτρικά εκφράζονται, µε τη 

 

 

βοήθεια των σχέσεων (Β.14) και (Β.20) του Παραρτήµατος Β, ως εξής  

( ) ( ) ( )( )
( )( )⎪⎩

⎨ ±
<

NnrrF
Nnrr

rF
snM

sn
sn ,;

,;

,

,
, rr

⎪⎧

=
=

FDr

rrr
rr

m
, (4.48)

 

όπου ( )( )snM rrF ,; rr
r
+  είναι το πεδίο ενός θετικού ηλεκτρικού µονοπόλου ηµιτονοειδούς 

κατανοµής ρεύµατος µοναδιαίου πλάτους µε προσανατολισµό κατά την κατεύθυνση του 

άξονα z  και κέντ ε διάνυσµα θέσης ( )snr ,ρο στο σηµείο µ r , ενώ ( )( )snM rrF ,; rr
r
−  είναι το πεδίο του 

αντίστοιχου αρνητικού µονοπόλου. 

Οι άγνωστοι συντελεστές wn  του αναπτύγµατος της σχέσης (4.45) προσδιορίζονται 

επιβάλλ ριακ

,...,

οντας την ο ή συνθήκη της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου σε 

διακριτά σηµεία επί της παράπλευρης επιφάνειας του διπόλου, όπως περιγράφηκε στην 

Παράγραφο 4.2.2, οπότε προκύπτει ένα γραµµικό σύστηµα της µορφής 

 

( ) NmbwA m

N

Nn

S

s
nmsn ±=−=∑ ∑

−= =

1,0,
1

,, , (4.49)±
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όπου 

 

( ) ( ) ( )mtsnmsn zaEzA ,,,,, φ
r) ⋅= , (4.50α)

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∆

∆
<−

=
,

g

g
gm

g

g zz
V

. (4.50β)
>−

∆

2
,0

2

gm

m

zz
b

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, οι εξισώσεις (4.49) µπορούν ν γραφούν ως εξής 

 

α 

 

NmbwA m

N

Nn
nmn ±±=−=∑

−=

 

όπου  

 

,...,1,0,, , (4.51)

( )∑
=

Όταν όλες οι βοηθητικές πηγές είναι του ίδιου τύπου, ο πίνακας των συντελεστών 

των εξισώσεων (4.51) είναι τύπου Toeplitz και ο υπολογισµός του µπορεί να

αξιοποιώντας τη σχέση (4.12). Στην περίπτωση που οι ακραίες βοηθητικές πηγές είναι 

 τύπου, η σχέση (4.12) ισχύει για 

=
S

s
msnmn AA

1
,,, . (4.52)

 

 γίνει 

Nn <  θέτοντας ( )1−±→± NN , διαφορετικού οπότε 

 να χρησιµοποιηθεί υπολογιστικού

Σε  µµ ού

 

 (4.45)-(4.48). Στη συνέχεια, η επιφανειακή πυκνότητα 

ρεύµατος

 

µπορεί  και σε αυτήν την περίπτωση για τη µείωση του  

κόστους.  κάθε περίπτωση, µετά την επίλυση του γρα ικ  συστήµατος 

( ) ( )1212 +×+ NN  των εξισώσεων (4.51), το ΗΜ πεδίο σε οποιοδήποτε σηµείο του χώρου 

προσδιορίζεται άµεσα από τις σχέσεις

 στην παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου προκύπτει µε εφαρµογή της οριακής 

συνθήκης του µαγνητικού πεδίου της σχέσης (4.13), οπότε η ρευµατική κατανοµή κατά 

µήκος του διπόλου δίνεται από τη σχέση 

 

( ) ( ) ( )[ ]∑ ∑
−= =

⋅=
N

Nn

S

s
tsnn zaHwazI

1
, ,,2 φφπ

r)
. (4.53)
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Για τον υπολογισµό της σύνθετης αγωγιµότητας ή αντίστασης εισόδου, ως ρεύµα εισόδου 

νεται το ρεύµα στα άκρα του διακένου, το οποίο προσδιορίζεται από τη σχέση (4.15). 

ε περιπτώσεις ασύµµετρης τροφοδότησης, η ένταση του ρεύµατος εισόδου προσδιορίζεται 

από τη µέση τιµή των ρευµάτων στα άκρα του διακένου. 

Σηµειώνεται ότι η γωνιακή θέση των σηµείων επιβολής της οριακής συνθήκης έχει 

επίδραση στη λύση, αφού το πεδίο που παράγει κάθε δακτύλιος βοηθητικών πηγών είναι 

µόνο κατά προσέγγιση σταθερό κατά µήκος της περιφ ς του διπόλου. Λό

οµοιοµορφίας στην κατανοµή των βοηθητικών πηγών στους δακτυλίους, το πεδίο 

αρακτηρίζεται από περιοδικότητα µε περίοδο 

λαµβά

Σ

έρεια γω της 

Sπ2 . Ως εκ τούτου, οι ακραίες τιµές του χ

πεδίου παρουσιάζονται στα σηµεία µε ,...2,,0 SSt ππφ = . Εξαιτίας αυτού του γεγονότος, 

πιλέγεται ( )St 2πφ =ε , ούτως ώστε η τιµή του πεδίου να είναι κοντά στη µέση τιµή του κατά 

µήκος της περιφέρειας του διπόλου. 

Για την αποτίµηση της ποιότητας των λύσεων, εξετάζεται η εφαπτοµενική 

 του ηλεκτρικού πεδίου στην παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου, όπως 

ράφηκε στην Παράγραφο 4.2.2. 

 

4.7.3 Αριθµητικά Αποτελέσµατα 

 

Σχήµα 4. 55. Τιµές της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει της παραµέτρου καθορισµού 
του πλήθους των βοηθητικών πηγών (στοιχειώδη δίπολα). 
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Σχήµα 4. 56. Τιµές της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει της παραµέτρου καθορισµού 
του πλή τ

 

Σχήµ σµού 
του ατος). 

 

Ακολούθως, παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα που αφορούν τη 

συµπεριφορά των λύσεων σε σχέση µε τις παραµέτρους καθορισµού του πλήθους των 

θους ων βοηθητικών πηγών (δίπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος). 

 

α 4. 57. Τιµές της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει της παραµέτρου καθορι
πλήθους των βοηθητικών πηγών (δίπολα και µονόπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµ
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βοηθητικών πηγών S  και N . Αρχικά, εξετάζονται οι τρεις διαφορετικές επιλογές που 

αφορούν τον τύπο  πηγών και αναφέρθηκαν παραπάνω. Η συµπεριφορά των 

λύσεων εξετάζεται αυξανοµ  των και , όπως καθορίζεται από τη σχέση (4.16). Ως 

παράµετρος ελέγχου της αριθµητικής ευστάθειας των λύσεων χρησιµοποιείται η σύνθετη 

αγωγιµότητα εισόδου. 

Αρχικά, εξετάζεται η συµπεριφορά των λύσεων διατηρώντας σταθερή την τιµή του 

λόγου 

των βοηθητικών

ένων  gN   N

ab , για την περίπτωση ενός διπόλου µε 5.0=λL , 05.0=λa  και Ο 

αριθµός των βοηθητικών πηγών ανά δακτύλιο επιλέγεται έτσι ώστε η απόσταση µεταξύ 

διαδοχικών πηγών στον ίδιο δακτύλιο να είναι συγκρίσιµη µε την απόσταση τους από την 

επιφάνεια του διπόλου, άρα 

ag =∆ . 

 S  

 

baSb −≈π2 . Συνεπώς, ανάλογα µε την επιλογή του λόγου 

ab , επιλέγεται ( )⎡ ⎤babS −= π2 . Οι τιµές της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου για 

8.0=ab  και απεικονίζονται στα Σχήµατα 4.55-4.57, ως συνάρτηση του , για τις 

τρεις προαναφερθείσες επιλογές που αφορούν τον τύπο των βοηθητικών ών. Τα 

ποτελέσµατα που παρουσιάζονται αντιστοιχούν σε

 26=S   N

πηγ

 25,...,3,1=gN . α Είναι προφανές ότι οι 

πλεονεκτούν σε σχέση µε τις λύσεις που προκύπτουν χρησιµοποιώντας στοιχειώδεις πηγές, 

αφού η σύνθετη αγωγιµότητα εισόδου σταθεροποιείται αριθµητικά για µικρότερο . 

Πάντως, ανεξάρτητα από την επιλογή του τύπου των βοηθητικών πηγών, η MAS  

πρακτικά στην ίδια λύση, καθώς οι διαφορές στις τελικές τιµές της σύνθετης αγωγιµ  

εισόδου είναι αµελητέες (τυπικά <1%). Ωστόσο, στην περίπτωση κατά την  

χρησιµοποιούνται δίπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος ως βοηθητικές πηγές  

ακραία βοηθητικά δίπολα εκτείνονται εκτός του διπόλου, αφού το τµήµα του άξονα που 

καταλαµβάνεται από τις βοηθητικές πηγές εκτείνεται σε µήκος

λύσεις που προκύπτουν χρησιµοποιώντας πηγές ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος 

N

τείνει

ότητας

οποία

, τα

 z  

 δ2+L , το οποίο εξαρτάται 

από το . Αν και το γεγονός αυτό δεν έχει κάποια συνέπεια στη συµπεριφορά των λύσεων 

συγκριτικά προς τις λύσεις που αντιστοιχούν στις δύο άλλες επιλογές βοηθητικών πηγών, 

όπως άλλωστε καταδεικνύεται και από τα Σχήµατα 4.55-4.57, αντικατάσταση των 

βοηθητικών διπόλων στα άκρα του διπόλου µε µονόπολα είναι ιδιαίτερης σηµασίας στην 

ροκειµένη περίπτωση, κυρίως λόγω της δυνατότητας ευκολότερης τροποποίησης της 

λύσεις που προκύπτουν χρησιµοποιώντας συνδυασµό διπόλων και µονοπόλων ηµιτονοειδούς 

µής ρεύµατος ως βοηθητικές πηγές εµφανίζουν αριθµητική σταθερότητα ακόµη και 

 N

π

µεθόδου για να συµπεριληφθούν τα φαινόµενα άκρων. Από το Σχήµα 4.57 συνάγεται ότι οι 

κατανο
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για gN 5=  και 25=N . Στις περιπτώσε  λεπτών διπό ων, η αριθµητικ  σταθεροποίηση ων 

λύσεων επιτυγχάνεται όταν η απόσταση µεταξύ διαδοχικών βοηθητικών πηγών είναι περίπου 

ίση µε την απόστασ τους α ό την επιφάνεια του διπόλου, οπότε ( )

ις λ ή τ

η π aLN 2~ . Είναι άξιο 

παρατήρησης ότι, στην περίπτωση που εξετάζεται εδώ, οι λύσεις παρουσιάζουν αντίστοιχη 

συµπεριφορά, καθόσον ( )[ ] 252 =− baL . Εκτενείς δοκιµές κατέδειξαν ότι η αριθµητική 

ευστάθεια επιτυγχάνεται, τυπικά, για ( )[ ]baLN −2~ . Όσον αφορά τη συµπεριφορά της 

εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου, 

εµφανίζ

Αξ ού των βοηθητικών πηγ ά δακτ

 

εται παρόµοια µε αυτή των Σχηµάτων 4.7 και 4.8. 

ίζει να αναφερθεί ότι η αύξηση του αριθµ ών αν ύλιο 

έχει αµελητέα επίδραση στις λύσεις, ειδικά όταν η γωνιακή θέση των σηµείων επιβολής της 

οριακής συνθήκης της σχέσης (4.9) επιλεγεί ( )St 2πφ = . Όπως άλλωστε προαναφέρθηκε, η 

επιλογή αυτή οδηγεί σε υπολογισ κτρικού πεδίου σε ένα ενδιάµεσο σηµείο µεταξύ 

στου και ελαχ υ οποίου εξαρτάται από το S . Ως εκ τούτου, η τιµή του 

ύ π είναι αναίσθητη σε µεταβολές του S . Συνεπώς, η επιλογή 

( )

µό του ηλε

µεγί ίστου, η θέση το

ηλεκτρικο εδίου  

⎡ ⎤babS −= π2  οδηγεί σε αριθµητικά ευσταθή αποτελέσµατα, τουλάχιστον για σχετικά 

µεγάλες τιµές του λόγου ab  ( 5.0>ab ). Για µικρέ γου ς τιµές ότου λ ab , η αριθµητική 

ευστάθεια είναι δυσκολότερα επιτεύξιµη, καθόσον οι οηθητικές πηγές αποµακρύνονται από 

την επιφάνεια του διπόλου. Πάντως, για δεδοµένη τιµή του λόγου 

β

ab , οι λύσεις 

παρουσιάζονται λιγότερο ευαίσθητες σε µεταβολές του S  από ότι σε µεταβολές των gN ι 

N . Ωστόσο, η εξάρτηση των λύσεων από την τιµή του λόγου 

 κα

ab  παρουσιάζει ιδιαίτερο 

ενδιαφέρον. Αποτελέσµατα για την εξάρτηση της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου από την 

τιµή του λόγου ab  παρουσιάζονται στο Σχήµα 4.58, για την περίπτωση ενός διπόλου µε τα 

χαρακτηριστικά που αναφέρθηκαν παραπάνω. Τα αποτελέσµατα του Σχήµατος 4.58 

αντιστοιχούν σε ( )⎡ ⎤babS −= π2  και την κατά περίπτωση πλησιέστερη επιτρεπτή τιµ  του 

N , όπως καθορίζεται από τη σχέση (4.16), που υπερβαίνε διπλάσιο του λόγου 

( )[ ]

ή

ι το 

baL −2 . Από το Σχήµα 4.58 προκύπτει ότι η σύνθετη αγωγιµότητα εισόδου παρουσιάζει 

κάποια εξάρτηση µε την τιµή του λόγου ab . Το γεγονός αυτό αποδίδεται, τουλάχιστον εν 

µέρει, στην επίδραση των φαινοµένων άκρων. Άρση αυτής της αδυναµίας της µεθόδου ίναι 

ενδεχοµένως εφικτή, ίσως και χωρίς την ακριβή µοντελοποίηση των άκρων, µε ενσωµάτωση 

κατάλληλης οριακής συνθήκης για την κλίση της ρευµατικής κατανοµής του διπόλου 

ε
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πλησίον των άκρων και αναζήτηση κατάλληλων τιµών της ακτίνας κάθε δακτυλίου 

βοηθητικών πηγών µέσω αλγορίθµων βελτιστοποίησης (π.χ. γενετικών αλγορίθµων). 

 

 

ν τ
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Κεφάλαιο 5 

Υβριδοποίηση της MAS µε την Τεχνική 
Συνταιριάσµατος Αντιδράσεων (Reaction 
Matching)-Εφαρµογή στην Ανάλυση 
Κεραιών Σύρµατος και Στοιχειοκεραιών 

5.1 Εισαγωγή 
 

Αν και το ηλεκτρικό δίπολο θεωρείται ότι αποτελεί την απλούστερη κεραία 

εκποµπής και λήψης, η µελέτη του παρουσιάζει σηµαντικές δυσκολίες. Η ακριβής κατανοµή 

ρεύµατος στην επιφάνεια ενός σωληνοειδούς διπόλου, για την οποία ικανοποιείται ακριβώς η 

οριακή συνθήκη συνέχειας του ηλεκτρικού πεδίου, διέπεται από την ολοκληρωτική εξίσωση 

Hallén ή την ισοδύναµη εξίσωση Pocklington (βλ. Κεφάλαια 1 και 2 στη σχετική αναφορά 

[1]). Ωστόσο, για τις εξισώσεις αυτές δεν έχουν προσδιοριστεί αναλυτικές λύσεις, 

εξαιρουµένης της περίπτωσης του διπόλου άπειρου µήκους [2]. Αν και οι αναλυτικές λύσεις 

που αφορούν το δίπολο άπειρου µήκους παρέχουν πολύ χρήσιµες πληροφορίες για τη 

συµπεριφορά της κατανοµής ρεύµατος στο δίπολο πεπερασµένου µήκους, δεν µπορούν να 

αξιοποιηθούν για την εκτίµηση των χαρακτηριστικών εκποµπής και λήψης των πρακτικών 

διπολικών κεραιών. Εξαιτίας αυτού του γεγονότος, από τις πρώτες δεκαετίες µελέτης των 

κεραιών, οι επιστήµονες στράφηκαν σε προσεγγιστικές αναλυτικές και αριθµητικές 

µεθόδους, µε σκοπό τη µελέτη του διπόλου. Αξίζει προσοχής το γεγονός ότι, πριν από 

αρκετές δεκαετίες, αναπτύχθηκαν προσεγγιστικές αναλυτικές λύσεις για την κατανοµή 

ρεύµατος και το κοντινό ΗΜ πεδίο διπόλων σχετικά λεπτού σύρµατος και µήκους που 

µεταβάλλεται σε ένα µεγάλο εύρος [3-5], ενώ επεκτάθηκαν για τη µελέτη παχύτερων 

διπόλων και διπόλων µεγάλου µήκους τα τελευταία χρόνια. Οι λύσεις αυτές είναι 

εκπεφρασµένες σε µορφή αθροίσµατος τριών και δύο τριγωνοµετρικών όρων (three-tem και 

two-term theory, αντίστοιχα) για την περίπτωση ενός µεµονωµένου διπόλου εκποµπής ή 
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λήψης, καθώς και για τα στοιχεία κάποιων στοιχειοκεραιών µε συµµετρία ή άλλη 

κανονικότητα, ή περισσότερων όρων για τα στοιχεία στοιχειοκεραιών χωρίς συµµετρίες. Οι 

λύσεις αυτές χαρακτηρίζονται από το πλεονέκτηµα ότι είναι διατυπωµένες σε κλειστή µορφή, 

οπότε είναι εύκολο να υπολογιστούν από ηλεκτρονικούς υπολογιστές. Ωστόσο, η χρήση τους 

δεν έχει γενικευτεί, κυρίως λόγω της εξάρτησης τους από πεδία διέγερσης συγκεκριµένης 

µορφής και της πολύ µεγάλης δυσκολίας, αν όχι αδυναµίας, επέκτασης τους σε περιπτώσεις 

κεραιών σύρµατος πιο πολύπλοκης γεωµετρίας. Οι λόγοι αυτοί, σε συνδυασµό και µε τη 

γενίκευση της χρήσης ηλεκτρονικών υπολογιστών από το τέλος της δεκαετίας του 1960 και 

µετά, οδήγησαν τους επιστήµονες στην ανάπτυξη αριθµητικών µεθόδων εκτίµησης των 

χαρακτηριστικών εκποµπής και λήψης των διπόλων, αλλά και τη γενίκευση τους για την 

ανάλυση τµηµατικά ευθύγραµµων και καµπυλόγραµµων κεραιών λεπτού σύρµατος. Χωρίς 

αµφιβολία, η δηµοφιλέστερη και πλέον διαδεδοµένη αριθµητική µέθοδος είναι η MoM, 

γενικά στοιχεία για την οποία έχουν αναφερθεί στην Παράγραφο 1.4.1. Η εφαρµογή της 

MoM βασίζεται στην προσέγγιση της άγνωστης κατανοµής ρεύµατος από ένα γραµµικό 

συνδυασµό πεπερασµένου αριθµού συναρτήσεων βάσης µε άγνωστους συντελεστές 

βαρύτητας, οι οποίοι προσδιορίζονται επιβάλλοντας την οριακή συνθήκη συνέχειας της 

εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου κατά µήκος του σύρµατος, 

χρησιµοποιώντας κάποια από τις τεχνικές που αναφέρθηκαν στην Παράγραφο 1.3.2. Πάντως, 

σηµειώνεται ότι η εφαρµογή της MoM µπορεί να γίνει κατά πολλούς διαφορετικούς τρόπους, 

ανάλογα µε την επιλογή της προς επίλυση εξίσωσης, την ακριβή µορφή των συναρτήσεων 

βάσης, την τεχνική επιβολής της οριακής συνθήκης, καθώς και τον τρόπο µοντελοποίησης 

της διέγερσης. 

Αξίζει να αναφερθεί ότι, συνήθως, από τη σύγκριση των αποτελεσµάτων που 

εξάγονται από διαφορετικές µεθόδους για την ίδια διάταξη, αλλά ακόµη και από 

διαφορετικές εκδοχές της MoM, διαπιστώνονται σηµαντικές διαφορές [6-16]. Επιπρόσθετα, 

οι αριθµητικές µέθοδοι χαρακτηρίζονται από δυσκολίες στην αριθµητική σταθεροποίηση των 

λύσεων [6-16]. Τα φαινόµενα αυτά οφείλονται σε πολλούς και διαφορετικούς λόγους, οι 

οποίοι µπορεί να σχετίζονται µε ελλιπή, ανακριβή, καθώς και µη φυσικά αποδεκτή 

µοντελοποίηση της γεωµετρίας του προβλήµατος και της διέγερσης, είτε να άπτονται της 

επιλογής των συναρτήσεων βάσης και της τεχνικής επιβολής της οριακής συνθήκης. Για 

παράδειγµα, η θεώρηση κρουστικού πεδίου διέγερσης, το οποίο επιβάλλεται σε ένα διάκενο 
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απειροστά µικρού εύρους, πρέπει να οδηγεί σε κατανοµή ρεύµατος µε φανταστικό µέρος που 

τείνει στο άπειρο στο σηµείο διέγερσης του διπόλου, λόγω της άπειρης χωρητικότητας που 

αναπτύσσεται στο διάκενο (knife-edge capacitance). Ως εκ τούτου, η συµπεριφορά της λύσης 

µιας οποιασδήποτε αριθµητικής µεθόδου που εφαρµόζεται θεωρώντας κρουστικό πεδίο 

διέγερσης αναµένεται να εξαρτάται ισχυρά από τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά της και τον 

ακριβή τρόπο µοντελοποίησης του προβλήµατος, αφού η ακριβής λύση του προβλήµατος 

απειρίζεται. Ένας άλλος παράγοντας που επηρεάζει σηµαντικά τη συµπεριφορά των 

αριθµητικών λύσεων αφορά τη µοντελοποίηση των άκρων. Στην περίπτωση του 

σωληνοειδούς διπόλου, η επιφανειακή πυκνότητα ρεύµατος µηδενίζεται στα άκρα, όπως 

επιβάλλει η συνθήκη συνέχειας ρεύµατος. Στην περίπτωση του συµπαγούς διπόλου, το ρεύµα 

στα άκρα είναι µικρό, αλλά όχι ακριβώς µηδενικό. Συνήθως, η επιλογή των συναρτήσεων 

βάσης είναι τέτοια ώστε το ρεύµα στα άκρα να είναι µηδενικό, θεώρηση η οποία δεν είναι 

απόλυτα ακριβής σε περιπτώσεις συµπαγών αγωγών. Ωστόσο, άλλες επιλογές είναι 

επιτρεπτές, όπως θα συζητηθεί και παρακάτω. Πάντως, ανεξάρτητα από τα παραπάνω, ο 

σηµαντικότερος λόγος εµφάνισης των δυσκολιών σύγκλισης των αριθµητικών µεθόδων είναι 

η αδυναµία επίλυσης των εξισώσεων Hallén και Pocklington όταν ο ακριβής πυρήνας τους 

αντικατασταθεί από τον προσεγγιστικό πυρήνα. Το γεγονός αυτό, αν και είναι γνωστό εδώ 

και πολλές δεκαετίες, σπανίως αναφέρεται ρητώς στη σχετική βιβλιογραφία, ενώ µόλις 

πρόσφατα εξετάστηκαν οι συνέπειες του σε σχέση µε τη συµπεριφορά των αριθµητικών 

µεθόδων και των δυσκολιών αριθµητικής σταθεροποίησης των λύσεων [17-19]. Μάλιστα, 

έχει αποδειχθεί ότι η χρησιµοποίηση του προσεγγιστικού πυρήνα καθιστά τις εξισώσεις 

Hallén και Pocklington µη επιλύσιµες από αυστηρή µαθηµατική σκοπιά. Συνεπώς, σε τέτοιες 

περιπτώσεις, τα αποτελέσµατα που λαµβάνονται από την εφαρµογή οποιασδήποτε 

αριθµητικής µεθόδου εξαρτώνται ισχυρά από τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά της, αφού 

πραγµατική λύση δεν υφίσταται. 

Στο παρόν κεφάλαιο, παρουσιάζεται µια παραλλαγή της MAS, η οποία συνδυάζεται 

µε την τεχνική συνταιριάσµατος των αντιδράσεων (Reaction Matching-RM), αντί της 

συνήθως χρησιµοποιούµενης σηµειακής επιβολής. Η υβριδική µέθοδος που προκύπτει εφεξής 

καλείται MAS-RM, ενώ η κλασική µέθοδος θα αναφέρεται ως MAS-PM. Πάντως, στο παρόν 

κεφάλαιο, δεν παρουσιάζεται η MAS-RM κατά γενικό τρόπο, παρά µόνο όσον αφορά την 

ανάλυση ευθύγραµµων κεραιών σύρµατος και στοιχειοκεραιών. Το γεγονός αυτό καθιστά 
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δυνατή την άµεση υβριδοποίηση, χωρίς την ανάγκη διερεύνησης των πιθανών τρόπων 

εφαρµογής της τεχνικής RM σε επιφάνειες. Είναι ακόµη σηµαντικό να αναφερθεί ότι η MAS-

RM παρουσιάζει σηµαντικές οµοιότητες µε παραλλαγές της MoM, οι οποίες εφαρµόζονται 

στη βάση της εξίσωσης Pocklington και χρησιµοποιούν την τεχνική RM. Ωστόσο, υπάρχουν 

και κάποιες σηµαντικές διαφορές µεταξύ των δύο µεθόδων, οι οποίες θα συζητηθούν µε 

λεπτοµέρεια παρακάτω. Όπως θα δειχθεί ακολούθως, η MAS-RM πλεονεκτεί ως προς τη 

MoM όσον αφορά την αριθµητική ευστάθεια των λύσεων και τη συµπεριφορά της 

προκύπτουσας κατανοµής ρεύµατος. Εκτός αυτού, η MAS-RM µπορεί να εφαρµοστεί και 

στην περίπτωση κεραιών παχύτερου σύρµατος, ενώ η ΜοΜ απαιτεί σηµαντικές 

τροποποιήσεις [20, 21]. 

Ακολούθως, εξετάζεται η εφαρµογή της MAS-RM στην περίπτωση ενός 

µεµονωµένου διπόλου λεπτού σύρµατος στον ελεύθερο χώρο, ενώ παρουσιάζεται και η 

γενίκευση της µεθόδου για την ανάλυση στοιχειοκεραιών παράλληλων διπόλων λεπτού 

σύρµατος, τα οποία είναι τοποθετηµένα σε τυχαίες θέσεις του χώρου. Σε κάθε περίπτωση, 

µελετάται η συµπεριφορά των λύσεων σε σχέση µε τις παραµέτρους µοντελοποίησης και 

εξετάζεται η αριθµητική ευστάθεια κάποιων µεγεθών ενδιαφέροντος. Τέλος, παρουσιάζονται 

αποτελέσµατα για κάποιες ειδικές περιπτώσεις, όπως το δίπολο που τροφοδοτείται από 

παλµικό πεδίο διέγερσης, το δίπολο µεγάλου ηλεκτρικού µήκους, καθώς και το παχύ δίπολο. 

 

5.2 ∆ίπολο Λεπτού Σύρµατος 

5.2.1 Περιγραφή του Προβλήµατος 

 

Η γεωµετρία του υπό εξέταση προβλήµατος συνίσταται σε ένα ηλεκτρικά λεπτό 

δίπολο µήκους  και ακτίνας  (µε L a La <<  και λ<<a ) στον ελεύθερο χώρο. Το κέντρο 

του διπόλου βρίσκεται στο κέντρο ενός συστήµατος συντεταγµένων, ενώ ο άξονας του 

ταυτίζεται µε τον άξονα . Το δίπολο είτε διεγείρεται από ένα εξωτερικό ΗΜ πεδίο, το οποίο 

υποτίθεται επίπεδο κύµα, για τη µελέτη του διπόλου ως σκεδαστή ή στοιχείου λήψης, είτε 

τροφοδοτείται από µια ιδανική γεννήτρια, η οποία επιβάλλει ένα κρουστικό πεδίο διέγερσης 

κατά µήκος ενός διακένου απειροστά µικρού εύρους µε κέντρο στο σηµείο , για τη µελέτη 

του διπόλου ως ακτινοβολητή. Οι δύο υπό εξέταση περιπτώσεις απεικονίζονται στο Σχήµα 

5.1. Στην πρώτη περίπτωση, το πεδίο διέγερσης µεταβάλλεται κατά µήκος της περιφέρειας 

z

gz
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του διπόλου. Ωστόσο, όταν το δίπολο είναι αρκούντως λεπτό, η αζιµουθιακή εξάρτηση του 

επίπεδου κύµατος επί της παράπλευρης επιφάνειας του διπόλου µπορεί να θεωρηθεί 

αµελητέα, οπότε η εφαπτοµενική συνιστώσα του προσπίπτοντος ηλεκτρικού πεδίου 

εκφράζεται ως εξής 

 
( ) ( )0000 cosexpsin θθ zjkEzE exc

z = , (5.1)

 

όπου  το µιγαδικό πλάτος, 0E 0θ  η γωνία πρόσπτωσης και  ο κυµατικός αριθµός στο κενό. 

Στη δεύτερη περίπτωση, το πεδίο διέγερσης συνδέεται µε την επιβαλλόµενη τάση  στο 

διάκενο µέσω της σχέσης 

0k

gV

 
( ) ( )gg

g
z zzVzE −−= δ , (5.2)

 

όπου ( )•δ  η κρουστική συνάρτηση. 
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Σχήµα 5. 1. Γεωµετρία διπόλου που διεγείρεται από εξωτερικό ΗΜ πεδίο ή τροφοδοτείται από 
πηγή τάσης διακένου. 
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5.2.2 Εφαρµογή της MAS-RM 

 

Σύµφωνα µε τις βασικές αρχές της MAS, το άγνωστο ΗΜ πεδίο σε κάθε περιοχή του 

προβλήµατος εκφράζεται ως υπέρθεση των ΗΜ πεδίων που παράγονται από ένα σύνολο 

βοηθητικών πηγών, που είναι τοποθετηµένες εκτός των ορίων της αντίστοιχης περιοχής. Για 

τις δύο περιπτώσεις του Σχήµατος 5.1, ένα σύνολο βοηθητικών πηγών εντός του διπόλου 

αρκεί για την περιγραφή του σκεδαζόµενου ή ακτινοβολούµενου ΗΜ πεδίου στον κενό χώρο, 

αφού το ΗΜ πεδίο εντός του διπόλου είναι µηδενικό. Όπως αναφέρθηκε στις Παραγράφους 

4.2.2 και 4.4.2, οι βοηθητικές πηγές µπορεί να είναι οποιουδήποτε τύπου, αρκεί τα 

παραγόµενα ΗΜ πεδία να αποτελούν λύσεις της εξίσωσης Helmholtz στο κενό. Συνήθως, ως 

βοηθητικές πηγές χρησιµοποιούνται στοιχειώδη ηλεκτρικά δίπολα, τα οποία κατανέµονται 

οµοιόµορφα και σύµµορφα προς το σχήµα της υπό εξέταση δοµής [22]. Ωστόσο, 

διαφορετικοί τύποι βοηθητικών πηγών και ανοµοιόµορφες κατανοµές των θέσεων τους είναι 

δυνατόν να χρησιµοποιηθούν, ανάλογα µε τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά του εκάστοτε 

προβλήµατος, προκειµένου να επιταχυνθεί η σύγκλιση των λύσεων και να βελτιωθεί η 

ακρίβεια τους. Για τα προβλήµατα που εξετάζονται εδώ, ως βοηθητικές πηγές 

χρησιµοποιούνται ηλεκτρικά δίπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος, τα οποία είναι 

οµοιόµορφα κατανεµηµένα κατά µήκος του άξονα . Τα βοηθητικά δίπολα επικαλύπτονται 

έτσι ώστε κάθε ένα από αυτά να εκτείνεται µεταξύ των κέντρων των αµέσως γειτονικών του, 

όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 5.2. Επιπρόσθετα, στα άκρα του διπόλου εισάγονται 

ηλεκτρικά µονόπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος µε κατάλληλο προσανατολισµό, 

όπως επίσης απεικονίζεται στο Σχήµα 5.2. Τα εξωτερικά άκρα των βοηθητικών µονοπόλων 

είναι τοποθετηµένα ακριβώς στα άκρα του διπόλου, ενώ οι θέσεις των εσωτερικών άκρων 

τους ταυτίζονται µε αυτές των κέντρων των αµέσως γειτονικών βοηθητικών διπόλων. 

z

Ακολούθως, η ανάλυση εστιάζεται στη σύγκριση των λύσεων που εξάγονται 

παρουσία και απουσία των βοηθητικών µονοπόλων. Και στις δύο περιπτώσεις, ο αριθµός των 

βοηθητικών διπόλων θεωρείται περιττός και ίσος µε 12 +N , οπότε οι θέσεις των κέντρων 

τους εκφράζονται ως δnzn = , Nn ±±= ,...,1,0 , όπου ( )[ ]12 += NLδ  η απόσταση µεταξύ 

των κέντρων διαδοχικών βοηθητικών διπόλων µήκους δ2 . Τα βοηθητικά µονόπολα έχουν το 

µισό µήκος και τοποθετούνται στα σηµεία ( ) 21 Lz N ±=+± . Το µονόπολο στο άνω άκρο 

εκτείνεται στο διάστηµα 22 LzL ≤≤−δ , ενώ το µονόπολο στο κάτω άκρο εκτείνεται στο 
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διάστηµα δ+−≤≤− 22 LzL , όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 5.2. Τα βοηθητικά δίπολα 

φέρουν ηµιτονοειδή ρεύµατα ( )zfw nn  µε άγνωστους συντελεστές βαρύτητας , όπου 

 οι συναρτήσεις 

nw

( )zfn

 

( ) ( )[ ]
⎩
⎨
⎧
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≤−−−

=
δ

δδ

n

nn
n zz

zzzzk
zf

,0
,sin 0 . (5.3)

 

Τα ηµιτονοειδή ρεύµατα των βοηθητικών µονοπόλων εκφράζονται, µε τη βοήθεια της 

βηµατικής συνάρτησης , ως ( )•u ( ) ( ) ( ) ( )zLuzfw NN m211 +±+± , όπου 
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Η κατανοµή ρεύµατος οποιασδήποτε βοηθητικής πηγής µπορεί να εκφραστεί ως , 

όπου 
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Σχήµα 5. 2. Βοηθητικές πηγές για την περιγραφή του άγνωστου ΗΜ πεδίου.  
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Το άγνωστο ΗΜ πεδίο, το οποίο αντιστοιχεί στο σκεδαζόµενο πεδίο στην πρώτη 

περίπτωση και στο ακτινοβολούµενο πεδίο στη δεύτερη περίπτωση, περιγράφεται ως 

γραµµικός συνδυασµός των ΗΜ πεδίων των βοηθητικών πηγών, συνεπώς 

 

( ) ( )
( )
∑
+

+−=

=
1

1

N

Nn
nn rFwrF rrrr , (5.6)

 

όπου F
r

 είναι το διάνυσµα του ηλεκτρικού ή του µαγνητικού πεδίου στον κενό χώρο, ενώ nF
r

 

είναι το αντίστοιχο πεδίο της βοηθητικής πηγής που καθορίζει ο δείκτης  και είναι 

τοποθετηµένη στο σηµείο (  µε διάνυσµα θέσης 

n

)nz,0,0 nr
r . 

Τα πεδία nF
r

 προσδιορίζονται µε απλή µεταφορά του πεδίου SF
r

 µιας βοηθητικής 

πηγής, που είναι τοποθετηµένη στο κέντρο ενός συστήµατος συντεταγµένων και ακτινοβολεί 

σε άπειρο κενό χώρο, ως εξής 

 
( ) ( )nSn rrFrF rrrrr

−= . (5.7)

 

Αξιοποιώντας τις σχέσεις (Β.14) και (Β.20) του Παραρτήµατος Β, τα πεδία των βοηθητικών 

πηγών εκφράζονται ως εξής 

 

( ) ( )
( ) (⎩

⎨
⎧

+±=
≤

=
1,;

,;
NnrrF
NnrrFrF

nM

nD
n rrr

)

rrr
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m
, (5.8)

 

όπου ( nD rrF )rr
r

;  είναι το πεδίο ενός ηλεκτρικού διπόλου ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος 

µοναδιαίου πλάτους µε προσανατολισµό κατά την κατεύθυνση του άξονα  και κέντρο στο 

σηµείο µε διάνυσµα θέσης 

z

nr
r , ( )nM rrF rrr

;+  είναι το πεδίο ενός θετικού ηλεκτρικού µονοπόλου 

ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος µοναδιαίου πλάτους µε προσανατολισµό κατά την 

κατεύθυνση του άξονα  και κέντρο στο σηµείο µε διάνυσµα θέσης z nr
r , ενώ ( nM rrF )rr

r
;−  είναι 

το πεδίο του αντίστοιχου αρνητικού µονοπόλου. 

Σε κάθε περίπτωση, η εφαπτοµενική συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου πρέπει να 

είναι συνεχής στην παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου. Στην περίπτωση του εξωτερικά 

διεγειρόµενου διπόλου, η οριακή συνθήκη για την εφαπτοµενική συνιστώσα του ηλεκτρικού 

πεδίου εκφράζεται ως εξής 
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( ) ( )
2

,0, LzzaEzE z
exc
z ≤=+ . (5.9)

 

Στην περίπτωση του τροφοδοτούµενου διπόλου, η αντίστοιχη οριακή συνθήκη εκφράζεται ως 

εξής 

 

( ) ( )
2

,, LzzEzaE g
zz ≤= . (5.10)

 

Σύµφωνα µε τη MAS-PM, οι άγνωστοι συντελεστές  του αναπτύγµατος της 

σχέσης (5.6) προσδιορίζονται επιβάλλοντας την οριακή συνθήκη της εφαπτοµενικής 

συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου σε διακριτά σηµεία επί της παράπλευρης επιφάνειας του 

διπόλου, όπως περιγράφηκε στις Παραγράφους 4.2.2 και 4.4.2. Εναλλακτικά προς τη 

σηµειακή επιβολή, είναι δυνατή η επιβολή της οριακής συνθήκης µέσω της τεχνικής 

συνταιριάσµατος των αντιδράσεων [23, 24]. Η σχετική διαδικασία συνίσταται στον 

πολλαπλασιασµό των δύο µελών των σχέσεων (5.9) και (5.10) µε την προβολή της 

ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος κάθε βοηθητικής πηγής επί της παράπλευρης επιφάνειας 

του διπόλου και, στη συνέχεια, ολοκλήρωση του γινοµένου, όπως περιγράφεται στη σχετική 

αναφορά [25]. Επανάληψη της διαδικασίας για όλες τις βοηθητικές πηγές οδηγεί σε ένα 

γραµµικό σύστηµα της µορφής 

nw

 

( )
( )1,,...,1,0,

1

1
, +±±±=−=∑

+

+−=

NNmVwZ m

N

Nn
nmn . (5.11)

 

Όταν τα βοηθητικά µονόπολα δεν χρησιµοποιούνται, το γραµµικό σύστηµα που προκύπτει 

εκφράζεται ως εξής 

 

NmVwZ m

N

Nn
nmn ±±=−=∑

−=

,...,1,0,, . (5.12)

 

Σε κάθε περίπτωση, οι συντελεστές  εκφράζονται µέσω του ολοκληρώµατος mnZ ,
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( )[ ] ( ) ( )∫
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⋅−=
δ

δ

m

m
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z
mmnmn dzzszfzaEzZ ,,

r) , (5.13)

 

το οποίο αντιστοιχεί στην αµοιβαία σύνθετη αντίσταση µεταξύ δύο παράλληλων πηγών 

ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος σε οριζόντια απόσταση  και κατακόρυφη απόσταση a

nm zz − . Αξιοποιώντας την αρχή της αµοιβαιότητας, ο υπολογισµός των συντελεστών  

γίνεται µε τη βοήθεια των αµοιβαίων σύνθετων αντιστάσεων µεταξύ δύο διπόλων, ενός 

µονοπόλου και ενός διπόλου, καθώς και δύο µονοπόλων, σύµφωνα µε τη σχέση 

mnZ ,
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Σηµειώνεται ότι οι δείκτες “D” και “M” χρησιµοποιούνται για το διαχωρισµό µεταξύ 

διπολικών και µονοπολικών πηγών, ενώ οι εκθέτες “++” και “+-” υποδηλώνουν το σχετικό 

προσανατολισµό των µονοπολικών πηγών, σε συµφωνία και µε όσα αναφέρθηκαν στο 

Παράρτηµα Β. Οι αµοιβαίες σύνθετες αντιστάσεις των σχέσεων (5.13) και (5.14) µπορούν να 

υπολογιστούν είτε µέσω αλγορίθµων αριθµητικής ολοκλήρωσης είτε αξιοποιώντας 

διαθέσιµες αναλυτικές σχέσεις, οι οποίες εµπλέκουν τις συναρτήσεις ολοκληρωτικού 

ηµίτονου και συνηµίτονου (sine/cosine integral), καθώς και την εκθετική ολοκληρωτική 

συνάρτηση (exponential integral) [26-32]. Οι σταθεροί όροι  του δεύτερου µέλους των 

εξισώσεων (5.11) και (5.12) αντιστοιχούν στα ολοκληρώµατα του πεδίου διέγερσης, τα 

οποία, για την περίπτωση εξωτερικής διέγερσης, εκφράζονται ως εξής 

mV
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Για , τα κατάλληλα όρια ολοκλήρωσης καθορίζονται από τις συναρτήσεις 

. Το ολοκλήρωµα της σχέσης (5.15) µπορεί να προσδιοριστεί αναλυτικά µέσω 

κατάλληλων µετασχηµατισµών, οι οποίοι οδηγούν στο εξής αποτέλεσµα 

( 1+±= Nm )
( )zsm
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Στην περίπτωση κρουστικής διέγερσης, οι σταθεροί όροι  του δεύτερου µέλους των 

εξισώσεων (5.11) και (5.12) εκφράζονται ως εξής 

mV
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Ο υπολογισµός του ολοκληρώµατος της σχέσης (5.17) είναι άµεσος και οδηγεί στο εξής 

αποτέλεσµα 
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Όταν τα βοηθητικά µονόπολα δεν χρησιµοποιούνται, οι συντελεστές του γραµµικού 

συστήµατος των εξισώσεων (5.12) επαναλαµβάνονται από γραµµή σε γραµµή κατά κυκλικό 

τρόπο. Εξαιτίας αυτού του γεγονότος, ο πίνακας των συντελεστών είναι τύπου Toeplitz και ο 

υπολογισµός του µπορεί να γίνει από τους συντελεστές της πρώτης ή της τελευταίας γραµµής 

του ( ), σύµφωνα µε τη σχέση Nm ±=

 

NnmNmn ZZ ±−±= ,, m . (5.19)

 

Στην αντίθετη περίπτωση, η σχέση (5.19) ισχύει για Nn ≤  και Nm ≤ , οπότε µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί και σε αυτήν την περίπτωση για τη µείωση του υπολογιστικού κόστους. Σε 

κάθε περίπτωση, µετά την επίλυση του γραµµικού συστήµατος ( ) ( )3232 +×+ NN  των 

εξισώσεων (5.11) ή του γραµµικού συστήµατος ( ) ( )1212 +×+ NN  των εξισώσεων (5.12), το 

ΗΜ πεδίο σε οποιοδήποτε σηµείο του χώρου προσδιορίζεται άµεσα από τις σχέσεις (5.6)-

 247



(5.8). Στη συνέχεια, η επιφανειακή πυκνότητα ρεύµατος στην παράπλευρη επιφάνεια του 

διπόλου προκύπτει µε εφαρµογή της οριακής συνθήκης του µαγνητικού πεδίου, η οποία 

διατυπώνεται ως εξής 

 

as HJ
=

×=
ρ

ρ
r)r

. (5.20)

 

Η ρευµατική κατανοµή κατά µήκος του διπόλου προκύπτει ολοκληρώνοντας την επιφανειακή 

πυκνότητα ρεύµατος κατά µήκος της περιφέρειας του διπόλου, οπότε, λόγω συµµετρίας, 

προκύπτει 
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Κατόπιν τούτου, ο υπολογισµός της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου , η 

οποία ορίζεται ως ο λόγος της έντασης του ρεύµατος εισόδου 

ininin jBGY +=

( )gzI  προς την τάση 

τροφοδότησης , είναι άµεσος, όπως και ο υπολογισµός της σύνθετης αντίστασης εισόδου 

, η οποία ορίζεται ως ο αντίστροφος λόγος. 

gV

ininin jXRZ +=

Στο σηµείο αυτό, αξίζει να σηµειωθεί ότι το γραµµικό σύστηµα των εξισώσεων 

(5.12) ταυτίζεται µε αυτό που προκύπτει µε εφαρµογή της MoM χρησιµοποιώντας ως 

συναρτήσεις βάσης και δοκιµής τις συναρτήσεις ( )zfn  της σχέσης (5.3), όπως περιγράφεται 

στη σχετική αναφορά [25]. Μάλιστα, η σύγκριση µπορεί να γίνει τροποποιώντας τη MoM µε 

την προσθήκη ηµίσεων συναρτήσεων βάσης πλησίον των άκρων, οι οποίες εκφράζονται ως 

. Ως εκ τούτου, τα αποτελέσµατα της MAS-RM µπορούν να συγκριθούν άµεσα µε 

αυτά της MoM, υπολογίζοντας την κατανοµή ρεύµατος ως υπέρθεση των συναρτήσεων 

βάσης µέσω της σχέσης 

( ) ( )zszf nn
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nnn zszfwzI . (5.22)

 

Μια σηµαντική διαφορά µεταξύ της MAS-RM και της MoM έγκειται στη διαφορετική 

συµπεριφορά της κατανοµής ρεύµατος πλησίον των άκρων ( 2Lz ±= ). Στην περίπτωση του 

σωληνοειδούς διπόλου, η κατανοµή ρεύµατος µηδενίζεται ακριβώς στα άκρα. Όµως, στην 
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περίπτωση του συµπαγούς ή κλειστού διπόλου, η κατανοµή ρεύµατος στην πραγµατικότητα 

λαµβάνει µικρές, αλλά όχι ακριβώς µηδενικές, τιµές στα άκρα. Όταν η MoM εφαρµόζεται 

χωρίς την προσθήκη των ηµίσεων συναρτήσεων βάσης, οι τιµές της κατανοµής ρεύµατος 

µηδενίζονται στα άκρα, ενώ η αντίστοιχη κλίση καθορίζεται αποκλειστικά από την πρώτη 

παράγωγο της αντίστοιχης συνάρτησης βάσης ( )zf N± . Η προσθήκη των ηµίσεων 

συναρτήσεων βάσης έχει ως συνέπεια τη χαλάρωση των περιορισµών που αφορούν τις τιµές 

και τις κλίσεις της κατανοµής ρεύµατος της σχέσης (5.22) κοντά στα άκρα του διπόλου. 

Αντίθετα, η κατανοµή ρεύµατος της σχέσης (5.21) δεν χαρακτηρίζεται από περιορισµούς 

σχετικά µε την τιµή ή την κλίση της, αφού προκύπτει ως άθροισµα των τιµών της έντασης 

του µαγνητικού πεδίου των βοηθητικών πηγών. Για το λόγο αυτό, πιστεύεται ότι η κατανοµή 

ρεύµατος της σχέσης (5.21) αναπαριστά καλύτερα την πραγµατική κατανοµή ρεύµατος 

συγκριτικά προς αυτή της σχέσης (5.22), δεδοµένων των παραδοχών που σχετίζονται µε την 

προσέγγιση λεπτού σύρµατος και την επίδραση των άκρων στη συµπεριφορά του διπόλου. 

Για την αποτίµηση της ποιότητας των λύσεων, εξετάζεται η εφαπτοµενική 

συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου στην παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου. Λόγω του 

γεγονότος ότι η οριακή συνθήκη της σχέσης (5.9) ή (5.10) επιβάλλεται κατά κάποια 

ολοκληρωτική έννοια, η συνέχεια της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου δεν 

είναι εξασφαλισµένη σε κανένα σηµείο επί της παράπλευρης επιφάνειας του διπόλου. Για το 

λόγο αυτό, η συµπεριφορά του αντίστοιχου σφάλµατος παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον και 

θα εξεταστεί διεξοδικά στη συνέχεια. 

 

5.2.3 Αριθµητικά Αποτελέσµατα 

 

Ακολούθως, παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα που αφορούν τη 

συµπεριφορά των λύσεων σε σχέση µε την παράµετρο καθορισµού του πλήθους των 

βοηθητικών πηγών . Ιδιαίτερη προσοχή δίνεται στην επίδραση της προσθήκης των 

βοηθητικών µονοπόλων στα χαρακτηριστικά των λύσεων, κυρίως σε σχέση µε τις λύσεις που 

προκύπτουν χρησιµοποιώντας µόνο τα βοηθητικά δίπολα. Σε κάθε περίπτωση, οι λύσεις 

εξετάζονται αυξανοµένου του , ελέγχοντας κάποιο µέγεθος ενδιαφέροντος και τη 

συµπεριφορά του σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης (5.9) ή (5.10). Η λύση 

N

N

 249



θεωρείται ικανοποιητική, αν και όχι απαραίτητα συγκλίνουσα από αυστηρά µαθηµατική 

σκοπιά, όταν είναι αριθµητικά ευσταθής. 
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Σχήµα 5. 3. Τιµές της έντασης του επαγόµενου ρεύµατος στο κέντρο του διπόλου συναρτήσει της 
παραµέτρου καθορισµού του πλήθους των βοηθητικών πηγών. 
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Σχήµα 5. 4. Κατανοµή του επαγόµενου ρεύµατος. 
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Σχήµα 5. 5. Απεικόνιση του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην 
παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου. 
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Σχήµα 5. 6. Απεικόνιση του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην 
παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου. 

 

Αρχικά, εξετάζεται η περίπτωση ενός διπόλου µε 5.0=λL  και 005.0=λα , το 

οποίο διεγείρεται από ένα κάθετα προσπίπτον επίπεδο κύµα µε ένταση ηλεκτρικού πεδίου 
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µοναδιαίου πλάτους. Οι τιµές της έντασης του επαγόµενου ρεύµατος στο κέντρο του διπόλου 

απεικονίζονται συναρτήσει του  στο Σχήµα 5.3. Είναι προφανές ότι η προσθήκη των 

βοηθητικών µονοπόλων συνεπάγεται την ταχύτατη αριθµητική σταθεροποίηση των λύσεων, 

καθώς πρακτικά αµετάβλητα αποτελέσµατα παρατηρούνται από πολύ µικρά , τα οποία 

προσεγγίζονται από τις λύσεις που προκύπτουν χωρίς τη χρήση των βοηθητικών µονοπόλων 

για πολύ µεγαλύτερα . Σηµειώνεται ότι αντίστοιχη συµπεριφορά χαρακτηρίζει και τις 

λύσεις της MoM, καθώς η κατανοµή ρεύµατος που προκύπτει από τη σχέση (5.22) πρακτικά 

ταυτίζεται µε αυτή της σχέσης (5.21) για 

N

N

N

( )aLN 2< . Ωστόσο, καθώς η παράµετρος  

πλησιάζει και ξεπερνά την τιµή του λόγου 

N

( )aL 2 , εµφανίζονται ταλαντώσεις στα µέτρα των 

συντελεστών , οι οποίες είναι υπεύθυνες για την εµφάνιση αντίστοιχων ταλαντώσεων 

στην κατανοµή ρεύµατος της σχέσης (5.22) κοντά στα άκρα του διπόλου. Αν και το 

φαινόµενο αυτό είναι γνωστό εδώ και πολλά χρόνια, δεν είχε αναλυθεί σε βάθος µέχρι 

πρόσφατα [17, 19]. Μάλιστα, εκτενείς δοκιµές κατέδειξαν ότι η προσθήκη των βοηθητικών 

µονοπόλων δεν αποτρέπει την εµφάνιση των ταλαντώσεων. Αντίθετα, η κατανοµή ρεύµατος 

της σχέσης (5.21) πάντοτε φθίνει πλησίον των άκρων του διπόλου, παρά την ύπαρξη 

ταλαντώσεων στα µέτρα των συντελεστών . Η συµπεριφορά αυτή απεικονίζεται στο 

Σχήµα 5.4 για 

nw
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501=+N . 
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Σχήµα 5. 7. Απεικόνιση του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην 
παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου. 
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Πίνακας 5. 1. Τιµές της έντασης του επαγόµενου ρεύµατος στο κέντρο του διπόλου αυξανοµένης 
της παραµέτρου καθορισµού του πλήθους των βοηθητικών πηγών. 

 

Ηµιτονοειδή ∆ίπολα Ηµιτονοειδή 
∆ίπολα+Μονόπολα λa  1+N  

Μέτρο (mA) Φάση 
(µοίρες) Μέτρο (mA) Φάση 

(µοίρες) 
50 3.530 -33.52 3.464 -34.91 

100 3.512 -33.91 3.464 -34.92 
150 3.502 -34.13 3.463 -34.94 
200 3.495 -34.27 3.462 -34.97 

0.001 

250 3.489 -34.38 3.460 -35.00 
10 3.502 -33.04 3.295 -37.09 
20 3.444 -34.20 3.294 -37.11 
30 3.412 -34.84 3.291 -37.17 
40 3.390 -35.27 3.287 -37.25 

0.005 

50 3.373 -35.60 3.283 -37.33 
5 3.546 -31.42 3.229 -37.38 

10 3.456 -33.17 3.229 -37.42 
15 3.407 -34.11 3.225 -37.50 
20 3.373 -34.76 3.219 -37.62 

0.010 

25 3.347 -35.25 3.212 -37.73 

 

Πρόσθετα αποτελέσµατα για την ένταση του επαγόµενου ρεύµατος στο κέντρο του 

διπόλου παρουσιάζονται στον Πίνακα 5.1, για 5.0=λL  και διάφορες τιµές της παραµέτρου 

λa . Σε κάθε περίπτωση, το πεδίο διέγερσης είναι κάθετα προσπίπτον επίπεδο κύµα µε 

ένταση ηλεκτρικού πεδίου µοναδιαίου πλάτους. Τα αποτελέσµατα του Πίνακα 5.1 

καταδεικνύουν ότι η προσθήκη των βοηθητικών µονοπόλων οδηγεί στην αριθµητική 

σταθεροποίηση των λύσεων ακόµη και για ( )aLN 2<< , ενώ οι λύσεις που προκύπτουν 

χωρίς τα βοηθητικά µονόπολα τις προσεγγίζουν για ( )aLN 2~ . Για σχετικά µεγάλες τιµές 

του , τα αποτελέσµατα των λύσεων διαφοροποιούνται ελάχιστα µεταξύ τους, όπως 

άλλωστε αναµένεται, λόγω της µειούµενης συνεισφοράς των βοηθητικών µονοπόλων στη 

διαµόρφωση της έντασης του επαγόµενου ρεύµατος στο κέντρο του διπόλου. Όµως, για 

ακόµη µεγαλύτερες τιµές του , οι λύσεις παρουσιάζουν ακανόνιστη συµπεριφορά, λόγω 

της δραµατικής αύξησης του δείκτη κατάστασης του συστήµατος. Αξίζει να αναφερθεί ότι η 

εξέταση της συµπεριφοράς των λύσεων είναι δυνατή στο προαναφερθέν εύρος µεταβολής 

του  χρησιµοποιώντας αριθµητική διπλής ακρίβειας, αφού, σε διαφορετική περίπτωση, 

εµφανίζεται αριθµητική αστάθεια ακόµη και για 

N

N

N

( )aLN 2< . 
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Στη συνέχεια, στα Σχήµατα 5.5-5.7, απεικονίζεται το µέτρο της εφαπτοµενικής 

συνιστώσας του συνολικού ηλεκτρικού πεδίου στην παράπλευρη επιφάνεια ενός διπόλου µε 

5.0=λL , για τις τιµές της παραµέτρου λa  του Πίνακα 5.1 και ( )⎡ aLN 21= ⎤+ , όπου 

 ο µικρότερος ακέραιος αριθµός που είναι µεγαλύτερος ή ίσος του . Η απεικόνιση 

αντιστοιχεί σε κάθετα προσπίπτον επίπεδο κύµα µε ένταση ηλεκτρικού πεδίου µοναδιαίου 

πλάτους. Λόγω συµµετρίας, η απεικόνιση περιορίζεται στο θετικό ηµιάξονα του διπόλου. 

Σηµειώνεται ότι, αν και στην προκειµένη περίπτωση ισχύει 

⎡ ⎤A A

( )⎡ ⎤ ( )aLaL 22 = , ο λόγος 

( )aL 2  δεν είναι πάντοτε ακέραιος αριθµός. Για το λόγο αυτό, ο συµβολισµός  εισάγεται 

εξαρχής, προκειµένου να αποφευχθεί οποιαδήποτε σχετική παρανόηση. Από τα Σχήµατα 5.5-

5.7 συνάγεται ότι η προσθήκη των βοηθητικών µονοπόλων έχει ως συνέπεια τη σηµαντική 

µείωση του σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης (5.9), αφού η εφαπτοµενική 

συνιστώσα του συνολικού ηλεκτρικού πεδίου µειώνεται κατά τα 2/3 περίπου ως προς τη 

µέγιστη και τη µέση τιµή, γεγονός το οποίο πιστοποιεί τόσο τη µείωση του µέγιστου 

σφάλµατος όσο και της «ενέργειας» του σφάλµατος, ενώ εξηγεί, τουλάχιστον εν µέρει, τις 

διαφορές των αποτελεσµάτων για µικρά . 

⎡ ⎤•

N
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Σχήµα 5. 8. Τιµές της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει της παραµέτρου καθορισµού 
του πλήθους των βοηθητικών πηγών. 
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Σχήµα 5. 9. Κατανοµή του αναπτυσσόµενου ρεύµατος. 

 

Ακολούθως, εξετάζεται η περίπτωση ενός διπόλου µε 5.0=λL  και 005.0=λα , το 

οποίο τροφοδοτείται συµµετρικά από κρουστική πηγή µοναδιαίας τάσης. Οι τιµές της 

σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου απεικονίζονται συναρτήσει του  στο Σχήµα 5.8. Όπως και 

στην περίπτωση του διπόλου που διεγείρεται εξωτερικά, η προσθήκη των βοηθητικών 

µονοπόλων συνεπάγεται την αύξηση του ρυθµού αριθµητικής σταθεροποίησης των λύσεων 

έναντι των λύσεων που προκύπτουν χωρίς τη χρήση των βοηθητικών µονοπόλων. Πάντως, 

στην προκειµένη περίπτωση, ο ρυθµός αριθµητικής σταθεροποίησης των λύσεων είναι 

ελαφρώς πιο αργός έναντι αυτού που χαρακτηρίζει τις λύσεις για το εξωτερικά διεγειρόµενο 

δίπολο, γεγονός το οποίο αποδίδεται στη συµπεριφορά του πεδίου διέγερσης της σχέσης 

(5.2), η οποία επιβάλλει ένα κρουστικό πεδίο κατά µήκος ενός διακένου απειροστά µικρού 

εύρους, που δεν µπορεί να περιγραφεί από κανένα σύνολο βοηθητικών πηγών µε φυσική 

σηµασία. Σηµειώνεται ότι αντίστοιχη συµπεριφορά χαρακτηρίζει και τις λύσεις της MoM, 

καθώς η κατανοµή ρεύµατος που προκύπτει από τη σχέση (5.22) πρακτικά ταυτίζεται µε 

αυτή της σχέσης (5.21) για 

N

( )aLN 2< . Ωστόσο, καθώς η παράµετρος  πλησιάζει και 

ξεπερνά την τιµή του λόγου 

N

( )aL 2 , εµφανίζονται ταλαντώσεις στα µέτρα των συντελεστών 

, οι οποίες είναι υπεύθυνες για την εµφάνιση αντίστοιχων ταλαντώσεων στην κατανοµή 

ρεύµατος της σχέσης (5.22) κοντά στο σηµείο τροφοδότησης και τα άκρα του διπόλου. 
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Αντίθετα, η κατανοµή ρεύµατος της σχέσης (5.21) είναι πάντοτε οµαλή, παρά την ύπαρξη 

ταλαντώσεων στα µέτρα των συντελεστών . Η συµπεριφορά αυτή απεικονίζεται στο 

Σχήµα 5.9 για . Σηµειώνεται ότι παρόµοια συµπεριφορά εµφανίζεται και στην 

περίπτωση ασύµµετρα τροφοδοτούµενων διπόλων. 
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Σχήµα 5. 10. Απεικόνιση της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει του µήκους του 
διπόλου. 

 

Πρόσθετα αποτελέσµατα για τη σύνθετη αγωγιµότητα εισόδου διπόλων διαφορετικής 

ακτίνας απεικονίζονται στα Σχήµατα 5.10-5.12, ως συνάρτηση της παραµέτρου λL . Τα 

αποτελέσµατα που παρουσιάζονται αντιστοιχούν σε διάφορες τιµές της παραµέτρου λa  

(0.001588, 0.004763, 0.009525) και προσδιορίστηκαν µε ( )⎡ ⎤aLN 21=+ . Σε όλες τις 

περιπτώσεις που εξετάστηκαν, διαπιστώθηκε ότι οι λύσεις που προκύπτουν χωρίς και µε την 

προσθήκη των βοηθητικών µονοπόλων έχουν υπολογίσιµες διαφορές για µικρά , οι οποίες 

φθίνουν µε την αύξηση του . Τα αποτελέσµατα των Σχηµάτων 5.10-5.12 είναι σε πολύ 

καλή συµφωνία µε διαθέσιµα αποτελέσµατα δευτέρας τάξεως της επαναληπτικής τεχνικής 

King-Middleton, τα οποία έχουν προκύψει εξάγοντας από το φανταστικό µέρος της σύνθετης 

αγωγιµότητας τη συνιστώσα της χωρητικότητας του διακένου [33]. Αν και, λόγω του 

απειροστά µικρού εύρους του διακένου, το φανταστικό µέρος της σύνθετης αγωγιµότητας 

εισόδου αναµένεται να είναι αποκλίνον, αυτό δεν παρατηρείται στις λύσεις της MAS-RM, 

N

N
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εξαιτίας της εξοµάλυνσης που επιτελεί η διαδικασία ολοκλήρωσης του πεδίου διέγερσης της 

σχέσης (5.17). 
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Σχήµα 5. 11. Απεικόνιση της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει του µήκους του 
διπόλου. 
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Σχήµα 5. 12. Απεικόνιση της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει του µήκους του 
διπόλου. 
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Σχήµα 5. 13. Απεικόνιση του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην 
παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου. 
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Σχήµα 5. 14. Απεικόνιση του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην 
παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου. 

 

Στα Σχήµατα 5.13-5.15 απεικονίζεται το µέτρο της εφαπτοµενικής συνιστώσας του 

ηλεκτρικού πεδίου στην παράπλευρη επιφάνεια ενός διπόλου µε 5.0=λL , για τις τιµές της 
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παραµέτρου λa  του Πίνακα 5.1 και ( )⎡ ⎤aLN 21=+ . Η απεικόνιση αντιστοιχεί σε 

συµµετρική τροφοδότηση µοναδιαίας τάσης. Λόγω συµµετρίας, η απεικόνιση περιορίζεται 

στο θετικό ηµιάξονα του διπόλου. Σε όλες τις περιπτώσεις, το µέτρο της εφαπτοµενικής 

συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου εµφανίζει την ίδια συµπεριφορά µε αυτή των Σχηµάτων 

5.5-5.7 που συζητήθηκε παραπάνω. 
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Σχήµα 5. 15. Απεικόνιση του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην 
παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου. 

 

Πίνακας 5. 2. Τιµές της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου ασύµµετρα τροφοδοτούµενων διπόλων. 

 

inZ  (Ω) 

λL  λa  λgz  Ηµιτονοειδή 
∆ίπολα 

Ηµιτονοειδή 
∆ίπολα+ 
Μονόπολα 

0.035 17.54-j290.51 17.77-j287.89 0.29 0.00193 0.065 18.61-j346.35 18.87-j342.82 
0.075 32.24-j215.57 32.76-j212.17 
0.115 37.38-j321.38 38.10-j315.55 0.35 0.00236 
0.145 38.74-j536.55 39.79-j523.60 
0.020 82.94+j20.89 84.55+j24.39 
0.030 84.57+j21.11 86.21+j24.66 
0.080 107.56+j18.93 110.07+j23.09 
0.100 126.09+j17.43 129.21+j22.07 
0.130 174.79+j5.22 179.83+j10.63 

0.48 0.00322 

0.140 199.43-j6.11 205.58-j0.64 
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0.160 263.93-j55.27 273.03-j50.83 
0.180 353.54-j157.20 365.10-j155.20 

  

0.210 400.95-j563.41 406.65-j561.54 
0.000 96.68+j48.83 98.71+j52.50 
0.050 108.50+j50.81 110.94+j54.76 
0.070 121.62+j52.31 124.54+j56.51 
0.100 156.62+j52.89 160.92+j57.56 
0.120 196.63+j47.70 202.60+j52.48 
0.150 298.60+j4.32 308.66+j7.20 
0.170 391.89-j94.41 403.70-j96.53 
0.200 417.63-j422.40 419.78-j428.91 

0.50 0.00337 

0.230 200.63-j780.00 199.76-j764.79 
0.080 312.60-j365.92 302.18-j361.88 
0.170 76.86-j204.49 76.11-j199.52 
0.240 43.18-j168.48 43.53-j164.42 
0.290 38.58-j190.87 39.23-j185.88 

0.80 0.00537 

0.320 33.61-j216.29 34.48-j210.44 
0.020 307.94-j422.93 300.59-j423.70 
0.030 361.80-j381.28 357.50-j386.41 
0.060 354.97-j175.21 366.16-j179.19 
0.100 228.83-j34.55 239.14-j28.46 
0.130 164.59-j7.72 171.31-j0.78 

0.96 0.00645 

0.160 127.72-j2.68 132.73+j3.48 
0.080 341.29-j89.12 355.42-j93.81 0.98 0.00660 0.240 107.59+j22.81 111.42+j28.16 
0.000 195.13-j405.46 189.13-j401.37 
0.050 384.99-j323.55 378.94-j334.76 
0.100 328.38-j40.47 343.21-j45.84 1.00 0.00674 

0.200 139.98+j45.17 145.86+j50.76 
0.015 104.00-j299.71 101.08-j295.21 
0.035 135.94-j325.14 131.27-j320.28 
0.045 138.13-j319.11 133.16-j314.66 
0.065 198.35-j341.80 189.90-j338.46 

1.11 0.00751 

0.075 224.13-j340.62 214.27-j338.65 

 

Όπως προαναφέρθηκε, στην περίπτωση ασύµµετρης τροφοδότησης, η συµπεριφορά 

των λύσεων δεν διαφοροποιείται σηµαντικά από αυτή των Σχηµάτων 5.8 και 5.9. Στον 

Πίνακα 5.2 παρατίθενται τιµές για τη σύνθετη αγωγιµότητα ασύµµετρα τροφοδοτούµενων 

διπόλων µε ( ) 752 ≈aL . Τα αποτελέσµατα του Πίνακα 5.2 µπορούν να συγκριθούν µε 

διαθέσιµα αποτελέσµατα άλλων µεθόδων [34-38]. Είναι άξιο παρατήρησης ότι τα 

αποτελέσµατα διαφορετικών µεθόδων παρουσιάζουν σηµαντικές διαφορές µεταξύ τους, οι 

οποίες είναι πολύ µεγάλες σε κάποιες περιπτώσεις (ακόµη και µεγαλύτερες του 50%). Τα 

αποτελέσµατα του Πίνακα 5.2, τα οποία έχουν προκύψει µε 751=+N , βρίσκονται σε 

ικανοποιητική συµφωνία µεταξύ τους, λόγω της σχετικά µεγάλης τιµής του , καθώς και µε 

τα αποτελέσµατα της τρίτης, τέταρτης και πέµπτης στήλης του πίνακα της σχετικής 

N
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αναφοράς [38], τα οποία έχουν προσδιοριστεί µε εφαρµογή της MoM για διαφορετικές 

συναρτήσεις βάσης. Οι σηµαντικές διαφορές από τα αποτελέσµατα της δεύτερης στήλης του 

πίνακα της σχετικής αναφοράς [38] οφείλονται στο γεγονός ότι η αντίστοιχη απλή έκφραση 

για την κατανοµή ρεύµατος, από την οποία έχουν προκύψει τα σχετικά αποτελέσµατα, είναι 

σχετικά ακριβής µόνο µακριά από το σηµείο τροφοδότησης, οπότε η χρησιµοποίηση της για 

τον υπολογισµό της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου δεν ενδείκνυται. Τέλος, η συµφωνία µε 

τα αποτελέσµατα της πρώτης στήλης του πίνακα της σχετικής αναφοράς [38] είναι αρκετά 

ικανοποιητική, κυρίως όσον αφορά το πραγµατικό µέρος της σύνθετης αντίστασης εισόδου. 

 

5.3 Στοιχειοκεραίες Παράλληλων ∆ιπόλων 

5.3.1 Περιγραφή του Προβλήµατος 

 

Η γεωµετρία του υπό εξέταση προβλήµατος συνίσταται σε µια στοιχειοκεραία από 

 παράλληλα δίπολα, όπως αυτή του Σχήµατος 4.38. Οι θέσεις των κέντρων των διπόλων 

µπορεί να είναι οπουδήποτε στο χώρο, αρκεί η απόσταση µεταξύ δύο οποιωνδήποτε διπόλων 

να είναι αρκετά µεγαλύτερη από τις ακτίνες τους. Το µήκος και η ακτίνα κάθε διπόλου 

συµβολίζονται µε  και  (µε 

dN

pL pa pp La <<  και λ<<pa ), αντίστοιχα, όπου , 

ενώ το κέντρο του βρίσκεται στο σηµείο 

dNp ,...,1=

( )ppp zyx ,, . Κάθε δίπολο τροφοδοτείται από µια 

πηγή τάσης , η οποία επιβάλλει ένα κρουστικό πεδίο διέγερσης κατά µήκος ενός διακένου 

απειροστά µικρού εύρους µε κέντρο στο σηµείο , κατά αντιστοιχία µε την περίπτωση του 

µεµονωµένου διπόλου του Σχήµατος 5.1. Το πεδίο διέγερσης κάθε διπόλου συνδέεται µε την 

αντίστοιχη τάση τροφοδότησης µέσω της σχέσης  

pV
g
pz

 
( ) ( )g

pp
g
p zzVzE −−= δ . (5.23)

 

Σηµειώνεται ότι κάθε δίπολο µπορεί να δρα ως ενεργό ή παρασιτικό στοιχείο της 

στοιχειοκεραίας. Στη δεύτερη περίπτωση, η αντίστοιχη πηγή τάσης βραχυκυκλώνεται και, ως 

εκ τούτου, το πεδίο διέγερσης είναι µηδενικό.  
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5.3.2 Εφαρµογή της MAS-RM 

 

Για την ανάλυση της διάταξης στοιχειοκεραιών που περιγράφηκε παραπάνω, 

ακολουθείται η διαδικασία που αφορά το µεµονωµένο δίπολο. Σε κάθε ένα από τα δίπολα της 

στοιχειοκεραίας εισάγεται ένα σύνολο αξονικά τοποθετηµένων βοηθητικών πηγών, για την 

περιγραφή του ακτινοβολούµενου ΗΜ πεδίου. Ως βοηθητικές πηγές χρησιµοποιούνται 

ηλεκτρικά δίπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος, τα οποία είναι οµοιόµορφα 

κατανεµηµένα κατά µήκος του άξονα κάθε διπόλου. Τα βοηθητικά δίπολα επικαλύπτονται 

έτσι ώστε κάθε ένα από αυτά να εκτείνεται µεταξύ των κέντρων των αµέσως γειτονικών του, 

όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 5.2. Επιπρόσθετα, στα άκρα κάθε διπόλου εισάγονται 

ηλεκτρικά µονόπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος µε κατάλληλο προσανατολισµό, 

όπως επίσης απεικονίζεται στο Σχήµα 5.2. Τα εξωτερικά άκρα των βοηθητικών µονοπόλων 

είναι τοποθετηµένα ακριβώς στα άκρα του αντίστοιχου διπόλου, ενώ οι θέσεις των 

εσωτερικών άκρων τους ταυτίζονται µε αυτές των κέντρων των αµέσως γειτονικών 

βοηθητικών διπόλων. 

Ακολούθως, η ανάλυση εστιάζεται στη σύγκριση των λύσεων που εξάγονται 

παρουσία και απουσία των βοηθητικών µονοπόλων. Και στις δύο περιπτώσεις, ο αριθµός των 

βοηθητικών διπόλων ανά δίπολο θεωρείται περιττός και ίσος µε 12 +pN , οπότε οι θέσεις 

των κέντρων τους εκφράζονται ως pp nz δ+ , pNn ±±= ,...,1,0 , όπου ( )[ ]12 += ppp NLδ  η 

απόσταση µεταξύ των κέντρων διαδοχικών βοηθητικών διπόλων µήκους pδ2 . Τα βοηθητικά 

µονόπολα έχουν το µισό µήκος των αντίστοιχων βοηθητικών διπόλων και τοποθετούνται στα 

σηµεία 2pp Lz ± . Το µονόπολο στο άνω άκρο κάθε διπόλου εκτείνεται στο διάστηµα 

22 ppppp LzzLz +≤≤−+ δ , ενώ το µονόπολο στο αντίστοιχο κάτω άκρο εκτείνεται στο 

διάστηµα ppppp LzzLz δ+−≤≤− 22 , όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 5.2. Τα 

ηµιτονοειδή ρεύµατα των βοηθητικών πηγών µπορούν να εκφραστούν στη µορφή 

 µε άγνωστους συντελεστές βαρύτητας , όπου  και 

 οι συναρτήσεις 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )zszfw npnpnp ,,, ( )npw , ( ) ( )zf np,

( ) ( )zs np,

 

( ) ( ) ( )[ ]
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−−

≤−−−−−
=

ppp

pppppp
np nzz

nzznzzk
zf

δδ

δδδδ

,0
,sin 0

, , (5.24)
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( ) ( ) ( ) (⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+±=±
≤

=
1,2

,1
,

ppp

p
np NnzzLu

Nn
zs

m ), (5.25)

 

και  η βηµατική συνάρτηση της σχέσης (5.4). ( )•u

Το ακτινοβολούµενο ΗΜ πεδίο περιγράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των ΗΜ 

πεδίων των βοηθητικών πηγών, συνεπώς 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

∑ ∑
=

+

+−=

=
d p

p

N

p

N

Nn
npnp rFwrF

1

1

1
,,

rrrr , (5.26)

 

όπου F
r

 είναι το διάνυσµα του ηλεκτρικού ή του µαγνητικού πεδίου στον κενό χώρο, ενώ 

( )npF ,

r
 είναι το αντίστοιχο πεδίο της βοηθητικής πηγής που καθορίζει το ζεύγος δεικτών 

 και είναι τοποθετηµένη στο σηµείο ( np, ) ( )pppp nzyx δ+,,  µε διάνυσµα θέσης ( )npr ,
r .  

Τα πεδία ( )npF ,

r
 προσδιορίζονται µε απλή µεταφορά του πεδίου SF

r
 µιας βοηθητικής 

πηγής, που είναι τοποθετηµένη στο κέντρο ενός συστήµατος συντεταγµένων και ακτινοβολεί 

σε άπειρο κενό χώρο, ως εξής 

 

( ) ( ) ( )( )npSnp rrFrF ,,
rrrrr

−= . (5.27)

 

Αξιοποιώντας τις σχέσεις (Β.12) και (Β.18) του Παραρτήµατος Β, τα πεδία των βοηθητικών 

πηγών εκφράζονται ως εξής 

 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) (⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+±=
≤

=
1,;

,;

,

,
,

pnpM

pnpD
np NnrrF

NnrrF
rF rrr )

rrr
rr

m
, (5.28)

 

όπου ( )( npD rrF ,; )rrr
 είναι το πεδίο ενός ηλεκτρικού διπόλου ηµιτονοειδούς κατανοµής 

ρεύµατος µοναδιαίου πλάτους µε προσανατολισµό κατά την κατεύθυνση του άξονα  και 

κέντρο στο σηµείο µε διάνυσµα θέσης 

z

( )npr ,
r , ( )( )npM rrF ,; rr

r
+  είναι το πεδίο ενός θετικού 

ηλεκτρικού µονοπόλου ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος µοναδιαίου πλάτους µε 

προσανατολισµό κατά την κατεύθυνση του άξονα  και κέντρο στο σηµείο µε διάνυσµα 

θέσης 

z

( )npr ,
r , ενώ ( )( )npM rrF ,; rr

r
−  είναι το πεδίο του αντίστοιχου αρνητικού µονοπόλου. 
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Σύµφωνα µε τη MAS-PM, οι άγνωστοι συντελεστές  του αναπτύγµατος της 

σχέσης (5.26) προσδιορίζονται επιβάλλοντας την οριακή συνθήκη της εφαπτοµενικής 

συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου σε διακριτά σηµεία επί της παράπλευρης επιφάνειας κάθε 

διπόλου, όπως περιγράφηκε στην Παράγραφο 4.5.2. Πιο συγκεκριµένα, η εφαπτοµενική 

συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου πρέπει να µηδενίζεται στην παράπλευρη επιφάνεια κάθε 

διπόλου, εξαιρουµένης της περιοχής του διακένου, όπου θα πρέπει να είναι ίση µε το 

αντίστοιχο πεδίο διέγερσης, συνεπώς 

( )npw ,

 

( ) ( )
2

,,sin,cos q
q

g
qqqqqqqz

L
zzzEzayaxE ≤−=++ γγ , (5.29)

 

όπου qγ  η αζιµουθιακή γωνία που ορίζεται σε σχέση µε τον άξονα του διπόλου που 

καθορίζει ο δείκτης . Όπως εξηγήθηκε στην Παράγραφο 4.5.2, όταν τα δίπολα 

είναι αρκούντως λεπτά σε σχέση µε το µήκος κύµατος και η ελάχιστη απόσταση µεταξύ των 

διπόλων είναι πολύ µεγαλύτερη από τις ακτίνες τους, η οριακή συνθήκη της σχέσης (5.29) 

µπορεί να επιβληθεί σε οποιαδήποτε γωνιακή θέση 

dNq ,...,2,1=

qγ , χωρίς σηµαντική διαφοροποίηση στα 

αποτελέσµατα. Εναλλακτικά προς τη σηµειακή επιβολή, είναι δυνατή η επιβολή της οριακής 

συνθήκης µέσω της τεχνικής συνταιριάσµατος των αντιδράσεων [23, 24]. Η σχετική 

διαδικασία συνίσταται στον πολλαπλασιασµό των δύο µελών της σχέσης (5.29) µε την 

προβολή της ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος κάθε βοηθητικής πηγής επί της 

παράπλευρης επιφάνειας κάθε διπόλου και, στη συνέχεια, ολοκλήρωση του γινοµένου, όπως 

εφαρµόστηκε στην Παράγραφο 5.2.2 και περιγράφεται στη σχετική αναφορά [39]. 

Επανάληψη της διαδικασίας για όλες τις βοηθητικές πηγές οδηγεί σε ένα γραµµικό σύστηµα 

της µορφής 

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )⎩
⎨
⎧

+±±±=
=

−=∑ ∑
=

+

+−= 1,,...,1,0
,...,2,1

,,
1

1

1
,,,,

qq

d
mq

N

p

N

Nn
npmqnp NNm

Nq
VwZ

d p

p

. (5.30)

 

Όταν τα βοηθητικά µονόπολα δεν χρησιµοποιούνται, το γραµµικό σύστηµα που προκύπτει 

εκφράζεται ως εξής 
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( ) ( ) ( ) ( )
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⎨
⎧

±±=
=

−=∑ ∑
= −= q

d
mq

N

p

N

Nn
npmqnp Nm

Nq
VwZ

d p

p
,...,1,0
,...,2,1

,,
1

,,,, . (5.31)

 

Σε κάθε περίπτωση, οι συντελεστές )  εκφράζονται µέσω της αµοιβαίας σύνθετης 

αντίστασης  µεταξύ δύο παράλληλων πηγών ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος σε 

οριζόντια απόσταση 

( ) ( mqnpZ ,,,

)( hsZ ,

s  και κατακόρυφη απόσταση , σύµφωνα µε τη σχέση h

 

( ) ( )

( ) ( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

≠⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+−−+−

=

pqnmaZ

pqnmzzyyxxZ

Z

qq

pqpqpqpq

mqnp

,,

,,22

,,,

δ

δδ . (5.32)

 

Αξιοποιώντας την αρχή της αµοιβαιότητας, ο υπολογισµός των συντελεστών  

γίνεται µε τη βοήθεια των αµοιβαίων σύνθετων αντιστάσεων µεταξύ δύο διπόλων, ενός 

µονοπόλου και ενός διπόλου, καθώς και δύο µονοπόλων, σύµφωνα µε τη σχέση 

( ) ( mqnpZ ,,, )
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qpDD
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Σηµειώνεται ότι οι δείκτες “D” και “M” χρησιµοποιούνται για το διαχωρισµό µεταξύ 

διπολικών και µονοπολικών πηγών, ενώ οι εκθέτες “++” και “+-” υποδηλώνουν το σχετικό 

προσανατολισµό των µονοπολικών πηγών, σε συµφωνία και µε όσα αναφέρθηκαν στο 

Παράρτηµα Β. Οι αµοιβαίες σύνθετες αντιστάσεις των σχέσεων (5.32) και (5.33) µπορούν να 

υπολογιστούν είτε µέσω αλγορίθµων αριθµητικής ολοκλήρωσης είτε αξιοποιώντας 

διαθέσιµες αναλυτικές σχέσεις, οι οποίες εµπλέκουν τις συναρτήσεις ολοκληρωτικού 

ηµίτονου και συνηµίτονου (sine/cosine integral), καθώς και την εκθετική ολοκληρωτική 

συνάρτηση (exponential integral) [26-32]. Οι σταθεροί όροι  του δεύτερου µέλους των 

εξισώσεων (5.30) και (5.31) αντιστοιχούν στα ολοκληρώµατα των πεδίων διέγερσης, τα 

οποία εκφράζονται ως εξής 

( mqV , )
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Ο συνολικός αριθµός των αγνώστων του γραµµικού συστήµατος των εξισώσεων (5.30) 

δίνεται από τη σχέση 

 

( )∑
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p
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32 , (5.35)

 

ενώ ο συνολικός αριθµός των αγνώστων του γραµµικού συστήµατος των εξισώσεων (5.31) 

δίνεται από τη σχέση 

 

( )∑
=

+=
dN

p
pT NN

1

12 . (5.36)

 

Σε κάθε περίπτωση, µετά την επίλυση του γραµµικού συστήµατος  των 

εξισώσεων (5.30) ή (5.31), το ΗΜ πεδίο σε οποιοδήποτε σηµείο του χώρου προσδιορίζεται 

άµεσα από τις σχέσεις (5.26)-(5.28). Στη συνέχεια, η επιφανειακή πυκνότητα ρεύµατος στην 

παράπλευρη επιφάνεια κάθε διπόλου προκύπτει µε εφαρµογή της οριακής συνθήκης του 

µαγνητικού πεδίου. Όπως εξηγήθηκε στην Παράγραφο 4.5.2, το µαγνητικό πεδίο των 

αποµακρυσµένων βοηθητικών πηγών είναι πολλές τάξεις µεγέθους ασθενέστερο σε σχέση µε 

αυτό των βοηθητικών πηγών που βρίσκονται εντός του διπόλου και, ως εκ τούτου, µπορεί να 

αµεληθεί. Συνεπώς, η κατανοµή ρεύµατος κάθε διπόλου προκύπτει από την προσεγγιστική 

σχέση 

TT NN ×
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όπου pn)  το κάθετο µοναδιαίο διάνυσµα στην παράπλευρη επιφάνεια του αντίστοιχου 

διπόλου. Κατόπιν τούτου, είναι δυνατός ο υπολογισµός των ιδίων και αµοιβαίων σύνθετων 

αγωγιµοτήτων και αντιστάσεων, οι οποίες ορίζονται ως εξής  
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όπου ( )g
ppp zII =  η ένταση του ρεύµατος εισόδου του διπόλου που καθορίζει ο δείκτης p . 

Τα ρεύµατα εισόδου συνδέονται µε τις τάσεις τροφοδοσίας µέσω του πίνακα σύνθετων 

αγωγιµοτήτων, όπως καθορίζεται από τη σχέση (4.41), ενώ είναι δυνατός και ο συσχετισµός 

των τάσεων τροφοδοσίας µε τα ρεύµατα εισόδου µέσω του πίνακα σύνθετων αντιστάσεων, 

όπως καθορίζεται από τη σχέση (4.42). Λόγω του θεωρήµατος αµοιβαιότητας, για τις 

σύνθετες αγωγιµότητες και αντιστάσεις ισχύει η ιδιότητα αντιµετάθεσης, η οποία εκφράζεται 

ως  και . pqqp YY ,, = pqqp ZZ ,, =

Στο σηµείο αυτό, αξίζει να σηµειωθεί ότι το γραµµικό σύστηµα των εξισώσεων 

(5.31) ταυτίζεται µε αυτό που προκύπτει µε εφαρµογή της MoM χρησιµοποιώντας ως 

συναρτήσεις βάσης και δοκιµής τις συναρτήσεις ( ) ( )zf np,  της σχέσης (5.24), όπως 

περιγράφεται στη σχετική αναφορά [39]. Μάλιστα, η σύγκριση µπορεί να γίνει 

τροποποιώντας τη MoM µε την προσθήκη ηµίσεων συναρτήσεων βάσης πλησίον των άκρων 

των διπόλων, οι οποίες εκφράζονται ως ( ) ( ) ( ) ( )zszf npnp ,, . Ως εκ τούτου, τα αποτελέσµατα της 

MAS-RM µπορούν να συγκριθούν άµεσα µε αυτά της MoM, υπολογίζοντας την κατανοµή 

ρεύµατος κάθε διπόλου ως υπέρθεση των αντίστοιχων συναρτήσεων βάσης µέσω της σχέσης 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
∑

+

+−=

=
1

1
,,,

p

p

N

Nn
npnpnpp zszfwzI . (5.39)

 

Όσον αφορά τη διαφοροποίηση στη συµπεριφορά της κατανοµής ρεύµατος που προκύπτει 

από τη σχέση (5.39) ως προς αυτή που προκύπτει από τη σχέση (5.37), ισχύουν όσα 

αναφέρθηκαν στην Παράγραφο 5.2.2. 

Για την αποτίµηση της ποιότητας των λύσεων, εξετάζεται η εφαπτοµενική 

συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου στην παράπλευρη επιφάνεια κάθε διπόλου, όπως 

περιγράφηκε στην Παράγραφο 5.2.2. 
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5.3.3 Αριθµητικά Αποτελέσµατα 

 

Ακολούθως, παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα που αφορούν τη 

συµπεριφορά των λύσεων σε σχέση µε τις παραµέτρους καθορισµού του πλήθους των 

βοηθητικών πηγών . Ιδιαίτερη προσοχή δίνεται στην επίδραση της προσθήκης των 

βοηθητικών µονοπόλων στα χαρακτηριστικά των λύσεων, κυρίως σε σχέση µε τις λύσεις που 

προκύπτουν χρησιµοποιώντας µόνο τα βοηθητικά δίπολα. Σε κάθε περίπτωση, οι λύσεις 

εξετάζονται αυξανοµένων των , ελέγχοντας κάποιο µέγεθος ενδιαφέροντος και τη 

συµπεριφορά του σφάλµατος της οριακής συνθήκης της σχέσης (5.29). Σε κάθε περίπτωση, η 

λύση θεωρείται ικανοποιητική, αν και όχι απαραίτητα συγκλίνουσα από αυστηρά 

µαθηµατική σκοπιά, όταν είναι αριθµητικά ευσταθής. 
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Σχήµα 5. 16. Τιµές της ιδίας και της αµοιβαίας σύνθετης αγωγιµότητας συναρτήσει της 
παραµέτρου καθορισµού του πλήθους των βοηθητικών πηγών. 

 

Αρχικά, εξετάζεται η περίπτωση δύο ταυτόσηµων παράλληλων διπόλων µε 

5.0=λL  και 005.0=λα . Κάθε ένα από τα δίπολα θεωρείται συµµετρικά 

τροφοδοτούµενο. Τα κέντρα των διπόλων απέχουν οριζόντια απόσταση  τέτοια ώστε d

25.0=λd . Λόγω του γεγονότος ότι τα δύο δίπολα είναι ταυτόσηµα, επιλέγεται 

. Οι τιµές της ιδίας σύνθετης αγωγιµότητας  και της αµοιβαίας σύνθετης NNN == 21 1,1Y
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αγωγιµότητας  απεικονίζονται συναρτήσει του  στο Σχήµα 5.16. Είναι προφανές ότι οι 

λύσεις εµφανίζουν παρόµοια συµπεριφορά µε αυτές που αντιστοιχούν στο µεµονωµένο 

δίπολο, το οποίο εξετάστηκε στην Παράγραφο 5.2.2. 
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Σχήµα 5. 17. Απεικόνιση της µεταβολής της ιδίας σύνθετης αντίστασης (σε σχέση µε την τιµή της 
στον ελεύθερο χώρο) συναρτήσει της απόστασης. 
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Σχήµα 5. 18. Απεικόνιση της µεταβολής της ιδίας σύνθετης αντίστασης (σε σχέση µε την τιµή της 
στον ελεύθερο χώρο) συναρτήσει της απόστασης. 
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Σχήµα 5. 19. Απεικόνιση της αµοιβαίας σύνθετης αντίστασης συναρτήσει της απόστασης. 
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Σχήµα 5. 20. Απεικόνιση της αµοιβαίας σύνθετης αντίστασης συναρτήσει της απόστασης. 

 

Ακολούθως, παρουσιάζονται αποτελέσµατα για τη µεταβολή της ιδίας σύνθετης 

αντίστασης , σε σχέση µε τη σύνθετη αντίσταση του µεµονωµένου διπόλου, καθώς και 

την αµοιβαία σύνθετη αντίσταση , για την περίπτωση δύο ταυτόσηµων διπόλων µε 

1,1Z∆

2,1Z
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5.0=λL  και 005.0=λa . Τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται προσδιορίστηκαν µε 

. Οι δύο περιπτώσεις που εξετάζονται αντιστοιχούν σε δίπολα χωρίς κατακόρυφο 

διαχωρισµό, καθώς και σε δίπολα µε απόσταση κατακόρυφου διαχωρισµού  ίση µε την 

απόσταση οριζόντιου διαχωρισµού . Τα σχετικά διαγράµµατα απεικονίζονται, ως 

συνάρτηση της παραµέτρου 

501=+N

h

d

λd , στα Σχήµατα 5.17-5.20. Σηµειώνεται ότι οι µικρές 

διαφορές µεταξύ των λύσεων που αντιστοιχούν στις δύο επιλογές βοηθητικών πηγών 

οφείλονται στη σχετικά µεγάλη τιµή του . Για µικρότερες τιµές του , οι διαφορές 

µεταξύ των λύσεων είναι πιο σηµαντικές. Σε όλες τις περιπτώσεις, τα αποτελέσµατα της 

MAS βρίσκονται σε ικανοποιητική συµφωνία µε αποτελέσµατα του προγράµµατος 

SuperNEC 2.55. Αναλυτικές πληροφορίες για το πρόγραµµα είναι διαθέσιµες στη σχετική 

αναφορά [40]. 
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Σχήµα 5. 21. Απεικόνιση του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην 
περίπτωση συµµετρικής τροφοδότησης. 

 

Στη συνέχεια, στα Σχήµατα 5.21 και 5.22, απεικονίζεται το µέτρο της εφαπτοµενικής 

συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην παράπλευρη επιφάνεια κάθε ενός διπόλου, τόσο για 

συµµετρική ( ) όσο και αντισυµµετρική (21 VV = 21 VV −= ) µοναδιαία τροφοδότηση, για την 

περίπτωση του Σχήµατος 5.16. Λόγω συµµετρίας, η απεικόνιση περιορίζεται στο θετικό 

ηµιάξονα του διπόλου. Όπως και στην περίπτωση του µεµονωµένου διπόλου, η προσθήκη 
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των βοηθητικών µονοπόλων έχει ως συνέπεια τη σηµαντική µείωση του σφάλµατος της 

αντίστοιχης οριακής συνθήκης, αφού η εφαπτοµενική συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου 

µειώνεται κατά τα 2/3 περίπου ως προς τη µέγιστη και τη µέση τιµή, γεγονός το οποίο 

πιστοποιεί τόσο τη µείωση του µέγιστου σφάλµατος όσο και της «ενέργειας» του σφάλµατος, 

ενώ εξηγεί, τουλάχιστον εν µέρει, τις διαφορές των αποτελεσµάτων για µικρά . N
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Σχήµα 5. 22. Απεικόνιση του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην 
περίπτωση αντισυµµετρικής τροφοδότησης. 

 

Πίνακας 5. 3. Γεωµετρικά χαρακτηριστικά στοιχειοκεραίας Yagi-Uda και τιµές των παραµέτρων 
καθορισµού του πλήθους των βοηθητικών πηγών. 
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Πίνακας 5. 4. Αριθµοί αγνώστων και χρόνοι εκτέλεσης δοκιµών. 

 

TN , Χρόνος Εκτέλεσης (sec) (*) 

∆οκιµή Ηµιτονοειδή 
∆ίπολα 

Ηµιτονοειδή 
∆ίπολα+ 
Μονόπολα 

H 3699, 28043 3753, 28869 
L 357, 104 411, 134 

(*) Χρόνοι εκτέλεσης σε PC Intel P4-
2.6GHz/HT µε 512MB RAM (single channel) 

 

Όπως συνάγεται από τα παραπάνω, η προσθήκη των βοηθητικών µονοπόλων οδηγεί 

στην ταχύτατη αριθµητική σταθεροποίηση των λύσεων. Το γεγονός αυτό παρέχει τη 

δυνατότητα ανάλυσης στοιχειοκεραιών σχετικά µεγάλης κλίµακας σε πολύ µικρό χρόνο, 

χωρίς καµία τροποποίηση της µεθόδου που παρουσιάστηκε στην Παράγραφο 5.3.2. 

Σηµειώνεται ότι οι τυπικοί αλγόριθµοι επίλυσης γραµµικών συστηµάτων χαρακτηρίζονται 

από πολυπλοκότητα τάξης , γεγονός το οποίο καθιστά µη αποδοτική την εφαρµογή τους 

σε περιπτώσεις προβληµάτων σχετικά µεγάλης κλίµακας (π.χ ανάλυση στοιχειοκεραιών 

σχετικά µεγάλου πλήθους στοιχείων). Συνήθως, τέτοιες περιπτώσεις αντιµετωπίζονται µε τη 

βοήθεια ειδικών τεχνικών κατάστρωσης των προς επίλυση εξισώσεων που προκύπτουν µε 

εφαρµογή της MoM [41-44] και επαναληπτικών αλγορίθµων επίλυσης τους, οι οποίοι 

χαρακτηρίζονται από πολυπλοκότητα τάξης  ή µικρότερη. Ωστόσο, η εφαρµογή αυτών 

των τεχνικών δεν είναι πάντοτε άµεση, καθώς απαιτείται κατάλληλη διαµόρφωση των 

εξισώσεων του προς επίλυση γραµµικού συστήµατος, ενώ και η σύγκλιση τους δεν είναι 

εγγυηµένη σε κάθε περίπτωση. Αντίθετα, η προτεινόµενη µέθοδος µπορεί να εφαρµοστεί 

άµεσα µε µικρούς αριθµούς βοηθητικών πηγών ανά στοιχείο, χωρίς υποβάθµιση της 

ακρίβειας της λύσης. Η δυνατότητα αυτή εξετάστηκε στην περίπτωση µιας στοιχειοκεραίας 

Yagi-Uda 27 στοιχείων µε τα χαρακτηριστικά που παρατίθενται στον Πίνακα 5.3 [45]. Τα 

αποτελέσµατα που ελήφθησαν για τις δύο επιλογές του πλήθους των βοηθητικών πηγών 

(δοκιµές H και L) του Πίνακα 5.3, τόσο όσον αφορά τον αριθµό των αγνώστων όσο και τον 

αντίστοιχο χρόνο εκτέλεσης, περιέχονται στον Πίνακα 5.4. Τα αποτελέσµατα για τα µέτρα 

των ρευµάτων των στοιχείων της υπό εξέταση στοιχειοκεραίας απεικονίζονται στα Σχήµατα 

5.23 και 5.24, για τους τέσσερις συνδυασµούς που αφορούν τον τύπο και το πλήθος των 

3
TN

2
TN
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βοηθητικών πηγών των Πινάκων 5.3 και 5.4. Η απεικόνιση αντιστοιχεί σε τροφοδότηση 

µοναδιαίας τάσης. Από τα Σχήµατα 5.23 και 5.24, καθώς και τα αποτελέσµατα του Πίνακα 

5.4, συνάγεται ότι η προσθήκη των βοηθητικών µονοπόλων παρέχει τη δυνατότητα ανάλυσης 

της στοιχειοκεραίας σε χρόνο µικρότερο από το 1% αυτού που απαιτείται για την εξαγωγή 

συγκρίσιµων αποτελεσµάτων συµβατικά. 
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Σχήµα 5. 23. Τιµές των µέτρων των ρευµάτων στα κέντρα των στοιχείων (ηµιτονοειδή δίπολα).  
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Σχήµα 5. 24. Τιµές των µέτρων των ρευµάτων στα κέντρα των στοιχείων (ηµιτονοειδή δίπολα 
και µονόπολα). 
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5.4 Άλλες Εφαρµογές 

5.4.1 Μελέτη της Επίδρασης του Εύρους του ∆ιακένου 
Τροφοδότησης στη Σύνθετη Αγωγιµότητα Εισόδου ∆ιπόλου 

 

Η γεωµετρία του υπό εξέταση προβλήµατος συνίσταται στην περίπτωση του 

τροφοδοτούµενου διπόλου που απεικονίζονται στο Σχήµα 5.1. Ωστόσο, αντί του πεδίου 

διέγερσης κρουστικής µορφής, υποτίθεται πεδίο διέγερσης παλµικής µορφής, το οποίο 

αναπτύσσεται σε ένα διάκενο πεπερασµένου εύρους g∆  µε κέντρο στο σηµείο . Η ένταση 

του πεδίου διέγερσης κατά µήκος του διακένου  σχετίζεται µε την τάση τροφοδότησης ως 

εξής 

gz
g
zE

 

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤−<
∆

∆
<−

∆
−

=

22
,0

2
,

Lzz

zz
V

zE

g
g

g
g

g

g

g
z . (5.40)

 

Ακολούθως, εξετάζεται η επίδραση του εύρους του διακένου στη σύνθετη 

αγωγιµότητα εισόδου του διπόλου. Στο σηµείο αυτό, σηµειώνεται ότι το πρόβληµα αυτό 

άρχισε να απασχολεί τους επιστήµονες εδώ και πολλές δεκαετίες [46], κυρίως λόγω του 

γεγονότος ότι οι πρώτες µεταβολικές µέθοδοι που εφαρµόστηκαν στην περίπτωση του 

κρουστικού πεδίου διέγερσης οδηγούσαν σε αποκλίνουσες λύσεις για το φανταστικό µέρος 

της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου, εξαιτίας της άπειρης χωρητικότητας του διακένου 

απειροστά µικρού εύρους (knife-edge capacitance). Το φαινόµενο αυτό δεν παρατηρείται 

στην περίπτωση του παλµικού πεδίου διέγερσης, ενώ τα αποτελέσµατα που λαµβάνονται 

παρουσιάζουν εξάρτηση από το εύρος του διακένου [47, 48]. 

Όπως εξηγήθηκε στην Παράγραφο 5.2.2, η εφαπτοµενική συνιστώσα του ηλεκτρικού 

πεδίου πρέπει να είναι συνεχής στην παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου, όπως εκφράζεται 

από την οριακή συνθήκη της σχέσης (5.10). Η εφαρµογή της MAS-RM, ακολουθώντας τη 

διαδικασία της Παραγράφου 5.2.2, οδηγεί σε ένα γραµµικό σύστηµα όπως αυτό των 

εξισώσεων (5.11) ή (5.12), το οποίο διαφοροποιείται µόνο ως προς τους σταθερούς όρους του 

δεύτερου µέλους. Στην περίπτωση αυτή, ο υπολογισµός του ολοκληρώµατος της σχέσης 

(5.17) οδηγεί στο εξής αποτέλεσµα 
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( )2,min ggmm zzz ∆+=+− , (5.42γ)

 
( )2,max ggmm zzz ∆−=−+ , (5.42δ)

 
( )2,min ggmm zzz ∆++=++ δ . (5.42ε)
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Σχήµα 5. 25. Τιµές της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει της παραµέτρου καθορισµού 
του πλήθους των βοηθητικών πηγών. 

 

Μετά την επίλυση του γραµµικού συστήµατος των εξισώσεων (5.11) ή (5.12), ο 

υπολογισµός της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου ininin jBGY +=  είναι άµεσος, 

 276



λαµβάνοντας ως ρεύµα εισόδου το ρεύµα στα άκρα του διακένου, το οποίο προσδιορίζεται 

ως εξής  

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆
±=

2
g

gin zII . (5.43)

 

Σε περιπτώσεις ασύµµετρης τροφοδότησης, η ένταση του ρεύµατος εισόδου προσδιορίζεται, 

συνήθως, από τη µέση τιµή των ρευµάτων στα άκρα του διακένου. 

Ακολούθως, παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα για τη συµπεριφορά των 

λύσεων µε την αύξηση του , τον έλεγχο της συµφωνίας των αποτελεσµάτων µε 

αποτελέσµατα άλλων µεθόδων, καθώς και τη µελέτη της επίδρασης του εύρους του διακένου 

στη σύνθετη αγωγιµότητα εισόδου του διπόλου. 
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Σχήµα 5. 26. Απεικόνιση του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην 
παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου (πλησίον του σηµείου τροφοδότησης). 

 

Αρχικά, εξετάζεται η περίπτωση ενός διπόλου µε 5.0=λL  και 005.0=λα , το 

οποίο τροφοδοτείται συµµετρικά από πηγή τάσης που επιβάλλεται σε διάκενο µε . Οι 

τιµές της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου απεικονίζονται συναρτήσει του  στο Σχήµα 

5.25. Σηµειώνεται ότι η συµπεριφορά των λύσεων είναι αντίστοιχη µε αυτή των Σχηµάτων 

ag =∆

N
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5.3 και 5.8. Αν και στην περίπτωση κρουστικής διέγερσης αναµένεται αποκλίνον φανταστικό 

µέρος της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου, αυτό δεν παρατηρείται στο Σχήµα 5.8, λόγω της 

εξοµάλυνσης που επιτελεί η διαδικασία ολοκλήρωσης του πεδίου διέγερσης της σχέσης 

(5.17). 
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Σχήµα 5. 27. Απεικόνιση του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην 
παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου (πλησίον των άκρων). 

 

Στη συνέχεια, στα Σχήµατα 5.26 και 5.27, απεικονίζεται το µέτρο της εφαπτοµενικής 

συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην παράπλευρη επιφάνεια ενός διπόλου µε τις 

παραµέτρους που αναφέρθηκαν προηγουµένως και 501=+N . Η απεικόνιση αντιστοιχεί σε 

πεδίο διέγερσης µοναδιαίας έντασης. Από µια απόσταση της τάξης του εύρους του διακένου 

από το σηµείο τροφοδότησης µέχρι τα άκρα του διπόλου, το µέτρο της εφαπτοµενικής 

συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου εµφανίζει την ίδια συµπεριφορά µε αυτή των Σχηµάτων 

5.5-5.7 και 5.13-5.15. Στην περιοχή του διακένου, το µέτρο του ηλεκτρικού πεδίου 

εµφανίζεται σηµαντικά διαφοροποιηµένο σε σχέση µε το παλµικό πεδίο διέγερσης, το οποίο 

προσεγγίζεται κατά κάποια ολοκληρωτική έννοια. Μάλιστα, η µορφή του ηλεκτρικού πεδίου 

στην περιοχή του διακένου παρουσιάζεται αναίσθητη στην παρουσία των βοηθητικών 

µονοπόλων στα άκρα του διπόλου. Και στις δύο περιπτώσεις, η αύξηση του  έχει ως 

συνέπεια το ηλεκτρικό πεδίο να προσεγγίζει όλο και περισσότερο το πεδίο διέγερσης στην 

N
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περιοχή του διακένου και να τείνει στο µηδέν στην περιοχή εκτός του διακένου, χωρίς την 

εµφάνιση ταλαντώσεων γύρω από τα σηµεία ασυνέχειας του πεδίου διέγερσης, όπως στην 

περίπτωση σηµειακής επιβολής της οριακής συνθήκης που εξετάστηκε στην Παράγραφο 

4.2.2. 

Πρόσθετα αποτελέσµατα για τη σύνθετη αγωγιµότητα εισόδου ενός διπόλου µε 

006350.0=λa  και  απεικονίζονται στο Σχήµα 5.28, ως συνάρτηση της 

παραµέτρου 

ag 5.0=∆

λL . Τα αποτελέσµατα του Σχήµατος 5.28 προσδιορίστηκαν µε 

( )⎡ aLN 21=+ ⎤ . Όπως και στις περιπτώσεις που εξετάστηκαν στην Παράγραφο 5.2.2, 

διαπιστώθηκε ότι οι λύσεις που προκύπτουν χωρίς και µε την προσθήκη των βοηθητικών 

µονοπόλων έχουν υπολογίσιµες διαφορές για µικρά , οι οποίες φθίνουν µε την αύξηση του 

. Τα αποτελέσµατα του Σχήµατος 5.28 είναι σε πολύ καλή συµφωνία µε αποτελέσµατα 

άλλων µεθόδων [47, 48]. 
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Σχήµα 5. 28. Απεικόνιση της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει του µήκους του 
διπόλου. 

 

Τέλος, εξετάζεται η επίδραση του εύρους του διακένου στη σύνθετη αγωγιµότητα 

εισόδου. Πληθώρα δοκιµών έδειξε αµελητέα εξάρτηση του πραγµατικού µέρους  µε τη 

µεταβολή του εύρους του διακένου. Αντίθετα, το φανταστικό µέρος  εξαρτάται ισχυρά 

από το εύρος του διακένου, όπως φαίνεται στο Σχήµα 5.29, για 

inG

inB

5.0=λL  και διάφορες τιµές 
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της παραµέτρου λa  (0.003175, 0.006350, 0.009525). Και στην περίπτωση αυτή, τα 

αποτελέσµατα αντιστοιχούν σε ( )⎡ ⎤aLN 21=+ . Τα αποτελέσµατα του Σχήµατος 5.29 

βρίσκονται σε πολύ καλή συµφωνία µε αποτελέσµατα άλλων µεθόδων [47, 48]. 

 

-4,6

-4,4

-4,2

-4,0

-3,8

-3,6

-3,4

-3,2

-3,0

-2,8

-2,6
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00

∆/a

αγ
ω
γι

µό
τη
τα

 ε
ισ
όδ
ου

 (m
S)

003175.0=λa

006350.0=λa

009525.0=λa

 

Σχήµα 5. 29. Απεικόνιση του φανταστικού µέρους της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου 
συναρτήσει του εύρους του διακένου. 

 

5.4.2 Ανάλυση ∆ιπόλου Μεγάλου Μήκους 

 

Η µελέτη διπόλων µεγάλου µήκους παρουσιάζει σηµαντικό θεωρητικό και πρακτικό 

ενδιαφέρον. Για το λόγο αυτό, οι διπολικές κεραίες ηλεκτρικά µεγάλου µήκους έχουν 

µελετηθεί εκτενώς στο παρελθόν. Ωστόσο, οι διαθέσιµες προσεγγιστικές λύσεις είναι είτε 

δύσκολο να εφαρµοστούν στην πράξη [49] είτε δεν είναι ιδιαίτερα ακριβείς [50]. Από την 

άλλη πλευρά, οι αριθµητικές µέθοδοι που οδηγούν σε γραµµικά συστήµατα, όπως η MoM, 

πάσχουν από σηµαντικούς περιορισµούς στο συνολικό αριθµό των αγνώστων, καθώς η 

πολυπλοκότητα των συνήθων υλοποιήσεων είναι τάξης . Χαλάρωση των περιορισµών 

αυτών είναι επιτεύξιµη είτε µέσω ειδικών τεχνικών κατάστρωσης των εξισώσεων του 

προβλήµατος [41-44] είτε µε χρήση κατάλληλων επαναληπτικών αλγορίθµων επίλυσης, όπως 

είναι αυτοί που βασίζονται στη µέθοδο συζυγούς κλίσης (Conjugate Gradient Method-CGM) 

3
TN

[51-54]. Είναι άξιο παρατήρησης ότι οι τεχνικές που βασίζονται στη CGM παρέχουν τη 

 280



δυνατότητα ανάλυσης διπόλων µε µήκη κάποιων χιλιάδων µήκων κύµατος σε προσωπικούς 

υπολογιστές. Όµως, σε περιπτώσεις κεραιών σχετικά µεγάλου µήκους, αντί των 

εξεζητηµένων µεθόδων που αναφέρθηκαν προηγουµένως, µπορεί να χρησιµοποιηθεί η MAS-

RM για µικρές τιµές του N . Βεβαίως, σε περιπτώσεις πολύ µεγάλων τιµών του λόγου 

( )

 

aL 2 , η εφαρµογή της MAS-RM καθίσταται µη αποδοτική, οπότε είναι απαραίτητη η 

ίηση κάποιας αποδοτικής επαναληπτικής τεχνικής. 

 

αξιοπο

 

χήµα 5. 30. Απεικόνιση σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει του µήκους του 
ιπόλου. 

ίνακας 5. 5. Αριθµοί αγνώστων και χρόνοι εκτέλεσης δοκιµών. 
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TN

∆οκιµή Ηµ
∆ίπολα 
ιτονοειδή Ηµιτονοειδή 

∆ίπολα+ 
Μονόπολα 

H 5  4999, 44259 001, 47414
L 499, 41 501, 45 

(*) όνοι ε  Inte
2.6 z/HT µε AM (singl  

 Χρ κτέλεσης σε PC l P4-
GH  512MB R e channel)

 

Στη συνέχεια, παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα για σχετικά µεγάλες τιµές 

του λόγου ( )aL 2 . Αρχικά, εξετάζεται η σύνθετη αγωγιµότητα εισόδου ενός διπόλου µε 
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005.0=λa  και µήκος που µεταβάλλεται στο διάστηµα 1001 << λL . Το πεδίο διέγερσης 

θεωρείται π  µε ag =∆ . Στο άνω άκρο του διαστήµατος µεταβολής του µήκους ισχύει αλµικό

( ) 10000 , οπότε η µείωση του N  κατά ένα παράγ χέση µε την τιµή του 

λόγου ( )
2 =aL οντα 10 σε σ

aL 2  οδηγεί µµικά συστήµατα που µπορούν να επιλυθούν σε προσωπικό 

ιλεγµένα αποτελέσµατ ια τη σύνθετη αγωγιµότητα εισόδου στο διάστηµα 

σε γρα

υπολογιστή. Επ α γ

62.8 ≤ .9≤λL , τα οποία αντιστοιχούν σε ( )⎡ ⎤aLN 201=+ , παρουσιάζονται στο Σχήµα 

5.30. Στο ίδιο γράφηµα απεικονίζονται τα αποτελέσµατα που εξάγονται από τη διαθέσιµη 

σχέση [50] 
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καθώς και Τα αποτελέσµατα που προέκυψαν βρίσκονται σε πολύ καλή 

υµφωνία µε τα θεωρητικά αναµενόµενα, µε εξαίρεση τις περιοχές πλησίον των 

ν. Στις περιοχ

 

 78107.1=Γ . 

σ

συντονισµώ ές αυτές, οι αποκλίσεις είναι σηµαντικές και οφείλονται σε 

ανακρίβεια της προσεγγιστικής σχέσης (5.44), η οποία έχει ως συνέπεια την ολίσθηση των 

αποτελεσµάτων προς τα δεξιά [50]. Ως εκ τούτου, τα αποτελέσµατα της MAS-RM 

αναµένεται να βρίσκονται σε πολύ καλή συµφωνία µε ακριβέστερες µεθόδους. 
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Τέλος, παρουσιάζονται αποτελέσµατα που αφορούν τυπικούς χρόνους εκτέλεσης για 

την ανάλυση διπόλων σχετικά µεγάλου µήκους. Οι περιπτώσεις που εξετάζονται αφορούν 

διέγερση από κάθετα προσπίπτον επίπεδο κύµα µε ένταση ηλεκτρικού πεδίου µοναδιαίου 

πλάτους. Επιλεγµένα αποτελέσµατα για τον αριθµό των αγνώστων και το χρόνο εκτέλεσης 

περιέχονται στον Πίνακα 5.5, για την περίπτωση ενός διπόλου µε 25=λL  και 005.0=λa . 

 

5.5 ∆ίπολο Παχέος Σύρµατος µε Τροφοδοσ ής Τάσηςία Πηγ  
∆ιακένου (Gap Voltage Source) 

ος συνίσταται σε ένα δίπολο µήκους και 

ακτίνας στον ελεύθερο χώρο, η ακτίνα του οποίου δεν είναι τόσο µικρή ώστε το δίπολο να 

θεωρείτ

, 

5.5.1 Περιγραφή του Προβλήµατος 

 

Η γεωµετρία του υπό εξέταση προβλήµατ  L  

 a  

αι λεπτό. Όπως αναφέρθηκε στην Παράγραφο 4.7.1, παχιά δίπολα θεωρούνται, 

συνήθως αυτά µε 01.0>λa . Το δίπολο τροφοδοτείται από µια πηγή τάσης διακένου, ενώ 

το πεδίο διέγερσης υποτίθεται σταθερό κατά µήκος του διακένου και δίνεται από τη σχέση 

(5.40). 

 

5.5.2 Εφαρµογή της MAS-RM 

 

 περίπτωση του παχέος διπόλου, ακολουθείται 

η διαδικασία που περιγράφηκε στις Παραγράφους 5.2.2 και 5.4.1. Για λόγους που 

εξηγήθη

Για την εφαρµογή της MAS-RM στην

καν στην Παράγραφο 4.7.2, η αξονική τοποθέτηση των βοηθητικών πηγών δεν 

ενδείκνυται στην περίπτωση του παχέος διπόλου. Αντίθετα, οι βοηθητικές πηγές 

κατανέµονται επί δακτυλίων ακτίνας b  (µε ab < ) µε κέντρα επί του άξονα z , όπως φαίνεται 

στο Σχήµα 4.56. Ο αριθµός των βοηθητικών πηγών ανά δακτύλιο θεωρείται σταθερός και 

ίσος µε S . Για την επιλογή του τύπου των ητικών πηγών, ισχύουν όσα αναφέρθηκαν 

στην Παράγραφο 5.2.2. Συνεπώς, για την ανάλυση του παχέος διπόλου, εισάγονται δακτύλιοι 

ηλεκτρικών διπόλων ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος, οι οποίοι είναι οµοιόµορφα 

κατανεµηµένοι κατά µήκος του άξονα z , όπως και στην περίπτωση της Παραγράφου 4.7.2. 

Τα βοηθητικά δίπολα επικαλύπτονται έτσι ώστε κάθε ένα από αυτά να εκτείνεται µεταξύ των 

 

 βοηθ
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κέντρων των αµέσως γειτονικών του, ό ως απεικονίζεται στο Σχήµα 5.2. Επιπρόσθετα, σε 

κάθε ένα από τα άκρα του διπόλου εισάγεται ένας δακτύλιος ηλεκτρικών µονοπόλων 

ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος µε κατάλληλο προσανατολισµό, κατά πλήρη αντιστοιχία 

µε το Σχήµα 5.2. Τα εξωτερικά άκρα των βοηθητικών µονοπόλων είναι τοποθετηµένα 

ακριβώς στα άκρα του διπόλου, ενώ οι θέσεις των εσωτερικών άκρων τους ταυτίζονται µε 

αυτές των κέντρων των αµέσως γειτονικών βοηθητικών διπόλων. 

Ακολούθως, η ανάλυση εστιάζεται στη σύγκριση των λύσεων που εξάγονται 

παρουσία και απουσία των δακτυλίων βοηθητικών µονοπόλων. Κ

π

αι στις δύο περιπτώσεις, ο 

αριθµός των δακτυλίων βοηθητικών διπόλων θεωρείται περιττός και ίσος µε 12 +N , οπότε οι 

θέσεις των κέντρων τους εκφράζονται ως δnzn = , Nn ±±= ,...,1,0 , όπου ( )[ ]12 += NLδ  η 

απόσταση µεταξύ διαδοχικών δακτυλίων βοηθητικών διπόλων µήκους δ2 οηθητικά 

µονόπολα έχουν το µισό µήκος και τοποθετούνται ( )

. Τα β

στα σηµεία 21N Lz ±=+± ης 

κυλινδρικής συµµετρίας του προβλήµατος, οι βοηθητικές πηγές κάθε υλίου φέρουν 

ηµιτονοειδή ρεύµατα µε ταυτόσηµους συντελεστές βαρύτητας w ή ρεύµατος 

κάθε βοηθητικής πηγής µπορεί να εκφραστεί µε τη βοήθεια του γινοµένου συναρτήσεων 

( ) ( )zszf nn  των σχέσεων (5.3)-(5.5). 

Το ακτινοβολούµενο ΗΜ πεδίο περιγράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των ΗΜ 

 βοηθητικών πηγών, συνεπ

. Λόγω τ

δακτ

. Η κατανοµ

πεδίων των ώς 

 
1

1 1
,

N

Nn

S

s
snn rFw rr

, (5.45)

 

όπου

n

( ) =rF rr
( ) ( )

( )
∑ ∑
+

+−= =

 F
r

 είναι το διάνυσµα του ηλεκτρικού ή του µαγνητικού πεδίου στον κενό χώρο  , ενώ

( )snF ,

r
 είναι το αντίστοιχο πεδίο της βοηθητικής πηγής που καθορίζει το ζεύγος δεικτών

α

 ( )sn,  

και είν ι τοποθετηµένη στο σηµείο ( )ns zb ,,φ  µε διάνυσµα θέσης ( )snr ,
r , όπου sφ  η γωνιακή 

 της βοηθητικής πηγής που καθορίζει ο δείκτης θέση s .  

Τα πεδία ( )snF ,

r
 προσδιορίζο απλή µεταφορά του ίου µια βοηθητικής 

πηγής, που είναι τοποθετηµένη στο κέντρο ενός συστήµατος

νται µε πεδ ς 

 συντεταγµένων και ακτινοβολεί 

σε άπειρ ρο, όο κενό χώ πως καθορίζεται από τη σχέση (5.7). Αξιοποιώντας τις σχέσεις (Β.14) 

και (Β.20) του Παραρτήµατος Β, τα πεδία των βοηθητικών πηγών εκφράζονται ως εξής 
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( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+±=
≤

=
1,;

,;

,

,
, NnrrF

NnrrF
rF

snM

snD
sn rrr

rrr
rr

m
, (5.46)

 

πουό  ( )( )snD rrF ,; rr
r

 είναι το πεδίο ενός ηλεκτρικού διπόλου ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος 

ιαίου πλάτµοναδ ους µε προσανατολισµό κατά την κατεύθυνση του άξονα z  και κέντρο στο 

σηµείο µε διάνυσµα θέσης ( )snr ,
r , ( )( )snM rrF ,; rr

r
+  είναι το πεδίο ενός θετικού ηλεκτρικού 

µονοπόλου ηµιτονοειδούς κα µής  µοναδιαίου πλάτους µε προσανατολισµό 

κατά την κατεύθυνση του άξονα z  και κέντρο στο σηµείο µε διάνυσµα θέσης ( )snr ,

τανο  ρεύµατος
r , ενώ 

( )( )snM rrF ,; rr
r
−  είναι το πεδίο του αντίστοιχου αρνητικού µονοπόλου. 

ως και στην περίπτωση του λεπτού διπόλου που εξετάΌπ στηκε στις Παραγράφους 

5.2 και 5.4, η εφαπτοµενική συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου πρέπει να είναι συνεχής στην 

παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου, όπως εκφράζεται από την οριακή συνθήκη της σχέσης 

(5.10). Σύµφωνα µε τη MAS-RM, οι άγνωστοι συντελεστές nw  του αναπτύγµατος της 

σχέσης (5.45) προσδιορίζονται επιβάλλοντας την οριακή συνθή της σχέσης (5.10) µέσω 

της τεχνικής συνταιριάσµατος των αντιδράσεων, όπως περιγράφηκε στην Παράγραφο 5.2.2. 

Όπως εξηγήθηκε στην Παράγραφο 4.7.2, η γωνιακή θέση της γραµµής επιβολής της οριακής 

συνθήκης στην επιφάνεια του διπόλου έχει επίδραση στη λύση, αφού το πεδίο που παράγει 

κάθε δακτύλιος βοηθητικών πηγών είναι µόνο κατά προσέγγιση σταθερό κατά µήκος της 

περιφέρειας του διπόλου. Όπως και στην Παράγραφο 4.7.2, επιλέγεται 

κη 

( )St 2πφ = , ούτως 

ώστε η τιµή του πεδίου να είναι κοντά στη µέση τιµή του κατά µήκος τ ειας του 

διπόλου. Κατόπιν τούτου, η επιβολή της οριακής συνθήκης µέσω της τεχνικής 

συνταιριάσµατος τω  αντιδρά εω  καταλήγει σε να γραµµικό σύστηµα της µορφής 

 

ης περιφέρ

ν σ ν έ

(5.47)

 

ταν οι δακτύλιοι βοηθητικών µονοπόλων δεν χρησιµοποιούνται, το γραµµικό σύστηµα που 

(5.48)

 

( )
( )

( )1,,...,1,0,
1

1 1
,, +±±±=−=∑ ∑

+

+−= =

NNmVwZ m

N

Nn

S

s
nmsn . 

Ό

προκύπτει εκφράζεται ως εξής 

 

( ) NmVwZ m

N

Nn

S

s
nmsn ±±=−=∑ ∑

−= =

,...,1,0,
1

,, . 
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Σε κάθε περίπτωση, οι συντελεστές εκφράζονται µέσω του ολοκληρώµατος 

(5.49)

 

ο οποίο εκφράζεται µέσω της αµοιβαίας σύνθετης αντίστασης 

 ( ) msnZ ,,  

 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫
+

−

⋅−=
δ

δ

φ
m

m

z

z
mmtsnmsn dzzszfzaEzZ ,,,,,

r) , 

τ ( )hsZ ,  µεταξύ δύο 

ια απόπαράλληλων πηγών ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος σε οριζόντ σταση s  και 

κατακόρυφη απόσταση h , σύµφωνα µε τη σχέση  

 

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−+= nmstmsn zzabbaZZ ,cos222

,, φφ . (5.50)

 

ξιοποιώντας την αρχή της αµοιβαιότητας, ο υπολογισµός των συντελεστών γίνεται 

ός µον

(5.51)

 

(5.52)

 

που 

(5.53)

 

ι σταθεροί όροι του δεύτερου µέλους των εξισώσεων (5.51) και (5.52) αντιστοιχούν στα 

υ π

ων 

συντελε

Α  ( ) msnZ ,,  

µε τη βοήθεια των αµοιβαίων σύνθετων αντιστάσεων µεταξύ δύο διπόλων, εν οπόλου 

και ενός διπόλου, καθώς και δύο µονοπόλων, σε αντιστοιχία µε τη σχέση (5.14). Σύµφωνα µε 

τα παραπάνω, οι εξισώσεις (5.47) και (5.48) µπορούν να γραφούν ως εξής  

 

( )
( )1,,...,1,0,

1

1
, +±±±=−=∑

+

+−=

NNmVwZ m

N

Nn
nmn , 

NmVwZ m

N

Nn
nmn ±±=−=∑

−=

,...,1,0,, , 

ό

 

( )∑
=

=
S

s
msnmn ZZ

1
,,, . 

Ο  mV  

ολοκληρώµατα το εδίου διέγερσης, τα οποία δίνονται από τις σχέσεις (5.41) και (5.42).  

Όταν οι δακτύλιοι βοηθητικών µονοπόλων δεν χρησιµοποιούνται, ο πίνακας τ

στών είναι τύπου Toeplitz και ο υπολογισµός του µπορεί να γίνει αξιοποιώντας τη 

σχέση (5.19). Στην αντίθετη περίπτωση, η σχέση (5.19) ισχύει για Nn ≤  και Nm ≤ , οπότε 
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µπορεί να χρησιµοποιηθεί και σε αυτήν την περίπτωση για τη µ  του ιστικού 

κόστους. Σε κάθε περίπτωση, µετά την επίλυση του γραµµικού συστήµατος 

( ) )3232 ×+ NN  τω  εξισώσεων (5.51) ή του ραµµικού συστ µατος ( ) ( )1212 +× NN  

52), το ΗΜ πεδίο σε οποιοδήποτε σηµείο του χώρου προ  

από τις σχέσεις (5.45) και (5.46). Στη συνέχεια, η επιφανειακή πυκνότητα ρεύµατος στην 

παράπλευρη επιφάνεια του διπόλου προκύπτει µε εφαρµογή της οριακής συνθήκης του 

µαγνητικού πεδίου της σχέσης (5.20), οπότε η ρευµατική κατανοµή κατά µήκος του διπόλου 

δίνεται από τη σχέση 

 

είωση υπολογ

+ ν γ  ή

των εξισώσεων (5. σδιορίζεται άµεσα

( +

( ) ( ) ( )[ ]
( )
∑ ∑
+

+−= =

⋅=
1

1 1
, ,,2

N

Nn

S

s
tsnn zaHwazI φφπ

r)
. (5.54)

 

ια τον υπολογισµό της σύνθετης αγωγιµότητας ή αντίστασης εισόδου, ως ρεύµα εισόδου 

, τα αποτελέσµατα της MAS-RM 

µπορού

της ποιότητας των λύσεων, εξετάζεται η εφαπτοµενική 

συνιστώ ι

Γ

λαµβάνεται το ρεύµα στα άκρα του διακένου, το οποίο προσδιορίζεται από τη σχέση (5.43). 

Σε περιπτώσεις ασύµµετρης τροφοδότησης, η ένταση του ρεύµατος εισόδου προσδιορίζεται 

από τη µέση τιµή των ρευµάτων στα άκρα του διακένου. 

Όπως και στην περίπτωση του λεπτού διπόλου

ν να συγκριθούν άµεσα µε αυτά της MoM, υπολογίζοντας την κατανοµή ρεύµατος ως 

υπέρθεση των συναρτήσεων βάσης µέσω της σχέσης (5.22). Αξίζει να σηµειωθεί ότι, όπως 

αναφέρθηκε στην Παράγραφο 5.2.2, η προσθήκη των ηµίσεων συναρτήσεων βάσης έχει ως 

συνέπεια τη χαλάρωση των περιορισµών που αφορούν τις τιµές και τις κλίσεις της κατανοµής 

ρεύµατος της σχέσης (5.22) κοντά στα άκρα του διπόλου. Αντίθετα, η κατανοµή ρεύµατος 

της σχέσης (5.54) δεν χαρακτηρίζεται από περιορισµούς σχετικά µε την τιµή ή την κλίση της 

και, ως εκ τούτου, πιστεύεται ότι αναπαριστά καλύτερα την πραγµατική κατανοµή ρεύµατος 

σε σχέση µε τη σχέση (5.22). 

Για την αποτίµηση 

σα του ηλεκτρικού πεδίου στην παράπλευρη επ φάνεια του διπόλου, όπως 

περιγράφηκε στην Παράγραφο 5.2.2. 
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5.5.3 Αριθµητικά Αποτελέσµατα 

µητικά αποτελέσµατα που αφορούν τη 

συµπεριφορά των λύσεων σε σχέση µε τις παραµέτρους καθορισµού του πλήθους των 

βοηθητικών πηγών και Ιδιαίτερη προσοχή δίνεται στην επίδραση της προσθήκης των 

δακτυλίων βοηθητικών µονοπόλων στα χαρακτηριστικά των λύσεων, κυρίως σε σχέση µε τις 

λύσεις που προκύπτουν χρησιµοποιώντας µόνο τους δακτυλίους βοηθητικών διπόλων. Ως 

παράµετρος ελέγχου της αριθµητικής ευστάθειας των λύσεων χρησιµοποιείται η σύνθετη 

αγωγιµότητα εισόδου. 

Αρχικά, εξετάζεται η συµπεριφορά των λύσεων διατηρώντας σταθερή την τιµή του 

λόγου 

 

Ακολούθως, παρουσιάζονται αριθ

 S   N . 

ab , για την περίπτωση ενός διπόλου µε 5.0=λL , 05.0=λa  και Ο 

αριθµός των βοηθητικών πηγών ανά δακτύλιο επιλέγεται έτσι ώστε η απόσταση µεταξύ 

διαδοχικών πηγών στον ίδιο δακτύλιο να είναι συγκρίσιµη µε την απόσταση τους από την 

επιφάνεια του διπόλου, άρα 

ag =∆ . 

 S  

 

baSb −≈π2 . Συνεπώς, ανάλογα µε την επιλογή του λόγου 

ab , επιλέγεται ( )⎡ ⎤babS −= π2 . Οι τιµές της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου για 

8.0=ab  και απεικονίζονται στο Σχήµα 5.31, ως συνάρτηση του . Σε αντίθεση µε 

την περίπτωση του λεπτού διπόλου, το φανταστικό µέρος παρουσιάζει αισθητές 

ταλαντώσεις για µικρά οι οποίες χαρακτηρίζονται από µειούµενο πλάτος µε την αύξηση 

του ανεξάρτητα από το αν οι δακτύλιοι βοηθητικών µονοπόλων χρησιµοποιούνται ή όχι. 

, η συµπεριφορά του πραγµατικού µέρους εµφανίζεται παρόµοια µε αυτή που 

χαρακτηρίζει το λεπτό δίπολο, όπως προκύπτει µε απ ίας σύγκριση του Σχήµατος 5.31 µε 

τα Σχήµατα 5.8 και 5.25. Όπως και στην περίπτωσ  λεπτού διπόλου, η προσθήκη των 

δακτυλίων βοηθητικών µονοπόλων συνεπάγεται ταχύτατη αριθµητική σταθεροποίηση 

των λύσεων, τουλάχιστον όσον αφορά το πραγ ατικό µέρος , καθώς πρακτικά 

αµετάβλητα αποτελέσµατα παρατηρούνται από πολύ µικρά , τα οποία προσεγγίζονται από 

τις λύσεις που προκύπτουν χωρίς τη χρήση των δακτυλίων βοηθητικών µονοπόλων για πολύ 

µεγαλύτερα Στις περιπτώσεις λεπτών διπόλων, η αριθµητική σταθεροποίηση των λύσεων 

επιτυγχάνεται όταν η απόσταση µεταξύ διαδοχικών βοηθητικών πηγών είναι περίπου ίση µε 

την απόστα τους από την επιφάνεια του διπόλου, οπότε 

 26=S   N

in

in

( )

B  

 N , 

 N , 

Αντίθετα  inG  

ευθε

η του

την 

µ G

 N

 

 N . 

 

ση aLN 2~ .

παρουσιάζουν

 Είναι άξιο 

παρατήρησης ότι, στην περίπτωση που εξετάζεται εδώ, οι λύσεις  αντίστοιχη 

συµπεριφορά, καθόσον ( )[ ] 252 =− baL . Άλλωστε, εκτενείς δοκιµές κατέδειξαν ότι η 
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αριθµητική ευστάθεια τω χάνεται, τυπικά, για ν λύσεων επιτυγ ( )[ ]baLN −2~ . Όσον αφορά 

τη συµπεριφορά της εφαπτοµενικής συνιστώσας του ηλεκτρι ν παράπλευρη 

επιφάνεια του διπόλου, εµφανίζεται παρόµοια µε αυτή των Σχηµάτων 5.26 και 5.27. 

 

κού πεδίου στη

 

χήµα 5. 31. Τιµές της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει της παραµέτρου καθορισµού 
 πλήθους των βοηθητικών πηγών. 

Αξίζει να αναφερθεί ότι η αύξηση του αριθµού των βοηθητικών πηγών ανά δακτύλιο 

έχει αµ

Σ
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ελητέα επίδραση στις λύσεις, ειδικά όταν η γωνιακή θέση της γραµµής επιβολής της 

οριακής συνθήκης της σχέσης (5.10) επιλεγεί ( )St 2πφ = . Όπως έχει επισηµανθεί στην 

Παράγραφο 4.7.2, η επιλογή αυτή οδηγεί σε υπολογισ του ηλεκτρικού πεδίου σε ένα 

ενδιάµεσο σηµείο µεταξύ µεγίστου και ελαχίστου, η θέση του οποίου εξαρτάται από το S . 

Ως εκ τούτου, η τιµή του ηλεκτρικού πεδίου είναι αναίσθητη σε µεταβολές του S . Συνεπώ , 

η επιλογή 

µό 

ς

( )⎡ ⎤babS −= π2  οδηγεί σε αριθµητικά ευσταθή αποτελέσµατα, τουλάχιστον για 

σχετικά µε  λόγου γάλες τιµές του ab  ( 5.0>ab ). Για µικρές τιµές του λόγου ab , η 

αριθµητική ευστάθεια είναι δυσκ τερ ύξιµη, καθόσον οι βοηθητικές ς 

αποµακρύνονται από την επιφάνεια του διπόλου. Πάντως, για δεδοµένη τ µή του λόγου 

ολό α επιτε  πηγέ

ι ab , 

οι λύσεις παρουσιάζονται πολύ λιγότερο ευαίσθητες σε µεταβολές του S  παρά σε µεταβολές 

του N . Ωστόσο, η εξάρτηση των λύσεων από την τιµή του λόγου ab  αρουσιάζει ιδιαίτερο 

ενδιαφέρον. Αποτελέσµατα για την εξάρτηση της σύνθετης αγωγι ητας εισόδου από την 

π

µότ
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τιµή του λόγου ab  παρουσιάζονται στο Σχήµα 5.32, για την περίπτωση ενός διπόλου µε τα 

χαρακτηριστικά υ αναφέρθηκαν παραπάνω. Τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται 

αντιστοιχούν σε ( )
πο

⎡ ⎤babS −= π2  και ( )⎡ ⎤baLN −=+1 . Από το Σχή α 5.32 προκύπτει ότι 

η σύνθετη αγωγιµ παρουσιάζει ρτηση µε την τιµή του λόγου 

µ

ότητα εισόδου  κάποια εξά ab , 

αντίστοιχη µε αυτή που διαπιστώθηκε στην Παράγραφο 4.7.3., ανεξάρτητα από το αν ι 

δακτύλιοι βοηθητικών µονοπόλων χρησιµοποιούνται ή όχι. Το γεγονός αυτό αποδίδεται στην 

επίδραση των φαινοµένων άκρων. Ωστόσο, τα εξαγόµενα αποτελέσµατα είναι αξιοποιήσιµα, 

τουλάχιστον από πρακτική σκοπιά, αφού ανάλογα προβλήµατα αριθµητικής ευστάθειας, αν 

όχι εντονότερα, παρουσιάζουν και οι λύσεις της MoM [20, 21, 55-58]. 

 

 ο

 

χήµα 5. 32. Τιµές της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου συναρτήσει του λόγου της ακτίνας των 
υλίων βοηθητικών πηγών προς την ακτίνα του διπόλου. 
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Παράρτηµα Α 

Βοηθητικές Πηγές για Προβλήµατα ∆ύο 
∆ιαστάσεων 

Α.1 Νηµατοειδείς Ηλεκτρικές Πηγές 
 

Το ΗΜ πεδίο που παράγεται από µία κατανοµή ηλεκτρικού ρεύµατος ( )rJ rr , η οποία 

βρίσκεται εντός οµοιογενούς και ισοτροπικού χώρου διηλεκτρικής επιτρεπτότητας ε  και 

µαγνητικής διαπερατότητας µ , προσδιορίζεται µε τη βοήθεια του διανυσµατικού µαγνητικού 

δυναµικού A
r

, το οποίο εκφράζεται, εν γένει, ως το χωρικό ολοκλήρωµα 

 

( ) ( )∫∫∫ ′′=
−

V

jkR

Vd
R

erJrA rrrr

π
µ
4

, (Α.1)

 

όπου  µεω=k  ο κυµατικός αριθµός και rrR ′−=
rr  η απόσταση από το σηµείο της πηγής 

r ′r  στο σηµείο παρατήρησης rr . Μετά τον υπολογισµό του διανυσµατικού µαγνητικού 

δυναµικού A
r

, προσδιορίζονται οι εκφράσεις του ΗΜ πεδίου µε εφαρµογή των σχέσεων 

 

( )AjAjE
rrr

⋅∇∇−−=
ωµε

ω , (Α.2α)

 

AH
rr

×∇=
µ
1 . (Α.2β)

 

Η κατανοµή ηλεκτρικού ρεύµατος ( )ρr
r
J  µιας νηµατοειδούς πηγής άπειρου µήκους 

µε προσανατολισµό κατά την κατεύθυνση του άξονα , η οποία είναι τοποθετηµένη στο 

σηµείο  µε διάνυσµα θέσης 

z

( 00 , yx ) 0ρ
r

, εκφράζεται σε καρτεσιανές συντεταγµένες ως εξής 

 
( ) ( ) ( )zyyxxIJ )rr

000 −−= δδρ , (Α.3)
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όπου  η ένταση του ρεύµατος και 0I ( )•δ  η κρουστική συνάρτηση. Από τις σχέσεις (Α.1)-

(Α.3) προκύπτουν οι εκφράσεις για τις συνιστώσες του ΗΜ πεδίου σε καρτεσιανές 

συντεταγµένες 

 

( ) ( ) ( )kRHkIEz
2

000 4
; ζρρ −=
rr

, (Α.4α)

 

( ) ( ) ( ) ( )kRH
R

yyjkIH x
2

1
0

00 4
; −

=ρρ
rr

, (Α.4β)

 

( ) ( ) ( ) ( )kRH
R

xxjkIH y
2

1
0

00 4
; −

−=ρρ
rr

, (Α.4γ)

 

όπου εµζ =  η κυµατική αντίσταση, ( ) ( )•2
nH  η συνάρτηση Hankel δεύτερου είδους και 

τάξης , και n R  η απόσταση 

 

( ) ( )20
2

0 yyxxR −+−= . (Α.5)

 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι εκφράσεις των συνιστωσών του ΗΜ πεδίου 

σε κυλινδρικές συντεταγµένες. Για µια νηµατοειδή ηλεκτρική πηγή µε προσανατολισµό κατά 

την κατεύθυνση του άξονα , η οποία είναι τοποθετηµένη στο σηµείο z ( )00 ,φρ  µε διάνυσµα 

θέσης 0ρ
r

, οι εν λόγω συνιστώσες εκφράζονται ως εξής 

 

( ) ( ) ( )kRHkIEz
2

000 4
; ζρρ −=
rr

, (Α.6α)

 

( ) ( ) ( ) ( )kRH
R

jkIH 2
1

00
00 4

sin; φφρ
ρρρ

−
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rr
, (Α.6β)

 

( ) ( )[ ] ( ) ( )kRH
R

jkIH 2
1

00
00 4

cos; φφρρ
ρρφ

−−
−=

rr
, (Α.6γ)

 

όπου R  η απόσταση 
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( )00
2
0

2 cos2 φφρρρρ −−+=R . (Α.7)

 

Α.2 Νηµατοειδείς Μαγνητικές Πηγές 
 

Το ΗΜ πεδίο που παράγεται από µία κατανοµή µαγνητικού ρεύµατος ( )rM rr
, η οποία 

βρίσκεται εντός οµοιογενούς και ισοτροπικού χώρου διηλεκτρικής επιτρεπτότητας ε  και 

µαγνητικής διαπερατότητας µ , προσδιορίζεται µε τη βοήθεια του διανυσµατικού ηλεκτρικού 

δυναµικού F
r

, το οποίο εκφράζεται, εν γένει, ως το χωρικό ολοκλήρωµα 

 

( ) ( )∫∫∫ ′′=
−

V

jkR

Vd
R

erMrF rrrr

π
ε

4
, (Α.8)

 

όπου  µεω=k  ο κυµατικός αριθµός και rrR ′−=
rr  η απόσταση από το σηµείο της πηγής 

r ′r  στο σηµείο παρατήρησης rr . Μετά τον υπολογισµό του διανυσµατικού ηλεκτρικού 

δυναµικού F
r

, προσδιορίζονται οι εκφράσεις του ΗΜ πεδίου µε εφαρµογή των σχέσεων 

 

FE
rr

×∇−=
ε
1 , (Α.9α)

 

( )FjFjH
rrr

⋅∇∇−−=
ωµε

ω . (Α.9β)

 

Πίνακας Α. 1. Αντιστοίχηση δυαδικών ποσοτήτων ηλεκτρικών και µαγνητικών πηγών ρεύµατος. 
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Οι εκφράσεις για τις συνιστώσες του ΗΜ πεδίου µιας νηµατοειδούς µαγνητικής 

πηγής µπορούν να προκύψουν άµεσα από τις αντίστοιχες εκφράσεις της νηµατοειδούς 

ηλεκτρικής πηγής (Α.4)-(Α.7) µε εφαρµογή της αρχής της δυαδικότητας, όπως καθορίζει η 

αντιστοίχηση του Πίνακα Α.1 [1]. 

 

Α.3 Βιβλιογραφία 
 

[1] C. A. Balanis, Advanced Engineering Electromagnetics, John Wiley and Sons, 1989. 
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Παράρτηµα Β 

Βοηθητικές Πηγές για Προβλήµατα Τριών 
∆ιαστάσεων 

Β.1 Στοιχειώδη Ηλεκτρικά ∆ίπολα 
 

Το ΗΜ πεδίο που παράγεται από ένα στοιχειώδες ηλεκτρικό δίπολο, το οποίο 

βρίσκεται εντός οµοιογενούς και ισοτροπικού χώρου διηλεκτρικής επιτρεπτότητας ε  και 

µαγνητικής διαπερατότητας µ , προσδιορίζεται µε τη βοήθεια του διανυσµατικού µαγνητικού 

δυναµικού A
r

, το οποίο εκφράζεται, εν γένει, ως το χωρικό ολοκλήρωµα 

 

( ) ( )∫∫∫ ′′=
−

V

jkR

Vd
R

erJrA rrrr

π
µ
4

, (Β.1)

 

όπου µεω=k  ο κυµατικός αριθµός και rrR ′−=
rr  η απόσταση από το σηµείο του 

διπόλου r ′r  στο σηµείο παρατήρησης rr . Μετά τον υπολογισµό του διανυσµατικού 

µαγνητικού δυναµικού A
r

, προσδιορίζονται οι εκφράσεις του ΗΜ πεδίου µε εφαρµογή των 

σχέσεων 

 

( )AjAjE
rrr

⋅∇∇−−=
ωµε

ω , (Β.2α)

 

AH
rr

×∇=
µ
1 . (Β.2β)

 

Οι συνιστώσες του παραγόµενου ΗΜ πεδίου από ένα στοιχειώδες ηλεκτρικό δίπολο 

µε διπολική ροπή lIp 0=  κατά την κατεύθυνση του άξονα x , το οποίο είναι τοποθετηµένο 

στο σηµείο  µε διάνυσµα θέσης ( 000 ,, zyx ) 0r
r , δίνονται σε καρτεσιανές συντεταγµένες από 

τις σχέσεις 
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όπου εµζ =  η κυµατική αντίσταση και R  η απόσταση 
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Οι συνιστώσες του παραγόµενου ΗΜ πεδίου από ένα στοιχειώδες ηλεκτρικό δίπολο 

µε διπολική ροπή lIp 0=  κατά την κατεύθυνση του άξονα , το οποίο είναι τοποθετηµένο 

στο σηµείο  µε διάνυσµα θέσης 

y

( 000 ,, zyx ) 0r
r , δίνονται σε καρτεσιανές συντεταγµένες από 

τις σχέσεις 
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Οι συνιστώσες του παραγόµενου ΗΜ πεδίου από ένα στοιχειώδες ηλεκτρικό δίπολο 

µε διπολική ροπή lIp 0=  κατά την κατεύθυνση του άξονα , το οποίο είναι τοποθετηµένο 

στο σηµείο  µε διάνυσµα θέσης 

z

( 000 ,, zyx ) 0r
r , δίνονται σε καρτεσιανές συντεταγµένες από 

τις ακόλουθες σχέσεις 
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Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι εκφράσεις των συνιστωσών του ΗΜ πεδίου 

σε κυλινδρικές συντεταγµένες. Για ένα στοιχειώδες ηλεκτρικό δίπολο µε διπολική ροπή 

 κατά την κατεύθυνση του άξονα , το οποίο είναι τοποθετηµένο στο σηµείο lIp 0= z

( 000 ,, z )φρ  µε διάνυσµα θέσης 0r
r , οι εν λόγω συνιστώσες εκφράζονται ως εξής 
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όπου R  η απόσταση 

 

( ) ( )2000
2
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2 cos2 zzR −+−−+= φφρρρρ . (Β.8)

 

Β.2 Στοιχειώδη Μαγνητικά ∆ίπολα 
 

Το ΗΜ πεδίο που παράγεται από ένα στοιχειώδες µαγνητικό δίπολο, το οποίο 

βρίσκεται εντός οµοιογενούς και ισοτροπικού χώρου διηλεκτρικής επιτρεπτότητας ε  και 

µαγνητικής διαπερατότητας µ , προσδιορίζεται µε τη βοήθεια του διανυσµατικού ηλεκτρικού 

δυναµικού F
r

, το οποίο εκφράζεται, εν γένει, ως το χωρικό ολοκλήρωµα 
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όπου µεω=k  ο κυµατικός αριθµός και rrR ′−=
rr  η απόσταση από το σηµείο του 

διπόλου r ′r  στο σηµείο παρατήρησης rr . Μετά τον υπολογισµό του διανυσµατικού 
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ηλεκτρικού δυναµικού F
r

, προσδιορίζονται οι εκφράσεις του ΗΜ πεδίου µε εφαρµογή των 

σχέσεων 

 

FE
rr

×∇−=
ε
1 , (Β.10α)

 

( )FjFjH
rrr

⋅∇∇−−=
ωµε

ω . (Β.10β)

 

Οι εκφράσεις για τις συνιστώσες του ΗΜ πεδίου ενός στοιχειώδους µαγνητικού 

διπόλου µπορούν να προκύψουν άµεσα από τις αντίστοιχες εκφράσεις του στοιχειώδους 

ηλεκτρικού διπόλου (Β.3)-(Β.8) µε εφαρµογή της αρχής της δυαδικότητας, όπως καθορίζει η 

αντιστοίχηση του Πίνακα Α.1. 

 

Β.3 Ηλεκτρικά ∆ίπολα Ηµιτονοειδούς Κατανοµής Ρεύµατος 
 

Εκτός από στοιχειώδη ηλεκτρικά ή µαγνητικά δίπολα, ως βοηθητικές πηγές µπορούν 

να χρησιµοποιηθούν οποιεσδήποτε πηγές, τα ΗΜ πεδία των οποίων ικανοποιούν την εξίσωση 

Helmholtz. Όσον αφορά τα ηλεκτρικά δίπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος, 

σηµειώνεται ότι µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως βοηθητικές πηγές, καθώς τα ΗΜ πεδία 

τους είναι γνωστά σε αναλυτική µορφή και δεν παρουσιάζουν δυσκολίες στον υπολογισµό 

τους. 

Το ΗΜ πεδίο που παράγεται από ένα ηλεκτρικό δίπολο µήκους  και ηµιτονοειδούς 

κατανοµής ρεύµατος, το οποίο είναι τοποθετηµένο στο σηµείο 

l2

( )000 ,, zyx  ή ( )000 ,, zφρ  µε 

διάνυσµα θέσης 0r
r , προσδιορίζεται µε εφαρµογή των σχέσεων (Β.1) και (Β.2) για τη 

ρευµατική κατανοµή 

 
( ) ( )[ ] lzzzzlkIzI ≤−−−= 000 ,sin , (Β.11)

 

όπου  η µέγιστη τιµή του ρεύµατος.  0I

Οι συνιστώσες του ΗΜ πεδίου δίνονται σε καρτεσιανές συντεταγµένες από τις 

σχέσεις 
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όπου ±R  και R  οι αποστάσεις 
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Οι συνιστώσες του ΗΜ πεδίου δίνονται σε κυλινδρικές συντεταγµένες από τις 

σχέσεις 
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όπου ±R  και R  οι αποστάσεις 
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2
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2 cos2 lzzR m−+−−+=± φφρρρρ , (Β.15α)
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Β.4 Ηλεκτρικά Μονόπολα Ηµιτονοειδούς Κατανοµής 
Ρεύµατος 

 

Εναλλακτικά, αλλά και συµπληρωµατικά προς τα ηλεκτρικά δίπολα ηµιτονοειδούς 

κατανοµής ρεύµατος που αναφέρθηκαν προηγουµένως, είναι δυνατόν να χρησιµοποιηθούν 

ηλεκτρικά µονόπολα ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος, τα οποία αντιστοιχούν στο άνω ή 
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κάτω µισό ενός διπόλου. Για το διαχωρισµό των µονοπόλων, εισάγονται οι όροι «θετικό» και 

«αρνητικό» µονόπολο, αναφορικά µε το άνω και κάτω µισό του αντίστοιχου διπόλου, όπως 

και οι αντίστοιχοι εκθέτες «+» και «-». 

Τα ΗΜ πεδία που παράγονται από τα ηλεκτρικά µονόπολα µήκους  και 

ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος, τα οποία αντιστοιχούν στο άνω και κάτω µισό της 

κατανοµής ρεύµατος του αντίστοιχου διπόλου, προσδιορίζονται µε εφαρµογή των σχέσεων 

(Β.1) και (Β.2). Σηµειώνεται ότι ως κέντρο ενός µονοπόλου θεωρείται το κέντρο του 

αντίστοιχου διπόλου και όχι το γεωµετρικό κέντρο του ιδίου. Οι ρευµατικές κατανοµές επί 

των συνιστωσών µονοπόλων ενός διπόλου εκφράζονται ως εξής 

l
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όπου  η βηµατική συνάρτηση, η οποία ορίζεται ως εξής ( )•u
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Οι συνιστώσες του ΗΜ πεδίου δίνονται σε καρτεσιανές συντεταγµένες από τις 

σχέσεις 
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όπου ±R , R  οι αποστάσεις των σχέσεων (Β.13) και D  η εξής ποσότητα 
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Οι συνιστώσες του ΗΜ πεδίου δίνονται σε κυλινδρικές συντεταγµένες από τις 

σχέσεις 
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όπου ±R , R  οι αποστάσεις των σχέσεων (Β.15) και D  η ποσότητα της σχέσης (Β.19). 
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Επίλογος 

Γενικά 
 

Η παρούσα διατριβή εντάσσεται στη θεµατική περιοχή του υπολογιστικού 

ηλεκτροµαγνητισµού, η οποία έχει συγκεντρώσει το έντονο ενδιαφέρον της επιστηµονικής 

κοινότητας τις τελευταίες δεκαετίες, κυρίως εξαιτίας της ραγδαίας αύξησης της διαθέσιµης 

υπολογιστικής ισχύος, η οποία καθιστά εφικτή την επίλυση ολοένα και πιο πολύπλοκων 

προβληµάτων µε εφαρµογή αριθµητικών µεθόδων. Ειδικότερα, αντικείµενο της παρούσας 

διατριβής αποτελεί η διερεύνηση των δυνατοτήτων εφαρµογής της MAS, λεπτοµέρειες για 

την εδραίωση και ανάπτυξη της οποίας αναφέρθηκαν στα Κεφάλαια 1 και 2, σε προβλήµατα 

ακτινοβολίας. Σηµειώνεται στο σηµείο αυτό ότι, όπως έχει εξάλλου προαναφερθεί, η MAS 

έχει χρησιµοποιηθεί ευρύτατα για την επίλυση προβληµάτων σκέδασης από κλειστά σώµατα 

και περιοδικές επιφάνειες. Αντίθετα, η MAS δεν έχει τύχει ευρείας εφαρµογής σε 

προβλήµατα ακτινοβολίας, παρά το γεγονός ότι δεν υπάρχει κάποιος εγγενής περιορισµός 

που να το αποκλείει. Επιπρόσθετα, έχουν γίνει αναφορές στη σχετική βιβλιογραφία για 

δυσκολίες εφαρµογής της MAS σε προβλήµατα που εµπλέκουν ανοικτά χωρία, χωρίς, όµως, 

αυτές να συνοδεύονται από σχετικές λεπτοµέρειες για τη φύση αυτών των δυσκολιών και τις 

επιπτώσεις τους. 

Λόγω του γεγονότος ότι η πλειονότητα των δηµοσιευµένων µελετών που σχετίζονται 

µε την εφαρµογή της MAS σε προβλήµατα ακτινοβολίας δεν είναι εκτενείς και 

συστηµατικές, αποφασίστηκε εξαρχής η ενδελεχής µελέτη κάποιων απλών προβληµάτων, 

από την οποία ενδεχοµένως να είναι δυνατόν να εξαχθούν γενικά συµπεράσµατα για τα 

ιδιαίτερα χαρακτηριστικά σύγκλισης των λύσεων, όπως και τη σύνδεση τους µε τις 

παραµέτρους καθορισµού του πλήθους και της κατανοµής των βοηθητικών πηγών, καθώς και 

των σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών. Η επιλογή της µελέτης απλών προβληµάτων 

υπαγορεύθηκε και από την ανάγκη αποτίµησης της ακρίβειας των λύσεων µε απευθείας 

σύγκριση µε ακριβείς ή προσεγγιστικές αναλυτικές λύσεις, ή και µε διαθέσιµα πειραµατικά 

δεδοµένα. Σε όλες δε τις περιπτώσεις που εξετάστηκαν, ιδιαίτερη έµφαση δόθηκε στη 

διερεύνηση της εξάρτησης του ρυθµού αριθµητικής σταθεροποίησης και της ακρίβειας των 
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λύσεων από τις παραµέτρους µορφοποίησης των λύσεων, όπως και στην εξαγωγή πρακτικών 

κανόνων για τη συσχέτιση τους µε τα γεωµετρικά και φυσικά χαρακτηριστικά του υπό 

εξέταση προβλήµατος. 

 

Ανακεφαλαίωση 
 

Η ερευνητική εργασία που ολοκληρώθηκε στο πλαίσιο της παρούσας διατριβής 

συνοψίζεται ως εξής: 

 Μελετήθηκε διεξοδικά η υπάρχουσα βιβλιογραφία που αφορά τις ευρύτερα διαδεδοµένες 

αριθµητικές µεθόδους υπολογιστικού ηλεκτροµαγνητισµού. Πιο συγκεκριµένα, 

εξετάστηκαν οι βασικές αρχές των τεχνικών διακριτοποίησης, ενώ ιδιαίτερη έµφαση 

δόθηκε στις φυσικές και µαθηµατικές αρχές των αριθµητικών µεθόδων συναρτησιακών 

προσεγγίσεων, όπως και στις τεχνικές επίλυσης. 

 Μελετήθηκε εκτενώς η MAS, αλλά και οι συγγενείς αριθµητικές µέθοδοι, δίνοντας 

έµφαση στη διερεύνηση των δυνατοτήτων αλλά και των εγγενών αδυναµιών τους. 

Ειδικότερα, εξετάστηκε η MAS σε σχέση µε τα ακόλουθα θέµατα: 

 Τύποι προβληµάτων που είναι δυνατόν να επιλυθούν. 

 Τύποι βοηθητικών πηγών. Συναρτησιακές προσεγγίσεις για την περιγραφή των 

άγνωστων ΗΜ πεδίων. 

 Οριακές συνθήκες. 

 ∆είκτης κατάστασης των γραµµικών συστηµάτων. 

 Σύγκλιση των αριθµητικών λύσεων. 

 Εκτίµηση των σφαλµάτων ικανοποίησης των οριακών συνθηκών. 

 Μελετήθηκαν οι υπάρχοντες κανόνες επιλογής των παραµέτρων που υπεισέρχονται στη 

διαδικασία µορφοποίησης των αριθµητικών λύσεων. Οι εν λόγω παράµετροι σχετίζονται 

µε την επιλογή του πλήθους και της κατανοµής των βοηθητικών πηγών, καθώς και των 

σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών. Επιπρόσθετα, εξετάστηκαν οι δυνατότητες 

βελτιστοποίησης της κατανοµής των θέσεων των βοηθητικών πηγών, µε σκοπό την 

ελαχιστοποίηση των σφαλµάτων ικανοποίησης των οριακών συνθηκών, για δεδοµένο 

αριθµό βοηθητικών πηγών. 
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 Μελετήθηκαν προβλήµατα ακτινοβολίας στοιχειωδών ακτινοβολητών που βρίσκονται 

πλησίον της συνοριακής επιφάνειας ηµιάπειρου διηλεκτρικού χώρου µε απώλειες. Η 

σχετική ερευνητική δραστηριότητα συνοψίζεται ως εξής: 

 Εφαρµογή της MAS σε περιπτώσεις στοιχειωδών ακτινοβολητών που βρίσκονται 

υπεράνω της επιφάνειας του εδάφους. 

 Μελέτη των χαρακτηριστικών σύγκλισης των λύσεων, µέσω του υπολογισµού των 

σφαλµάτων ικανοποίησης των οριακών συνθηκών και του ελέγχου της αριθµητικής 

ευστάθειας των λύσεων. 

 Έλεγχος της ακρίβειας των λύσεων µε άµεση σύγκριση µε ακριβείς ή προσεγγιστικές 

αναλυτικές λύσεις. 

 Εξαγωγή απλών κανόνων συσχέτισης των χαρακτηριστικών σύγκλισης των λύσεων 

και της συµπεριφοράς των σφαλµάτων ικανοποίησης των οριακών συνθηκών µε τις 

παραµέτρους καθορισµού του πλήθους και της κατανοµής των θέσεων των 

βοηθητικών πηγών. 

 Μελέτη των χαρακτηριστικών σύγκλισης των λύσεων σε περιπτώσεις στοιχειωδών 

ακτινοβολητών που βρίσκονται υπό της επιφάνειας του εδάφους. 

 ∆ιερεύνηση των δυνατοτήτων βελτιστοποίησης της κατανοµής των θέσεων των 

βοηθητικών πηγών µε αξιοποίηση προσεγγιστικών µιγαδικών ειδώλων ή καυστικών 

επιφανειών. 

 Εξέταση της ακρίβειας των λύσεων στην περιοχή του µακρινού πεδίου, και ιδιαίτερα 

σε σηµεία των οποίων η προβολή επί της συνοριακής επιφάνειας βρίσκεται εκτός της 

περιοχής που καταλαµβάνουν τα σηµεία επιβολής των οριακών συνθηκών. 

 Εξετάστηκαν οι δυνατότητες της MAS για την ανάλυση κεραιών σύρµατος και 

στοιχειοκεραιών. Η σχετική ερευνητική δραστηριότητα συνοψίζεται ως εξής: 

 Εφαρµογή της MAS σε µεµονωµένες κεραίες λεπτού σύρµατος, για διάφορα πεδία 

διέγερσης. 

 Εξέταση της αριθµητικής ευστάθειας των λύσεων και αποτίµηση των σφαλµάτων 

ικανοποίησης των οριακών συνθηκών. 

 Σύγκριση των λύσεων που προκύπτουν για διαφορετικούς τύπους βοηθητικών 

πηγών. 
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 Εξέταση της ακρίβειας των λύσεων µε σύγκριση µε αποτελέσµατα άλλων µεθόδων ή 

διαθέσιµα πειραµατικά δεδοµένα. 

 Εξαγωγή απλών κανόνων για την επιλογή του πλήθους των βοηθητικών πηγών. 

 Γενίκευση για την ανάλυση στοιχειοκεραιών παράλληλων στοιχείων σε τυχαίες 

θέσεις του χώρου. 

 Αποτίµηση της επίδρασης των φαινοµένων σύζευξης σε διατάξεις ποµποδεκτών. 

 Γενίκευση για την ανάλυση κεραιών παχέος σύρµατος. 

 Εξετάστηκε η δυνατότητα υβριδοποίησης της MAS µε την τεχνική συνταιριάσµατος των 

αντιδράσεων (Reaction Matching-RM). Η προκύπτουσα υβριδική µέθοδος (MAS-RM) 

εφαρµόστηκε για την ανάλυση κεραιών σύρµατος και στοιχειοκεραιών. Η σχετική 

ερευνητική δραστηριότητα συνοψίζεται ως εξής: 

 ∆ιατύπωση και µορφοποίηση της MAS-RM. Εφαρµογή σε µεµονωµένες κεραίες 

λεπτού σύρµατος, για διάφορα πεδία διέγερσης. 

 Εξέταση της αριθµητικής ευστάθειας των λύσεων και αποτίµηση των σφαλµάτων 

ικανοποίησης των οριακών συνθηκών. 

 ∆ιεξοδική αξιολόγηση των λύσεων που προκύπτουν εισάγοντας βοηθητικές 

µονοπολικές πηγές στα άκρα, αλλά και σύγκριση αυτών µε τις λύσεις που 

προκύπτουν συµβατικά. 

 Εξέταση της ακρίβειας των λύσεων µε σύγκριση µε αποτελέσµατα άλλων µεθόδων ή 

διαθέσιµα πειραµατικά δεδοµένα. 

 Εξαγωγή απλών κανόνων για την επιλογή του πλήθους των βοηθητικών πηγών. 

 Γενίκευση για την ανάλυση στοιχειοκεραιών παράλληλων στοιχείων σε τυχαίες 

θέσεις του χώρου. 

 Εφαρµογή σε προβλήµατα σχετικά µεγάλης κλίµακας (στοιχειοκεραίες µεγάλου 

αριθµού στοιχείων, κεραίες µεγάλου µήκους). 

 Γενίκευση για την ανάλυση κεραιών παχέος σύρµατος. 
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Συµπεράσµατα-Σηµεία που Προάγεται η Επιστήµη 
 

Από την εκτελεσθείσα έρευνα και τα αποτελέσµατα που παρουσιάστηκαν στην 

παρούσα διατριβή, είναι δυνατόν να εξαχθούν χρήσιµα συµπεράσµατα, τα οποία αφορούν τις 

δυνατότητες εφαρµογής της MAS σε προβλήµατα ακτινοβολίας. 

Όσον αφορά τη µελέτη των στοιχειωδών ακτινοβολητών πλησίον της συνοριακής 

επιφάνειας ηµιάπειρου διηλεκτρικού χώρου µε απώλειες, αξίζει να σηµειωθούν τα εξής: 

 Οι κατανοµές των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών παρουσιάζουν ισχυρή εξάρτηση 

από την απόσταση µεταξύ διαδοχικών βοηθητικών πηγών. Όταν αυτή είναι µικρή, τα 

σφάλµατα µεταξύ των σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών είναι πολύ µικρά, σε 

αντίθεση µε τα σφάλµατα πέραν των ορίων της περιοχής που καταλαµβάνουν τα σηµεία 

επιβολής των οριακών συνθηκών. Καθώς η απόσταση αυξάνει, τα πρώτα προοδευτικά 

αυξάνονται και τα δεύτερα µειώνονται. Για µεγάλες τιµές της απόστασης, τα σφάλµατα 

εκτός της περιοχής που καταλαµβάνουν τα σηµεία επιβολής των οριακών συνθηκών είναι 

πολύ µικρά, ενώ τα σφάλµατα εντός της περιοχής αυτής είναι πολλές τάξεις µεγέθους 

µεγαλύτερα. 

 Από τη διερεύνηση της εξάρτησης των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών από τις 

παραµέτρους καθορισµού του πλήθους και της κατανοµής των θέσεων των βοηθητικών 

πηγών, καθώς και των σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών, συνάγεται το 

συµπέρασµα ότι, τουλάχιστον για όχι πολύ µικρούς αριθµούς βοηθητικών πηγών, οι 

λύσεις χαρακτηρίζονται από σχετικά σταθµισµένα σφάλµατα επί ενός σηµαντικού εύρους 

µεταβολής της απόστασης µεταξύ τους. Μάλιστα, οι λύσεις είναι ικανοποιητικής 

ακρίβειας, τουλάχιστον όσον αφορά την περιοχή του κοντινού πεδίου, όταν η απόσταση 

µεταβάλλεται σε ένα ακόµη µεγαλύτερο διάστηµα, παρά το γεγονός ότι οι µέγιστες τιµές 

των σφαλµάτων µπορεί να είναι αρκετά µεγάλες συγκριτικά προς τα ελάχιστα σφάλµατα 

που είναι επιτεύξιµα διατηρώντας σταθερό το πλήθος των βοηθητικών πηγών. 

 Η εξάρτηση των µέγιστων τιµών των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών 

διαφοροποιείται ανάλογα µε το µέσο εντός του οποίου ακτινοβολεί ο υπό εξέταση 

ακτινοβολητής. Όταν ο ακτινοβολητής βρίσκεται στο κενό υπεράνω του εδάφους, η 

συµπεριφορά των µέγιστων τιµών των σφαλµάτων παρουσιάζει εµφανείς κανονικότητες. 

Αντίθετα, στην περίπτωση κατά την οποία ο ακτινοβολητής βρίσκεται εντός του 
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εδάφους, η συµπεριφορά των σφαλµάτων είναι ανώµαλη, καθόσον παρουσιάζει 

ακανόνιστες ταλαντώσεις µε τη µεταβολή της απόστασης µεταξύ διαδοχικών πηγών. Το 

γεγονός αυτό οφείλεται στη µεγάλη ανοµοιογένεια του πεδίου διέγερσης στην περίπτωση 

αυτή, σε αντίθεση µε την περίπτωση κατά την οποία ο υπό εξέταση ακτινοβολητής 

βρίσκεται στο κενό υπεράνω του εδάφους. Σηµειώνεται ότι η ακανόνιστη συµπεριφορά 

των σφαλµάτων αναµένεται να εµφανίζεται εντονότερη όσο µεγαλύτερο είναι το µέτρο 

της µιγαδικής διηλεκτρικής σταθεράς του εδάφους. Μάλιστα, σε περιπτώσεις πυκνών 

διηλεκτρικών ή διηλεκτρικών µε µεγάλες απώλειες (π.χ. υγρό έδαφος, θάλασσα), 

αναµένεται αύξηση του πλήθους των βοηθητικών πηγών που απαιτείται για τον 

προσδιορισµό αριθµητικά ευσταθών λύσεων µε σφάλµατα που είναι συγκρίσιµα µε αυτά 

που παρουσιάστηκαν για τυπικά εδάφη στην παρούσα διατριβή. 

 Σε κάθε περίπτωση, ανεξάρτητα από το αν ο υπό εξέταση ακτινοβολητής βρίσκεται στο 

κενό ή εντός του εδάφους, είναι δυνατόν να προσδιοριστούν ικανοποιητικές λύσεις 

διενεργώντας µικρό σχετικά πλήθος δοκιµών. 

 Από τη διερεύνηση των δυνατοτήτων βελτιστοποίησης µε αξιοποίηση των θέσεων 

µιγαδικών ειδώλων προέκυψε ότι η βελτίωση των σφαλµάτων των οριακών συνθηκών 

είναι οριακή, τουλάχιστον όταν το πλήθος των βοηθητικών πηγών δεν είναι πολύ µικρό. 

Για µικρό πλήθος βοηθητικών πηγών, η αξιοποίηση των µιγαδικών ειδώλων µπορεί να 

οδηγήσει σε λύσεις µε σηµαντικά µικρότερα σφάλµατα στη συνοριακή επιφάνεια, αν και 

αυτό δεν εξασφαλίζει ότι οι λύσεις χαρακτηρίζονται και από µικρότερα σφάλµατα 

παντού στο χώρο. Εξάλλου, σε τέτοιες περιπτώσεις, τα σφάλµατα των οριακών 

συνθηκών είναι ούτως ή άλλως αρκετά µεγάλα, οπότε η εξέταση της ακρίβειας των 

λύσεων πρέπει να γίνει και µε άλλα κριτήρια. Αντίστοιχα συµπεράσµατα προέκυψαν και 

στην περίπτωση αξιοποίησης των καυστικών επιφανειών, η οποία έχει προταθεί από 

άλλους ερευνητές στο παρελθόν. Ως εκ τούτου, είναι µάλλον προτιµότερη η διενέργεια 

αριθµού δοκιµών αυξανοµένου του πλήθους των βοηθητικών πηγών έως την επίτευξη 

κάποιας επιθυµητής στάθµης σφαλµάτων, παρά η εκ των προτέρων αναζήτηση βέλτιστων 

κατανοµών των θέσεων των βοηθητικών πηγών. 

 Πέραν των προαναφερθέντων, είναι δυνατή η θεώρηση των θέσεων των βοηθητικών 

πηγών ως ανεξάρτητων διανυσµάτων και η εφαρµογή αλγορίθµων βελτιστοποίησης, 

όπως είναι οι γενετικοί αλγόριθµοι, για τον προσδιορισµό κατανοµών που 
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ελαχιστοποιούν κάποια κατάλληλα επιλεγµένη συνάρτηση κόστους, η οποία συναρτάται 

µε τα σφάλµατα των οριακών συνθηκών. Πάντως, είναι σηµαντικό να αναφερθεί ότι η 

εφαρµογή τέτοιων τεχνικών συνεπάγεται σηµαντικό πρόσθετο υπολογιστικό κόστος, το 

οποίο µπορεί να αυξάνει δραµατικά τον απαιτούµενο χρόνο για τον προσδιορισµό 

βέλτιστων λύσεων. Εξαιτίας αυτού του γεγονότος, η εφαρµογή τεχνικών 

βελτιστοποίησης µάλλον αντενδείκνυται, ιδιαίτερα όταν το πλήθος των βοηθητικών 

πηγών είναι σχετικά µεγάλο. 

 Από την εξέταση των λύσεων στην περιοχή του µακρινού πεδίου προέκυψε ότι οι λύσεις 

είναι ακριβείς µέχρι κάποια κρίσιµη απόσταση, πέραν της οποίας αποτυγχάνουν να 

προβλέψουν την απλή συµπεριφορά εξασθένησης. Πιο συγκεκριµένα, απευθείας 

σύγκριση µε προσεγγιστικές αναλυτικές λύσεις κατέδειξε ότι οι λύσεις είναι ακριβείς σε 

σηµεία των οποίων οι προβολές επί της συνοριακής επιφάνειας βρίσκονται εντός της 

περιοχής που καταλαµβάνουν τα σηµεία επιβολής των οριακών συνθηκών. Αντίθετα, οι 

λύσεις παρουσιάζουν σηµαντική απόκλιση ως προς την αναµενόµενη συµπεριφορά 

εξασθένησης εκτός αυτής της περιοχής. Συµπερασµατικά, δοθέντος ότι η MAS βασίζεται 

στη χρήση διακριτών βοηθητικών πηγών, ο εν λόγω περιορισµός συνιστά εγγενή 

αδυναµία της MAS. 

 Σε περιπτώσεις στις οποίες η κλίση εξασθένησης στην περιοχή του µακρινού πεδίου είναι 

εκ των προτέρων γνωστή, είναι δυνατή η άρση του προαναφερθέντος περιορισµού 

επιλέγοντας κατάλληλες κατανοµές των θέσεων των βοηθητικών πηγών, καθώς και των 

σηµείων επιβολής των οριακών συνθηκών, ούτως ώστε οι προκύπτουσες λύσεις να είναι 

ακριβείς µέχρι κάποια αρκούντως µεγάλη απόσταση στην περιοχή του µακρινού πεδίου. 

Στην περίπτωση αυτή, για τον υπολογισµό των πεδιακών εντάσεων σε µεγαλύτερες 

αποστάσεις, είναι δυνατόν να χρησιµοποιηθούν απλές προβλεπτικές τεχνικές. 

Στη συνέχεια, σχετικά µε τη διερεύνηση των δυνατοτήτων της MAS για την ανάλυση 

κεραιών σύρµατος και στοιχειοκεραιών, σηµειώνονται τα ακόλουθα: 

 Στην περίπτωση κρουστικής διέγερσης, οι λύσεις σταθεροποιούνται αριθµητικά 

αυξανοµένου του πλήθους των βοηθητικών πηγών, παρά το γεγονός ότι το φανταστικό 

µέρος της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου θεωρητικά τείνει στο άπειρο. Το γεγονός αυτό 

οφείλεται στην αδυναµία αναπαραγωγής κρουστικού πεδίου από οποιοδήποτε σύνολο 
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βοηθητικών πηγών µε φυσική σηµασία, για την ικανοποίηση της οριακής συνθήκης του 

ηλεκτρικού πεδίου στην επιφάνεια του διπόλου. 

 Στην περίπτωση παλµικής διέγερσης, είναι δυνατή η αριθµητική σταθεροποίηση των 

λύσεων επιλέγοντας κατάλληλα το πλήθος των βοηθητικών πηγών, σύµφωνα µε έναν 

απλό γεωµετρικό κανόνα.  

 Σε περιπτώσεις κατανεµηµένης διέγερσης (π.χ. πηγή µαγνητικού δακτυλίου, επίπεδο 

κύµα), η αριθµητική σταθεροποίηση των λύσεων επιτυγχάνεται όταν το πλήθος των 

βοηθητικών πηγών υπερβεί µια κρίσιµη στάθµη, η οποία σχετίζεται µε το λόγο του 

µήκους προς τη διάµετρο του διπόλου. 

 Στην περίπτωση του φορτωµένου διπόλου που λειτουργεί ως δέκτης, έγινε η θεώρηση 

σύνδεσης του φορτίου στους ακροδέκτες ενός διακένου πεπερασµένου εύρους, το οποίο 

µπορεί να µοντελοποιηθεί ακολουθώντας το γεωµετρικό κανόνα του τροφοδοτούµενου 

διπόλου. 

 Σε όλες τις περιπτώσεις, όσον αφορά το ρυθµό αριθµητικής σταθεροποίησης των λύσεων, 

πλεονεκτεί η χρήση ηλεκτρικών διπόλων ηµιτονοειδούς κατανοµής ρεύµατος ως 

βοηθητικών πηγών έναντι της χρήσης στοιχειωδών ηλεκτρικών διπόλων, τα οποία 

χρησιµοποιούνται τυπικά. 

 Στην περίπτωση στοιχειοκεραιών, η συµπεριφορά των λύσεων είναι αντίστοιχη µε αυτή 

του µεµονωµένου διπόλου. 

 Στην περίπτωση του διπόλου παχέος σύρµατος, οι λύσεις παρουσιάζουν κάποια εξάρτηση 

από τα χαρακτηριστικά της κατανοµής των θέσεων των βοηθητικών πηγών, αλλά όχι από 

το πλήθος τους. 

Τέλος, σχετικά µε την εφαρµογή της υβριδικής µεθόδου MAS-RM για την ανάλυση 

κεραιών σύρµατος και στοιχειοκεραιών, επισηµαίνονται τα ακόλουθα: 

 Για τους λόγους που προαναφέρθηκαν, στην περίπτωση κρουστικής διέγερσης, οι λύσεις 

σταθεροποιούνται αριθµητικά αυξανοµένου του πλήθους των βοηθητικών πηγών, παρά 

το γεγονός ότι το φανταστικό µέρος της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου θεωρητικά 

τείνει στο άπειρο. 

 Σε κάθε περίπτωση, η προσθήκη κατάλληλα προσανατολισµένων µονοπολικών 

βοηθητικών πηγών στα άκρα της κεραίας έχει ως αποτέλεσµα την ταχύτερη αριθµητική 

σταθεροποίηση των λύσεων σε σχέση µε τις λύσεις που προκύπτουν χρησιµοποιώντας 
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µόνο διπολικές βοηθητικές πηγές, όπως και τη σηµαντική µείωση του σφάλµατος της 

οριακής συνθήκης του ηλεκτρικού πεδίου. 

 Σε κάθε περίπτωση, η προκύπτουσα κατανοµή ρεύµατος είναι οµαλή, ανεξάρτητα από 

την επιλογή του πλήθους των βοηθητικών πηγών, σε αντίθεση µε τις λύσεις της MoM, οι 

οποίες, τυπικά, πάσχουν από την εµφάνιση ταλαντώσεων αυξανοµένου του πλήθους των 

συναρτήσεων βάσης. 

 Στην περίπτωση στοιχειοκεραιών, η συµπεριφορά των λύσεων είναι αντίστοιχη µε αυτή 

του µεµονωµένου διπόλου. 

 Η εφαρµογή της MAS-RM παρέχει δυνατότητες επίλυσης προβληµάτων σχετικά µεγάλης 

κλίµακας (στοιχειοκεραίες µεγάλου αριθµού στοιχείων, κεραίες µεγάλου µήκους), 

καθόσον είναι δυνατόν να προσδιοριστούν αριθµητικά ευσταθείς λύσεις για µικρούς 

αριθµούς βοηθητικών πηγών σε µικρούς χρόνους, χωρίς να απαιτείται η χρήση 

εξεζητηµένων επαναληπτικών τεχνικών επίλυσης. 

 Στην περίπτωση του διπόλου παχέος σύρµατος, οι λύσεις παρουσιάζουν κάποια εξάρτηση 

από τα χαρακτηριστικά της κατανοµής των θέσεων των βοηθητικών πηγών, αλλά όχι από 

το πλήθος τους. 
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