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Περίληψη 

 

Οι συζεύκτες γραμμοσειρών αποτελούν βασικά δομικά στοιχεία σημαντικών οπτικών 

διατάξεων, οι οποίες χρησιμοποιούνται ευρέως στα σύγχρονα οπτικά δίκτυα. Μεταξύ των 

οπτικών διατάξεων συγκαταλέγονται τα οπτικά φίλτρα επιλογής συχνοτήτων, οι πολυπλέκτες 

και αποπολυπλέκτες, τα συντονιζόμενα lasers και τα lasers κατανεμημένης ανάδρασης καθώς 

επίσης και οι οπτικοί διακόπτες. 

Τα ηλεκτρομαγνητικά φαινόμενα, που εμφανίζονται στις διατάξεις των συζευκτών 

γραμμοσειρών, έχουν ήδη μελετηθεί με προσεγγιστικές μεθόδους, όπως οι μέθοδοι διαταραχών, 

η θεωρία των συζευγμένων ρυθμών και η θεωρία Floquet-Bloch. Σε αυτές τις μεθόδους η 

ακρίβεια των λύσεων προϋποθέτει αρκετούς περιορισμούς, όπως μικρό πάχος γραμμοσειρών, 

μεγάλη απόσταση διαχωρισμού των δύο κυματοδηγών και μικρές διαφορές των δεικτών 

διάθλασης των εμπλεκομένων μέσων. 

Αντικείμενο της Διδακτορικής Διατριβής αποτελεί η μελέτη των φαινομένων σύζευξης σε 

κυματοδηγούς γραμμοσειρών με μεθοδολογία ολοκληρωτικών εξισώσεων. Η αναπτυσσόμενη 

μεθοδολογία, η οποία συνδυάζει ημιαναλυτικές τεχνικές ολοκληρωτικών εξισώσεων, βασίζεται 

ουσιαστικά στη Μέθοδο των Ροπών με συναρτήσεις βάσης συνολικού χώρου. Ειδικότερα, με 

εφαρμογή της μεθόδου Sommerfeld επιτυγχάνεται Fourier ολοκληρωτική αναπαράσταση της 

συνάρτησης Green του ομογενούς (χωρίς γραμμοσειρές) προβλήματος. Περαιτέρω, 

διατυπώνεται ολοκληρωτική εξίσωση ως προς το ηλεκτρικό πεδίο κυμάτων, τα οποία 

διαδίδονται κατά μήκος του άξονα του συζεύκτη. Για τη λύση της εν λόγω ολοκληρωτικής 

εξίσωσης εφαρμόζονται τεχνικές Galerkin συνολικού χώρου, οι οποίες οδηγούν σε 

συγκεκριμένο ομογενές γραμμικό σύστημα. Οι σταθερές διάδοσης των κυματοδηγούμενων 

ρυθμών είναι οι τιμές εκείνες, για τις οποίες το εν λόγω σύστημα έχει μη τετριμμένη λύση. 

Η κύρια πρωτοτυπία της Διδακτορικής Διατριβής συνίσταται στην εισαγωγή μεθοδολογίας 

ολοκληρωτικών εξισώσεων, η οποία αναπτύσσεται και εφαρμόζεται για τη μελέτη των 

φαινομένων κυματοδήγησης σε συζεύκτες γραμμοσειρών. Εξάλλου, η αριθμητική υλοποίηση 

της αναπτυχθείσας μεθοδολογίας παράγει αρκετά πρωτότυπα και ενδιαφέροντα αριθμητικά 

αποτελέσματα, αναφερόμενα στη βέλτιστη σχεδίαση των χαρακτηριστικών των γραμμοσειρών, 

τα οποία προσφέρουν το ελάχιστο δυνατό μήκος σύζευξης και τη μέγιστη δυνατή αποδοτικότητα 

σύζευξης. 

Τα συγκριτικά πλεονεκτήματα της αναπτυσσόμενης μεθοδολογίας έναντι των μεθόδων: 

διαταραχών, θεωρίας των συζευγμένων ρυθμών και θεωρίας Floquet-Bloch εντοπίζονται στην 

ακρίβεια, την απλότητα καθώς επίσης και την αριθμητική αποδοτικότητα. Εξάλλου, η 
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χρησιμοποιούμενη μεθοδολογία δίνει ακριβή αποτελέσματα για γραμμοσειρές μεγάλου πάχους 

και για ισχυρά συζευγμένους κυματοδηγούς σε αντίθεση με τις προαναφερόμενες μεθόδους. 

Ιδιαιτέρως, εκφράζεται αναλυτικά η συνάρτηση Green και υπολογίζονται αναλυτικά όλα τα 

εμφανιζόμενα ολοκληρώματα με συνέπειες τη σημαντική μείωση του υπολογιστικού κόστους, 

την αύξηση της ακρίβειας των αποτελεσμάτων και την επίτευξη λύσεως χωρίς άλλες 

προσεγγίσεις εκτός εκείνης της τελικής κολόβωσης του γραμμικού συστήματος. 

Τα αριθμητικά αποτελέσματα της Διατριβής υπερτερούν σημαντικά σε αξιοπιστία και 

ακρίβεια των αντιστοίχων αποτελεσμάτων, τα οποία επιτυγχάνονται με τις προγενέστερες 

μεθόδους. Η αξιολόγηση των αποτελεσμάτων αυτών διαμορφώνει συγκεκριμένες τεχνικές-

σχεδιαστικές προδιαγραφές της υπό μελέτη διάταξης, οι οποίες μπορεί να αξιοποιηθούν 

κατάλληλα σε πολλές εφαρμογές της ολοκληρωμένης οπτικοηλεκτρονικής. 
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Abstract 

 

Grating-assisted couplers constitute fundamental guided-wave components of important 

optical devices, used widely in synchronous optical networks. Among these optical devices are 

included optical wavelength filters, multiplexers and demultiplexers, tunable lasers and 

distributed feedback lasers as well as optical switches. 

The electromagnetic phenomena, associated with the operation of grating couplers, have 

already been investigated by means of approximate methods, such as perturbation methods, 

coupled-mode theory and Floquet-Bloch theory. In these methods the accuracy of the solutions is 

subject to various limitations and constraints, such as small grating width, large separation 

distance between the slab waveguides and small differences of the refractive indices of the media 

involved. 

The subject of this Doctoral Thesis is the investigation of the coupling phenomena in 

grating waveguides by applying an integral equation methodology. The developed methodology, 

which combines semianalytical integral equation techniques, is essentially based on the Method 

of Moments with entire domain basis functions. In particular, by applying Sommerfeld’s method, 

a Fourier integral representation of the Green’s function of the homogeneous (non-grating) 

problem is derived. Furthermore, an integral equation is established with respect to the electric 

field of waves guided along the coupler’s axis. This integral equation is solved by applying entire 

domain Galerkin techniques, leading to a homogeneous linear system. The propagation constants 

of the wave guided modes correspond to the non-trivial solution of this linear system. 

The main originality of the Doctoral Thesis lies in the introduction of an integral equation 

methodology, which is developed and applied for the investigation of the wave guiding 

phenomena in grating-assisted couplers. Besides, the numerical implementation of the developed 

methodology derives several original and interesting numerical results, referring to the optimal 

design of the grating characteristics, combining the minimal coupling length with the maximal 

coupling efficiency. 

The relative benefits of the developed methodology with respect to the perturbation 

methods, the coupled-mode theory and the Floquet-Bloch theory lie on its accuracy, simplicity as 

well as its numerical efficiency. On the other hand, the developed methodology provides 

accurate results for gratings with large widths and strongly coupled waveguides, in contrast to 

the aforementioned methods. In addition, the Green’s function is analytically expressed and all 

the integrals involved are analytically computed resulting to the significant reduction of the 
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computational cost, the high increase of the results accuracy and a solution with no other 

approximation than that of the final truncation of the linear system. 

The numerical results obtained exhibit superior validity and accuracy with respect to those 

derived by applying the methods mentioned above. These results serve certain design 

specifications of the structure under investigation, which may be exploited appropriately in 

various applications of integrated optoelectronics. 

 

 

KeyWords 

 

Directional couplers, grating, optical waveguides, slab waveguides, guided waves, integrated 

optics, optical filters, integral equations, method of moments, Galerkin techniques. 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

Διατάξεις κυματοδήγησης οπτικών σημάτων, οι οποίες περιέχουν περιοδικά μεταβαλλόμενο 

δείκτη διάθλασης και επιφανειακά χαραγμένες γραμμοσειρές (surface grating), αποτελούν 

βασικά δομικά στοιχεία των ολοκληρωμένων οπτικοηλεκτρονικών συστημάτων. Ειδικότερα, 

διατάξεις κυματοδηγών επιπέδων διηλεκτρικών πλακών (slab waveguides) με περιοδικά 

χαραγμένες γραμμοσειρές εξυπηρετούν στη μεταφορά ενέργειας από μία διηλεκτρική πλάκα σε 

άλλη και χρησιμοποιούνται αποτελεσματικά σε κατευθυντικούς συζεύκτες, οπτικά φίλτρα 

επιλογής συχνοτήτων, lasers κατανεμημένης ανάδρασης, οπτικούς διακόπτες, πολυπλέκτες, 

αποπολυπλέκτες και αρκετές άλλες διατάξεις ολοκληρωμένης οπτικής (βλ. π.χ. [1] και [2]). 

 

Προγενέστερες μεθοδολογίες-Συνοπτική επισκόπηση της Βιβλιογραφίας 

 

Η ηλεκτρομαγνητική ανάλυση των προαναφερομένων διατάξεων σύζευξης και 

κυματοδήγησης έχει ήδη αναπτυχθεί με αρκετές μεθόδους. Οι αρχικές μέθοδοι συνδυάζουν τα 

αναπτύγματα διαταραχών των ρυθμών του συζεύκτη με τεχνικές συζευγμένων κυμάτων για τη 

μελέτη της επίδρασης των γραμμοσειρών στην όλη διάταξη (βλ. π.χ. [3]-[6]). Οι εν λόγω 

τεχνικές αποσαφηνίζουν οπωσδήποτε την εικόνα της φυσικής διαδικασίας της σύζευξης, αλλά 

οδηγούν μόνο σε προσεγγιστικά αποτελέσματα. Εξάλλου, την κύρια μεθοδολογία ανάλυσης των 

φαινομένων κυματοδήγησης σε διατάξεις συζευκτών γραμμοσειρών συνιστά η θεωρία των 

συζευγμένων ρυθμών (βλ. ενδεικτικά [7]-[21]). Όμως, η ακρίβεια των λύσεων, οι οποίες 

επιτυγχάνονται με εφαρμογή της μεθοδολογίας αυτής, προϋποθέτει αρκετούς περιορισμούς, 

όπως μικρό πάχος γραμμοσειρών, μεγάλη απόσταση διαχωρισμού των δύο κυματοδηγών και 

μικρές διαφορές των δεικτών διάθλασης των εμπλεκομένων μέσων. Επίσης, έχουν προταθεί 

μέθοδοι πινάκων μεταφοράς, οι οποίες χρησιμοποιούν τεχνικές προσαρμογής ρυθμών, αλλά τα 

αποτελέσματά τους υπόκεινται στους περιορισμούς της θεωρίας συζευγμένων ρυθμών. Σε 

συγκεκριμένες πρακτικές εφαρμογές απαιτούνται υπολογιστικές τεχνικές ακριβέστερες της 

θεωρίας των συζευγμένων ρυθμών για τον υπολογισμό σημαντικών μεγεθών, όπως οι σταθερές 

διάδοσης των κυματοδηγούμενων ρυθμών, ο διαχωρισμός της ενέργειας ανάμεσα στους 

κυματοδηγούς και οι απώλειες ακτινοβολίας. Για το σκοπό αυτό έχουν αναπτυχθεί αρκετά 

ακριβείς τεχνικές, οι οποίες στηρίζονται στη θεωρία Floquet-Bloch (βλ. ενδεικτικά [22]-[29]). Οι 

εν λόγω τεχνικές χρησιμοποιούν αυστηρές (ακριβείς) εκφράσεις των ρυθμών των κυματοδηγών, 

οι οποίες οδηγούν σε ακριβή αποτελέσματα, αναφερόμενα στην επίδοση των συζευκτών 

γραμμοσειρών. Όμως, η ακρίβεια των αποτελεσμάτων εξαρτάται από τον αριθμητικό 
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υπολογισμό των ολοκληρωμάτων ή την αριθμητική επίλυση συστημάτων γραμμικών 

διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξεως. Εξάλλου, σημειώνουμε ότι η διάδοση στους συζεύκτες 

γραμμοσειρών έχει επίσης διερευνηθεί με εφαρμογή της θεωρίας γραμμών μεταφοράς [30]-[31] 

και τεχνικών στο πεδίο του χρόνου [32]-[34]. 

 

Αντικείμενο και μεθοδολογία της Διδακτορικής Διατριβής 

 

Στην ανά χείρας διατριβή μελετώνται τα φαινόμενα κυματοδήγησης σε άπειρο περιοδικό 

οπτικό συζεύκτη γραμμοσειρών με τη βοήθεια ημιαναλυτικών τεχνικών ολοκληρωτικών 

εξισώσεων, εφαρμόζοντας τη Μέθοδο των Ροπών με συναρτήσεις βάσης συνολικού χώρου 

(entire domain basis functions). Ειδικότερα, τα στρώματα των γραμμοσειρών μοντελοποιούνται 

ως άπειρα στρώματα με περιοδικά χαραγμένες ορθογώνιες ασυνέχειες. Ως εφαρμογή της 

μεθόδου Sommerfeld επιτυγχάνεται αναλυτική έκφραση της συνάρτησης Green του ομογενούς 

(χωρίς γραμμοσειρές) προβλήματος μέσω ολοκληρώματος Fourier. Περαιτέρω, διατυπώνεται 

ολοκληρωτική αναπαράσταση του ηλεκτρικού πεδίου των TE πολωμένων ηλεκτρομαγνητικών 

κυμάτων, τα οποία διαδίδονται κατά μήκος του άξονα του συζεύκτη. Εξάλλου, περιορίζοντας το 

διάνυσμα παρατήρησης στις ορθογώνιες ασυνέχειες, διαπιστώνουμε ότι η εν λόγω 

ολοκληρωτική αναπαράσταση μετατρέπεται σε ολοκληρωτική εξίσωση του ηλεκτρικού πεδίου 

στις ασυνέχειες. Για τη λύση της εν λόγω ολοκληρωτικής εξίσωσης εφαρμόζονται τεχνικές 

Galerkin συνολικού χώρου (entire domain Galerkin techniques), οι οποίες οδηγούν σε 

συγκεκριμένο ομογενές γραμμικό σύστημα. Οι σταθερές διάδοσης των κυματοδηγούμενων 

ρυθμών είναι οι τιμές εκείνες, για τις οποίες το εν λόγω σύστημα έχει μη τετριμμένη λύση, και 

υπολογίζονται ως ρίζες της ορίζουσας του πίνακα του συστήματος. Η ανάλυση αφορά διάδοση 

εγκάρσια ηλεκτρικών (ΤΕ) κυμάτων. Όμως, η μέθοδος μπορεί να επεκταθεί για τη μελέτη της 

διάδοσης εγκάρσια μαγνητικών (ΤΜ) κυμάτων, θεωρώντας ως άγνωστη συνάρτηση το 

μαγνητικό πεδίο στο χωρίο των γραμμοσειρών. 

Η προτεινόμενη μεθοδολογία αναφέρεται αρχικά στη μελέτη των φαινομένων 

κυματοδήγησης στη διάταξη του συμμετρικού συζεύκτη γραμμοσειρών, αποτελούμενου από 

όμοιους κυματοδηγούς ευρισκόμενους εντός του ελευθέρου χώρου, και αναλύεται διεξοδικά στο 

Κεφάλαιο 3. Η συμμετρία της διάταξης διευκολύνει την αποσαφήνιση των βασικών ιδεών και 

των τεχνικών χαρακτηριστικών της μεθόδου. Η διεύρυνση της μεθοδολογίας για τις περιπτώσεις 

ασυμμετρικών συζευκτών γραμμοσειρών προϋποθέτει ορισμένες επεκτάσεις, προσαρμογές, και 

βελτιώσεις της αρχικής μεθόδου, οι οποίες συνοψίζονται στο Κεφάλαιο 4. Στην προκειμένη 

περίπτωση η ασυμμετρία του συζεύκτη επιβάλλει σημαντική πολυπλοκότητα στην ανάλυση και 
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τους υπολογισμούς των αναλυτικών εκφράσεων της συνάρτησης Green και των blocks του 

πίνακα του γραμμικού συστήματος καθώς επίσης και σε αρκετά σημεία της αριθμητικής 

υλοποίησης. 

Κύρια πλεονεκτήματα της αναπτυσσόμενης μεθοδολογίας είναι η ακρίβεια και η απλότητα 

καθώς επίσης και η αριθμητική αποδοτικότητα, η οποία συνίσταται στη μεγάλη ακρίβεια των 

αποτελεσμάτων με χρήση μικρού αριθμού όρων των αναπτυγμάτων (βλ. [35] και [36]). 

Επιπλέον, εκφράζεται αναλυτικά η συνάρτηση Green και υπολογίζονται αναλυτικά όλα τα 

εμφανιζόμενα ολοκληρώματα. Έτσι, μειώνεται σημαντικά το υπολογιστικό κόστος, αυξάνεται η 

ακρίβεια των αποτελεσμάτων και επιτυγχάνεται μία λύση χωρίς άλλες προσεγγίσεις εκτός 

εκείνης της τελικής κολόβωσης (truncation) των συνόλων των συναρτήσεων ανάπτυξης και 

δοκιμής. Εξάλλου, αξίζει να σημειώσουμε ότι η χρησιμοποιούμενη μέθοδος δίνει ακριβή 

αποτελέσματα για γραμμοσειρές μεγάλου πάχους και για ισχυρά συζευγμένους κυματοδηγούς, 

ενώ οι προγενέστερες μέθοδοι προϋποθέτουν σημαντικούς περιορισμούς των φυσικών και 

γεωμετρικών παραμέτρων των γραμμοσειρών (για περισσότερες λεπτομέρειες παραπέμπουμε 

στη σχετική συζήτηση στο [18]). 

Τα φαινόμενα διάδοσης σε συζεύκτες γραμμοσειρών έχουν επίσης μελετηθεί με εφαρμογή 

τεχνικών ολοκληρωτικών εξισώσεων [37]-[39], οι οποίες είναι διαφορετικές από τις 

χρησιμοποιούμενες στην παρούσα διατριβή. Ειδικότερα, στις Εργασίες [37]-[39] 

χρησιμοποιείται η συνάρτηση Green ελευθέρου χώρου και εφαρμόζεται η μέθοδος συνοριακών 

στοιχείων για την επίλυση της ολοκληρωτικής εξίσωσης στο επίπεδο χωρίο των γραμμοσειρών. 

Επίσης, ο ακριβής υπολογισμός των σταθερών διάδοσης εξαρτάται από τη διακριτοποίηση σε 

συνοριακά στοιχεία, η οποία σε ορισμένες περιπτώσεις συμβάλλει σε μεγάλη αύξηση του 

υπολογιστικού κόστους. Εξάλλου, η μεθοδολογία της παρούσας διατριβής επιτρέπει την 

αναλυτική εκτέλεση όλων των υπολογισμών και δεν απαιτεί διακριτοποίηση της εμφανιζομένης 

ολοκληρωτικής εξίσωσης, σε αντίθεση με την περίπτωση της μεθόδου των συνοριακών 

στοιχείων. Επιπροσθέτως, η συνάρτηση Green της διάταξης των συζευγμένων κυματοδηγών, η 

οποία χρησιμοποιείται εδώ, παρέχει μία πλέον συμπαγή διατύπωση, η οποία ικανοποιεί συμφυώς 

τις συνοριακές συνθήκες. 

Η αριθμητική υλοποίηση της αναπτυχθείσας μεθόδου παράγει αρκετά ενδιαφέροντα 

αριθμητικά αποτελέσματα. Πιο συγκεκριμένα παρουσιάζονται αριθμητικά αποτελέσματα 

αναφερόμενα στη βέλτιστη σχεδίαση των χαρακτηριστικών των γραμμοσειρών, τα οποία 

προσφέρουν το ελάχιστο δυνατό μήκος σύζευξης και τη μέγιστη δυνατή αποδοτικότητα 

σύζευξης (διατηρώντας μικρή απόσταση μεταξύ των σταθερών διάδοσης). Επίσης, ερμηνεύεται 

ο τρόπος επίδρασης του πάχους, του δείκτη διάθλασης και του κύκλου καθήκοντος των 
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γραμμοσειρών ως επιπρόσθετων μηχανισμών ελέγχου της βέλτιστης συμπεριφοράς του 

συζεύκτη αναφορικά με τα επιθυμητά λειτουργικά χαρακτηριστικά. Αναλύονται εκτενώς τα 

βέλτιστα χαρακτηριστικά του ασυμμετρικού συζεύκτη γραμμοσειρών για την αποδοτική 

λειτουργία του ως ζωνοπερατού φίλτρου οπτικών συχνοτήτων. Η αξιολόγηση αυτών των 

αποτελεσμάτων διαμορφώνει συγκεκριμένες τεχνικές-σχεδιαστικές προδιαγραφές της υπό 

μελέτη διάταξης. 

 

Δομή της Διδακτορικής Διατριβής 

 

Η δομή της ανά χείρας διατριβής συνοψίζεται ως εξής: Στο Κεφάλαιο 1 παρουσιάζονται 

συνοπτικά οι αρχές και η μεθοδολογία του Ηλεκτρομαγνητισμού, που απαιτούνται για τη μελέτη 

προβλημάτων οπτικών συζευκτών. Στο Κεφάλαιο 2 αναλύεται εκτενώς η αρχή λειτουργίας των 

κατευθυντικών συζευκτών και περιγράφονται συστηματικά οι γνωστές μέθοδοι ανάλυσης της 

κυματοδήγησης σε κατευθυντικούς συζεύκτες γραμμοσειρών. Στο Κεφάλαιο 3 καταχωρείται 

αναλυτική μελέτη των φαινομένων κυματοδήγησης σε συζευγμένους δισδιάστατους 

συμμετρικούς κυματοδηγούς με περιοδικά χαραγμένες γραμμοσειρές με χρήση των τεχνικών της 

Μεθόδου των Ροπών. Η εν λόγω μελέτη αφορά κυρίως στον ακριβή προσδιορισμό των 

μιγαδικών σταθερών διάδοσης των κυματοδηγούμενων κυμάτων. Στο Κεφάλαιο 4 εντοπίζονται 

και συνοψίζονται οι προαπαιτούμενες επεκτάσεις, προσαρμογές, και βελτιώσεις της αρχικής 

μεθόδου για τη διερεύνηση της κυματοδήγησης σε ασυμμετρικούς συζεύκτες γραμμοσειρών. 

Στο Κεφάλαιο 5 παρουσιάζονται αρκετά αριθμητικά αποτελέσματα, αναφερόμενα στην εξέλιξη 

των μιγαδικών σταθερών διάδοσης συναρτήσει των γεωμετρικών και φυσικών χαρακτηριστικών 

των γραμμοσειρών, τα οποία αξιοποιούνται αποτελεσματικά στη σχεδίαση συζευκτών 

γραμμοσειρών. Τέλος, στο Κεφάλαιο 6 καταγράφονται τα συμπεράσματα της διατριβής και 

προτείνονται κατευθύνσεις για μελλοντική εργασία. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΒΑΣΙΚΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 

 

Στο Κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται συνοπτικά με τις απαραίτητες προσαρμογές και 

βελτιώσεις (επεκτάσεις) οι αρχές και η μεθοδολογία του Ηλεκτρομαγνητισμού που απαιτούνται 

για τη μελέτη προβλημάτων οπτικών συζευκτών. 

 

Ακριβέστερα, στην παράγραφο 1.1 καταγράφονται και αναλύονται η διαφορική και 

ολοκληρωτική μορφή των εξισώσεων Maxwell στο πεδίο του χρόνου. Επιπλέον, διατυπώνονται 

οι χρονοανεξάρτητες εξισώσεις Maxwell στην περίπτωση αρμονικής χρονικής εξάρτησης των 

πεδιακών μεγεθών. Οι εξισώσεις Maxwell συμπληρώνονται από κατάλληλες συντακτικές 

σχέσεις και συνοριακές συνθήκες, οι οποίες καταχωρούνται στην παράγραφο 1.2. 

 

Εξάλλου, στην παράγραφο 1.3 εξάγονται οι χρονοανεξάρτητες εξισώσεις Maxwell σε 

ανομοιογενή ισοτροπικό χώρο και μελετώνται οι αντίστοιχες διανυσματικές κυματικές εξισώσεις 

για το ηλεκτρικό και το μαγνητικό πεδίο. Στην ειδική περίπτωση τμηματικά σταθερής 

κατανομής του δείκτη διάθλασης οι προαναφερόμενες διανυσματικές κυματικές εξισώσεις 

ανάγονται στις γνωστές μη ομογενείς διανυσματικές εξισώσεις Helmholtz. 

 

Η αποσύζευξη των εξισώσεων Maxwell στην περίπτωση ανεξαρτησίας των πεδιακών 

μεγεθών από την εγκάρσια μεταβλητή περιγράφεται στην παράγραφο 1.4. Η εν λόγω 

αποσύζευξη οδηγεί στη μελέτη των δύο ξεχωριστών ηλεκτρομαγνητικών προβλημάτων, του 

εγκάρσια ηλεκτρικού (ΤΕ-transverse electric) και του εγκάρσια μαγνητικού (ΤΜ-transverse 

magnetic). 
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1.1. Εξισώσεις Maxwell 
 

Οι εξισώσεις Maxwell διατυπώθηκαν από τον James Clerk Maxwell το 1873. Μέχρι τότε, 

ορισμένες ατελείς μορφές αυτών των εξισώσεων προϋπήρχαν σε εργασίες των Faraday, Ampere, 

Gauss και Poisson. Η βασική συνεισφορά του Maxwell συνίσταται στη θεώρηση ως προσθετέου 

του όρου του ρεύματος μετατόπισης (displacement current) στις προαναφερθείσες εξισώσεις 

[40]-[42]. Αυτό συνέβαλε σημαντικά και στην απόδειξη της αρχής ότι το ηλεκτρομαγνητικό 

πεδίο μπορεί να υπάρξει ως κύματα. Πειραματικά, η κυματική φύση των εξισώσεων Maxwell 

επιβεβαιώθηκε από τον Heinrich Hertz το 1888. Εξάλλου, αν και η επιφάνεια της γης είναι 

καμπύλη, ο Guglielmo Marconi επέτυχε το 1901 μέσω της ανάκλασης των ραδιοκυμάτων στην 

ιονόσφαιρα, τη μετάδοση ραδιοκυμάτων κατά μήκος του Ατλαντικού Ωκεανού. Έκτοτε η 

σημασία των εξισώσεων Maxwell έχει αναδειχθεί σε πολυάριθμες φυσικές και τεχνολογικές 

εφαρμογές της θεωρίας μικροκυμάτων και κεραιών, των ασυρμάτων και οπτικών 

τηλεπικοινωνιών, radar καθώς επίσης και σε πολλές εφαρμογές ευθέων και αντιστρόφων 

προβλημάτων σκέδασης. 

 

Οι εξισώσεις (νόμοι) Maxwell διατυπώνονται σε διαφορική και σε ολοκληρωτική μορφή, οι 

οποίες αναλύονται στα ακόλουθα δύο εδάφια. 

 

1.1.1. Διαφορική μορφή εξισώσεων Maxwell 
 

Οι εξισώσεις Maxwell σε διαφορική μορφή είναι οι εξής 

( , ) ( , )E t B t
t
∂

∇× = −
∂

r r       (1.1) 

( , ) ( , ) ( , )H t D t J t
t
∂

∇× = +
∂

r r r      (1.2) 

( , ) ( , )D t tρ∇ ⋅ =r r        (1.3) 

( , ) 0B t∇⋅ =r        (1.4) 

 

Οι χωροχρονικές διανυσματικές συναρτήσεις 

Ε, Η, D, B, J: 4 3Ω ⊆ →\ \  

και η χωροχρονική μιγαδική συνάρτηση 

ρ: 4Ω ⊆ →\ \  

εκφράζουν 
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E(r,t): ένταση ηλεκτρικού πεδίου   (Volts/m)    

H(r,t): ένταση μαγνητικού πεδίου   (Amperes/m)    

D(r,t): ηλεκτρική μετατόπιση (ροή)  (Coulombs/m2)   

Β(r,t): πυκνότητα μαγνητικής ροής   (Webers/m2)    

J(r,t): πυκνότητα ηλεκτρικού ρεύματος  (Amperes/m2)    

ρ(r,t): πυκνότητα ηλεκτρικού φορτίου  (Coulombs/m3)   

Η εξίσωση (1.1) είναι γνωστή ως νόμος Faraday. Η εξίσωση (1.2) χωρίς τον όρο D
t

∂
∂

 του 

ρεύματος μετατόπισης είναι γνωστή ως νόμος Ampere. Ο όρος του ρεύματος μετατόπισης 

εισήχθη ως προσθετέος στο νόμο του Ampere από τον Maxwell. Ο εν λόγω όρος συζευγνύει το 

μαγνητικό πεδίο με τη χρονικά μεταβαλλόμενη ηλεκτρική ροή και επιτρέπει τη δυνατότητα 

ύπαρξης των ηλεκτρομαγνητικών πεδίων ως κυμάτων, τα οποία, ως αποδείχτηκε κατόπιν, 

ταυτίζονται με τα οπτικά κύματα (για λεπτομέρειες βλ. [40] και [42]). Εξάλλου, οι εξισώσεις 

(1.3) και (1.4) είναι συνέπειες του νόμου Gauss, ο οποίος εκφράζει τη διατήρηση της ροής, και 

είναι γνωστές ως νόμοι Gauss για το ηλεκτρικό και το μαγνητικό πεδίο αντιστοίχως. 

Οι εξισώσεις Maxwell συμπληρώνονται από την εξίσωση συνεχείας 

( , ) ( , ) 0J t t
t
ρ∂

∇ ⋅ + =
∂

r r      (1.5) 

η οποία εκφράζει την ιδιότητα ότι η απόκλιση της πυκνότητας ρεύματος J από έναν απειροστό 

όγκο, ο οποίος περιβάλλει το σημείο r, είναι ίση με το ρυθμό μείωσης της πυκνότητας 

ηλεκτρικού φορτίου ρ ως προς το χρόνο t. 

Εξάλλου, αξίζει να σημειώσουμε ότι οι εξισώσεις (1.1)-(1.5) δεν είναι ανεξάρτητες, αφού 

οι (1.4) και (1.3) προκύπτουν από τις (1.1) και (1.2). Ακριβέστερα, η απόκλιση της (1.1) οδηγεί 

στην (1.4), ενώ η απόκλιση της (1.2) μέσω της εξίσωσης συνεχείας (1.5) οδηγεί στην (1.3). 

 

Στα επόμενα υποθέτουμε ότι οι προαναφερθείσες πεδιακές και ρευματικές χωροχρονικές 

συναρτήσεις μεταβάλλονται αρμονικά ως προς χρόνο με βάση τον παράγοντα exp(jωt) (ω είναι 

η κυκλική συχνότητα), δηλαδή ισχύει 

[ ]( , ) Re ( )exp( )A t j tω=r A r     (1.6) 

Η διανυσματική συνάρτηση A(r): 3 3V ⊆ →\ ^  αναφέρεται ως παραστατικός μιγάς ή φάσορας 

(phasor). Υπό την προϋπόθεση (1.6) οι (1.1)-(1.4) ανάγονται στις χρονοανεξάρτητες εξισώσεις 

Maxwell 
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( ) ( )jω∇× = −E r B r       (1.7) 

( ) ( ) ( )jω∇× = +H r D r J r      (1.8) 

( ) ( )ρ∇⋅ =D r r       (1.9) 

( ) 0∇⋅ =B r                 (1.10) 

Εναλλακτικά οι (1.7)-(1.10) προκύπτουν επίσης και με τη βοήθεια του μετασχηματισμού 

Fourier ως προς το χρόνο των (1.1)-(1.4) και συνεπώς οι φάσορες είναι ουσιαστικά οι 

μετασχηματισμοί Fourier των χωροχρονικών πεδιακών συναρτήσεων. Για αυτό το λόγο, οι 

φάσορες, που επαληθεύουν τις (1.7)-(1.10), αναφέρονται επίσης και ως λύσεις στο πεδίο 

συχνοτήτων (frequency domain solutions) των εξισώσεων Maxwell, ενώ οι χωροχρονικές 

συναρτήσεις που επαληθεύουν τις (1.1)-(1.4) αναφέρονται ως λύσεις στο πεδίο του χρόνου (time 

domain solutions) των εξισώσεων Maxwell. Τα πλεονεκτήματα της χρήσης των (1.7)-(1.10) 

εντοπίζονται ουσιαστικά στην απουσία χρονικής εξάρτησης και χρονικών παραγώγων. 

 

1.1.2. Ολοκληρωτική μορφή εξισώσεων Maxwell 
 

Οι εξισώσεις Maxwell (1.1)-(1.4) αναδιατυπώνονται επίσης σε ολοκληρωτική μορφή, η 

οποία αναδεικνύει μία διαφορετική ενόραση των προβλημάτων (βλ. [43] και [44]). 

 

Η ολοκληρωτική μορφή των εξισώσεων Maxwell είναι η εξής 

( , ) ( , )
C S

E t d B t d
t
∂

⋅ = − ⋅
∂∫ ∫r l r Sv       (1.11) 

( , ) ( , ) ( , )
C S S

H t d D t d J t d
t
∂

⋅ = ⋅ + ⋅
∂∫ ∫ ∫r l r S r Sv     (1.12) 

( , ) ( , )
V V

D t d t dVρ
∂

⋅ =∫ ∫r S r        (1.13) 

( , ) 0
V

B t d
∂

⋅ =∫ r S         (1.14) 

όπου S είναι μία απλή, λεία και C2 παραμετρική επιφάνεια του 3\  με γεωμετρικό σύνορο C 

θετικά προσανατολισμένο ως προς ένα συνεχές διανυσματικό πεδίο μοναδιαίων καθέτων 

διανυσμάτων της S και V ένα κανονικό υποσύνολο του 3\  με τμηματικά C1 σύνορο V∂ . 

Οι εξισώσεις (1.11) και (1.12) προκύπτουν αντιστοίχως μετά από ολοκλήρωση των μελών 

των (1.1) και (1.2) στην επιφάνεια S και εφαρμογή του θεωρήματος Stokes. Οι εξισώσεις (1.13) 

και (1.14) προκύπτουν μετά από ολοκλήρωση των μελών των (1.3) και (1.4) στο σύνολο V και 

εφαρμογή του θεωρήματος Gauss. 
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Σύμφωνα με την (1.11) η ηλεκτρεγερτική δύναμη κατά μήκος του γεωμετρικού συνόρου C 

της επιφάνειας S ισούται με το ρυθμό μείωσης της μαγνητικής ροής, η οποία διαπερνά την 

επιφάνεια αυτή. Εξάλλου, η εξίσωση (1.12) συνεπάγεται ότι η μαγνητεγερτική δύναμη κατά 

μήκος του συνόρου C ισούται με το άθροισμα του ρυθμού αύξησης της ηλεκτρικής ροής δια 

μέσου της επιφάνειας S και του ρεύματος που διαπερνά την S. Δηλαδή, μία χρονικά 

μεταβαλλόμενη ηλεκτρική ροή (ρεύμα μετατόπισης) ή ένα ηλεκτρικό ρεύμα παράγουν μία 

μαγνητεγερτική δύναμη, ή απλούστερα ένα μαγνητικό πεδίο, το οποίο περιβάλλει τα ρεύματα. 

Επιπροσθέτως, η εξίσωση (1.13) εκφράζει την ιδιότητα ότι η ηλεκτρική ροή η οποία εξέρχεται 

από υποσύνολο V του 3\  δια μέσου της επιφάνειας ∂V ισούται με το συνολικό ηλεκτρικό 

φορτίο που εμπερικλείεται στο V. Η εξίσωση (1.14) εκφράζει την ιδιότητα ότι η μαγνητική ροή 

η οποία εξέρχεται από το V δια μέσου του ∂V ισούται με μηδέν. Οι εξισώσεις (1.13) και (1.14) 

αποτελούν ουσιαστικά διατυπώσεις της διατήρησης της ηλεκτρικής και μαγνητικής ροής 

αντιστοίχως. 

 

Τα θέματα της παρούσας διατριβής μελετώνται με χρήση των χρονοανεξάρτητων 

εξισώσεων Maxwell στη διαφορική μορφή (1.7)-(1.10). 

 

1.2. Καταστατικές σχέσεις-Συνοριακές συνθήκες 
 

Επειδή από τις τέσσερις εξισώσεις Maxwell μόνο οι δύο είναι ανεξάρτητες, στην πράξη 

εργαζόμαστε με τις (1.7) και (1.8). Όμως, στις δύο αυτές διανυσματικές εξισώσεις υπάρχουν 

τέσσερις διανυσματικοί άγνωστοι E, H, D, B. Έτσι, για να έχουμε επαρκή αριθμό εξισώσεων, 

χρειαζόμαστε άλλες δύο εξισώσεις που να συνδέουν τα E, H, D, B. Αυτές είναι οι καταστατικές 

σχέσεις (constitutive relations), οι οποίες εξαρτώνται από και χαρακτηρίζουν το φυσικό μέσο 

στο οποίο διατυπώνονται οι εξισώσεις Maxwell. 

Οι καταστατικές σχέσεις στη γενική περίπτωση ενός ανισοτροπικού μέσου 

( ) ( ) ( )= ⋅D r ε r E r       (1.15) 

( ) ( ) ( )= ⋅B r μ r H r       (1.16) 

συνδέουν τα E και D και τα H και B μέσω των 3×3 τανυστών ε  και μ . Επειδή οι ε  και μ  είναι 

χωρικές συναρτήσεις, το μέσο αναφέρεται ως ανομοιογενές. Στις ειδικές περιπτώσεις των 

ισοτροπικών μέσων οι σχέσεις (1.15) και (1.16) είναι ανεξάρτητες από την πόλωση των πεδίων 

και ανάγονται στις 
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( ) ( ) ( )ε=D r r E r       (1.17) 

( ) ( ) ( )μ=B r r H r       (1.18) 

όπου ε και μ μιγαδικές χωρικές βαθμωτές συναρτήσεις. 

 

Οι εξισώσεις Maxwell και οι καταστατικές σχέσεις συμπληρώνονται από κατάλληλες 

συνοριακές συνθήκες (boundary conditions), τις οποίες πρέπει να πληρούν το ηλεκτρικό και 

μαγνητικό πεδίο στις διαχωριστικές επιφάνειες μεταβολής των φυσικών παραμέτρων του μέσου. 

Συγκεκριμένα, στη διαχωριστική επιφάνεια S δύο μέσων με αντίστοιχες φυσικές παραμέτρους 

(ε1,μ1) και (ε2,μ2), η οποία δεν περιέχει επιφανειακές κατανομές φορτίων ή ρευμάτων 

 

 
 

Σχήμα 1.1  Γεωμετρία εφαρμογής συνοριακών συνθηκών 
 

ισχύουν για το ηλεκτρικό και μαγνητικό πεδίο οι συνοριακές συνθήκες μετάδοσης (transmission 

boundary conditions) [45] 

1 2ˆ ˆ( ) ( )× = ×n E r n E r       (1.19) 

1 1 2 2ˆ ˆ( ) ( )ε ε⋅ = ⋅n E r n E r       (1.20) 

1 2ˆ ˆ( ) ( )× = ×n H r n H r       (1.21) 

1 1 2 2ˆ ˆ( ) ( )μ μ⋅ = ⋅n H r n H r       (1.22) 

Οι (1.19) και (1.21) εκφράζουν ότι οι εφαπτομενικές συνιστώσες του ηλεκτρικού και του 

μαγνητικού πεδίου είναι συνεχείς στην S. Επιπλέον, οι (1.20) και (1.22) εκφράζουν ότι οι 

κάθετες συνιστώσες της ηλεκτρικής μετατόπισης και της μαγνητικής επαγωγής είναι συνεχείς 

στην S. 
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1.3. Εξισώσεις Maxwell σε ανομοιογενή ισοτροπικό χώρο 
 

1.3.1. Διανυσματικές κυματικές εξισώσεις 
 

Οι χρονοανεξάρτητες εξισώσεις Maxwell (1.7)-(1.10) σε ισοτροπικό ανομοιογενές μέσο με 

μαγνητική διαπερατότητα μ(r) και ηλεκτρική επιτρεπτότητα ε(r) ανάγονται στις 

 

( ) ( ) ( )jωμ∇× = −E r r H r       (1.23) 

( ) ( ) ( ) ( )jωε∇× = +H r r E r J r      (1.24) 

( )( ) ( ) ( )ε ρ∇ ⋅ =r E r r       (1.25) 

( )( ) ( ) 0μ∇⋅ =r H r        (1.26) 

 

Λαμβάνοντας το στροβιλισμό της μ–1·(1.23) μέσω της (1.24) ευρίσκουμε 

21 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

jω ε ω
μ

⎛ ⎞
∇× ∇× − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
E r r E r J r

r
    (1.27) 

Με παρόμοιο τρόπο, λαμβάνοντας το στροβιλισμό της ε–1·(1.24) μέσω της (1.23) ευρίσκουμε 

21 1( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

ω μ
ε ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
∇× ∇× − = ∇×⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
H r r H r J r

r r
   (1.28) 

Οι εξισώσεις (1.27) και (1.28), οι οποίες εμπλέκουν μόνον το ηλεκτρικό και το μαγνητικό πεδίο 

αντιστοίχως, αναφέρονται ως διανυσματικές κυματικές εξισώσεις [40]. 

 

Περαιτέρω, σε μέσο με σταθερή μαγνητική διαπερατότητα μ=μ0 και ηλεκτρική 

επιτρεπτότητα ε(r)=ε0n2(r), όπου n(r) ο δείκτης διάθλασης, οι εξισώσεις (1.23)-(1.26) 

εξειδικεύονται ως εξής 

 

)()( 0 rHrE ωμj−=×∇       (1.29) 

)()()()( 2
0 rJrErrH +=×∇ njωε      (1.30) 

( )2
0( ) ( ) ( ) /n ρ ε∇⋅ =r E r r       (1.31) 

( ) 0∇⋅ =H r         (1.32) 

 

Υπολογίζοντας το στροβιλισμό των πεδίων της (1.29) και λαμβάνοντας υπόψη την (1.30), 

ευρίσκουμε 
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)()()()( 0
22

0 rJrErrE ωμjnk −=−×∇×∇     (1.33) 

όπου 000 μεω=k  ο κυματικός αριθμός του ελευθέρου χώρου. Εφαρμόζοντας τώρα τη γνωστή 

διανυσματική ταυτότητα ([46], (14.26)) για το πεδίο ∇×∇×E , από την (1.33) λαμβάνουμε 

( ) ( )2 2 2
0 0( ) ( ) ( ) ( )k n jωμ∇ + = ∇ ∇⋅ +r E r E r J r    (1.34) 

Τώρα εφαρμόζοντας στην (1.31) τον κανόνα υπολογισμού της απόκλισης γινομένου βαθμωτής 

επί διανυσματική συνάρτηση ([46], (14.15)) και χρησιμοποιώντας τη σχέση 

)()(2)(2 rrr nnn ∇=∇       (1.35) 

λαμβάνουμε 

( ) 2
0

2 ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

n
n n

ρ
ε

∇⋅ = − ∇ ⋅ +
rE r r E r

r r
    (1.36) 

Ο συνδυασμός των (1.34) και (1.36) οδηγεί στην εξίσωση 

( ) ( )2 2 2
0 02

0

( ) ( )( ) ( ) 2 ( ) ( )
( ) ( )
n

k n j
n n

ρ ωμ
ε

⎡ ⎤∇ ⎡ ⎤
∇ + + ∇ ⋅ = ∇ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦

r rr E r E r J r
r r

  (1.37) 

Περαιτέρω υπολογίζοντας το στροβιλισμό των πεδίων της (1.30) και χρησιμοποιώντας τον 

κανόνα υπολογισμού του στροβιλισμού γινομένου βαθμωτής επί διανυσματική συνάρτηση ([46], 

(14.17)) ευρίσκουμε 

( )2 2
0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j n nωε ⎡ ⎤∇×∇× = ∇× + ∇ × +∇×⎣ ⎦H r r E r r E r J r   (1.38) 

Συνδυάζοντας τις (1.29), (1.30), (1.32), (1.35), (1.38) και λαμβάνοντας υπόψη τη γνωστή 

διανυσματική ταυτότητα ([46], (14.26)), έχουμε 

( ) ( )2 2 2
0

( ) ( )( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )
( ) ( )
n nk n

n n
∇ ∇

∇ + + × ∇× = × −∇×
r rr H r H r J r J r

r r
  (1.39) 

Οι (1.37) και (1.39) αποτελούν ουσιαστικά τις εξειδικεύσεις των διανυσματικών κυματικών 

εξισώσεων (1.27) και (1.28) σε μέσα με ε(r)=ε0n2(r) και μ=μ0. 

 

1.3.2. Τμηματικά σταθερή κατανομή του δείκτη διάθλασης 
 

Θεωρούμε τις ειδικές περιπτώσεις μέσων Μ, στα οποία ο δείκτης διάθλασης n(r) είναι 

τμηματικά σταθερός, δηλαδή το Μ εκφράζεται ως ένωση i

N

i
MM ∪

=

=
1

 υποσυνόλων του Μi με 

|i jInt M Int M i j∩ =∅ ≠ , όπου n(r)=ni (σταθερό) για κάθε iInt M∈r . Υπενθυμίζουμε ότι 
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\i i iInt M M M= ∂ . Υπό αυτές τις προϋποθέσεις και επειδή ισχύει 0r =∇ )(n  για 
1

N

i
i

Int M
=

∈∪r , οι 

διανυσματικές κυματικές εξισώσεις (1.27) και (1.28) ανάγονται στις 

2 2
0 0( ) ( ) ( )ik n jωμ∇×∇× − = −E r E r J r , 

1

N

i
i

Int M
=

∈∪r   (1.40) 

2 2
0( ) ( ) ( )ik n∇×∇× − = ∇×H r H r J r  , 

1

N

i
i

Int M
=

∈∪r   (1.41) 

Επιπλέον, με τη βοήθεια της εξίσωσης συνεχείας (1.5) διαπιστώνουμε ότι οι (1.37) και (1.39) 

ανάγονται στις γνωστές μη ομογενείς διανυσματικές εξισώσεις Helmholtz 

( ) ( )2 2 2
0 0 2

0

( )
( ) ( ) ( )i

i

k n j
j n

ωμ
ωε

∇ ∇⋅
∇ + = −

J r
r E r J r , 

1

N

i
i

Int M
=

∈∪r   (1.42) 

( ) )()()(22
0

2 rJrHr ×−∇=+∇ ink , 
1

N

i
i

Int M
=

∈∪r   (1.43) 

Στις συνοριακές επιφάνειες iM∂  (μεταβολής του δείκτη διάθλασης) απαιτούνται οι 

κατάλληλες συνοριακές συνθήκες συνέχειας (1.19) και (1.21) των εφαπτομενικών συνιστωσών 

του ηλεκτρικού και του μαγνητικού πεδίου, οι οποίες υπαγορεύονται από τις εξισώσεις Maxwell. 

Στο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων Οxyz με x̂ , ŷ  και ẑ  συμβολίζουμε τα μοναδιαία 

διανύσματα (κατευθύνσεις) των αξόνων του συστήματος. Έτσι, το τυχόν διάνυσμα v του 3\  

εκφράζεται ως εξής 

zyxv ˆˆˆ zyx vvv ++=         

όπου 

ˆ ˆ ˆ, , , , ,x y zv v v=< > =< > =< >v x v y v z       

οι συνιστώσες του v ως προς το Οxyz. 

Ειδικότερα οι καρτεσιανές συνιστώσες των (1.42) και (1.43) εκφράζονται ως εξής (για 

u=x, y, z) 

( ) ( )( )2 2 2
0 0 2

0

( )
( ) ( ) ( ) u

i u u
i

k n E j J
j n

ωμ
ωε

∇ ∇⋅
∇ + = −

J r
r r r    (1.44) 

( ) ( )2 2 2
0 ( ) ( ) ( )i u u

k n H∇ + = − ∇×r r J r      (1.45) 

Στην περίπτωσή του συζεύκτη γραμμοσειρών που θα μελετήσουμε το θεωρούμενο μέσο Μ είναι 

ο χώρος 2\  εκφρασμένος ως πεπερασμένη ένωση λωρίδων, με πλευρές παράλληλες προς τον 

ίδιο άξονα. Στο εσωτερικό κάθε λωρίδας ο δείκτης διάθλασης προϋποτίθεται σταθερός. 
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1.4. Αποσύζευξη εξισώσεων Maxwell 
 

Οι εξισώσεις Maxwell (1.29) και (1.30) στο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων 

εκφράζονται ως εξής 

x
yz Hj

z
E

y
E

0ωμ−=
∂

∂
−

∂
∂       (1.46) 

y
zx Hj

x
E

z
E

0ωμ−=
∂
∂

−
∂
∂

      (1.47) 

z
xy Hj

y
E

x
E

0ωμ−=
∂
∂

−
∂

∂
      (1.48) 

xx
yz JEzyxnεj

z
H

y
H

+=
∂

∂
−

∂
∂ ),,(2

0ω     (1.49) 

yy
zx JEzyxnεj

x
H

z
H

+=
∂
∂

−
∂
∂ ),,(2

0ω     (1.50) 

zz
xy JEzyxnεj

y
H

x
H

+=
∂
∂

−
∂
∂

),,(2
0ω     (1.51) 

 

Οι (1.46)-(1.51) αποτελούν ένα 66×  σύστημα μερικών διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης. 

Υποθέτοντας ότι τα πεδιακά μεγέθη και οι ρευματικές κατανομές του προβλήματος είναι 

ανεξάρτητα της μεταβλητής y (οπότε 0=
∂
∂
y

), παρατηρούμε ότι οι (1.46)-(1.51) απλουστεύονται 

ως εξής 

0

( , )
( , )y

x

E x z
j H x z

z
ωμ

∂
=

∂
       (1.52) 

0
( , ) ( , ) ( , )x z

y
E x z E x z j H x z

z x
ωμ∂ ∂

− = −
∂ ∂

     (1.53) 

0

( , )
( , )y

z

E x z
j H x z

x
ωμ

∂
= −

∂
       (1.54) 

2
0

( , )
( , ) ( , ) ( , )y

x x

H x z
j ε n x z E x z J x z

z
ω

∂
= − +

∂
    (1.55) 

2
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x z
y y

H x z H x z j ε n x z E x z J x z
z x

ω∂ ∂
− = +

∂ ∂
   (1.56) 

2
0

( , )
( , ) ( , ) ( , )y

z z

H x z
j ε n x z E x z J x z

x
ω

∂
= +

∂
    (1.57) 
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Οι (1.52), (1.54) και (1.56) αποτελούν ένα ανεξάρτητο σύστημα εξισώσεων ως προς τις 

συνιστώσες Εy, Hx, Hz, ενώ οι (1.53), (1.55) και (1.57) ως προς τις συνιστώσες Εx, Εz, Hy και 

επομένως το πρόβλημα αποσυμπλέκεται σε δύο 33×  συστήματα. Από τις (1.52), (1.54) και 

(1.56) συνάγεται ότι το πεδίο που κυματοδηγείται παράλληλα στον άξονα z είναι εγκάρσια 

ηλεκτρικό (ΤΕz-transverse electric), ενώ από τις (1.53), (1.55) και (1.57) το πεδίο είναι εγκάρσια 

μαγνητικό (ΤΜz-transverse magnetic). Στην περίπτωση ΤΕz κατανομής πεδίου η λύση του 

προβλήματος ανάγεται στον προσδιορισμό της βαθμωτής συνάρτησης Ey, η οποία ικανοποιεί την 

(1.44) σε κάθε περιοχή σταθερού δείκτη διάθλασης, καθώς επίσης και τις συνθήκες συνέχειας 

(1.19) στις συνοριακές επιφάνειες. Οι συναρτήσεις Hx και Hz προσδιορίζονται στη συνέχεια από 

τις (1.52) και (1.54). Αντιστοίχως, στην περίπτωση ΤΜz κατανομής πεδίου η λύση του 

προβλήματος ανάγεται στον προσδιορισμό της Ηy, η οποία ικανοποιεί την (1.45) σε κάθε 

περιοχή σταθερού δείκτη διάθλασης και τις συνοριακές συνθήκες συνέχειας (1.21). Οι Εx και Εz 

προσδιορίζονται από τις (1.55) και (1.57). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΚΑΤΕΥΘΥΝΤΙΚΟΙ ΣΥΖΕΥΚΤΕΣ ΣΕ ΟΠΤΙΚΕΣ ΔΙΑΤΑΞΕΙΣ 

 

Στο Κεφάλαιο αυτό αναλύεται η αρχή λειτουργίας των κατευθυντικών συζευκτών και 

δικαιολογείται η σκοπιμότητα εισαγωγής γραμμοσειρών σε κατευθυντικούς συζεύκτες. Επίσης, 

καταχωρείται συστηματική περιγραφή των γνωστών μεθόδων ανάλυσης της κυματοδήγησης σε 

κατευθυντικούς συζεύκτες γραμμοσειρών. Περαιτέρω, καταγράφονται λεπτομερώς οι εφαρμογές 

των συζευκτών γραμμοσειρών στους διάφορους κλάδους των οπτικών επικοινωνιών. 

 

Ακριβέστερα, στην παράγραφο 2.1 διατυπώνεται και αναλύεται η αρχή λειτουργίας των 

κατευθυντικών συζευκτών. Ειδικότερα, τα ηλεκτρομαγνητικά πεδία εκφράζονται σε κάθε 

περιοχή σταθερού δείκτη διάθλασης ως γραμμικοί συνδυασμοί των λύσεων της αντίστοιχης 

ομογενούς εξίσωσης Helmholtz. Η εφαρμογή των συνοριακών συνθηκών οδηγεί σε ένα 

ομογενές γραμμικό σύστημα με άγνωστους τους συντελεστές των γραμμικών συνδυασμών. Τα 

ιδιάζοντα σημεία του εν λόγω συστήματος αποτελούν τις σταθερές διάδοσης των 

κυματοδηγούμενων κυμάτων. Η αρχή λειτουργίας των κατευθυντικών συζευκτών 

αποσαφηνίζεται με τη μελέτη του συμμετρικού συζεύκτη, του σύγχρονου ασύμμετρου συζεύκτη 

και του ασύγχρονου ασύμμετρου συζεύκτη. 

Η γεωμετρία του κατευθυντικού συζεύκτη γραμμοσειρών περιγράφεται στην παράγραφο 

2.2, όπου αποσαφηνίζεται επίσης και η σκοπιμότητα εισαγωγής γραμμοσειρών σε 

κατευθυντικούς συζεύκτες. Πιο συγκεκριμένα, η εισαγωγή γραμμοσειρών με κατάλληλα 

χαρακτηριστικά στη διάταξη οδηγεί στη σύζευξη των δύο (αρχικά ασύζευκτων) ρυθμών της 

ομογενούς διάταξης και στην αποδοτική ανταλλαγή του φωτός μεταξύ των δύο κυματοδηγών. 

Στην παράγραφο 2.3 αναλύονται εκτενώς διάφορες γνωστές μέθοδοι αναφερόμενες στη 

μελέτη των φαινομένων κυματοδήγησης σε συζεύκτες γραμμοσειρών. Ιδιαίτερη έμφαση δίνεται 

στην περιγραφή της Μεθόδου των Συζευγμένων Ρυθμών, η οποία είναι η κλασικότερη τεχνική 

ανάλυσης συζευκτών γραμμοσειρών. 

Αντιπροσωπευτικές εφαρμογές των συζευκτών γραμμοσειρών στις οπτικές επικοινωνίες 

καταχωρούνται στην παράγραφο 2.4. Μεταξύ αυτών συγκαταλέγονται εκείνες σε οπτικά φίλτρα, 

συντονιζόμενα lasers, διατάξεις πολυπλεξίας και αποπολυπλεξίας, μετατροπείς ρυθμών οπτικών 

παλμών πολύ μεγάλου εύρους ζώνης, οπτικούς διακόπτες και lasers κατανεμημένης ανάδρασης. 
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2.1. Αρχή λειτουργίας κατευθυντικών συζευκτών 
 

Οι κατευθυντικοί συζεύκτες χρησιμοποιούνται αποτελεσματικά σε πολλές περιοχές της 

ολοκληρωμένης οπτικής, συνήθως ως διαχωριστές δέσμης (beam splitters), οπτικά φίλτρα 

(optical filters) και οπτικοί διακόπτες (optical switches) (βλ. [1], [2], [47] και [48]). Στο Σχήμα 

2.1 φαίνεται η γεωμετρία ενός ασύμμετρου κατευθυντικού συζεύκτη, ο οποίος αποτελείται από 

δύο μη συμμετρικές παράλληλες διηλεκτρικές πλάκες (slabs), τοποθετημένες σε κατάλληλα 

μικρή απόσταση, ώστε να θεωρούνται συζευγμένες. 

 
 

Σχήμα 2.1   Γεωμετρία ασυμμετρικού κατευθυντικού συζεύκτη 
 
Οι δύο κυματοδηγοί έχουν πάχη d2 και d4 και δείκτες διάθλασης n2 και n4. Ο χώρος μεταξύ 

των δύο κυματοδηγών έχει πάχος 2d3 και δείκτη διάθλασης n3. Οι «ημιάπειροι χώροι» πάνω από 

τον κυματοδηγό 1 και κάτω από τον κυματοδηγό 2 έχουν δείκτες διάθλασης n1 και n5 

αντίστοιχα. H διάταξη θεωρείται ομοιόμορφη κατά μήκος του y-άξονα. Σημειώνουμε ότι η 

κυματοδήγηση στην εν λόγω διάταξη γίνεται κατά μήκος του z-άξονα. 

Η γενική αρχή λειτουργίας του κατευθυντικού συζεύκτη είναι η εξής: Ένας από τους δύο 

κυματοδηγούς ορίζεται ως θύρα εισόδου (στην περίπτωσή μας ο 1) και ο άλλος (ο 2) ως θύρα 

εξόδου του οπτικού σήματος. Θεωρούμε ότι ισχύς εισόδου Pin εισέρχεται από τη θύρα εισόδου 

και μετά από ένα ορισμένο μήκος L, το οποίο καλείται μήκος σύζευξης (coupling length), ένα 
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πολύ μεγάλο ποσοστό α της Pin εξέρχεται ως ισχύς εξόδου Pout από τη θύρα εξόδου. Σχετικά 

αναζητούμε τις βέλτιστες τιμές των φυσικών και γεωμετρικών παραμέτρων της διάταξης, έτσι 

ώστε το ποσοστό α να προσεγγίζει το 100%, δηλαδή όλη η ισχύς εισόδου να μεταβιβάζεται στη 

θύρα εξόδου. 

 

2.1.1. Κυματοδήγηση σε ασυμμετρικούς κατευθυντικούς συζεύκτες 
 

Τα φαινόμενα κυματοδήγησης σε ασύμμετρους κατευθυντικούς συζεύκτες έχουν 

διερευνηθεί συστηματικά στη βιβλιογραφία (βλ. ενδεικτικά [7]). Όπως εξηγήθηκε στην 

παράγραφο 1.4, οι κυματοδηγούμενοι ΤΕz και ΤMz ρυθμοί στην κατεύθυνση ẑ  προσδιορίζονται 

από το ηλεκτρικό πεδίο Ey(x,z) και το μαγνητικό πεδίο Hy(x,z). Αναζητούμε λύσεις των 

εξισώσεων (1.44) και (1.45) της μορφής 

ˆ ˆ( , ) ( ) exp[ ( )]yE x z e x j t zω β= = −E y y      

ˆ ˆ( , ) ( ) exp[ ( )]yH x z h x j t zω β= = −H y y      

όπου β η σταθερά διάδοσης. Για την ενιαία αντιμετώπιση των ΤΕz και ΤMz ρυθμών, εισάγουμε 

κατάλληλη συνάρτηση Ψ(x), η οποία αντιπροσωπεύει την e(x) για τους ΤΕz ρυθμούς και την 

h(x) για τους ΤMz ρυθμούς. Επειδή οι συναρτήσεις Ey(x,z) και Hy(x,z) αποτελούν λύσεις της 

ομογενούς βαθμωτής εξίσωσης Helmholtz (1.44) σε κάθε επίπεδο χωρίο σταθερού δείκτη 

διάθλασης και στους ημιάπειρους χώρους x>d3+d2 και x<–d3–d4 πρέπει να πληρούν τη συνθήκη 

ακτινοβολίας, η Ψ(x) εκφράζεται ως εξής 

[ ]

[ ]

1 1 3 2 3 2

2 2
2 2 3 3 2 3 3 3 2

4 3 5 3 3 3
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exp ( ) ,
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⎪
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⎪
⎪
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όπου 

2 2 2
0( ) ( 1,...,5)i ig k n iβ β= − =       

με 

1 5 1 5Re{ ( )} 0, Re{ ( )} 0, Im{ ( )} 0, Im{ ( )} 0g g g gβ β β β≥ ≥ ≥ ≥    

Οι άγνωστοι συντελεστές Α1-Α8 προσδιορίζονται με εφαρμογή των οριακών συνθηκών των 

εφαπτομενικών πεδιακών συνιστωσών στα διαχωριστικά επίπεδα αλλαγής του δείκτη 
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διάθλασης. Συγκεκριμένα για τους ΤΕz ρυθμούς απαιτείται η συνέχεια των Ey και Hz ενώ για 

τους ΤMz ρυθμούς η συνέχεια των Hy και Ez. Συνδυάζοντας τώρα τις (1.29) και (1.30), 

συμπεραίνουμε ότι οι συναρτήσεις Ψ και 
x∂
Ψ∂  πρέπει να είναι συνεχείς για τους ΤΕz ρυθμούς και 

οι Ψ και 
xn ∂
Ψ∂

2

1  συνεχείς για τους ΤMz ρυθμούς στα επίπεδα x=d3+d2, x=d3, x=–d3 και x=–d3–d4. 

Η εφαρμογή των εν λόγω οριακών συνθηκών οδηγεί σε ένα 88×  ομογενές γραμμικό σύστημα 

CA=0      (2.1) 

όπου το διάνυσμα Α του 8^  περιέχει τους άγνωστους συντελεστές Α1-Α8 και ο 88×  πίνακας C, 

του οποίου τα στοιχεία είναι συναρτήσεις της παραμέτρου β, είναι ο εξής 

2 2
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Το ομογενές σύστημα (2.1) έχει μη τετριμμένες λύσεις μόνο όταν η ορίζουσά του είναι ίση με το 

μηδέν. Η διάταξη του ασύμμετρου κατευθυντικού συζεύκτη υποστηρίζει κυματοδηγούμενα 

κύματα για τις τιμές της παραμέτρου β, οι οποίες αποτελούν λύσεις της εξίσωσης 

det(C)=0        

 

Μετά τον προσδιορισμό των εν λόγω τιμών της παραμέτρου β, θέτοντας κάποιον από τους 

συντελεστές Αi ίσο με τη μονάδα και παραλείποντας μία από τις 8 εξισώσεις του (2.1) 

αναγόμαστε σε ένα 77×  μη ομογενές σύστημα, το οποίο επιλύεται με αριθμητικές μεθόδους. 
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2.1.2. Αντιπροσωπευτικά παραδείγματα κατευθυντικών συζευκτών 
 

Για την αποσαφήνιση και την κατανόηση της αρχής λειτουργίας των κατευθυντικών 

συζευκτών περιγράφονται ορισμένα αντιπροσωπευτικά παραδείγματα συζευκτών και 

οπτικοποιούνται οι πεδιακές κατανομές των συζευγμένων ρυθμών τους. 

 

1) Συμμετρικός συζεύκτης με n1=n3=n5=3.2, n2=n4=3.3, d2=d4=1μm, d3=0.5μm και 

λ=1.5μm. 

 

Το πεδίο στη διάταξη του συμμετρικού συζεύκτη θεωρείται ως υπέρθεση των πεδίων των 

άρτιων (even) και των περιττών (odd) ρυθμών, δηλαδή ισχύει η ανάλυση 

)exp()()exp()(),( zjxAzjxAzx oooeee ββ −Ψ+−Ψ=Ψ     

Οι κανονικοποιημένες σταθερές διάδοσης των άρτιων και περιττών ΤΕz ρυθμών υπολογίζονται 

βe/k0=3.2689 και βο/k0=3.2666. Οι αντίστοιχες πεδιακές κατανομές Ey(x,z) στο επίπεδο z=0 

απεικονίζονται στο Σχήμα 2.2. 

 
Σχήμα 2.2  Πεδιακές κατανομές των ΤΕz ρυθμών συμμετρικού συζεύκτη 

 
Όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.2, μπορούμε να υπερθέσουμε τους δύο ρυθμούς κατά τέτοιο τρόπο, 

ώστε να συμβάλλουν στον κυματοδηγό 2 και να αναιρούνται στον κυματοδηγό 1. Συγκεκριμένα, 

στο Σχήμα 2.3 απεικονίζονται οι πεδιακές κατανομές στο επίπεδο z=0 για την επιλογή Αe=1 και 

Αο=–1. 
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Σχήμα 2.3  Σήμα διέγερσης στο z=0 

 
Για την εν λόγω επιλογή η αρχική διέγερση στο επίπεδο z=0 εφαρμόζεται στον κυματοδηγό 2, 

ενώ στον κυματοδηγό 1 εμφανίζεται μόνον ένα ελάχιστο ποσοστό υπολειπόμενης ενέργειας. Το 

μέτρο της πεδιακής κατανομής Ey(x,z) μετά από απόσταση 

/( )e oL π β β= −       (2.2) 

είναι ίσο με 

|)()(||),(| xxLx oe Ψ+Ψ=Ψ        

και απεικονίζεται στο Σχήμα 2.4. 

 
Σχήμα 2.4  Πεδιακή κατανομή στην απόσταση σύζευξης ισχύος z=L 
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Συγκρίνοντας τα Σχήματα 2.3 και 2.4, συμπεραίνουμε ότι μετά από απόσταση L έχει επιτευχθεί 

σχεδόν πλήρης ανταλλαγή ισχύος, δηλαδή το μεγαλύτερο ποσοστό της αρχικής ισχύος στην 

τομή του επιπέδου z=0 με τον κυματοδηγό 2 οδηγήθηκε στην τομή του επιπέδου z=L με τον 

κυματοδηγό 1. Για το λόγο αυτό το μήκος L ονομάζεται μήκος σύζευξης (coupling length) [7]. 

 

2) Σύγχρονος ασύμμετρος συζεύκτης με n1=n3=n5=3.2, n2=3.3, n4=3.35, d2= 1 μm, d3=0.5 

μm d4=0.4734 μm και λ=1.5 μm. 

 

Με τις αναφερόμενες τιμές των παραμέτρων οι κανονικοποιημένες σταθερές διάδοσης των 

ΤΕz ρυθμών β1/k0=3.2695 και β2/k0=3.2659 έχουν αρκετά μικρή διαφορά και συνεπώς ο 

συζεύκτης θεωρείται σύγχρονος. Οι αντίστοιχες πεδιακές κατανομές στο επίπεδο z=0 

απεικονίζονται στο Σχήμα 2.5. 

 
Σχήμα 2.5  Πεδιακές κατανομές των ΤΕz ρυθμών σύγχρονου ασυμμετρικού συζεύκτη 

 

Όπως παρατηρούμε στο Σχήμα 2.5, δεν εμφανίζεται πλέον η συμμετρία των πεδιακών 

κατανομών του συμμετρικού συζεύκτη του Σχήματος 2.2. Όμως οι δύο ρυθμοί μπορούν να 

θεωρηθούν ως συμμετρικοί (symmetric) και αντισυμμετρικοί (antisymmetric) ως προς το επίπεδο 

x=0. Εξάλλου, με κατάλληλη υπέρθεση των συμμετρικών και αντισυμμετρικών ρυθμών 

μπορούμε να πετύχουμε σήμα εισόδου στο επίπεδο z=0, στο οποίο σήμα το μεγαλύτερο ποσοστό 

της ενέργειας ευρίσκεται στον κυματοδηγό 2 (βλ. Σχήμα 2.6). 
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Σχήμα 2.6  Σήμα διέγερσης στο z=0 

 

Από τη σύγκριση των Σχημάτων 2.3 και 2.6 προκύπτει ότι το ποσοστό της υπολειπόμενης 

ενέργειας στον κυματοδηγό 1 είναι μεγαλύτερο στην περίπτωση του ασύμμετρου συζεύκτη. Εν 

τούτοις και στην περίπτωση αυτή, όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.7, μετά από απόσταση ίση με το 

μήκος σύζευξης L, που δίνεται από την (2.2), επιτυγχάνεται σχεδόν πλήρης ανταλλαγή ισχύος. 

 
Σχήμα 2.7  Πεδιακή κατανομή στην απόσταση σύζευξης ισχύος z=L 
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3) Ασύγχρονος ασύμμετρος συζεύκτης με n1=1, n2=3.3, n3=n5=3.2, n4=3.5, d2= 1 μm, 

d3=0.5 μm, d4= 0.3 μm και λ=1.5 μm. 

 

Στην προκειμένη περίπτωση ο συζεύκτης θεωρείται ασύγχρονος, διότι οι 

κανονικοποιημένες τιμές των σταθερών διάδοσης β1/k0=3.3243 και β2/k0=3.2559 των ΤΕz 

ρυθμών, απέχουν σημαντικά μεταξύ τους. Στο Σχήμα 2.8 απεικονίζονται οι πεδιακές κατανομές 

στο επίπεδο z=0. 

 
Σχήμα 2.8  Πεδιακές κατανομές των TEz ρυθμών ασύγχρονου ασυμμετρικού συζεύκτη 

 

Όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.8, το μεγαλύτερο μέρος της ισχύος καθενός από τους δύο 

ρυθμούς ευρίσκεται εντός διαφορετικών κυματοδηγών. Οι εν λόγω ρυθμοί έχουν μεγάλη 

ομοιότητα με τους ρυθμούς του καθενός κυματοδηγού, όταν αυτός θεωρείται απομονωμένος. 

Επιπλέον ένα μικρό μέρος της ισχύος του ρυθμού, ο οποίος παρίσταται από τη διακεκομμένη 

γραμμή, υπάρχει στον κυματοδηγό 2, ενώ αντιθέτως η ισχύς του ρυθμού, ο οποίος παρίσταται 

από τη συνεχή γραμμή, στον κυματοδηγό 1 είναι σχεδόν μηδενική. Το φαινόμενο αυτό οφείλεται 

στην ανισότητα 02
2

2
0

2
1 >− nkβ , η οποία οδηγεί σε πραγματικό g2, με συνέπεια ο αντίστοιχος 

ρυθμός να είναι αποσβεννύμενος (evanescent) εντός του κυματοδηγού 1. Όμως, και στην 

περίπτωση αυτή, επιλέγοντας κατάλληλη υπέρθεση των ρυθμών επιτυγχάνουμε στο επίπεδο z=0 

το σήμα εισόδου του Σχήματος 2.9, στο οποίο σήμα η αρχική ενεργειακή διέγερση βρίσκεται 

στον κυματοδηγό 2. 
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Σχήμα 2.9  Σήμα διέγερσης στο z=0 

 
Περαιτέρω, όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.10, σε απόσταση ίση με το μήκος σύζευξης L, που 

δίνεται από την (2.2), το μεγαλύτερο ποσοστό της ενέργειας παραμένει στον κυματοδηγό 2. 

 
Σχήμα 2.10  Πεδιακή κατανομή στην απόσταση σύζευξης ισχύος z=L 

 
Εξάλλου όπως προκύπτει από τα Σχήματα 2.9 και 2.10, στην περίπτωση ασύγχρονου συζεύκτη, 

δεν είναι δυνατόν να επιτευχθεί ανταλλαγή της ενέργειας του φωτός από τον κυματοδηγό 

εισόδου στον κυματοδηγό εξόδου. 
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Συνοψίζοντας τις περιπτώσεις 1, 2 και 3, συμπεραίνουμε ότι στους ασυμμετρικούς 

συζεύκτες είναι δυνατή η ανταλλαγή ενέργειας μεταξύ των κυματοδηγών, μόνο σε εκείνα τα 

μήκη κύματος, όπου οι τιμές των σταθερών διάδοσης των δύο ρυθμών διαφέρουν ελάχιστα 

μεταξύ τους. Το συμπέρασμα αυτό υπαγορεύει τη χρήση των ασύμμετρων κατευθυντικών 

συζευκτών ως ζωνοπερατά φίλτρα (bandpass filters). 

 

2.2. Εισαγωγή γραμμοσειρών σε κατευθυντικούς συζεύκτες 
 

Η σύζευξη της φωτεινής ισχύος σε ασύγχρονους ασύμμετρους συζεύκτες, η οποία οδηγεί 

σε ανταλλαγή της ενέργειας μεταξύ των δύο κυματοδηγών, επιτυγχάνεται με τη χρήση 

γραμμοσειρών περίθλασης (diffraction grating). Πιο συγκεκριμένα, στον ένα από τους δύο 

κυματοδηγούς της διάταξης του κατευθυντικού συζεύκτη του Σχήματος 2.1 χαράσσονται 

περιοδικά γραμμοσειρές. Η προκύπτουσα διάταξη αναφέρεται συνήθως ως ασυμμετρικός 

κατευθυντικός συζεύκτης γραμμοσειρών (asymmetric grating assisted directional optical 

coupler). Στο Σχήμα 2.11 οπτικοποιείται η γεωμετρία ενός ασυμμετρικού κατευθυντικού 

συζεύκτη γραμμοσειρών. 

 

 

Σχήμα 2.11  Γεωμετρία ασυμμετρικού κατευθυντικού συζεύκτη γραμμοσειρών 
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Οι γραμμοσειρές με περίοδο Λ, πάχος w και δείκτη διάθλασης n6 ευρίσκονται στο άνω 

μέρος του κυματοδηγού 2, αλλά η διάταξη λειτουργεί εξίσου ή περισσότερο αποδοτικά, όταν οι 

γραμμοσειρές τοποθετηθούν στο κάτω μέρος του κυματοδηγού 1 ή και ακόμα όταν ο συζεύκτης 

φέρει δύο γραμμοσειρές μία στον κυματοδηγό 1 και μία στον κυματοδηγό 2. Σε κάθε περίπτωση 

η διάταξη αποτελεί μία περιοδική δομή, διότι οι γραμμοσειρές δημιουργούν ένα άπειρο στρώμα, 

του οποίου η διηλεκτρική σταθερά είναι Λ-περιοδική συνάρτηση ως προς z. 

 

Οι περιοδικές γραμμοσειρές συνταιριάζουν τα διαφορετικά γεωμετρικά και φυσικά 

χαρακτηριστικά των δύο κυματοδηγών και έτσι συμβάλλουν ουσιαστικά στην ενίσχυση της 

διαδικασία σύζευξης. Ακριβέστερα, σύμφωνα με τα αναφερόμενα στην παράγραφο 2.1, η 

σύζευξη της φωτεινής ενέργειας στους κατευθυντικούς συζεύκτες επιτυγχάνεται μόνο όταν οι 

ρυθμοί των δύο κυματοδηγών έχουν την ίδια ή σχεδόν την ίδια σταθερά διάδοσης. Αυτό 

πρακτικά σημαίνει ότι οι δύο κυματοδηγοί πρέπει να έχουν παρόμοια, αν όχι τα ίδια, 

χαρακτηριστικά [7]. Επιπλέον, οι ασύζευκτοι ρυθμοί της ομογενούς διάταξης των δύο 

ασύγχρονων κυματοδηγών προσομοιάζουν τους ρυθμούς των δύο κυματοδηγών, όταν αυτοί 

θεωρούνται σε απομόνωση, ενώ συγχρόνως οι σταθερές διάδοσης των δύο ρυθμών απέχουν 

σημαντικά μεταξύ τους. Έτσι, η εισαγωγή γραμμοσειρών με κατάλληλα χαρακτηριστικά στη 

διάταξη οδηγεί στη σύζευξη των δύο (αρχικά ασύζευκτων) ρυθμών της ομογενούς διάταξης και 

στην αποδοτική ανταλλαγή του φωτός μεταξύ των δύο κυματοδηγών. 

 

2.3. Μέθοδοι ανάλυσης της κυματοδήγησης σε συζεύκτες 
γραμμοσειρών 

 

Εκτενείς μελέτες των κατευθυντικών συζευκτών γραμμοσειρών έχουν εμφανιστεί στη 

βιβλιογραφία. Αντικείμενο των μελετών αυτών αποτελεί ο καθορισμός των μεταβολών, που 

επιφέρει στις σταθερές διάδοσης των κυματοδηγούμενων ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων η 

παρουσία των γραμμοσειρών, και ο προσδιορισμός των τιμών των χαρακτηριστικών των 

γραμμοσειρών (πάχος w, περίοδος Λ, δείκτης διάθλασης n6) για τις οποίες επιτυγχάνεται η 

βέλτιστη ανταλλαγή φωτεινής ισχύος μεταξύ των δύο κυματοδηγών. 

 

Οι κυριότερες μέθοδοι ανάλυσης των φαινομένων κυματοδήγησης σε συζεύκτες 

γραμμοσειρών είναι οι εξής: 
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2.3.1. Θεωρία Συζευγμένων Ρυθμών 
 

H Θεωρία των Συζευγμένων Ρυθμών (ΘΣΡ) (Coupled Mode Theory-CMT) αποτελεί την 

κύρια μεθοδολογία ανάλυσης των φαινομένων κυματοδήγησης σε διατάξεις συζευκτών 

γραμμοσειρών (βλ. ενδεικτικά [7]-[21]). Η αρχική μορφή της θεωρίας αναφέρεται ως Συμβατική 

Θεωρία Συζευγμένων Ρυθμών (Conventional Coupled Mode Theory) και η μετέπειτα 

αυστηρότερη θεμελίωσή της ως Μη-Ορθογωνική Θεωρία Συζευγμένων Ρυθμών (Non-

Orthogonal Coupled Mode Theory). Λεπτομερής επισκόπηση των δύο αυτών μεθόδων 

περιέχεται στην Εργασία [18]. 

 

α) Συμβατική Θεωρία Συζευγμένων Ρυθμών 

 

Η σύζευξη της ηλεκτρομαγνητικής ισχύος στη διάταξη του συζεύκτη γραμμοσειρών 

υπαγορεύεται ουσιαστικά από τη φυσική σύζευξη μεταξύ των δύο κυματοδηγών, όπως στην 

περίπτωση του συζεύκτη χωρίς γραμμοσειρές, και την περιοδική σύζευξη, η οποία οφείλεται 

στις γραμμοσειρές. Η Συμβατική ΘΣΡ μελετά μόνο τη σύζευξη, η οποία οφείλεται στις 

γραμμοσειρές, και έτσι ερευνά ορθογώνιους ρυθμούς των κυματοδηγών. 

Υπό την προϋπόθεση απουσίας των γραμμοσειρών, τα πλάτη α1 και α2 των ρυθμών των 

δύο κυματοδηγών (βλ. Σχήμα 2.1), τα οποία ευρίσκονται σε αρκετά μεγάλη απόσταση μεταξύ 

τους (ασύζευκτα) αποτελούν λύσεις των διαφορικών εξισώσεων 

11
1 aj

dz
da

β−=  ,  22
2 aj

dz
da

β−=      

όπου β1 και β2 είναι οι σταθερές διάδοσης των ρυθμών. Όταν η απόσταση των κυματοδηγών 

είναι μικρή, οι ρυθμοί του ενός συζευγνύονται με τους ρυθμούς του άλλου, ως αποτέλεσμα της 

αλληλεπίδρασης των αποσβεννύμενων (evanescent) πεδίων. Ειδικότερα στην τελευταία 

περίπτωση, υπό συνθήκες ασθενούς σύζευξης (η απόσταση d3 δεν είναι πολύ μικρή), τα 

κανονικοποιημένα πλάτη 1â  και 2â  των ρυθμών αποτελούν λύση του 22×  συστήματος 

συζευγμένων διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης. 

1
1 2

ˆ ˆ ˆda j a j a
dz

δ κ= − −  , 2
2 1

ˆ ˆ ˆda j a j a
dz

δ κ= −    (2.3) 

όπου 

2
222111 KK −−+

=
ββ

δ        
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είναι ο παράγοντας ασυμφωνίας φάσης (phase mismatch factor) και Κ11, Κ22 και κ είναι οι 

σταθεροί συντελεστές (ανεξάρτητοι της μεταβλητής z) ιδίας και αμοιβαίας σύζευξης. 

Στην περίπτωση του συζεύκτη γραμμοσειρών (βλ. Σχήμα 2.11) υπό συνθήκες ασθενούς 

σύζευξης τα κανονικοποιημένα πλάτη 1â  και 2â  των ρυθμών αποτελούν λύση του συστήματος 

(2.3), όπου όμως ο παράγοντας ασυμφωνίας φάσης δ και ο συντελεστής αμοιβαίας σύζευξης κ 

δίδονται από τους τύπους 

Λ
−

−−+
=

πββ
δ mCC

2

0
222

0
111  , mm CC −+ == 2112κ   (2.4) 

Οι m
ijC  είναι οι συντελεστές της σειράς Fourier των συντελεστών σύζευξης Κij 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Λ
−= ∑

+∞

−∞=

zmjCK
m

m
ijij

π2exp        

Σημειώνουμε ότι στην περίπτωση συζευκτών γραμμοσειρών οι συντελεστές σύζευξης Kij δεν 

είναι πλέον ανεξάρτητοι της μεταβλητής z, αλλά είναι περιοδικές συναρτήσεις του z. 

Η πλήρης μεταφορά ισχύος στη διάταξη του Σχήματος 2.11 επιτυγχάνεται για την τιμή της 

περιόδου Λ η οποία αντιστοιχεί μέσω της (2.4) στον παράγοντα ασυμφωνίας φάσης δ=0 (βλ. 

[18]). Στην περίπτωση κυματοδηγών με πολύ διαφορετικά χαρακτηριστικά, οπότε η φυσική 

σύζευξη μεταξύ τους μπορεί να αγνοηθεί, η βέλτιστη περίοδος υπολογίζεται 

21 ββ
π
−

=Λ A      (2.5) 

Η Συμβατική ΘΣΡ δεν δίνει ακριβή αποτελέσματα, όταν οι δύο κυματοδηγοί ευρίσκονται 

σε πολύ μικρή απόσταση (ισχυρά συζευγμένοι) και κοντά στον συγχρονισμό, γεγονός που 

αποτελεί σημαντικό περιορισμό της θεωρίας. 

 

β) Μη Ορθογωνική Θεωρία Συζευγμένων Ρυθμών 

 

Η Συμβατική ΘΣΡ αγνοεί τη φυσική σύζευξη μεταξύ των κυματοδηγών, επειδή ερευνά 

ορθογώνιους ρυθμούς των κυματοδηγών. Σύμφωνα με τη Μη Ορθογωνική ΘΣΡ το πεδίο (Ε, Η) 

που αναπτύσσεται στο συζεύκτη γραμμοσειρών εκφράζεται ως εξής 

2211 eeE cc +=  ,  2211 hhH cc +=    (2.6) 

όπου e1, e2 και h1, h2 είναι τα ηλεκτρικά και μαγνητικά πεδία των κυρίαρχων ρυθμών στους 

κυματοδηγούς 1 και 2. Υπό τις προϋποθέσεις ότι οι ρυθμοί δεν έχουν ισχυρή σύζευξη και οι 

γραμμοσειρές δεν προκαλούν μεγάλες ανακλάσεις, η (2.6) αποτελεί ικανοποιητική προσέγγιση 

του πραγματικού πεδίου του συζεύκτη. Στην προκειμένη περίπτωση, υπό την προϋπόθεση ότι οι 
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γραμμοσειρές έχουν μικρό πάχος h, το σύστημα των εξισώσεων των συζευγμένων ρυθμών έχει 

τη μορφή 

d j j
dz

= − −
W BW LW       (2.7) 

όπου ο πίνακας Β έχει στοιχεία τις σταθερές διάδοσης και ο W τα πλάτη των ρυθμών, ενώ ο L 

είναι ο πίνακας σύζευξης των ρυθμών εξαιτίας των γραμμοσειρών. Η λύση του συστήματος 

(2.7) οδηγεί στον παράγοντα ασυμφωνίας φάσης 

Λ
−

−
=

πββ
δ

2
as

w         

όπου βs και βa είναι οι σταθερές διάδοσης των συμμετρικών και αντισυμμετρικών ρυθμών. 

Εφαρμόζοντας τη συνθήκη προσαρμογής της φάσης δw=0, ευρίσκουμε τη βέλτιστη περίοδο των 

γραμμοσειρών 

as
W ββ

π
−

=Λ       (2.8) 

Για τη σύγκριση των βέλτιστων περιόδων ΛΑ και ΛW, που καθορίζονται στις δύο θεωρίες, 

θεωρούμε συζεύκτη γραμμοσειρών με n1=1, n2=3.3, n3= 3.2, n4=3.5, n5=3, d2= 1 μm, d4= 0.3 μm 

και λ=1.5 μm. Στο Σχήμα 2.12 απεικονίζονται οι βέλτιστες περίοδοι ΛΑ και ΛW συναρτήσει της 

απόστασης 2d3 των δύο κυματοδηγών. 

 
Σχήμα 2.12  Βέλτιστες περίοδοι γραμμοσειρών συναρτήσει της απόστασης των κυματοδηγών 
 

Η περίοδος ΛΑ είναι ανεξάρτητη της απόστασης d3, ενώ η περίοδος ΛW αυξάνεται με τη d3. 

Η απόσταση των γραφημάτων των ΛΑ και ΛW μεγαλώνει αρκετά καθώς μικραίνει η d3. Για 
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μικρές αποστάσεις d3 η ΛW αποτελεί καλύτερη προσέγγιση της ακριβούς τιμής της βέλτιστης 

περιόδου Λ από την ΛΑ. 

Η ακρίβεια των λύσεων, οι οποίες επιτυγχάνονται με τη ΘΣΡ, προϋποθέτει τους εξής 

περιορισμούς 

1) Η απόσταση d3 των δύο κυματοδηγών δεν είναι πολύ μικρή. 

2) Το πάχος w των γραμμοσειρών, συγκρινόμενο με το πάχος του κυματοδηγού, είναι 

μικρό. 

3) Οι διαφορές των δεικτών διάθλασης των διαφορετικών μέσων δεν είναι πολύ μεγάλες. 

4) Τα φαινόμενα ακτινοβολίας από τις γραμμοσειρές θεωρούνται αμελητέα. 

 

Ορισμένες βελτιωμένες παραλλαγές της ΘΣΡ, οι οποίες λαμβάνουν υπόψη τις απώλειες 

λόγω ακτινοβολίας και προσεγγίζουν με μεγαλύτερη ακρίβεια τους ρυθμούς για περιπτώσεις 

ισχυρής σύζευξης, έχουν επίσης εμφανιστεί στην πρόσφατη βιβλιογραφία (βλ. π.χ. [19] και 

[20]). 

 

2.3.2. Θεωρία Floquet-Bloch 
 

H Θεωρία Floquet-Bloch συνιστά μία αυστηρή μεθοδολογία μελέτης των φαινομένων 

κυματοδήγησης σε διατάξεις συζευκτών γραμμοσειρών (βλ. ενδεικτικά [22]-[29]). Με βάση τη 

Θεωρία Floquet–Bloch αναλύονται τα φαινόμενα κυματοδήγησης στον πολυστρωματικό 

συζεύκτη γραμμοσειρών του Σχήματος 2.13. 

 
Σχήμα 2.13  Γεωμετρία του πολυστρωματικού κατευθυντικού συζεύκτη γραμμοσειρών 

 



 

 46

Το βαθμωτό πεδίο Fi (Fi=Εyi για ΤΕz ρυθμούς και Fi=Hyi για ΤΜz ρυθμούς) ενός ρυθμού με 

σταθερά διάδοσης β και σταθερά εξασθένησης α στο i-οστό στρώμα του συζεύκτη 

γραμμοσειρών αναπτύσσεται σε σειρά Fourier ως εξής (βλ. π.χ. [26]) 

( )∑
+∞

−∞=

−=
n

zn
i

ni zjkxfzxF exp)(),( )(        

όπου )()( xf i
n  είναι κατάλληλες χωρικές αρμονικές συναρτήσεις και 

Λ
++=

πβ 2njakzn          

Στα ομοιόμορφα στρώματα 
1

s

i
i
i k

Σ
=
≠

∪  άνω και κάτω από το στρώμα των γραμμοσειρών, οι 

συναρτήσεις )()( xf i
n  είναι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης δεύτερης τάξης 

( ) kixfkk
dx

xfd i
nzni

i
n ≠=−+ ,0)(

)( )(22
02

)(2

ε     (2.9) 

Κάθε προσδιοριστέα συνάρτηση )()( xf i
n  εκφράζεται ως γραμμικός συνδυασμός των γνωστών 

γραμμικά ανεξάρτητων λύσεων της (2.9), οι δε άγνωστοι συντελεστές των γραμμικών 

συνδυασμών προσδιορίζονται από τις συνοριακές συνθήκες στις διαχωριστικές επιφάνειες xi 

(i=1,…,s–1). Έτσι διαμορφώνεται το 22×  γραμμικό σύστημα 
)1()1()()( ++= i

n
i

n
i

n
i

n CMCT       (2.10) 

όπου )(i
nC  είναι το διάνυσμα των άγνωστων συντελεστών στο στρώμα i και )1()( , +i

n
i

n MT  είναι οι 

πίνακες μετάβασης από το στρώμα i στο στρώμα i+1. 

Στο στρώμα k των γραμμοσειρών οι συνιστώσες των χωρικών αρμονικών συναρτήσεων 

)()( xf k
n  και )()( xg k

n  των πεδίων F και G (F=Εy, G=Hz για ΤΕz ρυθμούς και F=Hy, G=Ez για ΤΜz 

ρυθμούς) αποτελούν λύσεις του συστήματος των συζευγμένων διαφορικών εξισώσεων 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

)(
)(
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0

0
x
x

k
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x
x

dx
d

z

z
g
f

0P
Q0

g
f     (2.11) 

όπου P και Q είναι κατάλληλοι πίνακες, οι οποίοι προσδιορίζονται από τις εξισώσεις Maxwell. 

Το εν λόγω σύστημα επιλύεται αριθμητικά (βλ. [22] και [26]) και οι λύσεις του είναι οι 

τιμές του πεδίου στο στρώμα των γραμμοσειρών ως συναρτήσεις των αντιστοίχων τιμών στα 

σύνορα του στρώματος. Το γραμμικό σύστημα της μεθόδου είναι 

0fD =⋅ − )()( 10 kz xk       (2.12) 
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και προκύπτει με συνδυασμό των (2.10) και (2.11) και χρήση των συνοριακών συνθηκών στα 

επίπεδα x=xk–1 και x=xk. Συνεπώς οι σταθερές διάδοσης των κυματοδηγούμενων στη διάταξη 

ρυθμών είναι οι λύσεις της εξίσωσης 

[ ] 0)(det 0 =zkD         

και οι πεδιακές κατανομές σε κάθε στρώμα εκφράζονται με τη βοήθεια των λύσεων του 

ομογενούς συστήματος (2.12). 

Τέλος, το μήκος σύζευξης L, το οποίο προκύπτει από τη Θεωρία Floquet-Bloch είναι 

Λ
−−

=
πββ

π
2

as

L       (2.13) 

όπου βs και βα οι σταθερές διάδοσης των κυματοδηγούμενων ρυθμών. 

Οι μέθοδοι της Θεωρίας Floquet-Bloch υπολογίζουν τις σταθερές διάδοσης με μεγαλύτερη 

ακρίβεια από εκείνες της Θεωρίας των Συζευγμένων Ρυθμών, διότι δεν λαμβάνουν υπόψη 

προσεγγίσεις για τη σύζευξη των ρυθμών και τα φυσικά και γεωμετρικά χαρακτηριστικά των 

γραμμοσειρών. Όμως, η ακρίβεια των αποτελεσμάτων της Θεωρίας Floquet-Bloch εξαρτάται 

από την αριθμητική επίλυση συστημάτων γραμμικών διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξεως και 

από την τάξη κολόβωσης των γραμμικών συστημάτων. 

 

2.3.3. Μέθοδοι Ολοκληρωτικών Εξισώσεων 
 

Για τη μελέτη των φαινομένων κυματοδήγησης σε συζεύκτες γραμμοσειρών 

χρησιμοποιούνται επίσης και διάφορες Μέθοδοι Ολοκληρωτικών Εξισώσεων, οι οποίες 

βασίζονται στο μετασχηματισμό του προβλήματος συνοριακών τιμών σε μία ολοκληρωτική 

εξίσωση, η οποία επιλύεται με χρήση αριθμητικών ή ημιαναλυτικών τεχνικών (βλ. π.χ. [37]-

[39]). 

Το βαθμωτό πεδίο Ψ σε κάθε στρώμα της διάταξης του συζεύκτη γραμμοσειρών του 

Σχήματος 2.14 ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση 

0),(),( 2
02

2

2

2

=Ψ+Ψ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂ zxkkzx

zx
    (2.14) 

όπου k η σχετική διηλεκτρική σταθερά του στρώματος. 
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Σχήμα 2.14  Γεωμετρία του κατευθυντικού συζεύκτη γραμμοσειρών 
 

Η συνάρτηση Green G(r,r′,k) του ελευθέρου χώρου με σχετική διηλεκτρική σταθερά k 

είναι λύση της διαφορικής εξίσωσης 

|)(|),,(),,( 2
0

2 rrrrrr ′−−=′+′∇ δkkGkkGt     (2.15) 

Συνδυάζοντας τις διαφορικές εξισώσεις (2.14) και (2.15) με τη δεύτερη ταυτότητα του Green 

(βλ. [50], (5.39)) για τις συναρτήσεις G και Ψ 

[ ] ∫∫∫ ⎥⎦
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⎢⎣
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∂
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∂
Ψ∂′=′∇Ψ−Ψ∇′

kk CR
tt dl

n
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n
kGdskGkG ),,()()(),,(),,()()(),,( 22 rrrrrrrrrrrr    

ευρίσκουμε την ολοκληρωτική αναπαράσταση της Ψ(r) 

Ψ( ) ( , , )Ψ( ) ( , , ) Ψ( ) ,
k

k
C

G kG k dl R
n n
′ ′∂ ∂⎡ ⎤′ ′= − ∈⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦∫

r r rr r r r rv   (2.16) 

Το χωρίο Rk παριστά την εγκάρσια διατομή του στρώματος με σχετική διηλεκτρική σταθερά k 

και η καμπύλη Ck είναι το σύνορο του Rk (βλ. Σχήμα 2.15). 

 
Σχήμα 2.15  Κατάτμηση της γεωμετρίας σε συνοριακά στοιχεία 

 

Περιορίζοντας το διάνυσμα παρατήρησης r στο σύνορο Ck, από την (2.16) λαμβάνουμε την 

ολοκληρωτική εξίσωση 
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όπου το ολοκλήρωμα θεωρείται υπό την έννοια της principal value. 

Η ολοκληρωτική εξίσωση (2.17) λύνεται με τη Μέθοδο των Συνοριακών Στοιχείων 

(Boundary Element Method). Συγκεκριμένα η (2.17) διακριτοποιείται και μετατρέπεται στην 

εξίσωση πινάκων (ως προς τις άγνωστες μεταβλητές ui και qi) 

∑∑
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N

j
ijj

N

j
ijji DuGqu

112
1       (2.18) 

όπου 
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jiij dlkrrGG ),,(   , ∫ ∂
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n
krrG

D
),,(

    (2.19) 

Τα ui και qi εκφράζουν το πεδίο και την κάθετη παράγωγο του πεδίου στο i-οστό συνοριακό 

στοιχείο, και υποτίθενται σταθερά. Τα ολοκληρώματα τα οποία εμφανίζονται στους τύπους 

(2.19) υπολογίζονται με αριθμητικές μεθόδους (βλ. π.χ. [38] και [39]) και η εξίσωση (2.18) 

μετατρέπεται στο ομογενές σύστημα 

0q
uF =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡⋅)( 0γ       (2.20) 

όπου γ0=α+jβ η μιγαδική σταθερά διάδοσης των κυματοδηγούμενων κυμάτων, η οποία είναι 

λύση της εξίσωσης 

[ ] 0)(det 0 =γF         

Οι τεχνικές των ολοκληρωτικών εξισώσεων με χρήση της μεθόδου των συνοριακών 

στοιχείων πλεονεκτούν έναντι της Θεωρίας Συζευγμένων Ρυθμών, επειδή δεν προϋποθέτουν 

προσεγγίσεις για τα φυσικά και γεωμετρικά χαρακτηριστικά των γραμμοσειρών. Όμως, ο 

ακριβής υπολογισμός των σταθερών διάδοσης εξαρτάται από τη διακριτοποίηση σε συνοριακά 

στοιχεία, γεγονός που μπορεί σε ορισμένες περιπτώσεις να οδηγήσει σε μεγάλη αύξηση του 

απαιτούμενου υπολογιστικού κόστους. 

 

 

2.3.4. Άλλες μέθοδοι ανάλυσης της κυματοδήγησης 
 

Εκτός των ευρέως χρησιμοποιουμένων μεθόδων, τις οποίες αναλύσαμε προηγουμένως, 

εμφανίζονται επίσης στη βιβλιογραφία και οι ακόλουθες ειδικές μέθοδοι, τις οποίες 

περιγράφουμε συνοπτικά. 
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α) Θεωρία Γραμμών Μεταφοράς (Transmission Line Theory) 

 

Η μέθοδος αναφέρεται στη μελέτη του πολυστρωματικού συζεύκτη γραμμοσειρών του 

Σχήματος 2.13 και παρουσιάζεται στις [30]-[31]. Τα κυματοδηγούμενα πεδία προκύπτουν ως 

λύσεις ισοδυνάμων προβλημάτων ηλεκτρικών δικτύων. Εξάγονται σχέσεις, ανάλογες εκείνων οι 

οποίες προκύπτουν σε προβλήματα διάδοσης σε γραμμές μεταφοράς, οι οποίες εξυπηρετούν την 

ενοποιημένη μελέτη φαινομένων σκέδασης και κυματοδήγησης σε συζεύκτες γραμμοσειρών. 

 

β) Τεχνικές Αντίστροφης Σκέδασης (Inverse Scattering Algorithms) 

 

Οι μέθοδοι αυτές χρησιμοποιούνται για τον υπολογισμό των συντελεστών σύζευξης των 

κυματοδηγούμενων ρυθμών με εφαρμογή αλγορίθμων αντίστροφης σκέδασης (βλ. [51]-[54]). 

Εξυπηρετούν κυρίως σχεδιαστικές εφαρμογές, όπου η διάταξη του συζεύκτη γραμμοσειρών 

απαιτείται να εμφανίζει συγκεκριμένα λειτουργικά χαρακτηριστικά, όπως παραδείγματος χάριν 

να λειτουργεί ως ζωνοπερατό φίλτρο συγκεκριμένης τάξης. 

 

γ) Μέθοδοι Διαταραχών (Perturbation Methods) 

 

Οι μέθοδοι των διαταραχών μοντελοποιούν την επίδραση των γραμμοσειρών 

χρησιμοποιώντας τα αναπτύγματα διαταραχών των ρυθμών του συζεύκτη (βλ. [3]-[6]). Οι 

τεχνικές αυτές δίνουν μία σαφή εικόνα της φυσικής διαδικασίας της σύζευξης, αλλά δεν δίνουν 

ακριβή αποτελέσματα για περιπτώσεις γραμμοσειρών με σχετικά μεγάλες γεωμετρικές 

διαστάσεις ή με δείκτη διάθλασης πολύ διαφορετικό από τους δείκτες των υπολοίπων περιοχών. 

 

δ) Μέθοδοι στο Πεδίο του Χρόνου (Time-Domain Methods) 

 

Οι μέθοδοι αυτές χρησιμοποιούν κυρίως τη μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών στο 

πεδίο του χρόνου (finite-difference time-domain method) [32]-[34] για την αριθμητική επίλυση 

των χρονοεξαρτώμενων εξισώσεων του Maxwell (1.1)-(1.4) στα διάφορα στρώματα ενός 

κυματοδηγού γραμμοσειρών. Τα μειονεκτήματά τους εστιάζονται στο ότι δεν παρέχουν φυσική 

διαίσθηση της διαδικασίας σύζευξης του φωτός καθώς και ότι οι λύσεις υπόκεινται σε 

περιορισμούς εξαιτίας της αριθμητικής επίλυσης των διαφορικών εξισώσεων και της 

ενδεχόμενης μεγάλης αύξησης του απαιτούμενου υπολογιστικού κόστους. 
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2.4. Εφαρμογές των κυματοδηγών γραμμοσειρών στις οπτικές 
επικοινωνίες 

 

Οι κυματοδηγοί, που εμφανίζουν περιοδική μεταβολή του δείκτη διάθλασης κατά μήκος 

της διεύθυνσης κυματοδήγησης, συνιστούν μία σημαντική κατηγορία διατάξεων, οι οποίες 

αποτελούν βασικά δομικά στοιχεία των οπτικών δικτύων. 

 

Στη συνέχεια συνοψίζουμε τις βασικές εφαρμογές συζευκτών γραμμοσειρών στις οπτικές 

επικοινωνίες. 

 

Οπτικά φίλτρα συχνοτήτων (optical wavelength filters) 

 

Μία χαρακτηριστική διάταξη φίλτρου επιλογής συχνοτήτων, η οποία αναλύεται στις [47] 

και [48], φαίνεται στο Σχήμα 2.16. Αποτελείται από δύο στρωματικούς κυματοδηγούς, 

σχηματισμένους επάνω σε υπόστρωμα AlGaAs/GaAs. Οι γραμμοσειρές χαράσσονται στον άνω 

κυματοδηγό με περίοδο Λ (=2π/K), η οποία εκλέγεται κατάλληλα ως προς ένα κεντρικό μήκος 

κύματος λειτουργίας λc (operating center wavelength). 

 
Σχήμα 2.16  Σχηματικό διάγραμμα οπτικού φίλτρου συχνοτήτων, σχηματισμένου σε GaAs. 

 

Οι δύο κυματοδηγοί υποστηρίζουν διαδιδομένους ρυθμούς με διαφορετική συμμετρία, 

οπότε η κατευθυντική σύζευξη μεταξύ των δύο ρυθμών λαμβάνει χώρα όταν ικανοποιείται η 

συνθήκη Bragg πρώτης τάξης [9]: 

( ) ( )e c o c Kβ λ β λ− =  ,      

όπου βe και βo είναι οι σταθερές διάδοσης των αρτίων και περιττών ρυθμών. Φωτεινό σήμα 

εισόδου εισάγεται στον κάτω κυματοδηγό και διαδίδεται ως ο περιττός ρυθμός του 

κυματοδηγού. Το σήμα αυτό συζευγνύεται αποδοτικά στον άνω κυματοδηγό ως άρτιος ρυθμός, 
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μόνον όταν λ=λc. Αντιθέτως, φωτεινά σήματα με μήκη κύματος διαφορετικά του λc παραμένουν 

ασύζευκτα και συνεχίζουν να διαδίδονται ως περιττοί ρυθμοί στον κάτω κυματοδηγό. 

 

Στο Σχήμα 2.17 απεικονίζονται οι ενεργοί δείκτες διάθλασης των δύο κυματοδηγούμενων 

ρυθμών συναρτήσει του μήκους κύματος. Το κεντρικό μήκος κύματος λc του φίλτρου 

εμφανίζεται στο σημείο τομής της καμπύλης διασποράς του περιττού ρυθμού με εκείνη του 

άρτιου ως αποτέλεσμα της περίθλασης των γραμμοσειρών. Μία μεταβολή ΔΛ της περιόδου 

γραμμοσειρών οδηγεί σε μία μετατόπιση του σημείου τομής, σύμφωνα με την προαναφερόμενη 

συνθήκη Bragg, και σε μία μεταβολή Δλc του κεντρικού μήκους κύματος. 

 
Σχήμα 2.17  Καμπύλες διασποράς του άρτιου και περιττού ρυθμού στο συζεύκτη 

γραμμοσειρών. Οι (a) και (b) αντιστοιχούν σε Κ+ΔΚ και Κ-ΔΚ, όπου ΔΚ μία μικρή 
μεταβολή, οφειλόμενη στη μεταβολή ΔΛ της περιόδου. 

 

Πολυπλέκτες-αποπολυπλέκτες (multiplexers- demultiplexers) 

 

Το Σχήμα 2.18 απεικονίζει έναν πολυπλέκτη μηκών κύματος, ο οποίος βασίζεται σε 

παρεμβολή δύο ρυθμών με χρήση κυματοδηγών γραμμοσειρών (wavelength division multiplexer 

with grating-assisted two-mode intereference) [57]. Χρησιμοποιείται ένας περιοδικός 

κυματοδηγός γραμμοσειρών με ισχυρή διασπορά, ο οποίος υποστηρίζει δύο κυματοδηγούμενους 

ρυθμούς. Δύο μήκη κύματος λ1 και λ2, τα οποία εισέρχονται στη διάταξη, πολυπλέκονται και 

διαχωρίζονται στην έξοδο από μία πολύ μικρή (ultrashort) φασματική απόσταση. 



 

53 

 
Σχήμα 2.18  Σχηματικό διάγραμμα του πολυπλέκτη παρεμβολής δύο ρυθμών με χρήση 

κυματοδηγού γραμμοσειρών. 
 

Η διάταξη αποτελείται από έναν κυματοδηγό με δείκτη διάθλασης nr, ο οποίος ευρίσκεται 

εντός υλικού με δείκτη διάθλασης nc. Στον κυματοδηγό χαράσσονται m επαναλήψεις 

γραμμοσειρών με πάχος Wg, ενώ το πάχος σύζευξης είναι Wm. Οι παράμετροι αυτές πρέπει να 

επιλέγονται προσεκτικά, προκειμένου ο κυματοδηγός να υποστηρίζει μόνο δύο διαδιδόμενους 

ρυθμούς σε ένα φασματικό εύρος, στο οποίο να περιέχονται τα μήκη κύματος λ1 και λ2, που 

πρόκειται να πολυπλεχθούν. 

 

Εξάλλου, το σχηματικό διάγραμμα ενός πολυπλέκτη πρόσθεσης (add multiplexer) με χρήση 

συζεύκτη γραμμοσειρών απεικονίζεται στο Σχήμα 2.19 (βλ. [58]). 

 
Σχήμα 2.19  (a) Διάταξη συζεύκτη γραμμοσειρών με ενεργούς κυματοδηγούς InP (b) 

Σχηματικό διάγραμμα του ευρυζωνικού πολυπλέκτη πρόσθεσης. 
 

Η κλασική υλοποίηση ενός πολυπλέκτη πρόσθεσης βασίζεται στο γεγονός ότι η μεταφορά 

ισχύος στο συζεύκτη γραμμοσειρών εξαρτάται από το μήκος κύματος, εξαιτίας του 

απαιτούμενου ταιριάσματος μεταξύ της περιόδου των γραμμοσειρών και της διαφοράς των 
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σταθερών διάδοσης των ρυθμών. Σήματα άλλων συχνοτήτων θα διέλθουν εκ του κυματοδηγού 

χωρίς να επηρεαστούν από τις γραμμοσειρές, ενώ το επιθυμητό μήκος κύματος λadd στην είσοδο 

πρόσθεσης θα συζευχθεί με τα μήκη κύματος λ1, λ2, λ3 στον άλλο κυματοδηγό. Ο εν λόγω 

πολυπλέκτης αποτελείται από δύο παράλληλους κυματοδηγούς καναλιού InGaAs με δείκτη 

διάθλασης 3.6, μήκος 1.5μm και πάχη 0.4 μm και 0.5μm, ευρισκομένους σε υλικό InP με δείκτη 

διάθλασης 3.41. Η περιοδική διάταξη γραμμοσειρών εισάγεται στον κυματοδηγό πρόσθεσης 

πάχους 0.5μm. 

 

Περαιτέρω, στο Σχήμα 2.20 απεικονίζεται μία χαρακτηριστική διάταξη αποπολυπλέκτη, η 

οποία υλοποιείται με χρήση ασυμμετρικού κατευθυντικού συζεύκτη γραμμοσειρών [59]. 

 

 
Σχήμα 2.20  Σχηματικό διάγραμμα αποπολυπλέκτη με φίλτρα συζευκτών γραμμοσειρών. Λ1, 

Λ2 και Λ3 είναι διαφορετικές περίοδοι των γραμμοσειρών. 
 

Ο αποπολυπλέκτης αποτελείται από μία σειρά φίλτρων επιλογής συχνοτήτων 

ασυμμετρικών συζευκτών γραμμοσειρών. Δύο οπτικοί κυματοδηγοί τοποθετούνται παράλληλα 

μεταξύ τους. Οπτικά σήματα διαφορετικών μηκών κύματος διαδιδόμενα στον κυματοδηγό 

συζευγνύονται σε διαφορετικά τμήματα με τη χρήση διαφορετικών γραμμοσειρών. Οι 

χρησιμοποιούμενοι συζεύκτες γραμμοσειρών αποτελούνται από δύο μονορυθμικούς 

κυματοδηγούς, οι οποίοι έχουν σταθερές διάδοσης αρκετά διαφορετικές και τοποθετούνται σε 

πολύ κοντινή απόσταση. Εξαιτίας της ισχυρής ασυμμετρίας, η φυσική σύζευξη μεταξύ των δύο 

κυματοδηγών είναι τόσο ασθενής, ώστε το φωτεινό σήμα, το οποίο διαδίδεται στον ένα 

κυματοδηγό, να παραμένει σε αυτόν. Για αυτό το λόγο εισάγεται περιοδική διαταραχή στο 

σύστημα των δύο κυματοδηγών, προκειμένου να ενισχυθεί η σύζευξη του φωτός μεταξύ των 

κυματοδηγών. Ένα σχηματικό διάγραμμα ασυμμετρικού συζεύκτη γραμμοσειρών, ο οποίος 

χρησιμοποιείται σε αποπολυπλέκτες, απεικονίζεται στο Σχήμα 2.21. Οι παράμετροι του 

συζεύκτη δείκτες διάθλασης των υλικών, πάχη των κυματοδηγών, πάχος και περίοδος των 

γραμμοσειρών, επιλέγονται κατάλληλα για να ικανοποιούνται τα απαιτούμενα κριτήρια 

σύζευξης. 
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Σχήμα 2.21  Σχηματικό διάγραμμα ασυμμετρικού συζεύκτη γραμμοσειρών, 

χρησιμοποιούμενου σε αποπολυπλέκτες. 
Επισκόπηση της αρχής λειτουργίας πολυπλεκτών και αποπολυπλεκτών με χρήση 

συζευκτών γραμμοσειρών περιέχεται στην [60]. 

 

Μετατροπείς ρυθμών (mode converters) οπτικών παλμών πολύ μεγάλου εύρους ζώνης 

(ultrawide-band pulses) 

 

Χρησιμοποιείται ένας βασικός τριστρωματικός κυματοδηγός, ο οποίος για συχνότητα 

φέροντος 3×1014Hz μπορεί να υποστηρίξει εφτά διαδιδόμενους ρυθμούς [61]. Στην είσοδο του 

κυματοδηγού εισέρχεται ένας παλμός έξι κύκλων, αναφερόμενος ως 2-2-2 παλμός. Το φάσμα 

αυτού του παλμού απεικονίζεται στο Σχήμα 2.22 και έχει το μεγαλύτερο μέρος του συχνοτικού 

του περιεχομένου επάνω από τα κατώφλια των εφτά διαδιδομένων ρυθμών. 

 
Σχήμα 2.22  Φάσμα του 2-2-2 παλμού. 

 

Η μετατροπή ρυθμών υλοποιείται με τη βοήθεια μιας διάταξης γραμμοσειρών, η οποία 

κατασκευάζεται, παραμορφώνοντας (deforming) τα σύνορα μεταξύ των στρωμάτων του βασικού 
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κυματοδηγού, ώστε να δημιουργηθεί ένα ορθογωνικό ή ημιτονοειδές προφίλ γραμμοσειρών (βλ. 

Σχήμα 2.23). Η μετατροπή από τον i-οστό ρυθμό κυματοδηγού με σταθερά διάδοσης βi στον j-

οστό ρυθμό με σταθερά διάδοσης βj προϋποθέτει η περίοδος Λ να ικανοποιεί τη συνθήκη 

προσαρμογής φάσης 

Λ 2π / | |i jβ β= −  .       

Θεωρούμε ως σήμα εισόδου κατάλληλο συνδυασμό των ρυθμών 1 και 5 με περιβάλλουσα 

εκείνη του 2-2-2 παλμού του (βλ. Σχήμα 2.22). Σε κάποια αρκετά μεγάλη απόσταση από το 

σημείο εισόδου του παλμού εξάγονται με κατάλληλες τεχνικές τα φασματικά περιεχόμενα των 

δύο ρυθμών [61] (βλ. Σχήμα 2.24). Το φάσμα του κάθε ενός εξαγόμενου ρυθμού ευρίσκεται σε 

πολύ καλή συμφωνία με εκείνο του αρχικού 2-2-2 διεγειρόμενου σήματος. 

 

 
Σχήμα 2.23  Διατάξεις ορθογωνικών γραμμοσειρών, που χρησιμοποιούνται για μετατροπή 

ρυθμών. 
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(α) 

 
(β) 

Σχήμα 2.24  Φάσματα των εξαγομένων ρυθμών: (α) 1 και (β) 5. 
 

Συντονιζόμενα (tunable) lasers 

 

Σχηματικό διάγραμμα ενός συντονιζόμενου laser με ενσωματωμένο κατευθυντικό φίλτρο 

συζεύκτη γραμμοσειρών απεικονίζεται στο Σχήμα 2.25 (βλ. [55]). Η διάταξη αποτελείται από 

τρία τμήματα. Ένας απλός κυματοδηγός μήκους L1 στο άνω κυματοδηγικό στρώμα παρέχει 

κέρδος ή ενίσχυση στον κυματοδηγούμενο ρυθμό, ο οποίος διέρχεται μέσω αυτού. Ο αριστερός 

τερματισμός του κυματοδηγού αυτού χαρακτηρίζεται από συντελεστή ανάκλασης r1. Ένας 

άλλος απλός κυματοδηγός μήκους L2 στο κάτω κυματοδηγικό στρώμα εξυπηρετεί ως 

«παράθυρο» στο αριστερό τμήμα με συντελεστή ανάκλασης r2. Τέλος, ένας κατευθυντικός 

συζεύκτης γραμμοσειρών μήκους L εισάγεται μεταξύ των τμημάτων κέρδους και παραθύρου. Ο 

συζεύκτης χρησιμοποιείται ως φίλτρο συχνοτήτων για να συνταιριάσει τα φασματικά 

χαρακτηριστικά της διάταξης ως προς την επιλεκτικότητα των διαμήκων ρυθμών (longitudinal 

mode selectivity). 
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Σχήμα 2.25  Σχηματικό διάγραμμα του συντονιζομένου laser ημιαγωγών με ενσωματωμένο 

φίλτρο κατευθυντικού συζεύκτη γραμμοσειρών. 
 

Επίσης, αξίζει να σημειώσουμε ότι οι συζεύκτες γραμμοσειρών χρησιμοποιούνται ακόμη 

σε laser κατανεμημένης ανάδρασης (distributed feedback lasers) [56] και οπτικές πηγές 

ακτινοβολίας [64]. 

 

Οπτικός διακόπτης (optical switch) 

 

Για την υλοποίηση ενός οπτικού διακόπτη χρησιμοποιείται ο τετράθυρος συζεύκτης 

γραμμοσειρών, ο οποίος απεικονίζεται στο Σχήμα 2.26 (βλ. [62]). 

 
Σχήμα 2.26  Σχηματικό διάγραμμα τετράθυρου συζεύκτη γραμμοσειρών. 

 

Ο συζεύκτης αποτελείται από δύο όμοιους κυματοδηγούς με σταθερά διάδοσης β0. Κάθε 

κυματοδηγός υποστηρίζει ένα μοναδικό ρυθμό, ο οποίος οδεύει και προς τις δύο κατευθύνσεις. 

Οι κυματοδηγοί ευρίσκονται σε αρκετά μεγάλη απόσταση στις εισόδους και τις εξόδους και σε 
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αρκετά μικρή απόσταση κοντά στην περιοχή σύζευξης, προκειμένου οι ρυθμοί τους να 

αλληλεπιδρούν και να λαμβάνει χώρα ανταλλαγή ενέργειας. Οι γραμμοσειρές τοποθετούνται και 

στους δύο κυματοδηγούς στην περιοχή σύζευξης. Η περίοδος 0Λ π / β=  των γραμμοσειρών 

εκλέγεται ώστε να ταιριάζει τις φάσεις των κυμάτων, που διαδίδονται προς τις ίδιες και προς 

αντίθετες κατευθύνσεις. Επίσης, λαμβάνουν χώρα δύο επιπρόσθετοι μηχανισμοί ανταλλαγής 

ενέργειας: 

 

1) Ευθεία σύζευξη Bragg: Ένας ρυθμός, π.χ. ο Α1, ανακλάται προς τον ίδιο κυματοδηγό 

και ανταλλάσσει ενέργεια με το ρυθμό Α3, ο οποίος οδεύει στην αντίθετη κατεύθυνση. 

 

2) Σύζευξη Bragg ανταλλαγής: Ένας ρυθμός, π.χ. ο Α1, ανακλάται προς τον απέναντι 

κυματοδηγό και ανταλλάσσει ενέργεια με το ρυθμό Α4, ο οποίος οδεύει στην αντίθετη 

κατεύθυνση στον απέναντι κυματοδηγό. 

 

Τα προαναφερόμενα φυσικά φαινόμενα αναλύονται με τη Θεωρία Συζευγμένων Ρυθμών 

[62] και προσδιορίζονται οι τιμές των παραμέτρων των γραμμοσειρών για την επίτευξη της 

επιθυμητής λειτουργίας του τετράθυρου συζεύκτη ως οπτικού διακόπτη, δηλαδή για την 

εξαγωγή του οπτικού σήματος σε μία επιλεγμένη πόρτα, όταν η είσοδος τοποθετείται σε μία 

συγκεκριμένη πόρτα. 

 

Εξάλλου, οι διατάξεις των γραμμοσειρών χρησιμοποιούνται επίσης και σε 

 

Δαχτυλίδια συντονισμού (ring resonators) 

 

Τα δαχτυλίδια συντονισμού γραμμοσειρών (βλ. Σχήμα 2.27) λειτουργούν σύμφωνα με το 

φαινόμενο γαλαρίας (whispering gallery) [65]. Η επισύναψη γραμμοσειρών στην εξωτερική 

επιφάνεια των δαχτυλιδιών εξασφαλίζει στη διάταξη συνθήκες μονορυθμικής λειτουργίας. 
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Σχήμα 2.27  Σχηματικό διάγραμμα διδιάστατου δαχτυλιδιού συντονισμού γραμμοσειρών. 

 

Ανακλαστήρες μιας συχνότητας (single frequency reflecting mirrors) 

 

Οι ανακλαστήρες κατασκευάζονται με συντονιστές Bragg (μεταλλικοί σωλήνες με 

αυλακωμένα τοιχώματα, βλ. Σχήμα 2.28) και χρησιμοποιούνται σε ενισχυτές υψηλής ισχύος και 

σε ταλαντωτές χιλιοστομετρικών και υποχιλιοστομετρικών κυμάτων [66]. 

 

 
Σχήμα 2.28  Ανακλαστήρας-ταλαντωτής Bragg. 

 

Παράλληλη εξαγωγή δεδομένων σε συστήματα οπτικών καρτών 

 

Η παράλληλη εξαγωγή δεδομένων επιτυγχάνεται με το συζεύκτη γραμμοσειρών γραμμικής 

εστίασης (linearly focusing grating coupler), ο οποίος απεικονίζεται στο Σχήμα 2.29. Ο 

συζεύκτης χρησιμοποιείται για το σχηματισμό μιας γραμμής εστίασης, η οποία είναι απαραίτητη 

για παράλληλη παραλαβή (parallel pickup) των οπτικών δεδομένων [67]. 
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Σχήμα 2.29  Σχηματικό διάγραμμα συζεύκτη γραμμοσειρών γραμμικής εστίασης. 

 

Κεραίες χιλιοστομετρικών κυμάτων 

 

Διάταξη μίας κεραίας γραμμοσειρών χιλιοστομετρικών κυμάτων απεικονίζεται στο Σχήμα 

2.30. Η ακτινοβολία από τις διηλεκτρικές κεραίες γραμμοσειρών επηρεάζεται από την περιοδική 

διαταραχή των κυμάτων, που οδηγούνται στο ομοιόμορφο τμήμα της διάταξης του (μη 

περιοδικού) κυματοδηγού. Αυτή η ακτινοβολία εμφανίζεται μόνο σε συγκεκριμένες 

κατευθύνσεις του χώρου, οι οποίες καθορίζονται κυρίως από τη σταθερά φάσης της 

αδιατάρακτης διάταξης και την περίοδο των διαταραχών [63]. 

 
Σχήμα 2.30  Διάταξη κεραίας γραμμοσειρών χιλιοστομετρικών κυμάτων. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΑΝΑΛΥΣΗ ΣΥΖΕΥΓΜΕΝΩΝ ΣΥΜΜΕΤΡΙΚΩΝ ΚΥΜΑΤΟΔΗΓΩΝ ΜΕ 

ΓΡΑΜΜΟΣΕΙΡΕΣ 

 

Στο Κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται εκτενής μελέτη των φαινομένων κυματοδήγησης σε 

συζευγμένους δισδιάστατους συμμετρικούς κυματοδηγούς με περιοδικά χαραγμένες 

γραμμοσειρές ως εφαρμογή των τεχνικών της Μεθόδου των Ροπών (Method of Moments). Η 

μελέτη αφορά κυρίως στον ακριβή προσδιορισμό των μιγαδικών σταθερών διάδοσης των 

κυματοδηγούμενων κυμάτων. Για την επίλυση των ολοκληρωτικών εξισώσεων, οι οποίες 

εμφανίζονται, χρησιμοποιούνται τεχνικές Galerkin συνολικού χώρου (entire domain Galerkin 

techniques). 

Ακριβέστερα, στην παράγραφο 3.1 περιγράφεται η γεωμετρία της διάταξης των 

συζευγμένων δισδιάστατων συμμετρικών κυματοδηγών με περιοδικά χαραγμένες γραμμοσειρές. 

Στην παράγραφο 3.2 διατυπώνεται το θεώρημα του Floquet και αναλύεται ο ρόλος των χωρικών 

αρμονικών, που υπαγορεύουν την κυματική διάδοση σε περιοδικές δομές. 

Ως εφαρμογή της μεθόδου Sommerfeld επιτυγχάνεται στην παράγραφο 3.3 αναλυτική 

έκφραση μέσω ολοκληρώματος Fourier της συνάρτησης Green του ομογενούς (χωρίς 

γραμμοσειρές) προβλήματος. Στην παράγραφο 3.4 ευρίσκεται ολοκληρωτική αναπαράσταση του 

ηλεκτρικού πεδίου των TEz πολωμένων ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων, που διαδίδονται 

παράλληλα προς τον z-άξονα στη διάταξη του συζεύκτη. Εφαρμόζοντας την τεχνική Galerkin 

συνολικού χώρου (entire domain Galerkin technique), περιγράφουμε στην παράγραφο 3.5 μία 

αυστηρή μέθοδο για τον ακριβή προσδιορισμό των μιγαδικών σταθερών διάδοσης των 

κυματοδηγούμενων στη διάταξη κυμάτων. 

Στην παράγραφο 3.6 μελετώνται ενοποιημένα ως ειδικές περιπτώσεις της γενικής μεθόδου, 

η οποία αναπτύσσεται στις παραγράφους 3.3-3.5, οι διατάξεις του ενός απομονωμένου 

κυματοδηγού παρουσία γραμμοσειρών, συζεύκτη παρουσία γραμμοσειρών στον άνω 

κυματοδηγό και συζεύκτη παρουσία γραμμοσειρών στον κάτω κυματοδηγό. 

Ορισμένα στοιχεία αριθμητικής υλοποίησης της προτεινομένης μεθόδου παρουσιάζονται 

στην παράγραφο 3.7. Εξάλλου, στην παράγραφο 3.8 γίνεται έλεγχος σύγκλισης της μεθόδου, 

διαπιστώνεται η υψηλή αποδοτικότητά της και επιβεβαιώνεται η εγκυρότητά της. 
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3.1. Συμμετρικός Συζεύκτης Γραμμοσειρών 
 

Η διάταξη του συμμετρικού συζεύκτη γραμμοσειρών (symmetric grating assisted optical 

coupler), η οποία απεικονίζεται στο Σχήμα 3.1, αποτελείται από δύο άπειρες επίπεδες και 

παράλληλες διηλεκτρικές πλάκες (slab waveguides) με δείκτη διάθλασης n1, πάχος 2d, και 

απόσταση μεταξύ τους h. Ο χώρος θεωρείται μαγνητικά ομοιόμορφος με σταθερή μαγνητική 

διαπερατότητα μ=μ0 και εκτός των πλακών θεωρείται ομογενής με δείκτη διάθλασης n0 και 

κυματικό αριθμό k0. Κατά μήκος των πλακών έχουν χαραχθεί περιοδικά ορθογώνιες 

γραμμοσειρές με δείκτη διάθλασης n2 και πάχος w. Οι γραμμοσειρές διαμορφώνουν δύο 

στρώματα με Λ-περιοδική κατανομή του δείκτη διάθλασης στον άξονα κυματοδήγησης z, ένα 

ευρισκόμενο στο άνω μέρος της πλάκας 1 και το άλλο στο κάτω μέρος της πλάκας 2. Η κάθε 

επανάληψη των γραμμοσειρών αποτελείται από q ορθογώνια (rectangles) με διαμήκη 

χαρακτηριστικά di και li (i=1,…,q). Αξίζει να σημειώσουμε ότι στην παρούσα διατύπωση ο 

αριθμός και οι διαμήκεις διαστάσεις των ορθογωνίων των γραμμοσειρών μπορούν να 

μεταβάλλονται εντός κάθε επανάληψης σύμφωνα με τα χαρακτηριστικά μεγέθη di, li, q. Όμως, 

στις εργασίες [7]-[21] που βασίζονται στη Θεωρία Συζευγμένων Ρυθμών και στις [22]-[29] στη 

Θεωρία Floquet-Bloch, εξετάζονται μόνο δυαδικές (binary) γραμμοσειρές, οι οποίες περιέχουν 

ένα ορθογώνιο ανά επανάληψη. Η όλη διάταξη υποτίθεται ομοιόμορφη κατά μήκος του άξονα y. 

 

Έτσι, η περιοδική επέκταση ως προς [0,Λ]z∈  της τμηματικά σταθερής συνάρτησης 

 

0

1

2

0

2

1

0

, , 0
, , ( , ) 1,...,
, , ( , ) 1,...,

( , ) , , 0
, , ( , ) 1,...,
, , ( , ) 1,...,

, 0

i i i

i i i

i i i

i i i

n x h d z
n h d x h d z d d l i q
n h d x h d w z d d l i q

n x z n d x h d z
n d w x d z d d l i q
n d x d z d d l i q
n x d z

> + ≤ ≤ Λ⎧
⎪ − < < + ∉ + =⎪
⎪ − < < − + ∈ + =
⎪= < < − ≤ ≤ Λ⎨
⎪ − < < ∈ + =⎪

− < < ∉ + =⎪
⎪ < − ≤ ≤ Λ⎩

  (3.1) 

 

καθορίζει την κατανομή του δείκτη διάθλασης της διάταξης του Σχήματος 3.1. 

 

 

 

 



 

 64

 
Σχήμα 3.1  Γεωμετρία  του συμμετρικού συζεύκτη γραμμοσειρών 
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3.2. Θεώρημα Floquet και χωρικές αρμονικές περιοδικών δομών 
 

Η θεμελιώδης αρχή της Φυσικής, η οποία διέπει την κυματική διάδοση σε περιοδικές 

δομές, εκφράζεται από το θεώρημα του Floquet ([43], Ch. 9). 

 

Θεώρημα Floquet 

Tο κυματοδηγούμενο πεδίο Ψ(x,y,z) κατά τις κατευθύνσεις ẑ±  σε μία Λ-περιοδική κατά 

μήκος του άξονα z δομή εκφράζεται ως εξής 

( , , ) ( , , )zx y z e u x y zγΨ = ∓       (3.2) 

όπου γ η μιγαδική σταθερά διάδοσης του κυματοδηγούμενου πεδίου και u(x,y,z) κατάλληλη Λ-

περιοδική ως προς z συνάρτηση, δηλαδή ισχύει 

( , , Λ) ( , , ),u x y z r u x y z r+ = ∈]      (3.3) 

 

Απόδειξη  Το κυματοδηγούμενο πεδίο Ψ(x,y,z) κατά τις κατευθύνσεις ẑ±  ικανοποιεί τη 

σχέση 
ΛΨ( , , Λ) Ψ( , , ),rx y z r e x y z rγ+ = ∈∓ ]       

Εξάλλου, για τη συνάρτηση 

( , , ) ( , , )zu x y z e x y zγ±= Ψ ,        

παρατηρούμε ότι ισχύει 
( )( , , ) ( , , )z ru x y z r e x y z rγ± + Λ+ Λ = Ψ + Λ       

Τώρα από τις τρεις παραπάνω σχέσεις, προκύπτει άμεσα η (3.3). 

□ 

 

Θεωρούμε μία περιοδική δομή κατά μήκος του άξονα z, της οποίας η σχετική διηλεκτρική 

σταθερά εr είναι Λ-περιοδική συνάρτηση ως προς z, δηλαδή ισχύει 

( Λ) ( )r rz zε ε+ =       (3.4) 

Εφαρμόζοντας το θεώρημα του Floquet για το βαθμωτό παράγοντα Ψ(x,z) του ηλεκτρικού 

πεδίου 

ˆ( , ) ( , )x z x z= ΨE y ,        

ενός κυματοδηγούμενου κατά την κατεύθυνση ẑ+  TEz ρυθμού με μιγαδική σταθερά διάδοσης 

γ, λαμβάνουμε 

( , ) ( , )zx z e u x zγ−Ψ = ,     (3.5) 
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όπου u(x,z) είναι μία Λ-περιοδική συνάρτηση ως προς z. 

Σύμφωνα με τα αναφερόμενα στο εδάφιο 1.3.2, για μία τμηματικά σταθερή κατανομή του 

δείκτη διάθλασης, ο παράγοντας Ψ του ηλεκτρικού πεδίου ικανοποιεί τη βαθμωτή εξίσωση 

Helmholtz 
2 2

2
02 2 ( ) ( , ) 0rk z x z

x z
ε

⎛ ⎞∂ ∂
+ + Ψ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

,    (3.6) 

και οι συνιστώσες Hx και Hz υπολογίζονται από την Εy μέσω των σχέσεων (1.52) και (1.54). Υπό 

την προϋπόθεση ότι ο παράγοντας Ψ(x,z) εκφράζεται ως 

( , ) ( ) ( )x z x v zϕΨ = ,        

προκύπτει η συνήθης διαφορική εξίσωση 

0)()( 22
02

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ zvzk

dz
d

r λε ,    (3.7) 

όπου 

)(
)(2

x
x

ϕ
ϕλ
′′

=         

Έστω v1(z) και v2(z) οι δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της διαφορικής εξίσωσης δευτέρου 

βαθμού (3.7). Επειδή μία διαφορική εξίσωση δευτέρου βαθμού έχει μόνο δύο γραμμικά 

ανεξάρτητες λύσεις, η γενική λύση V(z) εκφράζεται ως γραμμικός συνδυασμός 

)()()( 21 zBvzAvzV +=      (3.8) 

με μιγαδικούς συντελεστές Α και Β. 

Εξάλλου, αν v(z) είναι λύση της (3.7), τότε από την (3.4) έπεται ότι και η v(z+Λ) είναι 

επίσης λύση της (3.7). Έτσι εφαρμόζοντας την (3.8), έχουμε 

)()()( 2121111 zvazvazv +=Λ+  , )()()( 2221212 zvazvazv +=Λ+  (3.9) 

όπου αij κατάλληλοι μιγαδικοί συντελεστές, για τους οποίους ισχύει η συνθήκη ([43], (9) Ch. 9) 

121122211 =− aaaa       (3.10) 

Τώρα συνδυάζοντας τις (3.8) και (3.9), ευρίσκουμε 

)()()()()( 2221212111 zvBaAazvBaAazV +++=Λ+   (3.11) 

Η V(z) παριστάνει κύμα που οδεύει παράλληλα προς το θετικό άξονα z υπό την 

προϋπόθεση 

)()( zVezV Λ−=Λ+ γ       (3.12) 
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Συνδυασμός των (3.8), (3.11) και (3.12) οδηγεί στη διαμόρφωση ενός 22×  ομογενούς 

γραμμικού συστήματος με αγνώστους τα Α και Β. Το εν λόγω σύστημα έχει μη τετριμμένη λύση 

όταν ισχύει η συνθήκη 

01)( 2211
2 =++− Λ−Λ− aaee γγ ,     (3.13) 

η οποία προκύπτει μηδενίζοντας την ορίζουσα του συστήματος και χρησιμοποιώντας την (3.10). 

Η εξίσωση (3.13) έχει τις λύσεις 
θγ ±Λ− = ee ,          

όπου 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

= −

2
cosh 22111 aaθ         

Παρατηρούμε ότι αν γ επαληθεύει την εξίσωση (3.13), τότε την επαληθεύουν επίσης και τα –γ, 

και τα 2 ( )nj nπγ
Λ

+ ∈] , που σημαίνει ότι οι κυματοδηγούμενοι ρυθμοί στην περιοδική δομή 

έχουν μιγαδικές σταθερές διάδοσης 

2 ,n
nj nπγ γ

Λ
= + ∈]       (3.14) 

Τώρα, υπό τις προϋποθέσεις, οι οποίες αναλύονται στο Παράρτημα Β, η συνάρτηση u(x,z) 

αναπτύσσεται ως προς z στη σειρά Fourier 

∑
+∞

−∞=

Λ
−

=
n

znj

n exzxu
π

ϕ
2

)(),(       (3.15) 

Συνδυάζοντας τις (3.5) και (3.15) λαμβάνουμε 
2

( , ) ( )
nj z

n
n

x z x e
πγ

ϕ
⎛ ⎞+∞ − +⎜ ⎟Λ⎝ ⎠

=−∞

Ψ = ∑      (3.16) 

Επομένως το πεδίο ενός ρυθμού εκφράζεται ως άθροισμα σειράς συναρτήσεων με σταθερές 

διάδοσης γn ( )n∈] , οι οποίες δίνονται από τη σχέση (3.14). Ο γενικός όρος z
n

nex γϕ −)(  της 

σειράς (3.16), ο οποίος συνυπάρχει στο πεδίο του ρυθμού, ονομάζεται χωρική (Floquet) 

αρμονική του θεμελιώδους ρυθμού με σταθερά διάδοσης γ0=γ. 

Επειδή ο παράγοντας Ψ(x,z) του ηλεκτρικού πεδίου, ο οποίος εκφράζεται από την (3.16), 

πρέπει να αποτελεί λύση της διαφορικής εξίσωσης (3.6) σε κάθε περιοχή σταθερού δείκτη 

διάθλασης ni, θα έχουμε 
2
,( ) ( ) 0n i n nx g xϕ ϕ′′ − =       (3.17) 

όπου 
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2
2 2

, 0
2 , 0,1, 2i n i

ng j k n iπγ⎛ ⎞= − + − =⎜ ⎟Λ⎝ ⎠
    (3.18) 

Οι συναρτήσεις φn(x) εκφράζονται ως γραμμικοί συνδυασμοί των θεμελιωδών λύσεων της 

διαφορικής εξίσωσης (3.17). Οι συντελεστές των εν λόγω γραμμικών συνδυασμών συνιστούν το 

διάνυσμα των αγνώστων του γραμμικού συστήματος της μεθόδου επίλυσης. Εξάλλου, όταν στη 

διάταξη υπάρχει και προσπίπτον πεδίο, τότε το γραμμικό σύστημα είναι ένα μη ομογενές 

επιλύσιμο σύστημα και η λύση του δίνει τους συντελεστές των γραμμικών συνδυασμών. Όταν 

στη διάταξη δεν υπάρχει προσπίπτον πεδίο, τότε το γραμμικό σύστημα είναι ομογενές και οι 

σταθερές διάδοσης των ρυθμών κυματοδήγησης είναι οι ρίζες της ορίζουσας του συστήματος. 

 

3.3. Αναλυτική έκφραση της συνάρτησης Green 
 

Για την μελέτη της κυματοδήγησης στη διάταξη του συζεύκτη του Σχήματος 3.1 με τη 

Μέθοδο των Ροπών προαπαιτείται κατάλληλη αναλυτική έκφραση της συνάρτησης Green του 

ομογενούς (χωρίς γραμμοσειρές) προβλήματος. 

 

Αρχικά μελετάμε την περίπτωση ΤΕz πολωμένων ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων. 

Συγκεκριμένα θεωρούμε ότι η διάταξη των δύο κυματοδηγών του Σχήματος 3.2 διεγείρεται από 

μία διδιάστατη, άπειρη κατά μήκος του άξονα y γραμμική ηλεκτρική ρευματική πηγή με 

κανονικοποιημένη πυκνότητα ρεύματος 

 

0

1 ˆ( , ) ( ) ( ) , ,x z x x z z d x d z
j

δ δ
ωμ

′ ′ ′ ′= − − − − ≤ ≤ ∈J y \    (3.19) 

 

όπου δ(·) η συνάρτηση Dirac και (x′,z′) η θέση, στην οποία εφαρμόζεται η διέγερση, και η οποία 

στην προκειμένη περίπτωση ευρίσκεται εντός του κυματοδηγού 1. 
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Σχήμα 3.2  Γεωμετρία του χωρίς γραμμοσειρές προβλήματος 

 

Ως συνάρτηση Green G1(x,z;x',z') ορίζεται το ηλεκτρικό πεδίο Ey(x,z) (απόκριση), το οποίο 

παράγεται στη διάταξη από τη ρευματική πηγή J(x,z) (διέγερση) της (3.19). Επειδή το ηλεκτρικό 

πεδίο Ey(x,z) πληρεί την εξίσωση (1.42), με τη βοήθεια της (3.19) προκύπτει ότι η συνάρτηση 

Green του προβλήματος των δύο συμμετρικών απείρων διηλεκτρικών πλακών είναι λύση της 

εξίσωσης 

( )2 2 2
0 1( ) ( ; ) ( )k n x G δ′ ′∇ + = − −r r r r     (3.20) 

όπου 

2

2

2

2
2

zx ∂
∂

+
∂
∂

=∇         

εφόσον τα πεδιακά μεγέθη είναι ανεξάρτητα από τη μεταβλητή y, και 

zxr ˆˆ zx +=   , zxr ˆˆ zx ′+′=′       

είναι τα διανύσματα παρατήρησης και της πηγής αντίστοιχα. Για το συγκεκριμένο πρόβλημα, η 

τμηματικά σταθερή συνάρτηση 
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0

1

0

1

0

,
,

( ) ,
,
,

n x h d
n h d x h d

n x n d x h d
n d x d
n x d

> +⎧
⎪ − < < +⎪⎪= < < −⎨
⎪ − < <⎪

< −⎪⎩

       

εκφράζει την κατανομή του δείκτη διάθλασης. Επιπλέον οι 1( ; )G ′r r  και 1( ; )G
x

′∂
∂
r r , ως 

εφαπτομενικές συνιστώσες του ηλεκτρικού και του μαγνητικού πεδίου πρέπει να ικανοποιούν τις 

κατάλληλες συνοριακές συνθήκες συνέχειας στις διαχωριστικές επιφάνειες x=±d και x=h±d 

μεταβολής του δείκτη διάθλασης. 

Ως εφαρμογή του θεωρήματος Green αποδεικνύεται στο Παράρτημα Α ότι η συνάρτηση 

Green είναι συμμετρική ως προς τη διέγερση και την απόκριση. Ο υπολογισμός της συνάρτησης 

Green επιτυγχάνεται με χρήση της μεθόδου Sommerfeld, η οποία συνοψίζεται ως εξής (για 

λεπτομερή περιγραφή της μεθόδου βλ. π.χ. [68] Section 6.32 και [69] Section 9.28): 

 

1) Tο ηλεκτρικό πεδίο, το οποίο προκαλεί η ρευματική κατανομή J(x,z) της (3.19), θεωρουμένη 

στον ελεύθερο χώρο 2\  με δείκτη διάθλασης n1, εκφράζεται ως ολοκλήρωμα Fourier 

κατάλληλης γνωστής συναρτήσεως. Το εν λόγω πεδίο αναφέρεται ως πρωτογενές (primary) ή ως 

συνάρτηση Green ελευθέρου χώρου και αποτελεί το ανώμαλο μέρος της προσδιοριστέας 

συνάρτησης Green. 

 

2) Οι διαχωριστικές επιφάνειες x=±d, x=h±d δημιουργούν ανακλώμενα και διαθλώμενα πεδία 

εντός και εκτός των κυματοδηγών. Τα πεδία αυτά αναφέρονται ως δευτερογενή (secondary). 

Επειδή τα εν λόγω πεδία ικανοποιούν τις αντίστοιχες κυματικές εξισώσεις και τη συνθήκη 

ακτινοβολίας, αυτά εκφράζονται ως κατάλληλοι γραμμικοί συνδυασμοί ολοκληρωμάτων 

Fourier. 

 

3) Οι άγνωστοι συντελεστές των δευτερογενών πεδίων προσδιορίζονται με τη βοήθεια των 

οριακών συνθηκών για τα επίπεδα x=±d, x=h±d. 

 

4) Το ζητούμενο ηλεκτρικό πεδίο για το χώρο εντός του κυματοδηγού 1 θα είναι η υπέρθεση 

πρωτογενούς και δευτερογενούς πεδίου ενώ για τους χώρους εκτός του κυματοδηγού 1 μόνο το 

δευτερογενές. 
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Το πρωτογενές πεδίο Gpr εκφράζεται ως ολοκλήρωμα Fourier (βλ. [70], (2.60)) 

( )
1| |

( ) 2

1

1( , ; , ) , ,
4

g x x
j z z

pr
eG x z x z d e x z

g
λλ

π

+∞ ′− −
′− −

−∞

′ ′ = ∈∫ \    (3.21) 

όπου 
2 2 2 1/ 2

1 0 1( ) ( )g k nλ λ= −        

Η συνάρτηση g1(λ) είναι πλειότιμη μιγαδική συνάρτηση. Επιλέγουμε το πρόσημο της ρίζας έτσι 

ώστε 0)}(Re{ 1 >λg , ώστε το πεδίο Gpr να παριστά κύμα, το οποίο οδεύει αποσβεννύμενο 

καθώς |x|→+∞, και 0)}(Im{ 1 >λg  για να παριστάνει η (3.21), με βάση τη χρονική αρμονική 

εξάρτηση exp(jωt), κύματα που απομακρύνονται από το επίπεδο x=x′ και οδεύουν προς το ±∞. H 

έκφραση (3.21) χρησιμοποιείται παρακάτω στην εφαρμογή των οριακών συνθηκών στα επίπεδα 

x=±d. 

Εξάλλου, αξίζει να σημειώσουμε ότι το πρωτογενές πεδίο προκύπτει επίσης και ως η 

θεμελιώδης λύση του διδιάστατου τελεστή Helmholtz στον ελεύθερο χώρο. Συγκεκριμένα το 

πρωτογενές πεδίο ( ; )prG ′r r  ικανοποιεί, ως γνωστόν, τη διαφορική εξίσωση 

( ) ( )2 2 2 2
0 1 ( ; ) ,prk n G δ′ ′∇ + = − − ∈r r r r r \     (3.22) 

Η (3.22) έχει δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις ψ1(r, r′) και ψ2(r, r′) με 

(2)
1 0 0 1( , ) ( | |)

4
j H k nψ ′ ′= − −r r r r  , (1)

2 0 0 1( , ) ( | |)
4
j H k nψ ′ ′= −r r r r    

(βλ. [72], (5.132), (5.250)), όπου )()(
0 zH i  (i=1,2) η κυλινδρική συνάρτηση Hankel πρώτου και 

δευτέρου είδους και μηδενικής τάξης. Οι συναρτήσεις ψ1(r,r′) και ψ2(r,r′) με βάση και τη 

χρονική εξάρτηση exp(jωt) παριστάνουν κύματα τα οποία απομακρύνονται από την πηγή και 

πλησιάζουν προς την πηγή αντιστοίχως. Συνεπώς η φυσικά αποδεκτή λύση της (3.22) είναι η 

ψ1(r,r′), οπότε έχουμε 

( ) ( )2 2(2)
0 0 1( , ; , )

4pr
jG x z x z H k n x x z z⎛ ⎞′ ′ ′ ′= − − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
   (3.23) 

Βάσει του τύπου 

( ) ( )
1| |

2 2( ) (2)
0 0 1

1

g x x
j z z ed e j H k n x x z z

g
λλ π

+∞ ′− −
′− −

−∞

⎛ ⎞′ ′= − − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫     

(βλ. [73]), οι εκφράσεις (3.21) και (3.23) ταυτίζονται. 

Το δευτερογενές πεδίο ( , ; , )secG x z x z′ ′ , το οποίο οφείλεται στην ασυνέχεια της κατανομής 

του δείκτη διάθλασης στα επίπεδα x=±d, x=h±d, εκφράζεται στις πέντε περιοχές του επιπέδου ως 

ολοκλήρωμα Fourier 
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( )( ) 2
1

1( , ; , ) ( , , ), ,
4

j z z
secG x z x z d e x x x zλλ γ λ

π

+∞
′− −

−∞

′ ′ ′= ∈∫ \    (3.24) 

Εξάλλου, η προσδιοριστέα φασματική συνάρτηση γ1, η οποία αποτελεί λύση σε κάθε περιοχή 

σταθερού δείκτη διάθλασης της διαφορικής εξίσωσης 

( )
2

2 2 21
0 12

( , , ) ( ) ( , , ) 0x x k n x x x
x

γ λ λ γ λ
′∂ ′− − =

∂
    (3.25) 

εκφράζεται ως γραμμικός συνδυασμός 

8 0

6 1 7 1

1 4 0 5 0

2 1 3 1

1 0

( ) exp[ ( )( )],
( ) cosh[ ( )( )] ( )sinh[ ( )( )],

( , , ) ( ) cosh[ ( )( )] ( )sinh[ ( )( )],
2 2

( )cosh( ( ) ) ( )sinh( ( ) ),
( ) exp[ (

A g x h d x h d
A g x h A g x h h d x h d

h hx x A g x A g x d x h d

A g x A g x d x d
A g

λ λ
λ λ λ λ

γ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ
λ

− − − > +
− − − − < < +

′ = − + − < < −

− − < <
)( )],x d x dλ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ + < −⎩

 (3.26) 

των θεμελιωδών λύσεων της εν λόγω εξίσωσης, όπου 

( ) 2/12
0

2
0

2
0 )( nkg −= λλ        

Το πρόσημο αυτής της τετραγωνικής ρίζας επιλέγεται έτσι ώστε 0)}(Re{ 0 >λg  και 

0)}(Im{ 0 >λg , για να έχουμε φυσικά αποδεκτή λύση και στα δύο μη φραγμένα χωρία ( , )d−∞ −  

και ( , )h d+ +∞ . Οι άγνωστοι φασματικοί συντελεστές Α1(λ)-Α8(λ) προσδιορίζονται παρακάτω με 

εφαρμογή των οριακών συνθηκών στις διαχωριστικές επιφάνειες x=±d, x=h±d. 

 

Τώρα εφαρμόζοντας τη μέθοδο Sommerfeld, συμπεραίνουμε ότι το συνολικό πεδίο εντός 

του κυματοδηγού 1 είναι η υπέρθεση του πρωτογενούς και του δευτερογενούς πεδίου, και 

επιπλέον το συνολικό πεδίο εκτός του κυματοδηγού 1 είναι το δευτερογενές πεδίο. Δηλαδή το 

συνολικό πεδίο G1(x,z;x',z'), το οποίο επάγεται στη διάταξη από τη διέγερση J(x,z) της (3.19), 

δίνεται από 

1

( , ; , ) ( , ; , ), [ , ]
( , ; , )

( , ; , ), [ , ]

sec pr

sec

G x z x z G x z x z x d d
G x z x z

G x z x z x d d

′ ′ ′ ′+ ∈ −⎧⎪′ ′ = ⎨
′ ′ ∉ −⎪⎩

  (3.27) 

Οι εφαπτομενικές συνιστώσες Εy και Hz του ηλεκτρικού και του μαγνητικού πεδίου στα επίπεδα 

x=±d, x=h±d πρέπει να είναι συνεχείς. Βάσει της σχέσης (1.54) για να είναι συνεχής η Hz αρκεί 

να είναι συνεχής η 
x

Ey

∂
∂

, οπότε στην προκειμένη περίπτωση οι οριακές συνθήκες εκφράζονται 

ως εξής 
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( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , )sec sec prx d x d
G x z x z G x z x z G d z x z±→ →

′ ′ ′ ′ ′ ′= +∓∓ ∓
∓     

( , ; , )( , ; , ) ( , ; , ) prsec sec

x d x d

G d z x zG x z x z G x z x z
x x x±→ →

′ ′∂′ ′ ′ ′∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂∓∓ ∓

∓
   

( , ; , ) ( , ; , )sec secx h d x h d
G x z x z G x z x z ±→ →

′ ′ ′ ′=∓∓ ∓
      

( , ; , ) ( , ; , )sec sec

x h d x h d

G x z x z G x z x z
x x ±→ →

′ ′ ′ ′∂ ∂
=

∂ ∂∓∓ ∓

      

(3.28) 

Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις (3.21), (3.24) και (3.26) στις οριακές συνθήκες (3.28), 

λαμβάνουμε ένα 88×  γραμμικό σύστημα ως προς τους αγνώστους συντελεστές Α1(λ)-Α8(λ). Για 

τη λύση του εν λόγω συστήματος θεωρούμε τις βοηθητικές συναρτήσεις 

0 1 0 1 1 1( , , ) cosh( ) sinh( )e eP P g g d g g d g g d= = +       

0 1 0 1 1 1( , , ) sinh( ) cosh( )o oP P g g d g g d g g d= = +       

0 1 0 1 1 1( , , ) cosh( ) sinh( )e eQ Q g g d g g d g g d= = −       

0 1 1 1 0 1( , , ) cosh( ) sinh( )o oQ Q g g d g g d g g d= = −       

( ) / 2e o o eK Q P Q P= −    ,   0exp[ ( 2 )]g h dε = − −       

όπου οι συναρτήσεις με δείκτες e και o είναι άρτιες (even) και περιττές (odd) συναρτήσεις του 

g1. Παρατηρούμε ότι ισχύει ε→0, καθώς h→∞ (με g0 και d σταθεροποιημένα), αφού 

0}Re{ 0 >g . Οι συντελεστές Α1-Α8 προκύπτουν ως λύσεις του γραμμικού συστήματος (3.28) και 

είναι οι εξής: 

2 2 1 1
1 02 2 2 2

2 1 1

cosh( ) sinh( )1( )

cosh( ) sinh( )

e
o e e o

o e
e o

g x g xA P P
P P K P P

g x g xKQ Q
Q Q

λ
ε

ε

⎡ ⎛ ⎞′ ′
= −⎢ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎣

⎤⎛ ⎞′ ′
+ + ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎦

     

2 2 1
2 02 2 2 2

1

2 1
0 1 1

cosh( )1( ) ( )
( )

cosh( )( ) sinh( )

e o e
o e e

e o o
e

g xA P P P P
g P P K P

g xK Q Q P K g g g x
Q

λ
ε

ε

⎡ ′
= −⎢− ⎣

⎤⎛ ⎞′
′+ + + ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎦
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2 2 1
3 02 2 2 2

1

2 1
0 1 1

sinh( )1( ) ( )
( )

sinh( )( ) cosh( )

e o e
o e o

o e e
o

g xA P P P P
g P P K P

g xK Q Q P K g g g x
Q

λ
ε

ε

⎡ ′
= − −⎢− ⎣

⎤⎛ ⎞′
′+ − + ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎦

   

1 1
4

cosh( ) sinh( )( ) o e

o e e o

P P g x g xA
P P K P P

λ ε
ε

⎛ ⎞′ ′
= +⎜ ⎟− ⎝ ⎠

       

1 1
5

cosh( ) sinh( )( ) o e

o e e o

P P g x g xA
P P K P P

λ ε
ε

⎛ ⎞′ ′
= − +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

       

2
0 1 1

6 2 2 2 2

cosh( ) sinh( )( ) o e

o e e o

P P g g x g xA
P P K P P

λ ε
ε

⎛ ⎞′ ′
= +⎜ ⎟− ⎝ ⎠

       

2
0 1 1

7 2 2 2 2

cosh( ) sinh( )( ) o e

o e e o

P P g g x g xA
P P K P P

λ ε
ε

⎛ ⎞′ ′
= +⎜ ⎟− ⎝ ⎠

       

0 1 1 1
8 2 2 2 2

cosh( ) sinh( )( ) o e

o e e o

P P g g g x g xA
P P K P P

λ ε
ε

⎛ ⎞′ ′
= +⎜ ⎟− ⎝ ⎠

       

(3.29) 

 

Αντικαθιστώντας τους υπολογισθέντες συντελεστές (3.29) στην έκφραση (3.26) του 

δευτερογενούς πεδίου και χρησιμοποιώντας τις (3.21) και (3.27), ευρίσκουμε το ηλεκτρικό πεδίο 

σε όλες τις περιοχές του χώρου 

 

( )
1 1

1( , ; , ) ( , , )
4

j z zG x z x z d e x xλλ δ λ
π

+∞
′− −

−∞

′ ′ ′= ∫     (3.30) 

 

όπου 
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1 2 2 2 2

1 1
0 1 0

2 2 1 1 1 1
0

1 1

1( , , )

cosh( ) sinh( ) exp[ ( )],

cosh( ) sinh( ) cosh[ ( )] sinh[ ( )] ,

cosh( ) sinh( )

o e

o e
e o

o e
e o e o

o e
e o

x x
P P K

g x g xP P g g g x h d x h d
P P

g x g x g x h g x hP P g h d x h d
P P P P

g x g xP P
P P

δ λ
ε

ε

ε

′ =
−

⎡ ⎤′ ′
+ − − − ≥ +⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ − −

+ − − ≤ ≤ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦
′ ′
+ [ ]0 0

3 3
1 1 1 1

1

2 1 1

1

3 3
1

1

exp[ ( )] exp[ ( )] ,

cosh( ) sinh( ) cosh( ) sinh( )

cosh( ) sinh( ) ,

cosh( )

o e

o e

e o e o

o e o e

e o

o e

e

P P g x d K g x h d d x h d

P Pg x g x g x g x
P P g P P

d x x d
KQ Q P P g x g x

g Q Q

P P g x
g P

ε

ε

⎡ ⎤
− − + − + ≤ ≤ −⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎧⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ⎪+ −⎨⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ′− ≤ ≤ ≤

⎫⎡ ⎤⎪+ + ⎬⎢ ⎥
⎪⎣ ⎦⎭

′
− 1

2 1 1 1 1

1

2 2 1 1

2 1 1

sinh( )

cosh( ) sinh( ) cosh( ) sinh( ) ,

cosh( ) sinh( )

cosh( ) sinh( ) ex

o

o e o e

e o e o

o e
e o

o e
e o

g x
P

d x x d
KQ Q P P g x g x g x g x

g Q Q P P

g x g xP P
P P

g x g xKQ Q
Q Q

ε

ε

⎧ ⎡ ⎤′⎪
⎨ ⎢ ⎥
⎪ ⎣ ⎦⎩ ′− ≤ ≤ ≤

⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ⎪+ + +⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎭

⎧ ⎡ ⎤′ ′⎪ −⎨ ⎢ ⎥
⎪ ⎣ ⎦⎩

⎫⎡ ⎤′ ′ ⎪+ + ⎬⎢ ⎥
⎪⎣ ⎦⎭

0p[ ( )],

x d

g x d

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ≤ −
⎪

+⎪
⎪⎩

 (3.31) 

 

Παρατηρήσεις 

 

1)  Η έκφραση (3.30) σε συνδυασμό με την (3.31) αναδεικνύει τη συμμετρία της συνάρτησης 

Green και εξυπηρετεί τη διατύπωση αναλυτικών εκφράσεων των στοιχείων του πίνακα της 

Μεθόδου των Ροπών, όπως αναλύεται στις επόμενες παραγράφους. Οι όροι cosh(g1x) και 

cosh(g1x′) αντιπροσωπεύουν άρτια κύματα και οι όροι sinh(g1x) και sinh(g1x′) περιττά κύματα 

ως προς τις μεταβλητές x και x′. Εξάλλου, ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι πόλοι λ=βi της 

ολοκληρωτέας συνάρτησης στην (3.30), οι οποίοι είναι λύσεις της αλγεβρικής εξίσωσης 

( )( ) 0=+− εε KPPKPP eoeo      (3.32) 

Οι πόλοι λ=βi αντιστοιχούν στις σταθερές διάδοσης των κυματοδηγούμενων στη διάταξη των 

συζευγμένων κυματοδηγών επιφανειακών κυμάτων (surface waves) και αποτελούν ένα 

πεπερασμένο σύνολο πραγματικών αριθμών με 

0 0 1| / |in k nβ≤ ≤         
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Πιο συγκεκριμένα οι πόλοι λ=βe για τους οποίους ισχύει PoPe–Kε=0 είναι οι σταθερές διάδοσης 

των κυματοδηγούμενων ΤΕz άρτιων κυμάτων, ενώ οι πόλοι λ=βο για τους οποίους ισχύει 

PoPe+Kε=0 είναι οι σταθερές διάδοσης των κυματοδηγούμενων ΤΕz περιττών κυμάτων. 

 

2)  Στην (3.31) δεν εμφανίζεται αυτοτελώς ο ανώμαλος όρος της συνάρτησης Green, ο οποίος 

αντιστοιχεί στο πρωτογενές πεδίο, που δίνεται από την (3.21) (ή ισοδύναμα από την (3.23)). Η 

έκφραση της συνάρτησης Green 

( ) ( )( )2 2(2)
1 0 0 1

( )
1

( , ; , )
4

1 ( , , ), | |
4

j z z

jG x z x z H k n x x z z

d e x x x dλλ δ λ
π

+∞
′− −

−∞

′ ′ ′ ′= − − + −

′ ′+ ≤∫
     

για το χώρο εντός του κυματοδηγού 1, όπου 

 

( )
2 2

1 1 1 1
1 2 2 2 2

1

2 0 1 1 1 1

1 0 1 1 1 0 1 1

cosh( ) cosh( ) sinh( )sinh( )1( , , )

( ) cosh( )cosh( ) ( )sinh( )sinh( )

cosh( )sinh( ) sinh( ) cosh

o e
o e

o e e o

o e e

P P g x g x g x g xx x P P
P P K g P P

Q P K g x g x Q P K g x g xK
g g g g x g x g g g x

δ λ
ε

ε

⎧⎡ ⎤⎛ ⎞′ ′⎪′ ′ = − −⎨⎢ ⎥⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎪⎣ ⎦⎩

′ ′+ − −
+

′+ − 1( )g x

⎫⎡ ⎤⎪⎢ ⎥⎬
′⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎭

(3.33) 

 

αποσαφηνίζει την επίδραση του πρωτογενούς πεδίου. Για το χώρο εκτός του κυματοδηγού 1 (με 

|x|>d), όπου δεν υπάρχει πρωτογενές πεδίο, η συνάρτηση Green εξακολουθεί να δίνεται από τις 

(3.30) και (3.31). 

 

3)  Όπως αποδεικνύεται στο Παράρτημα Α, η συνάρτηση Green είναι συμμετρική ως προς τη 

διέγερση και την απόκριση. Η εν λόγω ιδιότητα προκύπτει και ως συνέπεια της (3.31), αφού 

εναλλάσσοντας το διάνυσμα παρατήρησης (x,z) με το διάνυσμα διέγερσης (x′,z′) στο χώρο εντός 

του κυματοδηγού 1, από την (3.31) έπεται 

 

1 1( , ; , ) ( , ; , ), , , ,G x z x z G x z x z d x x d z z′ ′ ′ ′ ′ ′= − ≤ ≤ ∈\     

 

4)  Η (3.31) για h→∞, οπότε ε→0, ανάγεται στην 
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1 1
0

1 1 1 1

1
1

1 1 1 1

1

cosh( ) sinh( ) exp[ ( )],

cosh( ) sinh( ) cosh( ) sinh( ) ,
( , , )

cosh( ) sinh( ) cosh( ) sinh( )

e o

o e

e o e o

o e

e o e o

g x g x g x d x d
P P

P P g x g x g x g x d x x d
g P P P P

x x
P P g x g x g x g x

g P P P P

δ λ

⎡ ⎤′ ′
+ − − ≥⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′

′+ − − ≤ ≤ ≤⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦′ =
⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′

− +⎢ ⎥ ⎢
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 1
0

,

cosh( ) sinh( ) exp[ ( )],
e o

d x x d

g x g x g x d x d
P P

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪ ′− ≤ ≤ ≤⎥⎪
⎪
⎪ ⎡ ⎤′ ′

− + ≤ −⎪ ⎢ ⎥
⎪ ⎣ ⎦⎩

    (3.34) 

Οι (3.30) και (3.34) εκφράζουν τη συνάρτηση Green του προβλήματος της μίας απομονωμένης 

διηλεκτρικής πλάκας (βλ. [70], (2.65) και (2.66)). 

 

5)  Το επαγόμενο ηλεκτρικό πεδίο διέγερσης με πυκνότητα ρεύματος 

0

1 ˆ( , ) ( ) ( ) , ,x z x x z z h d x h d z
j

δ δ
ωμ

′ ′ ′ ′= − − − − ≤ ≤ + ∈J y \    

η οποία ευρίσκεται εντός του κυματοδηγού 2, υπολογίζεται από το αντίστοιχο πεδίο όπου η πηγή 

ευρίσκεται εντός του κυματοδηγού 1, αξιοποιώντας τη συμμετρία της διάταξης. Στην 

προκειμένη περίπτωση το πρωτογενές πεδίο εκφράζεται από τον τύπο (3.21), ενώ το 

δευτερογενές πεδίο εκφράζεται ως ολοκλήρωμα Fourier 

( )
2 2

1( , ; , ) ( , , )
4

j z zG x z x z d e x xλλ γ λ
π

+∞
′− −

−∞

′ ′ ′= ∫      

όπου 

8 0

6 1 7 1

2 4 0 5 0

2 1 3 1

1

( ) exp[ ( )( )],
( ) cosh[ ( )( )] ( )sinh[ ( )( )],

( , , ) ( ) cosh[ ( )( )] ( )sinh[ ( )( )],
2 2

( )cosh( ( ) ) ( )sinh( ( ) ),
(

A g x h d x h d
A g x h A g x h h d x h d

h hx x A g x A g x d x h d

A g x A g x d x d
A

λ λ
λ λ λ λ

γ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ
λ

′ − − − > +
′ ′− − − − < < +

′ ′ ′= − + − < < −

′ ′− − < <
′ 0) exp[ ( )( )],g x d x dλ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ + < −⎩

 (3.35) 

 

Οι άγνωστοι φασματικοί συντελεστές 1A′ - 8A′  στην (3.35) προσδιορίζονται από τους 

υπολογισθέντες συντελεστές A1-A8 του αρχικού προβλήματος μέσω των σχέσεων 

 

1 8 2 6 3 7 4 4( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )A x A h x A x A h x A x A h x A x A h x′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − = − = − − = −    

5 5 6 2 7 3 8 1( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )A x A h x A x A h x A x A h x A x A h x′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − − = − = − − = −         (3.36) 
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Έτσι συνδυάζοντας τις (3.29) και (3.36) ευρίσκουμε 

0 1 1 1
1 2 2 2 2

cosh( ( )) sinh( ( ))( ) o e

o e e o
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(3.37) 

Αντικαθιστώντας τους υπολογισθέντες συντελεστές (3.37) στην έκφραση (3.35) του 

δευτερογενούς πεδίου και λαμβάνοντας υπόψη την έκφραση (3.21) του πρωτογενούς πεδίου στο 

χώρο εντός του κυματοδηγού 2, ευρίσκουμε το ηλεκτρικό πεδίο 

( )
2 2

1( , ; , ) ( , , )
4

j z zG x z x z d e x xλλ δ λ
π

+∞
′− −

−∞

′ ′ ′= ∫    (3.38) 

σε όλες τις περιοχές του επιπέδου, όπου 
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(3.39) 

 

3.4. Ολοκληρωτική αναπαράσταση ηλεκτρικού πεδίου 
 

Θεωρούμε TEz πολωμένα ηλεκτρομαγνητικά κύματα, τα οποία διαδίδονται παράλληλα 

προς τον άξονα z στη διάταξη του Σχήματος 3.1 υπό την παρουσία του γνωστού προσπίπτοντος 

ηλεκτρικού πεδίου 

yE ˆ),(Ψ00 zx=         

Αφού, όπως αναφέρθηκε στην παράγραφο 1.4, το άγνωστο κυματοδηγούμενο ηλεκτρικό πεδίο 

yE ˆ),( zxΨ=         

έχει μόνο y συνιστώσα, η λύση του προβλήματος ανάγεται στον προσδιορισμό του άγνωστου 

βαθμωτού παράγοντα ηλεκτρικού πεδίου Ψ(x,z). 

 

Ο άγνωστος βαθμωτός παράγοντας Ψ του ηλεκτρικού πεδίου προσδιορίζεται υπό τις 

ακόλουθες προϋποθέσεις, οι οποίες υπαγορεύονται από τη φυσική και τη γεωμετρία του 

προβλήματος 
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• Ψ είναι τμηματικά C2 συνάρτηση: 

C2 στα επίπεδα χωρία σταθερού δείκτη διάθλασης και C1 στα σύνορα των χωρίων αυτών. 

(και άρα η Ψ είναι τοπικά Riemann ολοκληρώσιμη συνάρτηση) 

• 1 2 2 2Ψ ( ) ( )L L∈ ∩\ \  

(απόλυτα και τετραγωνικά Lebesque ολοκληρώσιμη συνάρτηση του 2\ , βλ. Παράρτημα Β). 

• Η Ψ αποτελεί λύση της εξισώσεως Helmholtz (B.10) στα χωρία σταθερού δείκτη 

διάθλασης. 

Σε όλα τα επόμενα υποθέτουμε (χωρίς ιδιαίτερη αναφορά) ότι η συνάρτηση Ψ ικανοποιεί 

τις προαναφερόμενες συνθήκες. 

 

Θεώρημα 

Ο βαθμωτός παράγοντας Ψ(x,z) του ηλεκτρικού πεδίου έχει την ολοκληρωτική 

αναπαράσταση 
2 2 2 2

0 0 2 1( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ; , ) , ( , )
dS

x z x z k n n x z G x z x z ds x z′ ′ ′ ′ ′Ψ = Ψ + − Ψ ∈∫∫ \   (3.40) 

όπου G είναι η συνάρτηση Green του ομογενούς (χωρίς γραμμοσειρές) προβλήματος και Sd είναι 

η συνολική επιφάνεια των γραμμοσειρών. 

Απόδειξη  Σύμφωνα με τα αναφερόμενα στο εδάφιο 1.3.2 η συνάρτηση Ψ(x,z) ικανοποιεί 

τη βαθμωτή εξίσωση Helmholtz 

( )2 2 2 2
0 ( , ) ( , ) 0, ( , )k n x z x z x z∇ + Ψ = ∈\     (3.41) 

όπου n(x,z) η κατανομή του δείκτη διάθλασης, η οποία εκφράζεται από τον τύπο (3.1). Επίσης η 

Ψ(x,z) και η ( , )x z
x

∂Ψ
∂

 πληρούν τις κατάλληλες συνοριακές συνθήκες συνέχειας στις 

διαχωριστικές επιφάνειες μεταβολής του δείκτη διάθλασης. 

Εξάλλου ο παράγοντας Ψ0(x,z) του προσπίπτοντος ηλεκτρικού πεδίου είναι λύση της 

βαθμωτής εξίσωσης Helmholtz 

( )2 2 2
0 0( ) ( , ) 0hk n x x z∇ + Ψ = ,     (3.42) 

όπου 

0

1

0

1

0

,
,

( ) ,
,
,

h

n x h d
n h d x h d

n x n d x h d
n d x d
n x d

> +⎧
⎪ − < < +⎪⎪= < < −⎨
⎪ − < <⎪

< −⎪⎩
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η κατανομή του δείκτη διάθλασης της ομογενούς (χωρίς γραμμοσειρές) διάταξης. Επίσης, η 

συνάρτηση Green G της διάταξης των δύο κυματοδηγών αποτελεί λύση της διαφορικής 

εξίσωσης (3.20). 

Στο Σχήμα 3.3 εμφανίζεται κατάλληλος διαχωρισμός της διάταξης του συζεύκτη 

γραμμοσειρών του Σχήματος 3.1, ο οποίος εξυπηρετεί την εφαρμογή των τύπων του Green. 

Ακριβέστερα θεωρούμε την ορθογώνια διαμέριση 

1 2[ , ] ( Λ,( +1)Λ],iL x x i i i= × ∈]        

του επιπέδου 2\ , η οποία περιέχει την i-οστή επανάληψη των γραμμοσειρών στον άξονα 

κυματοδήγησης z της διάταξης. Επιπλέον k
id  (k=1,…,5) και j

ia , j
ib  (j=1,…,q) είναι τα επίπεδα 

χωρία της τομής του ορθογωνίου Li με την υπό μελέτη διάταξη του συζεύκτη. Ειδικότερα j
ia  και 

j
ib , (j=1,…,q) είναι οι επιφάνειες των q ορθογωνίων της i-οστής επανάληψης των γραμμοσειρών 

στους κυματοδηγούς 1 και 2 αντίστοιχα. 

 

Σχήμα 3.3  Διαχωρισμός της διάταξης του συζεύκτη γραμμοσειρών από ορθογώνια 
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Εφαρμόζοντας τώρα το δεύτερο τύπο του Green (βλ. [50], (5.39)) για τις συναρτήσεις     

Ψ–Ψ0 και G επάνω σε κάθε ένα από τα χωρία σταθερού δείκτη διάθλασης 0
kd  και 0

ja , 0
jb , τα 

οποία περιέχονται στο εσωτερικό του ορθογωνίου L0, λαμβάνουμε 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

0

0
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∫
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r r i

r r r r r r r r

r r r r r r r r nv
  (3.43) 

όπου Μ = 0
kd  ή 0

ja  ή 0
jb . Αθροίζοντας τις (3.43) και λαμβάνοντας υπόψη ότι τα επικαμπύλια 

ολοκληρώματα αλληλοεξουδετερώνονται στα κοινά σύνορα των χωρίων, σύμφωνα με τα 

αναφερόμενα στο Παράρτημα Α, ευρίσκουμε 
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 (3.44) 

όπου 0 0 01 1

q q
j j

j j
s a b

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ∪ ∪ ∪⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 είναι η συνολική επιφάνεια της βασικής επανάληψης των 

γραμμοσειρών των δύο κυματοδηγών και j

j
dd 0

5

10 =
∪= . Όμως οι συναρτήσεις G, Ψ και Ψ0 είναι 

λύσεις των διαφορικών εξισώσεων Helmholtz (3.20), (3.41) και (3.42) αντιστοίχως, οπότε από 

την (3.44) έχουμε 
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0
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2 2 2 2
0 2 0 1 0( ) ( ; ) Ψ( ) Ψ ( ) L

s
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 (3.45) 

Μετά την εκτέλεση των πράξεων στις προς ολοκλήρωση συναρτήσεις παρατηρούμε ότι η (3.45) 

γράφεται 

( )
0

0 0 0

2 2 2
0 2 1 0( ) Ψ( ) ( ; ) Ψ( ) Ψ ( ) ( ) L

s d s

k n n G ds ds Iδ
∪

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− − − − =∫∫ ∫∫r r r r r r r   (3.46) 

Στη συνέχεια εφαρμόζοντας την ίδια διαδικασία στα ορθογώνια Li, (i=±1, ±2, ±3,...) ευρίσκουμε 

( )2 2 2
0 2 1 0( ) Ψ( ) ( ; ) Ψ( ) Ψ ( ) ( )

i

i i i

L
s d s

k n n G ds ds Iδ
∪

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− − − − =∫∫ ∫∫r r r r r r r   (3.47) 
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όπου 
1 1

q q
j j

i i ij j
s a b

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ∪ ∪ ∪⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 η συνολική επιφάνεια της i-οστής επανάληψης των γραμμοσειρών 

και j
iji dd

5

1=
∪= . Τώρα από τις (3.46) και (3.47), λαμβάνουμε 

( )2 2 2
0 2 1 0( ) ( ) ( ; ) ( ) ( ) ( )

i

i i i

L
i i is d s

k n n G ds ds Iδ
+∞ +∞ +∞

=−∞ =−∞ =−∞∪

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− Ψ − Ψ −Ψ − =∑ ∑ ∑∫∫ ∫∫r r r r r r r (3.48) 

Για τον υπολογισμό των διπλών ολοκληρωμάτων επάνω στα εσωτερικά ii sd ∪  των Li 

σκεφτόμαστε ως εξής. Το διάνυσμα παρατήρησης r θα ανήκει σε κάποιο ορθογώνιο Lk, οπότε με 

βάση την ιδιότητα-ορισμό της συνάρτησης δέλτα, το διπλό ολοκλήρωμα πάνω σε αυτό θα είναι 

ίσο με Ψ(r)–Ψ0(r), ενώ για κάθε άλλο ορθογώνιο Li, i≠k θα είναι ίσο με μηδέν. Επομένως η 

(3.48) ανάγεται στην 

2 2 2
0 0 2 1Ψ( ) Ψ ( ) ( ) Ψ( ) ( ; )

i

i

L
i is

k n n G ds I
+∞ +∞

=−∞ =−∞

′ ′ ′= + − −∑ ∑∫∫r r r r r    (3.49) 

Τέλος, επειδή τα επικαμπύλια ολοκληρώματα 
iLI  αθροιζόμενα, αλληλοεξουδετερώνονται 

επάνω στην κοινή πλευρά των διαδοχικών ορθογωνίων Li, θα έχουμε 

( ) ( )

( ) ( )
1

2

0 0

0 0

1 2

ˆ( ) ( ) ( ; ) ( ; ) ( ) ( )

ˆ( ) ( ) ( ; ) ( ; ) ( ) ( )

( ) ( )

iL
i x x

x x

I G G dl

G G dl

I x I x

+∞

′ ′
=−∞ =

′ ′
=

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⎡ ⎤= Ψ −Ψ ∇ − ∇ Ψ −Ψ ⋅ +⎣ ⎦

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⎡ ⎤Ψ −Ψ ∇ − ∇ Ψ −Ψ ⋅⎣ ⎦

≡ +

∑ ∫

∫

r r i

r r i

r r r r r r r r n

r r r r r r r r n    

Όμως επαναλαμβάνοντας τη διαδικασία απόδειξης της συμμετρίας της συνάρτησης Green, η 

οποία περιγράφεται στο Παράρτημα Α, συμπεραίνουμε ότι 

1
1lim ( ) 0

x
I x

→−∞
=  , 

2
2lim ( ) 0

x
I x

→+∞
=     (3.50) 

Έτσι από τις (3.49) και (3.50) προκύπτει η ολοκληρωτική αναπαράσταση 

2 2 2 2
0 0 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ; ) ,

i
i s

k n n G ds
+∞

=−∞

′ ′ ′Ψ = Ψ + − Ψ ∈∑ ∫∫r r r r r r \     

της λύσης Ψ(r) του προβλήματος, η οποία οδηγεί στην (3.40) με βάση το ότι d i
i

S s
+∞

=−∞

= ∪  είναι η 

συνολική επιφάνεια των άπειρων γραμμοσειρών. 

 

Σύμφωνα με την (3.40) ο παράγοντας Ψ(r) του ηλεκτρικού πεδίου στο τυχόν σημείο 

παρατήρησης r εκφράζεται ως άθροισμα του παράγοντα Ψ0(r) του προσπίπτοντος ηλεκτρικού 

πεδίου και του παράγοντα 
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2 2 2
0 2 1Ψ ( ) ( ) Ψ( )G( ; )

dS

k n n dsε ′ ′ ′= − ∫∫r r r r       

του επαγόμενου πεδίου λόγω της παρουσίας των γραμμοσειρών. Η φυσική ερμηνεία του 

παράγοντα Ψε(r) περιγράφεται ως εξής: Σύμφωνα με την ([70], (2.121)) η διαφορά του δείκτη 

διάθλασης n2–n1 στην περιοχή των γραμμοσειρών προκαλεί ένα ρεύμα μετατόπισης 
2 2

0 2 1 ˆ( )Ψ( ) ,
( )

,
d

d

j n n S
Sε

ωε⎧ − ∈
= ⎨

∉⎩

r y r
J r

0 r
      

Όμως, επειδή η κρουστική ρευματική διέγερση (3.19) προκαλεί ηλεκτρικό πεδίο ίσο με ( ; )G ′r r , 

το ρεύμα μετατόπισης Jε(r), σύμφωνα με την αρχή της υπέρθεσης, προκαλεί τον παράγοντα 

ηλεκτρικού πεδίου Ψε(r). 

 

3.5. Επίλυση της ολοκληρωτικής εξίσωσης με τη μέθοδο Galerkin 
 

Για τη μελέτη των φαινομένων κυματοδήγησης στη διάταξη του συζεύκτη γραμμοσειρών 

υποθέτουμε ότι δεν υπάρχει προσπίπτον πεδίο ή οποιαδήποτε άλλη επιβαλλόμενη εξωτερικά 

διέγερση και αναζητούμε χρονικά αρμονικές λύσεις των εξισώσεων Maxwell, θεωρώντας τα 

ηλεκτρικά πεδία στην επιφάνεια των γραμμοσειρών σαν ισοδύναμα ρεύματα πόλωσης [74]. 

Θεωρώντας τη διαμέριση 1 2
d d dS S S= ∪ , όπου 1

dS  και 2
dS  είναι οι συνολικές εγκάρσιες 

διατομές των γραμμοσειρών των κυματοδηγών 1 και 2 αντίστοιχα, παρατηρούμε ότι η 

ολοκληρωτική αναπαράσταση (3.40) ισοδύναμα γράφεται 

1

2

2 2 2
0 2 1 1 1

2
2 2

( , ) ( ) ( , ; , ) ( , )

( , ; , ) ( , ) , ( , )

d

d

S

S

x z k n n G x z x z x z dx dz

G x z x z x z dx dz x z

⎡
′ ′ ′ ′ ′ ′Ψ = − Ψ⎢

⎢⎣
⎤

′ ′ ′ ′ ′ ′+ Ψ ∈⎥
⎥⎦

∫∫

∫∫ \

  (3.51) 

όπου G1 και G2 είναι οι συναρτήσεις Green, οι οποίες δίνονται από τις σχέσεις (3.30) και (3.38), 

και αντιστοιχούν σε διεγέρσεις που ευρίσκονται εντός των κυματοδηγών 1 και 2 και Ψ1 και Ψ2 

είναι οι παράγοντες του ηλεκτρικού πεδίου στους κυματοδηγούς 1 και 2. 

Σύμφωνα με τα αναφερόμενα στην παράγραφο 3.2, το ηλεκτρικό πεδίο ενός ρυθμού 

κυματοδήγησης με μιγαδική σταθερά διάδοσης γ καθορίζεται από τους τύπους (3.2) και (3.3) 

του θεωρήματος Floquet και επομένως η ολοκληρωτική αναπαράσταση (3.51) αναδιατυπώνεται 

ως εξής 
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1

2

2 2 2
0 2 1 1 1

2 2

( , ) ( ) ( , ; , ) ( , ) exp( ( ))

( , ; , ) ( , ) exp( ( ))

d

d

S

S

u x z k n n G x z x z u x z z z dx dz

G x z x z u x z z z dx dz

γ

γ

⎡
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − ⎢ −

⎢⎣
⎤

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ − ⎥
⎥⎦

∫∫

∫∫
  (3.52) 

όπου u(x,z), u1(x,z) και u2(x,z) είναι Λ-περιοδικές συναρτήσεις ως προς z. 

Σε όλα τα επόμενα για τη συνάρτηση u υποθέτουμε ότι ισχύουν οι προϋποθέσεις της Ψ (βλ. 

σελ. 79) και επιπλέον οι (Β.8) και (Β.9). 

Περιορίζοντας το διάνυσμα παρατήρησης (x,z) στην (3.52) σε κάθε ένα από τα επίπεδα 

χωρία ολοκλήρωσης, η ολοκληρωτική αναπαράσταση (3.52) οδηγεί σε δύο ολοκληρωτικές 

εξισώσεις για τους άγνωστους παράγοντες u1(x,z) και u2(x,z) στην επιφάνεια των γραμμοσειρών. 

Η τεχνική Galerkin συνολικού χώρου θα εφαρμοστεί στα επόμενα για τη λύση της (3.52). 

Η συνολική εγκάρσια διατομή Sd των γραμμοσειρών εκφράζεται ως αριθμήσιμη ένωση 

( )1 2
d r r

r

S S S
+∞

=−∞

= ∪∪  των διατομών 

1

1

[ , ] [ , ]
q

r i i i
i

S d w d d r d l r
=

= − × + Λ + + Λ∪       

(3.53) 

2

1

[ , ] [ , ]
q

r i i i
i

S h d h d w d r d l r
=

= − − + × + Λ + + Λ∪      

της r-οστής επανάληψης των γραμμοσειρών των κυματοδηγών 1 και 2. Τώρα εκφράζοντας τις 

προαναφερόμενες συναρτήσεις Green G1 και G2 ως ολοκληρώματα Fourier μέσω των τύπων 

(3.30) και (3.38), διαπιστώνουμε ότι η ολοκληρωτική αναπαράσταση (3.52) εκφράζεται και ως 

εξής 

1

2

2 2 2
0 2 1

1 1

2 2

( )( , )
4

exp[ ( )] ( , , ) ( , ) exp[ ( )]

exp[ ( )] ( , , ) ( , ) exp[ ( )]

r

r

r S

S

k n nu x z

d j z z x x u x z z z dx dz

d j z z x x u x z z z dx dz

π

λ λ δ λ γ

λ λ δ λ γ

+∞+∞

=−∞ −∞

+∞

−∞

−
=

⎧ ⎡ ⎤⎪ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− − − −⎨ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪⎩

⎫⎡ ⎤ ⎪′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ − − − − ⎬⎢ ⎥
⎪⎣ ⎦ ⎭

∑ ∫∫ ∫

∫∫ ∫

 (3.54) 

Εφαρμόζοντας τώρα το μετασχηματισμό z rζ ′ ′= − Λ , διαπιστώνουμε ότι τα διπλά 

ολοκληρώματα επάνω στις 1
rS  και 2

rS , τα οποία εμφανίζονται στον τύπο (3.54), ανάγονται σε 

ολοκληρώματα επάνω στις πρότυπες επαναλήψεις 1
0S  και 2

0S , οι οποίες παριστούν την εγκάρσια 
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διατομή των γραμμοσειρών του κάθε κυματοδηγού στο διάστημα από z=0 έως z=Λ και 

επομένως ο τύπος (3.54) ισοδύναμα γράφεται 

1
0

2
0

2 2 2
0 2 1

1 1

2 2

( )( , ) exp( )
4

exp( ( )) ( , , ) ( , ) exp( ( ))

exp( ( )) ( , , ) ( , ) exp( ( ))

r S

S

k n nu x z z

d j z r x x u x r r dx d

d j z r x x u x r r dx d

γ
π

λ λ ζ δ λ ζ γ ζ ζ

λ λ ζ δ λ ζ γ ζ ζ

+∞+∞

=−∞ −∞

+∞

−∞

−
=

⎧ ⎡ ⎤⎪ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− − − Λ + Λ − + Λ⎨ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪⎩

⎫⎡ ⎤ ⎪′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ − − − Λ + Λ − + Λ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎪⎭

∑ ∫∫ ∫

∫∫ ∫
 

Λαμβάνοντας υπόψη την περιοδικότητα των συναρτήσεων u1(x,z) και u2(x,z) ως προς τη 

μεταβλητή z και εφαρμόζοντας τον κανόνα ολοκλήρωσης σειράς κατά όρους, διαπιστώνουμε ότι 

ισχύει 

1
0

2 2 2
0 2 1

1 1

2 2

( )( , ) exp( )
4

( , ) exp( ) exp( ( )) ( , , ) exp( Λ( ))

( , ) exp( ) exp( ( )) ( , , ) exp( Λ( ))

rS

r

k n nu x z z

u x j z x x jr j d dx d

u x j z x x jr j d dx

γ
π

ζ γζ λ ζ δ λ λ γ λ ζ

ζ γζ λ ζ δ λ λ γ λ

+∞ +∞

=−∞−∞

+∞ +∞

=−∞−∞

−
=

⎧ ⎡ ⎤⎪ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− − − +⎨ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪⎩

⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′+ − − − +⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑∫∫ ∫

∑∫
2
0S

dζ
⎫⎪′⎬
⎪⎭

∫∫
 (3.55) 

Στη συνέχεια εφαρμόζουμε τον τύπο του Poisson 

∑∑
+∞

−∞=

+∞

−∞=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−

r

T
rtj

p

e
T
rF

T
pTtf

π21)(        

όπου οι συναρτήσεις  f  και  F  αποτελούν ζεύγος μετασχηματισμού Fourier (βλ. [73], (4.8.28)), 

επιλέγοντας f(t)=δ(t) (οπότε  F(t)=1),  t=λ+jγ  και  
Λ

=
π2T . Έτσι ευρίσκουμε 

Λ( ) 2 2( )
Λ Λ

jr j

r p

pe jγ λ π πδ λ γ
+∞ +∞

+

=−∞ =−∞

= + −∑ ∑     (3.56) 

Συνδυάζοντας τώρα τις (3.55) και (3.56), λαμβάνουμε 
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1
0

2 2 2
0 2 1

1 1

2 2

( )( , ) exp( )
2Λ

2( , ) exp( ) exp( ( )) ( , , ) ( )
Λ

2( , ) exp( ) exp( ( )) ( , , ) ( )

pS

pS

k n nu x z z

pu x j z x x j d dx d

pu x j z x x j d dx d

γ

πζ γζ λ ζ δ λ δ λ γ λ ζ

πζ γζ λ ζ δ λ δ λ γ λ ζ
Λ

+∞+∞

=−∞ −∞

+∞+∞

=−∞ −∞

−
=

⎧ ⎡ ⎤⎪ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− − − + −⎨ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪⎩

⎡ ⎤
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ − − − + −⎢ ⎥

⎣ ⎦

∑∫∫ ∫

∑ ∫
2
0

⎫⎪
⎬
⎪⎭

∫∫
 (3.57) 

Λαμβάνοντας υπόψη τη βασική ιδιότητα-ορισμό της γενικευμένης συνάρτησης Dirac δ 

0 0( ) ( ) ( )g d gλ δ λ λ λ λ
+∞

−∞

− =∫        

παρατηρούμε ότι η (3.57) ανάγεται 

1
0

2
0

2 2 2
0 2 1

1 1

2 2

( )( , ) exp( )
2Λ

2 2( , ) exp( ) exp[ ( )( )] ( , , )
Λ Λ

2 2( , ) exp( ) exp[ ( )( )] ( , , )
Λ Λ

pS

pS

k n nu x z z

p pu x j z j x x dx d

p pu x j z j x x dx d

γ

π πζ γζ γ ζ δ γ ζ

π πζ γζ γ ζ δ γ ζ

+∞

=−∞

+∞

=−∞

−
=

⎡
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⎢ − − + − − +

⎢⎣
⎤

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ − − + − − + ⎥
⎥⎦

∑∫∫

∑∫∫

(3.58) 

Η τελευταία μετά την εκτέλεση των πράξεων στις προς ολοκλήρωση συναρτήσεις, 

αναδιατυπώνεται ως εξής 

1
0

2
0

2 2 2
0 2 1

1 1

2 2

( )( , )
2Λ

2 2 2exp( ) ( , ) exp( ) ( , , )
Λ Λ Λ

2 2( , ) exp( ) ( , , )
Λ Λ

p S

S

k n nu x z

p p pj z u x j j x x dx d

p pu x j j x x dx d

π π πζ ζ δ γ ζ

π πζ ζ δ γ ζ

+∞

=−∞

−
=

⎡
′ ′ ′ ′ ′ ′− ⎢ − +

⎢⎣
⎤

′ ′ ′ ′ ′ ′+ − + ⎥
⎥⎦

∑ ∫∫

∫∫

 (3.59) 

Περαιτέρω, οι συναρτήσεις u1(x,ζ) και u2(x,ζ), οι οποίες ορίζονται στις πρότυπες 

επαναλήψεις 1
0S  και 2

0S , υπό τις προϋποθέσεις της (Β.6), αναπτύσσονται ως προς ζ στις σειρές 

Fourier 

1 1,
2( , ) ( ) exp( )n

n

nu x x j πζ ϕ ζ
+∞

=−∞

= −
Λ∑      ,     2 2,

2( , ) ( ) exp( )
Λn

n

nu x x j πζ ϕ ζ
+∞

=−∞

= −∑   (3.60) 

όπου οι συντελεστές 1, ( )n xϕ  και 2, ( )n xϕ  είναι οι εγκάρσιες συνιστώσες των χωρικών 

αρμονικών. Υπό την ορολογία της Μεθόδου των Ροπών οι συναρτήσεις 
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[ ]1, ( ) exp (2 / )n x j nϕ π ζ− Λ  και [ ]2, ( ) exp (2 / )n x j nϕ π ζ− Λ  αναφέρονται ως συναρτήσεις 

ανάπτυξης (expansion functions). 

Εξάλλου, υπό τις φυσικές προϋποθέσεις (Β.9)-(Β.11), λαμβάνοντας υπόψη την (3.17) 

οδηγούμαστε στις διαφορικές εξισώσεις 
2

1, 2, 1,( ) ( ) 0,n n nx g x d w x dϕ ϕ′′ − = − ≤ ≤       

(3.61) 
2

2, 2, 2,( ) ( ) 0,n n nx g x h d x h d wϕ ϕ′′ − = − ≤ ≤ − +      

όπου 
1/ 22

2 2
, 0

2 2 ( 0,1, 2)i n i i
n ng g j j k n iπ πγ γ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + = − + − =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟Λ Λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
  (3.62) 

Ο προσδιορισμός των συναρτήσεων 1,nϕ  και 2,nϕ  επιτυγχάνεται με την ακόλουθη διαδικασία. Οι 

συναρτήσεις 1,nϕ  και 2,nϕ  εκφράζονται ως γραμμικοί συνδυασμοί των θεμελιωδών λύσεων των 

διαφορικών εξισώσεων (3.61) 

1 1
1, 2, 2,( ) exp ( ) exp ( )

2 2n n n n n
w wx c g x d c g x dϕ + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + + − − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

    

(3.63) 

2 2
2, 2, 2,( ) exp ( ) exp ( )

2 2n n n n n
w wx c g x h d c g x h dϕ + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − + − − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   

όπου 1 2,n nc c± ±  είναι προσδιοριστέοι συντελεστές. 

Στους γραμμικούς συνδυασμούς (3.63) οι θεμελιώδεις λύσεις εκφράζονται ως προς τους 

άξονες συμμετρίας των γραμμοσειρών ( / 2)x d w= −  του κυματοδηγού 1 και ( / 2)x h d w= − +  

του κυματοδηγού 2, διότι οι εκφράσεις αυτές οδηγούν σε μικρότερα ορίσματα των εκθετικών 

συναρτήσεων, και έτσι εξασφαλίζεται μεγαλύτερη ευστάθεια των αριθμητικών αποτελεσμάτων. 

Τώρα από τις (3.60) και (3.63) προκύπτει αμέσως ότι 

1 1
1 2, 2,

2( , ) exp( ( )) exp( ( )) exp( )
2 2 Λn n n n

n

w w nu x c g x d c g x d j πζ ζ
+∞
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Συνδυάζοντας τώρα τις (3.59) και (3.64), εκφράζοντας τα διπλά ολοκληρώματα επάνω στις 

πρότυπες επαναλήψεις 1
0S  και 2

0S  ως αθροίσματα διπλών ολοκληρωμάτων επάνω στα 

ορθογώνια, τα οποία καθορίζονται από τις (3.53), και εφαρμόζοντας ολοκλήρωση σειράς κατά 
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Περαιτέρω, παρατηρούμε ότι τα διπλά ολοκληρώματα, τα οποία εμφανίζονται στο δεύτερο 

μέλος της τελευταίας ισότητας, εκφράζονται ως γινόμενα απλών ολοκληρωμάτων (συναρτήσεων 

μιας μεταβλητής), και έτσι λαμβάνουμε 
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  (3.65) 

Όπως προκύπτει από τη μορφή του τελευταίου τύπου, ο παράγοντας u(x,z) σε κάθε περιοχή του 

επιπέδου εκφράζεται ως άθροισμα διπλής σειράς γινομένων δύο συναρτήσεων των γεωμετρικών 

χαρακτηριστικών των γραμμοσειρών. 

Περαιτέρω θεωρούμε την αδιάστατη συνάρτηση :J →] ^ , 
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η οποία εμπεριέχει τις πληροφορίες για τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά των γραμμοσειρών στο 

διαμήκη άξονα z. Υπολογίζοντας το ολοκλήρωμα, ευρίσκουμε 
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Όπως φαίνεται από την (3.67), οι τιμές JA  της συνάρτησης J εξαρτώνται μόνο από τις ανηγμένες 

(κανονικοποιημένες) τιμές /id Λ  και /il Λ  των di και li ως προς την περίοδο Λ της διάταξης. 

Επίσης, θεωρούμε τις συναρτήσεις 
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οι οποίες εμπεριέχουν τις πληροφορίες για τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά των γραμμοσειρών 

στον εγκάρσιο άξονα x. Ο αναλυτικός υπολογισμός των )(1 xQnp
±  και )(2 xQnp

±  επιτυγχάνεται με τη 

βοήθεια των συναρτήσεων 
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μέσω των οποίων οι συναρτήσεις 1
npQ ±  και 2

npQ ±  εκφράζονται ως εξής 
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1 2,( ) ( , )np nQ x g xε± = ±   , 2

2 2,( ) ( , )np nQ x g xε± = ±    (3.70) 

Επειδή οι δ1 και δ2 εξαρτώνται από τη σχετική θέση διέγερσης και απόκρισης, τα ολοκληρώματα 

των συναρτήσεων που εμφανίζονται στα δεύτερα μέλη των (3.69) διασπώνται ως αθροίσματα 
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όπου σε καθένα προσθετέο χρησιμοποιούνται οι κατάλληλοι κλάδοι των δ1 και δ2. Από τους δύο 

αυτούς τύπους με τη βοήθεια των εκφράσεων (3.31) και (3.39) των δ1 και δ2 υπολογίζουμε τα 

ολοκληρώματα της (3.69) και ευρίσκουμε 
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Λαμβάνοντας υπόψη τους ορισμούς (3.66) και (3.70) των συναρτήσεων JA  και 1
npQ ± , 2

npQ ± , 

παρατηρούμε ότι η (3.65) γράφεται ως εξής 
2 2 2
0 2 1

1 1 1 1 2 2 2 2 2

( )( , )
2

2exp( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( , )p n n np n np n np n np
p n

k n nu x z

pJ j z c Q x c Q x c Q x c Q x x zπ+∞ +∞
+ + − − + + − −

−
=−∞ =−∞

−
=

⎧ ⎫⎡ ⎤− + + + ∈⎨ ⎬⎣ ⎦Λ⎩ ⎭
∑ ∑ \

(3.71) 

 

Το διάνυσμα παρατήρησης (x,z) στην (3.71) ανήκει στον χώρο 2\ . Όμως για τον προσδιορισμό 

των αγνώστων συντελεστών 1 2,n nc c± ±  της (3.71) με τη μέθοδο Galerkin απαιτείται το διάνυσμα 

παρατήρησης να ευρίσκεται στην επιφάνεια των γραμμοσειρών. Υπό αυτή την προϋπόθεση 

διακρίνουμε τις ακόλουθες δύο περιπτώσεις 

 

Περίπτωση 1. Το διάνυσμα παρατήρησης (x,z) ανήκει στην επιφάνεια των γραμμοσειρών του 

κυματοδηγού 1, δηλαδή 1( , ) dx z S∈ . Στην περίπτωση αυτή σύμφωνα με την (3.60) η συνάρτηση 

u(x,z) αναπτύσσεται στη σειρά Fourier 

1
1,

2( , ) ( ) exp( ), ( , )n d
n

nu x z x j z x z Sπϕ
+∞

=−∞

= − ∈
Λ∑      

όπου οι χωρικές αρμονικές συναρτήσεις 1, ( )n xϕ  προσδιορίζονται από την (3.63). Συνδυάζοντας 

τώρα το προηγούμενο ανάπτυγμα με την (3.71), λαμβάνουμε 
2 2 2
0 2 1

1,

1 1 1 1 2 2 2 2

( )2( )exp( )
2

2exp( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n
n

p n n np n np n np n np
p n

k n nnx j z

pJ j z c Q x c Q x c Q x c Q x

πϕ

π

+∞

=−∞

+∞ +∞
+ + − − + + − −

−
=−∞ =−∞

−
− =

Λ

⎧ ⎫⎡ ⎤− + + +⎨ ⎬⎣ ⎦Λ⎩ ⎭

∑

∑ ∑
 (3.72) 

Στη συνέχεια λαμβάνοντας τα εσωτερικά γινόμενα των δύο μελών της (3.72) με τις 

δοκιμαστικές συναρτήσεις (test functions) 

1
2,

2exp ( ) exp , ( , ) ,
2m d
w mg x d j z x z S mπ⎡ ⎤ ⎛ ⎞± − + + ∈ ∈⎜ ⎟⎢ ⎥ Λ⎣ ⎦ ⎝ ⎠

]     

ευρίσκουμε 
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1, 2,
1

2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 20 2 1

2 2( ) exp( ) exp ( ) exp( )
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

i i

i

i i

i

r d ldq

n m
r i n d w r d

r d ld
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n p d w r d

n w mx j z g x d j z dzdx

k n n J c Q x c Q x c Q x c Q x

π πϕ
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=−∞ = =−∞ − Λ+

Λ+ ++∞ +∞
+ + − − + + − −

−
=−∞ =−∞ − Λ+

⎡ ⎤− ± − + =⎢ ⎥Λ Λ⎣ ⎦

− ⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦

∑ ∑ ∑ ∫ ∫

∑ ∑ ∫ ∫
1
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2 2exp( ) exp ( ) exp( )

2

q

r i

m
p w mj z g x d j z dzdxπ π

+∞

=−∞ =

⎡ ⎤− ± − +⎢ ⎥Λ Λ⎣ ⎦

∑ ∑   

Επειδή οι προς ολοκλήρωση συναρτήσεις δύο μεταβλητών εκφράζονται ως γινόμενα 

συναρτήσεων μιας μεταβλητής, τα εμφανιζόμενα διπλά ολοκληρώματα εκφράζονται ως 

γινόμενα δύο απλών ολοκληρωμάτων και έτσι η τελευταία ισοδύναμα γράφεται 

1, 2,
1
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⎧ ⎫⎧ ⎫−⎪ ⎪⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤± − + =⎨ ⎬⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥Λ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭
⎧ ⎫− −⎪ ⎪⎡ ⎤
⎨ ⎬⎢ ⎥Λ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ ∑ ∫ ∫
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∫

   

Για την μετατροπή των προηγουμένων διπλών ολοκληρωμάτων σε διπλά ολοκληρώματα επάνω 

στην πρότυπη επανάληψη 1
0S , εφαρμόζουμε το μετασχηματισμό ζ=z–rΛ και ευρίσκουμε 

1, 2,
1
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∑

∫
 (3.73) 

Λαμβάνοντας υπόψη τον ορισμό (3.66) της συνάρτησης JA  και ότι exp[ 2 ( )]j r m nπ − =1, 

παρατηρούμε ότι η (3.73) αναδιατυπώνεται ως εξής 

1, 2,
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⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤⎡ ⎤+ + + ± − +⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎩ ⎭

∑ ∑ ∫

∑ ∑ ∑

∫ ⎪

   

η δε τελευταία ισοδύναμα γράφεται 
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1, 2,
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∑ ∑ ∫
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∫

   

Επειδή η ποσότητα εντός της αγκύλης είναι ανεξάρτητη του r, αυτή θα πρέπει να ισούται με το 

μηδέν, και άρα ισχύει η σχέση 
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η οποία ισοδύναμα γράφεται 
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∫

∫ ∫

∫

 (3.74) 

Περαιτέρω για τον υπολογισμό των ολοκληρωμάτων, τα οποία εμφανίζονται στην προηγουμένη 

σχέση, θεωρούμε τις μιγαδικές συναρτήσεις K ±± , 11Q ±±  και 12Q ±± , οι οποίες ορίζονται από τους 

τύπους 

2, 2,exp ( ) exp ( ) ( , )
2 2

d

mn m n
d w

w wK g x d g x d dx m n±±

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ± − + ± − + ∈⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ]   (3.75) 

1
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d
i i

mnp m np
d w

wQ g x d Q x dx i m n p±± ±

−

⎡ ⎤= ± − + = ∈⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ]   (3.76) 
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Ο πρώτος εκθέτης ± στα στοιχεία ±±
mnK  και 1i

mnpQ ±±  αντιστοιχεί στους όρους 2,exp[ ( )]
2m
wg x d± − +  

και ο δεύτερος εκθέτης στους όρους 2,exp[ ( )]
2n
wg x d± − +  και i

npQ ± . Τώρα συνδυάζοντας τις 

(3.68) με τις (3.75) και (3.76) λαμβάνουμε 
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12 12
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όπου 

2 2

3 3
0 1 0 11

2 2 2 2 2 2
1 0 1 0 1 0 1 2 1

( ) 2 1 2 1 2 12

0 1 0 1 0 1

( , , ) ( , , )
2 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( )

( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ) ( ,

m n

o p p e p p
mnp

p o p p e p p p p m p

wg g e m p o m p e n p

e p p o p p e p p

P g g d P g g d
R

g P g g d P g g d K g g d g g

P g g d P g g d P g g d
e

P g g d P g g d P g g

ε
±±

± ±

= ⋅
⎡ ⎤− −⎣ ⎦

⎡ ⎤
+⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

∓ ∓ ∓

2 2

2 2

2 1

0 1

( ) 2 1 2 1 2 1 2 12

0 1 0 1 0 1 0 1

( )

( , , )
, ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

m n

m n

o n p

o p p

wg g e m p o m p e n p o n p

e p p o p p e p p o p p

g g

P g g d
d P g g d

P g g d P g g d P g g d w P g g d w
e

P g g d P g g d P g g d P g g d

e

±

±

⎧ ⎡ ⎤⎪ −⎢ ⎥⎨
⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
− − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

−

∓

∓

∓

∓ ∓ ∓ ∓

2 2

2 1 2 1 2 1 2 12

0 1 0 1 0 1 0 1

( ) 2 1 2 12

0 1 0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )
( , , ) ( ,

m n

w
e m p o m p e n p o n p

e p p o p p e p p o p p

wg g e m p o m p

e p p o p

P g g d w P g g d w P g g d P g g d
P g g d P g g d P g g d P g g d

P g g d w P g g d w
e

P g g d P g g

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
+ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

− −
+ −

∓ ∓

∓ ∓ ∓ ∓

∓ ∓ 2 1 2 1

1 0 1 0 1

( , , ) ( , , )
, ) ( , , ) ( , , )

e n p o n p

p e p p o p p

P g g d w P g g d w
d P g g d P g g d

⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − ⎪+⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎬
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎭

∓ ∓

 (3.80) 



 

 98

2 2

0 1 0 1 0 1 0 1 0 111 2
2 2 2 2 2 2

1 0 1 0 1 0 1 2 1

( ) 2 1 2 12

0 1 0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
2 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( )

( , , ) ( , , )
( , , ) (

m n

p p o p p e p p o p p e p p
mnp

p o p p e p p p p m p

wg g e m p o m p

e p p o p

K g g d P g g d P g g d Q g g d Q g g d
H

g P g g d P g g d K g g d g g

P g g d P g g d
e

P g g d P g

ε
ε

±±

± ±

= ⋅
⎡ ⎤− −⎣ ⎦

+
∓ ∓

2 2

2 1 2 1

1 0 1 0 1

( ) 2 1 2 1 2 1 2 12

0 1 0 1 0 1

( , , ) ( , , )
, , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( ,
( , , ) ( , , ) ( , , )

m n

e n p o n p

p e p p o p p

wg g e m p o m p e n p o n

e p p o p p e p p

P g g d P g g d
g d Q g g d Q g g d

P g g d P g g d P g g d w P g g
e

Q g g d Q g g d P g g d
±

⎧ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩
⎡ ⎤ −

− + +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∓

∓ ∓

∓ ∓ ∓ ∓

2 2

2 2

0 1

( ) 2 1 2 1 2 1 2 12

0 1 0 1 0 1 0 1

( ) 2 12

, )
( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , ,

m n

m n

p

o p p

wg g e m p o m p e n p o n p

e p p o p p e p p o p p

wg g e m p

d w
P g g d

P g g d w P g g d w P g g d P g g d
e

P g g d P g g d Q g g d Q g g d

P g g d w
e

±

⎡ ⎤−
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
− + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

−
+

∓

∓ ∓

∓ ∓ ∓ ∓

∓ 2 1 2 1 2 1

0 1 0 1 0 1 0 1

) ( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

o m p e n p o n p

e p p o p p e p p o p p

P g g d w P g g d w P g g d w
Q g g d Q g g d P g g d P g g d

⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − ⎪+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎬
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎭

∓ ∓ ∓

 

(3.81) 

2 2

2 2
0 0 1 0 112

2 2 2 2 2 2
0 1 0 1 0 1 2 1

( ) 2 1 2 1 2 12

0 1 0 1 0

( , , ) ( , , )
2 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( )

( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ) (

m n

p o p p e p p
mnp

o p p e p p p p m p

wg g e m p o m p e n p

e p p o p p e p

g P g g d P g g d
H

P g g d P g g d K g g d g g

P g g d P g g d P g g d w
e

P g g d P g g d P g

ε
ε

±±

± ±

= ⋅
⎡ ⎤− −⎣ ⎦

⎡ ⎤ ± −
+⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

∓ ∓

2 2

2 2

2 1

1 0 1

( ) 2 1 2 1 2 1 2 12

0 1 0 1 0 1 0 1

(

( , , )
, , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

m n

m

o n p

p o p p

wg g e m p o m p e n p o n p

e p p o p p e p p o p p

g g

P g g d w
g d P g g d

P g g d P g g d P g g d P g g d
e

P g g d P g g d P g g d P g g d

e

±

±

⎧ ⎡ ⎤± −⎪ +⎢ ⎥⎨
⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

⎡ ⎤ ⎡ ⎤± ±
− + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

−

∓

∓

∓ ∓

2 2

) 2 1 2 1 2 1 2 12

0 1 0 1 0 1 0 1

( ) 2 1 2 12

0 1

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )
( , , )

n

m n

w
e m p o m p e n p o n p

e p p o p p e p p o p p

wg g e m p o m p

e p p o

P g g d w P g g d w P g g d w P g g d w
P g g d P g g d P g g d P g g d

P g g d w P g g d w
e

P g g d P

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − ± − ± −
+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

− −
+ +

∓ ∓

∓ ∓

∓ ∓ 2 1 2 1

0 1 0 1 0 1

( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , )

e n p o n p

p p e p p o p p

P g g d P g g d
g g d P g g d P g g d

⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤± ± ⎪+⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎬
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎭

 (3.82) 

Τέλος, συνδυάζοντας την (3.74) με τους ορισμούς (3.75) και (3.76), ευρίσκουμε 
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Περίπτωση 2. Το διάνυσμα παρατήρησης (x,z) ανήκει στην επιφάνεια των γραμμοσειρών του 

κυματοδηγού 2, δηλαδή 2( , ) dx z S∈ . Στην προκειμένη περίπτωση, σύμφωνα με την (3.60), η 

συνάρτηση u(x,z) αναπτύσσεται ως προς z στη σειρά Fourier 

2
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n

nu x z x j z x z Sπϕ
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= − ∈
Λ∑      

όπου οι χωρικές αρμονικές συναρτήσεις 2, ( )n xϕ  προσδιορίζονται μέσω της (3.63). 

Συνδυάζοντας τώρα το εν λόγω ανάπτυγμα Fourier της u(x,z) με την (3.71), λαμβάνουμε 
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Περαιτέρω, θεωρώντας τα εσωτερικά γινόμενα των δύο μελών της (3.84) με τις 

δοκιμαστικές συναρτήσεις 
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Για τον υπολογισμό των ολοκληρωμάτων, τα οποία εμφανίζονται στην (3.85), θεωρούμε 

τις μιγαδικές συναρτήσεις 1K
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Εξάλλου, συνδυάζοντας τις (3.68) με τις (3.87), ευρίσκουμε 
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(3.92) 

Τέλος, συνδυάζοντας την (3.85) με τους ορισμούς (3.86) και (3.87), ευρίσκουμε 

( )

( )

2 2 2 2 2
0 2 1

1 21 1 21 2 22 2 22

( )

,

m n mn n mn n
n

m p p n n mnp n mnp n mnp n mnp
p n

J K c K c k n n

J J c Q c Q c Q c Q m

+∞
±+ + ±− −

−
=−∞

+∞ +∞
+ ±+ − ±− + ±+ − ±−

− −
=−∞ =−∞

+ = −

+ + + ∈

∑

∑ ∑ ]
  (3.93) 

 

Διαμόρφωση και επίλυση του γραμμικού συστήματος της μεθόδου 

 

Οι (3.83) και (3.93) αποτελούν ένα άπειρο τετραγωνικό ομογενές σύστημα συζευγμένων 

αλγεβρικών εξισώσεων ως προς τους αγνώστους συντελεστές 1 2, ( )n nc c n± ± ∈] . Για την 

αριθμητική επίλυση του απείρου συστήματος θεωρούμε το truncated ομογενές γραμμικό 

σύστημα 48 +N  εξισώσεων ως προς τους 48 +N  αγνώστους 1 2, ( ,..., )n nc c n N N± ± = − , το οποίο 

προκύπτει λαμβάνοντας υπόψη τις χωρικές αρμονικές συναρτήσεις στα αναπτύγματα (3.60) και 
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τις δοκιμαστικές συναρτήσεις στα εσωτερικά γινόμενα με μέγιστη απόλυτη τάξη Ν. Το εν λόγω 

truncated σύστημα γράφεται υπό μορφή block πινάκων ως εξής 

0
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c
c
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    (3.94) 

όπου ( , 1, 2)ij i j±± =A  είναι τετραγωνικοί (2 1) (2 1)N N+ × +  πίνακες με στοιχεία 

( )

2 2 2
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και 1 2,± ±c c  είναι τα (2 1) 1N + ×  διανύσματα των συντελεστών 1 2,n nc c± ± . Σημειώνουμε ότι τα 

στοιχεία ij
mnpH ±±  αντιπροσωπεύουν τη σύζευξη μεταξύ των δύο κυματοδηγών και προσεγγίζουν το 

0 καθώς h→∞ (ε→0), οδηγώντας σε αποσύζευξη (decoupling) του γραμμικού συστήματος 

(3.94). 

Όπως διαπιστώνεται εύκολα με τη βοήθεια των τύπων (3.80)-(3.82) και (3.90)-(3.92), 

υφίστανται οι εξής συμμετρίες 

mn mnK K±± = ∓∓  , 1 2
mnp mnpR R±± = ∓∓  , 11 22

mnp mnpH H±± = ∓∓  , 12 21
mnp mnpH H±± = ∓∓     (3.96) 

Εξάλλου, συνδυάζοντας τις (3.95) και (3.96), προκύπτουν επίσης οι συμμετρίες 

11 22
±± =A A∓∓    ,  12 21

±± =A A∓∓    (3.97) 

βάσει των οποίων το γραμμικό σύστημα (3.94) ισοδύναμα γράφεται 
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2
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11111212
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    (3.98) 

Οι συμμετρίες (3.97) απλουστεύουν ουσιαστικά την υπολογιστική πολυπλοκότητα του 

προβλήματος, καθώς απαιτείται πλέον μόνον ο υπολογισμός των 8 από τους 16 υποπίνακες, οι 

οποίοι απαρτίζουν τον πίνακα του γραμμικού συστήματος (3.94). Η απλούστευση αυτή είναι 

πολύ σημαντική, αφού το τυχόν στοιχείο του κάθε υποπίνακα εκφράζεται ως άθροισμα σειράς 

ως προς τη μεταβλητή p, και άρα ο αριθμός των αθροισμάτων των σειρών, που χρειάζεται να 

υπολογίσουμε αριθμητικά, είναι 8·(2N+1) αντί 16·(2N+1). 

Οι ρυθμοί, που είναι δυνατόν να κυματοδηγηθούν, αντιστοιχούν στις μη τετριμμένες 

λύσεις της (3.98), δηλαδή στις τιμές της παραμέτρου γ για τις οποίες ο αντίστοιχος πίνακας του 

γραμμικού συστήματος είναι ιδιάζων. Οι μη τετριμμένες λύσεις της (3.98) μπορούν στη 

συνέχεια να χρησιμοποιηθούν για τον υπολογισμό της κατανομής του ηλεκτρικού πεδίου των 

κυματοδηγούμενων ρυθμών μέσω της βασικής ολοκληρωτικής αναπαράστασης (3.52). 

 

3.6. Ειδικές περιπτώσεις συζευκτών γραμμοσειρών 
 

Μελέτες της κυματοδήγησης στις περιπτώσεις 

 

1) ενός απομονωμένου κυματοδηγού παρουσία γραμμοσειρών 

2) συζεύκτη παρουσία γραμμοσειρών στον άνω κυματοδηγό 

3) συζεύκτη παρουσία γραμμοσειρών στον κάτω κυματοδηγό 

 

 εμφανίζονται αυτοτελώς στη βιβλιογραφία σε κάθε περίπτωση (βλ. [75] και [76]). Στην εργασία 

αυτή οι τρεις παραπάνω περιπτώσεις μελετώνται ενοποιημένα ως ειδικές περιπτώσεις της 

γενικής μεθόδου, η οποία αναπτύσσεται στις παραγράφους 3.3-3.5. 
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3.6.1. Κυματοδήγηση σε έναν απομονωμένο κυματοδηγό παρουσία 
γραμμοσειρών 

 
Η διάταξη της περιπτώσεως αυτής απεικονίζεται στο παρακάτω σχήμα 

 

Σχήμα 3.4  Απομονωμένος κυματοδηγός παρουσία γραμμοσειρών 
 

Από τη γενική ολοκληρωτική αναπαράσταση (3.51) προκύπτει στην προκειμένη 

περίπτωση η ολοκληρωτική αναπαράσταση 
2 2 2 2
0 2 1( , ) ( ) ( , ; , ) ( , ) , ( , )

dS

x z k n n G x z x z x z dx dz x z′ ′ ′ ′ ′ ′Ψ = − Ψ ∈∫∫ \     

του παράγοντα ηλεκτρικού πεδίου Ψ, όπου G είναι η συνάρτηση Green της μίας απομονωμένης 

διηλεκτρικής πλάκας, η οποία δίνεται από την (3.34), και Sd είναι η συνολική επιφάνεια των 

γραμμοσειρών. 

Εξάλλου, το αντίστοιχο truncated γραμμικό σύστημα είναι το (4 2) (4 2)N N+ × +  ομογενές 

γραμμικό σύστημα 
++ +− +

−+ −− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

A A c
0

A A c
    (3.99) 

όπου ±c  είναι τα (2 1) 1N + ×  διανύσματα με συνιστώσες τους αγνώστους ( ,..., )nc n N N± = − , οι 

οποίοι εμφανίζονται στα αναπτύγματα Fourier (3.60), και ±±A  οι (2 1) (2 1)N N+ × +  πίνακες με 

στοιχεία 
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όπου 

2 2

2

0 1 0 1
2 2

1 2 1

( ) 2 1 2 1 2 1 2 12

0 1 0 1 0 1 0 1

(

( , , ) ( , , )
2 ( )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

p m p

m n

m

o p p e p p
mnp

wg g e m p o m p e n p o n p

e p p o p p e p p o p p

g

P g g d P g g d
R

g g g

P g g d P g g d P g g d P g g d
e

P g g d P g g d P g g d P g g d

e

±±

± ±

±

=
−

⎧ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩

−
∓

∓ ∓ ∓ ∓

2

2 2

) 2 1 2 1 2 1 2 12

0 1 0 1 0 1 0 1

( ) 2 1 2 12

0 1

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )
( , , ) (

n

m n

wg e m p o m p e n p o n p

e p p o p p e p p o p p

wg g e m p o m p

e p p o

P g g d P g g d P g g d w P g g d w
P g g d P g g d P g g d P g g d

P g g d w P g g d w
e

P g g d P g
±

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
− +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

− −
− +

∓

∓ ∓ ∓ ∓

∓ ∓

2 2

2 1 2 1

0 1 0 1 0 1

( ) 2 1 2 1 2 1 22

0 1 0 1 0 1

( , , ) ( , , )
, , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( ,
( , , ) ( , , ) ( , , )

m n

e n p o n p

p p e p p o p p

wg g e m p o m p e n p o n

e p p o p p e p p

P g g d P g g d
g d P g g d P g g d

P g g d w P g g d w P g g d w P g g
e

P g g d P g g d P g g d

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
−⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤− − −
+ − +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

∓ ∓

∓ ∓

∓ ∓ ∓ ∓ 1

0 1

, )
( , , )

p

o p p

d w
P g g d

⎫⎡ ⎤− ⎪
⎢ ⎥⎬
⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎭

  

 

Δηλαδή, τα blocks ±±A  του πίνακα του γραμμικού συστήματος (3.99) προκύπτουν από τα 

blocks ±±
11A  του πίνακα του γραμμικού συστήματος (3.98) για ε=0. 

 

3.6.2. Κυματοδήγηση σε συζεύκτη δύο παραλλήλων πλακών παρουσία 
γραμμοσειρών στην κάτω πλάκα 

 

Η διάταξη του εν λόγω συζεύκτη απεικονίζεται στο παρακάτω σχήμα 

 
Σχήμα 3.5  Συζεύκτης δύο παραλλήλων πλακών παρουσία γραμμοσειρών στην κάτω πλάκα 
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Στην προκειμένη περίπτωση η γενική ολοκληρωτική αναπαράσταση (3.51) εξειδικεύεται 

στην ολοκληρωτική αναπαράσταση 

1

2 2 2 2
0 2 1 1( , ) ( ) ( , ; , ) ( , ) , ( , )

dS

x z k n n G x z x z x z dx dz x z′ ′ ′ ′ ′ ′Ψ = − Ψ ∈∫∫ \     

του παράγοντα ηλεκτρικού πεδίου Ψ, όπου G1 είναι η συνάρτηση Green των δύο συζευγμένων 

πλακών, η οποία δίνεται από την (3.30) και αντιστοιχεί σε διέγερση εντός της πλάκας 1, και 1
dS  

είναι η συνολική επιφάνεια των γραμμοσειρών. 

Εξάλλου, το αντίστοιχο truncated γραμμικό σύστημα είναι το (4 2) (4 2)N N+ × +  ομογενές 

γραμμικό σύστημα 
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όπου c± είναι τα (2N+1)×1 διανύσματα με συνιστώσες τους αγνώστους ( ,..., )nc n N N± = − , οι 

οποίοι εμφανίζονται στα αναπτύγματα Fourier (3.60), και ±±A  οι (2N+1)×(2N+1) πίνακες με 

στοιχεία 
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Δηλαδή, τα blocks ±±A  του πίνακα του γραμμικού συστήματος (3.100) είναι τα blocks ±±
11A  του 

πίνακα του γραμμικού συστήματος (3.95). 

 

3.6.3. Κυματοδήγηση σε συζεύκτη δύο παραλλήλων πλακών παρουσία 
γραμμοσειρών στην άνω πλάκα 

 

Η διάταξη του εν λόγω συζεύκτη απεικονίζεται στο παρακάτω σχήμα 
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Σχήμα 3.6  Συζεύκτης δύο παραλλήλων πλακών παρουσία γραμμοσειρών στην άνω πλάκα 

 

Στην προκειμένη περίπτωση η γενική ολοκληρωτική αναπαράσταση (3.51) ανάγεται στην 

ολοκληρωτική αναπαράσταση 
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x z k n n G x z x z x z dx dz x z′ ′ ′ ′ ′ ′Ψ = − Ψ ∈∫∫ \     

όπου G2 είναι η συνάρτηση Green των δύο συζευγμένων πλακών, η οποία αντιστοιχεί σε 

διέγερση εντός της πλάκας 2 και δίνεται από την (3.38). 

Εξάλλου, το αντίστοιχο truncated γραμμικό σύστημα είναι το 
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Δηλαδή, τα blocks ±±A  του πίνακα του γραμμικού συστήματος (3.101) είναι τα blocks ±±
22A  του 

πίνακα του γραμμικού συστήματος (3.98). 
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3.7. Αριθμητική υλοποίηση της μεθόδου 
 

Το ουσιαστικό τμήμα της αριθμητικής υλοποίησης μιας μεθόδου Galerkin συνολικού 

χώρου συνίσταται στον ακριβή και αποδοτικό προσδιορισμό των ριζών της ορίζουσας του 

πίνακα (3.98) μέσω μίας ρουτίνας εύρεσης ριζών μη γραμμικών εξισώσεων. Στην προτεινόμενη 

μέθοδο εφαρμόζεται η επαναληπτική μιγαδική μέθοδος Müller. Ο προσδιορισμός κατάλληλων 

αρχικών σημείων αυτής της μεθόδου επιτυγχάνεται με τη γραφική διαδικασία, η οποία 

αναλύεται παρακάτω. 

 

Όπως εξηγήσαμε στο εδάφιο 2.1.2, οι κυματοδηγούμενοι βασικοί ρυθμοί του συμμετρικού 

συζεύκτη χωρίς γραμμοσειρές, ο οποίος απεικονίζεται στο Σχήμα 3.2, έχουν σχεδόν ίσες καθαρά 

φανταστικές σταθερές διάδοσης jNe και jNo. Υπό την παρουσία των γραμμοσειρών οι δύο 

βασικοί ρυθμοί εξελίσσονται σε δύο διαφορετικούς ρυθμούς γραμμοσειρών με μιγαδικές 

σταθερές διάδοσης 

e e ejγ α β= +   ,  o o ojγ α β= +      

Εξάλλου, στην πράξη χρησιμοποιούνται συνήθως γραμμοσειρές, των οποίων οι σταθερές βe και 

βο προσεγγίζουν τις Ne και No, ενώ οι τιμές των |αe/k0| και |αο/k0| είναι της τάξης του 10-3 [25]. 

Οι κανονικοποιημένες σταθερές διάδοσης των ρυθμών γραμμοσειρών του συμμετρικού 

συζεύκτη είναι οι ρίζες της ορίζουσας του γραμμικού συστήματος (3.98) και υπολογίζονται εδώ 

με εφαρμογή της επαναληπτικής μιγαδικής μεθόδου Müller. 

Ο προσδιορισμός κατάλληλων αρχικών σημείων (initial points) επιτυγχάνεται με την 

ακόλουθη γραφική διαδικασία: Αρχικά, θεωρούμε καθαρά φανταστικές σταθερές διάδοσης γ=jβ 

με 

0 0 1/n k nβ≤ ≤        

και σχεδιάζουμε τη γραφική παράσταση του μέτρου της ορίζουσας ως προς το 

κανονικοποιημένο φανταστικό μέρος β/k0. Ένα τυπικό (ποιοτικό) διάγραμμα για μία ποικιλία 

δεικτών διάθλασης και γεωμετρικών χαρακτηριστικών των γραμμοσειρών δίνεται στο Σχήμα 

3.7. 
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Σχήμα 3.7  Τυπική καμπύλη του μέτρου της ορίζουσας ως προς το κανονικοποιημένο 

φανταστικό μέρος β/k0 
 

Το διάγραμμα έχει δύο τοπικά μέγιστα (συντονισμούς) στα φανταστικά μέρη Ne/k0 και No/k0 των 

σταθερών διάδοσης των ρυθμών στην ομογενή διάταξη των συζευγμένων κυματοδηγών και δύο 

τοπικά ελάχιστα στα φανταστικά μέρη βe/k0 και βo/k0 των σταθερών διάδοσης των 

κυματοδηγούμενων ρυθμών γραμμοσειρών. Οι δύο θέσεις συντονισμού jNe/k0 και jNo/k0 είναι οι 

ρίζες της συνάρτησης 2 2 2 2
o eP P K ε− , που εμφανίζεται ως παρανομαστής στην (3.31). Στη 

συνέχεια, ως αρχικά σημεία της μιγαδικής μεθόδου Müller μπορούμε να θεωρήσουμε τις ήδη 

γραφικά προσδιορισμένες τιμές των βe/k0 και βo/k0. Έτσι, εφαρμόζοντας τη μέθοδο Müller 

προσδιορίζουμε με ακρίβεια τις μιγαδικές σταθερές διάδοσης γe/k0 και γo/k0 των ρυθμών 

γραμμοσειρών. Στην περίπτωση που ο συζεύκτης γραμμοσειρών δεν διαφέρει σημαντικά από 

την ομογενή διάταξη των συζευγμένων κυματοδηγών, οι αποστάσεις (βe−Ne)/k0 και (βo−No)/k0 

είναι πολύ μικρές. Συνεπώς, για να προσδιορίσουμε σωστά τα αρχικά σημεία βe/k0 και βo/k0, 

πρέπει να θεωρήσουμε μία πυκνή διαμέριση κοντά στις γνωστές τιμές Ne/k0 και No/k0. 

 

3.8. Έλεγχος σύγκλισης, αποδοτικότητα και εγκυρότητα της μεθόδου 
 

Ο έλεγχος σύγκλισης συνίσταται στην καταγραφή των σχετικών διαφορών μεταξύ των 

διαδοχικών προσεγγίσεων των σταθερών διάδοσης, οι οποίες προκύπτουν από την εφαρμογή της 
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προτεινομένης μεθόδου, η οποία αναπτύχθηκε στις παραγράφους 3.3-3.6. Υψηλή αποδοτικότητα 

της μεθόδου προκύπτει από την αξιολόγηση των αποτελεσμάτων του ελέγχου σύγκλισης, της 

επιτυγχανομένης ακρίβειας και του απαιτούμενου υπολογιστικού χρόνου και τη συσχέτισή τους 

με αντίστοιχα που έχουν εμφανιστεί στη βιβλιογραφία. Εξάλλου, η εγκυρότητα της μεθόδου 

επιβεβαιώνεται μετά από σύγκριση ορισμένων αριθμητικών αποτελεσμάτων της με αντίστοιχα 

γνωστά αποτελέσματα άλλων ερευνητών. 

Ακριβέστερα, θεωρούμε έναν απομονωμένο κυματοδηγό γραμμοσειρών (isolated grating 

slab) (βλ. Σχήμα 3.1 υπό την απουσία του κυματοδηγού 2) με τις σταθερές τιμές του [75]: n0=1, 

n1=2.236, k0d=2, k0w=2, k0Λ=4, q=1, d1=l1=Λ/2. Εφαρμόζοντας τις τεχνικές των παραγράφων 

3.3-3.6, παρατηρούμε ότι η κανονικοποιημένη σταθερά διάδοσης του απομονωμένου 

κυματοδηγού γραμμοσειρών είναι η ρίζα της ορίζουσας του πίνακα του γραμμικού συστήματος 

(3.99). Σύμφωνα με τα αναφερόμενα στην παράγραφο 3.7 ο ακριβής υπολογισμός των ριζών της 

ορίζουσας επιτυγχάνεται με εφαρμογή της μιγαδικής μεθόδου Müller. Τα πρότυπα σύγκλισης 

της σταθεράς διάδοσης, τα οποία προκύπτουν με εφαρμογή της παρούσας μεθόδου και εκείνης 

της εργασίας [75] (χρησιμοποιώντας ανάλυσης γραμμών μεταφοράς) παρουσιάζονται στον 

Πίνακας 3.1. Η σχετική διαφορά ανάμεσα στα τελικά πρότυπα, η οποία επιτυγχάνεται με τις δύο 

μεθόδους είναι μικρότερη από 2% και συνεπώς η συμφωνία μεταξύ των μεθόδων θεωρείται 

ικανοποιητική. 

Επιπροσθέτως, υψηλή ακρίβεια (της τάξης 10−6) της παρούσας μεθόδου επιτυγχάνεται 

θεωρώντας μόνο N=13 συντελεστές ανάπτυξης στην (3.60). Εξάλλου, οι μέθοδοι που βασίζονται 

στη θεωρία Floquet-Bloch [25] απαιτούν για επαρκή σύγκλιση 12 χωρικές αρμονικές. Όμως, ο 

αριθμός όρων N=13 είναι πολύ μικρότερος από τον αντίστοιχο που απαιτείται στις τεχνικές 

ολοκληρωτικών εξισώσεων (βλ. [38] και [39]), οι οποίες χρησιμοποιούν συναρτήσεις βάσεις 

μερικού χώρου (sub domain basis functions) και την μέθοδο συνοριακών στοιχείων (boundary 

element method), όπου 500 συνοριακά στοιχεία απαιτούνται για σύγκλιση της σταθεράς 

διάδοσης σε τάξη 10−4. Αυτή η αποδοτικότητα της παρούσας τεχνικής οφείλεται στο ότι ο 

άγνωστος παράγοντας ηλεκτρικού πεδίου και οι όροι ανάπτυξης συνολικού χώρου πληρούν τους 

ίδιους φυσικούς νόμους. Επίσης, αφού η παρούσα μέθοδος επιτρέπει όλοι οι υπολογισμοί να 

γίνουν αναλυτικά, είναι πολύ αποδοτική σε όρους υπολογιστικού χρόνου (CPU time). 

Ακριβέστερα, 0.5 seconds (Pentium IV, 2.80 GHz με 1 GByte RAM) επαρκούν για τον 

υπολογισμό της ορίζουσας του πίνακα του γραμμικού συστήματος. 
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 Εργασία [75] Παρούσα μέθοδος 

N β/k0 (βΝ−βΝ−1)/βΝ−1
a β/k0 (βΝ−βΝ−1)/βΝ−1

a 

1 2.185  2.0091  

2   2.0177 4.28×10−3 

3 2.151  2.0862 3.39×10−2 

4 2.169 8.40×10−3 2.0859 −1.44×10−4 

5   2.0858 −4.79×10−5 

6 2.151  2.0857 −4.8×10−5 

7 2.129 −1.02×10−2 2.0857 1.15×10−5 

8 2.134 2.30×10−3 2.0857 9×10−6 

a Σχετική διαφορά μεταξύ των λύσεων για διαδοχικές τιμές του N. 

 
Πίνακας 3.1  Πρότυπο σύγκλισης της κανονικοποιημένης σταθεράς διάδοσης του 

απομονωμένου κυματοδηγού γραμμοσειρών. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΑΝΑΛΥΣΗ ΑΣΥΜΜΕΤΡΙΚΩΝ ΚΥΜΑΤΟΔΗΓΩΝ ΜΕ ΓΡΑΜΜΟΣΕΙΡΕΣ 

 

Στο Κεφάλαιο 3 η διάταξη του συζεύκτη γραμμοσειρών αποτελείται από δύο παράλληλες 

διηλεκτρικές πλάκες (slab waveguides) με τα ίδια φυσικά και γεωμετρικά χαρακτηριστικά και ο 

χώρος εκτός των πλακών έχει σταθερό δείκτη διάθλασης (συμμετρικός συζεύκτης). Στο παρόν 

Κεφάλαιο μελετώνται τα φαινόμενα κυματοδήγησης σε ασυμμετρικό συζεύκτη γραμμοσειρών, ο 

οποίος αποτελείται από δύο κυματοδηγούς με διαφορετικά φυσικά και γεωμετρικά 

χαρακτηριστικά, ενώ τα στρώματα εκτός των κυματοδηγών έχουν διαφορετικούς δείκτες 

διάθλασης. Η χρησιμοποιούμενη γενική μεθοδολογία συνίσταται στη εφαρμογή της Μεθόδου 

των Ροπών, η οποία οδηγεί σε ολοκληρωτική εξίσωση που επιλύεται με τη βοήθεια τεχνικών 

Galerkin συνολικού χώρου. 

 

Ακριβέστερα, στην παράγραφο 4.1 περιγράφεται η γεωμετρία της διάταξης δύο 

συζευγμένων δισδιάστατων ασυμμετρικών πλακών με περιοδικά χαραγμένες γραμμοσειρές. 

Στην παράγραφο 4.2 επιτυγχάνεται αναλυτική έκφραση μέσω ολοκληρώματος Fourier της 

συνάρτησης Green του ομογενούς (χωρίς γραμμοσειρές) προβλήματος. Στην παράγραφο 4.3 

αναπτύσσεται η γενική μεθοδολογία και στην παράγραφο 4.4 διερευνώνται ο έλεγχος 

σύγκλισης, η υψηλή αποδοτικότητα και η εγκυρότητα της μεθόδου. 
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4.1. Ασυμμετρικός συζεύκτης γραμμοσειρών 
 

Η γεωμετρική διάταξη του ασυμμετρικού κατευθυντικού συζεύκτη γραμμοσειρών, η οποία 

απεικονίζεται στο Σχήμα 4.1, αποτελείται από δύο ανόμοιες άπειρες επίπεδες και παράλληλες 

διηλεκτρικές πλάκες με δείκτες διάθλασης n2 και n4, πάχη d2 και d4 και απόσταση μεταξύ τους 

2d3. Εξάλλου, τα επίπεδα χωρία υπεράνω, μεταξύ και κάτω από τις πλάκες υποτίθενται ομογενή 

με δείκτες διάθλασης n1, n3 και n5 αντιστοίχως. Επιπλέον, κατά μήκος των πλακών έχουν 

χαραχθεί περιοδικά ορθογώνιες γραμμοσειρές με δείκτες διάθλασης n6 και n7, πάχη w2 και w1, 

μήκη li και si και αποστάσεις από τον x-άξονα bi και ai (i=1,…,t), οι οποίες αποτελούν μία Λ-

περιοδική δομή κατά μήκος του άξονα κυματοδήγησης z. Η όλη διάταξη έχει σταθερή μαγνητική 

διαπερατότητα μ=μ0 και υποτίθεται ομοιόμορφη κατά μήκος του y-άξονα. 

Έτσι, η κατανομή του δείκτη διάθλασης της διάταξης του Σχήματος 4.1 προσδιορίζεται 

από την περιοδική επέκταση ως προς το z της κλιμακωτής συνάρτησης n(x,z), η οποία ορίζεται 

στο ( , ) [0, ]−∞ +∞ × Λ  ως εξής 

 

1 3 2

2 3 3 2

6 3 3 2

3 3 3

7 3 1 3

4 3 4 3

5 3 4

, , [0, ]
, , [ , ]
, , [ , ]

( , ) , , [0, ]
, , [ , ]
, , [ , ]
, , [0, ]

i i i

i i i

i i i

i i i

n x d d z
n d x d d z b b l
n d x d w z b b l

n x z n d x d z
n d w x d z a a s
n d d x d z a a s
n x d d z

> + ∈ Λ⎧
⎪ < < + ∉ +⎪
⎪ < < + ∈ +
⎪= − < < ∈ Λ⎨
⎪ − − < < − ∈ +⎪

− − < < − ∉ +⎪
⎪ < − − ∈ Λ⎩

   (4.1) 

 

Αξίζει να σημειώσουμε ότι στη βιβλιογραφία έχουν θεωρηθεί έως τώρα μόνο δυαδικές 

γραμμοσειρές (με ένα ορθογώνιο ανά επανάληψη) [8]-[29]. Στην παρούσα διατριβή το πλήθος t 

και οι γεωμετρικές διαστάσεις li, si των ορθογωνίων εντός κάθε επανάληψης των γραμμοσειρών 

μπορούν να επιλεχθούν αυθαίρετα. 

 

Σε όλα τα επόμενα προϋποτίθεται και καταπιέζεται η χρονική αρμονική εξάρτηση exp(jωt) 

των πεδιακών μεγεθών. 
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Σχήμα 4.1  Γεωμετρία του ασυμμετρικού συζεύκτη γραμμοσειρών 
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4.2. Συνάρτηση Green της ομογενούς διάταξης 
 

Η διερεύνηση των φαινομένων κυματοδήγησης ΤΕz πολωμένων ηλεκτρομαγνητικών 

κυμάτων στη διάταξη του συζεύκτη του Σχήματος 4.1 με εφαρμογή της Μεθόδου των Ροπών 

προϋποθέτει κατάλληλη αναλυτική έκφραση της συνάρτησης Green του ομογενούς (χωρίς 

γραμμοσειρές) προβλήματος. Για το σκοπό αυτό, θεωρούμε την περίπτωση όπου η ομογενής 

διάταξη των δύο συζευγμένων κυματοδηγών του Σχήματος 4.2 διεγείρεται από μία διδιάστατη, 

άπειρη κατά μήκος του y-άξονα, γραμμική ηλεκτρική ρευματική πηγή με κανονικοποιημένη 

πυκνότητα ρεύματος 

3 4 3
0

1 ˆ( , ) ( ) ( ) , ,x z x x z z d d x d z
j

δ δ
ωμ

′ ′ ′ ′= − − − − − ≤ ≤ − ∈J y \   (4.2) 

όπου (x′,z′) η θέση, στην οποία εφαρμόζεται η διέγερση, και η οποία ευρίσκεται εντός του 

κυματοδηγού 1. 

 

Σχήμα 4.2  Γεωμετρία του ομογενούς (χωρίς γραμμοσειρές) προβλήματος 
 

Σύμφωνα με τα αναφερόμενα στην παράγραφο 3.3, ως συνάρτηση Green 1( , ; , )G x z x z′ ′  

ορίζεται το ηλεκτρικό πεδίο Ey(x,z), το οποίο παράγεται στη διάταξη από τη ρευματική πηγή 

J(x,z) της (4.2) και αποτελεί λύση της διαφορικής εξίσωσης Helmholtz 

( )2 2 2
0 1( ) ( ; ) ( )hk n x G δ′ ′∇ + = − −r r r r       
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όπου η τμηματικά σταθερή συνάρτηση 

1 3 2

2 3 3 2

3 3 3

4 3 4 3

5 3 4

,
,

( ) ,
,
,

h

n x d d
n d x d d

n x n d x d
n d d x d
n x d d

> +⎧
⎪ < < +⎪⎪= − < <⎨
⎪ − − < < −⎪

< − −⎪⎩

       

εκφράζει την κατανομή του δείκτη διάθλασης της διάταξης των συζευγμένων κυματοδηγών. 

Επιπλέον, οι συναρτήσεις ( ; )G ′r r  και ( ; )G
x

′∂
∂
r r  απαιτείται να ικανοποιούν τις κατάλληλες 

συνοριακές συνθήκες συνέχειας (1.19) και (1.21) στις διαχωριστικές επιφάνειες x=d3+d2, x=±d3 

και x=−d3−d4 μεταβολής του δείκτη διάθλασης. 

Η συνάρτηση Green εκφράζεται αναλυτικά ως κατάλληλο Fourier ολοκλήρωμα με 

εφαρμογή της μεθόδου Sommerfeld, την οποία συνοψίσαμε στην παράγραφο 3.3. Το 

πρωτογενές πεδίο prG , το οποίο παράγεται από τη ρευματική πηγή (4.2) υπό την απουσία των 

δύο κυματοδηγών και την προϋπόθεση ότι ο 2\  είναι γεμάτος με το υλικό του κυματοδηγού 1, 

εκφράζεται ως το ολοκλήρωμα Fourier (βλ. [70], (2.60)) 

( )
4 ( )| |

( ) 2

4

1( , ; , ) , ,
4 ( )

g x x
j z z

pr
eG x z x z d e x z

g

λ
λλ

π λ

+∞ ′− −
′− −

−∞

′ ′ = ∈∫ \   (4.3) 

όπου 

( )1/ 22 2 2
0( ) ( 1,...,5)i ig k n iλ λ= − =      (4.4) 

το δε πρόσημο της συνάρτησης g4(λ) επιλέγεται έτσι, ώστε 4Re{ ( )} 0g λ >  και 4Im{ ( )} 0g λ >  

(βλ. και παράγραφο 3.3). 

Το δευτερογενές πεδίο Gsec, το επαγόμενο στην διάταξη των συζευγμένων κυματοδηγών, 

το οποίο οφείλεται στις ασυνέχειες της κατανομής του δείκτη διάθλασης στα επίπεδα x=d3+d2, 

x=±d3 και x=−d3−d4, εκφράζεται σε κάθε μία από τις πέντε περιοχές του επιπέδου ως 

ολοκλήρωμα Fourier 

( )
1

1( , ; , ) ( , , )
4

j z z
secG x z x z d e x xλλ γ λ

π

+∞
′− −

−∞

′ ′ ′= ∫    (4.5) 

Η προσδιοριστέα φασματική συνάρτηση γ1, η οποία αποτελεί λύση της διαφορικής εξίσωσης 
2

2 2 21
0 12

( , , ) [ ( )] ( , , ) 0h
x x k n x x x

x
γ λ λ γ λ

′∂ ′− − =
∂

   (4.6) 

εκφράζεται ως γραμμικός συνδυασμός των θεμελιωδών λύσεων αυτής 



 

117 

1 1 3 2 3 2

2 2
2 2 3 3 2 3 3 3 2

1 4 3 5 3 3 3

4 4
6 4 3 7 4 3

( ) exp[ ( )],

( ) cosh ( ) ( )sinh ( ) ,
2 2

( , , ) ( ) exp( ) ( ) exp( ),

( ) cosh ( ) ( )sinh ( ) ,
2 2

A g x d d x d d
d dA g x d A g x d d x d d

x x A g x A g x d x d
d dA g x d A g x d

λ

λ λ

γ λ λ λ

λ λ

− − − ≥ +
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − + − − ≤ ≤ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

′ = − + − ≤ ≤
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

3 4 3

8 5 3 4 3 4( ) exp[ ( )],

d d x d

A g x d d x d dλ

⎧
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪

− − ≤ ≤ −⎪
⎪

+ + ≤ − −⎪⎩

(4.7) 

Για να προκύπτει φυσικά αποδεκτή λύση στα μη φραγμένα χωρία 3 4( , )d d−∞ − −  και 

3 2( , )d d+ +∞ , επιλέγεται το πρόσημο των συναρτήσεων g1 και g5 έτσι ώστε 

1Re{ ( )} 0g λ > , 1Im{ ( )} 0g λ > , 5Re{ ( )} 0g λ >  και 5Im{ ( )} 0g λ >    

Οι άγνωστοι φασματικοί συντελεστές Α1(λ)-Α8(λ) προσδιορίζονται παρακάτω με εφαρμογή των 

οριακών συνθηκών στις διαχωριστικές επιφάνειες. 

Εφαρμόζοντας τώρα τη μέθοδο Sommerfeld, ευρίσκουμε το συνολικό πεδίο 

3

1 3 4 3

4

( , ; , ),
( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , ),

( , ; , ),

sec

pr sec

sec

G x z x z x d
G x z x z G x z x z G x z x z d d x d

G x z x z x d

′ ′ ≥ −⎧
⎪′ ′ ′ ′ ′ ′= + − − ≤ ≤ −⎨
⎪ ′ ′ ≤ −⎩

  (4.8) 

το επαγόμενο στη διάταξη από τη διέγερση J της (4.2). 

Εφαρμόζοντας τις συνοριακές συνθήκες συνέχειας στα επίπεδα 3 2x d d= + , 3x d= ±  και 

3 4x d d= − − , λαμβάνουμε ένα 88×  γραμμικό σύστημα με αγνώστους τους συντελεστές Α1-Α8. 

Για τη λύση του εν λόγω συστήματος θεωρούμε τις βοηθητικές συναρτήσεις 

( , , ) cosh sinh
2 2e
d dP f g d f g g g⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 , ( , , ) cosh sinh

2 2o
d dP f g d g g f g⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 , 

( , , ) cosh sinh
2 2e
d dQ f g d f g g g⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 , ( , , ) cosh sinh

2 2o
d dQ f g d g g f g⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 , 

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )( , , , )
2

e o o eQ e g d P f g d Q e g d P f g dK e f g d −
= ,    

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )( , , , )
2

e o o eP e g d P f g d P e g d P f g de f g d +
Λ = ,    

( )3 3exp 2g dε = −           

όπου οι δείκτες e και o δηλώνουν άρτιες (even) και περιττές (odd) συναρτήσεις του g. Εξάλλου, 

επιλέγοντας 3Re{ } 0g > , παρατηρούμε ότι ισχύει 
3

lim 0
d

ε
→∞

= . Περαιτέρω, υπολογίζοντας 

αναλυτικά τις λύσεις Α1-Α8 του γραμμικού συστήματος και αντικαθιστώντας τις εκφράσεις τους 

στην ολοκληρωτική παράσταση (4.5) του δευτερογενούς πεδίου, με τη βοήθεια των (4.3) και 

(4.8) ευρίσκουμε το ηλεκτρικό πεδίο σε όλες τις περιοχές του χώρου 
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 (4.10) 
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Παρατηρήσεις 

 

1)  Η έκφραση (4.9) της συνάρτησης Green σε συνδυασμό με την (4.10) εξυπηρετεί τις 

διατυπώσεις αναλυτικών εκφράσεων των στοιχείων του πίνακα της Μεθόδου των Ροπών. 

Εξάλλου, ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι πόλοι λ=±βi της ολοκληρωτέας συνάρτησης 

στην (4.9), οι οποίοι είναι λύσεις της αλγεβρικής εξίσωσης 
2

3 5 4 4 1 3 2 2 3 5 4 4 3 1 2 2( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) 0g g g d g g g d K g g g d K g g g d εΛ Λ − =   (4.11) 

Οι πόλοι λ=±βi αντιστοιχούν στις σταθερές διάδοσης των κυματοδηγούμενων στην διάταξη 

επιφανειακών κυμάτων και αποτελούν ένα πεπερασμένο σύνολο πραγματικών αριθμών όπου 

01 5 1 5
min{ } | | / max{ }j i jj j

n k nβ
≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤       

 

2)  Η διάταξη του ασυμμετρικού συζεύκτη γραμμοσειρών του Σχήματος 4.1, μέσω των επιλογών 

1 3 5 0n n n n= = = , 2 4 1n n n= = , 2 4 2d d d= = , 32 2d h d= − , συμπίπτει με τη διάταξη του 

συμμετρικού συζεύκτη γραμμοσειρών του Σχήματος 3.1. Για τις εν λόγω επιλογές των φυσικών 

και γεωμετρικών χαρακτηριστικών της διάταξης παρατηρούμε ότι η έκφραση (4.9) της 

συνάρτησης Green του ασύμμετρου ομογενούς προβλήματος ανάγεται στην έκφραση (3.30) της 

συνάρτησης Green του αντιστοίχου συμμετρικού ομογενούς προβλήματος, το οποίο μελετήθηκε 

στο Κεφάλαιο 3. 

 

3)  Οι (4.9) και (4.10) για d3→∞ (ε→0) ανάγονται αντιστοίχως στις 

 

( )

3 5 4 4

1 ( , , )( , ; , )
4 ( , , , )

j z z x xG x z x z d e
g g g d

λ δ λλ
π

+∞
′− −

−∞

′
′ ′ =

Λ∫    (4.12) 
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⎪
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⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
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⎪
⎪ ⎤′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ − + ≤ −⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎥⎝ ⎠⎦⎩

 

 

Η G είναι η συνάρτηση Green του προβλήματος της απομονωμένης διηλεκτρικής πλάκας του 

Σχήματος 4.3. 

 

Σχήμα 4.3  Γεωμετρία του χωρίς γραμμοσειρές προβλήματος της απομονωμένης 
διηλεκτρικής πλάκας 

 
Εξάλλου οι πόλοι λ=±αi της ολοκληρωτέας συνάρτησης της (4.12) είναι λύσεις της αλγεβρικής 

εξίσωσης 

3 5 4 4( , , , ) 0g g g dΛ =        

και αντιστοιχούν στις σταθερές διάδοσης των κυματοδηγούμενων επιφανειακών κυμάτων στη 

διηλεκτρική πλάκα. 
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4)  Στην περίπτωση όπου η ρευματική πηγή ευρίσκεται εντός του κυματοδηγού 2, κατά 

παρόμοιο τρόπο διαπιστώνουμε ότι το ολικό πεδίο G2 εκφράζεται ως ολοκλήρωμα Fourier 
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4.3. Επίλυση της ολοκληρωτικής εξίσωσης με τη μέθοδο Galerkin 
 

Θεωρούμε TEz πολωμένα ηλεκτρομαγνητικά κύματα, τα οποία διαδίδονται παράλληλα προς τον 

άξονα z στη διάταξη του Σχήματος 4.1. Το άγνωστο κυματοδηγούμενο ηλεκτρικό πεδίο 

yE ˆ),( zxΨ=       (4.14) 

έχει μόνο y συνιστώσα και επομένως η λύση του προβλήματος ανάγεται στον προσδιορισμό του 

άγνωστου βαθμωτού παράγοντα ηλεκτρικού πεδίου Ψ(x,z). Απουσία εξωτερικής διέγερσης, ο 

ασυμμετρικός συζεύκτης γραμμοσειρών υποστηρίζει κυματοδηγούμενους ρυθμούς υπό την 

προϋπόθεση ότι ο παράγοντας Ψ του ηλεκτρικού πεδίου της διάταξης έχει την ολοκληρωτική 

αναπαράσταση 

1

2

2 2 2
0 7 4 1 1

2 2 2 2
0 6 2 2 2

( , ) ( ) ( , ; , ) ( , )

( ) ( , ; , ) ( , ) , ( , )
d

d

S

S

x z k n n G x z x z x z dx dz

k n n G x z x z x z dx dz x z

′ ′ ′ ′ ′ ′Ψ = − Ψ

′ ′ ′ ′ ′ ′+ − Ψ ∈

∫∫

∫∫ \
 (4.15) 

όπου G1 και G2 είναι οι συναρτήσεις Green, οι οποίες αντιστοιχούν σε διεγέρσεις εντός των 

κυματοδηγών 1 και 2, 1
dS  και 2

dS  οι ολικές εγκάρσιες διατομές των γραμμοσειρών των 

κυματοδηγών 1 και 2 και Ψ1 και Ψ2 είναι οι παράγοντες ηλεκτρικού πεδίου στις ορθογώνιες 

γραμμοσειρές των κυματοδηγών 1 και 2 (δηλαδή οι περιορισμοί του Ψ στα 1
dS  και 2

dS  

αντιστοίχως). Η (4.15) ουσιαστικά αποτελεί μία ομογενή ολοκληρωτική εξίσωση Fredholm 

δευτέρου είδους. Η ολοκληρωτική αναπαράσταση (4.15) δικαιολογείται (αποδεικνύεται) 

επεκτείνοντας τις τεχνικές που οδηγούν στην αντίστοιχη αναπαράσταση (3.40). 

Σύμφωνα με τα αναφερόμενα στην παράγραφο 3.2, ο παράγοντας Ψ του ηλεκτρικού 

πεδίου ενός ρυθμού κυματοδήγησης, διαδιδόμενου παράλληλα με την κατεύθυνση ẑ , 

καθορίζεται από το θεώρημα Floquet  

( , ) ( , ) exp( )x z u x z zγΨ = −      (4.16) 

όπου γ η προσδιοριστέα μιγαδική σταθερά διάδοσης του ρυθμού και u(x,z) μία Λ-περιοδική 

συνάρτηση του z. Επομένως, θεωρώντας τους περιορισμούς u1 και u2 της u στα 1
dS  και 2

dS  και 

συνδυάζοντας τις (4.15) και (4.16), διαπιστώνουμε ότι η ολοκληρωτική αναπαράσταση (4.15) 

αναδιατυπώνεται ως εξής 

1

2

2 2 2
0 7 4 1 1

2 2 2 2
0 6 2 2 2

( , ) ( ) ( , ; , ) ( , ) exp[ ( )]

( ) ( , ; , ) ( , ) exp[ ( )] , ( , )
d

d

S

S

u x z k n n G x z x z u x z z z dx dz

k n n G x z x z u x z z z dx dz x z

γ

γ

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − −

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ − − ∈

∫∫

∫∫ \
 (4.17) 



 

123 

Περαιτέρω, εκφράζοντας με τη βοήθεια των τύπων (4.9) και (4.13) τις προαναφερόμενες 

συναρτήσεις Green G1 και G2 ως ολοκληρώματα Fourier, λαμβάνουμε 

 

1

2

2 2 2
0 7 4

1 1

2 2 2
0 6 2

2 2

( )( , ) exp[ ( )] ( , , ) ( , ) exp[ ( )]
4

( ) exp[ ( )] ( , , ) ( , ) exp[ ( )]
4

r

r

r S

r S

k n nu x z d j z z x x u x z z z dx dz

k n n d j z z x x u x z z z dx dz

λ λ δ λ γ
π

λ λ δ λ γ
π

+∞+∞

=−∞ −∞

+∞+∞

=−∞ −∞

⎧ ⎫− ⎪ ⎪′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − − − −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫− ⎪ ⎪′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ − − − −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∫∫ ∫

∑ ∫∫ ∫
 

 (4.18) 

όπου οι εγκάρσιες διατομές 1
rS  και 2

rS  της r-οστής επανάληψης των γραμμοσειρών στους 

κυματοδηγούς 1 και 2 ορίζονται από 

1
3 1 3

1

[ , ] [ , ]
t

r i i i
i

S d w d a r a s r
=

= − − − × + Λ + + Λ∪      

(4.19) 

2
3 3 2

1

[ , ] [ , ]
t

r i i i
i

S d d w b r b l r
=

= + × + Λ + + Λ∪       

Ο μετασχηματισμός ζ′=z′−rΛ ανάγει τα διπλά ολοκληρώματα επάνω στις 1
dS  και 2

dS , τα 

οποία εμφανίζονται στον τύπο (4.18), σε ολοκληρώματα επάνω στις βασικές επαναλήψεις 1
0S  και 

2
0S , οι οποίες παριστούν την εγκάρσια διατομή των γραμμοσειρών του κάθε κυματοδηγού στο 

διάστημα από z=0 έως z=Λ. Έτσι, με τη βοήθεια του αθροιστικού τύπου του Poisson για τη 

συνάρτηση Dirac (3.56) και ακολουθώντας τη διαδικασία της παραγράφου 3.5, η (4.18) 

ανάγεται στην 

1
0

2
0

2 2 2
0 7 4

1 1

2 2 2
0 6 2

2 2

( ) 2 2 2( , ) exp( ) ( , ) exp( ) ( , , )
2

( ) 2 2 2exp( ) ( , ) exp( ) ( , , )
2

p S

p S

k n n p p pu x z j z u x j j x x dx d

k n n p p pj z u x j j x x dx d

π π πζ ζ δ γ ζ

π π πζ ζ δ γ ζ

+∞

=−∞

+∞

=−∞

⎡ ⎤− ′ ′ ′ ′ ′ ′= − ⎢ − + ⎥
Λ Λ Λ Λ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤− ′ ′ ′ ′ ′ ′+ − ⎢ − + ⎥
Λ Λ Λ Λ⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∫∫

∑ ∫∫
 (4.20) 

 

Η λύση της εξίσωσης (4.20) επιτυγχάνεται με εφαρμογή μίας τεχνικής Galerkin συνολικού 

χώρου, η οποία συνοψίζεται στα επόμενα βήματα. 
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1. Οι παράγοντες ηλεκτρικού πεδίου u1=u1(x,z) και u2=u2(x,z), οι οποίοι εμφανίζονται στα 

αντίστοιχα ολοκληρώματα επάνω στις βασικές επαναλήψεις 1
0S  και 2

0S  των γραμμοσειρών, 

αναπτύσσονται στις σειρές Fourier ως προς z 

1
1 1, 0

2( , ) ( ) exp( ) ( , )n
n

nu x z x j z x z Sπϕ
+∞

=−∞

= − ∈
Λ∑     (4.21) 

2
2 2, 0

2( , ) ( ) exp( ) ( , )n
n

nu x z x j z x z Sπϕ
+∞

=−∞

= − ∈
Λ∑     (4.22) 

Εξάλλου, επειδή οι u1 και u2 αποτελούν λύσεις της αντίστοιχης ομογενούς εξίσωσης Helmholtz 

στον επίπεδο χωρίο των γραμμοσειρών, οι εγκάρσιες συνιστώσες φ1,n και φ2,n των χωρικών 

αρμονικών (συντελεστές Fourier) ικανοποιούν τις διαφορικές εξισώσεις 
2

1, 7, 1, 3 1 3( ) ( ) 0,n n nx g x d w x dϕ ϕ′′ − = − − ≤ ≤ −      

(4.23) 
2

2, 6, 2, 3 3 2( ) ( ) 0,n n nx g x d x d wϕ ϕ′′ − = ≤ ≤ +       

Συνεπώς, οι συναρτήσεις φ1,n και φ2,n εκφράζονται ως γραμμικοί συνδυασμοί 

1 11 1
1, 7, 3 7, 3( ) exp ( ) exp ( )

2 2n n n n n
w wx c g x d c g x dϕ + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + + − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

    

(4.24) 

2 22 2
2, 6, 3 6, 3( ) exp ( ) exp ( )

2 2n n n n n
w wx c g x d c g x dϕ + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − + − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

    

των θεμελιωδών λύσεων των διαφορικών εξισώσεων (4.23), όπου 1 2,n nc c± ±  είναι προσδιοριστέοι 

συντελεστές και 
1/ 2

2 2 2
, 0

2 2( ) ( ) ( 1,...,7)i n i i
n ng g j j k n iπ πγ γ⎡ ⎤= − + = − + − =⎢ ⎥Λ Λ⎣ ⎦

  (4.25) 

Τώρα, ακολουθώντας τη διαδικασία της παραγράφου 3.5, συνδυάζουμε τις (4.20) έως 

(4.25) και ευρίσκουμε 
2 2 2

1 1 1 1 10 7 4

2 2 2
2 2 2 2 2 20 6 2

( ) 2( , ) exp( ) ( ) ( )
2

( ) 2exp( ) ( ) ( ) , ( , )
2

p n n np n np
p n

p n n np n np
p n

k n n pu x z J j z c Q x c Q x

k n n pJ j z c Q x c Q x x z

π

π

+∞ +∞
+ + − −

−
=−∞ =−∞

+∞ +∞
+ + − −

−
=−∞ =−∞

− ⎧ ⎫⎡ ⎤= − +⎨ ⎬⎣ ⎦Λ⎩ ⎭

− ⎧ ⎫⎡ ⎤+ − + ∈⎨ ⎬⎣ ⎦Λ⎩ ⎭

∑ ∑

∑ ∑ \
 

 (4.26) 

όπου οι συναρτήσεις Jp−n και npQ±  ορίζονται ως εξής 
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1

1

1 2exp
i i

i

a st

q
i a

qJ j dπ ζ ζ
+

=

⎛ ⎞′ ′= ⎜ ⎟Λ Λ⎝ ⎠
∑ ∫  , 2

1

1 2exp
i i

i

b lt

q
i b

qJ j dπ ζ ζ
+

=

⎛ ⎞′ ′= ⎜ ⎟Λ Λ⎝ ⎠
∑ ∫    

3

3 1

1 1
7, 3 1

2( ) exp ( ) ( , , )
2

d

np n
d w

w pQ x g x d j x x dxπδ γ
−

±

− −

⎡ ⎤′ ′ ′= ± + + − +⎢ ⎥ Λ⎣ ⎦∫      

3 2

3

2 2
6, 3 2

2( ) exp ( ) ( , , )
2

d w

np n
d

w pQ x g x d j x x dxπδ γ
+

± ⎡ ⎤′ ′ ′= ± − − − +⎢ ⎥ Λ⎣ ⎦∫      

Η εξίσωση (4.26) δηλώνει ότι ο παράγοντας ηλεκτρικού πεδίου u εκφράζεται ως διπλή 

σειρά γινομένων δύο συναρτήσεων μιας μεταβλητής, όπου η πρώτη Jp−n εξαρτάται από τα 

γεωμετρικά χαρακτηριστικά των γραμμοσειρών κατά μήκος του z-άξονα και η δεύτερη npQ±  από 

τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά των γραμμοσειρών κατά μήκος του x-άξονα. 

 

2. Για τον προσδιορισμό των αγνώστων συντελεστών 1 2,n nc c± ±  της (4.26) με τη μέθοδο 

Galerkin, θεωρούμε ότι το διάνυσμα παρατήρησης (x,z) στην (4.26) περιορίζεται στο επίπεδο 

χωρίο των γραμμοσειρών, διακρίνοντας τις ακόλουθες δύο περιπτώσεις 

 

Περίπτωση 1.  Το διάνυσμα παρατήρησης (x,z) ανήκει στην επιφάνεια 1
dS  των 

γραμμοσειρών του κυματοδηγού 1. Στην περίπτωση αυτή η συνάρτηση u=u1(x,z) στην (4.26) 

αρχικά αναπτύσσεται σε σειρά Fourier ως προς z της μορφής (4.21). Στη συνέχεια θεωρώντας τα 

εσωτερικά γινόμενα των δύο μελών της (4.26) με τις δοκιμαστικές συναρτήσεις 

11
7, 3

2exp ( ) exp , ( , ) ( )
2m d
w mg x d j z x z S mπ⎡ ⎤ ⎛ ⎞± + + + ∈ ∈⎜ ⎟⎢ ⎥ Λ⎝ ⎠⎣ ⎦

]     

εκτελώντας τις ολοκληρώσεις που προκύπτουν και ακολουθώντας ανάλογη διαδικασία εκείνης 

της παραγράφου 3.5, ευρίσκουμε την αλγεβρική εξίσωση 

( ) ( )

( )

1 1 1 1 1 2 2 2 1 1 1 11 1 11
0 7 4

2 2 2 2 1 2 12 2 12
0 6 2

( )

( )

m n mn n mn n p n m p n mnp n mnp
n n p

p n m p n mnp n mnp
n p

J K c K c k n n J J c Q c Q

k n n J J c Q c Q

+∞ +∞ +∞
±+ + ±− − + ±+ − ±−

− − −
=−∞ =−∞ =−∞

+∞ +∞
+ ±+ − ±−

− −
=−∞ =−∞

+ = − +

+ − +

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 (4.27) 

όπου οι άπειροι πίνακες  1[ ]mnK ±±  και 1[ ]i
mnpQ ±±  (i=1,2) ορίζονται ως εξής 

3

3 1

1 1 1
7, 3 7, 3exp ( ) exp ( )

2 2

d

mn m n
d w

w wK g x d g x d dx
−

±±

− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ± + + ± + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫    (4.28) 

3

3 1

1 1
7, 3

1 exp ( ) ( ) ( 1,2)
2 2

d
i i

mnp m np
d w

wQ g x d Q x dx i
−

±± ±

− −

⎡ ⎤= ± + + =⎢ ⎥⎣ ⎦∫    (4.29) 
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Περίπτωση 2.  Το διάνυσμα παρατήρησης (x,z) ανήκει στην επιφάνεια 2
dS  των 

γραμμοσειρών του κυματοδηγού 2. Στην προκειμένη περίπτωση η συνάρτηση u=u2(x,z) στην 

(4.26) αρχικά αναπτύσσεται σε σειρά Fourier ως προς z της μορφής (4.22). Στη συνέχεια 

θεωρώντας τα εσωτερικά γινόμενα των δύο μελών της (4.26) με τις δοκιμαστικές συναρτήσεις 

22
6, 3

2exp ( ) exp , ( , ) ( )
2m d

w mg x d j z x z S mπ⎡ ⎤ ⎛ ⎞± − − + ∈ ∈⎜ ⎟⎢ ⎥ Λ⎝ ⎠⎣ ⎦
]     

ευρίσκουμε την αλγεβρική εξίσωση 

( ) ( )

( )

2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 1 21 1 21
0 7 4

2 2 2 2 2 2 22 2 22
0 6 2

( )

( )

m n mn n mn n p n m p n mnp n mnp
n n p

p n m p n mnp n mnp
n p

J K c K c k n n J J c Q c Q

k n n J J c Q c Q

+∞ +∞ +∞
±+ + ±− − + ±+ − ±−

− − −
=−∞ =−∞ =−∞

+∞ +∞
+ ±+ − ±−

− −
=−∞ =−∞

+ = − +

+ − +

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 (4.30) 

όπου οι άπειροι πίνακες  2[ ]mnK ±±  και 2[ ]i
mnpQ ±±  (i=1,2) ορίζονται ως εξής 

3 2

3

2 2 2
6, 3 6, 3exp ( ) exp ( )

2 2

d w

mn m n
d

w wK g x d g x d dx
+

±± ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ± − − ± − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫    (4.31) 

3 2

3

2 2
6, 3

1 exp ( ) ( ) ( 1,2)
2 2

d w
i i

mnp m np
d

wQ g x d Q x dx i
+

±± ±⎡ ⎤= ± − − =⎢ ⎥⎣ ⎦∫    (4.32) 

 

3. Οι εξισώσεις (4.27) και (4.30) των περιπτώσεων 1 και 2 αποτελούν ένα άπειρο 

τετραγωνικό ομογενές γραμμικό σύστημα συζευγμένων αλγεβρικών εξισώσεων ως προς τους 

αγνώστους συντελεστές 1 2, ( )n nc c n± ± ∈] . Για την αριθμητική επίλυση αυτού του απείρου 

συστήματος θεωρούμε το αντίστοιχο truncated ομογενές γραμμικό σύστημα 48 +N  εξισώσεων 

ως προς τους 48 +N  αγνώστους 1 2, ( ,..., )n nc c n N N± ± = − , το οποίο προκύπτει λαμβάνοντας 

υπόψη τις χωρικές αρμονικές συναρτήσεις στα αναπτύγματα (4.21), (4.22) και τις δοκιμαστικές 

συναρτήσεις στα εσωτερικά γινόμενα με μέγιστη απόλυτη τάξη Ν. Το εν λόγω truncated 

σύστημα γράφεται υπό μορφή block πινάκων ως εξής 
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Τα στοιχεία ( )ij mn
±±A  των (2N+1)×(2N+1) πινάκων ij

±±A  (i,j=1,2) δίνονται από 
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και c1±, c2± είναι τα (2N+1)×1 διανύσματα των συντελεστών 1 2,n nc c± ± . Τα στοιχεία i
mnpR ±±  και 

ij
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 (4.40) 

Οι μιγαδικές σταθερές διάδοσης των ρυθμών, που είναι δυνατόν να κυματοδηγούμενων 

στη διάταξη, είναι εκείνες οι τιμές της παραμέτρου γ για τις οποίες το truncated σύστημα (4.33) 

έχει μη τετριμμένη λύση ή ισοδύναμα ο αντίστοιχος πίνακας του truncated συστήματος είναι 

ιδιάζων. Στη συνέχεια, οι μη τετριμμένες λύσεις της (4.33) μπορούν να χρησιμοποιηθούν για τον 

υπολογισμό της κατανομής του ηλεκτρικού πεδίου των κυματοδηγούμενων ρυθμών μέσω της 

βασικής ολοκληρωτικής αναπαράστασης (4.17). 

 

Τέλος, αναφερόμενοι στο truncated γραμμικό σύστημα (4.33) σημειώνουμε ότι 

 

(i) Στις λύσεις πρέπει να εφαρμοστεί ένας έλεγχος σύγκλισης (convergence control) για 

αυξανόμενο αριθμό Ν των συναρτήσεων ανάπτυξης. Ένα από τα βασικά πλεονεκτήματα της 

μεθόδου μας είναι ότι μικρές τιμές του N (N≤5) παρέχουν ικανοποιητική σύγκλιση ανεξάρτητα 

από τις τιμές των φυσικών και γεωμετρικών παραμέτρων της διάταξης του συζεύκτη (για 

λεπτομέρειες βλ. [35]). 

(ii) Οι πίνακες [ ]ij
mnpH ±± , οι οποίοι αντιπροσωπεύουν τη σύζευξη μεταξύ των δύο 

κυματοδηγών, προσεγγίζουν τον πίνακα 0 καθώς d3→∞ (ε→0), οδηγώντας σε αποσύζευξη 

(decoupling) του γραμμικού συστήματος (4.33). 

(iii) Στην ειδική περίπτωση ενός συμμετρικού συζεύκτη γραμμοσειρών (όπου n1=n3=n5, 

n2=n4 και d2=d4) το γραμμικό σύστημα (4.33) ανάγεται στο σύστημα (3.98) της παραγράφου 3.5. 

(iv) Οι ειδικές περιπτώσεις: (α) ενός απομονωμένου κυματοδηγού γραμμοσειρών (βλ. 

Σχήμα 4.1 υπό την απουσία του κυματοδηγού 2) και (β) ενός συζεύκτη με γραμμοσειρές στον 

ένα κυματοδηγό (βλ. Σχήμα 4.1 υπό την απουσία των γραμμοσειρών του κυματοδηγού 2), οι 

οποίες έχουν αναλυθεί αυτοτελώς στη βιβλιογραφία (βλ. [75] και [76] για (α) και [9], [25] και 

[38] για (β)), ενοποιούνται εδώ ως ειδικές περιπτώσεις της μεθόδου μας. Ακριβέστερα, 
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εφαρμογές τεχνικών Galerkin συνολικού χώρου οδηγούν και στις δύο περιπτώσεις στο truncated 

(4N+2)×(4N+2) ομογενές γραμμικό σύστημα 
++ +− +

−+ −− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

A A c
0

A A c
     (4.41) 

Στην περίπτωση (α) A±± είναι τα blocks ±±
11A  του συστήματος (4.33) για ε=0 και στην (β) A±± 

είναι τα blocks ±±
11A  του συστήματος (4.33). 

 

4.4. Έλεγχος σύγκλισης, αποδοτικότητα και εγκυρότητα της μεθόδου 
 

Σύμφωνα με τα αναφερόμενα στις παραγράφους 4.2-4.4, οι πραγματικοί δείκτες των 

ρυθμών του ασυμμετρικού συζεύκτη γραμμοσειρών είναι οι ρίζες της ορίζουσας του γραμμικού 

συστήματος (4.33), οι οποίες υπολογίζονται με ακρίβεια, εφαρμόζοντας την επαναληπτική 

μιγαδική μέθοδο Müller. Το ουσιαστικό τμήμα αυτής της μεθόδου αφορά τον προσδιορισμό 

καταλλήλων αρχικών σημείων, ο οποίος επιτυγχάνεται με τη γραφική διαδικασία της 

παραγράφου 3.7. 

 

Για κάθε σύνολο παραμέτρων του συζεύκτη γραμμοσειρών ο απαιτούμενος αριθμός 

χωρικών αρμονικών συναρτήσεων στα αναπτύγματα Fourier (4.21) και (4.22) καθορίζεται με 

εφαρμογή ελέγχου σύγκλισης στις υπολογισθείσες σταθερές διάδοσης. Ένα αντιπροσωπευτικό 

πρότυπο σύγκλισης απεικονίζεται στον Πίνακας 4.1. 

 

N β1/k0 (β1,Ν−β1,Ν−1)/β1,Ν−1
a β2/k0 (β2,Ν−β2,Ν−1)/β2,Ν−1

a 

1 3.2245  3.2301  

2 3.2175 −2.17×10−3 3.2235 −2.04×10−3 

3 3.2158 −5.28×10−4 3.2238 9.30×10−5 

4 3.2159 3.10×10−5 3.2241 9.80×10−5 

5 3.2159 −5.10×10−7 3.2241 3.34×10−7 

a Σχετική διαφορά των λύσεων για τις διαδοχικές τιμές του N. 

Πίνακας 4.1  Πρότυπο σύγκλισης των κανονικοποιημένων φανταστικών μερών των 
σταθερών διάδοσης του συζεύκτη γραμμοσειρών του Σχήματος 4.1 με n1=1, n2=3.2, 

n3=n5=n6=n7=3, n4=3.5, d2=0.5 μm, 2d3=0.55 μm, d4=0.22 μm, w1=0.1 μm, w2=0.05 μm, 
Λ=10.748 μm, λ=1.5 μm, t=1, a1=s1=b1=l1=Λ/2. 
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Όπως παρατηρούμε στον Πίνακας 4.1, με την παρούσα μέθοδο επιτυγχάνεται υψηλή 

ακρίβεια (της τάξης 10−7) θεωρώντας μόνο 2N+1=11 συντελεστές ανάπτυξης στις (4.21) και 

(4.22). Η τάξη 8N+4=8·5+4=44 είναι πάρα πολύ μικρότερη από εκείνη του αντιστοίχου 

συστήματος των τεχνικών ολοκληρωτικών εξισώσεων συνδυασμένων με τη μέθοδο των 

συνοριακών στοιχείων (βλ. [38] και [39]), οι οποίες απαιτούν 500 συνοριακά στοιχεία για 

σύγκλιση τάξεως 10−4 των σταθερών διάδοσης. Αυτή η αποδοτικότητα της παρούσας μεθόδου 

οφείλεται στο ότι ο άγνωστος παράγοντας ηλεκτρικού πεδίου και οι όροι ανάπτυξης συνολικού 

χώρου (entire domain expansion terms) ικανοποιούν τους ίδιους φυσικούς νόμους. Επίσης, 

επειδή η παρούσα μέθοδος εμφανίζει ολοκληρώματα, τα οποία υπολογίζονται αναλυτικά, είναι 

πολύ αποδοτική σε όρους υπολογιστικού χρόνου (CPU time). Για τον υπολογισμό της ορίζουσας 

του πίνακα του γραμμικού συστήματος 0.5 δευτερόλεπτα (Pentium IV, 2.80 GHz with 1 GByte 

of RAM) είναι επαρκή. 

 

Για τον έλεγχο της εγκυρότητας της μεθόδου θεωρούμε συζεύκτη με σταθερές 

παραμέτρους n1=1, n2=3.2, n3=n5=3, n4=3.5, n6=3, d2=0.5 μm, 2d3=0.55 μm, d4=0.22 μm, 

w2=0.05 μm, Λ=10.748 μm, t=1, b1=l1=Λ/2 και τις γραμμοσειρές ευρισκόμενες στον 

κυματοδηγό 2 (βλ. Σχήμα 4.1 υπό την απουσία των γραμμοσειρών του κυματοδηγού 1). Οι 

καμπύλες διασποράς β1/k0 και β2/k0 των ρυθμών γραμμοσειρών ως προς το κανονικοποιημένο 

μήκος κύματος Λ/λ απεικονίζονται στο Σχήμα 4.4(α) και οι καμπύλες εξασθένησης α1/k0 και 

α2/k0 των ρυθμών γραμμοσειρών στο Σχήμα 4.4(β). Οι καμπύλες των Σχημάτων 4.4(α) και 

4.4(β) είναι σε πλήρη συμφωνία με εκείνες των Σχημάτων 4a και 4b της [25], οι οποίες έχουν 

σχεδιαστεί για τις ίδιες τιμές των παραμέτρων, και έτσι επιβεβαιώνεται η εγκυρότητα της 

προτεινομένης μεθόδου. 
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(α) 

 

(β) 
 

Σχήμα 4.4  (α) Φανταστικά μέρη β1/k0, β2/k0 και  (β) πραγματικά μέρη α1/k0, α2/k0 των 
σταθερών διάδοσης των ρυθμών γραμμοσειρών συναρτήσει του Λ/λ 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ-ΣΧΕΔΙΑΣΤΙΚΕΣ ΠΡΟΔΙΑΓΡΑΦΕΣ 

 

Στο Κεφάλαιο αυτό καταγράφονται διάφορα σημαντικά αριθμητικά αποτελέσματα, 

αναφερόμενα κυρίως στη μεταβολή των σταθερών διάδοσης ως προς τις διάφορες παραμέτρους 

του συζεύκτη γραμμοσειρών, και σχολιάζεται διεξοδικά ο ρόλος των γραμμοσειρών στην 

κυματοδήγηση των ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων. Τα συμπεράσματα, τα οποία εξάγονται από 

την επεξεργασία των εν λόγω αριθμητικών αποτελεσμάτων, αξιοποιούνται για τον εντοπισμό 

τεχνικών χαρακτηριστικών και σχεδιαστικών προδιαγραφών κατάλληλων διατάξεων συζευκτών 

γραμμοσειρών, οι οποίες εξυπηρετούν συγκεκριμένες τεχνολογικές εφαρμογές. 

Τα αριθμητικά αποτελέσματα, τα οποία παρουσιάζονται στην παράγραφο 5.1, αναφέρονται 

σε συμμετρικούς συζεύκτες γραμμοσειρών και επιτυγχάνονται με αριθμητική υλοποίηση της 

ημιαναλυτικής μεθόδου Galerkin, που αναλύθηκε στο Κεφάλαιο 3. Ειδικότερα, καταγράφονται 

οι μεταβολές των σταθερών διάδοσης ως συναρτήσεις του πάχους w, των γεωμετρικών 

χαρακτηριστικών di, li, Λ, του δείκτη διάθλασης n2 και του πλήθους q των ορθογωνίων των 

γραμμοσειρών. Επίσης, σχεδιάζονται διαγράμματα μεταβολών των σταθερών διάδοσης 

συναρτήσει της απόστασης διαχωρισμού h των δύο κυματοδηγών, τα οποία ερμηνεύουν τη 

φυσική σύζευξη των κυματοδηγών του συζεύκτη γραμμοσειρών. 

Στην παράγραφο 5.2 παρουσιάζονται αντίστοιχα αριθμητικά αποτελέσματα, αναφερόμενα 

σε ασυμμετρικούς συζεύκτες γραμμοσειρών, τα οποία προκύπτουν με εφαρμογή της 

ημιαναλυτικής μεθόδου που αναλύθηκε στο Κεφάλαιο 4. Επιπροσθέτως, εντοπίζονται και 

καταγράφονται τα φυσικά και γεωμετρικά χαρακτηριστικά των γραμμοσειρών, τα οποία 

οδηγούν στο ελάχιστο δυνατό μήκος σύζευξης και στη μέγιστη δυνατή αποδοτικότητα σύζευξης. 

Παράλληλα, αναλύεται διεξοδικά η αποδοτική λειτουργία του συζεύκτη γραμμοσειρών ως 

ζωνοπερατό φίλτρο οπτικών συχνοτήτων. Επίσης, μελετάται ο συζεύκτης με γραμμοσειρές και 

στους δύο κυματοδηγούς και διαπιστώνεται ότι η παρουσία των δύο γραμμοσειρών παρέχει 

ευελιξία στη σχεδίαση των συζευκτών γραμμοσειρών και επιφέρει σημαντική βελτίωση της 

αποδοτικότητας του μηχανισμού μεταφοράς ενέργειας. Τέλος, αξίζει να σημειώσουμε ότι τα 

αριθμητικά αποτελέσματα της παραγράφου αυτής βελτιώνουν εκείνα των μεθόδων συζευγμένων 

ρυθμών για τις περιπτώσεις γραμμοσειρών, οι οποίες επιφέρουν μεγάλες διαταραχές στην 

ομογενή διάταξη, και πολύ διαφορετικών κυματοδηγών. 
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5.1. Συμμετρικοί Συζεύκτες 
 

Σύμφωνα με τα αναφερόμενα στο εδάφιο 2.1.2, οι κυματοδηγούμενοι βασικοί ρυθμοί 

(basic modes) του συμμετρικού συζεύκτη χωρίς γραμμοσειρές, ο οποίος απεικονίζεται στο 

Σχήμα 2.1, εμφανίζονται κατά ζεύγη και έχουν σχεδόν ίσες κανονικοποιημένες μιγαδικές 

σταθερές διάδοσης. Εξάλλου, όταν οι δείκτες διάθλασης όλων των περιοχών είναι πραγματικοί 

αριθμοί (μέσα χωρίς απώλειες), τότε οι κανονικοποιημένες σταθερές διάδοσης (effective 

indices) Ne/k0 και No/k0 των δύο κυματοδηγούμενων ρυθμών είναι φανταστικοί αριθμοί και τα 

αντίστοιχα ηλεκτρικά πεδία e
yE  και o

yE  εμφανίζουν άρτια και περιττή συμμετρία ως προς τον 

άξονα συμμετρίας (x=h/2) της διάταξης (βλ. Σχήμα 2.2). 

Περαιτέρω, οι δύο βασικοί ρυθμοί συμμετρικού συζεύκτη υπό την παρουσία 

γραμμοσειρών μετατρέπονται (εξελίσσονται) σε δύο διαφορετικούς ρυθμούς γραμμοσειρών 

(grating modes) με μιγαδικές σταθερές διάδοσης 

e e ejγ α β= +   ,  o o ojγ α β= +    (5.1) 

Για αρκετά μεγάλες τιμές του λόγου Λ/λ, τα πραγματικά μέρη αe και αο των γe και γο είναι εν 

γένει διάφορα του μηδενός, ακόμα και για μέσα χωρίς απώλειες. Αυτό οφείλεται στις απώλειες 

ακτινοβολίας της διάταξης λόγω της παρουσίας των γραμμοσειρών, και για αυτό οι ρυθμοί αυτοί 

χαρακτηρίζονται ως ρυθμοί διαρροής (leaky modes) [2]. Εξάλλου, για τις συνήθεις 

γραμμοσειρές, οι οποίες χρησιμοποιούνται στην πράξη, οι τιμές των βe/k0 και βο/k0 προσεγγίζουν 

τις τιμές των Ne/k0 και No/k0 των βασικών ρυθμών, ενώ οι τιμές των |αe/k0| και |αο/k0| είναι της 

τάξης του 10-3 [25]. 

Σύμφωνα με τη σχετική ανάλυση της παραγράφου 3.5, οι μιγαδικές σταθερές διάδοσης των 

κυματοδηγούμενων ρυθμών στη διάταξη του συμμετρικού συζεύκτη γραμμοσειρών είναι εκείνες 

οι τιμές του γ, για τις οποίες το σύστημα (3.98) έχει μη τετριμμένη λύση, δηλαδή ο πίνακας του 

συστήματος είναι ιδιάζων. Επομένως, οι κανονικοποιημένες σταθερές διάδοσης είναι οι ρίζες 

γ/k0 της ορίζουσας του πίνακα του συστήματος (3.98). 

Η μέθοδος που αναλύθηκε στις παραγράφους 3.3-3.7 έχει εφαρμοστεί σε δύο διαφορετικές 

διατάξεις, οι οποίες αποτελούνται από κυματοδηγούς γραμμοσειρών: (i) ένα συζεύκτη 

γραμμοσειρών με τις γραμμοσειρές στην κάτω πλάκα, και (ii) ένα συζεύκτη γραμμοσειρών με 

γραμμοσειρές και στις δύο πλάκες. Τα συμπεράσματα, τα οποία εξάγονται παρακάτω από την 

επεξεργασία των αριθμητικών αποτελεσμάτων, μπορεί να αξιοποιηθούν για εντοπισμό τεχνικών 

χαρακτηριστικών και προδιαγραφών κατάλληλων διατάξεων συζευκτών γραμμοσειρών, οι 

οποίες εξυπηρετούν συγκεκριμένες τεχνολογικές εφαρμογές. 
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5.1.1. Συζεύκτης με γραμμοσειρές στον κυματοδηγό 1 
 

Τα επόμενα αριθμητικά αποτελέσματα αναφέρονται στη διάταξη συμμετρικού συζεύκτη 

δύο παραλλήλων πλακών παρουσία γραμμοσειρών στην κάτω πλάκα (βλ. Σχήμα 3.1 υπό την 

απουσία των γραμμοσειρών του κυματοδηγού 2) με τις σταθερές τιμές n0=3.2, n1=3.3, d=0.5μm, 

Λ=10.75μm και q=1 των παραμέτρων. Οι ρυθμοί αυτού του συζεύκτη δεν είναι πλέον άρτιοι και 

περιττοί (όπως του αντιστοίχου χωρίς γραμμοσειρές). Παρόλα αυτά, συνεχίζουμε να 

συμβολίζουμε με αe+jβe and αo+jβo τις σταθερές διάδοσης των ρυθμών του συζεύκτη για να 

δηλώσουμε την εξέλιξη των αντιστοίχων ρυθμών του χωρίς γραμμοσειρές συζεύκτη. 

 

Οι μεταβολές των σταθερών διάδοσης των ρυθμών γραμμοσειρών εξαρτώνται κατά 

ουσιαστικό τρόπο από τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά των γραμμοσειρών w, di, li, Λ, το δείκτη 

διάθλασής της n2 και την απόσταση διαχωρισμού h των δύο συζευγμένων κυματοδηγών. Έτσι, 

διακρίνουμε τις περιπτώσεις. 

 

Μεταβολή των σταθερών διάδοσης ως προς το πάχος w των γραμμοσειρών 

 

Στην περίπτωση αυτή θεωρούμε συζεύκτη γραμμοσειρών με τις σταθερές τιμές n2=3.2, 

h=2μm, λ=1.5μm και d1=l1=Λ/2 των παραμέτρων. Το Σχήμα 5.1(α) απεικονίζει τα φανταστικά 

μέρη βe/k0 και βo/k0 των σταθερών διάδοσης των ρυθμών γραμμοσειρών και το Σχήμα 5.1(β) τα 

αντίστοιχα πραγματικά μέρη αe/k0 και αo/k0 σαν συνάρτηση του πάχους w των γραμμοσειρών. 

Τα φανταστικά μέρη βe/k0 και βo/k0 προσεγγίζουν τις τιμές Νe/k0=3.2689 και Νο/k0=3.2666 

των άρτιων και περιττών βασικών ρυθμών (του αντίστοιχου χωρίς γραμμοσειρές συζεύκτη) 

καθώς το w προσεγγίζει το 0. Περαιτέρω, όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.1(α), οι αποστάσεις 

|βe−Νe|/k0 και |βo−Νo|/k0 μεταξύ των σταθερών διάδοσης των ρυθμών γραμμοσειρών από τις 

σταθερές διάδοσης των βασικών ρυθμών αυξάνονται με το w, δηλαδή η επίδραση των 

γραμμοσειρών γίνεται ισχυρότερη καθώς αυξάνεται το w. Επίσης, η απόσταση Δβ=|βe−βo|/k0 των 

κανονικοποιημένων φανταστικών μερών των σταθερών διάδοσης των ρυθμών γραμμοσειρών 

αυξάνεται με το w (ενώ η ελάχιστη απόσταση |βe−βo|/k0=0.0023 αντιστοιχεί σε πάχος w=0, 

δηλαδή στη διάταξη του συμμετρικού συζεύκτη χωρίς γραμμοσειρές). 

 

 

 

 



 

 136

 
(α) 

 
(β) 

 
Σχήμα 5.1  (α) Φανταστικά μέρη βe/k0, βo/k0 και (β) πραγματικά μέρη αe/k0, αo/k0 των 

σταθερών διάδοσης των ρυθμών γραμμοσειρών συναρτήσει του πάχους w των 
γραμμοσειρών, για n2=3.2, h=2μm, λ=1.5μm και d1=l1=Λ/2. 



 

137 

Επιπροσθέτως, αναφορικά με τις καμπύλες του Σχήματος 5.1(β), ο παράγοντας 

εξασθένησης αo/k0 έχει δύο τοπικά ελάχιστα στα πάχη γραμμοσειρών 0.04 και 0.175 μm, ενώ ο 

αe/k0 είναι σχετικά αμετάβλητος (insensitive) με το πάχος των γραμμοσειρών. Είναι γνωστό ότι 

[27], τα πάχη των γραμμοσειρών, που δίνουν την πιο αποδοτική σύζευξη (best coupling 

efficiency), βρίσκονται σε εκείνα τα διαστήματα του w, όπου η διαφορά Δα=|αe−αo|/k0 έχει 

ελάχιστη τιμή. Εξάλλου, σε κάθε ένα από αυτά τα διαστήματα η εξασθένιση λαμβάνει τις 

μικρότερες τιμές της. Στη συγκεκριμένη περίπτωση, αυτά τα καλύτερα διαστήματα εμφανίζονται 

κοντά στα w=0.04 και w=0.175 μm (Δα=0 για w=0.04, 0.125, 0.225 μm). Όμως, το Δβ 

ελαχιστοποιείται κοντά στο w=0, οδηγώντας σε μικρή αποδοτικότητα σύζευξης, εξαιτίας των 

σχετικά μεγάλων μηκών σύζευξης. Έτσι, η καλύτερη αποδοτικότητα σύζευξης αναμένεται να 

λάβει χώρα κοντά στο w=0.175 μm. Τελικά, για w>0.225 μm, η απόσταση Δα αυξάνεται και η 

αποδοτικότητα σύζευξης μειώνεται με το w. 

 

Μεταβολή των σταθερών διάδοσης ως προς τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά  di, li, Λ 

 

Στην προκειμένη περίπτωση, θεωρούμε συζεύκτη γραμμοσειρών με τις σταθερές τιμές 

h=2μm και w=0.2μm των παραμέτρων. Οι καμπύλες διασποράς βe/k0 και βο/k0 των ρυθμών 

γραμμοσειρών και Νe/k0 και Νο/k0 των βασικών ρυθμών ως προς το κανονικοποιημένο μήκος 

κύματος Λ/λ για d1=l1=Λ/2 και n2=3.2 απεικονίζονται στο Σχήμα 5.2(α). Οι αντίστοιχες 

καμπύλες εξασθένησης αe/k0 και αο/k0 των ρυθμών γραμμοσειρών απεικονίζονται στο Σχήμα 

5.2(β). Οι καμπύλες διασποράς Νe/k0 και Νο/k0 υπό την παρουσία των γραμμοσειρών 

μετατοπίζονται αριστερά (εξελίσσονται) στις καμπύλες βe/k0 και βο/k0. Επίσης, για κάθε τιμή του 

Λ/λ, η απόσταση |βe−βo|/k0 είναι αρκετά μεγαλύτερη από την αντίστοιχη απόσταση |Ne−No|/k0. 

Επιπρόσθετα, οι τιμές των σταθερών εξασθένησης είναι της τάξης 10−4, ενώ οι καμπύλες των 

αe/k0 και αo/k0 δεν τέμνονται. 
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(α) 

 
(β) 

 
Σχήμα 5.2  (α) βe/k0, βο/k0 (συνεχείς γραμμές) και Νe/k0, Νο/k0 (διακεκομμένες γραμμές) και 
(b) αe/k0, αο/k0 συναρτήσει του κανονικοποιημένου μήκους κύματος Λ/λ για n2=3.2, h=2μm, 

w=0.2μm και d1=l1=Λ/2. 
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Το Σχήμα 5.3 απεικονίζει τις καμπύλες διασποράς κe/k0 και κο/k0 ενός μη περιοδικού 

συζεύκτη με d1=0 και l1=Λ (δηλαδή, όπου το στρώμα των γραμμοσειρών είναι ομογενές με 

δείκτη διάθλασης n2), καθώς επίσης και τις καμπύλες διασποράς βe/k0 και βο/k0 ενός περιοδικού 

συζεύκτη γραμμοσειρών με d1=l1=Λ/2 συναρτήσει του κανονικοποιημένου μήκους κύματος Λ/λ 

για n2=3.2. Οι καμπύλες διασποράς κe/k0 και κο/k0 του μη περιοδικού συζεύκτη χωρίς 

γραμμοσειρές, υπό την παρουσία των γραμμοσειρών, μετατοπίζονται δεξιά στις καμπύλες βe/k0 

και βο/k0 του περιοδικού συζεύκτη. Επίσης, για κάθε σταθεροποιημένο μήκος κύματος Λ/λ, οι 

αρχικές αποστάσεις |κe−κo|/k0 των ρυθμών του μη περιοδικού συζεύκτη είναι αρκετά 

μεγαλύτερες από τις αποστάσεις |βe−βo|/k0 των ρυθμών γραμμοσειρών του περιοδικού συζεύκτη 

(μετά την εισαγωγή περιοδικότητας στη διάταξη). 

 

 
 

Σχήμα 5.3  Καμπύλες διασποράς βe/k0, βο/k0 (συνεχείς γραμμές) του περιοδικού συζεύκτη με 
d1=l1=Λ/2 και κe/k0, κο/k0 (διακεκομμένες γραμμές) του μη περιοδικού συζεύκτη με d1=0 και 

l1=Λ συναρτήσει του μήκους κύματος Λ/λ, για n2=3.2, h=2μm, w=0.2μm. 
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Μεταβολή των σταθερών διάδοσης ως προς το δείκτη διάθλασης n2 των γραμμοσειρών 

 

Στο εδάφιο αυτό εξετάζεται η επίδραση του δείκτη διάθλασης n2 των γραμμοσειρών στις 

μεταβολές των σταθερών διάδοσης των κυματοδηγούμενων ρυθμών συζεύκτη γραμμοσειρών με 

h=2μm, λ=1.5μm, w=0.2μm και d1=l1=Λ/2. Στο Σχήμα 5.4(α) απεικονίζονται τα φανταστικά 

μέρη βe/k0 και βo/k0 των σταθερών διάδοσης των ρυθμών γραμμοσειρών και στο Σχήμα 5.4(β) τα 

αντίστοιχα πραγματικά μέρη αe/k0 και αo/k0 συναρτήσει του κανονικοποιημένου δείκτη 

διάθλασης n2/n1 των γραμμοσειρών. 

H ελαχιστοποίηση της απόστασης Δβ των δύο ρυθμών, η οποία καθορίζει τον πλήρη 

συγχρονισμό του συζεύκτη, επιτυγχάνεται για n2/n1=1, οπότε η διάταξη εκφυλίζεται σε συζεύκτη 

χωρίς γραμμοσειρές. Εξάλλου, η απόσταση Δβ των δύο ρυθμών αυξάνει με το λόγο |n2−n1|/n1, 

δηλαδή ο συζεύκτης γίνεται όλο και περισσότερο ασύγχρονος. Επίσης, το Σχήμα 5.4(β) δείχνει 

ότι για n2/n1<1, η εξασθένηση αο/k0 λαμβάνει μεγάλες τιμές και η αe/k0 δεν παρουσιάζει μεγάλες 

μεταβολές, ενώ για n2/n1>1 ισχύουν οι αντίστροφοι ισχυρισμοί. Αφού το n2/n1=1 αντιστοιχεί 

στον χωρίς γραμμοσειρές συζεύκτη, αποτελούμενο από μέσα χωρίς απώλειες, στην περιοχή του 

n2/n1=1, οι αe/k0 και αο/k0 προσεγγίζουν το μηδέν. 

Στη συνέχεια, στο Σχήμα 5.5(α) απεικονίζονται οι καμπύλες διασποράς βe/k0 and βο/k0 των 

ρυθμών γραμμοσειρών συναρτήσει του κανονικοποιημένου μήκους κύματος Λ/λ για ισχυρή 

(strong) διαταραχή (n2=3.4) και ασθενή (weak) διαταραχή (n2=3.2) με d1=l1=Λ/2. Επίσης, στο 

Σχήμα 5.5(β) απεικονίζονται οι αντίστοιχες καμπύλες εξασθένησης αe/k0 και αο/k0. 

Οι καμπύλες διασποράς βe/k0 and βο/k0 μετατοπίζονται προς τα δεξιά καθώς αυξάνεται ο 

δείκτης διάθλασης n2 (δηλαδή όσο οι γραμμοσειρές επιφέρουν ισχυρότερη διαταραχή στο 

ομογενές πρόβλημα). Επιπλέον, οι αποστάσεις |βe−βo|/k0 των ρυθμών γραμμοσειρών αυξάνονται 

αισθητά με το δείκτη διάθλασης n2 των γραμμοσειρών. Οι σταθερές εξασθένησης αοs/k0 και 

αοw/k0 είναι πολύ κοντά σε τιμή, ενώ η αe
s/k0 είναι πολύ μεγαλύτερη από την αe

w/k0, εξαιτίας του 

ότι οι απώλειες ακτινοβολίας που προκαλούνται από την περίθλαση των γραμμοσειρών 

αυξάνονται με το n2. 
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(α) 

 
(β) 

 
Σχήμα 5.4  (α) βe/k0, βο/k0 και (β) αe/k0, αο/k0 συναρτήσει του κανονικοποιημένου δείκτη 
διάθλασης n2/n1 των γραμμοσειρών για w=0.2μm, h=2μm, λ=1.5μm and d1=l1=Λ/2. 
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(α) 

 
(β) 

Σχήμα 5.5  (α) βe
s/k0, βοs/k0 (συνεχείς) και βe

w/k0, βοw/k0 (διακεκομμένες) και (β) αe
s/k0, αοs/k0 

(συνεχείς) και αe
w/k0, αοw/k0 (διακεκομμένες) συναρτήσει του Λ/λ, για n2=3.2 (w: ασθενής 

διαταραχή) και n2=3.4 (s: ισχυρή διαταραχή), h=2μm, w=0.2μm και d1=l1=Λ/2. 
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Μελέτη της φυσικής σύζευξης των κυματοδηγών 

 

Σύμφωνα με τα αναφερόμενα στην παράγραφο 2.3, η σύζευξη της ηλεκτρομαγνητικής 

ισχύος στη διάταξη του συζεύκτη γραμμοσειρών υπαγορεύεται ουσιαστικά από δύο διακριτές 

φυσικές διαδικασίες: (i) τη φυσική σύζευξη μεταξύ των δύο κυματοδηγών (όπως και στην 

περίπτωση του συζεύκτη χωρίς γραμμοσειρές) και (ii) την περιοδική σύζευξη, η οποία οφείλεται 

στις διαταραχές που επιφέρουν οι γραμμοσειρές και απεικονίζεται στα Σχήματα 5.1 έως 5.5. Για 

τη μελέτη της φυσικής σύζευξης θεωρούμε συζεύκτη γραμμοσειρών με n2=3.2, λ=1.5μm, 

w=0.2μm, και d1=l1=Λ/2, του οποίου οι καμπύλες διασποράς βe/k0 και βο/k0 των ρυθμών 

γραμμοσειρών και Νe/k0 και Νο/k0 των βασικών ρυθμών ως προς την απόσταση διαχωρισμού h 

των δύο κυματοδηγών απεικονίζονται στο Σχήμα 5.6(α). Επίσης στο Σχήμα 5.6(β) 

απεικονίζονται οι αντίστοιχοι παράγοντες εξασθένησης αe/k0 και αο/k0. 

Όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.6(α), οι αποστάσεις |βe−βo|/k0 και |Ne−No|/k0 των ρυθμών 

γραμμοσειρών και των βασικών ρυθμών είναι περίπου ίσες για αρκετά μικρές τιμές της 

απόστασης h. Επιπλέον, η απόσταση |Ne−No|/k0 είναι περίπου μηδέν για αρκετά μεγάλες τιμές 

της απόστασης h, διότι καθώς η απόσταση h αυξάνεται, οι σταθερές διάδοσης των δύο ρυθμών 

προσεγγίζουν την κοινή σταθερά διάδοσης των δύο κυματοδηγών, όταν αυτά βρίσκονται σε 

απομόνωση. Εξάλλου, για αρκετά μεγάλες τιμές της h η απόσταση |βe−βo|/k0 σταθεροποιείται 

κοντά στην απόλυτη τιμή 5×10–3 της διαφοράς των σταθερών διάδοσης των δύο κυματοδηγών, 

όταν αυτοί βρεθούν σε απομόνωση. Αυτή η απόλυτη τιμή αναμένεται να είναι διάφορη του 

μηδενός διότι ο κυματοδηγός 1 περιέχει τις γραμμοσειρές ενώ ο κυματοδηγός 2 όχι. Ειδικότερα, 

για μεγάλες τιμές της h η σταθερά διάδοσης βe/k0 προσεγγίζει τη άρτια σταθερά διάδοσης 

3.26773 του απομονωμένου κυματοδηγού, ενώ η σταθερά διάδοσης βo/k0 προσεγγίζει τη 

σταθερά διάδοσης 3.26269 του απομονωμένου κυματοδηγού με περιοδικά χαραγμένες 

γραμμοσειρές του (βλ. Σχήμα 3.4). 

Περαιτέρω, το Σχήμα 5.6(β) δείχνει ότι η απόσταση Δα είναι πολύ μικρή για h κοντά στα 

1.42μm. Εξάλλου, για h>1.42μm, η Δα αυξάνεται με την απόσταση h. Επίσης, η σταθερά αo/k0 

προσεγγίζει την κανονικοποιημένη σταθερά εξασθένησης 0.005 του απομονωμένου 

κυματοδηγού γραμμοσειρών για αρκετά μεγάλα h, ενώ η αe/k0 προσεγγίζει το μηδέν, δηλαδή τη 

σταθερά εξασθένησης του απομονωμένου (χωρίς γραμμοσειρές) κυματοδηγού. 
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(α) 

 
(β) 

Σχήμα 5.6  (α) βe/k0, βο/k0 (συνεχείς γραμμές) και Νe/k0, Νο/k0 (διακεκομμένες γραμμές) και 
(β) αe/k0, αο/k0 συναρτήσει της απόστασης διαχωρισμού h για w=0.2μm, n2=3.2, λ=1.5μm και 

d1=l1=Λ/2. 



 

145 

5.1.2. Συζεύκτης με γραμμοσειρές και στους δύο κυματοδηγούς 
 
Θεωρούμε συμμετρικό συζεύκτη γραμμοσειρών με γραμμοσειρές χαραγμένες και στους 

δύο κυματοδηγούς (βλ. Σχήμα 3.1) και n0=3.2, n1=3.3, d=0.5μm, Λ=10.75μm, h=2μm, w=0.2μm. 

Οι κανονικοποιημένες σταθερές διάδοσης των ρυθμών γραμμοσειρών είναι οι ρίζες της 

ορίζουσας του γραμμικού συστήματος (3.98). Τα φανταστικά μέρη βe/k0, βo/k0 και τα 

πραγματικά μέρη αe/k0, αο/k0 των σταθερών διάδοσης των ρυθμών γραμμοσειρών συναρτήσει 

του κανονικοποιημένου δείκτη διάθλασης των γραμμοσειρών n2/n1 απεικονίζονται στα Σχήματα 

5.7(α) και 5.7(β). Ο Πίνακας 5.1 απεικονίζει την αντίστοιχη μεταβολή της απόστασης 

Δβ=|βe−βo|/k0. Μία συγκριτική εξέταση των Σχημάτων 5.4(α) και 5.7(α) δείχνει ότι η απόσταση 

Δβ για το συζεύκτη του εδαφίου 5.1.1 αυξάνεται με την |n2−n1|/n1, ενώ η Δβ για το συζεύκτη του 

εδαφίου 5.1.2 δεν παρουσιάζει μεγάλες μεταβολές με την |n2−n1|/n1. Επίσης, ο Πίνακας 5.1 

δείχνει ότι η απόσταση Δβ των ρυθμών γραμμοσειρών είναι μικρότερη από την |Ne−No|/k0 των 

βασικών ρυθμών για n2<n1 και μεγαλύτερη από την |Ne−No|/k0 για n2>n1. Αυτό σημαίνει ότι ο 

δείκτη διάθλασης των γραμμοσειρών μπορεί να δράσει σαν ένας μηχανισμός ελέγχου, κάνοντας 

τον συζεύκτη περισσότερο ή λιγότερο σύγχρονο από εκείνον που αντιστοιχεί στην αδιατάρακτη 

(χωρίς γραμμοσειρές) διάταξη. Επιπλέον, οι αe/k0 και αο/k0 προσεγγίζουν το μηδέν κοντά στο 

n2/n1=1 (το ίδιο φαινόμενο είχε παρατηρηθεί στο Σχήμα 5.4(β)) και η απόσταση Δα δεν 

παρουσιάζει μεγάλες μεταβολές με το λόγο n2/n1. 

 
n2/n1 |βe−βo|/k0 

0.97 2.04×10−3

0.982 2.1×10−3 

0.994 2.16×10−3

1 2.28×10−3

1.006 2.46×10−3

1.018 2.82×10−3

1.03 3.31×10−3

 

Πίνακας 5.1  Απόσταση των σταθερών διάδοσης των ρυθμών γραμμοσειρών 
 συναρτήσει του n2/n1 για λ=1.5μm. 
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(α) 

 
(β) 

Σχήμα 5.7  (α) βe/k0, βο/k0 και (β) αe/k0, αο/k0 συναρτήσει του n2/n1 για τον συζεύκτη με 
γραμμοσειρές και στους δύο κυματοδηγούς με q=1, d1=l1=Λ/2 και λ=1.5μm. 
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Οι Πίνακες 5.2 και 5.3 δείχνουν την εξάρτηση των σταθερών διάδοσης από τα γεωμετρικά 

χαρακτηριστικά (di, li, i=1,…,q) των γραμμοσειρών κατά μήκος του z-άξονα. Η συνολική 

επιφάνεια της εγκάρσιας διατομής των γραμμοσειρών, που αντιστοιχεί στο διάστημα [0,Λ], 

αποτελεί το βασικό παράγοντα, ο οποίος καθορίζει τις τιμές των σταθερών διάδοσης. Εξάλλου, 

οι σταθερές διάδοσης είναι πρακτικά ανεξάρτητες από το συνολικό αριθμό q των ορθογωνίων, 

που αποτελούν την βασική επανάληψη των γραμμοσειρών. 

 

λ (μm) βe/k0 

 (i) (ii) (iii) (iv) (v) 

1.43 3.27033 3.26766 3.26611 3.26597 3.26125 

1.47 3.26949 3.26676 3.26518 3.26506 3.26019 

1.53 3.26835 3.26557 3.26399 3.26385 3.25884 

1.58 3.26721 3.26447 3.26274 3.26265 3.25746 

 

Πίνακας 5.2  βe/k0 ως προς λ για τις περιπτώσεις (n2=3.2): (i) q=0 (συζεύκτης χωρίς 
γραμμοσειρές), (ii) q=1, d1=Λ/4, l1=Λ/4, (iii) q=2, d1=Λ/10, d1=Λ/10, d2=Λ/2, l1=Λ/10, 

l2=3Λ/10, (iv) q=8, di=i·Λ/10, li=Λ/20,i=1,…,8, (v) q=1, d1=0, l1=Λ (μη περιοδικός 
συζεύκτης). 

 
λ (μm) βo/k0 

 (i) (ii) (iii) (iv) (v) 

1.43 3.26853 3.26588 3.26457 3.26462 3.26024 

1.47 3.26739 3.26477 3.26338 3.26346 3.25903 

1.53 3.26589 3.26324 3.26188 3.26192 3.25743 

1.58 3.26426 3.26162 3.26030 3.26027 3.25571 

 

Πίνακας 5.3  βo/k0 ως προς λ για τις πέντε περιπτώσεις του Πίνακας 5.2. 
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5.2. Ασυμμετρικοί Συζεύκτες 
 

Η ανάλυση των φαινομένων διάδοσης και σύζευξης στη διάταξη του ασυμμετρικού 

συζεύκτη γραμμοσειρών και η σύγκριση της αναπτυχθείσας μεθόδου με εκείνη της Θεωρίας 

Συζευγμένων Ρυθμών προϋποθέτουν αρχικά την εισαγωγή των ασύζευκτων (uncoupled) 

ρυθμών, οι οποίοι διαδίδονται στον αντίστοιχο χωρίς γραμμοσειρές συζεύκτη και στη συνέχεια 

τη θεώρηση της παρουσίας των γραμμοσειρών με σκοπό τη μελέτη της εξέλιξης των 

ασύζευκτων  ρυθμών στους συζευγμένους. Οι τεχνικές που βασίζονται στη Θεωρία 

Συζευγμένων Ρυθμών παρέχουν προσεγγιστικές εκφράσεις των σταθερών διάδοσης του 

συζεύκτη γραμμοσειρών μέσω των σταθερών του συζεύκτη χωρίς γραμμοσειρές. Αυτές οι 

εκφράσεις ισχύουν υπό ορισμένους περιορισμούς ως προς τη γεωμετρία και τα υλικά του 

συζεύκτη (βλ. επίσης τη σχετική συζήτηση της [18], Section 4). Εξάλλου, η παρούσα 

ημιαναλυτική μέθοδος εφαρμόζεται για τον υπολογισμό των συζευγμένων ρυθμών στο συζεύκτη 

γραμμοσειρών χωρίς να εμπλέκει τους ασύζευκτους ρυθμούς του συζεύκτη χωρίς γραμμοσειρές. 

Έτσι, αυτή η μέθοδος εφαρμόζεται χωρίς τους προαναφερόμενους περιορισμούς και είναι πολύ 

πιο ακριβής από τη Θεωρία Συζευγμένων Ρυθμών. 

Προς αυτή την κατεύθυνση, αρχικά θεωρούμε τους ρυθμούς του μη περιοδικού συζεύκτη, 

ο οποίος προκύπτει από το συζεύκτη γραμμοσειρών του Σχήματος 4.1 με αντικατάσταση των 

στρωμάτων των γραμμοσειρών από δύο ομογενή στρώματα με πάχη w1, w2 και μέσους δείκτες 

διάθλασης 
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Οι ρυθμοί της διάταξης του μη περιοδικού συζεύκτη υπολογίζονται με ακρίβεια λύνοντας το 

αντίστοιχο ομογενές πρόβλημα συνοριακών τιμών και οι υπολογισμοί δηλώνουν ότι 

εμφανίζονται σε ζεύγη ονομαζόμενα σύνθετοι ρυθμοί (compound modes) [9]. Στην περίπτωση 

ενός συζεύκτη, αποτελούμενου από στρώματα χωρίς απώλειες, οι αντίστοιχοι πραγματικοί 

δείκτες (effective indices) των δύο σύνθετων ρυθμών γίνονται καθαρά φανταστικοί με τιμές 

jΝ1/k0 και jΝ2/k0. Αξιοσημείωτη ανταλλαγή φωτεινής ενέργειας λαμβάνει χώρα μόνο όταν οι δύο 

κυματοδηγοί είναι σε συγχρονισμό (δηλαδή τα Ν1/k0 και Ν2/k0 είναι σχεδόν ίσα). Όμως, οι ρυθμοί 

ενός συζεύκτη αποτελούμενου από μη σύγχρονους κυματοδηγούς προσομοιάζουν με εκείνους 

των απομονωμένων κυματοδηγών, όπου το μεγαλύτερο ποσό ισχύος συγκεντρώνεται σε κάθε 

κυματοδηγό. Έτσι, δεν λαμβάνει χώρα ουσιαστική ανταλλαγή φωτός, όταν στους δύο 

κυματοδηγούς δεν υπάρχει συμφωνία φάσης (βλ. [7] και [9]). 
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Περαιτέρω, η παρουσία των γραμμοσειρών συνεπάγεται ότι οι σύνθετοι ρυθμοί 

εξελίσσονται προοδευτικά σε ένα ζεύγος ρυθμών γραμμοσειρών (grating modes) με μιγαδικές 

σταθερές διάδοσης 

( 1,2)i i ij iγ α β= + =      (5.2) 

Οι παράγοντες εξασθένησης αi είναι μη μηδενικοί για μεγάλες τιμές του λόγου Λ/λ, ακόμα και 

όταν όλα τα στρώματα είναι χωρίς απώλειες. Αυτό οφείλεται στις απώλειες ακτινοβολίας οι 

οποίες προκαλούνται από την περίθλαση στις γραμμοσειρές, έτσι ώστε οι ρυθμοί να 

χαρακτηρίζονται ως ρυθμοί διαρροής (leaky modes) [2]. Για τους χρησιμοποιούμενους στην 

πράξη συζεύκτες γραμμοσειρών οι πραγματικοί δείκτες β1/k0 και β2/k0 είναι κοντά σε τιμή με 

τους Ν1/k0 και Ν2/k0, ενώ οι |α1/k0| και |α2/k0| είναι το πολύ της τάξης του 10−3 (βλ. επίσης [25]). 

Τώρα, σύμφωνα με τις (4.16), (4.21) και (4.22) κάθε γi αντιστοιχεί σε έναν παράγοντα 

ηλεκτρικού πεδίου Ψ(x,z) ο οποίος συμπεριφέρεται με βάση τον όρο { }exp [ (2 / )]i j n zγ π− + Λ  

κατά μήκος της διαμήκους κατεύθυνσης z των γραμμοσειρών. Οι διακριτές τιμές 

, [ (2 / )] ( 1,2) ( )i n i ij n i nγ α β π= + + Λ = ∈]    (5.3) 

είναι οι σταθερές διάδοσης των απείρου αριθμησίμου πλήθους διαφορετικών Floquet 

αρμονικών, τις οποίες επιβάλλει σε μία άπειρη περιοδική διάταξη το θεώρημα Floquet. Στα 

επόμενα αριθμητικά αποτελέσματα, θεωρούμε μόνο τις πρώτης τάξης (n=±1) Floquet αρμονικές 

για σύγκριση με τα αποτελέσματα της Θεωρίας Συζευγμένων Ρυθμών και της Θεωρίας Floquet-

Bloch. 

Η Θεωρία Συζευγμένων Ρυθμών προβλέπει τη συνθήκη προσαρμογής φάσης (phase-

matching condition) 

0 1 2/ λ /( )k N NΛ = −       (5.4) 

Η φυσική σημασία αυτής της συνθήκης είναι ότι οι καμπύλες Ν1/k0 και Ν2/k0 ως προς Λ/λ 

τέμνουν τις Ν2/k0+λ/Λ και Ν1/k0−λ/Λ αντιστοίχως [25]. Έτσι, οι πρώτης τάξης Floquet αρμονικές 

«συνταιριάζονται» υπό την έννοια ότι οι +1 (−1) Floquet αρμονική του Ν2/k0 (Ν1/k0) έχει την ίδια 

φάση με την Ν1/k0 (Ν2/k0). Σημειώνουμε ότι οι πρώτης τάξης Floquet αρμονικές του μη 

περιοδικού συζεύκτη θεωρούνται στις οριακές καταστάσεις όπου η περιοδική διάταξη συμπίπτει 

με τη μη περιοδική [25]. Η συνθήκη (5.4) μπορεί να ερμηνευθεί με τους ακόλουθους δύο 

τρόπους: 

(i) Για ένα σταθεροποιημένο μήκος κύματος λειτουργίας λ η λύση Λ=Λw της εξίσωσης 

(5.4) προσδιορίζει τη βέλτιστη περίοδο των γραμμοσειρών (optimal grating period), η οποία 

αντιστοιχεί στο συνταίριασμα των πρώτης τάξης Floquet αρμονικής. 
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(ii) Για μία σταθεροποιημένη περίοδο γραμμοσειρών Λ η λύση λ=λw της εξίσωσης (5.4) 

προσδιορίζει το αντίστοιχο βέλτιστο μήκος κύματος λειτουργίας (optimal operating wavelength). 

Τα ακόλουθα αριθμητικά αποτελέσματα δηλώνουν ότι το βέλτιστο μήκος κύματος λειτουργίας 

και η βέλτιστη περίοδος των γραμμοσειρών είναι αρκετά διαφορετικά από εκείνα που προβλέπει 

η Θεωρία Συζευγμένων Ρυθμών και επιπλέον είναι πολύ κοντά σε τιμή σε εκείνα που προβλέπει 

η Θεωρία Floquet-Bloch. 

 

Περαιτέρω, το μήκος σύζευξης (coupling length) Lc, δηλαδή το απαιτούμενο μήκος για 

πλήρη ανταλλαγή του φωτός μεταξύ των δύο κυματοδηγών, μπορεί να εκτιμηθεί από [26], [27] 

1 2min | |cL π
β β

=
−

      (5.5) 

Το μήκος σύζευξης συνιστά μία επιπρόσθετη σημαντική παράμετρο, η οποία πρέπει να ληφθεί 

υπόψη στη διαδικασία σχεδίασης ενός ασυμμετρικού συζεύκτη γραμμοσειρών. Αυτό οφείλεται 

στο ότι, παρόλο που οι σταθερές εξασθένησης α/k0 είναι επαρκώς μικρές, οι συνολικές απώλειες 

ακτινοβολίας (εκφραζόμενες από το αLc) μπορεί να γίνουν τόσο μεγάλες ώστε να καταστούν 

απαγορευτικές για την αποδοτική λειτουργία του συζεύκτη. 

 

Εφαρμόζοντας τις τεχνικές των παραγράφων 4.2 και 4.3, συμπεραίνουμε ότι οι 

πραγματικοί δείκτες των ρυθμών του ασυμμετρικού συζεύκτη γραμμοσειρών είναι οι ρίζες της 

ορίζουσας του γραμμικού συστήματος (4.33) (για συζεύκτη με τις γραμμοσειρές ευρισκόμενες 

σε ένα μόνο κυματοδηγό αντί για το (4.33) θεωρούμε το σύστημα (4.41)). 

 

Τα ακόλουθα αριθμητικά αποτελέσματα αναδεικνύουν την επίδραση των γραμμοσειρών 

στη διαδικασία σύζευξης μέσω της σχεδίασης των σταθερών διάδοσης ως προς τα φυσικά και 

γεωμετρικά χαρακτηριστικά των γραμμοσειρών. Για κάθε σύνολο παραμέτρων του συζεύκτη ο 

απαιτούμενος αριθμός χωρικών αρμονικών συναρτήσεων στα αναπτύγματα Fourier (4.21) και 

(4.22) προσδιορίζεται με εφαρμογή ελέγχου σύγκλισης στις υπολογισθείσες σταθερές διάδοσης 

(ο οποίος καθορίζεται στην παράγραφο 4.4). 

Στα επόμενα εδάφια 5.2.1-5.2.4 θεωρούμε συζεύκτη με σταθερές παραμέτρους n1=1, 

n2=3.2, n3=n5=3, n4=3.5, d2=0.5 μm, d4=0.22 μm, Λ=10.748 μm, t=1, b1=l1=Λ/2 και τις 

γραμμοσειρές ευρισκόμενες στον κυματοδηγό 2 (βλ. Σχήμα 4.1 υπό την απουσία των 

γραμμοσειρών του κυματοδηγού 1). 
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5.2.1. Μήκος κύματος συντονισμού 
 

Οι καμπύλες διασποράς των ρυθμών γραμμοσειρών και των συνθέτων ρυθμών ως προς το 

κανονικοποιημένο μήκος κύματος Λ/λ απεικονίζονται στο Σχήμα 5.8(α) και οι καμπύλες 

εξασθένησης των ρυθμών γραμμοσειρών στο Σχήμα 5.8(β). Οι καμπύλες των Σχημάτων 5.8(α) 

και 5.8(β) είναι σε πλήρη συμφωνία με εκείνες των Σχημάτων 4a και 4b της [25]. Το μήκος 

κύματος συντονισμού (resonant wavelength), το οποίο αντιστοιχεί στην ελαχιστοποίηση της 

απόστασης Δβ=|β1−β2|, λαμβάνει χώρα στη θέση λopt=1.4983 μm. Αυτή η τιμή του λopt είναι 

πολύ κοντά στην 1.4978 μm, που έχει υπολογισθεί στην [25] με εφαρμογή της Θεωρίας Floquet-

Bloch. Το αντίστοιχο του μήκους κύματος συντονισμού, όπως προβλέπεται από τη Θεωρία 

Συζευγμένων Ρυθμών, (δηλαδή το σημείο τομής των καμπυλών Ν1/k0+λ/Λ και Ν2/k0) είναι 

λcm=1.5 μm. Αυτή η μικρή διαφορά οφείλεται στο ότι η Θεωρία Συζευγμένων Ρυθμών παρέχει 

προσεγγιστικές εκφράσεις των σταθερών διάδοσης του συζεύκτη γραμμοσειρών με όρους των 

σταθερών του συζεύκτη χωρίς γραμμοσειρές, ενώ η παρούσα μέθοδος ουσιαστικά δίνει ακριβή 

αποτελέσματα για την πραγματική περιοδική διάταξη. Όμως, υπάρχουν συγκεκριμένες 

περιπτώσεις, όπως παραδείγματος χάριν όταν οι γραμμοσειρές ευρίσκονται στο άνω μέρος του 

κυματοδηγού 2, όπου η διαφορά μεταξύ της ακριβούς τιμής λopt και της προσεγγιστικής τιμής λcm 

μπορεί να γίνει πολύ μεγάλη (βλ. επίσης τη συζήτηση στην [25]). Το Σχήμα 5.8(α) δείχνει την 

ασυμπτωτική συμπεριφορά των καμπυλών διασποράς β1/k0, β2/k0 ως προς τις ευθείες Ν1/k0+λ/Λ, 

N2/k0. Ακριβέστερα, η καμπύλη β1/k0 (β2/k0) έχει ως ασύμπτωτες τις ευθείες Ν1/k0+λ/Λ (N2/k0) 

για μεγάλα Λ/λ και τις N2/k0 (Ν1/k0+λ/Λ) για μικρά Λ/λ. 

Εξάλλου, η συγκριτική εξέταση των καμπυλών διασποράς ενός συμμετρικού συζεύκτη 

γραμμοσειρών (Σχήματα 5.2(α) και 5.3) με εκείνες ενός ασυμμετρικού συζεύκτη (Σχήμα 5.8(α)) 

αναδεικνύει ότι παρόλο που οι καμπύλες διασποράς βe, βo του συμμετρικού συζεύκτη είναι 

σχεδόν παράλληλες μεταξύ τους (με μεγάλες αποστάσεις |βe−βo|), οι καμπύλες β1, β2 του 

ασυμμετρικού συζεύκτη προσεγγίζουν η μία την άλλη κοντά στο μήκος κύματος συντονισμού 

λopt (με ελάχιστη απόσταση |β1−β2| στη θέση λopt) και αποκλίνουν μακριά από το λopt (οσφυϊκή 

(waist) συμπεριφορά). Έτσι, αφού αποδοτική ανταλλαγή του φωτός λαμβάνει χώρα μόνο σε 

εκείνα τα μήκη κύματος πολύ κοντά στο λopt, όπου οι σταθερές διάδοσης των ρυθμών 

γραμμοσειρών γίνονται σχεδόν ίσες (βλ. [9] και [25]), ο ασυμμετρικός συζεύκτης γραμμοσειρών 

μπορεί να λειτουργήσει αποδοτικά σαν οπτικό ζωνοπερατό φίλτρο συχνοτήτων. 

Επιπλέον, οι σταθερές εξασθένησης α1, α2, που εμφανίζονται στο Σχήμα 5.8(β), είναι 

αρκετά μικρής τάξης για κάθε λ και τέμνονται στη θέση λ=1.49 μm. Αντιθέτως, οι σταθερές 

εξασθένησης ενός συμμετρικού συζεύκτη γραμμοσειρών δεν τέμνονται (βλ. Σχήμα 5.2(α)). 
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(α) 

 

(β) 
 

Σχήμα 5.8  (α) Φανταστικά μέρη β1/k0, β2/k0 (συνεχείς γραμμές) και Ν1/k0+λ/Λ, Ν2/k0 
(διακεκομμένες γραμμές) των σταθερών διάδοσης των ρυθμών γραμμοσειρών και των 

σύνθετων ρυθμών και (β) πραγματικά μέρη α1/k0, α2/k0 των σταθερών διάδοσης των ρυθμών 
γραμμοσειρών συναρτήσει (και στις δύο περιπτώσεις (α) και (β)) του Λ/λ, για 2d3=0.55 μm, 

w2=0.05 μm, n6=3, nh,2=3.1. 
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5.2.2. Επίδραση του πάχους των γραμμοσειρών 
 

Τα Σχήματα 5.9(α) και 5.9(β) δείχνουν τα φανταστικά μέρη β1/k0, β2/k0 και τα πραγματικά 

μέρη α1/k0, α2/k0 των σταθερών διάδοσης των ρυθμών γραμμοσειρών συναρτήσει του πάχους w2 

των γραμμοσειρών για μήκη κύματος λ=1.47 μm και λ=1.53 μm. 

Η απόσταση Δβ/k0 λαμβάνει την ελάχιστη τιμή της στη θέση w2,opt=0.03 μm για λ=1.47 μm 

και στη θέση w2,opt=0.073 μm για λ=1.53 μm (σύμφωνα με το εδάφιο 5.2.1, w2,opt =0.05 μm για 

λ=1.4983 μm). Έτσι το πάχος των γραμμοσειρών μπορεί να δράσει σαν ένας επιπρόσθετος 

μηχανισμός ελέγχου (additional control mechanism) της συνθήκης συντονισμού του συζεύκτη. 

Ακριβέστερα, η βέλτιστη τιμή w2,opt αυξάνεται με το μήκος κύματος λειτουργίας λ. Επίσης, η 

απόσταση Δβ/k0 αυξάνεται και η αποδοτικότητα σύζευξης μειώνεται καθώς το w2>w2,opt 

αυξάνεται. Η τελευταία ιδιότητα έχει επίσης αναφερθεί στις [27] και [29], χωρίς όμως να έχει 

γίνει μία περαιτέρω έρευνα για την εξάρτηση του w2,opt από το λ. Εξάλλου, για αρκετά μικρά 

w2<w2,opt και αρκετά μεγάλα w2>w2,opt τα αντίστοιχα τμήματα των καμπυλών για λ=1.47 μm και 

λ=1.53 μm είναι παράλληλες ευθείες. Στη συμμετρική περίπτωση, παρατηρήθηκε ότι wopt=0 μm 

(δηλαδή πρόκειται για συζεύκτη χωρίς γραμμοσειρές) για όλα τα μήκη κύματος λ. 

Περαιτέρω, ως γνωστόν [27] τα πάχη των γραμμοσειρών, τα οποία παράγουν τις βέλτιστες 

αποδοτικότητες σύζευξης, αντιστοιχούν σε εύρη του w2, όπου το Δα/k0=|α1−α2|/k0 έχει ένα 

ελάχιστο. Σε κάθε ένα από αυτά τα εύρη η εξασθένηση λαμβάνει τις μικρότερες τιμές της. Οι 

καμπύλες του Σχήματος 5.9(β) δείχνουν ότι οι σταθερές εξασθένησης α1/k0 και α2/k0 τέμνονται 

στο w2,opt=0.031 μm για λ=1.47 μm και στο w2,opt=0.0745 μm για λ=1.53 μm. Οι τιμές αυτές του 

w2,opt είναι πολύ κοντά σε εκείνες, οι οποίες αντιστοιχούν στην ελαχιστοποίηση της Δβ/k0 και 

εμφανίζονται στο Σχήμα 5.9(α). Παρόλο ότι οι καμπύλες α1/k0 και α2/k0 για λ=1.47 μm 

τέμνονται επίσης στο w2=0.1105 μm, ο συζεύκτης δεν πρέπει να σχεδιαστεί με αυτό το πάχος 

των γραμμοσειρών, αφού για w2=0.1105 μm η απόσταση Δβ/k0 είναι πολύ μεγάλη και συνεπώς 

η αποδοτικότητα της σύζευξης πολύ μικρή. Επιπλέον, η α1/k0 λαμβάνει ελάχιστο και η α2/k0 

μέγιστο κοντά στο w2,opt=0.031 μm, ενώ η αντίστροφη κατάσταση εμφανίζεται κοντά 

w2,opt=0.0745 μm. Αυτή η συμπεριφορά είναι τυπική για ένα συντονιζόμενο σύστημα (resonant 

system) και ερμηνεύει το γεγονός ότι κοντά στο πάχος συντονισμού w2,opt εμφανίζεται μία ζώνη 

αποκοπής (stop band) για τον ένα διαδιδόμενο ρυθμό και μία ζώνη διέλευσης (pass band) για τον 

άλλον [27]. 
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(α) 

 

(β) 
 

Σχήμα 5.9  (α) β1/k0, β2/k0 και (β) α1/k0, α2/k0 συναρτήσει του πάχους w2 των γραμμοσειρών, 
για λ=1.47 μm (διακεκομμένες) και λ=1.53 μm (συνεχείς γραμμές) με 2d3=0.55 μm, n6=3. 
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5.2.3. Επίδραση του δείκτη διάθλασης των γραμμοσειρών 
 

Στα Σχήματα 5.10(α) και 5.10(β) απεικονίζονται οι μεταβολές των φανταστικών και των 

πραγματικών μερών των σταθερών διάδοσης συναρτήσει του δείκτη διάθλασης n6 των 

γραμμοσειρών για λ=1.5 μm και λ=1.53 μm. 

Και για τα δύο μήκη κύματος η απόσταση Δβ/k0 λαμβάνει ελάχιστο στη θέση n6=3 (=n3). 

Η ελάχιστη απόσταση 0.0008 για λ=1.5 μm είναι μίας τάξης μεγέθους μικρότερη από την 0.0039 

για λ=1.53 μm. Έτσι, οι γραμμοσειρές παρέχουν πιο αποδοτική σύζευξη για λ=1.5 μm. Εξάλλου, 

η β1/k0 παραμένει σχεδόν σταθερή ως προς το n6, ενώ η β2/k0 αυξάνεται γνησίως με το n6. 

Συνεπώς, ο συζεύκτης γίνεται περισσότερο ασύγχρονος καθώς το n6 αυξάνεται. Στην περίπτωση 

του συμμετρικού συζεύκτη ο δείκτης διάθλασης συντονισμού των γραμμοσειρών συμπίπτει με 

εκείνον του συζεύκτη χωρίς γραμμοσειρές. 

Επιπλέον, το Σχήμα 5.10(β) δείχνει ότι η απόσταση Δα/k0 λαμβάνει κοντά στο n6=3 τοπικά 

ελάχιστα με τιμές 2×10−5 και 10−4 για λ=1.5 μm και λ=1.53 μm αντιστοίχως. Επίσης, αφού για 

n6=n2 ο συζεύκτης γραμμοσειρών συμπίπτει με το συζεύκτη χωρίς γραμμοσειρές αποτελούμενο 

από μέσα χωρίς απώλειες, στην περιοχή του n6=n2, οι α1/k0 και α2/k0 προσεγγίζουν το μηδέν. 
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(α) 

 
(β) 

 
Σχήμα 5.10  (α) β1/k0, β2/k0 και (β) α1/k0, α2/k0 συναρτήσει του δείκτη διάθλασης n6 των 
γραμμοσειρών, για λ=1.5 μm (διακεκομμένες) και λ=1.53 μm (συνεχείς γραμμές) με 

2d3=0.55 μm, w2=0.05 μm. 
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5.2.4. Φυσική σύζευξη μεταξύ των κυματοδηγών 
 

Οι δύο διαφορετικές διαδικασίες: (i) η φυσική σύζευξη μεταξύ των δύο κυματοδηγών 

(όπως και στην περίπτωση του μη περιοδικού ή του χωρίς γραμμοσειρές συζεύκτη) και (ii) η 

περιοδική σύζευξη εξαιτίας των διαταραχών που επιφέρουν οι γραμμοσειρές (και η οποία 

απεικονίζεται στα Σχήματα 5.8-5.10), υπαγορεύουν τη σύζευξη της ηλεκτρομαγνητικής ισχύος 

στο συζεύκτη γραμμοσειρών [18]. Για τη μελέτη της φυσικής σύζευξης σχεδιάζουμε στο Σχήμα 

5.11(α) τις μεταβολές των φανταστικών μερών β1/k0, β2/k0 και N1
ng/k0, N2

ng/k0 των σταθερών 

διάδοσης των ρυθμών γραμμοσειρών και των βασικών ρυθμών (b1=0, l1=Λ, n6=n2) συναρτήσει 

της απόστασης διαχωρισμού 2d3. Επίσης, το Σχήμα 5.11(β) δείχνει τα αντίστοιχα πραγματικά 

μέρη α1/k0, α2/k0 των σταθερών διάδοσης των ρυθμών γραμμοσειρών. 

Οι αποστάσεις |β1−β2|/k0 και |α1−α2|/k0 λαμβάνουν την ελάχιστη τιμή τους στη βέλτιστη 

απόσταση διαχωρισμού (optimal separation distance) (2d3)opt=0.537 μm. Εξάλλου, στους 

συμμετρικούς συζεύκτες η απόσταση |β1−β2|/k0 δεν ελαχιστοποιείται για καμία απόσταση 

διαχωρισμού 2d3 (βλ. Σχήμα 5.6(α)). 

Αναφερόμενοι τώρα στο Σχήμα 5.11(α), παρατηρούμε ότι για αρκετά μικρό 2d3, οι 

|β1−β2|/k0 και |N1
ng−N2

ng|/k0 είναι πολύ κοντά (όπως και στη συμμετρική περίπτωση). Για αρκετά 

μεγάλο 2d3, η |N1
ng−N2

ng|/k0 σταθεροποιείται κοντά στην απόλυτη τιμή 0.013 της διαφοράς των 

σταθερών διάδοσης των δύο (χωρίς γραμμοσειρές) κυματοδηγών, όταν αυτά θεωρούνται σε 

απομόνωση. Όμως, η |β1−β2|/k0 σταθεροποιείται κοντά στην απόλυτη τιμή 0.005 της διαφοράς 

των σταθερών διάδοσης του απομονωμένου κυματοδηγού (με χαρακτηριστικά n4, d4) και του 

απομονωμένου κυματοδηγού γραμμοσειρών (με χαρακτηριστικά n2, d2, βλ. Σχήμα 4.1 υπό την 

απουσία του κυματοδηγού 2). Ακριβέστερα, οι β1/k0 και N2
ng/k0 προσεγγίζουν τη σταθερά 

διάδοσης 3.196 του απομονωμένου κυματοδηγού (με n4, d4), ενώ οι β2/k0 και N1
ng/k0 

προσεγγίζουν αντιστοίχως τις σταθερές διάδοσης 3.201 του απομονωμένου κυματοδηγού 

γραμμοσειρών και 3.209 του απομονωμένου κυματοδηγού (με n2, d2). Επιπλέον, το Σχήμα 

5.11(β) δείχνει ότι οι α1/k0 και α2/k0 προσεγγίζουν για αρκετά μεγάλο 2d3 τις σταθερές 

εξασθένησης 0 του απομονωμένου κυματοδηγού, αποτελούμενο από υλικά χωρίς απώλειες, και 

3×10−4 του απομονωμένου κυματοδηγού γραμμοσειρών αντιστοίχως. 
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(α) 

 
(β) 

 
Σχήμα 5.11  (α) β1/k0, β2/k0 (συνεχείς) και Ν1

ng/k0, Ν2
ng/k0 (διακεκομμένες γραμμές) και (β) 

α1/k0, α2/k0 συναρτήσει της απόστασης διαχωρισμού 2d3, για w2=0.05 μm, λ=1.5μm, n6=3. 
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5.2.5. Βέλτιστη περίοδος και duty cycle γραμμοσειρών 
 

Στο εδάφιο αυτό θεωρούμε τον ασυμμετρικό συζεύκτη γραμμοσειρών με n1=1, n2=3.3, 

n3=n6=3.2, n4=3.5, n5=3, d2=1.05 μm, 2d3=0.55 μm, d4=0.3 μm, w2=0.1 μm, λ=1.5 μm. Στο 

Σχήμα 5.12 εμφανίζονται οι μεταβολές των φανταστικών μερών β1/k0, β2/k0 και Ν1/k0−λ/Λ, N2/k0 

των σταθερών διάδοσης των ρυθμών γραμμοσειρών και των συνθέτων ρυθμών συναρτήσει της 

περιόδου Λ των γραμμοσειρών. 

 

 

Σχήμα 5.12  β1/k0, β2/k0 (συνεχείς) και Ν1/k0–λ/Λ, N2/k0 (διακεκομμένες γραμμές) συναρτήσει 
της περιόδου Λ των γραμμοσειρών, για λ=1.5μm, t=1, b1=l1=Λ/2, nh,2=3.25. 

 

Αξίζει να σημειώσουμε ότι οι καμπύλες του Σχήματος 5.12 συμφωνούν πλήρως με εκείνες 

του Σχήματος 2 της [24]. Η απόσταση Δβ/k0=|β1−β2|/k0 λαμβάνει την ελάχιστη τιμή της 0.0011 

στη θέση Λopt=31.287 μm (πολύ κοντά στο 31.268 μm, το οποίο έχει υπολογιστεί στην [24] με 

εφαρμογή της Θεωρίας Floquet-Bloch). Εξάλλου, η βέλτιστη περίοδος των γραμμοσειρών, η 

προβλεπόμενη από τη Θεωρία Συζευγμένων Ρυθμών, εμφανίζεται στο σημείο τομής Λcm=31.463 

μm των ευθειών Ν2/k0 και Ν1/k0−λ/Λ. Όπως εξηγήσαμε στο εδάφιο 5.2.1, η μικρή διαφορά 

μεταξύ των Λopt και Λcm οφείλεται στις προσεγγίσεις, που επιβάλλονται από τη Θεωρία 

Συζευγμένων Ρυθμών. 
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Περαιτέρω, για να μελετήσουμε την εξάρτηση των σταθερών διάδοσης από τα γεωμετρικά 

χαρακτηριστικά (bi, li, t) των γραμμοσειρών κατά μήκος του z-άξονα, εισάγουμε το duty cycle 

των γραμμοσειρών 

1 100%
t

ii
l

dc ==
Λ

∑         

Το Σχήμα 5.13 εμφανίζει την απόσταση Δβ/k0=|β1−β2|/k0 συναρτήσει της περιόδου Λ των 

γραμμοσειρών για μεταβλητό duty cycles dc και πλήθος t των ορθογωνίων. Εξάλλου, ο Πίνακας 

5.4 παριστάνει τις βέλτιστες περιόδους Λopt και τα βέλτιστα μήκη σύζευξης Lc, που 

προσδιορίζονται από την ελάχιστη τιμή του Δβ/k0, όπως δείχνει το Σχήμα 5.13. Η ελάχιστη τιμή 

2×10−4 του min(Δβ/k0) αντιστοιχεί σε dc=25%, t=2 και το ελάχιστο μήκος σύζευξης 0.682 mm 

σε dc=50%, t=1 (δυαδικές γραμμοσειρές). Επειδή αποδοτική μεταφορά της φωτεινής ισχύος 

εξασφαλίζεται μόνο όταν οι δύο ρυθμοί έχουν σχεδόν ίδιες σταθερές διάδοσης, είναι λογικό να 

επιλέξουμε dc=25% και t=2. Όμως, το μεγάλο μήκος σύζευξης Lc=3.75 mm, το οποίο 

αντιστοιχεί σε dc=25% και t=2, θα μπορούσε να καταστεί απαγορευτικό (εξαιτίας των 

περιορισμών οι οποίοι επιβάλλονται από την εξασθένηση των ρυθμών) για τη σύζευξη μιας 

επαρκούς ποσότητας οπτικής ισχύος μεταξύ των κυματοδηγών. Για αυτό, οι επιλογές dc=75% 

και t=1 ή 2 φαίνεται σε ορισμένες περιπτώσεις να είναι καταλληλότερες, επειδή συνδυάζουν μία 

σχετικά μικρή απόσταση Δβ/k0=8×10−4 με ένα όχι υπερβολικά μεγάλο μήκος σύζευξης Lc=0.938 

mm. 

 

dc % t min(|Δβ|/k0) Λopt (μm) Lc (mm) 

1 9×10−4 32.316 0.833 (� 26 Λopt)  

25 2 2×10−4 32.105 3.75 (� 117 Λopt) 

1 1.1×10−3 31.263 0.682 (� 22 Λopt)  

50 2 3×10−4 31.684 2.5 (� 79 Λopt) 

1 8×10−4 30.842 0.938 (� 31 Λopt)  

75 2 8×10−4 30.842 0.938 (� 31 Λopt) 

 

Πίνακας 5.4  Βέλτιστες περίοδοι και βέλτιστα μήκη σύζευξης για μεταβλητό duty cycle και 
πλήθος ορθογωνίων ανά επανάληψη των γραμμοσειρών, όπως δείχνει το Σχήμα 5.13. 

 

 



 

161 

 

Σχήμα 5.13  Απόσταση Δβ/k0=|β1−β2|/k0 συναρτήσει της περιόδου Λ των γραμμοσειρών, για 
μεταβλητά duty cycles dc και πλήθη t των ορθογωνίων. 

 

5.2.6. Συζεύκτης με δύο γραμμοσειρές 
 

Στο εδάφιο αυτό, διερευνούμε συζεύκτη με γραμμοσειρές και στους δύο κυματοδηγούς με 

παραμέτρους n1=1, n2=3.3, n3=n5=3.2, n4=3.5, n6=n7=3.2, d2=1μm, 2d3=1μm, d4=0.3μm, 

w1=w2=0.1μm, t=1, b1=l1=a1=s1=Λ/2, λ=1.5μm. Ο Marcuse [7] έχει ήδη μελετήσει τον 

αντίστοιχο συζεύκτη χωρίς γραμμοσειρές και σημειώσει ότι οι θεμελιώδεις ρυθμοί των δύο 

απομονωμένων κυματοδηγών χωρίς γραμμοσειρές έχουν σημαντικά διαφορετικές σταθερές 

διάδοσης (N1
ng/k0=3.2559, N2

ng/k0=3.3243), και συνεπώς αρκετά λίγη ισχύς μπορεί να 

ανταλλαγεί μεταξύ των δύο κυματοδηγών. 

Στο Σχήμα 5.14 εμφανίζονται οι μεταβολές των φανταστικών μερών β1/k0 και β2/k0 των 

σταθερών διάδοσης των ρυθμών γραμμοσειρών συναρτήσει της περιόδου Λ των γραμμοσειρών. 

Η απόσταση Δβ/k0 λαμβάνει την ελάχιστη τιμή της 0.0011 στη θέση Λopt=31.842 μm, όπου το 

αντίστοιχο μήκος σύζευξης είναι Lc=0.683mm. Εξάλλου, αξίζει να σημειώσουμε ότι ο 

ασυμμετρικός συζεύκτης γραμμοσειρών, που έχει προταθεί από τον Marcuse [9], παρουσιάζει 

κατά προσέγγιση μήκος σύζευξης Lc=5mm (βλ. Σχήμα 3a της [9]). Οπωσδήποτε, φαίνεται ότι 

αυτό το μεγάλο μήκος σύζευξης δεν θα οδηγούσε σε αποδοτική σύζευξη της οπτικής ισχύος 

μεταξύ των δύο κυματοδηγών, ακόμα και στις περιπτώσεις συζευκτών με μέτριες σταθερές 
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εξασθένησης. Όμως, οι απώλειες εξασθένησης του συζεύκτη γραμμοσειρών με Lc=0.683mm, ο 

οποίος προτείνεται εδώ, δεν επηρεάζουν σημαντικά την ποσότητα της μεταφερόμενης ενέργειας. 

Συνεπώς, η παρουσία των δύο γραμμοσειρών παρέχει ευελιξία στη σχεδίαση των συζευκτών 

γραμμοσειρών, επιφέροντας σημαντική βελτίωση της αποδοτικότητας του μηχανισμού 

μεταφοράς ενέργειας. 

 

 

Σχήμα 5.14  β1/k0 και β2/k0 συναρτήσει της περιόδου Λ των γραμμοσειρών, για τον 
ασυμμετρικό συζεύκτη με γραμμοσειρές και στους δύο κυματοδηγούς του εδαφίου 5.2.6. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΕΠΙΣΚΟΠΗΣΗ, ΣΥΓΚΡΙΤΙΚΗ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ ΚΑΙ ΠΡΟΟΠΤΙΚΕΣ 

 

Στο Κεφάλαιο αυτό συνοψίζονται η χρησιμότητα και η σημασία των συζευκτών 

γραμμοσειρών και επισκοπούνται οι προγενέστερες μέθοδοι μελέτης των ηλεκτρομαγνητικών 

φαινομένων, τα οποία εμφανίζονται στις διατάξεις αυτές. Επίσης, επισημαίνονται η πρωτοτυπία 

της μεθοδολογίας και των αριθμητικών αποτελεσμάτων και αξιολογούνται συγκριτικά με 

αντίστοιχα προυπάρχοντα αποτελέσματα. Τέλος, ενδεικνύονται οι γενικές κατευθύνσεις της 

μελλοντικής εργασίας. 

 

Χρηστικότητα και αρχή λειτουργίας των συζευκτών γραμμοσειρών 

 

Οι συζεύκτες γραμμοσειρών αποτελούν βασικά δομικά στοιχεία σημαντικών οπτικών 

διατάξεων, οι οποίες χρησιμοποιούνται ευρέως στα σύγχρονα οπτικά δίκτυα. Μεταξύ των 

οπτικών διατάξεων συγκαταλέγονται τα οπτικά φίλτρα επιλογής συχνοτήτων, οι πολυπλέκτες 

και αποπολυπλέκτες, τα συντονιζόμενα lasers και τα lasers κατανεμημένης ανάδρασης καθώς 

επίσης και οι οπτικοί διακόπτες. 

Η γενική αρχή λειτουργίας ενός κατευθυντικού συζεύκτη συνοψίζεται ως εξής: Ένας από 

τους δύο κυματοδηγούς ορίζεται ως θύρα εισόδου και ο άλλος ως θύρα εξόδου του οπτικού 

σήματος. Ισχύς εισόδου εισέρχεται στη θύρα εισόδου και μετά από ένα ορισμένο μήκος ένα 

ποσοστό της ισχύος εισόδου συζευγνύεται στον άλλο κυματοδηγό και εξέρχεται ως ισχύς εξόδου 

από τη θύρα εξόδου. Αναζητούμε τις βέλτιστες τιμές των φυσικών και γεωμετρικών 

παραμέτρων της διάταξης, οι οποίες μεγιστοποιούν το ποσοστό της ισχύος εισόδου που 

μεταβιβάζεται στη θύρα εξόδου. Η κύρια συνεισφορά των γραμμοσειρών συνίσταται στην 

ουσιαστική ενίσχυση της διαδικασία σύζευξης του φωτός από τον ένα κυματοδηγό στον άλλο, 

συνταιριάζοντας τα διαφορετικά γεωμετρικά και φυσικά χαρακτηριστικά των δύο κυματοδηγών. 

 

Προγενέστερες μεθοδολογίες 

 

Τα ηλεκτρομαγνητικά φαινόμενα, που εμφανίζονται στις διατάξεις των συζευκτών 

γραμμοσειρών, έχουν ήδη μελετηθεί με αρκετές μεθόδους. Αντικείμενα των μελετών αυτών 

αποτελούν ο καθορισμός των μεταβολών, που επιφέρει στις σταθερές διάδοσης των 

κυματοδηγούμενων ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων η παρουσία των γραμμοσειρών, και ο 
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προσδιορισμός των τιμών των φυσικών και γεωμετρικών χαρακτηριστικών των γραμμοσειρών 

(πάχος, περίοδος, δείκτης διάθλασης) για τις οποίες επιτυγχάνεται η βέλτιστη ανταλλαγή 

φωτεινής ισχύος μεταξύ των δύο κυματοδηγών. 

Οι κύριες μέθοδοι μελέτης του προβλήματος, που έχουν εμφανιστεί στη βιβλιογραφία, 

είναι οι μέθοδοι διαταραχών, η θεωρία των συζευγμένων ρυθμών και η θεωρία Floquet-Bloch. Οι 

μέθοδοι διαταραχών αποσαφηνίζουν οπωσδήποτε την εικόνα της φυσικής διαδικασίας της 

σύζευξης, αλλά οδηγούν μόνο σε προσεγγιστικά αποτελέσματα. Η ακρίβεια των λύσεων, οι 

οποίες επιτυγχάνονται με εφαρμογή της θεωρίας των συζευγμένων ρυθμών, προϋποθέτει 

αρκετούς περιορισμούς, όπως μικρό πάχος γραμμοσειρών, μεγάλη απόσταση διαχωρισμού των 

δύο κυματοδηγών και μικρές διαφορές των δεικτών διάθλασης των εμπλεκομένων μέσων. Οι 

τεχνικές, οι οποίες στηρίζονται στη θεωρία Floquet-Bloch, οδηγούν σε ακριβή αποτελέσματα, 

αναφερόμενα στην επίδοση των συζευκτών γραμμοσειρών, των οποίων όμως η ακρίβεια 

εξαρτάται από την αριθμητική επίλυση συστημάτων γραμμικών διαφορικών εξισώσεων πρώτης 

τάξεως. 

 

Μεθοδολογία της διατριβής 

 

Για τη μελέτη των φαινομένων κυματοδήγησης σε συζεύκτες γραμμοσειρών αναπτύσσεται 

και εφαρμόζεται μεθοδολογία ολοκληρωτικών εξισώσεων, η οποία συνδυάζει ημιαναλυτικές 

τεχνικές ολοκληρωτικών εξισώσεων, που επιλύονται με εφαρμογή της Μεθόδου των Ροπών με 

συναρτήσεις βάσης συνολικού χώρου. Ειδικότερα, με εφαρμογή της μεθόδου Sommerfeld 

επιτυγχάνεται Fourier ολοκληρωτική αναπαράσταση της συνάρτησης Green του ομογενούς 

(χωρίς γραμμοσειρές) προβλήματος. Περαιτέρω, διατυπώνεται ολοκληρωτική εξίσωση ως προς 

το ηλεκτρικό πεδίο κυμάτων, τα οποία διαδίδονται κατά μήκος του άξονα του συζεύκτη. Για τη 

λύση της εν λόγω ολοκληρωτικής εξίσωσης εφαρμόζονται τεχνικές Galerkin συνολικού χώρου, 

οι οποίες οδηγούν σε συγκεκριμένο ομογενές γραμμικό σύστημα. Οι σταθερές διάδοσης των 

κυματοδηγούμενων ρυθμών είναι οι τιμές εκείνες για τις οποίες το εν λόγω σύστημα έχει μη 

τετριμμένη λύση. 

 

Πρωτοτυπία της μεθοδολογίας και των αποτελεσμάτων 

 

Η κύρια πρωτοτυπία της Διδακτορικής Διατριβής συνίσταται στην εισαγωγή μεθοδολογίας 

ολοκληρωτικών εξισώσεων, η οποία αναπτύσσεται και εφαρμόζεται στη μελέτη των φαινομένων 

κυματοδήγησης σε συζεύκτες γραμμοσειρών. Εξάλλου, η αριθμητική υλοποίηση της 



 

165 

μεθοδολογίας παράγει αρκετά πρωτότυπα και ενδιαφέροντα αριθμητικά κυρίως αποτελέσματα, 

αναφερόμενα στη βέλτιστη σχεδίαση των χαρακτηριστικών των γραμμοσειρών, τα οποία 

προσφέρουν το ελάχιστο δυνατό μήκος σύζευξης και τη μέγιστη δυνατή αποδοτικότητα 

σύζευξης. 

 

Συγκριτική αξιολόγηση της μεθοδολογίας και των αποτελεσμάτων 

 

Τα συγκριτικά πλεονεκτήματα της αναπτυσσόμενης μεθοδολογίας έναντι των μεθόδων 

διαταραχών, θεωρίας των συζευγμένων ρυθμών και θεωρίας Floquet-Bloch εντοπίζονται στην 

ακρίβεια, την απλότητα καθώς επίσης και την αριθμητική αποδοτικότητα (μεγάλη ακρίβεια των 

αποτελεσμάτων με χρήση μικρού αριθμού όρων των αναπτυγμάτων). Εξάλλου, η 

χρησιμοποιούμενη μεθοδολογία δίνει ακριβή αποτελέσματα για γραμμοσειρές μεγάλου πάχους 

και για ισχυρά συζευγμένους κυματοδηγούς, ενώ οι προγενέστερες μέθοδοι προϋποθέτουν 

σημαντικούς περιορισμούς των φυσικών και γεωμετρικών παραμέτρων των γραμμοσειρών. 

Ιδιαιτέρως, αξίζει να σημειώσουμε ότι εκφράζεται αναλυτικά η συνάρτηση Green και 

υπολογίζονται αναλυτικά όλα τα εμφανιζόμενα ολοκληρώματα με συνέπειες τη σημαντική 

μείωση του υπολογιστικού κόστους, την αύξηση της ακρίβειας των αποτελεσμάτων και την 

επίτευξη λύσεως χωρίς άλλες προσεγγίσεις εκτός εκείνης της τελικής κολόβωσης του γραμμικού 

συστήματος. 

Τα αριθμητικά αποτελέσματα της Διατριβής υπερτερούν σημαντικά σε αξιοπιστία και 

ακρίβεια των αντιστοίχων αποτελεσμάτων, τα οποία επιτυγχάνονται με τις προγενέστερες 

μεθόδους. Επίσης, ερμηνεύονται και αξιολογούνται για πρώτη φορά οι επιδράσεις του πάχους, 

του δείκτη διάθλασης και του κύκλου καθήκοντος των γραμμοσειρών ως επιπροσθέτων 

μηχανισμών ελέγχου της βέλτιστης συμπεριφοράς του συζεύκτη. Η αξιολόγηση των 

αποτελεσμάτων αυτών διαμορφώνει συγκεκριμένες τεχνικές-σχεδιαστικές προδιαγραφές της υπό 

μελέτη διάταξης, οι οποίες μπορεί να αξιοποιηθούν κατάλληλα σε πολλές εφαρμογές της 

ολοκληρωμένης οπτικοηλεκτρονικής. 

 

Μελλοντική εργασία 

 

Η αναπτυχθείσα μεθοδολογία εφαρμόζεται για τη μελέτη των φαινομένων σύζευξης και 

κυματοδήγησης σε συζεύκτη γραμμοσειρών με περιοδικές γραμμοσειρές απείρου πλήθους. Σε 

αρκετές εφαρμογές η συνθήκη της άπειρης περιοδικότητας μπορεί να είναι αποδεκτή. Όμως, σε 

ορισμένες περιπτώσεις είναι επίσης χρήσιμο να μοντελοποιηθούν γραμμοσειρές με πεπερασμένο 
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μήκος. Οι πεπερασμένες γραμμοσειρές έχουν διαφορετικά χαρακτηριστικά περίθλασης από τις 

άπειρες εξαιτίας των φαινομένων άκρων, τα οποία προκαλούνται από τους τερματισμούς των 

πεπερασμένων γραμμοσειρών. Η παρούσα μελέτη των φαινομένων κυματοδήγησης σε συζεύκτη 

με άπειρες περιοδικές γραμμοσειρές χρησιμοποιεί κατά ουσιαστικό τρόπο το Θεώρημα Floquet, 

το οποίο ισχύει όμως μόνο για μέσα με περιοδική μεταβολή του δείκτη διάθλασης. Προκειμένου 

να μελετήσουμε συζεύκτες με πεπερασμένες γραμμοσειρές απαιτούνται κατάλληλες 

προσαρμογές και βελτιώσεις της αναπτυχθείσας μεθοδολογίας, τις οποίες θα προσπαθήσουμε να 

διατυπώσουμε και να αξιοποιήσουμε στη μελλοντική εργασία. Το εν λόγω πρόβλημα δεν 

αντιμετωπίζεται πλέον ως πρόβλημα αναζήτησης των μη τετριμμένων λύσεων ενός ομογενούς 

γραμμικού συστήματος, αλλά πρέπει να αντιμετωπιστεί ως ένα πρόβλημα σκέδασης-

περίθλασης, το οποίο οδηγεί σε ένα μη ομογενές γραμμικό σύστημα. 

Στη Διδακτορική Διατριβή εξετάζεται το πρόβλημα κυματοδήγησης σε συζεύκτη 

γραμμοσειρών. Όμως, παρουσιάζει επίσης ιδιαίτερο ενδιαφέρον και η μελέτη του προβλήματος 

σκέδασης επιπέδου κύματος από διάταξη κυματοδηγού γραμμοσειρών. Η αναπτυχθείσα 

μεθοδολογία μπορεί να εφαρμοστεί με ορισμένες απαραίτητες τροποποιήσεις και επεκτάσεις και 

για τη μελέτη του εν λόγω προβλήματος σκέδασης. Συγκεκριμένα, με εφαρμογή της Μεθόδου 

των Ροπών με τεχνικές Galerkin συνολικού χώρου διαμορφώνεται ένα επιλύσιμο μη ομογενές 

γραμμικό αλγεβρικό σύστημα, του οποίου οι λύσεις χρησιμοποιούνται για τον προσδιορισμό του 

σκεδαζόμενου σε όλες τις περιοχές του χώρου και μεταδιδόμενου στον κυματοδηγό ηλεκτρικού 

πεδίου. 

Η σχεδίαση ενός συζεύκτη γραμμοσειρών συνίσταται στην κατάλληλη επιλογή των 

βέλτιστων φυσικών και γεωμετρικών χαρακτηριστικών των κυματοδηγών και των 

γραμμοσειρών, τα οποία προσφέρουν το ελάχιστο δυνατό μήκος σύζευξης και τη μέγιστη 

δυνατή αποδοτικότητα σύζευξης. Η εν λόγω βελτιστοποίηση στη Διδακτορική Διατριβή 

επιτυγχάνεται χωριστά για κάθε χαρακτηριστικό μέγεθος της διάταξης (θεωρώντας τα υπόλοιπα 

μεγέθη σταθεροποιημένα). Όμως, η εφαρμογή προχωρημένων τεχνικών βελτιστοποίησης, όπως 

είναι π.χ. οι Γενετικοί Αλγόριθμοι, οι οποίοι εκτελούν μία τυχαία αναζήτηση για το ολικό 

βέλτιστο στον πολυδιάστατο χώρο των παραμέτρων βελτιστοποίησης, θα μπορούσε να 

προσδιορίσει μία πιο αποδοτική βελτιστοποίηση χωρίς τους προηγούμενους περιορισμούς 

(δηλαδή με την ταυτόχρονη μεταβολή όλων των χαρακτηριστικών μεγεθών της διάταξης). 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 

 

ΣΥΜΜΕΤΡΙΑ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ GREEN 

 

Στο Παράρτημα αυτό επιβεβαιώνεται η αρχή ότι η εναλλαγή των θέσεων παρατήρησης και 

διέγερσης στη διάταξη δύο απείρων συμμετρικών διηλεκτρικών πλακών διατηρεί το ηλεκτρικό 

πεδίο. Για το σκοπό αυτό υπενθυμίζουμε καταρχήν από την παράγραφο 3.3 ότι ως συνάρτηση 

Green G(r;r΄) στη συγκεκριμένη διάταξη ορίζεται το ηλεκτρικό πεδίο Ey(x,z) (απόκριση), το 

οποίο παράγεται στη διάταξη από τη ρευματική πηγή (διέγερση) της (3.19). Η ισχύς της 

προαναφερομένης αρχής εξασφαλίζεται από το ακόλουθο θεώρημα. Η εν λόγω αρχή, εκτός από 

τη θεωρητική της σημασία, μπορεί να χρησιμοποιηθεί ουσιαστικά και για την απλούστευση 

(συντόμευση) των υπολογισμών προς εύρεση της συνάρτησης Green σε πολυστρωματικά μέσα 

(layered media). 

 

Θεώρημα 

 

Η συνάρτηση Green 2( ; ), ,G ′ ′∈r r r r \  της διάταξης δύο απείρων συμμετρικών 

διηλεκτρικών πλακών είναι συμμετρική, δηλαδή ισχύει 

 
2( ; ) ( ; ), ,G G′ ′ ′= ∀ ∈r r r r r r \       

 

Απόδειξη  Στο παρακάτω Σχήμα σχεδιάζεται κατάλληλος διαχωρισμός σε ορθογώνια Di 

(i=1,…,5) του τμήματος της διάταξης δύο απείρων συμμετρικών διηλεκτρικών πλακών, το οποίο 

ευρίσκεται εντός ορθογωνίου L, και ο οποίος διαχωρισμός εξυπηρετεί την εφαρμογή των τύπων 

του Green. Τα ορθογώνια Di (i=1,…,5) προκύπτουν ως τομές του ορθογωνίου L με τη διάταξη 

των δύο πλακών. 
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Σχήμα 6.1  Διαχωρισμός κατάλληλου τμήματος της διάταξης δύο απείρων συμμετρικών 

διηλεκτρικών πλακών από ένα ορθογώνιο. 
 

Εφαρμόζοντας το δεύτερο τύπο του Green για τις συναρτήσεις Green G(r;r1) και G(r;r2), 
2

1 2, ∈r r \  σε κάθε ορθογώνιο Di, λαμβάνουμε 

[ ]

2 2
1 2 2 1

1 2 2 1

( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )

ˆ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )
i

i

D

D

G G G G dxdz

G G G G dl
∂

⎡ ⎤∇ − ∇⎣ ⎦

= ∇ − ∇ ⋅

∫∫

∫ i

r r r r r r r r

r r r r r r r r nv
    (Α.1) 

όπου in̂  είναι το μοναδιαίο εξωτερικό κάθετο διάνυσμα του ∂Di. Αθροίζοντας κατά μέλη τις 

(Α.1) και λαμβάνοντας υπόψη ότι 
in

GG
∂
∂

=∇⋅in̂ , ευρίσκουμε 

5

1

2 2
1 2 2 1

1 2 2 1

( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )

( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )

i
i

D

i i
D

G G G G dxdz

G G G G dl
n n

=

∂

⎡ ⎤∇ − ∇⎣ ⎦

⎡ ⎤∂ ∂
= −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
∑

∫∫

∫

r r r r r r r r

r r r r r r r rv
   (Α.2) 

όπου ii
DD

5

1=
∪= . Επειδή, όπως αναφέραμε στην παράγραφο 3.3, οι συναρτήσεις 1 2( ; ), ( ; )G Gr r r r  

1( ; )G
x

∂
∂
r r  και 2( ; )G

x
∂

∂
r r  προϋποτίθενται συνεχείς στο ορθογώνιο D και τα μοναδιαία 
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διανύσματα κατά μήκος των κοινών πλευρών των διαδοχικών ορθογωνίων D1-D5 είναι αντίθετα, 

τα αντίστοιχα επικαμπύλια ολοκληρώματα αλληλοεξουδετερώνονται. Έτσι το άθροισμα των 

επικαμπυλίων ολοκληρωμάτων στο δεύτερο μέλος της (Α.2) εκφράζεται ως επικαμπύλιο 

ολοκλήρωμα κατά μήκος του συνόρου ∂D του D και επομένως η (Α.2) γράφεται 
2 2

1 2 2 1

1 2 2 1

( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )

( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )

D

i iD

G G G G dxdz

G G G G dl
n n∂

⎡ ⎤∇ − ∇⎣ ⎦

⎡ ⎤∂ ∂
= −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

∫∫

∫

r r r r r r r r

r r r r r r r rv
    

Περαιτέρω επειδή οι συναρτήσεις 1( ; )G r r  και 2( ; )G r r  είναι λύσεις της εξίσωσης Helmholtz 

(3.20), παρατηρούμε ότι η τελευταία εκφράζεται ως εξής 

( ) ( )

( ) ( )
1 3 5

2 4

2 2 2 2
1 0 0 2 2 2 0 0 1 1

2 2 2 2
1 0 1 2 2 2 0 1 1 1

1 2 2 1

( ; ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( ; ) ( )

( ; ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( ; ) ( )

( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )

D D D

D D

i iD

G k n G G k n G dxdz

G k n G G k n G dxdz

G G G G dl
n n

δ δ

δ δ

∪ ∪

∪

∂

⎡ ⎤− − − − − − −⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − − − − − − − =⎣ ⎦

⎡ ⎤∂ ∂
−⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

∫∫

∫∫

r r r r r r r r r r r r

r r r r r r r r r r r r

r r r r r r r r LI≡∫v

  

η οποία, όπως διαπιστώνεται εύκολα, ισοδύναμα γράφεται 

[ ]1 2 2 1( ; ) ( ) ( ; ) ( ) L
D

G G dxdz Iδ δ− − + − =∫∫ r r r r r r r r      

Όταν οι πλευρές του ορθογωνίου L τείνουν στο άπειρο, οπότε το D τείνει στο 2\ , θα 

έχουμε 

[ ]

[ ]
2

2

1 2 2 1

1 2 2 1

( ; ) ( ) ( ; ) ( )

lim ( ; ) ( ) ( ; ) ( )

lim

D
D

LL

G G dxdz

G G dxdz

I

δ δ

δ δ
→

→∞

− − + −

= − − + −

=

∫∫

∫∫

r r r r r r r r

r r r r r r r r
\

\
   (Α.3) 

Εξάλλου λαμβάνοντας υπόψη το γνωστό ορισμό της γενικευμένης συνάρτησης δ(r), 

συμπεραίνουμε ότι ισχύει 

 

[ ]
2

1 2 2 1 2 1 1 2( ; ) ( ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( ; )G G dxdz G Gδ δ− − + − = − +∫∫ r r r r r r r r r r r r
\

  (Α.4) 

 

Για τον υπολογισμό του επικαμπυλίου ολοκληρώματος ΙL παρατηρούμε τα εξής: 
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α) Σύμφωνα με την [77] η συνάρτηση Green κατά μήκος των πλευρών L1 και L3 του ορθογωνίου 

L έχει την ασυμπτωτική συμπεριφορά 
0 0

( ; ) ~ ( )
jk n reG f
r

ϕ
−

′r r   0 0 0 0
3/ 2

2 1( ; ) ~ ( ) ,
2

jk n r jk n rG f e r
r r

ϕ −′ − −∂
→∞

∂
r r  (Α.5) 

ενός σκεδαζόμενου κυλινδρικού κύματος, όπου 2 2r x z= +  και ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

z
xarctanϕ . Καθώς οι 

πλευρές L1 και L3 τείνουν στο άπειρο, οπότε r→∞, όπως διαπιστώνεται εύκολα τα αντίστοιχα 

επικαμπύλια ολοκληρώματα τείνουν στο μηδέν, δηλαδή 
1 3

1 3

lim lim 0L LL L
I I

→∞ →∞
= = . 

 

β) Κατά μήκος της πλευράς L4 του ορθογωνίου L δεν είναι δυνατόν να θεωρήσουμε την 

ασυμπτωτική έκφραση (Α.5), διότι η πλευρά L4 τέμνει τις δύο πλάκες. Όμως σύμφωνα με την 

([70], παρ. 2.5) η διέγερση από μία ρευματική πηγή παράγει βαθμωτό πεδίο, το οποίο 

εκφράζεται ως υπέρθεση ενός πεδίου με διακριτό και ενός πεδίου με συνεχές φάσμα. Κατά 

συνέπεια η συνάρτηση Green κατά μήκος της L4 εκφράζεται ως εξής 

( )

1 0

( ; ) ( ) ( , ) ( ) , 1, 2m

N
j zi j z

i m m i
m

G A U x e x A e d iβ β ρϕ ρ ρ ρ
+∞

− −

=

= + =∑ ∫r r   (Α.6) 

όπου βm (m=1,…,N) οι σταθερές διάδοσης των κυματοδηγούμενων άρτιων και περιττών 

επιφανειακών ρυθμών, 2,1),(, =iAA i
i
m ρ  οι συντελεστές ανάπτυξης και 22

0
2
0)( ρρβ −= nk  με 

Im(β(ρ))≤0 οπότε το ολοκλήρωμα, το οποίο εμφανίζεται στην (Α.6) πληρεί τη συνθήκη 

ακτινοβολίας. Εξάλλου, σύμφωνα με την ([70], παρ. 2.5), οι συναρτήσεις ανάπτυξης Um(x) και 

φ(x,ρ) είναι κατάλληλες λύσεις της κυματικής εξίσωσης και ικανοποιούν τις σχέσεις 

ορθογωνιότητας 

1,
( ) ( ) :

0,m m mm

m m
U x U x dx

m m
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= 0),()( dxxxU ρϕ           

Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις (Α.6) των 1( ; )G r r  και 2( ; )G r r  στο επικαμπύλιο ολοκλήρωμα 

4
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i iL

I G G G G dl
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και λαμβάνοντας υπόψη ότι G
z

G
ni ∂

∂
=

∂
∂ , ευρίσκουμε 
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j A U x e j x A e d

A U x e x A e d
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( ) ( ) ( , ) ( )n
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nU x e j x A e dβ β ρβ ρ ϕ ρ ρ ρ
+∞

− −

=
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⎪⎣ ⎦⎭

∑ ∫

 (Α.8) 

Τώρα εναλλάσσοντας στην (Α.8) την τάξη ολοκλήρωσης και χρησιμοποιώντας τις σχέσεις 

ορθογωνιότητας (Α.7), διαπιστώνουμε χωρίς δυσκολία ότι ισχύει 

4

1 2

( )1 2
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∑

∫ ∫
  

από την οποία προκύπτει αμέσως ότι 
4

4

lim 0LL
I

→∞
= . 

 

γ) Θεωρώντας το αντίστοιχο του αναπτύγματος (Α.6) κατά μήκος της πλευράς L2 με οδεύοντα 

κύματα προς το z = −∞  και επαναλαμβάνοντας τη διαδικασία της περίπτωσης β), 

συμπεραίνουμε επίσης ότι 
2

2

lim 0LL
I

→∞
= . 

 

Συνοψίζοντας τις περιπτώσεις α), β) και γ), συμπεραίνουμε ότι 

1 2 3 4
1 2 3 4

lim lim lim lim lim 0L L L L LL L L L L
I I I I I

→∞ →∞ →∞ →∞ →∞
= + + + =     (Α.9) 

Τέλος συνδυάζοντας τις (Α.3), (Α.4) και (Α.9), ευρίσκουμε 2 1 1 2( ; ) ( ; ) 0G G− + =r r r r , 

δηλαδή ισχύει 
2

2 1 1 2 1 2( ; ) ( ; ) ,G G= ∀ ∈r r r r r r \       

και το θεώρημα αποδείχτηκε. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β 

 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΑΠΑΙΤΟΥΜΕΝΑ 

 

Ένα φραγμένο 2S ⊆ \  ονομάζεται Jordan μετρήσιμο όταν η σταθερή συνάρτηση 

1: S → \  είναι Riemann ολοκληρώσιμη. Μία συνάρτηση 2:f →\ ^  ονομάζεται τοπικά 

Riemann ολοκληρώσιμη, όταν η f είναι Riemann ολοκληρώσιμη σε κάθε Jordan μετρήσιμο 
2S ⊆ \ . Όταν η f είναι συνεχής, τότε είναι και τοπικά Riemann ολοκληρώσιμη ([49], σελ. 375, 

Satz 16). 

 

Έστω 2:f →\ ^  τοπικά Riemann ολοκληρώσιμη συνάρτηση. Ως γενικευμένο διπλό 

ολοκλήρωμα της f ορίζεται το όριο 

2

( , ) lim ( , )
n

n
M

f x y dxdy f x y dxdy
→∞

=∫∫ ∫∫
\

     (Β.1) 

όπου Μn είναι ακολουθία Jordan μετρήσιμων υποσυνόλων του 2\  με τις ιδιότητες 

a) 2

1

( )n
n

M
∞

=

=\ ∪  

b) 1( ) ( ),n ncl M Int M n+⊆ ∀ ∈`  

(βλ. [49], σελ. 422, Definition 2). 

 

Εξάλλου, υπενθυμίζουμε του ορισμούς: 

• Μία συνάρτηση 2:f →\ ^  ονομάζεται μετρήσιμη όταν υπάρχει ακολουθία (sn) 

κλιμακωτών συναρτήσεων 2:ns →\ ^  με 

. .ns f a eμ→ −  

(μ το μέτρο Lebesque του 2\ ) 

• Μία συνάρτηση 2:f →\ ^  ονομάζεται Lebesque ολοκληρώσιμη όταν η f είναι 

μετρήσιμη και ισχύει 

2

| |f dμ < +∞∫
\

. 

• Ο χώρος των Lebesque απολύτως ολοκληρωσίμων συναρτήσεων του 2\  

2

1 2 2( ) : , μετρήσιμη και | |L f f f dμ
⎧ ⎫⎪ ⎪= → < +∞⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫
\

\ \ ^ .    
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• Ο χώρος των Lebesque τετραγωνικά ολοκληρωσίμων συναρτήσεων του 2\  

2

2 2 2 2( ) : , μετρήσιμη και | |L f f f dμ
⎧ ⎫⎪ ⎪= → < +∞⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫
\

\ \ ^  .   

Έστω μία συνάρτηση 1 2( )f L∈ \ , η οποία είναι τοπικά Riemann ολοκληρώσιμη. Τότε, 

εφαρμόζοντας το κλασικό θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesque, συμπεραίνουμε ότι 

ισχύει 

2 2

( , )f x y dxdy f dμ=∫∫ ∫
\ \

      (Β.2) 

Έτσι, λαμβάνοντας υπόψη τη σ-προσθετικότητα του ολοκληρώματος Lebesque και την 

(Β.2), διαπιστώνουμε ότι ισχύει 

2 1

( , ) ( , )
n

n S

f x y dxdy f x y dxdy
+∞

=

=∑∫∫ ∫∫
\

        (Β.3) 

για κάθε μετρήσιμη αριθμήσιμη διαμέριση (Sn) του 2\  (Sn Lebesque μετρήσιμο υποσύνολο του 

2\ , |n mS S n m∩ =∅ ≠  και 2

1
n

n

S
∞

=

= \∪ ). 

Μία συνάρτηση :[ , ]f a b ⊆ →\ ^  ονομάζεται τμηματικά λεία, όταν υπάρχει μία 

διαμέριση { }0 1 ... NP a t t t b= < < < < =  του [a,b], έτσι ώστε να ισχύουν 

i) Η f είναι C1 σε κάθε ανοικτό διάστημα (ti–1, ti), i=1,…,N. 

ii) Υπάρχουν τα πλευρικά όρια ( )if t+ , ( )if t− , ( )if t+′  και ( )if t−′  στα διαμεριστικά 

σημεία ti της διαμέρισης P. 

Εξάλλου, μία συνάρτηση :f →\ ^  ονομάζεται τμηματικά λεία, όταν είναι τμηματικά λεία σε 

κάθε κλειστό υποδιάστημα [a,b] του \ . 

Έστω :f →\ ^  μία Λ-περιοδική Riemann ολοκληρώσιμη συνάρτηση. Τότε, η σειρά 
2
Λ ,

nj t

n
n

c e t
π+∞

=−∞

∈∑ \ , όπου 

Λ 2
Λ1 ( )

Λ

a nj

n
a

c f e d
π ψ

ψ ψ
+

−
= ∫        

για τυχόν a∈\  ονομάζεται σειρά Fourier της συναρτήσεως f και οι μιγαδικοί αριθμοί cn 

συντελεστές Fourier της συνάρτησης f. Αν :f →\ ^  είναι Λ-περιοδική και τμηματικά λεία 

συνάρτηση, τότε ισχύει 
2
Λ 1 ( ( ) ( )),

2

nj t

n
n

c e f t f t t
π+∞

+ −

=−∞

= + ∈∑ \     (Β.4) 
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(βλ. π.χ. [50], Theorem 8.16). 

Εξάλλου, όταν η συνάρτηση f είναι Λ-περιοδική, συνεχής και τμηματικά λεία, τότε η 

αντίστοιχη σειρά Fourier συγκλίνει απολύτως και ομοιόμορφα προς τη συνάρτηση f, δηλαδή 

ισχύει 
2
Λ( ) ,

nj t

n
n

f t c e t
π+∞

=−∞

= ∈∑ \       (Β.5) 

απόλυτα και ομοιόμορφα (βλ. π.χ. [50], Theorem 8.29). 

Έτσι, όταν :f →\ ^  είναι μία Λ-περιοδική C1 συνάρτηση και η παράγωγος :f ′ →\ ^  

είναι τμηματικά λεία, τότε ισχύει 
2 2
Λ Λ2( ) ( ) ,

Λ

n nj t j t

n n
n n

nf t c e j c e t
π ππ+∞ +∞

=−∞ =−∞

′′ = = ∈∑ ∑ \    (Β.6) 

και η σύγκλιση είναι απόλυτη και ομοιόμορφη. 

Τώρα, έστω 2( , ) :u u x z= →\ ^  μία C2 συνάρτηση, η οποία είναι Λ-περιοδική ως προς τη 

μεταβλητή z. Η συνάρτηση u σύμφωνα με την (Β.5) αναπτύσσεται ως προς τη μεταβλητή z στη 

σειρά Fourier 
2
Λ( , ) ( )

nj z

n
n

u x z x e
π

ϕ
+∞ −

=−∞

= ∑       (B.7) 

Περαιτέρω, υπό την προϋπόθεση ότι η δευτέρα μερική παράγωγος 
2

2

u
z
∂
∂

 είναι τμηματικά λεία, 

εφαρμόζοντας την (Β.6) ευρίσκουμε 
2 22

Λ
2

( , ) 2 ( )
Λ

nj z

n
n

u x z n x e
z

ππ ϕ
+∞ −

=−∞

∂ ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
∑     (B.8) 

Εξάλλου, επειδή η συνάρτηση u εκφράζει στη Διατριβή παράγοντα ηλεκτρικού πεδίου, ο 

προσδιορισμός της εδώ επιτυγχάνεται υπό τις προϋποθέσεις: 
2 22 2
Λ Λ

2 2

( , ) ( ( ) ) ( )
n nj z j z

n n
n n

u x z x e x e
x x

π π

ϕ ϕ
+∞ +∞− −

=−∞ =−∞

∂ ∂ ′′= =
∂ ∂∑ ∑   (Β.9) 

και η συνάρτηση u αποτελεί λύση της εξισώσεως Helmholtz 
2 2

2 2
02 2

( , ) ( , ) ( ) ( , ) 0u x z u x z k n x u x z
x z

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
    (Β.10) 

οι οποίες υπαγορεύονται από τη φυσική του προβλήματος. 

Έτσι, συνδυάζοντας τις (Β.8) έως (Β.10) οδηγούμαστε στη διαφορική εξίσωση 

( )22 2
0( ) ( ) 2 /Λ ( ) 0n nx k n x n xϕ π ϕ⎡ ⎤′′ + − =⎣ ⎦     (Β.11) 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ MATLAB ΓΙΑ ΤΟΝ ΑΣΥΜΜΕΤΡΙΚΟ ΣΥΖΕΥΚΤΗ ΓΡΑΜΜΟΣΕΙΡΩΝ 

 

Ο πίνακας της Μεθόδου των Ροπών με τεχνικές Galerkin συνολικού χώρου για τη διάταξη 

του ασυμμετρικού συζεύκτη γραμμοσειρών, ο οποίος αναλύεται στο Κεφάλαιο 4, παράγεται από 

το ακόλουθο MATLAB script. Ως παράμετροι εισόδου θεωρούνται το μήκος κύματος 

λειτουργίας λ, η τάξη N του truncated συστήματος, η μιγαδική τιμή γ της σταθεράς διάδοσης, τα 

γεωμετρικά χαρακτηριστικά Λ, d2, d3, d4, w1, w2, ai, bi, si, li και τα φυσικά χαρακτηριστικά n1-n7 

του ασυμμετρικού συζεύκτη. Επίσης σημειώνουμε ότι ο πίνακας της Μεθόδου των Ροπών για τη 

διάταξη του συμμετρικού συζεύκτη γραμμοσειρών, ο οποίος αναλύεται στο Κεφάλαιο 3, 

προκύπτει από το εν λόγω MATLAB script για τις επιλογές n1=n3=n5, n2=n4 και d2=d4. 

 

function [logdetA,detA,matA]=A(lam,b,N,n,w,L,d,ai,bi,si,li) 

 

% This function generates the (8N+4)*(8N+4) matrix of the homogeneous linear system 

 

% Input parameters: 

% lam is the wavelength in micrometers 

% b assumed to be the complex propagation constant, 

% corresponding to gamma in the analysis 

% N number of test and expansion functions 

% n vector of the diffraction index with n=[n1,n2,n3,n4,n5,n6,n7] 

% w vector of the grating's width with w=[w1,w2] 

% L grating's period 

% d vector of the slabs thicknesses d=[0,d2,2d3,d4,0] 

% ai,si,bi,li vectors of the discontinuities geometry versus x 

% ai=[a_1,a_2,...,a_t]  si=[s_1,s_2,...,s_t]  bi=[b_1,b_2,...,b_t]  li=[l_1,l_2,...,l_t] 

% ai,si,bi,li are scaled with respect to L, e.g. ai=ai/L 

% Obviously a(i)+s(i)<a(i+1), a(t)+s(t)<1 

% t number of rectangles per iteration 

 

matA=[Aij(lam,b,N,n,w,L,d,ai,si,bi,li,11),Aij(lam,b,N,n,w,L,d,ai,si,bi,li,12);... 

            Aij(lam,b,N,n,w,L,d,ai,si,bi,li,21),Aij(lam,b,N,n,w,L,d,ai,si,bi,li,22)]; 

detA=abs(det(matA)); 
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logdetA=log10(detA); 

 

function out=Aij(lam,b,N,n,w,L,d,ai,si,bi,li,ind) 

 

w=2*pi./lam.*w;  L=2*pi./lam.*L;  d=2*pi./lam.*d;  t=length(ai);  P=50; 

%Propagation constants versus x 

g1=sqrt(((-j*b)+2.*pi/L.*(-P:P)).^2-(n(1))^2);  g2=sqrt(((-j*b)+2.*pi/L.*(-P:P)).^2-(n(2))^2); 

g3=sqrt(((-j*b)+2.*pi/L.*(-P:P)).^2-(n(3))^2);  g4=sqrt(((-j*b)+2.*pi/L.*(-P:P)).^2-(n(4))^2); 

g5=sqrt(((-j*b)+2.*pi/L.*(-P:P)).^2-(n(5))^2);  g6=sqrt(((-j*b)+2.*pi/L.*(-N:N)).^2-(n(6))^2); 

g7=sqrt(((-j*b)+2.*pi/L.*(-N:N)).^2-(n(7))^2); 

% Definition of the auxiliary functions 

Po344=(g4.*cosh(g4.*d(4)./2))+(g3.*sinh(g4.*d(4)./2)); 

Pe344=(g3.*cosh(g4.*d(4)./2))+(g4.*sinh(g4.*d(4)./2)); 

Po544=(g4.*cosh(g4.*d(4)./2))+(g5.*sinh(g4.*d(4)./2)); 

Pe544=(g5.*cosh(g4.*d(4)./2))+(g4.*sinh(g4.*d(4)./2)); 

Po122=(g2.*cosh(g2.*d(2)./2))+(g1.*sinh(g2.*d(2)./2)); 

Pe122=(g1.*cosh(g2.*d(2)./2))+(g2.*sinh(g2.*d(2)./2)); 

Po322=(g2.*cosh(g2.*d(2)./2))+(g3.*sinh(g2.*d(2)./2)); 

Pe322=(g3.*cosh(g2.*d(2)./2))+(g2.*sinh(g2.*d(2)./2)); 

Qo322=(g2.*cosh(g2.*d(2)./2))-(g3.*sinh(g2.*d(2)./2)); 

Qe322=(g3.*cosh(g2.*d(2)./2))-(g2.*sinh(g2.*d(2)./2)); 

Qo344=(g4.*cosh(g4.*d(4)./2))-(g3.*sinh(g4.*d(4)./2)); 

Qe344=(g3.*cosh(g4.*d(4)./2))-(g4.*sinh(g4.*d(4)./2)); 

K3544=0.5*((Qe344.*Po544)-(Qo344.*Pe544));  K3122=0.5*((Qe322.*Po122)-(Qo322.*Pe122)); 

L3544=0.5*((Pe344.*Po544)+(Po344.*Pe544));   L3122=0.5*((Pe322.*Po122)+(Po322.*Pe122)); 

e=exp(-g3.*d(3)); 

% Matrix J contains dependency from disontinuities versus z 

Jmax=max(2*N,N+P);  J=-Jmax:Jmax;  J(Jmax+1)=1; 

if t = =1 

    J1=1./(j*2*pi.*J).*exp(j*2*pi.*J.*ai).*(exp(j*2*pi.*J.*si)-1); 

else 

    J1=1./(j*2*pi.*J).*sum(exp(j*2*pi.*ai'*J).*(exp(j*2*pi.*(si'*J))-1)); 

end 

J1(Jmax+1)=sum(si); 

if t = =1 

    J2=1./(j*2*pi.*J).*exp(j*2*pi.*J.*bi).*(exp(j*2*pi.*J.*li)-1); 

else 
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    J2=1./(j*2*pi.*J).*sum(exp(j*2*pi.*bi'*J).*(exp(j*2*pi.*(li'*J))-1)); 

end 

J2(Jmax+1)=sum(li); 

% Submatrix A11 

if ind = =11 

% Matrix J1mn is matrix J1_m-n of the analysis 

    J1mn=-N:N; 

    J1mn=J1mn(ones(2*N+1,1),:);  J1mn=J1mn.'-J1mn; 

    J1mn=J1(J1mn+Jmax+1);  R1=J1mn; 

    J1mn=[J1mn J1mn;J1mn J1mn];   

% Matrix K1 containing dependence from discontinuities versus x 

% Structure: K1=[K1++,K1+-;K1-+,K1--] 

    K1=g7(ones(2*N+1,1),:); 

    K1=[K1.'+K1 K1.'-K1; -K1.'+K1 -K1.'-K1];  

    K11=logical(diag(ones(2*N+1,1),2*N+1)+diag(ones(2*N+1,1),-2*N-1)); 

    K1(~K11)=2.*sinh(K1(~K11).*w(1)./2)./K1(~K11);  K1(K11)=w(1);    

% Initialization and constants definition 

    J11=zeros(4*N+2,4*N+2); 

    J3T=zeros(4*N+2,4*N+2); 

    kn=n(7)^2-n(4)^2; 

    E=[exp(g7.*w(1)./2) exp(-g7.*w(1)./2)];     

    for p=-P:0 

        for pp=1:2 

            g1p=g1(p+P+1);g2p=g2(p+P+1);  g3p=g3(p+P+1);g4p=g4(p+P+1); 

            g5p=g5(p+P+1); 

            L3544p=L3544(p+P+1);L3122p=L3122(p+P+1); 

            K3544p=K3544(p+P+1);K3122p=K3122(p+P+1); 

            ep=e(p+P+1); 

% Matrix J11p defined as k0^2(n7^2-n4^2)/(g7n^2-g4p^2)*J1p-n*J1m-p          

           J1mp=-N-p:N-p;     J1mp=J1(J1mp+Jmax+1).'; 

           J1pn=p+N:-1:p-N;  J1pn=J1(J1pn+Jmax+1); 

           C11pn=kn./(g7.^2-g4p.^2); 

           J11p=J1mp*(J1pn.*C11pn);  J11p=[J11p J11p;J11p J11p]; 

% Matrix R1 containing dependence from discontinuities versus x 

           ga=[-g7+g4p g7+g4p];gs=[-g7-g4p g7-g4p]; 

           g54=(g5p-g4p)./(g5p+g4p);g34=(g3p-g4p)./(g3p+g4p); 

           Rm1=1./gs-(g54.*exp(-2.*g4p.*d(4))./ga);  Rm2=1./ga-(g34./gs); 
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           Rm3=1./gs-(g54.*exp(-2.*g4p.*d(4)).*exp(2.*g4p.*w(1))./ga); 

           Rm4=1./ga-(g34.*exp(-2.*g4p.*w(1))./gs); 

           Rn1=gs-(g34.*ga); 

           Rn4=ga-(g54.*gs.*exp(-2.*g4p.*d(4)).*exp(2.*g4p.*w(1))); 

           Rn3=Rn1.*exp(-g4p.*w(1));  Rn2=Rn4.*exp(-g4p.*w(1)); 

           R1=(E.*Rm1).'*(E.*Rn1)-(E.*Rm2).'*((1./E).*Rn2)-... 

           ((1./E).*Rm3).'*(E.*Rn3)+((1./E).*Rm4).'*((1./E).*Rn4); 

           R1=R1.*(L3544p.*L3122p)./((L3544p.*L3122p)-(K3544p.*K3122p.*ep.^2))... 

           ./(2.*g4p.*(1-(g54.*g34.*exp(-2.*g4p.*d(4)))));       

% Matrix H11 containing dependence from discontinuities versus x 

           Hm1=1./gs-(g54.*exp(-2.*g4p.*d(4))./ga);  Hm2=1./gs-(g34./ga); 

           Hm3=1./gs-(g54.*exp(-2.*g4p.*d(4)).*exp(2.*g4p.*w(1))./ga); 

           Hm4=(1./gs.*exp(-2.*g4p.*w(1)))-(g34./ga); 

           Hn1=ga-(g34.*gs); 

           Hn4=ga-(g54.*gs.*exp(-2.*g4p.*d(4)).*exp(2.*g4p.*w(1))); 

           Hn3=Hn1.*exp(-g4p.*w(1));  Hn2=Hn4.*exp(-g4p.*w(1));  

           H11=(E.*Hm1).'*(E.*Hn1)-(E.*Hm2).'*((1./E).*Hn2)-... 

            ((1./E).*Hm3).'*(E.*Hn3)+((1./E).*Hm4).'*((1./E).*Hn4); 

           H11=H11.*(K3544p.*K3122p.*ep.^2)./((L3544p.*L3122p)-(K3544p.*K3122p.*ep.^2))... 

            ./(2.*g4p.*(g34-(g54.*exp(-2.*g4p.*d(4)))));        

% Matrices J11 and J3T 

           J11=J11+J11p; 

           J3T=J3T+(J11p.*(R1+H11)); 

%Control for counting every p from -P to P   

        if p~=0, p=-p; else break; end 

        end 

    end 

    out=-((J1mn+J11).*K1)+J3T; 

end 

% Submatrix A12 

if ind = =12 

% Initialization and constants definition 

    J12=zeros(4*N+2,4*N+2); 

    J3T=zeros(4*N+2,4*N+2); 

    kn=n(6)^2-n(2)^2; 

    Em=[exp(g7.*w(1)./2) exp(-g7.*w(1)./2)]; 

    En=[exp(g6.*w(2)./2) exp(-g6.*w(2)./2)]; 
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    for p=-P:0 

        for pp=1:2 

            g1p=g1(p+P+1);g2p=g2(p+P+1);  g3p=g3(p+P+1);g4p=g4(p+P+1); 

            g5p=g5(p+P+1); 

            L3544p=L3544(p+P+1);L3122p=L3122(p+P+1); 

            K3544p=K3544(p+P+1);K3122p=K3122(p+P+1); 

            ep=e(p+P+1);             

% Matrix J12p defined as k0^2(n6^2-n2^2)/(g6n^2-g2p^2)*J2p-n*J1m-p. 

            J1mp=-N-p:N-p;     J1mp=J1(J1mp+Jmax+1).'; 

            J2pn=p+N:-1:p-N;  J2pn=J2(J2pn+Jmax+1); 

            C12pn=kn./(g6.^2-g2p.^2); 

            J12p=J1mp*(J2pn.*C12pn);  J12p=[J12p J12p;J12p J12p]; 

% Matrix H12 containing dependence from discontinuities versus x      

            gam=[-g7+g4p g7+g4p];  gsm=[-g7-g4p g7-g4p]; 

            gan=[g6+g2p -g6+g2p];   gsn=[g6-g2p -g6-g2p]; 

            g54=(g5p-g4p)./(g5p+g4p); g34=(g3p-g4p)./(g3p+g4p); 

            g12=(g1p-g2p)./(g1p+g2p); g32=(g3p-g2p)./(g3p+g2p);            

            Hm1=1./gsm-(g54.*exp(-2.*g4p.*d(4))./gam); Hm2=Hm1; 

            Hm3=1./gsm-(g54.*exp(-2.*g4p.*d(4)).*exp(2.*g4p.*w(1))./gam); Hm4=Hm3; 

            Hn1=exp(-g2p.*w(2)).*... 

            (gan-(g12.*exp(-2.*g2p.*d(2)).*exp(2.*g2p.*w(2)).*gsn)); 

            Hn2=gan-(g12.*gsn.*exp(-2.*g2p.*d(2)));  Hn3=Hn1.*exp(-g4p.*w(1)); 

            Hn4=Hn2.*exp(-g4p.*w(1)); 

            H12=(Em.*Hm1).'*(En.*Hn1)-(Em.*Hm2).'*((1./En).*Hn2)-... 

            ((1./Em).*Hm3).'*(En.*Hn3)+((1./Em).*Hm4).'*((1./En).*Hn4);        

            H12=H12.*(L3544p.*L3122p.*ep)./((L3544p.*L3122p)-(K3544p.*K3122p.*ep.^2))... 

            .*2*g3p./(g3p+g4p)./(g3p+g2p)./(1-(g54.*g34.*exp(-2.*g4p.*d(4))))... 

            ./(1-(g12.*g32.*exp(-2.*g2p.*d(2))));       

% Matrix J3T         

            J3T=J3T+J12p.*H12;         

%Control for counting every p from -P to P  

            if p~=0, p=-p; else break; end 

        end 

    end 

    out=-J3T; 

end 

% Submatrix A21 
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if ind = =21 

% Initialization and constants definition 

    J21=zeros(4*N+2,4*N+2); 

    J3T=zeros(4*N+2,4*N+2); 

    kn=n(7)^2-n(4)^2; 

    Em=[exp(g6.*w(2)./2) exp(-g6.*w(2)./2)]; 

    En=[exp(g7.*w(1)./2) exp(-g7.*w(1)./2)];     

    for p=-P:0 

        for pp=1:2 

            g1p=g1(p+P+1);g2p=g2(p+P+1);  g3p=g3(p+P+1);g4p=g4(p+P+1); 

            g5p=g5(p+P+1); 

            L3544p=L3544(p+P+1);L3122p=L3122(p+P+1); 

            K3544p=K3544(p+P+1);K3122p=K3122(p+P+1); 

            ep=e(p+P+1);     

 % Matrix J21p defined as k0^2(n7^2-n4^2)/(g7n^2-g4p^2)*J1p-n*J2m-p.         

            J2mp=-N-p:N-p;     J2mp=J2(J2mp+Jmax+1).'; 

            J1pn=p+N:-1:p-N;  J1pn=J1(J1pn+Jmax+1); 

            C21pn=kn./(g7.^2-g4p.^2); 

            J21p=J2mp*(J1pn.*C21pn);  J21p=[J21p J21p;J21p J21p]; 

% Matrix H21 containing dependence from discontinuities versus x      

            gam=[g6+g2p -g6+g2p];  gsm=[g6-g2p -g6-g2p]; 

            gan=[-g7+g4p g7+g4p];   gsn=[-g7-g4p g7-g4p]; 

            g54=(g5p-g4p)./(g5p+g4p);  g34=(g3p-g4p)./(g3p+g4p); 

            g12=(g1p-g2p)./(g1p+g2p);  g32=(g3p-g2p)./(g3p+g2p);       

            Hm1=1./gsm-(g12.*exp(-2.*g2p.*d(2)).*exp(2.*g2p.*w(2))./gam);  Hm2=Hm1; 

            Hm3=1./gsm-(g12.*exp(-2.*g2p.*d(2))./gam);  Hm4=Hm3;       

            Hn1=exp(-g2p.*w(2)).*... 

            (gan-(g54.*exp(-2.*g4p.*d(4)).*gsn)); 

            Hn2=exp(-g2p.*w(2)).*exp(-g4p.*w(1)).*... 

            (gan-(g54.*gsn.*exp(-2.*g4p.*d(4)).*exp(2.*g4p.*w(1)))); 

            Hn3=Hn1.*exp(g2p.*w(2));  Hn4=Hn2.*exp(g2p.*w(2));        

            H21=(Em.*Hm1).'*(En.*Hn1)-(Em.*Hm2).'*((1./En).*Hn2)-... 

            ((1./Em).*Hm3).'*(En.*Hn3)+((1./Em).*Hm4).'*((1./En).*Hn4);       

            H21=H21.*(L3544p.*L3122p.*ep)./((L3544p.*L3122p)-(K3544p.*K3122p.*ep.^2))... 

           .*2*g3p./(g3p+g4p)./(g3p+g2p)./(1-(g54.*g34.*exp(-2.*g4p.*d(4))))... 

           ./(1-(g12.*g32.*exp(-2.*g2p.*d(2))));        

% Matrix J3T         
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           J3T=J3T+J21p.*H21;        

%Control for counting every p from -P to P  

           if p~=0, p=-p; else break; end 

        end 

    end 

out=-J3T; 

end 

% Submatrix A22 

if ind = =22 

% Matrix J2mn is matrix J2_m-n of the analysis 

    J2mn=-N:N;  J2mn=J2mn(ones(2*N+1,1),:); 

    J2mn=J2mn.'-J2mn;  J2mn=J2(J2mn+Jmax+1); 

    R2=J2mn;  J2mn=[J2mn J2mn;J2mn J2mn]; 

% Matrix K2 containing dependence from discontinuities versus x 

% Structure of K2=[K2++,K2+-;K2-+,K2--] 

    K2=g6(ones(2*N+1,1),:); 

    K2=[K2.'+K2 K2.'-K2; -K2.'+K2 -K2.'-K2];  

    K22=logical(diag(ones(2*N+1,1),2*N+1)+diag(ones(2*N+1,1),-2*N-1)); 

    K2(~K22)=2.*sinh(K2(~K22).*w(2)./2)./K2(~K22); 

    K2(K22)=w(2); 

% Initialization and constants definition 

    J22=zeros(4*N+2,4*N+2); 

    J3T=zeros(4*N+2,4*N+2); 

    kn=n(6)^2-n(2)^2; 

    E=[exp(g6.*w(2)./2) exp(-g6.*w(2)./2)];     

    for p=-P:0 

        for pp=1:2 

            g1p=g1(p+P+1);g2p=g2(p+P+1);  g3p=g3(p+P+1);g4p=g4(p+P+1); 

            g5p=g5(p+P+1); 

            L3544p=L3544(p+P+1);L3122p=L3122(p+P+1); 

            K3544p=K3544(p+P+1);K3122p=K3122(p+P+1); 

            ep=e(p+P+1); 

% Matrix J22p defined as k0^2(n6^2-n2^2)/(g6n^2-g2p^2)*J2p-n*J2m-p         

            J2mp=-N-p:N-p;     J2mp=J2(J2mp+Jmax+1).'; 

            J2pn=p+N:-1:p-N;  J2pn=J2(J2pn+Jmax+1); 

            C22pn=kn./(g6.^2-g2p.^2); 

            J22p=J2mp*(J2pn.*C22pn);  J22p=[J22p J22p;J22p J22p]; 
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% Matrix R2 containing dependence from discontinuities versus x         

            ga=[g6+g2p -g6+g2p];  gs=[g6-g2p -g6-g2p]; 

            g12=(g1p-g2p)./(g1p+g2p);  g32=(g3p-g2p)./(g3p+g2p);       

            Rm1=1./ga-(g32.*exp(-2.*g2p.*w(2))./gs); 

            Rm2=1./gs-(g12.*exp(-2.*g2p.*d(2)).*exp(2.*g2p.*w(2))./ga); 

            Rm3=1./ga-(g32./gs);  Rm4=1./gs-(g12.*exp(-2.*g2p.*d(2))./ga); 

            Rn1=ga-(g12.*gs.*exp(-2.*g2p.*d(2)).*exp(2.*g2p.*w(2))); 

            Rn4=gs-(g32.*ga);  Rn3=Rn1.*exp(-g2p.*w(2)); 

            Rn2=Rn4.*exp(-g2p.*w(2)); 

            R2=(E.*Rm1).'*(E.*Rn1)-(E.*Rm2).'*((1./E).*Rn2)-... 

            ((1./E).*Rm3).'*(E.*Rn3)+((1./E).*Rm4).'*((1./E).*Rn4); 

            R2=R2.*(L3544p.*L3122p)./((L3544p.*L3122p)-(K3544p.*K3122p.*ep.^2))... 

            ./(2.*g2p.*(1-(g32.*g12.*exp(-2.*g2p.*d(2)))));             

% Matrix H22 containing dependence from discontinuities versus x        

            Hm1=(1./gs.*exp(-2.*g2p.*w(2)))-(g32./ga); 

            Hm2=1./gs-(g12.*exp(-2.*g2p.*d(2)).*exp(2.*g2p.*w(2))./ga); 

            Hm3=1./gs-(g32./ga);  Hm4=1./gs-(g12.*exp(-2.*g2p.*d(2))./ga); 

            Hn1=ga-(g12.*gs.*exp(-2.*g2p.*d(2)).*exp(2.*g2p.*w(2))); 

            Hn4=ga-(g32.*gs);  Hn3=Hn1.*exp(-g2p.*w(2)); 

            Hn2=Hn4.*exp(-g2p.*w(2)); 

            H22=(E.*Hm1).'*(E.*Hn1)-(E.*Hm2).'*((1./E).*Hn2)-... 

            ((1./E).*Hm3).'*(E.*Hn3)+((1./E).*Hm4).'*((1./E).*Hn4); 

            H22=H22.*(K3544p.*K3122p.*ep.^2)./((L3544p.*L3122p)-(K3544p.*K3122p.*ep.^2))... 

            ./(2.*g2p.*(g32-(g12.*exp(-2.*g2p.*d(2)))));        

% Matrices J11 and J3T 

            J22=J22+J22p; 

            J3T=J3T+(J22p.*(R2+H22)); 

%Control for counting every p from -P to P   

            if p~=0, p=-p; else break; end 

        end 

    end 

out=-((J2mn+J22).*K2)+J3T; 

end 
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Σύμφωνα με τα αναφερόμενα στην Παράγραφο 4.3, οι μιγαδικές σταθερές διάδοσης των 

κυματοδηγούμενων κυμάτων στη διάταξη του ασυμμετρικού συζεύκτη γραμμοσειρών 

προσδιορίζονται ως οι ρίζες της ορίζουσας του πίνακα του γραμμικού συστήματος (4.33). Οι εν 

λόγω ρίζες υπολογίζονται με εφαρμογή της επαναληπτικής μιγαδικής μεθόδου Müller, η οποία 

είναι επέκταση του αλγορίθμου Newton-Raphson. Η μέθοδος Müller χρησιμοποιεί τρία σημεία 

παραβολής, η πλησιέστερη ρίζα της οποίας είναι κάθε φορά η νέα προσέγγιση της ρίζας της μη 

γραμμικής εξίσωσης. Το επόμενο MATLAB script υλοποιεί τη μέθοδο Müller. Ως παράμετροι 

εισόδου θεωρούνται η συνάρτηση f, της οποίας αναζητούμε τις ρίζες, οι δύο αρχικές εκτιμήσεις 

x0 και x2 της ρίζας και x1=(x0+x2)/2. 

 

function result = cmuller (f, x0, x1, x2) 

%  cmuller carries out Muller's method for seeking a (possibly complex) root of a nonlinear function. 

FATOL = 10^(-6);  XRTOL = 10^(-5);  ITMAX = 50; 

y0 = feval ( f, x0);  y1 = feval ( f, x1);  y2 = feval ( f, x2); 

it = 0; 

format long 

while ( it <= ITMAX )  

it = it + 1; 

%  Determine the coefficients  A, B, C  

%  of the polynomial  Y(X) = A * (X-X2)**2 + B * (X-X2) + C 

%  which goes through the data:  (X1,Y1), (X2,Y2), (X3,Y3). 

a = ((y0 - y2) * (x1 - x2) - (y1 - y2) * (x0 - x2)) / ((x0 - x2) * (x1 - x2) * (x0 - x1)); 

b = ((y1 - y2) * (x0 - x2)^2 - (y0 - y2) * (x1 - x2)^2) / ((x0 - x2) * (x1 - x2) * (x0 - x1)); 

c = y2; 

%  Get the roots of the polynomial. 

if (a ~= 0) 

     disc = b * b - 4.0 * a * c; 

     q1 = ( b + sqrt ( disc ) ); 

     q2 = ( b - sqrt ( disc ) ); 

if ( abs ( q1 ) < abs ( q2 ) ) 

     dx = - 2.0 * c / q2; 

else 

     dx = - 2.0 * c / q1 

end 

elseif ( b ~= 0 ) 

     dx = - c / b; 
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else 

     '(Muller algorithm broke down, results unreliable.)' 

     result = x2; 

     return 

end 

x3 = x2 + dx; 

x0 = x1;  x1 = x2;  x2 = x3; 

y0 = y1;  y1 = y2;  y2 = feval ( f, x2); 

[ x2, y2 ] 

res_y2(it)=y2;  res_x2(it)=x2; 

%  Declare victory if the most recent change in X is small, and the size of the function is small. 

if ( abs ( dx ) < XRTOL * ( abs ( x2 ) + 1.0 ) & abs ( y2 ) < FATOL )  

     result = x2;  res=min(res_y2);  ind=find(res_y2==res);  min_x2=res_x2(ind); 

     return 

end 

end 

result = x2; 

'(Maximum number of iterations taken, results unreliable.)' 
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