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Περίληψη

Οι ταχύτατα αναπτυσόµενες τεχνολογίες τηλεπικοινωνιών δηµιουργούν συνεχώς νέα πεδία

έρευνας µε πρακτικό αλλά και ϑεωρητικό ενδιαφέρον. Η αξιοπιστία και η ανεξαρτησία

των ασυρµάτων δικτύων επικοινωνιών οδηγούν τους παρόχους υπηρεσιών δικτύωσης στην

πλήρη αντικατάσταση των ενσυρµάτων υποδοµών. Το κόστος όµως της επένδυσης που

απαιτείται για τη δηµιουργία και τη διατήρηση σε λειτουργία ενός ασυρµάτου δικτύου

τηλεπικοινωνιών είναι τεράστιο.

Σε ένα αφηρηµένο µοντέλο, αν δύο σηµεία επικοινωνούν µέσω ενός σταθµού επικοι-

νωνίας (δηλαδή µιας κεραίας), τότε λέµε ότι τα σηµεία καλύπτονται από το σταθµό. Για να

καλύφθεί κάθε σηµείο µιας γεωγραφικής περιοχής χρειάζεται να ϐρεθεί ο ελάχιστος αριθ-

µός σταθµών που είναι απαραίτητοι για να ικανοποιηθούν οι απαιτήσεις της κάλυψης.

Αυτό είναι το κλασικό πρόβληµα ελαχιστοποίησης που είναι καλά µελετηµένο και από

τη συνδυαστική και από την αλγοριθµική του σκοπιά. Μια ϱεαλιστική παραλλαγή είναι

η προσπάθεια κάλυψης όσο το δυνατό περισσότερων σηµείων µε χρήση ενός δεδοµένου

αριθµού σταθµών. Η παραλλαγή αυτή λαµβάνει υπόψη ότι ένα περιορισµένος προϋπο-

λογισµός µπορεί να µην είναι αρκετός για την αγορά των σταθµών που χρειάζονται για

την πλήρη κάλυψη της γεωγραφικής περιοχής. Η άµεση επικοινωνία µεταξύ δύο σηµείων

µπορεί να µην είναι εφικτή και αυτό εξαρτάται από την τοπολογία της περιοχής. Τα πο-

λύγωνα µε τρύπες, ή χωρίς τρύπες, έχουν χρησιµοποιηθεί σαν µοντέλα των γεωγραφικών

περιοχών.

Παρουσιάζουµε εδώ µια γενική άπληστη µέθοδο µε σκοπό να να αντιµετωπίσουµε

τις παραλλαγές µεγιστοποίησης του κλασσικού προβλήµατος κάλυψης: υπάρχει ένας

αριθµός διαφορετικών ϑέσεων ϕύλαξης (κορυφές, ακµές) και k ϕύλακες του κατάλληλου

τύπου (ϕύλακες-κορυφές, ϕύλακες-ακµές). Το πρόβληµα είναι να ϐρεθούν «καλές ϑέσεις»

για τους ϕύλακες έτσι ώστε να υλοποιείται η απαίτηση της κάλυψης (πλήρης ή µερική

κάλυψη) και να µεγιστοποιείται µια συνάρτηση (µήκος, εµβαδόν, αξία, κτλ) που επιδρά

στα καλυπτόµενα σύνολα σηµείων. ∆ιευρευνούµε επίσης και τις περιπτώσεις όπου ο

υπολογισµός και µόνο της τιµής της συνάρτησης είναι NP-hard και τις περιπτώσεις που

υπάρχουν δεδοµένα κόστη για την τοποθέτηση των ϕυλάκων και το συνολικό κόστος

δεν µπορεί να υπερβεί ένα δεδοµένο προϋπολογισµό. Αποδεικνύουµε ότι όλες αυτές οι

παραλλαγές είναι NP-hard προβλήµατα και µε την εφαρµογή της άπληστης µεθόδου που

προτείνουµε, κατασκευάζουµε πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικούς αλγόριθµους που

πετυχαίνουν σταθερούς προσεγγιστικούς λόγους.

Παρουσιάζουµε επίσης και µια αναγωγή διατήρησης χάσµατος από ένα γνωστό APX-
hard πρόβληµα στο πρόβληµα µεγιστοποίησης του καλυπτόµενου µήκους στη περίµετρο
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µε τη χρήση k ϕυλάκων-κορυφών. Η αναγωγή ισχύει µε λιγότερες η περισσότερες τροπο-

ποιήσεις για όλα τα προβλήµατα µεγιστοποίησης που εξετάσαµε. Αποδεικύουµε ότι, εκτός

αν P=NP, δεν αποδέχεται κανένα πρόβληµα µεγιστοποίησης πολυωνυµικού χρόνου

προσεγγιστικό σχήµα: υπάρχουν σταθερές που δεν µπορεί να είναι προσεγγιστικοί λό-

γοι οποιουδήποτε πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικού αλγορίθµου που υπολογογίζει

λύσεις για οποιοδήποτε πρόβληµα µεγιστοποίησης.



Abstract

The rapidly evolving telecommunication technologies are continuously creating new
research fields of so much practical as well as theoretical interest. The always inc-
reasing reliability and independence of wireless communication networks are driving
the communication service providers towards the complete replacement of the wired
infrastructure. However, there is an enormous cost of investment in order to create
and keep operational any wireless telecommunication network.

In an abstract model, if two points can communicate using a communication station
(i.e. an antenna), we say that the points are covered by the station. In order to cover
every point of a geographical region we need to find the minimum number of stations
that are necessary for the covering requirement. This is the classical minimization
problem that is well known and studied, regarding its combinatorial and algorithmic
aspects. A reasonable variation is to try to cover as many points as possible using
a given number of stations. This variation takes into account that a given budget
might not suffice for the total covering of the geographical region. Communication
between two points might be possible or blocked and that depends on the area topology.
Polygons with, or without holes, have been used as models.

We present here a general greedy approach in order to deal with the maximization
variations of the classical covering problem: there is a number of different guarding
positions (vertices, edges) and k given guards of the appropriate type (vertex-guards,
edge-guards). The problem is to find good positions for the guards in order to fulfill a
covering requirement (complete or partial coverage) that maximizes a function (length,
area, value, etc) of the covered point sets. We also investigate the cases where the
calculation of the function value is NP-hard and the cases where there are fixed costs
in order to place guards and the total cost has to be within a given budget. For all
these variations we prove that we have NP-hard problems and by applying the proposed
greedy approach, we construct polynomial time approximation algorithms that achieve
constant approximation ratios.

We present also a gap preserving reduction from a well known APX-hard problem
to the problem of maximizing the covered length of the polygon’s boundary, using k
vertex guards. The reduction holds, with more or less minor modifications, for all of the
investigated maximization problems. We prove that, unless P=NP, no maximization
problem admits a polynomial time approximation scheme: there exist constan-
ts that cannot occur as approximation ratios of any polynomial time approximation
algorithm that solves any of the maximization problems.
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Κεφάλαιο 1
Εισαγωγή

1.1 Κίνητρο για την έρευνα

Οι πολυγωνικές περιοχές στο επίπεδο, είναι ένας από τους ϐασικότερους δοµικούς λί-

ϑους της γεωµετρικής µοντελοποίησης. Χρησιµοποιούνται για την αναπαράσταση µιας

µεγάλης ποικιλίας µορφών και σχηµάτων, στα γραφικά των υπολογιστών, στη µηχανική

όραση, στην αναγνώριση προτύπων, στη ϱοµποτική και σε διάφορους άλλους τοµείς της

επιστήµης των υπολογισµών. Με τον όρο πολυγωνική περιοχή, εννοούµε µια περιοχή του

επιπέδου που περικλείεται από ένα απλό κύκλο ευθυγράµµων τµηµάτων: µή γειτονικά

τµήµατα δεν τέµνονται και δύο γειτονικά τµήµατα τέµνονται µόνο στο κοινό τους άκρο.

Λέµε γενικά ότι δύο αντικείµενα στο επίπεδο, είναι ορατά το ένα στο άλλο, αν υπάρχει

ευθύγραµµο τµήµα που τα ενώνει και αποφεύγει τα πιθανά µεταξύ τους εµπόδια. Αν τα

αντικείµενα ϐρίσκονται µέσα σε µια πολυγωνική περιοχή τότε τα εµπόδια είναι οι πλευρές

του πολυγώνου, συνεπώς τα αντικείµενα είναι ορατά το ένα στο άλλο αν το ευθύγραµµο

τµήµα που τα ενώνει ϐρίσκεται ολόκληρο µέσα στο πολύγωνο. Τις τελευταίες δεκαετίες,

η έρευνα σχετικά µε την ορατότητα αντικειµένων πάνω στο επίπεδο ή και σε µεγαλύτερες

διαστάσεις, έχει γίνει αφορµή για εκατοντάδες δηµοσιεύσεις που εστιάζουν είτε σε συν-

δυαστικά ϑέµατα είτε σε αλγόριθµους. Οι συνδυαστικές δηµοσιεύσεις αφορούν είτε στην

έρευνα για «ϑεωρήµατα ϕύλαξης της αίθουσας τέχνης» (art gallery theorems) είτε στην

έρευνα για τους γράφους ορατότητας (visibility graphs) ενώ οι αλγόριθµοι πέρα από τα

πολύγωνα εξετάζουν γενικότερες επίπεδες διατάξεις και µονοπάτια ορατότητας (visibility
paths).

Στα προβλήµατα ϕύλαξης της αίθουσας τέχνης, το Ϲητούµενο είναι να τοποθετηθεί σε

προκαθορισµένες ϑέσεις µέσα στο πολύγωνο, ο ελάχιστος αριθµός ϕυλάκων, έτσι ώστε

όλα τα σηµεία του πολυγώνου να είναι ορατά από κάποιο ϕύλακα. ∆ιάφορες παραλλα-

γές προκύπτουν στις ακόλουθες περιπτώσεις : α) όταν οι ϑέσεις των ϕυλάκων δεν είναι

προκαθορισµένες, επιτρέπεται δηλαδή να τοποθετηθούν ϕύλακες οπουδήποτε µέσα στο

πολύγωνο, ϐ) όταν χρησιµοποιούνται ϕύλακες «σύνολα σηµείων», π.χ. ϕύλακες πλευρές

ή γενικά ευθύγραµµα τµήµατα, ή κινούµενοι ϕύλακες, αντί τους στατικούς σηµειακούς

ϕύλακες, γ) όταν η απαίτηση κάλυψης δεν αφορά σε όλο το εσωτερικό του πολυγώνου

αλλά µόνο στην περίµετρό του και δ) όταν το πολύγωνο που πρέπει να καλυφθεί έχει

ιδιαίτερο σχήµα, π.χ. είναι ορθογώνιο, µονότονο κτλ. Οι περισσότερες δηµοσιεύσεις

ασχολούνται µε τα πάνω και κάτω όρια του απαραίτητου αριθµού ϕυλάκων για τις διά-
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ϕορες περιπτώσεις ϕύλαξης, ενώ σχετικά λίγες δηµοσιεύσεις µελετούν την υπολογιστική

πολυπλοκότητα της εύρεσης καλών ϑέσεων για τους ϕύλακες στην περίπτωση που είναι

δεδοµένο ένα πολύγωνο.

Τα περισσότερα προβλήµατα ελαχιστοποίησης των ϕυλάκων είναι NP-hard, και στην

εργασία του Eidenbenz [24] αποδεικνύεται ότι είναι APX-hard. Χαρακτηριστικό είναι το

µεγάλο χάσµα µεταξύ του καλύτερου γνωστού προσεγγιστικού παράγοντα που πετυχαίνει

αλγόριθµος πολυωνυµικού χρόνου και των αποτελεσµάτων µή προσέγγισης του Eiden-
benz: ο καλύτερος γνωστός παράγοντας προσέγγισης για το πρόβληµα ελαχιστοποίησης

των γενικών ϕυλάκων σε απλά πολύγωνα χωρίς τρύπες είναι O(n) και ο Eidenbenz απο-

δεικνύει ότι υπάρχει ένα ε > 0 τέτοιο ώστε κανένας πολυωνυµικού χρόνου αλγόριθµος

δεν µπορεί να πετύχει παράγοντα προσέγγισης 1 + ε. Με άλλα λόγια, η εργασία του

Eidenbenz χαρακτηρίζει το πρόβληµα ελαχιστοποίησης των γενικών ϕυλάκων APX-hard,

όµως παραµένει ανοικτό πρόβληµα αν τελικά το πρόβληµα ανήκει στην κλάση APX.

Με την εξαίρεση της περίπτωσης του ενός ϕύλακα, λίγες δηµοσιεύσεις ασχολούνται

µε τη ϐελτιστοποίηση της ϕυλασσόµενης περιοχής από ένα δεδοµένο αριθµό ϕυλάκων.

Είναι τόσο ϑεωρητικά, όσο και πρακτικά ενδιαφέρον να εξετασθεί η τοποθέτηση δεδοµέ-

νου αριθµού ϕυλάκων σε ένα πολύγωνο, έτσι ώστε να καλύπτεται ένα µέγιστο µήκος της

περιµέτρου του, ένα µέγιστο εµβαδόν από το εσωτερικό του και, στην περίπτωση που η

περίµετρος του πολυγώνου έχει αξίες, µια µέγιστη αξία από την περίµετρό του. Η εισαγω-

γή εννοιών, όπως της επίβλεψης αντί της πλήρους κάλυψης, του κόστους της τοποθέτησης

των ϕυλάκων στις επιτρεπτές ϑέσεις και του προϋπολογισµού που πρέπει να τηρηθεί κατά

την τοποθέτηση των ϕυλάκων, κάνει τις διατυπώσεις των προβληµάτων ϱεαλιστικότερες µε

άµεσες εφαρµογές σε τοµείς όπως η έξυπνη δηµιουργία ασυρµάτων δικτύων επικοινωνίας

(δίκτυα δεδοµένων, κινητά τηλέφωνα) και η ϐέλτιστη τοποθέτηση αισθητήρων κίνησης και

καµερών ασφαλείας.

Στη συνέχεια του κεφαλαίου αναλύουµε περισότερο τις πρακτικές εφαρµογές των προ-

ϐληµάτων κάλυψης πολυγωνικών περιοχών στις τεχνολογίες τηλεπικοινωνιών. Στη συνέ-

χεια κάνουµε για γρήγορη εισαγωγή στη ϑεωρία πολυπλοκότητας και στη ϑεωρία προ-

σεγγισιµότητας, ορίζοντας κυρίως τις έννοιες που είναι απαραίτητες για την κατανόηση

των αποτελεσµάτων της διατριβής. Ακολουθεί µια περιγραφή των γνωστών αποτελεσµάτων

σχετικά µε την ελαχιστοποίηση του αριθµού των ϕυλάκων και τέλος γίνεται µια περίληψη

των αποτελεσµάτων της διατριβής που αφορά στη µεγιστοποίηση της ϕύλαξης από ένα

δεδοµένο αριθµό ϕυλάκων.

1.2 Εφαρµογές

Οι ταχύτατα αναπτυσόµενες τεχνολογίες τηλεπικοινωνιών, δηµιουργούν συνεχώς νέα πε-

δία έρευνας τόσο πρακτικά όσο και ϑεωρητικά. Η ανεξαρτησία και η αξιοπιστία των ασυρ-

µάτων δικτύων επικοινωνίας, συνεχώς αυξάνεται, µε αποτέλεσµα, η πλήρης αντικατάστα-

ση της ενσύρµατης επικοινωνίας να είναι ένας από τους µελλοντικούς στόχους για τους

παρόχους όλων των τύπων δικτύωσης. Οι σχετικές εταιρείες που δραστηριοποιούνται στον

τοµέα, προσπαθούν να ισοσταθµίσουν το τεράστιο κόστος της επένδυσης για τη δηµιουρ-

γία και τη διατήρηση σε λειτουργία ενός ασύρµατου τηλεπικοινωνιακού δικτύου µε τις

εξίσου τεράστιες αποδόσεις εσόδων που διαγράφονται στον ορίζοντα για τέτοιου είδους

υπηρεσίες. Ιδιαίτερα στην αγορά των τηλεπικοινωνιών, ίσως αντίθετα µε άλλες αγορές, η
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µείωση του κόστους των επενδύσεων είναι ένας τρόπος για την επιχειριµατική επιβίωση

στο ϐάθος του χρόνου.

Στα διάφορα κόστη για τη διµιουργία ενός ασύρµατου δικτύου επικοινωνίας πρέπει

να συνυπολογιστούν εκτός από το κόστος των ποµποδεκτών, το κόστος της ενοικίασης

της περιοχής τοποθέτησης, οι γεωγραφικές ιδαιτερότητες που πιθανά να επηρεάζουν το

πλήθος των απαιτούµενων για την κάλυψη ποµποδεκτών, αλλά και τα παράπονα των

κατοίκων για έκθεση στην ακτινοβολία. Με δεδοµένη µια γεωγραφική περιοχή, όταν ο

στόχος είναι η πλήρης κάλυψη το Ϲητούµενο είναι η εύρεση των κατάλληλων ϑέσεων για

την τοποθέτηση ενός ελάχιστου αριθµού σταθµών–ποµποδεκτών. Πιο ϱεαλιστικό είναι

το σενάριο όπου τα χρηµατικά διαθέσιµα µπορούν να καλύψουν ένα δεδοµένο αριθµό

σταθµών συνεπώς το Ϲητούµενο είναι η µεγιστοποίηση της καλυπτόµενης περιοχής.

Στην προσπάθεια µεγιστοποίησης της καλυπτόµενης περιοχής είναι ϕυσικό να υπάρ-

χουν προτεραιότητες για την κάλυψη, όπως η αυξηµένη Ϲήτηση για ασύρµατες υπηρεσίες

ή η µεγάλη προσδοκία για χρηµατικές αποδόσεις από την εξυπηρέτηση συγκεκριµένων

πελατών. ΄Ενα άλλο κριτήριο µπορεί να είναι η όσο το δυνατόν µεγαλύτερη πληθυσµιακή

κάλυψη µε στόχο την επικοινωνία όσο το δυνατόν περισσότερων πελατών µε το δεδοµένο

δίκτυο. Στην τελευταία περίπτωση, περιοχές αραιοκατοικηµένες, π.χ. έρηµοι, λίµνες

κτλ, έρχονται τελευταίες στην προτεραιότητα της κάλυψης. Φυσικά, όταν παράλληλα

σχεδιάζεται και το ίδιο το ασύρµατο δίκτυο, λαµβάνεται υπόψη το ανώτατο όριο του συ-

νολικού κόστους των σταθµών και η δυνατότητα προσθήκης µόνο νέων σταθµών και όχι

κατάργησης παλαιών, στην περίπτωση διεύρυνσης της προς κάλυψη περιοχής.

Στην περίπτωση των δικτύων κινητής τηλεφωνίας, η επικοινωνία δύο σηµείων γίνεται

διαµέσου των σταθµών του δικτύου (point to station communication). Συνεπώς, για να

έχουµε επικοινωνία, κάθε σηµείο της προς κάλυψη περιοχής πρέπει να είναι ορατό σε

κάποιο σταθµό. Σε άλλες περιπτώσεις δεν είναι απαραίτητη η ύπαρξη σταθµών γιατί η επι-

κοινωνία γίνεται απ΄ ευθείας (point to point communication). Και στις δύο περιπτώσεις, η

τεχνολογία αναµετάδοσης των ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων χρησιµοποιεί συχνότητες των

900 και 1800 MHz και τα ϕαινόµενα απώλειας ενέργειας από διαθλάσεις και ανακλάσεις

είναι υπολογίσιµα αν ο σταθµός και το σηµείο, ή τα δύο σηµεία, δεν είναι άµεσα ορατά.

Συνεπώς το µοντέλο αναπαράστασης της πραγµατικότητας πρέπει να υιοθετεί το µοντέλο

της απ΄ ευθείας επικοινωνίας των σηµείων ή του σηµείου µε το σταθµό.

Τέλος σαν γεωγραφικό µοντέλο της γεωγραφικής περιοχής µπορεί να ϑεωρηθεί το

απλό πολύγωνο, µε ή χωρίς τρύπες. Η προς κάλυψη περιοχή µπορεί να ϐρίκεται είτε

στην περίµετρο είτε στο εσωτερικό του πολυγώνου, ενώ οι τρύπες στο εσωτερικό χρησι-

µεύουν για την αναπαράσταση ϕυσικών εµποδίων που δυσκολεύουν την επικοινωνία. Στις

περιπτώσεις αυτές, η περίµετρος της καλυπτόµενης περιοχής επεκτείνεται στην περίµετρο

των εµποδιών (τρυπών) και είναι ιδιαίτερα πιθανό να χρειάζεται η τοποθέτηση σταθµών

περιµετρικά των εµποδίων.

1.3 Σύντοµη Εισαγωγή στη Θεωρία Πολυπλοκότητας

1.3.1 Το πρόβληµα «P vs NP»

Ας υποθέσουµε ότι από τους τετρακόσιους ϕοιτητές µιας σχολής, εκατό ϑα πρέπει να

στεγαστούν σε Ϲευγάρια στα δωµάτια της ϕοιτητικής εστίας. Επίσης υπάρχει και µια λίστα

µε Ϲευγάρια ϕοιτητών που δεν πρέπει να υπάρχουν στη τελική επιλογή για την τοποθέτηση
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στα δωµάτια. Το πρόβληµά µας είναι να επιλέξουµε πενήντα Ϲευγάρια ϕοιτητών µε τέτοιο

τρόπο ώστε κανένα επιλεγµένο Ϲευγάρι να µην υπάρχει στη λίστα. Το πρόβληµα αυτό

είναι ένα παράδειγµα NP-προβλήµατος γιατί είναι εύκολο να ελέγξουµε αν µια επιλογή

ατόµων που έκανε κάποιος είναι ικανοποιητική, δεν περιέχει δηλαδή Ϲευγάρια από την

λίστα, είναι όµως πρακτικά αδύνατο να ϕτιάξουµε πραγµατικά µια τέτοια λίστα.

Αν υπολογίσουµε τους διαφορετικούς τρόπους επιλογής εκατό ατόµων από τετρακόσια

άτοµα καταλήγουµε σε ένα τεράστιο νούµερο που είναι µεγαλύτερο από τον αριθµό των

ατόµων που περιέχονται στο γνωστό σύµπαν. Είναι δηλαδή αδύνατο, ακόµη και στο πιο

µακρινό µέλλον, να υπάρξει ένας υπερ-υπολογιστής που να λύνει το πρόβληµα ελέγχον-

τας όλους τους πιθανούς συνδυασµούς από εκατό άτοµα. ΄Οµως η αδυναµία αυτή του

µελλοντικού υπερ-υπολογιστή είναι πραγµατική ή αντικατοπτρίζει την έλλειψη «έξυπνου»

προγραµµατισµού του ; Αυτό ακριβώς είναι και το µεγαλύτερο ανοικτό πρόβληµα στην

επιστήµη των υπολογιστών, αν δηλαδή υπάρχουν ερωτήµατα που η απάντησή τους ελέγ-

χεται πολύ γρήγορα για την ορθότητά της, αλλά η προσπάθεια για άµεση παραγωγή της

απάντησης απαιτεί τόσο πολύ χρόνο ώστε να είναι πρακτικά αδύνατη.

Προβλήµατα όπως το παραπάνω ϕαίνεται να είναι πολύ δύσκολα, όµως µέχρι στιγµής

κανείς δεν έχει αποδείξει ότι είναι πράγµατι τόσο δύσκολα όσο ϕαίνονται, ότι δηλαδή δεν

υπάρχει εφικτός τρόπος να απαντηθούν µε τη ϐοήθεια ενός υπολογιστή. Ο Stephen Cook
και ο Leonid Levin [17], [42] το 1971 διατύπωσαν ανεξάρτητα το πρόβληµα «P vs NP»:

Αν για κάποιο πρόβληµα µπορούµε εύκολα να ελέγξουµε µια δοσµένη λύση,

τότε µια λύση του προβλήµατος υπολογίζεται επίσης εύκολα ;

1.3.2 Προβλήµατα Απόφασης

Κάθε υπολογιστικό πρόβληµα είναι ουσιαστικά ένα σύνολο από στιγµιότυπα του προ-

ϐλήµατος. Για παράδειγµα για το πρόβληµα που πρέπει να αποφασίσουµε αν όλα τα

στοιχεία ενός συνόλου είναι Ϲυγοί αριθµοί, τα σύνολα {1, 2, 3, 7} και {2, 16, 646, 20, 0} εί-

ναι δύο στιγµιότυπα του προβλήµατος. Η ϑεωρία της NP–πληρότητας «NP–completeness))

ασχολείται µε προβλήµατα απόφασης (decision problems) όπως το προηγούµενο. Τέτοια

προβλήµατα έχουν µόνο δύο δυνατές λύσεις : είτε την απάντηση ναι είτε την απάντηση όχι.

Πιο τυπικά ένα πρόβληµα απόφασης είναι µια δυάδα (DΠ, YΠ) από στιγµιότυπα (instances)

και ναι–στιγµιότυπα (yes-instances), YΠ ⊆ DΠ. Στο παράδειγµά µας, το δεύτερο σύνολο

είναι ένα ναι–στιγµιότυπο του προβλήµατος. Ο λόγος που µας απασχολούν κυρίως τα

προβλήµατα απόφασης είναι ότι µπορούµε µε ϕυσικό τρόπο να τα αντιστοιχίσουµε σε

ισοδύναµα αντικείµενα, τις τυπικές γλώσσες (formal languages).

1.3.3 Τυπικές Γλώσσες

Για κάθε πεπερασµένο σύνολο συµβόλων Σ, συµβολίζουµε µε Σ∗
το σύνολο όλων των

πεπερασµένων συµβολοσειρών που τα σύµβολά τους προέρχονται από το σύνολο Σ. Για

παράδειγµα αν Σ = {0, 1} τότε το Σ∗
περιέχει την κενή συµβολοσειρά, τις συµβολοσει-

ϱές 0, 1, 00, 01, 11, 000, 001 και γενικά όλες τις πεπερασµένες συµβολοσειρές που

αποτελούνται από 0 και 1.

Αν L ⊆ Σ∗
λέµε ότι το σύνολο L είναι µια γλώσσα (language) πάνω στο αλφάβητο

Σ. Συνεπώς το σύνολο {0, 01, 001001, 100} είναι µια γλώσσα πάνω στο αλφάβητο {0, 1}
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όπως επίσης µια γλώσσα πάνω στο ίδιο αλφάβητο είναι το σύνολο όλων των δυαδικών

αναπαραστάσεων όλων των ακεραίων που είναι Ϲυγοί αριθµοί.

΄Ενα σχήµα κωδικοποίησης (encoding scheme) e για ένα πρόβληµα Π µας δίνει ένα

τρόπο να περιγράψουµε κάθε στιγµιότυπο του Π µε µια κατάλληλη συµβολοσειρά πάνω

σε κάποιο σταθερό αλφάβητο Σ. ΄Ετσι το πρόβληµα Π και το σχήµα κωδικοποίησης e
για το Π διαµερίζουν το Σ∗

σε τρεις κλάσεις συµβολοσειρών, εκείνες που κωδικοποιούν

όχι–στιγµιότυπα του Π, εκείνες που δεν κωδικοποιούν στιγµιότυπα του Π και τέλος τις

συµβολοσειρές εκείνες που κωδικοποιούν ναι–στιγµιότυπα του Π. Αυτή η τελευταία κλάση

συµβολοσειρών είναι η γλώσσα που αντιστοιχίζουµε µε το Π και το e:

L[Π, e] =

{
x ∈ Σ∗

∣∣∣∣ Σ είναι το αλφάβητο που χρησιµοποιεί το e και x είναι η

κωδικοποίηση µέσω του e ενός στιγµιότυπου I ∈ YΠ

}
Είναι ϕανερό ότι αν ένα αποτέλεσµα ισχύει για τη γλώσσα L[Π, e] τότε ισχύει και για το

πρόβληµα Π κάτω από το σήµα κωδικοποίησης e.

Στη συνέχεια ϑα µας απασχολήσουν µόνο «λογικά» (όχι παράλογα reasonable) σχήµα-

τα κωδικοποίησης µε την έννοια ότι αν e και e′ είναι δύο «λογικά» σχήµατα κωδικοποίησης

για το πρόβληµα Π, τότε µια ιδιότητα ισχύει είτε και για τις δύο γλώσσες L[Π, e], L[Π, e′]
είτε για καµία. ΄Ετσι ϑα µπορούµε άτυπα να λέµε ότι η ιδιότητα ισχύει (ή δεν ισχύει) για

το πρόβληµα Π, χωρίς να προσδιορίζουµε κάποιο σύστηµα κωδικοποίησης.

1.3.4 Υπολογιστικές Μηχανές

΄Ατυπα, µια ιδεατή υπολογιστική µηχανή M λειτουργεί µε ένα αλφάβητο εισόδου Σ και

εκτελεί προκαθορισµένους υπολογισµούς που τα αποτελέσµατά τους αναγκάζουν τη µη-

χανή να µεταπίπτει σε διακριτές καταστάσεις. Από αυτές τις καταστάσεις µια ονοµάζεται

κατάσταση αρχής (start state) και δύο ονοµάζονται καταστάσεις τέλους (end states): η κα-

τάσταση τέλος–ναι και η κατάσταση τέλος–όχι. Η µηχανή αρχίζει τη λειτουργία της στην

κατάσταση αρχής και στη συνέχεια εκτελεί ϐήµα–ϐήµα προκαθορισµένους υπολογισµούς

µεταπηδώντας σε διακριτές καταστάσεις µέχρι να ϕτάσει σε κάποια από τις καταστάσεις

τέλους, οπότε και η λειτουργία της µηχανής σταµατά.

Λέµε ότι η µηχανή M µε αλφάβητο εισόδου Σ αποδέχεται (accepts) την είσοδο x ∈ Σ∗

αν και µόνο αν η M σταµατά τη λειτουργία της στην κατάσταση τέλος–ναι. Η γλώσσα LM

που αναγνωρίζεται (recognized) από τη µηχανή M είναι η

LM = {x ∈ Σ∗ | M αποδέχεται την είσοδο x}

Αν x ∈ Σ∗ \LM τότε οι υπολογισµοί της M σταµατούν στην κατάσταση τέλος–όχι και λέµε

ότι η µηχανή απορρίπτει (rejects) την είσοδο x.

Η αντιστοιχία µεταξύ «αναγνώρισης» γλωσσών και «επίλυσης» προβληµάτων απόφασης

είναι άµεση: Λέµε ότι η µηχανή M λύνει το πρόβληµα απόφασης Π κάτω από το σχήµα

κωδικοποίησης e αν η M σταµατά τους υπολογισµούς της για όλες τις συµβολοσειρές

εισόδου από το αλφάβητο εισόδου της και η γλώσσα LM είναι ακριβώς η γλώσσα L[Π, e].
Ο χρόνος TM που χρειάζεται η µηχανή M για τους υπολογισµούς της είναι :

TM(n) = max

{
m

∣∣∣∣ Υπάρχει x ∈ Σ∗
µε |x| = n τέτοιο ώστε οι υπολογισµοί

της M µε είσοδο x απαιτούν χρόνο m

}
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Μια µηχανή M ονοµάζεται πολυωνυµικού χρόνου (polynomial time) αν υπάρχει πο-

λυώνυµο p που να ϕράσσει το TM :

TM(n) ≤ p(n)

1.3.5 Η κλάση πολυπλοκότητας NP

Ορισµός 1.3.1 Μια γλώσσα L ανήκει στην κλάση NP αν υπάρχει πολυωνυµικού χρόνου

µηχανή M τέτοια ώστε για κάθε είσοδο x ∈ {0, 1}∗:

• Αν x ∈ L τότε η M(x, y) αποδέχεται για κάποιο y ∈ {0, 1}∗ µε |y| να είναι ϕραγµένο

από ένα πολυώνυµο του |x|.

• Αν x 6∈ L τότε η M(x, y) δεν αποδέχεται για όλα τα y ∈ {0, 1}∗.

΄Ατυπα NP είναι η κλάση των γλωσσών που αναγνωρίζονται από µια µηχανή σε µη

ντετερµινιστικό πολυωνυµικό χρόνο. Ο άτυπος ορισµός είναι ισοδύναµος µε τον παρα-

πάνω: Πρέπει να υπάρχει κάποια µικρή συµβολοσειρά y που αναγκάζει την µηχανή M
να αποδεχθεί την είσοδο x. Η συµβολοσειρά y είναι µια «σύντοµη απόδειξη» για το ότι

x ∈ L και το M(x, y) είναι ο υπολογισµός που απαιτείται για να επαληθευτεί η σύντοµη

απόδειξη. Σηµειώνουµε ότι αν L ∈ NP τότε αν x ∈ L υπάρχει σύντοµη απόδειξη για το

ότι x ∈ L. Αν x 6∈ L µπορεί να µην υπάρχει σύντοµη απόδειξη για ότι x 6∈ L.

΄Ενα παράδειγµα µιας γλώσσας που ανήκει στην κλάση NP είναι η γλώσσα 3Sat. ΄Ενα

στιγµιότυπο του 3Sat είναι µια συλλογή από m clauses C1, . . . , Cm όπου κάθε clause Ci

είναι της µορφής xi1 ∨ xi2 ∨ ¬xi3 για κάποια xi1 , xi2 , xi3 ∈ {1, . . . , n}.
Μια συλλογή φ = C1, . . . , Cm ανήκει στη γλώσσα 3Sat αν υπάρχει τρόπος να αναθέ-

σουµε τις τιµές TRUE και FALSE στις µεταβλητές x1, . . . , xn έτσι ώστε να ικανοποιούνται

κάθε µια από τις clauses C1, . . . , Cm. Εύκολα ϕαίνεται ότι 3SAT ∈ NP : η µηχανή M
παίρνει δύο εισόδους, την φ (την αναπαράσταση του 3Sat formula) και την y (την αναπα-

ϱάσταση της απονοµής αλήθειας στις µεταβλητές x1, . . . , xn). Η µηχανή απλά επαληθεύει

ότι µε τη χρήση της y κάθε clause ικανοποιείται. Η επαλήθευση προφανώς κοστίζει

πολυωνυµικό χρόνο.

1.3.6 Αναγωγές και NP πληρότητα

Ορισµός 1.3.2 ΄Εστω L1, L2 δύο γλώσσες. Λέµε ότι η γλώσσα L1 ανάγεται στη γλώσσα L2

και συµβολίζουµε L1 ≤ L2 αν υπάρχει πολυωνυµικού χρόνου αλγόριθµος f τέτοιος ώστε

∀x ∈ {0, 1}∗ έχουµε x ∈ L1 ↔ f(x) ∈ L2.

Αν L1 ≤ L2, τότε η ύπαρξη πολυωνυµικού χρόνου αλγόριθµου που αποφασίζει αν

x ∈ L2, υποδηλώνει την ύπαρξη πολυωνυµικού χρόνου αλγόριθµου που αποφασίζει αν

x ∈ L1: «Τρέξε τον αλγόριθµο που αποφασίζει αν x ∈ L2 µε είσοδο τη συµβολοσειρά

f(x)».

Ορισµός 1.3.3 Μια γλώσσα L είναι (NP-hard) αν για κάθε γλώσσα L′ ∈ NP έχουµε

L′ ≤ L. Μια γλώσσα L είναι (NP-complete) αν L ∈ NP και η L είναι NP-hard.

Μια NP–complete γλώσσα είναι τουλάχιστο τόσο δύσκολη όσο οποιαδήποτε άλλη γλώσ-

σα που ανήκει στην κλάση NP.
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1.4 NP προβλήµατα ϐελτιστοποίησης

Για να περιγραφεί ένα NP πρόβληµα ϐελτιστοποίησης χρειάζονται δύο συναρτήσεις FEA-
SIBLE και OBJECTIVE και ένα bit µε τιµή είτε MAX είτε MIN. Και οι δύο συναρτήσεις

πρέπει να είναι υπολογίσιµες σε πολυωνυµικό χρόνο. Η συνάρτηση FEASIBLE(X, Y ) έχει

την τιµή TRUE αν και µόνο αν το Y αναπαριστά µια εφικτή λύση του στιγµιότυπου X
του NP-complete προβλήµατος. Η συνάρτηση OBJECTIVE(X, Y ) µετρά την ποιότητα της

λύσης Y .

Για παράδειγµα έστω το NP πρόβληµα ϐελτιστοποίησης Traveling Salesperson Pro-
blem: FEASIBLE(X, Y ) = TRUE αν το X αναπαριστά ένα γράφο µε ϐάρη και Y αναπαριστά

µια διαδροµή που αρχίζει και τελειώνει στον ίδιο κόµβο του γράφου και περνά από κάθε

άλλο κόµβο τουλάχιστο µια ϕορά. Η τιµή OBJECTIVE(X, Y ) είναι το άθροισµα όλων των

ϐαρών των ακµών που συµµετέχουν στη διαδροµή Y . Η τιµή του bit για το πρόβληµα

είναι MIN.

Υπάρχουν τρεις εκδοχές για κάθε NP πρόβληµα ϐελτιστοποίησης, µε δεδοµένο ένα

στιγµιότυπο X του προβλήµατος :

• Εκδοχή αναζήτησης: αναζητά µια εφικτή λύση που ϐελτιστοποιεί (µεγιστοποιεί ή

ελαχιστοποιεί) την OBJECTIVE(X, Y ) σε σχέση µε την τιµή MAX ή MIN του bit.

• Εκδοχή υπολογισµού:αναζητά τη µέγιστη ή ελάχιστη τιµή της OBJECTIVE(X, Y ) από

όλες τις λύσεις Y για τις οποίες FEASIBLE(X, Y ) = TRUE.

• Εκδοχή απόφασης: παράλληλα µε τα δεδοµένα έχουµε κι ένα αριθµό B και αν η

τιµή του bit είναι MAX (MIN) ϱωτά για την ύπαρξη εφικτής λύσης Y τέτοιας ώστε

OBJECTIVE(X, Y ) ≥ B (OBJECTIVE(X, Y ) ≤ B).

1.5 Θεωρία Προσεγγισιµότητας

1.5.1 Προσεγγίσεις NP προβληµάτων ϐελτιστοποίησης

΄Ενας ϐασικός διαχωρισµός για τα NP προβλήµατα προκύπτει από την ερώτηση «η γλώσσα

της εκδοχής απόφασης (decision version) είναι αναγνωρίσιµη σε πολυωνιµικό χρόνο ή

είναι NP-complete;» Είναι χαρακτηριστικό ότι ελάχιστες αλλαγές στη διατύπωση ενός

προβλήµατος που ανήκει στην κλάση P το κάνουν NP-complete: π.χ. τα Edge Cover,

Minimum Cut, Shortest Path ανήκουν στην κλάση Pενώ τα Vertex Cover, Maximum Cut,

Longest Path ανήκουν στην κλάση NP.

Ορισµός 1.5.1 Λέµε ότι Y είναι µια ϐέλτιστη λύση στο στιγµιότυπο προβλήµατος X αν η

Y µεγιστοποιεί την OBJECTIVE(X, Y ′) για όλα τα Y ′
που FEASIBLE(X, Y ′) = TRUE.

Ορισµός 1.5.2 Για R ≥ 1 λέµε ότι η λύση Y ′
έχει λόγο απόδοσης R αν

• Στην περίπτωση που το bit είναι MAX :

OBJECTIVE(X, Y ′) ≥ 1

R
OBJECTIVE(X, Y )↔ SOL ≥ 1

R
OPT
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• Στην περίπτωση που το bit είναι MIN :

OBJECTIVE(X, Y ′) ≤ R · OBJECTIVE(X, Y )↔ SOL ≤ R ·OPT

Y είναι µια ϐέλτιστη λύση ενώ Y ′
µια R–προσεγγίσιµη λύση. Οι συµβολισµοί SOL και

OPT χρησιµοποιούνται για άτυπους ορισµούς και για συντοµία.

Ορισµός 1.5.3 Λέµε ότι ο αλγόριθµος A είναι R–προσεγγιστικός αλγόριθµος για το πρό-

ϐληµα Π, αν µε δεδοµένο ένα στιγµιότυπο X του Π, ο αλγόριθµος A εξάγει µια λύση A(X)
µε λόγο απόδοσης τουλάχιστον R αν το bit είναι MAX ή το πολύ R αν το bit είναι MIN :

• Στην περίπτωση προβλήµατος µεγιστοποίησης :

OBJECTIVE(X, Y )

OBJECTIVE(X, Y ′)
≤ R↔ OPT

SOL
≤ R

• Στην περίπτωση προβλήµατος ελαχιστοποίησης :

OBJECTIVE(X, Y ′)

OBJECTIVE(X, Y )
≤ R↔ SOL

OPT
≤ R

Παρατηρούµε ότι σε κάθε περίπτωση R ≥ 1 και ότι ένας 1–προσεγγιστικός αλγόριθµος

δίνει µια ϐέλτιστη λύση.

Ορισµός 1.5.4 Λέµε ότι ένα πρόβληµα ϐελτιστοποίησης Π δεν προσεγγίζεται µε ένα R(I)–
προσεγγιστικό αλγόριθµο, αν για κάθε προσεγγιστικό αλγόριθµο πολυωνυµικού χρόνου A
για το Π, υπάρχει στιγµιότυπο I του Π τέτοιο ώστε :

R(I) < RA(I)

Αποτελέσµατα µη προσεγγισιµότητας αποδεικνύονται συνήθως µε την παραδοχή ότι P 6= NP
ενώ άλλα αποτελέσµατα χρειάζονται κάπως δυνατότερες παραδοχές, όπως την παραδοχή

NP 6= TIME(nO(log log n)) (quasi NP-hardness) που γενικά πιστεύουµε ότι είναι αλήθεια.

1.5.2 Ιεραρχία κλάσεων προσέγγισης

Τα NP-hard προβλήµατα ϐελτιστοποίησης ταξινοµούνται µέσα σε µια ιεραρχία κλάσεων,

ανάλογα µε τους λόγους απόδοσης που επιτυγχάνονται από τους πολυωνυµικού χρόνου

προσεγγιστικούς αλγόριθµους που τα επιλύουν. Η ταξινόµηση αυτή αντανακλά περισ-

σότερο τους περιορισµούς που έχουν οι µέχρι τώρα γνωστές αποδεικτικές µέθοδοι και

λιγότερο την πραγµατικότητα. ΄Οπως και να έχει, µια γενικά παραδεκτή ιεραρχία κλά-

σεων προσέγγισης απεικονίζεται στο Σχήµα 1.1.

΄Ενα πρόβληµα ϐελτιστοποίησης ανήκει στην κλάση O(n) αν υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε

ένας πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικός αλγόριθµος ϐρίσκει µια λύση για το πρόβλη-

µα µε λόγο απόδοσης O(nε), όπου n το µέγεθος του στιγµιότυπου του προβλήµατος. ΄Ενα

πρόβληµα ϐελτιστοποίησης είναι n-hard, αν υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε δεν υπάρχει πο-

λυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικός αλγόριθµος που ϐρίσκει λύση για το πρόβληµα µε

λόγο απόδοσης R(I) ∈ Θ(n). Λέµε ότι το πρόβληµα ϐελτιστοποίησης είναι n-complete
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PTAS

APX

O(log n)

O(n)

Σχήµα 1.1: Ιεραρχία κλάσεων προσέγγισης

αν ανήκει στην κλάση O(n) και είναι n-hard. Παράδειγµα τέτοιου προβλήµατος είναι το

Maximum Clique.

Η κλάση O(log n) είναι υποκλάση της O(n). ΄Ενα πρόβληµα ϐελτιστοποίησης ανή-

κει στην κλάση O(log n) αν υπάρχει πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικός αλγόριθµος

που ϐρίσκει µια λύση για το πρόβληµα µε λόγο απόδοσης O(log n). ΄Ενα πρόβληµα

ϐελτιστοποίησης είναι log n-hard, αν δεν υπάρχει πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικός

αλγόριθµος που ϐρίσκει λύση για το πρόβληµα µε λόγο απόδοσης R(I) ∈ Θ(log n). Λέµε

ότι το πρόβληµα ϐελτιστοποίησης είναι log n-complete αν ανήκει στην κλάση O(log n) και

είναι log n-hard. Παράδειγµα τέτοιου προβλήµατος είναι το Minimum Set Cover.

Η κλάση APX είναι υποκλάση της O(log n). ΄Ενα πρόβληµα ϐελτιστοποίησης ανή-

κει στην κλάση APX αν υπάρχει πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικός αλγόριθµος που

ϐρίσκει µια λύση για το πρόβληµα µε λόγο απόδοσης 1 + ε για κάποιο ε > 0. ΄Ενα

πρόβληµα ϐελτιστοποίησης είναι APX-hard, αν υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε δεν υπάρχει

πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικός αλγόριθµος που ϐρίσκει λύση για το πρόβληµα

µε λόγο απόδοσης 1 + δ. Λέµε ότι το πρόβληµα ϐελτιστοποίησης είναι APX-complete αν

ανήκει στην κλάση APX και είναι APX-hard. Παράδειγµα τέτοιου προβλήµατος είναι το

Max-3Sat.

Η κλάση PTAS είναι υποκλάση της APX και περιέχει όλα εκείνα τα προβλήµατα ϐελτι-

στοποίησης που επιδέχονται πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικό σχήµα (polynomial time
approximation scheme). Για τα προβλήµατα αυτά, για κάθε επιλογή ε > 0 υπάρχει προ-

σεγγιστικός αλγόριθµος πολυωνυµικού χρόνου που ϐρίσκει λύση για το πρόβληµα µε

παράγοντα προσέγγισης 1 + ε. Ο χρόνος εκτέλεσης του αλγορίθµου µπορεί να εξαρτά-

ται εκθετικά από το
1
ε
. Αν ο χρόνος εκτέλεσης του αλγορίθµου εξαρτάται πολυωνυµικά

από το
1
ε
, τότε το πρόβληµα επιδέχεται πλήρες πολυωνυµικό προσεγγιστικό σχήµα (fully

polynomial time approximation scheme) (FPTAS). Χαρακτηριστικό είναι ότι το πρόβληµα

Multiple Knapsack επιδέχεται πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικό σχήµα και όχι πλή-

ϱες πολυωνυµικό προσεγγιστικό σχήµα. ΄Οµως το πρόβληµα Knapsack επιδέχεται πλήρες

πολυωνυµικό προσεγγιστικό σχήµα.

Μια σηµαντική υποκλάση της APX είναι η κλάση MAXSNP που προτάθηκε στο [52].
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Η κλάση περιλαµβάνει όλα τα προβλήµατα ϐελτιστοποίησης που µπορούν να αναχθούν

µε L-αναγωγές στο πρόβληµα Maximum Satisfiability (οι L-αναγωγές περιγράφονται στο

[52]). ΄Ενα πρόβληµα είναι MAXSNP-complete, αν όλα τα προβλήµατα της κλάσης MAX-
SNP µπορούν να αναχθούν σε αυτό µε L-αναγωγές. Οι περισσότερες παραλλαγές του

προβλήµατος ικανοποιησιµότητας, όπως το πρόβληµα Max-5-Occurence-3Sat και το

Max-5-Occurence-2Sat, είναι MAXSNP-complete[52]. Η ϑεωρία για την κλάση MAX-
SNP έπαιξε σηµαντικό ϱόλο στην ανακάλυψη του PCP ϑεωρήµατος [3] και έκανε δυνατή

την εξαγωγή συµπερασµάτων για τη δυσκολία των προσεγγίσεων (hardness of approxi-
mations) που οδηγεί σε αποτελέσµατα όπως αυτά που ϑα παρουσιάσουµε στο Κεφάλαιο

4.

1.6 Θεωρία µη προσεγγισιµότητας

1.6.1 Πιθανοτικώς ελέγξιµα συστήµατα αποδείξεων

Στη ϑεωρία πολυπλοκότητας ένα πιθανοτικώς ελέγξιµο σύστηµα απόδειξης (probabilisti-
cally checkable proof system, PCP) είναι ένα διαλογικό σύστηµα απόδειξης (interactive
proof system) όπου ο αυτός που κάνει την απόδειξη (prover) είναι ένα µαντείο (oracle)

χωρίς µνήµη και αυτός που ελέγχει την απόδειξη (verifier), είναι ένας πολυωνυµικού

χρόνου τυχαιοποιηµένος (randomized) αλγόριθµος. Για µια είσοδο που ανήκει σε κάποια

γλώσσα (ένα ναι–στιγµιότυπο) υπάρχει ένα µαντείο (ή µια απόδειξη) για το οποίο αυτός

που ελέγχει αποδέχεται µε ϐεβαιότητα, ενώ για ένα όχι–στιγµιότυπο αυτός που ελέγχει

απορρίπτει µε πιθανότητα τουλάχιστο
1
2

ανεξάρτητα από τη δύναµη του µαντείου. ΄Ενας

άλλος χαρακτηρισµός του PCP είναι ότι αποτελεί µια πιο δυνατή έκδοση της κλάσης NP.

Για τις γλώσσες που ανήκουν στην κλάση NP ο χρόνος που πρέπει να διαθέσουµε για τον

έλεγχο της απόδειξης είναι τόσο µακρύς όσο και η ίδια η απόδειξη, ενώ αυτό δεν ισχύει

για τις γλώσσες που ανήκουν στην PCP. Μια άλλη παράµετρος που επηρεάζει τη δύναµη

ενός PCP συστήµατος είναι ο αριθµός των τυχαίων επιλογών (στριψίµατα νοµισµάτων) που

µπορεί να κάνει αυτός που ελέγχει : όσο περισσότερη τυχαιότητα είναι διαθέσιµη τόσο

µεγαλύτερη επιλεκτικότητα µπορεί να υπάρχει κατά τη διάρκεια ελέγχου της απόδειξης.

Για το ιδιαίτερα πολύπλοκο ϑέµα των PCP συστηµάτων ο αναγνώστης παραπέµπεται στο

[3] και στο [4]. Τα αποτελέσµατα αυτών των εργασιών έκαναν δυνατές τις αποδείξεις των

ϑεωρηµάτων της επόµενης παραγράφου.

1.6.2 Προβλήµατα απόφασης µε εγγυηµένες παραµέτρους

΄Εστω ότι I είναι ένα στιγµιότυπο ενός προβλήµατος µεγιστοποίησης Π και κάποιο µαντείο

µας εγγυάται ότι το µέγεθος OPT (I) της ϐέλτιστης λύσης του I είναι ή τουλάχιστο U(I)
ή αυστηρά µικρότερο από το L(I) και δεν παίρνει καµία τιµή µεταξύ των L(I) και U(I).
Τα δύο όρια, U(I) και L(I) εξαρτώνται από το στιγµιότυπο I και προφανώς ισχύει ότι

L(I) < U(I). ΄Ενα πρόβληµα µε εγγυηµένες παραµέτρους είναι ένα πρόβληµα απόφα-

σης Π µε ένα στιγµιότυπο I και µια δυάδα συναρτήσεων (L(I), U(I)). Στόχος είναι να

αποφασίσουµε ποια από τις δύο περιπτώσεις ισχύει για τη ϐέλτιστη λύση.

Για παράδειγµα έστω ότι το Π είναι το πρόβληµα Maximum Clique και I ένα στιγµιό-

τυπο όπου έχουµε ένα γράφο G = (V, E) µε n = |V |. ΄Εστω k ένας ακέραιος µε k ≤ n
και ε > 0 µια µικρή σταθερά. Το µαντείο µας πληροφορεί ότι U(I) = k και L(I) = k

n
1
2−ε

,
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συνεπώς έχουµε ότι είτε OPT (I) ≥ k είτε OPT (I) < k

n
1
2−ε

. Το χάσµα (gap) µεταξύ των

τιµών L(I) και U(I) προκύπτει µε την κατασκευή ενός ειδικού PCP συστήµατος και την

απαρίθµηση των µονοπατιών του υπολογισµού που οδηγούν σε ϑετική απάντηση για το

πρόβληµα απόφασης. Για το πρόβληµα Maximum Clique έχουµε [4]:

Θεώρηµα 1.6.1 Το πρόβληµα απόφασης Maximum Clique µε εγγυµένες παραµέτρους τις

U(I) = k και L(I) = k

n
1
2−ε

είναι NP-hard.

Τώρα είναι εµφανής η σύνδεση των προβληµάτων µε εγγυηµένες παραµέτρους µε τα

αποτελέσµατα µη προσέγγισης. Αφού δεν υπάρχει πολυωνυµικού χρόνου αλγόριθµος

που να αποφασίζει το πρόβληµα µε εγγυηµένες παραµέτρους τις U(I) και L(I), δεν

υπάρχει πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικός αλγόριθµος που να εγγυάται λύσεις µε

λόγο απόδοσης :

R(I) =
U(I)

L(I)

γιατί ένας τέτοιος αλγόριθµος ϑα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί για να αποφασίζει το

NP-hard πρόβληµα µε τις εγγυηµένες παραµέτρους : π.χ. αν Π είναι ένα πρόβληµα

µεγιστοποίησης και A ένας τέτοιος προσεγγιστικός αλγόριθµος µε λόγο απόδοσης RA(I)
ϑα έχουµε:

OPT (I)

SOL(A(I))
≤ RA(I)→ OPT (I) ≤ U(I)

L(I)
SOL

Ισχύει επίσης ότι OPT (I) ≥ U(I) ή ότι OPT (I) < L(I), οπότε αν χρησιµοποιήσουµε τον

αλγόριθµο A και έχουµε ότι SOL(A(I)) < L(I) τότε OPT (I) < L(I). Αν SOL(A(I)) ≥
L(I) τότε OPT (I) ≥ U(I). Τελικά, αν υπήρχε ένας τέτοιος αλγόριθµος σαν τον A ϑα

µπορούσε να χρησιµοποιηθεί για να αποφασίζει το NP-hard πρόβληµα µε τις εγγυηµένες

παραµέτρους. Οπότε, εκτός αν P = NP δεν µπορεί να υπάρχει πολυωνυµικού χρόνου

προσεγγιστικός αλγόριθµος που να εγγυάται λύσεις µε τον παραπάνω λόγο απόδοσης.

∆ιάφορα ϑεωρήµατα για αποτελέσµατα µη προσέγγισης είναι τα παρακάτω:

Θεώρηµα 1.6.2 ([36]) ∆εν υπάρχει πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικός αλγόριθµος που

να υπολογίζει λύσεις για το πρόβληµα Maximum Clique µε λόγο απόδοσης n
1
2 − ε για κάθε

ε > 0

Θεώρηµα 1.6.3 ([27]) ∆εν υπάρχει πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικός αλγόριθµος που

να υπολογίζει λύσεις για το πρόβληµα Minimum Set Cover (εγγυηµένες παράµετροι είναι οι

L(I) = k και U(I) = k(1− ε) ln n) µε λόγο απόδοσης (1− ε) ln n για κάθε ε > 0.

Θεώρηµα 1.6.4 ([4]) ∆εν υπάρχει πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικός αλγόριθµος που

να υπολογίζει λύσεις για το πρόβληµα Maximum Satisfiability (εγγυηµένες παράµετροι

είναι οι L(I) = m και U(I) = (1− ε)m, m είναι ο αριθµός των clauses του στιγµιοτύπου I )

µε λόγο απόδοσης
1

1−ε
για κάθε ε > 0
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1.6.3 Αναγωγές διατήρησης χάσµατος

Οι αναγωγή διατήρησης χάσµατος (gap preserving reduction), προτάθηκε στο [4] και χρη-

σιµοποιείται για την απόδειξη αποτελεσµάτων µη προσέγγισης. Είναι ένας πολυωνυµικού

χρόνου αλγόριθµος που µετασχηµατίζει ένα στιγµιότυπο I ενός NP-hard προβλήµατος

απόφασης µε εγγυηµένες παραµέτρους Π σε ένα στιγµιότυπο I ′ ενός άλλου NP-hard
προβλήµατος απόφασης Π′

µε εγγυηµένες παραµέτρους Π′
. Μετά την αναγωγή ϑα πρέ-

πει να ισχύει ότι :

OPT (I) ≥ U(I)→ OPT (I ′) ≥ U ′(I ′) (1.6.1)

OPT (I) < L(I)→ OPT (I ′) < L′(I ′) (1.6.2)

Το πρόβληµα απόφασης µε εγγυηµένες παραµέτρους Π′
είναι NP-hard: έστω ότι υπήρχε

ένας αλγόριθµος που αποφασίζει το Π′
και έστω ότι

OPT (I ′) ≥ U ′(I ′)

δηλαδή

OPT (I ′) 6< L′(I ′)

άρα

OPT 6< L(I)

συνεπώς

OPT ≥ U(I)

Τελικά αποφασίζουµε το Π όµως αυτό ισχύει αν P = NP. Συνέπεια λοιπόν της αναγωγής

διατήρησης χάσµατος είναι ότι, εκτός αν P = NP, δεν υπάρχει πολυωνυµικού χρόνου

προσεγγιστικός αλγόριθµος για το πρόβληµα Π′
που να υπολογίζει λύσεις µε λόγο από-

δοσης :

R′(I ′) =
U ′(I ′)

L′(I ′)

΄Οπως και στις περισσότερες αναγωγές, έτσι και στην αναγωγή διατήρησης χάσµατος,

µια λύση του I ′ µεγέθους τουλάχιστον c′ µετασχηµατίζεται σε µια λύση του I µεγέθους

τουλάχιστον c. Τα προβλήµατα Π και Π′
µπορούν να είναι ελαχιστοποίησης ή µεγιστο-

ποίησης χωρίς να έχει σηµασία ο συνδυασµός του είδους τους. Οι ιδιότητες 1.6.1 και

1.6.2 ισχύουν για ένα υποσύνολο των δυνατών στιγµιοτύπων του προβλήµατος Π. ∆εν

γνωρίζουµε τον τρόπο συµπεριφοράς της αναγωγής για τα στιγµιότυπα του Π για τα οποία

ισχύει L(I) ≤ OPT (I) < U(I) άρα ένας προσεγγιστικός αλγόριθµος για το Π′
και µια

αναγωγή διατήρησης χάσµατος από το Π δεν υποδηλώνουν την ύπαρξη προσεγγιστικού

αλγορίθµου για το Π. Η συµπεριφορά αυτή είναι διαφορετική από αυτή της L-αναγωγής

[52] που εξασφαλίζει ένα προσεγγιστικό αλγόριθµο για το Π. Γενικά οι L-αναγωγές είναι

δυσκολότερες από τις αναγωγές διατήρησης χάσµατος γιατί διατηρούν την προσεγγισιµό-

τητα. Από την άλλη µεριά, οι αναγωγές διατήρησης χάσµατος χρησιµοποιούνται κυρίως

για την απόδειξη αρνητικών αποτελεσµάτων προσεγγισιµότητας. Η αναγωγή διατήρησης

χάσµατος, διατηρεί το χάσµα των L(I) και U(I), όχι όµως απαραίτητα και το µέγεθός του.
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1.7 Σχετική έρευνα και γνωστά αποτελέσµατα

The research of many
commentators has already
thrown much darkess on this
subject, and it is probable that,
if they continue, we shall soon
know nothing at all about it.

Mark Twain

Πιθανώς το διασηµότερο πρόβληµα ϕύλαξης πολυγώνου είναι το πρόβληµα (ϕύλαξης)

της αίθουσας τέχνης (art gallery problem) [49]: ∆ίνεται ένα πολύγωνο P (που αναπαριστά

µια αίθουσα τέχνης) και το Ϲητούµενο είναι να ϐρεθεί ένα σύνολο σηµείων (ϕυλάκων) G
µέσα στο P έτσι ώστε κάθε σηµείο του πολυγώνου να είναι ορατό από ένα τουλάχιστο

ϕύλακα. Το πρόβληµα αυτό έχει µελετηθεί αρκετά τα τελευταία χρόνια και ο αναγνώστης

µπορεί να ανατρέξει σε µια πληθώρα από δηµοσιεύσεις : [55, 37, 7, 35, 32, 49, 1, 51].

Το πιο γνωστό αποτέλεσµα για το πρόβληµα ϕύλαξης της αίθουσας τέχνης είναι ότι

bn
3
c ϕύλακες αρκούν πάντα και κάποιες ϕορές ακριβώς τόσοι είναι απαραίτητοι, για την

ϕύλαξη ενός πολυγώνου µε n κορυφές [28, 15]. Στην εργασία του Shermer [53], κατα-

γράφονται διάφορα αποτελέσµατα για το προβλήµατα ϕύλαξης της αίθουσας τέχνης και

τις παραλλαγές του. Το πολύγωνο ορατότητας (visibility polygon), το υποπολύγωνο δηλα-

δή ενός πολυγώνου που κάθε σηµείο του είναι ορατό από ένα σηµείο στο εσωτερικό, έχει

µελετηθεί στα [33], [40] και [38], ενώ το ϐιβλίο του J. O’Rourke [49] καταγράφει πολλά

προβλήµατα ορατότητας που έχουν διερευνηθεί

Οι περισσότερες δηµοσιεύσεις σχετικά µε το πρόβληµα ϕύλαξης της αίθουσας τέχνης,

ασχολούνται µε τον υπολογισµό της ϑέσης των ϕυλάκων κάτω από περιορισµούς του

σχήµατος του πολυγώνου (ορθογώνια, µε τρύπες, κτλ) ή κάτω από περιορισµούς των

επιτρεπτών ϑέσεων των ϕυλάκων (κορυφές, πλευρές, κτλ). Εκτός της περίπτωσης του ενός

ϕύλακα, λίγες δηµοσιεύσεις ασχολούνται µε τον υπολογισµό της ϕυλασσόµενης περιοχής,

µε ένα δεδοµένο αριθµό ϕυλάκων: [14], [31]. Στο [16] εισάγουν την έννοια του witness set
W ενός απλού πολυγώνου P : αν ένα σύνολο ϕυλάκων G, ϕυλάσσει το W , τότε εγγυηµένα

το G ϕυλάσσει το P . Αποδεικνύουν ότι δεν επιδέχονται όλα τα πολύγωνα πεπερασµένα

witness sets.

Οι διαµερίσεις ορατότητας εµφανίζονται για πρώτη ϕορά στις εργασίες των Bose et
al. και Guibas et al. [8], [34]. Κάτω από µια παρόµοια ϑεώρηση, αναφέρονται και

στα [43], [29] και [26]. Στα [29] και [26] αποδεικνύονται ενδιαφέρουσες ιδιότητες για τις

διαµερίσεις ορατότητας, τόσο της περιµέτρου. όσο και του εσωτερικού του πολυγώνου.

Στο [20] εξετάζουν πολύγωνα που περιέχουν σηµειακούς ϑησαυρούς και αναζητούν τον

ελάχιστο αριθµό ϕυλάκων έτσι ώστε όλοι οι ϑησαυροί να ϕυλάσσονται. Αποδεικνύουν ότι

το πρόβληµα είναι NP-hard και προτείνουν ευριστικούς αλγορίθµους. Στο [10] αναθέτουν

ϐάρη στους ϑησαυρούς και µελετούν την περίπτωση της τοποθέτησης ενός ϕύλακα έτσι

ώστε να µεγιστοποιείται το ϕυλασσόµενο ϐάρος των ϑησαυρών. Στο [39] εξετάζουν την

κάλυψη των πλευρών της αίθουσας τέχνης.

Η υπολογιστική πολυπλοκότητα του προβλήµατος ϕύλαξης µε ελάχιστο αριθµό ϕυλά-

κων οριοθετήθηκε µε τις εργασίες των Aggarwall και Lee and Lin [1], [41] που ανεξάρτητα

έδειξαν ότι το πρόβληµα είναι NP-hard τόσο για ϕύλακες κορυφές, όσο και για γενικούς
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ϕύλακες. Το πρόβληµα παραµένει NP-hard και για πολύ περιορισµένες υποκλάσεις

πολυγώνων, όπως για παράδειγµα τα 2-link και 3-link πολύγωνα [46, 9]. Στο [12] υπο-

στηρίζουν ότι η ϕύλαξη ενός µονότονου πολυγώνου µε ϕύλακες κορυφές είναι NP-hard,

χωρίς όµως να δίνουν λεπτοµέρειες της απόδειξής τους.

Η πολυπλοκότητα των προσεγγίσεων για τα προβλήµατα ϕύλαξης πολυγώνων έχει µε-

λετηθεί από τους Eidenbenz et. al. Στο [24] αποδεικνύεται ότι τα πολύγωνα µε τρύπες

δεν µπορούν να ϕυλαχθούν αποτελεσµατικά µε λιγότερους από Ω(log n) ϕορές τον ϐέλτι-

στο αριθµό γενικούς ϕύλακες ή ϕύλακες κορυφές, εκτός αν P = NP. Οι Broden et. al
και Eidenbenz στα [9] και [23] αποδεικνύουν ότι η ϕύλαξη των πολυγώνων χωρίς τρύπες

µε γενικούς ϕύλακες είναι APX-hard πρόβληµα, δηλαδή ότι εκτός αν P = NP δεν είναι

δυνατό κάποιο πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικό σχήµα.

Κάθε πολύγωνο, µε ή χωρίς τρύπες, µπορεί να ϕυλαχτεί αποτελεσµατικά µε ένα λο-

γαριθµικό λόγο απόδοσης στον αριθµό των κορυφών του πολυγώνου. Ο αλγόριθµος είναι

µια απλή αναγωγή στο πρόβληµα Set Cover, οπότε ο άπληστος αλγόριθµος για το Set
Cover τοποθετεί ένα αριθµό ϕυλάκων, µε λογαριθµικό λόγο απόδοσης [32]. ΄Ενα καλύτε-

ϱο αποτέλεσµα επιτυγχάνεται µε τη χρήση τυχαιοποίησης (randomization) όπου έχουµε

ένα αλγόριθµο µε αναµενόµενο (expected) χρόνο εκτέλεσης O(nOPT 2 log4 n) που δίνει έ-

να αριθµό ϕυλάκων κορυφών µε λόγο απόδοσης O(log OPT ) µε µεγάλη πιθανότητα [21],

n είναι ο αριθµός των κορυφών του πολυγώνου και OPT ο µικρότερος αριθµός ϕυλάκων

που καλύπτουν το πολύγωνο).

Στο [48] εξετάζουν την περίπτωση της τοποθέτηση ενός ϕύλακα στο εσωτερικό του

πολυγώνου µε τέτοιο τρόπο ώστε να καλύπτεται ένα µέγιστο εµβαδόν από το πολύγωνο.

∆ίνουν ένα αλγόριθµο που επιτυγχάνει µια προσέγγιση του µέγιστου εµβαδού, µε λόγο

απόδοσης 1 − δ για κάθε δ > 0 (PTAS). Η χρονική πολυπλοκότητα του αλγορίθµου

τους είναι O(n5

δ2 ), δίνουν δηλαδή ένα πλήρες πολυωνυµικό προσεγγιστικό σχήµα για το

πρόβληµα. Το πρόβληµα της τοποθέτησης k γενικών ϕυλάκων στο πολύγωνο µε τέτοιο

τρόπο ώστε να ϕυλάσσεται το µέγιστο εµβαδόν εξετάζεται στο [13]. ∆ίνουν ένα αλγόριθµο

που µε µεγάλη πιθανότητα επιτυγχάνει µια προσέγγιση του µέγιστου εµβαδού µε λόγο

απόδοσης 1−eδ−1
για κάθε δ > 0 (δηλαδή άπειρα κοντά στο 1− 1

e
) σε χρόνο O(k3n2

δ4 log3 n
δ
).

Στο Σχήµα 1.2 ϕαίνεται η ένταξη των γνωστών αποτελεσµάτων, σχετικά µε την πολυ-

πλοκότητα των προσεγγίσεων για τις διάφορες παραλλαγές του προβλήµατος ϕύλαξης της

αίθουσας τέχνης, στην ιεραρχία των κλάσεων προσέγγισης. Οι κύκλοι είναι τα όρια των

κλάσεων, ενώ αν ένα πρόβληµα δεν είναι σαφώς τοποθετηµένο σε κάποια κλάση, τότε το

εύρος του χάσµατος µεταξύ του καλύτερου προσεγγιστικού αποτελέσµατος µε το χειρότε-

ϱο αποτέλεσµα µη προσέγγισης, συµβολίζεται µε µια έλλειψη. Τα προβλήµατα που είναι

σε ορθογώνιο πλαίσιο αφορούν πιθανοτικά αποτελέσµατα.

1.8 Αποτελέσµατα της ∆ιατριβής

Το ϑέµα της ∆ιατριβής είναι η Θεωρητική Πληροφορική και ειδικότερα η περιοχή των

προσεγγιστικών αλγορίθµων για προβλήµατα υπολογιστικής γεωµετρίας.

Αντικείµενο της διατριβής είναι η κατασκευή και µελέτη προσεγγιστικών αλγορίθµων

για παραλλαγές του κλασσικού προβλήµατος «ϕύλαξης της αίθουσας τέχνης» (Art Gallery
problem, V. Klee 1973). Στο πρόβληµα ϕύλαξης της αίθουσας τέχνης το Ϲητούµενο εί-

ναι να τοποθετηθεί ο ελάχιστος αριθµός ϕυλάκων µέσα σε ένα πολύγωνο έτσι ώστε όλα
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Σχήµα 1.2: ΄Ενταξη των γνωστών αποτελεσµάτων στην ιεραρχία των κλάσεων προσέγγισης. Σχετι-

κός είναι ο πίνακας 1.1.

A One Point Guard Without Holes [48]

B One Point Guard With Holes [48]

C Minimum Vertex/Edge Guard Without Holes [32, 25, 24]

D Minimum Vertex/Edge Guard With Holes [32, 25, 24]

E Minimum Point Guard Without Holes [25, 24]

F Minimum Point Guard With Holes [25, 24]

G Maximum Length/Area Point Guard Without Holes [13]

H Maximum Length/Area Point Guard With Holes [13]

Πίνακας 1.1: Τα προβλήµατα του σχήµατος 1.2 και οι σχετικές αναφορές

τα σηµεία του πολυγώνου να είναι ορατά σε κάποιο ϕύλακα. Στις παραλλαγές που εξε-

τάζονται στη διατριβή, είναι δεδοµένος ένας αριθµός ϕυλάκων και το Ϲητούµενο είναι η

µεγιστοποίηση της κάλυψης µε την τοποθέτηση των δεδοµένων ϕυλάκων στις κορυφές ή

τις πλευρές του πολυγώνου.

Χαρακτηριστικό είναι ότι, για όλες τις παραλλαγές του κλασσικού προβλήµατος ελαχι-

στοποίησης, υπάρχει ένα µεγάλο χάσµα µεταξύ του καλύτερου γνωστού προσεγγιστικού

παράγοντα, που πετυχαίνει αλγόριθµος πολυωνυµικού χρόνου και του αποτελέσµατος

µη–προσεγγισιµότητας : για παράδειγµα, για το πρόβληµα ελαχιστοποίησης των γενικών

ϕυλάκων σε απλά πολύγωνα χωρίς τρύπες, ο καλύτερος γνωστός παράγοντας προσέγγι-

σης είναι O(n) και συγχρόνως υπάρχει αποτέλεσµα µη-προσεγγισιµότητας, που λέει ότι

υπάρχει ένα ε > 0 τέτοιο ώστε κανένας πολυωνυµικού χρόνου αλγόριθµος δεν µπορεί να

πετύχει παράγοντα προσέγγισης 1 + ε.

Στη διατριβή προτείνεται µια γενική µέθοδος αντιµετώπισης των προβληµάτων, όπου

υπάρχουν διάφορες πιθανές ϑέσεις για την τοποθέτηση ενός δεδοµένου αριθµού από k
ϕύλακες, και µια απαίτηση για µεγιστοποίηση της κάλυψης µιας συνάρτησης (µήκος,

εµβαδόν, αξία κτλ) που επιδρά σε κάποια σύνολα σηµείων µέσα στο πολύγωνο. Εξετάζον-

ται επίσης και οι περιπτώσεις όπου α) ο υπολογισµός και µόνο της τιµής της συνάρτησης

είναι πολύ δύσκολος (NP-hard), και ϐ) υπάρχει κόστος που πρέπει να πληρωθεί όταν
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τοποθετείται ϕύλακας σε κάποια από τις πιθανές ϑέσεις και υπάρχει ένας προϋπολογι-

σµός που δεν µπορούµε να υπερβούµε. Για όλες αυτές τις παραλλαγές του κλασσικού

προβλήµατος ϕύλαξης της αίθουσας τέχνης, αποδεικνύεται ότι είναι NP-hard και µε την

εφαρµογή της γενικής µεθόδου που προτείνεται, κατασκευάζονται πολυωνυµικού χρό-

νου προσεγγιστικοί αλγόριθµοι που πετυχαίνουν σταθερούς παράγοντες προσέγγισης.

Οι προσεγγιστικοί αλγόριθµοι που κατασκευάζονται, τοποθετούν τα προβλήµατα µεγιστο-

ποίησης στην κλάση πολυπλοκότητας APX.

Στην προσπάθεια διερεύνησης της ϐελτιστότητας κάποιου αλγορίθµου ως προς την

προσεγγισιµότητα, κάποιος αναζητά µια σταθερά ε > 0, έτσι ώστε ο αλγόριθµος να πετυ-

χαίνει παράγοντα προσέγγισης 1 + ε και συγχρόνως µια απόδειξη δεν µπορεί να υπάρχει

πολυωνυµικού χρόνου αλγόριθµος που να πετυχαίνει παράγοντα προσέγγισης 1 + ε− δ,

∀δ > 0. Σε αυτή την περίπτωση έχουµε ένα αποτέλεσµα ισχυρής ϐελτιστότητας.

Στη διατριβή παρουσιάζεται µια αναγωγή διατήρησης χάσµατος, από γνωστό APX-hard
πρόβληµα, στο πρόβληµα µεγιστοποίησης του καλυπτόµενου µήκους στην περίµετρο, από

ένα σύνολο k ϕυλάκων, τοποθετηµένων στις κορυφές του πολυγώνου. Παρουσιάζονται

επίσης και οι απαραίτητες αλλαγές τις αναγωγής, για όλα τα προβλήµατα µεγιστοποίη-

σης, της οποιαδήποτε απαίτησης κάλυψης, από ένα σύνολο k ϕυλάκων, τοποθετηµένων

είτε στις κορυφές, είτε στις πλευρές του πολυγώνου. Το αποτέλεσµα είναι, ότι όλα τα

προβλήµατα µεγιστοποίησης αποδεικνύονται APX-hard και µε δεδοµένους τους αλγο-

ϱίθµους που πετυχαίνουν τους σταθερούς παράγοντες προσέγγισης, έχουµε ότι όλα τα

προβλήµατα µεγιστοποίησης, είναι APX-complete.

Στο πρώτο κεφάλαιο, µετά από µια σύντοµη εισαγωγή στη ϑεωρία πολυπλοκότητας

και στη ϑεωρία προσεγγισιµότητας, παρουσιάζονται επίσης η γενική µέθοδος απόδειξης

αρνητικών αποτελεσµάτων σχετικά µε την προσεγγισιµότητα: περιγράφονται στη γενι-

κή τους µορφή οι αναγωγές διατήρησης χάσµατος και οι εφαρµογές τους σε διάφορες

περιπτώσεις προβληµάτων όπου λαµβάνονται αποτελέσµατα µη–προσέγγισης.

Στο δεύτερο κεφάλαιο παρουσιάζονται οι υποδιαιρέσεις ορατότητας της περιµέτρου και

του εσωτερικού του πολυγώνου. Οι υποδιαιρέσεις αυτές, διακριτοποιούν ως προς την ορα-

τότητα την περίµετρο και το εσωτερικό του πολυγώνου και αποδεικνύονται χρησιµότατο

εργαλείο για την απόδειξη των αποτελεσµάτων NP-hardness των προβληµάτων µεγιστο-

ποίησης που εξετάζονται στο επόµενο κεφάλαιο. Παρουσιάζονται και αναλύονται όλες οι

ενδιαφέρουσες γεωµετρικές ιδιότητες αυτών των διαµερίσεων και εξετάζεται η χρήση τους

για την περίπτωση της τοποθέτησης γενικών ϕυλάκων. Τα αποτελέσµατα του κεφαλαίου

αυτού έχουν δηµοσιευθεί στο [29] και χρησιµοποιούνται στα [43], [44] και [26].

Στο τρίτο κεφάλαιο, αφού εντοπιστούν οι ιδιαιτερότητες της έννοιας της ϕύλαξης, ό-

πως αυτή διαµορφώνεται από τις διαφορετικές ϑέσεις των ϕυλάκων και τις διαφορετικές

απαιτήσεις για την κάλυψη των τµηµάτων του πολυγώνου, δίνονται οι ορισµοί όλων των

προβληµάτων µεγιστοποίησης που πρόκειται να εξετασθούν. Στη συνέχεια παρουσιάζεται

µια γενική µέθοδος αντιµετώπισης των προβληµάτων, όπου υπάρχουν διάφορες πιθανές

ϑέσεις για την τοποθέτηση ενός δεδοµένου αριθµού από k ϕύλακες, και µια απαίτηση για

µεγιστοποίηση της κάλυψης µιας συνάρτησης (µήκος, εµβαδόν, αξία κτλ) που επιδρά σε

κάποια σύνολα σηµείων µέσα στο πολύγωνο. Η µέθοδος αυτή εφαρµόζεται στο πρόβληµα

ϕύλαξης µέγιστου µήκους από την περίµετρο, µέγιστου εµβαδού από το εσωτερικό και

µέγιστης αξίας από την περίµετρο ενός πολυγώνου. Εξετάζεται επίσης και η περίπτω-

ση όπου η απαίτηση της κάλυψης είναι η επίβλεψη (µερική κάλυψη) αντί της πλήρους

κάλυψης.



1.8 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΤΗΣ ∆ΙΑΤΡΙΒΗΣ 17

Στη συνέχεια εξετάζεται η περίπτωση όπου η γενική µέθοδος έχει να κάνει δύσκολες

επιλογές, ο υπολογισµός δηλαδή της συνάρτησης που επιδρά στα σύνολα σηµείων του

πολυγώνου είναι από µόνο του ένα NP-hard πρόβληµα. Στην περίπτωση αυτή, ο µόνος

τρόπος διατήρησης του πολυωνυµικού χρόνου εκτέλεσης, είναι η ύπαρξη πολυωνυµικού

χρόνου προσεγγιστικού αλγόριθµου για τον υπολογισµό της τιµής της συνάρτησης. Η µέ-

ϑοδος διαµορφώνεται κατάλληλα και εφαρµόζεται στο πρόβληµα κάλυψης µέγιστης αξίας

µε παράµετρο την τοποθέτηση των τµηµάτων µε αξία στην περίµετρο του πολυγώνου.

Η ύπαρξη πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικού σχήµατος για το πρόβληµα Multiple
Knapsack σε συνδυασµό µε τη διαµορφωµένη γενική µέθοδο µας δίνουν πάλι ένα αλγό-

ϱιθµο πολυωνυµικού χρόνου που πετυχαίνει σταθερό παράγοντα προσέγγισης.

Τέλος εξετάζονται οι γενικεύσεις των προβληµάτων ϕύλαξης, όπου υπάρχει κόστος

που πρέπει να πληρωθεί όταν τοποθετείται ϕύλακας σε κάποια από τις πιθανές ϑέσεις και

υπάρχει ένας προϋπολογισµός που δεν µπορούµε να υπερβούµε. Μετά την κατάλληλη

διαµόρφωση της γενικής µεθόδου έχουµε την εφαρµογή της στις περιπτώσεις κάλυψης

µέγιστου µήκους, µέγιστης αξίας και µέγιστης αξίας µε παράµετρο την τοποθέτηση των

τµηµάτων µε αξία στην περίµετρο του πολυγώνου. Τα αποτελέσµατα του κεφαλαίου αυτού

έχουν δηµοσιευθεί στα [43], [44], [29] και [26].

Στο τέταρτο κεφάλαιο µετά από ένα πρώτο αποτέλεσµα µη ύπαρξης πολυωνυµικού

χρόνου προσεγγιστικού σχήµατος για τα προβλήµατα κάλυψης µέγιστης αξίας παρουσιά-

Ϲεται µια αναγωγή διατήρησης χάσµατος από το πρόβληµα Max-5-Occurence-3Sat στο

πρόβληµα µεγιστοποίησης του καλυπτόµενου µήκους στην περίµετρο από ένα σύνολο k
ϕυλάκων τοποθετηµένων στις κορυφές του πολυγώνου. Η αναγωγή παρουσιάζεται διε-

ξοδικά παρουσιάζοντας ένα τρόπο κατασκευής πολυγώνου και της συνέχεια αναλύεται ο

µετασχηµατισµός των εφικτών λύσεων µεταξύ των δύο προβληµάτων. Τελικά δείχνεται ότι

η αναγωγή διατηρεί το χάσµα, συνεπώς το πρόβληµα µεγιστοποίησης του µήκους απο-

δεικνύεται APX-hard. Η αναγωγή αυτή, µε τις κατάλληλες τροποποιήσεις, εφαρµόζεται

σε όλα τα προβλήµατα µεγιστοποίησης του τρίτου κεφαλαίου µε αποτέλεσµα όλα αυτά

τα προβλήµατα να χαρακτηρίζονται APX-hard. Αυτά τα αποτελέσµατα, σε συνδυασµό µε

τα αποτελέσµατα του τρίτου κεφαλαίου, δείχνουν ότι όλα τα προβλήµατα µεγιστοποίησης

είναι APX-complete. Τα αποτελέσµατα του κεφαλαίου αυτού, έχουν δηµοσιευθεί στα [45]

και [30].

Στο πέµπτο κεφάλαιο γίνεται µια σύνοψη των αποτελεσµάτων και παρουσιάζονται διά-

ϕορα ενδιαφέροντα προβλήµατα για µελλοντική έρευνα.





Κεφάλαιο 2
Γεωµετρία της ορατότητας

Αεί ο Θεός ο Μέγας Γεωµετρεί

Μηδείς αγεωµέτρητος εισείτω

Επιγραφές στην είσοδο της

Ακαδηµίας του Πλάτωνα (4ος

π.Χ. αιώνας)

Στο κεφάλαιο αυτό, αρχικά ορίζουµε τις απαραίτητες γεωµετρικές έννοιες και τα κατη-

γορήµατα ορατότητας, που χρειάζονται για τη διατύπωση και τις αποδείξεις των ιδιοτήτων

των υποδιαιρέσεων ορατότητας ενός απλού πολυγώνου. Τις υποδιαιρέσεις ορατότητας τις

ορίσαµε στο [43] σαν εργαλείο για τους προσεγγιστικούς αλγορίθµους που προτείνου-

µε. Στο [29] αποδεικνύουµε το ϑεώρηµα 2.4.1 ενώ στο [26] αποδεικνύουµε το ϑεώρηµα

2.4.2. Τα δύο αυτά ϑεωρήµατα είναι καθοριστικά για τη διατύπωση των ϑεωρηµάτων και

των αλγορίθµων του Κεφαλαίου 3, καθώς χρησιµοποιούνται τόσο στις αποδείξεις για το

NP-hardness όσο και στα ϐήµατα προεπεξεργασίας (preprocessing) των αλγορίθµων. Με

λίγα λόγια, τα δύο αυτά ϑεωρήµατα διακριτοποιούν την ορατότητα από τις κορυφές και

τις ακµές, προς την περίµετρο ή το εσωτερικό του πολυγώνου.

Οι όροι που χρησιµοποιούται στα [43], [29] και [26] είναι «λεπτότερος κατακερµατι-

σµός ορατότητας» (finest visibility segmentation) και «λεπτότερη υποδιαίρεση ορατότητας»

(finest visibility subdivision), αντίστοιχα για τη διακριτοποίηση της περιµέτρου και του

εσωτερικού του πολυγώνου. Στο κεφάλαιο αυτό προτιµήσαµε τον όρο «υποδιαίρεση ορατό-

τητας» και το συµβολισµό V. Το είδος της υποδιαίρεσης συµβολίζεται σαν παράµετρος στο

V, οπότε V(∂P ) συµβολίζει την υποδιαίρεση ορατότητας της περιµέτρου του πολυγώνου

P , ενώ V(P ) συµβολίζει την υποδιαίρεση του εσωτερικού του πολυγώνου P .

Ανεξάρτητα από τα [43], [29] και [26], οι Bose et al στο [8] χρησιµοποιούν τις υποδιαι-

ϱέσεις ορατότητας και τις ιδιότητές τους σαν εργαλείο για αποτελεσµατικές αναζητήσεις

ορατότητας (efficient visibility queries) σε απλά πολύγωνα. Το λήµµα 2.4.1, που απο-

δεικνύουν στο [8], καθορίζει ότι στη χειρότερη περίπτωση η πολυπλοκότητα της V(P ) είναι

O(n3).
Σηµαντικό για τους περισσότερους αλγορίθµους του Κεφαλαίου 3 είναι η εύρεση των

κοµµατιών της αντίστοιχης µε το πρόβληµα υποδιαίρεσης (περιµέτρου ή εσωτερικού) που

ϕυλάσσονται (καλύπτονται ή επιτηρούνται) από κάποια ϑέση ϕύλαξης p. Οι αλγόριθµοι

19
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2.1, 2.2, 2.3 και 2.4 υπολογίζουν αντίστοιχα τα σύνολα V(∂P )(v), V(∂P )(e), V(P )(v) και

V(P )(e):

V(∂P )(v) τµήµατα της V(∂P ) που ϕυλάσσονται από την κορυφή v
V(∂P )(e) τµήµατα της V(∂P ) που ϕυλάσσονται από την ακµή e
V(P )(v) χωρία της V(∂P ) που ϕυλάσσονται από την κορυφή v
V(P )(e) χωρία της V(∂P ) που ϕυλάσσονται από την ακµή e

δ

ϐ

γ

α

Σχήµα 2.1: Πολυγωνικές αλυσίδες, απλό πολύγωνο και πολύγωνο µε τρύπες

2.1 Γεωµετρικές ΄Εννοιες

Μια διατεταγµένη ακολουθία σηµείων του επιπέδου, µαζί µε τα ευθύγραµµα τµήµατα

που ενώνουν τα γειτονικά στη διάταξη σηµεία, ονοµάζεται πολυγωνική αλυσίδα (polygonal
chain). Τα σηµεία p0, . . . , pn−1 (n ≥ 2) ονοµάζονται κορυφές, ενώ τα ευθύγραµµα τµήµατα

pipi+1 ονοµάζονται ακµές της αλυσίδας. Μια πολυγωνική αλυσίδα ονοµάζεται κλειστή αν

pn = p0 (σχήµα 2.1.β) αλλιώς ονοµάζεται ανοικτή (σχήµα 2.1.α). Μια πολυγωνική αλυσίδα

ονοµάζεται απλή αν δεν τέµνει τον εαυτό της (κάθε ακµή ej = pkpk+1 έχει κοινά σηµεία

µόνο το pk µε την ακµή pk−1pk και το pk+1 µε την ακµή pk+1pk+2). Μια απλή κλειστή

πολυγωνική αλυσίδα χωρίζει το επίπεδο σε δύο περιοχές, την εσωτερική και την εξωτερική.

Η εξωτερική περιοχή είναι µη ϕραγµένη ενώ η εσωτερική είναι ϕραγµένη (δεν µπορεί να

περιέχει οποιαδήποτε ευθεία ή ηµιευθεία του επιπέδου).

Μια απλή κλειστή πολυγωνική αλυσίδα, µαζί µε το εσωτερικό της, ονοµάζεται απλό

πολύγωνο χωρίς τρύπες (simple polygon without holes). Η πολυγωνική αλυσίδα που

ορίζει ένα απλό πολύγωνο χωρίς τρύπες P , ονοµάζεται περίµετρος (boundary) του P και

συµβολίζεται µε ∂P . Στη συνέχεια ϑα χρησιµοποιούµε τον όρο πολύγωνο αντί του «απλό

πολύγωνο χωρίς τρύπες» (σχήµα 2.1.γ).

΄Ενα απλό πολύγωνο µε τρύπες (simple polygon with holes) (στη συνέχεια ϑα χρησιµο-

ποιούµε τον όρο πολύγωνο µε τρύπες) P µπορεί να αναπαρασταθεί µε ένα πεπεραµένο
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Σχήµα 2.2: Παραδείγµατα ορατότητας.

αριθµό απλών κλειστών πολυγωνικών αλυσίδων P1, . . . , Pk. Οι αλυσίδες αυτές αναπα-

ϱιστούν την περίµετρο του P , όπου η P1 είναι η εξώτερη περίµετρος του P ενώ τα Pi,

i = 2, . . . , k είναι οι περίµετροι από τις τρύπες. Η αναπαράσταση αυτή λειτουργεί µόνο

αν Pi ⊆ P1 για i = 2, . . . , k και Pi ∩Pj = ∅ για i, j = 2, . . . , k. Το εσωτερικό του P είναι η

συνολοθεωρητική διαφορά µεταξύ του P1 και όλων των εσωτερικών των απλών πολυγώνων

χωρίς τρύπες P2, . . . , Pk (σχήµα 2.1.d).

2.2 Κατηγορήµατα Ορατότητας

Αν a και b είναι δύο σηµεία που ανήκουν σε ένα πολύγωνο P µε ή χωρίς τρύπες, λέµε ότι

το σηµείο a ϐλέπει (sees) το σηµείο b (ή ότι τα σηµεία a και b είναι ορατά µεταξύ τους ή ότι

είναι αµοιβαία ορατά (mutually visible) ή ότι το σηµείο b ϕαίνεται από το σηµείο a) αν το

ευθύγραµµο τµήµα ab που ενώνει τα δύο σηµεία ανήκει στο P . Στο σχήµα 2.2 το σηµείο

v ϐλέπει το σηµείο u, αλλά δεν ϐλέπει τα σηµεία x και w. Αν A και B είναι δύο σύνολα

σηµείων που ανήκουν σε ένα πολύγωνο P , λέµε ότι το σύνολο A καλύπτει (oversees) το

σύνολο B αν για κάθε σηµείο b ∈ B υπάρχει ένα σηµείο a ∈ A τέτοιο ώστε το a να ϐλέπει

το b. Στο σχήµα 2.2 η ακµή J καλύπτει την ακµή E αλλά δεν καλύπτει την ακµή K.

Επίσης, το σηµείο v καλύπτει την ακµή E αλλά το σηµείο v δεν καλύπτει την ακµή K.

Λέµε ότι το σύνολο σηµείων A ∈ P ϐλέπει ασθενώς (weakly sees) ή ότι επιτηρεί

(watches) το σύνολο σηµείων B ∈ P αν υπάρχει σηµείο b ∈ B τέτοιο ώστε να υπάρχει

ένα σηµείο a ∈ A ώστε το σηµείο a να ϐλέπει το σηµείο b. Στο σχήµα 2.2 το σηµείο e
επιτηρεί την ακµή J και το σηµείο b επιτηρεί την ακµή K. Στη συνέχεια δίνουµε ένα

τυπικό ορισµό:

Ορισµός 2.2.1 (Κατηγορήµατα Ορατότητας) ΄Εστω P ένα πολύγωνο µε ή χωρίς τρύπες,

a, b ∈ P σηµεία και A, B ∈ P σύνολα σηµείων. Ορίζουµε τα παρακάτω κατηγορήµατα

ορατότητας (visibility predicates):

ϐλέπει : sees(a, b) : το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα a και b ϐρίσκεται σε όλο του το

µήκος εντός του πολυγώνου P (ή αλλιώς το ευθύγραµµο τµήµα δεν τέµνει το εξωτερικό

του πολυγώνου).

καλύπτει : oversees(A, B) : ∀b ∈ B ∃a ∈ A : sees(a, b).
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p
V (p)

e

V (e)window

Σχήµα 2.3: Πολύγωνα ορατότητας από σηµείο και από ακµή

επιτηρεί : watches(A, B) : ∃b ∈ B ∃a ∈ A : sees(a, b).

Παρατηρούµε ότι οι σχέσεις sees και watches είναι συµµετρικές ενώ η σχέση oversees
δεν είναι συµµετρική. Στο σχήµα 2.2 ισχύει ότι oversees(L, M) αλλά δεν ισχύει ό-

τι oversees(M, L). Ισχύει όµως ότι sees(v, u) ↔ sees(u, v) και ότι watches(E, K) ↔
watches(K, E).

2.3 Συνδυαστική αναπαράσταση και πολύγωνο ορατότητας

Αν P είναι ένα απλό πολύγωνο και δύο σηµεία a, b της περιµέτρου του είναι αµοιβαία

ορατά τότε το ευθύγραµµο τµήµα ab ονοµάζεται χορδή (chord) του P . Αν µια χορδή ενώνει

δύο κορυφές του P τότε ονοµάζεται διαγώνιος (diagonal). Μια χορδή s χωρίζει ένα απλό

πολύγωνο σε δύο συνδεδεµένα τµήµατα. ∆ύο σηµεία που ανήκουν στο ίδιο συνδεδεµένο

τµήµα λέµε ότι ϐρίσκονται στην ίδια µεριά σε σχέση µε τη χορδή. Το πολύγωνο ορατό-

τητας (visibility polygon) V (p) (V (e)) ενός σηµείου p ∈ P (µιας ακµής e ∈ P ) είναι όλα

εκείνα τα σηµεία του πολυγώνου που ϕαίνονται από το σηµείο p (ακµή e). Το πολύγωνο

ορατότητας έχει σχήµα αστεριού (star-shaped) (δηλαδή υπάρχει σηµείο στο εσωτερικό

του, π.χ. το σηµείο p, από το οποίο ϕαίνονται όλα τα άλλα σηµεία του) και η περίµετρός

του αποτελείται από ακµές και χορδές του πολυγώνου. Οι χορδές του P που ανήκουν

στην περίµετρο του V (p) ονοµάζονται παράθυρα (windows) του σηµείου p. Τα παράθυρα

ενός σηµείου p ∈ P είναι το σύνορο των περιοχών του P που δεν ϕαίνονται από το p,

δηλαδή όλα τα σηµεία του P που δεν ϕαίνονται από το p διαχωρίζονται από το V (p) από

κάποιο παράθυρο (σχήµα 2.3).

Η συνδυαστική αναπαράσταση (combinatorial representation) ενός πολυγώνου ορατό-

τητας είναι η κυκλική λίστα των κορυφών και των ακµών του, όπως αυτές απαντώνται

στην περίµετρο του πολυγώνου που ανήκει. Αν γνωρίζουµε την συνδυαστική αναπαρά-

σταση ενός πολυγώνου ορατότητας τότε σε σταθερό χρόνο µπορούµε να υπολογίσουµε τις

συντεταγµένες κάθε κορυφής του. ∆ύο πολύγωνα ορατότητας ονοµάζονται συνδυαστικά

ισοδύναµα (combinatorially equivalent) αν οι συνδυαστικές τους αναπαραστάσεις είναι

ακριβώς οι ίδιες ή µπορεί να γίνουν ίδιες µε µια κυκλική µετάθεση.

Στο [2] αποδεικνύουν την παρακάτω:
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Πρόταση 2.3.1 Αν γνωρίζουµε τις κορυφές και τις ακµές που ϕαίνονται από ένα σηµείο στο

εσωτερικό ενός απλού πολυγώνου P , τότε η διάταξη µε την οποία οι κορυφές και οι ακµές

εµφανίζονται στην περίµετρο του πολυγώνου ορατότητας V (p) προσδιορίζεται µε µοναδικό

τρόπο αφού η διάταξη αυτή οφείλει να ακολουθεί τη διάταξη της περιµέτρου του P

Αυτή η ιδιότητα υποδηλώνει ότι αν δύο σηµεία στο εσωτερικό ενός πολυγώνου ϐλέπουν

ακριβώς τις ίδιες κορυφές και ακµές, τότε τα πολύγωνα ορατότητας των σηµείων είναι

συνδυαστικά ισοδύναµα. Σηµειώνουµε ότι η προηγούµενη πρόταση δεν ισχύει για µη

απλά πολύγωνα.

Μια ευθεία l είναι εφαπτόµενη (tangent) σε ένα πολύγωνο P στην κορυφή v αν η l
περνάει από τη v και τέµνει τη γειτονιά της v εντός του P . Από τον ορισµό λοιπόν, µια

ευθεία µπορεί να είναι εφαπτόµενη σε ένα πολύγωνο µόνο σε µη κυρτές κορυφές του. Για

ένα σηµείο p ∈ P και µια κορυφή v, ϑεωρούµε την ακτίνα που ξεκινά από το p, στοχεύει

την κορυφή v και τέµνει το ∂P στο σηµείο w µετά το v (w 6= p). Αν το ευθύγραµµο τµήµα

pw ϐρίσκεται εντός του P και η ευθεία που περιέχει το pw είναι εφαπτόµενη του P στην

κορυφή v, τότε η χορδή vw λέγεται ο περιορισµός (constraint) που παράγεται από τα p
και v και συµβολίζεται c(p, v). Θα λέµε ότι ο περιορισµός παράγεται από το p µόνο αν η

κορυφή v είναι χωρίς σηµασία ή εννοείται από τα συµφραζόµενα. Παρατηρούµε ότι για

οποιοδήποτε σηµείο p εντός του P οι περιορισµοί που παράγονται από το p είναι ακριβώς

τα παράθυρα του V (p). Αν p και v είναι κορυφές του πολυγώνου, τότε ο περιορισµός

c(v, p) ονοµάζεται κρίσιµος περιορισµός (critical constraint).

v1

v2

p

w1

w2

c(p, v1)

q

c(q, v2)

Σχήµα 2.4: ∆ιαµέριση ορατότητας και κρίσιµοι περιορισµοί

2.4 Υποδιαιρέσεις ορατότητας

΄Ολοι οι κρίσιµοι περιορισµοί διαµερίζουν το εσωτερικό του πολυγώνου (αντίστοιχα την

περίµετρο του πολυγώνου) σε κυρτές περιοχές (ευθύγραµµα τµήµατα) και η διαµέριση

ονοµάζεται διαµέριση ορατότητας (visibility decomposition) του εσωτερικού του P (της

περιµέτρου του P ) και συµβολίζεται µε V(P ) (V(∂P )).
Μπορούµε να κατασκευάσουµε το σύνολο όλων των κρίσιµων περιορισµών που παρά-

γονται από µια κορυφή του πολυγώνου σε χρόνο O(n) µε τη χρήση των γνωστών τεχνικών
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κατασκευής του πολυγώνου ορατότητας από τους El Gindy και Avis [33], Lee [40] και

τους Joe και Simpson [38]. Η ίδια διαδικασία πρέπει να επαναληφθεί για κάθε κορυφή,

συνεπώς έχουµε ένα συνολικό κόστος χρόνου O(n2) για την κατασκευή του συνόλου των

O(n2) κρίσιµων περιορισµών.Το επόµενο ϐήµα είναι η εύρεση όλων των σηµείων τοµής

των κρίσιµων περιορισµών µε την περίµετρο του P .

Ορισµός 2.4.1 Το σύνολο των διακριτών σηµείων του πολυγώνου που συµµετέχουν στην

υποδιαίρεση της περιµέτρου του, είναι τα σηµεία τοµής των κρίσιµων περιορισµών µε την

περίµετρο, µαζί µε τις κορυφές του πολυγώνου.

Ορισµός 2.4.2 Ονοµάζουµε υποδιαίρεση της περιµέτρου ενός πολυγώνου P , ως προς την

ορατότητα από τις κορυφές και τις ακµές του, και συµβολίζουµε µε V(∂P ), την κυκλική λίστα

των ανοικτών ευθυγράµµων τµηµάτων, που ορίζονται από συνεχόµενα σηµεία του συνόλου

διακριτών σηµείων της υποδιαίρεσης της περιµέτρου του. Η υποδιαίρεση της περιµέτρου

αποτελείται από O(n2) τµήµατα.

Στη συνέχεια µε µια παραλλαγή του αλγορίθµου των Bentley και Ottmann [6] µπο-

ϱούµε να κατασκευάσουµε την επίπεδη υποδιαίρεση (planar subdivision) που παράγουν

όλοι οι κρίσιµοι περιορισµοί σε χρόνο O(n3 log n). Μια αναλυτική περιγραφή του τρό-

που κατασκευής της επίπεδης υποδιαίρεσης ϐρίσκεται στο [5]. Ιδιαίτερα χρήσιµο είναι το

επόµενο λήµµα που αναλύεται στα [8] και [34]:

Λήµµα 2.4.1 Οποιοδήποτε ευθύγραµµο τµήµα s µέσα σε ένα απλό πολύγωνο P µπορεί να

τέµνει το πολύ O(n) κρίσιµους περιορισµούς του P .

Αφού λοιπόν υπάρχουν O(n2) κρίσιµοι περιορισµοί, από το παραπάνω λήµµα έχουµε

ότι η πολυπλοκότητα της επίπεδης υποδιαίρεσης που ορίζουν οι κρίσιµοι περιοριµοί είναι

O(n3) και το όριο αυτό είναι «σφιχτό» γιατί υπάρχουν πολύγωνα που έχουν ακριβώς τόσο

πολύπλοκη υποδιαίρεση [8]. Μια επίπεδη υποδιαίρεση µπορεί να ϕυλαχθεί σε µια δοµή

διπλά συνδεδεµένης λίστας ακµών (doubly connected edge list) για τον αποτελεσµατικό-

τερο χειρισµό της [19].

Ορισµός 2.4.3 Το σύνολο των διακριτών σηµείων του πολυγώνου που συµµετέχουν στην

υποδιαίρεση του εσωτερικού του, είναι τα σηµεία τοµής µεταξύ των κρίσιµων περιορισµών,

µαζί µε τα διακριτά σηµεία της υποδαίρεσης της περιµέτρου του.

Ορισµός 2.4.4 Ονοµάζουµε υποδιαίρεση του εσωτερικού ενός πολυγώνου P , ως προς την

ορατότητα από τις κορυφές και τις ακµές του, και συµβολίζουµε µε V(P ), την επίπεδη

υποδιαίρεση που ορίζεται από τα διακριτά σηµεία της υποδιαίρεσης του εσωτερικού του µαζί

µε τους κρίσιµους περιορισµούς και την υποδιαίρεση της περιµέτρου του. Η υποδιαίρεση του

εσωτερικού αποτελείται από O(n3) χωρία.
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Σχήµα 2.5: Οποιαδήποτε κορυφή ή ακµή, καλύπτει ένα τµήµα της V(∂P ) αν και µόνο άν το

επιτηρεί

2.4.1 Υποδιαίρεση της περιµέτρου

Λήµµα 2.4.2 ΄Ενα ανοικτό διάστηµα (a, b) που ορίζεται από συνεχόµενα σηµεία της διαµέ-

ϱισης ορατότητας της περιµέτρου V(∂P ) ενός πολυγώνου P , καλύπτεται από µια κορυφή v
του P , αν και µόνο αν επιτηρείται από την v.

Απόδειξη: Είναι προφανές ότι αν το (a, b) καλύπτεται από τη v τότε και επιτηρείται από

τη v. Ας υποθέσουµε τώρα ότι το (a, b) επιτηρείται από τη v αλλά δεν καλύπτεται από

τη v. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ας υποθέσουµε ότι η v ϐλέπει µόνο το (c, d) και δεν

µπορεί να δεί κανένα σηµείο µεταξύ των a, c, όπως επίσης κανένα σηµείο µεταξύ των d, b
(σχήµα 2.5.a). Αυτό σηµαίνει ότι πρέπει να υπάρχουν δύο ακµές του P , µε άκρα u και

w που εµποδίζουν την ορατότητα της v, αριστερά του c και δεξιά του d αντίστοιχα. ΄Οµως

τότε τα c και d είναι άκρα των κρίσιµων περιορισµών c(v, u) και c(v, w), συνεπώς τα a, b
δεν µπορούν να είναι συνεχόµενα σηµεία της V(∂P ). �

Λήµµα 2.4.3 ΄Ενα ανοικτό διάστηµα (a, b) που ορίζεται από γειτονικά σηµεία της διαµέρι-

σης ορατότητας της περιµέτρου V(∂P ) ενός πολυγώνου P , καλύπτεται από µια ακµή vivj

του P , αν και µόνο αν επιτηρείται από την vivj.

Απόδειξη: Είναι προφανές ότι αν το (a, b) καλύπτεται από την vivj τότε και επιτηρεί-

ται από την vivj. Ας υποθέσουµε τώρα ότι το (a, b) επιτηρείται από την vivj αλλά δεν

καλύπτεται από την vivj. Το γεγονός ότι η vivj επιτηρεί το (a, b) σηµαίνει ότι υπάρχει

ένα σηµείο c ∈ (a, b) και ένα σηµείο d ∈ vivj τέτοια ώστε το ευθύγραµµο τµήµα cd να

ϐρίσκεται ολόκληρο εντός του πολυγώνου P (σχήµα 2.5.b). Ξεκινάµε τώρα µια γωνιακή

σάρωση (angular sweep) γύρω από το d, µε την ευθεία που περνά από τα c και d. Αν

η ευθεία ακουµπήσει το b, τότε καλύφθηκε όλο το τµήµα cb, αλλιώς η σάρωση σταµατά

στην κορυφή που ανήκει στην πρώτη ακµή που εµποδίζει την ορατότητα του d στο (a, b),
την κορυφή vm στο σχήµα 2.5.b. Συνεπώς το σηµείο d καλύπτει το τµήµα ce και για να
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καλυφθούν τα σηµεία µετά το e, προς το b, πρέπει να µετακινηθούµε σε σηµεία αριστερά

του d. Ξεκινάµε λοιπόν µια νέα γωνιακή σάρωση γύρω από το vm, µε την ευθεία που

περνά από τα e και d, οπότε η ευθεία περνά από διαφορετικές ϑέσεις d′ αριστερά του d.

Υπάρχουν οι ακόλουθες περιπτώσεις :

• Η ευθεία ακουµπά το b συνεπώς καλύψαµε όλο το τµήµα cd.

• Η ευθεία σταµατά στην κορυφή που ανήκει στην πρώτη ακµή που εµποδίζει την

ορατότητα του d′ στο (a, b), την κορυφή vn (ή την v′n) στο σχήµα 2.5.b. ΄Εχουµε

δηλαδή ένα ευθύγραµµο τµήµα εντός του P , που ξεκινά από το d′, περνά από

τις vm και vn (ή v′n) και τέµνει την ∂P στο f . ΄Οµως τότε, το f είναι άκρο του

κρίσιµου περιορισµού c(vm, vn) (ή c(v′n, vm)), συνεπώς τα a, b, δεν µπορούν να είναι

συνεχόµενα σηµεία της V(∂P ).

• Η ευθεία ακουµπά το vi αλλά όχι το b. Τότε όµως το f είναι άκρο του κρίσιµου

περιορισµού c(vi, vm), συνεπώς το f είναι ένα σηµείο της V(∂P ) αριστερά του b.
΄Αρα τα a, b δεν µπορούν να είναι συνεχόµενα σηµεία της V(∂P ).

Με χρήση ακριβώς της ίδιας τεχνικής, µπορούµε να δείξουµε ότι η ακµή vivj καλύπτει

και το τµήµα ac. �

Τα δύο προηγούµενα λήµµατα είναι η απόδειξη για το επόµενο :

Θεώρηµα 2.4.1 Η περίµετρος κάθε πολυγώνου P µπορεί να διακριτοποιηθεί αποτελεσµα-

τικά, σχετικά µε την ορατότητα, σε O(n2) τµήµατα. Κάθε κορυφή ή ακµή του P καλύπτει

ένα τέτοιο τµήµα αν και µόνο αν το επιτηρεί.

pv1
v2

p′e

Σχήµα 2.6: Η ακµή e καλύπτει το v1v2 ∈ V(∂P ) γιατί p′p ⊂ P

Κάλυψη της υποδιαίρεσης της περιµέτρου

Για να ϐρούµε ποιά τµήµατα της V(∂P ) καλύπτονται από µια κορυφή v του P , δηλαδή

το σύνολο V(∂P )(v), αρκεί να επιλέξουµε ένα τυχαίο σηµείο p µέσα σε κάθε ευθύγραµµο

τµήµα s της V(∂P ). Στη συνέχεια για κάθε επιλεγµένο σηµείο p πρέπει να ελεγθεί αν το



2.4 ΥΠΟ∆ΙΑΙΡΕΣΕΙΣ ΟΡΑΤΟΤΗΤΑΣ 27

τµήµα vp ϐρίσκεται ολόκληρο εντός του P . Αν αυτό ισχύει τότε η κορυφή v επιτηρεί το

s, συνεπώς, σύµφωνα µε το λήµµα 2.4.2, καλύπτει το s, οπότε το s εντάσεται στο σύνολο

V(∂P )(v). Σηµειώνουµε εδώ ότι ο έλεγχος για το αν ένα ευθύγραµµο τµήµα ϐρίσκεται

µέσα σε ένα πολύγωνο µπορεί να γίνει µε τη χρήση απλών τέστ προσανατολισµού [50] συ-

νεπώς η κατασκευή του συνόλου V(∂P )(v) χρειάζεται συνολικό χρόνο O(n3) (αλγόριθµος

2.1).

Για την περίπτωση του συνόλου V(∂P )(e) δηλαδή του συνόλου των τµηµάτων της

V(∂P ) που καλύπτονται από µια ακµή e του P , αρκεί να επιλέξουµε ένα τυχαίο σηµείο

µέσα σε κάθε ευθύγραµµο τµήµα s της V(∂P ) και στη συνέχεια να ελέγξουµε αν υπάρχει

σηµείο p′ ∈ e τέτοιο ώστε το ευθύγραµµο τµήµα p′p ϐρίσκεται ολόκληρο εντός του P .

Ο έλεγχος γίνεται κάνοντας µια γωνιακή σάρωση µε µια ευθεία που περνά από το

p και σταµατά στις κορυφές του πολυγώνου (σχήµα 2.6). Αν υπάρχει κορυφή v του P
(πιθανώς ένα άκρο της e) τέτοιο ώστε η ευθεία που περνά από τα p και v να τέµνει την e
στο p′, τότε η ακµή e επιτηρεί το s, οπότε, σύµφωνα µε το λήµµα 2.4.3 καλύπτει το s, που

εντάσεται στο σύνολο V(∂P )(e). Παρατηρούµε ότι ο αλγόριθµος 2.2 σε συνολικό χρόνο

O(n4) κατασκευάζει το σύνολο V(∂P )(e) για κάθε κορυφή του πολυγώνου.

v

u w

l
n

k m

dd′

c

e
f

vm

vn

v′
n

g

a b

Σχήµα 2.7: Οποιαδήποτε κορυφή ή ακµή, καλύπτει ένα χωρίο της V(P ) αν και µόνο άν το

επιτηρεί

2.4.2 Υποδιαίρεση του εσωτερικού

Παρόµοια µε την προηγούµενη παράγραφο έχουµε τα ακόλουθα λήµµατα:

Λήµµα 2.4.4 ΄Ενα ανοικτό χωρίο C (δεν περιέχει το σύνορό του) της επίπεδης υποδιαίρεσης

που ορίζεται από την υποδιαίρεση του εσωτερικού V(P ) ενός πολυγώνου P , καλύπτεται από

µια κορυφή v του P , αν και µόνο αν επιτηρείται από την v.

Απόδειξη: Είναι προφανές ότι αν το C καλύπτεται από τη v τότε και επιτηρείται από

τη v. Αν υποθέσουµε ότι το C επιτηρείται από τη v, αλλά δεν καλύπτεται, τότε πρέπει
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να υπάρχει ένα σηµείο c, εντός του C, που ϕαίνεται από τη v (Σχήµα 2.7a). Αν το C
καλυπτόταν από τη v, µια γωνιακή σάρωση της ευθείας που περνά από τα c και v, γύρω

από τη v ϑα έπρεπε να καλύπτει όλο το C, όµως τώρα σταµατά σε κάποια κορυφή u ή w
που εµποδίζει την παραπέρα κάλυψη του C. Αυτό όµως σηµαίνει ότι το τµήµα kl ή το

τµήµα mn είναι κοµµάτια των κρίσιµων περιορισµών c(v, u) ή c(v, w), πράγµα άτοπο γιατί

το χωρίο C, από τον ορισµό του, δεν µπορεί να περιέχει κοµµάτια κρίσιµων περιορισµών.

Τελικά η v πρέπει να καλύπτει το C. �

p

p′e

C

Σχήµα 2.8: Η ακµή e καλύπτει το χωρίο C ∈ V(P ) γιατί p′p ⊂ P

Λήµµα 2.4.5 ΄Ενα ανοικτό χωρίο C της επίπεδης υποδιαίρεσης που ορίζεται από την υπο-

διαίρεση του εσωτερικού V(P ) ενός πολυγώνου P , καλύπτεται από µια ακµή e του P , αν

και µόνο αν επιτηρείται από την e.

Απόδειξη: Είναι προφανές ότι αν το C καλύπτεται από την e = (vi, vj) τότε και επιτη-

ϱείται από την e. Αν υποθέσουµε ότι το C επιτηρείται από την e, αλλά δεν καλύπτεται,

τότε πρέπει να υπάρχει ένα σηµείο c, εντός του C, που ϕαίνεται από ένα ση µείο d της e
(Σχήµα 2.7b). Αν το C καλυπτόταν από την e, µια γωνιακή σάρωση της ευθείας που περνά

c και d, γύρω από το d, ϑα έπρεπε να καλύπτει όλο το C, όµως τώρα σταµατά σε κάποια

κορυφή vm που εµποδίζει την παραπέρα κάλυψη του C. Μια κανούρια γωνιακή σάρωση

της ευθείας που περνά από τα vm και d, γύρω από το vm, ϑα έπρεπε να καλύπτει όλο

το C, όµως τώρα σταµατά σε µια κορυφή vn ή v′n που εµποδίζει την παραπέρα κάλυψη

του C. Αυτό όµως σηµαίνει ότι το τµήµα hg είναι κοµµάτι του κρίσιµου περιορισµού

c(vm, vn) (ή c(v′n, vm)), πράγµα άτοπο γιατί το χωρίο C, από τον ορισµό του, δεν µπορεί

να περιέχει κοµµάτια κρίσιµων περιορισµών. ΠΑρατηρούµε ότι αν η σάρωση γύρω από

το vm ϕτάσει στο άκρο vi της e και η σάρωση δεν έχει καλύψει όλο το C, τότε και πάλι ϑα

έχουµε το χωρίο C να περιέχει ένα κοµµάτι του κρίσιµου περιορισµού c(vi, vm), πράγµα

άτοπο. Τελικά η e πρέπει να καλύπτει το C. �

Τα δύο προηγούµενα λήµµατα είναι η απόδειξη για το επόµενο :

Θεώρηµα 2.4.2 Το εσωτερικό κάθε πολυγώνου P µπορεί να διακριτοποιηθεί αποτελεσµα-

τικά, σχετικά µε την ορατότητα, σε O(n3) χωρία. Κάθε κορυφή ή ακµή του P καλύπτει ένα

τέτοιο τµήµα αν και µόνο αν το επιτηρεί.
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Κάλυψη της υποδιαίρεσης του εσωτερικού

Για να ϐρούµε τα χωρία της V(P ) που καλύπτονται από µια κορυφή v του P , δηλαδή το

σύνολο V(P )(v), αρκεί να επιλέξουµε ένα τυχαίο σηµείο p µέσα σε κάθε χωρίο C της V(P )
και σύµφωνα µε το λήµµα 2.4.4 να ελέγξουµε αν vp ⊂ P . Ο αλγόριθµος 2.3 διαφέρει

από τον 2.1 µόνο στη χρήση της V(P ).
Για να ϐρούµε τα χωρία της V(P ) που καλύπτονται από µια ακµή e του P , δηλαδή

το σύνολο V(P )(e), αρκεί να επιλέξουµε ένα τυχαίο σηµείο p µέσα σε κάθε χωρίο C της

V(P ) και σύµφωνα µε το λήµµα 2.4.5 να ελέγξουµε αν υπάρχει σηµείο p′ ∈ e τέτοιο ώστε

pp′ ⊂ P (Σχήµα 2.8). Ο αλγόριθµος 2.4 διαφέρει από τον 2.2 µόνο στη χρήση της V(P ).

V(∂P )(v)← ∅
foreach s ∈ V(∂P ) do

pick p ∈ s
if vp ⊂ P then V(∂P )(v)← s

endfch
return V(∂P )(v)

Αλγόριθµος 2.1: Κατασκευή του συνόλου V(∂P )(v)

foreach edge e of the polygon P do
V(∂P )(e)← ∅

endfch
foreach s ∈ V(∂P ) do

pick p ∈ S
start an angular sweep around p stopping at P ’s vertices vi

if pvi ⊂ P then
V(∂P )(e)← V(∂P )(e) ∪ {s}

else
extend pvi−1 up to ∂P
let e′ = vkvl be the edge on ∂P that pvi−1 intersects
V(∂P )(e′)← V(∂P )(e′) ∪ {s}
let vl be the next event of the sweep

endif
endfch
return V(∂P )(e) for all edges of P

Αλγόριθµος 2.2: Κατασκευή του συνόλου V(∂P )(e)
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V(P )(v)← ∅
foreach s ∈ V(P ) do

pick p ∈ s
if vp ⊂ P then V(P )(v)← s

endfch
return V(P )(v)

Αλγόριθµος 2.3: Κατασκευή του συνόλου V(P )(v)

foreach edge e of the polygon P do
V(P )(e)← ∅

endfch
foreach s ∈ V(P ) do

pick p ∈ S
start an angular sweep around p stopping at P ’s vertices vi

if pvi ⊂ P then
V(P )(e)← V(P )(e) ∪ {s}

else
extend pvi−1 up to ∂P
let e′ = vkvl be the edge on ∂P that pvi−1 intersects
V(P )(e′)← V(P )(e′) ∪ {s}
let vl be the next event of the sweep

endif
endfch
return V(P )(e) for all edges of P

Αλγόριθµος 2.4: Κατασκευή του συνόλου V(P )(e)



Κεφάλαιο 3
Φύλαξη πολυγώνων

Ποιος ϕυλάσσει τους ϕύλακες ;

Πλάτωνας, Πολιτεία

Quis custodiet ipsos custodes?

Decimus Junius Juvenalis

Στο Κεφάλαιο 2 παρουσιάσαµε διεξοδικά τα γεωµετρικά εργαλεία που ϑα χρησιµο-

ποιήσουµε σ΄ αυτό το κεφάλαιο για να αντιµετωπίσουµε τα διάφορα προβλήµατα µεγιστο-

ποίησης της ϕύλαξης. Είναι αξιοσηµείωτο ότι ελάχιστα αποτελέσµατα στη ϐιβλιογραφία

αφορούν στην εύρεση «καλών ϑέσεων» για τους ϕύλακες, µε δεδοµένο ένα πολύγωνο και

ένα αριθµό ϕυλάκων. Το πρόβληµα µεγιστοποίησης της ϕύλαξης από ένα γενικό ϕύλα-

κα έχει µε µελετηθεί από τους S. Ntafos et al στο [48] όπου παρουσιάζουν ένα πλήρες

πολυωνυµικό σχήµα (Fully Polynomial Time Approximation Scheme, FPTAS)
∗
. Οι O.

Cheong et al στο [13], δίνουν ένα αλγόριθµο που µε µεγάλη πιθανότητα επιτυγχάνει µια

προσέγγιση του µέγιστου εµβαδού µε λόγο απόδοσης 1 − eδ−1
για κάθε δ > 0 (δηλαδή

άπειρα κοντά στο 1− 1
e
).

Στο κεφάλαιο αυτό εξετάξουµε πλήρως το ϑέµα της µεγιστοποίησης της κάλυψης απο

τις κορυφές ή τις ακµές του πολυγώνου. Η περιοχή που πρέπει να καλυφθεί είναι η

περίµετρος ή το εσωτερικό του πολυγώνου. Αρχικά δείνουµε παραδείγµατα που κάνουν

ϕανερές τις ιδιαιτερότητες της ϕύλαξης ανάλογα µε τις παραµέτρους της : α) πιθανές ϑέ-

σεις ϕύλαξης (κορυφές ή οπουδήποτε µέσα στο πολύγωνο, ϐ) είδος ϕυλάκων (σηµειακοί

ϕύλακες ή ϕύλακες ακµές) και γ) απαίτηση κάλυψης (περίµετρος ή εσωτερικό του πο-

λυγώνου). Η µεγιστοποίηση επιτυγχάνεται µε µια άπληστη (greedy) προσέγγιση: από

κάθε πιθανή ϑέση ϕύλαξης προσπαθούµε να κάνουµε το καλύτερο δυνατό για το Ϲητού-

µενο του προβλήµατος και επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία για κάθε διαθέσιµο ϕύλακα.

Το απαραίτητο ϐήµα προεπεξεργασίας (preprocessing) όλων των περιπτώσεων είναι οι

εφαρµογές των τεχνικών του Κεφαλαίου 2 για τη διακριτοποίηση της όρασης από κάθε

πιθανή ϑέση ϕύλαξης (κορυφές ή ακµές). Με τη διακριτοποίηση αυτή, σε κάθε ϐήµα των

αλγορίθµων είναι καλά ορισµένη η περιοχή κάλυψης από την τρέχουσα ϑέση ϕύλαξης.

∗
∆ίνουν ένα αλγόριθµο που επιτυγχάνει µια προσέγγιση του µέγιστου εµβαδού, µε λόγο απόδοσης 1− δ

για κάθε δ > 0 (PTAS). Η χρονική πολυπλοκότητα του αλγορίθµου τους είναι O(n5

δ2 ), πολυωνυµική δηλαδή

ως προς το n και δ, άρα το προσεγγιστικό σχήµα είναι πλήρως πολυωνυµικό.

31
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Σηµειώνουµε εδώ ότι η άπληστη αντιµετώπιση των προβληµάτων ελαχιστοποίησης των ϕυ-

λάκων για την πλήρη κάλυψη του πολυγώνου, οδηγεί σε προσεγγιστικούς αλγορίθµους µε

λογαριθµικούς παράγοντες προσέγγισης. Στα προβλήµατα µεγιστοποίησης της κάλυψης,

όπως ϑα αναλύσουµε, η άπληστη αντιµετώπιση έχει σαν αποτέλεσµα πολυωνυµικούς προ-

σεγγιστικούς αλγορίθµους µε σταθερούς παράγοντες προσέγγισης. Αξιοσηµείωτο είναι

ότι οι υλοποιήσεις των αλγορίθµων αυτών στο [18] συµπεριφέρονται σχεδόν πάντα κοντά

στο ϐέλτιστο.

3.1 Ιδιαιτερότητες της ϕύλαξης

Σε ένα πρόβληµα ϕύλαξης πολυγώνου οι πιθανές ϑέσεις ενός ϕύλακα µπορεί να περιο-

ϱίζονται στις κορυφές ή τις ακµές του πολυγώνου ή να µην υπάρχει περιορισµός και ο

ϕύλακας να µπορεί να ϐρίσκεται οπουδήποτε µέσα στο πολύγωνο. Επίσης υπάρχει η

απαίτηση για την προς ϕύλαξη περιοχή να περιορίζεται στην περίµετρο του πολυγώνου ή

να υπάρχει η απαίτηση να ϕυλάσσεται τόσο η περίµετρος όσο και όλο το εσωτερικό του

πολυγώνου. Συνεπώς προκύπτουν οι ακόλουθες οικογένειες προβληµάτων:

• Να τοποθετηθούν ϕύλακες στις κορυφές του πολυγώνου έτσι ώστε να καλύπτουν :

α) όλη την περίµετρο του πολυγώνου ή ϐ) ΄Ολο το πολύγωνο (περίµετρος και εσω-

τερικό). ΄Οπως ϕαίνεται στο σχήµα 3.1a, ένα σύνολο ϕυλάκων µπορεί να καλύπτει

την περίµετρο του πολυγώνου αλλά όχι όλο το εσωτερικό.

• Να τοποθετηθούν ϕύλακες στις ακµές του πολυγώνου (ϕύλακες ακµές) έτσι ώστε να

καλύπτουν : α) όλη την περίµετρο του πολυγώνου ή ϐ) όλο το πολύγωνο (περίµετρος

και εσωτερικό).

• Να τοποθετηθούν ϕύλακες οπουδήποτε µέσα στο πολύγωνο έτσι ώστε να καλύπτουν :

α) όλη την περίµετρο του πολυγώνου ή ϐ) όλο το πολύγωνο (περίµετρος και εσωτε-

ϱικό).

΄Ενας τυπικός ορισµός των διαφόρων τύπων ϕυλάκων είναι :

Ορισµός 3.1.1 Φύλακας ονοµάζεται ένα σηµείο εντός του πολυγώνου µε την ιδιότητα να

ϐλέπει 360◦ γύρω από τον εαυτό του και οσοδήποτε µακριά. ΄Ενας ϕύλακας που ϐρίσκεται

πάνω σε µια κορυφή του πολυγώνου ονοµάζεται ϕύλακας κορυφή (vertex guard). Αν κάθε

σηµείο µιας ακµής ενός πολυγώνου ϑεωρηθεί ένα ϕύλακας, τότε η ακµή αυτή ονοµάζεται

ϕύλακας ακµή (edge guard). ΄Ενας ϕύλακας που είναι τοποθετηµένος οπουδήποτε εντός

του πολυγώνου (είτε οπουδήποτε στην περίµετρο, είτε οπουδήποτε στο εσωτερικό) ονοµάζεται

γενικός ϕύλακας (general guard).

Είναι ϕανερό ότι, για οποιαδήποτε απαίτηση ϕύλαξης, υπάρχει περίπτωση όπου οι

γενικοί ϕύλακες µπορούν να ϕυλάξουν µεγαλύτερη περιοχή από τους ϕύλακες κορυφές

και από τους ϕύλακες ακµές. Για παράδειγµα στο Σχήµα 3.1b, ο ϕύλακας στο εσωτερικό

αρκεί για να καλύψει όλο το πολύγωνο, ενώ χρειάζονται είτε 4 ϕύλακες κορυφές, είτε

4 ϕύλακες ακµές για την ίδια απαίτηση κάλυψης. Επίσης στο Σχήµα 3.1d, ο γενικός

ϕύλακας που συµβολίζεται µε το τετράγωνο καλύπτει όλο το πολύγωνο ενώ χρειάζονται 2

ϕύλακες κορυφές για να καλύψουν όλο το πολύγωνο. Στο Σχήµα 3.1cχρειάζονται τόσοι
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γενικοί ϕύλακες όσοι ακριβώς και ϕύλακες ακµές. Τέλος, στο Σχήµα 3.1a, η απαίτηση

κάλυψης είναι η ϕύλαξη της περιµέτρου του πολυγώνου. Παρατηρούµε ότι ο ελάχιστος

αριθµός των 4 ϕυλάκων κορυφών καλύπτει µεν όλη την περίµετρο, αφήνει όµως ακάλυπτο

το κοµµάτι του εσωτερικού που ϕαίνεται σκιασµένο.

a b

c d

Σχήµα 3.1: ∆ιαφορές στην ικανότητα ϕύλαξης

3.2 Ορισµοί προβληµάτων ϕύλαξης

Στη συνέχεια ϑα δώσουµε τους ορισµούς των προβληµάτων ϕύλαξης πολυγώνων που ϑα

µας απασχολήσουν:

3.2.1 Προβλήµατα ελαχιστοποίησης

Ορισµός 3.2.1 ΄Εστω P ένα απλό πολύγωνο. Το πρόβληµα Minimum Vertex Guard Ϲητά

την εύρεση ενός ελάχιστου υποσυνόλου GV του συνόλου κορυφών του P , έτσι ώστε όλα

τα σηµεία της περιµέτρου και του εσωτερικού του P , να καλύπτονται από τουλάχιστο ένα

στοιχείο του GV .

Ορισµός 3.2.2 ΄Εστω P ένα απλό πολύγωνο. Το πρόβληµα Minimum Edge Guard Ϲητά

την εύρεση ενός ελάχιστου υποσυνόλου GE του συνόλου ακµών του P , έτσι ώστε όλα

τα σηµεία της περιµέτρου και του εσωτερικού του P , να καλύπτονται από τουλάχιστο ένα

στοιχείο του GE.
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Ορισµός 3.2.3 ΄Εστω P ένα απλό πολύγωνο. Το πρόβληµα Minimum General Guard
Ϲητά την εύρεση ενός ελάχιστου υποσυνόλου G, του συνόλου των σηµείων της περιµέτρου

και του εσωτερικού του P , έτσι ώστε όλα τα σηµεία της περιµέτρου και του εσωτερικού του

P , να καλύπτονται από τουλάχιστο ένα στοιχείο του G.

Στην περίπτωση που η απαίτηση για ϕύλαξη, περιορίζεται µόνο στην περίµετρο του

πολυγώνου, έχουµε αντίστοιχα τα προβλήµατα Minimum Vertex Guard For Boundary,

Minimum Edge Guard For Boundaryκαι Minimum General Guard For Boundary.

3.2.2 Προβλήµατα µεγιστοποίησης

Φύλαξη µέγιστου µήκους στην περίµετρο

Παραλλαγές των παραπάνω προβληµάτων ελαχιστοποίησης είναι τα παρακάτω προβλή-

µατα µεγιστοποίησης, που έχουν στόχο την ϕύλαξη της περιµέτρου του πολυγώνου:

Ορισµός 3.2.4 ΄Εστω P ένα απλό πολύγωνο και k ένας µη αρνητικός ακέραιος. Το πρό-

ϐληµα Maximum Length Vertex Guard Ϲητά την τοποθέτηση k ϕυλάκων κορυφών έτσι

ώστε το ευκλείδειο µήκος της περιµέτρου του P που καλύπτουν οι ϕύλακες να είναι µέγιστο.

Ορισµός 3.2.5 ΄Εστω P ένα απλό πολύγωνο και k ένας µη αρνητικός ακέραιος. Το πρό-

ϐληµα Maximum Length Edge Guard Ϲητά την τοποθέτηση k ϕυλάκων ακµών έτσι ώστε το

ευκλείδειο µήκος της περιµέτρου του P που καλύπτουν οι ϕύλακες να είναι µέγιστο.

Ορισµός 3.2.6 ΄Εστω P ένα απλό πολύγωνο και k ένας µη αρνητικός ακέραιος. Το πρό-

ϐληµα Maximum Length General Guard Ϲητά την τοποθέτηση k γενικών ϕυλάκων έτσι

ώστε το ευκλείδειο µήκος της περιµέτρου του P που καλύπτουν οι ϕύλακες να είναι µέγιστο.

Φύλαξη µέγιστου εµβαδού στο εσωτερικό

Στην περίπτωση που στόχος είναι η ϕύλαξη του εσωτερικού του πολυγώνου:

Ορισµός 3.2.7 ΄Εστω P ένα απλό πολύγωνο και k ένας µη αρνητικός ακέραιος. Το πρό-

ϐληµα Maximum Area Vertex Guard Ϲητά την τοποθέτηση k ϕυλάκων κορυφών έτσι ώστε

το εµβαδόν του εσωτερικού του P που καλύπτουν οι ϕύλακες να είναι µέγιστο.

Ορισµός 3.2.8 ΄Εστω P ένα απλό πολύγωνο και k ένας µη αρνητικός ακέραιος. Το πρό-

ϐληµα Maximum Area Edge Guard Ϲητά την τοποθέτηση k ϕυλάκων ακµών έτσι ώστε το

εµβαδόν του εσωτερικού του P που καλύπτουν οι ϕύλακες να είναι µέγιστο.

Ορισµός 3.2.9 ΄Εστω P ένα απλό πολύγωνο και k ένας µη αρνητικός ακέραιος. Το πρό-

ϐληµα Maximum Area General Guard Ϲητά την τοποθέτηση k γενικών ϕυλάκων έτσι ώστε

το εµβαδόν του εσωτερικού του P που καλύπτουν οι ϕύλακες να είναι µέγιστο.
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Φύλαξη µέγιστης αξίας στην περίµετρο

Μια ενδιαφέρουσα παραλλαγή του προβλήµατος ϕύλαξης της αίθουσας τέχνης, είναι να

δίνεται µαζί µε το πολύγωνο και ένα σύνολο ευθυγράµµων τµηµάτων που ανήκουν στην

περίµετρό του. Τα ευθύγραµµα τµήµατα αναπαριστούν πίνακες Ϲωγραφικής και κάθε

πίνακας έχει µια δεδοµένη χρηµατική αξία. Με δεδοµένο ένα αριθµό ϕυλάκων, ϑέλουµε

να µεγιστοποιήσουµε την αξία που καλύπτουν οι ϕύλακες :

Ορισµός 3.2.10 ΄Εστω P ένα απλό πολύγωνο, Q ένα σύνολο ξένων µεταξύ τους ευθυ-

γράµµων τµηµάτων της περιµέτρου του P και k ένας µη αρνητικός ακέραιος. Για κάθε

s ∈ Q είναι ορισµένο και ένα W (s) που δίνει το ϐάρος (ή την αξία) του τµήµατος s. Το

πρόβληµα Maximum Value Vertex Guard Ϲητά την τοποθέτηση k ϕυλάκων κορυφών έτσι

ώστε το συνολικό ϐάρος των τµηµάτων του συνόλου Q που καλύπτουν να είναι µέγιστο.

Ορισµός 3.2.11 Αντίστοιχα µε τον ορισµό 3.2.10, το πρόβληµα Maximum Value Edge
Guard Ϲητά την τοποθέτηση k ϕυλάκων ακµών έτσι ώστε το συνολικό ϐάρος των τµηµάτων

του συνόλου Q που καλύπτουν να είναι µέγιστο.

Ορισµός 3.2.12 Αντίστοιχα µε τον ορισµό 3.2.10, το πρόβληµα Maximum Value General
Guard Ϲητά την τοποθέτηση k γενικών ϕυλάκων έτσι ώστε το συνολικό ϐάρος των τµηµάτων

του συνόλου Q που καλύπτουν να είναι µέγιστο.

Μια περισσότερο ϱεαλιστική παραλλαγή προκύπτει όταν η απαίτηση είναι απλά οι

πίνακες να επιβλέπονται και όχι να καλύπτονται εξ΄ ολοκλήρου:

Ορισµός 3.2.13 Αντίστοιχα µε τον ορισµό 3.2.10, το πρόβληµα Maximum Value Wa-
tching Vertex Guard (Maximum Value Watching Edge Guard, Maximum Value Wa-
tching General Guard) Ϲητά την τοποθέτηση k ϕυλάκων κορυφών (ϕυλάκων ακµών, γενι-

κών ϕυλάκων) έτσι ώστε το συνολικό ϐάρος των τµηµάτων του συνόλου Q που επιβλέπουν

να είναι µέγιστο.

Μια εξίσου ενδιαφέρουσα και ϱεαλιστική παραλλαγή προκύπτει όταν οι πίνακες Ϲω-

γραφικής δεν είναι ήδη τοποθετηµένοι πάνω στην περίµετρο του πολυγώνου και πρέπει να

τοποθετηθούν παράλληλα µε τους ϕύλακες έτσι ώστε να µεγιστοποιείται η καλυπτόµενη

αξία :

Ορισµός 3.2.14 ΄Εστω P ένα απλό πολύγωνο, Q = {(li, wi)} ένα σύνολο από Ϲευγάρια

µηκών ευθυγράµµων τµηµάτων µαζί µε τις αξίες τους, και δύο µη αρνητικοί ακέραιοι k
και B. Το πρόβληµα Maximum Value Vertex Guard With Painting Placement Ϲητά την

τοποθέτηση k ϕυλάκων κορυφών, µαζί µε την τοποθέτηση τµηµάτων από το σύνολο Q στην

περίµετρο του P , έτσι ώστε το συνολικό ϐάρος των καλυπτόµενων τµηµάτων να είναι µέγιστο.

Ορισµός 3.2.15 Αντίστοιχα µε τον ορισµό 3.2.14, το πρόβληµα Maximum Value Edge
Guard With Painting Placement Ϲητά την τοποθέτηση k ϕυλάκων ακµών µαζί µε την το-

ποθέτηση των τµηµάτων στην περίµετρο του πολυγώνου, έτσι ώστε το συνολικό ϐάρος των

καλυπτόµενων τµηµάτων να είναι µέγιστο.
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Φύλαξη µε όριο κόστους

Στις περιπτώσεις αυτές έχουµε γενικεύσεις των προβληµάτων που προηγήθηκαν, όπου

παράλληλα µε τη µεγιστοποίηση της απαίτησης της κάλυψης, κάθε πιθανή ϑέση ϕύλαξης

έχει ένα κόστος. Το συνολικό κόστος των ϕυλάκων που ϑα τοποθετηθούν, δεν ϑα πρέπει

να ξεπερνά ένα δεδοµένο προϋπολογισµό:

Ορισµός 3.2.16 Το πρόβληµα Budgeted Maximum Length Vertex Guard είναι γενίκευ-

ση του Maximum Length Vertex Guard όπου κάθε τοποθέτηση ϕύλακα κορυφής έχει ένα

κόστος και είναι δεδοµένος ένας προϋπολογισµός BUDGET . Το πρόβληµα Ϲητά την τοπο-

ϑέτηση k ϕυλάκων κορυφών που το συνολικό κόστος τους δεν ξεπερνά το BUDGET , έτσι

ώστε το Ευκλείδιο µήκος της περιµέτρου του P που καλύπτουν οι ϕύλακες να είναι µέγιστο.

Ορισµός 3.2.17 Αντίστοιχα µε τον ορισµό 3.2.16, το πρόβληµα Budgeted Maximum Leng-
th Edge Guard Ϲητά την τοποθέτηση k ϕυλάκων ακµών που το συνολικό κόστος τους δεν

ξεπερνά το BUDGET , έτσι ώστε το Ευκλείδιο µήκος της περιµέτρου του P που καλύπτουν

οι ϕύλακες να είναι µέγιστο.

Ορισµός 3.2.18 Το πρόβληµα Budgeted Maximum Value Vertex Guard είναι γενίκευ-

ση του Maximum Value Vertex Guard όπου κάθε τοποθέτηση ϕύλακα κορυφής έχει ένα

κόστος και είναι δεδοµένος ένας προϋπολογισµός BUDGET . Το πρόβληµα Ϲητά την τοπο-

ϑέτηση k ϕυλάκων κορυφών που το συνολικό κόστος τους δεν ξεπερνά το BUDGET , έτσι

ώστε το συνολικό ϐάρος των τµηµάτων του συνόλου Q (ορισµός 3.2.10) που καλύπτουν να

είναι µέγιστο.

Ορισµός 3.2.19 Αντίστοιχα µε τον ορισµό 3.2.18, το πρόβληµα Budgeted Maximum Va-
lue Edge Guard Ϲητά την τοποθέτηση k ϕυλάκων ακµών που το συνολικό κόστος τους δεν

ξεπερνά το BUDGET , έτσι ώστε το συνολικό ϐάρος των τµηµάτων του συνόλου Q (ορισµός

3.2.10) που καλύπτουν να είναι µέγιστο.

Και πάλι έχουµε µια πιο ϱεαλιστική παραλλαγή όταν η απαίτηση είναι απλά οι πίνακες

να επιβλέπονται και όχι να καλύπτονται εξ΄ ολοκλήρου:

Ορισµός 3.2.20 Αντίστοιχα µε τους ορισµούς 3.2.18 και 3.2.19, το πρόβληµα Budgeted
Maximum Value Watching Vertex Guard (Budgeted Maximum Value Watching Edge
Guard) Ϲητά την τοποθέτηση k ϕυλάκων ακµών που το συνολικό κόστος τους δεν ξεπερνά

το BUDGET , έτσι ώστε το συνολικό ϐάρος των τµηµάτων του συνόλου Q (ορισµός 3.2.10)

που επιβλέπουν να είναι µέγιστο.

Ορισµός 3.2.21 Το πρόβληµα Budgeted Maximum Value Vertex Guard With Pain-
ting Placement είναι γενίκευση του προβλήµατος Maximum Value Vertex Guard With
Painting Placement όπου κάθε τοποθέτηση ϕύλακα κορυφής έχει ένα κόστος και είναι δε-

δοµένος ένας προϋπολογισµός BUDGET . Το πρόβληµα Ϲητά την τοποθέτηση k ϕυλάκων

κορυφών που το συνολικό κόστος τους δεν ξεπερνά το BUDGET , µαζί µε την τοποθέτηση

τµηµάτων από το σύνολο Q (ορισµός 3.2.14) στην περίµετρο του P , έτσι ώστε το συνολικό

ϐάρος των καλυπτόµενων τµηµάτων να είναι µέγιστο.
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Ορισµός 3.2.22 Αντίστοιχα µε τον ορισµό 3.2.21, το πρόβληµα Budgeted Maximum Va-
lue Edge Guard With Painting Placement Ϲητά την τοποθέτηση k ϕυλάκων ακµών που

το συνολικό κόστος τους δεν ξεπερνά το BUDGET , µαζί µε την τοποθέτηση τµηµάτων από

το σύνολο Q (ορισµός 3.2.14) στην περίµετρο του P , έτσι ώστε το συνολικό ϐάρος των

καλυπτόµενων τµηµάτων να είναι µέγιστο.

3.3 ΄Ενας άπληστος (greedy) αλγόριθµος ϕύλαξης

Σε ένα πρόβληµα µεγιστοποίησης της ϕύλαξης πολυγώνου έχουµε κάποιες πιθανές ϑέσεις

για να τοποθετηθεί ένα δεδοµένος αριθµός από k ϕύλακες και µια απαίτηση για µεγι-

στοποίηση, της κάλυψης ή της επίβλεψης, µιας συνάρτησης F (µήκος, εµβαδόν, αξία ή

ϐάρος, κτλ) που επιδρά σε κάποια σύνολα σηµείων µέσα στο πολύγωνο. Πρόκειται να

περιγράψουµε ένα άπληστο «greedy)) αλγόριθµο ϕύλαξης που στις περιπτώσεις των ϕυ-

λάκων κορυφών και ϕυλάκων ακµών υπολογίζει, σε πολυωνυµικό χρόνο, προσεγγιστικές

λύσεις µε σταθερό λόγο απόδοσης.

construct V
foreach possible guard placement p do

calculate V(p)
endfch
SOL← ∅
for i← 1 to k do

place a guard at p where F (SOL ∪ V(p)) is maximized
SOL← SOL ∪ V(p)

endfor
return F (SOL)

Αλγόριθµος 3.1: ΄Ενας γενικός αλγόριθµος k ϐηµάτων

Το πρώτο ϐήµα του αλγορίθµου 3.1 είναι να χρησιµοποιήσει τις µεθόδους του κεφα-

λαίου 2 για να δηµιουργήσει µια υποδιαίρεση ορατότητας V της περιοχής που πρέπει να

ϕυλαχτεί. Θυµίζουµε ότι κάθε κοµµάτι της υποδιαίρεσης ορατότητας, έχει την ιδιότητα ότι

δεν µπορεί να καλύπτεται µόνο µερικώς από την ϑέση ϕύλαξης. Μετά, για κάθε υποψήφια

ϑέση p που µπορεί να τοποθετηθεί ϕύλακας, ο αλγόριθµος υπολογίζει τα κοµµάτια της

υποδιαίρεσης ορατότητας V(p) που ικανοποιούν την απαίτηση ϕύλαξης και έτσι τελειώνει

το ϐήµα προ–επεξεργασίας (preprocessing) του αλγορίθµου.

Στη συνέχεια ο αλγόριθµος προχωρά σε k ϐήµατα. Συµβολίζουµε µε Si το σύνολο των

κοµµατιών της υποδιαίρεσης ορατότητας που επιλέγει ο αλγόριθµος στο ϐήµα i, και µε

SOL το σύνολο των κοµµατιών της V που ϑα τελικά ϑα έχει επιλέξει, συνεπώς αρχικά

SOL = ∅ ενώ στο τέλος : SOL = ∪k
i=1Si. Σε κάθε ϐήµα, ο αλγόριθµος, τοποθετεί ένα

ϕύλακα στη ϑέση p που µεγιστοποιεί την τιµή F (SOL ∪ V(p)) και µετά εµπλουτίζει τη

λύση: SOL← SOL ∪ V(p). ∆ηλαδή σε κάθε ϐήµα λαµβάνονται υπόψη µόνο τα κοµµάτια

της V που δεν καλύφτηκαν σε προηγούµενα ϐήµατα. Τέλος, ο αλγόριθµος επιστρέφει την

τιµή F (∪k
i=1Si) = F (SOL).

Αν ϑεωρήσουµε µια εκτέλεση του ϐέλτιστου αλγορίθµου, τότε µετά από k επιλογές

συνόλων S ′
i έχουµε για τη ϐέλτιστη λύση ότι F (OPT ) = F (S ′

1) + · · ·+ F (S ′
k).
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Ο αλγόριθµος 3.1 επιλέγει σύνολα µε τέτοιο τρόπο ώστε :

F (Si−1) ≥ F (Si), i = 2, . . . , k (3.3.1)

΄Εστω ότι στο ϐήµα l (1 < l ≤ k) ο αλγόριθµος επιλέγει ένα σύνολο Sl που δεν υπάρχει στις

επιλογές συνόλων της ϐέλτιστης λύσης, δηλαδή στο ϐήµα αυτό ο ϐέλτιστος αλγόριθµος

επιλέγει ένα σύνολο S ′
l για το οποίο προφανώς ισχύει ότι F (Sl) ≥ F (S ′

l) (αλλιώς ο αλγό-

ϱιθµος ϑα επέλεγε το σύνολο S ′
l). Το ίδιο ισχύει και για κάθε επόµενο ϐήµα, ότι δηλαδή

F (Si) ≥ F (S ′
i), i = l + 1, . . . , k. Από τη σχέση 3.3.1 έχουµε:

F (Sl) ≥ F (S ′
i), i = l, l + 1, . . . , k (3.3.2)

Συνεπώς έχουµε:

F (OPT ) = F (S1) + F (S2) + · · ·+ F (S ′
l) + F (S ′

l+1) + · · ·+ F (S ′
k)

≤ F (
l−1⋃
i=1

Si) + kF (Sl) (3.3.3)

΄Οµως ο αλγόριθµος σε κάθε ϐήµα επιλέγει κοµµάτια της υποδιαίρεσης που δεν έχουν

καλυφθεί σε προηγούµενα ϐήµατα:

F (Sl) = F (
l⋃

i=1

Si)− F (
l−1⋃
i=1

Si) (3.3.4)

Από τις σχέσεις 3.3.3 και 3.3.4 έχουµε ότι :

F (
l⋃

i=1

Si)− F (
l−1⋃
i=1

Si) ≥
1

k
(F (OPT )− F (

l−1⋃
i=1

Si)) (3.3.5)

Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε το ακόλουθο:

Λήµµα 3.3.1 Μετά από l ϐήµατα του αλγορίθµου ισχύει ότι :

F (
l⋃

i=1

Si) ≥ (1− (1− 1

k
)l)F (OPT ), l = 1, 2, . . . , k

Απόδειξη: Η απόδειξη γίνεται µε επαγωγή στο ϐήµα l. Είναι ϕανερό ότι από τα σύνολα

S ′
i που επιλέγει ο ϐέλτιστος αλγόριθµος, υπάρχει τουλάχιστο ένα για το οποίο ισχύει ότι

F (S ′
j) ≥ 1

k
F (OPT ), γιατί αλλιώς οι επιλογές του ϐέλτιστου αλγόριθµου δεν ϑα άθροιζαν

στο F (OPT ) (αρχή του περιστερώνα). Η µεγαλύτερη τιµή της συνάρτησης είναι η F (S1),
συνεπώς:

F (S1) ≥
1

k
F (OPT )

Η επαγωγική υπόθεση λοιπόν είναι :

F (
l−1⋃
i=1

Si) ≥ (1− (1− 1

k
)l−1)F (OPT ) (3.3.6)
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Για το επαγωγικό ϐήµα:

F (
⋃l

i=1 Si) = F (
⋃l−1

i=1 Si) + F (
⋃l

i=1 Si)− F (
⋃l−1

i=1 Si)
3.3.5−→

≥ 1
k
F (OPT ) + (1− 1

k
)F (

⋃l−1
i=1 Si)

3.3.6−→
≥ (1− (1− 1

k
)l)F (OPT )

�

Θεώρηµα 3.3.1 Ο αλγόριθµος 3.1 υπολογίζει σε πολυωνυµικό χρόνο µια προσεγγιστική

λύση του προβλήµατος κάλυψης, µε λόγο απόδοσης 0.632.

Απόδειξη: Από το λήµµα 3.3.1 για l = k έχουµε:

F (
k⋃

i=1

Si) ≥ (1− (1− 1

k
)k)F (OPT )

΄Οσο το k µεγαλώνει τόσο ο όρος 1− (1− 1
k
)k

ϕθίνει και τελικά:

lim
k→∞

(1− (1− 1

k
)k) = 1− 1

e
∼= 0.632

΄Αρα:

F (
k⋃

i=1

Si) ≥ (1− 1

e
)F (OPT )←→ F (SOL) ≥ 0.632 F (OPT )

�

Επισηµαίνουµε στο τέλος ότι η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου 3.1 εξαρτάται άµεσα

από την πολυπλοκότητα του υπολογισµού της τιµής της συνάρτησης F . Ο υπολογισµός

της τιµής της F µπορεί να είναι ένα απλό πρόβληµα, όπως π. χ. ο υπολογισµός του

µήκους κάποιων ευθυγράµµων τµηµάτων, αλλά υπάρχουν περιπτώσεις, όπως ϑα δούµε

στην παράγραφο 3.4.1 και ϑα αναλύσουµε στην παράγραφο 3.4, που ο υπολογισµός της

τιµής της F είναι από µόνο του ένα NP-hard πρόβληµα. Με την παραδοχή λοπόν ότι η

πολυπλοκότητα του υπολογισµού της τιµής της F είναι πολυωνυµική έχουµε τη χρονι-

κή πολυπλοκότητα του αλγορίθµου 3.1 να εξαρτάται µόνο από την πολυπλοκότητα της

διαµέρισης ορατότητας, να είναι δηλαδή O(n4) στη χειρότερη περίπτωση για οποιοδήποτε

είδος ϕυλάκων (κορυφές ή ακµές).

3.3.1 Φύλαξη µέγιστου µήκους

Στο πρόβληµα Maximum Length Vertex Guard το Ϲητούµενο είναι να καλυφθεί όσο το

δυνατόν περισσότερο µήκος από την περίµετρο ενός πολυγώνου P µε τη χρήση το πολύ k
ϕυλάκων. Θα αποδείξουµε ότι το αντίστοιχο πρόβληµα απόφασης είναι NP-hard και στη

συνέχεια ϑα εξετάσουµε τις διάφορες περιπτώσεις ανάλογα µε τις επιτρεπτές ϑέσεις των

ϕυλάκων. Σε ότι ακολουθεί µε L(x) συµβολίζουµε το Ευκλείδειο µήκος του x.

Ορισµός 3.3.1 ∆ίνεται ένα πολύγωνο P και ένας µη αρνητικός ακέραιος k. Το πρόβληµα

απόφασης Minimum Vertex Guard For Boundary ϱωτάει : µπορούν να τοποθετηθούν k
ϕύλακες κορυφές στο P , έτσι ώστε το µήκος της περιµέτρου που καλύπτεται από τους

ϕύλακες να είναι L(∂P );
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Είναι γνωστό ([41]) ότι το πρόβληµα απόφασης Minimum Vertex Guard For Boundary
είναι NP-hard.

Ορισµός 3.3.2 ∆ίνεται ένα πολύγωνο P και δύο µη αρνητικοί ακέραιοι k και B. Το

πρόβληµα απόφασης Maximum Length Vertex Guard ϱωτάει : µπορούν να τοποθετηθούν

k ϕύλακες κορυφές στο P έτσι ώστε αν L(∂P )(k) είναι το Ευκλείδειο µήκος της περιµέτρου

που καλύπτεται από τους ϕύλακες, να ισχύει L(∂P )(k) ≥ B;

construct V(∂P )
foreach vertex v of P do

calculate V(∂P )(v) /* use algorithm 2.1 */
endfch
SOL← ∅
for i← 1 to k do

place a guard at v where L(SOL ∪ V(∂P )(v)) is maximized
SOL← SOL ∪ V(∂P )(v)

endfor
return L(SOL)

Αλγόριθµος 3.2: Κάλυψη µέγιστου µήκους µε k ϕύλακες κορυφές.

Σε ένα στιγµιότυπο του Minimum Vertex Guard For Boundary έχουµε ένα πολύγωνο P
και ένα ακέραιο k > 0. Το πρόβληµα είναι να αποφασιστεί αν το πολύ k ϕύλακες κορυφές

καλύπτουν όλη την περίµετρο του P . Η κατασκευή ενός στιγµιότυπου του προβλήµατος

απόφασης Maximum Length Vertex Guard γίνεται εύκολα αν ορίσουµε B = L(∂P ) και

λάβουµε το ίδιο πολύγωνο και τον ίδιο k: Μπορούν να τοποθετηθούν k ϕύλακες κορυφές

στο P έτσι ώστε L(∂P )(k) ≥ B; Αν η απάντηση στο δεύτερο πρόβληµα είναι ναι (όχι), τότε

και η απάντηση στο πρώτο πρόβληµα είναι ναι (όχι). Συνεπώς ισχύει η επόµενη:

Πρόταση 3.3.1 Το πρόβληµα Maximum Length Vertex Guard είναι NP-hard.

Ο αλγόριθµος 3.1 µε τις κατάλληλες τροποποιήσεις διαµορφώνεται όπως ο αλγόριθµος

3.2. Σκοπός του προβλήµατος είναι η κάλυψη της περιµέτρου, συνεπώς αρχικά υπολο-

γίζεται η διαµέριση ορατότητας V(∂P ) της περιµέτρου και στη συνέχεια, µε τη χρήση

των µεθόδων του κεφαλαίου 2 και ιδιαίτερα του αλγορίθµου 2.1, υπολογίζεται το σύνολο

των τµηµάτων V(∂P ) που καλύπτονται την εκάστοτε κορυφή του πολυγώνου. Σε κάθε

ένα από τα k ϐήµατα, τοποθετείται ένας ϕύλακας στην κορυφή που καλύπτει τα τµήµατα

της V(∂P )(v) που δεν έχουν καλυφθεί σε προηγούµενα ϐήµατα και έχουν συνολικά το

µεγαλύτερο µήκος.

Η ανάλυση της παραγράφου 3.3 ισχύει αυτούσια αν ϑέσουµε όπου F τη συνάρτηση

του Ευκλείδειου µήκους L. Συνεπώς ισχύει το ακόλουθο:

Θεώρηµα 3.3.2 Ο αλγόριθµος 3.2 υπολογίζει µια προσεγγιστική λύση για το πρόβληµα

Maximum Length Vertex Guard µε λόγο απόδοσης 0.632.

Στην περίπτωση των ϕυλάκων ακµών, ανάγουµε το πρόβληµα απόφασης Minimum Edge
Guard For Boundary στο πρόβληµα απόφασης Maximum Length Edge Guard αντίστοιχα

µε την πρόταση 3.3.1. Ο αλγόριθµος 3.1 µε τις κατάλληλες τροποποιήσεις διαµορφώνεται

όπως ο αλγόριθµος 3.3. ΄Οµοια µε την περίπτωση των ϕυλάκων κορυφών έχουµε την ίδια

ανάλυση µε την παράγραφο 3.3 συνεπώς ισχύει το ακόλουθο:
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Θεώρηµα 3.3.3 Ο αλγόριθµος 3.3 υπολογίζει µια προσεγγιστική λύση για το πρόβληµα

Maximum Length Edge Guard µε λόγο απόδοσης 0.632.

construct V(∂P )
foreach edge e of P do

calculate V(∂P )(e) /* use algorithm 2.2 */
endfch
SOL← ∅
for i← 1 to k do

place a guard at e where L(SOL ∪ V(∂P )(e)) is maximized
SOL← SOL ∪ V(∂P )(e)

endfor
return L(SOL)

Αλγόριθµος 3.3: Κάλυψη µέγιστου µήκους µε k ϕύλακες πλευρές.

3.3.2 Φύλαξη µέγιστου εµβαδού

Στο πρόβληµα Maximum Area Vertex Guard το Ϲητούµενο είναι να καλυφθεί όσο το

δυνατόν περισσότερο εµβαδόν από το εσωτερικό ενός πολυγώνου P µε τη χρήση το πολύ

k ϕυλάκων κορυφών. Θα αποδείξουµε ότι το αντίστοιχο πρόβληµα απόφασης είναι NP-
hard και στη συνέχεια ϑα εξετάσουµε τις διάφορες περιπτώσεις, ανάλογα µε τις επιτρεπτές

ϑέσεις των ϕυλάκων. Σε ότι ακολουθεί µε A(x) συµβολίζουµε το εµβαδόν του πολυγώνου

x.

construct V(P )
foreach vertex v of P do

calculate V(P )(v) /* use algorithm 2.3 */
endfch
SOL← ∅
for i← 1 to k do

place a guard at v where A(SOL ∪ V(P )(v)) is maximized
SOL← SOL ∪ V(P )(v)

endfor
return A(SOL)

Αλγόριθµος 3.4: Κάλυψη µέγιστου εµβαδού µε k ϕύλακες κορυφές.

Ορισµός 3.3.3 ∆ίνεται ένα πολύγωνο P και ένας µη αρνητικός ακέραιος k. Το πρόβληµα

απόφασης Minimum Vertex Guard ϱωτάει : µπορούν να τοποθετηθούν k ϕύλακες κορυφές

στο P , έτσι ώστε το εµβαδόν, του εσωτερικού του P , που καλύπτεται από τους ϕύλακες να

είναι A(P );

Είναι γνωστό ([41]) ότι το πρόβληµα απόφασης Minimum Vertex Guard είναι NP-hard.
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Ορισµός 3.3.4 ∆ίνεται ένα πολύγωνο και δύο µη αρνητικοί ακέραιοι k και B. Το πρόβλη-

µα απόφασης Maximum Area Vertex Guard ϱωτάει : µπορούν να τοποθετηθούν k ϕύλακες

κορυφές στο P έτσι ώστε αν A(P )(k) είναι το εµβαδόν του εσωτερικού του P που καλύπτεται

από τους ϕύλακες, να ισχύει A(P )(k) ≥ B;

΄Οµοια µε την πρόταση 3.3.1 αρκεί να ϑέσουµε B = A(P ) και συµπεραίνουµε ότι

ισχύει η επόµενη:

Πρόταση 3.3.2 Το πρόβληµα Maximum Area Vertex Guard είναι NP-hard.

construct V(P )
foreach edge e of P do

calculate V(P )(e) /* use algorithm 2.4 */
endfch
SOL← ∅
for i← 1 to k do

place a guard at e where A(SOL ∪ V(P )(e)) is maximized
SOL← SOL ∪ V(P )(e)

endfor
return A(SOL)

Αλγόριθµος 3.5: Κάλυψη µέγιστου εµβαδού µε k ϕύλακες πλευρές.

Μπορούµε να τροποποιήσουµε εύκολα τον αλγόριθµο 3.1, όπως κάναµε στην περί-

πτωση του αλγορίθµου 3.2. Οι αλλαγές που χρειάζονται στον αλγόριθµο 3.2 είναι οι

ακόλουθες : υπολογίζεται η διαµέριση ορατότητας V(P ) του εσωτερικού του P , στη συνέ-

χεια υπολογίζεται το σύνολο των περιοχών της V(P ) που καλύπτονται από την εκάστοτε

κορυφή και τέλος, τοποθετείται ϕύλακας στην κορυφή που καλύπτει τις περιοχές της

V(P )(v) που δεν έχουν καλυφθεί σε προηγούµενα ϐήµατα και έχουν συνολικά το µεγα-

λύτερο εµβαδόν Για την περίπτωση των ϕυλάκων ακµών, χρησιµοποιούµε το πρόβληµα

απόφασης Minimum Edge Guard για την αναγωγή και µε την ίδια ακριβώς ανάλυση της

παραγράφου 3.3, ϑέτοντας όπου F τη συνάρτηση που υπολογίζει το εµβαδόν A, καταλή-

γουµε στο ακόλουθο:

Θεώρηµα 3.3.4 Οι αλγόριθµοι 3.4 και 3.5 υπολογίζουν σε πολυωνυµικό χρόνο µια προ-

σεγγιστική λύση για τα προβλήµατα Maximum Area Vertex Guard και Maximum Area
Edge Guard µε λόγο απόδοσης 0.632.

3.3.3 Φύλαξη µέγιστης αξίας

Μια ενδιαφέρουσα παραλλαγή του προβλήµατος ϕύλαξης της αίθουσας τέχνης είναι να

δίνεται µαζί µε το πολύγωνο και ένα σύνολο ευθυγράµµων τµηµάτων που ανήκουν στην

περίµετρό του (σχήµα 3.2) . Τα ευθύγραµµα τµήµατα αναπαριστούν πίνακες Ϲωγραφικής

και κάθε πίνακας έχει µια δεδοµένη χρηµατική αξία. Με δεδοµένο ένα αριθµό ϕυλάκων,

ϑέλουµε να µεγιστοποιήσουµε την αξία που καλύπτουν οι ϕύλακες.

Πιο τυπικά, έχουµε ένα απλό πολύγωνο P , ένα σύνολο Q ξένων µεταξύ τους ευθυ-

γράµµων τµηµάτων πάνω στην περίµετρο του P και ένα µη αρνητικό ακέραιο k. Για κάθε
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Σχήµα 3.2: ΄Ενα πολύγωνο µε ϐάρη

s ∈ Q είναι ορισµένο και ένα W (s) που δίνει το ϐάρος (ή την αξία) του τµήµατος s. Στο

πρόβληµα Maximum Value Vertex Guard το Ϲητούµενο είναι να καλυφθεί όσο το δυνατόν

ϐάρος από τα τµήµατα της περιµέτρου, µε τη χρήση το πολύ k ϕυλάκων. Θα αποδείξουµε

ότι το αντίστοιχο πρόβληµα απόφασης είναι NP-hard και στη συνέχεια ϑα εξετάσουµε τις

διάφορες περιπτώσεις ανάλογα µε τις επιτρεπτές ϑέσεις των ϕυλάκων. Σε ότι ακολουθεί µε

W (x) συµβολίζουµε το ϐάρος του τµήµατος x. Υπενθυµίζουµε ότι το πρόβληµα απόφασης

Minimum Vertex Guard For Boundary (ορισµός 3.2.1) είναι NP-hard ([41]).

foreach vertex v of P do
calculate Q(v)

endfch
SOL← ∅
for i← 1 to k do

place a guard at v where W (SOL ∪ Q(v)) is maximized
SOL← SOL ∪ Q(v)

endfor
return W (SOL)

Αλγόριθµος 3.6: Κάλυψη µέγιστου ϐάρους µε k ϕύλακες κορυφές.

Ορισµός 3.3.5 ∆ίνεται ένα πολύγωνο P , ένα σύνολο Q ξένων µεταξύ τους τµηµάτων πάνω

στην ∂P , µια συνάρτηση ϐάρους W ορισµένη για κάθε s ∈ Q και δύο µη αρνητικοί ακέραιοι

k και B. Το πρόβληµα απόφασης Maximum Value Vertex Guard ϱωτάει : µπορούν να

τοποθετηθούν k ϕύλακες κορυφές στο P έτσι ώστε αν W (S) είναι το συνολικό ϐάρος των

τµηµάτων του συνόλου Q που καλύπτεται από τους ϕύλακες, να ισχύει W (S) ≥ B;

Σε ένα στιγµιότυπο του Minimum Vertex Guard For Boundary έχουµε ένα πολύγωνο P
και ένα ακέραιο k > 0. Το πρόβληµα είναι να αποφασιστεί αν το πολύ k ϕύλακες κορυφές

καλύπτουν όλη την περίµετρο του P . Για την αναγωγή στο πρόβληµα Maximum Value
Vertex Guard ϑα χρησιµοποιήσουµε τη διαµέριση ορατότητας V(∂P ): η περίµετρος

χωρίζεται σε ξένα µεταξύ τους τµήµατα, στο καθένα από τα οποία ϑέτουµε ϐάρος 1.

Λαµβάνουµε λοιπόν το ίδιο πολύγωνο P , τον ίδιο k, σαν σύνολο τµηµάτων στην περίµετρο
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το Q = {s : s ∈ V(∂P )} (ισχύει ότι ∀s ∈ Q : W (s) = 1), ορίζουµε B =
∑

s∈Q W (si)
και ϱωτάµε : Μπορούν να τοποθετηθούν k ϕύλακες κορυφές στο P έτσι ώστε W (S) ≥ B;

Λαµβάνοντας υπόψη ότι κάθε τµήµα της V(∂P ) καλύπτεται από κάποια κορυφή του P ,

καταλήγουµε ότι αν η απάντηση στο δεύτερο πρόβληµα είναι ναι (όχι), τότε και η απάντηση

στο πρώτο πρόβληµα είναι ναι (όχι). Συνεπώς ισχύει η επόµενη:

Πρόταση 3.3.3 Το πρόβληµα Maximum Value Vertex Guard είναι NP-hard.

foreach edge e of P do
calculate Q(e)

endfch
SOL← ∅
for i← 1 to k do

place a guard at e where W (SOL ∪ Q(e)) is maximized
SOL← SOL ∪ Q(e)

endfor
return W (SOL)

Αλγόριθµος 3.7: Κάλυψη µέγιστου ϐάρους µε k ϕύλακες κορυφές.

Ο αλγόριθµος 3.1 µε τις κατάλληλες τροποποιήσεις διαµορφώνεται όπως ο αλγόριθ-

µος 3.6. Στο ϐήµα προ-επεξεργασίας του αλγορίθµου, αντί της διαµέρισης ορατότητας

κατασκευάζεται για κάθε κορυφή v, το σύνολο Q(v) που περιέχει εκείνα τα στοιχεία του Χ

που καλύπτονται από την κορυφή v. Παρατηρούµε ότι για να καλύπτεται ένα s = ab ∈ Q
από τη v, αρκεί να ισχύει va ⊂ P και vb ⊂ P . Για την περίπτωση των ϕυλάκων ακµών,

χρησιµοποιούµε το πρόβληµα απόφασης Minimum Edge Guard For Boundary για την

αναγωγή και µε την ίδια ακριβώς ανάλυση της παραγράφου 3.3, ϑέτοντας όπου F τη

συνάρτηση του ϐάρους W , καταλήγουµε στο ακόλουθο:

Θεώρηµα 3.3.5 Οι αλγόριθµοι 3.6 και 3.7 υπολογίζουν σε πολυωνυµικό χρόνο µια προ-

σεγγιστική λύση για τα προβλήµατα Maximum Value Vertex Guard και Maximum Value
Edge Guard µε λόγο απόδοσης 0.632.

Τα προβλήµατα Maximum Value Watching Vertex Guard και Maximum Value Wa-
tching Edge Guard είναι ϱεαλιστικότερες παραλλαγές των προβληµάτων µεγιστοποίησης

της καλυπτόµενης αξίας, γιατί η απαίτηση είναι απλά τα τµήµατα του συνόλου Q (οι πί-

νακες) να επιβλέπονται αντί να καλύπτονται εξ΄ ολοκλήρου. Είναι ϕανερό ότι κάθε s ∈ Q
έχει κοινά σηµεία µε τουλάχιστο ένα διάστηµα της V(∂P ), συνεπώς στο ϐήµα της εύρεσης

των πινάκων που επιτηρούνται από µια κορυφή ή ακµή, αρκεί να εξετάσουµε αν κάποιο

από τα διαστήµατα της V(∂P ) που έχει κοινά σηµεία µε τον εκάστοτε πίνακα, επιτηρείται

από την τρέχουσα κορυφή ή ακµή. ΄Οµοια µε προηγούµενα ισχύει το ακόλουθο:

Θεώρηµα 3.3.6 Για τα προβλήµατα Maximum Value Watching Vertex Guard και Ma-
ximum Value Watching Edge Guard, µπορούν να υπολογιστούν σε πολυωνυµικό χρόνο

προσεγγιστικές λύσεις µε λόγο απόδοσης 0.632.
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3.4 ΄Οταν πρέπει να γίνουν δύσκολες επιλογές

Ο αλγόριθµος 3.1 σε κάθε ένα από τα k ϐήµατά του πρέπει να επιλέξει από τις υποψήφιες

ϑέσεις ϕύλαξης αυτή που µεγιστοποιεί την τιµή της συνάρτησης F . Η συνάρτηση επι-

δρά στα σύνολα σηµείων που ικανοποιούν την απαίτηση της κάλυψης από την υποψήφια

ϑέση ϕύλαξης. ΄Οπως επισηµάναµε και στην ανάλυση της παραγράφου 3.3, απαραίτητη

προϋπόθεση για να έχουµε πολυωνυµικό χρόνο εκτέλεσης, είναι σε κάθε ϐήµα να µπο-

ϱούµε εύκολα να υπολογίσουµε την τιµή της F . Αν αυτός ο υπολογισµός είναι από µόνο

του ένα NP-hard πρόβληµα, τότε ο µόνος τρόπος για να διατηρήσουµε τον πολυωνυµικό

χρόνο εκτέλεσης είναι η ύπαρξη πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικού αλγόριθµου για

τον υπολογισµό της τιµής της F .

΄Εστω λοιπόν ότι το πρόβληµα υπολογισµού της τιµής της F είναι NP-hard και ότι

υπάρχει πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικός αλγόριθµος µε λόγο απόδοσης α. Θα

αναλύσουµε αυτή την περίπτωση ανάλογα µε την παράγραφο 3.3 λαµβάνοντας υπόψη

ότι σε κάθε ϐήµα του αλγορίθµου δεν ϐρίσκουµε ακριβώς την µέγιστη τιµή της F αλλά

µια προσέγγισή της µε ένα παράγοντα α. Ο ϐέλτιστος αλγόριθµος ϕυσικά, σε κάθε ϐήµα,

υπολογίζει το πραγµατικό µέγιστο της F .

Μετά από την εκτέλεση του αλγορίθµου 3.1, για κάθε ϐήµα l που ο αλγόριθµος δεν

επέλεξε κάποια σύνολα που ανήκουν στη ϐέλτιστη λύση, έχουµε ότι η διαφορά F (OPT )−
F (∪l−1

i=1Si) καλύπτεται από τις k επιλογές συνόλων της ϐέλτιστης λύσης. Συνεπώς, για

τουλάχιστο µια επιλογή συνόλων της ϐέλτιστης λύσης έχουµε ότι (αρχή του περιστερώνα):

F (S ′
m) ≥ F (OPT )− F (

⋃l−1
i=1 Si)

k
, m ≥ l (3.4.1)

Ο αλγόριθµος 3.1 επιλέγει µε τέτοιο τρόπο σύνολα ώστε για κάθε ϐήµα i έχουµε ότι

F (Si−1) ≥ F (Si), άρα F (Sl) ≥ F (Sm). ΄Οµως η τιµή F (Sm) είναι µια προσέγγιση του

πραγµατικού µέγιστου της συνάρτησης, αφού η F είναι NP-hard και α-προσεγγίσιµη:

F (Sl) ≥ F (Sm) ≥ αF (S ′
m) (3.4.2)

Από τις σχέσεις 3.4.1 και 3.4.2 έχουµε:

F (Sl) ≥
α

k
(F (OPT )− F (

l−1⋃
i=1

Si)) (3.4.3)

΄Οµως ο αλγόριθµος σε κάθε ϐήµα επιλέγει κοµµάτια της υποδιαίρεσης που δεν έχει

καλύψει σε προηγούµενα ϐήµατα:

F (Sl) = F (
l⋃

i=1

Si)− F (
l−1⋃
i=1

Si) (3.4.4)

Από τις σχέσεις 3.4.3 και 3.4.4 έχουµε:

F (
l⋃

i=1

Si)− F (
l−1⋃
i=1

Si) ≥
α

k
(F (OPT )− F (

l−1⋃
i=1

Si)) (3.4.5)

Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε το ακόλουθο:
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Λήµµα 3.4.1 Μετά από l ϐήµατα του αλγορίθµου ισχύει ότι :

F (
l⋃

i=1

Si) ≥ (1− (1− α

k
)l)F (OPT ), l = 1, 2, . . . , k

Απόδειξη: Η απόδειξη γίνεται µε επαγωγή στο ϐήµα l. Στο πρώτο ϐήµα ο αλγόριθµος

επιλέγει µε τέτοιο τρόπο ώστε F (S1) ≥ αF (S ′
1). Ο ϐέλτιστος αλγόριθµος καλύπτει ένα

σύνολο για το οποίο F (S ′
1) ≥ 1

k
F (OPT ), συνεπώς:

F (S1) ≥
α

k
F (OPT )

Η επαγωγική υπόθεση λοιπόν είναι :

F (
l−1⋃
i=1

Si) ≥ (1− (1− α

k
)l−1)F (OPT ) (3.4.6)

Για το επαγωγικό ϐήµα:

F (
⋃l

i=1 Si) = F (
⋃l−1

i=1 Si) + F (
⋃l

i=1 Si)− F (
⋃l−1

i=1 Si)
3.4.5−→

≥ α
k
F (OPT ) + (1− α

k
)F (

⋃l−1
i=1 Si)

3.4.6−→
≥ (1− (1− α

k
)l)F (OPT )

�

Θεώρηµα 3.4.1 Ο αλγόριθµος 3.1, στην περίπτωση που η F είναι NP-hard και α-προσεγγίσιµη,

υπολογίζει σε πολυωνυµικό χρόνο µια προσεγγιστική λύση του προβλήµατος κάλυψης, µε

λόγο απόδοσης 1− 1
eα .

Απόδειξη: Από το λήµµα 3.4.1 για l = k έχουµε:

F (
k⋃

i=1

Si) ≥ (1− (1− α

k
)k)F (OPT )

΄Οσο το k µεγαλώνει τόσο ο όρος 1− (1− α
k
)k

ϕθίνει και τελικά:

lim
k→∞

(1− (1− α

k
)k) = 1− 1

eα

΄Αρα:

F (
k⋃

i=1

Si) ≥ (1− 1

eα
)F (OPT )←→ F (SOL) ≥ (1− 1

eα
)F (OPT )

�
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3.4.1 Φύλαξη µέγιστης αξίας µαζί µε τοποθέτηση

Θα εξετάσουµε µια ενδιαφέρουσα παραλλαγή του προβλήµατος ϕύλαξης µέγιστης αξίας

όπου τα ευθύγραµµα τµήµατα που αναπαριστούν πίνακες Ϲωγραφικής µε δεδοµένη χρη-

µατική αξία, δεν είναι τοποθετηµένα πάνω στην περίµετρο του πολυγώνου. Με δεδοµένο

ένα αριθµό ϕυλάκων, ϑέλουµε να τοποθετήσουµε παράλληλα µε τους ϕύλακες και τους

πίνακες Ϲωγραφικής, έτσι ώστε να µεγιστοποιείται η αξία των πινάκων που καλύπτονται.

Οι διαθέσιµοι ϕύλακες είναι ϕύλακες κορυφές ή ϕύλακες ακµές και η τοποθέτηση των

πινάκων γίνεται πάνω στην περίµετρο του πολυγώνου.

Πιο τυπικά, έχουµε ένα απλό πολύγωνο P , ένα σύνολο Q από Ϲευγάρια li, wi που

αναπαριστούν µήκη ευθυγράµµων τµηµάτων µαζί µε την αξία τους και ένα µη αρνητικό

ακέραιο k. Στο πρόβληµα Maximum Value Vertex Guard With Painting Placement το

Ϲητούµενο είναι να τοποθετηθούν τα ευθύγραµµα τµήµατα στην περίµετρο του P και

ταυτόχρονα να καλυφθεί όσο το δυνατόν µεγαλύτερη αξία από τα τοποθετηµένα τµήµατα,

µε χρήση το πολύ k ϕυλάκων. Θα αποδείξουµε ότι το αντίστοιχο πρόβληµα απόφασης

είναι NP-hard και στη συνέχεια ϑα εξετάσουµε τις διάφορες περιπτώσεις ανάλογα µε τις

επιτρεπτές ϑέσεις των ϕυλάκων. Σε ότι ακολουθεί µε W (x) συµβολίζουµε την αξία του

τµήµατος x. Υπενθυµίζουµε ότι το πρόβληµα απόφασης Minimum Vertex Guard For
Boundary (ορισµός 3.2.1 είναι NP-hard ([41]).

Ορισµός 3.4.1 ∆ίνεται ένα πολύγωνο P , ένα σύνολο Q = {(li, wi)} από Ϲευγάρια µηκών

ευθυγράµµων τµηµάτων µαζί µε τις αξίες τους, και δύο µη αρνητικοί ακέραιοι k και B. Το

πρόβληµα απόφασης Maximum Value Vertex Guard With Painting Placement ϱωτάει :

µπορούν να τοποθετηθούν k ϕύλακες κορυφές στο P και τµήµατα από το σύνολο Q πάνω

στο ∂P έτσι ώστε αν W (S) είναι η συνολική αξία των τµηµάτων που τοποθετήθηκαν στην

περίµετρο και καλύπτονται από τους ϕύλακες, να ισχύει W (S) ≥ B;

Σε ένα στιγµιότυπο του Minimum Vertex Guard For Boundary έχουµε ένα πολύγωνο P
και ένα ακέραιο k > 0. Το πρόβληµα είναι να αποφασιστεί αν το πολύ k ϕύλακες κορυφές

καλύπτουν όλη την περίµετρο του P . Για την αναγωγή στο πρόβληµα Maximum Value
Vertex Guard With Painting Placement ϑα χρησιµοποιήσουµε τη διαµέριση ορατότητας

V(∂P ): η περίµετρος χωρίζεται σε ξένα µεταξύ τους τµήµατα στα οποία ϑέτουµε σαν αξία

το Ευκλείδειο µήκος τους. Λαµβάνουµε λοιπόν το ίδιο πολύγωνο P , τον ίδιο k, σαν σύνολο

Ϲευγών (li, wi) το Q = {(L(s), L(s)), s ∈ V(∂P )}, ϑέτουµε B =
∑

s∈Q W (s) και ϱωτάµε :

Μπορούν να τοποθετηθούν k ϕύλακες κορυφές στο P έτσι ώστε W (S) ≥ B;. Λαµβάνοντας

υπόψη ότι κάθε τµήµα της V(∂P ) καλύπτεται από κάποια κορυφή του P , καταλήγουµε

ότι αν η απάντηση στο δεύτερο πρόβληµα είναι ναι (όχι), τότε και η απάντηση στο πρώτο

πρόβληµα είναι ναι (όχι). Συνεπώς ισχύει η επόµενη:

Πρόταση 3.4.1 Το πρόβληµα Maximum Value Vertex Guard With Painting Placement
είναι NP-hard.

Ο αλγόριθµος 3.8 ανήκει στην οικογένεια των άπληστων αλγορίθµων µε δύσκολες

επιλογές : σε κάθε ϐήµα για να επιλέξει την κατάλληλη ϑέση για τον ϕύλακα πρέπει

να υπολογίσει τη λύση του προβλήµατος Multiple Knapsack. Το πρόβληµα αυτό είναι

µια γενίκευση των προβληµάτων Knapsack και Bin Packing και είναι NP-hard: δίνεται

ένα σύνολο n αντικειµένων και m σάκοι έτσι ώστε κάθε αντικείµενο έχει µια δεδοµένη
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construct V(∂P )
foreach vertex v of P do

calculate V(∂P )(v)
endfch
SOL← ∅
for i← 1 to k do

maximize W (MULTKNAP(V(∂P )(v) \ SOL ∩ V(∂P )(v), Q)
place a guard at v
update SOL

endfor
return W (SOL)

Αλγόριθµος 3.8: Κάλυψη µέγιστης αξίας µε ϕύλακες κορυφές και τοποθέτηση πινάκων.

αξία και µέγεθος ενώ κάθε σάκος έχει µια δεδοµένη χωρητικότητα. Ο στόχος είναι να

ϐρεθεί ένα υποσύνολο των αντικειµένων τέτοιο ώστε να έχει τη µέγιστη δυνατή αξία και

ταυτόχρονα να χωρά και στους σάκους. Ο αλγόριθµος 3.8 χρησιµοποιεί σαν σάκους τα

κοµµάτια της υποδιαίρεσης της περιµέτρου, που καλύπτονται από την εκάστοτε κορυφή

και σαν αντικείµενα τα στοιχεία του συνόλου Q. Η λύση του προβλήµατος Multiple
Knapsack έχει σαν αποτέλεσµα µια τοποθέτηση των στοιχείων του Q µε τη µέγιστη δυνατή

αξία µέσα στα τµήµατα της V(∂P )(v) (τους σάκους) που καλύπτονται από την εκάστοτε

κορυφή. Ο αλγόριθµος τοποθετεί ϕύλακα στην κορυφή που µεγιστοποιείται η συνολική

αξία της τοποθέτησης.

construct V(∂P )
foreach edge e of P do

calculate V(∂P )(e)
endfch
SOL← ∅
for i← 1 to k do

maximize W (MULTKNAP(V(∂P )(e) \ SOL ∩ V(∂P )(e), Q)
place a guard at v
update SOL

endfor
return W (SOL)

Αλγόριθµος 3.9: Κάλυψη µέγιστης αξίας µε ϕύλακες πλευρές και τοποθέτηση πινάκων.

Ευτυχώς (!), το πρόβληµα Multiple KnapsacK προσεγγίζεται µε πολυωνυµικό αλγό-

ϱιθµο µε λόγο απόδοσης
1
2

([54]) και ακόµη καλύτερα, επιδέχεται ένα πολυωνυµικού

χρόνου προσεγγιστικό σχήµα (PTAS, [11]). Συνεπώς ο λόγος απόδοσης της προσέγγισης

του προβλήµατος Multiple Knapsack τείνει συνεχώς προς το 1. Για την περίπτωση των

ϕυλάκων ακµών χρησιµοποιούµε το πρόβληµα Minimum Edge Guard For Boundary για

την αναγωγή και µε την ίδια ακριβώς ανάλυση της παραγράφου 3.4, ϑέτοντας όπου F
τη συνάρτηση του ϐάρους W και λαµβάνοντας υπόψη ότι επειδή α → 1 (ύπαρξη PTAS),

έχουµε ότι 1− 1
eα → 0.632, καταλήγουµε στο ακόλουθο:

Θεώρηµα 3.4.2 Οι αλγόριθµοι 3.8 και 3.9 υπολογίζουν σε πολυωνυµικό χρόνο µια προ-
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σεγγιστική λύση για τα προβλήµατα Maximum Value Vertex Guard With Painting Place-
ment και Maximum Value Edge Guard With Painting Placement µε λόγο απόδοσης 0.632.

3.5 Φύλαξη µε όριο κόστους

Θα εξετάσουµε το πως διαµορφώνεται η περίπτωση της παραγράφου 3.3 όταν υπάρχει

κόστος που πρέπει να πληρωθεί όταν τοποθετείται ϕύλακας σε κάποια από τις πιθανές

ϑέσεις και υπάρχει ένας προϋπολογισµός που δεν µπορούµε να υπερβούµε. ΄Εχουµε

λοιπόν πάλι ένα πρόβληµα µεγιστοποίησης της ϕύλαξης ενός πολυγώνου, πιθανές ϑέσεις

που για να τοποθετηθεί ϕύλακας πρέπει να πληρωθεί συγκεκριµένο κόστος, µια απαίτηση

για µεγιστοποίηση της κάλυψης ή της επίβλεψης µιας συνάρτησης F (µήκος, αξία, κτλ)

που επιδρά σε κάποια σύνολα σηµείων µέσα στο πολύγωνο και ένα προϋπολογισµό B για

την πληρωµή του κόστους της τοποθέτησης των ϕυλάκων. Πρόκειται να περιγράψουµε

ένα άπληστο αλγόριθµο ϕύλαξης που στις περιπτώσεις των ϕυλάκων κορυφών και ϕυλά-

κων ακµών, υπολογίζει σε πολυωνυµικό χρόνο, προσεγγιστικές λύσεις µε σταθερό λόγο

απόδοσης.

construct V
foreach possible guard placement p do

calculate V(p)
endfch
SOL← ∅
G← ∅
Ctot ← ∅
M ← all possible guard places
repeat

select p where F (G∪V(p))
cp

is maximized
if Ctot + cp ≤ B then

G← G ∪ V(p)
Ctot ← Ctot + cp

endif
M ←M \ {p}

until M = ∅
select p′ that maximizes F (V(p′))
if F (G) ≥ F (V(p′)) then

SOL← G
else

SOL← V(p′)
endif
return F (SOL)

Αλγόριθµος 3.10: ΄Ενας γενικός αλγόριθµος k ϐηµάτων µε όριο κόστους Β.

Το πρώτο ϐήµα του αλγορίθµου 3.10 είναι να χρησιµοποιήσει τις µεθόδους του κεφα-

λαίου 2 για να δηµιουργήσει µια υποδιαίρεση ορατότητας V της περιοχής που πρέπει να

ϕυλαχτεί. Θυµίζουµε ότι κάθε κοµµάτι της υποδιαίρεσης ορατότητας, έχει την ιδιότητα ότι
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δεν µπορεί να καλύπτεται µόνο µερικώς από την ϑέση ϕύλαξης. Μετά, για κάθε υποψήφια

ϑέση p που µπορεί να τοποθετηθεί ϕύλακας, ο αλγόριθµος υπολογίζει τα κοµµάτια της

υποδιαίρεσης ορατότητας V(p) που ικανοποιούν την απαίτηση ϕύλαξης.

Στη συνέχεια ο αλγόριθµος προχωρά σε k ϐήµατα. Συµβολίζουµε µε Si το σύνολο των

κοµµατιών της υποδιαίρεσης ορατότητας που επιλέγει ο αλγόριθµος στο ϐήµα i, και µε

SOL το σύνολο των κοµµατιών της V που ϑα τελικά ϑα έχει επιλέξει, συνεπώς αρχικά

SOL = ∅ ενώ στο τέλος : SOL = ∪k
i=1Si. Σε κάθε ϐήµα, ο αλγόριθµος, ψάχνει να

ϐρει τη ϑέση ϕύλαξης p που µεγιστοποιεί την τιµή
F (G∪V(p))

cp
, το λόγο δηλαδή της τιµής

της συνάρτησης προς το κόστος της ϑέσης. Στη ϑέση αυτή ϑα τοποθετήσει ένα ϕύλακα

µόνο αν το κόστος της ϑέσης καλύπτεται από το δεδοµένο προϋπολογισµό αλλιώς η ϑέση

απορρίπτεται και συνεχίζει µε την επόµενη. Στο τέλος, ο αλγόριθµος ελέγχει αν υπάρχει

κάποια ϑέση ϕύλαξης, µε κόστος εντός του προϋπολογισµού, που πετυχαίνει µεγαλύτερη

τιµή για τη συνάρτηση F από την τιµή που πέτυχε µε όλη την προηγούµενη διαδικασία.

Ο αλγόριθµος επιστρέφει τελικά τη µεγαλύτερη δυνατή τιµή για την F .

Το τελευταίο ϐήµα του αλγορίθµου είναι ιδιαίτερα κρίσιµο γιατί στην περίπτωση που

δεν εφαρµοστεί, όπως ϑα δούµε στη συνέχεια, υπάρχει περίπτωση να µην µας οδηγήσει

σε προσέγγιση. Πράγµατι, υπάρχουν περιπτώσεις, που η τιµή για τη συνάρτηση F από

κάποια ϑέση ϕύλαξης, στην οποία δεν τοποθετήθηκε ϕύλακας κατά τη διάρκεια εκτέλεσης

του αλγορίθµου, να είναι απείρως µεγαλύτερη από την τιµή που πετυχαίνει ο αλγόριθµος

µε τη µέθοδο που εφαρµόζει, να λαµβάνει δηλαδή υπόψη το λόγο της τιµής της F προς

το κόστος της ϑέσης ϕύλαξης. Περισσότερα γι΄ αυτή την περίπτωση υπάρχουν σε επόµενο

κεφάλαιο.

Μετά από την εκτέλεση του αλγορίθµου 3.10, για κάθε ϐήµα l που ο αλγόριθµος δεν

επέλεξε κάποια σύνολα που ανήκουν στη ϐέλτιστη λύση, έχουµε ότι η διαφορά F (OPT )−
F (∪l−1

i=1Si) καλύπτεται από τις k επιλογές συνόλων της ϐέλτιστης λύσης. Συνεπώς, για

τουλάχιστο µια επιλογή συνόλων της ϐέλτιστης λύσης έχουµε ότι (αρχή του περιστερώνα):

F (S ′
m) ≥ F (OPT )− F (

⋃l−1
i=1 Si)

k
, m ≥ l (3.5.1)

Ο αλγόριθµος 3.10, επιλέγει µε τέτοιο τρόπο σύνολα ώστε για κάθε ϐήµα i έχουµε

ότι
F (Si−1)

ci−1
≥ F (Si)

ci
, άρα

F (Sl)
cl
≥ F (Sm)

cm
≥ F (S′m)

cm
, συνεπώς

cm

cl
F (Sl) ≥ F (S ′

m). Ο προυπο-

λογισµός B είναι λογικό να υποθέσουµε ότι είναι µεγαλύτερος από κάθε κόστος ϑέσης

ϕύλακα (αλλιώς αγνοούµε την «υπερβολικά ακριβή» ϑέση), οπότε έχουµε:

B

cl

F (Sl) ≥ F (S ′
m) (3.5.2)

Η σχέση 3.5.1 και η σχέση 3.5.2 µας δίνουν :

B

cl

F (Sl) ≥
F (OPT )− F (

⋃l−1
i=1 Si)

k
(3.5.3)

΄Οµως ο αλγόριθµος σε κάθε ϐήµα επιλέγει κοµµάτια της υποδιαίρεσης που δεν έχει

καλύψει σε προηγούµενα ϐήµατα:

F (Sl) = F (
l⋃

i=1

Si)− F (
l−1⋃
i=1

Si) (3.5.4)
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Από τις σχέσεις 3.5.3 και 3.5.4 έχουµε:

F (
l⋃

i=1

Si)− F (
l−1⋃
i=1

Si) ≥
cl

B
(F (OPT )− F (

l−1⋃
i=1

Si)) (3.5.5)

Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε το ακόλουθο:

Λήµµα 3.5.1 Μετά από l ϐήµατα του αλγορίθµου 3.10 ισχύει ότι :

F (
l⋃

i=1

Si) ≥ (1−
l∏

i=1

(1− ci

B
))F (OPT ), l = 1, 2, . . . , k

Απόδειξη: Η απόδειξη γίνεται µε επαγωγή στο ϐήµα l. Είναι ϕανερό ότι από τα σύνολα

S ′
i που επιλέγει ο ϐέλτιστος αλγόριθµος, υπάρχει τουλάχιστο ένα για το οποίο ισχύει ότι

F (S ′
j) ≥ 1

B
F (OPT ), γιατί αλλιώς οι επιλογές του ϐέλτιστου αλγόριθµου δεν ϑα άθροιζαν

στο F (OPT ). Η µεγαλύτερη τιµή είναι η
F (S1)

c1
, συνεπώς:

F (S1) ≥
c1

B
F (OPT )

Η επαγωγική υπόθεση είναι :

F (
l−1⋃
i=1

Si) ≥ (1−
l−1∏
i=1

(1− ci

B
))F (OPT ) (3.5.6)

Για το επαγωγικό ϐήµα:

F (
⋃l

i=1 Si) = F (
⋃l−1

i=1 Si) + F (
⋃l

i=1 Si)− F (
⋃l−1

i=1 Si)
3.5.5−→

≥ cl

B
F (OPT ) + (1− cl

B
)F (

⋃l−1
i=1 Si)

3.5.6−→
≥ cl

B
F (OPT ) + (1− cl

B
)(1−

∏l−1
i=1(1−

ci

B
))F (OPT )

= (1−
∏l

i=1(1−
ci

B
))F (OPT )

�

Θεώρηµα 3.5.1 Ο αλγόριθµος 3.10 υπολογίζει σε πολυωνυµικό χρόνο µια προσεγγιστική

λύση του προβήµατος κάλυψης, µε λόγο απόδοσης 0.316.

Απόδειξη: Εφαρµόζοντας το λήµµα 3.5.1 για το ϐήµα l + 1 του αλγορίθµου έχουµε:

F (
⋃l+1

i=1 Si) ≥ (1−
∏l+1

i=1(1−
ci

B
))F (OPT )

≥ (1−
∏l+1

i=1(1−
ciPl+1

i=1 ci
))F (OPT )

Η ανισότητα προκύπτει γιατί το κόστος της προσθήκης ενός ϕύλακα στο l + 1 ϐήµα

υπερβαίνει τον προϋπολογισµό:
∑l+1

i=1 ci > B. Η συνάρτηση 1 −
∏l+1

i=1(1 −
ciPl+1

i=1 ci
) έχει

ελάχιστο όταν c1 = c2 = . . . = cn =
Pl+1

i=1 ci

n
, συνεπώς:

F (
⋃l+1

i=1 Si) ≥ (1− (1− 1
l+1

)l+1F (OPT )

≥ (1− 1
e
)F (OPT )
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construct V(∂P )
foreach vertex v of P do

calculate V(∂P )(v)
endfch
SOL← ∅
G← ∅
Ctot ← ∅
M ← all vertices pf P
repeat

select v where L(G∪V(∂P )(v))
cv

is maximized
if Ctot + cp ≤ B then

G← G ∪ V(∂P )(v)
Ctot ← Ctot + cv

endif
M ←M \ {v}

until M = ∅
select v′ that maximizes L(V(∂P )(v′))
if L(G) ≥ L(V(∂P )(v′)) then

SOL← G
else

SOL← V(∂P )(v′)
endif
return L(SOL)

Αλγόριθµος 3.11: Κάλυψη µέγιστου µήκους µε όριο κόστους Β.
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construct V(∂P )
foreach vertex v of P do

calculate V(∂P )(v)
endfch
SOL← ∅
G← ∅
Ctot ← ∅
M ← all vertices pf P
repeat

select v where W (G∪V(∂P )(v))
cv

is maximized
if Ctot + cp ≤ B then

G← G ∪ V(∂P )(v)
Ctot ← Ctot + cv

endif
M ←M \ {v}

until M = ∅
select v′ that maximizes W (V(∂P )(v′))
if W (G) ≥ W (V(∂P )(v′)) then

SOL← G
else

SOL← V(∂P )(v′)
endif
return W (SOL)

Αλγόριθµος 3.12: Κάλυψη µέγιστης αξίας µε όριο κόστους Β.
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΄Οµως F (
⋃l+1

i=1 Si) = F (
⋃l

i=1 Si)+F (Si+1) και το F (Si+1) είναι το πολύ F (V(p′) (αλγόριθ-

µος 3.10) άρα:

F (
l⋃

i=1

Si) + F (V(p′) ≥ (1− 1

e
)F (OPT )

Τελικά, µια από τις δύο ποσότητες του παραπάνω αθροίσµατος είναι µεγαλύτερη ή ίση

από
1
2
(1− 1

e
)F (OPT ), δηλαδή:

F (SOL) ≥ 0.316 F (OPT )

�

3.5.1 Φύλαξη µέγιστου µήκους µε προϋπολογισµό

Στο πρόβληµα Budgeted Maximum Length Vertex Guard το Ϲητούµενο είναι να καλυφθεί

όσο το δυνατόν περισσότερο µήκος από την περίµετρο ενός πολυγώνου P µε τη χρήση το

πολύ k ϕυλάκων που η τοποθέτησή τους έχει συγκεκριµένο κόστος. Το συνολικό κόστος

των ϕυλάκων δεν πρέπει να υπερβαίνει ένα συγκεκριµένο προϋπολογισµό. Το πρόβληµα

αυτό είναι NP-hard σαν γενίκευση του προβλήµατος Maximum Length Vertex Guard
(παράγραφος 3.3.1) όπου όλες οι πιθανές ϑέσεις ϕυλάκων έχουν το ίδιο κόστος.

Ο αλγόριθµος 3.10 µε τις κατάλληλες τροποποιήσεις διαµορφώνεται όπως ο αλγό-

ϱιθµος 3.11 και η ανάλυση της παραγράφου 3.5 ισχύει αυτούσια αν χρησιµοποιήσουµε

τη συνάρτηση του Ευκλείδειου µήκους L. Στην περίπτωση των ϕυλάκων ακµών, χρη-

σιµοποιώντας τα σύνολα V(∂P )(e) για την εκάστοτε ακµή e, έχουµε και πάλι το ίδιο

αποτέλεσµα:

Θεώρηµα 3.5.2 Τα προβλήµατα Budgeted Maximum Length Vertex Guard και Budge-
ted Maximum Length Edge Guard επιδέχονται προσεγγιστικούς αλγορίθµους πολυωνυµι-

κού χρόνου µε λόγο απόδοσης 0.316.

Το Σχήµα 3.3 κάνει ιδιαίτερα ϕανερή τη σπουδαιότητα της τελευταίας επιλογής του

αλγορίθµου 3.11, δηλαδή της επιλογής της κορυφής v′ αν αυτή η κορυφή καλύπτει

µεγαλύτερο µήκος από τα µέχρι στιγµής επιλεγµένα σύνολα τµηµάτων της διαµέρισης

ορατότητας. Το πολύγωνο του σχήµατος είναι µε τέτοιο τρόπο σχεδιασµένο ώστε όλο το

µήκος της περιµέτρου του να καλύπτεται από την κορυφή u. Είναι ϕανερό από το σχήµα,

ότι µε τις κατάλληλες κλίσεις των υπολοίπων ακµών µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα

στιγµιότυπο για το οποίο L(V(∂P )(u) → ∞ αλλά τα κόστη των κορυφών να είναι τέτοια

ώστε να µην επιλεγεί η κορυφή u για την τοποθέτηση του ϕύλακα από τον κύριο ϐρόγχο

του αλγορίθµου. Θεωρείστε για παράδειγµα, ότι k = 1, έχουµε δηλαδή µόνο ένα ϕύλακα

διαθέσιµο και ότι το κόστος της κορυφής z είναι τέτοιο που ο λόγος
L(V(∂P )(z)

cz
είναι µε-

γαλύτερος από το λόγο ότι
L(V(∂P )(u)

cu
. Στην περίπτωση αυτή, αν ο αλγόριθµος δεν έκανε

την τελευταία του επιλογή, ϑα επέστρεφε ένα µήκος, «άπειρα» µακριά από το πραγµατικό

µέγιστο, δεν ϑα είχαµε δηλαδή καµία προσέγγιση.

3.5.2 Φύλαξη µέγιστης αξίας µε προϋπολογισµό

Στο πρόβληµα Budgeted Maximum Value Vertex Guard το Ϲητούµενο είναι να καλυφθεί

όσο το δυνατόν µεγαλύτερη αξία από ένα σύνολο ευθυγράµµων τµηµάτων µε ϐάρη που
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u

z

Σχήµα 3.3: Η κορυφή u καλύπτει «άπειρα» µεγαλύτερο µήκος από οποιαδήποτε άλλη κορυφή

ϐρίσκονται τοποθετηµένα στην περίµετρο του πολυγώνου µε χρήση το πολύ k ϕυλάκων

που η τοποθέτησή τους έχει συγκεκριµένο κόστος. Το συνολικό κόστος των ϕυλάκων

δεν πρέπει να υπερβαίνει ένα συγκεκριµένο προϋπολογισµό. Το πρόβληµα αυτό είναι

NP-hard σαν γενίκευση του προβλήµατος Maximum Area Vertex Guard (παράγραφος

3.3.3) όπου όλες οι πιθανές ϑέσεις ϕυλάκων έχουν το ίδιο κόστος. ΄Ενα στιγµιότυπο του

προβλήµατος ϕαίνεται στο Σχήµα 3.4.

Ο αλγόριθµος 3.10 µε τις κατάλληλες τροποποιήσεις διαµορφώνεται όπως ο αλγόριθ-

µος 3.12 και η ανάλυση της παραγράφου 3.5 ισχύει αυτούσια αν χρησιµοποιήσουµε τη

συνάρτηση του ϐάρους W . Στην περίπτωση των ϕυλάκων ακµών, χρησιµοποιώντας τα

σύνολα V(∂P )(e) για την εκάστοτε ακµή e, έχουµε και πάλι το ίδιο αποτέλεσµα:

Θεώρηµα 3.5.3 Τα προβλήµατα Budgeted Maximum Value Vertex Guard και Budge-
ted Maximum Value Edge Guard επιδέχονται προσεγγιστικούς αλγορίθµους πολυωνυµικού

χρόνου µε λόγο απόδοσης 0.316.

1
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Σχήµα 3.4: ΄Ενα πολύγωνο µε ϐάρη στις ακµές και κόστη στις κορυφές.
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3.6 Φύλαξη µε όριο κόστους και δύσκολες επιλογές

Ο αλγόριθµος 3.12 σε κάθε ένα από τα k ϐήµατά του πρέπει να επιλέξει από τις υπο-

ψήφιες ϑέσεις ϕύλαξης αυτή που µεγιστοποιεί το λόγο
F (G∪V(p))

cp
. Η συνάρτηση επιδρά

στα σύνολα σηµείων που ικανοποιούν την απαίτηση κάλυψης από την υποψήφια ϑέση

ϕύλαξης. ΄Οπως έχουµε επισηµάνει στην ανάλυση των παραγράφων 3.3 και 3.4 απαραί-

τητη προϋπόθεση για να έχουµε πολυωνυµικό χρόνο εκτέλεσης, είναι σε κάθε ϐήµα να

µπορούµε εύκολα να υπολγίσουµε την τιµή της F . Αν αυτός ο υπολογισµός είναι από

µόνο του ένα NP-hard πρόβληµα, τότε ο µόνος τρόπος να διατηρήσουµε τον πολυωνυµικό

χρόνο εκτέλεσης είναι η ύπαρξη πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικού αλγόριθµου για

τον υπολογισµό της τιµής της F .

΄Εστω λοιπόν ότι το πρόβληµα υπολογισµού της τιµής της F είναι NP-hard και ό-

τι υπάρχει πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικός αλγόριθµος µε λόγο απόδοσης α Θα

αναλύσουµε την περίπτωση της παραγράφου 3.5 λαµβάνοντας υπόψη ότι σε κάθε ϐήµα

του αλγορίθµου δεν υπολογίζουµε ακριβώς τη µέγιστη τιµή της F αλλά µια προσέγγισή

της µε ένα παράγοντα α. Ο ϐέλτιστος αλγόριθµος ϕυσικά, σε κάθε ϐήµα, υπολογίζει το

πραγµατικό µέγιστο της F .

Προχωράµε παρόµοια µε την παράγραφο 3.5 και έχουµε ότι για τουλάχιστο µια επι-

λογή συνόλων της ϐέλτιστης λύσης ότι (αρχή του περιστερώνα):

F (S ′
m) ≥ F (OPT )− F (

⋃l−1
i=1 Si)

k
, m ≥ l (3.6.1)

Ο αλγόριθµος 3.10, επιλέγει µε τέτοιο τρόπο σύνολα ώστε για κάθε ϐήµα i έχουµε ότι
F (Si−1)

ci−1
≥ F (Si)

ci
, άρα

F (Sl)
cl
≥ F (Sm)

cm
. ΄Οµως η τιµή F (Sm) είναι µια προσέγγιση του πραγ-

µατικού µέγιστου της συνάρτησης, αφού η F είναι NP-hard και α-προσεγγίσιµη, οπότε

έχουµε:
F (Sl)

cl
≥ α

cm
F (S ′

m), άρα τελικά ισχύει
cm

αcl
F (Sl) ≥ F (S ′

m). Ο προυπολογισµός

B είναι λογικό να υποθέσουµε ότι είναι µεγαλύτερος από κάθε κόστος ϑέσης ϕύλακα

(αλλιώς αγνοούµε την «υπερβολικά ακριβή» ϑέση), οπότε έχουµε:

B

αcl

F (Sl) ≥ F (S ′
m) (3.6.2)

Η σχέση 3.6.1 και η σχέση 3.6.2 µας δίνουν :

B

αcl

F (Sl) ≥
F (OPT )− F (

⋃l−1
i=1 Si)

k
(3.6.3)

΄Οµως ο αλγόριθµος σε κάθε ϐήµα επιλέγει κοµµάτια της υποδιαίρεσης που δεν έχει

καλύψει σε προηγούµενα ϐήµατα:

F (Sl) = F (
l⋃

i=1

Si)− F (
l−1⋃
i=1

Si) (3.6.4)

Από τις σχέσεις 3.6.3 και 3.6.4 έχουµε:

F (
l⋃

i=1

Si)− F (
l−1⋃
i=1

Si) ≥
αcl

B
(F (OPT )− F (

l−1⋃
i=1

Si)) (3.6.5)

Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε το ακόλουθο:



3.6 ΦΥΛΑΞΗ ΜΕ ΟΡΙΟ ΚΟΣΤΟΥΣ ΚΑΙ ∆ΥΣΚΟΛΕΣ ΕΠΙΛΟΓΕΣ 57

Λήµµα 3.6.1 Μετά από l ϐήµατα του αλγορίθµου 3.10 ισχύει ότι :

F (
l⋃

i=1

Si) ≥ (1−
l∏

i=1

(1− αci

B
))F (OPT ), l = 1, 2, . . . , k

Απόδειξη: Η απόδειξη γίνεται µε επαγωγή στο ϐήµα l, παρόµοια µε τις παραγράφους

3.4 και 3.5. Ισχύει ότι :

F (S1) ≥
αc1

B
F (OPT )

Η επαγωγική υπόθεση είναι :

F (
l−1⋃
i=1

Si) ≥ (1−
l−1∏
i=1

(1− αci

B
))F (OPT ) (3.6.6)

Για το επαγωγικό ϐήµα:

F (
⋃l

i=1 Si) = F (
⋃l−1

i=1 Si) + F (
⋃l

i=1 Si)− F (
⋃l−1

i=1 Si)
3.6.5−→

≥ αcl

B
F (OPT ) + (1− αcl

B
)F (

⋃l−1
i=1 Si)

3.6.6−→
≥ αcl

B
F (OPT ) + (1− αcl

B
)(1−

∏l−1
i=1(1−

αci

B
))F (OPT )

= (1−
∏l

i=1(1−
αci

B
))F (OPT )

�

Θεώρηµα 3.6.1 Ο αλγόριθµος 3.10 στην περίπτωση που η F είναι NP-hard και α-προσεγγίσιµη,

υπολογίζει σε πολυωνυµικό χρόνο µια προσεγγιστική λύση του προβλήµατος κάλυψης, µε

λόγο απόδοσης
1
2
(1− 1

eα ).

Απόδειξη: Εφαρµόζοντας το λήµµα 3.6.1 για το ϐήµα l + 1 του αλγορίθµου έχουµε:

F (
⋃l+1

i=1 Si) ≥ (1−
∏l+1

i=1(1−
αci

B
))F (OPT )

≥ (1−
∏l+1

i=1(1−
αciPl+1
i=1 ci

))F (OPT )

Η ανισότητα προκύπτει γιατί το κόστος της προσθήκης ενός ϕύλακα στο l + 1 ϐήµα

υπερβαίνει τον προϋπολογισµό:
∑l+1

i=1 ci > B. Η συνάρτηση 1 −
∏l+1

i=1(1 −
αciPl+1
i=1 ci

) έχει

ελάχιστο όταν c1 = c2 = . . . = cn =
Pl+1

i=1 ci

n
, συνεπώς:

F (
⋃l+1

i=1 Si) ≥ (1− (1− α
l+1

)l+1F (OPT )

≥ (1− 1
eα )F (OPT )

΄Οµως F (
⋃l+1

i=1 Si) = F (
⋃l

i=1 Si)+F (Si+1) και το F (Si+1) είναι το πολύ F (V(p′) (αλγόριθ-

µος 3.10) άρα:

F (
l⋃

i=1

Si) + F (V(p′) ≥ (1− 1

eα
)F (OPT )

Τελικά, µια από τις δύο ποσότητες του παραπάνω αθροίσµατος είναι µεγαλύτερη ή ίση

από
1
2
(1− 1

eα )F (OPT ), δηλαδή:

F (SOL) ≥ 1

2
(1− 1

eα
) F (OPT )

�
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construct V(∂P )
foreach vertex v of P do

calculate V(∂P )(v)
endfch
SOL← ∅
G← ∅
Ctot ← ∅
M ← all vertices of P
repeat

maximize W (MULTKNAP(V(∂P )(v)\G∩V(∂P )(v),Q))
cv

place a guard at v
if Ctot + cv ≤ B then

G← G ∪ V(∂P )(v)
Ctot ← Ctot + cv

endif
M ←M \ {v}

until M = ∅
select v′ that maximizes W (MULTKNAP(V(∂P )(v′), Q))
if W (G) ≥ W (MULTKNAP(V(∂P )(v′), Q) then

SOL← G
else

SOL← MULTKNAP(V(∂P )(v′), Q)
endif
return W (SOL)

Αλγόριθµος 3.13: Κάλυψη µέγιστης αξίας (ϕύλακες κορυφές, όριο κόστους και τοποθέτηση).
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3.6.1 Φύλαξη µέγιστης αξίας µε όριο κόστους µαζί µε τοποθέτηση

Στην παράγραφο αυτή εξετάζουµε τη γενίκευση του προβλήµατος της παραγράφου 3.4.1.

Στην περίπτωση αυτή υπάρχει κόστος που πρέπει να πληρωθεί όταν τοποθετείται ϕύλακας

σε κάποια από τις πιθανές ϑέσεις και υπάρχει ένας προϋπολογσιµός που δεν µπορούµε

να υπερβούµε. Παρόµοια µε την παράγραφο 3.4 έχουµε:

Ορισµός 3.6.1 ∆ίνεται ένα πολύγωνο P µε κόστη στις κορυφές του, ένα σύνολο Q =
{(li, wi)} από Ϲευγάρια µηκών ευθυγράµµων τµηµάτων µαζί µε τις αξίες τους, και τρείς

µη αρνητικοί ακέραιοι k, BUDGET και B. Το πρόβληµα απόφασης Budgeted Maximum
Value Vertex Guard With Painting Placement ϱωτάει : µπορούν να τοποθετηθούν k
ϕύλακες κορυφές στο P και τµήµατα από το σύνολο Q πάνω στο ∂P έτσι ώστε αν Ctot είναι

το συνολικό κόστος των κορυφών µε τοποθετηµένους ϕύλακες και W (S) είναι η συνολική

αξία των τµηµάτων που τοποθετήθηκαν στην περίµετρο και καλύπτονται από τους ϕύλακες,

να ισχύει Ctot ≥ BUDGET και W (S) ≥ B;

΄Εχουµε τη γενική περίπτωση του NP-hard προβλήµατος της παραγράφου 3.4.1, συ-

νεπώς άµεσα:

Πρόταση 3.6.1 Το πρόβληµα Budgeted Maximum Value Vertex Guard With Painting
Placement είναι NP-hard.

΄Οπως και στην παράγραφο 3.4.1, σε κάθε ϐήµα, για να επιλεγεί η κατάλληλη ϑέση

για τον ϕύλακα πρέπει να υπολογισθεί η λύση του προβλήµατος Multiple Knapsack.

Παρόµοια µε την παράγραφο 3.4.1 και µε την ανάλυση της παραγράφου 3.6 έχουµε ότι

α→ 1 και
1
2
(1− 1

eα )→ 0.316, δηλαδή ισχύει το ακόλουθο:

Θεώρηµα 3.6.2 Τα προβλήµατα Budgeted Maximum Value Vertex Guard With Pain-
ting Placement και Budgeted Maximum Value Edge Guard With Painting Placement
επιδέχονται προσεγγισιτκούς αλγορίθµους πολυωνυµικού χρόνου µε λόγο απόδοσης 0.316
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construct V(∂P )
foreach edge e of P do

calculate V(∂P )(e)
endfch
SOL← ∅
G← ∅
Ctot ← ∅
M ← all edges of P
repeat

maximize W (MULTKNAP(V(∂P )(e)\G∩V(∂P )(e),Q))
ce

place a guard at e
if Ctot + ce ≤ B then

G← G ∪ V(∂P )(e)
Ctot ← Ctot + ce

endif
M ←M \ {e}

until M = ∅
select e′ that maximizes W (MULTKNAP(V(∂P )(e′), Q))
if W (G) ≥ W (MULTKNAP(V(∂P )(e′), Q) then

SOL← G
else

SOL← MULTKNAP(V(∂P )(e′), Q)
endif
return W (SOL)

Αλγόριθµος 3.14: Κάλυψη µέγιστης αξίας (ϕύλακες πλευρές, όριο κόστους και τοποθέτηση).



Κεφάλαιο 4
Μη Προσεγγισιµότητα

Τα αποτέλέσµατα του Κεφαλαίου 3 µας κάνουν αισιόδοξους και ϑέλοντας να πετύχουµε

το καλύτερο δυνατό αποτέλεσµα ϑα προσπαθήσουµε αρχικά στ ο κεφάλαιο αυτό να δούµε

αν γίνεται να υπάρχει ένα πλήρες πολυωνυµικό προσεγγιστικό σχήµα
∗

για το πρόβληµα

Maximum Value Vertex Guard. ∆υστυχώς, όπως ϑα δούµε, εκτός αν P = NP, ένα τέτοιο

προσεγγιστικό σχήµα, δεν µπορεί να υπάρχει. Στη συνέχεια του κεφαλαίου, δείχνουµε

ένα ισχυρότερο αποτέλεσµα για την παραλλαγή Maximum Length Vertex Guard, ότι

δηλαδή υπάρχει µια σταθερά ε > 0 που δεν µπορεί να είναι λόγος απόδοσης οποιουδήποτε

πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικού αλγόριθµου για το πρόβληµα Maximum Length
Vertex Guard. Το αποτέλεσµα αυτό είναι άµεση συνέπεια µιας αναγωγής διατήρησης

χάσµατος
†

από το πρόβληµα Max-5-Occurence-3Sat στο πρόβληµα Maximum Length
Vertex Guard. Η αναγωγή λειτουργεί για όλες τις περιπτώσεις των προβληµάτων του

Κεφαλαίου 3.

4.1 Πρώτο αποτέλεσµα µη προσέγγισης

Υποθέτουµε λοιπόν ότι υπάρχει πολυωνυµικού χρόνου αλγόριθµος ως προς την είσοδό

του και το
1
ε

µε λόγο απόδοσης 1−ε, ∀ε > 0. Αν δηλαδή SOL είναι η λύση που επιστρέφει

αυτός ο υποθετικός αλγόριθµος έχουµε ότι SOL > (1 − ε)OPT , ∀ε > 0. Θυµίζουµε ότι

σε ένα στιγµιότυπο του προβλήµατος Minimum Vertex Guard For Boundary έχουµε ένα

πολύγωνο P και ένα ακέραιο k > 0. Το πρόβληµα είναι να αποφασιστεί αν το πολύ k
ϕύλακες κορυφές καλύπτουν όλη την περίµετρο του P .

Για την αναγωγή στο πρόβληµα Maximum Value Vertex Guard ϑα χρησιµοποιήσουµε

τη διαµέριση ορατότητας V(∂P ): η περίµετρος χωρίζεται σε ξένα µεταξύ τους τµήµατα,

στο καθένα από τα οποία ϑέτουµε ϐάρος 1. Λαµβάνουµε λοιπόν το ίδιο πολύγωνο P , τον

ίδιο αριθµό k, σαν σύνολο τµηµάτων στην περίµετρο το Q = V(∂P ), έχουµε ότι ∀s ∈
Q : W (s) = 1 και ορίζουµε B =

∑
si∈Q W (si) και ϱωτάµε : Μπορούν να τοποθετηθούν k

ϕύλακες κορυφές στο P , έτσι ώστε W (S) ≥ B;

Ο υποθετικός µας αλγόριθµος έρχεται σε αυτό το σηµείο να µας δώσει µια λύση που

προσεγγίζει τη ϐέλτιστη µε λόγο απόδοσης 1−ε, ∀ε > 0. Μπορούµε λοιπόν να επιλέξουµε

ένα ε και διαλέγουµε να ϑέσουµε ε = 1
B

. Συνεπώς, αν η λύση που επιστεφει ο υποθετικός

∗
Παράγραφος 1.5.2

†
Παράγραφος 1.6.3
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αλγόριθµος είναι SOL και ισχύει ότι SOL = B τότε ξέρουµε ότι και OPT = B (k ϕύλακες

κορυφές καλύπτουν όλη την περίµετρο του P ) δηλαδή ότι η απάντηση στο πρόβληµα

απόφασης Minimum Vertex Guard είναι ναι.

Αν για τη λύση SOL, του υποθετικού αλγορίθµου, ισχύει ότι SOL ≤ B−1 τότε έχουµε

ότι (1− 1
B

) OPT < B − 1 ή αλλιώς OPT < B. ∆ηλαδή στην περίπτωση αυτή ξέρουµε ότι

k ϕύλακες κορυφές δεν καλύπτουν όλη την περίµετρο του P , συνεπώς η απάντηση στο

πρόβληµα απόφασης Minimum Vertex Guard είναι όχι.

Τελικά, η υπόθεση για την ύπαρξη ενός πλήρως πολυωνυµικού προσεγγιστικού σχή-

µατος για το πρόβληµα Maximum Value Vertex Guard µας οδηγεί στην ύπαρξη ενός

αλγορίθµου πολυωνυµικού χρόνου που αποφασίζει το πρόβληµα Minimum Vertex Guard
For Boundary. Αυτό όµως δεν µπορεί να ισχύει εκτός αν P = NP. Αποδείξαµε λοιπόν το

επόµενο :

Θεώρηµα 4.1.1 Το πρόβληµα Maximum Value Vertex Guard δεν επιδέχεται πλήρες

πολυωνυµικό προσεγγιστικό σχήµα εκτός αν ισχύει ότι P = NP.

4.2 Μια αναγωγή διατήρησης χάσµατος

Στη συνέχεια, δίνουµε τον τυπικό ορισµό της παραλλαγής του προβλήµατος ικανοποιησι-

µότητας που πρόκειται να χρησιµοποιήσουµε στην αναγωγή µας:

Ορισµός 4.2.1 Σε ένα στιγµιότυπο του προβλήµατος Max-5-Occurence-3Sat έχουµε ένα

µη αρνητικό ακέραιο k και µια λογική έκφραση Φ σε κανονική συζευτική µορφή (conjuctive
normal form) όπου κάθε πρόταση (clause) αποτελείται από 3 το πολύ λεκτήµατα ( literals)

και η κάθε µεταβλητή (variable) εµφανίζεται σε 5 το πολύ προτάσεις. Το πρόβληµα ϱωτάει :

υπάρχει απονοµή αλήθειας στις µεταβλητές της Φ έτσι ώστε αν CSAT είναι ο αριθµός των

προτάσεων που ικανοποιούνται να ισχύει CSAT > k;

4.2.1 Κατασκευή του πολυγώνου

Θα περιγράψουµε µια κατασκευή που ϑα αντιστοιχίζει ένα οποιαδήποτε στιγµιότυπο του

προβλήµατος Max-5-Occurence-3Sat σε ένα πολύγωνο. Ξεκινάµε µε τα λεκτήµατα της

έκφρασης Φ και για κάθε ένα απο αυτά κατασκευάζουµε το περίγραµµα που ϕαίνεται

στο Σχήµα 4.1. Η κατασκευή έχει γίνει µε τέτοιο τρόπο, ώστε οι µόνες ϑέσεις από τις

οποίες µπορεί να καλυθεί όλο το περίγραµµα, είναι οι σηµειωµένες κορυφές µε Flit και

Tlit. Αν δηλαδή δεν υπάρχει ϕύλακας σε κάποια από τις δύο προηγούµενες κορυφές,

τότε οι πλευρές ab και bc δεν καλύπτονται. Ονοµάζουµε αυτό το περίγραµµα περίγραµµα

λεκτήµατος .

Στη συνέχεια για κάθε πρόταση της Φ κατασκευάζουµε το περίγραµµα που ϕαίνεται

στο Σχήµα 4.2. ΄Οπως ϕαίνεται στο σχήµα, για να καλυφθεί όλο το περίγραµµα αρκεί

να τοποθετηθεί ένας ϕύλακας κάπου στο εσωτερικό ή πάνω στην περίµετρό του. Ονοµά-

Ϲουµε αυτό το περίγραµµα, περίγραµµα πρότασης. ΄Ενα περίγραµµα πρότασης µε τρία

περιγράµµατα λεκτηµάτων, όπως προκύπτει από µια πρόταση της λογικής έκφρασης µε

τρία λεκτήµατα, ϕαίνεται στο Σχήµα 4.3.

Για κάθε µεταβλητή της Φ κατασκευάζουµε το περίγραµµα που ϕαίνεται στο Σχήµα

4.4. Ονοµάζουµε αυτό το περίγραµµα, περίγραµµα µεταβλητής, την αριστερή εσοχή ουρά
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TlitFlit

a

b

c

Σχήµα 4.1: ΄Ενα περίγραµµα για το κάθε λέκτηµα.

Σχήµα 4.2: ΄Ενα περίγραµµα για την κάθε πρόταση.

(tail) και τα δύο κάτω µέρη πόδια (legs). Ο προσανατολισµός των ποδιών πρέπει να είναι

τέτοιος ώστε το εσωτερικό και των δύο ποδιών, εκτός από την ουρά να είναι ορατό από

ένα σηµείο που ϑα περιγράψουµε αργότερα. Οι δύο πλευρές της ουράς, δηλαδή τα

τµήµατα eg και ef , καλύπτονται εξ΄ ολοκλήρου µόνο από κάποιο ϕύλακα κορυφή, που

είναι τοποθετηµένος, είτε στην κορυφή Fvar , είτε στην κορυφή Tvar .

Προσθέτουµε επίσης στο περίγραµµα µεταβλητής δύο ακίδες (spikes), λαµβάνοντας

υπόψη αν το αντίστοιχο λέκτηµα είναι ϑετικό
‡

ή όχι (Σχήµα 4.5 και Σχήµα 4.6). Στην

περίπτωση ενός ϑετικού λεκτήµατος, η ακίδα που ϕαίνεται από την κορυφή Flit είναι αυτή

που τοποθετούµε στο δεξί πόδι ενώ αυτή που ϕαίνεται από την κορυφή Tlit είναι αυτή που

τοποθετούµε στο αριστερό πόδι. Ονοµάζουµε FALSE–ακίδα, την ακίδα που ϕαίνεται από

την κορυφή Flit και TRUE–ακίδα, την ακίδα που ϕαίνεται από την κορυφή Tlit .

Στην περίπτωση ενός αρνητικού λεκτήµατος η FALSE–ακίδα τοποθετείται στο αριστερό

πόδι ενώ η TRUE–ακίδα στο δεξί πόδι. Η κατασκευή των ακίδων στα σχήµατα 4.5 και

4.6 γίνεται µε τέτοιο τρόπο ώστε να µην υπάρχει κορυφή στο περίγραµµα πρότασης που

να ϐλέπει παραπάνω από µια ακίδες (Σχήµα 4.7): η ϐάση του κώνου της FALSE–ακίδας

είναι το τµήµα aFlit ενώ η ϐάση του κώνου της TRUE–ακίδας είναι το τµήµα Tlitb (και όχι

το Tlitc).
Η κατασκευή του πολυγώνου ολοκληρώνεται µε την προσθήκη ενός επιπλέον περι-

‡
΄Ενα λέκτηµα είναι µια µεταβλητή ή η άρνηση µιας µεταβλητής. ΄Ενα αρνητικό λέκτηµα είναι άρνηση

µιας µεταβλητής.

“ear”

Σχήµα 4.3: ΄Ενα περίγραµµα πρότασης µε τρία περιγράµµατα λεκτηµάτων.
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Σχήµα 4.4: ΄Ενα περίγραµµα για την κάθε µεταβλητή.

γράµµατος λεκτήµατος στην πάνω αριστερή γωνία και το αποτέλεσµα ϕαίνεται στο Σχήµα

4.7. Παρατηρήστε ότι το εσωτερικό όλων των ποδιών του σχήµατος είναι προσανατολισµέ-

νο µε τέτοιο τρόπο ώστε ολόκληρο, εκτός από τις ουρές, να ϕαίνεται από την κορυφή w
του τελευταίου περιγράµµατος λεκτήµατος.

Απο τον τρόπο κατασκευής του πολυγώνου είναι ϕανερό ότι τρείς ϕύλακες κορυφές

είναι αναγκαίοι και αρκούν για να ϕυλάξουν ένα περίγραµµα λεκτήµατος και το αντίστοι-

χο περίγραµµα µεταβλητής : ένας ϕύλακας πρέπει να τοποθετηθεί στην κορυφή w για να

καλύψει το εσωτερικό και την περίµετρο των ποδιών, ένας στην κορυφή Fvar ή Tvar για να

καλύψει το εσωτερικό και την περίµετρο της ουράς και της µιας ακίδας και άλλος ένας

στην κορυφή Flit ή Tlit για να καλύψει το εσωτερικό και την περίµετρο του αυτιού και της

άλλης ακίδας.

Στην περίπτωση ενός ϑετικού λεκτήµατος χρειάζεται ένας ϕύλακας στην κορυφή Fvar

και ένας στην κορυφή Flit (ή ένας στην κορυφή Tvar και ένας στην κορυφή Tlit ). Στην

περίπτωση ενός αρνητικού λεκτήµατος χρειάζεται ένας ϕύλακας στην κορυφή Fvar και

ένας στην κορυφή Tlit (ή ένας στην κορυφή Tvar και ένας στην κορυφή Flit ).

΄Εστω η λογική έκφραση Φ = (x1 ∨ ¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2 ∨ ¬x3) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ ¬x4). Η

κατασκευή του πολυγώνου που αντιστοιχεί στη Φ, µπορεί να γίνει µε τέτοιο τρόπο ώστε

σε κάθε περίγραµµα πρότασης, οι πλευρές του περιγράµµατος που ϕαίνονται τονισµένες

στο Σχήµα 4.2, να έχουν πολύ µικρό Ευκλείδιο µήκος σε σχέση µε οποιαδήποτε άλλη

πλευρά του πολυγώνου. ΄Ενα παράδειγµα µια τέτοιας κατασκευής είναι και το πολύγωνο

που ϕαίνεται στο Σχήµα 4.7 όπου ϕαίνονται σε µεγέθυνση τα κοµµάτια του πολυγώ-

νου που ενώνουν µεταξύ τους τα διάφορα περιγράµµατα προτάσεων, όπως και αυτά τα

κοµµάτια που ενώνουν όλα τα περιγράµµατα προτάσεων µε το υπόλοιπο πολύγωνο. Αν

στην λογική έκφραση Φ έχουµε l εµφανίσεις λεκτηµάτων και n µεταβλητές τότε αν λά-

ϐουµε k = l + n + 1 ϕύλακες, έχουµε ολοκληρώσει την κατασκευή ενός στιγµιοτύπου

του προβλήµατος Maximum Length Vertex Guard από ένα στιγµιότυπο του προβλήµατος

Max-5-Occurence-3Sat.

Είναι ϕανερό ότι µεγαλύτερες λογικές εκφράσεις ϑα ανάγονται σε ιδιαίτερα πολύπλοκα

πολύγωνα. Η κατασκευή γίνεται ευκολότερα αν αρχικά σταθεροποιήσουµε τα περιγράµ-

µατα των προτάσεων και το επιπλέον περίγραµµα αυτιού έτσι ώστε να είναι καλά ορισµένη

η κορυφή w. Στη συνέχεια, για κάθε µεταβλητή, σταθεροποιούµε τον προσανατολισµό των

ποδιών, έτσι ώστε όλο το εσωτερικό τους να ϕαίνεται από την κορυφή w και ανάλογα µε

την εµφάνιση της µεταβλητής στα διάφορα λεκτήµατα των προτάσεων κατασκευάζουµε τις
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Σχήµα 4.5: Κατασκευή περιγραµµάτων ακίδων για ένα αρνητικό λέκτηµα.

αντίστοιχες ακίδες. Προχωράµε στην επόµενη µεταβλητή όταν σχηµατιστούν όλες οι ακί-

δες της προηγούµενης µεταβλητής. Η κατασκευή του κώνου των ακίδων γίνεται µε τέτοιο

τρόπο ώστε ο κάθε κώνος να ακουµπά στην κατάλληλη κορυφή Fvar ή Tvar ανάλογα µε το

είδος της εµφάνισης (ϑετικό ή αρνητικό) του λεκτήµατος που αντιστοιχεί στην µεταβλητή.

Στο τέλος, κατασκευάζουµε όλες τις υπόλοιπες πλευρές του πολυγώνου. Παρατηρούµε

ότι οι πλευρές που ενώνουν δύο περιγράµµατα προτάσεων µπορεί να χρειάζεται να γίνουν

ιδιαίτερα µικρές, όµως σε κάθε περίπτωση οι πλευρές αυτές µπορούν να σχεδιαστούν στον,

πιθανώς ιδιαίτερο µικρό, χώρο µεταξύ των κώνων των ακίδων, ενός τελευταίου λεκτήµατος

σε µια πρόταση και του πρώτου λεκτήµατος στην επόµενη πρόταση.

4.2.2 Μετασχηµατισµός µιας εφικτής λύσης

΄Εστω ένα στιγµιότυπο I του προβλήµατος Max-5-Occurence-3Sat µε n µεταβλητές, l
λεκτήµατα και m προτάσεις (l ≤ 3m). Μετασχηµατίζουµε το I σε ένα στιγµιότυπο I ′

του προβλήµατος Maximum Length Vertex Guard που αποτελείται από ένα πολύγωνο P ,

κατασκευασµένο µε τον τρόπο της παραγράφου 4.2.1 και k = l +n+1 ϕύλακες κορυφές

που καλύπτουν Ευκλείδιο µήκος B στην περίµετρο του P .
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Σχήµα 4.6: Κατασκευή περιγραµµάτων ακίδων για ένα ϑετικό λέκτηµα.

Από την λογική έκφραση στο πολύγωνο

Αν υπάρχει µια απονοµή αλήθειας για το στιγµιότυπο I που ικανοποιεί και τις m προτά-

σεις τότε τοποθετούµε k = l + n + 1 ϕύλακες κορυφές στο πολύγωνο του στιµιοτύπου I ′

µε τον τρόπο που περιγάφουµε στη συνέχεια. ΄Ενας ϕύλακας στην κορυφή w καλύπτει το

εσωτερικό και την περίµετρο όλων των ποδιών του πολυγώνου εκτός από τις ουρές και τις

ακίδες.

Για κάθε µεταβλητή που έχει την τιµή FALSE, ένας ϕύλακας στην κορυφή Fvar του

αντίστοιχου περιγράµµατος µεταβλητής, καλύπτει την ουρά και την TRUE ακίδα αν είναι

ϑετικό το αντίστοιχο της µεταβλητής λέκτηµα, αλλιώς καλύπτει την ουρά και τη FALSE
ακίδα. Για κάθε λέκτηµα που αποτιµάται FALSE, ένας ϕύλακας στην κορυφή Flit κα-

λύπτει όλο το περίγραµµα του λεκτήµατος και τη FALSE ακίδα, ενώ για κάθε λέκτηµα

που αποτιµάται TRUE ένας ϕύλακας στην κορυφή Tlit καλύπτει όλο το περίγραµµα του

λεκτήµατος και τη TRUE ακίδα.

Τελικά όλο το µήκος της περιµέτρου L(∂P ) του πολυγώνου καλύπτεται από τους

k = l + n + 1 ϕύλακες αφού ο ϕύλακας στην κρυφή w καλύπτει όλη την υπόλοιπη
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w

Φ = (x1 ∨ ¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2 ∨ ¬x3) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ ¬x4)

Σχήµα 4.7: ΄Ενα πολύγωνο που µπορεί να προκύψει από την κατασκευή.
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Σχήµα 4.8: Μια απονοµή αλήθειας που ικανοποιεί την Φ ανάγεται σε ένα σύνολο ϕυλάκων που

καλύπτει πλήρως το πολύγωνο.

περίµετρο που δεν είναι ορατή στους µέχρι στιγµής τοποθετηµένους ϕύλακες
§
.

Για παράδειγµα ας ϑεωρήσουµε την λογική έκφραση:

Φ = (x1 ∨ ¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2 ∨ ¬x3) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ ¬x4)

και την ακόλουθη απονοµή αλήθειας στις µεταβλητές της Φ:

x1 x2 x3 x4

FALSE FALSE TRUE FALSE

η οποία ικανοποιεί όλες τις προτάσεις της :

x1 ¬x2 x3 ¬x1 x2 ¬x3 x1 x2 ¬x4

FALSE TRUE TRUE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE TRUE
TRUE TRUE TRUE

Προχωράµε στην τοποθέτηση των ϕυλάκων στο Σχήµα 4.8 ως εξής : Τοποθετούµε ένα

ϕύλακα στην κορυφή w και στη συνέχεια ένα ϕύλακα στην κορυφή Fvar στο περίγραµµα

της µεταβλητής x1, ένα ϕύλακα στην κορυφή Fvar στο περίγραµµα της µεταβλητής x2,

ένα ϕύλακα στην κορυφή Tvar στο περίγραµµα της µεταβλητής x3 και ένα ϕύλακα στην

§
Φυσικά, ο ϕύλακας στην κορυφή w, από την πρώτη στιγµή που τοποθετήθηκε κάλυπτε όλη την υπό-

λοιπη περίµετρο !
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Σχήµα 4.9: Αν η απονοµή αλήθειας δεν ικανοποιεί κάποιες προτάσεις της Φ, τότε τα περιγράµ-

µατα των προτάσεων που δεν ικανοποιούνται µένουν ακάλυπτα από το σύνολο των ϕυλάκων, µετά

την αναγωγή.

κορυφή Fvar στο περίγραµµα της µεταβλητής x4. Στη συνέχεια τοποθετούµε ϕύλακες στις

κατάλληλες κορυφές των περιγραµµάτων των λεκτηµάτων των προτάσεων: για την πρώτη

πρόταση τοποθετούµε ένα ϕύλακα στην κορυφή Flit του λεκτήµατος x1, ένα ϕύλακα

στην κορυφή Tlit του λεκτήµατος ¬x2 και ένα ϕύλακα στην κορυφή Tlit του λεκτήµατος

x3. Για τη δεύτερη πρόταση τοποθετούµε ένα ϕύλακα στην κορυφή Tlit του λεκτήµατος

¬x1, ένα ϕύλακα στην κορυφή Flit του λακτήµατος x2 και ένα ϕύλακα στην κορυφή

Flit του λεκτήµατος ¬x3. Τέλος, για την τρίτη πρόταση τοποθετούµε ένα ϕύλακα στην

κορυφή Flit του λεκτήµατος x1, ένα ϕύλακα στην κορυφή Flit του λακτήµατος x2 και ένα

ϕύλακα στην κορυφή Tlit του λεκτήµατος x4. Παρατηρούµε ότι αυτό το σύνολο των 14

ϕυλάκων καλύπτει όλο το µήκος της περιµέτρου του πολυγώνου (καλύπτει επίσης και όλο

το εσωτερικό).

Αποδείξαµε λοιπόν ότι ισχύει το ακόλουθο:

Λήµµα 4.2.1 Αν OPT (I) = m τότε OPT (I ′) = L(∂P ).

Στην περίπτωση που µε την απονοµή αλήθειας δεν ικανοποιούνται κάποιες προτάσεις

του στιγµιοτύπου I, τότε µετά την παραπάνω τοποθέτηση ϕυλάκων δεν καλύπτονται τα

αντίστοιχα περιγράµµατα προτάσεων. Αυτό συµβαίνει γιατί όταν όλα τα λεκτήµατα µιας

πρότασης αποτιµούνται FALSE τότε ϑα τοποθετηθούν ϕύλακες µόνο στις κορυφές Flit
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των περιγραµµάτων των λεκτηµάτων. Για να καλυφθεί όµως ένα περίγραµµα πρότασης

χρειάζεται τουλάχιστο ένας ϕύλακας σε κάποια κορυφή Tlit . Το στιγµιότυπο I ′ είναι

λοιπόν συνεπές και σ΄ αυτή την περίπτωση µε το I.

Για παράδειγµα ας ϑεωρήσουµε την ίδια λογική έκφραση και την ακόλουθη απονοµή

αλήθειας στις µεταβλητές της Φ:

x1 x2 x3 x4

TRUE FALSE TRUE FALSE

η οποία δεν ικανοποιεί τη δεύτερη πρόταση της Φ:

x1 ¬x2 x3 ¬x1 x2 ¬x3 x1 x2 ¬x4

TRUE TRUE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE TRUE
TRUE FALSE TRUE

Προχωράµε στην τοποθέτηση των ϕυλάκων στο Σχήµα 4.9 ως εξής : Τοποθετούµε ένα

ϕύλακα στην κορυφή w και στη συνέχεια ένα ϕύλακα στην κορυφή Tvar στο περίγραµµα

της µεταβλητής x1, ένα ϕύλακα στην κορυφή Fvar στο περίγραµµα της µεταβλητής x2,

ένα ϕύλακα στην κορυφή Tvar στο περίγραµµα της µεταβλητής x3 και ένα ϕύλακα στην

κορυφή Fvar στο περίγραµµα της µεταβλητής x4. Στη συνέχεια τοποθετούµε ϕύλακες στις

κατάλληλες κορυφές των περιγραµµάτων των λεκτηµάτων των προτάσεων: για την πρώτη

πρόταση τοποθετούµε ένα ϕύλακα στην κορυφή Tlit του λεκτήµατος x1, ένα ϕύλακα

στην κορυφή Tlit του λεκτήµατος ¬x2 και ένα ϕύλακα στην κορυφή Tlit του λεκτήµατος

x3. Για τη δεύτερη πρόταση τοποθετούµε ένα ϕύλακα στην κορυφή Flit του λεκτήµατος

¬x1, ένα ϕύλακα στην κορυφή Flit του λεκτήµατος x2 και ένα ϕύλακα στην κορυφή

Flit του λεκτήµατος ¬x3. Τέλος, για την τρίτη πρόταση τοποθετούµε ένα ϕύλακα στην

κορυφή Flit του λεκτήµατος x1, ένα ϕύλακα στην κορυφή Flit του λεκτήµατος x2 και ένα

ϕύλακα στην κορυφή Tlit του λεκτήµατος x4. Παρατηρούµε ότι αυτό το σύνολο των 14

ϕυλάκων καλύπτει όλο το µήκος της περιµέτρου του πολυγώνου εκτός από τις πλευρές

του περιγράµµατος της δεύτερης πρότασης.

Από το πολύγωνο στην λογική έκφραση

΄Εστω λοιπόν ένα στιγµιότυπο I ′ του προβλήµατος Maximum Length Vertex Guard µε

k = l + n + 1 ϕύλακες κορυφές, κατασκευασµένο µε τον τρόπο της παραγράφου 4.2.1.

Προχωράµε σε µια µετακίνηση των ϑέσεων των τοποθετηµένων ϕυλάκων, µε στόχο να

τοποθετηθούν ϕύλακες σε κάποιες ιδιαίτερες κορυφές, αν ϐέβαια σ΄ αυτές τις κορυφές δεν

υπάρχει ήδη ϕύλακας.

Αρχίζουµε µε την µετακίνηση ενός ϕύλακα στην κορυφή w του πρόσθετου περιγρά-

µατος στην πάνω αριστερή γωνία του πολυγώνου (περίπτωση 1 στο Σχήµα 4.10). Στη

συνέχεια εξετάζουµε τα περιγράµµατα των µεταβλητών και στην περίπτωση που ένας µόνο

ϕύλακας ϐρίσκεται πάνω στο περίγραµµα και ϐλέπει κάποια ακίδα, τον µετακινούµε στην

κορυφή Fvar ή Tvar , ανάλογα µε το που ϕαίνεται η ίδια ακίδα (περίπτωση 2 στο Σχήµα

4.10). Σε κάθε άλλη περίπτωση µετακινούµε ένα ϕύλακα στην κορυφή Fvar , αν απο αυτή

τη ϑέση, ο ϕύλακας καλύπτει τις περισσότερες FALSE ακίδες από ότι στην κορυφή Tvar ,

αλλιώς µετακινούµε ένα ϕύλακα στην κορυφή Tvar , αν απο αυτή τη ϑέση, ο ϕύλακας

καλύπτει τις περισσότερες FALSE ακίδες από ότι στην κορυφή Fvar . Μετακινήσεις σαν τις

τελευταίες γίνονται όταν δεν υπάρχουν ϕύλακες πάνω στο περίγραµµα variable, ή όταν



4.2 ΜΙΑ ΑΝΑΓΩΓ΄Η ∆ΙΑΤΗΡΗΣΗΣ ΧΑΣΜΑΤΟΣ 71

1

2

3

4

4

5

5
3

Σχήµα 4.10: ∆ιάφορες περιπτώσεις µετακίνησης ϕυλάκων.

υπάρχει ένας ϕύλακας που δεν καλύπτει ακίδες ή όταν υπάρχουν περισσότεροι ϕύλακες

(περιπτώσεις 3,4 και 5 στο Σχήµα 4.10).

Στη συνέχεια σε κάθε περίγραµµα λεκτήµατος ϑα πρέπει να µετακινηθεί ένας ϕύλα-

κας στην κορυφή Flit αν η αντίστοιχη FALSE ακίδα δεν ϕαίνεται από τον ϕύλακα που

τοποθετήθηκε στο αντίστοιχο περίγραµµα µεταβλητής. Αν στο αντίστοιχο περίγραµµα µε-

ταβλητής δεν ϕαίνεται η TRUE ακίδα, ο ϕύλακας πρέπει να τοποθετηθεί στην κορυφή Tlit

(περιπτώσεις 3,4 και 5 στο Σχήµα 4.10).

Μετά από τις παραπάνω µετακινήσεις, µπορούµε να δώσουµε µια απονοµή αλήθειας

στο στιγµιότυπο I του προβλήµατος Max-5-Occurence-3Sat αν αναθέσουµε την τιµή

TRUE σε µια µεταβλητή του I αν το αντίστοιχο περίγραµµα µεταβλητής έχει ϕύλακα

τοποθετηµένο στην κορυφή Tvar . Αν ο ϕύλακας είναι τοποθετηµένος στην κορυφή Fvar

τότε αναθέτουµε στη µεταβλητή του I την τιµή FALSE.

Παρατηρούµε ότι η µετακίνηση ενός ϕύλακα στην κορυφή Flit ή Tlit ενός περιγράµµα-

τος λεκτήµατος αυξάνει τον αριθµό των καλυπτόµενων πλευρών κατά τουλάχιστο 2 (είναι

οι πλευρές ab και bc στο Σχήµα 4.1), αφού τόσες ακριβώς πλευρές του περιγράµµατος δεν

µπορεί να καλύπτονται από οποιεσδήποτε άλλες κορυφές. Επίσης, η µετακίνηση ενός

ϕύλακα στην κορυφή Fvar ή Tvar ενός περιγράµµατος µεταβλητής, αυξάνει τον αριθµό

των καλυπτόµενων πλευρών κατά τουλάχιστο 2 (είναι οι πλευρές eg και ef της ουράς στο

Σχήµα 4.4), αφού τόσες ακριβώς πλευρές του περιγράµµατος δεν µπορεί να καλύπτονται

πλήρως από οποιεσδήποτε άλλες κορυφές.
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Κατά τη µετακίνηση των ϕυλάκων στα περιγράµµατα λεκτηµάτων, υπάρχει περίπτωση

ενώ υπήρχαν δύο ϕύλακες στις κορυφές Flit και Tlit , µετά τη µετακίνηση να έµεινε µόνο

ένας ϕύλακας στην κορυφή Flit . Τότε, µπορεί να µην καλύπτονται πια οι «κοντές» πλευρές

του περιγράµµατος πρότασης (Σχήµα 4.2), καλύπτονται όµως οι 2 πλευρές του ιδιαίτερου

µέρους του περιγράµµατος λεκτήµατος που δεν µπορούν να καλυφθούν από οποιαδήποτε

άλλη κορυφή.

Αν στο περίγραµµα λεκτήµατος, µετακινήθηκε ένας ϕύλακας στην κορυφή Flit από

την κορυφή Tlit τότε, αν δεν υπάρχει ϕύλακας στην κορυφή Tlit σε άλλο περίγραµµα

λεκτήµατος της πρότασης, δεν καλύπτονται πια οι 8 «κοντές» πλευρές του περιγράµµατος

πρότασης, καλύπτονται όµως οι δύο πλευρές της FALSE ακίδας. Αν πριν τη µετακίνηση,

η FALSE ακίδα καλύπτονταν απο ϕύλακα στο περίγραµµα µεταβλητής, τότε, σύµφωνα µε

την µετακίνηση που περιγράψαµε, ϑα έπρεπε να µετακινηθεί ϕύλακας στην κορυφή Tlit

και όχι στην Flit . ΄Αρα ο ϕύλακας που κάλυπτε τη FALSE ακίδα και ήταν τοποθετηµένος

στο περίγραµµα µεταβλητής V1, µετακινήθηκε σε άλλο περίγραµµα µεταβλητής V2, γιατί

κάποιος άλλος ϕύλακας, στο V1, έβλεπε τις περισσότερες FALSE ακίδες.

Σε κάθε περίγραµµα µεταβλητής υπάρχουν το πολύ 5 FALSE ακίδες (µια µεταβλητή

στο στιγµιότυπο του προβλήµατος Max-5-Occurence-3Sat µπορεί να εφανίζεται το πολύ

σε 5 λεκτήµατα), συνεπώς ο ϕύλακας που µετακινήθηκε σε άλλο περίγραµµα µεταβλητής,

κάλυπτε στην προηγούµενη ϑέση του, το πολύ 2 FALSE ακίδες. Οι µετακινήσεις λοιπόν

των ϕυλάκων µεταξύ των περιγραµµάτων µεταβλητών προκαλούν µετακινήσεις από την

κορυφή Tlit στην κορυφή Flit , σε δύο το πολύ περιγράµµατα λακτηµάτων. Μετά λοπόν την

µετακίνηση µπορεί να µην ϕαίνονται το πολύ 16 «κοντές» ακµές από δύο περιγράµµατα

προτάσεων, ϕαίνονται όµως τουλάχιστο δύο ακµές από την κορυφή Flit που δεν µπορούν

να καλυφθούν από οποιαδήποτε άλλη κορυφή.

Τελικά, µετά από όλες τις παραπάνω µετακινήσεις, µόνο «κοντές» ακµές του πολυ-

γώνου µπορεί να µην καλύπτονται από τις νέες ϑέσεις των ϕυλάκων. Καλύπτεται δη-

λαδή όλη η περίµετρος του πολυγώνου, εκτός ίσως από κάποια περιγράµµατα προτά-

σεων. Αναθέτουµε την τιµή TRUE, σε µια variable του στιγµιοτύπου I του προβλήµατος

Max-5-Occurence-3Sat, αν υπάρχει ϕύλακας στην κορυφή Tvar του αντίστοιχου variable
περιγράµµατος, και την τιµή FALSE αν υπάρχει ϕύλακας στην κορυφή Fvar . Αυτή η απο-

νοµή αλήθειας, στο στιγµιότυπο I, αφήνει µη–ικανοποιήσιµες τόσες ακριβώς προτάσεις,

όσα ακριβώς περιγράµµατα προτάσεων δεν καλύπτονται στο στιµιότυπο I ′. Αν συµβολί-

σουµε µε L(eshort) το µεγαλύτερο µήκος από τις «κοντές» πλευρές του πολυγώνου και µε

Lc το µήκος του περιγράµµατος πρότασης, έχουµε ότι αν στο στιγµιότυπο I ′, από τις νέες

ϑέσεις των ϕυλάκων, καλύπτεται µήκος

L(∂P )− εmLc ≥ L(∂P )− εm8L(eshort) = (1− 8ε
L(eshort)

L(∂P )
m)L(∂P )

στην περίµετρο του P (δηλαδή δεν καλύπτονται εm περιγράµµατα προτάσεων), τότε στο

στιγµιότυπο I ικανοποιούνται (1− ε)m προτάσεις (δηλαδή δεν ικανοποιούνται εm προτά-

σεις). Θέτουµε :

ε′ = 8ε
L(eshort)

L(∂P )
(4.2.1)

Οπότε ισχύει το ακόλουθο:

Λήµµα 4.2.2 Αν OPT (I ′) ≥ (1− ε′m)L(∂P ) τότε OPT (I) ≥ (1− ε)m.
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4.2.3 Η αναγωγή διατηρεί το χάσµα

Θεώρηµα 4.2.1 Η αναγωγή ενός στιγµιοτύπου του προβλήµατος Max-5-Occurence-3Sat
σε ένα στιγµιότυπο του προβήµατος Maximum Length Vertex Guard, όπως περιγράφεται

στην παράγραφο 4.2, είναι αναγωγή διατήρησης χάσµατος.

Απόδειξη: Από το λήµµα 4.2.1 και το αντιθετοαντίστροφο του λήµµατος 4.2.2 έχουµε:

OPT (I) = m → OPT (I ′) = L(∂P )
OPT (I) ≤ (1− ε)m → OPT (I ′) ≤ (1− ε′m)L(∂P ))

Συνεπώς, η αναγωγή της παραγράφου 4.2 είναι αναγωγή διατήρησης χάσµατος. �

Στα [3] και [4] έχει αποδειχθεί το παρακάτω:

Θεώρηµα 4.2.2 Το πρόβληµα απόφασης Max-5-Occurence-3Sat µε εγγυηµένες παρα-

µέτρους τις U(I) = m και L(I) = (1− ε)m είναι NP-hard.

Από τα ϑεωρήµατα 4.2.2 και 4.2.1 έχουµε ότι, εκτός αν P = NP, δεν µπορεί να

υπάρχει πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικός αλγόριθµος για το πρόβληµα Maximum
Length Vertex Guard µε λόγο απόδοσης :

R =
(1− ε′m)L(∂P )

L(∂P )
(4.2.2)

Αν συµβολίσουµε µε Lv το µεγαλύτερο µήκος από τα περιγράµµατα µεταβλητών, µε Ll

το µήκος του περιγράµµατος λεκτήµατος, µε Ls το µεγαλύτερο µήκος από τα περιγράµ-

µατα των ακίδων, µε Lc το µήκος του πριγράµµατος πρότασης και µε Lr το µήκος των

υπολοίπων πλευρών του πολυγώνου (επιπλέον περίγραµµα λεκτήµατος και οι πλευρές

του ορθογωνίου που ενώνουν τη µεριά των περιγραµµάτων προτάσεων µε τη µεριά των

περιγραµµάτων µεταβλητών, έχουµε:

L(∂P ) ≤ 3mLv + 3mLl + 6mLs + mLc + Lr ≤ m(3Lv + 3Ll + 6Ls + Lc + Lr) (4.2.3)

Η σχέση 4.2.2 µε χρήση της 4.2.3 και 4.2.1 γίνεται :

R = 1− 8εm
L(eshort)

L(∂P )

≤ 1− 8εm
L(eshort)

m(3Lv + 3Ll + 6Ls + Lc + Lr)

= 1− 8ε
L(eshort)

3Lv + 3Ll + 6Ls + Lc + Lr

= 1− ε′′

∆είξαµε λοιπόν ότι η αναγωγή της παραγράφου 4.2 είναι αναγωγή διατήρησης χά-

σµατος και ότι το πρόβληµα απόφασης Maximum Length Vertex Guard µε εγγυηµένες

παραµέτρους τις U(I) = L(∂P ) και L(I) = (1−ε′m)L(∂P ) είναι NP-hard να αποφασιστεί,

η αλλιώς, εκτός αν P = NP δεν µπορεί να υπάρχει πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικός

αλγόριθµος για το πρόβληµα Maximum Length Vertex Guard µε λόγο απόδοσης 1−ε′′+δ.

Ισχύει δηλαδή το ακόλουθο ([4]):
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Θεώρηµα 4.2.3 Το πρόβληµα Maximum Length Vertex Guard για πολύγωνα χωρίς τρύ-

πες είναι APX-hard.

Στο Κεφάλαιο 3 ο αλγόριθµος 2.1 προσεγγίζει, σε πολυωνυµικό χρόνο, µε σταθερό λό-

γο απόδοσης 0.632, τη ϐέλτιστη λύση για το πρόβληµα Maximum Length Vertex Guard.

Συνεπώς το πρόβληµα Maximum Length Vertex Guard ανήκει στην κλάση APX και από

το ϑεώρηµα 4.2.3 έχουµε:

Θεώρηµα 4.2.4 Το πρόβληµα Maximum Length Vertex Guard για πολύγωνα χωρίς τρύ-

πες είναι APX-complete.

4.3 Περισσότερα αποτελέσµατα µη προσέγγισης

Η αναγωγή διατήρησης χάσµατος της παραγράφου 4.2 µπορεί να εφαρµοστεί, µε τις

κατάλληλες τροποποιήσεις, για όλα τα προβλήµατα µεγιστοποίησης που παρουσιάστηκαν

στο Κεφάλαιο 3.

4.3.1 Φύλαξη µέγιστου εµβαδού

Χρησιµοποιούµε αυτούσια την αναγωγή της παραγράφου 4.2. Παρατηρούµε στα διάφορα

σχήµατα (4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.7) ότι οι ϕύλακες κορυφές, µε τον τρόπο που τοποθετούνται

στις κορυφές του πολυγώνου (και σύµφωνα µε τον τρόπο κατασκευής του πολυγώνου

όπως περιγράφεται στην παράγραφο 4.2.1) καλύπτουν, παράλληλα µε την περίµετρο, και

όλο το εσωτερικό του πολυγώνου. Οι µόνες περιοχές που µπορεί να µένουν ακάλυπτες

είναι κάποιες περιοχές µικρού εµβαδού, αυτές που στην περίµετρό τους έχουν µια από

τις «κοντές» πλευρές των περιγραµµάτων των προτάσεων. Η ανάλυση ισχύει αυτούσια

συνεπώς:

Πρόταση 4.3.1 Το πρόβληµα Maximum Area Vertex Guard είναι APX-complete.

4.3.2 Φύλαξη µέγιστης αξίας

Η αλλαγή που χρειάζεται στην αναγωγή της παραγράφου 4.2 είναι ότι στην κατασκευή του

πολυγώνου χρειάζεται να αναθέσουµε ϐάρη στις πλευρές του πολυγώνου. Αυτό γίνεται

πολύ εύκολα, αναθέτοντας σε όλες τις πλευρές εκτός από τις «κοντές», ϐάρος 8. Στις

«κοντές» πλευρές αναθέτουµε ϐάρος 1. Η ανάλυση ισχύει αυτούσια αν αντικαταστήσουµε

την έννοια «µήκος» µε την έννοια «ϐάρος», συνεπώς:

Πρόταση 4.3.2 Το πρόβληµα Maximum Value Vertex Guard είναι APX-complete.

Φύλαξη µέγιστης αξίας µε επίβλεψη

Στην παράγραφο 3.3.3, επισηµάναµε ότι η παραλλαγή Maximum Value Watching Vertex
Guard του προβλήµατος µεγιστοποίησης της καλυπτόµενης αξίας, είναι ϱεαλιστικότερη,

γιατί η απαίτηση είναι οι πίνακες να επιβλέπονται αντί να καλύπτονται εξ΄ ολοκλήρου.

Μια επιπλέον κατασκευή που χρειάζεται στην αναγωγή της παραγράφου 4.2 είναι αυτή

της διαµέρισης ορατότητας της περιµέτρου του πολυγώνου (V(∂P )). Κάθε πλευρά σε ένα
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περίγραµµα πρότασης χωρίζεται σε O(n) τµήµατα που µπορούν να επιβλέπονται µόνο

από κορυφές των περιγραµµάτων µεταβλητών. Αν δ είναι ένας µη αρνητικός ακέραιος,

τέτοιος ώστε ο αριθµός των τµηµάτων της διαµέρισης ορατότητας στις «κοντές» πλευρές

είναι το πολύ δn, ϑέτουµε ϐάρος 1 στις «κοντές» πλευρές και ϐάρος 8δn σε όλες τις άλλες.

Η ανάλυση ισχύει τότε αυτούσια αν αντικαταστήσουµε την έννοια «µήκος» µε την έννοια

«ϐάρος», συνεπώς:

Πρόταση 4.3.3 Το πρόβληµα Maximum Value Watching Vertex Guard είναι APX-complete.

4.3.3 Φύλαξη µέγιστης αξίας µε ταυτόχροχρονη τοποθέτηση

΄Εχουµε και πάλι την ίδια κατασκευή και τοποθετούµε σε κάθε πλευρά ένα «πίνακα» µε

µήκος όσο το µήκος της πλευράς του πολυγώνου. Οι «κοντές» πλευρές ϑα έχουν «µικρούς»

και «ϕθηνούς» πίνακες : αναθέτουµε ϐάρος 1 στους «µικρούς» πίνακες και ϐάρος 8 σε κάθε

άλλο πίνακα. ΄Εχουµε:

Πρόταση 4.3.4 Το πρόβληµα Maximum Value Vertex Guard With Painting Placement
είναι APX-complete.

4.3.4 Φύλακες πλευρές

Στην περίπτωση των ϕυλάκων πλευρών πρέπει να τροποποιήσουµε τα περιγράµµατα

λεκτηµάτων και τα περιγράµµατα µεταβλητών όπως ϕαίνονται στα Σχήµατα 4.11.aκαι

4.11b. Για να καλυφθεί πλήρως ένα περίγραµµα λεκτήµατος πρέπει να τοποθετηθεί ένας

ϕύλακας πλευρά, είτε στην πλευρά Flit είτε στην πλευρά Tlit . Στο περίγραµµα µεταβλη-

τής, ένας ϕύλακας πλευρά στην πλευρά Fvar ή στην πλευρά Tvar καλύπτει το περίγραµµα

της ουράς µαζί µε το αντίστοιχο πόδι.

Flit Tlit

Fvar

Tvar

a b

Σχήµα 4.11: Για την περίπτωση των ϕυλάκων πλευρών: a) Περίγραµµα λεκτήµατος. b) Περί-

γραµµα µεταβλητής.

Θεώρηµα 4.3.1 ΄Ολα τα προβλήµατα µεγιστοποίησης του Κεφαλαίου 3 µε ϕύλακες πλευ-

ϱές είναι APX-complete
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4.3.5 Φύλαξη µε προυπολογισµό

΄Ολα τα προηγούµενα προβλήµατα είναι ειδικές περιτπώσεις των προβληµάτων, όπου κάθε

υποψήφια ϑέση ϕύλακα έχει κόστος 1, συνεπώς

Θεώρηµα 4.3.2 ΄Ολα τα προβλήµατα µεγιστοποίησης του Κεφαλαίου 3 µε κόστος στις

ϑέσεις των ϕυλάκων και µε δεδοµένο προϋπολογισµό είναι APX-complete

4.3.6 Πολύγωνα µε τρύπες

΄Ολα τα παραπάνω προβλήµατα δεν είναι ευκολότερα όταν εξετάζονται πολύγωνα µε τρύ-

πες. ΄Ενα πολύγωνο µε τρύπες είναι µια χρήσιµη αναπαράσταση της πραγµατικότητας,

όπου οι τρύπες αναπαριστούν εµπόδια. Οι πιθανές ϑέσεις των ϕυλάκων επεκτείνονται ϐέ-

ϐαια και στις περιµέτρους από τις τρύπες. Υπενθυµίζουµε ότι για τα προβλήµατα Minimum
Vertex/Edge Guard Without Holes για πολύγωνα µε τρύπες, δεν µπορεί να υπάρχει

πολυωνυµικού χρόνου προσεγγιστικός αλγόριθµος µε λόγο απόδοσης
1−ε
12

ln n για κάθε

ε > 0, εκτός αν NP ⊆ TIME(nO(log log n)) ([24, 25]).



Κεφάλαιο 5
Επίλογος

5.1 Φύλαξη από το εσωτερικό του πολυγώνου

Στα προηγούµενα κεφάλαια περιγράψαµε τρόπους ϕύλαξης των πολυγώνων από τις κο-

ϱυφές και τις πλευρές τους. Γενικά στη ϐιβλιογραφία είναι ελάχιστα τα αποτελέσµατα

για την τοποθέτηση των ϕυλάκων στο εσωτερικό του πολυγώνου και µόνο πρόσφατα δη-

µοσιεύθηκαν σχετικά άρθρα ([13], [47], [22]). Εκτός από το [47] στα υπόλοιπα ϑεωρούν

τις πιθανές ϑέσεις των ϕυλάκων να ϐρίσκονται σε ένα οσοδήποτε πυκνό πλέγµα (grid)

και τα αποτελέσµατά τους είναι πιθανοτικά. Στην παράγραφο αυτή ϑα διερευνήσουµε

παραπάνω τη διαµέριση του εσωτερικού του πολυγώνου V(P ) και ϑα προσπαθήσουµε να

περιγράψουµε τις ϑέσεις των ϕυλάκων µε περισσότερο ϕυσικό τρόπο.

Στο [8] και στο [2] αποδεικνύουν το ακόλουθο:

Λήµµα 5.1.1 ΄Εστω p και q δύο σηµεία µέσα σε ένα απλό πολύγωνο P που δεν ανήκουν σε

κάποιο κρίσιµο περιορισµό του P . Τα σηµεία έχουν πολύγωνα ορατότητας µε διαφορετικές

συνδυαστικές αναπαραστάσεις αν και µόνο αν ϐρίσκονται εκατέρωθεν κάποιου κρίσιµου

περιορισµού.

Αυτό σηµαίνει ότι τα σηµεία που ανήκουν στο ίδιο χωρίο της V(P ) έχουν πολύγωνα

ορατότητας µε την ίδια συνδυαστική αναπαράσταση (Σχήµα 5.1). ΄Εχουµε λοιπόν ότι

η διαµέριση ορατότητας του εσωτερικού ενός πολυγώνου δηµιουργεί µια ενδιαφέρουσα

τοπικότητα (locality) στα σηµεία που ανήκουν στα διάφορα χωρία που ορίζει η διαµέριση:

όλα τα σηµεία ενός χωρίου
∗

της V(P ) έχουν «περίπου το ίδιο» πολύγωνο ορατότητας.

Στην προσπάθεια ορισµού ενός ϕυσικού τρόπου τοποθέτησης ϕυλάκων στο εσωτερικό του

πολυγώνου, το να επιλέξουµε ένα τυχαίο σηµείο από κάθε χωρίο σαν µια καλώς ορισµένη

ϑέση ϕύλακα στο εσωτερικό του πολυγώνου, µοιάζει να είναι µια λογική επιλογή. Εξάλλου

η επιλογή αυτή ενισχύεται και από τις παρατηρήσεις που ακολουθούν.

Το δυϊκό γράφηµα της υποδιαίρεσης V(P ) έχει κορυφές τα χωρία της υποδιαίρεσης

και δύο κορυφές ενώνονται µε µια ακµή αν τα αντίστοιχα χωρία είναι γειτονικά στην

υποδιαίρεση. Η κατασκευή αυτή του δυϊκού γραφήµατος γίνεται και στο [8] σε ένα

άλλο πλαίσιο προβληµάτων. Στο [8] αποδεικνύουν ότι οι συνδυαστικές αναπαραστάσεις

των πολυγώνων ορατότητας, σηµείων που ανήκουν σε γειτονικά χωρία της υποδιαίρεσης,

∗
Το χωρίο δεν περιέχει την περίµετρό του.
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v2

V (v2)
v1

V (v1)

Σχήµα 5.1: Τα σηµεία v1, v2 έχουν συνδυαστικά ισοδύναµα πολύγωνα ορατότητας.

διαφέρουν µόνο κατά µια κορυφή. Αυτό σηµαίνει ότι είναι καλώς ορισµένη η κατεύθυνση

κατά την οποία αν διασχίσουµε στο εσωτερικό του πολυγώνου ένα κρίσιµο περιορισµό,

κερδίζουµε ή χάνουµε την ορατότητα προς µια κορυφή. Στο [8] κατευθύνουν τις ακµές του

δυϊκού γραφήµατος προς το χωρίο όπου η ορατότητα µειώνεται µε σκοπό να καταλήξουν

στα χωρία µε τη µικρότερη ορατότητα. Στο Σχήµα 5.2 έχουµε δώσει στις ακµές την

ακριβώς αντίθετη κατεύθυνση, αυτή δηλαδή προς τα χωρία µε τη µεγαλύτερη ορατότητα.

Σχήµα 5.2: Το δυϊκό γράφηµα της υποδιαίρεσης ορατότητας του εσωτερικού του πολυγώνου.

Παρατηρούµε ότι κάποια χωρία της V(P ) (ϕαίνονται σκιασµένα στο Σχήµα 5.2) είναι

«καταβόθρες» (sinks) για το κατευθυνόµενο γράφηµα. Αν τοποθετήσουµε ένα ϕύλακα στο

εσωτερικό κάθε µιας από αυτές τις τρείς περιοχές τότε το πολύγωνο του σχήµατος ϕυλάσ-

σεται ολόκληρο από ϕύλακες που έχουν τοποθετηθεί στο εσωτερικό του πολυγώνου µε

ένα καλά ορισµένο τρόπο. Στην περίπτωση του σχήµατος 5.2 όπου έχουµε ένα µονότο-

νο πολύγωνο, µπορούµε να κάνουµε ακόµα καλύτερα και να τοποθετήσουµε ακριβώς το

ϐέλτιστο αριθµό ϕυλάκων.

Αν κατα την κατεύθυνση µονοτονίας ονοµάσουµε τα χωρία «καταβόθρες» C1, C2, C3

και τα σηµεία εντός των χωρίων όπου τοποθετούµε ϕύλακες p1, p2 και p3, έχουµε για τα

πολύγωνα ορατότητας : V (p2) ⊂ V (p1)∪V (p3). Είναι σύνηθες για τα µονότονα πολύγωνα
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να εξετάζονται κατά την κατεύθυνση µονοτονίας από τα αριστερά προς τα δεξιά. Είναι

ϕανερό ότι δεν χρειάζεται να τοποθετηθεί ϕύλακας στο σηµείο p2 αφού οι ϕύλακες στα

σηµεία p1 και p3 καλύπτουν εκτός των άλλων και όλα τα σηµεία που καλύπτει ο ϕύλακας

στο σηµείο p2.

S1

S2

S3

S4

S5

Σχήµα 5.3: ΄Ενα µονότονο πολύγωνο µε Θ(n) sinks.

Η χειρότερη περίπτωση για τον αριθµό των sinks σε ένα µονότονο πολύγωνο ϕαίνεται

στο Σχήµα 5.3. Με τη συλλογιστική της προηγούµενης παραγράφου αρκούν ϕύλακες

µόνο στα S1, S3 και S5 αφού τα πολύγωνα ορατότητας των ϕυλάκων που ϑα τοποθετηθούν

στα S2 και S4 είναι υποσύνολα των πολυγώνων ορατότητας των ϕυλάκων στα S1, S3 και

S5. Στο [8] αποδεικνύουν το επόµενο :

Θεώρηµα 5.1.1 Η υποδιαίρεση ορατότητας V(P ) ενός απλού πολυγώνου χωρίς τρύπες

έχει O(n2) χωρία ελάχιστης ορατότητας
†

και υπάρχουν πολύγωνα µε n κορυφές που έχουν

Θ(n2) χωρία ελάχιστης ορατότητας.

Σχήµα 5.4: ΄Ενα ορθογώνιο πολύγωνο µε Θ(n) sinks.

Αν παρατηρήσουµε το Σχήµα 5.4 ϐλέπουµε ένα παράδειγµα για τη χειρότερη περί-

πτωση του ϑεωρήµατος 5.1.1. Από κάθε περιοχή που είναι γραµµοσκιασµένη αν µετακι-

νηθούµε προς µια γειτονική περιοχή, είναι εµφανές ότι µετακινούµαστε προς µια περιοχή

†
Τα sinks στο [8] έχουν την έννοια των περιοχών του πολυγώνου µε την ελάχιστη ορατότητα.
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Σχήµα 5.5: ΄Ενα τρέξιµο του vispack που µε δύο ϕύλακες δίνει κάλυψη 87% του ϐέλτιστου.

που τα σηµεία της έχουν λιγότερη ορατότητα. Αν όµως κάνουµε την αντίθετη µετακίνηση

τότε στις γραµµοσκιασµένες περιοχές έχουµε σηµεία µε τη µέγιστη δυνατή ορατότητα.

Συνεπώς ισχύει το ακόλουθο:

Πόρισµα 5.1.1 Η υποδιαίρεση ορατότητας V(P ) ενός απλού πολυγώνου χωρίς τρύπες έχει

O(n) χωρία µέγιστης ορατότητας
‡

και υπάρχουν πολύγωνα µε n κορυφές που έχουν Θ(n)
χωρία µέγιστης ορατότητας.

Ενδιαφέρον πρόβληµα είναι η ανάπτυξη µιας συλλογιστικής που ϑα µας οδηγήσει

στην τοποθέτηση των 4 ϕυλάκων, ή µια προσέγγιση του αριθµού αυτού των ϕυλάκων,

µέσα στα sinks του πολυγώνου του σχήµατος 5.4

5.2 Υλοποιήσεις

Στα πλαίσια της διπλωµατικής εργασίας [18] στο τµήµα Πληροφορικής και Τηλεπικοινω-

νιών του Πανεπιστηµίου Αθηνών, αναπτύχθηκε η ϐιβλιοθήκη vispack που χρησιµοποιεί

και επεκτείνει τη ϐιβλιοθήκη CGAL (http://www.cgal.org). Στη ϐιβλιοθήκη vispack

έγινε προσπάθεια να υλοποιηθούν οι δοµές των υποδιαιρέσεων ορατότητας του κεφαλαίου

2 και µέχρι στιγµής υπάρχει η υλοποίηση της διαµέρισης της περιµέτρου.

Σαν εφαρµογή της δοµής της διαµέρισης της περιµέτρου υλοποιήθηκε ο αλγόριθµος

3.2, που υπολογίζει µια προσεγγιστική λύση µε σταθερό παράγοντα προσέγγισης 0.632,

του προβλήµατος τοποθέτησης k ϕυλάκων κορυφών έτσι ώστε να καλύπτουν ένα µέγιστο

µήκος στην περίµετρο. Παράλληλα υλοποιήθηκε και ένας brute force αλγόριθµος που

υπολογίζει τη ϐέλτιστη τοποθέτηση των k ϕυλάκων.

Το ενδιαφέρον αποτέλεσµα αυτής της υλοποίησης είναι ότι µε δυσκολία κατασκευά-

σαµε πολύγωνα που ο αλγόριθµος 3.2 κάλυπτε κάτι χειρότερο από το 90% του µέρους

της περιµέτρου που καλύπτουν οι ϕύλακες στη ϐέλτιστη τοποθέτηση. Στο Σχήµα 5.5

ϕαίνεται µια περίπτωση όπου οι κόκκινοι ϕύλακες, τοποθετηµένοι από τον αλγόριθµο

‡
Τα χωρία αυτά που προηγουµένως ονοµάσαµε «καταβόθρες» ορατότητας (visibility sinks).
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3.2 καλύπτουν το 87% της περιµέτρου που καλύπτουν οι κίτρινοι ϕύλακες που είναι το-

ποθετηµένοι στις ϐέλτιστες ϑέσεις. Πρακτικά λοιπόν, ο αλγόριθµος 3.2 συµπεριφέρεται

κοντά στο ϐέλτιστο και η εικασία µας είναι ότι το ίδιο ϑα συµβαίνει και µε τους άλλους

αλγορίθµους του Κεφαλαίου 3. Η ϐιβλιοθήκη vispack µαζί µε την ϐιβλιοθήκη CGAL
είναι πολύτιµα εργαλεία τόσο για την εξαγωγή πρακτικών συµπερασµάτων, όσο και για

την απόκτηση ενόρασης για τα προβλήµατα που είναι πολύ δύσκολο να σχεδιάσουµε τα

στιγµιότυπά τους µε το χέρι.

5.3 Συµπεράσµατα

Στη διατριβή αυτή παρουσιάσαµε τις υποδιαιρέσεις ορατότητας της περιµέτρου και του

εσωτερικού του πολυγώνου. Οι υποδιαιρέσεις αυτές, διακριτοποιούν ως προς την ορατό-

τητα την περίµετρο και το εσωτερικό του πολυγώνου και τις χρησιµοποι ήσαµε για την

απόδειξη των αποτελεσµάτων NP-hardness των προβληµάτων µεγιστοποίησης που εξετά-

σαµε στη συνέχεια. Παρουσιάσαµε και αναλύσαµε όλες τις ενδιαφέρουσες γεωµετρικές

ιδιότητες αυτών των διαµερίσεων και εξετάσαµε στην παράγραφο 5.1 την πιθανή χρήση

τους για την τοποθέτηση γενικών ϕυλάκων στο εσωτερικό του πολυγώνου.

Αφού εντοπίσαµε τις ιδιαιτερότητες της έννοιας της ϕύλαξης,παρουσιάσαµε µια γενική

µέθοδος αντιµετώπισης των προβληµάτων, όπου υπάρχουν διάφορες πιθανές ϑέσεις για

την τοποθέτηση ενός δεδοµένου αριθµού από k ϕύλακες, και µια απαίτηση για µεγιστο-

ποίηση της κάλυψης µιας συνάρτησης (µήκος, εµβαδόν, αξία κτλ) που επιδρά σε κάποια

σύνολα σηµείων µέσα στο πολύγωνο. Εφαρµόσαµε τη µέθοδο στο πρόβληµα ϕύλαξης

µέγιστου µήκους από την περίµετρο, µέγιστου εµβαδού από το εσωτερικό και µέγιστης

αξίας από την περίµετρο ενός πολυγώνου. Εξετάσαµε επίσης και τη περίπτωση όπου η

απαίτηση της κάλυψης είναι η επίβλεψη (µερική κάλυψη) αντί της πλήρους κάλυψης.

Για όλες τις περιπτώσεις πήραµε πολυωνυµικού χρόνου αλγορίθµους που πετυχαίνουν

σταθερούς παράγοντες προσέγγισης.

Στη συνέχεια εξετάσαµε την περίπτωση που η γενική µέθοδος έχει να κάνει δύσκο-

λες επιλογές, ο υπολογισµός δηλαδή της συνάρτησης που επιδρά στα σύνολα σηµείων

του πολυγώνου είναι από µόνο του ένα NP-hard πρόβληµα. ∆ιαµορφώσαµε κατάλληλα τη

µέθοδο και την εφαρµόσαµε στο πρόβληµα κάλυψης µέγιστης αξίας µε παράµετρο την το-

ποθέτηση των τµηµάτων µε αξία στην περίµετρο του πολυγώνου. Η ύπαρξη πολυωνυµικού

χρόνου προσεγγιστικού σχήµατος για το πρόβληµα Multiple Knapsack σε συνδυασµό µε

τη διαµορφωµένη γενική µέθοδο µας έδωσαν πάλι ένα αλγόριθµο πολυωνυµικού χρόνου

που πετυχαίνει σταθερό παράγοντα προσέγγισης.

Εξετάσαµε τις γενικεύσεις των προβληµάτων ϕύλαξης, όπου υπάρχει κόστος που πρέ-

πει να πληρωθεί όταν τοποθετείται ϕύλακας σε κάποια από τις πιθανές ϑέσεις και υπάρχει

ένας προϋπολογισµός που δεν µπορούµε να υπερβούµε. ∆ιαµορ ϕώσαµε κατάλληλα τη

γενική µέθοδο και την εφαρµόσαµε στις περιπτώσεις κάλυψης µέγιστου µήκους, µέγι-

στης αξίας και µέγιστης αξίας µε παράµετρο την τοποθέτηση των τµηµάτων µε αξία στην

περίµετρο του πολυγώνου.

Στο τέταρτο κεφάλαιο µετά από ένα πρώτο αποτέλεσµα µη ύπαρξης πολυωνυµικού

χρόνου προσεγγιστικού σχήµατος για τα προβλήµατα κάλυψης µέγιστης αξίας παρου-

σιάσαµε µια αναγωγή διατήρησης χάσµατος από το πρόβληµα Max-5-Occurence-3Sat
στο πρόβληµα µεγιστοποίησης του καλυπτόµενου µήκους στην περίµετρο από ένα σύνο-
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C

F

A
B

G
H

I

JPTAS

APX

O(log n)

O(n)

E

D

Σχήµα 5.6: Το σχήµα 1.2 συµπληρωµένο µε τα αποτελέσµατα της διατριβής. Σχετικός είναι ο

πίνακας 5.1.

A One Point Guard Without Holes [48]

B One Point Guard With Holes [48]

C Minimum Vertex/Edge Guard Without Holes [32, 25, 24]

D Minimum Vertex/Edge Guard With Holes [32, 25, 24]

E Minimum Point Guard Without Holes [25, 24]

F Minimum Point Guard With Holes [25, 24]

G Maximum Length/Area Vertex/Edge Guard Without Holes [30], [26]

H Maximum Length/Area Vertex/Edge Guard With Holes [30], [26]

I Maximum Length/Area Point Guard Without Holes [13]

J Maximum Length/Area Point Guard With Holes [13]

Πίνακας 5.1: Ο Πίνακας 1.1 συµπληρωµένος µε τα αποτελέσµατα της διατριβής. Σχετικό είναι

το πλήρες σχήµα 5.6.

λο k ϕυλάκων τοποθετηµένων στις κορυφές του πολυγώνου. Η αναγωγή παρουσιάστηκε

διεξοδικά, δίνοντας ένα τρόπο κατασκευής πολυγώνου και στη συνέχεια αναλύσαµε το

µετασχηµατισµός των εφικτών λύσεων µεταξύ των δύο προβληµάτων. Τελικά δείξαµε ό-

τι η αναγωγή διατηρεί το χάσµα, δηλαδή ότι το πρόβληµα µεγιστοποίησης του µήκους

είναι APX-hard. Η αναγωγή αυτή, µε τις κατάλληλες τροποποιήσεις, εφαρµόστηκε σε

όλα τα προβλήµατα µεγιστοποίησης του τρίτου κεφαλαίου µε αποτέλεσµα όλα αυτά τα

προβλήµατα να χαρακτηριστούν APX-hard. Αυτά τα αποτελέσµατα, σε συνδυασµό µε τα

αποτελέσµατα του τρίτου κεφαλαίου, έδειξαν ότι όλα τα προβλήµατα µεγιστοποίησης είναι

APX-complete.

Η συνεισφορά της διατριβής ϕαίνεται χαρακτηριστικά στο Σχήµα 5.6 όπου τα προβλή-

µατα G και H (και των παρεµφερών προς αυτά) του πίνακα 5.1 τοποθετήθηκαν οριστικά

στην κλάση APX σαν complete προβλήµατα της κλάσης αυτής.

∆ιάφορα ανοικτά προβλήµατα για µελλοντική έρευνα είναι τα παρακάτω:

• Μελέτη και αξιοποίηση των υποδιαιρέσεων ορατότητας, στην κατεύθυνση της διατύ-

πωσης των πρώτων αποτελεσµάτων για τη ϕύλαξη πολυγώνων µε ϕύλακες τοποθε-
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τηµένους, µε ντετερµινιστικό τρόπο, στο εσωτερικό του πολυγώνου.

• ∆ιερεύνηση της προσεγγισιµότητας των προβληµάτων του Κεφαλαίου 3 µε χρήση

γενικών ϕυλάκων, τοποθετηµένων στο εσωτερικό του πολυγώνου.

• Εξακρίβωση των πρακτικών αποτελεσµάτων για την χαλαρότητα των σταθερών πα-

ϱαγόντων προσέγγισης των αλγορίθµων του Κεφαλαίου 3. Αλλιώς, εύρεση «σφιχτών

παραδειγµάτων» για τους αλγόριθµους που προτάθηκαν.

• ∆ιατύπωση αποτελεσµάτων ισχυρής ϐελτιστότητας µε κάποια άλλη προσέγγιση (αξιο-

ποίηση της υποδιαίρεσης ορατότητας του εσωτερικού).

• Βέλτιστη κάλυψη αντικειµένων (απλά πολύγωνα χωρίς τρύπες) µε αξία στο εσωτερικό

του πολυγώνου, ταυτόχρονα µε την τοποθέτησή τους.

• ∆ιατύπωση προσεγγιστικών αλγορίθµων για τις παραλλαγές του προβλήµατος ελα-

χιστοποίησης των γενικών ϕυλάκων (αξιοποίηση της υποδιαίρεσης ορατότητας του

εσωτερικού).
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Maximum Value Edge Guard With Painting
Placement, 35

Minimum Vertex Guard, 33

Minimum Vertex Guard For Boundary, 34

Maximum Value General Guard, 35

Maximum Value Vertex Guard, 35

Maximum Value Vertex Guard With Pain-
ting Placement, 35

Maximum Value Watching Edge Guard, 35

Maximum Value Watching General Guard,

35

Maximum Value Watching Vertex Guard,

35

NP–completeness, 4

NP–πληρότητα, 4

NP-complete, 7

NP-hard, 7

accepts, 5

art gallery problem, 13

boundary, 20

chord, 22

clause, 62

combinatorial representation, 22

combinatorially equivalent, 23

conjuctive normal form, 62

constraint, 23

critical constraint, 23

decision problems, 4

diagonal, 22

edge guard, 32

encoding scheme, 5

end states, 5

formal languages, 4

fully polynomial time approximation sche-
me, 10

gap preserving reduction, 12

gap, 11

general guard, 32

greedy, 37

instances, 4

language, 5

legs, 63

literals, 62

mutually visible, 21

oversees, 21

planar subdivision, 24

polygonal chain, 20

polynomial time approximation scheme, 10

polynomial time, 6

recognized, 5

rejects, 5

sees, 21

simple polygon with holes, 21

simple polygon without holes, 20

spikes, 63

star-shaped, 22

start state, 5

tail, 63

tangent, 23

variable, 62

vertex guard, 32

visibility decomposition, 24

visibility polygon, 13, 22

visibility predicates, 21

watches, 21

weakly sees, 21

windows, 22

yes-instances, 4
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