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DEVELOPMENT OF COMPUTATIONAL METHODS FOR SOLVING THE THREE DIMENSIONAL INVERSE SCATTERING PROBLEM

Abstract

In the inverse scattering problem, the aim is to reconstruct the unknown spatial distribution of the indexes of wave propagation in an area of interest. The problem is of great practical interest in diverse scientific fields. The mathematical and computational complexity renders the development of efficient computational methods a demanding task. The problem is mathematically characterized by ill-posedness while the computational burden is heavy especially in the three dimensional case. In this work, the problem was addressed exclusively in its three dimensional formulation when the field can be described by the scalar wave equation. The aim was to develop efficient computational methods for solving the inverse scattering problem placing emphasis on the issue of the required data for an accurate reconstruction and on the computational requirements in order to ensure the applicability of the developed methods in practical problems. 

In the first part, the 3-D extensions of the Direct Fourier Interpolation (DFI) and Filtered Backpropagation (FBP) algorithms, are presented and the problem of the data needed for a full 3-D reconstruction is investigated. It is shown that the restriction of the plane wave illumination in a single plane, results in the omission of the contribution of certain spatial frequencies. The effect of this omission is studied by comparing the results of reconstruction with and without data obtained from other incident directions which fill the spatial frequency domain. It is concluded that the use of data obtained for incident direction only in a single plane is restrictive as regards the range of scatterers that can be imaged accurately. An improved version of the 3-D FBP algorithm is then presented which is able to incorporate data collected from more than one illumination planes and thus improving the quality of the reconstruction.
In the second part, the inverse scattering problem in the time domain is examined. A novel algorithm based on a simplified version of the Rytov approximation is developed. The algorithm is based on a non-linear optimization iterative process where a discrepancy functional is minimized. In every iteration, a “slice” of the area of interest perpendicular to the propagation direction of the incident field is reconstructed. The algorithm has minimum data requirements regarding the number of the incident pulses and the points where the scattered field is measured. It is shown that it can reconstruct reasonably well the surface characteristics of strong scatterers while the accuracy of the results for deeper levels depends mainly on the contrast of the scattering objects.
Keywords: inverse problems, scattering, computational methods, frequency domain, time domain
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Το πρόβλημα της αντίστροφης σκέδασης είναι ένα από τα πιο ενδιαφέροντα προβλήματα της μαθηματικής φυσικής. Η θεωρία της σκέδασης μελετά την διάδοση ενός κύματος σε ένα ανομοιογενές περιβάλλον όπου οι κυματικές ιδιότητες του χώρου μεταβάλλονται. Η ύπαρξη ανομοιογενειών παραμορφώνει το προσπίπτον κύμα και προκαλεί την εμφάνιση ενός πρόσθετου πεδίου (σκεδαζόμενο πεδίο). Η θεωρία λοιπόν μπορεί να περιγράψει την αλληλεπίδραση ενός κύματος με διάφορα αντικείμενα (σκεδαστές) που είναι τοποθετημένα στο χώρο. Η θεωρία της αντίστροφης σκέδασης αναφέρεται στο ίδιο φυσικό πρόβλημα μόνο που αντιστρέφονται τα δεδομένα και τα ζητούμενα. Ενώ στο ευθύ πρόβλημα ο στόχος είναι ο υπολογισμός του σκεδαζόμενου πεδίου το οποίο προκαλείται από την ύπαρξη των σκεδαστών, στο αντίστροφο πρόβλημα επιδιώκεται η εκτίμηση των κυματικών ιδιοτήτων του χώρου οι οποίες προκάλεσαν την εμφάνιση του σκεδαζόμενου πεδίου. Δηλαδή η θεωρία της αντίστροφης σκέδασης στοχεύει στην απεικόνιση μιας περιοχής ενδιαφέροντος όπου η απεικόνιση του χώρου θα βασιστεί στη χωρική κατανομή μιας παραμέτρου που σχετίζεται με την κυματική διάδοσης όπως για παράδειγμα ο δείκτης διάθλασης.
Το κεντρικό θέμα αυτής της εργασίας είναι η μελέτη του τρισδιάστατου προβλήματος σκέδασης στο πεδίο της συχνότητας και στο πεδίο του χώρου. Οι εξισώσεις από τις οποίες εκκινούν οι μέθοδοι επίλυσης περιγράφουν τη διάδοση ενός βαθμωτού πεδίου και χρησιμοποιούνται για την περιγραφή ακουστικών κυμάτων. Η βαθμωτή προσέγγιση μπορεί όμως κάτω από διάφορες προϋποθέσεις να περιγράψει προσεγγιστικά και τη διάδοση ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων.
Στην επόμενη ενότητα αυτού του κεφαλαίου γίνεται μια εισαγωγή στα γενικά χαρακτηριστικά των αντίστροφων προβλημάτων. Στη συνέχεια διατυπώνεται το πρόβλημα της σκέδασης για την περίπτωση των ακουστικών και των ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων. Η πρακτική χρησιμότητα του προβλήματος της σκέδασης έχει οδηγήσει στην ανάπτυξη διαφόρων μεθόδων επίλυσής του και στη συνέχεια θα γίνει μια συνοπτική παρουσίαση κάποιων από αυτές ενώ θα εξεταστεί πολύ πιο αναλυτικά η μέθοδος FDTD για την επίλυση της κυματικής εξίσωσης. Η τελευταία μέθοδος χρησιμοποιήθηκε για τη δημιουργία των συνθετικών δεδομένων εισόδου του κεφαλαίου 3.  Στις ενότητες 1.4-1.6 γίνεται μια κατηγοριοποίηση των προβλημάτων αντίστροφης σκέδασης και παρουσιάζονται οι κυριότερες μέθοδοι επίλυσης του αντίστροφου προβλήματος. Το κεφάλαιο κλείνει με μια συζήτηση και επισκόπηση της παρούσης εργασίας.
1.1 Ευθύ και Αντίστροφο πρόβλημα
Δύο προβλήματα χαρακτηρίζονται το ένα αντίστροφο του άλλου όταν σε κάποιο από τα δύο υπάρχει ένα σύνολο δεδομένων που αποτελεί ζητούμενο στο άλλο και αντίστροφα. Σύμφωνα με αυτόν τον ορισμό, ο χαρακτηρισμός του ενός από τα δύο σαν το “ευθύ” πρόβλημα και του δεύτερου ως “αντιστρόφου” μοιάζει αυθαίρετος. Στην πλειονότητα των περιπτώσεων όμως, η απόδοση αυτών των δύο χαρακτηρισμών είναι προφανής γιατί στο ευθύ πρόβλημα υπάρχει μια ξεκάθαρη αιτιακή σχέση από ένα δεδομένο προς το ζητούμενο. Αντίθετα ο στόχος στο αντίστροφο πρόβλημα είναι η επίλυση ως προς το αίτιο που προκάλεσε την εμφάνιση των δεδομένων του προβλήματος. Η κατηγορία των αντίστροφων προβλήματων είναι ιδιαίτερα ευρεία και οι εφαρμογές στις οποίες αυτά προκύπτουν, εμφανίζονται σε διάφορες επιστημονικές περιοχές όπως η ιατρική απεικόνιση [Kak88], [Ari07], ο μη-καταστρεπτικός έλεγχος [Fra06], η γεωφυσική [Agu02], η σεισμολογία [Sar88],[Hil07], η βιολογία [Gar05],[Per07] και η οικονομική ανάλυση [Cre03], [Eke06] (για μια επισκόπηση των εφαρμογών βλ. επίσης [Ram05], [Kir96]).
Για προβλήματα τα οποία περιγράφονται με κάποιο ντετερμινιστικό τρόπο (απουσία τυχαιότητας) η λύση του ευθέος προβλήματος προκύπτει συνήθως κατά μοναδικό τρόπο ως αποτέλεσμα της επίλυσης των εξισώσεων οι οποίες δίνουν τη ζητούμενη μεταβλητή. Αντίθετα στα αντίστροφα προβλήματα η επίλυση δυσχεραίνεται από την αδυναμία να εξευρεθεί με μοναδικό και ακριβή τρόπο το αίτιο που προκάλεσε ένα συγκεκριμένο αποτέλεσμα. Πιο συγκεκριμένα, και περιορίζοντας το πεδίο των προβλημάτων για τα οποία γίνεται λόγος σε αυτά που περιγράφονται από κάποια διαφορική εξίσωση, πολλά ενδιαφέροντα αντίστροφα προβλήματα δεν ικανοποιούν τα κριτήρια καλής τοποθέτησης του Hadamard [Kir96]:
i. Ύπαρξη λύσης

ii. Μοναδικότητα λύσης

iii. Συνεχή εξάρτηση της λύσης από τα δεδομένα του προβλήματος 

Η τελευταία προϋπόθεση αναφέρεται στην “ευστάθεια” του προβλήματος και μπορεί να διατυπωθεί διαφορετικά ως η συνθήκη που απαγορεύει δυσανάλογα μεγάλες μεταβολές της λύσης του προβλήματος αν διαταραχθούν (λόγω π.χ θορύβου) σε μικρό βαθμό τα αρχικά δεδομένα. 
Στην πράξη, για αντίστροφα προβλήματα που επιδιώκεται η επίλυσή τους με κάποιον υπολογιστικό (και όχι αναλυτικό) τρόπο, η μη-ικανοποίηση των συνθηκών (ii), (iii) δυσχεραίνουν σε μεγαλύτερο βαθμό την επίλυση. Η απουσία λύσης με την αυστηρή μαθηματική έννοια, που συνήθως οφείλεται στην ανεπάρκεια των αρχικών δεδομένων, δεν προκαλεί τόσο σημαντικές δυσχέρειες καθώς ο στόχος είναι έτσι κι αλλιώς μια προσεγγιστική επίλυση. Η “λύση” συνήθως ορίζεται σαν η μορφή της ζητούμενης συνάρτησης που ελαχιστοποιεί ένα συναρτησιακό το οποίο εκφράζει το “σφάλμα” (discrepancy) ανάμεσα στα αρχικά δεδομένα και σε αυτά που θα προέκυπταν αν η ζητούμενη συνάρτηση είχε μια συγκεκριμένη μορφή.
Αντίθετα η μη-ικανοποίηση της δεύτερης συνθήκης έχει πολύ σοβαρότερες συνέπειες. Η μη μοναδικότητα λύσης έχει σαν αποτέλεσμα την ύπαρξη πολλών τοπικών ελαχίστων στο συναρτησιακό σφάλματος κάποια από τα οποία δεν είναι επιθυμητά γιατί αντιστοιχούν σε μορφές της ζητούμενης συνάρτησης που δεν έχουν φυσικό νόημα. Επιπρόσθετα δυσχεραίνεται η διατύπωση ενός ικανοποιητικού αλγορίθμου ελαχιστοποίησης και απαιτείται πολλές φορές η ενσωμάτωση στη διαδικασία επίλυσης a-priori πληροφοριών για τη ζητούμενη συνάρτηση ώστε να περιοριστεί το σύνολο των λύσεων και να κατευθυνθεί η αναζήτηση προς μορφές της συνάρτησης που ανταποκρίνονται στην πραγματικότητα.
Η έλλειψη ευστάθειας είναι ένα τυπικό χαρακτηριστικό των αντίστροφων προβλημάτων και η έμφαση στη σχεδίαση αλγορίθμων επίλυσης επικεντρώνεται τις περισσότερες φορές στους τρόπους με τους οποίους αυτό το χαρακτηριστικό μπορεί να αντιμετωπιστεί. Η επίτευξη αυτού του στόχου απαιτεί σε μερικές περιπτώσεις την τροποποίηση της αρχικής διατύπωσης του προβλήματος (για παράδειγμα τεχνικές γραμμικοποίησης) ή την προσθήκη όρων ομαλοποίησης στο συναρτησιακό σφάλματος.

1.2 Σκέδαση
Η θεωρία της σκέδασης έχει σαν αντικείμενο περιγραφής φαινόμενα που προκύπτουν όταν ένα κύμα (ακουστικό, ηλεκτρομαγνητικό, ελαστικό) ή ένα σωματίδιο (κβαντομηχανική) προσπίπτει σε μια περιοχή όπου οι κυματικές ιδιότητες του χώρου ή η κατανομή δυναμικού (κβαντομηχανική) αλλάζουν σε σύγκριση με το περιβάλλον μέσο διάδοσης. Διατυπωμένο διαφορετικά, η σκέδαση είναι ένα φαινόμενο που εμφανίζεται στην κυματική φυσική, ανεξάρτητα από τη φύση του υπό εξέταση κύματος, όταν ο χώρος δεν είναι ομογενής ως προς τις φυσικές παραμέτρους που σχετίζονται με τη διάδοση του κύματος. 
Για την περίπτωση των ακουστικών κυμάτων οι διαφορικές εξισώσεις που συσχετίζουν τα δύο βασικά φυσικά μεγέθη, πίεση και σωματιδιακή ταχύτητα είναι [Mor68]
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όπου 
[image: image3.wmf](

)

,

prt

r

 είναι η πίεση, 
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 είναι η σωματιδιακή ταχύτητα (ή ο ρυθμός της μετατόπισης),  ρ είναι η πυκνότητα του μέσου (kg/m3) και c η ταχύτητα του ήχου στο μέσο διάδοσης, α είναι η εξασθένηση της συμπιεστότητας (compressibility attenuation) και α* είναι ο συντελεστής εξασθένησης. Η εξίσωση (2) μπορεί να γραφτεί και στη μορφή 
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είναι η συμπιεστότητα του υλικού. 
Οι συνηθισμένες συνοριακές συνθήκες που συνοδεύουν τις δύο αυτές βασικές διαφορικές εξισώσεις είναι πως για άπειρα μαλακό (soft) σκεδαστή ισχύει ότι 
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 στο σύνορο ενώ για άπειρα σκληρό (hard) σκεδαστή ισχύει ότι 
[image: image8.wmf]0

pn

Ñ×=

r

 (
[image: image9.wmf]n

r

 είναι το κάθετο επιφανειακό διάνυσμα) στη συνοριακή επιφάνεια.

Αγνοώντας τους συντελεστές εξασθένησης, οι διαφορικές εξισώσεις γράφονται
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Σε ολοκληρωτική μορφή οι προηγούμενες εξισώσεις γράφονται ως εξής:
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Από τις (1-2), (1-3) προκύπτει (πολλαπλασιάζοντας με τον τελεστή 
[image: image14.wmf]Ñ

) η κυματική εξίσωση 
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για την πίεση p, όπου
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(ισοδυναμία τελεστών) είναι ο Λαπλασιανός τελεστής που στον τρισδιάστατο χώρο ορίζεται σαν 
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Ορίζοντας το δυναμικό ταχύτητας (velocity potential) μέσω της εξίσωσης
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μπορεί να γραφεί η κυματική εξίσωση και για το δυναμικό
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Η μορφή της εξίσωσης (1-8 REF  wave_equation  \* MERGEFORMAT ) είναι η συνηθισμένη περιγραφή ενός προβλήματος σκέδασης καθώς η ταχύτητα διάδοσης c μεταβάλλεται στο χώρο γεγονός που οφείλεται στη διαφοροποίηση των κυματικών παραμέτρων. Τα φυσικά προβλήματα που περιγράφονται από την κυματική εξίσωση ή παραλλαγές της, εμφανίζονται σε πολλές διαφορετικές περιοχές της φυσικής όπως η ταλάντωση ελαστικού στερεού, ηχητικά κύματα, ηλεκτρομαγνητικά κύματα, ελεύθερα μεσόνια στην πυρηνική φυσική και σεισμικά κύματα που διαδίδονται μέσα στη γη [Phi03], [Som06], [Str92]. 
Η κυματική εξίσωση στο πεδίο της συχνότητας (όταν το διαδιδόμενο κύμα είναι μονοχρωματικό) αντιστοιχεί στην εξίσωση Helmholtz
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για βαθμωτό πεδίο 
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, όπου 
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ο κυματαριθμός. Το πεδίο εδώ είναι συνάρτηση μόνο του χώρου. Ο ορισμός του κυματαριθμού εξαρτάται από το είδος του κύματος που μελετάται. Στην περίπτωση ακουστικού κύματος ισχύει η εξίσωση 
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όπου 
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είναι η ταχύτητα διάδοσης του κύματος ενώ το μιγαδικό μέρος δηλαδή οι απώλειες εκφράζονται από το συντελεστή απορρόφησης 
[image: image25.wmf]a

. Θεωρείται χρονική εξάρτηση της μορφής 
[image: image26.wmf]jt

e

w

-

.
Για ένα συμπιέσιμο και ιξώδες μέσο η ταχύτητα διάδοσης δίνεται από τη σχέση
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όπου κ η συμπιεστότητα που εκφράζει την ευκολία συμπίεσης ενός όγκου του υλικού όταν ασκηθεί πίεση [Che02].

Ο δείκτης διάθλασης δίνεται από τη σχέση
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Αντίστοιχα, για την περίπτωση προβλημάτων ηλεκτρομαγνητισμού ο κυματαριθμός δίνεται από την εξίσωση 
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όπου
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είναι η ηλεκτρική επιτρεπτότητα, 
[image: image31.wmf](

)

r

s

r

η αγωγιμότητα και 
[image: image32.wmf](

)

r

m

r

είναι η μαγνητική επιδεκτικότητα.

Για την ταχύτητα διάδοσης ισχύει η εξίσωση
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Η σχετική διηλεκτρική σταθερά (αλλιώς και σχετική επιτρεπτότητα) ορίζεται ως
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όπου 
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 είναι η ηλεκτρική επιδεκτικότητα, 
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είναι η μιγαδική διηλεκτρική σταθερά και 
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 είναι η επιτρεπτότητα του κενού. 

Ο δείκτης διάθλασης δίνεται από την εξίσωση 
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Με τη χρησιμοποίηση του δείκτη διάθλασης η εξίσωση Helmholtz μπορεί να γραφτεί



[image: image39.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4 [image: image40.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

22

0

222

00

0

1

knrr

krknrr

y

yy

éù

D+=Þ

ëû

éù

D+=--

ëû

rr

rrr


(1-17)

δηλαδή σε σχέση με την ομογενή εξίσωση 
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 την οποία ικανοποιεί το προσπίπτον κύμα, ο όρος διέγερσης στο δεύτερο μέλος οφείλεται στην ύπαρξη ανομοιογενειών στη χωρική κατανομή του δείκτη διάθλασης λόγω της παρουσίας σκεδαστών. Η ανομοιογένεια του χώρου ως προς το δείκτη διάθλασης προκαλεί την εμφάνιση του σκεδαζόμενου πεδίου.  Το συνολικό πεδίο μπορεί να γραφτεί ως το άθροισμα του προσπίπτοντος και του σκεδαζόμενου πεδίου
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Η θεώρηση του πεδίου ως βαθμωτής συνάρτησης ισχύει για την περίπτωση των ακουστικών κυμάτων, όπου το βαθμωτό μέγεθος είναι η πίεση, ενώ μπορεί να χρησιμοποιηθεί και για την περιγραφή ηλεκτρομαγνητικών προβλημάτων αν αγνοηθεί η αποπόλωση κατά τη διάδοση στο μέσο [Kak88].
Η βαθμωτή προσέγγιση για ηλεκτρομαγνητικά κύματα είναι δυνατή αν το μήκος κύματος είναι κατά πολύ μικρότερο από τη διάσταση της μικρότερης διαταραχής του δείκτη διάθλασης. Στην αντίθετη περίπτωση το πρόβλημα πρέπει να περιγραφεί με τη διανυσματική εξίσωση
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όπου με 
[image: image44.wmf](
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συμβολίζεται το ηλεκτρικό πεδίο.

Η εξίσωση Helmholtz (1-17) μπορεί να γραφεί ως
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όπου η συνάρτηση 
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 ονομάζεται η συνάρτηση αντικειμένου και ισούται 
με
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Μέχρι εδώ παρουσιάστηκαν οι βασικές εξισώσεις για ένα βαθμωτό πεδίο του οποίου η διάδοση στο χώρο περιγράφεται από την κυματική εξίσωση. Επίσης ορίστηκαν οι παράμετροι της ταχύτητας διάδοσης, του κυματαριθμού και του δείκτη διάθλασης για την περίπτωση των ακουστικών και των ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων. Τέλος, διατυπώθηκε το πρόβλημα και στο πεδίο της συχνότητας όπου η κυματική εξίσωση μετατρέπεται στη διαφορική εξίσωση Helmholtz. 

Για την επίλυση του αντίστροφου προβλήματος, η περιγραφή της κυματικής διάδοσης με μια ολοκληρωτική εξίσωση είναι γενικά πιο κατάλληλη σε σύγκριση με την αντίστοιχη διαφορική εξίσωση. Μια διαφορική εξίσωση έχει από τη φύση της “τοπικό” χαρακτήρα ενώ αντίθετα μια ολοκληρωτική εξίσωση εκφράζει την τιμή του πεδίου σε ένα σημείο σαν ένα ολοκλήρωμα της συνάρτησης αντικειμένου σε όλο τον όγκο στον οποίο έχει μη-μηδενική τιμή. 
Η ολοκληρωτική αναπαράσταση του πεδίου κάνει χρήση της συνάρτησης Green  η οποία δίνει το πεδίο που προκαλείται από μία δ-διέγερση, δηλαδή ενός σημειακού σκεδαστή. Η διαφορική εξίσωση για τη συνάρτηση Green είναι δηλαδή
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όπου 
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 η συνάρτηση Green.

Σε τρεις διαστάσεις η συνάρτηση Green ισούται με
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όπου 
[image: image51.wmf]'
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Το πρόβλημα σκέδασης μπορεί να διατυπωθεί σε ολοκληρωτική μορφή με τη βοήθεια της συνάρτησης Green (εξίσωση Lippmann-Schwinger)
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όπου D ο χώρος που περικλείει τον σκεδαστή. 

Για το σκεδαζόμενο πεδίο σε ένα εξωτερικό σημείο παρατήρησης η εξίσωση Lippmann-Schwinger γίνεται
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όπου S μια περιοχή μέτρησης του σκεδαζόμενου πεδίου. Στις δύο προηγούμενες εξισώσεις, το σκεδαζόμενο πεδίο εκφράζεται σαν ένα συνελικτικό ολοκλήρωμα της συνάρτησης Green με τη σημειακή διέγερση μέσα στον όγκο του σκεδαστή. Η ολοκληρωτική εξίσωση (1-24) αναφέρεται συνήθως ως η εξίσωση αντικειμένου ενώ η (1-25) ως η εξίσωση δεδομένων. Η εξίσωση αντικειμένου παρουσιάζει ανωμαλία στο σημείο 
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. Για την περίπτωση του διανυσματικού πεδίου η ολοκληρωτική αναπάρασταση έχει την πιο περίπλοκη μορφή 
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δηλαδή στο ολοκλήρωμα επιδρά ένας τελεστής κλίσης-απόκλισης.

Η μεγάλη πλειονότητα των δημοσιευμένων αποτελεσμάτων ξεκινάει από τις προηγούμενες εξισώσεις στο πεδίο της συχνότητας. Η ανάλυση όμως στο πεδίο του χρόνου αποτελεί μια ενδιαφέρουσα εναλλακτική επιλογή και θα διερευνηθεί στο τρίτο κεφάλαιο. Το πέρασμα στο πεδίο του χρόνου γίνεται με το μετασχηματισμό Fourier
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Ο μετασχηματισμός Fourier της ολοκληρωτικής εξίσωσης (1-24) δίνει
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Οταν το υλικό δεν παρουσιάζει διασπορά [Som06] η ολοκληρωτική εξίσωση στο πεδίο του χρόνου έχει τη μορφή
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όπου 
[image: image61.wmf](
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 είναι ο ορισμός της συνάρτησης αντικειμένου στο πεδίο του χρόνου.

Στο ευθύ πρόβλημα σκέδασης, τα δεδομένα του προβλήματος είναι η συναρτησιακή μορφή του προσπίπτοντος κύματος και η χωρική κατανομή της συνάρτησης αντικειμένου ενώ αναζητείται το πεδίο που θα προκύψει σαν αποτέλεσμα της παρουσίας του σκεδαστή (σκεδαζόμενο πεδίο). Αντίθετα, στο αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης δεν είναι γνωστά τα χαρακτηριστικά του σκεδαστή δηλαδή η συνάρτηση αντικειμένου αλλά υπάρχει σαν αρχικό δεδομένο εκτός από το προσπίπτον κύμα και ένα σύνολο μετρήσεων του σκεδαζόμενου πεδίου σε κάποια περιοχή του χώρου (αν το πρόβλημα διατυπώνεται στο πεδίο του χρόνου οι μετρήσεις θα αναφέρονται σε διάφορες χρονικές στιγμές για κάθε σημείο). Ο στόχος στο αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης είναι η προσέγγισή της συνάρτησης αντικειμένου ώστε να εξαχθούν πληροφορίες για τα γεωμετρικά και τα φυσικά χαρακτηριστικά του σκεδαστή. Τα δυο προβλήματα συνδέονται στενά εννοιολογικά αλλά και πρακτικά καθώς για παράδειγμα οι αλγόριθμοι επίλυσης του αντιστρόφου προβλήματος περιέχουν πολλές φορές κάποια μέθοδο επίλυσης του ευθέος προβλήματος που λειτουργεί βοηθητικά για να ελεγχθεί η ποιότητα της λύσης που έχει επιτευχθεί.

Εκτός από τη μαθηματική διατύπωση που σχετίζεται με τη φύση του κύματος που εξετάζεται, τα διάφορα προβλήματα αντίστροφης σκέδασης μπορεί να διαφέρουν μεταξύ τους σε χαρακτηριστικά που αφορούν τις μετρήσεις του σκεδαζόμενου πεδίου οι οποίες μπορούν να ληφθούν (για παράδειγμα σε ένα πρόβλημα γεωφυσικής προφανώς μπορούμε να μετρήσουμε μόνο το ανακλώμενο πεδίο), στο επιδιωκόμενο αποτέλεσμα (σε κάποιες περιπτώσεις ο στόχος είναι η πλήρης ανακατασκευή των ιδιοτήτων του υπο εξέταση χώρου ενώ σε άλλες η έυρεση μόνο των διαχωριστικών επιφανειών) καθώς και στο χρόνο μέσα στον οποίο θα πρέπει να έχει επιλυθεί το πρόβλημα. Αυτές οι παράμετροι καθορίζουν σε μεγάλο βαθμό την καταλληλότητα της εφαρμογής των διαφόρων μεθόδων στο συγκεκριμένο πρόβλημα που μελετάται κάθε φορά. 

1.3 Ευθύ Πρόβλημα Σκέδασης
Σε αυτήν την ενότητα θα γίνει μια παρουσίαση κάποιων βασικών μεθόδων επίλυσης του ευθέος προβλήματος σκέδασης. Θα δοθεί έμφαση στον αλγόριθμο FDTD για την επίλυση της κυματικής εξίσωσης καθώς στα πλαίσια αυτής της εργασίας αναπτύχθηκε κώδικας υλοποίησής του (σε Visual Fortran) με στόχο τη δημιουργία συνθετικών δεδομένων σκέδασης που χρησιμοποιήθηκαν σαν είσοδο στον αλγόριθμο επίλυσης του αντίστροφου προβλήματος που παρουσιάζεται στο τρίτο κεφάλαιο.
1.3.1 Μέθοδος πεπερασμένων στοιχείων

Η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων είναι μια γενική διαδικασία για την επίλυση μερικών διαφορικών εξισώσεων. Η βασική ιδέα είναι η διακριτοποίηση του χώρου με διάφορα είδη συναρτήσεων (στοιχεία) όπου το κάθε στοιχείο περιλαμβάνει κάποιους κόμβους δηλαδή σημεία στα οποία θα απαιτηθεί η ικανοποίηση της διαφορικής εξίσωσης και των συνοριακών συνθηκών. Η ζητούμενη συνάρτηση προσεγγίζεται σε κάθε κόμβο με κάποια απλή συναρτησιακή μορφή (για παράδειγμα πολυωνυμική). Υπάρχει ένας τεράστιος όγκος βιβλιογραφίας για τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων που αποτελεί ουσιαστικά αυτόνομη επιστημονική περιοχή [Zie00].  
1.3.2 Μέθοδος πεπερασμένων διαφορών

Η μέθοδος των πεπερασμένων διαφορών FDTD (Finite Difference Time Domain) είναι μια ιδιαίτερα δημοφιλής αντιμετώπιση του ευθέος προβλήματος. Η δημοτικότητα της οφείλεται στην απλότητά και στην αξιοπιστία της. Η ιδέα της μεθόδου είναι πως ο χώρος και ο χρόνος που είναι οι δυο ανεξάρτητες μεταβλητές του προβλήματος, διακριτοποιούνται και με αυτόν τον τρόπο η διαφορική εξίσωση που περιγράφει το πρόβλημα (π.χ η κυματική εξίσωση ή οι εξισώσεις του Maxwell) μετατρέπεται σε μια αλγεβρική εξίσωση. Στην διακριτοποιημένη μορφή της διαφορικής εξίσωσης, το πεδίο σε μια χρονική στιγμή n του διακριτού χρόνου εξαρτάται μόνο από ποσότητες των προηγούμενων χρονικών στιγμών (n-1, n-2,…). Ξεκινώντας λοιπόν από μια αρχική κατάσταση, ο αλγόριθμος υπολογίζει τη χρονική εξέλιξη της λύσης για κάθε σημείο του διακριτοποιημένου χώρου το οποίο αποτελεί έναν κόμβο σε ένα τρισδιάστατο πλέγμα. 
Τα κυριότερα ζητήματα που τίθενται κατά την πρακτική εφαρμογή της μεθόδου των πεπερασμένων διαφορών στο πεδίο του χρόνου, είναι

i. Οι συνοριακές συνθήκες που θα εφαρμοστούν στα όρια του πλέγματος.

ii. Η μοντελοποίηση της πηγής του προσπίπτοντος κύματος

Το τρισδιάστατο πλέγμα στο οποίο θα επιλυθεί η διαφορική εξίσωση κυματικής διάδοσης πρέπει να περιέχει όλους τους σκεδαστές και τις πηγές που χαρακτηρίζουν το πρόβλημα όμως προφανώς δεν μπορεί να είναι άπειρο. Πρακτικά αυτό σημαίνει πως θα πρέπει να βρεθούν κατάλληλες οριακές συνθήκες οι οποίες εφαρμοζόμενες στα εξωτερικά “τοιχώματα” του πλέγματος δεν θα δημιουργήσουν τεχνητές ανακλάσεις. Οι πρακτικές δυσκολίες εντείνονται από την ύπαρξη άνω ορίου στο μέγεθος των διακριτών κυψελίδων που δημιουργούνται στο χώρο σε συνάρτηση με το μήκος κύματος [Taf95]. 
Οσον αφορά τη διατύπωση συνθηκών απορρόφησης για ηλεκτρομαγνητικά προβλήματα που περιγράφονται από τις εξισώσεις του Maxwell, η πιο αξιοσημείωτη προσπάθεια κατασκευής τεχνητών συνθηκών απορρόφησης στα όρια του πλέγματος για την FDTD είναι αυτή του Berenger [Ber94]. Σε αυτή τη μέθοδο, δημιουργείται ένα τεχνητό επίπεδο που περιβάλλει ολόκληρο το πλέγμα. Στο τεχνητό αυτό επίπεδο κάθε συνιστώσα του διανυσματικού πεδίου αναλύεται σε δύο επιμέρους συνιστώσες και η καθε μία από αυτές αντιμετωπίζει μια διαφορετική τιμή της παραμέτρου απορρόφησης. Αποδεικνύεται πως η αύξηση αυτή της διάστασης του προβλήματος με τον ορισμό των τεχνητών αυτών συνιστωσών του πεδίου και των αντίστοιχων παραμέτρων απορρόφησης μπορεί να οδηγήσει με την κατάλληλη επιλογή παραμέτρων σε σχεδόν τέλεια απορροφητικότητα στα τοιχώματα του πλέγματος (Perfectly Matching Layer - PML). Η PML συνθήκη συνεπάγεται αυξημένο υπολογιστικό κόστος (βλ. [Yuan97] για πρακτική υλοποίηση) αλλά η αποτελεσματικότητά της αποτελεί επαρκές κίνητρο για την εφαρμογή της. Συγκρινόμενη με άλλες συνθήκες απορρόφησης, η μέθοδος PML έχει σαν αποτέλεσμα ανακλόμενα κύματα τα οποία έχουν μικρότερο πλάτος κατά αρκετές τάξεις μεγέθους. Οι συνθήκες του Berenger όμως είναι διατυπωμένες για την περίπτωση των εξισώσεων του Maxwell και δεν μπορούν να γενικευτούν για την περίπτωση της κυματικής εξίσωσης διατηρώντας τις επιθυμητές τους ιδιότητες.
Σε αντίθεση με την FDTD για τις εξισώσεις του Maxwell, για την διακριτοποιημένη κυματική εξίσωση δεν υπάρχει κάποια συνθήκη απορρόφησης που να έχει επικρατήσει ως η προτιμότερη μέθοδος. Από τη μια πλευρά υπάρχουν προσεγγίσεις που διακρίνονται για την απλότητά τους οι οποίες όμως δεν ανταποκρίνονται σε πολύ αυστηρές απαιτήσεις ακρίβειας ενώ αντίθετα οι ακριβείς μέθοδοι χαρακτηρίζονται από μεγάλο υπολογιστικό κόστος.
Η πιο απλή μέθοδος βασίζεται στη μονόδρομη κυματική διαφορική εξίσωση μίας διάστασης που επιτρέπει τη διάδοση κυμάτων μόνο σε μία κατεύθυνση (προσέγγιση Mur). Για την αριστερή πλευρά του πλέγματος 
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, η προσέγγιση Mur πρώτης τάξης προκύπτει εφαρμόζοντας την κυματική διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης 
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που απορροφά κύματα τα οποία διαδίδονται προς τα αρνητικά x και δεν επιτρέπει τα ανακλώμενα κύματα από το σύνορο να επανέλθουν στο πλέγμα (επιτρέπει μόνο λύσεις της μορφής 
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 δηλαδή κύματα διαδιδόμενα στην κατεύθυνση 
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 θα εφαρμοστεί η εξίσωση 
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Για τη διακριτοποίηση των εξισώσεων (29),(30) χρειάζεται προσοχή καθώς οι προσεγγίσεις για τις παραγώγους πρέπει να υπολογιστούν στο ίδιο σημείο. Αυτό μπορεί να γίνει κάνοντας παρεμβολή σε ένα βοηθητικό σημείο του χώρου 
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 για το δεξιό σύνορο). Δηλαδή
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και αντίστοιχες σχέσεις για το δεξιό σύνορο
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Οι παραπάνω προσεγγίσεις οδηγούν στις επόμενες συνθήκες [Mur81] 
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O Taflove [Taf95] δίνει μια ακριβέστερη μορφή των συνθηκών απορρόφησης Mur πρώτης τάξης ξεκινώντας από τις εξισώσεις 
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δηλαδή τη χρονική παράγωγο των μονοκατευθυντικών κυματικών εξισώσεων (1-29), (1-30) καταλήγοντας στις βελτιωμένες εκφράσεις
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Σε τρισδιάστατο πλέγμα η διαφορική εξίσωση για το σύνορο x=0 είναι
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και η αντίστοιχη έκφραση της συνοριακής συνθήκης παίρνει τη μορφή
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Ενα επιπλέον ζήτημα που προκύπτει κατά την εφαρμογή των συνθηκών Mur σε δισδιάστατο και τρισδιάστατο πλέγμα είναι η διατύπωση συνοριακών συνθηκών σε κυψέλες όπου περισσότεροι από ένας δείκτες έχουν συνοριακές τιμές. Χρησιμοποιήθηκε η πρόταση των [Yu02]
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με 
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Η συνθήκη απορρόφησης Mur πρώτης τάξης βελτιώθηκε από τον Jun-Fa Mao [Mao98] που ξεκινώντας από την υπόθεση πως οι συντελεστές ανάκλασης είναι ίδιοι για δύο διαγώνια cell του επιπέδου 
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 ορίζει τον λόγο των τιμών του πεδίου που υπολογίζεται από την κυματική εξίσωση και από κάποια συνθήκη απορρόφησης
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Ιδανικά η τιμή του β πρέπει να είναι κοντά στη μονάδα και ο J.Mao προτείνει ότι όταν υπερβαίνει την τιμή κατωφλίου 1.02 θα πρέπει να τίθεται ίση με 1.02 ώστε να αποφεύγεται η αστάθεια στη λύση. Τελικά η εξίσωση που προκύπτει για το σύνορο είναι ίση με 
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Η προσέγγιση 2ης τάξης του Mur για το σύνορο 
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 επιβάλλει τη συνθήκη 
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Οι συνθήκες που εξετάστηκαν μέχρι εδώ χαρακτηρίζονται από απλότητα αλλά η ακρίβεια που παρέχουν είναι περιορισμένη. Ακριβείς συνθήκες απορρόφησης έχουν διατυπωθεί που προσφέρουν υψηλή ακρίβεια με αντάλλαγμα πολύ μεγάλο υπολογιστικό κόστος. Οι Alpert et al. [Alp02] διατύπωσαν μια ακριβή συνθήκη απορρόφησης για την κυματική εξίσωση. Η ακριβής συνθήκη (για παράδειγμα για τα όρια στη x-διεύθυνση) προκύπτει αποσυνθέτοντας μια μετασχηματισμένη κατά Fourier κυματική εξίσωση ως προς τις άλλες χωρικές μεταβλητές και κατά Laplace ως προς το χρόνο, σε δύο λύσεις που η μια κατευθύνεται προς τη θετική κατεύθυνση και η άλλη προς την αρνητική και εκφράζεται από την εξίσωση 
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όπου 
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είναι ο ο μετασχηματισμός Fourier. Το 
[image: image95.wmf]w

t

ονομάζεται επίπεδος μη-αντανακλών πυρήνας συνοριακής επιφάνειας (plane nonreflecting boundary kernel) γιατί εκφράζει την ακριβή συνθήκη απορρόφησης για επίπεδο σύνορο. Οι Alpert et al. διατύπωσαν ακριβείς συνθήκες και για κυλινδρικές και σφαιρικές συντεταγμένες.
Το χαρακτηριστικό της συνοριακής συνθήκης (1-48) είναι η μη-τοπικότητά της στο χώρο και το χρόνο. Δηλαδή η συνοριακή συνθήκη σε ένα σημείο εξαρτάται από όλες τις προηγούμενες τιμές του πεδίου καθώς και από τις τιμές του πεδίου σε όλη την περιοχή του συνόρου. Αυτή η εξάρτηση της εξίσωσης (1-48) από το πλήθος όλων αυτών των τιμών περιορίζει την πρακτική εφαρμογή της σε πραγματικά προβλήματα και θέτει σημαντικές υπολογιστικές απαιτήσεις.
Για την προσομοίωση του προσπίπτοντος κύματος χρησιμοποιήθηκε στον υπολογιστικό κώδικα η διατύπωση της FDTD που βασίζεται στον διαχωρισμό του τετραγωνικού πλέγματος σε δύο υποπεριοχές, την περιοχή ολικού πεδίου και την περιοχή σκεδαζόμενου πεδίου (διατύπωση ολικού/σκεδαζόμενου πεδίου). Η μέθοδος αυτή έχει αξιοσημείωτα πλεονεκτήματα συγκρινόμενη με άλλες ιδέες που έχουν προταθεί για την προσομοίωση του προσπίπτοντος κύματος. Πιο συγκεκριμένα, αντίθετα με τη μέθοδο εισαγωγής του προσπίπτοντος κύματος σαν αρχική συνθήκη [Yee66], έχει τη δυνατότητα εφαρμογής σε υλικά με διασπορά. Επίσης χαρακτηρίζεται από αξιοπιστία για ύστερες χρονικές στιγμές, αντίθετα με τη μέθοδο της “σκληρής” πηγής. Τέλος, 

ο αριθμός υπολογισμών του προσπίπτοντος πεδίου είναι μικρότερς σε σύγκριση με τη διατύπωση αποκλειστικά σκεδαζόμενου πεδίου [Taf95].
Η ιδέα της διατύπωσης ολικού/σκεδαζόμενου πεδίου βασίζεται στη γραμμικότητα της κυματικής εξίσωσης που επιτρέπει την εφαρμογή της ξεχωριστά για το προσπίπτον και το σκεδαζόμενο πεδίο. Στην περιοχή ολικού πεδίου περικλείεται κάθε δομή που προκαλεί σκέδαση και το υπολογιζόμενο πεδίο είναι το άθροισμα του προσπίπτοντος και του σκεδαζόμενου πεδίου. Αντίθετα στην περιοχή σκεδαζόμενου πεδίου, η οποία τοποθετείται εξωτερικά, υπολογίζεται μόνο το σκεδαζόμενο πεδίο. Σε αυτή τη διατύπωση του αλγορίθμου FDTD, το προσπίπτον πεδίο εισάγεται μέσω της διαχωριστικής επιφάνειας των δυο περιοχών.

Εστω μια κυψέλη 
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 η οποία είναι τοποθετημένη στη διαχωριστική επιφάνεια ανάμεσα στις δυο περιοχές. Τότε η απευθείας χρησιμοποίηση της διακριτοποιημένης μορφής της κυματικής εξίσωσης δεν είναι δυνατή γιατί θα περιλαμβάνει πράξεις όρων σκεδαζόμενου και ολικού πεδίου. Σε αυτή την περίπτωση η σχέση πρέπει να τροποποιηθεί συμπεριλαμβάνοντας κάποιους διορθωτικούς όρους. Εστω η πιο απλή περίπτωση όπου η διαχωριστική επιφάνεια είναι κάθετη στο πλέγμα κατά τη z-διάσταση και οι κυψέλες 
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 ανήκουν στην περιοχή ολικού πεδίου ενώ 
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ανήκουν στην περιοχή σκεδαζόμενου πεδίου. Τότε η εξίσωση υπολογισμού του ολικού πεδίου γίνεται 
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Στην γενικότερη περίπτωση που περισσότερες από μία από τις γειτονικές κυψέλες ανήκουν στην περιοχή σκεδαζόμενου πεδίου προστίθενται αντίστοιχοι διορθωτικοί όροι. Στη συνέχεια υπολογίζεται για την κυψέλη 
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 η τιμή του σκεδαζόμενου πεδίου
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που θα χρησιμοποιηθεί για τους υπολογισμούς στην περιοχή σκεδαζόμενου πεδίου.

Έχει επισημανθεί πως η χρησιμοποίηση της αναλυτικής μορφής του προσπίπτοντος πεδίου στους διορθωτικούς όρους προκαλεί ανακλάσεις στο σύνορο των περιοχών ολικού και σκεδαζόμενου πεδίου [Sch04]. Το φαινόμενο οφείλεται στη διαφορά που υπάρχει ανάμεσα στη διάδοση του πεδίου μέσα στο πλέγμα συγκρινόμενη με τη μετάδοση σε ένα συνεχές περιβάλλον. Το πρόβλημα είναι εντονότερο στην περίπτωση που η κατεύθυνση διάδοσης του προσπίπτοντος πεδίου δεν είναι ευθυγραμμισμένη με το πλέγμα. 

Για την αντιμετώπιση αυτών των τεχνητών ανακλάσεων μπορεί να ακολουθηθεί ένας αλγόριθμος με μονοδιάστατη προσομοίωση της διάδοσης του προσπίπτοντος κύματος [Taf95]. Για να εφαρμοστεί αυτός ο αλγόριθμος θα πρέπει η κατεύθυνση διάδοσης (έστω η 
[image: image104.wmf]ˆ
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) να συμπίπτει με μία από τις συντεταγμένες του πλέγματος. Σε μια τέτοια περίπτωση αν θεωρηθεί ένα επίπεδο κύμα, οι υπόλοιπες συνιστώσες δεν επηρεάζουν τη διάδοση του. Κατά την εκτέλεση της προσομοίωσης, παράλληλα με την εκτέλεση του αλγορίθμου FDTD στο τρισδιάστατο πλέγμα, γίνεται παράλληλα μια προσομοίωση της διάδοσης του θεωρούμενου προσπίπτοντος πεδίου σε μονοδιάστατο πλέγμα που οι παράμετροί του (μήκος και αριθμός κυψελίδων) συνέπιπταν με αυτές του τρισδιάστατου πλέγματος στην διεύθυνση διάδοσης. Οι τιμές του προσπίπτοντος πεδίου που τελικά χρησιμοποιούνται για τους διορθωτικούς όρους του συνόρου των περιοχών ολικού και σκεδαζόμενου πεδίου θα είναι οι τιμές που προκύπτουν από την προσομοιώση και όχι αυτές που θα δώσει ο υπολογισμός από την αναλυτική έκφραση του πεδίου. Μια αντίστοιχη διαδικασία για τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων παρουσιάστηκε από τον Riley et al. [Ril06].  

O περιορισμός που θέτει το μέγεθος του χωρικού πλέγματος τονίζεται ιδιαίτερα κατά την προσπάθεια επίλυσης τρισδιάστατων προβλήμάτων και ιδιαίτερα αν η λύση του ευθέος προβλήματος γίνεται στα πλαίσια εφαρμογής ενός επαναληπτικού αλγορίθμου βελτιστοποίησης που πρέπει να λύνει το ευθύ πρόβλημα σε κάθε βήμα. Προσπάθειες έχουν γίνει για την μείωση της απαιτούμενης υπολογιστικής ισχύος με τη χρήση φασματικών μεθόδων k-χώρου όπου χρησιμοποιούνται μετασχηματισμοί Fourier στο χώρο [Mas01] με σκοπό τη μείωση της απαιτούμενης διακριτοποίησης του πλέγματος ανα μήκος κύματος. Επίσης έχει δοκιμαστεί η περιγραφή του πεδίου με μεταβαλλόμενο πλέγμα [Cao01], [Dog02]  ή με διατύπωση των εξισώσεων ώστε να μειώνεται ο αριθμός των αναγκαίων μεταβλητών π.χ με χρήση του δυναμικού Hertz στις εξισώσεις Maxwell [Mas98].

1.3.3 Μεθοδοι ολοκληρωτικών εξισώσεων

Η διατύπωση του προβλήματος με ολοκληρωτικές εξισώσεις έχει το πλεονέκτημα σε σύγκριση με τη χρήση διαφορικών εξισώσεων, ότι περιορίζει το πρόβλημα σε μια φραγμένη περιοχή που περικλείει τον σκεδαστή αντί να ορίζεται το πρόβλημα σε όλο τον χώρο.  Οι μέθοδοι γενικά διαφοροποιούνται ανάλογα αν εξετάζουμε το πρόβλημα στο πεδίο της συχνότητας ή του χρόνου.

Στην περίπτωση που αναφερόμαστε στο πεδίο της συχνότητας, η περιοχή του φάσματος έχει καθοριστικό ρόλο στην επιλογή της μεθόδου για την επίλυση του ευθέος προβλήματος. Στην περίπτωση που οι διαστάσεις του σκεδαστή είναι πολύ μεγαλύτερες από το μήκος κύματος χρησιμοποιούνται προσεγγίσεις όπως η γεωμετρική οπτική [Bor59] όπου έχουμε διάδοση μόνο σε ευθεία γραμμή ενώ αγνοούνται φαινόμενα περίθλασης και πολλαπλής σκέδασης και η ακριβέστερη γεωμετρική θεωρία περίθλασης [Bal89] που ενσωματώνει φαινόμενα περίθλασης. Οταν οι διαστάσεις του σκεδαστή είναι πολύ μικρότερες από το μήκος κύματος τότε η πιο προφανής προσέγγιση είναι αυτή του στατικού πεδίου όμως μπορούν να χρησιμοποιηθούν και προσεγγίσεις ανώτερης τάξης μέσω αναπτύγματος των πεδίων σε σειρά δυνάμεων του κυματαριθμού [Bla68].

Μεγαλύτερο πρακτικό ενδιαφέρον παρουσιάζει η ενδιάμεση περιοχή συχνοτήτων. Οι ολοκληρωτικές εξισώσεις αποδεικνύονται με την χρήση των θεωρημάτων Green και με την αναπαράσταση του πεδίου μέσω δυναμικών απλού και διπλού στρώματος [Col83]. 

Στην περίπτωση των εξισώσεων που κατασκευάζονται για εξωτερικά συνοριακά προβλήματα Neumann και Dirichlet αποδεικνύεται πως δεν έχουν μοναδική λύση όταν ο κυματαριθμός είναι ιδιοτιμή του συζυγούς εσωτερικού προβλήματος. Επειδή το εξωτερικό συνοριακό πρόβλημα είναι μοναδικά επιλύσιμο, η μη-μοναδικότητα οφείλεται στην μέθοδο εξαγωγής των ολοκληρωτικών εξισώσεων και όχι στη φύση του προβλήματος. Επειδή γενικά οι ιδιοτιμές δεν είναι γνωστές (ειδικά στο αντίστροφο πρόβλημα όπου δεν είναι γνωστό το σχήμα του σκεδαστή) έχει μεγάλη σημασία για την επίλυση του ευθέος και του αντιστρόφου προβλήματος η διατύπωση μοναδικά επιλύσιμων ολοκληρωτικών εξισώσεων. Μια ιδέα είναι η χρησιμοποίηση συνδυασμένου δυναμικού απλού και διπλού στρώματος ([Leis67],[Pan65],[Urs78], [Jon74]) και έχει εφαρμοστεί από τον Torres [Tor96] για την περίπτωση του διαπερατού σκεδαστή, από τους Angel και Kirsch για συνοριακές συνθήκες αγωγιμότητας [Ang92], από τους Yomogida και Benides για τον υπολογισμό σεισμογραμμάτων [Yomo02] και από τον Strycharz για την ειδική περίπτωση περιοδικού σκεδαστή [Stry99]. Περιορισμός της μεθόδου είναι η ανάγκη συνθηκών ομαλότητας για το δυναμικό διπλού στρώματος που μπορεί να μην ικανοποιούνται σε ορισμένες περιπτώσεις. Μια άλλη αντιμετώπιση είναι η τροποποίηση της συνάρτησης Green προσθέτοντας ένα ομαλό μέρος στα δυναμικά που αναπαριστούν την λύση και κατά συνέπεια και στους ολοκληρωτικούς τελεστές που προκύπτουν [Col83],[Arg98]. Επίσης έχει προταθεί η τοποθέτηση στο εσωτερικό του σκεδαστή ενός άπειρου αριθμού σημειακών πηγών οπότε το πρόβλημα διατυπώνεται με την μορφή μιας ολοκληρωτικής εξίσωσης Fredholm δεύτερου είδους με μοναδική λύση [Jon94]. Ο άπειρος αριθμός όμως των απαιτούμενων σημειακών πηγών θέτει περιορισμούς στην πρακτική εφαρμογή της μεθόδου. Για την βελτίωση της παραπάνω μεθόδου έχει προταθεί η εισαγωγή μιας κατανομής πηγών σε μια βοηθητική κλειστή επιφάνεια εσωτερικά του σκεδαστή, από τον Krutitskii. Η ολοκληρωτική εξίσωση που προκύπτει ορίζεται πάνω στην ένωση του εξωτερικού και του εσωτερικού συνόρου και αποδεικνύεται πως είναι μοναδικά επιλύσιμη  [Kru01].
   Στην περίπτωση της ολοκληρωτικής εξίσωσης Lippmann-Schwinger που προκύπτει για το πρόβλημα της σκέδασης σε ανομοιογενές μέσο αποδεικνύεται πως είναι μοναδικά επιλύσιμη για όλες τις τιμές του κυματαριθμού [Col92]. Εδώ έχουν χρησιμοποιηθεί γραμμικές προσεγγίσεις όπως η Born που όμως εφαρμόζονται μόνο όταν ο δείκτης διάθλασης και το σχήμα του σκεδαστή έχουν μικρό μέγεθος. Πιο εξελιγμένες μέθοδοι είναι οι CG-FFT και BCG-FFT που εκμεταλλεύονται τη συνελικτική μορφή που εμφανίζεται στην ολοκληρωτική εξίσωση [Liu02].

Η διατύπωση του προβλήματος με ολοκληρωτικές εξισώσεις έχει γίνει και στο πεδίο του χρόνου. Αλγόριθμοι με διακριτοποίηση στον χρόνο έχουν προβλήματα αστάθειας ύστερα από κάποιο χρονικό σημείο και απαιτείται η χρήση τεχνικών ομαλοποίησης [Smith90], [Ryn94], [Kob05].
1.4 Αντίστροφο Πρόβλημα Σκέδασης
Στην ενότητα αυτή επιχειρείται η ταξινόμηση των μεθόδων που έχουν αναπτυχθεί για την επίλυση του αντίστροφου προβλήματος σκέδασης με βάση πέντε διαφορετικά κριτήρια.  
· Τρόπος περιγραφής της κυματικής διάδοσης  
· Διατύπωση στο πεδίο της συχνότητας - πεδίο του χρόνου
· Δισδιάστατο πρόβλημα – Τρισδιάστατο πρόβλημα

· Βαθμωτό πεδίο – Διανυσματικό πεδίο

· Γραμμική προσέγγιση – Μη γραμμικές μέθοδοι

1.4.1 Τρόπος περιγραφής της κυματικής διάδοσης

Την δεκαετία του 80 η ανάπτυξη των υπολογιστών επέτρεψε την επίτευξη των πρώτων σημαντικών αποτελεσμάτων στο πρόβλημα της αντίστροφης σκέδασης σε περιπτώσεις όπου δεν μπορούν να εφαρμοστούν προσεγγίσεις της γεωμετρικής οπτικής. Σύμφωνα με την προσέγγιση της γεωμετρικής οπτικής η ενέργεια των κυμάτων θεωρείται πως διαδίδεται μόνο σε ευθείες γραμμές [Bor59]. Αντίθετα όταν η ροή της ενέργειας περιγράφεται από την κυματική εξίσωση τα ακουστικά και ηλεκτρομαγνητικά κύματα δεν διαδίδονται σε ευθείες γραμμές και λαμβάνονται υπόψιν φαινόμενα περίθλασης και πολλαπλής σκέδασης. Το πρόβλημα γίνεται σημαντικά πιο περίπλοκο καθώς το σκεδαζόμενο πεδίο δεν υπολογίζεται πια από ένα ολοκλήρωμα κατά μήκος μιας γραμμής. Στα πλαίσια της εργασίας αυτής η κυματική εξίσωση (στην ολοκληρωτική της μορφή) είναι το σημείο εκκίνησης όλων των μεθόδων που θα αναπτυχθούν.
1.4.2 Πεδίο συχνότητας – Πεδίο χρόνου

Η έρευνα στον τομέα του αντίστροφου προβλήματος έχει επικεντρωθεί στη μελέτη του προβλήματος στο πεδίο της συχνότητας. Η μελέτη στο πεδίο του χρόνου έχει γίνει σε πολύ μικρότερο βαθμό αλλά παρουσιάζει σημαντικό θεωρητικό και πρακτικό ενδιαφέρον. Η επιλογή αυτή εξαρτάται από τη μορφή του προσπίπτοντος πεδίου, για παράδειγμα αν ο παλμός είναι ημιτονοειδής το πρόβλημα εξετάζεται στο χώρο των συχνοτήτων ενώ στην περίπτωση που το φασματικό του περιεχόμενο είναι ευρύτερο η ανάλυση γίνεται στο πεδίο του χρόνου. 
Το κυριότερο πλεονέκτημα που παρουσιάζει η ανάλυση στο πεδίο της συχνότητας είναι η απλοποίηση της μαθηματικής διατύπωσης καθώς απαλείφεται η μεταβλητή του χρόνου με τη χρήση των μιγαδικών τελεστών. Επιπλέον, η υπόθεση των επίπεδων ημιτονοειδών παλμών ανταποκρίνεται σε μεγάλο βαθμό στην πραγματικότητα για έναν μεγάλο αριθμό εφαρμογών. 

Από την άλλη πλευρά η αντιμετώπιση απευθείας στο πεδίο του χρόνου παρουσιάζει κάποια πλεονεκτήματα που δεν μπορούν να αγνοηθούν. Έχει δειχθεί στο πεδίο της συχνότητας πως η ανακατασκευή του δείκτη διάθλασης μπορεί να βελτιωθεί όταν ο αλγόριθμος εφαρμόζεται διαδοχικά για περισσότερες από μια συχνότητες και τα αποτελέσματα που προκύπτουν για κάθε μια συνθεθούν με κατάλληλο τρόπο. Αυτή η παρατήρηση οδηγεί στην ιδέα να μετατεθεί η ανάλυση στο πεδίο του χρόνου όπου συμπεριλαμβάνεται ευρύ φασματικό περιεχόμενο. Το αυξημένο περιεχόμενο πληροφορίας που ενυπάρχει στους μεταβατικούς παλμούς σε σύγκριση με τη μόνιμη ημιτονική κατάσταση, έχει σαν αποτέλεσμα να μειώνεται ο όγκος των απαιτούμενων μετρήσεων που χρειάζεται να γίνουν ώστε να γίνει δυνατή η επίλυση του αντίστροφου προβλήματος. Επιπλέον οι αλγόριθμοι στο πεδίο του χρόνου απαιτούν την ακτινοβόληση της περιοχής ενδιαφέροντος με μικρότερο αριθμό παλμών. Αυτή η μείωση των απαιτούμενων προσπτώσεων αποτελεί ένα σημαντικό πρακτικό πλεονέκτημα καθώς ανάλογα με τη φύση της εφαρμογής μπορεί να μην είναι δυνατή η ακτινοβόληση του σκεδαζόμενου αντικειμένου από ορισμένες διευθύνσεις. 
Παράλληλα, η επίλυση του αντίστροφου προβλήματος στο πεδίο του χρόνου προσφέρει ευελιξία όσον αφορά την περιοχή ανακατασκευής. Εκτιμώντας το χρόνο διάδοσης του προσπίπτοντος κύματος διαμέσου της περιοχής ενδιαφέροντος μπορεί να περιοριστεί η περιοχή ανακατασκευής μέχρι κάποιο όριο. Αυτή η δυνατότητα επιτρέπει τον έλεγχο του υπολογιστικού κόστους και την εστίαση της περιοχής στην οποία αναφέρεται το αντίστροφο πρόβλημα.
Το μειονέκτημα της ανάλυσης στο πεδίο του χρόνου είναι η εξάρτηση του σκεδαζόμενου πεδίου από το χρόνο με αποτέλεσμα την αύξηση της διάστασης του χώρου του πεδίου ορισμού η οποία οδηγεί σε μη αμελητέα άυξηση του υπολογιστικού κόστους. Στις περιοχές του χώρου όπου οι κυματικές ιδιότητες διαφέρουν από αυτές του εξωτερικού χώρου, το πεδίο (δηλ. το εσωτερικό πεδίο) είναι μια άγνωστη συνάρτηση και πρέπει να υπολογιστεί παράλληλα με τη ζητούμενη κατανομή του δείκτη διάθλασης. Συμπερασματικά, η αύξηση της διάστασης του συνόλου ορισμού για το εσωτερικό πεδίο είναι ένα σημαντικό αντικίνητρο για την ανάπτυξη μεθόδων στο πεδίο του χρόνου.
Η σύγκριση μεταξύ μεθόδων στο πεδίο του χρόνου και της συχνότητας μπορεί να γίνει και αναφορικά με το φαινόμενο της υπερ-διακριτικότητας (super-resolution). Γενικά ο διαχωρισμός ανομοιογενειών μπορεί να γίνει μόνο αν οι διαστάσεις τους είναι μικρότερες από λ/2 (κριτήριο Rayleigh). Η υπέρβαση αυτού του φράγματος των απεικονιστικών δυνατοτήτων μπορεί να πραγματοποιηθεί με διαφορετικό τρόπο στο πεδίο της συχνότητας και στο πεδίο του χρόνου. Στην πρώτη περίπτωση προϋποτίθεται η τοποθέτηση των δεκτών του σκεδαζόμενου πεδίου πολύ κοντά (σχετικά πάντα με το μήκος κύματος) στην περιοχή ενδιαφέροντος και η υπερ-διακριτικότητα είναι εφικτή όταν ληφθούν υπόψην και τα αποσβενύμενα κύματα (αυτή η συνιστώσα του σκεδαζόμενου πεδίου αγνοείται στις συνηθισμένες μεθόδους περιθλαστικής τομογραφίας). Επίσης είναι απαραίτητη η ακτινοβόληση του αντικειμένου από σημεία γύρω από όλη την επιφάνεια του οπότε η δυνατότητα υπερ-διακριτικότητας αποκλείεται εκ των προτέρων σε εφαρμογές όπου αυτό δεν είναι δυνατό, αν χρησιμοποιηθούν τεχνικές στο πεδίο της συχνότητας. Αντίθετα στο πεδίο του χρόνου έχει διαπιστωθεί πως ο τελευταίος περιορισμός δεν είναι απαγορευτικός. Ο Chen [Che03] αναφέρει ότι χρησιμοποιώντας τη μέθοδο DBIM (Distorted Born Iterative Method) στο πεδίο του χρόνου η ικανότητα υπερ-διακριτικότητας επιβεβαιώθηκε στην πράξη.
Συμπερασματικά, η ανακατασκευή στο πεδίο του χρόνου παρουσιάζει τα εξής πλεονεκτήματα : 

· Αυξημένο περιεχόμενο πληροφορίας σε σύγκριση με μονοχρωματικό παλμό.

· Ευελιξία στην επιλογή της ανακατασκευαζόμενης περιοχής με κατάλληλη επιλογή του χρονικού παραθύρου.

· Εμφάνιση του φαινομένου της υπερ-διακριτικότητας όπου αντικείμενα με απόσταση μικρότερη από το μισό μήκος κύματος μπορούν να διαχωριστούν.

1.4.3 Δισδιάστατο – Τρισδιάστατο πρόβλημα

Στην περίπτωση του δισδιάστατου (2D) προβλήματος θεωρείται πως κατά μήκος της τρίτης διάστασης του χώρου δεν υπάρχει μεταβολή του πεδίου ή της συνάρτησης αντικειμένου. Στην πράξη μια τέτοια προσέγγιση μπορεί να είναι δικαιολογημένη από τα χαρακτηριστικά της εφαρμογής και να μειώνει σημαντικά τον όγκο των απαιτούμενων υπολογισμών για την εύρεση της λύσης αλλά παραμένει μια πηγή σφάλματος.
Η ανάπτυξη των υπολογιστικών συστημάτων έχει δώσει σημαντική ώθηση στην προσπάθεια επίλυσης διαφόρων μορφών του προβλήματος καθώς κατέστησε δυνατή την υλοποίηση αλγορίθμων απαιτητικών σε υπολογιστική ισχύ. Παρόλα αυτά η μεγάλη πλειοψηφία των αποτελεσμάτων επίλυσης του αντιστρόφου προβλήματος που έχουν δημοσιευτεί  αναφέρονται στο πεδίο της συχνότητας και χαρακτηρίζονται από την παράβλεψη της τρίτης διάστασης. Η πλειονότητα των αλγόριθμοι που έχουν αναπτυχθεί θα μπορούσαν θεωρητικά να επεκταθούν και στις τρεις διαστάσεις, όμως η πρακτική εφαρμογή αυτής της επέκτασης μπορεί να είναι ανέφικτη καθώς το υπολογιστικό κόστος αυξάνεται σημαντικά. 

Εχουν πραγματοποιηθεί μελέτες όπου εφαρμόστηκαν 2D αλγόριθμοι για την ανακατασκευή τρισδιάστατων (3D) δομών και τα αποτελέσματα έδειξαν πως εμφανίζονται παραμορφώσεις στο τελικό αποτέλεσμα λόγω της παραμέλησης της τρίτης διάστασης [Sem00], [Mea02]. Επίσης έχουν διατυπωθεί παρατηρήσεις ως προς την ανεπάρκεια ακριβούς απεικόνισης κακοήθων όγκων από τον Kerner et.al στην περίπτωση της φασματοσκοπίας ηλεκτρικής εμπέδησης (Electrical Impendance Spectroscopy). Παρατηρήθηκε ότι κατά την εφαρμογή 2D αλγορίθμων ανακατασκευής δεν μπορούσαν να απεικονιστούν ικανοποιητικά κακοήθεις όγκοι που εντοπίζονται σε βάθος μέσα στο μαστό [Ker02].

1.4.4 Βαθμωτό – Διανυσματικό πεδίο

Η επιλογή βαθμωτού ή διανυσματικού πεδίου υπαγορεύεται από τη φυσική του προβλήματος για παράδειγμα στο ακουστικό πρόβλημα όταν το πεδίο αναφέρεται στην πίεση τότε προφανώς θα είναι βαθμωτό μέγεθος. Επιλογή υπάρχει στην περίπτωση του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου όπου η χρησιμοποίηση βαθμωτού πεδίου σε 3D προβλήματα είναι μια προσέγγιση που μπορεί να γίνει μόνο κάτω από περιορισμούς στο ρυθμό μεταβολής του διαδιδόμενου μέσου [Som06]. Στη γενική περίπτωση το ηλεκτρικό και το μαγνητικό πεδίο πρέπει να παρασταθούν σαν διανυσματικά πεδία.

1.4.5 Γραμμικές – Μη γραμμικές μέθοδοι

Στη γενικότερη περίπτωση η σχέση των δεδομένων σκέδασης  με τη ζητούμενη κατανομή του δείκτη διάθλασης είναι μη γραμμική και οι μαθηματικές ιδιότητες του τελεστή που τη χαρακτηρίζει, καθιστούν το πρόβλημα κακώς τοποθετημένο κατά την έννοια του Hadamard [Had23]. Οι πρώτες απόπειρες επίλυσης του αντιστρόφου προβλήματος επικεντρώθηκαν στη χρησιμοποίηση κάποιων προσεγγίσεων που οδηγούν σε μια γραμμική σχέση η οποία είναι πολύ πιο εύκολο να επιλυθεί. Η πιο παλιά γραμμική προσέγγιση ήταν η προσέγγιση Born κατά την οποία θεωρείται ότι το εσωτερικό πεδίο στον σκεδαστή ταυτίζεται με το προσπίπτον πεδίο. Μια τέτοια προσέγγιση ισχύει όταν ο δείκτης διάθλασης δε λαμβάνει μεγάλες τιμές και το αντικείμενο είναι μικρό συγκρινόμενο με το μήκος κύματος. Με την προσέγγιση Born εξαφανίζεται η άγνωστη ποσότητα του εσωτερικού πεδίου και απομένει μόνο ο προσδιορισμός της κατανομής του δείκτη διάθλασης. Μια δεύτερη γραμμική προσέγγιση με μεγαλύτερο εύρος εφαρμογών είναι η προσέγγιση Rytov η οποία αναφέρεται στη μιγαδική φάση. 

Καθώς σε πρακτικές εφαρμογές η γραμμικοποίηση μπορεί να γίνει μόνο με τίμημα όσον αφορά την ακρίβεια της περιγραφής, σταδιακά κυρίως από τη δεκαετία του 90 η προσοχή των ερευνητών άρχισε να στρέφεται σε μεθόδους που αντιμετωπίζουν το αντίστροφο πρόβλημα σε πιο γενικό πλαίσιο. Η βασική μέθοδος για την επίλυση του γενικού προβλήματος συνίσταται σε μια επαναληπτική διαδικασία κατά την οποία βελτιστοποιείται συνεχώς η ζητούμενη κατανομή των κυματικών ιδιοτήτων με κριτήριο τη σταδιακή μείωση του σφάλματος ανάμεσα στις μετρούμενες τιμές του σκεδαζόμενου πεδίου και σε αυτές που προσδιορίζονται από τη θεωρούμενη κάθε φορά κατανομή. Το σφάλμα ορίζεται μέσω ενός συναρτησιακού. Μια πρώτη περιπλοκή που εμφανίζεται σε μια τέτοια μέθοδο είναι η ανάγκη παράλληλου υπολογισμού της συνάρτησης του εσωτερικού πεδίου. Στις πρώτες μεθόδους που παρουσιάστηκαν η συνήθης διαδιακασία ήταν να λύνεται το ευθύ πρόβλημα σε κάθε βήμα της επαναληπτικής διαδικασίας ώστε να υπολογίζεται το εσωτερικό πεδίο θεωρώντας δεδομένη την κατανομή του δείκτη διάθλασης που είχε υπολογιστεί μέχρι εκείνη τη στιγμή. Η πρακτική αυτή ακολουθήθηκε καθώς το πρόβλημα αντιμετωπιζόταν κυρίως σε δύο διαστάσεις και στο πεδίο της συχνότητας οπότε η επίλυση του ευθέος προβλήματος δεν επιβάρυνε σε απαγορευτικό βαθμό την υπολογιστική πολυπλοκότητα του αλγορίθμου. Τα επόμενα χρόνια η ανάγκη επέκτασης της επίλυσης του αντιστρόφου προβλήματος στο πεδίο του χρόνου καθώς και στις τρεις διαστάσεις οδήγησε στη διατύπωση αλγορίθμων που ακολουθούσαν κάποιο σχήμα παράλληλης βελτιστοποίησης όπου η κατανομή του δείκτη διάθλασης και η συνάρτηση του εσωτερικού πεδίου βελτιστοποιούταν ταυτόχρονα ή εναλλαξ με βάση πάντα την ελαχιστοποίηση κάποιου συναρτησιακού σαν δείκτη του σφάλματος. Αυτή η αλλαγή ήταν απαραίτητη καθώς η ανάγκη επίλυσης του ευθέος προβλήματος στη γενική τρισδιάσταση περίπτωση καθώς και στην περίπτωση του χρονομεταβλητού προβλήματος δυσχεραίνει σημαντικά την πρακτική εφαρμογή ενός τέτοιου αλγορίθμου. 
Στη συνέχεια θα γίνει μια ανασκόπηση των σημαντικότερων αποτελεσμάτων που έχουν δημοσιευτεί σχετικά με το πρόβλημα της αντίστροφης σκέδασης διαχωρίζοντας ανάμεσα σε αυτές που ακολουθούν κάποια γραμμική προσέγγιση και σε αυτές που λαμβάνουν υπόψιν τη μη-γραμμικότητα του προβλήματος. 
1.5 Μέθοδοι επίλυσης του αντίστροφου προβλήματος με γραμμικοποίηση
Οι μαθηματικές και πρακτικές δυσκολίες που εμφανίζονται στην προσπάθεια αντιστροφής του ολοκληρωτικού τελεστή στη γενική διατύπωση του προβλήματος της αντίστροφης σκέδασης οδήγησαν αρκετούς ερευνητές στην αναζήτηση προσεγγίσεων που θα διευκόλυναν την επίλυσή του. Η χρησιμοποίηση προσεγγίσεων που οδηγούν σε μια γραμμική έκφραση ως προς τη συνάρτηση αντικειμένου αποτελεί τη συνηθέστερη αντιμετώπιση σε αυτήν την κατεύθυνση. Η γραμμικοποίηση του αντιστρόφου προβλήματος επιτυγχάνεται με τη διατύπωση μιας προσέγγισης για το εσωτερικό πεδίο του σκεδαστή η οποία εξαρτάται μόνο από το προσπίπτον πεδίο. Προφανώς ο βαθμός στον οποίο μια τέτοια προσέγγιση είναι δικαιολογημένη εξαρτάται από τα χαρακτηριστικά του σκεδαστή δηλαδή τις τιμές που λαμβάνει η συνάρτηση αντικειμένου στο εσωτερικό του καθώς και τις διαστάσεις του. Η αύξηση των τιμών αυτών των παραμέτρων καθιστά τη γραμμική προσέγγιση λιγότερο επιτυχή στην προσπάθεια ακριβούς περιγραφής του προβλήματος. Οι προσεγγίσεις αυτές έχουν ερευνηθεί εκτεταμένα στο πεδίο της συχνότητας και οι μέθοδοι που αναπτύχθηκαν αποτελούν τις πρώτες προσπάθειες επίλυσης του αντίστροφου προβλήματος για φαινόμενα που περιγράφονται από την κυματική εξίσωση [Kak88].
Μία μέθοδος γραμμικοποίησης διατυπώθηκε από τον Born (1933). Σε αυτή τη προσέγγιση θεωρείται ότι το πεδίο στο εσωτερικό του σκεδαστή δεν διαφέρει από το προσπίπτον πεδίο δηλαδή αγνοείται η συμβολή του σκεδαζόμενου πεδίου σε αυτή την περιοχή. Για την εξίσωση Lippmann-Schwinger στο πεδίο της συχνότητας, η υιοθέτηση της προσέγγισης Born σημαίνει πως το σκεδαζόμενο πεδίο μπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση
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(1-51)

όπου σε σύγκριση με την εξίσωση (1-24) στο ολοκλήρωμα συμπεριλαμβάνεται μόνο το προσπίπτον πεδίο και όχι το συνολικό. Προφανώς αυτή η προσέγγιση ισχύει μόνο όταν
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Η προσέγγιση Born ισχύει για σκεδαστές με μικρό δείκτη διάθλασης και με μικρή μέγιστη διάσταση συγκρινόμενη με το μήκος κύματος. Για ομογενή κύλινδρο η συνθήκη που ισχύει ώστε η προσέγγιση Born να έχει αξιοπιστία είναι [Kak88]
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όπου 
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  η ακτίνα του κυλίνδρου και 
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η μεταβολή του δείκτη διάθλασης.

Η προσέγγιση Rytov αναφέρεται στη μιγαδική φάση του πεδίου. Αρχικά το συνολικό πεδίο γράφεται σαν 
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όπου 
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 είναι η μιγαδική φάση του συνολικού πεδίου. Η μιγαδική φάση μπορεί να εκφραστεί σαν άθροισμα της φάσης του σκεδαζόμενου πεδίου και του προσπίπτοντος πεδίου
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Αντικαθιστώντας στην εξίσωση Helmholtz 
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προκύπτει ύστερα από αλγεβρικές πράξεις πως η μιγαδική φάση ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση
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ενώ η φάση του προσπίπτοντος πεδίου δίνεται από την εξίσωση
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Για τη φάση του σκεδαζόμενου πεδίου που είναι και ο τελικός στόχος, αν θεωρηθεί επίπεδο κύμα της μορφής
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καταλήγουμε στη διαφορική εξίσωση
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(1-60)  

η οποία μπορεί να μετατραπεί σε ολοκληρωτική μορφή
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Μεχρι αυτό το σημείο δεν έχει γίνει κάποια προσέγγιση αλλά ουσιαστικά δεν έχει επιτευχθεί και κάποια απλοποίηση καθώς η μιγαδική φάση που καθορίζει το σκεδαζόμενο πεδίο μπορεί να υπολογιστεί από μια ολοκληρωτική εξίσωση η οποία δεν είναι πιο απλή σε σύγκριση με την Lippmann-Schwinger. Η προσέγγιση Rytov συνίσταται στην παράλειψη του όρου 
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(1-62)       

οπότε η ολοκληρωτική εξίσωση για τη φάση του σκεδαζόμενου πεδίου γίνεται τελικά
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(1-63)      

Ένα σημαντικό πλεονέκτημα που παρουσιάζει η προσέγγιση Rytov είναι η ανεξαρτησία της εγκυρότητάς της από το μέγεθος του σκεδαστή. Ισχύει φυσικά ο περιορισμός ως προς το δείκτη διάθλασης. Εκτός από τη σχέση (1-60) η συνθήκη της Rytov μπορεί να γραφτεί ως συνάρτηση του δείκτη διάθλασης αν γράψουμε 
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, ως [Kak88]
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Οι προσεγγίσεις Born και Rytov
 μετατρέπουν την εξίσωση Lippmann-Schwinger σε μια γραμμική ολοκληρωτική σχέση ως προς τη συνάρτηση αντικειμένου. Από μια τέτοια σχέση προκύπτει το θεμελιώδες θεώρημα περίθλασης Fourier που συσχετίζει το μετασχηματισμό Fourier των μετρήσεων του σκεδαζόμενου πεδίου με το μετασχηματισμό Fourier της συνάρτησης αντικειμένου. Για το τρισδιάστατο πρόβλημα η μαθηματική απόδειξη θα γίνει στο τρίτο κεφάλαιο.
Υπάρχουν δύο βασικοί αλγόριθμοι για την ανακατασκευή της συνάρτησης αντικειμένου με βάση αυτή τη σχέση και η διαφοροποίησή τους εντοπίζεται στη μέθοδο που χρησιμοποιούν για την παρεμβολή των μετασχηματισμένων κατά Fourier δεδομένων σκέδασης. Στον αλγόριθμο παρεμβολής Fourier (Direct Fourier Interpolation - DFI) [Wol69], [Kav84] τα δεδομένα παρεμβάλλονται απευθείας στο χώρο των χωρικών συχνοτήτων ενώ στον αλγόριθμο φιλτραρισμένης οπισθοδιάδοσης (Filtered Backpropagation - FBP) [Dev82], [LuZ85] η παρεμβολή πραγματοποιείται στον πραγματικό χώρο της συνάρτησης αντικειμένου. H αρχική διατύπωση των αλγορίθμων αυτών, έγινε σε δύο διαστάσεις και έχουν γίνει διάφορες προσπάθειες να επεκταθούν ώστε να λαμβάνονται υπόψιν οι πραγματικές συνθήκες σε περιβάλλον κλινικής τομογραφίας. Σε αυτό το πλαίσιο μελετήθηκε η επίδραση που έχει για την ακρίβεια περιγραφής των γραμμικών προσεγγίσεων η λήψη των δεδομένων σκέδασης στην περιοχή του μακρινού πεδίου [Spo91a], [Spo91b]. Προέκυψε το συμπέρασμα πως η θεωρητική υπεροχή της προσέγγισης Rytov επιβεβαιώνεται υπό τη συνθήκη πως τα δεδομένα σκέδασης οπισθοδιαδίδονται στην περιοχή του σκεδαστή. Επιπλέον μελετήθηκε [Ana03], [Dev84b] η περίπτωση της ακτινοβόλησης του αντικειμένου με μη-επίπεδα κύματα και με αυθαίρετες επιφάνειες μέτρησης καθιστώντας δυνατή την εφαρμογή των αλγορίθμων σε πρακτικά προβλήματα όπου υπάρχει περιορισμός ως προς τις επιφάνειες που μπορούν να ληφθούν δεδομένα σκέδασης. Οι Pan et al. [Pan99] απέδειξαν πως το ελάχιστο σύνολο δεδομένων το οποίο μπορεί να δώσει πληροφορία για τη συνάρτηση αντικειμένου μέσα σε έναν κύκλο ακτίνας 
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 στο χώρο των χωρικών συχνοτήτων συμπληρώνεται αν η κατεύθυνση ακτινοβόλησης του αντικειμένου με επίπεδα κύματα μεταβληθεί από 0 μέχρι 3π/2 δηλαδή δεν χρειάζεται να συμπληρωθεί ένας πλήρης κύκλος. Μια εναλλακτική διατύπωση αλγορίθμου περιθλαστικής τομογραφίας με τη χρησιμοποίησης του οπισθοσκεδαζόμενου πεδίου προτάθηκε [Ana00b] για τις εφαρμογές που η έμφαση δίνεται στην ανακατασκευή των ασυνεχειών της επιφάνειας ενδιαφέροντος ή για τις περιπτώσεις όπου απλά δεν είναι δυνατή η μέτρηση του μεταδιδόμενου πεδίου. Σε έναν τέτοιο αλγόριθμο η χρησιμοποίηση περισσότερων της μιας συχνότητας [Cui02] οδηγεί σε πυκνότερη κάλυψη του χώρου Fourier της συνάρτησης αντικειμένου και σε καλύτερη ποιότητα ανακατασκευής. Η διαδοχική εφαρμογή μιας μεθόδου περιθλαστικής τομογραφίας για διαφορετικές συχνότητες χρησιμοποιήθηκε για να υπολογιστεί μια συνάρτηση παραμόρφωσης ώστε να διευρυνθεί το πεδίο εφαρμογής σε σύγκριση με συμβατικούς αλγόριθμους Fourier [Mar96]. Η φυσική προέκταση των προαναφερόμενων μεθόδων είναι η επίλυση του προβλήματος απευθείας στο πεδίο του χρόνου όπου το πλεονέκτημα είναι πως ακόμα και με μόνο μία κατεύθυνση ακτινοβόλησης υπάρχει δυνατότητα ανακατασκευής της συνάρτησης αντικειμένου [Pou91]. H προσέγγιση Born χρησιμοποιήθηκε για την εφαρμογή μεθόδου περιθλαστικής τομογραφίας στο πεδίο του χρόνου όπου το σκεδαζόμενο πεδίο γράφεται σαν ένα ανάπτυγμα χρονικά μεταβαλλόμενων επίπεδων κυμάτων [Mel96].

Οι Anastasio και Pan [Ana00a] πρότειναν μια οικογένεια 3D αλγορίθμων στο πλαίσιο της γραμμικής προσέγγισης, οι οποίοι συνδυάζουν την επικαλυπτόμενη πληροφορία στο χώρο των χωρικών συχνοτήτων με στόχο να βελτιστοποιηθεί η ανακατασκευή ως προς τον θόρυβο που αναπόφευκτα θα υπάρχει στα δεδομένα σκέδασης. Παρόλο που έχουν προταθεί 3D Fourier αλγόριθμοι αντίστροφης σκέδασης [Ana00a], [Cui02] ,[Ana03] δεν έχει παρουσιαστεί ακόμα η επέκταση των δυο κύριων αλγορίθμων περιθλαστικής τομογραφίας (DFI και FBP) σε τρεις διαστάσεις. Σε προηγούμενους 3D αλγόριθμους ανακατασκευής που θεωρούν ότι το προσπίπτον πεδίο περιγράφεται με επίπεδο κύμα, ο περιορισμός της κατεύθυνσης πρόσπτωσης του προσπίπτοντος πεδίου στο xy-επίπεδο (επίπεδο πρόσπτωσης) έχει σαν αποτέλεσμα την έλλειψη πληροφορίας στο χώρο Fourier της συνάρτησης αντικειμένου για συγκεκριμένες περιοχές. Στην τομογραφία μεταδιδόμενου πεδίου ο στόχος είναι να καλυφθεί το φασματικό περιεχόμενο του αντικειμένου σε μια σφαίρα ακτίνας 
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. Ομως λόγω του προαναφερόμενου περιορισμού, μια καλά καθορισμένη περιοχή του χώρου Fourier κοντά στον 
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-άξονα που αντιπροσωπεύει περίπου το 9% του συνολικού όγκου της σφαίρας, παραλείπεται. 

Ο Paoloni [Pao86] απέδειξε πως αν συμπεριληφθούν και απώλειες η περιγραφή με την προσέγγιση Born προκαλεί παραμόρφωση στις τελικές εικόνες εκτός και αν το μιγαδικό μέρος του δείκτη διάθλασης συμπίπτει στον σκεδαστή και στο εξωτερικό μέσο διάδοσης.

 Στον [Chu89] μελετήθηκε η βελτίωση στην τελική ανακατασκευή που επιτυγχάνεται όταν χρησιμοποιηθούν περισσότερες από μία συχνότητες επιπέδων κυμάτων για τον φωτισμό του αντικειμένου. Συγκρίνοντας την πληροφορία που αποκτάται για το φασματικό περιεχόμενο της συνάρτησης αντικειμένου που αποκτάται όταν χρησιμοποιηθούν πολλές συχνότητες και γωνίες φωτισμού, προκύπτει το συμπέρασμα πως είναι προτιμότερη η ανίχνευση του οπισθο-σκεδαζόμενου πεδίου για δυο συχνότητες και λίγες (τέσσερεις) γωνίες πρόσπτωσης παρά για μία μόνο συχνότητα και πολλές μικρές γωνίες σε όλο τον κύκλο των 360 μοιρών καθώς στην πρώτη περίπτωση καλύπτεται ένα μεγαλύτερο κομμάτι του χώρου Fourier. Γενικότερα αν ο κυριότερος στόχο της απεικόνισης είναι ο εντοπισμός των ακμών του αντικειμένου τότε ο φωτισμός του αντικειμένου με διάφορες συχνότητες και η μέτρηση του οπισθο-σκεδαζόμενου πεδίου είναι ένα προτιμότερο σχήμα συλλογής δεδομένων συγκρινόμενο με την τομογραφία μεταδιδόμενου πεδίου.

Οι Devaney και Tsihrintzis [Tsi93] παρουσίασαν μια μέθοδο που στο πλαίσιο της γραμμικής προσέγγισης δεν προσπαθεί να ανακατασκευάσει σε ολόκληρη την περιοχή ενδιαφέροντος το δείκτη διάθλασης, αλλά μόνο να ανιχνεύσει την ύπαρξη και να εντοπίσει την τοποθεσία κάποιου γνωστού εκ τον προτέρων, σκεδαστή. Μια τέτοια αντιμετώπιση του προβλήματος προορίζεται για εφαρμογή στον εντοπισμό καρκινικών όγκων κατά την απεικόνιση μαστού. Η μέθοδος χρησιμοποιήθηκε πάνω σε πραγματικά δεδομένα και πιστοποιήθηκε η δυνατότητα εντοπισμού σε περιπτώσεις με θόρυβο και περιορισμένη κάλυψη όσον αφορά τις γωνίες πρόσπτωσης. Ο Djafari et al. [Dja88] πρότειναν μια γενική πιθανοτική προσέγγιση για το μαθηματικό πρόβλημα της ανακατασκευής του αντικειμένου από δεδομένα σημεία στο χώρο Fourier που μπορεί να εφαρμοστεί σε περιπτώσεις που τα δεδομένα είναι περιορισμένα καθώς ενσωματώνει τις a-priori πληροφορίες σχετικά με τα όρια και το πεδίο τιμών της συνάρτησης αντικειμένου.

Οι Chew και Wang έχoυν προτείνει δύο αλγόριθμους που προσπαθούν να υπερβούν τους περιορισμούς που θέτει η απλή μορφή της προσέγγισης Born όσον αφορά τα χαρακτηριστικά των σκεδαστών που μπορούν να απεικονιστούν [Wan89], [Che92]. Η επαναληπτική μέθοδος Born (Born Iterative Method - BIM) συνίσταται στη διαδοχική αντικατάσταση του εσωτερικού πεδίου με αυτό που προβλέπει η προσέγγιση Born της προηγούμενης τάξης ώστε ύστερα από την επαναληπτική αυτή διαδικασία να υπάρξει σύγκλιση στην τελική μορφή του πεδίου. Η επαναληπτική μέθοδος Born είναι μια προσέγγιση μεγαλύτερης ακρίβειας από την προσέγγιση Born πρώτης τάξης. Στην παραμορφωμένη επαναληπτική μέθοδο Born (Distorted Born Iterative Method – DBIM) σε κάθε επανάληψη τροποποιείται και η συνάρτηση Green του προβλήματος. Αποδεικνύεται πως η παραμορφωμένη επαναληπτική Born είναι ισοδύναμη με την μέθοδο Newton-Kantorovich. Συγκρίνοντας τους δυο αλγορίθμους κατέληξαν στο συμπέρασμα ότι η επαναληπτική μέθοδος Born είναι λιγότερο επιρρεπής στην παραμόρφωση του θορύβου αν και στην περίπτωση των δεδομένων σκέδασης χωρίς θόρυβο, η DBIM συγκλίνει ταχύτερα απ’ ότι η BIM. 
O Abubakar et al. [Abu05] παρουσίασε επίσης μια μέθοδο βασισμένη στην προσέγγιση Born όπου η κύρια ιδέα  είναι η προσέγγιση του τελεστή του προβλήματος με έναν διαγώνιο πίνακα. Η μέθοδος παρουσίασε αποτελέσματα συγκρίσιμα με μη-γραμμικές μεθόδους για το δισδιάστατο πρόβλημα. 
Τα τελευταία χρόνια υπάρχει η τάση της προσπάθειας αξιοποίησης μετρήσεων του κοντινού πεδίου με την προσδοκία ότι από αυτά τα δεδομένα μπορούν να εξαχθούν περισσότερες πληροφορίες όσον αφορά τη δομή του αντικειμένου υπερβαίνοντας το φράγμα του μισού μήκους κύματος λ/2 όσον αφορά τη διακριτική ικανότητα. Οι Carney et al. [Car00] διατύπωσαν μια αναλυτική μέθοδο ανακατασκευής στο πλαίσιο της γραμμικής προσέγγισης, κατασκευάζοντας το ανάπτυγμα ιδιοτιμών (Singular Value Decomposition - SVD) του τελεστή σκέδασης. Από το ανάπτυγμα αυτό μπορεί να καθοριστεί με άμεσο τρόπο η διακριτική ικανότητα που θα επιτευχθεί με τα δεδομένα σκέδασης ορίζοντας πως από το πεπερασμένο ή μετρήσιμο σύνολο των ιδιοτιμών που θα προκύψουν, για όσες είναι μικρότερες από κάποιο κατώφλι θα αγνοήσουμε τις ιδιοσυναρτήσεις (θέτοντάς τις ίσες με μηδέν) που αντιστοιχούν σε αυτές τις ιδιοτιμές. 
Σε αυτή την εργασία θα παρουσιαστούν οι επεκτάσεις των αλγόριθμων DFI και FBP για 3D αντικείμενα. Επίσης θα μελετηθεί αναλυτικά και η επίδραση που έχει στην ποιότητα της τελικής ανακτασκευής η παράλειψη του προαναφερόμενου συνόλου συχνοτήτων. Αυτό είναι ένα ζήτημα με πρακτική σημασία καθώς κατά τη διαδικασία σχεδιασμού της γεωμετρίας λήψης δεδομένων ενός τομογράφου μπορεί να υπάρχουν πρακτικοί περιορισμοί για την πρόσθεση ενός επιπλέον βαθμού ελευθερίας για τη λήψη δεδομένων σε άλλα επίπεδα πρόσπτωσης. Θα ήταν σημαντικό να οριστεί το σύνολο των αντικειμένων για τα οποία το συχνοτικό περιεχόμενο που προσδιορίζεται από τα δεδομένα σκέδασης τα οποία συλλέγονται όταν η κατεύθυνση πρόσπτωσης περιορίζεται στο xy-επίπεδο, είναι αρκετά για μια ικανοποιητική ανακατασκευή του σκεδαστή. Εφαρμογή των 3D αλγορίθμων σε διαφορετικά είδη αντικειμένων θα πραγματοποιηθεί για να διαπιστωθεί αν χρειάζονται παραπάνω δεδομένα εκτός από αυτά που είναι διαθέσιμα όταν η κατεύθυνση πρόσπτωσης του πεδίου περιορίζεται στο xy-επίπεδο. Η διαδικασία αξιοποίησης ενός ευρύτερου συνόλου δεδομένων σκέδασης δεν είναι ένα τετριμένο ζήτημα. Στον αλγόριθμο DFI καθώς η παρεμβολή γίνεται κατευθείαν στο χώρο Fourier είναι πιο εύκολο να ενσωματωθούν πρόσθετες μετρήσεις σε άλλες κατευθύνσεις πρόσπτωσης. Αντίθετα σε αλγόριθμους ανακατασκευής βασιζόμενους σε ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις όπως ο FBP, αυτή η ενσωμάτωση πρόσθετων δεδομένων δεν μπορεί να γίνει με την παρούσα μαθηματική διατύπωση. Στο δεύτερο κεφάλαιο παρουσιάζεται και μία τροποποιημένη εκδοχή του αλγόριθμου FBP με στόχο την αξιοποίηση συνόλου δεδομένων από πολλαπλά επίπεδα πρόσπτωσης.
1.6 Μη γραμμικές μέθοδοι βελτιστοποίησης

Η αλματώδης ανάπτυξη των υπολογιστικών συστημάτων, κυρίως στη δεκαετία του 80 οδήγησε στην προσπάθεια αντιμετώπισης του αντίστροφου προβλήματος με μεθόδους που δεν κατέφευγαν σε γραμμικές προσεγγίσεις. Αρχικά η έμφαση δόθηκε στην ανάπτυξη πιο σύνθετων επαναληπτικών αλγόριθμων που επέκτειναν τις δυνατότητες των προσεγγίσεων γραμμικοποίησης (επαναληπτική μέθοδος Born, μέθοδος Νewton-Kantorowitch) [Franz02]. Παράλληλα η έρευνα στράφηκε στην ανάπτυξη αλγορίθμων που στηριζόμενοι κυρίως σε μια διαδικασία βελτιστοποίησης προσπαθούσαν να αντιμετωπίσουν το πρόβλημα στην αρχική μη-γραμμική μορφή του (μέθοδος τροποποιημένων κλίσεων, μέθοδος ισοδύναμης πηγής αντίθεσης) και που μπορούσαν να χρησιμοποιήσουν δεδομένα σκέδασης λαμβανόμενα σε πολλές συχνότητες [Kle99], [Blo01], [Abu02] ενώ εμφανίστηκαν και μέθοδοι αντιστροφής στο πεδίο του χρόνου [Mel96], [Gust00], [Blo00]. Το σημερινό επίπεδο γνώσεων στην αντίστροφη σκέδαση δίνει την εντύπωση πως τα επόμενα βήματα που αναμένονται θα κατευθύνονται προς τη συστηματική μελέτη των μεθοδολογιών επίλυσης στις τρεις διαστάσεις και την εύρεση αλγορίθμων ανακατασκευής με δεδομένα σκέδασης από το πεδίο του χρόνου.

Η προσπάθεια επίλυσης του αντίστροφου προβλήματος σκέδασης στη μη-γραμμική μορφή του βασίζεται κυρίως στη χρησιμοποίηση μεθόδων βελτιστοποίησης. Οι μέθοδοι βελτιστοποίησης λειτουργούν επαναληπτικά μέχρι να βρεθεί η συνάρτηση αντικειμένου που ικανοποιεί κάποιο κριτήριο σφάλματος. Αρχικά ορίζεται ένα συναρτησιακό προς ελαχιστοποίηση ορίζομενο αυθαίρετα, σαν μέτρο του σφάλματος της συνάρτηση αντικειμένου που έχει θεωρηθεί στο συγκεκριμένο βήμα του αλγορίθμου. Χρησιμοποιώντας κάποια μέθοδο βελτιστοποίησης ενημερώνεται η συνάρτηση αντικειμένου. Οι άλλες μεταβλητές του προβλήματος όπως το εσωτερικό πεδίο είτε υπολογίζονται με επίλυση σε κάθε βήμα του ευθέος προβλήματος (ή και κάποιου συζυγούς ευθέος προβλήματος) είτε υπόκεινται επίσης σε μια διαδικασία τοπικής βελτιστοποίησης (συνήθων συζυγών κλίσεων) ώστε να συμβάλλουν στην ελαχιστοποίηση του σφάλματος. Οι μέθοδοι βελτιστοποίησης μπορούν να διαχωριστούν στις μεθόδους ολικής αναζήτησης και στις μεθόδους αναζήτησης κλίσης. 

Η πρώτη κατηγορία αναφέρεται σε στοχαστικές μεθόδους αναζήτησης (όπως οι γενετικοί αλγόριθμοι) και το κυριότερο πλεονέκτημά τους είναι η δυνατότητά τους να αποφεύγουν την παγίδευση σε κάποιο τοπικό ακρότατο και να εντοπίζουν το ολικό ακρότητο της θεωρούμενης συνάρτησης. Το κυριότερο μειονέκτημά τους από την άλλη πλευρά είναι το μεγάλο υπολογιστικό κόστος. Προς το παρόν η χρησιμοποίηση μιας τέτοιας μεθόδου βελτιστοποίησης στο τρισδιάστατο αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης μοιάζει ανέφικτη. Ακόμα και σε προβλήματα μικρότερης διάστασης η χρήση μιας μεθόδου ολικής (global) βελτιστοποίησης με χρήση γενετικών αλγορίθμων είναι απαγορευτικά χρονοβόρα εκτός αν συνδυαστεί με εστιασμένο προσπίπτον πεδίο για τη μείωση της ανακατασκευαζόμενης επιφάνειας [Cao00].
Στην κατηγορία των μεθόδων βελτιστοποίησης κλίσης, η βελτιστοποίηση των άγνωστων συναρτήσεων γίνεται χρησιμοποιώντας τοπική πληροφορία του συναρτησιακού που σχετίζεται με την κλίση του (gradient) ως προς τη διαταραχή των αγνώστων. Μια βασική διαφοροποίηση στο σχεδιασμό τέτοιων αλγορίθμων βελτιστοποίησης είναι ο τρόπος που γίνεται ο υπολογισμός της κλίσης του συναρτησιακού ως προς τη συνάρτηση αντικειμένου και το εσωτερικό πεδίο. Σε κάποιες περιπτώσεις ο υπολογισμός αυτός μπορεί να γίνει αναλυτικά ενώ σε άλλες προϋποθέτει την επίλυση δυο ευθέων προβλημάτων. 
Μια οικογένεια αλγορίθμων επίλυσης βασίζεται στην χρησιμοποίηση της  μεθόδου βελτιστοποίησης Newton-Kantorovich. Οι Joachimowicz et al. [Joa91] διατύπωσαν μια μέθοδο που συνδυάζει τη μέθοδο των ροπών για τη μετατροπή της ολοκληρωτικής εξίσωσης σε αλγεβρική μορφή και της μεθόδου Newton-Kantorovich για τη διαδικασία βελτιστοποίησης. Θεωρώντας παλμικές συναρτήσεις βάσης και point-matching, η περιοχή ενδιαφέροντος διακριτοποιείται σε Ν κυψέλες στην περιοχή των οποίων, το πεδίο και η συνάρτηση αντικειμένου έχουν σταθερές τιμές. Αντικαθιστώντας το ανάπτυγμα του εσωτερικού πεδίου και της συνάρτησης αντικειμένου, στην εξίσωση δεδομένων και στην εξίσωση αντικειμένου προκύπτει ένα 2x2 σύστημα πινάκων ως προς τους συντελεστές των δύο αναπτυγμάτων. Ο αλγόριθμος επίλυσης αποτελείται από τα εξής διαδοχικά βήματα: 1) Υπολογισμός του εσωτερικού πεδίου (για δεδομένη συνάρτηση αντικειμένου) αντιστρέφοντας την αλγεβρική μορφή της εξίσωσης αντικειμένου 2) Ενημέρωση της συνάρτησης αντικειμένου λαμβάνοντας υπόψιν το σφάλμα στις τιμές του σκεδαζόμενου πεδίου που υπολογίζουμε από την συνάρτηση αντικειμένου του προηγούμενου βήματος σε σύγκριση με τις τιμές των δεδομένων.  
Το κυριότερο πρόβλημα των αλγορίθμων επίλυσης που βασίζονται στη μέθοδο Newton-Kantorovich είναι πως απαιτούν την αντιστροφή μεγάλων πινάκων. Αυτό το χαρακτηριστικό θέτει περιορισμούς ως προς τη δυνατότητα χρησιμοποίησής τους για την επίλυση τρισδιάστατων προβλημάτων.

Στον [Har95] το συναρτησιακό περιλαμβάνει την ασυμφωνία του μετρούμενου και του υπολογιζόμενου πλάτους σκέδασης ενώ οι συναρτήσεις αντικειμένου και η κλίση του συναρτησιακού αναπτύσσονται σε συναρτήσεις βάσης. Στην μέθοδο Τροποποιημένων Κλίσεων (Modified Gradient) το οριζόμενο συναρτησιακό περιλαμβάνει το σφάλμα ανάμεσα στις μετρήσεις του σκεδαζόμενου πεδίου και του σκεδαζόμενου πεδίου που δίνει η ολοκληρωτική εξίσωση με μια δεδομένη συνάρτηση αντικειμένου (εξίσωση δεδομένων) καθώς και το σφάλμα στην ικανοποίηση της ολοκληρωτικής εξίσωσης που ισχύει μέσα στο αντικείμενο (εξίσωση αντικειμένου). Οι άγνωστες συναρτήσεις προς τις οποίες γίνεται η βελτιστοποίηση είναι το εσωτερικό πεδίο και η συνάρτηση αντικειμένου. Ο αλγόριθμος βελτιστοποίησης ενημερώνει ταυτόχρονα σε κάθε βήμα τις δύο αυτές συναρτήσεις [Kle93], [Kle95]. 
Η μέθοδος CSI (Contrast Source Inversion) αποτελεί την εξέλιξή της μεθόδου των τροποποιημένων κλίσεων. Η διαφορά τους έγκειται στον ορισμό των μεταβλητών προς τις οποίες πραγματοποιείται η βελτιστοποίηση. Ενώ η συνάρτηση αντικειμένου αποτελεί και στις δυο περιπτώσεις το ζητούμενο, στην CSI η δεύτερη βελτιστοποιούμενη συνάρτηση δεν είναι το εσωτερικό πεδίο αλλά το γινόμενο του εσωτερικού πεδίου με τη συνάρτηση αντικειμένου που ονομάζεται πηγή αντίθεσης (Contrast Source). Η ενημέρωσή τους γίνεται εναλλασσόμενα σε κάθε βήμα [Kle97], [Kle99], [Bloe01]. Οι Lie et al. [Liu02] χρησιμοποιήσαν την μέθοδο CSI βελτιώνοντας την αρχική προσέγγιση. Ένα σημαντικό θέμα για την υλοποίηση αυτών των αλγορίθμων είναι ο τρόπος ορισμού του όρου ομαλοποίησης. Ανάλογα με τον ορισμό του μπορεί να ευννοηθούν πιο απότομες η πιο ομαλές μεταβολές της συνάρτησης αντικειμένου ενώ όταν όπως γίνεται συνήθως ο όρος αυτός προστίθεται στο συναρτησιακό εμφανίζεται η ανάγκη προσδιορισμού μιας αυθαίρετης παραμέτρου στάθμισης που θα καθορίσει τη βαρύτητα που θα δίνεται στην ελαχιστοποίηση του όρου ομαλοποίησης. Έχει προταθεί [Abu02] μια βελτιωμένη εκδοχή της CSI μεθόδου, η οποία χαρακτηρίζεται από την ενσωμάτωση του ομαλοποιητικού όρου στο αρχικό συναρτησιακό σαν πολλαπλασιαστικό όρο. Ο ομαλοποιητικός όρος ορίζεται έτσι ώστε να αποτελεί μέτρο της χωρικής διακύμανσης της συνάρτησης αντικειμένου. Λόγω της μορφής του τελικού συναρτησιακού που περιλαμβάνει τον ομαλοποιητικό όρο σαν γινόμενο, αποφεύγεται η ανάγκη πειραματικού προσδιορισμού της κατάλληλης τιμής της παραμέτρου στάθμισης καθώς η σχετική βαρύτητα που θα δοθεί στην ελαχιστοποίηση των δυο όρων ρυθμίζεται αυτόματα από την επαναληπτική διαδικασία βελτιστοποίησης. 
Μετασχηματίζοντας την ολοκληρωτική εξίσωση Lippmann-Schwinger, ο Isernia et al. διατύπωσαν μια μέθοδο αντιστροφής η οποία χρησιμοποιεί τον ορισμό των μεταβλητών, ως προς τις οποίες πραγματοποιείται η βελτιστοποίηση, όπως και η μέθοδος CSI αλλά χαρακτηρίζεται από μικρότερο “βαθμό μη-γραμμικότητας” [Ise04], [Cat05].
Οι μέθοδοι τροποποιημένων κλίσεων και CSI μπορούν να χρησιμοποιήσουν δεδομένα που έχουν ληφθεί σε διάφορες διακριτές συχνότητες.  Το κάτω όριο για την ευκρίνεια της απεικόνισης με αυτή τη μέθοδο είναι μισό μήκος κύματος (κριτήριο Rayleigh).

Επίσης οι Bloemenkamp και van den Berg επεξέτειναν την εφαρμογή της μεθόδου ισοδύναμης πηγής αντίθεσης στο πεδίο του χρόνου [Bloe00] ενώ η ίδια ερευνητική ομάδα διατύπωσε και εφάρμοσε τη μέθοδο σε προβλήματα ελαστοδυναμικής [Pel03].

Οι Gustafsson και He παρουσίασαν έναν επαναληπτικό αλγόριθμο για επίλυση στο πεδίο του χρόνου ο οποίος βασίζεται στην ιδέα του διαχωρισμού του κύματος, στην επιφάνεια που περικλείει το χώρο ανακατασκευής, σε δύο συνιστώσεις με τη μία εισερχόμενη στο χώρο και την άλλη εξερχόμενη [Gust99], [Gust00]. Αρχικά ορίζεται ένα συναρτησιακό σφάλματος που περιλαμβάνει έναν όρο ομαλοποίησης Tikhonov. Mε βάση το διαχωρισμό του κύματος διατυπώνονται δυο δυαδικά ευθεία προβλήματα που η επίλυσή τους γίνεται με FDTD ως προς τα διανυσματικά πεδία που εμφανίζονται στην αναλυτικά υπολογισμένη έκφραση της κλίσης του συναρτησιακού. Στη συνέχεια ελαχιστοποιείται η τιμή του συναρτησιακού προς την κατεύθυνση της συζυγούς κλίσης και η διαδικασία αυτή εφαρμόζεται επαναληπτικά. Σε δισδιάστατη εφαρμογή του αλγορίθμου η ανακατασκευή ήταν δυνατή φωτίζοντας το αντικείμενο από μία μόνο κατεύθυνση και μετρώντας το σκεδαζόμενο πεδίο στις τέσσερεις πλευρές της τετράγωνης περιοχής επιβεβαιώνοντας το πλεονέκτημα αυτό της επίλυσης στο πεδίο του χρόνου. Ο αλγόριθμος εφαρμόστηκε στο ακουστικό και το ηλεκτρομαγνητικό πρόβλημα δύο διαστάσεων δύσκολα όμως θα μπορούσε να επεκταθεί στον τρισδιάστατο χώρο καθώς η ανάγκη επίλυσης δύο ευθέων προβλημάτων με FDTD σε ένα τρισδιάστατο πλέγμα αυξάνει σημαντικά το υπολογιστικό κόστος. 

Ανάγκη επίλυσης δύο ευθέων προβλημάτων σε κάθε βήμα παρουσιάζει και η επαναληπτική μέθοδος των Takenaka et al. [Tak00], [Tak03]. Στον αλγόριθμο αυτό ορίζεται ένα συναρτησιακό που περιλαμβάνει έναν όρο σφάλματος για το μετρούμενο πεδίο πολλαπλασιασμένον με μια συνάρτηση βαρύτητας η οποία είναι συνάρτηση του χρόνου. Η έκφραση των κλίσεων του συναρτησιακού ως προς τη μεταβολή των κυματικών παραμέτρων γίνεται ως προς το πεδίο που υπολογίζεται με βάση τη συνάρτηση αντικειμένου στην οποία έχει οδηγήσει η επαναληπτική διαδικασία και το συζυγούς πεδίου το οποίο υπολογίζεται λύνοντας ένα πρόβλημα αντίστροφα στο χρόνο ως προς τον συζυγή τελεστή του προβλήματος. Ετσι ο υπολογισμός των κλίσεων σε κάθε επανάληψη προϋποθέτει την επίλυση δύο ευθέων προβλημάτων τα οποία επιλύονται με FDTD. Ο αλγόριθμος έχει ανακατασκευάσει με ικανοποιητική ακρίβεια σκεδαστές με δείκτη διάθλασης 2.4 και διάμετρο ίση με ένα κλάσμα του μέγιστου μήκους κύματος που περιέχεται στον προσπίπτων παλμό. Παρόλα αυτά υπάρχουν περιορισμοί παρόμοιοι με αυτούς του αλγορίθμου των Gustafsson και He καθώς υπάρχει η ανάγκη οριοθέτησης της περιοχής που περικλείει το σκεδαστή με αρκετή ακρίβεια αλλιώς η εφαρμογή του αλγόριθμου FDTD θα πρέπει να γίνει σε ένα μεγάλο τρισδιάστατο πλέγμα καθιστώντας τη μέθοδο μη πρακτική. Στο [Tak03] ο σκεδαστής διαμέτρου 0.63λ περιβλήθηκε από ένα τετραγωνικό πλέγμα 0.89λ και ο αλγόριθμος χρειάστηκε 44 ώρες σε Pentium IV 2.0-GHz για την ανακατασκευή. Σε μια πρόσφατη εκδοχή του αλγορίθμου [Qiu06] η ίδια ερευνητική ομάδα εξέτασε την περίπτωση ταυτόχρονης διέγερσης πολλών πομπών εκπομπής προσπίπτοντος κύματος ώστε να επιταχυνθεί η διαδικασία ανακατασκευής. Με αυτόν τον τρόπο μειώνεται ο όγκος των δεδομένων καθώς το κάθε σύνολο μετρήσεων δεν περιέχει τις τιμές του πεδίου που προκύπτουν αν εκπέμψει μόνο ένας πομπός αλλά πολλοί ταυτόχρονα. Τα αποτελέσματα έδειξαν ότι η ποιότητα της ανακατασκευής δεν υποβαθμίζεται σημαντικά με ένα τέτοιο σύνολο δεδομένων ενώ υπάρχει αξιοσημείωτη επιτάχυνση στον χρόνο για την επίτευξη της λύσης. O Ernst et al. παρουσίασε έναν παρόμοιο αλγόριθμο στον οποίο όμως απαιτείται, για κάθε επανάληψη, η επίλυση ενός ευθέος προβλήματος με FDTD τρείς φορές [Ern07].
1.7 Σκοπός της εργασίας
Σκοπός αυτής της εργασίας είναι η μελέτη και η ανάπτυξη αλγορίθμων επίλυσης του τρισδιάστατου προβλήματος σκέδασης στο πεδίο της συχνότητας και στο πεδίο του χρόνου. Παρόλο που έχουν αναπτυχθεί μέθοδοι για την επίλυση του τρισδιάστατου προβλήματος δεν μπορεί να θεωρηθεί πως αυτός ο τομέας έρευνας βρίσκεται σε ώριμο στάδιο.
Στο δεύτερο κεφάλαιο η μελέτη του αντίστροφου προβλήματος γίνεται στο πεδίο της συχνότητας. Αφορμή στάθηκε η παρατήρηση πως οι πολύ γνωστοί αλγόριθμοι DFI και FBP που χρησιμοποιούν γραμμική προσέγγιση (Born ή Rytov) για το εσωτερικό πεδίο και αξιοποιούν τη σχέση ανάμεσα στις μετρήσεις του σκεδαζόμενου πεδίου και το μετασχηματισμό Fourier της συνάρτησης αντικειμένου, δεν έχουν διατυπωθεί για το τρισδιάστατο πρόβλημα. Η κυριότερη διαφοροποίηση των αλγορίθμων αυτών στις τρείς διαστάσεις εντοπίζεται στις περιπλοκές που δημιουργεί η τρίτη διάσταση όσον αφορά το σύνολο δεδομένων που απαιτείται για να επιτευχθεί ανακατασκευή της συνάρτησης αντικειμένου με ικανοποιητική ακρίβεια. Στο δισδιάστατο πρόβλημα, η ακτινοβόληση της περιοχής ενδιαφέροντος από διαδοχικές κατευθύνεις που διαγράφουν έναν ολόκληρο κύκλο, εξασφαλίζει την κάλυψη στο χώρο των συχνοτήτων ενός κύκλου γύρω από την αρχή των αξόνων με ομοιόμορφο τρόπο. Η πληροφορία αυτή μπορεί να αξιοποιηθεί για την ανακατασκευή του σκεδαστή. Αντίθετα, στο τριδιάστατο πρόβλημα η απευθείας γενίκευση του αλγορίθμου για την κάλυψη μιας σφαίρας με κέντρο στην αρχή των αξόνων δεν είναι δυνατή κι αυτό γιατί η ακτινοβόληση του αντικειμένου από κατευθύνσεις που διαγράφουν κύκλο σε ένα επίπεδο δεν αρκεί για την απόκτηση πληροφορίας σχετικά με τις τιμές της συνάρτησης αντικειμένου σε όλο τον όγκο της σφαίρας. Επιπλέον, η χρησιμοποίηση δεδομένων προερχόμενων από ακτινοβόληση του αντικειμένου από ένα δεύτερο επίπεδο εξασφαλίζει την κάλυψη όλου του όγκου της σφαίρας όμως με ανομοιόμορφο τρόπο καθώς κάποιες περιοχές καλύπτονται και από τα δύο σύνολα δεδομένων ενώ κάποιες άλλες μόνο από ένα. Η μελέτη που έγινε στο δεύτερο κεφάλαιο οδήγησε στη διατύπωση των αλγορίθμων DFI και FBP στο τρισδιάστατο πρόβλημα λαμβάνοντας υπόψιν την ιδιομορφία που εμφανίζεται σχετικά με το απαιτούμενο σύνολο δεδομένων ενώ κατέληξε σε συμπεράσματα σχετικά με τη συμβολή διαφορετικών συνόλων δεδομένων στην ακρίβεια της τελικής λύσης.
Στο τρίτο κεφάλαιο εξετάζεται το αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης στο πεδίο του χρόνου. Σε πρακτικές εφαρμογές η ακτινοβόληση του αντικειμένου με ένα σύνολο διαφορετικών παλμών διαδιδόμενων σε πολλές κατευθύνσεις και η συλλογή μετρήσεων του σκεδαζόμενου πεδίου σε σημεία τοποθετημένα σε όλη την περιφέρεια της περιοχής ενδιαφέροντος μπορεί να μην είναι εφικτή. Στο πεδίο του χρόνου, η μέτρηση του σκεδαζόμενου πεδίο σε ένα σημείο για κάποιο χρονικό διάστημα προσφέρει σημαντική πληροφορία για τη δομή του σκεδαστή και αναμένεται πως είναι δυνατή η επίλυση του αντίστροφου προβλήματος με τη χρησιμοποίηση λιγότερων προσπιπτόντων παλμών και σημείων μέτρησης. Ο αλγόριθμος που αναπτύχθηκε απαιτεί ένα ελάχιστο σύνολο δεδομένων, συγκεκριμένα την πρόσπτωση στο σκεδαστή ενός μόνο παλμού και τη μέτρηση του σκεδαζόμενου πεδίου σε ένα μόνο επίπεδο τοποθετημένο στην περιοχή οπισθοσκέδασης. Για την μείωση του υπολογιστικού φορτίου χρησιμοποιήθηκε μια ειδική μορφή της προσέγγισης Rytov στο πεδίο του χρόνου για το εσωτερικό πεδίο.

Τέλος στο τέταρτο κεφάλαιο ανακεφαλαιώνονται τα συμπεράσματα στα οποία κατέληξε αυτή η εργασία και διατυπώνονται προτάσεις για μελλοντική έρευνα.
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ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΡΙΣΔΙΑΣΤΑΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ ΣΚΕΔΑΣΗΣ ΣΤΟ ΠΕΔΙΟ ΤΗΣ ΣΥΧΝΟΤΗΤΑΣ

Σε αυτό το κεφάλαιο η μελέτη του αντίστροφου προβλήματος θα γίνει στο πεδίο της συχνότητας με τη χρησιμοποίηση των προσεγγίσεων Born και Rytov για την περιγραφή του εσωτερικού πεδίου. Το σημείο εκκίνησης των αλγορίθμων που θα διερευνηθούν είναι η ολοκληρωτική εξίσωση Lippmann-Schwinger για βαθμωτό πεδίο. Η εξίσωση Lippmann-Schwinger αντιστοιχεί στη διαφορική εξίσωση Helmholtz η οποία περιγράφει τη διάδοση μονοχρωματικού παλμού και είναι κατάλληλη για την περιγραφή  της σκέδασης ακουστικών ή και ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων όταν ισχύουν οι προϋποθέσεις της προσέγγισης βαθμωτού πεδίου [Som06].

Η ολοκληρωτική εξίσωση Lippmann-Schwinger συσχετίζει τα δεδομένα των μετρήσεων του σκεδαζόμενου πεδίου με την επιζητούμενη συνάρτηση αντικειμένου με μη-γραμμικό τρόπο ενώ μαθηματικά το πρόβλημα της αντιστροφής του ολοκληρωτικού τελεστή είναι κακώς τοποθετημένο [Gho02]. Δεδομένης της μη-γραμμικής διατύπωσης του προβλήματος, έχει αναπτυχθεί μια αρκετά πλούσια ποικιλία μεθόδων επίλυσης που αναφέρθηκαν στο προηγούμενο κεφάλαιο. Καθώς η μη-γραμμικότητα στην εξίσωση του αντίστροφου προβλήματος συνδέεται με την μαθηματικώς κακή τοποθέτησή του, οι πρώτες μεθοδολογίες επίλυσης βασίστηκαν στην εξεύρεση προσεγγίσεων όπως η προσέγγιση Born και η Rytov που είχαν σαν αποτέλεσμα τη γραμμικοποίησή του. Το ζήτημα του εύρους των εφαρμογών όπου αυτές οι προσεγγίσεις μπορούν να εφαρμοστούν έχει αναλυθεί επισταμένως από τότε, αν και συνεχώς παρουσιάζονται νέα αποτελέσματα σε εξειδικευμένες περιπτώσεις [Nat04]. 
Θεωρώντας ότι η χρήση μιας προσέγγισης γραμμικοποίησης περιγράφει με ικανοποιητική ακρίβεια τη σκέδαση του προσπίπτοντος πεδίου, τα χαρακτηριστικά του αντίστροφου προβλήματος μεταβάλλονται σημαντικά. Η κακή τοποθέτηση εξαφανίζεται και καθώς οι γραμμικές αυτές προσεγγίσεις προβλέπουν μια συγκεκριμένη μορφή για το πεδίο στο εσωτερικό του σκεδαστή δεν υπάρχει η ανάγκη εξεύρεσης της συνάρτησης του εσωτερικού πεδίου. Το μαθηματικό πρόβλημα που εμφανίζεται μπορεί πια να αντιμετωπιστεί με αναλυτικό τρόπο. Οι κυριότερες πηγές σφάλματος προέρχονται πια όχι από φαινόμενα αστάθειας λόγω κακής τοποθέτησης αλλά κυρίως λόγω της ανεπαρκούς ακρίβειας των προσεγγίσεων και της διαδικασία της διακριτοποίησης της εξίσωσης του προβλήματος.
Στην πράξη η αξιοπιστία της γραμμικής προσέγγισης είναι γνωστή, για μια συγκεκριμένη εφαρμογή, σε μεγάλο βαθμό οπότε η διαφοροποίηση των αλγορίθμων αυτής της κατηγορίας εντοπίζεται στη διαδικασία διακριτοποίησης η οποία θα ελαχιστοποιεί την εμφάνιση ατελειών (artifacts) στην τελική ανακατασκευή. Οπως θα αναλυθεί στη συνέχεια, οι δυο κυριότεροι αλγόριθμοι επίλυσης του αντιστρόφου προβλήματος στην περιοχή αυτή συγκεκριμένα ο αλγόριθμος DFI (Direct Fourier Interpolation) και ο αλγόριθμος FBP (Filtered Backpropagation), παρόλο που εκκινούν αρχικά την ίδια μαθηματική διατύπωση και χρησιμοποιούν ισοδύναμες μαθηματικές σχέσεις επηρεάζονται σε διαφορετικό βαθμό από τη διαδικασία διακριτοποίησης. 

Οι αλγόριθμοι αυτοί διατυπώθηκαν τη δεκαετία του 1980 και πολλά επιμέρους ζητήματα που αφορούν την πρακτική εφαρμογή τους έχουν εξεταστεί στα ενδιάμεσα χρόνια. Λόγω όμως των περιορισμών σε υπολογιστικές δυνατότητες η διατύπωση και η εφαρμογή τους περιορίστηκε στην περίπτωση δισδιάστατων αντικειμένων – δηλαδή θεωρήθηκε ότι η ζητούμενη συνάρτηση αντικειμένου παραμένει αμετάβλητη κατά τη τρίτη διάσταση. Συγκριτικές μελέτες έχουν αποδείξει πως για ένα μεγάλο σύνολο αντικειμένων που συναντώνται σε πρακτικές εφαρμογές, η θεώρησή αυτή περιορίζει σημαντικά την ακρίβεια της ανακατασκευής της συνάρτησης αντικειμένου [Sem00]. Στο κεφάλαιο αυτό διατυπώνονται οι προαναφερθέντες αλγόριθμοι στη γενική περίπτωση του τρισδιάστατου προβλήματος και εφαρμόζονται σε ένα αντιπροσωπευτικό σύνολο αντικειμένων χρησιμοποιώντας συνθετικά δεδομένα. 

Το ζήτημα του περιορισμένου συνόλου δεδομένων έχει μεγάλη πρακτική σημασία και θα αποτελέσει ένα από τα κύρια θέματα που θα διερευνηθούν εδώ. Ειδικότερα κατά την επέκταση των μεθόδων DFI και FBP στην τρισδιάστατη περίπτωση εντείνεται ακόμα περισσότερα τη σημασία του συνόλου των δεδομένων καθώς στην πράξη για διάφορους λόγους είναι ανέφικτη η ακτινοβόληση του αντικειμένου από όλες τις δυνατές γωνίες. Η πιο συνηθισμένη περίπτωση είναι να έχουμε γωνίες πρόσπτωσης που θα περιορίζονται σε κάποιο επίπεδο. Εδώ εξετάζεται η επιρροή που έχει αυτός ο περιορισμός στην ποιότητα της ανακατασκευής, που προφανώς εξαρτάται κυρίως από τη μορφή της ζητούμενης συνάρτησης αντικειμένου, στους δυο προαναφερθέντες αλγόριθμους.
Στην επόμενη ενότητα  αυτού του κεφαλαίου θα γίνει η μαθηματική διατύπωση του προβλήματος στην περίπτωση των τριών διαστάσεων με αφετηρία την ολοκληρωτική εξίσωση Lippmann-Schwinger και θα αποδειχθεί η σχέση που συνδέει τον μετασχηματισμό Fourier των μετρήσεων του σκεδαζόμενου πεδίου με τον μετασχηματισμό Fourier της συνάρτησης αντικειμένου. Επιπλέον θα διατυπωθούν οι αλγόριθμοι DFI και FBP στις τρείς διαστάσεις και θα γίνει μια συγκριτική μελέτη των αποτελεσμάτων τους για διάφορους σκεδαστές. Στην επόμενη ενότητα παρουσιάζεται μια τροποποιημένη εκδοχή του αλγόριθμου FBP που έχει τη δυνατότητα να χρησιμοποίησει δεδομένα σκέδασης από πολλαπλά επίπεδα πρόσπτωσης. Το κεφάλαιο κλείνει με  την παρουσίαση των συμπερασμάτων σχετικά με την συγκριτική απόδοση των αλγορίθμων και του ζητήματος αξιοποίησης των δεδομένων σκέδασης.
2.1 Μαθηματική διατύπωση

Η ολοκληρωτική εξίσωση Lippmann-Schwinger περιγράφει την επίδραση ενός προσπίπτοντος πεδίου 
[image: image128.wmf](
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 σε μια περιοχή V όπου οι κυματικές ιδιότητες του χώρου μεταβάλλονται σε σύγκριση με το περιβάλλον μέσο :
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(2-1)

Στην εξίσωση (2-1), 
[image: image130.wmf](
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 είναι η συνάρτηση Green του προβλήματος, 
[image: image131.wmf](
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 είναι το συνολικό πεδίο σε ένα οποιοδήποτε σημείο του χώρου και 
[image: image132.wmf](
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 η συνάρτηση αντικειμένου η οποία ορίζεται από τη σχέση 
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όπου 
[image: image134.wmf](
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 είναι ο μιγαδικός δείκτης διάθλασης και 
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[image: image136.wmf]l

 είναι το μήκος κύματος στο περιβάλλον υλικό του σκεδαστή). Σε τρεις διαστάσεις η συνάρτηση Green έχει τη μορφή 
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όπου 
[image: image138.wmf]'

r

r

R

r

r

-

=

 είναι η απόσταση ανάμεσα στο σημείο ολοκλήρωσης και στο σημείο παρατήρησης.

Η προσέγγιση Born πρώτης τάξης συνίσταται  στην αντικατάσταση του συνολικού πεδίου μέσα στο ολοκλήρωμα της εξίσωσης (2-1) με το προσπίπτον πεδίο. Είναι φανερό ότι η προσέγγιση Born μπορεί να περιγράψει ικανοποιητικά το φαινόμενο της σκέδασης μόνο στην περίπτωση που το σκεδαζόμενο πεδίο στο εσωτερικό του αντικειμένου είναι πολύ μικρότερο από το προσπίπτον πεδίο. 

Για την απλοποίηση της μαθηματικής απόδειξης θεωρείται καταρχήν ότι το προσπίπτον επίπεδο κύμα διαδίδεται κατά την y-κατεύθυνση δηλαδή έχει τη μορφή 
[image: image139.wmf](
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. Η εξίσωση (2-1) μπορεί να γραφτεί, αν θεωρήσουμε ότι ισχύει η προσέγγιση Born πρώτης τάξης, ως
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(2-4)

όπου το σκεδαζόμενο πεδίο 
[image: image141.wmf](

)

sc

r

y

r

 είναι η διαφορά του συνολικού από το προσπίπτον πεδίο 
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και 
[image: image143.wmf](

)

B

sc

r

y

r

 είναι η προσέγγιση Born του σκεδαζόμενου πεδίου. 

Για τη συνάρτηση Green ισχύει το επόμενο ανάπτυγμα όπου εκφράζεται σαν ένα άπειρο άθροισμο επίπεδων κυμάτων με διαφορετικές κατευθύνσεις διάδοσης [Wol69]
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όπου 
[image: image145.wmf]2
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. Αν οι μετρήσεις του σκεδαζόμενου πεδίου γίνουν στην περιοχή του μακρινού πεδίου μπορούμε να αγνοήσουμε τα εκθετικώς αποσβενόμενα κύματα [Kak88] οπότε τίθεται ο περιορισμός 
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Αντικαθιστώντας στην (2-4), την προηγούμενη έκφραση της συνάρτησης Green έχουμε την παρακάτω έκφραση για το σκεδαζόμενο πεδίο μετρούμενο στο επίπεδο 
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(2-7)

όπου έχει ληφθεί υπόψιν ο επόμενος ορισμός του μετασχηματισμού Fourier της συνάρτησης αντικειμένου
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Ο μετασχηματισμός Fourier του σκεδαζόμενου πεδίου 
[image: image150.wmf]0
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 ορίζεται από την επόμενη σχέση
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όπου 
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. Αντικαθιστώντας την εξίσωση (2-6) στην (2-8) και χρησιμοποιώντας την ταυτότητα του μετασχηματισμού Fourier
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προκύπτει η επόμενη βασική εξίσωση
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η οποία μπορεί να γραφτεί ισοδύναμα με την ακόλουθη μορφή
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Η σημασία αυτής της εξίσωσης συνίσταται στη γραμμική σχέση που περιγράφει ανάμεσα στον μετασχηματισμό Fourier της συνάρτησης αντικειμένου και στον μετασχηματισμό Fourier της μέτρησης του σκεδαζόμενου πεδίου σε ένα επίπεδο κάθετο στην κατεύθυνση διάδοσης του προσπίπτοντος επιπέδου κύματος. Τα σημεία του χώρου των συχνοτήτων που καλύπτονται είναι η επιφάνεια της αποκαλούμενης σφαίρας Ewald που έχει κέντρο στο σημείο 
[image: image156.wmf]0
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Στην πιο γενική περίπτωση όπου η κατεύθυνση διάδοσης είναι περιορισμένη στο xy-επίπεδο, η σφαίρα Ewald πάνω στην οποία μπορεί να προσδιοριστεί ο μετασχηματισμός Fourier της συνάρτησης αντικειμένου, περιστρέφεται κατά την κατάλληλη γωνία 
[image: image158.wmf]f

 και το κέντρο της εντοπίζεται στο σημείο 
[image: image159.wmf](
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 (βλ. Σχήμα 2-1).
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Σχήμα 2-1: Το περιστρεφόμενο σύστημα συντεταγμένων (ωξ,ωη,ωz) περιστρέφεται ως προς το αρχικό (ωx,ωy,ωz) μαζί με την αλλαγή της κατεύθυνσης διάδοσης του προσπίπτοντος πεδίου.

Στην προσέγγιση Rytov το συνολικό πεδίο γράφεται αρχικά ως συνάρτηση της μιγαδικής φάσης 
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Στη συνέχεια υπολογίζεται η εξάρτηση της μιγαδικής φάσης του σκεδαζόμενου πεδίου από το σκεδαζόμενο και το προσπίπτον πεδίο 
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Σχήμα 2-2: Συσχέτιση των μετρήσεων του σκεδαζόμενου πεδίου με το μετασχηματισμό Fourier της συνάρτησης αντικειμένου για το δισδιάστατο πρόβλημα.

Με τη χρήση της προσέγγισης Rytov η ολοκληρωτική εξίσωση για τη μιγαδική φάση του σκεδαζόμενου πεδίου είναι 
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Ακολουθώντας μια αντίστοιχη διαδικασία όπως και για την προσέγγιση Born, προκύπτει μια έκφραση ανάλογη με την (2-11) 
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όπου 
[image: image169.wmf]P

είναι ο μετασχηματισμός Fourier της μιγαδικής φάσης.
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Σχήμα 2-3: To ημισφαίριο Ewald που καλύπτεται στο χώρο των συχνοτήτων όταν μετρηθεί το σκεδαζόμενο πεδίο που προκύπτει από προσπίπτον κύμα διαδιδόμενο κατά την κατεύθυνση 
[image: image171.wmf]ˆ

h

.
Στην περίπτωση του δισδιάστατου προβλήματος, η περιστροφή της κατεύθυνσης πρόσπτωσης από 0( μέχρι 360( έχει σαν αποτέλεσμα τον προσδιορισμό των χωρικών συχνοτήτων της συνάρτησης αντικειμένου σε έναν κύκλο ακτίνας 
[image: image172.wmf]0
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 (βλ. Σχήμα 2-2). Οταν η κατεύθυνση διάδοσης του προσπίπτοντος επίπεδου κύματος μεταβάλλεται χωρίς κανέναν περιορισμό, η σφαίρα Ewald που μπορεί να προσδιοριστεί από το χώρο των χωρικών συχνοτήτων, περιστρέφεται επίσης ελεύθερα στο χώρο (βλ. Σχήμα 2-3). Εδώ όπου το πρόβλημα εξετάζεται στη γενικότερη μορφή των τριών διαστάσεων θα ήταν επιθυμητός ο προσδιορισμός των χωρικών συχνοτήτων σε μια σφαίρα ακτίνας 
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. Γίνεται εύκολα κατανοητό πως αν η κατεύθυνση πρόσπτωσης  περιοριστεί  στο xy-επίπεδο,  ένα σύνολο  χωρικών  συχνοτήτων 
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Σχήμα 2-4: Απεικόνιση του συνόλου στο χώρο των χωρικών συχνοτήτων που καλύπτεται από τη χρησιμοποίηση δεδομένων που προέρχονται από κατευθύνσεις πρόσπτωσης περιορισμένες στο xy-επίπεδο. Φαίνεται πως ένα σύνολο συχνοτήτων κοντά στον z-άξονα παραμένει απροσδιόριστο.
 γύρω από τον 
[image: image175.wmf]z

w

-άξονα μένει απροσδιόριστο (βλ Σχήμα 2-4). Στη συνέχεια θα διερευνηθούν οι συνέπειες που αυτή η παράλειψη μπορεί να έχει για την ποιότητα της τελικής ανακατασκευής. 

Ύστερα από γεωμετρικούς υπολογισμούς προκύπτει ότι η απεικόνιση των Καρτεσιανών συντεταγμένων 
[image: image176.wmf],,
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 του χώρου των χωρικών συχνοτήτων στις μεταβλητές 
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,
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 γίνεται από τις παρακάτω σχέσεις 



[image: image179.wmf]0

2

2

0

4

2

2

0

2

4

4

k

k

R

R

k

z

w

w

x

-

-

±

=


(2-17)

όπου 
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Σχήμα 2-5:Τα διανύσματα s0,s1 του μετασχηματισμού που χρησιμοποιείται στον αλγόριθμο FBP.
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όπου 
[image: image183.wmf](
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Η εξίσωση (2-17) δείχνει πως ένα σύνολο χωρικών συχνοτήτων καλύπτεται διπλά και έτσι είτε πρέπει να επιλεχθεί κάποια από τις δύο τιμές είτε να ληφθούν υπόψιν και οι δυο με κατάλληλα βάρη. Ενα δεύτερο συμπέρασμα είναι πως σε ένα σύνολο των χωρικών συχνοτήτων κοντά στον 
[image: image184.wmf]z
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-άξονα που ορίζεται από τη σχέση 
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, δεν είναι δυνατός ο προσδιορισμός του μετασχηματισμού Fourier της συνάρτησης αντικειμένου. Στον αλγόριθμο ανακατασκευής κατασκευάζεται ένα κυβικό πλέγμα και γίνεται παρεμβολή από το σύστημα συντεταγμένων 
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 προς το κανονικό Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων 
[image: image187.wmf](
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 χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (2-17) και (2-18). 

Με την πραγματοποίηση κατάλληλου μετασχηματισμό του συστήματος των συντεταγμένων, η ίδια μαθηματική διατύπωση μπορεί να χρησιμοποιηθεί για κατευθύνσεις διάδοσης που περιορίζονται σε ένα τυχαίο επίπεδο. Η μέθοδος παρεμβολής στο χώρο Fourier παρά τους εγγενείς αριθμητικούς της περιορισμούς λόγω της παρεμβολής στο χώρο των χωρικών συχνοτήτων, παρουσιάζει το πλεονέκτημα της εύκολης ενσωμάτωσης συνόλων δεδομένων που προκύπτουν όταν η κατεύθυνση διάδοσης αφεθεί να περιστρέφεται ελεύθερα στο χώρο. Το μόνο ζήτημα που απομένει είναι ο τρόπος ορισμού της τιμής του μετασχηματισμού Fourier της συνάρτησης αντικειμένου σε σημεία που καλύπτονται περισσότερες από μία φορά. Στη γενικότερη περίπτωση μπορεί να χρησιμοποιηθεί κάποιο άθροισμα των διάφορων τιμών με μια κατάλληλη συνάρτηση βάρους. 
2.2 Αλγόριθμος φιλτραρισμένης οπισθοπροβολής σε τρεις διαστάσεις

Στον αλγόριθμο DFI της προηγούμενης παραγράφου, η παρεμβολή γίνεται στο πεδίο των χωρικών συχνοτήτων. Μια εναλλακτική ιδέα είναι η μέθοδος της φιλτραρισμένης οπισθοδιάδοσης κατά την οποία η τελική κατανομή της συνάρτησης αντικειμένου βρίσκεται διαδοχικά προσθέτοντας τη συνεισφορά των δεδομένων σκέδασης για κάθε διαφορετικό προσπτίπτον πεδίο. Η αποφυγή της παρεμβολής στο πεδίο των χωρικών συχνοτήτων είναι εφικτή με την εύρεση μιας κατάλληλης ολοκληρωτικής αναπαράστασης μιας βαθυπερατής εκδοχής της συνάρτησης αντικειμένου. Η ολοκληρωτική αναπαράσταση θα περιέχει σαν μεταβλητές ολοκλήρωσης τις μεταβλητές που περιγράφουν τις διαφορετικές γωνίες πρόσπτωσης. Η προαναφερθείσα βαθυπερατή εκδοχή της συνάρτησης αντικειμένου ορίζεται ως
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όπου 
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[image: image191.wmf](

)

(

)

k

O

k

O

LP

r

r

=

.

Μια αλλαγή του συστήματος συντεταγμένων είναι απαραίτητη ώστε το Καρτεσιανό πλέγμα να αντικατασταθεί με ημισφαιρικές επιφάνειες. Το διάνυσμα 
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όπου 
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είναι το διάνυσμα διάδοσης του προσπίπτοντος    επίπεδου   κύματος    και    
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 είναι το διάνυσμα που δείχνει στην επιφάνεια της σφαίρας Ewald με κέντρο το 
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 (βλ. Σχήμα 2-5).

Ύστερα από την εφαρμογή του μετασχηματισμού, η εξίσωση (2-19) μπορεί να γραφτεί 
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όπου η Ιακωβιανή του παραπάνω μετασχηματισμού έχει υπολογιστεί ότι είναι ίση με 
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. Το ολοκλήρωμα παραμένει αμετάβλητο αν η γωνία 
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 (Ο μηδενισμός των χωρικών συχνοτήτων της συνάρτησης αντικειμένου έξω από τη σφαίρα με ακτίνα 
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  και κέντρο στην αρχή των αξόνων ισχύει γιατί στους αλγορίθμους τομογραφίας που παρουσιάζονται εδώ λαμβάνονται υπόψιν δεδομένα σκέδασης στην περιοχή διάδοσης του προσπίπτοντος πεδίου και όχι οπισθοσκέδασης). Επίσης ο όρος 
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έχει προστεθεί καθώς ο μετασχηματισμός (2-19) καταλήγει σε διπλή κάλυψη του 
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χώρου.

Το ολοκλήρωμα της εξίσωσης (2-21) μπορεί να γραφτεί ως προς το σύστημα συντεταγμένων  
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(2-22)

Οι αλγεβρικές πράξεις που οδηγούν στην εξίσωση (2-22) περιγράφονται αναλυτικά στο παράρτημα 2-Α. 

Αυτή η ολοκληρωτική αναπαράσταση της σχέσης μεταξύ της συνάρτησης αντικειμένου με το μετασχηματισμό Fourier των δεδομένων σκέδασης είναι η βάση του αλγορίθμου φιλτραρισμένης οπισθοδιάδοσης και επιτρέπει να υπολογιστούν ανεξάρτητα οι συνεισφορές στην τελική εικόνα των μετρήσεων του σκεδαζόμενου πεδίου για τις διάφορες γωνίες πρόσπτωσης ενώ αποφεύγεται η παρεμβολή στο πεδίο των χωρικών συχνοτήτων. 

Πριν από την εφαρμογή του αλγορίθμου της φιλτραρισμένης οπισθοδιάδοσης σε δεδομένα Rytov, το σκεδαζόμενο πεδίο οπισθοδιαδίδεται σε επίπεδο που περνάει από την αρχή των αξόνων καθώς έχει αποδειχτεί ότι η προσέγγιση Rytov είναι πολύ πιο ακριβής στο κοντινό πεδίο του σκεδαστή [Spo91a]. Η οπισθοδιάδοση γίνεται εφαρμόζοντας τη σχέση [Kak88] 
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Αυτή η μαθηματική διατύπωση υποθέτει ότι η κατεύθυνση διάδοσης του προσπίπτοντος επίπεδου κύματος περιορίζεται στο xy-επίπεδο. Η ίδια ανάλυση ισχύει και για άλλα επίπεδα. Σε αυτή την εκδοχή του αλγορίθμου, όταν το σύνολο δεδομένων περιλαμβάνει μετρήσεις του σκεδαζόμενου πεδίου σε διαφορετικά επίπεδα, δεν είναι δυνατή η ενσωμάτωση αυτών των δεδομένων σε έναν αλγόριθμο φιλτραρισμένης οπισθοδιάδοσης. Αυτό οφείλεται στην αδυναμία εύρεσης μιας ολοκληρωτικής αναπαράστασης αντίστοιχης με την εξίσωση (2-21) που θα ισχύει για μια τυχαία κατανομή των γωνιών πρόσπτωσης. Ομοεπίπεδες γωνίες πρόσπτωσης προϋποθέτονται από άλλους αλγόριθμους [Ana00a] που δε χρησιμοποιούν παρεμβολή στο πεδίο των χωρικών συχνοτήτων για να αποφύγουν ατέλειες στην ανακατασκευή, αλλά βασίζονται σε ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις της βαθυπερατής εκδοχής της συνάρτησης αντικειμένου. 
2.3 Αριθμητική εφαρμογή στην επίλυση του αντιστρόφου προβλήματος

Σε αυτήν την ενότητα θα εφορμοστούν οι αλγόριθμοι DFI, FBP για το τρισδιάστατο πρόβλημα, όπως παρουσιάστηκαν στις προηγούμενες ενότητες, ώστε να διερευνηθούν οι δυνατότητες ακριβούς ανακατασκευής που έχουν όταν η κατεύθυνση διάδοσης περιορίζεται σε ένα επίπεδο. Επίσης θα εξεταστεί η βελτίωση που μπορεί να επιφέρει στην τελική ανακατασκευή η συμπερίληψη επιπλέον δεδομένων ώστε να καλυφθεί μια σφαίρα ακτίνας 
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 στον χώρο Fourier. Για το σκοπό αυτό έχει οριστεί μια σειρά χαρακτηριστικών σκεδαστών με διάφορες μορφές μεταβολής στο χώρο όσον αφορά το σχήμα τους και την κατανομή της συνάρτησης αντικειμένου. Για κάθε σκεδαστή λαμβάνονται δύο σύνολα δεδομένων: ένα με την κατεύθυνση διάδοσης περιορισμένη στο επίπεδο xy (xy δεδομένα) και ένα άλλο με την κατεύθυνση διάδοσης περιορισμένη στο επίπεδο xz (xz δεδομένα).

Ορίστηκαν τέσσερα διαφορετικά αντικείμενα που μεταβάλλονται με διάφορους τρόπους κατά μήκος του z-άξονα, κεντροθετημένα στην αρχή των αξόνων: α) ένας κύλινδρος κυκλικής διατομής με ύψος 
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 και σταθερή τιμή για το δείκτη διάθλασης 
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 (απλός κύλινδρος), β) ένας κύλινδρος κυκλικής διατομής με 
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, και με τον δείκτη διάθλασης με αυξάνεται γραμμικά από1.03 σε 1.07 κατά μήκος του άξονα z (βαθμωτός κύλινδρος), γ) ένας κώνος με 
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 και ακτίνα που μειώνεται γραμμικά από 
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 μέχρι 
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 (ομογενής κώνος), δ) μια σφαίρα με ακτίνα 
[image: image227.wmf]1.5

r

l

=

 και δείκτη διάθλασης με σταθερή τιμή 
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 στο κάτω ημισφαίριο (
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) και με σταθερή τιμή 
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στο άνω ημισφαίριο (
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) (διμερής σφαίρα) και ε) κύβος με πλευρά 4λ και δείκτη διάθλασης n=1.05. Ο άξονας συμμετρίας για τα αντικείμενα (α), (β) και (γ) συμπίπτει με τον z-άξονα.

Τα δεδομένα σκέδασης που χρησιμοποιήθηκαν ήταν συνθετικά και δημιουργήθηκαν με τη χρήση της μεθόδου FFT συζυγών κλίσεων (conjugate gradient FFT) [Bor84]. Τα δεδομένα συλλέχθηκαν από 24 διαφορετικές γωνίες πρόσπτωσης που διαφέρουν με βήμα Δφ=
[image: image232.wmf]15
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. Τα επίπεδα μέτρησης ορίστηκαν σε απόσταση 
[image: image233.wmf]25
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από την αρχή των αξόνων. Σε κάθε επίπεδο μέτρησης το σκεδαζόμενο πεδίο μετρήθηκε σε ένα ορθογώνιο πλέγμα 64x64 σημείων με 
[image: image234.wmf]0.5
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 απόσταση.  Χρησιμοποιήθηκε η προσέγγιση Rytov και το πεδίο οπισθοδιαδόθηκε σε επίπεδο που διέρχεται από την αρχή των αξόνων πριν την εφαρμογή του αλγορίθμου ανακατασκευής. Σημαντική βελτίωση των αποτελεσμάτων ανακατασκευής παρατηρήθηκε όταν εφαρμόστηκε ένας αλγόριθμος αναδίπλωσης φάσης στη δισδιάσταση συνάρτηση φάσης 
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Στην περίπτωση εφαρμογής του αλγόριθμου παρεμβολής στο χώρο Fourier, χρησιμοποιήθηκαν διγραμμικά και πολυωνυμικά σχήματα παρεμβολής.

Α. Απλός κύλινδρος

Στα σχήματα 2-6 έως 2-9 απεικονίζονται τα αποτελέσματα της ανακατασκευής για τον απλό κύλινδρο. Στα σχήματα 2-6 και 2-7 εμφανίζεται η ανακατασκευή του επιπέδου z=0 για τους αλγορίθμους DFI και FBP με τη χρήση των xy και xz δεδομένων. Μπορεί να επισημανθεί ότι η χρησιμοποίηση των xz δεδομένων οδηγεί πάντα σε καλύτερα αποτελέσματα σε σύγκριση με την περίπτωση της χρησιμοποίησης των xy δεδομένων. Η ίδια παρατήρηση ισχύει και για τα σχήματα 2-8 και 2-9 όπου φαίνεται η ανακατασκευή του επιπέδου y=0. Στο σχήμα 2-10 όπου απεικονίζεται η συγκριτική ανακατασκευή στην ευθεία x=y=0 είναι πιο εμφανής η διαφοροποίηση ανάμεσα στα δύο σύνολα δεδομένων. 

Οταν η κατεύθυνση διάδοσης παραμένει στο xz επίπεδο το φασματικό περιεχόμενο της συνάρτησης αντικειμένου για ένα σύνολο συχνοτήτων κοντά στον 
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) δε λαμβάνεται καθόλου υπόψιν, ενώ στην περίπτωση που η κατεύθυνση διάδοσης παραμένει στο xy επίπεδο η παράλειψη του φασματικού περιεχομένου αφορά ένα παρόμοιο σύνολο συχνοτήτων κοντά στον 
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). Ομως αποδεικνύεται πως το δεύτερο από αυτά τα σύνολα είναι περισσότερο κρίσιμο για την ακριβή ανακατασκεύη του αντικειμένου καθώς χρειάζεται για να περιγράψει τη μεταβολή στον z-άξονα. 

Στα σχήματα 2-11 έως 2-13 το σχετικό σφάλμα ανακατασκευής υπολογισμένο σε επίπεδα κατά μήκος των τριών αξόνων επιβεβαιώνει την αυξημένη σημασία που έχουν τα δεδομένα που λαμβάνονται με την κατεύθυνση διάδοσης του προσπίπτοντος κύματος περιορισμένη στο επίπεδο xz, συγκρινόμενα με τα δεδομένα που λαμβάνονται όταν η κατεύθυνση διάδοσης περιορίζεται στο xy επίπεδο. Τέλος στον πίνακα 2-1 μπορεί να γίνει άμεση σύγκριση των ολικών σχετικών σφαλμάτων ανακατασκευής για κάθε πιθανό ζεύγος Μεθόδου/Συνόλου δεδομένων. Παρατηρείται η υπεροχή του αλγορίθμου FBP συγκρινόμενου με τον αλγόριθμο DFI όταν χρησιμοποιείται το ίδιο σύνολο δεδομένων, ανεξάρτητα με τη μέθοδο παρεμβολής (διγραμμική ή πολυωνυμική) στο χώρο των συχνοτήτων που εφαρμόζεται στον αλγόριθμο DFI. Οσον αφορά τη διαφορά αποτελεσμάτων που προκύπτουν από τις δυο διαφορετικές μεθόδους παρεμβολής για τον αλγόριθμο  DFI  δεν  μπορεί  να  διατυπωθεί κάποια ξεκάθαρη προτίμηση για 
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Σχήμα 2-6: Απλός κύλινδρος. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους στο επίπεδο z=0 με χρήση FBP. (α) πραγματικό αντικειμένο, (β) ανακατασκευή με xy δεδομένα και (γ) ανακατασκευή με xz δεδομένα. 
κάποια από τις δυο μεθόδους καθώς η διγραμμική παρεμβολή δίνει μικρότερο σφάλμα στην περίπτωση του xy συνόλου δεδομένων ενώ η πολυωνυμική παρεμβολή υπερέχει ως προς το σφάλμα ανακατασκευής όταν χρησιμοποιείται το xz σύνολο δεδομένων. 

Αξιοσημείωτο επίσης είναι το γεγονός πως ο συνδυασμός των xy και xz δεδομένων δεν καταλήγει σε ιδιαίτερη βελτίωση αν συγκριθεί με την περίπτωση που λαμβάνονται υπόψιν μόνο τα xz δεδομένα.  Αντίθετα η διαφορά ανάμεσα στον ίδιο αλγόριθμο όταν χρησιμοποιεί μόνο τα xy δεδομένα και όταν χρησιμοποιεί μόνο τα xz δεδομένα είναι πολύ σημαντική. 
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Σχήμα 2-7: Απλός κύλινδρος. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους στο επίπεδο z=0 με τον αλγόριθμο DFI. Στα σχήματα (α),(γ),(ε) έχει χρησιμοποιηθεί διγραμμική παρεμβολή ενώ στα υπόλοιπα πολυωνυμική. Στα (α),(β) έχει ληφθεί υπόψιν το xy σύνολο δεδομένων ενώ στα (γ),(δ) το xz σύνολο δεδομένων και στα (ε)(στ) έχουν χρησιμοποιηθεί και τα δύο σύνολα δεδομένων. 
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Σχήμα 2-8: Απλός κύλινδρος. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους στο επίπεδο y=0 με χρήση αλγορίθμου FBP. (α) πραγματικό αντικειμένο, (β) ανακατασκευή με xy δεδομένα (γ) ανακατασκευή με xz δεδομένα.
Η παρατήρηση αυτή ισχύει και για τις δυο εκδοχές του αλγορίθμου DFI (υπενθυμίζεται πως για τον αλγόριθμο FBP έχει αναφερθεί πως δεν είναι δυνατή η αξιοποίηση δύο συνόλων δεδομένων που λήφθηκαν με την κατεύθυνση διάδοσης περιορισμένη σε διαφορετικά επίπεδα πρόσπτωσης) .
Αυτό το αποτέλεσμα μπορεί να αποδοθεί στη μειωμένη συνεισφορά του συνόλου των συχνοτήτων που παραλείπονται όταν η κατεύθυνση διάδοσης του προσπίπτοντος κύματος παραμένει στο xz επίπεδο για την ακριβή τελική ανακατασκευή του συγκεκριμένου αντικειμένου. Βέβαια σε μια πρακτική εφαρμογή είναι προτιμότερη η αξιοποίηση και των δύο συνόλων δεδομένων καθώς  δε μπορεί  εκ των προτέρων  να είναι  γνωστά  τα χαρακτηριστικά του 
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Σχήμα 2-9: Απλός κύλινδρος. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους στο επίπεδο y=0 με τον αλγόριθμο DFI. Στα σχήματα (α),(γ),(ε) έχει χρησιμοποιηθεί διγραμμική παρεμβολή ενώ στα υπόλοιπα πολυωνυμική. Στα (α),(β) έχει ληφθεί υπόψιν το xy σύνολο δεδομένων ενώ στα (γ),(δ) το xz σύνολο δεδομένων και στα (ε)(στ) έχουν χρησιμοποιηθεί και τα δύο σύνολα δεδομένων. 
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Σχήμα 2-10: Προφίλ ανακατασκευής του απλού κυλίνδρου στην ευθεία γραμμή x=y=0.
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Σχήμα 2-11: Σχετικό σφάλμα σε επίπεδα κατά μήκος του x-άξονα για την ανακατασκευή του απλού κυλίνδρου.
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Σχήμα 2-12: Σχετικό σφάλμα σε επίπεδα κατά μήκος του y-άξονα για την ανακατασκευή του απλού κυλίνδρου.
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Σχήμα 2-13: Σχετικό σφάλμα σε επίπεδα κατά μήκος του z-άξονα για την ανακατασκευή του απλού κυλίνδρου.
Πίνακας 2-1: Ολικό σχετικό σφάλμα ανακατασκευής των διαφόρων αλγoρίθμων για τον απλό κύλινδρο.
	        Μέθοδος

Σύνολο δεδομένων
	DFI 

(διγραμμική παρεμβολή)
	DFI 

(πολυωνυμική παρεμβολή)
	FBP

	xy επίπεδο
	0.0139
	0.0149
	0.0136

	xz επίπεδο 
	0.0128
	0.0126
	0.0120

	xy και xz επίπεδο
	0.0125
	0.0123
	


αντικειμένου και συνακολούθως η κατανομή του φασματικού περιεχομένου της συνάρτησης αντικειμένου.
Β. Βαθμωτός κύλινδρος

Σε παρόμοια συμπεράσματα οδηγεί και η εξέταση των αποτελεσμάτων ανακατασκευής του βαθμωτού κυλίνδρου που έχει πλουσιότερο φασματικό περιεχόμενο καθώς το ύψος του είναι πολύ μικρότερο από τον απλό κύλινδρο ενώ ο δείκτης διάθλασής του μεταβάλλεται κατά μήκος του z-άξονα. Στα σχήματα 2-14 έως 2-17 φαίνεται πως η συνεισφορά στην τελική ανακατασκευή του xz συνόλου δεδομένων είναι σημαντικότερη από αυτήν του xy συνόλου.  Οπως φαίνεται στα σχήματα 2-14 και 2-15, η διαβάθμιση της συνάρτησης αντικειμένου σε συνάρτηση με τη z-συνιστώσα διαφαίνεται στο τελικό αποτέλεσμα μόνο αν ληφθεί υπόψιν κατά τη διαδικασία ανακατασκευής και το σύνολο δεδομένων που χαρακτηρίζεται από τον περιορισμό της κατεύθυνσης διάδοσης στο xz επίπεδο. Αυτό παρατηρείται ξεκάθαρα και στο σχήμα 2-18 όπου απεικονίζεται το γραμμικό προφίλ της συνάρτησης αντικει-
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Σχήμα 2-14: Βαθμωτός κύλινδρος. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους στο επίπεδο z=0 με χρήση του αλγορίθμου FBP. (α) πραγματικό αντικειμένο, (β) ανακατασκευή με xy δεδομένα (γ) ανακατασκευή με xz δεδομένα.
μένου στην ευθεία x=y=0. Βέβαια η εμφάνιση της διαβάθμισης δε μπορεί να γίνει με μεγάλη ακρίβεια λόγω της αναπόφευκτης ομαλοποίησης του αντικειμένου κοντά στις ακμές του (μια και ανακατασκευάζεται μια βαθυπερατή εκδοχή του αντικειμένου λόγω της φύσης των ακολουθούμενων αλγορίθμων). Οταν όμως λαμβάνεται υπόψιν μόνο το xy σύνολο δεδομένων η ανακατασκευή που προκύπτει δε δίνει πληροφορία για τη γραμμική μεταβολή της συνάρτησης αντικειμένου κατά μήκος του z-άξονα αλλά αντίθετα  το  τελικό αποτέλεσμα  δίνει την  εικόνα ενός περίπου συμμετρικού
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Σχήμα 2-15: Βαθμωτός κύλινδρος. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους στο επίπεδο z=0 με τον αλγόριθμο DFI. Στα σχήματα (α),(γ),(ε) έχει χρησιμοποιηθεί διγραμμική παρεμβολή ενώ στα υπόλοιπα πολυωνυμική. Στα (α),(β) έχει ληφθεί υπόψιν το xy σύνολο δεδομένων ενώ στα (γ),(δ) το xz σύνολο δεδομένων και στα (ε)(στ) έχουν χρησιμοποιηθεί και τα δύο σύνολα δεδομένων. 
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Σχήμα 2-16: Βαθμωτός κύλινδρος. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους στο επίπεδο y=0 με χρήση του αλγορίθμου FBP. (α) πραγματικό αντικειμένο, (β) ανακατασκευή με xy δεδομένα (γ) ανακατασκευή με xz δεδομένα.
αντικειμένου. Οι γραφικές παραστάσεις των σχημάτων 2-19 έως 2-21 στις οποίες καταγράφεται το μέσο σχετικό σφάλμα υπολογισμένο σε παράλληλα επίπεδα κατά μήκος των τριών αξόνων επιβεβαιώνουν τις παραπάνω παρατηρήσεις. Στον πίνακα 2-2 συγκρίνεται το συνολικό μέσο σχετικό σφάλμα για τα ζεύγη Μέθοδος/Σύνολο δεδομένων και επαληθεύεται ποσοτικά η καλύτερη ποιότητα ανακατασκεύης στην οποία καταλήγει η χρησιμοποίηση του xz συνόλου δεδομένων από αυτή στην οποία οδηγεί το xy
σύνολο. Οπως και στην περίπτωση του απλού κυλίνδρου δεν μπορεί να διατυπωθεί κάποια προτίμηση για τη μέθοδο παρεμβολής που χρησιμοποιείται στον αλγόριθμο DFI. Επίσης παρατηρείται και εδώ υπεροχή 
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Σχήμα 2-17: Βαθμωτός κύλινδρος. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους στο επίπεδο y=0 με τον αλγόριθμο DFI. Στα σχήματα (α),(γ),(ε) έχει χρησιμοποιηθεί διγραμμική παρεμβολή ενώ στα υπόλοιπα πολυωνυμική. Στα (α),(β) έχει ληφθεί υπόψιν το xy σύνολο δεδομένων ενώ στα (γ),(δ) το xz σύνολο δεδομένων και στα (ε)(στ) έχουν χρησιμοποιηθεί και τα δύο σύνολα δεδομένων. 
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Σχήμα 2-18: Προφίλ ανακατασκευής του βαθμωτού κυλίνδρου στην ευθεία γραμμή x=y=0.
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Σχήμα 2-19: Σχετικό σφάλμα σε επίπεδα κατά μήκος του x-άξονα για την ανακατασκευή του βαθμωτού κυλίνδρου.
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Σχήμα 2-20: Σχετικό σφάλμα σε επίπεδα κατά μήκος του y-άξονα για την ανακατασκευή του βαθμωτού κυλίνδρου. 
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Σχήμα 2-21: Σχετικό σφάλμα σε επίπεδα κατά μήκος του z-άξονα για την ανακατασκευή του βαθμωτού κυλίνδρου. 
Πίνακας 2-2: Ολικό σχετικό σφάλμα ανακατασκευής των διαφόρων αλγορίθμων για τον βαθμωτό κύλινδρο.
	         Μέθοδος

Σύνολο δεδομένων
	DFI 

(διγραμμική παρεμβολή)
	DFI 

(πολυωνυμική παρεμβολή)
	FBP

	xy επίπεδο 
	0.0129
	0.0128
	0.0124

	xz επίπεδο 
	0.01166
	0.01152
	0.0112

	xy και xz επίπεδο 
	0.01165
	0.01151
	


του FBP αλγορίθμου προς τον DFI όταν το σύνολο δεδομένων που χρησιμοποιείται είναι το ίδιο ανεξάρτητα από τον τρόπο που  υλοποιεί την παρεμβολή στον χώρο των συχνοτήτων ο αλγόριθμος DFI.
Γ. Απλός κώνος

Το σχήμα του απλού κώνου επιλέχτηκε για τη δοκιμή των αλγορίθμων λόγω του γεγονότος ότι ο δείκτης διάθλασης του σκεδαστή δεν μεταβάλλεται σε συνάρτηση με τη z-συνιστώσα αλλά η μεταβολή της συνάρτησης αντικειμένου οφείλεται αποκλειστικά στο σχήμα του αντικειμένου. Στα σχήματα 2-22 και 2-23 όπου φαίνεται η ανακατασκευή στο επίπεδο z=-0.5 καθώς και στα σχήματα 2-24 και 2-25 όπου εμφανίζονται τα αποτελέσματα της ανακατασκευής για το επίπεδο y=0 είναι ξεκάθαρη η βελτίωση του τελικού αποτελέσματος στις περιπτώσεις που το xz σύνολο δεδομένων λαμβάνεται υπόψιν κατά την εφαρμογή του αλγορίθμου ανακατασκευής. Τα γραμμικά προφίλ των ανακατασκευών  που  περιέχει  το σχήμα 2-26 καταδεικνύουν υποβαθμισμένη 
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Σχήμα 2-22: Απλός κώνος. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους στο επίπεδο z=-0.5λ με χρήση του αλγορίθμου FBP. (α) πραγματικό αντικειμένο, (β) ανακατασκευή με xy δεδομένα (γ) ανακατασκευή με xz δεδομένα.
ποιότητα ανακατασκευής  προς  την  άνω  πλευρά  του κώνου (z=3λ) η οποία μπορεί να αποδοθεί στη μείωση της ακτίνας του κώνου. Το φαινόμενο αυτό παρατηρείται σε μεγαλύτερο βαθμό όταν χρησιμοποιείται μόνο το xy σύνολο δεδομένων. Αντίθετα όταν ο αλγόριθμος ανακατασκευής βασίζεται αποκλειστικά στο xz σύνολο δεδομένων η αυξημένη ακρίβεια εντοπισμού των συνόρων του αντικειμένου συνδυάζεται και με τη όχι τόσο ακριβή απεικόνιση της ομογενούς κατανομής του δείκτη διάθλασης στο “σώμα” του σκεδαστή (εμφάνιση “πτυχώσεων” στο εσωτερικό του αντικειμένου). Το χαρακτηριστικό αυτό εξηγείται αν παρατηρηθεί πως οι πτυχώσεις αυτές εντοπίζονται στον χώρο z>0 όπου μειώνεται η ακτίνα του κώνου και άρα υπάρχει πιο απότομη 
	[image: image288.png]x/h

-4

-3

-2

-1

0
v/

1

3

R(N)
1.05

1.04

1.03

1.02

1.01





(α)
	[image: image289.png]hn)

1.05

1.04

1.03

1.02

1.01

3 -2 1 0 1
v/

-4




(β)



	[image: image290.png]x/h

R(N)
1.05

11.04

11.03

1.02

1.01

S5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
v/




(γ)


	[image: image291.png]hn)

1.05

11.04

11.03

1.02

1.01

4 -3 -2 1 0 1
v/

-5




(δ)

	[image: image292.png]x/h

R(N)
1.05

11.04

11.03

1.02

1.01

S5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
v/




(ε)


	[image: image293.png]hn)

1.05

11.04

11.03

1.02

1.01

4 -3 -2 1 0 1
v/

-5




(στ)


Σχήμα 2-23: Aπλός κώνος. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους στο επίπεδο z=-0.5λ με τον αλγόριθμο DFI. Στα σχήματα (α),(γ),(ε) έχει χρησιμοποιηθεί διγραμμική παρεμβολή ενώ στα υπόλοιπα πολυωνυμική. Στα (α),(β) έχει ληφθεί υπόψιν το xy σύνολο δεδομένων ενώ στα (γ),(δ) το xz σύνολο δεδομένων και στα (ε)(στ) έχουν χρησιμοποιηθεί και τα δύο σύνολα δεδομένων. 
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Σχήμα 2-24: Απλός κώνος. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους στο επίπεδο y=0 με χρήση αλγορίθμου FBP. (α) πραγματικό αντικειμένο, (β) ανακατασκευή με xy δεδομένα και στο (γ) ανακατασκευή με xz δεδομένα.
μεταβολή και κατά μήκος των αξόνων x,y. Στα σχήματα 2-27 έως 2-29, οι γραφικές  παραστάσεις  των  μέσων  σχετικών  σφαλμάτων  ανά  επίπεδo, δείχνουν ότι οι τρεις καμπύλες που έχουν τις υψηλότερες τιμές σε όλο το εύρος τιμών προέρχονται από τις εφαρμογές των αλγορίθμων που λαμβάνουν υπόψιν αποκλειστικά το xy σύνολο δεδομένων. Τέλος ο συγκριτικός πίνακας των ολικών μέσων σχετικών σφαλμάτων (πίνακας 2-3) οδηγεί στα ίδια συμπεράσματα όπως και οι προηγούμενοι πίνακες αυτού του είδους, δηλαδή στην καλύτερη ποιότητα ανακατασκευής που επιτυγχάνει ο FBP αλγόριθμος από τον DFI όταν χρησιμοποιούν το ίδιο σύνολο δεδομένων καθώς και στο 
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Σχήμα 2-25: Aπλός κώνος. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους στο επίπεδο y=0 με τον αλγόριθμο DFI. Στα σχήματα (α),(γ),(ε) έχει χρησιμοποιηθεί διγραμμική παρεμβολή ενώ στα υπόλοιπα πολυωνυμική. Στα (α),(β) έχει ληφθεί υπόψιν το xy σύνολο δεδομένων ενώ στα (γ),(δ) το xz σύνολο δεδομένων και στα (ε)(στ) έχουν χρησιμοποιηθεί και τα δύο σύνολα δεδομένων. 
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Σχήμα 2-26: Προφίλ ανακατασκευής του απλού κώνου στην ευθεία γραμμή x=y=0.
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Σχήμα 2-27: Σχετικό σφάλμα σε επίπεδα κατά μήκος του x-άξονα για την ανακατασκευή του απλού κώνου. 
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Σχήμα 2-28: Σχετικό σφάλμα σε επίπεδα κατά μήκος του y-άξονα για την ανακατασκευή του απλού κώνου. 
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Σχήμα 2-29: Σχετικό σφάλμα σε επίπεδα κατά μήκος του z-άξονα για την ανακατασκευή του απλού κώνου. 

Πίνακας 2-3: Ολικό σχετικό σφάλμα ανακατασκευής των διαφόρων αλγορίθμων για τον απλό κώνο. 

	        Μέθοδος

Σύνολο δεδομένων
	DFI 

(διγραμμική παρεμβολή)
	DFI 

(πολυωνυμική παρεμβολή)
	FBP

	xy επίπεδο
	0.0115
	0.0125
	0.0112

	xz επίπεδο
	0.0106
	0.01049
	0.0097

	xy και xz επίπεδο 
	0.0105
	0.01041
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Σχήμα 2-30: Διμερής σφαίρα. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους στο επίπεδο z=0 με χρήση του αλγορίθμου FBP. (α) πραγματικό αντικειμένο, (β) ανακατασκευή με xy δεδομένα (γ) ανακατασκευή με xz δεδομένα.
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Σχήμα 2-31: Διμερής σφαίρα. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους στο επίπεδο z=0 με τον αλγόριθμο DFI. Στα σχήματα (α),(γ),(ε) έχει χρησιμοποιηθεί διγραμμική παρεμβολή ενώ στα υπόλοιπα πολυωνυμική. Στα (α),(β) έχει ληφθεί υπόψιν το xy σύνολο δεδομένων ενώ στα (γ),(δ) το xz σύνολο δεδομένων και στα (ε)(στ) έχουν χρησιμοποιηθεί και τα δύο σύνολα δεδομένων. 

	[image: image316.png]hn)

1.05

1.04

1.03

1.02

1.01

32 1 0 1
z/h

-4




(α)



	[image: image317.png]hn)

1.05

1.04

1.03

1.02

1.01

32 1 0 1
z/h

-4




(β)


	[image: image318.png]hn)

1.05

1.04

1.03

1.02

1.01

32 1 0 1
z/h

-4




(γ)


Σχήμα 2-32: Διμερής σφαίρα. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους στο επίπεδο y=0 με χρήση του αλγορίθμου FBP. (α) πραγματικό αντικειμένο, (β) ανακατασκευή με xy δεδομένα (γ) ανακατασκευή με xz δεδομένα.
γεγονός πως το xz σύνολο δεδομένων είναι πιο απαραίτητο για ένα ικανοποιητικό τελικό αποτέλεσμα σε σύγκριση με το xy σύνολο.
Δ. Διμερής σφαίρα

Το ιδιαίτερο χαρακτηριστικό της διμερούς σφαίρας είναι πως στο εσωτερικό του σκεδαστή εμφανίζεται μια απότομη μεταβολή (και όχι γραμμική όπως πριν) του δείκτη διάθλασης στην τομή z=0. Από την εξέταση των σχημάτων που εμφανίζουν την τελική ανακατασκευή σε συνάρτηση με τη z-συνιστώσα φαίνεται πως  για z<0  η  ποιότητα  ανακατασκευής  δεν εξαρτάται  ιδιαίτερα
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Σχήμα 2-33: Διμερής σφαίρα. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους στο επίπεδο y=0 με τον αλγόριθμο DFI. Στα σχήματα (α),(γ),(ε) έχει χρησιμοποιηθεί διγραμμική παρεμβολή ενώ στα υπόλοιπα πολυωνυμική. Στα (α),(β) έχει ληφθεί υπόψιν το xy σύνολο δεδομένων ενώ στα (γ),(δ) το xz σύνολο δεδομένων και στα (ε)(στ) έχουν χρησιμοποιηθεί και τα δύο σύνολα δεδομένων. 
[image: image325.png]1.07 ] ‘ ‘

= TIpOoypoLtikn cuvaptnon
—— DFI Swypoyukn-Xy Sedopeva

DFI dvypoyuikn-xz dedopeva
——- DFI dvypoyuxn-Xy ko XZ Sedopeva
= DFI noivevopkn-Xy Sedopeva
““““ DFI roAivevopikn-xz dzdopeva '.M
1 05 === DFI roAvmvopkn-Xy Kol Xz Sedopeva
m— FBP-xy dedopevo
FBP-xz dedopeva

1.06

1.04

R(n)
1.03

1.02

1.01





Σχήμα 2-34: Προφίλ ανακατασκευής της διμερούς σφαίρας στην ευθεία γραμμή x=y=0.
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Σχήμα 2-35: Σχετικό σφάλμα σε επίπεδα κατά μήκος του x-άξονα για την ανακατασκευή  της διμερούς σφαίρας. 
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Σχήμα 2-36: Σχετικό σφάλμα σε επίπεδα κατά μήκος του y-άξονα για την ανακατασκευή της διμερούς σφαίρας.
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Σχήμα 2-37: Σχετικό σφάλμα σε επίπεδα κατά μήκος του z-άξονα για την ανακατασκευή της διμερούς σφαίρας.

Πίνακας 2-4: Ολικό σχετικό σφάλμα ανακατασκευής των διαφόρων αλγορίθμων για τη διμερή σφαίρα.
	         Μέθοδος

Σύνολο δεδομένων
	DFI 

(διγραμμική παρεμβολή)
	DFI 

(πολυωνυμική παρεμβολή)
	FBP

	xy επίπεδο 
	0.0096
	0.0099
	0.0095

	xz επίπεδο 
	0.00879
	0.00873
	0.0085

	xy και xz επίπεδο
	0.00878
	0.00872
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Σχήμα 2-38: Κύβος. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους στο επίπεδο z=0 με χρήση του αλγορίθμου FBP. (α) πραγματικό αντικειμένο, (β) ανακατασκευή με xy δεδομένα (γ) ανακατασκευή με xz δεδομένα.
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Σχήμα 2-39: Κύβος. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους στο επίπεδο z=0 με τον αλγόριθμο DFI. Στα σχήματα (α),(γ),(ε) έχει χρησιμοποιηθεί διγραμμική παρεμβολή ενώ στα υπόλοιπα πολυωνυμική. Στα (α),(β) έχει ληφθεί υπόψιν το xy σύνολο δεδομένων ενώ στα (γ),(δ) το xz σύνολο δεδομένων και στα (ε)(στ) έχουν χρησιμοποιηθεί και τα δύο σύνολα δεδομένων. 
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Σχήμα 2-40: Κύβος. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους στο επίπεδο x=0 με χρήση του αλγορίθμου FBP. (α) πραγματικό αντικειμένο, (β) ανακατασκευή με xy δεδομένα (γ) ανακατασκευή με xz δεδομένα.
από το σύνολο δεδομένων (στην περίπτωση του FBP αλγορίθμου η ανακατασκευή με βάση το xy σύνολο είναι οριακά καλύτερη) αλλά για z>0 το σχήμα 2-37 δείχνει πολύ καθαρά τη βελτίωση του τελικού αποτελέσματος που επιφέρει η χρήση του xz συνόλου δεδομένων. Τέλος στον πίνακα 2-4 παρουσιάζονται τα συνολικά σφάλματα που επιβεβαιώνουν τις προηγούμενες παρατηρήσεις.
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Σχήμα 2-41: Κύβος. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους στο επίπεδο x=0 με τον αλγόριθμο DFI. Στα σχήματα (α),(γ),(ε) έχει χρησιμοποιηθεί διγραμμική παρεμβολή ενώ στα υπόλοιπα πολυωνυμική. Στα (α),(β) έχει ληφθεί υπόψιν το xy σύνολο δεδομένων ενώ στα (γ),(δ) το xz σύνολο δεδομένων και στα (ε)(στ) έχουν χρησιμοποιηθεί και τα δύο σύνολα δεδομένων. 
E. Κύβος

Ο κύβος είναι σχήμα που παρουσιάζει συμμετρία ως προς τους τρείς άξονες συντεταγμένων οπότε δίνει την ευκαιρία σύγκρισης της διαφοροποίηση στην ανακατασκευή των διαφόρων όμοιων όψεων ενός αντικειμένου αναλόγως με το σύνολο δεδομένων που χρησιμοποιείται. Από την παρατήρηση των σχημάτων 2-38 έως 2-41 αποδεικνύεται πως η ανακατασκευή του επιπέδου y=0 είναι καλύτερη όταν χρησιμοποιείται το xy σύνολο δεδομένων ενώ αντίθετα η ανακατασκευή του επιπέδου z=0 είναι προτιμότερη όταν λαμβάνεται υπόψιν το xz σύνολο δεδομένων. Προφανώς η ανακατασκευή του επιπέδου x=0 δε διαφοροποιείται ως συνάρτηση του συνόλου δεδομένων που χρησιμοποιείται, λόγω της συμμετρίας. Επίσης όπως ήταν αναμενόμενο, το συνολικό σφάλμα δεν μεταβάλλεται από το σύνολο δεδομένων το οποίο χρησιμοποιείται απλά μεταβάλλεται η κατανομή του σφάλματος στον όγκο του αντικειμένου.
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Σχήμα 2-42: Προφίλ ανακατασκευής του κύβου στην ευθεία γραμμή x=y=0.
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Σχήμα 2-43: Σχετικό σφάλμα σε επίπεδα κατά μήκος του x-άξονα για την ανακατασκευή του κύβου.
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Σχήμα 2-44: Σχετικό σφάλμα σε επίπεδα κατά μήκος του y-άξονα για την ανακατασκευή του κύβου.
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Σχήμα 2-45: Σχετικό σφάλμα σε επίπεδα κατά μήκος του z-άξονα για την ανακατασκευή του κύβου. 
Πίνακας 2-5: Ολικό σχετικό σφάλμα ανακατασκευής των διαφόρων αλγορίθμων για τον κύβο.
	         Μέθοδος

Σύνολο δεδομένων
	DFI 

(διγραμμική παρεμβολή)
	DFI 

(πολυωνυμική παρεμβολή)
	FBP

	xy επίπεδο 
	0.0124
	0.0125
	0.0120

	xz επίπεδο 
	0.0124
	0.0125
	0.0120

	xy και xz επίπεδο
	0.0123
	0.0123
	


2.4 Τροποποιημένος Αλγόριθμος φιλτραρισμένης οπισθοπροβολής για πολλαπλά επίπεδα πρόσπτωσης

Οι αριθμητικές εφαρμογές της προηγούμενης ενότητας έδειξαν την σημασία της χρησιμοποίησης περισσότερων του ενός επιπέδων πρόσπτωσης για την ποιότητα της τελικής ανακατασκευής. Επισημάνθηκε το γεγονός πως η μέθοδος φιλτραρισμένης οπισθοπροβολής FBP παρά την μεγαλύτερη ακρίβεια των αποτελεσμάτων της σε σύγκριση με την μέθοδο DFI μειονεκτεί ως προς τη δυνατότητά της να εκμεταλλευτεί την λήψη δεδομένων σε ένα δεύτερο επίπεδο πρόσπτωσης. Σε αυτή την ενότητα θα παρουσιαστεί μια τροποποιημένη εκδοχή του αλγόριθμου FBP η οποία θα έχει αυτή τη δυνατότητα. Ο τροποποιημένος αλγόριθμος FBP περιλαμβάνει κάποια επιπλέον βήματα ώστε να συνδυάσει τα δεδομένα διαφορετικών επιπέδων πρόσπτωσης. Ο στόχος είναι να γίνει δυνατή η σύγκριση των αλγορίθμων FBP και DFI όταν υπάρχουν διαθέσιμες μετρήσεις του σκεδαζόμενου πεδίου σε περισσότερα του ενός επίπεδα πρόσπτωσης. EQ  

Η βασική εξίσωση του αλγόριθμου FBP επαναλαμβάνεται εδώ : 
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Αυτή η ολοκληρωτική έκφραση για την βαθυπερατή εκδοχή της συνάρτησης αντικειμένου, μπορεί να εφαρμοστεί για την ανακατασκευή όταν η διεύθυνση του προσπίπτοντος κύματος περιορίζεται σε ένα επίπεδο. 

Οπως αναφέρθηκε προηγουμένως, αν οι μετρήσεις του σκεδαζόμενου πεδίου προέρχονται από δύο κάθετα επίπεδα πρόσπτωσης, έστω τα 
[image: image353.wmf]0

z
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 και 
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, τότε στον χώρο των συχνοτήτων καλύπτεται ο όγκος μια σφαίρας με ακτίνα 
[image: image355.wmf]0
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k

. Η δυσκολία  βρίσκεται στην ανομοιόμορφη κάλυψη αυτού του όγκου. Πιο συγκεκριμένα, οι περιοχές που ορίζονται από τις ανισότητες 
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 και  
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 καλύπτονται μία φορά αλλά το υπόλοιπο της σφαίρας καλύπτεται δύο φορές (καθώς τα δεδομένα και από τα δύο επίπεδα πρόσπτωσης παρέχουν πληροφορία για την τελευταία περιοχή).

Χρησιμοποιώντας την απεικόνιση από το σύστημα συντεταγμένων 
[image: image358.wmf](
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 στο σύστημα συντεταγμένων 
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 είναι δυνατό να βρεθεί για κάθε σημείο του χώρου συχνοτήτων αν ανήκει σε χώρο απλής ή διπλής κάλυψης. Πολλαπλασιάζοντας με μια κατάλληλη συνάρτηση βάρους 
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μπορεί να τροποποιηθεί η βαρύτητα που έχουν στην τελική ανακατασκευή τα διάφορα δεδομένα σκέδασης και έτσι γίνεται δυνατός ο συνδυασμός δεδομένων προερχόμενων από περισσότερα του ενός επίπεδα σκέδασης.

Αρχικά δοκιμάστηκε η ιδέα της εφαρμογής του απλού αλγόριθμου FBP σε κάθε σύνολο δεδομένων, πολλαπλασιασμένων με τη συνάρτηση βάρους. Λαμβάνοντας στη συνέχεια το μέσο όρο θα μπορούσε θεωρητικά να ανακατασκευαστεί η συνάρτηση αντικειμένου. Η πρακτική εφαρμογή όμως αυτού του αλγορίθμου δεν έδωσε ικανοποιητικά αποτελέσματα λόγω της αναντιστοιχίας των σημείων του πλέγματος που ορίζονται στο 
[image: image361.wmf](
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 σύστημα συντεταγμένων και το αντίστοιχο πλέγμα του 
[image: image362.wmf](
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 συστήματος  συντεταγμένων.  Η  αναντιστοιχία  αυτή  είναι  πιο  έντονη στις  
συνοριακές επιφάνειες που διαχωρίζουν τις περιοχές απλής και διπλής κάλυψης.

Η προτεινόμενη μορφή του τροποποιημένου αλγορίθμου FBP περιλαμβάνει την ξεχωριστή εφαρμογή της ολοκληρωτικής αναπαράστασης (2-22) για την ανακατασκευή της συνάρτησης αντικειμένου με χρήση δεδομένων σκεδαζόμενου πεδίου προερχόμενα από κατευθύνσεις του προσπίπτοντος κύματος περιορισμένα στο επίπεδο 
[image: image363.wmf]0
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 η συνάρτηση αντικειμένου που προκύπτει ) και αντίστοιχα για το επίπεδο πρόσπτωσης 
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 η αντίστοιχη συνάρτηση αντικειμένου). Στη συνέχεια εφαρμόζεται FFT (Fast Fourier Transform) στις συναρτήσεις 
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 και 
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 και υπολογίζονται οι μετασχηματισμένες κατά Fourier αντίστοιχες συναρτήσεις 
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. Η τιμή του μετασχηματισμού του Fourier της συνάρτησης αντικειμένου θα εκτιμηθεί, σε κάθε σημείο του χώρου των συχνοτήτων, από το ζυγισμένο μέσο όρο των τιμών των 
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Ο ορισμός της συνάρτησης 
[image: image374.wmf](
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 μπορεί να γίνει είτε θέτοντάς την ίση με την συνάρτηση 
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 είτε ως ένας τελεστης που επιλέγει την μέγιστη τιμή από τις 
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 σε κάθε σημείο 
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. Η εφαρμογή αντίστροφου μετασχηματισμού Fourier θα δώσει την τελική ανακατασκευή.
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Σχήμα 2-46: Διαγραμματική αναπαράσταση του τροποποιημένου αλγόριθμου FBP.

2.5 Σύγκριση τροποποιημένου αλγόριθμου FBP και DFI
Σε αυτή την ενότητα ο τροποποιημένος αλγόριθμος FBP θα εφαρμοστεί ώστε διερευνηθεί το κατά πόσον η συνεισφορά δεδομένων σκέδασης από ένα δεύτερο επίπεδο πρόσπτωσης μπορεί να βελτιώσει την ποιότητα ανακατασκευής. Τα αποτελέσματα που δίνει ο τροποιημένος αλγόριθμος FBP με τη χρησιμοποίηση δύο επιπέδων πρόσπτωσης θα συγκριθούν με αυτά του αλγόριθμου DFI.

Τρία διαφορετικά αντικείμενα θα εξεταστούν : α) διστρωματικός σφαιρικός σκεδαστής με κέντρο στην αρχή των αξόνων, με εσωτερική ακτίνα 
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, εξωτερική ακτίνα 
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 και αντίστοιχους δείκτες διάθλασης 
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 β) διστρωματικός κυβικός σκεδαστής με εσωτερικό μήκος 
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 και εξωτερικό μήκος 
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, με κέντρο στην αρχή των αξόνων και αντίστοιχους δείκτες διάθλασης 
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 και 
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 γ) δυο έκκεντροι σκεδαστές, ένας σφαιρικό και ένας σχήματος κύβου, με κέντρο στα σημεία 
[image: image387.wmf](
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, ακτίνας και μήκους 
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 και αντίστοιχους δείκτες διάθλασης 
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, 
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 δ) δυο έκκεντροι κυβικοί σκεδαστές με κέντρο στα σημεία 
[image: image392.wmf](
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, μήκος 
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 και αντίστοιχους δείκτες διάθλασης 
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Τα συνθετικά δεδομένα σκέδασης δημιουργήθηκαν από την εφαρμογή της μεθόδου FFT συζυγών κλίσεων. Για κάθε επίπεδο πρόσπτωσης χρησιμοποιήθηκαν 24 διαφορετικές γωνίες πρόσπτωσης με βήμα γωνίας ίσο με Δφ=
[image: image397.wmf]15

°

. Τα επίπεδα μέτρησης ορίστηκαν να βρίσκονται σε απόσταση 
[image: image398.wmf]25
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 από το κέντρο. Για κάθε κατεύθυνση πρόσπτωσης του προσπίπτοντος πεδίου, το σκεδαζόμενο πεδίο μετρήθηκε σε ένα πλέγμα 64x64 σημείων, τοποθετημένα σε ένα ορθογώνιο πλέγμα με 
[image: image399.wmf]0.5

l

 απόσταση μεταξύ τους. Για κάθε σκεδαστή χρησιμοποιήθηκαν δύο σύνολα δεδομένων σκέδασης: στο πρώτο, η κατεύθυνση πρόσπτωσης περιοριζόταν στο επίπεδο xy plane (xy σύνολο δεδομένων) και στο δεύτερο η κατεύθυνση πρόσπτωσης περιοριζόταν στο επίπεδο xz (xz σύνολο δεδομένων).

Στις αριθμητικές εφαρμογές που ακολουθούν, χρησιμοποιήθηκε η προσέγγιση Rytov ενώ το πεδίο οπισθοδιαδόθηκε σε επίπεδο που τέμνει την αρχή των αξόνων πριν από την εφαρμογή του αλγόριθμου ανακατασκευής. Αξιοσημείωτη βελτίωση παρατηρήθηκε όταν εφαρμόστηκε η διαδικασία αναδίπλωσης φάσης στη 2-D συνάρτηση φάσης 
[image: image400.wmf](
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. Όσον αφορά την επιλογή της συνάρτησης 
[image: image401.wmf]w

, βρέθηκε εμπειρικά πως η βέλτιστη επιλογή είναι αυτή του maximum τελεστή οπότε αυτή χρησιμοποιήθηκε στα αποτέλεσματα που ακολουθούν. 

Για τον ποσοτικό χαρακτηρισμό της ποιότητας ανακατασκευής, χρησιμοποιήθηκε ο τύπος σφάλματος 
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όπου 
[image: image403.wmf]D

 είναι ο όγκος που καταλαμβάνουν οι σκεδαστές. Επίσης το σχετικό σφάλμα κατά μήκος των επιπέδων z=σταθερό είναι ένας άλλος δείκτης της ποιότητας ανακατασκευής και χρησιμοποιήθηκε για την εκτίμηση των αποτελεσμάτων.
Α. Διστρωματική σφαίρα

Για τη διστρωματική σφαίρα παρατηρήθηκε αξιοσημείωτη βελτίωση της ποιότητας ανακατασκευής όταν αξιοποιήθηκε πληροφορία από δύο επίπεδα πρόσπτωσης. Αυτή η παρατήρηση επιβεβαιώνεται ποσοτικά από τις τιμές του συνολικού σφάλματος ανακατασκευής που παρουσιάζονται στον πίνακα 2-6. Τα σχήματα 2-47 και 2-48 απεικονίζουν το σχετικό σφάλμα κατά μήκος επιπέδων  z=σταθερό  και τα αποτελέσματα  της  ανακατασκευής στο επίπεδο
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Σχήμα 2-47: Σχετικό σφάλμα σε επίπεδα κατά μήκος του z-άξονα για την ανακατασκευή της διστρωματικής σφαίρας.
z=0 αντίστοιχα, για διάφορους αλγόριθμους ανακατασκευής. Η υπεροχή του αλγορίθμου FBP σε σύγκριση με τον αλγόριθμο DFI όσον αφορά τη βελτίωση της ποιότητας ανακατασκευής που επιτυγχάνεται με την αξιοποίηση ενός δεύτερου επιπέδου πρόσπτωσης, φαίνεται καθαρά στα δυο αυτά σχήματα.

Όλες οι μέθοδοι εντοπίζουν αρκετά καλά τις συνοριακές επιφάνειες, αλλά ο αλγόριθμος FBP με χρήση δεδομένων από δύο επίπεδα πρόσπτωσης, είναι πιο
ακριβής όσον αφορά την ανακατασκευή του δείκτη διάθλασης για τις εσωτερικές δομές.
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Σχήμα 2-48: Διστρωματική σφαίρα. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους στο επίπεδο z=0 με χρήση του αλγορίθμου FBP. (α) πραγματικό αντικείμενο, (β) ανακατασκευή με xy δεδομένα, (γ) ανακατασκευή με xz δεδομένα, (δ) ανακατασκευή με xy και xz δεδομένα.
Πίνακας 2-6: Ολικό σχετικό σφάλμα ανακατασκευής των διαφόρων αλγορίθμων για το διστρωματική σφαίρα.
	         Mέθοδος
Σύνολο δεδομένων
	DFI 


	FBP

	xy επίπεδο 
	0.0122
	0.0121

	xz επίπεδο 
	0.0122
	0.0121

	xy και xz επίπεδο 
	0.0121
	0.0111


[image: image409.png]©
o
—
®
‘
L

— DFI - xy and xz incidence
----- FBP - xy incidence
““““““““ FBP - xz incidence
- FBP - xy and xz incidence

z/




Σχήμα 2-49: Σχετικό σφάλμα σε επίπεδα κατά μήκος του z-άξονα για την ανακατασκευή του διστρωματικού κύβου.
Β. Διστρωματικός κύβος

Η επιλογή του διστρωματικού κύβου έγινε με στόχο να διερευνηθούν τα αποτελέσματα ανακατασκευής για αντικείμενα με υψηλότερο συχνοτικό περιεχόμενο. Σε αυτή την περίπτωση ο αλγόριθμος FBP δίνει το καλύτερο αποτέλεσμα όταν συμπεριλαμβάνονται στα δεδομένα, δύο επίπεδα πρόσπτωσης (πίνακας 2-7). Επίσης, το προφίλ του σχετικού σφάλματος κατά μήκος επιπέδων z=σταθερό (σχήμα 2-49) αποδεικνύει τα πλεονεκτήματα ενσωμάτωσης του δεύτερου συνόλου δεδομένων για τον αλγόριθμο FBP. Παρόλο που η βελτίωση στο σχήμα του ανακατασκευαζόμενου αντικειμένου δεν  είναι προφανής  από μια απλή  οπτική παρατήρηση του σχήματος 2-50, η 
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Σχήμα 2-50: Διστρωματικός κύβος. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους στο επίπεδο z=0 με χρήση του αλγορίθμου FBP. (α) πραγματικό αντικείμενο, (β) ανακατασκευή με xz δεδομένα, (γ) ανακατασκευή με xy δεδομένα, (δ) ανακατασκευή με xy και xz δεδομένα.
εσωτερική δομή του αντικειμένου αναπαρίσταται πιο πιστά από τον αλγόριθμο FBP με δεδομένα από δύο επίπεδα πρόσπτωσης. Τέλος, μπορεί να επισημανθεί πως το προφίλ του αντικειμένου, όπως απεικονίζεται στο σχήμα
2-51, αποδεικνύει πως η βελτιωμένη ποιότητα ανακατασκευής που εμφανίζει ο αλγόριθμος FBP με δύο επίπεδα πρόσπτωσης είναι πιο εμφανής στα εσωτερικά επίπεδα του σκεδαστή.
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Σχήμα 2-51: Προφίλ ανακατασκευής του διστρωματικού κύβου στην ευθεία γραμμή x=y=0.
Πίνακας 2-7: Ολικό σχετικό σφάλμα ανακατασκευής των διαφόρων αλγορίθμων για το διστρωματικό κύβο.
	         Mέθοδος
Σύνολο δεδομένων
	DFI 


	FBP

	xy επίπεδο 
	0.0119
	0.0111

	xz επίπεδο 
	0.0119
	0.0111

	xy και xz επίπεδο 
	0.0116
	0.0100
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Σχήμα 2-52: Σχετικό σφάλμα σε επίπεδα κατά μήκος του z-άξονα για την ανακατασκευή των δύο έκκεντρων σκεδαστών.
Γ. Δύο έκκεντροι σκεδαστές

Εδώ εξετάζεται η περίπτωση δύο έκκεντρων σκεδαστών διαφορετικού σχήματος (σφαίρα και κύβος). Το προφίλ του σχετικού σφάλματος στο σχήμα 2-52 δείχνει πως η αξιοποίση ενός δεύτερου συνόλου δεδομένων οδηγεί σε καλύτερο αποτέλεσμα όσον αφορά το εσωτερικό του σκεδαστή. Οπως και στις προηγούμενες περιπτώσεις ο αλγόριθμος FBP με δεδομένα από δύο επίπεδα 
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Σχήμα 2-53: Δύο έκκεντροι σκεδαστές. Ανακατασκευή με χρήση του αλγορίθμου FBP. (α) πραγματικό αντικείμενο, (β) ανακατασκευή με xy δεδομένα, (γ) ανακατασκευή με xz δεδομένα, (δ) ανακατασκευή με xy και xz δεδομένα.
πρόσπτωσης εμφανίζει τα καλύτερα αποτελέσματα. Φαίνεται όμως (πίνακας 2-8) πως υπάρχει μεγάλη διαφορά στην ποιότητα ανακατασκευής όταν χρησιμοποιηθεί ένα σύνολο δεδομένων ανάμεσα στην περίπτωση που χρησιμοποιείται το xy σύνολο δεδομένων και στην περίπτωση που χρησιμοποιείται το xz σύνολο.
Πίνακας 2-8: Ολικό σχετικό σφάλμα ανακατασκευής των διαφόρων αλγορίθμων για τους δύο έκκεντρους σκεδαστές.
	         Mέθοδος
Σύνολο δεδομένων
	DFI 


	FBP

	xy επίπεδο 
	0.0163
	0.0158

	xz επίπεδο 
	0.0155
	0.0145

	xy και xz επίπεδο 
	0.0151
	0.0144
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Σχήμα 2-54: Σχετικό σφάλμα σε επίπεδα κατά μήκος του z-άξονα για την ανακατασκευή των δύο έκκεντρων κύβων.
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Σχήμα 2-55: Δύο έκκεντροι κύβοι. Ανακατασκευή με χρήση του αλγορίθμου FBP. (α) πραγματικό αντικείμενο, (β) ανακατασκευή με xy δεδομένα, (γ) ανακατασκευή με xz δεδομένα, (δ) ανακατασκευή με xy και xz δεδομένα.
Δ. Δύο έκκεντροι κυβικοί σκεδαστές

Εδώ εξετάζεται η περίπτωση ενός ζεύγους έκκεντρων κυβικών σκεδαστών. Στο προφίλ σχετικού σφάλματος (σχήμα 2-54), ο αλγόριθμος FBP με ενσωμάτωση δεδομένων από δύο επίπεδα πρόσπτωσης δίνει το καλύτερο αποτέλεσμα στο κέντρο της περιοχής ανακασκευής (z=0). Σε περιοχές γύρω από τα κέντρα των 
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Σχήμα 2-56: Έκκεντρος κύβος με δείκτη διάθλασης 1.5. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους με χρήση του αλγορίθμου FBP. (α) πραγματικό αντικείμενο, (β) ανακατασκευή με xy δεδομένα, (γ) ανακατασκευή με xz δεδομένα, (δ) ανακατασκευή με xy και xz δεδομένα.
κύβων, όπου το προφίλ του σχετικού σφάλματος έχει σχετικά χαμηλότερες τιμές, οι μέθοδοι ανακατασκευής που αξιοποιούν το xz σύνολο δεδομένων δίνουν εμφανώς πιο ακριβή αποτελέσματα συγκρινόμενοι με τον αλγόριθμο FBP όταν χρησιμοποιείται το xy σύνολο δεδομένων. Το συνολικό σφάλμα ανακατασκευής (πίνακας ) ελαχιστοποιείται για τον αλγόριθμο FBP όταν 
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Σχήμα 2-57: Έκκεντρος κύβου με δείκτη διάθλασης 1.3. Ανακατασκευή πραγματικού μέρους με χρήση του αλγορίθμου FBP. (α) πραγματικό αντικείμενο, (β) ανακατασκευή με xy δεδομένα, (γ) ανακατασκευή με xz δεδομένα, (δ) ανακατασκευή με xy και xz δεδομένα.
Πίνακας 2-9: Ολικό σχετικό σφάλμα ανακατασκευής των διαφόρων αλγορίθμων για τους δύο έκκεντρους κύβους.
	         Mέθοδος
Σύνολο δεδομένων
	DFI 


	FBP

	xy επίπεδο 
	0.0181
	0.0171

	xz επίπεδο 
	0.0157
	0.0138

	xy και xz επίπεδο 
	0.0154
	0.0130


χρησιμοποιούνται δύο σύνολα δεδομένων. Αυτό φαίνεται και από τα σχήματα 2-56, 2-57 όπου απεικονίζονται τα προφίλ ανακατασκευής από επίπεδα που διέρχονται από το κέντρο των δύο κυβικών σκεδαστών. Η βελτίωση που υπάρχει στο τελικό αποτέλεσμα όταν χρησιμοποιείται και το xz σύνολο δεδομένων, είναι πιο έντονη γύρω από τις συνοριακές περιοχές.
2.6 Παρατηρήσεις

Η τροποποιημένη εκδοχή του 3-D αλγορίθμου FBP που παρουσιάστηκε εδώ, διατηρεί τα πλεονεκτήματα που παρουσιάζει γενικά η μέθοδος FBP συγκρινόμενη με την DFI δίνοντας επιπλέον τη δυνατότητα αξιοποίησης ενός δεύτερου συνόλου δεδομένων, προερχόμενου από ένα διαφορετικό επίπεδο πρόσπτωσης. 

Οπως επισημάνθηκε, η αξιοποίηση δεδομένων από ένα δεύτερο επίπεδο πρόσπτωσης βελτιώνει σημαντικά την ποιότητα ανακατασκευής για σχήματα με υψηλό συχνοτικό περιεχόμενο. Σε όλες τις αριθμητικές εφαρμογές, η προηγούμενη παρατήρηση επιβεβαιώθηκε. Σε μερικές περιπτώσεις η χρησιμοποίηση ενός δευτέρου συνόλου δεδομένων είναι απαραίτητη ώστε να εμφανιστούν στην τελική ανακατασκευή τα χαρακτηριστικά του απεικονιζόμενου αντικειμένου ενώ σε άλλες περιπτώσεις η βελτίωση ήταν οριακή. Γενικά, θα πρέπει να λαμβάνεται υπόψην η εξισορρόπηση ανάμεσα στην ακρίβεια ανακατασκευής, τον υπολογιστικό χρόνο καθώς και τις πρακτικές δυσκολίες για τη συλλογή δεδομένων σκέδασης από πολλαπλά επίπεδα πρόσπτωσης. Επίσης, παρόμοια μελέτη θα μπορούσε να γίνει για περιθλαστική τομογραφία ανακλώμενου πεδίου όπου εκεί η σημασία της αξιοποίησης δεδομένων ενός δευτέρου επιπέδου πρόσπτωσης θα μπορούσε να είναι πολύ σημαντική.
2.7 Συζήτηση - Συμπεράσματα

Στο κεφάλαιο αυτό μελετήθηκε η επίλυση του τρισδιάστατου προβλήματος αντίστροφης σκέδασης στο πεδίο της συχνότητας με τη χρησιμοποίση των γραμμικών προσεγγίσεων Born και Rytov για το εσωτερικό πεδίο του σκεδαστή. Η προσέγγιση του εσωτερικού πεδίου με κάποια αναλυτική έκφραση που εξαρτάται από τον προσπίπτων παλμό, έχει σαν αποτέλεσμα την εξάλειψη της άγνωστης συνάρτησης του εσωτερικού πεδίου. Έτσι απομένει να επιλυθεί η ολοκληρωτική εξίσωση Lippmann-Schwinger ως προς την άγνωστη συνάρτηση αντικειμένου. 

Η διαδικασία επίλυσης κάτω από αυτές τις παραδοχές βασίζεται στη σχέση που υπάρχει ανάμεσα στον μετασχηματισμό Fourier των μετρήσεων του σκεδαζόμενου πεδίου και τον μετασχηματισμό Fourier της συνάρτησης αντικειμένου η οποία προκύπτει από την εξίσωση Lippmann-Schwinger αν αντικατασταθεί το εσωτερικό πεδίο από μια γραμμική προσέγγιση. Στο δισδιάστατο πρόβλημα έχουν αναπτυχθεί δύο βασικές μέθοδοι για την αξιοποίηση αυτής της σχέσης ώστε να επιλυθεί το αντίστροφο πρόβλημα. Ο αλγόριθμος DFI εκμεταλλεύεται με άμεσο τρόπο αυτή τη σχέση εκτιμώντας τις τιμές των χωρικών συχνοτήτων για ένα ορθογώνιο πλέγμα και στη συνέχεια με αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier υπολογίζεται η συνάρτηση αντικειμένου. Ο αλγόριθμος FBP αναπτύχθηκε για την αποφυγή των προβλημάτων που δημιουργεί η παρεμβολή στο χώρο των συχνοτήτων που χαρακτηρίζει τον αλγόριθμο DFI. Η επίλυση με τη χρησιμοποίηση του αλγόριθμου FBP βασίζεται στον υπολογισμό της ολοκληρωτικής αναπαράστασης μιας βαθυπερατής εκδοχής της συνάρτησης αντικειμένου. Οι μέθοδοι DFI και FBP έχουν μελετηθεί για το δισδιάστατο πρόβλημα και έχουν υπολογιστεί οι αντίστοιχες αναλυτικές εκφράσεις για τη συνάρτηση αντικειμένου.
Στο κεφάλαιο αυτό οι μέθοδοι DFI και FBP διατυπώθηκαν για το τρισδιάστατο πρόβλημα. Το πρώτο βήμα ήταν ο υπολογισμός των αναλυτικών εκφράσεων που χαρακτηρίζουν τις δύο μεθόδους σε τρείς διαστάσεις. Σε σύγκριση με το δισδιάστατο πρόβλημα εμφανίζεται μια επιπλέον επιπλοκή όσον αφορά το σύνολο των δεδομένων. Στο δισδιάστατο πρόβλημα η ακτινοβόληση του αντικειμένου από γωνίες που διαγράφουν έναν κύκλο εξασφαλίζει την ομοιόμορφη κάλυψη του χώρου συχνοτήτων σε έναν κύκλο ακτίνας 
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. Στο τρισδιάστατο πρόβλημα η κάλυψη μιας σφαίρας με ακτίνα 
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 δεν μπορεί να επιτευχθεί με την περιστροφή της κατεύθυνσης διάδοσης του προσπίπτοντος κύματος σε ένα επίπεδο. Επίσης η χρησιμοποίηση δεδομένων από ένα δεύτερο επίπεδο δίνει τη δυνατότητα κάλυψης του όγκου μιας σφαίρας όμως σε κάποιες περιοχές του χώρου η πληροφορία προέρχεται και από τα δύο σύνολα δεδομένων. Η ανομοιόμορφη κάλυψη του όγκου της σφαίρας όταν τα δεδομένα σκέδασης προέρχονται από δύο διαφορετικά επίπεδα πρόσπτωσης περιπλέκει την αξιοποίηση των δεδομένων για τον αλγόριθμο FBP.

Απο τις αριθμητικές εφαρμογές μπορεί με βεβαιότητα να συσχετισθεί η ποιότητα της ανακατασκευής του σκεδαστή από την επιλογή του επιπέδου στο οποίο ανήκουν τα διανύσματα κατεύθυνσης των προσπίπτοντων κυμάτων (επίπεδο πρόσπτωσης). Ο γενικός κανόνας που προκύπτει από την αριθμητική εφαρμογή των αλγορίθμων DFI και FBP σε δεδομένα σκέδασης από διάφορα αντικείμενα είναι πως η ποιότητα της ανακατασκευής τους είναι βελτιωμένη όταν λαμβάνονται υπόψιν περισσότερα του ενός επίπεδα πρόσπτωσης και ειδικότερα όταν τα επίπεδα πρόσπτωσης περιλαμβάνουν τον άξονα κατά τον οποίο το αντικείμενο μεταβάλλεται σε πιο σημαντικό βαθμό είτε ως προς το σχήμα του είτε ως προς το δείκτη διάθλασης. 

Οσον αφορά τη σύγκριση μεταξύ των δύο εξεταζόμενων αλγοριθμών μπορούν να γίνουν δύο βασικές επισημάνσεις. Καταρχήν όταν χρησιμοποιείται το ίδιο σύνολο δεδομένων που περιλαμβάνει μόνο ένα επίπεδο πρόσπτωσης, η εφαρμογή του αλγορίθμου FBP οδηγεί σε επιτυχέστερη ανακατασκευή συγκρινόμενη με αυτήν που προκύπτει από τον αλγόριθμο DFI. O αλγόριθμος FBP έχει μια εγγενή τάση εξομάλυνσης που μειώνει τα αριθμητικά σφάλματα ενώ η παρεμβολή στο πεδίο του πραγματικού χώρου δεν προκαλεί τόσο σημαντικές ατέλειες (artifacts) στο τελικό αποτέλεσμα ανακατασκεύης. Το πρόβλημα με τη χρησιμοποίηση του FBP αλγορίθμου έγκειτα στην αδυναμία ενσωμάτωσης δεδομένων από διαφορετικά επίπεδα πρόσπτωσης με την ακολουθούμενη διατύπωση. Αντίθετα ο αλγόριθμος DFI δεν αντιμετωπίζει πρόβλημα όταν υπάρχουν δεδομένα λαμβανόμενα σε διάφορα επίπεδα πρόσπτωσης αν και όπως αναφέρθηκε η ανακατασκευή που επιτυγχάνει είναι χειρότερη του FBP. Το μόνο ζήτημα που προκύπτει είναι η τιμή στο χώρο των χωρικών συχνοτήτων σε σημεία που καλύπτονται πολλαπλά. Στη γενική περίπτωση μπορεί να χρησιμοποιηθεί κάποιος σταθμισμένος μέσος όρος. 

Σε πρακτικές εφαρμογές όπου δε μπορεί να είναι γνωστή εκ των προτέρων η κατεύθυνση στο χώρο των δομών που απεικονίζονται, η επιλογή του επιπέδου πρόσπτωσης μπορεί να παίξει σημαντικό ρόλο στην ακρίβεια της ανακατασκευής. Σε ορισμένες εφαρμογές π.χ στη μαστογραφία, πρακτικοί λόγοι μπορεί να περιορίζουν τα επίπεδα πρόσπτωσης που μπορούν να χρησιμοποιηθούν. Ετσι η εμφάνιση σφαλμάτων ανακατασκευής μπορεί να είναι αναπόφευκτη. Οπως έγινε φανερό από την προηγούμενη ανάλυση, δύο κάθετα επίπεδα πρόσπτωσης αρκούν για την κάλυψη στο πεδίο των χωρικών συχνοτήτων μιας σφαίρας με ακτίνα 
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. Οταν όμως κάτι τέτοιο δεν είναι δυνατό, η προσθήκη δεδομένων σκέδασης από τεχνικώς επιτεύξιμα επίπεδα πρόσπτωσης μπορεί να βελτιώσει το τελικό αποτέλεσμα. 

Στη συνέχεια παρουσιάστηκε, μια τροποποιημένη εκδοχή του τρισδιάστατου αλγόριθμου FBP για το πρόβλημα της αντίστροφης σκέδασης, και βρέθηκε πως η δυνατότητα αξιοποίησης δεδομένων σκέδασης προερχόμενα από πολλαπλά επίπεδα πρόσπτωσης βελτιώνει την ποιότητα ανακατασκευής. Ετσι το κυριότερο μειονέκτημα του απλού αλγόριθμου FBP σε σύγκριση με τον αλγόριθμο DFI μπορεί να ξεπεραστεί και η σύγκριση των δύο αυτών αλγορίθμων όταν ολόκληρη η σφαίρα ακτίνας 
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 καλύπτεται στον χώρο των συχνοτήτων, καταδεικνύει την υπεροχή του αλγόριθμου FBP.

Παράρτημα 2-Α

Σε αυτό το παράρτημα παρουσιάζεται η διαδικασία μετασχηματισμού της ολοκληρωτικής αναπαράστασης που περιγράφει η σχέση (2-21) στη μορφή της εξίσωσης (2-22), χρησιμοποιώντας το περιστρεφόμενο σύστημα συντεταγμένων  
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Οι παρακάτω σχέσεις ορίζουν το περιστρεφόμενο σύστημα συντεταγμένων 
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Ο συσχετισμός των μεταβλητών 
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 με αυτές του περιστρεφόμενου συστήματος συντεταγμένων 
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 δίνεται από τις επόμενες σχέσεις 
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Η Ιακωβιανή του μετασχηματισμού που ορίζεται από τις σχέσεις (A-3)-(A-6) υπολογίζεται ίση με
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Χρησιμοποιώντας το νέο σύστημα συντεταγμένων 
[image: image451.wmf](
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, υπολογίζονται οι παρακάτω χρήσιμες εκφράσεις που θα χρησιμοποιηθούν στη νέα ολοκληρωτική αναπαράσταση
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΡΙΣΔΙΑΣΤΑΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ ΣΚΕΔΑΣΗΣ ΣΤΟ ΠΕΔΙΟ ΤΟΥ ΧΡΟΝΟΥ

Στο κεφάλαιο αυτό προτείνεται ένας αλγόριθμος επίλυσης του τρισδιάστατου προβλήματος αντίστροφης σκέδασης στο πεδίο του χρόνου. Ο αλγόριθμος βασίζεται στη χρησιμοποίηση μιας απλοποιημένης μορφής της προσέγγισης Rytov στο πεδίο του χρόνου και σε μια διαδικασία μη-γραμμικής ελαχιστοποίησης του συναρτησιακού σφάλματος ως προς τη ζητούμενη συνάρτηση αντικειμένου. Η προσέγγιση Rytov παρόλο που είναι μια ιδιαίτερα συνηθισμένη προσέγγιση γραμμικοποίησης στο πεδίο της συχνότητας, δεν έχει έχει εφαρμοστεί για την επίλυση του αντίστροφου προβλήματος σκέδασης στο πεδίο του χρόνου. Μια πιθανή αιτία γι αυτό, είναι το γεγονός πως αυτή η προσέγγιση δεν καθιστά τον ολοκληρωτικο-διαφορικό τελεστή του προβλήματος γραμμικό και έτσι δεν φαίνεται να είναι μια ελκυστική εναλλακτική επιλογή στους μη-γραμμικούς αλγορίθμους. 

Όμως παρά το γεγονός ότι  η εφαρμογή της προσέγγισης Rytov δεν καθιστά τον τελεστή του προβλήματος γραμμικό, ο αλγόριθμος παρουσιάζει κάποια σημαντικά πλεονεκτήματα σε σύγκριση με τις συνηθισμένες μη-γραμμικές μεθόδους. Καταρχήν η διάσταση του προβλήματος είναι μικρότερη καθώς το εσωτερικό πεδίο δεν αποτελεί μια επιπλέον άγνωστη συνάρτηση που πρέπει να υπολογιστεί παράλληλα με τη συνάρτηση αντικειμένου. Υπενθυμίζεται ότι ένας γενικός μη-γραμμικός αλγόριθμος επίλυσης βασίζεται στην ελαχιστοποίηση ενός συναρτησιακού σφάλματος ως προς τη ζητούμενη συνάρτηση αντικειμένου και ως προς το εσωτερικό πεδίο του σκεδαστή που είναι μια επίσης άγνωστη ποσότητα. Συνήθως το εσωτερικό πεδίο αναπτύσσεται σε συναρτήσεις βάσης οπότε οι συντελεστές του αναπτύγματος αποτελούν αγνώστους για το πρόβλημα. Έτσι πρέπει να εφαρμοστεί κάποια διαδικασία παράλληλης βελτιστοποίησης των δύο αγνώστων ποσοτήτων (συνάρτηση αντικειμένου και εσωτερικού πεδίου) όπου ο επαναληπτικός αλγόριθμος είτε ελαχιστοποιεί το συναρτησιακό διαδοχικά ως προς τις δύο ποσότητες, είτε σε κάθε βήμα ελαχιστοποιεί ταυτόχρονα ως προς τη συνάρτηση αντικειμένου και το εσωτερικό πεδίο. Στον αλγόριθμο που παρουσιάζεται εδώ η ελαχιστοποίηση γίνεται μόνο ως προς τη συνάρτηση αντικειμένου καθώς το εσωτερικό πεδίο προσεγγίζεται με μια παραμορφωμένη εκδοχή του προσπίπτοντος παλμού που εξαρτάται από τη συνάρτηση αντικειμένου.  
Εκτός από την απλοποίηση της διαδικασίας ελαχιστοποίησης, η εφαρμογή της προσέγγισης Rytov απλοποιεί και τη μορφή του συναρτησιακού σφάλματος καθώς δεν υπάρχει η ανάγκη ενσωμάτωσης κάποιου όρου σφάλματος της εξίσωσης αντικειμένου (αφού το εσωτερικό πεδίο θεωρείται γνωστό) ,όπως το σφάλμα στη συνάρτηση αντικειμένου (βλ πρώτο κεφάλαιο), οπότε μειώνεται και το υπολογιστικό κόστος για την εκτίμηση του συναρτησιακού. 

Σε αντίθεση με γραμμικές προσεγγίσεις όπως η Born όπου το εσωτερικό πεδίο έχει μια δεδομένη μορφή (στην Born ισούται με το προσπίπτον πεδίο), εδώ το εσωτερικό πεδίο εξαρτάται από τη συνάρτηση αντικειμένου. Σε αυτή την εξάρτηση οφείλεται η μη-γραμμικότητα του τελεστή του προβλήματος. Σαν αντάλλαγμα όμως, η προσέγγιση Rytov είναι πιο αξιόπιστη και αναμένεται να έχει ευρύτερο φάσμα εφαρμογών σε σύγκριση με την προσέγγιση Born.

Όπως έγινε φανερό στο προηγούμενο κεφάλαιο, αλγόριθμοι επίλυσης στο πεδίο της συχνότητας απαιτούν ένα αρκετά μεγάλο όγκο δεδομένων σκέδασης για να μπορέσουν να επιτύχουν ποιοτική ανακατασκευή της συνάρτησης αντικειμένου. Αυτό το χαρακτηριστικό δεν περιορίζεται μόνο σε αλγόριθμους που βασίζονται σε προσεγγίσεις που γραμμικοποιούν το πρόβλημα, όπως αυτοί που παρουσιάστηκαν στο προηγούμενο κεφάλαιο, αλλά επεκτείνεται και σε μεθόδους μη-γραμμικής βελτιστοποίησης. Σε πρακτικές εφαρμογές η απαίτηση συλλογής δεδομένων σκέδασης για πολλές κατευθύνσεις διάδοσης του προσπίπτοντος κύματος μπορεί να μην είναι δυνατό να ικανοποιηθεί και σίγουρα δυσχεραίνει την ανάπτυξη απεικονιστικών συστημάτων υψηλής ακρίβειας.

Αντίθετα στο πεδίο του χρόνου η μέτρηση του σκεδαζόμενου πεδίου σε ένα σύνολο σημείων μέτρησης για διαφορετικές χρονικές στιγμές και για ένα μόνο προσπίπτον πεδίο περιέχει πληροφορία που μπορεί να οδηγήσει σε ανακατασκευή της συνάρτησης αντικειμένου. Προφανώς η αξιοποίηση όσο δυνατόν μεγαλύτερης ποσότητας πληροφορίας είναι ένα επιθυμητό χαρακτηριστικό σε κάθε εφαρμογή ακόμα και στο πεδίο του χρόνου, όμως γενικά οι απαιτήσεις σε αριθμό σημείων μέτρησης και κατευθύνσεων πρόσπτωσης είναι πολύ μικρότερες σε σύγκριση με το πεδίο της συχνότητας.

Ο αλγόριθμος που παρουσιάζεται εδώ προσπαθεί να πετύχει την επίλυση του αντιστρόφου προβλήματος με την ελάχιστη δυνατή ποσότητα δεδομένων. Συγκεκριμένα, τα δεδομένα του προβλήματος είναι οι μέτρησεις του σκεδαζόμενου πεδίου σε ένα μόνο επίπεδο πλέγμα κάθετο στην κατέυθυνση διάδοσης του ενός μοναδικού προσπίπτονος πεδίου. Το επίπεδο μέτρησης είναι τοποθετημένο στην περιοχή οπισθοδιάδοσης του προσπίπτοντος πεδίου. Μια τέτοια ελαχιστοποίηση των απαιτήσεων σε δεδομένα σκέδασης μπορεί να έχει πρακτική σημασία για εφαρμογές όπου για διάφορους λόγους δεν είναι δυνατή η συλλογή περισσότερων δεδομένων.

Η βασική ιδέα του αλγορίθμου είναι η σταδιακή ανακατασκευή της συνάρτησης αντικειμένου σε διαδοχικά επίπεδα κάθετα στην κατεύθυνση διάδοσης. Η περιοχή ενδιαφέροντος διακριτοποιείται σε ένα κυβικό πλέγμα όπου σε κάθε κυψέλη, η συνάρτηση αντικειμένου θεωρείται πως έχει σταθερή τιμή. Το πλέγμα είναι προσανατολισμένο κάθετα στην κατεύθυνση διάδοσης του προσπίπτοντος παλμού. Καθώς ο προσπίπτων παλμός διαδίδεται διαμέσου του πλέγματος ανακατασκευάζονται διαδοχικά τα επίπεδα που βρίσκονται κάθετα στην κατεύθυνση διάδοσής του. Δηλαδή το τρισδιάστατο πρόβλημα αποσυντίθεται σε δισδιάστατα προβλήματα ανακατασκευής όπου το χρονικό διάστημα στο οποίο αναφέρεται το καθένα υπολογίζεται από την εκτίμηση του χρόνου διάδοσης του πεδίου από το συγκεκριμένο επίπεδο προς τα σημεία μέτρησης.

Στην επόμενη ενότητα θα παρουσιάστουν οι βασικές εξισώσεις του προβλήματος αντίστροφης σκέδασης σε ολοκληρωτική μορφή. Στη συνέχεια θα διατυπωθεί ένας αλγόριθμος επίλυσης βασισμένος στην προσέγγιση Born. Παρόλο που οι δυνατότητες αυτού του αλγορίθμου είναι περιορισμένες αποτελεί ένα πρώτο βήμα για την ανάλυση της μεθόδου που χρησιμοποιεί την απλοποιημένη προσέγγιση Rytov που θα ακολουθήσει στη συνέχεια. Στην επόμενη ενότητα παρουσιάζεται ο αλγόριθμος που βασίζεται στην απλοποιημένη προσέγγιση Rytov. Όπως αναφέρθηκε η κυριότερη διαφοροποίηση των δύο αλγορίθμων εντοπίζεται στη γραμμικότητα ή μη του τελεστή του προβλήματος ως προς τη συνάρτηση αντικειμένου. Λόγω της μη-γραμμικότητας ο δεύτερος αλγόριθμος είναι πολύ πιο χρονοβόρος. Για παλμούς όπως ο τριγωνικός, που η δεύτερη παράγωγός του δίνει δ-συναρτήσεις, ο αλγόριθμος όμως μπορεί να απλοποιηθεί σημαντικά και έτσι στη συνέχεια θα παρουσιαστούν οι αναλυτικοί υπολογισμοί για την περίπτωση τριγωνικού προσπίπτοντος παλμού. Το κεφάλαιο συνεχίζεται με μια ενότητα όπου ο αλγόριθμος που βασίζεται στην προσέγγιση Rytov δοκιμάζεται σε αριθμητικά δεδομένα και κλείνει με μία συζήτηση και επισκόπηση της μεθόδου.

3.1 Μαθηματική διατύπωση
Η αφετηρία των μεθόδων αυτού του κεφαλαίου, είναι η εξίσωση Lippmann-Schwinger στο πεδίο του χρόνου



[image: image454.wmf](

)

(

)

(

)

2

22

'','

1

,'

4'

'/

sc

D

rrt

rtdr

cRt

ttRc

cy

y

p

¶

=-

¶

=-

ò

rr

rr

 ,
[image: image455.wmf]rS

Î

r

  
(3-1)

όπου c είναι η ταχύτητα διάδοσης στο περιβάλλον μέσο, 
[image: image456.wmf](
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είναι η συνάρτηση αντικειμένου η οποία έχει την τιμή 0 στο περιβάλλον μέσο, D είναι ο χώρος που καταλαμβάνει ο σκεδαστής (ή γενικότερα, για πολλούς σκεδαστές, τα σημεία του χώρου όπου 
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), S είναι η επιφάνεια μέτρησης του σκεδαζόμενου πεδίου, 
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 είναι το συνολικό
 πεδίο, 
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είναι το σκεδαζόμενο πεδίο και 
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 είναι η απόσταση ανάμεσα στο σημείο μέτρησης του σκεδαζόμενου πεδίου 
[image: image461.wmf]r
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 και στο σημείο ολοκλήρωσης στο εσωτερικό του σκεδαστή 
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r
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. H ολοκληρωτικο-διαφορική εξίσωση (3-1), εκφράζει το σκεδαζόμενο πεδίο σαν συνάρτηση της δεύτερης παραγώγου του εσωτερικού πεδίου του σκεδαστή σε προηγούμενες χρονικές στιγμές. Η χρονική καθυστέρηση ισούται με το χρόνο που χρειάζεται για να διαδοθεί το πεδίο από το συγκεκριμένο σημείο του σκεδαστή προς το σημείο μέτρησης.

Το πεδίο στο εσωτερικό του σκεδαστή δίνεται από την εξίσωση αντικειμένου
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Το ολοκλήρωμα εδώ παρουσιάζει μία ιδιομορφία όταν 
[image: image465.wmf]'
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. Οι αλγόριθμοι που θα παρουσιαστούν εδώ κάνουν χρήση μόνο της εξίσωσης δεδομένων (3-1) καθώς για την έκφραση του εσωτερικού πεδίου χρησιμοποιούνται οι προσεγγίσεις Born ή Rytov. 

Ο σκοπός του αντίστροφου προβλήματος σκέδασης στο πεδίο του χρόνου είναι ο προσδιορισμός της συνάρτησης αντικειμένου 
[image: image466.wmf](
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. Να σημειωθεί ότι ισχύει η ακόλουθη σχέση ανάμεσα στη συνάρτηση αντικειμένου και στο δείκτη διάθλασης 
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όπου 
[image: image468.wmf](
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ο δείκτης διάθλασης.

Πρακτικά η επιφάνεια μέτρησης του σκεδαζόμενου πεδίου S, θα αποτελείται από J διακριτά σημεία. Με 
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 συμβολίζονται οι μετρούμενες τιμές του σκεδαζόμενου πεδίου (
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) για το m-οστό προσπίπτον κύμα, δηλαδή 
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το σφάλμα μέτρησης. Μια και εδώ χρησιμοποιείται μόνο ένας προσπίπτων παλμός (
[image: image473.wmf]1

m

=

), ο δείκτης m δεν χρειάζεται να αναγράφεται.

3.2 Επαναληπτική μέθοδος επίλυσης του αντίστροφου προβλήματος με την προσέγγιση Born
Στην ενότητα αυτή, θα διατυπωθεί αλγόριθμος ανακατασκευής βασισμένος στην προσέγγιση Born. Η προσέγγιση Born μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την απεικόνιση ασθενών σκεδαστών μόνο όταν το πεδίο στο εσωτερικό του σκεδαστή δεν διαφέρει σημαντικά από το προσπίπτον πεδίο. Κάνοντας την προσέγγιση
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η εξίσωση Lippmann-Schwinger γίνεται 
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Η ολοκληρωτική εξίσωση του σκεδαζόμενου πεδίου μπορεί να γραφτεί σε τελεστική μορφή
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όπου ο τελεστής 
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 δρα πάνω στη συνάρτηση αντικειμένου χ και δίνεται από τη σχέση
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Ο τελεστής 
[image: image480.wmf]S

G

 είναι γραμμικός ως προς τη συνάρτηση αντικειμένου για την προσέγγιση Born. Όπως θα φανεί στη συνέχεια αυτή η ιδιότητα δεν ικανοποιείται για την προσέγγιση Rytov και αυτό αποτελεί πηγή δυσκολιών (κυρίως όσον αφορά το υπολογιστικό φορτίο του αλγοριθμου).

Η ζητούμενη συνάρτηση αντικειμένου αναπτύσσεται σε συναρτήσεις βάσης τοποθετημένες στο κέντρο των κυψελίδων ενός τρισδιάστατου κυβικού πλέγματος. Εστω 
[image: image481.wmf]s

 το μήκος πλευράς της κάθε κυψέλης. Αν Ν ο συνολικός αριθμός των κυψελών τότε η συνάρτηση αντικειμένου μπορεί να γραφτεί ως
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όπου 
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m

 είναι οι άγνωστοι συντελεστές και 
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 οι συναρτήσεις βάσης. Μια συνηθισμένη επιλογή για τις συναρτήσεις βάσης είναι οι τρισδιάστατες βηματικές συναρτήσεις δηλαδή
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Οι βηματικές συναρτήσεις βάσης ακολουθήθηκαν σε όλους τους αλγορίθμους αυτού του κεφαλαίου.

Η περιγραφή της συνάρτησης αντικειμένου με βηματικές συναρτήσεις ισοδυναμεί με τη διακριτοποίηση του χώρου σε ένα κυβικό πλέγμα όπου κάθε κυψέλη έχει μια σταθερή τιμή του δείκτη διάθλασης. Στο πλέγμα αυτό μπορεί να εφαρμοστεί η ιδέα της διαδοχικής ανακατασκευής των καθέτων επιπέδων που συναντά το προσπίπτον κύμα μεταδιδόμενο διαμέσου του πλέγματος. Εστω ότι ο βαθμός διακριτοποίησης του πλέγματος είναι Ν δηλαδή περιέχει συνολικά 
[image: image486.wmf]3
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 κυψέλες. Η αρχή των αξόνων τοποθετείται στο κέντρο του πλέγματος οπότε ο όγκος που αυτό καταλαμβάνει είναι ο κύβος 
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. Επίσης έστω ότι με 
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 συμβολίζεται η κυψέλη με δείκτες i, j, k ως προς τις κατευθύνσεις 
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 το κέντρο της. Το προσπίπτον κύμα μεταδίδεται στην κατεύθυνση 
[image: image491.wmf]ˆ
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. Επίσης θεωρείται ότι το “μέτωπο” του προσπίπτοντος παλμού τη χρονική στιγμή 0 βρίσκεται στο επίπεδο 
[image: image492.wmf]za
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 (δηλαδή δεν έχει φτάσει ακόμα στο πλέγμα). Τέλος, έστω ότι τα J σημεία μέτρησης του σκεδαζόμενου πεδίου είναι τοποθετημένα στο επίπεδο 
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. Τα σημεία μέτρησης είναι τοποθετημένα σε ένα τετραγωνικό πλέγμα με διαστάσεις  στο  x-y  επίπεδο  
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Σχήμα 3-1: Γεωμετρία του προβλήματος
διάνυσμα θέσης του σημείου μέτρησης με δείκτες l,m όπου 
[image: image499.wmf]1,...,,1,...,

lJmJ

==

 (βλ. Σχήμα 3-1).
Το προσπίπτον κύμα καθώς διαδίδεται στην κατεύθυνση 
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 συναντάει αρχικά το επίπεδο 
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. Ο στόχος της διαδικασίας που θα περιγραφεί στη συνέχεια, είναι η εκτίμηση ενός χρονικού διαστήματος 
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, το οποίο γενικά θα είναι διαφορετικό για κάθε σημείο μέτρησης 
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, κατά το οποίο φθάνει για πρώτη φορά στο σημείο 
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 η επίδραση από την διάδοση του προσπίπτοντος διαμέσου του  πρώτου επιπέδου 
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 και κατά το οποίο δεν έχει φτάσει ακόμα επίδραση από οποιοδήποτε επόμενο επίπεδο 
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. Αυτό το πρόβλημα είναι ιδιαίτερα δύσκολο κυρίως όσον αφορά την έυρεση της χρονικής στιγμής  
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 για τον υπολογισμό της οποίας χρειάζεται η γνώση της συνάρτησης αντικειμένου στο επίπεδο 
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, που ακόμα δεν είναι δυνατή.

Αρχικά  ορίστηκε μια συνάρτηση , έστω 
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, η οποία αντιστοιχεί ένα σημείο μέτρησης στην πιο κοντινή κυψέλη του πλέγματος για κάποιο δεδομένο επίπεδο k. Δηλαδή η συνάρτηση αυτή αντιστοιχεί ένα ζέυγος δεικτών 
[image: image512.wmf],

lm

 σε ένα ζεύγος δεικτών 
[image: image513.wmf],

ij
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[image: image514.wmf],1
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Ο υπολογισμός της 
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 εξαρτάται από την εκτίμηση που θα γίνει για τη συνάρτηση αντικειμένου των κυψελίδων του 
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. Αν υποτεθεί πως η συνάρτηση αντικειμένου έχει την τιμή του περιβάλλοντος μέσου, η τιμή της θα δίνεται από την εξίσωση
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όπου dx είναι το μήκος της κυψέλης.

Στα επόμενα επίπεδα 
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 με 
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, μπορούν να γίνουν διαφορετικές προσεγγίσεις για τον υπολογισμό του χρονικού διαστήματος 
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. Αν θεωρηθεί πάλι πως η συνάρτηση αντικειμένου έχει την τιμή του περιβάλλοντος μέσου στο επίπεδο d , τότε οι χρονικές στιγμές 
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όπου 
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 είναι ο δείκτης διάθλασης της κυψέλης του h-οστού επιπέδου η οποία βρίσκεται στη μικρότερη απόσταση από το σημείο μέτρησης με δείκτες l, m. Μία άλλη ιδέα είναι να θεωρηθεί πως η συνάρτηση αντικειμένου του επιπέδου d είναι ίδια με αυτή του επιπέδου d-1 . Tότε η εξίσωση (3-12) αντικαθίσται από την
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Οι εξισώσεις (3-12), (3-13) οδηγούν στην επιλογή διαφορετικού χρονικού διαστήματος για κάθε σημείο μέτρησης. Δοκιμάστηκε και η επιλογή κοινού χρονικού διαστήματος από την εξίσωση
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Για κάθε επίπεδο d oρίζεται το συναρτησιακό που εκφράζει την ασυμφωνία των μετρήσεων με το σκεδαζόμενο πεδίο που προκαλεί μια συγκεκριμένη συνάρτηση αντικειμένου
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όπου 
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 είναι το σφάλμα στην επιφάνεια μέτρησης υπολογισμένο για μια δεδομένη κατανομή χ. Οι συναρτήσεις 
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 είναι οι συναρτήσεις βάρους  αναφορικά με την επιφάνεια και τις χρονικές στιγμές μέτρησης του σκεδαζόμενου πεδίου, αντίστοιχα. Οι Κ χρονικές στιγμές κατανέμονται ομοιόμορφα στο διάστημα 
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 το οποίο έχει υπολογιστεί με κάποιον από τους τρόπους που παρουσιάστηκαν προηγουμένως και μπορεί να είναι κοινό για όλα τα σημεία μέτρησης της επιφάνειας S ή να διαφέρει. Στην εξίσωση (3-16) έχει υποτεθεί ότι το χρονικό διάστημα είναι κοινό αλλά αυτό έχει γίνει για λόγους παρουσίασης και τα αποτελέσματα που ακολουθούν δεν επηρεάζονται από αυτή την παραδοχή.

Καθώς το χρονικό διάστημα 
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 έχει επιλεγεί έτσι ώστε κατά τη διάρκειά του η τιμή του σκεδαζόμενου πεδίου να επηρεάζεται από τη συνάρτηση αντικειμένου μόνο του d-οστού επιπέδου, η ελαχιστοποίηση του συναρτησιακού θα γίνει μόνο ως προς τις τιμές της συνάρτησης αντικειμένου των κυψελίδων που ανήκουν στο 
[image: image538.wmf]d
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. Η ελαχιστοποίηση θα γίνει με την εφαρμογή επαναληπτικού αλγόριθμου. Αρχικά πρέπει να υπολογιστεί η κλίση του συναρτησιακού ως προς τη συνάρτηση αντικειμένου.

Έστω ότι η συνάρτηση σφάλματος κατά τη n-οστή επανάληψη είναι
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Η κλίση του όρου 
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 ως προς τη συνάρτηση αντικειμένου 
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υπολογίζεται για τη χρονική στιγμή tk ίσο με (βλ. παράρτημα 3-Α) 
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όπου ο συζυγής τελεστής 
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 θα υπολογιστεί στη συνέχεια. Η συνολική κλίση του συναρτησιακού είναι 
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Αν γραφτεί ο τελεστής 
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με 
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 τότε ο συζυγής τελεστής θα πρέπει να ικανοποιεί τη σχέση
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για 
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Η κατεύθυνση ενημέρωσης της συνάρτησης αντικειμένου ορίζεται :
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και το συναρτησιακό κατά τη n-οστή επανάληψη γράφεται ως εξής
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όπου 
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και 
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Λόγω της γραμμικότητας του τελεστή 
[image: image562.wmf]S
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 προέκυψε μια απλή έκφραση ως προς την παράμετρο 
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 που μπορεί να ελαχιστοποιηθεί αναλυτικά. Ελαχιστοποιώντας ως προς την παράμετρο 
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Η συνάρτηση ανανέωσης 
[image: image566.wmf]n

u

μπορεί να περιοριστεί στον απλό υπολογισμό της κλίσης του συναρτησιακού ως προς τη ζητούμενη συνάρτηση αντικειμένου 
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δηλαδή
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 ή μπορεί να συμπεριλάβει και τις κατευθύνσεις Fletcher-Reeves (Ber95b), δηλαδή
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Το προσπίπτον πεδίο μπορεί να έχει διάφορες μορφές. Μια επιλογή που έχει όπως θα φανεί στη συνέχεια κάποια επιθυμητά χαρακτηριστικά, είναι αυτή ενός τριγωνικού παλμού με μονόπλευρο εύρος 
[image: image575.wmf]p
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Μια άλλη επιλογή που δοκιμάστηκε ήταν αυτή ενός παλμού Gauss
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Οι εμπειρικές δοκιμές του αλγορίθμου απέδειξαν πως όσο το πρόβλημα επιλύεται σε βαθύτερα επίπεδα, η λύση γίνεται συνεχώς λιγότερο ακριβής. Δύο είναι οι λόγοι που συμβάλλουν στην χειροτέρευση των αποτελεσμάτων. Καταρχήν υπάρχει συσσώρευση των όποιων σφαλμάτων ανακατασκευής έχουν γίνει σε προηγούμενα επίπεδα και αυτό επιδρά αρνητικά στη δυνατότητα εξεύρεσης μιας ακριβούς λύσης για ένα δεδομένο επίπεδο. Ένας δεύτερος λόγος σχετίζεται με την προσέγγιση Born η οποία έχει υποτεθεί πως περιγράφει ικανοποιητικά το εσωτερικό πεδίο του σκεδαστή. Ακόμα και για ασθενείς σκεδαστές φαίνεται πως η προσέγγιση Born προσφέρει όλο και λιγότερο ικανοποιητική περιγραφή όσο περνάει ο χρόνος. Στην επόμενη ενότητα θα διατυπωθεί ένας αλγόριθμος επίλυσης βασισμένος στην προσέγγιση Rytov που αναμένεται να έχει πολύ καλύτερη συμπεριφορά όσον αφορά τον δεύτερο παράγοντα ενώ μπορεί να περιγραφεί για την αξιόπιστη περιγραφή του εσωτερικού πεδίου ενός πολύ μεγαλύτερου συνόλου σκεδαστών.

3.3 Επαναληπτική μέθοδος επίλυσης του αντίστροφου προβλήματος με την προσέγγιση Rytov
Η προσέγγιση Rytov έχει χρησιμοποιηθεί αποκλειστικά στο πεδίο της συχνότητας όπου αναφέρεται στη μιγαδική φάση του πεδίου. Στο πεδίο της συχνότητας, τo χαρακτηριστικό αυτής της προσέγγισης είναι πως αγνοείται η μεταβολή της μιγαδικής φάσης. Στο πεδίο του χρόνου, η προσέγγιση Rytov αποκτά μια εντελώς διαφορετική μορφή και συνίσταται στην προσέγγιση του εσωτερικού πεδίου με το προσπίπτον πεδίο το οποίο όμως τώρα διαδίδεται με ταχύτητα που εξαρτάται από την ταχύτητα του μέσου από το οποίο αποτελείται ο σκεδαστής και όχι με την ταχύτητα του περιβάλλοντος μέσου όπως στην προσέγγιση Born (βλέπε παράρτημα 3-B). Αναμένεται δηλαδή ότι το πεδίο εφαρμογών της Rytov θα είναι ευρύτερο σε σχέση με την προσέγγιση Born. 

Αν το προσπίπτον πεδίο θεωρηθεί πως έχει τη μορφή μιας οποιαδήποτε συνάρτησης W
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όπου 
[image: image579.wmf]ˆ

k

 είναι η κατεύθυνση διάδοσης, τα 
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 και 
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 σταθερές που καθορίζουν τις αρχικές συνθήκες και W(x) είναι η συνάρτηση, που περιγράφει τη μορφή του πεδίου, τότε η προσέγγιση Rytov μπορεί να εκφράσει σε απλοποιημένη μορφή το εσωτερικό πεδίο του σκεδαστή σε συνάρτηση με το δείκτη διάθλασης ως
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όπου 
[image: image583.wmf](
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 είναι μια παράμετρος χρονικής καθυστέρηση που αντιστοιχεί σε κάθε σημείο του χώρου και θα οριστεί στη συνέχεια. Θεωρείται δηλαδή ότι το σχήμα του παλμού παραμένει αμετάβλητο αλλά διαφοροποιείται η ταχύτητα διάδοσής του σε συνάρτηση με τον δείκτη διάθλασης 
[image: image584.wmf](
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. Αυτή η έκφραση δεν εξαρτάται από το συχνοτικό περιεχόμενο του παλμού όπως θα προϋπόθετε η αναλυτική έκφραση της προσέγγισης Rytov στο πεδίο του χρόνου όμως η απλότητά της διευκολύνει τη διατύπωση του αλγορίθμου επίλυσης.

Έστω η περίπτωση που ο προσπίπτων παλμός διαδίδεται κατά την κατεύθυνση +z και ζητείται ο υπολογισμός του πεδίου σε μια ευθεία 
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 τα όρια του σκεδαστή. Αν είναι γνωστό ότι στην ευθεία αυτή ο δείκτης διάθλασης λαμβάνει διαδοχικά τις τιμές 
[image: image587.wmf]12
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 για τα αντίστοιχα διαστήματα 
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 με 
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 τότε οι τιμές των χρονικών καθυστερήσεων υπολογίζονται από τον επόμενο αναδρομικό τύπο
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με
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Η εξίσωση (3-36) προκύπτει από την εξίσωση των ορισμάτων του προσπίπτοντος πεδίου και της προσέγγισης του εσωτερικού πεδίου με τη Rytov, δηλαδή
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για 
[image: image594.wmf]1
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Όταν χρησιμοποιηθεί η προσέγγιση Rytov η εξίσωση Lippmann-Schwinger γίνεται
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όπου 
[image: image597.wmf]R

y

είναι η προσέγγιση Rytov για το εσωτερικό πεδίο. 

Η σχέση των μετρήσεων του σκεδαζόμενου πεδίου με τις τιμές που δίνει η προσέγγιση Rytov μπορεί να γραφτεί συντομευμένα ως
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Ο τελεστής του προβλήματος δίνεται από τη σχέση
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όπου 
[image: image601.wmf]'
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 σημείο μέσα στην περιοχή ανακατασκευής του σκεδαστή και 
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 το εξωτερικό σημείο μέτρησης. 

Επίσης
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Όπως μπορεί εύκολα να διαπιστωθεί από τις παραπάνω εξισώσεις, ο τελεστής του προβλήματος 
[image: image604.wmf](
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, δεν είναι γραμμικός ως προς τη συνάρτηση αντικειμένου 
[image: image605.wmf](
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. Η μη-γραμμικότητα οφείλεται στην εξάρτηση της προσέγγισης του εσωτερικού πεδίου από τη συνάρτηση αντικειμένου. Ο όρος 
[image: image606.wmf](
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 είναι γενικά μη γραμμικός ως προς τη συνάρτηση αντικειμένου (υπενθυμίζεται πως ο δείκτης διάθλασης 
[image: image607.wmf](
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 σχετίζεται άμεσα με τη 
[image: image608.wmf](
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). Η εξάρτηση της προσέγγισης του εσωτερικού πεδίου από το δείκτη διάθλασης προφανώς συμβάλλει στη δυνατότητα περιγραφής ενός πολύ μεγαλύτερου εύρους σκεδαστών αλλά περιπλέκει τον αλγόριθμο επίλυσης όπως θα φανεί και στη συνέχεια.

Για 
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[image: image610.wmf](

)

(

)

*22

:

R

S

GLDLS

®

 υπολογίζεται ότι ισούται με  (βλέπε Παράρτημα 3-Γ)
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δηλαδή ο adjoint τελεστής 
[image: image613.wmf]*
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 είναι γραμμικός σε αντίθεση με τον αρχικό τελεστή 
[image: image614.wmf]R
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.

Η ιδέα του αλγορίθμου επίλυσης που θα παρουσιαστεί εδώ είναι η ίδια με αυτήν του αλγορίθμου που διατυπώθηκε στην ενότητα 3.2. Συγκεκριμένα, η συνάρτηση αντικειμένου θα ανακατασκευαστεί ανά διαδοχικά επίπεδα, κάθετα προς την κατεύθυνση διάδοσης του προσπίπτοντος παλμού, με την ελαχιστοποίηση ενός συναρτησιακού που εκφράζει την ασυμφωνία των δεδομένων μέτρησης με τις τιμές του σκεδαζόμενου πεδίου που προβλέπει μια δεδομένη συνάρτηση αντικειμένου. Το συναρτησιακό σφάλματος δεδομένων ορίζεται ως



[image: image615.wmf](

)

2

1

1

2

k

K

TSt

S

k

FWW

cr

=

=

å


(3-44)

με το σφάλμα της n επανάληψης να είναι τώρα ίσο με 
[image: image616.wmf](
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Ο ορισμός είναι ο ίδιος με αυτόν για τον αλγόριθμο που χρησιμοποιεί την προσέγγιση Born αλλά αλλάζει ο τελεστής του προβλήματος.

Επειδή ο όρος 
[image: image618.wmf](
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 εξαρτάται και από τη συνάρτηση αντικειμένου  ο υπολογισμός του gradient του συναρτησιακού διαφοροποιείται από την περίπτωση της προσέγγισης Born. Θεωρώντας το ανάπτυγμα της συνάρτησης αντικειμένου σε κυβικές συναρτήσεις βάσεις
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η παράγωγος του συναρτησιακού ως προς κάποιο συντελεστή βαρύτητας 
[image: image620.wmf]3
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(Θεωρώντας διακριτό πλήθος J σημείων μέτρησης)
[image: image622.wmf]
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[Με την αντικατάσταση 
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Η παράγωγος του σφάλματος ως προς την τιμή της συνάρτησης αντικειμένου στην i  κυψέλη ισούται με
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όπου 
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και



[image: image632.wmf](

)

(

)

0

2

2

2

'/

'',

'

'

inc

i

D

ttRc

rr

dr

Rmt

cyc

=-

éù

¶

¶

F=

êú

¶¶

ëû

ò

rr

r


(3-49)

Ο όρος 
[image: image633.wmf]2

F

 οφείλεται στη μη γραμμικότητα του τελεστή 
[image: image634.wmf]R
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Αν αγνοηθεί η εξάρτηση του εσωτερικού πεδίου από τη συνάρτηση αντικειμένου (δηλαδή ο όρος 
[image: image635.wmf]2

F

 ) η κλίση του συναρτησιακού ως προς τους συντελεστές του αναπτύγματος της συνάρτησης αντικειμένου θα είναι :
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οπότε η συνολική μεταβολή του συναρτησιακού δίνεται από την εξίσωση
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Στο παράρτημα 3-Δ δίνεται η μορφή της παραγώγου Frechet του συναρτησιακού όταν θεωρηθεί συνεχής συνάρτηση αντικειμένου.

Οι προηγούμενοι υπολογισμοί ισχύουν και για τη γενικότερη περίπτωση που οι διακριτές χρονικές στιγμές 
[image: image639.wmf],1,...,
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 δεν είναι ίδιες για κάθε ένα από τα 
[image: image640.wmf]J

 σημεία μέτρησης. Η δυνατότητα διαφοροποίησης των χρονικών στιγμών που λαμβάνονται υπόψιν σε κάθε σημείο μέτρησης, προσθέτει ευελιξία στον αλγόριθμο και όπως θα φανεί στη συνέχεια αυτή η δυνατότητα μπορεί να συνεισφέρει στη βελτίωση της ποιότητας των αποτελεσμάτων.

Λόγω, λοιπόν, της μη γραμμικότητας του τελεστή 
[image: image641.wmf]R
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G

, τo gradient του όρου σφάλματος 
[image: image642.wmf]2
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 τη χρονική στιγμή tk  δίνεται μόνο προσεγγιστικά από τη σχέση 
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ή πιο αναλυτικά
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όπου 
[image: image646.wmf](
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 είναι το σφάλμα στο σημείο 
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H συνολική κλίση του συναρτησιακού είναι 
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Σε κάθε επανάληψη του αλγορίθμου η συνάρτηση αντικειμένου μεταβάλλεται σύμφωνα με τη σχέση :
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Για τη συνάρτηση ανανέωσης 
[image: image650.wmf]n

u

ισχύουν όσα αναφέρθηκαν στην παράγραφο 3.2. 

Αντικαθιστώντας την ανανεωμένη τιμή της συνάρτησης αντικειμένου στο συναρτησιακό έχουμε
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Επειδή ο τελεστής 
[image: image652.wmf]R

S

G

δεν είναι γραμμικός η έκφραση αυτή δεν μπορεί να αναπτυχθεί περισσότερο καθώς γενικά  
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H μη-γραμμικότητα του τελεστή δυσχεραίνει τον υπολογισμό του συναρτησιακού, καθώς δεν μπορεί να αναχθεί σε μια απλή έκφραση που θα εξαρτάται μόνο από το 
[image: image654.wmf]n

c

a

, αλλά προϋποθέτει την εφαρμογή εκ νέου του τελεστή 
[image: image655.wmf]R
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 κάθε φορά που θα μεταβάλλεται η τιμή της παραμέτρου 
[image: image656.wmf]n
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κατά τη διαδικασία ελαχιστοποίησης. Θεωρώντας το ανάπτυγμα της συνάρτησης αντικειμένου σε βηματικές συναρτήσεις  (βλ. εξίσωση 3-8) η εφαρμογή του τελεστή στην ανανεωμένη συνάρτηση αντικειμένου μπορεί εκφραστεί από τη σχέση
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Αν το προσπίπτον πεδίο θεωρηθεί ότι έχει την τριγωνική μορφή  της εξίσωσης (3-32) τότε ο υπολογισμός της δεύτερης παραγώγου του τριγωνικού παλμού οδηγεί στην εμφάνιση τριών δ συναρτήσεων στα σημεία 
[image: image659.wmf],0,
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 οι οποίες μπορούν να προσεγγιστούν με τετραγωνικούς παλμούς μοναδιαίου εμβαδού και μονόπλευρου εύρους 
[image: image660.wmf]d
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όπου οι τετραγωνικοί παλμοί ορίζονται ως
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3.4 O αλγόριθμος επίλυσης από υπολογιστική άποψη
Η διατύπωση του αλγορίθμου είναι φανερό πως από υπολογιστική άποψη θα εμφανίσει καθυστέρηση κυρίως σε δύο σημεία:

· Στον υπολογισμό της κλίσης του συναρτησιακού (βλ. σχέση 3-53) 

· Στη διαδικασία βελτιστοποίησης ως προς την παράμετρο 
[image: image666.wmf]n

c
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 λόγω της ανάγκης επαναληπτικών υπολογισμών του συναρτησιακού για διάφορες τιμές της 
[image: image667.wmf]n
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.

Στα δυο αυτά σημεία του αλγορίθμου ο μεγαλύτερος χρόνος καταναλώνεται για τον υπολογισμό ολοκληρωμάτων της μορφής
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όπου 
[image: image669.wmf]i

r
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 είναι το κέντρο στην κυψέλη που γίνεται η ολοκλήρωση, 
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r

r

 είναι το εξωτερικό σημείο μέτρησης και
[image: image671.wmf](
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 είναι η θεωρούμενη τιμή της συνάρτησης αντικειμένου η οποία είναι σταθερή στον όγκο της κυψέλης.

3.4.1 Προσέγγιση σταθερής τιμής του εσωτερικού πεδίου
Αν θεωρηθεί ότι σε μια κυψέλη για μια δεδομένη χρονική στιγμή η τιμή του εσωτερικού πεδίου είναι σταθερή (δεν υπάρχει διακύμανση του πεδίου μέσα στον όγκο της κυψέλης) ο υπολογισμός του συναρτησιακού μπορεί να επιταχυνθεί σημαντικά. O τελεστής του προβλήματος γράφεται
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όπου τα ολοκληρώματα 
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[image: image674.wmf]j

rS

Î

r

 μπορούν να υπολογιστούν αρχικά και να χρησιμοποιούνται στη συνέχεια καθώς δεν επηρεάζονται από τη διαδικασία βελτιστοποίησης και 
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 είναι η τιμή της δεύτερης παραγώγου του εσωτερικού πεδίου για την καθυστερημένη (retarded) χρονική στιγμή υπολογισμένη στο κέντρο της κυψέλης. Η τιμή αυτή εξαρτάται και από την τιμή της συνάρτησης αντικειμένου στη συγκεκριμένη κυψέλη δηλαδή και από την παράμετρο 
[image: image676.wmf]n
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. Με αυτές τις προσεγγίσεις, η έκφραση του συναρτησιακού γίνεται 
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όπου 
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Επειδή όπως αναφέρθηκε οι τιμές 
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 εξαρτώνται και από την παράμετρο 
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, αυτό σημαίνει πως και οι όροι 
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 εξαρτώνται και από την παράμετρο 
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 οπότε δεν μπορεί να γίνει αναλυτικός υπολογισμός της τιμής της 
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 που ελαχιστοποιεί την τιμή του συναρτησιακού όπως γινόταν στην αντίστοιχη περίπτωση για τον αλγόριθμο βασισμένο στην προσέγγιση Born.  Το υπολογιστικό κόστος μειώνεται όταν παρατηρηθεί ότι για τις κυψέλες όπου 
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 δεν χρειάζεται να ξαναγίνει υπολογισμός των όρων 
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Η αριθμητική υλοποίηση της προηγούμενης προσέγγισης έδειξε πως απαιτείται μεγάλος βαθμός διακριτοποίησης για να επιτευχθεί σύγκλιση με τις αριθμητικά υπολογιζόμενες τιμές των ολοκληρωμάτων όπου η τιμή του εσωτερικού πεδίου δεν θεωρείται σταθερή σε όλο τον όγκο της κυψέλης. Ο απαιτούμενος βαθμός διακριτοποίησης ακυρώνει την προσπάθεια επίτευξης χαμηλού υπολογιστικού κόστους.

3.4.2 Τριγωνική μορφή του προσπίπτοντος παλμού
Άν θεωρηθεί πως ο προσπίπτων παλμός έχει την τριγωνική μορφή της εξίσωσης (3-32), η δεύτερη παράγωγος, η οποία εμφανίζεται στα ολοκληρώματα J, θα αποτελείται από τρείς δ-συναρτήσεις. Η ειδική μορφή των δ-συναρτήσεων, επιτρέπει την εφαρμογή μιας ευριστικής μεθόδου υπολογισμού των ολοκληρωμάτων J. Η ιδέα της μέθοδου είναι να εξισωθούν τα ορίσματα των δ-συναρτήσεων με το μηδέν και να διερευνηθεί αν υπάρχει σημείο μέσα στον όγκο της συγκεκριμένης κυψέλης, με δεδομένες τις παραμέτρους του χρόνου και της τιμής της συνάρτησης αντικειμένου, το οποίο να ικανοποιεί κάποια από τις τρείς εξισώσεις. Δηλαδή διερευνάται αν



[image: image689.wmf](

)

(

)

{

}

{

}

{

}

(

)

*

00

0

ˆ

/,0,

iipp

kra

tRcttrnrTT

c

éù

+

----Î-

êú

ëû

r

rr


(3-64)

όπου 
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. Τελικά ο υπολογισμός του ολοκληρώματος ανάγεται σε ένα πρόβλημα έυρεσης ρίζας μιας μη γραμμικής συνάρτησης με περιορισμούς. Θεωρώντας 
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, ορίζεται η συνάρτηση
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όπου 
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 το εξωτερικό σημείο μέτρησης και ισχύουν οι περιορισμοί



[image: image694.wmf][

]

,

mM

xxx

Î


(3-66a)



[image: image695.wmf][

]

,

mM

yyy

Î


(3-66b)



[image: image696.wmf][

]

,

mM

zzz

Î


(3-66c)

όπου 
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 είναι το σύνολο σημείων της κυψέλης. Ο υπολογισμός του ολοκληρώματος J  απαιτεί την επίλυση των τριών προβλημάτων εύρεσης ρίζας 



[image: image698.wmf](

)

,,,0

p

Tp

hhxyztT

-

=+=


(3-67a)



[image: image699.wmf](

)

0

,,,0

hhxyzt

==


(3-67b)



[image: image700.wmf](

)

,,,0

p

Tp

hhxyztT

=-=


(3-67c)

υποκείμενων στους περιορισμούς (3-66). 

Η 
[image: image701.wmf]h

 είναι φθίνουσα ως προς z καθώς ισχύει 
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 αφού μετράται μόνο το οπισθοσκεδαζόμενο πεδίο και έχει θεωρηθεί 
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 η κατεύθυνση διάδοσης του προσπίπτοντος κύματος. Ως προς τις μεταβλητή x (y) η συνάρτηση είναι αύξουσα για 
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). Η συμπεριφορά της συνάρτησης h ως προς τις μεταβλητές x,y έχει το φυσικό νόημα ότι για δεδομένο t και z, η συνεισφορά στο σκεδαζόμενο πεδίο που παρατηρείται στο εξωτερικό σημείο μέτρησης 
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 και οφείλεται στο εσωτερικό πεδίο που βρίσκεται ακριβώς απέναντι σε σχέση με την κατεύθυνση διάδοσης του κύματος εμφανίζεται νωρίτερα από τη συνεισφορά όλων των υπόλοιπων σημείων οποιουδήποτε επιπέδου με σταθερό z.

Οι εξισώσεις (3-67) μπορούν να επιλυθούν αναλυτικά λαμβάνοντας υπόψιν και τα φυσικά χαρακτηριστικά του προβλήματος. Εστω λοιπόν η εξίσωση
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. Για μια δεδομένη τιμή του z,  έστω 
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 από τα χαρακτηριστικά του προβλήματος είναι προφανές ότι μια λύση της εξίσωσης (3-68) η οποία μάλιστα θα περιλαμβάνει και την ελάχιστη τιμή του t, έστω 
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 που θα ανήκει σε λύση είναι 
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καθώς το σημείο 
[image: image720.wmf](

)

00

,,

a

xyz

 είναι αυτό από το οποίο θα μεταδοθεί πληροφορία πιο γρήγορα από όλα τα άλλα σημεία του επιπέδου 
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. Λύνοντας την εξίσωση (3-68) ως προς t προκύπτει ότι
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Ορίζοντας τη χρονική παράμετρο 
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(3-68) προκύπτει ότι
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Επειδή 
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 προκύπτει ότι για να υπάρχει ρίζα της (3-68) πρέπει να ισχύει
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Αυτός είναι ο ελάχιστος χρόνος για να υπάρξει επίδραση του στοιχειώδους κυβικού σκεδαστή με κέντρο 
[image: image733.wmf]i

r

r

 με το σημείο παρατήρησης 
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Αποδεικνύεται ότι πάντα ισχύει 
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 οπότε η σχέση (3-71) παριστάνει για δεδομένες τιμές των 
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[image: image742.wmf](

)

22

0

2

()0,1

1

tnza

tnaznSY

n

-++

-+³>Þ+=

-

o

o

). Η επιφάνεια του παραβολοειδούς ορίζεται γενικά στο διάστημα 
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Αντικαθιστώντας στη βασική συνθήκη 
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 προκύπτει η ανισότητα
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όμως 
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 που σημαίνει ότι το επίπεδο 
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 δεν μπορεί ποτέ να ληφθεί υπόψιν γιατί παραβιάζει τη συνθήκη 
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Αντικαθιστώντας στη βασική συνθήκη 
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 μια τιμή του z που να ανήκει στο διάστημα 
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 προκύπτει η ανισότητα
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Εστω 
[image: image755.wmf]2

zz

>

 δηλαδή το z να ανήκει στον άνω κλάδο του παραβολοειδούς. Τότε 
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Το δεύτερο μέλος της ανισότητας είναι θετικό καθώς έχει θεωρηθεί πως μετράται το οπισθοσκεδαζόμενο πεδίο και η κατεύθυνση διάδοσης του προσπίπτοντος κύματος είναι προς τα θετικά z, αλλά τότε προκύπτει άτοπο γιατί το πρώτο μέλος της ανισότητας δεν μπορεί να είναι κι αυτό θετικό λόγω της συνθήκης 
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. Δηλαδή ο άνω κλάδος του παραβολοειδούς θα πρέπει να αγνοηθεί. 

Οπως λοιπόν αναφέρθηκε και προηγούμενα, για δεδομένο επίπεδο κάθετο στην κατεύθυνση διάδοσης (εδώ για δεδομένο z), το σημείο που βρίσκεται απέναντι από το σημείο μέτρησης είναι το πρώτο σημείο του επιπέδου που συνεισφέρει στην εμφάνιση του σκεδαζόμενου πεδίου στο εξωτερικό σημείο μέτρησης ενώ η συνεισφορά των υπόλοιπων σημείων γίνεται με χρονική διαδοχή που εξαρτάται από την απόστασή τους από αυτό το σημείο.

Στην περίπτωση που 
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 προκύπτει με αντίστοιχο τρόπο πως πρέπει να αγνοηθεί ο κάτω κλάδος του παραβολοειδούς.

Η προηγούμενη γεωμετρική ανάλυση μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος
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που μπορεί, για την περίπτωση του τριγωνικού παλμού, να γραφτεί ως
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όπου 
[image: image762.wmf]123
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 τα βάρη των δ-συναρτήσεων. 

Εστω 
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οπότε το ολοκλήρωμα Ι γράφεται
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Ο υπολογισμός του ολοκληρώματος 
[image: image766.wmf]l

I

 (βλ. παράρτημα 3-Ε) δίνει σαν αποτέλεσμα
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όπου το c(z)  είναι ένα πολυώνυμο 2ου βαθμού 
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με συντελεστές που δίνονται από τις σχέσεις
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Η γεωμετρική ερμηνεία του c(z) είναι πως η τιμή της 
[image: image772.wmf](
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 αναπαριστά την ακτίνα του κύκλου με κέντρο στο σημείο 
[image: image773.wmf]00
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 στον οποίο εκφυλίζεται το παραβολοειδές αν θεωρήσουμε δεδομένη την τιμή της z. Το ολοκλήρωμα Il  έχει σαν αποτέλεσμα τη γωνία που σχηματίζουν τα διανύσματα 
[image: image774.wmf](
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Φυσικά ισχύει ότι
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όπου 
[image: image777.wmf]''
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 το σύνολο τιμών της μεταβλητής y για το οποίο μηδενίζεται το όρισμα της δ συνάρτησης. 
[image: image778.jpg]



Σχήμα 3-2: Όρια ολοκλήρωσης για τον όρο Ιl.
Για να είναι 
[image: image779.wmf][
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οπότε για δεδομένο z αρκεί να ελεγχθεί αν ισχύουν ταυτόχρονα οι ανισότητες
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Για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος Ι (βλ. εξίσωση 3-76) κατά την μεταβλητή z πρέπει να υπολογιστεί το διάστημα 
[image: image784.wmf][
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 για το οποίο το παραβολοειδές περνάει μέσα από την κυψέλη που εξετάζουμε. Το διάστημα αυτό βρίσκεται λύνοντας τις εξισώσεις
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Σε κάθε μία από αυτές τις δευτεροβάθμιες (ως προς z) εξισώσεις, κρατάμε την μικρότερη από τις ρίζες (καθώς όπως παρατηρήθηκε προηγουμένως ο πάνω κλάδος του παραβολοειδούς δεν λαμβάνεται υπόψιν).

Στην περίπτωση που ο προσπίπτων παλμός είναι τριγωνικός μπορεί να γίνει αναλυτικός υπολογισμός και του όρου 
[image: image787.wmf]2

F

 (βλ. εξίσωση 3-49). Η δεύτερη παράγωγος για τριγωνικό παλμό είναι
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και ορίζοντας την ποσότητα
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όπου
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ο όρος Φ2 γράφεται
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όπου
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και αντίστοιχα για τα 
[image: image794.wmf]22

F

 και 
[image: image795.wmf]23

F

. Ο υπολογισμός του 
[image: image796.wmf]21

F

 (βλ. παράρτημα 3-ΣΤ) δίνει


[image: image797.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

11

2

10

21

22

ˆ

2

2

211

lm

ilm

m

ii

yzxztza

mwctz

zzaaz

cxzyz

mm

éù

æö

æö

+

F=-++-++-

êú

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

++

êú

èø

èø

ëû


(3-94)

Τελικά, ο όρος 
[image: image798.wmf]2

F

 θα υπολογιστεί από το ολοκλήρωμα στην κατεύθυνση διάδοσης του προσπίπτοντος παλμού (εδώ η z)
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3.5 Η συνολική μεταβλητότητα σαν πολλαπλασιαστικός όρος

Για τον περιορισμό του συνόλου των πιθανών λύσεων μπορεί να τροποποιηθεί η μορφή του συναρτησιακού με τον πολλαπλασιασμό ενός όρου συνολικής μεταβλητότητας [Ber95], [Vas06] που τείνει να ευνοήσει λύσεις χωρίς ιδιαίτερα απότομες μεταβολές.

Το συναρτησιακό προς βελτιστοποίηση μπορεί τώρα να οριστεί από τη σχέση
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όπου
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με 
[image: image802.wmf]2
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όταν η βελτιστοποίηση αφορά κάθε φορά ένα μόνο επίπεδο (δηλαδή το z παραμένει σταθερό)
. H παράμετρος a ορίζεται έτσι ώστε να μειώνεται για αυξανόμενο αριθμό επαναλήψεων. Μια εκλογή για την τιμή της είναι 
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δηλαδή είναι ανάλογη με το μέτρο του σφάλματος [Bloe01].

Η κλίση 
[image: image804.wmf]TV

g

του όρου συνολικής μεταβλητότητας είναι
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όπου 
[image: image806.wmf](
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H κλίση του συναρτησιακού που περιλαμβάνει τη συνολική μεταβλητότητα σαν πολλαπλασιαστικό όρο ισούται με
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Λόγω της μορφής του συναρτησιακού ο όρος της συνολικής μεταβλητότητας θα ελαχιστοποιηθεί με μεγάλη βαρύτητα στις αρχικές επαναλήψεις καθώς τότε ο όρος 
[image: image809.wmf]F

έχει μεγάλες τιμές και σταδιακά θα αρχίσει να ελαχιστοποιεί όλο και περισσότερο τον όρο του σφάλματος δεδομένων όταν ο όρος ομαλοποίησης αποκτήσει μια ολοένα και πιο σταθερή τιμή.

Η μορφή του όρου ομαλοποίησης επηρεάζει σημαντικά τη λύση καθώς προσδιορίζει το σύνολο των πιθανών συναρτήσεων αντικειμένου που μπορούν να θεωρηθούν λύσεις του προβλήματος βελτιστοποίησης. Στη βιβλιογραφία έχουν διατυπωθεί διάφορες μορφές του όρου βελτιστοποίησης. Εδώ θα εξεταστούν κυρίως οι δύο όροι συνολικής μεταβλητότητας που αναφέρθηκαν στην προηγούμενη παράγραφο και ο τρόπος με τον οποίο επηρεάζουν την τελική λύση που προκύπτει σαν αποτέλεσμα της διαδικασίας βελτιστοποίησης.

Ο όρος ομαλοποίησης, για p=2, 
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τείνει να οδηγήσει σε ομαλές λύσεις, περιορίζοντας τις υψηλές συχνότητες. Η ιδιότητα του αυτή θα φανεί καθαρά στη συνέχεια όταν θα υπολογιστεί η μορφή του όρου 
[image: image811.wmf]2

J

 για το διακριτοποιημένο πρόβλημα.

Η κλίση του όρου 
[image: image812.wmf]2
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 είναι



[image: image813.wmf](

)

(

)

,21

TVn

grr

c

-

=Ñ×Ñ

rr


(3-102)

Όταν ο χώρος έχει διακριτοποιηθεί σε κυβικές κυψέλες ο όρος 
[image: image814.wmf]n

c

Ñ

 είναι μηδέν παντού εκτός από τις συνοριακές επιφάνειες ανάμεσα στις διαφορετικές κυψέλες. Εκεί η τιμή της κλίσης ισούται με τη διαφορά της τιμής της συνάρτησης αντικειμένου στις διαχωριζόμενες κυψέλες. Για το συναρτησιακό 
[image: image815.wmf]2

J

 θα πρέπει πάνω στις διαχωριστικές επιφάνειες να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
[image: image816.wmf](
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όπου δ είναι η συνάρτηση Dirac. Για να μπορέσει να υπολογιστεί αριθμητικά το ολοκλήρωμα γίνεται η προσέγγιση πως η μεταβολή της τιμής της συνάρτησης αντικειμένου δεν γίνεται ακαριαία στη διαχωριστική επιφάνεια, αλλά γραμμικά με μια ευθεία μήκους L. Η παράμετρος L μπορεί να οριστεί με βάση το βήμα διακριτοποίησης dx. Στην υλοποίηση του αλγορίθμου θεωρήθηκε 
[image: image817.wmf]/5
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Σχήμα 3-3: Ομαλοποίηση της μεταβολής της συνάρτησης αντικειμένου στη διαχωριστική επιφάνεια δύο κυψελών.
Σύμφωνα με αυτήν την προσέγγιση το ολοκλήρωμα του όρου 
[image: image819.wmf]2

J

κατά μήκος μιας διαχωριστικής επιφάνειας ανάμεσα στην κυψέλη i και την i+1, υπολογίζεται ότι δίνεται από τη σχέση
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Σε διακριτοποιημένη μορφή, για ένα δισδιάστατο πλέγμα NxN κύβων, ο όρος ομαλοποίησης 
[image: image821.wmf]2

J

γράφεται
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Λαμβάνοντας υπόψιν το γεγονός ότι 
[image: image825.wmf]Ldx

<<

 είναι φανερό από τον παραπάνω τύπο πως ο όρος 
[image: image826.wmf]2

J

 “τιμωρεί” με μεγάλη βαρύτητα τις απότομες μεταβολές της συνάρτησης αντικειμένου.

Ορίζοντας σε διακριτή μορφή την κλίση σαν
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όπου 
[image: image828.wmf]x

h

,
[image: image829.wmf]y

h

το μέγεθος κυψέλης στις κατευθύνσεις x,y (για κυβικό πλέγμα 
[image: image830.wmf]xy
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) η κλίση του όρου 
[image: image831.wmf]2

J

γράφεται σαν
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Για τον όρο συνολικής μεταβλητότας με p=1
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μια ανάλογη διαδικασία διακριτοποίησης δίνει σαν αποτέλεσμα
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Η κλίση του όρου 
[image: image835.wmf]1

J

 είναι
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και σε διακριτοποιημένη μορφή υπολογίζεται ίση με
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[image: image839.wmf](
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Είναι φανερό πως ο όρος 
[image: image840.wmf]1

J

 δεν επιβαρύνει όσο ο όρος 
[image: image841.wmf]2

J

 τις απότομες αλλαγές της συνάρτησης και γι αυτό αναμένεται να οδηγήσει σε μη ομαλές  συναρτήσεις αντικειμένου.

3.6 Αποτέλεσματα

Σε αυτήν την ενότητα ο αλγόριθμος ανακατασκευής που παρουσιάστηκε προηγουμένως θα δοκιμαστεί σε προβλήματα που χαρακτηρίζονται από διαφορετικές γεωμετρίες. Ο σκοπός είναι να διερευνηθούν οι απεικονιστικές δυνατότητες του αλγόριθμου σε σκεδαστές διαφορετικών σχημάτων και τιμών του δείκτη διάθλασης.

Ο προσπίπτων παλμός σε όλες τις αριθμητικές εφαρμογές που ακολουθούν ήταν τριγωνικός διαδιδόμενος στην κατεύθυνση 
[image: image842.wmf]ˆ
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όπου το όρισμα της συνάρτησης είναι
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Στην εξίσωση (3-112), 
[image: image845.wmf]P

T

 είναι το μονόπλευρο εύρος του παλμού που έχει τεθεί ίσο με 
[image: image846.wmf]0.1
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 ενώ η παράμετρος 
[image: image847.wmf]0.095
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 δείχνει το επίπεδο 
[image: image848.wmf]za
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 στο οποίο βρίσκεται το μέτωπο του παλμού τη χρονική στιγμή 
[image: image849.wmf]0
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. Επίσης έχει θεωρηθεί πως η ταχύτητα διάδοσης στο περιβάλλον μέσο είναι ίση με 
[image: image850.wmf]0
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Τα συνθετικά δεδομένα που αποτελούν την είσοδο στον αλγόριθμο ανακατασκευής υπολογίστηκαν με τη μέθοδο FDTD για την κυματική εξίσωση. Ο χώρος προσομοίωσης ήταν ένα κυβικό πλέγμα με κέντρο στην αρχή των αξόνων και μονόπλευρο μήκος (μισό μήκος της ακμής) 0.093m. Η διακριτοποίηση του χώρου έγινε σε 
[image: image851.wmf]3
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 κυβικές κυψέλες όπου 
[image: image852.wmf]261
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. Χρησιμοποιήθηκε η συνθήκη απορρόφησης Mur στα τοιχώματα του πλέγματος (βλ. πρώτο κεφάλαιο) και η τεχνική της προσομοίωσης της διάδοσης του προσπίπτοντος κύματος σε μονοδιάστατο πλέγμα ώστε να αποφευχθούν οι ανακλάσεις στη συνοριακή επιφάνεια των περιοχών συνολικού και σκεδαζόμενου πεδίου (επίσης βλ. πρώτο κεφάλαιο). Ο κώδικας υλοποιήθηκε σε Fortran90.

Οι θέσεις των σημείων μέτρησης ορίστηκαν πάνω σε ένα ορθογώνιο πλέγμα τοποθετημένο στο επίπεδο 
[image: image853.wmf]z=-0.078

 με κέντρο στο σημείο 
[image: image854.wmf](

)

0,0

 και μονόπλευρο μήκος 
[image: image855.wmf]0.055

. Τα σημεία κατανεμήθηκαν ομοιόμορφα στο ορθογώνιο πλέγμα σε 39 θέσεις στον x άξονα και αντίστοιχα στον y άξονα (συνολικά δηλαδή 1521 σημεία μέτρησης).

Για τον αλγόριθμο επίλυσης του αντιστρόφου προβλήματος ορίστηκε ένα κυβικό πλέγμα διάστασης 
[image: image856.wmf]3

N

 όπου 
[image: image857.wmf]39
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 με κέντρο στην αρχή των αξόνων και μονόπλευρο μήκος 
[image: image858.wmf]0.05

. Οι κυψέλες δηλαδή του πλέγματος δεν είναι τοποθετημένες ακριβώς απέναντι από τα σημεία μέτρησης έτσι ώστε να ελεγχθεί η δυνατότητα του αλγορίθμου να πετύχει ικανοποιητικό αποτέλεσμα σε ένα αυθαίρετα ορισμένο πλέγμα.

Α. Σφαιρικός σκεδαστής με n=1.05
Το πρώτο αντικείμενο είναι ένας σκεδαστής σφαιρικού σχήματος με δείκτη διάθλασης 
[image: image859.wmf]1.05

n

=

. Η τιμή του δείκτη διάθλασης είναι σχετικά μικρή οπότε η προσέγγιση Rytov περιγράφει πολύ ικανοποιητικά τη μορφή του εσωτερικού πεδίου για μεγάλο χρονικό διάστημα από την πρόσκρουση του προσπίπτοντος παλμού πάνω στον σκεδαστή. Η ακτίνα της σφαίρας είναι 0.02m και το κέντρο της βρίσκεται στην αρχή των αξόνων.

Στο Σχήμα 3-4 απεικονίζεται η λύση του αλγόριθμου επίλυσης σε σύγκριση με την πραγματική συνάρτηση αντικειμένου για διαδοχικά επίπεδα z=σταθερό με σειρά διαδοχής αυτή που συναντά το προσπίπτον κύμα καθώς διαδίδεται διαμέσου του σκεδαστή. Όπως φαίνεται ο αλγόριθμος εντοπίζει με ακρίβεια τη θέση του σκεδαστή και τη μεταβολή της ακτίνας του κύκλου κατά τη διεύθυνση διάδοσης αν και εμφανίζει μικρές μη μηδενικές τιμές του δείκτη διάθλασης σε ακτίνα μεγαλύτερη από αυτήν που καταλαμβάνει ο σκεδαστής. 

Στο Σχήμα 3-5 παρουσιάζεται το μέσο τετραγωνικό σφάλμα ανά επίπεδο κάθετο στην κατεύθυνση διάδοσης του προσπίπτοντος παλμού. Το μέσο τετραγωνικό σφάλμα αυξάνεται στα επίπεδα που η ακτίνα του σκεδαστή είναι σχετικά μεγάλη οπότε παρουσιάζει μέγιστο κοντά στο επίπεδο z=0. Στα επόμενα επίπεδα μειώνεται σταδιακά. Φαίνεται λοιπόν πως γι αυτόν τον σκεδαστή το πέρασμα του χρόνου δεν έχει αρνητική επιρροή στην ποιότητα ανακατασκευής. Αυτό οφείλεται στην μικρή τιμή του δείκτη διάθλασης και στην ακρίβεια που αυτό συνεπάγεται για την προσέγγιση Rytov.
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Σχήμα 3-4: Σφαίρα με δείκτη διάθλασης 
[image: image882.wmf]1.05
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. Ανακατασκευή διαδοχικών επιπέδων κατά μήκος του z-άξονα.
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Σχήμα 3-5: Μεταβολή του μέσου τετραγωνικού σφάλματος για τη σφαίρα με δείκτη διάθλασης 
[image: image884.wmf]1.05
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Β. Σφαιρικός σκεδαστής με n=1.1
Εδώ τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά του σκεδαστή παραμένουν ίδια αλλά αλλάζει η τιμή του δείκτη διάθλασης που είναι τώρα 1.1 δηλαδή 10% αντίθεση με το περιβάλλον μέσο. Παρόλο που ο δείκτης διάθλασης είναι μεγαλύτερος το αποτέλεσμα της ανακατασκευής δεν είναι χειρότερο για τα επίπεδα που βρίσκονται βαθύτερα κατά τη διεύθυνση διάδοσης του προσπίπτοντος παλμού. Αυτό φαίνεται στο Σχήμα 3-5 όπου απεικονίζονται τα διαδοχικά επίπεδα z=σταθερά. Στο Σχήμα 3-6 παρουσιάζεται το μέσο τετραγωνικό σφάλμα που παρουσιάζει μέγιστο εκεί που ο σκεδαστής καταλαμβάνει μέγιστο εμβαδό.
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Σχήμα 3-6: Σφαίρα με δείκτη διάθλασης 
[image: image907.wmf]1.1
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. Ανακατασκευή διαδοχικών επιπέδων κατά μήκος του z-άξονα.
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Σχήμα 3-7: Μεταβολή του μέσου τετραγωνικού σφάλματος για τη σφαίρα με δείκτη διάθλασης 
[image: image909.wmf]1.1

n
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.

Γ. Σφαιρικός σκεδαστής με n=1.5
Το τρίτο αντικείμενο είναι πάλι ένας σκεδαστής σφαιρικού σχήματος με κέντρο στην αρχή των αξόνων και ακτίνα 0.02m. Σε σύγκριση όμως με τις δύο προηγούμενες περιπτώσεις, ο δείκτης διάθλασης είναι σημαντικά μεγαλύτερος. Η αντίθεση με το περιβάλλον μέσο είναι 50% (
[image: image910.wmf]1.5

n

=

), μια τιμή που θα ήταν απαγορευτική για την απεικόνιση του αντικειμένου στο πεδίο της συχνότητας με κάποια γραμμική προσέγγιση (Born ή Rytov) ακόμα και με δεδομένα εισόδου για περισσότερα του ενός προσπίπτοντα κύματα και με μετρήσεις του σκεδαζόμενου πεδίου περιμετρικά της περιοχής ενδιαφέροντος και όχι μόνο στην περιοχή οπισθοσκέδασης όπως εδώ. 

Όπως φαίνεται στο Σχήμα 3-7 όπου φαίνονται τα αποτελέσματα του αλγόριθμου βασισμένου στην προσέγγιση Rytov, εντοπίζεται με ικανοποιητική ακρίβεια η θέση, το γεωμετρικό σχήμα και ο δείκτης διάθλασης 
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Σχήμα 3-8: Σφαίρα με δείκτη διάθλασης 
[image: image933.wmf]1.5

n

=

. Ανακατασκευή διαδοχικών επιπέδων κατά μήκος του z-άξονα.
του σκεδαστή. Εδώ όμως σε αντίθεση με τις δύο προηγούμενες περιπτώσεις, η προσέγγιση Rytov γίνεται μια λιγότερο ακριβής έκφραση για το εσωτερικό πεδίο όσο αναφερόμαστε σε χρονικές στιγμές που απέχουν από τη στιγμή της πρόσκρουσης του προσπίπτοντος παλμού στο αντικείμενο. Αυτό φαίνεται καθαρά στο Σχήμα 3-8 (κβ) όπου εμφανίζονται σημαντικές τιμές για τη συνάρτηση αντικειμένου στα άκρα του πλέγματος χωρίς να υπάρχουν στην
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Σχήμα 3-9: Μεταβολή του μέσου τετραγωνικού σφάλματος για τη σφαίρα με δείκτη διάθλασης 
[image: image935.wmf]1.5
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πραγματικότητα. Επίσης το φαινόμενο αυτό είναι ξεκάθαρο στο Σχήμα 3-9 όπου απεικονίζονται οι τιμές του μέσου τετραγωνικού σφάλματος στα διαδοχικά επίπεδα κάθετα στην κατεύθυνση διάδοσης. Μια σύγκριση με τα αντίστοιχα σχήματα των δύο προηγούμενων περιπτώσεων δείχνει την επίδραση που έχει η υψηλή τιμή του δείκτη διάθλασης στην ποιότητα ανακατασκευής των βαθύτερων επιπέδων. Πάντως, με εξαίρεση το Σχήμα 3-8 (κβ), η μείωση της ακρίβειας ανακατασκευής των προηγούμενων επιπέδων οφείλεται στην εμφάνιση χαμηλών τιμών της συνάρτησης αντικειμένων σε σημεία του χώρου που δεν καταλαμβάνει ο σκεδαστής και δεν επιδρά στην απεικόνιση του σκεδαστή η οποία δεν διαφέρει από αυτήν που επιτυγχάνεται για επίπεδα σε μικρότερο βάθος. Συμπερασματικά μπορεί να ειπωθεί πως πριν από το Σχήμα 3-8 (κβ), η ανακατασκευή είναι ικανοποιητική ιδιαίτερα αν ληφθούν υπόψιν οι χαμηλές απαιτήσεις δεδομένων σκεδαζόμενου πεδίου και η μεγάλη τιμή του δείκτη διάθλασης.  
Δ. Κυλινδρικός διστρωματικός σκεδαστής με n1=1.05, n2=1.02
Σε αυτήν την αριθητική εφαρμογή ο αλγόριθμος θα δοκιμαστεί στο πρόβλημα της σκέδασης από έναν διστρωματικό κύλινδρο. Ο κύλινδρος έχει εξωτερική και εσωτερική ακτίνα 0.04m και 0.025m αντίστοιχα. Ο δείκτης διάθλασης έχει τις τιμές 1.05 και 1.02 για το εξωτερικό και το εσωτερικό στρώμα αντίστοιχα.

Τα αποτελέσματα της επίλυσης του αντίστροφου προβλήματος που απεικονίζονται στο Σχήμα 3-10 δείχνουν ότι το σφάλμα γενικά δεν αυξάνεται κατά την ανακατασκευή βαθύτερων επίπεδων. Όπως όμως φαίνεται στο Σχήμα 3-10 (ιε),(ιστ), ο αλγόριθμος δεν εντοπίζει σωστά το τελικό μήκος του σκεδαστή δηλαδή συνεχίζει να εντοπίζει τη συνάρτηση αντικειμένου λίγο βαθύτερα απ’ ότι είναι στην πραγματικότητα. Αυτό έχει σαν αποτέλεσμα την απότομη αύξηση του μέσου τετραγωνικού σφάλματος ακριβώς μετά το επίπεδο όπου βρίσκεται το άκρο του κυλίνδρου, όπως φαίνεται στο Σχήμα 3-11.
	[image: image936.emf]x

y

 

 

-0.05 0 0.05

-0.05

0

0.05

n(r)1

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

1.06

1.07

1.08


(α)
	[image: image937.emf]x

y

 

 

-0.05 0 0.05

-0.05

0

0.05

n(r)1

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

1.06

1.07

1.08


(β)

	[image: image938.emf]x

y

 

 

-0.05 0 0.05

-0.05

0

0.05

n(r)1

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

1.06

1.07

1.08


(γ)
	[image: image939.emf]x

y

 

 

-0.05 0 0.05

-0.05

0

0.05

n(r)1

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

1.06

1.07

1.08


(δ)

	[image: image940.emf]x

y

 

 

-0.05 0 0.05

-0.05

0

0.05

n(r)1

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

1.06

1.07

1.08


(ε)
	[image: image941.emf]x

y

 

 

-0.05 0 0.05

-0.05

0

0.05

n(r)1

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

1.06

1.07

1.08


(στ)

	[image: image942.emf]x

y

 

 

-0.05 0 0.05

-0.05

0

0.05

n(r)1

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

1.06

1.07

1.08


(ζ)
	[image: image943.emf]x

y

 

 

-0.05 0 0.05

-0.05

0

0.05

n(r)1

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

1.06

1.07

1.08


(η)

	[image: image944.emf]x

y

 

 

-0.05 0 0.05

-0.05

0

0.05

n(r)1

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

1.06

1.07

1.08


(θ)
	[image: image945.emf]x

y

 

 

-0.05 0 0.05

-0.05

0

0.05

n(r)1

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

1.06

1.07

1.08


(ι)

	[image: image946.emf]x

y

 

 

-0.05 0 0.05

-0.05

0

0.05

n(r)1

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

1.06

1.07

1.08


(ια)
	[image: image947.emf]x

y

 

 

-0.05 0 0.05

-0.05

0

0.05

n(r)1

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

1.06

1.07

1.08


(ιβ)

	[image: image948.emf]x

y

 

 

-0.05 0 0.05

-0.05

0

0.05

n(r)1

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

1.06

1.07

1.08


(ιγ)
	[image: image949.emf]x

y

 

 

-0.05 0 0.05

-0.05

0

0.05

n(r)1

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

1.06

1.07

1.08


(ιδ)

	[image: image950.emf]x

y

 

 

-0.05 0 0.05

-0.05

0

0.05

n(r)1

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

1.06

1.07

1.08


(ιε)
	[image: image951.emf]x

y

 

 

-0.05 0 0.05

-0.05

0

0.05

n(r)1

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

1.06

1.07

1.08


(ιστ)


Σχήμα 3-10: Κυλινδρικός διστρωματικός σκεδαστής. Ανακατασκευή διαδοχικών επιπέδων κατά μήκος του z-άξονα.
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Σχήμα 3-11: Μεταβολή του μέσου τετραγωνικού σφάλματος για τον κυλινδρικό διστρωματικό σκεδαστή.
Ε. Δυο έκκεντροι σφαιρικοί σκεδαστές με δείκτες διάθλασης n1=1.05 και n2=1.08
Εδώ θεωρούμε δύο έκκεντρους σφαιρικούς σκεδαστές με τα κέντρα τους στα σημεία (-0.025,0.025) και (0.025,-0.025) του xy επιπέδου. Το επίπεδο z στο οποίο βρίσκεται το κέντρο τους είναι το 
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. Ο πρώτος σκεδαστής έχει δείκτη διάθλασης 
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Στο Σχήμα 3-12 παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της ανακατασκευής σε διαδοχικά επίπεδα z=σταθερά. Το μικρό μήκος των σκεδαστών κάνει πιο δύσκολη την ακριβή ανακατασκευή τους παρά το γεγονός ότι οι τιμές του δείκτη διάθλασης δεν υπερβαίνουν τα όρια μέσα στα οποία η προσέγγιση Rytov ισχύει. Το μικρό μέγεθος των σκεδαστών σε συνδυασμό με τις σχετικά χαμηλές τιμές του δείκτη διάθλασης, σημαίνει πως υπάρχει δυσκολία ακριβούς εντοπισμού του περιγράμματος των αντικειμένων ιδιαίτερα σε βαθύτερα επίπεδα. Όπως είναι φανερό από την παρατήρηση των αποτελεσμάτων του Σχήματος 3-12, σε βαθύτερα επίπεδα τα όρια των σκεδαστών γίνονται όλο και πιο δυσδιάκριτα. Τέλος στο Σχήμα 3-13 εμφανίζεται το μέσο τετραγωνικό σφάλμα στα διαδοχικά επίπεδα που είναι κάθετα προς την κατεύθυνση διάδοσης. Το μέσο τετραγωνικό σφάλμα είναι μεγαλύτερο σε επίπεδα όπου οι σκεδαστές καταλαμβάνουν μεγαλύτερο εμβαδό και αυξάνεται σχετικά με το βάθος του επιπέδου.
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Σχήμα 3-12: Δύο έκκεντροι σφαιρικοί σκεδαστές με 
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. Ανακατασκευή διαδοχικών επιπέδων κατά μήκος του z-άξονα.
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Σχήμα 3-13: Μεταβολή του μέσου τετραγωνικού σφάλματος για τους δύο έκκεντρους σφαιρικούς σκεδαστές με 
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ΣΤ. Δυο έκκεντροι σφαιρικοί σκεδαστες με δεικτες διαθλασης 
n1= n2=2 
Σε αυτή την αριθμητική εφαρμογή ο αλγόριθμος ανακατασκευής δοκιμάζεται σε ένα πρόβλημα δύο έκκεντρων σφαιρικών σκεδαστών με σχετικά μεγάλη τιμή του δείκτη διάθλασης 
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 δηλαδή 100% αντίθεση με το περιβάλλον μέσο. Η γεωμετρία του προβλήματος παραμένει ίδια με αυτήν της προηγούμενης παραγράφου. Στο Σχήμα 3-14, όπου φαίνονται τα αποτελέσματα της επίλυσης του αντίστροφου προβλήματος, είναι φανερό πως παρά το γεγονός πως η ακρίβεια της ανακατασκευής χειροτερεύει σε βαθύτερα επίπεδα, ο εντοπισμός της θέσης των σκεδαστών είναι πιο ξεκάθαρος απ’ ότι στην αριθμητική δοκιμή της προηγούμενης παραγράφου. Η αιτία αυτής της διαφοράς είναι η μεγάλη τιμή του δείκτη διάθλασης που δεν  φαίνεται  να  έχει  μεγάλη  επίδραση  στην ακρίβεια του αλγορίθμου. Στο 
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Σχήμα 3-14: Δύο έκκεντροι σφαιρικοί σκεδαστές με 
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. Ανακατασκευή διαδοχικών επιπέδων κατά μήκος του z-άξονα.
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Σχήμα 3-15: Μεταβολή του μέσου τετραγωνικού σφάλματος για τους δύο έκκεντρους σφαιρικούς σκεδαστές με 
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Σχήμα 3-15 απεικονίζεται η εξέλιξη του μέσου τετραγωνικού σφάλματος για τα διαδοχικά επίπεδα όπου παρατηρείται η αναμενόμενη αύξησή του για μεγαλύτερο βάθος ανακατασκευής.
Ζ. Δυο έκκεντροι σφαιρικοί σκεδαστες με δεικτες διαθλασης 
n1= n2=5 
Σε αυτήν την αριθμητική δοκιμή εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο επίλυσης σε ένα πρόβλημα το οποίο χαρακτηρίζεται από υψηλή τιμή του δείκτη διάθλασης. Συγκεκριμένα, διατηρούμε τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά όμοια με τις δύο προηγούμενες παραγράφους αλλά μεταβάλλουμε τους δείκτες διάθλασης των δύο σκεδαστών που τώρα έχουν την τιμή 
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. Η δυσκολία του προβλήματος εντείνεται από το μικρό μέγεθος των σκεδαστών, όπως παρατηρήθηκε προηγουμένως.

Στο Σχήμα 3-16 παρουσιάζονται οι λύσεις στις οποίες κατέληξε ο αλγόριθμος για τα διαδοχικά επίπεδα z=σταθερά. Παρατηρείται ότι εντοπίζονται με αρκετά καλή ευκρίνεια τα γεωμετρικά όρια των σκεδαστών. Σε βαθύτερα επίπεδα αρχίζουν να αυξάνονται οι περιοχές του χώρου όπου η συνάρτηση αντικειμένου αποκτά μη-μηδενικές τιμές ενώ στην πραγματικότητα δεν υπάρχει εκεί κάποιο αντικείμενο. Στα Σχήματα 3-16 (στ)-(ιβ) αυτή η αύξηση είναι εμφανής και γίνεται ακόμα εντονότερη στο Σχήμα 3-16 (ιδ). Προφανώς αυτό το φαινόμενο οφείλεται στην μεγάλη τιμή του δείκτη διάθλασης και στο γεγονός ότι η ακρίβεια της προσέγγισης για το εσωτερικό πεδίο, η οποία έχουμε χρησιμοποιήσει, εξασθενεί για βαθύτερα επίπεδα τα οποία ανακατασκευάζονται σε επόμενες χρονικές στιγμές.

Στο Σχήμα 3-17 απεικονίζεται η αύξηση του μέσου τετραγωνικού σφάλματος για τα διαδοχικά επίπεδα ανακατασκευής που αυξάνει προοδευτικά όπως άλλωστε αναμενόταν.

Λόγω της μεγάλης τιμής του δείκτη διάθλασης ο ορισμός του χρονικού διαστήματος 
[image: image984.wmf],,

,

lmdlmd

tt

*

éù

ëû

 για το οποίο ορίζεται το συναρτησιακό σφάλματος σε κάθε σημείο μέτρησης θα διαφοροποιείται σημαντικά ανάλογα με τις υποθέσεις που κάνουμε για τις τιμές της συνάρτησης αντικειμένου στο d-οστό επίπεδο ανακατασκευής. Γι αυτό το λόγο έγινε μια σύγκριση των αποτελεσμάτων στα οποία καταλήγει ο αλγόριθμος όταν χρησιμοποιηθούν διαφορετικοί τρόποι υπολογισμού αυτού του χρονικού διαστήματος.

Με 
[image: image985.wmf]1

T

 συμβολίζεται ο αλγόριθμος υπολογισμού που περιγράφεται από την εξίσωση (3-15). Δηλαδή εδώ θεωρείται ένα κοινό χρονικό διάστημα για όλα τα σημεία μέτρησης που ισούται με το ελάχιστο χρονικό διάστημα για το οποίο σε όλα τα σημεία μέτρησης υπάρχει συνεισφορά από τις κυψέλες του d-οστού επιπέδου. Ο αλγόριθμος 
[image: image986.wmf]1

T

 έχει χρησιμοποιηθεί στα αποτελέσματα του Σχήματος 3-16 και σε όλες τις προηγούμενες αριθμητικές εφαρμογές. Αντίθετα ο αλγόριθμος 
[image: image987.wmf]2

T

 επιλέγει διαφορετικά χρονικά διαστήματα για τα διάφορα σημεία μέτρησης θεωρώντας πως στο d επίπεδο η συνάρτηση αντικειμένου έχει μηδενική τιμή σύμφωνα με την εξίσωση (3-13). Τέλος ο αλγόριθμος 
[image: image988.wmf]3

T

 θεωρεί ότι η συνάρτηση αντικειμένου στο d επίπεδο έχει τις ίδιες τιμές με αυτές που είχε στο d-1 επίπεδο για τις αντίστοιχες κυψέλες και περιγράφεται από την εξίσωση (3-14). Συγκρίνοντας δηλαδή τους αλγορίθμους 
[image: image989.wmf]2

T

 και 
[image: image990.wmf]3

T

, ο 
[image: image991.wmf]2

T

 θα έχει γενικά την τάση να επιλέγει μικρότερα χρονικά διαστήματα σε σχέση με τον 
[image: image992.wmf]3

T

.

Το Σχήμα 3-18 παρουσιάζονται τα συγκριτικά αποτελέσματα της επίλυσης του αντίστροφου προβλήματος αν δοκιμαστούν οι αλγόριθμοι 
[image: image993.wmf]2

T

 και 
[image: image994.wmf]3

T

 για την επιλογή του χρονικού διαστήματος 
[image: image995.wmf],,
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. Στη δεύτερη στήλη έχει χρησιμοποιηθεί ο αλγόριθμος 
[image: image996.wmf]2

T

 ενώ στην τρίτη ο 
[image: image997.wmf]3

T

. Όπως φαίνεται, για τα επιφανειακά επίπεδα, ο αλγόριθμος 
[image: image998.wmf]3

T

 οδηγεί σε καλύτερη εκτίμηση του μεγέθους και της τιμής του δείκτη διάθλασης των σκεδαστών. Το μειονέκτημα όμως που παρουσιάζει είναι πως εμφανίζεται πιο γρήγορα η επιρροή της μη-αξιοπιστίας της προσέγγισης Rytov για επόμενες χρονικές στιγμές από την πρόσκρουση του προσπίπτοντος κύματος στους σκεδαστές.
Στο Σχήμα 3-19 παρουσιάζονται στο ίδιο γράφημα, οι μεταβολές του μέσου τετραγωνικού   σφάλματος  για  τους   τρείς  προανεφερθέντες   αλγόριθμους. 
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Σχήμα 3-16: Δύο έκκεντροι σφαιρικοί σκεδαστές με 
[image: image1013.wmf]1
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. Ανακατασκευή διαδοχικών επιπέδων κατά μήκος του z-άξονα.
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Σχήμα 3-17: Μεταβολή του μέσου τετραγωνικού σφάλματος για τους δύο έκκεντρους σφαιρικούς σκεδαστές με 
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Σχήμα 3-18: Συγκριτικά αποτελέσματα για δύο έκκεντρους σφαιρικούς σκεδαστές με 
[image: image1045.wmf]1
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. Ανακατασκευή διαδοχικών επιπέδων κατά μήκος του z-άξονα.
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Σχήμα 3-19: Σύγκριση του μέσου τετραγωνικού σφάλματος για διαφορετικούς αλγόριθμους επιλογής του χρονικού διαστήματος στο οποίο ορίζεται το συναρτησιακό σφάλματος.

Ο αλγόριθμος 
[image: image1048.wmf]1

T

 παρουσιάζει την καλύτερη συμπεριφορά καθώς το μέσο τετραγωνικό σφάλμα αυξάνεται με βραδύτερο ρυθμό σε σχέση με τους αλγόριθμους 
[image: image1049.wmf]2

T

 και 
[image: image1050.wmf]3

T

. Αυτό οφείλεται στην επιλογή μικρότερων χρονικών διαστημάτων οπότε αποφεύγονται συνεισφορές που οφείλονται σε επόμενα επίπεδα τα οποία δεν έχουν ακόμα ανακατασκευαστεί καθώς και παρεμβολές που οφείλονται σε λανθασμένη εκτίμηση της συνάρτησης αντικειμένου στα προηγούμενα επίπεδα.
3.7 Συμπεράσματα

Σε αυτό το κεφάλαιο αναπτύχθηκε ένας αλγόριθμος επίλυσης του αντίστροφου προβλήματος σκέδασης στο πεδίο του χρόνου που βασίζεται στην εφαρμογή της προσέγγισης Rytov. Ο αλγόριθμος διατυπώθηκε για εφαρμογή σε τρισδιάστατα προβλήματα και χαρακτηρίζεται από την ιδέα της επίλυσης διαδοχικών δισδιάστατων προβλημάτων σε επιλεγμένα χρονικά διαστήματα ώστε να λαμβάνονται κάθε φορά υπόψιν οι συνεισφορές στο σκεδαζόμενο πεδίο μόνο από το συγκεκριμένο επίπεδο το οποίο ανακατασκευάζεται. Επίσης ο αλγόριθμος χρησιμοποιεί ένα ελάχιστο σύνολο δεδομένων σκέδασης που προέρχεται από την πρόσπτωση ενός μόνο παλμού στην περιοχή ενδιαφέροντος και τη μέτρηση του σκεδαζόμενου πεδίο σε ένα επίπεδο στην περιοχή οπισθοσκέδασης.

Το υπολογιστικό φορτίο του αλγορίθμου μειώνεται σημαντικά όταν επιλεχθεί ένας προσπίπτων παλμός όπως ο τριγωνικός που η δεύτερη παράγωγός του ως προς το χρόνο δίνει δ-συναρτήσεις. Σε αυτήν την περίπτωση ο υπολογισμός των ολοκληρωτικών εξισώσεων μπορεί να γίνει αναλυτικά και ο χρόνος εκτέλεσης είναι πολύ μικρότερος σε σύγκριση με την περίπτωση ενός προσπίπτοντος παλμού με συνεχή δεύτερη παράγωγο.
Ο αλγόριθμος εφαρμόστηκε σε μια σειρά σκεδαστών με τιμές του δείκτη διάθλασης σε ένα μεγάλο εύρος (από 
[image: image1051.wmf]1.05

n

=

 μέχρι 
[image: image1052.wmf]5

n

=

). Διαπιστώθηκε πως ο αλγόριθμος μπορεί να απεικονίσει την επιφανειακή δομή όλων αυτών των αντικειμένων ακόμα και για τιμές του δείκτη διάθλασης όπου οι γραμμικές προσεγγίσεις στο πεδίο της συχνότητας καταρρέουν. Όσον αφορά την ανακατασκευή των βαθύτερων επιπέδων η απόδοση του αλγορίθμου εξαρτάται από την τιμή του δείκτη διάθλασης. Κατά την ανακατασκευή των επιπέδων που βρίσκονται βαθύτερα θεωρείται δεδομένη η συνάρτηση αντικειμένου για τις κυψέλες των προηγούμενων επιπέδων οπότε είναι λογικό να μειώνεται προοδευτικά η ακρίβεια του αλγορίθμου λόγω της συσσώρευσης σφαλμάτων. Επίσης καθώς η ανακατασκευή των βαθύτερων επιπέδων πραγματοποιείται σε επόμενες χρονικές στιγμές, η ακρίβεια στην περιγραφή του εσωτερικού πεδίου της προσέγγισης Rytov μειώνεται συνεχώς και αυτό συμβάλλει στην μείωση της ακρίβειας επίλυσης του αντιστρόφου προβλήματος. Μια σχετικά μεγαλύτερη τιμή του δείκτη διάθλασης επιδεινώνει τα αποτελέσματα των δύο προηγούμενων φαινομένων. 
Συμπερασματικά ο αλγόριθμος χαρακτηρίζεται από τη δυνατότητα απεικόνισης ενός μεγάλου εύρους αντικειμένων που μπορεί να συγκριθεί με αυτήν μη-γραμμικών αλγορίθμων βελτιστοποίησης. Συγκριτικά όμως με αυτήν την ομάδα αλγορίθμων, οι υπολογιστικές του απαιτήσεις είναι πολύ μικρότερες ιδιαίτερα αν η χρονική παράγωγος του προσπίπτοντος παλμού δίνει δ-συναρτήσεις. Ένα άλλο θετικό στοιχείο του αλγορίθμου είναι οι ελάχιστες απαιτήσεις του σε δεδομένα καθώς αρκεί η πρόσπτωση στην περιοχή ενδιαφέροντος ενός μόνο παλμού και η μέτρηση του σκεδαζόμενου πεδίου σε ένα επίπεδο. Οι περιορισμοί του αλγορίθμου εντοπίζονται κυρίως στη χειροτέρευση των αποτελεσμάτων για μη-επιφανειακά χαρακτηριστικά του σκεδαστή. Η ακριβής επίλυση του δισδιάστατου προβλήματος για συνεχώς βαθύτερα επίπεδα δυσχεραίνεται από την επιρροή δύο φαινομένων, συγκεκριμένα την ύπαρξη σφαλμάτων ανακατασκευής στα προηγούμενα επίπεδα και την μείωση της αξιοπιστίας περιγραφής του εσωτερικού πεδίου που προσφέρει η προσέγγιση Rytov με το πέρασμα του χρόνου.
Παράρτημα 3-Α
Σε αυτό το παράρτημα θα υπολογιστεί η κλίση του συναρτησιακού σφάλματος όταν ο τελεστής του προβλήματος είναι γραμμικός (βλ. εξίσωση 

3-18).

Εστω η γενική μορφή του συναρτησιακού
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όπου ο τελεστής 
[image: image1054.wmf]:
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 είναι γραμμικός. 

Ως γνωστόν από τον ορισμό του συζυγούς τελεστή ισχύει ότι 
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121212

,,,,

S

D

AmmmAmmDmS

=ÎÎ

.

Το συναρτησιακό μπορεί να γραφτεί σαν
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(A-2)

Ο υπολογισμός της κλίσης του ως προς τη συνάρτηση m μπορεί να γίνει γράφοντας τη διαταραγμένη κατά dm έκφραση του συναρτησιακού. 
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Τελικά η κλίση ισούται με



[image: image1059.wmf](

)

*

2

gAdAm

=--

 
(A-4)

Παράρτημα 3-Β 
Σε αυτό το παράρτημα υπολογίζεται η μορφή που αποκτά η προσέγγιση Rytov στο πεδίο του χρόνου στη γενική περίπτωση.
Έστω η κυματική εξίσωση
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(Β-1)

με συνοριακή συνθήκη 
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δηλαδή το προσπίπτον πεδίο είναι ένα επίπεδο κύμα διαδιδόμενο κατά την κατεύθυνση x. Το προσπίπτον πεδίο μπορεί να γραφτεί λόγω του μετασχηματισμού Fourier ως
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(Β-3)

όπου 
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 ο μετασχηματισμός Fourier του 
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. Από την εξίσωση Helmholtz που είναι ο μετασχηματισμός κατά Fourier της κυματικής εξίσωσης προκύπτει ότι
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(Β-4)

όπου 
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 είναι η μιγαδική φάση η οποία μπορεί να οριστεί αν θεωρήσουμε λύσεις της εξίσωσης Helmholtz
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της μορφής
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Εστω ότι ο προσπίπτων παλμός 
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 περιλαμβάνει κυρίως το εύρος των συχνοτήτων 
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(Β-7)

Όταν ισχύει η προσέγγιση Rytov, η ποσότητα 
[image: image1073.wmf](
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 είναι σχετικά μικρή [Sam98] οπότε η εξίσωση (Β-7) γίνεται
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(Β-8)

που εκφράζει το συνολικό πεδίο σαν μια μετατοπισμένη μορφή του προσπίπτοντος παλμού με τη μετατόπιση να εξαρτάται από το δείκτη διάθλασης (μέσω του όρου 
[image: image1075.wmf](
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) και τη συχνότητα. Στον αλγόριθμο που αναπτύχθηκε σε αυτή την ενότητα αγνοείται η εξάρτηση από τη συχνότητα και θεωρείται πως ο προσπίπτων παλμός διαδίδεται με την ταχύτητα που καθορίζει ο δείκτης διάθλασης. 

Παράρτημα 3-Γ 
Σε αυτό το παράρτημα θα υπολογιστεί ο συζυγής τελεστής για την ολοκληρωτική εξίσωση Lippmann-Schwinger όπου χρησιμοποιείται η απλοποιημένη μορφή της προσέγγισης Rytov (εξίσωση 3-43).
O τελεστής που δίνει το σκεδαζόμενο πεδίο στην περίπτωση που το εσωτερικό πεδίο θεωρηθεί ίσο με την απλοποιημένη προσέγγιση Rytov είναι (βλ. εξίσωση 3-41):
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(Γ-1)

όπου 
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(Γ-2)

και 
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Δηλαδή ο τελεστής 
[image: image1080.wmf](
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 απεικονίζει μια συνάρτηση ορισμένη στον όγκο που καταλαμβάνει ο σκεδαστής (τη συνάρτηση αντικειμένου) σε μια συνάρτηση ορισμένη στην επιφάνεια των σημείων μέτρησης (τις τιμές του σκεδαζόμενου πεδίου που υπολογίζονται αν για το εσωτερικό πεδίο του σκεδαστή υποτεθεί ότι ισχύει η προσέγγιση Rytov).

Αναζητούμε τον συζυγή τελεστή 
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(Γ-3)

Μπορεί να αποδειχτεί ότι 
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(Γ-4)

Η απόδειξη γίνεται σύμφωνα με τον ορισμό της συζυγίας τελεστών :
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(Γ-5)

Δηλαδή ο συζυγής τελεστής μπορεί να γραφτεί σε αναλυτική μορφή ως
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(Γ-6)

Παράρτημα 3-Δ 
Σε αυτό το παράρτημα θα υπολογιστεί η παράγωγος Frechet του συναρτησιακού σφάλματος.
Στη γενικότερη περίπτωση που συνάρτηση χ είναι συνεχής, αγνοώντας τον όρο 
[image: image1087.wmf]2

F

, μπορούμε να υπολογίσουμε την παραγώγο Frechet του συναρτησιακού.

Από τη σχέση (3-44) προκύπτει ότι
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(Δ-1)

Όμως από τον ορισμό της παραγώγου Frechet [Nor99] έχουμε ότι



[image: image1089.wmf](

)

(

)

(

)

''''

D

FrdrFrr

dcdc

=Ñ

éù

ëû

ò

rrrr
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όπου 
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 η παράγωγος Frechet. Τελικά 
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(Δ-3)

δηλαδή
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(Δ-4)

Παράρτημα 3-Ε

Σε αυτό το παράρτημα θα υπολογιστεί το ολοκλήρωμα (βλ. εξίσωση 3-79)
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(E-1)

Θέτοντας 
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και  
[image: image1096.wmf]0

'

yyy

-=

, το ολοκλήρωμα Il  γράφεται
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(E-2)

Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι ισχύουν οι ανισότητες 
[image: image1098.wmf]'','','0,'0

mMmMmm

xxyyxy

<<³³

. Αν δεν ισχύουν, το Il  μπορεί να διασπαστεί σε επιμέρους ολοκληρώσεις για τις οποίες θα ισχύουν αυτές οι σχέσεις. Στη συνέχεια, κάνουμε την αλλαγή μεταβλητής 
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(E-3)

Από τη σχέση (Ε-3) προκύπτει ότι



[image: image1100.wmf](

)

(

)

2

22

0

2

22

0

00

''

''

'

'

''

xyzz

ydy

dudydu

cy

cxyzz

++-

=-Þ=-

++-


(E-4)

Επίσης ισχύει ότι
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οπότε τελικά το ολοκλήρωμα Il  γράφεται
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Έστω 
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(E-7)

όπου το c(z)  είναι ένα πολυώνυμο 2ου βαθμού 
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του όποίου οι συντελεστές δίνονται από τις σχέσεις
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Παράρτημα 3-ΣΤ

Στο παράρτημα αυτό θα υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
[image: image1112.wmf]21

F

 που ορίζεται από την εξίσωση (3-93) η οποία επαναλαμβάνεται εδώ
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(ΣΤ-1)

ή ισοδύναμα από την
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(ΣΤ-2)

καθώς η παράμετρος 
[image: image1115.wmf]1
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 παραμένει σταθερή.

Ο αλγόριθμος ο οποίος αναπτύχθηκε στο τρίτο κεφάλαιο, βελτιστοποιεί κάθε φορά τη συνάρτηση αντικειμένου σε ένα επίπεδο z (δηλαδή ένα διάστημα 
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 με μήκος ίσο με Δz το μήκος του οποίου ισούται με την ακμή μιας κυψέλης) οπότε στο ολοκλήρωμα 
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 μπορεί να θεωρηθεί ότι ο όρος
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μηδενίζεται για όλα τα i που αναφέρονται στην περιοχή 
[image: image1119.wmf]m
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. Επίσης είναι γνωστό, από τον ορισμό της παραμέτρου χρονικής καθυστέρησης 
[image: image1120.wmf]*

t

, ότι η τιμή της σε κάποιο σημείο με δεδομένες x,y συντεταγμένες, δεν επηρεάζεται από τις τιμές της συνάρτησης αντικειμένου σε σημεία με διαφορετικές x, y συνιστώσες.

Έτσι, λόγω της επιλογής των βηματικών συναρτήσεων βάσης, το ολοκλήρωμα μπορεί να περιοριστεί στην περιοχή που καλύπτει η i συνάρτηση βάσης
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ˆ

M

m

z

z

F

ò


(ΣΤ-3)

όπου 
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 ορίζονται όπως στο παράρτημα Ε, και
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(ΣΤ-4)

Επειδή το R δεν εξαρτάται από το 
[image: image1131.wmf]i
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, μπορούμε να γράψουμε
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(ΣΤ-5)

Το ολοκλήρωμα μέσα στην παρένθεση έχει υπολογιστεί ως 
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 (βλ. παράρτημα Ε). Θεωρώντας ότι ισχύουν οι σχέσεις 
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Τελικά το ολοκλήρωμα 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ – ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΕΙΣ ΜΕΛΛΟΝΤΙΚΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ
Στο τελευταίο κεφάλαιο της εργασίας αυτής γίνεται μια συνοπτική παρουσίαση των αποτελεσμάτων που προέκυψαν και αναλύθηκαν διεξοδικά στα προηγούμενα κεφάλαια. Επιπλέον, διατυπώνονται πιθανές κατευθύνσεις για μελλοντική έρευνα σχετικά με τις μεθόδους που αναπτύχθηκαν εδώ.

4.1 Συμπεράσματα

Το αντικείμενο έρευνας αυτής της διδακτορικής διατριβής ήταν το αντίστροφο πρόβλημα σκέδασης με στόχο να αναπτυχθούν υπολογιστικές μέθοδοι επίλυσής του στις τρείς διαστάσεις. Όπως αναλύθηκε στο πρώτο κεφάλαιο, η μελέτη στις τρείς διαστάσεις έχει μεγάλη πρακτική σημασία αλλά δυσχεραίνεται κυρίως από το υπολογιστικό κόστος. Στο πρώτο μέρος το πρόβλημα εξετάστηκε στο πεδίο της συχνότητας ενώ στο δεύτερο μέρος στο πεδίο του χρόνου. Στη συνέχεια θα διατυπωθούν τα συμπεράσματα των δύο αυτών προσεγγίσεων.

4.1.1 Μελέτη στο πεδίο της συχνότητας

Το σημείο αφετηρίας της μελέτης ήταν η ολοκληρωτική εξίσωση Lippmann-Schwinger για βαθμωτό πεδίο. Θεωρώντας ότι μπορούν να γίνουν οι προσεγγίσεις Born ή Rytov που γραμμικοποιούν το πρόβλημα, διατυπώθηκαν οι αλγόριθμοι DFI και FBP για το πρόβλημα των τριών διαστάσεων. Οι μέθοδοι αυτές εκμεταλλεύονται τη συσχέτιση του μετασχηματισμού Fourier των μετρήσεων του σκεδαζόμενου πεδίου με το μετασχηματισμό Fourier της συνάρτησης αντικειμένου. Γενικά ο αλγόριθμος FBP είναι πιο αποδοτικός καθώς χαρακτηρίζεται από μια εγγενή τάση εξομάλυνσης που μειώνει τα αριθμητικά σφάλματα ενώ η παρεμβολή στο πεδίο του πραγματικού χώρου δεν προκαλεί τόσο σημαντικές ατέλειες στο τελικό αποτέλεσμα ανακατασκευής. Από την άλλη πλευρά ο αλγόριθμος FBP στις τρείς διαστάσεις παρουσιάζει μικρότερη ευελιξία σε σχέση με τον αλγόριθμο DFI όσον αφορά το κρίσιμο ζήτημα της αξιοποίησης πληροφορίας από σύνολα δεδομένων προερχόμενα από διαφορετικά επίπεδα πρόσπτωσης.
Το ζήτημα του συνόλου των δεδομένων που απαιτούνται για την ακριβή απεικόνιση του υπό εξέταση αντικειμένου αποτελεί τη σημαντικότερη επιπλοκή που εμφανίζεται κατά την επέκταση των μεθόδων DFI, FBP στις τρείς διαστάσεις. Στο δισδιάστατο πρόβλημα η περιστροφή της κατεύθυνσης διάδοσης του προσπίπτοντος παλμού  ώστε να διαγράψει έναν πλήρη κύκλο γύρω από την περιοχή ενδιαφέροντος, εξασφαλίζει την απόκτηση πληροφορίας για τις τιμές της μετασχηματισμένης κατά Fourier συνάρτησης αντικειμένου σε έναν κύκλο γύρω από την αρχή των αξόνων, καθιστώντας δυνατή την ανακατασκευή μιας βαθυπερατής εκδοχής της. Αντίθετα στις τρεις διαστάσεις, ο περιορισμός της κατεύθυνσης διάδοσης του προσπίπτοντος παλμού σε ένα επίπεδο και η διαγραφή της κατεύθυνσης διάδοσης του προσπίπτοντος κύματος ενός πλήρους κύκλου σε αυτό, δεν επιτρέπει την κάλυψη μιας σφαίρας με κέντρο στην αρχή των αξόνων στο χώρο Fourier, ώστε να ανακτηθεί μια βαθυπερατή εκδοχή του τρισδιάστατου αντικειμένου. Το σύνολο των χωρικών συχνοτήτων που δεν καλύπτεται από αυτό το σύνολο δεδομένων βρίσκεται κατά μήκος του κάθετου άξονα προς το επίπεδο πρόσπτωσης και έτσι η απεικόνιση της μεταβολής της συνάρτησης αντικειμένου σε αυτή τη διεύθυνση δεν είναι τόσο ακριβής. Όταν χρησιμοποιηθεί και ένα δεύτερο σύνολο δεδομένων προερχόμενο από τον περιορισμό της κατεύθυνσης διάδοσης σε ένα επίπεδο κάθετο προς το πρώτο σύνολο δεδομένων, είναι δυνατή η κάλυψη μιας σφαίρας στο χώρο Fourier όμως με ανομοιόμορφο τρόπο.
Η ενσωμάτωση επιπλέον πληροφορίας από ένα δεύτερο επίπεδο πρόσπτωσης μπορεί να γίνει ομαλά στον αλγόριθμο DFI, όχι όμως και στην εκδοχή του αλγορίθμου FBP που προκύπτει από την επέκταση στις τρείς διαστάσεις. Γι αυτό διατυπώθηκε στη συνέχεια μια τροποποιημένη εκδοχή του αλγόριθμου FBP η οποία με την προσθήκη κάποιων επιπλέον βημάτων μπορεί να αξιοποιήσει δεδομένα προερχόμενα από διαφορετικά επίπεδα πρόσπτωσης. Η δυνατότητα αυτή επιτρέπει την απεικόνιση σχημάτων με γρήγορη μεταβολή προς όλες τις κατευθύνσεις. Η σύγκριση των μεθόδων DFI και FBP για δύο σύνολα δεδομένων επιβεβαίωσε την υπεροχή του αλγόριθμου FBP.
4.1.2 Μελέτη στο πεδίο του χρόνου

Η εξέταση του αντίστροφου προβλήματος είχε σαν σημείο εκκίνησης την ολοκληρωτικο-διαφορική μορφή της εξίσωσης Lippmann-Schwinger για βαθμωτό πεδίο. Στο πεδίο του χρόνου το υπολογιστικό φορτίο αποτελεί μια ιδιαίτερα σημαντική παράμετρο καθώς η εξάρτηση του πεδίου από το χρόνο αυξάνει τη διάσταση του προβλήματος. 

Χρησιμοποιήθηκε μια απλοποιημένη μορφή της προσέγγισης Rytov που περιγράφει το εσωτερικό πεδίο του σκεδαστή σαν μια εκδοχή του προσπίπτοντος παλμού διαδιδόμενη με ταχύτητα που εξαρτάρτάται από τη συνάρτηση αντικειμένου. Ο συνδυασμός της μορφής αυτής της προσέγγισης Rytov με την επιλογή του προσπίπτοντος παλμού ώστε η δεύτερη χρονική του παράγωγος να δίνει δ-συναρτήσεις, μειώνει σημαντικά το υπολογιστικό κόστος.

Η ιδέα της μεθόδου που αναπτύχθηκε είναι η αντιμετώπιση του τρισδιάστατου προβλήματος σαν μια σειρά δισδιάστατων προβλήματων που το καθένα ορίζεται σε ένα επίπεδο κάθετο στην κατέυθυνση διάδοσης του προσπίπτοντος παλμού. Κάθε δισδιάστατο πρόβλημα ορίζεται σε ένα χρονικό διάστημα στο οποίο εκτιμάται πως η συνεισφορά στο σκεδαζόμενο πεδίο προέρχεται μόνο από αυτό. Καθώς ο προσπίπτων παλμός διαδίδεται κατά μήκος του σκεδαστή, τα διαδοχικά επίπεδα που συναντά ανακατασκευάζονται από την επίλυση των ανεξάρτητων δισδιάστατων προβλημάτων.

Ο αλγόριθμος δοκιμάστηκε σε σκεδαστές που χαρακτηρίζονται από τιμές του δείκτη διάθλασης σε ένα αρκετά μεγάλο εύρος. Αποδείχτηκε πως ο αλγόριθμος έχει την ικανότητα να εντοπίσει με ακρίβεια το βάθος στο οποίο είναι τοποθετημένοι οι σκεδαστές και να ανακατασκευάσει ικανοποιητικά την επιφανειακή δομή τους. Επίσης μπορεί να απεικονίσει αντικείμενα με τιμές του δείκτη διάθλασης που είναι κατά μία τάξη μεγέθους μεγαλύτερες από τα όρια απεικόνισης των μεθόδων γραμμικοποίησης στο πεδίο της συχνότητας. Από την άλλη πλευρά η ακρίβεια της ανακατασκευής σε βαθύτερα επίπεδα (ως προς την κατεύθυνση πρόσπτωσης) επηρεάζεται από την τιμή του δείκτη διάθλασης. Όσο μεγαλύτερη είναι η τιμή του, η ποιότητα των αποτελεσμάτων επιδεινώνεται σε αναλογία με το αυξανόμενο βάθος ανακατασκευής. Αυτό είναι αναμενόμενο καθώς τα βαθύτερα επίπεδα ανακατασκευάζονται σε μεταγενέστερα χρονικά διαστήματα με συνέπεια να έχει μειωθεί η ακρίβεια της προσέγγισης Rytov για το εσωτερικό πεδίο.

Η μέθοδος χαρακτηρίζεται από ελάχιστες απαιτήσεις όσον αφορά τον αριθμό των προσπίπτοντων παλμών (ένας) καθώς και την τοποθέτηση των σημείων μέτρησης που περιορίζεται σε ένα επίπεδο της περιοχής οπισθοσκέδασης. Γι αυτό θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί σε εφαρμογές που υπάρχουν πρακτικά προβλήματα στην μέτρηση του σκεδαζόμενου πεδίου σε σημεία γύρω από την περιοχή ενδιαφέροντος. 
4.2 Κατευθύνσεις για μελλοντική ερευνητική εργασία

Σε αυτήν την ενότητα θα διατυπωθούν προτάσεις για μελλοντική ερευνητική εργασία στην κατεύθυνση της επέκτασης και της βελτίωσης των μεθόδων που αναπτύχθηκαν σε αυτήν την εργασία. Οι κατευθύνσεις θα παρουσιαστούν ξεχωριστά για τη μελέτη στο πεδίο της συχνότητας και στο πεδίο του χρόνου.

4.2.1 Μελέτη στο πεδίο της συχνότητας

Οι αλγόριθμοι DFI και η τροποποιημένη εκδοχή του αλγόριθμου FBP θα μπορούσαν να μελετηθούν όταν οι μετρήσεις του σκεδαζόμενου πεδίου γίνονται στην περιοχή οπισθοσκέδασης. Σε αυτήν την περίπτωση ανακτάται μια υψιπερατή εκδοχή της συνάρτησης αντικειμένου δηλαδή εντοπίζονται οι συνοριακές επιφάνειες όπου ο δείκτης διάθλασης μεταβάλλεται απότομα. Αναμένεται πως στην τομογραφία ανάκλασης (reflection tomography) η μελέτη που έγινε σχετικά με την ενσωμάτωση ενός δεύτερου συνόλου δεδομένων να αποκτά ακόμα μεγαλύτερη σημασία καθώς ο εντοπισμός των συνοριακών επιφανειών θα επηρεάζεται σε μεγαλύτερο βαθμό από την ύπαρξη πρόσθετης πληροφορίας. 

Η μέτρηση του σκεδαζόμενου πεδίου από ένα δεύτερο επίπεδο πρόσπτωσης είναι μια απαίτηση που μπορεί να μην είναι δυνατόν να ικανοποιηθεί σε πρακτικές εφαρμογές. Σε μια τέτοια περίπτωση θα ήταν σημαντικό να εξεταστεί αν η απώλεια πληροφορίας για τη συνάρτηση αντικειμένου που οφείλεται στην μέτρηση του σκεδαζόμενου πεδίου από ένα μόνο επίπεδο πρόσπτωσης, μπορεί να αντισταθμιστεί με κάποιον άλλο τρόπο. Οι αλγόριθμοι DFI και FBP σε τρεις διαστάσεις όπως αναπτύχθηκαν εδώ, μπορούν να αποτελέσουν τη βάση για περιθλαστική τομογραφία με πολλαπλές συχνότητες. Η αξιοποίηση δεδομένων προερχόμενων από πρόσπτωση μονοχρωματικών κυμάτων που το καθένα χαρακτηρίζεται από διαφορετική συχνότητα καλύπτει σε κάποιο βαθμό τις περιοχές στο χώρο των χωρικών συχνοτήτων που παραμένουν απροσδιόριστες αν έχουμε δεδομένα σκέδασης από ένα επίπεδο πρόσπτωσης σε μία μόνο συχνότητα. Σε αυτή την κατεύθυνση μπορεί να γίνει μια συγκριτική μελέτη ώστε να διαπιστωθεί αν η τομογραφία πολλαπλών συχνοτήτων μπορεί να προσεγγίσει ικανοποιητικά τα αποτελέσματα που προκύπτουν από την εφαρμογή των αλγορίθμων DFI και FBP για πολλαπλά επίπεδα πρόσπτωσης.
Τέλος, πρακτικό ενδιαφέρον θα παρουσίαζε και η διατύπωση των αλγόριθμων DFI και FBP στις τρείς διαστάσεις όταν το προσπίπτον κύμα δεν είναι επίπεδο. Η περίπτωση σφαιρικών κυμάτων παρουσιάζει πρακτικό ενδιαφέρον καθώς μπορεί σε ορισμένες εφαρμογές να προσεγγίζει καλύτερα την πραγματική μορφή του προσπίπτοντος παλμού.

4.2.2 Μελέτη στο πεδίο του χρόνου

Η διατύπωση προτάσεων για μελλοντική έρευνα όσον αφορά τη μελέτη στο πεδίο του χρόνου μπορεί να γίνει σε πολλές κατευθύνσεις όμως θα πρέπει σε κάθε περίπτωση να ληφθεί υπόψιν η δυνατότητα πρακτικής τους χρησιμότητας καθώς το υπολογιστικό κόστος θέτει σημαντικούς περιορισμούς.
Διατηρώντας τη μορφή της προσέγγισης Rytov η οποία χρησιμοποιήθηκε στον προτεινόμενο αλγόριθμο, θα μπορούσε να δοκιμαστεί η επίλυση του τρισδιάστατου προβλήματος χωρίς τη διάσπασή του σε επιμέρους δισδιάστατες περιπτώσεις. Με αυτό τον τρόπο θα μπορούσε να αποφευχθεί η μείωση της ακρίβειας για τα βαθύτερα επίπεδα που οφείλεται στη συσσώρευση σφαλμάτων από προηγούμενα επίπεδα. Βέβαια αυτή η μορφή του αλγορίθμου θα ήταν υπολογιστικά πιο απαιτητική ιδιαίτερα αν η πρακτική εφαρμογή δεν απαιτεί την ανακατασκευή της συνάρτησης αντικειμένου μέχρι πολύ μεγάλο βάθος αλλά κυρίως τον εντοπισμό και  την εκτίμηση του γεωμετρικού σχήματος του σκεδαστή.

Σε ένα δεύτερο επίπεδο θα μπορούσε να τροποποιηθεί η μορφή της προσέγγισης του εσωτερικού πεδίου είτε παραμένοντας στα πλαίσια της προσέγγισης Rytov είτε με κάποια πιο γενική αναπαράσταση. Αν ακολουθηθεί μια από αυτές τις προσεγγίσεις, η συνάρτηση του εσωτερικού πεδίου θα αποτελεί μια ακόμα άγνωστη ποσότητα (πέρα από τη συνάρτηση αντικειμένου) περιπλέκοντας το πρόβλημα. Για την αποφυγή της ανάγκης επίλυσης ενός εντελώς γενικού τρισδιάστατου αντίστροφου προβλήματος θα μπορούσε να αναπτυχθεί το εσωτερικό πεδίο σε συναρτήσεις βάσης, για παράδειγμα μετατοπισμένες εκδοχές του προσπίπτοντος παλμού, ώστε οι επιπλέον άγνωστες ποσότητες να είναι τα βάρη αυτών των συναρτήσεων. Κατά την ανάπτυξη ενός τέτοιου αλγορίθμου θα πρέπει να ληφθεί υπόψην το υπολογιστικό φορτίο οπότε πρέπει να αξιοποιηθούν όλες οι δυνατότητες παραλληλοποίησης.
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� Σε μια ενδιαφέρουσα μελέτη [Mar06] παρουσιάζεται μια μαθηματική διατύπωση για την προσέγγιση του εσωτερικού πεδίου που περιλαμβάνει τις προσεγγίσεις Born και Rytov σαν ακραίες περιπτώσεις που θα μπορούσε να αποτελέσει βάση για ανάπτυξη αλγορίθμων επίλυσης του αντίστροφου προβλήματος. 


� Δηλαδή το άθροισμα του σκεδαζόμενου και του προσπίπτωντος πεδίου.


� Για τους διαφορετικούς ορισμούς του όρου ομαλοποίησης που έχουν προταθεί και μια συγκριτική μελέτη της ταχύτητας σύγκλισης που χαρακτηρίζει τον καθένα βλ. [Res05].
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