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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

Η ολοκληρωτική εξίσωση του θεωρήματος σκέδασης αποτελεί το βασικό εργαλείο των ερευνητών για την επίτευξη αναλυτικών λύσεων σε ηλεκτρομαγνητικές δομές. Σύμφωνα με το θεώρημα αυτό, το πεδίο που παράγει ένας σκεδαστής σε μία διάταξη-υπόβαθρο ισούται με το ολοκλήρωμα της συνάρτησης Green της διάταξης πολλαπλασιασμένης με το άγνωστο πεδίο στον όγκο του αντικειμένου με παράγοντα τη διαφορά των κυματικών αριθμών του σκεδαστή και της διάταξης. Μεγάλος αριθμός προβλημάτων έχει αντιμετωπιστεί επιτυχώς με αυτή τη μέθοδο που προσφέρει ακρίβεια και αξιοπιστία. Το μειονέκτημά της είναι ότι εφαρμόζεται σε διατάξεις-υπόβαθρα με σχετικά απλή δομή προκειμένου να υπολογίζεται σε κλειστή μορφή η συνάρτηση Green.

Στόχος της διδακτορικής διατριβής είναι να επεκτείνει το σύνολο προβλημάτων στα οποία μπορεί να χρησιμοποιηθεί το ολοκλήρωμα σκέδασης. Πιο συγκεκριμένα, υποθέτουμε διατάξεις-υπόβαθρα που έχουν ήδη μία ασυνέχεια και φροντίζουμε να υπολογίσουμε σε κατάλληλη μορφή τη συνάρτηση Green ώστε να εφαρμόσουμε τη μέθοδο σε μία επιπλέον ανομοιογένεια, εξετάζοντας έτσι πολυπλοκότερες δομές. Τα προβλήματα που μελετώνται στην παρούσα διδακτορική διατριβή είναι ασυνεχείς κυματοδηγοί στους οποίους εφαρμόζεται η τεχνική του ταιριάσματος ρυθμών. Το ζήτημα των ιδιομορφιών της συνάρτησης Green αντιμετωπίζεται πρωτότυπα λαμβάνοντας την πηγή διέγερσης να ανήκει σε όλους τους θεωρούμενους χώρους ταυτόχρονα. Επίσης, ο όρος ελεύθερου χώρου απομονώνεται προκειμένου να διευκολυνθεί η αναλυτική ολοκλήρωση σε κανονικού σχήματος σκεδαστές.

Η παραπάνω φιλοσοφία χρησιμοποιείται για την επίλυση δύο κατηγοριών προβλημάτων. Αφενός την ηλεκτρομαγνητική διάδοση μέσα σε ασυνεχείς παράλληλες πλάκες, αφετέρου τη μελέτη και την εκμετάλλευση της ιονοσφαιρικής ασυνέχειας. Η πρώτη κατηγορία προβλημάτων αφορά την εξαγωγή των παραμέτρων σκέδασης, των μακρινών πεδίων απόκρισης και κυκλωματικών ισοδυνάμων για συγκεκριμένα μη συμμετρικά δίθυρα. Η δεύτερη κατηγορία προβλημάτων έχει υψηλό βαθμό πρωτοτυπίας και μελετά το κατά πόσον η αλλαγή του ύψους της ιονόσφαιρας από τη μέρα στη νύχτα και αντίστροφα, μπορεί να προσφέρει, μέσω μετρήσεων, πληροφορίες για την υφή του υπεδάφους. Πιο συγκεκριμένα, εκατέρωθεν της ασυνέχειας το πεδίο αλλάζει συμπεριφορά με αποτέλεσμα να τονίζεται περισσότερο η συνεισφορά του σημείου εκείνου του υπεδάφους που υφίσταται τη μεταβολή.

Τα αριθμητικά αποτελέσματα επαληθεύουν την ορθότητα των θεωρητικών συλλογισμών και βεβαιώνουν ότι ο σκοπός της διατριβής μπορεί να ευοδωθεί. Δηλαδή, η χρήση αυστηρών ημιαναλυτικών μεθόδων να επεκταθεί σε πολύπλοκες διατάξεις με έμφαση τις γεωφυσικές εφαρμογές.   

ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙΔΙΑ

Ασυνεχείς κυματοδηγοί, τεχνικές ταιριάσματος ρυθμών, συναρτήσεις Green, ολοκληρωτικές εξισώσεις, μέθοδος ροπών, ιονοσφαιρική ασυνέχεια, αντίστροφη σκέδαση, υπόγειες ανομοιογένειες. 

ABSTRACT
The integral equation of the scattering theorem constitutes the basic tool of researchers to find analytic solutions in electromagnetic structures. According to this formula, the field produced by a scatterer posed inside a background medium, equals to the integral of the Green’s function multiplied by the unknown field in the volume of the obstacle. A large number of problems have been treated successfully via this method, in a rigorous and accurate way. The only drawback of this technique is its low applicability in complicated structures because the Green’s function is rarely available in proper form.

The purpose of this work is to expand the set of problems which are solvable with use of the scattering integral. In particular, we suppose background configurations possessing already a discontinuity and we express the Green’s function in convenient form, so that the method can be applied to an extra inhomogeneity. The problems studied in the present thesis concern discontinuous waveguides which are treated via mode matching techniques. The difficulty of the Green’s function’s singularities is overcome innovatively by taking the excitation source to belong in all the regarded areas simultaneously. In addition, the free-space term is separated, to make possible the analytic integration on canonical-shaped scatterers.

The aforementioned methodology is used to solve two families of problems. Firstly, the electromagnetic propagation within discontinuous parallel plates and secondly the study and the exploitation of the ionospheric discontinuity. The first subject is related to the derivation of the scattering parameters, the far field responses and the circuit equivalents for certain asymmetric two-port networks. The second subject has a high degree of originality and studies if and how the change in ionospheric, altitude occurring during the transition from night to day and vice-versa, can provide information about the texture of the subsoil. In particular, the field changes substantially from both sides of the discontinuity and consequently the contribution, of the region which experiences this variation, in the measured field, gets larger. 

The numerical results verify the correctness of the theoretical analyses and assure that the aim of this work can be achieved. Τhat is the extensive use of rigorous semi-analytic methods in solving perplexing structures with geophysical applications. 
KEY WORDS

Discontinuous waveguides, mode matching techniques, Green’s functions, integral equations, method of moments, ionospheric discontinuity, inverse scattering, subterranean inhomogeneities.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 0

ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ
0.0
Γενικά


Ένας από τους πιο χρήσιμους και ευρέως διαδεδομένους τύπους σε θέματα θεωρητικής ανάλυσης ηλεκτρομαγνητισμού είναι το λεγόμενο ολοκλήρωμα σκέδασης [0.1]. Σύμφωνα με αυτό, το ολικό πεδίο σε μία διάταξη παρουσία ενός σκεδαστή, δίνεται σαν το προσπίπτον πεδίο συν ένα ολοκλήρωμα της συνάρτησης Green της διάταξης επί το άγνωστο πεδίο εντός του σκεδαστή (ή το ρεύμα στην επιφάνειά του αν είναι τέλεια αγώγιμος). Με επιβολή των συνοριακών συνθηκών στην επιφάνεια του εμποδίου και με χρήση ολοκληρωτικών ταυτοτήτων [0.2] προσδιορίζεται το άγνωστο και κατ’ επέκταση το ολικό πεδίο παντού στο χώρο. Πολλές φορές ο σκεδαστής αναφέρεται σαν ασυνέχεια υπό την έννοια ότι αποτελεί μία πηγή που τροποποιεί το γνωστό πεδίο της διάταξης της οποίας γνωρίζουμε τη συνάρτηση Green. Όπως γίνεται κατανοητό, όταν οι ασυνέχειες έχουν άπειρο μέγεθος, ο χειρισμός των ολοκληρωτικών εξισώσεων είναι πολυπλοκότερος καθώς στις σχετικές εκφράσεις υπεισέρχονται  γενικευμένα ολοκληρώματα. Στην παρούσα διατριβή εντάσσουμε τις ασυνέχειες αυτές στην θεωρούμενη διάταξη και υπολογίζουμε την τροποποιημένη συνάρτηση Green που λαμβάνει υπόψη της τις ιδιομορφίες. Έτσι το ολοκλήρωμα σκέδασης μπορεί να εφαρμοστεί σε ένα επιπλέον εμπόδιο ή σκεδαστή με πεπερασμένο μέγεθος. 


Αξίζει να σημειωθεί ότι σε περίπτωση χρήσης του ολοκληρώματος σκέδασης υπάρχουν δύο τρόποι εργασίας. Όταν έχουμε ομογενές και ειδικού σχήματος εμπόδιο (π.χ. κυλινδρικό) χρησιμοποιούμε περιγραφή του πεδίου με συναρτήσεις βάσης συνολικού χώρου οπότε και φτάνουμε σε αυστηρές (ακριβείς) λύσεις [0.3]. Όταν έχουμε ανομοιογενείς σκεδαστές ή αυθαίρετα σχήματα τότε διαμερίζουμε τα εμπόδια σε μικρά τμήματα σε κάθε ένα από τα οποία το πεδίο θεωρείται σταθερό και διακριτοποιούμε τα ολοκληρώματα [0.4]. Σε κάθε περίπτωση, ο τρόπος επίλυσης που βασίζεται στο ολοκλήρωμα σκέδασης είναι από τους πιο ακριβείς για ηλεκτρομαγνητικά προβλήματα που δεν επιδέχονται αναλυτικές λύσεις. Επομένως η προοπτική να επεκταθεί η συνεπής αυτή μέθοδος σε διατάξεις με εγγενείς ανομοιογένειες (κάτι που δεν έχει μελετηθεί ευρέως) έχει ενδιαφέρον να αναλυθεί. Μάλιστα καθ’ όλη την παρούσα εργασία καταβάλλεται προσπάθεια, οι εκφράσεις της συνάρτησης Green να έχουν την απλούστερη δυνατή μορφή και συνάμα την πιο βολική για την εισαγωγή της στο ολοκλήρωμα σκέδασης.   
0.1
Πρώτο πρόβλημα
Στο πρώτο κεφάλαιο περιγράφεται το πρόβλημα ενός κυματοδηγού με πολλαπλές βηματικές ασυνέχειες διεγειρόμενο από ένα σημειακό δίπολο (Σχήμα 0.1). Η συνάρτηση Green (δηλαδή το συνολικό πεδίο) υπολογίζεται μέσω μίας έκφρασης ομοιόμορφης ως προς τη θέση της πηγής και με απομονωμένο τον ιδιόμορφο όρο ελεύθερου χώρου. Κατά την εξαγωγή του σχετικού τύπου γίνεται χρήση της θεωρίας των ειδώλων και της τεχνικής ταιριάσματος ρυθμών. Ένα πρωτότυπο στοιχείο της ανάλυσης είναι ότι η σημειακή πηγή ανεξάρτητα από το ποιο σημείο τοποθετείται μέσα στον κυματοδηγό πολλαπλών ασυνεχειών, λαμβάνεται να ανήκει ισοδύναμα σε κάθε τμήμα παραλλήλων πλακών και έτσι οι αριθμητικές διαδικασίες δεν επηρεάζονται από τους πεδιακούς απειρισμούς. Το μέγεθος που μελετάται αφορά την ισχύ που διαδίδεται στα δύο άκρα του κυματοδηγού για σημεία μακριά από την περιοχή διέγερσης. Σε συμμετρικά και μη δίθυρα παρατηρείται η δράση των ειδώλων  Παρόλο που η εργασία έχει πρακτική χρησιμότητα, παρόμοιες διατάξεις δεν έχουν αναλυθεί εκτενώς στην βιβλιογραφία. ([0.5]-[0.11]).
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Σχήμα 0.1:
Πολλαπλές βηματικές ανισότητες στο άνω περιοριστικό τοίχωμα του κυματοδηγού παραλλήλων πλακών. Η συσκευή διεγείρεται από μία σημειακή πηγή Green.  
0.2
Δεύτερο πρόβλημα
Στο δεύτερο κεφάλαιο μελετάται η περίπτωση ενός κυματοδηγού παραλλήλων πλακών του οποίου το ύψος μεταβάλλεται γραμμικά (Σχήμα 0.2). Και πάλι η διέγερση είναι στοιχειώδης και σημειακή προκειμένου να διευκολυνθεί η εξέταση εσωτερικών σκεδαστών πάνω στους οποίους θα ολοκληρωθεί η συνάρτηση Green. Ο χειρισμός γίνεται εφικτός με χρήση συστημάτων διαφορικών εξισώσεων και των αναλυτικών λύσεων αυτών. Η επίδραση της επικλινούς πλάκας λαμβάνεται υπόψη με εφαρμογή της θεωρίας των ειδώλων στις δύο διαστάσεις, έτσι το πρόβλημα της σφήνας χρησιμοποιείται για την επίλυση ενός προβλήματος κυματοδηγού. Για τον προσδιορισμό του πεδίου στην ενδιάμεση περιοχή, γίνεται η υπόθεση για αμελητέα διαμήκη συνιστώσα η οποία ελέγχεται και επαληθεύεται. Και πάλι οι ασυνέχειες αντιμετωπίζονται μέσω της τεχνικής ταιριάσματος ρυθμών. Αν  και  δομές  με  γραμμικά  μεταβαλλόμενη διάσταση χρησιμοποιούνται ευρέως και για διάφορους σκοπούς ([0.12]-[0.15]), παρόμοιες μελέτες δεν είναι διαθέσιμες στη διεθνή βιβλιογραφία.      
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Σχήμα 0.2:
Δύο άνισοι κυματοδηγοί παραλλήλων πλακών με ύψη h1 και h2 συνδέονται μέσω ενός εξαρτήματος μήκους W του οποίου η κάθετη διάσταση μεταβάλλεται γραμμικά. Μία ιδιόμορφη σημειακή πηγή τοποθετείται μέσα σε αυτό το εξάρτημα και διεγείρει τη διάταξη. 

0.3
Τρίτο πρόβλημα
Στο τρίτο κεφάλαιο της παρούσας εργασίας προχωρούμε σε μία πρακτική εφαρμογή των συμπερασμάτων του πρώτου κεφαλαίου. Πιο συγκεκριμένα, θεωρούμε ένα μικροκυματικό φίλτρο το οποίο αποτελείται από δύο άνισους κυματοδηγούς παραλλήλων πλακών οι οποίοι ενώνονται απότομα μέσω μίας κάθετης και τέλεια αγώγιμης ακμής. Κοντά στο επίπεδο της ασυνέχειας ευρίσκεται μία μεταλλική στήλη, που παίζει το ρόλο επαγωγικού φορτίου για το θεωρούμενο δίθυρο (Σχήμα 0.3). Μετά τον προσδιορισμό της συνάρτησης Green, το επιφανειακό ρεύμα πάνω στον κύλινδρο ευρίσκεται μέσω του θεωρήματος σκέδασης. Κατά συνέπεια, το μακρινό πεδίο κάθε μίας θύρας, υπολογίζεται με τη βοήθεια αριθμητικής ολοκλήρωσης πάνω στη στήλη λαμβάνοντας υπόψη την εκάστοτε διέγερση. Οι εξαρτήσεις των παραμέτρων σκέδασης του κατανεμημένου συστήματος ως προς την ακτίνα της στήλης μελετώνται και σχολιάζονται. Πρόκειται για μία διάταξη που δεν έχει μελετηθεί θεωρητικά έως τώρα ([0.16]-[0.21]) ενώ έχει γίνει επαλήθευση της ορθότητας των υπολογισμών μέσω εμπορικού πακέτου.
[image: image5.png]PEC

X (p=m'2) A

[

Iy

PEC

X

Iy

®

2 (9=0)

Iy

PEC

PEC





Σχήμα 0.3:
Τέλεια αγώγιμη κυκλική επαγωγική στήλη σε ορθογωνικό κυματοδηγό με βηματική ασυνέχεια. Η αριστερή θύρα χαρακτηρίζεται ως 1 και η δεξιά ως 2.
0.4
Τέταρτο πρόβλημα
Στο τέταρτο κεφάλαιο εξετάζουμε την εφαρμογή του μοντέλου του πρώτου κεφαλαίου σε ένα μη εργαστηριακό πρόβλημα. Υποθέτουμε πως η βηματική ασυνέχεια αναπαριστά τη μεταβολή στο ύψος της ιονόσφαιρας που συμβαίνει σε ένα τόπο, κατά τη μετάβαση από τη μέρα στη νύχτα και αντίστροφα. Εξετάζουμε κατά πόσον αυτή η κάθετη και κινούμενη ακμή μπορεί να λειτουργήσει σαν φυσικός σαρωτής του υπεδάφους. Δηλαδή πώς κάποιος στατικός παρατηρητής λαμβάνοντας περιοδικά μετρήσεις του σκεδαζόμενου πεδίου μπορεί να εξάγει συμπεράσματα για τη δομή των ανομοιογενειών που ευρίσκονται κάτω από την επιφάνεια της γης ([0.22]-[0.26]). Θεωρούμε ένα κυκλικό θαμμένο εμπόδιο (Σχήμα 0.4) και παρατηρούμε την μεταβολή των μετρούμενων μεγεθών για διάφορες διαστάσεις και υλικά του. Ο χειρισμός του κυλινδρικού σκεδαστή επιτυγχάνεται με τη βοήθεια της μεθόδου των βοηθητικών πηγών θεωρώντας αυτόν σαν τη μία περιοχή και τον υπόλοιπο χώρο σαν την άλλη. Η σύγκλιση και η σύμπτωση των κυματομορφών πάνω στο σύνορο, εξασφαλίζει ότι τα αποτελέσματα είναι κοντά στη μοναδική λύση του προβλήματος.     

0.5
Πέμπτο πρόβλημα
Στο πέμπτο κεφάλαιο γίνεται αναφορά σε ένα απλούστερο πρόβλημα που έχει όμως σφαιρική δομή και στην επέκτασή του μπορεί να αποτελέσει το σφαιρικό ανάλογο του θέματος του τέταρτου κεφαλαίου. Πρόκειται για την ακτινοβολία ενός στοιχειώδους μαγνητικού διπόλου στην επιφάνεια μίας τέλεια αγώγιμης και ηλεκτρικά μεγάλης σφαίρας που αντιπροσωπεύει τη γη (Σχήμα 0.5). Εξαιτίας του ότι απουσιάζει πλήρως το ασυνεχές σφαιρικό περίβλημα, το πρόβλημα και η επίλυσή του δεν είναι πρωτότυπη. Ωστόσο αξίζει να αναφερθεί βήμα προς βήμα και λεπτομερώς η εφαρμογή της μεθόδου που αντιμετωπίζει παρόμοια ζητήματα: του μετασχηματισμού Watson ([0.27]-[0.31]). Πρόκειται για μία μέθοδο που απαιτεί 
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Σχήμα 0.4:
Γεωμετρία του μοντέλου γης-ιονόσφαιρας. Η ιονόσφαιρα υποτίθεται ότι είναι τέλειος αγωγός με μία απότομη αλλαγή στο ύψος. Η πηγή τοποθετείται στην επιφάνεια αέρα-εδάφους και το αναπτυσσόμενο πεδίο σκεδάζεται από τον υπόγειο κυκλικό κύλινδρο.
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Σχήμα 0.5:
Μία τέλεια αγώγιμη σφαίρα με ηλεκτρικά μεγάλη ακτίνα a, διεγείρεται από ένα μαγνητικό δίπολο που τοποθετείται στην επιφάνειά της.
επίλυση υπερβατικών εξισώσεων στο μιγαδικό επίπεδο και μία σειρά από μη προφανείς και πολύπλοκες προσεγγίσεις. Γι’ αυτό το λόγο είναι ενδιαφέρον κανείς να δει να εφαρμόζεται η συγκεκριμένη μέθοδος στο πιο απλό παράδειγμα.  
0.6
Έκτο πρόβλημα


Στο έκτο κεφάλαιο μελετάμε μία γεωφυσική δομή όπως αυτή του τέταρτου κεφαλαίου με τη διαφορά ότι η ιονοσφαιρική ασυνέχεια χρησιμοποιείται για αντίστροφη σκέδαση. Η ιονοσφαιρική ρυτίδα κινείται και δημιουργεί μία συγκέντρωση πεδίου κατά μήκος της επιφάνειας ασυνέχειας η οποία παρέχει πληροφορίες για τα θαμμένα αντικείμενα. Επιλέγουμε ένα θαμμένο και διαμήκως ασυνεχές εμπόδιο το οποίο διαχωρίζεται σε μικρά τμήματα με αποτέλεσμα τη διακριτοποίηση του ολοκληρώματος σκέδασης [0.32]. Το μετρούμενο πεδίο προκύπτει θεωρώντας γνωστή την κατανομή της επιτρεπτότητας πάνω στην ορθογωνική ταινία. Στη συνέχεια, υποθέτοντας άγνωστο το υλικό της, η διακριτοποίηση οδηγεί σε ένα γραμμικό σύστημα ως προς τις τιμές της επιτρεπτότητας του σκεδαστή. Για το άγνωστο πεδίο πάνω στο εμπόδιο χρησιμοποιήθηκε η λεγόμενη προσέγγιση Born [0.33]-[0.34]. Με αυτό τον τρόπο, κλασικές μέθοδοι αντιμετώπισης της ιονοσφαιρικής σκέδασης ([0.35]-[0.37]) χρησιμοποιούνται για την αντίστροφη διαδικασία προσδιορισμού του υπόγειου εμποδίου. Κατά τη διάρκεια της επίλυσης συναντάμε τριών ειδών γραμμικά συστήματα: (Ι) το κλασικό του ταιριάσματος ρυθμών κατά μήκος της ασυνέχειας το οποίο είναι καλά ορισμένο λόγω της υφής της μεθόδου, (ΙΙ) το σύστημα του πεδίου πάνω στο σκεδαστή που είναι ευσταθές λόγω της ιδιομορφίας της συνάρτησης Green και (ΙΙΙ) το σύστημα του υλικού του εμποδίου που είναι αντιστρέψιμο λόγω της επιλογής της διέγερσης.   
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Σχήμα 0.6:
Ένα θαμμένο ανομοιογενές εμπόδιο σκεδάζει το προσπίπτον πεδίο παρουσία της ιονοσφαιρικής ασυνέχειας που συμβαίνει κατά τη μετάβαση από τη νύχτα στη μέρα και αντίστροφα. 
0.7
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

ΧΕΙΡΙΣΜΟΣ ΒΗΜΑΤΙΚΩΝ ΑΣΥΝΕΧΕΙΩΝ
1.0
Εισαγωγικά σχόλια
Η εντυπωσιακή μείωση των απωλειών μετάδοσης στις οπτικές ίνες συνδυασμένη με τις εξίσου σημαντικές εξελίξεις στο χώρο των πηγών φωτός και των ανιχνευτών, έχει επιφέρει μία μεγάλη άνοδο στη βιομηχανία οπτικών ινών κατά τη διάρκεια των τριών περασμένων δεκαετιών. Πριν από αυτή την επαναστατική εξέλιξη, η μεταφορά της ισχύος και των επικοινωνιακών σημάτων σε μακρινές αποστάσεις γινόταν μέσω μεταλλικών κυματοδηγών, κάτι που δε συμβαίνει πλέον. Σήμερα, αυτές οι κοίλες συσκευές είναι κατάλληλες για εναλλακτικές εφαρμογές. Πιο συγκεκριμένα, χρησιμοποιούνται σε ηλεκτρομαγνητικά εργαστήρια σαν προσαρμογείς σε ομοαξονικά καλώδια ή σαν συζεύκτες με άλλες συσκευές. Επίσης, πολλοί θάλαμοι μετρήσεων περιέχουν τέτοιες δομές που χρησιμοποιούνται ως απομονωτές ή φίλτρα με ιδιαίτερα επιλεκτικές συναρτήσεις μεταφοράς. Στην [1.1] περιέχεται μία ανάλυση για ένα μεταλλικό κυματοδηγό με πολύ μικρές απώλειες κατασκευασμένο με ένα στρώμα πλάσματος. Η διάταξη μπορεί να χρησιμοποιηθεί σαν ένας στροφέας φάσης με αμελητέες απώλειες. Στην [1.2] περιγράφεται η κατασκευή κοίλων δομών με μεταλλικά τοιχώματα σε κανάλια πυριτίου. Οι συγγραφείς μελετούν τη μετάδοση φωτός και γκαουσιανών δεσμών σε συγκεκριμένα μήκη κύματος. Ακόμα, στην [1.3] μελετώνται συντονισμένα ζωνοπερατά φίλτρα κατασκευασμένα από κυματοδηγούς παραλλήλων πλακών. Οι μετρήσεις δείχνουν ότι αποτελεσματικά εξαρτήματα μπορούν εύκολα να κατασκευαστούν έχοντας καρτεσιανή δομή.

Σκοπός κατασκευής τέτοιων συσκευών είναι περισσότερο η τροποποίηση των χαρακτηριστικών μίας ηλεκτρομαγνητικής δέσμης παρά η αδιάκοπη μετάδοση παλμών. Εξαιτίας αυτού τοποθετείται συχνά πρόσθετος μηχανικός εξοπλισμός ανάμεσα στα αγώγιμα επίπεδα ενός κοίλου κυματοδηγού, για να επηρεάσει το προσπίπτον πεδίο. Στην [1.4] χρησιμοποιούνται πολλαπλές χωρητικές βίδες για να μειωθεί η παρεμβαλλόμενη απώλεια και να βελτιωθεί η διαδικασία προσαρμογής της συσκευής. Επιπροσθέτως, σιδερένια στηρίγματα που τοποθετούνται για συνδέσεις σε ορθογωνικούς κυματοδηγούς μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να αναπαράγουν παθητική διαμόρφωση. Αυτό συμβαίνει στην [1.5], που εξετάζεται η επίδραση των συνδέσμων στη λειτουργία της συσκευής, καθώς επίσης εκτιμάται και η πίεση επαφής. Επιπλέον, κυλινδρικές στήλες συχνά τοποθετούνται σε κυματοδηγούς παραλλήλων πλακών για να τροφοδοτήσουν το ισοδύναμο κύκλωμα με επαγωγικά φορτία και για να βελτιώσουν τη συχνοτική απόκριση του συστήματος [1.6]. Η μελέτη όλου αυτού του επιπρόσθετου εξοπλισμού που ευρίσκεται μέσα στη μεταλλική δομή είναι εφικτή μόνο σε περίπτωση που η συνάρτηση Green του κυματοδηγού είναι γνωστή.

Η μορφή της προαναφερθείσας συνάρτησης δεν είναι η ίδια για κάθε εφαρμογή διότι ποικίλει ανάλογα με το σχήμα του μεταλλικού κυματοδηγού. Πιο συγκεκριμένα, οι συσκευές συχνά κατασκευάζονται με διαδοχικές βηματικές ασυνέχειες και γι’ αυτό το λόγο οι συνδυασμοί όλων των πιθανών σχηματισμών είναι αναρίθμητοι. Στην [1.7] μία ανάλυση πλήρους κύματος παρέχεται για πολλαπλές βηματικές ασυνέχειες πάνω σε έναν πολυστρωματικό ομοεπίπεδο κυματοδηγό και μελετάται η επίδραση της ορθογωνιότητας των ρυθμών στα αριθμητικά αποτελέσματα. Επίσης έχει αναπτυχθεί μία τεχνική [1.8] για την αντιμετώπιση ασυνεχειών σε επίπεδα μικροκυματικά κυκλώματα. Μία νέα θεώρηση των πηγών μειώνει το υπολογιστικό φορτίο για την αγωγιμότητα εισόδου και τις παραμέτρους σκέδασης. Επιπλέον, μία αυστηρή προσέγγιση πολλαπλών ασυνεχειών σε μικροταινίες γίνεται στην [1.9] με χρήση μίας διατύπωσης μεταβολών και μία ανάπτυξη του πεδίου σε κατάλληλες συναρτήσεις βάσης. Δεδομένου αυτού του αυξημένου ενδιαφέροντος για μεταλλικές δομές με βηματικές ασυνέχειες και πρόσθετο εσωτερικό μηχανολογικό εξοπλισμό, αξίζει να εξεταστεί μία γενική μέθοδος υπολογισμού της συνάρτησης Green σε μία τέτοια διάταξη. Η τεχνική που αναλύεται στην παρούσα εργασία κατέχει συγκεκριμένα καινοτομικά χαρακτηριστικά. Αφενός, έχει ομοιόμορφη έκφραση ως προς την θέση της στοιχειώδους πηγής έτσι ώστε να μην επηρεάζεται από την έκταση του σκεδαστή. Αφετέρου δε, ο ιδιόμορφος όρος διαχωρίζεται για να είναι εφικτός o αναλυτικός χειρισμός του. 

Στην παρούσα εργασία θεωρούμε έναν κυματοδηγό παραλλήλων πλακών με τέλεια αγώγιμα τοιχώματα. Ο πάνω τοίχος μπορεί να έχει πεπερασμένο πλήθος από βηματικές ασυνέχειες ενώ ο κάτω είναι ένα άπειρο επίπεδο. Η ανάλυση μπορεί να καλύψει μία ειδική αλλά πρακτικά κοινή περίπτωση ενός τρισδιάστατου ορθογωνικού κυματοδηγού. Ο όρος της συνάρτησης Green που οφείλεται στην παρουσία των παραλλήλων πλακών προκύπτει σε πρώτη φάση με εφαρμογή της θεωρίας των ειδώλων. Η σειρά που προκύπτει δεν είναι αριθμητικά υπολογίσιμη και γι’ αυτό παράγονται δύο εναλλακτικές μορφές. Η πρώτη αφορά σημεία παρατήρησης κοντά στις ασυνέχειες και γράφεται ως ένα εκθετικά συγκλίνον ολοκλήρωμα και η δεύτερη είναι μία σειρά κατάλληλη για υπολογισμό μακρινού πεδίου. Ο όρος της συνάρτησης Green που οφείλεται στην παρουσία των κάθετων ακμών κατά μήκος των επιπέδων ασυνέχειας λαμβάνεται με διαδοχική εφαρμογή της τεχνικής του ταιριάσματος των ρυθμών. Η πηγή υποτίθεται πως ανήκει ισοδύναμα σε κάθε χώρο μεταξύ δύο ασυνεχειών και γι’ αυτό η θέση της δεν παίζει ρόλο στην μορφή του πεδίου. Κατά συνέπεια, ο ιδιόμορφος όρος είναι κοινός για κάθε περιοχή και επομένως δεν συμμετέχει στη διαδικασία προβολής των συνοριακών συνθηκών. Εκ του αποτελέσματος, η αριθμητική διαδικασία δεν επηρεάζεται. Οι συντελεστές των ρυθμών σε κάθε χώρο προσδιορίζονται μέσω ενός καλά ορισμένου γραμμικού συστήματος. Εξετάζονται δύο παραδείγματα που αφορούν ένα συμμετρικό και ένα μη συμμετρικό δίθυρο δίκτυο ενώ η ακτινοβολούμενη ισχύς μακριά από τις διατάξεις παρουσιάζεται σαν συνάρτηση της θέσης της σημειακής πηγής. Τα αποτελέσματα επαληθεύονται με αριθμητικούς ελέγχους και τα εξαγόμενα συμπεράσματα σχολιάζονται και αιτιολογούνται.            

1.1
Ορισμός του προβλήματος 

Το πρόβλημα στο οποίο αναφερόμαστε είναι αυτό που εικονίζεται στο Σχήμα 1.1. Πρόκειται για έναν κυματοδηγό που αποτελείται από 
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 τμήματα παραλλήλων και τέλεια αγώγιμων πλακών με διαφορετικό ύψος 
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. Τα επιμέρους αυτά εξαρτήματα συνδέονται μεταξύ τους έτσι που η κάτω πλάκα του καθενός να είναι κοινή ενώ οι ενώσεις των άνισων άνω πλακών γίνονται μέσω κάθετων τέλεια αγώγιμων ακμών. Το χρησιμοποιούμενο σύστημα συντεταγμένων είναι το καρτεσιανό 
[image: image11.wmf](,,)

zxy

 με τον άξονα 
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 να είναι ο διαμήκης κατά σύμβαση. Τα τμήματα των παραλλήλων πλακών μπορούν να έχουν διαφορετικό μήκος και γι’ αυτό ενώνονται στα αυθαίρετα σημεία του οριζόντιου άξονα 
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. Το υλικό εντός των πλακών είναι το κενό με κυματάριθμο 
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 και κυματική αντίσταση 
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 ενώ η διάταξη είναι δισδιάστατη καθώς δεν μεταβάλλεται κατά μήκος του άξονα 
[image: image16.wmf]y
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Σχήμα 1.1:
Η διάταξη του προβλήματος. Πολλαπλές βηματικές ανισότητες στο άνω περιοριστικό τοίχωμα του κυματοδηγού παραλλήλων πλακών. Η συσκευή διεγείρεται από μία σημειακή πηγή Green.  
Η διέγερση του προβλήματος θα είναι επίσης δύο διαστάσεων και θα αντιστοιχεί σε ένα σταθερό και άπειρο κατά 
[image: image18.wmf]y

 ηλεκτρικό ρεύμα μεγέθους 
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 μετρούμενο σε Amperes. Η σχέση είναι διαστατικά σωστή καθώς οι επιπλέον μονάδες έχουν συγχωνευθεί. Αυτό συμβαίνει διότι στόχος μας είναι η εύρεση της συνάρτησης Green ηλεκτρικού τύπου και μόνο με το συγκεκριμένο πλάτος διέγερσης το πεδίο υπακούει στη μη ομογενή διαφορική εξίσωση Helmholtz με ιδιόμορφο δεύτερο μέλος που έχει μοναδιαίο αρνητικό συντελεστή [1.10]. Το δίπολο τοποθετείται κατά μήκος του άξονα 
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 και η αξονική συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου (που είναι και η μοναδική) θα ισούται με την επιθυμητή συνάρτηση Green 
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. Η ζητούμενη αυτή ποσότητα συμβολίζεται σε κάθε επιμέρους τμήμα παραλλήλων πλακών με δείκτη τον αύξοντα αριθμό της περιοχής 
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Κατά σύμβαση υποθέτουμε ότι 
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Ο λόγος που επιθυμούμε να υπολογίσουμε την συνάρτηση 
[image: image26.wmf](,,,)
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 είναι διότι μόνο αν τη γνωρίζουμε μπορούμε να μελετήσουμε φαινόμενα σκέδασης των οδηγούμενων πεδίων από δισδιάστατους σκεδαστές εντός της διάταξης. Αυτό είναι εφικτό μέσω του γνωστού ολοκληρώματος σκέδασης [1.11]:
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όπου 
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 είναι η συνάρτηση του κυματικού αριθμού στην διατομή του εμποδίου και 
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 το συνολικό και το προσπίπτον αξονικό (και ολικό) ηλεκτρικό πεδίο του προβλήματος αντίστοιχα. Στην περίπτωση που ο σκεδαστής μπορεί να εξαπλώνεται σε περισσότερες από μία διαδοχικές περιοχές παραλλήλων πλακών με διαφορετικό ύψος θα ήταν εύχρηστο αν ο τύπος της συνάρτησης Green είχε μία ενιαία έκφραση ως προς τις παραμέτρους 
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. Ο χειρισμός του ολοκληρώματος (1.2) θα είναι πιο εύκολος αν η 
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 δεν οριζόταν μέσω διαφορετικών τύπων ανάλογα με την περιοχή 
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 που ανήκει η ιδιόμορφη πηγή. 

Θα πρέπει να επισημανθεί ότι περιορίζουμε την ανάλυσή μας σε σκεδαστές που ανήκουν στην κοινή διατομή όλων των επιμέρους κυματοδηγών κάτι που σημαίνει ότι 
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 και είναι συμβατό προς τη λειτουργία της διάταξης. Η ιδιομορφία της συνάρτησης Green είναι ένα άλλο κρίσιμο ζήτημα. Όπως γνωρίζουμε, ο ανώμαλος όρος ελεύθερου χώρου της συνάρτησης Green κάτω από το ολοκλήρωμα δειγματοληπτεί οποιοδήποτε σήμα 
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 πολλαπλασιάζεται με αυτό. Προκειμένου να εκμεταλλευτούμε αυτή την ιδιότητα θα ήταν ωφέλιμο  να διαχωρίσουμε τον συγκεκριμένο όρο κάνοντας ξεχωριστό χειρισμό μέσω αναλυτικής ολοκλήρωσης χωρίς να επηρεαστούν αρνητικά οι αριθμητικές διαδικασίες.

Παρόλο που η προσέγγισή μας είναι δισδιάστατη μπορεί να έχει και τρισδιάστατες εφαρμογές καθώς είναι σύνηθες να χρησιμοποιούνται μονορυθμικοί κυματοδηγοί σε μικροκυματικά πειράματα. Δηλαδή μπορεί κάποιος να υποθέσει ότι δεν έχουμε διάταξη παραλλήλων πλακών αλλά ορθογωνικών κυματοδηγών με κοινό κατά 
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 πλάτος ίσο προς 
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. Εάν επιπλέον ισχύει ότι 
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, ο μοναδικός κυματοδηγούμενος ρυθμός θα είναι ο θεμελιώδης ΤΕ10. Κάτω από αυτή τη συνθήκη τα οδηγούμενα πεδία θα είναι ομοιόμορφα κατά την κατεύθυνση 
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 και εάν ισχύει το αντίστοιχο για το εμπόδιο, το όλο ρεαλιστικό πρόβλημα έχει δισδιάστατη υφή.

Σκοπός της εκπονηθείσας εργασίας είναι ο προσδιορισμός της βαθμωτής συνάρτησης Green ηλεκτρικού τύπου για έναν κυματοδηγό παραλλήλων πλακών με πολλαπλές βηματικές ασυνέχειες. Η χρονική εξάρτηση είναι της μορφής 
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 και καταπιέζεται. 

1.2
Όρος θεωρίας ειδώλων

 
Στην παρούσα παράγραφο πρόκειται να εξάγουμε εκείνο το τμήμα της συνάρτησης Green που οφείλεται στην παρουσία των τέλεια αγώγιμων επιπέδων σε κάθε μία από τις 
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 περιοχές. Σε αυτή την προσπάθεια η επίδραση των βηματικών ασυνεχειών θα αγνοηθεί και η υπό ανάλυση διάταξη θα αποτελείται από δύο άπειρα περιοριστικά επίπεδα 
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. Υποθέτουμε ότι η γραμμική ρεύματική πηγή 
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 βρίσκεται μέσα σε μία τέτοια δομή με ύψος 
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. Η αξονική 
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 ηλεκτρική συνιστώσα (που ισούται με το ζητούμενο τμήμα της συνάρτησης Green ηλεκτρικού τύπου) μπορεί να υπολογιστεί με χρήση της θεωρίας ειδώλων [1.12]. Εξαιτίας της τέλειας αγωγιμότητας των φύλλων, δύο αντίθετα είδωλα αναπτύσσονται στις συμμετρικές θέσεις της πηγής ως προς το άνω και το κάτω επίπεδο. Όπως φαίνεται στο Σχήμα 1.2 τόσο το άνω όσο και το κάτω είδωλο απαιτεί την παρουσία δύο άλλων επίσης αντίρροπων προς τα προηγούμενα ειδώλων ως προς το κάτω και το άνω επίπεδο αντίστοιχα. Αυτή η διαδικασία επαναλαμβάνεται ως το άπειρο και δίνει το ακόλουθο αποτέλεσμα [1.13]:
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όπου 
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 είναι η συνάρτηση Hankel μηδενικής τάξης και δευτέρου τύπου. Η έκφραση (1.3) αντιστοιχεί στον όρο της συνάρτησης Green που εκφράζει την επίδραση των αγώγιμων τοίχων στη σκέδαση του πρωτεύοντος πεδίου. 

Ο ιδιόμορφος όρος 
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 δεν γράφεται με δείκτη 
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 που αντιστοιχεί στην περιοχή της συσκευής στην οποία ανήκει το σημείο παρατήρησης διότι είναι ανεξάρτητος του περιβάλλοντος που το περικλείει. Μάλιστα για λόγους συμμετρίας στον ορισμό του 
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 συμπεριλαμβάνουμε εκτός από τον πραγματικά απειριζόμενο μηδενικό όρο του πρώτου αθροίσματος και τον μηδενικό όρο του δεύτερου αθροίσματος (που επίσης είναι ανεξάρτητο του τυχόντος 
[image: image52.wmf]t

h

). Συνεπώς ο διαχωρισμός γίνεται όπως παρακάτω:
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Σχήμα 1.2:
Τα άπειρα είδωλα της πηγής που αναπτύσσονται εξαιτίας της παρουσίας των δύο άπειρων πλακών. Τα διανύσματα ξεκινούν από το σημείο της ιδιομορφίας και καταλήγουν στο είδωλο της ως προς ένα από τα δύο αγώγιμα επίπεδα. 


Θα μπορούσε κανείς να παρατηρήσει ότι οι εκφράσεις (1.4), (1.5) αφορούν μόνο την περιοχή 
[image: image56.wmf]t

 που περιέχει την ιδιόμορφη πηγή. Ένα καινούριο χαρακτηριστικό της παρούσας μεθόδου είναι ότι θεωρεί πως η πηγή ανήκει ταυτόχρονα σε καθένα κυματοδηγό ανεξάρτητα από τις τιμές των 
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. Αυτό σημαίνει πως ο όρος της θεωρίας των ειδώλων (1.5) αντιπροσωπεύει οποιαδήποτε περιοχή 
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 ανεξάρτητα από τη θέση της πηγής. Δυστυχώς ο αριθμητικός υπολογισμός της σειράς (1.5) είναι αναποτελεσματικός για κάθε σημείο παρατήρησης εξαιτίας της αργής μείωσης που χαρακτηρίζει την συνάρτηση Hankel [1.14]:
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Είναι συνεπώς επιβεβλημένο να μετασχηματιστεί η σειρά (1.5) σε κάποια άλλη μορφή που να είναι πιο εύκολα υπολογίσιμη. Σε αυτή την προσπάθεια θα μας χρειαστεί η ακόλουθη γεωμετρική σειρά:  
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(1.7)

Μέσω του ορισμού του μετασχηματισμού Laplace προκύπτει από το ζευγάρι μετασχηματισμού 
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, μία σχέση μετατροπής σειράς σε ολοκλήρωμα:
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(1.8)

Για τη δική μας περίπτωση το παρακάτω ζευγάρι είναι κατάλληλο [1.15]:
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για 
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. Χρησιμοποιώντας την ιδιότητα της κλίμακας χρόνου του μετασχηματισμού Laplace με παράμετρο 
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, εξάγεται η ακόλουθη σχέση:      
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(1.10)

όπου η ολοκληρωτέα συνάρτηση ορίζεται ως:
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Με χρήση της (1.10) για 
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(δίπλευρα αθροίσματα), παράγεται η ακόλουθη έκφραση:
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με:
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Η ασυμπτωτική συμπεριφορά της ολοκληρωτέας (1.13) για 
[image: image78.wmf]U

®+¥

 δίνεται από την:


[image: image79.wmf](

)

2

0

2

0

(2)

cos()

(,,,,,),

t

khxXU

kzZU

βUtzZxXOeU

U

---

éù

-

êú

=®+¥

êú

ëû

.

(1.14)

Κατά μήκος του πραγματικού άξονα η ολοκληρωτέα είναι ομαλή και εξαιτίας της ταχέως φθίνουσας συμπεριφοράς του εκθετικού όρου, ο αριθμητικός υπολογισμός εκτελείται κανονικά. Για την ειδική περίπτωση που τόσο το σημείο παρατήρησης όσο και η πηγή βρίσκονται πολύ κοντά στο άνω αγώγιμο φύλλο 
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, το ολοκλήρωμα συγκλίνει αργά. Όμως κάτι τέτοιο δεν συμβαίνει καθώς η ανομοιογένεια βρίσκεται στην κοινή διατομή των κυματοδηγών. Επίσης παρατηρούνται δυσκολίες όταν υπολογίζουμε το πεδίο μακριά από την πηγή 
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 εξαιτίας του ταχέως ταλαντούμενου αρμονικού όρου. Όσον αφορά την εξίσωση (1.13), πρέπει να σημειωθεί ότι η ολοκληρωτέα 
[image: image82.wmf](,,,,,)

βUtzZxX

 μηδενίζεται για 
[image: image83.wmf]0

x

®

 ή 
[image: image84.wmf]0

X

®

. Το ίδιο συμβαίνει για τον ιδιόμορφο όρο της (1.4) κάτι που δείχνει πως το ολικό πεδίο είναι μηδενικό. Στην περίπτωση που 
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 το αποτέλεσμα είναι επίσης λογικό καθώς το είδωλο της πηγής αν αυτή τοποθετείται πάνω στο αγώγιμο φύλλο, εξουδετερώνει την επίδρασή της. Επομένως το τμήμα της συνάρτησης Green που οφείλεται στη θεωρία των ειδώλων έχει την ιδιότητα της αμοιβαιότητας καθώς 
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Προκειμένου να θεραπεύσουμε το πρόβλημα των ταλαντώσεων για τα μακρινά σημεία παρατήρησης χρειάζεται να μετατρέψουμε τη σειρά (1.3) σε μία άλλη, κάνοντας χρήση της φόρμουλας άθροισης Poisson [1.17]:
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όπου 
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 είναι ο μετασχηματισμός Fourier του σήματος 
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. Η πιο κάτω ολοκληρωτική αναπαράσταση της συνάρτησης Hankel θα χρησιμοποιηθεί [1.15]: 
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(1.16)

Εφαρμόζοντας την (1.15) δύο φορές για το ζεύγος Fourier του (1.16) με 
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όπου: 
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Παρατηρήστε ότι η (1.17) συγκλίνει γρηγορότερα με αυξανόμενο 
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 εξαιτίας της σύμβασης (1.18).

1.3
Όρος ταιριάσματος ρυθμών

Στην παρούσα ενότητα ενδιαφερόμαστε για τον υπολογισμό εκείνου του τμήματος της συνάρτησης Green που οφείλεται στην παρουσία των βηματικών ασυνεχειών κατά μήκος της διάταξης. Οι σχετικές συναρτήσεις συμβολίζονται με 
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. Η απαίτηση ικανοποίησης της ομογενούς εξίσωσης Helmholtz καταλήγει σε κύματα που οδηγούνται οριζόντια με σταθερές διάδοσης 
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Κύματα και προς τις δύο κατευθύνσεις λαμβάνονται υπ’ όψη λόγω του ότι κάθε κάθετη ακμή παίζει το ρόλο της γεννήτριας για αυτά τα πεδία. Συγκεκριμένα, αυτό το τμήμα της συνάρτησης Green μηδενίζεται όταν οι ασυνέχειες παύουν να υπάρχουν 
[image: image102.wmf]01

(...)

T

hhh

===

. Η γενική εξίσωση (1.19) εξειδικεύεται για τις δύο ημιάπειρες περιοχές 
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(1.21)

Όλες οι σειρές υπολογίζονται λαμβάνοντας υπ’ όψη τους πρώτους 
[image: image106.wmf]N

 όρους για απλότητα.


Οι άγνωστοι συντελεστές (1.19)-(1.21) μπορούν να προσδιοριστούν επιβάλλοντας τις συνοριακές συνθήκες στα κατακόρυφα επίπεδα 
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. Το αξονικό ηλεκτρικό πεδίο είναι συνεχές κατά μήκος της κοινής διατομής του κάθε ζεύγους δύο γειτονικών κυματοδηγών και μηδενίζεται πάνω στις κατακόρυφες ακμές. Η μαθηματική έκφραση της συνοριακής συνθήκης εξαρτάται από το ποιος κυματοδηγός έχει μεγαλύτερο ύψος:
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Πρέπει να σημειωθεί ότι ο ιδιόμορφος όρος είναι ο ίδιος και από τις δύο πλευρές της ασυνέχειας και γι’ αυτό απαλείφεται στον πρώτο κλάδο της (1.22). Το ίδιο συμβαίνει για τη μαγνητική οριακή συνθήκη που ισχύει μόνο για την κοινή περιοχή των δύο γειτονικών κυματοδηγών. 
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Οι συντελεστές αντιστάσεων δεν εμφανίζονται διότι δεν υπάρχει καμία μεταβολή υλικού. Οι εξισώσεις (1.22), (1.23) που ισχύουν για κάθε 
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 σε ένα συνεχές διάστημα θα διαχειριστούν με χρήση της μεθόδου ταιριάσματος ρυθμών [1.18]. Σύμφωνα με αυτή την τεχνική οι οριακές συνθήκες προβάλλονται στο σύνολο συναρτήσεων που αντιστοιχεί σε έναν από τους δύο γειτονικούς κυματοδηγούς. Η ηλεκτρική συνθήκη (1.22) αναφέρεται στο διάστημα 
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Οι οριακές συνθήκες γράφονται σε μορφή πίνακα με τον ακόλουθο τρόπο:
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Για κάθε 
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όπου το σύμβολο 
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 στοιχείων. Εάν το ζεύγος των εξισώσεων (1.27), (1.28) γραφτεί μαζί, προκύπτει το εξής:
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(1.30)

Η εξίσωση που συνδέει τα δύο άγνωστα διανύσματα συντελεστών που αναφέρονται σε δύο γειτονικούς κυματοδηγούς δεν είναι η κλασική σχέση μήτρας μεταφοράς εξαιτίας της παρουσίας του σταθερού διανύσματος που είναι διαφορετικό για κάθε σύνορο και εκφράζει τον όρο της θεωρίας των ειδώλων της συνάρτησης Green. Ωστόσο με διαδοχική εφαρμογή της (1.30) για 
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 φτάνουμε στην ακόλουθη σχέση πινάκων που συνδέει τους συντελεστές ρυθμών στους δύο ημιάπειρους κυματοδηγούς:
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όπου: 
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Για τις συνοριακές συνθήκες στα 
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Αντικαθιστώντας τις (1.34), (1.35) στην (1.31) ένα 
[image: image148.wmf]22
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 γραμμικό σύστημα για τις άγνωστες παραμέτρους 
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 διαμορφώνεται:
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Εφόσον αυτοί οι συντελεστές προσδιορίστηκαν, τα πεδία σε όλες τις βαθμίδες-κυματοδηγούς της συσκευής μπορούν να υπολογιστούν μέσω των (1.35) και (1.31).

1.4
Αριθμητικές εφαρμογές

Ένα σύνολο από υπολογιστικά προγράμματα έχει αναπτυχθεί προκειμένου να υλοποιήσει την μέθοδο που περιγράψαμε η οποία προσδιορίζει την αντίδραση του συστήματος όταν αυτό διεγείρεται από μία ιδιόμορφη πηγή Green. Οι πίνακες των εξισώσεων (1.27), (1.28) υπολογίζονται με αθροίσεις και τραπεζοειδείς αριθμητικές ολοκληρώσεις και με αυτό τον τρόπο προκύπτουν οι ήδη γνωστές ποσότητες της (1.31). Μετά τον υπολογισμό των παραμέτρων που σχετίζονται με τα ακραία διαχωριστικά σύνορα 
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, διαμορφώνεται το τελικό σύστημα (1.36). Εφόσον εξετάζουμε μία διάταξη γραμμής μεταφοράς, χρησιμοποιούμε μονορυθμικούς κυματοδηγούς κρατώντας τα ηλεκτρικά ύψη των εξαρτημάτων μεταξύ μισού και ενός μήκους κύματος ελευθέρου χώρου. Η απαίτηση αυτή γράφεται ως:
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Μία τυπική ποσότητα που καθορίζει τη λειτουργία ενός δίθυρου συστήματος όπως το υπό εξέταση, είναι η ακτινοβολούμενη ισχύς μακριά από το σημείο διέγερσης. Εξαιτίας της υπόθεσης για μονορυθμική μετάδοση, μόνο ο θεμελιώδης 
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 ρυθμός μεταδίδεται για 
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. Μέσω του ορισμού του διανύσματος Poynting [1.19], ένα κυματοδηγούμενο αξονικό ηλεκτρικό πεδίο της μορφής 
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 αντιστοιχεί σε ακτινοβολούμενη ισχύ (ανά αξονικό μήκος) ίση προς 
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 είναι η απόσταση των παραλλήλων πλακών. Με χρήση αυτού του αποτελέσματος η ακτινοβολούμενη ισχύς δίνεται από τις παρακάτω δύο εξισώσεις για 
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όπου οι συντελεστές 
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 του θεμελιώδους ρυθμού εξαρτώνται από τη θέση της πηγής καθώς προκύπτουν μέσω της διαδικασίας ταιριάσματος ρυθμών. Σε όλες τις αριθμητικές εφαρμογές οι λύσεις είναι συγκλίνουσες ως προς 
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 ενώ ταυτόχρονα έχουν γίνει επιτυχείς συγκρίσεις με τα αποτελέσματα που προκύπτουν από τις περιπτώσεις χωρίς την παρουσία ασυνεχειών. 


Το πρώτο παράδειγμα αφορά ένα μη συμμετρικό δίθυρο που αποτελείται από τέσσερεις κυματοδηγούς-βαθμίδες με εναλλασσόμενο ύψος. Με άλλα λόγια η κάθετη διάσταση των τεσσάρων διαδοχικών δομών ισούται με: 
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 αντίστοιχα. Οι δύο ενδιάμεσοι κυματοδηγοί έχουν το ίδιο μήκος (
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. Στο Σχήμα 1.3(α) η ισχύς 
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 για διάφορα 
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. Η συμπεριφορά της μετρούμενης ποσότητας είναι αρμονική ως προς 
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, ένα γεγονός που οφείλεται στην κυματική φύση του προβλήματος. Επίσης όταν η πηγή δεν τοποθετείται πολύ κοντά στις αγώγιμες επιφάνειες, η απόκριση του συστήματος είναι μεγαλύτερη. Αυτό είναι λογικό διότι εάν κάποιος τοποθετήσει το δίπολο πάνω στους μεταλλικούς τοίχους, το αντίθετο είδωλο που θα αναπτυχθεί θα μειώσει εξαιρετικά την δράση του. Επιπροσθέτως, η μετρούμενη ισχύς που ακτινοβολείται από την αριστερή θύρα του κυματοδηγού είναι μεγαλύτερη όταν η πηγή τοποθετείται κοντά στην πρώτη ασυνέχεια. Αυτή η αλλαγή στο ύψος επηρεάζει άμεσα την μεταδιδόμενη ισχύ 
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 διότι το επίπεδο της ασυνέχειας είναι κοντά στην θύρα που εξετάζεται. Τέλος μπορεί κανείς να παρατηρήσει ότι οι ταλαντώσεις των καμπυλών είναι μεγαλύτερες για αυξανόμενο 
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. Αυτό εξηγείται από το γεγονός ότι η άνω αγώγιμη επιφάνεια είναι ασυνεχής και εφόσον το σημείο διέγερσης είναι κοντά σε αυτή, τα πεδία γίνονται περισσότερο εξαρτημένα από το περιβάλλον. Στο Σχήμα 1.3(β) η μεταδιδόμενη ισχύς μέσω της δεξιάς θύρας 
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 παρουσιάζεται για το ίδιο πείραμα. Συγκρινόμενες με τις αντίστοιχες του Σχήματος 1.3(α), οι υπό 
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Σχήμα 1.3:
Η ακτινοβολούμενη ισχύς από τις θύρες ενός μη συμμετρικού συστήματος με τέσσερεις βαθμίδες: (α) αριστερή θύρα, (β) δεξιά θύρα. Παράμετροι παραδείγματος: f=2 GHz, h0=14 cm, h1=10 cm, h2=14 cm, h3=10 cm, L0=-4 cm, L1=0 cm, L2=4 cm. 
εξέταση ποσότητες επιδεικνύουν λιγότερες ταλαντώσεις και ειδικά για 
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 η ισχύς είναι σχεδόν αμετάβλητη ως προς 
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. Αυτό εξηγείται από το μικρότερο ύψος της δεξιάς θύρας που δεν επιτρέπει σε μία κινούμενη πηγή κοντά στον άνω τοίχο να έχει μεγάλη επίδραση στην μετρούμενη ισχύ. Για τον ίδιο λόγο το ακτινοβολούν πεδίο για 
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 είναι μεγαλύτερο απ’ ότι η αντίστοιχη ποσότητα του Σχήματος 1.3(α) καθώς η ηλεκτρομαγνητική ισχύς για μικρά 
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 είναι περισσότερο συγκεντρωμένη. Ακόμα, πρέπει να σημειωθεί ότι για αυξανόμενο 
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 η ακτινοβολούμενη ισχύς μειώνεται ενώ το ίδιο συμβαίνει και στο Σχήμα 1.3(α). Αυτό σημαίνει ότι η πηγή διέγερσης γίνεται όλο και λιγότερο αποτελεσματική όσο κοντύτερα τοποθετείται στην δεξιά θύρα.


Το δεύτερο παράδειγμα αφορά μία συμμετρική δίθυρη συσκευή αποτελούμενη από πέντε κυματοδηγούς με τα ακόλουθα ύψη: 
[image: image189.wmf]0

14

hcm

=

, 
[image: image190.wmf]1

12

hcm

=

, 
[image: image191.wmf]2

9

hcm

=

, 
[image: image192.wmf]3

12

hcm

=

 και 
[image: image193.wmf]4

14

hcm

=

. Μία σημειακή πηγή κινείται οριζόντια εντός του διαστήματος 
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, ενώ τρεις σταθερές κάθετες θέσεις εξετάζονται: 
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. Η συχνότητα λειτουργίας διατηρείται σταθερή στα 
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 όπως στο πρώτο παράδειγμα. Στο Σχήμα 1.4(α) παρουσιάζουμε την ισχύ 
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 σε κάθε περίπτωση. Οι καμπύλες που αναπαριστούν τις περιπτώσεις για 
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 είναι παρόμοιες με τις αντίστοιχες του διθύρου του πρώτου παραδείγματος. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι η δομή της συσκευής κοντά στην θύρα που εξετάζεται είναι παρόμοια με αυτή της προηγούμενης. Πάλι η ταλάντωση των πεδιακών ποσοτήτων είναι πιο σημαντική για 
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 εξαιτίας της μικρής απόστασης ανάμεσα στην πηγή και στην ασυνεχή άνω επιφάνεια. Ειδικά όταν η πηγή τοποθετείται εντός του κεντρικού χώρου, η απόκριση ελαχιστοποιείται εξαιτίας των ειδώλων καθώς 
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Σχήμα 1.4:
Η ακτινοβολούμενη ισχύς από τις θύρες ενός συμμετρικού συστήματος με πέντε βαθμίδες: (α) αριστερή θύρα, (β) δεξιά θύρα. Παράμετροι παραδείγματος:  f=2 GHz, h0=14 cm, h1=12 cm, h2=9 cm, h3=12 cm, h4=14 cm, L0=-6 cm, L1=-2 cm, L2=2 cm, L3=6 cm. 

Όμως η μεταβολή είναι σημαντική εφόσον η σημειακή ανωμαλία κινείται από τον κεντρικό κυματοδηγό σε ένα από τους γειτονικούς. Στο Σχήμα 1.4(β) η εικονιζόμενη ποσότητα είναι η ισχύς 
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 και μπορεί κανείς να παρατηρήσει ότι υπάρχει μία σχέση κατοπτρισμού μεταξύ των καμπυλών της και των αντίστοιχων του Σχήματος 1.4(α). Αυτό το αποτέλεσμα αντανακλά την συμμετρία της δομής και επαληθεύει την ορθότητα των υπολογισμών. Επίσης μεγάλες τιμές της ισχύος εμφανίζονται όταν η διέγερση επιβάλλεται κοντά στη δεξιά θύρα σε αντίθεση με τα αποτελέσματα του Σχήματος 1.3(β).

1.5
Περίληψη

Στη συγκεκριμένη εργασία προτείνεται μία γενική μέθοδος υπολογισμού της συνάρτησης Green για ορθογωνικό κυματοδηγό με αυθαίρετο πλήθος βηματικών ασυνεχειών. Η συνάρτηση διαχωρίζεται σε δύο όρους: τον πρώτο που περιγράφει την επίδραση των παράλληλων πλακών και τον δεύτερο που εκφράζει τη λειτουργία των κάθετων ακμών. Ο πρώτος όρος περιέχει και την ιδιομορφία της πρωτεύουσας πηγής η οποία θεωρούμε ότι ανήκει σε όλα τα τμήματα του κυματοδηγού. Ο δεύτερος όρος προέρχεται από διαδοχική εφαρμογή της μεθόδου του ταιριάσματος ρυθμών η οποία δεν επηρεάζεται από τον απειρισμό καθώς αυτός ανήκει σε κάθε ζεύγος γειτονικών τμημάτων και απαλείφεται. Το ταίριασμα των ρυθμών γίνεται με προβολή των οριακών συνθηκών στο κατάλληλο σύνολο ρυθμών που υπαγορεύεται από το διάστημα ισχύος των ταυτοτικών εξισώσεων. Τα αριθμητικά αποτελέσματα που παρουσιάζονται επαληθεύουν και πιστοποιούν τους θεωρητικούς συλλογισμούς.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2
ΧΕΙΡΙΣΜΟΣ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΜΕΤΑΒΑΣΕΩΝ 

2.0
Εισαγωγικά σχόλια


Ηλεκτρικές συσκευές με ομαλά μεταβαλλόμενη διατομή χρησιμοποιούνται εκτεταμένα στα περισσότερα εργαστήρια πανεπιστημίων, ερευνητικά κέντρα και θαλάμους μετρήσεων εταιρειών. Τέτοιες δομές έχουν μελετηθεί ευρέως και έχει βρεθεί ότι μπορούν να εξυπηρετούν πολλαπλούς σκοπούς. Στη [2.1] ένας μετατροπέας ρυθμών με σταθερό μέσο μέγεθος και περιοδικά μεταβαλλόμενη καμπυλότητα παράγει μία ακτίνα κατάλληλη για θέρμανση πλάσματος ενός κύκλοτρου ηλεκτρονίων που χρησιμοποιείται για σκοπούς σύντηξης. Η συσκευή καταφέρνει να μετατρέπει ένα μεγάλο σύνολο ρυθμών στο γραμμικά πολωμένο θεμελιώδη ρυθμό. Επίσης στη [2.2] μελετάται μία κυλινδρική διηλεκτρική κεραία μεταβλητού μεγέθους με τη βοήθεια της μεθόδου των πεπερασμένων διαφορών. Ακόμη, εξετάζεται η επίδραση του σχήματος του κυλίνδρου στο κέρδος και την κατευθυντικότητα του ακτινοβολητή. Επιπροσθέτως, στη [2.3] ομοαξονικά καλώδια με μη γραμμική μεταβολή της ακτίνας τους αναλύονται μέσω μιας τροποποιημένης εκδοχής της γενικευμένης εξίσωσης του τηλεγραφητή. Παρουσιάζονται πολλοί συνδυασμοί συζευγμένων ρυθμών ενώ εκτιμώνται διάφορα χαρακτηριστικά απόδοσης. 


Το πιο δημοφιλές είδος των συσκευών με μεταβαλλόμενη διάσταση είναι εκείνες με γραμμική μεταβολή που κατασκευάζονται από επικλινή τέλεια αγώγιμα επίπεδα. Τέτοιες δομές έχουν το πλεονέκτημα της εύκολης κατασκευής και εξαιτίας του σταθερού ρυθμού μεταβολής χρησιμοποιούνται ιδιαίτερα σε εξαρτήματα ηλεκτρονικού ελέγχου. Στη [2.4] αναλύεται μία κεραία με σχισμές που χαρακτηρίζεται από γραμμική μεταβολή της διάστασης και έχει υπόστρωμα υψηλής διηλεκτρικής σταθεράς. Η συσκευή επιδεικνύει μεγάλο κέρδος, ικανοποιητικό διάγραμμα ακτινοβολίας και ευρυζωνική συμπεριφορά. Επίσης μία ενδιαφέρουσα μελέτη παρουσιάζεται στη [2.5] όταν μία ακτινική γραμμή με γραμμική μεταβολή εξετάζεται μέσω του γενικευμένου πίνακα σκέδασης. Εισάγεται ένα ισοδύναμο κύκλωμα που αναπαριστά τον μετασχηματισμό μεταξύ τάσεων και σκεδαζόμενων πλατών και επαληθεύονται τα αποτελέσματα. Επιφάνειες τύπου ράμπας χρησιμοποιούνται επίσης στην κατασκευή χοανοκεραιών με σχήμα πυραμίδας για τις οποίες υποδεικνύεται μία ανάλυση στη [2.6]. Η ολοκληρωτική εξίσωση του πεδίου επιλύεται με τη μέθοδο των ροπών. Μέσω αυτής της διατύπωσης, υπολογίζονται οι ρευματικές πυκνότητες πάνω σε όλες τις αγώγιμες επιφάνειες και προβλέπεται η δομή των διαγραμμάτων ακτινοβολίας σε περιοχές χαμηλής ισχύος. Επιπλέον, στη [2.7] αντιμετωπίζεται δύο τρόπους, το πρόβλημα της συνεχούς γραμμικής μετάβασης σε κυματοδηγό: με διακριτοποίηση των συνόρων και με τεχνικές διαφορικών εξισώσεων. Τα αποτελέσματα δείχνουν την συμφωνία μεταξύ των δύο μεθόδων. 


Σε καμία από τις παραπάνω εργασίες δεν υπάρχει κάποιο εμπόδιο που να σκεδάζει το παραγόμενο πεδίο στο εσωτερικό των γραμμικά μεταβαλλόμενων κυματοδηγών. Με άλλα λόγια, η διέγερση στις περισσότερες περιπτώσεις είναι ένα προσπίπτον σύνολο ρυθμών κατάλληλο για τον υπολογισμό των παραμέτρων σκέδασης, και όχι μία ρευματική πηγή μέσα στον κυματοδηγό. Σύμφωνα με όσα γνωρίζουμε, δεν έχει ερευνηθεί πλήρως η ηλεκτρομαγνητική σκέδαση από διηλεκτρικούς κυλίνδρους μέσα σε κυματοδηγούς με μεταβλητή διατομή. Ακόμα και σε πιο λεπτομερείς αναλύσεις όπως στις [2.8, 2.9], το κύριο αντικείμενο μελέτης είναι η απόκριση της συσκευής στο θεμελιώδη ρυθμό από τις δύο θύρες. Στην παρούσα εργασία θα υπολογίσουμε αυστηρά την βαθμωτή συνάρτηση Green ηλεκτρικού τύπου ενός κυματοδηγού παραλλήλων πλακών με επικλινές άνω τοίχωμα. Ο ιδιόμορφος όρος ελευθέρου χώρου διαχωρίζεται και το υπόλοιπο τμήμα δεν έχει αριθμητικές δυσκολίες στον υπολογισμό. Επομένως, η σκέδαση του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου μέσα σε αυτή τη δομή από ένα αντικείμενο τυχαίου σχήματος και διηλεκτρικής σταθεράς μπορεί να επιλυθεί με μεθόδους που περιέχονται στη [2.10].


Υποθέτουμε μία σημειακή πηγή Green που ανήκει σε εκείνο το τμήμα του κυματοδηγού που έχει επικλινή οροφή. Η προσπίπτουσα συνιστώσα του πεδίου προκύπτει με χρήση της θεωρίας των ειδώλων και με την εφαρμογή της στην άπειρη αγώγιμη σφήνα. Θεωρούμε ότι μια τέτοια διαδικασία που συνδυάζει επιτυχώς δύο διαφορετικά προβλήματα μπορεί να θεωρηθεί καινοτομική. Με αυτό τον τρόπο το προσπίπτον πεδίο γράφεται σαν πεπερασμένο άθροισμα καλά ορισμένων συναρτήσεων. Η συνιστώσα σκέδασης μέσα στην περιοχή της μετάβασης ράμπας βρίσκεται εφαρμόζοντας την μέθοδο της γενικευμένης εξίσωσης του τηλεγραφητή και κάνοντας μία προσέγγιση για τις αξονικά οδηγούμενες ποσότητες. Η επίδραση των τερματικών κυματοδηγών παραλλήλων πλακών προσδιορίζεται με την τεχνική του ταιριάσματος ρυθμών. Όλοι οι άγνωστοι συντελεστές προκύπτουν σαν λύση ενός γραμμικού συστήματος με ευσταθή πίνακα. Προς επικύρωση της ανάλυσης, ελέγξαμε την ικανοποίηση των συνοριακών συνθηκών και την σύγκλιση των σειρών ως προς το άνω όριο κολόβωσης, με εξαιρετικά ακριβή αποτελέσματα. Τα επισυναπτόμενα διαγράμματα δείχνουν την μεταβολή της μεταδιδόμενης ισχύος μέσω των δύο θυρών του συστήματος σαν συνάρτηση του ύψους του κυματοδηγού, της κλίσης της ράμπας και της θέσης της πηγής. Σχετικά με την επίδραση κάθε παραμέτρου στην λειτουργία της συσκευής, εξάγονται διάφορα συμπεράσματα εκ των οποίων τα περισσότερα σχολιάζονται και αιτιολογούνται.              
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Σχήμα 2.1:
Η διάταξη της συσκευής. Δύο άνισοι κυματοδηγοί παραλλήλων πλακών με ύψη h1 και h2 συνδέονται μέσω ενός εξαρτήματος μήκους W του οποίου η κάθετη διάσταση μεταβάλλεται γραμμικά. Μία ιδιόμορφη σημειακή πηγή τοποθετείται μέσα σε αυτό το εξάρτημα και διεγείρει τη διάταξη. 

2.1
Ορισμός του προβλήματος


Υποθέτουμε ένα άπειρο μεταλλικό κυματοδηγό με παράλληλες πλάκες του οποίου το ύψος μειώνεται γραμμικά από 
[image: image205.wmf]1
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 σε 
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 με 
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. Αυτή η μετάβαση γίνεται μέσω ενός εξαρτήματος μήκους 
[image: image208.wmf]W

 που έχει επικλινή οροφή. Το κάτω τοίχωμα της όλης δομής είναι ένα άπειρο και τέλεια αγώγιμο επίπεδο. Η διάταξη της συσκευής εικονίζεται στο Σχήμα 2.1 όπου ορίζεται και το χρησιμοποιούμενο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων 
[image: image209.wmf](,,)
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. Οι δείκτες στα σύμβολα 
[image: image210.wmf]12
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 δείχνουν τον αριθμό της περιοχής στην οποία αναφέρονται, ενώ ο αριθμός 
[image: image211.wmf]0

 ανατίθεται στον χώρο μετάβασης. Το υλικό μεταξύ των δύο τέλεια αγώγιμων επιφανειών επιλέγεται να είναι το κενό με κυματικό αριθμό 
[image: image212.wmf]0
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 και κυματική αντίσταση 
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. Μέσα στην περιοχή 
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, κατά μήκος του άξονα 
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 με 
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, θεωρούμε ένα ηλεκτρικό ρεύμα πλάτους 
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 (σε Amperes) και άπειρο μήκος. Τόσο η διάταξη όσο και η διέγερση είναι δισδιάστατες (ανεξάρτητες της μεταβλητής 
[image: image218.wmf]y

) και γι’ αυτό και το συνολικό πρόβλημα έχει την ίδια ιδιότητα. Αυτό έχει σαν αποτέλεσμα, όλες οι συμμετέχουσες πεδιακές ποσότητες να μη μεταβάλλονται ως προς την συντεταγμένη 
[image: image219.wmf]y

. Η κλίση της ράμπας δίνεται από:
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(2.1)

Αυτή είναι η οξεία γωνία μεταξύ της επικλινούς επιφάνειας και του επιπέδου του κάτω τοιχώματος Για λόγους που θα εξηγηθούν μετέπειτα, περιορίζουμε την ανάλυση σε περιπτώσεις που η κλίση είναι ακέραιο υποπολλαπλάσιο του 
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, δηλαδή 
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 όπου 
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 είναι θετικός ακέραιος. Αυτός ο περιορισμός δεν επηρεάζει σημαντικά την γενικότητα της προσέγγισής μας εφόσον ενδιαφερόμαστε για μικρές κλίσεις που αντιστοιχούν σε μεγάλα 
[image: image224.wmf]K

. Εναλλακτικά, το διακριτό φάσμα των επιτρεπτών γωνιών γίνεται όλο και πιο πυκνό για αυξανόμενο 
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 διότι οι αντίστοιχες τιμές του 
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¢

 πλησιάζουν η μία την άλλη. 


Εξαιτίας της δισδιάστατης φύσης του υπό εξέταση προβλήματος, η μοναδική μη μηδενική ηλεκτρική συνιστώσα είναι παράλληλη στον άξονα 
[image: image227.wmf]y

. Το πεδίο που παράγεται από μία σημειακή πηγή με την ειδική τιμή πλάτους που αναφέρθηκε πιο πάνω ισούται με την ηλεκτρικού τύπου βαθμωτή συνάρτηση Green του προβλήματος [2.11]. Προτιμούμε να χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό των πεδίων 
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) όπου η εξάρτηση από τη θέση της πηγής 
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 καταπιέζεται. Η περιγραφή των πεδίων 
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 μέσα στις περιοχές 
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 και 
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 γίνεται μέσω διακριτών ρυθμών. Κάθε πεδιακή συνιστώσα στην περιοχή 
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 γράφεται σαν άθροισμα δύο βαθμωτών συναρτήσεων:
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Ο πρώτος όρος αντιστοιχεί στο προσπίπτον ηλεκτρικό πεδίο μέσα στο χώρο μετάβασης που οφείλεται στην σημειακή πηγή όταν απουσιάζουν οι ημιάπειροι κυματοδηγοί των περιοχών 
[image: image238.wmf]1

 και 
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. Ο δεύτερος ισούται με το σκεδαζόμενο πεδίο που αναπτύσσεται εξαιτίας της παρουσίας των δομών παραλλήλων πλακών ύψους 
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 και 
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Ο σκοπός του παρόντος πονήματος είναι η παραγωγή της συνάρτησης Green ηλεκτρικού τύπου για ένα κυματοδηγό παραλλήλων πλακών με γραμμικά μεταβαλλόμενο ύψος. Μία χρονική εξάρτηση της μορφής 
[image: image242.wmf]exp(2)
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 υιοθετείται και καταπιέζεται σε όλη την ανάλυση.  

2.2
Προσπίπτων όρος


Πριν προχωρήσουμε στον προσδιορισμό του πεδίου που δημιουργείται από την ιδιόμορφη πηγή μέσα στην περιοχή 
[image: image243.wmf]0

, με απόντες τους κυματοδηγούς παραλλήλων πλακών, πρέπει να ορίσουμε ένα νέο (τονούμενο) σύστημα συντεταγμένων 
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. Η αρχή του τοποθετείται στο 
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 όπου 
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 είναι η απόσταση μεταξύ της αρχής 
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 του αρχικού (ατόνιστου) συστήματος και του σημείου όπου το κάτω τοίχωμα 
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 τέμνει την επέκταση της επικλινούς επιφάνειας (που εικονίζεται στο Σχήμα 2.1). Τα δύο συστήματα συντεταγμένων είναι αντίθετα ως προς την κάθετη κατεύθυνση στο επίπεδο σχεδίασης 
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, ενώ οι σχέσεις πολικού μετασχηματισμού βρίσκονται αμέσως:
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Το κυλινδρικό ισοδύναμο σύστημα συντεταγμένων 
[image: image252.wmf](,,)
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 χρησιμοποιείται εναλλακτικά με το τονούμενο καρτεσιανό σύστημα και οι αντίστοιχες εκφράσεις είναι οι ακόλουθες:
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όπου 
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. Όσον αφορά τη θέση της πηγής (κεφαλαία γράμματα), είναι απαραίτητο να εκφραστούν παρόμοιες συμβάσεις στο τονούμενο σύστημα συντεταγμένων: 
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Είναι ευρέως γνωστό ότι σε δισδιάστατα προβλήματα με τέλεια αγώγιμες επιφάνειες, η λύση στην ακτινοβολία σημειακών πηγών μπορεί να παραχθεί άμεσα μέσω της εφαρμογής της θεωρίας των ειδώλων [2.12]. Ειδικά για την άπειρη τέλεια αγώγιμη σφήνα, το πεδίο εντός της εξεταζόμενης περιοχής μπορεί να εκφραστεί ρητά σαν άθροισμα διδιάστατων συναρτήσεων Green ελευθέρου χώρου. Αυτό το άθροισμα μπορεί να είναι πεπερασμένο στην περίπτωση όπου το συμπληρωματικό γωνιακό άνοιγμα 
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 της σφήνας είναι ένα υποπολλαπλάσιο του 
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  [2.13]. Οι επιβαλλόμενες οριακές συνθήκες για μηδενικό επιφανειακό (ίσο προς το ολικό) ηλεκτρικό πεδίο κατά μήκος των επιφανειών 
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 εκπληρώνονται αν ένας σύνολο 
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 ειδώλων ακτινοβολούν μαζί με την πρωτεύουσα πηγή στον 
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Σχήμα 2.2:
Οι θέσεις και οι προσανατολισμοί των ειδώλων όταν το γωνιακό άνοιγμα του επικλινούς επιπέδου ισούται με F’. Σημειωτέον ότι όλες οι πηγές τοποθετούνται σε έναν κύκλο με ακτίνα Ρ’ και οι διευθύνσεις των ρευμάτων εναλλάσσονται. Καμία από τις ιδιομορφίες εκτός από την πρωτεύουσα δεν ανήκει στο χώρο παρατήρησης.

κενό χώρο. Όλα αυτά ευρίσκονται πάνω σε έναν κύκλο που έχει κέντρο την αρχή του τονούμενου συστήματος συντεταγμένων και ακτίνα 
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. Ένας αριθμός 
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 από αυτά έχουν την ίδια κατεύθυνση ρεύματος με την ιδιόμορφη πηγή και τοποθετούνται στις ακόλουθες γωνιακές ακτίνες:
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(2.6α)

Οι υπόλοιπες 
[image: image270.wmf]K

 βοηθητικές πηγές τοποθετούνται στις παρακάτω γωνίες και έχουν την αντίθετη φορά ρεύματος απ’ ότι το πρωτεύον δίπολο:


[image: image271.wmf],

2

,0,...,(1)

ko

πk

ΦΦkK

K

¢¢

=-=-





(2.6β)

Στο Σχήμα 2.2 παρουσιάζουμε τις θέσεις των ειδώλων και τις κατευθύνσεις των ρευμάτων για την περίπτωση όπου 
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. Όλες αυτές υπάρχουν πάνω σε έναν διακεκομμένο κύκλο ακτίνας 
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, ενώ η συμμετρική τοποθέτηση των βοηθητικών ρευμάτων βεβαιώνει ότι το συνολικό ηλεκτρικό πεδίο μηδενίζεται κατά μήκος των διακεκομμένων επιφανειών 
[image: image274.wmf]φκF

¢¢

=

 για 
[image: image275.wmf]0,...,(21)

κK

=-

. 
[image: image276.png]



Σχήμα 2.3:
Η ακριβής λύση στο πρόβλημα της τέλεια αγώγιμης σφήνας με άπειρες διαστάσεις χρησιμοποιείται για την επίλυση του προβλήματος του κυματοδηγού με επικλινή τοιχώματα. Το εξάρτημα μετάβασης είναι ένα υποσύνολο της περιοχής της σφήνας όπου η εξίσωση Helmholtz επαληθεύεται και οι οριακές συνθήκες ικανοποιούνται. 


Ακολουθώντας την προσέγγιση που αναλύθηκε παραπάνω, ένα αποτέλεσμα από το πρόβλημα της σφήνας με βάση την θεωρία ειδώλων, χρησιμοποιείται στη λύση ενός προβλήματος κυματοδηγού. Στην πραγματικότητα, η περιοχή 
[image: image277.wmf]0

 του συλλογισμού μας είναι ένα μέρος του προβλήματος της σφήνας με άπειρα όρια που εικονίζεται στο Σχήμα 2.3. Εάν η εξίσωση Helmholtz ικανοποιείται και οι συνοριακές συνθήκες επαληθεύονται στο εσωτερικό της σφήνας, το ίδιο θα συμβαίνει και για ένα υποσύνολο αυτού του χώρου που είναι ταυτόσημος με την περιοχή 
[image: image278.wmf]0

 του προβλήματος, η οποία περιέχει την πηγή. Χρησιμοποιώντας την γνωστή έκφραση για τη συνάρτηση Green ελευθέρου χώρου [2.14] στις κυλινδρικές συντεταγμένες, το προσπίπτον πεδίο εντός της περιοχής 
[image: image279.wmf]0

 δίνεται σαν ένα πεπερασμένο άθροισμα καλά ορισμένων συναρτήσεων   
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(2.7α)

όπου 
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 είναι η συνάρτηση Hankel δευτέρου τύπου και μηδενικής τάξης. Ο ιδιόμορφος όρος συμπεριλαμβάνεται στο πρώτο άθροισμα διότι η (2.6α) μπορεί επίσης να εκτιμηθεί για 
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. Εάν δεν υποθέταμε για το 
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 ειδικές τιμές, τα αθροίσματα στην (2.7α) θα ήταν άπειρα. Τέτοιες σειρές είναι αργά συγκλίνουσες αλλά δεν εφαρμόζονται εύκολα τεχνικές επιτάχυνσης όπως στη [2.15]. Εμείς δουλεύουμε με το ατόνιστο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων που συνεπάγεται ότι το προσπίπτον ηλεκτρικό πεδίο πρέπει να εκφραστεί σε όρους 
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(2.7β)

Πρέπει να σημειωθεί ότι τα πρόσημα των συμμετεχουσών ποσοτήτων αντιστρέφονται κάτι που αντανακλά την αντίστροφη σχέση 
[image: image286.wmf]yy
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 των αξονικών παραμέτρων των δύο συστημάτων συντεταγμένων. Τα σημεία των πηγών-ειδώλων δίνονται από τις εξισώσεις:
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Η συνιστώσα του μαγνητικού πεδίου που είναι εφαπτομενική στο επίπεδο της διατομής της συσκευής 
[image: image291.wmf]()
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 κατέχει την ακόλουθη μορφή:
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(2.9)

2.3
Σκεδαζόμενος όρος


Ο στόχος αυτής της ενότητας είναι να υπολογιστεί ο όρος του σκεδαζόμενου ηλεκτρομαγνητικού πεδίου μέσα στην περιοχή μετάβασης 
[image: image293.wmf]0

 του προβλήματός μας. Εφόσον οι συνοριακές συνθήκες κατά μήκος των τέλεια αγώγιμων εδρών ικανοποιούνται από τον προσπίπτοντα όρο, το ίδιο πρέπει να συμβαίνει και για τον σκεδαζόμενο. Γι’ αυτό το λόγο, επιλέγουμε ένα άπειρο άθροισμα ημιτονοειδών παραγόντων που μηδενίζονται για 
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-μεταβολή της βαθμωτής ηλεκτρικής ποσότητας. Η γραμμική εξίσωση αναπαριστά την ευθεία γραμμή της επικλινούς επιφάνειας στο επίπεδο 
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Εξαιτίας του μεταβλητού ύψους της δομής, οι συντελεστές βαρύτητας του αθροίσματος εξαρτώνται από το 
[image: image300.wmf]z

 (μία ξεχωριστή σειρά σταθερών για κάθε κυματοδηγό που αντιστοιχεί στην μεταβλητή 
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(2.11α)

Το ίδιο 
[image: image303.wmf]x

-εξαρτημένο σύνολο αρμονικών συναρτήσεων χρησιμοποιείται για την ανάπτυξη της κάθετης 
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 μαγνητικής συνιστώσας. Αυτή η επιλογή μπορεί να φαίνεται περίεργη καθώς η συνάρτηση 
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. Συνεπώς το ορθογώνιο σύνολο 
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 δεν επαρκεί για να περιγράψει την εξεταζόμενη ποσότητα και απαιτείται για την αναπαράσταση ένα επιπλέον σταθμισμένο άθροισμα των συναρτήσεων 
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. Όμως η χρησιμοποιούμενη πεδιακή ανάπτυξη υποθέτει ότι η διατομή παραμένει τοπικά σταθερή [2.16] και χρησιμοποιεί τύπους του κλασικού κυματοδηγού παραλλήλων πλακών του οποίου το ύψος δεν μεταβάλλεται [2.17]. Οι συντελεστές του μαγνητικού πεδίου είναι επίσης μιγαδικές συναρτήσεις του 
[image: image310.wmf]z

 αλλά διαφορετικές από αυτές του ηλεκτρικού πεδίου. Οι νόμοι του Faraday και του Ampere θα καθορίζουν και την εσωτερική τους σχέση.  
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(2.11β)


Το σκεδαζόμενο πεδίο πρέπει να ικανοποιεί τους νόμους του Maxwell από μόνο του καθώς ο προσπίπτοντας όρος είναι μία αυτόνομη, πλήρης και φυσικά συνεπής λύση. Με την εφαρμογή του νόμου του Faraday για τις συναρτήσεις (2.11α), (2.11β), παράγεται το ακόλουθο αποτέλεσμα:
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(2.12)

Για να καταπιέσουμε την εξάρτηση από το 
[image: image313.wmf]x

, θα πρέπει να προβάλλουμε την παραπάνω εξίσωση που είναι κατάλληλη για κάθε 
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 [2.18]. Αυτή η επιλογή των συναρτήσεων ελέγχου υπαγορεύεται από τις (2.11α), (2.11β). Οι ολοκληρώσεις μπορούν να γίνουν σύμφωνα με τις παρακάτω σχέσεις.   
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(2.13β)

Το σύμβολο 
[image: image318.wmf]mn
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 αντιστοιχεί στο δέλτα του Kronecker. Αποκόπτοντας το άπειρο άθροισμα στην (2.12) και κρατώντας τους πρώτους 
[image: image319.wmf]N

 όρους, οδηγούμαστε στο σύνολο εξισώσεων:
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(2.14)

για 
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Στο αναλυόμενο πρόβλημα κάνουμε μία σημαντική προσέγγιση για την μεταβολή των πεδιακών ποσοτήτων ως προς τις εγκάρσιες και τις διαμήκεις γεωμετρικές παραμέτρους. Εξετάζουμε ένα κυματοδηγό ο οποίος υποστηρίζει ηλεκτρομαγνητικά πεδία διαδιδόμενα κατά την κατεύθυνση του άξονα 
[image: image322.wmf]z

. Επιπροσθέτως, οι ηλεκτρικές αποστάσεις ανάμεσα στις δύο αγώγιμες επιφάνειες είναι σχετικά μικρές καθώς χρησιμοποιούνται συχνά μονορυθμικές συσκευές. Ως εκ τούτου, η μεταβολή οποιουδήποτε βαθμωτού πεδίου 
[image: image323.wmf](,)
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 κατά μήκος του διαμήκους άξονα 
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 θα είναι σημαντικότερη από την κυμάτωση ως προς τη μεταβλητή 
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Παρόμοιες προσεγγίσεις γίνονται και σε άλλα προβλήματα που ασχολούνται με χωρικά περιορισμένες μεταδόσεις κατά μήκος ενός άξονα [2.19]. Εάν εφαρμοστεί ο νόμος του Ampere λαμβάνοντας υπόψη την (2.15), προκύπτει η ακόλουθη ταυτοτική συνθήκη:
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(2.16)

Η ίδια διαδικασία προβολής και αποκοπής εκτελείται με τη βοήθεια των (2.13α), (2.13β) προκειμένου να δώσει το ακόλουθο σύνολο συναρτήσεων:
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(2.17)

για 
[image: image329.wmf]1,...,
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Τα δύο σύνολα των σχέσεων (2.14), (2.17) μπορούν να γραφούν σε μορφή πίνακα για να παράγουν το ακόλουθο διαφορικό σύστημα πρώτης τάξης:
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(2.18)  

Το σύμβολο 
[image: image331.wmf]U

 χρησιμοποιείται για τον μοναδιαίο πίνακα 
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, ενώ τα διανύσματα 
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 των αγνώστων μιγαδικών συναρτήσεων ορίζονται ως:  
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(2.19β)

Ο πίνακας 
[image: image337.wmf]T

 διαμορφώνεται με επαναληπτικό υπολογισμό της (2.13β):
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(2.19γ)

Το σύστημα των συνηθισμένων διαφορικών εξισώσεων (2.18) μπορεί να ξαναγραφτεί όπως πιο κάτω:
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όπου:
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Το σύμβολο 
[image: image342.wmf]O

 αφορά τον μηδενικό πίνακα 
[image: image343.wmf]NN
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. Σημειωτέον ότι η 
[image: image344.wmf]z

-εξάρτηση του πίνακα στην (2.18) μπορεί να γραφεί ξεχωριστά σαν ένας κοινός παράγοντας στην (2.20). Οι δύο πίνακες οριζόμενοι πιο πάνω είναι αντιμεταθέσιμοι:
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(2.21β)

Αυτή η ιδιότητα είναι πολύ σημαντική για την αντιμετώπιση του προβλήματος καθώς επιτρέπει στο διαφορικό σύστημα (2.20) να κατέχει αναλυτική λύση [2.20] που δίνεται από την:
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(2.22)

Όπου εμφανίζεται ο εκθετικός τελεστής για πίνακες και χρησιμοποιείται το ακόλουθο ολοκλήρωμα: 
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(2.23)

Εφόσον οι τιμές των άγνωστων συναρτήσεων προσδιοριστούν στο επίπεδο αναφοράς 
[image: image348.wmf]0
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, μπορεί να υπολογιστεί το πεδίο στην περιοχή 
[image: image349.wmf]0

 του επικλινούς άνω τοιχώματος. 

2.4
Διαδικασία ταιριάσματος ρυθμών


Η επίδραση των ημιάπειρων κυματοδηγών με σταθερά ύψη 
[image: image350.wmf]1
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 και 
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 θα ληφθεί υπόψη με χρήση της τεχνικής του ταιριάσματος ρυθμών. Η μοναδική συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου εκφράζεται σαν ένα άπειρο άθροισμα ρυθμών με έναν 
[image: image352.wmf]x

-εξαρτώμενο παράγοντα που μηδενίζεται για 
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 ανάλογα σε ποια πλευρά αναφερόμαστε. Προκειμένου να επαληθευτεί η βαθμωτή εξίσωση Helmholtz, κάθε ρυθμός πρέπει να έχει έναν 
[image: image355.wmf]z

-εξαρτώμενο παράγοντα με σταθερά διάδοσης που δίνεται από: 
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(2.24)

όπου 
[image: image357.wmf]h

 είναι η απόσταση μεταξύ των παραλλήλων πλακών. Η παράμετρος 
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 και συνεπώς η ανάπτυξη των πεδίων δίνεται παρακάτω:
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(2.25α)
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(2.25β) 

Οι τυχαίοι μιγαδικοί συντελεστές 
[image: image363.wmf]1
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 και οι τιμές των συναρτήσεων (2.19α), (2.19β) για 
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, συνιστούν τις άγνωστες παραμέτρους του προβλήματος. Τα κύματα απομακρύνονται από τον χώρο διέγερσης, μια ιδιότητα επιβεβλημένη από τη συνθήκη ακτινοβολίας.


Η τεχνική ταιριάσματος ρυθμών εφαρμόζεται στις συνοριακές συνθήκες κατά μήκος των διαχωριστικών επιπέδων ανάμεσα σε διαφορετικούς κυματοδηγούς. Οι ταυτοτικές εξισώσεις προβάλλονται πάνω στο σύνολο των συναρτήσεων περιγραφής και τα άγνωστα βάρη προσδιορίζονται μέσω ενός γραμμικού συστήματος. Σε αυτό το πρόβλημα το ύψος της δομής σαν συνάρτηση του 
[image: image366.wmf]z

 είναι συνεχές και δεν υπάρχουν επίπεδα ασυνέχειας μεταξύ δύο διαδοχικών εξαρτημάτων. Μόνο οι εξισώσεις που αναπαριστούν το πεδίο εντός των κυματοδηγών είναι διαφορετικές. Συνεπώς, εμείς απαιτούμε συνέχεια της ηλεκτρικής 
[image: image367.wmf]y

 και της μαγνητικής 
[image: image368.wmf]x

 συνιστώσας στα επίπεδα 
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. Όσον αφορά το αριστερό διαχωριστικό επίπεδο, το άθροισμα (2.25α) κολοβώνεται και περιέχει μόνο 
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 όρους και οι συνθήκες πολλαπλασιάζονται με 
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, λαμβάνονται τα ακόλουθα αποτελέσματα:
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 (2.26β)

όπου οι σταθερές ποσότητες που αναφέρονται στο προσπίπτον πεδίο είναι γνωστές και ορίζονται παρακάτω:
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Το όριο αποκοπής των σειρών (2.25α), (2.25β) λαμβάνεται ίσο προς τον αριθμό των όρων που συνιστούν τις λύσεις μέσα στην περιοχή 
[image: image381.wmf]0

 
[image: image382.wmf]()
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. Αυτή είναι μία λογική επιλογή διότι η περιγραφή των πεδίων σε κάθε χώρο γίνεται με τον ίδιο βαθμό λεπτομέρειας (ίδιος αριθμός αρμονικών) με το 
[image: image383.wmf]N

 να είναι επαρκώς μεγάλο. Όμοια, οι ίδιες διαδικασίες γίνονται για το ταίριασμα ρυθμών στο δεξί διαχωριστικό επίπεδο αν αντικατασταθεί το ύψος 
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 με το 
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. Τα σχετικά αποτελέσματα:
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 (2.28β)

όπου:
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Οι τιμές των συναρτήσεων 
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 συνδέονται με τις αντίστοιχες στο 
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 μέσω των παρακάτω εξισώσεων λόγω της (2.22):
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Οι παραπάνω συντελεστές είναι στοιχεία των παρακάτω 
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(2.31β)

που ορίζονται μέσω της σχέσης:
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(2.32)

Αντικατάσταση της (2.30) στην (2.28), οδηγεί στο τελικό γραμμικό σύστημα:
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(2.33)

Τα συμμετέχοντα διανύσματα ορίζονται ως ακολούθως:
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Οι πίνακες 
[image: image410.wmf]1
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 και 
[image: image411.wmf]2
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 είναι διαγώνιοι και περιέχουν τους συντελεστές αντίστασης των μαγνητικών συνοριακών συνθηκών:
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2.5
Αριθμητικά αποτελέσματα


Ένα σύνολο από υπολογιστικά προγράμματα έχει αναπτυχθεί για να μελετηθεί ποσοτικά η σκέδαση του πεδίου της πρωτεύουσας διέγερσης από τον κυματοδηγό με επικλινές άνω τοίχωμα. Οι εκθετικοί πίνακες (2.32) υπολογίζονται μέσω τυπικών ρουτινών και έτσι παράγεται ο πίνακας του γραμμικού συστήματος. Τα ολοκληρώματα (2.27), (2.29) υπολογίζονται αριθμητικά με χρήση του τραπεζοειδούς αλγορίθμου ολοκλήρωσης. Η διαδικασία γίνεται εύκολα καθώς ο δρόμος ολοκλήρωσης είναι πεπερασμένος, οι ολοκληρωτέες ομαλές και όχι ραγδαία ταλαντούμενες. Όταν η απόσταση 
[image: image414.wmf]W

 είναι ηλεκτρικά μικρή, οι ολοκληρωτέες συναρτήσεις μπορεί να κατέχουν μεγάλα μέτρα που δεν επιτρέπουν μία επιτυχή εφαρμογή της αριθμητικής ολοκλήρωσης και γι’ αυτό δεν εξετάζουμε τέτοιες περιπτώσεις. Για τον ίδιο λόγο η σημειακή πηγή δεν τοποθετείται πολύ κοντά στα διαχωριστικά επίπεδα 
[image: image415.wmf]0,
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. Είναι λοιπόν φυσικό η οριζόντια θέση της πηγής να επιλέγεται ίση προς το μισό του μήκους του εξαρτήματος της ράμπας σε όλα τα παραδείγματα: 
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. Όσον αφορά το ύψος της συσκευής, θα πρέπει να είναι (για κάθε 
[image: image417.wmf]z

) μεγαλύτερο του μισού και λιγότερο του ενός μήκους κύματος ελευθέρου χώρου. Μόνο τότε επιτυγχάνεται μονορυθμική μετάδοση για την εξεταζόμενη γραμμή μεταφοράς. Αυτή η απαίτηση γράφεται ως:
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Η προσέγγισή μας στοχεύει στην εξαγωγή της συνάρτησης Green για την συσκευή, δηλαδή στην περίπτωση που η διέγερση της δομής είναι μία σημειακή πηγή. Συνεπώς δεν μπορούμε να υπολογίσουμε τις παραμέτρους σκέδασης του μελετώμενου διθύρου δικτύου καθώς αυτή η διαδικασία αφορά την απόκριση του συστήματος σε προσπίπτοντες κύριους ρυθμούς. Επομένως πρόκειται να αναλύσουμε την λειτουργία του κυματοδηγού υπολογίζοντας την ακτινοβολούμενη ισχύ μακριά από το σημείο διέγερσης. Εξαιτίας της μονορυθμικής υπόθεσης, μόνο ο θεμελιώδης ρυθμός 
[image: image419.wmf]10
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 διαδίδεται για 
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. Μέσω του ορισμού του διανύσματος Poynting [2.21] ένα αξονικά οδηγούμενο ηλεκτρικό πεδίο της μορφής 
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. Οι δύο μετρούμενες ισχύες που δείχνουν πως συμπεριφέρεται η συσκευή  ορίζονται ως:
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Σε όλα τα ακόλουθα αριθμητικά παραδείγματα η ικανοποίηση των οριακών συνθηκών για τις εφαπτομενικές συνιστώσες κατά μήκος των καθέτων επιπέδων 
[image: image426.wmf]0,
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, έχει επαληθευτεί με άριστα αποτελέσματα. Ειδικά για το ηλεκτρικό πεδίο, το σφάλμα είναι εξαιρετικά μικρό (κάτω από 0.001%), ενώ το μέσο σφάλμα της μαγνητικής συνθήκης φτάνει συνήθως το 0.1%. Ο υπολογισμός του μαγνητικού πεδίου γίνεται μέσω της (2.11β) και μέσω του νόμου του Ampere με σχεδόν ταυτόσημα αποτελέσματα. Αυτός είναι ένας έλεγχος για την εγκυρότητα της προσέγγισης (2.15) για την οποία επιπρόσθετοι εκτεταμένοι υπολογισμοί διεξάγονται για να διασφαλίσουν ότι δεν επηρεάζει την ορθότητα της ανάλυσης. Όλες οι προηγούμενες διαδικασίες επαλήθευσης υπονοούν ότι η παραγόμενη λύση είναι συγκλίνουσα ως προς το 
[image: image427.wmf]N

. Για μονορυθμικούς κυματοδηγούς και τυπικό 
[image: image428.wmf]W

, ένας αριθμός από 
[image: image429.wmf]25
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 όρους είναι επαρκής για να επιτευχθεί ικανοποιητική σύγκλιση και γι’ αυτό παρόμοιες επιλογές έχουν γίνει στις περισσότερες από τις αριθμητικές εφαρμογές που παρουσιάζουμε. Τελικά τα αποτελέσματα που τα προγράμματα επιστρέφουν για 
[image: image430.wmf]1
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 είναι πολύ κοντά σε αυτά που λαμβάνονται από το πρόβλημα του διπόλου εντός ενός συνεχούς κυματοδηγού παραλλήλων πλακών [2.22].


Η συχνότητα λειτουργίας κρατιέται σταθερή κατά τη διάρκεια όλης της προσομοίωσης και ισούται προς 
[image: image432.wmf]3
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 η οποία είναι κοντά σε εκείνες που χρησιμοποιούνται σε εργαστήρια μικροκυμάτων (S-band). Το ύψος του αριστερού (μεγαλύτερου) κυματοδηγού 
[image: image433.wmf]1

 επιλέγεται λίγο κάτω από το μήκος κύματος λειτουργίας 
[image: image434.wmf](10)
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 ίσο προς 
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 και δεν αλλάζει κατά τη διάρκεια των αριθμητικών εφαρμογών. Στο Σχήμα 2.4(α) η μεταβολή της 
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Σχήμα 2.4:
Η ακτινοβολούμενη ισχύ σαν συνάρτηση της κάθετης θέσης της πηγής για διάφορες γωνίες κλίσης του επιπέδου της γραμμικής μετάβασης. (α) Η ισχύς που μεταδίδεται προς την αριστερή θύρα (β) Η ισχύς που μεταδίδεται προς την δεξιά θύρα. Παράμετροι διαγραμμάτων: f=3 GHz, h1=9.5 cm, h2=5.5 cm, Z=W/2.
συνάρτηση της κάθετης θέσης της πηγής 
[image: image439.wmf]X

 για διάφορες γωνίες της ράμπας 
[image: image440.wmf]/
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 με 
[image: image441.wmf]5,10,20
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. Το ύψος του δεξιού κυματοδηγού επιλέγεται ίσο προς 
[image: image442.wmf]2
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 (λίγο πάνω από το μισό μήκος κύματος λειτουργίας) . Η πηγή κινείται κάθετα στο 
[image: image443.wmf]/2
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 μέσα στην διατομή του αριστερού κυματοδηγού, δηλαδή 
[image: image444.wmf]2
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. Η απόκριση του συστήματος είναι σημαντικότερη όταν η κλίση της οροφής είναι μεγαλύτερη κάτι που καταδεικνύει την ενισχυτική επίδραση της επικλινούς επιφάνειας στην μεταδιδόμενη ισχύ που διοχετεύεται προς την αριστερή θύρα. Οι δύο καμπύλες που αντιστοιχούν στα 
[image: image445.wmf]10,20
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, έχουν παρόμοιο σχήμα. Αυτό ίσως οφείλεται στις μεγάλες τιμές του 
[image: image446.wmf]W

 που μειώνουν τη σύζευξη μεταξύ των δύο κυματοδηγών παραλλήλων πλακών. Επιπρόσθετα, το πεδίο για την περίπτωση 
[image: image447.wmf]5
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 μεγιστοποιείται όταν το δίπολο τοποθετείται κοντά στο μέσο της διατομής που αντιστοιχεί στην οριζόντια θέση της πηγής. Στο Σχήμα 2.4(β) παρουσιάζουμε την ισχύ 
[image: image448.wmf]2
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 για τις ίδιες παραμέτρους που περιγράφονται πιο πάνω. Και πάλι η σύμπτωση μεταξύ των καμπυλών 
[image: image449.wmf]10,20
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 είναι μεγάλη αλλά αυτή τη φορά το μέτρο τους είναι μεγαλύτερο από την περίπτωση της 
[image: image450.wmf]5
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. Αυτό το αποτέλεσμα σημαίνει ότι πιθανώς υπάρχει (για την δεδομένη επιλογή των παραμέτρων) ένα είδος ισοζυγίου μεταξύ των ισχύων 
[image: image451.wmf]1

P

 και 
[image: image452.wmf]2
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. Στην περίπτωση όπου η θύρα 
[image: image453.wmf]1

 απορροφά περισσότερη ενέργεια, η απόκριση του συστήματος στην θύρα 
[image: image454.wmf]2

 είναι λιγότερο δυνατή. Γενικά το Σχήμα 2.4(β) μας πληροφορεί ότι το πεδίο που οδηγείται μέσω του δεξιού κυματοδηγού είναι λιγότερο εξαρτώμενο από την οξεία γωνία της ράμπας απ’ ότι οι αντίστοιχες ποσότητες του αριστερού κυματοδηγού. 
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Σχήμα 2.5:
Η ακτινοβολούμενη ισχύ σαν συνάρτηση της κάθετης θέσης της πηγής για διάφορες γωνίες κλίσης του επιπέδου της γραμμικής μετάβασης. (α) Η ισχύς που μεταδίδεται προς την αριστερή θύρα (β) Η ισχύς που μεταδίδεται προς την δεξιά θύρα. Παράμετροι διαγραμμάτων: f=3 GHz, h1=9.5 cm, h2=7 cm, Z=W/2.


Στα Σχήματα 2.5(α) και 2.5(β) παρόμοιες μετρήσεις διεξάγονται για ένα μεγαλύτερο δεξί κυματοδηγό με 
[image: image457.wmf]2
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. Στο Σχήμα 2.5(α) κάποιος μπορεί να παρατηρήσει ότι η μέγιστη απόκριση για την θύρα 1 επιτυγχάνεται για 
[image: image458.wmf]20
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, δηλαδή όταν η κλίση της οροφής είναι σχεδόν ανεπαίσθητη. Για αυτή τη συγκεκριμένη επιλογή του 
[image: image459.wmf]2

h

, η επικλινής επιφάνεια δεν ενισχύει την μεταδιδόμενη ισχύ μέσω της θύρας 
[image: image460.wmf]1

. Είναι αξιοσημείωτο ότι τώρα η σύμπτωση συμβαίνει στις καμπύλες των 
[image: image461.wmf]5,10
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 που αντιστοιχούν σε αρκετά διαφορετικές διατάξεις. Επίσης πρέπει να επισημανθεί ότι οι τιμές της ισχύος κατά μέσο όρο είναι μεγαλύτερες απ’ ότι στην περίπτωση 
[image: image462.wmf]2
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. Η ίδια αυξημένη ισχύς παρατηρείται στα αποτελέσματα του Σχήματος 2.5(β) συγκρινόμενα με αυτά του Σχήματος 2.4(β). Αναφορικά με τη σύγκριση των μέτρων στο ίδιο παράδειγμα, πρέπει να τονιστεί ότι η ισχύς που μεταδίδεται μέσω της θύρας 
[image: image463.wmf]2

 είναι μικρότερη από αυτή της θύρας 
[image: image464.wmf]1

 κάτι που εξηγείται από τα διαφορετικά ύψη των δύο κυματοδηγών που είναι ανάλογα με τη μεταφερόμενη ενέργεια. Μία ενδιαφέρουσα ιδιότητα της καμπύλης για 
[image: image465.wmf]20
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 είναι πως για μικρές τιμές του 
[image: image466.wmf]X

, αυτή επιδεικνύει παρόμοια συμπεριφορά με την καμπύλη για 
[image: image467.wmf]5
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. Τέλος, καθώς το 
[image: image468.wmf]K

 μεγαλώνει, η θέση της πηγής για την οποία λαμβάνεται μέγιστη ισχύς αυξάνει αλγεβρικά. Με άλλα λόγια εξαρτάται θετικά από το μέσο ύψος του εξαρτήματος της ράμπας.


Στα Σχήματα 2.6(α) και 2.6(β) επαναλαμβάνουμε τις ίδιες διαδικασίες μετρήσεων με 
[image: image469.wmf]2
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, κάτι που σημαίνει ότι τα ύψη των δύο κυματοδηγών είναι κοντά το ένα στο άλλο. Σημειωτέον ότι για 
[image: image470.wmf]2
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 η μετρούμενη ποσότητα μηδενίζεται. Αυτό το αποτέλεσμα ήταν αναμενόμενο εξαιτίας του αναπτυσσόμενου αντίθετου ειδώλου εντός της άνω τέλεια αγώγιμης επιφάνειας. Είναι συνεπώς 
[image: image471.png]
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Σχήμα 2.6:
Η ακτινοβολούμενη ισχύ σαν συνάρτηση της κάθετης θέσης της πηγής για διάφορες γωνίες κλίσης του επιπέδου της γραμμικής μετάβασης. (α) Η ισχύς που μεταδίδεται προς την αριστερή θύρα (β) Η ισχύς που μεταδίδεται προς την δεξιά θύρα. Παράμετροι διαγραμμάτων: f=3 GHz, h1=9.5 cm, h2=8.5 cm, Z=W/2.    

προφανές γιατί το πεδίο για 
[image: image473.wmf]2
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 μειώνεται καθώς το 
[image: image474.wmf]2
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 αυξάνεται: διότι η απόσταση της πρωτεύουσας ιδιομορφίας και του δημιουργουμένου εξουδετερωτικού ειδώλου γίνεται μικρότερη. Η ίδια τάση για μηδενισμό καταγράφεται για τη μετρούμενη ισχύ όταν 
[image: image475.wmf]0

X

®

 και η εξήγηση είναι όμοια. Στο Σχήμα 2.6(α) η καμπύλη για 
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 σχεδόν μηδενίζεται ακόμα και όταν η πηγή δεν είναι τόσο κοντά στην επικλινή επιφάνεια. Υπάρχει επίσης ομοιότητα μεταξύ της εξάρτησης της 
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 του Σχήματος 2.6(α) και της 
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 του Σχήματος 2.6(β). Αυτό εξηγείται από τη μικρή διαφορά μεταξύ 
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 και 
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 που σημαίνει ότι το δίθυρο σύστημα τείνει να συμπεριφέρεται σαν συμμετρικό δίκτυο.    
2.6
Περίληψη

Στη συγκεκριμένη εργασία αναπτύσσεται μία τεχνική υπολογισμού της συνάρτησης Green σε έναν επίπεδο κυματοδηγό παραλλήλων πλακών του οποίου το άνω τοίχωμα για ένα πεπερασμένο μήκος εμφανίζει σταθερή κλίση. Η επίδραση των τερματικών ημιάπειρων διατάξεων βρίσκεται ασφαλώς με κατάλληλη εφαρμογή της μεθόδου ταιριάσματος ρυθμών. Το εσωτερικά προσπίπτον πεδίο όμως βρίσκεται από εφαρμογή της θεωρίας των ειδώλων σε αγώγιμη σφήνα, ένα τελείως διαφορετικό πρόβλημα. Μάλιστα, αν γίνει μία ειδική επιλογή της κλίσης της ράμπας το αποτέλεσμα εξάγεται σε μορφή πεπερασμένου αθροίσματος χωρίς ανωμαλίες. Ο υπολογισμός του σκεδαζόμενου πεδίου στην ενδιάμεση περιοχή γίνεται με την προσέγγιση ότι η διαμήκης συνιστώσα είναι αμελητέα σε σχέση με την εγκάρσια. Η εφαρμογή των εξισώσεων του Maxwell εκεί μέσα οδηγεί σε σχέσεις στις οποίες υπεισέρχονται εκθετικοί πίνακες και σε συνδυασμό με την εφαρμογή των οριακών συνθηκών, τα πεδία προσδιορίζονται πλήρως. Οι παραγόμενοι τύποι χρησιμοποιούνται για τη μελέτη δίθυρων με διαφορετική αναλογία διαστάσεων και τα αριθμητικά αποτελέσματα συμφωνούν με τις φυσικές αρχές.              
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

ΒΗΜΑΤΙΚΗ ΑΣΥΝΕΧΕΙΑ ΚΑΙ ΚΥΛΙΝΔΡΙΚΗ ΣΤΗΛΗ

3.0
Εισαγωγικά σχόλια

Ο σχεδιασμός των φίλτρων που χρησιμοποιούν ορθογωνικούς κυματοδηγούς και η ανάλυση των σχετικών φαινομένων σκέδασης έχει προσελκύσει την προσοχή πολλών ερευνητών κατά τις περασμένες δεκαετίες. Η περίπτωση των κυλινδρικών στηλών μέσα στους κυματοδηγούς έχει αναλυθεί εκτεταμένα λόγω ευκολίας κατασκευής. Στην [3.1, σελ. 257-262], η αρχική λύση του Swinger δίνεται για μία ηλεκτρικά μικρή στήλη μέσα σε έναν ορθογωνικό κυματοδηγό ενώ στην [3.2] εξετάζεται μία μη ιδιόμορφη αναπαράσταση του ρεύματος μέσω πολλαπλών νηματοειδών πηγών που οδηγεί σε ορθά αποτελέσματα και για μεγάλες στήλες. Οι παράμετροι σκέδασης μίας δίθυρης συσκευής με πολλαπλούς κυλινδρικούς σκεδαστές υπολογίζονται στην [3.3], σε αντίθεση με την [3.4] όπου προσδιορίζεται η ακριβής λύση του επιφανειακού ρεύματος. Μία παρόμοια μέθοδος αναπτύσσεται  στην [3.5] οπότε η στήλη μπορεί να έχει αυθαίρετο σχήμα. Βηματικές ασυνέχειες σε ορθογωνικούς κυματοδηγούς έχουν επίσης μελετηθεί παλαιότερα. Μία ανάλυση για πολλαπλές βηματικές ασυνέχειες σε έναν οπλισμένο κυματοδηγό τριών στρωμάτων δίνεται στην [3.6], ενώ ένα συγγενές πρόβλημα αλλά για μικροταινίες εξετάζεται στην [3.7]. Τέλος στην [3.8], συστήματα με βηματικές ασυνέχειες εξετάζονται ως προς τα χαρακτηριστικά σκέδασής τους. 

Φαίνεται ότι ο συνδυασμός βηματικών ασυνεχειών στα τοιχώματα των κυματοδηγών και στηλών σκέδασης δεν έχει εξεταστεί στο παρελθόν. Στην [3.9] μελετάται μία στήλη με ένα κενό που αυτό αποτελεί την ασυνέχεια και στην [3.10] η έρευνα περιορίζεται σε συμμετρικά πολύθυρα. Στην συγκεκριμένη εργασία θεωρούμε μία μη συμμετρική δίθυρη συσκευή. Η δομή αποτελείται από δύο απότομα συνδεδεμένους και άνισους ορθογωνικούς κυματοδηγούς διαφορετικού ύψους ενώ μία τέλεια αγώγιμη κυκλική στήλη τοποθετείται κοντά στο επίπεδο ασυνέχειας. Η γεωμετρία της συσκευής εικονίζεται στο Σχήμα 3.1. Προσδιορίζονται οι παράμετροι σκέδασης της δίθυρης συσκευής και αναπτύσσεται ένα κυκλωματικό μοντέλο συγκεντρωμένων στοιχείων βασιζόμενο στο ακριβές ρεύμα όπως στην [3.11]. Ο κυματοδηγός αναλύεται εφαρμόζοντας μία ημιαναλυτική μέθοδο που σχετίζεται με τη λύση μίας ολοκληρωτικής εξίσωσης με άγνωστο το επιφανειακό ρεύμα πάνω στη στήλη. Η συνάρτηση Green που είναι ο πυρήνας αυτής της εξίσωσης, υπολογίζεται λύνοντας την κυματοδηγική δομή με ασυνέχεια τοιχωμάτων. Ακόλουθα, η μέθοδος του ταιριάσματος ρυθμών εφαρμόζεται υποθέτοντας διέγερση της συσκευής και από τις δύο θύρες. Αυτή η προσέγγιση οδηγεί σε ένα διαχωρισμό της συνάρτησης Green σε τρεις όρους που αντιστοιχούν στην: 1) απόκριση της ασυνέχειας τοιχωμάτων (παράγεται όμοια με την [3.12]), 2) επίδραση των παράλληλων πλακών στην ακτινοβολία ενός νήματος (χρησιμοποιώντας μεθόδους [3.13], [3.14]) και 3) πρωτεύουσα πεδιακή κατανομή εξαιτίας της ιδιόμορφης πηγής. Η συνάρτηση Green γράφεται εναλλακτικά σαν ένα άθροισμα από ρυθμούς που είναι εύκολα υπολογίσιμο για σημεία μακριά από το σκεδαστή όπως στις [3.15]-[3.17]. Η ολοκλήρωση του ιδιόμορφου τμήματος γίνεται χρησιμοποιώντας την αναλυτική τεχνική του [3.18]. 

Εκτεταμένοι αριθμητικοί υπολογισμοί εκτελούνται για να επαληθεύσουν την εκπλήρωση των συνοριακών συνθηκών και την συμβατότητά τους με παλαιότερα δημοσιευμένα αποτελέσματα [3.1], [3.2]. Η σύγκλιση των αριθμητικών αποτελεσμάτων και η ευαισθησία τους στις παραμέτρους αποκοπής ελέγχεται, βεβαιώνοντας την ακρίβεια της προτεινόμενης μεθόδου. Τέλος, ανεξάρτητα αποτελέσματα μέσω λογισμικού προσομοίωσης χρησιμοποιούνται για να βεβαιώσουν την εγκυρότητα της αναπτυχθείσας λύσης. 
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Σχήμα 3.1:
Τέλεια αγώγιμη κυκλική επαγωγική στήλη σε ορθογωνικό κυματοδηγό με βηματική ασυνέχεια. Η αριστερή θύρα χαρακτηρίζεται ως 1 και η δεξιά ως 2. 

3.1
Ορισμός προβλήματος συνοριακών τιμών


Η γεωμετρία του υπό εξέταση προβλήματος φαίνεται στο Σχήμα 3.1. Στα ακόλουθα, είτε το καρτεσιανό 
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 είτε το πολικό 
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 σύστημα συντεταγμένων μπορούν να χρησιμοποιηθούν αδιάκριτα. Καθ’ όλη την ανάλυση, μία χρονική εξάρτηση της μορφής 
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 υιοθετείται και καταπιέζεται. Υποθέτουμε δύο ορθογωνικούς κυματοδηγούς (που χαρακτηρίζονται ως 1 και 2 όπως στο Σχήμα 3.1) με ίδιο πλάτος 
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 και διαφορετικά ύψη 
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 και 
[image: image487.wmf]2

()

Lh

+

. Μόνο ένα από τα τοιχώματα είναι ασυνεχές και τα άνισα μέρη του βραχυκυκλώνονται. Μία τέλεια αγώγιμη κυκλική στήλη με ακτίνα 
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 και κέντρο την αρχή των αξόνων, τοποθετείται στη γειτονιά της ασυνέχειας μεταξύ των δύο κυματοδηγών. Η οριζόντια απόσταση μεταξύ του άξονα του κυλίνδρου και του επιπέδου ασυνέχειας συμβολίζεται με 
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. Οι δύο περιοχές του κυματοδηγού που διαχωρίζονται από την κατακόρυφη ακμή μπορούν να περιγραφούν σε όρους της αζιμουθιακής παραμέτρου 
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 ως εξής: 
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 για τον δεύτερο κυματοδηγό και 
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 για τον πρώτο. Η γωνία 
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με 
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. Ο χώρος μέσα στους κυματοδηγούς υποθέτουμε ότι έχει ομογενείς ηλεκτρομαγνητικές ιδιότητες και λαμβάνεται να είναι ο κενός. Θεωρούμε 
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 χωρίς απώλεια της γενικότητας ενώ η περιοχή της ασυνέχειας διεγείρεται από τα δύο θεμελιώδη κύματα (
[image: image498.wmf]10

TE

 ρυθμοί), ένα κάθε φορά. Αυτά τα κύματα προσπίπτουν στην αντίστοιχη θύρα και είναι ανεξάρτητα της μεταβλητής 
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. Επιβάλλεται συνεπώς τα δευτερογενή κύματα να είναι επίσης ομοιόμορφα κατά μήκος του άξονα 
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 και γι’ αυτό το πρόβλημα συνοριακών συνθηκών είναι δισδιάστατο. Αυτό συμβαίνει επειδή και οι δύο κυματοδηγοί επιλέγονται να υποστηρίζουν μόνο τον θεμελιώδη ρυθμό 
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. Όλες οι πεδιακές κατανομές περιγράφονται μέσω της μοναδικής ηλεκτρικής συνιστώσας (παράλληλης στον άξονα 
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) που ορίζεται σαν βαθμωτή συνάρτηση 
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 ανάλογα με τις χρησιμοποιούμενες συντεταγμένες. Η εγκάρσια συνιστώσα του μαγνητικού πεδίου υπολογίζεται χρησιμοποιώντας την εξίσωση 
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 όπου 
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 και 
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 είναι ο κυματικός αριθμός και η κυματική αντίσταση στο κενό αντίστοιχα. 


Προκειμένου να προσδιορίσουμε τα σκεδαζόμενα πεδία μέσα στους κυματοδηγούς, χρησιμοποιούμε το ολοκλήρωμα σκέδασης. Όπως περιγράφεται στην [3.3], το ηλεκτρικό πεδίο που παράγεται από ένα άπειρο κυλινδρικό τέλεια αγώγιμο σκεδαστή μέσα σε μία δισδιάστατη περιοχή, υποθέτοντας ότι η σχετική συνάρτηση Green είναι γνωστή, μπορεί να οριστεί από την ακόλουθη εξίσωση:
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όπου 
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 είναι ο κυματικός αριθμός της περιοχής και 
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 η κυματική αντίσταση. Στην (3.2), 
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 είναι το βαθμωτό επιφανειακό ρεύμα στην τέλεια αγώγιμη στήλη που ρέει παράλληλα στον άξονά της πάνω στην περίμετρό του 
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. Στην τρέχουσα περίπτωση, η (3.2) καταλήγει στην
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(3.3)

Το επιφανειακό ρεύμα μπορεί να περιγραφεί προσεγγιστικά σε όρους ενός πεπερασμένου αθροίσματος αζιμουθιακών αρμονικών, σταθμισμένων με μιγαδικούς συντελεστές: 
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(3.4)

Αντικαθιστώντας την (3.4) στην (3.3) και επιβάλλοντας την συνοριακή συνθήκη πάνω στο τέλεια αγώγιμο κυλινδρικό σύνορο για μηδενικό ηλεκτρικό πεδίο, καταλήγουμε στην:
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όπου 
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 είναι η πρωτεύουσα πεδιακή κατανομή και 
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 είναι η απόκριση που αφορά την επίδραση του γύρω περιβάλλοντος. Η εξίσωση (3.5) ισχύει για κάθε αζιμουθιακή γωνία 
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 και οδηγεί σε ένα γραμμικό σύστημα του οποίου οι άγνωστοι είναι οι μιγαδικές σταθερές 
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. Προκειμένου να προχωρήσουμε, πολλαπλασιάζουμε και τις δύο πλευρές με 
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Εφόσον το 
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 σύστημα της (3.6) λυθεί, προσδιορίζεται το επιφανειακό ρεύμα που αναπτύσσεται στον κύλινδρο και συνεπώς κάθε πεδιακή ποσότητα εντός του υπό εξέταση χώρου μπορεί να υπολογιστεί (μέσω της (3.3)). Δεδομένου πως η ασυνέχεια στήλης-τοίχου διεγείρεται και από τις δύο πλευρές (δύο προσπίπτοντα κύματα), θα προκύψει ένα ζεύγος ρευματικών κατανομών που συμβολίζεται ως 
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3.2
Εφαρμογή ταιριάσματος ρυθμών


Θεωρούμε ένα άπειρο ορθογωνικό κυματοδηγό ύψους 
[image: image532.wmf]()
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 και πλάτος 
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. Είναι γνωστό [3.20, σελ. 367], ότι οι υποστηριζόμενοι κανονικοποιημένοι ρυθμοί 
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για κάθε ακέραιο 
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. Οι κυματικοί αριθμοί των ρυθμών 
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Το παραπάνω μοντέλο θα χρησιμοποιηθεί για να εισάγουμε την διαδικασία του ταιριάσματος ρυθμών που εφαρμόζεται στο διαχωριστικό επίπεδο των δύο άνισων και απότομα συνδεδεμένων κυματοδηγών με ύψη 
[image: image542.wmf]()
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. Η μέθοδος βασίζεται στην προβολή των συνοριακών συνθηκών χρησιμοποιώντας σύνολα ρυθμών των δύο γειτονικών κυματοδηγών [3.12]. Τα χρησιμοποιούμενα γινόμενα των ρυθμών ορίζονται όπως παρακάτω:
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όπου 
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 είναι μη μηδενικοί θετικοί αριθμοί. Εάν 
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όπου 
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 είναι το δέλτα του Kronecker. Στην περίπτωση των άνισων κυματοδηγών, το αποτέλεσμα λαμβάνεται ως:
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Η ιδιόμορφη επιλογή των υψών 
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 θα αποφευχθεί, αλλά το πρόβλημα που δημιουργεί μπορεί να αντιμετωπιστεί εύκολα. 


Η τεχνική ταιριάσματος ρυθμών στοχεύει στον προσδιορισμό του πεδίου που παράγεται εξαιτίας της αντίδρασης της βηματικής ασυνέχειας. Είναι λογικό τέτοια πεδία να γράφονται σαν ένα άπειρο άθροισμα ρυθμών του κυματοδηγού που αναφέρονται και να απομακρύνονται από την ασυνέχεια. Εάν κολοβώσουμε αυτά τα αθροίσματα, η αντίδραση της ασυνέχειας στον αριστερό κυματοδηγό έχει τη μορφή:
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Παρόμοιας μορφής είναι η έκφραση για τον δεύτερο κυματοδηγό
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όπου 
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 που λαμβάνονται υπ’ όψη είναι κοινός και για τις δύο εκφράσεις για απλότητα. Υποθέτουμε μία διέγερση δίπλευρης μορφής αποτελούμενη από δύο βαθμωτές ποσότητες 
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Στο επίπεδο 
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, επιβάλλεται η συνέχεια των εφαπτομενικών πεδιακών συνιστωσών όπως παρακάτω:
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Το κάθετο αγώγιμο επίπεδο καταλαμβάνει την περιοχή 
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 και συνεπώς το εφαπτομενικό (που ισούται με το ολικό) ηλεκτρικό πεδίο πρέπει να γίνεται μηδέν πάνω σε αυτό. Η συνέχεια του εφαπτομενικού μαγνητικού πεδίου αφορά μόνο την κοινή διατομή των δύο κυματοδηγών καθώς το επιφανειακό ρεύμα πάνω στην κάθετη ακμή είναι γραμμικά εξαρτημένο από την παραπάνω ηλεκτρική ποσότητα. Εφόσον η (3.15) ισχύει για κάθε 
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Ο πίνακας του συστήματος αντιστρέφεται χωρίς αριθμητικά προβλήματα [3.22] και έτσι προσδιορίζονται οι άγνωστοι συντελεστές 
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Οι εξισώσεις (3.17) και (3.18) που αποτελούν το γραμμικό σύστημα, μπορούν να εξειδικευθούν για να καλύψουν διεγέρσεις ρυθμών 
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. Όταν διεγείρεται ο πρώτος κυματοδηγός, οι σχετικές ποσότητες παίρνουν τις μορφές:
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Η υιοθέτηση μονόπλευρης διέγερσης (μηδενικό 
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 δεν θα πρέπει μόνο να περιγράφει την επίδραση της ασυνέχειας, αλλά επίσης το μεταδιδόμενο πεδίο από τον πρώτο στον δεύτερο κυματοδηγό. Σε αυτή την περίπτωση, τα δεύτερα μέλη των (3.17), (3.18) απλοποιούνται με χρήση της (3.11). Μέσω κοινών αριθμητικών λυτών, μπορεί κανείς να βρει τις προσεγγιστικές τιμές των σταθερών αναφερόμενες ως:
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Ένας παρόμοιος τρόπος ακολουθείται στην περίπτωση που η διέγερση είναι ο 
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 ρυθμός του δεύτερου κυματοδηγού
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Για τον πολλαπλασιαστικό συντελεστή καθενός ρυθμού, χρησιμοποιείται ένας διαφορετικός συμβολισμός όπως παρακάτω:
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(3.24) 

Ακολουθώντας την παραπάνω ανάλυση, τα ηλεκτρικά πεδία που εκφράζουν την απόκριση της ασυνέχειας του κυματοδηγού ορίζονται ως:
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Στην (3.6) τα πεδία είναι συναρτήσεις των πολικών συντεταγμένων 
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Σχήμα 3.2:
Πιθανές θέσεις της πηγής Green κατά μήκος της επιφάνειας του σκεδαστή. Οι πηγές είναι άπειρα νήματα ηλεκτρικού ρεύματος με συγκεκριμένο πλάτος.
3.3
Διαχωρισμός συνάρτησης Green
Η συνάρτηση Green του κυματοδηγού με ασυνέχεια τοιχωμάτων, αντιστοιχεί στην απόκριση της δομής όταν αυτή διεγείρεται από μία γραμμική πηγή. Η βαθμωτή συνάρτηση Green σε ένα σημείο 
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 υπολογίζεται υποθέτοντας ένα γραμμικό ρεύμα παράλληλο στον άξονα 
[image: image593.wmf]y

 με πλάτος 
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 [3.23]. Όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.2, το νηματοειδές ρεύμα τοποθετείται πάνω στον άξονα 
[image: image596.wmf]{sin,cos}

xa

φzaφ

¢¢¢¢

==

. Η επιθυμητή συνάρτηση Green αποτελείται από δύο συνιστώσες: η πρώτη εκφράζει την επίδραση των παραλλήλων πλακών στην διέγερση του νήματος και η δεύτερη είναι η απόκριση της βηματικής ασυνέχειας (παρόμοια με τα αποτελέσματα της ενότητας 3.2) 
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Το τμήμα της διέγερσης μπορεί να γραφεί σαν ένα άθροισμα μίας ιδιόμορφης και μίας ομαλής ποσότητας:
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Ο ιδιόμορφος όρος επιλέγεται να είναι η συνάρτηση ελευθέρου χώρου, που είναι γνωστή [3.24]:
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όπου 
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 είναι η συνάρτηση Hankel μηδενικής τάξης και δευτέρου τύπου. Η ομαλή ποσότητα 
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Σχήμα 3.3:
Τα άπειρα είδωλα που συνιστούν την επίδραση των παραλλήλων πλακών στην ακτινοβολία του νήματος. Η κεντρική πηγή είναι η πρωτεύουσα. Τα είδωλα πρώτης τάξης έχουν αντίθετη κατεύθυνση, τα είδωλα δεύτερης τάξης είναι τα είδωλα αυτών της πρώτης τάξης ως προς τα άπειρα επίπεδα κλπ.   


Στη διαδικασία εξαγωγής του 
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, η τέλεια αγωγιμότητα των τοιχωμάτων οδηγεί στην χρήση της θεωρίας των ειδώλων. Σε περίπτωση που μόνο ένας τέλεια αγώγιμος χώρος είναι παρών, το συμμετρικό είδωλο της πηγής θα είναι επαρκές για να περιγραφεί η όλη κατάσταση. Το δεύτερο αγώγιμο επίπεδο όμως υπαγορεύει την τοποθέτηση των άπειρων ειδώλων του Σχήματος 3.3. Είναι επίσης αξιοσημείωτο ότι η 
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 συνιστώσα όλων των ειδώλων είναι κοινή. Μετά από κάποιες απλοποιήσεις παρόμοιες με της [3.15], λαμβάνουμε την:
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Ο ξεχωριστός όρος της παραπάνω γίνεται ανώμαλος στο 
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, το οποίο ευρίσκεται έξω από την αναλυόμενη περιοχή 
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 και συνεπώς δε δημιουργεί αριθμητικό πρόβλημα. 

Δυστυχώς, η σειρά στην (3.33) συγκλίνει πολύ αργά και δεν είναι κατάλληλη για υπολογισμό. Αυτό συμβαίνει εξαιτίας της αργά φθίνουσας συμπεριφοράς της συνάρτησης Hankel καθώς το όρισμά της αυξάνεται ([3.25]):


[image: image612.wmf](

)

22

0

00

0

exp(())

(2())(cos),

()

jkpLH

HkFpLHza

φOp

kpLH

æö

-+

¢

-++-=®+¥

ç÷

ç÷

+

èø

.    (3.34)

Για να μετατρέψει κανείς μία τέτοια σειρά σε ένα ραγδαία συγκλίνον ολοκλήρωμα, χρησιμοποιούνται ο μετασχηματισμός Laplace και μία ιδιότητα γεωμετρικής σειράς. Ακολουθώντας παρόμοιες μεθόδους με την [3.14], καταλήγουμε στο παρακάτω αποτέλεσμα:
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Ο εκθετικός παράγοντας του παρονομαστή κάνει τον αριθμητικό υπολογισμό του ολοκληρώματος πολύ γρήγορο σε όλες τις περιπτώσεις εκτός από εκείνες για τις οποίες 
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. Συνεπώς, η υλοποίηση αυτής της έκφρασης δεν συναντά κανένα πρόβλημα για εφαρμογές με σημεία παρατήρησης κοντά στην ασυνέχεια, όπως η τεχνική ταιριάσματος ρυθμών. Μία εναλλακτική έκφραση για όλο το τμήμα διέγερσης της συνάρτησης Green που είναι υπολογιστικά κατάλληλη για 
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, προκύπτει εφαρμόζοντας την σχέση της άθροισης Poisson. Το αποτέλεσμα ακολουθεί και χρησιμοποιείται στην [3.15]. Η ταχύτητα της σύγκλισης της σειράς αυξάνει καθώς το 
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Το τμήμα διέγερσης της συνάρτησης Green μπορεί πλέον να προσδιοριστεί. Εκτός από τον ιδιόμορφο όρο, αυτό προκύπτει από την (3.36) με 
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 ανάλογα με τον κυματοδηγό που ανήκει το σημείο παρατήρησης:
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Όπως αναφέρθηκε προηγουμένως ο ιδιόμορφος όρος είναι κοινός, ένα αποτέλεσμα που μπορεί να αποδειχθεί χρήσιμο στα ακόλουθα βήματα. 


Το τμήμα της συνάρτησης Green που εκφράζει την επίδραση της ασυνέχειας 
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, θα προκύψει με ταίριασμα ρυθμών. Με αναφορά στις (3.17), (3.18), η δίπλευρη διέγερση ορίζεται από τα ακόλουθα:
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Χρησιμοποιώντας τις ποσότητες διέγερσης που δεν εκφράζονται απαραίτητα σε μορφή ρυθμών, μπορεί κανείς να χρησιμοποιήσει το ταίριασμα ρυθμών για μία μεγάλη ποικιλία πηγών. Υποθέτοντας δίπλευρη διέγερση, η έκφρασή της είναι ίδια ανεξάρτητα από το ποιος κυματοδηγός περιέχει την πηγή. Δηλαδή, το νήμα στην υπό εξέταση περίπτωση ανήκει ισοδύναμα και στις δύο πλευρές. Γι’ αυτό το λόγο, η εξαγόμενη φόρμουλα θα είναι σε ισχύ για κάθε 
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. Με αυτό τον τρόπο, η μορφή της συνάρτησης Green που οφείλεται στην ασυνέχεια, βρίσκεται ως εξής:
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Αντίθετα με την (3.37), η συνάρτηση στην (3.40) δεν είναι αναλυτική ως προς 
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, απλά οι τιμές της για διαφορετικές θέσεις πηγών είναι γνωστές (βλ. Σχήμα 3.2). Αυτό είναι φυσικό καθώς ορίζεται μέσω μίας αριθμητικής διαδικασίας κατά την οποία η θέση της πηγής λαμβάνεται σταθερή. Η συνολική συνάρτηση Green σε πολικές συντεταγμένες φαίνεται παρακάτω:
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Όπου το ιδιόμορφο τμήμα ορίζεται ισοδύναμα ως:
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3.4
Υπολογισμός ρευματικής κατανομής


Εφόσον η συνάρτηση Green 
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. Αυτό καταδεικνύει τη σημαντικότητα του διαχωρισμού της ιδιομορφίας προκειμένου να είναι κοινή και στους δύο κυματοδηγούς. Για να επιτύχει η αναλυτική διαδικασία, χρησιμοποιείται μία ανάπτυξη της συνάρτησης Hankel που προέρχεται από γνωστό θεώρημα [3.18] όπως παρακάτω:
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Εφαρμόζοντας την ορθογωνιότητα των αρμονικών συναρτήσεων:
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(3.44)
αντικαθιστώντας το ιδιόμορφο κομμάτι με την (3.43) και χρησιμοποιώντας δύο φορές την (3.44), λαμβάνουμε:  
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Αναφορικά με το ομαλό τμήμα της συνάρτησης Green που οφείλεται στη διέγερση 
[image: image643.wmf],

(,,)

Enorm

G

ρφφ

¢

, οι ολοκληρώσεις γίνονται αριθμητικά. Οι εκφράσεις είναι σύνθετες και δεν μπορούν να βρεθούν οι αρχικές συναρτήσεις. Η διπλή ολοκλήρωση της 
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 για την εξίσωση της πρώτης. Αναφορικά με το τμήμα της συνάρτησης Green που οφείλεται στην απόκριση 
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Εφόσον τα ρεύματα 
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Το συνολικό πεδίο απόκρισης (ολόκληρο μείον την πρωτεύουσα διέγερση) μέσα στον πρώτο κυματοδηγό δίνεται από την:
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Στον δεύτερο κυματοδηγό, το ολικό πεδίο απόκρισης γράφεται ως:
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Όμοια, το ολικό πεδίο απόκρισης όταν διεγείρεται ο δεύτερος κυματοδηγός, δίνεται από τις σχέσεις:
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[image: image670.wmf](

)

2

2

0

0

2

2

(2)(2)(2)

222

cos()

(sin)

2

(2)

00

(

22

2

()

1

2

()

(1)

2

(,)(,)(,)

sin

2()()

(,)

()

n

n

n

n

TRS

ja

φkh

πnLaφ

Lh

πφ

W

jw

φ

Q

w

jk

n

wW

φ

n

jkhd

n

n

jkhd

n

ΨxzΨxzΨxz

e

jk

ζaIedφ

jLhkh

ψxhe

C

φe

Ce

¢

¢

+

+

-

¢

-

-

=-

-

=

=+=

éù

æö

êú

ç÷

¢

êú

ç÷

+

=-

êú

ç÷

ç÷

¢

+

êú

èø

êú

-

êú

ëû

å

ò

å

2

)

hz

. (3.51)

Προκειμένου να υπολογιστούν οι (3.49)-(3.51) γίνεται χρήση της (3.36) όπου οι απόλυτες τιμές αντικαθίστανται από τα μέτρα. Όπως είναι προφανές από την προηγούμενη ανάλυση, οι εκθέτες εντός παρενθέσεων αντιστοιχούν στον τύπο διέγερσης της ασυνέχειας (
[image: image671.wmf]10

TE

 ρυθμός από τον πρώτο ή τον δεύτερο κυματοδηγό) ενώ οι πρόσθετοι δείκτες αντιστοιχούν στο χώρο που η ποσότητα αναφέρεται (πεδίο εντός του πρώτου ή του δεύτερου κυματοδηγού). 

3.5
Υπολογισμός μήτρας σκέδασης

Πριν προχωρήσουμε στον υπολογισμό των παραμέτρων σκέδασης, πρέπει να γίνει σαφές ότι δύο θεμελιώδεις ρυθμοί με κυματικούς αριθμούς 
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 μακριά από τον άξονα του κυλίνδρου έτσι ώστε:
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Θεωρούμε ότι η απόσταση κάθε επιπέδου από την ασυνέχεια είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του μήκους κύματος κάθε κυματοδηγού έτσι ώστε:
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(3.53)

Όπως δηλώθηκε από την αρχή, ο μόνος θεμελιώδης ρυθμός και στους δύο κυματοδηγούς είναι ο 
[image: image679.wmf]10
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 και γι’ αυτό μόνο ο πρώτος όρος 
[image: image680.wmf](1)
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 των αθροισμάτων (3.47)-(3.51) δε μηδενίζεται για σημεία κοντά στα απομακρυσμένα επίπεδα. Εξαιτίας της (3.53), η εξάρτηση από το 
[image: image681.wmf]z

 καταπιέζεται. Το ίδιο πρέπει να γίνει για την 
[image: image682.wmf]x

-εξάρτηση των πεδιακών συναρτήσεων. Μετά από άμεσους υπολογισμούς που χρησιμοποιούν το διάνυσμα Poynting [3.20, σελ. 21], έπεται ότι ένας οδεύοντας ρυθμός όπως αυτός στην (3.7) με 
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 μεταφέρει ηλεκτρομαγνητική ισχύ ίση προς 
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 προς την 
[image: image685.wmf]z

-διεύθυνση. Επομένως, οι άνισες συναρτήσεις ρυθμών αντικαθίστανται από την μεταφερόμενη ισχύ:
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(3.54)

Η τετραγωνική ρίζα χρησιμοποιείται διότι οι συναρτήσεις ρυθμών εκφράζουν πεδίο κι όχι ισχύ. 


Αφότου καταπιέσαμε την εξάρτηση από τη μεταβλητή 
[image: image687.wmf]x

, πρέπει να ξαναγράψουμε τις ποσότητες της ολικής απόκρισης με κοινό συμβολισμό (
[image: image688.wmf],1,2
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(3.55)

όπου ο δείκτης κατεύθυνσης ορίζεται ως:
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Η ίδια διαδικασία για τα αρχικά πεδία διέγερσης δίνει (
[image: image691.wmf]1,2
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Οι παράμετροι σκέδασης της δίθυρης συσκευής (πίνακας 
[image: image693.wmf][]
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) μπορούν να οριστούν ως εξής:
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Εξαιτίας της (3.54), ο νόμος της διατήρησης ισχύος μπορεί να επαληθευτεί [3.1, σελ. 108] όπως παρακάτω:
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Σχήμα 3.4:
Τυπικό ισοδύναμο κύκλωμα για την κυκλική στήλη. Εξαιτίας της ασυνέχειας το δίκτυο δεν είναι συμμετρικό. Όμως είναι αμοιβαίο. 

Είναι ενδιαφέρον να ευρεθεί ο πίνακας αγωγιμοτήτων 
[image: image697.wmf][]
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 εκφρασμένος σε όρους της μήτρας σκέδασης [3.19, σελ. 192]:
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όπου 
[image: image699.wmf][]
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 είναι o 
[image: image700.wmf]22
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 μοναδιαίος πίνακας. Τα στοιχεία του 
[image: image701.wmf][]

Z

 είναι κανονικοποιημένα ως προς τη χαρακτηριστική αντίσταση του μεταδιδόμενου ρυθμού. Λόγω της (3.54), χρησιμοποιούμε την κοινή αντίσταση όπως παρακάτω:
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(3.61)

Για να αναπτυχθεί το ισοδύναμο κύκλωμα (Σχήμα 3.4) ενός διθύρου με πίνακα αντιστάσεων 
[image: image703.wmf][]
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, χρησιμοποιούνται οι γνωστές σχέσεις μεταξύ των πραγματικών αντιστάσεων και των στοιχείων του 
[image: image704.wmf][]
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 όπως στην [3.28]. Πρέπει να σημειωθεί ότι το σύστημα είναι αμοιβαίο δηλαδή 
[image: image705.wmf]1221
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 και γι’ αυτό το ισοδύναμο 
[image: image706.wmf]T

 δίκτυο προκύπτει φυσιολογικά. Το κύκλωμα αποτελείται από δύο άνισα σειριακά στοιχεία 
[image: image707.wmf]1
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 και ένα εγκάρσιο 
[image: image709.wmf]T
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 με τις ακόλουθες τιμές:
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Εάν η ασυνέχεια είναι χωρίς απώλειες, τότε οι παραπάνω αντιστάσεις θα πρέπει να είναι καθαρά φανταστικές. Αυτός θα είναι ένας επιπλέον έλεγχος που βασίζεται στη διατήρηση της ισχύος.

3.6
Αριθμητικά αποτελέσματα


Η ημιαναλυτική μέθοδος που αναπτύχθηκε παραπάνω έχει χρησιμοποιηθεί για να παραχθούν τα αριθμητικά αποτελέσματα. Έχουν υπολογιστεί οι κανονικοποιημένες σειριακές και εγκάρσιες αντιστάσεις του ισοδύναμου κυκλώματος. Έχουν γίνει εκτεταμένοι αριθμητικοί έλεγχοι που αφορούν τα όρια αποκοπής των σειρών που ορίζουν τις πεδιακές ποσότητες. Ελέγχοντας την ακρίβεια του επιφανειακού ρεύματος στην (3.4), καταλήγουμε ότι ένας αριθμός από αζιμουθιακές αρμονικές 
[image: image713.wmf]3,4
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 είναι επαρκής. Η τιμή του 
[image: image714.wmf]W

 δεν σχετίζεται με τη διάμετρο του κυλίνδρου διότι υποθέτουμε μονορυθμικούς κυματοδηγούς. Ένα άλλο θέμα σύγκλισης είναι η επιλογή του αριθμού των ρυθμών 
[image: image715.wmf]Q

 στις (3.12) και (3.13) που εκφράζουν την απόκριση της βηματικής ασυνέχειας και από τις δύο πλευρές για κάθε τύπο χρησιμοποιούμενης διέγερσης. Εξαιτίας των μικρών υψών των κυματοδηγών, ένας αριθμός από 
[image: image716.wmf]2025
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 ρυθμούς είναι ικανοποιητικός. Όσον αφορά στην παράμετρο 
[image: image717.wmf]F

 που χρησιμοποιείται στις ολοκληρώσεις της (3.45), αυτή είναι ανάλογη προς το 
[image: image718.wmf]W

 καθώς αυτό καθορίζει την ταχύτητα ταλάντωσης της αρμονικής συνάρτησης. Στην δική μας περίπτωση όπου το 
[image: image719.wmf]W

 κρατιέται μικρό, μία δειγματοληψία 
[image: image720.wmf]2530
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 σημείων για κάθε μεταβλητή ολοκλήρωσης είναι επαρκής. Σε αντίθεση με τις προαναφερθείσες ολοκληρώσεις, αυτή της (3.35) είναι άπειρου διαστήματος.  Συνεπώς το άνω όριο 
[image: image721.wmf]max
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 (αντί για το άπειρο) πρέπει να επιλεγεί σε πρώτη φάση. Δεδομένου πως η έκφραση χρησιμοποιείται αποκλειστικά στο ταίριασμα ρυθμών όπου 
[image: image722.wmf]za
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 είναι μικρό, η κυμάτωση της ολοκληρωτέας δεν είναι απότομη και γι’ αυτό ένα 
[image: image723.wmf]max
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 ίσο προς 
[image: image724.wmf]2

 ή 
[image: image725.wmf]3

 είναι αρκετό. Για την τραπεζοειδή ολοκλήρωση στην (3.35), μπορεί κανείς να λάβει υπ’ όψη του περίπου 
[image: image726.wmf]20
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 σημεία για κάθε μονάδα του 
[image: image727.wmf]max

u

. Στις περιπτώσεις που εξετάζουμε, οι παράμετροι που αναφέρθηκαν παραπάνω επιλέγονται έτσι ώστε οι αντίστοιχες ποσότητες να είναι συγκλίνουσες. Επιπροσθέτως, για κάθε σημείο που τοποθετείται η πηγή Green, γίνεται έλεγχος των οριακών συνθηκών κατά μήκος της ασυνέχειας και ένα παρόμοιο τεστ γίνεται για το μηδενικό πεδίο πάνω στον τέλεια αγώγιμο κύλινδρο. Τελικά σε κάθε περίπτωση η ικανοποίηση των νόμων διατήρησης της ισχύος (3.59) εξασφαλίζεται. Επίσης οι παράμετροι αντίστασης των (3.62)-(3.64) βεβαιώνεται πως είναι πολύ κοντά σε φανταστικούς αριθμούς. 
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Σχήμα 3.5:
Μέτρα των παραμέτρων σκέδασης υπολογισμένων μέσω αναλυτικών μεθόδων και προσομοίωσης (Ansoft HFSS).


Στις ακόλουθες περιπτώσεις υποθέτουμε μηδενική απόσταση 
[image: image729.wmf]d

 μεταξύ του άξονα του κυλίνδρου και του επιπέδου ασυνέχειας. Μία τέτοια παράμετρος παίζει μικρό ρόλο σε ηλεκτρικά μικρά προβλήματα όπως τα υπό εξέταση. Τα ύψη των κυματοδηγών δεν λαμβάνουν τιμές πολύ κοντά στις οριακές (μισό και ένα μήκος κύματος ελευθέρου χώρου 
[image: image730.wmf]0
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) προκειμένου να έχουμε πιο αξιόπιστα αποτελέσματα. Η παράμετρος 
[image: image731.wmf]L

 είναι σταθερή σε όλες τις αριθμητικές εφαρμογές και ίση προς 
[image: image732.wmf]0
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. Στις περιπτώσεις χωρίς ασυνέχεια (
[image: image733.wmf]12
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), οι τιμές έχουν ελεγχθεί σε σχέση με αυτές της [3.1] και [3.2] λαμβάνοντας υπ’ όψη τις απαραίτητες σταθερές αναλογίας. Στις άλλες περιπτώσεις, τα αποτελέσματα είναι σε συμφωνία με τις λύσεις που προκύπτουν με τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων που χρησιμοποιείται στο λογισμικό προσομοίωσης HFSS. Στο Σχήμα 3.5 οι ποσοστιαίες διαφορές στις τιμές των παραμέτρων σκέδασης που υπολογίζονται από την προτεινόμενη μέθοδο και από το πρόγραμμα προσομοίωσης παρουσιάζονται σαν συνάρτηση της ακτίνας του κυλίνδρου. Οι τιμές των υψών των κυματοδηγών είναι οι 
[image: image734.wmf]1
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 και 
[image: image735.wmf]2
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. Για όλες τις παραμέτρους σκέδασης, το ποσοστιαίο σφάλμα είναι σχετικά χαμηλό (κάτω από 
[image: image736.wmf]3%

). Στα Σχήματα 3.6 και 3.7 το ύψος του δεύτερου κυματοδηγού είναι επίσης ίσο προς 
[image: image737.wmf]2
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 δηλαδή περίπου ίσο με 
[image: image738.wmf]L

 που αντιστοιχεί σε ένα σκεδαστή τοποθετημένο στο κέντρο του δεύτερου κυματοδηγού. Εξετάζονται τρία διαφορετικά ύψη για τον πρώτο κυματοδηγό, τα οποία είναι: 1) 
[image: image739.wmf]1
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 (συμπαγής γραμμή), 2) 
[image: image740.wmf]1
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 (διακεκομμένη γραμμή) και 3) 
[image: image741.wmf]1
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 (στικτή γραμμή) ενώ η ανεξάρτητη μεταβλητή είναι η κανονικοποιημένη ακτίνα του κυλίνδρου 
[image: image742.wmf]/
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. Οι συμπαγείς γραμμές περιγράφουν την συμπεριφορά ενός συνεχούς κυματοδηγού με μία στήλη στο κέντρο του. Στο  Σχήμα 3.6 παρουσιάζονται τα φανταστικά μέρη των κανονικοποιημένων σειριακών αντιστάσεων 
[image: image743.wmf]11
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[image: image744.wmf]22
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. Καθώς η ακτίνα του κυλίνδρου αυξάνεται υπάρχει μία διασπορά στις καμπύλες της πρώτης πλευράς και μία σύμπτωση στις καμπύλες της δεύτερης. Θα μπορούσε επίσης κανείς να παρατηρήσει στην συμπεριφορά του 
[image: image745.wmf]1

L

x

, το οποίο για μικρούς σκεδαστές αντιστοιχεί σε επαγωγέα ενώ από μία ακτίνα και μετά αντιστρέφει το πρόσημό του επιδεικνύοντας χωρητική συμπεριφορά. Στο Σχήμα 3.7 αναπαρίσταται το φανταστικό μέρος της κανονικοποιημένης εγκάρσιας αντίστασης 
[image: image746.wmf]Im[/]
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. Οι ποσότητες μηδενίζονται για μεγάλους σκεδαστές. Εξαιτίας της κεντρικής θέσης της στήλης, η διασπορά δεν είναι σημαντική. 
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Σχήμα 3.6:
Κανονικοποιημένες σειριακές αντιστάσεις. Οι δύο πάνω καμπύλες αντιστοιχούν σε ποσότητες της πρώτης πλευράς. Οι δύο κατώτερες σε μεγέθη της δεύτερης πλευράς. Η συμπαγής καμπύλη είναι κοινή και για τις δύο πλευρές καθώς σε αυτή την περίπτωση η συσκευή γίνεται συμμετρική. Το ύψος του δεύτερου κυματοδηγού είναι σταθερό h2/L=3.01/3. 
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Σχήμα 3.7:
Κανονικοποιημένες εγκάρσιες αντιστάσεις. Το ύψος του δεύτερου κυματοδηγού είναι σταθερό h2/L=3.01/3.  
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Σχήμα 3.8:
Κανονικοποιημένες σειριακές αντιστάσεις. Οι δύο πάνω καμπύλες αντιστοιχούν σε ποσότητες της πρώτης πλευράς. Οι δύο κατώτερες σε μεγέθη της δεύτερης πλευράς. Η συμπαγής καμπύλη είναι κοινή και για τις δύο πλευρές καθώς σε αυτή την περίπτωση η συσκευή γίνεται συμμετρική. Το ύψος του δεύτερου κυματοδηγού είναι σταθερό h2/L=5.99/3. 
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Σχήμα 3.9:
Κανονικοποιημένες εγκάρσιες αντιστάσεις. Το ύψος του δεύτερου κυματοδηγού είναι σταθερό h2/L=5.99/3.  

Στα Σχήματα 3.8 και 3.9, με σταθερό ύψος πρώτου κυματοδηγού 
[image: image751.wmf]1
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, τρία διαφορετικά ύψη του δεύτερου εξετάζονται: 
[image: image752.wmf]2
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 (στικτή γραμμή), 
[image: image753.wmf]2
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 (διακεκομμένη γραμμή) και 
[image: image754.wmf]2
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 (συμπαγής γραμμή). Η ανεξάρτητη μεταβλητή είναι και πάλι η παράμετρος 
[image: image755.wmf]/

aL

. Οι συμπαγείς γραμμές αντιστοιχούν σε ένα συμμετρικό κυματοδηγό με μία μη κεντρική στήλη. Επιπρόσθετα, οι στικτές γραμμές στις δύο περιπτώσεις αφορούν ακριβώς το ίδιο πρόβλημα. Στο Σχήμα 3.8 εμφανίζονται οι ίδιες ποσότητες όπως στο Σχήμα 3.6 αλλά τα συμπεράσματα αντιστρέφονται. Η διασπορά παρατηρείται στις καμπύλες της δεύτερης πλευράς και η σύμπτωση σε αυτές της πρώτης. Η χωρητική συμπεριφορά είναι επίσης μεγαλύτερη στην περίπτωση του 
[image: image756.wmf]2
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 απ’ ότι στην περίπτωση 
[image: image757.wmf]2
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. Μία τέτοια ιδιότητα δεν είναι ανάλογη προς το ύψος της ασυνέχειας όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.6. Στο Σχήμα 3.9 παρουσιάζονται οι ίδιες ποσότητες με το Σχήμα 3.7. Μπορεί κανείς να παρατηρήσει ότι όσο λιγότερο ασυνεχές κατασκευάζεται το σύστημα, τόσο μεγαλύτερες γίνονται οι εγκάρσιες επαγωγικές  αντιστάσεις. Στο Σχήμα 3.10 αναπαρίστανται τα πολικά διαγράμματα του μέτρου των επιφανειακών ρευμάτων σαν συνάρτηση της αζιμουθιακής γωνίας με 
[image: image758.wmf]/0.33
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. Οι υπόλοιπες παράμετροι είναι ίδιες με αυτές των Σχημάτων 3.6 και 3.7. Τα ρεύματα όταν διεγείρεται ο δεύτερος κυματοδηγός δεν επηρεάζονται από το μέγεθος της ασυνέχειας. Όταν διεγείρεται ο πρώτος κυματοδηγός στρέφουν τα μέγιστά τους προς την άνω κατεύθυνση, όσο μεγαλύτερη γίνεται η ασυνέχεια. Η συμμετρία των συνεχών γραμμών ως προς τον κάθετο άξονα αντικατοπτρίζει τη συμμετρία ενός συνεχούς κυματοδηγού σαν ένα δίθυρο δίκτυο. Στο Σχήμα 3.11 παρουσιάζονται οι ίδιες ποσότητες με το Σχήμα 3.10 για τις περιπτώσεις που 
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Σχήμα 3.10:
Μέτρο επιφανειακού ρεύματος σε πολικό διάγραμμα. Οι παραστάσεις που καταλαμβάνουν το αριστερό τμήμα αντιστοιχούν στην διέγερση από την ίδια πλευρά. Το ίδιο για τα γραφήματα της δεξιάς πλευράς. Οι δύο συμπαγείς γραμμές είναι συμμετρικές και ως προς τους δύο άξονες. Το ύψος του δεύτερου κυματοδηγού είναι σταθερό h2/L=3.01/3.  
[image: image760.png]1, (0)], (@)1 (A/m)

180

150,

210\

90

0.015

— — —h,/L=4.50/3

h,/L=5.99/3

hyL=3.01/3 |

270

/330




Σχήμα 3.11:
Μέτρο επιφανειακού ρεύματος σε πολικό διάγραμμα. Οι παραστάσεις που καταλαμβάνουν το αριστερό τμήμα αντιστοιχούν στην διέγερση από την ίδια πλευρά. Το ίδιο για τα γραφήματα της δεξιάς πλευράς. Οι δύο συμπαγείς γραμμές είναι συμμετρικές μόνο ως προς των κατακόρυφο άξονα. Το ύψος του πρώτου κυματοδηγού είναι σταθερό h1/L=5.99/3.  
περιγράφονται από τα Σχήματα 3.8, 3.9. Δεν υπάρχει συμμετρία ως προς τον οριζόντιο άξονα για τις συμπαγείς ευθείες όπως στο Σχήμα 3.10 διότι η στήλη σε αυτή την περίπτωση δεν είναι κεντρικά τοποθετημένη. Θα πρέπει τέλος να επισημανθεί ότι το ρεύμα καταπιέζεται όταν το ύψος του πρώτου κυματοδηγού γίνεται μικρότερο, ειδικά όταν η διέγερση αφορά την ίδια πλευρά. 
3.7
Περίληψη

Στη συγκεκριμένη εργασία εξετάζεται με ημιαναλυτικές μεθόδους η δράση και η λειτουργία ενός μη συμμετρικού διθύρου. Η συγκεκριμένη συσκευή αποτελείται από έναν κυματοδηγό παραλλήλων πλακών του οποίου το άνω όριο επιδεικνύει βηματική ασυνέχεια μεταβάλλοντας το ύψος του. Κοντά στο επίπεδο της ασυνέχειας τοποθετείται ένας τέλεια αγώγιμος κύλινδρος ο οποίος σκεδάζει τα αναπτυσσόμενα κύματα που προσπίπτουν στην καθεμία από τις δύο θύρες. Η συνάρτηση Green έχει διαχωρισμένο τον ιδιόμορφο όρο του ελεύθερου χώρου ενώ το υπόλοιπο τμήμα της συμμετέχει στο ταίριασμα ρυθμών κατά μήκος της ασυνέχειας. Με αυτό τον τρόπο, εξάγεται το ισοδύναμο κύκλωμα του διθύρου και οι τιμές των συγκεντρωμένων στοιχείων του αναπαρίστανται σαν συναρτήσεις του ύψους των κυματοδηγών και τις ακτίνας του κυλίνδρου. Το μέγεθος της ασυνέχειας επηρεάζει τον επαγωγικό χαρακτήρα του κυκλώματος ενώ το μέγεθος της στήλης κυρίως τον χωρητικό του χαρακτήρα.    
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

ΕΠΙΔΡΑΣΗ ΙΟΝΟΣΦΑΙΡΙΚΗΣ ΡΥΤΙΔΑΣ ΣΕ ELF ΚΥΜΑΤΑ

4.0
Εισαγωγικά σχόλια


Η ηλεκτρομαγνητική σκέδαση από θαμμένα αντικείμενα έχει προσελκύσει την προσοχή ερευνητών εδώ και πολλά χρόνια. Ειδικά όταν ο σκεδαστής βρίσκεται μέσα στη γη, οι αναλύσεις μπορούν να οδηγήσουν σε πολυάριθμες πρακτικές εφαρμογές. Στην [4.1] υπολογίζεται το πεδίο που δημιουργείται από έναν υπόγειο κύλινδρο με εξωτερική διέγερση. Στην [4.2] εφαρμόζεται ένας αλγόριθμος, για να ανακατασκευαστούν τα προφίλ των υλικών, κάποιων διηλεκτρικών αντικειμένων που είναι θαμμένα σε γη με απώλειες, χρησιμοποιώντας πομπούς και δέκτες ευρισκόμενους στον αέρα. Επίσης στην [4.3] εξετάζονται τα κύρια θέματα που σχετίζονται με σάρωση του υπεδάφους και παρέχονται παραδείγματα που αφορούν κοιτάσματα ορυχείων. 


Ένα άλλο δημοφιλές θέμα, το οποίο είναι περισσότερο γεωφυσικό παρά ηλεκτρομαγνητικό, είναι η επίδραση της ιονόσφαιρας στις ασύρματες επίγειες επικοινωνίες. Σε χαμηλές συχνότητες λειτουργίας η ιονόσφαιρα συμπεριφέρεται σαν αγωγός και συνεπώς δημιουργείται ένας κυματοδηγός, μεταξύ αυτής και της αγώγιμης γης [4.4]. Τα μοντέλα, που περιγράφουν την μετάδοση των ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων μέσα σε αυτή τη δομή, έχουν μελετηθεί στην [4.5], ενώ η παρουσία μίας ιονισμένης στήλης μέσα στον κυματοδηγό αναλύεται στην [4.6]. Επίσης, η ακτινοβολία ενός διπόλου, μεταξύ γης και ιονόσφαιρας, μελετάται στην [4.7] με χρήση απλοποιημένων οριακών συνθηκών. 


Η ιονόσφαιρα κατέχει μία ενδιαφέρουσα ιδιότητα, που δεν εξετάζεται εκτεταμένα στις παραπάνω αναφορές: μεταβάλλει το ύψος της κατά τη διάρκεια της μετάβασης από τη μέρα στη νύχτα και αντίστροφα [4.8, 4.9]. Αυτή η αλλαγή μπορεί να θεωρηθεί σαν φυσικός σαρωτής για το υπέδαφος, εξαιτίας της ασυνέχειας ύψους που κινείται καθώς περνάει ο χρόνος. Πιο συγκεκριμένα, το είδωλο της ιονοσφαιρικής ρυτίδας (ασυνέχειας) που δημιουργείται μέσα στο αγώγιμο έδαφος θα μπορούσε να δώσει πληροφορίες για τις υπόγειες ανομοιογένειες. Με αυτό τον τρόπο δύο ασυσχέτιστα θέματα (θαμμένα αντικείμενα, επίδραση ιονόσφαιρας) συνδυάζονται. Στην παρούσα εργασία γίνεται μία ποιοτική και ποσοτική προσέγγιση που αναλύει αυτή τη συσχέτιση. Μία κυλινδρική ανομοιογένεια τοποθετείται μέσα στην ατελώς αγώγιμη γη, η οποία σκεδάζει το παραγόμενο πεδίο από μία διπολική πηγή που βρίσκεται μεταξύ των δύο στρωμάτων: αέρας και γη. Εφόσον οι διαμήκεις διαστάσεις είναι άπειρες, ο κυματοδηγός παραλλήλων πλακών δύο στρωμάτων μελετάται σε πρώτη φάση. Μετά την εξαγωγή της συνθήκης κυματοδήγησης, οι σταθερές μετάδοσης προσδιορίζονται και η ορθογωνιότητα των υποστηριζόμενων ρυθμών επαληθεύεται. 


Ο προσδιορισμός της συνάρτησης Green του προβλήματος για υπόγειες πηγές, είναι απαραίτητος για την προτεινόμενη μέθοδο. Το τμήμα της συνάρτησης Green που οφείλεται στην παρουσία των οριζοντίων επιπέδων, προσδιορίζεται με χρήση φασματικών ολοκληρωμάτων που επαληθεύουν την εξίσωση Helmholtz. Το άλλο τμήμα της συνάρτησης Green που εκφράζει την επίδραση της ρυτίδας, υπολογίζεται εφαρμόζοντας την τεχνική ταιριάσματος ρυθμών κατά μήκος του επιπέδου της ασυνέχειας (που θεωρείται βηματική) [4.10]. Το σταθερό διάνυσμα του συστήματος ταιριάσματος ρυθμών αποτελείται από ταχέως συγκλίνοντα φασματικά ολοκληρώματα, ενώ το ιδιόμορφο τμήμα της συνάρτησης Green λαμβάνεται να είναι κοινό και για τις δύο πλευρές της ασυνέχειας. Η τεχνική του ταιριάσματος ρυθμών χρησιμοποιείται επίσης για το προσπίπτον πεδίο, αλλά σε αυτή την περίπτωση ο άμεσος υπολογισμός των ολοκληρωμάτων δεν είναι εφικτός (εξαιτίας της θέσης της πηγής) και γι’ αυτό χρησιμοποιείται εναλλακτικά το θεώρημα των ολοκληρωτικών υπολοίπων. 


Η σκέδαση του θαμμένου κυλίνδρου αντιμετωπίζεται με χρήση της μεθόδου των βοηθητικών πηγών [4.11, 4.12], που συνήθως εφαρμόζεται σε δύο γειτονικές περιοχές. Ο σκεδαστής αντιμετωπίζεται σαν τη μία περιοχή και όλος ο υπόλοιπος χώρος σαν την άλλη. Η συνάρτηση Green για την ρυτιδωμένη ιονόσφαιρα και το έδαφος πεπερασμένης αγωγιμότητας είναι διαθέσιμη και έτσι γίνεται δυνατή η εφαρμογή της μεθόδου βοηθητικών πηγών για τον κυλινδρικό σχηματισμό. Τέλος, οι συνοριακές συνθήκες απαιτείται να ισχύουν σε διακριτό πλήθος σημείων της διαχωριστικής επιφάνειας των δύο περιοχών.


Στη συνέχεια, ορισμένα αριθμητικά αποτελέσματα που αφορούν το μετρούμενο σκεδαζόμενο πεδίο από έναν ακίνητο δέκτη τοποθετημένο στην επιφάνεια της γης παρουσιάζονται και σχολιάζονται. Οι μετρήσεις καταγράφονται περιοδικά και αντιστοιχούν σε διαφορετικές θέσεις της ιονοσφαιρικής ασυνέχειας. Γίνονται διάφορες παρατηρήσεις σχετικές με τη συμπεριφορά της πεδιακής κατανομής για διαφορετικά σημεία παρατήρησης, συχνότητες λειτουργίας, ακτίνες και αγωγιμότητες του σκεδαστή. Σε πολλές περιπτώσεις, η ανίχνευση του εμποδίου είναι πιθανή και η θέση του αποκαλύπτεται από τα τοπικά ελάχιστα και μέγιστα των καμπυλών.
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Σχήμα 4.1:
Γεωμετρία του μοντέλου γης-ιονόσφαιρας. Η ιονόσφαιρα υποτίθεται ότι είναι τέλειος αγωγός με μία απότομη αλλαγή στο ύψος. Η πηγή τοποθετείται στην επιφάνεια αέρα-εδάφους και το αναπτυσσόμενο πεδίο σκεδάζεται από τον υπόγειο κυκλικό κύλινδρο. 

4.1
Ορισμός προβλήματος


Η γεωμετρία της δομής που μελετάμε φαίνεται στο Σχήμα 4.1. Τόσο το καρτεσιανό όσο και το κυλινδρικό σύστημα συντεταγμένων χρησιμοποιούνται αδιάκριτα. Υποθέτουμε ότι η ρυτιδωμένη δισδιάστατη ιονόσφαιρα είναι τέλεια αγώγιμη εξαιτίας των μικρών συχνοτήτων που χρησιμοποιούνται. Η αγωγιμότητα του εδάφους είναι πεπερασμένη, ενώ ένα τέλεια αγώγιμο επίπεδο τοποθετείται σε επαρκώς μεγάλο βάθος 
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. Το κλειστό της δομής οδηγεί σε μία διακριτοποίηση των υποστηριζόμενων ρυθμών. Το μέσο του αέρα (χώρος 
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) χαρακτηρίζεται από τις ηλεκτρομαγνητικές ιδιότητες του ελευθέρου χώρου με κυματικό αριθμό 
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 και κυματική αντίσταση 
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. Το κάτω στρώμα (χώρος 
[image: image766.wmf]1

) χαρακτηρίζεται από παραμέτρους που συμβολίζονται ως 
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 είναι η διηλεκτρική σταθερά του εδάφους (με σχετικά μεγάλες απώλειες). Το ύψος του κυματοδηγού αλλάζει απότομα στο 
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. Η ρυτιδωμένη τέλεια αγώγιμη επιφάνεια αναπαριστά την ασυνέχεια της ιονόσφαιρας κατά την μετάβαση από νύχτα σε μέρα. 


Ένας κυλινδρικός ομογενής σκεδαστής με διηλεκτρική σταθερά 
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 και ακτίνα 
[image: image774.wmf]a

 τοποθετείται μέσα στη γη κοντά στο επίπεδο ασυνέχειας της ιονόσφαιρας. Η διατομή του σκεδαστή καλείται χώρος 
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 με παραμέτρους 
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. Όλοι οι χώροι θεωρούνται μαγνητικά αδρανείς. Η απόσταση μεταξύ του κέντρου του κυλίνδρου και της επιφάνειας της γης ισούται με 
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 όσο και η απόσταση 
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 επιλέγονται να μην είναι πολύ μικρά, δηλαδή ο σκεδαστής να μη βρίσκεται πολύ κοντά στα όρια του χώρου 
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. Ο ασυνεχής κυματοδηγός διεγείρεται από ένα άπειρο κατά μήκος του άξονα 
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 μαγνητικό δίπολο σταθερού πλάτους 
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 Volts που τοποθετείται ελάχιστα πάνω από το εσωτερικό όριο 
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 (μέσα στον κενό χώρο) σε μία οριζόντια απόσταση 
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 από τον άξονα 
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. Η μαγνητική πηγή προτιμάται έναντι μίας ηλεκτρικής της οποίας η επίδραση θα ήταν πολύ αδύνατη εξαιτίας των υψηλών απωλειών του χώρου 
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 και του αναπτυσσόμενου αντίθετου ειδώλου στο εσωτερικό του. Δεδομένου του γεγονότος ότι τόσο η διάταξη όσο και η διέγερση είναι αμετάβλητες κατά μήκος του άξονα 
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, το ίδιο πρέπει να συμβαίνει για όλες τις μελετώμενες ποσότητες και γι’ αυτό μόνο τρεις πεδιακές συνιστώσες θα είναι μη μηδενικές στο προς αντιμετώπιση πρόβλημα. Η μοναδική μαγνητική συνιστώσα είναι αξονική 
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 και οι μη μηδενικές ηλεκτρικές είναι οι πολικές συνιστώσες 
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. Κατά τη διάρκεια της ανάλυσης χρησιμοποιούμε μία χρονική εξάρτηση της μορφής 
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 να συμβολίζει την εξαιρετικά χαμηλή κυκλική συχνότητα λειτουργίας. Εξαιτίας της υιοθετούμενης χρονικής εξάρτησης, οι απώλειες μετάδοσης εκφράζονται μέσω του αρνητικού πρόσημου του φανταστικού μέρους της διηλεκτρικής σταθεράς, οπότε 
[image: image794.wmf]1
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. Ο κύριος στόχος αυτής της εργασίας είναι να παρατηρηθεί το πεδίο που παράγεται από την κυλινδρική ανομοιογένεια στην πάνω πλευρά της επιφάνειας αέρα - εδάφους. 


Πολλές ποσότητες κατά τη διάρκεια της ανάλυσης μπορούν να γραφούν με έναν εκθέτη 
[image: image795.wmf]period

 που δείχνει την πλευρά της διάταξης που αυτές αναφέρονται. Εάν 
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 η ποσότητα αντιστοιχεί στην περιοχή 
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, στην περιοχή 
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. Ο δείκτης 
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 κάνει οριζόντιο διαχωρισμό της διάταξης. Όταν 
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 αναφερόμαστε στην περιοχή του αέρα και εάν 
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 η ποσότητα σχετίζεται με την περιοχή του εδάφους. Απών εκθέτης σημαίνει ότι η ποσότητα αφορά το ολικό πρόβλημα και συναρτήσεις χωρίς δείκτη αναπαριστούν λύσεις και για τους δύο χώρους.      

4.2
Διστρωματικός κυματοδηγός


Υποθέτουμε έναν κυματοδηγό παραλλήλων πλακών του οποίου το ύψος είναι σταθερό και ισούται προς 
[image: image803.wmf]()
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. Πρόκειται για μία συνεχή δομή όπως αυτές του Σχήματος 4.1 με 
[image: image804.wmf],
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. Η προσέγγιση είναι δισδιάστατη και γι’ αυτό οι εξαρτήσεις από το 
[image: image805.wmf]y

 καταπιέζονται, ενώ υποθέτουμε διάδοση κατά μήκος του άξονα 
[image: image806.wmf]z

. Οι μοναδικές μαγνητικές συνιστώσες μέσα στις δύο περιοχές συμβολίζονται με 
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όπου 
[image: image812.wmf]0,1
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 ανάλογα με τον σχετικό χώρο. Υποθέτοντας έναν παράγοντα 
[image: image813.wmf]x

-εξάρτησης που επαληθεύει την ομογενή εξίσωση Helmholtz και επιβάλλοντας τις απαραίτητες οριακές συνθήκες (που θα συζητηθούν αργότερα), καταλήγουμε στην ακόλουθη υπερβατική εξίσωση:
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όπου 
[image: image815.wmf]22

00

()

μββk

=-

 και 
[image: image816.wmf]22

11

()

μββk

=-

 είναι οι συναρτήσεις ακτινοβολίας για κάθε περιοχή. Οι μιγαδικές ρίζες της (4.3) είναι άρτιες ως προς το 
[image: image817.wmf]β

 όπως και οι συναρτήσεις ακτινοβολίας. Κάθε ρίζα αντιστοιχεί σε μία υποστηριζόμενη σταθερά διάδοσης από την υπό εξέταση συσκευή. 


Η υπερβατική εξίσωση (4.3) δεν μπορεί να λυθεί αναλυτικά. Μία επαναληπτική αριθμητική μέθοδος πρέπει να χρησιμοποιηθεί προκειμένου να εξαχθούν οι τιμές των σταθερών διάδοσης. Λαμβάνοντας υπ’ όψη το γεγονός ότι η δομή γης - ιονόσφαιρας μπορεί να προσεγγιστεί από έναν κυματοδηγό παραλλήλων πλακών που έχει τέλεια αγώγιμα τοιχώματα, είναι λογικό να αποδεχθούμε ότι η παράμετρος 
[image: image818.wmf]β

 είναι κοντά στον κυματάριθμο ελευθέρου χώρου 
[image: image819.wmf]0
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 [4.13, σελ. 349]. Εφόσον το φανταστικό μέρος του 
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 είναι μεγάλο συγκρινόμενο με το πραγματικό του, μπορεί να γίνει η ακόλουθη λογική προσέγγιση:
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Αντικαθιστώντας την (4.4) στην (4.3) και με απλή άλγεβρα, καταλήγουμε στην ακόλουθη υπερβατική εξίσωση ως προς το 
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για κάθε ακέραιο 
[image: image824.wmf]n

. Εξαιτίας της υποτιθέμενης χρονικής εξάρτησης, οι σταθερές διάδοσης πρέπει να ευρίσκονται στο δεύτερο ή στο τέταρτο τεταρτημόριο του μιγαδικού επιπέδου. Γι’ αυτό η υπόριζη ποσότητα του 
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 ανήκει επίσης στο δεύτερο ή τέταρτο τεταρτημόριο. Το πρώτο σύνολο λύσεων της (4.5) απορρίπτεται καθώς δεν ικανοποιεί αυτή την απαίτηση. Η δεύτερη σειρά λύσεων γίνεται αποδεκτή και δίνεται (σαν συνάρτηση του ύψους του άνω επιπέδου 
[image: image827.wmf]Y

) από την: 

[image: image828.wmf]2

0

0

01

2

()1

()

()

n

πnj

bYk

kYW

kYW

ε

æö

=--

ç÷

-

-

èø

%




(4.6)

όπου το 
[image: image829.wmf]n

 είναι θετικός ακέραιος (ή μηδέν). Με 
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 συμβολίζουμε την αρχική εκτίμηση των ριζών στο τέταρτο τεταρτημόριο, που σημαίνει 
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, η χαρακτηριστική εξίσωση (4.3) επίσης ικανοποιείται εξαιτίας της συμμετρίας της συνεχούς δομής.


Όταν οι ακριβείς τιμές των υποστηριζόμενων σταθερών διάδοσης 
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n

bY

 προσδιοριστούν, οι 
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-εξαρτήσεις των συνιστωσών των πεδιακών ρυθμών προκύπτουν εύκολα. Αυτοί ικανοποιούν την ομογενή εξίσωση Helmholtz σε κάθε χώρο ενώ για την περίπτωση της μοναδικής μαγνητικής συνιστώσας 
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με 
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 είναι θετικός ακέραιος (ή μηδέν). Η σταθερά κανονικοποίησης 
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Η ηλεκτρική συνιστώσα 
[image: image843.wmf]x
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, που είναι παράλληλη στο επίπεδο ασυνέχειας, αντιστοιχεί στο σύνολο των ρυθμών που ορίζεται από:


[image: image844.wmf]01

11

cosh(()())cosh(()())

cosh(()())

0

,

()

(,)

()

cosh(()()),

nn

n

WY

μYLxμY

εLWμY

n

n

n

n

LxW

bY

gxY

QY

xY

μYWxY

-+

+

ì

-<<

ï

=

í

-<<

ï

î

.

(4.9)

Με απευθείας ολοκλήρωση, η ορθογωνιότητα μεταξύ 
[image: image845.wmf]f

 και 
[image: image846.wmf]g

 ρυθμών επαληθεύεται:
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όπου 
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 είναι το δέλτα του Kronecker. Εάν τα σύνολα των ρυθμών αναπαριστούν κυματοδηγούς διαφορετικών υψών όπως 
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 και 
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 με 
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, τότε το εσωτερικό γινόμενο των συναρτήσεων ρυθμών είναι το ακόλουθο:


[image: image852.wmf]00

22

()sinh(()())()

(,)(,)(,)

()()(()())

y

mnn

nmnm

L

nmmn

bYYy

μYμY

PYyfxYgxydx

QYQybybY

-

-

==

-

ò


(4.11) 

Η (4.11) παράγεται εάν κάποιος λάβει υπ’ όψη του ότι τα 
[image: image853.wmf]()
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 είναι ρίζες της (4.3) για 
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YYy

=

. Το σύμβολο 
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 στην παραπάνω εξίσωση αντιστοιχεί στο ύψος του άνω τέλεια αγώγιμου επιπέδου και δεν σχετίζεται με την συντεταγμένη 
[image: image857.wmf]y

.  

4.3
Απουσία ασυνέχειας


Προκειμένου να αντιμετωπίσουμε το πρόβλημα σκέδασης, θα χρησιμοποιηθεί η συνάρτηση Green. Αυτή η συνάρτηση ισούται με το αξονικό πεδίο που παράγεται από ένα δίπολο σταθερού ρεύματος με πλάτος 
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 σε Volts [4.14]. Η πηγή Green  που είναι ένα στοιχειώδες μαγνητικό ρεύμα τοποθετείται στο σημείο 
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 μέσα στο χώρο 
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 όπου υπάρχει ο σκεδαστής. Σε αυτή την ενότητα η επίδραση της ασυνέχειας θα αγνοηθεί. Το άνω ύψος της δομής ισούται με 
[image: image861.wmf]Y

 και μπορεί να έχει οποιαδήποτε τιμή που αντιστοιχεί στον αυθαίρετο εκθέτη 
[image: image862.wmf]period

. Επίσης, όλες οι ποσότητες γράφονται με το συμβολισμό 
[image: image863.wmf]*

 που δείχνει την συνεχή φύση του προβλήματος. Δεδομένου ότι ο χώρος 
[image: image864.wmf]1

 περιέχει την μαγνητική πηγή, η τοπική συνάρτηση Green έχει τη μορφή:
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όπου 
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 η δευτερογενής απόκριση. 


Το πρωτεύον πεδίο που αναπτύσσεται εξαιτίας της στοιχειώδους μαγνητικής πηγής έχει την πιο κάτω έκφραση [4.13, σελ. 90]:
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με 
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 πρέπει να επαληθεύουν την ομογενή εξίσωση Helmholtz και συνεπώς είναι δυνατό να εκφραστούν με την ολοκληρωτική αναπαράσταση [4.13, σελ. 91]:
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Οι συντελεστές 
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 είναι αυθαίρετες μιγαδικές συναρτήσεις και με 
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 συμβολίζουμε την συνάρτηση ακτινοβολίας του χώρου στον οποίο αυτή αναφέρεται. Ο δρόμος ολοκλήρωσης είναι αρχικά ο πραγματικός άξονας αλλά μπορεί να τροποποιηθεί κατά μήκος του μιγαδικού επιπέδου για να γίνει ευκολότερος ο υπολογισμός. 


Οι ζητούμενες συναρτήσεις Green βρίσκονται με χρήση των κατάλληλων οριακών συνθηκών. Πρώτιστα οι 
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 συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου πρέπει να μηδενίζονται για 
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Επίσης, οι εφαπτομενικές ηλεκτρικές και μαγνητικές συνιστώσες στο 
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(4.17)

όπου έγινε χρήση της (4.1). Επιβάλλοντας αυτές τις οριακές συνθήκες, διαμορφώνεται ένα γραμμικό σύστημα μέσω του οποίου προκύπτουν οι επιθυμητές ποσότητες.
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4.4
Επίδραση της ασυνέχειας


Σε αυτή την ενότητα εξετάζονται οι πεδιακές ποσότητες με παρούσα την απότομη ασυνέχεια του άνω τοιχώματος. Η ανάλυση στοχεύει στον προσδιορισμό του δεύτερου όρου της συνάρτησης Green του συνολικού προβλήματος:
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για 
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. Οι ζητούμενες ποσότητες στη συγκεκριμένη ενότητα θα έχουν το σύμβολο 
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 (που αντιστοιχεί σε ασυνέχεια). Τα πεδία που αναπτύσσονται εξαιτίας της κάθετης ακμής παίρνουν τη μορφή:
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Το πεδίο απόκρισης εξαιτίας της ασυνέχειας είναι ένα άπειρο άθροισμα ρυθμών όπως αυτοί που εξετάστηκαν παραπάνω όπου το ύψος 
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 ισούται είτε με το 
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, είτε με 
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 ανάλογα με την πλευρά της διάταξης που παρατηρούμε (αριστερή και δεξιά αντίστοιχα). Εφόσον η ακμή ασυνέχειας είναι η πηγή αυτού του πεδίου, τα κύματα θα έχουν απομακρυνόμενη κατεύθυνση από αυτή. Αυτό αντανακλάται στο πρόσημο των εκθετών των 
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 και συνεπώς οι παραπάνω εξισώσεις ισχύουν και για τις δύο οριζόντιες περιοχές. 
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 πρέπει να προσδιοριστούν μέσω της τεχνικής του ταιριάσματος ρυθμών. Αυτή η διαδικασία αφορά την προβολή των οριακών συνθηκών στο σύνολο των πεδιακών ιδιοσυναρτήσεων. Σε αυτή την περίπτωση, η συνέχεια των εφαπτομενικών μαγνητικών 
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 είναι τέλεια αγώγιμη. Για τον ίδιο λόγο, το εφαπτομενικό ηλεκτρικό πεδίο ισούται μερικά με το μηδέν. 
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όπου έγινε χρήση της (4.2). Η συνάρτηση 
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Πριν αντικαταστήσουμε τα άπειρα αθροίσματα των (4.21)-(4.24), τα κολοβώνουμε κρατώντας τους πρώτους 
[image: image911.wmf](1)
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 όρους έτσι ώστε οι οριακές συνθήκες να γίνουν υπολογιστικά υλοποιήσιμες. Η παράμετρος 
[image: image912.wmf]N

 λαμβάνεται ίδια και για τους δύο κυματοδηγούς για απλότητα. Αφού εκτελεστούν οι παραγωγίσεις ως προς 
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 ρυθμούς. Προκειμένου να εκμεταλλευτούμε την ιδιότητα της ορθογωνιότητας (4.10), η μαγνητική οριακή συνθήκη πρέπει να προβληθεί σε ένα σύνολο 
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 ρυθμών και η ηλεκτρική σε ένα σύνολο 
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Αφού εκτελεστούν οι παραπάνω διαδικασίες και χρησιμοποιώντας την (4.11), εξάγεται το ακόλουθο 
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για 
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. Με αυτό τον τρόπο προσδιορίζονται οι παράμετροι 
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 και βρίσκονται οι ακριβείς εκφράσεις των κυμάτων που παράγονται από την ασυνέχεια.

Ακολουθώντας τα βήματα της ανάλυσης ως τώρα, η συνάρτηση Green της δομής γης - ρυτιδωμένης ιονόσφαιρας (για πηγές μέσα στο έδαφος) έχει προσδιοριστεί. Αυτή η συνάρτηση ορίζεται από διαφορετικές εκφράσεις για 
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 (ιονοσφαιρικό ύψος 
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) που ικανοποιούν διαφορετικές εξισώσεις Helmholtz για 
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. Όσον αφορά το γραμμικό σύστημα των (4.26), (4.27), ο πίνακάς του είναι αριθμητικά αντιστρέψιμος όπως όλοι οι πίνακες που προκύπτουν από παρόμοιες διαδικασίες προβολής [4.15]. Σε αυτή την ευστάθεια συνεισφέρει η κατάλληλη κλιμάκωση των στοιχείων του πίνακα που γίνεται εξαιτίας των ολισθήσεων στους εκθέτες των ρυθμών κατά την ποσότητα 
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Το σταθερό διάνυσμα του συστήματος περιέχει μονόπλευρα άπειρα ολοκληρώματα των συναρτήσεων 
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 πολλαπλασιασμένα με τους αρμονικούς όρους 
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 αντίστοιχα. Αυτά τα ολοκληρώματα πρέπει να υπολογιστούν αριθμητικά εξαιτίας της πολυπλοκότητας των ολοκληρωτέων συναρτήσεων (με μία δειγματοληψία 
[image: image948.wmf]B

 σημείων κατά μήκος του διαστήματος ολοκλήρωσης). Οι ταλαντώσεις που επιβάλλονται από τους αρμονικούς παράγοντες δεν είναι ραγδαίες καθώς ο κυλινδρικός σκεδαστής τοποθετείται κοντά στο επίπεδο ασυνέχειας και έτσι η διαφορά 
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 είναι μικρή. Επιπλέον, οι ολοκληρωτέες δεν επιδεικνύουν ανωμαλίες πάνω στον πραγματικό άξονα 
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 και γι’ αυτό η αριθμητική ολοκλήρωση συναντά μόνο φραγμένες τιμές. Δεδομένου πως τα ολοκληρώματα είναι απείρου διαστήματος, αυτά πρέπει να περιοριστούν επιλέγοντας ένα κατάλληλο άνω όριο 
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. Αυτή η παράμετρος επιλέγεται μέσω των ασυμπτωτικών εκφράσεων της ολοκληρωτέας συνάρτησης καθώς 
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Δεδομένου πως 
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¢

-<<

 (χώρος 
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), οι παραπάνω ολοκληρωτέες συγκλίνουν εκθετικά τουλάχιστον όσο γρήγορα μηδενίζονται οι 
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Στον υπολογισμό της συνολικής συνάρτησης Green, ο προσδιορισμός του πεδίου που αναπτύσσεται εξαιτίας της κάθετης αγώγιμης ακμής δεν είναι αρκετός. Πρέπει επίσης να υπολογιστεί το πεδίο διέγερσης των συνεχών προβλημάτων που δίνεται από τις (4.18), (4.19). Και πάλι οι ποσότητες ορίζονται από άπειρα φασματικά ολοκληρώματα και οι ολοκληρωτέες πρέπει να εκτιμηθούν ασυμπτωτικά καθώς 
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η συνάρτηση φθίνει εκθετικά για όλους τους συνδυασμούς 
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 εκτός από την περίπτωση που και οι δύο παράμετροι ισούνται με 
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δύο περιπτώσεις δημιουργούν προβλήματα στην αριθμητική ολοκλήρωση: τόσο η πηγή όσο και το σημείο παρατήρησης να βρίσκονται στο άνω 
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 όριο του χώρου. Όμως ακόμα κι αν μας ενδιαφέρει το πεδίο στο εσωτερικό σύνορο 
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, το εμπόδιο δεν είναι πολύ επιφανειακό και συνήθως ο αριθμητικός υπολογισμός είναι εφικτός. Φυσικά εξαιτίας του αρμονικού παράγοντα 
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, οι ολοκληρωτέες θα ταλαντεύονται ραγδαία για σημεία μακριά από το σκεδαστή αλλά αυτές οι περιπτώσεις δεν αφορούν τη συγκεκριμένη εργασία.      

4.5
Προσπίπτον πεδίο


Το πεδίο που παράγεται από την πηγή διέγερσης (μαγνητικό δίπολο τοποθετημένο στο σύνορο αέρα - εδάφους) πρέπει να προσδιοριστεί. Οι συμβάσεις που χρησιμοποιήθηκαν κατά τη διάρκεια της εξαγωγής της συνάρτησης Green (δείκτες 
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) συνεχίζουν να ισχύουν στην τρέχουσα θεώρηση όπου ο κυλινδρικός σκεδαστής είναι επίσης απών. Δεδομένου του γεγονότος ότι η διέγερση είναι ίδια με εκείνη που αφορούσε το πεδίο της συνάρτησης Green με διαφορετική σταθερά αναλογίας, ακολουθείται μία παρόμοια μέθοδος. Η πηγή σε αυτή την περίπτωση τοποθετείται μέσα στον κενό χώρο 
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Το σύμβολο 
[image: image981.wmf]*

 εκφράζει το συνεχές πρόβλημα και θα εμφανίζεται στις αντίστοιχες ποσότητες. Επίσης, θεωρούμε ένα τυχαίο ιονοσφαιρικό ύψος 
[image: image982.wmf]Y

 και αυτό αντιστοιχεί στον εκθέτη 
[image: image983.wmf]period

. Με χρήση της ολοκληρωτικής αναπαράστασης (4.14) και επιβάλλοντας τις σωστές οριακές συνθήκες όμοιες προς τις (4.15)-(4.17), λαμβάνουμε τις εκφράσεις της μοναδικής μαγνητικής συνιστώσας του πεδίου διέγερσης σε κάθε χώρο. 
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Ο απευθείας υπολογισμός (μέσω αριθμητικής ολοκλήρωσης) των (4.33), (4.34) για 
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 δεν είναι δυνατός καθώς 
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. Γι’ αυτό το λόγο, το θεώρημα των ολοκληρωτικών υπολοίπων μπορεί να χρησιμοποιηθεί εναλλακτικά για την εκτίμηση των παραπάνω ολοκληρωμάτων. Οι ολοκληρωτέες γίνονται ιδιόμορφες μόνο αν η (4.3) ικανοποιείται. Αυτό διότι οι μηδενισμοί των άλλων παραγόντων των παρονομαστών εξουδετερώνονται από τους πόλους της 
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. Επίσης, οι ολοκληρωτέες συναρτήσεις δεν έχουν κλαδικές τομές εξαιτίας του πεπερασμένου μεγέθους των στρωμάτων [4.16]. Συνεπώς οι περιγραμμικές ολοκληρώσεις εκτελούνται όπως στο Σχήμα 4.2 ανάλογα με το πρόσημο της ποσότητας 
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όπου ο τόνος στην 
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Το δίπολο τοποθετείται μεταξύ των δύο οριζοντίων στρωμάτων του προβλήματος και γι’ αυτό το προσπίπτον πεδίο μπορεί να γραφεί σαν ένα άθροισμα ρυθμών στην ακόλουθη έκφραση (και για τους δύο χώρους 
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όπου:
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Θα μπορούσε κανείς να σημειώσει ότι οι συναρτήσεις ρυθμών 
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 (και ο γραμμικός τους συνδυασμός) ικανοποιούν την ομογενή εξίσωση Helmholtz, σε αντίθεση με την 
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 που αυξάνεται χωρίς φραγμό στη γειτονιά της πηγής. Γι’ αυτό η (4.37) φαίνεται να είναι ασυνεπής κάτι που δεν ισχύει διότι για 
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 η σειρά αποκλίνει  καθώς ο εκθέτης μηδενίζεται.
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Σχήμα 4.2:
Η περιγραμμική ολοκλήρωση στο μιγαδικό επίπεδο β που ακολουθείται για τον υπολογισμό του προσπίπτοντος πεδίου σε μορφή σειρών. Για τα σημεία δεξιά της πηγής η παράκαμψη γίνεται μέσω του κάτω ημικυκλίου. Για τα σημεία αριστερά της πηγής το μονοπάτι ολοκλήρωσης καταλαμβάνει το άνω μισό επίπεδο. Δύο σύνολα πόλων (συμβολίζονται με Χ) είναι αντίθετα  καθώς η συνθήκη κυματοδήγησης είναι άρτια ως προς β.    


Προκειμένου να προσδιοριστεί το προσπίπτον πεδίο που δημιουργείται εξαιτίας της ακμής ασυνέχειας, θα χρησιμοποιηθούν όμοιες τεχνικές με παραπάνω. Το πεδίο απόκρισης συμβολίζεται ως 
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[image: image1004.wmf]ˆ

night

n

θ

, 
[image: image1005.wmf]ˆ

day

n

θ

. Επίσης, το πεδίο διέγερσης δίνεται από μία ομοιόμορφη έκφραση, που ορίζεται και στους δύο κυματοδηγούς, ενώ οριακές συνθήκες όπως οι (4.23), (4.24) επιβάλλονται στις ολικές ποσότητες. Με χρήση της ίδιας τεχνικής προβολής και μετά την αποκοπή των σειρών (4.37) (κρατώντας 
[image: image1006.wmf](1)

M

+

 όρους), προκύπτει άλλο ένα 
[image: image1007.wmf](22)(22)

NN

+´+

 γραμμικό σύστημα:

[image: image1008.wmf]()||()||

00

ˆˆ

(,)()()(,)

mn

NM

jbhdDjbHdD

nightday

nnmmmnnm

nn

θPHhθψheψHPHhe

----

==

-=-

åå


(4.39)


[image: image1009.wmf]0

()||()||

0

ˆˆ

(,)

sgn()()()(,)

mm

N

nightday

mnmn

n

M

jbHdDjbhdD

mnmn

n

θθPHh

dD

ψHeψhePHh

=

----

=

+=

éù

--

êú

ëû

å

å


(4.40)    

όπου 
[image: image1010.wmf]sgn()
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 είναι η συνάρτηση πρόσημου και 
[image: image1011.wmf]0,...,
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. Το σταθερό διάνυσμα του συστήματος είναι ευκολότερα υπολογίσιμο αυτή τη φορά καθώς εκφράζεται σε όρους της συνάρτησης γινομένου 
[image: image1012.wmf](,)
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 της (4.11). Εφόσον η λύση βρεθεί, προκύπτει άμεσα η μορφή του προσπίπτοντος πεδίου που οφείλεται στην ασυνέχεια: 
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4.6
Υπόγεια ανομοιογένεια


Η μέθοδος των βοηθητικών πηγών είναι μία αριθμητική τεχνική κατάλληλη για μία ποικιλία προβλημάτων σκέδασης [4.11]. Οι οριακές συνθήκες επιβάλλονται μόνο σε ένα διακριτό πλήθος σημείων των φυσικών συνόρων. Τα πεδία σκέδασης σε κάθε χώρο ικανοποιούν την εξίσωση Helmholtz διότι γράφονται σαν σταθμισμένα πεπερασμένα αθροίσματα των τοπικών συναρτήσεων Green. Αυτοί οι όροι αντιστοιχούν στις βοηθητικές πηγές που τοποθετούνται σε ένα σύνολο σημείων. Οι πηγές βρίσκονται έξω από το χώρο του οποίου το πεδίο παράγουν έτσι ώστε οι πεδιακές ποσότητες να είναι ομαλές σαν αποτέλεσμα της σκέδασης. Μερικές φορές είναι βολικό να ομαδοποιούμε γειτονικές περιοχές και να χρησιμοποιούμε την τροποποιημένη συνάρτηση Green που ενσωματώνει τις πρόσθετες οριακές συνθήκες [4.12]. Εάν οι μορφές των οριακών ποσοτήτων και από τις δύο πλευρές των φυσικών επιφανειών συμπίπτουν και συγκλίνουν καθώς ο αριθμός των βοηθητικών πηγών αυξάνεται, τότε το προσεγγιστικό πεδίο είναι πολύ κοντά στη μοναδική λύση του προβλήματος. 


Η μέθοδος των βοηθητικών πηγών θα εφαρμοστεί θεωρώντας τον κυλινδρικό σκεδαστή σαν μία περιοχή και τον υπόλοιπο χώρο σαν άλλη. Να γιατί απαιτείται η έκφραση της συνάρτησης Green 
[image: image1015.wmf](,,,)
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 που υπολογίστηκε σε προηγούμενες ενότητες. Η μοναδική μαγνητική συνιστώσα στον υπόλοιπο χώρο (δείκτης 
[image: image1016.wmf]G

) γράφεται ως
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όπου 
[image: image1018.wmf](,),0,...,(1)
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 είναι τα σημεία των βοηθητικών πηγών που παράγουν το πεδίο στον υπόλοιπο χώρο. Δεν περιέχονται σε αυτόν αλλά τοποθετούνται μέσα στην διατομή του κυλινδρικού σκεδαστή (που έχει υποθετικά απομακρυνθεί). Είναι προφανές από την (4.43), ότι ο υπολογισμός του πεδίου έξω από τον σκεδαστή απαιτεί επαναληπτική εφαρμογή για κάθε βοηθητική πηγή της φασματικής ολοκλήρωσης και του ταιριάσματος ρυθμών που περιγράφηκε προηγουμένως. Με τον ίδιο τρόπο η αξονική μαγνητική συνιστώσα μέσα στο διηλεκτρικό εμπόδιο (δείκτης 
[image: image1019.wmf]g

) δίνεται από:
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Όπου η ποσότητα 
[image: image1021.wmf](,,,)
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 αναπαριστά τη συνάρτηση Green της ελεύθερης περιοχής σε περίπτωση που είναι γεμάτη από το υλικό του σκεδαστή. 
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Οι βοηθητικές πηγές που παράγουν το πεδίο μέσα την υπόγεια ανομοιογένεια τοποθετούνται στα σημεία 
[image: image1023.wmf](,),0,...,(1)
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 που ευρίσκονται εκτός της διατομής του σκεδαστή. Οι συντελεστές 
[image: image1024.wmf]Gu
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 και 
[image: image1025.wmf]gu

C

 μπορούν να προσδιοριστούν μέσω της επιβολής των οριακών συνθηκών.


Εξαιτίας του κυκλικού σχήματος του κυλίνδρου οι βοηθητικές επιφάνειες (γραμμές στις δύο διαστάσεις) επιλέγονται να είναι κύκλοι με ακτίνες 
[image: image1026.wmf]g
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 για το πεδίο μέσα στον σκεδαστή και 
[image: image1027.wmf]G
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 για το πεδίο στον υπόλοιπο χώρο. Τα βοηθητικά σημεία κατανέμονται ομοιόμορφα στα ακέραια πολλαπλάσια μίας δεδομένης γωνίας όπως στο Σχήμα 4.3. Για τον εξωτερικό κύκλο 
[image: image1028.wmf]222

g

zxa

+=

 τα σημεία ορίζονται από τις 
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. Για τον εσωτερικό κύκλο 
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 τα βοηθητικά σημεία δίνονται από τις 
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. Η συνέχεια των εφαπτομενικών πεδιακών συνιστωσών στο σύνορο του σκεδαστή 
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 θα επιβληθεί στα διακριτά και ισαπέχοντα σημεία 
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Σχήμα 4.3:
Οι κυκλικές επιφάνειες για την μέθοδο των βοηθητικών πηγών. Το πεδίο μέσα στο σκεδαστή παράγεται από ένα σύνολο πηγών Green (στον ελεύθερο χώρο με σταθερά ε2) ομοιόμορφα κατανεμημένων κατά μήκος του κύκλου με ακτίνα ag>a (όχι απαραίτητα μέσα στο κατώτερο στρώμα). Το πεδίο έξω από το σκεδαστή δίνεται από ένα άθροισμα συναρτήσεων Green (του υπόλοιπου χώρου) των οποίων οι πηγές βρίσκονται πάνω στον κύκλο με ακτίνα aG<a.  


Το αζιμουθιακό ηλεκτρικό πεδίο 
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 δίνεται σε όρους της μοναδικής μαγνητικής συνιστώσας 
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όπου 
[image: image1042.wmf]ε

 είναι η τοπική διηλεκτρική σταθερά και 
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. Οι συντελεστές 
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 και 
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 των (4.44), (4.43) μπορούν να προσδιοριστούν από το ακόλουθο 
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 γραμμικό σύστημα:   
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για 
[image: image1049.wmf]0,...,(1)
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. Οι κύκλοι με ακτίνες 
[image: image1050.wmf]G

a

 και 
[image: image1051.wmf]g

a

 τοποθετούνται αρκετά μακριά από το πραγματικό σύνορο για να λάβουμε ομαλότερα αποτελέσματα και καλύτερη σύμπτωση των οριακών ποσοτήτων. Συγχρόνως τα 
[image: image1052.wmf]G
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 και 
[image: image1053.wmf]g

a

, επιλέγονται αρκετά κοντά το 
[image: image1054.wmf]a

 για λόγους ευστάθειας του παραπάνω συστήματος. Από τις συγκλίνουσες εξισώσεις που ικανοποιούν τις οριακές συνθήκες, μπορεί κανείς να υπολογίσει το παραγόμενο πεδίο στο σημείο παρατήρησης σε οριζόντια απόσταση 
[image: image1055.wmf]o

z

 από τον άξονα 
[image: image1056.wmf]x

 (στο επίπεδο εδάφους 
[image: image1057.wmf]xW
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).   

4.7
Αριθμητικά αποτελέσματα


Ο βασικός σκοπός αυτής της ενότητας είναι να παρουσιάσει και να ερμηνεύσει την συμπεριφορά του σκεδαζόμενου πεδίου καθώς ο χρόνος περνά, δηλαδή καθώς η θέση της κάθετης ασυνέχειας 
[image: image1058.wmf]d

 μεταβάλλεται. Πιο συγκεκριμένα, η κάθετη ηλεκτρική συνιστώσα στο σύνορο αέρα - εδάφους 
[image: image1059.wmf]()
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 μετριέται από έναν στατικό παρατηρητή στο 
[image: image1060.wmf]xW

=

. Αυτό μπορεί να γίνει αν τοποθετηθεί ένα μικρό κάθετο δίπολο στο συγκεκριμένο σημείο της γήινης επιφάνειας κατά τη μετάβαση μεταξύ μέρας και νύχτας. Μία εκτίμηση για το προσπίπτον πεδίο είναι εφικτή καθώς οι διαστάσεις και τα υλικά της διάταξης είναι γνωστά. Τα ύψη της ιονόσφαιρας κατά τη  διάρκεια της μέρας και της νύχτας είναι προσεγγιστικά γνωστά 
[image: image1061.wmf]60
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 και 
[image: image1062.wmf]120
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 αντίστοιχα [4.9]. Δεδομένου του μεγάλου μεγέθους της δομής, θεωρούμε δύο εξαιρετικά χαμηλές συχνότητες 
[image: image1063.wmf]100,1000
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 ενώ το κάτω περιοριστικό αγώγιμο επίπεδο τοποθετείται σε απόσταση 
[image: image1064.wmf]25
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 όπου το πεδίο είναι αμελητέο σε όλες τις περιπτώσεις. Η σχετική μιγαδική διηλεκτρική σταθερά του εδάφους γράφεται σαν 
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 [4.5]. Η αγωγιμότητα του σκεδαστή μπορεί να είναι είτε μικρότερη 
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 είτε μεγαλύτερη 
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 συγκρινόμενη με αυτή του περιβάλλοντος, ενώ 
[image: image1069.wmf]21
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. Το εμπόδιο είναι θαμμένο σε ένα σταθερό βάθος 
[image: image1070.wmf]5
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 και η πηγή σχετικά κοντά σε αυτόν με 
[image: image1071.wmf]2
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. Υποθέτουμε δύο διαφορετικές ακτίνες του κυλίνδρου 
[image: image1072.wmf]1,2
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 ενώ το σημείο παρατήρησης μπορεί να τοποθετηθεί είτε πάνω 
[image: image1073.wmf](0)
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 είτε μακριά 
[image: image1074.wmf](4)
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 από το εμπόδιο.


Η επιλογή των παραμέτρων αποκοπής που χρησιμοποιούνται στην παραπάνω ανάλυση είναι εξαιρετικής σημασίας. Όταν κανείς αναπτύσσει ένα πρόγραμμα που υλοποιεί την περιγραφόμενη μέθοδο, πρέπει πρώτα να προσδιορίσει το όριο αποκοπής 
[image: image1075.wmf]max

β

 των ολοκληρωμάτων (4.18), (4.19), (4.26), (4.27). Σε όλα τα παρακάτω αποτελέσματα, η σύγκλιση αυτών των ολοκληρωμάτων επιτυγχάνεται για τις δεδομένες τιμές των γεωμετρικών παραμέτρων. Ακόμα κι αν το εμπόδιο είναι αρκετά επιφανειακό, μία επιλογή 
[image: image1076.wmf]max0
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 είναι επαρκής συνοδευόμενη από ένα πλήθος σημείων 
[image: image1077.wmf]B

 (για αριθμητική ολοκλήρωση) της τάξης των 100 ανά 
[image: image1078.wmf]0

k

 του διαστήματος ολοκλήρωσης 
[image: image1079.wmf]max

β

. Το μέγεθος 
[image: image1080.wmf]N

 των συστημάτων ταιριάσματος ρυθμών (4.26), (4.27) και (4.39), (4.40) δείχνει πόσοι ρυθμοί αναπαριστούν το πεδίο που δημιουργείται από την ιονοσφαιρική ρυτίδα. Σε αυτή την περίπτωση δεν απαιτείται μόνο σύγκλιση των κυματομορφών αλλά επίσης σύμπτωση των οριακών πεδιακών ποσοτήτων και από τις δύο πλευρές της ασυνέχειας. Στα μοντέλα που εξετάζονται 
[image: image1081.wmf]30

N

=

 ρυθμοί περιγράφουν επαρκώς την απόκριση της ρυτίδας. Όσον αφορά το όριο αποκοπής 
[image: image1082.wmf]M

 για το προσπίπτον πεδίο, αυτό αυξάνει όσο η απόσταση μεταξύ του επιπέδου 
[image: image1083.wmf]zd
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 και της πηγής μειώνεται. Φυσικά η επιλογή 
[image: image1084.wmf]dD

=

 πρέπει να αποφευχθεί διότι η ιδιομορφία χαλάει την διαδικασία ταιριάσματος ρυθμών. Για όλες τις άλλες περιπτώσεις 
[image: image1085.wmf]100

M

=

 όροι είναι αρκετοί για τον υπολογισμό (4.41), (4.42). Τελικά ο αριθμός των βοηθητικών πηγών 
[image: image1086.wmf]U

 που συμμετέχουν στις (4.43), (4.44), (4.47), (4.48) είναι καθοριστικός για την εφαρμογή της μεθόδου. Σε όλα τα προτεινόμενα παραδείγματα 
[image: image1087.wmf]30
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 πηγές είναι επαρκείς για άριστη ταύτιση μεταξύ του εσωτερικού και του εξωτερικού εφαπτομενικού πεδίου πάνω στην επιφάνεια του σκεδαστή. Οι τιμές των 
[image: image1088.wmf],
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 μεταβλήθηκαν προκειμένου να ελεγχθεί η σύγκλιση των κυματομορφών. 


Στο Σχήμα 4.4 εξετάζεται η περίπτωση των χαμηλών συχνοτήτων 
[image: image1089.wmf]100
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 για ένα σκεδαστή με ακτίνα 
[image: image1090.wmf]2
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. Η ανεξάρτητη μεταβλητή είναι η οριζόντια θέση της ρυτίδας και μεταβάλλεται από 
[image: image1091.wmf]5
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 σε 
[image: image1092.wmf]5
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 (όπως σε όλα τα σχήματα). Οι τιμές του πεδίου αντιστοιχούν στις μετρήσεις ενός σταθερού δέκτη που συλλέγει περιοδικά δεδομένα (κατά τη δύση ή την ανατολή του ηλίου). Η αναπαριστώμενη ποσότητα είναι το κανονικοποιημένο μέτρο του σκεδαζόμενου κάθετου ηλεκτρικού πεδίου, οπότε κάθε σειρά μετρήσεων διαιρείται με μία διαφορετική σταθερά κανονικοποίησης (το μέγιστο δείγμα της). Παρουσιάζονται τέσσερεις τέτοιες σειρές που αντιστοιχούν σε διαφορετικούς συνδυασμούς του 
[image: image1093.png]normalized scattered E
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Σχήμα 4.4:
Το κανονικοποιημένο πλάτος του κάθετου σκεδαζόμενου ηλεκτρικού πεδίου σαν συνάρτηση της οριζόντιας αλγεβρικής απόστασης της ακμής ασυνέχειας για διαφορετικά σημεία παρατήρησης και διαφορετικές αγωγιμότητες του σκεδαστή. Η συχνότητα λειτουργίας ισούται προς f=100 Hz και η ακτίνα του κυλίνδρου είναι a=2 km. [image: image1094.png]normalized scattered E
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Σχήμα 4.5:
Ίδιες ποσότητες όπως στο Σχήμα 4.4. Η συχνότητα λειτουργίας ισούται με f=100 Hz και η ακτίνα του κυλίνδρου είναι a=1 km.
σημείου παρατήρησης 
[image: image1095.wmf]o

z

 και αγωγιμότητας 
[image: image1096.wmf]2

σ

. Μπορεί κανείς να παρατηρήσει ότι σε όλες τις περιπτώσεις παρουσιάζεται ένα μέγιστο στη θέση του σκεδαστή, κάτι που μπορεί να έχει πρακτικές εφαρμογές ανίχνευσης. Μία σημαντική παράμετρος για τον καθορισμό της θέσης του εμποδίου είναι η μεταβολή του μετρούμενου πεδίου όσο το 
[image: image1097.wmf]d

 αλλάζει (η κανονικοποιημένη απόσταση ανάμεσα στη μέγιστη και την ελάχιστη μετρούμενη τιμή). Για την υπό εξέταση περίπτωση οι μεταβολές είναι μικρές και κυρίως περιορίζονται κάτω από το 8%. Μόνο για το σκεδαστή με μεγάλη αγωγιμότητα στο 
[image: image1098.wmf]0
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z
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, μπορεί να φτάσει το 20%. Με αυξανόμενη αγωγιμότητα, ο κύλινδρος είναι φυσικό να κάνει την παρουσία του πιο αισθητή. Στο όριο της άπειρης αγωγιμότητας, το πεδίο που αναπτύσσεται από ένα αγώγιμο κύλινδρο είναι ισχυρό εξαιτίας της ιδιομορφίας της πηγής που το παράγει. 


Στο Σχήμα 4.5 οι ίδιες ποσότητες παρουσιάζονται για την ίδια συχνότητα λειτουργίας αλλά με ένα κύλινδρο μισής ακτίνας. Η παράμετρος 
[image: image1099.wmf]d

 ανήκει στο ίδιο διάστημα όπως στο προηγούμενο παράδειγμα. Για αυτό τον μικρό κύλινδρο οι μεταβολές περιορίζονται ακόμα περισσότερο (κάτω από 9% σε κάθε περίπτωση). Αυτό είναι φυσικό, καθώς το σκεδαζόμενο πεδίο είναι ανάλογο προς το μέγεθος του σκεδαστή. Αυτή η δυσκολία στο να εντοπιστεί ο σκεδαστής αντισταθμίζεται από την πιο απότομη αλλαγή της παρατηρούμενης ποσότητας που μπορεί να αποκαλύψει την θέση της ανομοιογένειας. 


Στο Σχήμα 4.6 η ακτίνα του κυλίνδρου είναι 
[image: image1100.wmf]2
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 αλλά η συχνότητα 
[image: image1101.wmf]f

 είναι δέκα φορές μεγαλύτερη. Μία προφανής διαφορά είναι ότι καταγράφεται ελάχιστο αντί για μέγιστο πεδίο στη θέση του κυλίνδρου, όταν ο παρατηρητής βρίσκεται πάνω από αυτόν. Αυτή η τοπική συμπεριφορά μπορεί να χρησιμοποιηθεί όπως στο παραπάνω παράδειγμα καθώς και πάλι η θέση του εμποδίου 
[image: image1102.png]normalized scattered E
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Σχήμα 4.6:
Ίδιες ποσότητες όπως στο Σχήμα 4.4. Η συχνότητα λειτουργίας ισούται με f=1000 Hz και η ακτίνα του κυλίνδρου είναι a=2 km.
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Σχήμα 4.7:
Ίδιες ποσότητες όπως στο Σχήμα 4.4. Η συχνότητα λειτουργίας ισούται με f=1000 Hz και η ακτίνα του κυλίνδρου είναι a=1 km.
προσδιορίζεται αλλά με έναν αντίθετο τρόπο. Παρατηρώντας το Σχήμα 4.6 μπορεί να εξαχθεί ένα συμπέρασμα που ισχύει και για τα προηγούμενα σχήματα. Όταν το σημείο παρατήρησης είναι μακριά από το σκεδαστή, οι μεταβολές στο μετρούμενο πεδίο είναι σημαντικά μειωμένες. Για παράδειγμα, στο Σχήμα 4.6 η μεταβολή για 
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 είναι 20% και για 
[image: image1105.wmf]0

o

z

=

 έχει τιμή πάνω από 35%. Αυτό είναι ένα αδύνατο σημείο της προτεινόμενης μεθόδου καθώς η ανίχνευση είναι δυνατή μόνο αν ο δέκτης τοποθετείται σε μικρή οριζόντια απόσταση από το σκεδαστή. 


Στο Σχήμα 4.7 εξετάζεται η περίπτωση ενός κυλίνδρου με 
[image: image1106.wmf]1
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 σε συχνότητα λειτουργίας 
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. Όμοια με το Σχήμα 4.6, η κυμάτωση του ηλεκτρικού πεδίου είναι μεγαλύτερη συγκρινόμενη με τα Σχήματα 4.4, 4.5 εξαιτίας της μεγαλύτερης συχνότητας. Όσο μεγαλύτερος ηλεκτρικά γίνεται ο κύλινδρος, τόσο σημαντικότερο είναι το αναπτυσσόμενο σκεδαζόμενο πεδίο. Ειδικά για το εμπόδιο με υψηλότερη αγωγιμότητα, παρατηρείται μία πολύ μεγάλη μεταβολή του 55% που είναι εύκολα καταγράψιμη από κοινές συσκευές.          

4.8
Περίληψη


Στη συγκεκριμένη εργασία μελετάται η επίδραση της ιονοσφαιρικής ασυνέχειας που συμβαίνει κατά τη μετάβαση από τη μέρα στη νύχτα και αντίστροφα, στο σκεδαζόμενο πεδίο από έναν υπόγειο κυκλικό σκεδαστή. Η συνάρτηση Green με πηγή μέσα στο έδαφος βρίσκεται με χρήση φασματικών ολοκληρωμάτων και εφαρμογή της τεχνικής του ταιριάσματος ρυθμών. Το κυλινδρικό εμπόδιο λαμβάνεται υπ’ όψη με χρήση της μεθόδου των βοηθητικών πηγών και η σύγκλισή της επιτυγχάνεται εύκολα. Τα αριθμητικά αποτελέσματα δείχνουν πως η κατανομή του σκεδαζόμενου πεδίου στην επιφάνεια του εδάφους μπορεί να δείξει τη θέση του σκεδαστή μέσα από τοπικά μέγιστα και ελάχιστα.      
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ ΕΦΑΡΜΟΓΗΣ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΥ WATSON
5.0
Εισαγωγικά σχόλια


Μία βασική αρχή στη θεωρία συνόλων είναι ότι ένα πλήρες σύνολο συναρτήσεων έχει άπειρο πληθυσμό. Γι’ αυτό το λόγο, η περιγραφή μίας άγνωστης ποσότητας γίνεται συχνά μέσω ενός αυθαίρετα σταθμισμένου άπειρου αθροίσματος. Ένα σύνηθες πρόβλημα στα μαθηματικά και τη φυσική είναι η χαμηλή ταχύτητα σύγκλισης αυτών των σειρών και πολλές τεχνικές έχουν αναπτυχθεί για να ξεπεραστεί αυτό το εμπόδιο. Οι μέθοδοι παρεμβολής μετατρέπουν το γενικό όρο των σειρών σε έναν ισοδύναμο με μεγαλύτερη ταχύτητα σύγκλισης μέσα από μη γραμμικές διαδικασίες. Στην [5.1], ο μετασχηματισμός του Shanks χρησιμοποιείται προκειμένου να επιταχυνθεί η λύση της μεθόδου των ροπών για το ρεύμα πάνω σε μία κυλινδρική κεραία. Τα αποτελέσματα επαληθεύονται αλλά σημειώνεται ότι οι σειρές είναι ιδιαίτερα επιρρεπείς στο θόρυβο και στα σφάλματα στρογγυλοποίησης. Στην [5.2], ο συγγραφέας παρουσιάζει τον μετασχηματισμό Euler που είναι κατάλληλος για τις εναλλασσόμενες σειρές. Αναφέρεται ότι όταν ο μετασχηματισμός εφαρμόζεται σε μία σειρά με στρογγυλοποιημένους συντελεστές, η συμπεριφορά της μπορεί να διαφέρει σημαντικά από την θεωρητικά προβλεπόμενη. Επίσης στην [5.3], οι συγγραφείς κάνουν χρήση της μεθόδου του Kummer και της προσέγγισης του Ewald για να επιταχύνουν τη σειρά που ορίζει τη συνάρτηση Green σε ένα κυματοδηγό παραλλήλων πλακών. Διαπιστώνεται ότι η δεύτερη τεχνική είναι καλύτερη από την πρώτη επειδή οδηγεί σε μικρότερο σφάλμα όχι μόνο για αυτή καθ’ αυτή την ποσότητα αλλά και για την παράγωγό της. 


Μία άλλη ενδιαφέρουσα μέθοδος που εφαρμόζεται κυρίως σε ηλεκτρικά μεγάλα προβλήματα είναι ο λεγόμενος μετασχηματισμός Watson. Ονομάστηκε έτσι από τον G. N. Watson που χρησιμοποίησε μία τεχνική για να υπολογίσει τα ηλεκτρικά πεδία παρουσία της γης στην αρχή του περασμένου αιώνα [5.4]. Το βασικό χαρακτηριστικό αυτής της προσέγγισης είναι η μετατροπή των αργά συγκλίνοντων κανονικών σειρών σε ραγδαία συγκλίνουσες σειρές Watson που εκτιμώνται σαν ένα άθροισμα των ολοκληρωτικών υπολοίπων που αντιστοιχούν στους μιγαδικούς πόλους μίας ολοκληρωτέας συνάρτησης. Στην [5.5], ο μετασχηματισμός χρησιμοποιείται για την αντιμετώπιση ενός προβλήματος ακουστικής σκέδασης όπου τα επιφανειακά κύματα, οι ταχύτητες φάσης και οι εξασθενήσεις γράφονται σε εύκολα υπολογίσιμες μορφές. Ο μετασχηματισμός Watson προέρχεται από τα μαθηματικά και εφαρμόζεται συχνά σε χώρο πολλών μεταβλητών για τον χειρισμό συγκεκριμένων υπεργεωμετρικών σειρών [5.6]. Μία ενδιαφέρουσα μελέτη παρουσιάζεται στην [5.7] όπου το πεδίο περίθλασης αναπτύσσεται  σε σειρές Watson χρησιμοποιώντας σχέσεις ορθογωνιότητας. Οι ιδανικοί συντελεστές προκύπτουν με προσεγγιστική ελαχιστοποίηση του τετραγωνικού μέσου σφάλματος χρησιμοποιώντας εκφράσεις γινομένων που περιέχουν τους μιγαδικούς πόλους. Τέλος στην [5.8], ο μετασχηματισμός χρησιμοποιείται για να λάβουμε μία ολοκληρωτική αναπαράσταση για το δυναμικό σε ένα ηλεκτροστατικό πρόβλημα. Αυτό το ολοκλήρωμα εκτιμάται ασυμπτωτικά στο μακρινό πεδίο και γίνονται συγκεκριμένες παρατηρήσεις σχετικά με την εκθετικά φθίνουσα συμπεριφορά του. 


Στην πλειοψηφία των δημοσιευμένων εργασιών που αφορούν το μετασχηματισμό Watson, η τεχνική περιγράφεται με εξαίρεση το βήμα που αντιστοιχεί στην ανίχνευση των μιγαδικών πόλων της ολοκληρωτέας. Αναφέρεται ότι οι αρχικές εκτιμήσεις για τις ανωμαλίες της δίνονται από μία απλοποιημένη εξίσωση  αλλά η αυστηρή διαδικασία συχνά παραλείπεται. Για παράδειγμα στην [5.9], η αριθμητική εύρεση της θέσης των πόλων δεν αναλύεται ενώ στην [5.10] οι ακριβείς τιμές τους λαμβάνονται προϋπολογισμένες χωρίς πρόσθετα σχόλια. Πρέπει να τονιστεί ότι αυτός ο χειρισμός δεν είναι ούτε απλός ούτε άμεσος καθώς περιέχει ένα μεγάλο πλήθος μη προφανών προσεγγίσεων και υποθέσεων. Στην παρούσα εργασία εφαρμόζουμε τον μετασχηματισμό Watson για την απλή περίπτωση μίας τέλειας αγώγιμης σφαίρας (με ηλεκτρικά μεγάλη ακτίνα) που σκεδάζει το παραγόμενο πεδίο από ένα στοιχειώδες μαγνητικό δίπολο το οποίο βρίσκεται στην επιφάνειά της. Οι περιγραμμικές ολοκληρώσεις στο μιγαδικό επίπεδο παρουσιάζονται σε σχήματα και η διαδικασία της ανίχνευσης της θέσης των πόλων αναλύεται εκτεταμένα. Όλα τα ενδιάμεσα βήματα περιγράφονται λεπτομερώς και παρέχονται εξηγήσεις όπου είναι απαραίτητο. Οι εκφράσεις επαληθεύονται μέσω σύγκρισης με την αργή κανονική λύση που απαιτεί πολλές δεκάδες όρων για να συγκλίνει. Αντίθετα στην περίπτωση της σειράς Watson οι πρώτοι δύο όροι είναι επαρκείς για τις περισσότερες περιπτώσεις που μας ενδιαφέρουν.

5.1
Κανονική λύση


Υποθέτουμε ένα σφαιρικό τέλειο αγωγό ακτίνας 
[image: image1108.wmf]a

 που τοποθετείται μέσα στο κενό με κυματικό αριθμό 
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 και κυματική αντίσταση 
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. Ένα απειροστό μαγνητικό δίπολο πλάτους 
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 (μετριέται σε 
[image: image1112.wmf]/

Vm

) τοποθετείται ελάχιστα πάνω από την αγώγιμη επιφάνεια (μέσα στο κενό) και διεγείρει την σφαιρική δομή όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.1. Τα δύο συστήματα συντεταγμένων, το καρτεσιανό 
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 και το 
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Σχήμα 5.1:
Η διάταξη της δομής που εξετάζουμε. Μία τέλεια αγώγιμη, ηλεκτρικά μεγάλη ακτίνας α διεγείρεται από ένα μαγνητικό δίπολο που τοποθετείται στην επιφάνειά της. 

σφαιρικό 
[image: image1115.wmf](,,)
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, μπορούν να χρησιμοποιηθούν ισοδύναμα ενώ η αρχή τους συμπίπτει με το κέντρο της σφαίρας. Το δίπολο είναι 
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-πολωμένο, τοποθετημένο στον άξονα 
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, ενώ ο σκεδαστής είναι ηλεκτρικά μεγάλος 
[image: image1118.wmf]0
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 υιοθετείται και καταπιέζεται καθ’ όλη την ανάλυση. Το μαγνητικό ρεύμα διέγερσης 
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 στο 
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 εκφράζεται όπως παρακάτω:
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(5.1)

όπου 
[image: image1123.wmf]()
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 είναι η συνάρτηση δέλτα του Dirac. Με χρήση των σφαιρικών ιδιοσυναρτήσεων και των ιδιοτήτων ορθογωνιότητάς τους [5.11], λαμβάνουμε τις αναπτύξεις για κάθε συνιστώσα του επιφανειακού ρεύματος (5.1): 
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(5.2)
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(5.3)

Η συνάρτηση Legendre με όρισμα 
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 και μοναδιαίας τάξης συμβολίζεται ως 
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. Η παράγωγός της ως προς 
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 συμβολίζεται με 
[image: image1130.wmf]()

d

n

P

θ

. Εάν κανείς χρησιμοποιήσει τις διανυσματικές λύσεις της ομογενούς εξίσωσης Helmholtz στις σφαιρικές συντεταγμένες και εκμεταλλευθεί τις αναπτύξεις (5.2), (5.3), προκύπτει το πρωτεύον πεδίο απουσία του σκεδαστή. Επιβάλλοντας την οριακή συνθήκη για μηδενικό επιφανειακό ηλεκτρικό πεδίο στην τέλεια αγώγιμη σφαίρα, οδηγούμαστε στην κανονική λύση του προβλήματος. Οι συνιστώσες του ολικού ηλεκτρικού πεδίου δίνονται παρακάτω:
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Οι συνιστώσες του ολικού μαγνητικού πεδίου δίνονται παρακάτω: 
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όπου 
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 είναι η σφαιρική συνάρτηση Hankel πρώτου τύπου, τάξης 
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 και ορίσματος 
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. Η Riccati-Hankel συνάρτηση ορίζεται ως 
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 όπου ο τόνος συμβολίζει την παράγωγο ως προς το 
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. Μπορεί κανείς να παρατηρήσει ότι για 
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 δεν μηδενίζονται παρ’ όλες τις επιβαλλόμενες απαιτήσεις. Αυτό δεν προξενεί κατάπληξη διότι οι εξισώσεις (5.4)-(5.9) ισχύουν για το χώρο έξω από την πηγή 
[image: image1145.wmf]()
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. Αντίθετα, η οριακή συνθήκη επαληθεύεται από τις σχετικές εκφράσεις για 
[image: image1146.wmf]ra
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 (κλάδος λύσης που αντιστοιχεί στο απειροστό χώρο μεταξύ της τέλεια αγώγιμης σφαίρας και της επιφάνειας 
[image: image1147.wmf]ra
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Ενδιαφερόμαστε κυρίως για τον υπολογισμό αυτών των πεδιακών ποσοτήτων μέσα στην κοντινή περιοχή αλλά όχι πολύ κοντά στο σκεδαστή διότι και οι δύο διεγέρσεις, πρωτεύουσα (δίπολο) και δευτερεύουσα (επιφανειακά ρεύματα), υπάρχουν πάνω στο σύνορο. Περιορίζουμε την ανάλυση σε σημεία παρατήρησης του κατώτερου ημιχώρου 
[image: image1148.wmf](/2)
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 όπου η απόκριση της ηλεκτρικά μεγάλης σφαίρας είναι η κυρίαρχη συνιστώσα του μετρούμενου πεδίου (επί του προσπίπτοντος όρου). Οι άπειρες σειρές (5.4)-(5.9) υπολογίζονται με αποκοπή των πρώτων 
[image: image1149.wmf]Ν

 όρων. Στο Σχήμα 5.2 παρουσιάζουμε το αναγκαίο 
[image: image1150.wmf]Ν

 σαν συνάρτηση της κανονικοποιημένης ακτινικής απόστασης για διάφορα 
[image: image1151.wmf]0
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. Μπορεί κανείς να παρατηρήσει ότι αυξανόμενης της ηλεκτρικής ακτίνας, αυξάνεται και το ελάχιστο 
[image: image1152.wmf]N

 προκειμένου να επιτευχθεί σύγκλιση (με συγκεκριμένη μικρή ανοχή). Οι πολικές και αζιμουθιακές γωνίες 
[image: image1153.wmf](,)
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 δεν επηρεάζουν σημαντικά το όριο αποκοπής (όταν αναφερόμαστε στην υπό εξέταση περιοχή). Επιπροσθέτως, ο αναγκαίος αριθμός των όρων παραμένει περίπου ο ίδιος ανεξάρτητα από την πεδιακή συνιστώσα που υπολογίζεται. Όταν το σημείο παρατήρησης απομακρύνεται από το σφαιρικό σκεδαστή, απαιτούνται λιγότεροι όροι για μία αξιόπιστη εκτίμηση, οι οποίοι όμως για 
[image: image1154.wmf]0
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 είναι πάρα πολλοί. Συνεπώς, η άμεση άθροιση των όρων της κανονικής λύσης δεν είναι υπολογιστικά αποτελεσματική και μία άλλη προσέγγιση πρέπει να χρησιμοποιηθεί εναλλακτικά.   
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Σχήμα 5.2:
Ο απαιτούμενος αριθμός όρων Ν προκειμένου να επιτευχθεί σύγκλιση σαν συνάρτηση της κανονικοποιημένης ακτινικής απόστασης r/a για διάφορες ηλεκτρικές ακτίνες της σφαίρας k0a. Η χρησιμοποιούμενη έκφραση είναι οι κανονικές σειρές.  

5.2
Εφαρμογή μετασχηματισμού Watson

Ο μετασχηματισμός Watson είναι μία τεχνική επιτάχυνσης αργά συγκλίνουσων σειρών που γίνεται γράφοντας το άπειρο άθροισμα σαν ένα ολοκλήρωμα με μιγαδικό μονοπάτι ολοκλήρωσης. Είναι μία μέθοδος με θεωρητική πληρότητα και άμεσα αποτελέσματα παρόλο που έχει πολλές δυσκολίες στην εφαρμογή. Ο σκοπός αυτής της μελέτης είναι να υλοποιήσει αυτή την τεχνική για μία απλή περίπτωση και να εξηγήσει σε λεπτομέρεια όλα τα ενδιάμεσα βήματα, μία όχι τόσο συνηθισμένη διαδικασία στη βιβλιογραφία. Κάθε μία από τις δέκα πεδιακές σειρές που ορίζονται στις (5.4)-(5.9) (τα μη ακτινικά πεδία γράφονται σαν αθροίσματα δύο σειρών) έχει την πιο κάτω μορφή:
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όπου οι γεωμετρικές παράμετροι 
[image: image1157.wmf](,,)
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 δεν εμφανίζονται. Σε κάθε περίπτωση η συνάρτηση 
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) στον παρονομαστή. Η μεταβλητή 
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 μπορεί να γραφτεί με τη βοήθεια μίας άγνωστης συνάρτησης 
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Το μονοπάτι ολοκλήρωσης 
[image: image1166.wmf]()

W

Ι

 περιέχει τον θετικό ημιάξονα του μιγαδικού επιπέδου 
[image: image1167.wmf]ν

 όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.3(α). Η καμπύλη διαγράφεται κατά τη θετική φορά και μέσα στο οριζόμενο χωρίο η ολοκληρωτέα έχει απλούς απειρισμούς μόνο στα θετικά ακέραια σημεία 
[image: image1168.wmf]0
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. Μέσω του θεωρήματος των ολοκληρωτικών υπολοίπων, προκύπτει η ακόλουθη σχέση:
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Προκειμένου να εφαρμόσουμε την μέθοδο του Watson πρέπει να βρούμε μία μιγαδική συνάρτηση 
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 για κάθε ακέραιο αριθμό 
[image: image1172.wmf]n

. Λαμβάνοντας υπόψη την ακόλουθη σχέση που αφορά τις συναρτήσεις τύπου Legendre [5.12, 8.2.3, σελ. 333],
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γίνεται προφανές ότι κάθε ποσότητα 
[image: image1175.wmf]()
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 μπορεί να ληφθεί αντικαθιστώντας το 
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 στην εξίσωση του αντίστοιχου 
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Σχήμα 5.3:
Τα μονοπάτια ολοκλήρωσης: (α) το αρχικό μονοπάτι ολοκλήρωσης (IW) του ολοκληρώματος Watson περικλείει σφιχτά τον θετικό πραγματικό ημιάξονα στο μιγαδικό επίπεδο v, (β) το τροποποιημένο μονοπάτι ολοκλήρωσης (IC) του ολοκληρώματος Watson που καταλαμβάνει το άνω μισό του μιγαδικού επιπέδου v.  


Μία παραμόρφωση του δρόμου ολοκλήρωσης 
[image: image1183.wmf]()
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 είναι δυνατή αν η εκμεταλλευθούμε την συμμετρία των ολοκληρωτέων ως προς 
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 είναι περιττή, άρτια και άρτια αντίστοιχα ως προς το 
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. Συνεπώς με χρήση των ακολούθων ιδιοτήτων των χρησιμοποιούμενων ειδικών συναρτήσεων [5.12, 8.2.1, σελ. 333],
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προκύπτει μία σχέση συμμετρίας για όλες τις ολοκληρωτέες 
[image: image1193.wmf]()
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Είναι γνωστό ότι οι συναρτήσεις Legendre μηδενίζονται εξ’ ορισμού όταν ο ακέραιος βαθμός είναι μικρότερος από την ακέραια τάξη, συνεπώς 
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. Επομένως, ο δρόμος ολοκλήρωσης 
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 μπορεί να επεκταθεί για να συμπεριλάβει το ιδιόμορφο σημείο 
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, καθώς το ολοκληρωτικό του υπόλοιπο ισούται με το μηδέν. Το νέο μονοπάτι περνάει από το σημείο συμμετρίας 
[image: image1198.wmf]1/2
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 και γι’ αυτό το ολοκλήρωμα κατά μήκος του κατώτερου κλάδου ισούται με το ολοκλήρωμα κατά μήκος της συμμετρικής διαδρομής διαγεγραμμένης κατά την αντίθετη φορά όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.3(β). Με αυτό τον τρόπο ο δρόμος ολοκλήρωσης του ολοκληρώματος είναι τώρα μία ευθεία γραμμή ελαφρώς επάνω από τον πραγματικό άξονα που συμβολίζεται με 
[image: image1199.wmf]()
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. Προκειμένου να λάβουμε ένα ολοκλήρωμα με κλειστό δρόμο, η ασυμπτωτική συμπεριφορά των ολοκληρωτέων 
[image: image1200.wmf]()
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 για μεγάλα μιγαδικά 
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 είναι απαραίτητο να εξαχθεί. Σε αυτή την προσπάθεια οι παρακάτω προσεγγιστικές εξισώσεις είναι χρήσιμες [5.12, 8.10.07, σελ. 336]:
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Συνδυάζοντας τις προαναφερθείσες εκφράσεις, προκύπτει η ασυμπτωτική έκφραση για το μέτρο της κάθε ολοκληρωτέας:
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Παρατηρούμε ότι οι ολοκληρωτέες επιδεικνύουν εκθετικά φθίνουσα συμπεριφορά κατά μήκος του άνω ημικυκλίου του μιγαδικού επιπέδου 
[image: image1205.wmf]ν
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 και αυτή είναι η διαδρομή μέσω της οποίας το μονοπάτι 
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 γίνεται κλειστός βρόχος όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.3(β). 


Οι συμμετέχουσες συναρτήσεις στις εξισώσεις του 
[image: image1208.wmf]()
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 είναι ομαλές για όλα τα μιγαδικά 
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 και γι’ αυτό οι ανωμαλίες των ολοκληρωτέων μέσα στο χωρίο του 
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 οφείλονται αποκλειστικά στις ρίζες των παρονομαστών:
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Υποθέτουμε ότι οι ακριβείς τιμές του 
[image: image1213.wmf]ν

 που επαληθεύουν τις παραπάνω υπερβατικές εξισώσεις συμβολίζονται με 
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 αντίστοιχα για κάθε θετικό ακέραιο 
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. Εφαρμόζοντας το θεώρημα των ολοκληρωτικών υπολοίπων, καταλήγουμε σε μία εναλλακτική σειρά:
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όπου 
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 είναι η ολοκληρωτέα 
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5.3
Πόλοι στο μιγαδικό επίπεδο τάξης


Ο σκοπός αυτής της ενότητας είναι να λύσει προσεγγιστικά τις ακόλουθες εξισώσεις ως προς το μιγαδικό 
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όπου 
[image: image1229.wmf]()
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 είναι η κυλινδρική συνάρτηση Hankel πρώτου είδους και ο τόνος συμβολίζει την παράγωγο ως προς 
[image: image1230.wmf]z

. Εάν κανείς επιλύσει τις εξισώσεις (5.22), μπορεί εύκολα να βρει αρχικά σημεία για τις ρίζες της (5.20). Για το χειρισμό των συναρτήσεων τύπου Hankel, είναι αναγκαίο να εισάγουμε ασυμπτωτικές εκφράσεις που είναι διαθέσιμες για τρεις περιπτώσεις. Όταν το μέτρο της τάξης 
[image: image1231.wmf]||
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 είναι πολύ μεγαλύτερο από την απόλυτη τιμή του ορίσματος 
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, η συνάρτηση τύπου Hankel μπορεί να προσεγγιστεί από την ακόλουθη [5.12, 9.3.1, σελ. 365]:
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Είναι προφανές ότι οι παραπάνω εκφράσεις δεν μηδενίζονται στο μιγαδικό επίπεδο 
[image: image1235.wmf]ν

. Όταν το μέγεθος του ορίσματος 
[image: image1236.wmf]||
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 είναι πολύ μεγαλύτερο από αυτό της τάξης 
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, τότε οι συναρτήσεις τύπου Hankel έχουν τις ακόλουθες ασυμπτωτικές αναπτύξεις:
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Και πάλι οι ποσότητες είναι μη μηδενικές για κάθε πεπερασμένο μιγαδικό 
[image: image1240.wmf]ν

. Για αυτό το λόγο χρησιμοποιούμε μία πιο πολύπλοκή ασυμπτωτική έκφραση που καλύπτει περιπτώσεις όπου τόσο το μέτρο της τάξης όσο και του ορίσματος είναι μεγάλα και όχι πολύ διαφορετικά. Όσον αφορά τη συνάρτηση Hankel, αναπαράγουμε από [5.12, 9.3.37, σελ. 368]:
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όπου η 
[image: image1242.wmf](,)
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 ορίζεται μέσω της πεπλεγμένης μορφής:
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και οι σειρές των συντελεστών δίνονται από:
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Οι παράμετροι 
[image: image1246.wmf],

ss

μλ

 είναι συγκεκριμένοι πραγματικοί αριθμοί και οι συναρτήσεις 
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 είναι πολυώνυμα βαθμού 
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. Η συνάρτηση Airy και η παράγωγός της συμβολίζονται με 
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Η ασυμπτωτική έκφραση (5.27) είναι έγκυρη για 
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 αλλά εμείς πρόκειται να τροποποιήσουμε τις συμμετέχουσες ποσότητες υποθέτοντας ότι το 
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 είναι κοντά στο 
[image: image1253.wmf]z

 σαν μιγαδικός αριθμός, όχι απλά σαν μέτρο. Αυτή η υπόθεση είναι σημαντική αλλά υποστηρίζουμε ότι δεν καταστρέφει την αποτελεσματικότητα της προσέγγισης εξαιτίας της πολυπλοκότητας και της ευρωστίας της (5.27). Με χρήση της ακόλουθης ανάπτυξης Taylor:
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(5.30)

η πολύπλοκη έκφραση (5.28) μπορεί να απλοποιηθεί για να δώσει:
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(5.31) 

Με αναφορά στα πολυώνυμα 
[image: image1256.wmf]()
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 ο όρος με τον μέγιστο βαθμό 
[image: image1257.wmf](3)

k

 θα είναι κυρίαρχος εξαιτίας των μεγάλων ορισμάτων 
[image: image1258.wmf]()
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. Η συμπεριφορά των σειρών των συντελεστών μπορεί να εκτιμηθεί λαμβάνοντας υπόψη αυτό το γεγονός. 
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(5.31α)  
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(5.31β)

Αφού γίνουν κάποια άμεσα βήματα, μπορεί κανείς να παράγει την οριακή σχέση που συνδέει τις δύο σειρές στην (5.27) όπως εμφανίζεται παρακάτω:
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Παρόλο που τα 
[image: image1262.wmf],
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 είναι κοντά το ένα στο άλλο στο μιγαδικό επίπεδο, δεν γίνονται ποτέ ίσα (η διαφορά τους μπορεί να είναι σημαντική δεδομένου ότι και οι δύο αριθμοί τείνουν στο άπειρο). Καθώς το 
[image: image1263.wmf]||
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 παίρνει πολύ μεγάλες τιμές, είναι λογικό ότι ο όρος ο αναλογικός της συνάρτησης Airy θα είναι πολύ μεγαλύτερου πλάτους απ’ ότι ο συντελεστής της Airy παραγώγου στην (5.27). Λαμβάνοντας υπόψη οι δύο συναρτήσεις έχουν τιμές της ίδιας τάξης, οι ρίζες της πρώτης εξίσωσης της (5.22) είναι κοντά σε αυτές της παρακάτω:
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(5.34)  

Όσον αφορά την παράγωγο της Hankel, μία παρόμοια με την (5.27) ασυμπτωτική σχέση είναι διαθέσιμη [5.12, 9.3.45, σελ. 369] και δίνεται από την:
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όπου:
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(5.36α)
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(5.36β)

Οι συναρτήσεις 
[image: image1268.wmf]()
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 είναι πολυώνυμα βαθμού 
[image: image1269.wmf](3)

k

. Με έναν παρόμοιο τρόπο οι ρίζες της δεύτερης εξίσωσης της (5.22) βρίσκονται κοντά σε εκείνες της ακόλουθης:
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(5.37)

Αυτή η πληροφορία είναι επαρκής για την εκτίμηση της λύσης της εξίσωσης 
[image: image1271.wmf]()0
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. Αυτό διότι η σφαιρική συνάρτηση Hankel και η παράγωγός της έχουν παρόμοια μέτρα και γι’ αυτό η παράγωγος είναι η κυρίαρχη ποσότητα καθώς πολλαπλασιάζεται με το μεγάλο αριθμό 
[image: image1272.wmf]z

. 

5.4
Αριθμητική υλοποίηση


Οι γνωστές ρίζες της συνάρτησης Airy και της παραγώγου της είναι αρνητικές που συμβολίζονται με 
[image: image1273.wmf]m
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 και 
[image: image1274.wmf]m
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 αντίστοιχα όπου το 
[image: image1275.wmf]m

 είναι θετικός ακέραιος. Συνεπώς, εξισώνοντας αυτές τις παραμέτρους με τα ορίσματα των (5.34) και (5.37) μπορούμε να βρούμε τις αρχικές εκτιμήσεις 
[image: image1276.wmf]m
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 και 
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 κοντά στις ακριβείς ρίζες 
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 και 
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 της (5.20). Εάν κάποιος λάβει υπόψη του την υπόθεση 
[image: image1280.wmf]νz

@

 και το αποτέλεσμα (5.31), προκύπτουν οι προσεγγίσεις των θέσεων των ιδιομορφιών ανήκουν στο άνω μιγαδικό επίπεδο:
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(5.38)    
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(5.39)
Με αυτές τις εισόδους, ένας αριθμητικός λύτης θα προσδιορίσει τις πραγματικές ρίζες 
[image: image1283.wmf],

d
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 δεδομένου του γεγονότος ότι μπορούν να υπολογιστούν οι συναρτήσεις Hankel και Legendre μιγαδικών τάξεων και βαθμών αντίστοιχα. Τα αριθμητικά παραδείγματα υλοποιούνται στο υπολογιστικό περιβάλλον MATHEMATICA με χρήση της ρουτίνας FindRoot. Στο Σχήμα 5.4 παρουσιάζεται ένα contour διάγραμμα της ποσότητας 
[image: image1284.wmf]1/|(10)|
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 στο μιγαδικό επίπεδο 
[image: image1285.wmf]ν

. Οι μεγάλες τιμές αναπαρίστανται με άσπρο χρώμα (περιοχές ριζών) και οι μικρές με μαύρο χρώμα (σκιασμένη περιοχή). Οι μικροί σταυροί συμβολίζουν τις ακριβείς θέσεις 
[image: image1286.wmf]m
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 των μηδενισμών του παρονομαστή, ενώ οι μεγάλες τελείες αναπαριστούν τις προσεγγίσεις 
[image: image1287.wmf]m
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 της (5.38). Ο αριθμός 
[image: image1288.wmf]m

 αυξάνεται κατά μήκος της άνω δεξιάς κατεύθυνσης, αρχίζοντας από το 
[image: image1289.wmf]1
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 (κατώτατο αριστερό σημείο). Παρατηρούμε ότι για μικρά 
[image: image1290.wmf]m

, όταν οι αντίστοιχοι όροι ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουν μεγάλη συνεισφορά στο άθροισμα Watson (5.21), οι προσεγγίσεις είναι πιο κοντά στις ακριβείς τιμές. Σημειώνεται ότι οι ρίζες υπάρχουν αποκλειστικά στο πρώτο τεταρτημόριο, ενώ η κυρίαρχη πρώτη ιδιομορφία είναι κοντά στο θετικό όρισμα 
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, ένα αποτέλεσμα που επαληθεύει την υπόθεσή μας 
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Σχήμα 5.4:
Το contour διάγραμμα της ποσότητας 1/|hv(10)| στο μιγαδικό επίπεδο v. Οι φωτεινές περιοχές αντιστοιχούν σε μεγάλες τιμές και οι σκοτεινές σε μικρές. Οι μικροί σταυροί αντιστοιχούν στις ακριβείς θέσεις των πόλων, ενώ οι μεγάλες τελείες αντιστοιχούν τις αρχικές εκτιμήσεις.   


Μετά την ανίχνευση των πόλων κάθε ολοκληρωτέας, η εκτίμηση των σειρών (5.21) είναι δυνατή καθώς οι διαφορίσεις των παρονομαστών ως προς τη μιγαδική τάξη γίνονται αριθμητικά (οι σχετικές συναρτήσεις είναι αναλυτικές ως προς 
[image: image1294.wmf]ν

). Στο Σχήμα 5.5 παρουσιάζουμε τον απαιτούμενο αριθμό όρων 
[image: image1295.wmf]Μ

 για να επιτύχουμε σύγκλιση της (5.21) με την ίδια ακρίβεια όπως στο Σχήμα 5.2. Εξετάζονται οι ίδιες περιπτώσεις και είναι εντυπωσιακό ότι ο πρώτος όρος είναι επαρκής για τον υπολογισμό των πεδιακών ποσοτήτων για διάφορες ακτινικές αποστάσεις και μεγέθη σκεδαστών. Αυτό είναι ένα αποτέλεσμα που οδηγεί σε έκφραση κλειστής μορφής για σημεία εντός της εξεταζόμενης περιοχής. Επίσης κανείς παρατηρεί ότι ο απαιτούμενος αριθμός όρων αυξάνεται με αυξανόμενο 
[image: image1296.wmf]/
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 και με αυξανόμενη ηλεκτρικής ακτίνα της σφαίρας. Αυτή η συμπεριφορά είναι αντίθετη συγκρινόμενη με τις κανονικές σειρές.
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Σχήμα 5.5
Ο απαιτούμενος αριθμός όρων N προκειμένου να επιτευχθεί σύγκλιση σαν συνάρτηση της κανονικοποιημένης ακτινικής απόστασης r/a για διάφορες ηλεκτρικές ακτίνες της σφαίρας k0a. Η χρησιμοποιούμενη έκφραση είναι οι σειρές Watson.  

5.5
Περίληψη

Στην παρούσα εργασία εφαρμόζεται η μέθοδος του μετασχηματισμού Watson για ένα απλό παράδειγμα προκειμένου να τονιστούν όλες οι λεπτομέρειες υλοποίησης που συχνά παραλείπονται στη βιβλιογραφία. Ένα στοιχειώδες μαγνητικό δίπολο ακτινοβολεί στην επιφάνεια μίας ηλεκτρικά μεγάλης και τέλεια αγώγιμης σφαίρας. Οι κανονικές λύσεις του προβλήματος εξάγονται σε μορφή σειρών οι οποίες είναι αργά συγκλίνουσες. Γι’ αυτό το λόγο τα αθροίσματα μετατρέπονται σε ολοκληρώματα με κλειστούς δρόμους τα οποία υπολογίζονται με τη βοήθεια του θεωρήματος των ολοκληρωτικών υπολοίπων. Η διαδικασία της εύρεσης των πόλων της ολοκληρωτέας στο μιγαδικό επίπεδο βασίζεται σε διαδοχικές προσεγγίσεις κα εξαγωγές ασυμπτωτικών εκφράσεων. Με αυτό τον τρόπο καταλήγουμε σε αρχικές εκτιμήσεις για τις ρίζες ενώ οι παράγωγοι υπολογίζονται αριθμητικά. Τελικά διαπιστώνεται ότι ο απαιτούμενος αριθμός όρων προκειμένου να επιτευχθεί σύγκλιση είναι δραματικά μικρότερος στις σειρές Watson απ’ ότι στις αρχικές σειρές.         
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6

ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ ΣΚΕΔΑΣΗ ΜΕ ΙΟΝΟΣΦΑΙΡΙΚΗ ΑΣΥΝΕΧΕΙΑ

6.0
Εισαγωγικά σχόλια


Πολύ συχνά στους κλάδους της γεωφυσικής, του μη παρεμβατικού ελέγχου και της εξ’ αποστάσεως ανίχνευσης παρουσιάζεται το πρόβλημα της ανάκτησης των παραμέτρων του εκάστοτε θεωρούμενου μοντέλου από μετρήσεις ηλεκτρομαγνητικών δεδομένων. Γι’ αυτό το λόγο πολλές εργασίες εξετάζουν θεωρητικές και αριθμητικές τεχνικές προκειμένου να ευρεθούν τα χαρακτηριστικά ενός κρυμμένου σκεδαστή με βάση την κατανομή του εξωτερικού πεδίου. Στην [6.1], η μέθοδος της γραμμικής δειγματοληψίας χρησιμοποιείται για την ανακατασκευή του σχήματος δισδιάστατων σωμάτων μέσα σε ένα ισοτροπικό μέσο, από μετρήσεις μακρινού πεδίου. Στην [6.2], η σκέδαση από πολυστρωματικές ανώμαλες επιφάνειες μελετάται μέσω της μεθόδου της εκτεταμένης οριακής συνθήκης προσδιορίζοντας τις μήτρες ανάκλασης και μετάδοσης. Επίσης, στην [6.3] οι συγγραφείς εκτιμούν τη διηλεκτρική σταθερά και την αγωγιμότητα δισδιάστατων διηλεκτρικών αντικειμένων θαμμένων σε έδαφος με απώλειες μέσα από τη συλλογή δεδομένων πάνω από την επιφάνεια αέρα-γης από πολλαπλούς μεταδότες και δέκτες. 


Η μετάδοση σημάτων μέσα σε γήινο περιβάλλον είναι ένα άλλο παραδοσιακό και ενδιαφέρον θέμα με προφανή χρησιμότητα. Συνεπώς, ένας μεγάλος αριθμός ερευνητικών εργασιών μελετούν την επίδραση του γήινου εδάφους και των ατμοσφαιρικών στρωμάτων στα αναπτυσσόμενα ηλεκτρομαγνητικά κύματα. Στην [6.4] ο συγγραφέας μελετά το φαινόμενο της κυματοδήγησης μεταξύ γης και ιονόσφαιρας παρουσία μίας τρισδιάστατης, ηλεκτρικά μεγάλης ιονοσφαιρικής ανωμαλίας που παρουσιάζεται κατά τη μετάβαση από τη μέρα στη νύχτα και αντίστροφα. Επιπροσθέτως, εξετάζεται λεπτομερώς η επίδραση της κλίσης του γεωμαγνητικού πεδίου και της έντασης των πηγών πλάσματος στις επίγειες επικοινωνίες [6.5]. Τέλος, στην [6.6] αναπαρίσταται το πεδίο ενός ομογενούς κυλίνδρου παρουσία της ασυνέχειας του ύψους της ιονόσφαιρας που συμβαίνει κατά το σούρουπο ή την αυγή, σαν συνάρτηση του υλικού και της θέσης του κυλίνδρου.


Στην παρούσα εργασία, τα δύο παραπάνω θέματα (αντίστροφη σκέδαση, ιονοσφαιρική μετάδοση) συνδυάζονται για να προταθεί ένα απλοποιημένο μοντέλο πρόβλεψης της υφής υπόγειων σχηματισμών με τη βοήθεια της μεταβολής στο ύψος της ιονόσφαιρας. Η ιονοσφαιρική ρυτίδα μπορεί να θεωρηθεί σαν ένας φυσικός σαρωτής για το υπέδαφος επειδή κινείται και δημιουργεί μία συγκέντρωση πεδίου κατά μήκος της επιφάνειας ασυνέχειας που πιθανώς να παρέχει πληροφορίες για τα θαμμένα αντικείμενα. Υποθέτουμε μία λεπτή ανομοιογενή λωρίδα μέσα σε ομογενές έδαφος με απώλειες η οποία σκεδάζει το κύμα διέγερσης παρουσία της τέλεια αγώγιμης βηματικής ασυνέχειας. Οι ποσότητες που περιγράφουν το πρόβλημα με απόντα τον υπόγειο σκεδαστή όπως το προσπίπτον πεδίο και η συνάρτηση Green προσδιορίζονται πρώτιστα. Αυτό είναι εφικτό με χρήση φασματικών ολοκληρωμάτων και της τεχνικής του ταιριάσματος ρυθμών. Στη συνέχεια, η συνάρτηση της διηλεκτρικής επιτρεπτότητας του θαμμένου σκεδαστή λαμβάνεται αρχικά σαν γνωστή και το μετρούμενο πεδίο υπολογίζεται επακριβώς. Ύστερα το υλικό του σκεδαστή αντιμετωπίζεται σαν άγνωστο και προσδιορίζεται προσεγγιστικά μέσα από ένα γραμμικό σύστημα που προκύπτει από τη διακριτοποίηση του ολοκληρώματος σκέδασης. Διάφορα διαγράμματα που αναπαριστούν το σφάλμα πρόβλεψης σαν συνάρτηση της επιτρεπτότητας του σκεδαστή, της αγωγιμότητας του εδάφους, του βάθους του εμποδίου και της συχνότητας λειτουργίας παρουσιάζονται και σχολιάζονται. Τέλος, μία προσεγγιστική και απλή σχέση για το μέσο σφάλμα της μεθόδου εξάγεται διαισθητικά επαληθεύοντας τις αριθμητικές προσομοιώσεις.          
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Σχήμα 6.1:
Η γεωμετρία του αναλυόμενου μοντέλου. Ένα θαμμένο ανομοιογενές εμπόδιο σκεδάζει το προσπίπτον πεδίο παρουσία της ιονοσφαιρικής ασυνέχειας που συμβαίνει κατά τη μετάβαση από τη νύχτα στη μέρα και αντίστροφα. 
6.1
Ορισμός προβλήματος
 
Υποθέτουμε ένα διστρωματικό κυματοδηγό όπως αυτός του Σχήματος 6.1, όπου ορίζεται και το χρησιμοποιούμενο σύστημα συντεταγμένων 
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. Το άνω στρώμα (περιοχή 
[image: image1300.wmf]0

) της δομής είναι κενό με παραμέτρους 
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 και αντιστοιχεί στον αέρα. Το κάτω στρώμα (περιοχή 
[image: image1302.wmf]1

) περιέχει μαγνητικά αδρανές υλικό με υψηλή αγωγιμότητα 
[image: image1303.wmf]1
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 και φυσιολογικό πραγματικό μέρος διηλεκτρικής σταθεράς 
[image: image1304.wmf]1
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, που προσομοιώνει το έδαφος της γης. Ο δημιουργούμενος κυματοδηγός περιορίζεται από δύο τέλεια αγώγιμα φύλλα το κατώτερο από τα οποία αναπαριστά απομακρυσμένα στρώματα του γήινου μανδύα και βρίσκεται σε απόσταση 
[image: image1305.wmf]L

 κάτω από το διαχωριστικό όριο 
[image: image1306.wmf]0
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 των δύο περιοχών. Μία βηματική ασυνέχεια στο άνω αγώγιμο φύλλο αλλάζει απότομα το ύψος του στο επίπεδο 
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 σε 
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<

 και αντιστοιχεί στη μεταβολή του ιονοσφαιρικού ύψους που παρατηρείται από τη νύχτα στη μέρα (αυγή) και ανάποδα (σούρουπο). Η καταπιεσμένη χρονική εξάρτηση είναι η αρμονική 
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 είναι η συχνότητα ταλάντωσης επιλεγμένη εξαιρετικά μικρή ώστε η ιονόσφαιρα να συμπεριφέρεται σαν μεταλλικός αγωγός. Οι κυματικοί αριθμοί συμβολίζονται ως: 
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 αντίστοιχα. Η τετραγωνική ρίζα της μιγαδικής σταθεράς 
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 λόγω φυσικής συμβατότητας.


Στην περιοχή 1, μία ορθογωνική διηλεκτρική ταινία με μικρό ύψος 
[image: image1319.wmf]ξ

 και μεγάλο μήκος 
[image: image1320.wmf](21)
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, 
[image: image1321.wmf]U

 θετικός ακέραιος, τοποθετημένη συμμετρικά ως προς τον άξονα 
[image: image1322.wmf]x

 βρίσκεται θαμμένη σε βάθος 
[image: image1323.wmf]WL
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. Η μιγαδική σχετική διηλεκτρική σταθερά που χαρακτηρίζει το υλικό μεταβάλλεται με τη μεταβλητή 
[image: image1324.wmf]z

 κι έτσι συμβολίζεται με 
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. Η δομή διεγείρεται από ένα κύμα που οδεύει προς τη θετική κατεύθυνση του άξονα 
[image: image1326.wmf]z

 του οποίου η μαθηματική έκφραση εμφανίζεται αργότερα στην ανάλυση. Ένας στατικός παρατηρητής πάνω στην επιφάνεια της γης, ευρισκόμενος στη θέση 
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, μπορεί να πάρει μετρήσεις του σκεδαζόμενου ηλεκτρομαγνητικού πεδίου λόγω της διαμήκους υπόγειας ανομοιογένειας σε μία προσπάθεια να μαντέψει την άγνωστη υφή της.

6.2
Απών σκεδαστής

Σε αυτή την ενότητα, η ορθογωνική διηλεκτρική ταινία απομακρύνεται και γι’ αυτό οι παραγόμενες ποσότητες περιγράφουν το πρόβλημα απουσία του θαμμένου σκεδαστή. Αντί για λεπτομερείς πράξεις θα παρουσιάσουμε απλά τα τελικά αποτελέσματα επειδή μία πλήρης ανάλυση σχετικών διαδικασιών περιέχονται στην [6.6].

Η διάταξη του Σχήματος 6.1 αποτελείται από δύο συνδεδεμένους κυματοδηγούς παραλλήλων πλακών με διαφορετικά μεγέθη 
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. Μία τέτοια συσκευή αυθαίρετου μεγέθους 
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 υποστηρίζει ρυθμούς με σταθερές διάδοσης 
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[image: image1332.wmf]n

 θετικός ακέραιος, που είναι οι ακριβείς ρίζες της ακόλουθης υπερβατικής εξίσωσης ως προς 
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όπου 
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. Για πραγματικά 
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. Όλα τα προηγούμενα είναι έγκυρα εάν το ηλεκτρικό πεδίο έχει μία μοναδική συνιστώσα παράλληλη στον άξονα 
[image: image1342.wmf]y

 όπως στη δική μας περίπτωση. Επιπροσθέτως, η γεωμετρία είναι αμετάβλητη κατά μήκος αυτού του άξονα και συνεπώς το πρόβλημα ανάγεται σε βαθμωτό και δισδιάστατο. Ο 
[image: image1343.wmf]x

-εξαρτημένος παράγοντας για κάθε ρυθμό ηλεκτρικού πεδίου μέσα στον υπό ανάλυση, άπειρο συνεχή κυματοδηγό δίνεται από:
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Η διέγερση της συνολικής διάταξης είναι ο βασικός 
[image: image1346.wmf](1)

n

=

 ρυθμός του αριστερού κυματοδηγού με ύψος 
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 που οδεύει προς τη θετική κατεύθυνση του άξονα 
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 με μοναδιαίο πλάτος, και εκφράζεται μαθηματικά ως: 
[image: image1349.wmf]1

()

1

(,)

jbHz

ψxHe

-

. Μία τέτοια κατανομή μπορεί να αναπτυχθεί από μία σημειακή πηγή που τοποθετείται μακριά από τον εποπτευόμενο χώρο έτσι ώστε μόνο ο κύριος ρυθμός να οδηγείται τελικά. Το ηλεκτρικό πεδίο στην περιοχή 
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 ορίζεται από:


[image: image1351.wmf]1

()()

()

111

1

1,

()()

1

1

()(,)(,),

(,,)

()(,),

n

n

N

jbHzd

jbHz

night

nn

n

inc

N

jbhzd

day

nn

n

Ad

ψxHeψxHezd

Exzd

Ad

ψxhezd

-

-

=

--

=

ì

+<

ï

ï

=

í

ï

>

ï

î

å

å

.
   (6.3)

Οι μιγαδικοί συντελεστές 
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 προσδιορίζονται με εφαρμογή της μεθόδου του ταιριάσματος ρυθμών κατά μήκος του επιπέδου ασυνέχειας 
[image: image1354.wmf]zd
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. Απαιτούμε συνεχές ηλεκτρομαγνητικό πεδίο για 
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. Αυτές οι δύο ταυτοτικές εξισώσεις προβάλλονται στα σύνολα που περιγράφουν το πεδίο σε εκείνο τον κυματοδηγό στου οποίου το 
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 διάστημα κάθε μία αναφέρεται. Με αυτό τον τρόπο διαμορφώνεται ένα 
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 γραμμικό σύστημα ως προς τους άγνωστους συντελεστές με καλά ορισμένο πίνακα. Αυτή η ιδιότητα οφείλεται στα χαρακτηριστικά της μεθόδου των ταιριάσματος ρυθμών [6.7] και στις εκθετικές ολισθήσεις κατά 
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 που μας προστατεύουν από αριθμητικές αστάθειες. Σημειωτέον ότι οι 
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-εξαρτώμενοι παράγοντες, οι φασικές παράμετροι και η κατεύθυνση διάδοσης των ρυθμών, σε κάθε πλευρά του επιπέδου 
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, προσδιορίζονται από το αντίστοιχο ύψος του κυματοδηγού. Οι άγνωστες σταθερές εξαρτώνται από το 
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 καθώς η κατανομή της διέγερσης 
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Είναι γνωστό ότι η συνάρτηση Green ηλεκτρικού τύπου ενός δισδιάστατου προβλήματος, όπως το παρόν, ισούται με το αξονικό ηλεκτρικό πεδίο που παράγεται από ένα στοιχειώδες δίπολο με ρεύμα 
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 Amperes που τοποθετείται κατά μήκος του άξονα 
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. Στη δική μας περίπτωση η πηγή είναι υπόγεια 
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 επειδή η ανομοιογένεια ευρίσκεται στην περιοχή 
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. Η πρωτεύουσα συνάρτηση Green (δεύτερος δείκτης 
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 από το δίπολο) που περιέχει την ολοκληρώσιμη ασυνέχεια υπάρχει μόνο στο χώρο κάτω από την επίγεια επιφάνεια (πρώτος δείκτης 1, 
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) και έχει τις ακόλουθες μορφές (
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 είναι η κυλινδρική συνάρτηση Hankel δεύτερου τύπου και τάξης 
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Η δεύτερη ισοδύναμη έκφραση της πρωτεύουσας ποσότητας υπαγορεύει τη μορφή των σκεδαζόμενων πεδίων από την οριζόντια γεωμετρία των πλακών. Αυτά προσδιορίζονται σε ολοκληρωτική μορφή αφού απαιτήσουμε τις αναγκαίες οριακές συνθήκες. Ο συγκεκριμένος όρος της συνάρτησης Green ( δεύτερος δείκτης S από τις πλάκες) δίνεται από:
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Είναι αξιοσημείωτο ότι και οι δύο παραπάνω ολοκληρωτέες ορίζονται μέσω του ίδιου τύπου 
[image: image1374.wmf]1
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 όπου το τελευταίο όρισμα λαμβάνει διαφορετικές τιμές 
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 αναλόγως σε ποια πλευρά αναφέρεται: 
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 αντίστοιχα. Αυτό συμβαίνει επειδή η θαμμένη πηγή Green υποτίθεται πως ανήκει ταυτόχρονα και στους δύο κυματοδηγούς ανεξάρτητα από το πρόσημο της ποσότητας 
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 όπως στην [6.8]. Είναι επομένως φυσικό οι ολοκληρωτέες συναρτήσεις να είναι ανεξάρτητες από την παράμετρο 
[image: image1378.wmf]d

 όπως και συμβαίνει. Οι ολοκληρώσεις γίνονται αριθμητικά χωρίς δυσκολία καθώς οι ολοκληρωτέες συναρτήσεις φθίνουν ραγδαία σύμφωνα με το νόμο: 
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Η επίδραση της ασυνέχειας στο πεδίο της συνάρτησης Green περιγράφεται από δύο αθροίσματα ρυθμών όπως στην (6.3). Οι συντελεστές που συμβολίζονται ως 
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 υπολογίζονται και πάλι μέσω της διαδικασίας ταιριάσματος ρυθμών. Για κάθε διαφορετική θέση 
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 της στοιχειώδους πηγής και κάθε διαφορετικής απόστασης 
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 από την ασυνέχεια, η μέθοδος εφαρμόζεται θέτοντας στη θέση της κατανομής διέγερσης το άθροισμα 
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. Ο σχετικός όρος της συνάρτησης Green (δεύτερος δείκτης 
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 από την ακμή) δίνεται από:
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Όσον αφορά τα σημεία 
[image: image1386.wmf](,)
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 που ανήκουν στον κενό χώρο, η συνάρτηση Green (πρώτος δείκτης 
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) αποτελείται από δύο όρους καθώς η ιδιομορφία τοποθετείται έξω από την περιοχή 
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. Τα φασματικά ολοκληρώματα που εκφράζουν τη σκέδαση από τις οριζόντιες πλάκες δίνονται παρακάτω:
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Και πάλι μόνο μία συνάρτηση 
[image: image1391.wmf]0
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 με διαφορετικά ορίσματα 
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 παράγει τις δύο ολοκληρωτέες. Η ασυμπτωτική της συμπεριφορά για μεγάλα 
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 εξασφαλίζει την άμεση αριθμητική εκτίμηση των ολοκληρωμάτων: 
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. Η συνάρτηση Green που οφείλεται στην κάθετη ασυνέχεια εκφράζεται σε όρους απομακρυνόμενων ρυθμών από την ακμή. 
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Σημειώνεται ότι οι μιγαδικοί συντελεστές είναι ίδιοι με αυτούς της εξίσωσης (6.6) καθώς η τεχνική ταιριάσματος ρυθμών αφορά και τα δύο οριζόντια στρώματα (περιοχές 
[image: image1396.wmf]1

, 
[image: image1397.wmf]0

).

6.3
Παρών σκεδαστής


Σε αυτή την ενότητα, η λεπτή ορθογωνική ταινία είναι παρούσα και συνεπώς μελετάται η σκέδαση του προσπίπτοντος πεδίου από ένα υπόγειο εμπόδιο. Σε μία προσπάθεια να απεικονίσουμε τη δομή του θαμμένου σχηματισμού λαμβάνουμε μετρήσεις πάνω στη γήινη επιφάνεια. 


Εκμεταλλευόμενοι την αμοιβαιότητα της συνάρτησης Green, τη μαγνητική αδράνεια των υλικών και τη δεύτερη ολοκληρωτική ταυτότητα του Green, μπορούμε να αποδείξουμε την εγκυρότητα του ολοκληρώματος σκέδασης το οποίο στη δική μας περίπτωση συγκεκριμενοποιείται για να δώσει:
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όπου 
[image: image1399.wmf]2
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 είναι το αξονικό ηλεκτρικό πεδίο μέσα στον όγκο του σκεδαστή για μία τυχαία θέση της ιονοσφαιρικής ασυνέχειας, 
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 είναι η συνολική συνάρτηση Green για ένα σημείο παρατήρησης 
[image: image1401.wmf](,)
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 και 
[image: image1402.wmf](,,)
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 το σκεδαζόμενο πεδίο που αναπτύσσεται εξαιτίας της υπόγειας ταινίας. Για να χειριστούμε έναν τέτοιο ανομοιογενή σκεδαστή, τον διαχωρίζουμε σε 
[image: image1403.wmf](21)
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 τετράγωνα πλακίδια πλευράς 
[image: image1404.wmf]ξ

, το καθένα από τα οποία αντιστοιχεί σε έναν αριθμό 
[image: image1405.wmf],...,
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. Το κέντρο το πλακιδίου με αριθμό 
[image: image1406.wmf]u

 βρίσκεται σε απόσταση 
[image: image1407.wmf]u
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 από τον άξονα 
[image: image1408.wmf]x

, ενώ ο σκεδαστής υποτίθεται ομογενής κατά μήκος του πλακιδίου με σχετική επιτρεπτότητα 
[image: image1409.wmf]2
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Εάν κανείς εφαρμόσει τη σχέση (6.9) για το κεντρικό σημείο 
[image: image1410.wmf](,)
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 καθενός πλακιδίου 
[image: image1411.wmf](,...,)
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, τότε λαμβάνει το ακόλουθο 
[image: image1412.wmf](21)(21)
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 γραμμικό σύστημα ως προς τις άγνωστες τιμές του πεδίου 
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(6.10)    

Η ολοκλήρωση της ιδιόμορφης συνιστώσας της συνάρτησης Green μπορεί να γίνει αναλυτικά αντικαθιστώντας κάθε πλακίδιο με ένα κυκλικό δίσκο ίσου εμβαδού. Με αυτό τον τρόπο, προκύπτει η ακόλουθη σχέση [6.9]:
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όπου 
[image: image1418.wmf]q
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 είναι η κυλινδρική συνάρτηση Bessel τάξης 
[image: image1419.wmf]q

. Το επαγόμενο σφάλμα της προσέγγισης είναι ασήμαντο όταν το 
[image: image1420.wmf]ξ

 είναι επαρκώς μικρό. Κάτω από την ίδια συνθήκη, η μεταβολή των δύο άλλων συνιστωσών της συνάρτησης Green μέσα σε ένα πλακίδιο είναι αμελητέα και γι’ αυτό οι συναρτήσεις μπορούν να αντικατασταθούν από τις τιμές τους στο κέντρο του πλακιδίου, με αποτέλεσμα τις παρακάτω απλοποιημένες εκφράσεις:  
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Ο πίνακας του συστήματος (6.10), που είναι διαφορετικός για μεταβλητό 
[image: image1423.wmf]d

, είναι καλά ορισμένος επειδή τα διαγώνια στοιχεία αντιστοιχούν στις ιδιόμορφες ολοκληρώσεις και συνεπώς, έχουν μεγάλα μεγέθη. 


Από τη στιγμή που το πεδίο πάνω στη λωρίδα έχει προσδιοριστεί, το μετρούμενο σκεδαζόμενο πεδίο στο σημείο 
[image: image1424.wmf]0
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 μπορεί να υπολογιστεί με μικρό σφάλμα μέσω της (6.9):
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(6.14)

όπου έχουν γίνει παρόμοιες προσεγγίσεις με τις (6.12), (6.13). Παρ’ όλα αυτά ο παρατηρητής αγνοεί τις ακριβείς ποσότητες που αφορούν τη λωρίδα και γι’ αυτό το λόγο, οι πράξεις θα εκτελεστούν χρησιμοποιώντας τις προσεγγιστικές οι οποίες συμβολίζονται ως τονούμενες. Πιο συγκεκριμένα, θα υποτεθεί ότι η υπόγεια ανομοιογένεια τοποθετείται σε απόσταση 
[image: image1426.wmf]W
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 κάτω από το έδαφος και εκτείνεται από 
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 με (άγνωστη) επιτρεπτότητα 
[image: image1429.wmf]2
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 (δεν συμβολίζει παράγωγο). Σε αναλογία με την (6.14), το υποθετικό σκεδαζόμενο πεδίο 
[image: image1430.wmf]0,0

(0,,)

scat

Ezd

¢

 γράφεται σε μορφή γραμμικού αθροίσματος:
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Το πάχος 
[image: image1433.wmf]ξ

 της λωρίδας υποτίθεται πως είναι γνωστό κάτι που δεν αποτελεί σημαντική απλοποίηση για το πρόβλημα. Ενδιαφερόμαστε κυρίως για τη διαμήκη κατανομή της ανομοιογένειας και γι’ αυτό το εγκάρσιο μέγεθος δεν παίζει σημαντικό ρόλο: είναι απλά ένα ηλεκτρικά μικρό ύψος. Δυστυχώς, το ηλεκτρικό πεδίο 
[image: image1434.wmf]2

(,,)

u

ΕWζd

¢

¢¢

-

 δεν είναι υπολογίσιμο αν κανείς αγνοεί την ακριβή επιτρεπτότητα του θαμμένου σκεδαστή. Γι’ αυτό το λόγο χρησιμοποιούμε εναλλακτικά την προσεγγιστική έκφραση του Born [6.10] που είναι κατάλληλη όταν το υλικό της λωρίδας δεν διαφέρει σημαντικά από το περιβάλλον, δηλαδή 
[image: image1435.wmf]21
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. Πιο συγκεκριμένα, το πεδίο λαμβάνεται ίσο με το προσπίπτον πεδίο απουσία του σκεδαστή:
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Για μία καθορισμένη θέση της ιονοσφαιρικής ασυνέχειας 
[image: image1437.wmf]d

 εξισώνουμε τις εκφράσεις του μετρούμενου πεδίου (6.14) και του εκτιμώμενου (6.15) και λαμβάνουμε μία γραμμική σχέση με 
[image: image1438.wmf](21)
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 μιγαδικούς αγνώστους τους 
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. Εάν ο στατικός παρατηρητής μετρά το σκεδαζόμενο πεδίο για 
[image: image1441.wmf](21)
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 διαφορετικές θέσεις της κινούμενης ασυνέχειας 
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 όπου 
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, προκύπτει το ακόλουθο 
[image: image1444.wmf](21)(21)
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 γραμμικό σύστημα: 
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Το μέσο μέγεθος του πεδίου διαφέρει σημαντικά δεξιά και αριστερά από το επίπεδο ασυνέχειας λόγω της παρουσίας της κάθετης μεταλλικής ακμής. Σαν αποτέλεσμα, ο πίνακας του συστήματος (6.17) είναι κοντά σε τριγωνικό και έτσι μπορεί να αντιστραφεί αριθμητικά. Επίσης, η διέγερση παράγει (με απόντα σκεδαστή) την ίδια κατανομή υπογείου πεδίου στη γειτονιά του 
[image: image1447.wmf]zd
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 ανεξάρτητα από το 
[image: image1448.wmf]d

, και έτσι τα μεγέθη κατά μήκος των διαγωνίων του πίνακα είναι ίδιας τάξης. 
6.4
Αριθμητική προσομοίωση

Σε αυτή την ενότητα θα προσδιορίσουμε τις τιμές των σταθερών παραμέτρων και τα εύρη των μεταβλητών που συμμετέχουν στο πρόβλημα. Επίσης οι μεταβολές της εκτιμώμενης επιτρεπτότητας και το σφάλμα πρόβλεψης ως προς τις θεωρούμενες ποσότητες παρουσιάζονται και σχολιάζονται.


Το ύψος της ιονόσφαιρας κατά τη διάρκεια της νύχτας και της μέρας έχουν βρεθεί πειραματικά ίσα προς 
[image: image1449.wmf]120
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 και 
[image: image1450.wmf]60
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 αντίστοιχα [6.11]. Η ιονόσφαιρα λαμβάνεται να έχει μεγάλη αγωγιμότητα κάτι που συμβαίνει όταν η συχνότητα λειτουργίας επιλέγεται εξαιρετικά χαμηλή: 
[image: image1451.wmf]200/4000/
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. Η αγωγιμότητα του εδάφους έχει σχετικά υψηλές τιμές 
[image: image1452.wmf]53
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 [6.12], ενώ το πραγματικό μέρος της μιγαδικής της επιτρεπτότητας κρατιέται σταθερό 
[image: image1453.wmf]1
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. Το κάτω μεταλλικό επίπεδο δεν επηρεάζει σημαντικά τη διεξαγόμενη έρευνα και συνεπώς τοποθετείται σε ηλεκτρικά μεγάλη απόσταση κάτω από το έδαφος 
[image: image1454.wmf]1
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. Θεωρώντας ένα σχετικά επιφανειακό εμπόδιο 
[image: image1455.wmf](/10)

WL
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, η εξασθένηση του σήματος (απώλεια διαδρομής στο μέσο με μεγάλη αγωγιμότητα 
[image: image1456.wmf]1

σ

) είναι ασήμαντη στη θέση του παρατηρητή (κάτι που παρέχει αξιόπιστες μετρήσεις για το σκεδαζόμενο πεδίο) και τεράστια κοντά στο περιοριστικό αγώγιμο επίπεδο. Το υπόγειο εμπόδιο έχει ένα ηλεκτρικά μικρό ύψος 
[image: image1457.wmf]1
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 και ένα αυθαίρετα μεγάλο μήκος που καθορίζεται από τον ακέραιο 
[image: image1458.wmf]U

. Τέλος η θέση του παρατηρητή 
[image: image1459.wmf]0

z

, οι εκτιμώμενες ποσότητες για το βάθος 
[image: image1460.wmf]W

¢

 και την έκταση 
[image: image1461.wmf]U

¢

 επιλέγονται από το προσωπικό που διεξάγει τη διαδικασία μέτρησης. 


Κάθε φορά που εφαρμόζεται η τεχνική ταιριάσματος ρυθμών για τον υπολογισμό των εξισώσεων (6.3), (6.6), (6.8) ελέγχουμε την σύγκλιση των κυματομορφών κατά μήκος του επιπέδου ασυνέχειας και την σύμπτωση αυτών εκατέρωθεν της ακμής, με πολύ ικανοποιητικά αποτελέσματα. Όσον αφορά τα φασματικά ολοκληρώματα (6.5), (6.7) αυτά εκτιμώνται αριθμητικά αντικαθιστώντας το άπειρο όριο με ένα επαρκώς μεγάλο θετικό αριθμό ώστε να είναι ανεξάρτητος από την υπολογισμένη τιμή. Οι προσεγγιστικές σχέσεις (6.11)-(6.15) που βασίζονται στην προσέγγιση μικρού-
[image: image1462.wmf]ξ

 εξασφαλίζεται ότι προκαλούν ασήμαντο σφάλμα (κάτω από 
[image: image1463.wmf]1%

). Επίσης η διαφορά 
[image: image1464.wmf]211

|()|/||

εzεε

-

 επιλέγεται μικρή (κάτω από 
[image: image1465.wmf]0.3

) έτσι ώστε η (6.16) να προσφέρει μία καλή εκτίμηση για το ολικό ηλεκτρικό πεδίο μέσα στον όγκο της ορθογωνικής ταινίας.
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Σχήμα 6.2:
Οι ακριβείς (ατόνιστες) και οι εκτιμημένες (τονούμενες) τιμές της μιγαδικής επιτρεπτότητας της ταινίας κατά μήκος της διαμήκους διάστασης για (α) κ=1, (β) κ=4. Παράμετροι διαγραμμάτων: W=1 km, W’/W=1.2, ξ=40 m, L=90 km, zo=0, ω=2000π rad/sec, σ1=10-4 S/m, U=25, U’=30, A=0.2, ν=1.   

Στις ακόλουθες αριθμητικές προσομοιώσεις, η επιτρεπτότητα του θαμμένου σκεδαστή επιλέγεται να έχει την ακόλουθη αναλυτική μορφή:
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(6.18)   

όπου το πλάτος 
[image: image1469.wmf]Α

 εκφράζει τη διαφορά του 
[image: image1470.wmf]2
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 από το 
[image: image1471.wmf]1
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, ο αριθμός 
[image: image1472.wmf]κ

 καθορίζει την ταχύτητα των ταλαντώσεων ως προς το 
[image: image1473.wmf]z

 και η ποσότητα 
[image: image1474.wmf]ν

 καθορίζει την τάση της περιβάλλουσας. Στο Σχήμα 6.2(α) αναπαριστούμε τα πραγματικά και τα φανταστικά μέρη των συναρτήσεων 
[image: image1475.wmf]2
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 (εκτιμώμενη) και 
[image: image1476.wmf]2
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 (ακριβής) όταν 
[image: image1477.wmf]0.2
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, 
[image: image1478.wmf]1
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 και 
[image: image1479.wmf]1
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. Η μιγαδική σταθερά 
[image: image1480.wmf]1

ε

 ορίζεται από τα δεξιά και αριστερά αμετάβλητα τμήματα των διαγραμμάτων. Μπορεί κανείς να παρατηρήσει ότι η πρόβλεψη είναι σχετικά ικανοποιητική για το 
[image: image1481.wmf]2
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 που είναι το κυρίαρχο μέρος της αντίστοιχης μιγαδικής συνάρτησης. Το σφάλμα στο φανταστικό μέρος γίνεται μεγαλύτερο όταν η τιμή της επιτρεπτότητας διαφέρει σημαντικά από την 
[image: image1482.wmf]1

ε

, που είναι φυσικό λόγω της (6.16). Είναι αξιοσημείωτο ότι στην ίδια περιοχή, σημαντικό σφάλμα καταγράφεται στο πραγματικό μέρος παρόλο που 
[image: image1483.wmf]21
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 για όλα τα 
[image: image1484.wmf]z

. Στο Σχήμα 6.2(β), η διηλεκτρική σταθερά της ταινίας επιδεικνύει γρηγορότερες διακυμάνσεις καθώς 
[image: image1485.wmf]4

κ
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. Η εκτίμηση δεν είναι τόσο επιτυχημένη όσο στο Σχήμα 6.2(α), που σημαίνει ότι η προτεινόμενη μέθοδος αποτυγχάνει όταν αντιμετωπίζει ιδιαίτερα ανομοιογενείς στόχους με το ίδιο πλήθος μετρήσεων.


Στο Σχήμα 6.3, το μέσο εκατοστιαίο σφάλμα στην πρόβλεψη αναπαρίσταται σαν συνάρτηση της παραμέτρου 
[image: image1486.wmf]Α

 (πλάτος ταλάντωσης) της (6.18) για διάφορες αγωγιμότητες εδάφους 
[image: image1487.wmf]1

σ

. Η τεχνική πρόβλεψης γίνεται λιγότερο ακριβής για μεγαλύτερα 
[image: image1488.wmf]Α

, κάτι που φαίνεται από τις αύξουσες καμπύλες και εξηγείται και πάλι με την ακαταλληλότητα της προσέγγισης Born. Σημειώνεται επίσης ότι το σφάλμα αυξάνει για μεγαλύτερα 
[image: image1489.wmf]1

σ

 κάτι που είναι λογικό καθώς η ηλεκτρική απόσταση μεταξύ του πραγματικού βάθους 
[image: image1490.wmf]W

 και του υποθετικού 
[image: image1491.wmf]W

¢

 γίνεται μεγαλύτερη. Πιο συγκεκριμένα, η πρόβλεψη του βάθους του εμποδίου γίνεται χειρότερη λόγω της μεγέθυνσης του 
[image: image1492.wmf]1

k

 (στα παραδείγματα 
[image: image1493.wmf]101
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). Επίσης, η αύξηση της αγωγιμότητας της γης κάνει το σφάλμα εκτίμησης πιο ευαίσθητο σε αλλαγές του 
[image: image1494.wmf]Α

 κι έτσι οι τρεις καμπύλες μηδενίζονται με διαφορετικές ταχύτητες για 
[image: image1495.wmf]0
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Σχήμα 6.3:
Το μέσο σφάλμα πρόβλεψης της προτεινόμενης μεθόδου σαν συνάρτηση του πλάτους ταλάντωσης της επιτρεπτότητας για διάφορες αγωγιμότητες του εδάφους. Παράμετροι διαγραμμάτων: W=1 km, W’/W=1.2, ξ=40 m, L=90 km, zo=0, ω=2000π rad/sec, U=25, U’=30, κ=1, ν=0.   
[image: image1497.png]251

20

—©— »=200r rad/sec

=—8— »=1400r rad/sec
—#%— »=2600r rad/sec
e ©=3800r rad/sec

15

average percent prediction error

depths ratio W/W




Σχήμα 6.4:
Το μέσο σφάλμα πρόβλεψης της προτεινόμενης μεθόδου σαν συνάρτηση του W’/W για διάφορες συχνότητες λειτουργίας. Παράμετροι διαγραμμάτων: W=1 km, ξ=40 m, L=90 km, zo=0, σ1=10-4 S/m, U=25, U’=30, Α=0.2,  κ=1, ν=0.   
Στο Σχήμα 6.4, το σφάλμα της μεθόδου παρουσιάζεται σαν συνάρτηση του λόγου των αποστάσεων 
[image: image1498.wmf]/
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 για διάφορες κυκλικές συχνότητες λειτουργίας 
[image: image1499.wmf]ω

. Όπως και παραπάνω, όσο μικρότερη είναι η ποσότητα 
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, τόσο αποτελεσματικότερη είναι η προτεινόμενη τεχνική. Συνεπώς, καλύτερα αποτελέσματα επιτυγχάνονται για μικρότερες συχνότητες διότι το 
[image: image1501.wmf]1
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 είναι ανάλογο προς το 
[image: image1502.wmf]ω

. Το διάγραμμα επίσης καταδεικνύει ότι ο λόγος 
[image: image1503.wmf]/
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, που εκφράζει την εκτίμηση της θέσης του υπόγειου σχηματισμού, πρέπει να είναι κοντά στη μονάδα αλλιώς η εφαρμογή της διαδικασίας θα οδηγήσει σε εσφαλμένα αποτελέσματα. Είναι τέλος αξιοσημείωτο ότι όταν 
[image: image1504.wmf]WW
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, το επαγόμενο σφάλμα είναι ανεξάρτητο από τη συχνότητα λειτουργίας και αποδίδεται αποκλειστικά στην προσέγγιση του άγνωστου πεδίου.     
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Σχήμα 6.5:
Το μέσο σφάλμα πρόβλεψης της προτεινόμενης μεθόδου σε contour γράφημα ως προς την αγωγιμότητα του εδάφους και τη συχνότητα λειτουργίας. Παράμετροι διαγραμμάτων: W=1 km, ξ=40 m, L=90 km, zo=0, U=25, U’=30, Α=0.2,  κ=1, ν=0.   

Στο Σχήμα 6.5 παρουσιάζουμε ένα contour γράφημα του μέσου σφάλματος πρόβλεψης ως προς τις παραμέτρους 
[image: image1506.wmf]1
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 που καθορίζουν το 
[image: image1507.wmf]1

ε

. Ένα τέτοιο διάγραμμα είναι χρήσιμο καθώς παρέχει πληροφορίες για το πόσο επιτυχημένη μπορεί να είναι η μέθοδος όταν το υλικό και η διέγερση είναι καθορισμένα. Οι ισοσταθμικές είναι παρόμοιες με αυτές μίας ισοσκελούς υπερβολής που σημαίνει ότι αλλαγές είτε στη 
[image: image1508.wmf]1
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 είτε στην 
[image: image1509.wmf]ω

 επηρεάζουν με σχεδόν ίδιο τρόπο την εφαρμογή της μεθόδου. Αυτό είναι ένα φυσικό αποτέλεσμα, καθώς σε αυτό το απλοποιημένο μοντέλο το σφάλμα είναι ανάλογο προς την ποσότητα 
[image: image1510.wmf]1

||

WW

ωσ

¢

-

.


Σε όλα τα προηγούμενα παραδείγματα, η παράμετρος 
[image: image1511.wmf]0
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 λαμβάνεται ίση με το μηδέν για συντομία καθώς η ηλεκτρική απόσταση 
[image: image1512.wmf]00
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 δεν παίζει σημαντικό ρόλο στην εφαρμογή της μεθόδου. Αυτό συμβαίνει επειδή ο κυματικός αριθμός ελεύθερου χώρου είναι μικρού μεγέθους για εξαιρετικά μικρές συχνότητες, οπότε 
[image: image1513.wmf]01
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. Παρόμοια, το πραγματικό μέρος της διηλεκτρικής σταθεράς της γης δεν έχει καμία επιρροή στην εφαρμογή της μεθόδου καθώς 
[image: image1514.wmf]11
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 και συνεπώς 
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. Πρέπει επίσης να τονιστεί ότι τα τελικά αποτελέσματα δεν διαφέρουν σημαντικά για μεταβλητό 
[image: image1516.wmf]W

 κάτι που ίσως ακούγεται αφύσικο καθώς γνωρίζουμε ότι τα αντίστροφα προβλήματα εμποδίζονται από το μεγάλο βάθος του θαμμένου αντικειμένου. Αυτό συμβαίνει διότι στη μέθοδό μας υποθέτουμε ότι, σε όλες τις περιπτώσεις, μία ακριβής μέτρηση του σκεδαζόμενου πεδίου είναι δυνατή μέσω της (6.15). Με άλλα λόγια, έχει υποτεθεί ότι η σκεδαζόμενη συνιστώσα μπορεί να διαχωριστεί από το συνολικό πεδίο ακόμα κι όταν 
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 οπότε η προσπίπτουσα συνιστώσα δίνεται από μία έκφραση παρόμοια με την (6.3).  
6.5
Περίληψη


Σε αυτή την εργασία περιγράφεται ένα μοντέλο αντίστροφης σκέδασης για ένα υπόγειο διαμήκη ανομοιογενή σκεδαστή. Χρησιμοποιείται η ασυνέχεια στο ύψος της ιονόσφαιρας που παρουσιάζεται κατά τη μετάβαση από τη μέρα στη νύχτα και αντίστροφα, η οποία προκαλεί συγκέντρωση πεδίου κατά μήκος της. Ο σκεδαστής διαμερίζεται σε πολλά μικρά κομμάτια και έτσι πραγματοποιείται μία διακριτοποίηση του ολοκληρώματος σκέδασης. Με γνωστή την κατανομή της επιτρεπτότητας, βρίσκουμε το μετρούμενο πεδίο ενώ με άγνωστη λαμβάνουμε ένα γραμμικό σύστημα ως προς τα δείγματά της. Λόγω του μικρού μεγέθους των τμημάτων του σκεδαστή, η συνάρτηση Green και το προσπίπτον πεδίο έχουν απλές εκφράσεις. Εξάγεται μία προσεγγιστική σχέση για το σφάλμα της μεθόδου και παρουσιάζονται αριθμητικά παραδείγματα που την επαληθεύουν.
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