
������ ��	
���� ���	������

����� ����	
����� ��������� ��� ��������� ��������	��

������ ���	�
����� 
���������� ��� ���
������	

���������� ���
��������	 ���������	

����� �����	
����	 ���
��	
	

����������� ������	�

��������	
 �� ����	��	


���
���������  
�����
!��� "���	��!� ��� "���	��!� ���
������	

�#	���� "���!$��� �
����	���� %&''()

*#�	�+ *���
��� &'',





������ �������� �����������

�-./  /�0�1./.234 " -*45034

0*5 " -*45034 �./.25��34

������ ���	�
����� 
���������� ��� ���
������	

���������� ���
��������	 ���������	

����� �����	
����	 ���
��	
	

����������� ������	�

��������	
 �� ����	��	


���
���������  
�����
!��� "���	��!� ��� "���	��!� ���
������	

�#	���� "���!$��� �
����	���� %&''()

��� 	��!�"#$%

��#"�	�%&

2������� �����	���	��	��

�	������� ���	����

4�������� 0�6����

�����#��� ��! ��	 ������
� �7�������� �������� ��	 89� *���
��� &'',

::::::::::::::::::::::::::::::::::::

�������� 	
�
����
������

�
������� ����	�

::::::::::::::::::::::::::::::::::::

	
�
������ ��
���
�

�
������� ����	�

::::::::::::::::::::::::::::::::::::

��������� �������

��� �
������� ����	�

::::::::::::::::::::::::::::::::::::

����
����
 �����


�
�������
 ����	�

::::::::::::::::::::::::::::::::::::

�� �!
� " ��������

#�
$�%������

�
������� ����	�

::::::::::::::::::::::::::::::::::::

#�!$
��� �&%%�
�

�
������� ����	�

::::::::::::::::::::::::::::::::::::

�
��
 ����%
' ��

��� �
�������


(
��������� 	
�������)���

*#�	�+ *���
��� &'',





::::::::::::::::::::::::::::::::::::

�%!*
� ��� �� +�)&���%��

+� ���� ,%�����%&��� ��-
���&� �
� ��-
���&� .��%������� ����	

/©�%!*
� ��� �� +�)&���%��0 1223

�� ���$�%
*� �
��&�  ��
��)
���� 455 6789:; 6<;<6=<>�

��
�������
� � 
�����
$�0 
��������� �
�  �
��)� ��� �
����
� ���
��
�0 �* �%��%���� �

�)�)
��� 
����0 ��
 �)�����& ����&� �����!���
� � 
�
�����0 
��������� �
�  �
��)� ��
 ����&

)� ��� �������&0 ���
� ������� � ����������� $����0 ��& ��� ���?�&���� �
 
�
$!���
� � ����

���!%����� �
� �
  �
������
� �� �
�&� )���)
� ����)
�
 ��� 
$����� �� -���� ��� ���
��
�

��
 ��� �������& ����& ��!��� �
 
���������
� ���� ��� �����
$!
�

@� 
�&A��� �
� �
 ��)�����)
�
 ��� ����!-���
� �� 
��& �� !���
$� ��$������ ��� ���"

��
$!
 �
�  �� ��!��� �
 ��)������� &�� 
������������� ��� �����)�� �!���� ��� �������

����&B��� 	�%���-������





��������	 
� ����������	

��� �� ���	��
�����





����������	

�!�#!'��!�� (

�!�)��*� +

,-./012/ +((

����	3	
 (4

5 �#6�373% 5

8:8 ���$�
� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : (

8:& ������������ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ;

8 ��6#$�
 9��	#!
 55

&:8 2���������� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 88

&:8:8 2���������� -���� ������6!��	� : : : : : : : : : : : : : : : 8&

&:8:& 0���������� 2���������� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 89

&:& ��	�������� *	�
���� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 8<

&:&:8 *
�!��#��� ��� =>?@AB : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 8C

&:&:& *
�!��#��� ��	 DEF>GH I JK : : : : : : : : : : : : : : : : : : 8,

&:9 �	��������	� ��������� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : &(

&:9:8 JFA@L M?NH?>OO>P@A Q>RA S??>BT : : : : : : : : : : : : : : : : &<

&:( /����� ����������+ 0���������� 2���������� ��� �	��������	�

��������� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : &U

&:(:8 /����� ���������� ��� 0���������� 2���������� : : : : : : &,

: ��	")��6� ��"�3	���;"7� �! ��%6� ���"�$"#$	< �����"% ��# ��7=

"!�#$	< ��!�!�3�6"% ::

9:8 �������� ��	�������� *	�
��� �� *�������� 0���������	 2�����V

����	 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 99

9:& �� WXKGR REA YKOZKT[ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ('

9:9  
��������\��������� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : (&

> ��	")��6� ��"�3	���;"7� �! ��%6� ���"�$"#$	< �����"% $�# �67=

"!�#$	< ��!�!�3�6"% >?

(:8 *	����������� �7�������� ���7������� �� �� "�����
����� MF]N^@>_A (C

F



(:8:8 �
������� �� MF]N^@>_A : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : (U

(:& *	����������� �7�������� ���7������� �� "�������7������� `FV

]?N^@>_A : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : <&

(:&:8 �
������� �� `F]?N^@>_A : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : <C

? ��	�	)�6� �! ��#$� ���"�$"#$	< �����"% @#� @�����"#$�
 �7�)


���A��B��!�� ?C

<:8 2�	��� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : <,

<:& �����	!��	� *��������	��� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : C&

<:9 �� ��	\������! ���
��� �⊗ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : C9

<:9:8 *	���������� \�\���	�	 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : C9

<:9:& ���������� ��	 \��\���	 �7������	 : : : : : : : : : : : : : : CC

<:9:9 �
��
��!���� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : C,

<:( ���������� *����
������ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : U8

<:(:8 *	��	����� -������������	 : : : : : : : : : : : : : : : : : U&

<:(:& *	��	�����  
��������\������������ : : : : : : : : : : : : : UC

<:(:9 *	��	������ ��� �
����� a>b> : : : : : : : : : : : : : : : : : U;

<:(:( ���
����!� �����������	 �����
������	 : : : : : : : : : : : U,

D ��	"#��"%
 E=,//0(-F/GH ��"�3	�#$I� @�����"#$I� �! ��%6� ���	

��!#�#$!����	� ��#$	< J:

C:8 �
������� ��� cVSRR?FPKRAL 2���������� : : : : : : : : : : : : : : : : ;9

C:8:8 ���
�����!� *��#������	 ��������	 : : : : : : : : : : : : : ;U

C:8:& *	��	����� d�����	 2
����	 : : : : : : : : : : : : : : : : : ;,

K ��	"#��"%
 L=,//0(-F/GH ��"�3	�#$I� @�����"#$I� �! ��%6� ���	

��!#�#$!����	� ��#$	< C:

U:8 2�	��� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ,9

U:& �������� ��� ���������� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ,(

U:&:8 �������	�	��� �� ��	������! *	�
��� : : : : : : : : : : : : : ,<

U:&:& ��������� �� ����� ����$�	 : : : : : : : : : : : : : : : : : ,U

U:&:9 �������	�����! ���\����� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ,,

U:9 ���������� *����
������ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 8'(

U:9:8 �������� �� �
��������� �� �
��! : : : : : : : : : : : : : : : 8'(

U:9:& �������� �� �
��������� �� /�������! : : : : : : : : : : : : 8'C

U:( ������� d�����	 2
����	 �� e��� ��\���	�	 : : : : : : : : : : : 8'U

U:(:8 f	� ��	#��� cgh ������� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 88&

U:< ��������� ��� "�

�	����� ���������� : : : : : : : : : : : : : : : : 88(

U:<:8 �� "�	��
� ��	��
����	 e�$��!����� : : : : : : : : : : : : : 88C

J ����!�;6��"� $�# �!��	�"#$�
 ��!$";6!#
 55C

�# �#	3��A)� 58:

FF



, M(GNH O0PQ01RR1-NG S1/G ,001T 5:5

S:8 ���	�
���� ��	 JMQS : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 898

S:& *��������	��� JMQS 4��� 2�	��� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 89(

S:9 ��������� ��	 JMQS : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 89<

U ��3��!)	 ��"���"�
 ����373%
 �I�#$� VWL 5:K

^:8 0�\��������� 2���������	 -���� ������6!��	� : : : : : : : : : : : 89U

^:& 0�\��������� 0���������	 2���������	 : : : : : : : : : : : : : : : 89,

�)��$�
 �����	=�33�#$I� X�7� 5>5

��";�	3	
 �#$��7� 5>:

��";�	3	
 �#�;$7� 5>K

FFF





�������

�� ��
������ ��!	��+ 
!�� ��� ��7���	�� 6������ �� ���
�������� ���� �� ��	V

\����! �� ��	 �������� ��� ����������!���� %ZN?R>PF@FRB) ������������ ��� ����
�

��7��� ��� ��\��� ��� $������	 �������� �� �	��������	� ���������: 3� �	��V

������	� ������� %��) ������ 	� ������� �	� ������� V ����������	�� �������

����#��� V ��\���� ������ �� ����� �����
�� ��� ����������	� ��� �����#������	�

�������: "�
����+ �	�
!��� �� ���� ���	����� ������������ ��� ��������� ����V

6�	��� �� \�� ����
�� ����������+ �� ���� ��� ������ 	� �	����7�
#��	 ������� ��

��������� ����������� ��!	�� %E>?L ?A>@ RFOA AOPALLAL) ��� �� ����	� �� ����� ��V

	�� ��� ��
��� �� ����� �� ���� ���	����� ������������ %TNiR ?A>@ RFOA AOPALLAL):

2�� 	� ����
���� ��	 ������� ���+ �� �� ��	�� ��	�#�� ���\�����	� �� �	�	 ������V


����� � ��!�� ��� ��������7������� ��� ���� !�� �� \�	��!	 ����!����� ����������

�	������� ��� ������� ����
! �!����: ��	����+ �	�� ��� ��	 ���
��� �	!� ��	����

������ ����������+ ���������� ��� ����������	�� ���������+ � ����� �	!� �����V

����� ��� ������ 	� ����
���� ����
������� ��� �!	� ��� ����������	� ������� �

�

��	�� ����! �� ����#��+ ���� ����
� ����	�
��� ������+ ��7���	�� ���	���� ����V

������ ��� �� �!���� ��� ��	�� ����
!: "� ��	 �
��	� ��7�	!��	� ����� ��	 ��+

������� ��� �����!���� ��	 ��������	 ��! �� ��\�� ��� ��#���� 
��������� ���

����
����� �� �
��! ��	���� ������ %ZK?A TNiRj>?A NG HAGA?>@ ZK?ZNTA E>?Lj>?A)

�� ���! ��� ��	����7�� �7��\������	�� �
����k
��������� %LALF]>RAL E>?Lj>?A):

��� �����!���� ���� ���� $��#���� ����	���� ��� � �7�
�7� ��� �����������6���V

	�� �
���� ��� ��� ����������	� ��	 JMQS %JFA@L M?NH?>OO>P@A Q>RA S??>BT)+

��� �����
��	 ��	�\�� �
���� ��� ���������	 ��	 ��������! �������������! ���

�
���� ����+ ���� 	� �����
����� ��� ����������	� �������: f���+ � �����������V

��!� ���	��� �� �	� 	�� �����\�+ ��� ����� � ��������������� ��� \�	 ��
����� 	�

���l�� ��\��� ��� #� ����
����� �� �	� ����������	� ���7������� �

� � ��\����

���������� �� �\�� �� �7��\������	� �
��!:  ��������� ���� ��	���� �� ��\���� �
��V

��� ���������� �
���� %X>?Lj>?A mAT]?FZRFNG h>GHK>HAT V Xmh)+ �� ����!����� ���

nA?F@NH ��� nXmh:

 ����������	� \�����$� ���� �� �	�������	� ��	 �
������� �� �
��! %JMQS) ��V

��

�
�	 �
����#��	 ��� ����#����	 W����o�[ �� �	� ��+ ���� ��� �	��	������

��������	 ��� �	����	 �� ����������� ����� ������6!��	� ��#�� ��� ��	 �	��	�V

���� ��� ���
�����! ��	 �	��������	 ������������	 ��� ��������� ��� �	����	 ��

����������� �����������: 3� ���������� ���6���� �	� ������� ��! ��	!	�� ����V

����� ���$�
������	: .� ���������� ��	 ����������	+ !��� ����	 ������� ��! ��	

DENOTpB+ �����

��	 �

� ��� ����������	� ������� #� �����������#��	 �� ����V

������� ����� ������6!��	� ��� ��� �������� ����	+ �� ����������� �����������:

2�� �� ��	������� �	��	����� ���� ��!�����+ �������	 ����

�
�� �
�!��#��� ���

�
�����	 ��	 � ��!���� �	���� �� ��� \����	� ���������� � !��: .� �
�!��#��� ��V

���+ ��� ��
�� ���	���	 \��\��� �� �	� 	�� � �	� !�� ��� ��#� ��!����+ �	���6�	���

�	��	������� %?A]NHGF_A?): ���	 ��������� ��� ���� �� \������� ��� �	��	������+

b



��������� ��� �� ��	������! \�	��� �	��	������ %Z>?TA R?AA) ��� �� ����������	�

��!����+ �!�� � �
�!��#��� �	���6���� ��	������!� �	�
���� %Z>?TA?): ����
��	+

������	���� �	� ������� ��� ��	 ���!���� �������� �����	 ��: *	�� 	� �������V

����� �� �� �� ��� �
������ �
����� nA?F@NH ��� nXmh ������������ �� �l�
!����

\�
����! �����\� �� �� ����� ��� ���$�
����� ��	 ����������	 ����������	:

 �
������� ��	 ����������	 ����������	 $���6���� ���	 ����

�
� �
�������

��� �
����#��� ��� =>?@AB ��� �����
�� �������� ��� ��
�������+ ��������	��� ��	

�
������� ��� �� ����!����� ���������� ����� �

� ��� ���	���� ����������: ���V

�
��	+ ���� ������#�� ����

�
� � �
�!��#��� ��������	�� 	� ������ 	� ������#��

��� ����������� ����������� ��� 	� ���
���6�� �� �	�������� ������������+ ���

��#���6��	 �� �������
���� ��� �����������: 2�� ��	 ���
�����! ��	 ������V

������	+ ��	�� ���������� � ����7� ������� ��	�\�� ��� 	� ����
�� ��� �	�������

���7���: 0��� �� \������� ��� ����������	�� ��������+ ���	� ����� \����������	

���������	���	 ��� �� ��	������� �	�
��� ��� ��	 ���
�����! ��	 ������������	:

����������	�+ ��� ��	 ���
�����! ��	 ������������	 V ��� �	�
��� �� ��� ����V

������ �� ���
�������� ���� ��� ����#�� V ���
������ �	���� � ����� ������
�����+

� ����� �7�������� ��������7������� ��	���� ������+ � ����� ���������� ������V

��7������� ��	���� ������ ��� ��
��� � ����� ���7������� �7��\������	�� ������

��\��� ���\�����	�� ��� ��� �	����� ��#� ���������:

bF



��������

qG ?A]AGR BA>?T+ LKA RN REA FG]?A>TAL LAO>GL iN? ]NOZKRFGH ZNjA?+ ]NOPFGAL jFRE

REA ?ArKF?AOAGR iN? ZN?R>PF@FRB+ > @>?HA FG]?A>TA FG REA >ZZ@F]>RFNG sA@L Ni AOPALLAL

TBTRAOT FT NPTA?bAL: SG =OPALLAL cBTRAO %=c) O>B PA LAsGAL >T > TZA]F>@ ZK?ZNTA

TBTRAO jFRE @FOFRAL ZEBTF]>@ TF_A+ jEF]E ZA?iN?OT > TZA]Fs] >GL Z?ALARA?OFGAL R>Tp:

qGLAAL+ LAZAGLFGH NG REA RFOA ]NGTR?>FGRT Ni REA >ZZ@F]>RFNG+ =c ]>G PA LFbFLAL FGRN

RjN P?N>L ]>RAHN?FATt RENTA jEA?A ?A>@VRFOA >ZZ@F]>RFNGT OKTR PA E>GL@AL TR?F]R@B

%E>?L ?A>@ RFOA AOPALLAL) >GL RENTA jEA?A RFOA ?ATR?F]RFNGT LN GNR O>RRA? RE>R

OK]E %TNiR ?A>@ RFOA AOPALLAL): qG N?LA? RN ]>??B NKR REA LATF?AL R>Tp+ >G =c FT

KTK>@@B ArKFZZAL jFRE > OF]?N]NGR?N@@A? N? AbAG > OF]?NZ?N]ATTN? >GL E>T REA @NjATR

ZNTTFP@A ZNjA? ?ArKF?AOAGRT >GL ?A@>RFbA@B @Nj ]NTR: uEA?AiN?A+ FGTRA>L Ni TA@A]RFGH >

HAGA?>@ ZK?ZNTA TBTRAO+ REA KT>HA Ni > TBTRAO RE>R ]>G ZA?iN?O NG@B > Z>?RF]K@>? R>Tp

PKR FT TO>@@ FG TF_A+ E>T @Nj ZNjA? ]NGTKOZRFNG+ FG]?A>TAL RFOA ?ArKF?AOAGRT >GL @Nj

]NTR FT Z?AiA??AL iN? TZA]Fs] >ZZ@F]>RFNGT: YFRE REA H?NjFGH KTA Ni =c+ REA?A FT > TEFiR

FG >ZZ@F]>RFNGT i?NO REA sA@L Ni ZK?A TNiRj>?A ?KGGFGH NG HAGA?>@ ZK?ZNTA E>?Lj>?A

RN REA sA@L Ni TZA]F>@F_AL E>?Lj>?AkTNiRj>?A ]NAvFTRAG]A %LALF]>RAL E>?Lj>?A): uEFT

TEFiR E>T PAAG TFHGFs]>GR@B FGwKAG]AL PB REA Z?NH?ATT FG Z?NH?>OO>P@A E>?Lj>?A >GL

ON?A TZA]Fs]>@@B Ni JMQS %JFA@L M?NH?>OO>P@A Q>RA S??>BT)+ jEF]E >?A E>?Lj>?A

KGFRT RE>R ]>G PA E>?Lj>?A Z?NH?>OOAL FG N?LA? RN AvA]KRA > TZA]Fs] R>Tp: uEKT+

REA Z?NH?>OOFGH HNAT RN > GAj @AbA@+ jEA?A REA Z?NH?>OOA? FT GN @NGHA? ?ArKF?AL

RN j?FRA TNK?]A ]NLA RE>R jF@@ ?KG NG > TZA]Fs] Z?N]ATTN? PKR REA ]NLA LAT]?FPAT

REA E>?Lj>?A FRTA@i: uEA LAT]?FZRFNG FT O>LA jFRE TZA]F>@ X>?Lj>?A mAT]?FZRFNG

h>GHK>HAT %Xmh)+ RBZF]>@ Xmh >?A nA?F@NH >GL nXmh:

uEA O>FG ZK?ZNTA Ni REFT REATFT FT REA FOZ@AOAGR>RFNG FG E>?Lj>?A %JMQS) Ni

>ZZ?NZ?F>RA >@HN?FREOT RE>R >LL WFGRA@@FHAG]A[ RN >G =c+ RE?NKHE REA ?A]NHGFRFNG Ni

TAGRAG]AT RE>R PA@NGH FG > ]NGRAvR i?AA H?>OO>? %DJQ) >GL RE?NKHE REA Ab>@K>RFNG

Ni REA ]N??ATZNGLFGH >RR?FPKRAT iN? TAGRAG]AT PA@NGHFGH RN >G >RR?FPKRA H?>OO>?

%SQ): S H?>OO>? FT LAsGAL >T > TBTRAO Ni Z?NLK]RFNG ?K@AT RE>R Z?NLK]A TR?FGHT:

uEA H?>OO>? ]>RAHN?FAT+ >T LAsGAL PB DENOTpB+ b>?B PKR FG REA TZA]Fs] REATFT NG@B

DJQ >GL >G AvRAGTFNG Ni REAO+ SQ+ jF@@ PA KTAL: JN? REA TBGR>]RF] ?A]NHGFRFNG

Ni > TAGRAG]A+ TKFR>P@A >@HN?FREOT >?A KTAL RN LARA?OFGA jEAREA? N? GNR > TAGRAG]A

PA@NGHT RN > HFbAG H?>OO>?: uEATA PFG>?B >@HN?FREOT+ jEF]E NG@B ?ATZNGL jFRE >

BAT N? > GN iN? A>]E TAGRAG]A+ >?A ]>@@AL ?A]NHGF_A?T: qG REA ]>TA RE>R LK?FGH REA

?A]NHGFRFNG+ > Z>?TA R?AA FT >@TN ]NGTR?K]RAL iN? REA HFbAG TAGRAG]A+ REA >@HN?FREO FT

]>@@AL Z>?TA?: JK?REA?ON?A+ > Z@>RiN?O iN? REA >KRNO>RF] Z?NLK]RFNG Ni FGRA@@FHAGR

=c FT Z?NZNTAL: x>REA? RE>G LAT]?FPFGH REA =c FG ]@>TTF]>@ nA?F@NH N? nXmh+ FR FT

LAT]?FPAL >R > EFHEA? @AbA@ KTFGH REA TBOPN@FTO Ni >RR?FPKRA H?>OO>?T:

uEA FOZ@AOAGR>RFNG Ni >RR?FPKRA H?>OO>?T FT P>TAL NG REA Z>?>@@A@ FOZ@AOAGR>RFNG

Ni =>?@AByT >@HN?FREO >GL FT >G AvRAGTFNG Ni REA @>RRA?+ >@@NjFGH FRT FOZ@AOAGR>V

RFNG jFRE TO>@@A? TZ>]A >GL RFOA ?ArKF?AOAGRT: `N?ANbA?+ FR E>T PAAG Z?NZA?@B

bFF



AvRAGLAL FG N?LA? RN PA ]>Z>P@A RN >@TN E>GL@A >RR?FPKRA H?>OO>?T >GL Ab>@K>RA

REA ]N??ATZNGLFGH >RR?FPKRAT+ LAsGFGH REA TAO>GRF]T Ni REA H?>OO>?: uN Ab>@K>RA

REATA >RR?FPKRAT+ > KGFR RN ZA?iN?O REA GA]ATT>?B >]RFNGT FT ATTAGRF>@: mK?FGH REFT

jN?p+ LFzA?AGR >?]EFRA]RK?AT iN? REA TBGR>]RF] >G>@BTFT >GL REA >RR?FPKRA Ab>@K>RFNG

E>bA PAAG KTAL: `N?A TZA]Fs]>@@B+ RN Ab>@K>RA REA >RR?FPKRAT LAZAGLFGH NG REA

?ArKF?AOAGRT FG ]NOZKRFGH ZNjA? >GL TF_A+ REA iN@@NjGH E>T PAAG ]ENTAG{ REA KT>HA

Ni > OF]?N]NGR?N@@A?+ >G AvRA?G>@ HAGA?>@ ZK?ZNTA OF]?NZ?N]ATTN?+ >G FGRA?G>@ HAGA?>@

ZK?ZNTA OF]?NZ?N]ATTN? >GL sG>@@B REA KT>HA Ni TZA]F>@ ZK?ZNTA Z?N]ATTN? TZA]F>@@B

LATFHGAL iN? REA GAALT Ni A>]E >ZZ@F]>RFNG:

bFFF



�������

 ������� \�\�������� \�����$� ����	�#��� ���� �� \������� &''( | &'', ���

���������� ���
��������	 ���������	 %Dch>P)+ ��� ���
��  
�����
!��	 "�V

��	���	 ��� "���	���	 ���
������	 ��� �#	���� "���!$��� �
����	����+ ��!

��	 ���$
�l� ��� ��#����� 2������ �����	���	��	��: }���	�	���+ #� �#�
� 	�

��	� ��� �	����� �� ���� �� ��	�� ��!	��+ \������� ���� �� ����� ���� ��	 ���� 	�

$�������� �� �	�	 �����������! ���� ��
� ���������!+ ��! ����	������ �������

�

� ��� ��
� �	#����	�: }���	�	��� ��! �� \���#�	�� ��� ����������� ��	 ��#�V

���� 2����� �����	���	��	��+ #�
� 	� ��	 ����������� ��� �� �
��� ��� ����

\����������� ��� ����������+ ��� \�����
�	�� ���	����� ��	 ��
���� ��#�����	�

������� ��� ����: *�!�� ������!���� !��� #�
� 	� ��	 ����������� ��� �� \��V

���� ��� ��#�������! �!
� ���+ ����	�	 ��� ���$
���	�� ��#����� ��� ��#�����	�

���	 ����	 �� !
� �� ��������� ��� \�������� ����	!��+ ����	����� ��� ��: "�

��	 \��! ��� ��	�\��! ��� ���� ��!�� \�	�� ��� ������ �����#�	���� ���� �	�������

��� ��� ��#�����	� ���$
�����+ �	��������6�	��� !
� �� ���\�� ��� ����������� ��

������� ������+ ���\�6�	��� �� ��$���! �

� ��� ��	 �������� !
�	 ���: ~� �#�
�

������ 	� ����������� ��� �� �

� \�� ��
� �� ��� �����������+ ��#�� ��� ��
�

��� �����
��� ���$��
������� ��������� ���+ ��	 ��#����� �	������ ���	��� ���

��	 �	��
����� ��#����� 4������� 0�6��� ��� ���$�
��	 ���	 ����#�� 
���������

��� �����������:

~� �#�
� 	� �	����#� ��� 	� ����������� !
� �� ��!
���� ��l��� \�	����! ���

�����������+ �� ���� ������� � ��#�����	� ��	������� ��� ��	����7� ���	 �l���:

5\�������� ������ 	� ����������� ���� ��
��� ��� ��	������� -����� ��
���+ "�V

��	� ���l�	+ 2��		� 1��������� ��� e����
� 0���� ��� ��	 ����	����� ���� $��V

#��� ����� ������ ��� ����������� �

� ��� ��� ��� ���� ��� �������� \�����\�V

6�	��� ���!� %� ��� �	�!�) �����������:

4��#� ��!�� ��	 �	���� 	� ����������� ��	 ������	��� ��� ��� ��	 ��������7�

���� !
� ���� �� ��!	��+ l���
����� ��� �
���+ ����� ��	 ����� \� #� ���� �� \�	�V

�!���� 	� $�������� ������ �� ���� �� #���: ��
��+ �	� ����
� ��������� �����

��	��	��� ��� �	#������+ ��� $��#���	 � ��#�	�� �� �� \��! ��� ��!��:

0
��	�	���+ #� ���	 ����
�l� 	� ��	 ����������� �� 0��	���
�� �\���� *
�7�	V

\��� �: 3	���� ��� ��	 ����	����� �����7� ��� ���� �� \������� ��� ���!	���� ���

\�����$��:

*
�7�	\��� 0: ���!���
��

*#�	�+ *���
��� &'',

Fv





�������� 	


��	���

�
���! ��� ����������	�� \�����$�� �����
�� � �
������� �� ���	��������V

����6!��	� �
��! %JMQS) ����

�
�	 �
����#��	 ��� ����#����	 W��V

��o�[ �� �	� �	��������	� ������� ��#�� ��� � \��������� ����������

��� ��	 ���!���� �������� ������	 ���������	: ~�������! ��!$�#�� ��� ���V

���#���� �����+ !��� #� �	�
�#�� ��� ���
��#��+ �����
��	 �� 2���������� -����

������6!��	� ��� �� 0���������� 2����������: ��� �
����� ���!+ ����	 �	�����#��

��� �
�����#�� ��\���� �
�!��#��� ��� ��	 ��	������� �	��	����� ��������	+ \�
�\�

���� �!�� ��� ��!���� �	���� �� ��� ����������	� ���������� ����� ������6!��	�+

�

� ��� ��� ��	 ��������� ��	 ������������	 ��	 �	��������	 ��������	 ��� ��	

��������� ��	 ����������	 ����������	: e���� ��	 ����	 ��� ���������	 ��! ��	

��������� ����+ ������	 	� 
��#��	 ��������� ��! �� �	��������	� ������� ���

�����	��+ ���6�	��� ����

�
��� ��	!	�� ��� �	������� �	�
��� �� ��� ����� ��	

������������	+ �� ������� ������ ��	 l��\���#��� ��� ����o��:

.� 2���������� -���� ������6!��	� %DNGRAvRVJ?AA Q?>OO>? V DJQ)+ ��	\��6��	

���������� \�	��� ��� ��
!����: ��	�� ������ ������� ��� 	� �������l��	 �� ��V

	��7� �
����	 ��������������� �8� %���\!	 !
�� �� �
����� ���������������

���6�	��� �� ����� ����������	 ����� ������6!��	�) �

� ��� ��
�� ���� 	� ���V

������	 �� \��������� �����
��������	 �
����#��	 ��	�������� �	�
����: ���V

�
��	+ ��#�\�� ��� $���6�	��� ���� ����������	�� ����������� ����	 $��� �����

������ �������� �� \������ ��\��+ !��� � �	��	����� ��	��+ � ���7������� ����V

������	 �
����	 � �
����	 ���������������+ � �	�
��� ���!	�	 ��#�� ��� �

���	��� 	������	� �&�+ �9�+ �(�+ �<�+ �C�+ �U�+ �;�: �� ����
� �
�#�� \�\���	�	 ����

���7������� ��#�� ��� �� ������	�� ���������� ��� ��������� ���	����� �������V

����� ��#�����	 �	������ �� \��������� $�
�����������	�	 ��	�������	 �	�
���	

��� ������� �����������:

�� 8,C; � �GKRE �,� ���7����	� ��� ����������� ����� ������6!��	� ��������	���

��	 ����#��� �\������	 �������	 �� �� ������6!��	�+ ��������6�	��� ��� ����V

5



0���
��� 8

������� �����������:  ����#��� �������
�����	 ��	!	�	 ����� �\� ������	���

��	��������� ��	!	�� ��	 ����������	 ����� ������6!��	�+ ��7��� ��� ��������V

��� ���� ���	!����� ��� ��������� �
��	�������� ��� �\�����	 ��� �������������

���� ����� ������ ��� ����\��������+ ��� �	�
���� ��� ��� ���������� �
����	:

.� ����������� ����������� $����	 �������� ��������� ���	 ����� ��	 �
����	

��������������� �8� �

� ����
��	 ���	 $�
���� ��� ��\�� !��� � ���	��� 	����V

��	� �8'�+ �88�+ � �	��	����� �������	 �8&� � ��!�� ��� � $��������� �89�:

*	�7������� ��� ��\��� ���������+ �� ��� ����������� ����������� � �	��� �	���V

�������� �� ��	��������� ��� �������
������� ���$�
������: 2�� �� ����� �����+

�� ��	������!+ �	�� ��	������!� �	�
���� �	�
��$�	�� �� ��	������� �	��	�����

��� ��	 ��������� ��� ��	�������� \�	����: 2�� �� \������ �����+ ����	� ��� \��V

������ ��� ��	�������� \�	���� ��� ��� ���������� ��	 ������������	+ �����6����

�	�� ���������� ������������	: ��	����+ � ��	�
��� \��\������ ��� ����������

���� ����������� ����������� ������ 	� �����#�� �� \�� ����������+ �� ��	������!

��� �� �������
����!:

������� �� �� ��	������! �������+ � ��!\��� �	!� ��	�������� �	�
��� ������6�V

��� ��! \�� $������� ������	���t

8: ��	 �
�!��#�� ��� ���
��#�����:

&: ��	 ���������	��� �
��������+ \�
�\� ���
��#���� � ����

�
�+ �� �
��! �

�� 
�������!:

*	������� �� ��	 ����� ������	��+ ��

�� ������������� �8(�+ �8<� ��� $�
���V

���� ���� ����

�
�������� �8C� ����	 �����#�� ��� ���� �
������� �
��	 �
��V

��#���� ��	 DN]pAV�NKGHA?V�>T>OF %D��) �8U�+ �8;� ��� ��� =>?@AB �8,�: "�� ���

��	��	� ����� ����� ������	� �
����#����+ ���\���	��� !�� ����	 ������� ����!V

����� �8(�+ ��#�� ��!������ ��� \�	������ \��\������� �� ���	��� ��
��
��!����

�(�3|�|)+ !��� � ��	�� �� ����� ��� ��!����� ���!\�� ��� |�| �� ����#�� ��� ����V
�������: e�$���+ � �
�!��#��� D�� ������� � ���������� 	� ��	�� �� ����� D�J

%DENOTpB �N?O>@ JN?O): ����+ ��#� ���������� ����� ������6!��	� ������ 	�

���������� �� D�J �����+ �

� !�� ����� ������t ��� ��� ���������� ����#���

|�|+ #� ��������� ��!	�� �(|�|2) �&'�+ �&8�+ �&&�: e�$���+ � �������������!� ���!�
��	���� ��� �!	� ����+ ��!�� ���	���	��� \�	 ������6�� ��	 ��!\��� ��� �	�
���:

��!
� ����+ ��	 � 	�� ���������� �′ ���� �� �������������! ��	�� ����
�����

��! ��	 � %���	 ����!���� ��������� |�′| = |�|2)+ � ��!\��� ��� �	�
��� #� ���V
������� ���� �7������� ��! �� ����#�� ��� ����������� %|�′|):
*	������� �� �� \������ ������	��+ �� DEF>GH I JK �8C� ��� DEAGH I JK �&9� ��V

��������	 �
��������� ��� ���	�	 ����� ����������	 nhcq ��� ��	 �
������� ��	

������	� �
����#��	+ �	� �� qPP>?> AR >@: �&(� ��� x> AR >@: �&<� ����������	 ����
V


�
�� �
��������� 
��������� ��� ����
��	��� �� ����

�
� ����	�����: . �����V

& *
�7�	\��� �: ���!���
��



�	!���� 8:'

	���
���!� �� ������������ �
���� �	�6����	�#��� �� ��	 ���������� �� JMQS

��� �
����#��� ��	 D�� %DF?ATT>G �&C� ��� ^N?LFO AR >@: �&U�) ��� ��� �
����#���

��� =>?@AB %M>b@>RNT AR >@ �&;�): 3��!��+ �� ����� ���� ������	!��	�� ���������	�V

��� ���� ��������	��	 	� ������

�����	 ��� ������ �� \��#����� ����

�
�������

��	 �
����#��	 � �������	 ����$�
����� ���#���������� �!����:  �
������� ��


�������!+ ����
�� ���� ��� �
����#��� ��	�������� �	�
���� ���
��#���� ��� ����

��������	�� 	� ������� �� ������� \�	��� �������	��: ���	 �
������� �� �
��!+ ��

���������� ��#�\�
����� ����	��� �	��������� �� ��	 ��
��
��!���� ��� ���$�
V


���� ��! ���� ��������������	��� ��
����� ��	 �
����#��	+ ���� ��� �\���� ���	

��7���	� �	���� ��� ����: �������	�� 	� �
����#�� � ��
��
��!����+ �� �����V

�!����� �
��������� �� �
��! ���
����	 ��	 �
�!��#�� D��+ ��� ������ �� $������

���7��� ��	�� ��
� ��� ��
�� ��! ����� ��� =>?@AB:

������� �� �� �������
����! �����+ �������	 \������� ������������ �� 
�������!+

��� ����	 ��� ��	�������� �	�
���� ��������	 ��� ���	 ��������� ��	 ������V

������	: "�� \�����
�� ���������� ��	�� �� �>]] �&,�+ ��� ������� �	�	 ��	��V

����! �	�
��� $���6!��	� �� ��� ��������� ��� ����������� �� ����� ���!����

�� ^�J: ���� #� �7���#�� !��� ��� ��!��	� ����
���+ �� �����!��	�� �	�
����

��������6��	 �������� ������������ �� ���� ��� ���\����� ����������� %\�	 ������V

���	 \��������	�� �����������) �

� ��� �� ���� �� ��������6!��	� ������������+

���� ���
��#����� � ����������	� ��������� ��	 cV>RR?FPKRAL ����������	 ����V

������	 �U�: �

� ��� ���������� ��� ��� ��!����� ���������� ��	�� �� ^FTNG �9'�+

�	� ����
��� ��� ������� ��	��������� �	�
���� ��	���� ������+ ���������� ����V

�����	��� ��	 ��������� ���� ����������� �� �	� ��!������ �� D ��� ����
�� ��

��	������� �	�
���: �� ^FTNG ��	�� $������	� ���	 hV>RR?FPKRAL ���������� ��	

����������	 ����������	 ��������	��� �	�
���� �� ������!����� \�	��!����� ��!

���� �	���������� ��� �>]]: �

� ��� ���������� ��	�� �� =@F �98�+ �	�� ��	\����!�

����
���	 �9&� ��� �
������	 \������� ����������� ���������� �����
�������	 ��

�	� ����������	� ���������������! ����$�

�	: 2�� ��	 ��������� ��	 ��������V

����	+ �� =@F ��	�� ����� ��� hqm� �99�+ ���� �
����� ��� ��	 ����\������! ��	

���
������	 �� ��	������� \�	���+ ��� ��������6�� ��#� ������ ������������:

��
��+ ��� ��	��������� ��� .�������� ���� �
�����#�� �� ����
��� ��SQ �9(� ��

����� ������ 	� ���������� �� ������������ �� �	� \����	� ��	������! \�	��� ��V

��� !��� 	� ���� �� \�	��!���� ��� ��	�������� �	�
����:

���	 ��� 
���������+ ����	 ������������ ������������ ��� �� �
��!+ ��
��!����

�� ScqD �	� ��� ��!����� �� JMQS: ���	 ������� �9<� ������������� ��� �
�V

������ ��� ����������� �������	 %Z>RRA?G H?>OO>?T) �� nhcq+ ���	 ����� !��� ��

������������ ���	 ���#��� ��� �!	� ��� �� ����������	� ���������� �	� 
!�� ���

����� ��� nhcq � �
������� ���	 ��� ����������	� ����#�� ���$�
������� ���!V

\��: �� &''< �����#��� ��! ���� M>G>HNZNK@NT AR >@ �9C� �	�� ��������7��������

����� �	��������	� ��������� 9
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xqcD ��� ��������� ������������	 �� �� $��#��� JMQS: ���	 � ����� ������#���

��� ���\���� �	!� �7��\������	�� ���7������� ��� ��	 ��������� ������������	+

��������	�� 	� �7������#��	 �� �
��	�������� ��� ���	 �	�������� ��� �	����

�� ���
�������� ���������: . ��	������!� �	�
���� �������� 	� ��#�\���#��

��! �� �������
����+ ��7�	�	��� ��	 ��!\��� ��� ��������	��� ��	 ����$�
���

����	�
��� �	���� ��� ��	 ���#������ !
�	 ��	 ��#�	�	 ��	�������	 \�	���	+

�	� ����

�
� ������	� �� 	�������	�����!�+ ���
���6�	��� !
�� ��� ��#�	�� 
�����:

����+ � ����������	� �
������� $���6!��	 ���	 �
�!��#�� ��� ��������� �	�
���

��� J@NBL �9U�+ � ������ \�	 ��	�� �7���� ���\����!� �� ���� �
����#���� ��	 =>?@AB

�8,� ��� D�� �8;�: ����
��	+ ���������� � ��������� ��	 ������������	 ��	!��	

�� �	�	 ��������	� ���7������� xqcD �
�������	� �� �	� JMQS+ \�
�\� �����6� ��

�
������� �� 
�������! � ����� ����
���� �� �	�	 ���7������� �� ��
� ����
!����

���	!����:

� �������

��
��! ��!�� ��� ������#���� �����
�� � ��������� �	!� ���������� ��� �\�� ����

%cBTRAO NG > DEFZ V cND) ��� #� ��	�� ���	! 	� ����
���� �!�� ��	 ��	�������

!�� ��� ��	 �������
����� �	�
���: "�
����+ �� ������� #� ��	�� ������� ������

��� 	� \������������ ���������+ �� �� $��#��� ����

�
�� �
���!���� �	����7��

%$
��� ����� 8:8)+ �� \��\������ ���������� ��� #� \������� ��! ��	 �
����� �����

�������: �� ����������	�+ �	�� 	� ������������ �� �	��������	� ������� �� ���

�
������ �
����� ���������� �
����+ #� ������������ �� �l�
!���� \�
����! ���V

��\� �� �� ����� ��� ���$�
����� ��	 ����������	 ����������	:

 �
������� ��	 ����������	 ����������	+ $�������� ���	 ����

�
� �
�������

��� �
����#��� ��� =>?@AB+ ��� ��������� �
����#��� ��	�������� �	��	������

��� $�$
��������: ~� \���������	 ��
���� \�� \����������� �
���������+ � �����

�� ��	 �����	+ � ��� �
�����+ �����
�� �������� ��� ����

�
�� �
����#��� ��!

�� 
�������! �� �
��!+ �	� � \������ ��	�� ����� ����
������� ��	\�������� 
�V

�����+ ���	��� ����!����� ���������� ����� �

� ��� ���	���� ����������: ���	

����� ��� �������
����! ����� ��	 ����������	 ����������	+ ��	�� ���������� �

����7� ������� ��	�\�� ��� 	� ����
�� ��� �	������� ���7���: 0��� �� \������� ���

����������	�� ��������+ \������#���	 \����������� ���������	���� ��� �� ��	��V

����� �	�
��� ��� ��	 ���
�����! ��	 ������������	: ����	�� � ���������	���

#� ������ 	� �������	�� ����������������� ��� 	� ����������� � ���!���� ��������+

$���� ��� ����������� �����������+ �!�� ��	 ��	�\�	 ��� �����6�	��� ��� �� ��V

	������� �	��	�����+ !�� ��� ��	 ��	�\�	 ��� �������
������ ����������: ��

��#� ���\�� #� ������ 	� �	�6���#��	 ��������� ���� ������ � �������	�� ��� �
�V

������� #� ��	�� ���������� �������: ���l����� ��������� ������	 	� $��#��	

( *
�7�	\��� �: ���!���
��
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FPGA

����� 8:8t �����	!��	� ����� �	��������	�� ����������:

���	 ����� ��	 �
����	 ��������������� !��� � �
���� �`h+ ���	 ����� � ���V

���� �����
������ ��� ��������� ������������	 #� $��#���� ����	���� �� ����

��	 �7���������	 ��� ����	 	� ������#��	 ����!���	� �� �������� ��
����#��	

������	+ �

� ��� � �
���� a>b>: ����
��	+ ������	 	� �	�6���#��	 ��� $����V

������ ��������� !��� � �	��	����� ��� �
��������\������������+ �

� ��� ���

��	�\������� x�S: ��
��+ \�	 ������ 	� ����
������	 �� ����������� 
������

��������������� ���� !��� #� ������������ ���!����+ ������� �
���� �	�
����

����7� ��	 
�����	 �����������	 ��� ��	 ����������	 ����������	:

��	������+ � ������ ��� ���
��#�#��� ������ 	� ���������#�� ��� ��!
��#�t

• *�����+ ���	� ��� ����� ������#��� ��� �	�������� ������������	 �� �	�	
��	������! �	�
���: . �	�
���� ��� �����������#��� $����#��� ���	 �
�V

������ ��	 M>b@>RNT AR >@ �&;�+ �

� ������#��� ��������	�� 	� ��	�� �� #���

	� ��������� ��� �� �������
����! ������� ��	 ����������	: ����
��	+ ���

��	 ��������� ��	 ������������	 ���	� ����� �7�������� ���7�������: *��V

��
���� ��� ����������	�� �������� ���	 �� �	����	����� �D8� ��� �D(�:

• ��� ��	����� ���	� ��� ������#��� ��� ��	 �	����������� ��� �7�������� ���V
7�������:

Y �� ����� ���� \���������� � 
��� ���������� ������
����� %MF]NV

^@>_A): �� ����������	� ������� �\��� ��	 �	����	��� �D<�:

Y *��
��#�� \���������� � ����� ���������� TNiR ]N?A ���7������� %`FV

]?N^@>_A):

Y �� ��!��	� $���+ ���	� ��� ������#��� ��� ���
���� ��� �	����� ����7��

���7�������k������
����� ��� ��	 ��������� ��� �	������������ ����

��! �7��\������	� 
����� ���
�����+ �� ��	 �	����7� ���������	���	

����� �	��������	� ��������� <
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$������	�	 �� ����$�� %TR>]pT): "�
����+ � ����� �7��\������	�� �
����

��� ��	 ��������� ��	 ������������	 �\��� ��	 �	����	��� �D88�:

• ���	 ������#��� 	� �������	#�� ��������� � \��\������ ��	�������� �	��	�V
�����+ ��� 	�� �
������� ��� ����

�
�� �
����#��� \����������+ � �����

�����6���� ����
������� �� ��	\������� ���
�����: *�! ��	 �	�
��� ����V

��l�	 � \��������� �a8� ��#�� ��� � �	����	��� �DC�:

• ��
��+ �	�6���#��� �������� ��� ���������	�� ��	\�������� �	�
���+ ����
	� ��	�� \�	��!� � ���������!� ��� �� ��	 ���������	��� ��	 ����$�	 ����V

��	��� �	� �	���� �������:  	�� ���� ���������	��� �\��� ��� �	����	�����

�D,�+ �D8'�+ �D8&�+ �D89�+ ��	 ��! ����� \��������� ��x:a&�+ ��	 ��! �����

�	����	��� ��x:D8(� ��� ��� ��! ������������ ��M:a9+ �M:a(�:

.� ������	� \��\������ ������������ ���	�	��� ����������� ��� ����� 8:&:

����� 	� ��	����� !�� �� ��#� ���\�� ��� ����	��+ ���6������� � \�	��!���� ����V

����������� ��� �����!��	�� ����������: . ������� ������� �� ���������� ���

�� ���!���� ��!�� ��������� � �	�
���� � ��� � ���������� ��� ��	 ��������� ��	

����������	 ����������	+ � ������ �����������6�� ����

�
� �� JMQS: *�!��

��� ��	���+ � ������� ������ 	� �������l�� ��	 �������� �� ��� �
���� �l�
��

�����\��+ !��� � Mx�h�Q ��� 	� ��	�� ���!���� � ��������� �� ���������� ����V

������: ��	���� ��� ��� �� 
!�� ���!+ !
�� �� ���������	���� ��� �
������	���

���
��#��	 ��� ��	��� ����������������� 
����� �	�7������ ��! ����������	� ��V

������������ �����������+ \�	�	��� �� \�	��!���� ��� ������ 	� ������� �������

��� ����
� ��	 ��\��� ��� ���������� �� �	������ ����
��� ��� ��	 �������� ���:

�
� �� ������	�+ ��������6�	��� ��������� ��� ����� 8:8 �	� ��� ��������� ^

\�	�	��� �
��������� ��� �� ����
��� ��� ��������������� ���! ��#����!:

FPGA

 

)    FPGA    
  

C *
�7�	\��� �: ���!���
��
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)       
   FPGA
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SoftCore 

)        
      FPGA

FPGA

 

  

)         
        

FPGA

FPGA

  

  

)       
    FPGA

FPGA

 

SoftCore 

����� 8:&t ���\������ ����������� �
��������	:

����� �	��������	� ��������� U
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�� ������������

.� \����������� ��� ������l�	 ���� �� \������� ��� \�����$�� ��	�� �� ��!
��#��t

�! �!�#	�#$�

Z5� D: M>b@>RNT+ S: mFONZNK@NT+ S: �NK@NK?FT+ u: SGL?NGFpNT+ q: M>G>HNZNK@NT

>GL Q: M>Z>pNGTR>GRFGNK+ W=Æ]FAGR xA]NGsHK?>P@A =OPALLAL M>?TA?T[+ ����

����	 
������� ������� � ��	����	��+ 9< %&) %&'',)+ 8,C V &8<+ LNF� ERRZtkk

Lv:LNF:N?Hk8':8'8Ck�:]@:&''U:';:''8

��� $�)6� �! �!�#	�#$�

[\�Z8 S: mFONZNK@NT+ D: M>b@>RNT >GL Q: M>Z>pNGTR>GRFGNK+ WSRR?SKRNTt S Z@>RiN?O

iN? REA >KRNO>RF] HAGA?>RFNG Ni >RR?FPKRA Ab>@K>RFNG E>?Lj>?A TBTRAOT[+ ����

����	 
������� ������� � ��	����	��

��� ��	!"	#��6)�

[O�Z: D: M>b@>RNT+ S: mFONZNK@NT >GL Q: M>Z>pNGTR>GRFGNK+ WX>?Lj>?A cRNE>TRF]

DNGRAvR J?AA Q?>OO>?T[

[O�Z> S: mFONZNK@NT+ D: M>b@>RNT >GL Q: M>Z>pNGTR>GRFGNK+ WSG =OPALLAL cBTRAO

iN? REA =DQ xA]NHGFRFNG >GL SG>@BTFT[

�! ������#�

]5� D: M>b@>RNT+ S: mFONZNK@NT >GL Q: M>Z>pNGTR>GRFGNK+ WSG qGRA@@FHAGR =OV

PALLAL cBTRAO iN? DNGR?N@ SZZ@F]>RFNGT[+ ��	����� �� ������� ��� ����	��

�� ������� �������+ DBZ?KT+ aK@B &''<

]8� a: cRNFRTFT+ c: QN@AO>RF+ S: D: mFONZNK@NT >GL �: c: �FpFR>+ WSG>@BTFT >GL

rK>GRFs]>RFNG Ni >?RA?F>@ j>@@ ONRFNG i?NO ^VONLA K@R?>TNKGL FO>HAT V ]NOZ>V

?FTNG Ni P@N]pVO>R]EFGH >GL NZRF]>@ wNj[+ ��� ����  ����� !���	�������� ����
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��� ����������	�� ������#���� �����
��	 �� ����������� ��������V

���: ��� ��!
��#�+ #� �������	 �� $������ �		���� ������� �� ����V

������� ��� ��#!\��� ��	�������� ��� �������
������ �	�
���� ����	+ ��#�� ���

!
�� �� $������ �		���� ��� \�����	 ��	 ����������	� �������:

�� ��	��	
����

�������	�� 	� ������	�	����	 �� �	#�����+ ��! �� ��� ��
� ��#�����	� #����� ��V

��� �� ��� ��	#��� ��������	���+ ����	 �	���� ��! �	� ����+ ��� �
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��	 ���	� �
���� ������	 	� ������	�	����	 ��� 	� ��	�		��#��	:

�� ���6���� !��� ��� �
����{ �� ������ ��	��� 	� \���������� ��	 ��� ��!����

�	���� �� ��� �
���� � ��!�� ��� ��	���+ ����� ��	�� �� ��������� ��� �����
��	 ���

�
����{ �� 8,<C � DENOTpB �9;� �\��� ��������	����� �������� ��� ��	 �		��� ���
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�� ��#� �
����: ����������	�+ !���� !�� ��#� ����������

�����
����� ��! ��	 �7�� �����\�t

• f	� ���������	� ��	�
� ���������	 ���$!
�	+ ���� u:
• f	� ���������	� ��	�
� �� ���������	 ���$!
�	+ ���� �:
• f	� ���������	� ��	�
� ��	!	�	 ���������+ ��� ����������	 ���
��#���
���������	 �k��� �� ���������	 ��������	 ���� x: .� ��	!	�� ����� ���
��V

#��	 �� ����� � → �+ ��� \���	�� !�� �� ���$�
� � ������ 	� �����#�� ��!

�� ���$�
� �:

• f	� �����! ���$�
�+ ���� c:

�� ��������� ���$�
� �����
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��$��� ��� �����������+ ���� ��� ������

������ 	� \��������#�� ��#� ���$�
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������+ 7���	� � �������� ��! �� �����! ���$�
� ��� �� �� $��#���
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��#� �������� %�������� DENOTpB)t

• 2���������� ����� ': �\� �	����	 !
�� �� �����������:
• 2���������� ����� 8 � 2���������� "� ������6!��	� %DNGRAvRVcAGTFRFbA
Q?>OO>?T): .� ����������� ��� �	����	 �� ���� ��	 ���������+ ����	 ��V
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�� �	 �	 � ��	�� ���$�
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�	: ��
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�� ��� ��	!	� ������
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• � = {� → ��

� →  + ��

� →  �

 → � ∗  �
 → � �

� → �}
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�����! ��� ��	��7�� ��	 �
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• cVSRR?FPKRAL �	���6���� ��� ���������� ���������� ��� ���� �!	� ��	��#�V
��	� ������������ ��� ���������	 ��	 ��������� ��	 ������������	 �� ���

\������� ��� ��	�������� \�	����+ ��! �������� ���� �� \�7��: ��
�\�+ ���

��	 ��������� �	!� ������������� ��#�	�� �����6�	��� ����� �

�	 ������V

������	+ �� ����� !��� $�����	��� �������!���� ��� ���	 ��	������! ��	!	�

��� ��� ����	 �\� ���
�������

• hVSRR?FPKRAL �	���6�	��� �� ����������� �����������+ �� ������ ���������	
����
��	 ��� �
���	������	� ������������ ��	 �����	 � ��������� ������

	� ��	�� �� ��� \������� ��� ��	�������� \�	����+ ��! �������� ���� �� \�7��:

��
�\�+ �� hVSRR?FPKRAL ����������� ����������� ��	�� ������	�
� ��	 cV

SRR?FPKRAL:

*	 ��� ������	 	� #����#��	 ��
� ��
����� �� \�� ����� ����������+ ����	 ���V

\���#�� �7�������� ��������� ��� ��	 �
������� �	!� ����
�� ���#��� ��	�������	

�	�
���	: 2�� ����\�����+ �� �SDD �&,�+ �	� �����	���� $��#����! ����
��� ���
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�
��	+ �	� ��!�� ��	���� ��� ��	 ������������� ��	 ����������	�	 ��	!
�	 ��	��

!�� �� �������
������ ��	!	�� ���������	 ��	 ��������� ���� �� ��� �!	� \�������

��� ��	�������� \�	����:

 ���������� ����� ������6!��	� ��� ����\�������� 8 ������ 	� ������#�� ���	

��!
��#� ���������� ���������� �2+ � ����� ����

�
� �� ��	 �	��	����� ��	

��#�������	 ��������	+ #� ���
���6�� ��� ��	 ���� ����:

���;�!#3�� 8 WL DPXL ;YBQHRH <>S �1 AN<C;<HCZO[L<AC MNA ;IN<CXMBLNH DA<>�

?F@>BA BL FNHBA ���� > <CBE <HI HGHOHI LONAC TI;CDFS A@CXBFSU K <CBE <HI DA�

<>?H@EBA<HS \LN LONAC <OGH<L PRRH AGF <>N <CBE <>S BAX>BA<CDES BMZ@C ;<C?BES

IGHMDT@A;>SU ]C\CDP ?CA <H <L@BA<CDF ;YBQHRH �� <HI AGH\O\L<AC > AIXAO@L<> <CBE

5U WINLG^S� > DA<>?H@CDE ?@ABBA<CDE XA MZLC <> BH@TEJ

�2

WIN<AD<CDHO _ANFNLS W>BA;CHRH?CDHO _ANFNLS

� → � ���� = ����

� →  + � ���� = ��� + ����

� →  ���� = ���
 → � ∗  ��� = ���� ∗ ���
 → � ��� = ����
� → � ���� = 5

`@P?BA<C� BL <> QHEXLCA <>S ;I?DLD@CBMN>S ?@ABBA<CDES IGHRH?O[HN<AC A@CXB><CDMS

G@Pa>S <>S BH@TES �+ � = 10� � ∗ � = 25� � ∗ �+ � = 30� � � �

��� ���
	�
���� ��	��
��

"���� ���� ���� �7������� ��� ������+ �� �� $��#��� ��	 ��	!	�	 ��������� ����

�����������+ 	� �����#�� ��� ��
� ���$�
������: �� ��!$
��� ���! \�	 ��	��

��	���� ��
! ��� ���� ������ 	� $��#�� 
��� W�� �� ����[: 2�� �� 
!�� ���!+

����	 �	�����#�� ��\���� �
�!��#��� ��� �7���6��	 ��� ���$�
�������: f���+ �	��

��	������!� �	�
���� %Z>?TA?) ������ 	� ������� �� �	� ��!������ ��� \��!��	�

�� ����\� ��� ���$�
������+ ������ 	� �����	#�� ��	 �	���� �� ��� ����������	�

����������: ���	 ��� ��
� ��� �����+ �	�� ������� �
�!��#��� ���	�� ��
�� ��

�	� W	��[ � �	� W!��[ ��� �	���6���� �	��	������� %?A]NHGF_A?): ���� ��� ��	#����

������+ ���!� ��! ��	 \��\��� ���	���� ��������� ��� �� ��	������! \�	��� %Z>?TA

R?AA) ��� ��	 �	�������� ���$�
������ ���!\��: �� ��	������! \�	��� ���� ��6�

�� �����! %�� ��������!) ���$�
� ��� �����������+ ��

� �� ��������� ���$�
�
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������ �∗�+� ��� ����\�������� 8 �	�����������
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� �� ��#� �!�$� ������� � ���� ��� ������������� ���+

!��� ���
���6���� �� $��� ���� �������
������� ��	!	�� ��� ����������� Q2 ���

����\�������� &: ���	 ��!��	� ��������� &:&:8+ ��������6���� ��� �	�
����� �

�
�!��#��� �����
������� ��� =>?@AB �8,� �	� ���	 ��#��!��	� &:&:& ��� ����

�
�
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����� &:8t ��	������! \�	��� ��� �� ���$�
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�� 8,U' � a>B =>?@AB ���������� �	�	 �
�!��#�� ��	�������� �	��	������ �8,�+ ��!

��	� ���� �� ����+ ��� ����������� ����� ������6!��	�: . �
�!��#��� �7���6��

��� ���$�
������ ���!\�� ��� ��	 ���\������ � ��	 ���������� �� ��!	� �3+ !��� �

��	�� �� ����#�� ��� ���$�
������� ���!\��:  $����� ���	������ ��� �
�!��#���

��� =>?@AB ��	�� � �������� �	!� 	��� ���$!
�� W•[+ ��� ��
����+ � ����� \�	 �	����

���	 ����������: . �!
�� ��� ��
���� ��	�� 	� ����6�� �� \�7�! ��
�� ��� ��	!	�

��������� �� \�� ����+ �� �������� ��� �� \�7�� ��� ��
����: 2�� �� ����� ���

��	!	� ��� $�������� �������� ��� ��
����+ ���� �\� �7����$�#�� !�� !	��� ������

	� ������� �� ���$�
������ ���!\�� ��� ���� �7������� ����� ������� �	� �� �����

��� $�������� ��� \�7�� ��� ��
���� ������ 	� �7�������: f���+ !
�� �� ��	!	�� ���

����������� ���������	��� �� ��	!	�� �� ��
��� %LNRRALV?K@AT): ��
��! ����������

��� �� ��	 �	���� ��� ���$�
������ �� ��� ���������� ��������� !��	 � ��
��� ������
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�� ��� ������ ��	!	� ���������+ ����	�� \�
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� �������� ��� �7�� ( �
��������� {�	 �	 �	 �}t

• ��	 ���#�! � ��� ��	!	� ���������:
• �� #��� � ��� ��
���� ��� \�7�! ��
�� ��� ��	!	� ���������:
• f	� \����� � ��� ��	�
� ��� ����� �����\��������#��� � ��	!	��:
• "�� ���$�
������ � ���	 ����� ���#�����	��� �� � ��!��	� ���$�
� ���
���$�
������� ���!\�� %pV@NNp>EA>L TR?FGH):

2�� ��� ���$�
������ ���!\�� ����#��� � �����	� �� ��	 �
�!��#�� #� ���������V

����	 �+1 ��	�
� %��! 0 ����� �) �	� �� �����! %�0) #� ����������#�� ����

�
�:

�� ��#� ��������� ������ 	� ����
����� ��� ��! ��� ����� $������ \��\������� ���

���6�	��� ���	 ����������	� �
�!��#��t

• M?ALF]RN?t  ����������	� \��\������ �����!6���� !��	 \�7�� ��� ��
����

������� �� ��������! ���$�
�: .\���� ���	 ����#��� ���� 	��� �������V

��� ��� ��#� ��	!	� ��������� ��� ���� ��� �������! ��
�� �� ����������	�

�� ��������! ���$�
�: ���� 	��� ����� �����������+ � ��
��� ��	�� ���	 ����

��� ��	!	� ���������:

• c]>GGA?t  ����������	� \��\������ �����!6���� !��	 \�7�� ��� ��
���� ����V
��� ��������! ���$�
�: �� ���$�
� ���! ������	���� �� �� �7���6!��	� ���V

$�
� ���!\�� �� ��� ��	 ��	�� �\��+ ������#���� ��� ��!��	� ��	�
� ��+1 �

��	!	�� ���� ������	�#�� � ��
��� ��� #��� \�7��+ \�
�	�	��� \�
�\� !�� ��

����������	� ��������! ���$�
� �	��	��������:

• DNOZ@ARA?t  ����������	� \��\������ �����!6���� !��	 � ��
��� ���� ������
��� ��
�� ��� ��	!	� ���������: ������	�� �� ���$�
������ � �� �� ��!V

��	� � ���$�
� ��� ���$�
������� ���!\��+ \�
�\� �� �� ��+1 � � � ��+	: ��	

�����6�	���+ �����	�� ��� ��	�
� ��� ��#���6���� ��! �� \����� � ��� ���	��

!
��� ���� ��	!	�� ��� ���� ������� �� ������	!��	� ���$�
� ������6��	+

���� ���������	�� ������	�#�� � ��
��� ��� #��� \�7��:

2�� 	� ��	�� ��� ����	���!� � �
�!��#���+ #� \�#�� �	� ����\����� ��������� ���

��	 �	���� ���������� �1 ��� �� ���$�
������ ���!\�� � ∗ � ��� � = 1:

���;�!#3�� : VH A@ZCDF ;YNHRH �0 MZLC A@ZCDHGHC>XLO DA<PRR>RA BL FRHIS <HIS

DANFNLS BL <>N <LRLOA ;<>N G@ <̂> XM;> P@AJ

�0

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

� →• �

 →• � ∗ 
 →• �

� →• 

� →•  +�

� →• �

����� �	��������	� ��������� 8U



0���
��� &

]TF;HN \LaCP <>S <LRLOAS ?CA <HN DANFNA � →• � IGP@ZLC <L@BA<CDF ;YBQHRH� <H

HGHOH LONAC O\CH BL <H ;YBQHRH LC;F\HI �0 = � <F<L ;<H ;YNHRH �1 XA G@H;<LXLO H

DANFNAS � → �• 0������	1U bB=S� ?CA <HN DANFNA AI<F MZLC T<P;LC > <LRLOA ;<H

<MRHS DAC LGHBMN=S XA LNL@?HGHC>XLO H ��������	 DAC XA TM@LC <HIS DANFNLS GHI

MZHIN \>BCHI@?>XLO ;<H �0 DAC MZHIN \LaCP <>S <LRLOAS <H � � ATHY <HIS BL<ADCNE;LC

<>N <LRLOA BCA XM;> \LaCPU c@A XA M@XHIN HC DANFNLS  → �• DAC  → �• ∗  U
dCA <HN G@ <̂H AGF <HIS \YH AI<HYS DANFNLS� > <LRLOA LONAC ;<H <MRHS <HI DANFNA

GA@A?=?ES� LGHBMN=S BL <>N O\CA \CA\CDA;OA XA M@XHIN HC DANFNLS � → �• DAC

� → •+�U VMRHS� GPRC RF?= <HI G@ <̂HI AGF <HIS NMHIS AI<HYS DANFNLS� XA M@XLC

H DANFNAS � → �•U c@A <H ;YNHRH �1 XA LONACJ
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� → �•

V^@A �1 = ∗� LGHBMN=S RF?= ������	 ;<HN DANFNA  → �• ∗  XA \>BCHI@?>XLO

;<H �2 H DANFNAS  → � ∗•  U ]GLC\E > <LRLOA LONAC A@C;<L@P AGF <H B> <L@BA<CDF
;YBQHRH  � XA LNL@?HGHC>XLO H $	������	 DAC XA TM@LC <HIS DANFNLS GHI MZHIN ;<H

A@C;<L@F <HIS BMRHS <H  � \>RA\E <HIS DANFNLS  →• � ∗  DAC  →• � U `PRC

RF?= $	������	 XA M@XLC DAC H DANFNAS � →• �U WINLG^S� <H ;YNHRH �2 XA LONACJ
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 →• � ∗ 
 →• �
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VMRHS� �2 = � DAC LGHBMN=S RF?= ������	 ;<HN DANFNA � →• � XA \>BCHI@?>XLO

;<H �3 H DANFNAS � → �•U bG=S DAC ;<>N GL@OG<=;> <HI �1� H ��������	 XA

LNL@?HGHC>XLO DAC XA TM@LC <HIS DANFNLS GHI MZHIN \>BCHI@?>XLO ;<H �2 DAC MZHIN

\LaCP <>S <LRLOAS <H � � ATHY <HIS BL<ADCNE;LC <>N <LRLOA BCA XM;> \LaCPU c@A XA

M@XHIN HC DANFNLS  → �• DAC  → �• ∗  U dCA <HN G@ <̂H AGF <HIS \YH AI<HYS
DANFNLS� > <LRLOA LONAC ;<H <MRHS <HI DANFNA GA@A?=?ES� LGHBMN=S BL <>N O\CA

\CA\CDA;OA XA M@XLC H DANFNAS  → � ∗ •U ]\^ > <LRLOA MZLC T<P;LC GPRC ;<H
<MRHS� P@A AGF <H �0 XA M@XHIN HC DANFNLS � → • DAC � → • + �U VMRHS� H

G@ <̂HS DANFNAS XA TM@LC <HN DANFNA � → �•U VLRCDP ;INLG^S� <H ;YNHRH �3 XA
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 → �•
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� → •
� → • + �
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]GHBMN=S� ATHY BM;A ;<H ;YNHRH �3 > <LRLOA MZLC T<P;LC ;<H <MRHS <HI DANFNA

� → �•� Q?AONLC <H ;IBGM@A;BA F<C > ;IBQHRH;LC@P � ∗ � ANEDLC ;<>N ?@ABBA<CDE
�1U

� � � (����#)��� 
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=>?@AB+ �	����#����	��� ��� \���� ��	 ��	!
�	 �� �� �	�	 ��	���+ �� ��	������!

��	��� %M>?TA u>P@A V Mu): f���+ ���� ��� �� �������� (�	 �) ��� ��	��� Mu ��������

���� ��	!	�� ��� �	����	 ��� ��	�
� �
 ��� ������ \��������#���	 ��� ��	�
�

��: *�! ��	 ��	���+ �!	�	 �� �������� ��� �	����	 ���	 ����� \����	�� ��� ��	�

������������	��� %� � �): ��� 	��� ��
����� �������������	+ �� ���� �������

�	�����������	 ��� \��\������� c]>GGA?+ DNOZ@ARA? ��� M?ALF]RN?: �������	�	���

��	 $�
�����	� ���� ��\���+ �� DEF>GH I JK �8C� ����������	 ��� ����

�
� ��\���

��� �
����#���+ ��� ������������ �	� �!	� ��
���� ���+ ��	 ⊗ ��� �������� ��	

�	���� ��� M?ALF]RN?+ ����������	��� ����

�
� �� �������� ��� ��	��� Mu ���

�	����	 ���	 ����� \����	��: . �
�!��#��� ����� �� 
��������� M?ALF]RN? ��
�����

jA>pAGAL =>?@AB ��� !
�� �� ������	!��	�� �
��������� ��	�� $������	�� �� ���!	:

2�� �� 
!�� ���! #� �7������� ��� �	�
����� � ����������	�� �
�!��#���+ �

�

����� #� \�#��	 ������	�� �������:

��#6��
 5 :;<= MNA B> <L@BA<CDF ;YBQHRH �U VA ;YNHRA M?ALA]ATTN?T%S)� mAV

T]AGL>GRT%S) DAC M?ALF]R%S) H@O[HN<AC =S LaESJ

• M?ALA]ATTN?T%S) = {� ∈ � |� ∗−→ �}� <H ;I?DLD@CBMNH ;YNHRH GL@CMZLC
FRA <A B> <L@BA<CDP ;YBQHRA GHI BGH@HYN NA \>BCHI@?E;HIN <H B> <L@BA<CDF

;YBQHRH �U

• mAT]AGL>GRT%S) = {� ∈ � |� ∗−→ �}� <H ;I?DLD@CBMNH ;YNHRH GL@CMZLC FRA
<A B> <L@BA<CDP ;YBQHRA GHI BGH@HYN NA GA@AZXHYN AGF <H B> <L@BA<CDF

;YBQHRH �U

• M?ALF]R%S) = {�→ �•Æ|�→• �Æ ∈ � ��� �
∗−→ �}� <H ;I?DLD@CBMNH ;YNHRH

GL@CMZLC FRHIS <HIS DANFNLS GA@A?=?ES BL <LRLOA� ;<HIS HGHOHIS ;<H A@C;<L@F

BMRHS IGP@ZLC <H B> <L@BA<CDF ;YBQHRH � DAC MZHIN <>N <LRLOA ;<>N G@ <̂>

����� �	��������	� ��������� 8,
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XM;> E ?LNCDP ;L HGHCA\EGH<L XM;> G@CN AGF <H G@ <̂H ;YBQHRH GHI \LN BGH@LO

NA GA@P?LC <H DLNF ;YBQHRHU

• M?ALF]R(�) =
⋃

�∈� M?ALF]R%S)

e ;IBQHRC;BFS �
∗−→ � ;>BAONLC F<C <H � BGH@LO NA GA@AZXLO BL DABOA E GL�

@C;;F<L@LS GA@A?=?MS AGF <H �U ]GHBMN=S� <H � LONAC GPN<A BMRHS <=N ;INFR=N

$	��������	�0 1 DAC +����������0 1U

��#6��
 8 :;<= f DAC - \YH ;YNHRA AGF DANFNLS GA@A?=?ES BL <LRLOA DAC

gh$	�����0*1� <F<L H <LRL;<ES ⊗ H@O[L<AC =S LaESJ
f⊗- h { → �i�•� |  → �•i��∈  � � ∗−→ ! DAC i → Æ• ∈ - }
DAC

{j→ Æ�"•# | � = !� j→ Æ•�"# ∈ $ DAC "
∗−→ !� �

∗−→ �}

]PN <H - LONAC AGR̂ S MNA <L@BA<CDF ;YBQHRH <F<LJ

f⊗- h { → �i�•� |  → �•i��∈  � � ∗−→ ! DAC i ∈ - }
DAC

{j→ Æ�"•# | � = !� j→ Æ•�"# ∈ $ DAC "
∗−→ !� �

∗−→ �}

-����������	��� �� ���������� �1 ��� �������� ����\�����+ #� ��	�� �	�
�����

��� \��
���� � ��
����� ⊗:

���;�!#3�� > :;<= <A ;YNHRA fh{"→•�� �→•�}� ih{�→�•} DAC gh $	��

����0*1 h {"→•�� "→•"k�� �→•�}U dCA <A ;I?DLD@CBMNA ;YNHRA C;ZYLCJ

• f⊗ih{"→�•� "→"•k�}
WYBT=NA BL <HN <LRL;<E ⊗� A@ZCDP <H ;YNHRH i LRM?ZL<AC ?CA DANFNLS BL <>N
<LRLOA ;<H <MRHS 0�→�•1U lDHRHYX=S� <H ;YNHRH f LRM?ZL<AC ?CA DANFNLS�

;<HIS HGHOHIS <H ;YBQHRH \LaCP <>S <LRLOAS LONAC <H A@C;<L@F BMRHS <=N DA�

NFN=N GA@A?=?ES GHI G@HMDImAN AGF <>N G@H>?HYBLN> \CA\CDA;OA 0� ;L AI<E

<>N GL@OG<=;>1U dCA <HIS DANFNLS GHI GR>@HYN <CS G@HnGHXM;LCS 0"→•� ∈
f1� BL<ADCNLO<AC > <LRLOA BCA XM;> \LaCP DAC G@H;<OXLN<AC ;<H ;YNHRH f⊗i
0"→�• ∈ f⊗i1U ]GCGRMHN� ;<>N GL@OG<=;> GHI > <LRLOA MZLC T<P;LC ;<H <M�
RHS <HI DANFNA� <H ;YNHRH %1h$	��������	�0A@C;<L@F BMRHS <=N G@H;<LXMN<=N

DANFN=N1 DAXH@O[L<AC 0BFNH " ∈%11U VMRHS� <H ;YNHRH g LRM?ZL<AC ?CA DA�

NFNLS� FGHI \LaCP <>S <LRLOAS IGP@ZLC B> <L@BA<CDF ;YBQHRH GHI ANEDLC ;<H

%1 0"→•"k� ∈g1U lI<HO HC DANFNLS G@H;<OXLN<AC ;<H ;YNHRH f⊗i� ATF<HI
BL<ADCN>XLO > <LRLOA BCA XM;> \LaCP 0"→"•k� ∈ f⊗i1U

• f⊗�h{�→�•� "→�•� "→"•k�}
WYBT=NA BL <HN <LRL;<E ⊗� <H ;YNHRH f LRM?ZL<AC ?CA DANFNLS ;<HIS HGHOHIS
\LaCP <>S <LRLOAS IGP@ZLC <H <L@BA<CDF ;YBQHRH � 0�→•� ∈ f1U eC DANFNLS

&' *
�7�	\��� �: ���!���
��
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AI<HO G@H;<OXLN<AC ;<H ;YNHRH f⊗� ATF<HI BL<ADCN>XLO > <LRLOA BCA XM;> \L�
aCP 0�→�• ∈ f⊗�1U ]GCGRMHN� ;<>N GL@OG<=;> GHI > <LRLOA MZLC T<P;LC ;<H
<MRHS <HI DANFNA� <H ;YNHRH %2h$	��������	�0A@C;<L@F BMRHS <=N G@H;<LXM�

N<=N DANFN=N1 DAXH@O[L<AC 0"� � ∈ %21U VMRHS� <H ;YNHRH g LRM?ZL<AC ?CA

DANFNLS� FGHI \LaCP <>S <LRLOAS IGP@ZLC B> <L@BA<CDF ;YBQHRH GHI ANEDLC

;<H %2 0"→•"k� DAC "→•� ∈g1U _AC AI<HO HC DANFNLS G@H;<OXLN<AC ;<H
;YNHRH f⊗� ATHY BL<ADCN>XLO > <LRLOA BCA XM;> \LaCP 0"→�• DAC "→"•k�

∈ f⊗�1U

`@HTAN^S� MNAS DANFNAS G@H;<OXL<AC ;<H ;YNHRH BFNH LPN \LN IGP@ZLC E\>U

�������	�� 	� ����������� ��	 ��� ���$�
������ �1�2 � � � �� ������ � �	���� ��

��� ���������� ����� ������6!��	�+ �	�� \��\�������� ��	���� ����#��� (�+ 1)×
(� + 1) \������������+ �� �������� &'(�	 �) ��	!	�� ��������� �� ��
���: *���

�!	�	 �� ��
�� ��� \����	��� ��� ��	� ������������	���+ �����6�	��� (�+1)×(�+2)
2

���
�������� ��������:  \��\������ �	��	������+ ������������ ���	 ���\�	��� ���

����
������ ��	 ��
��	 ��� ��	���: *�����+ !
� �� ��
�� ��� \����	��� ������V

�����	��� �� �� ��	�
� ��M?ALF]R%�)+ !��� � ��	�� �� ��	�
� ��	 �� ���������	

���$!
�	:  ����
����� ��� ��	��� ����

�
��������� �� ���� �� ����#�� � ���

���$�
������� ���!\��: �� ����������	�+ �� ��#� $��� ����
���� � %1 ≤ � ≤ �)
���
���6�	��� �� ��
�� &'(�	 �) ��� �	����	 ���	 �\�� \����	�� %\����������� \����V

	��): 2�� ��	 ���
�����! ��� ��
��� &'(�	 �)+ !
� �� ��
�� &'(�	() ��� &'((	 �) ���

�� ����� (�+ 1) ≤ ( ≤ (� − 1) %$
��� ��	��� &:8) ������ 	� ����	 ���
�������: ��

��#� $��� ����
����+ ��#� ���
�������! �������� ���
���6�� �	� ��
� &'(�	 �) $����

��� �7������t

&'(�	 �) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

&'(�	 �+ 1)⊗ &'(�+ 1	 �)
⋃

&'(�	 �+ 2)⊗ &'(�+ 2	 �)
⋃

� � �

&'(�	 � − 1)⊗ &'(� − 1	 �)
⋃

&'(� − 1	 �)⊗ �


%&:8)

"��� �� ����� ��� $������ ����
����+ ���
��#�� �� $��� ������	�	���: 0�#� ���V


�������! �������� ����\�\�� �� \�\���	� ��� ���
!���� ��� ��
�� ��� #� �� �����V

����	 � �	�������� 
��$�	�� \�\���	� ��! �

� ��
��: *��� ����
���#�� !
�� �

��	����+ � ����7� ��� ��
� &'(0	 �) ��� ������� ��	!	� ��� ���� ��� �������! ��
��

��� �� �����! ���$�
� � �� ��	 ��
��� ��� ��
��+ ���\�	���� �� �	��	����� ���

���$�
������� ���!\��: ��������� �� ������	� ���	�	��� ��� ����� &:&+ !��� �

������	�	�� ����7� ��	 ��
��	 ���$�
�6���� �� $�
�: ��	������ ���	 ��	��� &:8

���	�	��� �� ��
�� ��� ���
���6�	��� �� ��#� $���+ ��#�� ��� �� ��
�� ��� ������

	� ����	 �� ��	 �������	 ���
�������: ������	���� !�� ��� ���� \�� ����������� �

���$�
������ ���!\�� ���� ����� � = 4:

����� �	��������	� ��������� &8
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��� &

����

����	
��
���	������
�� �
	� �������� ��� ��� ���	������ �
	��

�

���� �! ���� �!

���� "! ���� �!

���" #! ���" "!

���# $! ���# #!

"

���� "! ���� �! ��� ���� "!

���� #! ���� "! ��� ���" #!

���" $! ���" #! ��� ���# $!

#
���� #! ���� �! ���� "! ���� #! ��� ���" #!

���� $! ���� "! ���� #! ���" $! ��� ���# $!

$ ���� $!
���� �! ���� "! ���� #! ���� $! 

���" $! ��� ���# $!

�	���� &:8t ��	�����!� �	���� ���
������� 0�
��	 ��� ����� ���$�
�������

���!\�� � = 4:

�������	�� 	� ��	��	 ����	���� !
� �� ������	�+ ��� ��!
��#� ���\����� <

��������6���� � ��	���� Mu ��� ��	 ���������� �1 ��� ���$�
������ ���!\�� �∗�:

����� &:&t ��������� *	���������� ��� *��������	���� ��	 JK I DEF>GH ���

� = 4:

&& *
�7�	\��� �: ���!���
��



�	!���� &:&

���;�!#3�� ? ]TF;HN > ;IBQHRH;LC@P LC;F\HI MZLC BM?LXHS %� Z@LCP[L<AC MNAS

GONADAS 4× 4U bRA <A DLRCP GHI ANEDHIN ;<>N DY@CA \CA?^NCH A@ZCDHGHCHYN<AC BL

<H ;YNHRH ghM?ALF]R(�) h {�→•"� "→•�� "→•�k"� �→•�� �→•$o�� $→•�}U
e ;IBGR>@=BMNHS GONADAS GA@HI;CP[L<AC ;<HN GONADA �U�U

K YGA@a> <HI DANFNA �→ "• ;<H ��0'�%1 ;>BA<H\H<LO <>N ANA?N^@C;> <>S ;IBQH�

RH;LC@PS LC;F\HIU

� % �

&→•' (→ �• )→(%•) )→(%)•
'→•) )→ �• '→ �•
'→•)*' )→ �• ∗ � '→ �• + �

)→•( '→)• �→ �•
)→•(%) '→)•*�

(→•� &→'•
&→•'

∅ ∅
'→•)

'→•)*'

)→•(

)→•(%)

(→•�

&→•' (→ �•
'→•) )→ �•
'→•)*' )→ �• ∗ �
)→•( '→)•
)→•(%) '→)•*�

(→•� &→'•
&→•'

'→•)

'→•)*'

)→•(

)→•(%)

(→•�

�	���� &:&t ����
�����	�� ��	���� Mu ��� ��	 ���$�
������ ���!\�� � ∗ �:

��
���	�	��� ��	 ���������� ��� ����������	�� �
����#���+ #� ������ 	� ������V

#�� !�� � ������	!��	� ����

�
� �
������� ��	 DEF>GH I JK ��������6� �������

�\�	����� ����t

8: *������ �� ����������� 	� ��	 ����	 ��	!	�� �� �� ��	! ��� \�7�! ��
��:

e�$���+ ��#� ���������� ����� ������6!��	� �� ��	! ��� \�7�! ��
�� ������

����� �	��������	� ��������� &9
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	� ���������� �� ���\�	��� ����� �� ��	!+ �

� �� �� ��������� ��7�	����

\�������� �� �
�#�� ��	 ��	!	�	 ���������:

&: �� ����#�� ��� ����������� ���6�� ��#�������! �!
� ��� ��	 �������� ���

����
����:

9: ��	 ��	���� ����

�
� ������

���� ��� ����	��� ����

�
��� ��� ��
����

⊗:
(: f	� ��
� �����
��� ����!��

� ������	�	��� ���������� ��� ��	 ������	�	��

��	 ����	�����	�	 ��	�\�	:

��� �����	
����	 ���
��	
	

3� �	��������	� �������+ ������ 	� ����#�� ��#� ���
�������! ������� ��\����

������+ �� ����� ���� ���\������ ��� ������ ��\��� 
��������� � 
����������: ��
�\�+

�	 �	��#���� �� �� ��������� ��	���� ������+ !��� �� ���������� ���
�������+ ���

������	 �	�
��� �� �� ��!������ ��� ����
��	 	� 
���������	 \���������� ��#�

����+ �� �	��������	� ��������� ����	 ��
� ����������	�� ���
���� 
���������	:

��	�#�� ��	�� ����� �� ����#�� ��� 	� �����
��	 ���������� ������� ����
������

����������+ ����� !��� ���! 	� �����
�� �����!#���:  �7��\������ ��� �
����

��	�� ��� ��	�� �	� �	��������	� ������� ���#����!: *	�� ��� ��	 ���
��� �	!�

���������� ��	���� ������+ �� ����� ��	�� ��� ����$! ��#�� ���� ������!����� \�	�V

�!����� ��� ��	�#�� ��� ���!+ ���������� �� �7��\������	� �	��������	� �������:

�	��������	� ��������� $�����	��� ��	��� ��� ������	� ��#�����	!����+ ��! ��

�
�	����� �����	 ��� �� ��	��! ��
���	� ����� �� ��������� ��\���� ��� ����
����

��� ������	����: ��!��� ��	�� � �
������� �	!� ���������� ��� �����
�� ��� ���V

#����� 
��������� ��� ������� ��� ��� ����	����� ��! �	� ������� ��	���� ������

����� 	� ��	�� 
��!���� �7�!����� ��� ����

�
�+ ����	�
�	�� 
��!���� �	������ ���

���� ����!���� ����#��:  ��
��
��!���� �����
�� ��! ��������� �� �	�	 ��
!

������
����� ����� ��	#��� ��������� ����

�
�	 ���7�������	:

*�! �� ����� �	��������	� ���������+ !��� �� SZN@@N QKFL>G]A DNOZKRA? %8,C')+

��� �	�����#��� ��� `qu ��� �� $��#��� ���	 �
������ ��	 \��������
���	 ��	

������
�	 SZN@@N ����� �� ��
������ ����������	� ��	��� � ��
������ ���\������

������	�� � �\��: ���\��6�	��� ��������	�� 	� ����
��	 ���
����	�� 
���������� ��

����
! �!���� V ����	����!+ �� ���� ��� �� ����	�
���: ��	���� �\������� ���V

���� �� ����������	�� 
���������� ��� ���������� 	� ����
��	��� �������+ �	� ���

�

�� !��: �

����+ ��

�� ��������� \�	 �������	 ����
� ���
�������� ���� �

�!���� ��� ���! ��������� ��	 �
������������ ��� �!����� ��������� �����������V

	��� �	�	 ���! V ��� �� ������	� \�\���	� V ���7������� ��� ����! ����#�� �	����:

��� ��	 �7��\������ ���� ��� �� ����#!� ����+ \�	 �����	 	� ��	�� ���
�������� ��V

������� ��� ��� ���
��#��	 �	�
���� ���������	����: �	��������	� ���������

&( *
�7�	\��� �: ���!���
��
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����
�� �
������ ������	 ��
���� 	� ����	 ����$�� ��	 �\�� �����: 2�� ����V

\�����+ ��	 
���������	 �� \����
������+ �������	��� ��� � ������!����� \����	V

\����� \������+ ����
� �	��� ��� ������� 
���������: "�����	 ������ 	� �������	

������ ����� \������� �� �� ������ �� ����� ��� �	��������	�� ��������� ���+

���� ���	 �		���+ ������ ��
� 	� ��!������ ��� ���$����! ���
������ ��������	�

�� �	� ����������	� ����: f���+ ��! ��	 ������ ��� �
����+ ��

� �	��������	�

��������� �l�
�	 ���\!���	 \�	 ��	�� ��� �!�� \���������� ��! !�� �	� ���$�V

���! ����	���: "���!���� �	��������	� ��������� ������������	 ������
������+

�	������	�	��� ����
� ����� ��� 
���������!����� �	!� ���
������ �� �	� �!	�

����: . ������
������ ���� ���
������	 ��� ��	����� ��	�\� ���7��������+ ��� ��V

��� ��������� �	��� %x�` � k ��� xS`) ��� ������ ����� qk�+ �� ����� ����	

�
�����#�� ��	 ������������ ��� �������	 ��	 �	������ ��!�#��� 
���������!����:

.� ����\�� ��� �7�\�� ��� ���������� ������ 	� ��	�� �	�
������ � ��� l�������+

�	�
��� �� ��� �	����� ��� ���������: ����� ���������	��� ��� 	� ���
��#�#��

!��� ��� ���\����! �	!� �	��������	�� ����������+ ����	� �� �� ����� #� ��V

#�� �	��������� � ���\������ ��� ��	�� � ���������!� ���� $��� �	������!��	�	

���������	+ !��� �� �!���� ����������+ � ����	�
��� �	�������+ � ���
��������

�����+ � �7��������+ �� �����! ����#�� �:�: ��
��+ ��� ��!�� ����
� \������������

��� �	��������	� ���������+ ��	�� �� ���� �!��	 ������ 	� �	����7�
#��	 �������

�� ��������� ����������� ��!	�� %E>?L ?A>@ RFOA AOPALLAL TBTRAO) � ����	 
��!V

���� ������� �� ���	���� ����������� %TNiR ?A>@ RFOA AOPALLAL TBTRAO): ����	��+

�	� ������� �� �	� ������! l����� ��� \�	 #� W�	��
��#��[ ������ ��	 ��7��� ���

#���������� \�	 #� \����������� ��	 �\�� 6���� �� �	� �	�������� ������� �� �	�	

����	��! �	��\�������:

2�	���� ����	���! ��! �� ������	�+ !�� � �		��� ��� �	��������	�� ���������� ��V

	�� \����
� 	� ������� �� ����$���+ ���� ��	�� ��
� ������: ����� ��� 	� ��	�� !���

� ����� ��� ����������+ ������� �� \����� ��� �������� #� �	����	 �� ��� ��!

��� \�� ����
�� ����������t �� ���� ��� ���	������������6!��	�� �
���� %Mhm+

JMQS) � �� ���� ��� �� ���	������������6!��	�� �
���� %nhcq+ ScqD): ���	

��������� ��� ����������	�� ��������+ � �
������� ���� $������� ���	 ���	�
����

��	 JMQS+ � ����� #� �	�
�#�� ���
��#��:

� 6 ! 40,+7 8�92��::��+, ;��, ����-�

�� JMQS %JFA@L M?NH?>OO>P@A Q>RA S??>BT) ��	�� l������ �
��
�����	� ���
�V

����+ ��� ��������	 �����������6!��	� 
����� ��
�� ��#�� ��� ������ �������V

����6!��	�� \����	\����� ����7� ����	 ��	 ��
��: ����	��+ �� �������� �����

������	 	� ���������������	 ��� �����
�� ���������: *	�
!��� �� ��	 ���	�
����

���������� ����+ �� JMQS ������ 	� ��	�� �����������6!��	� �!	�	 ��� ���� �

����� �	��������	� ��������� &<
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���	������������6!��	�: ���� ���	���� ��� ��! �� ����� ������� ��� �	�������

���� %JFA@L���\��)+ � �������������!� ���� \�	 ������� ��\���� ������������� ��	V

#���� �

� ������ 	� ��	�� ����
� ��� ��
�+ ����	!� ��� �\��� �#��� ���	 ������

�	����7� ����:

 $����� �\�� ��	 JMQS+ � ���� ��	 �����������6!��	�	 ��
�� %Q>RA >??>BT)+

���� �	�����#�� �\� ��! �� ��
� ��� \�������� ��� 8,C' ��! ��������� !��� � q^`

��� � JK�FRTK: 3��!��+ \�	 ���	 ������� ����	�
���� ��� �!	� ���� �� ���� ��� U'

� ���	�
���� D`�c ������l� ��	 !���� \��\��� ����+ ���� �� �!���� ���� �7���V


��#���� 	� ��	�� ����
�: "���� ��� ����� ��� ;' ��
����+ � ���
��� �	����� ��

ScqD %SZZ@F]>RFNG cZA]Fs] qGRAH?>RAL DF?]KFR) ��� JMQS ���	 ��	!\����� ���� ��	

����� ���
���: �� ScqD ���������	 \�	��!����� �7��\������	�� �
���� �

� ��	��

��
� ����$� ��� ����� ���!���� ��������� ��� � \��\������ ���\����� ���� �7��V

������ ���	�$!��: ����
��	+ ���7 ��� ���������������	+ ����� �

��� \�	 ������

	� ��	�� ��� 
��������� ����: *���$�� ����� ��� W�\�	�����[ ��#� 	� �	����l�� �

�F@FGv �� 8,;(+ \��������	��� ��� 	�� ��������� �
��
�����	�	 ���
�����	+ ��

JMQS: �� ����� ���� JMQS �����6�	��	 ���	 ���	�
���� D`�c ��� �������V

�������	 �	��� cxS` ��� ��	 \���!����� ����: 0�#� ��
��+ ���������� $�����

�	� hNNpKZ u>P@A %h�u) 9 ���!\�	+ �	�	 ���������� ��� 
����������� �� wFZVwNZ

� ��	��
���� %@>R]E) ��� �	�	 ��
��
����: 0�#� JMQS �����
���� ��! ����
�

���#�! ������	 ��
��+ �� ����� �� �� $��#��� ��� �	���� cxS`+ ��#� �	� ��
��

�������� 	� �����
�� \���������� 
���������: �
� �� ��
�� ���� �	�	�	��	 ��

����

�
�� �����������6!��	�� \����	\�����+ �	� �����	�� ������	 ��� �� ����
V


�
� ������ ���!\��k�7!\�� %5k.) ��� ��	 ������	�	�� �� ��	 ���������! �!���:

������+ � $����� �\�� ������	�� � �\�� �

� ����	 �

�7�� � ���	�
���� ��� ��

����#�: �� �� h�u ��� ��
�� ��	�� ( ���!\�	+ �	 ��� ����	 ������������� �����

��� C ���!\�	: .� ����
�� �

���� ����	 ��	�� ��� �� ������� �	��������	� ��� ��

�	� JMQS: 
��	+ ������ 	� ������� �	��� xS`+ ��

��
�������� %OK@RFZ@FA?T)

��� ���
����� ��� ��!�#��� %>LLA?T) �

� ��� ��� ��	#��� �������� !��� ��!��

��� �	�� ���7��������: "�
���� ������� ���
��� �	����� ����� ���7��������+ ��

X>?L DN?A ��� �� cNiR DN?A t

• .� 3�	� ��	� ���7��������+ ����	 �
�����#�� �� �	� 7�������! ��
��+ ��
����� \����	\����� ����

�
� �� �� ��!
���� �������� ��� JMQS: . ���V

7�������� ������ 	� $�������� ��� �\�� ���� �������� �� �� ��!
���� JMQS �

	� $�������� ��	 ������ ��� JMQS �

� !�� ��� �\�� ����: "�
����+ ������	

	� �	������#��	 ������!����� ��� �	!� ���7��������:

• .� ���� ��	� ���7�������� ��	�� ��
�� ��� JMQS ��������������	� ����

	� 
���������	 ��	 �	�� ���7��������: ����	�� ��	�� ��� ��
�� ��! ����

������������ %E>?L jF?AL) ���7�������� ��� 
��!���� ������+ �

� ������V

&C *
�7�	\��� �: ���!���
��
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���	 �� �
��	������ !�� � ������� ���� �
������ �!	�	 ��	 ���� �����6���� �

�������� ��� ��� ����
��	+ ������	 	� �
�����#��	 ��

�� ��� �\�� JMQS:

*�!��+ ��\��� �	��� ���� 
��#�� ��� �� ��
!�+ ���� 	� ��	 ����	�6�	��� ��#������V

����+ �� ��	 ����� ��\���	+ ��������	 \����	\����	 �� !
� �� ���
���: �	� ��� ��

qk� ������ 	� ��	�� ��� ��! �7��\������	� ��
�� !��� ������ \������+ �c^+ ������

����+ ������	��	 ��� �� W����\������[ \����������:

. !
�� �������������!� ��	 ���
�����	 ����	+ ��	���� �� ��\���� �
����� ���V

������������+ ��� �
����� ���������� �
���� %X>?Lj>?A mAT]?FZRFNG h>GHK>HAT V

Xmh) �� ����!������ ����������� ��� nA?F@NH ��� nXmh: .� �
����� ����� ��V

	�� �l�
�� �����\�� ��� #���6��	 �	��	� D: ���������	 ��	 ��������� �� \������

�����\�+ ��! �� ����
!���� ��� ���	6����� ��� �� �l�
!���� ��� ���������� ��	��V

�����	 ��� ����	�	 ����������	 %JFGFRA cR>RA `>]EFGAT V Jc`): .� ����������

��	�� ��	�#�� �	�7������� ��� ��	��
�� ��� JMQS+ \�
�\� \�	 �������6�	��� �!	�

�� ���!+ �

� ������	 	� $���	 �������� ��� �� �

� ��	��
�: "� ��	 ��!�� ���!+

�������� ��\��� ������	 	� 7�	������������#��	 V ��
���� ��� 	� \�����
�	#�� �

������� ��

�� �����#����� JMQS �������	 ��� ��� \��� ���� �����
�� ��! ������

��\��� %FGRA@@A]RK>@ Z?NZA?RB qM) ����� ��
���� ����: "�� ��� �������������	�

���������� ��	 JMQS ��	���� ��� �������� *:

���  �!��" #��!�"��	
	$ %	
�!������ ��	��	
���� �	� ����&

�	
����	 ���
��	
	

����������� ��� ��	 �	�������� ��� �	���� �� ���
�������� ��������� %�GNj@V

ALHA =GHFGAA?FGH) ����	 $��� ��������� �� ��

� ��\��+ !��� � �������+ � ���!�����

�
�����+ � ���	��� 	������	� �9,� ��
: 5\������� ��� ��\�� ��� ������� �
�����

��� ��� ���������� �('�+ ������������ �	��������� ��� �	���� ����	 �����������V

#��+ ���� 	� $�
������	 ��������� �
����� �� ����	� ����o�: .� ���������� ���

��	�#�� ���$�

�	��� ��� ������� ���������+ !��� � ����
� ����	�
��� �	�������+

�� ������ \��������� ��� � ��!����� �� ���������! ��!	�+ �\����	 ���	 �	���� ���

���\����! �7��\������	�	 �	��������	�	 ���������	: ��	����+ � ��� ����� ����V

��

���� ��	 ���	���	 �	��������� ��� �	���� ��	�� �������� ��������: .� \��

��� ����	����� ������	���+ �� ������ ������6��	 ��	 ���\����!���� ������	 ���\��V

���	 ��	�� � ���������������� ��
!���� ��� � ��!\��� ��� ��
���� �
��������:

.� ��#�\�� �	��������� ��� �	���� ����	 �
�����#�� ������ �� ����� ����
���	

$������	�	 ��� \�
����! ��	��
� ��������������� %LA]@>?>RFbA Z?NH?>OOFGH ONV

LA@): *	��#���+ � ���� ��� ��������6!��	�� ���������������+ ��! ���� ������	���

���7��������+ ��	�� �!	�	 ��� \��\��������� ��	��
�� ��������������� %Z?N]ALK?>@

Z?NH?>OOFGH ONLA@): *�!����� ����� ��� ����	!���+ ��	�� !�� � \��������� ����

����� �	��������	� ��������� &U
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$���� �	���� �� 
������� ��	!	�� %
����!� �������������!�) ��� ���� ������V

	��� ���7��������+ \��������� ��! �� ����� �	!� �����
������� ��� �����
�� ��	

��������� ��� \�
������ �� \��\�������!+ ��������	�� 	� ������ 	� ����
�����: .

����	���!� ��� ���
��#����� ��� ��	 ��������� ����+ ������6�� �!�� ��	 ��
��
�V

�!���� !�� ��� ��	 �������� ��� ��
���� �
��������+ ���� ��	�#�� �\���� ���	

����#��� ����	����� ����#��� ����
��	 ��\���+ ����#�	�� ��� ��	 �7������� ���

\�
������ ����
����: *�!��+ ��
� �� ����
��	 ��\���+ \������������ ��� ����$� 
�V

�������� ��� ��� 
������ �	������+ � ���� ��� ������ ��7�	�� ��#����� ��� �	������

qk� ���	 �	���: ��	����+ �� �
��������� 
�����	 �����������	 �� 
�������!+ ���

������	�� �	��������	� ���������+ ������6�� ��	����� ��	 ��!\��� ��! �
�����

��
��
��!����� ��� ���������:  ����7� ���7�������	 ���	�	 	� ��������7��	 ��

��	��
� \�
������ ���������������+ #� $�
���	� ����	���� ��	 ��!\��� ��� ��	

��
!���� ��� �����!��	�� ��\���:

 ����� ����	� ��� ������������� ��� ��	 �
������� 
�����	 �����������	

%Mx�h�Q) ���	 � Y>??AG SPTR?>]R `>]EFGA %YS`) �(8�:  YS` ��	�� ��� ���V

����	� ���������	��� ���7������� �� �7��\������	� ��� �	��
�	+ ���	� 	� ��	��


������ ��������� %@NHF] LA?Fb>RFNG)+ ��� ����#�	���� ����
������� ���	 ����
���


�����	 �����������	: ����	��� ������#���� ����	 ����$
�#�� ������ ���� ��	 ��V

���#�	�� ����	�	 ��� 
����� ����������� �� $�
�����	� ��!\���+ �����	� �� ��

!���� ��� 5� ��	��� ���
������	 ��� �
�#�� \����	\�\���	�	 ����

�
�	 ����	�	

��� ��������� ���	���� 	������	�� �(&�+ �(9�: 5������ ���7�������� ����	 �����V

������� 	� 
���������	 �� ���
������� �`S ��� ��`S �((�+ �(&�+ �� ��� ������V

#��� ��� ��7��� ��� ����

�
�������� ��	 \�
�����	 �����������	+ ���\�����	�	

��� 
������ ����	�� Mx�h�Q: *	 ��� � ��	�
��� �������	�� ��� ��������	����+

���
��#�	��� ������� ������������+ ��	�� ���
���� ���	���������+ �� �!���� ����V

������ ������	 ���������	 ��#�� ��� �� ����#!� ����+ ���� ������l�� ��	 �����

���� �� ��������� ������ ����#��� ��� ���� ��	 �	��������	�	 ���������	:

 ����	��� ��	 �	��������	�	 ���������	 ��������6�� 	��� ����
����� ��� �	�V

���� ��� ��	 �
������� ���7�������	 $�
�����������	�	 ��� ��������� 
�����	

�����������	: *��� �	� �	��������	� ������� ���� ����! ����� ��������	 ���

� ���
��������� ����� ��� ��	�� ����������	� %����$�� !�� ��	�� �	������ ��� ��	

��������)+ ������#���� ���� ��	 �����#�	�� $�
������ ��	 ���\!���	 $��#��	 ���	

��	�
��� ��!\��� ��	 �
��������	: ��	����+ � ������#��� ���\������ �
���� ���V

	�� 	� ��������7�� �� \�
����! ��	��
� ��������������� ��� 
����� �����������+

������ 	� �\������ �� ����� �	��������	� ���������+ �� ����� ��	�� �7����������

��� ���\����� �	 ��������� �� �� ���$�����: �� ���� ��	 �����#�	�� ���� ��	�#�� �

����������	� ����	� �&;�+ �(<�+ �(C�+ �(U�+ !��� \����������	 \����������� ���������V

	����+ \����������� ��	�������� �	�
���� ��#�� ��� \���������� ��\�� ��������	+

!��� #� �	�����#�� ��� ��� ��!��	� ����
���:

&; *
�7�	\��� �: ���!���
��
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����#$�� "�	��	
#$��

*	����� ��� ��	��
� ��	 
�����	 �����������	 ��� Mx�h�Q ��� ���� ������V
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\���	� ��	 `>TRA? ���
	�� \�\���	� ��� ������ �
����� ��� Jch: f	� �����������!

<( *
�7�	\��� �: ���!���
��



�	!���� (:&

��	\�\���	� ��	 c@>bA \��$�6�� \�\���	� ��� 
��$�	�� ������ �
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��� ��� 
����������� ���������� �� �����
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����������	 ��� �� ��������7�������: 0�#� ���� ��� �����6���� 	� ����
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�\�������� ��#�� ��� ��� $�$
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D�� ������� � ���������� 	� ��	�� �� ����� D�J %DENOTpB �N?O>@ JN?O): 0�#�

���������� ����� ������6!��	� ������ 	� ���������� �� D�J �����+ �

� !�� ��V

��� ������t ��� ��� ���������� ����#��� |�|+ #� ��������� ��!	�� �(|�|2) �&'�+ �&8�+
�&&�: e�$���+ � �������������!� ���!� ��	���� ��� �!	� ����+ ��!�� ���	���	���

\�	 ������6�� ��	 ��!\��� ��� �	�
���: ����+ ��	 � 	�� ���������� �′ ���� �� ��V

�����������! ��	�� ����
����� ��! ��	 � %���	 ����!���� ��������� |�′| = |�|2)+ �
��!\��� ��� �	�
��� #� ���������� ���� �7������� ��! �� ����#�� ��� �����������

%|�′|): ����
��	+ � �

��l� �	����� ��������������� ���	 �
������� ���+ �� ��	V
\����! �� ��	 ������	!��	� �������������� ��� \��\������� ���\�����+ �������6��

��	 ������
�������! %Z?A]NOZKR>RFNG>@) ��!	�+ �!	�	 �� ���!	 ��� ��	#���� ���

�
���� %$
��� ����� <:8):

FPGA

����� <:8t *�������������	� \��\������ �
��������:

*	������� �� �� \������ ������	��+ �� DEF>GH I JK �8C� ��� DEAGH I JK �&9�

����������	 �
��������� ��� ���	�	 ����� ����������	 nhcq ��� ��	 �
�������
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��	��� �� ����
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��V
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��������	�� 	� ������� �� ������� \�	��� �������	��: *�! ��	 �
���� ��� �
����+

�� ���������� ��#�\�
����� ����	��� �	��������� �� ��	 ��
��
��!���� ��� ���V

$�

���� ��! ���� ��������������	��� ��
����� ��	 �
����#��	+ ���� ��� �\����

���	 ��7���	� �	���� ��� ����: �������	�� 	� �
����#�� � ��
��
��!����+ ��

������!����� �
��������� �� �
��! ���
����	 ��	 �
�!��#�� D��+ ��� ������ �� $�V

����� ���7��� ��	�� ��
� ��� ��
�� ��! ����� ��� =>?@AB:  ������	!��	� �
�������

��	�� ����� ��	\�������	 ���
�����	 ��� ��� #���
��\��� ���7��� ��� �
����#���

��� =>?@AB:

��	������+ �� �������������� ��� ������	!��	�� �
�������� ��	��t

•  ���������	��� ��� ������� 
��!���� ���
�������� ��������+ �� ����� �� ���
���������	��+ ���� �	� ������	�� (�+1)(�+2)

2� + !��� � ��	�� �� ����� ��� ���V

$�
������� ���!\��+ �	� ����

�
� \���������� �	�� ��
!� ��� ���l!� ��!���

������	�	���: ����
��	+ ���6���� �	� ��	\������! ���
��� �⊗ �� ����� �
�V

����� �� #���
��\� ��
���� ⊗ �� �7�������� ����! ��!	�+ �	�
��� �� �� ��!	�
\��\���� %Z?NZ>H>RFNG LA@>B) ������	 
�����	 ��
�	: 0�	�	��� ����� ��	

�
������	 \�	���	 ���
�����	 �⊗+ ���
���6���� ��#� ��
� ��� ��	��������

��	��� Mu ����

�
�: "� ��	 ��!�� ���!+ ��������	�	��� \�� �����\� ��V

��

�
���t �	� �����! %�����\� ��
���)+ ��� �	��������� ���	 ����
��� ��� ⊗
��� �	� ��	��! %�����\� ���������	����)+ �� ����� �	��������� ���	 ����� ���

�
����#��� � ����� �����
����� ��! ��	����: ����!���	�+ � ��!��� �
�����V

��� �������� ��	 �	���� ��� ���#������ ��� �����������+ ��#�� ���� �	!�

���������� \��\���	 �7������	 �� �������������� ��� ����������� �	����V

��	�	��� ��� ��	\������! ���
���:

•  ������	!��	� ���������	��� $�
���	�� ��	 ��!\��� ��� #���
��\��� ��
����
⊗ �
����	�	��� ��	 ���	��� ��
��
��!���� ��� �� �(,0-2(|�|)): ������V

�#����+ � ��	�
��� ��
��
��!���� ��� ��	�������� �	�
���� �
����	���� ��

�(�,0-2 (�|�|)):

• ��	 ���������� � ���������� 	� ��	 ���� ��	!	�� ��������� ��� 	� �������	
�� ��	! %�Vi?AA):  �������� ��� �� �	��#��� ��	�� ����	���!� ���������!�+

���� � �������������!� ��7�	�� �� �
�#�� ��	 ��	!	�	: *�!�� \�	 �������

�������� ��� ���� ��	!	�� 	� ��	�� �� ����� D�J %DENOTpB �N?O>@ JN?O):

• ��
��+ � ���������	��� ���� �
�����#�� �� ����������������� ����� ��� �	�
���!���� ����
��� ���� �	�����#��+ �� ����� ��� \�\���	� ���������� ����V

��� ��	 ��������� ��� ��	�������� �	�
��� �� nA?F@NH: f���+ � ��!	�� ���

���������� ��! �� ���\����� ��� ��	 �
������� �	!� ����������+ �
����	����

\��������:
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���� ���� �\� �	����#�� ������� ����� ����� ����+ � \��\������ ���
������� ��	

���������	�	 ��#� ��
��� ��� ��	��� Mu $���6���� ���	 �7����� &:8+ � ����� ���

����
�� 7�	��������� ��� ����� <:&P: �� ������!��	� 
���!	 ��	 ��
��	 ����6��	

�� �������� ��� ������	!��	�� ���
������ �⊗: �� �⊗ ���������6���� $����

��	 W��������������	[ �7������	 ��#� �����������: .� �7������� �����+ !��� #�

�	�
�#�� ��� ��� ���� ���	 �	!���� <:9:&+ ������	��� �
����#���� ���� ��������V

��	�� \��\�������: �
�� �� ���7��� ⊗ ������	 	� ����
�����	 ����

�
� �� �����
��

��
�	 ���
�����	 �⊗ ��� � 
����� �	��� %�x) ��	 �����
������	 �������

�� ��
��! ������!��	� ��� ��
��� &'(�	 �)+ !��� ������	�6���� ��� ��� ����� <:&]:

�����	��+ ������	 	� �������	 \�� �����\� ����

�
���t �	� �����! � �����\� ��V


���+ ��� �	��������� ���	 ����

�
� ����
��� ��	 ��
����	 ⊗ ��� ��������! ��#�
��
��� ��� �	� ��	��! � �����\� ���������	����+ ��� �	��������� ���	 ����

�
� ��V

��
����� ��� ��	��� Mu:  ������	!��	� ���������	���+ ��������	�� �	��	�����

��� ���$�
������� ���!\�� ������ � �� ��!	� �(�,0-2(�|�|))+ !��� ���\���	�����
���	 �	!���� <:9:9:

f	�� ����
��	 ��!���+ ��	�� � \��������� �	!� ����
���� ��� #� 
��$�	�� ��	 ����\�

��� ���\�������� ��� ����������� ��� #� ������� ��� ��������������� �7������� ���

��
���� �⊗ ��#�� ��� !
� ��	 ���������	��� �� nA?F@NH ��� �	��������� ��	�����V

��� �	�
���: 2�� 	� �������#�� ���!+ � ������	!��	� ���������	��� ��	�� ��
����

�	�7������ ��! ��	 ���������� �

� �����
����� ��! ��	���� ������ \����� ����V

���� %�	���+ ��
��
�����+ 
������ ��
�� ��
) ��� ������ \�	����� 	� ���������#��
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����� <:9t "�
�� ��������� ���������	����:

��� ��#� ����������: "!
�� � ������� \���� ��� ���\�������� ��� �����������+

�� ���!���� ����
��� ������� ��	 ��������� ��� ��	�������� �	�
��� �� �
��!:

��	�� ����	���! 	� ��	��#�� !�� � ���������	��� ��� ��������6���� ��� ����� <:9

\�	 �������������+ �

� �	�
��� �� ��� ���\�������� ��� ������+ �� ����
��� ��V

����� ���
�������� �������� %M=`) ��� �� ����#���� ��� ��!���� %RAOZ@>RA): ��

��!���� ���!+ ���� �
�����#�� �� nA?F@NH �	� �� ���!���� ����
��� �� D:  �������

��� ��������������	�� ����
���� ��	�� !�� ����	�� \������� �� ��!	� ���\������+

������

������ �� \�	��!���� ���	���������������� ��� JMQS ��� \�	�� �� \�	�V

�!���� 	� ������������� ��� �� �\�� JMQS �	�
���� ��� �

� ���������� \�	�����

%�:�: �

��� ��! �� ��� �
���� ���	 �

�+ �� \������� ������ ��� ��������� ���

�������	 �	��	����� �����	!
�	 ������	 �
����	): �����!����� �
���������

��� �� ���!���� ����
��� \�	�	��� ��� ��������� ^:

D�� )� ���7�	�
��E ������	 �⊗

f	� ��	\������! ���
��� ��	�� ��� ��	������	� ��
� ( ���!\�	 ��� , �7!\�	: ��

���
��� ��������� �� �� ����� \��\���	 �7������	 ��� ����������	 �� �����

����7� ��	 ����	 ��	 ���!\�	 ��� ��	 �7!\�	: �����	��+ ��������	�� 	� ��V

����������� �	� ��	\������! ���
��� ��� ��	 ��
���� ⊗+ ������ 	� �������	 ��
����\�� ��� �7�\�� ��� ���
������+ ��#�� ��� �� \��\���� �7�������: �����	� ��

��	 �7����� &:8+ � ��
����� ⊗ \�� ��� \�� ��	!
�	 ��	!	�	 ��������� � ��� �	!�
��	!
�� ��	!	�	 ��������� ��� �	!� ���������� ���$!
��: ��	����+ �� ����\��

��� �7�\�� ��� ���
������ #� ��	�� ����

�
�� ��\����������� ����	 ��	 ��	!
�	

��� ��	 ���������	 ���$!
�	: "� ��	 !�� ����

�
��+ �		������ \��\��� ��\�V

�������� ��� ������ 	� �������l�� �� ��#� ���	��� ������ ����� ��	!	�� ��� ����

��������� ���$�
� �������	��� ��� ��	�
�:  �	���������� ��	 \�\���	�	 ��#��

��� �� \��\���� �7������� ��������6�	��� ���� ��!
��#�� ����	!�����:

D 6 ! (�	@	�>�
	�� E�E������

��#6��
 > _PXL DANFNAS � GHI ANEDLC ;<H ;YNHRH ;IBQHRO[L<AC BL ��� FGHI �

(1 ≤ � ≤ |� |) LONAC H AYa=N A@CXBFS <HI DANFNAU dCA <H ;IBQHRC;BF LNFS DANFNA
GA@A?=?ES BL <LRLOA� H GA@AGPN= ;IBQHRC;BFS LGLD<LONL<AC ;L �
� � FGHI � LONAC >

����� �	��������	� ��������� C9



0���
��� <

XM;> <>S <LRLOAS ;<HN DANFNA �� (1 ≤ � ≤ |��|)U

��#6��
 ? dCA <H <L@BA<CDF ;YBQHRH � DAC <A ;YNHRA <=N DANFN=N GA@A?=?ES BL

<LRLOA  DAC . � BGH@LO NA H@C;<LO H <LRL;<ES ⊗ BL Z@E;> <=N QH>X><CD^N ;INFR=N
�1� �2 DAC �� J

• �1( 	 �) = {� → Æ�•��|� → Æ•��� ∈  }
⋃ {� → Æ��•�|� → Æ•��� ∈  

LPN �
∗−→ � }

• �2( 	.) = {� → ��•��|� → �•��� ∈  DAC � → 3• ∈ . }
⋃ {� →

���•�|�→ �•��� ∈  DAC � → 3• ∈ . � LPN � ∗−→ �}

:;<= MNA ;YNHRH y BL DANFNLS GA@A?=?ES BL <LRLOLS� <F<L <H ;YNHRH �� (4) H@O�

[L<AC =S LaESJ

• �� (4) = {� → Æ�•"#|5 → 6• ∈ 4� � ∈ ���+�*���0��(5)� � → Æ• �"# ∈
���+�*'(�)} ⋃ {� → Æ�"•#|5 → 6• ∈ 4� � ∈ ���+�*���0��(5)�

� → Æ•�"# ∈ ���+�*'(�) LPN " ∗−→ �}
•  ⊗ � = �1( 	 �) ∪ �� (�1( 	 �)) DAC

•  ⊗ . = �2( 	.) ∪ �� (�2( 	.))

/!�� ��� ����� ��� �
����+ !
� �� \�\���	�+ \�
�\� �� ��	!	�� ��������� ��

��
���+ ������ 	� �	��������#��	 �� \��	������ \��\���	 l����	 %PFR bA]RN?T):

f��� !�� �� \��	������ 78 ��� 79 ������	�6��	 �� ��	�
� ���!\��  ��� . + �	� ��

\��	���� 7� �� ��	�
� �7!\�� :+ ��� ��������� ��! ��	 ��
���� ⊗: �������	��
	� ���
����#�� �	� ��
� &'(�	 �)+ ��	�� ���������� � �������� ��� ��
���� ⊗ ��� ���
��� \�� ����������� g⊗� ��� g⊗�: �����	��+ ��! ��	 �����! < ������ ����
�
	� �7��#�� �� ���������� !�� :�%g⊗�) ⋃ %g⊗�) � �12

⋃
�� (�12)+ !��� �12 =

�1
⋃
�2: ��	����+ #� ��	�� ����� ��	 \�� $��#�����	 \��	������	 7�12 ��� 7�� : ��

����� \��	���� 7�12 �	��������� ��� ��	�
� �12+ �	� �� \������ 7�� �	��������� ���

��	�
� �� : �� \��	���� �7!\��+ ������ 	� ������ ���	 ����� 7�(1) = 7�12(1) +
7�� (1):

*��� �������	 |�| #����� ��� ��	 ��
��� ��� ��#� �	�	 ��! ���� |� | ��	!	��+ �!�� ��
���������� ����� ��	 \��	������	 ��	��

∑
�∈� (|�|) = |�| PFR: �
� �� \��	������

78+ 79+ 7�� + ��� 7�12 ����	 ���! �� ����#��: 0�#� PFR )� ��� \��	���� ���6�� ��	 ����7�

�	!� ��	!	� �� ��
��� �
� : �������	�� 	� ���
��#�#�� � ������������ ��� ���	����

��� ����� <:(+ �� ; ������ 	� ������� ��
∑�=�−1

�=1 (|��|) + � − 1:

���;�!#3�� K e DANFNAS �13 :  →• � LONAC H <@O<HS DANFNAS BL <>N <LRLOA

;<>N G@ <̂> XM;>� � = 3 DAC � = 1U e DANFNAS AI<FS AN<C;<HCZLO ;<H )6� ATHY∑�=3−1
�=1 (|��|) + 1− 1 = 2 + 4 + 1− 1 = 6� FG=S TAONL<AC ;<H ;ZEBA (U4U

C( *
�7�	\��� �: ���!���
��
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1

2

3

r : E T

r : E E T

r : T

1
1
2

1
1
2
2
2
3
2
4
2
1
3
2
3

r : E T

r : E T

r : E E T

r : E E T

r : E E T

r : E E T

r : T

r : T

����� <:(t *	���������� ��\���	�	:

�������#����+ �� ��	�
� $ = ���+�*'(�) ������ ������ 	� �	��������#�� ��!

�	� \��	���� ����#��� |�|: "�
����+ ���� ������
�������+ �	��������#�� ��� 7& ���
�	������#�� ��� �⊗ ���� ��	�� #���
��\�� ��� ��	 ���
�����! ��� 7�� :

��������+ ��#� ��������! ���$�
� �	����������� ��! �� \��	���� 7< ����#��� | |+
!��� u ��	�� �� ��	�
� ��	 ���������	 ���$!
�	: �� ���! �� \��	����+ ��#� PFR

���6�� ��	 ����7� %8) � ��	 ������� %') �	!� ����������	�� ���$!
��: ����	��+

��#� \��	���� 7< + ������ 	� ���� �!	� �	� PFR ���	 ���� 8 ��#�� �	�������� �!	�

�	� ��������! ���$�
�: ��	����+ � ���$�
������ ���!\�� �	����������� �� �����

� \��	������	 ����#��� | |: �� ����� <:( ������	�6�� �� ����� ��\����������+
�����	� �� �� ���������� ����� ������6!��	� ��� ����\�������� 8:

*��
��#�	��� ���! �� ����� ��\����������+ �� ������	!��	� ���
��� ���� ��

����\� & \��	������ ����#��� |�| %��� �� ��	�
�  + .) ��� �	� ����#��� | | %���
�� �	�������� ���$�
� ���!\��) ��� �7���� �	� \��	���� ����#�� |�| %��� �� ��	�
�
:):

���;�!#3�� J dCA <> ?@ABBA<CDE �1 <HI GA@A\LO?BA<HS /� C;ZYLC |�1| = 8 DAC

| | = 2U ]GHBMN=S� <A ;YNHRA fh{"→•�� �→•�}� ih{�→�•}� ghM?ALF]R(�) h

{"→•�� "→•"k�� �→•�}� f⊗ih{"→�•� "→"•k�} DAC f⊗�h{�→�•� "→�•�

"→"•k�} BGH@HYN NA AN<C;<HCZCXHYN ;<A ADFRHIXA \CANY;BA<A <HI GONADA (U/U

^0��	� �����+������ U=�

g ��������

Y ��������

6 ��������

g⊗Y ��������

g⊗� ��������

�	���� <:8t ���\����� �	����������� \�\���	�	:

����� �	��������	� ��������� C<
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D 6 � F��#�����	 
�� E�	E#$G� �H#�G����

.� ��������������� \��\���� �7������� ��� ���6��	 ��	 �7�\� ��	������� ��	 ���!V

\�	 ��� �� ���
��� �⊗+ �7����	��� ��! �� ����������: �� 1�� PFR ��� \��	�������

�7!\�� 7� ���6���� ��! �� ��	������ 7�(1) = 7�12(1) + 7�� (1)+ !��� 7�12() ��	�� ���

��	������ ��� ���
���6�� ��� ����� ��	 PFR ��� \��	������� 7�12 ��� �7������� ��!

�� \��	������ 78	 79	 7< ��� 7�12+ �	� 7�� () ��	�� ��� ��	������ ��� ���
���6�� �� \��V

	���� 7�� ��� �7������� ��! �� \��	������ 7�12+ 7�� ��� 7&: �� ���!���� ����
���

������� ���!���� ��� \��\���� �7������� ��� ��#� ���������� ����� ������6!��	�:

*��
��#��+ ���6�	��� �� ��#�	�� ������ ��	 ��	�������	: ���� #� �7������� �

��	������ 7�12():

2�� ��#� ��	!	� �
� + ��� \�	 ���� ������ � ��
��� ��� ��
�� ���+ \�7�� ��� ��
����

������ 	� ������� ���� ��������! ���� �� ��������! ���$�
�: .� \�� ����������� #�

�7�������	 �������t

• 2�� �	�	 ��	!	� �
� ��� ������ �→ �•��+ ��� �	���� ��� 78 ���	 #��� �− 1+

� ��	!	�� �
+1
� �→ ��•� #� ������#�� ��� 7�12 ��� #��� �+ ��	 �� ��������!

���$�
� � ������� �� �� 7<(2)+ !��� 7<(2) ��	�� �� ���$�
� ��� ���$�
�������

���!\�� ���� �	��	����� ��! �� ���7��������! �������� ��: �� ������+ �

��	������ 7�12() ������ 	� �������t

7�12(�) = 78(�− 1) · 7<(2) %<:8)

!��� W·[ ��	�� � 
����� ���7� 0*5: *��! �����	�� !�� ��	 �� PFR 78(�− 1) ��	��

1 %������\���	��� ��	 ����7� ��� ��	!	� � → �•��) ��� �� PFR 7<(2) ���

�	��������� ��� � ��	�� 1+ �!�� � ��	!	�� � → ��•� #� ������ 	� ������#��

��� 7�12 %�� PFR 7�12(�) ��	���� 8):

• f��� � ��	!	�� �
� ��� ������ � → �•�Æ+ ��� �	���� ��� 78 ��� #��� � − 1:

*	�6����	��� �� ��	!	�� ��� ����	 �� ���$�
� D ��� �������! ��
�� ���

��	!	� ���������: f��� !�� �� ��	!	�� ����� ��	�� (��1) : � → 3	 (��2) :

� → #	 � � � 	 (���) : � → =: ��	 �� ��	!	�� �� ��	 ��
��� ��� ��
�� ����+

� → 3•	 � → #•	 � � � 	 � → =• �	���������	 ��� PFR ��	 #����	 >1	 >2	 � � � 	 >�+

�!�� � ��	!	�� �
+1
� ��� ������ � → ��•Æ ������ 	� ������#�� ��� 7�12 ���	

#��� �+ ��!��	 ���
������	 �	� �� ��	 PFR 79(>1)	 � � � 	 79(>�) ��	�� 8: �� ������+

� ��	������ 7�12() ������ 	� �������t

7�12(�) = 78(�− 1) · (79(>1) + � � �+ 79(>�)) %<:&)

!��� W+[ ��	�� � 
����� ���7� �: *��! �����	�� !�� ��	 �� PFR 78(�− 1) ��	��

1 %������\���	��� ��	 ����7� ��� ��	!	� � → �•�Æ) ��� ���
������	 �	�

�� ��	 PFR 79(>1)	 � � � 	 79(>�) %������\���	��� ��	 ����7� ���
������	 �	!� ��

CC *
�7�	\��� �: ���!���
��
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��	 � → 3•	 � → #• � � � 	 � → =•) ��	�� 1 �!�� � ��	!	�� � → ��•Æ ������

	� ������#�� ��� 7�12 %�� PFR 7�12(�) ��	���� 8): ����
��	+ ��	 �� � ������� ��

��	! %�VTR?FGH)+ �� 7�12(�) ������ 	� ��	�� !�� ��� �� 7�12(� − 1)+ ��� �����	��

!�� ��
�� � ����7� ��� � → �•�Æ ����� ��� ��	 ����#��� ��� � → ��•Æ ���
7�12:  �	�6����� ��� �� ��������� ���$�
� ��� �������	 �� ��	! ��#�� ���

� ���
�����!� ��	 ��	!
�	 ���+�*'(�)+ 5��*��+��'� ��� ���+�*���0�� ��	��

\��\������� ��� ��	�	��� ��� ������
�������! �����\� %*	�
��� 2����������)

!��� ���	���� ��� ����� <:8:

��� ��	�����+ #� �7������� � ��	������ 7�� (): f	�� ��	!	�� �
� ��� ������ � →
Æ�•"# ������#���� ��� #��� � ��� 7�� + ��	 ���	������	��� �� ��!
��#�� ��	#����t

8: . ��	!	�� �
−1
� ��� ������ � → Æ•�"# ��	�� 8 ��� 7& %���+�*'(�))+ \�
�\�

7&(�− 1) = 1:

&: 2�� ���
������	 �	� ��! �� ���$�
� ��� �	����	 ��� ��	�
� 5��*��+��'(�)

� {51	 � � � 	 5�} ������� �	�� ��	!	�� ��� ���� ��	 ��
��� ��� ��
�� ��� ���
���! �� ���$�
� ��� �������! ��� ��
��+ ��� 7�12+ \�
�\� ���
������	 �	�

5� → 6• �	���� ��� 7�12+ !��� 1 ≤ � ≤ +:

f��� !�� �� ���$�
�51	 � � � 	5� ��	�� ��� �������! ��
�� �� ? ��	!	�� �� ��	 ��
���

��� ��
�� ���� ��� �	���������	 ��� PFR @1	 � � � 	 @�: �!�� �� 7�� () ���������6����

��! ��	 ��!
��#� �7�����t

7�� (�) = 7&(�− 1) · (7�12(@1) + � � �+ 7�12(@�)) %<:9)

*��! �����	�� !�� ��	 �� PFR 7&(�− 1) ��	�� 1 %����7� ���� → Æ•�"# ��� ���+�*'(�))

��� ���
������	 �	� ��! �� PFR 7�12(@1)	 � � � 	7�12(@�) %����7� ��� 5� → 6•) ��	�� 1

�!�� � ��	!	�� � → ��•Æ ������ 	� ������#�� ��� 7�� %�� PFR 7�� (�) ��	���� 8):

����
��	+ ��	 �� � ������� �� �VTR?FGH+ �� 7�� (�) ������ 	� ��	�� 8 ��	 ��� �!	� ��	
7�� (�− 1) = 1+ ��� �����	�� !�� ����� � ����7� ��� � → Æ•�"# ��� ��	 ����#���

��� � → Æ�•"# ��� 7�� :

"�� �������	� �
������� ��� ������	� ���������	���� ������	�6���� ��� ����� <:<+

!��� ����	�6�	��� �� ������� ������
����� ��#�� ��� � \����	\��� ����: f	� ���


��������� ���
��� ��� �� ���������� ���� �+ ��� #� ������������ ���	 �	!����

<:(:8+ \�	���� ��� ����� <:8<:

���;�!#3�� C dCA PRR> BCA TH@P� XL=@HYBL <> ?@ABBA<CDE �1 DAC <A ;YNHRA  �

. DAC $ <HI GA@A\LO?BA<HS /U VA ;YNHRA AI<P MZHIN ANAGA@A;<AXLO ;L \CANY;BA<A

;YBT=NA BL <H GA@P\LC?BA �U zA ?ONLC LGO\LCa> <>S Z@E;>S <=N LaC;^;L=N 0(U/1 �

0(U%1 ?CA <H <L@BA<CDF ;YBQHRH � 07< (1) = 11� FG=S M?CNL ;<H GA@P\LC?BA 4 DAC XA

;I?D@CXHYN <A AGH<LRM;BA<AU

����� �	��������	� ��������� CU



0���
��� <

u bit vector

q bit vector

 bit vector

h bit vector

UCYC12C

����� <:<t ��������� �l�
�� �����\�� V �12⊗ ��	�� �� ���
��� ��� ���
���6�� ��

7�12+ �� 7�� ���
���6���� ��! �� ���
��� ��⊗ ��� �� \��	���� �7!\�� 7� ���������

�� 
����! � ����7� ��	 7�12 ��� 7�� :

• bG=S TPN>DL ;<H GA@P\LC?BA 4� f⊗ih{"→�•� "→"•k�} LGLC\E� ;YBT=NA
BL <HN <LRL;<E ⊗� G@ <̂A LRM?ZL<AC <H ;YNHRH i ?CA DANFNLS BL <>N <LRLOA

;<>N <LRLI<AOA <HIS XM;> 0�→�• ∈ i ;L AI<F <H GA@P\LC?BA 79(7) = 11U lDH�

RHYX=S� <H ;YNHRH f LRM?ZL<AC ?CA DANFNLS GHI MZHIN \LaCP <>S <LRLOAS <H

;YBQHRH GHI Q@O;DL<AC ;<H A@C;<L@F BMRHS <=N DANFN=N BL <>N <LRLOA ;<H <M�

RHS <HIS 0� L\^1U dCA <HIS DANFNLS GHI GR>@HYN <A D@C<E@CA 0"→•� ∈ f ;L
AI<F <H GA@P\LC?BA 78(0) = 11� H DANFNAS G@H;<OXL<AC ;<H ;YNHRH f⊗i ATHY
BL<ADCN>XLO > <LRLOA BCA XM;> G@HS <A \LaCP 0"→�• ∈ f⊗i L\^1U WYBT=NA

BL <>N LaO;=;> 0(U�1 AI<FS H DANFNAS XA G@H;<LXLO ;<H \CPNI;BA 7�12 ATHY

7�12(1) = 78(0) · 79(7) = 1 · 1 = 1U

]GCGRMHN� ;<>N GL@OG<=;> GHI H G@H;<CXMBLNHS DANFNAS 07�12(1)J "→�• ;<H

GA@P\LC?BA1 MZLC <>N <LRLOA ;<H <MRHS <HI� <H ;YNHRH %1h $	��������	�0����1

G@H;\CH@O[L<AC 0BFNH " ∈%1 ;<H GA@P\LC?BA1U VMRHS� <H ;YNHRH g LRM?ZL<AC

?CA DANFNLS� ;<HIS HGHOHIS \LaCP <>S <LRLOAS Q@O;DL<AC MNA AGF <A B> <L@�

BA<CDP ;YBQHRA GHI ANEDHIN ;<H %1 0"→•"k� ∈g ;L AI<F <H GA@P\LC?BA

7&(2) = 11U lI<HO HC DANFNLS G@H;<OXLN<AC ;<H ;YNHRH f⊗i ATHY BL<ADC�

N>XLO > <LRLOA BCA XM;> G@HS <A \LaCP 0"→"•k� ∈ f⊗i ;<H GA@P\LC?BA1U

WYBT=NA BL <>N LaO;=;> 0(U%1 AI<FS H DANFNAS XA G@H;<LXLO ;<H \CPNI;BA

7�� (3) = 7&(2) · 7�12(1)U

C; *
�7�	\��� �: ���!���
��
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• bG=S TPN>DL ;<H GA@P\LC?BA 4� f⊗�h{�→�•� "→�•� "→"•k�} LGLC\E�
;YBT=NA BL <HN <LRL;<E ⊗� <H ;YNHRH f LRM?ZL<AC ?CA DANFNLS ;<HIS HGHOHIS�
\LaCP <>S <LRLOAS IGP@ZLC <H <L@BA<CDF ;YBQHRH � 0�→•� ∈ f ;<H GA@P\LC?BA
78(6) = 1 DAC <H � AN<C;<HCZLO ;<H 7<(1)1U eC G@H;\CH@C;BMNHC DANFNLS G@H�

;<OXLN<AC ;<H ;YNHRH f⊗�� ATHY BL<ADCN>XLO > <LRLOA BCA XM;> G@HS <A \LaCP
0�→�• ∈ f⊗� ;<H GA@P\LC?BA1U WYBT=NA BL <>N LaO;=;> 0(U/1 AI<FS H DA�
NFNAS XA G@H;<LXLO ;<H \CPNI;BA 7�12 ATHY 7�12(7) = 78(6) · 7<(1) = 1 · 1 = 1U

]GCGRMHN� ;<>N GL@OG<=;> GHI H G@H;<CXMBLNHS DANFNAS 07�12(7)J �→�• ;<H
GA@P\LC?BA1 MZLC <>N <LRLOA ;<H <MRHS <HI� <H ;YNHRH %2 h $	��������	�0����1

G@H;\CH@O[L<AC 0"� � ;<H GA@P\LC?BA1U VMRHS� <H ;YNHRH g LRM?ZL<AC ?CA

DANFNLS� ;<HIS HGHOHIS \LaCP <>S <LRLOAS Q@O;DL<AC MNA AGF <A B> <L@BA�

<CDP ;YBQHRA GHI ANEDHIN ;<H %2 0"→•"k� DAC "→•� ∈g ;<H GA@P\LC?BA
7&(0) = 7&(2) = 11U lI<HO HC DANFNLS G@H;<OXLN<AC ;<H ;YNHRH f⊗� ATHY BL�
<ADCN>XLO > <LRLOA BCA XM;> G@HS <A \LaCP 0"→�• DAC "→"•k� ∈ f⊗� ;L
AI<F <H GA@P\LC?BA1U WYBT=NA BL <>N LaO;=;> 0(U%1 AI<HO HC DANFNLS XA

G@H;<LXHYN ;<H \CPNI;BA 7�� � ATHY 7�� (3) = 7&(2) · 7�12(7) = 1 · 1 = 1 DAC
7�� (1) = 7&(0) · 7�12(7) = 1 · 1 = 1U

lGF <H GA@P\LC?BA 4� 3 h0f⊗i1 ⋃ 0f⊗�1 h {"→�•� "→"•k�� �→ �•}U lTHY
7�12 = 01000001 DAC 7�� = 01010000� LONAC G@HTANMS F<C 7� = 7�12 + 7�� = 01010001

LONAC > ANAGA@P;<A;> ;L \CPNI;BA u�� <HI :U laO[LC NA <HNC;<LO F<C DA<AREaABL

;<H O\CH ;IBGM@A;BA BL <>N LTA@BH?E RH?CD^N <LRL;<^N� ?L?HNFS GHI AGH\LCDNYLC

<>N AGH<LRL;BA<CDF<><A <>S IRHGHO>;>SU

D 6 6 ���@��$�
�
	

 ���7� ⊗ ��	�� ��� ��
��
��� �	������+ � ����� ��	 ����
����� ���
��#���� �������
���	 ����!���� ��������� ��!	� �(|�|): *��! ��	�������� ��! ��	 �����! ��� ⊗+
!��� ���	���� !�� ��� ����
��� ��� ⊗ ������ 	� ��������� 	� \�����7�� !
� �� ��	�
�
� • ��	 ��	!	�	+ �� ����#�� ��	 �����	 ��	�� �(|�|): ���	 ������	!��	� �
�������+
��� ���	��!��� ��#�\�
���� ��������� ��	 ����

�
������� ��	 ���
������	 ����

�� ��#� ��
�+ ����
�	��� ��	 ���7� ⊗ ����

�
�: *��! ��	���� ��
� ��� ���l� ��
�� ���\����! ��� ��\���� ��	\�������� ���
������:

�� ��	\������! ���
��� �⊗+ ��� ���	���� �� ��� ���������� �l�
�� �����\�� ���

����� <:< �	� �� ��� 
�������� ��� ����� <:8<+ ��������� ��! �� ������� ��	
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��	 �������� ��� V ��	�������� ��� �������
������ V ��� � �
���!��� ������� ���

����

�
�� �����	�\�� ��� ��	 �	��	����� ��#� ���$�
������� ���!\�� ��� �	����

���	 ����������+ ��#�� ��� ����	�� ��� ��	�� ����#�	�� ��� ��	 ��������� ��	 ��V

����������	:  \��\������ ��� �	��	������ $���6���� ���	 �
������� �� �
��! ���

J:
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������������� ��� ����
��� 9: "���� ���� ��	!��	 ����� �7�������� ���7�������

%xqcD) � ���������� ������
����� %MF]N^@>_A) � ��� ��!�� ���������� ���7�������

%`F]?N^@>_A): �\�+ � ��������� ��	 ������������	 #� ��	�� �� ��� ��\���� ������

��	�\� %��� �� ����������	� ��������) ��� �\�� ���� ��� $�������� ��� � �	�
����+

��� #� �����#�� �	� cBTRAO NG > DEFZ %cN]):  �7�\�� ��� ����������+ ���� ��	

��������� ��	 ������������	 ������ 	� ����
����� ��! ������ �

� ������� �
�V

��� ��\���� ������ � ��!�� ��� ��! ������ �����������	� �������: ����
��	+ ���

	�� ��#�\�
���� �	�����#��� ��� ��	 ���
�����! ��	 ����	 ��	 ������������	:

 �
������� �������� �� ��������� �l�
�� ���
��������� �!�����+ ��� 6����	 ��	

����!���	� ���7������� ����
�� �
�#��� ��������	+ ��y ���! ���
��#�#��� � ��

�
��! �
�������:  �
������� ���	� �� nA?F@NH �� ����� ��� ����$�

�	��� �F@FGv

qc= ,:8 �	� \���������� �� �	� JMQS �F@FGv nF?RAvV< `h<'C:

2�� ��	 ����������	� �
�������+ �� ��������������	�� ����������� �����������

����	 �!	� ��	��#���	� ������������ %cV>RR?FPKRAL H?>OO>?T) �U�: "�� �������V

����� ����	 ��	 ����������	 ��	�� �� ����������� �	������	 %>]RFNG H?>OO>?T)+ ��

������ ��! �\� ��� ���� #� #�����	��� �� ����������� ����� ������6!��	�+ ����

������ !��� ����	 ������#�� ������� �	������� ��� ��
�� ��	 ��	!	�	: *���� ��

�	������� %�������
����) ���
���6�	��� ��� ��#� �!�$� ��� ��	�������� \�	����

��� !��	 ���! \�����6���� ��! ��	� ���� �� ����+ ����
��	��� ��! �������� ����

�� \�7�� ���� ��	 ��	������� �	�
���:

 ������	!��	� �
������� ���
��#�� ��	 ���������	��� ��� ���	���� ��� ����� C:8+

\�
�\� ��	�� �������	� �� ���� ����
� �������+ ����#�	� ��� �� ��	������� �	�V

�	�����+ ��	 ��������� ��� ��	�������� \�	���� ��� ��	 �������� ��� ����
���

��	 �	��������	 �	������	: . ��	������!� �	�
���� �	�
��$�	�� ��	 �	��	�����

��� ��	 ��������� ��� ��	�������� ��	��� Mu: ���	 ��
������ � \��\������ ��� ��V

	�������� �	�
����+ ���������6���� �� ��	������! \�	��� ��� ��#�� \�����6����+

�� �	��������� �	������� ���
	�	��� ���� ����
���: .� �	������� ����� ������ 	� ��V

	�� �	\������� ��\���� ��� ����
����� �� ������ �������	� ����	� �:� \����������

cgh+ a>b> n` � ������ 	� ����
����� ��! ������ �7��\������	� ��	�\� ��� $�����V

����� C:8t �����	!��	� *��������	���:

;( *
�7�	\��� �: ���!���
��



�	!���� C:8

����� C:&t 0�������� ��	�������� ��	����:

��� ��� �\�� JMQS �� ��� ��!
����� �����	�\�� ��� �
��������: ��� ����\�����

��� ����	!���� C:8:8+ ��� �7��\������	� ��	�\� ��	�� ���#������� ���7���+ �	� ��

����	� ��� ����	!���� C:8:& �� �	������� �����������6�	��� �� ��������� cgh ���

����
��	��� �� �	�	 cgh \���������:

2�� ��#� ��
� ��� Mu+ � �	�
���� ���� ������#�� ���� 	� ������� ����
��	 �
���V

������ ��� ��	 ����
���� ���+ �
��������� ��� ������������	��� ��� ��	 ��!��	�

\��\������ ��� ���������� ��� ��	�������� \�	����: e���� ��� ��	�������� ��V

	��� Mu+ \������������ �� ��	������! \�	���: *�����+ �	����6���� � ��6� ��� ���

���� \��\����� � ��!��	�� �!�$��+ ����� 	� \��������#�� �� �
���� ��	������! \�V

	���:  �	�6����� ��� ��!��	�� ��������� $���6���� ��� �������� ����
����� ���

�����	��� ��������� V ��� �����\��������#��� � ��! ��� ��#� V ���� ���� 	� ��	

�����6���� ��
� W��	������� �	��	�����[ � ��	���� Mu: �����	��+ $���� ��	 ����V

����	 ����
����� ������ 	� ������������� �� \�	���+ ����� ���	�$!��� �	�6�������

���	 ��	��� Mu: ������	����+ !�� �� \�	��� �������6���� ��! �� ��	� ���� �� ����

��� ��! �������� ���� �� \�7��+ !��� ������	�6���� ��� ��� ����� C:&:

. ��
��!� ��!���+ ���!� ��� ���������� ��	 ������������	+ ����
����� ���� ��	

�
��� ��������� ��� ��	�������� \�	����: ������� ��� �	� ���� �	� �	��������� ��V

��7� ��	�������	 ��� �������
�����	 ��	!	�	: ���� ���� ��	�����+ �� ���$������

��#�\�� ���������� ������������	+ $���6�	��� ���	 ��������� ��� ��	��������

����� �	��������	� ��������� ;<
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\�	���� ��� �� \������� ��� ��� � ������!����� �����+ �	�
��� �� �� ����� ���

�����������+ ��� ��	 ��������� ��	 ������������	: ���	 ������	!��	� ������V

����+ �� ��	������! \�	��� \���������� ��! ���� ���� �� ���	� ��� ��! \�7�� ����

�� ��������+ ��� ��� ��#� �!�$� �� �	��������� �������
������ ��	!	�� ������!	���:

 $����� �\�� ��� �
����#��� ��	�� 	� �������#��	 ����� !
�� �� ����!�$�� �	!�

�!�$�� ��� ���!��	 � �\��� � �!�$��: ����
��	+ ��� ��#� �������
����! ��	!	�+

���� �� \��\������ ��� ���������� ����� ���������� 
��������� \�	 ��	���� �

�

������ �
����� V �	������� V ���
	�	��� ��� 	� ����
�����	 ���!����: ��	����+

��#� �������
����!� ��	!	�� �	��������� �� ��� �	������ ��� ���� ��	 ���������

��� ��	�������� \�	����+ ��� �����	�\� ������� ��� �	������� �����+ \�����6�	���

��� �!	� ���� �� \�	���: ��� ��	�����+ �� �	������� ����� ����
��	��� ��! ��� �

�

�����	�\�+ � ����� ������������ ��� ��#�\�
���� �� ����$�� %TR>]pVP>TAL >ZZ?N>]E)

��� 	� ����
���� ���� �	�������� ���
��������: . �������������!� ��! �� ���$�V


���! ��	 ����������	 ����������	+ �� ����	� ��	 2���������	 �	������	 ��	��

��� ��
� �������+ !��� �7������� �������� ��� ������ ����
� 	� ������������V

#�� �� �� ����� �	!� ������7������� %Z?AZ?N]ATTN?) ��� �����
�� �

���� �����

��

�	����� ��������: .� ���������	�� �	������� ��� ��#�\�
����� ���������	���

���
��#��t

• 2�� ��#� ��	��#���	� �����!���� ���6���� ��� ����$�:
• 0�#�� �� \�	��� \����������+ !��	 $��#�� �� ��
������ ���$�
� �	!� ��	!	�+
������ 	� �������#�� � ��	��#���	� ���� ��� ������������� ��� ���$!
��

��� $�������� ��� �������! ��
�� ��� ��	!	�+ �7���	��� ��! ��	 ����$�

%KGTR>]pFGH V ZNZ KZ) ��� ����� ��	 �	��������	 ������������	 ��	 ���$!V


�	 ��� ������6��	 �� \�7�! ��
�� ��� ��	!	�: �� �����
���� ��� ���������

$���� ��	 �������
�����	 ��	!	�	+ ���#�������� %ZKTEAL) ���	 ����

�
�

����$� ��� �	��������� ��� �����!����:

• ��	 ��! �� �������
����! ��	!	� ���6���� ��
�� ��� �	�#���+ �!�� �����
�	������ \�	 ��	����:

 ���
�������� ����� ��� ������	!��	�� ���������� ��	�� ���� ��	 ����������	 cV

>RR?FPKRAL �U�: �� �>]] �&,� ���� ��	 �\�� ���
�������� ����+ ��!�� ������ 	� 
��#��

!�� �� ������	!��	� ������� �����
�� ��� �
������� �� �
��! �	!� ����V�	�
���

�>]] %�>]] OAR>]NOZF@A?): 3��!��+ � �	�
���� ��� ��������������� ��! ��	 �
�V

������+ ��	�� ��
� ��� �����!� ��! ����	�	 ��� �>]]: ��	�� �� 	�������	�����!� ���

$������ !
�� ��� \��������	�� %>OPFHKNKT) 
�����: �!�� � �	�
����+ !�� ��� ��

\�� �����	�\�� ��� �	����#���	 ������	�+ ������	 	� �����#��	 ���!���� ���

�����\����� ���������� ����������+ ���� ���������	�� ���������� �� 2���������

�	������	:

*��
��#��+ \�� ����\������� �� \�� \����������� ����������� #� \�#��	: ���

;C *
�7�	\��� �: ���!���
��
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�����+ ���#������� ��������� ���������	��� ���� ���� ����������� �����������:

.� �������
������ ��	!	�� ���������	��� �� ��
�� �	������� ZKTE ��� ZNZ+ �� ������

����
��	��� ��! ��� 7�������� �����	�\� ��� �\�� JMQS: ��� \������ ����\�����+

��� \������ ��� d������ 2
����� %�>RK?>@ h>GHK>HA FGRA?i>]A) �	����������+ �

����� �����������6�� ��������� ��! �� *��
��� �� ��������� cgh: .� �������
�V

����� ��	!	�� ����	 ���������� �� �	�������+ ��� ���������6��	 ��������� cgh+

�� ����� ����
��	��� �� �	�	 �����������	� cgh \���������:

M ! ! ?@����#���� (�#)��
#$G� �$��>����

�� ��� ����� ����������+ �	� �	\������! ����\����� \�	����+ $������	� ���	 ����V

������ ���������� � � %$
��� ��	��� C:8)+ � ����� ���������� ��� $������ ���#��V

����� ���7��� ��� ��!�#���� ��� ��� ��

��
�������� ����7� \�� � ������!����	

��
�����	: �� �����!��	� ������� ������ 	� �	��	������ ���$�
������� ��� ����V

������	 ���#������� ���7��� ��� ����
��	 	� ���
������ �� ��
��! �����
����+ #�V

��6�	��� �	� ���	! �������������: �����	� �� �� ��#�\�
���� ��� �������������

���	 ���������	� �	!����+ �!	� ��� ����$� #� ��������� ���� ���	 ���������� � �

������� �!	� �	� ��	��#���	� �����!����: ����
��	+ ��� ��	 ��������� ��	!	�	

��� ��	���� ��� ��
� �	�#���+ ����� �	������ \�	 ��	����: 2�� ���� ��!
������ ��V
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��������P� ���+�
�� �


���h�	���� ,+�������-�
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� → � �� = �� C�2� ;9:74�D

�1 → � + �2 �1� = �� + �2� C�2� _D C�2� `D

C9i3473�9 _*`DC�7:a ;9:74�D

� → � �� = �� R

� → � ∗ � �� = �� ∗ �� C�2� _D C�2� `D

C9i3473�9 _%`DC�7:a ;9:74�D

� → � �� = �� R

� → (�) �� = �� R

� → � �� = �� R

� → �� �� = 10 ∗�� + �� C�2� _D C�2� `D

C9i3473�9 ��`*_DC�7:a ;9:74�D

� → � �� = �� R

� → 0 �� = 0 C�7:a �D

        

� → 9 �� = 9 C�7:a fD

�	���� C:8t 2��������� *��#������	 ��7��	 � �:

����� �	��������	� ��������� ;U
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���h� ���+�
�� ^���h�

� �7:a #? #

" �7:a d? # d

# �2� _? �2� `? �7:a ��`*_? #d

$ �7:a # ? #d #

d �7:a $? #d # $

e �7:a "? #d # $ "

j �7:a �? #d # $ " �

k �2� _? �2� `? �7:a ��`*_? #d # $ "�

f �2� _? �2� `? �7:a _*`? #d # "$

�� �2� _? �2� `? �7:a _%`? #d j"

�� �2� _? �2� `? �7:a _*`? ��j

�" �2� ;9:74�? R

�	���� C:&t ����
��� �	������	 � �:

	!	��+ !
�� �� �������
������ ��	!	�� ����	 ��������������� �� ��
�� �	�������

ZKTE ��� ZNZ:

���$������ ��#�\��+ #� �	��	���6�	 ��	 � ���$�
������ ���!\�� 35 + 3 ∗ (4 + 20)

�	���� ���	 � �+ $���� ��	 ��	�������	 ��	!	�	: 0�� �� ��������� ���������+ ��

��	������! \�	��� #� \����������� %����� C:9): �� ��!��	� $���+ �� ��	������!

\�	��� #� \�����6!��	 ��� ��#� ���� ��� �	�� �!�$�� ��� #� \�����6!��	+ �� ����V

���
������ ��	!	�� #� ���
���6�	��	:

���	 ������	!��	� ����������+ �� �������
������ ��	!	�� ����	 ���������������

�� �	�������+ !��� ���	���� ���	 3� ���
� ��� ��	��� C:8: 2�� ��#� �!�$� ���

\�	����+ ���� �����#�� �� �	�������� �	��	�������! �	�������:  ��
������ ��!V

��	�\�+ 
��$�	�� ����� ��� ��
�� �	������� ��� ��� ����
��: "� ���! ��	 ��!��+

����� C:9t ��	������! ��	��� ��� ����\� 9<�9�%(�&'):

;; *
�7�	\��� �: ���!���
��
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�� ��
��! �����
���� %� ���#�!� 107) ����	�6���� ���	 �7�\� ��� ����������: .�

�����!��	�� �	�������+ ��#�� ��� �� ������!��	� ��� ����$�� ��� ��	 ���$�
������

���!\�� 35+3∗ (4+20) ��������6�	��� ���	 ��	��� C:&:  1� ���
� ��� ��	��� C:&

�	�������� ����� ���#����	��� �!�$��� ��� ��	�������� \�	���� ��� ��������6����

��� ����� C:9:

M ! � (�	��G�#�� N��#$G� "����G�

 ���7������� ������	 �
����	+ ��	�� ��� �\������� �
������� ��#�\�� �

�
���\��V

��� �	#�����V���
������ ��� ������ 	� ���������� �� ����
� ���#�! �����	 !���
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�DFRFAT jEA?A ^A@NGHTuN�Q?AA]A))[: ���� ��� ���	 �	!���� U:(+ �� ���#����	�

������	� ��� �������� �	���������	 ���� �!�$��� ��� ��	��� U:C+ ���	 ����� ��V

������6�	��� �� �	��������� �	������� ��#�� ��� �� ������!��	� ��� ����$��:

F$=+�+� /03G ����	
�� ��
+�
�-� ��� �
+�
P��
�� �� ����h� ��� ��
���������� /���+� ��� �P����� j<�"<

������ ��	
��� ��
������� �������

� E�?H IJ��KH�L�MNE�?H IJ��KH�?M IJ��KH�L�M

IJ��KH�?M

4 E�E ONE�E PN E�?H >IQMAIR���MAO@ IQ R��� J��KH�?M

6 E�?H IS�������)*�M IS�������)*�M

IQ R��� J��KH�?M

2 E�?H IJ��KH�L�MNE�?H IJ��KH�?M IJ��KH�?M

IJ��KH�L�M

IS�������)*�M

IQ R��� J��KH�?M

5 E�E ONE�E PN E�?H >PAIR���MAO@ IJ��KH�L� R��� J��KH�?M

IS�������)*�M

IQ R��� J��KH�?M

3 E�E ON E�E PN E�?H I@MNE�?H ����>PAIDL > ?����� MAOAICH���M@ IS�������)*� DL > ?�����

J��KH�L� R��� J��KH�? CH���M

I@M

IQ R��� J��KH�?M

/ E�?H I�����K*�M I�����K*�M

IS�������)*� DL > ?�����

J��KH�L� R��� J��KH�? CH���M

I@M

IQ R��� J��KH�?M

, E�?H I*TUM I*TUM

I�����K*�M

IS�������)*� DL > ?�����

J��KH�L� R��� J��KH�? CH���M

I@M

IQ R��� J��KH�?M

1 E�E ON E�E PN E�?H ����>PAIVMAO@ I�����K*�V*TUM

IS�������)*� DL > ?�����

J��KH�L� R��� J��KH�? CH���M

I@M

IQ R��� J��KH�?M

�. E�E ON E�E PN E�E !N E�?H ����>PAOA!@ IS�������)*� DL > ?�����

J��KH�L� R��� J��KH�?

CH��� �����K*�V*TU@

IQ R��� J��KH�?M

�� E�E ON E�E PN E�?H ����>I?�����MAPAICH���MAOAIULWM@ I?����� Q R��� J��KH�? CH���

S�������)*� DL > ?����� J��KH�L�

R��� J��KH�?

CH��� �����K*�V*TU@ ULWM

�4 E�?H IW�E ��J���M IW�E ��J���M

I?����� Q R��� J��KH�? CH���

S�������)*� DL > ?����� J��KH�L�

R��� J��KH�?

CH��� �����K*�V*TU@ ULWM

�6 E�?H IS��PL ��MNE�?H IS����?M IS����?M

IS��PL ��M

��=X$YZ+� �Z%= #�	=% ��$�+
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IW�E ��J���M

I?����� Q R��� J��KH�? CH���

S�������)*� DL > ?����� J��KH�L�

R��� J��KH�?

CH��� �����K*�V*TU@ ULWM

�2 E�E ON E�E PN E�?H ����>PAIR���MAO@M IS��PL �� R��� S����?M

IW�E ��J���M

I?����� Q R��� J��KH�? CH���

S�������)*� DL > ?����� J��KH�L�

R��� J��KH�?

CH��� �����K*�V*TU@ ULWM

�5 E�E ON E�E PN E�?H I@MN E�?H ����>PAIDL > ?����� MAOAICH���M@ IW�E ��J��� DL > ?�����

S��PL �� R��� S����? CH���M

I@M

I?����� Q R��� J��KH�? CH���

S�������)*� DL > ?����� J��KH�L�

R��� J��KH�?

CH��� �����K*�V*TU@ ULWM

�3 E�?H I[��\�)*�M I[��\�)*�M

IW�E ��J��� DL > ?�����

S��PL �� R��� S����? CH���M

I@M

I?����� Q R��� J��KH�? CH���

S�������)*� DL > ?����� J��KH�L�

R��� J��KH�?

CH��� �����K*�V*TU@ ULWM

�/ E�?H IS��PL ��MNE�?H IS����?M IS����?M

IS��PL ��M

I[��\�)*�M

IW�E ��J��� DL > ?�����

S��PL �� R��� S����? CH���M

I@M

I?����� Q R��� J��KH�? CH���

S�������)*� DL > ?����� J��KH�L�

R��� J��KH�?

CH��� �����K*�V*TU@ ULWM

�, E�E ONE�E PN E�?H >IQMAIR���MAO@ IQ R��� ]S����?M

I[��\�)*�M

IW�E ��J��� DL > ?�����

S��PL �� R��� S����? CH���M

I@M

I?����� Q R��� J��KH�? CH���

S�������)*� DL > ?����� J��KH�L�

R��� J��KH�?

CH��� �����K*�V*TU@ ULWM

�1 E�E ON E�E PN E�?H I@MN E�?H ����>PAIDL > ?����� MAOAICH���M@ I [��\�)*� DL > ?�����

Q R��� ]S����? CH���M

IW�E ��J��� DL > ?�����

S��PL �� R��� S����? CH���M

I@M

I@M

I?����� Q R��� J��KH�? CH���

S�������)*� DL > ?����� J��KH�L�

R��� J��KH�?

CH��� �����K*�V*TU@ ULWM

4. E�E ON E�E PN E�E !N E�E CN E�?H ����>CA!@N E�?H ����>PAOAI@M@ IW�E ��J��� DL > ?�����

S��PL �� R��� S����? CH���

[��\�)*� DL > ?�����

Q R��� ]S����? CH���M

I@@M

I?����� Q R��� J��KH�? CH���

S�������)*� DL > ?����� J��KH�L�

R��� J��KH�?

CH��� �����K*�V*TU@ ULWM

4� E�?H I�����K?*�M I�����K?*�M

IW�E ��J��� DL > ?�����

S��PL �� R��� S����? CH���

[��\�)*� DL > ?�����

Q R��� ]S����? CH���M

I@@M

I?����� Q R��� J��KH�? CH���

S�������)*� DL > ?����� J��KH�L�
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R��� J��KH�?

CH��� �����K*�V*TU@ ULWM

44 E�?H I^�����M I^�����M

I�����K?*�M

IW�E ��J��� DL > ?�����

S��PL �� R��� S����? CH���

[��\�)*� DL > ?�����

Q R��� ]S����? CH���M

I@@M

I?����� Q R��� J��KH�? CH���

S�������)*� DL > ?����� J��KH�L�

R��� J��KH�?

CH��� �����K*�V*TU@ ULWM

46 E�E ON E�E PN E�?H ����>PAIVMAO@ I�����K?*�V^�����M

IW�E ��J��� DL > ?�����

S��PL �� R��� S����? CH���

[��\�)*� DL > ?�����

Q R��� ]S����? CH���M

I@@M

I?����� Q R��� J��KH�? CH���

S�������)*� DL > ?����� J��KH�L�

R��� J��KH�?

CH��� �����K*�V*TU@ ULWM

42 E�E ON E�E PN E�E !NE�?H ����>PAOA!@ IW�E ��J��� DL > ?�����

S��PL �� R��� S����? CH���

[��\�)*� DL > ?�����

Q R��� ]S����? CH��� �����K?*�V^�����@@M

I?����� Q R��� J��KH�? CH���

S�������)*� DL > ?����� J��KH�L�

R��� J��KH�?

CH��� �����K*�V*TU@ ULWM

45 E�E ON E�E PN E�?H ����>PAOAINM@ I?����� Q R��� J��KH�? CH���

S�������)*� DL > ?����� J��KH�L�

R��� J��KH�?

CH��� �����K*�V*TU@

ULW

W�E ��J��� DL > ?�����

S��PL �� R��� S����? CH���

[��\�)*� DL > ?�����

Q R��� ]S����? CH��� �����K?*�V^�����@@M

M�D ��	���!�� �	� 9�����
���� �'��
"����

��� ����
��� ���! ������������� ��� ���������	��� ��� ���������� ����������	

����������	+ � ����� �����6���� �� ��#��� ��	\������� 
����� ��� �� ��	�������

�	��	����� �	� ��� �� �������
����! ������� ��	�� ����� ���� ��#�\�
����� $�V

�����	�� ��� ����� ����$�	: ���� ���� ������������ 	������� ��� ���	���� ���

��� ����� U:8+ �� ������� �����
����� ��! ���� $����� 
���������� �������: "��

��

�	���� �����#�	��+ ���	 ����� ������� �\� ��!�\��+ ��	�� � �������� ���	���	

ZFZA@FGA ����7� ��	 ����	 ����	 �������	+ ��� #� �\������ �� \������� �
������

��� ��	�
���� ��!	�� ����
����+ �\��� !��	 ����
�� ���$�
������� ���!\�� ����

�	��	����� ����6�	��� �� ����!����� ��� �	��	���6�	��� \��\�����: "�� ��

�V

	���� ����� ��	�� � ��	\����!� �� �

� �	��������	� ��������� ��� �������	��	

��	 ����
��� ��������	 a>b>+ !��� �� a�M �U,�+ ��������	�� 	� �����#�� �	� ��V

����� �
���� �� �
��!+ �� ����� #� 
��$�	�� ��	 ������ ��\��� a>b>+ #� ��	 ����V

������ �� a>b> ^BRA]NLA ��� #� ����
�� ��	 ��
������ �� ����	��� ����	� a>b> %a>b>
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bF?RK>@ `>]EFGA) �� �
��! %a�M): ��
��+ \�\���	� ��� ���	�� ������ ����7� ��V

��������	 ����������	 ��� 
�����	 �����������	 �8'�+ �� ������	!��	� �������

������ 	� ������#�� ����
� ���� 	� $��� �������� �� ����� �	��������	� �����V
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������ ��������������� ��#�� ��� 	� ������#�� � ��������7�

�$�$��!����� %KG]A?R>FGRB) ��� �������� %iK__FGATT): �� ��
������ ���� ��
���� �\�

������� 	� �7���6���� ��� ������ �����
������ ����	 �\� �����l��+ !��� #� ��	��

���	 ��!��	� ���������:

O D ! V� W��
��� ���
����
G� X�P	#�
�
	�

 �	��
�l� ��� ���� � �	#����� ��� ��	 ���� ��� ���������!���� $���6���� ������

�� �	����$� �	���: ��� ��	 �	����$���+ � �	��� ���� ��	�� ��
� ������� ��� ��	

�\�� ��������	�� 	� 
���� ��
� �

� ��� ��	#��� ���$
�����: ����	��+ ���$
�V

���� ��� �������	 ����
� ����$��� ��� 	� 
�#��	 !��� � ��!����� ��! ��!�����

�	!� ��
�������� � ������� �	!� �
�����	���� ������������ \�	 ��������	 �� ����

��	 ���������: ����+ 
��� ��	�� �� ���$
����� ��� �������	 �!�� ����$��� ����

��#�����	� ���$
����� !��� � �\�����+ �� ����������+ � ���
��� �������� �� �	�

������!��� \�	 �������	 �!�� ����
� ����$���:

"����� ��! �� ��� �	���� ��	��
� �	����$���� %FGAv>]R ONLA@T) ��	�� �� ��#�	�V

�����! %Z?NP>PF@FTRF]) ��	��
�+ �� ��	��
� ��� $�$��!����� %]A?R>FGRB)+ �� ��	��
�

\�	��!�����V�	�����!����� %ZNTTFPF@FRBVGA]ATTFRB) ��� �� ������ %iK__B) ��	��
�:

��� ��!
��#� #� ��	�� �	����� ��� ��	��
� ��� $�$��!�����+ �

� ������	 ����
�

	� $���	 �������� ��� ��� ��!
���� ��	��
�:

 #����� ��� $�$��!����� �	�����#��� ��� �� ����� �$�$���� �	���� �� �������

������� ��������� %AvZA?R TBTRAOT): �	������#��� ��� `�Dq� �;'� ��������	��

	� 7���������	 ��

� ���$
����� ��� ���������	 !��	 ��������������� � #�����

��#�	�����	 ��� �	����$��� ��

��������: �� ����� ��� $�$��!����� ��	 ���$!
�	

��	�� �� ��	��
����� $�$��!�����: ������� ��!�� ����� $�$��!����� ��� ���� ��V

	!	��+ �� ����� �	���6���� ��	��
����� �7��#�	���� %>RRAGK>RFNG ]NAÆ]FAGRT) ���

��	!	�: . ��	��
����� �7��#�	���� ��	�� �	� ����� $�$��!����� ��� ����
�7�� ���

��	!	�+ \�\���	�� ��� ����7�� ���:

�� ��#� \�\���	� %i>]R) � �	��������� �	�� ��	��
����� $�$��!����� D* + ��� 
��V

$�	�� ����� ��! V8 ����� 8 �� ��	 ��!
��#� 
�����t

• D* � �8 ��	 �� � ��	�� �	���! !�� ��	�� �
�#��:

• D* � V8 ��	 �� � ��	�� �	���! !�� ��	�� l��\��:

• D* � ' ��	 ������ \�	 ��	�� �	���! ��� �� �:

.� ����� ����7� ' ��� 8 ���\���	���	 �	� ����� ��� ������ ��� ����	!� �	� �� �����

����7� V8 ��� ' ���\���	���	 �	� ����� ��� \��������� ��� ����	!�: �� ��#� ��	!	�+

���� x+ ������ 	� �	���#�� �	�� ��	��
����� �7��#�	���� D++ ��� ��	�� �	�� ���#V

�!� ����7� ' ��� 8 ��� �	������������ ��	 �7�������� ��� ��	!	�: f��� � ��	!	��

� : 40 ��	41	42	 � � � 	4�+ �� ��	��
���� �7��#�	���� D+ ��� �*1	 �*2	 � � � 	 �*� ��
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����� $�$��!����� ��� �� ���$�
� %��	#����) ��� ��	!	�:  ��	\������� ��V

	������ %]NOPFG>RFNG iKG]RFNG) �D, ��	�� �� ��	\�����	� ����� ��	 $�$�������	

��	 41	42	 � � � 	4�t

��, (�*1	 �*2	 � � � 	 �*�) = (��(�*1	 �*2	 � � � 	 �*�) %U:8)

0�#� ���� ��� �� ���������� �	!� ��	!	� ���\���	����� ��! ��� ��	#���� ���

��	!	�+ ������ 	� ���
���6���� � $�$��!���� ��� �������������t

�*0 = �+ ∗ ��, (�*1	 �*2	 � � � 	 �*�) %U:&)

 ������������ ��	������ %]KOK@>RFNG iKG]RFNG) �D- %D1+D2) \�	�� �� �����
����

��� ����������� \�� ��	��
����	 $�$��!����� D1+ D2t

• ��	 �1 ≥ 0 ��� �2 ≥ 0

�!�� �D- %D1+D2) � D1 � D2 V D1�D2

• ��	 �1 � 0 ��� �2 � 0

�!�� �D- %D1+D2) � D1 � D2 � D1�D2

• ��	 �1 ∗ �2 � 0 �!��

��	 |�1| ∗ |�2| = 1 �!�� �D- %D1+D2) � 8 �

���

��-(�1	 �2) =
�1 +�2

1−(��(|�1|	 |�2|) %U:9)

��	 ���� �� \������� ��� \��\������� ��!\��7��+ �����������#��	 ������!����� ���

�	!� ��	!	�� x� ��� �\����	 ��� �\�� ���������� �+ �� $�$��!���� D�+ �!�� � ��V

	��
����� $�$��!����� ��� ������������� D* ������ 	� ��	�� �	�� W����������	��

��	��
����� $�$��!�����[ ��� ���
���6���� �� �7��t

�* = ��- (��	 ��- (�� − 1)	 � � � 	 ��- (�3	 ��- (�2	 �1) � � �) %U:()

���;�!#3�� 5^ :;<= > ADFRHIX> ?@ABBA<CDE ;L BH@TE #*)� LBGRHI<C;BMN> BL

;IN<LRL;<MS QLQACF<><ASJ

�-AJJh � A � *� = *1
�-AJJh �#A��A� *� = *2
�#AJJh �+A � *� = *3
�#AJJh � � *� = *4
� AJJh � � *� = *5
� AJJh �) � *� = *6
��AJJh ) � *� = *7
��AJJh * � *� = *8
�+AJJh � � *� = *9
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 � #� �� + DAC - LONAC B> <L@BA<CDP ;YBQHRA� �� u� � <L@BA<CDP ;YBQHRA DAC ��

H ;IN<LRL;<ES QLQACF<><AS DPXL DANFNAU K ;I?DLD@CBMN> ?@ABBA<CDE LONAC \CTH�

@HYBLN>� \>RA\E BCA ;IBQHRH;LC@P LC;F\HI BGH@LO NA GA@AZXLO BL GL@C;;F<L@HIS

;IN\IA;BHYS DANFN=N DAC FZC BFNHN MNAU dCA <>N AGRE ;IBQHRH;LC@P LC;F\HI v�ux�

IGP@ZHIN <@OA GCXANP ;IN<AD<CDP \MN<@A� <A HGHOA LONAC FRA ;=;<PU W<H ;ZEBA
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� MFA@L O?NH?>OO>P@A S>RA ,??>B %JMQS) ��	�� �
��
�����	� ���
�V

����+ � ��������� 
��������� ��	 �����	 ��#���6���� ��! �� ������: "���

��������������� ������ � ������� 	� �
������ ��	 ���#����� �����������

����+ ���������	��� �� ����������� �� ����
! �����\� 
�����	 ��
�	 � ��!�� ���

�� �l�
!���� �� ����� \��\��������� ���������������:

J� )�F����!�	 
�� P:QJ

�� JMQS ����	 �� ����
����� ���	!���� ��� ��� ��� �	�������	�� \�	��!�����

�����������6!��	�� 
������: �� ����#�� ��	 JMQS ��#���6���� ������ ��! ��

�
�#�� ��	 ��������������	�	 � ���\�	���	 ��
�	+ \�
�\� ��� �������� ���#���

��	 ��
�	 �S�m \�� ���!\�	 ��� ��	�� \��#������ ��� JMQS: *	�
��� �� ��	 ��V

����������+ \���������� ����� ������������	��� ��� ��	 ��#�����! ��� ����#���+

�����	�� �� ����#�� \�	 ��	�� ��!
��� �

� ��� ��	\���� ��������: ����
��	+ �

������������� ��	 ��
�	 ������ 	� \�������������� ��! �
������� �� �
�������:

�� ������!���� JMQS ������������	 cxS` ��	���� �	�6������ %h�u) ��� ��	

�
������� 
�����	 ���
�����	 �� ��
��: f	� ����\����� ������ �	!� h�u ���

��	 �	���������� �	!� \������ ��
�	 ��������6���� ��� ����� S:8: *����� ��

\����� ������������ �� ��	��� �
�#���� �������	 ���!\�	 ��� ���� �7!\��: *��V


��#�� � ��	���� �
�#���� �����	���� ���	 cxS` ��� h�u+ !��	 �����������6����

�� JMQS: .� �������� ����\�� ������������	��� �� \���#�	�� ��� �� xS` ��� � �7�V

\�� ��� \������ %��� ��� ��	��� �
�#����)+ ��	�� �� \�\���	� ��� ���#�����	��� ���	

cxS` ��� h�u: "� ���� ��	 ���	���+ � cxS` ��� h�u �
������ �� ���\�	���

���
��� ����
�	��� ��� �	�6����� �� ��	��� xS`+ �	�� ��� ����� ����������	


�����	 ��
�	: �� ������	�� ��������+ �� h�u ������	 	� �����������#��	 ���V

�
��	 ��� ��� ��	 �
������� xS` � ����������	 �
��#����:

���������+ �� JMQS ��������	 ��

��
� �	������� ��	 ��������	 ��� $������ ���V

��������6!��	�� 
������ %hNHF] =@AOAGR V h=)+ � ����� �	���6���� 
����! �������
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����� S:8t -���� h�u ��� JMQS ��� ��	 �
������� \������ 
�����	 ��
�	:

%hNHF] DA@@ V hD) � �����������6!��	� 
����! ��
�� %DNGsHK?>P@A hNHF] ^@N]p V

Dh^): f	� �����! h= ���	���� ��� ����� S:&: -����������	��� �	� � ������!����

h�u+ �� h= ������ 	� �
�������� �	� \����� ��! ������� 
������ ��
��+ � �7�\�� ���

������ ������ 	� �����\���� �	� �����������6!��	� wFZVwNZ ��	 6������� � �� ����V

������� ��	\�������� 
����� ��
�� 	� �������������: .�����	�� �������� JMQS

����
��$�	��	 \�� ���!���� ���
����� �� ��#� h= � Dh^: �
����#�� h= � Dh^

��	�� \���������	� �� �	� \��\������� ��	��� ��	� ��� ����:  �������� ���	�
����

JMQS ��������� ��	 ����7� ��! ������� �����	��\�� ����� ��	� ��! ����! ��
��\��

h=: 2�� ��	 ����
��� ��
��
���	 ���7��	+ �	� h= ������ 	� ��	\�#�� ���!���� ��

����� S:&t f	� �����! �������� $������ �����������6!��	�� 
������:
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�

� h= ��� ����+ �����������	��� �	� �����������6!��	� \����� \����	\����	:

����	��+ �� �����������6!��	� \����� \����	\����	 ������������ ��� JMQS: ��

�����������6!��	� \����� \����	\����	 ��� ��������������� ��� �� ��	\��� ��	

h= �������� \����	\����� ���� ����� !
�� ��� ���� �� ������ ��� �� ���
��: ���V

�
��	+ �� �����������6!��	� \����� \����	\����	 ��	�#�� �������� ����!����� ���

��������� \����	\����� ��� �������6�	��� �!	� ��� �����	��� 
����� ��������: .�

��#���������� ��	 ���������	 \����	\����	 ��	�� �	�� ����	���!� ������	�� ���

��	�
���� ���\����+ \�\���	�� !�� ��	�� ��� �\��� ��7�� ����#��� �� ���� ��!	���

��#��������� ��	 
�����	 ��������	: -����������	��� ��� ��	���!���� \��\����

\����	\���� �����	�� 
��!����� ��!	�� ��#���������: 2�� ��	 �������� �#������	

�l�
�	 ���\!���	+ ������� ���	� ��� ��\��� \����	\��� �� �����	��� 
����� ����V

���� ��� �������� ��� ��������	��:

"�� \����
�� ��� ����	�6���� �� ����
� JMQS ����� ��� ��
!� ��� ���� ��#����V

������ ��� ������ 	� ����	�����	 
!�� \����	\����+ �� ������ �����

��	 ����	����

���� \������� �������� ��� JMQS: 2�� �� 
!�� ���!+ �������	 ��\���� \��\����� ���

�� \��	��� ��� ������� ��� ��
����� ���� !
� �� wFZVwNZT ��� ������� ��	 �\��

������:  ����� ��	 \��\�!��	 ���� �7����
�6���� ������	�� ����� ��! �� 
�V

������! ����#������ �	� �

�� ������ 	� �	��������	 �� ������ ��! ��	 �\�� ��

���\�����:

*��\�� %ZFG) �k� ��	���� ������ ��� JMQS ��������	 ���	������������6!��	���

����\������ �\����� ����	 ����������	 %R?FTR>RA L?FbA?T) ��� wFZVwNZT: .� ���\��

����� ������	 	� ���������������	 ��� ����\�+ �7�\� � ��� ����\���� 
���������:

�� ���� �k� ������ 	� �����#�� �� ���\�� �k� ��� wFZVwNZ � 	� ��	\�#�� ����� ��

\����� \����	\���� ��� ��! ���� 	� \����
���#�� �� ��������� 
����� ��������: ��

����
� JMQS ��

�� ���\�� ����� ��� ������� ��	�� ������ �����������: ������V

	���� !�� � ��������!� ����	�� ��� JMQS 
��������� ��! ���� ��! 8+< ��� < nN@R:

���	 �	� ���\�� ����������� �� ������� ����#�� ��� ��������+ ��	�� \�	��!	 	�

�7�	�
�#��	 �� �������� �����������6!��	�� 
������+ �� \����	\����� � �� \��#���V

��� ���\��: .� ������	���� JMQS ����
��$�	��	 ��

�� �������� �� ���� �����

\��#�����	 ��
�	 ��� �� \���������! �
�#��: 2�� ��	 �
������������ ��� �!�����+

����� ��� ���$
������ ���\������ ��	�� � ���
��� �������� �� ������ ��������

�����������6!��	�� 
������+ ������� \����	\����� ��� ���\��: ��
��+ �	�� �

��

����	���!� ������	��� ���
���� �������� ��	�� � �������� � ���	!���� ��
�����

��� ���������� ��� �	� ����������	� ���\����!:

 \����
!���� ��� ���
������ %?NKRFGH) �	������ ���	 ����� �����������! ����V

��	�� ��� ��!\���� ��	 JMQS+ 
!�� ��� �� 	�������	������� \����
!����� �	!�

\������ \����	\���� �� ��

��
� ��	������: �� ��	������ ����7� ��	 
�����	 ���V

����	 ������	 	� 
�$��	 ��

��
�� \��\�����+ ������	�� ��! ��� ������ ������	

	� �������	 ��	 �\�� ��#��������: 3��!��+ �� �!��� \����	\���� ��	�� ���������V
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	��+ ��� ������� ���������	 ��	#���� �	����	����� �	����� �� ��	������ ��� ��	

�\�� \��\����: .� ������������� ��	 JMQS �������	 ����
��� 
��������� ��� 	�

�� ��������� �	!� ������� ��\��� ���	 ��
��� �����+ �	� \��\��! ������ �� �����

��������������� ��� ��	 ����

�
� �������������! ��� JMQS: *	�
��� �� ��	 ��V


��
��!���� ��� ���\��� %�:�: ��	 �������� ��� ��	 ���	!����)+ � \����
!����

��� ���\��� ��� JMQS ������ 	� ��������� ��! ������ 
���� ����� ��

�� ����:

*���$�� 
!�� ��	 �� 	�������	������	 �!��	+ � ��!	�� ��� JMQS ������ 	� ���V

��

�� ����	����+ �	�
��� �� ��	 ���!���� ��� 
������ ����#������: 2�� ����
� ���

������� ���\�� �������	��� ���	�
������� �
�!��#��� \����
!����� ��� ����#���V

���:  �	#����	� �����$��� ������ 	� ��	�� ������� ��� ��	 ������� \����
!����

��� �� ���	�\�������� �	!� ��	#���� ���\������: .�����	�� ����� �����6���� �	��

����	��!� 	� ������� �������	��� �� 
����� �� ���\�� ��� ���� ���� 	� ����#�V

����� ��� ���\�� ����� ��� JMQS: 3��!��+ !�� ��7�	�� � $�#�!� ��� �	#����	��

�����$����+ �!�� �������6���� � \����
!���� ��� 
��������� ��� ����	���� � ���#V

�!� ��	 \��#�����	 ����

���	 ��� ������	 	� \���������	 ��� 	� �������#�� �	�

���������	� �����
����:

J�� ��F�
��
����� P:QJ R�	� ����"�

.� 	�!����� ��	��� ��	 JMQS ��	���6��	 	� ��7�	�	��� �� ����#�� ��� 	� �������	

�����!�#��� ��������������: *����� JMQS ����
��$�	��	 ��� �	� ��	\����! �!V

��	 ��� �����6�	��� �� h�u ��� �!��	 ��� �����6�	��� �� !���� 
�����	 ��	���V

	�	: .� ��
������� ��	�� ��� �����
��������� ��� ��� ��
��
���� 
������ �
�����

��� ����	�6�	��� �� ����
�� ����	�� ����������	 %TR>RA O>]EFGAT) ��� �� ���V

��\���������� \���#�	���: Mhh %ME>TAV@N]pAL hNNZT) ��	�� ������ \��#����� ���

������!���� 	�!���� JMQS ��������	��� ��	 ��

��
������!+ �� \������� ��� ��	

�

��� ����� ��	 ������	 ��� ��
�����:

�� �
��	 ��!����� JMQS ��������	 ����
��	 ��������� � �	��������	� ��
��

�	���� xS`: *	 ��� � �	��� xS` ������ 	� �
�����#�� �� �� ����� ��� 
������

��� JMQS+ ��	�� ��� ���\����� � ����� �7��\������	�	 ��
�� �	���� ��� ����
�V

���� ���� �	���� xS` ��� x�`: *��� �� ��
�� �	���� ��	�� \����������	� ��

!
� �� ���� ��� ������	 	� �����������#��	 !��	 �� ���� ���������������:  ����V

���!���� ����� ��� ���������� �	���� ��	�� ����������	� �� ������� ��
��\�� PFR �	�

��
��: �
��������� �� ����
�� ���������� �� �	��� #� ���������	 ��
� ��!�#���

�7������� ������� �	����:

f	� ����
��	 �������������! 	��	 JMQS ��	�� � ��������� �
�������+ �� �
��!+

��

��
�������	: 0��� ������ ��������� �l�
!����� ���\!���� �	�	�� ��

��
�V

������	 ����������#�	��	 �� �� ����� ��	 ��������	 ��� 
������ ��� JMQS ���

��	�� ������� ��� ��������� l������� ���7�������� ������� %mcM) ��� �������	+
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�� ������ �������	 �	������� ���7��� ��

��
��������: *	��������+ ����
� JMQS

��	�� \��#����� �� ����	�� ��������7�������	 xqcD:

�� �
��	 ��!����� JMQS ��������6��	 ��� �
���\� ��! ��!���� �k�: 0��� ������

\�����
�	�� ��	 \����	\��� �� �7�������� �������� �l�
�� ���������: �

� \��V

�������� ��!���� �k� ������������	��� ��� ���7��������+ �	���� ��� �������������

�������� V �� ���#����! ��!���� �k� ���
������ ���� ��	 �������������! ��� ��V

������: 2�	��!���� � �	�������� 
�����	 ����	�	 ��7�	�� �� �!���� ��	 JMQS


!�� ��	 �\���	 ������ ��� ������ ���������	+ �

� � ��7���	� ��!\��� ��� ���V

�������� ��! ��� �	��������	�� ����� �
��������� ���6����	�� ��	 ��������:

��
��+ �� ������������� JMQS ����	 ������� 	� ������������	 ������� 
����� ���

���� ��� �� ������ ��	 �
����������	 ��������	: ���� ��#� ������� nhcq+ !��

��7�	���� �� ����#�� ��� JMQS+ ��7�	�� ��� � ��#�	!���� �	!� ���������������

�
���������: .�����	�� �������� ���� ����
��$�	��	 ����
��	 ������� � ���
��


�����	 ��������	: *��� � ������� \���������+ ���!	 �
����������� ������ 
�V

����	 ��������	 \�������	��� ���!���� ��� �	����#����	��� ��! ��� �
��	�6����

������: *��� � \��\������ ���
��#����� !��	 � ������� \�����6���� ������ ���

���������� � ����7� ��� ����
��	 
������ \�	 ������6�� ������:

J�� ��	���!�� 
�� P:QJ

�������� ������	��� !��� �l�
!���� ���	!����+ ����
����� ��������+ ��7���	�

����� ��� ������ ��� ��!	�� ���� ��	 ����� �\�����	 �� ����� ��	 �����������V

6!��	�	 
�����	 �������	 �� ��� �������� �����
�� ���\��	: ���\�� �� �� �����

�	!� JMQS ������ 	� ���������	 �!
�� ������� �������$\���\�� ����	���	 �	��

�
!�
���	 ��	�	 ��� #� �����6�	��	 �� ����� ScqD: �� ��
������ $�$���+ ����V

$�� ����\� ��	�� �
���� �����������	� nhcq ���
����� ����� �����������6!��	��

\����	\����� V ��� ��� �	��������� ��#����������+ �������	 �������� ��
!� ��! ��

JMQS: �� ScqD �� �
���� �����������	� ���\�� nhcq \�	 �������	 ���������V

��6!��	� ���
����� \����	\����+ �����	�� ������������	 
��!���� ���� ��� ����

��� ����	 ����
!���� �!���� ��������� �	� ��	�\� �� ����
�� ���!�����: �� ��V

���! �!���� ��� ��	 �	����7� ScqD ��! �����������	� ���\�� nhcq ��	�� �l�
!+

�����	�� ���	� �	�������	��� �� �� ����� JMQS:

�� JMQS ����	 ��	�� ��� ������ ��������������	� ���� ��	 ��
������ \�������:

.� �l�
!����� ���	!�����+ � $�
����� ��� ��!\����+ ��#�� ��� �� �
��	��������

�!����� ������l�	 �� ����� ��	 JMQS �� ��� �������� �����
�� ���\��	: "��

��!����� ����	� ������ �;<� �\��7� !�� �������	 ��	� ��! 8' ����� ������!�����

�
��������� $������	�� �� JMQS ��! �	��������� ��� $���6�	��� �� ScqD: .� 	���

��	��� JMQS ��������	 ������ ����������� ��
�� ��� ������ 	� ���������	 ���	!V

����� ��
����� ��� 	� �
����6�� �� 8 QX_: �\�� ��������� ����
��$�	��	 �	����V
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���	 ����+ mcM+ ���7������� ���!	��+ ��������� ��
�����	+ \�������

�l�
�� ��������� ��� �7��
���! ������	�	��	+ ����!��

� !��� ����	� ��	 \��\�!V

��	 \�\���	�	 �:�: MDq+ $��#����! �!
� ��� \����	\��� ��� ��������7�������

�� �

� 
����� ���
����� � ��� ��	���7�������� %]NZ?N]ATTN?T): xqcD ��������V

7�������� ����	 ������� 	� ��	��	 ��	 ����	��� ���� ���� �� ����
� JMQS ���

������6�	��� ��� �
��������� cBTRAOVNGV>VDEFZ %c�D): 2�� ��������� ����� �������

���	��! ���\����! ����	 ������� \�	��� ���	!���� ��
����� ��� ��7�� ��	 <'V(''

`X_: ���	!����� ����� �� 8 QX_ ����	 �������#�� �� 	��� ��	��� JMQS+ �	� ��

������	� ������� ��� � \�	��!���� ��� \����	\��� �7�������� ��
����� ��� ������V

��7� ��������	 \�\���	�	 ��� ����6��	 �� 8' QX_:

*����� ����
� JMQS ������������	��� ��� ��	 ��������� �
���� �7�������� %AOV

K@>RN?T)+ \�
�\� ���������	 ��\��� ���\�����	�	 ��� �� \��������� ���������	 ��V

#�� ��� ��	 �
���� �����
!��	 ���\��	 �� ����� ���!���� ��#�	�� #� �
�����#��	

�� ScqD � nhcq: *������ ��! ���� ��
�������� ��������7�������� �������
��$�	�V

��	�	 ��� ����	�	 ��� qGRA@ ��� ��� S`m v;C ��� ������������	��� �� �����������

���
������� �
�����#���	 ������ �� �
���� �7�������� f	� 	�� ��\�� ���������

��	 JMQS ��	�� � ��	������� ���� �� ���
�������� ���������: �� JMQS ���V

	������������6�	��� ������� ���� �� \������� ��	 ��	�#����	�	 �������	+ ����

	� ������	 	� ����
��	 \����������� 
���������� �� \����������� ���	���� �������
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�	�� ��� ������ ���� ��	 �������� ��� ��\��� Xmh ���

���������� �� ���#����! ������� %$���� ��� \����	�� �����������)+ ���#���

�	������ � \��������� �	!� ���!����� ����
����: �� ���!���� ����
���

\������ �� ����\� ��	 ��������� ��� ����������� ��� ������� ��	 ��\��� Xmh ���

�
������ �� 6������	�: f���+ � ��!	�� ��� ���������� ��! �� ���\����� ��� ��	

�
������� �	!� ����������+ �
����	���� \��������:

>� %�7���'����� ��	��	
��(� S���� �����	TE���	

 ���������	��� ��� ������������� ��� ����
��� < �
������ �	� ��	������! �	�
���

��� ����������� ����� ������6!��	�: ���� �	�
�#��� ��� ��� ������! ����
���+

� ������	!��	� ���������	��� ��	�� �� ����������������� ����� ��� �� �� $��#���

����� ^:8t ���\������ �������� �� ����� *��!����� ����
����:
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��� \�\���	� ����������: ��	����+ � ������� ������ 	� \���� �� ������ ����� ��	

���������� ����� ������6!��	�: �� ���!���� ����
���+ �� ����� ��	�� ������	�

�� D+ ���7����6���� ��	 ����\� ��� ������� �� �7�\� �� ������ ������� ��\���

Xmh �� ����� ���
��#�� �� ����� ��	 ����
���	 ��� ������������ ��� JMQS+

���������	��� �� �	� \��\��! ������ ������ 	� �������������� ����

�
� �� JMQS:

 ����������	� \��\������ �	����������� ��������� ��� ����� ^:8:

 ����� ���	 ����� ������ 	� ��	�� �� ������ ���������� ��� ����������� ��	�� ��
�

��
�: 2�� �� ��	������! ��	!	� * → ^D+ !��� �� S+ ^ ��� D ��	�� �� ���������

���$�
� � �	�������� ����� ��	��  � � A −− A � � A� � A + �	� ��� ��	

��������� ���������	 ���$!
�	+ �� ��
������ ������ 	� ��	�� �
�����	� ���� ��

���������� % ): ��	 ����\����� ��������6���� ���	 ��	��� ^:8 � ��\��������� ���

�� ���������� Q � ��� ����
���� C ���	 ��	��� ^:8:

^���������

������

^��������� ������ ��� �+P
��

s
+��+�t�

� → � # � " −− " # � "

�1 → � + �2 # � " −− " # � "# �+� "# � "

� → � # � " −− " # � "

� → � ∗ � # � " −− " # � "# � ∗ � "# � "

� → � # � " −− " # � "

� → (�) # � " −− " # �(� "# � "# �)� "

� → � # � " −− " # � "

� → �� # � " −− " # � "# � "

� → � # � " −− " # � "

� → 0 # � " −− " # �0� "

     

� → 9 # � " −− " # �9� "

�	���� ^:8t *����� ��������� ��� ���� ��	��������� 0�	!	�� ��� 2����������

*��#������	 ��7��	 � �:

�� ���!���� ����
���+ ���� \��$���� ��	 ��������� ��� ����������� $��6�� ���

��	���� ��������� ��� ������ ��� �����������+ \�
�\� �� �
�#�� ��	 ��	!	�	+ ��

�
�#�� ��	 ���������	 ��� �� ���������	 ��	!	�	 ��#�� ��� �� ������� ���#�!

���$!
�	 ��� �������! ��
�� ��	 ��	!	�	: e���� ����	 ��	 ��������	+ ��	���� �

�	���������� �� \��\��� l���� ��	 \�\���	�	 ��#�� ��� � \��������� ��	 \��\���	

�7������	: �
� �� ������	� �	������	�	��� ���� ��� �7��!��	� ������ �������

��\��� nA?F@NH+ �� ����� ��	�� ������ ���� �����
������:
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2�� �� ��������� ��	 ����������	 ����������	+ ���!� ��! ���� ��	��������� ��V

	!	�� ������ 	� \�#��	 ��� �� �������
������: 0�#�� � �
������� ��� ����
����

U �����
�� �������� ����	�� ��� ����
���� <+ � ����� ���!\�� ��� ���� ��	�����V

���� ��	!	�� ������	�� � �\��: ���	 ����� ����� �������
������� ��	!	��+ ����V

	��	 ��	 ��!
��#� �����t !��\��!� �	�������"+ !!	��� �������	�� ����$
����1"+

!!	��� �������	�� ����$
����2"+ � � �+ !!	��� �������	�� ����$
�����"+ !���7� ��V

��7� ��	 � �������	�	 ����$
���	": .� ��\���� �	������� ��#���6��	 �� ����� ���

��	!	�+ �:�: ��	 ��!������ ��� ��� ��
� �	�#��� V \�
�\� ��� �������� �� ����$�+

��	 ��!������ ��� ���7� ����7� \�\���	�	 ��� #� �7��#��	 ��! ������ ����$� �

��
�� ��	 ��!������ ��� ��	!	�� ��� \� �����6���� ����� �

�
���\���� �� ��� ����V

$��: ���	 ��	��� ^:& ��������6���� � ��\��������� ��� ��	 ���������� Q � ���

����
���� C ��� ���	 ��	��� ^:9 �� ��������������	�� ��\���� �	�������: ���	#�V

��6���� !�� ��� �� ����������	� ���������� ��	���� ����� �!	� ���� ����$��+ �� ���

��	#��� ����\������� �� ������!����� ����$��+ ��#���6���� ��� � ����$� ����
�����

��� ��#� �������	� ����$
��� ��#�� ��� � ����$� ����������:

^���������

������

^������	�����

������

^������	����� ������

��� �+P
�� s
+��+�t�

� → � �� = �� �

�1 → � + �2 �1� = �� + �2� " _  ̀ _*`

� → � �� = �� �

� → � ∗ � �� = �� ∗ �� " _  ̀ _*`

� → � �� = �� �

� → (�) �� = �� �

� → � �� = �� �

� → �� �� = 10 ∗�� + �� " _  ̀ _*��%`

� → � �� = �� �

� → 0 �� = 0 # �

        

� → 9 �� = 9 # f

�	���� ^:&t *����� ��������� ��� ���� ��	��������� 0�	!	�� ��� 2����������

*��#������	 ��7��	 � �:

0�� �\�+ �� ���!���� ����
���+ ���� \��$���� ��	 ��������� ��� ����������� ��V

����� �� �7��!��	� ������ ������� ��\��� nA?F@NH+ �� ����� ��	�� ������ ���� ����V

�
������:
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