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ΠΡΟΛΟΓΟΣ

Η παρούσα διατριβή αποτελεί τον τελευταίο σταθµό ενός µακρινού µα συνάµα συναρ-

παστικού ταξιδιού. Σηµατοδοτεί το τέλος µιας δύσκολης εξερευνητικής αποστολής όπου

ο προορισµός διαµορφώθηκε σταδιακά κατά την πορεία. Πέρα από το τελικό αποτέλε-

σµα, άξιζε η διαδροµή καθαυτή, η οποία µου χάρισε πλήθος σπουδαίων εµπειριών και

πολύτιµα εφόδια για να συνεχίσω το ταξίδι παραπέρα ύστερα από αυτή τη στάση.

Σε αυτήν την πορεία δεν ήµουν µόνος. ΄Εδρασα σε ένα περιβάλλον που συνδυάζει µε

µοναδικό τρόπο υψηλό επίπεδο ακαδηµαϊκής αριστείας και ανθρώπινων σχέσεων.

Οφείλω πολλά στον επιβλέποντα καθηγητή µου και επικεφαλής του εργαστηρίου κ.

Πέτρο Μαραγκό. ΄Ηταν διαρκώς δίπλα µου στην ερευνητική µου προσπάθεια, ενώ ταυτό-

χρονα µου παρείχε πλήρη ελευθερία να ακολουθήσω τα δικά µου ερευνητικά µονοπάτια.

Τα προπτυχιακά και µεταπτυχιακά µαθήµατα που διδάσκει µε αξιοζήλευτη ενεργητικό-

τητα αποτέλεσαν σηµαντική πηγή έµπνευσης και ιδεών. Η εµπειρία του και οι συµβουλές

του σε ακαδηµαϊκά και επαγγελµατικά Ϲητήµατα αποδείχθηκαν ιδιαίτερα χρήσιµες. Το

ήθος, η εργατικότητα, και ο ερευνητικός του Ϲήλος αποτελούν παράδειγµα προς µίµηση.

Η εµπειρία του διδακτορικού ϑα ήταν απείρως ϕτωχότερη δίχως την παρουσία των

υπόλοιπων παιδιών του εργαστηρίου, ενός συνδυασµού ανθρώπων µε σπάνιο ήθος, συν-

τρόφων σε πορείες που συχνά τέµνονταν. Οι σχέσεις µας έχουν σφυρηλατηθεί µέσα από

ατέλειωτες ώρες συνύπαρξης στο εργαστήριο, ερευνητική συνεργασία, αλληλοϋποστήρι-

ξη, συζητήσεις πάνω σε επιστηµονικά ή κοινωνικά ϑέµατα αµοιβαίου προβληµατισµού,

αµέτρητα κοινά ξενύχτια τις παραµονές καταληκτικών ηµεροµηνιών συνεδρίων (µε `έπα-

ϑλο΄ αξέχαστα ταξίδια σε µακρινά µέρη), καλοκαιρινές διακοπές στα νησιά και µοναδικές

ϐραδιές εξόδου στην Αθήνα. Ο Νάσος είναι συνοδοιπόρος από τα προπτυχιακά χρόνια,

µε παρακίνησε ως πιο αποφασιστικός να µείνω στο εργαστήριο για διδακτορικό, κοντινός

συζητητής, συγκάτοικος (αυτή τη ϕορά κυριολεκτικά) και µετά το διδακτορικό. Ο Βα-

σίλης ευαίσθητος και πάντα παρών, πρόθυµος να ϐοηθήσει µα ταυτόχρονα διακριτικός.

Από τους δυο τους έµαθα πάρα πολλά για την ανθρώπινη οµιλία στη συνεργασία µας για

την οπτική-ακουστική περιγραφή της. Ο Σταµάτης ϕιλότιµος και επίµονος, σχολαστικός·

συνεργαστήκαµε άψογα σε ϑέµατα κυµατιδίων και στατιστικής, και είµαστε στενοί ϕίλοι

έκτοτε. Ο Ιάσονας χάραξε πρώτος το δρόµο, αφοσιωµένος στην επιστήµη και στους ϕί-

λους του, ήταν και είναι πολύτιµος σύµβουλός µου έχοντας ϐαθιά γνώση και πλούσια

διαίσθηση στην όραση υπολογιστών. Ο Γιώργος εµψυχωτής και ιδεαλιστής, µε αντισυµ-

ϐατική προσέγγιση σε ϑέµατα επιστήµης και Ϲωής, ϑέτει το `γιατί ;΄. Ο Τάσος προσεγγίζει

τα Ϲητήµατα από πιο µαθηµατική σκοπιά· οι συζητήσεις µας σε µοντέλα ανισοτροπικής

διάχυσης µου ϕάνηκαν ιδιαίτερα χρήσιµες. Η Νάνσυ έχει αναδειχθεί σε σταθερή αξία

και οργανώτρια της καθηµερινότητας στο γραφείο. Ο ∆ηµήτρης, ο παλιότερος του εργα-

στηρίου, και ο Σταύρος, ο νεώτερος, γεµάτος ενεργητικότητα. Η Νατάσα, η Χάρις, και η
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΄Ολγα, συνοµιλήτριες και ϕίλες σε διάφορες ϕάσεις. Η ∆έσποινα και η Βίκυ, αναπόσπα-

στα µέλη του εργαστηρίου τα τελευταία χρόνια. Τους ευχαριστώ όλους για τη συντροφιά

τους, απολογούµαι που τα πειράγµατά µου ήταν κάποιες ϕορές υπερβολικά τραχιά. Η

καθηµερινότητα στο µικρόκοσµο του εργαστηρίου ϑα µου λείψει πολύ.

΄Ηµουν τυχερός που το ϑέµα του διδακτορικού µου στα πλαίσια του προγράµµατος

ΠΕΝΕ∆ µε έφερε σε επαφή µε τον ιδιαίτερα ενδιαφέροντα κόσµο της αρχαιολογίας και

τους ανθρώπους της. Η υποψήφια διδάκτορας Φραγκούλα Γεώρµα και ο καθηγητής

Ανδρέας Βλαχόπουλος πρόσφεραν απλόχερα το χρόνο τους για να µε εισαγάγουν στο

χώρο και τις τοιχογραφίες του Ακρωτηρίου Θήρας, ενώ υπήρξαν εξαιρετικά ϕιλόξενοι κατά

τις επισκέψεις µου επιτόπου στο χώρο της ανασκαφής. Οι καθηγητές Κλαίρη Παλυβού

και Κώστας Τζαφέστας και οι υπόλοιποι υποψήφιοι διδάκτορες Μάνθος Αληφραγκής και

Κώστας Αθανασίου συνέβαλαν ουσιαστικά στην πρόοδο της κοινής µας προσπάθειας. Η

εξωστρέφεια και η διεπιστηµονική προσέγγιση της ανασκαφής οφείλονται στο όραµα του

∆ιευθυντή της, καθηγητή Χρίστου Ντούµα. Είχα επίσης την ευκαιρία να συµµετέχω

και σε άλλα ελληνικά και ευρωπαϊκά προγράµµατα του εργαστηρίου µας. Εξαιρετικά

χρήσιµη ήταν η εµπλοκή µου στα ΄Εργα MUSCLE και ASPI – επωφελήθηκα ιδιαίτερα

συνεργαζόµενος µε τους καθηγητές Αλέξανδρο Ποταµιάνο και Anil Kokaram. Υποτροφίες

από το ΄Ιδρυµα Κρατικών Υποτροφιών και το Κοινωφελές ΄Ιδρυµα Αλέξανδρος Σ. Ωνάσης

προσέφεραν σε διάφορες ϕάσεις της διδακτορικής µου έρευνας σηµαντική οικονοµική

και ηθική υποστήριξη.

Είµαι ευγνώµων στα µέλη της τριµελούς επιτροπής του διδακτορικού µου, καθηγητές

Στέφανο Κόλλια και Κώστα Τζαφέστα για τις χρήσιµες συµβουλές τους καθόλη τη διάρκεια

αυτής της πορείας· στα επιπλέον µέλη της πενταµελούς επιτροπής καθηγητές Γεώργιο

Παπαβασιλόπουλο και Τίµο Σελλή για τα κριτικά τους σχόλια κατά την παρουσίαση της

ενδιάµεσης προόδου· στον καθηγητή Ανδρέα Βλαχόπουλο και στον ∆ρ. Γεράσιµο Ποτα-

µιάνο που συµπλήρωσαν την επταµελή επιτροπή εξέτασης. ΄Ολοι διάβασαν προσεκτικά το

κείµενο της διατριβής και συνεισέφεραν µε τις εποικοδοµητικές τους παρατηρήσεις.

΄Ολη αυτήν την περίοδο είχα τη στήριξη πολλών δικών µου ανθρώπων εκτός εργαστηρί-

ου, για τους οποίους το ακριβές ϑέµα του διδακτορικού µου είχε ευτυχώς µικρή σηµασία.

Από τα σχολικά χρόνια ο ∆ηµήτρης, ο Αλέξης, η Νότα, ο Θωµάς. Με κοινή αφετηρία τις

προπτυχιακές σπουδές, ο Φίλιππος, ο Θοδωρής, ο Νίκος, και ο Κωστής. Μετέπειτα (µέσω

Σταµάτη) η Ελίζα και η Στέλλα. Ο Αλέξης, ϕίλος κολλητός από µικρά παιδιά. Η Λίντα

που ήταν πάντα εκεί παρότι συνήθως ϐρισκόταν µακριά. Η ευρύτερη οικογένειά µου: τα

αδέρφια µου Ανδρέας και Κώστας· η ΄Εφη και η Λίζα· τα ανιψάκια µου Μαρία, Νίκος,

και ∆ανάη που ϕέρναν απίστευτη Ϲωτικότητα στο σπίτι· οι ϑείοι Ελένη και Γρηγόρης. Οι

γονείς µου Νίκος και Μαίρη που µου πρόσφεραν τα πάντα. Τους ευχαριστώ.

Γιώργος Παπανδρέου



ΠΕΡΙΛΗΨΗ

Η εργασία µας κινείται στην περιοχή της ανάλυσης εικόνων και όρασης υπολογιστών

και εµπνέεται από το πρόβληµα της ψηφιακής αποκατάστασης των τοιχογραφιών του Α-

κρωτηρίου Θήρας. Λόγω της ϑεµατολογίας της, η εργασία µας εντάσσεται στο ευρύτερο

πλαίσιο πρωτοβουλιών για αξιοποίηση σύγχρονων ψηφιακών τεχνολογιών στην καταγρα-

ϕή, αποκατάσταση, µελέτη, και διάδοση της πολιτισµικής µας κληρονοµιάς. Τα προβλή-

µατα που πραγµατεύεται η διατριβή κινούνται τόσο στο επίπεδο των πρακτικών αναγκών

της συγκεκριµένης εφαρµογής, όσο και στο επίπεδο ϑεωρητικών Ϲητηµάτων και ϑεµάτων

ϐασικής έρευνας στην κατεύθυνση ανάπτυξης µαθηµατικών µοντέλων κατάλληλων για την

περιγραφή εικόνων του ϕυσικού κόσµου.

Σε αυτό το πλαίσιο, περιγράφουµε καταρχήν τη λεπτοµερή ϕωτογραφική αποτύπωση

σηµαντικού αριθµού από τις τοιχογραφίες του Ακρωτηρίου Θήρας. Η λύση που έχουµε

δώσει στο πρόβληµα της αποτύπωσης µιας ολόκληρης τοιχογραφίας σε µία ενοποιηµένη

σύνθεση υπερ-υψηλής ανάλυσης συνίσταται στη λήψη µεγάλου πλήθους ϕωτογραφιών,

µε καθεµία από αυτές να απεικονίζει µέρος του τοιχογραφικού συνόλου, µε µετέπειτα συ-

νένωση των επιµέρους στιγµιοτύπων σε ένα γιγαντιαίο ϕωτογραφικό µωσαϊκό ανά σύνθεση

στο οποίο µπορεί εύκολα να περιηγηθεί ο µελετητής των τοιχογραφιών. Η προσέγγιση

αυτή, αυτοµατοποιηµένη σε µεγάλο ϐαθµό χάρη στη χρήση σύγχρονων τεχνικών όρασης

υπολογιστών, έχει αποδειχθεί ιδιαίτερα επιτυχηµένη και αναδεικνύεται ως µια πρακτική

και ιδιαίτερα αποδοτική µέθοδος ϕωτογραφικής αποτύπωσης έργων τέχνης, δίχως την

ανάγκη ύπαρξης ιδιαίτερα ακριβού εξειδικευµένου εξοπλισµού.

Με εφαρµογή την ψηφιακή αποκατάσταση των ελλειπουσών τµηµάτων στις τοιχογρα-

ϕίες, στο επίκεντρο της ερευνητικής µας προσπάθειας ϐρίσκεται το πρόβληµα της ενδο-

συµπλήρωσης εικόνων, που αναφέρεται στην συµπλήρωση κενών σε εικόνες. Με ανα-

ϕορά στο πρόβληµα της ενδοσυµπλήρωσης, µελετούµε δύο ευρείες οικογένειες µεθόδων

µοντελοποίησης εικόνων. Η πρώτη προσέγγιση συνίσταται σε γεωµετρικές µεθόδους πε-

ϱιγραφής εικόνων εµπνευσµένες από ϕυσικές διαδικασίες διάχυσης και εκφρασµένες µε

ϕορµαλισµό µεταβολικού λογισµού και µερικών διαφορικών εξισώσεων. Η κύρια πρωτό-

τυπη ερευνητική µας συνεισφορά σε αυτήν την περιοχή συνίσταται στην ανάπτυξη ιδιαίτε-

ϱα αποδοτικών πολυπλεγµατικών αλγορίθµων για την αριθµητική επίλυση µοντέλων µη

γραµµικής ανισοτροπικής διάχυσης, µε εφαρµογή τόσο στο πρόβληµα της ενδοσυµπλή-

ϱωσης, όσο και στο πρόβληµα της κατάτµησης εικόνας µε τεχνικές γεωµετρικών ενεργών

περιγραµµάτων. Επίσης προτείνουµε αλγορίθµους στατιστικής χροιάς για το Ϲήτηµα της

ϐέλτιστης επιλογής κλίµακας στο πρόβληµα της αποθορυβοποίησης εικόνων.

Η δεύτερη προσέγγιση στο πρόβληµα της ενδοσυµπλήρωσης που µελετάµε στη δια-

τριβή συνίσταται στην περιγραφή εικόνων στο πεδίο του µετασχηµατισµού κυµατιδίων,

που αποτελεί προνοµιακό πεδίο για την στατιστική περιγραφή εικόνων. Σε αυτό το πλαί-
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σιο συζητάµε τις στατιστικές ιδιότητες ϕυσικών εικόνων στην κυµατιδιακή αναπαράσταση

και µελετάµε σε ϐάθος το πολυκλιµακωτό δενδρικό µαρκοβιανό HMT στατιστικό µοντέ-

λο που τις περιγράφει ικανοποιητικά. Η κύρια πρωτότυπη ερευνητική µας συνεισφορά

σε αυτήν την περιοχή συνίσταται στην ανάπτυξη πιθανοτικών µεθόδων ενδοσυµπλήρωσης

ϐασισµένων στην κυµατιδιακή HMT αναπαράσταση. Επιπλέον προτείνουµε νέους αλγο-

ϱίθµους για εκπαίδευση των παραµέτρων του HMT µοντέλου από ϑορυβώδη δεδοµένα,

µε εφαρµογή στην αποθορυβοποίηση εικόνας. Με ϐάση την πειραµατική διερεύνηση των

προτεινόµενων τεχνικών, εντοπίζουµε πλεονεκτήµατα και αδυναµίες τους και συζητάµε

πιθανές µελλοντικές ϐελτιώσεις τους.

Στο Παράρτηµα της διατριβής συζητάµε τέλος µια άλλη συνιστώσα της διδακτορικής

µας έρευνας στην περιοχή της συνδυασµένης οπτικής-ακουστικής αναγνώρισης οµιλίας.

Οι ερευνητικές συνεισφορές µας εντοπίζονται στην ανάπτυξη ενός ϑεωρητικού πλαισί-

ου για ϐέλτιστη προσαρµοστική σύµµειξη πολυαισθητηριακών δεδοµένων ϐασισµένη στη

διαχείριση της αβεβαιότητας των επιµέρους ϑορυβωδών µετρήσεων (συνεργατική εργασία),

καθώς και στην ανάπτυξη τεχνικών όρασης υπολογιστών για εξαγωγή οπτικών χαρακτη-

ϱιστικών οµιλίας από το πρόσωπο του οµιλητή.



ABSTRACT

Our work lies in the area of image analysis and computer vision and is motivated

by the problem of digitally restoring the wall paintings excavated at Akrotiri, Thera. Its

subject makes it part of a broader recent trend to utilize modern digital technologies

in order to facilitate capturing, restoring, studying, and disseminating our cultural

heritage. The thesis tackles problems related both to the specific practical needs of the

Akrotiri Thera application as well as broader theoretical basic research issues in the

direction of developing mathematical models for describing natural images.

In this framework, we start by describing the process we followed for the detailed

photographic acquisition of a large number of Theran wall paintings. We have addres

sed the problem of digitally capturing a whole wall painting into a single ultra high

resolution composition. Our approach consists of, first, capturing a large number of

photographs, each depicting in detail parts of the composition, which we then stitch

into a huge photographic mosaic. A webbased interface facilitates browsing through

these high resolution panoramic mosaics. This approach, largely automated thanks

to the use of modern computer vision techniques, has proven particularly succes

sful and stands out as a practical and effective method for capturing high resolution

photographs of artwork without the need for using highly specialized and expensive

equipment.

With application to the digital restoration of missing parts in the Theran wall pain

tings, our research has focused on image inpainting, the problem of fillingin missing

image parts. In relation to image inpainting, we study two broad classes of image mode

ling methods. The first class consists of geometric image description methods inspired

by physical diffusion processes and formulated as variational or partial differential e

quation models. Our main novel contribution in this area is the development of fast

multigrid algorithms for the numerical solution of nonlinear anisotropic diffusion mo

dels, with application not only to image inpainting but also to image segmentation with

geometric active contour models. We also propose statistically motivated algorithms

for optimal scale selection in the context of image denoising with nonlinear scalespace

methods.

The thesis also studies a second statistical waveletbased approach to image in

painting. In this framework, we discuss important statistical properties of natural

images in the wavelet representation, captured to a good extent by the multiscale

hidden Markov tree (HMT) model which we study in depth. Our main novel contribu

tion in this area is the development of probabilistic image inpainting methods based

on the HMT representation. We also propose new algorithms for learning the HMT

model parameters from noisy data, with application to image denoising. Through a
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series of experiments involving the proposed models, we highlight their strengths and

weaknesses and discuss possible future improvements.

In the thesis Appendix we also discuss another aspect of our doctoral thesis resea

rch on audiovisual speech recognition. Our main research contribution in this area is

the development of a theoretical framework for optimal adaptive fusion of multimodal

data based on careful modeling of the individual feature measurement uncertainty (col

laborative work), as well as the development of computer vision techniques for visual

speech feature extraction from the speaker’s face.



Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

΄Οραση Υπολογιστών

Η όραση υπολογιστών ασχολείται µε την αυτοµατοποιηµένη εξαγωγή χρήσιµων πλη-

ϱοφοριών από εικόνες ή ακολουθίες εικόνων [Mar82, Μαρ02, FP03]. Το πεδίο εφαρµογών

της είναι ιδιαίτερα ευρύ, αφού η εικόνα περιέχει µεγάλα ποσά πληροφορίας που µπορούν

να αξιοποιηθούν ποικιλότροπα από τις µηχανές. Απώτερος στόχος είναι η κατασκευή συ-

στηµάτων τα οποία ϑα αντιλαµβάνονται τον ορατό κόσµο µε ανθρώπινη ευφυία. Αν και η

έρευνα στην περιοχή έχει κάνει τα τελευταία χρόνια σηµαντική πρόοδο, απέχουµε ακόµα

πάρα πολύ από την εκπλήρωση αυτού του οράµατος.

Τα πρώτα ϐήµατα στην όραση υπολογιστών έγιναν τη δεκαετία του ΄60. Σχεδόν εξαρ-

χής έγινε αντιληπτό ότι η εξαγωγή χρήσιµων συµπερασµάτων µε συστήµατα µηχανικής

όρασης είναι µια εξαιρετικά δύσκολη υπόθεση. Πλήθος παραγόντων (γεωµετρία και α-

νακλαστικότητα αντικειµένου, σχετική ϑέση αντικειµένου-παρατηρητή, ϕωτισµός σκηνής,

µεταξύ άλλων) αλληλεπιδρούν και συνδιαµορφώνουν την τελική εικόνα/2-∆ προβολή στον

αµφιβληστροειδή χιτώνα του ανθρώπινου µατιού ή στους ϕωτογραφικούς αισθητήρες. Ε-

ξαιτίας αυτής της πολυπλοκότητας, οι πρώτες προσπάθειες για κατασκευή συστηµάτων

µηχανικής όρασης είχαν περιορισµένη µόνο επιτυχία και µάλιστα υπό ελεγχόµενες συν-

ϑήκες και σε πολύ συγκεκριµένα πεδία εφαρµογών. Ανάλογες εξάλλου δυσκολίες συνάν-

τησαν οι πρώτοι αισιόδοξοι ερευνητές σε συναφή πεδία της τεχνητής νοηµοσύνης, όπως

στην επεξεργασία ϕυσικού λόγου [JM08]. Καταδείχθηκε έτσι ότι είναι δύσκολο να µιµη-

ϑούµε µηχανιστικά λειτουργίες που για τον άνθρωπο ϕαίνονται εύκολες αφού εκτελούνται

µη συνειδητά.

Μία προσέγγιση για να αντιµετωπιστεί η πολυπλοκότητα αυτών των ϕαινοµένων, µε-

ϱικώς εµπνευσµένη από τη µελέτη ϐιολογικών συστηµάτων όρασης, είναι να αποσυντεθεί

το συνολικό πρόβληµα της όρασης σε πιο ϐατά υποπροβλήµατα, οργανωµένα σε µια ιε-

ϱαρχία χαµηλού-µέσου-υψηλού επιπέδου. Με αυτόν τον τρόπο, ξεκινώντας από τις απλές

µετρήσεις ϕωτεινότητας στο 2-∆ επίπεδο της εικόνας και µέσω ενδιάµεσων συµβολικών

αναπαραστάσεων (‘σκίτσο’, αποτελούµενο από ακµές, µονάδες υφής, κτλ.) καταλήγου-

µε σε ανακατασκευή 3-∆ αντικειµένων στα οποία µπορούν στη συνέχεια να αποδωθούν

σηµασιολογικές ιδιότητες [Mar82]. Η αρχική διατύπωση αυτής της ϑεωρίας όρασης από

τον Marr προέβλεπε ότι οι υπολογισµοί σε αυτήν την αρχιτεκτονική ακολουθούν αυστηρά

άνωθεν (bottomup) ϱοή. Πολλοί ερευνητές αργότερα ανέδειξαν τη σηµασία επαύξησης

του µοντέλου µε κάτωθεν (topdown) µηχανισµούς ανάδρασης πληροφορίας, που είναι
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απαραίτητοι για την άρση αµφισηµιών στα χαµηλότερα επίπεδα, ειδικά υπό δύσκολες

οπτικές συνθήκες.

Αντίστροφα Προβλήµατα ΄Ορασης και Μηχανισµοί Κανονικοποίησης

Από µια άποψη, η διαδικασία της όρασης αποτελεί ένα αντίστροφο πρόβληµα: δεδο-

µένης της 2-∆ πληροφορίας που ϕθάνει στους αισθητήρες και αποτελεί την εικόνα, επι-

ϑυµούµε να ανακτήσουµε τις γεωµετρικές και οπτικές ιδιότητες 3-∆ αντικειµένων. Καθότι

συχνά πολλές διατάξεις της οπτικής σκηνής είναι συµβατές µε τη 2-∆ εικόνα, η διαδικασία

αντιστροφής χαρακτηρίζεται από έντονη αµφισηµία. Ο ανθρώπινος εγκέφαλος ϕαίνεται

ότι υπερβαίνει τέτοιου είδους αµφισηµίες συνδυάζοντας τις οπτικές µετρήσεις µε πρότερη

γνώση του κόσµου, µια αντιληπτική διαδικασία που πρώτος ο von Helmholtz περιέγραψε

καλώντας την ασύνειδο συµπερασµό (unconscious inference) [vH25, Τόµος 3]. ΄Ενα γνω-

στό παράδειγµα που αναδεικνύει την αµφισηµία στην ανακατασκευή 3-∆ αντικειµένων

από 2-∆ πληροφορία είναι ο ‘κύβος του Necker’ που παρουσιάζεται στο Σχ. 1.1. Πέρα

από την απώλεια πληροφορίας λόγω προβολής 3-∆ αντικειµένων σε 2-∆ επιφάνεια, πολ-

λές λειτουργίες όρασης είναι δύσκολο να επιτελεσθούν µε χρήση αποκλειστικά τοπικών

µετρήσεων. ΄Ενα τέτοιο παράδειγµα πολυσηµίας, το ϕαινόµενο διαφράγµατος (aperture

effect), παρουσιάζεται κατά τον υπολογισµό της οπτικής ϱοής σε ακολουθίες εικόνων.

΄Αλλες αιτίες, όπως µειωµένος ϕωτισµός, αλληλεπικαλύψεις (occlusion) αντικειµένων και

ϑόρυβος µέτρησης, δυσχεραίνουν περαιτέρω την κατανόηση του περιβάλλοντος µε οπτικά

µέσα.

(α) (ϐ) (γ)

Σχήµα 1.1: Αµφισηµία στην ερµηνεία οπτικών ερεθισµάτων: Κύβος του Necker. Με

το 2-∆ κύβο του σχήµατος (α) είναι συµβατές και οι δύο 3-∆ γεωµετρικές ερµηνείες των

σχηµάτων (ϐ) και (γ). Εµπνευσµένο από αντίστοιχο σχήµα στο [Mar82].

Για να ανταπεξέλθουν στο δύσκολο πρόβληµα οπτικής αντιστροφής, τα συστήµα-

τα όρασης πρέπει να περιλαµβάνουν µηχανισµούς κανονικοποίησης (regularization)

[PTK85, MMP87]. Αυτοί οι µηχανισµοί επαυξάνουν την πληροφορία προερχόµενη α-

πό οπτικές µετρήσεις µε εµπειρική γνώση σχετικά µε κανονικότητες του περιβάλλοντος

και περιορίζουν κατάλληλα την λύση προβληµάτων οπτικής αντιστροφής. Τέτοιοι µηχα-

νισµοί συνήθως εντάσσονται σε µοντέλα όρασης είτε µε τη µορφή όρων κανονικοποίησης

σε ϕορµαλισµό µεταβολικού λογισµού/µερικών διαφορικών εξισώσεων [TA77], είτε µε τη

µορφή πρότερης γνώσης σε πιθανοτικούς ϕορµαλισµούς της όρασης [KR96]. ΄Οπως έ-

χει αναδειχθεί κυρίως µέσα από τη ϑεωρία προτύπων (pattern theory) του Grenander

[Gre93, Mum96, GM07], ο πιθανοτικός ϕορµαλισµός της όρασης τονίζει την ανάγκη για

ανάπτυξη πιστών αναγεννητικών (generative) πιθανοτικών µοντέλων για σύνθεση εικόνων.

Εισάγοντας τις οπτικές µετρήσεις στο αναγεννητικό µοντέλο και συνδυάζοντάς τες µε την



πρότερη πιθανοτική περιγραφή οδηγούµαστε, µέσω του ϑεωρήµατος Bayes, σε τεχνικές

‘ανάλυσης-µέσω-σύνθεσης’ που αυτόµατα ενσωµατώνουν λειτουργίες κανονικοποίησης.

Ενδοσυµπλήρωση Οπτικής Πληροφορίας

Μια σηµαντική αντίστροφη λειτουργία όρασης που ϐρίσκεται στο επίκεντρο της δι-

δακτορικής µας έρευνας είναι το πρόβληµα της ενδοσυµπλήρωσης (inpainting/infilling)

εικόνων. Η ενδοσυµπλήρωση έγκειται στην ανάκτηση ελλειπουσών περιοχών εικόνας µε

ϐάση τη διαθέσιµη πληροφορία στις προσκείµενες γνωστές περιοχές της εικόνας. Εµπλου-

τίζοντας την πληροφορία µέτρησης µε γνώση για τις κανονικότητες των εικόνων µπορούµε

να µαντέψουµε το περιεχόµενο της εικόνας στις αποκρυµµένες περιοχές. Θα εξετάσου-

µε τεχνικές ενδοσυµπλήρωσης ϐασισµένες τόσο σε µοντελοποίηση µερικών διαφορικών

εξισώσεων, όσο και σε στοχαστική µοντελοποίηση στο πεδίο των κυµατιδίων.

΄Οπως έχει αναδειχθεί µε κλασικά ψυχοφυσιολογικά πειράµατα, µηχανισµοί σχε-

τιζόµενοι µε οπτική ενδοσυµπλήρωση ενυπάρχουν στο ανθρώπινο σύστηµα όρασης

[PTN98, Pal03]. Τέτοιοι µηχανισµοί αποκαλύπτονται µε γλαφυρό τρόπο στο ϕαινόµε-

νο των απατηλών περιγραµµάτων (illusory contours) όπου ο παρατηρητής προσλαµβάνει

την ύπαρξη περιγραµµάτων παρά την απουσία ακµών από την εικόνα. ΄Ενα χαρακτηριστι-

κό τέτοιο παράδειγµα είναι το τρίγωνο του Kanizsa [Kan79], που δείχνουµε στο Σχ. 1.2.

Αυτά τα ϕαινόµενα µπορούν να ερµηνευθούν µε χρήση της έννοιας της αντιληπτικής οργά-

νωσης (perceptual organization) στο πλαίσιο ιδεών της ψυχολογικής Σχολής του Gestalt

[Kof35, MGKP08]. Η αντιληπτική οργάνωση σχετίζεται µε την ανάλυση της δοµής των

αντικειµένων της εικόνας και κατανόηση των µεταξύ τους σχέσεων (π.χ. ιεραρχική συ-

σχέτιση µεταξύ των αντικειµένων της εικόνας, διαχωρισµός προσκηνίου/παρασκηνίου).

Στόχος είναι µια εύρωστη και οικονοµική περιγραφή της εικόνας, γνωστό και ως Gestalt

αρχή του ‘Prägnanz’ [Kof35], σε στενή εννοιολογική συνάφεια µε το ξυράφι του Occam

(Occam’s razor) και την ελαχιστοποίηση του µήκους περιγραφής (minimum description

length–MDL), ως αρχές για την επιλογή στατιστικού µοντέλου. Μέσο για να επιτευχθεί η

αντιληπτική οργάνωση είναι η αντιληπτική οµαδοποίηση (perceptual grouping) µε ϐάση

κριτήρια όπως η εγγύτητα, οµοιότητα χρώµατος/µεγέθους/κατεύθυνσης, η συνέχιση, και

το κλείσιµο που συνοψίζονται στο Σχ. 1.3. ∆ιαδικασίες αντιληπτικής οργάνωσης ϕαίνεται

να επενεργούν τόσο στο χαµηλό, όσο και σε υψηλότερα επίπεδα όρασης [PBN03]. Υπό το

πρίσµα της αντιληπτικής οργάνωσης, µηχανισµοί οπτικής οµαδοποίησης επενεργούν κα-

τά την ενδοσυµπλήρωση εικόνων και ϐοηθούν στην εξάλειψη των ελλειπόντων τµηµάτων.

Τεχνικές ενδοσυµπλήρωσης παρουσιάζουν ενδιαφέρον σε πολλά πεδία εφαρµογών.

Θα αναφέρουµε ενδεικτικά την ανάκτηση απωλεσθέντων µπλοκ εικόνας σε ϐιντεοροές

που µεταδίδονται µέσω τηλεπικοινωνιακών καναλιών µε απώλειες, την ψηφιακή αποκα-

τάσταση αρχειοθετηµένων ϕιλµ σε ταινιοθήκες, το ψηφιακό επανάγγιγµα/ρετουσάρισµα

(retouching) ϕωτογραφιών (δες το Σχ. 1.4 για ένα διάσηµο παράδειγµα), και τις ψη-

ϕιακές επεµβάσεις για διόρθωση ατελειών και ειδικά εφέ κατά την τελική επεξεργασία

(postproduction) στην παραγωγή κινηµατογραφικών ταινιών.

Αντικείµενο και Συνεισφορές της ∆ιατριβής

Βασικό πεδίο εφαρµογής στο οποίο επικεντρώθηκε η εργασία µας είναι η ψηφιακή

αποκατάσταση προϊστορικών τοιχογραφιών από την ανασκαφή του Ακρωτηρίου Θήρας·



Σχήµα 1.2: Απατηλά περιγράµµατα στην ανθρώπινη όραση: Το τρίγωνο του Kanizsa

[Kan79].

(α)

(ϐ)

(γ)

(δ)

(ε)

(στ)

(Ϲ) (η)

Σχήµα 1.3: Κλασικά κριτήρια Gestalt οµαδοποίησης κατά τον Wertheimer [Wer23]. Σχή-

µα προσαρµοσµένο από το [Pal03]. Καµία οµαδοποίηση (α), εγγύτητα (ϐ), οµοιότητα χρώ-

µατος (γ) / µεγέθους (δ) / κατεύθυνσης (ε), κοινή µοίρα (στ), συνέχιση (Ϲ), και κλείσιµο

(η).



(α) (ϐ)

(γ) (δ)

Σχήµα 1.4: Επανάγγιγµα ϕωτογραφίας : ΄Επαρση της Σοβιετικής σηµαίας στο Reichstag

του Βερολίνου. Η αρχική ϕωτογραφία (α, λεπτοµέρεια στο γ) επαναγγίχθηκε ώστε στη

δηµοσιευµένη ϕωτογραφία (ϐ, λεπτοµέρεια στο δ) να µην είναι ορατό το δεύτερο ϱολόι

(πιθανότατα λάφυρο) στο δεξί καρπό του στρατιώτη. Φωτογράφος: Y. Khaldei, 1945.



παραδείγµατα αυτών των τοιχογραφιών ϕαίνονται στο Σχ. 2.5, σελ. 17. Η δραστηριότητα

αυτή εµπίπτει στο γενικότερο πλαίσιο πρωτοβουλιών για χρήση ψηφιακών τεχνικών στη

συντήρηση, διατήρηση, και ανάδειξη της πολιτισµικής κληρονοµιάς. Με χρήση τεχνικών

ενδοσυµπλήρωσης προσπαθούµε να αποκαταστήσουµε ψηφιακά τα µικρά ή µεγαλύτε-

ϱα ελλείποντα τµήµατα των τοιχογραφιών. Τα αντίστοιχα σπαράγµατα (fragments) είτε

έχουν για πάντα καταστραφεί/θρυµµατιστεί, είτε δεν έχουν ακόµα αντιστοιχηθεί µε τις

υπό συντήρηση τοιχογραφίες. Πέρα από ολόκληρα τµήµατα που λείπουν, πρόσθετες

ϕθορές παρατηρούνται υπό τη µορφή είτε ισχυρών ϱωγµών στο επίχρισµα (στα σηµεία

επαφής των συγκολληθέντων σπαραγµάτων), είτε ελαφρύτερων ϱωγµών στο χρώµα. Λόγω

της µεγάλης έκτασης και ποικιλίας αυτών των αλλοιώσεων (µεγάλα ελλείποντα τµήµατα,

ισχυρές/ελαφρές ϱωγµές), η ψηφιακή τους αποκατάσταση παρουσιάζει αυξηµένη δυσκο-

λία.

Ως ένα πρώτο ουσιαστικό ϐήµα για την πρόοδο του διδακτορικού, προχωρήσαµε στη

λεπτοµερή ϕωτογραφική αποτύπωση σηµαντικού αριθµού από τις τοιχογραφίες του Ακρω-

τηρίου Θήρας. Μια και δεν ήταν εφικτό να αποτυπώσουµε ολόκληρες τις τοιχογραφίες σε

µια ϕωτογραφία µε επαρκή χωρική ανάλυση, αποφασίσαµε να προχωρήσουµε σε λήψη

µεγάλου πλήθους ϕωτογραφιών, µε καθεµία από αυτές να απεικονίζει µέρος του τοιχο-

γραφικού συνόλου. Προχωρήσαµε µετέπειτα στην ηµιαυτόµατη συνένωση των επιµέρους

στιγµιοτύπων σε ένα γιγαντιαίο ϕωτογραφικό µωσαϊκό ανά τοιχογραφία, στο οποίο είναι

εύκολο να περιηγηθεί κανείς και να µελετήσει µε λεπτοµέρεια κάθε τοιχογραφική σύνθε-

ση. Αν και η παραπάνω διαδικασία δεν εµπεριείχε στοιχεία ϐασικής έρευνας, αναδεικνύει

τη συγκεκριµένη τεχνική ως µια πρακτική και ιδιαίτερα αποδοτική µέθοδο ϕωτογραφικής

αποτύπωσης έργων τέχνης, δίχως την ανάγκη ύπαρξης ιδιαίτερα ακριβού εξειδικευµένου

εξοπλισµού.

Στο επίπεδο της ϐασικής έρευνας, ένα σηµαντικό µέρος από τις πρωτότυπες ερευνητι-

κές µας συνεισφορές στην ενασχόλησή µας µε το πρόβληµα της αποκατάστασης εικόνων

µπορεί να ιδωθεί υπό το ενοποιητικό πλαίσιο της πολυκλιµακωτής ανάλυσης εικόνας.

Πιο συγκεκριµένα, η ιδέα της πολυκλιµακωτής ανάλυσης ανακύπτει υπό διάφορες µορ-

ϕές στην εργασία µας:

• Με τη µορφή των πολυπλεγµατικών (multigrid) αλγορίθµων, δείχνουµε πως η πο-

λυπλεγµατική ανάλυση µπορεί να αποδειχθεί ένα ισχυρό υπολογιστικό εργαλείο

για την ταχεία αριθµητική επίλυση µοντέλων κατάτµησης και ενδοσυµπλήρωσης

εκφρασµένων σε ϕορµαλισµό µερικών διαφορικών εξισώσεων – Κεφάλαιο 3.

• Ο πολυκλιµακωτός µετασχηµατισµός κυµατιδίων (wavelet) εµφανίζει σηµαντικά

προτερήµατα ως πεδίο ιεραρχικής ανάλυσης εικόνων. Ο συνδυασµός του µε ανα-

δροµικές ως προς την κλίµακα µαρκοβιανές πιθανοτικές δοµές αποφέρει εκφραστι-

κά και αποδοτικά µοντέλα για περιγραφή ϕυσικών εικόνων, τα οποία και δείχνουµε

πώς µπορούν να χρησιµοποιηθούν για ενδοσυµπλήρωση εικόνων – Κεφάλαια 5 και

6.

• Η περιγραφή της εικόνας σε διαδοχικές κλίµακες συνιστά το χώρο κλίµακας (scale

space). Αν και η πλήρης περιγραφή της δοµής της εικόνας απαιτεί ολόκληρο το

χώρο κλίµακας, για ορισµένες εφαρµογές αρκεί να επιλέξει κανείς ένα µόνο αντι-

προσωπευτικό του στιγµιότυπο. Για την εφαρµογή της αποθορυβοποίησης εικόνων,

δείχνουµε πως η επιλογή του κατάλληλου στιγµιοτύπου από το χώρο κλίµακας



µπορεί να ϕορµαλιστεί ως ένα πρόβληµα επιλογής στατιστικού µοντέλου και να αν-

τιµετωπιστεί αποδοτικά µε µεθόδους στατιστικής διεπικύρωσης (crossvalidation) –

Κεφάλαιο 4.

Πολλά από τα προβλήµατα που έχουµε µελετήσει στο πλαίσιο της διατριβής έχουν

έντονη στοχαστική διάσταση, όπως παρουσία ελλειπών ή ϑορυβωδών δεδοµένων. Η χρήση

µπεϋζιανών στατιστικών τεχνικών για την αναπαράσταση και διαχείριση της σχετιζόµενης

αβεβαιότητας διατρέχει έτσι την εργασία µας. Πρωτότυπες ερευνητικές συνεισφορές µας

που µπορούν να ιδωθούν υπό αυτήν την οπτική γωνία είναι :

• Για µια ευρεία κατηγορία παραµετρικών δενδρικών µαρκοβιανών µοντέλων εικό-

νων, δείχνουµε πώς µπορούν να εκπαιδευθούν από ϑορυβώδεις παρατηρήσεις και,

κυρίως, πώς µπορούν να χρησιµοποιηθούν για συµπλήρωση κενών σε εικόνες. Οι

προτεινόµενες τεχνικές ϐασίζονται σε καλά ϑεµελιωµένες τεχνικές µπεϋζιανής συµ-

περασµατολογίας και οδηγούν σε σειρά πρακτικών ντετερµινιστικών και στοχαστι-

κών αλγορίθµων για ενδοσυµπλήρωση εικόνων – Κεφάλαιο 6.

• Με αφετηρία το πρόβληµα της οπτικής-ακουστικής αναγνώρισης οµιλίας, έχουµε

αναπτύξει µια ϑεωρία για ϐέλτιστη προσαρµοστική σύµµειξη πολυαισθητηριακών

δεδοµένων ϐασισµένη στη διαχείριση της αβεβαιότητας των επιµέρους ϑορυβωδών

µετρήσεων – Παράρτηµα Α΄. Αν και η εφαρµογή είναι τελείως διαφορετική και περι-

λαµβάνει 1-∆ µοντέλα µαρκοβιανών αλυσίδων, το σύνολο των µαθηµατικών εργαλεί-

ων που αναπτύξαµε στο πλαίσιο αυτό αποδείχθηκε ιδιαίτερα χρήσιµο ως αφετηρία

για την πληρέστερη κατανόηση και ανάπτυξη τεχνικών εκπαίδευσης υπό ϑορυβώδεις

µετρήσεις για τα δενδρικά µαρκοβιανά µοντέλα εικόνας του Κεφαλαίου 6.

΄Αλλη αξιοσηµείωτη συνεισφορά της διδακτορικής µας έρευνας οι οποία όµως δεν έ-

χει συνάφεια µε το πρόβληµα της αποκατάστασης των τοιχογραφιών και απλά ϑα σκια-

γραφηθεί στο Παράρτηµα Α΄ είναι η ανάπτυξη τεχνικών για οπτική µοντελοποίηση και

εξαγωγή χαρακτηριστικών οµιλίας από το ανθρώπινο πρόσωπο. Αυτή εντάσσεται σε µια

ευρύτερη συνεργατική προσπάθεια εντός του Εργαστηρίου µε στόχο τη συνδυασµένη ο-

πτική/ακουστική µελέτη της ανθρώπινης οµιλίας µε εφαρµογές σε ανάλυση και σύνθεση

ϕωνής.

Οργάνωση της ∆ιατριβής

Το υπόλοιπο της διατριβής είναι οργανωµένο ως εξής :

Στο Κεφάλαιο 2 δίνεται µια συνοπτική περιγραφή της αρχαιολογικής ανασκαφής στο Α-

κρωτήρι Θήρας και του ϱόλου που µπορούν να παίξουν οι ψηφιακές τεχνολογίες στη

διατήρηση και ανάδειξη των αρχαιολογικών ευρυµάτων. ∆ίνουµε έµφαση στις τοι-

χογραφίες και στην ψηφιακή τους αποκατάσταση µε τεχνικές ενδοσυµπλήρωσης.

Επίσης περιγράφουµε τη διαδικασία µε την οποία προχωρήσαµε στη λεπτοµερή

ϕωτογραφική αποτύπωση επιλεγµένων τοιχογραφιών, καθώς και τεχνικές που χρη-

σιµοποιήσαµε για τη δηµιουργία ϕωτογραφικών µωσαϊκών υπερ-υψηλής ανάλυσης

µε συρραφή µεγάλου πλήθους επιµέρους ϕωτογραφικών στιγµιοτύπων.

Στο Κεφάλαιο 3 περιγράφουµε µια ευρεία οικογένεια µοντέλων µερικών διαφορικών

εξισώσεων που ϐρίσκουν εφαρµογή σε κατάτµηση και ενδοσυµπλήρωση εικόνων.



΄Εµφαση δίνεται στην ταχεία επίλυση αυτών των µοντέλων µε πολυπλεγµατικές τε-

χνικές, οι οποίες οδηγούν σε αλγορίθµους µε υπολογιστική πολυπλοκότητα που

αυξάνεται µόνο γραµµικά µε τον αριθµό των εικονοστοιχείων. Αξιολογούµε ποσο-

τικά και ποιοτικά τους προτεινόµενους αλγορίθµους και παρουσιάζουµε ενδεικτικά

αποτελέσµατα ενδοσυµπλήρωσης τοιχογραφιών από το Ακρωτήρι. Σχετικές δηµο-

σιεύσεις µας είναι οι [PM04, PM07].

Στο Κεφάλαιο 4 περιγράφουµε το πρόβληµα επιλογής αντιπροσωπευτικού στιγµιοτύ-

που στην πολυκλιµακωτή ανάλυση εικόνας σε µη-γραµµικούς χώρους κλίµακας µε

όρους επιλογής ϐέλτιστου στατιστικού µοντέλου. Επικεντρωνόµαστε στην εφαρµογή

της αποθορυβοποίησης εικόνων µε χρήση µερικών διαφορικών εξισώσεων ή µορφο-

λογικών τελεστών, για την οποία παρουσιάζουµε αλγορίθµους ϐέλτιστης επιλογής

κλίµακας ϐασισµένους στην τεχνική της στατιστικής διεπικύρωσης. Αξιολογούµε

την επίδοση της προτεινόµενης τεχνικής σε σχέση µε εναλλακτικές µεθόδους επιλο-

γής κλίµακας. Σχετικές δηµοσιεύσεις µας είναι οι [PM05a, PM05b].

Στο Κεφάλαιο 5 συζητάµε την αναπαράσταση εικόνων µε χρήση χωρικά εντοπισµένων

κυµατιδιακών µετασχηµατισµών. Παρουσιάζουµε εναλλακτικές εκδοχές αναπαρά-

στασης µε κυµατίδια χώρου-κλίµακας και χώρου-συχνότητας, δίνοντας ιδιαίτερη

έµφαση σε υπερπλήρεις µιγαδικούς κυµατιδιακούς µετασχηµατισµούς επειδή χα-

ϱακτηρίζονται από ϐελτιωµένες ιδιότητες µεταφορικής και περιστροφικής συµµε-

τρίας. Συζητούµε επίσης ποιοτικά τις στατιστικές ιδιότητες εικόνων του ϕυσικού

κόσµου όπως αυτές αναδεικνύονται στο πεδίο των κυµατιδίων.

Στο Κεφάλαιο 6 περιγράφουµε δενδρικά αναγεννητικά στατιστικά µοντέλα περιγραφής

των κυµατιδιακών συντελεστών, τα οποία αναπαράγουν σε σηµαντικό ϐαθµό ϐασι-

κές στατιστικές ιδιότητες των κυµατιδιακών αποκρίσεων ϕυσικών εικόνων. Συζητάµε

πώς το συγκεκριµένο µοντέλο χρησιµοποιείται για σύνθεση υφής και αποθορυβο-

ποίηση εικόνων, όπου και παρουσιάζουµε τεχνικές εκπαίδευσης µέγιστης πιθανο-

ϕάνειας για τις οποίες αρκεί η γνώση της ϑορυβώδους εκδοχής της εικόνας. Ως

κύρια συνεισφορά σε αυτό το πλαίσιο, προτείνουµε µια µέθοδο ενδοσυµπλήρωσης

ϐασισµένη σε αυτό το µοντέλο, η οποία συνίσταται σε στατιστική συµπερασµατολογί-

α για τα ελλείποντα τµήµατα της εικόνας µε ϐάση πληροφορία που εξάγεται από τις

γνωστές περιοχές, και δίνουµε παραδείγµατα εφαρµογής της. Σχετική δηµοσίευση

είναι η [PMK08].

Στο Κεφάλαιο 7 συνοψίζουµε τις συνεισφορές της διατριβής και σκιαγραφούµε κατευ-

ϑύνσεις στις οποίες µπορεί να εξελιχθεί στο µέλλον η σχετική ερευνητική µας προσπά-

ϑεια. Στο Παράρτηµα Α΄ περιγράφουµε µε συντοµία την έρευνά µας στο πρόβληµα

της οπτικής-ακουστικής αναγνώρισης οµιλίας, που έχει περιληφθεί στις δηµοσιεύσεις

[PKPM09, KPM09]. Αν και το πεδίο εφαρµογής είναι τελείως διαφορετικό, ορισµένα από

τα µαθηµατικά εργαλεία που αναπτύχθηκαν στα πλαίσια της συγκεκριµένης εργασίας

αποδείχθηκαν χρήσιµα κατά την ανάπτυξη των δενδρικών κυµατιδιακών µοντέλων του

Κεφάλαιου 6. Κλείνοντας, στο Παράρτηµα Β΄ παραθέτουµε σχολιασµένη λίστα µε τις

δηµοσιεύσεις από τη διδακτορική µας έρευνα, ορισµένες από τις οποίες περιγράφουν

ερευνητική δραστηριότητα που δεν περιλαµβάνεται στην παρούσα αναφορά.



Κεφάλαιο 2

Προϊστορικές Τοιχογραφίες στο

Ακρωτήρι Θήρας: Φωτογράφιση και

Ψηφιακή Αποκατάσταση

Σηµαντική ώθηση της ερευνητικής µας δραστηριότητας στο πρόβληµα της ενδοσυµ-

πλήρωσης εικόνων δίνει η συµµετοχή µας στο διεπιστηµονικό ερευνητικό ΄Εργο µε τίτλο

‘΄Οραση Υπολογιστών και Εικονική Πραγµατικότητα για Τριδιάστατη Ανακατασκευή Αρ-

χαιολογικών Ευρυµάτων µε Εφαρµογές σε Τοιχογραφίες και Κτίρια του Προϊστορικού

Οικισµού Ακρωτηρίου Θήρας’, που εντάσσεται στην πρωτοβουλία ΠΕΝΕ∆-2003 και χρη-

µατοδοτείται από τη ΓΓΕΤ. Η συµβολή της δικής µας διδακτορικής διατριβής έγκειται στην

ανάπτυξη τεχνικών όρασης υπολογιστών για ψηφιακή αποκατάσταση των τοιχογραφιών.

Στους κύριους ερευνητές µε άµεση εµπλοκή στο ΄Εργο περιλαµβάνονται οι καθ. Π. Μα-

ϱαγκός (επιστηµονικός υπεύθυνος του ΄Εργου) και επ. καθ. Κ. Τζαφέστας από το ΕΜΠ·

οµ. καθ. Χ. Ντούµας και επ. καθ. Α. Βλαχόπουλος από την Ανασκαφή Ακρωτηρίου Θή-

ϱας· αν. καθ. Κ. Παλυβού από το ΑΠΘ. ΄Αλλες διδακτορικές διατριβές που υποστηρίζονται

από το ΄Εργο επικεντρώνονται στην εικονική 3-∆ ανακατασκευή κτιρίων του αρχαιολογικού

χώρου Ακρωτηρίου (Μ. Αληφραγκής, Σχ. ΗΜΜΥ, ΕΜΠ), στην αρχαιολογική µελέτη του

Κτιρίου Β΄ του οικισµού (Φρ. Γεώρµα, Τµ. Ιστορίας-Αρχαιολογίας, Παν. Ιωαννίνων), και

στη χρήση αυτοµατοποιηµένων τεχνικών για την αρχιτεκτονική τεκµηρίωση ανασκαφών

(Κ. Αθανασίου, Τµ. Αρχιτεκτόνων, Πολυτεχνική Σχολή ΑΠΘ).

Οι τοιχογραφίες που ανακαλύφθηκαν στον προϊστορικό οικισµό του Ακρωτηρίου Θή-

ϱας είναι διάσηµες για τη ϑεµατογραφία τους, την καλλιτεχνική τους αξία, και για τον

πλούτο πληροφορίας που παρέχουν για τον Αιγαιακό πολιτισµό πριν από περίπου 3500

χρόνια. Οφείλουν τη διατήρησή τους ως τις µέρες µας στην ισχυρότατη έκρηξη του η-

ϕαιστείου της Θήρας κατά τον 17ο αιώνα π.Χ., που είχε ως συνέπεια να καταπλακωθεί

ολόκληρος ο προϊστορικός οικισµός από παχύ στρώµα ηφαιστειακής τέφρας. Ο οικισµός

ανακαλύφθηκε και άρχισε να ανασκάπτεται το 1967 υπό την καθοδήγηση του καθ. Σ.

Μαρινάτου, τον οποίο διαδέχθηκε το 1974 ο καθ. Χ. Ντούµας, ως και σήµερα διευθυν-

τής της ανασκαφής. Η αποκατάσταση αυτών των µοναδικών τοιχογραφιών είναι ιδιαίτερα

δύσκολη και χρονοβόρα. Η διαδικασία συντήρησης περιλαµβάνει, µεταξύ άλλων, συλλο-

γή/αποκόλληση των τµηµάτων της τοιχογραφίας από τον αρχαιολογικό χώρο, καθαρισµό

και στερέωση των σπαραγµάτων στο εργαστήριο, καθώς και ανασύνθεση κάθε τοιχογρα-

ϕίας από τα ευρεθέντα τµήµατά της.

9



Πλούσιο πληροφοριακό υλικό τόσο για την ιστορία, όσο και για τη σηµασία της

ανασκαφής, µε ιδιαίτερη έµφαση τις τοιχογραφίες, περιέχεται στο [Dou92]. Ση-

µαντικό πρωτογενές αρχαιολογικό υλικό από την ανασκαφή µπορεί να ϐρεθεί στα

[Mar99a, Mar99b, Mar99c]. Οι τοιχογραφίες της Θήρας έχουν ϐρεθεί στο επίκεντρο

πολλών διεθνών συµποσίων και συνεδρίων· το τελευταίο σχετικό διεθνές συνέδριο έλα-

ϐε χώρα το 1997 και στα πρακτικά του [She00] δηµοσιεύεται πλήθος σχετικών ανακοι-

νώσεων. Περαιτέρω αρχαιολογικές αναφορές που ϐρήκαµε ιδιαίτερα χρήσιµες είναι οι

[Ντο92, Παλ99, Βλα03, Vla08, ΝΜΤ09].

2.1 Τοιχογραφίες µε Ελλείποντα Τµήµατα και Ενδοσυµ-

πλήρωση Πληροφορίας

Ψπάρχει έντονο ενδιαφέρον τα τελευταία χρόνια για ανάπτυξη αυτοµατοποιηµένων τε-

χνικών που ϑα επιβοηθούν το έργο των αρχαιολόγων και των συντηρητών στην ανασκαφή

Ακρωτηρίου Θήρας, που εντάσσεται στην ευρύτερη τάση για αξιοποίηση τεχνολογικών και-

νοτοµιών µε στόχο τη διατήρηση της πολιτισµικής κληρονοµιάς. Σηµαντικές ερευνητικές

προσπάθειες έχουν γίνει µε σκοπό την ψηφιακή καταγραφή των τοιχογραφικών σπαραγ-

µάτων και την υποβοήθηση της διαδικασίας συναρµολόγησης τοιχογραφικών συνόλων

από τα επιµέρους διατηρηθέντα τµήµατά τους· αναφέρουµε ενδεικτικά τις δηµοσιεύσεις

[PPE+02, BTFN+08]. Στην κατεύθυνση της πληροφοριακής υποστήριξης και τεκµηρί-

ωσης της ανασκαφής µε συστήµατα ϐάσεων δεδοµένων, αξίζει να αναφέρουµε το ΄Εργο

ARCHEOTOOL (ΓΓΕΤ, 1995-1996) µε συµµετοχή του Εργαστηρίου Συστηµάτων Βάσεων

Γνώσεων και ∆εδοµένων του ΕΜΠ.

Στο επίκεντρο της δικής µας ερευνητικής προσπάθειας έχει ϐρεθεί το πρόβληµα της

ψηφιακής ενδοσυµπλήρωσης των τοιχογραφιών. Μετά το πέρας της διαδικασίας συντή-

ϱησης, κάποια τµήµατα κάθε τοιχογραφίας παραµένουν κενά, είτε επειδή τα αντίστοιχα

ϑραύσµατα δεν έχουν ακόµη ταυτοποιηθεί, είτε γιατί έχουν πλεόν τελείως καταστραφεί.

Σκοπός µας είναι η αυτοµατοποιηµένη ψηφιακή συµπλήρωση αυτών των κενών, είτε για

αισθητική αποκατάσταση της τοιχογραφίας µε σκοπό την παρουσίασή της στο ευρύ κοινό,

είτε για υποβοήθηση του ερµηνευτικού έργου των ειδικών αρχαιολόγων. Επίσης, µέθο-

δοι ψηφιακής ενδοσυµπλήρωσης µπορεί να αποδειχθούν ιδιαίτερα χρήσιµες και για το

πρόβληµα της αυτοµατοποιηµένης επανασυναρµολόγησης των τοιχογραφιών. Συγκεκρι-

µένα, επεκτείνοντας τις τιµές της εικόνας σε µια στενή Ϲώνη γύρω από κάθε σπάραγµα

µας επιτρέπει να χρησιµοποιήσουµε το απεικονιστικό περιεχόµενο της εικόνας ως χα-

ϱακτηριστικό επιβοηθητικό του σχήµατος του περιγράµµατος κατά την αξιολόγηση της

ποιότητας ταιριάσµατος δύο πιθανά εφαπτόµενων σπαραγµάτων.

Παίρνοντας την τοιχογραφία του Σχ. 2.6 ως παράδειγµα, ϑα µπορούσαµε να διακρί-

νουµε τις ελλείψεις που παρατηρούµε στις συντηρηµένες τοιχογραφίες του Ακρωτηρίου

Θήρας σε διάφορες κατηγορίες, ανάλογα µε την έκταση της ϐλάβης :

• Τύπος Ι: Αλλοιώσεις µικρής έκτασης, π.χ. ϱωγµές. Συναντώνται στις επαφές συγ-

κολληµένων σπαραγµάτων, ή οφείλονται σε απόξεση/σκάσιµο του χρώµατος από το

επίχρισµα. ∆εν ϑα αποτελούσαν σε καµία περίπτωση εµπόδιο στην αποκατάσταση

της σύνθεσης από Ϲωγράφο-συντηρητή, µε την έννοια ότι αυτή ϑα µπορούσε να γί-

νει µε σχεδόν ντετερµινιστικό τρόπο. Η παρουσία τους δίνει στην τοιχογραφία την

ψευδαίσθηση του ψηφιδωτού, και για αυτό είναι ϑεµιτή η ψηφιακή τους εξάλειψη.



• Τύπος ΙΙ: Κενά µεσαίας έκτασης. Οφείλονται στην απώλεια ή αδυναµία αντιστοίχισης

µικρού αριθµού διάσπαρτων σπαραγµάτων από τµήµατα της τοιχογραφίας. Για το

ανθρώπινο µάτι, ακόµη και για µη ειδικούς, η συµπλήρωση των κενών αυτών και

η σκιαγράφηση των ελλειπόντων µοτίβων δεν είναι ιδιαίτερα δύσκολη, αν και σε

ορισµένες περιπτώσεις περισσότερες από µία παρεµφερείς εκδοχές είναι αποδεκτές.

• Τύπος ΙΙΙ: Μεγάλα ελλείποντα τµήµατα. Οφείλονται στην απώλεια ή αδυναµία αντι-

στοίχισης µεγάλου αριθµού σπαραγµάτων από µία περιοχή της τοιχογραφίας. Κα-

ϑιστούν την αποκατάσταση του συγκεκριµένου τµήµατος της τοιχογραφίας ιδιαίτερα

προβληµατική, µε την έννοια ότι απαιτείται διεξοδική µελέτη και ερµηνεία της όλης

σύνθεσης από αρχαιολόγους και Ϲωγράφους για να αποτολµηθεί και να αιτιολογη-

ϑεί οποιαδήποτε απόπειρα αποκατάστασης. Σε ορισµένες περιπτώσεις η έκταση της

αλλοίωσης µπορεί να είναι τέτοια που, ακόµη και ύστερα από τέτοια µελέτη, η προ-

τεινόµενη αποκατάσταση να είναι µόνο ποιοτική και ενδεικτική (έντονη πολυσηµία).

Είναι κατανοητό ότι η ψηφιακή αποκατάσταση των τοιχογραφιών πιθανόν να απαιτεί δια-

ϕορετικού είδους τεχνικές, ανάλογα µε τον ϐαθµό της αλλοίωσης σύµφωνα µε την πα-

ϱαπάνω κατηγοριοποίηση. Για παράδειγµα, ϐλάβες Τύπου-Ι µπορούν να ανιχνευθούν

και να αντιµετωπιστούν µε σχετικά απλές µη-γραµµικές τεχνικές επεξεργασίας εικόνας,

π.χ. [GNP06]. Βλάβες Τύπου-ΙΙ απαιτούν την εφαρµογή αρκετά πιο σύνθετων σύγχρονων

µεθόδων της ΄Ορασης Υπολογιστών, γνωστών ως µεθόδων αυτόµατης ψηφιακής ενδοσυµ-

πλήρωσης, και ϐρίσκονται στο επίκεντρο της παρούσας µελέτης. Τέλος, ϐλάβες Τύπου-ΙΙΙ

είναι εξαιρετικά πιο δύσκολο να αντιµετωπιστούν µε πλήρως αυτόµατες ψηφιακές τεχνι-

κές, καθότι απαιτούν την ενσωµάτωση λεπτοµερούς ειδικευµένης γνώσης (expert domain

knowledge) στο ψηφιακό σύστηµα αποκατάστασης. Αν και δεν έχουµε κινηθεί προς αυτήν

την κατεύθυνση στα πλαίσια της διατριβής, είναι ενδιαφέρουσα και ϑα µας απασχολήσει

στο µέλλον η ανάπτυξη µεθόδων για επιβλεπόµενη ψηφιακή αποκατάσταση Τύπου-ΙΙΙ

ϐλαβών, όπου ψηφιακό σύστηµα και ειδικός αλληλεπιδρούν για την αποκατάσταση της

ϐλάβης.

Σχήµα 2.1: Το πρόβληµα της ενδοσυµπλήρωσης. Ω: κενό, Ωc: γνωστή περιοχή, ∂Ω:

σύνορο περιοχών.



Ανεξάρτητα πάντως από τις έντονες διαφορές µεταξύ των παραπάνω κατηγοριών ϐλα-

ϐών, µπορεί κανείς να ϑεωρήσει ένα πιο αφηρηµένο µαθηµατικό πλαίσιο για την ενιαία

ϑεωρητική αντιµετώπιση και ϕορµαλισµό του προβλήµατος της αποκατάστασης των ελ-

λειπόντων τµηµάτων των τοιχογραφιών. Με αναφορά στο Σχ. 2.1, το πρόβληµα της ενδο-

συµπλήρωσης (inpainting/infilling) συνίσταται στην εκτίµηση της εικόνας στο κενό Ω, µε

ϐάση τη γνώση των τιµών της στο συµπληρωµατικό χωρίο Ωc και το σύνορο ∂Ω. Στα πλαί-

σια της ως τώρα εργασίας µας το χωρίο Ω παρέχεται από το χρήστη ως δυαδική µάσκα,

δηλαδή ϑεωρούµε ότι έχουµε διαθέσιµη µια ανθρώπινη επισηµείωση αναφοράς (reference

annotation) που οριοθετεί τις ελλείπουσες περιοχές στις τοιχογραφίες µας, όπως ϕαίνεται

στα παράδειγµατα του Σχ. 2.2.

(α) (ϐ)

Σχήµα 2.2: Παράδειγµα ανθρώπινης επισηµείωσης των ελλειπουσών περιοχών σε τοιχο-

γραφίες από το Ακρωτήρι Θήρας. (α) Αρχική εικόνα της τοιχογραφίας. (ϐ) Επισηµείωση

όπου ο χρήστης έχει υπερθέσει στην αρχική εικόνα τη µάσκα που αντιστοιχεί στις ελλεί-

πουσες περιοχές.

Αντί για την ανθρώπινη επισηµείωση, ϑα ήταν χρήσιµη η αυτόµατη ανίχνευση των ελ-

λειπουσών περιοχών στις ψηφιακές ϕωτογραφίες των τοιχογραφιών ώστε να επιτυγχάνεται

η πλήρως αυτοµατοποιηµένη αποκατάστασή τους. Αυτό είναι ιδιαίτερα επιθυµητό δεδοµέ-

νου του µεγάλου όγκου του ϕωτογραφικού υλικού που έχουµε στη διάθεσή µας, το οποίο

καθιστά ιδιαίτερα χρονοβόρα την ανθρώπινη επισηµείωσή τους. ∆υστυχώς, η αυτόµατη



ανίχνευση των κενών στις ϕωτογραφίες των τοιχογραφιών είναι δυσχερής. Η χρωµατική

οµοιότητα µεταξύ του κονιάµατος που έχει τοποθετηθεί από τους συντηρητές στις ελλεί-

πουσες περιοχές και του ασβεστοκονιάµατος στις αρχικές τοιχογραφίες δυσκολεύει τη

διάκριση των κενών µε χρήση αποκλειστικά χρωµατικής πληροφορίας. Η ποικιλοµορφία

στη γεωµετρία των ελλειπουσών περιοχών δυσχεραίνει περαιτέρω την αυτόµατη ανίχνευσή

τους. Από την άλλη πλευρά, υπάρχει µία ιδιαιτερότητα της διαδικασίας συντήρησης των

τοιχογραφιών που ϑα µπορούσε πιθανώς να διευκολύνει την ανίχνευση των κενών. Συγ-

κεκριµένα, κατά το τελικό στάδιο της συντήρησης της τοιχογραφίας όπου τα συνανήκοντα

κοµµάτια προσκολλώνται σε ϕορητό πίνακα, οι συντηρητές ϕροντίζουν ώστε τα ευρεθέντα

σπαράγµατα να προεξέχουν ελαφρά (µερικά χιλιοστά) του κονιάµατος που τοποθετείται

στις ελλείπουσες περιοχές [ΓΜΣ92]. ΄Ετσι, χαρακτηριστικά ασυνέχειας ϐάθους εξαγµένα

µε τεχνικές 3-∆ υπολογιστικής όρασης ϑα µπορούσαν να συνδυαστούν µε χαρακτηριστι-

κά χρώµατος και να διευκολύνουν την ανίχνευση των κενών. Τεχνικές στερεοσκοπικής

όρασης ϑα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν για αυτόν το σκοπό [HZ03], αν και τεχνικές

ανίχνευσης ασυνεχειών ϐάθους µέσω ελεγχόµενου ϕωτισµού όπως η [RTF+04] πιθανά

να ταιριάζουν καλύτερα στο πρόβληµα1 [Rus09]. Πάντως η εφαρµογή τέτοιων τεχνικών

3-∆ όρασης προϋποθέτει τη λήψη νέων ϕωτογραφικών δεδοµένων υπό καλά ελεγχόµε-

νες συνθήκες ϕωτισµού, οπότε η αυτοµατοποιηµένη ανίχνευση των κενών αφήνεται για

µελλοντική εργασία.

(α) (ϐ)

Σχήµα 2.3: Παραδείγµατα αλλοίωσης σε τµήµατα της τοιχογραφίας ‘Ακολουθία Ανδρών’

από το Ακρωτήρι Θήρας. Λεπτοµέρεια από το κεφάλι (α) και τον κορµό (ϐ) του νεαρού

άνδρα. Εκτός από τα ελλείποντα τµήµατα παρατηρούµε αλλοιώσεις όπως ξεθώριασµα του

χρώµατος και µερική απόξεση της Ϲωγραφικής επιφάνειας.

Μπορεί κανείς να ϑεωρήσει διάφορες επεκτάσεις του προβλήµατος, για παράδειγµα

να υποθέσει ότι η γνώση µας στην περιοχή Ωc περιορίζεται σε µια ϑορυβώδη εκδοχή της

αρχικής εικόνας. Μια προσέγγιση για αυτήν την περίπτωση είναι να αποθορυβοποιήσει

1Οι καθηγητές Szymon Rusinkiewicz και Tim Weyrich προσέφεραν χρήσιµες συµβουλές σχετικά µε τη

δυνατότητα ανάκτησης του τοιχογραφικού αναγλύφου µε ϕωτοµετρικές µεθόδους.



κανείς την αρχική εικόνα σε ένα στάδιο προεπεξεργασίας µε αυτοµατοποιηµένες µεθόδους

αποθορυβοποίησης σαν κι αυτές που συζητάµε στο Κεφάλαιο 4. Μια άλλη προσέγγιση

για το χειρισµό ϑορυβωδών παρατηρήσεων είναι να ϑεωρήσει κανείς σταθµισµένη µάσκα

ενδοσυµπλήρωσης, όπου οι χωρικές παρατηρήσεις σταθµίζονται µε ϐάρη αντιστρόφως α-

νάλογα της έντασης του ϑορύβου, όπως συζητάµε στο Κεφάλαιο 6. Βέβαια, όπως ϕαίνεται

στα παραδείγµατα του Σχ. 2.3, συχνά ο µηχανισµός αλλοίωσης της τοιχογραφίας περι-

λαµβάνει πολυπλοκότερες διαδικασίες όπως ξεθώριασµα του χρώµατος ή µερική απόξεση

της Ϲωγραφικής επιφάνειας. Θεωρώντας αυτές τις περιοχές ως ελλείπουσες και περιλαµ-

ϐάνοντάς τες στη µάσκα ενδοσυµπλήρωσης Ω οδηγεί σε απώλεια πιθανά χρήσιµης πληρο-

ϕορίας. Μοντελοποιώντας τέτοιου είδους αλλοιώσεις ως προσθήκη προσθετικού ϑορύβου

αποτελεί επίσης ϕτωχή προσέγγιση του µηχανισµού αλλοίωσης. Ιδανικά ϑα επιθυµούσε

κανείς να αναπτύξει εξειδικευµένα µοντέλα παρατήρησης που να ανταποκρίνονται στη

ϕυσική διαδικασία ϕθοράς του τοιχογραφικού υποστρώµατος και χηµικής αλλοίωσης των

χρωστικών ουσιών της τοιχογραφίας, αλλά οι σχετικές χηµικές µελέτες [PKSC00] είναι

δύσκολο να οδηγήσουν σε συγκεκριµένα υπολογιστικά µοντέλα χηµικής αλλοίωσης των

χρωµάτων της εικόνας.

2.2 Φωτογράφιση Τοιχογραφιών

Απαραίτητη προϋπόθεση για την πρόοδο της διατριβής ήταν η ύπαρξη λεπτοµερούς

ϕωτογραφικού υλικού από επιλεγµένες τοιχογραφίες προερχόµενες από την ανασκαφή

του Ακρωτηρίου Θήρας. Αν και προϋπήρχε εκτεταµένο ϕωτογραφικό υλικό στη διάθεση

της αρχαιολογικής οµάδας του Ακρωτηρίου Θήρας, αυτό είχε ληφθεί για διαφορετικούς

σκοπούς, µε αποτέλεσµα να µην είναι άµεσα κατάλληλο για τους σκοπούς της ερευνητικής

µας εργασίας. Πιο συγκεκριµένα, το υπάρχον ϕωτογραφικό υλικό

1. είτε είχε ληφθεί για συγκεκριµένες ανάγκες αρχαιολογικής τεκµηρίωσης, οπότε ή-

ταν ανοµοιογενές και κάλυπτε µέρος µόνο των τοιχογραφιών, σε διάφορα στάδια

αποκατάστασής τους, σε διάφορες χρονικές περιόδους στα περίπου 40 χρόνια από

την έναρξη της ανασκαφής ως σήµερα.

2. είτε είχε ληφθεί µε σκοπό την ευρύτερη προβολή/δηµοσιοποίηση των τοιχογραφιών,

και χαρακτηριζόταν από περιορισµένη λεπτοµέρεια ή/και ύστερη ψηφιακή παρέµ-

ϐαση/αποκατάσταση των χρωµάτων των τοιχογραφιών.

Για αυτούς τους λόγους κρίθηκε απαραίτητη η λήψη νέου ϕωτογραφικού υλικού για τις

ανάγκες της διδακτορικής διατριβής.

2.2.1 Αντικείµενο Φωτογράφισης

Για το σκοπό της ϕωτογράφισης των τοιχογραφιών πραγµατοποιήσαµε τρεις επι-

σκέψεις στο εργαστήριο τοιχογραφιών της ανασκαφής Ακρωτηρίου Θήρας (Σεπτέµβριος

2006, Μάιος 2007, Σεπτέµβριος 2008) και µια επίσκεψη στο Εθνικό Αρχαιολογικό

Μουσείο της Αθήνας (ΕΑΜ) (Νοέµβριος 2006), όπου ϕωτογραφήσαµε ένα αντιπροσω-

πευτικό αριθµό συντηρηµένων τοιχογραφιών προερχόµενων από το σύµπλεγµα δωµα-

τίων της Ξεστής 3 και του Κτιρίου Β. Στο Σχ. 2.5 δείχνουµε µια συνολική άποψη της



Σχήµα 2.4: Τµήµα από το τοπογραφικό διάγραµµα του αρχαιολογικού χώρου στο Ακρω-

τήρι Θήρας. Περιλαµβάνονται τα συµπλέγµατα δωµατίων της Ξεστής 3 και του Κτιρίου

Β από τα οποία προέρχονται οι τοιχογραφίες που έχουµε ϕωτογραφήσει. Σχέδιο των

Αξιώτη-Σάλη και Κριτσωτάκη.



κάθε τοιχογραφίας. Επίσης, στον Πίν. 2.1 παραθέτουµε πλήρη κατάλογο µε τις τοι-

χογραφίες που ϕωτογραφήσαµε, περιλαµβάνοντας πληροφορίες για τη ϑέση της σύν-

ϑεσης εντός του κτιρίου µε αναφορά στο τοπογραφικό διάγραµµα 2.4, τις διαστάσεις

του, καθώς και από µια αρχαιολογική παραποµπή όπου ο ενδιαφερόµενος αναγνώ-

στης µπορεί να αναζητήσει περαιτέρω πληροφορίες για την κάθε τοιχογραφία. Αντί-

στοιχος κατάλογος µε τις τοιχογραφίες που έχουν αποτυπωθεί ϐρίσκεται και στην ιστο-

σελίδα http://cvsp.cs.ntua.gr/projects/AkrotiriThera/DataSets. Οι

ϕωτογραφίσεις αυτές έγιναν σε συνεργασία µε την κ. Φραγκούλα Γεώρµα, το ∆ρ. Αν-

δρέα Βλαχόπουλο, τον κ. Μανώλη Χαµαουί (ανασκαφή Ακρωτηρίου Θήρας) και τον κ.

Ματθαίο Αληφραγκή (ΕΜΠ). Η ϕωτογράφιση στο ΕΑΜ έγινε µε την άδεια της κ. Λένιας

Παπάζογλου, υπεύθυνης της προϊστορικής συλλογής του µουσείου.

2.2.2 Στόχοι και ∆ιαδικασία Φωτογράφισης

Η ϕωτογράφιση των τοιχογραφιών έχει γίνει µε τρόπο που να εξασφαλίζει την όσο το δυ-

νατόν λεπτοµερέστερη και πιστότερη ψηφιακή τους αποτύπωση. Αξίζει να σηµειωθεί εδώ

ότι η πιστή ϕωτογράφιση έργων τέχνης αποτελεί από µόνη της ξεχωριστή ερευνητική πε-

ϱιοχή, στην οποία έχουν αναπτυχθεί ιδιαίτερες τεχνικές και χρησιµοποιείται ειδικευµένος

και πολύ ακριβός εξοπλισµός (π.χ. δες το [GBT+02]). Στην περίπτωσή µας περιοριζόµαστε

σε χρήση σχετικά ϕθηνού ηµι-επαγγελµατικού εξοπλισµού ϕωτογράφισης. Πιο συγκε-

κριµένα, σε όλες τις ϕωτογραφίσεις έχουµε χρησιµοποιήσει την ψηφιακή SLR µηχανή

Nikon D70s µε αισθητήρα 6 MPixels και ϕακό Nikon Nikkor µεταβλητής εστιακής από-

στασης 1870mm. Οι ψηφιακές ϕωτογραφίες έχουν αποθηκευθεί τόσο σε ασυµπίεστη

µορφή RAW (γραµµική απόκριση µε περιγραφή 12 bits/χρωµατικό κανάλι) για ϐέλτι-

στη ποιότητα, όσο και σε συµπιεσµένη µορφή JPEG για ευχρηστία. Προσπαθούµε να

υπερβούµε τους περιορισµούς του ϕωτογραφικού εξοπλισµού µας µε λήψη πολλαπλών

ϕωτογραφικών στιγµιοτύπων από κάθε τοιχογραφία, τα οποία και συνενώνουµε σε µωσα-

ϊκά υπερ-υψηλής ανάλυσης µε τεχνικές υπολογιστικής ϕωτογραφίας που περιγράφουµε

στην Ενότ. 2.3.

΄Οσο αφορά τον ϕωτισµό, επιλέξαµε να ϕωτογραφίσουµε τα ϑέµατα µε διάχυτο ϕως

προερχόµενο από λαµπτήρες ϕθορισµού των αιθουσών έκθεσης των τοιχογραφιών. Τού-

το έγινε επειδή δεν είχαµε στη διάθεσή µας ειδικά επαγγελµατικά ϕωτιστικά στοιχεία,

ενώ απλά ϕωτογραφικά ϕλας ϑα δηµιουργούσαν έντονες ανεπιθύµητες ανακλάσεις. Για

την ελαχιστοποίηση του ϑολώµατος της εικόνας εξαιτίας των µακρών χρόνων έκθεσης, ό-

λες οι ϕωτογραφίσεις έγιναν µε χρήση τρίποδα. Για ϐέλτιστη χρωµατική πιστότητα των

γάµµα-διορθωµένων JPEG ϕωτογραφιών, σε κάθε χώρο έγινε αντιστάθµιση λευκού (white

balancing) πριν τη λήψη των ϕωτογραφιών. Τέλος, κάθε πλάνο λήφθηκε σε τρία επίπεδα

ϕωτεινότητας (κανονικό, υποφωτισµένο, υπερφωτισµένο), ώστε να είναι εφικτή η χρήση

τεχνικών ψηφιακής ϕωτογραφίας υψηλού δυναµικού πεδίου ϕωτεινότητας (high dynamic

range).

Καθότι δεν ϑα ήταν σε καµία περίπτωση εφικτό να αποτυπωθεί σε ένα µόνο ϕωτογρα-

ϕικό στιγµιότυπο και σε επαρκή λεπτοµέρεια η κάθε τοιχογραφία, ακολουθήσαµε µια

πολυκλιµακωτή τακτική ϕωτογράφισης. Συγκεκριµένα, ϕωτογραφίσαµε τις τοιχογραφίες

σε τρία επίπεδα:

1. Σε ένα πρώτο αδρό επίπεδο αποτυπώθηκε ολόκληρη η σύνθεση ώστε να γίνεται άµε-

σα αντιληπτό το ϐασικό της µοτίβο (1 πλάνο/τοιχογραφία). Η χωρική ανάλυση που



(α) Κροκοσυλλέκτρια & Πότνια (ϐ) Ακολουθία Ανδρών

(γ) Ακολουθία Γυναικών (δ) Καλαµιώνας

(ε) Σπείρες (στ) Αντιλόπες-Α

(Ϲ) Αντιλόπες-∆ και Β (η) Πυγµάχοι

Σχήµα 2.5: Γενική άποψη των ϕωτογραφηµένων τοιχογραφιών, από την Ξεστή 3 (α-ε) και

από το Κτίριο Β (στ-η). Οι τοιχογραφίες (α-στ) ϐρίσκονται στο εργαστήριο τοιχογραφιών

στο Ακρωτήρι Θήρας και οι (Ϲ-η) στο Εθνικό Αρχαιολογικό Μουσείο. Περισσότερα στοιχεία

για κάθε τοιχογραφία περιλαµβάνονται στον Πίν. 2.1.



Πίνακας 2.1: Λίστα µε στοιχεία των ϕωτογραφηµένων τοιχογραφιών προερχόµενων από

την ανασκαφή Ακρωτηρίου Θήρας. Βρίσκονται στο εργαστήριο τοιχογραφιών της ανασκα-

ϕής, εκτός από αυτές που στη στήλη Κωδικός υποδηλώνεται ΕΑΜ, οι οποίες εκτίθενται

στο Εθνικό Αρχαιολογικό Μουσείο της Αθήνας.

΄Ονοµα
Φωτο

Σχ. 2.5
Κωδ. Θέση

∆ιαστάσεις

(Υ./Π.)(cm)
Παραποµπή

Χρόνος

Φωτογρά-

ϕισης

Σύµπλεγµα δωµατίων Ξεστής 3

Κροκοσυλ-

λέκτρια &

Πότνια

(α) 2038

΄Οροφος 1,

∆ωµ. 3α,

Β. τοίχος

230/322

[Dou92], Σχ.122-

128, σελ. 158-

165

Μάιος-07

Ακολουθία

Ανδρών
(ϐ) 2041

Ισόγειο,

∆ωµ. 3β
192/193

[Dou92], Σχ.109,

112, 113, σελ.

146-149

Σεπ.-06

Ακολουθία

Γυναικών
(γ) 2764

΄Οροφος 1,

∆ωµ. 3β,

Ν. διάδρο-

µος

250/220
[Vla08], Σχ.34,

36, σελ. 461
Σεπ.-06

Καλαµιώνας (δ) 2046

΄Οροφος 1,

∆ωµ. 3β,

∆. τοίχος

248-275
[Vla08], Σχ.22,

σελ. 459
Σεπ.-06

Σπείρες (ε) -
΄Οροφος 2,

Ν. τοίχος
305/355

[Vla08], Σχ.47,

σελ. 464
Σεπ.-08

Σύµπλεγµα δωµατίων Κτιρίου Β

Αντιλόπες-Α (στ) 2807

΄Οροφος 1,

∆ωµ. Β1,

Α. τοίχος

275/180 [Γεώ09] Σεπ.-08

Αντιλόπες-∆ (Ϲ) ΕΑΜ

΄Οροφος 1,

∆ωµ. Β1,

∆. τοίχος

275/200
[Dou92], Σχ.83,

84, σελ. 117-119
Νοέµ.-06

Αντιλόπες-Β (Ϲ) ΕΑΜ

΄Οροφος 1,

∆ωµ. Β1,

Β. τοίχος

141/115
[Dou92], Σχ.82,

σελ. 116
Νοέµ.-06

Πυγµάχοι (η) ΕΑΜ

΄Οροφος 1,

∆ωµ. Β1,

Ν. τοίχος

275/94
[Dou92], Σχ.78-

81, σελ. 111-115
Νοέµ.-06



πετυχαίνουµε µε αυτόν τον τρόπο είναι της τάξης των 30 σηµείων/ίντσα (dots/inch

(dpi)).

2. Σε ένα ενδιάµεσο επίπεδο η κάθε σύνθεση χωρίστηκε σε ένα ιδεατό κάνναβο µέσης

ανάλυσης, κάθε στοιχείο του οποίου κάλυπτε χονδρικά ένα µέρος της σύνθεσης και

ελήφθησαν αντίστοιχες ϕωτογραφίες (περίπου 10 πλάνα/τοιχογραφία) µε επαρκείς

αλληλεπικαλύψεις µεταξύ των πλάνων. Ανάλυση της τάξης των 70 dpi.

3. Τέλος, στο πιο λεπτοµερές επίπεδο η κάθε σύνθεση χωρίστηκε σε ένα ιδεατό κάν-

ναβο λεπτοµερούς ανάλυσης, ώστε να καταγραφεί όσο το δυνατόν µε µεγαλύτερη

πιστότητα η µικροδοµή κάθε τοιχογραφίας (περίπου 30-40 πλάνα µε κάποιο ϐαθ-

µό αλληλεπικάλυψης ανά τοιχογραφία). Με αυτόν τον τρόπο αυξάνουµε περαιτέρω

τη χωρική ανάλυση στα 150 dpi.

Κατά τη λήψη ϕωτογραφιών στο ενδιάµεσο και στο λεπτοµερές επίπεδο ανάλυσης µετα-

κινούσαµε τη ϕωτογραφική µηχανή (κατά µήκος και ύψος) ώστε η ϕωτογράφιση κάθε

τµήµατος να γίνεται µε τον οπτικό άξονα της µηχανής να προβάλλεται υπό σχεδόν ορθή

γωνία στην τοιχογραφία και ϱυθµίζαµε την εστιακή απόσταση ώστε το πλάνο να καλύπτει

το επιθυµητό τµήµα της παράστασης. Παράδειγµα αυτής της πολυκλιµακωτής τεχνικής

ϕωτογράφισης (στιγµιότυπα από την τοιχογραφία ‘Κροκοσυλλέκτρια & Πότνια’, συλλογή

Ακρωτηρίου Θήρας) ϕαίνεται στο Σχ. 2.6. Το σύνολο των ληφθέντων ϕωτογραφιών (γύρω

στις 700) έχει αποθηκευθεί σε οπτικό δίσκο (DVD) και είναι διαθέσιµο σε ερευνητές που

συνεργάζονται µε την Ανασκαφή. Κάθε ψηφιακό αρχείο ϕωτογραφίας συνοδεύεται από

επιπλέον πληροφορίες (EXIF µεταδεδοµένα) που αφορούν τη λήψη της, όπως ακριβή η-

µεροµηνία και ώρα λήψης, τεχνικές πληροφορίες για τη λήψη (για παράδειγµα, εστιακή

απόσταση, άνοιγµα διαφράγµατος, ταχύτητα κλείστρου, ευαισθησία αισθητήρα).

2.3 Σύνθεση Τοιχογραφικών Μωσαϊκών Υπερ-Υψηλής

Ανάλυσης

Η πολυκλιµακωτή τεχνική ϕωτογράφισης που µόλις περιγράψαµε µας εξασφαλίζει ότι

αφενός ολόκληρη η τοιχογραφική σύνθεση περιλαµβάνεται σε µια ϕωτογραφία αδρής κλί-

µακας και αφετέρου κάθε σηµείο της τοιχογραφίας έχει αποτυπωθεί σε υψηλή ανάλυση

σε τουλάχιστον µία από τις ϕωτογραφίες λεπτοµερούς κλίµακας που περιλαµβάνει τον πε-

ϱίγυρό του. ΄Εχοντας στη διάθεσή µας το σύνολο αλληλεπικαλυπτόµενων ϕωτογραφικών

λήψεων από κάθε τοιχογραφία, προχωρήσαµε στην δηµιουργία ενός ενιαίου ψηφιακού

τοιχογραφικού µωσαϊκού ανά τοιχογραφία, που καλύπτει ολόκληρη την έκταση της σύν-

ϑεσης και περιγράφει κάθε σηµείο της στη µέγιστη χωρική ανάλυση που περιέχεται στις

ϕωτογραφίες λεπτοµερούς κλίµακας.

΄Ισως η πιο γνωστή εφαρµογή όπου συνδυάζει κανείς πολλαπλές επιµέρους ϕωτογρα-

ϕίες για τη δηµιουργία µιας συνθετικής εικόνας είναι η πανοραµική ϕωτογραφία. Τυπικό

παράδειγµα πανοραµικής ϕωτογράφισης είναι η δηµιουργία κυλινδρικού πανοράµατος,

Σχ. 2.7(α,γ). Για αυτό λαµβάνουµε πολλαπλές ϕωτογραφίες µιας σκηνής περιστρέφον-

τας σταδιακά την κάµερα γύρω από άξονα που διέρχεται από το οπτικό της κέντρο, µε

αποτέλεσµα η συνθετική εικόνα να διαθέτει οριζόντιο εύρος οπτικού πεδίου 360◦. Μια

άλλη έκφανση της πανοραµικής ϕωτογραφίας είναι το γραµµικό πανόραµα, Σχ. 2.7(ϐ,δ).
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Σχήµα 2.6: Παράδειγµα πολυκλιµακωτής ϕωτογράφισης (τοιχογραφία ‘Κροκοσυλλέκτρια

& Πότνια’, συλλογή Ακρωτηρίου Θήρας)· η λεπτοµέρεια αυξάνει από πάνω (αδρό επίπε-

δο) προς τα κάτω (λεπτοµερές επίπεδο). Το γαλάζιο περίγραµµα δηλώνει το τµήµα της

τοιχογραφίας στο οποίο επικεντρωνόµαστε στο αµέσως πιο λεπτοµερές πλάνο.



(α) (ϐ)

(γ)

(δ)

Σχήµα 2.7: Παραδείγµατα πανοραµικής ϕωτογράφισης. ∆ιάταξη ϕωτογράφισης και απο-

τέλεσµα σύνθεσης για κυλινδρικό (α,γ) και γραµµικό πανόραµα (ϐ,δ). Το (δ) απεικονίζει

τα κτίρια σε µια οδό του San Fransisco και είναι µέρος του πονήµατος Seamless City του

καλλιτέχνη Michael Koller.

Σε αντιδιαστολή µε το κυλινδρικό πανόραµα, στο γραµµικό πανόραµα η κάµερα κινείται

µεταφορικά µε τον οπτικό της άξονα να διατηρεί σταθερή διεύθυνση. Η συνθετική εικόνα

µπορεί να καλύπτει σκηνές πολύ µεγάλου µήκους. Από τις πιο εντυπωσιακές εφαρµογές

της τεχνικής γραµµικού πανοράµατος είναι το πόνηµα (project) Seamless City του καλ-

λιτέχνη Michael Koller, που σκοπό έχει να αποτυπώσει της προσόψεις όλων των κτιρίων

του San Fransisco σε ένα γιγαντιαίο πανόραµα, http://www.seamlesscity.com.

Κατά την ϕωτογράφιση των τοιχογραφιών, η γεωµετρική διάταξη υπό την οποία έχουµε

λάβει τα πολλαπλά στιγµιότυπα κάθε σύνθεσης είναι παρόµοια µε αυτήν του γραµµι-

κού πανοράµατος, µε τη διαφοροποίηση ότι επιτρέπουµε και κατακόρυφες µετατοπίσεις

της κάµερας και επίσης µεταξύ των επιµέρους ϕωτογραφιών επιτρέπουµε αλλαγές στην

απόσταση κάµερας-σκηνής, στα γεωµετρικά και στα ϕωτοµετρικά χαρακτηριστικά της

έκθεσης.

Αν και πανοραµικές τεχνικές µε χρήση ειδικών ϕωτογραφικών µηχανών ή τεχνικών

επεξεργασίας ϕιλµ είναι γνωστές σχεδόν από τις απαρχές της ϕωτογραφίας το 19ο αιώ-

να, η δηµιουργία ϕωτογραφικών µωσαϊκών έχει ϕτάσει σε νέα επίπεδα ευχρηστίας και

ποιότητας τα τελευταία µόνο χρόνια. Η καταγραφή ψηφιακών ϕωτογραφικών δεδοµένων

και η δυνατότητα ψηφιακής επεξεργασίας τους επιτρέπουν την υπολογιστική σύνθεση

πανοραµικών ϕωτογραφιών υψηλής ποιότητας, όπως αναλύεται διεξοδικά στο [Sze06]. Σε

ένα ευρύτερο πλαίσιο, υπολογιστικές τεχνικές έχουν παρεισφρήσει σε όλα τα στάδια της

ϕωτογράφισης. Ελέγχοντας ψηφιακά το ϕωτισµό, τα οπτικά χαρακτηριστικά της κάµερας

και την επεξεργασία της εικόνας µπορεί κανείς να πετύχει εντυπωσιακά ϕωτογραφικά

αποτελέσµατα. Τέτοιες µέθοδοι συνιστούν την αναδυόµενη περιοχή της υπολογιστικής

ϕωτογραφίας (computational photography) [DS07].

Στο συγκεκριµένο πλαίσιο της εφαρµογής µας, προκειµένου να συρράψουµε ψηφιακά



(α) (ϐ)

(γ) (δ)

(ε) (στ)

(Ϲ) (η)

Σχήµα 2.8: Κύρια ϐήµατα κατά τη σύνθεση ϕωτογραφικών µωσαϊκών υπερ-υψηλής ανά-

λυσης. (α & ϐ) Αρχική αδρή ϕωτογραφία και ανορθωµένη εκδοχή της. (γ & δ) Αντίστοιχα

σηµεία-κλειδιά σε ϕωτογραφίες αδρής και µέσης κλίµακας αυτόµατα εντοπισµένα ύστερα

από ταίριασµα SIFT περιγραφέων. (ε & στ) Φωτογραφίες µέσης και λεπτοµερούς κλίµακας

αυτόµατα τοποθετηµένες επί της αρχικής αδρής ϕωτογραφίας. (Ϲ & η) Μωσαϊκό υψηλής

ανάλυσης πριν και µετά τη διαδικασία οµαλής µείξης.



το σύνολο των ϕωτογραφικών στιγµιοτύπων κάθε τοιχογραφίας σε ένα γιγαντιαίο ψηφιακό

µωσαϊκό υπερ-υψηλής ανάλυσης ανά τοιχογραφία, ακολουθήσαµε µια σειρά από ϐήµατα

που περιγράφουµε στη συνέχεια αναφερόµενοι στο Σχ. 2.8:

1. ∆ιόρθωση οπτικών ατελειών του συγκεκριµένου ϕακού που χρησιµοποιούµε µε ϐά-

ση κατάλληλο παραµετρικό µοντέλο της οπτικής παραµόρφωσης που εισάγει (οι

παράµετροι που χρησιµοποιήσαµε προέρχονται από τη ϐάση ϐαθµονόµησης len

sfun). Κατόπιν ανόρθωση ϕωτογραφίας αδρής κλίµακας µε διόρθωση της προοπτι-

κής παραµόρφωσης, καθορίζοντας µια οριζόντια και µια κατακόρυφη γραµµή στη

ϕωτογραφία.

2. Εύρεση αντίστοιχων σηµείων-κλειδιών µεταξύ των στιγµιοτύπων, που επιτρέπουν

τη συστοίχιση όλων των στιγµιοτύπων σε ένα ενιαίο σύνολο. Η διαδικασία αυτή

που παραδοσιακά ήταν ιδιαίτερα χρονοβόρα γιατί απαιτούσε εµπλοκή του χρήστη

έχει πλέον σχεδόν αυτοµατοποιηθεί. Με χρήση µοντέρνων τεχνικών της όρασης

υπολογιστών είναι πλέον δυνατόν να εντοπίζονται σηµεία ενδιαφέροντος της εικόνας

και να περιγράφονται µε χρήση χαµηλοδιάστατων διανυσµάτων χαρακτηριστικών.

Κατόπιν είναι εφικτή η αξιόπιστη αναζήτηση αντίστοιχων σηµείων σε δύο εικόνες

µε εύρεση γειτόνων στο χώρο των χαρακτηριστικών. Στην προκειµένη περίπτωση

κάνουµε χρήση των σηµείων ενδιαφέροντος τύπου κηλίδας (blob) του [Lin98] και του

SIFT περιγραφητή [Low04], συνδυασµός που έχει αποδειχθεί ιδιαίτερα αποδοτικός

στην πανοραµική ϕωτογράφιση [BL07].

3. Βελτιστοποίηση των ελεύθερων παραµέτρων του συστήµατος, όπως ϑέση και γωνίες

σκόπευσης της κάµερας κατά τη λήψη κάθε ϕωτογραφικού στιγµιοτύπου ώστε να

ευθυγραµµίζονται όσο το δυνατόν καλύτερα τα σηµεία ενδιαφέροντος που έχουν ή-

δη αντιστοιχηθεί. Στην πράξη εµφανίζονται κάποιες ϕορές δυσκολίες εξαιτίας είτε

λόγω έκτοπων (outlier) αντιστοιχίσεων, είτε λόγω απουσίας επαρκούς αριθµού αν-

τιστοιχίσεων µεταξύ ελαφρά αλληλεπικαλυπτόµενων πλάνων, είτε λόγω έναρξης της

διαδικασίας επαναληπτικής ϐελτιστοποίησης από κακή αρχική συνθήκη. ΄Εχουµε

ϐρει ότι ϐελτιστοποιώντας τις παραµέτρους του µοντέλου αντιστοίχισης περιλαµβά-

νοντας πρώτα τις λήψεις µέσης κλίµακας και ύστερα προσθέτοντας τις λεπτοµερείς

λήψεις καθιστά τη διαδικασία πολύ πιο εύρωστη. Επίσης, η ύπαρξη αδρών λήψεων

αποτρέπει τη σταδιακή συσσώρευση µικρών σφαλµάτων αντιστοίχισης που συναν-

τάται συχνά όταν χρησιµοποιούνται αποκλειστικά λεπτοµερείς λήψεις.

4. Ρύθµιση ϕωτοµετρικών παραµέτρων ώστε να αντισταθµίζονται πιθανές διαφορές στο

χρόνο έκθεσης ή/και στο άνοιγµα διαφράγµατος µεταξύ γειτονικών λήψεων.

5. Ακολουθεί τέλος η συγκόλληση των αντιστοιχισµένων ϕωτογραφιών ώστε να δη-

µιουργηθεί ένα ενιαίο µωσαϊκό δίχως εµφανείς ϱαφές. Αυτό επιτυγχάνεται µε στα-

διακή ανάµειξη γειτονικών εικόνων στο πεδίο Λαπλασιανών πυραµίδων [BA83b].

Η όλη διαδικασία διενεργήθηκε µε χρήση ελεύθερου λογισµικού, όπως το Hugin, το

Enblend, και το Panorama Tools. Το τελικό αποτέλεσµα είναι ένα ενιαίο µωσαϊκό για

κάθε τοιχογραφία, µε επιφάνεια της τάξης των 250 MPixels. Η χωρική ανάλυση που

πετυχαίνουµε είναι της τάξης των 150 dpi, που µας επιτρέπει να εστιάσουµε σε µικρές

λεπτοµέρειες επί των τοιχογραφιών. Το µωσαϊκό αποθηκεύεται σε TIFF αρχείο µε µέγεθος

της τάξης των 500 MB.



(α) (ϐ)

Σχήµα 2.9: Παράδειγµα πλοήγησης εντός της τοιχογραφίας ‘Κροκοσυλλέκτρια & Πότνια’.

Το ιδιαίτερα µεγάλο µέγεθος αρχείου δυσχεραίνει τη διαχείριση, το µοίρασµα, και

την πλοήγηση εντός του προκύπτοντος τοιχογραφικού µωσαϊκού. Προκειµένου να διευ-

κολύνουµε την πρόσβαση των συνεργαζόµενων αρχαιολόγων και µελετητών των τοιχο-

γραφιών σε αυτόν τον χρήσιµο πόρο, έχουµε αναπτύξει στον ιστότοπο του εργαστη-

ϱίου µια εφαρµογή πελάτη-εξυπηρετητή ϐασισµένη στο ελεύθερο λογισµικό IIPImage

που διευκολύνει την πλοήγηση µέσω διαδικτύου σε τέτοιες εικόνες υπερ-υψηλής ανά-

λυσης. ΄Ενα παράδειγµα πλοήγησης εντός της τοιχογραφίας ‘Κροκοσυλλέκτρια & Πότ-

νια’ όπου ο χρήστης επικεντρώνεται στη µελέτη του περιδέραιου της γυναικείας ϑεϊκής

µορφής απεικονίζεται στο Σχ. 2.9. Ο αναγνώστης ενθαρρύνεται να επισκεφθεί την ιστο-

σελίδα http://cvsp.cs.ntua.gr/projects/AkrotiriThera/DataSets όπου

µπορεί να περιηγηθεί σε µωσαϊκά υπερ-υψηλής ανάλυσης κάποιων από τις τοιχογραφίες

που έχουµε αποτυπώσει και να αποκτήσει αίσθηση της πιστότητας µε την οποία έχουν

αποτυπωθεί οι συνθέσεις (username: penedthera, password: pe20ned03).

Η προσέγγιση που έχουµε ακολουθήσει στην εργασία µας για αποτύπωση έργων

τέχνης σε υπερ-υψηλή ανάλυση µε χρήση απλού ϕωτογραφικού εξοπλισµού και ύ-

στερη συρραφή των στιγµιοτύπων σε ένα ενιαίο µωσαϊκό ϕαίνεται να κερδίζει ευρύτε-

ϱα έδαφος ως εναλλακτική µεθόδων που απαιτούν ειδικευµένο εξοπλισµό υψηλού κό-

στους. Είναι αξιοσηµείωτο πως πριν από µερικούς µήνες (Ιανουάριος 2009) ανακοι-

νώθηκε από τη Google ότι αποτυπώθηκαν µε παρόµοιες τεχνικές κάποιοι από τους

γνωστότερους πίνακες Ϲωγραφικής που εκτίθενται στο Μουσείο Prado της Μαδρίτης,

http://www.google.com/intl/en/landing/prado· τα προκύπτοντα µωσαϊκά

είναι προσβάσιµα µέσω της υπηρεσίας Google Earth. Περαιτέρω, η ευκολία µε την ο-

ποία µπορεί κανείς να δηµιουργήσει ψηφιακά πανοραµικές εικόνες άριστης ποιότητας

έχει οδηγήσει στη δηµιουργία µιας δυναµικής κοινότητας ϕωτογράφων που µοιράζονται

διαδικτυακά τις πανοραµικές ϕωτογραφίες που δηµιουργούν, http://gigapan.org.

Η κοινότητα αυτή αποτελεί τον πυρήνα µιας αναδυόµενης αγορά εξειδικευµένων προϊόν-

των υλικού/λογισµικού χαµηλού κόστους ειδικά σχεδιασµένων ώστε να διευκολύνουν τη

διαδικασία λήψης και συρραφής ϕωτογραφικών πανοραµάτων.



Κεφάλαιο 3

Πολυπλεγµατικοί Αλγόριθµοι για

Κατάτµηση και Ενδοσυµπλήρωση µε

Μοντέλα Μερικών ∆ιαφορικών

Εξισώσεων

Οι Μερικές ∆ιαφορικές εξισώσεις – Μ∆Ε (Partial Differential Equations – PDE) επινοή-

ϑηκαν αρχικά για να περιγράψουν ϑεµελιώδη ϕυσικά ϕαινόµενα και αποτελούν περιοχή

στενής επαφής των µαθηµατικών µε τη ϕυσική [CH53]. Το γεγονός ότι ϑεµελιώδεις Μ∆Ε

περιγράφουν ϕυσικά ϕαινόµενα σηµαίνει ότι µπορεί κανείς να αποκτήσει ϕυσική διαί-

σθηση για τη συµπεριφορά της λύσης τους, καθοδηγώντας έτσι την ανάπτυξη µοντέλων

Μ∆Ε µε επιθυµητές ιδιότητες για την περιγραφή και µη-ϕυσικών διεργασιών. Μία ακόµη

εξήγηση της ευρείας χρήσης των Μ∆Ε έγκειται στο γεγονός ότι ανακύπτουν κατά την ελα-

χιστοποίηση γενικευµένων συναρτησιακών ενέργειας µε τεχνικές µεταβολικού λογισµού

(variational calculus) [Wei74].

Η χρήση µοντέλων Μ∆Ε και τεχνικών µεταβολικού λογισµού στην όραση υπολογιστών

είναι ευρεία. ΄Ισως η πρώτη πετυχηµένη εφαρµογή Μ∆Ε στην όραση υπολογιστών, ήδη

από τη δεκαετία του ΄70, είναι η µέθοδος του Horn για εκτίµηση του σχήµατος από τη

σκίαση [HB89], η οποία µάλιστα ϐασίζεται σε ένα απλοποιηµένο ϕυσικό µοντέλο της αλ-

ληλεπίδρασης ϕωτισµού και επιφάνειας αντικειµένων. Μεταβολικές τεχνικές εισήχθησαν

στην όραση υπολογιστών κατά τη δεκαετία του ΄80. Παραδείγµατα είναι το µοντέλο των

Horn και Schunck για υπολογισµό της οπτικής ϱοής [HS81], η σύνδεση του γκαουσια-

νού χώρου κλίµακας µε την εξίσωση διάχυσης από τον Koenderink [Koe84], το µοντέλο

των Mumford και Shah για συνδυασµένη κατάτµηση/απλοποίηση εικόνων [MS89b], κα-

ϑώς και µια σειρά µεθόδων για ανακατασκευή 3-∆ επιφανειών από οπτική πληροφορία

[Gri83, PTK85, Ter88, BZ87].

Αποφασιστική για την περαιτέρω καθιέρωση των τεχνικών Μ∆Ε και µεταβολικού λογι-

σµού στην όραση υπολογιστών ήταν η µεγάλη εξάπλωση ορισµένων ιδιαίτερα σηµαντικών

µεθόδων εκφρασµένων σε ϕορµαλισµό Μ∆Ε, που είναι αφενός οι χώροι κλίµακας (scale

spaces) και αφετέρου τα επιπεδοσύνολα (levelsets) και οι µη-γραµµικές γεωµετρικές

Μ∆Ε.

Ο χώρος κλίµακας είναι µια µονοπαραµετρική οικογένεια που περιλαµβάνει µια αρ-

χική εικόνα και διαδοχικά απλοποιηµένες εκδοχές της, που αντιστοιχούν σε µια αυξανό-
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µενη συνεχή παράµετρο κλίµακας. Η ενσωµάτωση ιδεών από χώρους κλίµακας επιτρέπει

τη σχεδίαση συστηµάτων όρασης υπολογιστών που διέπονται από την αρχή του αναλλοί-

ωτου κλίµακας (scaleinvariance) και για αυτό αποτελεί συστατικό στοιχείο σύγχρονων

τεχνικών ανίχνευσης αντικειµένων [Lin98, Low04]. Οι χώροι κλίµακας αποτελούν επί-

σης το ϕυσικό πλαίσιο για την ιεραρχική επεξεργασία εικόνων, αφού σε αδρές κλίµακες

µόνο τα πιο κυρίαρχα αντικείµενα παραµένουν εµφανή. Αν και ο χώρος κλίµακας ό-

πως πρωτοεισήχθηκε από τον Witkin παράγεται µε ϐαθυπερατό ϕιλτράρισµα της εικόνας

µε ισοτροπικούς πυρήνες Gauss αυξανόµενου χωρικού εύρους [Wit83], γρήγορα έγι-

νε ϕανερό ότι ισοδύναµα ο ίδιος χώρος κλίµακας µπορεί να ϑεωρηθεί ως η εξέλιξη της

λύσης της ισοτροπικής και οµογενούς Μ∆Ε διάχυσης ϑερµότητας [Koe84]. Σηµαντι-

κές επακόλουθες επεκτάσεις ήταν οι χώροι κλίµακας παραγόµενοι από µη-γραµµικές

[PM90, CLMC92, ALM92, BM94] και ανισοτροπικές [Wei98] Μ∆Ε διάχυσης. Περισσότε-

ϱες λεπτοµέρειες για µη-γραµµικές και ανισοτροπικές Μ∆Ε διάχυσης Θα εξεταστούν στην

Ενότητα 3.2.

Τα επιπεδοσύνολα [OS88] συνιστούν έναν έµµεσο τρόπο αναπαράστασης περιγραµ-

µάτων, ως σύνολο τοµής επιφάνειας και επιπέδου. Κύρια τους πλεονεκτήµατα είναι η

ευκολία χειρισµού τοπολογικών αλλαγών του περιγράµµατος και ο γεωµετρικός τους χα-

ϱακτήρας, µε την έννοια ότι υπερβαίνουν την εξάρτηση από την παραµετροποίηση της

καµπύλης που είναι εγγενής σε προγενέστερα παραµετρικά µοντέλα καµπυλών. Για αυ-

τούς τους λόγους τα επιπεδοσύνολα χρησιµοποιούνται ως αναπαράσταση στα µοντέλα γε-

ωµετρικών ενεργών περιγραµµάτων, µιας ιδιαίτερα σηµαντικής κατηγορίας τεχνικών για

κατάτµηση εικόνων που παρουσιάζουµε αναλυτικά στην Ενότητα 3.1. Η έννοια του επιπε-

δοσυνόλου είναι πάντως προγενέστερη της χρήσης της στο [OS88], παίζοντας σηµαντικό

ϱόλο στη µαθηµατική µορφολογία ήδη από τη δεκαετία του ΄70 [Ser82]. Συγκεκριµένα, η

έννοια του επιπεδοσυνόλου είναι ϑεµελιώδης κατά τη µετάβαση από δυαδικούς (δηλ. που

δέχονται ως είσοδο σύνολα) σε γκρίζους (δηλ. που δέχονται ως είσοδο συνεχείς συναρτή-

σεις) επίπεδους µορφολογικούς τελεστές [Μαρ02]. Σε αυτό το πλαίσιο ιδεών που αναλύεται

διεξοδικά στο [Mar05] εντάσσεται και η περιγραφή ϐασικών γεωµετρικών µορφολογικών

πράξεων όπως είναι η συστολή/διαστολή 2-∆ σχηµάτων µε χρήση µη-γραµµικών Μ∆Ε που

επιτρέπουν χρήση συνεχούς κλίµακας [BM94], καθώς και ο µετασχηµατισµός απόστασης

(distance transform).

Η ερευνητική µας συνεισφορά στις περιοχές αυτές, όπως ϑα παρουσιαστεί στην Ε-

νότητα 3.3, έγκειται στην ανάπτυξη νέων πολυπλεγµατικών (multigrid) αλγορίθµων για

την ταχεία αριθµητική επίλυση τόσο µοντέλων γεωµετρικών ενεργών περιγραµµάτων,

µε εφαρµογή στην κατάτµηση εικόνων, όσο και µοντέλων ανισοτροπικών µη-γραµµικών

Μ∆Ε, µε εφαρµογή στην ενδοσυµπλήρωση εικόνων. Σχετικές δηµοσιεύσεις µας είναι οι

[PM04, PM07].

3.1 Κατάτµηση µε Μερικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις: Γε-

ωµετρικά Μοντέλα Ενεργών Περιγραµµάτων

Τα ενεργά περιγράµµατα (active contours/snakes) είναι από τα πιο σηµαντικά εργα-

λεία της όρασης υπολογιστών. Εισήχθησαν στο [KWT88] και έχουν χρησιµοποιηθεί στην

ανάλυση εικόνων και ϐίντεο σε εφαρµογές όπως ανίχνευση περιγραµµάτων και παρακο-

λούθηση αντικειµένων [BI98].



Παρά την ευρεία του αποδοχή, το αρχικό παραµετρικό µοντέλο ενεργών περιγραµ-

µάτων έχει σηµαντικά µειονεκτήµατα. Αφενός, οι ιδιότητες του µοντέλου εξαρτώνται όχι

µόνο από τη γεωµετρία της καµπύλης, αλλά και από την παραµετροποίησή της, κα-

ϑιστώντας το µη-γεωµετρικό. Αφετέρου, είναι δύσκολο να χειριστεί κανείς αριθµητικά

τοπολογικές αλλαγές στη γεωµετρία της εξελισσόµενης καµπύλης· το Ϲήτηµα αυτό αν-

τιµετωπίστηκε ικανοποιητικά µόνο σχετικά πρόσφατα [MT00]. Τα µοντέλα γεωµετρικών

ενεργών περιγραµµάτων (geometric active contours), αρχικές εκδοχές των οποίων παρου-

σιάστηκαν στα [CCCD93, MSV95] και περαιτέρω εξελίχθηκαν µε τη µορφή των γεωδετι-

κών ενεργών περιγραµµάτων (geodesic active contours) [CKS97, YKK+97], υπερβαίνουν

τις προαναφερθείσες αδυναµίες των παραµετρικών µοντέλων. Στα γεωδετικά ενεργά περι-

γράµµατα η εξέλιξη της καµπύλης καθορίζεται µε ελαχιστοποίηση του γεωδετικού µήκους

της καµπύλης, το οποίο υπολογίζεται σε κατάλληλο χώρο εφοδιασµένο µε µια µετρική

εξαρτώµενη από χαρακτηριστικά της εικόνας. Καθότι δεν υπεισέρχεται κάποια αυθαίρε-

τη παραµετροποίηση της καµπύλης το συγκεκριµένο µοντέλο είναι καθαρά γεωµετρικό.

Πέρα από ενδείξεις ακµών (edge cues), εµπλουτίζοντας το µοντέλο µε χωρικές ενδείξεις

(region cues) έχει οδηγήσει σε µια σειρά από ιδιαίτερα επιτυχηµένα σύγχρονα µοντέ-

λα γεωµετρικών ενεργών περιγραµµάτων. Κάποια από αυτά, π.χ. τα [CV01, TYW01],

έλκουν την καταγωγή τους από το καρτούν µοντέλο εικόνας των Mumford και Shah

[MS89b]. Μια άλλη κατηγορία µοντέλων ϐασισµένων σε χωρικές ενδείξεις αποτελούν µε-

τεξελίξεις του στατιστικού µοντέλου των Zhu και Yuille [ZY96]· ενδεικτικά αναφέρουµε τα

[PD02, RBD03, JBBA03, KEM09], που πετυχαίνουν επιδόσεις αιχµής (stateoftheart)

σε κατάτµηση ϐασισµένη στην υφή ή την κίνηση αντικειµένων. Πρότερη πληροφορία

για το σχήµα αντικειµένων µπορεί επίσης να ενσωµατωθεί στο ϕορµαλισµό αυτό και να

καθοδηγήσει κατάλληλα την εξέλιξη της καµπύλης, οδηγώντας σε µεθόδους κατάτµη-

σης ανθεκτικές σε σηµαντικές αλλοιώσεις της εικόνας ή αλληλεπικαλύψεις αντικειµένων

[LGF00, CTWS02, RP02, KM05].

Οι περισσότερες αριθµητικές υλοποιήσεις γεωµετρικών ενεργών περιγραµµάτων ϐα-

σίζονται στη µέθοδο των επιπεδοσυνόλων των Osher και Sethian [OS88] στην οποία το

ενεργό περίγραµµα καθορίζεται έµµεσα ως το µηδενικό επιπεδοσύνολο µιας ϐαθµωτής

συνάρτησης εµβύθισης (embedding) µε πεδίο ορισµού το επίπεδο της εικόνας. Τούτο

επιτρέπει αλλαγές στην τοπολογία της καµπύλης µε πολύ ϕυσικότερο τρόπο σε σχέση

µε τα παραµετρικά ενεργά περιγράµµατα. Για συγκεκριµένες ειδικές περιπτώσεις ενερ-

γών περιγραµµάτων, µπορεί εναλλακτικά να χρησιµοποιήσει κανείς τεχνικές επίλυσης

ϐασισµένες σε µεθόδους τοµής γράφων (graph cuts) [KB05] ή συντοµότερου µονοπατιού

(minimal paths) [CK97]. Καθότι όµως οι αντίστοιχες µέθοδοι δεν είναι τόσο γενικά εφαρ-

µόσιµες όσο τα επιπεδοσύνολα δεν ϑα µας απασχολήσουν περαιτέρω εδώ.

Παρόλα τα πλεονεκτήµατα της µεθόδου των επιπεδοσυνόλων, το υπολογιστικό της

κόστος µπορεί να είναι µεγάλο, καθιστώντας την προβληµατική για εφαρµογές πραγµα-

τικού χρόνου. ∆ιάφορες προσεγγίσεις έχουν προταθεί που ϐελτιώνουν τις υπολογιστικές

ιδιότητες της µεθόδου. Με χρήση τεχνικών στενής Ϲώνης (narrow band), οι υπολογι-

σµοί περιορίζονται στη γειτονιά του εξελισσόµενου περιγράµµατος· το αντίτιµο είναι ότι

απαιτείται κάποιος µηχανισµός επανακαθορισµού της υπολογιστικής Ϲώνης κατά τη µε-

τακίνηση του περιγράµµατος [Set99, SSO94, PMO+99]. Εξελίσοντας την καµπύλη δια-

δοχικά ξεκινώντας από αδρές και προχωρώντας σε πιο λεπτοµερείς κλίµακες µε χρήση

πυραµιδικών δοµών επίσης οδηγεί σε ταχύτερη υλοποίηση [GGCV95]. ∆ιαχωρίσιµα αριθ-

µητικά σχήµατα όπως ο Προσθετικός ∆ιαχωρισµός Τελεστών (Additive Operator Splitting



– AOS) [LNT91, WtHRV98] έχουν προσαρµοστεί στο πρόβληµα των ενεργών γεωδαιτικών

περιγραµµάτων για να χαλαρώσουν τον περιορισµό, εγγενή στα άµεσα (explicit) αριθµη-

τικά σχήµατα, ως προς το µέγιστο χρονικό ϐήµα εξέλιξης της καµπύλης που εξασφαλίζει

αριθµητική ευστάθεια [GKRR01, WK03]. Αν και το AOS σχήµα έχει καλές ιδιότητες ευ-

στάθειας, όταν συνδυάζεται µε µεγάλο χρονικό ϐήµα µπορεί να οδηγήσει σε διαχωριστικά

ψεύδεργα (splitting artifacts) εξαιτίας έλλειψης περιστροφικής συµµετρίας. Συνεπώς,

εκτός και αν ϑυσιάσουµε την πιστότητα της αριθµητικής προσέγγισης, ο αριθµός των

επαναλήψεων που απαιτούνται για τη σύγκλιση του περιγράµµατος παραµένει σχετικά

µεγάλος.

Η εργασία µας προτείνει αποδοτικούς πολυπλεγµατικούς αλγορίθµους για την επί-

λυση µιας ευρείας κατηγορίας µοντέλων γεωµετρικών ενεργών περιγραµµάτων. Οι προ-

τεινόµενοι αλγόριθµοι, επειδή συνδυάζονται µε εγγενώς 2-∆ (µη-διαχωρίσιµα) σχήµατα

χωρικής διακριτοποίησης, διατηρούν την ακρίβειά τους και επιδεικνύουν πολύ καλές

ιδιότητες ευστάθειας και περιστροφικής συµµετρίας ακόµη και όταν εφαρµόζονται µε ι-

διαίτερα µεγάλο χρονικό ϐήµα στην αριθµητική εξέλιξη της καµπύλης. Τούτο επιτρέπει

την ταχεία εξέλιξη και σύγκλιση της καµπύλης µετά από πολύ λίγες επαναλήψεις.

Στα προτεινόµενα αριθµητικά σχήµατα κάνουµε σαφή διάκριση µεταξύ των σχετι-

Ϲόµενων µε την καµπυλότητα του περιγράµµατος εσωτερικών δυνάµεων, σχεδιασµένων

να διατηρούν την οµαλότητα της καµπύλης, και των υπόλοιπων ειδικών για κάθε µο-

ντέλο εξωτερικών δυνάµεων, σχεδιασµένων να καθοδηγούν την καµπύλη ανάλογα µε το

περιεχόµενο της εικόνας. Η διάκριση αυτή επιβάλλεται επειδή οι εσωτερικές δυνάµεις

είναι αριθµητικά ιδιαίτερα δύσκαµπτες (stiff ), δηλαδή απαιτούν ειδικό χειρισµό για να

προσοµοιωθούν µε ευστάθεια. ΄Ετσι, χειριζόµαστε τις εσωτερικές δυνάµεις µε έµµεσα

(πεπλεγµένα) αριθµητικά σχήµατα, ενώ τις εξωτερικές µε άµεσα. Το υβριδικό έµµεσο-

άµεσο [ARW95] σχήµα που προκύπτει συνδυάζει σε ένα ισχυρό µείγµα την ευστάθεια των

έµµεσων σχηµάτων και την ευελιξία των άµεσων σχηµάτων.

Κλειδί για την επιτυχία των προτεινόµενων αλγορίθµων είναι η αποδοτική επίλυση

ενός µεγάλου αλλά αραιού γραµµικού συστήµατος εξισώσεων που ανακύπτει σε κάθε

χρονικό ϐήµα εξέλιξης του περιγράµµατος. Για αυτόν τον σκοπό εφαρµόζουµε πολυ-

πλεγµατικές τεχνικές [TOS01], επεκτείνοντας το πλαίσιο εφαρµογής ανάλογων µεθόδων

από άλλους συγγραφείς [Act98, KKY04]. Το υπολογιστικό κόστος της πολυπλεγµατι-

κής λύσης ανά ϐήµα εξέλιξης του περιγράµµατος είναι ανάλογο µε το αντίστοιχο κόστος

που συνοδεύει τη χρήση διαχωρίσιµων σχηµάτων. Παρόλα αυτά το συνολικό υπολογιστι-

κό κόστος ως τη σύγκλιση του περιγράµµατος είναι τυπικά αισθητά µικρότερο λόγω του

µειωµένου αριθµού των απαιτούµενων επαναλήψεων, απόρροια του µεγαλύτερου ανεκτού

χρονικού ϐήµατος. Συµπληρωµατικά, δείχνουµε ότι οι προτεινόµενες πολυπλεγµατικές

τεχνικές συνδυάζονται ευνοϊκά µε αποδοτικούς αλγορίθµους [FH04] για υπολογισµό του

µετασχηµατισµού απόστασης, που επίσης απαιτείται σε κάθε ϐήµα εξέλιξης του περι-

γράµµατος. Αξίζει να σηµειωθεί ότι οι προτεινόµενοι αλγόριθµοι είναι συµβατοί µε τις

προαναφερθείσες τεχνικές στενού εύρου Ϲώνης και πυραµιδικής επιτάχυνσης της εξέλιξης

της καµπύλης.



3.1.1 Ενοποιηµένη Θεώρηση Γεωµετρικών Μοντέλων Ενεργών Πε-

ϱιγραµµάτων

Θεωρούµε µια καµπύλη C που κείται στο επίπεδο της εικόνας και έχει µήκος L(C)

και έστω ~C(s) ≡ (x(s), y(s)) : [0, L(C)]→ R2 η ϕυσική της παραµετροποίηση, µε χρήση

του µήκους τόξου s ως παραµέτρου. Θεωρούµε επίσης τη συνάρτηση I που αντιστοιχεί

στην ένταση ϕωτεινότητας της εικόνας. Το κριτήριο που ελαχιστοποιούµε στα γεωδαιτικά

ενεργά περιγράµµατα είναι το γεωδαιτικό µήκος της καµπύλης [CKS97, YKK+97]

E(C) =

∫

C

g(‖∇I(~C(s))‖)ds, (3.1)

όπου η ενδείκτρια ακµών g : [0,+∞) → R+ είναι µια ϕθίνουσα συνάρτηση του ‖∇I‖ (ή

άλλου παρόµοιου µέτρου έντασης ακµών), έτσι ώστε g(0) = 1, g(r)→ 0 καθώς r → +∞.

Ελαχιστοποιώντας το συναρτησιακό της Εξ. (3.1) µε µεταβολικές τεχνικές οδηγεί σε µια

Μ∆Ε τύπου EulerLagrange· προκειµένου να οδηγηθούµε σε (τοπικό) ελάχιστο έχοντας ως

αφετηρία µια αρχική καµπύλη, την εξελίσσουµε προς την κατεύθυνση µέγιστης καθόδου,

εισάγοντας µια µεταβλητή χρόνου t.
Η αριθµητική υλοποίηση του µοντέλου γεωδαιτικών περιγραµµάτων µε χρήση ε-

πιπεδοσυνόλων επιτρέπει µε ϕυσικό τρόπο αλλαγές στην τοπολογία της καµπύλης,

δηλαδή διαχωρισµό και συγχώνευση περιγραµµάτων. Στο πλαίσιο των επιπεδοσυνό-

λων, η εξελισσόµενη καµπύλη C(t) ορίζεται έµµεσα ως το µηδενικό επιπεδοσύνολο

µιας συνάρτησης εµβύθισης u µε πεδίο ορισµού όλο το επίπεδο της εικόνας, δηλαδή

C(t) = {(x, y) : u(x, y, t) = 0}, όπου u(x, y, t) : R2 × [0,+∞) → R. Κατά σύµβαση

αποδίδουµε στη u αρνητικές τιµές στο εσωτερικό και ϑετικές τιµές στο εξωτερικό του πε-

ϱιγράµµατος. Συχνά µάλιστα η προσηµασµένη συνάρτηση απόστασης από την καµπύλη

(µετασχηµατισµός απόστασης) επιλέγεται για την επέκταση της u µακριά από την καµπύ-

λη, εξαιτίας των ευνοϊκών αριθµητικών ιδιοτήτων της. Μεταβαίνοντας στην αναπαράσταση

επιπεδοσυνόλων, οι νόµοι κίνησης της καµπύλης εύκολα µεταφράζονται σε αντίστοιχους

νόµους για εξέλιξη της συνάρτησης εµβύθισης u [OS88]. Για την περίπτωση των γεωδαιτι-

κών ενεργών περιγραµµάτων (3.1) ο νόµος εξέλιξης της συνάρτησης εµβύθισης γράφεται
∂u
∂t

= ‖∇u‖ div
(
g(‖∇I‖) ∇u

‖∇u‖

)
[CKS97]. Συνήθως χρησιµοποιείται η γενικότερη µορφή

∂u

∂t
= ‖∇u‖

{
div

(
g(‖∇I‖) ∇u‖∇u‖

)
+ cg(‖∇I‖)

}
, (3.2)

όπου έχουµε επιπλέον έναν όρο που αντιστοιχεί στην επονοµαζόµενη ΄δύναµη µπαλο-

νιού΄, που δρα ΄φουσκώνοντας΄ (για c < 0) ή ΄ξεφουσκώνοντας΄ (για c > 0) την καµπύλη,

επιταχύνοντας έτσι την εξέλιξή της [Coh91]. Βελτιωµένη ευθυγράµµιση της καµπύλης

µε ακµές της εικόνας µπορεί να επιτευχθεί µε προσθήκη ενός όρου σχετιζόµενου µε τον

Λαπλασιανό τελεστή ανίχνευσης ακµών, όπως προτείνεται στο [KB03].

Το ϐασισµένο σε ενδείξεις ακµών µοντέλο των γεωδαιτικών ενεργών περιγραµµάτων

µπορεί να εµπλουτιστεί σηµαντικά ενσωµατώνοντας στην εξέλιξη της καµπύλης πληρο-

ϕορία από το σύνολο της εικόνας. Τέτοια µοντέλα που ενσωµατώνουν ενδείξεις περιοχής

εµφανίζουν σηµαντικά προτερήµατα, όπως µειωµένη εξάρτηση από την αρχικοποίηση

και αντοχή στο ϑόρυβο. Πολλά τέτοια µοντέλα έχουν εµπνευστεί από την καρτούν ϑε-

ώρηση της εικόνας των Mumford και Shah [MS89b], υπό την οποία το περίγραµµα C



διαχωρίζει το πεδίο Ω σε προσκήνιο R και παρασκήνιο R′ και η παρατηρούµενη εικόνα I
είναι µια αλλοιωµένη εκδοχή της ιδανικής εικόνας f · η f ϑεωρείται ότι είναι οµαλή εντός

των τµηµάτων R και R′, αλλά όχι κατά µήκος του συνόρου C. Ο νόµος εξέλιξης στην

αναπαράσταση επιπεδοσυνόλων για το αντίστοιχο γεωµετρικό ενεργό περίγραµµα είναι

[TYW01, VC02]

∂u

∂t
= ‖∇u‖

{
div

( ∇u
‖∇u‖

)
+α/2

(
(fR− I)2− (fR′− I)2

)
+β/2

(
‖∇fR‖2−‖∇fR′‖2

)}
,

(3.3)

όπου τα α και β είναι ϑετικές σταθερές. Καθότι η f ϑεωρείται άγνωστη, πρέπει να ε-

πανεκτιµάται καθώς το περίγραµµα εξελίσσεται [CTWS02]. Μια απλοποιηµένη εκδοχή

του προηγούµενου σχήµατος είναι το ChanVese µοντέλο [CV01] υπό το οποίο η εικόνα

f ϑεωρείται τµηµατικά σταθερή (cR/cR′ εντός/εκτός της καµπύλης) και το περίγραµµα

εξελίσσεται ως

∂u

∂t
= ‖∇u‖

{
div

( ∇u
‖∇u‖

)
+ α/2

(
(cR − I)2 − (cR′ − I)2

)}
. (3.4)

Τα cR/cR′ τυπικά ανανεώνονται σε κάθε ϐήµα εξέλιξης, λαµβάνοντας ως τιµή τη µέση

ϕωτεινότητα της εικόνας εντός/εκτός της καµπύλης, αντίστοιχα.

Πέρα από τη ϑεώρηση της εικόνας ως τµηµατικά οµαλής συνάρτησης, µια σειρά

τεχνικών που εµπνεύστηκαν από το µοντέλο Ανταγωνισµού Περιοχών (Region Compe

tition) [ZY96] ϑεωρεί την εικόνα ως τµηµατικά στατιστικά οµοιογενή. ΄Ετσι, αντί για

τη ϕωτεινότητα, κριτήριο συνεκτικότητας των περιοχών είναι κατάλληλες µετρήσεις που

µπορεί να χαρακτηρίζουν το χρώµα, την υφή, την κίνηση ή άλλη ιδιότητα που δια-

ϕοροποιεί τις προς κατάτµηση περιοχές και οι οποίες µοντελοποιούνται πιθανοτικά

[PD02, YTW99, RBD03, JBBA03, KEM09]. Στην περίπτωση ενός µοντέλου για το προ-

σκήνιο R και ενός για το παρασκήνιο R′, καταλήγουµε στο νόµο

∂u

∂t
= ‖∇u‖

{
div

(
g(‖∇I‖) ∇u‖∇u‖

)
+ α log

Pr(x|R)

Pr(x|R′)

}
, (3.5)

όπου Pr(x|R) συµβολίζει την πιθανοφάνεια του χαρακτηριστικού στη ϑέση x υπό το µο-

ντέλο R. Σε προσεγγίσεις καθαρά ϐασισµένες σε χωρικές ενδείξεις ϑέτουµε g ≡ 1 στην

Εξ. (3.5)· ενδείξεις ακµών µπορούν να ενσωµατωθούν µε χρήση µιας ενδείκτριας συνάρ-

τησης ακµών g, παρόµοια µε την Εξ. (3.1) [PD02]. Εφαρµογή τέτοιου είδους µοντέλων σε

κατάτµηση εικόνων ή παρακολούθηση αντικειµένων έχει αποδώσει πολύ καλά αποτελέ-

σµατα.

Αξίζει να σηµειωθεί ότι όλες οι παραπάνω εκδοχές µοντέλων γεωµετρικών ενεργών

περιγραµµάτων µπορούν να εκφραστούν στην ενοποιηµένη µορφή

∂u

∂t
= ‖∇u‖

{
div

(
g(‖∇I‖) ∇u‖∇u‖

)
+ F (u)

}
, (3.6)

όπου ο πρώτος όρος αντιστοιχεί στην εσωτερική δύναµη οµαλότητας της καµπύλης, ενώ ο

δεύτερος όρος F (u) αντιστοιχεί στην εξωτερική δύναµη που καθοδηγεί την εξέλιξη του πε-

ϱιγράµµατος ανάλογα µε τα χαρακτηριστικά της εικόνας. Αν και δεν ϑα αναφερθούµε µε



λεπτοµέρεια σε αυτές, τεχνικές που ενσωµατώνουν πρότερη πληροφορία συγκεκριµένου

σχήµατος µπορούν και αυτές να τεθούν στην ίδια µορφή [LGF00, CTWS02, RP02, KM05].

Η Εξ. (3.6) ϑα αποτελέσει έτσι την αφετηρία για την ενοποιηµένη αριθµητική αντιµετώπιση

µοντέλων γεωµετρικών ενεργών περιγραµµάτων µε τους πολυπλεγµατικούς αλγορίθµους

της Ενότητας 3.3.

3.2 Ενδοσυµπλήρωση µε Μερικές ∆ιαφορικές Εξισώ-

σεις

Μια σειρά από τεχνικές ενδοσυµπλήρωσης ελλιπούσας πληροφορίας σε εικόνες ϐασί-

Ϲεται σε µοντέλα Μ∆Ε. ΄Ενα από τα πρώτα τέτοια µοντέλα Μ∆Ε είναι αυτό που ανέπτυξε ο S.

Carlsson τη δεκαετία του ΄80 [Car88] στην εργασία του σε κωδικοποίηση εικόνων. Το µο-

ντέλο αυτό αφορά το κλασικό πρόβληµα ανακατασκευής εικόνας από αραιή πληροφορία–

σκίτσο ακµών (ϑέση ακµών και τιµή της ϕωτεινότητας σε αυτές) και η προτεινόµενη λύση

για ανακατασκευή της ϕωτεινότητας στις οµαλές περιοχές που περιβάλλονται από τις α-

κµές ϐασίζεται σε επίλυση της ελλειπτικής Μ∆Ε Laplace στα οµαλά χωρία, µε συνοριακή

συνθήκη Poisson στις ακµές. Είναι αξιοσηµείωτο ότι η αριθµητική επίλυση της εξίσωσης

Laplace στο µοντέλο του [Car88] γίνεται µε πολυπλεγµατικές µεθόδους, τις οποίες εµείς

εφαρµόζουµε στη συνέχεια για την επίλυση πιο γενικών µη-γραµµικών και ανισοτροπικών

Μ∆Ε.

Η κλασική ϑεώρηση ότι η εικόνα αποτελείται από οµαλά χωρία που διαχωρίζονται από

έντονες ακµές, το λεγόµενο καρτούν µοντέλο εικόνας των Mumford και Shah [MS89b] που

αναπτύχθηκε επίσης τη δεκαετία του ΄80, είναι εγγενής στη µέθοδο του Carlsson, όπως και

σχεδόν σε όλες τις τεχνικές ενδοσυµπλήρωσης ϐασισµένες σε Μ∆Ε. Συνεπώς οι µέθοδοι

ενδοσυµπλήρωσης µε Μ∆Ε αποδίδουν ικανοποιητικά σε εικόνες που προσεγγίζονται από

το καρτούν µοντέλο, αλλά όχι τόσο ικανοποιητικά σε εικόνες µε έντονη υφή. Για εικόνες

µε παρουσία τόσο συνιστώσας καρτούν u, όσο και συνιστώσας υφής v, είναι συνηθισµένο

να διαχωρίζουµε πρώτα τις δύο συνιστώσες, σε µια διαδικασία γνωστή ως διαχωρισµός u+v
(u+v decomposition). ΄Υστερα η ενδοσυµπλήρωση στη συνιστώσα καρτούν µπορεί να γίνει

µε µεθόδους Μ∆Ε, ενώ στη συνιστώσα υφής µε εναλλακτικές µεθόδους, για παράδειγµα

τεχνικές κυµατιδίων. Αν και η ορολογία `διαχωρισµός u + v΄ είναι σχετικά πρόσφατη

[VO03], η ϐασική ιδέα πίσω από αυτή εφαρµόζεται από πιο παλιά, π.χ. στο [Car88].

Βέβαια η ανακατασκευή εικόνας από το σκίτσο των ακµών της που αντιµετωπίζει η

µέθοδος του Carlsson διαφέρει από το πρόβληµα της ενδοσυµπλήρωσης, καθότι στο πρό-

ϐληµα της ενδοσυµπλήρωσης έχουµε δυνητικά έλλειψη πληροφορίας οπουδήποτε στην

εικόνα και όχι µόνο στις οµαλές περιοχές. Συνεπώς κάθε µέθοδος ενδοσυµπλήρωσης

πρέπει, άµεσα ή έµµεσα, να ανιχνεύσει τις ελλείπουσες ακµές και να αποκαταστήσει ένα

σκίτσο τους, το οποίο ϑα δρα ως οδηγός στην αποκατάσταση των υπόλοιπων οµαλών ελ-

λειπουσών περιοχών. Οι αντίστοιχες Μ∆Ε για ταυτόχρονη ανίχνευση και ανακατασκευή

περιοχών είναι συνήθως ισχυρά µη-γραµµικές.

Από τα πρώτα µη-γραµµικά µοντέλα Μ∆Ε για ενδοσυµπλήρωση είναι αυτό των Mas

nou και Morel [MM98a, Mas02], όπου ανιχνεύονται οι ακµές στο γνωστό τµήµα της

εικόνας και διαδίδονται στο εσωτερικό των κενών µε τρόπο που να ελαχιστοποιεί το συ-

ναρτησιακό elastica του Euler [Mum94]. Για να οδηγηθούν από αυτή τη διαισθητική

ιδέα σε συγκεκριµένα µοντέλα Μ∆Ε, οι συγγραφείς κάνουν ευρεία χρήση της έννοιας της



ισοϋψούς της συνάρτησης ϕωτεινότητας, που είναι κεντρική στη ϑεωρία επιπεδοσυνόλων

[OS88]. Οι ιδέες αυτές επεκτείνονται σηµαντικά από τους Bertalmio, Sapiro, Caselles και

Ballester στην ιδιαίτερα δηµοφιλή εργασία [BSCB00] που µάλιστα εισήγαγε και τον όρο

`inpainting΄ (ενδοσυµπλήρωση). Μια ενοποιηµένη ϑεώρηση µεθόδων ενδοσυµπλήρωσης

µε Μ∆Ε δίνεται από τους Shen και Chan στα [CS01a, CS05], ενώ στο [CS01b] εξετάζεται

πώς µπορούµε να πετύχουµε καλύτερη αντιληπτικά αποκατάσταση ακµών µε διάδοση

πληροφορίας µε τρόπο που να λαµβάνεται υπόψη η καµπυλότητα των ακµών.

3.2.1 Μοντέλα Ανισοτροπικής ∆ιάχυσης

Πολλά από τα πιο πετυχηµένα µοντέλα Μ∆Ε για ενδοσυµπλήρωση που αναφέραµε

µπορούν να γραφούν ως διαδικασίες ανισοτροπικής, µη-γραµµικής διάχυσης. Η ϐασική

ιδέα είναι ότι αναλύεται η κατευθυντικότητα σε κάθε τοπική γειτονιά της εικόνας και

κατόπιν ευνοείται η διάχυση παράλληλα στις ακµές της εικόνας έναντι της διάχυσης

εγκάρσια σε αυτές. Με αυτόν τον τρόπο διαδίδονται οι ακµές από τις γνωστές περιοχές

προς τα κενά της εικόνας.

Για να γίνουµε πιο συγκεκριµένοι, ϑεωρούµε την πολυκαναλική εικόνα u µε N κανά-

λια ui, i = 1 . . . N . Σε έγχρωµες εικόνες έχουµε 3 κανάλια, ενώ σε γκρίζες µόνο 1. Για

να αναλύσουµε την τοπική κατευθυντικότητα της εικόνας, ϑεωρούµε σε κάθε σηµείο x (το

x δηλώνει το διδιάστατο διάνυσµα ϑέσης στο επίπεδο της εικόνας) το συµµετρικό δοµικό

τανυστή (structure tensor)

J = Gρ ∗
N∑

i=1

(∇ui,σ)(∇ui,σ)T , (3.7)

ο οποίος γενικεύει σε πολυκαναλικές εικόνες την έννοια της κατεύθυνσης. Η συνέλιξη

µε γκαουσιανές µικρού εύρους ρ, σ κανονικοποιεί τη µέτρηση. Με ιδιο-ανάλυση του

δοµικού τανυστή παίρνουµε

J = µ1n̂1n̂
T
1 + µ2n̂2n̂

T
2 , (3.8)

µε µ1 ≥ µ2 ≥ 0 και n̂T
i n̂j = δi,j, που γεωµετρικά αντιστοιχεί σε ελλειψοειδές µε κύριο

άξονα στη διεύθυνση του n̂1 (εγκάρσια στις ακµές, µεγάλη ιδιοτιµή µ1) και δευτερεύοντα

άξονα στη διεύθυνση του n̂2 (παράλληλα στις ακµές, µικρή ιδιοτιµή µ2), όπως ϕαίνεται

στο Σχ. 3.1(α). Στις οµαλές περιοχές της εικόνας έχουµε µ1 ≅ µ2 ≅ 0, κοντά σε έντονες

ακµές µ1 ≫ µ2 ≅ 0, και κοντά σε γωνίες µ1 ≅ µ2 ≫ 0.

΄Εχοντας στη διάθεσή µας για κάθε σηµείο της εικόνας πληροφορία κατευθυντικό-

τητας, µπορούµε να διατυπώσουµε διαδικασίες ανισοτροπικής διάχυσης µε δύο εναλ-

λακτικούς ϕορµαλισµούς, όπως παρουσιάζεται στην ενοποιηµένη ϑεώρηση του [Rou05].

Η πρώτη επιλογή είναι να εκφράσουµε τη διαδικασία ανισοτροπικής διάχυσης µε την

εξίσωση
∂ui(x, t)

∂t
= div

(
D∇ui

)
, i = 1, . . . , N, (3.9)

µε αρχική συνθήκη u(x, 0) = u(x), κάνοντας χρήση του κοινού για όλα τα κανάλια

συµµετρικού τανυστή διάχυσης

D =

(
a b
b c

)
= D(x, t) = λ1n̂1n̂

T
1 + λ2n̂2n̂

T
2 . (3.10)



µ1n̂1

µ2n̂2

λ1n̂1

λ2n̂2

(α) ∆οµικός τανυστής (ϐ) Τανυστής διάχυσης

Σχήµα 3.1: ∆οµικός τανυστής (αριστερά) και τανυστής διάχυσης (δεξιά) κοντά σε ακµή. Ο

δοµικός τανυστής είναι επιµήκης εγκάρσια στην ακµή (κατεύθυνση µέγιστης µεταβολής

της ϕωτεινότητας), ενώ ο τανυστής διάχυσης επιλέγεται να είναι επιµήκης παράλληλα

στην ακµή, ώστε η διάχυση να την αλλοιώνει ελάχιστα.

Οι ιδιοτιµές λ1 ≤ λ2 του τανυστή διάχυσης D(x, t) επιλέγονται µε τρόπο που να ευνοείται

η διάχυση παράλληλα µε τις ακµές, όπως ϕαίνεται στο Σχ. 3.1(ϐ)· στο [Wei99] προτείνεται

η επιλογή

λ1 = α (3.11)

λ2 =

{
α, εάν µ1 = µ2

α+ (1− α) exp
(

−C
(µ1−µ2)2

)
, διαφορετικά

(3.12)

Παραπάνω το α είναι µικρή ϑετική σταθερά που εξασφαλίζει ανελλιπή διάχυση, το C
είναι ϑετική σταθερά κλίµακας, και το λ2 είναι αύξουσα συνάρτηση της συνεκτικότητας

κατεύθυνσης (directional coherence) (µ1− µ2)
2 [Wei99, KW87]. Συνεπώς έχουµε ισχυρή

διάχυση µόνο παράλληλα σε ισχυρές ακµές, µε αποτέλεσµα να αυξάνεται η συνεκτικότητα

κατεύθυνσης της εικόνας.

Εναλλακτικά, µπορούµε να εκφράσουµε τη διαδικασία ανισοτροπικής εξοµάλυνσης µε

ϕορµαλισµό κατευθυνόµενων παραγώγων, όπως οι Witkin και Kass [WK91] και αργότερα

οι Tschumperle και Deriche [TD05]. Η διαδικασία Μ∆Ε διάχυσης που προτείνουν είναι

η
∂ui(x, t)

∂t
= λ1

∂2ui

∂n̂2
1

+ λ2
∂2ui

∂n̂2
2

, i = 1, . . . , N, (3.13)

που µπορεί εναλλακτικά να γραφεί στην πιο συµπυκνωµένη µορφή

∂ui(x, t)

∂t
= trace

(
THi

)
, i = 1, . . . , N, (3.14)

όπου Hi είναι ο πίνακας µερικών παραγώγων δεύτερης τάξης του ui(x, t) και ο συµµετρι-

κός τανυστής εξοµάλυνσης

T =

(
a b
b c

)
= T (x, t) = λ1n̂1n̂

T
1 + λ2n̂2n̂

T
2 (3.15)



είναι και πάλι κοινός για όλα τα κανάλια. Οι ιδιοτιµές λ1 ≤ λ2 επιλέγονται µε τρό-

πο που να ευνοεί τη διάδοση ακµών, ακολουθώντας παρόµοια λογική µε την επιλογή

των αντίστοιχων ιδιοτιµών του τανυστή διάχυσης D παραπάνω· δες τα [TD05, Rou05]

για περισσότερες λεπτοµέρειες. ΄Ενα σηµαντικό πλεονέκτηµα του ϕορµαλισµού κατευ-

ϑυνόµενων παραγώγων είναι ότι η αντίστοιχη Μ∆Ε (3.14) µπορεί να εξελιχθεί σε µικρά

ϐήµατα ∆t µε επαναληπτικό προσαρµοσµένο ϕιλτράρισµα µε γκαουσιανά ϕίλτρα των ο-

ποίων ο πίνακας συµµεταβλητότητας δίνεται απλά από τον κλιµακωµένο τανυστή (4∆t)T
[TD05]. Το γεγονός αυτό αναδεικνύει τη γεωµετρική σηµασία του τανυστή εξοµάλυνσης

T και δείχνει τη στενή σχέση του ϕορµαλισµού Μ∆Ε ανισοτροπικής διάχυσης µε τεχνικές

επαναληπτικού προσαρµοστικού ϕιλτραρίσµατος [YBFU96].

΄Ενα σηµαντικό σηµείο στο ϕορµαλισµό Μ∆Ε για ενδοσυµπλήρωση εικόνων αφορά

στις συνοριακές συνθήκες που επιβάλλουµε στις παραπάνω εξισώσεις. Με αναφορά στο

Σχ. 2.1, η ϐασική ιδέα είναι ότι εξελίσσουµε την Μ∆Ε στο κενό Ω, επιβάλλοντας συνοριακές

συνθήκες Dirichlet (δηλαδή κρατώντας σταθερές τις γνωστές τιµές της εικόνας) στο σύνορο

∂Ω µεταξύ γνωστής περιοχής και κενού. Επίσης, στα σηµεία που η οπή συνορεύει µε

τα όρια της εικόνας επιβάλλουµε συνοριακή συνθήκη Neuman (δηλαδή ανακλαστική

συνοριακή συνθήκη), που είναι και η ϕυσική συνοριακή συνθήκη για το πρόβληµα.

3.3 Αριθµητικά Σχήµατα και Πολυπλεγµατικοί Αλγόριθ-

µοι

Η υπολογιστική υλοποίηση των µεθόδων γεωµετρικών ενεργών περιγραµµάτων και

ανισοτροπικής διάχυσης που συζητήσαµε κατά σειρά στις Ενότητες 3.1 και 3.2 απαιτεί

κατάλληλη διακριτοποίηση των αντίστοιχων Μ∆Ε. Ακολουθούµε την τεχνική των πεπερα-

σµένων διαφορών, και προχωρούµε στα επόµενα ϐήµατα:

1. ∆ιακριτοποίηση των χωρικών παραγώγων στο δεξί µέλος των εξισώσεων. Αφού πρό-

κειται για εξισώσεις παραβολικού τύπου, χρησιµοποιούµε κεντρικές διαφορές, µε

κατάλληλο χειρισµό των συνοριακών συνθηκών.

2. Για τη χρονική εξέλιξη της λύσης ως την τελική κατάσταση διακριτοποιούµε το χρό-

νο· συζητάµε τα προβλήµατα ευστάθειας του απλού εµπρόσθιου σχήµατος και πώς

αυτά υπερβαίνονται από το οπίσθιο σχήµα χρονικής ολοκλήρωσης σε συνδυασµό µε

πολυπλεγµατικές µεθόδους για επίλυση του προκύπτοντος γραµµικού συστήµατος.

Η προσέγγιση που παρουσιάζουµε εδώ γενικεύει τις εργασίες µας [PM04, PM07], όπου

η συζήτηση αφορούσε αποκλειστικά αλγορίθµους για την ταχεία εξέλιξη γεωµετρικών

ενεργών περιγραµµάτων.

3.3.1 ∆ιακριτοποίηση Χωρικών Παραγώγων

Για τη διακριτοποίηση του παραβολικού χωρικού όρου ακολουθούµε παρόµοια ϐή-

µατα τόσο στην περίπτωση των γεωµετρικών ενεργών περιγραµµάτων, όσο και στην περί-

πτωση της ενδοσυµπλήρωσης µε τεχνικές διάχυσης.



Γεωµετρικά Ενεργά Περιγράµµατα

Αναφερόµενοι στην Εξ. (3.6), ο όρος ‖∇u‖
(
div

(
g(‖∇I‖)∇u/‖∇u‖

)
περιγράφει κί-

νηση υπό γεωδαιτική καµπυλότητα. ΄Οπως σηµειώνεται στο [GKRR01], µια ιδιαίτερα

επιθυµητή απλοποίηση επιτυγχάνεται αν επαναρχικοποιούµε σε κάθε επανάληψη τη συ-

νάρτηση εµβύθισης u σε µετασχηµατισµό απόστασης, έτσι ώστε ‖∇u‖ = 1. Τότε η εξέλιξη

της καµπύλης όσο αφορά τον όρο γεωδαιτικής καµπυλότητας µπορεί να περιγραφεί από

την απλοποιηµένη γραµµική µη-οµογενή εξίσωση διάχυσης

∂u

∂t
= div

(
g(x, y)∇u

)
, (3.16)

όπου ο συντελεστής διάχυσης g(x, y) = g(‖∇I‖) εξαρτάται από την εικόνα I αλλά όχι από

την εξελισσόµενη συνάρτηση u. Υιοθετούµε αυτήν την τεχνική επαναρχικοποίησης γιατί

οδηγεί στο χρονικά ανεξάρτητο τελεστή div
(
g(x, y)∇·

)
· αυτό είναι ιδιαίτερα επιθυµητό στο

πλαίσιο των προτεινόµενων πολυπλεγµατικών αλγορίθµων, καθότι οι πίνακες των προκυ-

πτόντων γραµµικών συστηµάτων σε κάθε επίπεδο ανάλυσης χρειάζεται να υπολογιστούν

µόνο µια ϕορά σε µια ϕάση αρχικοποίησης και όχι σε κάθε επανάληψη. Επιπλέον η

επαναρχικοποίηση της συνάρτησης εµβύθισης ϐελτιώνει την αριθµητική ευρωστία των αλ-

γορίθµων επιπεδοσυνόλων [Set99]. Για την επαναρχικοποίηση χρησιµοποιούµε τον ταχύ

αλγόριθµο µετασχηµατισµού απόστασης που προτείνεται στο [FH04]· δες το [PM07] για

συγκρίσεις µε εναλλακτικούς αλγορίθµους µετασχηµατισµού απόστασης στο συζητούµενο

πλαίσιο.

Ο πιο διαδεδοµένος τρόπος για να διακριτοποιήσουµε τον όρο διάχυσης της Εξ. (3.16)

είναι ο εξής [WtHRV98]

div(g∇u) = (gux)x + (guy)y = Dx(gDx(u)) +Dy(gDy(u)), (3.17)

όπου ο τελεστής Dx(w) = (wi+1/2,j −wi−1/2,j)/h δηλώνει κεντρικές διαφορές µεταξύ στοι-

χείων που απέχουν κατά h. Αναπτύσσοντας την παραπάνω σχέση, µπορούµε να εκφρά-

σουµε το χωρικό όρο ως τοπική συσχέτιση (τη συµβολίζουµε µε ∗′)

div(g∇u)
∣∣∣
i,j

= u(i, j) ∗′ mi,j ,
1∑

i′=−1

1∑

j′=−1

u(i+ i′, j + j′)mi,j(i
′, j′) (3.18)

µε µια 3 × 3 χωρικά µεταβαλλόµενη µάσκα mi,j της οποίας τα 5 µη-µηδενικά στοιχεία

δίνονται στο Σχ. 3.2. Η µάσκα mi,j καλείται ίχνος (stencil) της διακριτοποίησης στο

σηµείο (i, j) [Wes92].

Ανισοτροπική ∆ιάχυση – Φορµαλισµός Τανυστή ∆ιάχυσης

Αναφορικά µε τη Μ∆Ε ανισοτροπικής διάχυσης µε τανυστή, Εξ. (3.9), διακριτοποιούµε

το χωρικό όρο ως εξής

div
(
D∇u

)
= div

( (
a b
b c

)(
ux

uy

) )
= (aux)x + (buy)x + (bux)y + (cuy)y

= Dx(aDx(u)) +D2x(bD2y(u)) +D2y(bD2x(u)) +Dy(cDy(u)), (3.19)



i′

-1 0 1

-1 0
g(i,j−1/2)

h2
y

0

j′ 0
g(i−1/2,j)

h2
x

−g(i−1/2,j)+g(i+1/2,j)
h2

x
− g(i,j−1/2)+g(i,j+1/2)

h2
y

g(i+1/2,j)
h2

x

1 0
g(i,j+1/2)

h2
y

0

Σχήµα 3.2: Το ίχνος 5-σηµείων για υπολογισµό του χωρικού όρου div(g∇u). Προσεγγί-

Ϲουµε τις εκτός πλέγµατος διακριτοποίησης απαιτούµενες τιµές µε γραµµική παρεµβολή,

για παράδειγµα g(i+ 1/2, j) ≅ (g(i+ 1, j) + g(i, j))/2.

όπου ο τελεστής D2x(w) = (wi+1,j − wi−1,j)/(2h) δηλώνει κεντρικές διαφορές µεταξύ

στοιχείων που απέχουν κατά 2h (επιλέγουµε το συγκεκριµένο συνδυασµό Dx και D2x

ώστε τελικά να οδηγηθούµε σε έκφραση που να εξαρτάται από τις τιµές της u µόνο στα

σηµεία του πλέγµατος). Αναπτύσσοντας την παραπάνω σχέση, µπορούµε παρόµοια µε

πριν να εκφράσουµε τον διακριτοποιηµένο χωρικό όρο µε τη ϐοήθεια του 3×3 ίχνους που

δίνεται στο Σχ. 3.3. ΄Ενα εναλλακτικό σχήµα διακριτοποίησης που αντιστοιχεί σε 5 × 5
ίχνος και προσφέρει αυξηµένη περιστροφική συµµετρία δίνεται στο [WS02].

i′

-1 0 1

-1
b(i−1,j)+b(i,j−1)

4hxhy

c(i,j−1/2)
h2

y
− b(i+1,j)+b(i,j−1)

4hxhy

j′ 0
a(i−1/2,j)

h2
x

−a(i−1/2,j)+a(i+1/2,j)
h2

x
− c(i,j−1/2)+c(i,j+1/2)

h2
y

a(i+1/2,j)
h2

x

1 − b(i−1,j)+b(i,j+1)
4hxhy

c(i,j+1/2)
h2

y

b(i+1,j)+b(i,j+1)
4hxhy

Σχήµα 3.3: Το ίχνος 9-σηµείων για υπολογισµό του χωρικού όρου div(D∇u). Προσεγγί-

Ϲουµε τις εκτός πλέγµατος διακριτοποίησης απαιτούµενες τιµές µε γραµµική παρεµβολή,

για παράδειγµα a(i+ 1/2, j) ≅ (a(i+ 1, j) + a(i, j))/2.

Ανισοτροπική ∆ιάχυση – Φορµαλισµός Κατευθυνόµενων Παραγώγων

Παρόµοια ισχύουν στην περίπτωση της Μ∆Ε διάχυσης µε ϕορµαλισµό κατευθυνόµε-

νων παραγώγων (3.14), όπου διακριτοποιούµε τον χωρικό όρο ως εξής

trace(TH) = trace
( (

a b
b c

)(
uxx uxy

uyx uyy

) )
= auxx + 2buxy + cuyy

= aDx(Dx(u)) + 2bD2x(D2y(u)) + cDy(Dy(u)). (3.20)

Αναπτύσσοντας την παραπάνω σχέση, µπορούµε και πάλι να εκφράσουµε τον διακρι-

τοποιηµένο χωρικό όρο µε τη ϐοήθεια του 3 × 3 ίχνους που δίνεται στο Σχ. 3.4. Ση-

µειωτέον ότι στο εξής ϑα ϑεωρούµε για απλότητα κοινό ϐήµα χωρικής διακριτοποίησης

hx = hy = h.

Είδαµε λοιπόν ότι και στην περίπτωση των γεωµετρικών ενεργών περιγραµµάτων και

στην περίπτωση ενδοσυµπλήρωσης διάχυσης (ανεξάρτητα από το χρησιµοποιούµενο ϕορ-

µαλισµό), µπορούµε να εκφράσουµε το χωρικό όρο στο δεξί µέλος των σχετικών εξισώσεων
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Σχήµα 3.4: Το 3× 3 ίχνος για υπολογισµό του χωρικού όρου trace(TH).

µε τη ϐοήθεια ενός ίχνους m, δηλαδή ως τοπική συσχέτιση µε µια χωρικά µεταβαλλόµενη

3 × 3 µάσκα mi,j. Προχωρούµε ένα ϐήµα παραπέρα διατάσσοντας τα εικονοστοιχεία µε

λεξικογραφική σειρά και ϑεωρώντας την εικόνα u ως διάνυσµα-στήλη µε M = MxMy

στοιχεία, όσα και το πλήθος των εικονοστοιχείων. Τότε µπορούµε να γράψουµε τους

αντίστοιχους χωρικούς όρους στη συµπτυγµένη µορφή

div(g∇u) ή div(D∇u) ή trace(TH) = Au. (3.21)

Ο M ×M πίνακας A είναι ιδιαίτερα αραιός, καθότι η i−γραµµή του περιέχει µόνο 9 το

πολύ µη-µηδενικά στοιχεία, που δίνονται ακριβώς από τα στοιχεία της µάσκας συσχέτισης

που αντιστοιχεί στο i−εικονοστοιχείο σύµφωνα µε τη λεξικογραφική διάταξη. Παρόλα

αυτά το εύρος Ϲώνης του πίνακα A δεν µπορεί να είναι µικρότερο από 2 min(Mx,My) + 3
και κατά συνέπεια πράξεις πάνω στον A (π.χ. επίλυση συστήµατος ή αντιστροφή) δεν

µπορούν να επιταχυνθούν σηµαντικά µε τεχνικές για πίνακες στενής Ϲώνης.

3.3.2 Σχήµατα Χρονικής Ολοκλήρωσης

Χρησιµοποιώντας τη χωρικά διακριτή έκφραση (3.21) για τις χωρικές παραγώγους

και κρατώντας το χρόνο σε συνεχή µορφή [Wei98], οι εξισώσεις διάχυσης (3.9) και (3.14)

γράφονται ως το ακόλουθο σύστηµα M Συνήθων ∆ιαφορικών Εξισώσεων (Σ∆Ε) στο χρόνο:

∂u

∂t
= Au+ F (u). (3.22)

Στην εξίσωση (3.22) ο όρος Au περιέχει τους διακριτοποιηµένους όρους χωρικής παρα-

γώγισης που συζητήσαµε παραπάνω, ενώ έχει απορροφήσει και οποιουσδήποτε άλλους

γραµµικούς όρους ενδεχόµενα υπάρχουν, π.χ. όρους δύναµης επαναφοράς ελατηρίου

της µορφής −α(u − u0). ΄Εχουµε επίσης προσθέσει και τον γενικά µη-γραµµικό όρο

αντίδρασης (reaction term) F , που δεν είχαµε περιλάβει στην προηγούµενη συζήτησή

µας. Τέτοιες διαδικασίες συνδυασµένης διάχυσης-αντίδρασης, που εισήχθησαν από τον

A. Turing ως µοντέλα µορφογένεσης σε Ϲωντανούς οργανισµούς [Tur52], µπορούν να

συνθέσουν µορφές (patterns) και έχουν χρησιµοποιηθεί µε επιτυχία για σύνθεση υφής

[WK91, Tur91]· δες και το [ZM97] για περαιτέρω πληροφορίες. Για την αριθµητική επίλυ-

ση της παραπάνω γενικευµένης εξίσωσης χρειάζεται να εφαρµόσουµε κάποιο αριθµητικό

σχήµα χρονικής ολοκλήρωσης.

Το εµπρόσθιο (forward) σχήµα (un+1 − un)/τ = Aun + F (un) έχει χρησιµοποιηθεί

ευρύτατα στην επίλυση Μ∆Ε για ανάλυση εικόνων γιατί είναι το πιο άµεσο και εύκολο

να υλοποιηθεί, καθότι και οι δύο όροι διάχυσης/αντίδρασης στο δεξί µέλος της εξίσωσης



υπολογίζονται µε χρήση γνωστών τιµών της εικόνας από το τρέχον ϐήµα n. ∆υστυχώς,

εξαιτίας του αριθµητικά δύσκαµπτου (stiff ) παραβολικού όρου Au, το εµπρόσθιο σχήµα

είναι ευσταθές µόνο για πολύ µικρό χρονικό ϐήµα (timestep ) τ / h2 [WtHRV98] (ση-

µειωτέον ότι για διάχυση µε χωρικά µεταβαλλόµενο ανισοτροπικό τανυστή δεν υπάρχει

ακριβώς γνωστό ϕράγµα ευστάθειας, αντίστοιχο του τ ≤ 0.25h2 που ισχύει για ισοτροπική

διάχυση· στο [WS02] προτείνουν τ ≤ h2). Αυτή η συνθήκη ευστάθειας είναι πολύ περιο-

ϱιστική στην πράξη [PTVF92]: Εάν για να λάβουµε το επιθυµητό αποτέλεσµα χρειάζεται

να εξελίξουµε την εξίσωση για χρόνο T , απαιτείται να κάνουµε αριθµό επαναλήψεων ίσο

µε T
τ
∝ T

h2 = TM = O(M), όπου M είναι ο αριθµός των εικονοστοιχείων. Συνεπώς

δυνητικά χρειαζόµαστε χιλιάδες επαναλήψεις για να επεξεργαστούµε µια εικόνα συνηθι-

σµένων διαστάσεων. Καθότι το κόστος ανά επανάληψη είναι επίσης O(M), το συνολικό

κόστος του εµπρόσθιου αλγορίθµου κλιµακώνεται ως O(M2). ΄Ετσι, για παράδειγµα, το

κόστος επεξεργασίας για µια εικόνα µε διαστάσεις 200×200 εικονοστοιχεία είναι περίπου

16 ϕορές µεγαλύτερο από το κόστος επεξεργασίας της ίδιας εικόνας στη µισή ανάλυση

100×100.

Για να ϐελτιώσουµε την επίδοση, η ϐασική ιδέα του [WtHRV98] είναι ότι η στενωπός

επίδοσης (performance bottleneck) στο εµπρόσθιο σχήµα είναι η αναγκαστική επιλογή

πολύ µικρών χρονικών ϐηµάτων. Αυτή η επιλογή δεν επιβάλεται τόσο από περιορισµούς

ακρίβειας, καθότι και µε µεγαλύτερα χρονικά ϐήµατα ολοκλήρωσης πετυχαίνουµε ικανο-

ποιητική ακρίβεια, όσο από τον πολύ ισχυρό περιορισµό ευστάθειας που περιορίζει ισχυρά

το εµπρόσθιο σχήµα. Για αυτόν το λόγο προτιµούµε τη χρήση οπισθίων (backward) σχη-

µάτων, που είναι ιδιαίτερα κατάλληλα για χρονική ολοκλήρωση άκαµπτων διαφορικών

εξισώσεων µε χρήση µεγάλων χρονικών ϐηµάτων [Ame92, PTVF92].

Το πλήρως οπίσθιο σχήµα για την Εξ. (3.22) γράφεται (un+1 − un)/τ = Aun+1 +
F (un+1). Αυτό το σχήµα µπορεί µε ευστάθεια να χειριστεί τον άκαµπτο παραβολικό όρο

Au, ακόµα και για πολύ µεγάλο χρονικό ϐήµα [WtHRV98]. ΄Οµως, για µη-γραµµική

µορφή του όρου F , η επίλυση του προκύπτοντος (συνήθως πυκνού και µη-γραµµικού)

αλγεβρικού συστήµατος ως προς το διάνυσµα un+1 µπορεί να είναι ιδιαίτερα δύσκολη.

Αυτό καθιστά τη χρήση του πλήρως οπισθίου σχήµατος προβληµατική για µοντέλα µε

µη-τετριµµένο όρο αντίδρασης F .

Παρόλα αυτά, η χρήση οπίσθιου σχήµατος για τη χρονική ολοκλήρωση του όρου

αντίδρασης F (u) δεν είναι απαραίτητη. Αντίθετα µε τον άκαµπτο όρο διάχυσης Au, ο όρος

αντίδρασης συνήθως υπόκειται σε ευσταθή ολοκλήρωση και µε το απλούστερο εµπρόσθιο

σχήµα για αρκετά µεγάλη τιµή του χρονικού ϐήµατος. Τα πλεονεκτήµατα του ευσταθούς

οπίσθιου σχήµατος για τον άκαµπτο παραβολικό όρο και του απλού εµπρόσθιου σχήµατος

για το µη-γραµµικό όρο αντίδρασης συνδυάζονται στην υβριδική κλάση των εµπρόσθιων-

οπίσθιων (ImplicitExplicit – IMEX) σχηµάτων [ARW95], ο απλούστερος εκπρόσωπος των

οποίων είναι το σχήµα

un+1 − un

τ
= Aun+1 + F (un). (3.23)

Προφανώς, στην περίπτωση απουσίας όρου αντίδρασης, το πλήρες οπίσθιο και το

εµπρόσθιο-οπίσθιο σχήµα ταυτίζονται. Εµπρόσθια-οπίσθια σχήµατα έχουν χρησιµοποι-

ηθεί µε επιτυχία σε διάφορες εφαρµογές· δες π.χ. το [KWT88].

Υιοθετώντας το εµπρόσθιο-οπίσθιο σχήµα (3.23) οδηγεί σε εξέλιξη της λύσης µε εξαι-

ϱετική ευστάθεια, ακόµη και για µεγάλα χρονικά ϐήµατα. Σε αντάλλαγµα απαιτεί την



επίλυση σε κάθε ϐήµα του γραµµικού συστήµατος

[
1

τ
I − A]un+1 =

1

τ
un + F (un). (3.24)

Ενώ στη µονοδιάστατη περίπτωση ο πίνακας του συστήµατος είναι στενής Ϲώνης και µπο-

ϱούµε να επιλύσουµε την παραπάνω εξίσωση ιδιαίτερα αποδοτικά, η διδιάστατη περίπτω-

ση που µας ενδιαφέρει εδώ αντιµετωπίζεται πιο δύσκολα. Ο πίνακας του συστήµατος

L ≡ 1
τ
I − A είναι πολύ µεγάλος και κληρονοµεί την αραιή δοµή του A που περιγρά-

ψαµε νωρίτερα. ΄Οπως έχουµε ήδη συζητήσει, η συγκεκριµένη αραιή δοµή δεν επιτρέπει

τη χρήση αποδοτικών µεθόδων για απευθείας επίλυση του συστήµατος. Απλές επανα-

ληπτικές µέθοδοι, όπως οι Jacobi και GaussSeidel συγκλίνουν αργά για τόσο µεγάλα

συστήµατα. Η σύγκλιση επιβραδύνεται περαιτέρω όσο το χρονικό ϐήµα µεγαλώνει, κα-

ϑότι τότε ο κανονικοποιητικός ϑετικός διαγώνιος όρος 1/τ µικραίνει. Με αυτές τις απλές

επαναληπτικές µεθόδους για επίλυση του συστήµατος µέχρι κάποια επιθυµητή ακρίβεια

ο αριθµός των επαναλήψεων που απαιτείται είναι ανάλογος του αριθµού των εικονοστοι-

χείων M [PTVF92]. Καθότι το υπολογιστικό κόστος ανά επανάληψη είναι επίσης O(M),
οδηγούµαστε σε συνολικό κόστος O(M2) για την εξέλιξη κατά ένα ϐήµα της Εξ. (3.24) –

καµία ϐελτίωση έναντι του απλού εµπρόσθιου αλγορίθµου.

Στην περίπτωση ισοτροπικής διάχυσης, έχουµε µηδενικό µη-διαγώνιο στοιχείο b = 0
στους τανυστές διάχυσης και οι αντίστοιχες µάσκες συνέλιξης mi,j που δείχνουµε στα

Σχ. 3.3 και 3.4 έχουν µηδενικά στοιχεία στις 4 γωνίες. Τότε µπορούµε να χρησιµο-

ποιήσουµε διαχωρισµένα (split) σχήµατα, όπως το AOS που προτείνεται στο [WtHRV98].

Αν και τα διαχωρισµένα σχήµατα είναι ιδιαίτερα αποδοτικά, έχουν και κάποια σηµαντι-

κά µειονεκτήµατα, κυρίως εµφάνιση αλλοιώσεων (artifacts) από έλλειψη περιστροφικής

συµµετρίας, όπως δείχνουµε στο [PM07]. Στην περίπτωσή µας όµως, όπου έχουµε πλή-

ϱως ανισοτροπική διάχυση, το σχήµα AOS δεν είναι εφαρµόσιµο. Στο [Wei98] προτείνεται

ένας υβριδικός συνδυασµός του AOS για τα διαγώνια στοιχεία aκαι cτου τανυστή διάχυ-

σης µε το απλό εµπρόσθιο σχήµα για τα µη-διαγώνια στοιχεία b, αλλά αυτό δεν εξαλείφει

τελείως το πρόβληµα ευστάθειας για µεγάλα χρονικά ϐήµατα.

Στον αλγόριθµο που προτείνουµε, υιοθετούµε το διδιάστατο IMEX σχήµα στην πλή-

ϱη του µορφή (3.23). Για την αποδοτική επίλυση του αντίστοιχου συστήµατος (3.24)

σε ϐέλτιστο χρόνο O(M) καταφεύγουµε σε πολυπλεγµατικές (multigrid) τεχνικές, όπως

περιγράφουµε παρακάτω. Σχεδιάζοντας προσεκτικά τα συνιστώντα µέρη της πολυπλεγ-

µατικής µεθόδου, η εξέλιξη της λύσης κατά ένα χρονικό ϐήµα µπορεί να γίνει µε κόστος

συγκρίσιµο του κόστους ανά ϐήµα της εµπρόσθιας µεθόδου ή της µεθόδου AOS. Εκµε-

ταλλευόµενοι την άριστη ευστάθεια του οπίσθιου σχήµατος και επιλέγοντας χρονικό ϐήµα

πολύ µεγαλύτερο από αυτό που επιτρέπουν οι εναλλακτικές τεχνικές, µπορούµε να πετύ-

χουµε µε τους προτεινόµενους πολυπλεγµατικούς αλγορίθµους πολύ καλύτερη απόδοση.

3.3.3 Πολυπλεγµατική Επίλυση Ανισοτροπικών Προβληµάτων

Οι πολυπλεγµατικές αριθµητικές µέθοδοι χρησιµοποιούν µια ιεραρχία πλεγµάτων

διακριτοποίησης για να επιλύσουν αποδοτικά µια πληθώρα σηµαντικών προβληµάτων,

µε προεξέχοντα αυτά που ανακύπτουν από τη διακριτοποίηση µοντέλων Μ∆Ε [Bra77].

Καλές πρόσφατες γενικές αναφορές για πολυπλεγµατικές µεθόδους είναι τα ϐιβλία

[BHM00, TOS01, Wes92]. Στο πεδίο της ΄Ορασης Υπολογιστών πολυπλεγµατικές τεχνικές



Αλγόριθµος 1 Γενικευµένος πολυπλεγµατικός αλγόριθµος σε δύο πλέγµατα

1: Κάνε n1-επαναλήψεις χαλάρωσης στο Lhuh = fh.

2: Υπολόγισε το υπόλοιπο rh = fh − Lhuh στο λεπτοµερές πλέγµα.

3: Περιόρισε το υπόλοιπο r2h = Rrh στο αδρό πλέγµα.

4: Λύσε απευθείας το γραµµικό σύστηµα του αδρού πλέγµατος L2he2h = r2h.

5: Επέκτεινε το σφάλµα στο λεπτοµερές πλέγµα eh = Pe2h.

6: ∆ιόρθωσε τη λύση λεπτοµερούς πλέγµατος uh ← uh + eh.

7: Κάνε n2-επαναλήψεις χαλάρωσης στο Lhuh = fh.

πρωτοχρησιµοποιήθηκαν συστηµατικά από το [Ter86]. Για πολυπλεγµατικούς αλγορίθ-

µους εφαρµοσµένους στο πρόβληµα της οπτικής ϱοής, δες το [BWF+05]. ΄Αλλες σχετικές

αναφορές είναι τα [Act98, SBB00, KY03, CTWS02, KKY04, PM04].

Οι πολυπλεγµατικές τεχνικές υπερβαίνουν την τυπικά αργή σύγκλιση των συνηθισµέ-

νων µονοπλεγµατικών τεχνικών χαλάρωσης για επίλυση γραµµικών συστηµάτων, όπως οι

µέθοδοι Jacobi, GaussSeidel και συζυγών κλίσεων [PTVF92]. Αν και οι µονοπλεγµατικές

µέθοδοι εξαλείφουν αποδοτικά την υψίσυχνη συνιστώσα του σφάλµατος της λύσης, µειώ-

νουν πολύ αργά τη χαµηλόσυχνη συνιστώσα του. Τούτη η συµπεριφορά προέρχεται από

τον τοπικό χαρακτήρα των υπολογισµών στις µονοπλεγµατικές µεθόδους, που επιτρέπει τη

γρήγορη εξάλειψη των συνιστωσών σφάλµατος που µεταβάλλονται σε κλίµακες συγκρίσι-

µες µε το ϐήµα χωρικής διακριτοποίησης πλέγµατος h, αλλά δυσχεραίνει την εξασθένιση

των σφαλµάτων µεγαλύτερης κλίµακας. Καθώς το πλέγµα διακριτοποίησης γίνεται λεπτο-

µερέστερο, η πληροφορία διαδίδεται ακόµα πιο αργά και ο µυωπικός χαρακτήρας των µο-

νοπλεγµατικών επαναληπτικών µεθόδων γίνεται ακόµα πιο ισχυρός. Οι πολυπλεγµατικές

µέθοδοι υπερβαίνουν αυτές τις δυσκολίες χρησιµοποιώντας τέτοιες συµβατικές µεθόδους

χαλάρωσης, καλούµενες ως εξοµαλυντές (smoothers) στην πολυπλεγµατική ορολογία, σε

µια ιεραρχία πλεγµάτων. Καθότι οι επαναλήψεις χαλάρωσης που πραγµατοποιούνται σε

κάθε επίπεδο του πλέγµατος οµαλοποιούν τις συνιστώσες σφάλµατος µε κλίµακα συγκρί-

σιµη στο ϐήµα πλέγµατος του συγκεκριµένου επιπέδου, ένας πολυπλεγµατικός κύκλος

µπορεί να εξαλείψει αποδοτικά τις συνιστώσες σφάλµατος σε όλο το εύρος χωρικών συχνο-

τήτων. Επίσης, το κόστος εφαρµογής µεθόδων χαλάρωσης σε αδρές κλίµακες είναι πολύ

µικρότερο από αυτό σε λεπτοµερείς κλίµακες, αφού οι εµπλεκόµενες µεταβλητές είναι

λιγότερες. Τέτοιου είδους πολυπλεγµατικές τεχνικές είναι ϐέλτιστες για ένα ευρύ ϕάσµα

ενδιαφέροντων προβληµάτων, γραµµικών και µη-γραµµικών, µε την έννοια ότι µπορούµε

να τα λύσουµε σε οποιαδήποτε επιθυµητή ακρίβεια σε αριθµό πολυπλεγµατικών κύκλων

που είναι ανεξάρτητος από το µέγεθος του προβλήµατος, και συνεπώς µε γραµµικό κόστος

O(M).
Για να γίνουµε πιο συγκεκριµένοι, δίνουµε το γενικευµένο πολυπλεγµατικό Αλγόριθ-

µο 1 για την επίλυση του γραµµικού συστήµατος Lhuh = fh, όπως αυτό της Εξ. (3.24),

στην ειδική περίπτωση δύο πλεγµάτων [BHM00]. Οι υποδείκτες δηλώνουν το ϐήµα δια-

κριτοποίησης πλέγµατος. Συγκεκριµένες µέθοδοι ανακύπτουν από τον Αλγόριθµο 1 αφού

καθορίσουµε τις ακόλουθες πολυπλεγµατικές συνιστώσες (multigrid components):

1. Τον εξοµαλυντή και τον αριθµό επαναλήψεων πρότερης και ύστερης χαλάρωσης

n1/n2· συνήθως επαρκούν n1 + n2 ≤ 3 επαναλήψεις GaussSeidel εξοµάλυνσης.

2. Τους διαπλεγµατικούς πίνακες µεταφοράς, συγκεκριµένα τον Nh × N2h πίνακα
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Σχήµα 3.5: Συνηθισµένες πολυπλεγµατικές τακτικές. Το ϐήµα πλέγµατος δίνεται στην

αριστερή στήλη. ∆ιάγραµµα για την περίπτωση χρήσης 4 επιπέδων.

επέκτασης (παρεµβολής) P και τον N2h×Nh πίνακα περιορισµού R, όπου N(·) είναι

ο αριθµός των αγνώστων σε ένα συγκεκριµένο επίπεδο, τυπικά N2h ≈ 1/4Nh για

2-∆ προβλήµατα· τυπικές επιλογές είναι δι-γραµµική παρεµβολή για το P και απλή

υπο-δειγµατοληψία για το R.

3. Τον πίνακα συστήµατος για το αδρό επίπεδο L2h· σε απλές περιπτώσεις αρκεί απλά

να επαναδιακριτοποιήσουµε το συνεχές πρόβληµα στο αδρό πλέγµα.

Παρόλα αυτά οι παραπάνω τυπικές επιλογές πολυπλεγµατικών συστατικών στοιχείων δεν

είναι πάντα αποδοτικές. Ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στο [PM07], όπου

περιγράφουµε µε λεπτοµέρεια τις επιλογές που είναι πιο κατάλληλες για την τάξη των

ανισοτροπικών προβληµάτων που αντιµετωπίζουµε εδώ.

Η επέκταση του δι-επίπεδου Αλγορίθµου 1 σε πολλαπλά επίπεδα γίνεται συνήθως µε

αναδροµικό τρόπο [TOS01]. Υπάρχουν πολλές εναλλακτικές προσεγγίσεις, που καθορί-

Ϲουν και την ακριβή σειρά επίσκεψης στα διαφορετικά πλέγµατα. Στο Σχ. 3.5 δείχνουµε

παραδείγµατα µε τις πιο συνηθισµένες πολυπλεγµατικές τακτικές. Χρησιµοποιώντας αρ-

κετά επίπεδα διασφαλίζουµε ότι οι άγνωστοι στο πιο αδρό επίπεδο είναι πολύ λίγοι και

συνεπώς είναι υπολογιστικά αµελητέα η απευθείας επίλυση του αντίστοιχου προβλήµατος.

Αξίζει εδώ να σηµειώσουµε (δες και το Σχ. 3.5) ότι έχουµε δύο κατηγορίες πολυπλεγµα-

τικών αλγορίθµων: Οι αλγόριθµοι διόρθωσης (correction), όπως οι V και W κύκλοι,

ξεκινούν από το πιο λεπτοµερές επίπεδο και χρησιµοποιούν τα αδρότερα επίπεδα για να

εξαλείψουν το χαµηλόσυχνο σφάλµα. Από την άλλη, οι αλγόριθµοι ϕωλιασµένης επανά-

ληψης (nested iteration), όπως ο FMG, ξεκινούν από τη λύση στα πιο αδρά επίπεδα και

τη χρησιµοποιούν για να παράγουν µια αρχική εκτίµηση της λύσης στα πιο λεπτοµερή

επίπεδα. ΄Ενας καλός ευρετικός κανόνας είναι να χρησιµοποιούµε αλγορίθµους διόρθω-

σης σε περιπτώσεις που έχουµε µια καλή αρχική εκτίµηση της λύσης, όπως ισχύει στην

περίπτωσή µας.

Η προηγούµενη συζήτηση αναδεικνύει µια σηµαντική διαφοροποίηση µεταξύ πολυ-

πλεγµατικών τεχνικών και άλλων πολυκλιµακωτών αλγορίθµων εκλέπτυνσης της λύσης,

όπως οι [HPB94, GGCV95, LHC96]. Οι πολυπλεγµατικοί αλγόριθµοι περιλαµβάνουν

τόσο ενδοπλεγµατικές µεταβάσεις επέκτασης (από αδρά σε λεπτοµερή επίπεδα διακρι-

τοποίησης), όσο και ενδοπλεγµατικές µεταβάσεις περιορισµού (από λεπτοµερή σε αδρά

επίπεδα διακριτοποίησης). Μόνο µε αυτόν τον τρόπο επιτυγχάνεται ο ϐέλτιστος ϱυθµός

σύγκλισης που χαρακτηρίζει τις πολυπλεγµατικές µεθόδους. Αντίθετα, οι παραδοσιακοί

αλγόριθµοι πυραµιδικής ανάλυσης εικόνων περιλαµβάνουν µόνο µεταβάσεις επέκτασης·

σε αυτούς ο ϱόλος των αδρών πλεγµάτων εξαντλείται στο να παράσχουν µια εκτίµηση



Πίνακας 3.1: Υπολογιστικό κόστος κύριων αλγοριθµικών συνιστωσών κατά την κατάτµηση

εικόνας διαστάσεων 256×256 εικονοστοιχείων µε πολυπλεγµατικούς αλγορίθµους.

Χρόνος (msec)

Λειτουργία Αλγόριθµος Αρχικοποίηση Ανά ϐήµα

Σ
χ
ή
µ

α

2-∆ IMEX
Πολυπλεγµατικός (Γεωµ. – MDMG) 35±1 23±1

Πολυπλεγµατικός (Αλγεβ. – AMG) 300±20 40±5

AOS Τριδιαγώνιος Επιλύτης (TRI) 13±1 5±1

Μετασχ. Απόστασης
∆ιαχωρίσιµος (SDT) – 27±1

Ταχεία Προέλαση (FMDT) – 38±2

για καλή αρχικοποίηση της λύσης στο λεπτοµερές πλέγµα. Για περαιτέρω λεπτοµέρειες

παραπέµπουµε στα [Wil02, BWF+05].

3.4 Πειράµατα Κατάτµησης µε Γεωµετρικά Ενεργά Πε-

ϱιγράµµατα και Πολυπλεγµατικούς Αλγορίθµους

΄Εχουµε αξιολογήσει την επίδοση των προτεινόµενων πολυπλεγµατικών αλγορίθµων σε

πειράµατα κατάτµησης µε τη χρήση διάφορων µοντέλων της οικογένειας των γεωµετρικών

ενεργών περιγραµµάτων που συζητήσαµε στην Ενότητα 3.1. ΄Εχουµε πειραµατιστεί µε δύο

δηµοφιλείς και δηµόσια διαθέσιµους πολυπλεγµατικούς επιλύτες (solvers) ανοιχτού κώδι-

κα: 1) Τον επιλύτη mgd9v, που υλοποιεί προσαρµοστικές γεωµετρικές πολυπλεγµατικές

τεχνικές [dZ90] (MDMG)· 2) Τον επιλύτη amg1r5, που υλοποιεί αλγεβρικές πολυπλεγ-

µατικές τεχνικές [RS87] (AMG). Παραπέµπουµε στο [PM07] για συγκριτική παρουσίαση

γεωµετρικών και αλγεβρικών πολυπλεγµατικών τεχνικών. Για υπολογισµό του µετασχη-

µατισµού απόστασης (DT) έχουµε υλοποιήσει το διαχωρίσιµο αλγόριθµο του [FH04] (SDT)

και τη µέθοδο ταχείας προέλασης (fast marching) [Set99] (FMDT). Συγκρίνουµε τις προ-

τεινόµενες τεχνικές επίλυσης µε εναλλακτικά διαχωρίσιµα σχήµατα ϐασισµένα στην AOS

τεχνική [WtHRV98, GKRR01, WK03]· η σχετική υλοποίησή µας χρησιµοποιεί κώδικα από

τη συλλογή LAPACK για την επίλυση των τριδιαγώνιων συστηµάτων εξισώσεων που ανα-

κύπτουν (TRI). Στα πειράµατα που ακολουθούν η σύγκλιση της εξελισσόµενης καµπύλης

σηµατοδοτείται όταν η Hausdorff απόσταση [Μαρ02] µεταξύ δύο διαδοχικών στιγµιοτύπων

του περιγράµµατος πέσει κάτω από ένα κατώφλι HT · συνήθως HT = 1−5 εικονοστοιχεία.

Οι χρόνοι εκτέλεσης αναφέρονται στην υλοποίησή µας σε C++1. Οι µετρήσεις έχουν γίνει

µε χρήση ϕορητού υπολογιστή που διαθέτει επεξεργαστή Pentium M710 1.4 GHz και

512 MB κύρια µνήµη.

Παραθέτουµε στον Πίν. 3.1 το χρόνο εκτέλεσης των ϐασικών αλγοριθµικών συνιστω-

σών σε τυπικές εικόνες ανάλυσης 256×256 εικονοστοιχείων (χωρίς να γίνεται χρήση τε-

χνικών στενής Ϲώνης). Πιο συγκεκριµένα, δίνουµε πειραµατικές µετρήσεις για το κόστος

των εξής λειτουργιών : 1) ϐήµα εξέλιξης περιγράµµατος, χρησιµοποιώντας είτε το πλή-

ϱως 2-∆ IMEX σχήµα (3.24) σε συνδυασµό µε τους προτεινόµενους πολυπλεγµατικούς

αλγορίθµους (δοκιµάσαµε και τους δύο επιλύτες MDMG και AMG), είτε το διαχωρίσιµο

1Για να διευκολύνουµε πειραµατισµό µε τους προτεινόµενους αλγορίθµους, διαθέτουµε ελεύθερα τον

σχετικό πηγαίο κώδικα που έχουµε αναπτύξει. ∆είτε το http://cvsp.cs.ntua.gr/software.



AOS σχήµα σε συνδυασµό µε τριδιαγώνιους επιλύτες· 2) επαναρχικοποίηση συνάρτησης

εµβύθισης µε αλγορίθµους µετασχηµατισµού απόστασης. Για τους πολυπλεγµατικούς

και τριδιαγώνιους επιλύτες δίνουµε χωριστά το κόστος αρχικοποίησης και το κόστος ανά

ϐήµα: επειδή στην προτεινόµενη τεχνική επαναρχικοποιούµε τη συνάρτηση εµβύθισης

σε κάθε ϐήµα, οι πίνακες των αντίστοιχων γραµµικών συστηµάτων µένουν αµετάβλητοι

(εκτός κι αν χρησιµοποιούµε τεχνικές στενής Ϲώνης)· έτσι και στις δύο περιπτώσεις το

κόστος αρχικοποίησης του επιλύτη (πολυπλεγµατικοί αλγόριθµοι: υπολογισµός τελεστών

επέκτασης/περιορισµού και πινάκων συστήµατος στα αδρά πλέγµατα· τριδιαγώνιος επι-

λύτης: τριγωνοποίηση LU) το επωµιζόµαστε µόνο µια ϕορά.

΄Οπως µπορεί να ιδωθεί από τον Πίν. 3.1, το κόστος αρχικοποίησης είναι πολλαπλά-

σιο για τον αλγεβρικό πολυπλεγµατικό αλγόριθµο AMG σε σχέση µε τον προσαρµοστικό

γεωµετρικό πολυπλεγµατικό αλγόριθµο MDMG. Αυτό καθιστά τον επιλύτη MDMG πολύ

πιο αποδοτικό σε σχέση µε τον AMG, ακόµα και εάν συνδυάσουµε τον AMG µε τεχνικές

στενής Ϲώνης, όπως κάναµε στο [PM04]: αν και σε κάθε ϐήµα εξέλιξης της λύσης ο αριθ-

µός των µεταβλητών στη στενή Ϲώνη είναι µικρότερος, το κόστος επαναρχικοποίησης λόγω

συνεχούς µετακίνησης της στενής Ϲώνης υπερβαίνει το κέρδος. Το κόστος και των δύο

πολυπλεγµατικών αλγορίθµων (MDMG και AMG) ανά ϐήµα εξέλιξης του περιγράµµατος

είναι µικρό καθώς ένας µόνος V(0,1) πολυπλεγµατικός κύκλος αρκεί για να καταπιέ-

σει επαρκώς το σφάλµα. Ειδικά για τον MDMG επιλύτη, το κόστος ανά ϐήµα εξέλιξης

του µετώπου είναι της ίδιας τάξης µε το κόστος του διαχωρίσιµου AOS σχήµατος, διατη-

ϱώντας παράλληλα τα πλεονεκτήµατα του πλήρως 2-∆ IMEX σχήµατος. Για τα µοντέλα

γεωµετρικών ενεργών περιγραµµάτων που ϐασίζονται αποκλειστικά σε χωρικές ενδείξεις,

δηλαδή g ≡ 1, είναι δυνατόν να πετύχουµε ακόµα µεγαλύτερη αποδοτικότητα επειδή α-

πλούστερες πολυπλεγµατικές συνιστώσες είναι επαρκείς. Σχετικά µε το µετασχηµατισµό

απόστασης, ο διαχωρίσιµος αλγόριθµος SDT ϕαίνεται να είναι πιο αποδοτικός από τον

αλγόριθµο ταχείας προέλασης FMDT. Συνολικά λοιπόν, ο συνδυασµός του προσαρµοστι-

κού πολυπλεγµατικού αλγορίθµου και του διαχωρίσιµου µετασχηµατισµού απόστασης

(MDMG+SDT) κοστίζει ≈50 msec για κάθε ϐήµα εξέλιξης του περιγράµµατος, επιτρέ-

ποντας έτσι 20 ανανεώσεις του µετώπου ανά δευτερόλεπτο· καθότι µε τα µεγάλα χρονικά

ϐήµατα που επιτρέπει το 2-∆ IMEX σχήµα πολύ λίγες επαναλήψεις αρκούν για τη σύγκλι-

ση του περιγράµµατος, ο τυπικός χρόνος εντός του οποίου µπορούµε να κατατµήσουµε

εικόνες 256×256 ιχνοστοιχείων είναι κάτω από ένα δευτερόλεπτο. Επίσης το υπολογι-

στικό κόστος των εµπλεκόµενων αλγορίθµων κλιµακώνεται γραµµικά µε τον αριθµό των

εικονοστοιχείων N . ΄Ετσι στα υπόλοιπα πειράµατα που περιγράφουµε έχουµε χρησιµο-

ποιήσει αυτές τις δύο MDMG+SDT ϐασικές αλγοριθµικές συνιστώσες.

Το επόµενο πείραµα αναδεικνύει την αυξηµένη ακρίβεια και περιστροφική συµµετρία

του πλήρως 2-∆ IMEX σχήµατος (3.23) σε σχέση µε το διαχωρισµένο AOS σχήµα. Στο

Σχ. 3.6 δείχνουµε σε µια συνθετική εικόνα µια ανισοτροπική στρέβλωση του AOS σχή-

µατος την οποία καλούµε ϕαινόµενο σκίασης. Καθότι η διάχυση επιτελείται ανεξάρτητα

στις διευθύνσεις των x- και y- αξόνων, κοιλότητες οι οποίες δεν είναι απολύτως ορατές

από παρατηρητή ο οποίος σαρώνει την εικόνα σε αυτές τις διευθύνσεις δεν `φωτίζονται΄

επαρκώς και η καµπύλη δεν µπορεί να εισχωρήσει επαρκώς σε αυτές. Το πλήρως 2-∆

IMEX σχήµα δεν αντιµετωπίζει τέτοια Ϲητήµατα καθότι επιτρέπει διάχυση σε κάθε κα-

τεύθυνση. Τα καλύτερα ποιοτικά χαρακτηριστικά του IMEX σχήµατος αναδεικνύονται

περαιτέρω στο µεγεθυµένο αποτέλεσµα κατάτµησης του Σχ. 3.7· παρατηρούµε ότι ακόµα

και για σχετικά µικρά χρονικά ϐήµατα, εδώ τ = 2, το AOS σχήµα µπορεί να οδηγήσει σε
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Σχήµα 3.6: Ανισοτροπικά ψεύδεργα του AOS σχήµατος. Πάνω: Το AOS σχήµα δίνει δια-

ϕορετικά αποτελέσµατα µετά από περιστροφή της εικόνας κατά 45o. Αυτό οφείλεται στο

ϕαινόµενο σκίασης του AOS σχήµατος, που οπτικοποιείται καλύτερα µέσω της γραφικής

παράστασης της συνάρτησης εµβύθισης u (τρίτη στήλη). Κάτω: Η περιστροφή δεν επηρε-

άζει το αποτέλεσµα του πλήρως 2-∆ IMEX σχήµατος. Πειράµατα µε χρήση του µοντέλου

γεωδαιτικών ενεργών περιγραµµάτων, Εξ. (3.2), µε c = 0 και τ = 1000.

ορατά ψεύδεργα λόγω απώλειας περιστροφικής συµµετρίας.

Μια επιπλέον σειρά από αποτελέσµατα παρουσιάζονται στη συνέχεια. Κατάτµηση ϐα-

σισµένη στο χωρικό µοντέλο ChanVese δείχνεται στο Σχ. 3.8. Το περίγραµµα συγκλίνει

ύστερα από 5 µόλις επαναλήψεις εντός 0.55 sec. Αποτέλεσµα σε κατάτµηση ϐασισµέ-

νη στο περιεχόµενο υφής µιας 436×286 εικόνας µε χρήση του περιγραφητή υφής που

προτείνεται στο [RBD03] παρατίθεται στο Σχ. 3.9. Το µέτωπο συγκλίνει ύστερα από 7

επαναλήψεις εντός 1.8 sec, συλλαµβάνοντας ικανοποιητικά το περίγραµµα της Ϲέβρας.

3.5 Πειράµατα Ενδοσυµπλήρωσης µε Μερικές ∆ιαφορι-

κές Εξισώσεις Ανισοτροπικής ∆ιάχυσης και Πολυ-

πλεγµατικούς Αλγορίθµους

΄Εχουµε προχωρήσει σε πειράµατα ενδοσυµπλήρωσης, συνδυάζοντας τα µοντέλα Μ∆Ε

ανισοτροπικής διάχυσης µε αποδοτική πολυπλεγµατική υλοποίηση. Ο χρόνος αποκατά-

στασης για µια εικόνα 256×256 είναι της τάξης του 1 δευτερολέπτου.

Στο παράδειγµα που δίνουµε στο Σχ. 3.10, µε αποκατάσταση µέτριων ϐλαβών Τύπου

Ι και ΙΙ στην τοιχογραφία ‘Κροκοσυλλέκτρια & Πότνια’, ϕαίνονται τα ϐήµατα που ακολου-



2∆ IMEX AOS

Σχήµα 3.7: Πλήρως 2-∆ IMEX σε σύγκριση µε τη διαχωρίσιµη AOS διακριτοποίηση. Το

AOS σχήµα δεν κανονικοποιεί επαρκώς την καµπύλη και ευνοεί το σχηµατισµό γραµµών

παράλληλα προς τους άξονες. Κατάτµηση µε το µοντέλο ChanVese, Εξ. (3.4), κατάτµηση

της εικόνας `Cameraman΄ (λεπτοµερής άποψη), τ = 2.

ϑούµε κατά την ενδοσυµπλήρωση µε µη-γραµµικές Μ∆Ε. Ξεκινάµε µε την αρχική εικόνα

και επισηµειώνουµε τα κενά που πρέπει να αποκατασταθούν, Σχ. 3.10(α). Στη συνέ-

χεια προχωράµε σε µια πρώτη οµαλή αποκατάσταση της εικόνας, λύνοντας τη γραµµική

Μ∆Ε Laplace, Σχ. 3.10(ϐ). ΄Εχοντας ως αφετηρία τη λύση της εξίσωσης Laplace, εξελί-

σουµε µια µη-γραµµική ανισοτροπική Μ∆Ε, στο συγκεκριµένο παράδειγµα αυτήν της

Εξ. (3.9)· αυτή, σε διαδοχικές επαναλήψεις, Σχ. 3.10(γ-δ), ϐελτιώνει την πρώτη εκτίµηση

και δίνει το τελικό αποτέλεσµα. Η λεπτοµερής σύγκριση των λύσεων Laplace, Σχ. 3.10(ε)

και µη-γραµµικής ανισοτροπικής Μ∆Ε, Σχ. 3.10(Ϲ) αναδεικνύει την ικανότητα της µη-

γραµµικής µεθοδολογίας να επεκτείνει τις ακµές της εικόνας από τις γνωστές περιοχές

προς τα κενά· για παράδειγµα η γραµµή στη ϱάχη της κροκοσυλλέκτριας αποκαθίσταται

επιτυχώς από τη Μ∆Ε ανισοτροπικής διάχυσης. Βέβαια σε ορισµένες περιπτώσεις αυτό

µπορεί να οδηγήσει σε ψεύδεργα· για παράδειγµα, η µη-γραµµική ανισοτροπική Μ∆Ε

έχει συνενώσει εσφαλµένα τις ϱίγες στο ϕόρεµα της κροκοσυλλέκτριας, όπως ϕαίνεται στο

Σχ. 3.10(η), ενώ η γραµµική λύση Laplace είναι συντηρητικότερη και απλά προκρίνει µια

ϑολή συµπλήρωση για τη συγκεκριµένη περιοχή, όπως ϕαίνεται στο Σχ. 3.10(στ).

Το παράδειγµα αυτό αναδεικνύει ϐασικά χαρακτηριστικά των µεθόδων Μ∆Ε για εν-

δοσυµπλήρωση που συζητήσαµε νωρίτερα. Συγκεκριµένα ϕαίνεται ότι οι µέθοδοι Μ∆Ε

αποδίδουν καλά σε αποκατάσταση µικρών κενών, αλλά το αποτέλεσµα υστερεί στην εν-

δοσυµπλήρωση µεγάλων κενών, κυρίως λόγω υπερβολικού ϑολώµατος. Επίσης η αποκα-

τάσταση επίπεδων καρτούν περιοχών είναι ικανοποιητική, όχι όµως και η αποκατάσταση

περιοχών υφής, όπου η προτεινόµενη συµπλήρωση συχνά είναι υπερβολικά οµαλή. Κά-

ποιοι από αυτούς τους περιορισµούς µπορεί να αρθούν όταν κάνουµε χρήση εναλλακτικών

µεθόδων ενδοσυµπλήρωσης, όπως αυτές που συζητάµε στο Κεφάλαιο 6.



αρχική ϐήµα 1

ϐήµα 3 ϐήµα 5 (τελικό)

Σχήµα 3.8: Κατάτµηση µιας 350×258 εικόνας µε τη µέθοδο ChanVese. Σύγκλιση µετά

από 5 επαναλήψεις (τ = 50, χρόνος εκτέλεσης 0.55 sec).



αρχική ϐήµα 1

ϐήµα 2 ϐήµα 7 (τελικό)

Σχήµα 3.9: Κατάτµηση υφής µε τη µέθοδο του [RBD03] σε εικόνα 436×286. Σύγκλιση

σε 7 επαναλήψεις (τ = 25, χρόνος εκτέλεσης 1.8 sec).



(α) επισηµειωµένη εικόνα (ϐ) αποκατάσταση µε εξίσωση Laplace

(γ) πρώτη επανάληψη ανισοτρ. διάχυσης (δ) τελική κατάσταση ανισοτρ. διάχυσης

(ε,στ) λεπτοµέρειες από τη λύση Laplace

(Ϲ,η) λεπτοµέρειες από την τελική λύση ανισοτροπικής διάχυσης

Σχήµα 3.10: Ενδοσυµπλήρωση µε Μ∆Ε Laplace και ανισοτροπικής διάχυσης σε τµήµα

της τοιχογραφίας ‘Κροκοσυλλέκτρια & Πότνια’.



Κεφάλαιο 4

Αυτόµατη Επιλογή Κλίµακας Μέσω

Στατιστικής ∆ιεπικύρωσης

Σηµαντικό πρόβληµα σε πολλές εφαρµογές ανάλυσης εικόνας και όρασης υπολογι-

στών είναι η παρουσία ϑορύβου, που εισάγεται κατά τη διάρκεια λήψης ή κωδικοποίησης

της εικόνας και δυσκολεύει τη µετέπειτα επεξεργασία της. Πολλά συστήµατα επεξερ-

γασίας εικόνας έχουν στο στάδιο προ-επεξεργασίας ένα υποσύστηµα αποθορυβοποίησης

προκειµένου να απαλλαγούν από αυτόν τον ανεπιθύµητο ϑόρυβο.

Η απλοποίηση µιας ϑορυβώδους εικόνας µε τεχνικές µη-γραµµικών χώρων κλίµα-

κας (scalespaces) είναι από τις πιο επιτυχηµένες µεθόδους αποθορυβοποίησης [RM09].

Τέτοιοι µη-γραµµικοί χώροι κλίµακας, ϐασισµένοι είτε σε µη-γραµµικές διαδικασίες διά-

χυσης, είτε σε επεξεργασία της εικόνας µε µορφολογικούς τελεστές έχουν την επιθυµητή

ιδιότητα να απλοποιούν και να αποθορυβοποιούν την εικόνα, ενώ παράλληλα διατηρούν

σε καλό ϐαθµό τη ϑέση και την αντίθεση των ακµών. Σε ένα ευρύτερο πλαίσιο, η πολυ-

κλιµακωτή ανάλυση εικόνας αποτελεί ϑεµελιώδες εργαλείο για πολλές εφαρµογές της

΄Ορασης Υπολογιστών. Σηµαντικό Ϲήτηµα στις πολυ-κλιµακωτές τεχνικές είναι η αυτόµα-

τη επιλογή της πιο σηµαντικής κλίµακας σε κάθε εικόνα, πάντα σε σχέση µε τις ανάγκες

κάθε συγκεκριµένης εφαρµογής.

Στο παρόν Κεφάλαιο µελετούµε τη ϐέλτιστη επιλογή κλίµακας σε µη-γραµµικούς

χώρους κλίµακας, όταν αυτοί χρησιµοποιούνται στο πρόβληµα της αποθορυβοποίησης.

Προσεγγίζουµε το πρόβληµα ως Ϲήτηµα στατιστικής επιλογής µοντέλου (statistical model

selection) και αναζητούµε τη ϐέλτιστη λύση του µε τη µέθοδο της στατιστικής διεπικύ-

ϱωσης (crossvalidation). Οι προτεινόµενοι αλγόριθµοι είναι πλήρως αυτόµατοι, είναι

συµβατοί µε διαφορετικές κατανοµές λευκού ϑορύβου, και δεν απαιτούν πρότερη γνώ-

ση της µεταβλητότητας του ϑορύβου. Είναι ενδιαφέρον ότι η προσέγγισή µας µπορεί να

συνδυαστεί µε ετερόκλητες τεχνικές δηµιουργίας χώρων κλίµακας, σχηµατισµένων µε διά-

ϕορες γραµµικές και µη-γραµµικές εξισώσεις διάχυσης, καθώς και µη-γραµµικά ϕίλτρα.

΄Ετσι η προτεινόµενη µέθοδος αποτελεί ένα ισχυρό γενικό εργαλείο που εµπλουτίζει υπάρ-

χουσες τεχνικές αποθορυβοποίησης µε δυνατότητα αυτόµατης επιλογής κλίµακας. Στα

πειράµατά µας έχουµε επικεντρωθεί σε αποθορυβοποίηση µε δύο είδη χώρων κλίµακας,

παραγόµενων από διαδικασίες µη-γραµµικής διάχυσης και µορφολογικό ϕιλτράρισµα,

αντίστοιχα, τους οποίους και ϑα εξετάσουµε στη συνέχεια.
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4.1 Αποθορυβοποίηση µε ∆ιαδικασίες Μη-Γραµµικής

∆ιάχυσης

Οι µη-γραµµικές Μερικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις – Μ∆Ε (Partial Differential Equations

– PDE) που χρησιµοποιούνται ευρέως για αποθορυβοποίηση είναι γενικεύσεις της απλής

γραµµικής και οµογενούς εξίσωσης διάχυσης ϑερµότητας, που αντιστοιχεί σε γραµµική

συνέλιξη µε οµογενή γκαουσιανά ϕίλτρα [Koe84]. Αντιπροσωπευτικά παραδείγµατα µη-

γραµµικών Μ∆Ε διάχυσης είναι το µοντέλο των Perona & Malik [PM90] και παραλλαγές

του [CLMC92], καθώς και το µοντέλο ανισοτροπικής διάχυσης [Wei98]. Στα πειράµατά

µας χρησιµοποιούµε το µοντέλο του [CLMC92]

∂u(x, t)

∂t
= div

(
g(‖∇uσ‖)∇u

)
. (4.1)

Στην παραπάνω εξίσωση το x δηλώνει το διδιάστατο διάνυσµα ϑέσης στο επίπεδο της

εικόνας και η αρχική συνθήκη είναι u(x, 0) = f0(x), όπου f0(x) δηλώνει τη ϑορυβώδη

εικόνα. Αυτή η διαδικασία δηµιουργεί το χώρο κλίµακας {ft : t ≥ 0}, µε ft(x) , u(x, t).
Στην Εξ. (4.1) ο συντελεστής διάχυσης g : [0,+∞) → R+ είναι ϕθίνουσα συνάρτηση του

µέτρου της παραγώγου της εικόνας (µε g(0) = 1, g(r) → 0 καθώς r → +∞) και έτσι

ευνοεί την οµαλοποίηση εντός επίπεδων περιοχών της εικόνας, χωρίς όµως να επιτρέπει

την αλλοίωση των ακµών. Τέλος, µε uσ δηλώνουµε συνέλιξη της u µε πυρήνα Gauss

µικρής µεταβλητότητας σ, που κανονικοποιεί το µοντέλο και το καθιστά µαθηµατικά

`καλώς ορισµένο΄.

4.2 Αποθορυβοποίηση µε Μορφολογικά Φίλτρα

Μια ευρεία κατηγορία µορφολογικών ϕίλτρων επίσης παράγει µη-γραµµικούς χώρους

κλίµακας µε καλές ιδιότητες αποθορυβοποίησης. Το απλούστερο παράδειγµα τέτοιων

ϕίλτρων είναι τα ανοίγµατα (openings) και κλεισίµατα (closings) τύπου Minkowski, που

είναι απλές σειριακές εναλλαγές επίπεδων συστολών (erosions) και διαστολών (dilations)

µε δίσκους ως δοµικά στοιχεία. Εναλλάσσοντας ανοίγµατα και κλεισίµατα σταδιακά µε-

γαλύτερης κλίµακας (δηλαδή αυξάνοντας την ακτίνα του δοµικού στοιχείου) παίρνουµε

το εναλλασσόµενο σειριακό ϕίλτρο (alternating sequential filter – ASF) [Ser88]. Πε-

ϱαιτέρω, τα ανοίγµατα/κλεισίµατα τύπου Minkowski στο ASF µπορούν να αντικαταστα-

ϑούν από γενικευµένα ανοίγµατα/κλεισίµατα, για παράδειγµα τα ϕίλτρα ανακατασκευής

(reconstruction filters) [SS95]. Οι περισσότεροι από τους προαναφερόµενους χώρους κλί-

µακας µπορούν να παραχθούν και µε Μ∆Ε, κάτι που παρουσιάζει αρκετά πλεονεκτήµατα

σε σχέση µε υλοποίηση ϐασισµένη σε ψηφιακά ϕίλτρα [Μαρ02]. ΄Ενα σηµαντικό µειονέ-

κτηµα των ϕίλτρων ανακατασκευής είναι όµως ότι δεν αποτελούν αυτο-δυϊκούς (selfdual)

τελεστές, µε αποτέλεσµα να χειρίζονται ασυµµετρικά το προσκήνιο και το παρασκήνιο

(δηλαδή παίρνουµε διαφορετική έξοδο αν εφαρµόσουµε τον τελεστή στο συµπλήρωµα της

εικόνας και ύστερα συµπληρώσουµε το αποτέλεσµα).

΄Ενας πιο µοντέρνος µορφολογικός τελεστής που ενοποιεί και γενικεύει τα ανοίγµα-

τα/κλεισίµατα ανακατασκευής και παράλληλα έχει την ιδιότητα της αυτο-δυϊκότητας εί-

ναι το ϕίλτρο επιπέδωσης (leveling) [MM00]. Τα ϕίλτρα επιπέδωσης είναι µη-γραµµικά

αντικειµενοστρεφή ϕίλτρα που απλοποιούν µια εικόνα αναφοράς f µέσω ταυτόχρονης



επέκτασης και συρρίκνωσης µιάς αρχικής εικόνας-σπόρου που αποκαλείται σηµαδευτής

m, µε τρόπο που να περιορίζεται από την εικόνα αναφοράς. Πιο συγκεκριµένα, έστω

u(x, t) η εξέλιξη του σηµαδευτή, ξεκινώντας από u(x, 0) = m(x). Ορίζουµε το u ως την

ασθενή λύση της Μ∆Ε [MM00, Mar03]

∂u(x, t)/∂t = −sgn(u− f)‖∇u‖. (4.2)

Αυτή η Μ∆Ε έχει µια µη-τετριµµένη τελική κατάσταση Λ(m|f) , limt→∞ u(x, t), που

καλείται επιπέδωση της f ως προς το m [Mar03].

Ας ϑεωρήσουµε τώρα διάφορους σηµαδευτές mt, t = 1, 2, . . . , που εξαρτώνται από µια

αύξουσα παράµετρο κλίµακας t και ας κατασκευάσουµε µια ακολουθία από επιπεδώσεις

ft = Λ(mt|ft−1), t > 1 της εικόνας ξεκινώντας από τη ϑορυβώδη εκδοχή της f0(x). Οι

εικόνες {ft : t ≥ 0} αποτελούν µια ιεραρχία από πολυ-κλιµακωτές επιπεδώσεις της

αρχικής εικόνας f0 που ικανοποιούν τη σχέση αιτιότητας ότι το fj είναι επιπέδωση της fi

για j > i. ΄Ενας απλός τρόπος να κατασκευάσουµε στην πράξη τέτοιες πολυ-κλιµακωτές

επιπεδώσεις είναι να χρησιµοποιήσουµε ως ακολουθία πολυ-κλιµακωτών σηµαδευτών

εικόνες προερχόµενες από δειγµατοληψία του γραµµικού χώρου κλίµακας της f0.

4.3 Αυτόµατη Επιλογή Κλίµακας µε Στατιστική ∆ιεπι-

κύρωση

΄Ολες οι παραπάνω πολυ-κλιµακωτές µέθοδοι αποθορυβοποίησης ξεκινούν από µία

ϑορυβώδη εικόνα f0 και παράγουν µια ιεραρχία από απλοποιηµένες εκδοχές της {ft : t ≥
0} µε δείκτη µια αύξουσα παράµετρο κλίµακας t. ΄Ενα σηµαντικό Ϲήτηµα που ανακύπτει

είναι η ϐέλτιστη επιλογή της κλίµακας όπου ϑα σταµατήσουµε την απλοποίηση και ϑα

λάβουµε την καλύτερη δυνατή εκτίµηση για την καθαρή εικόνα. Στο ένα άκρο, σε πολύ

µικρές κλίµακες ο ϑόρυβος δεν έχει ακόµα καταπιεστεί επαρκώς· µε στατιστικούς όρους η

εκτίµηση χαρακτηρίζεται από µεγάλη µεταβλητότητα (variance). Στο άλλο άκρο, σε πολύ

µεγάλες κλίµακες ο ϑόρυβος έχει εξαλειφθεί, αλλά όµως δοµικά στοιχεία της εικόνας

έχουν αλλοιωθεί σηµαντικά· η εκτίµηση χαρακτηρίζεται από ισχυρή πόλωση (bias).

Από τη ϕύση τους οι περισσότερες πολυ-κλιµακωτές αναπαραστάσεις δεν διαθέτουν

κάποια εγγενή χαρακτηριστική κλίµακα κατάλληλη για το πρόβληµα της αποθορυβοποίη-

σης. Για παράδειγµα, η εξέλιξη της µη-γραµµικής εξίσωσης διάχυσης (4.1) οδηγεί τελικά

στην τετριµµένη τελική κατάσταση σταθερής εικόνας. Ακόµα και όταν ο συντελεστής διά-

χυσης g της Εξ. (4.1) επιλεγεί έτσι ώστε η τελική κατάσταση f∞ να είναι µη-τετριµµένη

[BSMH98, GZS01], δεν υπάρχει καµία εγγύηση ότι η προκύπτουσα εικόνα f∞ είναι ϐέλτι-

στη για το πρόβληµα της αποθορυβοποίησης για κάποιο αποδεκτό κριτήριο. Είναι λοιπόν

ξεκάθαρο ότι απαιτείται µια αυτόµατη µέθοδος που ϑα επιλέγει το ϐέλτιστο στιγµιότυπο

του χώρου κλίµακας ft ως καλύτερο εκτιµητή της καθαρής εικόνας, επιτρέποντας την

εξέλιξη του χώρου κλίµακας για επαρκή χρόνο ώστε να καταπιεστεί αρκετά ο ϑόρυβος,

χωρίς όµως να αλλοιωθεί ιδιαίτερα η εικόνα. Αξίζει να σηµειωθεί εδώ ότι η ανάγκη για

ϱητούς µηχανισµούς επιλογής κλίµακας έχει τονιστεί από διάφορους ερευνητές (δες π.χ.

[Lin98, EZ98]), αν και οι προηγούµενες µελέτες δεν αφορούν το πρόβληµα της αποθορυ-

ϐοποίησης.

Στην προσέγγισή µας ϑεωρούµε το πρόβληµα επιλογής ϐέλτιστης κλίµακας για απο-

ϑορυβοποίηση ως πρόβληµα στατιστικής επιλογής µοντέλου (statistical model selection



problem). Επιχειρηµατολογούµε ότι µια επιθυµητή στρατηγική επιλογής κλίµακας ϑα

πρέπει να προτιµά εκείνο το στιγµιότυπο από το χώρο κλίµακας που ελαχιστοποιεί την

αναµενόµενη ὰπόσταση΄ από την (γενικά άγνωστη) καθαρή εικόνα, µε την απόσταση να

ορίζεται µε ϐάση κάποια συνάρτηση απωλειών (lossfunction) κατάλληλη για το συγ-

κεκριµένο πρόβληµα. Οι προτεινόµενοι αλγόριθµοι προσεγγίζουν αυτή την επιθυµητή

στρατηγική επιλογής κλίµακας µε χρήση της τεχνικής της στατιστικής διεπικύρωσης και

αποδεικνύονται ιδιαίτερα αποδοτικοί και εύρωστοι στην πράξη. Η προσέγγισή µας είναι

στο ίδιο µήκος κύµατος µε τη µέθοδο που προτείνεται στο [Nas96], όπου παρόµοιες τε-

χνικές διεπικύρωσης χρησιµοποιούνται για τη ϐέλτιστη επιλογή κατωφλίου σε µεθόδους

αποθορυβοποίησης µε κατωφλιοποίηση κυµατιδίων.

4.3.1 Ορισµός Προβλήµατος

Θεωρούµε µια ϑορυβώδη γκρίζα εικόνα f0 αποτελούµενη από M = MxMy εικονο-

στοιχεία. Ορίζουµε µια λεξικογραφική διάταξη των εικονοστοιχείων και συµβολίζουµε µε

f0(xi) τη ϕωτεινότητα στο i-στό εικονοστοιχείο, µε 1 ≤ i ≤ M . Θεωρούµε ότι το f0 είναι

δείγµα µιας στοχαστικής διαδικασίας F0, που µοντελοποιούµε ως εξής :

F0(xi) = f ∗(xi) +N(xi), i = 1, . . . ,M, (4.3)

όπου το f ∗ δηλώνει τη (συνήθως άγνωστη) ‘καθαρή’ εικόνα και N είναι µια διαδικασία

λευκού ϑορύβου, µε µηδενική µέση τιµή και µεταβλητότητα σ2. ΄Εχοντας τη ϑορυβώδη

εικόνα f0 ως αρχική συνθήκη, τα στιγµιότυπα του χώρου κλίµακας {ft : t ≥ 0}, µε δείκτη

την αύξουσα παράµετρο κλίµακας t, είναι υποψήφια ως εκτιµητές της f ∗.

Για να ϐρούµε το ϐέλτιστο εκτιµητή της f ∗ ανάµεσα στα υποψήφια στιγµιότυπα ft,

πρέπει να ορίσουµε ένα κατάλληλο κριτήριο ϐελτιστότητας. Ας υποθέσουµε ότι παράγου-

µε ένα νέο δείγµα fnew
0 = f ∗ + nnew της ϑορυβώδους εικόνας, µε nnew(xi) ανεξάρτητα

αλλά οµοίως κατανεµηµένα µε τα n(xi). Ορίζουµε το (ενδο-δειγµατικό) σφάλµα πρόβλε-

ψης ((insample) prediction error) του µοντέλου ft ως:

PE(t) ≡ PE(ft) = EN{L(fnew
0 , ft)}, (4.4)

παίρνοντας αναµενόµενη τιµή ως προς τη διαδικασία ϑορύβου {nnew(xi)}· το L είναι µια

(κανονικοποιηµένη ανά εικονοστοιχείο) συνάρτηση απωλειών που τιµωρεί την απόκλιση

µεταξύ fnew
0 και ft. Τυπικά παραδείγµατα για τη συνάρτηση απωλειών είναι οι νόρµες

Lp(f, f0) =
(

1
M

∑M
i=1|f(xi) − f0(xi)|p

)1/p
, για p ∈ {1, 2}, αν και για κάποιες εφαρµογές

άλλες αντιληπτικά πιο εύλογες επιλογές για τη συνάρτηση απωλειών [WBSS04] µπορεί να

είναι καταλληλότερες. Είναι λογικό να ορίσει κανείς το ϐέλτιστο χρόνο διακοπής (optimal

stopping time) t∗ ως την κλίµακα για την οποία το PE(t) ελαχιστοποιείται, δηλαδή t∗ =
argmint≥0 PE(t).

Μια άλλη ποσότητα χρήσιµη στην ανάλυσή µας είναι το σφάλµα µοντέλου (model

error), οριζόµενο ως ME(t) ≡ ME(ft) = L(f ∗, ft). Για πολύ ασθενή ϑόρυβο (σ → 0),

τα ME(t) και PE(t) συµπίπτουν. ∆ιαφορετικά, η επιπλέον αβεβαιότητα εξαιτίας του ϑο-

ϱύβου συνεπάγεται ότι PE(t) > ME(t). Για παράδειγµα, στην περίπτωση τετραγωνικής

συνάρτησης απωλειών L2 και λευκού ϑορύβου µεταβλητότητας σ2, µπορούµε εύκολα να

δείξουµε ότι PE(t) = ME(t) + σ2. Η χρησιµότητα του ME(t) είναι στην πράξη περιο-

ϱισµένη, καθότι η καθαρή εικόνα f ∗ είναι συνήθως άγνωστη. Παρόλα αυτά, µπορούµε



να χρησιµοποιήσουµε το ME(t) και την κλίµακα t∗ME = argmint≥0 ME(t) που αντιστοιχεί

στο ελάχιστο ως αναφορά στην περίπτωση διαθέσιµης καθαρής εικόνας f ∗, όπως στα πα-

ϱαδείγµατα που ϑα δώσουµε στη συνέχεια, στα οποία προσθέτουµε σε γνωστές καθαρές

εικόνες f ∗ συνθετικό ϑόρυβο.

Το (εξω-δειγµατικό) σφάλµα πρόβλεψης ((extrasample) prediction error), οριζόµενο

από τη σχέση

PE+(t) ≡ PE+(ft) = EN,X{L(fnew
0 , ft)}, (4.5)

διαφοροποιείται από το PE(t) γιατί ϑεωρεί τις ϑέσειςX των εικονοστοιχείων στο νέο δείγµα

εικόνας fnew
0 ως τυχαίες µεταβλητές [Efr86, Bre92]. Τούτο σηµαίνει ότι για το PE+(t)

µπορεί να χρειαστεί να παρεµβάλουµε τις τιµές τις εικόνας σε ενδιάµεσα σηµεία έξω από

το πλέγµα δειγµατοληψίας {xi : 1 ≤ i ≤ M} της αρχικής εικόνας, όπως κάνουµε για

παράδειγµα στο πρόβληµα της µεγέθυνσης εικόνας. Η επιπλέον αβεβαιότητα παρεµβολής

σε αυτό το σενάριο σηµαίνει ότι PE+(t) ≥ PE(t), καθότι στο PE+(t) συναθροίζονται η

αβεβαιότητα λόγω ϑορύβου και σφάλµατος µοντέλου (που περιλαµβάνονται στο PE(t)) µε

το επιπλέον σφάλµα παρεµβολής. ΄Οµως για την εφαρµογή µας δεν µας ενδιαφέρει αυτό

καθαυτό το PE(t), αλλά η κλίµακα t∗ που το PE(t) ελαχιστοποιείται. Υποθέτοντας ότι οι

όροι σφάλµατος παρεµβολής στο PE+(t) για τα διαφορετικά µοντέλα {ft : t ≥ 0} αλληλο-

ακυρώνονται, είναι ϑεµιτό να ϑεωρήσουµε ότι t∗ ≈ t∗+, όπου t∗+ = argmint≥0 PE+(t) είναι

η κλίµακα που ελαχιστοποιείται το PE+(t). Το όφελος αυτής της παραδοχής είναι ότι το

PE+(t) µπορεί να εκτιµηθεί απευθείας από το µοναδικό διαθέσιµο δείγµα της ϑορυβώδους

εικόνας f0 µε τεχνικές διεπικύρωσης, όπως ϑα δούµε στη συνέχεια.

΄Εχοντας εισάγει τον αναγκαίο συµβολισµό, δίνουµε µια σύντοµη ανασκόπηση ορι-

σµένων εναλλακτικών προσεγγίσεων στο πρόβληµα επιλογής κλίµακας, επικεντρωνόµενοι

στη ϐιβλιογραφία πάνω σε χώρους κλίµακας. Στο [Wei99] ο Weickert επιλέγει την κλίµα-

κα t∗snr που ικανοποιεί τη σχέση
var(ft∗snr

)

var(f0)
= 1

1+1/snr
, υποθέτοντας γνωστό σηµατοθορυβικό

λόγο snr και ϑεωρώντας ότι το ϕίλτρο διάχυσης είναι τόσο αποδοτικό που πρακτικά το

ft∗snr
είναι άριστη προσέγγιση του f ∗. Ο Mrazek στο [MN03] προτείνει ένα κριτήριο α-

ποσυσχέτισης, επιλέγοντας την κλίµακα t∗dec που ελαχιστοποιεί το συντελεστή συσχέτισης

t∗dec = argmint≥0
cov(f0−ft,ft)√
var(f0−ft)var(ft)

, ϑεωρώντας το f0 − ft ως ‘θόρυβο’ και ft∗
dec
≈ f ∗. ΄Οµως

το κριτήριο αποσυσχέτισης δε ϕαίνεται να συνδέεται µε οποιοδήποτε κριτήριο στατιστικής

ϐελτιστότητας, κάτι που εξάλλου παραδέχονται οι συγγραφείς του [MN03]. Τέλος, ο Solo

στο [Sol01], υποθέτοντας λευκό προσθετικό ϑόρυβο Gauss γνωστής ισχύος και τετραγω-

νική ποινή, ϕτάνει σε ένα κριτήριο τύπου SURE [Ste81] για την επιλογή της κλίµακας

που ελαχιστοποιεί το PE(t). Από τις εναλλακτικές προσεγγίσεις που µόλις περιγράψαµε,

καµιά δεν µπορεί να χειριστεί αυθαίρετες συναρτήσεις απωλειών, ενώ οι δύο πρώτες δεν

ϑεµελιώνονται σε στατιστικά επιχειρήµατα. Οι αλγόριθµοι διεπικύρωσης που προτείνουµε

στη συνέχεια ξεπερνούν κσι τους δύο αυτούς περιορισµούς.

4.3.2 Προτεινόµενος Αλγόριθµος Επιλογής Κλίµακας

Η διεπικύρωση είναι µια µη-παραµετρική µέθοδος για την απευθείας εκτίµηση από

τα δεδοµένα του εξω-δειγµατικού σφάλµατος πρόβλεψης PE+(t) της Εξ. (4.5) [Sto74]. Οι

τεχνικές διεπικύρωσης για επιλογή µοντέλου είναι πολύ γενικές, µε την έννοια ότι µπο-

ϱούν να εφαρµοστούν µε επιτυχία σε συνδυασµό µε οποιαδήποτε συνάρτηση απωλειών

L ή µη-γραµµικό µοντέλο εκτίµησης, σε αντίθεση µε εναλλακτικές µεθόδους για επιλο-



γή µοντέλου, όπως αυτές που ϐασίζονται στο Κριτήριο Πληροφορίας του Akaike (Akaike

Information Criterion  AIC), τη Cp Στατιστική του Mallows (Mallows’ Cp Statistic), ή το

Μπεϋζιανό Κριτήριο Πληροφορίας (Bayesian Information Criterion  BIC), που τυπικά

είναι εφαρµόσιµα µόνο στα πλαίσια του γραµµικού µοντέλου εκτίµησης, τετραγωνικής

συνάρτησης απωλειών, και γνωστής ισχύος ϑορύβου [HTF01]. Για αυτούς τους λόγους,

µέθοδοι διεπικύρωσης είναι ιδιαίτερα ελκυστικές στο πλαίσιο του προβλήµατος της επιλο-

γής κλίµακας για αποθορυβοποίηση µε µη-γραµµικούς χώρους κλίµακας, χωρίς πρότερη

γνώση για την ισχύ του ϑορύβου. Εδώ πρέπει να υπογραµµίσουµε ένα σηµαντικό περιο-

ϱισµό των αλγορίθµων διεπικύρωσης που προτείνουµε: η εφαρµογή τους προϋποθέτει ότι

ο ϑόρυβος σε γειτονικά εικονοστοιχεία είναι ασυσχέτιστος. ∆ιαφορετικά, έχει δειχτεί στο

[Alt90], στο πλαίσιο της επιλογής κλίµακας σε µεθόδους οµαλοποίησης µε πυρήνα kernel

smoothing, ότι στην περίπτωση που ο ϑόρυβος σε γειτονικά εικονοστοιχεία είναι ϑετικά –

αρνητικά – συσχετισµένος, τότε τα µοντέλα που επιλέγονται από µη-αντισταθµισµένη διε-

πικύρωση τείνουν να υπερειδικεύονται (overfit) – υποειδικεύονται (underfit) – στα δεδοµένα

µας (δες και το [Nas96]).

Για να εκτιµήσουµε το PE+(t) µε διεπικύρωση, επαναδειγµατοληπτούµε τα ϑορυβώ-

δη δεδοµένα µας (τιµές της εικόνας) D = {(xi, f0(xi)) : 1 ≤ i ≤ M}. Συγκεκριµένα,

παρακρατούµε µέρος των δεδοµένων µας, έστω T1 ⊂ D. Χρησιµοποιούµε τα εναποµεί-

ναντα δεδοµένα D − T1 για τη δηµιουργία ενός µη-γραµµικού χώρου κλίµακας f−T1

t . Η

ικανότητα γενίκευσης του f−T1

t µπορεί να αξιολογηθεί στο παρακρατηθέν σύνολο ελέγχου

T1 µέσω της P̂E+(f−T1

t ) = L(fT1

0 , f−T1

t ), καθότι το T1 είναι ανεξάρτητο από τα δεδοµένα

µε τα οποία χτίστηκε το µοντέλο. Επαναλαµβάνοντας K ϕορές για διαφορετικές διαµερί-

σεις σε υποσύνολα T1, . . . , TK µε παρόµοιο πλήθος στοιχείων και σταθµίζοντας τα µερικά

αποτελέσµατα προκύπτει η εκτίµηση

P̂E+(t) = PECV (t) =
1

K

K∑

k=1

P̂E+(f−Tk

t ). (4.6)

Για να οδηγηθούµε σε πρακτικούς αλγορίθµους για την εφαρµογή µας, πρέπει πρώτα

να καθορίσουµε τα σύνολα επαναδειγµατοληψίας {Ti : 1 ≤ i ≤ K}. Αυτό το Ϲήτηµα

έχει απασχολήσει αρκετά τη σχετική ϐιβλιογραφία, δες π.χ. το [Koh95]. Για κάποια

προβλήµατα επιλογής κλίµακας, όπως η επιλογή σταθεράς κανονικοποίησης σε σπλίνες

οµαλοποίησης (smoothing splines), η ειδική περίπτωση της διεπικύρωσης µε-εξαίρεση-

ενός (leaveoneout) (όπου K = M και το Ti περιέχει µόνο το (xi, f(xi))) µπορεί να

προσεγγιστεί αναλυτικά, οδηγώντας σε λύση που δίνεται σε κλειστό τύπο [HTF01], κάτι

που δυστυχώς δεν είναι εφικτό για την περίπτωση των µη-γραµµικών χώρων κλίµακας

που εξετάζουµε. Προτείνουµε δύο κατάλληλες, εναλλακτικές µεταξύ τους, στρατηγικές

επαναδειγµατοληψίας, που στο εφεξής τις καλούµε quadruplecv και doublecv. Στο

Σχ. 4.1 δείχνουµε για καθεµιά από αυτές τα εικονοστοιχεία D − Ti που χρησιµοποιούµε

για τη δηµιουργία του χώρου κλίµακας (µαύρο χρώµα), καθώς και τα εικονοστοιχεία Ti

στα οποία αξιολογούµε τη γενικευτική ικανότητα του µοντέλου (λευκό χρώµα) για την

περίπτωση i = 1.

Στην εκδοχή quadruplecv, επιλέγοντας µία από τις τέσσερις εκδοχές {(0,0), (0,1),

(1,0), (1,1)} για το διάνυσµα µετατόπισης (si, sj), προκύπτουν τέσσερις υποδειγµατο-

ληπτηµένες, κατά ένα παράγοντα 2 ανά κατεύθυνση, εκδοχές της ϑορυβώδους εικό-

νας f0. Η καθεµιά αποτελείται από περίπου M/4 εικονοστοιχεία µε συντεταγµένες



Σχήµα 4.1: Εναλλακτικά σχέδια επαναδειγµατοληψίας. Το T1 δίνεται µε λευκό. Αριστε-

ϱά: QuadrupleCV. ∆εξιά : DoubleCV.

{(2i + si, 2j + sj) : 0 ≤ i < Mx/2, 0 ≤ j < My/2}. Κατόπιν χτίζουµε το χώρο κλί-

µακας για καθεµιά από τις τέσσερις υποδειγµατοληπτηµένες εικόνες, κατάλληλα κλι-

µακώνοντας τις Μ∆Ε ή τα δοµικά στοιχεία των µορφολογικών ϕίλτρων. Στη συνέχεια

παίρνουµε το PECV
quadruple−cv(t) από την Εξ. (4.6), υπλογίζοντας καθένα από τους τέσσε-

ϱις όρους {P̂E+(f−Tk

t ) : 1 ≤ k ≤ 4} ως εξής : Παίρνουµε το αντίστοιχο στιγµιότυπο του

ϐοηθητικού χώρου κλίµακας, διαστάσεων Mx/2 επί My/2, και στη συνέχεια παρεµβάλου-

µε τις τιµές στα υπόλοιπα 3M/4 εικονοστοιχεία pi ∈ Tk (µε απλή γραµµική παρεµβολή

στην υλοποίησή µας). Κατόπιν τιµωρούµε (µε τη συνάρτηση απωλειών L) τη διαφορά

µεταξύ των παρεµβαλόµενων τιµών και της αρχικής ϑορυβώδους εικόνας f0(xi) στα ί-

δια εικονοστοιχεία pi και παίρνουµε το µέσο όρο σε όλα τα 3M/4 εικονοστοιχεία του Tk

για να παράγουµε το P̂E+(f−Tk

t ). Το επιπλέον υπολογιστικό ϕορτίο είναι περίπου ίσο

µε το κόστος παραγωγής του κύριου χώρου κλίµακας, αφού χρειάζεται να παραχθούν 4
ϐοηθητικοί χώροι κλίµακας µεγέθους M/4 εικονοστοιχείων ο καθένας.

Η κύρια διαφορά στην περίπτωση του doublecv είναι ότι τα εικονοστοιχεία που τρο-

ϕοδοτούν τους δύο ϐοηθητικούς χώρους κλίµακας δεν ϐρίσκονται τοποθετηµένα σε τετρα-

γωνικό πλέγµα (δες Σχ. 4.1, δεξιά). Για αυτό, είναι ϐολικό πρώτα να παρεµβάλουµε τις

τιµές στα M/2 ‘λευκά’ εικονοστοιχεία του Tk από τις τιµές των υπολοίπων M/2 ‘µαύρων’

εικονοστοιχείων της ϑορυβώδους εικόνας f0 και στη συνέχεια να δηµιουργήσουµε τους

ϐοηθητικούς χώρους κλίµακας. Το επιπλέον υπολογιστικό κόστος είναι τώρα διπλάσιο

της quadruplecv εκδοχής.

4.3.3 Πειράµατα και Συγκρίσεις

΄Ενα παράδειγµα αποθορυβοποίησης εικόνας µε αυτόµατη επιλογή κλίµακας µέσω

διεπικύρωσης ϕαίνεται στο Σχ. 4.2. Η πρώτη γραµµή δείχνει τη ϑορυβώδη εικόνα και

την αποθορυβοποιηµένη εκδοχή της σε κλίµακα t∗double−cv επιλεγµένη από τον αλγόριθµο

doublecv. Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις του ME(t) (µε γνώση αληθούς καθαρής

εικόνας) και PE+(t) (όπως εκτιµήθηκε από τους δύο αλγορίθµους διεπικύρωσης) ϕαίνον-

ται στη δεύτερη γραµµή. Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι αν και το ME(t) είναι µικρότερο

PE+(t), και τα δύο παρουσιάζουν ελάχιστο περίπου στην ίδια κλίµακα (µετά από 8 επανα-

λήψεις). Περαιτέρω παραδείγµατα αποθορυβοποίησης µιας εικόνας MRI µε µη-γραµµική

διάχυση και µιας αεροφωτογραφίας µε ϕίλτρο επιπέδωσης, δίνονται στο Σχ. 4.3. Επιπλέ-

ον παραδείγµατα εφαρµογής της µεθόδου σε ϕωτογραφίες τοιχογραφιών από το Ακρωτήρι

παρουσιάζονται στο Σχ. 4.4.

Για τη συστηµατική συγκριτική αξιολόγηση της απόδοσης των προτεινόµενων και πα-

λαιότερων αλγορίθµων, τρέξαµε µια σειρά από πειράµατα αποθορυβοποίησης σε µιά

ϐάση 39 γκρίζων ϕυσικών εικόνων (συλλογές kodak, aerial και misc1 από το http:

//www.cipr.rpi.edu/resource/stills/), αλλοιωµένων µε συνθετικό ϑόρυβο έ-
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Σχήµα 4.2: Παράδειγµα αποθορυβοποίησης µε αυτόµατη επιλογή κλίµακας. Πάνω:

Η ϑορυβώδης εικόνα και η καθαρισµένη εκδοχή της σε αυτόµατα επιλεγµένη κλίµακα.

Κάτω: σφάλµα µοντέλου ME(t) και εκτίµηση του σφάλµατος πρόβλεψης PE+(t) µε τους

δύο αλγορίθµους διεπικύρωσης.

τσι ώστε να έχουµε διαθέσιµη την αληθινή καθαρή εικόνα f ∗. Εκτός από τους δύο προτει-

νόµενους διεπικυρωτικούς αλγορίθµους (doublecv και quadruplecv), έχουµε υλοποιήσει

και τη ϐασισµένη στο σηµατοθορυβικό λόγο µέθοδο του Weickert και τη µέθοδο αποσυ-

σχέτισης του Mrazek, που τις καλούµε στη συνέχεια snr και dec, αντίστοιχα. Ο χώρος

κλίµακας που χρησιµοποιείται στο πειράµα αυτό παράγεται από τη µη-γραµµική Μ∆Ε

διάχυσης (4.1), µε g(r) = 1/[1 + (r/λ)2] [PM90], λ = 0.01 (οι τιµές της εικόνας ήταν µε-

ταξύ 0 και 1), σ = 2 εικονοστοιχεία, και διακριτοποίηση ϐασισµένη στο AOS αριθµητικό

σχήµα [WtHRV98].

Πειραµατιστήκαµε µε τρία διαφορετικά είδη ϑορύβου nt ∈ { gaussian, salt&pepper,

speckle}. Οι αλλοιωµένες εικόνες δίνονται αντίστοιχα από τις σχέσεις f0(xi) = f ∗(xi) + ǫi
(gaussian), f0(xi) = (1+ ǫi)f

∗(xi) (speckle), και f0(xi) = f ∗(xi), µε πιθανότητα 1− p και

f0(xi) = 0 ή 1 µε πιθανότητα p/2 το καθένα (salt&pepper). Στις περιπτώσεις ϑορύβου

gaussian και speckle, τα ǫi είναι i.i.d. δείγµατα από την N(0, σ2). Κάναµε πειράµατα

για διάφορα επίπεδα του ϑορύβου nl ∈ {0.05, 0.1, 0.15, 0.2, 0.3, 0.4}, µε nl = σ στις

περιπτώσεις ϑορύβου gaussian και speckle και nl = p για ϑόρυβο salt&pepper και για

δύο επιλογές της συνάρτησης απωλειών L ∈ {L1, L2}. Για την αξιολόγηση της επίδοσης

των αλγορίθµων τρέξαµε πειράµατα στις 39 εικόνες της ϐάσης και για τους 2 · 3 · 6 = 36
συνδυασµούς των (L, nt, nl), και στη συνέχεια υπολογίσαµε το µέσο όρο της σχετικής

αύξησης του σφάλµατος µοντελοποίησης , που ορίζεται από
∆(ME)

ME
=

ME(t∗
alg

)−ME(t∗
ME

)

ME(t∗
ME

)
και

δηλώνει πόσο χειρότερα αποδίδει ο αλγόριθµος από το groundtruth (µικρό
∆(ME)

ME
είναι

επιθυµητό).



Σχήµα 4.3: Θορυβώδης εικόνα (αριστερά), καθαρισµένη µε µη-γραµµική διάχυση

(κέντρο) και ϕίλτρο επιπέδωσης (δεξιά) σε αυτόµατα επιλεγµένες κλίµακες. Πάνω: Εικόνα

MRI, πολλαπλασιαστικός ϑόρυβος τύπου speckle. Κάτω: Αεροφωτογραφία, γκαουσιανός

ϑόρυβος.

Στο Σχ. 4.5 παρουσιάζουµε µέσες τιµές του
∆(ME)

ME
. Παρατηρούµε ότι οι doublecv και

quadruplecv δίνουν αποτελέσµατα ορισµένες ϕορές µια τάξη µεγέθους καλύτερα από

τους εναλλακτικούς snr και dec αλγορίθµους. Η επίδοση των διεπικυρωτικών αλγορίθ-

µων είναι ιδιαίτερα εντυπωσιακή στην περίπτωση γκαουσιανού ϑορύβου, όπου το
∆(ME)

ME

τους είναι σχεδόν πάντα µικρότερο από 1%. Η ευρωστία των αλγορίθµων διεπικύρωσης,

ανεξάρτητα από το είδος του ϑορύβου ή τη συνάρτηση απωλειών είναι επίσης αξιοση-

µείωτη. Μεταξύ των άλλων δύο αλγορίθµων, ο snr ϕαίνεται να αποδίδει καλύτερα από

τον dec. Ο αλγόριθµος αποσυσχέτισης dec δεν απέδωσε καλά στα πειράµατά µας, ενώ

και στο [MN03] παρατηρείται ότι δεν αποδίδει καλά σε συνδυασµό µε τη συγκεκριµένη

µη-γραµµική Μ∆Ε διάχυσης (4.1).

4.3.4 Συµπεράσµατα

Η µελέτη µας έχει δείξει την αξία ϑεώρησης του προβλήµατος της ϐέλτιστης επιλογής

κλίµακας για αποθορυβοποίηση µε µη-γραµµικούς χώρους κλίµακας από την οπτική

γωνία της στατιστικής επιλογής µοντέλου. Μέσα από αυτήν τη ϑεώρηση έχουµε οδηγηθεί

σε ιδιαίτερα αποδοτικούς αλγορίθµους επιλογής κλίµακας µέσω στατιστικής διεπικύρω-

σης. Είναι αξιοσηµείωτο ότι αυτοί οι αλγόριθµοι είναι πλήρως αυτόµατοι, είναι συµβατοί

µε διαφορετικές κατανοµές λευκού ϑορύβου, και δεν απαιτούν πρότερη γνώση της µε-



Σχήµα 4.4: Θορυβώδης εικόνα (συνθετικός προσθετικός ϑόρυβος Gauss) (αριστερά), κα-

ϑαρισµένη µε µη-γραµµική διάχυση (δεξιά) σε αυτόµατα επιλεγµένες κλίµακες. Πάνω:

Λεπτοµέρεια από την τοιχογραφία `Ακολουθία Ανδρών΄, Σχ. 2.5(ϐ). Κάτω: Λεπτοµέρεια

από την τοιχογραφία `Πυγµάχοι΄, Σχ. 2.5(στ).

ταβλητότητας του ϑορύβου. Η προτεινόµενη µεθοδολογία οδηγεί σε τεχνικές επιλογής

κλίµακας που µπορούν εύκολα να συνδυαστούν ουσιαστικά µε κάθε µέθοδο αποθορυβο-

ποίησης που ϐασίζεται σε ανάλυση σε πολλαπλές κλίµακες.
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Σχήµα 4.5: Σχετική αύξηση του σφάλµατος µοντελοποίησης ∆(ME)/ME ως συνάρτηση

του επιπεδου του ϑορύβου nl για τους εξεταζόµενους αλγορίθµους επιλογής κλίµακας.

Μέσα αποτελέσµατα σε 39 εικόνες. (Λογαριθµική κλίµακα στον κατακόρυφο άξονα, υπό-

µνηµα στη γραφική παράσταση κάτω-δεξιά.)





Κεφάλαιο 5

Αναπαράσταση και Στατιστικές

Ιδιότητες Φυσικών Εικόνων στο Πεδίο

των Κυµατιδίων

Οι µέθοδοι µερικών διαφορικών εξισώσεων για ενδοσυµπλήρωση που συζητήσαµε στο

Κεφάλαιο 3 ϐασίζονται σε γεωµετρική µοντελοποίηση της εικόνας στο χωρικό πεδίο. Μια

άλλη κατηγορία τεχνικών ενδοσυµπλήρωσης ϐασίζεται σε στατιστική µοντελοποίηση στο

πεδίο γραµµικών µετασχηµατισµών της εικόνας. Στο παρόν Κεφάλαιο ϑα συζητήσου-

µε εναλλακτικές αναπαραστάσεις εικόνας τόσο στο πεδίο του µετασχηµατισµού Fourier,

όσο και στο πεδίο χωρικά εντοπισµένων κυµατιδιακών µετασχηµατισµών, που πλεονε-

κτούν για την περιγραφή µη στάσιµων ϕυσικών εικόνων και έχουν αποδειχθεί ιδιαίτε-

ϱα αποδοτικοί σε εφαρµογές συµπίεσης εικόνων. Θα αναφερθούµε τόσο σε κυµατίδια

χώρου-κλίµακας, κατάλληλα για αναπαράσταση τµηµατικά οµαλών εικόνων, όσο και σε

κυµατίδια χώρου-συχνότητας, κατάλληλα για αναπαράσταση τοπικά περιοδικών παρα-

στάσεων υφής. Ειδικότερα, ϑα εστιάσουµε σε υπερπλήρεις µιγαδικές κυµατιδιακές ανα-

παραστάσεις πλαισίου, συγκεκριµένα στο δίδεντρο κυµατιδιακό µετασχηµατισµό και στο

διαµορφωµένο µιγαδικό επικαλυπτόµενο µετασχηµατισµό, που εµφανίζουν σηµαντικά

ϐελτιωµένες ιδιότητες µεταφορικής και περιστροφικής συµµετρίας σε σχέση µε τους κρί-

σιµα δειγµατοληπτηµένους ορθοκανονικούς µετασχηµατισµούς και είναι για αυτό προτι-

µότεροι για την εφαρµογή µας. Μελετώντας τα ποιοτικά χαρακτηριστικά των συντελεστών

κυµατιδίων ϕυσικών εικόνων σε αυτές τις αναπαραστάσεις αναδεικνύονται κανονικότητες

που ϑα αποτελέσουν τη ϐάση για την ανάπτυξη των κυµατιδιακών στατιστικών µοντέλων

ενδοσυµπλήρωσης του Κεφαλαίου 6.

5.1 Κλασική Μοντελοποίηση Φυσικών Εικόνων ως Στά-

σιµων Στοχαστικών ∆ιαδικασιών και Αναπαράστα-

ση στο Πεδίο Μετασχηµατισµού Fourier

Η απλούστερη στατιστική περιγραφή εικόνων µπορεί να γίνει αν τις ϑεωρήσουµε ως

2-∆ αυστηρά στάσιµες στοχαστικές διαδικασίες, δηλαδή ϑεωρήσουµε ότι τα σήµατα ει-

κόνων υπόκεινται σε στοχαστική συµµετρία µετατόπισης [Sim05]. Τότε οι ϱοπές δεύ-
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τερης τάξης της στοχαστικής διαδικασίας µπορούν να περιγραφούν από τη συνάρτηση

αυτοσυσχέτισης R(d) = E{I(x)I(x + d)}, ή, ισοδύναµα στο πεδίο του µετασχηµατισµού

Fourier (ΜΦ), από την αντίστοιχη πυκνότητα ϕάσµατος ισχύος S(ω) = F{R(d)}, όπου

F (ω) = F{f(x)} =
∑

x
f(x)e−j〈ω,x〉 δηλώνει το 2-∆ ΜΦ διακριτού χώρου/συνεχούς συ-

χνότητας [OS98]. Στην ειδική περίπτωση περιοδικών συνοριακών συνθηκών η R είναι

κυκλική (circulant) και συνεπώς διαγωνοποιήσιµη από το ΜΦ, άρα οι όροι S(ω) είναι

ανεξάρτητοι. ∆υο ακόµα υποθέσεις αρκούν για να καταλήξουµε σε συγκεκριµένη µορφή

για τη συνάρτηση πυκνότητας ϕάσµατος ισχύος S: 1) συµµετρία περιστροφής, που συνε-

πάγεται S(ω) = S(ω), όπου ω ≡ |ω|, και 2) συµµετρία κλίµακας, δηλαδή ϕωτογραφίες

αντικειµένων σε πολύ διαφορετικές κλίµακες έχουν παρόµοιες ιδιότητες· πιο συγκεκριµέ-

να απαιτούµε το ϕάσµα ισχύος να είναι συµµεταβαλλόµενο (covariant) µε την κλίµακα,

δηλαδή S(sω) = h(s)S(ω). Τότε :

S(ω) =
c

ωβ
(5.1)

Απόδειξη. Από τη σχέση S(sω) = h(s)S(ω) για ω = 1 προκύπτει h(s) = S(s)/S(1),
οπότε S(sω) = c1S(s)S(ω), µε c1 = 1/S(1). Για να λύσουµε αυτή τη συναρτησιακή

εξίσωση, παραγωγίζουµε ως προς s και ϑέτουµε στη συνέχεια s = 1, οπότε καταλήγουµε

στη διαφορική εξίσωση ωS ′(ω) = −βS(ω), µε β = −c1S ′(1) = −S ′(1)/S(1), της οποίας η

λύση είναι η S(ω) = c/ωβ, µε αντίστοιχο παράγοντα συµµεταβολής h(s) = 1/sβ.

Αυτός ο εκθετικός νόµος για ϕάσµατα ισχύος εικόνων είχε παρατηρηθεί εµπειρικά σε

τηλεοπτικά σήµατα ήδη από την δεκαετία του ΄50 (δες τα [SLSZ03, Rud94] για επισκόπηση

της ϐιβλιογραφίας) και έγινε ευρύτερα γνωστός τη δεκαετία του ΄80 από µια µελέτη του

Field που συνέδεε τις στατιστικές ιδιότητες των ϕυσικών εικόνων µε τις ιδιότητες του

ανθρώπινου συστήµατος όρασης [Fie87]. Η τιµή της παραµέτρου-εκθέτη β µπορεί να

εκτιµηθεί εµπειρικά µε ταίριασµα του µοντέλου σε εµπειρικές παρατηρήσεις από ϕυσικές

εικόνες. Για τις περισσότερες κατηγορίες εικόνων έχουµε β ≅ 2. Η ϕράκταλ διάσταση

δειγµάτων τέτοιων 2-∆ στοχαστικών διαδικασιών µε συµµετρία κλίµακας δίνεται από τη

σχέση D = 3.5− β/2 [Vos88]. Για β = 2 έχουµε D = 2.5, που αντιστοιχεί στην κλασική

2-∆ κίνηση Brown, και η ϕασµατική ενέργεια του σήµατος εικόνας είναι οµοιόµορφα

κατανεµηµένη σε κάθε ϕασµατική οκτάβα στο επίπεδο του 2-∆ ΜΦ, καθότι, για β = 2, το

ολοκλήρωµα
∫ αω0

ω0
S(ω)(2πω)dω είναι ανεξάρτητο του ω0.

Βέβαια, η γνώση ϱοπών ως και δεύτερης τάξης (µέσω της συνάρτησης αυτοσυσχέτι-

σης ή του ϕάσµατος ισχύος) δεν αρκεί γενικά για τον πλήρη καθορισµό της στοχαστικής

διαδικασίας, εκτός κι αν πρόκειται για στοχαστική διαδικασία Gauss. Η στοχαστική δια-

δικασία Gauss µε εκθετικό ϕάσµα που περιγράφεται από την εξίσωση (5.1) είναι γνωστή

ως κλασµατική κίνηση Brown (fractional Brownian motion – fBm) και αποτελεί γενίκευ-

ση της κλασικής κίνησης Brown. ∆ιδιάστατα δείγµατα αυτής για διαφορετικές τιµές της

ϕράκταλ διάστασης D απεικονίζονται στο Σχ. 5.1.

Τα δείγµατα fBm µοιάζουν οπτικά µε σύννεφα (ή ως ϐραχώδη όρη εάν οπτικοποιη-

ϑούν ως 2-∆ επιφάνειες) αλλά, πέρα από αυτό, δεν ϕαίνεται να µπορούν να προσεγγίσουν

ιδιαίτερα την αίσθηση που µας δίνουν οι ϕυσικές εικόνες. Ειδικότερα, ϐασικό µειονέ-

κτηµα των fBm δειγµάτων είναι ότι δεν περιέχουν ακµές, οι οποίες αποτελούν κυρίαρχη

συνιστώσα των ϕυσικών εικόνων. Αιτία αυτής της αποτυχίας είναι ότι το µοντέλο Gauss

περιορίζεται σε µοντελοποίηση µε ϱοπές µέχρι και δεύτερης τάξης, ενώ η σύνθεση ακµών

ϕαίνεται να απαιτεί µοντελοποίηση ϱοπών υψηλότερης τάξης. Συνεπώς η µοντελοποίηση



D = 2.3 D = 2.5 D = 2.7

Σχήµα 5.1: ∆είγµατα κλασµατικής κίνησης Brown για διάφορες τιµές της ϕράκταλ διά-

στασης D = 3.5− β/2. Η σύνθεση έγινε µε µεθόδους στο πεδίο του ΜΦ: Σύνθεση λευκού

ϑορύβου στο πεδίο των συντελεστών Fourier, πολλαπλασιασµός µε S(ω)1/2, αντίστροφος

ΜΦ [Vos88].

µε ϱοπές ως και δεύτερης τάξης και το συνακόλουθο στατικό µοντέλο Gauss, αν και µπο-

ϱούν να συλλάβουν κάποιες ιδιότητες των ϕυσικών εικόνων, π.χ. τη συµµετρία κλίµακας,

δεν συνιστούν επαρκή απάντηση στο πρόβληµα της µοντελοποίησης ϕυσικών εικόνων.

5.2 Χωρικά Εντοπισµένοι Μετασχηµατισµοί Εικόνων

A representation is a formal system for making explicit certain entities

or types of information, together with a specification of how the system does

this ... any particular representation makes certain information explicit at

the expense of information that is pushed into the background and may be

quite hard to recover. Από το [Mar82, σελ. 20].

Η υπόθεση ότι οι ϕυσικές εικόνες είναι οµοιογενείς και µπορούν να µοντελοποιηθούν

ως καθολικά στάσιµες στοχαστικές διαδικασίες είναι υπερβολικά απλουστευτική. Στις ει-

κόνες του ϕυσικού κόσµου συνήθως συνυπάρχουν ετερογενείς περιοχές µε διαφορετικές

ιδιότητες χρώµατος ή υφής, διαχωριζόµενες µεταξύ τους από ακµές. Για την αναπαράστα-

ση τέτοιων µη στάσιµων σηµάτων είναι προσφορότερη η χρήση τοπικών µετασχηµατισµών

που, σε αντίθεση µε τον καθολικό µετασχηµατισµό Fourier, εµφανίζουν καλές ιδιότητες

χωρικού εντοπισµού.

Θα συζητήσουµε δύο κατηγορίες χωρικά εντοπισµένων µετασχηµατισµών εικόνας

[Mey93]: (α) το µετασχηµατισµό κυµατιδίων, που αντιστοιχεί σε ανάλυση της εικόνας σε

συντεταγµένες χώρου-κλίµακας (spacescale) και προσφέρεται ιδιαίτερα για την περιγρα-

ϕή τµηµατικά οµαλών εικόνων και (ϐ) τον τοπικά αρµονικό µετασχηµατισµό εικόνας µε

παραθυρική ανάλυση που αντιστοιχεί σε ανάλυση της εικόνας σε συντεταγµένες χώρου-

συχνότητας (spacefrequency) και προσφέρεται ιδιαίτερα για την περιγραφή ταλαντού-

µενων κυµατοµορφών σε εικόνες υφής. Θα εξετάσουµε επίσης υπερπλήρεις µιγαδικές

εκδοχές αυτών των µετασχηµατισµών που χρησιµοποιούµε στο Κεφάλαιο 6 γιατί παρου-

σιάζουν ϐελτιωµένα χαρακτηριστικά µεταφορικής ή περιστροφικής συµµετρίας και είναι

καταλληλότεροι για την ανάλυση εικόνων.



5.2.1 Κυµατιδιακή Αναπαράσταση Χώρου-Κλίµακας για Σήµατα

και Εικόνες

Ο µετασχηµατισµός κυµατιδίων αποτελεί σηµαντικό εργαλείο για την αναπαράσταση

µη στάσιµων σηµάτων και έχει ϐρει πλήθος εφαρµογών στην ανάλυση και κωδικοποίηση

εικόνων [Mal89, Dau92, Mey93, Vai93, VK95, Mal99a]. Προέκυψε από σύνθεση ιδεών

προερχόµενων από διάφορες επιστηµονικές περιοχές (επεξεργασία σήµατος, όραση υπο-

λογιστών, αρµονική ανάλυση, ϕυσική, στατιστική) [HW06]. Εγγενής στο µετασχηµατισµό

κυµατιδίων είναι η ιδέα της πολυκλιµακωτής προσέγγισης (multiresolution approxima

tion – MRA) σηµάτων των Mallat και Meyer [Mal89, Mey92], η οποία έχει τις ϱίζες της

στη Λαπλασιανή πυραµίδα των Burt και Adelson [BA83a].

Θεωρούµε ένα 1-∆ αναλογικό σήµα πεπερασµένης ενέργειας x(t) ∈ L2(R). Η ϑεωρία

της πολυκλιµακωτής προσέγγισης [Mal99a, Κεφ. 7] µελετά τη δυνατότητα αναπαράστα-

σης του x(t) σε διαδοχικά επίπεδα ανάλυσης −∞ < j ≤ jc, όπου το j-επίπεδο αντιστοιχεί

σε µήκος ανάλυσης (κλίµακα) 2j και το jc είναι συνεπώς το αδρότερο επίπεδο, ως εξής :

x(t) =
∞∑

n=−∞

αjc
[n]φjc,n(t) +

jc∑

j=−∞

∞∑

n=−∞

dj[n]ψj,n(t), (5.2)

όπου τα φj,n(t) = 2−j/2φ (2−j(t− 2jn)) και ψj,n(t) = 2−j/2ψ (2−j(t− 2jn)) είναι κλι-

µακωµένες και µετατοπισµένες εκδοχές συναρτήσεων πατρικού φ(t) (ϐαθυπερατή) και

µητρικού ψ(t) (Ϲωνοπερατή) κυµατιδίου, αντίστοιχα. Τα αjc
[n] και dj[n] ονοµάζονται συν-

τελεστές κλιµάκωσης και λεπτοµέρειας, αντίστοιχα. Σηµειωτέον ότι η απόσταση µεταξύ

γειτονικών κυµατιδίων ψj,n και ψj,n+1 ισούται µε ∆t = 2j και συνεπώς υποδιπλασιάζε-

ται καθώς µεταβαίνουµε στην αµέσως λεπτοµερέστερη κλίµακα. Αυτή η χαρακτηριστική

ιδιότητα συγκέντρωσης αντικατοπτρίζεται στο διάγραµµα χρόνου-συχνότητας 5.2(α).A Wavelet Tour of Signal ProessingSt�ephane Mallat, Aademi Press 1999 (2nd edition)
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Σχήµα 5.2: Ιδιότητες χρονικού/φασµατικού εντοπισµού της κυµατιδιακής ανάλυσης µε

τη ϐοήθεια διαγραµµάτων ορθογωνίων Heisenberg, επίσης γνωστών και ως διαγραµµάτων

κουτιών χρόνου-συχνότητας. (α) Κυµατίδια χρόνου-κλίµακας, όπου σε διαδοχικά επίπεδα

ανάλυσης υποδιπλασίαζεται η χρονική διάρκεια του ϕίλτρου µε παράλληλο διπλασιασµό

του εύρους ϕασµατικής απόκρισης. (ϐ) Κυµατίδια χρόνου-συχνότητας, µε πιθανά µετα-

ϐλητή διάρκεια lp· τα άτοµα εντός κάθε χρονικού παραθύρου καλύπτουν οµοιόµορφα τον

άξονα συχνοτήτων. Σχήµατα δανεισµένα από το [Mal99a, Ενότ. 1.3].



Επιλέγοντας κατάλληλα τις συναρτήσεις φ και ψ, τα {φjc,n, ψj,n, j ≤ jc} αποτελούν

πολυκλιµακωτή ορθοκανονική ϐάση του L2(R), και συνεπώς αjc
[n] = 〈x, φjc,n〉, dj[n] =

〈x, ψj,n〉. Μια από τις σχετικές συνθήκες πολυκλιµακωτής ανάλυσης [Mal99a] επιβάλλει

στα κυµατίδια να ικανοποιούν τις συναρτησιακές σχέσεις

φ(t) =
√

2
∞∑

n=−∞

h0[n]φ(2t− n) (εξ. πατρικού κυµατιδίου) (5.3α΄)

ψ(t) =
√

2
∞∑

n=−∞

h1[n]φ(2t− n) (εξ. µητρικού κυµατιδίου), (5.3β΄)

όπου για τέλεια ανακατασκευή απαιτείται από τα ϕίλτρα h0 και h1 να ικανοποιούν τις

σχέσεις [SB86, Vai93, VK95]

|H0(ω)|2 + |H0(ω + π)|2 = 2 (συνθήκη CMF) (5.4α΄)

h1[n] = (−1)1−nh0[1− n]. (5.4β΄)

Η πρώτη από τις παραπάνω συνθήκες χαρακτηρίζει το h0 ως συζυγές ανακλαστικό ϕίλτρο

(conjugate mirror filter – CMF). Βλέπουµε λοιπόν ότι το πρόβληµα της σχεδίασης των α-

ναλογικών συναρτήσεων φ και ψ που απαιτούνται για την κυµατιδιακή ανάλυση ανάγεται

σε πρόβληµα σχεδίασης του διακριτού ϕίλτρου h0[n]. ΄Εχουν αναπτυχθεί τεχνικές σχε-

δίασης κατάλληλων FIR συζυγών ανακλαστικών ϕίλτρων που οδηγούν σε ορθοκανονικές

κυµατιδιακές ϐάσεις µε επιθυµητές ιδιότητες (π.χ. αυξηµένη οµαλότητα/πεπερασµένο

µήκος για το µητρικό κυµατίδιο φ ή µικρό µήκος για το ϕίλτρο h0) [Dau92, Mal99a].

Υπάρχει στενή σχέση ανάµεσα στο µετασχηµατισµό κυµατιδίων και σε τεχνικές ανά-

λυσης σηµάτων σε υποζώνες µε χρήση συστοιχιών ϕίλτρων [Mal89]. Αν στην Εξ. (5.2)

αυξήσουµε κατά 1 το j0, τότε οι συντελεστές κλιµάκωσης/λεπτοµέρειας που αντιστοιχούν

στη νέα αδρότερη κλίµακα ανάλυσης µπορούν να υπολογιστούν µε την αναδροµή

αj+1[p] =
∞∑

n=−∞

h0[n− 2p]αj[n] = (αj ∗ h̄0)[2p] (5.5α΄)

dj+1[p] =
∞∑

n=−∞

h1[n− 2p]αj[n] = (αj ∗ h̄1)[2p], (5.5β΄)

όπου x̄[n] , x[−n], X̄(ω) = X(−ω), που περιλαµβάνει ϕιλτράρισµα των συντελεστών

κλιµάκωσης αj µε ανεστραµένες εκδοχές των ϕίλτρων h0, h1 ακολουθούµενο από υπο-

δειγµατοληψία, όπως ϕαίνεται στο Σχ. 5.3(α). Αντίστροφα, µπορούµε να µειώσουµε το j0
και να προχωρήσουµε σε σύνθεση των συντελεστών αj[n] από τους κυµατιδιακούς συντε-

λεστές της αδρότερης κλίµακας

αj[p] =
∞∑

n=−∞

h0[p− 2n]αj+1[n] +
∞∑

n=−∞

h1[p− 2n]dj+1[n]

= (α̌j+1 ∗ h0)[p] + (ďj+1 ∗ h1)[p],

(5.6)

όπου x̌[n] , x[p], εάν n = 2p και 0 διαφορετικά, X̌(ω) = X(2ω), δηλαδή η διαδικασία

σύνθεσης (5.6) περιλαµβάνει υπερδειγµατοληψία µε ένθεση µηδενικών ακολουθούµενη

από ϕιλτράρισµα µε τα h0, h1, όπως ϕαίνεται στο Σχ.5.3(ϐ).
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Σχήµα 5.3: ΄Ενα ϐήµα κυµατιδιακής ανάλυσης (α) και σύνθεσης (ϐ) µε τον αναδροµικό

DWT αλγόριθµο του Mallat ϐασισµένο σε συστοιχίες ϕίλτρων. Στην περίπτωση χρήσης

ορθογώνιων κυµατιδίων το δϋικό Ϲεύγος ϕίλτρων {h̃0, h̃1} που εµφανίζεται στο ϐήµα σύν-

ϑεσης (ϐ) συµπίπτει µε το πρωτεύον Ϲεύγος ϕίλτρων {h0, h1}.

Αν στις παραπάνω αναδροµικές διαδικασίες επιτρέψουµε χρήση διαφορετικών Ϲευ-

γών ϕίλτρων στα στάδια ανάλυσης και σύνθεσης, το πρωτεύον (primal) {h0, h1} και το

δυϊκό (dual) {h̃0, h̃1}, αντίστοιχα, οδηγούµαστε στα λεγόµενα διορθογώνια (biorthogonal)

κυµατίδια που δηµιουργούν διορθογώνιες (µη ορθοκανονικές) Riesz ϐάσεις του L2(R)
[CDF92, Mal99a]. Συνθήκες που γενικεύουν τις Εξ. (5.4) και εξασφαλίζουν τέλεια ανα-

κατασκευή µπορούν να ϐρεθούν στο [VK95]. Ανάλογα µε την ορθογώνια περίπτωση (5.2),

εγγενής στα διορθογώνια κυµατίδια είναι η πολυκλιµακωτή ανάλυση

x(t) =
∞∑

n=−∞

αjc
[n]φ̃jc,n(t) +

jc∑

j=−∞

∞∑

n=−∞

dj[n]ψ̃j,n(t). (5.7)

Το δυϊκό Ϲεύγος κυµατιδίων {φ̃, ψ̃} χαρακτηρίζεται από το δυϊκό Ϲεύγος ϕίλτρων {h̃0, h̃1}
από σχέσεις ανάλογες της (5.3) και υπεισέρχεται στον κλάδο σύνθεσης της συστοιχίας

ϕίλτρων, Σχ. 5.3(ϐ). Το πρωτεύον Ϲεύγος κυµατιδίων {φ, ψ} συνεχίζει να υπεισέρχεται

στον κλάδο ανάλυσης της συστοιχίας ϕίλτρων, Σχ. 5.3(α), οπότε ισχύει αjc
[n] = 〈x, φjc,n〉,

dj[n] = 〈x, ψj,n〉. Αξίζει να σηµειωθεί ότι τα δύο Ϲεύγη ϕίλτρων παίζουν συµµετρικούς

ϱόλους (το ένα είναι δυϊκό του άλλου), οπότε µπορεί κανείς να ορίσει το δυϊκό µετασχη-

µατισµό κυµατιδίων που χρησιµοποεί τα ϕίλτρα {h̃0, h̃1} κατά την ανάλυση και τα ϕίλτρα

{h0, h1} κατά τη σύνθεση. Η πρόσθετη ελευθερία κατά τη σχεδίαση διορθογώνιων κυµατι-

δίων επιτρέπει χρήση συµµετρικών ϐαθυπερατών ϕίλτρων h0, h̃0 γραµµικής ϕάσης (linear

phase) [OS98] που παράγουν συµµετρικά φ, φ̃ και συµµετρικά (αντισυµµετρικά) ψ, ψ̃ για

περιττό (αντ. άρτιο) µήκος ϕίλτρου h0. Τέτοια διορθογώνια κυµατίδια χρησιµοποιούνται

συχνά για ανάλυση και κωδικοποίηση εικόνων.

Οι αναδροµικές σχέσεις (5.5) και (5.6) οδηγούν στο µετασχηµατισµό κυµατιδίων για

διακριτά σήµατα [VK95], όπου κανείς ϑεωρεί ότι το διακριτό σήµα x[n] αντιστοιχεί στους

συντελεστές κλιµάκωσης αjf
[n] ενός υποκείµενου συνεχούς σήµατος x(t) και η κυµατι-

διακή ανάλυση εκτείνεται σε πεπερασµένο εύρος κλιµάκων jf < j ≤ jc (L = jc − jf
επίπεδα). Τότε η Εξ. (5.5) ορίζει αναδροµικά το διακριτό µετασχηµατισµό κυµατιδίων

(discrete wavelet transform – DWT), ενώ η Εξ. (5.6) τον αντίστροφό του, που ανακατα-

σκευάζει επακριβώς το αρχικό διακριτό σήµα x[n]. Η ανάλυση ενός διακριτού σήµατος

µε τον DWT µπορεί να ερµηνευθεί ως ανάλυση σε ϐάση του χώρου l2(Z). Τα διανύσµα-

τα ϐάσης που εµπλέκονται στο στάδιο ανάλυσης είναι πλέον σήµατα διακριτού χρόνου

{φjc
[p−2jc−jfn], ψj[p−2j−jfn], jf < j ≤ jc} και καθορίζονται από τη δοµή της συστοιχίας

ϕίλτρου του Σχ. 5.3. Η (δι)ορθογωνιότητα των συνεχών συναρτήσεων ϐάσης µεταφέρεται

και στις αντίστοιχες διακριτού χρόνου εκδοχές τους. Με προσεκτικό χειρισµό των συ-

νοριακών συνθηκών µπορεί να οριστεί ο DWT και για διακριτά σήµατα πεπερασµένου



µήκους N , που παράγει ίσο αριθµό συντελεστών κυµατιδίων [Mal99a] – ιδιότητα κρίσιµης

δειγµατοληψίας (critical sampling). Το υπολογιστικό κόστος τόσο για τον ευθύ όσο και για

τον αντίστροφο DWT είναι ανάλογο του N (για FIR ϕίλτρα h0, h1). Ιδιαίτερα χρήσιµη είναι

η αναπαράσταση του DWT µε συµβολισµό πινάκων. Εάν ϑεωρήσουµε ως διανύσµατα το

σύνολο των διακριτών δειγµάτων του σήµατος, x = (x[1], . . . , x[N ])T , και του διακριτού

κυµατιδιακού µετασχηµατισµού του, y = (y[1], . . . , y[N ])T (παράθεση συντελεστών κλι-

µάκωσης και λεπτοµέρειας), τότε ο DWT µπορεί να εκφραστεί ως y = Fax (ευθύς) και

x = Fsy (αντίστροφος), F−1
a = Fs. Στη διορθογώνια περίπτωση και αντιστρέφοντας τους

ϱόλους πρωτευόντων και δυϊκών ϕίλτρων έχουµε επιπρόσθετα τους δυϊκούς µετασχηµα-

τισµούς ỹ = F̃ax και x = F̃sỹ, F̃−1
a = F̃s. Οι DWT πίνακες συνδέονται µε τις σχέσεις

[VK95]

FH
s = Fa (ορθογώνια κυµατίδια) (5.8α΄)

F̃H
s = Fa, F

H
s = F̃a, (διορθογώνια κυµατίδια) (5.8β΄)

όπου AH συµβολίζει τον ανάστροφο-συζυγή του πίνακα A (ταυτίζεται µε τον ανάστροφο

για πραγµατικούς πίνακες). Αυτές οι ιδιότητες µας επιτρέπουν να υπολογίζουµε γινόµενα

πίνακα διανύσµατος τύπου FH
s x και FH

a y µε τους αποδοτικούς αλγορίθµους για ευθύ

και αντίστροφο DWT, αντίστοιχα.

΄Οπως και στην περίπτωση του µετασχηµατισµού Fourier, η µετάβαση της κυµατι-

διακής ανάλυσης από 1-∆ σήµατα σε 2-∆ εικόνες συνήθως ϐασίζεται σε διαχωρίσιµη

επεξεργασία, κατά την οποία ο 1-∆ µετασχηµατισµός εφαρµόζεται διαδοχικά στην ορι-

Ϲόντια και στην κάθετη διεύθυνση. Η διαδικασία αυτή οδηγεί σε κατασκευή Riesz ϐάσεων

του L2(R2) µε χρήση µετατοπισµένων/κλιµακωµένων εκδοχών ενός πατρικού και τριών

µητρικών κυµατιδίων

φ(x, y) = φ(x)φ(y) (LL κυµατίδιο)

ψ1(x, y) = φ(x)ψ(y) (LH κυµατίδιο)

ψ2(x, y) = ψ(x)φ(y) (HL κυµατίδιο)

ψ3(x, y) = ψ(x)ψ(y) (HH κυµατίδιο)
(5.9)

Η παρουσία τριών µητρικών κυµατιδίων αντιστοιχεί σε ανάλυση της εικόνας σε τρία κα-

τευθυντικά κανάλια, οριζόντιο (LH, ακµές στη διεύθυνση 0◦), κάθετο (HL, ακµές στη

διεύθυνση 90◦) και διαγώνιο (HH, ακµές στις διευθύνσεις ±45◦). Οι διπλοί λωβοί του ψ3

κυµατιδίου σηµαίνουν ότι το HH κανάλι αποκρίνεται εξίσου σε ακµές στις διευθύνσεις

+45◦ και −45◦ και συνεπώς αδυνατεί να τις διακρίνει. Στο Σχ. 5.4 δείχνουµε τυπικά πα-

ϱαδείγµατα κυµατιδίων που αντιστοιχούν σε 2-∆ διαχωρίσιµη ανάλυση, καθώς και τους

2-∆ συντελεστές κυµατιδίων που αντιστοιχούν στο 2-∆ DWT µιας τυπικής εικόνας.

5.2.2 Αναπαράσταση Σηµάτων σε Πλαίσια και ο ∆ίδεντρος Μιγαδι-

κός Κυµατιδιακός Μετασχηµατισµός

Η αναπαράσταση σηµάτων σε ϐάσεις κυµατιδίων χαρακτηρίζεται από έλλειψη µετα-

ϕορικής συµµετρίας (translation invariance) [SFAH92]. Συγκεκριµένα, µετατόπιση του

σήµατος στο πεδίο του χρόνου (1-∆) ή του χώρου (2-∆) δεν µεταφράζεται απλά σε αντί-

στοιχη µετατόπιση των συντελεστών κυµατιδίων, ενώ επιπλέον συνοδεύεται από ανταλλαγή

ενέργειας µεταξύ υποζωνών του κυµατιδιακού µετασχηµατισµού. Το ϕαινόµενο αυτό προ-

καλείται λόγω ϕασµατικής αναδίπλωσης (aliasing) κατά το ϐήµα υποδειγµατοληψίας των

συντελεστών κυµατιδίων στον υπολογισµό του DWT µε τη συστοιχία ϕίλτρου του Σχ. 5.3.
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Σχήµα 5.4: (α) Τα τρία κυµατίδια που αντιστοιχούν στον διαχωρίσιµο 2-∆ (DWT). (ϐ)

Απόλυτη τιµή των συντελεστών κυµατιδίων που αντιστοιχούν στο 2-∆ DWT (2 επίπεδα

ανάλυσης) της 512× 512 εικόνας Lena.

Αν και λόγω αλληλοεξουδετέρωσης της ϕασµατικής αναδίπλωσης µεταξύ διαφορετικών

υποζωνών επιτυγχάνεται τέλεια ανακατασκευή µε τον αντίστροφο DWT, σε εφαρµογές α-

νάλυσης εικόνας η έλλειψη µεταφορικής συµµετρίας αποτελεί σηµαντικό µειονέκτηµα

για τον κρίσιµα δειγµατοληπτηµένο DWT.

Επιπλέον µειονέκτηµα του διαχωρίσιµου 2-∆ DWT είναι η µειωµένη κατευθυντικό-

τητά του και η παράλληλη έλλειψη περιστροφικής συµµετρίας (rotational invariance)

[SFAH92]. Ο διαχωρίσιµος 2-∆ DWT αναλύει την εικόνα σε τρία µόνο κατευθυντικά

κανάλια και µάλιστα αδυνατεί να διακρίνει µεταξύ διαγώνιων ακµών στις διευθύνσεις

+45◦ και −45◦. Περιστρέφοντας την εικόνα κατά θ◦ οδηγεί σε αλλαγές στις κυµατιδιακές

αποκρίσεις και αλληλεπιδράσεις µεταξύ των διαφορετικών καναλιών που δεν µπορούν να

εκφραστούν µε απλό τρόπο στο DWT πεδίο.

Μπορεί κανείς να σχεδιάσει γραµµικούς τοπικά εντοπισµένους µετασχηµατισµούς που

διαθέτουν (προσεγγιστικά ή επακριβώς) τις επιθυµητές ιδιότητες µεταφορικής ή/και περι-

στροφικής συµµετρίας, ενώ παράλληλα διατηρούν τη ϕιλοσοφία και την πολυκλιµακωτή

υπολογιστική δοµή του κυµατιδιακού µετασχηµατισµού, παραγόµενοι µε επαναληπτι-

κό ϕιλτράρισµα µε Ϲωνοπερατά κατευθυντικά ϕίλτρα. Για να επιτευχθεί αυτό ϑα πρέπει

κανείς να ϑυσιάσει την ιδιότητα της κρίσιµης δειγµατοληψίας, οδηγούµενος έτσι σε υ-

περπλήρεις/πλεονάζουσες αναπαραστάσεις (overcomplete/redundant representations),

όπου ένα σήµα x σε έναν κατάλληλο χώρο Hilbert H εκφράζεται ως άθροισµα γραµµικά

εξαρτηµένων ατόµων (atoms) {φi} (π.χ., για πεπερασµένα σήµατα µήκους N έχουµε α-

ναπαράσταση µε χρήση M > N ατόµων). Από µαθηµατική άποψη τα {φi} δεν αποτελούν

πλέον ϐάση αλλά πλαίσιο (frame) του H. Η ϑεωρία των πλαισίων [DS52, Dau90, Grö93]

έχει αποδειχτεί ιδιαίτερα χρήσιµη για την περιγραφή αυτών των υπερπλήρων αναπαραστά-

σεων· ο αναγνώστης παραπέµπεται στα [KC07a, KC07b] για µια πρόσφατη επισκόπησή

της από τη σκοπιά της επεξεργασίας σήµατος.

Η πιο απλή υπερπλήρης αναπαράσταση που εξασφαλίζει µεταφορική συµµετρία, όχι

όµως και περιστροφική συµµετρία, είναι ο µη-δειγµατοληπτηµένος DWT [Mal99a]. Ο



υπολογισµός του ϐασίζεται σε παραλλαγή της συστοιχίας ϕίλτρων 5.3 όπου παραλείπεται

το στάδιο υποδειγµατοληψίας κατά την ανάλυση και παράλληλα παρεµβάλονται µηδενικά

µεταξύ των δειγµάτων των ϕίλτρων (αλγόριθµος à trous). Για ανάλυση σήµατος µήκους

N σε L επίπεδα οδηγούµαστε έτσι σε M = (L+ 1)N κυµατιδιακούς συντελεστές (ϐαθµός

πλεονασµού L+ 1).

Μια δηµοφιλής αναπαράσταση εικόνων που εξασφαλίζει περιστροφική συµµετρία είναι

η περιστρεφόµενη πυραµίδα (steerable pyramid) [FA91, SFAH92, SF95, Per95, PS00b].

Η σχεδίαση της περιστρεφόµενης πυραµίδας επιτρέπει τον υπολογισµό της κατευθυντικής

απόκρισης σε οποιαδήποτε συνεχή διεύθυνση θo ως γραµµικού συνδυασµού αποκρίσεων

ενός πεπερασµένου αριθµού ϕίλτρων προσανατολισµένων σε προκαθορισµένες διακριτές

διευθύνσεις. Τα ϕίλτρα της περιστρεφόµενης πυραµίδας αντιστοιχούν σε πολυκλιµακω-

τές διακριτές προσεγγίσεις τελεστών µερικής παραγώγισης και ο ϐαθµός πλεονασµού της

αναπαράστασης εξαρτάται από την τάξη παραγώγισης. Παρόµοιες τεχνικές έχουν χρησι-

µοποιηθεί για τη σχεδίαση ϕίλτρων προσαρµοζόµενης κλίµακας [SFAH92, Per95].

Μια αναπαράσταση που συνδυάζει πολύ καλές ιδιότητες µεταφορικής συµµετρίας και

κατευθυντικότητας και χρησιµοποιούµε ευρέως στην εργασία µας είναι ο δίδεντρος µιγα-

δικός κυµατιδιακός µετασχηµατισµός (dualtree complex wavelet transform – DTCWT)

[Kin99, Kin01, SBK05]. Ονοµάζεται έτσι γιατί ϐασίζεται σε ανάπτυγµα µε όρους µιγαδικά

κυµατίδια ψc(t) = ψa(t) + jψb(t) (ακόµη και για αναπαράσταση πραγµατικών σηµάτων),

µε την ανάλυση 1-∆ σηµάτων να υλοποιείται µε δύο παράλληλες συστοιχίες ϕίλτρων (δέν-

τρα a και b), όπως ϕαίνεται στο Σχ. 5.5. Οι συντελεστές λεπτοµέρειας dja και djb παράγουν

αντίστοιχα το πραγµατικό και ϕανταστικό µέρος των µιγαδικών συντελεστών λεπτοµέρειας

djc = dja + jdjb του DTCWT. Η ανάλυση πραγµατικών 1-∆ σηµάτων µήκους N µε τον

DTCWT παράγει N µιγαδικούς συντελεστές κυµατιδίων (από N πραγµατικούς συντε-

λεστές σε κάθε κλάδο) και συνιστά αναπαράσταση σε πλαίσιο µε ϐαθµό πλεονασµού 2,

ανεξάρτητα από τον αριθµό επιπέδων κυµατιδιακής ανάλυσης.

x b
δέντρο a
δέντρο b

H̄0a

H̄1a

↓2

↓2

α1a

d1a

b H̄0a

H̄1a

↓2

↓2

α2a

d2a

H̄0b

H̄1b

↓2

↓2

α1b

d1b

b H̄0b

H̄1b

↓2

↓2

α2b

d2b

Σχήµα 5.5: Ο 1-∆ δίδεντρος µιγαδικός κυµατιδιακός µετασχηµατισµός (DTCWT) αποτε-

λείται από δύο δέντρα ανάλυσης, a και b (το σχήµα υποθέτει ανάλυση σε δύο επίπεδα). Η

συστοιχία ϕίλτρων σε καθένα από τα δύο δέντρα υπολογίζει από έναν πραγµατικό DWT

µε εφαρµογή διαφορετικών Ϲευγών ϕίλτρων, {h0a, h1a} και {h0b, h1b}, αντίστοιχα. Οι συν-

τελεστές λεπτοµέρειας dja και djb παράγουν αντίστοιχα το πραγµατικό και ϕανταστικό

µέρος των µιγαδικών συντελεστών λεπτοµέρειας του DTCWT.

Η συστοιχία ϕίλτρων σε καθένα από τα δύο δέντρα υπολογίζει από έναν πραγµατικό

DWT µε εφαρµογή διαφορετικών Ϲευγών ϕίλτρων, ha = {h0a, h1a} και hb = {h0b, h1b},
αντίστοιχα, καθένα από τα οποία ικανοποιεί τις συνθήκες τέλειας ανακατασκευής της



Ενότητας 5.2.1. Οι πολύ καλές ιδιότητες µεταφορικής συµµετρίας του DTCWT οφεί-

λονται σε δύο παράγοντες : Πρώτον, η παρουσία δύο συστοιχιών ϕίλτρων έχει ως έµµεσο

αποτέλεσµα ότι διπλασιάζεται ο ϱυθµός δειγµατοληψίας σε κάθε επίπεδο ανάλυσης και

συνεπώς µειώνεται ο ϐαθµός ϕασµατικής αναδίπλωσης· παρόµοια συµπεριφορά έχουν

και άλλοι υπερπλήρεις µετασχηµατισµοί [Sel01b, SED04]. ∆εύτερο, τα δύο Ϲεύγη ϕίλ-

τρων στα δέντρα a και b σχεδιάζονται από κοινού έτσι ώστε τα αντίστοιχα κυµατίδια ψa(t)
και ψb(t) να αποτελούν προσεγγιστικά Ϲεύγος µετασχηµατισµών Hilbert. Για να ισχύει

αυτό τα διακριτά ϕίλτρα στα δέντρα a και b πρέπει να έχουν διαφορά ϕάσης µισό δείγ-

µα h0a[n] ≈ h0b[n − 0.5], ισοδύναµα H0a(ω) ≈ H0b(ω)e−j0.5ω [Sel01a, SBK05], δηλαδή

το ϐαθυπερατό ϕίλτρο στο δέντρο b δειγµατοληπτεί σε χωρικά σηµεία στο µέσο µεταξύ

διαδοχικών δειγµάτων του ϐαθυπερατού ϕίλτρου στο δέντρο a. Το προκύπτον µιγαδικό

κυµατίδιο ψc(t) = ψa(t) + jψb(t) είναι σε καλή προσέγγιση αναλυτικό σήµα [Pap77] µε

αµελητέο ϕασµατικό περιεχόµενο στις αρνητικές συχνότητες, γεγονός που µειώνει σηµαν-

τικά τη ϕασµατική αναδίπλωση κατά την υποδειγµατοληψία. Η κρίσιµη αυτή ιδιότητα

χαρακτηρίζει τον DTCWT και του προσδίδει σχεδόν πλήρη µεταφορική συµµετρία. Για

να καλυφθούν οι παραπάνω ιδιαίτερες ανάγκες απαιτείται σχεδίαση ϕίλτρων κατάλληλων

για ανάλυση µε τον DTCWT, µε τον DWT στα επιµέρους δέντρα να προκύπτει είτε διορθο-

γώνιος είτε ορθογώνιος· στην ορθογώνια περίπτωση η συνολική αναπαράσταση DTCWT

αποτελεί σφιχτό πλαίσιο (tight frame) του αντίστοιχου χώρου. Με συµβολισµό πινάκων και

χρησιµοποιώντας τους πίνακες DWT/IDWT από τα επιµέρους δέντρα, ο 1-∆ DTCWT και

ο αντίστροφός του για διακριτά σήµατα πεπερασµένου µήκους µπορούν να εκφραστούν

ως

FC−1D
a =

[
F a

a

F b
a

]
(ευθύς) (5.10α΄)

FC−1D
s =

1

2

[
F a

s F b
s

]
, (αντίστροφος) (5.10β΄)

µε το πραγµατικό και το ϕανταστικό µέρος του 1-∆ DTCWT να αντιστοιχούν στο άνω και

κάτω µισό του πίνακα FC−1D
a . Περισσότερες πληροφορίες µπορεί να αναζητηθούν στα

[Kin01, SBK05] και στις αναφορές αυτών.

Το γεγονός ότι ϐασίζεται σε ανάπτυγµα µε χρήση προσεγγιστικά αναλυτικών κυµα-

τιδίων ψc(t) = ψa(t) + jψb(t) µε το πραγµατικό και το ϕανταστικό µέρος να αποτελούν

ένα ορθογωνικό Ϲεύγος ϕίλτρων (quadrature filter pair – QFP) που ϐρίσκονται σε µετα-

ξύ τους διαφορά ϕάσης 90◦ επιτρέπει ως ένα ϐαθµό να ϑεωρούµε τον DTCWT ως µια

εντοπισµένη στο χώρο και την κλίµακα εκδοχή του µετασχηµατισµού Fourier, ο οποίος

επίσης ϐασίζεται σε ανάπτυγµα σε ορθογωνικές συνιστώσες ejΩt = cos(Ωt) + sin(Ωt). Για

χαρακτηριστικά που ϐρίσκονται εντός της περιοχής υποστήριξης (support) του ϕίλτρου,

το µέτρο των συντελεστών λεπτοµέρειας djc του DTCWT κωδικοποιεί την έντασή τους ε-

νώ η ϕάση τη ϑέση τους. Για παράδειγµα, το αποτέλεσµα της µετατόπισης του σήµατος

εισόδου κατά ένα µικρό χωρικό ϐήµα (σε σχέση µε το µήκος των ϕίλτρων ανάλυσης) µετα-

ϕράζεται µε πολύ καλή προσέγγιση σε απλή γραµµική µεταβολή της ϕάσης του σήµατος

εισόδου, γεγονός που έχει χρησιµοποιηθεί µε επιτυχία για τον υπολογισµό του πεδίου

οπτικής ϱοής σε ακολουθίες εικόνων [MK98]. Η παραπάνω συζήτηση αναδεικνύει αρκε-

τές οµοιότητες µεταξύ του DTCWT και της ανάλυσης µε άτοµα Gabor [SBK05], τα οποία

συζητάµε µε µεγαλύτερη λεπτοµέρεια στην Ενότ. 5.2.3. Η ουσιαστικότερη διαφορά µετα-

ξύ των δύο προσεγγίσεων έγκειται στη διαφορετική στρατηγική τοποθέτησης των ϕίλτρων



στο διάγραµµα χρόνου-συχνότητας, µε τον DTCWT να υιοθετεί τη δειγµατοληψία του

Σχ. 5.2(α) και τη Gabor ανάλυση να υιοθετεί τη δειγµατοληψία του Σχ. 5.2(ϐ).

Ο DTCWT επεκτείνεται κατάλληλα για ανάλυση εικόνων και γενικότερα d-διάστατων

σηµάτων, µε την προκύπτουσα αναπαράσταση να έχει ϐαθµό πλεονασµού 2d (4 στην πε-

ϱίπτωση εικόνων) [Kin99, SBK05]. Συγκεκριµένα, για ανάλυση εικόνων προχωρούµε σε

διαχωρίσιµη ανάλυση µε τον κρίσιµα δειγµατοληπτηµένο DWT µε τέσσερις διαφορετικούς

τρόπους, χρησιµοποιώντας όλους τους δυνατούς συνδυασµούς των ϕίλτρων ha και hb για

ανάλυση κατά στήλες και γραµµές της εικόνας. Συµβολίζοντας π.χ. µε F ab
a τον ευθύ

DWT µετασχηµατισµό που αντιστοιχεί σε ανάλυση κατά στήλες µε τα ha ϕίλτρα και κατά

γραµµές µε τα hb ϕίλτρα και παρόµοια για τους υπόλοιπους τρεις συνδυασµούς, προ-

κύπτουν οι τέσσερις ευθείς DWT µετασχηµατισµοί {F aa
a , F bb

a , F
ba
a , F ab

a } και οι αντίστοιχοι

αντίστροφοί τους {F aa
s , F bb

s , F
ba
s , F ab

s }, τους οποίους συνδυάζουµε για να προκύψει ο 2-∆

DTCWT ως [SBK05]

FC−2D
a =

1√
8




I −I
I I

I I
I −I







F aa
a

F bb
a

F ba
a

F ab
a


 (ευθύς) (5.11α΄)

FC−2D
s =

1√
8

[
F aa

s F bb
s F ba

s F ab
s

]




I I
−I I

I I
I −I


 (αντίστροφος) (5.11β΄)

όπου έχουµε ακολουθήσει τη σύµβαση ότι το πραγµατικό και το ϕανταστικό µέρος του

DTCWT αντιστοιχούν στο άνω και κάτω µισό του πίνακα FC−2D
a . Πέρα από µεταφορική

συµµετρία, ο 2-∆ DTCWT χαρακτηρίζεται από καλή περιστροφική συµµετρία. Συγκε-

κριµένα, κάθε κλίµακα αποτελείται από έξι µιγαδικές ισχυρά κατευθυντικές υποζώνες

που καλύπτουν οµοιόµορφα το εύρος των δυνατών διευθύνσεων µε ϐήµα 30◦, έχοντας

προσανατολισµό ±15◦, ±45◦, ±75◦, όπως ϕαίνεται στο Σχ. 5.6, όπου επίσης δείχνουµε

ένα παράδειγµα ανάλυσης της εικόνας Lena µε τον 2-∆ DTCWT.

5.2.3 Τοπικά Αρµονική Αναπαράσταση Χώρου-Συχνότητας και ο

∆ιαµορφωµένος Μιγαδικός Επικαλυπτόµενος Μετασχηµατι-

σµός

΄Οπως έχουµε συζητήσει, οι εικόνες του ϕυσικού κόσµου δεν µπορεί να ϑεωρηθούν

ως καθολικά στάσιµες στοχαστικές διαδικασίες, συνεπώς ο καθολικός µετασχηµατισµός

Fourier της Ενότ. 5.1 αποτελεί ϕτωχή αναπαράσταση για αυτές. Η κυµατιδιακή αναπα-

ϱάσταση χώρου-κλίµακας µε χρήση του DWT (Ενότ. 5.2.1) ή του DTCWT (Ενότ. 5.2.2)

είναι κατάλληλη για µη στάσιµες, τµηµατικά οµαλές εικόνες, τις οποίες και µπορεί να

περιγράψει µε µικρό αριθµό µη µηδενικών συντελεστών συγκεντρωµένων γύρω από τις

ακµές τους. Μια εναλλακτική προσέγγιση που συζητούµε εδώ ϐασίζεται στην υπόθεση ότι

οι εικόνες είναι τοπικά στάσιµες στοχαστικές διαδικασίες, που οδηγεί σε τοπικά αρµονικές

αναπαραστάσεις, επίσης επονοµαζόµενες αναπαραστάσεις χώρου-συχνότητας, που είναι

ιδιαίτερα κατάλληλες για περιγραφή ταλαντούµενων κυµατοµορφών σε εικόνες υφής. Αυ-

τή η προσέγγιση ϕέρει αναλογίες µε τη χρήση του ϐραχύχρονου µετασχηµατισµού Fourier

(shorttime Fourier transform – STFT) στην ανάλυση ακουστικών σηµάτων [RS78].
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Σχήµα 5.6: (α) Τα έξι µιγαδικά κατευθυντικά κυµατίδια που αντιστοιχούν στον 2-∆ DT

CWT. ∆είχνουµε τόσο το πραγµατικό όσο και το ϕανταστικό τους µέρος, καθώς και το

µέτρο τους. (ϐ) Ανάλυση της 512× 512 εικόνας Lena σε δύο επίπεδα µε τον 2-∆ DTCWT.

Η διάσταση καθεµιάς από τις υποζώνες είναι 256× 256 και 128× 128 εικονοστοιχεία για

το πρώτο και δεύτερο επίπεδο ανάλυσης, αντίστοιχα, ενώ η διάσταση των πραγµατικών

συντελεστών κλιµάκωσης είναι 256×256 εικονοστοιχεία. Σύγκρινε µε το αντίστοιχο Σχ. 5.4

για τον πραγµατικό DWT.



Αναπαράσταση εικόνων µε χωρο-συχνοτικά άτοµα Gabor

Για ένα 1-∆ σήµα x(t), η αναπαράσταση χρόνου-συχνότητας ϐασίζεται σε ανάπτυγµα

σε πολλαπλά χρονικά εντοπισµένα και ηµιτονοειδώς διαµορφωµένα άτοµα της µορφής

gω0,t0(t) = ejω0tg(t− t0), (5.12)

που αντιστοιχεί σε τοπικά εντοπισµένη Fourier ανάλυση

Xt0(ω) = 〈x, gω,t0〉 =

∫
x(t)g(t− t0)e−jωtdt, (5.13)

όπου χρησιµοποιούµε τον συνηθισµένο ορισµό 〈f, g〉 =
∫
f(t)g∗(t)dt για το εσωτερικό

γινόµενο δύο µιγαδικών συναρτήσεων του L2(R). Η επιλογή γκαουσιανού παραθύρου

ανάλυσης g(t) = (2πσ2)−1/2e−t2/(2σ2) οδηγεί στα κλασικά ϕίλτρα Gabor, τα οποία και

επιτυγχάνουν το µέγιστο επιτρεπόµενο από την 1-∆ σχέση αβεβαιότητας εντοπισµό από

κοινού στο χρόνο και στη συχνότητα [Gab46]. Μπορεί κανείς να ϑεωρήσει τη διακριτή

οικογένεια ατόµων {gkω0,nt0}(k,n)∈Z2 που προκύπτει µε οµοιόµορφη δειγµατοληψία του

επιπέδου χρόνου-συχνότητας µε ϐήµα t0, ω0, αντίστοιχα, όπως ϕαίνεται στο Σχ. 5.2(ϐ).

Αναγκαία συνθήκη για αυτήν να αποτελεί πλαίσιο του L2(R) είναι η πυκνότητα δειγµατο-

ληψίας να υπερβαίνει το κατώφλι (2π)/(t0ω0) ≥ 1, που σχετίζεται µε τον ελάχιστο ϱυθµό

δειγµατοληψίας που προβλέπει το κριτήριο του Nyquist [Dau90]. Για (2π)/(t0ω0) = 1
έχουµε κρίσιµη δειγµατοληψία που επιτρέπει δηµιουργία Riesz ϐάσεων. ∆υστυχώς όµως

σε αυτήν την περίπτωση ϑα πρέπει η αντίστοιχη συνάρτηση παραθύρωσης g(t) να είναι

είτε µη οµαλή, είτε να έχει άπειρη υποστήριξη (ϑεώρηµα BalianLow)· σε αντίθετη πε-

ϱίπτωση, π.χ. για ϕίλτρα Gabor, η αναπαράσταση είναι µη ευσταθής (το κάτω ϕράγµα

πλαισίου είναι 0). Για (2π)/(t0ω0) > 1 έχουµε υπερδειγµατοληψία και µπορούµε να κα-

τασκευάσουµε πλαίσια. Στην περίπτωση που τα πλαίσια αυτά είναι δεν είναι σφιχτά (άνω

και κάτω ϕράγµα πλαισίου διαφέρουν), η ανακατασκευή παρουσιάζει δυσκολίες, καθότι

το δυϊκό πλαίσιο δεν είναι εν γένει γνωστό· για ϕίλτρα Gabor το πλαίσιο πλησιάζει να

γίνει σφιχτό, οπότε πρωτεύον και δυϊκό πλαίσιο τείνουν να ταυτιστούν, καθώς ο ϐαθµός

πλεονασµού (2π)/(t0ω0) αυξάνει, π.χ. υπερβαίνει το 4. Ο αναγνώστης παραπέµπεται στα

[Dau90, Mal99a, QC99] για περισσότερες πληροφορίες, αποδοτικούς αλγορίθµους για

1-∆ σήµατα, και επισκόπηση της σχετικής ϐιβλιογραφίας.

Η 2-∆ επέκταση των ϕίλτρων Gabor, όπου το γκαουσιανό παράθυρο ανάλυσης έχει

πλέον ελλειπτικό σχήµα και η διαµόρφωση γίνεται µε 2-∆ ηµιτονοειδές σήµα, έχει απο-

δειχθεί ιδιαίτερα χρήσιµη για ανάλυση εικόνων [Dau85, Dau88, PZ88, BCG90, Lee96].

Σε δύο διαστάσεις, µπορεί κανείς να σχεδιάσει συστοιχίες ϕίλτρων Gabor κατανεµηµένων

στον 2-∆ χώρο/ 2-∆ χωρική συχνότητα, οι οποίες αποτελούνται από ϕίλτρα των οποίων

παράµετροι όπως χωρικό κέντρο, προσανατολισµός και κεντρική χωρική συχνότητα έχουν

επιλεγεί κατάλληλα για τις ανάγκες συγκεκριµένων εφαρµογών. ΄Οπως και οι 1-∆ εκδο-

χές τους, τα 2-∆ µιγαδικά ϕίλτρα Gabor συνεχίζουν να επιτυγχάνουν το µέγιστο δυνατό

από κοινού εντοπισµό στο χώρο και στη συχνότητα που επιτρέπει η 2-∆ αρχή απροσδιο-

ϱιστίας [Dau85]. Επίσης στοιχειώδη άτοµα τύπου Gabor ανακύπτουν αν προσπαθήσει

κανείς να µοντελοποιήσει ϕυσικές εικόνες µε αθροιστικά αναγεννητικά µοντέλα µε α-

ϱαιές ή ανεξάρτητες αποκρίσεις [OF96, BS97, HH00]. Επιπλέον σηµαντικό επιχείρηµα

που ενθαρρύνει τη χρήση µιγαδικών ϕίλτρων Gabor στην ανάλυση εικόνων είναι το γε-

γονός ότι προσοµοιάζουν το προφίλ απόκρισης στο υποδεκτικό πεδίο (receptive field) των



σύνθετων κυττάρων (complex cells) στον πρωτοταγή οπτικό ϕλοιό – περιοχή V1 (primary

visual cortex – V1 area) ϑηλαστικών, µε το αντίστοιχο πραγµατικό ή ϕανταστικό τους

µέρος να ταιριάζει µε το προφίλ απόκρισης του υποκείµενου Ϲεύγους απλών κυττάρων

(simple cells) [Dau80, Dau85, AB85] – για µια πρόσφατη επισκόπηση της λειτουργίας

του πρώιµου σταδίου όρασης σε ϐιολογικά συστήµατα παραπέµπουµε στο [CDM+05].

Παρόλα τα σηµαντικά του πλεονεκτήµατα για ανάλυση εικόνων, ο Gabor µετασχη-

µατισµός παρουσιάζει µειωµένη ευελιξία για σύνθεση εικόνων. Με κατάλληλη σχεδίαση

της συστοιχίας ϕίλτρων, ο 2-∆ Gabor µετασχηµατισµός συνιστά πλαίσιο του L2(R2) και

είναι συνεπώς αναστρέψιµος, αν και στην πράξη το δυϊκό πλαίσιο δεν είναι εν γένει δια-

ϑέσιµο [Lee96]. Μπορεί κανείς να χρησιµοποιήσει µια αναγεννητική εκδοχή του Gabor

µετασχηµατισµού, όπου µια εικόνα σχηµατίζεται ως υπέρθεση σταθµισµένων 2-∆ Gabor

κυµατιδίων, και να ϐρει τους συντελεστές που ελαχιστοποιούν το σφάλµα ανακατασκευής

µε τη µέθοδο των κλίσεων όπως στο [Dau88], αν και η αντίστοιχη επαναληπτική διαδικασία

συγκλίνει αργά. Μια εναλλακτική προσέγγιση είναι να αυξήσει κανείς το ϐαθµό πλεο-

νασµού του µετασχηµατισµού. Με κατάλληλη σχεδίαση η προκύπτουσα αναπαράσταση

τείνει να γίνει σφιχτό πλαίσιο, οπότε δυϊκό και πρωτεύον πλαίσιο τείνουν να ταυτιστούν

[Lee96]. Πάντως, σε κάθε περίπτωση, ο 2-∆ Gabor µετασχηµατισµός είναι δυσκολότερα

αντιστρέψιµος από τον 2-∆ κυµατιδιακό µετασχηµατισµό, και αυτό τον καθιστά λιγότερο

εύχρηστο σε εφαρµογές όπου απαιτείται όχι µόνο ανάλυση αλλά και σύνθεση οπτικών

σηµάτων.

Αναπαράσταση εικόνων σε ανεξάρτητα µπλοκ

Μια εναλλακτική προσέγγιση στη µοντελοποίηση µη στάσιµων σηµάτων που είναι

ιδιαίτερα δηµοφιλής για κωδικοποίηση εικόνων ϐασίζεται στη χρήση µπλοκ αναπαραστά-

σεων. ΄Εστω το 1-∆ σήµα x(t)· διαµερίζουµε τον χρονικό άξονα σε διαδοχικά διαστήµατα

[ap, ap+1] µήκους lp = ap+1 − ap και ϑεωρούµε το αντίστοιχο τετραγωνικό παράθυρο α-

νάλυσης gp(t) = 1, εάν ap ≤ t ≤ ap+1, 0 διαφορετικά. Εάν {ek}k∈Z είναι ορθοκανονική

ϐάση στο διάστηµα L2([0, 1]), τότε η οικογένεια {gp,k}(p,k)∈Z2, µε

gp,k(t) = gp(t)
1√
lp
ek

(
t− ap

lp

)
(5.14)

αποτελεί ορθοκανονική ϐάση του L2(R) [Mal99a]. Μπορεί κανείς αναλόγως να κατα-

σκευάσει ϐάσεις για διακριτά σήµατα καθώς και για 2-∆ εικόνες χωρισµένες σε µη επι-

καλυπτόµενα ορθογώνια µπλοκ, καθένα από τα οποία µετασχηµατίζεται ανεξάρτητα από

τα άλλα. Με χρήση Fourier µετασχηµατισµού εντός κάθε µπλοκ οδηγείται κανείς σε α-

ναπαραστάσεις χρόνου-συχνότητας (1-∆) ή χώρου-συχνότητας (2-∆). Συνήθως προτιµάται

αντί του Fourier µετασχηµατισµού η χρήση συνηµιτονοειδών αναπαραστάσεων και συγ-

κεκριµένα κάποιας εκδοχής του διακριτού συνηµιτονοειδούς µετασχηµατισµού (discrete

cosine transform – DCT) που απαλύνει τον αντίκτυπο του µη οµαλού τετραγωνικού πα-

ϱαθύρου κατά την ϕασµατική ανάλυση [Str99], αν και η ύπαρξη χαρακτηριστικών µπλοκ

ψευδέργων (block artifacts) παραµένει ϐασικό µειονέκτηµα των µπλοκ αναπαραστάσεων.

Ο µπλοκ DCT µετασχηµατισµός αποτελεί τη ϐάση αναπαράστασης σε πολλές τεχνικές

κωδικοποίησης εικόνας και ϐίντεο, όπως για παράδειγµα το διεθνές πρότυπο JPEG για

συµπίεση εικόνων [Wal91, Bov05, Str99].



Αναπαράσταση εικόνων σε αλληλεπικαλυπτόµενα µπλοκ

Προκειµένου να εξαλειφθούν τα ψεύδεργα που είναι εγγενή σε µπλοκ µετασχηµατι-

σµούς, έχουν αναπτυχθεί µέθοδοι για ανάλυση σηµάτων σε αλληλεπικαλυπτόµενα µπλοκ

[PJB87, MS89a, Mal90, Mal92, Mey93, VK95, Mal99a]. Οι προκύπτοντες µπλοκ επι-

καλυπτόµενοι µετασχηµατισµοί χρησιµοποιούν οµαλά ϕίλτρα ανάλυσης ενώ ταυτόχρονα

επιτρέπουν τέλεια ανακατασκευή µε χρήση ταχέων αλγορίθµων, συνδυάζοντας έτσι ϐασικά

πλεονεκτήµατα των Gabor και µπλοκ αναπαραστάσεων.

A Wavelet Tour of Signal ProessingSt�ephane Mallat, Aademi Press 1999 (2nd edition)
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µα δανεισµένο από το [Mal99a, Σχ. 8.17].

Πιο συγκεκριµένα, µπορεί κανείς και πάλι να κατασκευάσει ορθοκανονική ϐάση

του L2(R) ξεκινώντας από µια ορθοκανονική ϐάση {ek}k∈Z στο διάστηµα L2([0, 1]).
Το παράθυρο ανάλυσης gp είναι οµαλά αποσβενόµενο και µη µηδενικό στο διάστηµα

[ap − ηp, ap+1 + ηp+1], που σηµαίνει ότι διαδοχικά µπλοκ αλληλεπικαλύπτονται, όπως

ϕαίνεται στο Σχ. 5.7. Το αντίστοιχο διάγραµµα Heisenberg απεικονίζεται στο Σχ. 5.2(ϐ).

Προκειµένου να εξασφαλίζεται τέλεια ανακατασκευή, ϑα πρέπει η συνάρτηση παραθύ-

ϱωσης gp στο εσωτερικό διάστηµα [ap + ηp, ap+1 − ηp+1] να ισούται µε µονάδα ενώ στα

διαστήµατα αλληλεπικάλυψης µε το αριστερό και δεξί µπλοκ να ικανοποιεί τις σχέσεις

gp(t) =

{
β ((t− ap)/ηp) t ∈ [ap − ηp, ap + ηp]

β ((ap+1 − t)/ηp+1) t ∈ [ap+1 − ηp+1, ap+1 + ηp+1],
(5.15)

µε το προφίλ αλληλεπικάλυψης β να ικανοποιεί τη σχέση συµπληρωµατικότητας ισχύος

β2(t) + β2(−t) = 1 στην περιοχή αλληλεπικάλυψης t ∈ [−1, 1], ενώ β(t) = 0, t < −1
και β(t) = 1, t > 1. Για παράδειγµα, ένα κατάλληλο οµαλό παράθυρο παράγεται από το

ηµιτονοειδές προφίλ β(t) = sin
(

π
4
(1 + t)

)
, t ∈ [−1, 1]. Υπό αυτές τις συνθήκες, µπορεί

να δειχθεί ότι η οικογένεια {gp,k}(p,k)∈Z2, µε

gp,k(t) = gp(t)
1√
lp
ẽk

(
t− ap

lp

)
(5.16)

αποτελεί ορθοκανονική ϐάση του L2(R). Στην παραπάνω σχέση τα ẽk(t) αποτελούν επε-

κτάσεις των ek(t) στο R µε περίοδο 4, συµµετρικές ως προς το 0 και αντισυµµετρικές ως

προς το 1, που ορίζονται από τη σχέση

ẽk(t) =






ek(t) t ∈ [0, 1]

ek(−t) t ∈ (−1, 0)

−ek(2− t) t ∈ [1, 2)

−ek(2 + t) t ∈ [−1,−2).

(5.17)



Μια ενδιαφέρουσα ειδική περίπτωση µε πρακτικό ενδιαφέρον προκύπτει ϑεωρώντας τη

DCTIV ϐάση ek(t) =
√

2 cos[(k+0.5)πt], t ∈ [0, 1], που λόγω της συµµετρίας της παράγει

οµαλή επέκταση ẽk(t) =
√

2 cos[(k + 0.5)πt], t ∈ R, µε αποτέλεσµα η προκύπτουσα ϐάση

να αποτελείται από οµαλές συναρτήσεις gp,k(t) = gp(t)
√

2
lp

cos
[

π
lp

(k + 0.5)(t− ap)
]
.

Ανάλογα µε τη συνεχή περίπτωση, µπορούν να οριστούν αλληλεπικαλυπτόµενοι µπλοκ

µετασχηµατισµοί για διακριτά σήµατα x[n]. Αντίστοιχα, ϑεωρούµε την αύξουσα ακο-

λουθία {ap}p∈Z , µε ap + 0.5 ∈ Z, που ορίζει διαδοχικά διαστήµατα [ap, ap+1] που το

καθένα περιέχει lp = ap+1 − ap δείγµατα. Θεωρούµε επίσης οµαλά αποσβενόµενα πα-

ϱάθυρα που προκύπτουν µε οµοιόµορφη δειγµατοληψία των αντίστοιχων συνεχών παρα-

ϑύρων που ικανοποιούν την Εξ. (5.15), δηλαδή gp[n] = gp(n). Μπορεί πάλι να δειχθεί

ότι µε αφετηρία µια ορθοκανονική γεννήτρια ϐάση {elp,k[n]}0≤k<lp µε διανύσµατα ορι-

σµένα για 0 ≤ n < lp µπορεί κανείς να κατασκευάσει επικαλυπτόµενη ορθοκανονική

ϐάση {gp,k[n]} του l2(Z) µε παρόµοιο τρόπο µε τη συνεχή περίπτωση (5.16), επεκτεί-

νοντας τα διανύσµατα ϐάσης µε διακριτή εκδοχή της (5.17). Επίσης, ο υπολογισµός

του διακριτού επικαλυπτόµενου µετασχηµατισµού Xp[k] = 〈x, gp,k〉, 0 ≤ k < l, µπο-

ϱεί να γίνει αποδοτικά µε εσωτερικά γινόµενα κατάλληλα αναδιπλωµένης εκδοχής του

σήµατος x̃ και των διανυσµάτων της γεννήτριας ϐάσης elp,k, Xp[k] = 〈x̃, elp,k〉. Η διαδι-

κασία ανάλυσης περιλαµβάνει διαχωρισµό του σήµατος σε αλληλεπικαλυπτόµενα µπλοκ,

παραθύρωση, συστολική αναδίπλωση, µετασχηµατισµό µπλοκ lp δειγµάτων. Η διαδικα-

σία σύνθεσης περιλαµβάνει αντιστροφή του µπλοκ µετασχηµατισµού, διαστολική αναδί-

πλωση, παραθύρωση, παράθεση και άθροιση των αλληλεπικαλυπτόµενων µπλοκ. Για

περισσότερες λεπτοµέρειες παραπέµπουµε στο [Mal99a, Ενότ. 8.4.4]. Μια ειδική πε-

ϱίπτωση αποτελεί η επικαλυπτόµενη ϐάση προερχόµενη από τη διακριτή DCTIV ϐάση

el,k[n] =
√

2
l
cos

[
π
l
(k + 0.5)(n+ 0.5)

]
, 0 ≤ k < l, µε οµαλά διανύσµατα ϐάσης που δίνον-

ται από τη σχέση gp,k[n] = gp[n]
√

2
lp

cos
[

π
lp

(k + 0.5)(n− ap)
]
, µε 0 ≤ k < lp. Μια άλλη

ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα περίπτωση αποτελεί ο διαµορφωµένος επικαλυπτόµενος µετασχη-

µατισµός (modulated lapped transform – MLT) [PJB87, Mal90, Mal92, Shl97], γνωστός

και ως παραλλαγµένος διακριτός συνηµιτονικός µετασχηµατισµός (modified discrete co

sine transform – MDCT), ο οποίος χρησιµοποιείται ευρύτατα για συµπίεση ακουστικών

σηµάτων [PS00a]. Στον MLT όλα τα µπλοκ έχουν το ίδιο µήκος l = lp = ap+1 − ap, ενώ

τα διανύσµατα ϐάσης (l ανά µπλοκ) έχουν µήκος 2l (50% ϐαθµός επικάλυψης µεταξύ

διαδοχικών παραθύρων) και ορίζονται από τη σχέση

gp,k[n] = gp[n]

√
2

l
cos

[
π

l
(k + 0.5)

(
n− ap +

l

2

)]
, 0 ≤ k < l, 0 ≤ n− ap − 0.5 < 2l,

(5.18)

µε ηµιτονοειδές παράθυρο ανάλυσης gp[n] = sin
(

π
2l

(n− ap)
)
, 0 ≤ n− ap − 0.5 < 2l. Ση-

µαντικό πλεονέκτηµα του MLT και άλλων ηµιτονικά διαµορφωµένων µετασχηµατισµών

είναι ότι οι ίδιοι και οι αντίστροφοί τους µπορούν να υπολογιστούν αποδοτικά µε πο-

λυπλοκότητα O(l log l) ανά µπλοκ, αφού το στάδιο διαµόρφωσης µπορεί να αναχθεί σε

υπολογισµό DCT/DFT [Mal90, Vai93, Mal99a]· το γεγονός αυτό έχει δώσει σηµαντική

ώθηση στην υιοθέτησή τους σε πρακτικές εφαρµογές.



Μεταφορικά και περιστροφικά συµµετρική αναπαράσταση εικόνων µε το διαµορ-

ϕωµένο µιγαδικό αλληλεπικαλυπτόµενο µετασχηµατισµό

Οι ορθοκανονικοί αλληλεπικαλυπτόµενοι µπλοκ µετασχηµατισµοί που έχουµε συζη-

τήσει ως τώρα αποτελούν κρίσιµα δειγµατοληπτηµένες αναπαραστάσεις για 1-∆ σήµατα

και 2-∆ εικόνες. Παρόµοια µε τον κρίσιµα δειγµατοληπτηµένο κυµατιδιακό µετασχη-

µατισµό, ο αλληλεπικαλυπτόµενος µπλοκ µετασχηµατισµός χαρακτηρίζεται από έλλειψη

µεταφορικής συµµετρίας, όπως έχουµε συζητήσει στην Ενότ. 5.2.2. Για παράδειγµα

[Mal99a, Ενότ. 8.4.3], αν στον MLT δωθεί ως είσοδος ένα από τα διανύσµατα ϐάσης

x[n] = gp,k[n], ϐλ. Εξ. (5.18), µόνο ο αντίστοιχος συντελεστής Xp[k] ϑα είναι µη µηδενι-

κός· αν καθυστερήσουµε το σήµα εισόδου κατά ∆n = l/(2k+1) δείγµατα, το ολισθηµένο

σήµα ϑα έχει διαφορά ϕάσης 90◦ και άρα ϑα είναι σχεδόν ορθογώνιο του gp,k[n], µε απο-

τέλεσµα η ενέργεια του σήµατος να κατανεµηθεί σε µεγάλο αριθµό συντελεστών Xp[k].
Παρόµοια µε την περίπτωση του κυµατιδιακού µετασχηµατισµού της Ενότ. 5.2.2,

µπορεί κανείς να κατασκευάσει υπερπλήρεις µιγαδικούς αλληλεπικαλυπτόµενους µετα-

σχηµατισµούς µε αισθητά ϐελτιωµένα χαρακτηριστικά µεταφορικής συµµετρίας [YK93,

Mal99b]. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει ο διαµορφωµένος µιγαδικός αλληλεπικαλυ-

πτόµενος µετασχηµατισµός (modulated complex lapped transform – MCLT), ο οποίος

αποτελεί µιγαδική επέκταση του MLT [Mal99b, Mal03]. Οι MCLT συντελεστές υπολογί-

Ϲονται ως Xp[k] = 〈x, gp,k〉, όπου τα διανύσµατα gp,k έχουν µήκος 2l και είναι µιγαδικές

επεκτάσεις αυτών του MLT, δηλαδή

gp,k[n] = gp[n]

√
2

l
exp

[
jπ

l
(k + 0.5)

(
n− ap +

l

2

)]
, 0 ≤ n− ap − 0.5 < 2l. (5.19)

όπου και πάλι χρησιµοποιούµε ηµιτονοειδές παράθυρο ανάλυσης. ΄Οταν η είσοδος

x[n] είναι πραγµατικό 1-∆ σήµα, υπολογίζουµε l µιγαδικούς συντελεστές ανά µπλοκ,

Xp[k], 0 ≤ k < l, το πραγµατικό µέρος των οποίων ταυτίζεται µε τους αντίστοιχους συν-

τελεστές MLT. Ο MCLT ορίζεται και για µιγαδικά 1-∆ σήµατα εισόδου, οπότε υπολογί-

Ϲουµε 2l µιγαδικούς συντελεστές ανά µπλοκ, δηλαδή Xp[k], 0 ≤ k < 2l. Και στις δύο

περιπτώσεις ο MCLT είναι δύο ϕορές υπερπλήρης. Ο υπολογισµός του MCLT και του

αντίστροφού του µπορεί να γίνει σε κάθε µπλοκ µε ταχύ αλγόριθµο ϐασισµένο σε FFT

µήκους 2l δειγµάτων [Mal03], τον οποίο έχουµε κατάλληλα επεκτείνει ώστε να καλύπτει

και την περίπτωση µιγαδικών σηµάτων εισόδου.

Για ανάλυση εικόνων χρησιµοποιούµε διαχωρίσιµη 2-∆ εκδοχή του MCLT, παρόµοια

µε την προσέγγιση στο [YK93]. Για µια εικόνα διάστασης M ×N εφαρµόζουµε πρώτα τον

1-∆ πραγµατικό MCLT στις στήλες της εικόνας, παίρνοντας µια µιγαδική M ×N διάταξη

συντελεστών· κατόπιν εφαρµόζουµε κατά γραµµές τον 1-∆ µιγαδικό MCLT, παίρνοντας

την τελική µιγαδική M × 2N διάταξη συντελεστών MCLT της εικόνας.

Η 2-∆ MCLT αναπαράσταση έχει καλές ιδιότητες περιστροφικής συµµετρίας. Στο

Σχ. 5.8 παραθέτουµε τα MCLT άτοµα που αντιστοιχούν σε ανάλυση σε 16× 16 µπλοκ και

παρατηρούµε ότι συνθέτουν ένα µωσαϊκό σχεδόν ακτινικά συµµετρικό. Σε αντίθεση µε τον

DTCWT όπου τα άτοµα είναι ευθυγραµµισµένα σε µία από τις έξι διακριτές διευθύνσεις

±15◦, ±45◦, ±75◦, η διεύθυνση µέγιστης απόκρισης των MCLT ατόµων µεταβάλλεται µε

πιο οµαλό τρόπο. Παρόλα αυτά µπορεί κανείς ακόµα να χρησιµοποιήσει τις παραπάνω

έξι διακριτές διευθύνσεις για να οµαδοποιήσει τα MCLT άτοµα παρόµοια µε αυτά του DT

CWT, ώστε οι δύο αναπαραστάσεις να έρθουν σε συγκρίσιµη µορφή. Στο Σχ. 5.9 δείχνουµε



µε δύο εναλλακτικούς τρόπους απεικόνισης το µέτρο του 2-∆ MCLT που αντιστοιχεί στην

εικόνα Barbara· στο (α) µέρος απεικονίζουµε τους συντελεστές όπως έχουν υπολογιστεί

µετά τη διαχωρίσιµη επεξεργασία, ενώ στο (ϐ) τους απεικονίζουµε αναδιατεταγµένους έτσι

ώστε οι συντελεστές MCLT να είναι οργανωµένοι σε διαδοχικά επίπεδα ανάλυσης και έξι

κατευθυντικές υποζώνες σε ευθεία αναλογία µε τους αντίστοιχους DTCWT συντελεστές

του Σχ. 5.6(ϐ).

Σχήµα 5.8: Παραθέτουµε τα MCLT άτοµα που αντιστοιχούν σε ανάλυση µε µήκος µπλοκ

l = 16. Για να παράγουµε την εικόνα αυτή ξεκινάµε από συντελεστές MCLT διατεταγµέ-

νους όπως ϕαίνεται στο Σχ. 5.9(α). Σε κάθε µπλοκ µόνο ένας MCLT συντελεστής αφήνεται

ενεργός, έχοντας µοναδιαίο µέτρο και κατάλληλα επιλεγµένη ϕάση ώστε να εξασφαλίζεται

η συνέχεια των δακτυλίων, ενώ όλοι οι υπόλοιποι µηδενίζονται. Κατόπιν υπολογίζουµε

τον αντίστροφο MCLT για να µεταβούµε στο χωρικό πεδίο, και το αποτέλεσµα είναι αυτό

που δείχνεται στο σχήµα µας. Παρατηρούµε ότι τα MCLT άτοµα είναι κατευθυντικές

ταλαντούµενες συναρτήσεις και συνθέτουν ένα σχεδόν ακτινικά συµµετρικό µωσαϊκό.



(α)

−75◦ 75◦

−45◦ −15◦ 15◦ 45◦

(ϐ)

Σχήµα 5.9: Μέτρο των µιγαδικών συντελεστών του 2-∆ MCLT που αντιστοιχεί στην

512 × 512 εικόνα Barbara, για ανάλυση σε µπλοκ των 16 × 16 εικονοστοιχείων. (α)

Οι MCLT συντελεστές (σε λογαριθµική κλίµακα) όπως προκύπτουν από τη διαχωρίσιµη

ανάλυση· κάθε MCLT µπλοκ έχει διάσταση 16× 32 στοιχεία, οπότε η µετασχηµατισµένη

εικόνα αποτελείται από 512 × 1024 µιγαδικά στοιχεία. (ϐ) Οι ίδιοι MCLT συντελεστές

(σε γραµµική κλίµακα) επαναδιαταγµένοι παρόµοια µε τους DTCWT του Σχ. 5.6(ϐ) σε

έξι κατευθυντικές υποζώνες, όπως ϑα συζητήσουµε περαιτέρω στην Ενότ. 6.2.2, Σχ. 6.2.

Το κάθε επίπεδο αντιστοιχεί σε µια ϕασµατική οκτάβα ανάλυσης. Στο ανώτερο επίπε-

δο δείχνουµε µια κλιµακωµένη εκδοχή της αρχικής εικόνας (αντί για τους συντελεστές

κλιµάκωσης στην περίπτωση του DTCWT).



5.3 Στατιστικές Ιδιότητες Φυσικών Εικόνων στο Πεδίο

των Κυµατιδίων

Κυµατιδιακές αναπαραστάσεις όπως αυτές που έχουµε συζητήσει ως τώρα στο πα-

ϱόν Κεφάλαιο ενδείκνυνται για την περιγραφή και µοντελοποίηση ϕυσικών εικόνων. Θα

χρησιµοποιήσουµε κυρίως τις υπερπλήρεις µιγαδικές κυµατιδιακές αναπαραστάσεις του

DTCWT (ανάλυση χώρου-κλίµακας) και του MCLT (ανάλυση χώρου-συχνότητας), καθότι

αυτές διαθέτουν σε µεγάλο ϐαθµό τις επιθυµητές ιδιότητες συµµετρίας µετατόπισης και

περιστροφής, σε αντίθεση µε τον κλασικό κρίσιµα δειγµατοληπτηµένο µετασχηµατισµό

κυµατιδίων [SFAH92].

Ορισµένα από τα επιχειρήµατα που συνηγορούν στη χρήση κατάλληλων τοπικών,

πολυ-κλιµακωτών, και πολυ-κατευθυντικών γραµµικών µετασχηµατισµών όπως της κυ-

µατιδιακής αναπαράστασης για τη µοντελοποίηση εικόνων είναι, µεταξύ άλλων, τα εξής :

• Ο µετασχηµατισµός κυµατιδίων είναι, σε καλή προσέγγιση, µετασχηµατισµός απο-

συσχέτισης για µια ευρεία κατηγορία στοχαστικών διαδικασιών, περιλαµβανοµένης

της κλασµατικής κίνησης Brown που µελετήσαµε νωρίτερα [Wor93]. ΄Οπως έχουµε

ήδη συζητήσει, ένα ϐασικό πλεονέκτηµα του µετασχηµατισµού κυµατιδίων έναν-

τι καθολικών αναπαραστάσεων όπως ο µετασχηµατισµός Fourier είναι ότι µπορεί

να αποσυσχετίσει σε ικανοποιητικό ϐαθµό και µη-στατικές διαδικασίες, χάρη στην

τοπικότητά του. Η ιδιότητα αποσυσχέτισης επιτρέπει συχνά την επεξεργασία εικό-

νων µε απλούς και αποδοτικούς αλγορίθµους που χειρίζονται καθένα συντελεστή

κυµατιδίου ανεξάρτητα από τους υπολοίπους.

• Σειρά ψυχο-ϕυσιολογικών πειραµάτων σε ανθρώπους και άλλα ϑηλαστικά έχουν δεί-

ξει ότι το πρώτο στάδιο επεξεργασίας σε ϐιολογικά συστήµατα όρασης περιλαµβάνει

εξαγωγή χαρακτηριστικών µε ϕίλτρα που η απόκρισή τους προσοµοιάζει µιγαδικά

ϕίλτρα Gabor [Dau85]. Αυτό ϕαίνεται ότι είναι αποτέλεσµα εξελικτικής διαδικασίας

και σχετίζεται µε τις στατιστικές ιδιότητες ϕυσικών εικόνων [Fie87].

• Ο µετασχηµατισµός κυµατιδίων, ειδικότερα υπερ-πλήρεις εκδοχές του, επιτρέπουν

την αραιή αναπαράσταση σηµάτων εικόνων, δηλαδή πιστή ανακατασκευή µε σχετικά

λίγους µη-µηδενικούς συντελεστές. Τούτο διευκολύνει την κωδικοποίηση, επεξερ-

γασία, και αποκατάσταση σηµάτων εικόνων [Fie94]. Αντίστροφα, µαθαίνοντας από

δεδοµένα ϕυσικών εικόνων αραιούς κώδικες οδηγούµαστε σε ϕίλτρα µε αποκρίσεις

ποιοτικά παρόµοιες µε ϕίλτρα Gabor [OF96, HH00]. Προσαρµόζοντας την ανα-

παράσταση στα δεδοµένα της εικόνας µπορεί µάλιστα να οδηγήσει σε ϐελτιωµένες

επιδόσεις σε σχέση µε τους παραµετρικούς κυµατιδιακούς µετασχηµατισµούς που

κυρίως χρησιµοποιούµε στην εργασία µας [AEB06, BCM05, EL99], όµως µε ση-

µαντικά αυξηµένο κόστος. Ποιοτικά παρόµοια αποτελέσµατα προκύπτουν και µε

εφαρµογή αλγορίθµων ανάλυσης σε ανεξάρτητες συνιστώσες (Independent Compo

nent Analysis – ICA) σε µεγάλες ϐάσεις ϕυσικών εικόνων [BS97, vHvdS98].

Στη συνέχεια περιγράφουµε ποιοτικά ϐασικές ιδιότητες των συντελεστών κυµατιδίων ϕυ-

σικών εικόνων που έχουν καθοδηγήσει τη σχεδίαση των µοντέλων ενδοσυµπλήρωσης που

παρουσιάζουµε στο Κεφάλαιο 6. Μια και χρησιµοποιούµε κατά κύριο λόγο τις µιγαδικές

κυµατιδιακές αναπαραστάσεις, συζητάµε ξεχωριστά τη συµπεριφορά του µέτρου και της

ϕάσης των συντελεστών κυµατιδίων ϕυσικών εικόνων.



5.3.1 Ιδιότητες Μέτρου Συντελεστών Κυµατιδίων: Κυρτωτικά Πε-

ϱιθώρια Ιστογράµµατα και Αλληλεξαρτήσεις Συντελεστών

Η µη-γκαουσιανή κατανοµή των αποκρίσεων των συντελεστών κυµατιδίων, αφενός,

και η αραιή αναπαράσταση ϕυσικών εικόνων σε ϐάσεις κυµατιδίων, αφετέρου, συνεπά-

γονται τον λεπτόκυρτο χαρακτήρα των περιθώριων ιστογραµµάτων (marginal histograms)

συντελεστών για κάθε υποζώνη (subband) του µετασχηµατισµού κυµατιδίων [Fie87]. Η

κύρτωση µιας κατανοµής ορίζεται από τη σχέση E{(X − µ)4}/E{(X − µ)2}2. Η κατα-

νοµή Gauss έχει κύρτωση 3, ενώ ως λεπτόκυρτες (αντ. πλατύκυρτες) χαρακτηρίζονται οι

κατανοµές µε κύρτωση µεγαλύτερη (αντ. µικρότερη) του 3. Οι λεπτόκυρτες κατανοµές

έχουν πιο ισχυρή κορυφή στο 0 και ταυτόχρονα πιο έντονες ουρές (heavytails) σε σχέση

µε κατανοµές Gauss ίδιας µεταβλητότητας. Για τις εικόνες η ισχυρή κορυφή των ιστο-

γραµµάτων στο 0 οφείλεται στο γεγονός ότι η συντριπτική πλειοψηφία των συντελεστών

κυµατιδίων είναι σχεδόν µηδέν (οι οµαλές περιοχές καταλαµβάνουν τη µεγαλύτερη έκτα-

ση στις ϕυσικές εικόνες)· οι έντονες ουρές αντιστοιχούν σε κυµατίδια µε έντονη απόκριση,

τοποθετηµένα κοντά σε ακµές (οι ακµές καταλαµβάνουν σχετικά µικρή έκταση στις ει-

κόνες). ΄Ενα παράδειγµα περιθώριου ιστογράµµατος των συντελεστών κυµατιδίων Haar

(λεπτοµερής κλίµακα, x- κατεύθυνση) στο οποίο ϕαίνεται ο κυρτωτικός του χαρακτήρας

δίνεται στο Σχ. 5.10.
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Σχήµα 5.10: Αριστερά: Παράδειγµα εικόνας από τη ϐάση του van Hateren [vHvdS98].

∆εξιά : Λογαριθµικό ιστόγραµµα µερικής παραγώγου ως προς x (συντελεστές Haar)

∂I/∂x, µαζί µε ταιριασµένες γκαουσιανή και γενικευµένη γκαουσιανή κατανοµές.

Υπάρχουν διάφορες προσεγγίσεις για µαθηµατική µοντελοποίηση των λεπτόκυρτων

ιστογραµµάτων των συντελεστών κυµατιδίων. Μια επιλογή είναι το ταίριασµα των ι-

στογραµµάτων µε γενικευµένες κατανοµές Gauss, που έχουν τη µορφή p(x) ∝ e(x/c)p

[Mal89], που γενικεύουν την κλασική κατανοµή Gauss (p = 2). Οι κατανοµές αυτής

της οικογένειας είναι λεπτόκυρτες για p < 2, µε χαρακτηριστικότερο παράδειγµα την κα-

τανοµή Laplace (p = 1). ΄Αλλες παραµετρικές κατανοµές που ταιριάζουν ικανοποιητικά

στα εµπειρικά ιστογράµµατα συντελεστών κυµατιδίων είναι η t-κατανοµή του Student

[HM99], το µοντέλο Bessel Kforms [GS01] και άλλα παρεµφερή µοντέλα, συχνά εµπνευ-

σµένα από αντίστοιχες προσεγγίσεις από την περιοχή της εύρωστης στατιστικής.



Μια εναλλακτική προσέγγιση στη µοντελοποίηση των κυρτωτικών ιστογραµµάτων ϕυ-

σικών εικόνων είναι µέσω (πεπερασµένου ή άπειρου) µείγµατος γκαουσιανών κατανο-

µών. Χρησιµοποιώντας πεπερασµένο µείγµα γκαουσιανών µπορούµε να προσεγγίσουµε

ικανοποιητικά τις κατανοµές που µας ενδιαφέρουν. Ακόµα και µε µείγµα δύο µόνο

γκαουσιανών (µία µικρής µεταβλητότητας για µοντελοποίηση της ισχυρής κορυφής και

µία µεγάλης µεταβλητότητας για µοντελοποίηση των έντονων ουρών του ιστογράµµατος)

µπορούµε να µοντελοποιήσουµε επαρκώς για κάποιες εφαρµογές ιστογράµµατα ϕυσι-

κών εικόνων [CNB98]. Η προσέγγιση των ιστογραµµάτων µε άπειρο µείγµα γκαουσιανών

[WSW01] είναι µια άλλη εναλλακτική µέθοδος, που όµως δεν ϑα συζητήσουµε περαιτέρω

εδώ.

Πέρα από τα περιθώρια ιστογράµµατα, ο µη-γκαουσιανός χαρακτήρας της κατανοµής

συντελεστών κυµατιδίων εµφανίζεται έντονα και στα από κοινού ιστογράµµατα [PSWS03]

και τις υπό συνθήκη κατανοµές. Αν και ο µετασχηµατισµός κυµατιδίων εξαλείφει τις συ-

σχετίσεις δεύτερης τάξης, οι συντελεστές κυµατιδίων που αντιστοιχούν σε ϕίλτρα γειτονικά

µεταξύ τους (είτε χωρικά, είτε στην κλίµακα, είτε στην κατεύθυνση) δεν είναι ανεξάρτη-

τοι. Ειδικότερα, η υπό συνθήκη µεταβλητότητα κάθε συντελεστή εξαρτάται από τις τιµές

των γειτόνων, µε αποτέλεσµα οι υπό-συνθήκη κατανοµές να έχουν τη µορφή πεταλούδας

(bowtie), όπως ϕαίνεται στο Σχ. 5.11. Αυτό σηµαίνει ότι οι ενεργοί συντελεστές κυµατιδί-

ων σχηµατίζουν συστάδες (clusters) και εντοπίζονται κυρίως κοντά στις ακµές της εικόνας,

µε την ύπαρξη ενός ενεργού συντελεστή να αποτελεί σηµαντική ένδειξη για την παρου-

σία και άλλων ενεργών συντελεστων στην ίδια γειτονιά, χωρική ή κλίµακας. Μια άλλη

ένδειξη της εξάρτησης µεταξύ αποκρίσεων γειτονικών ϕίλτρων είναι η ϑετική αµοιβαία

τους πληροφορία [LM01]. Οι εξαρτήσεις αναβιώνουν και ως συσχετίσεις δεύτερης τάξης

αν περάσουµε τους συντελεστές κυµατιδίων από ένα απλό µη-γραµµικό σύστηµα, για

παράδειγµα ένα σύστηµα που ως έξοδο δίνει την απόλυτη τιµή της εισόδου.

5.3.2 Ιδιότητες Φάσης Συντελεστών Κυµατιδίων

Ως τώρα η συζήτηση σχετικά µε τις στατιστικές ιδιότητες εικόνων του ϕυσικού κόσµου

έχει περιοριστεί στην απόκριση µέτρου των συντελεστών µιγαδικών κυµατιδίων. Παρόλα

αυτά, η απόκριση ϕάσης των συντελεστών µιγαδικών κυµατιδίων παίζει εξίσου σηµαντικό,

αν όχι µεγαλύτερο, ϱόλο στην ανθρώπινη οπτική αντίληψη.

Για την περίπτωση ανάλυσης εικόνων µε το µετασχηµατισµό Fourier (ΜΦ), η σηµασία

της Fourier µιγαδικής ϕάσης έχει δειχτεί µε εντυπωσιακό τρόπο στο κλασικό πείραµα

που περιγράφεται στο [OL81] και παράλληλα στο [PC82]. Σε αυτό το πείραµα παίρνουµε

το ΜΦ δύο εικόνων, I1 και I2, και συνθέτουµε καινούργιες εικόνες µε αντίστροφο ΜΦ,

χρησιµοποιώντας το µέτρο Fourier από τη µια εικόνα και τη ϕάση Fourier από την άλλη,

και κρατώντας το πραγµατικό µέρος του αποτελέσµατος. Τα αποτελέσµατα αυτού του πει-

ϱάµατος ϕαίνονται στο Σχ. 5.12. Η συνθετική εικόνα αντιληπτικά µοιάζει εντυπωσιακά

µε την εικόνα που µοιράζονται την ίδια απόκριση ϕάσης. Στο Σχ. 5.13 επαναλαµβάνουµε

το πείραµα, χρησιµοποιώντας όµως µιγαδικά κυµατίδια στη ϑέση του ΜΦ. Η ανάµειξη

µέτρου και ϕάσης του µιγαδικού µετασχηµατισµού κυµατιδίων έχει τώρα λιγότερο εντυ-

πωσιακά αποτελέσµατα, κυρίως επειδή ο µετασχηµατισµός κυµατιδίων έχει αρκετά καλές

ιδιότητες εντοπισµού, οπότε η ανταλλαγή της ϕάσης δεν αλλοιώνει τελείως τη γεωµετρική

ϑέση των αντικειµένων. Παρόλα αυτά, και στην περίπτωση των µιγαδικών κυµατιδίων η

αντιληπτική σηµασία της ϕάσης παραµένει σηµαντική.



Σχήµα 5.11: Ιστογράµµατα συντελεστών κυµατιδίων για διάφορα Ϲευγάρια ϕίλτρων εφαρ-

µοσµένα σε µία εικόνα. Οι τρεις πρώτες στήλες αντιστοιχούν σε ϕίλτρα ίδιας κλίµακας και

κατεύθυνσης αλλά χωρικά µετατοπισµένα. Η τέταρτη αφορά ίδια ϑέση και κατεύθυνση

αλλά διαφορετική κλίµακα. Η πέµπτη αφορά ίδια ϑέση και κλίµακα αλλά διαφορετική

κατεύθυνση. Πάνω γραµµή: Το κοινό ιστόγραµµα ως contour logplot. Θα αναµέναµε

σχήµατα ελλείψεων στη γκαουσιανή περίπτωση. Κάτω γραµµή: Αντίστοιχα υπό-συνθήκη

ιστογράµµατα· για ανεξάρτητες µεταβλητές ϑα αναµέναµε τα ιστογράµµατα να είναι ορ-

ϑογώνια αντί να έχουν σχήµα πεταλούδας. Παρατηρούµε ιδιαίτερα έντονες εξαρτήσεις για

ϕίλτρα µε µικρή χωρική µετατόπιση (πρώτη στήλη) και για ϕίλτρα σε διαδοχικές κλίµακες

(τέταρτη στήλη). Από το [Sim05].



Τούτο εξηγείται από το γεγονός ότι η ανθρώπινη οπτική αντίληψη ϐασίζεται σε ση-

µαντικό ϐαθµό στην ανίχνευση πρωτευόντων (primitive) χαρακτηριστικών, όπως είναι οι

ακµές, ϱάβδοι, και κηλίδες. ΄Οπως έχει αναδείξει το µοντέλο ανίχνευσης χαρακτηριστικών

µέσω σύµπτωσης ϕάσης (phase congruency) [MB88, Kov99], η ύπαρξη, η ακριβής ϑέση,

και άλλες ιδιότητες των ακµών (και άλλων χαρακτηριστικών) στην εικόνα καθορίζονται

κατά κύριο λόγο από την απόκριση ϕάσης. ∆εν είναι τυχαίο ότι στο επιτυχηµένο σύστηµα

αναγνώρισης ανθρώπων µε ϐάση ϕωτογραφία της ίριδας του µατιού τους, που περιγρά-

ϕεται στο [Dau04], γίνεται εξαγωγή χαρακτηριστικών µε ϐάση συστοιχία ϕίλτρων Gabor,

από τα οποία διατηρείται µόνο πληροφοριά ϕάσης, και µάλιστα σε αδρά κβαντισµένη

µορφή (2 bits ανά ϕίλτρο)· δες επίσης το [VHHLO83].

I1 |I1|,∠I2 I1 |I1|,∠I2

|I2|,∠I1 I2 |I2|,∠I1 I2

Σχήµα 5.12: Η σηµασία της Fourier ϕάσης στην αντίληψη εικόνων. Ανταλλάσουµε τις

αποκρίσεις µέτρου και ϕάσης σε δύο Ϲευγάρια εικόνων. Αριστερά: Αινστάιν (I1) και

Φάινµαν (I2). ∆εξιά : Αινστάιν (I1) και fBm µε D = 2.5 (I2). ΄Οσο αφορά την ανθρώπινη

αντίληψη, η Fourier ϕάση κυριαρχεί του Fourier µέτρου !

Παρόλη τη σηµασία της ϕάσης για την ανθρώπινη αντίληψη εικόνων, η µοντελοποίη-

ση πληροφορίας ϕάσης είναι αρκετά πιο δύσκολη από τη µοντελοποίηση µέτρου. Επίσης

η επεξεργασία της ϕάσης επηρεάζει το σήµα µε µη-γραµµικό τρόπο. Σε προκαταρτικά

πειράµατα, η προσέγγιση που ακολουθούµε ϐασίζεται στις ακόλουθες ιδιότητες συνοχής

(coherence) του µιγαδικού µετασχηµατισµού κυµατιδίων µε ϕίλτρα γραµµικής ϕάσης:

(1) η τοπική ϕάση µεταβάλλεται γραµµικά µε την απόσταση από µεµονωµένα γεωµετρι-

κά χαρακτηριστικά (π.χ. γραµµές ή ακµές) και (2) ο αντίστοιχος ϱυθµός µεταβολής της

ϕάσης για ϕίλτρα σε µια συγκεκριµένη κλίµακα είναι διπλάσιος από τον ϱυθµό µετα-

ϐολής για ϕίλτρα στην αµέσως πιο αδρή κλίµακα (για Ϲωνοπερατά ϕίλτρα µε κεντρικές

συχνότητες που διαφέρουν µια οκτάβα), υπό την προϋπόθεση ότι το γεωµετρικό χαρα-

κτηριστικό είναι αναλλοίωτο στις δύο κλίµακες. Αυτές οι σχέσεις συνοχής διαταράσσονται

από παρεµβολές µεταξύ πολύ κοντινών γεωµετρικών χαρακτηριστικών, όπως συµβαίνει σε

εικόνες µε έντονη µικροδοµή υφής, ή όταν οι ακµές της εικόνας είναι ϑολωµένες, οπότε



I1 |I1|,∠I2 I1 |I1|,∠I2

|I2|,∠I1 I2 |I2|,∠I1 I2

Σχήµα 5.13: Η σηµασία της κυµατιδιακής ϕάσης στην αντίληψη εικόνων. Παρόµοια

µε το Σχ. 5.12, ανταλλάσουµε τις αποκρίσεις µέτρου και ϕάσης στα ίδια Ϲευγάρια εικό-

νων, αυτή τη ϕορά για το µιγαδικό µετασχηµατισµό κυµατιδίων. Η ϕάση είναι κι εδώ

καθοριστική της αντίληψης. Βέβαια, λόγω των καλών ιδιοτήτων εντοπισµού του µετασχη-

µατισµού κυµατιδίων, η ανταλλαγή της ϕάσης δεν αλλοιώνει τελείως τη γεωµετρική ϑέση

των αντικειµένων.



δεν έχουν αναλλοίωτο προφίλ σε διαδοχικές κλίµακες. Αυτές οι ιδιότητες του µετασχηµα-

τισµού κυµατιδίων έχουν χρησιµοποιηθεί στο [PS00b] σε πειράµατα σύνθεσης υφής, στα

[RWCB03, AKF05, MK08b, MK08a] για αποθορυβοποίηση, ανάλυση και εξαγωγή γεωµε-

τρικών χαρακτηριστικών εικόνων, ενώ η εργασία [WS03] δείχνει πώς µπορεί να εκτιµηθεί

η έκταση του ϑολώµατος µιας εικόνας από το ϐαθµό στον οποίο ισχύουν οι παραπάνω

σχέσεις. Πάντως η επιτυχής µοντελοποίηση πληροφορίας ϕάσης παραµένει σηµαντικό

Ϲήτηµα για περαιτέρω µελλοντική διερεύνηση.

Σε αυτό το σηµείο αξίζει να σηµειώσουµε ότι το πρόβληµα της ανακατασκευής 1-∆

σήµατος ή 2-∆ εικόνας µε χρήση µόνο πληροφορίας µέτρου ή ϕάσης έχει µελετηθεί από

πολλούς ερευνητές. Οι πρώτες σχετικές εργασίες εξέταζαν το πρόβληµα για τον καθολικό

Fourier µετασχηµατισµό. Συνθήκες που εξασφαλίζουν τέλεια ανακατασκευή και σχετικοί

αλγόριθµοι παρουσιάζονται στα [HLO80, Hay82, VHHLO83]. Το σχετιζόµενο πρόβληµα

ανακατασκευής από µερική πληροφορία µέτρου ή ϕάσης τοπικών Gabor µετασχηµατι-

σµών έχει επίσης µελετηθεί [BPZ92, UPC98], ενώ το [HO08, HO07] επικεντρώνεται στην

ειδική περίπτωση του DTCWT. Οι περισσότερες τεχνικές ανακατασκευής ϐασίζονται σε

επαναληπτικούς αλγορίθµους, µε τυπικό παράδειγµα τον αλγόριθµο εναλλασσόµενων

προβολών σε κυρτά σύνολα (projection onto convex sets – POCS) [YW82], όπου κανείς

µεταβαίνει διαρκώς µεταξύ του χωρικού και του µετασχηµατισµένου πεδίου επιβάλλον-

τας σε κάθε ϐήµα τους διαθέσιµους περιορισµούς ωσότου ο αλγόριθµος συγκλίνει σε ένα

πραγµατικό σήµα/εικόνα µε τις προδιαγεγραµµένες τιµές για το µέτρο ή τη ϕάση του

στο µετασχηµατισµένο πεδίο. Είναι χρήσιµο να αντιδιαστείλουµε αυτήν τη διαδικασία µε

τα πειράµατα που περιγράψαµε νωρίτερα που απλά περιλαµβάνουν ανάµειξη µέτρου και

ϕάσης προερχόµενων από δύο διαφορετικά σήµατα, ακολουθούµενη από µία µετάβαση

στο χωρικό πεδίο µε εφαρµογή του αντίστοιχου αντίστροφου µετασχηµατισµού.



Κεφάλαιο 6

Ενδοσυµπλήρωση µε Κυµατίδια

Οργανωµένα σε ∆ενδρικό Στατιστικό

Μοντέλο

6.1 Η Ενδοσυµπλήρωση ως Πρόβληµα Στατιστικής Συµ-

περασµατολογίας

Συχνά ϑεωρεί κανείς ότι οι 2-∆ εικόνες που σχηµατίζονται στο ανθρώπινο σύστηµα

όρασης ή στους αισθητήρες ϕωτογραφικών µηχανών είναι αυθαίρετες συναρτήσεις ορι-

σµένες στο 2-∆ επίπεδο. Στην πραγµατικότητα όµως, λόγω του µηχανισµού σχηµατισµού

τους, οι εικόνες παρουσιάζουν πολύ πιο συγκεκριµένη δοµή, την οποία µπορούµε να

εκµεταλλευτούµε κατά την ανάλυση και επεξεργασία τους. Ανάλογα µε το είδος του ϕορ-

µαλισµού που υιοθετεί κανείς, µπορεί να ακολουθήσει διαφορετικές προσεγγίσεις για

να χαρακτηρίσει τους µαθηµατικούς χώρους στους οποίους κινούνται οι ϕυσικές εικό-

νες. Για παράδειγµα, η προσέγγιση του Κεφάλαιου 3 µε µεταβολικά µοντέλα και µερικές

διαφορικές εξισώσεις επικεντρώνεται στις γεωµετρικές ιδιότητες της εικόνας, ενώ όσοι χρη-

σιµοποιούν εργαλεία συναρτησιακής ανάλυσης συνηθίζουν να µοντελοποιούν τις ϕυσικές

εικόνες ως µέλη αφηρηµένων συναρτησιακών χώρων [Mal99a].

Σε αυτό το Κεφάλαιο υιοθετούµε µια ϑεώρηση του προβλήµατος της ενδοσυµπλήρω-

σης που πηγάζει από τη στατιστική προσέγγιση στην ερµηνεία εικόνων, π.χ. [KR96].

Αυτή απαιτεί την ανάπτυξη στατιστικών µοντέλων για εικόνες του ϕυσικού κόσµου, αν

είναι δυνατόν εξειδικεύσιµων για εικόνες συγκεκριµένης κατηγορίας, π.χ. µοντέλο τοιχο-

γραφιών Θήρας για τις ανάγκες της εφαρµογής του Κεφαλαίου 2. Αν έχουµε διαθέσιµο

ένα αξιόπιστο τέτοιο πρότερο πιθανοτικό µοντέλο για ϕυσικές εικόνες, έστω P (x|θ), µε θ

σύνολο παραµέτρων που επιτρέπουν την προσαρµογή του µοντέλου σε ορισµένη κατηγο-

ϱία εικόνων, και ένα µοντέλο παρατήρησης P (xo|x) που να σχετίζει την παρατηρούµενη

αλλοιωµένη εικόνα xo και την πραγµατική εικόνα x, τότε, εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα του

Bayes, µπορούµε, τουλάχιστον καταρχήν, να υπολογίσουµε την ύστερη (ή υπό συνθήκη)

κατανοµή για την πραγµατική εικόνα, που περιέχει όλη την πληροφορία που µπορούµε

δυνητικά να συνάγουµε από τα δεδοµένα µας:

P (x|xo,θ) =
P (x|θ)P (xo|x)

P (xo)
. (6.1)
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Είναι λοιπόν σαφές ότι η ανάπτυξη πιστών πρότερων πιθανοτικών µοντέλων P (x) για

ϕυσικές εικόνες παίζει κεντρικό ϱόλο στη στατιστική αντιµετώπιση του προβλήµατος της

ενδοσυµπλήρωσης. Για την πρακτική χρησιµότητα αυτής της προσέγγισης είναι επιθυ-

µητό το πιθανοτικό µοντέλο που ϑα υιοθετήσουµε να έχει τέτοια δοµή που οι ακόλουθες

λειτουργίες να είναι υπολογιστικά εφικτές :

• Συµπερασµατολογία. Θα πρέπει το µοντέλο να επιτρέπει υπολογιστικά τη συναγωγή

συµπερασµάτων για την πραγµατική εικόνα x µε τον κανόνα του Bayes (6.1).

• Μάθηση. Με χρήση ενός συνόλου εικόνων µάθησης, ϑα πρέπει να µπορούµε να

ϱυθµίζουµε τις παραµέτρους θ, π.χ. µεγιστοποιώντας την πιθανοφάνεια L(θ) =
P (x|θ), ώστε να πετυχαίνουµε πιστότερη προσαρµογή του µοντέλου στα δεδοµένα.

• ∆ειγµατοληψία/Σύνθεση. Η ευχέρεια στη λήψη τυχαίων δειγµάτων από την πρό-

τερη P (x|θ) ή την ύστερη P (x|xo,θ) κατανοµή ϕυσικών εικόνων είναι επιθυµητή

γιατί επιτρέπει την άµεση οπτική αξιολόγηση των παραδοχών που έχει κάνει κανείς

κατά την ανάπτυξη του µοντέλου. Ειδικά για την εφαρµογή µας, κάθε δείγµα α-

πό την υπό συνθήκη κατανοµή P (x|xo,θ) είναι µια πιθανή λύση του προβλήµατος

της ενδοσυµπλήρωσης, οπότε η δυνατότητα δειγµατοληψίας από το µοντέλο είναι

ιδιαίτερα σηµαντική.

Η ικανοποίηση όλων αυτών των προδιαγραφών από ένα στατιστικό µοντέλο εικόνας, το

οποίο ταυτόχρονα πρέπει να είναι αρκετά πλούσιο ώστε να συλλαµβάνει τα ϐασικά χαρα-

κτηριστικά των ϕυσικών εικόνων, δεν είναι εύκολη υπόθεση.

Σε αυτό το σηµείο και προτού προχωρήσουµε στην ανάλυση συγκεκριµένων στοχαστι-

κών µοντέλων εικόνας, είναι χρήσιµο να οριοθετήσουµε τις προσδοκίες που έχουµε από

αυτά [MG01]. Σε αυτήν την εργασία ϑα επικεντρωθούµε σε µοντέλα χαµηλού και µέσου

επιπέδου όρασης. Πιο συγκεκριµένα, τα µοντέλα µας πρέπει να µπορούν να περιγρά-

ψουν και να αναπαράγουν ϐασικές ιδιότητες χαµηλού επιπέδου των εικόνων του ϕυσικού

κόσµου, αλλά δεν απαιτούµε από αυτά να µοντελοποιούν χαρακτηριστικά υψηλού επι-

πέδου, όπως την εµφάνιση ολόκληρων αντικειµένων. Με άλλα λόγια, δείγµατα εξαγµένα

από τα µοντέλα µας ϑα πρέπει να δίνουν σε µια πρώτη µατιά την αίσθηση εικόνων του

ϕυσικού κόσµου, χωρίς όµως να περιµένουµε να δούµε σε αυτά συγκεκριµένα αντικεί-

µενα υψηλού επιπέδου, για παράδειγµα πρόσωπα ή σπίτια. Η δηµιουργία ειδικευµένων

µοντέλων για περιγραφή αντικειµένων υψηλού επιπέδου ϐρίσκεται έξω από το ϐεληνεκές

των µοντέλων που ϑα συζητήσουµε στη συνέχεια.

6.2 Μοντελοποίηση Συντελεστών Μιγαδικών Κυµατιδί-

ων Εικόνων µε Κρυφό ∆ένδρο Markov

Συνοψίζοντας τη συζήτηση του Κεφαλαίου 5 σχετικά µε τη στατιστική συµπεριφορά

των συντελεστών κυµατιδίων ϕυσικών εικόνων, αναδεικνύονται οι ακόλουθες ϐασικές ι-

διότητες :

1. Τα περιθώρια ιστογράµµατα έχουν λεπτόκυρτο προφίλ, µε ισχυρή κορυφή στο 0

(µικρή απόκριση στις οµαλές περιοχές της εικόνας) και έντονες ουρές (µεγάλη από-

κριση κοντά στις ακµές ή σε περιοχές µε υφή).



2. Οι ισχυροί συντελεστές κυµατιδίων εµφανίζονται κυρίως σε συστάδες στο χώρο ή

στην κλίµακα, και ενεργοποιούνται από την παρουσιά ακµών στην περιοχή.

3. Η παρουσία γεωµετρικών χαρακτηριστικών δηµιουργεί ιδιαίτερη συµφωνία στην

απόκριση ϕάσης µιγαδικών κυµατιδίων.

Σχήµα 6.1: Η δοµή του κρυφού δένδρου Markov (ϐαθµού 4) στη µοντελοποίηση συντελε-

στών κυµατιδίων εικόνων. Οι λευκοί κόµβοι συµβολίζουν τις διακριτές κρυφές µεταβλητές

qt (π.χ. ‘ακµή’/‘µη-ακµή’), οι προσκείµενοι γκρίζοι κόµβοι συµβολίζουν τις συνεχείς πα-

ϱατηρήσεις yt (µιγαδικοί συντελεστές κυµατιδίων), ενώ τα ϐέλη δηλώνουν πιθανοτικές

εξαρτήσεις.

6.2.1 Το HMT Μοντέλο για Περιγραφή 1-∆ και 2-∆ Πραγµατικών

Κυµατιδίων

Μια δηµοφιλής τεχνική που αναπαράγει σε σηµαντικό ϐαθµό τις δύο πρώτες από

τις παραπάνω ιδιότητες έχει προταθεί στο [CNB98] και ϐασίζεται σε µοντελοποίηση των

συντελεστών κυµατιδιακής λεπτοµέρειας µε κρυφά δέντρα Markov (hidden Markov tree

– HMT), µε διακριτές κρυφές µεταβλητές και συνεχείς παρατηρήσεις µοντελοποιηµένες

µε µία γκαουσιανή κατανοµή ανά κατάσταση. Στην πιο απλή περίπτωση έχουµε δύο

µόνο κρυφές καταστάσεις, που αντιστοιχούν σε ‘ακµή’/‘µη-ακµή’. Η γκαουσιανή κατα-

νοµή που αντιστοιχεί σε ακµή ϑα έχει µεγάλη µεταβλητότητα (έντονες ουρές), ενώ αυτή

που αντιστοιχεί σε µη-ακµή ϑα έχει µικρή µεταβλητότητα (ισχυρή κορυφή στο 0)· έτσι

αναπαράγουµε ποιοτικά το λεπτόκυρτο χαρακτήρα των περιθώριων ιστογραµµάτων. Ε-

πίσης, οι πίνακες µετάβασης στην µαρκοβιανή αλυσίδα ευνοούν οµοειδείς µεταβάσεις

(ακµή→ακµή, µη-ακµή→µη-ακµή) έναντι των µη-οµοειδών (ακµή→µη-ακµή, µη-ακµή

→ακµή). Συνήθως επιτρέπουµε µεγαλύτερο πλήθος κρυφών καταστάσεων (π.χ. τέσσερις)

για να αυξήσουµε την εκφραστικότητα του µοντέλου πέρα από τον απλοϊκό διαχωρισµό

‘ακµή’/‘µη-ακµή’. Εάν µοντελοποιήσουµε τους συντελεστές κυµατιδίων ως µείγµα γκαου-

σιανών κατανοµών δίχως εξαρτήσεις µεταξύ των κόµβων του δέντρου, προκύπτει το κρυφό



ανεξάρτητο δέντρο (hidden independent tree – HIT). Τα HMT και HIT µπορεί να ϑεω-

ϱηθούν ως δενδρικές γενικεύσεις των ακολουθιακών κρυφών µοντέλων Markov (hidden

Markov model – HMM) και µοντέλων γκαουσιανών µειγµάτων (Gaussian mixture model –

GMM). Σηµειώνουµε ότι τα HMT και HIT µοντέλα δεν περιγράφουν τους συντελεστές κλι-

µάκωσης του κυµατιδιακού µετασχηµατισµού, που συνεπώς πρέπει κανείς να χειριστεί

ξεχωριστά.

Το αρχικό HMT µοντέλο του [CNB98], σχεδιασµένο για 1-∆ σήµατα και πραγµατι-

κό µετασχηµατισµό κυµατιδίων, έχει επεκταθεί για 2-∆ σήµατα εικόνων στο [RCB01] µε

τον πιθανοτικό γράφο του HMT να έχει µορφή δένδρου ϐαθµού 4 (κάθε κόµβος έχει 4

παιδιά), όπως ϕαίνεται στο Σχ. 6.1 όπου χρησιµοποιούµε συµβολισµό κατευθυνόµενων

γραφικών µοντέλων (graphical models) [Bis06] για να υποδηλώσουµε τις πιθανοτικές ε-

ξαρτήσεις. Ανάλογες δενδρικές µορφές έχουν χρησιµοποιηθεί µε σηµαντική επιτυχία για

διευθυνσιοδότηση των ενεργών κυµατιδιακών συντελεστών στο πρόβληµα της κωδικοποί-

ησης εικόνων [Sha93, SP96]. Στην περίπτωση του πραγµατικού DWT, προτείνεται στο

[RCB01] η χρήση ενός ανεξάρτητου δέντρου µαρκοβιανών εξαρτήσεων για καθεµιά από

τις τρεις κατευθυντικές υποζώνες (subbands). Εναλλακτικά, µπορεί κανείς να ϑεωρήσει

το σύνολο των τριών κυµατιδιακών συντελεστών ως ενιαίο διάνυσµα παρατήρησης [DV02],

οπότε έχουµε ένα µόνο δέντρο µαρκοβιανών εξαρτήσεων και για τις τρεις κυµατιδιακές

υποζώνες. Τέλος µπορεί κανείς να µοντελοποιήσει τις εξαρτήσεις µεταξύ των κρυφών

µεταβλητών σε διαφορετικές υποζώνες, όπως προτείνεται στα [FX03, SPS06].

Αξίζει να αναφέρουµε ότι, εκτός του HMT, µοντέλα δενδρικής µορφής σε διάφορες

παραλλαγές έχουν διερευνηθεί διεξοδικά στη ϐιβλιογραφία, τόσο επειδή η δοµή τους

προσφέρεται για την περιγραφή πολυκλιµακωτών ϕαινοµένων, όσο και επειδή είναι επι-

δεκτικά ανάλυσης µε ταχείς αλγορίθµους. Ενδεικτικά αναφέρουµε τις εργασίες [BS94]

και [LPH00, PCL00] που αναπτύσσουν πολυκλιµακωτά δενδρικά µοντέλα ως εναλλακτικά

των τυχαίων πεδίων Markov (Markov random fields – MRF) για το πρόβληµα της κατάτµη-

σης εικόνων. Σε αυτές τις τεχνικές η κρυφή διακριτή κατάσταση αντιστοιχεί στην ετικέτα

κατάτµησης για µια περιοχή και η συνεχής παρατήρηση αντιστοιχεί στις τιµές έντασης

της εικόνας (είτε ϑεωρείται ότι έχουµε παρατηρήσεις µόνο στο πιο λεπτοµερές επίπεδο,

είτε ϑεωρείται ότι κατάλληλα στιγµιότυπα µιας Gaussian πυραµίδας αποτελούν ανεξάρ-

τητες παρατηρήσεις στα αδρότερα επίπεδα του δέντρου), δηλαδή στα µοντέλα αυτά δεν

γίνεται χρήση κυµατιδιακών αναπαραστάσεων. Συχνά η δενδρική δοµή αντιστοιχεί σε πο-

λυκλιµακωτή περιγραφή περιοχών της εικόνας, µε τη σχέση γονιού-παιδιού να δηλώνει

υποδιαίρεση περιοχής [SG00]. Σε άλλες εργασίες, π.χ. [CWB94, WSW01], οι κρυφές µε-

ταβλητές είναι κι αυτές συνεχείς, οπότε τα µοντέλα που προκύπτουν αποτελούν δενδρικές

γενικεύσεις του δυναµικού µοντέλου Kalman. Σε πρόσφατη εργασία µας έχουµε ανα-

πτύξει µια παραλλαγή του HMT µοντέλου ειδικά προσαρµοσµένη για αποθορυβοποίηση

εικόνων αλλοιωµένων από Poisson ϑόρυβο [LMP09]. Για µια διεξοδική ανασκόπηση της

ϐιβλιογραφίας σε πολυκλιµακωτές τεχνικές για ανάλυση σηµάτων και εικόνας παραπέµ-

πουµε στο [Wil02].



6.2.2 Προσαρµογή του HMT Μοντέλου σε 2-∆ Μιγαδικά Κυµατί-

δια: ∆ενδρικές Εξαρτήσεις στις Αναπαραστάσεις DTCWT

και MCLT

Η προσαρµογή του HMT µοντέλου στο 2-∆ µιγαδικό DTCWT µε τις έξι κατευθυντικές

υποζώνες συνήθως γίνεται µε χρήση έξι ανεξάρτητων δέντρων [CRBK00]. Η προκύπτουσα

δοµή ϕαίνεται στο Σχ. 6.2(α), όπου κάθε µιγαδικός συντελεστής λεπτοµέρειας συµβολί-

Ϲεται µε ένα µικρό κύκλο του οποίου η χορδή υποδηλώνει τη διεύθυνση µέγιστης από-

κρισης. Κόµβοι που έχουν συγγένεια γονέα–παιδιού αντιστοιχούν σε συγκατευθυντικά

κυµατίδια µε λόγο κλίµακας 2:1 και χωρική αλληλεπικάλυψη, µε το κυµατίδιο που αντι-

στοιχεί στο γονέα να υπερκαλύπτει τα κυµατίδια που αντιστοιχούν στα τέσσερα παιδιά. Η

παρουσία ακµής στην περιοχή αλληλεπικάλυψης των κυµατιδίων προκαλεί ισχυρές κυ-

µατιδιακές αποκρίσεις σε γονέα και παιδί, ϕαινόµενο που εµπνέει την εισαγωγή ϐέλους

Markov εξάρτησης µεταξύ τους. Παράπλευροι κόµβοι αντιστοιχούν σε συγκατευθυντικά

κυµατίδια της ίδιας κλίµακας που είναι µεταξύ τους χωρικά µετατοπισµένα. Αν και το δέν-

τρο του Σχ. 6.1 δεν περιλαµβάνει απευθείας συνδέσεις µεταξύ παρακείµενων κυµατιδίων,

οι µεταξύ τους αλληλεξαρτήσεις συλλαµβάνονται έµµεσα λόγω της κοινής καταγωγής τους

από προγονικό κόµβο υψηλότερα στο δέντρο [Bis06]. Στην περίπτωση που το πλήθος των

επιπέδων κυµατιδιακής ανάλυσης δεν είναι το µέγιστο δυνατό, στο πιο αδρό επίπεδο κά-

ϑε υποζώνης ϑα έχουµε περισσότερους του ενός συντελεστές κυµατιδιακής λεπτοµέρειας,

που υποδηλώνονται µε γκρίζο χρώµα στο Σχ. 6.2(α). Καθένας από αυτούς ϑα αποτελεί

ϱίζα ενός ξεχωριστού δέντρου, οπότε στο σύνολο της εικόνας και για κάθε κατευθυντική

υποζώνη ϑα αντιστοιχεί ένα δάσος από HMT µοντέλα.

Ανάλογη είναι η δοµή του HMT µοντέλου κατά την ανάλυση µε 2-∆ µιγαδικά κυµατί-

δια χώρου-συχνότητας µέσω του MCLT, οπότε έχουµε και πάλι έξι ανεξάρτητα δέντρα ανά

µπλοκ ανάλυσης. Ακολουθώντας ανάλογη προσέγγιση µε εργασίες που µελετούν κωδι-

κοποίηση εικόνων µε µπλοκ-DCT µετασχηµατισµούς [XGO96, TN99], οργανώνουµε τους

MCLT συντελεστές σε δενδρικές δοµές, όπως ϕαίνεται στο Σχ. 6.2(ϐ) το οποίο περιγράφει

ένα µπλοκ της εικόνας µε l = 8, που µεταφράζεται σε αλληλεπικαλυπτόµενα κυµατίδια

µε αποτύπωµα 16 × 16 εικονοστοιχεία. Τα κυµατίδια που ϐρίσκονται στο ίδιο δέντρο

έχουν µεταξύ τους παρεµφερή (όχι όµως ταυτόσηµη όπως στην περίπτωση του DTCWT)

διεύθυνση µέγιστης απόκρισης, που υποδηλώνεται κατάλληλα στο Σχ. 6.2(ϐ). Κόµβοι

που έχουν συγγένεια γονέα–παιδιού αντιστοιχούν σε σχεδόν συγκατευθυντικά κυµατίδια

µε λόγο χωρικής συχνότητας περίπου 2:1, πρόκειται δηλαδή για αρµονικά µεταξύ τους

κυµατίδια. Εάν η περιοχή εντός του παραθύρου ανάλυσης χαρακτηρίζεται από πρότυπο

υφής µε περιοδική δοµή, αναµένουµε να ενεργοποιηθεί τόσο το κυµατίδιο που αντιστοι-

χεί στη ϐασική χωρική συχνότητα (γονιός), όσο και τα κυµατίδια που αντιστοιχούν στις

αρµονικές χωρικές συχνότητες (απόγονοι), ϕαινόµενο το οποίο δικαιολογεί τη συγκεκρι-

µένη δοµή πιθανοτικών εξαρτήσεων στο µοντέλο µας. Σε αντίθεση µε την περίπτωση

του αντίστοιχου DTCWT µοντέλου, παράπλευροι κόµβοι αντιστοιχούν σε κυµατίδια µε-

τατοπισµένα στη χωρική συχνότητα (αντί για το χώρο). Για κάθε διεύθυνση, η ανάλυση

ολόκληρης της εικόνας εµπλέκει ένα δάσος από HMT µοντέλα, ένα για κάθε µπλοκ της

εικόνας. Τόσο στην περίπτωση του DTCWT, όσο και στην περίπτωση του MCLT, το απλο-

ποιηµένο HIT µοντέλο προκύπτει από το αντίστοιχο HMT µοντέλο αφαιρώντας τα ϐέλη

πιθανοτικής εξάρτησης µεταξύ κόµβων σε διαδοχικές κλίµακες.



(α)

(ϐ)

Σχήµα 6.2: Η δοµή του κατευθυνόµενου δενδρικού γραφικού µοντέλου στο προτεινόµενο

στατιστικό µοντέλο εικόνας για τις δύο µιγαδικές κυµατιδιακές αναπαραστάσεις. Και στις

δύο περιπτώσεις µοντελοποιούµε µε ανεξάρτητα δέντρα καθεµιά από τις έξι κατευθυντικές

υποζώνες. (α) Ανάλυση χώρου-κλίµακας µε τον 2-∆ DTCWT σε 3 κλίµακες. (ϐ) Ανάλυση

χώρου-συχνότητας µε τον 2-∆ MCLT για µπλοκ ανάλυσης µε l = 8 εικονοστοιχεία.



6.2.3 Περιγραφή Εικόνων µε το HMT Μοντέλο: Παραµετροποίηση

και Βασικοί Αλγόριθµοι για Συµπερασµατολογία και Μάθηση

Και στις δύο µιγαδικές κυµατιδιακές αναπαραστάσεις DTCWT και MCLT µοντελο-

ποιούµε καθένα µιγαδικό συντελεστή λεπτοµέρειας ως µείγµα αποτελούµενο από Q 2-∆

κατανοµές Gauss, χρησιµοποιώντας ένα ανεξάρτητο δέντρο για καθεµιά από τις έξι κα-

τευθυντικές υποζώνες του µετασχηµατισµού. ΄Εστω θ =
{
πi, {Al,ji}L−1

l=1 , {µl,i,Σl,i}Ll=1

}

το σύνολο των παραµέτρων του HMT µοντέλου για µία από τις κατευθυντικές υποζώνες.

Υποθέτουµε ότι το HMT δέντρο αποτελείται από L επίπεδα, µε l = 1 να αντιστοιχεί στο

πιο λεπτοµερές επίπεδο και l = L στο πιο αδρό. Οι παράµετροι θ αντιστοιχούν σε (1) πi,

1 ≤ i ≤ Q: πρότερη πιθανότητα κατάληψης της i κατάστασης στη ϱίζα του δέντρου· (2)

Al,ji, 1 ≤ i, j ≤ Q, 1 ≤ l < L: πιθανότητα µετάβασης από γονιό που ϐρίσκεται στην j
κατάσταση του l + 1 επιπέδου σε παιδί στην i κατάσταση του l επιπέδου· (3) {µl,i,Σl,i},
1 ≤ i ≤ Q, 1 ≤ l ≤ L: µέσος και συµµεταβλητότητα της γκαουσιανής που αντιστοιχεί

στην i κατάσταση του l επιπέδου. ΄Εστω επίσης ότι το t διατρέχει τους T + 1 κόµβους του

δέντρου, µε t = 0 να αντιστοιχεί στη ϱίζα του δέντρου, και t = T στον τελευταίο κόµβο

στην πιο λεπτοµερή κλίµακα, που σηµαίνει ότι pt = ⌊(t− 1)/4⌋ είναι ο γονιός του t. Συµ-

ϐολίζουµε µε Tl το σύνολο των δεικτών που αντιστοιχούν στο l επίπεδο ανάλυσης, δηλαδή

TL = {0} και Tl = {t : pt ∈ Tl+1}, L < l ≤ 1. Τότε η πρότερη πιθανότητα κατάληψης της

κρυφής διακριτής ακολουθίας καταστάσεων q = (q0, . . . , qT )T είναι

P (q|θ) = πq0

L−1∏

l=1

∏

t∈Tl

Al,qptqt
. (6.2)

∆εδοµένου του διανύσµατος κατάστασης q, η πιθανότητα του διανύσµατος συντελεστών

κυµατιδίων y = (y0, . . . ,yT )T , όπου yt = (yt,r, yt,i)
T συγκεντρώνει το πραγµατικό και

ϕανταστικό µέρος του κάθε µιγαδικού συντελεστή, είναι

P (y|q,θ) = N(y; µq,Σq) =
L−1∏

l=1

∏

t∈Tl

N(yt; µl,qt
,Σl,qt

), (6.3)

όπου N(x; µ,Σ) συµβολίζει τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας όταν το x ακολουθεί

πολυ-µεταβλητή γκαουσιανή κατανοµή µε µέσο διάνυσµα µ και πίνακα συµµεταβλητό-

τητας Σ. Επιβάλλουµε στον πίνακα συµµεταβλητότητας Σ µπλοκ-διαγώνια δοµή, έτσι

ώστε, δεδοµένου του q, οι συντελεστές κυµατιδίων yt να είναι ανεξάρτητοι µεταξύ τους.

Αυτήν την ιδιότητα υπό συνθήκη ανεξαρτησίας (conditional independence), επιβάλλει η

δοµή του γράφου εξαρτήσεων του HMT µοντέλο στο Σχ. 6.1. Ειδικότερα, όπως και στο

[CRBK00], µοντελοποιούµε τις κατανοµές παρατηρήσεων ως 2-∆ σφαιρικές γκαουσιανές,

Σqt
= σ2

qt
I, δηλαδή ϑεωρούµε ότι η ϕάση φt = ∠yt κατανέµεται οµοιόµορφα στο [0, 2π]·

ϑα συζητήσουµε στην Ενότ. 6.6.3 πώς µπορούµε να ϐελτιώσουµε το πρότερο µοντέλο

ως προς αυτό το σηµείο. Στην περίπτωση έγχρωµων εικόνων, το διάνυσµα συντελεστών

κυµατιδίων yt ϑα έχει έξι στοιχεία, συγκεντρώνοντας τις πραγµατικές και ϕανταστικές

κυµατιδιακές αποκρίσεις καθενός από τα τρία χρωµατικά κανάλια στον RGB χρωµατικό

χώρο.

Συνδυάζοντας το πρότερο µοντέλο (6.2) για το κρυφό µονοπάτι q µε το υπό συνθήκη

µοντέλο παραγωγής (6.3) για τους συντελεστές κυµατιδίων y, οδηγούµαστε στην από



κοινού κατανοµή

P (y,q|θ) = P (y|q,θ)P (q|θ) =
L−1∏

l=1

∏

t∈Tl

Al,qptqt
N(yt; µl,qt

,Σl,qt
), (6.4)

η οποία, όπως και οι συνιστώσες της, αναλύεται σε γινόµενο παραγόντων ορισµένων στους

T κόµβους του δέντρου.

Μεγάλο πλεονέκτηµα της HMT τεχνικής και γενικότερα πιθανοτικών µοντέλων που

µπορούν να εκφραστούν µε δενδρικούς γράφους, είναι ότι επιτρέπουν συµπερασµατο-

λογία µε χρήση ιδιαίτερα αποδοτικών αλγορίθµων διάδοσης πίστης (belief propagation)

[Pea88, Bis06]. Οι αλγόριθµοι αυτοί, γραµµικής πολυπλοκότητας O(T ) ως προς το πλή-

ϑος των κόµβων του δέντρου, γενικεύουν στην περίπτωση δενδρικού γράφου αντίστοιχους

αλγορίθµους για γράφους αλυσίδας που είναι γνωστοί από τη ϐιβλιογραφία των HMM.

Πιο συγκεκριµένα, στα HMT, παρόµοια µε τα HMM [Rab89], οι ακόλουθες λειτουργίες

επιτυγχάνονται µε αποδοτικό τρόπο (παραπέµπουµε στα [CNB98, LPH00, PCL00] για

περαιτέρω πληροφορίες):

• Συµπερασµατολογία: ∆οσµένης µιας εικόνας, εύρεση της πιθανότητας κάθε κρυφή

µεταβλητή να είναι σε κάποια κατάσταση, γt(i) = P (qt = i|y,θ). Αυτό επιτυγχάνε-

ται διατρέχοντας το δένδρο δύο ϕορές, πρώτα από τα ϕύλλα προς τη ϱίζα και ύστερα

από τη ϱίζα προς τα ϕύλλα, υποχρεωτικά µε αυτή τη σειρά. Ο αντίστοιχος άνω-κάτω

(upwarddownward) αλγόριθµος γενικεύει τον µπρος-πίσω (forwardbackward) αλ-

γόριθµο για συµπερασµατολογία σε αλυσίδες Markov. Σηµειωτέον ότι το άνω πέρα-

σµα του αλγορίθµου αρκεί για τον υπολογισµό πιθανοφάνειας (scoring) της εικόνας

µε ϐάση το µοντέλο P (y|θ).

• Αποκωδικοποίηση: ∆οσµένης µιας εικόνας, εύρεση της πιο πιθανής ακολουθίας

καταστάσεων στο δέντρο, q̂ = argmaxq P (q|y,θ). Παρόµοια µε τη συµπερασµα-

τολογία απαιτεί ένα προς τα άνω και ένα προς τα κάτω πέρασµα, και ο σχετικός

αλγόριθµος δυναµικού προγραµµατισµού γενικεύει τον αλγόριθµο Viterbi για απο-

κωδικοποίηση σε αλυσίδες Markov.

• Μάθηση: ∆οσµένου ενός συνόλου εικόνων εκπαίδευσης, εύρεση εκείνων των παρα-

µέτρων (πιθανότητα αρχικής κατάστασης, πίνακας µετάβασης καταστάσεων, µέσος

και συµµεταβλητότητα κατανοµών παρατήρησης) που µεγιστοποιούν την πιθανο-

ϕάνεια του µοντέλου, θ̂ = argmaxθ P (y|θ). Τούτο γίνεται µε τον επαναληπτικό

αλγόριθµο Μεγιστοποίησης Προσδοκίας (Expectation Maximization – EM) [DLR77],

χρησιµοποιώντας τον άνω-κάτω αλγόριθµο ως υπορουτίνα, εντελώς αντίστοιχα µε την

περίπτωση των HMM. Σηµειωτέον ότι ο EM αλγόριθµος εγγυάται την εύρεση ενός

τοπικού µόνο µεγίστου της συνάρτησης πιθανοφάνειας. Επίσης, τεχνικές για εκπαί-

δευση HMM στην περίπτωση λίγων δεδοµένων εκπαίδευσης, όπως, για παράδειγµα,

δέσιµο παραµέτρων (parameter tying), µεταφέρονται εύκολα και στην περίπτωση του

HMT. Για παράδειγµα, δένουµε τις παραµέτρους που αντιστοιχούν στην ίδια κατεύ-

ϑυνση κυµατιδιακής ανάλυσης, έτσι ώστε να χρησιµοποιούµε όλα τα δέντρα του

συγκεκριµένου δάσους ως σύνολο µάθησης και οι αντίστοιχες παράµετροι να εκτι-

µούνται αξιόπιστα. Τεχνικές κανονικοποίησης που αποτρέπουν την υπερ-ειδίκευση

(overfitting) της αναπαράστασης µπορεί να ϕανούν χρήσιµες στην περίπτωση που

αυξηθεί υπερβολικά η πολυπλοκότητα του µοντέλου [SPS06, KSJ07a, KSJ07b].



Παρόµοιες τεχνικές για συµπερασµατολογία, αποκωδικοποίηση και µάθηση µπορούν να

αναπτυχθούν και για το απλούστερο HIT µοντέλο, γενικεύοντας αντίστοιχες τεχνικές από

το ακολουθιακό GMM µοντέλο. Καθότι σε αυτήν την περίπτωση δεν υπάρχουν εξαρτήσεις

µεταξύ διαδοχικών επιπέδων του δέντρου, µπορεί κανείς να τα χειριστεί ανεξάρτητα µε

απλούστερους αλγορίθµους.

Ως τώρα, το HMT µοντέλο κυµατιδίων έχει χρησιµοποιηθεί µε επιτυχία σε πλήθος

εφαρµογών επεξεργασίας και ανάλυσης εικόνας. Στις Ενότ. 6.3 και 6.4 ϑα περιγράψου-

µε την εφαρµογή του στην αποθορυβοποίηση και σύνθεση εικόνων, αντίστοιχα, ενώ στο

Ενότ. 6.5 ϑα περιγράψουµε µε λεπτοµέρεια την εφαρµογή του στο πρόβληµα της ενδοσυµ-

πλήρωσης εικόνων, που αποτελεί και τη ϐασική συµβολή της εργασίας µας. Επιπρόσθετα,

αναφέρουµε ενδεικτικά την εφαρµογή HMT µοντέλου σε προβλήµατα κατηγοριοποίησης,

κατάτµησης και ανάκτησης εικόνας [CB01, DV02, SPS06, KSJ07b]. Σε αυτές τις µεθό-

δους εναλλακτικά µοντέλα HMT, εκπαιδευµένα σε διαφορετικές εικόνες υφής, ανταγωνί-

Ϲονται για να ερµηνεύσουν µια εικόνα ελέγχου· η εικόνα ελέγχου αποδίδεται στο µοντέλο

που µεγιστοποιεί την πιθανοφάνεια παρατήρησης. Η επιτυχία του HMT µοντέλου σε αυ-

τές τις εφαρµογές αναδεικνύει την διακριτική (discriminating) του ικανότητα ως προς το

χαρακτηρισµό της υφής εικόνων.

6.3 Αποθορυβοποίηση µε Κρυφό ∆ένδρο Markov στο

Χώρο των Μιγαδικών Κυµατιδίων

Στο κλασικό πρόβληµα της αποθορυβοποίησης προσπαθούµε να εκτιµήσουµε ένα σή-

µα ή εικόνα από ϑορυβώδη εκδοχή του. Μια από τις πρώτες επιτυχηµένες εφαρµογές του

HMT µοντέλου ήταν σε αποθορυβοποίηση σηµάτων και εικόνων αλλοιωµένων από λευκό

προσθετικό ϑόρυβο Gauss. Το αρχικό µοντέλο αφορούσε 1-∆ σήµατα και πραγµατικά

κυµατίδια [CNB98] και αργότερα επεκτάθηκε σε 2-∆ εικόνες [RCB01], µε χρήση και του

DTCWT [CRBK00]. Αναφορικά µε το πρόβληµα της αποθορυβοποίησης, οι πρωτότυ-

πες συνεισφορές µας συνίστανται στη ϐελτίωση του HMT µοντέλου ως προς τα ακόλουθα

σηµεία :

1. Ενώ το HMT µοντέλο ως τώρα έχει χρησιµοποιηθεί µε κυµατίδια χώρου-κλίµακας

όπως ο DTCWT, δείχνουµε ότι µπορεί να συνδυαστεί και µε κυµατίδια χώρου-

συχνότητας και συγκεκριµένα µε τον 2-∆ MCLT, δίνοντας αρκετά ϐελτιωµένες επι-

δόσεις αποθορυβοποίησης για ορισµένες κατηγορίες εικόνων.

2. Ενώ σε προηγούµενες σχετικές εργασίες η εκτίµηση των παραµέτρων θ του HMT µο-

ντέλου από τα ϑορυβώδη δεδοµένα της εικόνας γινόταν µε ευρετικές τεχνικές, έχουµε

αναπτύξει EM επαναληπτικούς αλγορίθµους για µάθηση µε το κρυφό µοντέλο Mar

kov υπό καθεστώς ϑορυβωδών παρατηρήσεων, οι οποίοι αποδεδειγµένα αυξάνουν

µονοτονικά την πιθανοφάνεια των ϑορυβωδών παρατηρήσεων. Ανάλογους EM αλ-

γορίθµους µάθησης έχουµε αναπτύξει για κρυφές µαρκοβιανές αλυσίδες [PKPM09]

και για Poisson στατιστικά ϑορύβου [LMP09] σε άλλες µας εργασίες.

Υποθέτοντας για απλότητα ότι απεικονίζουµε τη ϑορυβώδη εικόνα σε ορθοκανονική

ϐάση (υπόθεση που ισχύει επακριβώς µόνο για ορθογώνιους κρίσιµα δειγµατοληπτη-

µένους µετασχηµατισµούς), ο i.i.d. προσθετικός ϑόρυβος Gauss µε µέση τιµή 0 και



Σχήµα 6.3: Οι επτά γκρίζες εικόνες που χρησιµοποιήθηκαν στα πειράµατα αποθορυ-

ϐοποίησης. Από αριστερά προς τα δεξιά : ’Lena’, ’Barbara’, ’boat’, ’cameraman’, ’fin

gerprint’, ’house’, ’peppers’. Η διάστασή τους είναι 512 × 512 (’Lena’, ’Barbara’, ’boat’,

’fingerprint’) ή 256 × 256 (’cameraman’, ’house’, ’peppers’) εικονοστοιχεία. Οι εικόνες

(εκτός του ’cameraman’) είναι ταυτόσηµες µε αυτές του [PSWS03].

µεταβλητότητα σ2
n στο χωρικό πεδίο απεικονίζεται σε i.i.d. προσθετικό ϑόρυβο Gauss µε

τα ίδια χαρακτηριστικά στο πεδίο των κυµατιδίων. ΄Ετσι, εάν y είναι το Ϲητούµενο διά-

νυσµα κυµατιδιακών συντελεστών της καθαρής εικόνας και yn η ϑορυβώδης εκδοχή του,

τότε yn ∼ N(y,Σn), όπου Σn = σ2
nI. Υποθέτοντας ότι οι συντελεστές y της καθαρής

εικόνας ακολουθούν το HMT µοντέλο, Εξς. (6.2) και (6.3), οδηγούµαστε σε ϑορυβώδεις

συντελεστές κυµατιδίων yn, των οποίων η πιθανότητα δεδοµένου του µονοπατιού q είναι

P (yn|q,θ) = N(yn; µq,Σq + Σn) =
T∏

t=0

N(yn,t; µqt
,Σqt

+ Σn,t). (6.5)

Συνδυάζοντας την Εξ. (6.5) µε την πρότερη κατανοµή Εξ. (6.2) για το κρυφό µονοπάτι

P (q|θ), προκύπτει ότι η από κοινού κατανοµή P (yn,q|θ) = P (yn|q,θ)P (q|θ) αποδοµεί-

ται σε γινόµενο όρων ανά κόµβο του δέντρου του Σχ. 6.1, όπως και η αντίστοιχη έκφραση

P (yn,q|θ) της Εξ. (6.4) για την καθαρή εικόνα. Πιο συγκεκριµένα, η ϐασική διαφορά

της P (yn|q,θ) σε σχέση µε τη µη ϑορυβώδη περίπτωση της Εξ. (6.3) είναι ότι η συµµε-

ταβλητότητα του ϑορύβου Σn,t επαυξάνει τη συµµεταβλητότητα Σqt
κάθε κατάστασης του

HMT µοντέλου.

Οι αλγόριθµοι για χειρισµό του HMT µοντέλου που συζητήσαµε στην Ενότ. 6.2 δεν

είναι άµεσα εφαρµόσιµοι στην περίπτωση ϑορυβωδών δεδοµένων. Οι τεχνικές που έχουν

προταθεί στη σχετική ϐιβλιογραφία για προσαρµογή των σχετικών αλγορίθµων [CNB98]

έχουν ευρετικό χαρακτήρα και έτσι δεν εξασφαλίζουν την καλύτερη δυνατή επίδοση. Μια

ενδιαφέρουσα συνεισφορά της εργασίας µας είναι ότι έχουµε αναπτύξει ϐέλτιστους αλγο-

ϱίθµους για συµπερασµατολογία, αποκωδικοποίηση, και µάθηση µε το κρυφό µοντέλο

Markov υπό καθεστώς ϑορυβωδών παρατηρήσεων, τους οποίους και παρουσιάζουµε για

την περίπτωση του HMM µε λεπτοµέρεια στο Παράρτηµα, Ενότ. Α΄.3. Στα πειράµατα που

παρουσιάζουµε στη συνέχεια έχουµε χρησιµοποιήσει αυτούς τους αλγορίθµους, κατάλ-

ληλα προσαρµοσµένους στο HMT µοντέλο.

Σε αυτό το πλαίσιο, ο αλγόριθµος για αποθορυβοποίηση µε το HMT µοντέλο αποτελεί

επέκταση των τεχνικών στο [CNB98] και συνίσταται στα ακόλουθα ϐήµατα:

1. Μάθηση: Εκτίµηση των παραµέτρων θ του HMT µοντέλου µε µεγιστοποίηση της πι-

ϑανοφάνειας πάνω στη ϑορυβώδη εικόνα, P (yn|θ), µε τη ϐοήθεια του προτεινόµενου

επαναληπτικού αλγορίθµου EM.

2. Συµπερασµατολογία: Εκτίµηση της πιθανότητας κατάληψης για τις κρυφές κατα-

στάσεις γt(i) = P (qt = i|yn,θ) στους κρυφούς κόµβους του δέντρου µε τη ϐοήθεια

του άνω-κάτω αλγορίθµου.



3. Προσαρµοστική Wiener αποθορυβοποίηση: Εκτίµηση των συντελεστών κυµα-

τιδίων που ελαχιστοποιούν το αναµενόµενο τετραγωνικό σφάλµα. Ο σχε-

τικός υπολογισµός αποδοµείται ανά συντελεστή κυµατιδίων, δίνοντας ŷt =∑
i γt(i)Σi,n

(
Σ−1

i µi + Σ−1
n yn,t

)
, όπου Σ−1

i,n = Σ−1
i + Σ−1

n .

4. Λύση στο χωρικό πεδίο: Η αποθορυβοποιηµένη εικόνα προκύπτει µε αντίστροφο

µετασχηµατισµό κυµατιδίων, x̂ = IDWT(ŷ).

Παρουσιάζουµε στη συνέχεια κάποια ενδεικτικά πειράµατα αποθορυβοποίησης εικό-

νων µε τη ϐοήθεια του HMT µοντέλου και χρήση των κυµατιδιακών αναπαραστάσεων

DTCWT και MCLT, ενώ συγκρίνουµε και µε το αντίστοιχο HIT µοντέλο που χειρίζεται

ξεχωριστά κάθε κυµατιδιακό συντελεστή. Για αναφορά, περιλάβαµε στα πειράµατά µας

και την κλασική χωρικά προσαρµοστική µέθοδο Wiener [Lee80], όπως υλοποιείται στη

συνάρτηση wiener2 του Matlab (χρησιµοποιήσαµε παράθυρο ανάλυσης 3×3 εικονοστοι-

χεία). Επίσης περιλάβαµε δύο stateoftheart τεχνικές αποθορυβοποίησης, την επίσης

κυµατιδιακή BLSGSM τεχνική του [PSWS03] και τη µη-παραµετρική BM3D τεχνική

του [DFKE07] που αυτή τη στιγµή ϑεωρείται ίσως η πιο αποδοτική (µε κριτήριο το µέσο

τετραγωνικό σφάλµα) δηµοσιευµένη µέθοδος αποθορυβοποίησης.

Χρησιµοποιήσαµε επτά τυπικές γκρίζες εικόνες, Σχ. 6.3, µε µέγιστη τιµή ϕωτεινότητας

255 τις οποίες αλλοιώσαµε µε λευκό προσθετικό ϑόρυβο Gauss σε διάφορα επίπεδα έντα-

σης (τυπική απόκλιση ϑορύβου σn 5, 10, 20, 50). Στη αναπαράσταση χώρου-κλίµακας µε

τον DTCWT, Ενότ. 5.2.2, προχωρήσαµε σε τέσσερα επίπεδα ανάλυσης και χρησιµοποι-

ήσαµε τα (9,7) διορθογώνια ϕίλτρα ’Antonini’ (επίπεδο 1) και τα (6,6) ορθογώνια ϕίλτρα

’qshift’ (επίπεδα 2-4) [Kin01, σελ. 246]. Στη αναπαράσταση χώρου-συχνότητας µε τον

MCLT, Ενότ. 5.2.3, χρησιµοποιήσαµε παράθυρα συνηµιτονοειδούς προφίλ µε l = 8 (ά-

ϱα ϐάθος δέντρου 3 επίπεδα) και 50% αλληλεπικάλυψη που αντιστοιχεί σε κυµατίδια

µε αποτύπωµα 16 × 16 εικονοστοιχεία. Η κατανοµή των κυµατιδίων στους κόµβους των

HMT και HIT µοντέλων που χρησιµοποιήσαµε µοντελοποιήθηκε µε µείγµα Q = 4 σφαι-

ϱικών συναρτήσεων Gauss. Εκπαιδεύσαµε τα σχετικά µοντέλα πάνω στους συντελεστές

κυµατιδίων της ϑορυβώδους εικόνας, αυξάνοντας σταδιακά το πλήθος των µειγµάτων από

Q = 1 σε Q = 4 και ϐελτιώνοντας την πιθανοφάνεια των παρατηρήσεων ϱυθµίζοντας τις

παραµέτρους θ µε τον EM αλγόριθµο της Ενότ. 6.2 (50 επαναλήψεις για κάθε Q).

Συνοψίζουµε τα αποτελέσµατα του πειράµατος στον Πίν. 6.1, όπου η απόδοση του

κάθε αλγορίθµου αξιολογείται µε ϐάση το σηµατοθορυβικό λόγο (σε dB) του αποθορυβο-

ποιηµένου αποτελέσµατος, ορισµένου ως PSNR = 10 log10 (2552/MSE), όπου MSE είναι

το µέσο τετραγωνικό σφάλµα εκτίµησης. Οι δείκτες επίδοσης των BLSGSM και BM3D

τεχνικών είναι αυτοί που έχουν αναφερθεί στις αντίστοιχες δηµοσιεύσεις. Στον πίνακα αυ-

τό δείχνουµε και τη µέση ϐελτίωση του σηµατοθορυβικού λόγου σε σχέση µε τη ϑορυβώδη

εικόνα IPSNR για καθεµιά από τις συγκρινόµενες µεθόδους, τόσο ξεχωριστά για κάθε ει-

κόνα παίρνοντας µέσο όρο ως προς όλα τα επίπεδα ϑορύβου, όσο και ξεχωριστά για κάθε

επίπεδο ϑορύβου παίρνοντας µέσο όρο ως προς όλες τις εικόνες, όσο, τέλος, παίρνοντας

µέσο όρο ως προς όλες τις εικόνες και όλα τα επίπεδα ϑορύβου. Βλέπουµε καταρχήν ότι

τα κυµατιδιακά µοντέλα αποδίδουν αισθητά καλύτερα (γύρω στα 2.5 dB) από το απλό

Wiener χωρικό µοντέλο. Επίσης, κατά µέσο όρο, οι DTCWT και MCLT αναπαραστάσεις

είναι περίπου το ίδιο αποδοτικές. Σε συγκεκριµένες εικόνες όµως οι δύο εναλλακτικές

µιγαδικές αναπαραστάσεις εµφανίζουν διαφοροποιήσεις στην επίδοση· για παράδειγµα,

στις εικόνες ’Lena’, ’cameraman’, ’peppers’ (που χαρακτηρίζονται από τµηµατικά οµα-



λό χαρακτήρα) προηγείται ελαφρά η DTCWT αναπαράσταση (γύρω στα 0.2 dB), ενώ

στην εικόνα ’Barbara’ (που χαρακτηρίζεται από σηµαντική κάλυψη σε περιοδικές δοµές)

προηγείται η MCLT αναπαράσταση (0.75 dB κατά µέσο όρο). Συγκρίνοντας τα µοντέ-

λα µε δενδρικές εξαρτήσεις (HMTDTCWT, HMTMCLT) µε τα αντίστοιχα µοντέλα όπου

οι κυµατιδιακοί συντελεστές µοντελοποιούνται ανεξάρτητα (HMTDTCWT, HMTMCLT),

παρατηρούµε ϐελτίωση που είναι συστηµατική για όλες τις εικόνες και επίπεδα ϑορύβου

και ανέρχεται στα 0.3-0.4 dB κατά µέσο όρο. Ποιοτικά, η ϐελτίωση αυτή ϕαίνεται για

παράδειγµα στις επίπεδες περιοχές της εικόνας ‘cameraman’ στο Σχ. 6.4, όπου το HMT

αποτέλεσµα είναι πιο οµαλό σε σχέση µε το HIT.

Είναι ενθαρρυντικό ότι η επίδοση των κυµατιδιακών HMT µοντέλων είναι πολύ κον-

τά στις πιο αποδοτικές δηµοσιευµένες τεχνικές αποθορυβοποίησης. Συγκεκριµένα, τα

εξεταζόµενα HMT µοντέλα υπολείπονται λίγο της επίσης παραµετρικής BLSGSM τεχνι-

κής (0.2-0.3 dB κατά µέσο όρο), ενώ σε εικόνες µε έντονες περιοδικές δοµές ’Barbara’,

‘fingerprint’ οι BLSGSM και HMTMCLT τεχνικές πετυχαίνουν περίπου το ίδιο µέσο τε-

τραγωνικό σφάλµα. Η µη παραµετρική BM3D τεχνική, που είναι καθοδηγούµενη από

τα δεδοµένα και ϐασίζεται στη συστηµατική αξιοποίηση παραθύρων ανάλυσης από όλη

την εικόνα παρακάµπτοντας έτσι το πρόβληµα της µοντελοποίησης της εικόνας, υπερτερεί

περισσότερο (περίπου 0.9-1.0 dB κατά µέσο όρο). Σηµειώνουµε όµως εδώ ότι καµία από

τις BLSGSM και BM3D τεχνικές δεν αποτελεί αναγεννητικό µοντέλο εικόνας, και συνε-

πώς, αντίθετα από το κυµατιδιακό HMT µοντέλο δεν προσφέρεται για να προσαρµοστεί

στο πρόβληµα της ενδοσυµπλήρωσης εικόνων που µας ενδιαφέρει κυρίως εδώ.

6.4 Σύνθεση Υφής µε Κρυφό ∆ένδρο Markov στο Χώρο

των Μιγαδικών Κυµατιδίων

Καθότι το κυµατιδιακό HMT µοντέλο είναι αναγεννητικό (generative), ένας άµεσος

τρόπος για να µελετήσουµε τις ιδιότητές του είναι να εξετάσουµε δείγµατα εικόνων που

συντίθενται από αυτό [SPS06]. Η σηµασία αυτής της διαδικασίας ελέγχου µοντέλων

εικόνας έχει ιδιαίτερα τονιστεί από τη σχολή της ϑεωρίας προτύπων του Grenander

[Gre93, Mum96, GM07]. Επίσης, η διαδικασία παραγωγής δειγµάτων από το µοντέλο

εικόνας µας προετοιµάζει για το πρόβληµα της ενδοσυµπλήρωσης της Ενότ. 6.5, το οποίο

µπορεί επίσης να ϑεωρηθεί ως πρόβληµα σύνθεσης δειγµάτων εικόνας, υπό τη συνθήκη

αυτά να λαµβάνουν συγκεκριµένες τιµές στις γνωστές περιοχές της εικόνας. Για αυτόν το

σκοπό έχουµε πραγµατοποιήσει πειράµατα σύνθεσης υφής, όπου πρώτα εκπαιδεύουµε

ένα κυµατιδιακό HMT µοντέλο σε µια εικόνα συγκεκριµένης υφής µε τη µέθοδο µέγιστης

πιθανοφάνειας που συζητήσαµε στην Ενότ. 6.2, και ύστερα λαµβάνουµε δείγµατα από το

εκπαιδευµένο µοντέλο.

Η σχετική διαδικασία (δίχως όρους) δειγµατοληψίας ((unconditional) sampling) από το

HMT µοντέλο κυµατιδίων είναι ιδιαίτερα απλή χάρη στον αναγεννητικό του χαρακτήρα.

Χρησιµοποιώντας το συµβολισµό της Ενότ. 6.2.3 για τις παραµέτρους του µοντέλου, η

σύνθεση εικόνας λαµβάνει χώρα σε τρία ϐήµατα:

1. ∆ειγµατοληψία κρυφών µεταβλητών. Λαµβάνουµε δείγµα των κρυφών µεταβλητών

του δέντρου, ως εξής : (1) Λαµβάνουµε δείγµα της διακριτής κρυφής µεταβλητής

που αντιστοιχεί στη ϱίζα του δένδρου, δηλαδή P (q0 = i) = πi. (2) ∆ιατρέχοντας τα



Πίνακας 6.1: Πείραµα αποθορυβοποίησης για λευκό προσθετικό ϑόρυβο Gauss µετα-

ϐλητότητας σ2
n. Εξετάζουµε την επίδοση, µετρηµένη µε όρους PSNR (dB), του δενδρικού

µοντέλου HMT συνδυασµένου µε τον DTCWT ή τον MCLT σε σχέση µε αντίστοιχες εκδο-

χές του ανεξάρτητου µοντέλου HIT δίχως δενδρικές εξαρτήσεις. Επίσης περιλαµβάνουµε

αποτελέσµατα εναλλακτικών τεχνικών (Wiener, BLSGSM, BM3D). Για κάθε µέθοδο δεί-

χνουµε επίσης µέσο κέρδος αποθορυβοποίησης για κάθε εικόνα ως προς όλα τα επίπεδα

ϑορύβου και για κάθε επίπεδο ϑορύβου ως προς όλες τις εικόνες.
PSNR (dB) / Methods

Image/σn NOISY WIE

NER

BLS

GSM

BM3D HMT

DTCWT

HMT

MCLT

HIT

DTCWT

HIT

MCLT

lenna/5 34.16 37.18 38.49 38.72 38.54 38.59 38.26 38.36
lenna/10 28.14 33.00 35.61 35.93 35.37 35.39 34.91 35.07
lenna/20 22.12 28.50 32.66 33.05 32.17 32.06 31.73 31.80
lenna/50 14.16 21.69 28.61 28.86 27.77 27.49 27.35 27.35
lenna/IPSNR 0.00 5.44 9.19 9.49 8.81 8.74 8.41 8.49

barbara/5 34.16 36.17 37.39 38.31 37.58 38.10 37.27 37.97
barbara/10 28.14 31.33 34.03 34.98 33.59 34.36 33.02 34.13
barbara/20 22.12 26.66 30.32 31.78 29.50 30.35 28.86 30.28
barbara/50 14.16 20.64 25.48 27.17 24.71 25.38 24.04 25.31
barbar/IPSNR 0.00 4.05 7.16 8.41 6.70 7.40 6.15 7.27

boat/5 34.16 36.01 36.97 37.28 37.07 37.18 36.88 37.03
boat/10 28.14 31.82 33.58 33.92 33.43 33.49 33.10 33.23
boat/20 22.12 27.65 30.38 30.88 30.10 30.15 29.64 29.86
boat/50 14.16 21.35 26.38 26.64 25.82 25.73 25.46 25.58
boat/IPSNR 0.00 4.56 7.18 7.53 6.96 6.99 6.62 6.78

cameraman/5 34.14 37.01  38.29 37.75 37.63 37.24 37.11
cameraman/10 28.12 31.94  34.18 33.11 32.97 32.61 32.43
cameraman/20 22.10 27.12  30.48 29.04 28.98 28.50 28.53
cameraman/50 14.14 20.75  25.84 24.65 24.47 24.01 24.01
camera/IPSNR 0.00 4.58  7.57 6.51 6.39 5.97 5.89

fingerprint/5 34.16 34.86 36.68 36.51 36.43 36.57 36.37 36.52
fingerprint/10 28.14 30.05 32.45 32.46 32.30 32.39 32.24 32.34
fingerprint/20 22.12 26.18 28.60 28.81 28.59 28.60 28.53 28.57
fingerprint/50 14.16 20.93 24.16 24.36 24.00 23.98 23.86 23.98
finger/IPSNR 0.00 3.35 5.82 5.89 5.68 5.74 5.60 5.70

house/5 34.14 36.98 38.65 39.83 38.69 39.14 38.26 38.89
house/10 28.12 32.67 35.35 36.71 35.06 35.38 34.56 35.09
house/20 22.10 28.14 32.39 33.77 31.80 32.00 31.26 31.57
house/50 14.14 21.44 28.26 29.37 27.48 27.16 26.95 27.03
house/IPSNR 0.00 5.18 9.04 10.30 8.64 8.79 8.13 8.52

peppers/5 34.14 36.85 37.31 38.12 37.73 37.46 37.50 37.14
peppers/10 28.12 32.38 33.77 34.68 33.87 33.64 33.39 33.10
peppers/20 22.10 27.75 30.31 31.29 30.18 30.13 29.58 29.58
peppers/50 14.14 21.17 25.90 26.41 24.97 24.92 24.63 24.72
pepper/IPSNR 0.00 4.91 7.20 8.00 7.07 6.91 6.65 6.51

IPSNR/5 0.00 2.28  4.00 3.53 3.66 3.24 3.42
IPSNR/10 0.00 3.75  6.56 5.69 5.81 5.27 5.49
IPSNR/20 0.00 5.32  9.32 8.09 8.21 7.62 7.91
IPSNR/50 0.00 6.98  12.80 11.48 11.44 11.03 11.27
IPSNR/avg 0.00 4.58  8.17 7.19 7.28 6.79 7.02



(α) (ϐ) (γ)

(δ) (ε) (στ)

Σχήµα 6.4: Λεπτοµέρειες αποτελεσµάτων αποθορυβοποίησης για λευκό ϑόρυβο Gauss

µε σn = 20. Πάνω: απόσπασµα από την εικόνα ‘Barbara’· ϑορυβώδης εικόνα (α) και

αποτέλεσµα αποθορυβοποίησης µε τις τεχνικές HMTDTCWT (ϐ) και HMTMCLT (γ).

Κάτω: απόσπασµα από την εικόνα ‘cameraman’· ϑορυβώδης εικόνα (δ) και αποτέλεσµα

αποθορυβοποίησης µε τις τεχνικές HMTDTCWT (ε) και HITDTCWT (στ).

επίπεδα από τη ϱίζα προς τα ϕύλλα, λαµβάνουµε δείγµα για κάθε κρυφή µεταβλητή

qt στο επίπεδο l, δεδοµένου ότι στο γονιό της qpt
στο επίπεδο l + 1 έχει αποδοθεί η

κατάσταση j, µε P (qt = i|qpt
= j) = Al,ji. Η διαδικασία που περιγράψαµε αποτελεί

άµεση γενίκευση του αλγορίθµου δειγµατοληψίας σε διακριτές αλυσίδες Markov.

2. ∆ειγµατοληψία συντελεστών κυµατιδιακής λεπτοµέρειας. ∆εδοµένης της κρυφής µε-

ταβλητής qt στον κόµβο t/επίπεδο l του δέντρου, ο αντίστοιχος µιγαδικός συντελε-

στής κυµατιδίου yt είναι γκαουσιανά κατανεµηµένος µε µέσο µl,i και συµµεταβλη-

τότητα Σl,i, οπότε αρκεί να λάβουµε δείγµα του yt ∼ N(µl,i,Σl,i).

3. Σύνθεση της εικόνας στο χωρικό πεδίο. Η συνθετική εικόνα x παράγεται από τους

συνθετικούς συντελεστές κυµατιδίων y µέσω του αντίστροφου κυµατιδιακού µετα-

σχηµατισµού. Καθότι το µοντέλο µας περιγράφει µόνο τους συντελεστές λεπτο-

µέρειας, είτε αντιγράφουµε τους συντελεστές κλιµάκωσης από την αρχική εικόνα

εκπαίδευσης, είτε τους αποδίδουµε µηδενικές τιµές.

Η παραπάνω διαδικασία είναι πανοµοιότυπη ανεξάρτητα αν χρησιµοποιούµε την DTCWT

ή την MCLT µιγαδική κυµατιδιακή αναπαράσταση.



Ακολουθώντας την παραπάνω τακτική, πραγµατοποιήσαµε πειράµατα σύνθεσης υφής

µε µοντέλα εκπαιδευµένα τόσο στο γνωστό λεύκωµα εικόνων υφής του P. Brodatz [Bro66],

όσο και σε τµήµατα τοιχογραφιών από το Ακρωτήρι. ∆είχνουµε αντιπροσωπευτικά αποτε-

λέσµατα στα Σχ. 6.5 και 6.6, αντίστοιχα. ∆ύο παρατηρήσεις : (α) Καθότι η HMT τεχνική

µοντελοποιεί τους συντελεστές λεπτοµέρειας και όχι τους συντελεστές κλιµάκωσης του

µετασχηµατισµού κυµατιδίων, δείχνουµε για όλες τις εικόνες µόνο το υψιπερατό τµή-

µα τους, που προκύπτει µηδενίζοντας τους συντελεστές κλιµάκωσης. Εναλλακτικά, ϑα

µπορούσαµε να αντιγράψουµε αυτούσια τους συντελεστές κλιµάκωσης από την πηγαία

εικόνα. (ϐ) Στο µοντέλο µας ενσωµατώνουµε µόνο πληροφορία σχετική µε το µέτρο των

µιγαδικών συντελεστών κυµατιδίων, αγνοώντας την πληροφορία ϕάσης· µε άλλα λόγια,

η εκπαίδευση δύο µοντέλων HMT, ένα σε εικόνα υφής µε την αρχική ϕάση (σύµφωνη

αρχική εικόνα), και ένα στην ίδια εικόνα υφής αλλά µε τυχαιοποιηµένη ϕάση (ασύµφωνη

αρχική εικόνα) οδηγεί στο ίδιο ακριβώς µοντέλο· καθότι η ασύµφωνη αρχική εικόνα α-

ποτελεί άνω ϕράγµα για την επίδοση µοντέλων ϐασισµένων αποκλειστικά σε πληροφορία

µέτρου, τη δείχνουµε και αυτή στο Σχ. 6.5.

Παρατηρώντας τα Σχ. 6.5 και 6.6, αξίζει να σχολιάσουµε τα ακόλουθα σηµεία :

1. Το HMT µοντέλο πετυχαίνει σε ικανοποιητικό ϐαθµό να αναπαράγει ιδιότητες χαµη-

λού επιπέδου των εικόνων υφής. Για παράδειγµα, στην υφή δαντέλας D42, Σχ. 6.5,

η συνθετική εικόνα έχει σε σηµαντικό ϐαθµό την έντονη µικροδοµή που συναντάµε

στην αρχική εικόνα και οφείλεται στο δίχτυ της δαντέλας. Οπτικά, οι εικόνες συν-

ϑετικής υφής µοιάζουν µε ϕράκταλς, και ϑα µπορούσαµε να πούµε ότι ϕράκταλ

περιγραφές της αρχικής εικόνας (ακόµα περισσότερο, της ασύµφωνης αρχικής ει-

κόνας), όπως είναι η ϕράκταλ διάσταση, αναπαράγονται στην εικόνα υφής· τούτο

µπορεί να έχει και ϑεωρητική ϐάση δεδοµένης της καταλληλότητας του µετασχη-

µατισµού κυµατιδίων για περιγραφή ϕράκταλ σηµάτων [Wor93]. Βέβαια, το HMT

µοντέλο συνθέτει κυµατίδια µε µη γκαουσιανές κατανοµές και κατά συνέπεια οι

αντίστοιχες εικόνες έχουν πλουσιότερη δοµή σε σχέση µε τις γκαουσιανές ϕράκταλ

fBm 2-∆ στοχαστικές διαδικασίες του Σχ. 5.1.

2. Το µοντέλο HMT δεν πετυχαίνει να ανασυνθέσει ϱεαλιστικές µακροδοµές που υ-

πάρχουν στις αρχικές εικόνες, ιδιαίτερα αυτές που έχουν σαφείς ακµές, όπως για

παράδειγµα τα ϐότσαλα D31 ή ο πλίνθινος τοίχος D96. Με άλλα λόγια, το µοντέλο

HMT δεν µπορεί να συλλάβει ιδιότητες υψηλού επιπέδου στις εικόνες. Προς αυτήν

την κατεύθυνση ϑα ήταν επιθυµητή η ανάπτυξη ιεραρχικών µοντέλων αντικειµένων

ικανών να καθοδηγούν τη διαδικασία σύνθεσης οργανώνοντας τους ενεργούς κυ-

µατιδιακούς συντελεστές σε σύµφωνες δοµές. ∆ύο σχετικές παρατηρήσεις, (α) οι

συνθετικές εικόνες µοιάζουν πολύ µε τις ασύµφωνες αρχικές εικόνες, άρα η µο-

ντελοποίηση του µέτρου των συντελεστών κυµατιδίων µε το µοντέλο HMT µπορεί

να ϑεωρηθεί αρκετά ικανοποιητική και (ϐ) οι ίδιες οι ασύµφωνες αρχικές εικόνες

αντιληπτικά µοιάζουν λίγο µε τις σύµφωνες αρχικές εικόνες. Αυτές οι παρατηρήσεις

ϕαίνεται να συντείνουν στην υπόθεση ότι υπάρχουν αρκετά περιθώρια ϐελτίωσης του

µοντέλου HMT στην κατεύθυνση µοντελοποίησης της ϕάσης των µιγαδικών συντε-

λεστών κυµατιδίων, ως προνοµιακού πεδίου για την περιγραφή σύµφωνων δοµών

της εικόνας µε µοντέλα οργάνωσης υψηλότερου επιπέδου. Η κατεύθυνση αυτή ϑα

αποτελέσει πεδίο διερεύνησης της εργασίας µας για το άµεσο µέλλον.



D42-δαντέλα

D46-συρµατόπλεγµα

D68-ξύλο

(α) (ϐ) (γ) (δ)

Σχήµα 6.5: Πειράµατα ανασύνθεσης υφής από εικόνες της συλλογής Brodatz µε µιγα-

δικά κυµατίδια και τα HMT/HIT µοντέλα. (α) Υψιπερατή αρχική εικόνα, που παράγεται

µηδενίζοντας τους συντελεστές κλιµάκωσης. (ϐ) Υψιπερατή και ασύµφωνη αρχική εικόνα,

όπου επιπλέον έχουµε τυχαίοποιήσει τη ϕάση των µιγαδικών συντελεστών κυµατιδίων. (γ)

Το υψιπερατό δείγµα σύνθεσης µε το HMT µοντέλο. (δ) Αντίστοιχο αποτέλεσµα για το HIT

µοντέλο. Οι αρχικές εικόνες κλιµακώθηκαν σε µέγεθος 256×256 πριν την επεξεργασία.

Σε όλες τις περιπτώσεις έχουµε µείγµα Q = 4 κατανοµών Gauss ανά επίπεδο· άλλες

παράµετροι D42: MCLT, L = 4· D46: DTCWT, L = 5· D68: DTCWT, L = 4.



καλάµια – λεπτοµέρεια Σχ. 2.5(α)

κρίνα – λεπτοµέρεια Σχ. 2.5(γ)

ϕόρεµα – λεπτοµέρεια Σχ. 2.5(γ)

(α) (ϐ) (γ) (δ)

Σχήµα 6.6: Συνέχεια του Σχ. 6.5. Εφαρµογή σε εικόνες τοιχογραφιών από το Ακρωτήρι.

Πάλι έχουµε µείγµα Q = 4 κατανοµών Gauss ανά επίπεδο· άλλες παράµετροι καλάµια:

DTCWT, L = 5· κρίνα : DTCWT, L = 4· ϕόρεµα: MCLT, L = 4.



6.5 Ενδοσυµπλήρωση µε Κρυφό ∆ένδρο Markov στο

Χώρο των Μιγαδικών Κυµατιδίων

Για το πρόβληµα της ενδοσυµπλήρωσης που κυρίως µας ενδιαφέρει, χρειάζεται να

δουλέψουµε µε την υπό συνθήκη κατανοµή των συντελεστών κυµατιδίων, δεδοµένων των

τιµών ϕωτεινότητας της εικόνας στα γνωστά εικονοστοιχεία. Το γεγονός όµως ότι έχουµε

παρατηρήσεις σε ορισµένα µόνο σηµεία της εικόνας εισάγει αλληλεξαρτήσεις µεταξύ των

συντελεστών κυµατιδίων και δυσχεραίνει τους πιθανοτικούς χειρισµούς µε το HMT µο-

ντέλο. Η κύρια πρωτότυπη ερευνητική µας συνεισφορά σε αυτήν την περιοχή συνίσταται

στην ανάπτυξη τεχνικών που υπερβαίνουν αυτές τις δυσκολίες και καθιστούν εφικτό το

χειρισµό ελλειπών χωρικών δεδοµένων στο πλαίσιο του HMT µοντέλου. Οδηγούµαστε έτσι

σε νέες µεθόδους και αλγορίθµους ενδοσυµπλήρωσης µε έντονο πιθανοτικό χαρακτήρα·

παρουσιάσαµε µια πρώτη εκδοχή αυτής της προσέγγισης στο [PMK08].

Για να γίνουµε πιο συγκεκριµένοι, ας γράψουµε x = (xT
o ,x

T
h )T , διαχωρίζοντας το

ορισµένο στα M εικονοστοιχεία της εικόνας διάνυσµα ϕωτεινότητας x στο παρατηρήσιµο

τµήµα του xo ορισµένο σε Mo εικονοστοιχεία και στο κρυφό τµήµα του xm ορισµένο

στα απωλεσθέντα Mm εικονοστοιχεία (Mm = M −Mo). Τότε, υποθέτοντας λευκό ϑόρυβο

µέτρησης, οδηγούµαστε στο µοντέλο παρατήρησης

P (xo|y) = N(xo;Ay,Σn), µε A = WFs,Σn = σ2
nI, (6.6)

όπου W = [IMo×Mo
OMo×Mm

] είναι ένας Mo×M πίνακας προβολής και Fs συµβολίζει τον

αντίστροφο µετασχηµατισµό κυµατιδίων. Με άλλα λόγια, έχουµε στη διάθεσή µας µόνο

έµµεση µέτρηση των συντελεστών κυµατιδίων y µέσω της ακόλουθης διαδικασίας : (1)

αντίστροφος µετασχηµατισµός κυµατιδίων Fs, (2) απόκρυψη ορισµένων εικονοστοιχείων

από τη µάσκα ενδοσυµπλήρωσης W , και (3) προσθήκη στο χωρικό πεδίο γκαουσιανού

ϑορύβου µε πίνακα συµµεταβλητότητας Σn. Ο µη-ορθογώνιος και µη-αντιστρέψιµος χα-

ϱακτήρας του µετασχηµατισµού A = WFs, ακόµα κι αν κανείς χρησιµοποιήσει ορθο-

γώνια οικογένεια κυµατιδίων, περιπλέκει το πρόβληµα της εκτίµησης των συντελεστών

κυµατιδίων y από τις µετρήσεις xo.

Στο πιθανοτικό πλαίσιο που ακολουθούµε µε χρήση του µοντέλου HMT, ενδιαφερόµα-

στε να εκτιµήσουµε την υπό συνθήκη κατανοµή των συντελεστών κυµατιδίων y, δεδοµένων

των παρατηρήσεων xo:

P (y|xo,θ) ∝ P (xo|y)P (y) = P (xo|y)
∑

q∈Q

P (y|q)P (q), (6.7)

όπου Q είναι το σύνολο όλων των δυνατών κρυφών µονοπατιών q. ∆υστυχώς, καθότι οι

µετρήσεις xo εισάγουν αλληλεξαρτήσεις µεταξύ των συντελεστών κυµατιδίων y, η Εξ. (6.7)

δεν µπορεί να αποδοµηθεί ως γινόµενο ανεξάρτητων όρων ανά κόµβο του δέντρου κυµατι-

δίων όπως γίνεται στην περίπτωση της αποθορυβοποίησης της Ενότ. 6.3. Παρουσιάζουµε

στη συνέχεια δύο νέες προσεγγίσεις, µία ντετερµινιστική και µία στοχαστική, για την α-

ποδοτική εκτίµηση των συντελεστών κυµατιδίων y. Και οι δύο ϐασίζονται στο γεγονός ότι

η γνώση του q διευκολύνει την εκτίµηση του y, και αντίστροφα. Ειδικότερα, δεδοµένου

του κρυφού µονοπατιού q, οι συντελεστές κυµατιδίων y ακολουθούν κατανοµή Gauss,

P (y|q,xo) ∝ P (xo|y)P (y|q) = N(y; µy|q,Σy|q), (6.8)



µε µy|q = Σy|q(Σ
−1
q µq + ATΣ−1

n xo) και Σ−1
y|q = Σ−1

q + ATΣ−1
n A. Για να υπολογίσουµε

αποδοτικά το µy|q, λύνουµε το γραµµικό σύστηµα

Σ−1
y|qµy|q = Σ−1

q µq + AT Σ−1
n xo (6.9)

επαναληπτικά µε τη µέθοδο των συζυγών κλίσεων (conjugate gradients – CG), χρησιµο-

ποιώντας το Σ−1
q ως διαγώνιο προρυθµιστή (preconditioner), όπως περιγράφουµε αναλυτι-

κά στην Ενότ. 6.Α΄. Αυτό είναι εφικτό επειδή ο πίνακας συστήµατος Σ−1
y|q είναι ϑετικά ορι-

σµένος. Με τη µέθοδο συζυγών κλίσεων αποφεύγουµε τον άµεσο σχηµατισµό του πίνακα

συστήµατος, γιατί απαιτείται µόνο η επανειληµµένη αποτίµηση του γινοµένου πίνακα-

διανύσµατος Σ−1
y|qy· αυτό περιλαµβάνει υπολογισµό των Fsy και F T

s x, το οποίο µπορεί

να γίνει αποδοτικά µε τη ϐοήθεια του αντίστροφου (χρησιµοποιώντας το πρωτεύον σύνολο

ϕίλτρων) και του ευθύ (χρησιµοποιώντας το δυϊκό σύνολο ϕίλτρων), αντίστοιχα, διακριτού

µετασχηµατισµού κυµατιδίων στη γενική περίπτωση που χρησιµοποιούµε διορθογώνιους

µετασχηµατισµούς· ϐλέπε σχετικά τις Εξς. (5.8) και (5.11) του Κεφαλαίου 5.

6.5.1 Ντετερµινιστική Επίλυση µε Εναλλασσόµενη Βελτιστοποίη-

ση

Αφού δεν είναι εφικτό να ϐελτιστοποιήσουµε από κοινού τις κρυφές καταστάσεις q

και τους συντελεστές κυµατιδίων y, µια ντετερµινιστική προσέγγιση για εύρεση της λύσης

είναι να ϐελτιστοποιήσουµε εναλλακτικά τις κρυφές καταστάσεις, δεδοµένων των συν-

τελεστών κυµατιδίων, και ύστερα τους συντελεστές κυµατιδίων, δεδοµένων των κρυφών

καταστάσεων, ωσότου να πετύχουµε σύγκλιση σε µια αυτοσυµβατή (selfconsistent) λύση.

Πιο συγκεκριµένα, επαναλαµβάνουµε ως τη σύγκλιση τα επόµενα δύο ϐήµατα:

1. ∆εδοµένης της εκτίµησης yi−1 για τους συντελεστές κυµατιδίων, υπολογίζουµε το

πιο πιθανό διάνυσµα κρυφών καταστάσεων qi = argmaxP (q|yi−1) µε χρήση του

αλγορίθµου Viterbi που σκιαγραφήσαµε στην Ενότ. 6.2.

2. ∆εδοµένης της εκτίµησης qi για το διάνυσµα κρυφών καταστάσεων, ϑέτουµε ως yi

το διάνυσµα µy|qi
που µεγιστοποιεί τη γκαουσιανή P (y|qi,xo) της Εξ. (6.8).

Αυτή η µέθοδος είναι εγγυηµένο ότι αυξάνει µονοτονικά την από κοινού πιθανοφάνεια

του µοντέλου, αφού P (y,q|xo) = P (y|q,xo)P (q|xo) = P (q|y,xo)P (y|xo), οπότε

P (yi,qi|xo) = P (yi|qi,xo)P (qi|xo) ≥ P (yi−1|qi,xo)P (qi|xo)

= P (qi|yi−1,xo)P (yi−1|xo) ≥ P (qi−1|yi−1,xo)P (yi−1|xo) = P (yi−1,qi−1|xo). (6.10)

Η τελική σύγκλιση είναι σε ένα τοπικό µέγιστο της P (y,q|xo).
Παρόµοια στρατηγική ακολουθείται από τον αλγόριθµο Επαναληπτικών υπό Συνθήκη

Μεγίστων (Iterated Conditional Modes – ICM) για υπολογισµό της πιθανότερης κατάστα-

σης σε τυχαία πεδία Markov [Bes86]. Βέβαια εκεί ανανεώνουµε την κρυφή κατάσταση

ξεχωριστά σε καθένα εικονοστοιχείο της εικόνας, ενώ εδώ ανανεώνουµε το σύνολο των

κρυφών καταστάσεων από κοινού. Συνεπώς ο προτεινόµενος µπλοκ αλγόριθµος είναι

λιγότερο επιρρεπής στην εύρεση ϕτωχών τοπικών ελαχίστων σε σχέση µε τον κλασικό µε-

µονωµένο ICM αλγόριθµο. Επίσης, η προτεινόµενη τεχνική σχετίζεται µε αλγορίθµους

τύπου EM που έχουν πρόσφατα προταθεί για το πρόβληµα της ενδοσυµπλήρωσης εικόνων

[LM05, FS05].



6.5.2 Στοχαστική Επίλυση µε ∆ειγµατοληψία Gibbs

Αν και η ντετερµινιστική τεχνική της Ενότ. 6.5.1 συνήθως δίνει ικανοποιητικά πρακτι-

κά αποτελέσµατα ενδοσυµπλήρωσης, έχει τον εγγενή περιορισµό ότι µπορεί στην καλύτε-

ϱη περίπτωση να αποκαλύψει το σηµείο µεγίστου της από κοινού κατανοµής P (y,q|xo).
Η πλήρης πιθανοτική περιγραφή της λύσης όµως προϋποθέτει ότι κανείς έχει επαρ-

κή εικόνα όλης της κατανοµής [GCSR03, Bis06]. Αφού τούτο δεν είναι δυνατόν µε

αναλυτικά µέσα για το προς επίλυση πρόβληµα, καταφεύγουµε σε στοχαστικές τεχνι-

κές Μόντε-Κάρλο δειγµατοληψίας και συγκεκριµένα στο δειγµατολήπτη (Gibbs sampler)

[GG84, TW87, GS90], που ανήκει στην κατηγορία τεχνικών δειγµατοληψίας Μόντε-Κάρλο

Markov αλυσίδας (Markovchain MonteCarlo – MCMC) [GRS95].

Πιο αναλυτικά, στόχος µας είναι η δειγµατοληψία της από κοινού κατανοµής συντε-

λεστών κυµατιδίων και κρυφών καταστάσεων

P (y,q|xo) ∝ P (xo|y,q)P (y,q) = P (xo|y)P (y|q)P (q). (6.11)

Η απευθείας δειγµατοληψία από την Εξ. (6.11) δεν είναι εφικτή. Παρόλα αυτά, όπως

εξηγούµε µε λεπτοµέρεια στη συνέχεια, µπορούµε να σχεδιάσουµε έναν µπλοκ Gibbs

δειγµατολήπτη που εναλλάσσεται µεταξύ δειγµατοληψίας από τις δύο υπό συνθήκη κα-

τανοµές y|q,xo και q|y,xo, καταλήγοντας σε µια πρακτική MCMC τεχνική που διερευνά

ικανοποιητικά την κατανοµή της Εξ. (6.11).

∆ειγµατοληψία Συντελεστών Κυµατιδίων ∆εδοµένης της Κρυφής Κατάστασης:

y|q,xo

Με δοσµένη την κρυφή κατάσταση q, η παρακάτω διαδικασία αρκεί για να λάβουµε

δείγµα ys από την γκαουσιανή P (y|q,xo) της Εξ. (6.8):

1. Λήψη δείγµατος από την πρότερη κατανοµή yu,s ∼ N(µq,Σq).

2. Λήψη ϑορυβώδους δείγµατος των παρατηρήσεων xo,s ∼ N(xo,Σn).

3. Επίλυση της ys = Σy|q(Σ
−1
q yu,s + AT Σ−1

n xo,s).

Πράγµατι, η ys είναι γκαουσιανή µεταβλητή, ως γραµµική συνάρτηση των γκαουσιανών

yu,s και xo,s, και µπορεί απευθείας να ελεγχθεί ότι έχει το σωστό µέσο E{ys} = µy|q

και τον σωστό πίνακα συµµεταβλητότητας E{(ys − µy|q)(ys − µy|q)
T} = Σy|q. Αξίζει να

σηµειωθεί ότι ο πίνακας κατά την επίλυση του συστήµατος στο 3ο ϐήµα του παραπάνω

αλγορίθµου ταυτίζεται µε τον πίνακα συστήµατος στην Εξ. (6.9), οπότε χρησιµοποιούµε

ακριβώς τις ίδιες επαναληπτικές τεχνικές για την επίλυσή του. Καθότι το κόστος λήψης

των δειγµάτων yu,s και xo,s στα πρώτα δύο ϐήµατα του αλγορίθµου είναι µικρό σε σχέση

µε το κόστος επίλυσης του γραµµικού συστήµατος στο τρίτο ϐήµα του αλγορίθµου, ϐλέ-

πουµε ότι η εύρεση του µεγίστου και η λήψη δείγµατος από την δεσµευµένη γκαουσιανή

κατανοµή P (y|q,xo) έχουν στην πράξη ανάλογο κόστος για το πρόβληµά µας.



∆ειγµατοληψία Κρυφής Κατάστασης ∆εδοµένων των Συντελεστών Κυµατιδίων:

q|y,xo

Με δεδοµένη µια εκτίµηση για τους συντελεστές κυµατιδίων, η κατανοµή των κρυφών

µεταβλητών είναι ανεξάρτητη των παρατηρήσεων xo:

P (q|y,xo) = P (q|y). (6.12)

Σε αντιδιαστολή µε τη Viterbi αποκωδικοποίηση, όπου στόχος είναι να ϐρεθεί πιο πιθανό

κρυφό µονοπάτι, στόχος µας εδώ είναι να ληφθεί δείγµα του µονοπατιού q δεδοµένου του

διανύσµατος µιγαδικών κυµατιδίων y, το οποίο να ακολουθεί τη δεσµευµένη κατανοµή

Εξ. (6.12). Η συνηθισµένη προσέγγιση για δειγµατοληψία από την Εξ. (6.12), π.χ. σε

τυχαία πεδία Markov [GG84] ή σε εφαρµογές ανάλυσης ακουστικών σηµάτων [FTDG08],

είναι να ανανεώνεται ξεχωριστά ο κάθε κρυφός κόµβος του δέντρου, δηλαδή ακολουθιακά

να λαµβάνονται δείγµατα από την P (qt|y,q−t), όπου µε q−t συµβολίζουµε το σύνολο των

κρυφών µεταβλητών πλην αυτής που αντιστοιχεί στον t κόµβο. ΄Οµως αυτή η µεµονω-

µένη ανανέωση των κόµβων επιβραδύνει τη µίξη της Markov αλυσίδας στο Μόντε-Κάρλο

αλγόριθµο [LWK94]. Μια εναλλακτική προσέγγιση είναι να δειγµατοληπτούµε µονοµιάς

ως µπλοκ ολόκληρο το µονοπάτι q. Χάρη στη δενδρική δοµή του µοντέλου µας, τούτο

µπορεί να επιτευχθεί µε έναν αποδοτικό αναδροµικό ως προς την κλίµακα αλγόριθµο,

που συνίσταται στα εξής :

1. ΄Ανω πέρασµα στο δέντρο, ίδιο µε αυτό του άνω-κάτω αλγορίθµου για συµπερασµα-

τολογία από την Ενότ. 6.2, κατά το οποίο υπολογίζεται η ποσότητα βt(i) = P (qt =
i|yTt

) (yTt
, όπου yTt

συµβολίζει της τιµές των συντελεστών κυµατιδίων στο υποδέντρο

µε ϱίζα τον t κόµβο [CNB98].

2. Στοχαστικό κάτω πέρασµα στο δέντρο, παρόµοιο µε αυτό του Viterbi αλγορίθµου

για αποκωδικοποίηση από την Ενότ. 6.2, κατά το οποίο : (α) αναθέτουµε την κρυφή

µεταβλητή της ϱίζας µε πιθανότητα P (q0 = i|y) ∝ πiβ0(i) και (ϐ) αναδροµικά,

δεδοµένης της ήδη ανατεθηµένης κατάστασης του γονιού, αναθέτουµε την κρυφή

µεταβλητή του t κόµβου µε πιθανότητα P (qt = i|qpt
= j,y) ∝ Ajiβt(i).

Αν και ο παραπάνω αλγόριθµος µπορεί να ϑεωρηθεί ως ειδική περίπτωση του γενικού αλ-

γορίθµου διάδοσης πίστης [Pea88], συναντάται ϱητά αρκετά αργότερα, και συγκεκριµένα

για την απλούστερη περίπτωση των HMM στα [Chi96, Sco02] και για δενδρικούς γράφους

στα [LPH00, PCL00]. Ανεξάρτητα από την εργασία µας [PMK08], ο ίδιος αλγόριθµος για

µπλοκ δειγµατοληψία του διακριτού κρυφού µονοπατιού q χρησιµοποιήθηκε στο πλαίσιο

του HMT µοντέλου κυµατιδίων και στο [KSJ07b].

Σύνοψη Gibbs ∆ειγµάτων

Εναλλάσσοντας τα ϐήµατα δειγµατοληψίας που περιγράφονται στις προηγούµενες πα-

ϱαγράφους, και πιθανόν απορρίπτοντας τα πρώτα λίγα δείγµατα `ζεστάµατος΄ (‘burnin’),

καταλήγουµε µε µια ακολουθία {{q1,y1}, {q2,y2}, . . . , {qS,yS}} δειγµάτων Gibbs που

στο όριο προέρχονται από την από κοινού κατανοµή (6.11). Τυπικά επιθυµούµε να συνο-

ψίσουµε την ακολουθία δειγµάτων σε µια εκτίµηση για τους συντελεστές κυµατιδίων ŷ που

αντιστοιχεί στην τελική εκτίµηση-εικόνα για το αποτέλεσµα ενδοσυµπλήρωσης x̂ = Fsŷ.

∆ύο πιθανά κριτήρια για επιλογή της εκτιµήτριας ŷ είναι :



1. Ελαχιστοποίηση του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος MMSE, που είναι το πιο συ-

χνά χρησιµοποιούµενο κριτήριο. Το αποτέλεσµα είναι ικανοποιητικό στις επίπεδες

περιοχές της εικόνας, αλλά σε κάποιες περιπτώσεις υπερβολικά οµαλό στις περιοχές

µε έντονη υφή.

2. Η δεύτερη λύση προτείνει ως αποτέλεσµα ενδοσυµπλήρωσης ένα από τα τελευταία

δείγµατα ys της ακολουθίας Gibbs, πιθανόν µε κάποια µικρή επεξεργασία. Αυτή η

λύση οδηγεί σε µεγαλύτερο τετραγωνικό σφάλµα, αλλά συχνά είναι πιο ικανοποιητι-

κή αντιληπτικά, τουλάχιστον σε περιοχές µε έντονη υφή, γιατί οδηγεί σε εικόνες µε

πιο τυπική και ‘ζωντανή’ εµφάνιση. ∆ες και τα [ÓRF94, Kok98] για περαιτέρω συ-

Ϲήτηση των διαφορών µεταξύ εκτιµητριών MMSE και δειγµατοληψίας σε εφαρµογές

ενδοσυµπλήρωσης ακουστικών σηµάτων και εικόνων, αντίστοιχα.

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι στην περίπτωση που έχουµε πολύ µεγάλα κενά στην εικό-

να, η πρώτη MMSE εκτιµήτρια ϑα τείνει να µηδενίσει τους κυµατιδιακούς συντελεστές

λεπτοµέρειας, ενώ η δεύτερη εκτιµήτρια ϑα τείνει να προτείνει για τη συµπλήρωση των

κενών δείγµατα από την πρότερη κατανοµή σαν κι αυτά που συναντήσαµε στα πειράµατα

σύνθεσης υφής της Ενότ. 6.4.

Στην περίπτωση που επιλέξουµε η λύση µας να ελαχιστοποιεί το µέσο τετραγωνικό

σφάλµα, µπορεί κανείς να χρησιµοποιήσει το συνήθη MMSE εκτιµητή για Μόντε-Κάρλο

προσοµοιώσεις, που είναι ο δειγµατικός µέσος ŷS = 1
S

∑S
s=1 ys. Εδώ όµως προτιµούµε

τον RaoBlackwell (RB) εκτιµητή ŷRB = 1
S

∑S
s=1E[y|qs,xo] που έχει σηµαντικά ελλα-

τωµένη µεταβλητότητα [LWK94, RC05]. ∆ιαισθητικά, τούτο επιτυγχάνεται επειδή ο RB

εκτιµητής για κάθε δείγµα από το κρυφό µονοπάτι qs κάνει χρήση της ακριβούς αναλυ-

τικής εκτίµησης µy|qs
= E[y|qs,xo] αντί να ϐασίζεται στο µοναδικό δείγµα ys ∼ y|qs,xo.

Το τίµηµα είναι ότι σε κάθε ϐήµα του αλγορίθµου Gibbs καλούµαστε να επιλύσουµε ένα

ακόµα γραµµικό σύστηµα για τον υπολογισµό του µy|qs
, σχεδόν διπλασιάζοντας έτσι το

υπολογιστικό κόστος. ΄Οµως, χάρη στη µειωµένη µεταβλητότητα του RB εκτιµητή και στην

ταχύτατη µίξη της Μόντε-Κάρλο Markov αλυσίδας λόγω του µπλοκ χαρακτήρα του δειγµα-

τολήπτη Gibbs, µπορούµε να λάβουµε ικανοποιητικά αποτελέσµατα ενδοσυµπλήρωσης

εικόνας ύστερα από πολύ λίγα ϐήµατα δειγµατοληψίας S, που συνήθως αντισταθµίζει το

επιπλέον υπολογιστικό κόστος.

6.5.3 Αρχικοποίηση µε µεθόδους Μερικών ∆ιαφορικών Εξισώσεων

Τόσο ο ντετερµινιστικός αλγόριθµος εναλλασσόµενης ϐελτιστοποίησης, όσο και ο στο-

χαστικός αλγόριθµος Gibbs δειγµατοληψίας, είναι επαναληπτικού χαρακτήρα και για

αυτό επωφελούνται µιας καλής αρχικοποίησης. Στην υλοποίησή µας χρησιµοποιούµε ως

τέτοια αρχικοποίηση τη λύση της Μ∆Ε Laplace ∇2u = 0 στα κενά της εικόνας, µε Dirich

let συνοριακές συνθήκες στο όριο µε τις γνωστές περιοχές. Αυτό µπορεί να ϑεωρηθεί ως η

απλούστερη και υπολογιστικά αποδοτικότερη πρόταση ενδοσυµπλήρωσης ϐασισµένη στα

µοντέλα Μ∆Ε του Κεφαλαίου 3, η οποία έχει αποδειχθεί επαρκής στα πειράµατά µας.

Πιο προηγµένες τεχνικές ενδοσυµπλήρωσης µε Μ∆Ε, όπως αυτές της Ενότ. 3.2 µπορούν

εναλλακτικά να χρησιµοποιηθούν, αν και µε µεγαλύτερο υπολογιστικό κόστος.



6.6 Επεκτάσεις του Βασικού Μοντέλου

6.6.1 Αποκατάσταση Συνιστωσών Καρτούν και Υφής µε Χρήση

Πολλαπλών Λεξικών

΄Οπως έχουµε συζητήσει στο Κεφάλαιο 5, στις εικόνες του ϕυσικού κόσµου συνυπάρ-

χουν ετερογενείς περιοχές µε διαφορετικές δοµικές ιδιότητες. Είναι δύσκολο να σχεδιάσει

κανείς µια µοναδική αναπαράσταση αρκετά εκφραστική ώστε να περιγράφει µε αραιό

τρόπο το εύρος των µορφών που συναντώνται σε εικόνες του ϕυσικού κόσµου. Από τις

αναπαραστάσεις που συζητήσαµε στο Κεφάλαιο 5, µετασχηµατισµοί κυµατιδίων χώρου-

κλίµακας όπως ο DTCWT ενδείκνυνται για την περιγραφή τµηµατικά οµαλών εικόνων,

ενώ τοπικά αρµονικές αναπαραστάσεις χώρου-συχνότητας όπως ο MCLT ενδείκνυνται για

την περιγραφή ταλαντούµενων κυµατοµορφών σε εικόνες υφής.

Ο πιο απλός τρόπος για να αξιοποιήσει κανείς τα πλεονεκτήµατα διαφορετικών ανα-

παραστάσεων είναι να επιλέξει το καταλληλότερο από ένα σύνολο διαθέσιµων λεξικών,

ανάλογα µε το περιεχόµενο της προς επεξεργασία εικόνας. Μια πιο σύνθετη προσέγγιση

συνίσταται στον προσθετικό διαχωρισµό του περιεχοµένου της εικόνας σε πολλαπλά κα-

νάλια [Ευα07], π.χ. διαχωρισµός σε συνιστώσες καρτούν και υφής, και κατόπιν ανάλυση

του κάθε καναλιού µε την οικεία του αναπαράσταση, όπως γίνεται για παράδειγµα στα

[ESQD05, FTDG08].

6.6.2 Σύζευξη Μοντέλων Κυµατιδίων και Τεχνικών Μ∆Ε στο Χωρι-

κό Πεδίο

Οι µέθοδοι µερικών διαφορικών εξισώσεων για ενδοσυµπλήρωση που έχουµε παρου-

σιάσει στο Κεφάλαιο 3 ϐασίζονται σε γεωµετρική περιγραφή στο χωρικό πεδίο, ενώ οι

µέθοδοι του παρόντος Κεφαλαίου ϐασίζονται σε αναπαράσταση της εικόνας στο πεδίο

των κυµατιδίων. Είναι συχνά επιθυµητό να συνδυάσει κανείς τα πλεονεκτήµατα των δύο

προσεγγίσεων.

΄Ισως ο απλούστερος τρόπος για να συζεύξει κανείς τις δύο κατηγορίες τεχνικών είναι

να ϑεωρήσει ένα ενεργειακό συναρτησιακό που περιλαµβάνει όρους προερχόµενους τόσο

από µεταβολικές µεθόδους Μ∆Ε όσο και από την πιθανοτική κυµατιδιακή περιγραφή,

όπως προτείνεται π.χ. στο [ESQD05]. Παράδειγµα κατάλληλου συναρτησιακού ενέργειας

είναι το

E(y) = c1TV(Fsy) + c2 logP (y|xo), (6.13)

όπου σταθµίζονται αφενός ο γεωµετρικός όρος ενέργειας που αντιστοιχεί στην ολι-

κή µεταβολή (total variation) της εικόνας στο χωρικό πεδίο [ROF92], ορισµένος ως

TV(u) =
∫
‖∇u‖, και αφετέρου ο πιθανοτικός όρος ενέργειας προερχόµενος από το κυ-

µατιδιακό HMT µοντέλο, Εξ. (6.7). Με ϱύθµιση του σχετικού ϐάρους των δύο όρων,

µπορεί κανείς να µεταβεί από αµιγώς κυµατιδιακά µοντέλα (c1 ≪ c2) σε αµιγώς χωρικά

µοντέλα (c1 ≫ c2). Γνωστό παράδειγµα της δεύτερης κατηγορίας είναι η µέθοδος ενδο-

συµπλήρωσης του [CSZ06], όπου ανακτώνται ελλείποντες κυµατιδιακοί συντελεστές µε

κανονικοποίηση ολικής µεταβολής στο χωρικό πεδίο. Στην πράξη, η ανάκτηση της ει-

κόνας µε το υβριδικό µοντέλο της Εξ. (6.13) επιτυγχάνεται προσεγγιστικά µε παρεµβολή

µικρού αριθµού ϐηµάτων κανονικοποίησης ολικής µεταβολής στους αλγορίθµους ενδο-

συµπλήρωσης της Ενότ. 6.5. Πάντως, µειονέκτηµα του υβριδικού χωρικού/κυµατιδιακού



µοντέλου είναι ότι παύει να διατηρεί τον αναγεννητικό χαρακτήρα και την ξεκάθαρη πι-

ϑανοτική ερµηνεία του αµιγώς κυµατιδιακού HMT µοντέλου.

6.6.3 Τεχνικές για Ενσωµάτωση Πληροφορίας Μιγαδικής Φάσης

Κατά την Αποκατάσταση

Τα πρότερα µοντέλα που έχουµε ως τώρα συζητήσει επικεντρώνονται στην περιγραφή

του µέτρου rt =
√
y2

t,r + y2
t,i των µιγαδικών συντελεστών κυµατιδίων. Για παράδειγµα,

στο µοντέλο της Ενότ. 6.2, Εξ. (6.3), η ϕάση φt = ∠yt,r + jyt,i των µιγαδικών συντελεστών

κυµατιδίων περιγράφεται από τη µη πληροφοριακή οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα

[0, 2π]. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα η ϕάση στο αποτέλεσµα ενδοσυµπλήρωσης να καθο-

ϱίζεται αποκλειστικά από τα ελλειπή δεδοµένα µέτρησης και να µην κανονικοποιείται

επαρκώς.

΄Οπως έχουµε συζητήσει στην Ενότ. 5.3.2, εάν γνωρίζουµε επακριβώς από ένα µαντείο

(oracle) τη ϕάση µιγαδικών κυµατιδιακών µετασχηµατισµών όπως ο DTCWT ή MCLT,

µπορούµε να ανακτήσουµε την αρχική εικόνα στο χωρικό πεδίο. Ας υποθέσουµε προς

στιγµήν ότι η µιγαδική ϕάση φt = ∠yt,r + jyt,i των συντελεστών κυµατιδίων είναι κατά

προσέγγιση γνωστή. Θα εξετάσουµε πώς αυτή η πληροφορία µπορεί να ενσωµατωθεί στο

υπό συζήτηση µοντέλο ενδοσυµπλήρωσης. Εάν αποφασίσουµε να εισάγουµε τη γνώση

ϕάσης ως άκαµπτο περιορισµό (hard constraint) στο πρόβληµά µας, είναι χρήσιµο να

επαναπαραµετροποιήσουµε το πρόβληµα ϐελτιστοποίησης σε πολικές συντεταγµένες, ό-

που εµφανίζεται πλέον ως άγνωστο το µέτρο rt =
√
y2

t,r + y2
t,i των µιγαδικών συντελεστών

κυµατιδίων, που κατόπιν καθορίζει το πραγµατικό και ϕανταστικό µέρος των µιγαδικών

συντελεστών ως yt,r = rt cos(φt) και yt,i = rt sin(φt). Συγκεκριµένα οδηγούµαστε στο

ακόλουθο πρόβληµα τετραγωνικού προγραµµατισµού µε περιορισµούς ανισότητας

minimize f(r) =
1

2
rTBr− bT r (6.14α΄)

subject to rt ≥ 0 , 1 ≤ t ≤ N (6.14β΄)

΄Οπως έχουµε συζητήσει στην Ενότ. 6.6.3, ο πίνακας B δίνεται από τη σχέση B =
( CT ST ) (Σ−1

q +ATΣ−1
n A) ( C

S ), όπου C = diag(cos(φt)) και S = diag(sin(φt)). Ο παραπά-

νω περιορισµός µη αρνητικότητας για το µέτρο περιγράφει ένα κυρτό επιτρεπτό σύνολο,

ενώ και η αντικειµενική συνάρτηση f(y) είναι κυρτή αφού ο πίνακας B είναι ϑετικά ο-

ϱισµένος. Συνεπώς οι Εξς. (6.14) ορίζουν ένα κυρτό (convex) πρόβληµα ϐελτιστοποίησης

που επιδέχεται µοναδική λύση [BV04]. Το γενικό πλαίσιο τεχνικών κυρτής ανάλυσης και

κυρτού προγραµµατισµού έχει αποδειχθεί ιδιαίτερα κατάλληλο για προβλήµατα στην ε-

πεξεργασία σήµατος και στην όραση υπολογιστών, π.χ. [Sch94, Mar95, EDGL07, KT07].

Συζητάµε στο Παράρτηµα 6.Β΄ τεχνικές ϐελτιστοποίησης για την αριθµητική επίλυση του

προβλήµατος (6.14).

6.7 Πειράµατα Ενδοσυµπλήρωσης

΄Εχουµε εφαρµόσει τις προτεινόµενες τεχνικές ενδοσυµπλήρωσης στο πρόβληµα της

ψηφιακής συµπλήρωσης ελλειπόντων τµηµάτων στις προϊστορικές τοιχογραφίες του Α-

κρωτηρίου Θήρας – δες Κεφάλαιο 2. Στα Σχ. 6.7 και Σχ. 6.8 δείχνουµε το αποτέλεσµα



εφαρµογής της προτεινόµενης τεχνικής για ενδοσυµπλήρωση µε µιγαδικά κυµατίδια DT

CWT και το µοντέλο HMT σε τµήµατα από τις τοιχογραφίες `Γυναίκες΄ και `Ακολουθία

Ανδρών΄ του Ακρωτηρίου. Η περιοχή ενδοσυµπλήρωσης έχει επισηµειωθεί µε το χέρι και

δίνεται ως είσοδος στον αλγόριθµο.

Παρά τη µεγάλη έκταση των κενών, τα αποτελέσµατα είναι αρκετά ικανοποιητικά,

ειδικά στις οµαλές περιοχές της εικόνας. Παρόλα αυτά περαιτέρω ϐελτιώσεις είναι επιθυ-

µητές, όπως π.χ. πιο ξεκάθαρη συνέχιση των ακµών εντός µεγάλων κενών.

Για να µελετήσουµε περαιτέρω την προτεινόµενη προσέγγιση, έχουµε πραγµατοποι-

ήσει πειράµατα ενδοσυµπλήρωσης σε τεχνητά επικαλυµµένες εικόνες για τις οποίες συ-

νεπώς µπορούµε να αξιολογήσουµε ποσοτικά το αποτέλεσµα. Στο Σχ. 6.9 συγκρίνουµε

το αποτέλεσµα της εξεταζόµενης µεθόδου ενδοσυµπλήρωσης µε το αντίστοιχο αποτέλεσµα

της Μ∆Ε µεθόδου Laplace πάνω στην εικόνα `Lena΄. Το εξεταζόµενο HMT µοντέλο σε

συνδυασµό µε τον DTCWT έχει επιλυθεί και µε τη ντετερµινιστική και µε τη στοχαστική

τεχνική. Τα αποτελέσµατα έχουν υπολογιστεί µε 10 ϐήµατα εναλλασσόµενης ϐελτιστο-

ποίησης/δειγµατοληψίας, αντίστοιχα, µε χρήση 3 κρυφών καταστάσεων στο δέντρο, 6

επιπέδων κυµατιδιακής ανάλυσης, και µε 50 επαναλήψεις της µεθόδου συζυγών κλίσεων

για επίλυση των προκυπτόντων γραµµικών συστηµάτων. Η εκπαίδευση του µοντέλου HMT

έγινε µε τον EM αλγόριθµο [CNB98] πάνω στην εικόνα από τη Laplace αποκατάσταση.

Παρατηρούµε ότι το προτεινόµενο µοντέλο HMT παράγει ποιοτικά καλύτερα και λιγότερο

ϑολά αποτελέσµατα σε σχέση µε τη µέθοδο Laplace, ενώ και οι αντίστοιχες ποσοτικές τι-

µές σηµατοθορυβικού λόγου PSNR (απόκλιση µεταξύ αποτελέσµατος ενδοσυµπλήρωσης

και γνωστής εικόνας υπολογισµένη στα κενά).

Πάντως, ανεξάρτητα ποιό από τα δύο εναλλακτικά κριτήρια ενδοσυµπλήρωσης επιλέ-

ξουµε, η απουσία µοντελοποίησης της ϕάσης των συντελεστών κυµατιδίων στο µοντέλο

HMT οδηγεί σε αντίστοιχα προβλήµατα µε αυτά που έχουµε ήδη συζητήσει στα πειράµα-

τα σύνθεσης υφής. Συγκεκριµένα, το µοντέλο δεν συµπληρώνει ικανοποιητικά σύµφωνες

(coherent) δοµές της εικόνας, µε τα µη-ικανοποιητικά αποτελέσµατα να είναι πιο ορατά

στα µεγάλα κενά.

6.8 Σύνοψη και Προοπτικές Βελτίωσης του ∆ενδρικού

Μοντέλου Κυµατιδίων

Στο Κεφάλαιο αυτό δείξαµε πώς µπορούµε να αναπαραστήσουµε εικόνες µε το δενδρι-

κό κυµατιδιακό HMT µοντέλο, το οποίο αναπαράγει ϐασικές κανονικότητες ϕυσικών ει-

κόνων. Ενώ σε προηγούµενες εργασίες το HMT µοντέλο χρησιµοποιήθηκε κυρίως σε συν-

δυασµό µε κυµατίδια χώρου-κλίµακας, δείξαµε ότι είναι επίσης κατάλληλο για µοντελο-

ποίηση κυµατιδίων χώρου-συχνότητας όπως ο MCLT. Συζητήσαµε κατόπιν πώς µπορούµε

να χρησιµοποιήσουµε την κυµατιδιακή HMT αναπαράσταση σε διάφορες εφαρµογές ανά-

λυσης εικόνας και όρασης υπολογιστών. Μέσω µιας σειράς πειραµάτων σύνθεσης υφής,

δείξαµε το είδος της οπτικής πληροφορίας που µπορεί να συλλάβει το µοντέλο και αναδεί-

ξαµε πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα της αναπαράστασης. Σε εκτεταµένα πειράµατα

αποθορυβοποίησης δείξαµε ότι το αναγεννητικό κυµατιδιακό HMT µοντέλο παρουσιάζει

επιδόσεις συγκρίσιµες µε τις καλύτερες δηµοσιευµένες τεχνικές στη ϐιβλιογραφία. Πρω-

τότυπες ερευνητικές συνεισφορές µας σε σχέση µε το πρόβληµα της αποθορυβοποίησης

είναι, αφενός, η σύζευξη της HMT δενδρικής δοµής µε τον MCLT, συνδυασµός που για



ορισµένες εικόνες αποδίδει καλύτερα σε σχέση µε το HMT µοντέλο ορισµένο στον MCLT,

και, αφετέρου, η ανάπτυξη τεχνικών που επιτρέπουν την εκτίµηση των παραµέτρων του

HMT µοντέλου κατευθείαν από τα ϑορυβώδη δεδοµένα της εικόνας. Η κύρια ερευνητική

µας συνεισφορά σε αυτό το Κεφάλαιο συνίσταται στην επέκταση του HMT κυµατιδιακού

µοντέλου για εφαρµογή στο πρόβληµα της ενδοσυµπλήρωσης εικόνων. Συγκεκριµένα,

δείχνουµε πώς µπορούµε να χειριστούµε ελλειπή δεδοµένα στο πλαίσιο του HMT µο-

ντέλου, οδηγούµενοι σε µια σειρά ντετερµινιστικών και στοχαστικών αλγορίθµων. Οι

προκύπτουσες τεχνικές ενδοσυµπλήρωσης αποδίδουν ικανοποιητικά στην αποκατάσταση

κενών µικρής ή µεσαίας έκτασης.

Υπάρχουν πολλές προοπτικές για την περαιτέρω ϐελτίωση των τεχνικών του παρόν-

τος Κεφαλαίου. Με αναφορά το πρόβληµα της ενδοσυµπλήρωσης εικόνων και ειδικότερα

κενών ευρείας έκτασης, είναι ϕανερό ότι απαιτείται ο εµπλουτισµός του µοντέλου µε εν-

σωµάτωση λειτουργιών υψηλότερου επιπέδου όρασης. Σε ένα πρώτο επίπεδο, σηµαντικές

ϐελτιώσεις ϑα µπορούσαν να επιτευχθούν µε ενσωµάτωση στο µοντέλο λειτουργιών αντιλη-

πτικής οργάνωσης (perceptual organization) (π.χ. καλή συνέχιση ακµών), συνδυάζοντας

την κυµατιδιακή περιγραφή της εικόνας µε έννοιες πρωταρχικού σκίτσου, παρόµοια µε

την προσέγγιση του [GZW03]. Το πεδίο κυµατιδίων, ιδιαίτερα των µιγαδικών κυµατιδίων,

είναι αναπαράσταση ιδιαίτερα πρόσφορη για εξαγωγή, επεξεργασία, και ενδοσυµπλήρωση

του πρωταρχικού σκίτσου της εικόνας. Επίσης, υπάρχει πλούσια ϐιβλιογραφία σε µεθό-

δους για συνέχιση του πρωταρχικού σκίτσου, για παράδειγµα τα [Kan79, WJ96, GM96],

ενώ και οι µέθοδοι Μ∆Ε ανισοτροπικής διάχυσης του Κεφαλαίου 3 µε τις πολύ καλές

ιδιότητες συνέχισης ακµών µπορεί να ϕανούν χρήσιµες προς αυτήν την κατεύθυνση. Θα

είναι ενδιαφέρον να προσπαθήσουµε να ενσωµατώσουµε ιδέες από αυτές τις τεχνικές στο

σύστηµα ενδοσυµπλήρωσης που αναπτύσσουµε.

∆εδοµένης της σηµασίας της κυµατιδιακής ϕάσης στο σχηµατισµό και στην πρόσληψη

δοµικών χαρακτηριστικών της εικόνας όπως οι ακµές, η ενσωµάτωση λειτουργιών αντι-

ληπτικής οργάνωσης µπορεί να ιδωθεί ως σηµαντική ϐελτίωση του µοντέλου HMT στον

τοµέα της µοντελοποίησης ϕάσης. ΄Οπως έχουµε ήδη συζητήσει, µια από τις σηµαντικό-

τερες αδυναµίες του παρόντος µοντέλου είναι ότι αγνοεί την πληροφορία ϕάσης, γεγονός

που µειώνει την πιστότητα των αποτελεσµατων σύνθεσης υφής και ενδοσυµπλήρωσης σε

περιοχές που εµφανίζονται σύµφωνες δοµές. Πρόσφατες εργασίες έχουν δείξει ότι προσε-

κτικότερη µοντελοποίηση της κυµατιδιακής ϕάσης µε αξιοποίηση των συσχετίσεων µεταξύ

διαδοχικών κλιµάκων µπορεί να αποφέρει σηµαντικές ϐελτιώσεις [MK08b].

Σε ένα περαιτέρω επίπεδο, ϑα είχε ιδιαίτερο ενδιαφέρον η ανάπτυξη πλήρως ιεραρχι-

κών αναγεννητικών µοντέλων όρασης [ZM06], ικανών να ενσωµατώνουν σηµασιολογική

πληροφορία υψηλού επιπέδου για αντικείµενα παρόντα στην εικόνα. Κυµατιδιακές α-

ναπαραστάσεις παρόµοιες µε αυτές που χρησιµοποιούµε στην εργασία µας πιθανόν να

είναι κατάλληλες για αυτόν το σκοπό, όπως ϕαίνεται για παράδειγµα στο [WSFZ07]. Τέ-

τοιου είδους µοντέλα ϑα µπορούσαν επίσης να χρησιµοποιηθούν για οπτική ανίχνευση

αντικειµένων, ενώ ϑα επέτρεπαν την αποκατάσταση εικόνας λαµβάνοντας υπόψη τα αντι-

κείµενα που αναπαρίστανται σε αυτή και επιτρέποντας ανθρώπινο έλεγχο της διαδικασίας

σε σηµασιολογικό επίπεδο.



6.Α΄ Επαναληπτική Επίλυση Συστηµάτων Γραµµικών Ε-

ξισώσεων: Μέθοδοι Καθόδου Μέγιστης Κλίσης και

Συζυγών Κλίσεων

Για την ανάκτηση των συντελεστών κυµατιδίων y µε τα µοντέλα του παρόντος Κε-

ϕαλαίου ανακύπτει η ανάγκη για επίλυση του γραµµικού συστήµατος By = b, όπου

ο N × N πίνακας B = Σ−1
y|q = Σ−1

q + ATΣ−1
n A είναι συµµετρικός, ϑετικά ορισµένος

και πυκνός. ΄Οταν χρησιµοποιούµε µιγαδικά κυµατίδια, το πραγµατικό και ϕανταστικό

τους µέρος ϑεωρούνται ως ξεχωριστές διαδοχικές πραγµατικές µεταβλητές στο διάνυσµα

y. Το σύστηµα αυτό έχει µοναδική λύση, που µπορεί ισοδύναµα να ιδωθεί ως το διάνυ-

σµα που ελαχιστοποιεί τη ϑετικά ορισµένη τετραγωνική µορφή f(y) = 1
2
yTBy − bTy.

Η µεγάλη διάσταση του συστήµατος (το πλήθος των αγνώστων είναι της τάξης του

106) µας επιβάλλει να καταφύγουµε σε επαναληπτικές µεθόδους για την επίλυσή του

[GVL96, BBC+94, Saa96, She94, Grö93, SW01]. Ως επιπλέον ιδιαιτερότητα του προ-

ϐλήµατος που αντιµετωπίζουµε, είναι υπολογιστικά ιδιαίτερα ακριβό να σχηµατίσουµε

ϱητά και να αποθηκεύσουµε στην κύρια µνήµη του υπολογιστή τον πίνακα συστήµατος

B· έχουµε όµως τη δυνατότητα να υπολογίζουµε γινόµενα πίνακα διανύσµατος της µορ-

ϕής By µε υπολογιστικά αποδοτικούς αλγορίθµους πολυπλοκότητας O(N) ϐασισµένους

στον ευθύ/αντίστροφο διακριτό κυµατιδιακό µετασχηµατισµό.

Η απλούστερη επαναληπτική τεχνική για εύρεση του ελαχίστου της τετραγωνικής µορ-

ϕής f(y) είναι η µέθοδος καθόδου µέγιστης κλίσης (gradient descent – GD). Σε αυ-

τήν ϐελτιώνουµε την παρούσα εκτίµηση yi κινούµενοι στην κατεύθυνση µέγιστης κλί-

σης di = −∇f(yi) = b − Byi = ri, δηλαδή yi+1 = yi + αidi. Το µέγεθος ϐή-

µατος επιλέγεται έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται η f(yi + αidi), που επιτυγχάνεται για

αi = 〈ri, ri〉/〈ri, Bri〉. Το υπολογιστικό κόστος κυριαρχείται από τον υπολογισµό του

γινοµένου πίνακα-διανύσµατος Bri ανά ϐήµα του αλγορίθµου. Αν και η µέθοδος καθό-

δου µέγιστης κλίσης µειώνει σε κάθε ϐήµα την αντικειµενική συνάρτηση και εξασφαλίζει

σύγκλιση προς τη λύση, η σύγκλιση τείνει να επιβραδύνεται στην περίπτωση που οι ι-

διοτιµές του πίνακα B, που αντιστοιχούν στους άξονες του ελλειψοειδούς που ορίζεται

από τη σχέση f(y) = (σταθ.), είναι κατά πολύ διαφορετικές µεταξύ τους. Τότε, εξαιτίας

του µυωπικού χαρακτήρα της µεθόδου (η νέα κατεύθυνση αναζήτησης di δεν εξαρτάται

από τις προηγούµενες), συχνά οδηγούµαστε να κάνουµε ϐήµατα στην ίδια κατεύθυνση

µε προηγούµενες επαναλήψεις και η τροχιά yi αναλώνεται σε µικρά ϐήµατα/ταλαντώσεις

που µειώνουν αργά την f .

Βελτιωµένη εκδοχή του αλγορίθµου µέγιστης κλίσης αποτελεί η µέθοδος συζυγών

κλίσεων (conjugate gradients – CG). Αν και η µέθοδος συζυγών κλίσεων έχει παρό-

µοια χαµηλό υπολογιστικό κόστος µε τη µέθοδο καθόδου µέγιστης κλίσης, καταφέρ-

νει να διερευνά το χώρο µε πιο καθολικό τρόπο, λαµβάνοντας υπόψη τα προηγούµε-

να ϐήµατα αναζήτησης. Συγκεκριµένα, στο πρώτο ϐήµα επιλέγουµε το υπόλοιπο (κα-

τεύθυνση µέγιστης µεταβολής) ως κατεύθυνση αναζήτησης, d0 = r0. Στα επόµενα ό-

µως ϐήµατα διορθώνουµε κατάλληλα το υπόλοιπο, ώστε η νέα κατεύθυνση αναζήτη-

σης di = ri + βidi−1 να είναι συζυγής στην προηγούµενη, 〈di, Bdj〉 = 0, j = i − 1.

Μπορεί να δειχθεί ότι η νέα κατεύθυνση αναζήτησης ϑα είναι τότε συζυγής και συνε-

πώς αρκούντως διαφορετική από όλες τις προηγούµενές της, dj, j < i, επιλέγοντας

βi = 〈ri, ri〉/〈ri−1, ri−1〉. Το σύνολο των κατευθύνσεων αναζήτησης διαγράφει κατάλληλο



Krylov υπόχωρο Ki = span({dj, 0 ≤ j ≤ i}) = span({Bjr0, 0 ≤ j ≤ i}) που επεκτεί-

νεται σταδιακά ωσότου καλύψει όλο το χώρο KN−1 = RN . ΄Ετσι, αγνοώντας σφάλµατα

πεπερασµένης αριθµητικής, η µέθοδος συζυγών κλίσεων µπορεί να ϐρει την ακριβή λύση

του γραµµικού συστήµατος ύστερα από N το πολύ ϐήµατα, αν και για το πλήθος των

αγνώστων που µας απασχολεί στα προβλήµατά µας αυτή η ϑεωρητική εγγύηση δεν έχει

πρακτική αξία. Στην πράξη µερικές δεκάδες ή εκατοντάδες επαναλήψεις αρκούν για να

προσεγγίσουµε τη λύση µε ικανοποιητική ακρίβεια στα προβλήµατα που αντιµετωπίζουµε.

Αλγόριθµος 2 Προρυθµισµένες µέθοδοι καθόδου µέγιστης κλίσης (PGD) και συζυγών

κλίσεων (PCG).

function PGD(B,y,M, n)

# r: residual

# p: search direction

# q: residual change direction

r← b−By

for i← 1, n do

p←M−1r

δ ← 〈r,p〉
q← Bp

α← δ/〈p,q〉
y← y + αp

r← r− αq

end for

return y

end function

function PCG(B,y,M, n)

# r: residual

# d: search direction

# q: residual change direction

r← b−By

d←M−1r

δ1 ← 〈r,d〉
for i← 1, n do

q← Bd

α← δ1/〈d,q〉
y← y + αd

r← r− αq

s←M−1r

δ0 ← δ1
δ1 ← 〈r, s〉
β ← δ1/δ0
d← s + βd

end for

return y

end function

Τα χαρακτηριστικά σύγκλισης και των δύο προαναφερθεισών επαναληπτικών τεχνικών

µπορούν να ϐελτιωθούν εάν προρυθµίσουµε (precondition) κατάλληλα το γραµµικό σύστη-

µα, δηλαδή εάν εφαρµόσουµε τις τεχνικές αυτές στο ισοδύναµο προρυθµισµένο γραµµικό

σύστηµα E−1BE−T ỹ = b, ỹ = ETy. Με τη ϐοήθεια του συµµετρικού ϑετικά ορισµένου

προρυθµιστή M = EET ο δείκτης κατάστασης (condition number) του µετασχηµατισµέ-

νου πίνακα E−1BE−T µπορεί να ϐελτιωθεί και αντίστοιχα να επιταχυνθεί η σύγκλιση

των µεθόδων καθόδου µέγιστης κλίσης και συζυγών κλίσεων. Η σχεδίαση προρυθµιστή

M που συνδυάζει απλότητα και αποδοτικότητα είναι γενικά δύσκολη και εξαρτάται από

τις ιδιαιτερότητες κάθε εφαρµογής. Συνηθισµένη είναι η χρήση του διαγώνιου προρυθ-

µιστή diag(B), καθώς και προρυθµιστών ϐασισµένων σε ελλιπή παραγοντοποίηση πινά-

κων. Τέτοιοι γενικού τύπου προρυθµιστές δυστυχώς είναι δύσκολο να προσαρµοστούν

στο πρόβληµά µας γιατί ο πίνακας συστήµατος B = Σ−1
y|q = Σ−1

q + ATΣ−1
n A δεν είναι

ϱητά διαθέσιµος. Στα πειράµατά µας χρησιµοποιούµε την προερχόµενη από το πρότερο

µοντέλο διαγώνια συνιστώσα του M = Σ−1
q ως προρυθµιστή, που περίπου διπλασιάζει την

ταχύτητα σύγκλισης της µεθόδου συζυγών κλίσεων. Παραθέτουµε τις προρυθµισµένες



εκδοχές των µεθόδων καθόδου µέγιστης κλίσης (PGD) και συζυγών κλίσεων (PCG) στον

Αλγόριθµο 2.

6.Β΄ Αριθµητική Επίλυση Προβληµάτων Κυρτού Τετρα-

γωνικού Προγραµµατισµού µε Περιορισµούς Ανι-

σότητας

΄Οταν η µιγαδική ϕάση φt = ∠yt,r + jyt,i των συντελεστών κυµατιδίων ϑεωρείται κατά

προσέγγιση γνωστή, τα µοντέλα του παρόντος Κεφαλαίου οδηγούν σε προβλήµατα ϐελ-

τιστοποίησης ως προς το µέτρο rt =
√
y2

t,r + y2
t,i των µιγαδικών συντελεστών κυµατιδίων.

Εδώ συζητάµε τεχνικές για την αριθµητική επίλυση του προκύπτοντος προβλήµατος ϐελ-

τιστοποίησης (6.14).

Το πρόβληµα (6.14) αποτελεί περίπτωση κυρτού τετραγωνικού προγράµµατος µε

γραµµικούς ανισοτικούς περιορισµούς. Υπάρχουν διάφορες γενικές τεχνικές για την α-

ϱιθµητική επίλυση αυτής της κλάσης προβληµάτων [BV04, NW06]. Οι µέθοδοι εσωτερικού

σηµείου (interior point) συνιστούν µία από τις πιο επιτυχηµένες κατηγορίες σύγχρονων

τεχνικών για επίλυση προβληµάτων κυρτής ϐελτιστοποίησης. Ονοµάζονται έτσι γιατί, σε

αντιδιαστολή µε κλασικές τεχνικές γραµµικού προγραµµατισµού (π.χ. µέθοδος simplex),

οι ενδιάµεσες εκτιµήσεις της λύσης ϐρίσκονται στο εσωτερικό και όχι στο σύνορο του ε-

ϕικτού κυρτού συνόλου. Μια κλάση αλγορίθµων εσωτερικού σηµείου κατάλληλη για το

πρόβληµά µας αποτελούν οι τεχνικές ϕραγµού (barrier method), οι οποίες αντικαθιστούν

τους περιορισµούς ανισότητας µε επιπλέον όρους ποινής στην αντικειµενική συνάρτη-

ση και ανάγουν τη λύση του προβλήµατος στην επίλυση µιας ακολουθίας προβληµάτων

ϐελτιστοποίησης δίχως ανισοτικούς περιορισµούς [BV04]. Μια εναλλακτική κλάση αλ-

γορίθµων εσωτερικού σηµείου ϐασίζονται σε µεθόδους ανάλυσης σε πρωτεύουσες-δυϊκές

(primaldual) µεταβλητές, δες π.χ. το [NW06]. Παραπέµπουµε στο [KKL+07] για παρά-

δειγµα επίλυσης προβλήµατος αντίστοιχης κλίµακας µε αυτό του παρόντος Κεφαλαίου µε

τεχνικές εσωτερικού σηµείου.

Οι τεχνικές ενεργού συνόλου (active set) αποτελούν µια άλλη κατηγορία µεθόδων για ε-

πίλυση προβληµάτων τετραγωνικού προγραµµατισµού µε ανισοτικούς περιορισµούς. Στο

ϐέλτιστο σηµείο-λύση του προβλήµατος, ένα υποσύνολο A των περιορισµών ανισότητας

είναι ενεργοί, δηλαδή ικανοποιούνται ως ισότητες, ενώ οι υπόλοιποι είναι ανενεργοί. Εάν

γνωρίζουµε το σύνολο των ενεργών περιορισµών, µπορούµε να αντικαταστήσουµε το τετρα-

γωνικό πρόβληµα µε περιορισµούς ανισότητας (6.14) µε αντίστοιχο τετραγωνικό πρόβληµα

µε περιορισµούς ισότητας, που είναι πιο εύκολο να λυθεί. Στην περίπτωσή µας µηδενί-

Ϲουµε τους συντελεστές κυµατιδίων που αντιστοιχούν στο ενεργό σύνολο rt = 0, t ∈ A,

και λύνουµε το ευκολότερο πρόβληµα δίχως όρους ελαχιστοποίησης της τετραγωνικής

µορφής που αντιστοιχεί στους υπόλοιπους συντελεστές, που η λύση του ϑα αποτελείται

εξ ορισµού από ϑετικούς συντελεστές. Οι µέθοδοι ενεργού συνόλου προσπαθούν να ταυ-

τοποιήσουν το ενεργό σύνολο για κάποιο συγκεκριµένο πρόβληµα. Συγκεκριµένα, έστω

ri η παρούσα εκτίµηση για τη λύση (υποθέτουµε ότι είναι επιτρεπτή, δηλαδή ικανοποιεί

τους περιορισµούς) και Wi η αντίστοιχη εκτίµηση για το ενεργό σύνολο. Ως κατεύθυνση

αναζήτησης di χρησιµοποιούµε τη λύση του προβλήµατος min f(ri + di), υπό τους πε-

ϱιορισµούς ισότητας rt = 0, t ∈ Wi. Κατόπιν ϑέτουµε ri+1 = ri + αidi, όπου αi ≤ 1 είναι



το µέγιστο ϐήµα που διατηρεί το ri+1 στο επιτρεπτό σύνολο και ενηµερώνουµε κατάλληλα

το σύνολο των ενεργών περιορισµών ώστε να πάρουµε το Wi+1, που συνήθως διαφέρει

κατά ένα στοιχείο σε σχέση µε τοWi. Για περισσότερες πληροφορίες παραπέµπουµε στο

[NW06].

Καθότι η εκτίµηση για το ενεργό σύνολο ανανεώνεται αργά, οι τεχνικές ενεργού συ-

νόλου είναι πρακτικά εφαρµόσιµες σε προβλήµατα µικρής και µεσαίας κλίµακας. Για

προβλήµατα µεγάλης κλίµακας όπως το (6.14), όπου επιπλέον οι ανισοτικοί περιορισµοί

εµφανίζονται υπό την απλή µορφή επιτρεπτού διαστήµατος για καθεµιά από τις εµπλε-

κόµενες µεταβλητές (αντί για τη γενική µορφή γραµµικών ανισοτικών περιορισµών τύπου

aT
t r ≥ 0, 1 ≤ t ≤ N ), είναι πιο αποδοτική η χρήση τεχνικών προβολής κλίσης (gradient

projection). Αυτές αποτελούν παραλλαγή των µεθόδων ενεργού συνόλου µε το πλεονέ-

κτηµα ότι η εκτίµηση για το ενεργό σύνολο αλλάζει ταχύτερα, δηλαδή τα Wi και Wi+1

επιτρέπεται να διαφέρουν σε περισσότερα του ενός στοιχεία. Μια τυπική µορφή της α-

νανέωσης της λύσης µε τη µέθοδο προβολής κλίσης είναι ri+1 = [ri − αi∇f(ri)]+, όπου

[·]+ δηλώνει προβολή στο εφικτό σύνολο. Το ϐήµα αi επιλέγεται έτσι ώστε να εξασφαλίζει

επαρκή µείωση της αντικειµενικής συνάρτησης, f(ri+1) − f(ri) ≤ µ〈∇f(ri), ri+1 − ri〉,
µε µ σταθερά στο διάστηµα (0, 1)· συγκεκριµένα ξεκινάµε µε µια συγκεκριµένη τιµή

για το ϐήµα αi την οποία υποδιπλασιάζουµε ωσότου ικανοποιηθεί η συνθήκη επαρκούς

µείωσης. Αφού καταλήξουµε στο ενηµερωµένο ri+1, ανανεώνουµε κατάλληλα το σύνολο

των ενεργών περιορισµών Wi+1 και προχωρούµε. Για περισσότερες λεπτοµέρειες παρα-

πέµπουµε στα [Ber99, NW06, FNW07]. Ενδιαφέρον έχει και η υβριδική τεχνική προ-

ϐολής κλίσης/συζυγών κλίσεων (gradient projection conjugate gradients – GPCG) όπου

εναλλάσονται η ϕάση προβολής κλίσης, που αποσκοπεί στην ενηµέρωση του ενεργού

συνόλου Wi, και η ϕάση συζυγών κλίσεων, όπου µε ϐήµατα του αλγορίθµου συζυγών

κλίσεων ϐελτιώνεται η λύση στον υποχώρο που ορίζεται από το παρόν ενεργό σύνολο Wi

[MT91, BV03]. Για τα πειράµατα της Ενότ. 6.6.3 έχουµε υλοποιήσει και χρησιµοποιήσει

τις τεχνικές προβολής κλίσης και συνδυασµένης προβολής κλίσης/συζυγών κλίσεων που

µόλις περιγράψαµε.



(α)

(ϐ)

Σχήµα 6.7: Αποτέλεσµα ενδοσυµπλήρωσης σε τµήµα της τοιχογραφίας `Γυναίκες΄ από

το Ακρωτήρι. (α) Θηραϊκή τοιχογραφία µε επισηµειωµένα κενά. (ϐ) Ενδοσυµπλήρωση

µε το προτεινόµενο µοντέλο. Χρησιµοποιούµε το µοντέλο HMTDTCWT στο πεδίο των

µιγαδικών κυµατιδίων, επιλυµένο µε την τεχνική δειγµατοληψίας Gibbs. RaoBlackwell

εκτιµητής ϐασισµένος στο κριτήριο MMSE.



(α) (ϐ)

Σχήµα 6.8: Αποτέλεσµα ενδοσυµπλήρωσης σε τµήµα της ϑηραϊκής τοιχογραφίας `Ακο-

λουθία Ανδρών΄. (α) Θηραϊκή τοιχογραφία µε επισηµειωµένα κενά. (ϐ) Ενδοσυµπλήρωση

µε το προτεινόµενο µοντέλο. Μοντέλο HMTDTCWT στο πεδίο των µιγαδικών κυµατιδίων,

επιλυµένο µε την τεχνική εναλλασσόµενης ϐελτιστοποίησης ICM.



(α) (ϐ)

(γ) (δ)

Σχήµα 6.9: Συγκριτικά αποτελέσµατα ενδοσυµπλήρωσης σε τεχνητά επικαλυµµένη εικό-

να. (α) Επικαλυµµένη εικόνα. (ϐ) Αποκατάσταση µε Μ∆Ε Laplace (PSNR: 20.62 dB). (γ)

HMT / εναλλασσόµενη ϐελτιστοποίηση (PSNR: 21.95 dB). (δ) (δ) HMT / δειγµατοληψία

Gibbs (PSNR: 22.00 dB).





Κεφάλαιο 7

Σύνοψη ∆ιατριβής και Μελλοντική

΄Ερευνα

7.1 Συνεισφορές ∆ιατριβής

Η εργασία µας κινείται στην περιοχή της ανάλυσης εικόνων και όρασης υπολογιστών

και έχει ως ϐασικό πεδίο εφαρµογής την ψηφιακή αποκατάσταση των τοιχογραφιών του

Ακρωτηρίου Θήρας. Οι συνεισφορές της διατριβής κινούνται τόσο στο πρακτικό επίπεδο

των αναγκών της συγκεκριµένης εφαρµογής, όσο και στο επίπεδο ϑεωρητικών προβληµά-

των ή ϑεµάτων ϐασικής έρευνας και µπορούν να συνοψισθούν στα ακόλουθα σηµεία :

• Προχωρήσαµε στη λεπτοµερή ϕωτογραφική αποτύπωση σηµαντικού αριθµού α-

πό τις τοιχογραφίες του Ακρωτηρίου Θήρας. Η λύση που δώσαµε στο πρόβληµα

της αποτύπωσης µιας ολόκληρης τοιχογραφίας σε µία ενοποιηµένη σύνθεση υπερ-

υψηλής ανάλυσης συνίσταται στη λήψη µεγάλου πλήθους ϕωτογραφιών, µε καθεµία

από αυτές να απεικονίζει µέρος του τοιχογραφικού συνόλου, µε µετέπειτα συνένωση

των επιµέρους στιγµιοτύπων σε ένα γιγαντιαίο ϕωτογραφικό µωσαϊκό ανά σύνθεση

στο οποίο µπορεί εύκολα να περιηγηθεί ο µελετητής των τοιχογραφιών. Η προσέγγι-

ση αυτή, αυτοµατοποιηµένη σε µεγάλο ϐαθµό χάρη στη χρήση σύγχρονων τεχνικών

όρασης υπολογιστών, αποδείχθηκε ιδιαίτερα επιτυχηµένη και αναδεικνύεται ως µια

πρακτική και ιδιαίτερα αποδοτική µέθοδος ϕωτογραφικής αποτύπωσης έργων τέ-

χνης, δίχως την ανάγκη ύπαρξης ιδιαίτερα ακριβού εξειδικευµένου εξοπλισµού.

• Με αφορµή την ανάγκη αποδοτικών αλγορίθµων για το πρόβληµα της ενδοσυµ-

πλήρωσης εικόνων µε µοντέλα µη γραµµικής ανισοτροπικής διάχυσης, αναπτύξαµε

κατάλληλους πολυπλεγµατικούς αλγορίθµους, που είναι επίσης εφαρµόσιµοι για

την ταχεία αριθµητική επίλυση γεωµετρικών µοντέλων κατάτµησης και άλλων τε-

χνικών της όρασης υπολογιστών εκφρασµένων σε ϕορµαλισµό µερικών διαφορικών

εξισώσεων.

• Η περιγραφή της εικόνας σε διαδοχικές κλίµακες συνιστά το χώρο κλίµακας (scale

space). Αν και η πλήρης περιγραφή της δοµής της εικόνας απαιτεί ολόκληρο το

χώρο κλίµακας, για ορισµένες εφαρµογές αρκεί να επιλέξει κανείς ένα µόνο αντι-

προσωπευτικό του στιγµιότυπο. Για την εφαρµογή της αποθορυβοποίησης εικόνων,
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δείχνουµε πως η επιλογή του κατάλληλου στιγµιοτύπου από το χώρο κλίµακας µπο-

ϱεί να ιδωθεί ως ένα πρόβληµα επιλογής στατιστικού µοντέλου και να αντιµετωπιστεί

αποδοτικά µε µεθόδους στατιστικής διεπικύρωσης (crossvalidation).

• Μοντέλα περιγραφής εικόνων στο πεδίο των κυµατιδίων ϐρίσκονται στο επίκεντρο

της σύγχρονης έρευνας στις περιοχές ανάλυσης σήµατος και εικόνας. Σε αυτό το

πλαίσιο, προτείνουµε ένα νέο µοντέλο ενδοσυµπλήρωσης ϐασισµένο σε στοχαστικά

µοντέλα ϕυσικών εικόνων εκφρασµένα στο πεδίο των µιγαδικών κυµατιδίων. Το

µοντέλο αυτό είναι πιθανοτικό και χρησιµοποιεί αναδροµικές ως προς την κλίµακα

µαρκοβιανές δοµές που επιτρέπουν µε αποδοτικό τρόπο στατιστική συµπερασµατο-

λογία για τις ελλείπουσες περιοχές της εικόνας.

• Εκτός από το πρόβληµα της ενδοσυµπλήρωσης, η ενασχόλησή µας µε το πρόβληµα

της οπτικής-ακουστικής ανάλυσης οµιλίας έχει οδηγήσει σε ενδιαφέροντα νέα απο-

τελέσµατα σε δύο κύριους άξονες. Αφενός, έχουµε προτείνει στα πλαίσια µιας συ-

νεργατικής προσπάθειας µια ϑεωρία για ϐέλτιστη προσαρµοστική σύµµειξη πολυαι-

σθητηριακών δεδοµένων ϐασισµένη στη διαχείριση της αβεβαιότητας των επιµέρους

ϑορυβωδών µετρήσεων, που έχει αποδειχθεί ιδιαίτερα αποδοτική στο πρόβληµα της

αυτόµατης αναγνώρισης οµιλίας µε συνδυασµό οπτικής και ακουστικής πληροφο-

ϱίας. Αφετέρου, έχουµε αναπτύξει αποδοτικές τεχνικές για οπτική µοντελοποίηση

και εξαγωγή χαρακτηριστικών οµιλίας από το ανθρώπινο πρόσωπο.

Κατάλογος µε τις σχετικές µας δηµοσιεύσεις παρατίθεται στο Παράρτηµα Β΄.

7.2 Κατευθύνσεις Μελλοντικής ΄Ερευνας

Μια σειρά Ϲητηµάτων σχετιζόµενα µε την ερευνητική µας προσπάθεια στα πλαίσια του

διδακτορικού παραµένουν ανοιχτά και ϑα απασχολήσουν την έρευνά µας στο µέλλον.

Αυτά αφορούν τόσο ϐελτιώσεις των προτεινόµενων τεχνικών που αποτελούν αντικείµενο

µελέτης για το άµεσο µέλλον, όσο και ένα σύνολο µακροπρόθεσµων στόχων που σχετίζον-

ται µε τις ευρύτερες προοπτικές της προσέγγισης που ακολουθήσαµε στο πρόβληµα της

µοντελοποίησης εικόνων.

Πιο συγκεκριµένα, αξίζει να αναφερθούµε στα ακόλουθα Ϲητήµατα:

• Σχετικά µε το πρόβληµα της ψηφιακής αποκατάστασης των τοιχογραφιών στο Α-

κρωτήρι Θήρας µε συµπλήρωση των ελλειπουσών περιοχών, παραµένει ανοιχτό το

Ϲήτηµα της αυτοµατοποιηµένης ανίχνευσης των κενών στις εικόνες, που ϑα επιτρέ-

ψει την εφαρµογή των προτεινόµενων τεχνικών ενδοσυµπλήρωσης σε µεγάλη κλί-

µακα. Προς αυτήν την κατεύθυνση, αξίζει να διερευνηθεί η δυνατότητα εφαρµογής

τεχνικών υπολογιστικής ϕωτογραφίας που πιθανώς να διευκολύνουν σηµαντικά την

ανίχνευση των κενών, όπως συζητάµε στην Ενότ. 2.1, που όµως απαιτούν πολυπλο-

κότερη διάταξη για τη λήψη ϕωτογραφικού υλικού.

• Ενώ ως τώρα έχουµε εστιάσει την προσοχή µας στο πρόβληµα της αισθητικής αποκα-

τάστασης των τοιχογραφιών, οι προτεινόµενες τεχνικές συµπλήρωσης οπτικής πλη-

ϱοφορίας µπορούν να αποδειχθούν ιδιαίτερα χρήσιµες και στο ιδιαίτερα σηµαντικό

πρόβληµα της αυτοµατοποιηµένης εύρεσης επαφών µεταξύ τοιχογραφικών σπαραγ-

µάτων σε πρωιµότερο στάδιο της διαδικασίας συντήρησης. Οι ως τώρα προσεγγίσεις



στο πρόβληµα αξιολογούν την ποιότητα ταιριάσµατος µεταξύ δύο υποψηφίων γει-

τόνων µε κριτήρια ϐασισµένα κυρίως στο σχήµα των κοµµατιών. Χρησιµοποιώντας

κάποιες από τις προτεινόµενες τεχνικές, µπορούµε να επεκτείνουµε περιµετρικά το

απεικονιστικό περιεχόµενο των σπαραγµάτων σε ένα στενό δακτύλιο, επιτρέποντας

έτσι την αξιολόγηση του ταιριάσµατος δύο πιθανά γειτονικών σπαραγµάτων και µε

ϐάση τις Ϲωγραφικές παραστάσεις στην επιφάνειά τους.

• Στα πλαίσια του µοντέλου κυµατιδίων για ενδοσυµπλήρωση που µελετήσαµε στο

Κεφάλαιο 6, ϑα διερευνήσουµε περαιτέρω τεχνικές για τη µοντελοποίηση της ϕάσης

των µιγαδικών συντελεστών κυµατιδίων µε χρήση ιδεών αντιληπτικής οργάνωσης και

καλής συνέχισης των ακµών της εικόνας. Καθότι η αντιληπτική σηµασία της ϕάσης

είναι ιδιαίτερα σηµαντική, αναµένουµε σηµαντικά οφέλη από µια τέτοια επαύξηση

του µοντέλου µας, ιδιαίτερα όσο αφορά την επιτυχία αποκατάστασης σύµφωνων

γραµµικών δοµών.

• Οι τεχνικές ενδοσυµπλήρωσης που έχουµε ως τώρα εξετάσει είναι πλήρως αυτο-

µατοποιηµένες και συνεπώς δεν αφήνουν περιθώρια ουσιαστικής παρέµβασης του

χρήστη στη διαδικασία αποκατάστασης. ΄Εχει ενδιαφέρον να κινηθεί κανείς στην κα-

τεύθυνση ηµιαυτόµατων µεθόδων ενδοσυµπλήρωσης, όπου ψηφιακό σύστηµα και

ειδικός αλληλεπιδρούν για την αποκατάσταση της ϐλάβης µέσω κατάλληλης εύχρη-

στης γραφικής διεπαφής. Τέτοιου είδους διαδραστικές τεχνικές ϑα ήταν ιδιαίτερα

χρήσιµες για την αποκατάσταση εικόνων µε κενά µεγάλης έκτασης, όπου η υψηλού

επιπέδου ανθρώπινη γνώση και κατανόηση της εικόνας είναι πρακτικά αδύνατο να

ενσωµατωθεί στο µοντέλο της εικόνας.

• Ως πιο µακροπρόθεσµο στόχο, ϑα µπορούσε κανείς να ϑέσει τη µετεξέλιξη των δεν-

δρικών κυµατιδιακών µοντέλων της εικόνας που µελετάµε στο Κεφάλαιο 6 σε ιεραρ-

χικά αναγεννητικά µοντέλα περιγραφής αντικειµένων σε σηµασιολογικό επίπεδο.

Σε µια τέτοια αναπαράσταση ϑα πρέπει οι κρυφές µεταβλητές/κόµβοι του δέντρου

ανάλυσης να κωδικοποιούν χαρακτηριστικά υψηλότερου επιπέδου σε σχέση µε την

ένταση απόκρισης ενός γραµµικού ϕίλτρου, όπως συµβαίνει µε το υπάρχον HMT

µοντέλο. Αυτό ϑα καθιστά εφικτή την αντικειµενοκεντρική αποκατάσταση µεγάλων

κενών σε εικόνες, επιτρέποντας παράλληλα την αλληλεπίδραση µε το χρήστη σε

υψηλότερο επίπεδο.

Τα ϑέµατα αυτά ϑα αποτελέσουν αντικείµενο της µελλοντικής ερευνητικής προσπάθειας

του γράφοντα.





Παράρτηµα Α΄

Προσαρµοστική Σύµµειξη

Πληροφορίας για Συνδυασµένη

Οπτική-Ακουστική Αναγνώριση

Οµιλίας

Ενώ1 η ακρίβεια µέτρησης χαρακτηριστικώνν εξαρτάται ισχυρά από τις µεταβαλλόµε-

νες περιβαλλοντικές συνθήκες, η µελέτη των επιπτώσεων αυτού του γεγονότος έχει τύχει

σχετικά λίγης προσοχής στη ϐιβλιογραφία. Στην εργασία µας λαµβάνουµε ϱητά υπόψη

µας την αβεβαιότητα στη µέτρηση χαρακτηριστικών και δείχνουµε πώς πρέπει να προσαρ-

µόσουµε τους πολυτροπικούς κανόνες ταξινόµησης και µάθησης ώστε να αντισταθµίσουµε

τις επιπτώσεις της. Η προσέγγισή µας είναι ιδιαίτερα εποικοδοµητική σε εφαρµογές πολυ-

τροπικής σύµµειξης πληροφορίας όπου συνδυάζονται πολλαπλές χρονοροές συµπληρω-

µατικών χαρακτηριστικών, όπως είναι για παράδειγµα η οπτική-ακουστική αναγνώριση

οµιλίας. Σε τέτοιες εφαρµογές, έχοντας διαθέσιµη µια εκτίµηση του ϑορύβου µέτρησης

για κάθε ϱοή χαρακτηριστικών, το προτεινόµενο πλαίσιο οδηγεί σε ισχυρά προσαρµο-

στικούς κανόνες σύµµειξης που είναι εύκολοι και αποδοτικοί στην υλοποίησή τους. Η

τεχνική µας είναι ευρέως εφαρµόσιµη και µπορεί διάφανα να ενσωµατωθεί σε σύγχρο-

νες ή ασύγχρονες αρχιτεκτονικές περιγραφής ακολουθιακών δεδοµένων. ∆είχνουµε πώς

αυτές οι ιδέες µπορούν να ενσωµατωθούν σε ένα πρακτικό σύστηµα οπτικής-ακουστικής

αναγνώρισης οµιλίας. Σε αυτό το πλαίσιο προτείνουµε ϐελτιωµένες τεχνικές όρασης υ-

πολογιστών ϐασισµένες σε ενεργά µοντέλα όψης για εξαγωγή οπτικών χαρακτηριστικών

οµιλίας ανεξάρτητων του οµιλητή και εκτίµηση της αβεβαιότητάς τους. Επίσης συζητάµε

πώς µπορούµε σε περιβάλλον ακουστικού ϑορύβου να εξάγουµε εµπλουτισµένα ακουστι-

κά χαρακτηριστικά οµιλίας κατάλληλα για εφαρµογή µε τη µέθοδό µας. Η αποδοτικότητα

της προτεινόµενης προσέγγισης επαληθεύεται µε πειράµατα οπτικής-ακουστικής αναγνώ-

ϱισης οµιλίας στη ϐάση CUAVE σε συνδυασµό τόσο µε σύγχρονα όσο και µε ασύγχρονες

1Το Κεφάλαιο αυτό αποτελεί σύνοψη του άρθρου [PKPM09] και ϐασίζεται σε συνεργασία µε τους Α. Κα-

τσαµάνη, Β. Πιτσικάλη, και Π. Μαραγκό. Περιλαµβάνεται στην παρούσα αναφορά µε κύριο σκοπό να δώσει

µια διάσταση της διδακτορικής έρευνας του γράφοντος σε µοντελοποίηση οµιλίας µε συνδυασµό οπτικής

και ακουστικής πληροφορίας. Επίσης ορισµένα τεχνικά αποτελέσµατα αναφορικά µε το χειρισµό ϑορυβω-

δών δεδοµένων σε κρυφά µαρκοβιανά µοντέλα που αναλύονται στο παρόν Κεφάλαιο αποτελούν τη ϐάση για

το χειρισµό του δενδρικού κυµατιδιακού HMT µοντέλου στο πλαίσιο της εφαρµογής αποθορυβοποίησης

της Ενότ. 6.3.
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αρχιτεκτονικές πολυτροπικής σύµµειξης.

Α΄.1 Εισαγωγή

Εµπνευσµένοι από τον πολυτροπικό χαρακτήρα της ανθρώπινης πρόσληψης οµιλίας

[MM76], συµπληρωµατικές πηγές πληροφορίας έχουν αξιοποιηθεί σε πολλές εφαρµο-

γές. Χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι τα συστήµατα οπτικής-ακουστικής αναγνώρισης

οµιλίας (audiovisual speech recognition (AVASR)) [SH96, PNGG03], όπου συνδυάζον-

τας οπτικές και ακουστικές ενδείξεις µπορεί να αυξήσει σηµαντικά την επίδοση σε σχέση

µε αντίστοιχο σύστηµα αποκλειστικά ακουστικής αναγνώρισης, ιδιαίτερα σε ακουστικά

επιβαρυµένο περιβάλλον.

Παρόλα αυτά, η επιτυχής σύνθεση ετερογενών πηγών πληροφορίας αποτελεί δύσκολο

πρόβληµα [CY90, MM98b, KHDM98, JDM00]. Η επινόηση εύρωστων µηχανισµών σύν-

ϑεσης είναι µη προφανής κυρίως επειδή αυτοί ϑα πρέπει να λειτουργούν σε ένα δυναµικό

περιβάλλον που αλλοιώνει ανοµοιόµορφα την αξιοπιστία των διαφορετικών τροπικοτήτων.

Για παράδειγµα, το οπτικό κανάλι στην εφαρµογή AVASR ϑα πρέπει να παραβλέπεται

όταν η κάµερα χάνει την οπτική επαφή µε το πρόσωπο του οµιλητή. ΄Αλλοι επιβαρυντικοί

παράγοντες όπως η έλλειψη συγχρονισµού µεταξύ τροπικοτήτων περιπλέκουν περαιτέρω

το πρόβληµα.

Η τεχνική που προτείνεται στην εργασία µας είναι ειδικά σχεδιασµένη ώστε να ε-

πιτρέπει τη δυναµική προσαρµογή των κανόνων πολυτροπικής σύµµειξης σε δυναµικά

µεταβαλλόµενες περιβαλλοντικές συνθήκες. Προσεγγίζουµε το πρόβληµα της προσαρµο-

στικής πολυτροπικής σύµµειξης λαµβάνοντας ϱητά υπόψη µας την αβεβαιότητα µέτρησης

των επιµέρους χαρακτηριστικών. Η προσέγγιση µοντελοποίησης του ϑορύβου ακουστικών

χαρακτηριστικών έχει αποδειχθεί χρήσιµη σε ϑορυβοσθεναρά συστήµατα αποκλειστικά α-

κουστικής αναγνώρισης οµιλίας [DRO93, RHR94, YMJ97, DDA05] και σε εφαρµογές επι-

ϐεβαίωσης ταυτότητας οµιλητή (speaker verification) [YV02].Επεκτείνουµε αυτές τις ιδέες

στο πολυτροπικό περιβάλλον και δείχνουµε στην Ενότ. Α΄.2 πώς πρέπει να προσαρµόσου-

µε πολυροϊκούς κανόνες κατηγοριοποίησης για να εξισορροπήσουµε την αβεβαιότητα στη

µέτρηση των χαρακτηριστικών. Συζητάµε µε λεπτοµέρεια και παράγουµε µετατρεµένους

αλγορίθµους κατηγοριοποίησης για µοντέλα µείγµατος γκαουσιανών (Gaussian mixture

models (GMMs)) και κρυφά µαρκοβιανά µοντέλα (hidden Markov models (HMMs)), αλλά

η τεχνική µπορεί δίχως πρόβληµα να ενσωµατωθεί µε µοντέλα ασύγχρονων χρονοροών ό-

πως τα ProductHMMs [DL00, LPN01, GPN02, NLP+02]. Το προτεινόµενο σχήµα οδηγεί

σε πολυτροπικούς κανόνες σύµµειξης που προσαρµόζονται χρονικά στο κατώτερο δυνα-

τό επίπεδο του πλαισίου, είναι ευρέως εφαρµόσιµοι και εύκολο να υλοποιηθούν και να

ενσωµατωθούν σε υπάρχοντα συστήµατα αναγνώρισης. Καλύπτουµε επίσης το πρόβλη-

µα της εκπαίδευσης πολυτροπικών µοντέλων από ϑορυβώδη δεδοµένα, παρουσιάζοντας

στην Ενότ. Α΄.3 κατάλληλα προσαρµοσµένους ΕΜ αλγορίθµους για εκπαίδευση GMM και

HMM µοντέλων.

Η πρακτική χρησιµότητα της προτεινόµενης προσέγγισης αναδεικνύεται στο πλαι-

σιο της εφαρµογής οπτικής-ακουστικής αναγνώρισης οµιλίας, όπως περιγράφεται στην

Ενότ. Α΄.4. Παρόµοια µε την προσέγγιση του [MCB+02], η εξαγωγή οπτικών χαρακτηρι-

στικών οµιλίας ϐασίζεται σε αυτόµατη ανάλυση του προσώπου του οµιλητή µε την τεχνική

των ενεργών µοντέλων όψης (active appearance models (AAM)) [CET01]. Μια σηµαντική



καινοτοµία στο δικό µας σύστηµα εξαγωγής οπτικών χαρακτηριστικών είναι ένας µηχανι-

σµός προσαρµογής στον οµιλητή ικανός να αγνοεί την εγγενή διαφορετικότητα στην όψη

µεταξύ των προσώπων διαφορετικών οµιλητών που ϐρίσκονται σε ηρεµία, η οποία είναι

άσχετη µε τα λεγόµενα. Με αυτόν τον τρόπο το ΑΑΜ µπορεί να συγκεντρώσει την περιγρα-

ϕική του ισχύ στην µεταβλητότητα της όψης που οφείλεται στις εκφράσεις του προσώπου

κατά την εκφορά του λόγου. Στο πλαίσιο της ανάλυσης οµιλίας καλούµε το συγκεκριµένο

µοντέλο ϕωνητικό ενεργό µοντέλο όψης (visemic AAM). ∆είχνουµε επίσης πώς µπορεί να

υπολογιστεί η αβεβαιότητα στη µέτρηση των οπτικών χαρακτηριστικών ΑΑΜ παράλληλα

µε τη διαδικασία ταιριάσµατος του µοντέλου στο πρόσωπο. Για την εξαγωγή των ακουστι-

κών χαρακτηριστικών ϐασιζόµαστε στην πρόσφατα προταθείσα τεχνική του [DDA05] που

οδηγεί σε εκτίµηση τόσο των εµπλουτισµένων (enhanced) ακουστικών χαρακτηριστικών,

όσο και της συνοδού αβεβαιότητας σε ένα ενιαίο πλαίσιο. Εντάσσουµε την τεχνική αυτή

στο ϑεωρούµενο πολυτροπικό σενάριο που µας ενδιαφέρει, δείχνοντας ότι είναι και εκεί

εφαρµόσιµη. Αξιολογούµε τις προτεινόµενες τεχνικές σε πειράµατα AVASR µε χρήση

πολυροϊκών ΗΜΜ, όπου παίρνουµε ϐελτιωµένες επιδόσεις αναγνώρισης. Συνδυάζοντας

την τεχνική µας µε ασύγχρονες αρχιτεκτονικές σύµµειξης παίρνουµε επιπλέον ϐελτιώσεις.

Α΄.2 Αβεβαιότητα Χαρακτηριστικών και Πολυτροπική

Σύµµειξη

Ας ϑεωρήσουµε το κλασικό σενάριο κατηγοριοποίησης προτύπων υπό το οποίο µε-

τράµε µια ιδιότητα (χαρακτηριστικό) ενός συγκεκριµένου δείγµατος από το πρότυπο και

επιθυµούµε να το κατηγοριοποιήσουµε σε µία από τις διαθέσιµες κλάσεις c ∈ {1, . . . , N}.
Η µέτρηση µοντελοποιείται ως µία πραγµάτωση x του τυχαίου διανύσµατος X, οι στατι-

στικές ιδιότητες του οποίου διαφέρουν για τις N τάξεις. Στην τυπική περίπτωση έχουµε

εκπαιδεύσει ένα µοντέλο για καθεµιά τάξη που συλλαµβάνει τις στατιστικές της ιδιότητες

στην υπό συνθήκη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας p(x|c). Η απόφαση κατηγοριοποί-

ησης λαµβάνεται στη συνέχεια µε ϐάση κατάλληλα επιλεγµένο κανόνα, π.χ., το maximum

a posteriori (MAP) κριτήριο ĉ = argmax p(c|x) = argmax p(x|c)p(c).

Α΄.2.1 Αβεβαιότητα Παρατήρησης Χαρακτηριστικών και η Αντι-

στάθµισή της Κατά την Κατηγοριοποίηση

Μπορούµε να µοντελοποιήσουµε την αβεβαιότητα στη µέτρηση των χαρακτηριστικών

ϑεωρώντας ότι οι διαθέσιµες µετρήσεις y δεν είναι παρά µια ϑορυβώδης/αλλοιωµένη

εκδοχή του ϑεωρούµενου ως καθαρού χαρακτηριστικού x το οποίο δεν είναι προσβάσιµο.

Πιο συγκεκριµένα υιοθετούµε το µοντέλο µέτρησης

Y = X + E (Α΄.1)

και υποθέτουµε ότι η κατανοµή του ϑορύβου p(e) είναι γνωστή· το ϑεωρούµενο σενά-

ϱιο απεικονίζεται γραφικά στο Σχ. Α΄.1 και αντιστοιχεί στα µοντέλα σφάλµατος µέτρησης

(measurement error) στην στατιστική [Ful87]. Υπό αυτό το µοντέλο παρατήρησης, οι

αποφάσεις κατηγοριοποίησης ϑα πρέπει να ϐασίζονται στην p(c|y) ∝ p(y|c)p(c), και έτσι

πρέπει να υπολογιστεί η p(y|c).



X

C C

X

Y

(α) (ϐ)

Σχήµα Α΄.1: Γραφική αναπαράσταση εναλλακτικών σεναρίων µέτρησης χαρακτηριστικών.

Οι κρυφές µεταβλητές περικλείονται από τετράγωνα και οι παρατηρούµενες από κύκλους.

(α) Συµβατική ϑεώρηση όπου τα χαρακτηριστικά x παρατηρούνται απευθείας. (ϐ) Εναλ-

λακτική ϑεώρηση όπου παρατηρούµε ϑορυβώδη χαρακτηριστικά y.

Για τον καθορισµό της Ϲητούµενης κατανοµής ϑορυβωδών χαρακτηριστικών p(y|c),
απαιτείται να απαλείψουµε µε ολοκλήρωση την κρυφή µεταβλητή καθαρών χαρακτηρι-

στικών x

p(y|c) =

∫
p(y|x)p(x|c) dx . (Α΄.2)

Αν και το ολοκλήρωµα στην Εξ. (Α΄.2) είναι στη γενική περίπτωση δυσεπίλυτο, έχουµε στη

διάθεσή µας τη λύση του σε κλειστή µορφή για τη σηµαντική ειδική περίπτωση που ο µη-

χανισµός παραγωγής χαρακτηριστικών και ο µηχανισµός αλλοίωσης περιγράφονται από

κατανοµές Gauss, p(x|c) = N(x; µc,Σc) και p(y|x) = N(y;x+µe,Σe), αντίστοιχα, όπου

N(x; µ,Σ) συµβολίζει την πολυµεταβλητή κανονική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

για το x µε µέσο µ και πίνακα συµµεταβλητότητας Σ. Μπορεί να δείξει κανείς τότε ότι το

p(y|c) δίνεται από

p(y|c) = N(y; µc + µe,Σc + Σe) (Α΄.3)

που αντιστοιχεί στο να ϑεωρήσει κανείς τα χαρακτηριστικά y καθαρά, υπό την προϋπόθε-

ση ότι µετακινούµε τους µέσους των µοντέλων µc κατά µe (ϐήµα εµπλουτισµού) και προ-

σαυξάνουµε τους πίνακες συµµεταβλητότητας των µοντέλων Σc κατά Σe (ϐήµα αντιστάθ-

µισης αβεβαιότητας). Παρόµοια προσέγγιση έχει ακολουθεί παλαιότερα σε µονοτροπικές

εφαρµογές µε εµπλοκή αποκλειστικά ακουστικών µετρήσεων [RHR94, YV02, DDA05].

Για να αναδείξουµε την Εξ. (Α΄.3), συζητάµε µε αναφορά στο Σχ. Α΄.2 πώς η αβεβαιότητα

παρατήρησης επηρεάζει τις αποφάσεις στο πλαίσιο ενός απλού παραδείγµατος κατηγοριο-

ποίησης σε δύο τάξεις. Οι δύο κλάσεις µοντελοποιούνται µε 2-∆ σφαιρικές γκαουσιανές

κατανοµές, N(µ1, σ
2
1I), N(µ2, σ

2
2I) και ϑεωρούµε ότι είναι εκ των προτέρων ισοπίθανες.

Εάν οι παρατηρήσεις y περιέχουν ισοτροπικό ϑόρυβο Gauss µε σφαιρικό πίνακα συµµε-

ταβλητότητας σ2
eI, τότε το παραλλαγµένο σύνορο απόφασης αποτελείται από το γεωµετρικό

τόπο των σηµείων y για τα οποία N(y; µ1, σ
2
1I+σ2

eI) = N(y; µ2, σ
2
2I+σ2

eI). Για µηδενικό

σ2
e , έχουµε το αρχικό σύνορο απόφασης. Εάν το σ2

e είναι συγκρίσιµο της µεταβλητότητας

των µοντέλων, το παραλλαγµένο σύνορο απόφασης διαφέρει σηµαντικά από το αρχικό και

έτσι αγνοώντας την αβεβαιότητα παρατήρησης κατά τη διαδικασία απόφασης αυξάνει τα

λάθη κατηγοριοποίησης.
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Σχήµα Α΄.2: Σύνορα απόφασης κατά την κατηγοριοποίηση µιας ϑορυβώδους παρατή-

ϱησης (τετράγωνο σηµάδι) σε δύο τάξεις που δείχνονται ως κύκλοι, για διάφορες τιµές

µεταβλητότητας ϑορύβου. Οι τάξεις µοντελοποιούνται ως σφαιρικές κανονικές κατανοµές

µε µέσους µ1, µ2 και µεταβλητότητα σ2
1I, σ

2
2I, αντίστοιχα. ∆είχνουµε το σύνορο απόφασης

για τρεις τιµές της µεταβλητότητας ϑορύβου: (α) σe = 0 (δηλαδή απουσία ϑορύβου), (ϐ)

σe = σ1, και (γ) σe = ∞. Με αυξανόµενη µεταβλητότητα ϑορύβου το σύνορο απόφασης

αποµακρύνεται από την αρχική του ϑέση.



Α΄.2.2 Αβεβαιότητα Παρατήρησης και Πολυτροπική Σύµµειξη

Σε πολλές εφαρµογές µπορούµε να πετύχουµε αυξηµένες επιδόσεις µα αξιοποίηση

συµπληρωµατικών χαρακτηριστικών, εξαγµένων από µία ή περισσότερες τροπικότητες. Ας

υποθέσουµε ότι ϑέλουµε να συνθέσουµε S ϱοές πληροφορίας που εκπέµπουν διανύσµατα

χαρακτηριστικών xs, s = 1, . . . , S. Με εφαρµογή του κανόνα του Bayes προκύπτει ότι η

ύστερη πιθανότητα κλάσης δεδοµένου του συνιστάµενου διανύσµατος χαρακτηριστικών

x1:S ≡ (x1; . . . ;xS) δίνεται από

p(c|x1:S) ∝ p(c)p(x1:S|c) . (Α΄.4)

Υποθέτοντας στατιστική ανεξαρτησία των διαφορετικών καναλιών χαρακτηριστικών δεδο-

µένης της ετικέτας τάξης c, η υπο συνθήκη πιθανότητα του συνιστάµενου διανύσµατος

παρατηρήσεων x1:S γίνεται διαχωρίσιµη και δίνεται από τον κανόνα γινοµένου, που επι-

τρέπει στην Εξ. (Α΄.4) να γραφεί ως

p(c|x1:S) ∝ p(c)
S∏

s=1

p(xs|c) . (Α΄.5)

Αυτό το σενάριο καλείται από τους Clark & Yuille [CY90] ελαφρά συζευγµένη σύµµειξη.

Θα δείξουµε τώρα ότι λαµβάνοντας υπόψη την αβεβαιότητα µέτρησης χαρακτηριστικών

οδηγεί αβίαστα σε έναν καινοτόµο µηχανισµό προσαρµοστικής σύµµειξης διαφορετικών

πηγών πληροφορίας. Καθότι στο πλαίσιο των ϑορυβωδών µετρήσεων δεν έχουµε άµεση

πρόσβαση στα χαρακτηριστικά xs, οι αποφάσεις λαµβάνονται µε ϐάση τις ϑορυβώδεις

εκδοχές τους ys = xs + es. Υποθέτοντας ανεξαρτησία ϑορύβου στις διαφορετικές ϱοές,

η πιθανότητα που µας ενδιαφέρει λαµβάνεται µε απαλειφή της κρυφής µεταβλητής xs,

δηλαδή,

p(c|y1:S) ∝ p(c)
S∏

s=1

∫
p(ys|xs)p(xs|c) dxs . (Α΄.6)

Για εκποµπή χαρακτηριστικών µοντελοποιηµένη µε GMM, ι.ε., p(xs|c) =∑Ms,c

m=1 ρs,c,mN(xs; µs,c,m,Σs,c,m), και γκαουσιανό ϑόρυβο σε κάθε ϱοή, δηλαδή,

p(ys|xs) = N(ys;xs + µe,s,Σe,s) , (Α΄.7)

προκύπτει άµεσα ότι

p(c|y1:S) ∝ p(c)
S∏

s=1

Ms,c∑

m=1

ρs,c,mN(ys; µs,c,m + µe,s,Σs,c,m + Σe,s) (Α΄.8)

που, παρόµοια µε την µονοτροπική περίπτωση (Α΄.3), µεταφράζεται σε ϑεώρηση των χα-

ϱακτηριστικών ys ως καθαρών, µε µετατόπιση των µέσων του µοντέλου µs,c,m κατά µe,s

και επαύξηση της συµµεταβλητότητας του µοντέλου Σs,c,m κατά Σe,s. Σηµειωτέον ότι ενώ

ο ϑόρυβος µέτρησης είναι ο ίδιος για όλες τις κλάσεις c και επιµέρους συνιστώσες µείγ-

µατος m, επηρεάζονται περισσότερο οι πιο συγκεντρωµένες συνιστώσες για τις οποίες η

συµµεταβλητότητα του ϑορύβου Σe,s είναι συγκρίσιµη µε την αβεβαιότητα µοντελοποίη-

σης Σs,c,m. Ο προσαρµοστικός χαρακτήρας της σύµµειξης µε αντιστάθµιση αβεβαιότητας

επιδεικνύεται στο Σχ. Α΄.3 στο πλαίσιο ενός σεναρίου ταξινόµησης σε δύο κλάσεις µέσω

σύµµειξης πληροφορίας από δύο ϱοές.



(α)

(ϐ)

Σχήµα Α΄.3: Η πολυτροπική αντιστάθµιση αβεβαιότητας οδηγεί σε προσαρµοστική σύµ-

µειξη. Απεικονίζουµε ένα σενάριο ταξινόµησης σε δύο κλάσεις µε χρήση δύο γκαουσιανών

ϱοών χαρακτηριστικών, y1 και y2, µε ταυτόσηµη µεταβλητότητα µοντέλου Σs,c = σ2I. Η

πυκνότητα πιθανότητας του ϑορύβου µέτρησης για κάθε κανάλι δείχνεται πάνω από τον

αντίστοιχο άξονα, ενώ το σύνορο ταξινόµησης υποδηλώνεται µε διακεκοµένη γραµµή. (α)

Αµελητέος ϑόρυβος µέτρησης και στα δύο κανάλια : το σύνορο ταξινόµησης ταυτίζεται µε

τη διαγώνιο των αξόνων. (ϐ) ΄Εντονα αλλοιωµένες µετρήσεις στο y2 κανάλι, σe,2 ≫ σe,1:

το σύνορο ταξινόµησης µετακινείται µε τρόπο που η απόφαση ταξινόµησης επηρεάζεται

κατά κύριο λόγο από την τιµή του συγκριτικά πιο αξιόπιστου χαρακτηριστικού y1.



Α΄.3 Εκπαίδευση µε Θορυβώδη ∆εδοµένα Χρησιµο-

ποιώντας τον Αλγόριθµο ΕΜ

Σε πολλές περιπτώσεις έχουµε στη διάθεσή µας ϑορυβώδη δεδοµένα εκπαίδευσης, που

πρέπει να αξιοποιήσουµε για να εκπαιδεύσουµε τα µοντέλα µας. Συζητάµε πώς αυτό είναι

εφικτό στα πλαίσια του Αλγορίθµου µεγιστοποίησης αναµονής (expectation maximization

(EM)) για µοντέλα τύπου GMM και HMM.

Α΄.3.1 Θορυβώδης ΕΜ Εκπαίδευση GMM

Από την οπτική γωνία των αβέβαιων χαρακτηριστικών, παρατηρούµε µόνο µια ϑορυ-

ϐώδη εκδοχή y των υποκείµενων πραγµατικών ιδιοτήτων x. Η εκτίµηση των παραµέ-

τρων θ του GMM µοντέλου µε µεγιστοποίηση πιθανοφάνειας ενός συνόλου εκπαίδευσης

Y = {y1, . . . ,yT} µέσω του αλγορίθµου ΕΜ [DLR77] ϑα πρέπει συνεπώς να ϑεωρεί ως

κρυφές µεταβλητές όχι µόνο τις ετικέτες µέλους κλάσης M, αλλά επιπρόσθετα και τα

καθαρά χαρακτηριστικά X . Ο υπολογισµός κατά το Ε-ϐήµα της αναµενόµενης ολική

πιθανοφάνειας Q(θ,θ′) = E[log p(Y , {X ,M}|θ)|Y ,θ′] των παραµέτρων θ στην παρούσα

επανάληψη του ΕΜ αλγορίθµου, δεδοµένης της προηγούµενης εκτίµησης θ′, ϑα πρέ-

πει συνεπώς να εµπεριέχει άθροιση την διακριτών και ολοκλήρωση των συνεχών κρυφών

µεταβλητών. Στη µονοροϊκή περίπτωση αυτό µεταφράζεται σε

Q(θ,θ′) =
T∑

t=1

M∑

m=1

log πmp(m|yt,θ
′)+

T∑

t=1

M∑

m=1

∫
log p(yt|xt)p(xt,m|yt,θ

′) dxt+

T∑

t=1

M∑

m=1

∫
log p(xt|m,θ)p(xt,m|yt,θ

′) dxt . (Α΄.9)

Λαµβάνουµε τις ανανεωµένες τιµές των παραµέτρων θ κατά το Μ-ϐήµα µεγιστοποιών-

τας την Q(θ,θ′) ως προς το θ, που δίνει

πm =
rm

T
, ωιτη rm =

T∑

t=1

rt,m, (Α΄.10)

µm =
1

rm

T∑

t=1

rt,mx̂t,m (Α΄.11)

Σm =
1

rm

T∑

t=1

rt,m

(
Σxt,m

+ (x̂t,m − µm)(x̂t,m − µm)T
)
, (Α΄.12)

όπου (µε τόνο δηλώνουµε εκτιµήσεις από το προηγούµενο ϐήµα)

rt,m = p(m|yt,θ
′) ∝ π′

mN(yt; µ
′
m + µe,t,Σ

′
m + Σe,t) (Α΄.13)

x̂t,m = Σxt,m

(
(Σ′

m)−1µ′
m + (Σe,t)

−1(yt − µe,t)
)

(Α΄.14)

Σxt,m
=

(
(Σ′

m)−1 + (Σe,t)
−1

)−1
. (Α΄.15)



Ο προκύπτον ΕΜ αλγόριθµος έχει κάποιες αξιοσηµείωτες διαφορές σε σχέση µε την

κλασική µη ϑορυβώδη εκδοχή του. Ειδικότερα, στον υπολογισµό των πιθανοτήτων α-

νάθεσης rt,m κατά το Ε-ϐήµα στην Εξ. (Α΄.13), χρησιµοποιούµε αντισταθµισµένα σκορ.

Επίσης, στην ανανέωση των µέσων και των πινάκων µεταβλητότητας κατά το Μ-ϐήµα στις

Εξς. (Α΄.11) και (Α΄.12), ϑα πρέπει κανείς να αντικαταστήσει κάθε ϑορυβώδη µέτρηση yt

που χρησιµοποιείται κατά τη συµβατική εκπαίδευση του GMM µοντέλου µε επαυξηµένες

της εκδοχές, που περιγράφονται από τις αναµενόµενες τιµές x̂t,m και αντίστοιχες αβεβαιό-

τητες Σxt,m
. Ειδικότερα, η αβεβαιότητα επαύξησης Σxt,m

υπεισέρχεται στην Εξ. (Α΄.12) και

κανονικοποιεί τον υπολογισµό του πίνακα συµµεταβλητότητας του µοντέλου Σm.

Α΄.3.2 Θορυβώδης ΕΜ Εκπαίδευση HMM

Η παραπάνω ανάλυση επεκτείνεται εύκολα και στο HMM µοντέλο. Για HMM µε συ-

νεχείς παρατηρήσεις που µοντελοποιούνται µε M γκαουσιανά µείγµατα ανά κατάσταση,

η ολική πιθανοφάνεια Q(θ,θ′) = E[log p(Y , {Q,X ,M}|θ)|Y ,θ′] των παραµέτρων θ στο

παρόν ϐήµα του ΕΜ αλγορίθµου δεδοµένης της προηγούµενης εκτίµησης θ′ λαµβάνεται

στο Ε-ϐήµα ως:

Q(θ,θ′) =
∑

q∈Q

T∑

t=1

log aqt−1qt
P (Y , q|θ′)+

∑

q∈Q

T∑

t=1

∫
log p(yt|xt, qt,θ

′)P (Y , q,xt|θ′)dxt+

∑

q∈Q

T∑

t=1

M∑

m=1

∫
log p(xt|mt, qt,θ

′)P (Y , q,m,xt|θ′)dxt+

∑

q∈Q

T∑

t=1

M∑

m=1

p(m|qt,θ′)P (Y , q,m|θ′) +
∑

q∈Q

log πq0
P (Y , q|θ′) . (Α΄.16)

Οι πιθανότητες ανάθεσης γt(i, k) = p(qt = i,m = k|y1:t) ∝ at(i)βt(i) εκτιµώνται µε

τον µπρος-πίσω (forwardbackward) αλγόριθµο [Rab89]. προσαρµοσένο ώστε να χρησι-

µοποιεί σκορ αντιστάθµιση αβεβαιότητας :

at+1(j) = P (y1:t, qt = j|θ′) =
[ N∑

i=1

αijat(i)
]
b′j(yt+1) (Α΄.17)

βt(i) = P (yt+1:T |qt = i,θ′) =
N∑

j=1

αijb
′
j(yt+1)βt+1(j) (Α΄.18)

όπου b′j(yt) =
∑M

m=1 ρmN(yt; µ
′
j,m +µet

,Σ′
j,m +Σet

). Η αποτίµηση της πιθανότητας µιας

ακολουθίας δίνεται ως συνήθως από P (y1:T |θ) =
∑N

i=1 aT (i). Οι ανανεωµένες παράµετροι

θ εκτιµώνται µέσα από σχέσεις παρόµοιες µε την GMM περίπτωση της Ενότ. Α΄.3.



Α΄.4 Συνδυασµένη Οπτική-Ακουστική Αναγνώριση Οµι-

λίας

Μια απαιτητική εφαρµογή για την αξιολόγηση τεχνικών σύµµειξης πολυτροπικής πλη-

ϱοφορίας είναι η αυτόµατη αναγνώριση οµιλίας µε συνδυασµό οπτικής και ακουστικής

πληροφορίας (AVASR), καθότι απαιτεί επαρκή µοντελοποίηση τόσο της σχετικής αξιοπι-

στίας, όσο και του συγχρονισµού των δύο καναλιών πληροφορίας.

Α΄.4.1 Εξαγωγή και Εκτίµηση Αβεβαιότητας Οπτικών Χαρακτηριστι-

κών Οµιλίας

Οπτική πληροφορία οµιλίας µπορεί να εξαχθεί από τους εµφανείς αρθρωτές του οµι-

λητή, κυρίως τα χείλη και τη σιαγόνα, που αποτελούν την οπτική περιοχή ενδιαφέροντος

(region of interest (ROI)) γύρω από το στόµα [PNGG03]. Η οπτική πληροφορία µπορεί

να διακριθεί σε γεωµετρικά χαρακτηριστικά σχήµατος και σε πληροφορία υφής που αν-

τιστοιχεί στους χρωµατικούς τόνους που δειγµατοληπτούµε στην περιοχή ενδιαφέροντος.

Χρησιµοποιούµε ενεργά µοντέλα όψης (active appearance models (AAMs)) [CET01]

για να παρακολουθήσουµε µε ακρίβεια το πρόσωπο του οµιλητή και να εξάγουµε οπτι-

κά χαρακτηριστικά οµιλίας από αυτό. Τα ενεργά µοντέλα όψης, που πρωτοχρησιµο-

ποιήθηκαν για AVASR στο [MCB+02], είναι αναγεννητικά µοντέλα της εµφάνισης αν-

τικειµένων και έχουν αποδειχθεί ιδιαίτερα αποδοτικά στη µοντελοποίηση ανθρώπινων

προσώπων σε εφαρµογές όπως αναγνώριση ή παρακολούθηση προσώπων. Η χαρακτη-

ϱιστικότερη διαφορά τους σε σχέση µε απλούστερες µεθόδους µετασχηµατισµών τύπου

DCT/PCA/DWT/ICA εφαρµοσµένων στις ανεπεξέργαστες τιµές της εικόνας έγκειται στο

γεγονός ότι τα AAM µοντελοποιούν ϱητά και ξεχωρίζουν τη µεταβλητότητα στο σχήµα

και στην υφή του προσώπου [PNGG03]. Ειδικότερα, στα AAM το σχήµα του αντικει-

µένου µοντελοποιείται µε µία µάσκα καθοριζόµενη από ένα σύνολο σηµείων-κλειδιών

{zi, i = 1, . . . , L}, των οποίων οι συντεταγµένες ορίζουν ένα διάνυσµα σχήµατος s µήκους

2L. Επιτρέπουµε παρεκκλίσεις από το µέσο σχήµα s0 επιτρέποντας στο s να κείται σε

έναν n-∆ γραµµικό υπόχωρο ‘ιδιοσχηµάτων’, δηλαδή

s = s0 +
n∑

i=1

pisi . (Α΄.19)

Η παραµόρφωση του σχήµατος s από το µέσο σχήµα s0 ορίζει µία απεικόνιση z 7→
W(z;p), όπου z συµβολίζει τυχόν σηµείο στο εσωτερικό του µέσου σχήµατος, η οποία

ϕέρνει το συγκεκριµένο παράδειγµα σχήµατος στο παρόν πλαίσιο εικόνας I σε αντιστοίχι-

ση µε τη µέση τεµπλέτα προσώπου. Αφού αντισταθµίσουµε την παραµόρφωση σχήµατος,

η υφή του αντιστοιχισµένουπροσώπου µπορεί να µοντελοποιηθεί ως σταθµισµένο άθροι-

σµα m ‘ιδιοϋφων’ {Ai}, δηλαδή,

I(W(z;p)) = A0(z) +
m∑

i=1

λiAi(z) (Α΄.20)

όπου A0 είναι το µέσο διάνυσµα υφής του προσώπου. Οι ϐάσεις ιδιοσχηµάτων/ιδιοϋφών

καθορίζονται µέσα από διαδικασία εκπαίδευσης µε χρήση Το µέσο σχήµα/υφή και το



(α) (ϐ)

(γ) (δ)

Σχήµα Α΄.4: Υποσύστηµα εξαγωγής οπτικών χαρακτηριστικών. (α) Μέσο σχήµα s0 και

το πρώτο ιδιοσχήµα s1, που υποδηλώνεται µε τα ϐέλη να δείχνουν τη διαφοροποίηση

σε σχέση µε το µέσο σχήµα. (ϐ) Μέσο διάνυσµα υφής A0 και η πρώτη ιδιοϋφή A1. (γ

& δ) Παραδείγµατα ταιριάσµατος της AAM µάσκας και υπολογισµού της αβεβαιότητας

εντοπισµού χαρακτηριστικών στο πρόσωπο.

πρώτο ιδιοδιάνυσµα σχήµατος/υφής εκπαιδευµένο µε αυτή τη διαδικασία απεικονίζονται

στο Σχ. Α΄.4.

΄Εχοντας ένα εκπαιδευµένο AAM µοντέλο, το ταίριασµά του σε µια εικόνα προσώπου

I έγκειται στην εύρεση εκείνων των παραµέτρων σχήµατος και υφής q ≡ {p,λ} που

ελαχιστοποιούν το κανονικοποιηµένο κόστος ανακατασκευής

f(q) =
κ

2σ2
‖E(q)‖2 +Q(q) (Α΄.21)

όπου E(q) ≡ I(W(p)) − A0 −
∑m

i=1 λiAi είναι η εικόνα µε το σφάλµα ανακατα-

σκευής υφής του µοντέλου, σ2 είναι η µεταβλητότητα του σφάλµατος ανακατασκευής,

Q(q) = 1
2
(q − q0)

TΣ−1
q,0(q − q0) είναι ένας τετραγωνικός όρος ποινής που αντιστοιχεί σε

γκαουσιανή πρότερη κατανοµή για τους συντελεστές µε µέσο q0 και πίνακα συµµετα-

ϐλητότητας Σq,0, και κ είναι ϑετική σταθερά που ϱυθµίζει το µερίδιο των δύο όρων στο

τελικό κριτήριο. Πραγµατοποιούµε το ταίριασµα του µοντέλου µε ιδιαίτερα αποδοτικούς

αλγορίθµους που παρουσιάζουµε στο [PM08]. Ο πίνακας συµµεταβλητότητας Σq στην

εκτίµηση ελαχίστων τετραγώνων για το q σχετίζεται µε τον Hessian πίνακα της συνάρτη-

σης σφάλµατος f(q), αποτιµηµένο στο σηµείο ελαχίστου [PTVF92, ςη. 15] και µπορεί να

υπολογιστεί αποδοτικά κατά τη διάρκεια της διαδικασίας ταιριάσµατος [PM08].

Μια ενδιαφερουσα διάσταση του οπτικού συστήµατος εξαγωγής πληροφοριών σε σχέ-

ση µε προηγούµενα παρόµοια συστήµατα ϐασισµένα σε AAM [MPNL01, MCB+02] είναι

ότι χρησιµοποιούµε µια διάταξη δύο AAM. Το πρώτο fullface AAM εκτείνεται σε όλο



το πρόσωπο, καλύπτοντας την επιφάνεια που ϕαίνεται στα Σχ. Α΄.4(α,β), και µπορεί να

παρακολουθήσει (track) µε αξιοπιστία τον οµιλητή σε µακρές ακολουθίες ϐίντεο. ΄Οµως

καθότι η σχετιζόµενη µε την οµιλία οπτική πληροφορία περιορίζεται κατά κύριο λόγο

στην περιοχή γύρω από το στόµα, για εξαγωγή οπτικών χαρακτηριστικών οµιλίας χρησι-

µοποιούµε ένα δεύτερο ROIAAM που καλύπτει τη συγκεκριµένη περιοχή ενδιαφέροντος,

όπως ϕαίνεται στο Σχ. Α΄.4(γ,δ), και το οποίο αναλύει το σχήµα και την υφή της. Καθότι το

ROIAAM καλύπτει σχετικά µικρή περιοχή ώστε να επιτρέπει αξιόπιστη παρακολούθηση,

το τοποθετούµε στην περιοχή ενδιαφέροντος µε τη ϐοήθεια του fullface AAM. Ως οπτικό

χαρακτηριστικό οµιλίας σε κάθε καρέ του ϐίντεο It χρησιµοποιούµε το διάνυσµα παραµέ-

τρων ανάλυσης qt του ROIAAM, αξιοποιώντας και τις συνοδές εκτιµήσεις αβεβαιότητας.

Παραδείγµατα των αντίστοιχων ϑέσεων των σηµείων κλειδιών και η αβεβαιότητα εντοπι-

σµού τους δείχνονται στο Σχ. Α΄.4.

Καθότι ενδιαφερόµαστε για αναγνώριση οµιλίας µε µοντέλα ανεξάρτητα από την ταυ-

τότητα του οµιλητή, η εξαγωγή οπτικών χαρακτηριστικών µε καλές ιδιότητες αµεταβλητό-

τητας ως προς τον οµιλητή αποτελεί ϐασικό Ϲητούµενο κατά το σχεδιασµό του συστήµατός

µας. Τα ενεργά µοντέλα όψης εκπαιδευµένα µε την κλασική προσέγγιση του [CET01] σε

επισηµειωµένες ϐάσεις πολλαπλών προσώπων, όπως έχει γίνει στο [MCB+02], υστερούν

σε αυτόν τον τοµέα, καθότι η ερµηνευτική ισχύς τους αντί να αξιοποιείται για την περιγρα-

ϕή των εκφράσεων προκαλούµενες από την οµιλία, αναλώνεται στην αναπαράσταση της

εκτεταµένης µεταβλητότητας εµφάνισης που προκαλείται από τη διαφορετική ταυτότητα

των οµιλητών. Η αφαίρεση του µέσου διανύσµατος χαρακτηριστικών (feature mean sub

traction) [PNGG03] µπορεί σε περιορισµένο µόνο ϐαθµό να απαλύνει αυτήν την αδυναµία

γιατί δεν µπορεί να αναιρέσει το γεγονός ότι οι κύριοι ϱυθµοί της PCA ανάλυσης που επι-

λέγονται κατά τη διάρκεια της εκπαίδευσης αφορούν κυρίως την ταυτότητα του οµιλητή

και δευτερευόντως τα λεχθέντα. Για να αντιµετωπίσουµε αυτά τα Ϲητήµατα, προβλέπουµε

στο προτεινόµενο AAM µοντέλο το µέσο σχήµα s0 και η µέση υφή A0 να είναι εξαρτώµενα

από τον οµιλητή. Στην πράξη, κατά την εκπαίδευση του ROIAAM µοντέλου αφαιρούµε

εξαρτώµενα από τον οµιλητή (αντί για καθολικά) µέσο σχήµα και υφή. Επίσης παραλλά-

σουµε το στάδιο εξαγωγής των AAM χαρακτηριστικών αφαιρώντας µια εκτίµηση του µέσου

σχήµατος και υφής του προσώπου κάθε οµιλητή πρίν την ανάλυση µε το ROIAAM. Στο

πλαίσιο της εφαρµογής AVASR καλούµε το προκύπτον µοντέλο ϕωνητικό ενεργό µοντέλο

όψης (visemic AAM), καθότι οι κυρίαρχοι ϱυθµοί µεταβλητότητας σχήµατος και υφής

σχετίζονται άµεσα µε οπτική οµιλία και έχουν συνεπώς σχετική ανοσία στη µεταβλητότητα

µεταξύ οµιλητών. Μια παρόµοια προσέγγιση έχει υιοθετηθεί σε συνδυασµό µε απλού-

στερες τεχνικές εξαγωγής οπτικών χαρακτηριστικών ϐασισµένες σε µετασχηµατισµούς της

εικόνας [Luc03], αλλά η απουσία άµεσου ελέγχου της παραµόρφωσης του σχήµατος του

προσώπου την καθιστά λιγότερο αποδοτική από τα AAM.

Α΄.4.2 Εξαγωγή Ακουστικών Χαρακτηριστικών και Εκτίµηση της Α-

ϐεβαιότητάς τους

Με ορισµένες εξαιρέσεις, π.χ., [DL00], οι περισσότερες εργασίες σε AVASR µελετούν

τη ϐελτίωση στην επίδοση σε σύγκριση µε σχετικά απλά συστήµατα ϐασισµένα µόνο σε

ακουστική πληροφορία. Καθότι η AVASR εµπνέεται κυρίως από εφαρµογές σε ϑορυβώδη

ακουστικά περιβάλλοντα, είναι σηµαντικό να εξετάσουµε την απόδοσή τους σε σύγκριση

µε πιο προχωρηµένα συστήµατα αναγνώρισης που εµπεριέχουν µηχανισµούς ευρωστίας



έναντι του ϑορύβου.

Από την εκτεταµένη πρόσφατη ϐιβλιογραφία σε αναγνώριση ϕωνής µε αποκλειστικά

ακουστική πληροφορία έχουµε ενσωµατώσει στο σύστηµά µας την τεχνική του [DDA05].

Η προσέγγιση του [DDA05] ταιριάζει ιδιαίτερα στο πλαίσιο εργασίας µας καθότι περιλαµ-

ϐάνει τόσο τον εµπλουτισµό των χαρακτηριστικών οµιλίας όσο και τον υπολογισµό της

αβεβαιότητάς τους σε ένα ενιαίο πλαίσιο. Για περαιτέρω περιγραφή της τεχνικής παρα-

πέµπουµε στη δηµοσίευσή µας [PKPM09], όσο και στην εργασία [DDA05].

Α΄.4.3 Σύγχρονες και Ασύγχρονες Αρχιτεκτονικές Σύµµειξης Ακο-

λουθιακών ∆εδοµένων

Αν και η ως τώρα συζήτηση έχει επικεντρωθεί έχει επικεντρωθεί στη σύµµειξη µε απλά

µοντέλα GMM για περιγραφή στατικών δεδοµένων και πολυροϊκά µαρκοβιανά µοντέλα

σύγχρονης κατάστασηςστατε-σψνςηρονους Μυλτιστρεαµ-ΗΜΜ για περιγραφή δυναµικών

δεδοµένων, το προτεινόµενο σχήµα αντιστάθµισης αβεβαιότητας είναι πολύ πλατύτερα

εφαρµόσιµο. Συγκεκριµένα, είναι συµβατό µε πολύ γενικότερες αρχιτεκτονικές περι-

γραφής ασύγχρονων ϱοών δεδοµένων που χρησιµοποιούνται στη µοντελοποίηση οπτικής-

ακουστικής οµιλίας. Στα AVASR πειράµατα της Ενότ. Α΄.5 περιλαµβάνουµε αξιολόγηση

της προτεινόµενης τεχνικής σύµµειξης σε συνδυασµό µε ProductHMM. Για περισσότερες

πληροφορίες παραπέµπουµε στη δηµοσίευσή µας [PKPM09].

Α΄.5 Πειραµατική Αξιολόγηση

Η αποδοτικότητα του προτεινόµενου σχήµατος σύµµειξης µέσω αντιστάθµισης της αβε-

ϐαιότητας έχει αποτιµηθεί σε σειρά πειραµάτων οπτικής-ακουστικής αναγνώρισης ϕωνής

που παρουσιάζουµε στη συνέχεια.

Α΄.5.1 Βάση ∆εδοµένων και Μεθοδολογία Αξιολόγησης

Χρησιµοποιήσαµε την οπτικό-ακουστική ϐάση δεδοµένων του Πανεπιστηµίου του

Clemson (CUAVE) [PGTG02] πάνω στη οποία πραγµατοποιήσαµε πειράµατα κατηγοριο-

ποίησης ψηφίων. Τα πειράµατα πραγµατοποιήθηκαν στο ‘Κανονικό’ τµήµα της ϐάσης

που αποτελείται από οπτικό-ακουστικές καταγραφές 36 (17 γυναικών και 19 ανδρών)

οµιλητών µε τον καθένα να έχει εκφωνήσει σπεακερς 50 αποµονωµένα Αγγλικά ψηφία.

Οι οµιλητές σε αυτό το τµήµα της ϐάσης δεδοµένων κοιτούν την κάµερα και στέκονται

σχετικά ακίνητοι. Οι καταγραφές του ϐίντεο έχουν πραγµατοποιηθεί κάτω από καλές συν-

ϑήκες ϕωτισµού σε ανάλυση 720ξ480 εικονοστοιχείων και σε συχνότητα δειγµατοληψίας

29.97 Hz· ένα αντιπροσωπευτικό καρέ εικόνας από κάθε οµιλητή ϕαίνεται στο Σχ. Α΄.5.

Για τα πειράµατα σε συνθήκες ϑορύβου, οι ηχητικές καταγραφές στο υποσύνολο που χρη-

σιµοποιείται για δοκιµή έχουν αλλοιωθεί από προσθετικό babble ϑόρυβο από την ϐάση

ϑορύβου NOISEX92, σε διάφορα επίπεδα σηµατοθορυβικού λόγου SNR.

Η απόδοση της αναγνώρισης εκτιµάται σε δεδοµένα από 6 οµιλητές, ενώ οι καταγρα-

ϕές των υπολοίπων 30 οµιλητών έχουν χρησιµοποιηθεί για την εκπαίδευση των µοντέλων

για τα ψηφία. Επειδή η ϐάση CUAVE είναι σχετικά µικρή συγκρινόµενη µε συλλο-

γές από µόνο ακουστικές καταγραφές, έχουµε πραγµατοποιήσει όλα τα πειράµατα µας



Σχήµα Α΄.5: Ενδεικτικά καρέ από όλα τα 36 υποκείµενα της ϐάσης δεδοµένων CUAVE.



πολλαπλές ϕορές χρησιµοποιώντας κάθε ϕορά διαφορετικά τµήµατα της ϐάσης για δο-

κιµή/εκπαίδευση ώστε να αυξήσουµε την στατιστική σηµαντικότητα των αποτελεσµάτων

µας. Πιο συγκεκριµένα χωρίσαµε την ϐάση µας σε 6 µη-επικαλυπτόµενα υποσύνολα, µε

το καθένα να αντιστοιχεί σε 6 οµιλητές µιας γραµµής του Σχήµατος Α΄.5. Στη συνέχεια

χρησιµοποιήσαµε κάθε υποσύνολο ως το σύνολο της δοκιµής, εκπαιδεύοντας τα µοντέ-

λα στα εναποµείναντα 5 υποσύνολα. Η διαδικασία αυτή οδηγεί σε 6 επαναλήψεις των

πειραµάτων µας σε ανεξάρτητα σύνολα δοκιµής. Τα ακουστικά- και οπτικά-µόνο απο-

τελέσµατα αναγνώρισης που αναφέρουµε στην Ενότητα Α΄.5.2 αποτελούν τον µέσο όρο

αυτών των 6 επαναλήψεων, ενώ για τα αποτελέσµατα της οπτικό-ακουστικής αναγνώρισης

της Ενότητας Α΄.5.3 έχουµε διατηρήσει το πρώτο υποσύνολο για τον καθορισµό των κα-

λύτερων ϐαρών για τις ϱοές (στρεαµς) και για αυτό το λόγο τα αναφερθέντα αποτελέσµατα

αποτελούν την µέση τιµή των υπολοίπων 5 επαναλήψεων.

Ως εξαγόµενα χαρακτηριστικά για τον ήχο, χρησιµοποιούµε τις λογαριθµικές ενέργειες

που µετρώνται στο ηχητικό σήµα στην έξοδο του από µια συστοιχία ϕίλτρων τοποθετηµένα

µε γραµµικό τρόπο στην συχνοτική κλίµακα Mel (αναπαράσταση τύπου FBANK). Συγκε-

κριµένα, εξάγουµε 26 συντελεστές FBANK από πλαίσια του ηχητικού σήµατος µήκους

25 ms που έχουν παραθυρωθεί µε παράθυρο Hamming και στα οποία έχει εφαρµοσθεί

προέµφαση (συντελεστής : 0.97) σε συχνότητα 100 Hz. Ως οπτικά χαρακτηριστικά χρησι-

µοποιούµε τους AAM συντελεστές της ROI-περιοχής του στόµατος των ϕωνητικών AAM,

που υπολογίζονται όπως περιγράφεται στην Ενότητα Α΄.4.1. Για να υπάρχει συµφωνία µε

το ϱυθµό των ηχητικών πλαισίων, τα οπτικά χαρακτηριστικά έχουν υπερδειγµατοληπτηθεί

από το πραγµατικό ϱυθµό του ϐίντεο των 29.97 Hz στα 100 Hz µέσω απλής γραµµικής

παρεµβολής. Σε όλα µας τα πειράµατα, οι παράµετροι της παραγώγου και της επιτάχυν-

σης συνοδεύουν τόσο τα ηχητικά όσο και τα οπτικά χαρακτηριστικά. Επιπλέον σε όλες τις

περιπτώσεις κάνουµε χρήση κρυφών Μαρκοβιανών µοντέλων πλήρους ψηφίου και τύπου

δεξιά-προς-αριστερά, µε το κάθε ένα να έχει 8 καταστάσεις και ένα µοναδικό διαγώνιο

πίνακα συνµεταβλητότητας για την Γκαουσιανή κατανοµή των παρατηρήσεων για κάθε

ϱοή και κάθε κατάσταση. ΄Ολα τα µοντέλα έχουν εκπαιδευθεί σε σήµατα ϕωνής που δεν

έχουν αλλοιωθεί από ϑόρυβο πριν αυτά δοκιµασθούν σε διαφορετικές συνθήκες ϑορύβου.

Τα πειράµατα µας πραγµατοποιήθηκαν µε τη χρήση του HMM Toolkit (HTK) [YEK+02],

το οποίο τροποποιήσαµε προκειµένου να υλοποιήσουµε το σχήµα σύµµειξης µέσων της

αντιστάθµισης της αβεβαιότητας.

Α΄.5.2 Μονο-Τροπικά Πειράµατα Αναγνώρισης Φωνής

Αρχικά παρουσιάζουµε πειράµατα αναγνώρισης ϕωνής χρησιµοποιώντας είτε µόνο α-

κουστικά χαρακτηριστικά είτε µόνο οπτικά χαρακτηριστικά για να εξετάσουµε την σχετική

απόδοση των διαφορετικών ηχητικών και οπτικών συστηµάτων εξαγωγής χαρακτηριστι-

κών.

Ξεκινούµε µε ένα πείραµα κατηγοριοποίησης κάνοντας χρήση µόνο ακουστικών χα-

ϱακτηριστικών. Το πείραµα αυτό εξετάζει την απόδοση στη δοκιµασία της αναγνώρισης,

της τεχνικής του εµπλουτισµού του σήµατος ϕωνής και της αντιστάθµισης της αβεβαιό-

τητας που περιγράφεται στην Ενότητα Α΄.4.2. Εφαρµόζοντας τη µέθοδο του [DDA05],

χρησιµοποιήσαµε καθαρό σήµα ϕωνής, µείγµα από 50 GMM για τα στατικά FBANK χα-

ϱακτηριστικά, που εκπαιδεύτηκε σε όλες τις καθαρές καταγραφές της ϐάσης CUAVE. Η

σύγκριση αφορά στη χρήση των ανεπεξέργαστων ϑορυβωδών ηχητικών χαρακτηριστικών
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Σχήµα Α΄.6: Αποτελέσµατα κατηγοριοποίησης ψηφίων µε µόνο ηχητικά χαρακτηριστικά

για διάφορα επίπεδα babble ϑορύβου. Η σύγκριση γίνεται µεταξύ των ανεπεξέργαστων ϑο-

ϱυβωδών ηχητικών χαρακτηριστικών (AN), των εµπλουτισµένων ηχητικών χαρακτηριστι-

κών (AE) και των εµπλουτισµένων ηχητικών χαρακτηριστικών που αποκωδικοποιούνται

µε αντιστάθµιση της αβεβαιότητας (AEUC).

(AN) και των εµπλουτισµένων ηχητικών χαρακτηριστικών (AE και AEUC). Οι εκτιµή-

σεις της αβεβαιότητας που προκύπτουν από τη διαδικασία του εµπλουτισµού αγνοούνται

στη συµβατική αποκωδικοποίηση (AE), ενώ ενσωµατώνονται στη διαδικασία απόφασης

στην αποκωδικοποίηση µε την αντιστάθµιση της αβεβαιότητας (AEUC). Η σύνοψη των

αποτελεσµάτων στο Σχ. Α΄.6 καταδεικνύει ότι η χρήση των ανεπεξέργαστων ϑορυβωδών

χαρακτηριστικών οδηγεί σε πολύ ϕτωχή απόδοση αναγνώρισης σε χαµηλά επίπεδα ση-

µατοθορυβικού λόγου. Η χρήση των εµπλουτισµένων χαρακτηριστικών είναι συνεπώς

αποφασιστική για την διατήρηση της καλής απόδοσης, ενώ η αντιστάθµιση της αβεβαιό-

τητας προσφέρει µια επιπρόσθετη σηµαντική ϐελτίωση. Για παράδειγµα στα 5 dB SNR, η

ακρίβεια λέξης (WACC) µετά των εµπλουτισµό αυξάνεται περίπου κατά 25% σε απόλυτα

µεγέθη, ενώ η αντιστάθµιση της αβεβαιότητας δίνει ένα περαιτέρω κέρδος της τάξης του

5%. Σε όλα µας τα οπτικό-ακουστικά πειράµατα αυτόµατης αναγνώρισης ϕωνής που α-

ναφέρονται στη συνέχεια ϑα κάνουµε χρήση του συνόλου των εµπλουτισµένων ηχητικών

χαρακτηριστικών.



Στη συνέχεια εξετάζουµε τη σχετική απόδοση για διαφορετικά συστήµατα εξαγωγής

οπτικών χαρακτηριστικών σε πειράµατα στα οποία χρησιµοποιούµε µόνο οπτικά χαρα-

κτηριστικά. Προκειµένου να συγκρίνουµε την προτεινόµενη τεχνική που ϐασίζεται στα

ϕωνητικά AAM χαρακτηριστικά µε εναλλακτικές µεθόδους εξαγωγής οπτικών χαρακτη-

ϱιστικών, έχουµε επίσης εξάγει οπτικά PCA χαρακτηριστικά από την ίδια περιοχή εν-

διαφέροντος του στόµατος. Ο εντοπισµός για τις AAM και PCA µάσκες παρέχεται από

τα AAM του πλήρους προσώπου. Το µέσο σχήµα και υφή του AAM, όπως και η µέση

υφή της PCA τεχνικής εξαγωγής χαρακτηριστικών ανανεώνονται για κάθε οµιλητή όπως

περιγράφεται στην Ενότητα Α΄.4.1, προκειµένου να αυξήσουµε την ανεξαρτησία των εξα-

γόµενων χαρακτηριστικών από τους οµιλητές. Στο Σχ. Α΄.7 συνοψίζουµε τα αποτελέσµατα

που λάβαµε από τις δύο εναλλακτικές µεθόδους για µεταβαλλόµενο αριθµό συντελεστών

υφής που διατηρούµε. Για την περίπτωση των AAM παρέχουµε τρεις αναπαραστάσεις

που αντιστοιχούν στη διατήρηση 0, 3, και 6 συντελστών σχήµατος. Τα προτεινόµενα ϕω-

νητικά AAM µε 6 συντελεστές σχήµατος και 6 συντελεστές υφής παρουσιάζουν συνολικά

την καλύτερη απόδοση (83% WACC), ενώ η µέγιστη απόδοση της τεχνικής που ϐασίζεται

στην εξαγωγή PCA χαρακτηριστικών είναι 71% και επιτεύχθηκε για 18 συντελεστές υφής.

Αυτό που είναι ιδιαίτερα αξιοσηµείωτο είναι η δυνατότητα αποδοτικής αναγνώρισης που

παρουσιάζουν τα µοντέλα που ϐασίζονται στα ϕωνητικά AAM κάνοντας χρήση µόλις λίγων

παραµέτρων. Για παράδειγµα, χρησιµοποιώντας µόνο 3 AAM συντελεστές σχήµατος και

κανέναν υφής λαµβάνουµε 74% WACC, το οποίο ξεπερνά την απόδοση του PCA µοντέλου

των 18-συντελεστών· αυτό πρέπει να οφείλεται στην αυξηµένη ακρίβεια του προτεινόµε-

νου ϕωνητικού AAM αλγορίθµου προσαρµογής οµιλητή. Η δουλεία µας είναι η πρώτη

που παρουσιάζει ανώτερη απόδοση οπτικό-ακουστικής αναγνώρισης για τα AAM χαρα-

κτηριστικά. Στην προηγούµενη µελέτη του [MPNL01], στην οποία AAM χαρακτηριστικά

είχαν υποδεέστερη απόδοση από απλούστερα PCA χαρακτηριστικά, χρησιµοποιούνταν

AAM πλήρους προσώπου και για την ανάλυση του προσώπου αλλά και για την παρα-

κολούθηση του, ενώ δεν εφαρµοζόταν κανένας µηχανισµός για ανεξαρτησία οµιλητή. Το

προτεινόµενο διαδοχικό Ϲεύγος των AAM (ένα για εύρωστη παρακολούθηση και ένα για

ανάλυση της ROI περιοχής του στόµατος) και ο προτεινόµενος µηχανισµός, που ϐασίζε-

ται στα ϕωνητικά AAM, για ανεξαρτησία οµιλητή ϕαίνεται πως αντιµετωπίζουν αποδοτικά

τα µειονεκτήµατα των προηγούµενων AAM τεχνικών για οπτικό-ακουστική αναγνώριση

και υποδεικνύουν ότι προσεγγίσεις µε µοντέλα της όρασης υπολογιστών µπορεί να είναι

ιδιαίτερα αποδοτικές για την εξαγωγή οπτικών από το πρόσωπο χαρακτηριστικών.

Τα οπτικό-ακουστικά πειράµατα που αναφέρονται στη συνέχεια κάνουν χρήση του συ-

νόλου των οπτικών ϕωνητικών AAM 6-σχήµα/6-υφή χαρακτηριστικών που παρουσιάζουν

και την καλύτερη απόδοση.

Α΄.5.3 Πειράµατα Συνδυασµένης Οπτικής-Ακουστικής Αναγνώρι-

σης

΄Εχοντας µελετήσει την απόδοση κάθε τροπικότητας ξεχωριστά, παρουσιάζουµε στη

συνέχεια το κύριο σύνολο οπτικό-ακουστικών πειραµάτων αναγνώρισης ϕωνής εξετάζον-

τας την απόδοση του σχήµατος σύµµειξης µε αντιστάθµιση της αβεβαιότητας, τόσο µε

αλλά και χωρίς χρήση ϐαρών στις ϱοές των χαρακτηριστικών. Σε όλα τα πειράµατα χρη-

σιµοποιούνται τα εµπλουτισµένα ηχητικά χαρακτηριστικά. Στο Σχ. Α΄.8 αποτυπώνουµε

γραφικά την απόδοση των καλύτερων αποτελεσµάτων µε µόνο ηχητικά χαρακτηριστικά
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Σχήµα Α΄.7: Αποτελέσµατα κατηγοριοποίησης ψηφίων µε µόνο AAM και PCA οπτικά χα-

ϱακτηριστικά για µεταβαλλόµενο αριθµό συντελεστών υφής. Για τα AAM χαρακτηριστικά

δείχνουµε επίσης πως η απόδοση της κατηγοριοποίησης εξαρτάται από τον αριθµό των

συντελεστών σχήµατος.

και κάνοντας χρήση της αντιστάθµισης της αβεβαιότητας (AUC) (αντιστοιχούν στις ετικέ-

τες AEUC του Σχ. Α΄.6) και στα καλύτερα αποτελέσµατα µε µόνο οπτικά χαρακτηριστικά

(῞) και τα συγκρίνουµε µε την απόδοση των τεσσάρων εκδοχών των multistreamHMM

οπτικό-ακουστικών σύγχρονων-καταστάσεων µοντέλων σύµµειξης : οπτικό-ακουστικά µε

ίδια ϐάρη για τις δύο ϱοές και συµβατική αποκωδικοποίηση (AV)· οπτικό-ακουστικά µε

ίδια ϐάρη για τις δύο ϱοές και αποκωδικοποίηση µε αντιστάθµιση αβεβαιότητας (AVUC)·

οπτικό-ακουστικά µε ϐέλτιστα ϐάρη (AVW)· και οπτικό-ακουστικά µε ϐέλτιστα ϐάρη α-

ποκωδικοποίηση µε αντιστάθµιση αβεβαιότητας (AVWUC).

Προκειµένου να αναδείξουµε την ϐελτίωση της απόδοσης λόγω της αντιστάθµιση της

αβεβαιότητας από µόνη της, παρουσιάζουµε στο Σχ. Α΄.9 τη σχετική µείωση στο ϱυθµό

λανθασµένων λέξεων (WER) όταν συγκρίνουµε το AVUC µε το AV (χωρίς ϐάρη στις ϱοές)

και το AVWUC µε το AVW (µε ϐάρη στις ϱοές)· Η σχετική µείωση του WER δίνεται

από (WERAV −WERAV−UC)/WERAV. ΄Οπως περιγράφεται στην Ενότητα Α΄.5.1, όλα

τα αποτελέσµατα προκύπτουν ως µέσες τιµές για διαφορετικές επαναλήψεις των πειρα-

µάτων µε ανεξάρτητα υποσύνολα ελέγχου. Για τα πειράµατα που περιλαµβάνουν ϐάρη



χρησιµοποιήσαµε εκθέτες στις ϱοές που αθροίζουν σε 1 και ψάχνουν εξαντλητικά σε κάθε

επίπεδο ϑορύβου για το ϐάρος των ηχητικών χαρακτηριστικών µεταξύ του 0.0 και του

1.0 (µε ϐήµατα του 0.1) τα οποία οδήγησαν στα καλύτερα αποτελέσµατα σε µια συγκε-

κριµένη επανάληψη του πειράµατος (αποτελούµενη από τους έξι πρώτους οµιλητές ώς

σύνολο ελέχου). Το καλύτερο ϐάρος για την ηχητική ϱοή για τα επίπεδα ϑορύβου 0 και

-5 dB προέκυψε ότι ήταν το 0.0, που σηµαίνει ότι οι αντίστοιχες AVW και AVWUC τιµές

στο Σχ. Α΄.8 ταυτίζονται µε το αποτέλεσµα του οπτικού µόνο αποτελέσµατος. Επειδή η

ϐελτίωση εξαιτίας της αντιστάθµισης της αβεβαιότητας έχει µόνο νόηµα όταν και οι δύο

ϱοές είναι ενεργές, τα επίπεδα ϑορύβου 0 ανδ -5 dB στο Σχ. Α΄.9(ϐ) έχουν προκύψει αφού

ϑέσαµε πρώτα το ϐάρος της ηχητικής ϱοής ίσο µε 0.1, ι.ε., η µικρότερη ϑετική τιµή.

Συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα των AV και AVUC, ϐλέπουµε ότι η σύµµειξη µε αν-

τιστάθµιση της αβεβαιότητας παρέχει µια συστηµατική ϐελτίωση για όλες τις ακουστικές

συνθήκες (4.8% µέση απόλυτη ϐελτίωση WACC ή 20.9% σχετική µείωση του WER που

προκύπτει ως µέσος όρος για όλες τις καταστάσεις ϑορύβου) σε σχέση µε την συµβα-

τική αποκωδικοποίηση. ΄Οµοια, συστηµατική ϐελτίωση εµφανίζεται όταν συνδυάζουµε

την αποκωδικοποίηση µε την αβεβαιότητα µαζί µε τη χρήση ϐαρών στις ϱοές (2.3% µέση

απόλυτη ϐελτίωση WACC ή 19.4% σχετική µείωση του WER που προκύπτει ως µέσος

όρος για όλες τις καταστάσεις ϑορύβου), όπως µπορεί να διαπιστωθεί συγκρίνοντας το

AVW µε το AVWUC. Τα ϐάρη στις ϱοές είναι αναγκαία για να διατηρείται η απόδοση

της οπτικό-ακουστικής αναγνώρισης υψηλότερα από την απόδοση της οπτικής αναγνώ-

ϱισης σε συνθήκες χαµηλού σηµατοθορυβικού λόγου· αυτό µπορεί να αποδοθεί σε µια

υπερ-εκτίµηση της εµπιστοσύνης στην εκτίµηση των χαρακτηριστικών από την µέθοδο εµ-

πλουτισµού του ηχητικού σήµατος. Τα καλύτερα οπτικό-ακουστικά multistreamHMM

αποτελέσµατα του Σχ. Α΄.8 προκύπτουν από το AVWUC σχήµα που ϐελτιώνει το WA

CC σε σχέση µε το καλύτερο αποτέλεσµα αναγνώρισης µε µόνο ηχητικά χαρακτηριστικά

(AUC) κατά ένα απόλυτο ποσοστό 28.7% κατά µέσο όρο για όλα τα 6 επίπεδα ϑορύβου.

Προκειµένου να αυξήσουµε την εµπιστοσύνη µας για την στατιστική σηµαντικότητα

των ϐελτιωµένων λόγω της αποκωδικοποίησης µε αντιστάθµιση της αβεβαιότητας οπτικό-

ακουστικών αποτελεσµάτων, δείχνουµε στο Σχ. Α΄.9 όχι µόνο την µέση σχετική µείωση

του WER, αλλά και τα ξεχωριστά αποτελέσµατα για κάθε µια από τις 5 επαναλήψεις

των πειραµάτων στα µη-επικαλυπτόµενα σύνολα ελέγχου. Τέτοιες συγκρίσεις για πολ-

λές επαναλήψεις πειραµάτων επιτρέπουν την εξαγωγή ασφαλέστερων στατιστικών συµ-

περασµάτων σχετικά µε την σχετική απόδοση των ανταγωνιζοµένων τεχνικών, επειδή η

διακύµανση των αποτελεσµάτων εξαιτίας των διαφορών µεταξύ των οµιλητών µειώνεται

[GC89, BN04, KBW06]. Παρατηρούµε ότι η ϐελτίωση στην πολυτροπική σύµµειξη λόγω

της αποκωδικοποίησης µε αντιστάθµιση της αβεβαιότητας είναι συστηµατική σε όλες τις

επαναλήψεις των πειραµάτων στα ανεξάρτητα σύνολα ελέγχου, τόσο όταν χρησιµοποιού-

µε ϐάρη στις ϱοές όσο καο όταν δεν χρησιµοποιούµε. Το γεγονός αυτό ενδυναµώνει την

στατιστική εγκυρότητα των ισχυρισµών µας.

Το τελευταίο µας πείραµα ερευνά την απόδοση της αποκωδικοποίησης µε την αβεβαιό-

τητα σε σχέση µε τα ProductHMMs, που, όπως συζητήθηκε στην Ενότητα Α΄.4.3, λαµβά-

νουν καλύτερα υπόψιν τους ϕαινόµενα ασυγχρονίας µεταξύ τους ηχητικού και οπτικού

σήµατος. Στο Σχ. Α΄.10 δείχνουµε αποτελέσµατα του ProductHMM µε συµβατική αποκω-

δικοποίηση (AVP) και αποκωδικοποίηση µε την αβεβαιότητα (AVPUC), τις εκδοχές τους

χρησιµοποιώντας ϐάρη στις ϱοές των χαρακτηριστικών (AVPW και AVPWUC), καθώς

και το αποτέλεσµα που προέκυψε από το MultistreamHMM σύγχρονων-καταστάσεων µε



clean 20 15 10 5 0 −5
   

30 

40 

50 

60 

70 

80 

90 

100

Audio SNR (dB)

C
la

s
s
if
ic

a
ti
o
n
 W

A
C

C
 (

%
)

Audio−Visual Multistream−HMM ASR Results

 

 

AV−W−UC

AV−W

AV−UC

AV

V

A−UC

Σχήµα Α΄.8: Οπτικό-ακουστική MultistreamHMM κατηγοριοποίηση ψηφίων για διά-

ϕορα επίπεδα babble ϑορύβου. Παρουσιάζουµε αποτελέσµατα ακρίβειας λέξεων για τις

παρακάτω µεθόδους : εµπλουτισµένα ηχητικά χαρακτηριστικά µε αντιστάθµιση αβεβαιό-

τητας (AUC)· µόνο οπτικά (V)· µόνο ηχητικά (AV)· οπτικό-ακουστικά µε αντιστάθµιση

της αβεβαιότητας (AVUC)· οπτικό-ακουστικά µε ϐάρη (AVW)· και οπτικό-ακουστικά µε

ϐάρη καιµε αντιστάθµιση της αβεβαιότητας (AVWUC). Σε όλα τα πειράµατα που εµπεριέ-

χουν ηχητικό σήµα έχουµε εµπλουτίσει τα ηχητικά χαρακτηριστικά. Τα µοντέλα ενεργών

περιγραµµάτων χρησιµοποιήθηκαν για την οπτική τροπικότητα.

συµβατική αποκωδικοποίηση (AV) ως αποτέλεσµα αναφοράς. Η χρήση της αποκωδικο-

ποίησης µε την αβεβαιότητα δίνει ένα (µέση τιµή για όλα τα επίπεδα ϑορύβου) αβσολυτε

κέρδος τλΩΑ῝Σ σε απόλυτη τιµή της τάξης του 5.0% για την περίπτωση που χρησιµοποιού-

µε µοντέλα µε τα ίδια ϐάρη (AVPUC vs. AVP) και 0.6% όταν χρησιµοποιούµε ϐάρη στις

ϱοές (AVPWUC vs. AVPW). Η µέση απόλυτη WACC ϐελτίωση των ProductHMMs

έναντι των MultistreamHMMs είναι 1.0% όταν χρησιµοποιούµε συµβατική αποκωδι-

κοποίηση και 1.2% µε αποκωδικοποίηση µε την αβεβαιότητα. Συνολικά, τα καλύτερα

αποτελέσµατα οπτικό-ακουστικής αναγνώρισης τα λάβαµε µε το AVPWUC µοντέλο.

΄Ολα τα αναφερόµενα αποτελέσµατα δείχουν µια συστηµατική ϐελτίωση των αποτε-

λεσµάτων αναγνώρισης όταν γίνεται χρήση της αντιστάθµισης της αβεβαιότητας κατά τη

διάρκεια της αποκωδικοποίησης. Συγκεκριµένα είναι άξιο αναφοράς το γεγονός ότι η

προσαρµοστική σύµµειξη µε αντιστάθµιση της αβεβαιότητας ενσωµατώνεται αβίαστα µε
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(α) Χωρίς ϐάρη στις ϱοές (ϐ) Με ϐάρη στις ϱοές

Σχήµα Α΄.9: Κέρδος στην απόδοση λόγο αντιστάθµισης της αβεβαιότητας για την οπτικό-

ακουστική κατηγοριοποίησης ψηφίων για διάφορα επίπεδα babble ϑορύβου και τις 5

επαναλήψεις του πειράµατος για διαφορετικά σύνολα ελέγχου. ∆είχνουµε τη µείωση του

ποσοστού του σχετικού σφάλµατος λέξης όταν χρησιµοποιούµε αντιστάθµιση αβεβαιότη-

τας. (α) Χωρίς ϐάρη στις ϱοές, ι.ε., AVUC έναντι του AV. (ϐ) Με ϐάρη στις ϱοές, ι.ε.,

AVWUC έναντι του AVW. Σε όλες τις περιπτώσεις χρησιµοποιούνται τα εµπλουτισµένα

ηχητικά χαρακτηριστικά.

τεχνικές πολυτροπικής ανάλυσης, όπως η χρήση ϐαρών στις ϱοές των χαρακτηριστικών ή

τα ProductHMMs. Σε µια προγενέστερη δουλεία µας [PKPM07] έχουµε επίσης δείξει µια

επιπλέον µικρή ϐελτίωση όταν λάβουµε υπόψιν εκτιµήσεις της αβεβαιότητας για τα οπτικά

χαρακτηριστικά και κατά τη διάρκεια της εκπαίδευσης των µοντέλων. Η αντιστάθµιση της

αβεβαιότητας αποδεικνύεται ένα ευέλικτο και αξιόπιστο εργαλείο για ένα ευρή ϕάσµα από

πλαίσια πολυτροπικής σύµµειξης.

Α΄.6 Συµπεράσµατα

Σε αυτό το Κεφάλαιο παρουσιάσαµε ένα πρότυπο πλαίσιο εργασίας για πολυτροπι-

κή σύµµειξη µέσω αντιστάθµισης της αβεβαιότητας και παρουσιάσαµε την αποδοτικότητα

του στη οπτικό-ακουστική αναγνώριση ϕωνής. Με δεδοµένη µια εκτίµηση της αβεβαιό-

τητας για κάθε ϱοή των χαρακτηριστικών, το προτεινόµενο πλαίσιο εργασίας µας οδηγεί

µε ϕυσικό τρόπο σε ιδιαίτερα προσαρµοστικούς κανόνες για πολυτροπική σύµµειξη που

υλοποιούνται εύκολα και αποδοτικά. Η τεχνική µας µπορεί να χρησιµοποιηθεί ευρέως

και να ενσωµατωθεί είτε µε σύγχρονες ή µε ασύγχρονες πολυτροπικές ακολουθίες αρχιτε-

κτονικής ολοκλήρωσης που προκύπτουν σε τυπικές πολυτροπικές εφαρµογές. Επιπλέον

δείξαµε ότι το σχήµα µας είναι συµβατό µε την ευρέως χρησιµοποιούµενη διατύπωση των

ϐαρών για τις ϱοές· ο συνδυασµός των δύο τεχνικών οδηγεί συστηµατικά σε καλύτερα

αποτελέσµατα στα οπτικό-ακουστικά πειράµατα που διεξήγαµε.
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Σχήµα Α΄.10: Αποτελέσµατα οπτικό-ακουστικής κατηγοριοποίησης ψηφίων µε Product

HMM για διάφορα επίπεδα babble ϑορύβου. ∆είχνουµε αποτελέσµατα ακρίβειας ανα-

γνώρισης λέξεων για τέσσερις (µε ϐάρη) εκδοχές ProductHMM µοντέλων, δύο µε την

συµβατική αποκωδικοποίηση (AVP και AVPW) και δύο µε αποκωδικοποίηση λαµβάνον-

τας υπόψιν την αβεβαιότητα (AVPUC και AVPWUC). ∆ίνονται επίσης τα αποτελέσµατα

της MultistreamHMM/συµβατικής αποκωδικοποίησης µε σκοπό τη σύγκριση. Σε όλες

τις περιπτώσεις έχουν χρησιµοποιηθεί τα εµπλουτισµένα ηχητικά χαρακτηριστικά και τα

AAM οπτικά χαρακτηριστικά.



Παράρτηµα Β΄

∆ηµοσιεύσεις ∆ιατριβής

Αποτελέσµατα της διδακτορικής µας έρευνας έχουν δηµοσιευθεί σε διεθνώς αναγνω-

ϱισµένα περιοδικά και συνέδρια µε κριτή.

Το κείµενο της διατριβής περιλαµβάνει ερευνητικά αποτελέσµατα που έχουν δηµο-

σιευθεί στις εξής εργασίες :

• Πολυπλεγµατικοί αλγόριθµοι για µοντέλα µερικών διαφορικών εξισώσεων [J1, C1].

Σε συνεργασία µε τον Π. Μαραγκό.

• Αυτόµατη επιλογή κλίµακας µέσω στατιστικής διεπικύρωσης [C2, C3]. Σε συνεργα-

σία µε τον Π. Μαραγκό.

• Μοντελοποίηση ϕυσικών εικόνων στο πεδίο των κυµατιδίων µε εφαρµογή στο πρό-

ϐληµα της ενδοσυµπλήρωσης εικόνων [C8]. Σε συνεργασία µε τους Π. Μαραγκό

και A. Kokaram.

• Τεχνικές για προσαρµοστική σύµµειξη οπτικής-ακουστικής πληροφορίας και εφαρ-

µογή τους στην οπτική-ακουστική αναγνώριση οµιλίας [J2, C4, C5, C6, B1, B2].

Σε συνεργασία µε τους Α. Κατσαµάνη, Β. Πιτσικάλη, και Π. Μαραγκό.

Πέρα από τα ϑέµατα που παρουσιάζονται στην παρούσα αναφορά, η ερευνητική µας

δραστηριότητα κινήθηκε και στις εξής περιοχές :

• Τεχνικές για ανάκτηση του σχήµατος της ϕωνητικής οδού µε χρήση οπτικής και

ακουστικής πληροφορίας [J3, C7, C9, C11]. Σε συνεργασία µε τους Α. Κατσαµάνη

και Π. Μαραγκό.

• Αλγόριθµοι για παρακολούθηση προσώπου και εξαγωγή οπτικών χαρακτηριστικών

από αυτό [C10]. Σε συνεργασία µε τον Π. Μαραγκό.

• Πολυκλιµακωτές µέθοδοι για αποθορυβοποίηση εικόνας αλλοιωµένης από ϑόρυβο

Poisson [J4, C12, C13]. Σε συνεργασία µε τους Σ. Λευκιµµιάτη και Π. Μαραγκό.

Ακολουθεί πλήρης κατάλογος των σχετικών δηµοσιεύσεων. Ηλεκτρονικά ανάτυπα

είναι διαθέσιµα από την ιστοσελίδα http://cvsp.cs.ntua.gr/gpapan.
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Τοιχογραφιών (υποστηρίχθηκε µε επιτυχία τον Ιούλιο 2009)

Επιβλέπων : Καθ. Πέτρος Μαραγκός

1998–2003 ∆ίπλωµα Ηλεκτρ. Μηχ. και Μηχ. Υπολ., Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο.

Βαθµός: 9.54/10 (άριστα, κατετάγη στο άνω 1% της τάξης)

∆ιπλωµατική Εργασία: Ταχείς Αλγόριθµοι για την Εξέλιξη Γεωδαιτικών Ενεργών Περιγραµµάτων µε Εφαρµογές

στην ΄Οραση Υπολογιστών (Επιβλέπων : Καθ. Πέτρος Μαραγκός)

Ερευνητική Εµπειρία

2003–2009 ∆ιδακτορικός Ερευνητής, Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο.

Μέλος της ερευνητικής οµάδας ΄Ορασης Υπολογιστών, Επικοινωνίας Λόγου & Επεξεργασίας Σήµατος (CVSP).

Συµµετοχή σε Ελληνικά και Ευρωπαϊκά ερευνητικά προγράµµατα στις περιοχές της όρασης υπολογιστών και

πολυτροπικής επεξεργασίας:

ΠΕΝΕ∆: Ανάπτυξη τεχνικών ενδοσυµπλήρωσης εικόνων µε εφαρµογή στην ψηφιακή αποκατάσταση ελλειπου-

σών περιοχών στις αρχαίες τοιχογραφίες του προϊστορικού οικισµού Ακρωτηρίου Θήρας.

MUSCLE : ΄Ερευνα σε αυτοµατοποιηµένη οπτική ανάλυση προσώπου και πολυτροπική σύµµειξη πληροφορίας

για συνδυασµένη οπτική-ακουστική αναγνώριση οµιλίας. Ανάπτυξη ενός συστήµατος πραγµατικού χρόνου για

οπτική-ακουστική αναγνώριση οµιλίας.

HIWIRE : ΄Ερευνα σε αξιοποίηση οπτικών χαρακτηριστικών για εύρωστη αναγνώριση οµιλίας σε ϑορυβώδη

ακουστικά περιβάλλοντα.

ASPI: ΄Ερευνα σε αντιστροφή οµιλίας (ανάκτηση της γεωµετρίας της ϕωνητικής οδού) µε συνδυασµό οπτικής

και ακουστικής πληροφορίας.

Καλοκαίρι 2006 Επισκέπτης ερευνητής, Trinity College Dublin, Ιρλανδία.

Αντικείµενο εργασίας: Ενδοσυµπλήρωση εικόνας µε µιγαδικά κυµατίδια.

Επιβλέπων : Καθ. Anil Kokaram.

2001–2003 Προπτυχιακός Ερευνητής, ΕΚΕΦΕ ∆ηµόκριτος.

Μέλος του Ινστιτούτου Πληροφορικής και Τηλεπικοινωνιών, µε συµµετοχή στο Ευρωπαϊκό ερευνητικό ΄Εργο WIN.

Αντικείµενο εργασίας η σχεδίαση και ανάπτυξη ασύρµατου δικτύου ευρείας περιοχής (WAN) και συνοδών

υπηρεσιών. Συνεισφορά στη συγγραφή ερευνητικών προτάσεων για επικείµενα ΄Εργα.

Επιβλέπων : ∆ρ. Στέλιος Θωµόπουλος.

Υποτροφίες και ∆ιακρίσεις

2006–2009 Κοινωφελές ΄Ιδρυµα Αλέξανδρος Σ. Ωνάσης, Υποτροφία για διδακτορικές σπουδές.

2004–2007 ΄Ιδρυµα Κρατικών Υποτροφιών, Υποτροφία για διδακτορικές σπουδές στην περιοχή της Τεχνητής

Νοηµοσύνης και Εφαρµογών.

1999–2003 Κοινωφελές ΄Ιδρυµα Ιωάννη Λάτση, Υποτροφία για προπτυχιακές σπουδές.

2001 Τεχνικό Επιµελητήριο Ελλάδας, Βραβείο στους πρωτεύσαντες της Σχ. Ηλεκ. Μηχ. & Μηχ. Υπ. ΕΜΠ.

2000–2001 Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο, Βραβεία Παπακυριακόπουλου (απενεµήθη δύο ϕορές, 2000 και

2001) και Κριτικού (2001) για διακεκριµένη επίδοση στα Μαθηµατικά.

mailto:gpapan\protect {@}cs.ntua.gr
http://cvsp.cs.ntua.gr/gpapan


Επαγγελµατικές ∆ραστηριότητες

Κριτής σε διεθνή επιστηµονικά περιοδικά

2005–τώρα IEEE Transactions on Image Processing.

2006–τώρα IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence.

2006 International Journal of Computer Vision.

2008 Pattern Recognition.

Μέλος επιστηµονικών οργανώσεων

2003–τώρα Institute of Electrical and Electronics Engineers (IEEE).

2003–τώρα Association for Computing Machinery (ACM).

2008–τώρα Society for Industrial and Applied Mathematics (SIAM).

2004–τώρα Τεχνικό Επιµελητήριο Ελλάδας.

Γλώσσες

Αγγλικά ΄Αριστα Cambridge ESOL CPE (CEFR level C2)

Γερµανικά Καλά Goethe-Institut ZMP (CEFR level B2)

Ελληνικά Μητρική
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