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ηνλ Κψζηα, 

ζηε κεηέξα θαη ηελ αδεξθή κνπ, 

ζε φινπο φζνπο κε ζηήξημαλ.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

ΔΤΥΑΡΙΣΙΔ  
 

 Θα ήζεια λα επραξηζηήζσ φινπο φζνπο κε ζηήξημαλ ζε απηή ηελ πξνζπάζεηα θαη κε 

βνήζεζαλ λα  νινθιεξψζσ ηελ εξγαζία απηή. 

 Πξψηα θαη πάλσ απφ φια ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηνλ επηβιέπνληα κνπ ηνλ θχξην 

Κσλζηαληίλν Παπανδπζζέα. Δίλαη ν άλζξσπνο πνπ κε πξνέηξεςε λα μεθηλήζσ απηή ηελ 

πξνζπάζεηα θαη ζηάζεθε δίπια κνπ ζε φιε ηε δηάξθεηά ηεο. Οη  ζπκβνπιέο ηνπ ζε φια ηα 

επίπεδα ήηαλ πνιχηηκεο θαη ρσξίο ηε βνήζεηά ηνπ δελ ζα είρα θαηαθέξεη λα νινθιεξψζσ 

απηή ηελ εξγαζία. Σνλ επραξηζηψ γηα ηελ θαζεκεξηλή ζπλεξγαζία πνπ είρακε, γηα ηελ 

πνιχηηκε ζπκπαξάζηαζε θαη βνήζεηα πνπ κνπ πξνζέθεξε ψζηε λα ιπζεί θάζε πξφβιεκα 

πνπ κνπ  πξνέθππηε, γηα ην θνπξάγην πνπ κνπ έδηλε λα πξνρσξήζσ φηαλ θάπνηεο ζηηγκέο 

απνγνεηεπφκνπλ, γηα ηηο ρηιηάδεο ψξεο πνπ αληηκεησπίζακε κε επηηπρία δπζθνιίεο ζε 

επηζηεκνληθφ κα θαη ζε αλζξψπηλν επίπεδν πνπ θάληαδαλ αμεπέξαζηεο, γηα ηηο ζηηγκέο 

θνβεξνχ γέιηνπ πνπ πεξλάγακε καδί θαζψο θαη κε φινπο ηνπο ζπλεξγάηεο ηνπ. Γίπια ηνπ 

είρα, θαη έρσ, κφλν λα θεξδίζσ επηζηεκνληθά, πλεπκαηηθά θαη ςπρηθά.  

 Θα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηα άιια δχν κέιε ηεο ηξηκεινχο ζπκβνπιεπηηθήο 

επηηξνπήο κνπ ηνπο θαζεγεηέο θ.θ. Ζιία Κνπθνχηζε θαη Βαζίιεην Λνχκν. Με ηηο 

θαηεπζχλζεηο πνπ κνπ έδηλαλ θαη κε ηε ζπκπαξάζηαζή πνπ κνπ πξνζέθεξαλ ζε φια ηα 

επίπεδα  βνήζεζαλ πάξα πνιχ ζην λα νινθιεξσζεί απηή ε πξνζπάζεηα. Δπίζεο ζα ήζεια 

λα επραξηζηήζσ φια ηα ππφινηπα κέιε ηεο επηακεινχο επηηξνπήο, ηνπο θαζεγεηέο θ.θ. 

Αλδξέα ηαθπινπάηε , Νίθν Θενδψξνπ, Θεκηζηνθιή Ραζζηά θαη Μηράιε Εεξβάθε. Όπνηε 

ρξεηάζηεθα θαη δήηεζα ηε βνήζεηα θαη ηηο ζπκβνπιέο ηνπο κνπ ηηο πξνζέθεξαλ κε κεγάιε 

ραξά ζπκβάιινληαο ζηελ θαιχηεξε ζπγγξαθή απηνχ ηνπ δηδαθηνξηθνχ.       

Σέινο ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηε κεηέξα θαη ηελ αδεξθή κνπ γηα ηελ ςπρηθή, 

πιηθή  θαη  θάζε άιινπ είδνπο ζπκπαξάζηαζε πνπ κνπ πξνζέθεξαλ. Γίρσο ηε βνήζεηά ηνπο 

δε ζα  είρα θαηαθέξεη λα νινθιεξψζσ απηή ηελ εξγαζία έλα ζεκαληηθφ κέξνο ηεο νπνίαο 

εζηθά ηνπο αλήθεη.                 
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ΣΟΥΟΙ ΚΑΙ ΓΟΜΗ ΣΗ ΠΑΡΟΤΗ 

ΔΡΓΑΙΑ   

Ζ παξνχζα δηαηξηβή  αθνξά ζε δχν ζέκαηα:  

Τν πξψην πεξηιακβάλεη κία πξνζπάζεηα εληνπηζκνχ ηνπ ηξφπνπ 

θαηαζθεπήο/ζρεδίαζεο ησλ θεκηζκέλσλ ηνηρνγξαθηψλ ηεο Ύζηεξεο Δπνρήο ηνπ Φαιθνχ 

(πεξί  ηα 1630 π.Φ. ), νη νπνίεο έρνπλ αλαζθαθεί ζην Αθξσηήξη Θήξαο. 

Τν δεχηεξν ζέκα αθνξά ζηελ απηφκαηε ηαπηνπνίεζε γξαθέσλ αξραίσλ επηγξαθψλ κε 

ζθνπφ ηελ νξζή ρξνλνιφγεζε απηψλ, ε νπνία είλαη πνιχ κεγάιεο ζεκαζίαο γηα ηελ 

Αξραηνινγία θαη ηελ νξζή θαηαγξαθή ηεο Ηζηνξίαο.  

Καη ηα δχν απηά ζέκαηα αληηκεησπίδνληαη γηα πξψηε θνξά ζε απηήλ ηελ εξγαζία, αιιά 

θαη απφ ηελ εξεπλεηηθή καο νκάδα. 

Τν πξψην ζέκα αλαπηχζζεηαη αλαιπηηθά ζην πξψην κέξνο ηεο παξνχζεο θαη 

πεξηιακβάλεη ηα εμήο επηκέξνπο ζηάδηα:  

1Α) Γίλεηαη κηα πξψηε επεμεξγαζία ησλ εηθφλσλ ησλ πξνο κειέηε ηνηρνγξαθηψλ κε 

ζθνπφ ηελ εμαγσγή ηνπ πεξηγξάκκαηνο ησλ απεηθνληδνκέλσλ ζεκαηηθψλ ελνηήησλ ζε 

θαηάιιειε κνξθή.  

1Β) Γηαηππψλνληαη νξηζκνί ζεκειησδψλ νληνηήησλ θαζψο θαη ε βαζηθή ππφζεζε πεξί 

ρξήζεσο γεσκεηξηθψλ θακππινγξάθσλ ζηε ζρεδίαζε ησλ ηνηρνγξαθηψλ.  

1Γ) Δπηιέγνληαη πηζαλά γεσκεηξηθά πξφηππα ησλ θακππινγξάθσλ, κε θξηηήξηα 

αξραηνινγηθήο θαη ηζηνξηθήο θχζεσο.  

1Γ) Γίλεηαη κία πξψηε εθηίκεζε ησλ πηζαλψλ κνλνθνλδπιηψλ κε ρξήζε ηεο 

θακππιφηεηαο θαη ειαρηζηνπνίεζε θαηάιιεια επηιεγκέλσλ ζπλαξηήζεσλ ιάζνπο.  

1Δ) Παξνπζηάδεηαη κηα πξσηφηππε εμαληιεηηθή κέζνδνο πξνζαξκνγήο θακππιψλ, ε 

νπνία πξνζθέξεη ηελ αδηακθηζβήηεηα βέιηηζηε ζρεηηθή ζέζε απηψλ.  

1ΣΤ) Δπί ηε βάζεη ησλ πξνεγνπκέλσλ, πξνζδηνξίδνληαη νη αθξηβείο παξάκεηξνη ησλ 

πηζαλψλ θακππινγξάθσλ.  

1Ε) Υπνζηεξίδεηαη νπζησδψο ε ππφζεζε πεξί ρξήζεσο θακππινγξάθσλ, κε έκκεζε 

αλαπαξαγσγή ηνπ ηξφπνπ ζρεδίαζεο ησλ πεξηγξακκάησλ. Παξάιιεια πξνζδηνξίδνληαη ηα 

αθξηβή φξηα ησλ πηζαλψλ κνλνθνλδπιηψλ πάλσ ζηηο δσγξαθηζκέλεο ζεκαηηθέο ελφηεηεο. Τα 

ζρεηηθά απνηειέζκαηα καδί κε νπηηθή απφδνζε ηνπο επί ησλ εηθφλσλ ησλ ηνηρνγξαθηψλ 

παξνπζηάδνληαη ζην θεθάιαην 5.3.   
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Σην δεχηεξν κέξνο απηήο ηεο εξγαζίαο παξνπζηάδεηαη γηα πξψηε θνξά κηα 

νινθιεξσκέλε κέζνδνο απηφκαηεο ηαπηνπνίεζεο γξαθέα αξραίσλ επηγξαθψλ, ε νπνία 

πεξηιακβάλεη ηα εμήο επηκέξνπο ζηάδηα:  

2Α) Πξαγκαηνπνηείηαη κία πξψηε επεμεξγαζία ησλ εηθφλσλ ησλ πξνο κειέηε 

επηγξαθψλ κε ζθνπφ ηελ εμαγσγή ηνπ πεξηγξάκκαηνο, ζε θαηάιιειε κνξθή, φισλ ησλ 

πινπνηήζεσλ ησλ ζπκβφισλ ηεο αιθαβήηνπ (ζπκβνινγξακκάησλ) πνπ εκθαλίδνληαη ζε 

απηέο.  

2Β) Καζνξίδνληαη θξίζηκα ζεκεία θακπήο επί θάζε πινπνηήζεσο ελφο 

ζπκβνινγξάκκαηνο, κε ειαρηζηνπνίεζε θαηάιιεια επηιεγκέλσλ ζπλαξηήζεσλ ιάζνπο θαη 

ρξήζε ηεο θακππιφηεηαο.  

2Γ) Πξαγκαηνπνηείηαη βέιηηζηε πξνζαξκνγή ησλ πινπνηήζεσλ ησλ πεξηγξακκάησλ 

ηνπ ηδίνπ ζπκβνινγξάκκαηνο κε επέθηαζε θαη θαηάιιειε ηξνπνπνίεζε ηεο κεζφδνπ 

πξνζαξκνγήο θακππιψλ πνπ παξνπζηάδεηαη ζην πξψην κέξνο.  

2Γ) Δπί ηεο ζέζεο βέιηηζηεο πξνζαξκνγήο ησλ πεξηγξακκάησλ δχν γξακκάησλ, 

νξίδνληαη πνζφηεηεο πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ πνηφηεηα πξνζαξκνγήο.  

2Δ) Γηαηππψλνληαη πξσηφηππα ζηαηηζηηθά θξηηήξηα γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο 

πηζαλνθάλεηαο θαη ηνλ έιεγρν ηεο ππφζεζεο εάλ κία επηγξαθή αλήθεη ζε έλα γξαθέα ή φρη.  

2ΣΤ) Παξνπζηάδεηαη κία επηπιένλ κέζνδνο ηαπηνπνίεζεο γξαθέα, ε νπνία 

ρξεζηκνπνηεί  γεσκεηξηθά ραξαθηεξηζηηθά πνπ εμάγνληαη απηφκαηα απφ ηα πεξηγξάκκαηα 

ησλ γξακκάησλ. Οη ηηκέο απηψλ ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ αθνινπζνχλ ζπγθεθξηκέλεο 

ζηαηηζηηθέο θαηαλνκέο κε ρξήζε ησλ νπνίσλ δηαηππψλνληαη πεξαηηέξσ θξηηήξηα γηα ην εάλ 

κηα επηγξαθή έρεη ραξαρζεί απφ έλα γξαθέα ή φρη.  

2Ε) Καη νη δχν αλσηέξσ κέζνδνη ζπλνιηθά ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ ηαπηνπνίεζε ηνπ 

γξαθέα 32 αξραηνειιεληθψλ επηγξαθψλ, ηηο νπνίεο επέιεμε ν παγθνζκίνπ θήκεο 

επηγξαθνιφγνο θχξηνο Steven Tracy η. δηεπζπληήο ηεο Ακεξηθαληθήο Σρνιήο Κιαζζηθψλ 

Σπνπδψλ ζηελ Αζήλα θαη λπλ θαζεγεηήο  ηεο ζρνιήο ηζηνξηθψλ ζπνπδψλ ηνπ ηλζηηηνχηνπ 

πξνεγκέλσλ ζπνπδψλ  ηνπ  Princeton ζην New Jersey ησλ Ζλσκέλσλ Πνιηηεηψλ. Ο ίδηνο 

θαηά βάζηλ, θαζψο θαη άιινη δηαθεθξηκέλνη επηγξαθνιφγνη, αμηνιφγεζαλ ηελ επίδνζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο. Ο ηξφπνο εθαξκνγήο ηεο κεζφδνπ σο θαη ηα ζρεηηθά απνηειέζκαηα 

παξνπζηάδνληαη ζην θεθάιαην 8.   

Τα απνηειέζκαηα θαη ζπκπεξάζκαηα ηεο παξνχζεο εξγαζίαο παξνπζηάδνληαη ζην 

ηέινο απηήο, πξηλ ηα παξαξηήκαηα θαη ηε βηβιηνγξαθία, καδί κε ηα πιήξε ζηνηρεία ησλ 

ελλέα δεκνζηεχζεσλ ζε έγθξηηα δηεζλή επηζηεκνληθά πεξηνδηθά πνπ ζπλδένληαη κε ηε 

δηαηξηβή.                                          
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ΜΔΡΟ 1
ο
 

 

1. Διζαγυγή 

 

1.1 Πεπί ηος πποφζηοπικού οικιζμού ηος Ακπυηηπίος Θήπαρ ηηρ Ύζηεπηρ 

Δποσήρ ηος Υαλκού.  

 

Γχξσ ζηα 1620 π.Φ. ,  έιαβε ρψξα κηαο ηεξάζηηαο ηζρχνο εθαηζηεηαθή  έθξεμε ζηε 

λήζν ηεο Θήξαο, ε νπνία   έζαςε  θάησ απφ έλα παρχ ζηξψκα εθαηζηεηαθήο ηέθξαο άλσ ησλ 

15 κέηξσλ ηνλ νηθηζκφ πνπ ήθκαδε ζην Αθξσηήξη. Απηφ ην γηγαληηαίνπ κεγέζνπο γεσινγηθφ 

ζπκβάλ  παγίδεςε ζηα εξείπηα ηνπ νηθηζκνχ πιηθφ θαη ζηνηρεία πνπ ζήκεξα καο δίλνπλ ηε 

δπλαηφηεηα λα ζρεκαηίζνπκε κηα  θαιή εηθφλα ηεο θνηλσλίαο ζην Αηγαίν θαηά ηελ πεξίνδν 

ηεο Ύζηεξεο Δπνρήο ηνπ Φαιθνχ. Οη αλαζθαθέο ζηελ πεξηνρή απνθάιπςαλ ηνλ νηθηζκφ ν 

νπνίνο αλαπηχρζεθε εθεί απφ ηα κέζα ηεο 5
εο

 ρηιηεηήο π.Φ. (ηέινο λενιηζηθήο επνρήο) 

έρνληαο κηα καθξφρξνλε ηζηνξία ηεζζάξσλ ρηιηάδσλ εηψλ. Τα επξήκαηα έρνπλ πξνθαιέζεη 

ην δηεζλέο ελδηαθέξνλ πνιιψλ επηζηεκνληθψλ θιάδσλ ([1.3],[1.4]). Τα πην ζεκαληηθά απφ 

απηά είλαη νη θαιά δηαηεξεκέλεο ηνηρνγξαθίεο, νη νπνίεο εθηφο απ΄ηε κεγάιε θαη δηαρξνληθή 

θαιιηηερληθή ηνπο αμία, καο δίλνπλ θαη πνιχηηκεο πιεξνθνξίεο γηα ην επίπεδν ηεο 

πνιηηηζκηθήο , πλεπκαηηθήο θαη θνηλσληθήο δσήο ζην Αηγαίν ηεο Ύζηεξεο Δπνρήο ηνπ 

Φαιθνχ.  

 

  

1.2 Οι θημιζμένερ ηοισογπαθίερ ηηρ  αναζκαθήρ Ακπυηηπίος Θήπαρ 

 

Τα κέρξη ζήκεξα απνθαηαζηαζέληα ζχλνια ηνηρνγξαθηψλ ηνπ Αθξσηεξίνπ 

απνθαιχπηνπλ κία εμαηξεηηθά κεγάιε πνηθηιία ζεκάησλ: Αθεξεκέλα ζρέδηα, γεσκεηξηθά 

ζρήκαηα, άςπρα αληηθείκελα θαη θαηαζθεπέο, θπηά, δψα θαη ε αλζξψπηλε κνξθή 

ζπληζηνχζαλ ηε ζεκαηνγξαθία ηνπο ([1.3],[1.4]). 

Ζ ηέρλε ηεο δσγξαθηθήο ζην Αθξσηήξη ήηαλ ζηελά ζπλδεδεκέλε κε ηηο αλάγθεο θαη 

επηζπκίεο κηαο πηζαλφηαηα θηιειεχζεξεο θνηλσλίαο, κε ζεκαληηθέο εκπνξηθέο θαη 
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λαπηηιηαθέο δξαζηεξηφηεηεο. Δηδηθφηεξα, ε επξεία δηάδνζε ησλ ηνηρνγξαθηψλ ζηα θηίξηα ηνπ 

Αθξσηεξίνπ, θαηαδεηθλχεη φηη ε ηέρλε ζηε Θήξα ρξεζηκνπνηήζεθε απφ κηαλ επξεία, 

αζθαιψο εχπνξε, θνηλσληθή νκάδα.  Ο θαιιηηέρλεο ρξεζηκνπνηεί ρξψκαηα γηα λα εθθξάζεη 

ηηο ηδέεο ηνπ θαη λα ηηο απνηππψζεη πάλσ ζην αζβεζηνθνλίακα.  

Παξφηη αλαθέξεηαη ε χπαξμε αζβεζηνθνληακάησλ ζε πξσηνκηλσηθά  πεξηβάιινληα ηεο 

Κξήηεο, ζηα κέζα πεξίπνπ ηεο ηξίηεο ρηιηεηίαο π.Φ., ε δηαθφζκεζε ηνίρσλ κε παξαζηάζεηο 

ζεσξείηαη αλαηνιηθήο (αηγππηηαθήο ή ζπξηαθήο) πξνέιεπζεο θαη είλαη πνιινί νη ιφγνη πνπ 

πξνθαινχλ ηνπο αξραηνιφγνπο λα ζθέπηνληαη φηη «αλ ε ηέρλε ηεο ηνηρνγξαθίαο είλαη φλησο 

λεσηεξηζκφο πνπ ήιζε απφ ηελ Αλαηνιή, δελ απνθιείεηαη ε πχιε ηεο εηζφδνπ ζηελ πεξηνρή 

ηνπ Αηγαίνπ λα ήηαλ νη Κπθιάδεο, ίζσο δε θαη απηή ε ίδηα ε Θήξα» [1.3].  

Ζ επηινγή ηνπ ζέκαηνο θάζε ηνηρνγξαθίαο ζρεηηδφηαλ κε ην θηίξην, ηνπο αλζξψπνπο 

ζηνπο νπνίνπο απεπζπλφηαλ θαη κε ηνλ ρξφλν θαηά ηνλ νπνίν είρε εθηειεζζεί ή θαηά ηνλ 

νπνίν πξννξηδφηαλ λα παξνπζηαζηεί.  

Ζ άξηζηε δηαηήξεζε θαη ε πεηζηηθή απνθαηάζηαζε ησλ ηνηρνγξαθηψλ ηεο Θήξαο 

ιεηηνχξγεζε σο πξφθιεζε  ζε επηζηήκνλεο πνιιψλ δηαθνξεηηθψλ θιάδσλ λα εξεπλήζνπλ ηηο 

ηνηρνγξαθίεο  αλαδεηψληαο θαη άιιεο πιεξνθνξίεο πέξαλ ησλ θαιιηηερληθψλ πνπ αθνξνχλ 

ηφζν ζην πνιηηηζηηθφ φζν θαη ζην ηερλνινγηθφ θαη γλσζηνινγηθφ επίπεδν ησλ θαηνίθσλ ηνπ 

Αθξσηεξίνπ εθείλεο ηεο επνρήο. 

Ο νηθηζκφο ηεο Ύζηεξεο Δπνρήο ηνπ Φαιθνχ ηνπ Αθξσηεξίνπ  πνπ έρεη έξζεη ζην θσο 

απφ ηελ αξραηνινγηθή ζθαπάλε έσο ζήκεξα, πεξηιακβάλεη κεηαμχ ησλ άιισλ θαη  ηα εμήο 

θηίξηα: ηελ Οηθία ησλ Γπλαηθψλ, ηελ Γπηηθή Οηθία, ην Σπγθξφηεκα Γ, ην Κηίξην Β, ηελ 

Ξεζηή 3 θαη ηελ Ξεζηή 4. Οη ηνηρνγξαθίεο πνπ κειεηήζεζαλ ζηελ παξνχζα δηαηξηβή 

αλήθνπλ ζηελ Ξεζηή 3 θαη ζηελ Οηθία Γπλαηθψλ θαη είλαη ζπγθεθξηκέλα νη 

«Κξνθνζπιιέθηξηεο», ην «Γπκλφ Αγφξη», ηα «Γπκλά Αγφξηα», ε «Αγξηφπαπηα» απφ ηελ 

Ξεζηή 3  θαη ηα «Παγθξάηηα» απφ ηελ Οηθία Γπλαηθψλ. Αθνινπζεί ζχληνκε παξνπζίαζε 

ησλ ηνηρνγξαθηψλ απηψλ. ([1.3] πεξηζζφηεξεο ιεπηνκέξεηεο).   
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1) « Κξνθνζπιιέθηξηεο».  

 

 

Δηθφλα 1.1α 

 

Ζ ζπγθεθξηκέλε ηνηρνγξαθία βξηζθφηαλ ζηνλ πξψην φξνθν ηεο Ξεζηήο 3 ζην δσκάηην 

«3α».  Δίλαη κηα ζχλζεζε πνπ θαηαιάκβαλε ηνλ αλαηνιηθφ ηνίρν θαη παξνπζηάδεη δχν 

γπλαηθείεο κνξθέο πνπ αζρνινχληαη κε ηε ζπιινγή θξφθνπ, ελφο πνιχηηκνπ θαξπθεχκαηνο. 

Ζ κνξθή πνπ βξίζθεηαη ζηα αξηζηεξά (εηθφλα 1.1 α) απεηθνλίδεηαη κε ζηξακκέλν ην θεθάιη 

πξνο κία άιιε γπλαηθεία  θηγνχξα, ηελ νπνία αληηθξίδεη κε ζνβαξφ χθνο. Έρεη πινχζηα 
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καχξα καιιηά δεκέλα κε γαιάδηα ηαηλία πάλσ απφ ην κέησπν. Με ηα άθξα ησλ δαθηχισλ  

ηνπ δεμηνχ ρεξηνχ ε λέα γπλαίθα ζπιιέγεη ηα άλζε ηα νπνία πξνθαλψο ζα βάιεη κέζα ζην 

θαιάζη πνπ θξαηάεη ζην αξηζηεξφ ηεο ρέξη. Ζ δεχηεξε κνξθή (εηθφλα 1.1 β), πνιχ πην 

λεαληθή, έρεη ην θεθάιη θαηά ην κεγαιχηεξν κέξνο ηνπ μπξηζκέλν (ην κέξνο απηφ 

παξηζηάλεηαη κε γαιάδην ρξψκα). Καη κε ηα δχν ρέξηα, ηα νπνία ζεκεησηένλ ν θαιιηηέρλεο 

παξηζηάλεη σο δεμηά, πξνζπαζεί λα ζπιιέμεη ηα άλζε. Με δσεξφ θαη αλήζπρν βιέκκα 

αληηθξίδεη ηε γπλαίθα απέλαληί ηεο, ελψ αγσληά πξνθαλψο γηα ηελ νξζφηεηα ησλ ελεξγεηψλ 

ηεο.      

 

 

Δηθφλα 1.1β 
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2) «Γπκλφ Αγφξη» 

 

 

Δηθφλα 1.2 

 

Ζ ηνηρνγξαθία απηή βξηζθφηαλ ζην βφξεην δηάδξνκν ηνπ δσκαηίνπ 3β ζην ηζφγεην ηεο 

Ξεζηήο 3. Δίλαη κία απφ ηηο ηέζζεξηο αλδξηθέο κνξθέο ηνπ δσκαηίνπ πνπ θαίλεηαη πσο 

ζπκκεηείραλ ζε θάπνηα ηειεηνπξγηθή δηαδηθαζία.  Ο λεαξφο πνπ παξνπζηάδεηαη ζηελ 

ηνηρνγξαθία θξαηάεη κε ηα δπν ηνπ ρέξηα κηα κφλσηε θηάιε (δειαδή θηάιε κε κία 

ρεηξνιαβή).        
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3) « Γπκλά Αγφξηα» 

 

 

Δηθφλα 1.3 

 

Σηε δηαηξηβή απηή κειεηψληαη επίζεο νη βαζηθέο κνξθέο απφ ηελ  ηνηρνγξαθία «Γπκλά 

Αγφξηα». Ζ ηειεπηαία  βξηζθφηαλ ζην ηζφγεην ηεο Ξεζηήο 3 ζην κεζαίν δηάδξνκν ηνπ 

δσκαηίνπ 3β. Ζ κνξθή  ε νπνία ελδεηθηηθά παξνπζηάδεηαη ζηελ εηθφλα 1.3 είλαη έλαο 
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άξξελαο  κηθξψλ δηαζηάζεσλ πνπ θξαηά κηα κηθξή θηάιε. Γηαθξίλεηαη κφλν ην πεξίγξακκα 

ηεο θηάιεο θαη απηφ  πάξα πνιχ ακπδξά.        

   

 

    

 

4) «Αγξηφπαπηα»   

 

 

Δηθφλα 1.4 

 

Σηνλ πξψην φξνθν ηεο Ξεζηήο 3 θαη ζην δσκάηην 3β βξηζθφηαλ ε ηνηρνγξαθία 

αγξηφπαπηα ε νπνία παξνπζηάδεη έλα ειφβην πηελφ κάιινλ θαηά ηε ζηηγκή ηεο απνγείσζεο.  
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5) «Παγθξάηηα»   

 

 

 
 

Δηθφλα 1.5 

 

 

Δίλαη κία δσγξαθηθή ζχλζεζε ε νπνία βξηζθφηαλ ζηελ  Οηθία Γπλαηθψλ θαη πην 

ζπγθεθξηκέλα  ζην λφηην ηνίρν ηνπ δπηηθνχ ηκήκαηνο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ θηηξίνπ. 

Αλαπαξηζηά, ζε ππεξθπζηθφ κέγεζνο, ην θπηφ Παγθξάηην πνπ είλαη πεξηζζφηεξν γλσζηφ κε 

ην φλνκα  «Κξηλάθη ηεο ζάιαζζαο». Δίλαη θπηφ πνπ απαληάηαη αθφκα θαη ζήκεξα ζε πνιιέο 

παξαιίεο ηεο Θήξαο, ηεο Σχξνπ θαη άιισλ λήζσλ ησλ Κπθιάδσλ.     

Σηελ απαξρή απηήο ηεο πξνζπάζεηαο ζε φιεο ηηο  πξναλαθεξζείζεο ηνηρνγξαθίεο 

παξαηεξήζακε αμηνζεκείσηε ζηαζεξφηεηα πνιιψλ γξακκψλ, θπξίσο πεξηγξακκάησλ, κε 

ηδηαίηεξε θαζαξφηεηα  θαη  νκαιφηεηα λα ηηο ραξαθηεξίδεη. Παξαηεξήζακε επίζεο 

ζεκαληηθή επαλαιεςηκφηεηα ζε πνιιέο απφ απηέο ηηο δσγξαθηθέο γξακκέο. Φαξαθηεξηζηηθφ 
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παξάδεηγκα ηεο επαλαιεςηκφηεηαο απηήο είλαη ε ζεκαληηθή νκνηφηεηα ηνπ άλσ κέξνπο ηνπ 

δεμηνχ βξαρίνλα ησλ δχν ζειπθψλ κνξθψλ ζηηο «Κξνθνζπιιέθηξηεο», θαζψο θαη ηεο πιάηεο 

ηεο κνξθήο ζηελ εηθφλα 1.1β. Ζ νκνηφηεηα ζε απηά ηα ηξία πεξηγξάκκαηα είλαη 

εληππσζηαθή θαη ήηαλ έλα απφ ηα ζηνηρεία πνπ καο νδήγεζαλ ζην λα εξεπλήζνπκε ηελ 

πηζαλφηεηα λα ππάξρεη θάπνηνο νδεγφο θαηαζθεπήο γηα ηηο ηνηρνγξαθίεο.  

 

 

1.3  Η ζποςδαιόηηηα ενηοπιζμού ηος ηπόπος καηαζκεςήρ ηυν 

ηοισογπαθιών Ακπυηηπίος Θήπαρ 

 

Έλαο απφ ηνπο ζηφρνπο ηεο παξνχζεο δηαηξηβήο είλαη λα ζπκβάιιεη φζν ην δπλαηφλ 

πεξηζζφηεξν ζηελ εχξεζε ηνπ ηξφπνπ θαηαζθεπήο  ησλ πξναλαθεξζεηζψλ  ηνηρνγξαθηψλ. 

Πξνο ηελ θαηεχζπλζε απηή αλαπηχρζεθαλ λέεο κέζνδνη πξνζαξκνγήο θακππιψλ θαη 

αλαγλψξηζεο πξνηχπσλ νη νπνίεο θαη εθαξκφζηεθαλ ζηηο ςεθηαθέο θσηνγξαθίεο ησλ 

ηνηρνγξαθηψλ. Ο εληνπηζκφο ηεο κεζφδνπ ζρεδίαζεο ησλ ηνηρνγξαθηψλ απηψλ κπνξεί λα 

νδεγήζεη ζηελ θαηαλφεζε ιίαλ ζεκαληηθψλ πηπρψλ ηνπ πνιηηηζκηθνχ , πξσηνεπηζηεκνληθνχ 

θαη ηερλνινγηθνχ επηπέδνπ απηνχ ηνπ ιακπξνχ πνιηηηζκνχ ηεο Ύζηεξεο Δπνρήο ηνπ Φαιθνχ 

πνπ ήθκαζε Αηγαίν. Σηελ παξνχζα δηαηξηβή ζεκειηψλεηαη ε χπαξμε ιίαλ ζεκαληηθήο 

γεσκεηξηθήο αίζζεζεο ζηνλ νηθηζκφ θαη ε γλψζε πνιιψλ γεσκεηξηθψλ ζρεκάησλ ε 

ζχιιεςε ησλ νπνίσλ εζεσξείην κέρξη ηψξα φηη είρε γίλεη έσο θαη ρίιηα ηξαθφζηα  ρξφληα 

αξγφηεξα. Γηαηππψλεηαη δειαδή θαη ζεκειηψλεηαη ε άπνςε φηη γηα ηελ θαηαζθεπή πνιιψλ 

απφ ηηο ηνηρνγξαθίεο ηνπ Αθξσηεξίνπ  έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί θακππινγξάθνη νη νπνίνη 

αληηζηνηρνχλ ζε απηά ηα γεσκεηξηθά ζρήκαηα.  Ο εληνπηζκφο ηεο  κεζφδνπ θαηαζθεπήο ησλ 

ηνηρνγξαθηψλ ηνπ νηθηζκνχ  είλαη νπζηψδνπο ζεκαζίαο γηα ηελ Ηζηνξία ηνπ πνιηηηζκνχ πνπ 

ήθκαζε ζην Αηγαίν εθφζνλ κπνξεί: 

1)  Να αλνίμεη δξφκνπο πξνο ηελ γλψζε ηνπ πνιηηηζηηθνχ θαη ηερλνινγηθνχ επηπέδνπ ηνπ 

πνιηηηζκνχ ζην Αηγαίν, ηε Μεζφγεην, αιιά θαη ηελ επξχηεξε απηήο πεξηνρή, θαηά ηελ 

Ύζηεξε Δπνρή ηνπ Φαιθνχ.  

2) Να βνεζήζεη ζηελ θαηαλφεζε ηεο γέλεζεο ησλ καζεκαηηθψλ θαη ησλ επηζηεκψλ ζηoλ 

Διιαδηθφ ρψξν  θαηά ηνπο Ηζηνξηθνχο ρξφλνπο. 

3)  Να βνεζήζεη ζηελ θαηαλφεζε ηεο γέλεζεο ηνπ δπηηθνχ ηξφπνπ ζθέςεο.   

4) Να ζπκβάιιεη ζηελ αλαθαηαζθεπή ησλ ηνηρνγξαθηψλ, αθφκε θαη ζηηο πεξηπηψζεηο 

φπνπ δελ έρνπλ δηαζσζεί ζεκαληηθνχ ζρεηηθά κεγέζνπο ηκήκαηα κεηαμχ γεηηνληθψλ 

ζξαπζκάησλ, θάηη πνπ είλαη πνιχ δχζθνιν ή θαη αδχλαην, αθφκε θαη γηα εηδηθά 

εθπαηδεπκέλνπο αξραηνιφγνπο θαη ζπληεξεηέο.  
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Ζ πξαγκαηνπνηεζείζα βηβιηνγξαθηθή έξεπλα θαηέδεημε φηη, εθηφο ηεο εξεπλεηηθήο καο 

νκάδαο, δελ έρεη πξνεγκέλσο γίλεη πξνζπάζεηα δηεξεχλεζεο κε ρξήζε εξγαιείσλ 

πιεξνθνξηθήο γηα ην αλ έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί   θακππινγξάθνη ζηε ζρεδίαζε πξντζηνξηθψλ 

ηνηρνγξαθηψλ. Γελ έρεη γίλεη θαλ κηα ηέηνηα πξνζπάζεηα αλαθνξηθά κε άιινπ ηχπνπ 

ηνηρνγξαθίεο ή δσγξαθηθνχο πίλαθεο ελ γέλεη. Τν πιεζηέζηεξν ζρεηηθφ γλσζηηθφ πεδίν είλαη 

απηφ ηεο πξνζαξκνγήο θακππιψλ (curve fitting). Σε απηφ ην πεδίν, πνπ γλσξίδεη ηδηαίηεξε 

άλζεζε ηηο ηειεπηαίεο δχν-ηξεηο δεθαεηίεο, αληηκεησπίδνληαη δηάθνξα πξνβιήκαηα φπσο: 

απηφκαηε πξνζαξκνγή θακππιψλ ζε ζνξπβψδε δεδνκέλα θαηά ηξφπν αλαιινίσην ζε 

αθθηληθνχο κεηαζρεκαηηζκνχο, πξνζαξκνγή ησλ ζνξπβσδψλ δεδνκέλσλ κε ηκεκαηηθψο 

νκαιέο θακπχιεο, φπσο ηα πνιπψλπκα ή αιγεβξηθέο θακπχιεο, πξνζαξκνγή θακππιψλ θαη 

επηθαλεηψλ κε κεζφδνπο Bayesian ζηαηηζηηθήο, κε ζπλδπαζκφ κεηξηθψλ θαη κεζφδσλ 

κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο, πξνζαξκνγή θσληθψλ ζε αξρηηεθηνληθά ζρέδηα θπξίσο ζηαδίσλ ή 

λαψλ θιπ. Ο θαηάινγφο ζρεηηθψλ δεκνζηεχζεσλ παξνπζηάδεηαη ζην παξάξηεκα Π.Π. καδί 

κε ζχληνκε πεξίιεςε ηνπ πεξηερνκέλνπ ησλ άξζξσλ.    
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2. Ππώηο ζηάδιο τηθιακήρ επεξεπγαζίαρ ηυν 

θυηογπαθιών ηυν ππορ μελέηη ηοισογπαθιών 

 

2.1 Αςηομαηοποιημένη καηάημηζη ηυν θυηογπαθιών 

 

Τν πξψην ζηάδην επεμεξγαζίαο ησλ ηνηρνγξαθηψλ αθνξά ζηελ εθαξκνγή κηαο 

πξσηφηππεο κεζνδνινγίαο θαηάηκεζεο έγρξσκεο εηθφλαο, ε νπνία θπξίσο ζηνρεχεη ζηελ 

εμαγσγή φζν ην δπλαηφλ πην μεθάζαξσλ ζπλφξσλ κεηαμχ πεξηνρψλ (πεξηγξακκάησλ) ζε 

θάζε ηνηρνγξαθία αθφκα θαη φηαλ ζηε θσηνγξαθία ππάξρεη αλνκνηνγελήο εμαζζέληζε 

ρξσκάησλ, αζαθήο πθή, ξσγκέο , πξφζζεηα εμσγελή πιηθά θ.ιπ.  

 Αθνινπζεί κηα ζπλνπηηθή πεξηγξαθή ησλ βεκάησλ ηεο κεζφδνπ: 

Βήμα 1   

 Οξίδνπκε ηελ έλλνηα ηνπ «ζνξχβνπ ιφγσ θζνξάο» (decay noise), έλλνηα ε νπνία 

πεξηγξάθεη ηελ ηπραία θζνξά ρξψκαηνο θαη πθήο πνπ κε ηνλ θαηξφ δεκηνπξγήζεθε ζε θάζε 

κηα εθ ησλ ηνηρνγξαθηψλ  πνπ κειεηάκε.  

Βήμα 2   

        Οξίδνπκε έλα πνιπδηάζηαην έγρξσκν ηζηφγξακκα ηεο εηθφλαο ηεο ηνηρνγξαθίαο  θαη 

εμάγνπκε ηα κέγηζηα απηνχ πνπ έρνπλ ηηκή πάλσ απφ έλα θαηάιιεια επηιεγκέλν θαηψθιη.   

Βήμα 3   

        Γηα θάζε ηνπηθφ κέγηζην νξίδνπκε κηα θαηάιιεια επεθηεηακέλε πεξηνρή πνπ ην 

πεξηέρεη αξρίδνληαο απφ ην κεγαιχηεξν ηνπηθφ κέγηζην θαη κεηαβαίλνληαο πξνο ην 

κηθξφηεξν. 

Βήμα 4   

Γηα θάζε κία ηέηνηα επεθηεηακέλε πεξηνρή, ζεσξνχκε φηη ην ζχλνιν ησλ pixels πνπ 

αλήθνπλ ζε απηή ζπληζηνχλ κηα πξψηε πξνζέγγηζε κηαο πεξηνρήο ηεο εηθφλαο. 

Παξαηεξήζακε φηη κέζσ απηήο ηεο δηαδηθαζίαο κπνξνχκε λα ιάβνπκε κηα θιάζε πεξηνρψλ 

),,( kjiCE  πνπ πηζαλψο αιιεινεπηθαιχπηνληαη, πιελ φκσο δελ θαιχπηνπλ νιφθιεξε ηελ 

έγρξσκε εηθφλα. 

Βήμα 5  

 Αθνινχζσο θάλνπκε ηελ εχινγε ππφζεζε φηη νη δηαβαζκίζεηο θάζε ρξψκαηνο ζε κία 

ελφηεηα  είλαη κηα ηπραία κεηαβιεηή πνπ αθνινπζεί  θαλνληθή θαηαλνκή κε ζπγθεθξηκέλε 
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κέζε ηηκή θαη δηαζπνξά. Με βάζε απηή ηελ ππφζεζε επεθηείλνπκε πεξαηηέξσ ηηο πεξηνρέο 

πνπ δεκηνπξγήζεθαλ ζην βήκα 4. Ζ δηαδηθαζία απηή  γελλά κηα θιάζε επξχηεξσλ πεξηνρψλ 

νη νπνίεο έρνπλ  αθφκα κεγαιχηεξε πηζαλφηεηα αιιεινθάιπςεο, πιελ φκσο ε έλσζή ηνπο 

θαιχπηεη αθφκα κεγαιχηεξν θνκκάηη ηεο εηθφλαο. 

Βήμα 6  

 Σε απηφ ην βήκα πινπνηνχκε ηνλ ηειηθφ ζηφρν πνπ είλαη ε απφδνζε θάζε pixel ηεο 

εηθφλαο καο ζε κία θαη κφλε πεξηνρή. Πξνθεηκέλνπ λα ην πεηχρνπκε απηφ, νξίδνπκε 

αξρηθά ζην ρψξν BGR ,,  κηα απφζηαζε d  ελφο pixel P  , κε ρξσκαηηθέο ζπληεηαγκέλεο 

PPP BGR ,, , απφ ην ρξσκαηηθφ πεξηερφκελν κηαο ηπραίαο πεξηνρήο U θαη κε βάζε ηελ 

ειαρηζηνπνίεζε απηήο ηεο  απφζηαζεο απνδίδνπκε κε κνλαδηθφ ηξφπν θάζε pixel ζε κία 

πεξηνρή. 

 Βήμα 7  

  Τέινο, πξαγκαηνπνηνχκε κείσζε ηνπ ζνξχβνπ ιφγσ θζνξάο ζε θάζε πεξηνρή ηεο 

ηνηρνγξαθίαο θαη  βειηίσζε ησλ  πεξηγξακκάησλ , κε ρξήζε πξσηφηππσλ κνξθνινγηθψλ 

κεηαζρεκαηηζκψλ.   

Αλαιπηηθή πεξηγξαθή ησλ αλσηέξσ βεκάησλ παξαηίζεηαη ζην  παξάξηεκα Π.Τ.  

 

2.2 Αςηόμαηη εξαγυγή ηυν πεπιγπαμμάηυν ηυν μοπθών ηυν 

ηοισογπαθιών 

 

Γηα λα κπνξνχλ λα ιεηηνπξγήζνπλ νη αιγφξηζκνη πνπ ζα παξνπζηαζηνχλ ζηα επφκελα,  

πξέπεη ην πεξίγξακκα θάζε ζεκαηηθήο ελφηεηαο λα έρεη πνιχ ζπγθεθξηκέλε κνξθή. 

Δηδηθφηεξα,  θάζε εηθνλνζηνηρείν  ηνπ πεξηγξάκκαηνο πξέπεη λα έρεη επαθξηβψο δχν 

γεηηνληθά pixels ελψ απαγνξεχεηαη λα ππάξρνπλ δηαδνρηθά   εηθνλνζηνηρεία  ηνπ 

πεξηγξάκκαηνο πνπ λα  ζρεκαηίδνπλ νξζή γσλία. Οη επηηξεπηνί ζπλδπαζκνί pixels ζε 

ζπλεθηηθφηεηα νθηψ παξνπζηάδνληαη θαησηέξσ ζηελ εηθφλα 2.2.    Δπεηδή θακία ηερληθή 

θαηάηκεζεο εηθφλαο δελ κπνξεί λα πξνζθέξεη ηέηνηα πεξηγξάκκαηα, αλαπηχρζεθε εηδηθφο 

θψδηθαο θαη έγηλε ρξήζε πξσηφηππσλ κνξθνινγηθψλ κεηαζρεκαηηζκψλ, ψζηε απφ ηελ 

θαηαηκεκέλε εηθφλα λα εμάγεηαη απηφκαηα ην πεξίγξακκα ζηελ επηζπκεηή απηή κνξθή.  
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Δηθφλα 2.1 

Αξίζκεζε κηαο πεξηνρήο ζπλεθηηθφηεηαο Σ8. 

 

 

          

 

          

 

          

 

          

              

           

Δηθφλα 2.2 

Σε απηήλ ηελ εηθφλα παξνπζηάδνληαη φινη νη επηηξεπηνί ζπλδπαζκνί εηθνλνζηνηρείσλ. Με άζπξν 

ρξψκα εκθαλίδνληαη ηα pixels πνπ αλήθνπλ ζην πεξίγξακκα. 
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3. Ππώηορ συπιζμόρ ηυν πεπιγπαμμάηυν ηυν 

μοπθών ηυν ηοισογπαθιών ζε ημήμαηα 

 

3.1 Οπιζμόρ ηος ανηικειμένος πεπιγπάμμαηορ 

 

 Δμεηάδνληαο δηάθνξεο ηνηρνγξαθίεο ηνπ Αθξσηεξίνπ παξαηεξήζακε φηη ππάξρνπλ 

ζεκαηηθέο ελφηεηεο νη νπνίεο απνηεινχληαη απφ πνιιά δσγξαθηζκέλα ζηνηρεία. Γηα 

παξάδεηγκα ε γπλαηθεία κνξθή πνπ παξνπζηάδεηαη ζηελ εηθφλα 1.1α απνηειείηαη απφ αξθεηά 

ηέηνηα ζηνηρεηά φπσο: (1) ε πάλσ δσγξαθηθή  γξακκή ηνπ δεμηνχ πήρεσο, (2) νη ξίγεο ζην 

δεμηφ θαη ζην αξηζηεξφ πέην, (3) ε αξηζηεξή πηλειηά ηνπ αξηζηεξνχ πήρεσο, (4) ε ζπλερήο 

δσγξαθηθή γξακκή ε νπνία απνηειείηαη απφ ηελ αξηζηεξή πιεπξά ηνπ ιαηκνχ καδί κε ηνλ 

αξηζηεξφ ψκν θαη ηελ αξηζηεξή γξακκή ηνπ αξηζηεξνχ ρεξηνχ, , (5) ην εζσηεξηθφ 

πεξίγξακκα ηνπ αξηζηεξνχ ψκνπ (6) ε πάλσ γξακκή ηνπ θνξέκαηνο ζηε κέζε, (7) ε 

εμσηεξηθή γξακκή θάζε κπνχθιαο ζηα καιιηά ηεο γπλαηθείαο κνξθήο, (8) ε ζπλερήο 

δσγξαθηθή γξακκή  ε νπνία απνηειείηαη απφ ην κέησπν θαη ηελ πάλσ γξακκή ηεο κχηεο 

θ.ιπ.  

 Αο ζεσξήζνπκε φηη ην πεξίγξακκα θάζε ζεκαηηθήο ελφηεηαο είλαη κηα δηαλπζκαηηθή 

θακπχιε  tr . Οξίδνπκε ζαλ αληηθείκελν πεξηγξάκκαηνο ή απιά αληηθείκελν  έλα 

ππνζχλνιν ζεκείσλ ηνπ πεξηγξάκκαηνο κηαο ζεκαηηθήο ελφηεηαο ην νπνίν είλαη νκαιφ, φπνπ 

ε αξρή θαη ην ηέινο απηνχ ηνπ ππνζπλφινπ  είλαη αζπλέρεηεο ηνπ πεξηγξάκκαηνο ή  

αζπλέρεηεο ηνπ κνλαδηαίνπ εθαπηφκελνπ δηαλχζκαηνο ηνπ πεξηγξάκκαηνο.    Γηα παξάδεηγκα 

φζνλ αθνξά ζηα ζηνηρεία πνπ αλαθέξνληαη ζην ζεκείν (2) κία ξίγα ζην αξηζηεξφ πέην 

απνηειεί έλα μερσξηζηφ αληηθείκελν πεξηγξάκκαηνο φπσο θαίλεηαη ζηελ εηθφλα 3.1. Tν ίδην 

ζπκβαίλεη θαη κε ην εζσηεξηθφ θαη εμσηεξηθφ πεξίγξακκα ηνπ αξηζηεξνχ ψκνπ ηεο 

γπλαηθείαο κνξθήο (ίδε εηθφλα 3.2).   
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Δηθφλα 3.1 

Λεπηνκέξεηα ηεο εηθφλαο 1.1α φπνπ κε καηδέληα  αζηεξίζθνπο παξνπζηάδεηαη ην αληηθείκελν 

πεξηγξάκκαηνο ελφο πέηνπ .   

 

 

Δηθφλα 3.2 

Λεπηνκέξεηα ηεο εηθφλαο 1.1α φπνπ κε καηδέληα  αζηεξίζθνπο παξνπζηάδνληαη δχν αληηθείκελα 

πεξηγξάκκαηνο. Τν εζσηεξηθφ θαη ην εμσηεξηθφ ηνπ αξηζηεξνχ ηεο ψκνπ.    
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Δμεηάδνληαο ελδειερψο θαλείο δηάθνξα αληηθείκελα παξαηεξεί φηη θαηά πάζα 

πηζαλφηεηα απνηεινχληαη απφ κηα έλσζε δηαδνρηθψλ θακππιψλ πνιιαπιψο παξαγσγηζίκσλ 

ζε θαζεκηά απφ ηηο νπνίεο απζηεξά  αληηζηνηρεί έλα ηκήκα αληηθεηκέλνπ πεξηγξάκκαηνο, 

φπσο απηφ ζα νξηζηεί ζηελ αθφινπζε παξάγξαθν.  

 

Μία  αςζηηπή διαηύπυζη ηηρ βαζικήρ ςπόθεζηρ μαρ 

Ζ βαζηθή ππφζεζε πνπ ειέγρνπκε θαη ζα ππνζηεξίμνπκε ζε απηή ηελ εξγαζία κπνξεί 

λα δηαηππσζεί σο εμήο: θάζε αληηθείκελν είλαη κία θακπχιε 2C , δειαδή κηα θακπχιε πνπ 

έρεη ζπλερείο παξαγψγνπο πξψηεο ηάμεσο θαη ηκεκαηηθψο ζπλερή δεχηεξε παξάγσγν κε 

πεπεξαζκέλν πιήζνο ζεκείσλ αζπλέρεηαο  απηήο (ίδε παξάξηεκα Π.Κ.). Γειαδή, θάζε 

αληηθείκελν είλαη έλσζε κηθξνχ πιήζνπο  απείξσο παξαγσγηζίκσλ ή ηνπιάρηζηνλ 2 nCn  

θακππιψλ. Κάζε ηέηνηα απείξσο παξαγσγίζηκε θακπχιε ζεσξνχκε φηη αληηζηνηρεί ζε κία 

κνλνθνλδπιηά. Ηζνδπλάκσο, γηα λα θηηάμεη ν θαιιηηέρλεο γχξσ ζην 1650 π.Φ. κία ζεκαηηθή 

ελφηεηα πεξηγξάκκαηνο, ππνζέηνπκε φηη ρξεζηκνπνηνχζε έλαλ νδεγφ (έλα είδνο 

θακππινγξάθνπ είηε ζρεηηθνχ κεραληζκνχ), κεηαθηλνχζε γηα έλα δηάζηεκα ην πηλέιν κε 

ρξήζε ηνπ νδεγνχ, παξάγνληαο θαη’ απηφλ ηνλ ηξφπν κία θακπχιε πξαθηηθά απείξσο 

παξαγσγίζηκε. Δλ ζπλερεία, επαλαηνπνζεηνχζε ηνλ ίδην ή άιινλ νδεγφ  θαη ζρεδίαδε ην 

επφκελν ηκήκα ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηεο ζεκαηηθήο ελφηεηαο πξνζέρνληαο επηκειψο λα 

εμαζθαιίζεη , γηα αηζζεηηθνχο ιφγνπο, ηε ζπλέρεηα ηεο εθαπηνκέλεο ηνπ πεξηγξάκκαηνο. Σηα 

ζεκεία φκσο αιιαγήο νδεγνχ/θακππινγξάθνπ δε κπνξνχζε εθ ησλ πξαγκάησλ λα 

εμαζθαιίζεη ηε ζπλέρεηα ησλ παξαγψγσλ αλσηέξαο ηάμεσο, ε νπνία άιισζηε ήηαλ εληειψο 

έμσ απ’ ηηο γλψζεηο ηνπ.                
  

3.2 Οπιζμόρ ηος ημήμαηορ ανηικειμένος πεπιγπάμμαηορ 

 

Αο ππνζέζνπκε φηη κηα ηνηρνγξαθία πνπ εμεηάδνπκε δελ έρεη ππνζηεί θζνξά θαη θαηά 

ζπλέπεηα φια ηα πεξηγξάκκαηα ησλ αληηθεηκέλσλ είλαη ζπλερή θαη πεξηγξάθνληαη απφ ηελ 

ηκεκαηηθά δχν θνξέο παξαγσγίζηκε κνλνπαξακεηξηθή δηαλπζκαηηθή εμίζσζε 

      jtyitxtr

 . Οξίδνπκε ζαλ ηκήκα αληηθεηκέλνπ πεξηγξάκκαηνο έλα ππνζχλνιν 

ζεκείσλ ηνπ νπνίνπ ηα άθξα είλαη έλα απφ ηα θάησζη: 

(1) Ζ αξρή ή ην ηέινο ελφο αληηθεηκέλνπ, (2) Έλα ζεκείν φπνπ ε δεχηεξε παξάγσγνο 

 sr ''  είλαη αζπλερήο, δειαδή ππάξρεη αζπλέρεηα ζηελ θακππιφηεηα, (3) Έλα ζεκείν φπνπ ε 

ηηκή ηεο νξίδνπζαο  
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)()(

)()(

tytx

tytx
C k




                                            (3.1) 

 

αιιάδεη πξφζεκν, δειαδή ζε ζεκεία φπνπ  επηζπκβαίλεη αιιαγή θνίισλ.    

Σηελ πεξίπησζε απηή ε θακπχιε πνπ πεξηγξάθεη ην αληηθείκελν αιιάδεη ηνλ ηξφπν πνπ 

ζηξέθεη ηα θνίια ηεο εθαηέξσζελ ηνπ ζεκείνπ φπνπ ε αλσηέξσ κήηξα κεδελίδεηαη. Με αιιά 

ιφγηα εάλ δηαγξάςεη θαλείο ηελ θακπχιε κε κηα ζπγθεθξηκέλε θνξά, ηφηε φληαο επί ηεο 

θακπχιεο φηαλ ηα θνίια είλαη ζηα αξηζηεξά ηνπ  ε νξίδνπζα kC είλαη ζεηηθή ελψ φηαλ ηα 

θνίια είλαη ζηα δεμηά ηνπ  ε νξίδνπζα kC είλαη αξλεηηθή.     

 

 Δηθφλα 3.3 

 

Σηελ εηθφλα 3.3 άλσζελ  παξνπζηάδνληαη ηέζζεξα εθαπηφκελα δηαλχζκαηα ζε κηα θακπχιε. 

Τα  θαη  είλαη δχν δηαθνξεηηθά ζηηγκηφηππα ηνπ )(tr θαη ηα  θαη  ηνπ )( ttr   

φπνπ )(tr  ε δηαλπζκαηηθή αθηίλα ηεο θακπχιεο. Όηαλ 0t ηφηε γηα ην δηάλπζκα 

έρνπκε: dttrtrdttr )()()(  . Καηά ηελ ίδηα ζπιινγηζηηθή γηα ην 

δηάλπζκα   έρνπκε: dttrtrdttr )()()(  . Παξαηεξνχκε φηη ζην 



20 

 

πξψην ζηηγκηφηππν ην εμσηεξηθφ γηλφκελν )()( trtr  έρεη αλζσξνινγηαθή θνξά, είλαη 

δειαδή ζεηηθφ επί ηνπ άμνλα ησλ z , ελψ ζην δεχηεξν έρεη σξνινγηαθή, είλαη δειαδή 

αξλεηηθφ επί ηνπ z άμνλα. Αιιά    

kck
tytx

tytx
k

tytx

tytx

kji

trtr 








)()(

)()(

0)()(

0)()()()( . 

άξα ηα ζεκεία αιιαγήο πξνζήκνπ ηεο kC  είλαη ζεκεία αιιαγήο θνίισλ.   

Έζησ φηη έρνπκε ηελ εηδηθή πεξίπησζε φπνπ ε θακπχιε καο πεξηγξάθεηαη απφ κία 

ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο )(xfy  . Τφηε ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ηεο θακπχιεο είλαη ην x  

θαη ε δηαλπζκαηηθή εμίζσζε απηήο είλαη ε jxfixxr )()(  . Τφηε , 

 

)(
)(0

)(1
xf

xf

xf
ck 




 , 

γεγνλφο πνπ ζπλδέεη ηα θνίια κε ηε δεχηεξε παξάγσγν θαηά ηα γλσζηά.   

Ο εληνπηζκφο ηνπ εθάζηνηε ηκήκαηνο αληηθεηκέλνπ πεξηγξάκκαηνο είλαη πνιχ κεγάιεο 

ζεκαζίαο, κηαο θαη αλ πξάγκαηη ν θαιιηηέρλεο ρξεζηκνπνηνχζε θακππινγξάθνπο σο 

εξγαιεία δσγξαθηθήο, ηφηε θάζε θνξά πνπ ηνπνζεηνχζε έλαλ θακππινγξάθν πάλσ ζηνλ 

ηνίρν πξνθεηκέλνπ λα δσγξαθίζεη κηα γξακκή, ζεσξνχκε φηη δεκηνπξγνχζε έλα ηκήκα 

αληηθεηκέλνπ. Γειαδή θάζε δσγξαθηθή γξακκή πνπ γηλφηαλ κε κία ζπλερή θίλεζε ηνπ 

πηλέινπ θαη ελψ απηφ ζηεξίδεην ζε θάπνηνλ νδεγφ, ζεσξνχκε φηη αληηζηνηρεί ζε έλα  ηκήκα 

αληηθεηκέλνπ. Γη’ απηφ κεξηθέο θνξέο ρξεζηκνπνηνχκε ελαιιαθηηθά ηνλ φξν «ζπλερήο 

κνλνθνλδπιηά » γη’ απηφ  ην ηκήκα.                  

Σπλεπψο ζα δηαηππψζνπκε θαη ζα ζεκειηψζνπκε ηελ ππφζεζε φηη θάζε αληηθείκελν 

πεξηγξάκκαηνο είλαη κία θακπχιε 2C ,ελψ θάζε ηκήκα αληηθεηκέλνπ πεξηγξάκκαηνο είλαη 

κία θακπχιε C δειαδή κηα κνξθή θακπχιεο απείξσο παξαγσγίζηκε. (παξάξηεκα Π.Κ.)  

 

Ένα ηεσνιηό παπάδειγμα 

Σην παξαθάησ ζρήκα (εηθφλα 3.4) έρνπλ παξαζηαζεί δχν δηαθνξεηηθέο ππεξβνιέο 

ηνπνζεηεκέλεο θαηά ηέηνην ηξφπν ψζηε λα εμαζθαιίδεηαη ε ζπλέρεηα ησλ ηηκψλ ησλ δχν 

ζπλαξηήζεσλ θαζψο θαη ε ζπλέρεηα ηνπ κνλαδηαίνπ εθαπηνκέλνπ δηαλχζκαηνο.  
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Δηθφλα 3.4 

 

 Τν παξάδεηγκα απηφ ζπληζηά κία ηερλεηή πξνζνκνίσζε   πηζαλήο  πξνζπάζεηαο ηνπ 

θαιιηηέρλε λα δεκηνπξγήζεη κηα ζπλερή γξακκή κε θαηάιιειε δηαδνρηθή ηνπνζέηεζε δχν 

θακππινγξάθσλ, ελ πξνθεηκέλσ ππεξβνιψλ. Όηαλ δειαδή ν θαιιηηέρλεο δεκηνπξγεί κηα 

νκαιή θακπχιε κε δχν ή πεξηζζφηεξνπο θακππινγξάθνπο πξνζπαζεί, ζε γιψζζα 

ζχγρξνλσλ καζεκαηηθψλ , λα εμαζθαιίζεη ζε θάζε αιιαγή θακππινγξάθνπ ηε ζπλέρεηα  

ησλ ηηκψλ ησλ ζπλαξηήζεσλ θαη ησλ ηηκψλ ησλ κνλαδηαίσλ εθαπηφκελσλ δηαλπζκάησλ. Ζ 

αιιαγή ζηηο ηηκέο ηεο θακππιφηεηαο (δειαδή ηεο )(sr  ) είλαη απηή πνπ θαηαδεηθλχεη ηε 

ρξήζε δηαθνξεηηθψλ θακππινγξάθσλ ή θαη δηαθνξεηηθψλ ηκεκάησλ ηνπ ηδίνπ νδεγνχ.      
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Δηθφλα 3.5 

Σηελ εηθφλα 3.5 παξηζηάλεηαη ε θακππιφηεηα ησλ δχν ππεξβνιψλ. Παξαηεξνχκε ην άικα ζηελ ηηκή απηήο 

θαηά ηε κεηάβαζε απφ ηε κία ππεξβνιή ζηελ άιιε.  

     

 

Σηελ εηθφλα 3.6 αλαπαξίζηαηαη αλάινγν απνηέιεζκα ηερλεηήο πξνζνκνίσζεο αιιαγήο 

θακππινγξάθνπ θαη ζηελ εηθφλα 3.7 ην άικα ζηελ ηηκή ηεο θακππιφηεηαο ζην ζεκείν 

αιιαγήο θακππινγξάθνπ. Οη θακπχιε κε ην κπιε ρξψκα  αλαπαξηζηά θχθιν θαη απηή κε ην 

θφθθηλν έιιεηςε.      
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Δηθφλα  3.6 

 

Δηθφλα  3.7 
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3.3 Μια ππώηη εκηίμηζη ηυν ζημείυν αλλαγήρ ημημάηυν ανηικειμένος 

 

Όπσο ήδε αλαθέξζεθε αιιά θαη ζα αλαιπζεί εθηελέζηεξα πεξαηηέξσ, ηα ζεκεία 

αιιαγήο θακππινγξάθνπ ραξαθηεξίδνληαη είηε απφ αιιαγή ησλ θνίισλ είηε απφ αιιαγή ηεο 

θακππιφηεηαο δηαθνξηθά εθαηέξσζελ ηνπ εθάζηνηε ζεκείνπ. Άξα κία πξψηε εθηίκεζε ησλ 

ζεκείσλ αιιαγήο θακππινγξάθνπ πξαγκαηνπνηείηαη κέζσ ηνπ πξνζδηνξηζκνχ  ζεκείσλ 

φπνπ επηζπκβαίλεη ηνπιάρηζηνλ έλα εθ ησλ δχν πξναλαθεξζέλησλ γεγνλφησλ.  

Πξάγκαηη, έζησ έλα  αληηθείκελν CA ηνπ πεξηγξάκκαηνο κηαο κνξθήο πνπ 

απεηθνλίδεηαη ζε κία ηνηρνγξαθία. Έζησ φηη ην αληηθείκελν απηφ απνηειείηαη απφ 0L  

εηθνλνζηνηρεία. Θα αλαιχζνπκε θαησηέξσ ηηο δχν δηαθνξεηηθέο κεζφδνπο αξρηθήο 

εθηηκήζεσο ησλ πηζαλψλ ζεκείσλ αιιαγήο θακππινγξάθσλ.  

 

Πποζδιοπιζμόρ ηυν ζημείυν ηος ανηικειμένος πεπιγπάμμαηορ CA όπος επιζςμβαίνει ζημανηική 

αλλαγή κοίλυν.  

Έζησ έλαο αξηζκφο pixels sL , κηθξφ πνζνζηφ ηνπ 0L . Πξνθεηκέλνπ λα εληνπίζνπκε ηα 

ζεκεία ηνπ AC φπνπ επηζπκβαίλεη  αιιαγή θνίισλ, αθνινπζνχκε ηελ εμήο δηαδηθαζία: 

Γηαηξνχκε ην  AC ζε ππνζχλνια δηαδνρηθψλ εηθνλνζηνηρείσλ, φπνπ ηα ππνζχλνια απηά 

έρνπλ κήθνο  sL  θαη είλαη ειαθξψο επηθαιππηφκελα κεηαμχ ηνπο ζε, έζησ ovL  , 

εηθνλνζηνηρεία. Υπνινγίζνπκε ην πνιπψλπκν ηξίηνπ βαζκνχ ην νπνίν βέιηηζηα ηαηξηάδεη ζε 

θάζε ηέηνην ππνζχλνιν κε ηελ έλλνηα ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. Καη’ απηφ ηνλ ηξφπν 

παίξλνπκε έλα ζχλνιν δηαδνρηθψλ, ειαθξά επηθαιππηφκελσλ πνιπσλπκηψλ θακππιψλ 

ηξίηνπ βαζκνχ ,έζησ Si , i=1,2,..,Ns ην νπνίν θαιχπηεη φιν ην CA  
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Δηθφλα 3.8 

Γηαδνρηθά ππνζχλνια ζεκείσλ κήθνπο sL  θαη ηα αληίζηνηρα βέιηηζηα πνιπψλπκα ηξίηνπ βαζκνχ, 

ρξσκαηηζκέλα ελαιιάμ, ηα νπνία επηθαιχπηνπλ έλα αληηθείκελν πεξηγξάκκαηνο ηεο εηθφλαο 1.1.α    

 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη φια ηα κηθξά θελά πνπ ππήξραλ ζε δηάθνξα αληηθείκελα ιφγσ 

θζνξάο θαιχπηνληαη κε απηή ηε δηαδηθαζία. Καιέο ηηκέο γηα ηα κεγέζε sL   θαη ovL  είλαη νη 

θάησζη 

 

φπνπ 

γηα 

θάζε Rx ,  x  είλαη ην  αθέξαην κέξνο  ηνπ x . Γεηηνληθέο ηηκέο ησλ sL   θαη ovL  δίλνπλ 

πνιχ παξφκνηα θαη ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα. Σηε ζπλέρεηα ππνινγίδνπκε ηα πηζαλά 

ζεκεία θακπήο ησλ πνιπσλπκηθψλ θακππιψλ  ηξίηνπ βαζκνχ Si θαη ηα ζεσξνχκε σο πηζαλά 

ζεκεία ρσξηζκνχ ησλ ηκεκάησλ αληηθεηκέλσλ πεξηγξάκκαηνο. Τα ζεκεία θακπήο νξίδνληαη 

κέζσ ηεο κεζφδνπ πνπ πεξηγξάθεηαη  ζηελ παξάγξαθν 3.2 . Απφ απηά ηα ζεκεία θακπήο 

επηιέγνπκε σο πηζαλά ζεκεία αιιαγήο θακππινγξάθνπ εθείλα ηφζν αξηζηεξά φζν θαη δεμηά 

ησλ νπνίσλ ε νξίδνπζα (3.1) θξαηά ζηαζεξφ πξφζεκν γηα ηθαλφ αξηζκφ pixels. Ο αξηζκφο 

απηφο επηιέγεηαη λα είλαη ην 
2

ovL
. Ζ απαίηεζε ε νξίδνπζα (3.1) λα δηαηεξεί ζηαζεξφ 

πξφζεκν γηα ηθαλφ αξηζκφ pixels αξηζηεξά ηνπ ζεκείνπ θαη ζηαζεξά ηα αληίζεην πξφζεκν 

δεμηά απηνχ, εμαζθαιίδεη ηελ απνθπγή ιαλζαζκέλεο επηινγήο ζεκείσλ ιφγσ ηπραίσλ 

δηαθπκάλζεσλ ησλ θνίισλ, νη νπνίεο νθείινληαη ζηε θζνξά, ζηηο ελδνγελείο αηέιεηεο ηεο 

πηλειηάο αιιά θαη ζηελ πνιπσλπκηθή πξνζέγγηζε.   
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   Πποζδιοπιζμόρ ηυν ζημείυν ηος ανηικειμένος πεπιγπάμμαηορ CA εκαηέπυθεν ηυν οποίυν  

επιζςμβαίνει ζημανηική αλλαγή ζηην ηιμή ηηρ καμπςλόηηηαρ.  

Έζησ KL   έλαο  κηθξφο αξηζκφο pixel, ζεκαληηθά κηθξφ πνζνζηφ ηνπ 0L . Π.ρ. εάλ ην 

αληηθείκελν AC  απνηειείηαη απφ πεξίπνπ 400 εηθνλνζηνηρεία, γεγνλφο αξθεηά ζχλεζεο, ηφηε 

κία ηθαλνπνηεηηθή επηινγή γηα ηελ αλάιπζε πνπ ζα αθνινπζήζεη  είλαη 30KL . Όια ηα 

pixels ηνπ AC πξνθχπηνπλ, απφ ηνπο αιγνξίζκνπο πνπ έρνπκε αλαπηχμεη, ζε θπζηθή 

αξίζκεζε επνκέλσο ζεσξνχκε  ην ππνζχλνιν ησλ εηθνλνζηνηρείσλ ηνπ AC , έζησ 


A
C ,ην 

νπνίν απνηειείηαη απφ ηα pixels κε θπζηθή αξίζκεζε απφ 1KL έσο 10  KLL . Τν 

ππνζχλνιν 


A
C  έρεη επηιεγεί θαηά ηέηνην ηξφπν, ψζηε θάζε εηθνλνζηνηρείν απηνχ λα κπνξεί 

λα είλαη θέληξν κίαο πεξηνρήο αθηίλαο KL  εηθνλνζηνηρείσλ, ε νπνία αλήθεη εμ νινθιήξνπ 

ζην AC . Θεσξνχκε ηψξα ηπρφλ pixel 

A

CP ην νπνίνλ έζησ φηη είλαη ην ππ’ αξηζκφλ i

εηθνλνζηνηρείν ηνπ AC . Πξνζεγγίδνπκε ην ζχλνιν ησλ pixels ηνπ ),1( iLiC KA   κε δχν  

πνιπψλπκα 3
νπ

 βαζκνχ σο πξνο ην κήθνο ηνπ ππνζπλφινπ απηνχ. Πξάγκαηη έζησ 

1 KLim , νπφηε νξίδνπκε ηελ εμήο αθνινπζία κεθψλ  επ’ απηνχ ηνπ ζπλφινπ 

εηθνλνζηνηρείσλ:  

 00   

 εάλ ),( 1 mm PPd   είλαη ε απφζηαζε ηνπ θέληξνπ ηνπ ππ’ αξηζκφλ )1( m  pixel απ’ 

ην θέληξν ηνπ ππ’ αξηζκφλ m  pixel ηφηε ζέηνπκε ),( 11 mm PPd    

 εάλ ),( 12  mm PPd  είλαη ε απφζηαζε ηνπ θέληξνπ ηνπ ππ’ αξηζκφλ )2( m  pixel απ΄ 

ην θέληξν ηνπ ππ’ αξηζκφλ )1( m  pixel ηφηε ζέηνπκε 1122 ),(    mm PPd  θαη 

νχησ θαζ’ εμήο έσο φηνπ θηάζνπκε ζην ππ’ αξηζκφλ i  pixel. 

Οη ζρεηηθέο πνιπσλπκηθέο πξνζεγγίζεηο νξίδνληαη  απφ ηηο ζρέζεηο 

 

                                         32

2

1

3

0)( aaaax l                                       (3.2)     

                                         32

2

1

3

0)(  ly                                   (3.3) 

 

Θεσξνχκε επίζεο ην ζχλνιν ησλ εηθνλνζηνηρείσλ ηνπ )1,(  KA LiiC . Καη 

αλαιφγσο νξίδνπκε ηελ αθνινπζία κεθψλ js  σο εμήο  

 00 s . 
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 εάλ ),( 1 ii PPd   είλαη ε απφζηαζε ηνπ θέληξνπ ηνπ ππ’ αξηζκφλ )1( i  pixel απ’ ην 

θέληξν ηνπ ππ’ αξηζκφλ i  pixel ηφηε ζέηνπκε ),( 11 ii PPds    

 εάλ ),( 12  ii PPd  είλαη ε απφζηαζε ηνπ θέληξνπ ηνπ ππ’ αξηζκφλ )2( i  pixel απ΄ ην 

θέληξν ηνπ ππ’ αξηζκφλ )1( i pixel ηφηε ζέηνπκε 1122 ),( sPPds ii    θαη νχησ θαζ’ 

εμήο έσο φηνπ θηάζνπκε ζην ππ’ αξηζκφλ 1 KLi  pixel. 

Τν ζχλνιν ησλ εηθνλνζηνηρείσλ ηνπ  )1,(  KA LiiC  πξνζεγγίδεηαη κε δχν 

πνιπψλπκα  5
νπ

 βαζκνχ έζησζαλ ηα θάησζη  

                                 54

2

3

3

2

4

1

5

0)(   ssssssxr                          (3.4) 

                                 54
2

3
3

2
4

1
5

0)(   ssssssyr
                         (3.5) 

 

Ζ  απαίηεζε   βέιηηζηεο πξνζαξκνγήο   θαηά ηελ έλλνηα ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ ηνπ 

ζπλφινπ ησλ pixels ),1( iLi K   θαη )1,(  KLii  απφ ηα πνιπψλπκα )(),(   yx  θαη 

)(),( sysx rr  αληίζηνηρα, ηζνδπλακεί κε ηελ ηαπηφρξνλε  ειαρηζηνπνίεζε ησλ πνζνηήησλ:  

      

                     








 
1

22
)()(

kLi

ij

ij

r

j

i

mj

mjjx sxxxxE 
= min                (3.6) 

                     








 
1

22
)()(

kLi

ij

ij

r

j

i

mj

mjjy syyyyE 
= min               (3.7) 

ππφ ηνπο θάησζη πεξηνξηζκνχο π1) θαη π2).  

π1) Δπεηδή ν θαιιηηέρλεο εμαζθάιηδε ζπλέρεηα ηεο γξακκήο πνπ ζρεδίαδε, απαηηνχκε 

γηα θάζε i , νη ηηκέο ησλ x  θαη y   πνιπσλχκσλ επί ηνπ θέληξνπ ηνπ i λα είλαη ίζεο. Με άιια 

ιφγηα 

                                           )()( 0sxx r

mi

l                                            (3.8) 

                                              )()( 0syy r

mi

l                                           (3.9)  

π2) Δπεηδή ππνζέηνπκε φηη ν θαιιηηέρλεο θξφληηδε λα εμαζθαιίδεη φρη κφλν ηε 

ζπλέρεηα, αιιά θαη   ην νκαιφ ηνπ πεξηγξάκκαηνο, δειαδή ζε ζχγρξνλα καζεκαηηθά ηελ  

ηζφηεηα ησλ κνλαδηαίσλ εθαπηφκελσλ δηαλπζκάησλ εθαηέξσζελ θάζε ζεκείνπ, απαηηνχκε  

                                      )()( 0sx
ds

d
x

d

d r

mi

l 


                                     (3.10) 

                                      )()( 0sy
ds

d
y

d

d r

mi

l 


                                     (3.11)    
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Λχλνληαο θάζε έλα  απφ ηα αλσηέξσ πξνβιήκαηα ειαρηζηνπνίεζεο κία θνξά γηα ην x 

θαη κία θνξά γηα ην y κε ρξήζε δχν πνιιαπιαζηαζηψλ Lagrange ζε θάζε πεξίπησζε, 

ιακβάλνπκε ηνπο ζπληειεζηέο ησλ ηεζζάξσλ πνιπσλχκσλ )(),(   yx  θαη )(),( sysx rr

σο εμήο:  

Οξίδνπκε ηελ θάησζη  Lagrangian  πξνο ειαρηζηνπνίεζε: 

                            221121 ),,,(   xEaLx                           (3.12) 

κε 3,...,0 θαη 5,...,0     

φπνπ  

                          532

2

1

3

01    aaaa mimimi                        (3.13) 

                             421

2

02 23    aaa mimi                            (3.14) 

Σην ζεκείν ειαρηζηνπνίεζεο ηεο Lagrangian φιεο νη κεξηθέο παξάγσγνη απηήο ηζνχληαη 

κε ην κεδέλ, γεγνλφο πνπ καο παξέρεη ην θάησζη γξακκηθφ ζχζηεκα.  

03,...,00 2211 
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Αιιά γηα φια ηα δ απφ κεδέλ έσο ηξία έρνπκε 
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Αληηζηνίρσο γηα φια ηα 5,...,0  ηζρχεη  

00 2211 
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022 
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γηα  4  

011 
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θαη ηέινο γηα 5   

1
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, 
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. 

Άξα ην ζρεηηθφ ζχζηεκα γξακκηθψλ εμηζψζεσλ είλαη ην θάησζη: 

Γηα 3,...,0  

0)3(22 2

2

3

1

3

0
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(ζρέζε 3.15) 

γηα 3,...,0  
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kk Li

ij

ijij

Li

ij
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γηα 4  
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kk Li
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ijij

Li

ij

ijj SSSx                    (3.17) 

θαη γηα 5  
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kk Li

ij

ijij

Li

ij

ijj SSSx                   (3.18) 

 

Οκνίσο γηα ηελ πξνζέγγηζε ησλ jy   ησλ pixels εθαηέξσζελ ηνπ i-νζηνχ νξίδνπκε ηελ  

Lagrangian   

                              443343 ),,,(   yEbLy                                (3.19) 
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φπνπ ην yE  δίλεηαη απφ ηελ έθθξαζε (3.7) θαη απηέο ησλ 3 θαη 4  απφ ηηο  

                         532

2

1

3

03    mimimi                        (3.20) 

                             421

2

04 23    mimi                             (3.21) 

Ζ ειαρηζηνπνίεζε ηεο  ),,,( 43 bLy  πξνζθέξεη έλα ζχζηεκα γξακκηθψλ εμηζψζεσλ 

εληειψο αλάινγν κε απηφ πνπ πξνζθέξεη ε ειαρηζηνπνίεζε ηεο ),,,( 21 aLx .     

Ζ ιχζε ησλ αλσηέξσ δχν γξακκηθψλ ζπζηεκάησλ παξέρεη ηφζν ηνπο 

πνιιαπιαζηαζηέο Lagrange, φζν θαη ηνπο ζπληειεζηέο ησλ πνιπσλχκσλ (3.2) - (3.5). 

Δπνκέλσο ε φιε δηαδηθαζία καο παξέρεη ηηο βέιηηζηεο πνιπσλπκηθέο πξνζεγγίζεηο 

εθαηέξσζελ ηνπ ηπρφληνο  i-νζηνχ εηθνλνζηνηρείνπ ηνπ αληηθεηκέλνπ aC .       

Όηαλ ην θεληξηθφ pixel i αιιά θαη νη πεξηνρέο ησλ pixels ),1( iLi K  θαη 

)1,(  KLii βξίζθνληαη εμ νινθιήξνπ εληφο ελφο ππνζπλφινπ ηνπ  aC πνπ ππνζέηνπκε φηη  

έρεη ζρεδηαζηεί κε ρξήζε ελφο θαη ηνπ απηνχ θακππινγξάθνπ, ηφηε νη θακππιφηεηεο ζην 

θεληξηθφ ζεκείν i πνπ ππνινγίδνληαη ηφζν απφ ηελ αξηζηεξά φζν θαη ηε δεμηά ηνπ i

πνιπσλπκηθή πξνζέγγηζε, αλακέλεη θαλείο λα είλαη πνιχ παξαπιήζηαο ηηκήο, δειαδή ε 

απφιπηε δηαθνξά ηνπο λα είλαη θάησ απφ έλα θαηψθιη. Αληηζέησο, ζηα ζεκεία πνπ 

βξίζθνληαη θνληά ζε αιιαγή θακππινγξάθνπ αλακέλεη  

θαλείο φηη, πηζαλφηαηα, αξηζηεξά θαη δεμηά ηνπ ζεκείνπ  νη θακππιφηεηεο ζα δηαθέξνπλ 

ζεκαληηθά. Άξα εάλ νξίζνπκε ηελ πνζφηεηα 

2

2

2
2

2

2
2

2

2
2

2

2

)0()0()()()( 
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d
i 





               (3.22) 

ε γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ )(i  γηα θάζε E

ACi αλακέλεη θαλείο φηη ζα παξνπζηάδεη ιίαλ 

ζεκαληηθέο θνξπθέο θνληά ζηα ζεκεία αιιαγήο stencils.  
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Οη εηθφλεο 3.9α  έσο 3.9δ παξνπζηάδνπλ ζρεηηθέο πνιπσλπκηθέο πξνζεγγίζεηο επί ελφο 

αληηθεηκέλνπ ηεο ηνηρνγξαθίαο. Δμ’ άιινπ νη εηθφλεο 3.10 θαη 3.11  θαηαδεηθλχνπλ ηελ 

χπαξμε ζεκαληηθψλ θνξπθψλ ζηε δηαθνξά ησλ ηηκψλ ησλ θακππινηήησλ φπσο απηέο 

εθθξάδνληαη ζηε ζρέζε (3.22).   

               

 

    

 

 

   

 

 
Δηθφλεο 3.9α, 3.9β, 3.9γ, 3.9δ.  

 Με θφθθηλνπο αζηεξίζθνπο απεηθνλίδνληαη  πνιπσλπκηθέο πξνζεγγίζεηο (δεηγκαηνιεπηηθά) ηξίηνπ βαζκνχ ηνπ 

ππνζπλφινπ pixels αξηζηεξά ηνπ εθάζηνηε ζεκείνπ ηνπ πεξηγξάκκαηνο (θίηξηλνη αζηεξίζθνη),θαη κε κπιε νη 

πνιπσλπκηθέο πξνζεγγίζεηο πέκπηνπ βαζκνχ .  
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Δηθφλα 3.10 

Με καηδέληα αζηεξίζθνπο απεηθνλίδνληαη ηα ζεκεία ζηα νπνία επηζπκβαίλεη κέγηζηε αιιαγή ζηελ ηηκή 

θακππιφηεηαο ηεο πνιπσλπκηθήο πξνζέγγηζεο.      

 

 
 

Δηθφλα 3.11 

Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ηηκψλ αιιαγήο ηεο θακππιφηεηαο απφ ζεκείν ζε ζεκείν. Οη ηξεηο θνξπθέο πνπ 

μερσξίδνπλ αληηζηνηρνχλ ζηνπο αζηεξίζθνπο κε ρξψκα καηδέληα ζηελ εηθφλα 3.10.     
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Άξα, είλαη ιίαλ εχινγν λα ππνζέζνπκε φηη  ηα ζεκεία αιιαγήο θακππινγξάθνπ αλήθνπλ ζην 

ζχλνιν ησλ ζεκείσλ πνπ παξνπζηάδνπλ ζεκαληηθφ άικα ζηελ θακππιφηεηα, δειαδή 

ζεκαληηθή ηηκή ηνπ )(i . Τν αληίζεην φκσο , δελ ηζρχεη θαη’ αλάγθε. Τν ηειηθφ θξηηήξην 

εληνπηζκνχ ησλ ελ ιφγσ ζεκείσλ θαη άξα ησλ ηκεκάησλ αληηθεηκέλνπ παξνπζηάδεηαη ζην 

θεθάιαην 5. 

Μία θεμελιώδηρ ςπόθεζη: 

Γηαηππψλνπκε ηελ εηθαζία, ε νπνία ζα ππνζηεξηρζεί δηεμνδηθά, φηη θάζε ππνζχλνιν 

εηθνλνζηνηρείσλ πνπ εληνπίδνληαη κεηαμχ δχν δηαδνρηθψλ ζεκαληηθψλ θνξπθψλ ηνπ  ή 

κεηαμχ δχν δηαδνρηθψλ ζεκείσλ αιιαγήο θνίισλ ή κεηαμχ ελφο κεγίζηνπ ηεο δηαθνξάο 

θακππιφηεηαο θαη ελφο ζεκείνπ αιιαγήο θνίισλ,  θαηά θαλφλα ζπληζηά κία αξρηθή 

εθηίκεζε ελφο ηκήκαηνο αληηθεηκέλνπ πεξηγξάκκαηνο, δειαδή ελφο ηκήκαηνο ηνπ 

πεξηγξάκκαηνο ηεο απεηθνληδφκελεο κνξθήο ην νπνίν ζρεδηάζηεθε κε κνλνθνλδπιηά. Έζησ 

φηη δχν δηαδνρηθά ζεκεία πηζαλήο αιιαγήο stencil απέρνπλ κεηαμχ ηνπο κηθξή επηθακπχιηα 

απφζηαζε 1 ή 2cm νπφηε απηφ ζα είλαη θαη ην κήθνο ηεο ππνςήθηαο κνλνθνλδπιηάο. Όκσο 

κία θακπχιε ηφζν κηθξνχ κήθνπο κπνξεί λα πξνζαξκνζηεί πνιχ ηθαλνπνηεηηθά ζε κεγάιν 

πιήζνο πξνηχπσλ θακππιψλ. Δπνκέλσο γηα λα έρεη λφεκα ε αλάιπζε πνπ  ζα αθνινπζήζεη 

είλαη απαξαίηεην θαη εχινγν λα ππνζέζνπκε φηη ηα ππνςήθηα ηκήκαηα αληηθεηκέλνπ ζα 

έρνπλ έλα κήθνο κεγαιχηεξν ελφο θαησθιίνπ. Ζ αθξηβήο ηηκή απηνχ ηνπ ειαρίζηνπ κήθνπο 

επειέγε κε δνθηκή θαη επαλάζεζε, αιιά θαη κε πνηνηηθή αλάιπζε ηεο δηαδηθαζίαο 

ζρεδίαζεο. 

 Σπγθεθξηκέλα, φζν ην κήθνο ηνπ ηκήκαηνο απηνχ κεγαιψλεη, ε πηζαλφηεηα βέιηηζηεο 

πξνζαξκνγήο κε κηθξφ ιάζνο ζπλερψο κεηψλεηαη. Ο αθξηβήο ππνινγηζκφο απηήο ηεο 

πηζαλφηεηαο δελ είλαη εθηθηφο δηφηη δε γλσξίδνπκε θαζφινπ ηη είρε πξφζεζε λα δσγξαθίζεη ν 

θαιιηηέρλεο. Π.ρ. αλ είρε πξφζεζε λα δσγξαθίζεη κία γξακκή κε ειαθξφ θπκαηηζκφ αιιά κε 

πνιιέο ηνπηθέο αιιαγέο θνίισλ, ηφηε ζα ήκαζηαλ βέβαηνη φηη ηα πηζαλά πξφηππα πνπ 

δηαιέμακε είλαη ιαλζαζκέλα. Αληηζηξφθσο, κπνξνχκε λα δηαηππψζνπκε εχινγεο ππνζέζεηο 

γηα ην ηη επηζπκνχζε απηφο λα ζρεδηάζεη, φπσο π.ρ. φηη α) δελ επηζπκνχζε λα παξάμεη 

γξακκέο κε ηνπηθή θπκάησζε, β) ήζειε γξακκέο ζηαζεξήο θπξηφηεηαο γηα ζεκαληηθφ κήθνο 

, γ) ήζειε λα δεκηνπξγήζεη ζην ζεαηή ηε κέγηζηε αίζζεζε νκαιφηεηαο θιπ.  Πάιη φκσο 

ππάξρνπλ άπεηξεο θακπχιεο πνπ ηθαλνπνηνχλ απηέο ηηο απαηηήζεηο, αξά δε κπνξεί λα νξηζηεί 

επαθξηβψο ν δεηγκαηηθφο ρψξνο θαη νχηε λα ππνινγηζηνχλ ηηκέο πηζαλφηεηαο γηα ηηο 

δηάθνξεο θακπχιεο. Γηα ην ιφγν απηφ εθαξκφζακε ηελ εμήο κέζνδν: μεθηλήζακε απφ έλα 

ππνςήθην ηκήκα αληηθεηκέλνπ κηθξνχ κήθνπο π.ρ. 2,5 εθαηνζηψλ. Πξνζαξκφζακε ζε απηφ 

βέιηηζηα ηηο επηιεγείζεο ζεσξεηηθέο πξφηππεο θακπχιεο κε ηε κέζνδν πνπ αλαθέξζεθε θαη 

ειέγμακε ηε δηαθξηηφηεηα ησλ ιαζψλ πξνζαξκνγήο. Δπηιέγακε ππνςήθην ηκήκα 
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αληηθεηκέλνπ φιν θαη κεγαιχηεξνπ κήθνπο έσο φηνπ ην ειάρηζην ιάζνο πξνζαξκνγήο 

δηαθνξνπνηείην ζαθψο απφ ηα ππφινηπα. Απηή ε κέζνδνο ππέδεημε φηη γηα κήθνο ππνςεθίνπ 

ηκήκαηνο αληηθεηκέλνπ κεγαιχηεξνπ ησλ 6.5 εθαηνζηψλ κία κφλν ππνςήθηα πξφηππν 

θακπχιε έδηλε ιάζνο βέιηηζηεο πξνζαξκνγήο αηζζεηά κηθξφηεξν απφ ην ιάζνο 

πξνζαξκνγήο φισλ ησλ άιισλ. Ζ επαλαιεςηκφηεηα ηεο εμαηξεηηθήο πξνζαξκνγήο ηεο ηδίαο 

ζεσξεηηθήο θακπχιεο ζε ηκήκαηα αληηθεηκέλνπ κεγάινπ κήθνπο, ζεκαληηθνχ αξηζκνχ θαη 

ηπραίνπ πξνζαλαηνιηζκνχ θαίλεηαη λα δηθαηψλεη απηή ηελ πξνζέγγηζε. Έλαο αθφκε ιφγνο 

επηβεβαίσζεο ηεο νξζφηεηαο επηινγήο απηνχ ηνπ θαησθιίνπ, είλαη ε εμαηξεηηθά νκαιή θαη 

πιήξεο θάιπςε ησλ πεξηγξακκάησλ φισλ ησλ δσγξαθηθψλ ελνηήησλ πνπ εμεηάζηεθαλ. 

Σεκεησηένλ, νη δσγξαθηθέο απηέο ελφηεηεο  έρνπλ πνιχ δηαθνξεηηθή ζεκαηνινγία κεηαμχ 

ηνπο. Δπηπιένλ, δεδνκέλνπ φηη νη δηαζηάζεηο ησλ θπξίσλ δσγξαθηθψλ ζηνηρείσλ ζηηο 

ηνηρνγξαθίεο πνπ κειεηήζεζαλ είλαη ην πνιχ 60cm 80cm, ηφηε είλαη ινγηθφ λα ππνζέζεη 

θαλείο κε βάζε θξηηήξηα κίαο θαιήο θαη απνδνηηθήο ζρεδίαζεο, φηη νη θαιιηηέρλεο ηεο 

επνρήο, ζα παξήγαγαλ κνλνθνλδπιηέο κε κέζν κήθνο απφ 8 έσο 15cm. Τα αλσηέξσ 

επηβεβαηψλνπλ φηη  ην θαηψθιη ησλ 6.5 cm γηα ηα αξρηθά ηκήκαηα αληηθεηκέλνπ είλαη 

απνιχησο εχινγν. Γηα θάζε ηκήκα ηνπ πεξηγξάκκαηνο ελφο δσγξαθηθνχ ζηνηρείνπ πνπ 

πεξαηνχηαη ζε δχν ππνςήθηα ζεκεία αιιαγήο θακππινγξάθνπ θαη έρεη κήθνο κεγαιχηεξν 

ησλ 6.5cm, ζα ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ φξν «αξρηθή εθηίκεζε αληηθεηκέλνπ πεξηγξάκκαηνο» ή 

«αξρηθή εθηίκεζε κνλνθνλδπιηάο». Τν αληίζηνηρν ζχκβνιν πνπ  ζα ρξεζηκνπνηνχκε είλαη ην 

T
AC ή 

 , φπνπ  ζέζακε ηνλ άλσ δείθηε  σο εθπξφζσπν ηεο θξάζεο «αξρηθή εθηίκεζε 

αληηθεηκέλνπ πεξηγξάκκαηνο». 
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4. Δπιλογή ενόρ ζςνόλος stencils πος πιθανώρ 

σπηζιμοποιήθηκαν για ηην καηαζκεςή ηυν 

ηοισογπαθιών ηος Ακπυηηπίος 

 

4.1 Απσική επιλογή ενόρ ζςνόλος ςποτηθίυν καμπςλογπάθυν από 

ιζηοπικήρ και απσαιολογικήρ ζκοπιάρ 

 

Όπσο πξναλαθέξζεθε απαξρή απηήο ηεο πξνζπάζεηαο ηεο  κειέηεο ησλ ηνηρνγξαθηψλ 

ήηαλ νη παξαηεξήζεηο πνπ έγηλαλ θαη αθνξνχζαλ ζηε ζηαζεξφηεηα πνιιψλ δσγξαθηθψλ 

γξακκψλ θαη ζηελ πηζαλή επαλαιεςηκφηεηα θάπνησλ εμ’ απηψλ. Οη ελ ιφγσ παξαηεξήζεηο 

καο ππέβαιιαλ ηελ ηδέα φηη ππήξρε θάπνηνο ζπζηεκαηηθφο ηξφπνο θαηαζθεπήο ηνπο  κε 

ρξήζε νδεγψλ ηνπ πηλέινπ είηε θακππινγξάθσλ. Οη θακππινγξάθνη φκσο απηνί ζα έπξεπε 

λα κπνξνχλ λα θαηαζθεπαζηνχλ κε ηα κέζα ηεο επνρήο. Ζ ζχιιεςή ηνπο επίζεο ζα έπξεπε 

λα ήηαλ ζπκβαηή κε ην πνιηηηζηηθφ, γλσζηνινγηθφ θαη ηερλνινγηθφ επίπεδν  ησλ ηφηε 

θαηνίθσλ ησλ λήζσλ ηνπ Αηγαίνπ Πειάγνπο. Ζ κέρξη ζήκεξα αξραηνινγηθέο αλαθαιχςεηο 

θαη ε επεμεξγαζία ησλ επξεκάησλ θαηαδεηθλχνπλ ηελ χπαξμε ελφο πνιηηηζκνχ ζην 

Αθξσηήξη κε πνιχ πξνεγκέλεο γλψζεηο ζε δηάθνξνπο ηνκείο φπσο ζηε λαπζηπινΐα, ζηελ 

αγγεηνπιαζηηθή, ζηελ αξρηηεθηνληθή. 

Δηδηθφηεξα ε αλάγθε ησλ ηφηε θαηνίθσλ ηνπ Αθξσηεξίνπ λα ηαμηδεχνπλ ζηηο δχζθνιεο 

θπκαηψδεηο ζάιαζζεο ηνπ Αηγαίνπ θαη γεληθφηεξα ηεο Μεζνγείνπ, ηνπο ψζεζε λα απμήζνπλ 

ηηο εκπεηξηθέο ηνπο γλψζεηο ζε ηνκείο φπσο ε κειέηε ησλ ζαιαζζίσλ ξεπκάησλ, ε 

κεηεσξνινγία θαη ε αζηξνλνκία. Δπηπιένλ ππάξρνπλ ζαθείο ελδείμεηο φηη, γχξσ ζηα 1650 

π.Φ., είραλ εθαξκνζηεί επηζηεκνληθέο κέζνδνη γηα ηελ πξνθχιαμε ησλ θηηξίσλ απφ ηνπο 

ζεηζκνχο. Δμ άιινπ έρεη επηβεβαησζεί φηη δηάθνξα νξπθηά ηεο Θήξαο ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα 

ηε δεκηνπξγία ρξσζηηθψλ νπζηψλ κε ηηο νπνίεο ζρεδηάζηεθαλ νη ηνηρνγξαθίεο. Δπίζεο ηα 

απεηθνληδφκελα ζέκαηα επί ησλ ηνηρνγξαθηψλ ζπρλά ππνδεηθλχνπλ έλα πνιχ πςειφ γηα ηελ 

επνρή πνιηηηζκηθφ επίπεδν ([1.3],[1.13]).  

Όια ηα αλσηέξσ ππνδειψλνπλ φηη κε θαλέλα ηξφπν δελ κπνξεί λα απνθιεηζηεί ην 

ελδερφκελν λα είρε αλαπηπρζεί ζην Αθξσηήξη ζηελ Ύζηεξε Δπνρή ηνπ Φαιθνχ ε θαηάιιειε 

πςειή ηερλνγλσζία, ε νπνία επέηξεπε ρξήζε νδεγψλ είηε θακππινγξάθσλ κεγάιεο 
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αθξηβείαο, σο θαη ηε ρξήζε απηψλ ησλ νξγάλσλ γηα ηε ζρεδίαζε ησλ ηνηρνγξαθηψλ. Δπεηδή, 

δε, ηα πεξηγξάκκαηα κεξηθψλ κνξθψλ θεθαιπκέλα πιελ ζαθψο  ζπκίδνπλ γεσκεηξηθά 

ζρήκαηα, πξνρσξήζακε αθφκα πεξηζζφηεξν δηαηππψλνληαο ηελ ππφζεζε φηη νη 

νδεγνί/θακππινγξάθνη αληηζηνηρνχζαλ ζε γεσκεηξηθά πξφηππα.  

Τν επφκελν βήκα ήηαλ λα επηιέμνπκε έλα ζχλνιν γεσκεηξηθψλ ζρεκάησλ ζπκβαηφ κε 

ηελ επνρή. Οη θαηεπζπληήξηνη άμνλεο ζε απηή καο ηελ πξνζπάζεηα ήηαλ ηα ζρεηηθά 

αξραηνινγηθά επξήκαηα  θαη νη ηζηνξηθέο κειέηεο. Πξάγκαηη , ζρήκαηα ζπεηξψλ , έζησ θαη 

ζε πξσηφιεηα κνξθή  απαληψληαη ζε πνιινχο πνιηηηζκνχο αθφκα θαη ρηιηάδεο ρξφληα πξηλ 

ηελ άλζεζε ηνπ πνιηηηζκνχ ηνπ Αθξσηεξίνπ (ίδε [1.14] θαη αλαθνξέο ζε απηφ). Δπηπιένλ 

είλαη ινγηθφ λα ζεσξήζνπκε φηη έλα πηζαλφ ζχλνιν γεσκεηξηθψλ πξνηχπσλ πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζαλ νδεγνί, είλαη κέξνο ησλ γεσκεηξηθψλ ζρεκάησλ πνπ κειεηήζεζαλ 

ζηνπο ηζηνξηθνχο θαη ζηνπο θιαζηθνχο ρξφλνπο. Με άιια ιφγηα, είλαη απνιχησο εχινγν λα 

ππνζέζνπκε φηη πξνεγήζεθε ε ζχιιεςε θαη ε εκπεηξηθή θαηαζθεπή πνιιψλ γεσκεηξηθψλ 

ζρεκάησλ φπσο ηνπ θχθινπ, ηεο έιιεηςεο, ηεο ππεξβνιήο, ηεο γξακκηθήο ζπείξαο, 

νξηζκέλσλ θαλνληθψλ πνιπγψλσλ θιπ. θαη κεηά επαθνινχζεζε ε απζηεξή καζεκαηηθή ηνπο 

ζεκειίσζε θαη κειέηε.  

Δπί ηε βάζεη ησλ αλσηέξσ, θαηαιήμακε ζε έλα πξψην  ζχλνιν πηζαλψλ γεσκεηξηθψλ 

πξνηχπσλ, ηα νπνία  πινπνηεκέλα ζε κνξθή νδεγψλ είηε θακππινγξάθσλ ελδερνκέλσο 

ρξεζηκνπνίεζεζαλ γηα ην ζρεδηαζκφ ησλ ηνηρνγξαθηψλ.   

Τα γεσκεηξηθά πξφηππα πνπ επειέγεζαλ σο ππνςήθηα είλαη πξφηππα πνπ ζα 

κπνξνχζαλ λα θαηαζθεπαζηνχλ κε ηα κέζα εο επνρήο. Δίλαη ραξαθηεξηζηηθφ φηη  ε έιιεηςε, 

ε ππεξβνιή θαη ε γξακκηθή ζπείξα, αλ θαη απαηηνχλ εμαηξεηηθή γεσκεηξηθή αίζζεζε γηα λα 

θαηαζθεπαζηνχλ, θαηαζθεπάδνληαη κε ζρεηηθά  απιά κέζα, ζπκβαηά κε ηελ επνρή. Ζ δε 

θαηαζθεπή ηνπο κε θαλέλα ηξφπν δελ πξνυπνζέηεη καζεκαηηθή ζεκειίσζε θαη αλαιπηηθή 

κειέηε απηψλ φπσο απηέο επηζπλέβεζαλ ζηνπο θιαζηθνχο ρξφλνπο.   

Σπλεπψο , κε βάζε ηα αλσηέξσ, ηειηθψο επηιέμακε ηξεηο ηχπνπο ζπεηξψλ θαη ηηο 

θσληθέο ηνκέο λα αληηζηνηρνχλ ζε πηζαλνχο ππνςήθηνπο νδεγνχο\stencils.   
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1. Σπείπα εκηύλιξηρ κύκλος 

Τν ζρήκα απηφ πξνθχπηεη εάλ εθηπιίμνπκε έλα ιεπηφ ζθνηλί ή λήκα γχξσ απφ έλα 

ζηαζεξφ πάζζαιν-θχιηλδξν δηακέηξνπ έζησ  02r  (ίδε εηθφλα 4.1). Σε ζχγρξνλα καζεκαηηθά 

ν ζπλαξηεζηαθφο ηεο ηχπνο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 
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arctansin)1(

arctancos)1()(

2

00

2

00

                      (4.1) 

φπνπ 00 , yx ην θέληξν ηεο ζπείξαο θαη U  ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ηεο. Σεκεηψλεηαη 

φηη ε U  αληηζηνηρεί ζηελ πνιηθή γσλία ηνπ ηειεπηαίνπ ζεκείνπ επαθήο ηνπ λήκαηνο κε ηνλ 

πάζζαιν.  Δίλαη πξνθαλέο φηη  πξνζεγγίζεηο απηήο ηεο θακπχιεο κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ 

κέζα απφ δηάθνξεο θαζεκεξηλέο εκπεηξίεο.          

 

2. Δκθεηική ζπείπα 

Ζ εθζεηηθή ζπείξα είλαη έλα ζρήκα, πνιχ ηθαλνπνηεηηθέο πξνζεγγίζεηο ηνπ  νπνίνπ 

απαληψληαη ζηε θχζε (εηθφλα 4.1). Δίλαη ραξαθηεξηζηηθφ φηη ε θάηνςε ηεο ηξηζδηάζηαηεο 

έιηθαο κεξηθψλ θνρπιηψλ αληηζηνηρεί ζε απηφ ην ζρήκα κε πάξα πνιχ ηθαλνπνηεηηθή 

αθξίβεηα. Ο ζπλαξηεζηαθφο ηεο ηχπνο ζε δηαλπζκαηηθή κνξθή δίδεηαη απφ ηε ζρέζε  

      jaeyiaexr XXX XX 
  sincos)( 00                 (4.2)   

φπνπ 00 , yx ην θέληξν ηεο ζπείξαο, a θαη   ζηαζεξέο θαη X  ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή 

ηεο, ε νπνία είλαη θαη ε πνιηθή γσλία ηνπ αληίζηνηρνπ ζεκείνπ ηεο.   

 

3. Γπαμμική Σπείπα (ηος Απσιμήδη) 

Ζ γξακκηθή ζπείξα είλαη κηα θακπχιε πνπ, φπσο πξναλαθέξακε, απαηηεί ηδηαίηεξα 

πςειή γεσκεηξηθή αίζζεζε γηα λα θαηαζθεπαζηεί. (εηθφλα 4.1) Ο ζπλαξηεζηαθφο ηεο ηχπνο 

ζε δηαλπζκαηηθή κνξθή δίδεηαη απφ ηε ζρέζε 

      jyixr


 sincos)( 00

                 (4.3) 

φπνπ 00 , yx ην θέληξν ηεο ζπείξαο, 
 ζηαζεξά θαη   ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ηεο, ε 

νπνία είλαη θαη ε πνιηθή γσλία ηνπ αληίζηνηρνπ ζεκείνπ ηεο. Δίλαη αμηνζεκείσην φηη ε 

ζπείξα απηή δελ απαληάηαη ζηε θχζε.      
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Δηθφλα  4.1  

Μία γξακκηθή ζπείξα ζεκεηνχκελε κε θφθθηλε γξακκή κε 47,10 ,καδί κε κία νκφθεληξε ζπείξα 

εθηχιημεο κε 47,100 r πνπ παξνπζηάδεηαη κε κπιε γξακκή σο θαη κία εθζεηηθή κε )2.1(^10 a  θαη 1  

ε νπνία ζεκεηψλεηαη κε πξάζηλν.  Παξαηεξνχκε φηη ε γξακκηθή ζπείξα θαη ε ζπείξα εθηχιημεο έρνπλ ηηο ίδηεο 

ζηαζεξέο θαη γη’ απηφ αζπκπησηηθά ηείλνπλ λα ζπκπέζνπλ  ελψ ε ηειεπηαία είλαη ζηξακκέλε θαηά  
2

  γηα 

ιφγνπο επνπηείαο. Γηα ηνπο ίδηνπο ιφγνπο, νη ζηαζεξέο ηεο εθζεηηθήο ζπείξαο επειέγεζαλ λα είλαη ηάμεηο 

κηθξφηεξε ο ησλ    θαη 
0r .       

 

 

4. Υπεπβολή 

Δίλαη έλα γεσκεηξηθφ ζρήκα πνπ έρεη δχν άμνλεο θαη δχν ζθέιε. Δάλ νη άμνλεο ηεο 

ππεξβνιήο είλαη παξάιιεινη πξνο ηνπο  yx   άμνλεο, ην θέληξν είλαη ην Ο θαη νη θνξπθέο 

ηεο βξίζθνληαη επί ηνπ άμνλνο ησλ y ,φπσο θαίλεηαη ζηελ εηθφλα 4.2, ηφηε ε εμίζσζε ηεο  

δίδεηαη απφ ηνλ ηχπν 

                                          j
a

x
ixxr


2

2

1)(                                        (4.4) 

φπνπ ,a  ζηαζεξέο.  

Ζ ππεξβνιή πξνθχπηεη εάλ ηκήζνπκε έλαλ νξζφ θψλν κε έλα επίπεδν πνπ είλαη 

παξάιιειν πξνο ηνλ άμνλα ηνπ θψλνπ, είλαη δε ν γεσκεηξηθφο ηφπνο ησλ ζεκείσλ ε δηαθνξά 
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ησλ απνζηάζεσλ ησλ νπνίσλ απφ δχν δεδνκέλα ζεκεία, ηηο εζηίεο, είλαη ζηαζεξή 

(παξάξηεκα Π.Κ.).   

  

5. Έλλειτη / κύκλορ 

Τν γεσκεηξηθφ απηφ ζρήκα είλαη θιεηζηφ θαη έρεη δχν άμνλεο. Δάλ απηνί είλαη 

παξάιιεινη πξνο ηνπο  yx   άμνλεο θαη ην θέληξν ηεο έιιεηςεο είλαη ην ),( 00 y  ηφηε ε 

εμίζσζε ηεο έιιεηςεο δίδεηαη απφ ηνλ ηχπν  

                         jbyr EEE


 sincos)( 00                         (4.5) 

φπνπ a θαη b  ζηαζεξέο θαη )2,0[  E  ε αλεμάξηεηε παξάκεηξνο απηήο.  

Ζ έιιεηςε πξνθχπηεη φηαλ ηκήζνπκε έλαλ νξζφ θψλν κε έλα επίπεδν πνπ δελ είλαη 

παξάιιειν πξνο ηνλ άμνλα ηνπ θψλνπ, νχηε πξνο κία γελέηεηξα απηνχ. Δάλ ην επίπεδν απηφ 

είλαη θάζεην ζηνλ άμνλα ηνπ θψλνπ, ηφηε ba  θαη ε έιιεηςε εθθπιίδεηαη ζε θχθιν. Ζ 

έιιεηςε είλαη δε ν γεσκεηξηθφο ηφπνο ησλ ζεκείσλ ην άζξνηζκα ησλ απνζηάζεσλ ησλ 

νπνίσλ απφ δχν δεδνκέλα ζεκεία, ηηο εζηίεο, είλαη ζηαζεξφ. (παξάξηεκα Π.Κ.)    

Ζ θακπχιε απηή πξνθχπηεη απφ πξνβνιή θχθινπ ζε επίπεδν πνπ ζρεκαηίδεη γσλία 










a

b
arccos φπνπ ab  κε ην επίπεδφ ηνπ θχθινπ. Ζ πνιηθή γσλία E ηνπ θχθινπ απηνχ είλαη 

ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ηεο ειιείςεσο ζηελ αλσηέξσ κνξθή.       

 

6. Παπαβολή  

Ζ παξαβνιή είλαη έλα ζρήκα κε έλα ζθέινο ην νπνίν πξνθχπηεη εάλ ηκήζνπκε έλαλ 

νξζφ θψλν κε έλα επίπεδν παξάιιειν πξνο κία γελέηεηξά ηνπ. (παξάξηεκα Π.Κ.).  Δάλ ν 

άμνλαο ζπκκεηξίαο ηεο είλαη ν y άμνλαο φπσο θαίλεηαη ζηελ εηθφλα 4.2  ηφηε ε εμίζσζε ηεο 

παξαβνιήο δίδεηαη απφ ηε ζρέζε 

                                PPP cbay  ,
2

                                (4.6) 

φπνπ cba ,, ζηαζεξέο.    

 Ζ παξαβνιή είλαη  ν γεσκεηξηθφο ηφπνο ησλ ζεκείσλ πνπ ηζαπέρνπλ  απφ έλα 

δεδνκέλν ζεκείν, ηελ εζηία ηεο θαη απφ κηα επζεία θάζεηε ζηνλ άμνλα ηεο , ηε δηεπζεηνχζα. 

(παξάξηεκα Π.Κ.).     
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Δηθφλα 4.2 

Γξαθηθέο παξαζηάζεηο κηαο ππεξβνιήο (πξάζηλν ρξψκα) , κηαο έιιεηςεο (θφθθηλν ρξψκα ) θαη κηαο παξαβνιήο 

(κπιε ρξψκα).      

 

7. Γενική εξίζυζη κυνικήρ 

Όπσο αλαιπηηθά πεξηγξάθεηαη ζην ζρεηηθφ παξάξηεκα Π.Κ. απηή είλαη ε 

                       022  FEYDXCXYBYAX                           (4.7) 

Αλ ε εμίζσζε απηή αληηζηνηρεί ζε θχθιν, έιιεηςε, ππεξβνιή, ή παξαβνιή εμαξηάηαη απφ ηε 

δηαθξίλνπζα 24 CAB  .    

 

 

             

4.2 ύνηομη ιζηοπική αναζκόπηζη αναθοπικά με ηα επιλεγένηα 

γευμεηπικά ππόηςπα 

 

Σςνοπηική ιζηοπική αναδπομή πεπί ηυν κυνικών 

Ο Μέλαηρκνο, ηνλ 4ν π.Φ. αηψλα  είλαη ν πξψηνο πνπ απέδεημε φηη νη θακπχιεο 

έιιεηςε, παξαβνιή θαη ππεξβνιή πξνθχπηνπλ απφ ηελ ηνκή επηπέδνπ θαη νξζνχ θπθιηθνχ 

θψλνπ θαη κειέηεζε ηηο ηδηφηεηέο ηνπο. Ζ κειέηε απηή ήηαλ ε απαξρή ηεο ζεσξίαο ησλ 

θσληθψλ ηνκψλ. 
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Ο Απνιιψληνο ν Πεξγαίνο (3
νο

-2
νο

 π.Φ. αηψλαο), θαίλεηαη φηη εκπλεχζηεθε απφ ηνπο 

φξνπο ηνπ Δπθιείδε «παξαβάιεηλ», «ειιείπεηλ» θαη «ππεξβάιιεηλ» θαη έδσζε πξψηνο απηφο 

ηελ νλνκαζία ησλ ηξηψλ θσληθψλ ηνκψλ πνπ ηζρχεη θαη ζήκεξα δειαδή  «παξαβνιή», 

«έιιεηςε» θαη «ππεξβνιή». Παξαηήξεζε επίζεο φηη γηα λα πάξνπκε ηηο ηξεηο θσληθέο ηνκέο 

αξθεί λα ηκεζεί έλαο θψλνο κε επίπεδν άζρεηα αλ απηφο είλαη νξζνγψληνο, ακβιπγψληνο ή 

νμπγψληνο. Τν πνιχ ζεκαληηθφ έξγν ηνπ ζρεηηθά κε ηηο θσληθέο ηνκέο απνηειεί έλα θιαζηθφ 

έξγν πνπ ηνπ ράξηζε ηελ πξνζσλπκία «ν Μέγαο Γεσκέηξεο» απφ ηνπο ζχγρξνλνπο ηνπ.  

Σεκεηψλεηαη φηη ν Δπθιείδεο, ν ζεκειησηήο ηεο αμησκαηηθήο ζεψξεζεο, αθηέξσζε 

ηκήκα ησλ δνθηκίσλ ηνπ ζηε κειέηε ησλ θσληθψλ ([1.5] σο [1.10]). 

 

Σςνοπηική ιζηοπική αναδπομή πεπί ηηρ γπαμμικήρ ζπείπαρ 

Ζ γξακκηθή ζπείξα είλαη έλα ζρήκα πνπ σο ηψξα ζεσξείην φηη πξψηνο ζπλέιαβε ν 

Κφλσλ ν Σάκνο (3
νο

 π.Φ. αηψλαο) . Όκσο ν απζηεξφο καζεκαηηθφο νξηζκφο απηήο έγηλε γηα 

πξψηε θνξά απφ ηνλ Αξρηκήδε (287-212 π.Φ.), ην κεγαιχηεξν καζεκαηηθφ φισλ ησλ 

επνρψλ, ζην ζρεηηθφ ηνπ βηβιίν «Πεξί Διίθσλ». Ο νξηζκφο ηεο θακπχιεο απηήο κπνξεί λα 

δνζεί θαη  σο εμήο: 

Θεσξνχκε εκηεπζεία ΟΑ ε νπνία ζηξέθεηαη κε ζηαζεξή ηαρχηεηα πεξί ελφο ζηαζεξνχ 

ζεκείνπ Ο. Σηελ εκηεπζεία ΟΑ ζεσξνχκε έλα θηλεηφ ζεκείν Μ πνπ θηλείηαη κε ζηαζεξή 

ηαρχηεηα απφ ην Ο πξνο ην Α. Σηελ αξρή ηνπ ρξφλνπ ε ΟΑ ζπκπίπηεη κε ηνλ εκηάμνλα  Ορ, 

ην δε θηλεηφ ζεκείν Μ βξίζθεηαη ζην ζεκείν Ο. Ο γεσκεηξηθφο ηφπνο ηνπ ζεκείνπ  Μ 

ζρεκαηίδεη γξακκηθή ζπείξα. 

Σην έξγν «Πεξί ειίθσλ» ν Αξρηκήδεο πξαγκαηνπνηεί  πνιχ εθηελή  θαη κεζνδηθή 

κειέηε ησλ ηδηνηήησλ ηεο θακπχιεο απηήο. Τν έξγν  πεξηιακβάλεη 28 ζεσξήκαηα, 6 

πνξίζκαηα θαη 7 νξηζκνχο πνπ αθνξνχλ ζε απηήλ. Σε έλα απφ ηα πην εληππσζηαθά 

ζεσξήκαηα ν Αξρηκήδεο θαηάθεξε κε ηε βνήζεηα απηήο ηεο θακπχιεο λα θαηαζθεπάζεη 

θχθιν ίζνπ εκβαδνχ κε ηξίγσλν πνπ ζπλεπάγεηαη επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ 

ηεηξαγσληζκνχ ηνπ θχθινπ ([1.5] σο [1.10]).                  
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4.3 Η αναγκαιόηηηα ανάπηςξηρ νέυν μεθόδυν για ηην επιβεβαίυζη ηηρ 

σπήζηρ καμπςλογπάθυν και ηον ακπιβή ενηοπιζμό ηυν παπαμέηπυν αςηών 

 

Γηα ηελ αληηκεηψπηζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ αλ ρξεζηκνπνηήζεθε ή φρη νδεγφο γηα ηε 

ζρεδίαζε ησλ ηνηρνγξαθηψλ, σο θαη γηα ηνλ αθξηβή εληνπηζκφ ησλ παξακέηξσλ ηνπο ζηελ 

πεξίπησζε πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ νδεγνί,  ρξεηαδφκαζηε κηα εμαληιεηηθή κέζνδν 

πξνζαξκνγήο ζνξπβψδνπο θακπχιεο ζε πξφηππν. Σπγθεθξηκέλα, ε κέζνδνο απηή πξέπεη λα  

δίλεη αλακθηζβήηεηα  ην ειάρηζην ιάζνο πξνζαξκνγήο ελφο δσγξαθηζκέλνπ πεξηγξάκκαηνο  

αλάκεζα ζε έλα ζχλνιν πηζαλψλ ππνςεθίσλ πξνηχπσλ.   

Δπηπιένλ, ελ πξνθεηκέλσ έρνπκε ζηε δηάζεζή καο πνιιέο δηαθνξεηηθέο ζνξπβψδεηο 

πινπνηήζεηο ηνπ ηδίνπ πξνηχπνπ θαη θαινχκεζα λα πξνζδηνξίζνπκε ηφζν ηε ζπλαξηεζηαθή 

κνξθή φζν θαη ηηο αθξηβείο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ απηψλ ησλ πξνηχπσλ θακππιψλ πνπ 

βέιηηζηα παξήγαγαλ απηέο ηηο πινπνηήζεηο.   Τνλίδεηαη φηη νη κέζνδνη πνπ ρξεζηκνπνηνχλ 

κφλν ειαρηζηνπνίεζε ζπλαξηήζεσλ δελ αλήθνπλ ζε απηή ηελ θαηεγνξία δηφηη δε κπνξνχκε 

λα απνδείμνπκε φηη ην ζεκείν ζην νπνίν απηέο ζπγθιίλνπλ είλαη ην απνιχησο ειάρηζην. 

Αληηζέησο, ε πξάμε απνδεηθλχεη φηη νη αιγφξηζκνη πξνζαξκνγήο θακππιψλ πνπ βαζίδνληαη 

ζε ειαρηζηνπνίεζε ζπλαξηήζεσλ ζπγθιίλνπλ, ζηελ θαιχηεξε πεξίπησζε, ζε έλα ειάρηζην, 

ην νπνίν δελ είλαη ελ γέλεη απφιπην αιιά έλα ζεκείν θνληά ζε απηφ. Δπηπιένλ, αιιάδνληαο 

ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο θαλείο ιακβάλεη, πξαθηηθά ζε θάζε πεξίπησζε, δηαθνξεηηθφ ζεκείν 

ζχγθιηζεο, γεγνλφο πνπ θαζηζηά επηζθαιείο ηηο απνθάζεηο ηηο ζρεηηθέο κε ην πξφβιεκα πνπ 

αληηκεησπίδνπκε.       

Σηε δηεζλή βηβιηνγξαθία ππάξρνπλ αξθεηέο δεκνζηεχζεηο πνπ αθνξνχλ ζηελ βέιηηζηε 

πξνζαξκνγή δηδηάζηαησλ θακππιψλ. Σρεηηθή αλαθνξά ζε απηέο γίλεηαη ζην παξάξηεκα 

Π.Π.    
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4.4 Απσική επιβεβαίυζη ηηρ οπθόηηηαρ επιλογήρ αςηών ηυν 

καμπςλογπάθυν και ππώηη εκηίμηζη ηυν παπαμέηπυν ηοςρ. 

 

Θεσξνχκε ηπρφλ ηκήκα  αληηθεηκέλνπ  πεξηγξάκκαηνο, έζησ απηφ T
AC , πνπ αλήθεη ζην 

ζχλνιν ησλ 

 φπσο απηφ πξνζδηνξίζηεθε ζηελ παξάγξαθν 3.3. Αθνινπζεί ε πεξηγξαθή 

κηαο κεζνδνινγίαο γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ  ηεο πηζαλφηεξεο πξνηχπνπ θακπχιεο 

(stencil/θακππινγξάθνπ) ε νπνία κπνξεί λα αληηζηνηρεί ζε απηφ ην ηκήκα αληηθεηκέλνπ, σο 

θαη κηα πξψηε εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ ηεο πξνηχπνπ απηήο θακπχιεο. Ζ ελ ιφγσ 

κεζνδνινγία πεξηιακβάλεη ηα εμήο βήκαηα.  

Βήμα 1. Γηαιέγνπκε έλα ηπρφλ ηκήκα αληηθεηκέλνπ, ην νπνίν έζησ φηη απνηειείηαη απφ 

PN ζεκεία θαη ππνινγίδνπκε ηε ζπλάξηεζε  κήθνπο S   απηνχ, φπσο αθξηβψο πεξηεγξάθε 

ζηελ παξάγξαθν 3.3. Πξνζεγγίδνπκε ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ pixels ηνπ T
AC  κε δχν 

πνιπψλπκα βαζκνχ N  σο πξνο ην κήθνο ηνπ φπνηε ην ηκήκα αληηθεηκέλνπ πεξηγξάθεηαη σο 

jsyisxsr )()()(  , φπνπ 






 
N

i

iN

i

N

i

iN

i ssysasx
00

)()(   

Σηε ζπγθεθξηκέλε εθαξκνγή επειέγεζαλ νη βαζκνί πνιπσλχκνπ 5N ή 7N ψζηε λα 

έρνπκε ηθαλνπνηεηηθή νκαιή πξνζέγγηζε ηνπ εθάζηνηε ηκήκαηνο ηνπ πεξηγξάκκαηνο, ρσξίο 

φκσο αμηφινγνπο θπκαηηζκνχο ηεο πξνζεγγηζηηθήο πνιπσλπκηθήο θακπχιεο.    

Βήμα 2. Υπνινγίδνπκε ηελ θακππιφηεηα ηνπ )(sr  ηνπ αλσηέξσ βήκαηνο . Γηα ην 

ζθνπφ απηφ ππνινγίδνπκε πξψηα ηα θάησζη:  











 
1

0

1
1

0

1 )()()()(
N

i

iN

i

N

i

iN

i siNsy
ds

d
siNasx

ds

d
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i

N

i

iN

i siNiNsy
ds

d
siiNasx

ds

d
 . 

Ζ θακππιφηεηα ηνπ )(sr είλαη ηψξα  

                             

2

2

2
2

2

2

2

2

)()()( 
















 sy

ds

d
sx

ds

d
sr

ds

dAPROX 
                    (4.8)   
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νπνχ ρξεζηκνπνηήζακε ηνλ άλσ δείθηε '' APROX  γηα λα ππνδειψζνπκε φηη απηή ε 

θακππιφηεηα είλαη ε πξνθχπηνπζα απφ ηελ πνιπσλπκηθή πξνζέγγηζε θαηά ηελ έλλνηα ησλ 

ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ, ε νπνία φκσο πεξηγξάθεη πνιχ ηθαλνπνηεηηθά ηελ θακππιφηεηα ηνπ 

δσγξαθηζκέλνπ ηκήκαηνο T
AC .    

Γεκηνπξγνχκε , επνκέλσο , ηελ ππαθνινπζία ηεο πξνζεγγηζηηθήο θακππιφηεηαο 

APROX
j , φπνπ ε j-νζηή ηηκή ηεο αθνινπζίαο είλαη ε ηηκή ηεο θακππιφηεηαο ζην ππ’ αξηζκφλ 

j pixel ηνπ ηκήκαηνο αληηθεηκέλνπ. Γειαδή ζε αλαιπηηθή κνξθή 

                                   1,...,1,0)(
2

2





PNjsr
ds

d

jss

APROX

j


                            (4.9)    

Βήμα 3. Γηαηππψλνπκε πξνο ζηηγκήλ ηελ ππφζεζε φηη ην ζπγθεθξηκέλν ηκήκα 

αληηθεηκέλνπ πξνζεγγίδεηαη απφ έλα απφ ηα επηιεγέληα γεσκεηξηθά πξφηππα πνπ 

αλαθέξνληαη ζηελ παξάγξαθν 4.1. Δλ γέλεη δελ ππάξρεη αλαιπηηθή έθθξαζε  ηεο 

αλεμαξηήηνπ κεηαβιεηήο ζα ζπλάξηεζε ηνπ κήθνπο ηεο αληίζηνηρεο θακπχιεο. Σε κεξηθέο 

δε πεξηπηψζεηο, φπσο ζηελ έιιεηςε ή ηελ ππεξβνιή δελ είλαη θαλ εθηθηή ε αλαιπηηθή 

έθθξαζε ηνπ κήθνπο S ηεο θακπχιεο ζπλαξηήζεη ηεο ηπρνχζεο αλεμαξηήηνπ κεηαβιεηήο 

ηνπο. Με άιια ιφγηα, ζηελ έιιεηςε ην κελ  δηαθνξηθφ κήθνο   έρεη ηελ θάησζη έθθξαζε 

EEE dbads  2222 cossin   

ελψ ην νινθιήξσκα  

EEE dba   2222 cossin  

έρεη απνδεηρζεί φηη δελ έρεη αλαιπηηθή έθθξαζε, γεγνλφο άιισζηε πνπ γέλλεζε ηνλ θιάδν 

«Διιεηπηηθά Οινθιεξψκαηα». Γηα ηνπο αλσηέξσ ιφγνπο πξνζεγγηζηηθά  θαη κε ρξήζε ηνπ 

δηαθνξηθνχ ηχπνπ πνπ ζπλδέεη ην ζηνηρεηψδεο επηθακπχιην κήθνο κε ηε ζηνηρεηψδε 

κεηαβνιή ηεο αλεμαξηήηνπ κεηαβιεηήο ηεο θακπχιεο, ζα   δεκηνπξγήζνπκε αξηζκεηηθά  ηηο 

αθνινπζίεο 1,...1,0,,,,,,  P

j

Y

j

E

j

X

j

U

jj Njx , νη νπνίεο αληηζηνηρνχλ κνλνζήκαληα 

ζηελ αθνινπζία κεθψλ jS ησλ pixels ηνπ ηκήκαηνο αληηθεηκέλνπ, γηα γξακκηθή ζπείξα, 

ζπείξα εθηχιημεο , εθζεηηθή ζπείξα , έιιεηςε, ππεξβνιή θαη παξαβνιή  αληίζηνηρα. Σε 

ηζνδχλακε δηαηχπσζε γηα ηπρνχζεο ηηκέο ησλ πξσηνγελψλ παξακέηξσλ ελφο εθάζηνηε  

γεσκεηξηθνχ πξνηχπνπ δεκηνπξγνχκε κία αθνινπζία ηηκψλ ηηο αλεμαξηήηνπ κεηαβιεηήο ηνπ 

ζπγθξηκέλνπ πξνηχπνπ, ε νπνία πιήξσο αληηζηνηρεί  ζηελ ππαθνινπζία κεθψλ 

1,...,1,0  P
j NjS . Πξαγκαηνπνηνχκε απηή ηε δηαδηθαζία γηα φια ηα επηιεγέληα 

γεσκεηξηθά πξφηππα.  
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Σπγθεθξηκέλα: 

Υπακολοςθία ηιμών ανεξαπηήηος μεηαβληηήρ για ηη γπαμμική ζπείπα.          

Αο ππνζέζνπκε φηη έλα ζπγθεθξηκέλν ηκήκα αληηθεηκέλνπ T
AC  έρεη πξνθχςεη απφ έλα 

γεσκεηξηθφ πξφηππν γξακκηθήο ζπείξαο κε θέληξν ην ζεκείν 00 , yx ζηαζεξάο  αξρήο 

γελνκέλεο απφ ηελ ηηκή ηεο παξακέηξνπ 0  (εμίζσζε 4.3).  Γεκηνπξγνχκε ηελ αθνινπζία  

j σο εμήο:  Τν πξψην ζηνηρείν ηεο αθνινπζίαο είλαη πξνθαλψο ην 0 .   Δάλ θηλεζνχκε επί 

ηεο γξακκηθήο ζπείξαο απφ ην ζεκείν πνπ αληηζηνηρεί ζην 0 , ζην ζεκείν πνπ  αληηζηνηρεί 

ζην  d0 ζα δηαλχζνπκε ζηνηρεηψδεο επηθακπχιην κήθνο 

                                                      dds 2
01 

                                          (4.10) 

 Σηε ζπγθεθξηκέλε εθαξκνγή ην δεχηεξν pixel ηνπ T
AC απέρεη απφ ην πξψην 1S , ελψ 

ζεσξνχκε επίζεο φηη ε απφζηαζε κεηαμχ ησλ δχν πξψησλ pixels είλαη ηφζν κηθξή , ψζηε ν 

αλσηέξσ ηχπνο γηα ην κήθνο λα ηζρχεη πξνζεγγηζηηθά ζε ιίαλ ηθαλνπνηεηηθφ βαζκφ. 

Ηζνδπλάκσο ζεσξνχκε φηη ηζρχεη 

                                        .
1

1
2
0

1
11

2
01





 

A

s
s                    (4.11)  

Άξα είλαη εχινγν λα ππνζέζνπκε φηη ην δεχηεξν ζηνηρείν ηεο δεηνχκελεο αθνινπζίαο είλαη 

ην 

                                        
2
0

1
0101

1 





A

s
.                                  (4.12) 

 

Δλ ζπλερεία εάλ  θηλεζνχκε επί ηεο γξακκηθήο ζπείξαο απφ ην ζεκείν πνπ αληηζηνηρεί 

ζην 1 , ζην ζεκείν πνπ αληηζηνηρεί ζην  d1 ζα δηαλχζνπκε ζηνηρεηψδεο επηθακπχιην 

κήθνο 

                                               dds 2
11  .                                     (4.13) 

 Τν ηξίην pixel ηνπ T
AC απέρεη απφ ην πξψην επηθακπχιην κήθνο 2S ,άξα απέρεη απφ ην 

πξνεγνχκελφ ηνπ απφζηαζε 12 sss  . Υηνζεηψληαο πάιη ηελ ππφζεζε φηη  ε απφζηαζε  

δεχηεξνπ θαη ηξίηνπ pixel είλαη πνιχ κηθξή ,ηφηε πξνζεγγηζηηθά ηζρχεη φηη 
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                         .
1

1
2
1

12
22

2
112











 ss
ss                  (4.14) 

Άξα είλαη εχινγν λα ππνζέζνπκε φηη ην ηξίην  ζηνηρείν ηελ δεηνχκελεο αθνινπζίαο είλαη ην 

                             
2
1

12
1212

1 









ss
.                                 (4.15) 

 

Δληειψο  αλάινγα νξίδνπκε ην j-νζηφ ζηνηρείν ηεο αθνινπζίαο ησλ ηηκψλ ηεο αλεμαξηήηνπ 

κεηαβιεηήο, κέζσ ηνπ αλαδξνκηθνχ ηχπνπ 

                       1,...,1
1 2

1

1

11 











PNj

ss

j

jj

jjjj


 .              (4.16)  

 

Υπακολοςθία ηιμών ανεξαπηήηος μεηαβληηήρ για ηη ζπείπα εκηύλιξηρ.          

Αλ ππνζέζνπκε πσο ην ζπγθεθξηκέλν αληηθείκελν πεξηγξάκκαηνο T
AC  έρεη παξαρζεί 

απφ έλα γεσκεηξηθφ πξφηππν ζπείξαο εθηχιημεο (εμίζσζε 4.1)  φπνπ 00 , yx ην θέληξν ηεο 

ζπείξαο , 0r ε αθηίλα ηνπ άμνλα εθηχιημεο θαη 
U ε πξσηνγελήο  παξάκεηξνο. Aξρήο 

γελνκέλεο απφ ηελ ηηκή 
U
0 ηεο πξσηνγελλνχο παξακέηξνπ, ε αθνινπζία ησλ ηηκψλ U

j

δεκηνπξγείηαη σο εμήο: 

Τν πξψην ζηνηρείν ηεο αθνινπζίαο είλαη ην 
U
0 . Κηλνχκελνη επί ηεο ζπείξαο εθηχιημεο 

απφ ην πξψην ζεκείν απηήο, πνπ αληηζηνηρεί ζην 
U
0 , πξνο ην δεχηεξν πνπ αληηζηνηρεί ζην 

UU d 0 δηαλχνπκε ζηνηρεηψδεο επηθακπχιην κήθνο 

                                            
UUdrds 00 .                                             (4.17)    

 Όπσο ήδε γλσξίδνπκε, ζηελ ελ ιφγσ εθαξκνγή ,  ε απφζηαζε 1S  κεηαμχ ησλ δχν 

πξψησλ pixels  ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ T
AC  είλαη ηφζν κηθξή ψζηε, εάλ απηφ είρε παξαρζεί απφ 

γεσκεηξηθφ πξφηππν ζπείξαο εθηχιημεο, ν αλσηέξσ ηχπνο λα ηζρχεη πξνζεγγηζηηθά ζε πνιχ 

θαιφ βαζκφ. Ηζνδπλάκσο ζεσξνχκε φηη ηζρχεη         

                                                  .
00

1
11001 U

UUU

r

s
rs


                           (4.18) 

Σπλεπψο εχινγα ππνζέηνπκε φηη ην δεχηεξν ζηνηρείν  ηεο ελ ιφγσ αθνινπζίαο είλαη ην     

                                               
U

UUUU

r

s

00

1
0101


  .                               (4.19) 
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Αλ ζπλερίζνπκε λα θηλνχκαζηε επί ηεο ζπείξαο εθηχιημεο απφ ην ζεκείν πνπ αληηζηνηρεί ζην 

U
1 , πξνο ην ζεκείν πνπ αληηζηνηρεί ζην UU d 11   ζα δηαλχζνπκε ζηνηρεηψδεο επηθακπχιην 

κήθνο UUdrds 10 . Έρνληαο ππνζέζεη φηη ε απφζηαζε 12 sss    κεηαμχ δεχηεξνπ θαη 

ηξίηνπ ζεκείνπ είλαη πνιχ κηθξή (φπνπ 2S ε απφζηαζε απφ ην πξψην ζην ηξίην ζεκείν ηνπ 

T
AC ) ηφηε ηζρχεη πνχ ηθαλνπνηεηηθά ε πξνζέγγηζε   

                                      
U

UUU

r

ss
rss

10

12
221012





                             (4.20) 

Με ηελ ίδηα ζπιινγηζηηθή ζπλάγνπκε φηη ν ηξίηνο φξνο ηεο αθνινπζίαο είλαη ν   

                                           
U

UUUU

r

ss

10

12
1212





                                  (4.21) 

θαη ν j-νζηφο φξνο είλαη ν   

                          1,...,1
10

1

11 








PNj

r

ss

U
j

jjU
j

U
j

U
j

U
j


 .                (4.22) 

 

  

Υπακολοςθία ηιμών ανεξαπηήηος μεηαβληηήρ για ηην πεπίπηυζη ηηρ εκθεηικήρ ζπείπαρ. 

 Έζησ ε εθζεηηθή ζπείξα κε θέληξν 00 , yx ,πξσηαξρηθέο παξακέηξνπο , θαη 

αλεμάξηεηε παξάκεηξν 
X (εμίζσζε 4.2). Με ηελ ίδηα κέζνδν φπσο πξνεγνπκέλσο 

δεκηνπξγνχκε ηελ αθνινπζία ησλ ηηκψλ ηεο αλεμαξηήηνπ παξακέηξνπ 
X : 

         1,...,1
1

,
12

1

110 











PjjX

j

X

j

X

j

X

j

X Nj
e

ss
X
j

      (4.23) 

   

Υπακολοςθία ηιμών ανεξαπηήηος μεηαβληηήρ για ηην ςπεπβολή με παπάμεηπο ηο
Y   

Αο ππνζέζνπκε φηη ην ζπγθεθξηκέλν ηκήκα αληηθεηκέλνπ T
AC  έρεη πξνθχςεη απφ 

γεσκεηξηθφ πξφηππν ππεξβνιήο κε θέληξν ην ζεκείν 00 , yx  θαη πξσηνγελείο παξακέηξνπο 

ba, , ηα κήθε ησλ εκηαμφλσλ ηεο. Έζησ φηη ην ζπγθεθξηκέλν ηκήκα αληηθεηκέλνπ 

αληηζηνηρεί ζην ηκήκα ηεο ππεξβνιήο πνπ εθθηλά απφ ην ζεκείν κε ηηκή παξακέηξνπ 
Y
0 . 

Γεκηνπξγνχκε πάιη ηελ αθνινπζία  Y
j σο εμήο: 

 Τν πξψην ζηνηρείν απηήο  είλαη πξνθαλψο ην 
Y
0 .   Κηλνχκελνη επί ηεο ππεξβνιήο απφ 

ην ζεκείν πνπ αληηζηνηρεί ζην 
Y
0 , πξνο ην ζεκείν πνπ αληηζηνηρεί ζην 

YY d 0  δηαλχνπκε 

ζηνηρεηψδεο επηθακπχιην κήθνο  



48 

 

                                              YY dabads  2
0

222 cosh  .                          (4.24) 

Τν δεχηεξν pixel ηνπ T
AC απέρεη απφ ην πξψην 1S , ελψ πάιη ζεσξνχκε φηη ν αλσηέξσ ηχπνο 

ηζρχεη  πξνζεγγηζηηθά, ιφγσ κηθξήο απνζηάζεσο ησλ δηαδνρηθψλ pixels . Θεσξνχκε δειαδή 

φηη ηζρχεη 

             
  2

0
222

1
11

2
0

222
1

cosh
cosh

aba

s
abas

Y

YYY





        (4.25) 

Άξα ην δεχηεξν ζηνηρείν ηεο αθνινπζίαο είλαη ην 

                              
  2

0
222

1
0101

cosh aba

s

Y

YYYY





 .                (4.26) 

 

Κηλνχκελνη ζηε ζπλέρεηα επί ηεο ππεξβνιήο απφ ην ζεκείν πνπ αληηζηνηρεί ζην Y
1 , 

πξνο ζεκείν πνπ αληηζηνηρεί ζην YY d 1  δηαλχζνπκε ζηνηρεηψδεο  κήθνο 

  YY dabads  2
1

222 cosh  . Με  πνιχ ηθαλνπνηεηηθή   πξνζέγγηζε ηζρχεη φηη 

                         

 

 
.

cosh

cosh

2

1

222

12
2

2

2

1

222

12

aba

ss

abass

Y

Y

YY













                 (4.27)       

νπφηε κηα ηθαλνπνηεηηθή ηηκή ηνπ ηξίηνπ ζηνηρείνπ ηεο αθνινπζίαο είλαη ε 

                     
  2

1
222

12
1212

cosh aba

ss

Y

YYYY







 .              (4.28) 

 

Ζ έθθξαζε γηα ην γεληθφ φξν ηεο αθνινπζίαο είλαη θαη’ αλάινγν ηξφπν ε  

             
 

1,...,1
cosh 2

1
222

1

11 










PNj

aba

ss

Y
j

jjY
j

Y
j

Y
j

Y
j


 .       (4.29) 

 

 

 

Υπακολοςθία ηιμών ανεξαπηήηος μεηαβληηήρ για ηην ςπεπβολή με παπάμεηπο ηο σ. 

Σηνλ ππνινγηζηή ε πεξηγξαθή ηεο ππεξβνιήο κε παξάκεηξν ην 
Y , έρεη ην ζνβαξφ 

κεηνλέθηεκα έλα πνιχ κεγάινπ εχξνπο πεδίν ηηκψλ λα πξέπεη λα παξαρζεί απφ έλα πνιχ 

κηθξφ εχξνο πεδίνπ νξηζκνχ. Τα ηειεπηαίν ζπλεπάγεηαη φηη , ζπρλά , γηα λα δεκηνπξγήζνπκε 

ηελ ππεξβνιή ζηνλ ππνινγηζηή, είκαζηε αλαγθαζκέλνη λα θηλεζνχκε ζηα φξηα ηνπ ιάζνπο 

ππεξρείιηζεο είηε ηνπ ιάζνπο πεπεξαζκέλεο αθξίβεηαο ή αθφκα αξθεηέο θνξέο λα βξεζνχκε 



49 

 

εληφο απηνχ ηνπ ιάζνπο. Γη απηφ ην ιφγν , φπνπ είλαη  εθηθηφ πξνηηκνχκε λα δεκηνπξγνχκε 

ππνινγηζηηθά ηελ ππεξβνιή κε παξάκεηξν ην ρ (ή ην y). Δάλ ν άμνλαο ηεο ππεξβνιήο πνπ 

πεξλά απ’ ηηο δχν εζηίεο ηεο είλαη  ν άμνλαο ησλ y ηφηε ε εμίζσζε ηεο αλσηέξσ ππεξβνιήο 

έρεη σο εμήο: 

                                                 



 ,1

2

2

y .                                       (4.30) 

Τφηε ε αθνινπζία ησλ ηηκψλ ηεο παξακέηξνπ  ε νπνία ζα γελλνχζε ηελ αθνινπζία 

επηθακππιίσλ απνζηάζεσλ js ζηελ πεξίπησζε πνπ ην ζπγθεθξηκέλν ηκήκα αληηθεηκέλνπ 

είρε παξαρζεί απφ απηήλ ηελ ππεξβνιή, είλαη ε 

  

 
 

1,...,1,
2

1

224

2

1

2

1110 











PNj
aa

ss

j

j

jjjjjj




          (4.31) 

 

 

Υπακολοςθία ηιμών ανεξαπηήηος μεηαβληηήρ για ηην έλλειτη           

Έζησ ε έιιεηςε θέληξνπ 00 , y  πξσηαξρηθψλ παξακέηξσλ ba,  θαη κε αλεμάξηεηε 

παξάκεηξν )2,0[  E ε νπoία πεξηγξάθεηαη απφ ηε δηαλπζκαηηθή εμίζσζε  

                                   jbyir EEE


 sincos)( 00                              (4.32) 

Τφηε πξνρσξψληαο φπσο ζηελ πεξίπησζε ηεο ππεξβνιήο , ε αθνινπζία ησλ ηηκψλ ηεο 
E ε 

νπνία αληηζηνηρεί ζηελ αθνινπζία επηθακππιίσλ κεθψλ js ζηελ πεξίπησζε πνπ ην T
AC έρεη 

παξαρζεί απφ θακππινγξάθν ζρήκαηνο έιιεηςεο είλαη ε  

         1,...,1
cossin

,

1

22

1

22

1

110 











PNj
ba

ss

E

j

E

j

jjE

j

E

j

E

j

E

j

E


          (4.33) 

 

Υπακολοςθία ηιμών ανεξαπηήηος μεηαβληηήρ για ηην παπαβολή με παπάμεηπο ηο σ  

Έζησ ε παξαβνιή κε άμνλα ζπκκεηξίαο ηνλ y-άμνλα πξσηαξρηθέο παξακέηξνπο cba ,,    

θαη εμίζσζε  PPP cbay  ,
2

. Τφηε αλ ν θακππινγξάθνο πνπ έρεη γελλήζεη 

ην ηκήκα αληηθεηκέλνπ T
AC αληηζηνηρεί ζε ηκήκα παξαβνιήο ε αθνινπζία ηηκψλ ηεο 

αλεμάξηεηνπ παξακέηξνπ έρεη σο θάησζη. 

                           

 
PNj

ba

ss

P

j

jjP

j

P

j

P ,...,1

21

,
2

1

1

10 













                       (4.34) 
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Βήμα 4. Γηα θάζε ππνςήθην γεσκεηξηθφ πξφηππν νξίζακε ζην πξνεγνχκελν βήκα κία 

αληίζηνηρε αθνινπζία ηηκψλ ηεο αλεμαξηήηνπ κεηαβιεηήο ηνπ πξνηχπνπ, κε ηελ νπνία απηφ 

ζπλήζσο νξίδεηαη. Γειαδή, φπσο έρεη ήδε αλαθεξζεί  αλζξσπνκνξθηζηηθά ε θαηάιιειε 

παξάκεηξνο γηα λα νξηζηνχλ νη ζπείξεο  είλαη ε πνιηθή γσλία  ηνπ ηπρφληνο ζεκείνπ ηνπο, 

ηεο ειιείςεσο ην 
E κε γεσκεηξηθφ λφεκα ηελ πνιηθή γσλία ηνπ θχθινπ ε πξνβνιή ηνπ 

νπνίνπ γελλά ηε ζπγθεθξηκέλε έιιεηςε θιπ.  

 Σην παξφλ βήκα ζα δεκηνπξγήζνπκε αληίζηνηρεο αθνινπζίεο ηηκψλ ησλ 

θακππινηήησλ γηα θάζε ππνςήθην γεσκεηξηθφ πξφηππν θαη θάζε ηκήκα αληηθεηκέλνπ 

ρσξηζηά. (Τα πεξί θακππιφηεηαο παξνπζηάδνληαη αλαιπηηθφηεξα ζην παξάξηεκα Π.Κ.) 

 

Η ακολοςθία ηιμών καμπςλοηήηυν για ηο ημήμα ανηικειμένος CA
T
 για ηην πεπίπηυζη ηηρ 

γπαμμικήρ ζπείπαρ.     

Ζ θακππιφηεηα ηεο γξακκηθήο ζπείξαο δίδεηαη απφ ηνλ ηχπν 

                                                   
  2/32

2

1

2













LIN .                                       (4.35) 

Άξα ε αθνινπζία θακππινηήησλ LIN
j  είλαη ην ζχλνιν ησλ ηηκψλ ηεο θακππιφηεηαο ζηα 

pixels ηνπ T
AC , εάλ απηφ είρε πξνθχςεη απφ γξακκηθή ζπείξα, δειαδή, 

                                        
 

1,...,0
1

2
2/32

2









P

j

jLIN

j Nj



                           (4.36) 

 

Με άιια ιφγηα, ην δεδνκέλν είλαη νη απνζηάζεηο ησλ pixels ηνπ ηκήκαηνο αληηθεηκέλνπ T
AC

ηεο ηνηρνγξαθίαο ή ηζνδπλάκσο ε αθνινπζία κεθψλ 1,...,0  P
j NjS . Δάλ απηφ ην ηκήκα 

αληηθεηκέλνπ είρε πξνθχςεη κε νδεγφ κία ζπγθεθξηκέλε γξακκηθή ζπείξα, ηφηε απηή ε 

αθνινπζία jS ζα αληηζηνηρνχζε κνλνζήκαληα θαη κε ιίαλ ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε ζηελ 

αθνινπζία ηηκψλ j ηεο αλεμαξηήηνπ κεηαβιεηήο πνπ ρξεζηκνπνηνχκε φπσο απηή 

ππνινγίζηεθε ζην βήκα 3 . Ζ αθνινπζία ηηκψλ θακππινηήησλ LIN
j αληηζηνηρεί 

κνλνζήκαληα ζηελ αθνινπζία ηηκψλ j  επί ησλ pixels ηνπ T
AC . Αμίδεη λα ηνλίζνπκε φηη νη  

ηηκέο ησλ αθνινπζηψλ LIN
j θαη j θαζνξίδνληαη κφλν απφ ηελ αξρηθή ηηκή ηεο αλεμαξηήηνπ 

κεηαβιεηήο 0 θαη ηελ πξνζδηνξηζηέα   ηηκή ηεο πξσηαξρηθήο παξακέηξνπ  ηεο 

γξακκηθήο ζπείξαο.        
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Η ακολοςθία ηιμών καμπςλοηήηυν ηος ημήμαηορ ανηικειμένος CA
T
 για ηην ζπείπα 

εκηύλιξηρ.     

  

Ζ θακππιφηεηα ηεο ζπείξαο εθηχιημεο   δίδεηαη απφ ηνλ ηχπν    

                                                              
U

UNW

r


0

1
                                            (4.37) 

Καηά ζπλέπεηα, ε αθνινπζία ηηκψλ UNW
j  πνπ καο δίλεη ηηο ηηκέο ηεο θακππιφηεηαο ζηα 

pixels ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ αληηθεηκέλνπ πεξηγξάκκαηνο, εάλ απηφ είρε πξνθχςεη απφ ζπείξα 

εθηχιημεο,   έρεη ηελ έθθξαζε  

                                                           
U
j

UNW
j

r


0

1
                                               (4.38) 

κε ηηο ηηκέο ηεο U
j φπσο απηέο ππνινγίζηεθαλ ζην βήκα 3. Ζ αθνινπζία ησλ ηηκψλ U

j

δεκηνπξγεί  κνλνζήκαληα ηελ αθνινπζία ησλ ηηκψλ ησλ  θακππινηήησλ UNW
j  επί ησλ 

pixels ηνπ T
AC  ελψ νη αθξηβείο ηηκέο απηψλ ησλ αθνινπζηψλ θαζνξίδνληαη απφ ηελ αξρηθή 

ηηκή  
U
0 θαη ηελ ηηκή ηεο πξσηαξρηθήο παξακέηξνπ 0r .         

 

Η ακολοςθία ηιμών καμπςλοηήηυν ηος  CA
T
 για ηην εκθεηική ζπείπα.     

 

Ζ έθθξαζε πνπ δίλεη ηελ θακππιφηεηα ηεο εθζεηηθήο ζπείξαο είλαη ε αθφινπζε. 

                                                  Xbeba

EXP




21

1


                                      (4.39) 

  

Δάλ ην ζπγθεθξηκέλν  αληηθείκελν πεξηγξάκκαηνο  έρεη πξνθχςεη απφ ζπείξα εθηχιημεο,  ε 

αθνινπζία ηηκψλ EXP
j  πνπ καο δίλεη ηηο ηηκέο ηεο θακππιφηεηαο ζηα pixels απηνχ   έρεη ηελ 

έθθξαζε  

                                                  X
jb

eba

EXP

j 


21

1


                                (4.40) 

κε ηηο ηηκέο ηεο X
j πνπ ππνινγίζηεθαλ ζην βήκα 3. Ζ αθνινπζία ησλ ηηκψλ X

j δεκηνπξγεί  

κνλνζήκαληα ηελ αθνινπζία ησλ ηηκψλ ησλ θακππινηήησλ 
EXP

j  επί ησλ pixels ηνπ T
AC  ελψ 

νη αθξηβείο ηηκέο απηψλ ησλ αθνινπζηψλ θαζνξίδνληαη απφ ηελ αξρηθή ηηκή  
X
0 θαη ηηο ηηκέο 

ησλ πξσηαξρηθψλ παξακέηξσλ ba, .        
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Η ακολοςθία ηιμών καμπςλοηήηυν ηος  CA
T
 ζηην πεπίπηυζη πος ο καμπςλογπάθορ είναι 

ςπεπβολή.     

Ό αλαιπηηθφο ηχπνο ηεο θακππιφηεηαο ηεο ππεξβνιήο είλαη ν θάησζη  

                                            
   2/32222 cosh aba

ba

Y

YPE





 .                         (4.41) 

Άξα ε αθνινπζία θακππινηήησλ YPE
j  είλαη ην ζχλνιν ησλ ηηκψλ ηεο θακππιφηεηαο ζηα 

pixels ηνπ T
AC , εάλ απηφ είρε πξνθχςεη απφ ππεξβνιή, δειαδή, 

                              
  

1,...,1,0
cosh

2/32222



 P

Y
j

YPE
j Nj

aba

ba


           (4.42) 

Οη ηηκέο ηεο Y
j ππνινγίζηεθαλ ζην βήκα 3 θαη θαζνξίδνληαη απφ ηελ αξρηθή ηηκή 

Y
0 θαη ηηο 

ηηκέο ησλ πξσηαξρηθψλ παξακέηξσλ ba, ηεο ππεξβνιήο. Απφ ηα 
Y
0 θαη ba, θαζνξίδνληαη 

θαη νη ηηκέο ηεο αθνινπζίαο YPE
j .      

Δάλ ρξεζηκνπνηεζεί σο αλεμάξηεηε παξάκεηξνο ην   ησλ θαξηεζηαλψλ ζπληεηαγκέλσλ ν 

αλαιπηηθφο ηχπνο ηεο θακππιφηεηαο έρεη σο εμήο: 

                                          
   2/322422

44

bbba

baYPE





                                    (4.43) 

Καη ζπλεπψο ε αθνινπζία θακππινηήησλ πνπ αληηζηνηρεί ζην ζχλνιν ησλ ηηκψλ j είλαη ε  

                                          
   2/322422

44

bbba

ba

j

YPE
j





 .                                    (4.44) 

Ζ αθνινπζία απηή θαζνξίδεηαη πιήξσο απφ ηελ αξρηθή ηηκή 0 ηεο αλεμάξηεηνπ 

κεηαβιεηήο θαη ηηκέο ησλ πξσηαξρηθψλ παξακέηξσλ ba, . Όπσο πξναλαθέξζεθε ε 

ζπγθεθξηκέλε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή είλαη πξνηηκεηέα ζηηο ππνινγηζηηθέο εθαξκνγέο δηφηη 

κε ηε ρξήζε απηήο πεξηνξίδνληαη ζεκαληηθά ηα πξνβιήκαηα αξηζκεηηθήο αλαθξίβεηαο θαη 

ζθάικαηνο ιφγσ πεπεξαζκέλνπ κήθνπο ιέμεο.      

    

Η ακολοςθία ηιμών καμπςλοηήηυν ηος  CA
T
 ζηην πεπίπηυζη πος ο καμπςλογπάθορ είναι 

έλλειτη.     

Ό αλαιπηηθφο ηχπνο ηεο θακππιφηεηαο ηεο έιιεηςεο είλαη ν θάησζη  

                                         
  2/32222 sincos EE

ELL

ab

ba





 .                          (4.45) 
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Άξα ε αθνινπζία θακππινηήησλ ELL
j  είλαη ην ζχλνιν ησλ ηηκψλ ηεο θακππιφηεηαο ζηα 

pixels ηνπ T
AC , εάλ απηφ έρεη  πξνθχςεη απφ έιιεηςε, δειαδή, 

                            
 

1,...,1,0
sincos

2/32222



 P

E
j

E
j

ELL
j Nj

ab

ba


            (4.46) 

Οη ηηκέο ηεο E
j ππνινγίζηεθαλ ζην βήκα 3 θαη θαζνξίδνληαη απφ ηελ αξρηθή ηηκή 

E
0 θαη ηηο 

ηηκέο ησλ πξσηαξρηθψλ παξακέηξσλ ba, ηεο έιιεηςεο. Απφ ηα 
E
0 θαη ba, θαζνξίδνληαη θαη 

νη ηηκέο ηεο αθνινπζίαο ELL
j .       

 

Η ακολοςθία ηιμών καμπςλοηήηυν ηος  CA
T
 ζηην πεπίπηυζη πος ο καμπςλογπάθορ είναι 

παπαβολή.     

Ό αλαιπηηθφο ηχπνο ηεο θακππιφηεηαο ηεο παξαβνιήο είλαη ν θάησζη  

                                            

 
2/3

2
21

2






 



ba

a

P

PAR



 .                                    (4.47) 

Άξα ε αθνινπζία θακππινηήησλ 
PAR

j  είλαη ην ζχλνιν ησλ ηηκψλ ηεο θακππιφηεηαο ζηα 

pixels ηνπ T
AC , εάλ απηφ έρεη  πξνθχςεη απφ παξαβνιή, δειαδή, 

                                   

 
1,...,1,0

21

2
2/3

2







 

 P

P
j

PAR
j Nj

ba

a



                 (4.48) 

Οη ηηκέο ηεο P
j ππνινγίζηεθαλ ζην βήκα 3 θαη θαζνξίδνληαη απφ ηελ αξρηθή ηηκή 

P
0 θαη ηηο 

ηηκέο ησλ πξσηαξρηθψλ παξακέηξσλ cba ,, ηεο παξαβνιήο. Απφ ηα 
P
0 θαη cba ,,

θαζνξίδνληαη θαη νη ηηκέο ηεο αθνινπζίαο PAR
j .       

 

Βήμα 5 . Έρνπκε ήδε πξνζεγγίζεη ην ηκήκα αληηθεηκέλνπ T
AC κε θαηάιιεια 

πνιπψλπκα θαη έρνπκε παξάμεη ηελ αθνινπζία θακππινηήησλ APROX
j εθ’ φισλ ησλ pixels 

απηνχ.   Δπεηδή ην ζρεηηθφ ιάζνο πξνζέγγηζεο είλαη ηδηαηηέξσο κηθξφ, είλαη εχινγν λα 

ππνζέζνπκε φηη νη ηηκέο ησλ APROX
j είλαη ηθαλνπνηεηηθέο πξνζεγγίζεηο ησλ πξαγκαηηθψλ 

ηηκψλ ηεο θακππιφηεηαο ζηα ζεκεία απηά ηνπ νδεγνχ πνπ ελδερνκέλσο ρξεζηκνπνηήζεθε 

γηα ην ζρεδηαζκφ ηνπ T
AC .  

Τίζεηαη ηψξα ην εξψηεκα: Υπάξρεη θάπνηα απφ ηηο αθνινπζίεο 

PAR
j

ELL
j

YPE
j

EXP
j

UNW
j

LIN
j  ,,,,,  ε νπνία κε θαηάιιειεο ηηκέο ησλ πξσηαξρηθψλ 



54 

 

παξακέηξσλ δχλαηαη λα πξνζεγγίζεη ηθαλνπνηεηηθά ηελ APROX
j , ηφζν ψζηε λα κπνξνχκε λα 

απνδερηνχκε ηελ ππφζεζε φηη ην αληίζηνηρν γεσκεηξηθφ πξφηππν έρεη γελλήζεη  ην ηκήκα 

αληηθεηκέλνπ T
AC ;  

Μία πξψηε απάληεζε ζε απηφ ην εξψηεκα ζα δνζεί ζε απηφ ην βήκα. Όλησο, 

ζεσξνχκε ηηο εμήο ζπλαξηήζεηο ιάζνπο: 

Για ηη γπαμμική ζπείπα 

                                

 

 






































1

0

2

2/32

2

0

1

0

2

0

1

2
),(

),(

P

P

N

j
j

jAPROX

j

LIN

N

j

LIN

j

APROX

j

LIN

E

E








                   (4.49) 

 

Για ηη ζπείπα εκηύλιξηρ 
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1
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2
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UUNW
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j
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rE
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                         (4.50) 

 

Για ηην εκθεηική ζπείπα 
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X
j

P

N

j
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APROX

j
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N

j

EXP

j

APROX

j

xEXP
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baE
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                  (4.51) 

 

 

 

 

Για ηην ςπεπβολή 

                        

 

  






























1

0

2

2/322422

44

0

1

0

2

0

),,(

),,(

P

P

N

j j

APROX

j

YPE

N

j

YPE

j

APROX

j

YPE

bbba

ba
baE

baE






                 (4.52) 
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Να ζεκεησζεί φηη επηιέγνπκε ηελ έθθξαζε ηνπ ιάζνπο απηνχ κε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ην

 γηα ηελ πξφηππε ππεξβνιή, νχησο ψζηε λα κεησζεί θαηά ην δπλαηφλ ην αξηζκεηηθφ ιάζνο 

πεπεξαζκέλεο αθξίβεηαο.   

 

 

Για ηην έλλειτη 

                 

 

 































1

0

2

2/32222
0

1

0

2

0

sincos
),,(

),,(

P

P

N

j
E

j

E

j

APROX

j

EELL

N

j

ELL

j

APROX

j

EELL

ab

ba
baE

baE






              (4.53) 

 

 

 

 

Για ηην παπαβολή 

                          

 

  


































1
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2

2/32
0

1

0

2

0
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2
),,,(

),,,(

P
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N

j P

j

APROX

j

PPAR

N

j
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j

APROX

j

PPAR
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a
cbaE
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                 (4.54) 

 

Διαρηζηνπνηνχκε θάζε κία απφ ηηο αλσηέξσ  πνζφηεηεο ),( 0LINE , ),( 00

UUNW rE  , 

),,( baEEXP , ),,( 0baEYPE , ),,( 0

EELL baE  , ),,,( 0

PPAR cbaE     κε ρξήζε ηνπ αιγνξίζκνπ 

Nelder-Mead, εθθηλψληαο απφ κία αξρηθή εθηίκεζε θαη αθήλνληαο ηνλ αιγφξηζκν λα 

ζπγθιίλεη ζην 2 ,ζην 
3 ή ζην 

4 , αλαιφγσο κε ην πιήζνο  ησλ αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ 

ηεο ζπλάξηεζεο ηνπ  ιάζνπο πξνζέγγηζεο.  Με απηφ ηνλ ηξφπν ιακβάλνπκε θάζε θφξα  κία 

ηηκή θάζε ιάζνπο θνληά ζην ειάρηζην, γηα θάζε T
AC . 

Καη’ απηφλ ηνλ ηξφπν γηα θάζε ππνςήθην θακππινγξάθν βξίζθνπκε ηηο ηηκέο ησλ 

ζεκειησδψλ παξακέηξσλ ηνπ ψζηε  ηκήκα ηεο θακπχιεο ηεο θακππιφηεηαο ηνπ, βέιηηζηα λα 

πξνζεγγίδεη ην APROX

SK  κε βάζε ηελ επηιεγκέλε απφζηαζε, φπνπ APROX

SK  είλαη ε 

θακππιφηεηα ηεο πνιπσλπκηθήο πξνζέγγηζεο ηνπ ηκήκαηνο αληηθεηκέλνπ ζπλαξηήζεη ηνπ 

κήθνπο s .  Ταπηφρξνλα εληνπίδνπκε ην αθξηβέο ηκήκα ηεο ζπγθεθξηκέλεο θακπχιεο ηεο 
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θακππιφηεηαο απηήο ηεο βέιηηζηεο πξνζέγγηζεο, άξα κε κία έλλνηα επηηπγράλνπκε κηα 

πξψηε εθηίκεζε ηνπ ηκήκαηνο ηνπ θακππινγξάθνπ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε.   

Δπνκέλσο κεηά ην πέξαο απηήο ηεο δηαδηθαζίαο θαη γηα θάζε αξρηθή εθηίκεζε  

ηκήκαηνο αληηθεηκέλνπ κήθνπο κεγαιπηέξνπ ηνπ θαησθιίνπ ησλ 6.5 εθαηνζηψλ, έρνπκε 

αληηζηνηρίζεη 6 ιάζε έλα γηα θάζε ππνςήθην γεσκεηξηθφ πξφηππν. Έλα απφ απηά ηα ιάζε ζα 

είλαη θάζε θνξά ειάρηζην θαη εθ’ φζνλ ε κέζε ηνπ ηηκή απηνχ παξακέλεη κηθξφηεξε απφ έλα 

πνιχ ινγηθφ θαηψθιη, π.ρ. κηθξφηεξε ησλ 0.8 ρηιηνζηψλ, ηφηε ζεσξνχκε πηζαλφ φηη ην 

ζπγθεθξηκέλν ηκήκα αληηθεηκέλνπ ζρεδηάζηεθε κε ρξήζε ελφο νδεγνχ πνπ αληηζηνηρεί ζην 

γεσκεηξηθφ πξφηππν πνπ γέλλεζε απηφ ην ειάρηζην ιάζνο θαη κε  παξακέηξνπο ηνπ νδεγνχ 

παξαπιήζηεο κε απηέο ζηηο νπνίεο ζπλέθιηλε ν αιγφξηζκνο ειαρηζηνπνίεζεο.   

Ζ αλσηέξσ δηαδηθαζία έδσζε γηα φια ηα πξνζδηνξηζζέληα ηκήκαηα αληηθεηκέλνπ ζαλ 

ππνςήθηα πξφηππν θακπχιε θαηά βάζε γξακκηθέο ζπείξεο ή ππεξβνιέο θαη ζε κηθξφηεξν 

βαζκφ ειιείςεηο.      

 

5.  Ακπιβήρ ενηοπιζμόρ ηυν γευμεηπικών 

καμπςλογπάθυν υρ και ηυν ημημάηυν 

ανηικειμένυν πος ανηιζηοισούν ζε αςηούρ 
 

Σην θεθάιαην 4, ζεκειηψζακε φηη ζε φια ηα πξνζδηνξηζζέληα ηκήκαηα αληηθεηκέλνπ κε 

κέζν ιάζνο πξνζέγγηζεο κηθξφηεξν ησλ 0.8 ρηιηνζηψλ αληηζηνηρνχλ πξφηππεο  γξακκηθέο 

ζπείξεο ή ππεξβνιέο ή ειιείςεηο. Οη πξσηαξρηθέο παξάκεηξνη απηψλ ησλ πξνηχπσλ 

θακππιψλ, πξέπεη λα νκαδνπνηεζνχλ, κε ζθνπφ ηειηθά λα επηιεγεί ν ειάρηζηνο δπλαηφο 

αξηζκφο γεσκεηξηθψλ ζρεκάησλ πνπ αληηζηνηρνχλ ζε νδεγνχο πνπ πηζαλφλ λα 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηε ζρεδίαζε απηψλ ησλ ηνηρνγξαθηψλ. Γηα ην ζθνπφ απηφ αλεπηχρζε 

έλα ζχλνιν κεζφδσλ θαη αιγνξίζκσλ πνπ ζα πεξηγξαθνχλ ζε απηφ ην θεθάιαην.   

 
5.1 Μία νέα εξανηληηική μέθοδορ πποζαπμογήρ καμπςλών. 

  
Αο ππνζέζνπκε φηη έρνπκε δχν ηζνπιεζή ζχλνια ζεκείσλ ζην επίπεδν, ηα νπνία ζα 

κπνξνχζαλ λα ζπληζηνχλ δχν δηαθξηηέο ςεθηαθέο θακπχιεο. Αο ππνζέζνπκε επίζεο φηη 

δεηνχκε έλαλ αθξηβή θαη ηαρχ ηξφπν γηα λα πξνζδηνξίζνπκε ηε γσλία ζηξνθήο θαη ηελ 

παξάιιειε κεηαηφπηζε σο πξνο  x θαη y ηελ νπνία πξέπεη λα ππνζηεί ην έλα ζχλνιν 

ζεκείσλ σο ζηεξεφ ζψκα πξνθεηκέλνπ λα ηαηξηάδεη βέιηηζηα ζην άιιν ζχλνιν. Μία ιχζε ζε 

απηφ ην πξφβιεκα ζα κπνξνχζε λα ήηαλ ε ειαρηζηνπνίεζε κηαο θαηάιιειεο ζπλάξηεζεο 

ιάζνπο. (ίδε θαη παξάξηεκα Π.Π.). Μηα ηέηνηα πξνζέγγηζε φκσο,  θαηά βάζε δελ είλαη ηφζν 
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ηαρεία  θαη θπξίσο δελ είλαη αθξηβήο κε ηελ έλλνηα φηη φπνηνλ αλαδξνκηθφ αιγφξηζκν 

ειαρηζηνπνίεζεο ζπλάξηεζεο θαη αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε, πνηέ δελ ζα είκαζηε ζίγνπξνη φηη ην 

ζεκείν ζην νπνίν ζπλέθιηλε ν αιγφξηζκνο ζα είλαη φλησο ην απνιχησο ειάρηζην. Γηα ην ιφγν 

απηφ επηρεηξήζακε λα δψζνπκε αλαιπηηθή ιχζε ζε   απηφ ην πξφβιεκα δηαηππψλνληαο θαη 

απνδεηθλχνληαο ην θαησηέξσ ιήκκα.                    

ΛΗΜΜΑ 5.1   

Έζησζαλ, δχν νκνεπίπεδα, ηζνπιεζή ζχλνια ζεκείσλ ),( ii yx   θαη ),( ii QP  έθαζηνλ 

πιήζνπο N . Θεσξνχκε φηη θαζέλα απφ ηα ζχλνια απηά κπνξεί λα ζηξέθεηαη θαη λα 

κεηαηνπίδεηαη ζα ζηεξεφ ζψκα. Εεηείηαη ε γσλία πεξηζηξνθήο    θαη ην δηάλπζκα 

κεηαηφπηζεο jyix


   γηα ηα νπνία ε δηαθξηηή  θακπχιε ),( ii yx κεηαθηλνχκελε σο ζηεξεφ 

ζψκα  ζα ηαηξηάδεη βέιηηζηα κε ηελ  ),( ii QP  ππφ ηελ έλλνηα ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγψλσλ. 

Τα  θαη  yx , δίδνληαη απφ ηηο θάησζη  ζρέζεηο: 
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i

N

i
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N
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N
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iiiiii
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1 1 1 11 1tan                      (5.1) 

 

                                
N

yxP

x

N

i

N

i

N

i

iii  
  



 1 1 1

sincos 

                                     (5.2) 

 

                                    
N

yxQ

y

N

i

N

i

N

i

iii  
  



 1 1 1

cossin 

                                     (5.3) 

Απόδειξη 

Έζησ  γσλία ζηξνθήο θαη  yx , ην βέινο ηπρνχζεο παξάιιειεο  κεηαηφπηζεο ησλ 

ζεκείσλ ),( ii yx σο ζηεξενχ ζψκαηνο. Τν απνηέιεζκα ηέηνησλ κεηαζρεκαηηζκψλ επί ηεο 

θακπχιεο ),( ii yx είλαη κηα λέα ςεθηαθή θακπχιε έζησ ),( ii YX νη ζπληεηαγκέλεο ηεο 

νπνίαο δίδνληαη απφ ηηο ζρέζεηο   

                                                      xyxX iii  sincos                                           (5.4) 

     yyxY iii  cossin   

Οξίδνπκε ζα ιάζνο πξνζέγγηζεο ηεο θακπχιεο ),( ii QP απφ ηελ εζηξακκέλε θαη 

κεηαηνπηζκέλε  θακπχιε ),( ii YX , ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ  επθιεηδείσλ 

απνζηάζεσλ ησλ ζεκείσλ ελφο πξνο έλα, δειαδή ην      
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N

i

iiii QYPXyxE
1

22
,,   

 ή ηζνδπλάκσο ην 

        



N

i

iiiiii QyyxPxyxyxE
1

22
cossinsincos,,             (5.5) 

Ζ αλσηέξσ ζπλάξηεζε ιάζνπο είλαη πξνθαλψο θξαγκέλε θάησ απφ ην κεδέλ ζην 3 . Άξα 

έρεη infimum (κέγηζην θάησ θξάγκα) θαη επεηδή είλαη ζπλερήο ζπλάξηεζε ησλ  θαη  yx ,   

ζε φιν ην πεδίν νξηζκνχ ηεο, ην infimum αλήθεη ζην πεδίν ηηκψλ ηεο ζπλάξηεζεο θαη 

ζπλεπψο είλαη ειάρηζην απηήο. Δπηπιένλ ε ελ ιφγσ ζπλάξηεζε ιάζνπο είλαη απείξσο  

παξαγσγίζηκε άξα ζην ζεκείν ειαρίζηνπ έρνπκε  

 

                                                        0,,   yxE                                                        (5.6) 

ή ηζνδπλάκσο  

0














 y

E

x

EE
. 

Ζ εμίζσζε 0




x

E
 δίλεη: 

   0sincos2
1




N

i

iii Pxyx     

0sincos
1 11

  
 

N

i

N

i

ii

N

i

i PNxyx     

N

yxP

x

N

i

N

i

N

i

iii  
  



 1 1 1

sincos 

  

πνπ είλαη ε έθθξαζε (5.2) 

Ζ εμίζσζε 0




y

E
 δίλεη: 

   0cossin2
1




N

i

iii Qyyx     

0cossin
1 11

  
 

N

i

N

i

ii

N

i

i QNyyx     

N

yxQ

y

N

i

N

i

N

i

iii  
  



 1 1 1

cossin 

  

πνπ είλαη ε έθθξαζε (5.3) 
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Αληηθαζηζηψληαο ηηο ηηκέο ησλ x  θαη y  αλσηέξσ θαη θάλνληαο πξάμεηο θαηαιήγνπκε ζηελ 

   

       

    

    

    






N

i

N

i

N

i

N

i

iiiiii

N

i

N

i

ii

N

i

N

i

N

i

N

i

iiiiii

N

i

N

i

ii

QyNPxNyQPx

QxNPyNxQPy

1 1 1 11 1

1 1 1 11 1tan  

πνπ είλαη ε έθθξαζε (5.1) 

Αλ ν παξνλνκαζηήο ηεο tan  είλαη 0 θαη ν αξηζκεηήο ζεηηθφο ή δπτθψο ν 

παξνλνκαζηήο ηεο tan  0 θαη ν αξηζκεηήο αξλεηηθφο ηφηε 2/  . Αλ ν παξνλνκαζηήο 

ηεο tan  είλαη 0 θαη ν αξηζκεηήο ζεηηθφο ή δπτθψο ν παξνλνκαζηήο ηεο tan  0 θαη ν 

αξηζκεηήο αξλεηηθφο ηφηε 2/  . Αλ ν παξνλνκαζηήο ηεο tan  είλαη δηάθνξνο ηνπ 

κεδελφο ηφηε ε ελ ιφγσ εμίζσζε έρεη δχν ιχζεηο ζην )2,0[  πνπ δηαθέξνπλ θαηά   . 

Παξαηεξνχκε φηη ε ζπλάξηεζε ιάζνπο είλαη πεξηνδηθή κε πεξίνδν 2 θαη επνκέλσο αξθεί 

λα κειεηήζνπκε ηε ζπκπεξηθνξά ηεο ζην δηάζηεκα )2,0[  . Σην δηάζηεκα απηφ ππνινγίδσ 

θαη ηηο δχν ηξηάδεο  ιχζεσλ, αληηθαζηζηψληαο ην   ζηηο εθθξάζεηο (5.2) θαη (5.3) γηα ηα 

 yx , αληίζηνηρα  θαη θξαηψ απηή πνπ δίλεη ην κηθξφηεξν ζθάικα, έζησ Δ. Δπεηδή, φπσο 

δείμακε πξνεγνπκέλσο , ε ζπλάξηεζε   yxE ,, έρεη ειάρηζην ζηελ πεξίνδφ ηεο, απηφ πνπ 

βξήθακε κε ηελ αλσηέξσ κέζνδν είλαη θαη ην ειάρηζηφ ηεο.  

Σηηο επφκελεο εηθφλεο 5.1α θαη 5.1β παξνπζηάδεηαη κηα ζρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε 

εθαξκνγήο  ηνπ ιήκκαηνο. Σε απηέο παξνπζηάδνληαη δχν νκνεπίπεδεο ςεθηαθέο θακπχιεο 

απνηεινχκελεο απφ 8 ζεκεία ε θαζεκία. Μεηαμχ ησλ αζηεξίζθσλ έρεη γίλεη γξακκηθή 

παξεκβνιή γηα λα ππάξρεη θαιχηεξε επνπηεία. Σεκεηψλεηαη φηη ε  θφθθηλε θακπχιε πνπ 

πθίζηαηαη ηε ζηξνθή θαη ηελ παξάιιειε κεηαηφπηζε κεηαθηλείηαη ζα ζηεξεφ ζψκα.    
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Δηθφλα 5.1α  

Γχν  ηζνπιεζείο νκνεπίπεδεο ςεθηαθέο θακπχιεο, ζε ηπρνχζα αξρηθή ζέζε ε κία ζεκεηνχκελε κε 8 θφθθηλνπο 

αζηεξίζθνπο, ε δε άιιε  κε 8 κπιε αζηεξίζθνπο.  

 

 

 
Δηθφλα 5.1β 

 Ζ θακπχιε κε ηνπο θφθθηλνπο αζηεξίζθνπο έρεη πεξηζηξαθεί θαη κεηαηνπηζηεί ζχκθσλα κε ην ΛΖΜΜΑ 5.1, 

νχησο ψζηε λα πξνζαξκνζηεί ζηελ θακπχιε ησλ 8 κπιε αζηεξίζθσλ βέιηηζηα θαηά ηελ έλλνηα ησλ ειαρίζησλ 

ηεηξαγψλσλ.  
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Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην αλσηέξσ ιήκκα γηα λα αλαπηχμνπκε κία πξσηφηππε κεζνδνινγία 

πξνζαξκνγήο ζνξπβψδνπο θακπχιεο, φπσο είλαη έλα ηκήκα αληηθεηκέλνπ T
AC ,  ζε κία 

πξφηππε. 

Γιαδικαζία 1:Ένα ζύνολο βημάηυν για μια ππώηη πποζαπμογή θοπςβώδοςρ καμπύληρ 

ζε ππόηςπη.    

Βήμα Γ1.1 

Γεκηνπξγνχκε κηα ππθλή πξφηππν ςεθηαθή θακπχιε, γηα ηελ νπνία ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ην ζχκβνιν sP , σο εμήο: εάλ ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή απηήο είλαη 

 bax , , δεκηνπξγνχκε κηα πνιχ ππθλή δηακέξηζε ηνπ δηαζηήκαηνο  ba, , κε βήκα 

δηακέξηζεο 
12

1 ή 
24

1 ηνπ pixel ηεο εηθφλαο ηεο ηνηρνγξαθίαο. Δάλ ε αλεμάξηεηε 

κεηαβιεηή είλαη θάπνηα γσλία ],[ ba  θάλνπκε κηα ππθλή δηακέξηζε ηνπ δηαζηήκαηνο 

απηνχ κε βήκα 310  rad ή 410  rad.      Δπεηδή θξνληίζακε νη εηθφλεο ησλ ηνηρνγξαθηψλ πνπ 

επεμεξγαδφκεζα λα έρνπλ ιεθζεί κε εμαηξεηηθή αλάιπζε , ηνπιάρηζηνλ 60 pixels αλά 

εθαηνζηφ, απηφ ζεκαίλεη φηη ην επηιεγέλ βήκα δηακέξηζεο αληηζηνηρεί πεξίπνπ ζε κήθνο 

θακπχιεο ηεο ηάμεο ησλ 0.01 mm ή 0.005 mm.  

Δπηπιένλ, ζηηο πεξηπηψζεηο φπνπ δελ νξίδνληαη καζεκαηηθψο γηα ηελ πξφηππν θακπχιε 

ηα φξηα ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο ηεο φπσο π.ρ. ζηελ πεξίπησζε ηεο ππεξβνιήο ή ησλ 

ζπεηξψλ, ζέζακε εκείο ηέηνηα φξηα κε εχινγν θαη πξνθαλή ηξφπν. Σπγθεθξηκέλα, δεδνκέλνπ 

φηη νη ππφ κειέηε ηνηρνγξαθίεο  δελ μεπεξλνχλ ζε κέγεζνο ηηο δηαζηάζεηο ελφο ηνίρνπ π.ρ. 3 

επί 4 κέηξα, ιακβάλνπκε ακέζσο έλα άλσ φξην γηα ηα κεγέζε ησλ πηζαλψλ νδεγψλ. 

Τνλίδνπκε επίζεο, φηη νη νδεγνί ζα έπξεπε λα ήηαλ εχρξεζηνη γηα λα δηεπθνιχλνπλ ηελ 

θαιιηηερληθή εξγαζία γεγνλφο πνπ επηβεβαηψλεη φηη ηα πξναλαθεξζέληα φξηα ηζρχνπλ ελ 

αθζνλία. Μηα ηέηνηα πξφηππε ππθλή γξακκηθή ζπείξα, ην πεδίν νξηζκνχ   ηεο νπνίαο 

αξρίδεη απφ ην κεδέλ θαη ηειεηψλεη ζε θάηη παξαπάλσ απφ 4   θαίλεηαη ζηελ θάησζη εηθφλα 

5.2α   
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Δηθφλα 5.2α  

 

 

 

 
 

Δηθφλα 5.2β  

Λεπηνκέξεηα ηεο γξακκηθήο ζπείξαο ηεο εηθφλαο 5.2.α. φπνπ θαίλεηαη φηη ε  θακπχιε είλαη ςεθηαθή.  
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Βήμα Γ1.2 

Με αξρή ην πξψην ζεκείν ηεο ππθλήο πξνηχπνπ θακπχιεο 
sP , δεκηνπξγνχκε 

εγγεγξακκέλν πνιχγσλν ζε απηήλ, «ακθηκνλνζήκαληα ηζφκεθεο» κε ηε ζνξπβψδε-

δσγξαθηζκέλε θακπχιε. Με ηνλ φξν «ακθηκνλνζήκαληα ηζφκεθεο» ελλννχκε ην εμήο: είλαη 

ήδε γλσζηή απ’ ην θεθάιαην 4 ε αθνινπζία ησλ επθιεηδείσλ απνζηάζεσλ ησλ δηαδνρηθψλ 

ζεκείσλ ηνπ T
AC , δειαδή ε αθνινπζία 

                                               1,...,0),,( 1  

P

jjj NjPPds                                 (5.7) 

φπνπ jP  ην j-νζηφ ζεκείν ηνπ T
AC , ην ),( QPd είλαη ην ελαιιαθηηθφ ζχκβνιν πνπ ζα 

ρξεζηκνπνηνχκε γηα ηελ επθιείδεηα απφζηαζε κεηαμχ δχν ηπρφλησλ ζεκείσλ P θαη Q θαη σο 

ζπλήζσο PN είλαη ην πιήζνο ησλ pixels ηνπ T
AC . Δλ ζπλερεία, αο νλνκάζνπκε 1

1M ην πξψην 

ζεκείν ηνπ 
sP θαη αο αλαδεηήζνπκε ην ζεκείν 1

2M ηνπ sP , ην νπνίν έρεη ηελ ηδηφηεηα ε 

απφζηαζή ηνπ απφ ην 1
1M λα είλαη πιεζηέζηεξε ζην 1s ,απφ φια ηα ζεκεία ηνπ sP . Σε 

απζηεξή δηαηχπσζε  

    min,:)()( 1

1

1

1

2

1

1

1

2

1

2  sMMdMtMtPM S  . 

Όπνπ t  ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ηεο πξφηππεο θακπχιεο, )(Mt ε ηηκή απηήο ζην ηπρφλ 

ζεκείν ηεο  M , ελψ ε αληζφηεηα )()( 1

1

1

2 MtMt  καο εμαζθαιίδεη φηη δηαγξάθνπκε ηελ 
sP

πάληα θαηά ηελ ίδηα θνξά.      

Σπλερίδνληαο, αλαιφγσο πξνζδηνξίδνπκε θαη ην ζεκείν 1
3M :  

    min,:)()( 2

1

2

1

3

1

2

1

3

1

3  sMMdMtMtPM S   

θαη αλαδξνκηθά νξίδνπκε ην 1
jM :  

                          P

jjjjj

S

j NjsMMdMtMtPM   min,,:)()( 1

1

1

11

1

11                (5.8) 

Τνλίδνπκε πάιη φηη ε ζπλζήθε )()( 1
1

1
 jj MtMt καο δηαζθαιίδεη φηη ηα ζεκεία επηιέγνληαη 

πάληα κε ηελ ίδηα θνξά επί ηεο πξνηχπνπ θακπχιεο sP . Σην ηέινο απηήο ηεο δηαδηθαζίαο 

έρνπκε πξαθηηθά εμαζθαιίζεη ηελ ηζφηεηα 

                                            jjj sMMd 

1

1

1 ,         γηα θάζε 1,...,1  PNj                  (5.9) 

κε πνιχ ηθαλνπνηεηηθή αθξίβεηα θαη γηα απηφλ αθξηβψο ην ιφγν δεκηνπξγήζακε ηνλ φξν 
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«ακθηκνλνζήκαληα ηζφκεθεο».  

Σηελ παξαθάησ νκάδα εηθφλσλ παξηζηάλεηαη ε δεκηνπξγία «ακθηκνλνζήκαληα 

ηζνκήθσλ» εγγεγξακκέλσλ πνιπγψλσλ ζε κηα ππνςήθηα πξφηππν θακπχιε 
sP .  

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

Δηθφλα 5.3α 

Οη θίηξηλνη αζηεξίζθνη απνηεινχλ έλα αληηθείκελν πεξηγξάκκαηνο 
T
AC . Έρεη γίλεη κηα δεηγκαηνιεςία ηεο 

ςεθηαθήο θακπχιεο ηεο ηνηρνγξαθίαο γηα λα πξνζθέξεη θαιχηεξε επνπηεία.  
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Δηθφλα 5.3β 

Τν ακθηκνλνζήκαληα ηζφκεθεο πνιχγσλν ηνπ αληηθείκελνπ πεξηγξάκκαηνο 
T
AC  ηνπ πξνεγνχκελνπ ζρήκαηνο 

ζε δχν ζέζεηο  κηαο ππνςεθίαο πξνηχπνπ θακπχιεο. Τν θέληξν ησλ  πξάζηλσλ θχθισλ είλαη νη θνξπθέο απηνχ 

ηνπ πνιπγψλνπ.      
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Δηθφλα 5.3γ 

 Λεπηνκέξεηα ηεο παξαπάλσ εηθφλαο 5.3β. Ζ εζηηγκέλε θακπχιε ζηελ πξαγκαηηθφηεηα είλαη πνιχ πην ππθλή. 

Έρεη γίλεη κηα δεηγκαηνιεςία απηήο γηα λα πξνζθέξεη θαιχηεξε επνπηεία  

 

Βήμα Γ1.3 

Αθνχ δεκηνπξγήζακε ην πξψην «ακθηκνλνζήκαληα ηζφκεθεο» κε ην T
AC πνιχγσλν 

11

2

1

1 ... PN
MMM φιεο νη θνξθέο ηνπ νπνίνπ είλαη ζηνηρεία ηνπ sP , «νιηζζαίλνπκε» ην πξψην 

ζεκείν απηνχ θαη δεκηνπξγνχκε έλα δεχηεξν ακθηκνλνζήκαληα ηζφκεθεο πνιχγσλν κε 

ζεκείν εθθίλεζεο ην δεχηεξν ζηνηρείν ηνπ sP . Σπλερίδνπκε ηε δηαδηθαζία παξάγνληαο   φιε 

ηελ θιάζε ησλ ακθηκνλνζήκαληα ηζνκήθσλ κε ην T
AC  πνιπγψλσλ κε θνξπθέο ηα ζεκεία 

n

jM ηνπ sP φπνπ ν άλσ δείθηεο n δείρλεη ην ζεκείν ηνπ sP  απ’ φπνπ εθθηλεί ην πνιχγσλν, 

ελψ ν θάησ δείθηεο  j είλαη ν πιεζηθφο αξηζκφο ησλ θνξπθψλ ηνπ πνιπγψλνπ. PNj ,...,1 . 

Αλαιπηηθά, σο πξψην ζεκείν ηνπ n-νζηνχ πνιπγψλνπ ζέηνπκε ην n-νζηφ ζεκείν ηεο ππθλήο 

πξνηχπνπ θακπχιεο sP , ελψ νη επφκελεο θνξπθέο ηνπ πνιπγψλνπ  είλαη ηα ζεκεία ηνπ sP

πνπ νξίδνληαη απ’ ηελ αλαδξνκηθή ζπλζήθε  

                       P

j

n

j

n

j

n

j

n

j

Sn

j NjsMMdMtMtPM ,...,2min,,:)()( 111               (5.10) 

 Πξνθαλψο ηα αλσηέξσ πνιχγσλα δεκηνπξγνχληαη εθ’ φζνλ παξακέλνπκε εληφο ησλ νξίσλ 
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ηεο πξνηχπνπ θακπχιεο φπσο απηή νξίζηεθε ζην βήκα Γ1.1. Καη’ απηφλ ηνλ ηξφπν, 

δεκηνπξγνχκε κία πιήξε θιάζε πνιπγσληθψλ  θακππιψλ εγγεγξακκέλσλ ζηελ πξφηππε, 

θάζε κία απφ ηηο νπνίεο είλαη ακθηκνλνζήκαληα ηζνκήθεο κε ηε ζνξπβψδε θακπχιε, ελ 

πξνθεηκέλσ κε ηελ αξρηθή εθηίκεζε ηνπ  ηκήκαηνο  αληηθεηκέλνπ.     

 

Βήμα Γ1.4 

Δθαξκφδνπκε ην Λήκκα 5.1 γηα λα πξνζαξκφζνπκε ηε ζνξπβψδε θακπχιε π.ρ. T
AC , 

ζηξέθνληαο θαη κεηαηνπίδνληαο ηελ σο ζηεξεφ ζψκα, ζε θάζε  ακθηκνλνζήκαληα ηζφκεθεο 

πνιχγσλν 
n

N

nn
pMMM ...21 ,εγγεγξακκέλν ζην sP .   Καη’ απηφλ ηνλ ηξφπν γηα φια ηα 

δπλαηά ζεκεία εθθίλεζεο  ιακβάλνπκε έλα αληίζηνηρν ιάζνο πξνζέγγηζεο nE , αληίζηνηρε 

γσλία ζηξνθήο n

a  θαη κεηαηνπίζεηο n

ax θαη n

ay ,  φπνπ ν θάησ δείθηεο α δειψλεη φηη  νη 

αληίζηνηρεο πνζφηεηεο είλαη αξρηθέο εθηηκήζεηο ησλ βέιηηζησλ ηηκψλ ηνπο. 

Απνιχησο απζηεξά, γηα λα καο δψζεη ε αλσηέξσ δηαδηθαζία 1 ηε βέιηηζηε ζρεηηθή 

ζέζε ζνξπβψδνπο θαη πξνηχπνπ θακπχιεο ζα έπξεπε, ιφγσ ηνπ ηξφπνπ δεκηνπξγίαο ηεο 

εθάζηνηε ηζνκήθνπο θακπχιεο,  ε ζνξπβψδεο θακπχιε λα είλαη εγγεγξακκέλε ζηελ 

πξφηππε.  Σηελ πξνθεηκέλε εθαξκνγή εάλ ζεσξήζνπκε φηη ν θαιιηηέρλεο πνπ  

δεκηνπξγνχζε, πεξίπνπ 3650 ρξφληα πξηλ, ηηο ζπγθεθξηκέλεο ηνηρνγξαθίεο, αθνπκπνχζε ην 

πηλέιν ζε έλαλ νδεγφ ζηε κία ηνπ πιεπξά ηφηε ζπλήζσο  ηζρχεη ζε  πνιχ ηθαλνπνηεηηθφ 

βαζκφ ε ππφζεζε φηη ην πεξίγξακκα ηεο πηλειηάο είλαη εγγεγξακκέλν ζηελ πξφηππν 

θακπχιε. Γηα λα άξνπκε ελ ηνχηνηο απηφ ηνλ απζηεξφ πεξηνξηζκφ, αλαπηχμακε κία δεχηεξε 

εμαληιεηηθή δηαδηθαζία πξνζαξκνγήο ηεο ζνξπβψδνπο θακπχιεο ζηελ πξφηππν ε νπνία 

πεξηγξάθεηαη θαησηέξσ.  

Δάλ ε ππφζεζή καο είλαη ζσζηή , ν θαιιηηέρλεο ή νη θαιιηηέρλεο γχξσ ζην 1650 π.Φ., 

πεξηέζηξεθε θαη κεηαηφπηδε ηνλ νδεγφ ψζηε λα ηνλ ηνπνζεηήζεη ζην ζεκείν ηνπ επίπεδνπ 

ηνίρνπ πνπ επηζπκνχζε θαη πξνζάξκνδε ζηνλ νδεγφ  ην πηλέιν πξνθεηκέλνπ λα δεκηνπξγήζεη 

θάζε θνξά θάπνην αληηθείκελν πεξηγξάκκαηνο. Σηε ζπγθεθξηκέλε εθαξκνγή έρνπκε ηελ 

πιεξνθνξία ησλ δηάθνξσλ T
AC  θαη πξνζαξκφδνπκε ην θαζέλα εμ απηψλ ζηνπο πηζαλνχο 

νδεγνχο. Πξνζπαζνχκε κε άιια ιφγηα λα αθνινπζήζνπκε ηελ αληίζηξνθε πνξεία. 

 Σε απηφ ην ζεκείν αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη ηα ηειηθά ζπκπεξάζκαηα απηήο ηεο 

εξγαζίαο  επηβεβαηψλνπλ κε πνιχ κεγάιε πηζαλφηεηα ηνπο αλσηέξσ ηζρπξηζκνχο. 

 

Γιαδικαζία 2: Τελική βέληιζηη πποζαπμογή ηος εκάζηοηε CA
T
 ζε ηςσούζα ππόηςπο 

καμπύλη.  

Βήμα Γ2.1 
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Γηα θάζε ζεκείν εθθίλεζεο θαη θάζε ακθηκνλνζήκαληα ηζφκεθεο πνιχγσλν 

n

N

nn
pMMM ...21 ηνπνζεηνχκε ην T

AC  ψζηε λα ηαηξηάδεη βέιηηζηα ζην πνιχγσλν απηφ  κε 

εθαξκνγή ηεο δηαδηθαζίαο 1. Γειαδή πεξηζηξέθνπκε ην T
AC θαηά γσλία n

a θαη ην 

κεηαηνπίδνπκε παξάιιεια θαηά n
a

n
a yx ,  ψζηε απηφ  λα ηαηξηάμεη βέιηηζηα   ζην πνιχγσλν 

n

N

nn
pMMM ...21 ζχκθσλα κε ην Λήκκα 5.1. Με απηή ηε δηαδηθαζία ην T

AC  κεηαθέξεηαη σο 

ζηεξεφ ζψκα ζηα ζεκεία   j  ( PNj ,...,1 ) ηα νπνία ζρεκαηίδνπλ ην πνιχγσλν 

  πνπ 

είλαη ίζν κε ην T
AC .  Σηε ζέζε βέιηηζηεο πξνζαξκνγήο ηνπ T

AC  ζηελ πξφηππν θακπχιε sP   

θάζε έλα απφ ηα ζεκεία απηά βξίζθεηαη πνιχ θνληά ζην νκφινγν ηνπ ζεκείν ηνπ 

ακθηκνλνζήκαληα ηζνκήθνπο πνιπγψλνπ: δειαδή ην 1 θνληά ζην 
nM1 ην 2  ζην 

nM 2  

θ.ν.θ.                      

 

Βήμα Γ2.2 

Οξίδνπκε κηα λέα έλλνηα απφζηαζεο ηνπ  T
AC  απφ φιε ηελ πξφηππν θακπχιε sP σο 

εμήο: 

                                         
 















PN

j
P

S

jSfSf

N

Pd
PdPCd

1

,
,,                          (5.11) 

φπνπ πξνθαλψο 

                                                    ),(min, MdPd jsPM

S

j 


.                                (5.12) 

 

Βήμα Γ2.3 

Μεηαθηλνχκε παξάιιεια θαη πεξηζηξέθνπκε ην 

  γχξσ απφ ηε ζέζε ηνπ,  φπσο απηή 

πξνζδηνξίζηεθε ζην βήκα Γ2.1. Ζ κεηαηφπηζε θαη ε ζηξνθή ηνπ 

  γίλεηαη  εληφο πνιχ 

ζηελψλ  νξίσλ ηα νπνία πξνζδηνξίδνληαη σο αθνινχζσο: έρνπκε ήδε ζέζεη έλα απνδεθηφ 

φξην ιάζνπο πξνζαξκνγήο ηνπ T
AC ζηελ πξφηππε θακπχιε π.ρ. ηα 0.8mm αλά pixel. Δάλ ην 

κέζν κήθνο ησλ ηκεκάησλ αληηθεηκέλνπ είλαη π.ρ. 10.7cm ηφηε κία πεξηζηξνθή ηνπ T
AC γχξσ 

απ’ ηε ζέζε ηζνξξνπίαο κέρξη 
107

8.0 =0.0075rad ελδέρεηαη λα κελ θαηαζηξαηεγήζεη ηε 

ζπγθεθξηκέλε απαίηεζε άλσ θξάγκαηνο ζην ιάζνο. Τα ηδία ηζρχνπλ γηα κία παξάιιειε 

κεηαηφπηζε θαηά ηνλ x  άμνλα θαη ηνλ y  άμνλα κέρξη 0.8mm.       

Πεξηζηξέθνπκε θαη κεηαηνπίδνπκε ην 

  γχξσ απφ ηα n
a , n

a
n
a yx ,  εληφο ησλ 

πξναλαθεξζέλησλ ζηελψλ νξίσλ θαη κε πνιχ κηθξά βήκαηα αιιαγήο ηεο γσλίαο θαη ηεο 
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κεηαηφπηζεο, π.ρ. 0.0005rad θαη 0.01mm. Γηα θάζε ζέζε ηνπ 

  εληφο ησλ νξίσλ απηψλ, 

ππνινγίδνπκε ην ιάζνο πνπ νξίζζεθε ζην βήκα Γ2.2. Κξαηάκε ην κηθξφηεξν απφ φια απηά 

ηα ιάζε θαη ζεσξνχκε φηη απηφ είλαη ην ειάρηζην ιάζνο κε ην νπνίν ην T
AC δχλαηαη λα 

πξνζεγγίζεη ηελ εθάζηνηε  πξφηππν θακπχιε θνληά ζην ζεκείν εθθίλεζεο n. 

Τν ειάρηζην φισλ απηψλ ησλ ιαζψλ καο δίλεη ην βέιηηζην ηξφπν κε ηνλ νπνίν ην 

εθάζηνηε T
AC πξνζαξκφδεηαη ζε φιε ηελ πξφηππν θακπχιε. Ταπηφρξνλα, ν ζπλδπαζκφο ησλ 

κεηαζρεκαηηζκψλ πνπ εθαξκφζηεθαλ ζηηο δηαδηθαζίεο 1 θαη 2 δίλνπλ ηελ αθξηβή γσλία 

ζηξνθήο θαζψο θαη ηηο κεηαηνπίζεηο θαηά x  θαη y  νη νπνίεο πξαγκαηνπνηνχλ απηή ηε 

βέιηηζηε πξνζαξκνγή ηνπ εθάζηνηε T
AC επί ηεο ζπγθεθξηκέλεο πξνηχπνπ θακπχιεο. 

Δπηπιένλ ην ειάρηζην απηφ ιάζνο αληηζηνηρεί ζε θάπνην ζεκείν ηνπ ππθλνχ πξνηχπνπ πνπ 

είλαη ζεκείν εθθίλεζεο ηνπ ηκήκαηνο ηνπ sP ην νπνίν βέιηηζηα αληηζηνηρεί ζην T
AC .  

Σηηο παξαθάησ εηθφλεο (5.4α έσο 5.4γ) παξνπζηάδνληαη δηαδνρηθά ζε νξηζκέλεο 

ραξαθηεξηζηηθέο ζέζεηο κηαο ππνςήθηαο πξνηχπνπ θακπχιεο νη πξνζαξκνγέο ελφο 

αληηθεηκέλνπ πεξηγξάκκαηνο T
AC ζε απηήλ. Σην ζρήκα 5.4γ παξνπζηάδεηαη ε πξνζαξκνγή κε 

ην κηθξφηεξν ιάζνο.   
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Δηθφλα  5.4α  

Ταίξηαζκα ελφο 
T

AC  ζε έλα θνκκάηη ππνςήθηαο πξνηχπνπ ππεξβνιήο.   

 
Δηθφλα 5.4β 

Ταίξηαζκα ηνπ ηδίνπ 
T

AC  ζε άιιν  θνκκάηη ηεο ηδίαο ππνςήθηαο πξνηχπνπ ππεξβνιήο.   
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Δηθφλα 5.4γ 

Ταίξηαζκα ηνπ ηδίνπ 
T

AC  ζε έλα θνκκάηη ηεο ηδίαο ππνςήθηαο πξνηχπνπ ππεξβνιήο  πνπ δίλεη ην κηθξφηεξν 

ιάζνο.   

 

Σηελ πεξίπησζε πνπ ην ιάζνο πξνζαξκνγήο ηεο δηαδηθαζίαο 1 είλαη κηθξφ ηφηε ε 

δηφξζσζε ζηελ ηηκή ηνπ ιάζνπο πνπ δίλεη ε δηαδηθαζία 2 είλαη κηθξφηεξε ηνπ 10%. Δπεηδή 

φκσο επηζπκνχκε  αθ’ ελφο ηελ αδηακθηζβήηεηε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ ιάζνπο αιιά θαη ην 

βέιηηζην δπλαηφ πξνζδηνξηζκφ ησλ παξακέηξσλ ηνπ πξφηππνπ νδεγνχ, γηα ην ιφγν απηφ 

αλαπηχμακε θαη εθαξκφζακε ηε δηαδηθαζία 2.  

Γειαδή ζπκπεξαζκαηηθά νη δηαδηθαζίεο 1 θαη 2 πεξηιακβάλνπλ ηα εμήο: 

1)  Γεκηνπξγνχκε ην ακθηκνλνζήκαληα ηζφκεθεο κε ην T
AC  πνιχγσλν, ην νπνίν 

εθθηλεί απφ ην πξψην ζεκείν ηνπ sP  . 2 ) Δθαξκφδνπκε ην Λήκκα 5.1 θαη πξνζαξκφδνπκε 

βέιηηζηα ην δσγξαθηζκέλν ηκήκα αληηθεηκέλνπ T
AC ζην ζπγθεθξηκέλν ηζφκεθεο πνιχγσλν.  

Τν Λήκκα 5.1 πξνζθέξεη θαη ην ιάζνο πξνζαξκνγήο έζησ Δ1. 3) Δπαλαιακβάλνπκε ηα 

βήκαηα  1 θαη 2 κε ζεκεία εθθίλεζεο ηα επφκελα ζεκεία ηνπ sP   θαη έρνπκε θάζε θνξά έλα 

ιάζνο Δn. Τν ακθηκνλνζήκαληα ηζφκεθεο  ηνπ T
AC κε ην κηθξφηεξν Δ ηαηξηάδεη βέιηηζηα ζην  



  . 4) Αθνινχζσο ππνινγίδνπκε ηελ «απφζηαζε» ηνπ  εθάζηνηε 

  απφ ηελ πξφηππν 

θακπχιε. Τν ηκήκα ηεο πξνηχπνπ θακπχιεο πνπ δίλεη ηε κηθξφηεξε απφζηαζε, είλαη θαη ην 

«αληίζηνηρν» ηκήκα ηεο πξνηχπνπ θακπχιεο ζην εθάζηνηε T
AC . Οπζηαζηηθά δειαδή ην T

AC
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αληηζηνηρίδεηαη βέιηηζηα ζε έλα ηκήκα πξνηχπνπ κέζσ ηνπ 

  .     

 

5.2 Ακπιβήρ πποζδιοπιζμόρ ηυν καμπςλογπάθυν πος πιθανόηαηα 

σπηζιμοποιήθηκαν για ηο ζσεδιαζμό ηυν ηοισογπαθιών 

 

Μεηά ην πέξαο ηεο δηαδηθαζίαο πνπ πεξηγξάθεηαη ζην θεθάιαην 4 ζε θάζε ηκήκα 

αληηθεηκέλνπ T
AC έρεη αληηζηνηρηζζεί κε κνλνζήκαλην ηξφπν έλαο ηχπνο πξνηχπνπ 

γεσκεηξηθήο θακπχιεο θαη ζπγθεθξηκέλα  ππεξβνιή, γξακκηθή ζπείξα ή έιιεηςε, σο θαη κία 

πξψηε εθηίκεζε ησλ πξσηαξρηθψλ παξακέηξσλ απηνχ ηνπ γεσκεηξηθνχ πξνηχπνπ. Σην 

παξφλ θεθάιαην ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε απηή ηελ πιεξνθνξία, γηα λα πξνζδηνξίζνπκε ην 

ειάρηζην δπλαηφ πιήζνο θακππινγξάθσλ, νη νπνίνη πηζαλφηαηα ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηε 

δεκηνπξγία ησλ ελ ιφγσ ηνηρνγξαθηψλ. Πξνο ηελ θαηεχζπλζε απηή επηηεινχληαη ηα 

παξαθάησ βήκαηα. 

            

5.2.1 Πποζδιοπιζμόρ ηυν οπίυν ηυν ππυηαπσικών παπαμέηπυν κάθε πιθανού 

οδηγού 

 

Αο ζεσξήζνπκε φια ηα ηκήκαηα αληηθεηκέλνπ T
AC  γηα ηα νπνία πξνέθπςε φηη 

αληηζηνηρνχλ ζε ππεξβνιή κεηά ηελ εθαξκνγή ησλ κεζφδσλ ηνπ θεθαιαίνπ 4. Πξνο ην 

ζθνπφ απηφ, γηα παξάδεηγκα, απεηθνλίδνπκε θαη’ αξρήλ φιεο ηηο ππνινγηζζείζεο 

πξσηαξρηθέο παξακέηξνπο  (a,b) θάζε πξνηχπνπ ππεξβνιήο πνπ αληηζηνηρίζζεθε ζε θάζε 

έλα  ηκήκα αληηθεηκέλνπ ζηε δηαδηθαζία ηνπ θεθ. 4.  Σηε γξαθηθή απηή παξάζηαζε ε νπνία 

παξνπζηάδεηαη ζηελ εηθφλα 5.5 θάζε αζηεξίζθνο αληηζηνηρεί  ζε κία πξφηππε ππεξβνιή, 

είλαη δε εχινγν λα ππνζέζνπκε φηη θάζε ππνςήθηνο νδεγφο γελλά θαη κία θιάζε 

παξαπιήζησλ ηέηνησλ ζεκείσλ δειαδή έλα «λέθνο» ηέηνησλ ζεκείσλ.  
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Δηθφλα 5.5  

Γξαθηθή παξάζηαζε ζην ρψξν ησλ πξσηαξρηθψλ παξακέηξσλ ησλ ππεξβνιψλ πνπ βέιηηζηα πξνζεγγίδνπλ 

θάζε ηκήκα αληηθεηκέλνπ. Σην ζρήκα αλαπαξίζηαηαη ην απνηέιεζκα ηεο δηαδηθαζίαο ζπζηαδνπνίεζεο. Ζ 

βαζκνλφκεζε ησλ αμφλσλ είλαη ζε pixel. Ζ αλάιπζε θάζε εηθφλαο είλαη 59.7 pixels αλά εθαηνζηφ.    

 

 

Πξάγκαηη, θαη κία απιή επνπηεία ηνπ εηθφλαο 5.5, θαηαδεηθλχεη φηη ππάξρνπλ ηέζζεξηο 

ηέηνηεο θιάζεηο ζεκείσλ φπνπ ην θάζε λέθνο παξίζηαηαη θαη κε δηαθνξεηηθφ ρξψκα. Δλ 

ηνχηνηο  εθαξκφζακε αξρέο θαη κεζφδνπο απφ ηε  ζεσξεία ζπζηαδνπνίεζεο  (clustering 

methods) γηα λα ρσξίζνπκε ηα αληηθείκελα ζε νκάδεο. Ζ εθαξκνγή ηεο δηαδηθαζίαο 

clustering κε ρξήζε ηνπ αιγνξίζκνπ K-means φζν θαη ελφο ηεξαξρηθνχ αιγνξίζκνπ, 

επηβεβαίσζε ην ρσξηζκφ ζε ηέζζεξηο  θιάζεηο, φπσο εκθαίλνληαη ζηελ εηθφλα 5.5.   Δπεηδή 

νη δηαθνξνπνηήζεηο κεηαμχ ησλ ,ja  ,jb  θάζε θιάζεο, φπνπ ν δείθηεο  j δηαηξέρεη ηα 

ππνςήθηα ηκήκαηα αληηθεηκέλνπ  

C  πνπ βέιηηζηα πξνζεγγίζηεθαλ απφ ηα ζεκεία απηήο 

ηεο θιάζεο, νθείινληαη ζε πνιινχο ηπραίνπο παξάγνληεο. Δπνκέλσο αλακέλεη θαλείο, 

ζχκθσλα κε ην θεληξηθφ νξηαθφ ζεψξεκα,    φηη θάζε κηα  απφ ηηο ηπραίεο κεηαβιεηέο ,ja  

θαη ,jb  αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή γηα ην ηπρφλ ν-νζηφ ρσξίν.  Δθαξκνγή ηνπ ηεζη 

Kolmogorov–Smirnoff  (α=0.01) επηβεβαίσζε φηη δελ ππάξρνπλ ιφγνη απφξξηςεο απηήο ηεο 

ππφζεζεο. 
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Σπγθεθξηκέλα έζησζαλ   ,, , jj ba  νη πξσηαξρηθέο παξάκεηξνη ηεο j-νζηήο ππεξβνιήο 

ηνπ ν-νζηνχ ρσξίνπ. Γηαηππψλνπκε θαη πηνζεηνχκε ηελ ππφζεζε φηη ν νδεγφο πνπ 

ελδερνκέλσο γέλλεζε θάζε θιάζε ήηαλ ν κεγηζηνπίζαλνο δειαδή απηφο πνπ είρε 

πξσηαξρηθέο παξακέηξνπο ηε ζεσξεηηθή κέζε ηηκή ηνπ πιεζπζκνχ  ησλ ,ja  αθ’ ελφο θαη 

,jb  αθ’  εηέξνπ. Όπσο πξναλαθέξζεθε νη κεηαβιεηέο απηέο  αθνινπζνχλ  θαλνληθέο 

θαηαλνκέο ηηο νπνίεο επιφγσο ζεσξνχκε αλεμάξηεηεο. Έζησζαλ  ba

  , νη κέζεο ζεσξεηηθέο 

ηηκέο απηψλ ησλ θαηαλνκψλ,  ba ,  νη δεηγκαηηθέο κέζεο ηηκέο θαη 
ba SS  , νη δεηγκαηηθέο 

ηππηθέο απνθιίζεηο γηα ην ν-νζηφ ρσξίν. Τφηε νη πνζφηεηεο at  θαη bt       
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S

a

a

a
at                                                      (5.13) 

 

                                        



























N

S

b

b

b
bt                                                       (5.14) 

αθνινπζνχλ ε θάζε κία θαηαλνκή Student κε βαζκνχο ειεπζεξίαο  1N φπνπ N ην 

πιήζνο ησλ ππεξβνιψλ ηνπ λ-νζηνχ ρσξίνπ. Υπελζπκίδνπκε φηη ν αξηζκφο N είλαη ίζνο θαη 

κε ηνλ αξηζκφ ησλ ηκεκάησλ αληηθείκελνπ T
AC πνπ βέιηηζηα πξνζεγγίζηεθαλ απφ ππεξβνιή 

κε πξσηαξρηθέο παξακέηξνπο εληφο ηνπ λ-νζηνχ ρσξίνπ. Δπεηδή έλα ζπγθεθξηκέλν πνζνζηφ 

ελφο πιεζπζκνχ πνπ αθνινπζεί θαηαλνκή Student κε 1N  βαζκνχο ειεπζεξίαο 

εληνπίδεηαη εληφο ελφο αληίζηνηρνπ δηαζηήκαηνο (   , ) ηφηε νη παξάκεηξνη ηνπ εθάζηνηε 

νδεγνχ είλαη ν πιεζπζκηαθφο κέζνο φξνο ησλ  ,, , jj ba πνπ βξίζθεηαη εληφο ηνπ νξζνγσλίνπ 

παξαιιεινγξάκκνπ ην νπνίν νξίδεηαη απφ ηηο αληζφηεηεο 
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                                 (5.15)          

 θαη 

                                       








 

N

S
b

N

S
b

b
b

b

                                  (5.16) 

Γηα παξάδεηγκα ζην ρσξίν πνπ είλαη ρξσκαηηζκέλν κε ρξψκα καηδέληα αλήθνπλ 18 

αληηθείκελα πεξηγξάκκαηνο κε  96.1149,43.836 11  ba , 25.721 aS , 92.551 bS , νπφηε 
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πξνθχπηνπλ ηα  φξηα ηνπ  ρσξίνπ  [674.89 , 997.97]  [1024.93 , 1275.00] γηα ην a θαη ην b  

ηεο ππεξβνιήο αληίζηνηρα.  

Σην ρσξίν πνπ είλαη ρξσκαηηζκέλν κε κπιε ρξψκα εληάζζνληαη 6 αληηθείκελα 

πεξηγξάκκαηνο κε  90.1036,21.486 22  ba , 23.322 aS , 85.392 
bS , νπφηε πξνθχπηνπλ 

ηα  φξηα ηνπ  ρσξίνπ  [453.15 , 519.28]  [996.01 , 1077.79] γηα ην a θαη ην b  ηεο ππεξβνιήο 

αληίζηνηρα.  

 Σην ρσξίν πνπ ν ρξσκαηηζκφο είλαη πξάζηλνο  αλήθνπλ 3 αληηθείκελα πεξηγξάκκαηνο 

κε  84.351,40.249 33  ba , 97.403 aS , 00.613 bS , νπφηε πξνθχπηνπλ ηα  φξηα ηνπ  

ρσξίνπ  [167.04 , 331.76]  [229.21 , 474.47] γηα ην a θαη ην b  ηεο ππεξβνιήο αληίζηνηρα.  

Τέινο ζην ρσξίν πνπ ν ρξσκαηηζκφο είλαη θπαλφο  αλήθνπλ 7 αληηθείκελα 

πεξηγξάκκαηνο κε  35.145,62.143 44  ba , 54.324 aS , 57.264 
bS , νπφηε πξνθχπηνπλ ηα  

φξηα ηνπ  ρσξίνπ  [55.29 , 231.95]  [73.24 , 217.46] γηα ην a θαη ην b  ηεο ππεξβνιήο 

αληίζηνηρα.  

Σε επφκελν βήκα δεκηνπξγνχκε έλα πιέγκα ηηκψλ γηα θάζε θιάζε φπσο πεξηγξάθεηαη 

θαησηέξσ.   

   
5.2.2 Ακπιβήρ πποζδιοπιζμόρ ηυν ηιμών ηυν ππυηαπσικών παπαμέηπυν ηυν 

καμπςλογπάθυν. 

 

Βήμα1: Γημιοςπγία πςκνού πλέγμαηορ ζε κάθε συπίο ηιμών ηυν ππυηαπσικών 

παπαμέηπυν    

Σηελ παξάγξαθν 5.2.1 έρνπκε νκαδνπνηήζεη φιεο ηηο πξσηαξρηθέο παξακέηξνπο θάζε 

ηχπνπ ππνςεθίσλ νδεγψλ. Δίλαη απνιχησο εχινγν λα ππνζέζνπκε φηη νη αθξηβείο ηηκέο ησλ 

πξσηαξρηθψλ παξακέηξσλ ηνπ νδεγνχ ν νπνίνο «γέλλεζε» ηα ηκήκαηα αληηθεηκέλνπ ηνπ 

θάζε ρσξίνπ, βξίζθνληαη εληφο ελφο νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ φπσο απηφ νξίζηεθε 

πξνεγνχκελα.  

Δλ ζπλερεία δεκηνπξγνχκε δηακεξίζεηο ba II ,   πιήζνπο ζεκείσλ aK  θαη bK

αληίζηνηρα, ησλ δηαζηεκάησλ πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηηο αλσηέξσ αληζφηεηεο (5.15) θαη (5.16) 

κε πνιχ κηθξφ βήκα δηακέξηζεο γηα θάζε ρσξίν ρσξηζηά. Αθνινχζσο, κέζσ ηνπ 

θαξηεζηαλνχ γηλνκέλνπ ba II  ησλ ελ ιφγσ δηακεξίζεσλ, ιακβάλνπκε ba KK  ζεκεία πνπ 

ζρεκαηίδνπλ έλα νξζνγψλην πιέγκα ζε θάζε δηαθνξεηηθφ ρσξίν πξσηνγελψλ παξακέηξσλ. 

Κάζε δεχγνο ηηκψλ  ba II 
,  ba KK ,...,1,...,1   αληηζηνηρεί ζε κία ζπγθεθξηκέλε 
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πξσηφηππε ππεξβνιή κε πξσηαξρηθέο παξακέηξνπο ηηο ζπληεηαγκέλεο απηνχ ηνπ ζεκείνπ 

ζηνλ ba, ρψξν.         

Βήμα2: Βέληιζηη πποζαπμογή όλυν ηυν ημημάηυν ανηικειμένος CA
T
 ζε κάθε ππόηςπο 

καμπύλη ηος πλέγμαηορ.      

Όπσο πξναλαθέξζεθε θάζε ζεκείν ηνπ πιέγκαηνο ba II  αληηζηνηρεί κνλνζήκαληα κηα 

πξφηππε θακπχιε, γηα παξάδεηγκα κηα ππεξβνιή. Δθαξκφδνληαο ηηο δηαδηθαζίεο πνπ 

πεξηγξάθεθαλ ζηελ παξάγξαθν 5.1 πξνζαξκφδνπκε βέιηηζηα φια ηα ηκήκαηα αληηθεηκέλνπ 

ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ρσξίνπ ζηελ πξφηππν απηή θακπχιε ηνπ ζεκείνπ 
ba II  ,   θαη θαη’ απηφλ 

ηνλ ηξφπν ιακβάλνπκε N αληίζηνηρα κέζα ιάζε βέιηηζηεο πξνζαξκνγήο 

  N,...,1,, 

θαη κέγηζηα ιάζε βέιηηζηεο πξνζαξκνγήο 

 , . Απνδίδνπκε έλα ζπλνιηθφ κέζν ιάζνο 

πξνζαξκνγήο φισλ ησλ T
AC ζηε ζπγθεθξηκέλε πξφηππε ππεξβνιή, σο θαη έλα κέγηζην 

ζρεηηθφ ιάζνο σο εμήο: 

                                                             








 

N
ALL

1

,,                                            (5.17)                                                              

θαη    

                                               
  NALL ,...,1max ,,  .                                    (5.18) 

Οπηηθή αλαπαξάζηαζε ησλ ιαζψλ απηψλ γηα έλα ζπγθεθξηκέλν ρσξίν ππεξβνιψλ θαη 

αληίζηνηρν νξζνγψλην πιέγκα παξνπζηάδεηαη ζηηο εηθφλεο 5.6α θαη 5.6β.      

 

Βήμα3: Τελικόρ πποζδιοπιζμόρ ηυν ηιμών ηυν ππυηαπσικών παπαμέηπυν κάθε οδηγού      

Γνθηκάζακε ηξεηο δηαθνξεηηθέο δπλαηφηεηεο γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ παξακέηξσλ 

ηνπ νδεγνχ πνπ γέλλεζε φια ηα ηκήκαηα αληηθεηκέλνπ ελφο ρσξίνπ θαη ζπγθεθξηκέλα:  

α) Τελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ νιηθνχ ιάζνπο ALL
 , πάλσ ζε φια ηα ζεκεία 

ba II  ,  ηνπ 

νξζνγσλίνπ πιέγκαηνο ηνπ ρσξίνπ.  

β) Τελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ ιάζνπο 
ALLZ  , πάλσ ζε φια ηα ζεκεία 

ba II  ,  ηνπ 

νξζνγσλίνπ πιέγκαηνο ηνπ ρσξίνπ.  

γ) Τελ ειαρηζηνπνίεζε ελφο γξακκηθνχ ζπλδπαζκνχ ALL

ALL

Z
N






 ,2

,

1 


κε βάξε  

21, , γηα θάζε ζεκείν ηνπ πιέγκαηνο 
ba II  .     

Ζ ηειηθή καο απφθαζε γηα ηελ επηινγή ηνπ θαηαιιειφηεξνπ θξηηεξίνπ θαζνδεγήζεθε 

απφ ηελ ηειηθή εκθάληζε ησλ πξνηχπσλ νδεγψλ επί ησλ ππαξθηψλ δσγξαθηζκέλσλ 
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αληηθεηκέλσλ. Σπγθεθξηκέλα, θαηά ηελ ελαιιαγή ηκεκάησλ αληηθεηκέλνπ, φπνπ απηή 

ππήξρε, έπξεπε νη νδεγνί πνπ εληνπίζακε λα εμαζθάιηδαλ θαηά ην δπλαηφλ ζπλέρεηα ηνπ 

πεξηγξάκκαηνο αληηθεηκέλνπ σο θαη ζπλέρεηα ηνπ εθαπηνκέλνπ κνλαδηαίνπ δηαλχζκαηνο. 

Καη ηα ηξία πξναλαθεξζέληα θξηηήξηα έδσζαλ παξαπιήζηα εμαηξεηηθά απνηειέζκαηα φπσο 

κπνξεί λα θαλεί  θαη ζηα ζρήκαηα 5.6.  

 

 

 
 

 

 

Δηθφλα 5.6α 

Γξαθηθή αλαπαξάζηαζε ηνπ πιέγκαηνο ba II  θαη ησλ αληίζηνηρσλ ιαζψλ 
ALL

 , γηα ην ρσξίν ηεο εηθφλαο 5.5 

κε ρξψκα καηδέληα.  Τν ζεκείν ηνπ πιέγκαηνο κε ην ειάρηζην ιάζνο ζεκεηψλεηαη κε καηδέληα αζηεξίζθν.   
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Δηθφλα 5.6β 

Γξαθηθή αλαπαξάζηαζε ηνπ πιέγκαηνο ba II  θαη ησλ αληίζηνηρσλ ιαζψλ 
ALLZ  , γηα ην ρσξίν ηεο εηθφλαο 5.5 

κε ρξψκα καηδέληα. Τν ζεκείν ηνπ πιέγκαηνο κε ην ειάρηζην ιάζνο ζεκεηψλεηαη κε καηδέληα αζηεξίζθν.  
 

 

Διάρηζηα θαιχηεξν δηεθάλε λα είλαη  ην θξηηήξην γ) κε  

                              5.5min ,
,

1 




 





T
AC

mean                             (5.19) 

θαη 

                                  4.1min ,
,

2 




 







T
AC

mean                                          (5.20) 

Γειαδή, γηα θάζε ηκήκα αληηθεηκέλνπ T

AC εθαξκφδνπκε ην Λήκκα 5.1, ηε δηαδηθαζία 1 

θαη ηε δηαδηθαζία 2 ηεο παξαγξάθνπ 5.1 θαη ηαηξηάδνπκε βέιηηζηα απηφ ην T

AC ζε θάζε 

πξφηππε ππεξβνιή κε παξακέηξνπο ba, πνπ αληηζηνηρνχλ ζε θάζε ζεκείν ),(  ηνπ 

πιέγκαηνο πνπ δεκηνπξγήζακε. Κάζε ηέηνηα βέιηηζηε πξνζαξκνγή πξαγκαηνπνηείηαη κε έλα 

κέζν  ιάζνο 

 ,  θαη έλα κέγηζην ιάζνο 


 , . Γηα θάζε ηκήκα αληηθεηκέλνπ ππνινγίδνπκε 

ην ειάρηζην ιάζνο  




  ,
,

min min  δειαδή ην ειάρηζην ιάζνο πξνζαξκνγήο ζε φιν ην 

πιέγκα. Δπίζεο ππνινγίδνπκε ην ειάρηζην κέγηζην ιάζνο ζε φιν ην πιέγκα  




  ,
,

min min
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. Απφ ηα min  θαη  min  ππνινγίδνπκε ηα 1 θαη 2  κε ππνινγηζκφ ηνπ κέζνπ φξνπ ηνπο. Δλ 

ζπλερεία, γηα θάζε ζεκείν ),(  ηνπ πιέγκαηνο μερσξηζηά ππνινγίδνπκε ην βέιηηζην ιάζνο 

πξνζαξκνγήο 







  ,2,1,   , φπνπ ην  ηξέρεη ζε φια ηα T

AC ηεο ζπγθεθξηκέλεο 

θιάζεο. Τα βάξε 1  θαη 2  επειέγεζαλ πξνεγνπκέλσο εηο ηξφπνλ ψζηε ε ζπλεηζθνξά ησλ 

κέζσλ ιαζψλ 


 ,  θαη ησλ κεγίζησλ ιαζψλ 

 , ζην ζπλνιηθφ ιάζνο 



 , ,λα είλαη ηεο ηδίαο 

ηάμεσο.     Έλα ζεκείν ηνπ πιέγκαηνο , έζησ ην   , ,ζα ειαρηζηνπνηεί ηελ πνζφηεηα 

 



  ,, mean . Ζ ππεξβνιή κε παξακέηξνπο πνπ αληηζηνηρνχλ  ζην ζεκείν ηνπ 

πιέγκαηνο   , , ζεσξνχκε φηη είλαη ην πξφηππν ηνπ νδεγνχ πνπ γέλλεζε ηα ζπγθεθξηκέλα 

ηκήκαηα αληηθεηκέλνπ T

AC .      

 
Δηθφλα 5.6γ 

Γξαθηθή αλαπαξάζηαζε ηνπ πιέγκαηνο ba II  θαη ησλ αληίζηνηρσλ ιαζψλ  ,  γηα ην ρσξίν ηεο εηθφλαο 5.5 

κε ρξψκα καηδέληα. Τν ζεκείν ηνπ πιέγκαηνο κε ην ειάρηζην ιάζνο ζεκεηψλεηαη κε καηδέληα αζηεξίζθν.  

 

 

Παξφκνηα δηαδηθαζία αθνινπζήζεθε γηα φιεο ηηο ππνςήθηεο πξφηππεο θακπχιεο, νπφηε 

θαη εληνπίζηεθαλ νη εμήο ππνςήθηνη νδεγνί, νη νπνίνη αλαγξάθνληαη ζηνλ πίλαθα 5.1.   
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ΠΙΝΑΚΑ 5.1  

 

 

Σύπορ Οδηγού Υπώμα Απεικόνιζηρ Ππυηαπσικέρ Παπάμεηποι 

[cm] 

Υπεξβνιή 1 Μαηδέληα a = 14.24 b = 20.12 

Υπεξβνιή 2 Πξάζηλν a = 4.11 b = 6.29 

Υπεξβνιή 3 Μπιε a= 7.86 b=17.63 

Υπεξβνιή 4 Κπαλνχλ a= 2.09 b= 2.52 

Έιιεηςε 1 Κίηξηλν a= 4.64 b= 6.03 

Έιιεηςε 2 Μσβ a=10.85 b= 7.96 

Γξακκηθή Σπείξα Κφθθηλν k=0.169 

 

 

 

Αθνινπζνχλ ζρεκαηηθέο αλαπαξαζηάζεηο ησλ πξνηχπσλ θακππιψλ πνπ αλαθέξνληαη 

ζηνλ πίλαθα αλσηέξσ.    
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Δηθφλα 5.7 

Σρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε ηεο γξακκηθήο ζπείξαο πνπ πξνέθπςε απφ ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία. Τν ρξψκα 

είλαη ραξαθηεξηζηηθφ ηεο πξνηχπνπ θακπχιεο θαη δεζκεχεηαη ζηηο επφκελεο εηθφλεο ψζηε λα αθνξά κφλν 

ηκήκαηα απηήο.      

 

 

 
 

Δηθφλα 5.8 

Σρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε ησλ ππεξβνιψλ πνπ πξνέθπςαλ απφ ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία. Τν ρξψκα θάζε 

πξνηχπνπ θακπχιεο είλαη ραξαθηεξηζηηθφ απηήο θαη δεζκεχεηαη ζηηο επφκελεο εηθφλεο ψζηε λα αθνξά κφλν 

ηκήκαηα ηεο.      
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Δηθφλα 5.9 

Σρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε ησλ ειιείςεσλ πνπ πξνέθπςαλ απφ ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία. Τα ρξψκαηα απηψλ 

είλαη ραξαθηεξηζηηθά  θαη δεζκεχνληαη ζηηο επφκελεο εηθφλεο ψζηε λα αθνξνχλ κφλν ηκήκαηα ηνπο.      

 

 

 

 

5.3 Ακπιβήρ ενηοπιζμόρ ηυν ημημάηυν ανηικειμένος πος ανηιζηοισούν 

ζηοςρ εςπεθένηερ καμπςλογπάθοςρ 

 

Αλαθνξηθά κε  θάζε ππνςήθηα πξφηππν θακπχιε πνπ εληνπίζηεθε ζηελ παξάγξαθν 

5.2, επηηειέζακε ηελ εμήο δηαδηθαζία: πξνζαξκφζακε βέιηηζηα φια ηα αξρηθά  ηκήκαηα 

αληηθεηκέλνπ T

AC ζηελ θακπχιε απηή κε εθαξκνγή ηεο κεζφδνπ πνπ πεξηεγξάθε ζηελ 

παξάγξαθν 5.1. Τνλίδνπκε φηη ε αξρηθή εθηίκεζε ησλ ηκεκάησλ αληηθεηκέλνπ πνπ έγηλε ζην 

θεθάιαην 4 αθνξνχζε ζε ηκήκαηα πεξηγξάκκαηνο πνπ είραλ κήθνο κεγαιχηεξν ησλ 6.5 

εθαηνζηψλ θαη πξνζδηνξίζηεθαλ απφ ηελ ππφζεζε φηη ηα πηζαλά ζεκεία αιιαγήο 

θακππινγξάθνπ  είλαη ή ζεκεία άικαηνο ηεο θακππιφηεηαο ή ζεκεία αιιαγήο θνίισλ. Τα 

ζεκεία απηά εληνπίζηεθαλ κε ηε κέζνδν ηνπ θεθαιαίνπ 3.  Δπίζεο ηνλίδνπκε φηη ηα ηκήκαηα 

απηά είλαη κηα αξρηθή εθηίκεζε ησλ πηζαλψλ κνλνθνλδπιηψλ ηηο νπνίεο πηζαλφηαηα 

πξαγκαηνπνίεζαλ νη θαιιηηέρλεο γηα λα ζρεδηάζνπλ ηηο ηνηρνγξαθίεο. Άξα, ε κέζνδνο ηεο 

παξαγξάθνπ 5.1 ήηαλ απαξαίηεην λα εθαξκνζηεί ζηηο αξρηθέο εθηηκήζεηο ησλ 

κνλνθνλδπιηψλ, ψζηε λα κελ ππάξρεη ακθηζβήηεζε φηη θάζε κία απφ  απηέο ηαηξηάδεη  

βέιηηζηα ζε έλα ζπγθεθξηκέλν νδεγφ. Τα ζρεηηθά  απνηειέζκαηα ηεο εθαξκνγήο ηεο 
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κεζφδνπ θαηέδεημαλ φηη φλησο θάζε αξρηθή εθηίκεζε κνλνθνλδπιηάο αληηζηνηρεί ζε κία  απφ 

ηηο ππνςήθηεο πξφηππεο θακπχιεο ηνπ πίλαθα 5.1 κε εμαηξεηηθά κηθξφ ιάζνο θαη κάιηζηα 

αθξηβψο ζηνλ ίδην ηχπν θακπχιεο πνπ πξνέβιεπε ε κέζνδνο ηεο παξαγξάθνπ 4 ε νπνία θαη 

βαζηδφηαλ ζηελ θακππιφηεηα. Ηζνδπλάκσο  ν ρσξηζκφο ησλ πξσηαξρηθψλ παξακέηξσλ ζε 

νκάδεο (clusters) είλαη απνιχησο ζπλεπήο θαη επηβεβαηψλεηαη απφ ηελ εθαξκνγή ηεο 

κεζφδνπ ηεο παξαγξάθνπ 5.1 ζηα αξρηθά ηκήκαηα αληηθείκελνπ T

AC .  

Τν ιάζνο πξνζαξκνγήο θάζε αξρηθήο κνλνθνλδπιηάο ζηελ αληίζηνηρε ζεσξεηηθή 

πξφηππν θακπχιε ήηαλ εμαηξεηηθά κηθξφ. Σπγθεθξηκέλα ην κέζν ιάζνο πξνζαξκνγήο ήηαλ 

πάληα κηθξφηεξν απφ 0.33mm αλά pixel, ελψ ην κέγηζην ιάζνο πξνζαξκνγήο ήηαλ πάληα 

κηθξφηεξν ησλ 0.8mm. Σηελ παξνχζα παξάγξαθν παξνπζηάδεηαη πσο νξίζακε ηειεζηδίθσο 

ηα φξηα ησλ ηκεκάησλ αληηθεηκέλνπ, δειαδή ησλ κνλνθνλδπιηψλ. Πξάγκαηη: έζησ έλα 

αληηθείκελν, δειαδή ην πεξίγξακκα κηαο ζεκαηηθήο ελφηεηαο, ην νπνίν δελ έρεη θαιπθζεί 

πιήξσο απφ ηα αξρηθψο εληνπηζζέληα ηκήκαηα T

AC θαη έζησ  έλα αθάιππην ηκήκα απηνχ 

ηνπ πεξηγξάκκαηνο. Αο ππνζέζνπκε επίζεο φηη ζην έλα άθξν ηνπ  πεξαηνχηαη ην ηκήκα 

αληηθεηκέλνπ 
T

AC 1,  ελψ ζην άιιν άθξν έζησ φηη πεξαηνχηαη ην 
T

AC 2, . Πξνεθηείλνπκε ην 
T

AC 1,

έλα pixel θάζε θνξά,  εθαξκφδνπκε ηε κεζνδνινγία ηεο παξαγξάθνπ 5.1 ζηελ ίδηα πξφηππε 

θακπχιε θαη ειέγρνπκε εάλ ην κέζν ιάζνο πξνζαξκνγήο παξακέλεη κηθξφηεξν απφ 0.33mm 

θαη ηαπηφρξνλα εάλ ην κέγηζην ιάζνο πξνζαξκνγήο παξακέλεη κηθξφηεξν ησλ 0.8mm. Όζν 

απηφ ζπκβαίλεη ζεσξνχκε φηη ην 
T

AC 1, επεθηείλεηαη. Δπαλαιακβάλνπκε ηελ ίδηα δηαδηθαζία 

θαη γηα ην 
T

AC 2, ιακβάλνληαο θάζε θφξα έλα pixel απφ ην θαηάιιειν άθξν ηνπ  θαη 

πξνζζέηνληάο ην ζην 
T

AC 2, . Σην ηέινο απηήο ηεο δηαδηθαζίαο ζεσξνχκε φηη έρνπκε 

ηειεζηδίθσο πξνζδηνξίζεη ηα άθξα ησλ 
T

AC 1, θαη 
T

AC 2, πνπ αξρηθά ζπλφξεπαλ κε ην  . 

Δπηπιένλ εάλ ηα αληίζηνηρα άθξα απηψλ ησλ δχν κνλνθνλδπιηψλ δελ είλαη φκνξα ζεσξνχκε 

φηη ην θνκκάηη ηνπ  πνπ παξακέλεη αθάιππην ζπληζηά έλα λέν, κηθξνχ κήθνπο ηκήκα 

αληηθεηκέλνπ ζην νπνίν εθαξκφδνπκε ηε κέζνδν ηεο παξαγξάθνπ 5.1 γηα φιεο ηηο πξφηππεο 

θακπχιεο πνπ εληνπίζηεθαλ ζηελ παξάγξαθν 5.2 (πηλάθαο 5.1). Ζ πξφηππνο θακπχιε πνπ 

δίλεη ην κηθξφηεξν ιάζνο πξνζαξκνγήο, ζεσξνχκε φηη γέλλεζε ην κεησκέλν ηκήκα  , εθ’ 

φζνλ ην αληίζηνηρν κέζν θαη κέγηζην ιάζνο πξνζαξκνγήο παξακέλεη εληφο ησλ 

πξναλαθεξζέλησλ νξίσλ.    Καη’ απηφλ ηνλ ηξφπν, επηηχρακε πιήξε θάιπςε ησλ 

πεξηγξακκάησλ φισλ ησλ θπξίσλ ζεκαηηθψλ ελνηήησλ πνπ εκθαλίδνληαη ζηηο ηνηρνγξαθίεο 

πνπ κειεηήζεζαλ. Τέινο δνθηκάζακε εάλ νη ζπλελψζεηο φκνξσλ ηκεκάησλ αληηθεηκέλνπ 

πνπ αληηζηνηρνχλ αθξηβψο ζηελ ίδηα πξφηππν θακπχιε, κπνξνχλ λα ζρεκαηίζνπλ κηα εληαία 

κνλνθνλδπιηά ή φρη.         
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Αμίδεη λα αλαθέξνπκε φηη ε κέζνδνο πνπ πεξηεγξάθε   πξνζθέξεη κηα εμαηξεηηθά 

νκαιή θάιπςε ησλ πεξηγξακκάησλ ησλ ζεκαηηθψλ ελνηήησλ, φπσο θαίλεηαη θαη απφ ηηο 

εηθφλεο 5.10 έσο 5.14. Δηδηθφηεξα, πξαθηηθά ζε θάζε αιιαγή ηκήκαηνο αληηθεηκέλνπ, 

ειέγμακε ηελ Δπθιείδεηα απφζηαζε ησλ βέιηηζηα πξνζαξκνζκέλσλ πξνηχπσλ θακππιψλ 

εθαηέξσζελ ηνπ ζεκείνπ αιιαγήο, θαζψο θαη ηε γσλία ησλ  κνλαδηαίσλ εθαπηνκέλσλ 

δηαλπζκάησλ ζε απηέο. Καη νη δχν είραλ εμαηξεηηθά κηθξέο ηηκέο: ε κελ Δπθιείδεηα 

απφζηαζε ήηαλ πάληα κηθξφηεξε ηνπ 1mm ε δε δηαθνξά ζηηο γσλίεο ήηαλ θαηά κέζνλ φξν 

κηθξφηεξε ησλ 2.5 κνηξψλ. Απηφ είλαη κηα επηπιένλ επηβεβαίσζε ηεο νξζφηεηαο ησλ 

ππνζέζεσλ πνπ δηεηππψζεζαλ, αθ’ ελφο δηφηη ε κέζνδνο πξνζαξκνγήο θακππιψλ ηεο 

παξαγξάθνπ 5.1  δελ είρε ελδνγελψο ηέηνην πεξηνξηζκφ θαη αθ’ εηέξνπ θπξίσο δηφηη ην 

ηειηθφ απνηέιεζκα ηεο ηκεκαηηθήο θάιπςεο ηνπ πεξηγξάκκαηνο είλαη ηδηαίηεξα 

ηθαλνπνηεηηθφ απφ αηζζεηηθήο απφςεσο.  

Τέινο ζεκεηψλνπκε φηη ηα ηκήκαηα αληηθεηκέλνπ πνπ ηειεζηδίθσο πξνζδηνξίζηεθαλ 

αληηζηνηρνχλ ζε ηκήκαηα θακπχιεο κε ηα θάησζη κέζα θαη κέγηζηα κήθε.  
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ΠΙΝΑΚΑ 5.2  

 

 

 

Σύπορ Οδηγού Πλήθορ 
T

AC  
Μέζο Μήκορ

T

AC  

[cm] 

Πλήθορ 

«μεγάλυν» 

T

AC  

μήκοςρ>6.5 

Μέζο Μήκορ 

«μεγάλυν» 
T

AC  

[cm] 

Μέγιζηο μήκορ 

[cm] 

Υπεξβνιή 1 

(Μαηδέληα) 
55 5.83 38 9.14 24.00 

Υπεξβνιή 2 

(Πξάζηλε) 
9 7.05 5 8.32 13.61 

Υπεξβνιή 3 

(Μπιε) 
16 6.06 13 6.92 9.59 

Υπεξβνιή 4 

(Κπαλή) 
9 4.13 4 8.32 11.56 

Έιιεηςε 1 

(Κίηξηλε) 
2 12.10 2 12.10 15.09 

Έιιεηςε 2 

(Μσβ) 
6 11.90 6 11.90 14.85 

Γξακκηθή Σπείξα 

(Κφθθηλε) 
31 4.85 17 8.46 15.57 
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Δηθφλα 5.10 

Βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηκεκάησλ ησλ πηζαλψλ θακππινγξάθσλ επί ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηεο θξνθνζπιιέθηξηαο 

ηεο εηθφλαο 1.1. α. Τα ηκήκαηα απηά ζεσξνχκε φηη αληηπξνζσπεχνπλ ηε ζέζε-δηαδξνκή ηνπ νδεγνχ ηνπ 

πηλέινπ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα λα δσγξαθηζηεί ην αληίζηνηρν ππνζχλνιν ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηεο κνξθήο.      
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Δηθφλα 5.11 

Βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηκεκάησλ ησλ πηζαλψλ θακππινγξάθσλ επί ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηεο θξνθνζπιιέθηξηαο 

ηεο εηθφλαο 1.1. β.  
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Δηθφλα 5.12 

Βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηκεκάησλ ησλ πηζαλψλ θακππινγξάθσλ επί ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηεο αληξηθήο κνξθήο ηεο 

εηθφλαο 1.2. Τα ηκήκαηα απηά ζεσξνχκε φηη αληηπξνζσπεχνπλ ηε ζέζε-δηαδξνκή ηνπ νδεγνχ ηνπ πηλέινπ πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθε γηα λα δσγξαθηζηεί ην αληίζηνηρν ππνζχλνιν ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηεο κνξθήο.      
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Δηθφλα 5.13 

Βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηκεκάησλ ησλ πηζαλψλ θακππινγξάθσλ επί ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηεο παηδηθήο κνξθήο ηεο 

εηθφλαο 1.3.  

.      
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Δηθφλα 5.13 

Βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηκεκάησλ ησλ πηζαλψλ θακππινγξάθσλ επί ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηνπ ειφβηνπ  πηελνχ ηεο 

εηθφλαο 1.4. Δθ λένπ ηα ηκήκαηα απηά ζεσξνχκε φηη αληηπξνζσπεχνπλ ηε ζέζε-δηαδξνκή ηνπ νδεγνχ ηνπ 

πηλέινπ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα λα δσγξαθηζηεί ην αληίζηνηρν ππνζχλνιν ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηνπ πηελνχ.      
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Δηθφλα 5.14 

Βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηκεκάησλ ησλ πηζαλψλ θακππινγξάθσλ επί ηνπ πεξηγξάκκαηνο ησλ παγθξαηίσλ εηθφλαο 

1.5. (Γελ κειεηήζεθαλ νη πεξηνρέο πνπ έρνπλ ππνζηεί ζεκαληηθή θζνξά νχηε ηα ηκήκαηα ηεο ηνηρνγξαθίαο πνπ 

δσγξαθίζηεθαλ εθ ησλ πζηέξσλ ηε ζχγρξνλε επνρή απφ ζπληεξεηέο.) Δθ λένπ ηα ηκήκαηα απηά ζεσξνχκε φηη 

αληηπξνζσπεχνπλ ηε ζέζε-δηαδξνκή ηνπ νδεγνχ ηνπ πηλέινπ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα λα δσγξαθηζηεί ην 

αληίζηνηρν ππνζχλνιν ηνπ πεξηγξάκκαηνο ησλ θπηψλ.      
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ΜΕΡΟ 2
Ο
  

1. Εηζαγσγή 

 

1.1 Η ζπνπδαηόηεηα  ηεο ηαπηνπνίεζεο  ραξαθηώλ αξραίσλ 

επηγξαθώλ.   Μία πξώηε πεξηγξαθή ηνπ ζηόρνπ ηεο παξνύζεο 

εξγαζίαο 

 

Έλαο απφ ηνπο βαζηθφηεξνπο ηνκείο ηεο αξραηνινγίαο είλαη θαη ε 

επηγξαθνινγία,  ν θιάδνο  πνπ αζρνιείηαη κε ηηο αξραίεο επηγξαθέο. Ο ζπγθεθξηκέλνο 

ηνκέαο έρεη κεγάιν πεδίν εθαξκνγήο ζε παγθφζκην επίπεδν θαη είλαη θαζνξηζηηθήο 

ζεκαζίαο γηα ηελ νξζή θαηαγξαθή ηεο ηζηνξίαο ([1.1]-[1.2]). Ζ κειέηε πνπ 

παξνπζηάδεηαη θαησηέξσ  έγηλε ζε ζηελή ζπλεξγαζία κε έλαλ απφ ηνπο 

ζεκαληηθφηεξνπο αξραηνιφγνπο θαη απφ ηνπο κεγαιχηεξνπο  επηγξαθνιφγνπο ζε 

παγθφζκην επίπεδν , ηνλ θαζεγεηή θ. Steve Tracy    ηεο ζρνιήο ηζηνξηθψλ ζπνπδψλ 

ηνπ ηλζηηηνχηνπ πξνεγκέλσλ ζπνπδψλ  ηνπ  Princeton ζην New Jersey ησλ 

Ζλσκέλσλ Πνιηηεηψλ  θαη πξψελ δηεπζπληή ηεο Ακεξηθαληθήο ρνιήο Κιαζηθψλ 

πνπδψλ ζηελ Αζήλα.  

Ζ ζεκαζία ηεο νξζήο ηζηνξηθήο θαηαγξαθήο δελ αθνξά κφλν ζηηο ειιεληθέο 

επηγξαθέο αιιά θαη ζε φιεο φζεο ζρεηίδνληαη κε αξραίνπο πνιηηηζκνχο. 

Υαξαθηεξηζηηθά αλαθέξνπκε ηνπο πνιηηηζκνχο πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί ζηε 

Μεζνπνηακία, ηελ Αίγππην, ηελ Ηηαιία. ηελ Διιάδα ν πινχηνο ησλ επηγξαθψλ πνπ 

έρεη αλαθαιπθζεί ζε φινπο ηνπο αξραηνινγηθνχο ρψξνπο είλαη ηεξάζηηνο, θάηη πνπ 

θαζηζηά ηνλ ηνκέα ηεο επηγξαθνινγίαο  έλαλ απφ ηνπο πην ζεκαληηθνχο. Οη 

πιεξνθνξίεο πνπ εμάγνληαη κέζα απφ ηε κειέηε απηψλ ησλ επηγξαθψλ είλαη 

πνιχηηκεο φρη κφλν γηα ηελ αξραηνινγία απηή θαζ’ εαπηή, αιιά θαη γηα ηελ ηζηνξία 

θαζψο θαη γηα άιιεο αλζξσπηζηηθέο επηζηήκεο πνπ έρνπλ πεδίν έξεπλαο ηελ αξραία 

επνρή. ([1.1]-[1.2]).  

Οη γξαθείο φκσο απηψλ ησλ επηγξαθψλ, νχηε ππέγξαθαλ νχηε έβαδαλ 

εκεξνκελία ζηα θείκελά ηνπο, γεγνλφο πνπ ζήκεξα θαζηζηά ηε ρξνλνινγηθή   

θαηάηαμε ησλ θεηκέλσλ εμαηξεηηθά δχζθνιε θαη ζπρλά αδχλαηε. Μέρξη ζήκεξα ε 

θαηάηαμε απηή γηλφηαλ κε βάζε ζπγθξηηηθέο ρξνλνινγήζεηο, ην «έλζηηθην» θαη ηελ ελ 

γέλεη εκπεηξία  ησλ αξραηνιφγσλ.  Οη  ηξφπνη απηνί πξνζθέξνπλ απνηειέζκαηα, πιελ 
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φκσο θαλείο εμ απηψλ δε δίλεη κε ζπλέπεηα, αληηθεηκεληθά θαη αδηακθηζβήηεηα 

ζπκπεξάζκαηα. Δπνκέλσο, είλαη ηδηαηηέξσο ζεκαληηθή γηα ηελ ηζηνξία θαη ηελ 

αξραηνινγία ε εμεχξεζε καζεηηθνπνηεκέλσλ θξηηεξίσλ κε ηειηθφ ζηφρν ηελ κε 

αληηθεηκεληθφ ηξφπν θαηάηαμε, νκαδνπνίεζε θαη ρξνλνιφγεζε ησλ επηγξαθψλ. Δμ 

άιινπ φπσο ραξαθηεξηζηηθά αλαθέξεη   έλαο απφ ηνπο πνιχ επηθαλείο θαζεγεηέο 

ηζηνξίαο, ν Christian Habicht, «ε ζσζηή ρξήζε ησλ επηγξαθψλ γηα ηζηνξηθνχο ιφγνπο  

γίλεηαη κφλν κέζσ ηεο νξζήο ρξνλνιφγεζήο ηνπο ».    

Δθηελήο βηβιηνγξαθηθή έξεπλα θαηέδεημε φηη νπδείο σο ηψξα, εθηφο ηεο 

εξεπλεηηθήο καο νκάδαο, είρε επηρεηξήζεη απηφκαηε ηαπηνπνίεζε γξαθέσλ αξραίσλ 

επηγξαθψλ κε ρξήζε κεζφδσλ ηεο επηζηήκεο ησλ ππνινγηζηψλ. Έρνπλ γίλεη κφλν 

θάπνηεο πξψηεο πξνζπάζεηεο ζηελ απηφκαηε γξαθνινγία. Ο θιάδνο απηφο πνπ 

εμειίζζεηαη ηα ηειεπηαία ρξφληα πεξηιακβάλεη δεκνζηεπκέλεο εξγαζίεο ζε ζέκαηα 

φπσο: αλαγλψξηζε γξαθέα απφ κία ιέμε πνπ ηε γξάθνπλ δηαθνξεηηθά άηνκα, 

επηθχξσζε γξαθέσο αγγιηθνχ θεηκέλνπ κε ζχγθξηζε αγλψζηνπ εγγξάθνπ κε 

ζπγθεθξηκέλα έγγξαθα αλαθνξάο, ηαπηνπνίεζε γξαθέσο επί ηε βάζεη γξαθεκάησλ,  

αιιά θαη ζπγθεθξηκέλσλ ραξαθηήξσλ, φπσο θαη κε ρξήζε ζπλεθηηθψλ ππνζπλφισλ 

ηνπ πεξηγξάκκαηνο γξακκάησλ, επηθχξσζε γξαθέσο θηλεδηθψλ ηδενγξακκάησλ, 

αλαγλψξηζε γξαθέσο απφ γξακκέο θεηκέλνπ κε ιαηηληθνχο ραξαθηήξεο κε ρξήζε 

Hidden Markov Models θαζψο θαη κε ζπλδπαζκφ πθήο θαη κνξθήο ραξαθηήξσλ   

θιπ. Ο θαηάινγφο ζρεηηθψλ δεκνζηεχζεσλ παξνπζηάδεηαη ζην παξάξηεκα Π.Γ. καδί 

κε πεξίιεςε ηνπ πεξηερνκέλνπ ησλ άξζξσλ.                  

ηελ παξνχζα δηαηξηβή παξνπζηάδεηαη κία εληειψο πξσηφηππε κεζνδνινγία γηα 

ηε ρξνλνιφγεζε απηψλ ησλ επηγξαθψλ, ε νπνία βαζίδεηαη ζηελ απηφκαηε 

ηαπηνπνίεζε ηνπ ιηζνμφνπ πνπ ράξαμε θάζε επηγξαθή. Με άιια ιφγηα, ν κνλαδηθφο 

ίζσο ηξφπνο νξζήο ρξνλνιφγεζεο ησλ επηγξαθψλ είλαη ε νκαδνπνίεζή ηνπο αλά 

γξαθέα θαη απηφ δηφηη νη γξαθείο ήηαλ  κηθξνχ αξηζκνχ, δεδνκέλνπ φηη ην λα είζαη 

γξαθεχο ήηαλ επάγγεικα ζηελ αξραηφηεηα.  

Απφ ηε ζηηγκή πνπ  ζα επηηεπρζεί ε νκαδνπνίεζε ησλ επηγξαθψλ αλά ραξάθηε 

είλαη πνιχ πην εχθνιν, πξαθηηθά ζρεδφλ ζίγνπξν, λα κπνξεί λα ζπλαρζεί ε πεξίνδνο 

πνπ έδεζε ν ραξάθηεο απφ ην ζπλδπαζκφ ηνπ πεξηερνκέλνπ ησλ θεηκέλσλ πνπ 

έγξαςε. Δπνκέλσο, ν ζθνπφο ηεο  παξνχζεο δηαηξηβήο είλαη ε ζπκβνιή ζηε 

δεκηνπξγία ελφο νινθιεξσκέλνπ πιεξνθνξηαθνχ ζπζηήκαηνο ην νπνίν ζα 

επηηπγράλεη ηελ απηφκαηε ηαπηνπνίεζε ραξαθηψλ κε βάζε ηελ πιεξνθνξία πνπ 

εμάγεηαη απφ ηηο ςεθηαθέο  απεηθνλίζεηο ησλ αξραίσλ επηγξαθψλ. ην πιαίζην απηήο 
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ηεο πξνζπάζεηαο, έρνπλ εμαρζεί καζεκαηηθνπνηεκέλα θξηηήξηα ηα νπνία, ζε αληίζεζε 

κε ηα φζα εθαξκφδνληαη κέρξη ζήκεξα, δίλνπλ πνζνηηθά απνηειέζκαηα, ηα νπνία κε 

ηε ζεηξά ηνπο νδεγνχλ ζε ηαπηνπνίεζε ηνπ ραξάθηε θαη θαηά ζπλέπεηα νκαδνπνίεζε 

ησλ επηγξαθψλ. Σα θξηηήξηα απηά νδήγεζαλ ζηελ αλάπηπμε πξσηφηππσλ αιγνξίζκσλ 

αλαγλψξηζεο πξνηχπσλ, κέζσ ησλ νπνίσλ επεηεχρζε ηαπηνπνίεζε ησλ γξαθέσλ 

ηθαλνχ αξηζκνχ επηγξαθψλ κε πιήξε επηηπρία.     Σνλίδεηαη φηη ε αλάπηπμε ελφο 

ηέηνηνπ ζπζηήκαηνο ζα ζπληζηά θαη κία ζεκαληηθή ζπκβνιή ζηνλ θιάδν ηεο 

απηφκαηεο γξαθνινγίαο, ν νπνίνο έρεη ηα ηειεπηαία ρξφληα, αξρίζεη αξγά πιελ 

ζηαζεξά λα εμειίζζεηαη ([2.1]-[2.14]).  
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1.2 Οη δπζθνιίεο ηνπ εγρεηξήκαηνο ηεο απηόκαηεο ηαπηνπνίεζεο 

ραξαθηώλ αξραίσλ επηγξαθώλ 

  

ηελ  πξνζπάζεηα ηεο απηφκαηεο ηαπηνπνίεζεο γξαθέσο, ππάξρνπλ πνιχ 

ζεκαληηθέο δπζθνιίεο. Οη πην ραξαθηεξηζηηθέο είλαη νη θάησζη:  

 ππάξρεη κεγάιε κεηαβιεηφηεηα ηνπ ζρήκαηνο, ηνπ κεγέζνπο θαη ηνπ 

πξνζαλαηνιηζκνχ ησλ πινπνηήζεσλ ελφο ηπρφληνο ζπκβφινπ ηεο 

αιθαβήηνπ ζε κία επηγξαθή. Παξαδείγκαηνο ράξηλ ηα γξάκκαηα πνπ 

παξνπζηάδνληαη ζηελ εηθφλα 1.1  είλαη πινπνηήζεηο ηνπ ηδίνπ 

ζπκβνινγξάκκαηνο  επί ηεο ηδίαο επηγξαθήο θαη εκθαλίδνπλ ζεκαληηθέο 

δηαθνξέο απηνχ ηνπ ηχπνπ κεηαμχ ηνπο.  

 

 

Δηθφλα 1.1 

 

 

 Δίλαη πνιχ ζχλεζεο νη δηαθνξέο κεηαμχ ησλ πινπνηήζεσλ γξακκάησλ ηνπ 

ηδίνπ γξαθέα λα είλαη ζπγθξίζηκεο κε ηηο δηαθνξέο πινπνηήζεσλ 

γξακκάησλ πνπ πξνέξρνληαη απφ δηαθνξεηηθνχο γξαθείο. Παξαδείγκαηνο 
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ράξηλ ζηηο εηθφλεο 1.2α θαη 1.2β  παξνπζηάδνληαη δχν δεχγε πινπνηήζεσλ 

ηνπ γξάκκαηνο  θαζέλα εθ ησλ νπνίσλ πξνέξρεηαη απφ δηαθνξεηηθφ 

ραξάθηε. Καη ηα ηέζζεξα απηά γξάκκαηα έρνπλ πνιχ παξφκνηεο 

πινπνηήζεηο, έρνπλ φκσο θαη θάπνηεο δηαθνξέο ηηο νπνίεο ην ζχζηεκα πνπ  

αλαπηχρζεθε θαιείηαη λα εληνπίζεη.         

 

 

 

Δηθφλα 1.2α  

 

 

 

 

Δηθφλα 1.2β  

 

 

 ε πνιιέο πεξηπηψζεηο νη επηγξαθέο παξνπζηάδνπλ ζεκαληηθή θζνξά. 

Παξαδείγκαηνο ράξηλ, αξθεηέο απφ ηηο επηγξαθέο πνπ κειεηήζεζαλ είραλ 
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πξνεγνπκέλσο ρξεζηκνπνηεζεί είηε ζα δνκηθά πιηθά είηε ζαλ πιάθεο 

πεδνδξνκίνπ, γεγνλφο πνπ έρεη πξνθαιέζεη κεγάιε θζνξά ζηα γξάκκαηα 

ησλ επηγξαθψλ.   

 

     

Δηθφλα 1.3  

Λεπηνκέξεηα  ηεο πξνο κειέηε επηγξαθήο κε θσδηθφ αξηζκφ 0286. Δίλαη ραξαθηεξηζηηθή ε θζνξά πνπ 

έρεη ππνζηεί ε επηγξαθή.  

 

 Δίλαη επίζεο ραξαθηεξηζηηθφ φηη ζπλαληήζακε πνιχ ζεκαληηθέο 

δηαθνξνπνηήζεηο ζηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν έρνπλ πινπνηεζεί δηάθνξα 

γξάκκαηα απφ ηνλ ίδην ραξάθηε: πνιχ ζπρλά ν ίδηνο γξαθέαο πφηε ελψλεη 

ηε κεζαία θεξαία ηνπ Α κφλν κε ην αξηζηεξφ ζθέινο απηνχ, πφηε κφλν κε 

ην δεμί,  ελψ πνιιέο θνξέο ηελ παξαιείπεη ηειείσο. Δπίζεο, εληφο ηεο 

ηδίαο επηγξαθήο, πνιιέο θνξέο  δηαθέξεη θαη ε γσλία κεηαμχ ησλ ζθειψλ 

ηνπ Α θαζψο θαη ν ηξφπνο πινπνηήζεσο ηεο θνξπθήο απηνχ (ίδε εηθφλα 

1.1). Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη παξφκνηεο δηαθνξέο επηζπκβαίλνπλ ζηα 

πεξηζζφηεξα γξάκκαηα ηεο αιθαβήηνπ.      
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 Σέινο, ζπρλά νη επηγξαθέο αλαζθάπηνληαη ζε ζξαχζκαηα θαη ε 

ζπληήξεζε πνπ επαθνινπζεί αλαπφθεπθηα πξνθαιεί αιινηψζεηο ζηελ 

ηειηθή κνξθή ησλ γξακκάησλ. (Δίλαη πνιχ ραξαθηεξηζηηθέο νη 

ιεπηνκέξεηεο ησλ εηθφλσλ  2.2 θαη 2.3)      

 

 

 

2. Εμαγσγή θαη επεμεξγαζία ηνπ  πεξηγξάκκαηνο 

ησλ πινπνηήζεσλ ζπκβόισλ ηεο αιθαβήηνπ πνπ 

εκθαλίδνληαη επί επηγξαθώλ 

 
2.1 Καηάηκεζε ηεο ςεθηαθήο εηθόλαο ησλ γξακκάησλ ησλ 

επηγξαθώλ  

 

 Καη’ αξρήλ  θσηνγξαθίζακε ςεθηαθά φιεο ηηο πξνο κειέηε επηγξαθέο. Γηα 

θάζε επηγξαθή πξαγκαηνπνηήζακε κηα παλνξακηθή ιήςε  θαη αθνινχζσο επί κέξνπο 

θσηνγξαθήζεηο ηεο επηγξαθήο  κε πνιχ πςειή αλάιπζε. Ζ δεχηεξεο  ιήςεηο είλαη 

θαη νη θαηάιιειεο γηα ηελ πεξαηηέξσ επεμεξγαζία ησλ πινπνηήζεσλ ησλ γξακκάησλ 

ησλ επηγξαθψλ. Αθνινπζνχλ θάπνηα ραξαθηεξηζηηθά παξαδείγκαηα  θσηνγξαθηψλ 

απφ ζπλνιηθέο θαη ιεπηνκεξεηαθέο  ιήςεηο νξηζκέλσλ απφ ηηο επηγξαθέο πνπ 

κειεηήζεζαλ. Μεξηθέο απφ απηέο ειήθζεζαλ ζην ρψξν θχιαμεο ηεο Ακεξηθαληθήο 

ρνιήο ζηε  ζηνά  ηνπ Αηηάινπ ζηελ Αξραία Αγνξά θαη άιιεο ζην Δπηγξαθηθφ 

Μνπζείν ζηελ νδφ Σνζίηζα.       

 

 

.                             
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Δηθφλα 2.1α 

Φεθηαθή θσηνγξαθία κηαο πξνο κειέηε επηγξαθήο (θσδηθφο 6006)  

 

 

 

Δηθφλα 2.1β 

Λεπηνκέξεηα ηεο εηθφλαο 2.1α  
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Δηθφλα 2.2α 

Φεθηαθή θσηνγξαθία κηαο πξνο κειέηε επηγξαθήο (θσδηθφο 0286)  

 

 

Δηθφλα 2.2β 

Λεπηνκέξεηα ηεο εηθφλαο 2.2α  
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Δηθφλα 2.3α 

Φεθηαθή θσηνγξαθία κηαο πξνο κειέηε επηγξαθήο (θσδηθφο 7335)  

 

 

Δηθφλα 2.3β 

Λεπηνκέξεηα ηεο εηθφλαο 2.3α  
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Δηθφλα 2.4α 

Φεθηαθή θσηνγξαθία κηαο πξνο κειέηε επηγξαθήο (θσδηθφο 7457)  

 

 

Δηθφλα 2.4β 

Λεπηνκέξεηα ηεο εηθφλαο 2.4α  
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Δηθφλα 2.5α 

Φεθηαθή θσηνγξαθία κηαο πξνο κειέηε επηγξαθήο (θσδηθφο 7519)  

 

 

Δηθφλα 2.5β 

Λεπηνκέξεηα ηεο εηθφλαο 2.5α  
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Δηθφλα 2.6α 

Φεθηαθή θσηνγξαθία κηαο πξνο κειέηε επηγξαθήο (θσδηθφο 7567)  

 

Δηθφλα 2.6β 

Λεπηνκέξεηα ηεο εηθφλαο 2.6α  
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   Δλ ζπλερεία, γηα ηελ επεμεξγαζία ησλ γξακκάησλ γίλεηαη εμαγσγή  ηνπο απφ 

ην ππφβαζξν ηεο επηγξαθήο. Οη αιγφξηζκνη θαηάηκεζεο  πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα 

ηε δηαδηθαζία απηή είλαη νπζηαζηηθά νη ίδηνη πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηελ 

θαηάηκεζε ησλ ηνηρνγξαθηψλ ηεο Θήξαο πνπ  κειεηήζεζαλ ζε απηή ηε δηαηξηβή. Ζ 

εθαξκνγή ησλ αιγνξίζκσλ απηψλ έγηλε αξρηθά ζε έγρξσκεο θσηνγξαθίεο αιιά ζην 

ηέινο παξήρζεζαλ θσηνγξαθίεο δηαβάζκηζεο ηνπ γθξη.     ηελ παξάγξαθν 2.1  ηνπ 

πξψηνπ κέξνπο ηεο παξνχζεο εξγαζίαο γίλεηαη αλαθνξά ζηα βήκαηα ηεο  ελ ιφγσ 

δηαδηθαζίαο, ελψ αλαιπηηθή πεξηγξαθή απηήο γίλεηαη ζην παξάξηεκα Π.Σ.     

 

2.2 Εμαγσγή ηνπ πεξηγξάκκαηνο κηαο πινπνηήζεσο θάζε ζπκβόινπ 

ηεο αιθαβήηνπ από ηελ θαηαηκεκέλε ηεο εηθόλα 

 

Γέοςζα μοπθή πεπιγπάμμαηορ ςλοποιήζευν ζςμβολογπαμμάηυν 

Γηα φιεο ηηο εθαξκνγέο πνπ αληηκεησπίδνληαη πεξαηηέξσ ζε απηή ηε δηαηξηβή 

ην πεξίγξακκα πξέπεη λα έρεη κία ζπγθεθξηκέλε κνξθή, αλάινγε κε απηήλ πνπ 

πεξηεγξάθε ζηελ παξάγξαθν 2.2 ηνπ πξψηνπ κέξνπο ηεο εξγαζίαο. Γειαδή 1) θάζε 

εηθνλνζηνηρείν πξέπεη λα έρεη αθξηβψο δχν γεηηνληθά. Με ηνλ φξν γεηηνληθά ελλννχκε 

φηη αλ ζεσξήζνπκε ην ηπρφλ εηθνλνζηνηρείν ηνπ πεξηγξάκκαηνο ζαλ θέληξν κηαο 

πεξηνρήο pixels 3x3 (πεξηνρή ζπλεθηηθφηεηαο 8 ζηελ νπνία δίλνπκε ην φλνκα 8) 

ηφηε αθξηβψο δχν αθφκα  pixels ηνπ πεξηγξάκκαηνο βξίζθνληαη εληφο ηεο πεξηνρήο 

απηήο. 2) Μφλν ζπγθεθξηκέλνη ζρεκαηηζκνί ησλ ηξηψλ εηθνλνζηνηρείσλ ηνπ 

πεξηγξάκκαηνο επηηξέπνληαη λα βξίζθνληαη εληφο ηεο 8. Δηδηθφηεξα επηηξέπνληαη νη 

ζρεκαηηζκνί πνπ παξνπζηάδνληαη ζηελ εηθφλα 2.2 ηνπ πξψηνπ κέξνπο. 3) Όια ηα 

pixels ηνπ πεξηγξάκκαηνο είλαη αξηζκεκέλα σξνινγηαθά ζηε θπζηθή ηνπο ζεηξά: ην 

ππ’ αξηζκφλ έλα pixel είλαη απηφ πνπ βξίζθεηαη ςειφηεξα θαη αξηζηεξφηεξα ζηελ 

εηθφλα. Σν ππ’ αξηζκφλ n pixel έρεη δχν αθξηβψο γεηηνληθά δειαδή ην ππ’ αξηζκφλ n-1 

θαη ην  ππ’ αξηζκφλ n+1, ζηε ζσζηή δηάηαμε. 4) Απαγνξεχεηαη λα ππάξρνπλ 

ζπκπιέγκαηα κεκνλσκέλσλ pixels ζπλνιηθνχ αξηζκνχ κηθξφηεξνπ ελφο θαησθιίνπ. 

Απηφ ην θαηψθιη είλαη ζπλήζσο ην 5% ηνπ ζπλνιηθνχ αξηζκνχ εηθνλνζηνηρείσλ ηνπ 

πεξηγξάκκαηνο.     

Δηδηθφο πξσηφηππνο θψδηθαο αλαπηχρζεθε γηα λα εμαζθαιίδεη ηελ ηθαλνπνίεζε 

ησλ ηεζζάξσλ  αλσηέξσ ζπλζεθψλ. ηελ εηθφλα 2.7α παξνπζηάδεηαη κηα θσηνγξαθία 

ηεο πινπνηήζεσο ελφο ζπκβνινγξάκκαηνο Α ζε δηαβάζκηζε ηνπ γθξη φπσο απηή 
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εμήρζε απφ ηελ ςεθηαθή θσηνγξαθία επξπηέξνπ ηκήκαηνο ηεο επηγξαθήο.   ηελ 

εηθφλα  2.7β παξνπζηάδεηαη ην απνηέιεζκα ηεο απηφκαηεο θαηάηκεζεο ηεο 

θσηνγξαθίαο απηήο θαη ζηελ 2.7γ ην ηειηθφ πεξίγξακκα πνπ εμήρζε, φπσο απηφ 

πξνέθπςε απφ ηελ θαηαηκεκέλε  έθδνζε ηεο πινπνηήζεσο. ηηο εηθφλεο 2.8, 2.9 ,2.10 

θαη 2.11 παξνπζηάδνληαη αληίζηνηρεο θσηνγξαθίεο πινπνηήζεσλ ησλ  

ζπκβνινγξακκάησλ  , Μ ,Ο θαη Σ.    

 

 

 

    
 

                Δηθφλα 2.7α                                      Δηθφλα 2.7β                                   Δηθφλα 2.7γ    

 

 

 

            
 

                  Δηθφλα 2.8α                                      Δηθφλα 2.8β                                   Δηθφλα 2.8γ    
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               Δηθφλα 2.9α                                      Δηθφλα 2.9β                                   Δηθφλα 2.9γ    

 

 

 

 

      
 

           Δηθφλα 2.10α                                        Δηθφλα 2.10β                                     Δηθφλα 2.10γ    

 

 

                   

 

              Δηθφλα 2.11α                                      Δηθφλα 2.11β                                   Δηθφλα 2.11γ    
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3. Οξηζκόο θξηζίκσλ ζεκείσλ πεξηγξάκκαηνο 

πινπνηήζεσλ ζπκβόισλ ηεο αιθαβήηνπ θαη 

εληνπηζκόο απηώλ 
 

Γηα θάζε πινπνίεζε ελφο ζπκβνινγξάκκαηνο ζε κηα επηγξαθή, εληνπίδνπκε έλα 

ζχλνιν ραξαθηεξηζηηθψλ ζεκείσλ επί ηνπ πεξηγξάκκαηνο ησλ πινπνηήζεσλ, γηα ηα 

νπνία ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ φξν θξίζηκα ζεκεία  ή ραξαθηεξηζηηθά ζεκεία. 

 

Πποζέγγιζη ηος πεπιγπάμμαηορ με πολςώνςμα υρ ππορ  ηο μήκορ. 

ηελ παξαθάησ δηαδηθαζία δεκηνπξγνχκε ππνζχλνια δηαδνρηθψλ 

εηθνλνζηνηρείσλ  ηνπ πεξηγξάκκαηνο πιήζνπο sL  ην θαζέλα. Αθνινχζσο 

ππνινγίδνπκε ην πνιπψλπκν 3
νπ

 βαζκνχ ην νπνίν βέιηηζηα πξνζεγγίδεη θάζε ηέηνην 

ππνζχλνιν φπνπ ε  παξάκεηξνο ηνπ πνιπσλχκνπ είλαη ην κήθνο   ηνπ εθάζηνηε 

αληηζηνίρνπ πξνο πξνζέγγηζε ηκήκαηνο. πγθεθξηκέλα έζησζαλ ηα εηθνλνζηνηρεία   

sLPPP ,...,, 21 . Γχν δηαδνρηθά εμ απηψλ απέρνπλ απφζηαζε 

                                         21
2

11),( iiiiii yyxxPPd                              (3.1)                                                  

φπνπ ),( ii yx νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ iP  θαη ),( 11  ii yx απηέο ηνπ 1iP  . Δλ ζπλερεία 

νξίδνπκε ηελ αθνινπζία  i  φπνπ 

                              01   θαη  


 
i

k

kki PPd
1

11 ,  1,...,2,1  SLi .                      (3.2) 

 Κάζε φξνο ηεο  αθνινπζίαο απηήο εθθξάδεη ην κήθνο ηεο αιπζίδαο ησλ 

εηθνλνζηνηρείσλ πνπ μεθηλάεη απφ ην 1P  θαη πεξαηνχηαη ζην iP .   πλεπψο  

πξνζεγγίδνπκε ηηο ζπληεηαγκέλεο  θάζε νκάδαο  εηθνλνζηνηρείσλ κε ηα  πνιπψλπκα 

                                    32
2

1
3

0ˆ aaaax iiii    
SLi ,...,2,1                            (3.3) 

θαη  

                                   32
2

1
3

0ˆ bbbby iiii   , 
SLi ,...,2,1                             (3.4)          

 

 θαηά ηελ έλλνηα ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ, πξνζδηνξίδνληαο ηνπο ζπληειεζηέο 

32103210 ,,,,,,, bbbbaaaa  νχησο ψζηε ην ιάζνο πξνζέγγηζεο  

                                               



S

i

iiii

L

yyxxE
1

22
ˆˆ                                      (3.5) 
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λα είλαη ειάρηζην. Ζ εχξεζε ησλ ζπληειεζηψλ απηψλ γίλεηαη κέζσ ησλ εμήο 

βεκάησλ: θαη’ αξρήλ  παξαηεξνχκε φηη ε πνζφηεηα  E  είλαη ζπλερψο παξαγσγίζηκε 

ζπλάξηεζε ησλ πξνζδηνξηζηέσλ ζπληειεζηψλ, είλαη δε θξαγκέλε θάησ απφ ην κεδέλ. 

Άξα, έρεη ηνπιάρηζηνλ έλα απφιπην ειάρηζην, ζην νπνίν φιεο νη κεξηθέο παξάγσγνη 

3030

,...,,,...,
b

E

b

E

a

E

a

E
















 είλαη κεδέλ. Ζ απαίηεζε απηή νδεγεί επζχγξακκα ζε έλα 

γξακκηθφ ζχζηεκα σο πξνο ηνπο πξνζδηνξηζηένπο ζπληειεζηέο, ην νπνίνλ ελ γέλεη 

πξνζθέξεη κε κνλαδηθφ ηξφπν ηνπο ζπληειεζηέο πνπ ειαρηζηνπνηνχλ ηελ πνζφηεηα 

E .  Σα πνιπψλπκα πνπ αληηζηνηρνχλ ζην ζεκεηνζχλνιν 
sLPPP ,...,, 21   ηα 

ζπκβνιίδνπκε κε 1Sx  θαη 1Sy . 

Με επαλάιεςε ηεο αλσηέξσ δηαδηθαζίαο θαη αξρίδνληαο  απφ ην ηπρφλ pixel 

jj yx ,  ηνπ πεξηγξάκκαηνο, ιακβάλνπκε έλα δεχγνο πνιπσλχκσλ jj SySx , ην  νπνίνλ 

βέιηηζηα πξνζεγγίδεη ηα εηθνλνζηνηρεία ηνπ πεξηγξάκκαηνο 11,...,,  SLjjj PPP . Με 

θαηάιιειε επηινγή ηεο αθνινπζίαο ησλ εηθνλνζηνηρείσλ εθθίλεζεο ιακβάλνπκε έλα 

ζχλνιν δηαδνρηθψλ επηθαιππηνκέλσλ δεπγψλ πνιπσλχκσλ 3
νπ

 βαζκνχ, έζησζαλ  

απηά  

                                          sNjSySx jj ,...,2,1,                                              (3.6) 

ηα νπνία θαιχπηνπλ φιν ην πεξίγξακκα θάζε γξάκκαηνο.  

πλήζσο, φπσο αλαιπηηθά ζα πεξηγξαθεί θαησηέξσ, επηιέγνπκε ην ζεκείν 

εθθίλεζεο ηνπ 1j -νζηνχ πνιπσλχκνπ λα απέρεη απ’ ην ζεκείν εθθίλεζεο ηνπ  j -

νζηνχ θαηά ΑΜ, πνπ είλαη  έλα κηθξφ πνζνζηφ ηνπ ζπλνιηθνχ αξηζκνχ pixels ηνπ 

πεξηγξάκκαηνο θάζε γξάκκαηνο. Πξνθεηκέλνπ λα ππάξρεη νκνηνκνξθία ζηελ 

εθαξκνγή ηεο κεζφδνπ, γηα λα δεκηνπξγήζνπκε ηηο επηθαιππηφκελεο αιπζίδεο ζηελ 

πεξίπησζε πνπ ην ζεκείν εθθίλεζεο απηψλ βξίζθεηαη ζηα ηειεπηαία SL  pixels ηνπ 

πεξηγξάκκαηνο, «δαλεηδφκαζηε» pixels απφ ηα πξψηα ηνπ πεξηγξάκκαηνο. Ζ 

πνζφηεηα SL  είλαη ην αθέξαην κέξνο  ελφο πνζνζηνχ ηνπ ζπλνιηθνχ αξηζκνχ ησλ 

pixels ηνπ πεξηγξάκκαηνο, έζησ απηφ 25%.  Έλα ζεκαληηθφ πιενλέθηεκα απηήο ηεο 

δηαδηθαζίαο είλαη φηη πηζαλά κηθξά θελά πνπ ππάξρνπλ ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο ιφγσ 

θζνξάο ησλ επηγξαθψλ θαιχπηνληαη κε ηα αληίζηνηρα ζεκεία ησλ πνιπσλχκσλ 

πξνζέγγηζεο.   
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Δηθφλα 3.1 

Φεθηαθή αλαπαξάζηαζε κηαο πινπνηήζεσο Α. Σν πεξίγξακκα απηήο αλαπαξίζηαηαη κε κπιε 

αζηεξίζθνπο θαη νη δηαδνρηθέο πνιπσλπκηθέο πξνζεγγίζεηο ηνπ πεξηγξάκκαηνο κε θίηξηλνπο. Ζ πξψηε 

εμ απηψλ εθθηλεί απφ ζπγθεθξηκέλν ζεκείν πνπ ζεκεηψλεηαη κε κεγάιν θφθθηλν ηεηξάγσλν γηα 

θαιχηεξε επνπηεία. εκεηψλεηαη φηη ε θάζε λεζίδα πξνζεγγίδεηαη απηφλνκα.    

 

 

Δηθφλα 3.2 

Φεθηαθή αλαπαξάζηαζε κηαο πινπνηήζεσο . Σν πεξίγξακκα απηήο αλαπαξίζηαηαη κε κπιε 

αζηεξίζθνπο θαη νη δηαδνρηθέο πνιπσλπκηθέο πξνζεγγίζεηο ηνπ πεξηγξάκκαηνο κε θίηξηλνπο.  Ζ πξψηε 

εμ απηψλ εθθηλεί απφ ζπγθεθξηκέλν ζεκείν πνπ ζεκεηψλεηαη κε κεγάιν θφθθηλν ηεηξάγσλν γηα 

θαιχηεξε επνπηεία. εκεηψλεηαη φηη ε θάζε λεζίδα πξνζεγγίδεηαη απηφλνκα. 
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Δηθφλα 3.3 

Φεθηαθή αλαπαξάζηαζε κηαο πινπνηήζεσο Μ. Σν πεξίγξακκα απηήο αλαπαξίζηαηαη κε κπιε 

αζηεξίζθνπο. Με θίηξηλν  ρξψκα αλαπαξίζηαληαη νη δηαδνρηθέο πνιπσλπκηθέο πξνζεγγίζεηο ηνπ 

πεξηγξάκκαηνο. Ζ πξψηε εμ απηψλ εθθηλεί απφ ζπγθεθξηκέλν ζεκείν πνπ ζεκεηψλεηαη κε κεγάιν 

θφθθηλν ηεηξάγσλν γηα θαιχηεξε επνπηεία.  

 

Δξαγυγή ομαλοποιημένος πεπιγπάμμαηορ κάθε γπάμμαηορ 

Όπσο πξναλαθέξζεθε,  γηα λα απνθχγνπκε ηελ ελδερφκελε πφισζε πνπ 

νθείιεηαη ζηελ επηινγή ηνπ πξψηνπ ζεκείνπ ηεο αιπζίδαο ησλ sL  pixels ζηελ 

πξνεγνχκελε κέζνδν, επηηεινχκε ηα εμήο : αξρηθά  δηαιέγνπκε ζαλ πξψην ζεκείν έλα  

ηπραίν pixel έζησ ην ππ’ αξηζκφλ 1P  φπσο πξνθχπηεη απ’ ηελ εμαγσγή ηνπ 

πεξηγξάκκαηνο, δεκηνπξγνχκε ηελ αιπζίδα Α1 ησλ pixels 1P ,…, 11  SLP θαη ηελ 

πξνζεγγίδνπκε κε ηα πνιπψλπκα 11,SySx  φπσο πεξηγξάθεηαη αλσηέξσ. Αλ ππνηεζεί 

φηη ην ζχλνιν ησλ pixels νινθιήξνπ ηνπ πεξηγξάκκαηνο είλαη PL ,επηιέγνπκε ην 

αθέξαην κέξνο ελφο κηθξνχ πνζνζηνχ ηνπ PL έζησ ΑΜ=[0.025 PL ]. Δπηιέγνπκε ην 

ππ’ αξηζκφλ 1P +ΑΜ pixel σο λέα αξρή κηαο αιπζίδαο SL  pixels θαη ζε επφκελν βήκα 

ζρεκαηίδνπκε ηελ αιπζίδα Α2 ησλ  εηθνλνζηνηρείσλ AMP1 ,…, 
11  AM

s
L

P , ηελ νπνία  

θαη πξνζεγγίδνπκε πάιη, δεκηνπξγψληαο  ηα πνιπψλπκα  22 ,SySx . Δπαλαιακβάλνπκε 

ηε δηαδηθαζία δεκηνπξγψληαο ηελ αιπζίδα ησλ pixels AMP 21 ,…, 121  AMsLP  θαη ηα 

πνιπψλπκα 33 ,SySx   θ.ν.θ. έσο φηνπ λΑΜ PL θαη (λ+1)ΑΜ> PL . Καη’ απηφλ ηνλ 

ηξφπν θάζε pixel ηνπ πεξηγξάκκαηνο «θαιχπηεηαη» απφ πνιιά δηαθνξεηηθά 
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πξνζεγγηζηηθά πνιπψλπκα ii SySx , . Δπνκέλσο, γηα θάζε pixel ππνινγίδνπκε ην κέζν 

φξν ησλ πνιπσλχκσλ πνπ ην πξνζεγγίδνπλ θαη θαη’ απηφλ ηνλ ηξφπν επηηπγράλνπκε 

κηα πνιχ νκαιή θάιπςε ),( E

i

E

i yx  ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηεο πινπνηήζεσο ηνπ 

ζπκβνινγξάκκαηνο, ε νπνία πξαθηηθά είλαη αλεμάξηεηε απφ ηελ επηινγή ηνπ ζεκείνπ 

εθθίλεζεο. 

 

 

 

 

Δηθφλα 3.4α 

Πνιιαπιέο πνιπσλπκηθέο πξνζεγγίζεηο ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηνπ Α ηεο  εηθφλαο 3.1. ηελ εηθφλα 

παξνπζηάδνληαη ηέζζεξεηο απφ  απηέο ηηο πξνζεγγίζεηο κε δηαθνξεηηθφ ρξψκα ε θάζε κία. Ζ 

πξνζέγγηζε κε πξάζηλν ρξψκα εκθαλίδεηαη εληνλφηεξε δηφηη έρεη ηππσζεί ηειεπηαία. Σν κπιε ρξψκα 

αλαπαξηζηά ην πξαγκαηηθφ πεξίγξακκα.        
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Δηθφλα 3.4β 

Λεπηνκέξεηα ηεο εηθφλαο 3.4α : θαίλνληαη θαζαξά κε δηαθνξεηηθφ ρξψκα  ηέζζεξηο νκάδεο 

πνιπσλπκηθψλ πξνζεγγίζεσλ πνπ εθθηλνχλ απφ δηαθνξεηηθά ζεκεία ηνπ πεξηγξάκκαηνο. Σν κπιε 

ρξψκα αλαπαξηζηά ην πξαγκαηηθφ πεξίγξακκα.   
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Δηθφλα 3.4γ 

Σειηθή πξνζέγγηζε ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηεο πινπνηήζεσο ηνπ Α ηεο εηθφλαο 3.1: κε θφθθηλα 

ηεηξαγσλίδηα αλαπαξίζηαηαη ν κέζνο φξνο ησλ πξνζεγγίζεσλ ηεο εηθφλαο 3.4α    
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Δηθφλα 3.4δ 

Λεπηνκέξεηα ηεο εηθφλαο 3.4γ. Φαίλεηαη θαζαξά ε νκαινπνίεζε πνπ έρεη γίλεη κέζσ ηεο δηαδηθαζίαο 

ηνπ κέζνπ φξνπ ησλ νκάδσλ ησλ πνιπσλπκηθψλ πξνζεγγίζεσλ. Με κπιε ρξψκα παξνπζηάδεηαη ην 

πξαγκαηηθφ πεξίγξακκα ηεο πινπνηήζεσο ηνπ γξάκκαηνο ελψ κε θφθθηλν ε ηειηθή πξνζέγγηζε.      
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Δηθφλα 3.5α 

Πνιιαπιέο πνιπσλπκηθέο πξνζεγγίζεηο ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηνπ  ηεο  εηθφλαο 3.2. ηελ εηθφλα 

παξνπζηάδνληαη ηέζζεξεηο απφ  απηέο ηηο πξνζεγγίζεηο κε δηαθνξεηηθφ ρξψκα ε θάζε κία. Ζ 

πξνζέγγηζε κε πξάζηλν ρξψκα εκθαλίδεηαη εληνλφηεξε δηφηη έρεη ηππσζεί ηειεπηαία. Σν κπιε ρξψκα 

αλαπαξηζηά ην πξαγκαηηθφ πεξίγξακκα.      
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Δηθφλα 3.5β 

Λεπηνκέξεηα ηεο εηθφλαο 3.5α:  θαίλνληαη θαζαξά νη ηέζζεξηο νκάδεο πνιπσλπκηθψλ πξνζεγγίζεσλ 

πνπ εθθηλνχλ απφ δηαθνξεηηθά ζεκεία ηνπ πεξηγξάκκαηνο. Σν κπιε ρξψκα αλαπαξηζηά ην πξαγκαηηθφ 

πεξίγξακκα.  
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Δηθφλα 3.5γ 

Σειηθή πξνζέγγηζε ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηεο πινπνηήζεσο ηνπ  ηεο εηθφλαο 3.2: κε θφθθηλα 

ηεηξαγσλίδηα αλαπαξίζηαηαη ν κέζνο φξνο ησλ πξνζεγγίζεσλ ηεο εηθφλαο 3.5α    
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Δηθφλα 3.5δ 

Λεπηνκέξεηα ηεο εηθφλαο 3.5γ. Φαίλεηαη θαζαξά ε νκαινπνίεζε πνπ έρεη γίλεη κέζσ ηεο δηαδηθαζίαο 

ηνπ κέζνπ φξνπ ησλ νκάδσλ ησλ πνιπσλπκηθψλ πξνζεγγίζεσλ. Με κπιε ρξψκα παξνπζηάδεηαη ην 

πξαγκαηηθφ πεξίγξακκα ηεο πινπνηήζεσο ηνπ γξάκκαηνο ελψ κε θφθθηλν ε ηειηθή πξνζέγγηζε.      
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Δηθφλα 3.6α 

Πνιιαπιέο πνιπσλπκηθέο πξνζεγγίζεηο ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηνπ Μ ηεο  εηθφλαο 3.3. ηελ εηθφλα 

παξνπζηάδνληαη 4 απφ  απηέο ηηο πξνζεγγίζεηο κε δηαθνξεηηθφ ρξψκα ε θάζε κία. Ζ πξνζέγγηζε κε 

πξάζηλν ρξψκα εκθαλίδεηαη εληνλφηεξε δηφηη έρεη ηππσζεί ηειεπηαία. Σν κπιε ρξψκα αλαπαξηζηά ην 

πξαγκαηηθφ πεξίγξακκα.      
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Δηθφλα 3.6β 

Λεπηνκέξεηα ηεο εηθφλαο 3.6α ψζηε λα θαίλνληαη θαζαξά νη ηέζζεξηο νκάδεο πνιπσλπκηθψλ 

πξνζεγγίζεσλ πνπ εθθηλνχλ απφ δηαθνξεηηθά ζεκεία ηνπ πεξηγξάκκαηνο. Σν κπιε ρξψκα αλαπαξηζηά 

ην πξαγκαηηθφ πεξίγξακκα.  
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Δηθφλα 3.6γ 

Σειηθή πξνζέγγηζε ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηεο πινπνηήζεσο ηνπ Μ ηεο εηθφλαο 3.3: κε θφθθηλα 

ηεηξαγσλίδηα αλαπαξίζηαηαη ν κέζνο φξνο ησλ πξνζεγγίζεσλ ηεο εηθφλαο 3.6α.  
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Δηθφλα 3.6δ 

Λεπηνκέξεηα ηεο εηθφλαο 3.6γ Φαίλεηαη θαζαξά ε νκαινπνίεζε πνπ έρεη γίλεη κέζσ ηεο δηαδηθαζίαο 

ηνπ κέζνπ φξνπ ησλ νκάδσλ ησλ πνιπσλπκηθψλ πξνζεγγίζεσλ. Με κπιε ρξψκα παξνπζηάδεηαη ην 

πξαγκαηηθφ πεξίγξακκα ηεο πινπνηήζεσο ηνπ γξάκκαηνο ελψ κε θφθθηλν ε ηειηθή πξνζέγγηζε.      
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ηε ζπλέρεηα ππνινγίδνπκε αξηζκεηηθά ηελ θακππιφηεηα (ίδε παξάηεκα Π.Κ.) 

απηήο ηεο νκαινπνηεκέλεο πξνζέγγηζεο ηνπ πεξηγξάκκαηνο ζε θάζε ζεκείν 

),( E
i

E
i yx απηήο θαη χζηεξα ην κέζν φξν θαη ηε δηαζπνξά ησλ ηηκψλ ηεο 

θακππιφηεηαο. Δληνπίδνπκε ηα ζεκεία ζηα νπνία ε θακππιφηεηα έρεη ηνπηθφ κέγηζην 

θαη επίζεο ηηκή ηνπιάρηζηνλ ηξηπιάζηα ηεο δηαζπνξάο ηεο θαζψο   θαη ηα αληίζηνηρά 

ηνπο ζεκεία ζην αξρηθφ πεξίγξακκα. Σα ηειεπηαία ηα ζεσξνχκε ζαλ ζεκεία θακπήο 

ηνπ αξρηθνχ πεξηγξάκκαηνο θαη ηα νλνκάδνπκε θξίζηκα ζεκεία απηνχ. Θα ζέιακε λα 

ηνλίζνπκε φηη ζηα εληειψο θακπχια ηκήκαηα ησλ ζπκβνινγξακκάησλ Ο, Φ θαη Χ 

δελ εληνπίδνπκε ζεκεία θακπήο εάλ ηα ηκήκαηα απηά είλαη απνκνλσκέλα. Δάλ ε 

πινπνίεζε ηνπ ζπκβνινγξάκκαηνο απνηειείηαη απφ λεζίδεο, ε αλσηέξσ δηαδηθαζία 

πξαγκαηνπνηείηαη γηα φιεο ηηο λεζίδεο θαη ηνλ ξφιν ηνπ PL ηνλ παίδεη ην πιήζνο ησλ 

pixels ηεο θάζε λεζίδαο.  

Σέινο αθήλνπκε θαηάιιεια δεχγε θξίζηκσλ ζεκείσλ θακπήο λα ζρεκαηίδνπλ 

ηηο πιεπξέο ηνπ εθάζηνηε ζπκβφινπ ηεο αιθαβήηνπ, ζχκθσλα κε ηελ αλζξψπηλε 

αίζζεζε. ρεηηθά παξαδείγκαηα παξνπζηάδνληαη ζηηο επφκελεο ζειίδεο.             
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Δηθφλα 3.7 

ηελ εηθφλα απηή παξνπζηάδνληαη ηα θξίζηκα ηνπ νκαινπνηεκέλνπ πεξηγξάκκαηνο (θφθθηλν ρξψκα) 

ηνπ Α ηεο εηθφλαο 3.4γ. Σα νκφρξσκα ζεκεία είλαη θξίζηκα ζεκεία πνπ αλήθνπλ ζηελ ίδηα πιεπξά. Σα 

ζεκεία απηά παξνπζηάδνληαη ζε κεγέζπλζε γηα θαιχηεξε επνπηεία.   
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Δηθφλα 3.8 

ηελ εηθφλα απηή παξνπζηάδνληαη ηα θξίζηκα ηνπ νκαινπνηεκέλνπ πεξηγξάκκαηνο (θφθθηλν ρξψκα) 

ηνπ  ηεο εηθφλαο 3.5γ. Σα νκφρξσκα ζεκεία είλαη θξίζηκα ζεκεία πνπ αλήθνπλ ζηελ ίδηα πιεπξά. Σα 

ζεκεία απηά παξνπζηάδνληαη ζε κεγέζπλζε γηα θαιχηεξε επνπηεία.   
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Δηθφλα 3.9 

ηελ εηθφλα απηή παξνπζηάδνληαη ηα θξίζηκα ηνπ νκαινπνηεκέλνπ πεξηγξάκκαηνο (θφθθηλν ρξψκα) 

ηνπ Μ ηεο εηθφλαο 3.6γ. Σα νκφρξσκα ζεκεία είλαη θξίζηκα ζεκεία πνπ αλήθνπλ ζηελ ίδηα πιεπξά. Σα 

ζεκεία απηά παξνπζηάδνληαη ζε κεγέζπλζε γηα θαιχηεξε επνπηεία.    

 

 

 

 

 

 



128 

 

4. Βέιηηζηε πξνζαξκνγή  ησλ πεξηγξακκάησλ 

ησλ επηγξαθηθώλ πινπνηήζεσλ ελόο 

ζπκβνινγξάκκαηνο 
 

4.1 Θεσξεηηθή αλάιπζε 

 

Αο ππνηεζεί  φηη επηζπκνχκε λα ειέγμνπκε ηελ νκνηφηεηα ησλ πινπνηήζεσλ 

ελφο ζπκβφινπ ηεο αιθαβήηνπ πνπ εκθαλίδνληαη ζε θάπνηα επηγξαθή ή επηγξαθέο. 

Έλαο επζχγξακκνο ηξφπνο γηα λα θάλνπκε απηφ  ηνλ έιεγρν ζα ήηαλ κηα δηαδηθαζία ε 

νπνία ζα πεξηειάκβαλε βέιηηζηε πξνζαξκνγή ησλ ζπγθξηλνκέλσλ πεξηγξακκάησλ 

θαη εθηίκεζε ηνπ ιάζνπο απηήο ηεο πξνζαξκνγήο. Μία ηέηνηα δηαδηθαζία ζηελ 

πεξίπησζε ησλ αξραίσλ, θαζψο θαη άιισλ  επηγξαθψλ, εκπεξηέρεη ελδνγελψο 

ζνβαξέο δπζθνιίεο νη νπνίεο νθείινληαη ζην γεγνλφο φηη νη πινπνηήζεηο ησλ 

γξακκάησλ επί ησλ επηγξαθψλ έρνπλ δηαθνξεηηθφ πξνζαλαηνιηζκφ θαη κέγεζνο. Γηα 

ηελ αληηκεηψπηζε απηψλ ησλ δπζθνιηψλ, ε ρξεζηκνπνηεηέα κέζνδνο πξνζαξκνγήο 

πξέπεη λα εμαιείθεη ηελ ηπραηφηεηα ζηνλ πξνζαλαηνιηζκφ θαη ην κέγεζνο πνπ έρνπλ 

νη ζπγθξηλφκελεο πινπνηήζεηο γξακκάησλ. Δπνκέλσο, ε πξσηφηππε κέζνδνο πνπ 

επειέγε  γηα ηε βέιηηζηε πξνζαξκνγή ησλ πεξηγξακκάησλ δχν ζπκβφισλ ηεο 

αιθαβήηνπ ζπκπεξηιακβάλεη ηα εμήο βήκαηα: α) Σνπνζεηνχκε ηα πεξηγξάκκαηα ησλ 

δχν πινπνηήζεσλ ηνπ εμεηαδνκέλνπ ζπκβφινπ ηεο αιθαβήηνπ ζε έλα    θνηλφ  

πιαίζην (θακβά)  νχησο ψζηε ηα θέληξα βάξνπο απηψλ λα ζπκπίπηνπλ.  β) Σν 

πεξίγξακκα ηνπ ελφο γξάκκαηνο δηαηεξείηαη ζηαζεξφ θαη ζεσξείηαη ζαλ κία ςεθηαθή 

θακπχιε αλαθνξάο. γ) Σν πεξίγξακκα ηεο άιιεο πινπνίεζεο πεξηζηξέθεηαη , 

πθίζηαηαη νκνηνζεζία θαη κεηαηνπίδεηαη παξάιιεια θαη σο πξνο ηνπο δχν άμνλεο 

ζπληεηαγκέλσλ. δ) Οξίδεηαη έλα κέηξν ηεο απφζηαζεο κεηαμχ ηνπ πεξηγξάκκαηνο 

αλαθνξάο θαη ηνπ κεηαζρεκαηηζκέλνπ πεξηγξάκκαηνο θαη επηιέγεηαη εθείλνο ν 

κεηαζρεκαηηζκφο πνπ πξνζθέξεη ηε κηθξφηεξε απφζηαζε κεηαμχ ησλ δχν θακππιψλ 

ή ηζνδπλάκσο ην κηθξφηεξν ιάζνο πξνζαξκνγήο. ε) Σέινο  ην πεξίγξακκα αλαθνξάο 

θαζψο θαη ην κεηαζρεκαηηζκέλν πεξίγξακκα ζπγθξίλνληαη θαη κε κηα επηπιένλ 

κέζνδν δειαδή  επί ηε βάζε ελφο αθφκα  θαηάιιεια επηιεγκέλνπ θξηηεξίνπ φζνλ 

αθνξά ζηε κεηαμχ ηνπο πξνζαξκνγή. 

Αθνινπζεί αλαιπηηθή πεξηγξαθή ησλ βεκάησλ απηψλ .               
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 Α. Γιαδικαζία πεπιζηποθήρ: Έζησ 1 ην πεξίγξακκα αλαθνξάο θαη 2  απηφ 

ζην νπνίν ζα εθαξκνζηνχλ νη κεηαζρεκαηηζκνί. Καη’ αξρήλ εληνπίδνπκε ηα θέληξα 

βάξνπο ησλ 21,  , έζησζαλ ΚΒ1 θαη ΚΒ2 αληίζηνηρα. Μεηαθέξνπκε ην 2  νχησο 

ψζηε ην θέληξν βάξνπο ηνπ λα ζπκπίπηεη κε ηελ αξρή ησλ αμφλσλ, αθαηξψληαο απφ 

θάζε ζεκείν απηνχ ην δηάλπζκα 2OKB .  

Αθνινχζσο πξαγκαηνπνηνχκε έλα ζχλνιν πεξηζηξνθψλ ηνπ κεηαηνπηζκέλνπ 

2  φπνπ, θαηά ηα γλσζηά , ε ηπρνχζα ζηξνθή ηνπ πεξηγξάκκαηνο πξαγκαηνπνηείηαη 

πνιιαπιαζηάδνληαο θάζε ζεκείν ηνπ κεηαηνπηζκέλνπ 2  κε ηε κήηξα πεξηζηξνθήο  

 

                                                   






 






cossin

sincos
TR                                           (4.1) 

 

Καηά ηνλ ηξφπν απηφ ιακβάλνπκε κία πξψηε κεηαζρεκαηηζκέλε ςεθηαθή 

θακπχιε ηελ )(2 R .  

Β. Ομοιοθεζία: Δλ ζπλερεία επηηεινχκε νκνηνζεζία ηνπ )(2 R  κε θέληξν ην 

ζεκείν Ο. Με άιια ιφγηα πνιιαπιαζηάδνπκε θάζε ζπληζηψζα φισλ ησλ ζεκείσλ ηεο 

ςεθηαθήο θακπχιεο )(2 R κε έλαλ ζεηηθφ πξαγκαηηθφ αξηζκφ έζησ ι. Δίλαη 

πξνθαλέο φηη κε απηφ ηνλ ηξφπν θαη αλ ηζρχεη ι > 1 πξαγκαηνπνηνχκε κεγέζπλζε ηνπ 

πεξηγξάκκαηνο 2  ελψ δε φηαλ ι< 1 ζκίθξπλζε ηνπ πεξηγξάκκαηνο απηνχ. Με απηή 

ηε δηαδηθαζία ιακβάλνπκε κία δεχηεξε κεηαζρεκαηηζκέλε παξαιιαγή ηνπ 2  ηελ 

),(2 RO  , ε νπνία ζεσξεηηθά έρεη θέληξν βάξνπο ην Ο θαη ζπκπεξηιακβάλεη ηφζν 

ηελ  αιιαγή ηνπ πξνζαλαηνιηζκνχ ηνπ γξάκκαηνο φζν θαη ηελ ηξνπνπνίεζε ηνπ 

κεγέζνπο απηνχ.             

Γ. Παπάλληλη μεηαηόπιζη: Μεηαηνπίδνπκε παξαιιήισο ην ),(2 RO ζην ΚΒ1. 

Δλ ζπλερεία επηηξέπνπκε ζην  κεηαηνπηζκέλν ),(2 RO  λα κεηαθηλείηαη θαηά yx  ,  

γχξσ απ ην ΚΒ1 θαη ηνηνπηνηξφπσο  ιακβάλνπκε έλα ),,,(2 yxROP  . 

 

Ένα Κπιηήπιο   πποζαπμογήρ ηυν Π1 και Π2.  

Θεσξνχκε σο ηε βέιηηζηε πξνζαξκνγή ησλ 1  θαη 2   εθείλν ην ζρεκαηηζκφ 

πνπ απνηειείηαη απφ ην 1  ζηελ αξρηθή ηνπ ζέζε θαη ζην αξρηθφ ηνπ κέγεζνο θαη 

απφ ην ),,,(2
 yxROP  , φπνπ ηα  yx  ,,,  είλαη εθείλεο νη 
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παξάκεηξνη ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ πνπ θαζηζηνχλ ηελ απφζηαζε ησλ δχν ςεθηαθψλ 

θακππιψλ 1  θαη ),,,(2
 yxROP  ειάρηζηε ζχκθσλα κε έλα θαηάιιεια 

επηιεγκέλν θξηηήξην. Γηα ηνλ νξζφ πξνζδηνξηζκφ ηνπ θξηηεξίνπ απηνχ 

πξαγκαηνπνηήζεθαλ πνιιέο δνθηκέο. Ζ πξψηε θαη πιένλ επζχγξακκε δνθηκή  ήηαλ 

λα ππνινγίζνπκε ηελ Δπθιείδεηα απφζηαζε θάζε ζεκείνπ (pixel) ηεο θακπχιεο 

),,,(2 yxROP   απφ ηελ θακπχιε 1  θαη ελ ζπλερεία λα ζεσξήζνπκε ζαλ 

θξηηήξην απφζηαζεο ησλ δχν θακππιψλ ην κέζν φξν ησλ απνζηάζεσλ απηψλ. Σν 

θξηηήξην απηφ δελ απέδσζε ηθαλνπνηεηηθά θπξίσο ιφγσ ηνπ φηη ζηε βέιηηζηε ζέζε 

ππήξραλ πνιιά ηκήκαηα ησλ δχν πεξηγξακκάησλ πνπ ήηαλ ζε άκεζε γεηηλίαζε, ελψ 

ζχκθσλα κε ηελ αλζξψπηλε θνηλή ινγηθή δε ζα έπξεπε. Απηή ε ιαλζαζκέλε 

πξνζαξκνγή νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη ελψ γηα ηνλ άλζξσπν θάζε ζχκβνιν ηεο 

αιθαβήηνπ έρεη κία θαζνξηζκέλε κνξθή, θαηά  ηελ πινπνίεζε απηνχ ηνπ ζπκβφινπ 

ζηελ πέηξα πξνθχπηεη κία πνιχ δηαηαξαγκέλε παξαιιαγή ηνπ ηδαληθνχ 

πεξηγξάκκαηνο. Δπνκέλσο, δελ είλαη απαξαίηεην φηη ην ζσζηφ ζθέινο ηνπ 1  ζα  

ηαηξηάμεη βέιηηζηα κε ην αληίζηνηρν ζθέινο ηνπ ROP
2 . Απηφο ήηαλ θαη ν θπξηφηεξνο 

ιφγνο γηα ηνλ νπνίν απνθαζίζηεθε ν ρσξηζκφο ηνπ πεξηγξάκκαηνο θάζε πινπνηήζεσο 

ζπκβφινπ ηεο αιθαβήηνπ ζε πιεπξέο, νη νπνίεο πεξαηνχληαη ζε θξίζηκα ζεκεία  

φπσο απηά νξίζηεθαλ θαη εμήρζεζαλ ζηελ πξνεγνχκελε παξάγξαθν.      

Σν αλσηέξσ δελ ήηαλ ην κνλαδηθφ κεηνλέθηεκα απηνχ ηνπ θξηηεξίνπ. 

Πξάγκαηη, ε επφκελε δνθηκή αθνξνχζε ζηελ επηινγή ελφο θξηηεξίνπ ζχκθσλα κε ην 

νπνίν ε απφζηαζε κεηαμχ ησλ πεξηγξακκάησλ δχν πινπνηήζεσλ ελφο ζπκβφινπ ηεο 

αιθαβήηνπ ππνινγηδφηαλ πιεπξά πιεπξά. πγθεθξηκέλα, θαη ζεσξψληαο γηα 

παξάδεηγκα ην ζπκβνιφγξακκα Α, ε απφζηαζε θάζε ζεκείνπ ηεο αξηζηεξήο πιεπξάο 

ηνπ αξηζηεξνχ ζθέινπο ηνπ 1  ππνινγίδεηαη κφλνλ απφ ηελ αληίζηνηρε πιεπξά ηνπ 

),,,(2 yxROP  . Οκνίσο, ε απφζηαζε  ηεο δεμηάο πιεπξάο ηνπ αξηζηεξνχ ζθέινπο 

ηνπ Π1 ππνινγίδεηαη κφλνλ απφ ηελ αληίζηνηρε πιεπξά ηνπ ),,,(2 yxROP   θ.ν.θ. 

ε καζεκαηηθή δηαηχπσζε, απηή ε απφζηαζε ησλ δχν θακππιψλ 1  θαη 

),,,(2 yxROP     γξάθεηαη 

 

  

                                       
 


S kN

k

N

i

kikPd
1 1

,2,1

,1

),(                                     (4.2) 
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 φπνπ SN  είλαη ν αξηζκφο ησλ πιεπξψλ ηνπ πξνο κειέηε γξάκκαηνο,  k,2 ε 

 πιεπξά ηνπ ),,,(2 yxROP  , ηα ikP ,   είλαη ηα ζεκεία ηεο    πιεπξάο ηνπ 1 , 

kN ,1  είλαη ν αξηζκφο ησλ ζεκείσλ ηεο  πιεπξάο ηνπ 1  , ),( ,2, kikPd   είλαη ε 

απφζηαζε  ηνπ ππ’ αξηζκφλ i ζεκείνπ ikP ,  απφ ην αληίζηνηρν ηκήκα ηεο θακπχιεο 

ηνπ πεξηγξάκκαηνο ROP
2  θαη ε ζεσξνχκελε βέιηηζηε πξνζαξκνγή είλαη απηή ζηελ 

νπνία ειαρηζηνπνηείηαη ε πνζφηεηα 1  .  

Σν ζπγθεθξηκέλν θξηηήξην δελ είρε σο απνηέιεζκα θαηάιιειε πξνζαξκνγή ησλ 

ελ ιφγσ θακππιψλ. Πξάγκαηη, ε δεδνκέλε δπλαηφηεηα νκνηνζεζίαο ηεο θακπχιεο 

2 , θαζψο θαη ην γεγνλφο φηη  ε ζεσξνχκελε βέιηηζηε ζέζε ήηαλ απηή πνπ  

ειαρηζηνπνηνχζε  ην 1 , νδήγεζε ζε  ζεκαληηθή ζκίθξπλζε απηήο ηεο θακπχιεο  ζε 

ζρέζε κε ηελ 1  . Αλάινγα πξνβιήκαηα ζα ππήξραλ θαη εάλ ε απφζηαζε νξίδεην κε 

βάζε ην πεξίγξακκα ηνπ κεηαζρεκαηηδνκέλνπ γξάκκαηνο.  

 

Βέληιζηο κπιηήπιο πποζαπμογήρ πεπιγπαμμάηυν 

Σν θξηηήξην πνπ νδήγεζε ζηε βέιηηζηε πξνζαξκνγή ησλ 1  , 

),,,(2 yxROP   αθνξνχζε ζηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο πνζφηεηαο  ε καζεκαηηθή 

έθθξαζε ηεο νπνίαο είλαη ε αθφινπζε:  

 

               2),(),(
1

,1

1 1

,2

1

,1,,2, 












  

   

SN

k

kN

i

SN

k

kN

j

kjk

ROP

kik QdPd                 (4.3)             

 

φπνπ SN  είλαη ν αξηζκφο ησλ πιεπξψλ ηνπ πξνο κειέηε γξάκκαηνο,  ROP
k,2 ε 

 πιεπξά ηνπ ),,,(2 yxROP  ,  ikP ,   ηα ζεκεία ηεο    πιεπξάο ηνπ 1 , kN ,1  ν 

αξηζκφο ησλ ζεκείσλ ηεο  πιεπξάο ηνπ 1  θαη ),( ,2,
ROP

kikPd   ε απφζηαζε  ηνπ ππ’ 

αξηζκφλ i ζεκείνπ ikP ,  απφ ην αληίζηνηρν ηκήκα ηεο θακπχιεο ηνπ πεξηγξάκκαηνο  

 

ROP
2 . Αληηζηνίρσο k,1  είλαη ε  πιεπξά ηνπ Π1, jkQ , ηα ζεκεία ηεο   πιεπξάο ηνπ 

ROP
2 , kN ,2  είλαη ν αξηζκφο ησλ ζεκείσλ ηεο  πιεπξάο ηνπ 2  θαη ),( ,1, kjkQd   
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είλαη ε απφζηαζε  ηνπ ππ’ αξηζκφλ j ζεκείνπ jkQ ,  απφ ην αληίζηνηρν ηκήκα ηεο 

θακπχιεο ηνπ πεξηγξάκκαηνο 1  . Ζ  πνζφηεηα   ππνινγίδεηαη γηα θάζε δπλαηή 

ζέζε ηνπ 2 απφ 2 φξνπο δηπιψλ αζξνηζκάησλ. Ζ δπλαηφηεηα νκνηνζεζίαο ηνπ 

ROP
2 ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ επηζπκεηή ειαρηζηνπνίεζε ηνπ   δελ νδεγεί ζε 

παζνινγηθή  ζκίθξπλζε απηνχ φπσο ζηελ πεξίπησζε ηεο πνζφηεηαο 1 . Απηφ 

ζπκβαίλεη δηφηη ζε κηα ηέηνηα πεξίπησζε κεηψλεηαη κελ ν πξψηνο φξνο , απμάλεηαη 

φκσο ζεκαληηθά ν δεχηεξνο . Καηά ζπλέπεηα ε ειαρηζηνπνίεζε ηεο πνζφηεηαο    

πνζνηηθνπνίεζε  κε  βέιηηζην ηξφπν ηελ πξνζαξκνγή ησλ 1  θαη 2  φηαλ ζην 2  

αζθνχληαη νη πξναλαθεξζέληεο ηειεζηέο .  
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4.2 Οπηηθή απόδνζε ηεο βέιηηζηεο πξνζαξκνγήο πινπνηήζεσλ 

ζπκβνινγξακκάησλ  

 

Αθνινπζνχλ θάπνηα ραξαθηεξηζηηθά παξαδείγκαηα βέιηηζηεο πξνζαξκνγήο 

δηαθφξσλ πεξηγξακκάησλ πινπνηήζεσλ ησλ ζπκβνινγξακκάησλ Α, , θαη Μ πνπ 

είλαη απφ ηα πνην ραξαθηεξηζηηθά. Να ζεκεησζεί φηη ελψ ε ζχγθξηζε κεηαμχ ησλ 

πεξηγξακκάησλ γίλεηαη πιεπξά πξνο αληίζηνηρε πιεπξά, ηα δηάθνξα πεξηγξάκκαηα 

πνπ πθίζηαληαη ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο ηεο παξάιιειεο κεηαηφπηζεο, ζηξνθήο θαη 

νκνηνζεζίαο, πθίζηαληαη απηνχο σο  ζηεξεφ ζψκα. Δίλαη επίζεο ραξαθηεξηζηηθφ ην 

γεγνλφο φηη ην θξηηήξην ειαρηζηνπνίεζεο ηεο πνζφηεηαο   ηεο ζρέζεο (4.3) 

ιεηηνπξγεί θαη ζε πνιχ ζνξπβψδεηο πινπνηήζεηο φπσο ραξαθηεξηζηηθά θαίλεηαη 

ζηηο εηθφλεο 4.6, 4.8 , 4.9  θαη 4.14.  Γηα ιφγνπο θαιήο επνπηείαο  ηα πεξηγξάκκαηα 

εκθαλίδνληαη κε δηαθνξεηηθφ ρξψκα θαη ζχκβνιν εθηχπσζεο αλά πινπνίεζε θαη 

αλά ζθέινο. Ζ πξφηππε πινπνίεζε εκθαλίδεηαη κε καηδέληα  θαη θφθθηλν ρξψκα 

ελψ απηή πνπ πθίζηαηαη θάζε θνξά ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο κε καχξν θαη κπιε. 

ηηο επφκελεο ζειίδεο ζεσξψληαο ηηο αλά δχν, ζηελ κελ αξηζηεξή ζειίδα 

παξνπζηάδνληαη μερσξηζηά δχν πινπνηήζεηο θαη ηα πεξηγξάκκαηά ηνπο, ζηε κελ 

δεμηά ζειίδα ε βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ησλ πεξηγξακκάησλ θαη ησλ δχν πινπνηήζεσλ 

ζην θαξηεζηαλφ επίπεδν.       
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Δηθφλα 4.1α 

ηηο εηθφλεο αξηζηεξά εκθαλίδνληαη δχν πινπνηήζεηο ηνπ γξάκκαηνο Α δηαθνξεηηθψλ επηγξαθψλ πνπ 

αλήθνπλ ζηνλ ίδην ραξάθηε φπσο απέδεημε ε εθαξκνγή ηεο κεζνδνινγίαο. ηηο εηθφλεο δεμηά 

εκθαλίδνληαη νη εμαρζείζεο πιεπξέο ησλ ζθειψλ ηνπ γξάκκαηνο. 
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Δηθφλα 4.1β 

Βέιηηζηα ηαηξηαζκέλα πεξηγξάκκαηα ησλ πξνεγνχκελσλ πινπνηήζεσλ πξνεξρφκελσλ απ’ ηνλ ίδην 

ραξάθηε. Ζ πινπνίεζε πνπ παξνπζηάδεηαη κε καηδέληα θαη θφθθηλν ρξψκα ηνπνζεηείηαη πξψηε ζην 

ζχζηεκα αμφλσλ θαη παξακέλεη ζηαζεξή  ελψ απηή κε ην καχξν θαη κπιε ρξψκα πθίζηαηαη ηνπο 

κεηαζρεκαηηζκνχο ηεο παξάιιειεο κεηαηφπηζεο, ζηξνθήο θαη νκνηνζεζίαο σο έλα ζηεξεφ ζψκα. Ζ 

βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηεο κηαο ζε ζρέζε κε ηελ άιιε γίλεηαη αλά ζθέινο θαη πιεπξά πξνο πιεπξά. Οη 

καηδέληα αζηεξίζθνη ηαηξηάδνπλ κε ηνπο καχξνπο, νη καηδέληα ηειείεο κε ηηο καχξεο, νη θφθθηλνη 

αζηεξίζθνη κε ηνπο κπιε θαη νη θφθθηλεο ηειείεο κε ηηο κπιε.  
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Δηθφλα 4.2α 

ηηο εηθφλεο αξηζηεξά εκθαλίδνληαη δχν πινπνηήζεηο ηνπ γξάκκαηνο Α δηαθνξεηηθψλ επηγξαθψλ πνπ 

αλήθνπλ ζηνλ ίδην ραξάθηε φπσο απέδεημε ε εθαξκνγή ηεο κεζνδνινγίαο. ηηο εηθφλεο δεμηά 

εκθαλίδνληαη νη εμαρζείζεο πιεπξέο ησλ ζθειψλ ηνπ γξάκκαηνο. 
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Δηθφλα 4.2β 

Βέιηηζηα ηαηξηαζκέλα πεξηγξάκκαηα ησλ πξνεγνχκελσλ πινπνηήζεσλ πξνεξρφκελσλ απ’ ηνλ ίδην 

ραξάθηε. Ζ πινπνίεζε πνπ παξνπζηάδεηαη κε καηδέληα θαη θφθθηλν ρξψκα ηνπνζεηείηαη πξψηε ζην 

ζχζηεκα αμφλσλ θαη παξακέλεη ζηαζεξή  ελψ απηή κε ην καχξν θαη κπιε ρξψκα πθίζηαηαη ηνπο 

κεηαζρεκαηηζκνχο ηεο παξάιιειεο κεηαηφπηζεο, ζηξνθήο θαη νκνηνζεζίαο σο έλα ζηεξεφ ζψκα. Ζ 

βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηεο κηαο ζε ζρέζε κε ηελ άιιε γίλεηαη αλά ζθέινο θαη πιεπξά πξνο πιεπξά. Οη 

καηδέληα αζηεξίζθνη ηαηξηάδνπλ κε ηνπο καχξνπο, νη καηδέληα ηειείεο κε ηηο καχξεο, νη θφθθηλνη 

αζηεξίζθνη κε ηνπο κπιε θαη νη θφθθηλεο ηειείεο κε ηηο κπιε. 
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Δηθφλα 4.3α 

ηηο εηθφλεο αξηζηεξά εκθαλίδνληαη δχν πινπνηήζεηο ηνπ γξάκκαηνο Α δηαθνξεηηθψλ επηγξαθψλ πνπ 

αλήθνπλ ζηνλ ίδην ραξάθηε φπσο απέδεημε ε εθαξκνγή ηεο κεζνδνινγίαο. ηηο εηθφλεο δεμηά 

εκθαλίδνληαη νη εμαρζείζεο πιεπξέο ησλ ζθειψλ ηνπ γξάκκαηνο. 
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Δηθφλα 4.3β 

Βέιηηζηα ηαηξηαζκέλα πεξηγξάκκαηα ησλ πξνεγνχκελσλ πινπνηήζεσλ πξνεξρφκελσλ απ’ ηνλ ίδην 

ραξάθηε. Ζ πινπνίεζε πνπ παξνπζηάδεηαη κε καηδέληα θαη θφθθηλν ρξψκα ηνπνζεηείηαη πξψηε ζην 

ζχζηεκα αμφλσλ θαη παξακέλεη ζηαζεξή  ελψ απηή κε ην καχξν θαη κπιε ρξψκα πθίζηαηαη ηνπο 

κεηαζρεκαηηζκνχο ηεο παξάιιειεο κεηαηφπηζεο, ζηξνθήο θαη νκνηνζεζίαο σο έλα ζηεξεφ ζψκα. Ζ 

βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηεο κηαο ζε ζρέζε κε ηελ άιιε γίλεηαη αλά ζθέινο θαη πιεπξά πξνο πιεπξά. Οη 

καηδέληα αζηεξίζθνη ηαηξηάδνπλ κε ηνπο καχξνπο, νη καηδέληα ηειείεο κε ηηο καχξεο, νη θφθθηλνη 

αζηεξίζθνη κε ηνπο κπιε θαη νη θφθθηλεο ηειείεο κε ηηο κπιε.  
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Δηθφλα 4.4α 

ηηο εηθφλεο αξηζηεξά εκθαλίδνληαη δχν πινπνηήζεηο ηνπ γξάκκαηνο Α δηαθνξεηηθψλ επηγξαθψλ πνπ 

αλήθνπλ ζε δηαθνξεηηθό ραξάθηε φπσο απέδεημε ε εθαξκνγή ηεο κεζνδνινγίαο. ηηο εηθφλεο δεμηά 

εκθαλίδνληαη νη εμαρζείζεο πιεπξέο ησλ ζθειψλ ηνπ γξάκκαηνο. 
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Δηθφλα 4.4β 

Βέιηηζηα ηαηξηαζκέλα πεξηγξάκκαηα ησλ πξνεγνχκελσλ πινπνηήζεσλ πξνεξρφκελσλ απφ 

δηαθνξεηηθό ραξάθηε. Ζ πινπνίεζε πνπ παξνπζηάδεηαη κε καηδέληα θαη θφθθηλν ρξψκα ηνπνζεηείηαη 

πξψηε ζην ζχζηεκα αμφλσλ θαη παξακέλεη ζηαζεξή  ελψ απηή κε ην καχξν θαη κπιε ρξψκα πθίζηαηαη 

ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο ηεο παξάιιειεο κεηαηφπηζεο, ζηξνθήο θαη νκνηνζεζίαο σο έλα ζηεξεφ ζψκα. 

Ζ βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηεο κηαο ζε ζρέζε κε ηελ άιιε γίλεηαη αλά ζθέινο θαη πιεπξά πξνο πιεπξά. 

Οη καηδέληα αζηεξίζθνη ηαηξηάδνπλ κε ηνπο καχξνπο, νη καηδέληα ηειείεο κε ηηο καχξεο, νη θφθθηλνη 

αζηεξίζθνη κε ηνπο κπιε θαη νη θφθθηλεο ηειείεο κε ηηο κπιε.  
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Δηθφλα 4.5α 

ηηο εηθφλεο αξηζηεξά εκθαλίδνληαη δχν πινπνηήζεηο ηνπ γξάκκαηνο Α δηαθνξεηηθψλ επηγξαθψλ πνπ 

αλήθνπλ ζε δηαθνξεηηθό ραξάθηε φπσο απέδεημε ε εθαξκνγή ηεο κεζνδνινγίαο. ηηο εηθφλεο δεμηά 

εκθαλίδνληαη νη εμαρζείζεο πιεπξέο ησλ ζθειψλ ηνπ γξάκκαηνο. 
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Δηθφλα 4.5β 

Βέιηηζηα ηαηξηαζκέλα πεξηγξάκκαηα ησλ πξνεγνχκελσλ πινπνηήζεσλ πξνεξρφκελσλ απφ  

δηαθνξεηηθό ραξάθηε. Ζ πινπνίεζε πνπ παξνπζηάδεηαη κε καηδέληα θαη θφθθηλν ρξψκα ηνπνζεηείηαη 

πξψηε ζην ζχζηεκα αμφλσλ θαη παξακέλεη ζηαζεξή  ελψ απηή κε ην καχξν θαη κπιε ρξψκα πθίζηαηαη 

ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο ηεο παξάιιειεο κεηαηφπηζεο, ζηξνθήο θαη νκνηνζεζίαο σο έλα ζηεξεφ ζψκα. 

Ζ βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηεο κηαο ζε ζρέζε κε ηελ άιιε γίλεηαη αλά ζθέινο θαη πιεπξά πξνο πιεπξά. 

Οη καηδέληα αζηεξίζθνη ηαηξηάδνπλ κε ηνπο καχξνπο, νη καηδέληα ηειείεο κε ηηο καχξεο, νη θφθθηλνη 

αζηεξίζθνη κε ηνπο κπιε θαη νη θφθθηλεο ηειείεο κε ηηο κπιε.  
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Δηθφλα 4.6α 

ηηο εηθφλεο αξηζηεξά εκθαλίδνληαη δχν πινπνηήζεηο ηνπ γξάκκαηνο Α δηαθνξεηηθψλ επηγξαθψλ πνπ 

αλήθνπλ ζε δηαθνξεηηθό ραξάθηε φπσο απέδεημε ε εθαξκνγή ηεο κεζνδνινγίαο. ηηο εηθφλεο δεμηά 

εκθαλίδνληαη νη εμαρζείζεο πιεπξέο ησλ ζθειψλ ηνπ γξάκκαηνο. 
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Δηθφλα 4.6β 

Βέιηηζηα ηαηξηαζκέλα πεξηγξάκκαηα ησλ πξνεγνχκελσλ πινπνηήζεσλ πξνεξρφκελσλ απφ  

δηαθνξεηηθό ραξάθηε. Ζ πινπνίεζε πνπ παξνπζηάδεηαη κε καηδέληα θαη θφθθηλν ρξψκα ηνπνζεηείηαη 

πξψηε ζην ζχζηεκα αμφλσλ θαη παξακέλεη ζηαζεξή  ελψ απηή κε ην καχξν θαη κπιε ρξψκα πθίζηαηαη 

ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο ηεο παξάιιειεο κεηαηφπηζεο, ζηξνθήο θαη νκνηνζεζίαο σο έλα ζηεξεφ ζψκα. 

Ζ βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηεο κηαο ζε ζρέζε κε ηελ άιιε γίλεηαη αλά ζθέινο θαη πιεπξά πξνο πιεπξά. 

Οη καηδέληα αζηεξίζθνη ηαηξηάδνπλ κε ηνπο καχξνπο, νη καηδέληα ηειείεο κε ηηο καχξεο, νη θφθθηλνη 

αζηεξίζθνη κε ηνπο κπιε θαη νη θφθθηλεο ηειείεο κε ηηο κπιε.  
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Δηθφλα 4.7α 

ηηο εηθφλεο αξηζηεξά εκθαλίδνληαη δχν πινπνηήζεηο ηνπ γξάκκαηνο  δηαθνξεηηθψλ επηγξαθψλ πνπ 

αλήθνπλ ζηνλ ίδην ραξάθηε φπσο απέδεημε ε εθαξκνγή ηεο κεζνδνινγίαο. ηηο εηθφλεο δεμηά 

εκθαλίδνληαη νη εμαρζείζεο πιεπξέο ησλ ζθειψλ ηνπ γξάκκαηνο. 
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Δηθφλα 4.7β 

Βέιηηζηα ηαηξηαζκέλα πεξηγξάκκαηα ησλ πξνεγνχκελσλ πινπνηήζεσλ πξνεξρφκελσλ απ’ ηνλ ίδην 

ραξάθηε. Ζ πινπνίεζε πνπ παξνπζηάδεηαη κε καηδέληα θαη θφθθηλν ρξψκα ηνπνζεηείηαη πξψηε ζην 

ζχζηεκα αμφλσλ θαη παξακέλεη ζηαζεξή  ελψ απηή κε ην καχξν θαη κπιε ρξψκα πθίζηαηαη ηνπο 

κεηαζρεκαηηζκνχο ηεο παξάιιειεο κεηαηφπηζεο, ζηξνθήο θαη νκνηνζεζίαο σο έλα ζηεξεφ ζψκα. Ζ 

βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηεο κηαο ζε ζρέζε κε ηελ άιιε γίλεηαη αλά ζθέινο θαη πιεπξά πξνο πιεπξά. Οη 

καηδέληα αζηεξίζθνη ηαηξηάδνπλ κε ηνπο καχξνπο, νη καηδέληα ηειείεο κε ηηο καχξεο, νη θφθθηλνη 

αζηεξίζθνη κε ηνπο κπιε θαη νη θφθθηλεο ηειείεο κε ηηο κπιε.  
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Δηθφλα 4.8α 

ηηο εηθφλεο αξηζηεξά εκθαλίδνληαη δχν πινπνηήζεηο ηνπ γξάκκαηνο  δηαθνξεηηθψλ επηγξαθψλ πνπ 

αλήθνπλ ζηνλ ίδην ραξάθηε φπσο απέδεημε ε εθαξκνγή ηεο κεζνδνινγίαο. ηηο εηθφλεο δεμηά 

εκθαλίδνληαη νη εμαρζείζεο πιεπξέο ησλ ζθειψλ ηνπ γξάκκαηνο. 
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Δηθφλα 4.8β 

Βέιηηζηα ηαηξηαζκέλα πεξηγξάκκαηα ησλ πξνεγνχκελσλ πινπνηήζεσλ πξνεξρφκελσλ απ’ ηνλ ίδην 

ραξάθηε. Ζ πινπνίεζε πνπ παξνπζηάδεηαη κε καηδέληα θαη θφθθηλν ρξψκα ηνπνζεηείηαη πξψηε ζην 

ζχζηεκα αμφλσλ θαη παξακέλεη ζηαζεξή  ελψ απηή κε ην καχξν θαη κπιε ρξψκα πθίζηαηαη ηνπο 

κεηαζρεκαηηζκνχο ηεο παξάιιειεο κεηαηφπηζεο, ζηξνθήο θαη νκνηνζεζίαο σο έλα ζηεξεφ ζψκα. Ζ 

βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηεο κηαο ζε ζρέζε κε ηελ άιιε γίλεηαη αλά ζθέινο θαη πιεπξά πξνο πιεπξά. Οη 

καηδέληα αζηεξίζθνη ηαηξηάδνπλ κε ηνπο καχξνπο, νη καηδέληα ηειείεο κε ηηο καχξεο, νη θφθθηλνη 

αζηεξίζθνη κε ηνπο κπιε θαη νη θφθθηλεο ηειείεο κε ηηο κπιε.  

 

 

 

 

 

 

 



150 

 

 

 

       

 

      

 

 

Δηθφλα 4.9α 

ηηο εηθφλεο αξηζηεξά εκθαλίδνληαη δχν πινπνηήζεηο ηνπ γξάκκαηνο  δηαθνξεηηθψλ επηγξαθψλ πνπ 

αλήθνπλ ζηνλ ίδην ραξάθηε φπσο απέδεημε ε εθαξκνγή ηεο κεζνδνινγίαο. ηηο εηθφλεο δεμηά 

εκθαλίδνληαη νη εμαρζείζεο πιεπξέο ησλ ζθειψλ ηνπ γξάκκαηνο. 
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Δηθφλα 4.9β 

Βέιηηζηα ηαηξηαζκέλα πεξηγξάκκαηα ησλ πξνεγνχκελσλ πινπνηήζεσλ πξνεξρφκελσλ απ’ ηνλ ίδην 

ραξάθηε. Ζ πινπνίεζε πνπ παξνπζηάδεηαη κε καηδέληα θαη θφθθηλν ρξψκα ηνπνζεηείηαη πξψηε ζην 

ζχζηεκα αμφλσλ θαη παξακέλεη ζηαζεξή  ελψ απηή κε ην καχξν θαη κπιε ρξψκα πθίζηαηαη ηνπο 

κεηαζρεκαηηζκνχο ηεο παξάιιειεο κεηαηφπηζεο, ζηξνθήο θαη νκνηνζεζίαο σο έλα ζηεξεφ ζψκα. Ζ 

βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηεο κηαο ζε ζρέζε κε ηελ άιιε γίλεηαη αλά ζθέινο θαη πιεπξά πξνο πιεπξά. Οη 

καηδέληα αζηεξίζθνη ηαηξηάδνπλ κε ηνπο καχξνπο, νη καηδέληα ηειείεο κε ηηο καχξεο, νη θφθθηλνη 

αζηεξίζθνη κε ηνπο κπιε θαη νη θφθθηλεο ηειείεο κε ηηο κπιε.  
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Δηθφλα 4.10α 

ηηο εηθφλεο αξηζηεξά εκθαλίδνληαη δχν πινπνηήζεηο ηνπ γξάκκαηνο  δηαθνξεηηθψλ επηγξαθψλ πνπ 

αλήθνπλ ζε δηαθνξεηηθό ραξάθηε φπσο απέδεημε ε εθαξκνγή ηεο κεζνδνινγίαο. ηηο εηθφλεο δεμηά 

εκθαλίδνληαη νη εμαρζείζεο πιεπξέο ησλ ζθειψλ ηνπ γξάκκαηνο. 
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Δηθφλα 4.10β 

Βέιηηζηα ηαηξηαζκέλα πεξηγξάκκαηα ησλ πξνεγνχκελσλ πινπνηήζεσλ πξνεξρφκελσλ απφ 

δηαθνξεηηθό ραξάθηε. Ζ πινπνίεζε πνπ παξνπζηάδεηαη κε καηδέληα θαη θφθθηλν ρξψκα ηνπνζεηείηαη 

πξψηε ζην ζχζηεκα αμφλσλ θαη παξακέλεη ζηαζεξή  ελψ απηή κε ην καχξν θαη κπιε ρξψκα πθίζηαηαη 

ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο ηεο παξάιιειεο κεηαηφπηζεο, ζηξνθήο θαη νκνηνζεζίαο σο έλα ζηεξεφ ζψκα. 

Ζ βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηεο κηαο ζε ζρέζε κε ηελ άιιε γίλεηαη αλά ζθέινο θαη πιεπξά πξνο πιεπξά. 

Οη καηδέληα αζηεξίζθνη ηαηξηάδνπλ κε ηνπο καχξνπο, νη καηδέληα ηειείεο κε ηηο καχξεο, νη θφθθηλνη 

αζηεξίζθνη κε ηνπο κπιε θαη νη θφθθηλεο ηειείεο κε ηηο κπιε.  
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Δηθφλα 4.11α 

ηηο εηθφλεο αξηζηεξά εκθαλίδνληαη δχν πινπνηήζεηο ηνπ γξάκκαηνο  δηαθνξεηηθψλ επηγξαθψλ πνπ 

αλήθνπλ ζε δηαθνξεηηθό ραξάθηε φπσο απέδεημε ε εθαξκνγή ηεο κεζνδνινγίαο. ηηο εηθφλεο δεμηά 

εκθαλίδνληαη νη εμαρζείζεο πιεπξέο ησλ ζθειψλ ηνπ γξάκκαηνο. 
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Δηθφλα 4.11β 

Βέιηηζηα ηαηξηαζκέλα πεξηγξάκκαηα ησλ πξνεγνχκελσλ πινπνηήζεσλ πξνεξρφκελσλ απφ 

δηαθνξεηηθό ραξάθηε. Ζ πινπνίεζε πνπ παξνπζηάδεηαη κε καηδέληα θαη θφθθηλν ρξψκα ηνπνζεηείηαη 

πξψηε ζην ζχζηεκα αμφλσλ θαη παξακέλεη ζηαζεξή  ελψ απηή κε ην καχξν θαη κπιε ρξψκα πθίζηαηαη 

ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο ηεο παξάιιειεο κεηαηφπηζεο, ζηξνθήο θαη νκνηνζεζίαο σο έλα ζηεξεφ ζψκα. 

Ζ βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηεο κηαο ζε ζρέζε κε ηελ άιιε γίλεηαη αλά ζθέινο θαη πιεπξά πξνο πιεπξά. 

Οη καηδέληα αζηεξίζθνη ηαηξηάδνπλ κε ηνπο καχξνπο, νη καηδέληα ηειείεο κε ηηο καχξεο, νη θφθθηλνη 

αζηεξίζθνη κε ηνπο κπιε θαη νη θφθθηλεο ηειείεο κε ηηο κπιε.  
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Δηθφλα 4.12α 

ηηο εηθφλεο αξηζηεξά εκθαλίδνληαη δχν πινπνηήζεηο ηνπ γξάκκαηνο  δηαθνξεηηθψλ επηγξαθψλ πνπ 

αλήθνπλ ζε δηαθνξεηηθό ραξάθηε φπσο απέδεημε ε εθαξκνγή ηεο κεζνδνινγίαο. ηηο εηθφλεο δεμηά 

εκθαλίδνληαη νη εμαρζείζεο πιεπξέο ησλ ζθειψλ ηνπ γξάκκαηνο. 
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Δηθφλα 4.12β 

Βέιηηζηα ηαηξηαζκέλα πεξηγξάκκαηα ησλ πξνεγνχκελσλ πινπνηήζεσλ πξνεξρφκελσλ απφ 

δηαθνξεηηθό ραξάθηε. Ζ πινπνίεζε πνπ παξνπζηάδεηαη κε καηδέληα θαη θφθθηλν ρξψκα ηνπνζεηείηαη 

πξψηε ζην ζχζηεκα αμφλσλ θαη παξακέλεη ζηαζεξή  ελψ απηή κε ην καχξν θαη κπιε ρξψκα πθίζηαηαη 

ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο ηεο παξάιιειεο κεηαηφπηζεο, ζηξνθήο θαη νκνηνζεζίαο σο έλα ζηεξεφ ζψκα. 

Ζ βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηεο κηαο ζε ζρέζε κε ηελ άιιε γίλεηαη αλά ζθέινο θαη πιεπξά πξνο πιεπξά. 

Οη καηδέληα αζηεξίζθνη ηαηξηάδνπλ κε ηνπο καχξνπο, νη καηδέληα ηειείεο κε ηηο καχξεο, νη θφθθηλνη 

αζηεξίζθνη κε ηνπο κπιε θαη νη θφθθηλεο ηειείεο κε ηηο κπιε.  
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        Δηθφλα 4.13α 

ηηο εηθφλεο αξηζηεξά εκθαλίδνληαη δχν πινπνηήζεηο ηνπ γξάκκαηνο Μ δηαθνξεηηθψλ επηγξαθψλ πνπ 

αλήθνπλ ζε ίδην ραξάθηε. ηηο εηθφλεο δεμηά εκθαλίδνληαη νη εμαρζείζεο πιεπξέο ησλ ζθειψλ ηνπ 

γξάκκαηνο.  
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Δηθφλα 4.13β 

Βέιηηζηα ηαηξηαζκέλα πεξηγξάκκαηα ησλ πξνεγνχκελσλ πινπνηήζεσλ πξνεξρφκελσλ απ’ ηνλ ίδην 

ραξάθηε. Ζ πινπνίεζε πνπ παξνπζηάδεηαη κε καηδέληα θαη θφθθηλν ρξψκα ηνπνζεηείηαη πξψηε ζην 

ζχζηεκα αμφλσλ θαη παξακέλεη ζηαζεξή  ελψ απηή κε ην καχξν θαη κπιε ρξψκα πθίζηαηαη ηνπο 

κεηαζρεκαηηζκνχο ηεο παξάιιειεο κεηαηφπηζεο, ζηξνθήο θαη νκνηνζεζίαο σο έλα ζηεξεφ ζψκα. Ζ 

βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηεο κηαο ζε ζρέζε κε ηελ άιιε γίλεηαη αλά ζθέινο θαη πιεπξά πξνο πιεπξά. Οη 

καηδέληα αζηεξίζθνη ηαηξηάδνπλ κε ηνπο καχξνπο, νη καηδέληα ηειείεο κε ηηο καχξεο, νη θφθθηλνη 

αζηεξίζθνη κε ηνπο κπιε θαη νη θφθθηλεο ηειείεο κε ηηο κπιε.  
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Δηθφλα 4.14α 

ηηο εηθφλεο αξηζηεξά εκθαλίδνληαη δχν πινπνηήζεηο ηνπ γξάκκαηνο Μ δηαθνξεηηθψλ επηγξαθψλ πνπ 

αλήθνπλ ζηνλ ίδην ραξάθηε φπσο απέδεημε ε εθαξκνγή ηεο κεζνδνινγίαο. ηηο εηθφλεο δεμηά 

εκθαλίδνληαη νη εμαρζείζεο πιεπξέο ησλ ζθειψλ ηνπ γξάκκαηνο. 
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Δηθφλα 4.14β 

Βέιηηζηα ηαηξηαζκέλα πεξηγξάκκαηα ησλ πξνεγνχκελσλ πινπνηήζεσλ πξνεξρφκελσλ απ’ ηνλ ίδην 

ραξάθηε. Ζ πινπνίεζε πνπ παξνπζηάδεηαη κε καηδέληα θαη θφθθηλν ρξψκα ηνπνζεηείηαη πξψηε ζην 

ζχζηεκα αμφλσλ θαη παξακέλεη ζηαζεξή  ελψ απηή κε ην καχξν θαη κπιε ρξψκα πθίζηαηαη ηνπο 

κεηαζρεκαηηζκνχο ηεο παξάιιειεο κεηαηφπηζεο, ζηξνθήο θαη νκνηνζεζίαο σο έλα ζηεξεφ ζψκα. Ζ 

βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηεο κηαο ζε ζρέζε κε ηελ άιιε γίλεηαη αλά ζθέινο θαη πιεπξά πξνο πιεπξά. Οη 

καηδέληα αζηεξίζθνη ηαηξηάδνπλ κε ηνπο καχξνπο, νη καηδέληα ηειείεο κε ηηο καχξεο, νη θφθθηλνη 

αζηεξίζθνη κε ηνπο κπιε θαη νη θφθθηλεο ηειείεο κε ηηο κπιε.  
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Δηθφλα 4.15α 

ηηο εηθφλεο αξηζηεξά εκθαλίδνληαη δχν πινπνηήζεηο ηνπ γξάκκαηνο Μ δηαθνξεηηθψλ επηγξαθψλ πνπ 

αλήθνπλ ζηνλ ίδην ραξάθηε φπσο απέδεημε ε εθαξκνγή ηεο κεζνδνινγίαο. ηηο εηθφλεο δεμηά 

εκθαλίδνληαη νη εμαρζείζεο πιεπξέο ησλ ζθειψλ ηνπ γξάκκαηνο. 

 

 

 



163 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Δηθφλα 4.15β 

Βέιηηζηα ηαηξηαζκέλα πεξηγξάκκαηα ησλ πξνεγνχκελσλ πινπνηήζεσλ πξνεξρφκελσλ απ’ ηνλ ίδην 

ραξάθηε. Ζ πινπνίεζε πνπ παξνπζηάδεηαη κε καηδέληα θαη θφθθηλν ρξψκα ηνπνζεηείηαη πξψηε ζην 

ζχζηεκα αμφλσλ θαη παξακέλεη ζηαζεξή  ελψ απηή κε ην καχξν θαη κπιε ρξψκα πθίζηαηαη ηνπο 

κεηαζρεκαηηζκνχο ηεο παξάιιειεο κεηαηφπηζεο, ζηξνθήο θαη νκνηνζεζίαο σο έλα ζηεξεφ ζψκα. Ζ 

βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηεο κηαο ζε ζρέζε κε ηελ άιιε γίλεηαη αλά ζθέινο θαη πιεπξά πξνο πιεπξά. Οη 

καηδέληα αζηεξίζθνη ηαηξηάδνπλ κε ηνπο καχξνπο, νη καηδέληα ηειείεο κε ηηο καχξεο, νη θφθθηλνη 

αζηεξίζθνη κε ηνπο κπιε θαη νη θφθθηλεο ηειείεο κε ηηο κπιε.  
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Δηθφλα 4.16α 

ηηο εηθφλεο αξηζηεξά εκθαλίδνληαη δχν πινπνηήζεηο ηνπ γξάκκαηνο Μ δηαθνξεηηθψλ επηγξαθψλ πνπ 

αλήθνπλ ζε δηαθνξεηηθό ραξάθηε φπσο απέδεημε ε εθαξκνγή ηεο κεζνδνινγίαο. ηηο εηθφλεο δεμηά 

εκθαλίδνληαη νη εμαρζείζεο πιεπξέο ησλ ζθειψλ ηνπ γξάκκαηνο. 

 

 

 

 

 

 

 



165 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

Δηθφλα 4.16β 

Βέιηηζηα ηαηξηαζκέλα πεξηγξάκκαηα ησλ πξνεγνχκελσλ πινπνηήζεσλ πξνεξρφκελσλ απφ 

δηαθνξεηηθό ραξάθηε. Ζ πινπνίεζε πνπ παξνπζηάδεηαη κε καηδέληα θαη θφθθηλν ρξψκα ηνπνζεηείηαη 

πξψηε ζην ζχζηεκα αμφλσλ θαη παξακέλεη ζηαζεξή  ελψ απηή κε ην καχξν θαη κπιε ρξψκα πθίζηαηαη 

ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο ηεο παξάιιειεο κεηαηφπηζεο, ζηξνθήο θαη νκνηνζεζίαο σο έλα ζηεξεφ ζψκα. 

Ζ βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηεο κηαο ζε ζρέζε κε ηελ άιιε γίλεηαη αλά ζθέινο θαη πιεπξά πξνο πιεπξά. 

Οη καηδέληα αζηεξίζθνη ηαηξηάδνπλ κε ηνπο καχξνπο, νη καηδέληα ηειείεο κε ηηο καχξεο, νη θφθθηλνη 

αζηεξίζθνη κε ηνπο κπιε θαη νη θφθθηλεο ηειείεο κε ηηο κπιε.  
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Δηθφλα 4.17α 

ηηο εηθφλεο αξηζηεξά εκθαλίδνληαη δχν πινπνηήζεηο ηνπ γξάκκαηνο Μ δηαθνξεηηθψλ επηγξαθψλ πνπ 

αλήθνπλ ζε δηαθνξεηηθό ραξάθηε φπσο απέδεημε ε εθαξκνγή ηεο κεζνδνινγίαο. ηηο εηθφλεο δεμηά 

εκθαλίδνληαη νη εμαρζείζεο πιεπξέο ησλ ζθειψλ ηνπ γξάκκαηνο. 
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Δηθφλα 4.17β 

Βέιηηζηα ηαηξηαζκέλα πεξηγξάκκαηα ησλ πξνεγνχκελσλ πινπνηήζεσλ πξνεξρφκελσλ απφ 

δηαθνξεηηθό ραξάθηε. Ζ πινπνίεζε πνπ παξνπζηάδεηαη κε καηδέληα θαη θφθθηλν ρξψκα ηνπνζεηείηαη 

πξψηε ζην ζχζηεκα αμφλσλ θαη παξακέλεη ζηαζεξή  ελψ απηή κε ην καχξν θαη κπιε ρξψκα πθίζηαηαη 

ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο ηεο παξάιιειεο κεηαηφπηζεο, ζηξνθήο θαη νκνηνζεζίαο σο έλα ζηεξεφ ζψκα. 

Ζ βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηεο κηαο ζε ζρέζε κε ηελ άιιε γίλεηαη αλά ζθέινο θαη πιεπξά πξνο πιεπξά. 

Οη καηδέληα αζηεξίζθνη ηαηξηάδνπλ κε ηνπο καχξνπο, νη καηδέληα ηειείεο κε ηηο καχξεο, νη θφθθηλνη 

αζηεξίζθνη κε ηνπο κπιε θαη νη θφθθηλεο ηειείεο κε ηηο κπιε.  
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Δηθφλα 4.18α 

ηηο εηθφλεο αξηζηεξά εκθαλίδνληαη δχν πινπνηήζεηο ηνπ γξάκκαηνο Μ δηαθνξεηηθψλ επηγξαθψλ πνπ 

αλήθνπλ ζε δηαθνξεηηθό ραξάθηε φπσο απέδεημε ε εθαξκνγή ηεο κεζνδνινγίαο. ηηο εηθφλεο δεμηά 

εκθαλίδνληαη νη εμαρζείζεο πιεπξέο ησλ ζθειψλ ηνπ γξάκκαηνο. 
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Δηθφλα 4.18β 

Βέιηηζηα ηαηξηαζκέλα πεξηγξάκκαηα ησλ πξνεγνχκελσλ πινπνηήζεσλ πξνεξρφκελσλ απφ 

δηαθνξεηηθό ραξάθηε. Ζ πινπνίεζε πνπ παξνπζηάδεηαη κε καηδέληα θαη θφθθηλν ρξψκα ηνπνζεηείηαη 

πξψηε ζην ζχζηεκα αμφλσλ θαη παξακέλεη ζηαζεξή  ελψ απηή κε ην καχξν θαη κπιε ρξψκα πθίζηαηαη 

ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο ηεο παξάιιειεο κεηαηφπηζεο, ζηξνθήο θαη νκνηνζεζίαο σο έλα ζηεξεφ ζψκα. 

Ζ βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ηεο κηαο ζε ζρέζε κε ηελ άιιε γίλεηαη αλά ζθέινο θαη πιεπξά πξνο πιεπξά. 

Οη καηδέληα αζηεξίζθνη ηαηξηάδνπλ κε ηνπο καχξνπο, νη καηδέληα ηειείεο κε ηηο καχξεο, νη θφθθηλνη 

αζηεξίζθνη κε ηνπο κπιε θαη νη θφθθηλεο ηειείεο κε ηηο κπιε. 
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4.3 Τινπνίεζε ηεο δηαδηθαζίαο πξνζαξκνγήο ζηνλ ππνινγηζηή 

  

Ππόβλημα και ζσεηικό λήμμα: Έζησζαλ δχν ηζνπιεζή θαη νκνεπίπεδα  ζχλνια 

ζεκείσλ  ii yx , θαη  ii qp , Ni ,...,2,1 . Εεηείηαη λα βξεζεί ε θαηάιιειε γσλία 

πεξηζηξνθήο, ην θαηάιιειν βέινο κεηαηφπηζεο σο θαη ν ζπληειεζηήο νκνηνζεζίαο  

 R ,νη νπνίνη φηαλ δξνπλ ζηελ θακπχιε  ii qp ,  ηελ πξνζαξκφδνπλ ζηε  ii yx ,  

βέιηηζηα θαηά ηελ έλλνηα ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. Θεσξνχκε φηη νη αλσηέξσ 

κεηαζρεκαηηζκνί πξαγκαηνπνηνχληαη ζε ηξία βήκαηα: 

Πξψηα ε ζηξνθή, κεηά ε παξάιιειε κεηαηφπηζε θαη ελ ζπλερεία ε νκνηνζεζία. 

Γηα  ηε ζηξνθή θαη ηελ παξάιιειε κεηαηφπηζε ην θξηηήξην βέιηηζηεο πξνζαξκνγήο 

είλαη ε ειαρηζηνπνίεζε ηεο πνζφηεηαο  
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iiiiiiRT yqpyxqpxyx
1

22
cossinsincos),,(  

     (ζρέζε 4.4)      

φπνπ    ε γσλία πεξηζηξνθήο θαη  yx νη παξάιιειεο κεηαηνπίζεηο θαηά ηνλ 

αληίζηνηρν άμνλα. Ζ ειαρηζηνπνίεζε απηήο ηεο πνζφηεηαο νδεγεί ζηε ιχζε 

),,( OOO yx  φπνπ         
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1tan                                       (4.5) 

                                              sincos qpxxO                                             (4.6) 

                                              cossin qpyyO                                             (4.7) 

φπνπ qpyx ,,,  είλαη ηα βαξχθεληξα ησλ αληηζηνίρσλ ςεθηαθψλ θακππιψλ, δειαδή 
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 Ζ νκνηνζεζία βέιηηζηεο πξνζαξκνγήο πξαγκαηνπνηείηαη ζε δεχηεξν ζηάδην 

κέζσ ειαρηζηνπνίεζεο ηεο πνζφηεηαο 
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                                                                                                                       (ζρέζε 4.9)  
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θαη  
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.                                       (4.12) 

Ζ ειαρηζηνπνίεζε ηεο RTO πξνζθέξεη ην βέιηηζην ζπληειεζηή νκνηνζεζίαο, φζνλ 

αθνξά ζηελ πξνζαξκνγή ησλ ςεθηαθψλ θακππιψλ  ii yx , θαη  ii qp , , 
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 .                       (4.13) 

  Άξα θαηαιήγνπκε ζηε δηαηχπσζε ηνπ θάησζη ιήκκαηνο. 

Λήμμα 1:  Έζησζαλ δχν ηζνπιεζή θαη νκνεπίπεδα  ζχλνια ζεκείσλ  ii yx , θαη 

 ii qp , Ni ,...,2,1 . Ζ γσλία O , ε κεηαηφπηζε θαηά ηνλ άμνλα ησλ x Ox  , ε 

κεηαηφπηζε θαηά ηνλ άμνλα ησλ y Oy  θαη ν ζπληειεζηήο νκνηνζεζίαο O  πνπ φηαλ 

δξάζνπλ ζηελ θακπχιε  ii qp ,  ηελ πξνζαξκφδνπλ βέιηηζηα ζηελ  ii yx ,  θαηά ηελ 

έλλνηα ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ, δίλνληαη απφ ηηο ζρέζεηο (4.5), (4.6), (4.7) θαη 

(4.13).                     

 

Απόδειξη: Θα μεθηλήζνπκε ηελ απφδεημε θάλνληαο ηελ παξαηήξεζε φηη ε 

δηαδηθαζία νκνηνζεζίαο είλαη αλεμάξηεηε απφ ηελ παξάιιειε κεηαηφπηζε θαη ηε 

ζηξνθή. Ζ παξαηήξεζε απηή ζα επηβεβαησζεί ζηα επφκελα.      

Πξάγκαηη,  έζησ φηη επηηεινχκε ζηξνθή ησλ ζεκείσλ  ii qp , θαηά γσλία   θαη 

παξάιιειε κεηαηφπηζε ηεο εζηξακκέλεο απηήο θακπχιεο θαηά   yx , , νπφηε 

πξνθχπηεη ε ςεθηαθή θακπχιε  ii  , Ni ,...,2,1   κέζσ ησλ ζρέζεσλ     
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Σφηε ε ζπλάξηεζε ιάζνπο ηνπ   yxRT ,,  ιακβάλεη ηε κνξθή  
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cossinsincos   , δειαδή ηε 

ζρέζε (4.4).  

Απηή ε ζπλάξηεζε ιάζνπο είλαη ζπλερψο παξαγσγίζηκε θαη  θξαγκέλε θάησ απφ 

ην κεδέλ άξα ζχκθσλα κε ην αμίσκα ηνπ Αξρηκήδε ζα έρεη ηνπιάρηζηνλ ζε έλα 

ζεκείν νιηθφ ειάρηζην, ζην νπνίν θαη ζα ηζρχεη 0 RT . Ηζνδπλάκσο ζα ηζρχεη, 
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     (4.16) 

 

 

Λχλνληαο ηηο  (4.14) θαη (4.15) σο πξνο x θαη y ιακβάλνπκε ηα θάησζη 

απνηειέζκαηα 

                                              sincos qpxx                                         (4.17) 

θαη 

                                              cossin qpyy                                        (4.18) 

φπνπ qpyx ,,,  είλαη ηα βαξχθεληξα ησλ αληηζηνίρσλ ςεθηαθψλ θακππιψλ, δειαδή 
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Αληηθαζηζηψληαο ηηο εθθξάζεηο ησλ  yx , ,φπσο απηέο πξνθχπηνπλ απφ ηηο  (4.17) 

θαη (4.18), ζηελ (4.16) πξνθχπηεη  
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Αλ 0cos  απφ ηελ (4.20) πξνθχπηεη 
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1tan                                (4.21)                

πνπ είλαη ίδηα κε ηελ έθθξαζε (4.5) 

 Ζ πεξίπησζε cos  ίζνλ κε ην κεδέλ εμεηάδεηαη μερσξηζηά κε αληηθαηάζηαζε ηεο 

2
  ζηελ (4.16) θαη έιεγρν γηα λα δηαπηζησζεί αλ ε ηζφηεηα ηζρχεη.   

Γηα ηελ πινπνίεζε ζηνλ ππνινγηζηή ιακβάλνπκε ππ’ φςηλ φηη ε tan ζην [0,2π) 

ιακβάλεη ηελ ίδηα ηηκή γηα δχν γσλίεο πνπ δηαθέξνπλ θαηά  . Γηα ην ιφγν απηφ 

εληνπίδνπκε ηελ   απφ ηε ζρέζε (4.21) κέζσ ηεο tana  ηνπ δεμηνχ κέινπο ηεο. Δάλ 

ε γσλία πνπ ζα βξεζεί είλαη ε  , αληηθαζηζηνχκε ηφζν απηήλ φζν θαη ηελ  

  ζηελ (4.4) θαη επηιέγνπκε ζαλ γσλία  νιηθνχ ειαρίζηνπ ιάζνπο εθείλε πνπ 

δίλεη ηε κηθξφηεξε ηηκή ηνπ 
RT

 .   

Απφ ηε ζηηγκή πνπ επεηεχρζε ε βέιηηζηε πξνζαξκνγή ησλ ςεθηαθψλ 

θακππιψλ, κφλν κε ζηξνθή θαη παξάιιειε κεηαηφπηζε ηεο δεχηεξεο, ζην επφκελν 

ζηάδην αλαδεηείηαη ν βέιηηζηνο ζπληειεζηήο νκνηνζεζίαο γηα αθφκα θαιχηεξε 

πξνζαξκνγή απηψλ ησλ θακππιψλ. Ζ νκνηνζεζία φκσο πξέπεη λα γίλεη θαηάιιεια, 

νχησο ψζηε λα κελ θαηαζηξαηεγεί ηελ πξνεγνπκέλσο επηηεπρζείζα πξνζαξκνγή ησλ 

θακππιψλ. Γηα λα εμαζθαιηζηεί απηφ, πξέπεη ε νκνηνζεζία λα κελ αιιάδεη ην θέληξν 

βάξνπο ηεο νκνηνζεηνχκελεο θακπχιεο. Γειαδή, εάλ ε θακπχιε ),( ii qp   κεηά ηε 

βέιηηζηε ζηξνθή θαη κεηαηφπηζή ηεο παξάγεη ηελ θακπχιε ),( iia  κε θέληξν βάξνπο 

ην ),( a ηφηε πξέπεη λα νκνηνζεηεζεί ε ),( iia  κε θέληξν νκνηνζεζίαο ην ),( a θαη 

ζπληειεζηή νκνηνζεζίαο R   ψζηε λα πξνζεγγίζεη ηε ),( ii yx  βέιηηζηα θαηά ηελ 

έλλνηα ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ.   

Απηή ε δηαδηθαζία νκνηνζεζίαο θαη βέιηηζηεο πξνζαξκνγήο, έρεη  κία  πνιχ 

ζεκαληηθή ηδηαηηεξφηεηα. Δάλ γηα θάπνην i  νη πνζφηεηεο )( axi  θαη )( aai  είλαη 

εηεξφζεκεο , ηφηε γηα θάζε  νκνηνζεζία ε πνζφηεηα 

)()(1 aaax ii   απμάλεηαη απνιχησο,  θαζ’ φζνλ νη πνζφηεηεο )( axi   θαη 
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)( aai   είλαη νκφζεκεο, ελψ επηζπκνχκε ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο 1  .  Σν ίδην 

ζπκβαίλεη θαη εάλ νη πνζφηεηεο )( iy θαη )(  i  είλαη εηεξφζεκεο,. Γηα λα 

παξαθάκςνπκε απηή ηε δπζθνιία ρξεζηκνπνηήζακε ηε ζπλάξηεζε ),( axsign  ε 

νπνία  εθθξάδεη ην νκφζεκν θαη εηεξφζεκν ησλ πνζνηήησλ ax, δειαδή 

                                        













01

01
),(

xa

xa
axsign




                                      (4.22) 

Γηα ηνπο αλσηέξσ ιφγνπο επειέγε ε ειαρηζηνπνίεζε ηεο θάησζη πνζφηεηαο 

RTO  σο ην βέιηηζην θξηηήξην πξνζαξκνγήο.      
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              (4.23) 

 

φπνπ a = 


N

i

ia
N 1

1
θαη  = 



N

i

i
N 1

1
   

 

Πξάγκαηη, παξαηεξνχκε θαη’ αξρήλ φηη ε νκνηνζεζία σο πξνο ηελ αξρή ησλ 

αμφλσλ δελ αιιάδεη νχηε ηελ ηηκή ηνπ ),( aaaxsign ii  νχηε απηήλ ηνπ 

),(   iiysign , δηφηη ν  πνιιαπιαζηαζκφο επί πξαγκαηηθή ζεηηθή ζηαζεξά  δελ 

κεηαθηλεί ην ζεκείν απφ ην ηεηαξηεκφξην ζην νπνίν βξίζθεηαη. Δπίζεο παξαηεξνχκε 

φηη εάλ παξαγσγίζνπκε ηελ ),,,(   yxRTO  σο πξνο  yx ,  θαη   θαη 

απαηηήζνπκε απηέο νη κεξηθέο παξάγσγνη λα είλαη κεδέλ, ηφηε πξνθχπηνπλ νη ζρέζεηο 

(4.17), (4.18) θαη (4.21), γεγνλφο πνπ απνδεηθλχεη φηη φλησο ε δηαδηθαζία 

νκνηνζεζίαο είλαη αλεμάξηεηε απφ ηελ παξάιιειε κεηαηφπηζε θαη ηε ζηξνθή.       

πλεπψο, θαζ’ φιε ηε δηαδηθαζία ηεο νκνηνζεζίαο, ε ζπλάξηεζε 

),,,(   yxRTO παξακέλεη ζπλερψο παξαγσγίζηκε.  Δπνκέλσο, εάλ αλαδεηήζνπκε 

ηα ζεκεία φπνπ 0


 RTO  ιακβάλνπκε  ηζνδπλάκσο ηελ εμίζσζε        

     

     











N
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  (4.24) 

    

Άξα ηειηθά  
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  ,                       (4.25) 

θαζ’ φζνλ 1),( 2 xsign θαη  xxxsign ),( .   o.ε.δ.  

Ζ ρξεζηκφηεηα ηνπ αλσηέξσ ιήκκαηνο έγθεηηαη ζην γεγνλφο φηη επηηαρχλεη 

δξαζηηθά θαη νπζηαζηηθά ηε δηαδηθαζία βέιηηζηεο πξνζαξκνγήο δχν πινπνηήζεσλ 

ελφο ζπκβφινπ ηεο αιθαβήηνπ. Πξάγκαηη, ζεσξεηηθά ε δηαδηθαζία απηήο ηεο 

βέιηηζηεο πξνζαξκνγήο πνπ πεξηεγξάθε ζηελ παξάγξαθν (4.1), ζα κπνξνχζε λα 

πξαγκαηνπνηεζεί θαη κε θάπνην αιγφξηζκν ειαρηζηνπνίεζεο ζπλαξηήζεσλ. Ο 

αιγφξηζκνο απηφο  ζα ειαρηζηνπνηνχζε ηελ πνζφηεηα  ηεο ζρέζεσο (4.3) ζηνλ ρψξν 

ησλ δπλαηψλ πεξηζηξνθψλ,  ησλ δπλαηψλ παξάιιεισλ κεηαηνπίζεσλ  yx ,   θαη  

ησλ δπλαηψλ νκνηνζεζηψλ (ι). Δλ ηνχηνηο,  νη αιγφξηζκνη ειαρηζηνπνηήζεσο εθ ηεο 

θχζεσο ηνπο δελ παξέρνπλ εγγπεκέλα ηε βέιηηζηε ηνπνζέηεζε ησλ δχν 

πεξηγξακκάησλ αιιά ζπλήζσο κηα ηνπνζέηεζε πιεζίνλ ηεο βέιηηζηεο. Δπίζεο ε 

ζχγθιηζή ηνπο εμαξηάηαη θαζνξηζηηθά απφ ηελ επηινγή ησλ αξρηθψλ ζπλζεθψλ.  Ζ 

πξάμε φκσο έδεημε φηη ε επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο απηφκαηεο ηαπηνπνίεζεο 

γξαθέσο απαηηεί εμαηξεηηθή αθξίβεηα, γεγνλφο πνπ επηβάιιεη εμαληιεηηθή αλαδήηεζε 

ηεο ζέζεσο βέιηηζηεο πξνζαξκνγήο ησλ δχν πεξηγξακκάησλ ζην ρψξν 

  4,,, Ryx   . Κάηη ηέηνην θαζηζηά ηε δηαδηθαζία εμαηξεηηθά ρξνλνβφξα θαζψο 

θαηά θαλφλα ε γσλία  εληφο ηεο ηδίαο επηγξαθήο κπνξεί λα ιακβάλεη φιεο ηηο ηηκέο 

απφ -30 έσο 30 κνίξεο, ηα  yx , γηα ηε δεδνκέλε αλάιπζε εηθφλαο απφ -27 έσο 27 

εηθνλνζηνηρεία θαη ν ζπληειεζηήο νκνηνζεζίαο απφ 0.50 έσο 2.00. εκεηψλεηαη φηη 

ππήξμαλ εηδηθέο πεξηπηψζεηο επηγξαθψλ γηα ηηο νπνίεο απαηηήζεθε αθφκα κεγαιχηεξν 

εχξνο ηνπ δηαζηήκαηνο ηηκψλ ηνπ ζπληειεζηή νκνηνζεζίαο.  Γηα λα κεηψζνπκε ηνλ 

ππνινγηζηηθφ θφξην, εθαξκφδνπκε ηελ εμήο ηερληθή :  

Πξψηνλ ρσξίδνπκε ηηο πιεπξέο  θάζε ζθέινπο θάζε πεξηγξάκκαηνο ζε 

TN ηκήκαηα, φπνπ θάζε ηκήκα πεξηιακβάλεη  πεξίπνπ ηνλ ίδην αξηζκφ pixels κε ηα 

άιια π.ρ. εάλ κία πιεπξά απνηειείηαη απφ 107 pixels ηε ρσξίδνπκε ζε 12 ηκήκαηα 

φπνπ ηα 11 απνηεινχληαη απφ 9 pixels θαη ην δσδέθαην απφ 8. Σνλίδεηαη φηη νη 

αληίζηνηρεο πιεπξέο ηφζν ηνπ πξφηππνπ Π1 φζν θαη ηνπ Π2 πνπ ζα  ππνζηνχλ  ηνπο 

κεηαζρεκαηηζκνχο ρσξίδνληαη ζε ίδην αξηζκφ ηκεκάησλ. Γηα παξάδεηγκα, εάλ ην 

εμεηαδφκελν ζχκβνιν ηεο αιθαβήηνπ είλαη ην Α ηφηε ε αξηζηεξή πιεπξά ηνπ 
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αξηζηεξνχ ζθέινπο ηφζν  ηνπ Π1  φζν θαη ηνπ Π2 ζα ρσξηζηνχλ ζηνλ ίδην αξηζκφ 

ηκεκάησλ, έζησ 12, ε δεμηά πιεπξά ηνπ αξηζηεξνχ ζθέινπο θαη ηνπ Π1 θαη ηνπ Π2 ζε, 

έζησ, 16 ηκήκαηα θαη νη δχν θνθ.  Με απηφ ηνλ ηξφπν δηακέξηζεο ησλ πιεπξψλ ηνπο, 

ηα Π1 θαη Π2 εθπξνζσπνχληαη απφ δχν ηζνπιεζή ππνζχλνια ησλ ζεκείσλ ηνπο, 

επνκέλσο ην ιήκκα 1 κπνξεί  λα εθαξκνζηεί άκεζα νπφηε θαη ζα καο πξνζθέξεη κία 

ιίαλ ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε ησλ βέιηηζησλ ηηκψλ ησλ    ,,, yx . Γχξσ απφ 

απηή ηελ πξνζέγγηζε, ρηίδνπκε έλα ππεξ-νξζνγψλην παξαιιειεπίπεδν ζην R
4
 , έζησ 

V, εληφο ηνπ νπνίνπ ε πξάμε έρεη επηβεβαηψζεη φηη πάληα βξίζθεηαη ε ηεηξάδα ηηκψλ 

πνπ ειαρηζηνπνηεί ηελ πνζφηεηα  ηεο ζρέζεο (4.3). Υσξίδνπκε ην V ζε κηα πνιχ 

ιεπηή δηακέξηζε π.ρ. 0.2 κνίξεο γηα ηε γσλία  ,  0.25 ηνπ pixel γηα ηα  yx , θαη 

0.005 γηα ην ι ηεο  νκνηνζεζίαο θαη γηα θάζε ζεκείν απηήο ηεο δηακέξηζεο ηνπ V 

ππνινγίδνπκε ηελ πνζφηεηα  . Σν γεγνλφο φηη ε πξνζέγγηζε πνπ δίλεη ε εθαξκνγή 

ηνπ ιήκκαηνο 1 είλαη ιίαλ ηθαλνπνηεηηθή, εμαζθαιίδεη ην κηθξφ κέγεζνο ηνπ V θαη ην 

ζρεηηθά γξήγνξν ππνινγηζκφ ηεο βέιηηζηεο ζέζεσο πξνζαξκνγήο ησλ Π1 Π2 κε 

εμαηξεηηθή αθξίβεηα.  
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5. Κξηηήξηα νκνηόηεηαο πινπνηήζεσλ 

γξακκάησλ ζηε ζέζε βέιηηζηεο πξνζαξκνγήο 

 

Θεσξνχκε δχν πινπνηήζεηο ηνπ ηδίνπ ζπκβνινγξάκκαηνο επί δχν δηαθνξεηηθψλ 

επηγξαθψλ, έζησζαλ απηέο Τ
Π
 θαη Τ

Σ
 . Αο ππνηεζεί φηη ε θάζε πινπνίεζε 

απνηειείηαη απφ ηέζζεξα θηππήκαηα θαη ζπγθεθξηκέλα ε Τ
Π 

 απφ ηα 


4321 ,,, SSSS θαη ε  Τ

Σ 
 απφ ηα 

4321 ,,, SSSS . Υξεζηκνπνηνχκε ηνλ φξν θηχπεκα 

γηα λα πεξηγξάςνπκε έλα ζθέινο ελφο νπνηνπδήπνηε γξάκκαηνο ην νπνίν θαηά 

θαλφλα δεκηνπξγήζεθε κε έλα θηχπεκα ηεο ζκίιεο επί ηνπ καξκάξνπ. Καη’ απηφλ 

ηνλ ηξφπν, θάζε ζχκβνιν ηεο αιθαβήηνπ απνηειείηαη θαηά θαλφλα απφ έλα 

θαζνξηζκέλν αξηζκφ θηππεκάησλ-ζθειψλ: γηα παξάδεηγκα ηα ζπκβνινγξάκκαηα  , 

Μ, Δ απνηεινχληαη απφ ηέζζεξα  θηππήκαηα, ηα Α ,Ν  απφ ηξία θηππήκαηα ηα Σ,Λ 

απφ δχν θ.ι.π. Πξέπεη λα αλαθέξνπκε φηη έρεη ιεθζεί εηδηθή κέξηκλα γηα ηα θακπχια 

γξάκκαηα, δειαδή απηά πνπ πεξηέρνπλ κε επζχγξακκα ηκήκαηα φπσο π.ρ. ηα Ρ, Ο, Β, 

Χ, Φ θ.ι.π., αλαθνξηθά κε ην πιήζνο ησλ θηππεκάησλ πνπ ηα δεκηνχξγεζαλ. 

πγθεθξηκέλα ζεσξνχκε φηη ην γξάκκα Ρ απνηειείηαη απφ δχν θηππήκαηα, έλα 

επζχγξακκν ζθέινο  θαη κία θακπχιε φπσο θαίλεηαη ζηηο εηθφλεο 5.11 θαη 5.12 αλ θαη 

απηφ θάπνηεο θνξέο κπνξεί λα εκπεξηέρεη κίαο κνξθήο θαηάρξεζε, κε ηελ έλλνηα φηη 

ν ιηζνμφνο κπνξεί λα ράξαζζε ην θακπχιν ηκήκα κε πεξηζζφηεξα θηππήκαηα απφ 

έλα.  

ηηο επφκελεο ζειίδεο αθνινπζνχλ νξηζκέλεο εηθφλεο πινπνηήζεσλ 

ζπκβνινγξακκάησλ θαζψο θαη ηα πεξηγξάκκαηά ηνπο. Γηα ιφγνπο θαιήο επνπηείαο 

ηα δηαθνξεηηθά θηππήκαηα εκθαλίδνληαη κε δηαθνξεηηθφ ρξψκα.  
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5.1 Απεηθνλίζεηο  ζπκβνινγξακκάησλ πνπ πινπνηνύληαη κε ηέζζεξα 

θηππήκαηα 

 
 

       
 

Δηθφλα 5.1 

Φεθηαθή εηθφλα  ελφο γξάκκαηνο , θαη ηειηθή κνξθή ηνπ πεξηγξάκκαηνο απηνχ ζην x-y επίπεδν. Με 

ρξψκα καηδέληα παξνπζηάδεηαη ην πξψην θηχπεκα, κε θφθθηλν ην δεχηεξν κε πξάζηλν ην ηξίην θαη 

κε κπιε ην ηέηαξην.       

 

   

 

      

 

Δηθφλα 5.2 

Έλα άιιν παξάδεηγκα ςεθηαθήο εηθφλαο  ελφο γξάκκαηνο , θαη ηειηθή κνξθή ηνπ πεξηγξάκκαηνο 

απηνχ ζην x-y επίπεδν. Ζ αληηζηνηρία ησλ ρξσκάησλ είλαη ε ίδηα κε ηελ εηθφλα  5.1 
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Δηθφλα 5.3 

Φεθηαθή εηθφλα  ελφο γξάκκαηνο Μ, θαη ηειηθή κνξθή ηνπ πεξηγξάκκαηνο απηνχ ζην x-y επίπεδν. Με 

ρξψκα καηδέληα παξνπζηάδεηαη ην πξψην θηχπεκα, κε θφθθηλν ην δεχηεξν κε πξάζηλν ην ηξίην θαη 

κε κπιε ην ηέηαξην.         

 

 

 

 

 

 
 

Δηθφλα 5.4 

Έλα άιιν παξάδεηγκα ςεθηαθήο εηθφλαο  ελφο γξάκκαηνο Μ, θαη ηειηθή κνξθή ηνπ πεξηγξάκκαηνο 

απηνχ ζην x-y επίπεδν. Ζ αληηζηνηρία ησλ ρξσκάησλ είλαη ε ίδηα κε ηελ εηθφλα  5.3  
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Δηθφλα 5.5 

Φεθηαθή εηθφλα  ελφο γξάκκαηνο E, θαη ηειηθή κνξθή ηνπ πεξηγξάκκαηνο απηνχ ζην x-y επίπεδν. Με 

ρξψκα καηδέληα παξνπζηάδεηαη ην πξψην θηχπεκα, κε θφθθηλν ην δεχηεξν κε πξάζηλν ην ηξίην θαη 

κε κπιε ην ηέηαξην.     

 

 
 

        Δηθφλα 5.6 

Έλα άιιν παξάδεηγκα ςεθηαθήο εηθφλαο  ελφο γξάκκαηνο E, θαη ηειηθή κνξθή ηνπ πεξηγξάκκαηνο 

απηνχ ζην x-y επίπεδν. Ζ αληηζηνηρία ησλ ρξσκάησλ είλαη ε ίδηα κε ηελ εηθφλα 5.5  
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5.2 Απεηθνλίζεηο  ζπκβνινγξακκάησλ πνπ πινπνηνύληαη κε ηξία 

θηππήκαηα 

 
 

 
 

 
Δηθφλα 5.7 

Φεθηαθή εηθφλα  ελφο γξάκκαηνο Α, θαη ηειηθή κνξθή ηνπ πεξηγξάκκαηνο απηνχ ζην x-y επίπεδν. Με 

ρξψκα καηδέληα παξνπζηάδεηαη ην πξψην θηχπεκα, κε θφθθηλν ην δεχηεξν θαη κε πξάζηλν ην ηξίην.     

 

 

  

 

     
 

Δηθφλα 5.8 

Έλα άιιν παξάδεηγκα ςεθηαθήο εηθφλαο  ελφο γξάκκαηνο Α, θαη ηειηθή κνξθή ηνπ πεξηγξάκκαηνο 

απηνχ ζην x-y επίπεδν. Ζ αληηζηνηρία ησλ ρξσκάησλ είλαη ε ίδηα κε ηελ εηθφλα 5.7  
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Δηθφλα 5.9 

Φεθηαθή εηθφλα  ελφο γξάκκαηνο Ν, θαη ηειηθή κνξθή ηνπ πεξηγξάκκαηνο απηνχ ζην x-y επίπεδν. Με 

ρξψκα καηδέληα παξνπζηάδεηαη ην πξψην θηχπεκα, κε θφθθηλν ην δεχηεξν κε πξάζηλν ην ηξίην.    

 

 

 

 

  
 

 
Δηθφλα 5.10 

Έλα άιιν παξάδεηγκα ςεθηαθήο εηθφλαο  ελφο γξάκκαηνο Ν, θαη ηειηθή κνξθή ηνπ πεξηγξάκκαηνο 

απηνχ ζην x-y επίπεδν. Ζ αληηζηνηρία ησλ ρξσκάησλ είλαη ε ίδηα κε ηελ εηθφλα 5.9  
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5.3 Απεηθνλίζεηο  ζπκβνινγξακκάησλ πνπ πινπνηνύληαη κε δύν 

θηππήκαηα 

 

 
 

Δηθφλα 5.11 

Φεθηαθή εηθφλα  ελφο γξάκκαηνο Ρ, θαη ηειηθή κνξθή ηνπ πεξηγξάκκαηνο απηνχ ζην x-επίπεδν.Με 

ρξψκα καηδέληα παξνπζηάδεηαη ην πξψην θηχπεκα θαη κε θφθθηλν ην δεχηεξν.   

 

 

                    
 

 
Δηθφλα 5.12 

Έηεξν παξάδεηγκα ςεθηαθήο εηθφλαο  ελφο γξάκκαηνο Ρ, θαη ηειηθή κνξθή ηνπ πεξηγξάκκαηνο απηνχ 

ζην x-y επίπεδν. Ζ αληηζηνηρία ησλ ρξσκάησλ είλαη ε ίδηα κε ηελ εηθφλα 5.11  
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5.4 Απεηθνλίζεηο  πινπνηήζεσλ ζπκβνινγξακκάησλ κε ηδηαίηεξα 

ραξαθηεξηζηηθά  

 

Δίλαη ραξαθηεξηζηηθφ φηη κεξηθνί αξραίνη γξαθείο είραλ ηελ ηάζε λα 

παξαιείπνπλ ζπρλά θάπνην ζθέινο ελφο ζπκβνινγξάκκαηνο. Γηα παξάδεηγκα ν 

ιηζνμφνο, ηνλ νπνίν  ζα απνθαιέζνπκε  παξαθάησ «ρέξη ηξία», είρε ηε ζπλήζεηα λα  

παξαιείπεη ζπρλά  ηo δεχηεξν ζθέινο  ηνπ ζπκβνινγξάκκαηνο  (εηθφλα 5.13) ελψ ν 

γξαθέαο πνπ νλνκάδεηαη θαησηέξσ «ρέξη ηέζζεξα» ζπρλά δελ θηππνχζε ηε κεζαία 

θεξαία ηνπ Α (εηθφλα 5.14). Μηα ηέηνηα πινπνίεζε ηνπ Α μερσξίδεη απφ ην Λ απφ ηα 

ζπκθξαδφκελα ζηελ επηγξαθή.   

 

 

 

 

 

Δηθφλα 5.13 

Φεθηαθή εηθφλα  ελφο γξάκκαηνο  ηεο «ρεηξφο ηξία» θαη ηειηθή κνξθή ηνπ πεξηγξάκκαηνο απηνχ ζην 

x-y επίπεδν. Με ρξψκα καηδέληα παξνπζηάδεηαη ην πξψην θηχπεκα, ην δεχηεξν ρηχπεκα δελ έρεη 

πινπνηεζεί,  ην ηξίην θηχπεκα παξνπζηάδεηαη κε πξάζηλν ρξψκα  θαη κε κπιε ην ηέηαξην.         
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Δηθφλα 5.14 

Φεθηαθή εηθφλα  ελφο γξάκκαηνο Α ηεο «ρεηξφο ηέζζεξα» θαη ηειηθή κνξθή ηνπ πεξηγξάκκαηνο απηνχ 

ζην x-y επίπεδν. Με ρξψκα καηδέληα παξνπζηάδεηαη ην πξψην θηχπεκα, ην δεχηεξν θηχπεκα 

παξνπζηάδεηαη  κε θφθθηλν ρξψκα  θαη ην ηξίην θηχπεκα δελ έρεη πινπνηεζεί.         

  

Γηα ην ιφγν απηφ,  ζηα επφκελα, απφ απζηεξά καζεκαηηθήο απφςεσο ζα ζεσξνχκε 

φηη θάπνην απφ ηα θηππήκαηα iS  ην νπνίν δελ πινπνηείηαη κπνξεί λα είλαη ην θελφ 

ζχλνιν.   

 

 

5.5 Οξηζκόο ελόο θξηηεξίνπ νκνηόηεηαο ζηε ζέζε  βέιηηζηεο 

πξνζαξκνγήο  

 

    ην ζεκείν απηφ, αο ζεσξήζνπκε ηηο πινπνηήζεηο Τ
Π
 θαη Τ

Σ
 ελφο 

ζπκβνινγξάκκαηνο, βέιηηζηα πξνζαξκνζκέλεο κεηαμχ ηνπο κε ηε κέζνδν πνπ 

πεξηεγξάθε ζην θεθάιαην 4 φπνπ ε Τ
Π
 παίδεη ην ξφιν ηεο πξνηχπνπ πινπνηήζεσο θαη 

ε Τ
Σ
 ηεο ηξερνχζεο. Έζησζαλ δχν αληίζηνηρα θηππήκαηα 

1S θαη 
1S ζε απηή ηε ζέζε 

βέιηηζηεο πξνζαξκνγήο, φπνπ ππελζπκίδνπκε φηη ε Τ
Σ
 κεηαζρεκαηίδεηαη ζαλ ζηεξεφ 

ζψκα θαη κπνξεί λα έρεη ππνζηεί νκνηνζεζία κε ζπληειεζηή ι. Αθνινχζσο 

δεκηνπξγνχκε κία πεξηνξηζκέλε εθδνρή ηνπ θάζε θηππήκαηνο σο εμήο: έζησζαλ 

,,,, 2121  ηα ηέζζεξα θξίζηκα ζεκεία ηνπ ππφ εμέηαζε θηππήκαηνο φπσο απηά 

νξίζηεθαλ ζην θεθάιαην 3, φπνπ ηα 21,  νξίδνπλ ηε κία πιεπξά ηνπ ζθέινπο θαη 

ηα 21, ηελ άιιε πιεπξά απηνχ.  Δλψλνπκε ηα 11, αθ’ ελφο θαη ηα 22 ,  αθ’ 

εηαίξνπ κε επζχγξακκα ηκήκαηα νπφηε θαη ζρεκαηίδεηαη ε θιεηζηή θακπχιε 

1221  . Ζ πεξηνρή πνπ απηή νξίδεη  θαίλεηαη ζηελ εηθφλα 5.15.     
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Δηθφλα 5.15 

 

εκεηψλεηαη φηη ζε πεξίπησζε πνπ έρνπκε έλα ζθέινο ην νπνίν απνηειείηαη απφ 

λεζίδεο, ηφηε εθηφο ησλ Α1 Α2 θαη Β1 Β2, δηαζπλδένπκε κε επζχγξακκα ηκήκαηα  

δηαδνρηθά θξίζηκα ζεκεία πνπ γεθπξψλνπλ δχν δηαδνρηθέο αιπζίδεο επί ηεο ηδίαο 

πιεπξάο ηνπ ζθέινπο, νχησο ψζηε λα δεκηνπξγεζεί κία θιεηζηή θακπχιε πνπ 

πεξηβάιεη ην ζθέινο. Δθαξκφδνπκε απηή ηε δηαδηθαζία ζηα ρηππήκαηα 
1S θαη 

1S , 

νπφηε θαη ιακβάλνπκε ηηο βέιηηζηα πξνζαξκνζκέλεο θιεηζηέο θακπχιεο 

  1221 θαη   1221 φπσο απηέο θαίλνληαη ζηελ εηθφλα 5.16. ην ελ ιφγσ 

ζρήκα παξνπζηάδνληαη ηέζζεξα ρηππήκαηα ηνπ ζπκβνινγξάκκαηνο   βέιηηζηα 

πξνζαξκνζκέλα ην θαζέλα μερσξηζηά θαζψο θαη φια καδί ζηελ εηθφλα 5.17.     

                

                      
Δηθφλα 5.16 

Βέιηηζηα πξνζαξκνζκέλα ρηππήκαηα δχν πινπνηήζεσλ ηνπ ζπκβνινγξάκκαηνο  ηεο ηδίαο ρεηξόο. 

Ζ πεξηνρή κε ηνλ αλνηθηφηεξν ηφλν  είλαη ηεο ηξέρνπζαο πινπνίεζεο, απηή κε ηνλ ακέζσο πην ζθνχξν 

ηφλν ηεο πξφηππεο θαη ε πην ζθνχξα φισλ ε πεξηνρή ηεο ηνκήο ησλ δχν.         
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Δηθφλα 5.17 

πλνιηθή εηθφλα ησλ πξνεγνχκελσλ βέιηηζηα ηαηξηαζκέλσλ  θηππεκάησλ ησλ δχν πινπνηήζεσλ 

ηνπ ζπκβνινγξάκκαηνο  πνπ πξνέξρνληαη απφ ην ίδην ρέξη. Ζ ηξέρνπζα πινπνίεζε κεηαζρεκαηίδεηαη 

σο ζηεξεφ ζψκα δειαδή φια ηα ζθέιε απηήο πθίζηαληαη ηνπο ίδηνπο αθξηβψο κεηαζρεκαηηζκνχο.                        
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Δηθφλα 5.18 

Δηθφλα  βέιηηζηα ηαηξηαζκέλσλ  θηππεκάησλ  δχν πινπνηήζεσλ ηνπ ζπκβνινγξάκκαηνο  πνπ 

πξνέξρνληαη απφ ην ίδην ρέξη. Ζ πεξηνρή κε ηνλ αλνηθηφηεξν ηφλν  είλαη ηεο ηξέρνπζαο πινπνίεζεο, 

απηή κε ηνλ ακέζσο πην ζθνχξν ηφλν ηεο πξφηππεο θαη ε πην ζθνχξα φισλ ε πεξηνρή ηεο ηνκήο ησλ 

δχν.                             
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Δηθφλα 5.19 

πλνιηθή εηθφλα δχν βέιηηζηα ηαηξηαζκέλσλ πινπνηήζεσλ  ηνπ  ζπκβνινγξάκκαηνο    

δηαθνξεηηθήο ρεηξόο. Ζ πεξηνρή κε ηνλ αλνηθηφηεξν ηφλν  είλαη ηεο ηξέρνπζαο πινπνίεζεο, απηή 

κε ηνλ ακέζσο πην ζθνχξν ηφλν ηεο πξφηππεο θαη ε πην ζθνχξα φισλ ε πεξηνρή ηεο ηνκήο ησλ δχν.           
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Δηθφλα 5.20 

πλνιηθή εηθφλα δχν βέιηηζηα ηαηξηαζκέλσλ πινπνηήζεσλ  ηνπ  ζπκβνινγξάκκαηνο    

δηαθνξεηηθήο ρεηξόο. Ζ πεξηνρή κε ηνλ αλνηθηφηεξν ηφλν  είλαη ηεο ηξέρνπζαο πινπνίεζεο, απηή 

κε ηνλ ακέζσο πην ζθνχξν ηφλν ηεο πξφηππεο θαη ε πην ζθνχξα φισλ ε πεξηνρή ηεο ηνκήο ησλ δχν.           

 

 

 

Ζ γλψζε ηνπ φηη νη πινπνηήζεηο ζηηο εηθφλεο 5.17 θαη 5.18 πξνέξρνληαη απφ ηνλ 

ίδην ραξάθηε θαη απηέο ζηηο εηθφλεο 5.19 θαη 5.20 απφ δηαθνξεηηθφ πξνέξρεηαη απφ 

ηελ εθαξκνγή ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ πεξηγξάθεηαη ζηελ παξνχζα εξγαζία.  
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Κάζε κία απφ απηέο ηηο θιεηζηέο θακπχιεο ρσξίδεη ην επίπεδν ζε δχν ρσξία, έλα 

εζσηεξηθφ 1 ή 1 θαη έλα εμσηεξηθφ 1 ή 1 . ε απηφ ην ζεκείν νξίδνπκε κία  

πνζφηεηα 1 ε νπνία είλαη πειίθν δχν εκβαδψλ θαη ζπγθεθξηκέλα ηελ  
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                      (5.1) 

 

Οκνίσο νξίδνπκε παξφκνηεο πνζφηεηεο θαη γηα ηα άιια θηππήκαηα:  

 

                                      4,3,2
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)(











k
EMB

EMB

kk

kk
k                                (5.2) 

Δάλ θάπνην απφ ηα θηππήκαηα k , T

k 4,...,1k δελ ππάξρεη ηφηε ζηελ αληίζηνηρε 

πνζφηεηα k  απνδίδνπκε ηελ πνζφηεηα κεδέλ.  

ηελ ηδαληθή πεξίπησζε πνπ ν ίδηνο ραξάθηεο αλαπαξήγαγε ηέιεηα ην 

ζπκβνιφγξακκα πνπ είρε ζην κπαιφ ηνπ ζε φιεο ηηο επηγξαθέο, ηφηε ε πνζφηεηα 

k ζα ηζνχην κε έλα. Όκσο, φπσο πξναλαθέξζεθε νη πινπνηήζεηο ηνπ ηδίνπ 

ζπκβνινγξάκκαηνο πνπ πξνέξρνληαη απφ ην ίδην ρέξη δηαθνξνπνηνχληαη ζεκαληηθά 

εμ αηηίαο πνιιψλ παξαγφλησλ. Απηφ έρεη ζαλ απνηέιεζκα ηελ απφθιηζε ησλ αξηζκψλ 

k  απφ ηε κνλάδα πξνο κηθξφηεξεο ηηκέο, ηφζν πεξηζζφηεξν φζν ιηγφηεξν 

θαιιηγξάθνο είλαη ν ραξάθηεο. Απφ ηελ άιιε πιεπξά φηαλ ηα θηππήκαηα  k θαη 

k πξνέξρνληαη απφ δηαθνξεηηθά ρέξηα, θαίλεηαη ιίαλ εχινγν λα ππνζέζεη θαλείο φηη 

νη πνζφηεηεο k είλαη ζηαηηζηηθά πνιχ κηθξφηεξεο απφ φηαλ ηα θηππήκαηα 

πξνέξρνληαη απφ ην ίδην ρέξη. Γηα λα πνζνηηθνπνηήζνπκε απηή ηελ παξαηήξεζε, 

πξαγκαηνπνηήζακε ηα εμήο βήκαηα. 

Βήμα 1:Υπολογιζμόρ ηυν ποζοηήηυν k αναθοπικά με ηιρ ςλοποιήζειρ ενόρ 

ζςμβολογπάμμαηορ επί ηηρ ιδίαρ επιγπαθήρ.  

Έζησ κηα νπνηαδήπνηε επηγξαθή κε αξηζκφ Ι, επί ηεο νπνίαο ππάξρνπλ 

IN πινπνηήζεηο ελφο ζπκβνινγξάκκαηνο , έζησ ηνπ . Θεσξνχκε ηελ πξψηε 

πινπνίεζε ζαλ πξφηππν θαη πξνζαξκφδνπκε βέιηηζηα φιεο ηηο άιιεο ζε απηήλ 

δηαδνρηθά κε ηε κέζνδν πνπ πεξηεγξάθε ζην θεθάιαην 4. ε θάζε κία ηέηνηα βέιηηζηε 

πξνζαξκνγή ππνινγίδνπκε ηηο ηέζζεξηο πνζφηεηεο 4,...,1 kk  φπσο απηέο 
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νξίζηεθαλ ζηε ζρέζε (5.2) θαη νλνκάδνπκε απηέο Ijk Nj ,...,2,1,  . Δλ ζπλερεία 

ζεσξνχκε ζαλ πξφηππν ηε δεχηεξε πινπνίεζε ηνπ  ηεο επηγξαθήο Ι θαη 

ππνινγίδνπκε ηηο πνζφηεηεο Ijk Nj ,...,3,2,  θ.ν.θ. 

ε απηφ ην ζεκείν θαη γηα θάζε θηχπεκα ρσξηζηά ππνινγίδνπκε ην κέζν φξν 

ησλ αλσηέξσ πνζνηήησλ θαζψο θαη ηε δεηγκαηηθή δηαζπνξά ηνπο  δειαδή ηηο  

πνζφηεηεο   

                 4,...,1
1

1

1
1

1 1

,,
, 


  



 

 k
iNN

I IN

i

N

ij

jik

II

I
k                   (5.3)  

 

              4,...,1
1

1

1
1

1 1

2,
,,

, 


  


 

 k
iNN

S
I IN

i

N

ij

I
kjik

II

I
k            (5.4)  

 

φπνπ ην πξψην άζξνηζκα αθνξά ζηηο πξφηππεο πινπνηήζεηο ελψ ην δεχηεξν ζηηο 

ηξέρνπζεο,  ν πξψηνο άλσ δείθηεο, ελ πξνθεηκέλσ ην , εθπξνζσπεί ην εμεηαδφκελν 

ζχκβνιν ηεο αιθαβήηνπ, ν δεχηεξνο άλσ δείθηεο ηνλ αξηζκφ ηεο επηγξαθήο θαη ν 

θάησ δείθηεο ηνλ αξηζκφ ηνπ αληίζηνηρνπ θηππήκαηνο.   

 

Βήμα 2:Υπολογιζμόρ ηυν ποζοηήηυν k για ηη ζύγκπιζη ηυν ςλοποιήζευν ηος 

ιδίος ζςμβολογπάμμαηορ ζε δύο διαθοπεηικέρ επιγπαθέρ.  

Έζησ κηα νπνηαδήπνηε επηγξαθή κε αξηζκφ I, επί ηεο νπνίαο ππάξρνπλ 

IN πινπνηήζεηο ελφο ζπκβνινγξάκκαηνο, θαη κία δεχηεξε επηγξαθή κε αξηζκφ J κε 

JN πινπνηήζεηο ηνπ ηδίνπ ζπκβνινγξάκκαηνο επ’ απηήο. Θεσξνχκε ηελ πξψηε 

πινπνίεζε ηεο I ζαλ πξφηππν θαη πξνζαξκφδνπκε βέιηηζηα φιεο ηηο πινπνηήζεηο ηεο 

J ζε απηήλ δηαδνρηθά κε ηε κέζνδν πνπ πεξηεγξάθε ζην θεθάιαην 4. ε θάζε κία 

ηέηνηα βέιηηζηε πξνζαξκνγή ππνινγίδνπκε ηηο ηέζζεξηο πνζφηεηεο 4,...,1 kk  

φπσο απηέο νξίζηεθαλ ζηε ζρέζε (5.2) θαη νλνκάδνπκε απηέο jjk Nj ,...,1,1,  . Δλ 

ζπλερεία ζεσξνχκε ζαλ πξφηππν ηε δεχηεξε πινπνίεζε ηνπ  ηεο επηγξαθήο Ι θαη 

ππνινγίδνπκε ηηο πνζφηεηεο jjk Nj ,...,1,2,  θ.ν.θ. , έσο φηνπ φιεο νη 

IN πινπνηήζεηο ηνπ  ηεο επηγξαθήο Ι παίμνπλ ην ξφιν ηεο πξνηχπνπ.  
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ε απηφ ην ζεκείν θαη γηα θάζε ρηχπεκα ρσξηζηά ππνινγίδνπκε ην κέζν φξν 

ησλ αλσηέξσ πνζνηήησλ θαζψο θαη ηε δεηγκαηηθή δηαζπνξά ηνπο  δειαδή ηηο  

πνζφηεηεο   

                              4,...,1
11

1 1

,,

,,   
 

 k
NN

IN

i

JN

j

jik

JI

JI

k                              (5.5) 

                       4,...,1
11

1 1

2,,

,,

,,   
 

 k
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SE
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k                 (5.6) 

 

Ζ δηαθνξνπνίεζε ζην φηη νη πνζφηεηεο k αθνξνχλ ζηε ζχγθξηζε δχν επηγξαθψλ 

εληνπίδεηαη ζην γεγνλφο ηεο χπαξμεο ηξηψλ άλσ δεηθηψλ φπνπ ν πξψηνο ζπκβνιίδεη 

ην γξάκκα ηεο αιθαβήηνπ, ελ πξνθεηκέλσ ην , ν δεχηεξνο ηελ πξφηππν επηγξαθή 

θαη ν ηξίηνο ηελ ηξέρνπζα, ελψ φπσο πάληα ν θάησ δείθηεο ζπκβνιίδεη ηνλ αξηζκφ 

ηνπ θηππήκαηνο.   

 

Βήμα3: Ένα μέηπο για ηην εκηίμηζη ηος εάν  δύο διαθοπεηικέρ επιγπαθέρ 

πποέπσονηαι από ηον ίδιο σαπάκηη.  

Δίλαη εχινγν λα ππνζέζνπκε φηη φηαλ νη επηγξαθέο I  θαη J  πξνέξρνληαη απφ 

ηνλ ίδην ραξάθηε, νη πνζφηεηεο I
k

, θαη JI
k

,, ζα έρνπλ πνιχ πεξηζζφηεξν 

παξαπιήζηεο ηηκέο γηα φια ηα ρηππήκαηα, απ’ φηαλ νη I  θαη J  πξνέξρνληαη απφ 

δηαθνξεηηθφ ρέξη. Ζ πνζνηηθνπνίεζε απηήο ηεο παξαηήξεζεο βαζίδεηαη ζην γεγνλφο 

φηη θάζε κία  πνζφηεηα  i είλαη θαη’ νπζίαλ έλα πνζνζηφ (άιισζηε ιακβάλεη ηηκή 

πάληνηε ζην [0,1]) θαη επνκέλσο γηα 5,5  JI NN  αθνινπζεί θαηά πξνζέγγηζε 

θαλνληθή θαηαλνκή. Ζ ππφζεζε απηή δελ απνξξίθζεθε απφ ηα ζρεηηθά ηεζη 

Kolmogorov-Smirnoff  (α=0.001). Δπίζεο, εάλ νη επηγξαθέο I  θαη J πξνέξρνληαη 

απφ ηνλ ίδην ραξάθηε, ηφηε νη πιεζπζκηαθέο κέζεο ηηκέο ησλ πνζνηήησλ I
k

, θαη 

JI
k

,, είλαη ίζεο. Άξα, έλα κέηξν πνπ πνζνηηθά πεξηγξάθεη ην αλ δχν επηγξαθέο 

πξνέξρνληαη απφ ην ίδην ρέξη ή φρη επηιέγεηαη λα είλαη ην ζχλνιν ησλ  πνζνηήησλ  

 

                             
 
 

 
JI

JI
k

II

I
k

JI
k

I
kJI

k

NN

SE

NN

SE

EE

2,,2,

,,,
,,

2
1













                                 (5.7)                      
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Όζν πην θνληά ζην κεδέλ είλαη ε πνζφηεηα JI
k

,, ηφζν πεξηζζφηεξν αλακέλεηαη νη 

επηγξαθέο I  θαη J λα πξνέξρνληαη απφ ηνλ ίδην ραξάθηε. Δκθαηηθφηεξα δε, εάλ νη 

επηγξαθέο I  θαη J πξνέξρνληαη απφ δηαθνξεηηθφ ραξάθηε, αλακέλεηαη λα ππάξρεη 

ηθαλφο αξηζκφο ζπκβφισλ ηεο αιθαβήηνπ θαη θηππεκάησλ ησλ πινπνηήζεσλ ηνπο 

αλαθνξηθά κε ηα νπνία νη πνζφηεηεο JI
k

,, ζα δηαθέξνπλ ζηαηηζηηθά ζεκαληηθά.      

Δπεηδή νη πνζφηεηεο ηνπ αξηζκεηή αθνινπζνχλ θαλνληθή θαηαλνκή φπσο 

πξναλαθέξζεθε, ε θάζε κία πνζφηεηα 4,...,1,,  kJI
k αθνινπζεί θαηαλνκή Student 

ή γηα 5,5  JI NN  αθνινπζεί κε πνιχ ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε ηππηθή θαλνληθή 

θαηαλνκή. ε πεξίπησζε πνπ έρνπκε θαηαλνκή Student θαη εάλ νη δηαζπνξέο 

 2,I

kSE θαη  2,, JI

kSE είλαη ίζεο ηφηε νη  βαζκνί ειεπζεξίαο ηεο θαηαλνκήο είλαη  

                                          
 

2
2

1,, 


 II
JI

JI
k

NN
NNd                                (5.8)  

 

ελψ αλ νη δηαζπνξέο είλαη άληζεο θαη αλ ζέζσ 
 

2
1

 II
II

NN
N  θαη JIJI NNN    

ηφηε ηζρχεη 

 

                     

   

   
1

/

1

/

//

2
2,,

2
2,

2
2,,2,

,,

























 








JI

JI
JI

k

II

II
I

k

JI
JI

kII
I

k
JI

k

N

NSE

N

NSE

NSENSE

d                   (5.9) 

Δθ’ φζνλ δελ γλσξίδνπκε  a priori αλ νη πιεζπζκηαθέο δηαζπνξέο ησλ πνζνηήησλ 

JI
k

,,  είλαη ίζεο ή άληζεο , δηαιέγνπκε ηε ζρέζε (5.9) γηα ηνπο βαζκνχο ειεπζεξίαο 

ηεο Student , δηφηη θαιχπηεη θαη ηηο δχν πεξηπηψζεηο. 

Ζ ζρεηηθή αλάιπζε πνπ νδεγεί ζε ηαπηνπνίεζε γξαθέα ζα γίλεη ζην θεθάιαην 7 

κε ρξήζε πηζαλνθαλεηψλ.         
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6. Εμαγσγή γεσκεηξηθώλ ραξαθηεξηζηηθώλ από 

πινπνηήζεηο ησλ ζπκβνινγξακκάησλ  ζε  

επηγξαθέο 

 

ην θεθάιαην απηφ ζα δηαηππσζνχλ πεξαηηέξσ θξηηήξηα νκνηφηεηαο 

πινπνηήζεσλ ζπκβνινγξακκάησλ πνπ εκθαλίδνληαη ζε δηαθνξεηηθέο επηγξαθέο, φπνπ 

νη πινπνηήζεηο ησλ γξακκάησλ δελ είλαη αλαγθαίν λα έρνπλ πξνζαξκνζηεί βέιηηζηα. 

Ο ηειηθφο ζθνπφο βεβαίσο είλαη ε θαηάηαμε ησλ επηγξαθψλ αλά γξαθέα.     

Έζησ ε εηθφλα ελφο γξάκκαηνο. Απηή απνηειείηαη απφ pixel ηα θέληξα ησλ 

νπνίσλ νξίδνπλ έλα ζχλνιν ζεκείσλ S πάλσ ζην νπνίν ζεσξνχκε φια ηα γεσκεηξηθά 

ζρήκαηα πνπ καο ελδηαθέξνπλ. Γηα παξάδεηγκα επζχγξακκα ηκήκαηα, θχθινπο, 

ειιείςεηο, γσλίεο, ηξίγσλα   θαη άιια. Δπνκέλσο νξίδνπκε έλα λέν ζχλνιν, ην G, πνπ 

είλαη ην ζχλνιν ησλ γεσκεηξηθψλ ζρεκάησλ, ηα νπνία πξνθχπηνπλ απφ ην ζχλνιν 

ησλ ζεκείσλ ηνπ S. Γειαδή ην G είλαη ζχλνιν ππνζπλφισλ ηνπ S.     

πλήζσο ηα ζηνηρεία ηνπ G πξνζδηνξίδνληαη κε εμηζψζεηο. Γηα παξάδεηγκα έλα 

επζχγξακκν ηκήκα πνπ ελψλεη ηα ζεκεία ),( 00 yxA θαη ),( 11 yxB   είλαη ζηνηρείν ηνπ 

G θαη  νξίδεηαη κε ηε βνήζεηα ησλ παξακεηξηθψλ εμηζψζεσλ σο εμήο:  

        

}10)()(:),{( 010010   yyyyxxxxSyxAB    (6.1) 

 Πάλσ ζην G νξίδνπκε έλα ζχλνιν ηειεζηψλ. Αλαθέξνπκε θάησζη ηνπο πην 

ραξαθηεξηζηηθνχο: 

 Αλ AB  είλαη επζχγξακκν ηκήκα νξίδνπκε ζαλ έλα ηειεζηή ην κήθνπο 

ηνπ AB , έζησ ABL .    

 Αλ DCBA ,,, είλαη ζεκεία ηνπ S νξίδνπκε ζαλ ηειεζηή ABCDR1 ην ιφγν 

ηνπ κέηξνπ ηνπ AB πξνο ην κέηξν ηνπ CD .  Γειαδή  
CD

AB
ABCDR1 .   
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 Αλ CBA ,,  ζπγγξακκηθά  ζεκεία ηνπ S νξίδνπκε ζαλ ηειεζηή ABCR2 ην 

ιφγν ηνπ κέηξνπ ηνπ AB πξνο ην κέηξν ηνπ AC .  Γειαδή  

AC

AB
ABCR2 .   

 Αλ CBA ,, είλαη ζεκεία ηνπ S νξίδνπκε ζαλ ηειεζηή ABC  ηε γσλία ησλ 

δηαλπζκάησλ AB , BC . 

 Αλ DCBA ,,, είλαη ζεκεία ηνπ S νξίδνπκε ζαλ ηειεζηή ABCD ηε γσλία 

ησλ δηαλπζκάησλ AB , CD . 

 Έζησ r  ε ζπλάξηεζε ηεο δηαλπζκαηηθήο αθηίλαο κηαο νπνηαζδήπνηε 

θακπχιεο ηνπ S θαη ),( 00 yx  έλα ζεκείν απηήο. Οξίδνπκε σο ηειεζηή 

K πνπ δξα επί ηνπ )),(,( 00 yxr  απηφλ πνπ δίλεη ηελ  θακππιφηεηα ηεο 

θακπχιεο ζην ζεκείν ),( 00 yx . 

 Οξίδεηαη επίζεο ν ηειεζηήο CLS ν νπνίνο δίλεη ην κήθνο ηνπ  

επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο πνπ πξνζεγγίδεη βέιηηζηα ηελ ηπρνχζα  

θακπχιε C  θαηά ηελ έλλνηα ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. Γειαδή  αο 

ζεσξήζνπκε ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ ),( nn yx κε Nn ,...,2,1 πνπ 

ζεσξνχκε φηη ζρεκαηίδνπλ ηε δηαθξηηή θακπχιε C . Τπνινγίδνπκε ην 

επζχγξακκν ηκήκα   πνπ πξνζεγγίδεη βέιηηζηα ηα ),( nn yx θαηά ηελ 

έλλνηα ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ κε ηε κέζνδν πνπ  πεξηγξάθεηαη ζην 

θεθάιαην 3 ηνπ δεπηέξνπ κέξνπο ηεο εξγαζίαο. Οξίδνπκε σο 

ηειεζηή CLS απηφλ πνπ δίλεη ην κήθνο ηνπ  .            

   

Ο βαζικόρ ζκοπόρ ηηρ παπούζηρ πποζέγγιζηρ 

Ο ζθνπφο ηεο πξνζέγγηζεο πνπ παξνπζηάδεηαη εδψ είλαη, γηα θάζε ζχκβνιν ηεο 

αιθαβήηνπ ρσξηζηά, λα δεκηνπξγήζνπκε έλα ζχλνιν ηειεζηψλ πνπ επαξθψο 

πεξηγξάθνπλ ην ζπκβνιφγξακκα. Δλ ζπλερεία, ζε θάζε επηγξαθή ρσξηζηά θαη γηα 

θάζε ζπκβνιφγξακκα ζα ππνινγίζνπκε ηηο ζηαηηζηηθέο θαηαλνκέο ησλ ηηκψλ απηψλ 

ησλ ηειεζηψλ. Δπειπηζηνχκε φηη επηγξαθέο πνπ αλήθνπλ ζηνλ ίδην ραξάθηε ζα έρνπλ 

θαηαλνκέο ησλ ηηκψλ ησλ ηειεζηψλ κε παξφκνηεο ζηαηηζηηθέο ηδηφηεηεο, ελψ 

αληηζέησο  νη αληίζηνηρεο θαηαλνκέο δχν επηγξαθψλ πνπ πξνέξρνληαη απφ 

δηαθνξεηηθνχο ραξάθηεο αλακέλνπκε λα δηαθέξνπλ ζηαηηζηηθά ζεκαληηθά.    
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6.1 Παξάδεηγκα εθαξκνγήο ηεο κεζνδνινγίαο γηα ην γξάκκα Σ 

 

ε πξψην ζηάδην ζα δνζεί σο παξάδεηγκα ε αλαιπηηθή πεξηγξαθή ηεο κεζφδνπ 

γηα ηνλ νξηζκφ θαη ηελ εμαγσγή ησλ επηιεγέλησλ ραξαθηεξηζηηθψλ ηνπ γξάκκαηνο Σ. 

Μεηά ηελ εμαγσγή ησλ γξακκάησλ Σ απφ ην ππφβαζξφ ηνπο,   θαη ηελ εμαγσγή ηνπ 

πεξηγξάκκαηνο θάζε γξάκκαηνο (ίδε εηθφλα 2.11), ρσξίζακε απηφ ζε έμη (6) επί 

κέξνπο πεξηνρέο φπσο απηέο θαίλνληαη ζηελ εηθφλα 6.1.  

 

 

     Δηθφλα 6.1 

Πεξίγξακκα ελφο ζπκβνινγξάκκαηνο Σ κε ηα θξίζηκα ζεκεία απηνχ θαη ηηο επζχγξακκεο 

ηκεκαηηθέο πξνζεγγίζεηο απηνχ, θαηά ηελ έλλνηα ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ.      

 

 

 

 Τπελζπκίδνπκε φηη ηα ζεκεία θακπήο A, B, C, D, E, F, G, H, I, J πξνζδηνξίζηεθαλ 

κε βάζε ηελ παξαηήξεζε φηη ζε απηά ε θακππιφηεηα ηνπ εμνκαιπκέλνπ   
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πεξηγξάκκαηνο είλαη ηνπηθά κέγηζηε θαη πάλσ απφ έλα θαηψθιη   φπσο πεξηεγξάθε 

ζην θεθάιαην 3.   

Δπνκέλσο ζεσξψληαο, γηα παξάδεηγκα,  ην ηκήκα ΑΒ ελφο γξάκκαηνο Σ, απηφ 

πιένλ είλαη έλα ζχλνιν pixels, θάζε έλα απφ ηα νπνία αληηπξνζσπεχεηαη απφ ηηο 

ζπληεηαγκέλεο ηνπ θεληξηθνχ ηνπ ζεκείνπ. Γειαδή, ην ΑΒ ζεσξείηαη πιένλ ην 

ζχλνιν ησλ  ζεκείσλ ),( nn yx , 1,...,2,1 Nn  , πνπ είλαη θέληξα ησλ αληηζηνίρσλ 

pixels ηνπ ΑΒ. Άξα είλαη δπλαηφλ λα βξνχκε ην επζχγξακκν ηκήκα 1 , νξηδφκελν 

απφ ηα ζεκεία Α΄Β΄ (εηθφλα 6.1) , πνπ βέιηηζηα πξνζεγγίδεη ην ηκήκα ΑΒ θαηά ηελ 

έλλνηα ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ ζχκθσλα κε ηε κέζνδν ηνπ θεθαιαίνπ 3.  

Δληειψο αλάινγα νξίδνληαη θαη ηα ζεκεία C΄D΄ γηα ην ηκήκα CD, ηα ζεκεία 

E΄F΄ γηα ην ηκήκα EF, ηα ζεκεία G΄H΄ γηα ην ηκήκα GH θαη ηα ζεκεία I΄J΄ γηα ην 

ηκήκα I J. Δπίζεο, εάλ ζεσξήζνπκε ηελ έλσζε ησλ ζεκείσλ πνπ ζρεκαηίδνπλ ηα 

ηκήκαηα CD θαη EF, κπνξνχκε λα πξνζδηνξίζνπκε ην επζχγξακκν ηκήκα 3,2  πνπ 

βέιηηζηα πξνζεγγίδεη απηφ ην επεθηεηακέλν ζχλνιν ζεκείσλ φπσο απηφ θαίλεηαη  

ζηελ εηθφλα 6.1 θαη πνπ νξίδεηαη απφ ηα ζεκεία K θαη N. 

 

Καθοπιζμόρ καηαλλήλυν ηελεζηών επί ηος ζημειοζςνόλος ηος γπάμμαηορ Τ    

 Έζησζαλ ),( AA yx  νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Α, ),( BB yx  ηνπ 

ζεκείνπ Β, ),( '' AA
yx ηνπ A΄ θαη ),( '' BB

yx ηνπ Β΄. Σφηε νξίδνπκε ηνλ  

ηειεζηή ABLSL  1  κέζσ ηεο ζρέζεσο: 

                                          2''

2

''1 ABAB
yyxxL                           (6.2) 

πνπ εθθξάδεη ην κήθνο ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο 1 . Οκνίσο νξίδεηαη 

ν ηειεζηήο 2L  πνπ εθθξάδεη ην κήθνο ηνπ ηκήκαηνο C΄D΄ , ν ηειεζηήο 

3L  πνπ εθθξάδεη ην κήθνο ηνπ ηκήκαηνο E΄F΄, ν 4L  πνπ εθθξάδεη 

ην κήθνο ηνπ ηκήκαηνο H΄G΄, ν 5L  πνπ εθθξάδεη ην κήθνο ηνπ 

ηκήκαηνο J΄I΄ θαη ν ηειεζηήο 3,2L  πνπ εθθξάδεη ην κήθνο ηνπ 

ηκήκαηνο KN. 

 Δπεηδή ηα απφιπηα κήθε iL πνπ νξίζηεθαλ αλσηέξσ εμαξηψληαη απφ 

ην κέγεζνο πνπ ραξάζζεη ν γξαθέαο, γεγνλφο πνπ ελ γέλεη δελ ηνλ 

ραξαθηεξίδεη, είλαη πξνηηκφηεξν λα ειέγμνπκε ζηαηηζηηθέο θαηαλνκέο  

απφ θαηαιιήινπο ιφγνπο ησλ πξναλαθεξζέλησλ κεθψλ νη νπνίνη είλαη 
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αλεμάξηεηνη ηνπ κεγέζνπο ηνπ γξάκκαηνο. Οξίδνπκε επνκέλσο ηνπο 

ηειεζηέο:  

                                                
2

31





L

L




                                              (6.3)                   

                                              
3,2

12





L

L




                                             (6.4) 

                                         
54

3,21
3






LL

LL




                                       (6.5)                 

 Έζησζαλ  ηα ζεκεία ηνκήο ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο 3,2  κε ηηο 

επζείεο επί ησλ νπνίσλ θείληαη ηα ηκήκαηα  4  θαη 5 , 1  θαη 2  

αληηζηνίρσο. Αλ ζεσξήζνπκε ην ζεκείν Μ (εηθφλα 6.1) σο ην κέζνλ ηνπ 

επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο 1 2 ,  ηφηε κπνξνχκε λα νξίζνπκε  ζχκθσλα 

κε φζα έρνπκε αλαθέξεη παξαπάλσ ηνλ αθφινπζν ηειεζηή: 

                                              
KN

KM

L

L
4                                               (6.6) 

 Αθνινχζσο νξίδνπκε ηηο εμήο γσλίεο  νη νπνίεο εμαληινχλ φινπο ηνπο 

δπλαηνχο βαζκνχο ειεπζεξίαο ηνπ ελφο ζθέινπο ηνπ Σ σο πξνο ην άιιν: 

                                            



,

''5                                              (6.7) 

 

       δειαδή ηελ πξνζεκαζκέλε  γσλία κεηαμχ ησλ LS δηαλπζκάησλ 

'' θαη      ,   

                                            ''
,

''6
JIHG

                                                (6.8) 

       δειαδή ηελ πξνζεκαζκέλε  γσλία κεηαμχ ησλ LS  δηαλπζκάησλ 

''HG θαη        ''JI θαη  

                                             ''
,

''7
HGBA

                                              (6.9) 

       δειαδή ηελ πξνζεκαζκέλε  γσλία κεηαμχ ησλ LS δηαλπζκάησλ 

'' θαη     ''HG .   

   

Δπνκέλσο, νξίζακε αλσηέξσ  έλα ζχλνιν ηειεζηψλ πνπ δξνπλ ζην γξάκκα Σ 

θαη ην ραξαθηεξίδεη ιίαλ ηθαλνπνηεηηθά. Ζ ζπγθεθξηκέλε δηαδηθαζία γελλά έλα 

ζχλνιν ηηκψλ κε πεδίν ηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο γηα θάζε επηγξαθή ρσξηζηά θαη 

γηα φιεο ηηο πινπνηήζεηο ηνπ ζπκβνινγξάκκαηνο Σ επ’ απηήο. ε επφκελν θεθάιαην 
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παξνπζηάδεηαη ζηαηηζηηθή  επεμεξγαζία ησλ ηηκψλ  κε ζθνπφ ηελ ηαπηνπνίεζε ηνπ 

ραξάθηε.  

 

 

6.2 Παξάδεηγκα εθαξκνγήο ηεο κεζνδνινγίαο γηα ην γξάκκα Α 

 

Οξίδνπκε εθ λένπ έλα ζχλνιν ηειεζηψλ πνπ πξνζηδηάδνπλ ιίαλ ηθαλνπνηεηηθά 

ην γξάκκα Α. Καη’ αξρήλ, ηα θξίζηκα ζεκεία θάζε πινπνηήζεσο ηνπ 

ζπκβνινγξάκκαηνο Α επί ησλ επηγξαθψλ έρνπλ νξηζζεί φπσο ζην θεθάιαην 3 θαη 

έρνπλ θαζνξίζεη ηηο πιεπξέο ηνπ γξάκκαηνο ζχκθσλα κε ηελ αλζξψπηλε δηαίζζεζε. 

πγθεθξηκέλα: α) Ζ αιπζίδα pixels 21 AA κε θνξά απφ πάλσ πξνο ηα θάησ είλαη ε 

αξηζηεξή πιεπξά ηνπ αξηζηεξνχ ζθέινπο ηνπ Α. (εηθφλα 6.2) β) Ζ έλσζε ησλ δχν 

αιπζίδσλ pixels 21  θαη 21  κε θνξά απφ πάλσ πξνο ηα θάησ απνηειεί ηε δεμηά 

πιεπξά ηνπ αξηζηεξνχ ζθέινπο ηνπ Α. γ) Ζ αιπζίδα pixels 21  κε θνξά απφ πάλσ 

πξνο ηα θάησ είλαη ε δεμηά πιεπξά ηνπ δεμηνχ  ζθέινπο ηνπ Α. δ) Δπεηδή ζην 

ζπγθεθξηκέλν ζρήκα ε νξηδφληηα θεξαία ηνπ Α δελ πεξαηνχηαη ζην δεμί ζθέινο, ε 

αξηζηεξή πιεπξά ηνπ δεμηνχ ζθέινπο ηνπ Α απνηειείηαη απφ ηελ αιπζίδα pixels 

21 κε θνξά απφ πάλσ πξνο ηα θάησ. Αλ ε κεζαία θεξαία πεξαηνχην ζην δεμί 

ζθέινο ηφηε ε έλσζε δχν αιπζίδσλ pixels 21  θαη 21  κε θνξά απφ πάλσ πξνο ηα 

θάησ ζα απνηεινχζε ηελ αξηζηεξή πιεπξά ηνπ δεμηνχ ζθέινπο ηνπ Α θαη’ αλαινγίαλ 

κε ηελ πεξίπησζε β αλσηέξσ. Δλλνείηαη φηη κπνξεί λα ηζρχεη θαη ην δπτθψο 

αληίζηνηρν ή θαη ε κεζαία θεξαία λα κελ πεξαηνχηαη ζε θαλέλα ζθέινο ή θαη ζηα 

δχν. ε) Ζ αιπζίδα pixels 21  κε θνξά απφ αξηζηεξά πξνο ηα δεμηά ζπληζηά ηελ 

πάλσ πιεπξά ηεο κεζαίαο θεξαίαο. ζη) Ζ αιπζίδα pixels 21  κε θνξά απφ αξηζηεξά 

πξνο ηα δεμηά ζπληζηά ηελ θάησ πιεπξά ηεο κεζαίαο θεξαίαο.  
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Δηθφλα 6.2 

Πεξίγξακκα ελφο ζπκβνινγξάκκαηνο A κε ηα θξίζηκα ζεκεία απηνχ θαη ηηο επζχγξακκεο 

ηκεκαηηθέο πξνζεγγίζεηο απηνχ, θαηά ηελ έλλνηα ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ.      
 

Δπί ηε βάζεη ησλ αλσηέξσ νξίδνληαη νη θαηάιιεινη ηειεζηέο πνπ 

πεξηγξάθνληαη αθνινχζσο: 

 

Καθοπιζμόρ καηαλλήλυν ηελεζηών επί ηος ζημειοζςνόλος ηος γπάμμαηορ Α    

 Ο ηειεζηήο 
21AAALS ν νπνίνο δίλεη ην κήθνο ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο 

α. Σν ηκήκα απηφ έρεη πξνθχςεη απφ βέιηηζηε πξνζέγγηζε ηεο δηαθξηηήο 

θακπχιεο 21 AA θαηά ηελ έλλνηα ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ.  

Αλαιφγσο, αλ ζεσξήζνπκε φηη ην δηαθξηηφ ηκήκα γ πξνζεγγίδεη 

βέιηηζηα θαηά ηελ έλλνηα ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ ηελ θακπχιε 

21   ,ην δ ηε 21  , ην β ηε 21  , ην ε ηελ 21  , ην ε ηελ 21   θαη 
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ην ζ ηε 21  ηφηε νξίδνληαη νη ηειεζηέο 
21

ALS ,
21ALS ,

21ALS , 

21ALS  
21ALS θαη 

21ALS πνπ αληηζηνίρσο δίλνπλ ην κήθνο 

απηψλ   ησλ επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ. (εηθφλα 6.3)   

 Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ Σ, νη αλσηέξσ ηειεζηέο έρνπλ ηηκέο 

αλάινγεο ηνπ κεγέζνπο ησλ πινπνηήζεσλ ηνπ Α. Δπεηδή δελ ππάξρεη 

θαη’ αλάγθε ζρέζε κεηαμχ ηνπ κεγέζνπο ησλ πινπνηήζεσλ ηνπ Α ζε κία 

επηγξαθή θαη ηεο ηδηνκνξθίαο ηεο γξαθήο ελφο ραξάθηε, ζα 

πξνηηκήζνπκε λα κειεηήζνπκε ηειεζηέο πνπ πεξηγξάθνπλ ηηο αλαινγίεο 

ηνπ εθάζηνηε γξάκκαηνο. Γηα ην ιφγν απηφ νξίδνπκε ηνπο ηειεζηέο: 

                                              

21

21

1

BB

AA

ALS

ALS
                                          (6.10) 

                                              

21

21

2

AA

HH

ALS

ALS
                                        (6.11) 

 Δάλ ζεσξήζνπκε ην ζεκείν ηνκήο   ησλ επζεηψλ επί ησλ νπνίσλ 

θείληαη ηα επζχγξακκα ηκήκαηα α θαη β θαη  ρξεζηκνπνηήζνπκε  πξνο 

ζηηγκήλ ην ζπκβνιηζκφ '

2

'

1  γηα ην α θαη '

2

'

1  γηα ην β, ηφηε 

κπνξνχκε λα νξίζνπκε ηνλ ηειεζηή: 

                                             
'

2

'

1

3









 ,                                         (6.12) 

Όπνπ '
1 θαη '

2 είλαη ηα πξνζεκαζκέλα κήθε ησλ 

επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ '

1 θαη '

2 , κε ζεηηθή ηελ θνξά απφ 

πάλσ πξνο ηα θάησ. Με εληειψο φκνην ηξφπν νξίδεηαη θαη ν ηειεζηήο 

                                          
'

2

'

1

4









                                          (6.13) 
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Δηθφλα 6.3 

  Πεξίγξακκα ηνπ ηδίνπ ζπκβνινγξάκκαηνο A ηνπ ζρήκαηνο 6.2 κε επηπιένλ γεσκεηξηθέο 

νληφηεηεο, απαξαίηεηεο γηα ηνλ νξηζκφ ηειεζηψλ πνπ ραξαθηεξίδνπλ ηνλ εθάζηνηε γξαθέα.      

 

εκεηψλεηαη φηη ρξεζηκνπνηήζακε αιγεβξηθέο ηηκέο γηα ηα κήθε 
'
1 , '

2 , '
1B ,  

'
2B θαζψο ην ζεκείν ηνκήο   κπνξεί λα είλαη είηε εζσηεξηθφ είηε εμσηεξηθφ 

ζεκείν ησλ πιεπξψλ '
2

'
1  θαη '

2
'
1BB .   

 

 Έλα πνιχ ζεκαληηθφ ραξαθηεξηζηηθφ γηα ην γξάκκα Α είλαη ε 

πξνζαλαηνιηζκέλε γσλία πνπ ζρεκαηίδνπλ ηα δηαλχζκαηα 21 θαη 

21 . Με άιια ιφγηα κε βάζε θαη ηα φζα έρνπλ πξναλαθεξζεί 

νξίδνπκε ηνλ ηειεζηή 

                                                          
21,215                                        (6.14)   

 

 Με αλάινγν ηξφπν νξίδνπκε ηνλ ηειεζηή  
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2121 ,6                                    (6.15) 

πνπ εθθξάδεη  ηελ πξνζεκαζκέλε γσλία ησλ δηαλπζκάησλ 21 θαη 

21   θαζψο θαη ηνπο ηειεζηέο  

                                           
2121 ,7                                     (6.16) 

 (γσλία ησλ δηαλπζκάησλ 21  θαη 21 ) 

 

θαη  

                                  
2121 ,8                                       (6.17) 

 

 (γσλία ησλ δηαλπζκάησλ 21 θαη 21 ) 

 

  

6.3 Παξάδεηγκα εθαξκνγήο ηεο κεζνδνινγίαο γηα ην γξάκκα Ο 

 

Έζησ ην πεξίγξακκα κηαο ηπρνχζεο πινπνηήζεσο ζε κηα επηγξαθή ηνπ 

ζπκβφινπ Ο, φπσο απηφ εμήρζε κε ηε κέζνδν πνπ πεξηεγξάθε ζην θεθάιαην 2.  Σν 

πεξίγξακκα απηφ απνηειείηαη απφ έλα ζχλνιν pixels θαη έζησ  ON int  ην πιήζνο ησλ 

pixels πνπ ζρεκαηίδνπλ ην εζσηεξηθφ πεξίγξακκα, έζησ δε 
O
extN  ην πιήζνο ησλ 

pixels πνπ ζρεκαηίδνπλ ην εμσηεξηθφ πεξίγξακκα ηνπ Ο (εηθφλα 6.4) . Σφζν ην 

εζσηεξηθφ φζν θαη ην εμσηεξηθφ ζχλνξν ηνπ Ο κπνξνχλ λα πεξηγξαθνχλ κε κία 

αθνινπζία δηαλπζκάησλ 
O

i Nir int
int ...,,2,1,   θαη 

O

ext

ext

j Njr ...,,2,1  φπνπ θάζε 

δηάλπζκα έρεη σο αξρή έλα ζεκείν αλαθνξάο ζην εζσηεξηθφ ηνπ Ο, π.ρ. ην θέληξν 

βάξνπο ηνπ γξάκκαηνο. 

ην ζεκείν απηφ πξνζεγγίδνπκε βέιηηζηα ηφζν ηελ εζσηεξηθή αιπζίδα 

εηθνλνζηνηρείσλ φζν θαη ηελ εμσηεξηθή κε κία δηαθνξεηηθή έιιεηςε ηελ θάζε κία κε 

ηνλ εμήο αλαδξνκηθή δηαδηθαζία:  

Σηάδιο1: απσικοποίηζη. Αξρηθά ζεσξνχκε ηνλ θχθιν σο ππνπεξίπησζε 

έιιεηςεο, κε θέληξν ην θέληξν βάξνπο ηνπ γξάκκαηνο Ο, έζησ  Κ, θαη αθηίλα ηε κέζε 

ηηκή ησλ 
O

i Nir int
int ...,,2,1 . Θεσξνχκε  ηψξα ηελ ηπρνχζα εκηεπζεία κε αξρή ην Κ 



205 

 

θαη δηεχζπλζε απηή ηνπ 
int

ir , ε νπνία ηέκλεη ηνλ θχθιν ζην ζεκείν i . Θα 

ζπκβνιίζνπκε ην δηάλπζκα i σο )|( i
E tr φπνπ it είλαη ε ηηκή ηεο παξακέηξνπ 

ηεο θακπχιεο ζην i  θαη   ,,,, 00 y  ην ζχλνιν ησλ ηξερνπζψλ ηηκψλ ησλ 

παξακέηξσλ ηεο έιιεηςεο φπνπ , είλαη ηα κήθε ησλ εκηαμφλσλ ηεο έιιεηςεο 

(παξάξηεκα Π.Κ.), 00 , y νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ θέληξνπ απηήο θαη   ε γσλία 

ζηξνθήο. Οξίδεηαη σο απφζηαζε ηεο αξρηθήο εθηίκεζεο ηεο έιιεηςεο , δειαδή ηνπ 

θχθινπ, απφ ην εζσηεξηθφ πεξίγξακκα ηνπ Ο ε πνζφηεηα  

                                      








 

ON

i

i
E

i trrL
int

1

2
int

int |                             (6.18) 

Σηάδιο2. Δθαξκφδνπκε έλαλ απφ ηνπο θιαζηθνχο αιγνξίζκνπο ειαρηζηνπνίεζεο 

ζπλαξηήζεσλ π.ρ. ηνλ Nelder- Mead ([4.3])   , κε ζθνπφ ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο 

πνζφηεηαο intL . Καηά ην πξψην βήκα εθηέιεζεο ελφο ηέηνηνπ αιγνξίζκνπ νη ηηκέο 

ησλ παξακέηξσλ ηνπ   επαλαπξνζδηνξίδνληαη πξνο ηελ θαηεχζπλζε κείσζεο ηνπ 

intL .   Καη’ απηφλ ηνλ ηξφπν δεκηνπξγείηαη κία λέα έιιεηςε 1 κε θέληξν  1
0

1
0

1 , y  

φπνπ ν άλσ δείθηεο 1 δείρλεη ηνλ αξηζκφ ηεο αλαδξνκήο. Όπσο θαη ζην ζηάδην 1 

ελψλνπκε  ην 1  κε φια ηα εηθνλνζηνηρεία ηνπ εζσηεξηθνχ πεξηγξάκκαηνο ηνπ 

ζπκβνινγξάκκαηνο Ο , δεκηνπξγψληαο κία λέα αθνινπζία δηαλπζκάησλ 
int
ir . 

Πξνρσξψληαο φπσο ζην ζηάδην 1 ζρεκαηίδνπκε ηελ ηπρνχζα εκηεπζεία κε αξρή ην 

1  θαη δηεχζπλζε απηή ηνπ 
int

ir , ε νπνία ηέκλεη ηελ  έιιεηςε  1 ζην ζεκείν i . 

Τπνινγίδνπκε  ην δηάλπζκα i1 πνπ είλαη ε λέα εθηίκεζε ηνπ  )|( i
E tr  θαη 

επαλαπξνζδηνξίδνπκε ηελ ηηκή ηεο πξνο ειαρηζηνπνίεζε πνζφηεηαο  

                                    









 

ON

i

i
E

i trrL
int

1

2
int

int |                                  (6.19)   

Σηάδιο 3(επανάλητη ηηρ διαδικαζίαρ μέσπι ζςγκλίζευρ). Αθήλνπκε ηνλ 

αλαδξνκηθφ αιγφξηζκν ειαρηζηνπνίεζεο λα εμειηρζεί, δεκηνπξγψληαο ζπλερψο λέεο 

πξνζεγγίζεηο ηεο βέιηηζηεο έιιεηςεο, λέεο αθνινπζίεο
int

ir , )|( i
E tr θαη λέα 

εθηίκεζε ηνπ ιάζνπο πξνζαξκνγήο intL . Ζ δηαδηθαζία ζεσξνχκε φηη ζπλέθιηλε φηαλ 

ε πνζφηεηα 
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                                                        ON

L

int

int
                                                   (6.20) 

 δειαδή ε κέζε απφζηαζε ηεο έιιεηςεο απφ ην εζσηεξηθφ πεξίγξακκα, είλαη 

κηθξφηεξε απφ έλα θαηψθιη , έζησ 4 pixels. (ζρήκα 6.4)      

Με εληειψο αλάινγν ηξφπν γίλεηαη θαη ε πξνζέγγηζε ηνπ εμσηεξηθνχ 

πεξηγξάκκαηνο κηαο πινπνηήζεσο ηνπ ζπκβφινπ Ο κε κία βέιηηζηε έιιεηςε.  

 

Δηθφλα 6.4 

  Πεξίγξακκα ελφο  ζπκβνινγξάκκαηνο Ο κε ηηο βέιηηζηεο ειιείςεηο πνπ πξνζεγγίδνπλ ην 

εζσηεξηθφ (θφθθηλε) θαη εμσηεξηθφ (κπιε) πεξίγξακκα απηνχ. Με ρξψκα καηδέληα απεηθνλίδνληαη νη 

άμνλεο ηεο εζσηεξηθήο έιιεηςεο θαη κε θπαλφ απηνί ηεο εμσηεξηθήο.      

 

  

Υξεζηκνπνηψληαο απηέο ηηο πξνζεγγίζεηο γηα ην εζσηεξηθφ θαη ην εμσηεξηθφ 

πεξίγξακκα ηνπ  Ο νξίζακε ηνπο αθφινπζνπο ηειεζηέο γη’ απηφ ην ζπκβνιφγξακκα.    

 

Καθοπιζμόρ καηαλλήλυν ηελεζηών επί ηος ζημειοζςνόλος ηος γπάμμαηορ Ο    

Έζησ inta θαη intb ν κεγάινο θαη κηθξφο εκηάμνλαο αληίζηνηρα ηεο ειιείςεσο 

πνπ βέιηηζηα πξνζεγγίδεη ην εζσηεξηθφ  ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηνπ Ο. (εηθφλα 6.5). 

Αλαιφγσο νξίδνληαη θαη νη δχν εκηάμνλεο exta θαη extb   ηεο ειιείςεσο πνπ 

πξνζεγγίδεη ην εμσηεξηθφ πεξίγξακκα ηνπ Ο (εηθφλα 6.6). Δπίζεο, έζησ int    ,0  
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ε γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ν άμνλαο ησλ ρ κε ηνλ κεγάιν εκηάμνλα inta (εηθφλα 6.5) θαη 

ext   ,0 κε ηνλ κεγάιν εκηάμνλα ηεο εμσηεξηθήο έιιεηςεο (εηθφλα  6.6).  

 Οξίδνπκε ηνλ ηειεζηή  

                                       
int

int
1

b


                                                    (6.21)  

 Δπίζεο νξίδνπκε ηνλ ηειεζηή 

                                        
ext

ext

b


 2                                                 (6.22) 

 Ο ηξίηνο ηειεζηήο πνπ νξίδνπκε είλαη ν  

                                         
int

3
a

ext
                                                (6.23) 

 Ο ηειεπηαίνο ηειεζηήο είλαη ν 

                                      int4   ext                                          (6.24) 

 

 

Δηθφλα 6.5 

  ην ζρήκα απηφ απεηθνλίδεηαη ε γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ν άμνλαο ησλ ρ κε ην κεγάιν εκηάμνλα ηεο 

έιιεηςεο πνπ βέιηηζηα πξνζεγγίδεη ην εζσηεξηθό  πεξίγξακκα ηνπ  ζπκβνινγξάκκαηνο Ο ηνπ 

ζρήκαηνο 6.4       
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Δηθφλα 6.6 

  ην ζρήκα απηφ απεηθνλίδεηαη ε γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ν άμνλαο ησλ ρ κε ην κεγάιν εκηάμνλα ηεο 

έιιεηςεο πνπ βέιηηζηα πξνζεγγίδεη ην εμσηεξηθό  πεξίγξακκα ηνπ  ζπκβνινγξάκκαηνο Ο ηνπ 

ζρήκαηνο 6.5            
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7. Κξηηήξηα ηαπηνπνίεζεο ιηζνμόσλ 

 

7.1 ηαηηζηηθνί έιεγρνη ηεο ππνζέζεσο όηη δύν επηγξαθέο 

πξνέξρνληαη απ’ ηνλ ίδην ραξάθηε βαζηζκέλνη ζηε βέιηηζηε 

πξνζαξκνγή πινπνηήζεσλ ζπκβνινγξακκάησλ 

 

Γηαηππψζακε θαη ππνζηεξίμακε πξνεγνπκέλσο ηελ εηθαζία (θεθάιαην 5) φηη 

εάλ ηαηξηάμνπκε βέιηηζηα ηηο πινπνηήζεηο ελφο ζπκβφινπ ηεο αιθαβήηνπ, π.ρ. ηνπ , 

πνπ εκθαλίδνληαη ζε κηα επηγξαθή J  , ζε φιεο ηηο πινπνηήζεηο ηνπ ηδίνπ γξάκκαηνο 

κηαο άιιεο επηγξαθήο  I  πνπ πξνο ζηηγκήλ ζεσξείηαη πξφηππε ηφηε ε πνζφηεηα 

(ηχπνο 5.7) 

 
 

 
JI

JI

k

II

I

k

JI

k

I

kJI

k

NN

SE

NN

SE

EE
2,,2,

,,,
,,

2
1















 

 

αθνινπζεί θαηαλνκή Student, ή γηα ζπλνιηθφ πιήζνο ζπγθξίζεσλ κεγαιχηεξν ηνπ 30 

ηππηθή θαλνληθή θαηαλνκή κε πνιχ ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε. Δπηπιένλ 

δηαηππψζακε ηελ εχινγε ππφζεζε φηη εάλ νη επηγξαθέο I  θαη J πξνέξρνληαη απφ 

δηαθνξεηηθφ ραξάθηε, αλακέλεηαη λα ππάξρεη ηθαλφο αξηζκφο ζπκβφισλ ηεο 

αιθαβήηνπ θαη θηππεκάησλ ησλ πινπνηήζεσλ ηνπο αλαθνξηθά κε ηα νπνία νη 

πνζφηεηεο JIL
k

,, ζα δηαθέξνπλ ζηαηηζηηθά ζεκαληηθά (ν άλσ δείθηεο L είλαη απφ ηνλ 

αγγιηθφ φξν Letter ψζηε λα εθθξάδεη, ρσξίο ζχγρπζε ηπρφλ ζχκβνιν ηεο ειιεληθήο 

αιθαβήηνπ).  Με βάζε απηέο ηηο παξαηεξήζεηο, είλαη δπλαηφλ λα δηαηππσζεί ε 

ππφζεζε φηη δχν επηγξαθέο δελ έρνπλ ραξαρζεί απφ ηνλ ίδην ιηζνμφν θαη απηή κπνξεί  

λα ειεγρζεί ζηαηηζηηθά. πγθεθξηκέλα δηαηππψλνπκε ηφζεο κεδεληθέο ππνζέζεηο 

kL,
0 φζα ηα ζχκβνια ηεο αιθαβήηνπ πνπ εμεηάδνπκε  θαη φζα ηα θηππήκαηα ησλ 

πινπνηήζεσλ θάζε ζπκβφινπ (ηα νπνία ζπκβνιίδνληαη κε ην δείθηε k). Γηα θάζε 

εμεηαδφκελν δεχγνο επηγξαθψλ, ειέγρνπκε εάλ απηέο νη ππνζέζεηο είλαη απνδεθηέο ή 

φρη , πξαγκαηνπνηψληαο πνιιαπιά ηεζη, ηφζα φζν ην άζξνηζκα ησλ θηππεκάησλ ησλ 

πινπνηήζεσλ ησλ εμεηαδφκελσλ ζπκβφισλ ηεο αιθαβήηνπ.   Φεξ’ εηπείλ εάλ ηα 
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εμεηαδφκελα γξάκκαηα είλαη ην Α (απνηεινχκελν ελ γέλεη απφ 3 θηππήκαηα), ην  

(ζρεκαηηδφκελν ελ γέλεη απφ 4 θηππήκαηα), ην Μ (ελ γέλεη 4 θηππήκαηα), ην Ν (ελ 

γέλεη  3 θηππήκαηα), ην Σ (2 θηππήκαηα), ην Ο (ελ γέλεη  1 θηχπεκα) θαη ην Ρ (ελ 

γέλεη  2 θηππήκαηα) ηφηε ην ζχλνιν ησλ ειέγρσλ πνπ πξέπεη λα πξαγκαηνπνηεζνχλ 

γηα λα δερηνχκε ή λα απνξξίςνπκε φηη δχν επηγξαθέο I  θαη J πξνέξρνληαη απ’ ηνλ 

ίδην ραξάθηε είλαη 192123443 HN . Κάζε ηέηνηνο έιεγρνο γίλεηαη 

κε βαζκφ εκπηζηνζχλεο  
19

10

19

3


a

 , πξνθεηκέλνπ, ζχκθσλα κε ην θξηηήξην 

Bonferoni , ν ζπλνιηθφο βαζκφο εκπηζηνζχλεο απνδνρήο φηη  νη δχν επηγξαθέο I  θαη 

J είλαη έξγν ηεο ηδίαο ρεηξφο λα είλαη 310a .        

εκεηψλεηαη φηη ην θξηηήξην ηαπηνπνίεζεο κπνξεί λα εθαξκνζηεί εμίζνπ 

επηηπρψο θαη εάλ, αληί λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηφζα JIL

k

,, φζα ηα ζθέιε ηνπ εθάζηνηε 

εμεηαδνκέλνπ γξάκκαηνο L , πξαγκαηνπνηήζνπκε ηνπο ειέγρνπο κε ρξήζε ηνπ  κέζνπ 

φξνπ σο πξνο K ησλ πνζνηήησλ απηψλ. 

Με βάζε απηή ηε κέζνδν απνθαζίδεηαη ην πιήζνο ησλ δηαθνξεηηθψλ ρεηξψλ  

πνπ εζκίιεπζαλ ην πιήζνο ησλ εμεηαδνκέλσλ επηγξαθψλ. Ζ ζρεηηθή ιεπηνκεξήο 

πεξηγξαθή ηεο εθαξκνγήο ζα γίλεη ζην θεθάιαην 8.           

 

 

7.2 Μέζνδνη ηαπηνπνίεζεο βαζηζκέλεο ζηε ζηαηηζηηθή επεμεξγαζία 

ησλ γεσκεηξηθώλ ραξαθηεξηζηηθώλ ησλ πινπνηήζεσλ 

ζπκβνινγξακκάησλ επί ησλ επηγξαθώλ 

 

ηελ πξνεγνχκελε παξάγξαθν αλαπηχρζεθε κηα κέζνδνο κε βάζε ηελ νπνία 

κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί ν αξηζκφο ησλ δηαθνξηθψλ ραξαθηψλ πνπ εζκίιεπζαλ ηηο 

επηγξαθέο πνπ καο εδφζεζαλ. Σαπηφρξνλα κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί  κία πξψηε 

επηγξαθή πνπ αλήθεη ζε θάζε ραξάθηε ε νπνία θαη’ νπζίαλ ραξαθηήξηζε θαη ην ρέξη, 

φπσο αλαιπηηθφηεξα πεξηγξάθεηαη ζην θεθάιαην 8.     

ηελ παξνχζα παξάγξαθν ζα παξνπζηάζνπκε κηα πξψηε πξσηφηππε κέζνδν 

θαηάηαμεο ησλ ππνινίπσλ επηγξαθψλ ζηα ήδε πξνζδηνξηζζέληα ρέξηα. Θεσξνχκε 

έλα ηπραίν ζπκβνιφγξακκα θαζψο θαη έλα ηπραίν γεσκεηξηθφ ραξαθηεξηζηηθφ απηνχ. 

Γηα θαιχηεξε πεξηγξαθή ηεο κεζφδνπ αο ζεσξήζνπκε ην ζπκβνιφγξακκα Α θαη ηνλ 

ηειεζηή 5 απηνχ πνπ εθθξάδεη ηελ πξνζαλαηνιηζκέλε γσλία ησλ δηαλπζκάησλ 
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21 θαη 21  (παξάγξαθνο 6.2 εηθφλα 6.2). Οη ηδηαηηεξφηεηεο ελφο ηέηνηνπ 

ραξαθηεξηζηηθνχ είλαη άκεζα ζπλδεδεκέλεο κε ηε κέζε ηηκή θαζψο θαη κε ηελ ηππηθή 

απφθιηζε ηνπ αληίζηνηρνπ ηειεζηή ηνπ. ηελ παξάγξαθν απηή ζα νξηζηνχλ 

πξσηφηππα πνζνηηθνπνηεκέλα θξηηήξηα βαζηζκέλα ζηε κέζε ηηκή ησλ ηηκψλ  ησλ 

δηαθφξσλ ηειεζηψλ mL  (φπνπ ην ζχκβνιν L  αληηπξνζσπεχεη ην εθάζηνηε γξάκκα 

θαη ν δείθηεο m ηνλ αχμνληα αξηζκφ ηνπ εθάζηνηε ηειεζηή απηνχ). Σα θξηηήξηα απηά 

ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ πξνθεηκέλνπ κηα επηγξαθή αγλψζηνπ ραξάθηε λα απνδνζεί ζηνλ 

θαηάιιειν, κε βάζε ηνλ ρσξηζκφ πνπ πξνζθέξεη ε κέζνδνο ηεο παξαγξάθνπ 7.1 θαη 

κε ρξήζε κίαο έλλνηαο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο. Πξάγκαηη θαη’ αξρήλ έρνπκε ήδε 

ζεσξήζεη φηη φιεο νη πνζφηεηεο mL  αθνινπζνχλ θαλνληθή θαηαλνκή. Σα ζρεηηθά 

ηεζη Kolmogorov-Smirnoff δελ απέξξηςαλ απηή ηελ ππφζεζε κε επίπεδν 

ζεκαληηθφηεηαο  001.0a .   

Αο ππνζέζνπκε ηψξα φηη εμεηάδνπκε κηα λέα επηγξαθή, έζησ uI  ηεο νπνίαο δε 

γλσξίδνπκε ην ραξάθηε. Τπνινγίδνπκε ηηο πνζφηεηεο mL  γηα φια ηα εμεηαδφκελα 

ραξαθηεξηζηηθά θαη φιεο ηηο πινπνηήζεηο ησλ ζπκβνινγξακκάησλ πνπ ππάξρνπλ ζηε 

uI . ε απηφ ην ζεκείν αο πηνζεηήζνπκε ηελ ππφζεζε φηη ε επηγξαθή uI πξνέξρεηαη 

απφ ην ρέξη WNH ,...,1 φπνπ WN  ν αξηζκφο ησλ ρεηξψλ πνπ έρνπλ εληνπηζηεί 

θαη  πνπ σο ηψξα είλαη 9. Θεσξνχκε κία επηγξαθή I  πνπ έρνπκε ήδε θαηαηάμεη ζην 

ρέξη H θαη ππνινγίδνπκε ηηο ηηκέο ησλ αληίζηνηρσλ ηειεζηψλ σο θαη ηε κέζε ηηκή 

L
mX ,  θαη δηαζπνξά απηψλ  2,

L
mS  . Δπεηδή έρνπκε πηνζεηήζεη ηελ ππφζεζε φηη φιεο 

απηέο νη πνζφηεηεο αθνινπζνχλ θαλνληθή θαηαλνκή θαη  εάλ ν ηειεζηήο 

mL ιακβάλεη L
mN ,  ηηκέο επί ηεο επηγξαθήο I θαη L

umN , ηηκέο επί ηεο επηγξαθήο uI  

ηφηε ε πνζφηεηα 
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um
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                                (7.1) 

 

αθνινπζεί θαηαλνκή Student κε umd ,,  βαζκνχο ειεπζεξίαο. Δάλ νη δηαζπνξέο 

 2,
L
mS  θαη  2,

L
umS είλαη ίζεο ηφηε ηζρχεη  
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                                           2,,,,  L
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L
mum NNd                                          (7.2)  

 

ελψ αλ νη δηαζπνξέο είλαη άληζεο ηφηε ηζρχεη 
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                             (7.3) 

 

Δθ’ φζνλ δελ γλσξίδνπκε  a priori αλ νη πιεζπζκηαθέο δηαζπνξέο ελφο 

ραξαθηεξηζηηθνχ είλαη ίζεο ή άληζεο , δηαιέγνπκε ηε ζρέζε (7.3) γηα ηνπο βαζκνχο 

ειεπζεξίαο ηεο Student  δηφηη θαιχπηεη θαη ηηο δχν πεξηπηψζεηο. Θεσξεηηθά, δε 

γλσξίδνπκε ηνπο πιεζπζκηαθνχο  κέζνπο ησλ δηαθφξσλ ραξαθηεξηζηηθψλ, δειαδή 

ηνλ πιεζπζκηαθφ κέζν ησλ ηηκψλ ελφο ηειεζηή επί ηνπ ζπλφινπ ησλ πινπνηήζεσλ 

ησλ γξακκάησλ πνπ έρεη ζκηιεχζεη έλαο ραξάθηεο. Δπεηδή φκσο πξνο ζηηγκήλ έρνπκε 

απνδερζεί ηελ ππφζεζε φηη νη ζπγθξηλφκελεο επηγξαθέο uI θαη I   πξνέξρνληαη απφ 

ην ίδην ρέξη, ηφηε ππνρξεσηηθά νη πιεζπζκηαθνί κέζνη L
m ,   θαη L

um,  ζα είλαη ίζνη 

γηα φια ηα γξάκκαηα L θαη φινπο ηνπο ηειεζηέο mL πνπ νξίδνληαη επί ησλ 

γξακκάησλ απηψλ. Καηά ζπλέπεηα   0,,  L
um

L
m   θαη ε πνζφηεηα 

L
mt , είλαη 

γλσζηή. Δπεηδή, δε, ε  
L
mt ,  αθνινπζεί γλσζηή θαηαλνκή Student κε γλσζηή 

ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο )(tf ,είλαη επίζεο γλσζηή  θαη ε ηηκή  )( ,
L
mtf  . 

Με άιια ιφγηα ε πηζαλφηεηα ε ηηκή ηεο πνζφηεηαο 
L
mt ,  λα βξίζθεηαη ζην δηάζηεκα  

 dttt L

m

L

m  ,, ,  είλαη dttf L
m )( , , ππφ ηελ πξνυπφζεζε φηη νη επηγξαθέο uI θαη I έρνπλ 

πξνθχςεη απφ ην ίδην ρέξη.  

ην ζεκείν απηφ ηνλίδνπκε φηη ε επηινγή ησλ ηειεζηψλ έρεη γίλεη κε ηέηνην 

ηξφπν ψζηε ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ θάζε ζπκβνινγξάκκαηνο πνπ ην πεξηγξάθνπλ λα 

είλαη αλεμάξηεηα. Δδψ ζα δηαηππψζνπκε ηελ επηπιένλ ππφζεζε φηη ηα ζχλνια ησλ 

ηηκψλ πνπ ιακβάλνπλ απηνί νη ηειεζηέο είλαη θαη ζηαηηζηηθψο αλεμάξηεηα 

(stochastically independent). Σα ζρεηηθά ηεζη ζπζρέηηζεο δελ απέξξηςαλ απηή ηελ 

ππφζεζε. Με βάζε ηα αλσηέξσ, αλ ζεσξήζνπκε φινπο ηνπο ηειεζηέο ελφο γξάκκαηνο 
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πιήζνπο LN , ηφηε ε ζπλνιηθή πηζαλφηεηα ηαπηφρξνλα φιεο νη πνζφηεηεο 
L
mt ,  λα 

αλήθνπλ ζηα δηαζηήκαηα  dttt LL  ,1,1 , ,  dttt LL  ,2,2 , …  dttt L
m

L
m  ,, ,  κε δεδνκέλε 

ηελ ππφζεζε φηη LL
um

L
m Nm  ,...,2,1,,    είλαη ην γηλφκελν 

 

                                              




LN

m

L
m

L dttfp



1

, )(                                             (7.4) 

 

Αθνινχζσο νξίδνπκε ηελ πνζφηεηα 

 

                                               
L

L

N

N

m

L
m

L tfp 







1

, )(                                               (7.5) 

 

 ζαλ κέηξν ηεο πηζαλνθάλεηαο ην ηπρφλ γξάκκα L πνπ εκθαλίδεηαη ηφζν επί ηεο  

uI φζν θαη επί ηεο I λα πξνέξρεηαη απφ ην ίδην ρέξη, δειαδή ην H . Δίλαη πξνθαλέο 

φηη ε ληνζηή ξίδα εηέζε κε ζθνπφ ψζηε ην κέηξν απηφ πηζαλνθάλεηαο λα έρεη ηηκή ην 

κέγεζνο ηεο νπνίαο πξαθηηθά δελ επεξεάδεηαη απφ ην πιήζνο ησλ ηειεζηψλ πνπ 

έρνπκε νξίζεη ζε θάζε γξάκκα.  

Δλ ζπλερεία ζεσξνχκε φια ηα ζπκβνινγξάκκαηα νη πινπνηήζεηο ησλ νπνίσλ  

εκθαλίδνληαη επί ηεο επηγξαθήο uI θαη γηα θάζε έλα απφ απηά ππνινγίδνπκε ηηο 

αλσηέξσ πνζφηεηεο 
L
mt , θαη ελ ηέιεη ηηο Lp  θαη Lp  . Οξίδνπκε ηελ πνζφηεηα  

 

                                                          



uIL

Lpp                                                   (7.6) 

ζαλ ην ζπλνιηθφ κέηξν ηεο πηζαλνθάλεηαο νη επηγξαθέο uI  θαη I  λα πξνέξρνληαη 

απ’ ηνλ ίδην γξαθέα, φζνλ αθνξά ηνπο ηειεζηέο επί ησλ γξακκάησλ ηεο αιθαβήηνπ 

φπσο απηνί νξίζηεθαλ ζην θεθάιαην 6.  

Σν ηειηθφ κέηξν πηζαλνθάλεηαο γηα ην αλ νη uI  θαη I πξνέξρνληαη απ’ ηνλ ίδην 

ραξάθηε ζα ππνινγηζηεί ιακβάλνληαο ππ’ φςηλ θαη ηε βέιηηζηε πξνζαξκνγή ησλ 

πινπνηήζεσλ ησλ ζπκβνινγξακκάησλ ηεο επηγξαθήο I , ζηηο πινπνηήζεηο ηεο 

uI φπσο αλαιχεηαη θαησηέξσ. 
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7.3 Πηζαλνθάλεηα ζηε ζέζε βέιηηζηεο πξνζαξκνγήο πινπνηήζεσλ 

ζπκβνινγξακκάησλ ζε δύν επηγξαθέο    

 

Αο ζεσξήζνπκε ηηο πινπνηήζεηο ελφο ζπκβφινπ ηεο αιθαβήηνπ, έζησ ηνπ  , νη 

νπνίεο εκθαλίδνληαη επί ηεο αγλψζηνπ ραξάθηε επηγξαθήο uI θαη έζησ φηη ζέινπκε 

πεξαηηέξσ λα ειέγμνπκε εάλ νη uI θαη I πξνέξρνληαη απφ ην ίδην ρέξη ηνπιάρηζηνλ 

φζνλ αθνξά ζην . Αθνινπζψληαο ηε κεζνδνινγία πνπ αλαπηχρζεθε ζην θεθάιαην 4 

, ζεσξνχκε φια ηα  ηεο I  ζαλ πξφηππεο πινπνηήζεηο θαη  πξνζαξκφδνπκε βέιηηζηα  

ηηο πινπνηήζεηο ηνπ  ηεο επηγξαθήο uI  ζηηο πξφηππεο. Όπσο ζεκειηψζεθε ζην 

θεθάιαην 5 έλα κέηξν πνπ πνζνηηθά πεξηγξάθεη ην αλ δχν επηγξαθέο πξνέξρνληαη 

απφ ην ίδην ρέξη ή φρη επειέγε λα είλαη ην ζχλνιν ησλ  πνζνηήησλ (ζρέζε 5.7)   
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νη νπνίεο αθνινπζνχλ  θαηαλνκή Student, ή γηα ζπλνιηθφ πιήζνο ζπγθξίζεσλ 

κεγαιχηεξν ηνπ 30 ηππηθή θαλνληθή θαηαλνκή κε πνιχ ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε 

θαη κε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο έζησ )(zg . Όζν κεγαιχηεξε είλαη ε ηηκή 

ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο απηήο ηεο θαηαλνκήο ζηα ζεκεία 

JI
k

,, ,ηφζν πεξηζζφηεξν αλακέλεηαη νη επηγξαθέο I  θαη J λα πξνέξρνληαη απφ ηνλ 

ίδην ραξάθηε. Αληηζηξφθσο εάλ νη επηγξαθέο I  θαη J πξνέξρνληαη απφ δηαθνξεηηθφ 

ραξάθηε, αλακέλεηαη λα ππάξρεη ηθαλφο αξηζκφο ζπκβφισλ ηεο αιθαβήηνπ θαη 

θηππεκάησλ ησλ πινπνηήζεσλ ηνπο αλαθνξηθά κε ηα νπνία νη πνζφηεηεο 

)( ,, JI
kg  ζα είλαη πνιχ κηθξέο. Δπνκέλσο, εάλ 

KN είλαη ην πιήζνο ησλ θηππεκάησλ 

ηνπ  νξίδνπκε  ηελ πνζφηεηα  
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ζα κέηξν ηεο  πηζαλνθάλεηαο  ηνπ γεγνλφηνο νη πινπνηήζεηο ηνπ  επί ησλ uI  θαη 

I λα πξνέξρνληαη απ’ ην ίδην ρέξη.  

Σν ζπλνιηθφ κέηξν ηεο πηζαλνθάλεηαο, κε βάζε απηή ηελ πξνζέγγηζε, φια ηα 

γξάκκαηα πνπ εμεηάδνληαη ζηελ uI  θαη ζηελ I λα πξνέξρνληαη απ’ ηνλ ίδην ραξάθηε  

νξίδεηαη λα είλαη ε πνζφηεηα 

 

                                                    




uIL

LQQ                                                    (7.8) 

Σν ζπλνιηθφ κέηξν πηζαλνθάλεηαο ηνπ γεγνλφηνο φηη νη uI  θαη  I  πξνέξρνληαη 

απφ ηνλ ίδην ραξάθηε, ιακβάλνληαο ππ’ φςηλ ηηο πξνζεγγίζεηο ηφζν ηεο παξνχζεο 

παξαγξάθνπ 7.3 φζν θαη ηεο 7.2, νξίδεηαη λα είλαη ε πνζφηεηα. 

 

                                                   Qpu  ,                                                     (7.9) 
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8. Εθαξκνγή ηεο κεζνδνινγίαο ζηελ 

ηαπηνπνίεζε ηνπ ραξάθηε ηθαλνύ αξηζκνύ 

επηγξαθώλ 

  

8.1 Επηινγή  ηνπ ζπλόινπ ησλ επηγξαθώλ επί ηνπ νπνίνπ 

δνθηκάζηεθε ε κεζνδνινγία 

 

Ζ κέζνδνο πνπ αλαπηχρζεθε θαη παξνπζηάζηεθε πξνεγνπκέλσο εθαξκφζηεθε 

ζε επηγξαθέο ηηο νπνίεο επέιεμε ν θαζεγεηήο θ. Steven Tracy. Ο θ. S. Tracy η. 

δηεπζπληήο ηεο Ακεξηθαληθήο ρνιήο Κιαζηθψλ πνπδψλ θαη λπλ θαζεγεηήο ζην 

center of advanced research ηνπ  Princeton university, ζεσξείηαη έλαο απφ ηνπο 

κεγαιχηεξνπο επηγξαθνιφγνπο/αξραηνιφγνπο παγθνζκίσο θαη έρεη αθηεξψζεη πάλσ 

απφ ηέζζεξηο δεθαεηίεο ηεο δσήο ηνπ ζηε κειέηε ησλ Αξραίσλ Διιεληθψλ 

επηγξαθψλ.  Δηδηθφηεξα ν θαζεγεηήο Tracy έρεη θαηαηάμεη αλά ραξάθηε εθαηνληάδεο 

επηγξαθέο ζηε δσή ηνπ, ρξεζηκνπνηψληαο, θπξίσο δηαηζζεηηθά, πιεζψξα 

πιεξνθνξηψλ φπσο ηελ ηερλνηξνπία θάζε γξαθέα, ηηο ηδηνκνξθίεο ησλ γξακκάησλ 

πνπ ν γξαθέαο παξήγαγε, ηα ζεκεία αλαζθαθήο ησλ επηγξαθψλ αιιά θαη  γεληθνχ 

πεξηερνκέλνπ αξραηνινγηθέο πιεξνθνξίεο. Ο θαζεγεηήο επέιεμε 32 επηγξαθέο 

δηαθφξσλ ρεηξψλ θαη επηκειέζηαηα θξφληηζε λα κε καο δνζεί θαλελφο είδνπο 

πιεξνθνξία ζε ζρέζε κε απηέο, νχηε γηα ην ζεκείν πνπ αλεζθάθεζαλ, νχηε γηα ην 

πνπ αλαθέξεην ην πεξηερφκελφ ηνπο νχηε γηα ηελ επξχηεξε επνρή θαηά ηελ νπνία 

εζκηιεχζεζαλ,  νχηε γηα δεκνζηεχζεηο πνπ έρνπλ γίλεη ζε ζρέζε κε απηέο. Δπηπιένλ ν 

θχξηνο S. Tracy δε καο έδσζε ηηο επηγξαθέο κε ην δηεζλή θσδηθφ κε ηνλ νπνίν είλαη 

γλσζηέο αιιά κε ηνλ θσδηθφ θαηαγξαθήο ηεο Ακεξηθαληθήο ρνιήο Κιαζηθψλ 

πνπδψλ πνπ είλαη γλσζηφο κφλν ζε απηφλ θαη ζε ειάρηζηνπο ζπλεξγάηεο ηνπ. 

Αθνινπζεί ν θαηάινγνο ησλ επηγξαθψλ πνπ καο εδφζεζαλ.  
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Πίλαθαο 8.1  

  

 

8.2 Πξώην ζηάδην επεμεξγαζίαο ησλ επηγξαθώλ 

 

Καη’ αξρήλ πξαγκαηνπνηήζεθε ςεθηαθή θσηνγξάθεζε ησλ ηξηάληα δχν 

επηγξαθψλ κε κεραλή πνιχ πςειήο επθξίλεηαο (ησλ δεθαηεζζάξσλ megapixels) θαη 

απζηεξφ πξσηφθνιιν θσηνγξάθηζεο. Δλ ζπλερεία εμήρζεζαλ ηα γξάκκαηα απφ ηηο 

θσηνγξαθίεο ησλ επηγξαθψλ εληεζεηκέλα καδί κε ην κάξκαξν, ζε έλα νξζνγψλην 

πιαίζην (εηθφλεο 1.1, 1.2, 2.7α σο 2.11α). ε επφκελν ζηάδην, πξαγκαηνπνηήζεθε 

θαηάηκεζε ησλ εηθφλσλ κε ηε κέζνδν πνπ πεξηεγξάθε ζηελ παξάγξαθν 2.1 νπφηε θαη 

ειήθζε ε εθδνρή θάζε γξάκκαηνο ζε δπαδηθή (αζπξφκαπξε) εηθφλα φπσο ελδεηθηηθά 

παξνπζηάδεηαη ζηηο εηθφλεο  2.7β σο 2.11β. Απφ ηελ αζπξφκαπξε θσηνγξαθία θάζε 

γξάκκαηνο εμήρζε ην πεξίγξακκα απηνχ απηφκαηα αθξηβψο φπσο πεξηεγξάθε ζηελ 

παξάγξαθν 2.2.  

Αθνινχζσο, επί ηνπ πεξηγξάκκαηνο θάζε γξάκκαηνο εληνπίζηεθαλ ηα θξίζηκα 

ζεκεία απηνχ. ρεηηθά παξαδείγκαηα εκθαλίδνληαη ζηηο εηθφλεο 3.7 έσο 3.9.             

    

Καηάινγνο Γηαζεζίκσλ Δπηγξαθψλ Πξνο Σαπηνπνίεζε Γξαθέσο 

1E  0068  
17E  7237 

2E  0247 
18E  7245 

3E  0286 
19E  7254 

4E  1640 
20E  7335 

5E  4033 
21E  7400 

6E  4266 
22E  7405 

7E  4424 
23E  7446 

8E  4917 
24E  7457 

9E  5297 
25E  7481 

10E  6006 
26E  7482 

11E  6053 
27E  7542 

12E  6124 
28E  7587 

13E  6295 
29E  7519 

14E  6671 
30E  7566 

15E  7041 
31E  7567 

16E  7190 
32E  7723 
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8.3  Καζνξηζκόο ησλ δηαθνξεηηθώλ ραξαθηώλ πνπ εζκίιεπζαλ ην 

ζύλνιν ησλ εμεηαδνκέλσλ επηγξαθώλ 

 

Καη’ αξρήλ ζεσξήζακε ηηο πινπνηήζεηο ησλ γξακκάησλ θάζε δηαζέζηκεο 

επηγξαθήο ζαλ πξφηππεο θαη πξνζαξκφζακε βέιηηζηα ζ’ απηέο ηηο αληίζηνηρεο 

πινπνηήζεηο ησλ άιισλ επηγξαθψλ κε ηε κέζνδν πνπ πεξηεγξάθε ζην θεθάιαην  4. 

Γηα παξάδεηγκα ζε φιεο ηηο πινπνηήζεηο ηνπ Α ηεο 1E  πξνζαξκφζακε βέιηηζηα ηηο 

πινπνηήζεηο ηνπ Α πνπ εκθαλίδνληαη ζε θάζε κία άιιε επηγξαθή. Ζ ίδηα δηαδηθαζία 

εθαξκφζηεθε ζην  ,ην Μ, ην Σ, ην Ο, θ.ι.π. ππφ ηελ πξνυπφζεζε φηη ππήξρε ηθαλφο 

αξηζκφο πινπνηήζεσλ (κεγαιχηεξνο ή ίζνο ηνπ ηέζζεξα) θαη ζηηο δχν ζπγθξηλφκελεο 

επηγξαθέο. Γηα θάζε δεχγνο επηγξαθψλ ππνινγίζηεθαλ νη πνζφηεηεο ηνπ θεθαιαίνπ 5 

θαη ηεο παξαγξάθνπ 7.1.  

Δλ ζπλερεία επηηειέζακε εμαληιεηηθνχο ειέγρνπο ζηαηηζηηθψλ ππνζέζεσλ φισλ 

ησλ επηγξαθψλ αλά δχν, κε ηε κέζνδν θαη ην θξηηήξην πνπ πεξηγξάθεθαλ ζηελ 

παξάγξαθν 7.1. Δπηιέμακε ηηο δχν επηγξαθέο γηα ηηο νπνίεο ε ππφζεζε φηη 

πξνέξρνληαη απφ ηνλ ίδην ραξάθηε απεξξίθζε  κε ηνλ κέγηζην βαζκφ εκπηζηνζχλεο, 

δειαδή ην κηθξφηεξν α, ππφ ηνλ φξν φηη 410a .  Απηέο ήηαλ ε 21E θαη ε 25E  νη 

νπνίεο απεδφζεζαλ ζε δχν δηαθνξεηηθά ρέξηα πνπ ηα νλνκάζακε 1 θαη 2 . ην 

ζεκείν απηφ, γηα απιφηεηα ηξνπνπνηήζακε ην ζπκβνιηζκφ σο εμήο: ε επηγξαθή 

21E νλνκάζηεθε E1,1 φπνπ ν πξψηνο δείθηεο αληηπξνζσπεχεη ηνλ αχμνληα αξηζκφ ηεο 

ρεηξφο ζηνλ νπνίνλ ε επηγξαθή 21E απεδφζε, ν δε δεχηεξνο δείθηεο ηνλ αχμνληα 

αξηζκφ ηεο επηγξαθήο πνπ δηαπηζηψλνπκε φηη ν ραξάθηεο ζκίιεπζε. Δπνκέλσο, κε 

βάζε απηφ ην ζπκβνιηζκφ, ε 25E κεηνλνκάζηεθε ζε E2,1.  

Σν επφκελν βήκα ήηαλ λα επηηειέζνπκε  φινπο ηνπο άιινπο εμαληιεηηθνχο 

ειέγρνπο ησλ επηγξαθψλ πνπ απέκεηλαλ κε ηηο επηγξαθέο E1,1 θαη E2,1 θαη επειέγε 

εθείλε γηα ηελ νπνία ε ππφζεζε φηη πξνέξρεηαη απφ ην ρέξη 1 ή ην 

ρέξη 2 απεξξίθζε κε ην κέγηζην βαζκφ εκπηζηνζχλεο, πάληα ππφ ηνλ φξν φηη 

410a . Απηή ήηαλ ε 29E ηελ νπνία θαη νλνκάζακε E3,1 θαζψο ζεσξήζακε φηη 

πξνέξρεηαη απφ δηαθνξεηηθφ ραξάθηε ηνλ 3 .  
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Αθνινπζψληαο ηελ ίδηα κεζνδνινγία επηηειέζακε φινπο ηνπο ειέγρνπο κε φιεο 

ηηο επηγξαθέο πνπ θάζε θνξά απέκελαλ. Δθείλε ε επηγξαθή γηα ηελ νπνία ε ππφζεζε 

φηη αλήθεη ζε θάπνην απ’ ηα ήδε ππάξρνληα ρέξηα απνξξίπηεην κε ην κεγαιχηεξν 

βαζκφ εκπηζηνζχλεο , φηαλ απηφο ήηαλ κεγαιχηεξνο απφ 1-α φπνπ 410a , 

ζεσξήζακε φηη αλήθε ζε θάπνην θαηλνχξγην ρέξη. Καη’ απηφ ηνλ ηξφπν  θαηαιήμακε 

ζην ζπκπέξαζκα φηη νη  ηξηάληα δχν επηγξαθέο πνπ ειέγρζεζαλ  πξνέξρνληαλ απφ  9 

δηαθνξεηηθνχο γξαθείο. εκεηψλνπκε φηη ε παξαπάλσ δηαδηθαζία είλαη ζε κεγάιν 

βαζκφ αλεμάξηεηε απφ ηελ επηινγή ηνπ θαησθιίνπ a , δηφηη κφιηο εληνπίζζεθαλ ηα 9 

ρέξηα, ην επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο κε ην νπνίν δελ κπνξνχζακε λα απνξξίςνπκε φηη 

νη ππφινηπεο επηγξαθέο έγηλαλ απφ θάπνην απφ απηά ηα ρέξηα, ήηαλ ηάμεηο κεγέζνπο 

κεγαιχηεξν απ’ ην 410 .             

 

8.4 Καηάηαμε ησλ επηγξαθώλ πνπ απέκεηλαλ κε ην θξηηήξην ηεο 

κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ηεο παξαγξάθνπ 7  

 

Μεηά ηνλ θαζνξηζκφ ησλ ελλέα δηαθνξεηηθψλ ραξαθηψλ, ππνινγίζακε ηηο ηηκέο 

ησλ ηειεζηψλ πνπ νξίζηεθαλ ζην θεθάιαην 6, σο θαη ηηο ηηκέο ησλ πνζνηήησλ πνπ 

αλαθέξνληαη ζην θεθάιαην 5 θαη  ζηηο παξαγξάθνπο 7.2 θαη 7.3.  Δπνκέλσο 

θαηαηάμακε ηηο ππφινηπεο 23 επηγξαθέο ζηα 9 δηαθνξεηηθά ρέξηα, επί ηε βάζεη ηνπ 

θξηηεξίνπ κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο  (παξάγξαθνο 7.3). ε θάζε επηγξαθή αλαθνξάο 

ζεσξνχκε φηη επηηειείηαη αιιαγή γξαθέα φηαλ, ζηελ ηαμηλνκεκέλε ιίζηα επηγξαθψλ, 

ε βχζηζε ηεο ηηκήο ηεο πηζαλνθάλεηαο είλαη κεγαιχηεξε ή ίζε ηνπ 5∙10
-2

 . Σν 

ζθεπηηθφ απηήο ηεο επηινγήο βαζίδεηαη ζην γεγνλφο φηη θαη’ απηφλ ηνλ ηξφπν 

ιακβάλεηαη ππ’ φςηλ ν θχξηνο φγθνο ηνπ πιεζπζκνχ κηαο θαλνληθήο θαηαλνκήο.   

Υαξαθηεξηζηηθά παξαδείγκαηα ηεο εθαξκνγήο παξνπζηάδνληαη θαησηέξσ  φπνπ νη 

επηγξαθέο  πνπ παξήρζεζαλ απφ ηνλ ίδην γξαθέα κε ηελ πξφηππε επηγξαθή 

εκθαλίδνληαη κε ηνλ ίδην ρξσκαηηζκφ. Δπίζεο παξαηίζεληαη πίλαθεο ζπγθξίζεσλ ηεο 

πηζαλνθάλεηαο αλαθνξηθά κε ην εάλ έλα ζχλνιν επηγξαθψλ έρεη παξαρζεί απ’ ηνλ 

ίδην ραξάθηε κε κία επηγξαθή πνπ ζεσξείηαη σο πξφηππε κε βάζε ηηο κεζφδνπο πνπ 

αλεπηχρζεζαλ πξνεγνχκελα. Ζ πηζαλνθάλεηα ππνινγίδεηαη θαη’ αξρήλ ρσξηζηά γηα 

θαζέλα  εθ ησλ  γξακκάησλ Α,,Μ,Ο σο θαη ζπλνιηθά. Ζ απφδνζε επηγξαθψλ αλά 

ραξάθηε γίλεηαη κφλν επί ηε βάζεη ηεο ζπλνιηθήο πηζαλνθάλεηαο.   
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Πξφηππν 7400 

(Απεδφζε ζην ιηζνμφν 1 ) 

α/

α 

Πηζαλ/α Α Καη/με 

Α 

Πηζαλ/α  Καη/με 

 

Πηζαλ/α Μ Καη/με  

Μ 

Πηζαλ/α Ο Καη/με 

Ο 

πλνιηθή 

Πηζαλ/α 

πλνιηθή 

Καη/με 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

1.550e-002 

1.362e-002 

1.175e-002 

1.171e-002 

1.142e-002 

1.140e-002 

1.115e-002 

1.099e-002 

6.873e-004 

6.659e-004 

4.190e-005 

4.106e-005 

4.105e-005 

4.057e-005 

1.245e-005 

1.235e-005 

1.227e-005 

1.221e-005 

1.153e-005 

1.149e-005 

1.121e-005 

1.090e-005 

1.065e-005 

1.050e-005 

1.024e-005 

1.007e-005 

9.951e-006 

9.766e-006 

9.588e-006 

9.566e-006 

9.537e-006 

9.083e-006 

7400 

7405 

7245 

6671 

7542 

6124 

7041 

4266 

6006 

0247 

7587 

7567 

7190 

4917 

7723 

7237 

4424 

7254 

7457 

7446 

0286 

6053 

7335 

7519 

0068 

7566 

6295 

7482 

7481 

1640 

5297 

4033 

1.321e-002 

1.010e-002 

9.532e-003 

9.523e-003 

9.293e-003 

9.017e-003 

8.888e-003 

8.695e-003 

8.257e-003 

1.644e-003 

1.298e-004 

1.268e-004 

1.242e-004 

1.232e-004 

3.855e-005 

3.814e-005 

3.796e-005 

3.779e-005 

3.762e-005 

3.613e-005 

3.564e-005 

3.321e-005 

3.299e-005 

3.262e-005 

3.252e-005 

3.216e-005 

3.164e-005 

3.146e-005 

3.063e-005 

2.979e-005 

2.807e-005 

2.762e-005 

7400 

7405 

7190 

6124 

7542 

7723 

7041 

7457 

0247 

4266 

6671 

7245 

0286 

7446 

4424 

4033 

0068 

7587 

4917 

1640 

7254 

7482 

5297 

6295 

6053 

6006 

7567 

7237 

7566 

7481 

7519 

7335 

1.293e-002 

1.018e-002 

9.628e-003 

9.332e-003 

9.092e-003 

8.596e-003 

2.140e-003 

2.104e-003 

1.983e-003 

1.948e-003 

1.513e-004 

1.500e-004 

2.977e-005 

2.974e-005 

2.893e-005 

2.841e-005 

2.810e-005 

2.709e-005 

2.702e-005 

2.661e-005 

2.606e-005 

2.554e-005 

2.521e-005 

2.511e-005 

2.497e-005 

2.480e-005 

2.432e-005 

2.417e-005 

2.363e-005 

2.273e-005 

2.009e-005 

1.921e-005 

7400 

7190 

7542 

6124 

7405 

7237 

7723 

6671 

7482 

5297 

0247 

4917 

7041 

7587 

7457 

7254 

4266 

7245 

0286 

4033 

4424 

6295 

7335 

7481 

1640 

7567 

7566 

0068 

7446 

6006 

6053 

7519 

3.603e-002 

3.286e-002 

1.751e-002 

1.705e-002 

1.670e-002 

1.305e-003 

1.185e-003 

1.157e-003 

1.041e-003 

1.035e-003 

8.931e-004 

8.830e-004 

4.423e-004 

4.312e-004 

2.677e-005 

2.672e-005 

2.638e-005 

2.521e-005 

2.517e-005 

2.501e-005 

2.499e-005 

2.448e-005 

2.242e-005 

2.228e-005 

2.075e-005 

2.042e-005 

1.984e-005 

1.977e-005 

1.901e-005 

1.898e-005 

1.805e-005 

1.785e-005 

7400 

7405 

7542 

6124 

7245 

7587 

7041 

7237 

6671 

4266 

7446 

7723 

6006 

0286 

7190 

7567 

4424 

4917 

7254 

6295 

7457 

0247 

7335 

6053 

7482 

7566 

7519 

0068 

7481 

1640 

4033 

5297 

9.533e-008 

4.107e-008 

1.787e-008 

1.725e-008 

3.495e-012 

3.325e-012 

6.735e-013 

5.251e-013 

2.120e-013 

1.065e-013 

2.036e-014 

3.863e-015 

2.221e-016 

7.242e-017 

6.142e-017 

2.985e-017 

1.621e-017 

1.334e-017 

1.093e-017 

5.770e-018 

8.606e-019 

3.250e-019 

3.111e-019 

2.073e-019 

1.857e-019 

1.663e-019 

1.662e-019 

1.637e-019 

1.586e-019 

1.531e-019 

1.363e-019 

1.123e-019 

7400 

7405 

7542 

6124 

7041 

6671 

7245 

4266 

7723 

7190 

0247 

7237 

6006 

7457 

7587 

7446 

0286 

7482 

5297 

4917 

7567 

4424 

7254 

6295 

0068 

4033 

7335 

1640 

6053 

7566 

7481 

7519 

 

Πίλαθαο 8.2
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Πξφηππν 1640 

(Απεδφζε ζην ιηζνμφν 2 ) 

α/

α 

Πηζαλ/α Α Καη/με 

Α 

Πηζαλ/α  Καη/με 

 

Πηζαλ/α Μ Καη/με  

Μ 

Πηζαλ/α Ο Καη/με 

Ο 

πλνιηθή 

Πηζαλ/α 

πλνιηθή 

Καη/με 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

 1.131e-002 

8.973e-003 

8.925e-003 

8.872e-003 

8.427e-003 

8.207e-003 

8.129e-003 

4.981e-003 

4.937e-003 

3.088e-003 

2.983e-003 

2.861e-003 

1.391e-003 

6.865e-004 

6.859e-004 

6.835e-004 

6.635e-004 

6.619e-004 

3.303e-004 

3.290e-004 

3.271e-004 

3.234e-004 

3.226e-004 

3.218e-004 

3.095e-004 

1.944e-005 

1.904e-005 

1.898e-005 

1.891e-005 

1.887e-005 

1.816e-005 

1.770e-005 

1640 

7482 

7481 

0247 

4033 

0068 

6295 

6053 

7567 

4917 

7542 

7405 

6006 

4266 

4424 

6671 

7566 

6124 

7237 

7400 

7041 

5297 

7254 

0286 

7723 

7587 

7519 

7245 

7335 

7457 

7190 

7446 

1.165e-002 

9.354e-003 

9.082e-003 

9.057e-003 

8.952e-003 

8.733e-003 

8.361e-003 

8.071e-003 

7.949e-003 

4.921e-003 

2.997e-003 

2.953e-003 

9.304e-004 

9.284e-004 

4.649e-004 

4.588e-004 

4.552e-004 

8.871e-005 

8.634e-005 

8.454e-005 

2.120e-005 

2.099e-005 

2.038e-005 

2.036e-005 

2.020e-005 

2.014e-005 

2.006e-005 

1.973e-005 

1.833e-005 

1.824e-005 

1.802e-005 

1.647e-005 

1640 

4266 

7190 

7481 

4033 

0286 

7482 

7254 

0068 

7041 

4424 

7457 

7237 

7245 

7587 

7400 

6124 

7405 

6053 

6671 

0247 

7335 

7567 

6295 

5297 

7723 

7542 

6006 

7566 

7446 

4917 

7519 

1.172e-002 

9.256e-003 

8.435e-003 

8.396e-003 

8.034e-003 

7.368e-003 

1.827e-003 

1.820e-003 

1.756e-003 

1.754e-003 

4.392e-004 

4.313e-004 

6.824e-005 

6.658e-005 

6.597e-005 

6.349e-005 

6.299e-005 

6.230e-005 

6.210e-005 

6.186e-005 

5.985e-005 

5.967e-005 

5.870e-005 

5.827e-005 

5.751e-005 

5.597e-005 

5.356e-005 

4.983e-005 

4.879e-005 

4.837e-005 

4.822e-005 

4.073e-005 

1640 

7482 

4033 

7481 

7237 

0068 

7567 

6006 

7041 

7542 

4266 

7457 

7587 

6124 

4917 

6053 

7190 

4424 

7400 

7405 

0286 

7245 

7335 

6295 

6671 

0247 

7723 

5297 

7566 

7254 

7446 

7519 

1.619e-002 

1.443e-002 

1.294e-002 

1.255e-002 

1.169e-002 

1.142e-002 

1.096e-002 

1.056e-002 

7.416e-003 

7.117e-003 

6.641e-003 

1.254e-003 

1.215e-003 

1.190e-003 

7.479e-004 

7.342e-004 

3.642e-004 

3.529e-004 

3.428e-004 

3.400e-004 

3.388e-004 

3.388e-004 

3.334e-005 

3.239e-005 

3.218e-005 

3.178e-005 

3.130e-005 

3.111e-005 

2.865e-005 

2.850e-005 

2.758e-005 

2.691e-005 

1640 

7482 

4033 

0068 

7481 

6053 

0247 

6295 

7567 

7542 

4917 

6006 

6671 

7566 

7405 

4266 

0286 

4424 

7400 

6124 

7041 

5297 

7237 

7519 

7723 

7587 

7457 

7254 

7245 

7446 

7190 

7335 

 2.498e-008 

1.001e-008 

8.232e-009 

7.932e-009 

6.031e-009 

2.070e-012 

1.362e-012 

9.571e-013 

7.465e-013 

3.117e-013 

1.152e-013 

1.018e-013 

8.228e-014 

6.262e-014 

6.122e-014 

4.517e-014 

2.437e-014 

1.173e-014 

6.817e-015 

4.036e-015 

3.916e-015 

3.212e-015 

7.521e-016 

7.059e-016 

2.862e-016 

1.102e-016 

3.011e-017 

1.959e-017 

1.074e-017 

6.267e-019 

4.434e-019 

4.132e-019 

1640 

7482 

4033 

7481 

0068 

4266 

7567 

7041 

7542 

6053 

0247 

6295 

7237 

6006 

0286 

4424 

4917 

7405 

6124 

6671 

7254 

7400 

7457 

7566 

7190 

5297 

7245 

7587 

7723 

7335 

7446 

7519 

 

Πίλαθαο 8.3 
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Πξφηππν 7519 

(Απεδφζε ζην ιηζνμφν 3 ) 

α/

α 

Πηζαλ/α Α Καη/με 

Α 

Πηζαλ/α  Καη/με 

 

Πηζαλ/α Μ Καη/με  

Μ 

Πηζαλ/α Ο Καη/με 

Ο 

πλνιηθή 

Πηζαλ/α 

πλνιηθή 

Καη/με 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

1.317e-002 

1.138e-002 

1.097e-002 

9.708e-003 

8.813e-003 

8.532e-003 

8.508e-003 

8.480e-003 

8.158e-003 

7.704e-003 

7.522e-003 

7.458e-003 

1.474e-003 

1.455e-003 

1.425e-003 

1.406e-003 

1.365e-003 

1.325e-003 

3.271e-004 

3.247e-004 

3.241e-004 

3.220e-004 

3.189e-004 

3.149e-004 

3.139e-004 

1.927e-005 

1.900e-005 

1.860e-005 

1.784e-005 

1.726e-005 

1.655e-005 

1.476e-005 

7519 

6006 

7567 

5297 

7566 

0247 

6053 

0068 

6671 

6295 

7400 

7405 

7542 

0286 

7245 

4917 

6124 

4266 

7723 

1640 

4424 

7482 

7587 

7041 

7457 

7446 

7190 

7237 

7481 

4033 

7254 

7335 

9.900e-003 

9.861e-003 

9.090e-003 

8.904e-003 

8.643e-003 

8.635e-003 

8.568e-003 

8.361e-003 

7.961e-003 

3.124e-003 

4.776e-004 

4.758e-004 

4.747e-004 

4.687e-004 

2.308e-005 

2.216e-005 

2.206e-005 

2.174e-005 

2.090e-005 

2.053e-005 

1.948e-005 

1.896e-005 

1.894e-005 

1.889e-005 

1.884e-005 

1.823e-005 

1.764e-005 

1.753e-005 

1.723e-005 

1.714e-005 

1.602e-005 

1.458e-005 

7519 

7587 

6053 

4424 

7566 

6295 

6006 

7567 

7446 

5297 

7041 

4917 

7482 

6671 

7723 

7190 

7237 

7457 

0068 

7542 

4033 

4266 

7405 

7245 

0286 

0247 

7400 

7254 

6124 

1640 

7335 

7481 

1.159e-002 

5.972e-003 

5.827e-003 

5.582e-003 

5.478e-003 

5.370e-003 

1.311e-003 

1.296e-003 

1.289e-003 

1.279e-003 

1.002e-004 

9.887e-005 

1.967e-005 

1.950e-005 

1.935e-005 

1.930e-005 

1.906e-005 

1.889e-005 

1.884e-005 

1.846e-005 

1.790e-005 

1.789e-005 

1.777e-005 

1.764e-005 

1.738e-005 

1.713e-005 

1.713e-005 

1.709e-005 

1.708e-005 

1.705e-005 

1.687e-005 

1.589e-005 

7519 

5297 

6053 

6295 

7587 

7482 

7567 

6006 

7566 

6671 

4424 

0286 

7542 

6124 

7245 

4917 

7335 

7400 

7237 

0247 

4266 

0068 

7446 

7190 

7041 

7723 

7481 

7254 

7405 

4033 

1640 

7457 

2.825e-002 

2.480e-002 

2.214e-002 

1.763e-002 

1.486e-002 

1.426e-002 

1.258e-002 

1.170e-002 

3.109e-003 

2.955e-003 

2.933e-003 

3.672e-004 

3.615e-004 

3.529e-004 

2.209e-005 

2.209e-005 

2.172e-005 

2.060e-005 

2.028e-005 

1.884e-005 

1.882e-005 

1.814e-005 

1.798e-005 

1.765e-005 

1.762e-005 

1.737e-005 

1.734e-005 

1.727e-005 

1.693e-005 

1.679e-005 

1.368e-005 

1.300e-005 

7519 

6006 

7567 

5297 

7566 

6295 

6053 

0247 

6671 

7405 

7400 

0068 

1640 

0286 

7482 

7542 

6124 

7245 

4917 

7723 

4424 

7587 

4266 

7446 

7457 

7481 

7041 

7237 

7190 

4033 

7254 

7335 

4.269e-008 

5.668e-009 

5.294e-009 

3.191e-009 

3.132e-009 

2.661e-009 

1.458e-009 

1.519e-011 

3.123e-013 

3.357e-014 

1.812e-014 

7.344e-015 

7.124e-015 

5.438e-015 

1.164e-015 

9.563e-016 

2.616e-016 

4.809e-017 

4.529e-017 

3.393e-017 

1.314e-017 

1.072e-017 

9.956e-018 

8.083e-018 

2.436e-018 

1.910e-018 

1.334e-019 

1.257e-019 

9.624e-020 

7.738e-020 

6.781e-020 

5.856e-020 

7519 

6053 

6295 

5297 

6006 

7567 

7566 

6671 

7587 

0247 

7482 

7400 

7405 

4424 

0068 

0286 

4917 

7446 

7041 

1640 

7542 

7245 

6124 

4266 

7723 

7457 

7237 

7190 

4033 

7481 

7254 

7335 

 

Πίλαθαο 8.4
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Πίλαθαο 8.5

Πξφηππν 7335 

(Απεδφζε ζην ιηζνμφν 4 ) 

α/

α 

Πηζαλ/α Α Καη/με 

Α 

Πηζαλ/α  Καη/με 

 

Πηζαλ/α Μ Καη/με  

Μ 

Πηζαλ/α Ο Καη/με 

Ο 

πλνιηθή 

Πηζαλ/α 

πλνιηθή 

Καη/με 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

1.147e-002 

9.186e-003 

9.037e-003 

8.906e-003 

8.678e-003 

8.486e-003 

8.134e-003 

1.561e-003 

1.525e-003 

1.522e-003 

1.513e-003 

1.481e-003 

1.173e-004 

1.166e-004 

1.164e-004 

1.110e-004 

1.090e-004 

1.035e-004 

9.897e-005 

9.736e-005 

8.992e-005 

8.587e-005 

8.298e-005 

8.255e-005 

8.233e-005 

2.057e-005 

2.053e-005 

2.052e-005 

2.052e-005 

1.947e-005 

1.787e-005 

1.744e-005 

7335 

7041 

7237 

4266 

7254 

4424 

7446 

7587 

7190 

7542 

7723 

7245 

7457 

6124 

4917 

7405 

7400 

6671 

0286 

0247 

6053 

1640 

4033 

7566 

7567 

6295 

7481 

6006 

0068 

7482 

5297 

7519 

1.219e-002 

8.474e-003 

8.361e-003 

6.872e-003 

6.868e-003 

6.765e-003 

6.622e-003 

6.613e-003 

6.548e-003 

2.558e-003 

3.995e-004 

3.897e-004 

3.849e-004 

3.812e-004 

1.870e-005 

1.861e-005 

1.853e-005 

1.813e-005 

1.813e-005 

1.808e-005 

1.805e-005 

1.795e-005 

1.757e-005 

1.697e-005 

1.684e-005 

1.625e-005 

1.613e-005 

1.574e-005 

1.531e-005 

1.426e-005 

1.422e-005 

1.292e-005 

7335 

7237 

7254 

4266 

7481 

4424 

7587 

6053 

1640 

7482 

7567 

4033 

0286 

6295 

5297 

7190 

7245 

6006 

0068 

7457 

7041 

0247 

7405 

7542 

7566 

6124 

7400 

7519 

7723 

6671 

7446 

4917 

1.242e-002 

7.593e-003 

7.294e-003 

7.029e-003 

6.980e-003 

6.489e-003 

1.623e-003 

1.607e-003 

1.603e-003 

1.600e-003 

4.019e-004 

3.903e-004 

6.114e-005 

6.035e-005 

5.914e-005 

5.897e-005 

5.892e-005 

5.836e-005 

5.710e-005 

5.637e-005 

5.621e-005 

5.570e-005 

5.566e-005 

5.527e-005 

5.444e-005 

5.323e-005 

5.291e-005 

5.088e-005 

5.069e-005 

4.552e-005 

4.231e-005 

3.663e-005 

7335 

7482 

5297 

7405 

7237 

4917 

7254 

7041 

7400 

0286 

7542 

6671 

7190 

0247 

7567 

1640 

7481 

4033 

6295 

4424 

6006 

7587 

7723 

6124 

4266 

6053 

0068 

7566 

7457 

7519 

7245 

7446 

1.142e-002 

1.018e-002 

8.904e-003 

6.377e-003 

6.325e-003 

6.293e-003 

6.242e-003 

6.006e-003 

1.835e-003 

1.797e-003 

1.790e-003 

5.506e-004 

5.417e-004 

5.327e-004 

3.359e-005 

3.336e-005 

3.243e-005 

3.225e-005 

3.189e-005 

3.150e-005 

3.062e-005 

3.013e-005 

2.922e-005 

2.892e-005 

2.790e-005 

2.768e-005 

2.662e-005 

2.462e-005 

2.420e-005 

2.252e-005 

2.214e-005 

2.017e-005 

7335 

7254 

7237 

7481 

4033 

4266 

1640 

7482 

5297 

6295 

0286 

7567 

6124 

7190 

7405 

4424 

6053 

6006 

0068 

7041 

7587 

7245 

7519 

7542 

0247 

7457 

7400 

7566 

7723 

6671 

7446 

4917 

1.982e-008 

4.758e-009 

1.198e-009 

2.096e-011 

2.270e-012 

2.069e-013 

1.090e-013 

1.079e-013 

5.297e-014 

1.761e-014 

1.192e-014 

8.391e-015 

4.470e-015 

1.070e-015 

1.026e-015 

9.242e-016 

8.045e-016 

4.601e-016 

2.999e-016 

1.966e-016 

9.374e-017 

7.501e-017 

5.666e-017 

3.495e-017 

3.119e-017 

1.296e-017 

2.972e-018 

2.940e-018 

1.741e-018 

6.743e-019 

6.275e-019 

3.650e-019 

7335 

7237 

7254 

4266 

7482 

1640 

0286 

4424 

7481 

7587 

4033 

7041 

5297 

7567 

6053 

7190 

6295 

7405 

7542 

4917 

7446 

7400 

6124 

7245 

7723 

6671 

7457 

0247 

7566 

6006 

0068 

7519 
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Πξφηππν 7190 

(Απεδφζε ζην ιηζνμφν 5 ) 

α/

α 

Πηζαλ/α Α Καη/με 

Α 

Πηζαλ/α  Καη/με 

 

Πηζαλ/α Μ Καη/με  

Μ 

Πηζαλ/α Ο Καη/με 

Ο 

πλνιηθή 

Πηζαλ/α 

πλνιηθή 

Καη/με 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

1.447e-002 

1.072e-002 

1.014e-002 

9.742e-003 

9.683e-003 

9.473e-003 

9.461e-003 

5.854e-003 

5.710e-003 

3.563e-003 

3.381e-003 

3.374e-003 

1.689e-003 

8.357e-004 

8.192e-004 

8.133e-004 

7.825e-004 

7.795e-004 

3.839e-004 

3.268e-004 

3.192e-004 

3.119e-004 

3.038e-004 

2.993e-004 

2.984e-004 

1.814e-005 

1.787e-005 

1.771e-005 

1.750e-005 

1.739e-005 

1.688e-005 

1.653e-005 

7190 

7723 

7041 

7457 

7587 

7245 

7446 

4266 

4424 

7254 

6671 

7542 

7400 

7237 

7335 

7405 

4917 

6124 

0247 

0286 

7567 

6006 

6053 

7566 

6295 

4033 

0068 

1640 

7519 

7481 

7482 

5297 

2.019e-002 

1.361e-002 

1.179e-002 

1.139e-002 

1.138e-002 

1.112e-002 

1.105e-002 

1.092e-002 

1.072e-002 

6.752e-003 

4.055e-003 

4.027e-003 

1.271e-003 

1.264e-003 

6.278e-004 

6.179e-004 

6.155e-004 

1.212e-004 

1.209e-004 

1.205e-004 

3.000e-005 

2.983e-005 

2.977e-005 

2.974e-005 

2.952e-005 

2.947e-005 

2.882e-005 

2.673e-005 

2.622e-005 

2.462e-005 

2.354e-005 

2.148e-005 

7190 

7041 

7567 

7400 

7723 

7587 

7405 

4424 

6671 

1640 

7446 

4033 

0247 

7245 

4266 

7254 

0068 

6006 

7542 

6124 

6295 

0286 

7457 

6053 

5297 

7237 

4917 

7482 

7566 

7519 

7481 

7335 

1.678e-002 

9.910e-003 

9.732e-003 

8.987e-003 

8.581e-003 

8.139e-003 

2.002e-003 

1.995e-003 

1.946e-003 

1.884e-003 

4.649e-004 

4.614e-004 

7.201e-005 

7.181e-005 

7.073e-005 

6.777e-005 

6.680e-005 

6.597e-005 

6.559e-005 

6.532e-005 

6.442e-005 

6.274e-005 

6.274e-005 

6.196e-005 

6.181e-005 

6.068e-005 

6.031e-005 

5.764e-005 

5.718e-005 

5.535e-005 

5.005e-005 

4.050e-005 

7190 

7400 

7237 

7542 

7723 

7041 

7587 

7457 

6671 

7482 

0247 

5297 

0286 

4917 

4266 

7405 

6124 

7254 

1640 

7567 

4033 

7335 

0068 

4424 

7481 

7245 

7566 

6006 

6295 

7446 

6053 

7519 

1.625e-002 

1.578e-002 

1.162e-002 

9.727e-003 

9.451e-003 

2.291e-003 

2.215e-003 

2.171e-003 

1.368e-003 

1.334e-003 

1.301e-003 

5.167e-004 

5.129e-004 

5.125e-004 

5.108e-004 

1.572e-004 

1.545e-004 

1.532e-004 

1.525e-004 

1.516e-004 

1.510e-004 

1.404e-004 

1.361e-004 

1.341e-004 

4.175e-005 

3.880e-005 

3.780e-005 

3.749e-005 

3.645e-005 

3.313e-005 

3.189e-005 

2.815e-005 

7190 

7041 

4033 

0286 

0068 

7587 

7245 

1640 

7457 

7254 

4266 

7567 

5297 

6053 

0247 

7723 

6006 

6124 

7400 

6671 

6295 

7446 

4424 

7237 

7482 

4917 

7519 

7405 

7542 

7566 

7481 

7335 

7.966e-008 

1.772e-008 

4.934e-010 

1.644e-010 

2.905e-011 

1.069e-011 

1.608e-012 

7.913e-013 

5.257e-013 

3.381e-013 

2.980e-013 

1.936e-013 

1.335e-013 

1.269e-013 

1.158e-013 

5.467e-014 

3.213e-014 

2.282e-014 

1.701e-014 

6.827e-015 

6.516e-015 

9.610e-016 

3.365e-016 

2.317e-016 

1.154e-016 

7.728e-017 

6.281e-017 

3.548e-017 

3.104e-017 

1.567e-017 

8.064e-019 

6.595e-019 

7190 

7041 

7587 

7723 

7400 

6671 

7245 

7457 

4424 

4266 

7446 

7254 

7542 

7567 

0247 

4033 

7237 

7405 

1640 

0286 

0068 

6124 

6006 

6053 

5297 

6295 

4917 

7482 

7335 

7566 

7481 

7519 
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Πξφηππν 7446 

(Απεδφζε ζην ιηζνμφν 6 ) 

α/

α 

Πηζαλ/α Α Καη/με 

Α 

Πηζαλ/α  Καη/με 

 

Πηζαλ/α Μ Καη/με  

Μ 

Πηζαλ/α Ο Καη/με 

Ο 

πλνιηθή 

Πηζαλ/α 

πλνιηθή 

Καη/με 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

1.191e-002 

1.065e-002 

1.046e-002 

9.701e-003 

9.657e-003 

9.642e-003 

9.579e-003 

6.021e-003 

5.826e-003 

3.543e-003 

3.450e-003 

3.391e-003 

1.675e-003 

8.268e-004 

8.118e-004 

8.051e-004 

7.795e-004 

7.779e-004 

3.645e-004 

3.612e-004 

3.519e-004 

3.461e-004 

3.385e-004 

3.263e-004 

3.239e-004 

1.873e-005 

1.853e-005 

1.789e-005 

1.739e-005 

1.632e-005 

1.631e-005 

1.583e-005 

7446 

7245 

7723 

7457 

7041 

4266 

4424 

7587 

7190 

7542 

7237 

7254 

4917 

6671 

6124 

7335 

7405 

7400 

0286 

6295 

0247 

6053 

7566 

7567 

6006 

0068 

7519 

5297 

1640 

7481 

4033 

7482 

1.358e-002 

1.207e-002 

1.153e-002 

1.084e-002 

1.006e-002 

1.003e-002 

9.852e-003 

9.633e-003 

9.606e-003 

6.032e-003 

3.699e-003 

3.675e-003 

1.160e-003 

1.098e-003 

5.411e-004 

5.388e-004 

5.311e-004 

1.054e-004 

1.037e-004 

1.036e-004 

2.577e-005 

2.537e-005 

2.468e-005 

2.392e-005 

2.237e-005 

2.222e-005 

2.122e-005 

2.106e-005 

2.029e-005 

2.025e-005 

1.682e-005 

1.648e-005 

7446 

7245 

4424 

7457 

7723 

6053 

7041 

6671 

7566 

0247 

7190 

4917 

7587 

6006 

6295 

7519 

5297 

7542 

0068 

7567 

4266 

7400 

7405 

0286 

7237 

4033 

6124 

7482 

7254 

1640 

7481 

7335 

1.530e-002 

8.096e-003 

7.234e-003 

6.853e-003 

6.521e-003 

6.473e-003 

1.606e-003 

1.572e-003 

1.549e-003 

1.540e-003 

7.479e-004 

3.701e-004 

5.798e-005 

5.768e-005 

5.629e-005 

5.625e-005 

5.508e-005 

5.497e-005 

5.448e-005 

5.356e-005 

5.151e-005 

5.141e-005 

5.069e-005 

4.998e-005 

4.983e-005 

4.930e-005 

4.779e-005 

4.583e-005 

4.369e-005 

4.198e-005 

3.957e-005 

3.922e-005 

7446 

7245 

7457 

7723 

4266 

7254 

7542 

7400 

7190 

7405 

7237 

7587 

7041 

4917 

0247 

6671 

4424 

0286 

1640 

7566 

4033 

7482 

6124 

0068 

7567 

7481 

5297 

6006 

6053 

7335 

6295 

7519 

2.675e-002 

2.384e-002 

2.105e-002 

2.061e-002 

1.942e-002 

9.445e-003 

8.876e-003 

8.854e-003 

7.913e-003 

7.910e-003 

7.508e-003 

2.095e-003 

2.082e-003 

1.937e-003 

1.221e-003 

1.202e-003 

5.865e-004 

5.850e-004 

5.636e-004 

5.454e-004 

4.419e-004 

4.320e-004 

4.272e-005 

4.035e-005 

3.943e-005 

3.666e-005 

3.286e-005 

3.265e-005 

3.216e-005 

3.210e-005 

3.162e-005 

3.033e-005 

7446 

7723 

7457 

7245 

4266 

7254 

7041 

7587 

4424 

7542 

7237 

7190 

4917 

7335 

6671 

6124 

0286 

6295 

7400 

7405 

0247 

6053 

7566 

6006 

7567 

0068 

5297 

1640 

7481 

7519 

7482 

4033 

6.619e-008 

2.143e-008 

1.718e-008 

1.600e-008 

6.993e-011 

4.896e-011 

4.811e-011 

3.144e-011 

2.287e-011 

4.742e-012 

4.205e-012 

7.391e-013 

5.468e-013 

4.332e-013 

6.549e-014 

5.276e-014 

1.747e-014 

1.614e-014 

7.437e-015 

4.522e-015 

1.078e-015 

1.049e-015 

6.573e-016 

2.810e-016 

6.640e-017 

1.491e-017 

1.256e-017 

3.558e-018 

6.262e-019 

5.659e-019 

5.416e-019 

4.352e-019 

7446 

7245 

7723 

7457 

7190 

7041 

4424 

4266 

7587 

7542 

7254 

4917 

6671 

7237 

6053 

0247 

7400 

7405 

7566 

6295 

7335 

6124 

6006 

0286 

7567 

5297 

7519 

0068 

1640 

4033 

7482 

7481 
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Πξφηππν 0247 

(Απεδφζε ζην ιηζνμφν 7 ) 

α/

α 

Πηζαλ/α Α Καη/με 

Α 

Πηζαλ/α  Καη/με 

 

Πηζαλ/α Μ Καη/με  

Μ 

Πηζαλ/α Ο Καη/με 

Ο 

πλνιηθή 

Πηζαλ/α 

πλνιηθή 

Καη/με 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

1.382e-002 

1.259e-002 

1.118e-002 

1.113e-002 

1.104e-002 

1.078e-002 

1.072e-002 

6.490e-003 

6.487e-003 

4.063e-003 

4.006e-003 

3.988e-003 

1.978e-003 

9.903e-004 

9.866e-004 

9.794e-004 

9.615e-004 

9.343e-004 

4.679e-004 

4.667e-004 

4.649e-004 

4.547e-004 

2.840e-004 

2.240e-004 

1.766e-004 

5.456e-005 

5.387e-005 

5.259e-005 

5.116e-005 

5.106e-005 

5.059e-005 

4.535e-005 

0247 

6671 

7567 

4917 

6006 

6053 

0068 

7723 

4424 

7542 

6295 

7041 

4266 

7245 

7457 

6124 

7400 

7566 

7405 

7519 

5297 

1640 

7587 

7481 

7446 

7482 

7190 

7237 

7254 

0286 

4033 

7335 

1.111e-002 

1.088e-002 

1.076e-002 

1.069e-002 

1.025e-002 

1.015e-002 

1.011e-002 

1.008e-002 

9.803e-003 

6.108e-003 

3.835e-003 

3.831e-003 

1.211e-003 

1.188e-003 

5.935e-004 

5.704e-004 

5.663e-004 

3.564e-004 

1.786e-004 

1.103e-004 

6.913e-005 

6.812e-005 

4.298e-005 

4.250e-005 

4.201e-005 

3.325e-005 

3.312e-005 

3.013e-005 

1.838e-005 

1.757e-005 

1.582e-005 

1.523e-005 

0247 

6671 

7587 

4917 

4424 

7041 

7446 

7723 

7190 

6295 

7566 

7542 

7457 

6053 

6124 

6006 

7400 

7405 

4266 

0068 

5297 

4033 

7245 

0286 

7519 

7237 

7567 

7254 

1640 

7482 

7335 

7481 

1.053e-002 

1.026e-002 

9.260e-003 

9.009e-003 

8.471e-003 

8.353e-003 

8.246e-003 

7.981e-003 

2.002e-003 

1.952e-003 

1.510e-004 

1.492e-004 

1.489e-004 

1.456e-004 

4.589e-005 

4.519e-005 

4.486e-005 

4.478e-005 

4.462e-005 

4.419e-005 

4.320e-005 

4.128e-005 

4.091e-005 

4.087e-005 

3.993e-005 

3.946e-005 

3.822e-005 

3.805e-005 

3.771e-005 

3.704e-005 

3.658e-005 

3.280e-005 

0247 

6671 

4917 

7723 

7542 

7400 

7190 

7405 

7237 

0286 

7566 

7482 

0068 

6124 

7587 

7254 

4424 

7041 

7457 

7335 

4266 

4033 

1640 

7567 

5297 

6006 

7245 

7446 

6295 

6053 

7481 

7519 

1.869e-002 

1.684e-002 

1.625e-002 

1.472e-002 

1.439e-002 

2.764e-003 

2.642e-003 

2.376e-003 

2.169e-003 

2.134e-003 

5.356e-004 

4.981e-004 

4.714e-004 

4.670e-004 

3.589e-004 

3.570e-004 

2.754e-004 

2.154e-004 

1.686e-004 

1.334e-004 

1.029e-004 

1.002e-004 

9.897e-005 

9.843e-005 

7.770e-005 

7.722e-005 

7.309e-005 

7.183e-005 

5.702e-005 

5.531e-005 

5.188e-005 

2.782e-005 

0247 

0068 

6053 

4917 

6671 

7567 

6295 

6006 

7566 

1640 

7542 

6124 

7723 

7457 

7519 

4424 

0286 

7041 

5297 

7400 

7405 

7482 

7481 

7245 

7446 

4266 

7587 

7237 

4033 

7254 

7190 

7335 

3.022e-008 

2.022e-008 

1.621e-008 

2.777e-010 

7.059e-011 

7.704e-012 

2.962e-012 

2.438e-012 

1.173e-012 

1.064e-012 

6.065e-013 

5.901e-013 

3.903e-013 

2.258e-013 

1.368e-013 

4.214e-014 

4.181e-014 

2.487e-014 

1.023e-014 

5.276e-015 

1.177e-015 

1.166e-015 

7.294e-016 

2.513e-016 

2.307e-016 

2.161e-016 

1.600e-016 

1.432e-017 

1.234e-017 

8.108e-018 

3.851e-018 

8.820e-019 

0247 

6671 

4917 

7723 

7542 

6053 

0068 

6295 

7566 

4424 

7400 

6006 

7041 

7190 

7405 

6124 

7567 

7457 

7587 

7446 

4266 

0286 

1640 

7237 

7519 

5297 

7245 

7482 

7481 

4033 

7254 

7335 
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Πξφηππν 4266 

(Απεδφζε ζην ιηζνμφν 8 ) 

α/

α 

Πηζαλ/α Α Καη/με 

Α 

Πηζαλ/α  Καη/με 

 

Πηζαλ/α Μ Καη/με  

Μ 

Πηζαλ/α Ο Καη/με 

Ο 

πλνιηθή 

Πηζαλ/α 

πλνιηθή 

Καη/με 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

1.626e-002 

1.259e-002 

1.220e-002 

1.120e-002 

1.115e-002 

8.742e-003 

8.686e-003 

6.727e-003 

6.691e-003 

4.154e-003 

4.037e-003 

3.974e-003 

1.975e-003 

9.889e-004 

9.733e-004 

9.597e-004 

9.518e-004 

9.364e-004 

4.344e-004 

4.308e-004 

4.277e-004 

4.242e-004 

2.436e-004 

9.699e-004 

1.532e-004 

4.498e-005 

4.462e-005 

4.283e-005 

4.104e-005 

4.068e-005 

3.924e-005 

3.921e-005 

4266 

7587 

4424 

7446 

6671 

7041 

7245 

7723 

4917 

7237 

7542 

6124 

7457 

7254 

7405 

7190 

7400 

7335 

0286 

6053 

0247 

6295 

7566 

6006 

7567 

0068 

1640 

7481 

4033 

7519 

5297 

7482 

1.386e-002 

9.813e-003 

9.496e-003 

9.389e-003 

9.372e-003 

7.368e-003 

7.267e-003 

7.111e-003 

6.992e-003 

5.500e-003 

3.467e-003 

3.362e-003 

1.061e-003 

1.045e-003 

8.244e-004 

6.526e-004 

5.142e-004 

3.228e-004 

1.557e-004 

9.639e-005 

6.026e-005 

5.897e-005 

3.709e-005 

3.639e-005 

3.595e-005 

2.799e-005 

2.795e-005 

2.753e-005 

2.182e-005 

1.732e-005 

1.566e-005 

9.687e-006 

4266 

4424 

7587 

7190 

1640 

0286 

7245 

7041 

4033 

7457 

0068 

7254 

0247 

6053 

7400 

7237 

7481 

7542 

7723 

7405 

5297 

6671 

7482 

7446 

6124 

7567 

6295 

7335 

7566 

6006 

4917 

7519 

1.088e-002 

9.868e-003 

9.523e-003 

8.632e-003 

8.374e-003 

8.335e-003 

6.460e-003 

6.419e-003 

4.044e-003 

4.006e-003 

1.998e-003 

7.903e-004 

7.841e-004 

7.696e-004 

7.645e-004 

4.737e-004 

4.723e-004 

4.697e-004 

4.649e-004 

4.640e-004 

2.808e-004 

2.781e-004 

2.759e-004 

2.747e-004 

2.719e-004 

6.680e-005 

6.553e-005 

6.294e-005 

6.254e-005 

6.191e-005 

5.910e-005 

5.114e-005 

4266 

7237 

7587 

7542 

7457 

7567 

6006 

4424 

4917 

7190 

7405 

7482 

1640 

6124 

7041 

7400 

0068 

7245 

7723 

6671 

0286 

7481 

6295 

6053 

4033 

0247 

7566 

5297 

7335 

7446 

7254 

7519 

2.954e-002 

2.605e-002 

2.521e-002 

2.475e-002 

1.091e-002 

6.213e-003 

4.760e-003 

3.730e-003 

2.862e-003 

2.670e-003 

8.430e-004 

7.367e-004 

7.127e-004 

7.038e-004 

5.541e-004 

5.435e-004 

4.281e-004 

2.140e-004 

1.651e-004 

9.460e-005 

7.375e-005 

7.247e-005 

7.066e-005 

6.943e-005 

5.486e-005 

5.406e-005 

5.383e-005 

4.972e-005 

3.937e-005 

3.822e-005 

3.381e-005 

2.600e-005 

4266 

4424 

7542 

7587 

7446 

7245 

7041 

7723 

7254 

7457 

7237 

6124 

7400 

7405 

4917 

7335 

7190 

0286 

6671 

0247 

6053 

6295 

7566 

7567 

6006 

1640 

0068 

7481 

4033 

7482 

7519 

5297 

7.243e-008 

2.817e-008 

2.002e-008 

2.835e-010 

2.428e-010 

2.261e-010 

1.841e-010 

2.254e-011 

1.545e-011 

1.815e-012 

5.620e-013 

2.751e-013 

2.648e-013 

2.346e-013 

1.922e-013 

1.318e-013 

8.088e-014 

5.035e-014 

1.772e-014 

9.115e-015 

5.946e-015 

3.963e-015 

3.070e-015 

2.866e-015 

2.481e-015 

8.755e-016 

3.044e-016 

2.369e-016 

4.391e-017 

2.460e-017 

3.869e-018 

6.813e-019 

4266 

7587 

4424 

7542 

7457 

7041 

7245 

7237 

7190 

7723 

7254 

7446 

7400 

4917 

0286 

7405 

6124 

6671 

1640 

6053 

6006 

0068 

4033 

0247 

7567 

7335 

7481 

6295 

7482 

7566 

5297 

7519 
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Αθνινπζεί ζπγθεληξσηηθφο πίλαθαο ησλ απνηειεζκάησλ πνπ αλαγξάθνληαη 

ζηελ ηειεπηαία ζηήιε ησλ πηλάθσλ 8.2 έσο 8.9. ηελ ηξίηε γξακκή αλαγξάθνληαη νη 

αξηζκνί ησλ επηγξαθψλ πνπ πξνέθπςαλ απφ ηνλ πξψην έιεγρν πνπ πεξηγξάθεηαη 

ζηελ παξάγξαθν 8.3. Αθνινπζνχλ νη επηγξαθέο πνπ απεδφζεζαλ ζε θάζε ρέξη κε ηε 

κέζνδν ηνπ θεθαιαίνπ 8. Πέξαλ ηεο «0286» δελ απεδφζεζαλ άιιεο επηγξαθέο ζην 

«Υέξη 9».  

 

 

Πίλαθαο πγθεληξσηηθώλ Απνηειεζκάησλ 

Υέξη 1 Υέξη 2 Υέξη 3 Υέξη 4 Υέξη 5 Υέξη 6 Υέξη 7 Υέξη 8 Υέξη 9 

7400 1640 7519 7335 7190 7446 0247 4266 0286 

7405 

7542 

6124 

7482 

4033 

7481 

0068 

 

6053 

6295 

5297 

6006 

7567 

7566 

7237 

7254 

 

7041 

 

7245 

7723 

7457 

 

6671 

4917 

 

7587 

4424 
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ΤΜΠΕΡΑΜΑΣΑ 

 

Σηελ εξγαζία απηή αληηκεησπίζηεθαλ  πνιύ ζεκαληηθά πξνβιήκαηα ζε ζρέζε κε 

ηα νπνία πξνηάζεθαλ πξσηόηππεο κέζνδνη επηιύζεσο θαη ζπλήρζεζαλ ηδηαηηέξσο 

ρξήζηκα ζπκπεξάζκαηα.  

Όζνλ αθνξά ζηε κειέηε ηνπ ηξόπνπ θαηαζθεπήο ησλ ηνηρνγξαθηώλ ηνπ 

Αθξσηεξίνπ πνπ κειεηήζεζαλ: 

 Αληηκεησπίζηεθε ην πξόβιεκα ηεο εύξεζεο ειαρίζηνπ αξηζκνύ πξνηύπσλ 

πνπ βέιηηζηα πξνζαξκόδνληαη ζε έλα δεδνκέλν ζύλνιν πεξηγξακκάησλ. 

Γόζεθε κία πξσηόηππε ιύζε ζε απηό ε νπνία ζπκπεξηιακβάλεη έλα ζύλνιν 

λέσλ αιγνξίζκσλ πξνζαξκνγήο θακππιώλ θαη αλαγλώξηζεο πξνηύπσλ.     

 Με βάζε ηελ αλσηέξσ κέζνδν, δηαπηζηώζεθε όηη γηα ηε δεκηνπξγία ησλ 

ηνηρνγξαθηώλ  απηώλ έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί  νδεγνί - θακππινγξάθνη.  

 Οη θακππινγξάθνη απηνί αθνινπζνύλ κε πάξα πνιύ κεγάιε αθξίβεηα 

ζπγθεθξηκέλα γεσκεηξηθά πξόηππα ε θαηαζθεπή ησλ νπνίσλ απαηηεί πνιύ 

θαιή γεσκεηξηθή αίζζεζε, ηδηαηηέξσο ζεκαληηθή έκπλεπζε γηα ηελ επνρή 

θαη πςειό επίπεδν πεηξακαηηζκνύ. Δπηζεκαίλεηαη όηη ε θαηαζθεπή απηώλ 

ησλ θακππιώλ είλαη ζπκβαηή κε ηα κέζα ηεο επνρήο, ελώ δελ απαηηείηαη γη’ 

απηήλ  γλώζε ηεο αλαιπηηθήο ηνπο έθθξαζεο,. Τνλίδεηαη όηη ε αμησκαηηθή 

ζεκειίσζε θαη κειέηε απηώλ ησλ γεσκεηξηώλ ζρεκάησλ έιαβε ρώξα ζηνπο 

θιαζηθνύο ρξόλνπο, ηνπιάρηζηνλ 1200 ρξόληα κεηά ηελ πεξίνδν αθκήο ηνπ 

νηθηζκνύ ηνπ Αθξσηεξίνπ. 

 Τα αλσηέξσ ππνζηεξίδνπλ ηελ άπνςε όηη ε ζπλαηζζεκαηηθή γλώζε ησλ 

καζεκαηηθώλ, ε νπνία ζπρλά αλαδύεηαη κέζα απ’ ηελ ηέρλε θαη ηηο αλάγθεο 

ηεο θαζεκεξηλήο δσήο, πξνεγείηαη ηεο απζηεξήο ζεκειίσζήο ηνπο. 

Δπνκέλσο, κπνξεί λα ππνζηεξίμεη θαλείο ηελ άπνςε όηη ε ππνζπλείδεηε 

γλώζε ησλ καζεκαηηθώλ ησλ θιαζζηθώλ ρξόλσλ γελλήζεθε ζηνλ επξύηεξν 

ρώξν ηνπ Αηγαίνπ.  
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Σην δεύηεξν ηκήκα απηήο ηεο εξγαζίαο αλαπηύρζεθε κία εληειώο πξσηόηππε 

πξνζέγγηζε ρξνλνιόγεζεο αξραίσλ επηγξαθώλ, νη νπνίεο απνηεινύλ ηελ θύξηα πεγή 

νξζήο θαηαγξαθήο ηεο ηζηνξίαο. Ζ κέζνδνο απηή ρξνλνιόγεζεο βαζίδεηαη ζηελ 

ηαπηνπνίεζε ησλ γξαθέσλ απηώλ ησλ επηγξαθώλ. 

 Γηα λα επηηεπρζεί ε ηαπηνπνίεζε απηή ζε πξώην ζηάδην αλαπηύρζεθε 

ζύζηεκα  ςεθηαθήο επεμεξγαζίαο ησλ εηθόλσλ ησλ γξακκάησλ επί ησλ πξνο 

κειέηε επηγξαθώλ.  

 Δλ ζπλερεία αλαπηύρζεθε κέζνδνο βέιηηζηεο πξνζαξκνγήο πεξηγξακκάησλ 

πινπνηήζεσλ γξακκάησλ θαη πξσηόηππα θξηηήξηα πνζνηηθνπνίεζεο απηήο 

ηεο βέιηηζηεο πξνζαξκνγήο. 

 Δπειέγεζαλ θαη ππνινγίζηεθαλ γεσκεηξηθά ραξαθηεξηζηηθά πνπ θαηά ην 

δπλαηόλ πεξηγξάθνπλ ηηο ηδηνκνξθίεο ησλ πινπνηήζεσλ ησλ γξακκάησλ θαη 

άξα ραξαθηεξίδνπλ ηνλ ηξόπν γξαθήο θάζε ραξάθηε.      

 Δπί ηε βάζεη ησλ αλσηέξσ δηαηππώζεθε πξσηόηππε ζηαηηζηηθή κέζνδνο 

θαηάηαμεο ησλ επηγξαθώλ πνπ κειεηήζεθαλ αλά γξαθέα. 

 Ζ κεζνδνινγία πνπ αλαπηύρζεθε εθαξκόζηεθε ζε 32 Αηηηθέο επηγξαθέο πνπ 

επέιεμε ν δηαθεθξηκέλνο αξραηνιόγνο θαζεγεηήο θνο Steve Tracy θαη 

νδήγεζε ζε θαηάηαμε ησλ επηγξαθώλ αλά ραξάθηε κε 100% επηηπρία.                 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

 

Π.Κ. Γενικά πεπί καμπςλών. 

 

Π.Κ. 1 σεηικοί οπιζμοί. 

 

 Οπιζμόρ καμπύληρ ζηο σώπο 
n    

Ωο θακπύιε ζηνλ ρώξν 
n  ζεσξείηαη ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ, δειαδή  ησλ 

δηαηεηαγκέλσλ n-άδσλ, όιεο νη ζπληζηώζεο ησλ νπνίσλ εμαξηώληαη ζπλαξηεζηαθά 

κόλν από κία ειεύζεξε κεηαβιεηή, ε νπνία παίξλεη ηηκέο ζε έλα δηάζηεκα  . Άξα, 

ηζνδπλάκσο, ε θακπύιε είλαη ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ  )(,),(),( 21 txtxtx n  πνπ 

πξνθύπηνπλ από κία απεηθόληζε 
n  δηαηεηαγκέλε n-άδα, όπνπ .t  

Οπιζμόρ nC , t
nC θαη nC    καμπύληρ. 

Μία θακπύιε ιέγεηαη nC  νκαιή ή απιώο nC  εάλ ε επηβαηηθή ηεο αθηίλα )(tr


έρεη όιεο ηηο παξαγώγνπο  κέρξη θαη ηάμεσο n θαη επηπιένλ ε n-νζηή παξάγσγνο ηνπ 

)(tr


 είλαη ζπλερήο.  

Δπεηδή, όπσο είλαη γλσζηό, ε ύπαξμε ηεο παξαγώγνπ ηάμεσο n εγγπάηαη ηε 

ζπλέρεηα ηεο παξαγώγνπ ηάμεσο n-1, ζπλεπάγεηαη όηη κία nC  θακπύιε  είλαη θαη ε ίδηα 

ζπλερήο, αιιά  θαη έρεη όιεο ηηο παξαγώγνπο ηνπ )(tr


ηάμεσο από 1 έσο n ζπλερείο.  

Δάλ κία θακπύιε είλαη κία έλσζε  nC  θακππιώλ ζα ιέγεηαη ηκεκαηηθώο nC θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε t
nC . Δίζηζηαη ε απιώο ηκεκαηηθώο ζπλερήο θακπύιε λα ιέγεηαη tC0 . 

Οξίδνπκε ζαλ nC θακπύιε, απηήλ ε νπνία έρεη όιεο ηηο παξαγώγνπο κέρξη ηάμε 

n-1 ζπλερείο, αιιά πνύ ε n-νζηή ηάμεσο παξάγσγνο ηνπ )(tr


ηκεκαηηθώο ππάξρεη, 

δειαδή ππάξρεη παληνύ εθηόο ελδερνκέλσο από έλα  πεπεξαζκέλν ζύλνιν ζεκείσλ.   
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Οπιζμόρ επιβαηικήρ ακηίναρ ζε ηςσόν ζημείο καμπύληρ 

Έζησ ηπρνύζα θακπύιε nC  θαη M ),,,( 21 nxxx  ηπρόλ ζεκείν απηήο. 

Έζησ O ε αξρή ησλ αμόλσλ, n


,...,1 κία νξζνθαλνληθή βάζε ηνπ 
n , t  ε παξάκεηξνο 

ηεο θακπύιεο θαη mt  ε ηηκή ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο t πνπ αληηζηνηρεί ζην ζεκείν 

m . Ζ επηβαηηθή αθηίλα ζην m  νξίδεηαη σο  

 

                               nnm xxxOMtr 


 ...)( 2211                             (Π.Κ.1) 

 

Οπιζμόρ εθαπηομένος και μοναδιαίος εθαπηομένος διανύζμαηορ καμπύληρ  

 Έζησ ε θακπύιε 
nC  κε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή t θαη έζησ 

M  )(,),(),( 21 txtxtx n ηπρόλ ζεκείν ηεο C , όπνπ νη ζπλαξηήζεηο ,,..,1),( nitxi 

είλαη παξαγσγίζηκεο ζην δηάζηεκα  . Τόηε ην δηάλπζκα 

nn txtxtxtr 


)(...)()()( 2211
 εθάπηεηαη ζηελ θακπύιε ζην ζεκείν M .  

Τν κνλαδηαίν εθαπηόκελν δηάλπζκα ζην ηπρόλ ζεκείν M ηεο θακπύιεο είλαη ην  

 

                                                  
)(

)(

tr

tr
T







.                                             (Π.Κ.2) 

 

Δάλ νη ζπλαξηήζεηο ,,..,1),( nitxi  είλαη δύν θνξέο παξαγσγίζηκεο ζην   ηόηε 

κπνξεί λα νξηζηεί ε δεύηεξε παξάγσγνο ηεο επηβαηηθή αθηίλαο, κέζσ ηεο ζρέζεσο 

nn txtxtxtr 


)(...)()()( 2211
 . Με πξνθαλή επέθηαζε νξίδνληαη νη παξάγσγνη 

αλσηέξαο ηάμεσο ηνπ δηαλύζκαηνο επηβαηηθήο αθηίλαο.     
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Π.Κ. 2 Οπιζμόρ καμπςλόηηηαρ καμπύληρ και ζσεηικά σπήζιμα 

θευπήμαηα 

 

Π.Κ. 2.1 Η πεπίπηυζη ηος κύκλος: μοναδιαίο εθαπηόμενο διάνςζμα T


, 

αμθιμονοζήμανηη ανηιζηοισία κύκλος και )(sr  . 

 

Οη παξακεηξηθέο εμηζώζεηο ηνπ θύθινπ ζην επίπεδν κε παξάκεηξν ηελ πνιηθή 

γσλία, έζησ  ,έρνπλ σο εμήο: 

)sin()(

)cos()(

0

0





ayy

axx




 

όπνπ 00 , yx νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ θέληξνπ K  ηνπ θύθινπ , a ε αθηίλα απηνύ θαη 

)2,0[   . Γεσκεηξηθά ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή    είλαη ε πξνζαλαηνιηζκέλε 

γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ην κνλαδηαίν δηάλπζκα i


ηνπ άμνλνο x , κε ηελ επηβαηηθή αθηίλα 

KM όπνπ M ηπρόλ ζεκείν ηνπ θύθινπ. 

Τν ζηνηρεηώδεο κήθνο ηνπ θύθινπ είλαη  dadyxds  22 )()( . 

Σπλεπώο ην κήθνο απηνύ είλαη as   όπσο πξώηνο παξαηήξεζε θαη απέδεημε ν 

κεγάινο Αξρηκήδεο.  

Με ρξήζε ηεο παξακέηξνπ s  νη εμηζώζεηο ηνπ θύθινπ γίλνληαη 





















a

s
aysy

a

s
axsx

sin)(

cos)(

0

0

 

Σπλεπώο ην κνλαδηαίν εθαπηόκελν δηάλπζκα ζηνλ θύθιν ηόηε γίλεηαη  

                                                 .cossin)( j
a

s
i

a

s
sr



















                               (Π.Κ.3) 

Τν κνλαδηαίν εθαπηόκελν δηάλπζκα ζπκβνιίδεηαη θαη κε T


. Σεκεηώλεηαη όηη ζηελ 

πεξίπησζε πνπ ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή είλαη ην κήθνο s ηνπ θύθινπ ηόηε )(srT 


, 

ελώ ζηε γεληθή πεξίπησζε ηπρνύζεο κεηαβιεηήο t  ηζρύεη  
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)(

)(

tr

tr
T







.                                             (Π.Κ.4) 

Παξαγσγίδνληαο ηελ (Π.Κ.3) πξνθύπηεη   

.
1

))((
1

)(

sin
1

cos
1

)(

2002
KM

a
jyixsr

a
sr

j
a

s

a
i

a

s

a
sr


























   

Δπνκέλσο 
a

sr
1

)(  , δειαδή ην κέηξν ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ )(sr   καο πξνζθέξεη 

ακέζσο ηελ αθηίλα ηνπ θύθινπ. Δπηπιένλ 

.0)()(0)(
)(

0))()((1)()(  sTsrsT
ds

sTd
sTsT

ds

d
sTsT





 Όια ηα 

αλσηέξσ θαηαδεηθλύνπλ όηη ην δηάλπζκα )(sr   ζε ηπρόλ ζεκείν M  ηνπ θύθινπ 

δείρλεη πξνο ην θέληξν ηνπ θύθινπ K  θαη  

                                                        

2

)(

)(

sr

sr
MK




 .                                            (Π.Κ.5)        

Σπλεπώο ε γλώζε ελόο ηπρόληνο ζεκείνπ M  ηνπ θύθινπ θαη ηνπ δηαλύζκαηνο )(sr  ζε 

απηό ην ζεκείν νξίδεη κνλνζήκαληα ηνλ θύθιν.    

 

Π.Κ. 2.2 Η γενική πεπίπηυζη καμπύληρ. Ο εγγύηαηορ κύκλορ και η 

καμπςλόηηηα με παπάμεηπο ηο μήκορ καμπύληρ s. 

 

Έζησ ηπρνύζα θακπύιε ζε ρώξν νζνλδήπνηε δηαζηάζεσλ ηεο νπνίαο ε αλεμάξηεηε 

κεηαβιεηή είλαη ην κήθνο ηεο s  . Σην 
2 ηζρύεη  

jsyisxsr


)()()(   

ελώ ζην 
3    

kszjsyisxsr


)()()()(   
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Σεκεηώλεηαη όηη επεηδή εμ ππνζέζεσο sdrd


 , 1)( 
ds

sd

ds

rd
sr


πνπ ζεκαίλεη 

όηη ην κνλαδηαίν εθαπηόκελν δηάλπζκα )(sT


 ζην ηπρόλ ζεκείν Α ηεο θακπύιεο 

ηζνύηαη κε )(sr , δειαδή )(sT


= )(sr s . 

Δμ άιινπ )(
)(

sr
ds

sTd




, νπόηε αο ζεσξήζνπκε ην κνλαδηθό θύθιν (Κ) ν νπνίνο 

πεξλάεη από ην ίδην ζεκείν Α , έρεη ην ίδην 
ds

sTd )(


 ζην Α κε ηε δεδνκέλε θακπύιε θαη 

θείηαη ζην ίδην επίπεδν κε ην )(sT . Θα απνδείμνπκε όηη εάλ Β είλαη ην ζεκείν 

)( dssr  θαη )( dssT 


ην κνλαδηαίν εθαπηόκελν δηάλπζκα ηεο θακπύιεο  ζην Β ηόηε 

ην Β αλήθεη επίζεο ζηνλ θύθιν (Κ), ελώ επίζεο ηα )(sT


 θαη )( dssT 


εθάπηνληαη ζηνλ 

(Κ) ζηα αληίζηνηρα ζεκεία. 

Απόδειξη: Αθνινπζώληαο ηε ζπιινγηζηηθή πνπ αλαπηύμακε ζηελ παξάγξαθν 2.1 

, κπνξνύκε λα απνδείμνπκε όηη ην 
ds

sTd )(


είλαη θάζεην ζην )(sT


. Πξάγκαηη, ηζρύεη  όηη 

.0)()(0)(
)(

0))()((1)()(  sTsrsT
ds

sTd
sTsT

ds

d
sTsT





 

Δπνκέλσο ην )(sT


 εθάπηεηαη θαη ζηνλ θύθιν (Κ) θαη ζηε δεδνκέλε θακπύιε αθνύ ην 

)(
)(

sr
ds

sTd




 εμ ππνζέζεσο είλαη θνηλό θαη ζηε δεδνκέλε θακπύιε θαη ζηνλ (Κ). 

Δπίζεο dssTsrdssrsrdssr )()()()()(


 γεγνλόο πνπ απνδεηθλύεη όηη θαη ην 

ζεκείν ),( dssr 


  δειαδή ην ζεκείν Β επίζεο αλήθεη ζηνλ (Κ). Όλησο αλ O  ε 

αξρή ησλ αμόλσλ θαη K  ην θέληξν ηνπ (Κ), ηα δεδνκέλα είλαη όηη )( dssrOB 


, 

)(srOA


 , νπόηε θαη dssTdssrOAOB )()(  . Άιια πξνθαλώο 

KAKBOAOB  , νπόηε dssTKAKB )( . Δπεηδή, δε, ν (Κ) θαη ε θακπύιε 

έρνπλ ην ίδην κνλαδηαίν εθαπηόκελν ζην Α, ην Β αλήθεη ζηνλ (Κ). 
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Τέινο ds
ds

Td
sTdssT




 )()( . Αιιά  )(sT


 θαη 
ds

Td


είλαη θνηλά θαη ζηνλ θύθιν 

(Κ) θαη ζηελ θακπύιε. Άξα )( dssT 


εθάπηεηαη επίζεο ζηνλ θύθιν (Κ) ζην ζεκείν Β. 

νεδ.   

Αθξηβώο επεηδή ν θύθινο (Κ) έρεη θνηλά ζεκεία κε ηελ θακπύιε  ηα )(sr


θαη 

)( dssr 


σο θαη θνηλέο εθαπηόκελεο ζηα ζεκεία απηά, νλνκάδεηαη εγγύηαηορ κύκλορ 

δηόηη είλαη ε θαιύηεξε δεπηέξαο ηάμεσο πξνζέγγηζε ηεο θακπύιεο. 

Οπιζμόρ: Οξίδνπκε, εύινγα, ηελ θακππιόηεηα ηεο θακπύιεο ζην ζεκείν  

Α( )(sr


) ηελ θακππιόηεηα ηνπ θύθινπ (Κ). Δπεηδή δε, ν θύθινο (Κ) εμ ππνζέζεσο έρεη 

θνηλό )(sr  κε ηελ θακπύιε, πξνθαλώο  ε θακππιόηεηα ηεο θακπύιεο ζην ζεκείν  

Α( )(sr


) είλαη )(sr  . Τν θέληξν δε ηνπ εγγπηάηνπ θύθινπ είλαη ην ζεκείν 

2

)(

)(
)(

sr

sr
sr




 , ε δε αθηίλα ηνπ (Κ) είλαη 

)(

1

sr 
, ε νπνία θαη ιέγεηαη εγγπηάηε αθηίλα 

ή αθηίλα θακππιόηεηαο.      

 

 

Π.Κ. 2.3 Η καμπςλόηηηα ζηη γενική πεπίπηυζη καμπύληρ με ηςσούζα 

παπάμεηπο. 

 

Έζησ ηπρνύζα θακπύιε κε ηπρνύζα αλεμάξηεηε κεηαβιεηή t. Άξα ζην 
2     

jtyitxtr


)()()(   

Παξαγσγίδνληαο  σο πξνο ηελ αλεμάξηεηε κεηαβιεηή έρνπκε  

 

ds

trd

tr

tr
tr

ds

trd

dt

ds

ds

trd
tr

dt

d
tr

)(

)(

)(
)(

)()(
)()( 




  

Αιιά   
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)(
)(

)(
tT

tr

tr





    (βιέπε θαη π.θ.2) 

Άξα       

 
ds

trd
tT

)(
)(   

Παξαγσγίδνληαο ηελ παξαπάλσ ζρέζε σο πξνο t έρνπκε  

 

              
k

dt

trd

dt

tTd

tr

dt

tTd

ds

rd

tr

dt

tTd

ds

rd

tr
ds

rd

dt

ds

ds

rd

ds

d

ds

trd

dt

d

dt

tTd








































)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(
)()(

2

2

2

2

2

2

                     (Π.Κ.6)

 

Όπνπ k ε θακππιόηεηα εθπεθξαζκέλε, ζηελ ηειεπηαία ζρέζε, σο πξνο ηελ  

αλεμάξηεηε παξάκεηξν  t.      

 

Π.Κ. 3 Θεμελιώδειρ Οπιζμοί Και Θευπήμαηα Επί Συν 

Κυνικών Σομών 

 

Π.Κ. 3.1 Πεπί Ελλείτευρ 

Π.Κ. 3.1.1  Η βαζική ιδιόηηηα ηηρ ελλείτευρ. 

 

Έζησζαλ δύν ζηαζεξά ζεκεία 1 θαη 2 , ηα νπνία ζπλήζσο νλνκάδνληαη 

εζηίεο. Εεηείηαη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ ζεκείσλ Μ ην άζξνηζκα ησλ απνζηάζεσλ 

ησλ νπνίσλ από ηα 1 θαη 2 είλαη ζηαζεξό.  

Λύζη 

Φσξίο θακία βιάβε ηεο γεληθόηεηαο ζεσξνύκε θαη’ αξρήλ όηη νη δύν εζηίεο 

θείληαη επί ηνπ ρ άμνλα κε ην κέζν ηνπο επί ηεο αξρήο ησλ αμόλσλ Ο ζηα ζεκεία 
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)0,( c θαη )0,(c , ac  . Δάλ ην ζηαζεξό άζξνηζκα είλαη δύν a2 θαη Μ(x,y) ηπρόλ 

ζεκείν ηνπ γεσκεηξηθνύ ηόπνπ, πξέπεη θαη αξθεί λα ηζρύεη  

 2222

21 )()(2 ycxycxa  

 222222222 )()(2)()(4 ycxycxycxycxa  

 22222222 )()(2 ycxycxycxa  

22222222 )()(2 ycxycxycxa   

Μεηά από ύςσζε ζην ηεηξάγσλν θαη απινπνηήζεηο ιακβάλνπκε 

0222222224  yacaxacxa  

Καη ζέηνληαο 222 cab  ηειηθά ιακβάλνπκε  

                                                           1
2

2

2

2


b

y

a

x
                                          (Π.Κ. 7) 

Ο γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ ζεκείσλ νη ζπληεηαγκέλεο ησλ νπνίσλ  ηθαλνπνηνύλ 

απηή ηελ εμίζσζε νλνκάδεηαη έιιεηςε, είλαη δε έλα ζρήκα κε άμνλεο ζπκκεηξίαο ηνπο 

x  θαη y . Πξνθαλώο, ε έιιεηςε ζπλαληά ηoλ άμνλα ησλ ρ ζην )0,( a , ηνλ δε  άμνλα 

ησλ y  ζην ),0( b .   

 

Π.Κ 3.1.2 Η γενική εξίζυζη ηηρ ελλείτευρ. 

 

Ζ (Π.Κ. 7) είλαη ε εμίζσζε ηεο ειιείςεσο νη άμνλεο ηεο νπνίαο είλαη άμνλεο ησλ  

ζπληεηαγκέλσλ. Μηα πξώηε γελίθεπζε πξνθύπηεη εάλ ζηξέςνπκε ηελ έιιεηςε πεξί ηελ 

αξρή ησλ αμόλσλ θαηά γσλία   αλζσξνινγηαθά. Πξάγκαηη, ζε απηή ηελ πεξίπησζε, 

ην ηπρόλ ζεκείν ( yx, ) ηεο ειιείςεσο κεηαζρεκαηίδεηαη ζην ζεκείν ( YX , ) πνπ 

νξίδεηαη από ηε ζρέζε  
















 










y

x

Y

X





cossin

sincos
 

 

                                           



























Y

X

y

x





cossin

sincos
                             (Π.Κ. 8) 
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Ζ ηειεπηαία ηζνδπλακία νθείιεηαη ζην γεγνλόο όηη ηζρύεη 


























 

10

01

cossin

sincos

cossin

sincos








. 

Ζ Π.Κ. 8 δίλεη ηηο ζρέζεηο  





cossin

sincos

YXy

YXx





 

νπόηε κε αληηθαηάζηαζε ζηελ (Π.Κ. 7) πξνθύπηεη ε εμίζσζε  

                                           022  FCXYBYAX                                  (Π.Κ. 9) 

Όπνπ 

 2222 sincos abA   

 2222 cossin abB   

 cossin2)( 22 abC   

22baF   

Υπνινγίδνπκε ηελ πνζόηεηα  

 24 CAB  

 22222224422 )cos(sin4)cossin2cos(sin4  baba  

224 ba  

Παξαηεξνύκε όηη ε πνζόηεηα Γ, πνπ νλνκάδεηαη δηαθξίλνπζα, είλαη πάληνηε ζεηηθή ,  ε 

δε ηηκή ηεο δελ εμαξηάηαη από ηελ πεξηζηξνθή ηεο ειιείςεσο.  

Γηα λα γξάςνπκε ηε γεληθή εμίζσζε ηεο έιιεηςεο πξέπεη λα ιάβνπκε ππ’ όςηλ 

καο θαη ηελ πηζαλή παξάιιειε κεηαηόπηζε ηνπ θέληξνπ ηεο. Πξάγκαηη, εάλ ε έιιεηςε 

έρεη άμνλεο ζπκκεηξίαο παξάιιεινπο πξνο ηνπο άμνλεο ζπληεηαγκέλσλ αιιά ην θέληξν 

ηεο βξίζθεηαη ζηελ ζέζε ),( 00 yx ηόηε αο ζεσξήζνπκε έλα ηπρόλ ζεκείν ),( yxM απηήο. 

Έζησ ηώξα όηη ζηξέθνπκε ηελ έιιεηςε θαηά γσλία   αλζσξνινγηαθά, νπόηε ην 

ζεκείν M κεηαηνπίδεηαη ζην ),( YXN . Τν εξώηεκα πνπ ηίζεηαη είλαη: πνηά είλαη ε 

ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηα ),( YX ; Γηα λα απαληήζνπκε ζε απηό ην εξώηεκα, πξώηα 

κεηαηνπίδνπκε ηελ έιιεηςε ώζηε ην θέληξν ηεο λα γίλεη ε αξρή ησλ αμόλσλ (0,0). Τόηε 
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ην ζεκείν ),( yxM κεηαηνπίδεηαη ζην ),( 00 yyxxM  . Πξνθαλώο ε εμίζσζε πνπ 

ηθαλνπνηνύλ νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ M  είλαη   

 

                                                   1
)()(

2

2

0

2

2

0 





b

yy

a

xx
                              (Π.Κ. 10)    

 

Δάλ, ηώξα , πεξηζηξέςνπκε ηελ έιιεηςε ζηε λέα ηεο ζέζε γύξσ από ην (0,0) ηόηε ην 

),( 00 yyxxM  κεηαθέξεηαη ζην ζεκείν ),( vuN  , κε  

                                            




















































 










v

u

yy

xx

yy

xx

v

u









cossin

sincos

cossin

sincos

0

0

0

0

                       (Π.Κ. 11) 

 

Αιιά, γηα λα κεηαθεξζεί ηειηθά ην ),( vuN  ζην ),( YXN πξέπεη λα κεηαηνπηζηεί θαηά 

),( 00 yx όπσο θαη όιε ε ππόινηπε έιιεηςε. Γειαδή ηζρύεη :  

 

                                              
00

00

,

,

yYvxXu

yvYxuX




                                  (Π.Κ. 12) 

Με αληηθαηάζηαζε ησλ αλσηέξσ ζρέζεσλ (Π.Κ. 12 ) ζηελ (Π.Κ. 11) ιακβάλσ ηειηθά  

 sin)(cos)()( 0 oo yYxXxx   

                                   cos)(sin)()( 0 oo yYxXyy                      (Π.Κ. 13) 

Με αληηθαηάζηαζε ησλ αλσηέξσ ζρέζεσλ (Π.Κ. 13) ζηελ (Π.Κ. 10),  απαινηθή ησλ 

παξαλνκαζηώλ θαη αλαγσγή νκνίσλ όξσλ,  ιακβάλνπκε ηε γεληθή εμίζσζε ηεο 

ειιείςεσο  

                                      022  FEYDXCXYBYAX                     (Π.Κ. 14) 

όπνπ 

 2222 sincos abA   

 2222 cossin abB   
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 cossin2)( 22 abC   

)(cossin2)sincos(2 22

0

2222

0 bayabxD    

)(cossin2)cossin(2 22

0

2222

0 baxabyE    

222

00

22

00

2 )cossin()sincos( bayxayxbF    

H δηαθξίλνπζα 24 CAB  , δηαηεξεί ηηο ίδηεο ηδηόηεηεο ε δε ηηκή ηεο δελ εμαξηάηαη 

από ηε ζέζε ηεο ειιείςεσο.  

Aλ καο δνζεί ε γεληθή εμίζσζε ηεο ειιείςεσο (Π.Κ. 14) κπνξνύκε λα βξνύκε ηε 

γσλία πνπ πξέπεη λα ηελ πεξηζηξέςνπκε ώζηε νη άμνλεο ζπκκεηξίαο ηεο λα είλαη 

παξάιιεινη πξνο ηνπο άμνλεο ζπληεηαγκέλσλ. Πξάγκαηη, παξαηεξνύκε όηη  

 2cos)()sin)(cos( 222222 ababBA   

θαη επίζεο όηη  

2sin)( 22 abC   

νπόηε ηειηθά  

BA

C


2tan . 

Ζ γλώζε ηεο γσλίαο  πξνζθέξεη ακέζσο ηα ba από ηα CBA .  

 

Π.Κ. 3.1.3 Πολική εξίζυζη ηηρ ελλείτευρ (Π.Κ. 7)  

 

Έζησ ε έιιεηςε κε άμνλα ζπκκεηξίαο ηνπο άμνλεο ζπληεηαγκέλσλ θαη έζησ έλα 

επίπεδν πνπ δηέξρεηαη από ηνλ άμνλα x θαη ζρεκαηίδεη δίεδξν γσλία   πξνο ην xy

επίπεδν ηέηνηα ώζηε 
a

b
cos . Θεσξνύκε ηνλ θύθιν (Κ) θέληξνπ Ο θαη αθηίλαο a πνπ 

θείηαη επί ηνπ επηπέδνπ απηνύ. Ζ πξνβνιή ηνπ (Κ) επί ηνπ xy είλαη ε έιιεηςε πνπ 

πεξηγξάθεηαη από ηελ εμίζσζε (Π.Κ. 7). Όλησο, εάλ vx, είλαη νη ζπληεηαγκέλεο επί ηνπ 

πιαγίνπ επηπέδνπ, ηόηε ε εμίζσζε ηνπ θύθινπ (Κ) ζε πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο επί ηνπ 

επηπέδνπ απηνύ είλαη   

cosax   

sinav   
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Ζ έιιεηςε (Π.Κ.7) θαη ν θύθινο (Κ) έρνπλ πάληα θνηλή x ζπληεηαγκέλε ζηα 

αληίζηνηρα ζεκεία ηνπο. Ζ πξνβνιή όκσο ηνπ ηπρόληνο ζεκείνπ ηνπ θύθινπ (Κ) επί 

ηνπ xy επηπέδνπ έρεη y ζπληεηαγκέλε όπνπ   

 sinsincos ba
a

b
vy   

Άξα ε πξνβνιή ηνπ ηπρόληνο ζεκείνπ ηνπ θύθινπ (Κ) επί ηνπ xy επηπέδνπ ηθαλνπνηεί 

ηελ εμίζσζε ηεο ειιείςεσο (Π.Κ.7), ε δε πξνβνιή απηνύ δίλεηαη από ηηο εμηζώζεηο   

cosax   

                                                         sinby                                          (Π.Κ. 15) 

όπνπ )2,0[  .   

Οη (Π.Κ. 15) είλαη νη πνιηθέο εμηζώζεηο ηεο ειιείςεσο όπνπ όκσο ηνλίδεηαη όηη ε γσλία 

 είλαη ε πνιηθή γσλία ηνπ θύθινπ (Κ) ζην επίπεδό ηνπ θαη όρη απηή ηεο ειιείςεσο.    

 

Π.Κ. 3.2   Πεπί Τπεπβολήρ 

 

Π.Κ. 3.2.1  Η βαζική ιδιόηηηα ηηρ Τπεπβολήρ 

 

Έζησζαλ δύν ζηαζεξά ζεκεία 1 θαη 2 ηα νπνία ζπλήζσο νλνκάδνληαη 

εζηίεο ηεο Υπεξβνιήο. Εεηείηαη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ ζεκείσλ Μ ε δηαθνξά ησλ 

απνζηάζεσλ ησλ νπνίσλ από ηηο εζηίεο είλαη έρεη απόιπηε ηηκή ζηαζεξή, έζησ a2 .    

  Λύζη 

Φσξίο θακία βιάβε ηεο γεληθόηεηαο ζεσξνύκε θαη’ αξρήλ όηη νη δύν εζηίεο 

θείληαη επί ηνπ ρ άμνλα ζηα ζεκεία )0,( c θαη )0,(c   αληηζηνίρσο κε ac  .  Τόηε γηα ην 

ηπρόλ ζεκείν Μ(x,y) ηνπ γεσκεηξηθνύ ηόπνπ, πξέπεη θαη αξθεί λα ηζρύεη  

 2222

21 )()(2 ycxycxa  

 222222222 )()(2)()(4 ycxycxycxycxa  

 22222222 )()(2 ycxycxycxa  

22222222 )()(2 ycxycxycxa   

Μεηά από ύςσζε ζην ηεηξάγσλν θαη απινπνηήζεηο ιακβάλνπκε 
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                                   0222222224  yacaxacxa                            (Π.Κ. 16) 

 

Αιιά ζην πξνθείκελν ac  ,νπόηε ππάξρεη ην ζεκείν επί ηνπ άμνλα ησλ ρ κε 

ζπληεηαγκέλεο )0,(a  γηα ην νπνίν ηζρύεη aacca 2)(  , άξα ην ζεκείν απηό πνπ 

βξίζθεηαη αλάκεζα ζηηο δύν εζηίεο αλήθεη ζην γεσκεηξηθό ηόπν. Δπνκέλσο, ζε 

αληίζεζε κε ηελ έιιεηςε, ζην πξνθείκελν ζέηνπκε Rbbac  222
.    

Σπλεπώο ε ζρέζε (Π.Κ. 16) κεηαζρεκαηίδεηαη ζηελ   

                                                            1
2

2

2

2


b

y

a

x
                                    (Π.Κ. 17) 

Ο γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ ζεκείσλ νη ζπληεηαγκέλεο ησλ νπνίσλ  ηθαλνπνηνύλ απηή 

ηελ εμίζσζε νλνκάδεηαη ππεξβνιή. Παξαηεξνύκε όηη γηα 0y  πξνθύπηεη ax  , 

γεγνλόο πνπ επηβεβαηώλεη όηη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ζπλαληά ηνλ άμνλα ζηα ζεκεία 

)0,( a θαη )0,(a αλάκεζα ζηηο δύν εζηίεο. Δμ’ άιινπ παξαηεξνύκε όηη γηα 0x ε 

εμίζσζε δελ έρεη δελ ιύζε ελ R γεγνλόο πνπ απνδεηθλύεη όηη ν άμνλαο ησλ y δελ 

ζπλαληά ην γεσκεηξηθό ηόπν. Δπηπιένλ παξαηεξνύκε όηη αλ ην ζεκείν ),( yx  αλήθεη 

ζην γεσκεηξηθό ηόπν, ην απηό ηζρύεη θαη γηα ηα ζεκεία ),( yx  , ),( yx  θαη ),( yx  . 

Άξα ε ππεξβνιή έρεη δύν θιάδνπο (δηόηη δελ ηελ ηέκλεη ν άμνλαο ησλ y ) έρεη άμνλεο 

ζπκκεηξίαο ηόζν ηνλ άμνλα ησλ y  όζν θαη ησλ ρ, δειαδή ηνλ άμνλα πνπ νξίδνπλ νη 

εζηίεο σο θαη ηε κεζνθάζεην απηώλ, έρεη δε ζεκείν ζπκκεηξίαο ην κέζν ησλ εζηηώλ.         

 

 

Π.Κ. 3.2.2 Η γενική εξίζυζη ηηρ ςπεπβολήρ 

 

Ζ (Π.Κ. 17) είλαη ε εμίζσζε ηεο ππεξβνιήο νη άμνλεο ηεο νπνίαο είλαη άμνλεο 

ησλ  ζπληεηαγκέλσλ. Μηα πξώηε γελίθεπζε απηήο ηεο εμηζώζεσο  πξνθύπηεη εάλ 

ζηξέςνπκε ηελ ππεξβνιή πεξί ηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαηά γσλία   αλζσξνινγηαθά. 

Πξάγκαηη, ζε απηή ηελ πεξίπησζε, ην ηπρόλ ζεκείν ( yx, ) ηεο ππεξβνιήο 

κεηαζρεκαηίδεηαη ζην ζεκείν ( YX , ) πνπ νξίδεηαη από ηε ζρέζε   
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y

x

Y

X





cossin

sincos
 

 

                                            



























Y

X

y

x





cossin

sincos
                            (Π.Κ. 18) 

Ζ (Π.Κ. 18) δίλεη εθ λένπ  ηηο ζρέζεηο  





cossin

sincos

YXy

YXx





 

νπόηε κε αληηθαηάζηαζε ζηελ (Π.Κ. 17) πξνθύπηεη ε εμίζσζε  

                                             022  FCXYBYAX                                 (Π.Κ. 19) 

Όπνπ         

 2222 sincos abA   

 2222 cossin abB   

 cossin2)( 22 abC   

22baF   

Υπνινγίδνπκε ηελ πνζόηεηα  

 24 CAB  

 22222224422 )cos(sin4)cossin2cos(sin4  baba  

224 ba  

Παξαηεξνύκε όηη ζηελ πεξίπησζε απηή ε δηαθξίλνπζα Γ, είλαη πάληνηε αξλεηηθή ,  ε 

δε ηηκή ηεο είλαη πάιη αλεμάξηεηε από ηελ πεξηζηξνθή ηεο ππεξβνιήο.   

 Γηα λα γξάςνπκε ηε γεληθή εμίζσζε ηεο ππεξβνιήο πξέπεη λα ιάβνπκε ππ’ όςηλ 

καο θαη ηελ πηζαλή παξάιιειε κεηαηόπηζε ηνπ θέληξνπ ηεο. Πξάγκαηη, εάλ ε 

ππεξβνιή  έρεη άμνλεο ζπκκεηξίαο παξάιιεινπο πξνο ηνπο άμνλεο ζπληεηαγκέλσλ 

αιιά ην θέληξν ηεο βξίζθεηαη ζηελ ζέζε ),( 00 yx ηόηε, πξνθαλώο, ε εμίζσζή ηεο είλαη  

                                                 1
)()(

2

2

0

2

2

0 





b

yy

a

xx
                            (Π.Κ. 20) 
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Δάλ, επηπιένλ, ε έιιεηςε είλαη θαη εζηξακκέλε πεξί ην ),( 00 yx ηόηε πξώηα ηε 

κεηαηνπίδνπκε παξαιιήισο ζηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαη ηελ πεξηζηξέθνπκε όπσο 

πξνεγνπκέλσο, κέζσ ησλ ζρέζεσλ  

 

 


















 










)(

)(

cossin

sincos

0

0

yy

xx

V

U




 

 

                                     































V

U

yy

xx





cossin

sincos

)(

)(

0

0
                      (Π.Κ. 21) 

όπνπ βεβαίσο 0xXU  , 0yYV   . Άξα ε (Π.Κ 21) δίλεη ηηο ζρέζεηο  

  

0000

0000

cos)(sin)(cossin

sin)(cos)(sincos

yyYxXyVUy

xyYxXxVUx









 

 

θαη ιακβάλνπκε ηελ γεληθή εμίζσζε ηεο ππεξβνιήο ε νπνία είλαη ίδηαο κνξθήο κε ηεο 

ειιείςεσο δειαδή ε :  

                                       022  FEYDXCXYBYAX                    (Π.Κ. 22) 

όπνπ 

 2222 sincos abA   

 2222 cossin abB   

 cossin2)( 22 abC   

)(cossin2)sincos(2 22

0

2222

0 abyabxD    

)(cossin2)cossin(2 22

0

2222

0 abxabyE    

222

00

22

00

2 )cossin()sincos( bayxayxbF    

H δηαθξίλνπζα 24 CAB  , δηαηεξεί αθξηβώο ηελ ίδηα ηηκή θαη ηηο ίδηεο ηδηόηεηεο, 

άξα ραξαθηεξίδεη ηελ ππεξβνιή.  
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Aλ καο δνζεί ε γεληθή εμίζσζε ηεο ππεξβνιήο (Π.Κ. 19) κπνξνύκε λα βξνύκε ηε 

γσλία κε ηελ νπνία πξέπεη λα ηελ πεξηζηξέςνπκε ώζηε νη άμνλεο ζπκκεηξίαο ηεο λα 

είλαη παξάιιεινη πξνο ηνπο άμνλεο ζπληεηαγκέλσλ. Όλησο, παξαηεξνύκε όηη  

2cos)( 22 abBA   

θαη επίζεο όηη  

2sin)( 22 abC   

νπόηε ηειηθά  

BA

C


2tan .       

Γλώζε ηεο γσλίαο  πξνζθέξεη ακέζσο ηα ba από ηα CBA αλσηέξσ.  

 

 

Π.Κ. 3.2.3 «Πολική» εξίζυζη ηηρ ςπεπβολήρ (Π.Κ. 17) 

 

Ζ (Π.Κ.17) κπνξεί λα γξαθεί ζε κία ελαιιαθηηθή θνκςή κνξθή κε εθκεηάιιεπζε 

ησλ ιεγόκελσλ ππεξβνιηθώλ ηξηγσλνκεηξηθώλ αξηζκώλ, νη  νπνίνη άιισζηε πήξαλ ην 

όλνκά ηνπο από απηήλ. Όλησο, είζηζηαη λα νξίδεηαη ην ππεξβνιηθό ζπλεκίηνλν γηα θάζε 

Rt κέζσ ηεο ζρέζεσο  

2
)cosh(

tt ee
t


  

ελώ ην ππεξβνιηθό εκίηνλν κέζσ ηεο 

2
)sinh(

tt ee
t


 . 

Με επζύγξακκεο πξάμεηο απνδεηθλύνληαη νη θάησζη ζρέζεηο.  

1)(sinh)(cosh 22  tt  

)cosh()sinh(2)2sinh( ttt   

)(sinh)(cosh)2cosh( 22 ttt   

Με ρξήζε ησλ αλσηέξσ ε εμίζσζε ηεο ππεξβνιήο (Π.Κ. 17), πξώηα γηα ην ζεηηθό 

θιάδν  κεηαζρεκαηίδεηαη εάλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ην Rt ηέηνην ώζηε 
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te
b

y

a

x
  

θαη 

te
b

y

a

x   

ή ηζνδπλάκσο  

)cosh(t
a

x
 θαη )sinh(t

b

y
 . 

 

 Άξα νη ηζνδύλακεο κε ηελ (Π.Κ. 17) ελαιιαθηηθέο εμηζώζεηο είλαη νη  

                                                           )cosh(tax                                            (Π.Κ. 23)  

)sinh(tby   

Αλαιόγσο γηα ηνλ αξλεηηθό  θιάδν  ηεο ππεξβνιήο νη εμηζώζεηο γίλνληαη  

 

                                                         )cosh(tax                                            (Π.Κ. 24)  

)sinh(tby   

 

Π.Κ. 3.2.4 Αζύμπηυηερ  ηηρ ςπεπβολήρ 

 

Δάλ ζηελ εμίζσζε ηεο ππεξβνιήο (Π.Κ. 20) δηαηξέζνπκε θαη ηα δύν κέιε κε 

2

0 )( xx  θαη αθήζνπκε ην x λα ηείλεη ζην άπεηξν, ιακβάλνπκε  

                         
















0))((

0))((

00

00

0

0

xxyy
a

b

xxyy
a

b

xx

yy





.                (Π.Κ. 25) 

Ηζνδπλάκσο, θαζώο yx, ε ππεξβνιή θαη ζηνπο δύν θιάδνπο ηεο ηείλεη λα 

ηαπηηζηεί αζπκπησηηθά κε δύν επζείεο πνπ νλνκάδνληαη αζύκπησηεο ηεο ππεξβνιήο.  
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Π.Κ. 3.3 Πεπί Παπαβολήρ 

 

Π.Κ. 3.3.1 Η βαζική ιδιόηηηα ηηρ Παπαβολήρ 

 

Εεηείηαη λα επξεζεί ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ ζεκείσλ ),( yx ηα νπνία 

ηζαπέρνπλ από κηα επζεία  , πνπ νλνκάδεηαη δηεπζεηνύζα θαη από κηα εζηία  . Ο 

γεσκεηξηθόο απηόο ηόπνο νλνκάδεηαη παξαβνιή.  

   

Λύζη 

Φσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο ζεσξνύκε ζα δηεπζεηνύζα ηνλ άμνλα ησλ x  θαη 

ζαλ εζηία έλα ζεκείν επί ηνπ άμνλνο ησλ y έζησ ην ),0( 0y . Τόηε ε απόζηαζε ηνπ 

ηπρόληνο ζεκείνπ ),( yx ηνπ δεηνύκελνπ γεσκεηξηθνύ ηόπνπ από ηε δηεπζεηνύζα 

είλαη πξνθαλώο y , ελώ 
2

0

2 )( yyx  . 

Άξα, ην ηπρόλ ζεκείν ηεο παξαβνιήο  ζα ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε  

                       
22

)( 0

0

2
2

0

22 y

y

x
yyyxy  .                        (Π.Κ. 26) 

 

Π.Κ. 3.3.2 Η γενική εξίζυζη ηηρ παπαβολήρ 

 

Ζ εμίζσζε ηεο παξαβνιήο κε εζηία ηελ ),( 00 yx θαη δηεπζεηνύζα ζην 1yy   κε 

01 yy  είλαη πξνθαλώο ε 

2

0

2

0

2

11

22

0

2

01 )()(2)()( yyxxyyyyyyxxyy        

Ζ εμίζσζε απηή γξάθεηαη επίζεο  

                                                cbxaxy  2
                                  (Π.Κ. 27)  

όπνπ 
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Αλάινγα κε πξνεγνπκέλσο πξνθύπηεη όηη ε γεληθή εμίζσζε ηεο παξαβνιήο κε ηπρνύζα 

εζηία θαη δηεπζεηνύζα κε  ηπρνύζα δηεύζπλζε είλαη ίδηαο κνξθήο κε απηήλ ηεο  

ειιείςεσο θαη ηεο ππεξβνιήο θαη είλαη ε  

                         022  FEYDXCXYBYAX                     (Π.Κ. 28) 

όπνπ  

2cosaA   

2sinaB   

 sincos2aC   

 sincos  bD  

 cossin  bE  

cF   

 

Οη αλσηέξσ εθθξάζεηο ησλ FEDCBA ,,,,,  ιακβάλνληαη εάλ ζηελ εμίζσζε 

(Π.Κ. 27) ηα ),( yx ζηξαθνύλ θαηά  θαη κεηαζρεκαηηζηνύλ ζηα ),( YX .       

H δηαθξίλνπζα 24 CAB  , είλαη πάληα κεδέλ. Ηζρύεη δε πάιη  

                                                
BA

C


2tan                                    (Π.Κ. 29) 

  

Π.Κ. 3.4 Η Έλλειτη η Τπεπβολή και η Παπαβολή είναι ηομέρ οπθού 

κώνος με επίπεδο. 

 

Απόδειξη για ηην ςπεπβολή (μια ειδική πεπίπηυζη)  

Φσξίο θακία βιάβε ηεο γεληθόηεηαο ζεσξνύκε όηη ν άμνλαο ηνπ νξζνύ θώλνπ 

ζπκπίπηεη κε ηνλ άμνλα ησλ z , ζα απνδείμνπκε δε  ηελ (Π.Κ. 17)  αληηθαζηζηώληαο ηε 

κεηαβιεηή x κε ηε κεηαβιεηή z .  

Πξάγκαηη, εάλ  είλαη ε γσλία κηαο γελέηεηξαο ηνπ θώλνπ κε ηνλ άμνλα ησλ z  

ηόηε  νη εμηζώζεηο απηνύ ηνπ νξζνύ θώλνπ ζε ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο είλαη νη  

 cossinrx   

                                              sinsinry                                  (Π.Κ. 30) 

cosrz   
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Δάλ ηκήζνπκε απηό ηνλ θώλν κε έλα επίπεδν παξάιιειν πξνο ηνλ άμνλα ησλ z  , π.ρ. 

ρσξίο θακία βιάβε ηεο γεληθόηεηαο κε ην επίπεδν 1xx  ιακβάλνπκε  




2

2

122

sin
cos

x
r   





 2

2

1

2

2

2

2

2

2

1

2

2
22222

2

2

sinsincossincos
cossin

sin

xyzxz
rrr

y
 

1
2

2

2

2


b

y

a

z
 

             Όπνπ                                 cot, 11 xaxb              ν.ε.δ. 

 

 

Γενική πεπίπηυζη.  

Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο ππεξβνιήο εθθξάδνπκε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ 

θώλνπ κε ηε βνήζεηα ησλ ζθαηξηθώλ ζπληεηαγκέλσλ κέζσ ησλ εμηζώζεσλ (Π.Κ. 30). 

Αθνινύζσο, ρσξίο θακία βιάβε ηεο γεληθόηεηαο,  ζεσξνύκε έλα επίπεδν, έζησ (Δ), 

παξάιιειν πξνο ηνλ άμνλα ησλ x   ην νπνίν  ηέκλεη ην xy  επίπεδν ζηελ επζεία 

0, 00  yyy
 
  . Έζησ επίζεο όηη ην (Δ)  ζρεκαηίδεη κηα δίεδξν γσλία   ,  κε ην xy  

επίπεδν θαη όηη ρσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο     
 

 
. Τόηε γηα ηελ εμίζσζε ηνπ (Δ) 

ζα ηζρύεη ε ζρέζε.  

                                                        tan)( 0yyz                                     (Π.Κ. 31) 

Δλ ζπλερεία δηαιέγνπκε άμνλεο επί ηνπ (Δ), έζησ X θαη Υ. Δπηιέγνπκε ηνλ  X 

άμνλα νύησο ώζηε λα ηαπηίδεηαη κε ηελ ηνκή ηνπ (Δ) κε ην επίπεδν xy , ηνλ δε Y ώζηε 

λα ζπκπίπηεη κε ηελ επζεία 
0yy   . Γηα ηνπο X θαη Y ηζρύεη  

                                           sin
,

z
Yx 

                                   (Π.Κ. 32)        
 

Τα ζεκεία ηνκήο ηνπ (Δ) κε ηνλ θώλν ηθαλνπνηνύλ ηαπηόρξνλα ηηο εμηζώζεηο 

(Π.Κ. 30) θαη (Π.Κ. 32) θαη θαηά ζπλέπεηα ηζρύνπλ νη ζρέζεηο.  





cos

sinY
r 
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sin
cos


r

                  






tansin

tancos
sin 0yr

r


  

  

Υςώλνληαο ζην ηεηξάγσλν ηηο ζρέζεηο απηέο, αζξνίδνληαο θαηά κέιε ηηο δύν 

ηειεπηαίεο θαη εμηζώλνληαο ηα πξνθύπηνληα δεύηεξα κέιε ιακβάλνπκε ηε ζρέζε  

0
sinsin

cos2

sin

1

sin

cos

cos

sin
2

2

0

2

0

2

2

2

2

2

2
2 






































 yy
Y

      (Π.Κ 33) 

 

Πεπίπηυζη παπαβολήρ 

Αλ ην (Δ) είλαη παξάιιειν πξνο ηε γελέηεηξα ηνπ θώλνπ ηόηε ηζρύεη 







 
22  

(ζην yz επίπεδν ηζρύεη γ < 0 ) θαη θαηά ζπλέπεηα ηζρύεη 

 sincoscossin 
  

αιιά ηόηε ν ζπληειεζηήο ηνπ 2Y  ζηε ζρέζε  (Π.Κ. 33) ηζνύηαη κε ην κεδέλ. Σε απηή 

ηελ πεξίπησζε έρνπκε εμίζσζε παξαβνιήο.    ν.ε.δ.  

 

Πεπίπηυζη έλλειτηρ 

Αλ ην επίπεδν  (Δ) δελ είλαη παξάιιειν ζηε γελέηεηξα θαη ηζρύεη 
2

0


   

ηόηε απηό ηέκλεη κόλν ην άλσ ήκηζπ ηνπ θώλνπ. Δπεηδή ην εκίηνλν είλαη γλεζίσο 

αύμνπζα ζπλάξηεζε ζην δηάζηεκα ]
2

,0[


 ηόηε ηζρύεη 1
cos

sin
cossin0

2

2





      

Δληειώο αλάινγα θαη αθνύ  ζην δηάζηεκα ]
2

,0[


 ην ζπλεκίηνλν είλαη γλεζίσο 

θζίλνπζα  ζπλάξηεζε ηζρύεη   sincos1   . Σπλεπώο 1
sin

cos
1

sin

cos
2

2
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Από ηηο δύν ηειεπηαίεο θιαζκαηηθέο αληζόηεηεο πξνθύπηεη γηα ηνλ ζπληειεζηή 

ηνπ 2Y  ζηε ζρέζε (Π.Κ. 33) όηη 0
sin

cos

cos

sin
2

2

2

2









. Παξαηεξνύκε επίζεο όηη ν 

ζπληειεζηήο ηνπ 2X ζηελ ίδηα ζρέζε είλαη πάληα αξλεηηθόο. Άξα ζύκθσλα κε ηε 

γεληθή εμίζσζε ηεο θσληθήο (Π.Κ. 14) θαη επεηδή ε δηαθξίλνπζα AB4  είλαη πάληα 

ζεηηθή , ε ηνκή ηνπ (Δ) κε ην άλσ ήκηζπ ηνπ θώλνπ είλαη έιιεηςε.   ν.ε.δ.  

 

Πεπίπηυζη ςπεπβολήρ 

Αλ ην επίπεδν  (Δ) δελ είλαη παξάιιειν ζηε γελέηεηξα θαη ηζρύεη 

222





   ηόηε απηό ηέκλεη θαη ηα δύν  εκίζεα  ηνπ θώλνπ. Δπεηδή 

ην εκίηνλν είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζπλάξηεζε ζην δηάζηεκα ]
2

,0[


 ηόηε ηζρύεη 

1
cos

sin
1sincos

2

2





      

Δληειώο αλάινγα θαη αθνύ  ζην δηάζηεκα ]
2

,0[


 ην ζπλεκίηνλν είλαη γλεζίσο  

θζίλνπζα  ζπλάξηεζε ηζρύεη  0cossin    . Σπλεπώο 1
sin

cos
1

sin

cos
2

2









   . 

 Από ηηο δύν ηειεπηαίεο θιαζκαηηθέο αληζόηεηεο πξνθύπηεη γηα ηνλ ζπληειεζηή 

ηνπ 2Y  ζηε ζρέζε (Π.Κ. 33) όηη 0
sin

cos

cos

sin
2

2

2

2









. Παξαηεξνύκε επίζεο όηη ν 

ζπληειεζηήο ηνπ 2X ζηελ ίδηα ζρέζε είλαη πάληα αξλεηηθόο. Άξα ζύκθσλα κε ηε 

γεληθή εμίζσζε ηεο θσληθήο (Π.Κ. 14) θαη επεηδή ε δηαθξίλνπζα AB4  είλαη πάληα 

αξλεηηθή , ε ηνκή ηνπ (Δ) κε ηνλ θώλν είλαη ππεξβνιή.   ν.ε.δ.  
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Π..  Θεμελιώδειρ έννοιερ και θευπήμαηα 

ζσεηικά με ζςγκεκπιμένερ ζηαηιζηικέρ καηανομέρ 

και έλεγσο ζηαηιζηικών ςποθέζευν. 

 

Π.. 1 Κανονική καηανομή (Normal Distribution) 

 

Μηα ηπραία κεηαβιεηή Φ ιέγεηαη όηη αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή 

κ θαη δηαζπνξά ζ
2 

, ζπκβνιηθά ),(~ 2 , όηαλ ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο 

πηζαλόηεηαο (ζππ) )(xf  είλαη ηεο κνξθήο   

                                  Rxf

x

e 




 






,
2

2

2

)(

2

1
)(                                (Π.Σ.1) 

 

Ωο γλσζηόλ  γη’ απηή ηε ζπλάξηεζε έρεη απνδεηρζεί όηη   

1)( 




dxxf  

Θα επηβεβαηώζνπκε όηη απηή ε ζππ έρεη πξάγκαηη κέζε ηηκή κ θαη δηαζπνξά ζ
2
. 

Όλησο, γηα θάζε ηπραία κεηαβιεηή Φ κε ζππ  )(xf  ηζρύεη 

κέζε ηηκή Φ =   












dxxfxdxxfxdxxxf )()()()()(  ,    

νπόηε κε ηελ αληηθαηάζηαζε 
22

2 )(

2

)(







 dxx
dz

x
z





  πξνθύπηεη όηη   

0
2

2
)()(2)()(

0

 




dzedxxfxdxxfx z








. 

Άξα ηειηθώο απνδείμακε όηη:   κέζε ηηκή Φ = κ.  

Αλαιόγσο ηζρύεη  
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Γηαζπνξά Φ = dxxfx




 )()( 2 , νπόηε κε ηελ αληηθαηάζηαζε 





x
z , ιακβάλσ  

 

Γηαζπνξά Φ = 

2
2

22

2

2

2
2

2

)20(
2

)(
2

)(
22

222

2

2

















































 























dzeezdzezdzez

zzzz

   

Άξα ηειηθώο απνδείμακε όηη: δηαζπνξά  Φ = 
2  

 

Τςπική κανονική καηανομή 

Δάλ  ε ηπραία κεηαβιεηή Ε  αθνινπζεί  θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή κεδέλ 

θαη δηαζπνξά έλα, δειαδή )1,0(~ Z , ηόηε απηή ιέγεηαη ηππηθή θαλνληθή θαηαλνκή 

(standard normal distribution - snd). Ζ κεγάιε ρξεζηκόηεηα κηα ηέηνηαο θαηαλνκήο 

έγθεηηαη ζην γεγνλόο όηη νη πηζαλόηεηεο αλαθνξηθά κε νπνηαδήπνηε θαλνληθή 

θαηαλνκή, κπνξνύλ λα ππνινγηζηνύλ βάζεη ησλ πηζαλνηήησλ ηεο Ε. Πξάγκαηη έζησ ε 

),(~ 2 . Τόηε ε πηζαλόηεηα )( tXP   κπνξεί λα ππνινγηζηεί κέζσ ηεο Ε σο 

εμήο:  








 











 tX
PtXP )( . Αιιά εάλ ρξεζηκνπνηήζσ  ηνλ ηύπν ηεο θαλνληθήο 

θαηαλνκήο (Π.Σ.1) θαη ηνλ νξηζκό ηεο πηζαλόηεηαο P έρσ:  

                                    .)()(
22

2
)(

2

1
dxedxxftXP

tt x









 




                        (Π.Σ.2)                     

Με ηελ αληηθαηάζηαζε 





x
z ζην ηειεπηαίν νινθιήξσκα ιακβάλνπκε  

                                 )(
2

1
)( 2

2










 





 t
ZPdzetXP

t

z

                           (Π.Σ.3) 

Άξα ε γλώζε ησλ πηζαλνηήησλ ηεο Ε παξέρεη  ακέζσο γλώζε ησλ πηζαλνηήησλ ηεο X 

κέζσ ηνπ αλσηέξνπ ηύπνπ. Γη’ απηό ην ιόγν όινη νη ζηαηηζηηθνί πίλαθεο θαη νη 
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πεξηζζόηεξεο  βάζεηο δεδνκέλσλ ζηνπο ππνινγηζηέο ππνινγίδνπλ θαη ρξεζηκνπνηνύλ 

σο ηπραία κεηαβιεηή αλαθνξάο ηελ Ε.  

 

Π.. 2 Καηανομή x
2 

 

Έζησ κηα ηππηθή θαλνληθή θαηαλνκή, )1,0(~ X  θαη έζησ έλαο πιεζπζκόο,  κία 

ηδηόηεηα/πνζόηεηα Η  ηνπ νπνίνπ αθνινπζεί ηελ Χ. Γεηγκαηνιεπηνύκε ηπραία n άηνκα 

ηνπ πιεζπζκνύ θαη κεηξνύκε ηελ Η γηα θάζε άηνκν νπόηε ιακβάλνπκε n κεηξήζεηο-

πνζόηεηεο ρ1, ρ2,…,ρn . Υπνινγίδνπκε ηελ πνζόηεηα  

                                         22

2

2

1

2

1, ... nn   .                                       (Π.Σ.4) 

  

Γεηγκαηνιεπηνύκε ηπραία κε επαλάζεζε, γηα  δεύηεξε θνξά ην ζπγθεθξηκέλν 

πιεζπζκό, κεηξνύκε πάιη ηελ Η ησλ αηόκσλ ηνπ δείγκαηνο, νπόηε θαη ιακβάλνπκε κηα 

λέα πνζόηεηα 2

2,n . Δπαλαιακβάλνπκε απηή ηε δηαδηθαζία γηα i-νζηή θνξά νπόηε θαη 

ιακβάλνπκε ηελ πνζόηεηα 
2

,in . Αθήλνληαο ην i λα ηείλεη ζην άπεηξν, ιακβάλνπκε κηα 

ζηαηηζηηθή θαηαλνκή ησλ 
2

,in , ε νπνία ζπκβνιίδεηαη 2

nX  θαη νλνκάδεηαη  θαηαλνκή 

 ηεηξάγσλν (chi-square) κε n βαζκνύο ειεπζεξίαο. Γηα λα γξάςνπκε ηε ζπλάξηεζε 

ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο X ηεηξάγσλν, ρξεζηκνπνηνύκε ηε ζπλάξηεζε Γάκα, ε 

νπνία είλαη ε αλαιπηηθή επέθηαζε ηνπ !n θαη δίλεηαη από ηνλ ηύπν  

                                         )0()(
0

1  





 ndxexn xn
                                    (Π.Σ.5) 

Πξάγκαηη όηαλ ην n είλαη αθέξαηνο )!1()(  nn  δηόηη πξνθαλώο 1)1(  ,ελώ 

εύθνια απνδεηθλύεηαη κε νινθιήξσζε θαηά παξάγνληεο όηη )1()1()(  nnn .  

Ζ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο θαηαλνκήο X ηεηξάγσλν κε n βαζκνύο 

ειεπζεξίαο  έρεη σο εμήο: 
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                               (Π.Σ.6) 

 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο νπνίαο παξαηίζεηαη θαησηέξσ γηα δηάθνξα n.     

 

 

Δηθόλα Π.Σ. 1 

Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο (ζππ) κηαο θαηαλνκήο x
2 
γηα δηάθνξνπο βαζκνύο ειεπζεξίαο. Με κπιε ρξώκα 

αλαπαξίζηαηαη ε ζππ κε 10 βαζκνύο ειεπζεξίαο κε θόθθηλν ρξώκα κε 20 βαζκνύο θαη κε πξάζηλν ρξώκα 

κε 30 βαζκνύο     

 

 

Σεκεηώλεηαη όηη ε δεηγκαηηθή δηαζπνξά 2

nS ελόο ηπραίνπ δείγκαηνο n αηόκσλ 

όηαλ  ν πιεζπζκηαθόο κέζνο κ είλαη γλσζηόο  δίλεηαη από ηνλ ηύπν  
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n

i

in x
n

S
1

22 1
                                      (Π.Σ.7) 

 

Δάλ, επηπιένλ, ν πιεζπζκόο απηόο αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή, ηόηε, ε πνζόηεηα  

 
2

11

2

22

2
1











 


n

i

i
n

i

i
n x

x
nS







αθνινπζεί θαηαλνκή X ηεηξάγσλν κε n 

βαζκνύο ειεπζεξίαο δεδνκέλνπ όηη όιεο νη πνζόηεηεο  


ix
 αθνινπζνύλ )1,0( .   

Δάλ  ν πιεζπζκηαθόο κέζνο κ είλαη άγλσζηνο ηόηε ε δεηγκαηηθή δηαζπνξά δίλεηαη 

από ηνλ ηύπν  

                                                          






n

i

in xx
n

S
1

22

1

1
                                   (Π.Σ.8) 

 

Τν )1( n  ζηνλ παξνλνκαζηή εηζάγεηαη αληί ηνπ n γηα λα απνθεύγεηαη ε πόισζε θαηά 

ηε ζηαηηζηηθή επεμεξγαζία ησλ δεηγκάησλ. 

Έζησ ε ηπραία κεηαβιεηή   ε νπνία αθνινπζεί ηελ ),( 2 . Παξαηεξνύκε όηη ε 

πνζόηεηα   
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                      (Π.Σ.9) 

 

είλαη άζξνηζκα ησλ ηεηξαγώλσλ ησλ πνζνηήησλ 


xx
y i

i


 . Δπεηδή, δε, ε 

πιεζπζκηαθή  κέζε ηηκή ηνπ iy είλαη κεδέλ ελώ ε πιεζπζκηαθή δηαζπνξά ηνπ iy ηείλεη 

ζην έλα όηαλ n  πξνθύπηεη όηη  θαη ηα iy  νξηαθά αθνινπζνύλ ηππηθή θαλνληθή 

θαηαλνκή. Ζ 2Y είλαη ηειηθά κηα θαηαλνκή X ηεηξάγσλν, αιιά κε 1n βαζκνύο 

ειεπζεξίαο ιόγσ ηνπ ελόο πεξηνξηζκνύ πνπ εηζάγεη ε εμάξηεζε ηνπ x από ηα ix  . Άξα 

ε δεηγκαηηθή δηαζπνξά ελόο θαλνληθνύ πιεζπζκνύ δηαζπλδέεηαη άκεζα κε ηελ 

θαηαλνκή X ηεηξάγσλν.         

 



260 

 

 

Π.. 3 Καηανομή t ή Student 

 

Έζησ κηα θαλνληθή θαηαλνκή, ),(~ 2X  θαη έζησ έλαο πιεζπζκόο,  κία 

ηδηόηεηα/πνζόηεηα Η   ηνπ νπνίνπ αθνινπζεί ηελ X . Γεηγκαηνιεπηνύκε ηπραία n 

άηνκα ηνπ πιεζπζκνύ θαη κεηξνύκε ηελ Η γηα θάζε άηνκν νπόηε ιακβάλνπκε n 

κεηξήζεηο-πνζόηεηεο ρ1, ρ2,…,ρn . Υπνινγίδνπκε ην δεηγκαηηθό κέζν απηώλ 





n

i

i
n 1

1

1
 , όπνπ ν θάησ δείθηεο ζην 1  ππνδειώλεη όηη απηή είλαη ε πξώηε 

δεηγκαηνιεςία πνπ πξαγκαηνπνηήζακε. Δπαλαιακβάλνπκε γηα δεύηεξε θνξά ηελ 

ηπραία δεηγκαηνιεςία νπόηε θαη ιακβάλνπκε έλα λέν δεηγκαηηθό κέζν 2 . 

Σπλερίδνπκε απηή ηε δηαδηθαζία, νπόηε θαηά ηελ i-νζηή ηπραία δεηγκαηνιεςία 

ιακβάλνπκε ην δεηγκαηηθό κέζν i . Αθήλνληαο ην i λα ηείλεη ζην άπεηξν, ιακβάλνπκε 

κηα θαηαλνκή X ησλ i . Ζ θαηαλνκή απηή πεξηγξάθεηαη κέζσ ηεο πνζόηεηαο  

                                                           

n

Z


 
                                          (Π.Σ.10) 

ε νπνία αθνινπζεί ηππηθή θαλνληθή θαηαλνκή.  

Δάλ ε πιεζπζκηαθή δηαζπνξά   είλαη άγλσζηε ηόηε ε θαηαλνκή ησλ   

πεξηγξάθεηαη από ηελ πνζόηεηα    

                                                          

n
S

t
 

                                              (Π.Σ.11) 

ε νπνία αθνινπζεί θαηαλνκή t ή Student κε n-1 βαζκνύο ειεπζεξίαο.   

Ζ θαηαλνκή Student n βαζκώλ ειεπζεξίαο έρεη ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο 

πηζαλόηεηαο ηελ θάησζη:    
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             (Π.Σ.12) 
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Π.. 4. Έλεγσορ ςποθέζευν ζσεηικών με πληθςζμιακέρ μέζερ 

ηιμέρ 

 

Π..4.1 Τποθέζειρ για ηη μέζη ηιμή ενόρ πληθςζμού από ένα δείγμα ηος 

 

α) Όηαν η πληθςζμιακή διαζποπά είναι γνυζηή  

Έζησ όηη δεηγκαηνιεπηνύκε ηπραία N άηνκα από έλα θαλνληθό πιεζπζκό ηνπ 

νπνίνπ γλσξίδνπκε ηε δηαζπνξά θαη έζησ 



N

i

i
N 1

1
 ε κέζε ηηκή ηνπ δείγκαηνο. 

Γηαηππώλνπκε ηελ ππόζεζε όηη ε θαλνληθή θαηαλνκή από ηελ νπνία 

δεηγκαηνιεπηήζακε έρεη κέζε ηηκή κ.  

Υπάξρεη έλα θξηηήξην γηα λα απνδερζνύκε ή λα απνξξίςνπκε απηή ηελ ππόζεζε ην 

νπνίνλ δηαηππώλεηαη σο εμήο:  

Κπιηήπιο ελέγσος ςπόθεζηρ 1 

Έζησ όηη ζέινπκε λα ειέγμνπκε ηελ νξζόηεηα ηεο ππόζεζεο: 

:0 η μέζη ηιμή ηος πληθςζμού είναι μ 

έλαληη ηεο ελαιιαθηηθήο  

:1  η μέζη ηιμή ηος πληθςζμού δεν  είναι μ 

Γηα ην ζθνπό απηό, ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηεο πνζόηεηαο  









Z  

θαη ηελ ζπγθξίλνπκε κε δύν πξνθαζνξηζκέλεο ζπκκεηξηθέο ηηκέο t θαη t ηνπ πεδίνπ 

νξηζκνύ ηεο ηππηθήο θαλνληθήο θαηαλνκήο. Δάλ ε ηηκή ηνπ Z αλήθεη ζην δηάζηεκα 

),( att ηόηε απνδερόκαζηε ηελ 0 κε έλα βαζκό εκπηζηνζύλεο 



a

a

t

t

dzzfP )( , όπνπ 

)(zf ε ζππ ηεο ηππηθήο θαλνληθήο θαηαλνκήο. Σηελ αληίζεηε πεξίπησζε απνξξίπηνπκε 

ηελ 0 ή ηζνδπλάκσο απνδερόκαζηε ηελ ελαιιαθηηθή ηεο 1 , κε ηνλ ίδην βαζκό 

εκπηζηνζύλεο.   
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Ζ ηδέα πνπ βξίζθεηαη πίζσ από απηό ην θξηηήξην είλαη αξθεηά επζύγξακκε. 

Πξάγκαηη, ε πνζόηεηα   αθνινπζεί ηππηθή θαλνληθή θαηαλνκή ([4.1],[4.2]), εάλ δε 

επηιέμνπκε ηηο ηηκέο att , νύησο ώζηε ν κεγαιύηεξνο όγθνο ηνπ θαλνληθνύ πιεζπζκνύ 

λα βξίζθεηαη ζην κεηαμύ ηνπο δηάζηεκα, ηόηε ζεσξνύκε όηη είλαη εμαηξεηηθά απίζαλν 

λα πάξνπκε έλα δείγκα Ν αηόκσλ από απηό ηνλ πιεζπζκό ην νπνίν λα έρεη κέζε 

δεηγκαηηθή ηηκή   ηέηνηα ώζηε ην Z λα είλαη εθηόο ηνπ δηαζηήκαηνο ),( att . Ζ 

πηζαλόηεηα ην Z λα βξεζεί εθηόο ηνπ δηαζηήκαηνο απηνύ είλαη  

                                                       




at

dzzf )(2                                       (Π.Σ.13) 

όπνπ )(zf είλαη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο ηππηθήο θαλνληθήο 

θαηαλνκήο όπσο απηή νξίζηεθε αλσηέξσ. Δίλαη πξνθαλέο όηη όζν κηθξόηεξν είλαη ην 

a , ηόζν κεγαιύηεξε είλαη ε δύλακε απηνύ ηνπ ηεζη κε ηελ έλλνηα όηη ηόζν 

πεξηζζόηεξν είκαζηε ζίγνπξνη όηη ε 0  δελ ηζρύεη εάλ βξεζνύκε εθηόο ησλ νξίσλ 

att , . Τν a ιέγεηαη ζπλήζσο επίπεδν ζεκαληηθόηεηαο θαη κεξηθέο ηππηθέο ηηκέο ηνπ 

είλαη νη 0.05 , 0.01, 0.001 θαη 0.0001.   

                

β)Όηαν η πληθςζμιακή διαζποπά δεν είναι γνυζηή 

Έζησ όηη δεηγκαηνιεπηνύκε ηπραία N άηνκα από έλα θαλνληθό πιεζπζκό ηνπ 

νπνίνπ δελ γλσξίδνπκε ηε δηαζπνξά θαη έζησ 



N

i

i
N 1

1
 ε κέζε ηηκή ηνπ δείγκαηνο. 

Γηαηππώλνπκε ηελ ππόζεζε όηη ε θαλνληθή θαηαλνκή από ηελ νπνία 

δεηγκαηνιεπηήζακε έρεη κέζε ηηκή κ.  

Υπάξρεη θαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε έλα θξηηήξην γηα λα απνδερζνύκε ή λα 

απνξξίςνπκε απηή ηελ ππόζεζε ην νπνίνλ δηαηππώλεηαη σο εμήο:  

Κπιηήπιο ελέγσος ςπόθεζηρ 2 

Έζησ όηη ζέινπκε λα ειέγμνπκε ηελ νξζόηεηα ηεο ππόζεζεο: 

:0 η μέζη ηιμή ηος πληθςζμού είναι μ 

έλαληη ηεο ελαιιαθηηθήο  

:1  η μέζη ηιμή ηος πληθςζμού δεν  είναι μ 
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Γηα ην ζθνπό απηό, ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηεο πνζόηεηαο  






S
t


 

όπνπ  






N

i

i xx
N

S
1

2

1

1
  ε ηππηθή απόθιηζε ηνπ δείγκαηνο.  

Τελ πνζόηεηα  t  ηε ζπγθξίλνπκε κε δύν πξνθαζνξηζκέλεο ζπκκεηξηθέο ηηκέο t θαη 

t ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο θαηαλνκήο Student κε N-1 βαζκνύο ειεπζεξίαο. Δάλ ε ηηκή 

ηνπ t θείηαη εληόο ηνπ δηαζηήκαηνο ),( att ηόηε απνδερόκαζηε ηελ 0 . Αιιηώο, 

απνξξίπηνπκε ηελ 0 ή ηζνδπλάκσο απνδερόκαζηε ηελ ελαιιαθηηθή ηεο 1 .   

Πάιη, ε ηδέα πνπ βξίζθεηαη πίζσ από απηό ην θξηηήξην είλαη αξθεηά επζύγξακκε. 

Ζ πνζόηεηα t  αθνινπζεί θαηαλνκή Student κε N-1 βαζκνύο ειεπζεξίαο   ([4.1],[4.2]), 

εάλ δε επηιέμνπκε ηηο ηηκέο att , νύησο ώζηε ν κεγαιύηεξνο όγθνο ηνπ πιεζπζκνύ 

Student λα βξίζθεηαη ζην κεηαμύ ηνπο δηάζηεκα, ηόηε ζεσξνύκε όηη είλαη εμαηξεηηθά 

απίζαλν λα πάξνπκε έλα δείγκα Ν αηόκσλ από απηό ηνλ πιεζπζκό ην νπνίν λα έρεη 

κέζε δεηγκαηηθή ηηκή   ηέηνηα ώζηε ην t λα είλαη εθηόο ηνπ δηαζηήκαηνο ),( att . Ζ 

πηζαλόηεηα ην t  λα βξεζεί εθηόο ηνπ δηαζηήκαηνο απηνύ είλαη 




at

dttf )(2  όπνπ 

)(tf είλαη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο θαηαλνκήο Student κε N-1 

βαζκνύο ειεπζεξίαο όπσο απηή νξίζηεθε πξνεγνπκέλσο. Δίλαη πξνθαλέο όηη όζν 

κηθξόηεξν είλαη ην a , ηόζν κεγαιύηεξε είλαη ε δύλακε απηνύ ηνπ ηεζη. Τν a ιέγεηαη 

ζπλήζσο επίπεδν ζεκαληηθόηεηαο όπσο θαη πξνεγνπκέλσο.   

 

 

Π.. 4.2 Τποθέζειρ πος αθοπούν ζηη διαθοπά ηυν μέζυν δύο 

πληθςζμών. 

 

α) Όηαν οι πληθςζμιακέρ διαζποπέρ είναι γνυζηέρ  
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Έζησζαλ δύν θαλνληθνί πιεζπζκνί ),(~ 2

111 NP θαη ),(~ 2

222 NP όπνπ ηα 

21 ,  είλαη άγλσζηα ελώ ηα 21 ,  είλαη γλσζηά.   Γεηγκαηνιεπηνύκε ηπραία από ηνλ 

πιεζπζκό 1P  έλα δείγκα 1N αηόκσλ θαη αλεμάξηεηα, από ηνλ 2P  έλα δείγκα 2N

αηόκσλ. Έζησζαλ 



1

11

1
N

i

i
N

  θαη 



2

12

1
N

i

iy
N

y νη κέζεο ηηκέο ησλ δύν δεηγκάησλ 

αληίζηνηρα. Γηαηππώλνπκε ηελ ππόζεζε όηη νη δύν θαλνληθνί πιεζπζκνί   έρνπλ 

δηαθνξά κέζσλ ηηκώλ κηα γλσζηή πνζόηεηα 21   . Υπάξρεη έλα θξηηήξην γηα 

λα απνδερζνύκε ή λα απνξξίςνπκε ηελ ππόζεζε απηή ην νπνίνλ δηαηππώλεηαη σο εμήο:  

Κπιηήπιο ελέγσος ςπόθεζηρ 3 

Έζησ όηη ζέινπκε λα ειέγμνπκε ηελ νξζόηεηα ηεο ππόζεζεο: 

:0 οι δύο πληθςζμοί έσοςν διαθοπά μέζυν ηιμών    

έλαληη ηεο ελαιιαθηηθήο  

:1 οι δύο πληθςζμοί δεν έσοςν διαθοπά μέζυν ηιμών    

Γηα ην ζθνπό απηό, ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηεο πνζόηεηαο  
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1

21 )()(

NN

y
Z








                                 (Π.Σ.14) 

ε νπνία αθνινπζεί ηππηθή θαλνληθή θαηαλνκή θαη ηε ζπγθξίλνπκε κε δύν 

πξνθαζνξηζκέλεο ζπκκεηξηθέο ηηκέο t θαη t ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ απηήο ηεο 

θαηαλνκήο. Δάλ ε ηηκή ηνπ Z αλήθεη ζην δηάζηεκα ),( att ηόηε απνδερόκαζηε ηελ 

0 . Αιιηώο, απνξξίπηνπκε ηελ 0 ή ηζνδπλάκσο απνδερόκαζηε ηελ ελαιιαθηηθή ηεο 

1 .  

Ζ ζπιινγηζηηθή πάλσ ζηελ νπνία βαζίδεηαη ην θξηηήξην απηό είλαη ε ίδηα κε 

απηήλ πνπ πεξηεγξάθε ζηα θξηηήξηα 1 θαη 2, επεηδή  ε πνζόηεηα Z  αθνινπζεί πάιη 

ηππηθή θαλνληθή θαηαλνκή. Ζ πηζαλόηεηα ην Z λα βξεζεί εθηόο ηνπ δηαζηήκαηνο 

),( att  είλαη πάιη 




at

dttf )(2  όπνπ )(tf είλαη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο 

πηζαλόηεηαο ηεο ηππηθήο θαλνληθήο θαηαλνκήο .  
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β) Όηαν οι πληθςζμιακέρ διαζποπέρ δεν  είναι γνυζηέρ  

Έζησζαλ δύν θαλνληθνί πιεζπζκνί ),(~ 2

111 NP θαη ),(~ 2

222 NP όπνπ 

ηόζν ηα 21 ,  όζν  θαη ηα 21 ,  είλαη άγλσζηα θαη δελ έρνπκε θακία πιεξνθνξία γη’ 

απηά.   Γεηγκαηνιεπηνύκε ηπραία από ηνλ πιεζπζκό 1P  έλα δείγκα 1N αηόκσλ θαη 

αλεμάξηεηα, από ηνλ 2P  έλα δείγκα 2N αηόκσλ. Έζησζαλ 



1

11

1
N

i

i
N

  θαη 





2

12

1
N

i

iy
N

y νη κέζεο ηηκέο ησλ δύν δεηγκάησλ αληίζηνηρα. Γηαηππώλνπκε ηελ 

ππόζεζε όηη νη δύν θαλνληθνί πιεζπζκνί   έρνπλ δηαθνξά κέζσλ ηηκώλ κηα γλσζηή 

πνζόηεηα 21   . Υπάξρεη έλα θξηηήξην γηα λα απνδερζνύκε ή λα απνξξίςνπκε 

ηελ ππόζεζε απηή ην νπνίνλ δηαηππώλεηαη σο εμήο:  

Κπιηήπιο ελέγσος ςπόθεζηρ 4 

Έζησ όηη ζέινπκε λα ειέγμνπκε ηελ νξζόηεηα ηεο ππόζεζεο: 

:0 οι δύο πληθςζμοί έσοςν διαθοπά μέζυν ηιμών    

έλαληη ηεο ελαιιαθηηθήο  

:1 οι δύο πληθςζμοί δεν έσοςν διαθοπά μέζυν ηιμών    

Γηα ην ζθνπό απηό, ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηεο πνζόηεηαο  
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,                                         (Π.Σ.15) 
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είλαη νη  ηππηθέο απνθιίζεηο ησλ δύν δεηγκάησλ. Ζ πνζόηεηα t  αθνινπζεί θαηαλνκή 

Student κε λ βαζκνύο ειεπζεξίαο όπνπ λ είλαη ην αθέξαην κέξνο ηεο πνζόηεηαο  
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                                    (Π.Σ.16) 

 

 

Όηαλ δηαηππώλνπκε ηελ ππόζεζε όηη ε δηαθνξά ησλ δύν πιεζπζκηαθώλ κέζσλ 21    

είλαη γλσζηή, ηόηε ε ηηκή ηεο πνζόηεηαο t ζηελ Π.Σ.15 είλαη γλσζηή. Τελ ηηκή απηή 

ηε  ζπγθξίλνπκε κε δύν πξνθαζνξηζκέλεο ζπκκεηξηθέο ηηκέο t θαη t ηνπ πεδίνπ 

νξηζκνύ ηεο θαηαλνκήο Student κε λ βαζκνύο ειεπζεξίαο θαη εάλ απηή αλήθεη ζην 

δηάζηεκα ),( att ηόηε απνδερόκαζηε ηελ 0 . Αιιηώο, απνξξίπηνπκε ηελ 0 ή 

ηζνδπλάκσο απνδερόκαζηε ηελ ελαιιαθηηθή ηεο 1 .  

Ζ ζπιινγηζηηθή πάλσ ζηελ νπνία βαζίδεηαη ην θξηηήξην απηό είλαη ε ίδηα κε 

απηήλ πνπ πεξηεγξάθε ζην θξηηήξην 2. Ζ πηζαλόηεηα ην t  λα βξεζεί εθηόο ηνπ 

δηαζηήκαηνο ),( att  είλαη πάιη 




at

dttf )(2  όπνπ )(tf είλαη ε ζπλάξηεζε 

ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο θαηαλνκήο Student κε λ βαζκνύο ειεπζεξίαο. Δθ λένπ όζν 

κηθξόηεξε είλαη ε ηηκή ηνπ a , ηόηε εάλ ην t  βξεζεί εθηόο ηνπ δηαζηήκαηνο ),( att , 

ηόζν πεξηζζόηεξν βέβαηνη είκαζηε όηη ηζρύεη ε 1 δειαδή όηη ε 0  απνξξίπηεηαη.     

 

 

Π.. 5 Έλεγσορ ςποθέζευν καηανομήρ  με ηεζη Kolmogorov-Smirnoff 

 

Υπνηεζείζησ όηη κεηξάκε κηα ηδηόηεηα ελόο πιεζπζκνύ θαη ιακβάλνπκε έλα 

ζύλνιν κεηξήζεσλ σο αθνινύζσο: ε κέηξεζε 1 επηβεβαηώζεθε 1 θνξέο ε κέηξεζε 

2  2 θνξέο θαη ε κέηξεζε n  n θνξέο. Φσξίο θακία βιάβε ηεο γεληθόηεηαο 

ππνζέηνπκε όηη ηα n ,..., 21 είλαη δηαηεηαγκέλα. Θέινπκε λα ειέγμνπκε ηελ ππόζεζε 
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όηη νη ηηκέο ηεο ζπγθεθξηκέλεο ηδηόηεηαο απηνύ ηνπ πιεζπζκνύ αθνινπζνύλ κηα 

θαηαλνκή κε γλσζηή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο t  (cumulative function). Γηα ην ζθνπό 

απηό κπνξνύκε λα εθαξκόζνπκε ην ηζρπξό ηεζη πνπ αλαπηύρζεθε από ηνπο 

Kolmogorov-Smirnoff θαη πεξηγξάθεηαη θαησηέξσ. ([4.1],[4.2]).  

Όλησο αο είλαη if νη ζρεηηθέο ζπρλόηεηεο εκθάληζεο ησλ i , δειαδή 

                                                           





n

k

k

i
if

1




                                           (Π.Σ.17) 

Έζησζαλ επίζεο νη αζξνηζηηθέο ζρεηηθέο ζπρλόηεηεο εκθάληζεο iF  όπνπ  

 

                                                  nifF
i

j

ji ,...,2,1
1




                              (Π.Σ.18) 

 

Γηα θάζε ηηκή κέηξεζεο  i  ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηεο  ζεσξεηηθήο ζπλάξηεζεο 

θαηαλνκήο )( i  θαη ελ ζπλερεία ππνινγίδνπκε ηελ αθνινπζία δηαθνξώλ 

                                                    .,...,2,1,)( niF iii                              (Π.Σ.19)   

 Έζησ },...,2,1,sup{0 niD i  . Τόηε απνδέρνκαη ηελ ππόζεζε  

:0 η ιδιόηηηα ηος ζςγκεκπιμένος πληθςζμού έσει ζςνάπηηζη καηανομήρ t   

εάλ ,0 nDD  , όπνπ ,nD είλαη ζηαζεξέο, νη αθξηβείο ηηκέο ησλ νπνίσλ θαζνξίδνληαη 

από ην πιήζνο ηνπ δείγκαηνο 



n

j

jN
1

 θαη από ην επίπεδν ζεκαληηθόηεηαο α.  

 Δάλ ,0 nDD   ηόηε ε 0 απνξξίπηεηαη δειαδή ηζνδπλάκσο γίλεηαη δεθηή ε 

ελαιιαθηηθή ηεο  

:1 η ιδιόηηηα ηος ζςγκεκπιμένος πληθςζμού δεν  έσει ζςνάπηηζη καηανομήρ t   
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Π.Σ.  Μία νέα μέθοδορ καηάημηζηρ 

θυηογπαθιών Απσαίυν  Σοισογπαθιών και 

Επιγπαθών 

 

Σε απηό ην ζεκείν  πεξηγξάθεηαη κηα πξσηόηππε κέζνδνο θαηάηκεζεο εηθόλαο, ε 

νπνία έρεη δεκνζηεπζεί ζηελ εξγαζία [5.1] θαη έρεη παξνπζηαζζεί ζηα πιαίζηα ηεο 

δηδαθηνξηθήο δηαηξηβήο ηνπ Γξ. Μηράιε Έμαξρνπ [5.3]. Απηή ε κέζνδνο θαηάηκεζεο   

θπξίσο ζηνρεύεη ζηελ εμαγσγή όζν ην δπλαηόλ πην μεθάζαξσλ ζπλόξσλ κεηαμύ 

πεξηνρώλ (πεξηγξάκκαηα) όηαλ ζηε θσηνγξαθία ππάξρεη αλνκνηνγελήο εμαζζέληζε 

ρξσκάησλ, αζαθήο πθή, ξσγκέο θαζώο θαη πξόζζεηα εμσγελή πιηθά ζε θάζε 

ηνηρνγξαθία, επηγξαθή   θιπ.  

 

 
Σε απηό ην ζεκείν  πεξηγξάθεηαη κηα πξσηόηππε κέζνδνο θαηάηκεζεο, ε νπνία 

θπξίσο ζηνρεύεη ζηελ εμαγσγή όζν ην δπλαηόλ πην μεθάζαξσλ ζπλόξσλ κεηαμύ 

πεξηνρώλ (πεξηγξάκκαηα) όηαλ ζηε θσηνγξαθία ππάξρεη αλνκνηνγελήο εμαζζέληζε 

ρξσκάησλ, αζαθήο πθή, ξσγκέο θαζώο θαη πξόζζεηα εμσγελή πιηθά ζε θάζε 

ηνηρνγξαθία  θιπ.  

Καη’ αξρήλ νξίδνπκε ηελ έλλνηα ηνπ «ζνξύβνπ ιόγσ θζνξάο» (decay noise), 

έλλνηα ε νπνία πεξηγξάθεη ηελ ηπραία θζνξά ρξώκαηνο θαη πθήο πνπ κε ηνλ θαηξό 

δεκηνπξγήζεθε ζε θάζε κηα εθ ησλ ηνηρνγξαθηώλ πνπ κειεηάκε. Μηα απιή κέζνδνο 

πξνθεηκέλνπ λα ππνινγηζζεί απηή ε θαηαλνκή ζνξύβνπ (decay noise) ιόγσ θζνξάο, 

είλαη ε αθόινπζε: κεηαηξέπνπκε ηελ αξρηθή έγρξσκε εηθόλα ηεο επηγξαθήο καο ζε 

εηθόλα αζπξόκαπξεο θιίκαθαο. Αθνινύζσο ππνινγίδνπκε ηελ έληαζε ηεο θιίζεο 

(αλάδειηα) 

   

             
)1..()()1()()1(),(  jIjIiIiIjiG yxf
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ζε θάζε εηθνλνζηνηρείν ),( ji ηεο εηθόλαο καο. ([5.3]) 

Καηόπηλ ππνινγίδνπκε ηελ κέζε ηηκή GE  θαη ηελ δηαζπνξά GR  ηεο θιίζεο 

),( jiG f  θαη ειέγρνπκε ηνλ αξηζκό ησλ  pixels GN  πνπ θείληαη ζην δηάζηεκα 

 GGGG RERE  , . Αλ ν αξηζκόο GN  είλαη κηθξόηεξνο από έλα ζεκαληηθό πνζνζηό 

GP  ( 8.0GP  γηα ηε ζπγθεθξηκέλε εθαξκνγή) ηνπ ζπλνιηθνύ αξηζκνύ ησλ pixels ηεο 

εηθόλαο καο, N , ηόηε ζεσξνύκε όηη ππάξρεη κηα ζεκαληηθή παξνπζία ζνξύβνπ ιόγσ 

θζνξάο, νπόηε πξέπεη λα εθαξκνζζεί κηα εηδηθή δηαδηθαζία πξνθεηκέλνπ λα 

εμνκαιπλζεί ην ρξώκα ζηελ εθάζηνηε ηνηρνγξαθία πνπ επεμεξγαδόκαζηε. Ζ 

δηαδηθαζία απηή έρεη σο εμήο. Μεηαζέηνπκε κηα κάζθα δηαζηάζεσλ 9x9 pixels ζε όιε 

ηελ έγρξσκε ηνηρνγξαθία καο , έηζη ώζηε θάζε θνξά έλα pixel ηεο ηνηρνγξαθίαο καο λα 

είλαη ην θέληξν απηήο ηεο κάζθαο. Δλ ζπλερεία απνδίδνπκε ηελ κέζε ηηκή ηνπ 

θόθθηλνπ, ηνπ πξάζηλνπ θαη ηνπ κπιε ρξώκαηνο όισλ ησλ pixels ηεο κάζθαο καο ζην 

θεληξηθό pixel. Καη’ απηόλ ηνλ ηξόπν επηηπγράλνπκε ηελ ρξσκαηηθή εμνκάιπλζε κηαο 

εηθόλαο. Δάλ ν GN  είλαη κεγαιύηεξνο ή ίζνο ηνπ NPG *  ηόηε αγλννύκε ηελ 

πξναλαθεξζείζα δηαδηθαζία εμνκάιπλζεο. 

Δλ ζπλερεία, νξίδνπκε έλα θαηάιιειν πνιπδηάζηαην έγρξσκν ηζηόγξακκα θαη 

εμάγνπκε ην κέγηζην απηνύ ζύκθσλα κε ηελ παξαθάησ δηαδηθαζία: 

Υπνινγίδνπκε ηελ ειάρηζηε θαη κέγηζηε ηηκή θάζε ρξσκαηηθήο ζπληζηώζαο R, G, 

B γηα όια ηα pixels ηεο εηθόλαο ηεο ηνηρνγξαθίαο καο, έζησζαλ, 

MmMmMm BBGGRR ,,,,,  

θαη δηαηξνύκε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα  Mm RR , ,  Mm GG , ,  Mm BB ,  ζε p  

ππνδηαζηήκαηα BGRXpiSi
X ,,,,...,2,1,   κήθνπο   pXXl mMX  . 

Θεσξνύκε ην θαξηεζηαλό γηλόκελν όισλ απηώλ ησλ κνλνδηάζηαησλ δηαζηεκάησλ θαη 

θαη’ απηόλ ηνλ ηξόπν ιακβάλνπκε κηα ηξηζδηάζηαηε δηακέξηζε ηνπ παξαιιειεπηπέδνπ 

     MmMmMm BBGGRR ,,,  . Δλ ζπλερεία, ηαμηλνκνύκε όια ηα pixels ηεο εηθόλαο 

καο κέζα ζ’ απηά ηα ηξηζδηάζηαηα δηαζηήκαηα κε έλαλ επζύγξακκν ηξόπν: έζησ έλα 

pixel ρξώκαηνο BGR ,, , ηόηε ην pixel απηό ηαμηλνκείηαη ζην ηξηζδηάζηαην δηάζηεκα 
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kjiI ,,  αλ θαη κόλνλ αλ 
k
B

j
G

i
R SBSGSR  . Παξαηεξήζεθε όηη, ε ηηκή 

32p , έδσζε πνιύ θαιά απνηειέζκαηα γηα ηηο ηνηρνγξαθίεο θαη ηηο επηγξαθέο.  

Αθνινύζσο, κεηξάκε ηνλ αξηζκό ησλ pixels kjiM ,,  πνπ αλήθνπλ ζε θάζε θπςέιε 

kjiI ,,  θαη εληνπίδνπκε ην ηνπηθό κέγηζην ηνπ pkjiM kji ,...,2,1,,,,,   πνπ 

αληηζηνηρεί, όκσο, ζ’ έλα αξηζκό  pixels κεγαιύηεξν από έλα ζπγθεθξηκέλν θαηώθιη 

MTH . Γηα ηελ ζπγθεθξηκέλε εθαξκνγή θαη γηα ηελ επηιεγείζα αλάιπζε ηεο εηθόλαο 

ζέζακε 100MTH . Γηα θάζε ηέηνην ηνπηθό κέγηζην, έζησ ην ),,( cba  ζεσξνύκε ηελ 

«επεθηεηακέλε» θπςέιε 

 

                                    

kji

c

ck

b

bj

a

ai

kjiC IE ,,

1

1

1

1

1

1

),,( 












 .                          (Π.Τ.2) 

 

Θεσξνύκε όηη ην ζύλνιν ησλ pixels πνπ αλήθνπλ ζε απηή ηελ «επεθηεηακέλε» 

θπςέιε είλαη κηα πξώηε πξνζέγγηζε κηαο πεξηνρήο ηεο εηθόλαο. Παξαηεξήζακε όηη 

κέζσ απηήο ηεο δηαδηθαζίαο κπνξνύκε λα ιάβνπκε κηα θιάζε πεξηνρώλ ),,( kjiCE  πνπ 

πηζαλώο αιιεινεπηθαιύπηνληαη, πιελ όκσο δελ θαιύπηνπλ νιόθιεξε ηελ έγρξσκε 

εηθόλα. 

Αθνινύζσο, θάλνπκε ηελ εύινγε παξαδνρή όηη, ζε κηα κνλνρξσκαηηθή πεξηνρή, 

νη ρξσκαηηθέο δηαβαζκίζεηο κπνξνύλ λα ζεσξεζνύλ ηπραίεο κεηαβιεηέο πνπ 

αθνινπζνύλ κηα θαλνληθή θαηαλνκή. Βαζηδόκελνη ζ’ απηήλ ηελ ππόζεζε, κπνξνύκε λα 

επεθηείλνπκε  ηηο πεξηνρέο ηηο νπνίεο ζεσξήζακε πξνεγνύκελα κέζσ ηεο παξαθάησ 

δηαδηθαζίαο: 

 Υπνινγίδνπκε ηελ κέζε ηηκή X  θαη ηελ δηαζπνξά BGRXX ,,,   ησλ 

ηξηώλ ρξσκαηηθώλ ζπληεηαγκέλσλ BGR ,,  ζε θάζε ζύλνιν pixels ),,( kjiCE  πνπ έρεη 

νξηζζεί πξνεγνπκέλσο. 

 Αθνύ ην θαζνξηζηηθά κεγαιύηεξν κέξνο ηνπ πιεζπζκνύ κηαο θαλνληθήο 

θαηαλνκήο θείηαη ζην ηξηζδηάζηαην δηάζηεκα  
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     BBBBGGGGRRRRJ  12.3,12.312.3,12.312.3,12.3 
  

(ζρέζε Π.Τ.3) 

 

ηόηε κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε όηη αλ πεξηζζόηεξα pixels από απηά πνπ αλήθνπλ ζην 

),,( kjiCE  αλήθνπλ ζηελ ελ ιόγσ πεξηνρή, ηα ελ ιόγσ pixels έρνπλ ρξσκαηηθέο 

ζπληεηαγκέλεο ζε έλα αληίζηνηρν δηάζηεκα ),,( kjiJ . 

 Με απηό ηνλ ηξόπν, επεθηείλακε ηελ πεξηνρή ),,( kjiCE , ζε κηα επξύηεξε, ε 

νπνία πεξηιακβάλεη όια ηα pixels πνπ έρνπλ ρξσκαηηθέο ζπληεηαγκέλεο ζην δηάζηεκα 

),,( kjiJ . 

Ζ αλσηέξσ δηαδηθαζία γελλά κηα θιάζε επξύηεξσλ πεξηνρώλ ),,( kjiJ , νη νπνίεο έρνπλ  

αθόκα κεγαιύηεξε πηζαλόηεηα αιιεινθάιπςεο. 

 

Λαμβάνονηαρ μια μη επικαλςπηόμενη καηάημηζη εικόναρ 

Ο ηειηθόο ζηόρνο είλαη λα ηαμηλνκήζνπκε θάζε pixel ηεο εηθόλαο καο ζε κία θαη 

κόλε πεξηνρή. Πξνθεηκέλνπ λα ην πεηύρνπκε απηό, νξίδνπκε αξρηθά κηα απόζηαζε d  

ελόο pixel P  , κε ρξσκαηηθέο ζπληεηαγκέλεο PPP BGR ,, , από κηα ηπραία πεξηνρή U  

κε κέζεο ηηκέο ησλ ρξσκαηηθώλ ζπληεηαγκέλσλ BGR ,,  ησλ pixels, X , BGRX ,,  

κέζσ ηεο ζρέζεο: 

                      PBPGPRup BGRd  ,                         (Π.Τ.4) 

Τώξα, αλ έλα pixel ηαμηλνκείηαη ζε πεξηζζόηεξεο από κηα πεξηνρέο, έζησζαλ απηέο 

nUUU ,...,, 21  κέζσ ηεο παξαπάλσ δηαδηθαζίαο, ηόηε θαηαηάζζνπκε ην pixel απηό 

ζηελ πεξηνρή από ηελ νπνία έρεη ηελ κηθξόηεξε απόζηαζε, π.ρ. 

     kUP
nj

UP UPdd
jk




,
,...,1

, min . Με ηελ ίδηα κέζνδν, απνδίδνπκε ζε κηα 

νξηζκέλε πεξηνρή όια ηα pixels πνπ δελ έρνπλ ηαμηλνκεζεί ζε θάπνηα πεξηνρή θαηά ηελ 

δηάξθεηα ηεο δηαδηθαζίαο ηεο αξρηθήο εμαγσγήο ησλ ρξσκαηηθώλ πεξηνρώλ.  
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 Τειηθά, ζε θάζε pixel ηεο εηθόλαο ηεο ηνηρνγξαθίαο  απνδίδνπκε έλα ρξσκαηηθό 

πεξηερόκελν ίζν κε ηηο κέζεο ηηκέο X , BGRX ,,  ηεο πεξηνρήο ζηελ νπνία αλήθεη 

ην pixel. Με ηνλ ηξόπν απηό, επηηπγράλνπκε κηα «πξώηε πξνζέγγηζε νκνγελνπνίεζεο» 

ηεο εηθόλαο. 

Μείυζη θοπύβος λόγυ θθοπάρ και βεληίυζη πεπιγπαμμάηυν 

Αθνύ ρσξίζνπκε ηελ εηθόλα ηεο επηγξαθήο καο θαη ιάβνπκε ηελ 

«νκνγελνπνηεκέλε» εηθόλα, ρξεζηκνπνηνύκε ηε δηαδηθαζία πνπ πεξηγξάθεηαη 

παξαθάησ πξνθεηκέλνπ λα κεηώζνπκε ηνλ ζόξπβν ιόγσ θζνξάο. 

Μηα κάζθα δηαζηάζεσλ nm , όπνπ m θαη n πεξηηηνί, νιηζζαίλεη ζε όιε ηελ 

εηθόλα καο έρνληαο θάζε θνξά σο θέληξν έλα pixel P απηήο. Σε θάζε ζέζε ηεο κάζθαο 

κεηξάκε ηνλ αξηζκό ησλ pixels ηεο πεξηκέηξνπ απηήο, ηα νπνία αλήθνπλ ζε θάζε κηα εθ 

ησλ πεξηνρώλ πνπ νξίζακε πξνεγνπκέλσο. Έζησ MU  ε πεξηνρή κε ηνλ κεγαιύηεξν 

αξηζκό pixels πεξηκέηξνπ θαη έζησ MN απηόο ν αξηζκόο. Αλ ν MN  είλαη κεγαιύηεξνο 

από έλα πνζνζηό, έζησ nm, , ηνπ αξηζκνύ ησλ πεξηκεηξηθώλ pixels ηεο κάζθαο, ηόηε 

όια ηα pixels απηήο απνδίδνληαη ζηελ πεξηνρή MU . Ζ πξνεγνύκελε δηαδηθαζία 

επαλαιακβάλεηαη ζπλερώο, έσο όηνπ δελ ρξεηάδεηαη λα γίλεη απόδνζε ελόο pixel ζε 

θάπνηα πεξηνρή. 

Αθνινύζσο, θάζε κηα εθ ησλ δηαζηάζεσλ ηεο κάζθαο κεηώλεηαη θαηά δύν θαη ε 

όιε δηαδηθαζία επαλαιακβάλεηαη κέρξηο όηνπ   m = n = 3.  

Ζ παξαπάλσ δηαδηθαζία εμαθαλίδεη ηνλ ζόξπβν ιόγσ θζνξάο ζε θάζε πεξηνρή κε 

επηηπρία. Μνιαηαύηα, θάπνην πνζό ζνξύβνπ ιόγσ θζνξάο παξακέλεη αθόκα ζηα 

ζύλνξα ησλ  πεξηνρώλ. Πξνθεηκέλνπ λα κεηώζνπκε θαη απηό ην ζόξπβν ιόγσ θζνξάο 

εθαξκόδνπκε ηελ παξαθάησ δηαδηθαζία: 

Μηα κάζθα δηαζηάζεσλ nm , όπνπ m θαη n πεξηηηνί, νιηζζαίλεη ζε όιε ηελ 

εηθόλα καο έρνληαο θάζε θνξά σο θέληξν έλα pixel P απηήο. Σε θάζε ζέζε ηεο κάζθαο 

κεηξάκε ησλ αξηζκό ησλ pixels απηήο ηα νπνία αλήθνπλ ζε θάζε θαζνξηζκέλε πεξηνρή 

μερσξηζηά, θαη έζησ maxU  θαη minU  νη πεξηνρέο κε ην κεγαιύηεξν θαη ην κηθξόηεξν 
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αξηζκό pixels αληίζηνηρα, έζησζαλ απηνί νη αξηζκνί maxN  θαη minN .  Καηόπηλ 

ειέγρνπκε αλ ηθαλνπνηνύληαη νη παξαθάησ ζπλζήθεο: 

1. Τν θέληξν ηεο κάζθαο λα αλήθεη ζηελ πεξηνρή minU . 

2. Τν minN λα είλαη κηθξόηεξν από έλα πνζνζηό, έζησ  ),min( nm  ηνπ 

αξηζκνύ ησλ pixels ηεο κάζθαο. 

3. Τν maxN  λα είλαη κεγαιύηεξν από έλα πνζνζηό, έζησ ),max( nm  ηνπ 

αξηζκνύ ησλ pixels ηεο κάζθαο. 

Αλ ηθαλνπνηνύληαη νη ζπλζήθεο απηέο , ηόηε θαηαρσξνύκε ην θεληξηθό pixel ηεο 

κάζθαο ζηελ πεξηνρή maxU . Ζ πξναλαθεξζείζα δηαδηθαζία επαλαιακβάλεηαη ζπλερώο 

κέρξηο όηνπ δελ ππάξρεη πιένλ pixel  πξνο θαηαρώξεζε. 

 Αθνινύζσο, θάζε κηα εθ ησλ δηαζηάζεσλ ηεο κάζθαο κεηώλεηαη θαηά δύν θαη ε 

όιε δηαδηθαζία επαλαιακβάλεηαη κέρξηο όηνπ  m = n= 3.  

Σεκεηώλνπκε πσο ππάξρεη κηα πνιύ ζηελή ζρέζε κεηαμύ ηνπ βαζκνύ ηνπ 

ζνξύβνπ ιόγσ θζνξάο, πνπ έρεη ππνζηεί θαζεκηά από ηηο επηγξαθέο ή ηηο ηνηρνγξαθίεο 

πνπ κειεηνύκε θαη ησλ θαηάιιεισλ ηηκώλ ησλ θαησθιίσλ nm, , ),min( nm θαη 

),max( nm . 

Καη’ απηόλ ηνλ ηξόπν ιακβάλνπκε ηελ «ηειηθώο νκνγελνπνηεκέλε» εηθόλα. Αλ 

ζέινπκε λα πάξνπκε κηα αθόκα πην νκνγελνπνηεκέλε θαηάηκεζε κπνξνύκε λα 

επαλαιάβνπκε ηε δηαδηθαζία εμνκάιπλζεο ε νπνία αλαθέξεηαη παξαπάλσ , ζε θαζεκία 

από ηηο ιεθζείζεο πεξηνρέο μερσξηζηά, όπνπ όκσο ρξεζηκνπνηείηαη ην αξρηθό 

πεξηερόκελν ηνπ ρξώκαηνο  πνπ είραλ ηα pixel ηεο πεξηνρήο πνπ εμεηάδνπκε. Τν 

απνηέιεζκα απηήο ηεο δηαδηθαζίαο ππνβάιιεηαη εθ λένπ ζηελ πξναλαθεξζείζα 

δηαδηθαζία θαηάηκεζεο.  

Ζ δηαδηθαζία απηή  ζηηο αξραίεο επηγξαθέο επηζπκνύκε λα καο δώζεη κηα δίηηκε 

(binary) εηθόλα. Απηό ην πεηπραίλνπκε σο εμήο: Καη αξρήλ κεηαηξέπνπκε ηελ εηθόλα 

θάζε γξάκκαηνο ζε εηθόλα δηαβάζκηζεο ηνπ γθξη θαη ύζηεξα εθαξκόδνπκε ηελ 

πξνεγνύκελε πξνζέγγηζε ζε κνλνδηάζηαηε δηακέξηζε. Με ηελ νινθιήξσζε ηεο 

εθαξκνγήο ζηελ εηθόλα ηνπ γξάκκαηνο έρνπλ απνκείλεη δύν κόλν πεξηνρέο 
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απνρξώζεσλ ηνπ γθξη. Όια ηα εηθνλνζηνηρεία πνπ έρνπλ εληαρζεί ζηελ  πεξηνρή κε ηε 

ρακειόηεξε ηηκή απόρξσζεο ηνπ γθξη ζεσξείηαη όηη αλήθνπλ ζην ζώκα ηνπ γξάκκαηνο 

θαη απνδίδεηαη ζε απηά ε ηηκή κεδέλ. Αληηζέησο ζε όια ηα ππόινηπα απνδίδεηαη ε ηηκή 

έλα ή ε ηηκή 255 αλάινγα κε ην αξηζκεηηθό ζύζηεκα πνπ εθάζηνηε ρξεζηκνπνηνύκε.  

Σρεηηθά απνηειέζκαηα ηεο δηαδηθαζίαο θαίλνληαη ζηηο εηθόλεο 2.7 έσο 2.11 ηνπ 

δεύηεξνπ κέξνπο ηεο εξγαζίαο.             

 

Π.Γ.  Πεπί  αςηόμαηηρ γπαθολογίαρ.   

Αναθοπά ζε επγαζίερ πεπί γπαθολογίαρ ζε 

διεθνή επεςνηηικά πεπιοδικά. 

 

Τα ηειεπηαία ρξόληα ην πξόβιεκα ηεο  απηόκαηεο αλαγλώξηζεο γξαθέα 

αληηκεησπίδεηαη από πνιινύο εξεπλεηέο ζε δηεζλέο επίπεδν. Αθνινύζσο  

παξνπζηάδνληαη ηα βαζηθά ζεκεία θάπνησλ εξγαζηώλ δεκνζηεπκέλσλ ζε δηεζλή 

πεξηνδηθά   πνπ πξαγκαηεύνληαη ην ζπγθεθξηκέλν ζέκα: ζηελ εξγαζία [2.1] (E.N. Zois 

and V. Anastassopoulos, 2000) πξνηείλεηαη κηα κέζνδνο πνπ θάλεη ρξήζε κίαο κόλν 

ιέμεο γηα ηελ αλαγλώξηζε ηνπ γξαθέα. Τα δεδνκέλα γηα ηνλ έιεγρν ηεο κεζόδνπ 

πξνήιζαλ από 50 γξαθείο πνπ έδσζαλ γξαπηά κία ιέμε (ηε ιέμε «ραξαθηεξηζηηθό»), 

ηόζν ζηα ειιεληθά όζν θαη ζηα αγγιηθά γηα λα θαλεί ε γισζζηθή αλεμαξηεζία ηεο 

κεζόδνπ. Ζ θάζε ιέμε ζεσξήζεθε ζαλ εηθόλα κε 256 επίπεδα γθξίδνπ. Γηα ηελ 

πξνεξγαζία ησλ εηθόλσλ ρξεζηκνπνηήζεθαλ δύν αιγόξηζκνη: πξώηνλ ρξεζηκνπνηήζεθε 

θαησθιηνπνίεζε εηθόλαο (image thresholding) θαη δεύηεξνλ ιέπηπλζε θακππιώλ 

(curve thinning). Ζ θαησθιηνπνίεζε γίλεηαη κε ρξήζε ηζηνγξάκκαηνο γηα ην 

δηαρσξηζκό γθξίδσλ θαη ιεπθώλ pixels (κε ηηκή θαησθιίνπ κεηαμύ 170 θαη 180). Ζ 

δηαδηθαζία ιέπηπλζεο παξάγεη ίρλε γξαθήο κε πιάηνο κόλν έλα pixel. Ζ ιέπηπλζε 

γίλεηαη κε ρξήζε κνξθνινγηθώλ ηειεζηώλ. Μεηά ηελ πξνεπεμεξγαζία, ε εμαγσγή ησλ 

ραξαθηεξηζηηθώλ γίλεηαη κεηαζρεκαηίδνληαο κνξθνινγηθά ηηο ζπλαξηήζεηο πξνβνιήο 

ησλ πξνεπεμεξγαζκέλσλ εηθόλσλ. Ζ πξνβνιή απηή γίλεηαη αληηζηνηρίδνληαο ηε 



275 

 

δηδηάζηαηε εηθόλα ζε κνλνδηάζηαηε ζπλάξηεζε, ε νπνία κεηξάεη ηνλ αξηζκό ησλ pixels 

ζε θάζεηεο ζηήιεο ηεο εηθόλαο. 

Σηελ εξγαζία [2.2]  (H. Said, T. Tan, and K. Baker, 2000), ν αιγόξηζκνο πνπ 

πξνηείλεηαη δελ εμαξηάηαη από ην θείκελν. Βαζίδεηαη, όκσο, ζηε ζεώξεζε όηη ν 

γξαθηθόο ραξαθηήξαο θάζε ζπγγξαθέα έρεη μερσξηζηή πθή. Σπγθεθξηκέλα, ηα θείκελα 

ςεθηνπνηνύληαη θαη ζεσξνύληαη δπαδηθέο εηθόλεο. Ο αιγόξηζκνο ρξεζηκνπνηεί 

αλάιπζε πθήο ζε ςεθηαθέο εηθόλεο γηα ηελ αλαγλώξηζε ηνπ γξαθέα. Ζ κέζνδνο 

ζπκπεξηιακβάλεη  ηξία  βαζηθά ζηάδηα: α) ηελ θαλνληθνπνίεζε ησλ δεηγκάησλ, β) ηελ 

εμαγσγή ησλ ραξαθηεξηζηηθώλ θαη γ) ηελ αλαγλώξηζε.   

Ζ θαλνληθνπνίεζε αθνξά ζηελ θαηά ην δπλαηόλ εμάιεηςε ηεο ηπραηόηεηαο ζηηο 

απνζηάζεηο κεηαμύ γξακκώλ θαη ιέμεσλ. Απηή δε πξαγκαηνπνηείηαη κε ρξήζε ηεο 

κεζόδνπ Horizontal Projection Profile (HPP). Τειηθά, επηιέγνληαη ηπραία blocks ηεο 

θαλνληθνπνηεκέλεο εηθόλαο ζηα νπνία γίλεηαη αλάιπζε πθήο      

 Γηα ηελ εμαγσγή ησλ ραξαθηεξηζηηθώλ ρξεζηκνπνηνύληαη δύν θαζηεξσκέλεο 

κέζνδνη αλάιπζεο πθήο, ε ηερληθή πνιύ-θαλαιηθνύ θηιηξαξίζκαηνο Gabor θαη ε grey-

scale co-occurrence matrix. Ζ αλαγλώξηζε ηνπ γξαθέα γίλεηαη ηειηθά κε ηε βνήζεηα 

δύν ηαμηλνκεηώλ απνζηάζεσλ, ηνπ ηαμηλνκεηή weighted Euclidean distance θαη ηνπ 

ηαμηλνκεηή θνληηλόηεξνπ γείηνλα.  

Σηελ εξγαζία [2.3]  (Cha S.-H., Srihari S.N., 2000) αληηκεησπίδεηαη ην πξόβιεκα 

ηεο επηθύξσζεο γξαθέα  κε ηε βνήζεηα ηνπ κνληέινπ δηρνηόκεζεο, ζύκθσλα κε ην 

νπνίν ην πξόβιεκα ρσξίδεηαη ζε δύν πηζαλέο θιάζεηο ηαμηλόκεζεο από έλα πνιύ 

κεγαιύηεξν ζύλνιν. Ζ  πξνζπάζεηα ζρεηηθά κε έλα έγγξαθν άγλσζηνπ γξαθέα  

εζηηάδεη ζην εξώηεκα εάλ ν γξαθέαο ηνπ θεηκέλνπ αλήθεη ή όρη ζε θάζε κία από ηηο 

δηαζέζηκεο θιάζεηο. Γηα λα γίλεη απηό αιγνξηζκηθά πξέπεη λα ζπγθξηζεί ε απόζηαζε 

κεηαμύ θάζε  εγγξάθνπ αλαθνξάο θαη ηνπ αγλώζηνπ εγγξάθνπ. Σηελ ελ ιόγσ εξγαζία 

επηιέγεηαη έλα ζύλνιν ραξαθηεξηζηηθώλ πνπ εμάγνληαη από ην έγγξαθν θαη 

ζρεκαηίδεηαη έηζη έλα δηάλπζκα ηηκώλ. Γηα ηελ επηθύξσζε ηνπ γξαθέα ελόο  εγγξάθνπ 

ιακβάλεηαη ππ’ όςηλ  ε ζπλνιηθή απόζηαζε ησλ δηαλπζκάησλ ραξαθηεξηζηηθώλ ηνπ 

αγλώζηνπ εγγξάθνπ από ηα αληίζηνηρα δηαλύζκαηα ηνπ εγγξάθνπ αλαθνξάο.    

Σηελ εξγαζία [2.4] (Zhu Y., Tan T. & Wang Y., 2000)  νη ζπγγξαθείο  ζεσξνύλ 

όηη νη εηθόλεο ηνπ θεηκέλνπ πεξηέρνπλ εηδηθά ραξαθηεξηζηηθά πθήο. Βαζηθό θνκκάηη 
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ηεο κεζόδνπ είλαη ε εθαξκνγή ηνπ δηδηάζηαηνπ  Gabor θίιηξνπ γηα ηελ εμαγσγή ησλ 

ραξαθηεξηζηηθώλ πθήο. Ζ ηαμηλόκεζε ησλ δεηγκάησλ γίλεηαη κε ηαμηλνκεηή 

ζηαζκηζκέλεο επθιείδεηαο απόζηαζεο (weighted Euclidean distance).   

 Μηα κέζνδνο δηαρσξηζκνύ γξαθέσλ πνπ έρεη λα θάλεη κε ηα γξαθήκαηά ηνπο 

θαη όρη κε νιόθιεξν ην θείκελν παξνπζηάδεηαη ζηηο εξγαζίεο [2.5] (Bensefia A., 

Nosary A., Paquet T. & Heutte L., 2002), [2.11] ( A. Bensefia, T. Paquet and L. 

Heutte, 2005a) θαη [2.12] (Bensefia A., Paquet T. & Heutte L. 2005b) . Τα 

γξαθήκαηα  είλαη ζηνηρεηώδε ζρέδηα γξαπηνύ θεηκέλνπ πνπ παξάγνληαη από 

αιγνξίζκνπο θαηάηκεζεο. Ζ έλσζε δύν ή ηξηώλ ζπλερόκελσλ γξαθεκάησλ «παξάγεη»  

δίγξακκα ή ηξίγξακκα γξαθήκαηα αληίζηνηρα. Σύκθσλα κε ηνπο ζπγγξαθείο  ηα 

αλαιινίσηα ραξαθηεξηζηηθά θάζε γξαθέα έρνπλ λα θάλνπλ κε ηνλ ηδηαίηεξν ηξόπν 

ζρεδηαζκνύ ησλ αλσηέξσ γξαθεκάησλ από ηνλ θαζέλα εμ απηώλ. Ζ κέζνδνο πνπ 

πξνηείλεηαη αλαθηά κε αιγόξηζκν θαηάηκεζεο όια ηα γξαθήκαηα θάζε γξαθέα θαη ηα 

νκαδνπνηεί κε αθνινπζηαθό αιγόξηζκν νκαδνπνίεζεο θαη ρξήζε κέηξνπ νκνηόηεηαο 

ζπζρέηηζεο, γηα ζύγθξηζε. Μεηά από πνιιέο επαλαιήςεηο, γηα απαινηθή ηεο επίδξαζεο 

ηεο αθνινπζηαθόηεηαο ζηελ νκαδνπνίεζε, πξνθύπηνπλ θάπνηεο νκάδεο αλαιινίσησλ 

ραξαθηεξηζηηθώλ ησλ  γξαθέσλ. Γηα ηελ αλαγλώξηζε ηνπ γξαθέα ελόο θεηκέλνπ, 

γίλεηαη ε ππόζεζε όηη ε δηαθνξνπνίεζε ησλ γξαθεκάησλ κεηαμύ δηαθνξεηηθώλ 

γξαθέσλ είλαη πην έληνλε από ηε δηαθνξνπνίεζε ησλ γξαθεκάησλ ηνπ ίδηνπ γξαθέα. 

Τν κεηνλέθηεκα ηεο κεζόδνπ είλαη όηη απαηηεί εθηεηακέλν θείκελν από θάζε γξαθέα 

γηα λα εμαρζνύλ αμηόπηζηα ηα αλαιινίσηα ραξαθηεξηζηηθά.    

Δηδηθά ζηελ εξγαζία [2.12] κε βάζε πξνεγνύκελεο κειέηεο, πνπ πξνηείλνπλ όηη 

ηα γξαθήκαηα κπνξνύλ λα ραξαθηεξίζνπλ θάζε γξαπηό, ε εξεπλεηέο επεθηείλνπλ απηή 

ηελ ηδέα ρξεζηκνπνηώληαο ηα γξαθήκαηα γηα λα ραξαθηεξίζνπλ κία νιόθιεξε βάζε 

ρεηξνγξάθσλ, θη όρη έλα απνκνλσκέλν θείκελν θάζε θνξά. Ζ εμαγσγή ησλ 

ραξαθηεξηζηηθώλ γίλεηαη κε αιγόξηζκν νκαδνπνίεζεο, ώζηε ηα γξαθήκαηα πνπ 

παξάγνληαη από θάζε ρεηξόγξαθν λα πξνζαξκόδνληαη επαλαιεπηηθά ζηα ζπλνιηθά 

γξαθήκαηα από νιόθιεξε ηε βάζε. Σηε ζπλέρεηα, νη ζπγγξαθείο αληηκεησπίδνπλ  ην 

πξόβιεκα κε ρξήζε ηεο Information Retrival Theory (Θεσξεία Αλάθηεζεο 

Πιεξνθνξίαο).  



277 

 

Μία πξνζπάζεηα αλαγλώξηζεο γξαθέα πνπ ζηεξίδεηαη ζηνπο ραξαθηήξεο ηνπ 

θεηκέλνπ γίλεηαη ζηελ εξγαζία [2.6] (B. Zhang, S. N. Srihari, S. Lee, 2003). Σηε κειέηε 

απηή ζηελ θαηαηκεκέλε εηθόλα εληνπίδνληαη νη ραξαθηήξεο θαη γηα ηελ αλαγλώξηζε 

εθαξκόδεηαη αλαδήηεζε θ-θνληηλόηεξνπ-γείηνλα ζε δύν ζηάδηα θαη αθνινύζσο 

ρξεζηκνπνηείηαη έλα ηερλεηό λεπξσληθό δίθηπν. Σε απηή ηελ εξγαζία  δηαθαίλεηαη όηη 

ηα ραξαθηεξηζηηθά ησλ αξηζκεηηθώλ ςεθίσλ, όληαο παξόκνηα κεηαμύ ηνπο αλά 

γξαθέα, δελ πξνζθέξνληαη γηα αλαγλώξηζε. Αλ ζπλδπαζηνύλ ηα δέθα αξηζκεηηθά 

ςεθία κε ηνπο δέθα πξώηνπο αγγιηθνύο ραξαθηήξεο από a έσο j ε δπλαηόηεηα 

αλαγλώξηζεο παξνπζηάδεη ζεκαληηθή βειηίσζε δίλνληαο πνζνζηό θνληά ζην 94%. 

Όινη καδί νη ραξαθηήξεο (26 κηθξά γξάκκαηα, 26 θεθαιαία θαη 10 αξηζκνί) νδεγνύλ ζε 

αθξίβεηα θνληά ζην 97%. Παξόκνηα ζπκπεξάζκαηα θάλεθε λα ηζρύνπλ γεληθά θαη γηα 

ην πξόβιεκα ηεο επηθύξσζεο.  

Σηηο εξγαζίεο [2.7] (Schomaker L. & Bulacu M. 2004a) θαη [2.8] Schomaker L., 

Bulacu M. & Franke K. 2004b) θαη’ αξρήλ πξνηείλεηαη ν ρσξηζκόο ησλ ηρλώλ ησλ 

γξακκάησλ θαη ιέμεσλ ζε ζηνηρεηώδε ζπζηαηηθά, ρσξίο αιινίσζε ηεο πιεξνθνξίαο 

πνπ απηά κεηαθέξνπλ. Ο ρσξηζκόο  γίλεηαη κε επξεζηηθό ηξόπν πάλσ ζην πεξίγξακκα 

c ησλ ζπλεθηηθώλ ζπζηαηηθώλ (connected-components), δειαδή ησλ ζπλερόκελσλ 

ηρλώλ γξαθήο. Τν πεξίγξακκα απηό εμάγεηαη από ηνλ αιγόξηζκν ηνπ Moore. Τν 

απνηέιεζκα ηεο δηακέξηζεο/ηνπ ρσξηζκνύ είλαη πνιιά κηθξόηεξα δηαθξηηά ζπζηαηηθά  

ηα νπνία νη ζπγγξαθείο νλνκάδνπλ fraglets. Σε θάζε έλα από απηά εθαξκόδεηαη πάιη ε 

κέζνδνο ηνπ Moore θαη ηειηθά παξάγεηαη έλα δηάλπζκα ζηαζεξήο δηάζηαζεο πνπ 

παίξλεη ηελ νλνκαζία Fragmented Connected-Component Contour (FCO3). Σηε 

ζπλέρεηα, ηα FCO3s από όιεο ηηο ζειίδεο θεηκέλνπ ηνπ ζπλόινπ δεδνκέλσλ δόζεθαλ 

σο είζνδνο ζε έλα Self-Organizing Feature Map θαη πξαγκαηνπνηήζεθε εθπαίδεπζε 

ώζηε ηειηθά ην δίθηπν λα έρεη ελζσκαηώζεη  ηα απαξαίηεηα πξόηππα γηα ηελ 

αλαγλώξηζε ηνπ γξαθέα. Γηα λα θηάζεη ε κέζνδνο λα δώζεη απνηέιεζκα γηα ηελ 

αλαγλώξηζε ελόο γξαθέα πξέπεη  λα εμαρζεί ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο 

παξαγσγήο από ην γξαθέα ησλ πξνηύπσλ πνπ έρνπλ ελζσκαησζεί ζην δίθηπν. Απηό 

βαζίδεηαη ζηελ ππόζεζε όηη ν θάζε γξαθέαο ζεσξείηαη ζηνραζηηθόο παξαγσγέαο ελόο 

ππνζπλόινπ ησλ βαζηθώλ πξνηύπσλ. Ζ ζύγθξηζε ησλ ραξαθηεξηζηηθώλ από ηα 

θείκελα ησλ ζπγγξαθέσλ έγηλε κε βάζε ηελ απόζηαζε Hamming.  
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Σηηο εξγαζίεο [2.9] (Schlapbach A. & Bunke H. 2004) θαη [2.10] (A. Schlapbach, 

H. Bunke, 2007) αληηκεησπίδεηαη ην πξόβιεκα ηεο αλαγλώξηζεο γξαθέα κε ηε βνήζεηα 

ησλ Hidden Markov Models (HMMs). Γηα θάζε πηζαλό γξαθέα δεκηνπξγείηαη θαη 

εθπαηδεύεηαη έλα μερσξηζηό HMM. Απηό έρεη ζαλ απνηέιεζκα ηε δεκηνπξγία ελόο 

αξηζκνύ πξνηύπσλ αλαγλώξηζεο θαζέλα εθ ησλ νπνίσλ αληηζηνηρεί ζε έλα 

ζπγθεθξηκέλν γξαθέα. Τόζν θαηά ηε δηαδηθαζία αλαγλώξηζεο όζν θαη θαηά ηε 

δηαδηθαζία ηεο επαιήζεπζεο ησλ απνηειεζκάησλ, κηα γξακκή ε νπνία πξνέξρεηαη από 

έλαλ άγλσζην γξαθέα είλαη  είζνδνο  ζε θάζε HMM. Σηελ έμνδν επηζηξέθεηαη κηα  

ηηκή ηεο πηζαλνθάλεηαο ε ζπγθεθξηκέλε γξακκή λα αλήθεη ζηνλ αληίζηνηρν γξαθέα ζε 

ινγαξηζκηθή θιίκαθα. Ζ  ζπλνιηθή πηζαλνθάλεηα ρξεζηκνπνηείηαη ηόζν γηα 

αλαγλώξηζε όζν θαη γηα επηβεβαίσζε ηαπηόηεηαο. Σε πξώηε θάζε ην ελ ιόγσ ζύζηεκα 

ειέγρζεθε επί ηε βάζεη 2200 γξακκώλ πνπ πξνήξρνλην από 50 δηαθνξεηηθνύο γξαθείο. 

Σηελ εξγαζία [2.13] (M. Bulacu, L. Schomaker, 2007) νη ζπγγξαθείο πξνηείλνπλ 

κηα κέζνδν αλαγλώξηζεο γξαθέα γξαπηνύ θεηκέλνπ ε νπνία βαζίδεηαη α) ζηελ αλάιπζε 

ηεο πθήο θαη β) ζηε κνξθή ησλ ραξαθηήξσλ. Όζνλ αθνξά ζηελ πθή νη ζπγγξαθείο 

πξνηείλνπλ, από θνηλνύ ζπλαξηήζεηο ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο (Σ.Π.Π.) πνπ αθνξνύλ 

ζηελ θαηεύζπλζε θαη θακππιόηεηα ησλ ραξαθηήξσλ ηνπ θεηκέλνπ. Απηέο νη Σ.Π.Π. 

ραξαθηεξίδνπλ θάζε γξαθέα άξα ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηελ πηζαλή ηαπηνπνίεζε 

απηώλ. Αλάινγα, όζνλ αθνξά ζηε κνξθή ησλ ραξαθηήξσλ, ζηελ ελ ιόγσ εξγαζία 

πξνηείλεηαη θάζε γξαθέαο λα ζεσξείηαη «έλαο ζηνραζηηθόο γελλήηνξαο  

ραξαθηεξηζηηθώλ», σο θαη όηη ε Σ.Π.Π. ηεο θαηαλνκήο απηώλ ηνλ ραξαθηεξίδεη. Έλαο 

ζπλδπαζκόο ησλ δύν πξνζεγγίζεσλ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ απηόκαηε ηαπηνπνίεζε 

γξαθέα.                       
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Π.Π.  Πεπί πποζαπμογήρ καμπςλών  

(Curve fitting)   

Αναθοπά ζε επγαζίερ πποζαπμογήρ καμπςλών ζε 

διεθνή επεςνηηικά πεπιοδικά 

 

Σηε δηεζλή βηβιηνγξαθία ππάξρνπλ αξθεηέο δεκνζηεύζεηο πνπ αθνξνύλ ζηελ 

βέιηηζηε πξνζαξκνγή δηδηάζηαησλ θακππιώλ. Οη πξνο πξνζαξκνγή θακπύιεο ζε 

κεξηθέο δεκνζηεύζεηο δίδνληαη κε ηελ πεπιεγκέλε ηνπο κνξθή 0),( yxf , ελώ ζε 

άιιεο κε ηελ αλαιπηηθή δηαλπζκαηηθή ηνπο παξάζηαζε jtyitxtr


)()()(  .   

Πην ζπγθεθξηκέλα ζηηο  δεκνζηεύζεηο [3.1]  σο  [3.5] ε βέιηηζηε πξνζαξκνγή 

κίαο θακπύιεο ζε πεπιεγκέλε κνξθή ζε έλα ζύλνιν δεδνκέλσλ, επηρεηξείηαη κέζσ 

ειαρηζηνπνίεζεο θαηάιιεια επηιεγκέλσλ απνζηάζεσλ. Οη ζρεηηθέο  δηαδηθαζίεο 

ζεσξνύλ ηελ εθάζηνηε θακπύιε ζαλ έλα ζηεξεό ζώκα , ην νπνίν πεξηζηξέθεηαη θαη 

κεηαηνπίδεηαη παξάιιεια, ελώ ηαπηόρξνλα επηηξέπεηαη ειεπζεξία ζηηο παξακέηξνπο 

ηεο πεπιεγκέλεο κνξθήο ηεο θακπύιεο. Δηδηθόηεξα ζηελ εξγαζία [3.4] ε πξνζαξκνγή 

κηαο πξνηύπνπ θακπύιεο ζε δεδνκέλα γίλεηαη κε ηέηνην ηξόπν ώζηε ε δηαδηθαζία 

πξνζαξκνγήο λα παξακέλεη αλαιινίσηε ζε αθθηληθνύο κεηαζρεκαηηζκνύο.     Ζ 

βέιηηζηε ζέζε πξνζαξκνγήο εληνπίδεηαη από ηελ απαίηεζε ε κεηαζρεκαηηζκέλε 

θακπύιε λα έρεη ηελ ειάρηζηε ηεηξαγσληθή απόζηαζε από ηα δεδνκέλα.  

Άιιεο εξγαζίεο ([3.6]-[3.9]) πξνζεγγίδνπλ ηα δεδνκέλα κε ηκεκαηηθώο νκαιέο 

γλσζηέο θακπύιεο πνπ θαη ζηελ πεξίπησζε απηή  πεξηγξάθνληαη είηε κε πεπιεγκέλε 

είηε κε άκεζε παξακεηξηθή κνξθή. Ζ πξνζέγγηζε γίλεηαη πάιη κε ειαρηζηνπνίεζε 

θαηάιιεισλ απνζηάζεσλ, νη δε ηκεκαηηθώο νκαιέο θακπύιεο είλαη άιινηε θσληθέο , 

άιινηε πξώηα πνιπώλπκα ή αιγεβξηθέο θακπύιεο θιπ.    

Έλα άιιν ζύλνιν δεκνζηεύζεσλ ρξεζηκνπνηεί ζηαηηζηηθέο κεζόδνπο, όπσο π.ρ. νη  

Bayesian θαη νη κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο, γηα ηε βέιηηζηε πξνζαξκνγή πξνηύπνπ 

θακπύιεο ζε ζνξπβώδε δεδνκέλα ή ζπλδπαζκό  κεηξηθώλ απνζηάζεσλ θαη 

ζηαηηζηηθήο. ([3.5]  θαη [3.10])   
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