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Πρόλογος 

 

 
Το κείµενο αυτό είναι αποκύηµα πολλών παραγόντων, που είτε προϋπήρχαν είτε προέκυψαν 
κατά τη διάρκεια της διατριβής. Ένας πρωταρχικός ήταν και είναι το ενδιαφέρον για τη 
Φυσική και την Επιστήµη γενικότερα. Έστω και αν το θέµα δεν ανήκει σε αυτό που 
ονοµάζουµε «θεωρητική Φυσική», νοµίζω ότι όποιος ρωτάει όχι µόνο το «πώς», αλλά κυρίως 
το «γιατί», κάνει Φυσική, είτε η έρευνα αφορά τα µικρά είτε τα µεγάλα του κόσµου αυτού. 
Το ερώτηµα «πώς», το οποίο επίσης τίθεται εδώ, συνδέεται µε το τρόπο λειτουργίας και 
περισσότερο µε τη µηχανική των πραγµάτων, και βέβαια είναι και αυτό ενδιαφέρον. Εξάλλου 
η Μη-Γραµµική Οπτική είναι ένας τοµέας µε έντονη επιστηµονική και τεχνολογική 
δραστηριότατα, πεδίο συνάντησης για ιδέες και µεθόδους προερχόµενες από τη Φυσική 
Πλάσµατος, τη Κυµατική, τη ∆υναµική, το Χάος. Είναι επίσης, για µένα, και η πόρτα για το 
γενικότερο πεδίο των µη-γραµµικών φαινοµένων, ένα πεδίο όπου συναντά κανείς 
«πλάσµατα» όπως παράξενους ελκυστές, σολιτόνια, χαοτικές πεταλούδες, όπου η 
συντοµότερη οδός δεν είναι «ευθεία γραµµή», και η µελέτη του µας φέρνει λίγο πιο κοντά 
στη κατανόηση της Φύσης. Εκτός αυτών, η Μη-Γραµµική Οπτική ασχολείται µε τη µελέτη 
και τη σχεδίαση της επόµενης γενιάς τηλεπικοινωνιακών συστηµάτων και οπτικών 
συσκευών, που µέλλουν να αντικαταστήσουν τις παρούσες ηλεκτρονικές. Οι µακροχρόνιες 
προοπτικές της είναι επίσης ένας από τους κινητήριους παράγοντες της εργασίας. 
Οι υπόλοιποι παράγοντες που συνετέλεσαν στην εργασία και τη συγγραφή της είναι µάλλον 
πολλοί και πολύπλοκοι για να απαριθµηθούν. Αποτελούν ουσιαστικά όλο το πλέγµα των 
σχέσεων και αλληλεπιδράσεων µου κατά τη διάρκεια της διατριβής, είτε άµεσα, είτε έµµεσα 
σχετιζόµενες µε αυτή. Στις πρώτες συγκαταλέγονται αυτές µε τους συναδέλφους µου στο 
Εργαστήριο Πλάσµατος Ηλεκτρονικής ∆έσµης και Μη-Γραµµικής Οπτικής και άλλα µέλη 
της επιστηµονικής κοινότητας, εν ζωή ή αποθανόντα, τα οποία αποτέλεσαν πηγή έµπνευσης 
πότε µέσω προσωπική επαφής και πότε µέσω της εργασίας τους. Στις τελευταίες 
περιλαµβάνονται άλλες σχέσεις που επιδρούν ποικιλοτρόπως, φιλοσοφικές ανησυχίες που 
µπορεί κανείς να έχει και βέβαια ο χρόνος που µπορεί να διαθέσει. Όπως και να έχει, η 
ολοκλήρωση (κατά το δυνατό) µιας τόσο µακροχρόνιας εργασίας είναι µια διαδικασία «µη 
γραµµική». 
Ίσως ο Πρόλογος µοιάζει ήδη πολύ σοβαρός και προϊδεάζει για κάποια εξαιρετικά 
πρωτότυπη επιστηµονική εργασία. Η παρούσα διατριβή δεν διεκδικεί τέτοια διάσταση. 
Πιστεύω ότι εδώ και πολλά χρόνια οι διδακτορικές διατριβές, πολύ σπάνια έχουν την 
επίδραση στην εξέλιξη της επιστήµης και της τεχνολογίας που µπορεί να είχαν κάποιες από 
τις συνολικά µακράν λιγότερες που εκδίδονταν ετησίως µέχρι τα µέσα του 20ου αιώνα. Θέλω 
παρόλα αυτά να πιστεύω ότι αυτή η διατριβή προσθέτει ένα ακόµα λίθο στην έρευνα της 
σύγχρονης Οπτικής και των Μη-Γραµµικών φαινοµένων. Όµως η εκπόνηση µιας τέτοιας 
εργασίας προσφέρει στον ίδιο το συντελεστή της περισσότερα από ένα πράγµατα. Τον βοηθά 
να εντρυφήσει στην επιστηµονική µέθοδο, να χρησιµοποιήσει δηλαδή τα ορθολογικά 
εργαλεία έρευνας και κριτικής. Η γνώση τους είναι χρήσιµη όχι µόνο στην ενασχόληση µε 
την επιστηµονική έρευνα, αλλά αποτελεί και οδηγό για πολλές (όχι όλες) καταστάσεις που 
ανακύπτουν στη ζωή µας. Επίσης δίνει τη δυνατότητα χρησιµοποιώντας αυτά τα εργαλεία, να 
οργανώσει κανείς και να ολοκληρώσει κάτι µακροπρόθεσµο που καταλήγει και σε κάτι 
(σχετικά) νέο. Όπως είπε και κάποιος, «η έρευνα είναι σα µια βόλτα στους αγριότοπους», 
µετά από αυτό είσαι πιο δυνατός. Κάτι ακόµα που µου έγινε κατανοητό είναι ότι η εκπόνηση 
µιας επιστηµονικής έρευνας είναι κάτι που χρειάζεται, περισσότερο ίσως από οτιδήποτε 
άλλο, υποµονή και επιµονή. Αυτό το κατάλαβα τα δύο τελευταία χρόνια της διατριβής, όπου 



   

έπρεπε να έχω περίσσια από τις αυτές τις αρετές, κάτι που δεν είναι και το δυνατό σηµείο του 
υποφαινοµένου. 
Θέλω να πιστεύω ότι τα µαθήµατα αυτά δε θα ξεχαστούν. 
Η διατριβή εκπονήθηκε στο Εργαστήριο Πλάσµατος, Ηλεκτρονικής ∆έσµης και Μη 
Γραµµικής Οπτικής του τοµέα Ηλεκτροµαγνητικών Εφαρµογών, Ηλεκτροοπτικής και 
Ηλεκτρονικών Υλικών της Σχολής Η.Μ.Μ.Υ. του Ε.Μ.Π. 
 

Νίκος Μοσχονάς 
Μάιος 2012 

 
 

 



 i 

Περιεχόµενα 

 
Εκτενής Περίληψη iii 
Extensive Summary vi 
 
1. Περί σολιτονίων, µη γραµµικών παλµών και αλληλεπιδράσεων αυτών γενικά ..........1 

1.1. Σολιτόνια και Μη Γραµµικά κύµατα ...........................................................................2 
1.1.1. ∆ιανυσµατικά σολιτόνια....................................................................................5 
1.1.2. Σολιτονικές αλληλεπιδράσεις............................................................................5 

1.2. Μη γραµµική οπτική, φυσική και τεχνολογία..............................................................8 
1.3. NLS ............................................................................................................................11 

1.3.1. Μη γραµµική απόκριση και χωρικά σολιτόνια ...............................................12 
1.3.2. Χρονικά σολιτόνια...........................................................................................15 
1.3.3. ∆ιατηρήσιµες ποσότητες και συµµετρίες ........................................................18 

1.4. Φαινόµενα ..................................................................................................................20 
1.4.1. Γραµµικά .........................................................................................................20 
1.4.2. Μη-Γραµµικά ..................................................................................................25 

1.5. Μέθοδοι ......................................................................................................................34 
1.5.1. Αναλυτικές ......................................................................................................34 
1.5.2. Αριθµητικές µέθοδοι και προγράµµατα ..........................................................35 

1.6. Σύνοψη της εργασίας..................................................................................................36 
 

2. ∆ύο προβλήµατα αλληλεπίδρασης µέσω ετεροδιαµόρφωσης φάσης 
παρουσία περιοδικά µεταβαλλόµενης διασποράς.........................................................39 
2.1. ∆ιαχείριση ∆ιασποράς και Σολιτόνια.........................................................................40 
2.2. Συζευγµένες NLS .......................................................................................................43 

2.2.1. ∆ιπλοθάστικότητα ...........................................................................................43 
2.2.2. Αλληλεπίδραση παλµών σε WDM και ∆ιαχείρηση διασποράς ......................46 

2.3. Μεταβολική µέθοδος (Variational method) και στοιχεία δυναµικής ανάλυσης ........49 
2.3.1. Μεταβολική µέθοδος .......................................................................................49 
2.3.2. Στοιχεία δυναµικής ανάλυσης-Τοµές Poincaré...............................................51 

2.4. Εφαρµογή DM σε διπλοθλαστικά υλικά ....................................................................54 
2.4.1. W1 και W2 ίσα (Γκαουσιανό ansatz) ...............................................................57 
2.4.2. W1 και W2 άνισα (Γκαουσιανό ansatz) ...........................................................87 
2.4.3. sech ansatz, W1=W2.........................................................................................91 
2.4.4. Μερικά συµπεράσµατα..................................................................................103 

2.5. Εφαρµογή DM σε WDM..........................................................................................104 
2.5.1. DM-soliton (σολιτόνιο διαχείρισης διασποράς)............................................104 
2.5.2. Αλληλεπίδραση σολιτονίων διαχείρισης διασποράς.....................................111 

2.6. Συµπεράσµατα..........................................................................................................114 
 

3. Αλληλεπίδραση στενών χρονικών παλµών..................................................................117 

3.1. Φαινόµενα ανώτερης τάξης......................................................................................118 
3.2. Άµεση Μέθοδος ∆ιαταραχών της NLS....................................................................123 
3.3. Εφαρµογή της Άµεσης Μεθόδου στην NLS ανώτερης τάξης .................................124 

3.3.1. Φορµαλισµός του προβλήµατος ....................................................................125 
3.3.2. Αποτελέσµατα ...............................................................................................131 

3.4. Συµπεράσµατα..........................................................................................................139 
 



 ii 

4. Αυθόρµητη γένεση παλµών Τύπου Χ .......................................................................... 141 
4.1. Γενικά περί αυτό-εστίασης κυµατικής κατάρρευσης (Wave collapse) ................... 142 

4.1.1. Θεώρηµα Virial............................................................................................. 146 
4.1.2. Μοντέλο κατάρρευσης οπτικής δέσµης σε 

επίπεδο κυµατοδηγό-κρίσιµη ισχύς .............................................................. 148 
4.2. Χωροχρονική διαµορφωτική αστάθεια (modulational instability-MI) ................... 149 
4.3. Κύµατα τύπου Χ (X waves)..................................................................................... 151 
4.4. Μελέτη γένεσης κυµάτων «Τύπου-Χ» µε τη χρήση CW ........................................ 153 

4.4.1. Μια «ενεργειακή» µελέτη ............................................................................. 155 
4.4.2. Αριθµητική διερεύνηση ................................................................................ 158 

4.5. Συµπεράσµατα ......................................................................................................... 167 
 

5. Σύµφωνη αλληλεπίδραση δισδιάστατων παλµών παρουσία 
επίπεδου κύµατος και χωροχρονική µετάθεση........................................................... 169 
5.1. Γενικά περί αλληλεπίδρασης χωροχρονικών παλµών και ακτίνων......................... 170 
5.2. Αλληλεπίδραση χωροχρονικών κυµατοπακέτων παρουσία CW............................. 173 

5.2.1. Μελέτη δηµιουργίας «αµαλγάµατος»........................................................... 173 
5.2.2. Αριθµητική διερεύνηση ................................................................................ 178 

5.3. Συµπεράσµατα ......................................................................................................... 190 
 

6. Συµπεράσµατα και Προοπτικές................................................................................... 191 
6.1. Συµπεράσµατα ......................................................................................................... 192 
6.2. Προτεινόµενες επεκτάσεις ....................................................................................... 194 

 
APPENDIX A Κώδικες 197 

APPENDIX B Ολοκληρώµατα 219 

APPENDIX C Μέθοδοι Ανάλυσης που εξετάστηκαν αλλά δεν ακολουθήθηκαν 221 

APPENDIX D Αρκτικόλεξα 223 

 
∆ηµοσιεύσεις σχετικές µε τη διατριβή 224 

Βιβλιογραφία-Αναφορές 225 

Συνοπτικό Βιογραφικό Σηµείωµα 235 



 iii

Εκτενής Περίληψη 
 
Η παρούσα διδακτορική διατριβή αποτελείται από τη παρουσίαση της εργασίας µας πάνω σε 
τέσσερα προβλήµατα Μη-Γραµµικής Οπτικής, µε τα οποία ασχοληθήκαµε στο εργαστήριο 
Πλάσµατος, Ηλεκτρονικής ∆έσµης και Μη-Γραµµικής Οπτικής. Ο κοινός παρονοµαστής 
αυτών των προβληµάτων είναι οι αλληλεπιδράσεις φωτεινών παλµών παρουσία 
µη-γραµµικότητας, όταν δηλαδή η απόκριση του µέσου εξαρτάται από τον ίδιο τον παλµό. Οι 
εν λόγω παλµοί (ή ακτίνες) µε τους οποίους ασχολούµαστε µπορεί να είναι σολιτονικοί ή και 
όχι, αλλά σε κάθε περίπτωση το ενδεδειγµένο µοντέλο περιγραφής τους είναι η µη-γραµµική 
εξίσωση του Schrödinger (NLS). Η µελέτη που ακολουθούµε είναι, ανάλογα µε το πρόβληµα, 
πότε αναλυτική (ή για να το πούµε πιο σωστά, ηµί-αναλυτική) και πότε αριθµητική. 

Οι αλληλεπιδράσεις των παλµών, που λόγω των φαινοµένων που εµπλέκονται συχνά 
ονοµάζονται «µη-γραµµικοί», µπορούν να είναι σύµφωνες ή ασύµφωνες, να εξαρτώνται 
δηλαδή από τη σχετική τους φάση ή και όχι. Ανάλογα µε το είδος της αλληλεπίδρασης 
αλλάζει η απόκριση του µέσου, οπότε τα φαινόµενα που κυριαρχούν, και βέβαια πρέπει να 
µοντελοποιηθούν, είναι κάθε φορά διαφορετικά. Μία άλλη διαφοροποίηση, σχετική τόσο µε 
τη Φυσική όσο και µε τη µεθοδολογία, είναι η διαστάσεις του προβλήµατος. Για παράδειγµα, 
οι παλµοί που οδεύουν σε µονότροπη οπτική ίνα είναι µονοδιάστατες οντότητες, διότι, καθώς 
είναι εγκλωβισµένοι στις χωρικές διατάσεις, το µόνο που υπόκειται σε δυναµική εξέλιξη και 
επίδραση µη-γραµµικότητας σε τυχαίο σηµείο της γραµµής διάδοσης είναι το χρονικό τους 
εύρος. Ένας τέτοιος παλµός, µε κατάλληλη ισχύ, µπορεί σχετικά εύκολα να δηµιουργήσει ένα 
σολιτόνιο που θα οδεύει αδιατάρακτο. Ένας παλµός µε συγκεκριµένο χρονικό εύρος που 
στέλνεται σε επίπεδο κυµατοδηγό αποτελεί πρόβληµα δύο διατάσεων, ενώ, όταν οδεύει σε 
ελεύθερο µέσο, τριών. 

Για να µπορέσουµε να συµπεριλάβουµε αυτά τα θέµατα γράψαµε µια σχετικά εκτενή 
εισαγωγή, η οποία βρίσκεται στο 1ο Κεφάλαιο. Εκεί, εκτός από µερικά ιστορικά στοιχεία για 
την έρευνα πάνω στα µη-γραµµικά κύµατα γενικά, αλλά και για τις αναπαραστάσεις τους 
στην Οπτική, δίνονται σύντοµες εξηγήσεις για τους όρους σολιτόνιο και τις σύµφωνες ή 
ασύµφωνες αλληλεπιδράσεις των παλµών. Ακόµα, αναφέρονται τα κύρια εµπλεκόµενα 
φαινόµενα και σκιαγραφούνται κάποιες συνήθεις µέθοδοι προσέγγισης του προβλήµατος της 
εξέλιξης των παλµών, µερικές από τις οποίες χρησιµοποιήσαµε στη µελέτη µας. Επίσης 
γίνεται σύντοµη αναφορά στο µαθηµατικό υπόβαθρο των µοντέλων, την NLS και κάποιες 
διατηρήσιµες ποσότητες που χρειάζονται στην ανάλυση. 

Στα Κεφάλαια 2 και 3, καταγράφεται η µελέτη δύο µονοδιάστατων προβληµάτων. Και 
στις δύο περιπτώσεις, µελετάται η ασύµφωνη αλληλεπίδραση σολιτονικών παλµών και το 
µοντέλο που χρησιµοποιείται είναι δύο εξισώσεις NLS συζευγµένες, κατά κύριο λόγο µέσω 
του όρου της ετεροδιαµόρφωσης φάσης. Επίσης, και στα δύο προβλήµατα χρησιµοποιούµε 
διαταρακτικές µεθόδους προσέγγισης. Συγκεκριµένα, στο Κεφάλαιο 2 ασχολούµαστε µε την 
επίδραση κάποιας περιοδικής µεταβολής της διασποράς στην αλληλεπίδραση των παλµών. 
Κατ’ αρχάς µελετάµε την επίδραση της περιοδικής µεταβολής µικρού πλάτους, αλλά για 
διάφορες συχνότητες, στη σύζευξη των κάθετα πολωµένων ρυθµών σολιτονικού παλµού που 
διαδίδεται σε ίνα µε ισχυρή διπλοθλαστικότητα. Χρησιµοποιούµε τη Μεταβολική Μέθοδο 
για να εκπέσουµε από το πρόβληµα δύο συζευγµένων PDEs σε σύστηµα ODEs µε 
µεταβλητές τα χαρακτηριστικά των ρυθµών του παλµού. Μέσω δυναµικής ανάλυσης του 
συστήµατος βρίσκουµε τις χαρακτηριστικές του συχνότητες, οι οποίες µας οδηγούν στη 
διερεύνησή µας. Για να έχουµε µια γενική εικόνα του συστήµατος για µεγάλο εύρος αρχικών 
τιµών, αλλά και της συχνότητας και πλάτους της διαταραχής χρησιµοποιούµε τοµές Poincaré, 
µέσω των οποίων µπορούµε να έχουµε εικόνα για πιθανούς συντονισµούς, αλλά κυρίως για 
την ευστάθειά του. Καθώς τα συστήµατα που µελετάµε είναι τριών βαθµών ελευθερίας, οι 
τοµές καταλήγουν να είναι τεσσάρων διαστάσεων. Αντλώντας εµπειρία από τη βιβλιογραφία 
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της σχετικής µεθοδολογίας, µπορούµε να βγάλουµε συµπεράσµατα για την ευστάθεια του 
συστήµατος παρατηρώντας είτε τρισδιάστατες προβολές των τοµών, είτε παράγοντας τις ίδιες 
τις τοµές, όπου χρησιµοποιούµε χρωµατισµό για την αναπαράσταση της τέταρτης διάστασης. 
Ακόµα επιλύουµε το ζεύγος των PDEs αριθµητικά και, συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα µε 
αυτά της δυναµικής ανάλυσης, µπορούµε να βρούµε για ποιες τιµές της συχνότητας της 
διαταραχής η Μεταβολική Μέθοδος αποτυγχάνει να δώσει σωστή ποσοτική ή ακόµα και 
ποιοτική περιγραφή. 

Ένα ακόµα πρόβληµα που µοντελοποιείται από τις ίδιες εξισώσεις είναι η αλληλεπίδραση 
σολιτονικών παλµών διαφορετικής συχνότητας παρουσία διαχείρισης διασποράς (DM). Σε 
αυτή τη περίπτωση η συχνότητα της διαχείρισης είναι αρκετά µεγαλύτερη από τις 
χαρακτηριστικές συχνότητες του συστήµατος, κάτι που επιτρέπει πολύ µεγάλες µεταβολές 
του πλάτους αυτής, χωρίς να καταστρέφει τους παλµούς. Ακολουθώντας µια απλή αλγεβρική 
διαδικασία και δυναµική ανάλυση, υπολογίζουµε την απαραίτητη ενέργεια και τερέτισµα για 
τους παλµούς και δείχνουµε ότι, για συγκεκριµένες τιµές της συχνότητας και του πλάτους της 
διαχείρισης, η φασµατική µετατόπιση κατά την αλληλεπίδραση (σύγκρουση) των παλµών 
µπορεί να µηδενιστεί. 

Στο Κεφάλαιο 3 µελετάµε ένα ακόµα πρόβληµα αλληλεπίδρασης σολιτονικών παλµών µε 
διαφορετική συχνότητα. Η διαφορά µε τα προηγούµενα είναι ότι οι παλµοί θεωρούνται 
στενοί, µε εύρος κάτω του 1ps. Ως εκ τούτου, φαινόµενα ανώτερης τάξης, όπως το Raman 
και η διασπορά 3ης τάξης, δε µπορούν να αγνοηθούν. Ιδιαίτερα το φαινόµενο Raman 
προκαλεί ολίσθηση στη συχνότητας των παλµών, καθώς και µεταφορά ενέργειας µεταξύ 
τους. Το βασικό µοντέλο είναι δύο συζευγµένες NLS, µαζί µε επιπλέον όρους. 
Χρησιµοποιούµε την Άµεση Μέθοδο ∆ιαταραχών και καταλήγουµε πάλι σε σύστηµα 
συνήθων διαφορικών µε µεταβλητές τα χαρακτηριστικά των παλµών. Το σύστηµα µας δίνει 
µια καλή αίσθηση για την επίδραση των φαινοµένων πάνω στους παλµούς, σαφέστερη από 
ότι οι PDEs. Εξετάζουµε τη δυνατότητα ισοζύγισης της χρονικής µετατόπισης που προκαλεί 
η ολίσθηση συχνότητας, τουλάχιστον για τον ένα παλµό (κανάλι), µέσω της αλληλεπίδρασης 
του µε παλµούς µικρότερης συχνότητας. Φαίνεται πως κάτι τέτοιο είναι δυνατό, αλλά η 
ενεργειακή απώλεια που υφίσταται ο παλµός µπορεί να γίνει υπολογίσιµη. 

Στο υπόλοιπο της εργασίας ασχολούµαστε µε δύο προβλήµατα σύµφωνης 
αλληλεπίδρασης, που αφορούν δισδιάστατα κυµατοπακέτα, δηλαδή χωροχρονικούς παλµούς. 
Η µελέτη που εκτελούµε είναι αριθµητική και το µοντέλο που ακολουθείται είναι η 
δισδιάστατη NLS. Καθώς οι παλµοί έχουν ίδια συχνότητα, µπορούν να ειδωθούν σαν 
υπέρθεση του ενός στον άλλο και να µοντελοποιηθούν από µία µόνο εξίσωση. 

Το πρώτο πρόβληµα αφορά τη δυνατότητα δηµιουργίας µη-γραµµικού κύµατος «Χ». Τα 
συγκεκριµένα κυµατοπακέτα, ανάλογα των γραµµικών κυµάτων «Χ», µελετώνται εκτεταµένα 
τα τελευταία χρόνια, λόγω της ιδιότητας τους να διαδίδονται αναλλοίωτα σε δύο ή και τρεις 
διαστάσεις, δηλαδή σε επίπεδους κυµατοδηγούς και ελεύθερα µέσα, πάντα µε κανονική 
διασπορά. Η αιτία που ευνοεί την ύπαρξη τους είναι η µορφή της χωροχρονικής 
διαµορφωτικής αστάθειας. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχει η δυνατότητα δηµιουργίας τους από 
µετασχηµατισµό συνηθισµένων κυµατοπακέτων, όπως τέτοια γκαουσιανού προφίλ. Μέσω 
της αλληλεπίδρασης τέτοιων παλµών µε επίπεδο συνεχές κύµα (CW) δείχνουµε ότι µπορεί να 
δηµιουργηθεί κυµατοπακέτο τύπου «Χ», το οποίο διαδίδεται διατηρώντας το πλάτος και το 
σχήµα του για αρκετά µήκη περίθλασης, ενώ οι συνήθεις γκαουσιανοί παλµοί 
καταστρέφονται γρήγορα λόγω διασποράς. Ρυθµιστικό ρόλο στη δηµιουργία τους παίζει το 
πλάτος, αλλά κυρίως η σχετική φάση του CW. Με τη βοήθεια µιας ποιοτικής περισσότερο 
µελέτης, µπορούµε να επιλέξουµε τα αρχικά χαρακτηριστικά των παλµών, ώστε να 
αποφευχθεί η διασπορά, ή ο χρονικός διαχωρισµός τους, και να διατηρηθούν αρκετά, ώστε να 
µετασχηµατιστούν σε κυµατοπακέτο «ΤύπουΧ». 
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Το δεύτερο πρόβληµα, το οποίο είναι και το τελευταίο της διατριβής, παρουσιάζεται στο 
5ο Κεφάλαιο και αφορά στη σύµφωνη αλληλεπίδραση χωροχρονικών γκαουσιανών παλµών 
παρουσία CW. Το µέσο διάδοσης θεωρείται ξανά κανονικής διασποράς. Ανάλογα µε την 
αρχική τους µετατόπιση, το πλάτος και τη φάση τους, όπως και ανάλογα µε τα 
χαρακτηριστικά του CW εξετάζουµε τη δυνατότητα συσσωµάτωσής τους και δηµιουργίας 
«αµαλγάµατος». Ως αµάλγαµα νοείται το συσσωµάτωµα που συµπεριφέρεται σαν ένα 
κυµατοπακέτο επαρκούς ενέργειας που δύναται να εξελιχθεί δυναµικά και να µη διασπαρθεί. 
Στη περίπτωση της κανονικής διασποράς η δυναµικής εξέλιξη του κυµατοπακέτου καταλήγει 
σε χρονικό διαχωρισµό του σε δύο νέα κυµατοπακέτα χρονικά µετατοπισµένα. Έχουµε 
λοιπόν µια «χωροχρονική µετάθεση», όπου δύο κυµατοπακέτα χωρικά µετατοπισµένα, αφού 
αλληλεπιδράσουν, καταλήγουν σε δύο άλλα κυµατοπακέτα, χρονικά και φασµατικά 
µετατοπισµένα. 
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Extensive Summary 
 
The current doctoral thesis consists of four problems in the field of Nonlinear Optics, which 
we have studied in the Plasma Electron Beam and Nonlinear Optics Laboratory of NTUA. All 
of the problems have to do with interactions of optical pulses in the presence of nonlinearity. 
This means that the response of the medium depends on the pulses themselves. Those pulses 
(or beams) that we deal with, can be of solitonic nature or not, but in any case the indicated 
model, which describes their evolution, is the Nonlinear Schrödinger Equation (NLS). Our 
method of study changes according to the problem. In some cases we follow mainly an 
analytical approach (or rather semi-analytical) while in other, our study is mainly a numerical 
one. 

Pulses interactions can be coherent or incoherent, depending on their dependence on 
pulses’ relative phase. Those pulses we deal with are often called “nonlinear”, since they 
trigger nonlinear phenomena. Depending on the nature of the interaction (coherent or 
incoherent), there are different phenomena that are dominant each time. Thus the equations 
that model them have to change accordingly. Another variation, relative to the physics and the 
methodology of the problem is imposed by its dimensions. For example, the temporal pulses 
propagating along a standard monomode fiber are one dimensional entities, because they are 
trapped along the spatial dimensions and it is only their temporal width, at a certain point 
along the propagation line, that is subjected to nonlinear effects and dynamical evolution. 
Such a pulse, with the proper power, can relatively easy create a soliton and propagate 
undisturbed. A pulse propagating along a planar waveguide is a problem of two dimensions, 
while another propagating in a bulk medium is a problem of three dimensions. 

The introduction of the work, found in Chapter 1, is relatively extended, in order for all the 
above issues to be included. We give some historical elements, concerning the progress of the 
research on nonlinear waves in general, and also in Optics more specifically. Some brief 
descriptions about solitons and the nature of pulse and beam interactions are also given. 
Furthermore, we present the main phenomena that appear in he problems that we study, and 
the more usual analytical and numerical methods of study followed in relative problems in 
Optics. Some of these methods are employed in this work. There is also a brief reference on 
the mathematical background of our study, the NLS and some conserved quantities that are 
needed in our analysis. 

In Chapters 2 and 3 we study two one-dimensional problems. In both cases we deal with 
the incoherent interaction of solitonic pulses and the model used is a pair of NLS coupled 
mainly by the term of cross-phase modulation. Also, in both problems we use perturbative 
methods. More specifically, in Chapter 2 we study the influence of periodically modulated 
dispersion in pulse interactions. Firstly we deal with the effect that this periodic modulation 
has on the coupling of two orthogonally polarized modes of a pulse propagating inside a fiber 
with strong birefringence. The modulation is actually no more than a perturbation, having 
small amplitude. Nevertheless, it is the frequency of modulation that is most important and we 
study a wide spectrum of values. We use the Variational Method to transform the problem of 
two coupled PDEs to one of a system of ODEs. The variables of the system are chosen to be 
the modes’ characteristics. We perform dynamical analysis of the system in order to retrieve 
the eigenfrequencies of it, and we use those as guidance through our study. In order to capture 
a general picture of the system, for a wide range of initial values and of the frequency and 
amplitude of the modulation, we employ a Poincaré surface of section analysis. Through it we 
can unveil characteristics of the system, like resonances, chaotic areas, initial values that lead 
to escapes and generally we can check its stability. Since we end up with systems of three 
degrees of freedom, the surfaces of section are four-dimensional. Thankfully, there is some 
not that extended bibliography concerning exactly those subjects, which mainly comes from 
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the field of Astrophysics. Hence by creating three dimensional projections of the surfaces of 
section we can still comment on system stability. Also, we can create even the four 
dimensional surfaces themselves by employing color as the fourth dimension. We also solve 
the coupled PDEs numerically and compare the results with those of the ODEs. Doing 
systematic comparisons we can comment not only on the stability of the system, meaning the 
resilience of mode coupling, but also we can test the validity of the Variational Method, 
which appears to fail for certain values of modulation’s frequency. 

Another problem that can be modeled with the same equations is the interaction of 
solitonic pulses of different frequency in the presence of Dispersion Management (DM). Such 
interactions can happen in a WDM communication system. In this case the frequency of 
dispersion modulation is quite larger than the characteristic frequencies of the pulses. By 
employing a simple algebraic procedure and dynamical analysis of the ODEs system, we are 
able to choose the values of energy enhancement and pre-chirp of the pulse and create a DM-
soliton. It is also shown that the sifting of frequency, experienced by the DM-solitons after 
their collisions, can be nullified through the proper selection of the period and local values of 
the dispersion. 

At Chapetr 3 we study yet another problem concerning the interaction of solitonic pulses 
with different frequencies. However, this time we deal with ultrashort pulses, being of width 
lesser than 1ps. For this reason, higher order effects, like Raman scattering and dispersion of 
the third order cannot be ignored. Most importantly, the Raman effect causes downshift of 
pulse frequency, as well as energy transfer between the pulses, during their collision. The 
model used is a pair of NLS, with added terms of higher order. We approach the problem 
through the Direct Perturbation Method, which also gives us a system of ODEs to solve. Our 
main concern is the possibility of balancing the temporal displacement of pulses, caused by 
the frequency shift, by forcing collisions with pulses of lower frequency (another channel), 
which cause opposite temporal displacement. It is shown that this can be possible, but the 
energy transfer that takes place at every collision can be destructive for the solitonic pulse, in 
the long run. 

The rest of the thesis concerns problems of coherent interaction of two-dimensional 
(spatiotemporal) wavepackets. Our study is mainly numerical and the model that we use is the 
two-dimensional NLS. Since the pulses are now considered to have the same frequency, they 
can be presented as a superposition of one over the other and their evolution can be modeled 
by one equation. 

The first problem concerns the possibility of spontaneous nonlinear X-wave generation. 
The specific wavepackets are the analogue of the linear X-waves and are intensively studied 
for a few years now because they appear to travel through slab waveguides or bulk media 
without distortion. A necessity for their existence is the medium to be of normal dispersion 
and the reason behind their specific shape is the spatiotemporal modulation instability (MI) 
which amplifies specific sidebands. Of great interest is the possibility of creating such 
wavepackets from simple Gaussian spatiotemporal pulses. We show that this could be made 
possible through the interaction of such a pulse with a continuous plane wave (CW). The 
presence of the CW enhances the MI and can reshape the pulse to create an “X-like” 
wavepacket which does not have the resilience of the linear counterpart, but can propagate for 
longer distances than the Gaussian pulse, before succumbing to dispersion. The amplitude and 
most of all the initial phase of the CW are the critical controlling factors. By employing a 
mostly qualitative analysis we can choose the initial characteristic of the Gaussian pulse and 
the CW, in order to avoid the temporal splitting or the dispersion of the former and reshape it 
to an X-like wavepacket. 

The second problem, which is also the last problem of this thesis, presented at the 5th 
Chapter, concerns coherent interactions of spatiotemporal Gaussian pulses, in the presence of 
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CW. The medium is again considered to be of normal dispersion. We examine the possibility 
of them fusing together and even amalgamate. The amalgamation is the state where the pulses 
merge and create one wavepacket which evolves dynamically without dispersing outright, as 
the individual pulses would. Hence in the normal dispersion regime, if that wavepacket has 
the proper “mass” (energy) will experience temporal splitting. That could create tow 
wavepakets with temporal displacement. In that case we have a situation of spatiotemporal 
reallocation, where two pulses spatially displaced, interact and create two new wavepackets, 
which are temporally and spectrally displaced. 
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Κεφάλαιο 1 
 

Περί σολιτονίων, µη-γραµµικών παλµών και 
αλληλεπιδράσεων αυτών γενικά 

 
 

Παρατίθενται εδώ κάποια απαραίτητα εισαγωγικά στοιχεία σχετικά µε τα σολιτόνια και τη 
µη-γραµµική κυµατική κατ’ επέκταση. ∆ίνονται κάποια ιστορικά στοιχεία για τα 
εντυπωσιακά αυτά πεδία της έρευνας, σκιαγραφείται το µαθηµατικό τους υπόβαθρο και 
παρατίθενται παραδείγµατα, µελλοντικών ως επί τω πλείστον, εφαρµογών στην Φωτονική 
τεχνολογία. Εκτενέστερη αναφορά γίνεται στα φυσικά φαινόµενα που διέπουν τη δηµιουργία, 
διάδοση και αλληλεπίδραση των µη-γραµµικών φωτεινών παλµών και ακτίνων σε οπτικά 
µέσα. Πολλά, αν και όχι όλα από τα φαινόµενα που παρατίθενται, αποτελούν περισσότερο ή 
λιγότερο αντικείµενο µελέτης στα υπόλοιπα Κεφάλαια της εργασίας. 
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1.1 Σολιτόνια και Μη-Γραµµικά κύµατα 
 
Εν αρχή, λοιπόν, ήταν ο Scott Russell, ο Σκοτσέζος µηχανικός, που το 1834 παρατήρησε 
αυτό το περίφηµο πια κύµα που ταξίδεψε κατά µήκος ενός καναλιού, για περισσότερο από 
ένα µίλι ουσιαστικά αµετάβλητο σε πλάτος και εύρος, χωρίς δηλαδή διασπορά. Ο ίδιος 
κατέγραψε τη παρατήρηση του, αλλά παρέµεινε ξεχασµένη για πολλά χρόνια. Ο λόγος ήταν 
ότι η τότε θεωρία περιέγραφε τη διάδοση γραµµικών µόνο κυµάτων και δε µπορούσε να 
εξηγήσει το παραπάνω φαινόµενο. Η αλήθεια είναι ότι ουσιαστική έρευνα για µη-γραµµικά 
φαινόµενα ξεκίνησε πολύ αργότερα, ίσως κάπου πενήντα χρόνια πριν από σήµερα. Η 
κυµάτωση που παρατήρησε ο Russell, η οποία επέδειξε φαινοµενική «επιµονή» να διατηρεί 
το σχήµα της κατά τη διάδοση είναι σήµερα γνωστή σα «σολιτόνιο», ή «σολιτονικό κύµα» 
και αποτελεί µια από τις σηµαντικότερες ανακαλύψεις της µη-γραµµικής επιστήµης. Μία 
άλλη σηµαντική ανακάλυψη είναι ο «παράξενος ελκυστής», ο οποίος είναι σύστηµα 
φαινοµενικά απλό, µε λίγους βαθµούς ελευθερίας, που όµως οδηγεί σε χάος. Έτσι η εµφάνιση 
των σολιτονίων σε συστήµατα µε πάρα πολλούς ή και άπειρους βαθµούς ελευθερίας δείχνει 
κάτι ακόµα πιο εντυπωσιακό. Φαίνεται πως συλλογικά φαινόµενα µπορεί να οδηγήσουν σε 
συνεκτικές δοµές, σαν ένα είδος αυτό-οργάνωσης. Η συνύπαρξη συνεκτικών δοµών µε το 
χάος είναι θέµα έρευνας και σήµερα. 

Το σολιτόνιο µπορεί να οριστεί σαν ένα χωρικά εντοπισµένο κύµα, ιδιαίτερα ευσταθές, 
που ελλείψει απωλειών διατηρεί την ενέργεια του και ιδανικά το πλάτος και το εύρος του, 
ενώ σε άλλη περίπτωση τα µεγέθη αυτά αποτελούν αντικείµενο περιοδικής µόνο 
διακύµανσης, πάντα χωρίς αυτό να διασπείρεται. Μόλις το 1895 οι Korteweg και de Vries 
ανέπτυξαν τη θεωρία που µπορούσε να ερµηνεύσει την ύπαρξη του σολιτονικού κύµατος του 
Russell, έκφραση της οποία είναι η µη-γραµµική διαφορική εξίσωση που φέρει το όνοµα τους 
[4, 28, 29] Πολύ αργότερα, το 1953, οι Fermi, Pasta και Ulam, εκτελώντας µία αριθµητική 
προσοµοίωση διέγερσης ενός µονοδιάστατου σωµατιδιακού πλέγµατος, παρατήρησαν ότι η 
µετάδοση ενέργειας σε ένα ρυθµό ακολουθείτο από τη µετάδοση τους σε άλλους ρυθµούς, 
αλλά τελικά ξαναγύριζε αναλλοίωτη στον αρχικό. Πέρασαν αρκετά χρόνια µέχρι που το 1965 
οι Zabusky και Kruskal εξήγησαν θεωρητικά το παραπάνω φαινόµενο ορίζοντας παράλληλα 
το «σολιτόνιο» [33]. Το όνοµα επιλέχθηκε ώστε να θυµίζει τη µοναχική διάδοση του κύµατος 
(ή αλλιώς του προεξέχοντος ενεργειακού λοβού), και ταυτόχρονα τη σωµατιδιακή 
συµπεριφορά του. Τα σολιτόνια δεν είναι µόνο αναλλοίωτα στη διασπορά, αλλά παραµένουν 
αναλλοίωτα και µετά από τις µεταξύ τους συγκρούσεις! Ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα 
φαίνεται στο σχήµα 1.1. Το σολιτόνιο είναι βέβαια περισσότερο µια µαθηµατική οντότητα. 
Αναφέρεται στις ευσταθείς και αναλλοίωτες λύσεις συγκεκριµένων µερικών διαφορικών 
εξισώσεων, ενώ στη πραγµατικότητα τα δευτερογενή φαινόµενα που επιδρούν 
µακροπρόθεσµα και σίγουρα οι απώλειες πιστοποιούν ότι δεν υπάρχει τίποτα αναλλοίωτο 
στη φύση. Έτσι τα κύµατα που επιδεικνύουν τις παραπάνω εντυπωσιακές ιδιότητες, έστω και 
αν κάποια στιγµή φθίνουν λόγω απωλειών, ονοµάζονται «σολιτονικά κύµατα», αντί για 
«σολιτόνια». Επειδή στην Οπτική χρησιµοποιούνται και οι δύο όροι για κάθε περίπτωση, 
τους χρησιµοποιούµε και εδώ κατά βούληση. 

Χωρίς να επεκταθούµε ιδιαίτερα στην καθαρά µαθηµατική διάσταση τους, οι εξισώσεις 
που έχουν σολιτονικές λύσεις περιγράφουν συστήµατα µε άπειρους βαθµούς ελευθερίας, τα 
οποία είναι πλήρως ολοκληρώσιµα. Τα σολιτόνια έχουν έντονο ενδιαφέρον για τους 
µαθηµατικούς και υπάρχουν πολλά βιβλία αφιερωµένα στις µαθηµατικές τους ιδιότητες [28-
30]. 

Τα σολιτονικά κύµατα παρουσιάζουν επίσης µεγάλο ενδιαφέρον για φυσικούς και 
µηχανικούς. Μετά την εργασία των Zabusky και Kruskal, τα σολιτόνια άρχισαν να 
«εµφανίζονται» παντού. Έτσι, χρησιµοποιούνται για να περιγράψουν κάποια υδροδυναµικά 
κύµατα (συµπεριλαµβανοµένων των τσουνάµις [73, 74] και των “rogue waves” (κύµατα 
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απρόβλεπτης συµπεριφοράς) [75]), εντοπισµένα κύµατα σε αστροφυσικό πλάσµα, 
εντοπισµένους ρυθµούς σε µαγνητικούς κρυστάλλους, τη δυναµική βιολογικών συστηµάτων, 
όπως το DNA, τη διάδοση αναλλοίωτων φωτεινών παλµών σε οπτική ίνα και αλλού [10, 15, 
16, 28, ]. Οι περιπτώσεις αυτές των µη-γραµµικών κυµάτων περιγράφονται προσεγγιστικά 
από τις µαθηµατικές εξισώσεις που δίνουν σολιτόνια. Επαναλαµβάνουµε όµως ότι τα 
σολιτονικά αυτά κύµατα έχουν τις ιδιότητες των µαθηµατικών σολιτονίων. Επιπλέον, 
δύνανται να «γεννηθούν» µέσω της διέγερσης ενός φυσικού συστήµατος, το οποίο έχει τις 
κατάλληλες προϋποθέσεις για τη διατήρηση σολιτονίων. Το επίσης ενδιαφέρον είναι πως, 
ακόµα και αν η διέγερση δεν έχει επακριβώς τα χαρακτηριστικά της σολιτονικής λύσης, εάν 
αυτή είναι αρκετά ισχυρή, µπορεί να προκαλέσει τη δηµιουργία σολιτονικού κύµατος. Τα 
προβλήµατα που µελετάµε στη παρούσα εργασία βασίζονται σε ανάλογη προσέγγιση. 
 

 
Σχήµα 1.1: Σύγκρουση σολιτονικών κυµάτων χαµηλής έντασης σε ρηχό νερό (φωτογραφία 
Terry Toedtemeier, 1978). 
 

Στο πεδίο της Οπτικής τα µη-γραµµικά κύµατα και γενικότερα τα µη-γραµµικά φαινόµενα 
είναι πλέον αντικείµενο επισταµένης µελέτης για τη κατανόηση τους και τη χρήση τους σε 
οπτικές συσκευές. Η ανάπτυξη αυτή είχε ως απαρχή και προϋπόθεση την εφεύρεση του laser. 
Μέσω αυτού µπόρεσαν να παραχθούν ακτίνες και παλµοί µικρού εύρους και µεγάλης 
έντασης, κάτι απαραίτητο για την εµφάνιση µη-γραµµικών φαινοµένων και δηµιουργία 
σολιτονικών κυµάτων. Η µελέτη τους περιγράφεται από τη «Μη-Γραµµική Οπτική» και τα 
σολιτόνια χωρίζονται σε «χρονικά» και «χωρικά», ανάλογα µε το αν η παγίδευση τους κατά 
τη διάδοση είναι στο χρόνο ή στο χώρο. Τα χρονικά σολιτόνια είναι οπτικοί παλµοί που 
διατηρούν το σχήµα τους και τα χωρικά είναι ακτίνες που διατηρούν σταθερό το εγκάρσιο 
(προς τη διεύθυνση διάδοσης) εύρος τους. Οι δύο περιπτώσεις είναι ουσιαστικά όµοιες, αν 
ανταλλάξει κανείς το χρόνο µε µία εγκάρσια χωρική διάσταση και βασίζονται στη 
µη-γραµµική διαµόρφωση του δείκτη διάθλασης. Για να γίνει αυτό απαιτείται η ακτινοβολία 
να έχει τη κατάλληλη ένταση. Το φαινόµενο δε ονοµάζεται «οπτικό φαινόµενο Kerr» [7, 8]. 
Η εξάρτηση του δείκτη διάθλασης από την ένταση προκαλεί αυτόεστίαση (ή και 
από-εστίαση) κατά µήκος της εγκάρσιας χωρικής διάστασης, ενώ για τους χρονικούς 
παλµούς προκαλεί χρονικά εξαρτηµένη αυτοδιαµόρφωση φάσης (self phase modulation-
SPM). Έτσι, χωρικό σολιτόνιο δηµιουργείται όταν η τάση για αυτοεστίαση εξισορροπεί τη 
φυσική τάση για περίθλαση της ακτίνας. Παροµοίως, χρονικός σολιτονικός παλµός 
δηµιουργείται και όταν η SPM εξισορροπεί τη διασπορά. Και στις δύο περιπτώσεις, το 
σολιτόνιο διαδίδεται στο οπτικό µέσο χωρίς να αλλάζει το σχήµα του και καθώς είναι το ίδιο 
που διαµορφώνει τις συνθήκες διάδοσης, λέµε ότι «αυτό-παγιδεύεται». 
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Η πρώτη παρατήρηση χωρικού σολιτονίου έγινε το 1964 όπου οπτικές ακτίνες (κύµατα 
σταθερού πλάτους-CW) επέδειξαν αυτό-παγίδευση κατά τη διάδοση τους σε µη-γραµµικό 
µέσο [76]. Το φαινόµενο έγινε περισσότερο κατανοητό τη δεκαετία του 80, µετά από 
περισσότερα πειράµατα [77]. Στο σχήµα 1.2 φαίνεται µια απεικόνιση πειραµατικής 
παρατήρησης δηµιουργίας χωρικού σολιτονίου, από το βιβλίο των Trillo και Torruellas [15-
Κεφ. 1]. 

Τα χρονικά σολιτόνια παρατηρήθηκαν λίγο αργότερα, το 1967, όπου επιδείχθηκε η 
δυνατότητα παλµών να περνούν απαράλλακτοι µέσα από κάποιο οπτικό µέσο [78]. Ένα 
σηµαντικό πείραµα το 1980 έδειξε ότι παλµοί µε ορισµένη ένταση µπορούν να διαδίδονται 
αναλλοίωτοι από διασπορά κατά µήκος οπτικής ίνας [79]. Αυτό πυροδότησε εκτεταµένη 
έρευνα γύρω από τη δυνατότητα χρήσης σολιτονικών παλµών σα φορείς πληροφορίας κατά 
µήκος δικτύου οπτικών ινών. Η συγκεκριµένη τεχνολογία φαίνεται πως έχει σαφή 
πλεονεκτήµατα έναντι των συνήθων «γραµµικών» τρόπων µετάδοσης πληροφορίας, RZ και 
NRZ [5, 11]. 
 

 
Σχήµα 1.2: ∆ηµιουργία χωρικού σολιτονίου σε ηµιαγώγιµο κυµατοδηγό. Πάνω φαίνεται το 
προφίλ έντασης της ακτίνας στην είσοδο, όπου αν η ένταση δεν είναι αρκετή η ακτίνα 
περιθλάται (µέση), ενώ αν είναι κατάλληλη (κάτω) διατηρείται σχεδόν αναλλοίωτη  (σχήµα 
από [15, Κεφ. 1]). 
 

Τα παραπάνω σολιτόνια ονοµάζονται και «φωτεινά» (“bright”). Αυτό για να διαχωριστούν 
από τα λεγόµενα σκοτεινά (dark solitons). Ενώ τα χρονικά φωτεινά σολιτόνια χρειάζονται 
ανώµαλη διασπορά για να διαδοθούν, τα σκοτεινά χρειάζονται κανονική διασπορά (βλέπε 
κεφάλαιο 1.4). Ουσιαστικά είναι βυθίσεις στην φωτεινή ένταση ενός CW και παρατηρήθηκαν 
πρώτη φορά το 1973 [43]. Χωρικά σκοτεινά σολιτόνια έχουν επίσης παρατηρηθεί [3, 15]. 

Τη δεκαετία του 90 µελετήθηκαν µερικές ακόµα µορφές φωτεινών σολιτονίων, όπως τα 
χωροχρονικά σολιτόνια (οπτικές βολίδες), τα σολιτόνια Bragg, οι οπτικές δίνες, τα quadratic 
solitons (τετραγωνικής µη-γραµµικότητας), τα διανυσµατικά σολιτόνια, αυτά που 
δηµιουργούνται σε περιοδικές διακριτές δοµές κ.α. [3, 15]. Μεγάλο ενδιαφέρον 
παρουσιάζουν οι µη-γραµικοί παλµοί µε περισσότερες από µία διάσταση. Τα χρονικά και 
χωρικά σολιτόνια στα οποία αναφερθήκαµε παραπάνω είναι µονοδιάστατες οντότητες. Θα 
ειπωθούν περισσότερα για αυτό όταν αναφερθούµε στην εξίσωση που τα περιγράφει, αλλά 
τώρα αρκεί να πούµε ότι περιγράφονται από τη χρονική τους, ή τη µία χωρική τους, διάσταση 
και τη διάσταση της διάδοσης, οπότε λέµε ότι είναι παλµοί 1D ή (1+1)D. Οι φωτεινοί παλµοί 
δύο ή τριών διαστάσεων, (2+1)D και (3+1)D, είναι ακόµα πιο περίπλοκες οντότητες και η 
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δηµιουργία σολιτονίου από αυτούς κάτι που απαιτεί ακόµα πιο ιδιαίτερες συνθήκες. Παρόλα 
αυτά η απουσία ύπαρξης σολιτονικού παλµού έχει οδηγήσει στη µελέτη φαινοµένων όπως η 
κυµατική κατάρρευση, οι αλληλεπιδράσεις πολυδιάστατων µη-γραµµικών παλµών, και σε 
απόπειρες εξεύρεσης ευσταθών λύσεων, όπως τα µη-γραµµικά κύµατα «Τύπου-Χ» [6]. Όλα 
τα παραπάνω αποτελούν αντικείµενο έρευνας µέχρι και σήµερα. 
 
 
1.1.1 ∆ιανυσµατικά σολιτόνια 

 
Μια χαρακτηριστική περίπτωση τους αποτελεί αντικείµενο της µελέτης στο 2ο Κεφάλαιο, 

ως εκ τούτου παραθέτουµε µερικά βασικά στοιχεία. Τα διανυσµατικά σολιτόνια λοιπόν 
αποτελούνται από δύο ή περισσότερες συνιστώσες (ρυθµούς) οι οποίες αλληλο-παγιδεύονται 
και διαδίδονται µαζί. Βασική προϋπόθεση για τη δηµιουργία ευσταθών µορφών είναι οι δύο 
ρυθµοί να µη συµβάλουν, ή αλλιώς, η συµβολή τους να µην επηρεάζει το δείκτη διάθλασης, 
διότι τότε αυτός δε θα έχει µια σταθερή διαµόρφωση µε αποτέλεσµα να καταστρέφεται η 
κυµατοδήγηση. Με άλλα λόγια, ιδανικά, η αλληλεπίδραση µεταξύ των συνιστωσών πρέπει να 
είναι ασύµφωνη. Η πρώτη πρόταση για διανυσµατικό σολιτόνιο έγινε από τον Manakov, ο 
οποίος θεώρησε ένα πεδίο µε δύο συνιστώσες ορθογώνια πολωµένες, έτσι ώστε να µη 
συµβάλουν [34]. Το σύστηµα του αποτελείται από δύο µη-γραµµικά συζευγµένες εξισώσεις, 
µία για κάθε συνιστώσα. Ο όρος σύζευξης αντιπροσωπεύει την ετεροδιαµόρφωση φάσης 
(cross phase modulation-XPM), ουσιαστικά την αλλαγή του δείκτη διάθλασης που «βλέπει» 
η µία συνιστώσα λόγω ύπαρξης της άλλης. Το σύστηµα του Manakov θέτει τους όρους των 
SPM και XPM σαν ισοδύναµους και είναι το µόνο ολοκληρώσιµο. Παρόλα αυτά έχουν 
βρεθεί σολιτονικές λύσεις για συστήµατα µε διαφορετική σχέση µεταξύ αυτών των όρων. 
Χαρακτηριστική περίπτωση είναι αυτό που περιγράφει τη διάδοση ορθογώνια πολωµένων 
ρυθµών σε ίνα µε ισχυρή διπλοθλαστικότητα. Επίσης, κυµατοµορφές που διατηρούν το 
σχήµα τους βρίσκονται και στη περίπτωση της ασθενούς διπλοθλαστικότητας, όπου οι ρυθµοί 
αλληλεπιδρούν σύµφωνα, λόγω του φαινοµένου «µίξης τεσσάρων φωτονίων» (four wave 
mixing-FWM) [3]. Οι συζευγµένοι αυτοί παλµοί αναφέρονται επίσης ως διανυσµατικά 
σολιτόνια. Όλα αυτά τα παραδείγµατα αφορούν συζευγµένους θεµελιώδεις (χαµηλούς) 
ρυθµούς. Ανώτεροι ρυθµοί, χρονικοί και χωρικοί, που συζευγµένοι επιδεικνύουν σηµαντική 
ευστάθεια έχουν παρατηρηθεί σε αριθµητικές εργασίες και πειράµατα [35, 36]. 
 
 
1.1.2 Σολιτονικές αλληλεπιδράσεις 

 
Συχνά ονοµάζονται και «συγκρούσεις», προς χάρη των σωµατιδιακών ιδιοτήτων των 

σολιτονίων και είναι από τα πλέον ενδιαφέροντα πεδία έρευνας στη µη-γραµµική Οπτική, 
αλλά και γενικότερα. Χωρίζονται σε δύο κατηγορίες, τις σύµφωνες (coherent), όπου το 
αποτέλεσµα εξαρτάται από τη σχετική φάση των παλµών και τις ασύµφωνες (incoherent), 
όπου δεν εξαρτάται. 

Η αλληλεπίδραση είναι σύµφωνη όταν η χρονική απόκριση του µη-γραµµικού µέσου είναι 
αρκετά σύντοµη ώστε να αισθανθεί τα αποτελέσµατα της παρεµβολής των σολιτονίων (ή 
σηµάτων) κατά τη µερική ή ολική αλληλοεπικάλυψη τους. Τα υλικά µε τους πλέον συνήθεις 
στην οπτική τύπους µη-γραµµικότητας (Kerr και τετραγωνικής) έχουν τη γρήγορη απόκριση 
που απαιτείται, αντίθετα τα φωτοδιαθλαστικά υλικά έχουν αργό χρόνο απόκρισης (έστω τ) 
και επηρεάζονται από τη σχετική φάση µόνο αν παραµένει σταθερή για χρόνο µεγαλύτερο 
από τ. Για µεγάλη συχνότητα µεταβολής της φάσης οι αλληλεπιδράσεις είναι ουσιαστικά 
ασύµφωνες. 
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Ένα άλλο σηµείο διαφοροποίησης είναι οι διαστάσεις του συστήµατος. Αν και τα βασικά 
χαρακτηριστικά του τρόπου αλληλεπίδρασης των σολιτονικών κυµάτων παρατηρούνται σε 
διάφορά είδη µη-γραµµικότητας και σε παλµούς και ακτίνες µίας ή περισσοτέρων 
διαστάσεων, οι αλληλεπιδράσεις παλµών (2+1)D και πάνω γίνονται ιδιαίτερα πολύπλοκες. 
Αντίθετα, η περίπτωση για Kerr µη-γραµµικότητα και (1+1)D σολιτόνια είναι πιο εύκολο να 
µελετηθεί αναλυτικά, καθώς οι αλληλεπιδράσεις µπορούν να περιγραφούν επακριβώς από τη 
µέθοδο αντίστροφης σκέδασης [37]. Ακόµα, καθώς το σύστηµα που τα περιγράφει είναι 
ολοκληρώσιµο δεν υπάρχουν απώλειες ενέργειας των παλµών. Για τον ίδιο λόγο, οι 
συγκρούσεις είναι πλήρως ελαστικές και ο αριθµός των σολιτονίων που συµµετέχουν 
διατηρείται, τα οποία επίσης διατηρούν τις ταχύτητες τους, (και στις ασύµφωνες 
αλληλεπιδράσεις διατηρούν και τη προ-σύγκρουσης διεύθυνση διάδοσης). Έτσι, δύο 
σολιτόνια ίδιας συχνότητας που οδεύουν παράλληλα, µε µετατόπιση που δε ξεπερνά µερικές 
φορές το πλάτος τους, και όντας συµφασικά ( 0φ∆ = ) έλκονται, ενώ αν έχουν αντίθετη φάση 

( φ π∆ = ) απωθούνται. Για ενδιάµεσες τιµές της φάσης η αλληλεπίδραση τα οδηγεί σε πιο 

περίπλοκες κινήσεις, συνδυασµούς έλξης-άπωσης, ενώ µπορεί να υπάρξει ανταλλαγή 
ενέργειας. Μία σχηµατική εξήγηση φαίνεται στο σχήµα 1.3. Η συµφασική παρεµβολή των 
σολιτονίων αυξάνει την ένταση ανάµεσα τους. Εφόσον το µέσο παρουσιάζει εστιάζουσα 
µη-γραµµικότητα θα αυξηθεί και ο δείκτης διάθλασης στη περιοχή αυτή. Με το τρόπο αυτό 
περισσότερο φως στρέφεται προς τη περιοχή ανάµεσα τους και άρα οι παλµοί προσεγγίζουν ο 
ένας τον άλλο. Το αντίθετο συµβαίνει όταν συµβάλουν καταστροφικά. Η ένταση στο µέσο 
πέφτει και µαζί της και ο δείκτης διάθλασης σε σχέση µε τη γύρω περιοχή. Το φως κινείται 
µακριά από τις µικρές τιµές του δείκτη και οι παλµοί απωθούνται [1, 38]. 
 

 

 
Σχήµα 1.3: Σχηµατική αναπαράσταση της ενισχυτικής (άνω σειρά) και καταστροφικής 
(κάτω) σύµφωνης αλληλεπίδρασης δύο σολιτονικών παλµών. Στη µέση παρίσταται η 
διαµόρφωση ης έντασης και δεξιά του δείκτη διάθλασης. Οι διακεκοµµένες παριστούν τους 
παλµούς µόνους. 
 

Για τη περίπτωση των συµφασικών σολιτονίων, το αποτέλεσµα της σύγκρουσης τους 
εξαρτάται από το είδος της µη-γραµµικότητας. Οι πλέον συχνές περιπτώσεις είναι η τύπου 
Kerr και η κορέσιµη. Στη παρούσα εργασία ασχολούµαστε αποκλειστικά µε τη πρώτη, αξίζει 
όµως να πούµε ότι στα φυσικά συστήµατα, για µεγάλες τιµές της έντασης του φωτός, η 
µη-γραµµικότητα είναι ουσιαστικά κορέσιµη. Αυτό σηµαίνει ότι για πολύ µεγάλη ένταση 
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ισχυροποιούνται φαινόµενα που διακόπτουν την διαρκή αυτοεστίαση κάνοντας τη 
µη-γραµµική απόκριση του υλικού ασθενέστερη από την ιδανική Kerr περίπτωση. Παρακάτω 
θα επανέλθουµε για λίγο σε αυτό το θέµα. Για τη περίπτωση Kerr λοιπόν, τα συµφασικά 
σολιτόνια έλκονται µέχρι συσσωµάτωσης και µετά εκτελούν περιοδική έλξη-άπωση 
ταλαντούµενα γύρω από το µέσο της αρχικής τους απόστασης. Τα χωρικά σολιτόνια που 
ταξιδεύουν συγκλίνοντα µε γωνία αρκετά µεγάλη δύνανται να µη παγιδευτούν, αλλά να 
περάσουν το ένα µέσα από το άλλο, αποκτώντας µια µικρή µετατόπιση. Να πούµε ακόµα ότι, 
όταν συγκρούονται σολιτόνια διαφορετικού πλάτους, χρονικά ή χωρικά, υπάρχει πάντα 
ανταλλαγή ενέργειας. Έπειτα από τη σύγκρουση τα σολιτόνια µεταβάλλουν το εύρος τους 
εξισορροπώντας έτσι την αλλαγή του πλάτους. 

Οι αλληλεπιδράσεις µη-γραµµικών χωροχρονικών παλµών και ακτίνων, διαστάσεων (2+1) 
και (3+1)D, σε επίπεδο κυµατοδηγό ή µαζικό µέσο, είναι φαινόµενα ακόµα πιο πολύπλοκα 
αλλά και πλουσιότερα σε δυνατά αποτελέσµατα. Στη περίπτωση της µη-γραµµικότητας 
τύπου Kerr, οι αλληλεπιδράσεις είναι σχετικά βραχύβιες, καθώς για ανώµαλη διασπορά οι 
παλµοί µπορεί να οδηγηθούν σε έντονη αυτοεστίαση και κατάρρευση, ενώ σε µέσο µε 
κανονική διασπορά δύνανται να διαχωριστούν σε δύο ή περισσότερα κυµατοπακέτα έκαστος, 
τα οποία να αλληλεπιδράσουν εκ νέου. Παρόλα αυτά, η αλληλεπίδραση µπορεί να οδηγήσει 
σε φαινόµενα όπως η δηµιουργία συσσωµατώµατος, αµαλγάµατος, η χωροχρονική µετάθεση 
ή σε διάλυση των παλµών [6]. Στις περιπτώσεις αυτές αναφερόµαστε εκτενέστερα στο 
Κεφάλαιο 5. Αξίζει να προσθέσουµε ότι ευσταθέστεροι µη-γραµµικοί παλµοί παρατηρούνται 
σε µέσα µε κορέσιµη µη-γραµµικότητα. Υπό συνθήκες µπορούν να είναι αρκετά ευσταθείς, 
ώστε να µπορούν να ονοµάζονται επίσης «σολιτόνια». Στις αλληλεπιδράσεις τους η 
διατήρηση του αριθµού των παλµών δεν είναι δεδοµένη, όπως στους (1+1)D παλµούς. Έτσι 
οι παλµοί µπορεί να περάσουν ο ένας µέσα από τον άλλο, να συσσωµατωθούν ή να 
καταστραφούν [3, 38]. Ακόµα, οι περισσότεροι βαθµοί ελευθερίας στη κίνηση τους 
επιτρέπουν τη δηµιουργία φωτεινών δοµών (αν και όχι πάντα ευσταθών) αποτελούµενων από 
ορισµένο αριθµό αλληλεπιδρώντων κυµατοπακέτων, σε συγκεκριµένες αποστάσεις και µε 
συγκεκριµένη στροφορµή. Παραδείγµατα αποτελούν, το ζεύγος σολιτονίων που 
περιστρέφονται το ένα γύρω από το άλλο, τα δακτυλιοειδή σολιτόνια κ.α [3, 15] 

Οι ασύµφωνες αλληλεπιδράσεις είναι ακόµα ένα µεγάλο κεφάλαιο, µε έντονο φυσικό και 
τεχνολογικό ενδιαφέρον. Το τι θεωρούµε όµως ασύµφωνο είναι και θέµα παραδοχών. 
Ουσιαστικά η πλέον ξεκάθαρη περίπτωση είναι τα φωτοδιαθλαστικά υλικά, όπου ο χρόνος 
απόκρισης τους είναι πολύ µεγαλύτερος από τη µεταβολή της σχετικής φάσης µεταξύ 
σολιτονίων. Όµως, όταν τα σολιτόνια έχουν µεγάλη συχνοτική διαφορά, η αλληλεπίδραση 
τους µπορεί να θεωρηθεί ασύµφωνη, και να µοντελοποιηθεί από αντίστοιχες εξισώσεις µε 
καλή προσέγγιση. Το τι θεωρείται µεγάλη διαφορά δεν είναι απόλυτα καθορισµένο και συχνά 
διαφέρει από τον ένα συγγραφέα στον άλλο. Σύµφωνα µε τη βιβλιογραφία µια διαφορά 2 µε 
5 φορές το φασµατικό εύρος των παλµών θεωρείται αρκετή [2, 5]. Επίσης ασύµφωνη 
θεωρείται η αλληλεπίδραση µεταξύ κάθετα πολωµένων ρυθµών, τουλάχιστο για τη 
περίπτωση υλικού µε ισχυρή διπλοθλαστικότητα. 

Ένας έµµεσος τρόπος επίδρασης της φάσης είναι το FWM, αλλά και αυτό υπό περιπτώσεις 
είναι ασήµαντο και µπορεί να αγνοηθεί στη µοντελοποίηση (βλέπε και [39, 40, 84]). Οι 
ασύµφωνες αλληλεπιδράσεις είναι πάντα ελκτικές. Οι παλµοί υπερτίθενται και αυξάνουν 
τοπικά το δείκτη διάθλασης, οπότε το φως έχει την τάση να κινηθεί προς τα εκεί. Λόγω της 
µεγάλης διαφοράς στη συχνότητα όµως, ο ένας κινείται (διαδίδεται) αρκετά πιο γρήγορα από 
τον άλλο και περνά από µέσα του µε µόνο αποτέλεσµα µια µικρή µετατόπιση των παλµών. 
Σηµαντικότερη είναι η επίδραση στους παλµούς στην περίπτωση που αυτοί ξεκινούν 
αλληλο-επικαλυπτόµενοι. Με αυτό το τρόπο ο παλµός δε διαπερνά συνολικά τον άλλο και η 
σύγκρουση τους δεν είναι συµµετρική. Είναι «ατελής» και επιφέρει φασµατική µετατόπιση, 
που µπορεί να οδηγήσει και στη παγίδευση των παλµών [83, 84]. Οι ασύµφωνες 
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αλληλεπιδράσεις έχουν ιδιαίτερη σηµασία στο πεδίο της οπτικής καθώς, κατ’ αρχάς, 
περιγραφούν τις συγκρούσεις σολιτονικών παλµών διαφορετικών καναλιών σε κάποιο 
µη-γραµµικό τηλεπικοινωνιακό σύστηµα µε φασµατική πολυπλεξία (wavelength division 
multiplexing-WDM). 
 
 
1.2 Μη-γραµµική οπτική, φυσική και τεχνολογία 
 

Τα φαινόµενα στην οπτική είναι στη πλειοψηφία τους µη-γραµµικά. Η ανακάλυψη τους 
και η µελέτη τους εµπλουτίζει τη κατανόηση µας για την αλληλεπίδραση του φωτός µε την 
ύλη. Επιπλέον, ανοίγει νέες δυνατότητες τεχνολογικών εφαρµογών, η προσπάθεια για τις 
οποίες ξεκίνησε από τις αρχικές ακόµα ανακαλύψεις των χωρικών και χρονικών σολιτονίων. 

Θα µπορούσαµε να χωρίσουµε χρονικά τις προσπάθειες τεχνολογικής εκµετάλλευσης της 
πληθώρας των µη-γραµµικών φαινοµένων σε δύο περιόδους. Στη πρώτη περίοδο, πριν το 
2003, κυριαρχούσε η έρευνα για την ανάπτυξη τηλεπικοινωνιακού συστήµατος οπτικών ινών 
βασισµένο στα σολιτόνια. ∆εν εννοούµε ότι δεν υπήρχε βασική και εφαρµοσµένη έρευνα 
προς άλλες κατευθύνσεις, αλλά η πλειοψηφία των δηµοσιευµένων εργασιών στη 
µη-γραµµική φωτονική αφορούσε τη διάδοση χρονικών παλµών. Οι εργασίες κάλυπταν όλο 
το φάσµα των φαινοµένων και των προβληµάτων που εµφανίζονται κατά τη διάδοση ενός 
καναλιού, ή πολλών, σε διαµόρφωση φασµατικής πολυπλεξίας (WDM), όπως είναι οι 
αλληλεπιδράσεις των σολιτονίων, φαινόµενα ανώτερης τάξης σαν το Raman και η διασπορά 
3ης τάξης, η χρήση διαφόρων τύπων ενισχυτών και φίλτρων, η διαχείριση διασποράς και 
άλλα. Η µελέτη κάλυπτε και όλο τα φάσµα της µεθοδολογίας. Μετά την εξεύρεση των 
στάσιµων λύσεων µέσω της µεθόδου αντίστροφής σκέδασης (IST) χρησιµοποιήθηκαν κατά 
κόρο διαταρακτικές µέθοδοι και άλλες ηµι-αναλυτικές, όπως η Μεταβολική Μέθοδος, για να 
επιτύχουν την ανάλυση της επίδρασης επιπλέον φαινοµένων. Οι πλήρως αριθµητικές 
προσεγγίσεις ήταν επίσης πολλές, ενώ πολλά και ενδιαφέροντα ήταν και τα πειράµατα 
διάδοσης µέσα από εκατοντάδες χιλιόµετρα ίνας, ενός καναλιού ή πολλών σε προσοµοιώσεις 
του WDM (βλέπε [2, 5, 11, 13] και σχετικές αναφορές). Τέτοιες προσπάθειες, όπως και 
πειράµατα γίνονται βέβαια και σήµερα και έχει αποδειχθεί ότι οι σολιτονικοί παλµοί σε 
συνδυασµό µε τη χρήσης τεχνολογίας WDM µπορούν να επιτρέψουν διάδοση πληροφορίας 
δεκάδων TB/s σε αποστάσεις εκατοντάδων ή και χιλιάδων χιλιοµέτρων. Στο σχήµα 1.4 
φαίνεται η κατανοµή των πλέον επιτυχηµένων πειραµάτων διάδοσης σε οπτική ίνα, σε σχέση 
µε το ρυθµό µετάδοσης και την απόσταση διάδοσης. Το σχήµα είναι παρµένο από ένα πολύ 
ενδιαφέρον ιστότοπο του πανεπιστηµίου του Rostock και είναι ενηµερωµένος µέχρι και το 
2011 [13, 63]. Τα νούµερα αφορούν τις αναφορές των πειραµάτων, όπου βρίσκονται στον εν 
λόγω ιστότοπο. Αρκεί να πούµε ότι τα πειράµατα µε σολιτονικούς παλµούς καταλαµβάνουν 
τις περισσότερες από τις ακρότατες θέσεις, είτε σε σχέση µε το ρυθµό µετάδοσης, είτε σε 
σχέση µε τη µέγιστη απόσταση. 

Παρόλο που οι µελέτες συνεχίζονται και τα πειραµατικά αποτελέσµατα είναι όλο και 
καλύτερα, µετά το 2002 η προοπτική εφαρµογής των σολιτονίων σα φορείς πληροφορίας σε 
ένα αναβαθµισµένο σύστηµα τηλεπικοινωνιών, φαντάζει όλο και πιο µακρινή. Εκείνη τη 
χρονιά ξεκίνησαν διαδικασίες εφαρµογής των σολιτονικών οπτικών επικοινωνιών στη Florida 
των ΗΠΑ και στην Αυστραλία. Όµως, η γενικότερη επιχειρηµατική κρίση που ξεκινούσε 
εκείνη την εποχή επηρέασε και τη βιοµηχανία τηλεπικοινωνιών, σε βαθµό που η σοβαρή 
αναβάθµιση των δικτύων οπτικών ινών, που απαιτούσε η χρήση σολιτονικών παλµών, να 
θεωρηθεί υπερβολική και όλες οι απόπειρες εφαρµογής να σταµατήσουν. Η έρευνα για τις 
τηλεπικοινωνίες εξακολουθεί να έχει χρηµατοδότηση, αλλά προτιµούντα πλέον άλλοι τοµείς, 
όπως η συνεχής αναβάθµιση των κινητών τηλεφώνων στη κατεύθυνση mini-υπολογιστών και 
παιχνιδοµηχανών. 
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Σχήµα 1.4: Καταγραφή πειραµατικών αποτελεσµάτων, από το 1998 έως το 2011, για 
διάδοση σε µία ίνα µε χρήση ή όχι τεχνολογίας WDM (µπλε και κίτρινοι κύκλοι). Η πλήρης 
λίστα των αναφορών (νούµερα) βρίσκεται στον ιστότοπο [63]. 
 

Καθώς τα φώτα «χαµήλωσαν» πάνω από τις σολιτονικές τηλεπικοινωνίες, άλλα 
προβλήµατα και πιθανές εφαρµογές της µη-γραµµικής οπτικής αναδύθηκαν. Η φυσική των 
χωρικών σολιτονίων και των χωροχρονικών παλµών, για παράδειγµα, ήταν ανέκαθεν 
αντικείµενο έρευνας, παράλληλα µε τα χρονικά σολιτόνια, αλλά µετά το 2002 περισσότερα 
µέλη της κοινότητας των επιστηµόνων και µηχανικών κινήθηκαν προς αυτή τη κατεύθυνση. 
Οι προσπάθειες τεχνολογικής αξιοποίησης στρέφονται πλέον κυρίως, προς τη διαχείριση του 
φωτός, τη δηµιουργία νέων συχνοτήτων, τη κατασκευή διατάξεων για πιθανή χρήση σε 
οπτικά κυκλώµατα και άλλες εφαρµογές που αφορούν οπτικές συσκευές. Οι περισσότερες 
από αυτές βρίσκονται στο επίπεδο της έρευνας και του µελλοντικού σχεδιασµού, αλλά θα 
αναφερθούµε σε µερικές καθώς έτσι αναδεικνύεται και ο πλούτος των µη-γραµµικών 
φαινοµένων. 

Με τη χρήση οπτικών ινών µόνο, έχουν υλοποιηθεί ενισχυτές “Raman”, οι οποίοι 
λαµβάνουν το σήµα και µε τη χρήση µια ακτινοβολίας-«αντλίας» που έχει µήκος κύµατος 
λίγο µεγαλύτερο από αυτό του σήµατος, µεταφέρουν ενέργεια στο σήµα [1]. Ακόµα, µε τη 
χρήση οπτικών ινών έχουν σχεδιαστεί και κατασκευαστεί οπτικά συµβολόµετρα τύπου 
Fabry-Perot, Sagnac και Mach-Zehnder. [11]. Σχεδιασµένα να εκµεταλλεύονται µη-γραµµικά 
φαινόµενα όπως τα SPM και XPM έχουν πληθώρα χρήσεων, όπως σαν αποσυζεύκτες 
συχνοτήτων σε WDM, σαν οπτικές λογικές πύλες, και άλλα [11]. Υπάρχουν και άλλες 
πιθανές συσκευές που χρησιµοποιούν τις µη-γραµµικές ιδιότητες των ινών µε χρήσεις όπως 
σολιτονικές µνήµες [64], διατάξεις ανάγνωσης και διαγραφής [65], οπτικές λογικές πύλες 
[66], και άλλα. 

Μια άλλη εφαρµογή είναι η χρήση σολιτονικών παλµών για χάραξη κυµατοδηγών. Όπως 
αναφέρθηκε παραπάνω η µη-γραµµική διάδοση επιτυγχάνεται µέσω της αλλαγής του δείκτη 
διάθλασης. Το φαινόµενο αυτό είναι παροδικό και όταν παύσει η ακτινοβολία ο δείκτης 
διάθλασης επανέρχεται στην αρχική του τιµή, εκτός αν το υλικό είναι φωτοευαίσθητο, οπότε 
η αλλαγή είναι µόνιµη [67]. Σύµφωνα µε την αρχή αυτή κατασκευάζονται φράγµατα Bragg 
σε ίνες, που έχουν πάµπολλες χρήσεις στη διαχείριση οπτικών παλµών [68]. 
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Το βασικότερο µη-γραµµικό φαινόµενο, υπεύθυνο για τη δηµιουργία των σολιτονίων, 
είναι η ετεροδιαµόρφωση φάσης (SPM), στην οποία αναφερόµαστε εκτενέστερα παρακάτω. 
Λόγω αυτής, ο παλµός, ή η ακτίνα, υφίστανται εστίαση, η οποία εξισορροπεί τη διασπορά ή 
τη περίθλαση. Οι ακτίνες και χωροχρονικοί παλµοί που διαδίδονται σε επίπεδους 
κυµατοδηγούς ή ελεύθερα µέσα, δύνανται να εστιάσουν πολύ έντονα, ενώ ταυτόχρονα το 
φασµατικό τους περιεχόµενο διευρύνεται σηµαντικά. Ουσιαστικά η έντονη αυτοεστίαση 
δηµιουργεί υπερσυνεχές φάσµα (supercontinuum generation), που είναι σηµαντικό για πολλές 
εφαρµογές. Στο σχήµα 1.5 φαίνεται το φάσµα ενός παλµού laser στα 3TW µε λ=800nm και 
εύρους 70fs ύστερα από διάδοση 10 µέτρων σε αέρα και έντονη αυτοεστίαση. Το αρχικό 
φασµατικό εύρος των 10nm επεκτάθηκε και καταλαµβάνει 10µm στο οπτικό φάσµα και 4µm 
στο υπέρυθρο. Το φάσµα περιλαµβάνει τις ζώνες απορρόφησης πολλών στοιχείων της 
ατµόσφαιρας. 
 

 
Σχήµα 1.5: Φάσµα παλµού lazer (P=3TW, λ=800nm, και εύρους 70fs) µετά από διάδοση 
στον αέρα. Η πτώση µετά τα 800nm οφείλεται στη µη-διακριτικότητα του οργάνου. Η ένταση 
δίνεται σε absorbance units [69]. 
 

 
Σχήµα 1.6: (α) Κατακόρυφη διάδοση, στον ουρανό σε ύψος 9Km  ακτίνας laser µε P=5TW 
και λ=800nm. (β) Φάσµα ατµοσφαιρικής απορρόφησης, µέσω τεχνολογίας LIDAR (εικόνα 
από [71]). 
 

Αυτή η ιδιότητα των πολύ στενών και έντονων παλµών να εστιάζουν ώστε να 
δηµιουργούν φωτεινό «νήµα», ή να διασπώνται σε πολλά νήµατα µε ταυτόχρονη δηµιουργία 
υπερσυνεχούς φάσµατος, δίνει τη δυνατότητα χρήσης τους σε εφαρµογές τύπου LIDAR 
(Light Detection And Ranging) [70]. Στο σχήµα 1.6(α) φαίνεται η εικόνα λευκού φωτός που 
δηµιουργήθηκε από αυτοεστίαση laser, όπως δόθηκε από το τηλεσκόπιο στο Tautenburg, στη 
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Γερµανία. Η ακτίνα πέρασε ένα λεπτό στρώµα νεφών που προκάλεσε σκέδαση Mie που είναι 
αντιληπτή από την άλω. Στο Σχ. 1.6(β) φαίνεται η φασµατική ανάλυση µέρους από το 
οπισθοσκεδαζόµενο λευκό φως. Τέτοιου είδους τεχνική βοηθάει στην ανάλυση των στοιχείων 
της ατµόσφαιρας πολλά χιλιόµετρα πάνω από το έδαφος. 

Πέρα από τις παραπάνω δυνατές εφαρµογές, υπάρχει πλέον µία όλο και διευρυνόµενη 
έρευνα και βιβλιογραφία για τη διαχείριση µη-γραµµικών οπτικών κυµατοπακέτων σε 
ελεύθερα µέσα. Σε πειράµατα και προσοµοιώσεις έχουν παρατηρηθεί παλµοί που 
αυτο-παγιδεύονται, αλληλο-παγιδεύονται, διαδίδονται ανεµπόδιστοι από περίθλαση και 
διασπορά (όπως οι οπτικές βολίδες και τα κύµατα Χ στα οποία αναφερόµαστε στο Κεφάλαιο 
4), συνδυάζονται για να δηµιουργήσουν επιπλέον παλµούς ή δηµιουργούν στάσιµους 
φωτεινούς σχηµατισµούς [3, 6, 15]. Ο βαθµός ελέγχου που αποκτάται δείχνει και το δρόµο 
προς µια µελλοντική νέα γενιά από πλήρως οπτικές διατάξεις. 
 
 
1.3 NLS 
 

Είναι πλέον αρκετές οι µερικές διαφορικές εξισώσεις που δίνουν σολιτονικές λύσεις και 
µοντελοποιούν φυσικά συστήµατα που δύνανται να εµφανίσουν τέτοια κύµατα. Καθώς τα 
φαινόµενα ονοµάζονται «µη-γραµµικά», δεν είναι βέβαια τυχαίο ότι περιγράφονται από 
µη-γραµµικές εξισώσεις. Μία από τις ευρύτερα γνωστές είναι η Kordeweg de Vries, στην 
οποία αναφερθήκαµε νωρίτερα, γνωστή και σαν KdV (σχέση 1.1). ∆ύο ακόµα είναι η 
Kadomtsev-Petviashvili (KP-σχέση 1.2), που είναι γενίκευση της KdV και περιλαµβάνει την 
επίδραση εγκάρσιας (x) διάστασης και η sine-Gordon (σχέση 1.3). 
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∆ε θα δώσουµε πολλές λεπτοµέρειες για τα µεγέθη και τους συντελεστές στις εξισώσεις, 
αλλά σηµειώνουµε ότι η z θεωρείται η διεύθυνση διάδοσης και ότι όλες οι µεταβλητές είναι 
κανονικοποιηµένες. Η συνάρτηση u περιγράφει τη περιβάλλουσα του κύµατος, ενώ στη sine-
Gordon διατηρήθηκε το θ καθώς χαρακτηριστικό παράδειγµα εφαρµογής της είναι οι γωνίες 
περιστροφής συζευγµένων εκκρεµών. Η KdV βρίσκει πολλές εφαρµογές στην υδροδυναµική 
καθώς περιγράφει κύµατα σε ρηχό νερό, αλλά έχει χρησιµοποιηθεί και για τη µοντελοποίηση 
των τσουνάµις. Πέραν αυτών, χρησιµοποιείται για τη περιγραφή υποβρύχιων κυµάτων στους 
ωκεανούς, αλλά και για κύµατα αρτηριακής πίεσης, για ακουστικά σολιτόνια σε πλάσµα, 
όπως και αλλού [4]. Παροµοίως και για την KP, η οποία χρησιµοποιείται κυρίως για 
περιγραφή επιφανειακών σολιτονικών κυµάτων. Η sine-Gordon, αποτελεί συνεχές όριο 
συστήµατος από συζευγµένα εκκρεµή. Χρησιµοποιείται στη φυσική στερεάς κατάστασης µε 
πλέον σηµαντική της χρήση τη περιγραφή διάδοσης σε επαφές Josephson. 

Όλες οι παραπάνω, υπό ορισµένες συνθήκες, προσεγγίζονται µετασχηµατιζόµενες από τη 
µη-γραµµική εξίσωση του Schrödinger (nonlinear Schrödinger equation-NLS) [80]. Είναι 
ίσως η σηµαντικότερη εξίσωση της µη-γραµµικής δυναµικής και σίγουρα η σηµαντικότερη 
της µη-γραµµικής οπτικής. Περιγράφει πλήθος φυσικών συστηµάτων τα οποία έχουν να 
κάνουν µε αργά µεταβαλλόµενη περιβάλλουσα κύµατος. Θεωρώντας βαθµωτή περιβάλλουσα 
u(x,z), οδεύοντος κύµατος στη διεύθυνση z, µπορούµε να γράψουµε την NLS στη παρακάτω 
γενική µορφή, 
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NLS 
2

( ) 0jk

z j k
i u g u f u u∂ + ∂ ∂ + =  (1.4) 

,όπου /
j j

x∂ = ∂ ∂ , j, k=1,.., D, (συµβολίζει τις εγκάρσιες στη διάδοση συνιστώσες του χώρου 

και το χρόνο). Το jkg  συµβολίζει τα στοιχεία του τανυστή διασποράς, όπου για διατηρητικά 

συστήµατα είναι πραγµατικά και ο τανυστής διαγώνιος πίνακας. Το 
2

( )f u  σχετίζεται µε τη 

µη-γραµµική µεταβολή της φάσης. Μία συνήθης µορφή της συνάρτησης είναι η 
2 2

( )f u q u
σ

= , όπου στη περίπτωση υλικών τύπου Kerr έχουµε σ=1, ή αλλιώς «κυβική» 

µη-γραµµικότητα. Όταν ακόµα gq>0 εµφανίζεται διαµορφωτική αστάθεια, για την οποία θα 
µιλήσουµε παρακάτω [81]. Η περίπτωση της κορέσιµης µη-γραµµικότητας διαµορφώνεται 

όπως 
2 2 2

( ) /(1 )f u q u u= + , αλλά δε θα επεκταθούµε περαιτέρω. Ακόµα, σε άλλες 

περιπτώσεις ο πρώτος όρος της σχέσης (1.4) είναι µερική παράγωγος ως προς το χρόνο. Στην 
οπτική η NLS χρησιµοποιείται µε τη παραπάνω µορφή, αν και οι δύο αυτές διαστάσεις είναι 
κατ’ ουσία ισοδύναµες και µπορούν να µετασχηµατιστούν µέσω της σχέσης z=(c/n0)t. Η 
έννοια της περιβάλλουσας περιγράφεται στο σχήµα 1.7. 

Υιοθετώντας τη προσέγγιση της «αργά µεταβαλλόµενης περιβάλλουσας», γράφουµε το 
πεδίο, που το παίρνουµε για απλότητα γραµµικά πολωµένο, σα γινόµενο του γρήγορα 
µεταβαλλόµενου όρου και ενός αργού, όπως: 

 0

1
ˆ( , ) [ ( , ) . .]exp( )

2
E r t x E r t c c i tω= + −
� � �

 (1.5) 

Το ( , )E r t
�

 είναι αργά µεταβαλλόµενη συναρτήσει του χρόνου και το µέτρο της φαίνεται στο 

σχήµα 1.7(β). 
 

 
Σχήµα 1.7: Σχηµατική παράσταση για (α) διαµορφωµένο κύµα, (β) πλάτος περιβάλλουσας, 
(γ) φάσµα. 
 

Η NLS µε κυβική µη-γραµµικότητα χρησιµοποιείται για να περιγράψει και προβλήµατα 
όπως τα κύµατα βαρύτητας σε βαθύ νερό [16]. Μετασχηµατιζόµενη στην εξίσωση Ginzburg-
Landau τη συναντάµε σε προβλήµατα υπεραγωγιµότητας και στη µονοδιάστατη περίπτωση 
περιγράφει τα λεγόµενα σολιτόνια Davydov σε α-ελικοειδείς πρωτεΐνες [81]. Η ίδια εξίσωση 
στη τρισδιάστατη µορφή της χρησιµοποιείται και για τη περιγραφή συµπυκνωµάτων Bose-
Einstein [10, 30]. Η NLS αποδεικνύεται ένα πολύ γενικό µοντέλο που περιγράφει την εξέλιξη 
κάποιας αργά µεταβαλλόµενης περιβάλλουσας σε συστήµατα µε διασπορά και ασθενή 
µη-γραµµικότητα. ∆ύο από τις πλέον συνήθεις στην Οπτική µορφές της εξάγονται 
περιληπτικά παρακάτω. 
 
 
1.3.1 Μη-γραµµική απόκριση και χωρικά σολιτόνια 

 
Ξεκινώντας από τις εξισώσεις Maxwell µπορούµε να καταλήξουµε στη σχέση (1.6), κυµατική 
εξίσωση που περιγράφει την εξέλιξη του ηλεκτρικού πεδίου οπτικού κύµατος που οδεύει σε 
µη-γραµµικό υλικό [1], 
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2 2

2

2 2 2 2

0

1 1E P
E

c t c tε
∂ ∂

∇ − =
∂ ∂

� �
�

 (1.6) 

, όπου c η ταχύτητα του φωτός στο κενό και ε0 η διηλεκτρική σταθερά του κενού. Η πόλωση 

P
�

 γράφεται, 

 ( , ) ( , ) ( , )
L NL

P r t P r t P r t= +
� � �� � �

 (1.7) 

, όπου ο πρώτος όρος στο δεξί µέλος είναι το γραµµικό µέρος και το δεύτερο το µη-γραµµικό. 
Αυτοί δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις [7, 8]: 

 (1)

0( , ) ( ) ( , )
L

P r t t t E r t dtε χ
∞

−∞
′ ′ ′= −∫

� �� �
 (1.8) 

(3)

0 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , ) ( , , ) ( , ) ( , ) ( , )
NL

P r t t t t t t t E r t E r t E r t dt dt dtε χ
∞

−∞
= − − −∫ ∫ ∫

� � � �� � � �
 (1.9) 

Τα (1) (3),χ χ  είναι οι τανυστές επιδεκτικότητας πρώτης και τρίτης τάξης. Οι παραπάνω 

σχέσεις ισχύουν µε τη προϋπόθεση ότι η απόκριση του µέσου παραµένει τοπική (local). Η 
επιδεκτικότητα δεύτερης τάξης (quadratic), είναι επίσης συνδεδεµένη µε µη-γραµµικά 
φαινόµενα όπως η γένεση δεύτερης αρµονικής, αλλά αγνοήθηκε, καθώς θεωρούµε ότι το 
µέσο διάδοσης διαθέτει συµµετρία αντιστροφής (κεντροσυµµετρικό) [8]. Μία ακόµα 
σηµαντική παραδοχή που απλοποιεί τη σχέση (1.9) είναι να θεωρήσουµε ότι το µέσο έχει 
άµεση απόκριση, έτσι ώστε η χρονική εξάρτηση της επιδεκτικότητας να δίνεται από τη 
συνάρτηση δέλτα. Αυτή η προσέγγιση είναι ασφαλής για παλµούς µε εύρος από 1ps και 
πάνω. Υπό αυτές τις προϋποθέσεις η σχέση (1.9) γίνεται: 

 (3)

0( , ) ( , ) ( , ) ( , )
NL

P r t E r t E r t E r tε χ=
� � � �� � � �

. (1.10) 

Χρειάζονται µερικές ακόµα απλοποιητικές προϋποθέσεις για να καταλήξουµε στην 

απλούστερη µορφή της NLS. Κατ’ αρχάς το 
NL

P
�

 µπορεί να αντιµετωπιστεί σα διαταραχή του 

L
P
�

 καθώς η µεταβολή του δείκτη διάθλασης ∆n που προκαλεί είναι µικρή (∆n/n<10-6). 

Ακόµα, το ηλεκτρικό πεδίο θεωρείται ότι διατηρεί τη γραµµική του πόλωση, έστω στο x , 
οπότε µπορούµε να το αντιµετωπίσουµε σα βαθµωτό µέγεθος. Αυτό δεν ισχύει για 
διπλοθλαστικά µέσα. Τέλος, το πεδίο θεωρείται ηµι-µονοχρωµατικό και µπορεί να γραφεί σα 
γινόµενο ενός γρήγορα µεταβαλλόµενου µέρους και της αργά µεταβαλλόµενης 
περιβάλλουσας, όπως στη σχέση (1.5). Όταν αυτή η σχέση χρησιµοποιηθεί στη σχέση (1.10) 
καταλήγει µε όρους ταλαντούµενους µε συχνότητα ω0 και 3ω0. Ο τελευταίος έχει αµελητέα 
επίδραση καθώς απαιτεί προσαρµογή φάσης (phase matching), οπότε το σηµαντικότερο και 
αργά µεταβαλλόµενο µέρος της µη-γραµµικής πόλωσης γράφεται, 

 0( , ) ( , )
NL NL

P r t E r tε ε≈
� �

, (1.11) 

όπου 
2(3)(3 / 4) ( , )

NL xxxx
E r tε χ=
�

. Το γραµµικό µέρος δε, γράφεται (1)

0L xx
P Eε χ= . 

Αντικαθιστώντας τα παραπάνω στην εξίσωση (1.6), ο µετασχηµατισµός Fourier E� του πεδίου 
βρίσκεται να ικανοποιεί την εξίσωση Helmholtz [1], 

 2 2

0( ) 0E k Eε ω∇ + =� � , (1.12) 

, όπου 0 0( , ) ( , ) exp[ ( ) ]E r E r t i t dtω ω ω ω
∞

−∞
− = −∫

� �� , 0 /k cω=  και (1)( ) 1 ( )
xx NL

ε ω χ ω ε= + +�  η 

συνολική διηλεκτρική σταθερά. Καθώς ο δείκτης διάθλασης n και ο συντελεστής απωλειών 

α, συνδέονται µε τη σταθερά µέσω της σχέσης 2( / 2 )n i cε α ω= + , καταλήγουµε στις 

συνολικές εκφράσεις τους, 

 
2

0 2( )n n n Eω′ = +  και 
2

2( ) Eα ω α α′ = + , (1.13) 

όπου χρησιµοποιήσαµε την ένδειξη n0 για το γραµµικό δείκτη. Οι µη-γραµµικοί συντελεστές 
του δείκτη διάθλασης και των απωλειών είναι 
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 ( )(3)

2

3
Re

8
xxxx

n
n

χ=  και ( )(3)0
2

3
Im

4
xxxx

nc

ω
α χ= . (1.14) 

Το τελευταίο είναι πολύ µικρό και συνήθως αγνοείται, ενώ ο δείκτης διάθλασης γράφεται 

συχνά και σαν 0 ( )
nl

n n n I′ = + , µε 
2

I E=  η ένταση της ακτινοβολίας. Μη-γραµµικά µέσα 

αυτού του είδους, όπου κυριαρχεί η επιδεκτικότητα τρίτης τάξης, είναι και τα µέσα τύπου 
Kerr. 

Για τη περίπτωση των χωρικών σολιτονίων εστιάζουµε στη διάδοση µίας ακτίνας CW. 
Μια γενική λύση της σχέσης (1.6) µπορεί να γραφεί στη µορφή της σχέσης (1.5), µε 

0( , ) ( ) exp( )E r t U r i zβ=
� �

, όπου 0 0 0 02 /n nβ κ π λ= = . Θεωρούµε ότι η ακτίνα οδεύει κατά 

µήκος του z και περιθλάται στις εγκάρσιες διαστάσεις x, y. Η συνάρτηση U είναι η 
περιβάλλουσα της ακτίνας, η οποία χωρίς περίθλαση και µη-γραµµικά φαινόµενα πρέπει να 
παραµένει απαράλλακτη. Παρουσία των παραπάνω φαινοµένων, η περιβάλλουσα θεωρείται 
πως µεταβάλλεται αργά κατά µήκος του z, σε µήκος πολύ µεγαλύτερο του µήκους κύµατος. 

Αυτή η θεώρηση ονοµάζεται παρααξονική προσέγγιση και βάση αυτής η 2 2/U z∂ ∂  
καθίσταται αµελητέα και παραλείπεται. Τελικά, η U βρίσκεται να ικανοποιεί τη παρακάτω 
εξίσωση: 

 
2 2

02 2

0

1
( ) 0

2
nl

U U U
i n I U

z x y
κ

β
 ∂ ∂ ∂

+ + + = ∂ ∂ ∂ 
 (1.15) 

Απουσία µη-γραµµικών φαινοµένων η εξίσωση χρησιµοποιείται στη µελέτη περίθλασης 
γραµµικών κυµάτων [41]. 

Εστιάζοντας στη περίπτωση της µη-γραµµικότητας τύπου Kerr και κανονικοποιώντας τα 

παραπάνω µεγέθη, όπως, 0/X x W= , 0/Y y W= , /
d

Z z L= , 1/ 2

0 2( )du n L Uκ= , µε 

2

0 0d
L Wβ=  το µήκος περίθλασης και 0W  ένα µέτρο του εγκάρσιου εύρους της ακτίνας, η 

εξίσωση παίρνει τη χαρακτηριστική µορφή της (2+1)D  NLS: 

 
2 2

2

2 2

1
0

2

u u u
i u u

Z X Y

 ∂ ∂ ∂
+ + ± = ∂ ∂ ∂ 

 (1.16) 

Το πρόσηµο του µη-γραµµικού όρου είναι θετικό για n2>0 (εστίαση) και αρνητικό για n2<0 
(αποεστίαση). Η παραπάνω εξίσωση περιγράφει τη διάδοση ακτίνας που διαδίδεται σε 
ελεύθερο µέσο (bulk medium: µέσο ελεύθερο ορίων και ανοµοιογενειών), περιθλάται σε δύο 
εγκάρσιες διαστάσεις, ενώ υπόκειται στο µη-γραµµικό φαινόµενο Kerr. Η εξίσωση δεν είναι 
ολοκληρώσιµη και για n2>0 προβλέπει το φαινόµενο της κυµατικής κατάρρευσης, για το 
οποίο θα πούµε περισσότερα παρακάτω. 
Όταν η ακτίνα διαδίδεται σε επίπεδο (slab) κυµατοδηγό, περιορισµένη κατά τη µία εγκάρσια 
διάσταση περιθλάται µόνο κατά την άλλη διάσταση (έστω τη X). Σε τέτοια περίπτωση η λύση 

της εξίσωσης (1.6) µπορεί να γραφεί σαν 0( , ) ( , ) ( ) exp( )E r t U x z G y i zβ=
�

, όπου η ( )G y  

περιγράφει το πλάτος του ρυθµού κυµατοδήγησης, που θεωρείται σταθερό. Ακολουθώντας 
παρόµοια διαδικασία µε τα προηγούµενα, καταλήγει κανείς στη (1+1)D NLS: 

 
2

2

2

1
0

2

u u
i u u

Z X

∂ ∂
+ ± =

∂ ∂
 (1.17) 

Η εξίσωση αυτή είναι ολοκληρώσιµη και λύνεται επακριβώς από τη µέθοδο αντίστροφης 
σκέδασης (inverse scattering method-IST) και για τα δυο πρόσηµα του µη-γραµµικού όρου 

[37, 42]. Η απλούστερη λύση της είναι ένα CW επίπεδο κύµα, 0( , ) exp( )u Z X u ipZ iqX= + , 

όπου το 0u  είναι σταθερά και τα p, q ικανοποιούν τη σχέση 2 2

2 0/ 2 sgn( )p q n u= − + . Για τη 

περίπτωση εστιάζουσας µη-γραµµικότητας βρίσκεται ότι η εξίσωση (1.17) έχει τη λύση 

 2( , ) sec ( )exp( / 2)u Z X a h aX ia Z=  (1.18) 
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Το α είναι παράµετρος που καθορίζει το πλάτος και το εύρος της ακτίνας, αλλά και το πως 
εξελίσσεται η φάση. Η σχέση (1.18) είναι ο βασικός ρυθµός που κυµατοδηγείται λόγω της 
διάδοσης της ακτίνας, το φωτεινό σολιτόνιο. Αν αυτή έχει εξ’ αρχής το συγκεκριµένο σχήµα, 
τότε όλη της η ενέργεια αυτοπαγιδεύεται και διαδίδεται αδιατάρακτη. Εάν δεν έχει αυτό το 
σχήµα, (για παράδειγµα, είναι γκαουσιανής µορφής), µέρος της ενέργειας διαφεύγει σε 
ανώτερους ρυθµούς και χάνεται σαν ακτινοβολία. Ταυτόχρονα, το σχήµα της ακτίνας 
προσαρµόζεται ώστε να αποκτήσει την ευσταθή “sech” µορφή.  

Να σηµειώσουµε επιπλέον ότι ακτίνες κάθε µεγέθους µπορούν να αυτοπαγιδευθούν µε τη 
προϋπόθεση ότι έχουν τη κατάλληλη ένταση. Η απαιτούµενη ένταση και η σχέση της µε τα 
χαρακτηριστικά της ακτίνας και του υλικού φαίνεται καλλίτερα εάν η σχέση (1.18) γραφεί σε 
φυσικές µονάδες, 

 0 0( , ) sec ( / ) exp( / 2 )dU z x I h x W iz L= , (1.19) 

όπου 1

0 0 2( )
d

I n Lκ −=  µέγιστη ένταση, όπου είναι ανάλογη του 2

0W
− . Αυτό σηµαίνει βέβαια 

ότι ακτίνες µε µικρότερο εύρος χρειάζονται µεγαλύτερη ένταση, το οποίο είναι κατανοητό 
καθώς η περίθλαση είναι ισχυρότερη σε στενές ακτίνες. 
 
 
1.3.2 Χρονικά σολιτόνια 

 
Χρονικά σολιτόνια είναι παλµοί που διαδίδονται κατά µήκος οπτικών ινών και διατηρούν το 
σχήµα τους κατά τη διάδοση. Η δυνατότητα δηµιουργίας και διάδοσης τους παρατηρήθηκε 
πρώτη φορά από τους Hasegawa et al το 1973 [43]. Έκτοτε είναι αντικείµενο ιδιαίτερα 
εκτεταµένης έρευνας για τη χρήσης τους σε οπτικά συστήµατα τηλεπικοινωνιών [11]. 
Η βασική διαφορά µε τις CW ακτίνες που δύνανται να δηµιουργήσουν χωρικά σολιτόνια, 
είναι ότι ο παλµός είναι χρονοεξαρτώµενος. Το αργά µεταβαλλόµενο µέρος πεδίου 
διαδιδόµενο σε οπτική ίνα µπορεί να γραφεί, 

 0( , ) ( , ) ( , ) exp( )E r t U z t F x y i zβ=
�

 (1.20) 

, όπου η F(x,y) είναι η εγκάρσια κατανοµή του πεδίου, σχετιζόµενη µε το θεµελιώδη ρυθµό 
της ίνας που τη θεωρούµε ως µονότροπη (single mode fiber) [14]. Η εξάρτηση του παλµού U 
από το χρόνο σηµαίνει ότι το φασµατικό περιεχόµενο του δεν ταξιδεύει ολόκληρο µε την ίδια 
ταχύτητα, λόγω χρωµατικής διασποράς. Εξαιτίας αυτής ο δείκτης διάθλασης εξαρτάται από 
τη συχνότητα και η σχέση (1.13) γράφεται 

 
2

2( ) ( )n n n Eω ω′ = + . (1.21) 

Η εξάρτηση αυτή από τη συχνότητα προκαλεί διαπλάτυνση του παλµού και είναι ανάλογη 
της περίθλασης στα χωρικά σολιτόνια. 

Σύµφωνα µε γνωστή ανάλυση [1], παίρνοντας το µετασχηµατισµό Fourier του αργά 
µεταβαλλόµενου πεδίου (σχέση 1.20), που ικανοποιεί την εξίσωση (1.12), καταλήγουµε σε 
ανεξάρτητες εξισώσεις για την F και την U. Έτσι για 

0 0 0( , ) ( , ) ( , ) exp( )E r U z F x y i zω ω ω ω β− = −
�� � , στο πλαίσιο της παρααξονικής προσέγγισης, 

καταλήγουµε στις 

 
2 2

2 2

02 2
[ ( ) ] 0

F F
F

x y
ε ω κ β

∂ ∂ ′+ + − =
∂ ∂

 (1.22) 

 ( )2 2

0 02 0
U

i U
z

β β β
∂ ′+ − =
∂

�
� . (1.23) 

Ο κυµατάριθµος β ′  εµπεριέχει την εξάρτηση από τη συχνότητα και τις αλλαγές λόγω 

φαινοµένου Kerr, δηλαδή  
 ( ) ( )β ω β ω β′ = + ∆ , (1.24) 
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όπου 

 

4

2 2 22 0
0 2 2

( , )

( , ) eff

F x y dxdy n
n U U U

cAF x y dxdy

ω
β κ γ

∞

−∞
∞

−∞

∆ = ≡ ≡∫ ∫
∫ ∫

 (1.25) 

Ο συντελεστής του 
2

U , γ, ονοµάζεται µη-γραµµική παράµετρος και στη προκειµένη 

περίπτωση ορίζεται από τη σχέση (1.25). Το 
eff

A  είναι η ενεργός περιοχή του πυρήνα της 

ίνας και εξαρτάται από την εγκάρσια κατανοµή του πεδίου, δηλαδή από τα χαρακτηριστικά 
της ίνας. ∆ε θα επεκταθούµε στη επίλυση της εξίσωσης (1.22) και στους ρυθµούς που µπορεί 
να αναπτυχθούν στον οπτικό κυµατοδηγό, αλλά για µονότροπη ίνα µε ακτίνα πυρήνα «α », ο 
ρυθµός που διαδίδεται είναι ο θεµελιώδης ΗΕ11 και η εγκάρσια κατανοµή είναι 

0( , ) ( )F x y J κρ= , µε ρ α≤  και 2 2 2 1/ 2

0( )nκ κ β= − . Η έκφραση αυτή προσεγγίζεται πολύ 

καλά και από µια απλή γκαουσιανή κατανοµή, όπως 2 2 2( , ) exp[ ( ) / ]F x y x y w≈ − + . Το εύρος 

της κατανοµής w υπολογίζεται ανάλογα µε την ίνα. Υπό συνθήκες γκαουσιανής προσέγγισης 

υπολογίζεται ότι 2

effA wπ= . ∆εδοµένου ότι τα χαρακτηριστικά της ίνας δεν αλλάζουν 

µπορούµε να πάρουµε την εγκάρσια κατανοµή ως σταθερή (για περισσότερα στοιχεία πάνω 
σε οπτικούς κυµατοδηγούς κοίτα και [11, 12]). 

Η σχέση (1.23) µπορεί να γραφεί όπως 

 0[ ( ) ]
U

i U
z

β ω β β
∂

= + ∆ −
∂

�
�  (1.26) 

η οποία δείχνει ότι για κάθε τιµή της συχνότητας, µέσα στο φασµατικό εύρος του παλµού, 
έχουµε διαφορετική µετατόπιση φάσης. Αυτή η µετατόπιση εξαρτάται βέβαια από τη 
συχνότητα, αλλά και από την ένταση. 

Παίρνοντας τον αντίθετο µετασχηµατισµό Fourier για την (1.26) καταλήγουµε στην 
εξίσωση διάδοσης της U. Πριν γίνει αυτό και επειδή η ( )β ω  είναι συχνά άγνωστη, 

παίρνουµε την επέκταση της κατά Taylor γύρω από τη φέρουσα συχνότητα ω0. Έτσι γίνεται 

 2 3

0 0 1 0 2 0 3( ) ( ) (1/ 2)( ) (1/ 6)( ) ...β ω β ω ω β ω ω β ω ω β= + − + − + − +  (1.27) 

, όπου 

0

m

m m

d

d
ω ω

β
β

ω
=

=  µε m=1, 2,… Αν το φασµατικό εύρος του παλµού είναι πολύ 

µικρότερο της φέρουσας, κάτι σύνηθες για παλµούς µε εύρος πάνω από 1ps, οι όροι τρίτης 
τάξης και πάνω µπορούν να αγνοηθούν ως αµελητέοι. Αν βέβαια για κάποια τιµή της 

φέρουσας ισχύει 2 0β ≈ , µπορεί να χρειαστεί να συµπεριληφθεί ο όρος του 3β . 

Κάνοντας την αντικατάσταση στην εξίσωση (1.26) και παίρνοντας τον αντίστροφο 
µετασχηµατισµό Fourier καταλήγουµε στην 

 
2

22
1 2

0
2

U U U
i U U

z t t

β
β γ

∂ ∂ ∂
+ − + =

∂ ∂ ∂
. (1.28) 

Τα 1β  και 2β  είναι η διασπορά πρώτης και δεύτερης τάξης, ενώ 1 1/
g

vβ = , δηλαδή το 

αντίστροφο της ταχύτητας οµάδος του παλµού. Προφανώς η 2β  εξαρτάται από τη διασπορά 

της ταχύτητας οµάδος. Ονοµάζεται δε και «διασπορά ταχύτητας οµάδος» (group velocity 
dispersion-GVD). 

Η εξίσωση (1.28) µπορεί επίσης να µετασχηµατιστεί στη µονοδιάστατη NLS. 
Χρησιµοποιώντας τις παρακάτω κανονικοποιήσεις, όπως (το Γαλιλαϊκό µετασχηµατισµό) 

1 0( ) /T t z Tβ= − , /
D

Z z L=  και 
D

u L Uγ= , όπου Τ0 ένας χρονικός παράγοντας 
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κανονικοποίησης (συχνά χρησιµοποιούµε το χρονικό εύρος του παλµού) και 2

0 2/DL T β=  το 

µήκος διασποράς. Βάσει αυτών η εξίσωση µετασχηµατίζεται στη παρακάτω: 

 
2

2

2
0

2

u s u
i u u

Z T

∂ ∂
− ± =

∂ ∂
 (1.29) 

Το s είναι το πρόσηµο της 2β . Για ανώµαλη διασπορά είναι αρνητικό και η εξίσωση είναι 

ουσιαστικά όµοια µε την (1.17). Μέσω της IST βρίσκεται ότι η εξίσωση έχει πολλές 
σολιτονικές λύσεις, η απλούστερη των οποίων είναι το σολιτόνιο πρώτης τάξης (ή βασικής 
τάξης-fundamental soliton). Η συγκεκριµένη λύση, χρήσιµη και στις τηλεπικοινωνίες, 
βρίσκεται για ανώµαλη διασπορά και εστιάζουσα µη-γραµµικότητα και είναι, 

 2sec ( )exp( / 2)u n h nT in Z=  (1.30) 

, όπου n παράγοντας που καθορίζει το πλάτος και το εύρος του σολιτονίου. Για να µπορεί να 
διαδοθεί ένα σολιτόνιο πρώτης τάξης η συνθήκη που θα πρέπει να ισχύει ανάµεσα στα 

φυσικά µεγέθη είναι 2/ 1
D NL

L L N= = . Το Ν είναι ακέραιος αριθµός που συµβολίζει τη τάξη 

του σολιτονίου. Το 2

01/
NL

L Pγ=  είναι το µήκος της µη-γραµµικότητας, ένας δείκτης για την 

επίδραση της µη-γραµµικότητας στη διάδοση. Το P0 είναι η µέγιστη ισχύς. 
Η εξίσωση (1.29) έχει λύση και για τη περίπτωση κανονικής διασποράς µε τη µορφή των 

σκοτεινών σολιτονίων. Αυτά αποτελούν βυθίσεις σε ένα ισχυρό φωτεινό υπόβαθρο. Η πιο 
απλή µορφή αυτής της λύσης, όπου το πλάτος της βύθισης ισούται µε αυτό του υποβάθρου 
και είναι: 
 tanh( ) exp( )u T iZ=  (1.31) 

Από τις εξισώσεις (1.17) και (1.29) φαίνεται πως η διάδοση ακτίνας σε επίπεδο 
κυµατοδηγό και η διάδοση παλµού σε οπτική ίνα είναι φαινόµενα ανάλογα. Το γενικότερο 
φαινόµενο ονοµάζεται «χωροχρονική αναλογία» [44, 245]. Παρόλα αυτά υπάρχουν και 
σαφείς διαφορές ανάµεσα στα χρονικά και χωρικά σολιτόνια και γενικότερα µη-γραµµικά 
κύµατοπακέτα. Κατ αρχάς, η διασπορά είναι ένα σχετικά αδύναµο φαινόµενο, ιδιαίτερα όταν 
η φέρουσα επιλέγεται σε περιοχή ελαχιστοποίησης της διασποράς. Το φαινόµενο Kerr στις 
ίνες, οι οποίες είναι κατασκευασµένες συνήθως από γυαλί πυριτίας (silica: οξείδιο του 
πυριτίου) είναι επίσης αδύναµο, αλλά είναι αρκετό να εξισορροπήσει τη διαπλάτυνση του 
παλµού. Αντίθετα, οι ακτίνες υφίστανται περίθλαση που συνήθως είναι φαινόµενο αρκετά 
ισχυρό, οπότε για να µπορέσει να σχηµατιστεί σολιτόνιο, ακόµα και (1+1)D χρειάζονται 
µεγάλες ισχείς και υλικά µε έντονη µη-γραµµικότητα. Οι µεγάλες ισχείς προκαλούν την 
ενίσχυση φαινοµένων ανώτερης τάξης, όπως το φαινόµενο Raman, διασπορά τρίτης τάξης 
κ.λ.π. Στη περίπτωση αυτή η (1.17) είναι ανεπαρκής και χρειάζεται να αλλάξουµε το µοντέλο 
µας σε αυτό της NLS ανώτερης τάξης, η οποία εν γένει δεν είναι ολοκληρώσιµη. Η (2+1)D 
NLS είναι ολοκληρώσιµη από την IST µόνο για µη γραµµικότητα τύπου Kerr, αλλά και πάλι, 
οι λύσεις είναι ασταθείς, ενώ µπορεί να οδηγηθούν σε κατάρρευση.  

Μία ακόµα σηµαντική διαφορά µεταξύ χρονικών και χωρικών σολιτονικών κυµάτων είναι 
ότι τα πρώτα αναφέρονται σε αποστάσεις διάδοσης της τάξης των χιλιοµέτρων, ή και 
εκατοντάδων χιλιοµέτρων, ενώ τα χωρικά σε αποστάσεις της τάξης των mm και cm. Το αίτιο 
είναι η διαφορά µεταξύ των µηκών περίθλασης και διασποράς. Για παράδειγµα, ακόµα και 

για παλµό εύρους 1ps σε µέσο µε 2

2 1 /ps Kmβ = , το µήκος διασποράς είναι 1Km. Για 

οπτική ακτίνα εγκάρσιας διάστασης 20µm, για µήκος κύµατος 1µm, το µήκος περίθλασης 
είναι µικρότερο από 1mm [3]. 

Οι έννοιες του χρονικού και χωρικού σολιτονίου µπορούν να συνυπάρξουν σε αυτή του 
χωροχρονικού σολιτονίου, ή εν γένει µη-γραµµικού παλµού. Η µετάβαση σε παλµό τέτοιου 
είδους είναι διαισθητικά εύκολη λόγω της αναλογίας της εγκάρσιας χωρικής µε τη χρονική 
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διάσταση. Η NLS µπορεί να είναι (2+1)D ή (3+1)D, ανάλογα µε το αν ο παλµός διαδίδεται σε 
επίπεδο κυµατοδηγό ή ελεύθερο µέσο. Στη γενικότερη περίπτωση γράφεται: 

 
2 2 2

2

2 2 2
( ) 0

2

u u u s u
i f u u

Z X Y T

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − ± = ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (1.32) 

Θα επανέλθουµε στους χωροχρονικούς παλµούς στα Κεφάλαια 4 και 5. 
 
 
1.3.3 ∆ιατηρήσιµες ποσότητες και συµµετρίες 

 
Αναφέρουµε τέλος κάποιες από τις συµµετρίες και διατηρήσιµες ποσότητες της NLS. Αν και 
έχουν βρεθεί πολλές, παραθέτουµε µόνο κάποιες βασικές µε σηµαντικό φυσικό ενδιαφέρον, 
οι οποίες έχουν και ιδιαίτερη βαρύτητα για τη παρούσα εργασία. 

Το θεώρηµα της Nöther συνδέει τυχόν διατηρήσιµες ποσότητες µε συµµετρίες του 
συστήµατος [27]. Ως συµµετρία ορίζεται ο µετασχηµατισµός που αφήνει αναλλοίωτες τις 
εξισώσεις Euler-Lagrange. Τέτοιοι µετασχηµατισµοί µπορεί να είναι του ίδιου του «πεδίου» 

u, όπως ( )u u ν
νν
ε ψ→ +∑ , ή και των συντεταγµένων, όπως ( )x x ν

µ µ ν µν
ε ϕ→ +∑ . Οι 

µετασχηµατισµοί δίνονται στη γενικότερη τους µορφή για διανυσµατικό πεδίο και οι 

ποσότητες νε  θεωρούνται πολύ µικρές, ώστε να είναι απειροστοί. Το εν λόγω θεώρηµα 

λοιπόν εφαρµόζεται σε Λαγκρανζιανά συστήµατα, τα οποία προκύπτουν από κάποιο 
ολοκλήρωµα δράσης [20]. Παίρνοντας τη γενικότερη µορφή της NLS, από τη σχέση (1.4), η 
Λαγκρανζιανή πυκνότητα θα είναι 

 
2* *( , , ) ( / 2)( ) ( )jk

z z z j k
u u u i u u uu ug u F u∇ = − − ∂ ∂ +�  (1.33) 

, µε 
2

2

0
( ) ( )

u

F u f s ds= ∫ . Το ολοκλήρωµα της δράσης ορίζεται: 

 DS Ldz d xdz= =∫ ∫�  (1.34) 

Το L είναι η Λαγκρανζιανή. Εδώ να σηµειώσουµε ξανά ότι ο «χρόνος» για το σύστηµα µας 
είναι η διεύθυνση διάδοσης z. Το x στις παραπάνω σχέσεις συµβολίζει τις εγκάρσιες 
διαστάσεις και το χρόνο. Στο παρόν πρόβληµα οι ανεξάρτητες µεταβλητές (ή «πεδία») είναι 
τα u και u

*. Έτσι η εξίσωση (1.4) µπορεί να προκύψει από το µεταβολικό πρόβληµα 
*/ / 0S u S uδ δ δ δ= = . Σύµφωνα µε την αρχή της ελάχιστης δράσης, όταν το σύστηµα οδεύει 

από µία κατάσταση σε µία άλλη µεταξύ των «χρόνων» z1 και z2, στο χώρο των 
συντεταγµένων, ακολουθεί δρόµο όπου η δράση είναι ακρότατη (συνήθως ελάχιστη), οπότε 

0Sδ = . Από αυτή τη σχέση µπορούµε να καταλήξουµε στις εξισώσεις Euler-Lagrange για το 
u, 

 0
x uu

x

µ

µ

∂ ∂ ∂
− =

∂ ∂ ∂
∂  ∂ 

� �
 (1.35) 

, µε µ=0,..D, (όπου µε «0» συµβολίζεται το z), και αντίστοιχα για το u*. Οι εξισώσεις είναι 
ισοδύναµες µε την (1.4). Τα παραπάνω θα είναι χρήσιµα και στη κατανόηση της 
Μεταβολικής µεθόδου που χρησιµοποιείται στο Κεφάλαιο 2. 

Οι εξισώσεις παραµένουν αναλλοίωτες σε µετασχηµατισµούς εάν και η δράση παραµένει 
αναλλοίωτη. Έτσι και η Λαγκρανζιανή πρέπει να µένει αναλλοίωτη, εκτός από τη προσθήκη 

κάποιου ολικού διαφορικού ( )
a

µ
µ→ + ∂� � � . Χωρίς να επεκταθούµε περισσότερο, το 

θεώρηµα προβλέπει πως αν ισχύει αυτό, τότε ισχύει και η εξίσωση συνέχειας 
( ) ( )

0 0k k

z j jI I∂ + ∂ = , όπου το ρεύµα Ι, εάν µηδενίζεται στο άπειρο, µας δείχνει πως ισχύει η 
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διατήρηση κάποιου φορτιού. Συγκεκριµένα θα ισχύει ( )

0( / ) 0k Dd dz I d x =∫  (βλέπε και [232]). 

Τα παραπάνω ρεύµατα δίνονται από 

 ( ) ( ) ( ) * ( ) ( ) ( )

*0 0

D Dk k k k
I u u

u u

ν ν
µ ν ν ν ν µν ν

µ µ

ϕ ψ ϕ ψ ϕ
= =

∂ ∂   = − + − −   ∂ ∂∑ ∑
� �

� . (1.36) 

Βάσει αυτών βρίσκονται και οι παρακάτω διατηρήσιµες ποσότητες (ολοκληρώµατα κίνησης). 
 
Α) ∆ιατήρηση της «µάζας». 
Η συµµετρία από την οποία προέρχεται είναι το αναλλοίωτο του ολοκληρώµατος της δράσης 

στο µετασχηµατισµό βαθµίδας (gauge), δηλαδή όταν iz
u ue→ , που σηµαίνει ότι οι εξισώσεις 

είναι αναλλοίωτες σε αλλαγή της φάσης. Η εξίσωση συνέχειας γράφεται, 

 0j

z j∂ + ∂ =� � , (1.37) 

όπου 
2

u=�  και * *( )j jk jk

k k
i ug u u g u= ∂ − ∂� . Εποµένως το ολοκλήρωµα 

2
DN u d x= ∫  

διατηρείται. Για χωρικές συντεταγµένες εκφράζει την ισχύ της ακτίνας, ενώ για χωροχρονικές 
την ενέργεια του παλµού. 
 
Β) ∆ιατήρηση της Χαµιλτονιανής. 
Προέρχεται από το αναλλοίωτο της δράσης στη µεταβολή του «χρόνου», z z ε→ +  και 
καταλήγει στην εξίσωση συνέχειας 

 0j

z j∂ + ∂ =� � , (1.38) 

όπου 
2* ( )jk

j k
u g u F u= ∂ ∂ −�  η Χαµιλτονιανή πυκνότητα και * *j jk jk

z k z k
u g u u g u= − ∂ − ∂� , 

στοιχεία της πυκνότητας ενεργειακής ροής. Βάσει της (1.38) ισχύει η διατήρηση της 

Χαµιλτονιανής DH d x= ∫� . Αυτό είναι έκφραση της διατήρησης της ολικής ενέργειας κατά 

τη διάδοση. 
 
Γ) ∆ιατήρηση της ορµής. 
Προέρχεται από το αναλλοίωτο της δράσης στην εγκάρσια µετατόπιση κατά τη διάσταση k, 

k k
x x ε→ + . Καταλήγει στην εξίσωση συνέχειας 

 0z j∂ + ∂ =�
� �� � , (1.39) 

όπου συνδέει τη πυκνότητα της ορµής κατά τη k διάσταση µε τα στοιχεία του τανυστή 

τάσεων (ροή της ορµής). Έχουµε λοιπόν, * *( ) ( )mj mj j

k m m k k
u g u ug u δ= −∂ ∂ − ∂ ∂ − �

�
�� , όπου 

j

k
δ  το δέλτα του Kronecker. Όπως και προηγουµένως, θα ισχύει η διατήρηση της k 

συνιστώσας της ορµής που είναι D

k k
P d x= ∫� . 

 
∆) ∆ιατήρηση της γωνιακής στροφορµής 

Η στροφορµή ορίζεται ˆ DM x d x= ×∫
�

�  και η διατήρηση της είναι απόρροια της διατήρησης 

της δράσης κατά τη περιστροφή: ˆˆ ˆ ˆx x x ε→ + × . 
 
Ε) Η NLS παραµένει αναλλοίωτη στο Γαλιλαϊκό µετασχηµατισµό 

Ο µετασχηµατισµός z z′ = , 2i i ij

jx x g k z′ ≡ +  και exp ( )ij ij

i j i ju u i k g x k g k z′ ≡ − , όπου ˆk k=  

το µέτρο ενός κυµατοδιανύσµατος που δείχνει τη διεύθυνση της µετατόπισης. Με αυτό το 
τρόπο µπορούµε να λύνουµε την εξίσωση ως προς ένα άλλο, βολικότερο, σύστηµα αναφοράς. 
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Ένα επιπλέον εντυπωσιακό χαρακτηριστικό των σολιτονικών λύσεων είναι η ευστάθεια 
τους. Ευσταθείς βέβαια είναι οι λύσεις της µονοδιάστατης NLS, µε την οποία ασχολούµαστε 
στο 2ο και 3ο Κεφάλαιο της διατριβής. Επίσης, κατά τη διάδοση των σολιτονίων η απλή NLS 
δεν είναι ικανή να περιγράψει όλες τις σηµαντικές φυσικές διεργασίες που λαµβάνουν χώρα 
καθώς αυτά αλληλεπιδρούν µεταξύ τους και µε την ύλη. Για να γίνει αυτό πρέπει να 
προστεθούν επιπλέον όροι στην εξίσωση, που δρουν διαταρακτικά στη σολιτονική της λύση. 
Παρόλα αυτά, έχει δειχθεί επανειληµµένα σε πειράµατα και αριθµητικές προσοµοιώσεις ότι 
οι σολιτονικές λύσεις παραµένουν ευσταθείς, έστω και αν µεταβάλουν το σχήµα τους, κάτω 
από ποικίλες διαταραχές, συχνά µάλιστα πολύ έντονες. Μερικά παραδείγµατα τέτοιων 
διαταραχών είναι η περιοδική ενίσχυση, η µεταβολή της διασποράς, τα µη-γραµµικά 
φαινόµενα ανώτερης τάξης. Οι διαταραχές αυτές χωρίζονται σε χαµιλτονιανές και µη, µε τις 
πρώτες να διατηρούν τη Χαµιλτονιανή του συστήµατος, ενώ στις άλλες ανήκουν αυτές που 
επιβάλλουν έστω και περιοδικές χρονικές µεταβολές ή µεταβολή της ενέργειας. Τα σολιτόνια 
είναι ιδιαίτερα ευσταθή και επίµονα απέναντι στις πρώτες, αλλά συχνά αρκετά ανθεκτικά και 
στις άλλες [146, 147]. Περισσότερες λεπτοµέρειες θα φανούν από την ανάλυση 
συγκεκριµένων προβληµάτων στα επί µέρους Κεφάλαια. 
 
 
1.4 Φαινόµενα 
 
1.4.1 Γραµµικά 

 
A) Απώλειες 
Οι απώλειες στην ισχύ των παλµών και των ακτίνων είναι ένας σηµαντικός παράγοντας για 
τις τεχνολογικές εφαρµογές, περισσότερο δε για τη διάδοση κατά µήκος ινών, καθώς οι 
απαιτούµενες αποστάσεις είναι πολύ µεγάλες. Οι βασικοί παράγοντες που προκαλούν 
απώλεια ισχύος είναι η απορρόφηση των φωτονίων από το υλικό και η σκέδαση Rayleigh. 
Μία ίνα και, εν γένει, ένα οπτικό µέσο το οποίο δεν είναι οµογενές, αλλά έχει 
διαφοροποιήσεις στη πυκνότητα του, λόγω συνήθων κατασκευαστικών ατελειών, προκαλεί 
ακόµα µεγαλύτερες απώλειες στους παλµού. 

Αν η αρχική ισχύς του παλµού είναι P0, η µεταβολή της λόγω απωλειών δίνεται ως 

 0 exp( )P P Lα= −  (1.40) 

, όπου α είναι ο συντελεστής απωλειών και L το µήκος διάδοσης. Ο συντελεστής α εξαρτάται 
από τη συχνότητα του φωτός. Στο σχήµα 1.8 δίνονται οι τιµές του συντελεστή για τυπική 
(πυριτία) µονότροπη ίνα, συναρτήσει του µήκους κύµατος των παλµών. Οι απώλειες 
ελαχιστοποιούνται για 1.53 mλ µ≈ . 

 

 
Σχήµα 1.8: Απώλειες σε DB/Km σε µονότροπη ίνα. Η διακεκοµµένη καµπύλη παριστά τις 
απώλειες λόγω σκέδασης Rayleigh (Σχήµα από [45]). 
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Στις αναλυτικές µελέτες γύρω από τη διάδοση σολιτονικών παλµών χρησιµοποιούνται 
συχνά µήκη κύµατος κοντά στα 1.5µm, ώστε οι απώλειες να είναι αµελητέες και να µη 
προσθέτουν κάποιο όρο στις εξισώσεις διάδοσης.  
 
Β) ∆ιασπορά 
Όταν ένα Η/Μ κύµα διαδίδεται σε διηλεκτρικό, αλληλεπιδρά µε τα δέσµια ηλεκτρόνια. 
Γενικά µιλώντας, η απόκριση του µέσου εξαρτάται από τη συχνότητα του κύµατος. Αυτή η 
εξάρτηση προκαλεί τη (χρωµατική) διασπορά, και εµφανίζεται σαν εξάρτηση του δείκτη 
διάθλασης από τη συχνότητα. Αν το κύµα ήταν βέβαια µονοχρωµατικό, δε θα υπήρχε 
ουσιαστικά αυτό το πρόβληµα. Οι ακτίνες όµως, ή οι παλµοί, έχουν κάποιο χρονικό εύρος, το 
οποίο µεταφράζεται σε αντίστοιχο φασµατικό. Το αποτέλεσµα είναι ότι κάθε στοιχείο του 
φάσµατος «βλέπει» διαφορετική τιµή του δείκτη διάθλασης και άρα διαδίδεται µε 
διαφορετική ταχύτητα, c/n(ω).  

Αυτό που προκαλεί τη διασπορά, σε φυσικό επίπεδο, είναι ότι το µέσο χαρακτηρίζεται από 
συγκεκριµένες συχνότητες συντονισµού των ηλεκτρονίων του, στις οποίες και απορροφά την 
Η/Μ ακτινοβολία. Μακριά από τις συχνότητες συντονισµού, ο δείκτης διάθλασης 
προσεγγίζεται πολύ καλά από το τύπο του Sellmeier,  
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, όπου 
j

ω  είναι οι συχνότητες συντονισµού και 
j

B  ένας συντελεστής βαρύτητας για το 

συγκεκριµένο συντονισµό [1]. Το άθροισµα στη σχέση (1.41) περιλαµβάνει τους 
συντονισµούς που βρίσκονται στο φάσµα του παλµού. Οι συχνότητες και οι συντελεστές τους 
υπολογίζονται πειραµατικά και για τη περίπτωση του γυαλιού πυριτίας βρίσκονται 
Β1=0.6961663, Β2=0.4079426, Β3=0.8974794, λ1=0.0684043µm, λ2=0.1162414µm, 
λ3=9.896161µm [46]. 

Η διασπορά είναι φυσικά γραµµικό φαινόµενο και προκαλεί τη χρονική διαπλάτυνση του 
παλµού. Ο συνδυασµός της µε τη µη-γραµµικότητα του µέσου µπορεί να ευνοήσει τη 
δηµιουργία και διάδοση σολιτονίων. Τα φαινόµενα της διασποράς µπορούν να εκφραστούν 
µαθηµατικά αναπτύσσοντας το κυµατάριθµο του ρυθµού β σε σειρά Taylor γύρω από τη 
κεντρική συχνότητα ω0, όπως φαίνεται στη σχέση (1.27). Σε αυτή τη σχέση, οι συντελεστές β1 
και β2 σχετίζονται µε το δείκτη διάθλασης ως εξής 
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, όπου το ng ονοµάζεται «οµαδικός δείκτης» και το vg είναι η ταχύτητα οµάδος. Από φυσική 
άποψη, ο παλµός κινείται µε την οµαδική του ταχύτητα, που όµως δεν είναι ίδια για όλα τα 
φασµατικά του στοιχεία. Το β2 αντιπροσωπεύει αυτή τη διαφοροποίηση της οµαδικής 
ταχύτητας που οδηγεί σε διασπορά των φασµατικών στοιχείων και διαπλάτυνση του παλµού. 
Για αυτό το λόγο ονοµάζεται και παράµετρος GVD. Στη τεχνολογία των οπτικών ινών 
χρησιµοποιείται συχνά και η παράµετρος D, αντί της β2, ή οποία ορίζεται παρακάτω, 
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Μία σηµαντική επίπτωση της διασποράς είναι ότι οι παλµοί µε διαφορετικές κεντρικές 
συχνότητες διαδίδονται µε διαφορετικές ταχύτητες οµάδος. Η διαφορά αυτή εκφράζεται από 

τη παράµετρο «ολίσθησης» 12 1 1 1 2( ) ( )d β ω β ω= − . Στο σχήµα 1.9 φαίνονται τιµές των 

παραµέτρων β2, D και του d12 για κάποιες τιµές του µήκους κύµατος, χαρακτηριστικές στη 
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φωτονική τεχνολογία. Οι τιµές του d12 υπολογίζονται βάση του λ2=0.55µm. Οι τιµές αφορούν 

γυαλί πυριτίας και οι παράµετροι της διασποράς µηδενίζονται για 1.312
D

mλ µ≈ . Για 

µεγαλύτερα µήκη κύµατος το β2 είναι αρνητικό, ενώ για µικρότερα θετικό. Όταν το υλικό 
παρουσιάζει αρνητική παράµετρο λέµε ότι η διασπορά είναι ανώµαλη ενώ σε αντίθετη 
περίπτωση κανονική. 

Ανάλογα µε το είδος της διασποράς, τα µη-γραµµικά φαινόµενα επιδρούν διαφορετικά στο 
παλµό. Στη περίπτωση της κανονικής διασποράς (β2>0), τα φασµατικά στοιχεία του παλµού 
που έχουν µεγάλες τιµές συχνότητας οδεύουν πιο αργά από αυτά µε µικρές τιµές. Αντίθετα 
στην ανώµαλη διασπορά (β2<0), τα στοιχεία µε µεγάλες συχνότητες είναι αυτά που οδεύουν 
ταχύτερα. Η περιοχή ανώµαλης διασποράς είναι ιδιαίτερα σηµαντική στις τηλεπικοινωνίες 
οπτικών ινών, καθώς είναι σε αυτή τη περιοχή που δηµιουργούνται τα φωτεινά σολιτόνια. Για 
παλµούς περισσοτέρων διαστάσεων, παρατηρούνται εξίσου ενδιαφέροντα φαινόµενα, όπως η 
κυµατική κατάρρευση για µη-γραµµικότητα τύπου Kerr και η δηµιουργία σολιτονικών δοµών 
σε µέσα µε κορέσιµη µη-γραµµικότητα. 

 

 
Σχήµα 1.9: Μεταβολή των παραµέτρων β2, D και d12 µε το µήκος κύµατος, σε γυαλί πυριτίας 
[1]. 
 

Θα πρέπει ακόµα να σηµειωθεί ότι όταν οι παλµοί διαδίδονται σε ίνα, (και δεν είναι 
χωροχρονικοί παλµοί σε ελεύθερο µέσο), ο παράγοντας της διασποράς εξαρτάται και από τα 
κατασκευαστικά χαρακτηριστικά της. Η ίνα αποτελείται συνήθως από τρία στρώµατα, τον 
πυρήνα (core) από γυαλί, την επένδυση (cladding) και το περίβληµα (jacket). Αλλάζοντας την 
ακτίνα του πυρήνα ή τη διαφορά µεταξύ των δεικτών αυτού και της επένδυσης, µπορεί κανείς 
να επηρεάσει τις τιµές της διασποράς και να µετατοπίσει το λD [47]. Τέτοιες τεχνικές 
χρησιµοποιούνται για τη δηµιουργία ινών µετατοπισµένης διασποράς (dispersion shifted 
fibers) για τηλεπικοινωνιακή χρήση. Όταν η µετατόπιση του µηδενισµού της διασποράς είναι 
πολύ µεγάλη, πέραν των 1.6µm, οι ίνες που δηµιουργούνται παρουσιάζουν µεγάλες τιµές 
κανονικής διασποράς για µήκος κύµατος από 1.3 έως 1.55µm. Τέτοιες ίνες ονοµάζονται 
«αντισταθµιστικής διασποράς» (dispersion compensating fibers-DCF) και χρησιµοποιούνται 
στη διαχείριση διασποράς, τεχνική για την οποία θα πούµε περισσότερα στο Κεφάλαιο 2. 
Επιπλέον υπάρχει η δυνατότητα κατασκευής ινών επίπεδης διασποράς (dispersion flattened 
fibers) οι οποίες παρουσιάζουν σχεδόν αµετάβλητη διασπορά για µεγάλη περιοχή του 
φάσµατος. Αυτό επιτυγχάνεται µε τη χρήση πολλαπλών διαφορετικών επενδύσεων. Στο 
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σχήµα 1.10 φαίνονται οι τιµές της παραµέτρου D για δύο τέτοιες ίνες παράλληλα µε µία 
συνήθη µονότροπη ίνα. 
 

 
Σχήµα 1.10: Μεταβολή της παραµέτρου διασποράς D µε το µήκος κύµατος για τρία είδη 
ίνας: SC (single clad) µονής επένδυσης, DC (double) διπλής επένδυσης και QC (quadruple) 
τετραπλής [48]. 
 
Γ) ∆ιασπορά 3ης τάξης 
Η επίδραση του όρου β2 στη σχέση (1.27) είναι η πλέον σηµαντική, όπως άλλωστε και η 
διασπορά 2ης τάξης στην NLS. Παρόλα αυτά ο όρος β3 µπορεί, κατά περίπτωση, να είναι 
σηµαντικός. Για παράδειγµα, όταν το µήκος κύµατος της οπτικής ακτινοβολίας είναι κοντά 
στο λD το β2 γίνεται πολύ µικρό, οπότε το β3 θα είναι ο κυρίαρχος όρος διασποράς. Ακόµα, 
για πολύ στενούς παλµούς, όπου Τ0<1ps, η διασπορά τρίτης τάξης πρέπει και πάλι να 
συµπεριληφθεί, έστω και αν το β2 δεν είναι αµελητέας τιµής. Αυτό γιατί το φασµατικό εύρος 
∆ω, είναι πλέον αρκετά µεγάλο, ώστε να µη θεωρείται αµελητέο σε σχέση µε το ω0. 

Η εξίσωση, αντίστοιχη µε τη σχέση (1.28), που περιλαµβάνει την επίδραση διασποράς 3ης 
τάξης στη διάδοση χρονικών παλµών, χωρίς τη παρουσία µη-γραµµικών φαινοµένων, 
γράφεται 
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, όπου έχουµε κάνει το Γαλιλαϊκό µετασχηµατισµό στο κινούµενο σύστηµα αναφοράς του 
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εξίσωσης και να τη συσχετίσουµε µε τις παραµέτρους της διασποράς, 
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Στις περιπτώσεις που το β3 είναι σηµαντικό, προκαλεί εµφανή διαπλάτυνση στο παλµό, όπως 
έχει δειχθεί και πειραµατικά [(49]. Η επίδραση του όµως δεν είναι συµµετρική όπως του β2 
και προκαλεί κυµατώσεις στο παλµό, στη µπροστινή του «ουρά» (µέτωπο) όταν το β3 είναι 
αρνητικό και στη πίσω (ουρά) όταν είναι θετικό. 

Για να δώσουµε µια σαφή εικόνα της επίδρασης της διασποράς 3ης τάξης, υιοθετούµε τη 
περίπτωση µηδενικής β2 (βλέπε και σχετικές εργασίες [51, 52]). Σε αυτή τη περίπτωση η 
κανονικοποίηση της εξίσωσης διάδοσης γίνεται µε βάση το µήκος διασποράς τρίτης τάξης 

3

0 3/DL T β′ = . Η νέα εξίσωση, συγκρινόµενη µε την (1.29), θα είναι 
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όπου /
D

Z z L′ ′= , και u NU= � , ενώ 2 3

0 0 3/ ( ) /D NLN L L PTγ β′= =�  είναι παράγοντας 

αντίστοιχος µε την «τάξη» του σολιτονίου Ν, που χρησιµοποιείται στη κανονικοποίηση για 

την (1.29). Έτσι λοιπόν για παλµό µε 2N =� , στο Σχ.1.11 φαίνεται η δραµατική µεταβολή του 

σχήµατος του ύστερα από απόσταση 3
D

z L′= . Ο παλµός πλαταίνει και αποκτά ταλαντώσεις 

στη πίσω (trailing) ουρά του. Βέβαια η εµφανιζόµενη διαµόρφωση ίσως να µην είναι τόσο 
καταστροφική για τον παλµό, καθώς το β3 είναι συνήθως µικρό. Έτσι για β2=0, και µε β3 να 
παίρνει τιµές µεταξύ -0.10 και -0.15ps

3/Km, και µε παλµό µε τυπικό εύρος κοντά στο 
Τ0=10ps, η απόσταση του παραδείγµατος υπολογίζεται γύρω στα 20000Km. 
 

 
Σχήµα 1.11: Μεταβολή του πλάτους sech παλµού, 2N =� , υπό τη επίδραση 
µη-γραµµικότητας και διασποράς 3ης τάξης. Πρόκειται για γνωστό αποτέλεσµα που 
αναπαράχθηκε επακριβώς από τον αριθµητικό κώδικα που χρησιµοποιήθηκε στην εργασία, 
και για λόγους σύγκρισης. 
 
∆) ∆ιπλοθλαστικότητα 
Ακόµα και οι µονότροπες ίνες δεν είναι στην πραγµατικότητα τέτοιες καθώς µπορούν να 
υποστηρίξουν την συν-διάδοση δύο ρυθµών πολωµένων σε διευθύνσεις κάθετες µεταξύ τους. 
Έτσι λοιπόν µόνο σε µία ιδανικά κατασκευασµένη ίνα, µε τέλεια κυλινδρική συµµετρία, ένας 
ρυθµός που ξεκινά στην χ-διεύθυνση δεν θα «συζευχθεί» µε τον αντίστοιχο του στην y-
διεύθυνση, ενώ στην πραγµατικότητα ακόµα και µικρές αποκλείσεις από τη συµµετρία (λόγω 
µηχανικών τάσεων για παράδειγµα ή και ατελειών στην κατασκευή) καταλήγουν σε πιο 
περίπλοκη διάδοση δύο ρυθµών. Η σταθερά διάδοσης ακριβώς λόγω της απουσίας 
συµµετρίας είναι (έστω και λίγο) διαφορετική για τους δύο αυτούς ρυθµούς, οπότε 
εµφανίζεται το φαινόµενο της ρυθµικής διπλοθλαστικότητας (modal birefringence). Η ισχύς 
της ορίζεται ως 
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όπου 
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n  και 
y

n  οι δείκτες διάθλασης για τους κάθετους ρυθµούς [1]. Ο άξονας µε τον 

µικρότερο δείκτη καλείται γρήγορος, ενώ αντίστοιχα ο άλλος, καλείται αργός. Κατά τη 
διάδοση οι δύο ρυθµοί ανταλλάσσουν ενέργεια µε περίοδο 
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ενώ το 
B

L  ονοµάζεται και µήκος επανάληψης. 
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Επιπλέον, στις πραγµατικές ίνες το 
m

B  δεν είναι σταθερό, και η τιµή του µεταβάλλεται, 

συνήθως κατά λίγο, µε τυχαίο τρόπο. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα να αλλάζει µε παρόµοια 
τυχαίο τρόπο η πόλωση του φωτός µέσα στην ίνα. Κάτι τέτοιο δεν επηρεάζει την απόδοση 
της κυµατοδήγησης όταν είναι ένα συνεχές κύµα (CW) αυτό που στέλνουµε (οι 
φωτοανιχνευτές είναι αναίσθητοι σε αλλαγές της πόλωσης). Όταν όµως επιθυµούµε να 
σταλούν στενοί παλµοί κατά µήκος ίνας πολλών χιλιοµέτρων, όπως σε ένα οπτικό 
τηλεπικοινωνιακό δίκτυο, τότε γεννάται ένα ακόµη πρόβληµα. Καθώς η διπλοθλαστικότητα 
της ίνας µεταβάλλεται µε τυχαίο τρόπο, παροµοίως µεταβάλλονται και οι ταχύτητες οµάδας 
των δύο ρυθµών, µε τελικό αποτέλεσµα την διαπλάτυνση του παλµού. Το φαινόµενο αυτό 
ονοµάζεται «∆ιασπορά Πολωµένων Ρυθµών» (Polarization Mode Dispersion-PMD) [1]. 

Ένας τρόπος που χρησιµοποιείται για τον έλεγχο της τυχαιότητας της διασποράς είναι η 
επιβολή ισχυρής διπλοθλαστικότητας από κατασκευής της ίνας, έτσι ώστε οι µικρές 
διακυµάνσεις που µπορεί να παρουσιαστούν να «πνίγονται» και να µην επηρεάζουν 
σηµαντικά την πόλωση. Υπάρχουν διάφορες τεχνικές δηµιουργίας τέτοιων ινών µε πλέον 
συνηθισµένες την επιβολή ελλειπτικότητας στον πυρήνα και την επιβολή µηχανικής τάσης, 
αλλά η περιγραφή τους δεν θα απασχολήσει την παρούσα διατριβή [1, 12, 13. Οι ίνες αυτές 
ονοµάζονται εν γένει, «οπτικές ίνες διατηρούµενης πόλωσης» και η χρησιµότητα τους 
έγκειται, κατ’ αρχάς στο ότι όταν πολωµένο φως (παλµός λέιζερ) µπει στην ίνα «κατά µήκος» 
ενός εκ των δύο αξόνων πόλωσης, τείνει να διατηρήσει την πόλωση του. Όταν βέβαια το φως 
εισέλθει στην ίνα υπό γωνία, οπότε θα δηµιουργηθούν δύο κάθετα πολωµένοι ρυθµοί, αυτοί 
θα έχουν σηµαντική διαφορά στις ταχύτητες τους (φασικές αλλά κυρίως στις ταχύτητες 
οµάδος) µε αποτέλεσµα να τείνουν να διαχωριστούν αρκετά σύντοµα και να οδεύσουν πλέον 
σα χωριστοί παλµοί σηµαντικά µικρότερης ενέργειας. Οι ίνες µε ισχυρή διπλοθλαστικότητα 

µπορεί να έχουν 410
m

B
−∼ . 

 
Ε) Περίθλαση 
Εφόσον υπάρχει κάποιο κύµα ή ειδικότερα κάποια ακτίνα ή χωροχρονικός παλµός που οδεύει 
σε οπτικό µέσο, υφίσταται περίθλαση. Το φαινόµενο αυτό δεν ενδιαφέρει όταν ο παλµός 
κυµατοδηγείται σε οπτική ίνα περιορισµένη ακτίνας, αλλά σε ελεύθερο µέσο ή και επίπεδο 
κυµατοδηγό είναι αναπόφευκτο. Οφείλεται στη σκέδαση του φωτός από τα µόρια του µέσου 
και από ατέλειες στη κρυσταλλική δοµή που υπάρχουν πάντα. Υπάρχουν διάφορα είδη 
σκέδασης, ανάλογα µε το µήκος κύµατος και τη φύση του µέσου (στερεό, υγρό ή αέριο). 
Επίσης, η σκέδαση µπορεί να προκαλέσει µετατόπιση συχνότητας, όπως η σκέδαση Raman, 
που αναφέρεται παρακάτω. Η πλέον συνηθισµένη είναι η σκέδαση Rayleigh και η σκέδαση 
Bragg για υλικά µε κρυσταλλική δοµή, όπου δεν προκαλούν τέτοια µετατόπιση. Το 
αποτέλεσµα είναι η διαπλάτυνση της ακτίνας, στην εγκάρσια πλέον διάσταση. Ουσιαστικά το 
φαινόµενο είναι ανάλογο της ανώµαλης διασποράς στην οποία υφίστανται οι χρονικοί 
παλµοί, µε τη διαφορά ότι δεν υπάρχουν υλικά µε µηδενική περίθλαση και ότι είναι 
φαινόµενο πολύ ισχυρότερο, µε εξαίρεση τη διασπορά πολύ στενών παλµών. 
 
 
1.4.2 Μη-Γραµµικά 

 
A) ∆ιαµορφωτική Αστάθεια (modulation instability-MI) 
Το φαινόµενο της διαµορφωτικής αστάθειας είναι πολύ σηµαντικό για την έντονη εµφάνιση 
µη-γραµµικών φαινοµένων και τη δηµιουργία σολιτονίων. Στη παρούσα παράγραφο 
εξηγούµε περιληπτικά τι σηµαίνει η ΜΙ και σκιαγραφούµε τη µέθοδο διερεύνησής της για τη 
µονοδιάστατη NLS. Στο Κεφάλαιο 4 αναφερόµαστε στην ΜΙ για την (2+1)D NLS. 
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Η NLS στη µορφή (1.17) έχει την απλούστερη της λύση στη µορφή συνεχούς (CW) επίπεδου 
κύµατος 

 0( , ) exp( )u Z X u ipZ iqX= + , (1.50) 

µε το u0 να είναι σταθερό και τα p, q να ακολουθούν τη σχέση διασποράς 
2 2

2 0/ 2 sgn( )p q n u= − + . Το CW µπορεί να διαδίδεται αµετάβλητο µε µόνη εξαίρεση τη 

µετατόπιση της φάσης, που εξαρτάται από την ένταση. ∆ιαµορφωτική αστάθεια είναι η 
κατάσταση στην οποία το CW επίπεδο κύµα (και γενικότερα κάποια λύση) δεν είναι 
ευσταθές κάτω από την επίδραση µικρών διαταραχών. Για να εξεταστεί αυτή η πιθανότητα, η 

τυπική διαδικασία είναι η προσθήκη µικρής διαταραχής 1 1u iv+  και διερεύνηση ύπαρξης 

τέτοιας λύσης, όπως, 

 0 1 1( ) exp( )u u u iv ipZ iqX= + + + . (1.51) 

Αντικαθιστώντας τη παραπάνω στην εξίσωση (1.17) και γραµµικοποιώντας, καταλήγει 
κανείς σε σύστηµα εξισώσεων για τα u1 και v1. Το επόµενο βήµα είναι η διερεύνηση λύσεων 
του συστήµατος µε τη µορφή επιπέδων κυµάτων exp( )iKZ iQX+ , οπότε βρίσκεται η 

παρακάτω σχέση διασποράς: 

 
1/ 2

2 2

2 0/ 4 sgn( )K qQ Q Q n u = − ± −   (1.52) 

Η λύση είναι ευσταθής εάν διαταραχές οποιουδήποτε κυµατάριθµου Q δε µεγαλώνουν κατά 
µήκος της διάδοσης, που σηµαίνει ότι το Κ πρέπει να είναι πραγµατικός. 

Έτσι, η σχέση (1.52) δείχνει ότι η λύση θα είναι σίγουρα ευσταθής µόνο για n2<0 
(αποεστιάζουσα µη-γραµµικότητα). Ουσιαστικά η διαταραχή δηµιουργεί κυµατώσεις µικρού 
πλάτους στο υπόβαθρο του επίπεδου κύµατος. Όταν n2>0 και ταυτόχρονα η ισχύς του 

κύµατος ξεπερνά µια συγκεκριµένη τιµή, ( 2 2

0 / 4u Q> ), το K γίνεται µιγαδικός και η λύση 

(1.50) γίνεται ασταθής. Αυτή είναι η περίπτωση της διαµορφωτικής αστάθειας. Η παρουσία 
της σηµατοδοτεί τη δυνατότητα ύπαρξης σολιτονικών λύσεων, καθώς χωρικά εντοπισµένα 
φωτεινά σολιτόνια, µε ουρές που σβήνουν στο άπειρο, φαίνεται πως υπάρχουν µόνο όταν η 
λύση επίπεδου κύµατος είναι ασταθής. 

Τα παραπάνω αφορούν τα χωρικά σολιτόνια, αλλά η ανάλυση για τα χρονικά και την 
εξίσωση (1.29) είναι απολύτως ανάλογη. Το µόνο επιπλέον συµπέρασµα είναι ότι η MI 
αναπτύσσεται για εστιάζουσα µη-γραµµικότητα, αλλά και ανώµαλη διασπορά. 
 
B) Αυτοδιαµόρφωση φάσης (self phase modulation-SPM) 
Ο όρος αυτοδιαµόρφωση φάσης χρησιµοποιείται στις αναφορές για χρονικούς παλµούς και 
είναι αποτέλεσµα του µη-γραµµικού φαινοµένου Kerr, δηλαδή της µεταβολής του δείκτη 
διάθλασης συναρτήσει της έντασης ακτινοβολίας. Εξαιτίας αυτού η φάση διαµορφώνεται 
κατά το εύρος του παλµού µε αποτέλεσµα τη γένεση νέων συχνοτήτων. Σε συνδυασµό µε 
ανώµαλη διασπορά διατηρεί τη συγκέντρωση της ισχύος γύρω από το κέντρο του παλµού και 
δηµιουργεί τις κατάλληλες συνθήκες για την ύπαρξη σολιτονίων. Η SPM είναι ανάλογη της 
«αυτοεστίασης» στα χωρικά σολιτόνια. Στο επίπεδο του αποτελέσµατος δεν υπάρχει 
διαφορά, ο χρονικός παλµός εστιάζει γύρω από το σηµείο µέγιστης έντασης, ενώ στα χωρικά 
σολιτόνια θα µπορούσε κανείς να αντικαταστήσει την ορολογία περί συχνοτήτων µε αυτή για 
χωρικό φάσµα κυµατάριθµων. Οι όροι SPM και αυτοεστίαση εξακολουθούν να 
χρησιµοποιούνται στα ξεχωριστά αυτά πεδία, καθώς είναι διαισθητικά πιο σωστό να 
χρησιµοποιούνται αποκλειστικά στο πεδίο του χρόνου και του χώρου αντίστοιχα. 

Παρατηρήθηκε για πρώτη φορά σε γυαλί, σε πειράµατα στα τέλη της δεκαετίας του 60 και 
το 1970 [53]. Στο φυσικό επίπεδο η µη-γραµµική απόκριση του µέσου οφείλεται στη µη 
αρµονική κίνηση των δέσµιων ηλεκτρονίων κάτω από την επίδραση του πεδίου. Αυτό έχει 
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σαν αποτέλεσµα, η πόλωση που δηµιουργείται λόγω των διπόλων να µην είναι γραµµική µε 
το πεδίο, αλλά να υπακούει στη σχέση [8],  

 (1) (2) (3)

0 ( : ...)P E EE EEEε χ χ χ= ⋅ + + +
� � � � � � �

�  (1.53) 

, που γεφυρώνει τις σχέσεις (1.7) και (1.8). Όπως έχουµε αναφέρει το ( )jχ  είναι η 

επιδεκτικότητα j τάξης και είναι τανυστής j+1 τάξης. Επίσης να υπενθυµίσουµε ότι, για 

κεντροσυµµετρικά υλικά όπως τα AlGaAs και SiO2, η επίδραση της (2)χ  είναι µηδαµινή. 

Η (3)χ  µένει ως η σηµαντικότερη αιτία εµφάνισης µη-γραµµικών φαινοµένων, όπως η 

µεταβολή του δείκτη διάθλασης µε την ένταση (µη-γραµµική διάθλαση), η γένεση τρίτης 
αρµονικής και η µίξη τεσσάρων φωτονίων (FWM). Τα δύο τελευταία χρειάζονται ειδική 
προσαρµογή φάσης για να έχουν κάποια σηµασία, αλλιώς µπορούν να αγνοηθούν. 
Αποδεικνύεται εύκολα ότι η εξάρτηση του δείκτη διάθλασης από την ένταση, όπως στην 
(1.21) προκαλεί αντίστοιχη µεταβολή της φάσης του παλµού. Αυτή η αυτό-προκαλούµενη 
µεταβολή στη φάση, είναι το SPM. Άρα λοιπόν, αφού η φάση του παλµού µεταβάλλεται ως 

 
2

0 2 0( )n z n n E zφ κ κ′= = +  (1.54) 

γίνεται φανερό και το κοµµάτι που οφείλεται στη µη-γραµµική απόκριση. Αν αντί για όλο το 
πεδίο χρησιµοποιήσουµε το µέρος που µας ενδιαφέρει, δηλαδή την αργά µεταβαλλόµενη 

περιβάλλουσα U, µε ένα επιπλέον µετασχηµατισµό 0/U U P→ , µπορούµε να εκφράσουµε 

το µη-γραµµικό µέρος της φάσης ως 

 
2

( , ) (0, ) ( / )
NL NL

z t U t z Lφ = , (1.55) 

θεωρώντας πάντα τις απώλειες µηδενικές [1].  
Η χρονική εξάρτηση της φάσης, µέσω της (1.55), προκαλεί φασµατική διεύρυνση. Η χρονικά 
µεταβαλλόµενη φάση σηµαίνει, ουσιαστικά, ότι η επί µέρους συχνότητας κατά το χρονικό 
εύρος του παλµού, θα διαφέρει από τη κεντρική ω0. Η διαφοροποίηση δω δίνεται,  

 
2

( ) (0, )NL

NL

z
t U t

t L t

φ
δω

 ∂ ∂
= − = − ∂ ∂ 

 (1.56) 

το µείον προέρχεται από τον παράγοντα 0exp( )i tω−  στη σχέση (1.5). Η χρονική εξάρτηση 

του δω αναφέρεται ως «τερέτισµα» (chirp). Η εικόνα ενός πεδίου µε τερέτισµα συχνότητας 
φαίνεται στο σχήµα 1.12. Το chirp αυξάνει κατά τη διάδοση, που σηµαίνει ότι νέες 
συχνότητες γεννιούνται διαρκώς. Αυτό είναι και το αίτιο της φασµατικής διεύρυνσης. Η 
κατασκευαστική επιβολή αρχικού chirp (για z=0), είναι πολύ σηµαντική στη διάδοση 
σολιτονίων «∆ιαχείρισης ∆ιασποράς», όπως θα δούµε στο Κεφάλαιο 2. 
 

 
Σχήµα 1.12: Αναπαράσταση πεδίου µε τερέτισµα συχνότητας (frequency chirp). Η 
συχνότητα φαίνεται να αλλάζει κατά «µήκος» της περιβάλλουσας.  
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Μπορεί να γίνει κατανοητό ποιοτικά, το πως η SPM, από εστιάζουσα µη-γραµµικότητα, 
σε συνδυασµό µε ανώµαλη διασπορά, ευνοούν τη δηµιουργία χρονικών σολιτονικών παλµών. 
Όταν αντίθετα, το µέσο έχει κανονική διασπορά αυτό δεν είναι δυνατό, καθώς ο παλµός 
διευρύνεται µέχρι να εξαφανιστεί, πιο γρήγορα από ότι συµβαίνει όταν δεν υπάρχουν τα 
µη-γραµµικά φαινόµενα. Αυτό συµβαίνει διότι η SPM δηµιουργεί νέα φασµατικά στοιχεία, 
συγκεκριµένα, χαµηλές συχνότητες (red-shifted) στο µέτωπο του παλµού και ψηλές (blue-
shifted) στην ουρά. Στη κανονική διασπορά οι χαµηλές συχνότητες οδεύουν γρηγορότερα 
από της ψηλές, έτσι τελικά ο παλµός διευρύνεται περαιτέρω. Αντίθετα, στην ανώµαλη 
διασπορά, οι χαµηλές συχνότητες οδεύουν πιο αργά από τις γρήγορες, έτσι τελικά και εφόσον 
ο παλµός έχει το κατάλληλο σχήµα, τα δύο φαινόµενα δύνανται να ισορροπήσουν.  
 
Γ) Ετεροδιαµόρφωση φάσης (cross phase modulation-XPM) 
Η XPM, (παρατηρήθηκε το 1984 [119]), είναι από τα πλέον σηµαντικά φαινόµενα και αφορά 
τη µη-γραµµική αλληλεπίδραση µεταξύ δύο πεδίων, µε διαφορετικές κεντρικές συχνότητες, 
που συµπορεύονται στο µέσο. Όταν τα πεδία συνυπάρξουν στο χώρο ή το χρόνο, έχοντας 
έστω µερική αλληλοεπικάλυψη, η αµοιβαία επίδραση τους στο δείκτη διάθλασης καταλήγει 
σε αµοιβαία επίδραση πάνω τους. Η αλληλεπίδραση που περιγράφεται από το XPM είναι 
ασύµφωνη και ελκτική, ενώ µπορεί να οδηγήσει ακόµα και σε αλληλο-παγίδευση των πεδίων, 
χωρίς να υπάρξει ανταλλαγή ενέργειας. To XPM εµφανίζεται πάντα µαζί µε το SPM και το 
όνοµά του σηµαίνει ετεροδιαµόρφωση φάσης αντιστοίχως. Η ονοµασία επίσης προέρχεται 
από την έρευνα για τα χρονικά σολιτόνια, αλλά ξανά το φαινόµενο έχει αντίστοιχο 
αποτέλεσµα στα χωρικά καθώς ο δείκτης διάθλασης που γίνεται «αισθητός» από την ακτίνα 
διαµορφώνεται από την ίδια, αλλά και από τις υπόλοιπες συν-διαδιδόµενες ακτίνες. 

Στο Κεφάλαιο 2 αναφερόµαστε ξανά στο φαινόµενο και στη µοντελοποίηση του σαν όρο 
µη-γραµµικής σύζευξης µεταξύ NLS εξισώσεων, η κάθε µία εκ των οποίων περιγράφει την 
εξέλιξη της περιβάλλουσας ενός εκ των πεδίων (παλµών). Οι παλµοί µπορεί να 
αλληλο-παγιδευτούν ή να περάσουν ο ένας µέσα από τον άλλο, οπότε το XPM να έχει διαρκή 
ή χρονικά πολύ µικρή επίδραση (σύγκρουση). Εδώ απλά παραθέτουµε την επίδραση στη 
φάση του παλµού, κατ’ αντιστοιχία µε το SPM. Έτσι όταν δύο πεδία καλύπτουν τον ίδιο 
χώρο, το συνολικό πεδίο µπορεί να γραφεί, 

 [ ]1 1 2 2

1
ˆ( , ) exp( ) exp( ) .

2
E r t x E i t E i t c cω ω= − + − +
� �

, (1.57) 

, όπου θεωρούµε και τα δύο πεδία πολωµένα κατά τη διεύθυνση «x». Η συνολική µεταβολή 
της φάσης λόγω και των δύο µη-γραµµικών φαινοµένων για το πεδίο µε κεντρική συχνότητα 
ω1 γράφεται: 

 
2 2

1 2 2 0( 2 )
NL

E E n zφ κ= +  (1.58) 

Αντίστοιχη µεταβολή συµβαίνει και στη φάση του άλλου πεδίου. Ο πρώτος όρος στο δεξί 
µέλος οφείλεται στο SPM, ενώ ο δεύτερος στο XPM. Φαίνεται πως η επίδραση του XPM 
είναι διπλάσιας ισχύος, για παλµούς µε την ίδια ένταση. Η συν-διάδοση επιφέρει περαιτέρω 
φασµατική διαπλάτυνση, η οποία είναι και µη-συµµετρική [1]. Μεγαλύτερο όµως 
τεχνολογικό ενδιαφέρον έχουν οι συγκρούσεις τέτοιων παλµών, που όπως αναφέρεται και 
στο Κεφάλαιο 2 είναι πλήρως ελαστικές, χωρίς παραµένουσα επίδραση στη συχνότητα και 
ενέργεια των παλµών. Μια αρκετά καλή ανάλυση της επίδρασης του XPM στο φάσµα των 
παλµών µπορεί να βρεθεί στη [248]. Εδώ θα αρκεστούµε να αναφέρουµε ότι για δεδοµένους 
παλµούς µε διαφορετικής κεντρικής συχνότητας, καθώς ο ταχύτερος προσπερνά τον πιο 
αργό, η επίδραση του εµπρόσθιου τµήµατος του πρώτου έχει ως αποτέλεσµα την ελάττωση 
της κεντρικής συχνότητας του δεύτερου, ενώ, η ουρά του πρώτου επιδρά αυξάνοντας τη 
συχνότητα του αργού παλµού. Το αντίθετο συµβαίνει στον πρώτο (γρήγορο παλµό). Έτσι, αν 
ο γρήγορος παλµός χρονικά µετατοπισµένος πάνω από δύο φορές το FWHM (full width at 
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half maximum-το εύρος στο 50% της µέγιστης έντασης) του ευρύτερου παλµού µπορέσει να 
διαπεράσει τον αργό, έχουµε «πλήρη σύγκρουση» και η τελική µετατόπιση της κεντρικής 
συχνότητας θα είναι µηδενική και για τους δύο παλµούς. Το XPM προκαλεί επίσης 
φασµατική διαπλάτυνση, ανάλογη µε αυτή που προκαλεί το SPM. 

Αλληλεπίδραση µέσω XPM υπάρχει και µεταξύ των συνιστωσών πεδίου που οδεύει σε 
διπλοθλαστικό µέσο. 
 
∆) Μη-γραµµική διπλοθλαστικότητα 
Αυτά που ειπώθηκαν στη παράγραφο 1.4.1 αφορούν την πολύ καλά γνωστή γραµµική 
διπλοθλαστικότητα. Όταν όµως το πεδίο είναι αρκετά ισχυρό µπορεί να δηµιουργήσει 
µη-γραµµική διπλοθλαστικότητα της οποίας το µέγεθος εξαρτάται από την ένταση του 
πεδίου. 

Εν γένει, το ηλεκτρικό πεδίο ενός τυχαία πολωµένου οπτικού κύµατος µπορεί να γραφεί, 

 0

1
ˆ ˆ( , ) ( ) exp( ) .

2
x y

E r t xE yE i t c cω= + − +
� �

 (1.59) 

, όπου Εx και Ey είναι οι µιγαδικές συνιστώσες του πεδίου στις διευθύνσεις της πόλωσης. Η 
αξονική συνιστώσα Εz θεωρείται µικρή και την αγνοούµε. 

Ακολουθώντας την ίδια µεθοδολογία που καταλήγει στην απλή NLS µπορεί να βρεθεί η 
PNL. Η επιδεκτικότητα τώρα, είναι τανυστής 4ης τάξης µε 81 στοιχεία, αλλά για ένα 
ισοτροπικό µέσο όπως το γυαλί πυριτίας µόνο τρία στοιχεία είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και 
µπορεί να εκφραστεί µέσω αυτών, ως 

 (3) (3) (3) (3)

ijkl xxyy ij kl xyxy ik jl xyyx il jkχ χ δ δ χ δ δ χ δ δ= + +  (1.60) 

Όπου δ είναι η συνάρτηση του Kronecker µε 
ij
δ =1 για i j=  και 

ij
δ =0 για i j≠ . Έτσι το PNL 

µπορεί να γραφεί 0
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 µε τα Px και Py να είναι, 
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όπου i, j είναι x ή y [7]. Ακόµα, λόγω της περιστροφικής συµµετρίας του ισοτροπικού µέσου 

έχουµε (3) (3) (3) (3)

xxyy xyxy xyyx xxxxχ χ χ χ+ + = . Τα µεγέθη των τριών προσθετέων της τελευταίας σχέσης 

εξαρτώνται από τους φυσικού µηχανισµούς που συνθέτουν το (3)χ . Καθώς για το γυαλί 

πυριτίας υπάρχει ένας κατά βάση κυρίαρχος µηχανισµός, τα µεγέθη τους είναι πολύ κοντινά 
και µε καλή προσέγγιση µπορούµε να τα θεωρήσουµε ίσα [50]. Έτσι, οι συνιστώσες της 
πόλωσης, από τη σχέση (1.61) γίνονται 
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Ο τελευταίος όρος στις παραπάνω εξισώσεις είναι υπεύθυνος για FWM, ένα εν γένει 
ανεπιθύµητο φαινόµενο στις τηλεπικοινωνίες, για το οποίο θα µιλήσουµε πάλι λίγο αργότερα. 
Από τις (1.62α και β), απαλείφοντας τους όρους του FWM, µπορούµε εύκολα να δούµε ότι η 
µη γραµµική «συµβολή» στην αλλαγή του δείκτη διάθλασης είναι  
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Ο πρώτος όρος στα θροίσµατα είναι υπεύθυνος για την αυτοδιαµόρφωση φάσης (SPM), ενώ 
ο δεύτερος για την λεγόµενη ετεροδιαµόρφωση φάσης (XPM) και λόγω της ύπαρξης του 
επιβάλλεται µη-γραµµική σύζευξη µεταξύ των συνιστωσών του πεδίου. Ακόµα, καθώς τα 
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x
n∆  και 

y
n∆  είναι εν γένη άνισα δηµιουργούν µη-γραµµική διπλοθλαστικότητα, το µέγεθος 

της οποίας εξαρτάται από την ένταση της προσπίπτουσας ακτινοβολίας. 
 
Ε) Σκέδαση Raman  
Σε µοριακό επίπεδο, η «σκέδαση Raman» περιγράφει την επίδραση οπτικού πεδίου στα µόρια 
του µέσου και τη µεταφορά µικρού ποσού της ισχύος του (περίπου ένα στα 106 φωτόνια) σε 
άλλο πεδίο χαµηλότερης συχνότητας. Πρόκειται λοιπόν για ανελαστική σκέδαση, σε 
αντίθεση µε τη σκέδαση των περισσοτέρων από τα φωτόνια που είναι ελαστική (τύπου 
Rayleigh). Από την άποψη της Κβαντοµηχανικής, ένα φωτόνιο διεγείρει το µόριο, ή το 
άτοµο, και αυτό µε τη σειρά του επανερχόµενο σε µια κατάσταση που δεν είναι η αρχική του 
εκπέµπει φωτόνιο που διαφέρει από το αρχικό σε συχνότητα (ενέργεια). Σε αντίθεση µε τη 
σκέδαση Rayleigh, το φαινόµενο είναι µη-γραµµικό και αναφέρεται συχνά σα φαινόµενο 
Raman [54]. 

Παρατηρήθηκε ότι το φαινόµενο σχετίζεται µε τη συχνότητα της προσπίπτουσας 
ακτινοβολίας, ενώ εντείνεται για ακτινοβολία µεγάλης έντασης. Η προσπίπτουσα 
ακτινοβολία λειτουργεί σαν αντλία, η οποία µέσω του φαινοµένου Raman δηµιουργεί 
ακτινοβολία µικρότερης συχνότητας, τη λεγόµενη “Stokes”. Για προσπίπτουσα ακτινοβολία 
µεγάλης έντασης, η δευτερογενής ακτινοβολία µπορεί να γίνει αρκετά ισχυρή, παίρνοντας 
µεγάλο µέρος της αρχικής ενέργειας [55]. Καθώς η µελέτη στράφηκε στη πρόκληση του 
φαινοµένου, αυτό ονοµάστηκε εξαναγκασµένη σκέδαση Raman (stimulated Raman 
scattering-SRS) και µε αυτό τον όρο χρησιµοποιείται και σήµερα στην Οπτική. Η βασική 
πιθανή χρήση του φαινοµένου, για την οποία έχει γίνει εκτεταµένη έρευνα, είναι η 
δηµιουργία ινών που δρουν σαν ενισχυτές, ενώ µπορεί να χρησιµοποιηθεί και στη δηµιουργία 
ακτινοβολίας laser συγκεκριµένης συχνότητας [11]. 

Αν θεωρηθεί το απλό σχετικά πρόβληµα της διάδοσης συνεχούς ή σχεδόν συνεχούς 
κύµατος (κάποιας ακτίνας), υψηλής έντασης σε γυαλί πυριτίας, η ένταση της Stokes 
ακτινοβολίας (Is), µπορεί να δοθεί από τη παρακάτω σχέση, 

 s
R P S

dI
g I I

dz
=  (1.64) 

, όπου Ip είναι η ένταση της προσπίπτουσας ακτινοβολίας [7]. To 
R

g  ονοµάζεται συντελεστής 

Raman. Μεγάλης σηµασίας είναι η εξάρτηση αυτού του συντελεστή από τη φασµατική 
διαφορά µεταξύ της «αντλίας» και της ακτινοβολίας Stokes. Ο συντελεστής εξαρτάται βέβαια 
και από το υλικό, όπως και από πιθανές προσµίξεις στο γυαλί, αλλά είναι η εξάρτηση του από 
τη συχνότητα που ενδιαφέρει. Στο σχήµα 1.13 φαίνεται το φάσµα του κέρδους Raman 

( )
R

g Ω , µε 
P S

ω ωΩ = − , η φασµατική διαφορά µεταξύ της προσπίπτουσας ακτινοβολίας και 

αυτής που ενισχύεται (Stokes) µέσω του φαινοµένου. Η καταγραφή έγινε για διάδοση 
ακτινοβολίας µε λ=1µm σε πυριτία, αλλά διατηρεί τη µορφή αυτή και για διαφορετικά µήκη 

κύµατος, όπου απλά το 
R

g  είναι αντιστρόφως ανάλογο το λ. Οι τιµές είναι 

κανονικοποιηµένες στο 10-13
m/W. Η µέγιστη µεταφορά ενέργειας γίνεται για 13.2THzΩ ≈ , 

ενώ το φαινόµενο εκτείνεται σε µεγάλη περιοχή του φάσµατος καθώς η πυριτία είναι άµορφο 
µη κρυσταλλικό υλικό και οι συχνότητες µοριακών ταλαντώσεων καλύπτουν ευρύ συνεχές 
φάσµα [56]. 
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Σχήµα 1.13: Φάσµα του κέρδους Raman ( )

R
g Ω  για γυαλί πυριτίας και για λ=1µm. Η 

διάστικτη γραµµή δείχνει το φάσµα για τη περίπτωση που τα πεδία της «αντλίας» και του 
Stokes είναι κάθετα πολωµένα (σχήµα από [57]). 
 

To SRS έχει και σαφή αρνητικά αποτελέσµατα, ιδιαίτερα δε, στη διάδοση στενών και 
µεγάλης έντασης παλµών. Ουσιαστικά προκαλεί µετατόπιση ενέργειας εντός του ευρέους 
φάσµατος του παλµού και τελικά τη φασµατική του µετατόπιση. Το φαινόµενο αυτό 
ονοµάζεται ολίσθηση συχνότητας (self frequency shift-SFS). Το γενεσιουργό της αίτιο 
ονοµάζεται και «ενδοπαλµική σκέδαση Raman” (intra pulse Raman scattering-IRS). Όπως θα 
δούµε και στο Κεφάλαιο 3, το SFS είναι τόσο ισχυρότερο, όσο το εύρος του παλµού γίνεται 
µικρότερο. Για τα σολιτόνια ανώτερης τάξης το φαινόµενο επιδρά ακόµα πιο δραµατικά και 
συχνά οδηγεί σε διαχωρισµό του παλµού. Για λόγους ελέγχου του αριθµητικού µας κώδικα, 
που χρησιµοποιείται ευρέως στη συνέχεια, λύσαµε την εξίσωση (3.37α) µε σ=0.01 και χωρίς 
τους όρους σύζευξης, για αρχικό σολιτόνιο µε Ν=2. Το αποτέλεσµα της επίδρασης του IRS 
φαίνεται στο σχήµα 1.14 και οµοιάζει απόλυτα µε γνωστά θεωρητικά αποτελέσµατα [1]. Η 
µετατόπιση ενέργειας, από τις υψηλότερες συχνότητες του παλµού στις χαµηλότερες, έχει 
σαν αποτέλεσµα το διαχωρισµό του σε έναν ακόµα πιο στενό µε µεγάλο πλάτος (Stokes) και 
σε έναν µε µικρό πλάτος που υποκύπτει στη διασπορά. Ο στενός παλµός φαίνεται να µένει 
«πίσω» καθώς έχει χαµηλότερη κεντρική συχνότητα του αρχικού. 
 

 
Σχήµα 1.14: ∆ιαχωρισµός σολιτονικού παλµού ανώτερης τάξης (Ν=2) από την επίδραση του 
ενδοπαλµικού φαινόµενου Raman (IRS), όταν σ=0.01. Η εικόνα προέρχεται από αριθµητική 
επίλυση της (3.37α) χωρίς τους όρους σύζευξης. 
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ΣΤ) Κατάρρευση κύµατος (wave collapse) 
Η κυµατική κατάρρευση είναι ένα από τα πλέον ενδιαφέροντα και εντυπωσιακά φαινόµενα 
στη µη-γραµµική οπτική και κυµατική γενικότερα. Η ιδιάζουσα αυτή συµπεριφορά δεν είναι 
κάτι το περιορισµένο αφού εµφανίζεται σε συστήµατα που αφορούν διάδοση σε πλάσµα, 
στην υδροδυναµική, στα συµπυκνώµατα Bose-Einstein και βέβαια στη µη-γραµµική οπτική. 
Ο τελευταίος αυτός τοµέας, λόγω της επιτυχίας της NLS να περιγράφει τα µη-γραµµικά 
φαινόµενα µέσω ενός σχετικά απλού µοντέλου, παραµένει ιδανικός για τη µελέτη του 
φαινοµένου της κατάρρευσης, που είναι πολύ γενικότερο. 

Όπως είναι κατανοητό, η µελέτη για το εν λόγω φαινόµενο ξεκίνησε λίγο µετά την 
ανακάλυψη του laser. Φάνηκε ότι µια ακτίνα φωτός µε ισχύ µεγαλύτερη από κάποια κρίσιµη 
τιµή Pcr, µπορούσε να αυτοεστιάσει [58-60]. Όπως ήδη αναφέρθηκε, το αίτιο αυτού του 
φαινοµένου είναι η µη-γραµµική επιδεκτικότητα, όπου στα οπτικά µέσα προκαλεί µεταβολή 
του δείκτη διάθλασης. Όταν η ισχύς P>Pcr η αυτοεστίαση κατανικά τη γραµµική περίθλαση 
µε αποτέλεσµα η ακτίνα να συνεχίζει να εστιάζει, φαινοµενικά µέχρι τον απειρισµό της 
έντασης, δηλαδή του πλάτους του κύµατος µε παράλληλο µηδενισµό του εύρους. Κάποια 
στιγµή βέβαια η διαδικασία σταµατάει λόγω ανάπτυξης άλλων φαινοµένων, όπως ο 
σχηµατισµός πλάσµατος και οι µη-γραµµικές απώλειες. Η έντονη αυτοεστίαση δύναται να 

επιβάλει άνω όριο στην ισχύ τω ακτίνων, έτσι για διάδοση σε γυαλί αυτό είναι 610P W∼ , 

ενώ για τον αέρα είναι της τάξης 1010P W∼  [6]. 
Το φαινόµενο παρατηρείται συνήθως σε 2D και 3D παλµούς και ακτίνες και θα 

αναφερθούµε εκτενέστερα σε αυτό στα Κεφάλαια 4 και 5. 
 
Ζ) Κωνική Εκποµπή 
Το conical emission (CE) είναι ένα µη-γραµµικό φαινόµενο που εµφανίζεται όταν ακτίνα 
µεγάλης έντασης οδεύει σε πυκνό µέσο, του οποίου τα άτοµα έχουν δύο ενεργειακές στάθµες. 
Παρατηρείται λοιπόν, ότι υπάρχει µια ακτινοβολία παρά τον άξονα διάδοσης, συνήθως (αλλά 
όχι πάντα) χαµηλότερης συχνότητας από αυτή της ακτίνας. Επιπλέον, η ακτίνα του κώνου 
εκποµπής της ακτινοβολίας εξαρτάται από το µήκος κύµατος της. Από την εποχή της 
ανακάλυψης του, το 1970, έχουν διατυπωθεί πολλές διαφορετικές θεωρίες για τη προέλευση 
του, η οποία παραµένει ακόµη αντικείµενο έρευνας [(26)]. Ανάµεσα στις περισσότερο 
δηµοφιλείς είναι η εξήγηση του σαν ένα συνδυασµό διάθλασης και FWM, σαν ακτινοβολία 
Cerenkov µέσω κάποιας κινούµενη πόλωσης που ίσως δηµιουργείται από την ακτίνα στο 
µέσο, µέσω του φαινοµένου Raman, και άλλες [61]. 

Ανάλογα µε το είδος της διασποράς, το φαινόµενο εµφανίζεται µε διαφορετικό τρόπο στο 
χώρο και το χρόνο. Για ανώµαλη διασπορά, η εκπεµπόµενη ακτινοβολία εµφανίζεται σα 
δακτυλίδια σταθερής έντασης, που εκτείνονται γύρω από την ακτίνα ή το παλµό. Για 
κανονική διασπορά δηµιουργούνται κωνικές «ουρές» στο χωροχρονικό παλµό, δίνοντας στο 
προφίλ της έντασης ένα σχήµα σαν «Χ». Στη προκειµένη περίπτωση η κωνική εκποµπή, που 
ουσιαστικά είναι ενίσχυση κάποιων πλευρικών φασµατικών ζωνών, σχετίζεται και µε τα 
τελείως γραµµικά κύµατα «Χ», για τα οποία θα αναφερθούµε διεξοδικότερα στο Κεφάλαιο 4. 
Ουσιαστικά, το φαινόµενο CE µπορεί να ειδωθεί σαν τη χωροχρονική διαµορφωτική 
αστάθεια, όπου για κανονική διασπορά ευνοεί την ενίσχυση πλευρικών φασµατικών ζωνών 
που είναι µετατοπισµένες προς τα κάτω και προς τα πάνω σε σχέση µε το γεννήτορα τους 
παλµό. Στο σχήµα 1.15 φαίνεται το χωροχρονικό φάσµα γκαουσιανού παλµού (µε εύρος 

200
FWHM

T fs=  και 130
FWHM

X mµ= , 0 527nmλ =  και ενέργειας 3E Jµ= ) µετά τη διάδοση 

του σε 2cm νερού (κανονική διασπορά). Το φάσµα έχει µια εµφανή «Χ» µορφή. 
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Σχήµα 1.15: Φάσµα µακρινού πεδίου ενός χωροχρονικού παλµού ύστερα από διάδοση σε 
2cm νερού. Πειραµατικό αποτέλεσµα από το [188]. 
 
Η) Μίξη τεσσάρων φωτονίων (four wave mixing-FWM) 
Μια άλλη συνηθισµένη ονοµασία είναι βέβαια «µίξη τεσσάρων κυµάτων» και αφορά τη 
γένεση δύο φωτονίων συχνότητας ω3 και ω4, από δύο που αλληλεπιδρούν αρχικά, µε 
συχνότητες ω1 και ω2, σύµφωνα µε τη σχέση ω1+ω2=ω3+ω4 (διατήρηση της ενέργειας). 
Πρόκειται για ένα ακόµα µη-γραµµικό φαινόµενο, όπου όπως το SPM και XPM προέρχεται 
από την επιδεκτικότητα 3ης τάξης και τη µη-γραµµική πόλωση που υφίσταται το µέσο σε 
σχέση µε το προσπίπτων πεδίο. Το FWM έχει µελετηθεί εκτενέστατα λόγω της δυνατής 
χρήσης του για δηµιουργία κυµάτων διαφορετικής συχνότητας (βλέπε [1] και σχετικές 
αναφορές). ∆υστυχώς το φαινόµενο δρα υποβαθµιστικά για την οµαλή διάδοση σολιτονικών 
παλµών διαφορετικής συχνότητας, όπως σε σύστηµα µε φασµατική πολυπλεξία (WDM). 
Κατά τη σύγκρουση των παλµών δύο διαφορετικών καναλιών συχνότητας ω1 και ω2, µέρος 
της ενέργειας τους διαφεύγει και ενισχύει τις συχνότητες ω3 και ω4. Αν δεν υπάρχουν 
κανάλια µε τις τελευταίες, η δράση του FWM ενισχύει το θόρυβο, οπότε σε κάθε περίπτωση 
υποβαθµίζει το τηλεπικοινωνιακό σύστηµα. 

Καθώς το φαινόµενο αυτό δεν αποτελεί αντικείµενο της παρούσας διατριβής δε θα 
επεκταθούµε πολύ, αλλά πρέπει να αναφερθεί ότι για να έχει σηµαντική επίδραση η διαφορά 
φάσης µεταξύ των τεσσάρων κυµάτων οφείλει να είναι πολύ µικρή ή και µηδέν. Αυτό 
ονοµάζεται «προσαρµογή φάσης» (phase matching) και στη περίπτωση σύγκρουσης δύο 
παλµών είναι δύσκολο να ικανοποιείται. Όταν όµως έχουµε ταυτόχρονης διάδοσης πολλών 
καναλιών, διαφορετικής συχνότητας, οι αλληλεπιδράσεις µεταξύ των παλµών είναι πολύ 
συχνές και οι απώλειες λόγω του FWM, έστω και µικρές, προστίθενται διαρκώς. Έχουν 
προταθεί διάφορες λύσεις για το πρόβληµα που επιβάλλεται σε πιθανό τηλεπικοινωνιακό 
δίκτυο. Μεταξύ αυτών είναι η ηθεληµένη επιλογή ανόµοιας φασµατικής απόστασης µεταξύ 
γειτονικών καναλιών και η διαχείριση διασποράς. Αποδεικνύεται ότι η επίδραση του FWM 
είναι αντιστρόφως ανάλογη της τοπικής τιµής της διασποράς. Χρησιµοποιώντας διαχείριση 
διασποράς, µπορεί κανείς να επιβάλει µεγάλες τιµές τοπικά, ενώ ο µέσος όρος της να µένει 
µικρός. Έτσί η επίδραση του FWM εκµηδενίζεται (βλέπε [5, 11] και τις αναφορές αυτών). 
 
Θ) Gordon Haus Jitter 
Το “jitter” σηµαίνει τρέµουλο, ή τρόµος και είχε από το 1986, οπότε και έγινε η αναλυτική 
περιγραφή του, κατά κάποιο τρόπο τροµοκρατήσει τη κοινότητα όσων ασχολούνταν µε 
σολιτονικές τηλεπικοινωνίες [62]. Προκαλείται από τους ενισχυτές του οπτικού δικτύου, που 
είναι απαραίτητοι σε σύστηµα WDM για να αντιµετωπίζουν τις απώλειες. Αν και οι 
παράγοντες των απωλειών και της ενίσχυσης δεν συµπεριλαµβάνονται στη παρούσα 
διατριβή, (για λόγους που εξηγούνται στα επί µέρους Κεφάλαια), αξίζει να αναφερθούµε στο 
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χρονικό τρέµουλο που επιβάλλεται στους σολιτονικούς παλµούς για την αναστάτωση που 
προκάλεσε, αλλά και για τη προτεινόµενη λύση που το περιορίζει. 

Χωρίς να µπούµε σε λεπτοµέρειες, η χρήση των ενισχυτών αναπληρώνει την ενέργεια του 
σολιτονίου, αλλά και αυξάνει το θόρυβο µέσω της ενισχυµένης αυθόρµητης εκποµπής 
(amplified spontaneous emission-ASE). Το αποτέλεσµα αυτής είναι η µικρή και τυχαία 
αλλαγή των παραµέτρων του σολιτονίου, δηλαδή του πλάτους, της συχνότητας και της 
φάσης. Η παρουσία της διασποράς µετατρέπει τις µεταβολές της συχνότητας σε αντίστοιχες 
χρονικές, µετατοπίζοντας το παλµό από το χρονικό του παράθυρο. Η µετατόπιση είναι βέβαια 
µικρή, αλλά η συνεχής επίδραση των ενισχυτών επιφέρει σηµαντικές µετατοπίσεις σε κάθε 
παλµό, οι οποίες µάλιστα είναι τελείως ανόµοιες. Από τις λύσεις που έχουν προταθεί, αυτή µε 
τη µεγαλύτερη υποστήριξη είναι η χρήση φίλτρων, που θα επαναφέρουν τα σολιτόνια στην 
αρχική τους συχνότητα [11]. Ευτυχώς όµως, η χρήση της διαχείρισης διασποράς και µόνο 
µπορεί να περιορίσει σε µεγάλο βαθµό αυτές τις χρονικές µετατοπίσεις. Περισσότερα για 
αυτό αναφέρονται στο Κεφάλαιο 2. 
 

Υπάρχουν ακόµα περισσότερα φαινόµενα τα οποία οφείλονται στη µη-γραµµική απόκριση 
του µέσου, όπως οι απώλειες (two-photon absorption), η αυτό-διαµόρφωση απότοµων άκρων 
(“self-steepening”), η σκέδαση Brillouin, η δηµιουργία πλάσµατος κατά τη διάδοση ακτίνας 
µεγάλης έντασης και άλλα. Αυτά είναι φαινόµενα ανώτερης τάξης και υπό ορισµένες 
συνθήκες δεν επηρεάζουν ιδιαίτερα τη διάδοση χρονικών ή χωροχρονικών παλµών. ∆εν 
συµπεριλαµβάνονται στα µοντέλα που χρησιµοποιούνται στη παρούσα διατριβή, αλλά 
κάποια από αυτά αναφέρονται ξανά, µαζί µε τους λόγους της παράλειψης τους. 
 
 
1.5 Μέθοδοι 
 
Παρακάτω παραθέτουµε µερικές από τις πλέον διαδεδοµένες αναλυτικές και αριθµητικές 
µεθόδους στη µελέτη της NLS. Κάποιες από αυτές χρησιµοποιούνται στη παρούσα εργασία, 
ενώ άλλες όχι, αλλά συµπεριλαµβάνονται καθώς είναι σηµαντικές. 
 
 
1.5.1 Αναλυτικές 

 
Α) Μέθοδος αντίστροφης σκέδασης (Inverse scattering transform method-IST) 
Στη συγκεκριµένη µέθοδο οφείλεται η εξεύρεση των περίφηµων σολιτονικών λύσεων της 
µονοδιάστατης NLS και θα παραθέσουµε µια πολύ απλοϊκή περιγραφή, λόγω της σηµασίας 
της, παρόλο που δε τη χρησιµοποιήσαµε. Η IST χρησιµοποιείται για την εξεύρεση λύσεων σε 
µη-γραµµικά προβλήµατα, όταν περιγράφονται από πλήρως ολοκληρώσιµες µερικές 
διαφορικές. Στα γραµµικά προβλήµατα, η συνηθέστερη µέθοδος είναι η χρήση 
µετασχηµατισµού Fourier για να µετατραπεί η λύση της εξίσωσης σε πρόβληµα εύρεσης 
ιδιοτιµών. Έτσι, διερευνώντας τη διάδοση κύµατος, για παράδειγµα µε αρχική µορφή 
u(Ζ=0,Τ), µπορεί κανείς να βρει συνεχές φάσµα ιδιοτιµών, που αντιστοιχεί σε επίπεδα 
κύµατα διαδιδόµενα σε οµογενές µέσο, αλλά και διακριτές ιδιοτιµές που αντιστοιχούν στους 
χωρικά εντοπισµένους ρυθµούς που εµφανίζονται σε ανοµοιογενή µέσα. 

Σε ένα µη-γραµµικό πρόβληµα, η µεθόδευση της IST είναι να το µετατρέψει σε γραµµικό 
πρόβληµα ιδιοτιµών, όπου το αρχικό πεδίο u(Ζ=0,Τ) θα παίζει ρόλο δηµιουργίας «ενεργού 
δυναµικού». Όµως καθώς το πεδίο εξελίσσεται κατά τη διάδοση, θα αλλάζουν παράλληλα 
και οι ιδιοτιµές. Έτσι προσπαθεί κανείς να βρει ιδιοτιµές που παραµένουν αναλλοίωτες 
καθώς το ενεργό δυναµικό µεταβάλλεται. 
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Συνοπτικά, τα βήµατα της IST είναι τα ακόλουθα. Για δεδοµένο αρχικό πεδίο, βρίσκεται 
βοηθητική ιδιοσυνάρτηση ( , )T λΨ , όπου λ οι ιδιοτιµές. Τα δεδοµένα του προβλήµατος 

«σκέδασης» περιλαµβάνουν τα πλάτη του εκπεµπόµενου και ανακλώµενου κύµατος, ( )a λ  

και ( )b λ  αντίστοιχα, τις διακριτές ιδιοτιµές {λn} και τους συντελεστές των αντίστοιχων 

ιδιοσυναρτήσεων, bn. Μέσω του µετασχηµατισµού Fourier βρίσκεται η εξέλιξη αυτών µε το z 
και τελικά, από αυτά, κατασκευάζεται η µορφή του πεδίου u(Ζ,Τ). Κάθε µία από τις διακριτές 
ιδιοτιµές δίνει εντοπισµένη λύση, η οποία αντιστοιχεί σε σολιτόνιο. Καθώς οι ιδιοτιµές που 
ενδιαφέρουν είναι ανεξάρτητες του z, οι σολιτονικές λύσεις διατηρούν το σχήµα τους [37, 41, 
42]. Για να δώσουµε ένα παράδειγµα, η βασική σολιτονική λύση της NLS, στη µορφή της 
(1.29), για εστιάζουσα µη-γραµµικότητα βρέθηκε να είναι 

 [ ] 2 2

0( , ) sec ( ) exp ( ) / 2u Z T n h n T T Z i T i n Z iδ δ δ φ = − − + − +   (1.65) 

, όπου δ η «ταχύτητα» του σολιτονίου που όµως αντιπροσωπεύει µετατόπιση από τη κεντρική 
συχνότητα. Ακόµα το Τ0 είναι κάποια χρονική µετατόπιση και το φ  η φάση του. Μέσω 

γαλιλαϊκού µετασχηµατισµού στο σύστηµα αναφοράς του εν λόγω σολιτονίου παίρνουµε τη 
µορφή της (1.30). 

Για τη λύση της NLS µε όρους ανώτερης τάξης έχει αναπτυχθεί η διαταρακτική µέθοδος 
αντίστροφης σκέδασης που «ρίχνει» τη µερική διαφορική σε σύστηµα συνήθων διαφορικών 
που περιγράφουν τις παραµέτρους του παλµού. Ούτε αυτή η µέθοδος χρησιµοποιείται στην 
διατριβή αυτή και καθώς είναι ιδιαίτερα πεπλεγµένη δε δίνονται περαιτέρω λεπτοµέρειες 
(βλέπε [2] για περίληψη).  
 
Β) Μεταβολική µέθοδος 
Λέγεται και Λαγκρανζιανή µέθοδος, είναι διαταρακτική και χρησιµοποιείται πολύ συχνά σε 
προβλήµατα διάδοσης στη µη-γραµµική οπτική, από τη πρώτη της εφαρµογή το 1979 [120]. 
Είναι αδιαβατική µέθοδος, που σηµαίνει ότι µπορεί να χρησιµοποιηθεί όταν θεωρούµε πως οι 
διαταραχή στην NLS είναι αρκετά µικρή ώστε να µην επηρεάζει τη µορφή του πεδίου 
(παλµού), αλλά µόνο τα χαρακτηριστικά του, έτσι ώστε να ισχύει (πλάτος)x(εύρος)=σταθερό. 
Περιλαµβάνει την υιοθεσία της αρχικής µορφής του παλµού (ansatz), η οποία και πρέπει να 
διατηρείται, και υπολογίζοντας τη Λαγκρανζιανή του προβλήµατος, µέσω των εξισώσεων 
Euler-Lagrange, καταλήγει σε σύστηµα συνήθων διαφορικών για τα χαρακτηριστικά του 
παλµού. Η αδιατάρακτη εξίσωση θα πρέπει να έχει µία καλά ορισµένη λύση, όπως το 
σολιτόνιο, αλλά δεν είναι απαραίτητο να είναι πλήρως ολοκληρώσιµη. Επίσης δεν απαιτείται 
το ansatz να είναι και η λύση της αδιατάρακτης. Περισσότερα θα ειπωθούν στο Κεφάλαιο 2, 
όπου και χρησιµοποιείται. 

Υπάρχουν και άλλες παρόµοιες µέθοδοι, όπως η Αδιαβατική, η µέθοδος των ροπών και η 
εύρεση συνήθων διαφορικών µέσω Χαµιλτονιανής, αντί Λαγκρανζιανής ανάλυσης, αλλά δεν 
είναι τόσο δηµοφιλείς [2, 5]. 
 
Γ) Άµεση µέθοδος διαταραχών 
Η µέθοδος αυτή έχει πιο περίπλοκο φορµαλισµό από τη προηγούµενη και απαιτεί τη γνώση 
και χρήση κάποιας λύσης της αδιατάρακτης εξίσωσης. Έχει όµως το πλεονέκτηµα ότι µπορεί 
να περιγράψει µη-διατηρητικές διαταραχές ενώ µπορεί να δώσει και διορθώσεις στο αρχικό 
σχήµα του παλµού, εφόσον υπόκειται στις διαταραχές, όπως φαινόµενα ανώτερης τάξης. 

Η µέθοδος γραµµικοποιεί την εξίσωση, γύρω από τη λύση της αδιατάρακτης, σε 
κλιµακούµενες τάξεις διάδοσης. Έτσι στη µηδενική τάξη έχουµε την αδιατάρακτη εξίσωση 
µε τη γνωστή λύση (u0) και σε πρώτη τάξη µια γραµµική εξίσωση, όπου λύνεται σα 
πρόβληµα ιδιοτιµών, ώστε να κατασκευαστεί τελικά η u

1 από τις ιδιοσυναρτήσεις. Επειδή 
κάποιοι όροι απειρίζονται, απαιτείται ο µηδενισµός των συντελεστών τους. Από το 
µηδενισµό τους προκύπτουν συνήθεις διαφορικές που περιγράφουν τη µεταβολή των 
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παραµέτρων του παλµού. Η µέθοδος µπορεί να δώσει και τη διόρθωση u
1 και να 

χρησιµοποιηθεί εκ νέου για τον υπολογισµό της δεύτερης τάξης u
2. Στο Κεφάλαιο 3 

παρατίθεται µια φορµαλιστική σύνοψη της µεθόδου. 
Η διαδικασία οµοιάζει µε τη διαταρακτική µέθοδο αντίστροφης σκέδασης, µε την οποία 

έχει και τις ίδιες συνήθεις διαφορικές σαν αποτέλεσµα. Οι ODEs περιλαµβάνουν 
ολοκληρώµατα που είναι συνήθως δύσκολο να υπολογιστούν αναλυτικά. Περισσότερα για 
αυτό θα δούµε στο Κεφάλαιο 3. 
 
 
1.5.2 Αριθµητικές µέθοδοι και προγράµµατα 

 
Α) Μέθοδος χωριζόµενου βήµατος (split step Fourier method) 
Η συγκεκριµένη µέθοδος είναι και η πλέον συνήθης στην επίλυση της NLS, µαζί µε µεθόδους 
πεπερασµένων στοιχείων, όπου όµως δε χρησιµοποιήσαµε, οπότε και δε θα αναφερθούµε. Η 
“split-step” είναι µία ψευδο-φασµατική µέθοδος, που επιλύει τη µερική διαφορική 
µεταφέροντάς τη στο χώρο των συχνοτήτων. Εφαρµόζεται σε µεγάλη ποικιλία προβληµάτων 
της µη-γραµµικής οπτικής, όπως διάδοση στην ατµόσφαιρα, οπτικούς συζεύκτες, ίνες 
βαθµωτού δείκτη διάθλασης και σε πιο συνηθισµένα προβλήµατα όπως η διάδοση παλµών σε 
µονότροπες ίνες και CW ακτίνων σε επίπεδο κυµατοδηγό και ελεύθερο µέσο. Στη τελευταία 
περίπτωση προβληµάτων, την αναφέρουν και σαν “beam propagation method”. Καθώς 
πρόκειται για γνωστή αριθµητική µέθοδο δε θα αναφέρουµε πολλές λεπτοµέρειες. Η 
περιγραφή της βρίσκεται σε αρκετά κλασικά βιβλία µη-γραµµικής οπτικής [1]. Ο κώδικας 
που αναπτύξαµε για την επίλυση της NLS, των συζευγµένων NLS και αυτής µε όρους 
ανώτερης τάξης βρίσκεται στο Appendix A.  
Απλά αναφέρουµε ότι η µέθοδος απαιτεί τον διαχωρισµό της εξίσωσης σε γραµµικούς και 
µη-γραµµικούς όρους. Η απόσταση διάδοσης χωρίζεται σε L βήµατα εύρους dz. 
∆ιαχωρίζουµε τους όρους της εξίσωσης σε γραµµικούς και µη-γραµµικούς που ανήκουν σε 
αντίστοιχο τελεστή. Αρχικά χρησιµοποιούµε µόνο το γραµµικό τελεστή για να βρούµε την 
εξέλιξη του παλµού στο χώρο Fourier, µετά από dz/2. Έχοντας αυτό το αποτέλεσµα 
επιβάλουµε το µη-γραµµικό τελεστή για διάδοση κατά ένα ολόκληρο βήµα dz. Τέλος, 
χρησιµοποιούµε το προηγούµενο αποτέλεσµα επιβάλλοντας πάλι το γραµµικό τελεστή για 
διάδοση ξανά κατά dz/2. Τα σφάλµατα από τη µέθοδο είναι ανάλογα του dz3 (βλέπε [1] 
και[72]). 

Ο κώδικας έχει καλή ακρίβεια και για βήµα της τάξης 10-4 κρατά σταθερές όλες τις 
διατηρήσιµες ποσότητες. 
 
Β) Προγράµµατα επίλυσης συστήµατος ODEs 
Αναπτύξαµε δύο τέτοια προγράµµατα, καθώς οι διαταρακτικές µέθοδοι που εφαρµόζονται 
στα Κεφάλαια 2 και 3 ξεκινούν από µερικές διαφορικές εξισώσεις και καταλήγουν σε 
συστήµατα συνήθων. Και τα δύο προγράµµατα χρησιµοποιούν µέθοδο Runge-Kutta και 
βρίσκονται στο Appendix A. Το πρώτο είναι ένα πρόγραµµα σε MATLAB και το δεύτερο σε 
C. Το τελευταίο βασίστηκε σε παλαιότερο πρόγραµµα αρχικά κατασκευασµένο από το 
µακαρίτη καθηγητή Φυσικής Χρόνη Πολυµίλη και µεταποιηµένο από τον υπεύθυνο 
καθηγητή της παρούσα διατριβής, Κυριάκο Χιτζανίδη. Χρησιµοποιήθηκε λόγω της 
δυνατότητας του να παράγει τοµές Poincaré, που είναι απαραίτητες στο Κεφάλαιο 2. 
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1.6 Σύνοψη της Εργασίας 
 
Πέραν του 1ου Κεφαλαίου, η εργασία αποτελείται από τέσσερα Κεφάλαια στα οποία 
περιγράφονται οι επί µέρους ερευνητικές δραστηριότητες της διατριβής και δίνονται 
αποτελέσµατα, συν ένα ακόµα µικρό Κεφάλαιο, όπου συνοψίζονται συµπεράσµατα και 
προτείνονται µελλοντικές προεκτάσεις. Όλες οι ερευνητικές δραστηριότητες αφορούν 
προβλήµατα αλληλεπίδρασης χρονικών και χωροχρονικών µη-γραµµικών παλµών, είτε 
µεταξύ τους, είτε µε κάποιο συνεχές επίπεδο κύµα, που συχνά για λόγους συντοµίας 
αναφέρεται σαν επίπεδο κύµα ή απλά σαν CW. Επίσης, όλες οι δραστηριότητες αφορούν την 
επίλυση κάποιας µορφής της NLS, διαταραγµένης ή όχι. Όµως, δεν αφορούν ένα µοναδικό 
και σαφώς συγκεκριµένο πρόβληµα, ούτε τα Κεφάλαια τους είναι συνέχεια το ένα του άλλου, 
εκτός από το 5ο, που µπορεί να θεωρηθεί επέκταση του 4ου. Το συνδετικό τους στοιχείο είναι 
ότι αφορούν προβλήµατα µη-γραµµικής σύζευξης και γενικότερα αλληλεπίδρασης παλµών. 
Τα Κεφάλαια 1 και 2 αφορούν τη συν-διάδοση χρονικών παλµών σε οπτική ίνα, και τα 
Κεφάλαια 4 και 5 τη διάδοση και αλληλεπίδραση χωροχρονικών παλµών. 

Συνοπτικά, στο Κεφάλαιο 2 µελετώνται δύο περιπτώσεις ασύµφωνης (XPM) 
αλληλεπίδρασης. Η πρώτη περίπτωση, και περισσότερο εκτεταµένη, αφορά τη διάδοση δύο 
κάθετα πολωµένων ρυθµών του κυµατοπακέτου, όταν η ίνα χαρακτηρίζεται από ισχυρή 
διπλοθλαστικότητα, αλλά και περιοδική µεταβολή της διασποράς. Η δεύτερη αφορά 
συγκρούσεις παλµών διαφορετικών καναλιών σε ίνα µε ισχυρή διαχείριση διασποράς. Το 
αρχικό µοντέλο είναι δύο NLS συζευγµένες µέσω του όρου XPM. Χρησιµοποιούµε τη 
Μεταβολική µέθοδο και καταλήγουµε, ανάλογα µε τη περίπτωση, σε σύστηµα µε τέσσερις 
έως και οκτώ συνήθεις διαφορικές. Καθώς στη περίπτωση της συµπόρευσης σε 
διπλοθλαστική ίνα, το σύστηµα που καταλήγουµε έχει τρεις βαθµούς ελευθερίας, 
χρησιµοποιούµε τις τοµές Poincaré για να µπορέσουµε να εκτιµήσουµε την εξέλιξη του 
συστήµατος. Μέσω σύγκρισης των αποτελεσµάτων µε απευθείας αριθµητική επίλυση 
αποδεικνύεται ότι υπάρχουν ορισµένες περιοχές τιµών της περιόδου και της έντασης της 
διασποράς, όπως και των αρχικών συνθηκών των παλµών, όπου η Μεταβολική µέθοδος 
επιτυγχάνει να περιγράψει την εξέλιξη του συστήµατος, ενώ για άλλες τιµές αποτυγχάνει. 

Στο 3ο Κεφάλαιο ασχολούµαστε πάλι µε τις συγκρούσεις σολιτονικών παλµών 
διαφορετικής συχνότητας, οι οποίοι όµως είναι πολύ στενοί µε εύρος τάξης λίγων 
εκατοντάδων femtoseconds. Εξαιτίας αυτού, η διάδοση τους γίνεται υπό την επίδραση των 
φαινοµένων ανώτερης τάξης, του Raman και της διασποράς 3ης τάξης. Το φαινόµενο Raman 
πέρα από την ολίσθηση συχνότητας σε κάθε παλµό χωριστά, µεταφέρει ενέργεια από τους 
παλµούς υψηλότερης συχνότητας προς αυτούς µε χαµηλότερη. Σαν αποτέλεσµα το µοντέλο 
των συζευγµένων NLS περιλαµβάνει αρκετούς διαταρακτικούς όρους. Το πρόβληµα 
προσεγγίζεται µε την άµεση µέθοδο διαταραχών. Επειδή οι εξισώσεις στις οποίες 
καταλήγουµε περιλαµβάνουν ολοκληρώµατα που δεν έχουν αναλυτική έκφραση, τα 
αντικαθιστούµε µε προσεγγιστικές εκφράσεις. Η σύγκριση µε την αριθµητική επίλυση δείχνει 
καλή συµφωνία. Επειδή η ολίσθηση συχνότητας επιφέρει και χρονική µετατόπιση, µελετάται 
η δυνατότητα εξισορρόπησης της τελευταίας από αντίθετες µετατοπίσεις λόγω των 
σολιτονικών συγκρούσεων. 

Το 4ο Κεφάλαιο διαφέρει από τα δύο προηγούµενα καθώς ασχολούµαστε πλέον µε 
χωροχρονικούς παλµούς (2+1)D. Μελετάται η δυνατότητα δηµιουργίας και διάδοσης 
µη-γραµµικού κυµατοπακέτου «Τύπου-Χ», µέσω της αλληλεπίδρασης δισδιάστατου 
γκαουσιανού παλµού µε επίπεδο κύµα, παρουσία φαινοµένου Kerr, περίθλασης και 
κανονικής διασποράς.  Σε αντίθεση µε τα προηγούµενα, η αλληλεπίδραση είναι σύµφωνη, 
ενώ η µελέτη είναι µόνο αριθµητική. Παρόλα αυτά χρησιµοποιώντας ποιοτικές παρατηρήσεις 
που αφορούν την επίδραση των εµπλεκοµένων φαινοµένων µπορούµε να σκιαγραφήσουµε 
περιοχές αρχικών τιµών που ευνοούν την εµφάνιση τέτοιων κυµατοπακέτων και µε αυτό το 
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τρόπο να καθοδηγήσουµε την αριθµητική µελέτη. Αποδεικνύεται ότι η διαφορά φάσης 
µεταξύ παλµού και CW είναι καταλυτικής σηµασίας για την εξέλιξη του. 

Στο 5ο Κεφάλαιο χρησιµοποιούµε κάποια από τα συµπεράσµατα του προηγούµενου για να 
µελετήσουµε αριθµητικά τη σύµφωνη αλληλεπίδραση γκαουσιανών κυµατοπακέτων, ξανά 
παρουσία CW. Ανάλογα µε την αρχική τους εγκάρσια µετατόπιση, διαφορά φάσης και 
βέβαια ενέργεια, οι παλµοί δύνανται να εξελιχθούν αυτόνοµα, να υποκύψουν γρήγορα στη 
διασπορά, ή να συσσωµατωθούν δηµιουργώντας ένα νέο κυµατοπακέτο το οποίο δύναται να 
εστιάσει εκ νέου, ή να διαχωριστεί σε δύο διακριτά κυµατοπακέτα χρονικά µετατοπισµένα. 

Το τελευταίο, 6ο Κεφάλαιο, χρησιµοποιείται για να συγκεντρωθούν τα συµπεράσµατα της 
εργασίας, αλλά και να προτείνουµε δυνατές επεκτάσεις. Στο τέλος του εντύπου υπάρχουν τα 
Appendix, όπου παραθέτονται οι κώδικες που χρησιµοποιήθηκαν, ολοκληρώµατα για τα 
Κεφάλαια 2 και 3, οι αγγλικές συντοµογραφίες καθώς και µια αναφορά σε µεθόδους που 
δοκιµάσαµε, αλλά δεν ευδοκίµησαν. 

Να σηµειώσουµε ακόµα ότι, καθώς το βασικό µοντέλο είναι η NLS και ασχολούµαστε µε 
τη περιβάλλουσα του παλµού, ή της ακτίνας, χρησιµοποιούµε κατά τόπους διάφορες 
ονοµασίες για αυτά, συνήθεις στη βιβλιογραφία. Έτσι οι παλµοί µπορεί να αναφέρονται σαν 
λοβοί, στη περίπτωση που προηγείται αυτοεστίαση σα νηµάτια, ενώ συχνά σαν 
κυµατοπακέτα. Σε κάθε περίπτωση χρησιµοποιούµε τη προσέγγιση της «αργά 
µεταβαλλόµενης περιβάλλουσας» που καταλήγει στην NLS, όπως επίσης και τη παρα-
αξονική προσέγγιση που αναφέραµε παραπάνω. Η εργασία είναι χωρισµένη σε Κεφάλαια 
(π.χ. 1ο), κεφάλαια (π.χ. 1.1) και παραγράφους (π.χ. 1.1.1). Τα σχήµατα αναφέρονται ως 
«σχήµα» ή «Σχ.» και οι τύποι σαν «σχέση», ή τίποτα και απλώς δίνεται το νούµερο της σε 
παρένθεση. 
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Κεφάλαιο 2 
 

∆ύο προβλήµατα αλληλεπίδρασης µέσω 
ετεροδιαµόρφωσης φάσης παρουσία περιοδικά 

µεταβαλλόµενης διασποράς 
 
 

Στο παρόν Κεφάλαιο ασχολούµαστε µε τη συν-διάδοση µη-γραµµικών χρονικών παλµών, ή 
γενικότερα κυµατοπακέτων σε γραµµή µεταφορά µεταβαλλόµενης διασποράς. 
Ασχολούµαστε µε δύο προβλήµατα, όπου και τα δύο µοντελοποιούνται µε τις συζευγµένες 
NLS µέσω όρων εταιροδιαµόρφωσης φάσης (XPM). Το πρώτο πρόβληµα, για το οποίο 
αφιερώνεται και η µεγαλύτερη έκταση, αφορά τη διάδοση παλµού όπου λόγω πόλωσης 
αποτελείται από δύο συνιστώσες µε διαφορετικές ταχύτητες οµάδος, λόγω ισχυρής 
διπλοθλαστικότητας. Εξετάζουµε τις συνθήκες εκείνες της µεταβολής της διασποράς, που 
δύνανται να διαχωρίσουν τον παλµό στις συνιστώσες του και να τον καταστρέψουν. Το 
δεύτερο πρόβληµα, αφορά την αλληλεπίδραση παλµών διαφορετικού µήκους κύµατος, κάτι 
που συµβαίνει κατά τη φασµατική πολυπλεξία. Η κύρια µέθοδος µελέτης µας είναι η 
µεταβολική µέθοδος. Είναι αναλυτική και µετατρέπει το πρόβληµα των συζευγµένων 
µερικών διαφορικών (NLS) σε πρόβληµα επίλυσης συστήµατος συνήθων διαφορικών. 
Στοιχεία δυναµικής ανάλυσης χρησιµοποιούνται για τη µελέτη του συστήµατος. 
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2.1 ∆ιαχείριση ∆ιασποράς και Σολιτόνια 
 
Κατ’ αρχάς ∆ιαχείριση ∆ιασποράς (Dispersion Management-DM), έχουµε όταν 
εναλλάσσεται η τιµή της διασποράς κατά µήκος της γραµµής διάδοσης µε συγκεκριµένο 
τρόπο. Ο συνηθέστερος τρόπος έγκειται στην περιοδική εναλλαγή δύο τµηµάτων 
µεγαλύτερης και µικρότερης διασποράς, ή ακόµα και διαφορετικού πρόσηµου (οµαλής και 

ανώµαλης), έτσι ώστε ο µέσος όρος τους D  να έχει τιµή συνήθως µικρή και επίσης συνήθως 
αρκετά µικρότερη από τις απόλυτες τιµές της διασποράς στα επί µέρους τµήµατα. Τα 

τµήµατα δεν είναι απαραίτητο να έχουν ίδιο µήκος, έτσι αν τα µήκη τους είναι 1L  και 2L  µε 

τιµές διασποράς D+  και D−  (ανώµαλης και οµαλής), τότε θα ισχύει 

 1 2 mapD L D L DL
+ −+ = , (2.1) 

όπου 
map

L  το συνολικό µήκος της περιόδου διαχείρισης. Στο σχήµα 2.1 δίνεται ένα 

παράδειγµα µιας τέτοιας διάταξης όπου όµως δεν έχει συµπεριληφθεί η µη-γραµµικότητα, 
οπότε λόγω της µη µηδενικής µέσης διασποράς ο παλµός µοιραία πλαταίνει. 
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Σχήµα 2.1: Παράδειγµα διάταξης ∆ιαχείρισης ∆ιασποράς. Στο πάνω µέρος φαίνονται οι 
εναλλασσόµενες τιµές διασποράς ενώ στη µέση και κάτω φαίνεται η εξέλιξη του εύρους και 
του chirp (τερέτισµα) του παλµού [5]. 
 

Η ιδέα της περιοδικής εναλλαγής τµηµάτων ίνας µε διαφορετική διασπορά είναι λοιπόν 
παλαιότερη από αυτή ενός τηλεπικοινωνιακού συστήµατος που βασίζεται σε µη-γραµµικούς 
παλµούς. Η ∆ιαχείριση ∆ιασποράς σε συνδυασµό µε παλµούς χαµηλής ισχύος 
(«γραµµικούς») προτάθηκε πρώτη φορά το 1980 ([85]) για διάδοση «µη επιστροφής στο 
µηδέν» (NRZ), αλλά βέβαια µπορεί να εφαρµοστεί και για διάδοση «επιστροφής στο µηδέν» 
(RZ) µε σκοπό την επίτευξη WDM [86, 87]. Το πλεονέκτηµα του DM είναι οι τοπικά µεγάλες 
τιµές της διασποράς που εξαλείφουν τη «µίξη τεσσάρων φωτονίωνν» (FWM) [5]. Όµως, οι 

παλµοί υπόκεινται σε διαπλάτυνση λόγω της D , µε αποτέλεσµα να έχουν σηµαντική 
αλληλοεπικάλυψη για µεγάλο µήκος διάδοσης και έτσι υπόκεινται και σε µη-γραµµικά 
ενδοκαναλικά και διακαναλικά φαινόµενα. 

Όµως µπορούµε πολύ εύκολα να βάλουµε τη µη-γραµµικότητα στο παιχνίδι, µέσω του 
φαινοµένου Kerr και του SPM, απλώς χρησιµοποιώντας παλµούς µεγαλύτερης ισχύος. Ενώ 
ισχύει ότι είχαµε δει στο Κεφάλαιο 1, όπου η µετατόπιση φάσης λόγω SPM µπορεί να 
καταργήσει αυτή που επιβάλει η διασπορά, εδώ αρκεί να καταργηθεί η µετατόπιση που 

επιβάλει η D . Η διαφορά είναι ότι οι µεταβολές της φάσης, (αλλά και άλλων παραµέτρων 
του παλµού) είναι ιδιαίτερα µεγαλύτερες κατά µήκος της Περιόδου ∆ιασποράς, ενώ 
µηδενίζονται βέβαια εκεί που µηδενίζεται το chirp. Το αποτέλεσµα αυτής της ισορροπίας 
είναι και πάλι η δυνατότητα δηµιουργίας παλµών που δεν καταστρέφονται από τη διασπορά 
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και ονοµάζονται, «Σολιτόνια ∆ιαχείρισης ∆ιασποράς» (DM-solitons). Καθώς όµως πλέον δε 
µιλάµε για παλµούς που διαδίδονται αδιατάρακτοι, αλλά για κυµατοπακέτα που αν και 
διατηρούνται περιοδικά, υπόκεινται σε µεγάλες αλλαγές κατά τη διάδοση, (και είναι 
«αναπνέωντες παλµοί», “breathers”), δεν είναι σολιτόνια µε την κλασική έννοια του όρου, 
αλλά κύµατα σολιτονικού τύπου. Στην εργασία αυτή θα διατηρήσουµε τον όρο «σολιτόνια 
διαχείρισης διασποράς», καθώς είναι ο πλέον χρησιµοποιούµενος στη βιβλιογραφία. 

Σε περίπτωση που η επί µέρους τιµές διασποράς των τµηµάτων είναι αρκετά µεγαλύτερες 
από τη µέση, το βέλτιστο σχήµα του παλµού δεν είναι καν “sech”, αλλά γκαουσιανού τύπου. 
Αυτό συµβαίνει για τον απλό λόγο ότι στα επιµέρους τµήµατα η διασπορά είναι το φαινόµενο 
που κυριαρχεί, και η λύση της NLS για διασπορά χωρίς µη-γραµµικότητα είναι γκαουσιανή. 
Παρόλα αυτά, ούτε η γκαουσιανή είναι ιδιοτιµή της NLS µε ∆ιαχείριση ∆ιασποράς. Ο Smith 
[88] πρώτος ανακάλυψε πως για την το δυνατό αδιατάρακτη διάδοση του παλµού αυτός 
χρειάζεται να έχει παραπάνω ενέργεια, άρα και ενισχυµένο πλάτος σε σχέση µε ένα παλµό 
του ίδιου εύρους που διαδίδεται σε οπτικό δρόµο άνευ ∆ιαχείρισης, µε διασπορά ίση µε τη 

D . Μάλιστα βρήκε ένα εµπειρικό τύπο όπου έδινε αυτή την ενίσχυση να εξαρτάται από τις 
τιµές διασποράς των τµηµάτων. Γι’ αυτό όµως θα µιλήσουµε και αργότερα [89]. Εκτός 
αυτών, σηµαντικό ρόλο στην οµαλή περιοδική διάδοση του «σολιτονίου ∆ιαχείρισης 
∆ιασποράς» έχει και το τερέτισµα, η αρχική τιµή του οποίου θα πρέπει να είναι συγκεκριµένη 
ώστε να διασφαλίζεται η περιοδικότητα αυτού αλλά και των άλλων χαρακτηριστικών του 

παλµού κατά µήκος του 
map

L . 

Παρόλη την πολυπλοκότητα των φαινοµένων που υπεισέρχονται, και παρόλη τη 
διαφορετικότητα από τα συνήθη σολιτόνια, έχει αποδειχτεί και πειραµατικά ότι µπορεί να 
επιτευχθεί η ισορροπία µεταξύ µεταβαλλόµενης διασποράς, SPM, chirp και κατάλληλης 
ισχύος, ώστε οι εν λόγω παλµοί να διαδοθούν και να µπορούν να αποτελούν τους φορείς 
πληροφορίας για ένα οπτικό τηλεπικοινωνιακό σύστηµα[88, 90-92]. Μάλιστα αποδείχτηκε 
πειραµατικά ότι η χρήση της µεταβαλλόµενης διασποράς µειώνει δραστικά ακόµα ένα 
φαινόµενο καταστροφικό για την οµαλή διάδοση των σολιτονίων, το χρονικό τρόµο Gordon-
Haus[93]. 

Ας αναφερθούµε τώρα σε κάποιες λεπτοµέρειες για το είδος της ∆ιαχείρισης για να 
περιορίσουµε και τον τρόπο µοντελοποίησης του προβλήµατος. Στη περίπτωση που οι τιµές 
διασποράς των επιµέρους τµηµάτων δε διαφέρουν σηµαντικά από τη µέση τιµή της 
διασποράς λέµε ότι έχουµε ασθενή ∆ιαχείριση. Αντίθετα όταν οι τοπικές τιµές διασποράς 

διαφέρουν σηµαντικά από αυτή της µέσης και όταν το 
map

L  είναι συγκρίσιµο µε τη περίοδο 

του σολιτονίου, η ∆ιαχείριση ονοµάζεται ισχυρή. Έτσι αν θέσουµε 1 2D D D∆ = − , στην 

πρώτη περίπτωση έχουµε 1
map

DL∆ <  και στη δεύτερη 1
map

DL∆ ≥ , τα µεγέθη είναι 

κανονικοποιηµένα. Ο παραπάνω τρόπος διάκρισης είναι ισοδύναµος µε τον συχνά 

απαντούµενο στη βιβλιογραφία, όπου ασθενή διαχείριση έχουµε όταν 
1,2D NLD

L L L≈ ≈ , ενώ 

ισχυρή όταν 
1,2

,
D NLD

L L L� . Ακόµα ένας τρόπος είναι και ο υπολογισµός του µέτρου της 

«ισχύος διαχείρισης» 1 21 2 22

FWHM

L L
S

β β−
=

Τ
, µε µη κανονικοποιηµένα µεγέθη, όπου για S>1 

έχουµε ισχυρή διαχείριση. Στη περίπτωση της ασθενούς διαχείρισης το πρόβληµα 
µοντελοποιείται µέσο της τεχνικής του «σολιτονίου οδεύοντoς κέντρου» (guiding center 
soliton). Σύµφωνα µε αυτή την προσέγγιση οι µικρές και γρήγορες εναλλαγές της διασποράς 
(ή και της ισχύος λόγω πιθανών απωλειών και περιοδικής ενίσχυσης) θεωρούνται κατά µέσο 
όρο ασήµαντες και υπεισέρχονται σε µία νέα κανονικοποίηση της διάστασης διάδοσης. ¨Έτσι 
η εξίσωση διάδοσης είναι πάλι η NLS και η λύση είναι ένα διαµορφωµένο sech [94-96]. Για 
ισχυρή, όµως, διαχείριση οι έντονες µεταβολές της φάσης και οι επίσης έντονες αλλά 
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περιοδικές µεταβολές του σχήµατος του παλµού καθιστούν το «κουκούλωµα» από τον µέσο 
όρο άστοχο. Εδώ η µορφή της λύσης δεν είναι γνωστή και δεν µπορεί να προσεγγιστεί από το 
guiding center soliton. Παρ’ όλα αυτά, έχουν δοθεί πολλές προσεγγιστικές περιγραφές [5, 97-
99], ενώ έχει αποδειχθεί ότι αναπνέοντες οδεύοντες παλµοί µπορούν να υποστηριχθούν 
ακόµα και για µηδενική ή και κανονική µέση διασπορά [5, 100, 101] 

Όσον αφορά τη µορφή της διαχείρισης, έχουν προταθεί διάφορες διαµορφώσεις. Κατ’ 
αρχάς υπάρχει το σχέδιο της ίνας µειούµενης διασποράς (dispersion decreasing fiber), όπου η 
τιµή της διασποράς µειώνεται βαθµοτά σε παραπάνω από δύο βαθµίδες, ώστε να προσεγγίζει 
την εκθετική µείωση της ισχύος λόγω απωλειών. Μία τέτοια µορφοποίηση προσεγγίζεται από 
τη µέθοδο του guiding center soliton. Η πλέον συνήθης µορφοποίηση όµως είναι αυτή όπου η 
περίοδος διαχείρισης αποτελείται από δύο τµήµατα διαφορετικής τιµής διασποράς µε µικρή ή 
µεγάλη διαφορά. Η περίοδος αυτή θεωρείται συµµετρική αν αποτελείται από τµήµατα ίδιου 
µήκους, ή όχι, αν τα τµήµατα είναι διαφορετικού µήκους. Η τελευταία διαµόρφωση εξάλλου 
είναι και προσφιλής τεχνολογικά, καθώς η διασπορά ενός µεγάλου µήκους ίνας µπορεί να 
ισοσταθµιστεί ένα αντισταθµιστικό τµήµα (DCF) µικρού µήκους αλλά ισχυρής διασποράς 
αντίθετου προσήµου, το οποίο και µπορεί να προστεθεί εύκολα σε υπάρχοντα οπτικά δίκτυα. 
Σαν παραδείγµατα συκγεκριµένων περιόδων διαχέιρισης που έχουν χρησιµοποιηθεί 
πειραµατικά αναφέρουµε αυτό της France Telecom, όπου επετεύχθη διάδοση 320Gb/s 
σολιτονικών παλµών σε WDM για πάνω από 1100Km ([102]) και τις κατασκευές της 
Deutsche Telekom [103, 104]. 
 

 
Σχήµα 2.2: Αναπαράσταση διαφορετικών µορφών διαχείρισης διασποράς[5]. 
 

Μέχρι τώρα δεν αναφερθήκαµε στην ενίσχυση που σε ένα οπτικό τηλεπικοινωνιακό 
σύστηµα θα είναι απαραίτητη. Αν δούµε τη ∆ιαχείριση ∆ιασποράς σα διαταραχή στην 
εξίσωση διάδοσης, η περιοδική ενίσχυση επιβάλει ακόµα µία διαταραχή. Ανάλογα µε το 

µήκος της Περιόδου ∆ιαχείρισης και την απόσταση µεταξύ των ενισχυτών 
a

L , έχουµε δύο 

περιπτώσεις. Όταν 
map a

L L� , η µεταβολή της διασποράς και η περιοδική ενίσχυση µπορούν 

να ειδωθούν σα δύο διαφορετικά προβλήµατα[97 105]. Η µεγάλη συχνότητα της περιοδικής 
ενίσχυσης µπορεί να θεωρηθεί ότι δεν επηρεάζει τον παλµό στο µέτρο όπου ενεργούν η 
διασπορά και η µη-γραµµικότητα, οπότε η ενίσχυση και οι απώλειες µπορούν να εξαιρεθούν 

σε ένα µοντέλο που περιγράφει τη διάδοση. Από την άλλη µεριά, εάν 
map a

L L= , τέτοιου 

είδους απλοποίηση δε µπορεί να γίνει. 
Στη παρούσα εργασία θεωρούµε τις απώλειες και την ενίσχυση εκτός του µοντέλου και 

υιοθετούµε µια διάδοση «άνευ απωλειών». Αυτό γίνεται και για λόγους απλότητας, καθώς η 
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εργασία εστιάζει στην επίδραση της διαχείρισης διασποράς στη διάδοση. Η προσέγγιση αυτή 
βρίσκει περαιτέρω αιτιολόγηση, στο ότι κατά κύριο λόγο µελετάµε τη διάδοση 

διανυσµατικού µη-γραµµικού παλµού, κάτι για το οποίο δεν έχει γίνει παρόµοια 

αναλυτική µελέτη στο παρελθόν, σε αντίθεση µε το σολιτόνιο διαχείρισης διασποράς που 
θεωρείται πάντα γραµµικά πολωµένο και βάση του οποίου έχουν διατυπωθεί οι προτάσεις 
που αναφέρθηκαν παραπάνω. 

Σαν τελευταία σηµείωση, αναφέρουµε ότι οι τιµές της διασποράς των δύο τµηµάτων θα 

αναφέρονται σαν 1D  και 2D  (ή για µη κανονικοποιηµένα µεγέθη 21 22,β β ), αλλά όταν 

παρουσιάζουν διασπορά αντίθετου πρόσηµου, δύναται να αναφέρονται και σαν D+  και D− . 

 
 
2.2 Συζευγµένες NLS 

 
Όπως αναφέρθηκε στο κεφάλαιο 1, οι συζευγµένες NLS περιγράφουν τη διάδοση και 
αλληλεπίδραση δύο σολιτονικών παλµών, έχοντας σαν κύριο και συχνά σα µόνο όρο 
σύζευξης αυτόν που περιγράφει το φαινόµενο της ετεροδιαµόρφωσης φάσης, XPM. 
Παρακάτω περιγράφουµε το πως καταλήγουµε στις συζεύγµένες εξισώσεις για την 
περίπτωση διάδοσης µε ισχυρή διπλοθλαστικότητα και την αλληλεπίδραση παλµών 
διαφορετικού µήκους κύµατος, κάτι που συµβαίνει και στην περίπτωση φασµατικής 
πολυπλεξίας (WDM).  
 
 
2.2.1 ∆ιπλοθάστικότητα 

 

Για να καταλήξουµε στις εξισώσεις που διέπουν την εξέλιξη των δύο πολώσεων, 
ακολουθούµε τη διαδικασία της παραγράφου 1.3.2 για πεδίο µονής πόλωσης, του κεφαλαίου 
1.4, αλλά και της παραγράφου 2.2.2 για τη περίπτωση του WDM. Γράφουµε λοιπόν 

 0( , ) ( , ) ( , ) exp( )
j j j

E r t F x y U z t i zβ=
�

, (2.2) 

Όπου το ( , )F x y  είναι η χωρική κατανοµή του µεµονωµένου ρυθµού, Aj το αργά 

µεταβαλλόµενο πλάτος και 0 j
β  η αντίστοιχη σταθερά διάδοσης, ενώ j=x, y. Έτσι µπορεί να 

βρεθεί ότι τα πλάτη ικανοποιούν το παρακάτω ζεύγος εξισώσεων, 
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U U Ui a i
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β γ
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Όπου 0 0 2
x y B

Lβ β β π∆ = − = . Λόγω της γραµµικής διπλοθλαστικότητας οι δύο πολώσεις 

έχουν διαφορετικές ταχύτητες οµάδας, οπότε εν γένη 1 1x y
β β≠ , εκτός αν µιλάµε για ίνες 

χαµηλής διπλοθλαστικότητας, οπότε είναι σχεδόν ίσα. Στις εξισώσεις αυτές αναγνωρίζουµε 
τον πρώτο όρο στο δεύτερο µέλος, σαν την αυτοδιαµόρφωση φάσης, ενώ δίπλα του είναι ο 
όρος της ετεροδιαµόρφωσης φάσης. Ο τελευταίος όρος αφορά συµφασική σύζευξη και είναι 
υπεύθυνος για ανταλλαγή ενέργειας µεταξύ των πολώσεων. Σε ίνες µε ισχυρή 

διπλοθλαστικότητα όµως, το 
B

L  είναι πολύ µικρότερο από τα άλλα χαρακτηριστικά µήκη και 

το µήκος διάδοσης, οπότε ο εν λόγω όρος ταλαντώνεται ραγδαία µε αποτέλεσµα η συµβολή 
του να είναι κατά µέσο όρο αµελητέα. Καθώς ασχολούµαστε µε την συγκεκριµένη αυτή 
περίπτωση, ο όρος αυτός δεν εµφανίζεται στο µοντέλο. 
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Ότι έχουµε πει µέχρι τώρα αφορά ύπαρξη «γραµµικής» διπλοθλαστικότητας, µε την 
έννοια ότι υπάρχουν δύο διευθύνσεις πόλωσης κάθετες µεταξύ τους και σε περίπτωση που 
γραµµικά πολωµένο πεδίο µπει κατά µήκος µίας εκ των δύο διευθύνσεων, αυτό θα διαδοθεί 
διατηρώντας την πόλωση του. Ο όρος «γραµµική» δεν πρέπει να συγχέεται µε τη 
γραµµικότητα ή τη µη-γραµµικότητα των φαινοµένων. Η γενικότερη περίπτωση του είναι η 
«ελλειπτική» διπλοθλαστικότητα. Τέτοιου είδους ίνες επιβάλουν ελλειπτική πόλωση στο 
πεδίο [106]. Χωρίς να µπούµε σε περαιτέρω λεπτοµέρειες, αποδεικνύεται ότι τα αργά 
µεταβαλλόµενα πλάτη των δύο συνιστωσών του πεδίου περιγράφονται από εξισώσεις σαν τις 
(2.3), αλλά µε διαφορετικό συντελεστή του XPM όρου. Στη γενικότερη λοιπόν περίπτωση, µε 
ισχυρή διπλοθλαστικότητα, οι εξισώσεις είναι, 
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Όπου το Β καθορίζεται από τη γωνία ελλειπτικότητας ϑ . Έτσι για ίνες γραµµικής 

διπλοθλαστικότητας ( 0ϑ = � ) β=2/3, ενώ σε κυκλικής ( 45ϑ = � ) β=2. Μία άλλη 
ενδιαφέρουσα περίπτωση έχουµε όταν β=1, που είναι και η µόνη περίπτωση όπου για 0a =  
οι παραπάνω εξισώσεις είναι ολοκληρώσιµες, έχουν δηλαδή αναλυτική λύση [34]. 

Το ζεύγος εξισώσεων (2.4) περιγράφει περίπτωση συν-διάδοσης γενικότερη αυτής που 
αφορά την ύπαρξη διπλοθλαστικότητας. Το διανυσµατικό σολιτόνιο (vector soliton) είναι µία 
πιθανή λύση του ζεύγους, όπου κάθε µία εκ των εξισώσεων περιγράφει την εξέλιξη µίας εκ 
των συνιστωσών του, που όµως διαδίδονται µαζί συνιστώντας ένα κυµατοπακέτο. Το ζεύγος 
µπορεί να έχει βέβαια σολιτονικού τύπου λύση όταν δεν υπάρχουν απώλειες, ή έστω 
υπάρχουν ενισχυτές για αναπλήρωση τους. Στο εξής θα θεωρήσουµε 0a = . Επίσης, οι 
εξισώσεις (2.4) µοντελοποιούν διάδοση σε ίνες ισχυρής διπλοθλαστικότητας. Η επίσης 
ενδιαφέρουσα περίπτωση µικρής διπλοθλαστικότητας έχει προσεγγιστεί σε πολλές εργασίες, 
αριθµητικές ([107]) και αναλυτικές ([108]), όπου η συνήθης προσέγγιση που ακολουθείται 
είναι η απαλοιφή της µικρής διαφοράς στις ταχύτητες οµάδος. Στην περίπτωση των 
εξισώσεων (2.4) οι συνιστώσες Αχ  και Αy είναι ασύµφωνες, αλλά οι διαφορές στις ταχύτητες 
οµάδος είναι µεγάλες και δε µπορούν να αγνοηθούν.  

Θεωρώντας τώρα ανώµαλη διασπορά και χρησιµοποιώντας τους µετασχηµατισµούς της 
παραγράφου 1.3.2, οι εξισώσεις (2.4) µπορούν να γραφούν 
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όπου u και v είναι τα κανονικοποιηµένα πλάτη των συνιστωσών του πεδίου, πολωµένων 

στους άξονες x και y αντίστοιχα, 1 0(1 ) /T z Tβ= − , µε 1 1 1
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β β β= + , ενώ 
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είναι η διαφορά στις ταχύτητες οµάδος µεταξύ των συνιστωσών. Οι παραπάνω εξισώσεις 

απλοποιούνται ακόµα περισσότερο κάνοντας το µετασχηµατισµό 2exp ( / 2 )u u i Z Tδ δ = − �  

και 2exp ( / 2 )v v i Z Tδ δ = + � : 
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Όπως αναφέραµε ήδη, για 0β ≠  οι εξ.(2.7) έχουν αναλυτική, σολιτονική λύση µόνο όταν 

1β = . Η διάσηµη αυτή περίπτωση βρήκε τη λύση της από τον Manakov µε τη χρήση της IST 

[34]. Στην απλή της µορφή αυτή είναι, 
 cos sec ( ) exp( / 2)u h T iZθ=� , (2.8α) 

 sin sec ( )exp( / 2)v h T iZθ=� , (2.8β) 

Όπου θ γωνία του πεδίου µε τον «αργό» άξονα διπλοθλαστικότητας, που στη περίπτωση µας 
αναγνωρίζεται σαν τη γωνία πόλωσης. 

Στις ίνες όµως η διπλοθλαστικότητα σπάνια µπορεί να εκπροσωπηθεί από 1β = . 

Συγκεκριµένα, όταν µελετάµε την ιδιαίτερα συχνή και ενδιαφέρουσα περίπτωση της ισχυρής 
και γραµµικής διπλοθλαστικότητας, τότε 2 / 3β = . Ευτυχώς, έστω και αν δεν έχουν βρεθεί 

αυστηρές αναλυτικές λύσεις, θα λέγαµε πάλι «σολιτονικές», υπάρχουν κυµατοµορφές που 
ικανοποιούν τις εξ.(2.5) οπότε και διαδίδονται µε ευστάθεια, διατηρώντας τη µορφή τους. 
Αυτές λοιπόν ονοµάζονται πιο σωστά «κύµατα σολιτονικού τύπου» και έχουν µελετηθεί σε 
διάφορους τοµείς [110-112]. 

Μία ενδιαφέρουσα οδεύουσα λύση, για τη περίπτωση 45θ = �  [109] είναι, 

 1/ 2 2sec (1 ) exp (1 ) / 2u v n h nT i n Zβ β   = = + +   � �  (2.9) 

Είναι κατανοητό ότι οι παλµοί αυτοί είναι στενότεροι από το κανονικό σολιτόνιο, καθώς 
αλληλεπιδρούν και µέσο του XPM όρου. Σε ένα τέτοιο σολιτονικό κύµα η διασπορά 
εξισορροπείται από το SPM αλλά και από το XPM. 

Κανείς όµως δεν πρέπει να ξεχνά την εξ. (2.5) και τη διαφορά που υπάρχει στις ταχύτητες 
οµάδος των συνιστωσών. Αυτό, µε άλλα λόγια, είναι και η αιτία για το PMD, το οποίο τείνει 
να διευρύνει το κυµατοπακέτο και εν τέλει να διαχωρίσει τις δύο συνιστώσες. Η κάθε µία από 
αυτές, µόνη, δεν θα είχε αρκετή ενέργεια να εξισορροπήσει τη διασπορά και θα χανόταν. 

Αυτό το οποίο, µπορεί να συγκρατήσει τις συνιστώσες µαζί είναι ο όρος αλληλεπίδρασης 
τους, το XPM. Έτσι, όταν η ενέργεια τους είναι επαρκής, η µία συνιστώσα έλκει την άλλη 
προκαλώντας µετατόπιση στην κεντρική τους συχνότητα, τόση ώστε να εξισορροπήσει 
τελικά τη διαφορά στις ταχύτητες. Το φαινόµενο αυτό ονοµάζεται παγίδευση (trapping). 
 
 
2.2.2 Αλληλεπίδραση παλµών σε WDM και ∆ιαχείρηση διασποράς 

 

Μία από τις πρώτες σκέψεις για εφαρµογή σολιτονικών πλαµών ήταν η χρήσης τους για 
πολυπλεξία µήκους κύµατος (wavelength division multiplexing-WDM). Η συνύπαρξη 
πολλών καναλιών στην ίδια ίνα εγείρει το θέµα της αλληλεπίδρασης µεταξύ παλµών 
διαφορετικής συχνότητας, άρα και διαφορετικής ταχύτητας οµάδος, κυρίως µέσο του 
µη-γραµµικού φαινοµένου XPM. Εδώ η αλληλοπαγίδευση δεν είναι το ζητούµενο και η 
αλληλεπίδραση των εν λόγω παλµών αναφέρεται συχνά και ως «σύγκρουση». Είναι δε 
εντυπωσιακό, το ότι οι συγκρούσεις µεταξύ συνήθων σολιτονίων είναι πλήρως ελαστικές µε 
τα «γρήγορα» σολιτόνια να πλησιάζουν τα αργά, να συγκρούονται και να εξέρχονται της 
αλληλεπίδρασης αµετάβλητα. Ένα καλά σχεδιασµένο WDM τηλεπικοινωνιακό σύστηµα που 
χρησιµοποιεί σολιτόνια, θα έχει φασµατική απόσταση µεταξύ των καναλιών πάνω από δύο 
φορές το φασµατικό τους εύρος. Έτσι οι αλληλεπιδράσεις θα είναι ελαστικές και ασύµφωνες. 
Το µήκος που διανύουν οι δύο παλµοί κατά τη σύγκρουση δίνεται από τον τύπο 



 46 

 
2

coll
L

D

τ
λ

=
∆

, (2.10) 

όπου τ το FWHM της έντασης του παλµού D η τιµή της διασποράς και ∆λ η διαφορά στα 
µήκη κύµατος. Το σχήµα 2.3 είναι παρµένο από τη κλασική εργασία των Mollenauer, 
Evangelides et. al. [84]. ∆είχνει τη µεταβολή στη ταχύτητα, παράγωγο αυτής και στη χρονική 
µετατόπιση σολιτονικού παλµού κατά τη διάρκεια σύγκρουσης µε παλµό άλλου καναλιού. Η 
συµµετρία της αλληλεπίδρασης δεν επιφέρει, τελικά, καµία αλλαγή στη ταχύτητα οµάδας, 
οπότε και καµία φασµατική µετατόπιση. Η αναπήδηση της συχνότητας επιφέρει µόνο 
χρονική µετατόπιση. 
 

 
Σχήµα 2.3: Ενδεικτικό σχήµα της µεταβολής της ταχύτητας (συχνότητας) της επιτάχυνσης 
και της χρονικής µετατόπισης σολιτονικού παλµού κατά τη διάρκεια σύγκρουσης.[84] 
 

∆υστυχώς η χρήση σολιτονίων σε WDM εντείνει το φαινόµενο του FWM, ενώ έχουν 
αποδειχθεί και ευαίσθητα σε χρονικές µετατοπίσεις λόγω του Gordon-Haus jitter. Ένα άλλο 
τεχνικό πρόβληµα είναι ότι οι υπάρχουσες ίνες δεν έχουν τις κατάλληλες τιµές διασποράς για 
αρκετά ευρύ φάσµα συχνοτήτων ώστε οι σολιτονικοί παλµοί να εξισορροπούν τη 
µη-γραµµικότητα, ενώ οι κατασκευή εξειδικευµένων ινών κρίνεται απαγορευτική. Πειράµατα 
έχουν δείξει ότι τα προβλήµατα αυτά µπορούν να εξοµαλυνθούν µε χρήση φίλτρων 
κυλιόµενης συχνότητας. Έχει δε επιτευχθεί διάδοση µέχρι 8 καναλιών µε ρυθµούς 5-10GB/s 
για 9000Km [113]. 
 

 
Σχήµα 2.4: Μεταβολή της ταχύτητας και της επιτάχυνσης για σύγκρουση µε κέντρο σε 
ασυνέχεια της διασποράς D (εικόνα από [5]). Βλέπε και Σχ. 2.83(β) για το φασµατικό 
αποτέλεσµα µεµονωµένων συγκρούσεων πάνω στην ασυνέχεια. 
 

Έχουµε ήδη αναφέρει ότι τα παραπάνω προβλήµατα αντιµετωπίζονται µε τη ∆ιαχείριση 
∆ιασποράς. Ένα νέο όµως πρόβληµα εγείρεται εδώ. Η σύγκρουση συνήθως διαρκεί για 
δεκάδες χιλιόµετρα και η ύπαρξη διαταραχής, όπως οι ενισχυτές ή και η αλλαγή της 
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διασποράς καταστρέφει τη συµµετρία της αλληλεπίδρασης µε αποτέλεσµα τη φασµατική 
µετατόπιση των παλµών. Η ύπαρξη της διασποράς δε, µετατρέπει τη συχνοτική µετατόπιση 
σε χρονική µετατόπιση. ∆εδοµένου ότι ένας παλµός µπορεί να υποστεί από καµία έως πολλές 
συγκρούσεις από διαφορετικά κανάλια, δίνει µια αίσθηση για την πιθανή πτώση του SNR 
ενός τέτοιου συστήµατος. Μια εικόνα της φασµατικής µετατόπισης δίνεται στο σχήµα 2.4, 
όπου το κέντρο της σύγκρουσης εµφανίζεται να βρίσκεται πάνω στην ασυνέχεια του D. Η 
διαφορά στο µήκος της αλληλεπίδρασης πριν και µετά την ασυνέχεια οφείλεται στο ότι το 
Lcol εξαρτάται αντιστρόφως από το D.  

Στην πολύ βασική, για το ζήτηµα της σολιτονικής διάδοσης υπό διαταραχή, εργασία τους 
[84] ο Mollenauer και οι συνεργάτες του χωρίς να λύσουν την NLS κατέληξαν σε αναλυτικό 
συµπέρασµα για τη φασµατική µετατόπιση. Τα συµπεράσµατα τους ισχύουν τουλάχιστον για 
ασθενή διαχείριση. Έτσι, αν η κεντρική συχνότητα του παλµού είναι Ω, διαδίδεται σε δρόµο 
µε περιοδικά µεταβαλλόµενη διασπορά, ακόµα και µε περιοδική ενίσχυση, και συγκρουστεί 
µε παλµό συχνότητας –Ω, η φασµατική του µετατόπιση θα είναι 
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όπου 2 (2 )pertx Lπ= Ω  και 
0

(1 ) ( )exp( / )
pertL

n pert pert
g L G i nz L dzπ ′ ′= ∆ −∫� , ενώ το G σχετίζεται 

µε την περιοδική ενίσχυση, ( ) ( ) /z D z D∆ =  και Lpert=Lmap. Ενώ θα επανέλθουµε στον 

αναλυτικό αυτό τύπο, ένα πρώτο συµπέρασµα είναι πως η µετατόπιση θα είναι τελικά 

ελάχιστη όταν 2
col pert

L L> . Το κακό είναι ότι η σχέση αυτή θέτει άνω όριο στη φασµατική 

απόσταση µεταξύ καναλιών, καθώς σε συνδυασµό µε τη (2.10) δίνει max

pert
DL

τ
λ∆ = . Έτσι 

για παράδειγµα, για παλµούς εύρος 20ps, D=0.5ps/(nmKm), έχουµε max 1.2nmλ∆ ≈ , οπότε 

µπορούµε να έχουµε 4 το πολύ κανάλια. Θεωρητικά το πρόβληµα λύνεται µε χρήση ινών 
σταδιακά µειούµενης διασποράς [5, 114, 115]. 

Η κατάσταση αλλάζει εκ νέου, στην περίπτωση της ισχυρής διαµόρφωσης. Έχει 
παρατηρηθεί σε προσοµοιώσεις αλλά και σε πειράµατα [116, 117] ότι η ύπαρξη µεγάλων 
περιοδικών αλλαγών στη διασπορά, από θετικές σε αρνητικές τιµές, κάνει τον παλµό να 
αλλάζει κατεύθυνση ραγδαία. Έτσι δύο παλµοί διαφορετικής κεντρικής συχνότητας που κατά 
µέσο όρο πλησιάζουν, βρίσκονται να συγκλίνουν για µία τιµή της τοπικής διασποράς και 
ραγδαία να αποκλίνουν για την άλλη τιµή. Το αποτέλεσµα αυτής της εναλλαγής είναι, η 
αλληλεπίδραση των παλµών να αποτελείται από πολλές µικρές συγκρούσεις. Αρχικά ατελείς, 
(όπου οι παλµοί δεν προλαβαίνουν να περάσουν ο ένας µέσα από τον άλλο πριν αλλάξουν 
κατεύθυνση), αργότερα πλήρεις, (όπου αλλάζοντας κατεύθυνση περνούν ο ένας µέσα από τον 
άλλο µία ή περισσότερες φορές) και τελικά καθώς ο γρήγορος παλµός προσπερνά τον αργό 
έχουµε ξανά έναν αριθµό από ατελείς συγκρούσεις. Ενώ οι πλήρεις συγκρούσεις που 
προλαβαίνουν να λάβουν χώρα κατά µήκος ενός τµήµατος, πριν αλλάξει η διασπορά, δεν 
επιφέρουν µεταβολή στη συχνότητα, κατά τη διάρκεια των ατελών έχουµε (π.χ. για τον αργό 
παλµό) αύξηση της συχνότητας του στην αρχή και µείωση στο τελικό στάδιο της 
αλληλεπίδρασης. Βέβαια αυτό δε σηµαίνει ότι το η συνολική µετατόπιση θα είναι µηδέν. 
Παρακάτω θα δούµε πως απλά µε την κατάλληλη επιλογή των τιµών της διασποράς, η 
µετατόπιση συχνότητας µπορεί να εκµηδενιστεί. 

Θα ξεκινήσουµε σκιαγραφώντας το πως καταλήγουµε σε αυτές τις εξισώσεις, στη γενική 
περίπτωση, όπου θέλουµε να περιγράψουµε δύο οπτικά πεδία διαφορετικού µήκους κύµατος, 
που διαδίδονται σε µονότροπη ίνα. 

Στη ηµί-µονοχρωµατική προσέγγιση το συνολικό ηλεκτρικό πεδίο γράφεται σαν άθροισµα 
των δύο ηλεκτρικών πεδίων, 
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 [ ]1 1 2 2

1
ˆ( , ) exp( ) exp( ) .

2
E r t x E i t E i t c cω ω= − + − +
� �

, (2.12) 

όπου x̂  το µοναδιαίο διάνυσµα πόλωσης και 1 2, ω ω  οι κεντρικές συχνότητες των παλµών. Τα 

πλάτη θεωρούνται ξανά ότι είναι αργά µεταβαλλόµενα. 
Ακολουθώντας τα βήµατα του προηγούµενου κεφαλαίου και χρησιµοποιώντας τη σχέση 

(1.10) για την πόλωση, εύκολα καταλήγει κανείς ότι 

 
1 1 2 2

1 2 1 2

2 1 2 1

( ) exp( ) ( )exp( )1
ˆ( , ) (2 ) exp[ (2 ) ] . .

2 (2 ) exp[ (2 ) ]

NL NL

NL NL

NL

P i t P i t
P r t x P i t c c

P i t

ω ω ω ω
ω ω ω ω
ω ω ω ω

− + −  
= + − − − + 

+ − − −  

� �
, (2.13) 

όπου ( )2 2

3( ) 2NL i eff i i iP E E Eω χ −= +  και 2 *

3 3(2 )NL i i eff i iP E Eω ω χ− −− =  µε i=1,2 και 

( ) (3)

03 4eff xxxxχ ε χ= . 

Οι δύο τελευταίοι όροι του αθροίσµατος στην (2.13) προέρχονται από το FWM και καθώς 
πρέπει να τηρούνται συνθήκες συµφασικότητας, οι οποίες σπάνια υπάρχουν, ούτος ώστε οι εν 
λόγω συνιστώσες να αναπτυχθούν οι όροι αυτοί αγνοούνται στην περαιτέρω ανάλυση. Οι δύο 
πρώτοι όροι είναι αυτοί που περιγράφουν τη µη-γραµµική συνεισφορά στο δείκτη διάθλασης. 
Όπως είδαµε στο προηγούµενο λοιπόν κεφάλαιο, η συνολική πόλωση (γραµµική και µη) θα 
είναι 

 0( )
i i i

P Eω ε ε=  (2.14) 

όπου η γραµµική και η µη-γραµµική συνεισφορά στη διηλεκτρική σταθερά θα είναι 

 2( )L NL L

i i i i i
n nε ε ε= + = + ∆ , (2.15) 

ενώ για L

i i
n n∆ �  και 1 2 2

L L
n n n≈ =  το µη-γραµµικό κοµµάτι του δείκτη διάθλασης θα είναι 

 ( )2 2

2 32i i in n E E −∆ ≈ +  (2.16) 

Από την (2.16) φαίνεται ότι ο δείκτης διάθλασης που γίνεται «αισθητός» από το οπτικό πεδίο 
επηρεάζεται πλέον όχι µόνο από το ίδιο, αλλά και από συν-διαδιδόµενα πεδία [118, 119]. 
Τώρα, η φάση του πεδίου υπόκειται την παρακάτω µετατόπιση 

 ( )2 2

2 3( / ) ( / ) 2NL

i i i i i ic n z n c E E zφ ω ω −= ∆ = + , (2.17) 

όπου ο πρώτος όρος σχετίζεται µε την αυτοδιαµόρφοση φάσης (SPM), ενώ ο δεύτερος µε την 
ετεροδιαµόρφωση φάσης (XPM). Παρατηρούµε ότι ο όρος αυτός είναι δύο (2) φορές 
ισχυρότερος του SPM. Ποιοτικά µιλώντας, ο αριθµός των όρων διπλασιάζεται για δύο 
ξεχωριστές συχνότητες, συγκριτικά µε όταν αυτές είναι (σχεδόν) ταυτόσηµες. 

Μπορούµε εύκολα να καταλήξουµε στις εξισώσεις διάδοσης των παλµών των δύο πεδίων 
χρησιµοποιώντας την τεχνική της παραγράφου 1.3.2. Έτσι, θεωρώντας ότι τα µη-γραµµικά 
φαινόµενα δεν επηρεάζουν σηµαντικά την εγκάρσια διαµόρφωση του πεδίου, αυτό µπορεί να 
γραφεί 

 0( , ) ( , ) ( , ) exp( )
i i i i

E r t F x y U z t i zβ=
�

, (2.18) 

µε ( , )
i

F x y  την εγκάρσια διαµόρφωση του ρυθµού του i πεδίου και ( , )
i

U z t  το αντίστοιχο 

αργά µεταβαλλόµενο πλάτος, ενώ 0i
β  είναι η σταθερά διάδοσης για την αντίστοιχη κεντρική 

συχνότητα ωi. Μετά από αλγεβρικούς υπολογισµούς, όπου θέτουµε τους συντελεστές των 

0exp( )
i i

i z i tβ ω− ίσους µε το µηδέν, και αγνοώντας τις απώλειες, η εξίσωση διάδοσης του 

( , )
i

U z t  είναι 

 ( )
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2 22
1 22

2
2

i i i i i
i ii i ik k i

U U i U
in f U f U U

z t t c

β ω
β

∂ ∂ ∂  + + = + ∂ ∂ ∂  
, (2.19) 
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όπου k i≠ , 1 1
i gi

vβ =  και 

( ) ( )
2 2

2 2

( , ) ( , )

( , ) ( , )

i k

ik

i k

F x y F x y dxdy
f

F x y dxdy F x y dxdy

∞

−∞
∞ ∞

−∞ −∞

= ∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫

.  

Οι διαφορές µεταξύ των 
ik

f  είναι σηµαντικές µόνο για πολύτροπη ίνα, αλλά είναι µικρές για 

µονότροπη, οπότε µπορούν να θεωρηθούν ίσα. Σε αυτή τη περίπτωση η (2.18) µπορεί να 
γραφεί στην παρακάτω σύστηµα συζευγµένων PDEs 
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2 21 1 21 1
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1
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∂ ∂ ∂
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, (2.20β) 

όπου 2 ( )
i i eff

n cAγ ω=  η µη-γραµµική παράµετρος και 111
eff

A f=  η ενεργός περιοχή του 

πυρήνα της ίνας. Οι τιµές των γ1, γ2 είναι 
11 /W Km
−∼ , ανάλογα µε τις συχνότητες. Στη 

γενική λοιπόν περίπτωση οι παλµοί έχουν διαφορετική διασπορά, αλλά και οµαδική 
ταχύτητα. Αυτή η διαφορά στις οµαδικές ταχύτητες παίζει πολύ σηµαντικό ρόλο στην εξέλιξη 
της αλληλεπίδρασης. 
 
 
2.3 Μεταβολική µέθοδος (Variational method) και στοιχεία δυναµικής ανάλυσης 

 
2.3.1 Μεταβολική Μέθοδος 

 
Η µέθοδος αυτή χρησιµοποιήθηκε αρχικά από τους Anderson και Lisack [120, 121] σε 
προβλήµατα Φυσικής Πλάσµατος και Οπτικής που περιγράφονταν από την NLS. Σύµφωνα 
µε τη µέθοδο, ένα πρόβληµα που περιγράφεται από µια απειροδιάστατη µερική διαφορική 
εξίσωση, «εκπίπτει» σε ένα σύστηµα συνήθων διαφορικών. Η επιτυχία της µεθόδου στην 
ποιοτική και ποσοτική περιγραφή των προβληµάτων, στα οποία χρησιµοποιήθηκε αρχικά, 
οδήγησε πολλούς ερευνητές στην υιοθεσία της σε ποικίλα προβλήµατα, συχνότερα δε στη 
µη-γραµµική οπτική [108-110, 123-125]. Αυτά περιλαµβάνουν τη µελέτη χώρο-χρονικών 
παλµών και τη µελέτη προβληµάτων που περιγράφονται από περισσότερες από µία 
συζευγµένες µερικές διαφορικές, όπως το προβλήµατα που προσεγγίζουµε στο παρόν 
κεφάλαιο. 

Η διαδικασία της µετάπτωσης από το χώρο των άπειρων διαστάσεων των µερικών 
διαφορικών στο χώρο πεπερασµένων διαστάσεων ονοµάζεται εν’ γένει «ακρωτηριασµός 
Galerkin». Οι «διαστάσεις» αυτές είναι επιλεγµένες φυσικές παράµετροι του προβλήµατος, 
των οποίων η εξέλιξη περιγράφεται από το σύστηµα των συνήθων διαφορικών. Η λύση του 
συστήµατος προσφέρει την αναλυτική περιγραφή των παραµέτρων αυτών, οπότε και µια 
καλή εικόνα για την εξέλιξη του αρχικού φυσικού προβλήµατος, ενώ κερδίζουµε σηµαντικά 
σε υπολογιστικό χρόνο. 

Αρχικά πρέπει κανείς να επιλέξει µια δοκιµαστική συνάρτηση (ή και περισσότερες, µία για 
κάθε µερική διαφορική) των εν λόγω παραµέτρων, η οποία υποτίθεται ότι αποτελεί και λύση 
της διαφορικής και αναφέρεται ως “ansatz”. Λέµε «υποτίθεται» διότι δεν είναι απαραίτητο η 
συνάρτηση αυτή να αποτελεί ακριβή λύση. Αυτό είναι βολικό, καθώς σε πολλά προβλήµατα 
δεν υπάρχει ακριβής αναλυτική λύση, ή δεν τη γνωρίζουµε. Επίσης, δεν υπάρχει κάποιος 
κανόνας για το ποιες και πόσες παραµέτρους θα περιλαµβάνει η εν λόγω συνάρτηση. Η 
κατανόηση της σηµαντικότητας κάποιων παραµέτρων του γενικότερου προβλήµατος είναι ο 
πραγµατικός οδηγός για τον συνυπολογισµό τους στο ansatz, οπότε και το τελικό σύστηµα 
µπορεί να δίνει µια καλή ή ίσως µια πολύ φτωχή ή και λανθασµένη προσεγγιστική περιγραφή 
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του προβλήµατος. Θεωρούµε δε, ότι η συνάρτηση αυτή, όντας λύση, διατηρείται ως τέτοια 
κατά µήκος της δυναµικής µεταβλητής (συνήθως ο χρόνος), έστω και αν οι επιλεγµένες 
παράµετροι µεταβάλλονται. 

Το φυσικό υπόβαθρο της µεθόδου βρίσκεται στην Λαγκρανζιανή (Lagrangian) 
προσέγγιση, γνωστή από τη κλασική µηχανική, δηλαδή, η εξέλιξη ενός συστήµατος στο χώρο 
των θέσεων (συντεταγµένων), από µία «χρονική στιγµή» z1 σε µία άλλη z2, ακολουθεί το 
µονοπάτι της ελάχιστης δράσης [20, 21]. Αυτό επιβάλει την ελαχιστοποίηση ενός 

ολοκληρώµατος δράσης *( , )S u u  (αρχή του Χάµιλτον), και τελικά οδηγεί στις εξισώσεις 

Euler-Lagrange. Η αρχή του Χάµιλτον περιγράφει την κίνηση σε συστήµατα όπου όλες οι 
παρούσες δυνάµεις προέρχονται από ένα δυναµικό (monogenic). Υπενθυµίζουµε ότι λόγω 
της µορφής της NLS που χρησιµοποιούµε, ως δυναµική µεταβλητή («χρόνο») εννοούµε το z 
και όχι το t. 

Έτσι, θα πρέπει να ισχύει, 

 0S Ldzδ δ= =∫ , (2.21) 

όπου * ( , )L u u dt
∞

−∞
= ∫ �  η Λαγκρανζιανή του προβλήµατος και �  η Λαγκρανζιανή 

πυκνότητα. Απαιτώντας * 0u uδ δ δ δ= =� � , πρέπει να µπορούµε να αναπαράγουµε την 

αρχική µερική διαφορική, και τη συζυγή της. ∆ηλαδή, αν η εν λόγω διαφορική είναι η (1.29), 
θα πρέπει να είναι ισοδύναµη µε την εξίσωση 

 
* ** *

0
u z t uu u

z t

δ
δ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + − =
∂ ∂ ∂   ∂ ∂

∂ ∂   ∂ ∂   

� � � �
 (2.22) 

∆εδοµένου του αρχικού ansatz µε τις κατάλληλα επιλεγµένες φυσικές παραµέτρους ai, 
υπολογίζουµε καταρχάς τη Λαγκρανζιανή σα συνάρτηση αυτών των παραµέτρων. Καθώς οι 
παράµετροι είναι συναρτήσεις του z, οι µεταβολές της L σε σχέση µε αυτές πρέπει να είναι 
µηδενικές, οπότε και θα έχουµε 

 0
ii i

L L L

aa z a

z

δ
δ

∂ ∂ ∂
= − =

∂∂ ∂ ∂  ∂ 

 (2.23) 

Από τις παραπάνω καταλήγουµε σε σύστηµα ODEs, µία για κάθε φυσική παράµετρο. 
Ουσιαστικά, ο χώρος των επιτρεπτών µεταβολών περιορίζεται στον υπόχωρο των φυσικών 
µας παραµέτρων. Περισσότερες λεπτοµέρειες για τη µέθοδο µπορούν να βρεθούν στο βιβλίο 
του Whitham[18] και στο [246]. 

Η µέθοδος έχει χρησιµοποιηθεί κυρίως σε συντηρητικά συστήµατα, αλλά σε ορισµένες 
περιπτώσεις µπορεί να επεκταθεί και σε µη συντηρητικά [126]. 

Η µέθοδος αυτή έχει αρκετά παλιότερα χρησιµοποιηθεί για τη µελέτη γραµµικών 
προβληµάτων, γνωστή ως «Μέθοδος βελτιστοποίησης Rayleigh-Ritz». Μία από τις 
εφαρµογές της είναι στην κβαντική µηχανική, για την εύρεση ευσταθών κυµατοσυναρτήσεων 
[32]. 

Ολοκληρώνοντας, είναι απαραίτητο να επισηµάνουµε κάποια χαρακτηριστικά της 
µεθόδου. Όπως προ-είπαµε, η µεταβολική µέθοδος έχει αξία µόνο εάν το επιλεγµένο anatz 
µπορεί να «συλλάβει» τη σωστή εξέλιξη του παλµού. Πιο συγκεκριµένα, στην ανάλυση µας 
θεωρήσαµε ότι ο παλµός διατηρεί τη γκαουσιανή του µορφή (ή sech) κατά τη διάδοση. Αυτό 
βέβαια δεν είναι πάντα αληθές. Ακόµα και αν ο παλµός δεν καταστρέφεται, η µεταβολή της 
διασποράς του επιβάλει σηµαντικές (αν και συχνά περιοδικές) αλλαγές, ενώ η επίδραση του 
XPM ενισχύει τοπικά τη µη-γραµµικότητα και τη δηµιουργία πλευρικών λοβών. Ο Gabitov 
στις εργασίες του αναφέρει πως η συµφωνία µεταξύ των µοντέλων ODEs και PDEs 
καταρρέει εάν η περίοδος της ∆ιαµόρφωσης ∆ιασποράς δεν είναι µικρότερη από τη περίοδο 
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του σολιτονίου [127, 128]. Ακόµα, η διατήρηση της ενέργειας του ansatz που επιβάλει η 
µέθοδος, έχει ως αποτέλεσµα να µη µπορεί να περιγράψει την ανάπτυξη µικρής ακτινοβολίας 
συνεχούς φάσµατος λόγω των µεταβολών της διασποράς [129], αλλά ούτε και λόγω της 
αναπόφευκτης προσαρµογής του αρχικού παλµού σε οδεύοντα σολιτονικό παλµό. 

Παρόλα αυτά, έχει χρησιµοποιηθεί και σε προβλήµατα σύζευξης από πολλούς συγγραφείς 
προβλέποντας µε επιτυχία την εξέλιξη παλµών διαφορετικών καναλιών και διανυσµατικών 
σολιτονίων [109, 117, 122, 130-132]. 
 
 
2.3.2 Στοιχεία δυναµικής ανάλυσης-Τοµές Poincaré 

 
Συχνά τα φυσικά συστήµατα περιγράφονται µε τη βοήθεια διαφορικών συστηµάτων, µε 
γενική µορφή 
 ( ) ( , )x t f x t=� , (2.24) 

όπου το x είναι η διανυσµατική έκφραση n συντεταγµένων και η ( , )f x t  είναι συνεχής και µε 

συνεχείς µερικές παραγώγους και ορισµένη σε πεδίο n 1{( , ) : , } Rt x t J x D +Π = ∈ ∈ ⊂ , όπου 

RJ ⊂  και nRD ⊂ . Στη περίπτωση που η f είναι ανεξάρτητη του χρόνου, το σύστηµα 
λέγεται αυτόνοµο και η µελέτη του είναι πολύ πιο εύκολη καθώς η Χαµιλτονιανή τους 
διατηρείται. 

Ένα άλλο ευεργετικό χαρακτηριστικό των αυτόνοµων συστηµάτων είναι ότι µπορούµε να 
κάνουµε τη µελέτη τους στο χώρο των συντεταγµένων, που είναι n διαστάσεων, αντί για το 
«χώρο των λύσεων» που είναι n+1. Για παράδειγµα, εάν έχουµε ένα απλό µονοδιάστατο 
σύστηµα ( ) ( )x t f x=� , που παριστά την κίνηση ενός σώµατος, τότε το f(x) είναι η ταχύτητα 

του σηµείου x και η λύση 0 0( , , )x x t t x=  παριστάνει την κίνηση του σώµατος, που ξεκινά από 

τη θέση x0 τη στιγµή t0. Αν τώρα έχουµε ένα λίγο πιο περίπλοκο αυτόνοµο δυναµικό σύστηµα 

 
( , )

x v
v g x v
=
=
�
�  (2.25) 

µε το x να παριστά τη θέση του σώµατος και το v τη ταχύτητα, τότε οι λύσεις του συστήµατος 
µπορούν να παρασταθούν στο επίπεδο x-v. Ο αριθµός των ανεξάρτητων µεταβλητών στο 
παραπάνω σύστηµα είναι βέβαια n=1, οπότε λέµε ότι έχει ένα βαθµό ελευθερίας (β.ε.). 
Γενικά, ένα σύστηµα µε n β.ε. µπορεί να παρασταθεί σε χώρο διαστάσεων 2n. Ο χώρος αυτός 

ονοµάζεται χώρος φάσεων και κάθε απεικόνιση της εξέλιξης είναι καµπύλη, { 0 0( , , )x t t x , 

0 0( , , )v t t y }, στο χώρο αυτό και την ονοµάζουµε τροχιά. Από κάθε σηµείο αυτού του χώρου 

µπορεί να περνά µόνο µία τροχιά, ενώ δε µπορεί να ξαναπεράσει εκτός εάν είναι κλειστή, και 
τότε αντιστοιχεί σε περιοδική λύση. 

Όταν δεν υπάρχει αναλυτική λύση, (που είναι και το συνηθέστερο), αλλά ακόµα και όταν 
υπάρχει, η απεικόνιση στο χώρο φάσεων δύναται να αποκαλύψει ιδιαίτερα χαρακτηριστικά 
του συστήµατος, όπως τα στάσιµα σηµεία και τη συµπεριφορά των λύσεων γύρω από αυτά. 

Στάσιµο (ή κρίσιµο, ή σηµείο ισορροπίας) είναι το σηµείο xσσ , όπου f( xσσ )=0. Η φύση και η 

θέση των σ.σ. καθορίζει τη συµπεριφορά των τροχιών του φασικού χώρου, η οποία είναι 
ένδειξη για τη συµπεριφορά του συστήµατος. Έτσι µια τροχιά ενός αυτόνοµου συστήµατος 
µπορεί ή να µένει απλά στο σ.σ., ή να το πλησιάζει (για t →∞ ), ή να είναι κλειστή καµπύλη 
(περιοδική), ή να πλησιάζει κλειστή καµπύλη, ή να τείνει να φύγει στο άπειρο (µη 
φραγµένη). Ένα ακόµα σηµαντικό ζήτηµα είναι η ευστάθεια. Αν η µετατόπιση του σώµατος 
από το στάσιµο σηµείο προκαλέσει αποµάκρυνση, τότε το σηµείο είναι ασταθές. Αν 
προκαλέσει επαναφορά, τότε είναι ευσταθές, ενώ αν καταλήξει σε περιφορά γύρω από αυτό, 
τότε είναι ασυµπτωτικά ευσταθές. 
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Για πιο περίπλοκα συστήµατα, όπως αυτά που περιλαµβάνουν περισσότερα από ένα 
σώµατα, είναι συχνά προτιµότερο να περάσουµε από το χώρο των θέσεων-ταχυτήτων στο 
χώρο των «γενικευµένων» συντεταγµένων, οι οποίες επιλέγονται κάθε φορά ανάλογα µε το 
πρόβληµα. ∆ηλαδή, σχηµατικά είναι ( , ) ( , )x v q q�	  ή ( , )q p , ο µετασχηµατισµός στο χώρο 

των γενικευµένων «θέσεων και ορµών». Από κει και πέρα είναι συχνότατα πολύ πιο βολικό 
να υιοθετήσει κανείς Λαγκρανζιανή περιγραφή του προβλήµατος και να το περιγράψει µέσω 
των εξισώσεων Euler-Lagrange, που είδαµε πιο πάνω. Ακόµα προτιµότερη είναι ίσως η 
Χαµιλτονιανή περιγραφή, που εισάγει και τις ορµές-συζυγείς των θέσεων (p και q). Από τη 
Χαµιλτονιανή µπορεί κανείς να περιγράψει το σύστηµα µέσω 2n εξισώσεων Hamilton-
Jacobi. Περισσότερα για τις δύο αυτές περιγραφές και για τα δυναµικά συστήµατα εν γένη 
βρίσκονται σε κλασικά βιβλία της Μηχανικής και µη-γραµµικής δυναµικής [20-22]. Εδώ θα 
αρκεστούµε να αναφέρουµε ότι ο µετασχηµατισµός της Λαγκρανζιανής στη Χαµιλτονιανή 
γίνεται µέσω της σχέσης του Legendre, όπως, 

 ( , , ) ( , , )q p t qp q p t= −∑� �(�  (2.26) 

, όπου φαίνονται οι πυκνότητες των H και L αντιστοίχως, όπως χρησιµοποιούνται παρακάτω. 
Εκτός από την απεικόνιση στο φασικό χώρο µπορεί κανείς να χρησιµοποιήσει τη «τοµή 
Poincaré», η οποία είναι µια δηµοφιλής µέθοδος στη µελέτη δυναµικών συστηµάτων, όπου 
µπορεί να αποκαλύψει ποιοτικά και µερικώς ποσοτικά την εξέλιξη των µεταβλητών για 
µεγάλο εύρος αρχικών συνθηκών. Είναι βεβαίως πιο χρήσιµη στη µελέτη ασθενώς 
διαταραγµένων συστηµάτων. 

Μπορούµε να καταλάβουµε την απεικόνιση σε τοµή Poincaré αν σκεφτούµε, για 
παράδειγµα, ένα διατηρητικό σύστηµα δύο βαθµών ελευθερίας. Θεωρώντας τις φυσικές 
διαδροµές (trajectories, ή αλλιώς καµπύλες λύσεων) ευρισκόµενες σε τρισδιάστατη 

ισοενεργειακή επιφάνεια 1 2 1 2 0( , , , )H p p q q H= , εάν η κίνηση είναι φραγµένη, έπειτα από 

ορισµένο χρονικό διάστηµα, θα τµήσουν επανειληµµένα κάποια δεδοµένη δισδιάστατη 

επιφάνεια, για παράδειγµα την 1 1( , )q p  επιφάνεια µε 2q όσταθερ= . Εάν υπάρχει ακόµα µία 

σταθερά της κίνησης («ολοκλήρωµα») πέραν της Χαµιλτονιανής, ώστε να συσχετίσουµε το 
q1 µε το p1, (οπότε και το σύστηµα θα είναι ολοκληρώσιµο), τότε θα µπορούµε να γράψουµε 

1 1 1( )p p q= , οπότε και τα σηµεία τοµής µε την εν’ λόγω επιφάνεια θα βρίσκονται σε µια 

κλειστή λεία καµπύλη. Η περιγεγραµµένη περιοχή είναι ολοκληρωτική σταθερά, ενώ οι 
καµπύλες πανώ στη συγκεκριµένη τοµή ανήκουν σε επιφάνειες που δύνανται να 
σχηµατιστούν µε το πέρασµα του χρόνου και την εξέλιξη του συστήµατος στο χώρο των 
φάσεων. Οι επιφάνειες πάνω στις οποίες τελείται η κίνηση, και το ίχνος τους στην τοµή είναι 
οι κλειστές καµπύλες, είναι οι λεγόµενες και αµετάβλητοι τόροι, όπου στην απλή περίπτωση 
που περιγράφουµε είναι δύο διαστάσεων. Στην παρούσα εργασία δε θα επεκταθούµε 
περαιτέρω επί του θέµατος αυτού [22]. 

Για ασθενώς µόνο διαταραγµένα συστήµατα, αυτές οι επιφάνειες των καµπύλων λύσεων 
για οµαλή (regular) κίνηση (επιφάνειες ΚΑΜ) διατηρούνται για τις περισσότερες από τις 
αρχικές συνθήκες, ενώ αλλάζουν τοπολογία κοντά σε συντονισµούς (µεταξύ του 
αδιατάρακτου συστήµατος και της διαταραχής) και σχηµατίζουν «αλυσίδες νησιών». Μέσα 
σε αυτά τα νησιά, κάθε ένα από τα οποία αντιπροσωπεύει µια ακόµα περιοδική (ή καλλίτερα 
ηµιπεριοδική) κίνηση για τις µεταβλητές, µπορεί να έχουµε νέα αλλαγή τοπολογίας και 
δηµιουργία νησιών µέσα σε νησιά. Να πούµε ακόµα ότι ένας συντονισµός αντιπροσωπεύεται 
από µια περιοδική τροχιά όπου «επισκέπτεται» την τοµή σε συγκεκριµένα λίγα µόνο σηµεία, 
τα οποία και περικλείονται από τα νησιά. Ανάµεσα στις διατηρούµενες επιφάνειες ΚΑΜ 
δηµιουργούνται λεπτές περιοχές-φλοιοί στοχαστικότητας όπου στον ευρύτερο φασικό χώρο 
γεµίζουν τις περιοχές ανάµεσα στους εναποµείναντες τόρους. Καθώς η ισχύς της διαταραχής 
αυξάνει, οι περιοχές αυτές αναµειγνύονται και επεκτείνονται, καταστρέφοντας τις επιφάνειες 
ΚΑΜ, µε τελική κατάληξη την απόλυτα στοχαστική κίνηση. 
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Έτσι η µελέτη τοµών Poincaré επιτρέπει την ανάδειξη άγνωστων ολοκληρωµάτων της 
κίνησης, αποκαλύπτει την τοπική ευστάθεια, τα όρια µετάβασης της κίνησης από οµαλή σε 
στοχαστική για δεδοµένες περιοχές αρχικών συνθηκών, άγνωστες περιοδικότητες και πολλές 
άλλες ιδιότητες του συστήµατος. Εδώ να σηµειώσουµε ότι δεν υπάρχει κάποια γενική 
µέθοδος για την ανάδειξη ολοκληρωµάτων κίνησης, οπότε και η εικόνα της τοµής είναι ένα 
χρήσιµο ποιοτικό εργαλείο. 

Γενικότερα, σε σύστηµα n βαθµών ελευθερίας, η τοµή Poincaré έχει 2n-2 διαστάσεις. 
Αυτό γιατί η κίνηση γίνεται σε φασικό χώρο 2n διαστάσεων και εάν βρίσκεται σε 
ισοενεργειακή επιφάνεια (Η=Η0) περιορίζεται στις 2n-1 διατάσεις. Έτσι για σύστηµα δύο β.ε. 
η τοµή Poincaré είναι δισδιάστατη (βλέπε Appendix A, Σχ.Α), ενώ για τρεις τετραδιάστατη. 
Εδώ έγκειται η δυσκολία της αποτελεσµατικής χρήσης της τοµής Poincaré, ώστε να 
συλλέξουµε πληροφορίες για το υπό µελέτη σύστηµα. Πράγµατι ενώ υπάρχουν πάµπολλες 
εργασίες πάνω σε δισδιάστατα συστήµατα, υπάρχουν σχετικά λίγες για n>2, οι περισσότερες 
στο πεδίο της Αστρονοµίας. 

Πρωτοπόρος στη µελέτη συστηµάτων τριών β.ε. ήταν ο Froeschlé όπου χρησιµοποίησε τη 
µέθοδο της στερεοσκοπίας και των «λεπτών τοµών» (slices) [134, 135, 142]. Ο στόχος του 
ήταν να µελετήσει τη δοµή τοροειδών επιφανειών, στην τοµή, που εµφανίζονταν στη 
«γειτονία» περιοδικών τροχιών. Παρόµοιες µέθοδοι χρησιµοποιήθηκαν από τον Κοντόπουλο 
και άλλους [26, 136, 137]. Εκτός της µεθόδου των λεπτών τοµών, οι παραπάνω µελέτησαν 
επιµελώς τρισδιάστατες προβολές των τετραδιάσταων τοµών του συστήµατος. Συγκρίνοντας 
τες µε κάποια άλλα δεδοµένα, όπως τους εκθέτες Lyapunov, µπόρεσαν να βγάλουν 
συµπεράσµατα σχετικά µε τη µορφή των τοµών και τι είδους τροχιά αντιπροσωπεύουν, αλλά 
και άλλες πληροφορίες, γνωστές από τα συστήµατα µε δύο β.ε. όπως την ύπαρξη 
ολοκληρωµάτων της κίνησης. Ένας άλλος τρόπος µελέτης των τοµών είναι η παράθεση 
ποικίλων δισδιάστατων προβολών τους [138], ενώ η ίσως πληρέστερη µέθοδος είναι αυτή του 
«χρώµατος και περιστροφής» που δίνει αποκαλυπτικά αποτελέσµατα [139]. Ουσιαστικά 
δηµιουργούµε πάλι κάποια τρισδιάστατη προβολή της τοµής και χρησιµοποιούµε 
χρωµατισµό για να αποδώσουµε τις τιµές της τέταρτης µεταβλητής (διάστασης). Με αυτό τον 
τρόπο µπορούµε να οπτικοποιήσουµε τέσσερις διαστάσεις σε ένα τρισδιάστατο σχήµα και 
επιπλέον µε τη βοήθεια κάποιου υπολογιστικού πακέτου µπορούµε να περιστρέψουµε την 
τοµή, ώστε τελικά να καταλάβουµε τη µορφή της και άρα να µπορούµε να εξάγουµε 
συµπεράσµατα για την τροχιά που αντιπροσωπεύει. Η µέθοδος αυτή σε συνδυασµό µε τις 
προηγούµενες χρησιµοποιήθηκε και από άλλους συγγραφείς [140, 141], όπως και στην 
παρούσα δουλειά, όπου η δηµιουργία των «τετραδιάστατων» απεικονίσεων υλοποιήθηκε me 
το πακέτο MATLAB 8. 

Αντλώντας από την εµπειρία των παραπάνω συγγραφέων, παρατηρώντας τη µορφή της 
τοµής, µπορούµε να εξάγουµε συµπεράσµατα για την κατάσταση του συστήµατος, σε 
δεδοµένες αρχικές συνθήκες και τιµές παραµέτρων. Σύµφωνα µε την κατηγοριοποίηση των 
Vrahatis et al. στο [141] οι τρισδιάστατες προβολές και οι τετραδιάστατες απεικονίσεις των 
τοµών των τροχιών θα έχουν α) τοροειδής δισδιάστατη επιφάνεια (“rotational torus”), όπως 
για παράδειγµα στο Σχ. 2.11(α, β, γ, ζ, η) που φαίνεται πιο ξεκάθαρα, β) αλυσίδας 
δισδιάστατων τοροειδών (Σχ. 2.15 για j=7), γ) µορφή κλειστής κορδέλας, δύο ή µίας 
διάστασης (“tube-like”), όπως στο Σχ 2.22, δ) νέφος σηµείων που γεµίζει τρεις ή και τέσσερις 
διαστάσεις, όπως στο Σχ 2.16(δ), στ’) διαφυγή προς το άπειρο (“escape”), όπως στο 
Σχ. 2.11(ε, ι). Στις τρεις πρώτες περιπτώσεις, ή ύπαρξη επιφανειών είναι ακριβώς αντίστοιχη 
µε την παρουσία κλειστών καµπυλών για δύο β.ε. (καµπυλών KAM) και αντιπροσωπεύει 
φραγµένη κίνηση, οπότε και παραµονή των µεταβλητών εντός των ορίων που φαίνονται στην 
τοµή. Στις περιπτώσεις (β) και (γ) βρίσκουµε την αντιστοιχία των τριών β.ε., στα «νησιά» 
που παρατηρούµε κοντά σε συντονισµούς, αν και επί της παρούσης δε θα ασχοληθούµε 
περαιτέρω µε αυτό. Η περίπτωση (δ) είναι σηµάδι εργοδικής κίνησης και αντιστοιχεί στις 
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τροχιές που στους δύο β.ε. γεµίζουν δισδιάστατο χώρο ανάµεσα από τις καµπύλες KAM. Εδώ 
υπάρχει και το πρόβληµα της «διάχυσης». Αυτό συµβαίνει διότι για 3 β.ε η κίνηση σε 
ισοενεργειακή επιφάνεια στο φασικό χώρο είναι 5 διαστάσεων, ενώ οι αντίστοιχες επιφάνειες 
ΚΑΜ µόνο τριών (παρουσιάζουν τις δισδιάστατες τοροειδείς τοµές), οπότε δεν µπορούν να 
εσωκλείσουν τις εργοδικές τροχιές που έχουν την τάση να καλύψουν όλο το χώρο. Αυτό σε 
συνδυασµό µε το ότι οι τρισδιάστατες απεικονίσεις των τοµών είναι προβολές τεσσάρων 
διατάσεων δηµιουργεί αλληλοεπικαλύψεις των τοµών που δυσχεραίνουν την κατανόησης 
τους. Όµως, το σύστηµα µε το οποίο θα ασχοληθούµε είναι σύστηµα µε τάση στη διαφυγή. 
Πολλές εργοδικές τροχιές δεν είναι αενάως φραγµένες και δεν τείνουν να πλησιάσουν κάθε 
σηµείο του χώρου, αλλά είναι τέτοιες που πολύ γρήγορα διαφεύγουν µε κάποιες από τις 
µεταβλητές να τείνουν στο άπειρο. Κάτι τέτοιο γίνεται άµεσα φανερό και είναι η περίπτωση 
(στ’).  

Για την πληρότητα, να σηµειώσουµε ακόµα ότι οι δισδιάστατες επιφάνειες στην τοµή 
φανερώνουν την ύπαρξη δύο ακόµα ολοκληρωµάτων της κίνησης, ενώ οι απεικονίσεις των 
εργοδικών τροχιών φανερώνουν την απώλεια τουλάχιστον ενός, χωρίς να σηµαίνει ότι η 
τροχιά θα διαφύγει στο µέλλον. Οι τροχιές που διαφεύγουν έχουν µόνο τη Χαµιλτονιανή σα 
διατηρήσιµη ποσότητα. 

Για µια επίδειξη δισδιάστατης τοµής, όπως δηµιουργήθηκε από τον κώδικα που 
χρησιµοποιήσαµε, δείτε το Appendix A. Εκεί αναπαριστάται η τοµή του συστήµατος “Toda 
Lattice” για συγκεκριµένη τιµή της ενέργειας.  
 
 
2.4 Εφαρµογή DM σε διπλοθλαστικά υλικά 

 
Στο παρόν κεφάλαιο καταπιανόµαστε µε δύο θέµατα: 
Α Εξετάζουµε την εξέλιξη των συνιστωσών του παλµού δια µέσου ενός δυναµικού 

συστήµατος µε µεταβλητές επιλεγµένες παραµέτρους αυτού. 
Β Ελέγχουµε την ισχύ της µεταβολικής µεθόδου, τη δυνατότητα της δηλαδή να περιγράψει 

την εξέλιξη του σύνθετου παλµού, για διάφορες τιµές της έντασης και της συχνότητας της 
διαταραχής. 

 
Οι εξισώσεις (2.27) για µεταβαλλόµενη διασπορά Di(Z), όπου i=1,2 συµβολίζει τη 
γενικότερη περίπτωση όπου οι τιµές της διασπορά είναι διαφορετικές για τις δύο συνιστώσες, 
γράφονται 

 ( )
2

2 21

2
0

2

du u
i u v u

Z T
β

∂ ∂
+ + + =

∂ ∂

� �
� � �  (2.27α) 

 ( )
2

2 22

2
0

2

dv v
i v u v

Z T
β

∂ ∂
+ + + =

∂ ∂

� �
� � �  (2.27β) 

όπου ( )
i i i

d D Z D= , και 
i

D  η µέση τιµή της διασποράς για την εκάστοτε συνιστώσα. Αν 

τώρα θεωρήσουµε ότι υπάρχουν απώλειες και ενίσχυση, τα φαινόµενα αυτά µπορούν να 
συµπυκνωθούν στην αλλαγή του µη-γραµµικού συντελεστή που στο εξής θα συµβολίζεται µε 
“g”. Αν και θεωρούµε διάδοση χωρίς απώλειες και αργότερα θα θέσουµε ξανά g=1 αρχικά 
διατηρούµε την ορολογία χάριν της γενικότητας και της οµοιότητας µε παλαιότερους 
συγγραφείς [2]. Απαλείφοντας το «καπελάκι» από το συµβολισµό των συνιστωσών, το τελικό 
σύστηµα των συζευγµένων PDEs γράφεται, 
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H Λαγκρανζιανή πυκνότητα των (2.28) είναι 

 

* * * *
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Χρησιµοποιούµε αρχικά σαν ansatz Γκαουσιανές συναρτήσεις. Η επιλογή αυτή έχει να 
κάνει και µε το γεγονός ότι το σολιτόνιο διαχείρισης, για ισχυρή διαχείριση, είναι πιο κοντά 
σε αυτή τη µορφή. Από την άλλη η ευκολία υπολογισµού κάποιων ολοκληρωµάτων, κάνει 
την επιλογή της γκαουσιανής πολύ βολικότερη του sech, ενώ δικαιολογείται φυσικά και από 
το γεγονός της οµοιότητας των δύο κατανοµών. Εν τέλει, θυσιάζουµε λίγη, ακόµα, από την 
ποσοτική ακρίβεια για να επιτύχουµε ένα ευανάγνωστο και ακριβές ποιοτικά αποτέλεσµα. 
Έτσι, οι συναρτήσεις µας είναι, 
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Όλες οι παραπάνω παράµετροι, η χρονική θέση Τi, η µετατόπιση της κεντρικής συχνότητας 
ωi, οι παράµετροι του εύρους και του τερετίσµατος (chirp), Wi και bi αντίστοιχα, είναι 
συναρτήσεις του Ζ. Το ίδιο ισχύει για τα πλάτη Ai που όµως είναι µιγαδικά µεγέθη και 

συµπεριλαµβάνουν τη φάση 
i
φ . 

Εισάγοντας τις παραπάνω στην � , µπορούµε να υπολογίσουµε τη Λαγκρανζιανή όπως,  
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, όπου 1 2∆Τ = Τ −Τ . Ο δείκτης “G” στην L συµβολίζει την επιλογή των γκαουσιανών ansatze 

και ο δείκτης “Z” σε κάποιες παραµέτρους συµβολίζει διαφόριση. Σε παλαιότερη εργασία, 

[132], είχαν χρησιµοποιηθεί και παράγοντες για τις φάσεις 1 2,  φ φ , όµως, όπως και στην 

παρούσα, φάνηκε ότι δεν παίζουν κανένα ρόλο στην εξέλιξη των υπολοίπων παραµέτρων. 
Ακολουθώντας τώρα τη µεθοδολογία του κεφαλαίου 2.3 (µεταβολική µέθοδος) για τις 

µεταβολές της LG µε τις παραµέτρους όπως στην (2.23), καταλήγουµε σε εξισώσεις των 
παραµέτρων, οι οποίες δε περιλαµβάνουν το πλάτος, όπως δε περιλαµβάνουν και τη φάση 
που είναι το συζυγές του. Όπως είπαµε, ακόµα και όταν εκτελούµε τη µέθοδο βάζοντας 
κάποια φάση στο ansatz, καµία από τις ODEs των υπολοίπων µεγεθών δε τη περιλαµβάνει. 
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Αυτό είναι απεικόνιση της α-φασικότητας της αλληλεπίδρασης. Όπως θα δούµε, η εξέλιξη 
του πλάτους είναι άµεσα συνδεδεµένη µε την εξέλιξη του εύρους, λόγω διατήρησης της 
«µάζας» του κάθε ρυθµού. Οι συνήθεις διαφορικές λοιπόν είναι 
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Ακόµα, από *

*
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i i
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A A

A A

δ δ
δ δ

− =  βρίσκουµε τις παρακάτω διατηρήσιµες ποσότητες  
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ενώ από 
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 βρίσκουµε ότι 
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Οι παραπάνω τρεις διατηρήσιµες ποσότητες παραπέµπουν στα γνωστά ολοκληρώµατα της 
κίνησης για την NLS, αυτά των επί µέρους ενεργειών των παλµών-συνιστωσών Eu, Ev και της 
συνολικής ορµής P, όπως 
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Ακόµα µία διατηρήσιµη ποσότητα είναι η Χαµιλτονιανή του συστήµατος, που µπορεί να 
υπολογιστεί αφού πρώτα βρούµε τη Χαµιλτονιανή πυκνότητα, µέσω της (2.26), όπου τα q και 

p είναι τα *,  u u  και *,  
Z Z

u u  αντίστοιχα. Έπειτα αντικαθιστούµε τα ansatze και καταλήγουµε 
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όπου ο δείκτης «8» συµβολίζει τον αριθµό των µεταβλητών. Η Χαµιλτονινή διατηρήται από 
το σύστηµα των ODEs, µόνο όµως εάν οι παράµετροι της διασποράς είναι σταθερές, όταν 
δηλαδή δεν υπάρχει κάποιου τύπου διαµόρφωσης. Σε αυτή λοιπόν τη περίπτωση το σύστηµα 
είναι Χαµιλτονιανό και οι εν λόγω παράµετροι µπορούν να ειδωθούν σαν κανονικές 
µεταβλητές. Οι παράµετροι δεν αντιστοιχούν ακριβώς στις κανονικές µεταβλητές της 
Χαµιλτονιανής, όµως διαφέρουν µόνο κατά κάποιους σταθερούς πολλαπλασιαστικούς 
παράγοντες, οπότε µπορούµε να µιλάµε για αυτές µε τέτοιους όρους. Τα ζεύγη λοιπόν των 
κανονικών µεταβλητών (qi, pi) είναι (Wi και bi), και (Ti και ωi). Να σηµειώσουµε ότι για τους 
παραπάνω υπολογισµούς χρησιµοποιήσαµε το πακέτο Mathematica 5. 

Το σύστηµα (2.32) έχει οκτώ µεταβλητές και είναι δύσχρηστο, οπότε, θα το περιορίσουµε 
έτσι ώστε να προχωρήσουµε τη µελέτη σε συγκεκριµένες περιπτώσεις σύζευξης. Αρχικά θα 
το περιορίσουµε στις τέσσερις εξισώσεις (περίπτωση ίσων εύρων) και µετά στις έξι (για 
διαφορετικά εύρη). 
 
 
2.4.1 W1 και W2 ίσα (Γκαουσιανό ansatz) 

 

Η πρώτη περίπτωση που θα εξετάσουµε είναι όταν οι δύο συνιστώσες έχουν ίσες ενέργειες 

E1=E2=Ε, ίσα πλάτη και εποµένως ίσα εύρη, κάτι που αντιστοιχεί σε γωνία πόλωσης 45θ °=  
µε ίδιες συνιστώσες. 

Από την (2.32ζ, η) είναι φανερό ότι οι εξισώσεις µειώνονται στις έξι, καθώς και τα bi θα 
είναι ίδια. Ακόµα, λόγω της συµµετρίας στις εξισώσεις, µπορούµε να περιορίσουµε 

περαιτέρω τις µεταβλητές στις παρακάτω 1 2∆Τ = Τ −Τ  και 1 2ω ω ω∆ = − . Τέλος θεωρούµε 

d1=d2=d, καθώς οι συνιστώσες έχουν την ίδια κεντρική συχνότητα. Οπότε το σύστηµα 
διαµορφώνεται 
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και η Χαµιλτονιανή του γράφεται, 
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όπου 1 2
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r
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+
 είναι η «ανοιγµένη µάζα» τους συστήµατος. Το µοναδικό στάσιµο σηµείο 

του παραπάνω συστήµατος είναι: 
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, 

γραµµικοποιόντας γύρω από αυτό καταλήγουµε στο σύστηµα 
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Οι ιδιοτιµές του συστήµατος είναι φανταστικές, οπότε το σ.σ. είναι «κέντρο». Επιπλέον, οι 

ιδιοσυχνότητες του συστήµατος, παριστάµενες ως 
iq

ω  υπολογίζονται 
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Οι ιδιοσυχνότητες παίζουν πρωταρχικό ρόλο στη µελέτη µας, καθώς η συχνότητα της 
διαταραχής θα δοκιµάζεται πάντα σε σύγκριση µε αυτές. 

Από τη Χαµιλτονιανή µπορούµε να διακρίνουµε τη µορφή ενός δυναµικού U υπεύθυνου 
για τη ταυτόχρονη διάδοση των συνιστωσών 
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2
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Ed gE
U e

W W

π π β ∆Τ
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= −  (2.44) 

Το πηγάδι δυναµικού είναι Kepler για τη µεταβλητή W, αλλά αντεστραµµένη γκαουσιανή για 
το ∆Τ. Ουσιαστικά, το πρόβληµα αυτό οµοιάζει µε τη κίνηση δύο σωµατιδίων σε δυναµικό 
Kepler, ενώ η αλληλεπίδραση τους περιγράφεται από την αντεστραµµένη γκαουσιανή. Η 
µεταβολή της διασποράς, αντιστοιχεί σε µεταβολή στη µάζα των σωµατίων.  

Για να φέρουµε το πρόβληµα σε πιο συγκεκριµένη µορφή, ορίζουµε τιµές παραµέτρους 
που διέπουν το σύνολο τη µελέτη µας. Έτσι, καθώς δεν υπάρχουν απώλειες και ενίσχυση, 
g=1, σε ίνα µε ισχυρή διπλοθλαστικότητα β=2/3 και η ενέργεια των παλµών θα είναι Ε=1. Η 

τιµή αυτή είναι πλασµατική καθώς οι τιµές των Ε, Wσσ  και Η4 συνδέονται άµεσα. Επίσης, για 

να ξεκινήσουµε από το αδιατάρακτο σύστηµα της σταθερής διασποράς, αρχικά θέτουµε d=1. 
Με τις παραπάνω τιµές, η µορφή του δυναµικού είναι όπως στο σχήµα 2.5. 
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Σχήµα 2.5: (α) Μορφή του δυναµικού παγίδευσης U για g=1, β=2/3, Ε=1 και d=1, (β) για 

∆Τ=0, (γ) για W Wσσ= . 

 
Η τιµή της Χαµιλτονιανής (ενέργειας του συστήµατος) στο σ.σ. είναι και η ελάχιστη 

δυνατή, εκεί που το σύστηµα βρίσκεται στον «πάτο του πηγαδιού» και οι δύο συνιστώσες 
διαδίδονται, θεωρητικά, αδιατάρακτες. Για τις συγκεκριµένες τιµές των παραµέτρων η τιµή 

αυτή είναι Ησσ=-0.4351785198. Ακόµα, 1.697056274Wσσ =  και 0.6944,  0.6211
W

ω ω∆Τ= =  

είναι οι συχνότητες ταλαντώσεων πολύ κοντά στο σ.σ. ενώ όσο αποµακρυνόµαστε από αυτό, 
οι συχνότητες θα µικραίνουν [22]. 

Είναι γνωστό από την κλασική µηχανική ότι όταν η ενέργεια του συστήµατος έχει τιµή 
που ξεπερνά το πηγάδι δυναµικού τότε το σωµατίδιο διαφεύγει αυτού [20]. Στο παρελθόν 
έχουν γίνει σχετικές εργασίες για την ελάχιστη διαφορά στις ταχύτητες οµάδας που προκαλεί 
διαφυγή, οπότε και διαχωρισµό του παλµού στις συνιστώσες του[110, 132]. Αυτό που µας 
ενδιαφέρει εδώ είναι η µορφή της διαταραχής, η οποία δύναται να οδηγήσει το σύστηµα σε 
διαφυγή, τη στιγµή που αδιατάρακτο (d=1) θα κρατιόταν παγιδευµένο και άρα στο επίπεδο 
της οπτικής ο παλµός, διαδιδόµενος, θα διατηρούσε την υπόσταση του. 
Αρχικά ας δούµε µερικές αναπαραστάσεις του φασικού χώρου του συστήµατος στο σχήµα 
2.6 και 2.7 
 

 
Σχήµα 2.6: Προβολή στο επίπεδο W-b του φασικού χώρου του συστήµατος (2.42) για 

αρχικές συνθήκες, W: 2.36Wσσ −  και τα υπόλοιπα όπως το σ.σ. 
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Σχήµα 2.7: Προβολή στο επίπεδο (α) W-b και (β) ∆Τ-∆ω, του φασικού χώρου του 
συστήµατος (2.42) για αρχικές συνθήκες, ∆ω: 0-1 και τα υπόλοιπα όπως το σ.σ. 
 

Οι τιµές των αρχικών συνθηκών είναι τέτοιες ώστε να διατηρείται η παγίδευση. Βλέπουµε 
ότι ξεκινώντας µακριά από το σ.σ. στο ζεύγος W-b, έχει ως αποτέλεσµα περιοδικές τροχιές 
στο επίπεδο αυτών των µεταβλητών, ενώ το ζεύγος ∆Τ-∆ω παραµένει στην αρχική του τιµή 
(σχήµα 2.6). Αντίθετα, εάν µετατοπίσουµε τις αρχικές συνθήκες στο επίπεδο ∆Τ-∆ω η κίνηση 
είναι ιδιαίτερα πολύπλοκη µε το σύστηµα να εκτελεί ηµί-περιοδικές τροχιές καθώς 
ταλαντώνεται και στα δύο επίπεδα. Γι' αυτό το λόγο στο σχήµα 2.7 δεν βλέπουµε κλειστές 
τροχιές, αλλά κάποιες που φαίνεται να τέµνονται µε άλλες. Στην πραγµατικότητα αυτό είναι 
σηµάδι µιας πολυδιάστατης κίνησης, όπου η απεικόνιση W-b αποτελεί απλώς προβολή του 
φασικού χώρου που είναι τεσσάρων διαστάσεων. Όταν προσθέσουµε και τη µεταβολή στη 
διασπορά, το σύστηµα θα πρέπει να µετατραπεί σε ένα τριών β.ε. από δύο που είναι, αυτό 
σηµαίνει έξι εξισώσεις και εξαδιάστατο φασικό χώρο. Η απεικόνιση του χώρου φάσεων 
γίνεται τότε αδύνατη. 

Αντί για αυτό, θα κατασκευάσουµε τοµές Poincaré µε τον τρόπο που αναφέρθηκε στο 
κεφάλαιο 2.3. Πριν προχωρήσουµε στη µελέτη της µεταβλητής διασποράς, απεικονίζουµε 
στο σχήµα 2.8 την απεικόνιση της τοµής για b=0. Οι αρχικές συνθήκες (∆ω και W) 
µεταβάλλονται έτσι ώστε η Χαµιλτονιανή να διατηρείται σταθερή και ίση µε -0.4, οπότε σε 
τετραδιάστατο φασικό χώρο, η τοµή είναι δισδιάστατη. Από το σχήµα παρατηρούµε πως σε 
αυτό το περιορισµένο εύρος αρχικών συνθηκών οι τροχιές είναι ηµιπεριοδικές, εκτός από ένα 
συντονισµό 1:2, και φραγµένες, κάτι αναµενόµενο. 

 
Σχήµα 2.8: Τοµή Poincaré για b=0, χωρίς διαταραχή (d=1). 
 

Όταν εισάγουµε κάποια περιοδική µεταβολή στη διασπορά, το d παύει να είναι σταθερό 
και εξαρτάται από το Ζ. Το σύστηµα παύει να είναι αυτόνοµο και η Χαµιλτονιανή δε 
διατηρείται. Για να µπορέσουµε να συνεχίσουµε την ανάλυση µας, το σύστηµα θα µετατραπεί 
σε αυτόνοµο µε ένα β.ε. επιπλέον και θα εισάγουµε νέα Χαµιλτονιανή που θα διατηρείται 
κατά τη διάδοση, ενώ ο χώρος φάσεων, τριών β.ε., ονοµάζεται «εκτεταµένος»[22]. Οι νέες 
µεταβλητές είναι q3=Z και p3=-H4 και το σύστηµα γίνεται πλέον 
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dZ dZ
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Και η νέα Χαµιλτονιανή θα είναι 4 4 3 3( ) 0H H q p′ = + = . 

 
Α) Ηµιτονοειδής διαµόρφωση 
Ξεκινάµε τη µελέτη µε οµαλή διαταραχή, όπως 

 01 sin( )d k Zε= +  (2.46) 

, καθώς ένας από τους στόχους µας είναι ο έλεγχος της εγκυρότητας της µεταβολικής 
µεθόδου, η παραπάνω διαταραχή προσφέρεται για γρηγορότερους υπολογισµούς. Η 
τετραγωνική µεταβολή παρουσιάζεται παρακάτω. 

Αρχικά θα κρατήσουµε τις αρχικές συνθήκες περιορισµένες έτσι ώστε όχι µόνο 4 0H ′ = , 

αλλά και η αρχική τιµή της H4 να είναι -0.4, όπως στα παραδείγµατα του αδιατάρακτου 
συστήµατος. Οι αρχικές συνθήκες φαίνονται στον Πίνακα1, όπου j είναι ο αριθµός της 
τροχιάς και Q1, Q2, Q3, P1, P2, P3 είναι αρχικές τιµές για τα ∆Τ, W, q3, ∆ω, b και p3 
αντίστοιχα. 
 

ΠΙΝΑΚΑΣ 1 

j=0 Q3=0.000000 P3=0.400000 Q2=1.697056 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=-0.335073 

j=1 Q3=0.000000 P3=0.400000 Q2=1.770717 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=-0.331467 

j=2 Q3=0.000000 P3=0.400000 Q2=1.844377 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=-0.321578 

j=3 Q3=0.000000 P3=0.400000 Q2=1.918038 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=-0.306329 

j=4 Q3=0.000000 P3=0.400000 Q2=1.991698 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=-0.286144 

j=5 Q3=0.000000 P3=0.400000 Q2=2.065358 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=-0.260975 

j=6 Q3=0.000000 P3=0.400000 Q2=2.139019 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=-0.230173 

j=7 Q3=0.000000 P3=0.400000 Q2=2.212679 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=-0.191969 

j=8 Q3=0.000000 P3=0.400000 Q2=2.286340 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=-0.141454 

j=9 Q3=0.000000 P3=0.400000 Q2=2.360000 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=-0.051740 

 
Θέτουµε αρχικά k0=0.61, τιµή πολύ κοντά στην ω∆Τ. Στο σχήµα 2.9 φαίνονται 

δισδιάστατες προβολές της τοµής για τις αρχικές τιµές του Πίνακα1. Τα (α), (β), (δ) είναι 

τοµές που λαµβάνονται όταν η 0sin( ) 0k Z =  (µόνο όταν 0 2k Z nπ= , n ακέραιος), ενώ η (γ) 

είναι τοµή για b=0 και παρατίθεται για λόγους σύγκρισης. Παρατηρούµε ότι οι τοµές των 
δέκα τροχιών είναι σχεδόν αδύνατο να διακριθούν καθώς διπλώνουν στον εαυτό τους, συχνά 
δίνοντας την αίσθηση ζώνης σηµείων, και αλληλεπικαλύπτονται δίνοντας την αίσθηση της 
επαφής. Στην πραγµατικότητα οι τοµές είναι ξεχωριστές στον τετραδιάστατο χώρο τους και η 
µορφή τους µπορεί να είναι ξεκάθαρα κυλινδρική ή τοροειδής, κάτι πολύ δύσκολο να 
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παρατηρηθεί στις δισδιάστατες προβολές. Η αλληλοεπικάλυψη εντείνεται για µεγαλύτερες 
τιµές της διαταραχής, όπως φαίνεται στο σχήµα 2.9 (δ). Μερικά σηµεία είναι µακριά από τα 
υπόλοιπα, σηµάδι ότι κάποια ή κάποιες τροχιές διαφεύγουν. 

 

 
Σχήµα 2.9: Προβολές των τοµών για αρχικές συνθήκες (α.σ.) του Πίνακα1 για k0=0.61 και 

ε=0.01 (α,β,γ), ε=0.05 (δ). Στα (α,β,δ) η τοµή είναι για 0sin( ) 0k Z = , στο (γ) για b=0. Οι τοµές 

έγιναν για διάδοση µέχρι το Ζmax=50000, ενώ 4 0H ′ =  διαρκώς. 

 

 
Σχήµα 2.10: Αναπαράσταση της γωνίας θέασης των τρισδιάστατων σχηµάτων, µε αζιµούθιο 
και ανύψωση, (az,el). Σχήµα από τη «βοήθεια» του MATLAB 7. 
 

Για να αποκτήσουµε σαφέστερη εικόνα της συµπεριφοράς του συστήµατος καταφεύγουµε 
σε τρισδιάστατες αναπαραστάσεις των τοµών. Ο χώρος των τοµών όµως είναι 
τετραδιάστατος, οπότε χρειάζεται η µελέτη τρισδιάστατων προβολών σε διαφορετικές 
διαστάσεις. Ευτυχώς το πρόβληµα αυτό έχει καταδειχθεί στην υπάρχουσα βιβλιογραφία έτσι 
ώστε οι τρισδιάστατες προβολές να είναι συχνά αρκετές για να διαγνώσουµε την κατάσταση 
του συστήµατος και την πιθανή του τάση για διαφυγή (βλέπε κεφάλαιο 2.3 και [134-136, 
139-142]). Ένα άλλο θέµα είναι ότι οι τρισδιάστατοι σχηµατισµοί δεν µπορούν να 
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απεικονιστούν στο χαρτί όπως στην οθόνη του υπολογιστή, όπου υπάρχει η δυνατότητα 
περιστροφής. Για την ανάγκη της απεικόνισης διαλέγουµε κάποιες συγκεκριµένες γωνίες 
θέασης των τοµών και καταφεύγουµε σε περιληπτική περιγραφή. Οι γωνίες είναι αζιµούθιο 
και ανύψωση και στο εξής θα παραθέτονται σαν (az, el), ενώ στο Σχ. 2.10 φαίνεται 
αναπαράσταση τους από σχήµα του MATLAB 7 που χρησιµοποιήθηκε για τη δηµιουργία 
των απεικονίσεων. Για περαιτέρω κατανόηση, σε κάποιες περιπτώσεις παρακάτω, 
χρησιµοποιούνται και τερταδιάστατες απεικονίσεις. 

Αρχικά θα εξετάσουµε το αποτέλεσµα σταδιακά ισχυρότερης διαταραχής. Καθώς το 

αδιατάρακτο σύστηµα έχει δύο χαρακτηριστικές συχνότητες ( ,  
W

ω ω∆Τ ), δοκιµάζουµε για 

συχνότητα διαταραχής είτε πολύ κοντά στη µία, είτε στην άλλη, τουτέστιν για k0=0.61 και 
0.68, για τις αρχικές συνθήκες του ΠΙΝΑΚΑ 1. Στο σχήµα 2.11 απεικονίζονται τα οι 

τρισδιάστατες προβολές των τοµών (στο 0sin( ) 0k Z = ) για την τροχιά j=4 (ΠΙΝΑΚΑΣ 1), που 

έχει ενδιάµεσες αρχικές τιµές. Οι τιµές της διαταραχής ξεκινούν από 0.01 και φτάνουν στο 
0.09. 
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Σχήµα 2.11: Τρισδιάστατες προβολές, (∆ω-∆Τ-W), των τοµών (στο 0sin( ) 0k Z = ) για την 

τροχιά j=4, µε συχνότητα διαταραχής (α-ε) k0=0.61, (στ-ι) k0=0.68. Οι τιµές της έντασης 
αναγράφονται αριστερά εκάστου οριζόντιου ζεύγους. Ζmax=50000, γωνία θέασης (255,5). 
 

Παρατηρώντας το παραπάνω σχήµα καταλαβαίνει κανείς πως οι δύο συχνότητες 
διαταραχής δεν επιδρούν ιδιαιτέρως διαφορετικά στην εξέλιξη του συστήµατος. Αυτό 
οφείλεται στο ότι οι δύο χαρακτηριστικές συχνότητες, που οι παραπάνω τιµές προσεγγίζουν, 
είναι κοντινές. Στο εξής θα διαλέγουµε σα βάση της µελέτης µας µία εκ των δύο συχνοτήτων. 
Απεναντίας, η ένταση της διαταραχής επιδρά καταλυτικά στην εξέλιξη. Για µικρές τιµές του ε 
οι τοµές είναι εν γένη τοροϊδείς, εκτός ίσως από το (στ) που µοιάζει κυλινδρικό. Οι τοροϊδείς 
σχηµατισµοί είναι ουσιαστικά αναδιπλωµένοι κύλινδροι, που δίνουν την αίσθηση των τριών 
διαστάσεων, αλλά είναι δισδιάστατα σχήµατα. Όσο αυξάνεται το ε, οι τόροι επεκτείνονται σε 
µεγαλύτερες τιµές των µεταβλητών και γίνονται παχύτεροι. ∆ιαφοροποίηση παρατηρείται 
στο (δ), όπου ο τόρος γίνεται κορδέλα, πάλι δύο διατάσεων. Όπως αναφέρθηκε στο Κεφ2.3, 
αυτό είναι σηµάδι εγγύτητας σε συντονισµό. Ακόµα στο (θ) φαίνεται πως ο ξεκάθαρος 
δισδιάστατος χαρακτήρας του σχήµατος χάνεται, σηµάδι ότι η κίνηση γίνεται πιο εργοδική. 
Μικρή αύξηση της διαταραχής το κάνει πιο φανερό, ενώ ακόµα µεγαλύτερη αύξηση πιθανό 
να οδηγήσει σε διαφυγή το σύστηµα µας, όπως και γίνεται (ε και ι). 

Στο σχήµα 2.12 αναπαρίσταται ξανά η περίπτωση (δ) του σχήµατος 2.11 σε όλες 
(τέσσερις) τις διαστάσεις της τοµής. Η τέταρτη διάσταση, το ∆ω, παρίσταται µε τη χρήση 
χρώµατος. Γίνεται έτσι τελείως φανερό ότι η τοµή είναι µια κλειστή δισδιάστατη (ίσως και 
µονοδιάστατη καθώς έχει πολύ µικρό πάχος) καµπύλη που δεν τέµνει πουθενά τον εαυτό της. 
Το σύστηµα βρίσκεται κοντά σε περίπλοκο συντονισµό, οι παράµετροι ταλαντώνονται, αλλά 
η δυναµική ευστάθεια διατηρείται. 
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Σχήµα 2.12: Τετραδιάστατη τοµή (∆Τ-b-W και ∆ω), στο 0sin( ) 0k Z = , για την τροχιά j=4 

(ΠΙΝΑΚΑΣ 1) µε ε=0.07, k0=0.61. Η κλίµακα του χρώµατος συµβολίζει τις τιµές του ∆ω, 
την τέταρτη διάσταση. Ζmax=50000, γωνία θέασης (165,15). 
 

Μία ακόµα τετραδιάστατη τοµή φαίνεται στο σχήµα 2.13. Είναι η τοµή της τροχιάς j=0 
για ε=0.01 και k0=0.61. Καθώς η διάσταση του ∆ω παρίσταται µε χρώµα γίνεται φανερό ότι 
έχουµε µια διδισάστατη επιφάνεια η οποία δεν αναδιπλώνεται στον εαυτό της στις τέσσερις 
διαστάσεις, καθώς οι επιφάνειες που φαινοµενικά ακουµπούν έχουν διαφορετικό χρώµα. Η 
τοµή αποκαλύπτει βέβαια κίνηση ηµιπεριοδική και περιορισµένη. 
 

 
Σχήµα 2.13: Τετραδιάστατη τοµή (∆Τ-b-W και ∆ω) για την τροχιά j=2 (ΠΙΝΑΚΑΣ 1) µε 
ε=0.01, k0=0.61. Η κλίµακα του χρώµατος συµβολίζει τις τιµές του ∆ω, την τέταρτη 
διάσταση. Γωνία θέασης (267,19). 
 

Οι δισδιάστατες προβολές στο σχήµα 2.9 δίνουν την εντύπωση της επαφής µεταξύ τοµών 
διαφορετικών τροχιών. Η ίδια εντύπωση διατηρείται και στην περίπτωση απεικόνισης 
πολλών τρισδιάστατων προβολών στους ίδιους άξονες. Στο σχήµα 2.14, απεικονίζουµε δύο 
τοµές των j=0, και j=9. Η τοµή της πρώτης είναι ένα κυλινδροειδές, ενώ της j=9 ένα 
δισδιάστατο τοροειδές. Η µεταξύ τους τοµή δεν είναι πραγµατική τοµή, αλλά φαινόµενη, 
όπως γίνεται φανερό από την τετραδιάστατη απεικόνιση. Μία ακόµα παρατήρηση σχετική µε 
τη µορφή της τοµής είναι πως η αποµάκρυνση των α.σ. του W από το σ.σ. έχει παρόµοιο 
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αποτέλεσµα µε την αύξηση της διαταραχής. Η εµφανέστερη τροποποίηση των τοµών είναι 
ότι από κυλινδροειδείς γίνονται πιο περίπλοκες, συνηθέστερα τοροειδείς. 
 

 
Σχήµα 2.14: Τρισδιάστατη και τετραδιάστατη (το b είναι η κλίµακα χρώµατος) απεικόνιση 
τοµών για τις τροχιές j=0 και 9, για ε=0.01 και k0=0.61. (350,45). 
 

Συνθέτοντας τα παραπάνω συµπεράσµατα, µπορούµε να κατανοήσουµε καλλίτερα το 
σχήµα 2.15. Βλέπουµε τρισδιάστατες προβολές τοµών για τρεις τροχιές, τη j=0 µε κόκκινο, 
τη j=7 µε µαύρο και τη j=8 µε πράσινο, για ε=0.05 και k0=0.61. Κατ’ αρχάς, για αυτή τη τιµή 
του ε ακόµα και η j=0 δεν έχει κυλινδρική τοµή, αλλά τοροειδή. Για δεδοµένες α.σ. 
παρατηρούµε την ύπαρξη περίπλοκου συντονισµού, όπως µαρτυρούν τα δισδιάστατα νησιά 
της j=7. Συνήθως οι µεγάλοι συντονισµοί είναι κοντά σε χαοτικές περιοχές. Αυτό 
επιβεβαιώνεται καθώς για µικρή αλλαγή των α.σ. (j=8) τα σηµεία της τοµής δε βρίσκονται 
πλέον σε επιφάνεια, αλλά γεµίζουν τρισδιάστατο χώρο. Αυτό είναι σηµάδι εργοδικότητας και 
ένδειξη ότι πιθανώς βρισκόµαστε κοντά σε διαφυγή, που πράγµατι συµβαίνει για j=9 (δε 
φαίνεται στο σχήµα). 
 

 
Σχήµα 2.15: Τρισδιάστατη προβολή τοµών των j=0, j=7, j=8, για ε=0.05 και k0=0.61. 
(315,84). 
 

Σαν επόµενο βήµα, θα εξετάσουµε την επίδραση της συχνότητας διαταραχής στο 
σύστηµα, ή, µε όρους οπτικής, του µήκους διαµόρφωσης. ∆οκιµάσαµε διαταραχή για ε=0.05 

και µε k0, 0.61 ( ω∆Τ∼ ), 0.305 ( / 2ω∆Τ∼ ), αλλά και 0.68 (
W

ω∼ ) και 0.34 ( / 2
W

ω∼ ). Οι τοµές 

για τις τροχιές j=0 και j=9 (µεγάλο P1 και µεγάλο Q2 αντίστοιχα) φαίνονται στα σχήµατα 
2.16 και 2.17. Είναι φανερό ΄το οι µικρότερες συχνότητες επηρεάζουν λιγότερο δραµατικά τις 
τροχιές. Στα σχήµατα 2.16(α, γ) και 2.17(α) οι τοµές είναι κυλινδρικές, αν και στο σχήµα 
2.17(γ) είναι τοροειδής. Για συχνότητες όµως πολύ κοντά στις χαρακτηριστικές οι τροχιές 
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διαταράσσονται και γίνονται έντονα τοροειδείς, ενώ στο σχήµα 2.16(δ) η τοµή γεµίζει 
τρισδιάστατο χώρο, ενώ έχουν κρατηθεί σηµεία µόνο µέχρι το Ζ=12000 καθώς λίγο µετά η 
τροχιά οδηγείται σε διαφυγή. 
 

 

 
Σχήµα 2.16: Τρισδιάστατες προβολές, (∆ω-∆Τ-W), των τοµών (στο 0sin( ) 0k Z = ) για τις 

τροχιές j=0 (α, β) και j=9 (γ, δ), µε συχνότητα διαταραχής (α, γ) k0=0.305, (β, δ) k0=0.61 και 
ε=0.05.(α-γ):Ζmax=50000, (δ):Ζmax=12000, γωνία θέασης (255,5). 
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Σχήµα 2.17: Τρισδιάστατες προβολές, (∆ω-∆Τ-W), των τοµών (στο 0sin( ) 0k Z = ) για τις 

τροχιές j=0 (α, β) και j=9 (γ, δ), µε συχνότητα διαταραχής (α, γ) k0=0.34, (β, δ) k0=0.68 και 
ε=0.05.(α-δ):Ζmax=50000, γωνία θέασης (255,5). 
 

Στη συνέχεια δοκιµάσαµε το αποτέλεσµα ακόµη µικρότερης συχνότητας διαταραχής, µε 

0 / 4k ω∆Τ= , για διάφορες τιµές του ε. ∆ιαπιστώθηκε ότι το σύστηµα διατηρεί τη δυναµική 

του ευστάθεια για µεγάλες τιµές του ε. Στο σχήµα 2.18 φαίνονται οι τοµές της j=0 για (α), 
ε=0.5, (δέκα φορές παραπάνω από το προηγούµενο σχήµα), όπου η τοµή αποτελείται από δύο 
δισδιάστατα δαχτυλίδια σηµάδι συντονισµού αλλά και δυναµικής ευστάθειας, και για (β), 
ε=0.7, όπου τελικά διαφεύγει. 
 

 
Σχήµα 2.18: Τρισδιάστατες προβολές, (∆ω-∆Τ-W), των τοµών για j=0 µε 0 / 4k ω∆Τ=  και (α) 

ε=0.5, (β) ε=0.7. 
 

Από τα παραπάνω καταλαβαίνουµε ότι όσο πιο κοντά είναι η k0 στις ω∆Τ και ωw, τόσο πιο 
δραµατικά επιδρά η διαταραχή στο σύστηµα, όπου ακόµα και για µικρές τιµές του ε, συχνά 
το οδηγεί σε διαφυγή, σε διάλυση δηλαδή του παλµού. Το ερώτηµα που τίθεται τώρα, είναι 
πόσο ακριβής είναι η µεταβολική µέθοδος για τη περιγραφή της εξέλιξης του συστήµατος, 
κατά πόσο δηλαδή µπορεί να συλλάβει το σωστό µέγεθος της διαταραχής που µπορεί να 
οδηγήσει σε διαφυγή, αλλά και ποια η ακρίβεια της στην περιγραφή της εξέλιξης των 
παραµέτρων του παλµού. Για να το διαπιστώσουµε, συγκρίναµε κάποια αποτελέσµατα µε 
αυτά από απευθείας αριθµητική επίλυση των (2.28). Όπως αναφέραµε στο Κεφάλαιο 1, ο 
κώδικας χρησιµοποιεί τη µέθοδο “split step Fourier”. Για τη µελέτη της ακρίβειας του 
ελέγχαµε τις ενέργειες των επί µέρους παλµών, οι οποίες πρέπει και να διατηρούνται, όπως 
και γινόταν για βήµα 10-4 και απουσία διαταραχής που δηµιουργεί ακτινοβολία υποβάθρου. 
Τα αποτελέσµατα του κώδικα είναι συγκρίσιµα µε αυτά άλλων δηµοσιευµένων αριθµητικών 
εργασιών [143, 144]. 
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Στο σχήµα 2.19 βλέπουµε τα αποτελέσµατα δύο αριθµητικών υπολογισµών της εξέλιξης 

του παλµού για αρχικές συνθήκες της j=0 και (α) k0=0.61, ε=0.1 και (β) 0 / 4k ω∆Τ= , ε=0.7. 

Παρουσιάζεται η συνολική ένταση του παλµού στο Τ, όπως µεταβάλλεται κατά τη διάδοση 
Ζ. Φαίνεται πώς για k0=0.61 ο παλµός χάνει πλάτος και ενέργεια, αλλά δε καταστρέφεται 
µέχρι και για 1000 µήκη διασποράς ακόµα και για ε=0.1 τη στιγµή που η µεταβολική µέθοδος 
προβλέπει διαφυγή για 0.07ε ≈ . Αυτό είναι µια σχετική αποτυχία της µεθόδου. Αντίθετα, για 

0 / 4k ω∆Τ= , η αριθµητική επίλυση προβλέπει καταστροφή για ε=0.7, ακριβώς την τιµή της 

µεταβολικής µεθόδου. Καταλαβαίνουµε ότι δεν είναι µόνο η φυσική του προβλήµατος που 
µεταβάλλεται µε τη συχνότητα διαταραχής, αλλά και η ακρίβεια της µεταβολικής µεθόδου. Η 
περαιτέρω µελέτη λαµβάνει και αυτό υπόψη. 
 

 
Σχήµα 2.19: Γραφήµατα λύσης των PDEs (2.28), για τη j=0 όπου (α) k0=0.61, ε=0.1, πτώση 

πλάτους (β) 0 / 4k ω∆Τ= , ε=0.7, καταστροφή. 

 
Στις επόµενες παραγράφους εξετάζουµε τη διάδοση για αρχικές συνθήκες πιο 

αποµακρυσµένες από το σ.σ. Αφήνουµε λοιπόν την προϋπόθεση η αρχική τιµή της H4 να 

είναι πάντα ίδια και αρκούµαστε στο ότι η νέα Χαµιλτονιανή θα είναι σταθερή, ( 4 0H ′ = ). Οι 

αρχικές συνθήκες που εφαρµόζουµε φαίνονται στον ΠΙΝΑΚΑ 2, όπου µεταβάλουµε την 
αρχική τιµή της ∆ω από 0 έως 1, ουσιαστικά τη διαφορά στις ταχύτητες οµάδος των 
συνιστωσών, ενώ οι υπόλοιπες µεταβλητές έχουν τις τιµές του σ.σ. 
 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2 

j=0 Q3=0.000000 P3=0.435179 Q2=1.697056 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.000000 

j=1 Q3=0.000000 P3=0.434311 Q2=1.697056 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.052632 

j=2 Q3=0.000000 P3=0.431707 Q2=1.697056 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.105263 

j=3 Q3=0.000000 P3=0.427367 Q2=1.697056 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.157895 

j=4 Q3=0.000000 P3=0.421291 Q2=1.697056 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.210526 

j=5 Q3=0.000000 P3=0.413480 Q2=1.697056 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.263158 

j=6 Q3=0.000000 P3=0.403932 Q2=1.697056 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.315789 

j=7 Q3=0.000000 P3=0.392649 Q2=1.697056 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.368421 

j=8 Q3=0.000000 P3=0.379630 Q2=1.697056 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.421053 

j=9 Q3=0.000000 P3=0.364875 Q2=1.697056 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.473684 

j=10 Q3=0.000000 P3=0.348384 Q2=1.697056 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.526316 

j=11 Q3=0.000000 P3=0.330157 Q2=1.697056 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.578947 

j=12 Q3=0.000000 P3=0.310194 Q2=1.697056 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.631579 

j=13 Q3=0.000000 P3=0.288496 Q2=1.697056 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.684211 

j=14 Q3=0.000000 P3=0.265061 Q2=1.697056 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.736842 

j=15 Q3=0.000000 P3=0.239891 Q2=1.697056 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.789474 
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j=16 Q3=0.000000 P3=0.212984 Q2=1.697056 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.842105 

j=17 Q3=0.000000 P3=0.184342 Q2=1.697056 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.894737 

j=18 Q3=0.000000 P3=0.153964 Q2=1.697056 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.947368 

j=19 Q3=0.000000 P3=0.121850 Q2=1.697056 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=1.000000 

 
Για να εξετάσουµε το αποτέλεσµα της αυξανόµενης ∆ω, λύνουµε το σύστηµα των ODEs 

για όλες τις α.σ. του ΠΙΝΑΚΑ 2, µε συχνότητα διαταραχής 0 / 4k ω∆Τ=  και ε=0.01. Στα 

σχήµατα 2.20 και 2.21 παραθέτονται µερικές από τις τοµές, όπου φαίνεται πως η τροχιά 
κινείται σε όλο και πιο εκτεταµένη περιοχή παραµέτρων, και γίνεται όλο και πιο περίπλοκη 
αν και για τις περισσότερες α.σ. η τοµή είναι κάποια δισδιάστατη επιφάνεια. Στο σχήµα 
2.20(δ) η τοµή µοιάζει περισσότερο µε τρισδιάστατο «νέφος» σηµείων, αλλά δεν υπάρχει 
διαφυγή, ούτε και για τη j=19. Η j=12 έχει µονοδιάστατη τοµή (rotational torus), σηµάδι ότι 
βρισκόµαστε κοντά σε κάποιο συντονισµό. Η περίπτωση αυτή παρουσιάζεται και στο σχήµα 
2.22 σε τέσσερις διαστάσεις για λόγους επίδειξης. 
 
 
 

 

 
Σχήµα 2.20: Τρισδιάστατες προβολές, (∆ω-∆Τ-W), των τοµών για τις α.σ. (ΠΙΝΑΚΑΣ 2) 

(α)j=1, (β)j=5, (γ) j=12, (δ) j=18 µε 0 / 4k ω∆Τ=  και ε=0.01. 
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Σχήµα 2.21: Μία άλλη οπτική. Τρισδιάστατες προβολές (∆Τ-W-b) τοµών, για διαταραχή 
όπως στο σχήµα32-35 και α.σ. : j=5 µαύρο, j=9 µπλε, j=12 κόκκινο, j=16 πράσινο. Όλες οι 
τοµές είναι δισδιάστατες, εκτός από τη µονοδιάστατη j=12. 
 

 
Σχήµα 2.22: Τοµή Poincaré της τροχιάς j=12 για διαταραχή όπως στοσχήµα32-35. Η 
κλίµακα του χρώµατος συµβολίζει τις τιµές του b. 
 

Παρακάτω προσπαθούµε να αποµονώσουµε το παράγοντα της συχνότητας της 
διαταραχής. Ξεκινάµε µε µικρή σε σχέση µε τις χαρακτηριστικές τιµή, k0=0.1. Οι τοµές για 
τις τροχιές του ΠΙΝΑΚΑ 2 φανερώνουν διατήρηση της ευστάθειας για αρκετά µεγάλες τιµές 
του ε. Για παράδειγµα, για ε=0.5 οι τροχιές j=11 και πάνω δείχνουν σηµάδια εργοδικότητας, 
ενώ για j=13 και πάνω διαφεύγουν, αν και για µεγάλο Ζ (Ζ>10000). Στο σχήµα 2.23 
φαίνονται δισδιάστατες προβολές των εσωτερικών τροχιών. Σηµεία από τις εξωτερικές 
τροχιές (j>10) διαχέονται στο χώρο τους και συσκοτίζουν την εικόνα. Στο σχήµα 2.24, 
φαίνεται στο (α) µια τρισδιάστατη προβολή της τοµής για j=12 και παρακάτω (β, γ) 
προβάλλεται σύγκριση των λύσεων των ODEs µε τις PDEs µέσω της εξέλιξης των ∆Τ και W. 
Φαίνεται λοιπόν ότι οι ODEs µπορούν να δώσουν µία ικανοποιητική εικόνα για την εξέλιξη 
του συστήµατος, τουλάχιστον για χαµηλές k0. Οι ODEs προβλέπουν µετατοπίσεις 
µεγαλύτερου πλάτους και περισσότερες αρµονικές (οι µικρότερες ταλαντώσεις), αλλά 
φαίνονται να µπορούν να παρακολουθήσουν την εξέλιξη των µεταβλητών προσεγγίζοντας 
καλά τη συχνότητα µεταβολής τους. 
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Σχήµα 2.23: ∆ισδιάστατη προβολή (W-b) των τοµών για j=0-12 του ΠΙΝΑΚΑ2 µε k0=0.1 
και ε=0.5. Σηµεία από διαφυγούσες τροχιές µεγαλύτερου j είναι παρόντα 
 

 

 
Σχήµα 2.24: (α) Τρισδιάστατη προβολή (∆Τ-W-b) τοµής για j=12 του ΠΙΝΑΚΑ2 µε k0=0.1 
και ε=0.5. (β) Σύγκριση αποτελεσµάτων των ODEs (γραµµή) και PDEs (διακεκοµµένη) για 
την εξέλιξης του ∆Τ για τις αυτές συνθήκες. (γ) Παροµοίως για το W. 
 

Για µικρότερες τιµές της διαταραχής η συµφωνία των λύσεων είναι καλλίτερη, όπως 
φαίνεται στο σχήµα 2.25(α) όπου για ε=0.1 προβάλλεται η εξέλιξη του εύρους της κάθε 
συνιστώσας, για j=0, όπως αυτό δίνεται από τις ODEs και τις PDEs. Παρατηρούµε ότι αν και 
η λύση των ODEs είναι µετατοπισµένη σε µεγαλύτερες τιµές, συλλαµβάνει το εύρος και τη 
συχνότητα της ταλάντωσης.  

Αυξάνοντας την ένταση της διαταραχής και για ε=0.9, η τροχιά του σχήµατος 2.24 τελικά 
διαφεύγει. Αυτό βέβαια σύµφωνα µε τις ODEs, που όµως συµφωνεί και µε το αποτέλεσµα 
των PDEs, που επίσης προβλέπουν µερική διαφυγή, διαπλάτυνση του παλµού και διασπορά 
του, όχι όµως και διαχωρισµό του. Αυτή η καταστροφική εξέλιξη φαίνεται στο σχήµα 
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2.25(β). Αν και οι ODEs προβλέπουν τη καταστροφή του παλµού να συµβαίνει νωρίτερα, η 
λύση των PDEs δίνει παρόµοιο αποτέλεσµα. 

 
Σχήµα 2.25: Σύγκριση ODEs και PDEs για την εξέλιξη του W, (α) j=0, k0=0.1, ε=0.1, (β) 
j=12, k0=0.1, ε=0.9. 
 

Ανεβάζουµε τη συχνότητα στο 0 / 4
W

k ω=  και για σχετικά µικρές τιµές του ε 

διαπιστώνουµε ότι οι ODEs καλώς προβλέπουν διατήρηση του παλµού. Επί παραδείγµατι, 
για ε=0.2 και για j=11, 12, (ώστε να υπάρχει σύγκριση και µε τη προηγούµενη περίπτωση), 
φαίνεται ότι οι προβολές των τοµών ,(σχήµα 2.26 α, β) δείχνουν κάποια εργοδικότητα, αλλά 
οι τροχιές διατηρούν τη δυναµική τους ευστάθεια. Για να επαληθεύσουµε αυτό το 
αποτέλεσµα παραθέτουµε τη λύση των PDEs στο σχήµα 2.26(γ), για το ίδιο ε και k0 

ενδιάµεση τιµή ∆ω (P1=0.6), όπου ο παλµός ταλαντώνεται έντονα, αλλά διατηρείται. 
 

 

 
Σχήµα 2.26: (α, β) Τρισδιάστατες προβολές τοµών για τις j=11 και j=12, όταν 0 / 4

W
k ω=  και 

ε=0.2. (γ) Λύση των PDEs µε όµοια διαταραχή και ενδιάµεση ∆ω=0.6 
 

Αυξάνοντας τη διαταραχή σε ε=0.4, οι τροχιές j=11, 12 διαφεύγουν, σύµφωνα µε τις 
ODEs. Στο σχήµα 2.27(α, β) φαίνονται οι δισδιάστατε ς προβολές των τοµών για µικρότερα j. 
Παρολαυτά η λύση των PDEs είναι ευσταθέστερη, και δε διαφεύγει για το εύρος αρχικών 
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συνθηκών ανάµεσα στις j=11-12. Αυτό καταδεικνύεται στο σχήµα 2.27(γ) όπου συγκρίνεται 
η εξέλιξη του ∆Τ σύµφωνα µε τις ODEs (βίαιη ταλάντωση και διαφυγή) και τις PDEs 
(σταθερή ταλάντωση και διατήρηση του παλµού). 
 

 

 
Σχήµα 2.27: (α, β) ∆ισδιάστατες προβολές τοµών για α.σ. του ΠΙΝΑΚΑ2 για 0 / 4

W
k ω= , 

ε=0.4, οι τροχιές j>10 διαφεύγουν. (γ) Εξέλιξη του ∆Τ σύµφωνα µε τις PDEs και τις ODEs 
για α.σ. j=12. 
 
Η ασυµφωνία δεν είναι µεγάλη. Για λίγο µεγαλύτερη διαταραχή, ε=0.5, η λύση των PDEs 
δείχνει γρήγορη καταστροφή του παλµού (σχήµα 2.28). Συµπερασµατικά, και για αυτή τη 
συχνότητα, µικρή καθώς είναι, το σύστηµα των ODEs προερχόµενο από τη µεταβολική 
µέθοδο δίνει µια σωστή ποιοτικά εικόνα της εξέλιξης του παλµού. 

 
Σχήµα 2.28: Λύση των PDEs και καταστροφή του παλµού για ∆ω=0.6 και 0 / 4

W
k ω= , 

ε=0.5. 
 

Αυξάνοντας περαιτέρω τη συχνότητα διαταραχής, θέτουµε 0 / 2
W

k ω= . Εδώ παρατηρούµε 

καταστροφή του παλµού για µικρότερες τιµές του ε, τόσο από τις ODEs, όσο και από την 
απευθείας αριθµητική επίλυση των PDEs. Για ε=0.05 παρατηρούνται πολλές διαφυγές, ήδη 
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από το j=12 και πάνω. Στο σχήµα 2.29 φαίνονται δισδιάστατες προβολές των τοµών, και στο 
σχήµα 2.30(α) τρισδιάστατες τριών από αυτές. Η j=8 έχει τη µορφή δύο νησίδων, σηµάδι 
εγγύτητας σε συντονισµό, η j=9 µοιάζει µονοδιάστατη (tube like torus) και η j=11 εµφανίζει 
σηµάδια αποµάκρυνσης από δισδιάστατη επιφάνεια, άρα εργοδικότητα. Στο σχήµα 2.31 
φαίνεται η τετραδιάστατη τοµή της j=9. 
 

 
Σχήµα 2.29: ∆ισδιάστατη (∆Τ-∆ω) προβολή τοµών για 0 / 2

W
k ω= , ε=0.05, από j=12 και 

πάνω διαφεύγουν. 
 

 
Σχήµα 2.30: Τρισδιάστατες προβολές των τοµών j=8, 9, 11 µε κόκκινο, µαύρο και πράσινο 
αντίστοιχα για (α) ε=0.05 και (β) ε=0.1. (240,10). 
 

 
Σχήµα 2.31: Τετραδιάστατη προβολή της j=9, για τη διαταραχή του σχήµα 2.29, η 
χρωµατική κλίµακα παριστά τις τιµές του ∆ω. 
 

Αυξάνοντας τη διαταραχή στο ε=0.1 προκαλούµε τη διαφυγή και της j=11. Οι τροχιές j=8 
και 9 παράγουν τοµές που φαίνονται στο σχήµα 2.30(β) για σύγκριση. Οι λύσεις των PDEs 
παρακολουθούν αυτές των ODEs, είναι όµως τώρα σαφώς ευσταθέστερες. Για ∆ω=0.6, 
ανάµεσα σε j=11 και 12, ο παλµός δεν καταστρέφεται ούτε για ε=0.05, αλλά ούτε καν για 
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ε=0.1. Στο σχήµα 2.32 συγκρίνουµε τη µεταβολή του ∆Τ όπως δίνεται από τα δύο συστήµατα 
για ε=0.1 και ∆ω=0.6. Η λύση των ODEs ταλαντώνεται έντονα και διαφεύγει, ενώ των PDEs 
όχι, ενώ θα χρειαστεί η διαταραχή να αυξηθεί στο ε=0.15 για να διαλυθεί ο παλµός και 
σύµφωνα µε αυτές. Βλέπουµε ότι η µεταβολική µέθοδος σε αυτή τη περίπτωση αποτυγχάνει 
κατά πολύ να προβλέψει την ένταση της διαταραχής που καταστρέφει τον παλµό. Η 
απόκλιση µεταξύ των δύο λύσεων γίνεται µεγαλύτερη όσο πλησιάζουµε τις χαρακτηριστικές 
συχνότητες. 
 

 
Σχήµα 2.32: Εξέλιξη του ∆Τ σύµφωνα µε τις PDEs και τις ODEs για 0 / 2

W
k ω= , ε=0.1 και 

∆ω=0.6. 
 

Έτσι, για k0=0.61 και για ε=0.05, οι περισσότερες από τις τροχιές του ΠΙΝΑΚΑ 2 
αποκλίνουν, όπως φαίνεται και στο σχήµα 2.33. Βλέπουµε δισδιάστατες προβολές όλων των 
τοµών στο επίπεδο ∆Τ-∆ω και στο W-b. Τα σηµεία των διαφόρων τοµών διαχέονται έντονα 
και ενώ υπάρχουν σηµάδια εργοδικότητας και διαφυγής, δεν γίνεται κατανοητό ποιες τροχιές 
παραµένουν. Πάντως η σύγκριση µε το σχήµα 2.29 κάνει εµφανή τη διαφορά. Μια πιο 
προσεκτική, επί µέρους µελέτη, δείχνει ότι για αρχικές συνθήκες των τροχιών j>11 υπάρχει 
γρήγορη διαφυγή. 
 

 
Σχήµα 2.33: ∆ισδιάστατες προβολές των τοµών για k0=0.61, ε=0.05, από j=10 και πάνω 
διαφεύγουν. 
 

Στο σχήµα 2.34(α) φαίνεται η τετραδιάστατη τοµή για τη j=11, την τελευταία εκ των 
τροχιών που δε διαφεύγει. Η τροχιά γεµίζει το χώρο σε τροροειδή µορφή και η τοµή είναι δεν 
είναι πια δισδιάστατη, δείγµα ότι για λίγο εντονότερη διαταραχή, ή µεγαλύτερο P1 (αρχικό 
∆ω) η τροχιά κινδυνεύει να διαφύγει, όπως και γίνεται για τη j=12. Η τοµή στο σχήµα 2.34(β) 
είναι για µικρότερη διαταραχή, δισδιάστατη και παρατίθεται για σύγκριση. 
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Σχήµα 2.34: Τετραδιάστατες τοµές της j=11 για (α) k0=0.61, ε=0.05, (β) k0=0.61, ε=0.01. Η 
κλίµακα του χρώµατος παριστά τις τιµές του b. (255,5). 
 

Όσο ενδιαφέροντα όµως και να είναι τα αποτελέσµατα της δυναµικής µελέτης του 
συστήµατος των συνήθων διαφορικών, για την παρούσα συχνότητα διαταραχής 
αποτυγχάνουν να συλλάβουν τη τιµή της διαταραχής που καταστρέφει τον παλµό. Απευθείας 
αριθµητική προσοµοίωση για k0=0.61 και ε=0.05 δείχνει ότι ο παλµός ταλαντώνεται αλλά 
διατηρείται για τιµές του ∆ω γύρω στο 0.6 ή και παραπάνω. Μάλιστα χρειάζεται διαταραχή 
λίγο πάνω από ε=0.3 για να καταστρέψει τον παλµό µε αρχικό ∆ω=0.6. Στο σχήµα 2.35, η 
λύση των PDEs, για ε=0.3, δείχνει τον παλµό να χάνει µεγάλο µέρος της ενέργειας του, η 
οποία ακτινοβολείται διασπειρόµενη και χάνεται στα άκρα του παραθύρου. Αυτό συµβαίνει 
στην αρχή της διάδοσης. Από κει και πέρα ο παλµός δε χάνει άλλη ενέργεια και διαδίδεται 
παλλόµενος κατά πλάτος και κατά το ∆Τ µεταξύ των συνιστωσών. Φαίνεται πως «κλειδώνει» 
σε ιδιορυθµό του. Αυτή ακριβώς η ακτινοβολία της «παραπανίσιας» ενέργειας, ή αλλιώς η 
ακτινοβολία υποβάθρου είναι και η µεγάλη διαφορά των λύσεων των PDEs από αυτές των 
ODEs, καθώς οι τελευταίες δε µοντελοποιούν µε κάποιο τρόπο αυτή την απώλεια. Θα 
επανέλθουµε στο θέµα παρακάτω.  
 

 
Σχήµα 2.35: Λύση των PDEs για ∆ω=0.6 και 0 0.61k = , ε=0.3. 

 
Για κάπως µεγαλύτερη συχνότητα διαταραχής, το σύνηθες συµπέρασµα από τις τοµές των 

ODEs ή την απευθείας λύση των PDEs είναι πως η απαιτούµενη για την καταστροφή του 
παλµού ένταση της διαταραχής, (για δεδοµένο ∆ω), αυξάνει, ξανά, σε σχέση µε τις 
αντίστοιχες τιµές του ε για k0 κοντά στις χαρακτηριστικές συχνότητες. Για ακόµα µια φορά 
όµως, η συµφωνία µεταξύ των δύο µεθόδων είναι µάλλον φτωχή. Χρησιµοποιώντας τις 
ODEs, των οποίων η επίλυση είναι πολύ γρηγορότερη υπόθεση, κατασκευάσαµε πολλές 
τοµές για διάφορες τιµές του k0 και του ε για να καταλήξουµε στα παραπάνω συµπεράσµατα. 

Στο σχήµα 2.36 παραθέτουµε µία από αυτές τις απόπειρες, όπου για 0 2k ω∆Τ=  και ε=0.1 

φαίνεται ακόµα και από τη δισδιάστατη προβολή της τοµής (σχήµα 2.36(α)) ότι οι τροχιές 
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διαφεύγουν για όλο το φάσµα των α.σ του ΠΙΝΑΚΑ 2 (∆ω:0-1). Η λύση των PDEs δεν 
επαληθεύει αυτή τη πρόβλεψη, καθώς για ∆ω=0.6 χρειάζεται 1ε >  για να διαλυθεί ο παλµός. 
Αυτό φαίνεται και στα σχήµατα 2.36(β, γ) όπου για ε=0.1 και ∆ω=0.6 οι ODEs δείχνουν 
διαφυγή στο ∆Τ και στο W, ενώ η λύση των PDEs απλά διατηρεί µια µικρή σχετικά 
ταλάντωση.  
 

 

 
Σχήµα 2.36: (α) ∆ισδιάστατη τοµή (∆Τ-∆ω) για τις α.σ. του ΠΙΝΑΚΑ 2 για 0 2k ω∆Τ=  και 

ε=0.1 όπου φαίνεται διαφυγή όλων των τροχιών. (β, γ) Σύγκριση αποτελεσµάτων ODEs 
(γραµµή) και PDEs (διακεκοµµένη) για την εξέλιξη των ∆Τ και W για τη συγκεκριµένη 
συχνότητα και ε. 
 

Ανεβάζοντας τη συχνότητα διαταραχής οι τροχιές διαφεύγουν για όλο και µεγαλύτερες 
τιµές του ε, χρειάζεται όµως να ανέβει πολύ η συχνότητα ώστε η λύση των ODEs να 
διατήρησει την ευστάθεια για πραγµατικά µεγάλες τιµές της διαταραχής, όπως συµβαίνει µε 
την απευθείας αριθµητική επίλυση των PDEs. Στο σχήµα 2.37 βλέπουµε προβολές της τοµής 

Poincaré για 0 15k ω∆Τ=  και ε=2.0. Από τη δισδιάστατη προβολή (α), δε φαίνεται καµία 

διαφυγή, αν και υπάρχει έντονη αλληλοεπικάλυψη των τοµών. Στο (β) και (γ) παραθέτονται 
τρισδιάστατες προβολές για j=1 και j=12 αντίστοιχα και σε αντιστοιχία µε προηγούµενες 
περιπτώσεις. Και τα δύο σχήµατα είναι τοροειδείς δισδιάστατες επιφάνειες που δηλώνουν 
διατήρηση του συστήµατος εντός ορίων για όλο το διάστηµα της διάδοσης. Για λόγους 
σύγκρισης παραθέτονται στο σχήµα 2.38 οι λύσεις των δύο συστηµάτων (ODEs, PDEs) για 
την εξέλιξη του ∆Τ, για αρχικό ∆ω=0.2. Η λύση των ODEs είναι ξανά «γενναιόδωρη» στην 
πρόβλεψη του πλάτους της ταλάντωσης, όπου πάλι φαίνεται να το δίνει διπλάσιο της 
αριθµητικής λύσης. Παρόλαυτα, η προσέγγιση δεν είναι κακή, ενώ αποδίδει αρκετά καλά τη 
συχνότητα της µεταβολής. 
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Σχήµα 2.37: Προβολές τοµών, (α) δισδιάστατη για τις α.σ. του ΠΙΝΑΚΑ 2 και 0 15k ω∆Τ= , 

ε=2, (β) (γ) τρισδιάστατες για τη j=1 και j=12 αντίστοιχα, Ζmax=5000. 
 

 
Σχήµα 2.38: Σύγκριση λύσεων ODEs (γραµµή)-PDEs (διακεκοµµένη) για την εξέλιξη του 

∆Τ για αρχικό ∆ω=0.2 και 0 15k ω∆Τ= , ε=2. 

 
Ένα σηµαντικό αίτιο της συµφωνίας ή ασυµφωνίας των λύσεων των ODEs µε τις PDEs 

είναι η ενέργεια που ακτινοβολείται από τον παλµό. Εάν υπάρχει έντονη ακτινοβολία, τότε 
σίγουρα θα υπάρχει και σηµαντική ποσοτική ασυµφωνία. Το ποσό της ακτινοβολούµενης 
ενέργειας σχετίζεται µε το ύψος της διαταραχής, αλλά κυρίως µε τη συχνότητα της. Για να 
αποκτήσουµε µια καλλίτερη εικόνα για αυτό, υπολογίστηκαν οι τιµές της ενέργειας που 
παραµένει στον παλµό (συνολική του «µάζα», ή αριθµός «σωµατιδίων» κατά διαφορετικές 

ορολογίες) όπως αυτός περιγράφεται από τις PDEs, ( )50 2 2

50
N u v dT

−
= +∫ . Το βήµα που 

χρησιµοποιήθηκε για τους υπολογισµούς ήταν 10-5. Στο σχήµα 2.39 φαίνεται η εξέλιξη της 
ενέργειας του παλµού για διαφορετικές τιµές του k0 και του ε. ∆ιαταραχές για µεγαλύτερο ε 
προκαλούν εντονότερη ακτινοβολία και απώλεια ενέργειας, αλλά φαίνεται πως η συχνότητα 
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της διαταραχής είναι ο πλέον καθοριστικός παράγοντας. Για k0 αρκετά µικρότερο από τις 
χαρακτηριστικές συχνότητες υπάρχει µόνο µικρή απώλεια στην αρχή της διάδοσης, ενώ το 
ίδιο παρατηρούµε και για τιµές πολύ µεγαλύτερες. Αντίθετα, υπάρχει έντονη απώλεια για 
συχνότητες πιο κοντά στις χαρακτηριστικές και πολύ έντονη για ω∆Τ, όπως φάνηκε και στο 
σχήµα 2.35. Αυτό το συµπέρασµα είναι αναµενόµενο και σύµφωνο µε την εργασία [145], 
όπου αν και αναφέρεται σε σύνηθες σολιτόνιο και όχι διανυσµατικό, η εκποµπή γραµµικών 
κυµάτων είναι εντονότερη όταν η συχνότητα της όποια διαταραχής συµπίπτει µε τη 
χαρακτηριστική. Συµπερασµατικά, φαίνεται ότι µπορούµε να χρησιµοποιούµε το 
απλοποιηµένο σύστηµα των συνήθων διαφορικών που εξάγεται από τη µεταβολική µέθοδο 
για να περιγράψουµε την εξέλιξη του διανυσµατικού σολιτονίου παρουσία µεταβαλλόµενης 
διασπορά, όταν η συχνότητα µεταβολής είναι αρκετά µικρότερη των χαρακτηριστικών, ενώ 
καλή ακρίβεια έχουµε και για συχνότητα διαταραχής σηµαντικά µεγαλύτερη. Αυτό συµβαίνει 
διότι η µεταβολική µέθοδος, ως αδιαβατική, απαιτεί τη διατήρηση του σχήµατος και της 
ενέργειας του παλµού. Όταν κάτι τέτοιο δε µπορεί να ισχύει ούτε καν προσεγγιστικά, η 
µέθοδος αρχίζει να αποτυγχάνει.  
 

 
Σχήµα 2.39: Εξέλιξη της ενέργειας του παλµού για (α) διάφορες τιµές του k0 (υπόµνηµα) και 
ε=0.2 και (β) k0=ω∆Τ, 2ω∆Τ και διάφορες τιµές του ε (υπόµνηµα). 
 

Στο σχήµα 2.40 παρατίθενται η ενέργειες του παλµού χωρίς καθόλου διαταραχή, αλλά για 
διαφορετικά αρχικά ∆ω. Όσο πιο έντονη η διαφορά, (η διπλοθλαστικότητα) τόσο πιο έντονες 
και οι ταλαντώσεις µεταξύ των συνιστωσών και τελικά η απώλεια ενέργειας, αν και σε κάθε 
περίπτωση σύντοµα αποκαθίσταται ισορροπία και οι εκποµπή σταµατά. Αυτό που είναι 
εντυπωσιακό από τις αριθµητικές προσοµοιώσεις, είναι η δυναµική ευστάθεια του παλµού. 
Οι γκαουσιανές συνιστώσες που εισάγονται αρχικά δεν είναι οι ιδιοσυναρτήσεις των 
συζευγµένων NLS µε µεταβλητή διασπορά. Ο παλµός δείχνει να προσαρµόζεται στις τιµές 
της µη-γραµµικότητας και τις τοπικές τιµές της διασποράς και να οδεύει παλλόµενος. 
Περνώντας από την ηµιτονοειδή µεταβολή διασποράς στη τετραγωνική, στο σχήµα 2.41 
παρατίθενται οι ενέργειες του παλµού και για τις δύο περιπτώσεις. Η τετραγωνική διαταραχή 
προκαλεί ανάλογη απώλεια, αν και κάπως µεγαλύτερη. 
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Σχήµα 2.40: Εξέλιξη της ενέργειας του παλµού µε ε=0, για διαφορετικές αρχικές τιµές της 
∆ω. 
 

 
Σχήµα 2.41: Εξέλιξη της ενέργειας του παλµού για οµαλή (ηµιτονοειδή) και τετραγωνική 
µεταβολή της διασποράς (µαύρη και γκρίζα γραµµή αντίστοιχα), όπου k0=ω∆Τ, ε=0.2. 
 
 
Β) Τετραγωνική διαµόρφωση 
Έχοντας βγάλει συµπεράσµατα για τη χρησιµότητα της µεταβολικής µεθόδου, περνάµε σε 
τετραγωνική διαµόρφωση διασποράς, όπου θα εξετάσουµε πάλι τη διάδοση του παλµού αλλά 
και την ακρίβεια της µεθόδου. Η νέα συνάρτηση διασποράς είναι 

 [ ]0 0

0

1 ( 1) tanh ( ) tanh
N

i

i

d S Z iL SiLε
=

= + − − +∑ , (2.47) 

όπου N ο αριθµός περιόδων διαµόρφωσης µέχρι το Zmax, S σταθερά που σχετίζεται µε τη 

κλίση της συνάρτησης και 0 02 /
map

L k Lπ= = . Μερικές από τις περιπτώσεις που µελετήθηκαν 

παρατίθενται παρακάτω. 
Ξεκινάµε όπως είχαµε κάνει και για την οµαλή διαµόρφωση, µε k0=0.61 και αρχικές 

συνθήκες του ΠΙΝΑΚΑ 1, ώστε η αρχική τιµή της Η4 να είναι πάντα -0.4. Στο σχήµα 2.42 
φαίνονται οι τρισδιάστατες προβολές τοµών της j=4, για διάφορες τιµές του ε, σε αντιστοιχία 
µε το σχήµα 2.11. Ενώ για ε=0.01, (α), η τοµή είναι σχεδόν κυλινδρική, για µεγαλύτερες 
τιµές του ε γίνεται τοροειδής, κατ’ αναλογία µε τη περίπτωση οµαλής µεταβολής της 
διασποράς. Εν τέλη για ε=0.1 (αντί για 0.09) η τροχιά διαφεύγει.  
Απευθείας επίλυση των µερικών διαφορικών για τις παραπάνω αρχικές συνθήκες και k0 
δείχνει ότι ο παλµός δε διαλύεται για ε=0.1, αλλά για λίγο µεγαλύτερο από 0.3. Στο σχήµα 
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2.43 φαίνεται η λύση των PDEs για ε=0.3, όπου ο παλµός αν και χάνει πολύ ενέργεια 
διατηρείται αναγνωρίσιµος, τουλάχιστον µέχρι το Z=2000. 
 

 

 

Σχήµα 2.42: Τρισδιάστατες προβολές τοµών για τετραγωνική διαταραχή µε k0=0.61 και 
τιµές του ε να αναγράφονται στα επί µέρους σχήµατα. 
 

 

Σχήµα 2.43: Εξέλιξη του παλµού σύµφωνα µε τις PDEs για τις αρχικές συνθήκες του 
σχήµατος 2.42 και k0=0.61, ε=0.3. 
 

Για µικρότερη συχνότητα διαταραχής έχουµε ξανά καλλίτερη συµφωνία. 

Χρησιµοποιώντας πάλι τις α.σ. του ΠΙΝΑΚΑ 1, µε k0=0.305 ( / 2ω∆Τ∼ ) και για διάφορες 

τιµές του ε, διαπιστώνουµε ότι η τροχιά µε το µεγαλύτερο, κατά απόλυτο τιµή, P1 (∆ω) 
διαφεύγει για ε=0.1. Οι τροχιές µε ενδιάµεσες τιµές των α.σ. διαφεύγουν για µεγαλύτερα ε. 
Στο σχήµα 2.44 αντιπαρατίθενται οι τοµές των τροχιών j=0 και j=4 για κάποιες τιµές του ε. 
Για µικρή διαταραχή (α και δ) η j=0 δίνει ελαφρά τοροειδή τοµή, ενώ η j=4 που οι α.σ. είναι 
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πιο κοντά στο σ.σ., ένα λεπτό κυλινδροειδές και τα δύο δισδιάστατα. Οι τοµές παχαίνουν και 
γίνονται πιο φανερά τοροειδείς για µεγαλύτερα ε, ενώ για ε=0.1 η j=0 διαφεύγει και στο (γ) 
προβάλλονται τα πρώτα σηµεία της τοµής, µέχρι και για Ζ=2000 µόνο. Η αντίστοιχη τοµή 
της j=4 (στ), έχει σηµάδια εργοδικότητας και φαίνεται να καταλαµβάνει ένα στενό αλά 
τρισδιάστατο χώρο. Παρολαυτά δε διαφεύγει. 

Η σύγκριση των αποτελεσµάτων των ODEs µε αυτά από απευθείας αριθµητική επίλυση 
των PDEs δείχνουν αρκετά καλή σύγκλιση. Για παράδειγµα, παραθέτουµε στο σχήµα 2.45(α) 
τη διάδοση του παλµού, για τις α.σ. της j=0 και διαταραχή ίδια µε του σχήµατος 2.44(γ), 
όπως δίνεται από τις µερικές διαφορικές. Πράγµατι λοιπόν ο παλµός καταστρέφεται λίγο πριν 
το Ζ=2000 και η ενέργεια του µοιράζεται αρχικά στις συνιστώσες του και χάνεται σε 
γραµµικά κύµατα που εκπέµπονται εκατέρωθεν. Για λίγο µεγαλύτερο ε=0.15, στο (β) 
συγκρίνονται τα αποτελέσµατα των ODEs και των PDEs για την εξέλιξη του ∆Τ. 
Παρατηρείται γρήγορη διαφυγή και στις δύο λύσεις. 
 

 

 

 
Σχήµα 2.44: Τρισδιάστατες προβολές τοµών για τις j=0 (α-γ), j=4(δ-στ), για k0=0.305. Οι 
τιµές του ε για τα οριζόντια ζεύγη αναγράφονται αριστερά. Όλες έγιναν για Ζmax=30000, 
εκτός της (γ), που έγινε για Ζmax=2000. Σε όλες (az,el)=(255,5). 
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Σχήµα 2.45: Αριθµητικά αποτελέσµατα, (α) α.σ. όπως j=0, k0=0.305, ε=0.1, (β) ε=0.15, 
εξέλιξη του ∆Τ (διακεκοµµένη) και σύγκριση µε τις ODEs (γραµµή). 
 
Για µικρότερες τιµές του k0 η µεταβολική µέθοδος προσεγγίζει ακόµα καλλίτερα τα 
αριθµητικά αποτελέσµατα. 

Στη συνέχεια εγκαταλείπουµε την επιταγή η αρχική τιµή της παλιάς Χαµιλτονιανής να 
είναι συγκεκριµένη, έτσι ώστε να ελέγξουµε την επίδραση του αρχικού ∆ω για µεγάλο εύρος 
τιµών. Χρησιµοποιούµε τις α.σ. του ΠΙΝΑΚΑ 2. Ανάλογα µε τη περίπτωση οµαλής 

διασποράς, δοκιµάζουµε αρχικά 0 / 4k ω∆Τ= . Στο σχήµα 2.46 είναι η δισδιάστατη προβολή 

των τοµών για ε=0.05. Βλέπουµε ότι για µικρή σχετικά τιµή του ε πολλές τροχιές 
διαφεύγουν, ενώ άλλες γίνονται έντονα εργοδικές και αναµειγνύονται σε µεγάλο βαθµό. Οι 
τροχιές j=11, 12 διαφεύγουν για ε=0.07. Η αριθµητική επίλυση για κοντινή αρχική τιµή του 
∆ω(=0.6) δείχνει έντονη διατάραξη, αλλά όχι διάλυση. Τελικά διαλύεται για ε=0.13, τιµή 
µεγαλύτερη του 0.07, αλλά πάντως επίσης µικρή σε σχέση µε την αντίστοιχη για οµαλή 
διασπορά. Το θετικό είναι ότι οι ODEs προβλέπουν αρκετά καλά τη διαφυγή και την 
απόσταση της, όπως φαίνεται στο σχήµα 2.47. 
 

 
Σχήµα 2.46: ∆ισδιάστατη προβολή τοµών για 0 / 4k ω∆Τ= , ε=0.05 και τετραγωνική 

συνάντηση διασποράς µε α.σ. του ΠΙΝΑΚΑ2. Οι τροχιές από j=13 και πάνω διαφεύγουν 
γρήγορα. 
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Σχήµα 2.47: Εξέλιξη του ∆Τ και διαφυγή για 0 / 4k ω∆Τ= , ε=0.14, σύµφωνα µε τις ODEs 

(γραµµή) και τις PDEs (έντονη γραµµή). 
 
 

Για k0=0.61, κοντά στο ω∆Τ , η συµφωνία των δύο µεθόδων επίλυσης χάνεται εντελώς. Στο 

σχήµα 2.48 φαίνονται τρισδιάστατες προβολές τοµών των j=6 και j=11 για ε=0.05. Φαίνεται 
πως η j=11 διαφεύγει, κάτι κατανοητό και από τον εντελώς εργοδικό χαρακτήρα της τοµής, 
όπου γεµίζει ξεκάθαρα εκτεταµένο τρισδιάστατο χώρο. Η αριθµητική επίλυση των 
συζευγµένων NLS όµως δεν δείχνει την ίδια ευαισθησία και προβλέπει τη διαφυγή να 
συµβαίνει για τιµή του ε πάνω από 0.2. Στο σχήµα 2.49 παρατίθενται οι λύσεις των δύο 
συστηµάτων για την εξέλιξη του ∆Τ, όταν ε=0.2 και µε αρχική τιµή του ∆ω να είναι 0.6. Η 
λύση των ODEs φαίνεται βέβαια να διαφεύγει πολύ γρήγορα, τη στιγµή που η αριθµητική 
επίλυση δε δείχνει τίποτα τέτοιο. 
 
 
 

 
Σχήµα 2.48: Τρισδιάστατες προβολές για τις τοµές των j=6 (α) και j=11 (β), όταν k0=0.61, 
ε=0.05. Το Ζmax=30000, αλλά στο (β) φαίνεται τα σηµεία µόνο µέχρι 10000 καθώς µετά 
διαφεύγουν. 
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Σχήµα 2.49: Εξέλιξη του ∆Τ για την παραπάνω διαταραχή και αρχικό ∆ω=0.6, σύµφωνα µε 
τις ODEs (α-γραµµή), και τις PDEs (β-διακεκοµµένη). 
 

Η ανοχή του συστήµατος των συνήθων διαφορικών σε αρκετά µεγάλες τιµές του ε, όπως 
και η συµφωνία του µε την αριθµητική επίλυση επανέρχεται για µεγάλες τιµές του k0. Κατ΄ 
αναλογία µε την οµαλή διασπορά παραθέτουµε παρακάτω αποτελέσµατα των ODEs για 
k0=20ωW και ε=0.2. Στο σχήµα 2.50 φαίνονται δισδιάστατες προβολές τοµών. Ενώ δεν 
υπάρχει διαφυγή και υπάρχει περιορισµένη σχετικά εργοδικότητα οι προβολές των τοµών 
αλληλεπικαλύπτονται έντονα και λόγω των πολλών σηµείων (λόγω της µεγάλης συχνότητας 
k0) η εικόνα συσκοτίζεται. 

 
Σχήµα 2.50: ∆ισδιάστατες προβολές των τοµών όταν 0sin( ) 0k Z = , για k0=20ωW, ε=2.0. 

Ζmax=5000. 
 

Μια πιο κοντινή µατιά της εξέλιξης ορισµένων τροχιών βλέπουµε στο σχήµα 2.51, όπου 
παρίστανται τρισδιάστατες προβολές τριών τοµών. Όλες είναι δισδιάστατες επιφάνειες. 
Τέλος στο σχήµα 2.52 συγκρίνεται η εξέλιξη του ∆Τ σύµφωνα µε τις δύο µεθόδους, για 
αρχική τιµή του ∆ω ίση µε 0.6. Αν και οι ODEs δίνουν για ακόµα µια φορά διπλάσιο πλάτος 
ταλάντωσης, αυτό διατηρείται σταθερό σε σχέση µε την αντίστοιχη λύση των PDEs, ενώ 
συλλαµβάνουν τη συχνότητα αρκετά καλά. 
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Σχήµα 2.51: Τρισδιάστατες προβολές των τροχιών j=3, µαύρο, j=9, κόκκινο, και j=13, 
πράσινο, για τη διαταραχή του σχήµατος 90-91. 

 
Σχήµα 2.52: Σύγκριση Της εξέλιξης του ∆Τ σύµφωνα µε τις ODEs (γραµµή) και τις PDEs 
(διακεκοµµένη) για αρχικό ∆ω=0.6 και τη διαταραχή του σχήµατος90-91. 
 
 
2.4.2 W1 και W2 άνισα (Γκαουσιανό ansatz) 

 
Σε αυτή τη παράγραφο εξετάζεται η περίπτωση γωνίας πόλωσης διαφορετικής από 45ο, κάτι 
που συµβαίνει όταν οι συνιστώσες έχουν διαφορετικές ενέργειες και εν κατακλείδι 
διαφορετικά εύρη. ∆ουλεύοντας όπως µε το σύστηµα (2.40) καταλήγουµε σε έξι εξισώσεις,  
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Ενώ η Χαµιλτονιανή του συστήµατος, η οποία διατηρείται όταν d=σταθερό, γράφεται 
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Το σύστηµα έχει ένα σ.σ., για d=1, το 1,20,  0,  0bσσ σσ σσω∆Τ = ∆ = =  και 
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όπου το α  σχετίζεται µε τη γωνία πόλωσης, την οποία λόγω της ισχυρής διπλοθλαστικότητας 

θεωρούµε πάλι σταθερή, ενώ για το παραπάνω αποτέλεσµα θεωρήσαµε 2 1W Wα= . Το α  

δίνεται από 
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, η οποία για δεδοµένο λόγο Ε1 προς Ε2 

έχει µοναδική λύση. Η παραπάνω λύση εκπροσωπεί το στάσιµο διανυσµατικό σολιτόνιο για 
οποιαδήποτε γωνία πόλωσης. Σε παρόµοιο συµπέρασµα είχε καταλήξει ο Kaup στην [110], 
αν και η συγκεκριµένη εργασία δεν περιλαµβάνει µεταβολή στη διασπορά. 

Συνεχίζοντας όπως για το σύστηµα τεσσάρων εξισώσεων, γραµµικοποιούµε γύρω από το 
στάσιµο σηµείο και καταλήγουµε στις παρακάτω χαρακτηριστικές συχνότητες, 
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3
4 2 3/ 2 3/ 2
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2 ( ) (1 ) 2

8(1 )

E E E Eβγ α β
ω

α∆Τ

 + + + =
+

 (2.50β) 

, οι οποίες θα αποτελέσουν οδηγό για την περαιτέρω µελέτη.  
Αν και το σύστηµα έχει έξι εξισώσεις, ακόµα και αδιατάρακτο, µπορούµε να τις 

µειώσουµε στις τέσσερις. Αυτό συµβαίνει διότι εάν διατηρείται η πόλωση, όπως και 
θεωρούµε, υπάρχει σταθερή σχέση µεταξύ W1 και W2, ενώ αποδεικνύεται εύκολα ότι υπάρχει 

και ανάλογη µεταξύ b1 και b2. Θεωρώντας γωνία πόλωσης 30θ °=  και Ε1=1, βρίσκουµε 
Ε2=0.57735. Με τη βοήθεία αριθµητικής επίλυσης (Mathematica) βρίσκουµε ότι 

1.04967α = . Τελικά 1W σσ =2.083899, 2 2.187429W σσ =  και η τιµή της H6=-0.2199171054.  

Παρακάτω επιδεικνύονται αποτελέσµατα για οµαλή µεταβολή της διασποράς 

01 sin( )d k Zε= + . ∆εδοµένου ότι θα πρέπει να µετατρέψουµε το πρόβληµα, για µια φορά 

ακόµα, από δύο σε τρεις β.ε., η νέα Χαµιλτονιανή θα είναι 6 6 3 3( ) 0H H q p′ = + =  και το νέο 

σύστηµα, 

d
d

dZ
ω

∆Τ
= − ∆   (2.51α) 

1
12

dW
db

dZ
=   (2.51β) 

2

2 2
1

2
(1 )2 1

3 2 3/ 2

1

4 ( )

(1 )

Wg E Ed
e

dZ W

αβω
α

−

 ∆Τ
−  + 

−

+ ∆Τ∆
=

+
  (2.51γ) 
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2

2 2
1

2

(1 ) 2

1 1 2

3 2 2 3/ 2 2 22
1 1 11

22
1 4

(1 ) (1 )2

W
db gE gE ed

dZ W W WW

αβ
α α

−

∆Τ
−

+

− −

 ∆Τ
= − − − + + 

 (2.51δ) 

3 1
dq

dZ
=   (2.51ε) 

3 6dp dH

dZ dZ
= −   (2.51στ) 

 
Τα αποτελέσµατα της µελέτης είναι παρόµοια µε αυτά για την περίπτωση W1=W2. 

Παραθέτουµε κάποια από αυτά για να παρουσιάσουµε τη δυνατότητα ελέγχου του 
συστήµατος και για διαφορετικά εύρη. Οι αρχικές συνθήκες φαίνονται στον ΠΙΝΑΚΑ 3 και 
είναι τέτοιες, ώστε η αρχική τιµή της H6 να είναι -0.18, ξανά κοντά στο σ.σ., ενώ η νέα τιµή 
της Χαµιλτονιανής παραµένει ίση µε µηδέν. Σε αντίθεση µε την προηγούµενη µελέτη, οι 
αρχικές τιµές που µεταβάλλονται είναι για το b1 (P2) και το ∆Τ (Q1), τα αποτελέσµατα όµως 
παραµένουν αµετάβλητα και εξαρτώµενα κυρίως από τη φύση της µεταβολής της διασποράς. 
 

ΠΙΝΑΚΑΣ 3 

j=0 Q3=0.000000 P3=0.180000 Q2=2.083900 P2=0.204443 Q1=0.000000 P1=0.000000 

j=1 Q3=0.000000 P3=0.180000 Q2=2.083900 P2=0.203335 Q1=0.111111 P1=0.000000 

j=2 Q3=0.000000 P3=0.180000 Q2=2.083900 P2=0.199994 Q1=0.222222 P1=0.000000 

j=3 Q3=0.000000 P3=0.180000 Q2=2.083900 P2=0.194359 Q1=0.333333 P1=0.000000 

j=4 Q3=0.000000 P3=0.180000 Q2=2.083900 P2=0.186318 Q1=0.444444 P1=0.000000 

j=5 Q3=0.000000 P3=0.180000 Q2=2.083900 P2=0.175680 Q1=0.555556 P1=0.000000 

j=6 Q3=0.000000 P3=0.180000 Q2=2.083900 P2=0.162118 Q1=0.666667 P1=0.000000 

j=7 Q3=0.000000 P3=0.180000 Q2=2.083900 P2=0.145054 Q1=0.777778 P1=0.000000 

j=8 Q3=0.000000 P3=0.180000 Q2=2.083900 P2=0.123359 Q1=0.888889 P1=0.000000 

j=9 Q3=0.000000 P3=0.180000 Q2=2.083900 P2=0.094326 Q1=1.000000 P1=0.000000 

 

Ξεκινώντας για µικρή συχνότητα διαταραχής 0 / 4
W

k ω= , στο σχήµα 2.53 βλέπουµε τις 

δισδιάστατες προβολές για τις τοµές των τροχιών του ΠΙΝΑΚΑ 3, όταν ε=0.1. Είναι φανερό 
ότι δεν υπάρχει καµία διαφυγή, ούτε ισχυρά φανερή εργοδικότητα, αλλά οι τοµές 
αλληλεπικαλύπτονται. Με κόκκινο εµφανίζεται η j=7 όπου βρίσκεται κοντά σε περίπλοκο 
συντονισµό και η τοµή της αποτελείται από δεκατέσσερα νησιά. Στο σχήµα 2.54 φαίνεται η 
τετραδιάστατη τοµή αυτής της τροχιάς. Ο χρωµατισµός κάνει σαφές ότι η αναδίπλωση που 
παθαίνουν τα νησιά στον εαυτό τους δε συνιστά πραγµατική επαφή. 
 

 
Σχήµα 2.53: ∆ισδιάστατες τοµές των τροχιών του ΠΙΝΑΚΑ3 για 0 / 4

W
k ω= , ε=0.1, καµία 

διαφυγή. Με κόκκινο φαίνεται η τοµή της j=7. 
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Σχήµα 2.54: Τοµή της j=7 για 0 / 4

W
k ω= , ε=0.1. Η κλίµακα του χρώµατος παριστά τις τιµές 

της ∆ω. 
 

 

 
Σχήµα 2.55: Τρισδιάστατες προβολές τοµών για τις j=1, j=9 (ΠΙΝΑΚΑΣ 3) για τα δεδοµένα 
του Σχ. 2.53. 
 

∆ηµιουργώντας τετραδιάστατες και τρισδιάστατες τοµές των επί µέρους τροχιών µας 
βοηθάει να κατανοήσουµε την εξέλιξη του συστήµατος και πως επηρεάζεται από την 
αυξανόµενη διαταραχή. Στο σχήµα 2.55 αντιπαραβάλλονται οι τρισδιάστατες προβολές 
τοµών για τις τροχιές j=0 και j=9 για ε=0.1 και 0.5, και διάδοση µέχρι Ζmax=100000. Για 
ε=0.1, αντίστοιχα µε το Σχ.2.16(α-η), οι τοµές είναι τοροειδείς και δισδιάστατες. Αυξάνοντας 
τη διαταραχή µέχρι το ε=0.5 προκαλείται η διαφυγή της j=0. Στο σχήµα 2.55(β) φαίνεται η 
τοµή να καταλαµβάνει τρισδιάστατο χώρο, ενώ είναι χαραγµένη µόνο µέχρι Ζ=20000, καθώς 
λίγο µετά διαφεύγει. Οι υπόλοιπες τροχιές, για ε=0.5, παρουσιάζουν µεγαλύτερη ή µικρότερη 
εργοδικότητα, όπως φαίνεται και στο Σχ.2.55(δ). Η σταθερότητα που επιδεικνύεται 
επαληθεύεται από την αριθµητική επίλυση των PDEs, ενώ για ε=0.55 και η αριθµητική λύση 
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οδηγείται σε διάλυση (σχήµα 2.56), σηµάδι της επιτυχίας της µεταβολικής µεθόδου, για αυτή 
τη συχνότητα. 
 

 
Σχήµα 2.56: Εξέλιξη του παλµού και διάλυση του, σύµφωνα µε απευθείας αριθµητική 

προσοµοίωση, για τις αρχικές συνθήκες ης j=0 και διαταραχή 0 / 4
W

k ω= , ε=0.55. 

 

Αυξάνοντας τη συχνότητα µέχρι 0 W
k ω= , διαπιστώνουµε για µία ακόµη φορά πως τα 

συµπεράσµατα της µεταβολικής µεθόδου απέχουν πολύ από τα αριθµητικά. Σα παράδειγµα, 
παραθέτουµε στο σχήµα 2.57(α) τη δισδιάστατη προβολή των τόµων για ε=0.05. Φαίνεται 
πως σχεδόν όλες διαφεύγουν αργά ή πιο γρήγορα. Παρολαυτά η ευαισθησία που 
επιδεικνύεται στο (α) δεν επαληθεύεται από την αριθµητική επίλυση. Μάλιστα για τις α.σ. 
της j=0 ο παλµός δε διαλύεται παρά µόνο για ε µεγαλύτερο από 0.3. Στο σχήµα 2.57(β) 
φαίνεται ο παλµός όπως δίνεται από την επίλυση των PDEs για ε=0.3, όπου αν και χάνει, 
κατά τα γνωστά, αρκετή από την ενέργεια του παραµένει συγκεντρωµένος και 
αναγνωρίσιµος. 
 

 
Σχήµα 2.57: (α) ∆ισδιάστατη προβολή τοµών για τις α.σ. του ΠΙΝΑΚΑ3, 0 W

k ω= , ε=0.05, 

(β) εξέλιξη του παλµού σύµφωνα µε τις PDEs για τις α.σ. της j=0 και 0 W
k ω= , ε=0.3. 

 
 
2.4.3 sech ansatz, W1=W2 

 
Στη παρούσα παράγραφο κάνουµε µία νέα αρχή χρησιµοποιώντας ansatz τύπου sech για τις 
συνιστώσες του παλµού. Αν και οι δύο συναρτήσεις δε διαφέρουν, η µεταβολική µέθοδος 
εφαρµόζεται εξ αρχής και γίνονται πάλι όλοι οι υπολογισµοί, όπως και στην αρχή του 
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κεφαλαίου 2.4, όπου χρησιµοποιήθηκε γκαουσιανό ansatz. Το sech σαν αρχική συνθήκη έχει 
χρησιµοποιηθεί από πολλούς συγγραφείς σε αριθµητικές [143, 144] και αναλυτικές εργασίες 
[109, 133], ενώ για συγκεκριµένη επιλογή παραµέτρων (στη µορφή διανυσµατικού 
σολιτονίου) αποτελεί λύση για τις συζευγµένες NLS [1, 146]. Η Λαγκρανζιανή πυκνότητα 
παραµένει ίδια (σχέση 2.31). 
Τα ansatz για τις δύο συνιστώσες θα είναι της µορφής, 

 ( ) ( )21 1
1 1 1 1

1 1

sec exp
2

T b
u A h i T T

W W
ω

    −Τ  
= − −Τ + −Τ    

     
 (2.52α) 

 ( ) ( )22 2
2 2 2 2

2 2
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2

T b
v A h i T T

W W
ω

    −Τ  
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, (2.52β) 

µε παραµέτρους ανάλογες µε αυτές των (2.30). Εφαρµόζοντας, τις παραπάνω συναρτήσεις 
στην (2.31) και ολοκληρώνοντας ως προς το χρόνο, καταλήγουµε στη Λαγκρανζιανή του 
προβλήµατος. 
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∫

, (2.53) 

όπου ο δείκτης “S” συµβολίζει το sech. Το τελευταίο ολοκλήρωµα δεν υπολογίζεται 
αναλυτικά για διαφορετικά εύρη. Στο κεφάλαιο 3 της εργασίας χρησιµοποιούµε µια 
προσεγγιστική µέθοδο για τον υπολογισµό του. Εδώ θα περιορίσουµε τη µελέτη µας στην 
περίπτωση W1=W2. Ακολουθώντας τη µεθοδολογία που χρησιµοποιήσαµε και για τις 
γκαουσιανές συναρτήσεις, καταλήγουµε σε σύστηµα οκτώ συνήθων διαφορικών, 

1
1 1

d
d

dZ
ω

Τ
= −   (2.54α) 
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∫  (2.54στ) 
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Το σύστηµα έχει τις ίδιες διατηρήσιµες ποσότητες µε το (2.32) και η επίσης διατηρήσιµη 
Χαµιλτονιανή του είναι, 
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∫

. (2.55) 

∆ουλεύοντας όπως και για την περίπτωση γκαουσιανού ansatz, απαιτώντας ίσα εύρη, 
πλάτη και ενέργειες και εκµεταλλευόµενοι τις συµµετρίες στο σύστηµα των ODEs, 
περιορίζουµε το πρόβληµα σε ένα τεσσάρων εξισώσεων: 

d
d

dZ
ω
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= − ∆   (2.56α) 
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2
4 ( )

d E
g F a

dZ W a

ω
β

∆ ∂
= −

∂
  (2.56γ) 
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όπου 
3

cosh( ) sinh( )
( )

sinh ( )

a a a
F a

a

−
=  και a

W

∆Τ
= . Η Χαµιλτονιανή γράφεται πλέον: 
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2 2 2

4 2

2 4
4 ( )

6 3 3
r

d E E E
H Eb dE d g g F a

W W W
π ω β= + ∆ + − − . (2.57) 

Για τη µορφοποίηση των παραπάνω εξισώσεων στάθηκαν χρήσιµα κάποια ολοκληρώµατα, τα 
οποία και παραθέτονται στο Appendix B. 

Χωρίς να αναφερθούµε αναλυτικά, σηµειώνουµε ότι και πάλι το σύστηµα οµοιάζει µε την 
αλληλεπίδραση δύο σωµατίων τα οποία έχουν µεταβαλλόµενη µάζα και βρίσκονται µέσα σε 
δυναµικό Kepler. Η µορφή του δυναµικού λοιπόν είναι Kepler ως προς το W και οµοιάζον µε 
ανάποδη γκαουσιανή ως προς το ∆Τ. Το στάσιµο σηµείο (σ.σ.) του συστήµατος (2.56) είναι 

1
0,  0,  0,  

(1 )
b W

Eg
σσ σσ σσ σσω

β
∆Τ = ∆ = = =

+
, και είναι «κέντρο». Η τιµή της 

Χαµιλτονιανής στον πυθµένα του δυναµκού είναι -1.851851852Hσσ = . Γραµµικοποιόντας 

γύρω από αυτό βρίσκουµε πάλι τις χαρακτηριστικές συχνότητες του συστήµατος 

 4 4 316
(1 )

15
g Eω β β∆Τ = + , 

2 2 24 (1 )
W

g E β
ω

π
+

= , (2.58) 
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Αυτό έχοντας θέσει το σύνηθες d=1. Οι συχνότητες αυτές µοιάζουν αρκετά διαφορετικές σε 
σχέση µε αυτές που εξήχθησαν για γκαουσιανά ansatz, όµως αυτό οφείλεται στην 
κανονικοποίηση µόνο. Κυρίως δε στο γεγονός ότι στη περίπτωση της γκαουσιανής ορίσαµε 
τον παρονοµαστή του εκθετικού ως W2 και όχι 2W

2, οπότε και θα υπήρχε άµεση αντιστοιχία 
µε το εύρος του sech. Τονίζουµε ότι πρόκειται απλώς για διαφορετική κανονικοποίηση και οι 
συχνότητες είναι κοντά µεταξύ τους. 

Παίρνοντας πάλι Ε=1 και g=1, β=2/3, το στάσιµο σηµείο θα είναι 

0,  0,  0,  0.6b Wσσ σσ σσ σσω∆Τ = ∆ = = = , ενώ 1.814ω∆Τ =  και 1.768
W

ω = . Η µορφή που 

παίρνουν τα ansatz είναι ( ) ( )1/ 2
5 5sec

3 3
u h T= , ( ) ( )1/ 2

5 5sec
3 3

v h T= , όπου µε απλή 

κανονικοποπιηση µετασχηµατίζεται στη γνώστή στάσιµη λύση του διανυσµατικού 

σολιτονίου για ισχυρή διπλοθλαστικότητα [146]: 

1/ 2 1/ 2
3 3

sec ( ),  v= sec ( )
5 5

u h T h T
   =    
   

. 

Η µελέτη της επίδρασης διαταραχής περιορίζεται σε οµαλή συνάρτηση διασποράς 

01 sin( )d k Zε= + . Η εισαγωγή µεταβαλλόµενης διασποράς επιβάλει τη µετατροπή του 

συστήµατος, από δύο β.ε., σε τρεις β.ε. ∆ουλεύοντας όπως πριν καταλήγουµε στο σύστηµα, 
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  (2.59δ) 

3 1
dq

dZ
=   (2.59ε) 

3 4dp dH

dZ dZ
= −   (2.59στ) 

Η νέα Χαµιλτονιανή για µια φορά ακόµα θα γράφεται, 4 4 3 3( ) 0H H q p′ = + = . Αρχικά 

παίρνουµε α.σ. τέτοιες ώστε η Η4 να ξεκινά από σταθερή τιµή , κοντά στο σ.σ., συγκεκριµένα 
Η4=-1.7. Όλες οι α.σ. αναγράφονται στον ΠΙΝΑΚΑ 4. 
 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4 

j=0 Q3=0.000000 P3=1.700000 Q2=0.600000 P2=0.303669 Q1=0.010000 P1=0.000000 

j=1 Q3=0.000000 P3=1.700000 Q2=0.600000 P2=0.300729 Q1=0.043333 P1=0.000000 

j=2 Q3=0.000000 P3=1.700000 Q2=0.600000 P2=0.294034 Q1=0.076667 P1=0.000000 

j=3 Q3=0.000000 P3=1.700000 Q2=0.600000 P2=0.283377 Q1=0.110000 P1=0.000000 

j=4 Q3=0.000000 P3=1.700000 Q2=0.600000 P2=0.268388 Q1=0.143333 P1=0.000000 

j=5 Q3=0.000000 P3=1.700000 Q2=0.600000 P2=0.248428 Q1=0.176667 P1=0.000000 

j=6 Q3=0.000000 P3=1.700000 Q2=0.600000 P2=0.222356 Q1=0.210000 P1=0.000000 

j=7 Q3=0.000000 P3=1.700000 Q2=0.600000 P2=0.187918 Q1=0.243333 P1=0.000000 

j=8 Q3=0.000000 P3=1.700000 Q2=0.600000 P2=0.139447 Q1=0.276667 P1=0.000000 

j=9 Q3=0.000000 P3=1.700000 Q2=0.600000 P2=0.044358 Q1=0.310000 P1=0.000000 

 

Ξεκινώντας µε 0 / 4
W

k ω= , κατασκευάζουµε τις τοµές για όλες τις τροχιές του 

ΠΙΝΑΚΑ 4. Στο σχήµα 2.58 φαίνονται δισδιάσταες προβολές τους για ε=0.1, 0.5 και 0.7 
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όπου παρατηρούµε συνολική διαφυγή. Κάτι διαφορετικό που εφαρµόσαµε για τις 
συγκεκριµένες τοµές είναι ότι κατασκευάστηκαν για b1=0, ενώ στα προηγούµενα κεφάλαια 

δείξαµε κυρίως τοµές για 0sin( ) 0k Z = . Η συγκεκριµένη τοµή επελέγη για να δειχθεί ότι 

µπορούµε και σε αυτή τη περίπτωση να πάρουµε την εικόνα για την εξέλιξη του συστήµατος. 
Στο (α), για ε=0.1, οι προβολές αλληλεπικαλύπτονται σε κάποιο βαθµό, και στο (β), για 
ε=0.5, πολύ περισσότερο, ενώ οι τροχιές εκτείνονται σε πολύ µεγαλύτερες τιµές των 
παραµέτρων. Ελάχιστα σηµεία συγκεντρώνονται στο (γ), όπου οι τροχιές διαφεύγουν σχεδόν 
αµέσως. Στο σχήµα 2.59(α-β) φαίνονται τρισδιάστατες προβολές για τις j=0 και j=9, για τις 
πλέον ακραίες δηλαδή α.σ., για την περίπτωση του σχήµατος 2.58(β). Τα σχήµατα είναι 
δισδιάστατα, άρα αντιστοιχούν σε ηµιπεριοδική φραγµένη κίνηση. Απευθείας αριθµητική 
επίλυση των PDEs επαληθεύει το αποτέλεσµα, όπως βλέπουµε στο σχήµα 2.59(γ, δ), όπου 
φαίνεται η εξέλιξη του παλµού για την ίδια µεταβολή στη διασπορά και τις ίδιες αρχικές 
συνθήκες µε το σχήµα 2.59(α και β) αντίστοιχα. Ο παλµός παρουσιάζει πολύ έντονη 
ταλάντωση, αλλά διατηρείται τουλάχιστον µέχρι Ζ=2000. 
 

 
Σχήµα 2.58: ∆ισδιάστατες προβολές των τοµών για b1=0 των τροχιών του ΠΙΝΑΚΑ 4, για 

0 / 4
W

k ω=  και ε=0.1 (α), ε=0.5 (β), ε=0.7 (γ). 
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Σχήµα 2.59: (α, β) Τρισδιάστατες προβολές των τοµών για τις τροχιές j=0, j=9, για 

διαταραχή 0 / 4
W

k ω=  και ε=0.5. (γ, δ) Εξέλιξη του παλµού για τις συνθήκες του (α) και (β) 

αντίστοιχα, σύµφωνα µε την αριθµητική επίλυση των PDEs. 
 

Η µεταβολική µέθοδος προβλέπει µε επιτυχία και τη διαταραχή που τελικά καταστρέφει 
τον παλµό, όπως βλέπουµε και στο σχήµα 2.60. Η αριθµητική επίλυση των PDEs δείχνει 
επίσης πολύ γρήγορη καταστροφή και διασπορά του παλµού για ε=0.7, όπως δηλαδή στο 
σχήµα 2.58(γ). 
 

 
Σχήµα 2.60: ∆ιάλυση του παλµού για 0 / 4

W
k ω=  και ε=0.7, αριθµητική επίλυση. 

 
Αντιµέτωποι µε την αποτυχία της µεταβολικής µεθόδου να αποδώσει έστω και κατά 

προσέγγιση ποσοτικά σωστά αποτελέσµατα ερχόµαστε πάλι, για συχνότητες κοντά στις 
χαρακτηριστικές. Στο σχήµα 2.61 φαίνονται οι δισδιάστατες προβολές των τοµών όταν 

0 W
k ω=  και ε=0.03 (α), ε=0.1 (β). Από το (β) φαίνεται πως όλες οι τροχιές διαφεύγουν 

σχεδόν αµέσως. Όπως και για τις γκαουσιανές συναρτήσεις, έτσι και τώρα, η υπερβολική 
ευαισθησία του συστήµατος για αυτή τη συχνότητα, δεν επαληθεύεται στη απευθείας 
αριθµητική επίλυση. Στο σχήµα 2.62 παρίσταται το αριθµητικό αποτέλεσµα για την εξέλιξη 
του παλµού και συγκεκριµένα στο (β) φαίνεται κάτοψη του. Ο παλµός χάνει αρχικά πολύ από 
την ενέργεια του, η οποία φεύγει µε τη µορφή γραµµικών κυµάτων µικρού πλάτους που 
χάνονται στα άκρα του παραθύρου. Τελικά όµως διατηρείται αναγνωρίσιµος, ακόµα και για 
ε=0.5. 
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Σχήµα 2.61: ∆ισδιάστατες προβολές των τοµών για 0 W

k ω=  και (α) ε=0.03, (β) ε=0.1. 

 

 
Σχήµα 2.62: Εξέλιξη του παλµού σύµφωνα µε τη λύση των PDEs (α) συνολική ένταση, (β) 
ισοπληθής κάτοψη. 
 

Θα ολοκληρώσουµε τη µελέτη, όπως είχαµε κάνει και για τις γκαουσιανές συναρτήσεις, 
δοκιµάζοντας ευρύ φάσµα α.σ. µε βάση στις διαφορετικές τιµές του ∆ω (διπλοθλαστικότητα). 
Οι τιµές που δοκιµάζονται αντιστοιχούν σε διαφορετικές τροχιές του συστήµατος των ODEs 
και αναγράφονται στον ΠΙΝΑΚΑ 5 παρακάτω. 
 
 

ΠΙΝΑΚΑΣ 5 

j=0 Q3=0.000000 P3=1.851852 Q2=0.600000 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.000000 

j=1 Q3=0.000000 P3=1.845901 Q2=0.600000 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.109091 

j=2 Q3=0.000000 P3=1.828050 Q2=0.600000 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.218182 

j=3 Q3=0.000000 P3=1.798298 Q2=0.600000 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.327273 

j=4 Q3=0.000000 P3=1.756645 Q2=0.600000 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.436364 

j=5 Q3=0.000000 P3=1.703092 Q2=0.600000 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.545455 

j=6 Q3=0.000000 P3=1.637637 Q2=0.600000 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.654545 

j=7 Q3=0.000000 P3=1.560282 Q2=0.600000 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.763636 

j=8 Q3=0.000000 P3=1.471025 Q2=0.600000 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.872727 

j=9 Q3=0.000000 P3=1.369868 Q2=0.600000 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=0.981818 

j=10 Q3=0.000000 P3=1.256811 Q2=0.600000 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=1.090909 

j=11 Q3=0.000000 P3=1.131852 Q2=0.600000 P2=0.000000 Q1=0.000000 P1=1.200000 

 
 

Ξεκινάµε για µικρή συχνότητα διαταραχής 0 / 4
W

k ω=  και για ε=0.1. Για τέτοια διαταραχή 

δεν υπάρχει διαφυγή, ακόµα και για µεγάλες αρχικές τιµές του ∆ω (P1). Στο σχήµα 2.63 
βλέπουµε τις δισδιάστατες προβολές των τροχιών του ΠΙΝΑΚΑ 5 για την προαναφερθείσα 
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διαταραχή. Οι τοµές παρήχθησαν στο 0sin( ) 0k Z = . Για µικρά σχετικά P1 οι προβολές 

µοιάζουν απλά ελλειψοειδή, ενώ για µεγαλύτερες τιµές η κίνηση δείχνει να περιπλέκεται. Στο 
σχήµα 2.64 βλέπουµε τρισδιάστατες προβολές τοµών για τις τροχιές j=5 και j=6, όπου 
µοιάζουν δισδιάστατα κυλινδροειδή και άρα εκπροσωπούν ηµιπεριοδική φραγµένη κίνηση. 
Στο σχήµα 2.65 φαίνεται η τετραδιάστατη τοµή της j=10. Είναι φαινοµενικά περίπλοκη, αλλά 
είναι µονοδιάστατη (rotational torus), σηµάδι εγγύτητας σε συντονισµό. 
 

 
Σχήµα 2.63: ∆ισδιάστατες προβολές τοµών ( 0sin( ) 0k Z = ) για 0 / 4

W
k ω=  και για ε=0.1 και 

τις α.σ. του ΠΙΝΑΚΑ5. Ζmax=40000. 
 

 
Σχήµα 2.64: Τρισδιάστατες προβολές τοµών ( 0sin( ) 0k Z = ) για την j=5 (α), j=6 (β) και 

0 / 4
W

k ω=  και για ε=0.1. 

 

 
Σχήµα 2.65: Τετραδιάστατη τοµή για τη j=10 και τη διαταραχή του σχήµατος 2.63. Η 
κλίµακα του χρώµατος παριστά τις τιµές του ∆ω. 
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Απευθείας αριθµητική επίλυση του συστήµατος των PDEs επαληθεύει την πρόβλεψη για 

µη καταστροφή του παλµού, ενώ παρατηρείται και αρκετά καλή ποσοτική συµφωνία των δύο 
µεθόδων. Στο σχήµα 2.66 φαίνεται η εξέλιξη της απόστασης των συνιστωσών ∆Τ µέχρι 
Ζ=100 και του εύρους W µέχρι Ζ=200, για τη διαταραχή του σχήµατος 2.63 και ∆ω=0.6, 
ανάµεσα στις α.σ. των τροχιών j=5 και j=6 (σχήµα 2.64). Η αντιπαράθεση µε την αντίστοιχη 
λύση των ODEs δείχνει καλή πρόβλεψη για το πλάτος και τη συχνότητα της ταλάντωσης. 
 

 
Σχήµα 2.66: Εξέλιξη του ∆Τ (α) και W (β) µε το Ζ για ∆ω=0.6 και τη διαταραχή του 
σχήµατος116, σύµφωνα µε τις PDEs (διακεκοµµένη) και τις ODEs (γραµµή). 
 

Αυξάνοντας τη διαταραχή σε ε=0.5 προκαλείται διαφυγή για αρκετές από τις τροχιές µε 
µεγαλύτερα αρχικά ∆ω, όπως φαίνεται και στη δισδιάστατη προβολή στο σχήµα 2.67. Οι 
τροχιές j=5, j=6 αυτή τη φορά διαφεύγουν και οι τρισδιάστατες προβολές των τοµών τους 
φαίνονται στο σχήµα 2.68 (α) και (β) αντίστοιχα, όπου φαίνονται µόνο µέχρι το Ζ=10000, 
όπου η j=5 διατηρείται αν και εργοδική, ενώ η j=6 φαίνεται να διαφεύγει νωρίτερα. 
 

 
Σχήµα 2.67: ∆ισδιάστατη προβολή των τοµών για 0 / 4

W
k ω=  και ε=0.5. Ζmax=40000. 
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Σχήµα 2.68: Τρισδιάστατες προβολές των τοµών (α) j=5, (β) j=6, µέχρι το Ζ=10000, λίγο 
µετά διαφεύγει και η j=5. 
 

Παρόµοια συµπεριφορά διαπιστώνεται και µε την αριθµητική επίλυση των συζευγµένων 
µερικών διαφορικών. Για ∆ω=0.6, τιµή ενδιάµεση των τροχιών j=5 και 6 του ΠΙΝΑΚΑ5, ο 
παλµός δε διαλύεται για ε=0.5, τουλάχιστον µέχρι το Ζ=2000. Αυξάνοντας λίγο τη 
διαταραχή, προκαλεί γρηγορότερη διάλυση του παλµού, όπως εξάλλου και στις ODEs. Στο 
σχήµα 2.69 βλέπουµε την εξέλιξη των ∆Τ και W για ε=0.6, όπως αυτή δίνεται από τις ODEs 
και την απευθείας αριθµητική επίλυση των PDEs. Η λύση των ODEs φαίνεται να διαφεύγει 
γρηγορότερα, όµως η αντίστοιχη των PDEs ακολουθεί, όχι πολύ αργότερα. 
 

 
Σχήµα 2.69: Εξέλιξη των ∆Τ και W για την άνωθεν διαταραχή και για αρχικό ∆ω=0.6, 
σύµφωνα µε τις ODEs (γραµµή) και PDEs (διακεκοµµένη). 
 

Στη συνέχεια ανεβάζουµε τη συχνότητα διαταραχής και η συµφωνία αρχίζει να χάνεται. 
Για k0=ωW , οι τροχιές διαφεύγουν γρήγορα. Στο σχήµα 2.70 βλέπουµε τρισδιάστατες 
προβολές τοµών των j=5 και j=11, του ΠΙΝΑΚΑ 5 για ε=0.01 (α και β) και ε=0.1(γ και δ). 
Ακόµα και για µικρές τιµές του ε παρατηρούµε εργοδικότητα στις τροχιές που ξεκινούν µε 
µεγάλο αρχικό ∆ω, όπως φαίνεται στο (β). Για ε=0.1 η j=5 χάνει τη δισδιάστατη τοµή της που 
είναι πλέον τρισδιάστατη (γ), αλλά τροχιές µε µεγαλύτερα ∆ω διαφεύγουν πλέον γρήγορα (δ). 
Για ακόµα µία φορά, η µεταβολική µέθοδος αποτυγχάνει να περιγράψει µε κάποια ακρίβεια, 
πέραν από µια γενική συµπεριφορά στη µεταβολή των αρχικών συνθηκών και της έντασης 
της διαταραχής. Όπως φαίνεται στο σχήµα 2.71, η αριθµητική επίλυση για ∆ω=0.6 και ε=0.3 
περιγράφει τον παλµό να ξεκινά µε έντονη αυτοεστίαση και εκποµπή ακτινοβολίας, αλλά 
τελικά να διατηρείται. 
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Σχήµα 2.70: Τρισδιάστατες προβολές τοµών για τις j=5 (α, γ) και j=11 (β, δ), για k0=ωW για 
ε=0.01 (α, β) και ε=0.1 (γ, δ). Για όλες πλην της (δ), (az, el)=(255,5). 
 

 
Σχήµα 2.71: ∆ιάδοση του παλµού σύµφωνα µε την αριθµητική επίλυση των PDEs, για 
k0=ωW και ε=0.3, όταν το αρχικό ∆ω=0.6. 
 

Για λόγο µεγαλύτερες συχνότητες, η σύγκλιση των µεθόδων δε βελτιώνεται. Για k0=2ωW, 
φαίνονται στο σχήµα 2.72 οι τοµές των τροχιών, προβεβληµένες σε δύο διαστάσεις, για 
ε=0.1. Ήδη η τροχιά µε τη µεγαλύτερη αρχική ∆ω διαφεύγει και σε αυτή ανήκει το αχνό 
νέφος σηµείων που φαίνεται στα δύο σχήµατα. Οι υπόλοιπες διαφεύγουν το πολύ για ε=0.3. 
Αντίθετα, η αριθµητική επίλυση δε δείχνει καταστροφή του παλµού. Έτσι για παράδειγµα 
στο σχήµα 2.73 ο παλµός για ∆ω=0.6 φαίνεται να διατηρεί την υπόσταση του ως οδεύον 
µη—γραµµικό κυµατοπακέτο ακόµα και για ε=0.8. 
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Σχήµα 2.72: ∆ισδιάστατες προβολές τοµών για k0=2ωW, ε=0.1. Zmax=40000. 
 

 
Σχήµα 2.73: ∆ιάδοση του παλµού, σύµφωνα µε την αριθµητική επίλυση, και µη διαφυγή για 
αρχικό ∆ω=0.6 µε ε=0.8. 
 

Η ανοχή του συστήµατος των ODEs, αλλά και του παλµού, σε µεγάλες τιµές της 
διαταραχής-µεταβολής της διασποράς, επανέρχεται για αρκετά µεγαλύτερες συχνότητες. Στο 
σχήµα 2.74 χαράσσονται τρισδιάστατες προβολές των τοµών των j=5 και j=6, όταν k0=10ωW 
και ε=2.0. Οι τοµές είναι ξεκάθαρα δισδιάστατες και τοροειδείς και παραπέµπουν σε 
αναπνέοντα παλµό που διαδίδεται χωρίς να χαλάει. Το γεγονός επαληθεύεται από την 
αριθµητική προσοµοίωση και στο σχήµα 2.75 παρατίθεται η εξέλιξη του ∆Τ µέχρι το Ζ=100, 
όπως δίνεται από την επίλυση των ODEs και των PDEs, για αρχικό ∆ω=0.6, τιµή «ανάµεσα» 
σε αυτές των τροχιών j=5 και j=6. Για µία φορά ακόµα η συµφωνία δεν είναι κακή. 
 
 
 

 
Σχήµα 2.74: Τρισδιάστατες προβολές τοµών για τις (α) j=5, (β) j=6, όταν k0=10ωW, ε=2.0. 
Ζmax=10000. (235, 5). 
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Σχήµα 2.75: Εξέλιξη του ∆Τ µέχρι το Ζ=100, όπως δίνεται από την επίλυση των ODEs 
(γραµµή) και των PDEs (διακεκοµµένη) για τη διαταραχή του σχήµατος 2.74 και αρχικό 
∆ω=0.6. 
 
 
2.4.4 Μερικά συµπεράσµατα 

 

Συµπερασµατικά, χρησιµοποιήθηκε η µεταβολική µέθοδος για τη περιγραφή της διάδοσης 
του διανυσµατικού σολιτονικού παλµού και συγκεκριµένα σε περίπτωση ισχυρής 
διπλοθλαστικότητας µε µεταβαλλόµενη διασπορά. Μελετήθηκαν οι περιπτώσεις ίσων και 
άνισων συνιστωσών γκαουσιανής µορφής και ίσων συνιστωσών µορφής sech. Η µεταβολή 
της διασπορά στη παρούσα µελέτη ήταν κυρίως οµαλή, αν και παρόµοια αποτελέσµατα 
παίρνουµε και µε τη τετραγωνική διασπορά. Το βασικό συµπέρασµα είναι ότι η µεταβολική 
µέθοδος µπορεί να περιγράψει την εξέλιξη παραµέτρων του παλµού µε επιτυχία εφόσον η 

συχνότητα της µεταβολής είναι 0 ,  
W

k ω ω∆Τ< , των χαρακτηριστικών δηλαδή συχνοτήτων του 

αδιατάρακτου συστήµατος, ενώ καλλίτερα αποτελέσµατα έχουµε για 0 / 4,  / 4
W

k ω ω∆Τ< . 

Όταν η συχνότητα της µεταβολής είναι πολύ κοντά στις παραπάνω συχνότητες έχουµε έντονη 
εκποµπή ακτινοβολούµενης ενέργειας, κάτι που η µεταβολική µέθοδος δεν προβλέπει και 
αποτυγχάνει να περιγράψει ορθά το σύστηµα. Η µέθοδος µπορεί να χρησιµοποιηθεί µε 

αρκετή επιτυχία όταν 0 ,  
W

k ω ω∆Τ>> , κάτι που σχετίζεται και µε την εκπεµπόµενη ενέργεια, 

που σε αυτές τις συχνότητες είναι πολύ µικρή. 
Επιπλέον, παρατηρήθηκε για ακόµα µια φορά η σταθερότητα των σολιτονικών λύσεων, 

ακόµα και όταν οι διαταραχές δεν είναι χαµιλτονιανές. Επαναλαµβάνουµε ότι σύµφωνα µε 
βασικές εργασίες πάνω σε σολιτονικές διαταραχές, ως χαµιλτονιανές χαρακτηρίζονται αυτές 
που είναι διατηρητικές και δε µεταβάλλονται µε τη θέση και το χρόνο. Αυτές, συνήθως όταν 
δεν είναι µεγάλες, (αν και όχι απαραίτητα), δε καταστρέφουν το σολιτονικό χαρακτήρα της 
λύσης. Οι διαταραχές που εφαρµόσαµε είναι περιοδικά µεταβαλλόµενες µε τη δυναµική 
παράµετρο, δηλαδή το z, οπότε δεν ανήκουν στις παραπάνω[146, 147]. Παρόλα αυτά, όταν η 
συχνότητα της διαταραχής είναι µικρή σε σχέση µε αυτές του αδιατάρακτους συστήµατος, η 
λύση διατηρεί σολιτονικά χαρακτηριστικά, αν και τα χαρακτηριστικά της δύνανται να 
αλλάξουν αρκετά. Για αρκετά µικρές συχνότητες το σύστηµα µπορεί να ανεχθεί και 
ιδιαιτέρως µεγάλες διαταραχές, όπως θα δούµε και στο κεφάλαιο 2.5. 
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2.5 Εφαρµογή DM σε WDM 
 
Στο παρόν κεφάλαιο εφαρµόζουµε ξανά τη µεταβολική µέθοδο για να περιγράψουµε ένα 
άλλο πρόβληµα που µοντελοποιείται µέσο συζευγµένων NLS, αυτό της σύγκρουσης παλµών 
διαφορετικών καναλιών, τυπικό στην περίπτωση της φασµατικής πολυπλεξίας, παρουσία 
διαχείρισης διασποράς. 

Στο Κεφάλαιο 1 της εργασίας αναφερθήκαµε στην «ελαστικότητα» των συγκρούσεων 
µεταξύ σολιτονικών παλµών διαφορετικών καναλιών, λόγω της οποίας τα σολιτόνια 
εξέρχονται της αλληλεπίδρασης µε αµετάβλητο πλάτος και εύρος, και στη συµµετρία της 
πλήρους σύγκρουσης, δηλαδή στο αµετάβλητο της κεντρικής συχνότητας. Στο κεφάλαιο 2.2 
όµως αναφέρθηκε πως οι αναπόφευκτες διαταραχές, όπως η ενίσχυση και η µεταβολή της 
διασποράς, καταστρέφουν αυτή τη συµµετρία, ώστε τελικά η σύγκρουση να επιφέρει 
φασµατική µετατόπιση. Παρόλα αυτά, οι µεγάλες τοπικές τιµές της διασποράς 
παρεµποδίζουν τη συµφασικότητα και άρα τη µίξη τεσσάρων φωτονίων (FWM). Έτσι, σε 
αντίθεση µε τα συνήθη σολιτόνια, το µόνο µειονέκτηµα ενός πυκνού WDM 
τηλεπικοινωνιακού συστήµατος µε διαχείριση διασποράς, είναι η φασµατική µετατόπιση των 
παλµών λόγω των µεταξύ τους συγκρούσεων.  

Σηµαντική προσπάθεια για τη µείωση ή και εξάλειψη αυτής της µετατόπισης έχει ήδη 
γίνει. Ο Hasegawa και άλλοι σε βασικές εργασίες τους πρότειναν κλιµακωτή διαµόρφωση 
διασποράς, τέτοια ώστε να ακολουθεί το ρυθµό απωλειών-ενίσχυσης ([114, 148-150)]), ενώ 
πιο πρακτικές θεωρούνται οι απόπειρες που περιλαµβάνουν διαµόρφωση δύο µόνο βηµάτων 
(όπως στο σχήµα 2.2). Στις εργασίες αυτές ([116, 151, 152]), είτε συµπεριλαµβάνουν τις 
απώλειες, είτε όχι, έχει δειχθεί πως η κατάλληλη επιλογή του Lmap (των επί µέρους µηκών και 
τιµών διασποράς) µπορεί να µηδενίσει τη φασµατική µετατόπιση που προκαλείται από 
συγκρούσεις παλµών. 

Οι παραπάνω εργασίες έχουν περιγράψει το πρόβληµα και τη λύση του αναλυτικά και 
αριθµητικά, οπότε µία ακόµα τέτοια απόπειρα, όπως στην παρούσα εργασία, µοιάζει ίσως 
περιττή. Αυτό όµως που λείπει από τις παραπάνω σηµαντικές δουλειές είναι η χρήση 
«σολιτονίων διαχείρισης διασποράς» στις προσοµοιώσεις τους. Στην παρούσα διατριβή 
προσεγγίζουµε το πρόβληµα της αλληλεπίδρασης αναλυτικά µε τη Μεταβολική µέθοδο, όπως 
δείχθηκε και στο κεφάλαιο 2.4 και αριθµητικά, µε την επίλυση δύο συζευγµένων NLS. Στη 
συγκεκριµένη περίπτωση βέβαια, σκοπός δεν είναι ο έλεγχος της ευστάθειας των παλµών 
καθώς αυτοί βρίσκονται σε διαφορετικά κανάλια µε µεγάλη φασµατική διαφορά, αλλά η 
µελέτη της επίδρασης της µεταξύ τους σύγκρουσης και να δώσουµε µια πρώτη, ποιοτική 
περιγραφή της επίδρασης του Lmap στη φασµατική µετατόπιση. Τα αποτελέσµατα είναι 
απολύτως ανάλογα µε αυτά των προαναφερθέντων εργασιών. 

Πριν προχωρήσουµε στη µελέτη των αλληλεπιδράσεων, θα αναφερθούµε στο DM-soliton 
και σε ένα απλό τρόπο µε τον οποίο το προσεγγίζουµε. 
 
 
2.5.1 DM-soliton (σολιτόνιο διαχείρισης διασποράς) 

 

Σολιτόνιο διαχείρισης διασποράς ονοµάζεται ο παλµός που ενώ µεταβάλλεται, στο τέλος 
κάθε περιόδου διαχείρισης έχει τα ίδια χαρακτηριστικά (πλάτος, εύρος, φάση) µε αυτά που 
είχε στην αρχή. Ο όρος αυτός χρησιµοποιείται για τους παλµούς που επιχειρείται να 
διαδοθούν σε γραµµή µε ισχυρή διαχείριση, που σηµαίνει ότι οι επιµέρους τιµές της 
διασποράς είναι πολύ µεγαλύτερες της µέσης τιµής και, συνήθως, η περίοδος διαχείρισης 
Lmap είναι αρκετά µικρότερη από το µήκος της µέσης διασποράς. Οι παλµοί αυτοί υπόκεινται 
σε µεγάλες αλλαγές κατά µήκος της περιόδου διαχείρισης και διαφέρουν πολύ από τα συνήθη 
σολιτόνια που έχουν αδιατάρακτη διάδοση. Επιπλέον, η επίτευξη αυτής της περιοδικής 
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επαναφοράς απαιτεί την εκ των προτέρων επιβολή συγκεκριµένης έντασης τερετίσµατος 
([153]), καθώς και ενισχυµένο πλάτος, οπότε και ενέργεια, σε σχέση µε σολιτονικό παλµό 
του ίδιου εύρους [88]. Μία ακόµα σηµαντική διαφορά είναι το σχήµα του παλµού, όπου είναι 
πλέον γκασουσιανή και όχι sech. Αυτό διότι οι µεγάλες τοπικές τιµές διασποράς καθιστούν 
τη µη-γραµµικότητα αµελητέα για το µήκος µιας περιόδου και είναι γνωστό ότι η λύση της 
NLS χωρίς µη-γραµµικότητα είναι γκαουσιανή. 
Τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά του DM-soliton δρουν ευεργετικά για µια σειρά από σοβαρά 
προβλήµατα στη διάδοση σολιτονίων µε φασµατική πολυπλεξία. Καταρχάς οι υψηλές τοπικές 
τιµές της διασποράς µειώνουν σηµαντικά το FWM. Το τερέτισµα προκαλεί έντονη περιοδική 
µεταβολή της φάσης, µειώνοντας έτσι τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των παλµών [90]. Ακόµα, 
η αυξηµένη ενέργεια που απαιτείται περιορίζει το θορυβικό τρόµο Gordon Haus και 
συνολικά οδηγεί σε υψηλότερο SNR και σε καλύτερη επίδοση ενός τηλεπικοινωνιακού 
συστήµατος [93]. 

Υπάρχουν ήδη αρκετές δηµοσιευµένες εργασίες που περιγράφουν την πειραµατική 
επίτευξη διάδοσης µε φασµατική πολυπλεξία µε τη χρήση DM-solitons, όπως του Nakazawa 
[154] όπου πέτυχε διάδοση 20Gb/s τριών καναλιών σε υπερατλαντικές αποστάσεις και του 
Le Guen [102], που περιγράφει διάδοση 320Gb/s σε απόσταση 1100Km. Επίσης δεν είναι 
λίγες οι εργασίες που ασχολούνται µε τη χρησιµότητα της προ-επιβολής τερετίσµατος ή µε 
την απαιτούµενη ενεργειακή επαύξηση (δείτε το [156] για µια εκτενή λίστα αναφορών). Το 
τελευταίο θέµα έχει απασχολήσει αρκετά την κοινότητα της µη-γραµµικής οπτικής και 
διάφορες αριθµητικές εργασίες έχουν στηριχτεί στον εµπειρικό τύπο της ενεργειακής 
επαύξησης του Smith [88], ενώ υπάρχουν ακόµα και κάποιες αναλυτικές προσεγγίσεις µε 
σηµαντικότερη αυτή του Turitsin [156]. Χωρίς να επεκταθούµε περαιτέρω, το βασικό 
συµπέρασµα της µέχρι τώρα µελέτης είναι πως για την επίτευξη σολιτονικής διάδοσης θα 
πρέπει το τερέτισµα, η µη-γραµµικότητα και η διασπορά να δηµιουργούν τέτοιες επί µέρους 
µετατοπίσεις στη φάση του παλµού, έτσι ώστε κατά µέσο όρο να δίνουν µηδέν. Αυτός είναι 
και ο λόγος της ενεργειακής επαύξησης, καθώς ανάλογα µε το συγκεκριµένο Lmap απαιτείται, 
κατά κάποιο ποσό, µεγαλύτερος µη-γραµµικός όρος για να παράγει φασική µετατόπιση 
τέτοια ώστε να εξισορροπήσει αυτή της διασποράς. Το εντυπωσιακό είναι πως αυτή η 
ισορροπία µπορεί να επιτευχθεί ακόµα και µε µηδενική αλλά και οµαλή µέση διασπορά, 
διευρύνοντας τη χρήση του DM-soliton εκεί που τα συνήθη οπτικά σολιτόνια δεν δύνανται να 
υπάρξουν [100, 101]. Παρόλο το επαρκές της µέχρι τώρα βιβλιογραφίας, παρακάτω 
εφαρµόζουµε έναν οµολογουµένως απλό και ποιοτικό τρόπο επιλογής των κατάλληλων 
χαρακτηριστικών του παλµού για δεδοµένη διαχείριση διασποράς.  

Αν, λοιπόν, ο παλµός που εισάγουµε στη γραµµή είναι γκαουσιανός της µορφής 
2

2

2
exp exp

T C
u A i T T

W W
ω

      = − − +            
,  

(όπου έχουµε αντικαταστήσει το µέχρι τώρα χρησιµοποιούµενο συµβολισµό του 

τερετίσµατος b W  µε τον παρόντα βολικότερο για τη µελέτη µας), είναι γνωστό από 

αριθµητικές προσοµοιώσεις και πειράµατα ότι το C µεταβάλλεται περίπου γραµµικά µε κλίση 
που σχετίζεται µε την τοπική διασπορά. Κατά µήκος µιας περιόδου διαχείρισης, για ένα 
DM-soliton θα µεταβάλλεται µε τον τρόπο που φαίνεται στο σχήµα 2.76. Το σχήµα αποτελεί 
αναπαράσταση της µεταβολής του εύρους και του τερετίσµατος κατά µήκος ενός Lmap που 
αποτελείται από τµήµατα ίσου µήκους µε τιµές διασποράς D1 και D2, ανώµαλη και οµαλή 
αντίστοιχα, και παρίσταται για να βοηθήσει στους παρακάτω υπολογισµούς. Το εύρος και το 
τερέτισµα φαίνονται να ξεκινούν από αρχικές τιµές W0 και C0, φτάνουν σε τιµές W1 και C1 
όταν ο παλµός διανύσει το L1 και, ιδανικά, επανέρχονται στις αρχικές τους τιµές στο τέλος 
της περιόδου. Θα µπορούσε να είχε χρησιµοποιηθεί περίοδος διαφορετικών επί µέρους 
µηκών, αλλά διατηρούµε αυτή τη διαµόρφωση για χάρη απλότητας. 
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Σχήµα 2.76: Αναπαράσταση της µεταβολής του εύρους (W) και του συντελεστή 
τερετίσµατος (C) ενός DM-soliton κατά µήκος µίας περιόδου διαµόρφωσης. 
 

Υιοθετώντας ξανά τη Μεταβολική µέθοδο για την αλληλεπίδραση δύο γκαουσιανών 
παλµών, όπως αναπτύχθηκε στο κεφάλαιο 2.4, και µε δεδοµένο ότι οι παλµοί ξεκινούν πλέον 
πολύ αποµακρυσµένοι µεταξύ τους (∆Τ>>1), η εξέλιξη των χαρακτηριστικών ενός εξ αυτών 
θα δίνεται από το σύστηµα (2.40). Καθώς δεν έχουν φτάσει να αλληλεπιδράσουν, µπορούµε 
να αρκεστούµε στις: 

2
dW

db
dZ

=   (2.60α) 
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db d gE

dZ W W
= −   (2.60β) 

Γίνεται φανερό ότι b W C⋅ = , και από το σχήµα 2.76 φαίνεται ότι η µεταβολή του C ως προς 
Ζ είναι η κλίση της ευθείας, για κάθε ένα τµήµα. Αν ονοµάσουµε την κλίση κ1 για το L1 και 

κ2 για το L2 θα ισχύει 1,2( )d b W dZ κ⋅ = , ανάλογα σε πιο τµήµα εξετάζουµε τα µεγέθη. 

Φαίνεται ακόµα ότι 1 0 0 1
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και επιλύνοντας την (2.60α) έχουµε, 
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από τις οποίες προκύπτει ότι C1=-C0. Λύνοντας έπειτα το παραπάνω σύστηµα, λαµβάνοντας 
υπόψη ότι η κλίση του C παραµένει σταθερή στα δύο τµήµατα, παίρνουµε, 
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και µε δεδοµένο ότι η E είναι σταθερή, καταλήγουµε εύκολα στην παρακάτω αλγεβρική 
σχέση που συνδέει τα χαρακτηριστικά της περιόδου διαµόρφωσης (πλάτος και µήκος) µε τις 
αρχικές συνθήκες του παλµού: 
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Έτσι για δεδοµένο Lmap και εύρος παλµού µπορεί να υπολογιστεί η αρχική τιµή του 
τερετίσµατος. Η ενέργεια επίσης υπολογίζεται εύκολα από τον τύπο: 

 
2

0 0 0

1 0

2 2 2 2(1 2)(1 )C W D C
E

gL gW

−∆ +
= − +  (2.64) 

Υπενθυµίζουµε ότι οι παραπάνω τύποι είναι προϊόντα προσέγγισης και θα ήταν πολύ 
αισιόδοξο να περιµένουµε ότι οι αρχικές συνθήκες που υπολογίζουν θα ορίζουν ένα DM-
soliton µε περιοδικότητα ακριβώς Lmap. Επιπλέον, η όλη προσέγγιση έγινε µε βάση το 
σύστηµα των συνήθων διαφορικών και όχι το πλήρες µοντέλο της NLS. Όµως, το σύστηµα 
των ODEs και οι παραπάνω τύποι επιτρέπουν µια αρκετά ασφαλή επιλογή αρχικών 
συνθηκών και καταφέρνουν να περιγράψουν την εξέλιξη ενός παλµού που προσεγγίζει το 
ιδεατό DM-soliton µε περισσότερη ή λιγότερη επιτυχία.  
 

 
Σχήµα 2.77: Εξέλιξη του συντελεστή τερετίσµατος C και εύρους του παλµού W κατά µήκος 
ενός αριθµού περιόδων διαµόρφωσης, σύµφωνα µε το σύστηµα (2.60), για α) k0=5, ∆D=10 
(ε=5), β) k0=20, ∆D=100 (ε=50). Οι διακεκοµµένες γραµµές οριοθετούν τα τµήµατα του 
Lmap. Τα µεγέθη είναι κανονικοποιηµένα. 
 

Έτσι στο σχήµα 2.77(α), φαίνεται η εξέλιξη των χαρακτηριστικών του παλµού για 

2 5
map

L π=  και ∆D=10, µε αρχικό εύρος παλµού πάνω στο σ.σ. των (2.60) χωρίς DM, 

0 2 2W =  και σύµφωνα µε τις (2.63) και (2.64), 0C = -0.4851158628 και Ε=1.235. Για 

σύγκριση αναφέρουµε ότι οι αντίστοιχες τιµές του αδιατάρακτου συστήµατος είναι C0=0 και 
Ε=1. Φαίνεται πως το τερέτισµα δεν ταλαντώνεται ακριβώς µεταξύ των τιµών C0 και –C0 και 
το εύρος εκτελεί µια πιο περίπλοκη ταλάντωση µε περιοδικότητα διαφορετική από Lmap 
Ακόµα και έτσι όµως, στην αρχή κάθε περιόδου διαχείρισης (τµήµα «+») το εύρος δε 
βρίσκεται µακριά από την αρχική του τιµή, οπότε ο παλµός επανέρχεται αρκετά κοντά στο 
αρχικό του σχήµα. Τα αποτελέσµατα είναι ακόµα καλλίτερα για την περίπτωση του σχήµατος 

2.77(β), µε 2 20
map

L π=  και ∆D=100. Επιλέξαµε 0 4W =  και έχουµε 0C = -0.8248678 και 
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Ε=1.18823, όταν οι τιµές για αδιατάρακτο σύστηµα θα ήταν 0 και 0.707 αντίστοιχα. Το 
τερέτισµα µεταβάλλεται πολύ πιο οµοιόµορφα και το εύρος επιστρέφει σχεδόν στην αρχική 
του τιµή στο τέλος κάθε Lmap. Είναι φανερό πως η πολύ πιο γρήγορη και έντονη µεταβολή 
που επιβάλει αυτή η διαµόρφωση στα χαρακτηριστικά του παλµού κάνει το τερέτισµα να 
µεταβάλλεται µε τρόπο πιο κοντά στο γραµµικό, οπότε και την προσέγγιση µας πιο ακριβή. 

Αν και ο παραπάνω τρόπος επιλογής αρχικών τιµών είναι πολύ γρήγορος και απλός, 
µπορούµε να βελτιστοποιήσουµε αυτή την επιλογή µε τη χρήση τοµών Poincaré. Ξεκινώντας 
από τη σχέση (2.64) και για δεδοµένο Lmap και εύρος παλµού, οι πιθανές τιµές αρχικού 
τερετίσµατος και επαυξηµένης ενέργειας ικανοποιούν σχέση που χαράσσεται όπως για 
παράδειγµα στο σχήµα 2.78. Υπολογίζοντας το ζεύγος που δίνεται από τις (2.63) και (2.64) 
ερευνούµε την περιοχή τιµών γύρω από αυτό και, συνήθως, βρίσκουµε ζεύγος που 
δηµιουργεί καλλίτερη προσέγγιση του DM-soliton.  
 

 
Σχήµα 2.78: Μεταβολή του C µε την Ε για τις περιπτώσεις διαµόρφωσης α) και β) του 
Σχ. 2.77. 
 

Η προαναφερθείσα τεχνική δοκιµάστηκε για διάφορες διαµορφώσεις διασποράς και 
διαπιστώθηκε ότι αν και, για δεδοµένο εύρος, µπορεί να υπάρξει ζεύγος C0-E που να 
προσεγγίζει καλλίτερα έναν αναπνέων σολιτονικό παλµό (breather) µε περίοδο ίση µε το 
Lmap, δεν υπάρχει µονό στάσιµο σηµείο. Αυτό φάνηκε και από ανάλυση σε δράσεις-γωνίες, 
όπου αποκάλυψε συντονισµούς µεγάλης µόνο τάξης (και όχι 1:1 µε τη διασπορά) και δεν 
περιγράφεται εδώ καθώς δε προσθέτει κάτι παραπάνω. Μόλα ταύτα, σε κάθε περίπτωση 
βρέθηκαν αρχικές τιµές που επέτρεπαν, στο τέλος κάθε περιόδου διαµόρφωσης, µικρή µόνο 
µετατόπιση από αυτές. Στο σχήµα 2.79 παρουσιάζονται τοµές Poincaré για τις διαµορφώσεις 
του σχήµατος 2.77(α) και (β). Για την πρώτη περίπτωση δοκιµάστηκαν τιµές της Ε από 1 έως 
6 και του b0 (=C0/W0) από -0.16 έως -0.50, ενώ στη δεύτερη περίπτωση, για το Ε από 0.7 έως 
2.4 και το b0 από -0.32, έως -0.28. Όλες οι τροχιές είναι ηµί-περιοδικές, αλλά στάθηκε 
εύκολο να βρεθούν αυτές µε το ελάχιστο εύρος παραµέτρων. Τα βέλη στο σχήµα 2.79 (α) και 
(β) δείχνουν αυτές τις τροχιές. Για τα συγκεκριµένα λοιπόν παραδείγµατα, οι βέλτιστες τιµές 
είναι, για το (α) C0=-0.4975, E=1.3448και για το (β) C0=-1.152, E=2.3414. ∆οκιµάσαµε τη 
διάδοση γκαουσιανού παλµού µε τα συγκεκριµένα χαρακτηριστικά, όπως περιγράφεται από 
τις ODEs και παράλληλα δοκιµάσαµε τις ίδιες αρχικές συνθήκες σε αριθµητικές 
προσοµοιώσεις. Τα αποτελέσµατα για την εξέλιξη του εύρους και του πλάτους του παλµού 
και για τις δύο περιπτώσεις διαµόρφωσης παρουσιάζονται στο σχήµα 2.80 για ένα κοµµάτι 
τις γραµµής διάδοσης. Βλέπουµε ότι το εύρος και το πλάτος του παλµού επιστρέφουν πολύ 
κοντά στην αρχική τους τιµή στο τέλος κάθε περιόδου διαµόρφωσης, ενώ αυτό επαληθεύεται 
µε πολύ καλή ακρίβεια από την αριθµητική επίλυση. Αν και στο σχήµα παρουσιάζεται µικρό 
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µόνο µέρος της γραµµής διάδοσης, η συµπεριφορά αυτή διατηρείται για εκατοντάδες 
περιόδους που δοκιµάστηκαν, που σηµαίνει για χιλιάδες χιλιόµετρα σε πραγµατικές τιµές. 

 

 
Σχήµα 2.79: Τοµές Poincaré W-b, µε περιοδικότητα Lmap, του συστήµατος (2.60) για τη 
διαµόρφωση διασποράς του σχήµατος 2.77(α) και (β) αντίστοιχα. Τα βέλη καταδεικνύουν τις 
στενότερες τροχιές. 
 

 

 
Σχήµα 2.80: Εξέλιξη του εύρους W και του τετραγώνου του πλάτους, σύµφωνα µε τις ODEs 

(παχιά γραµµή) και την NLS (διακεκοµµένη παχιά) για (α,γ): k0=5, ∆D=10, 0 2 2W = , C0=-

0.4975, E=1.3448, (β,δ): k0=20, ∆D=100, 0 4W = , C0=-1.152, E=2.3414. 

 
Στο σχήµα 2.81 δείχνεται το αποτέλεσµα απευθείας αριθµητικής προσοµοίωσης για την 

εξέλιξη παλµού κατά µήκος µίας περιόδου διαµόρφωσης µε τα χαρακτηριστικά και τις 
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επιλεγµένες αρχικές συνθήκες του σχήµατος 2.80 (β,δ). Αν και ο παλµός αλλάζει ραγδαία 
κατά µήκος της περιόδου, στο τέλος της επανέρχεται στην αρχική του µορφή. 
 

 
Σχήµα 2.81: Αριθµητική προσοµοίωση εξέλιξης παλµού κατά µήκος ενός Lmap µε 
επιλεγµένες αρχικές συνθήκες όπως το σχήµα 2.80 (β,δ) και διαµόρφωση διασποράς µε 
Lmap=2π/20 και ∆D=100. 
 

Για λόγους άµεσης σύγκρισης παραθέτονται στο σχήµα 2.82 τα εύρη (µε τη µορφή του 
FWHM) και τα πλάτη δύο παλµών ίδιου αρχικού εύρους που διαδίδονται σε γραµµή µε 
διαµόρφωση διασποράς, όπου Lmap=2π/20 και ∆D=100. Με διακεκοµµένες γραµµές 
παρίστανται τα χαρακτηριστικά ενός DM-soliton που αναπαριστάται στα σχήµατα 2.81 και 
2.80(β,δ) και µε πλήρεις γραµµές ενός συνήθους σολιτονίου, όπως θα επελέγετο για σταθερή 
διασπορά ίση µε τη µέση διασπορά της περιόδου. Παρατηρούµε ότι το εύρος και το πάτος 
του DM-soliton επανέρχονται στις αρχικές τους τιµές µε µεγάλη πιστότητα, η οποία θα 
φαινόταν καλλίτερη ακόµα αν δεν υπήρχαν κάποιες αδυναµίες στην απεικόνιση. Το sech 
σολιτόνιο υποβάλλεται σε έντονη ταλάντωση µε τρόπο όµως ώστε να µην επανέρχεται στην  
αρχική του µορφή σε κάθε περίοδο διαµόρφωσης, µειώνοντας έτσι τη χρησιµότητα του σε 
τηλεπικοινωνιακό σύστηµα µεταβλητής διασποράς. Επιπλέον, το απαιτούµενο πλάτος και η 
ενέργεια του DM-soliton είναι σηµαντικά µεγαλύτερα µε πρακτικό αποτέλεσµα, όπως 
προαναφέρθηκε, τη µείωση του Gordon-Haus jitter και τη βελτίωση του SNR σε ένα πιθανό 
σύστηµα οπτικής επικοινωνίας. 
 

 
Σχήµα 2.82: Αριθµητική προσοµοίωση της εξέλιξης του FWHM (α) και του τετραγώνου του 
πλάτους (β), για σολιτόνιο διαχείρισης διασποράς (διακεκοµµένη) και απλό σολιτόνιο, µε 
Lmap=2π/20 και ∆D=100. 
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2.5.2 Αλληλεπίδραση σολιτονίων διαχείρισης διασποράς 

 
Στη παρούσα παράγραφο εξετάζεται η δυνατότητα ελαχιστοποίησης της φασµατικής 
µετατόπισης των παλµών διαφορετικών καναλιών, που προκαλείται από τις µεταξύ τους 
συγκρούσεις. Στο κεφάλαιο 2.2 αναφέρθηκε ότι οι συγκρούσεις σε γραµµή µε ισχυρή 
διαχείριση αποτελούνται από πολλές «µικρό-συγκρούσεις», καθώς οι εναλλαγές στη 
διασπορά προκαλούν ραγδαίες µεταβολές της διεύθυνσης τους, όπως φαίνεται και από τη 
σχέση (2.40α). Επειδή χρησιµοποιούµε τις εν λόγω εξισώσεις που περιγράφουν 
αλληλεπίδραση παλµών ίσου εύρους και πλάτους µε, κανονικοποιηµένες, αντίθετες αρχικές 
χρονικές µετατοπίσεις και κεντρικές συχνότητες, το κέντρο της σύγκρουσης νοείται εκεί που 
∆Τ=0 και σε κάθε στιγµή T1=-T2=∆Τ/2, ενώ η φασµατική τους διαφορά ορίζεται ως 
∆ω=∆ω0+δω, όπου δω το η διαφορά των φασµατικών µετατοπίσεων λόγω σύγκρουσης και 
για κάθε παλµό είναι κατά απόλυτο τιµή, δω/2. 
 

 
Σχήµα 2.83: Χρονική (α) και φασµατική (β) µετατόπιση πριν, κατά τη διάρκεια και λίγο µετά 
τη σύγκρουση των παλµών. Τα πρόσηµα δείχνουν την εναλλαγή της διασποράς. 
 

Για παράδειγµα, στο σχήµα 2.83, δύο παλµοί τύπου DM-soliton σε γραµµή διαχείρισης µε 
Lmap=2π/10, ∆D=20 µε αρχική χρονική µετατόπιση ∆Τ=100 και ∆ω0=10, αναµένεται να 
έχουν ∆Τ=0 (κέντρο σύγκρουσης) στο Ζ=100, σε κανονικοποιηµένες µονάδες. Στο σχήµα (α) 
µε διάστικτες οριζόντιες γραµµές ορίζονται οι µετατοπίσεις ίσες µε FWHM γύρω από το 
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∆Τ=0, οπότε και η αλληλεπίδραση είναι ισχυρότερη. Οι απότοµες αλλαγές της διασποράς 
προκαλούν την αποµάκρυνση και το πλησίασµα των παλµών και µία σειρά από ατελείς και 
πλήρεις συγκρούσεις, πριν τελικά ο «γρήγορος» ξεπεράσει τον «αργό». Όπως αναφέραµε στο 
Κεφάλαιο 1 για την ετεροδιαµόρφωση φάσης, η αλληλεπίδραση του εµπρόσθιου µέρους του 
ενός παλµού µε το πίσω µέρος του άλλου προκαλεί ανύψωση συχνότητας στο πρώτο και 
ελάττωση στο δεύτερο, ενώ το αντίθετο συµβαίνει όταν ο πρώτος ξεπεράσει το δεύτερο. 
Ακριβώς αυτή είναι και η εικόνα της φασµατικής µετατόπισης στο σχήµα (β) µε τις ατελείς 
συγκρούσεις στο πρώιµο στάδιο της αλληλεπίδρασης όπου έχουµε µόνο, ή κυρίως άνοδο, της 
∆ω και έπειτα στο τελικό όπου έχουµε ξανά πτώση. Στο ενδιάµεσο στάδιο, οι παλµοί 
φαίνονται να περνούν ο ένας µέσα από τον άλλο και έχουµε πλήρεις συγκρούσεις. Η τελική, 
συνολική, φασµατική µετατόπιση είναι µικρή, της τάξης του 10-3, αλλά διάφορη του µηδενός. 
Καταλαβαίνουµε πως σε ένα πραγµατικό σύστηµα µε φασµατική πολυπλεξία, οι παλµοί θα 
υπόκεινται σε πολλαπλές συγκρούσεις, οπότε και σε σηµαντική φασµατική µετατόπιση. 

Σύµφωνα µε τη σχέση (2.11) η φασµατική µετατόπιση παρουσιάζει σειρά από µέγιστα και 
ελάχιστα, ανάλογα µε τη τιµή του D (σα µια εικόνα συµβολής) και επίσης τείνει να 
ελαχιστοποιηθεί όσο µικραίνει το Lpert, εν προκειµένω το Lmap. ∆ιαλέγοντας τις διαµορφώσεις 
των παραπάνω σχηµάτων, υπολογίσαµε τα χαρακτηριστικά των DM-soliton για διάφορες 
τιµές του ∆D. Επιλύοντας τις εξισώσεις. (2.40) µπορούµε να υπολογίσουµε τη συνολική 
φασµατική µετατόπιση για κάθε περίπτωση. Τα αποτελέσµατα για k0=5 και 20 
παρουσιάζονται στα σχήµατα 2.84 και 2.85.  
 

 
Σχήµα 2.84: Συνολική φασµατική µετατόπιση σε σχέση µε τη διαφορά στη διασπορά των 
τµηµάτων διαµόρφωσης, µε Lmap=2π/5 για παλµούς µε (α) ∆ω0=10, (β) ∆ω0=20. 
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Σχήµα 2.85: Συνολική φασµατική µετατόπιση σε σχέση µε τη διαφορά στη διασπορά των 
τµηµάτων διαµόρφωσης, µε Lmap=2π/20 για παλµούς µε ∆ω0=20. 
 

Γίνεται λοιπόν φανερό ότι υπάρχουν τιµές τις διασποράς όπου η συνολική µετατόπιση 
είναι µηδενική, ενώ άλλες την ανεβάζουν σε κάποιο τοπικό µέγιστο. Για µεγαλύτερες τιµές 
της αρχικής φασµατικής διαφοράς, οι µετατοπίσεις είναι γενικά µικρότερες, όπως άλλωστε 
προβλέπει και η σχέση (2.11). Στο σχήµα 2.85 τα σηµεία είναι λίγα για το εύρος των 
διαφορετικών ∆D, αλλά το γεγονός της ύπαρξης µεγίστων και ελαχίστων είναι ξεκάθαρο, ενώ 
οι τιµές είναι πολύ µικρότερες από ότι στο σχήµα 2.84, καθώς το Lmap είναι αρκετά 
µικρότερο. Στη περίπτωση του Lmap=2π/5 δε µπορούµε να πάµε σε µεγαλύτερες τιµές της 
διασπορά χωρίς να έχουµε µιγαδικές τιµές τερετίσµατος, µεγαλύτερο δηλαδή εύρος. Τα 
παραπάνω σχήµατα είναι ανάλογα µε αυτά του Sugahara [117] για σύνηθες σολιτόνιο. 

Για να δοκιµάσουµε το αληθές των παραπάνω αποτελεσµάτων δοκιµάσαµε αριθµητικές 
προσοµοιώσεις συγκρούσεων για ενδεικτικές τιµές παραµέτρων. Οι προσοµοιώσεις έδειξαν 
φασµατικές µετατοπίσεις που ακολουθούν αυτές που υποδεικνύουν οι ODEs στα σχήµατα 

2.84 και 2.85. Στο σχήµα 2.86 φαίνεται η σύγκρουση δύο παλµών µε 0 2 2W = , C0=-0.4975, 

µε ∆Τ0=40 και ∆ω0=10, σε γραµµή µε Lmap=2π/5 και ∆D=10. Σε πραγµατικές µονάδες θα 
µπορούσαµε να έχουµε παλµούς εύρους FWHM 10ps που θα είχαν φασµατική διαφορά 

4.3nmλ∆ ≈ , σε διαµόρφωση διασποράς περιόδου 245km, και µη-γραµµικό συντελεστή 
3/Wkmγ ≈ , οπότε θα χρειαζόταν αρχική ισχύς 1.6P mW≈  Οι παλµοί φαίνονται να 

διέρχονται αλώβητοι της σύγκρουσης. Η πορεία «ζικ-ζακ» που ακολουθούν οφείλεται στη 
ισχυρή  διαµόρφωση διασποράς που τους αλλάζει κατεύθυνση. Σύµφωνα µε το σχήµα 
2.84(α), αυτή η τιµή της διασποράς αφήνει τους παλµούς χωρίς µετατόπιση συχνότητας. 
Αυτό πράγµατι επαληθεύεται, αφού στο σχήµα 2.87 όπου δείχνεται η φασµατική µετατόπιση 
του u1 όπως υπολογίζεται από την αριθµητική επίλυση είναι µηδενική. 
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Σχήµα 2.86: Αριθµητική επίλυση της σύγκρουσης δύο όµοιων DM-solitons µε φασµατική 
διαφορά ∆ω0=10, σε γραµµή µε διαχείριση διασποράς µε Lmap=2π/5 και ∆D=10. 
 

 
Σχήµα 2.87: Μετατόπιση συχνότητας κατά τη σύγκρουση των παλµών του σχήµατος 2.86. 
 
 
2.6 Συµπεράσµατα 
 
Συνοψίζοντας, στο Κεφάλαιο αυτό παρουσιάστηκε ο τρόπος µελέτης και τα αποτελέσµατα 
για δύο προβλήµατα αλληλεπίδρασης χρονικών σολιτονικών «παλµών», παρουσία 
µεταβαλλόµενης διασποράς. Και στις δύο περιπτώσεις το κύριο µέρος της µελέτης αφορούσε 
τα δυναµικά συστήµατα τα οποία προσεγγίζουν τα προβλήµατα. Στο πρώτο πρόβληµα 
εξετάσαµε τη δυνατότητα διατήρησης διανυσµατικού σολιτονίου σε ίνα µε ισχυρή 
διπλοθλαστικότητα. ∆είξαµε ότι εάν η συχνότητα της µεταβαλλόµενης διασποράς είναι πολύ 
µεγαλύτερη (δεκαπλάσια ή και παραπάνω) από τις χαρακτηριστικές συχνότητες του 
συστήµατος, αυτό διατηρείται και οι δύο ρυθµοί του δε χωρίζουν, ακόµα και για µεγάλες 
τοπικές τιµές της διασποράς (διαταραχή). Αντίθετα, όταν η συχνότητα είναι µικρή και 
ιδιαίτερα όταν είναι κοντά στις χαρακτηριστικές, ακόµα και µικρές τιµές της διαταραχής 
διαλύουν τον παλµό. Τα παραπάνω επαληθεύτηκαν και µε αριθµητικές προσοµοιώσεις. 
Επιπλέον εξετάσαµε την ισχύ της Μεταβολικής µεθόδου, η οποία χρησιµοποιήθηκε για την 
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εξαγωγή των δυναµικών συστηµάτων. Σε κάθε περίπτωση φάνηκε πως η µέθοδος δίνει 
έγκυρα αποτελέσµατα, µόνο εάν η συχνότητα διαταραχής είναι µικρή, κατά προτίµηση κάτω 
από το ¼ της µικρότερης από τις χαρακτηριστικές συχνότητες, ή πάλι όταν είναι πολύ 
µεγαλύτερη από αυτές. 

Το δεύτερο πρόβληµα αφορούσε την επίδραση της συχνότητας (περιόδου) διαχείρισης, 
αλλά και των ακρότατων τιµών της διασποράς στη φασµατική µετατόπιση που προκαλείται 
σε σολιτονικό παλµό λόγω σύγκρουσης µε παλµό άλλου καναλιού. Η διαχείριση θεωρείται 
ισχυρή και η συχνότητα µεταβολής της διασποράς αρκετά µεγαλύτερη από τις 
χαρακτηριστικές συχνότητες. Χρησιµοποιήθηκαν τα DM-σολιτόνια, για τα οποία 
χρησιµοποιήσαµε ένα απλό τρόπο υπολογισµού του πλάτους τους. Η επίλυση του δυναµικού 
συστήµατος έδειξε ότι για δεδοµένα χαρακτηριστικά της «περιόδου διαχείρισης» η 
φασµατική µετατόπιση µηδενίζεται, ακριβώς όπως έχει δειχθεί και για τα συνήθη σολιτόνια 
σε παλαιότερες εργασίες. 
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Κεφάλαιο 3 
 

Αλληλεπίδραση στενών χρονικών παλµών 
 
 

Στο κεφάλαιο αυτό µελετάµε ακόµα ένα πρόβληµα που περιγράφεται από συζευγµένες 
µονοδιάστατες NLS. Πιο συγκεκριµένα, προσπαθούµε να περιγράψουµε ηµί-αναλυτικά την 
αλληλεπίδραση στενών χρονικών παλµών, που ανήκουν σε διαφορετικά κανάλια, είναι 
δηλαδή διαφορετικής συχνότητας. Καθώς στενοί ονοµάζονται οι παλµοί µε εύρος κάτω από 
1ps, κάποια φαινόµενα αρκετά ασθενή ώστε να αγνοούνται σε φαρδύτερους παλµούς, τώρα 
εµφανίζονται ενισχυµένα και επηρεάζουν δραµατικά αυτούς και τις αλληλεπιδράσεις τους. 
Τα νέα φαινόµενα είναι η γραµµική διασπορά τρίτης τάξης και η σηµαντικότερη, 
µη-γραµµική, απόκριση Raman. Στη παρούσα µελέτη, η µέθοδος προσέγγισης του 
προβλήµατος είναι η άµεση διαταρακτική µέθοδος που, σαν τη µεταβολική, µας επιτρέπει να 
περιορίσουµε το πρόβληµα στην επίλυση συστήµατος συνήθων διαφορικών, µε τη βοήθεια 
των οποίων παρακολουθούµε την εξέλιξη των χαρακτηριστικών των παλµών. Επίσης, 
προτείνεται τρόπος περιορισµού της επίδρασης του φαινοµένου Raman, της ολίσθησης 
συχνότητας, για το ένα κανάλι, µέσω της αλληλεπίδρασης του µε το δεύτερο. 
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3.1 Φαινόµενα ανώτερης τάξης 

 
Στο παρόν κεφάλαιο αντιµετοπίζονται φαινόµενα ανώτερης τάξης τα οποία εµφανίζονται 
κατά τη διάδοση πολύ στενών παλµών, µε εύρος µικρότερο του 1ps. Πιο συγκεκριµένα θα 
αναφερθούµε στα φαινόµενα της διασπορά τρίτης τάξης και στην ποικιλία των φαινοµένων, 
οφειλόµενα στη σκέδαση Raman, και τα οποία είναι είτε «ενδοκαναλικά», επηρεάζοντας τον 
ίδιο τον παλµό, είτε «ετεροκαναλικά», επηρεάζοντας παλµούς διαφορετικής συχνότητας κατά 
τη συν-διάδοση τους. Συνεχίζοντας από τη φυσική περιγραφή των φαινοµένων στο Κεφάλαιο 
1, στο παρόν Κεφάλαιο παρουσιάζουµε τη µαθηµατική τους µοντελοποίηση, πως δηλαδή 
περιγράφονται σαν επιπλέον όροι της µη-γραµµικής εξίσωσης του Schrödinger.  

Η εξίσωση (1.28) χρειάζεται τροποποίηση στην περίπτωση που φαινόµενα όπως αυτά από 
διεγειρόµενη ανελαστική σκέδαση (SRS και SBS) και η διασπορά ανώτερης τάξης γίνονται 
σηµαντικά. Όπως είδαµε, εάν η ισχύς του παλµού είναι πάνω από κάποιο επίπεδο, τότε 
µπορεί να υπάρχουν και τα δύο φαινόµενα της ανελαστικής σκέδασης, µε αποτέλεσµα τη 
µεταφορά ενέργειας από τον παλµό στη δηµιουργία θυγατρικού παλµού “Stokes”. Στην 
περίπτωση τώρα όπου παλµοί διαφορετικών καναλιών συν-διαδίδονται και η φασµατική τους 
απόσταση είναι µέσα στο φάσµα κέρδους Raman, ενέργεια δύναται να µεταφέρεται από τον 
παλµό µεγαλύτερης συχνότητας προς αυτόν της µικρότερης. Έτσι οι παλµοί θα 
αλληλεπιδρούν όχι µόνο µέσω XPM, αλλά και µέσω των φαινοµένων Raman ή ακόµα και 
Brillouin. Τα φαινόµενα αυτά χαρακτηρίζονται «ετεροπαλµικά» (interpulse) ή 
«ετεροκαναλικά». 

Επιπλέον στην περίπτωση παλµών µε εύρος κάτω του 1ps, το φασµατικό τους εύρος είναι 
αρκετά µεγάλο ,ώστε το φαινόµενο Raman να µεταφέρει ενέργεια από τις υψηλές συχνότητες 
του παλµού στις χαµηλότερες, ενισχύοντας τες. Το φαινόµενο αυτό ονοµάζεται 
«ενδοπαλµική» (intrapulse) ή «ενδοκαναναλκή» σκέδαση Raman. Όπως αναφέραµε και στο 
Κεφάλαιο 1, το αποτέλεσµα είναι η µετατόπιση του φάσµατος προς µικρότερες συχνότητες 
[157]. Πέραν των παραπάνω φαινοµένων, οι στενοί παλµοί υπόκεινται και στην επίδραση της 
διασποράς τρίτης τάξης, που δε µπορεί να αγνοηθεί πλέον. 

Παρακάτω παραθέτουµε το πως αυτά τα φαινόµενα περιγράφονται από µία NLS ανώτερης 
τάξης, αρχικά για διάδοση σε ένα κανάλι και µετά για διάδοση παλµών διαφορετικής 
συχνότητας. Οι αλγεβρικοί υπολογισµοί δε παρουσιάζονται µε λεπτοµέρεια, καθώς 
οµοιάζουν µε αυτούς µε τους οποίους καταλήγουµε στις (1.28) και (2.20). Για ακόµα µία 
φορά θα αγνοήσουµε φαινόµενα που χρειάζονται κάποια συνθήκη συντονισµού για να γίνουν 
σηµαντικά, όπως το FWM. 

Ξεκινώντας πάλι από την (1.6), η επιδεκτικότητα στην περίπτωση µας θα γράφεται, [158], 

 (3) (3)

1 2 3 1 2 3( , , ) ( ) ( ) ( )t t t t t t R t t t t t tχ χ δ δ− − − = − − − , (3.1) 

όπου R(t) είναι η µη-γραµµική συνάρτηση απόκρισης του υλικού και περιγράφει τη µη άµεση 

απόκριση του και είναι κανονικοποιηµένη όπως και η συνάρτηση δ: ( ) 1R t dt
∞

−∞
=∫ . 

Αντικαθιστώντας την Εξ. (3.1) στην (1.10), η µη-γραµµική πόλωση δίνεται 

 
2

(3)

0 1 1 1( , ) ( , ) ( ) ( , )
t

NL
P r t E r t R t t E r t dtε χ

−∞

= −∫
� � �� � �

 (3.2) 

όπου πάλι θεωρείται πως το ηλεκτρικό πεδίο και το διάνυσµα της πόλωσης είναι 
συγγραµµικά. Το άνω όριο της ολοκλήρωσης είναι µόνο t, καθώς η συνάρτηση απόκρισης 

πρέπει να είναι µηδέν για 1t t> . 

∆ουλεύοντας στο πεδίο των συχνοτήτων, όπως στο κεφάλαιο 1, ο µετασχηµατισµός 
Fourier του ηλεκτρικού πεδίου υπολογίζεται ότι ικανοποιεί [159] 
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ω
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� � � �  (3.3) 

όπου ( )R ω�  είναι ο µετασχηµατισµός Fourier του R(t). Χωρίς να µπούµε σε περαιτέρω 

λεπτοµέρειες της θεωρίας, το δεξί µέρος της εξίσωσης (3.3) µπορεί να ειδωθεί σα διαταραχή, 
που έχει ως αποτέλεσµα τη µεταβολή της σταθεράς διάδοσης του βασικού ρυθµού, κατά ∆β. 
Τελικά η εξίσωση που καθορίζει την εξέλιξη της αργά µεταβαλλόµενης περιβάλλουσας του 
παλµού, (αγνοώντας τις απώλειες), είναι: 

( )
2 3

232
1 2 3

0

1 ( , ) ( ) ( , )
2 6

tiU U U U i
i U z t R s U z t s ds

z t t t t

ββ
β γ

ω −∞

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − = + − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∫  (3.4) 

Το 3β  είναι ο συντελεστής διασποράς 3ης τάξης, τον οποίο διατηρούµε στην παρούσα 

περίπτωση των πολύ στενών παλµών. Η µερική διαφόριση µε το χρόνο στο δεξί µέλος της 

(3.4) προέρχεται από τον όρο διαφόρισης πρώτης τάξης κατά την επέκταση του 
NL

P
�

, ο οποίος 

επίσης διατηρείται για τέτοιους παλµούς. Σχετίζεται δε, µε το φαινόµενο “self-steepening” 
[1]. Θα διατηρήσουµε τον εν λόγω όρο προς το παρόν µόνο, καθώς δε θα παίξει ρόλο στην 
ανάλυση µας παρακάτω. Η συνάρτηση απόκρισης R(t) περιλαµβάνει το ηλεκτρονικό 
φαινόµενο, αλλά και το σχετικό µε τους ρυθµούς ταλάντωσης (Raman) που αναπτύσσονται 
στο υλικό (πυριτία) και γράφεται [158-160] 

 ( ) (1 ) ( ) ( )
R R

R t f t f f tδ= − +  (3.5) 

Το 
R

f  συµβολίζει τη επίδραση της καθυστερηµένης απόκρισης Raman στη µη-γραµµική 

πόλωση, ενώ η συνάρτηση απόκρισης Raman, ( )f t , σχετίζεται µε το «κέρδος Raman» του 

οποίου το φάσµα δίνεται από τη σχέση 

 (3)0

0

( ) Im ( )
R R

g f f
cn

ω
ω χ ω ∆ = ∆ 

�  (3.6) 

όπου ∆ω=ω-ω0 και το “Im” συµβολίζει το φανταστικό µέρος του f� , (µετασχηµατισµού 

Fourier του ( )f t ), ενώ το πραγµατικό µέρος βρίσκεται χρησιµοποιώντας τις σχέσεις 

Kramers-Kroning [7]. Η µορφή της συνάρτησης απόκρισης Raman φαίνεται στο σχήµα 3.1, 
ενώ προσεγγίζεται από τη σχέση, [158], 

 
2 2

1 2

2

1 2 2 1

( ) exp sin
t t

f t
τ τ
τ τ τ τ

   +
= −   

   
 (3.7) 

µε 1 212.2fs,  32fsτ τ= = , ενώ το 
R

f =0.18 [159]. 

 

f(t)f(t)

 
Σχήµα 3.1: Συνάρτηση απόκρισης Raman συναρτήσει του χρόνου ([160]). 
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Στο σχήµα 3.1 παρατηρούµε ότι για t>1ps η συνάρτηση απόκρισης Raman είναι σχεδόν 
µηδέν. Έτσι για παλµούς µε εύρος µεγαλύτερο από 1ps ο όρος αυτός στη (3.4) απλοποιείται. 
Σε αυτή τη περίπτωση η ( )R t  αντικαθίσταται µε τη συνάρτηση δ(t) και η άνωθεν εξίσωση 

µετασχηµατίζεται στη γνωστή NLS (1.28). Στην πραγµατικότητα, δεδοµένης της επιθυµίας 
για διάδοση σε µεγάλες αποστάσεις, οι όροι της σκέδασης Raman µπορούν να αγνοηθούν 
εντελώς όταν το εύρος είναι πάνω από 5ps. Για παλµούς µε εύρος γύρω στο 1ps ή λίγο 
παραπάνω το δεξί σκέλος της εξίσωσης (3.4) δύναται να απλοποιηθεί. Θα παραθέσουµε την 
απλοποιηµένη αυτή µορφή για λόγους πληρότητας και διότι κάποιες βασικές εργασίες είχαν 
ακολουθήσει αυτή την οδό [157, 162, 164]. 

Αναπτύσσοντας κατά Taylor, 
2 2 2

( , ) ( , ) ( , )U z t s U z t s U z t
t

∂
− ≈ −

∂
, η νέα εξίσωση 

γράφεται  
22 3

2 232
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ββ
β γ
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 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 (3.8) 

όπου 
0

(Im )
( )

( )
R R

d f
T tR t dt f

d
ω

ω

∞

−∞
∆ =

= =
∆∫
�

. Η ανωτέρω απλοποίηση είχε χρησιµοποιηθεί σε 

δηµοσιευµένη µας εργασία [250], η οποία δεν αποτελεί τµήµα της διατριβής. Σε αυτή την 
εργασία ασχολούµαστε µε παλµούς εύρους µικρότερου από 1ps, οπότε δεν θα 
χρησιµοποιήσουµε το παραπάνω απλοποιηµένο µοντέλο. 

Επιπλέον, για τα µικρά εύρη µε τα οποία θα ασχοληθούµε, αλλά και για τις σχετικά µικρές 
εντάσεις των παλµών, καθώς θα µοντελοποιήσουµε µόνο N=1 σολιτόνια, η επίδραση του 
SBS είναι πολύ µικρότερη του SRS και µπορεί να αγνοηθεί. Ένα ακόµα φαινόµενο που 
αγνοούµε είναι το “self-steepening”, καθώς είναι λιγότερο δραστικό από το φαινόµενο 
Raman, ιδιαίτερα για µεγάλες τιµές της διασποράς. Γίνεται δε εντονότερο για παλµούς 
εύρους µικρότερου των 100fs, περιοχή τιµών που δε χρησιµοποιούµε. Ξεκινώντας από αυτό, 
επεκτείνουµε παρακάτω το µοντέλο ώστε να περιγράφει την αλληλεπίδραση στενών παλµών 
µε διαφορετικές κεντρικές συχνότητες (σε διαφορετικά κανάλια). 

Το µοντέλο αυτό βασίζεται πάλι στις συζευγµένες NLS και περιλαµβάνει τους όρους της 
ετεροδιαµόρφωσης φάσης (XPM) για τους δύο παλµούς, ενώ περιλαµβάνονται φυσικά και 
όροι ανώτερης τάξης. Αρχικά χρησιµοποιήθηκε για την περιγραφή της δηµιουργίας και συν-
διάδοσης του αρχικού παλµού (pump) και του θυγατρικού παλµού “Stokes” (ή probe ή 
Raman). Για να δηµιουργηθεί και ενισχυθεί ο παλµός Stokes θα πρέπει ο “pump” να ξεπερνά 
κάποια ισχύ κατωφλίου [161]. Σε αυτή την αρχή βασίζεται και η ενίσχυση µέσω Raman όπου 
οι “Stokes” παλµοί µεταφέρουν πληροφορία σε ένα κανάλι και δε «γεννιούνται» αλλά 
ενισχύονται από το pump που ανήκει σε κανάλι µεγαλύτερης συχνότητας (τόσο ώστε η 
φασµατική τους διαφορά να βρίσκεται κοντά στη κορυφή του κέρδους Raman), και έχει πολύ 
µεγαλύτερο εύρος (συχνά είναι CW). Αυτή η διαµόρφωση έχει χρησιµοποιηθεί σε πειράµατα, 
µε το pump να βρίσκεται σε περιοχή ανώµαλης διασποράς [163, 165] ή και σε κανονική 
διασπορά [166], ενώ σηµαντικές αριθµητικές εργασίες επίσης βασίστηκαν σε αυτή τη 
συνθήκη[167]  

Στην παρούσα διατριβή εξετάζουµε την αλληλεπίδραση στενών παλµών διαφορετικών 
καναλιών και θα χρησιµοποιήσουµε το µοντέλο των συζευγµένων εξισώσεων, αλλά χωρίς τις 
απλοποιήσεις που επιτρέπει το µεγάλο εύρος του pump. 

Ξεκινώντας όπως και στην περίπτωση του κεφαλαίου 2.2 µε το συνολικό πεδίο να δίνεται, 

 [ ] [ ]1 01 1 2 02 2

1
ˆ( , ) exp ( ) exp ( ) .

2
E r t x E i t E i t c cβ ω β ω = − + − + 
� �

 (3.9) 
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και δουλεύοντας ανάλογα, λαµβάνοντας υπόψη την παραπάνω ανάλυση που κατέληξε στη 
διάδοση ενός στενού παλµού, οι εξισώσεις που περιγράφουν την εξέλιξη για τις δύο 
περιβάλλουσες είναι: 
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 (3.10β) 

, όπου ο τονισµός δηλώνει τη διαφορετικότητα των µεγεθών µεταξύ των δύο καναλιών. Με 
έν απλό µετασχηµατισµό φέρνουµε τις εξισώσεις στην παρακάτω µορφή, 
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Αναπτύσσοντας κατά Taylor τα 
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Πριν συνεχίσουµε µε τις κανονικοποιήσεις, αξίζει να δώσουµε προσοχή στα 

ολοκληρώµατα τα σχετιζόµενα µε τη συνάρτηση απόκρισης Raman. Το Ια=
0

( ) i s
f s e ds

ω∞ ∆∫  
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είναι ουσιαστικά το ( )f ω∆�  που σχετίζεται µε τη φασµατική συνάρτηση κέρδους Raman (εξ. 

3.6), ενώ το Ιβ=
0

( ) i s
sf s e ds

ω∞ ∆∫  είναι το ( )i df dω ω − ∆ 
� , οπότε σχετίζεται µε την κλίση της 

συνάρτησης κέρδους. Και τα δύο είναι µιγαδικά µεγέθη, όπου στην εξίσωση (3.12β) 
εµφανίζουν αντίθετα πρόσηµα φανταστικού µέρους, από ότι στην (3.12α). Το πραγµατικό 
µέρος του Ια συµβάλει στη περαιτέρω διαµόρφωση του «ενεργού» δείκτη διάθλασης που 
συναντά ο ένας παλµός όταν υπερτίθεται µε τον άλλο, επηρεάζοντας έτσι τον όρο του XPM. 
Το φανταστικό του µέρος όµως, είναι ο κύριος µηχανισµός µεταφοράς ενέργειας από το 
κανάλι υψηλότερης συχνότητας σε αυτό µε τη χαµηλότερη, λόγω SRS. Αντίθετα, είναι το 
πραγµατικό µέρος του Ιβ, καθώς πολλαπλασιάζεται µε διαφορικό ως προς t όρο, το οποίο 
ευθύνεται για τη µεταφορά ενέργειας, η οποία όµως έχει την ίδια φορά µόνο για θετική κλίση 
της συνάρτησης κέρδους, δηλαδή όταν ∆ω<13THz. Ο όρος αυτός όµως είναι πολύ 
µικρότερος του Im(Ια), οπότε κατά την αλληλεπίδραση η ροή ενέργειας δεν δύναται να 
αντιστραφεί. Το φανταστικό µέρος του Ιβ σχετίζεται µε τη περαιτέρω µείωση της συχνότητας 
του παλµού λόγω της παρουσίας του άλλου παλµού, ενώ ο σχετικός όρος έχει το ίδιο 

πρόσηµο και στις δύο εξισώσεις. Τέλος, το Ιγ=
0

( )sf s ds
∞

∫  είναι καθαρά πραγµατικό και 

σχετίζεται µε το Im ( 0)f ω ω ∂ ∆ = ∂ 
� , είναι δηλαδή αίτιο αυτοδιαµόρφωσης, του παλµού και 

συγκεκριµένα της συχνότητας του. Ο όρος ο σχετιζόµενος µε το Ιγ, σχετίζεται µε την 
«ενδοπαλµική» µεταφορά ενέργειας σε µικρότερες συχνότητες (intra-pulse Raman scattering, 
IRS), που έχει κυριότερο αποτέλεσµα την ολίσθηση της συχνότητας προς µικρότερες τιµές. 
Το φαινόµενο αυτό είναι η αυτοδιεγειρόµενη ολίσθηση συχνότητας (“self frequency shift”-
SFS). Όπως φαίνεται από τον τρίτο όρο στο δεξί µέλος των εξισώσεων (3.12), η παρουσία 
του έτερου παλµού εντείνει το παραπάνω φαινόµενο. Ανεξάρτητα λοιπόν από τη µεταφορά 
ενέργειας, η επικάλυψη ενός παλµού από έναν άλλο προσθέτει στην ενέργεια του και εν τέλει 
ενισχύει την ενδοπαλµική ολίσθηση. Λόγω της παρουσίας έτερου παλµού, η ενίσχυση αυτή 
του φαινοµένου ονοµάζεται ετεροδιεγειρόµενη ολίσθηση συχνότητας (“cross frequency 
shift”-CFS). 

Τα παραπάνω φαινόµενα γίνονται σαφέστερα στην επίδραση τους επάνω στους 
παράγοντες του παλµού µε την εξαγωγή των συνήθων διαφορικών, που γίνεται παρακάτω, 
και περιγράφει την εξέλιξη αυτών των παραγόντων, δηλαδή του πλάτους, της φασµατικής και 
της χρονικής µετατόπισης. Να σηµειώσουµε ακόµα, ότι δε λαµβάνεται υπόψη η πιθανότητα 
δηµιουργίας άλλων θυγατρικών, Stokes, παλµών λόγω της ύπαρξης των U1 και U2. Αυτό 
διότι οι παλµοί είναι ιδιαίτερα στενοί και υπόκεινται σε σηµαντική και διαρκή ολίσθηση 
συχνότητας, µε αποτέλεσµα να µη προλαβαίνει να αναπτυχθεί σηµαντικό ποσό ενέργειας σε 
κάποια συγκεκριµένη συχνότητα. Ο άλλος λόγος είναι ότι οι παλµοί, όντας της τάξης των 
εκατοντάδων femptoseconds, έχουν πολύ ευρύ φάσµα µε αποτέλεσµα η ενέργεια να 
µετατοπίζεται εντός του παλµού, όταν βέβαια δεν υπάρχει η µεταξύ τους αλληλεπίδραση. 

Από τα παραπάνω γίνεται κατανοητό ότι στην περίπτωση της συν-διάδοσης στενών 
παλµών υπάρχει µια πληθώρα φαινοµένων που επιδρούν έχοντας µεγαλύτερη ή µικρότερη 
βαρύτητα. Η αλληλεπίδραση τους δε, καθορίζει και την εξέλιξη των παλµών. Πέραν της 
ανταλλαγής ενέργειας, το σηµαντικότερο αποτέλεσµα των φαινοµένων, των προερχόµενων 
από τη απόκριση Raman, είναι η σηµαντική ολίσθηση της συχνότητας, που µέσω της 
διασποράς µετασχηµατίζεται σε σηµαντική χρονική µετατόπιση. Γνωρίζουµε όµως, ότι η 
αλληλεπίδραση των παλµών µέσω XPM τους προκαλεί επίσης µόνιµη χρονική µετατόπιση. 
Βασιζόµενοι στην αρχική ιδέα της ακύρωσης της συχνοτικής ολίσθησης µέσω του XPM 
([164]), για το ένα εκ των δύο καναλιών καταλήγουµε σε παρόµοιο συµπέρασµα, λύνοντας 
όµως σύστηµα συνήθων διαφορικών, στο κεφάλαιο 3.3. Η µέθοδος µετάπτωσης από το 
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σύστηµα των δύο µερικών διαφορικών σε αυτό των συνήθων, αυτή τη φορά, είναι η «Άµεση 
µέθοδος διαταραχών», που παρουσιάζεται συνοπτικά στο επόµενο κεφάλαιο. 
 
 
3.2 Άµεση Μέθοδος ∆ιαταραχών της NLS 

 
Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζεται ο φορµαλισµός της µεθόδου, η οποία ξεκινώντας από τη 
διαταραχή της NLS καταλήγει στην εξαγωγή συνήθων διαφορικών εξισώσεων που 
περιγράφουν την εξέλιξη των χαρακτηριστικών του παλµού. Καθώς αυτό που µας ενδιαφέρει 
είναι το σύστηµα των διαφορικών, καθώς και κάποιες συνθήκες που αφορούν τη διαταραχή, 
η παρακάτω περιγραφή είαι συνοπτική. Ολόκληρη η µεθοδολογία είναι δηµοσιευµένη στην 
εργασία των Yan et al. [168]. 

Η κανονικοποιηµένη NLS µαζί µε τους επιπλέον διαταρακτικούς όρους µπορεί να γραφεί 

 [ ]2
2

Z TT
iu u u u i R uε+ + = , (3.13) 

όπου οι δείκτες συµβολίζουν την αντίστοιχη διαφόριση και ε είναι µια µικρή θετική σταθερά. 
Η λύση της αδιατάρακτης εξίσωσης είναι η γνωστή, 

 
2 2

02 4 ( )

0( , ) 2 sec [2 ( 4 )] iaT i a Z i
u Z T h T T aZ e

β θβ β − − − −= − +  (3.14) 

,όπου β  το πλάτος, α  η µετατόπιση συχνότητας, 0T  η αρχική του θέση στο χρονικό 

παράθυρο και 0θ  η αρχική φάση. Η αρχική συνθήκη για την (3.13) είναι 

 02
0(0, ) 2 sec [2 ( )] iaT i

u T h T T e
θβ β − −= −  (3.15) 

Στη συνέχεια η (3.13) γραµµικοποιείται, έτσι ώστε στη µηδενική τάξη να είναι η αδιατάρακτη 
NLS, ενώ για την πρώτη τάξη (διόρθωση) να έχουµε µία γραµµική εξίσωση. Η µεταβλητή Z 

µετασχηµατίζεται σε σειρά µεταβλητών n
nZ Zε= , (n=1,2,…) και αναπτύσσουµε σε 

ασυµπτωτικές σειρές τη λύση και τη διαταραχή: 

 0 1 2 3 ...u u u u uε ε ε= + + + +  (3.16) 

 1 0 2 0 1[ ] [ ] [ , ] ...R u R u R u uε= + +  (3.17) 

Εξισώνοντας τις δυνάµεις του ε, καταλήγει στις εξισώσεις για τη µηδενική και διόρθωση 
πρώτης τάξης: 

 
0

2
0 0 0 02 0
Z TT

iu u u u+ + =  (3.18) 

 ( )
0 1

*2 2
1 1 0 1 0 1 1 04 2
Z TT Z

iu u u u u u iR iu + + + = −   (3.19) 

, όπου η αρχικές συνθήκες για τις ανώτερες τάξεις είναι (0, ) 0nu T = . Στη µηδενική τάξη η 

λύση παραµένει το γνωστό σολιτόνιο, που τώρα γράφεται, 

 
0

0( , ) 2 sec ( ) i
u Z T h t e

θβ −= , (3.20) 

µε 2 ( )t T xβ= − , όπου 4
oZ

x a= −  και 2 ( )a T xθ δ= − + , όπου 2 24( )
oZ aδ β= − + . Λόγω της 

διαταραχής τα , , ,a xβ δ  είναι συναρτήσεις των Ζ1, Ζ2,..., αλλά τα a  και β  είναι ανεξάρτητα 

από το Ζ0. Αντικαθιστώντας την (3.20) στην (3.19), θέτοντας 1 1 1( )iu e A iBθ−= + , καταλήγει 

σε δυο τελεστικές εξισώσεις: 

 
0 1 1

0 1 1 1

1 2 1 1 2

1 1 2

1 2 1 1

2 1 2

ˆ4 Re[ ] 2 ( ) 4 ( )

ˆ4 Im[ ] (4 2 ) ( ) 2 ( )

i

Z Z Z

i

Z Z Z Z

A L B R e t x t

B L A R e a x t a t

θ

θ

β β ψ β ψ

β β βδ φ φ

+ = − −

+ = − − +
 (3.21) 

, όπου 1( ) sec ( )t h tφ = , 2 ( ) sec ( )t t h tφ = , 1( ) (1 tanh )sec ( )t t h tψ = − , 2 ( ) tanh sec ( )t t h tψ =  και 
2 2

2 2

1 22 2
ˆ ˆ2sec 1,  6sec 1

d d
L h t L h t

dt dt
= + − = + − , οι γραµµικοί τελεστές. 
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Οι ιδιοτιµές των τελεστών βρίσκονται λύνοντας τις 

 

2

2 1

2

1 2

ˆ ˆ

ˆ ˆ

L L

L L

φ λ φ

ψ λ ψ

=

=
 (3.22) 

, όπου πέρα των 1 2 1 2, , ,φ φ ψ ψ  που είναι ιδιοσυναρτήσεις για λ=0, οι υπόλοιπες βρίσκονται να 

είναι: 

 

2

2

1
( , ) (1 2 tanh )

2 ( 1)

1
( , ) ( , )

ikt

t

t k k ik t e
k

t k t k
ik

φ
π

ψ φ

= − −
+

=

 (3.23) 

, για k−∞ < < ∞ . Έπειτα τα Α1 και Β1 αναπτύσσονται πάνω στις βάσεις { }ψ  και { }φ , οπότε 

καταλήγει σε συνήθεις διαφορικές ως προς Ζ0. Χωρίς να µπούµε σε αλγεβρικές λεπτοµέρειες, 
οι οποίες είναι ιδιαίτερα µακροσκελείς, µεγάλη σηµασία στην εξέλιξη της µεθόδου έχει η 

µη εξάρτηση του 1 0[ ] iR u e θ  από το θ, από τη µορφή δηλαδή των διαταρακτικών όρων. Χωρίς 

πάλι να µπούµε σε περισσότερες αλγεβρικές λεπτοµέρειες, το αποτέλεσµα είναι το δεξί µέρος 
των διαφορικών να είναι ανεξάρτητο του Ζ0, στο κινούµενο µε την ταχύτητα οµάδος σύστηµα 
αναφοράς. Ο µόνος παράγοντας του u

0 που µένει να εξαρτάται από το Ζ0 είναι η φάση δ, 

οπότε το 1 0[ ] iR u e θ  δεν θα πρέπει να εξαρτάται από αυτή. Αυτό απλοποιεί το σύστηµα των 

συνήθων διαφορικών και, κατά πάσα πιθανότητα, το κάνει διαχειρίσιµο. Οι εξισώσεις σε 
αυτή τη περίπτωση, παραλείποντας το δείκτη «1» για απλότητα, είναι, 

Πλάτος: *

1

1
Re R e

2

i

Z
dt

θβ φ
+∞

−∞

 = ⋅ ∫  (3.24) 

Χρονική µετατόπιση *

22

1
Re R e

4

i

Z
x dt

θ φ
β

+∞

−∞

 = ⋅ ∫  (3.25) 

Φασµατική µετατόπιση *

2

1
Im R e

2

i

Z
a dt

θ ψ
+∞

−∞

 = − ⋅ ∫  (3.26) 

Φάση *

1

1
2 Im R e

2

i

Z Z
ax dt

θδ ψ
β

+∞

−∞

 = − ⋅ ∫  (3.27) 

Οι παραπάνω εξισώσεις περιγράφουν τη µεταβολή των παραµέτρων του παλµού εξαιτίας 
της διαταραχής, ενώ σε µηδενική τάξη διατηρεί τη sech µορφή του. Είναι δε ίδιες µε αυτές 
που λαµβάνονται από τη θεωρία διαταραχών της µεθόδου αντίστροφης σκέδαση [169]. Οι 
παραπάνω εξισώσεις διατηρούν το συµβολισµό των δηµιουργών της µεθόδου. Στο επόµενο 
κεφάλαιο θα επανέλθουµε στο δικό µας συµβολισµό και τις όποιες µικρές διαφορές στην 
κανονικοποίηση. Παρόλα αυτά πιστεύουµε ότι η χρήση των αποτελεσµάτων της µεθόδου 
γίνεται µε ευκρίνεια.  

Θα χρησιµοποιήσουµε τις διαφορικές εξισώσεις (3.24-3.27) όπως εµφανίζονται στην 
απλοποιηµένη τους µορφή, σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι η «διαταραχή» που εξετάζουµε 

ικανοποιεί τη συνθήκη ανεξαρτησίας του i
Re

θ  από το θ.  
 
 
3.3 Εφαρµογή της Άµεσης Μεθόδου στην NLS ανώτερης τάξης 

 
Στο κεφάλαιο αυτό εφαρµόζουµε την Άµεση µέθοδο διαταραχών στο ζεύγος των NLS 
ανώτερης τάξης που καταλήξαµε στο κεφάλαιο 3.1. Η αφορµή αυτής της µελέτης είναι ο 
έλεγχος της δυνατότητας καταπολέµησης του SFS από το XPM λόγω αλληλεπίδρασης 
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παλµών σε διαφορετικά κανάλια. Πιο σωστό βέβαια θα ήταν να πούµε πως ο σκοπός µας 
είναι ο επανέλεγχος αυτής της δυνατότητας µέσω της περιγραφής των παραµέτρων του 
παλµού από σύστηµα συνήθων διαφορικών. Όπως αναφέραµε, αυτή η παρατήρηση 
πρωτοδηµοσιεύτηκε στη [164] και επαληθεύτηκε από αριθµητική επίλυση του ζεύγους των 
NLS. Παρόµοια δουλειά ήταν και αυτή των Aparna et al.[167], οι οποίοι στη [170] 
προσεγγίζουν το πρόβληµα και ηµί-αναλυτικά καταλήγοντας σε σύστηµα συνήθων 
διαφορικών, όπου όµως αγνοήθηκε η σηµαντική χρονική µετατόπιση που προκαλεί το SFS 
και περιορίστηκε στη µελέτη της κεντρικής συχνότητας. Το χαρακτηριστικό των παραπάνω 
εργασιών είναι ότι µόνο το ένα κανάλι, το «αργό», έχει στενούς παλµούς, ενώ στο άλλο 
βρίσκεται το “pump”, όπου χαρακτηρίζεται από παλµούς εύρους της τάξης των picoseconds ή 
nanoseconds που «κουκουλώνουν» τους στενούς παλµούς του αργού καναλιού και εν τέλει 
περιορίζουν τη χρονική µετατόπιση αυτού. Στην παρούσα εργασία εξετάζουµε τη δυνατότητα 
περιορισµού της χρονικής µετατόπισης παλµού του «γρήγορου» καναλιού και συγκράτησης 
του στο «χρονικό του παράθυρο» µέσω των αλληλεπιδράσεων του µε παλµούς ενός αργού 
καναλιού. Ουσιαστικά εξετάζουµε τη δυνατότητα διατήρησης της χρονικής θέσης του 
παλµού µέσω των πλήρων συγκρούσεων µε άλλους στενούς παλµούς.  

Καθώς οι παλµοί της τάξης των femptoseconds θα ήταν ιδανικοί φορείς πληροφορίας για 
ένα οπτικό τηλεπικοινωνιακό σύστηµα, έχουν προταθεί και άλλοι τρόποι καταπολέµησης του 
SFS. Σύµφωνα µε µία καθαρά θεωρητική προσέγγιση, υπάρχει οδεύουσα λύση για την NLS 
ανώτερης τάξης, όταν αυτή είναι ασύζευκτη [171]. Όµως, προϋποθέτει την ύπαρξη 
συγκεκριµένων συντελεστών στους όρους της µη-γραµµικότητας και της διασποράς 3ης τάξης 
(TOD), κάτι που πρακτικά είναι πολύ δύσκολο. Μία άλλη πρόταση [172] είναι η χρήση 
φασµατικά περιορισµένης ενίσχυσης, ενώ παρόµοια αποτελέσµατα αναµένεται να έχει η 
χρήση φίλτρων[173].  

Σε αυτή τη διατριβή προτείνουµε ένα απλό τρόπο, (την επίλυση συνήθων διαφορικών), για 
τη µελέτη της ολίσθησης συχνότητας αλλά και άλλων φαινοµένων ανώτερης τάξης. Μέρος 
της παρουσιάστηκε στο συνέδριο της SPIE Opto-Ireland το 2005 και δηµοσιεύτηκε στα 
proceedings αυτού [253]. 
 
 
3.3.1 Φορµαλισµός του προβλήµατος 

 

Ξεκινάµε από τις εξισώσεις (3.12) οι οποίες κανονικοποιούνται η κάθε µία σε σχέση µε τα 
χαρακτηριστικά του εκάστοτε παλµού που περιγράφει. Έτσι η άµεση µέθοδος θα εφαρµοστεί 
δύο φορές, µία για κάθε εξίσωση. Μετά τις κανονικοποιήσεις, οι εξισώσεις γράφονται 
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 (3.29β) 

Ουσιαστικά γράφουµε τις εξισώσεις στη διαταρακτική µορφή της σχέσης (3.13), χωρίς το 
φανταστικό “i”, οπότε οι σχέσεις (3.24-27) µετατρέπονται ανάλογα. Τα κανονικοποιηµένα 
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µεγέθη ορίζονται ως 1/
D

Z z L= , 01/T Tτ= , 2/
D

Z z L′ = , 02/T Tτ′ = , όπου 2

1 01 2/DL T β=  και 

2

2 02 2/DL T β ′=  είναι τα µήκη διασποράς για τον αντίστοιχους παλµούς, 2/
g

t z vτ = −  ο 

µετασχηµατισµένος χρόνος πάνω στο δεύτερο παλµό και τέλος 
0i

T , iP , µε i=1,2, είναι τα 

αρχικά τους εύρη και ισχείς. Θέσαµε δε, i i iu N U P=  και καθώς οι αρχικές µας συνθήκες 

θα είναι σολιτόνια 1ης τάξης, θα ισχύει 
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′
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Όσον αφορά τους νέους συντελεστές των διαταρακτικών όρων, τα ( )3 2 016 Tδ β β=  και 

( )3 2 026 Tδ β β′ ′ ′=  σχετίζονται µε τη TOD, το 
1

2

1

11

−− −= gg vvc  είναι η διαφορά των 

αντίστροφων ταχυτήτων τους, ενώ οι υπόλοιποι σχετίζονται µε την απόκριση Raman. Πιο 

συγκεκριµένα, 1 2( )

1

0

( ) i S

r
f F S e dSσ

∞
Ω −Ω= ∫  και 1 2( )

2

0

( ) i S

rf sF S e dSσ
∞

Ω −Ω= ∫ , όπου 01( ) ( )F S T f S= , όπου 

ο χρόνος είναι πλέον κανονικοποιηµένος, και 01i i
T ωΩ =  η κανονικοποιηµένη συχνότητα. Τα 

αντίστοιχα µεγέθη στη (3.29β) είναι κανονικοποιηµένα ως προς 02T . Οι συντελεστές αυτοί 

είναι µιγαδικοί και µια ανάλυση του ρόλου τους, όπως και των παραγόντων που 
πολλαπλασιάζουν βρίσκεται στο κεφάλαιο 3.2. Ο συντελεστής του SFS και του CFS, σ  είναι 

υπολογισµένος στη βιβλιογραφία (π.χ. [1]) και προσεγγίζεται ως 01R
T T , όπου 3

R
T ≈ fs. 

Αντίστοιχα, οι συντελεστές µε τονισµό στη δεύτερη εξίσωση έχουν κανονικοποιηθεί µε το 
Τ02. 

Έπειτα εφαρµόζουµε την Άµεση διαταρακτική µέθοδο που παρουσιάστηκε συνοπτικά στο 
κεφάλαιο 3.2. Αυτό σηµαίνει ότι θα χρησιµοποιήσουµε τις σχέσεις (3.24-27) για την κάθε µία 

εκ των εξισώσεων (3.28), µε την προϋπόθεση ότι 1

i
R e

θ  και 2

i
R e

θ  είναι «ανεξάρτητα από το 

θ » και άρα τα δεξιά µέρη των πρωτόγεννων συνήθων διαφορικών της µεθόδου, να είναι 
«ανεξάρτητα από το Z0» στο κινούµενο σύστηµα αναφοράς. Εδώ εγείρεται ένα θέµα σχετικά 
µε τον τελευταίο όρο της (3.29α), καθώς ο µετασχηµατισµός στην πρώτη εξίσωση δεν ήταν 
πάνω στην ταχύτητα οµάδος του u1, vg1, αλλά στη vg2, οπότε µένει το “c” σαν «υπόλοιπο». 
Έτσι η χρονική µετατόπιση Τ1του παλµού µεταβάλλεται και ως προς Z0, καθώς το σύστηµα 
αναφοράς κινείται µε διαφορετική ταχύτητα. Όµως αυτό δεν αποτελεί πρόβληµα, καθώς 
λόγω του αµετάβλητου του παλµού σε Γαλιλαιικό µετασχηµατισµό θα µπορούσαµε να 
εφαρµόσουµε το µετασχηµατισµό και τη διαταρακτική µας µέθοδο µε vg1 και µετά να 
προσθέσουµε τον όρο της «διαφοράς» των ταχυτήτων χάριν σωστής φυσικής αποτύπωσης 
και χωρίς να αλλάζει κάτι στον τρόπο µου µεταβάλλονται τα µεγέθη. 

Να σηµειώσουµε ακόµα ότι η µέθοδος προυποθέτει διαταραχή µικρού µεγέθους, για αυτό 
το λόγο υπάρχει και ο συντελεστής ε. Από τις εξισώσεις (3.12) φαίνεται πως οι περισσότεροι 
των «επιπλέον» όρων της NLS έχουν µικρούς συντελεστές, εκτός από αυτόν του XPM. Ο 
όρος αυτός σχετίζεται µε την αλληλεπίδραση των παλµών, η οποία λόγω της διαφοράς στις 
αρχικές ταχύτητες οµάδος διαρκεί πολύ λίγο. Για αυτό το λόγο µπορεί και αυτός ο όρος να 
θεωρηθεί «διαταραχή» και να µελετηθεί µέσω της µεθόδου. Η αριθµητική επίλυση των 
δικαιώνει αυτή την επέκταση. 

Οι αδιατάρακτες λύσεις των δύο PDEs είναι, όπως αναφέραµε, σολιτόνια 1ης τάξης, τα 
οποία συµβολίζονται 

 ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1( , ) sec h expu Z T A A T ik T iφ= −Τ − −Τ +        (3.31α) 

 ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2( , ) sec h expu Z T A A T ik T iφ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − Τ − −Τ +        (3.31β) 
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Παρατηρούµε ότι οι αναλογίες µε το συµβολισµό του κεφαλαίου 3.2 είναι 2
i

A β≡ , 2
i

k a≡ , 

0i
TΤ ≡ , 

i
φ δ≡  και ( )[ ]i i ik T φ θ−Τ − ≡ . Ο τονισµός στο u2 δηλώνει πάλι τη διαφορετική 

κανονικοποίηση. Εισάγοντας τις (3.31) στις (3.29) και εφαρµόζοντας τις (3.24-27), 
καταλήγουµε σε τέσσερις εξισώσεις για κάθε µία εκ των (3.28). Επειδή η φάση δεν 
υπεισέρχεται σε καµία εκ των υπολοίπων εξισώσεων, αλλά υπολογίζεται από τα υπόλοιπα 
µεγέθη, παρακάτω παραλείπεται η εξίσωση της. Τα συστήµατα είναι της µορφής, 

[ ]2 2 1 3 2 2

2 0 0 2 1 2Im( ) [( ) ] Im( ) Re( )( )
i j

i

i j i i i i i i j i

dA
a A A T T IA IA b a k k A A IA

dZ
= − + − + −  (3.32α) 

2 2 1

1 3 0 0

2 3 2 2 2 4

2 2

Re(2 ) ( )

8
[Re( ) Im( )( )] Re( )

15

i

i i i j j i i

i i i j i j i i i j i i

dk
a a A A T T I

dZ

b a k k A A I a A A I Aσ

= − + Ω

− − − Ω − Ω −
 (3.32β) 

[ ]

3 1

3 0 0

2 2 2 3 2 2

2 1 2 2

Im( )( / )

2
Im( ) Re( )( ) ( / ) Im( ) 3

3

i

i i j i j i i

i i j i i i i j i i i

dT
k A A a T T IT

dZ

b a k k A A IT a A A IT A cδ δ

= − −

− + − + + + Ω +
 (3.32γ) 

, όπου j=3-i και i=1,2, ενώ στις εξισώσεις για τα χαρακτηριστικά του u2 τα Z, T, πρέπει να 
αντικτατασταθούν µε ,  Z T′ ′ . Καθώς τα δύο συστήµατα είναι αλληλοεξαρτόµενα, για να 

µπορέσουµε να τα επιλύσουµε, προχωράµε σε αλαγή των µεταβλητών του δεύτερου 

συστήµατος σε αυτές του πρώτου. Έτσι θα είναι 1

2

D

D

L
Z Z

L
 ′ =  
 

 και 01

02

T
T T

T
 ′ =  
 

. Παρόµοια 

αλλάζουµε την κανονικοποίηση της µετατόπισης της κεντρικής συχνότητας, k2 και της 
χρονικής µετατόπισης Τ2. Είναι φανερό ότι εάν τα αρχικά εύρη ήταν ίσα και δεδοµένης της 

εγγύτητας των άλλων µεγεθών (όπως ο συντελεστής διασποράς 2β ) για τους δύο παλµούς, 

όλες αυτές οι κανονικοποιήσεις δε θα ήταν απαραίτητες. Επειδή όµως στοχεύουµε σε 
σύστηµα που µπορεί να περιγράφει την εξέλιξη και αλληλεπίδραση στενών παλµών ακόµα 
και µε διαφορετικό αρχικό εύρος και ισχύ ακολουθήσαµε την παραπάνω διαδικασία. 
Το σύστηµα αυτό γίνεται, 

[ ]
1 2

2 2 1 3 2 21
2 02 01 1 1 2 1 2 1 2 02 01 1Im( ) [( ) ] Im( ) Re( )( ) ( )

dA
a A A T T IA IA b a k k A A T T IA

dZ
= − + − + −  (3.33α) 

2 2 11
1 3 1 2 02 01 1

2 3 2 2 2 4

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1

Re(2 ) ( )

8
[Re( ) Im( )( )] Re( )

15

dk
a a A A T T I

dZ

b a k k A A I a A A I Aσ

= − + Ω

− − − Ω − Ω −
 (3.33β) 

[ ]

3 1,1 1,21
1 1 2 3 02 01 1 1

1 2 2

2 2 2 3 2 202
2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 1 1

01 1

1 1
Im( )( / )

2
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Im( ) Re( )( ) ( / ) Im( ) 3

2 3

d
k A A a T T IT IT

dZ A A A

T
b a k k A A IT a A A IT A k c

T A
δ δ

 Τ ∂
= − − − + ∆Τ ∂ 

∂
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∂

(3.33γ) 
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 (3.33ε) 
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[ ]

3 1,1 1,202 01 01
2 2 1 3 2 2

01 02 2 1 02 101 222

2
02 21 2 2 3011

3 2 1 2 2 2 1 2

2 02 2

2 2

2 2

1 1
Im( )
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Im( ) Re( )( ) Im( )
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           3
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T T T
k A A a IT IT

T T A A T ATd

dZ T TA
b a k k IT a A A IT

A T A

A k

β

β

δ δ

  ∂
′− − − − ∆Τ  ∂Τ   =  

∂ ′ ′ ′− + − − ∂ 

′ ′+ +

 (3.33στ) 

, όπου ∆Τ=Τ2-Τ1. Ακόµα, 1(1.82 )b σ= + , ( )1 01 2 02 1a T P W Pσ= , ( )2 2 2 1a P Pσ= , ( )3 01 02 2a T T a= , 

1(1.82 )b σ′ ′= + , ( )1 02 1 01 2a T P W Pσ′ ′= , ( )2 2 1 2a P Pσ′ ′= , ( )3 02 01 2a T T a′ ′= . Τα j

i
IT , j

i
IΩ  και j

i
IA , 

µε i=1,2 και j=1-4, είναι ολοκληρώµατα, τα οποία θα υπολογιστούν παρακάτω. 
Η µορφές τους είναι οι ακόλουθες, 

1 2 2021
1 1

2 01

sec sec ( ) tanh( )
TA

IA h T A h T T dT
A T

∞

−∞

 
= + ∆Τ 

 
∫  (3.34α) 
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sec sec ( )
TA

IA h T A h T dT
A T

∞

−∞

 
= + ∆Τ 

 
∫   (3.34β) 
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TA

IA h T A h T T dT
A T

∞

−∞
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∫  (3.34γ) 
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T TA A

I h T A h T T A T dT
A T A T
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∫  (3.34δ) 

3 3

1 1I IAΩ =   (3.34ε) 
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A T

∞
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Ω = − ∆Τ 

 
∫  (3.34στ) 
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1 02

sec ( ) sec ( )
TA

IT h T A h T dT
A T

∞

−∞

 
= − ∆Τ 

 
∫  (3.34ζ) 

1,2 1

1 1IT IA=   (3.34η) 
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1 1
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sec ( ) sec ( )
TA

IT T h T A h T dT
A T

∞

−∞

 
= − ∆Τ 

 
∫  (3.34θ) 

3 2

1 1IT IA=   (3.34ι) 
1 3

2 1IA IA=   (3.34ια) 
2 1,1

2 1IA IT=   (3.34ιβ) 
3 1

2 1IA IA=   (3.34ιγ) 
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2 1
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∞

−∞

 
Ω = + ∆Τ 

 
∫  (3.34ιστ) 

Όλα τα παραπάνω ολοκληρώµατα είναι της µορφής, ή µπορούν να παραχθούν από τα 

2 2

1( , ) sec ( )sec ( )I x y h t h xt y dt
∞

−∞
= +∫ , και 2 2

2( , ) sec ( )sec ( )I x y h t h xt y tdt
∞

−∞
= +∫  µε 0x〉  και 
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,x y  πραγµατικούς αριθµούς. Τα ολοκληρώµατα έχουν αναλυτική λύση µόνο 0x =  ή 1. Στην 

περίπτωση µας, ακόµα και για ίδια αρχικά πλάτη, αυτά µεταβάλλονται µόνιµα κατά τη 
διάρκεια της αλληλεπίδρασης. Μέσω της µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων βρέθηκαν 
προσεγγιστικά, αναλυτικές µορφές, που τα αντικατέστησαν στις εξισώσεις. Περισσότερα για 
αυτό υπάρχουν στο Appendix B. 

Για να συνεχίσουµε την επίλυση του προβλήµατος, θα πρέπει να βρούµε αναλυτική µορφή 

και για τους συντελεστές Raman. Τα 1σ  και 2σ  και αντίστοιχα τα 1σ ′  και 2σ ′ , σχετίζονται µε 
τα ολοκληρώµατα Ια και Ιβ αντιστοίχως, τα οποία όπως αναφέραµε στο κεφάλαιο 3.1 
βρίσκονται µε τη βοήθεια του µετασχηµατισµού Fourier της ( )f t  (εξ.3.7). Έτσι τελικά 

βρίσκουµε, 
4 2 2 3

701 01 01
1 6 4 4 2 2 4

01 01

85.0454 11051.76693 690.7354
10

59.215895 10 114.8412305 10

T T i T

T T
σ −

− −

− ∆Ω + ∆Ω
= ×

× − × ∆Ω +∆Ω
 (3.35) 

7 5 2 3 4
1001 01 01

2

6 4 3 2 5
1001 01 01

40.9025 7932.49 2072206
10

644.463305 340181.6 22103533.87
       10

            

T T T

D

T T T
i

D

σ −

−

+ ∆Ω − ∆Ω
= × +

− ∆Ω+ ∆Ω − ∆Ω
×  (3.36) 

µε ( )8 6 2 4 4 2 6 10 8

01 01 01 0135.06522 13600.85 2503168.7 229682400 10D T T T T −= − ∆Ω + ∆Ω − ∆Ω × + ∆Ω  

Να επισηµάνουµε ότι το Τ01 όπως εµφανίζεται στις σχέσεις (3.31-32) είναι αδιάστατο, αλλά 

αριθµητικά ίσο µε το εύρος του παλµού σε fs και 1 2 1 2 0k k∆Ω = Ω −Ω = − + ∆Ω . Με 0∆Ω  

συµβολίζουµε την αρχική φασµατική διαφορά των δύο παλµών. Για τα 1σ ′  και 2σ ′  οι σχέσεις 
βρίσκονται να είναι όµοιες, εκτός από τον παράγοντα του εύρους που τώρα είναι Τ02 και ότι 

τα φανταστικά µέρη έχουν αντίθετα πρόσηµα από αυτά των 1σ  και 2σ . 

Στα σχήµατα 3.2 και 3.3, φαίνονται το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος των 1σ , 2σ  

για την κανονικοποιηµένη διαφορά συχνότητας ∆Ω. Παρατηρούµε την οµοιότητα του 
φανταστικού µέρους του σ1 µε το «κέρδος Raman» στο σχήµα 1.13. 
 

 
Σχήµα 3.2: Πραγµατικό (α) και φανταστικό (β) µέρος του σ1 ως προς τη κανονικοποιηµένη 
διαφορά συχνοτήτων των καναλιών. 
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Σχήµα 3.3: Πραγµατικό (α) και φανταστικό (β) µέρος του σ2 ως προς τη κανονικοποιηµένη 
διαφορά συχνοτήτων των καναλιών. 
 

Στο τέλος του κεφαλαίου 3.1 έγινε µία παρουσίαση του ρόλου των όρων ανώτερης τάξης 
στις συζευγµένες PDEs. Στο σύστηµα (3.33) αναγνωρίζουµε αυτούς τους ρόλους. Στις 
εξισώσεις για τα πλάτη Α1 και Α2 οι δύο τελευταίοι όροι είναι οι σηµαντικότεροι, καθώς 
σχετίζονται µε τη µεταφορά ενέργειας µεταξύ των δύο παλµών, λόγω του SRS. Τα 
ολοκληρώµατα IAi

2 που βρίσκονται στους όρους αυτούς δείχνουν ότι αυτή η ανταλλαγή 
γίνεται κατά τη διάρκεια της αλληλοεπικάλυψης των παλµών, δηλαδή κατά τη σύγκρουση 
τους. Θα µπορούσαµε να τους αγνοήσουµε εάν η φασµατική διαφορά ∆Ω0 ήταν µεγαλύτερη 
από το φασµατικό εύρος Raman, αλλά στη παρούσα εργασία είναι πάντα δεξιά της κορυφής 
του κέρδους Raman. Οι δύο πρώτοι όροι (ολοκληρώµατα) των εξισώσεων έχουν αντίθετα 
πρόσηµα και για ίσα εύρη και «συµµετρικής» αλληλεπίδρασης αλληλοαναιρούνται. Η 
ασυµµετρία της αλληλεπίδρασης έγκειται στο γεγονός της µονόδροµης µεταφοράς ενέργειας 
από το «γρήγορο» παλµό στον «αργό», οπότε τα χαρακτηριστικά των παλµών 
µεταβάλλονται, µόνιµα, από αυτό και µόνο. 

Στις εξισώσεις για τις k1, k2, τελευταίος όρος αντιπροσωπεύει το SFS. Η επίδραση του στη 
µετατόπιση της συχνότητας είναι ανάλογη µε τη τέταρτη δύναµη του εύρους του σολιτονίου 
[164]. Οι όροι οι σχετιζόµενοι µε τα IΩi

3
 σχετίζονται µε το XPM και είναι φανερό ότι 

εξαρτώνται από τη φασµατική διαφορά των παλµών. Τα εν λόγω ολοκληρώµατα έχουν 
αντίθετα πρόσηµα, γεγονός που υποδεικνύει ότι το XPM αντιτίθεται στο SFS για τον ένα 
παλµό, ενώ µειώνει περαιτέρω τη συχνότητα για τον άλλο. Παρόλαυτα, σε µία πλήρη 
σύγκρουση οι ρόλοι αντιστρέφονται όταν ο γρήγορος παλµός περάσει από το κέντρο του 
αργού και αλλάξει το πρόσηµο του ∆Τ. Έτσι µία πλήρης σύγκρουση δύναται να µειώσει το 
SFS µόνο κατά το πρώτο µισό του µήκους αλληλεπίδρασης και µόνο για τον ένα παλµό. Μία 
µη-πλήρης σύγκρουση µπορεί να έχει αρκετά διαφορετικό αποτέλεσµα, όπως θα δούµε στο 
επόµενο κεφάλαιο. Ο πρώτος και ο τέταρτος όρος σχετίζονται µε ετεροπαλµικές µεταβολές 
της συχνότητας. Το πρώτο µέρος του αθροίσµατος στο πρώτο όρο αντιπροσωπεύει την 
ολίσθηση λόγω CFS, που αναµένεται µικρή για µία πλήρη σύγκρουση, εφόσον δεν υπάρχει 
παγίδευση. Το δεύτερο µέρος του αθροίσµατος, όπως και ο προτελευταίος όρος 
αντιπροσωπεύουν µικρές µεταβολές στη συχνότητα λόγω του SRS. Ουσιαστικά οι όροι αυτοί 
αλληλοεξουδετερώνονται για συµµετρική πλήρη σύγκρουση.  

Παροµοίως και για τις εξισώσεις των Τi οι όροι της µετατόπισης λόγω της ασυµµετρίας 

της αλληλεπίδρασης (εξαιτίας της ύπαρξης του SRS), οι σχετικοί µε τα 1,1

1IT , 1,2

1IT  και 1,3

1IT , 

είναι µικροί αλλά όχι ασήµαντοι. Καθώς οι παλµοί βρίσκονται σε σύστηµα κινούµενο µε τη 
ταχύτητα vg2, το Τ1 µετατοπίζεται µε τη σχετική ταχύτητα c, ενώ και τα δύο είναι ανάλογα 
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των µεταβολών της συχνότητας, ki. Ο όρος µε το 1,2

1IT  σχετίζεται µε τη µετατόπιση λόγω της 

αλληλεπίδρασης XPM. Τέλος η επίδραση της TOD φαίνεται να περιορίζεται σε µικρή 
χρονική µετατόπιση, κάτι ρεαλιστικό για σολιτόνια 1ης µόνο τάξης. 
 
 
3.3.2 Αποτελέσµατα 

 

Καταρχάς θα εξετάσουµε περίπτωση όπου τα εύρη των παλµών είναι ίσα. Συγκεκριµένα 

επιλέγουµε 01 02 200T T fs= = . Τα µήκη κύµατος των παλµών είναι λ1=1534nm και λ2=1550nm 

αντίστοιχα, πολύ κοντά στη φασµατική περιοχή ελαχιστοποίησης των απωλειών για 

συνηθισµένη οπτική ίνα. Με αυτά τα δεδοµένα και από τη σχέση 
2

2 cϕπ λ
ω

λ

∆
∆ = , (cφ είναι η 

ταχύτητα του φωτός), η κανονικοποιηµένη φασµατική διαφορά των καναλιών θα είναι 

0 2.4∆Ω = , η οποία κρίνεται επαρκής καθώς το φασµατικό εύρος του παλµού στη µισή 

ένταση υπολογίζεται 1.12
FWHM

δω ≈ . To c υπολογίζεται µε τη βοήθεια της σχέσης (1.41) 

κοντά στο -2.1. Οι τιµές τη διασποράς δεύτερης τάξης βρίσκονται, [1], 
2

21 26 ps
km

β = −  και 

2

22 27.9 ps
km

β = − , ενώ 1 2 2 1/ / 1.0099γ γ λ λ≈ = . Οι συντελεστές διασποράς 3ης τάξης και SFS 

είναι αρκετά µικροί και ελάχιστα διαφορετικοί, για ίδια εύρη, οπότε θα είναι 0.0045δ δ′ ≈ =  
και 0.015σ σ′ ≈ = .  

Για την επίλυση του συστήµατος χρησιµοποιούµε τον αλγόριθµο του MATLAB ode45, ο 
οποίος κρίνεται επαρκής. Οι αρχικές συνθήκες επιλέγονται έτσι ώστε οι αρχικές χρονικές 
µετατοπίσεις των παλµών να είναι ίσες και αντίθετες. Αυτό γίνεται για να αποκοµίσουµε µία 
καλλίτερη εικόνα της αλληλεπίδρασης και δεν αλλοιώνει τη «φυσική» του προβλήµατος. Οι 

αρχικές φασµατικές µετατοπίσεις είναι φυσικά µηδέν, ενώ 1 2 1A A= = , καθώς αναφερόµαστε 

σε σολιτόνια 1ης τάξης. 
Πριν συνεχίσουµε στην επίλυση και ανάλυση των αποτελεσµάτων, θα πρέπει να 

ελέγξουµε την ικανότητα του συστήµατος µας των ODEs να συλλαµβάνει ορθά την επίδραση 
των µη-γραµµικών όρων στα χαρακτηριστικά του παλµού. Οπότε παρακάτω συγκρίνουµε τα 
αποτελέσµατα του συστήµατος µε απευθείας αριθµητική επίλυση των εξισώσεων. (3.28α, β). 
Εδώ χρειάζεται πάλι προσοχή στην κανονικοποίηση. Καθώς οι PDEs είναι συζευγµένες τις 
κανονικοποιούµε προ της λύσης, πάλι µε τα χαρακτηριστικά του πρώτου παλµού. Έτσι, οι 
µορφή των εξισώσεων, προς αριθµητική επίλυση, είναι, 

( )
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Για την επίλυση τους χρησιµοποιούµε τον κώδικα που χρησιµοποιήσαµε και στο 
προηγούµενο κεφάλαιο, ο οποίος αναλύθηκε στο Κεφάλαιο 1, έχοντας προσθέσει τους όρους 
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ανώτερης τάξης. Για την παρακολούθηση της χρονικής και φασµατικής µετατόπισης των 
παλµών χρησιµοποιούµε πάλι τις σχέσεις, 
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, όπου 
i

u�  είναι πάλι ο µετασχηµατισµός Fourier του ui ως προς το χρόνο και k 

κανονικοποηµένη συχνότητα. Καταρχάς δοκιµάζουµε µία πλήρη σύγγρουση για παλµούς µε 
Τ01=Τ02=200fs σε αρχικές µετατοπίσεις T1=-T2=2.5 ενώ k1=k2=0 και A1=A2=1. Στο σχήµα 3.4 
βλέπουµε την εικόνα της πλήρους σύγκρουσης των δύο παλµών, µε την παρουσία όλων των 
φαινοµένων ανώτερης τάξης, όπως δίνεται από την απευθείας αριθµητική επίλυση των PDEs. 
Εδώ ο u2 τοποθετήθηκε στο T2=0 και ο u1 στο Τ1=6 για να γίνει πιο εµφανής η µετατόπιση 
του u2. Η µετατόπιση συχνότητατας του δεύτερου παλµού κατά την αλληλεπίδραση του µε 
τον πρώτο, φαίνεται στο σχήµα 3.5. Στο (α) παρατίθεται το ποτέλεσµα της αλληλεπίδρασης 
των δύο παλµών κατά µία πλήρη σύγκρουση όταν δεν λαµβάνονται υπόψη φαινόµενα 
ανώτερης τάξης. Παρατηρούµε πως η συχνότητα του παλµού µεταβάλεται κατά τη 
σύγκρουση µε τον παλµό να επιβραδύνεται στο πρώτο µισό και να επιταχύνεται στο δέυτερο 
και τη συχνότητα του να επανέρχεται στην αρχική της τιµή µετά το πέρας της σύγκρουσης. 
Αλληεπίδραση δηλαση γίνεται µόνο µέσω XPM. Στο (β) βέπουµε την επίδραση και των 
φαινόµένων ανώτερης τάξης, είτε ενδοκαναλικά, όπως το SFS, είτε ετεροκαναλικά. Το SFS 
είναι το κυρίαρχο και δηµιουργεί ολίσθηση της συχνότητας προς µικρότερες τιµές. 
Παράλληλα παρατίθενται και τα αποτελέσµατα από την αριθµητική επίλυση των (3.37), και 
εµφανίζοντα µε διαµάντια. Φαίνεται πως η συµφωνία είναι αρκετά καλή. 
 

 
Σχήµα 3.4: Πλήρης σύγκρουση των δύο παλµών όπως απεικονίζεται από την αριθµητική 
επίλυση των (3.37). Ο γρήγορος παλµός u1 χάνει ενέργεια από την αλληλεπίδραση, την οποία 
κερδίζει ο u2. 
 

Επίσης καλή είναι και η συµφωνία για την εξέλιξη της χρονικής µετατόπισης. Στο σχήµα 
3.6 φαίνεται η µετατόπιση για τον u1 για µία πλήρη σύγκρουση µε µόνη διαφορά από το 
προηγούµενο παράδειγµα ότι T1=-T2=3. Η σύγκρουση έγινε µε την παρουσία όλων των 
φαινοµένων ανώτερης τάξης. Για τις ίδιες αρχικές συνθήκες υπολογίστικε και το πλάτος του 
γρήγορου παλµού κατά την πλήρη σύγκρουση µε τον αργό. Η σύκριση των αποτελεσµάτων 
παρουιάζεται στο σχήµα 3.7, όπου φαίνεται πως οι ODEs που παρήχθησαν από την Άµεση 
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Μέθοδο δεν µπορούν να συλάβουν τη µεταβολή του πλάτους (και του εύρους) λόγω του 
XPM. Στη πραγµατικότητα στις εξισώσεις (3.33α και δ), τέτοιος όρος δεν υπάρχει και το 
αποτέλεσµα των ODEs έχει σχέση µε τη µεταβολή της ενέργειας του παλµού, παρά µε την 
ακριβή παρακολούθηση του ίδιου του πλάτους. Να σηµειώσουµε ότι στη µεταβολική µέθοδο 
που είδαµε στο κεφάλαιο 2, δεν υπάρχει αυτό το «µειονέκτηµα» καθώς µπορούµε να έχουµε 
καλή εκτίµηση του εύρους, άρα και του πλάτους του παλµού µεσω των συνήθων διαφορικών. 
Ουσιαστκά, αυτή η διαφορά µεταξύ των µεθόδων οφείλεται στη ανάγκη για εισαγωγή της 
ακριβούς λύσης, στην περίπτωση της Άµεσης Μεθόδου, η οποία δεν έχει τερέτισµα, το οποίο 
σύµφωνα µε τη Μεταβολική Μέθοδο έχει άµεση σχέση µε τη µεταβολή του εύρους, όντας η 
συζηγής του «ορµή». Παρόλαυτά η εκτίµηση της µεθόδου δεν είναι κακή. Όπως φαίνεται στο 
σχήµα 3.7, η αριθµητική λύση, µετά το πέρας της σύγκρουσης, πλησιάζει τη τιµή των ODEs 
και ταλαντώνεται γύρω της. Αυτό είναι κάτι αναµενόµενο, καθώς όταν ο παλµός βρεθεί µε 
λίγο µικρότερη (ή µεγαλύτερη) ενέργεια από την απαιτούµενη για N=1 σολιτόνιο, γίνεται 
«αναπνέων» παλµός (breather). Η ταλάντωση αυτή είναι φανερή και στο σχήµα 3.4. 
 

 
Σχήµα 3.5: Μετατόπιση συχνότητας του αργού παλµού κατά µία πλήρη σύγκρουση 
σύµφωνα µε το σύστηµα (3.33), (γραµµή), και την αριθµητική επίλυση των PDEs (3.37), 
(διαµάντια), για (α) αλληλεπίδραση χωρίς όρους ανώτερης τάξης και (β) αλληλεπίδραση µε 
όλους τους όρους. Το Ζ είναι σε κανονικοποιηµένες µονάδες. 
 

 
Σχήµα 3.6: Χρονική µετατόπιση του γρήγορου παλµού σε σύστηµα κινούµε νο µε ταχύτητα 
c, κατά µία πλήρη σύγκρουση σύµφωνα µε τις ODEs (γραµµή) και τις PDEs (διαµάντια). 
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Σχήµα 3.7: Εξέλιξη του πλάτους του γρήγορου παλµού u1 κατά µία πλήρη σύγκρουση µε τοn 
u2 σύµφωνα µε τις ODEs (γραµµή) και τις PDEs (διαµάντια). 
 
 
 

Θα προχωρήσουµε τώρα στην εξαγωγή κάποιων αποτελεσµάτων και συµπερασµάτων από 
την επίλυση του συστήµατος των ODEs. Ας δούµε καταρχάς το αποτέλεσµα µιας πλήρους 
σύγκρουσης στη συχνότητα του παλµού, παρουσία των φαινοµένων ανώτερης τάξης. Οι δύο 
παλµοί ίδιου πλάτους και εύρους, ξεκινούν από Τ1=-Τ2=3 µε 1 2 0k k= = . Στο σχήµα 3.8 

φαίνεται η επίδραση στη συχνότητα του δεύτερου παλµού. Η διακεκοµµένη γραµµή 
αντιπροσωπεύει µία πλήρη σύγκρουση χωρίς να λαµβάνουµε υπόψη τα φαινόµενα ανώτερης 
τάξης, ούτε καν το SFS. Η κεντρική συχνότητα εξελίσσεται συµµετρικά κατά τη διάρκεια της 
αλληλεπίδρασης και επιστρέφει στην αρχική της τιµή. Αυτό είναι ένα αναµενόµενο 
αποτέλεσµα, σύµφωνα µε όσα ειπώθηκαν στο Κεφάλαιο 1 για το XPM [84]. Η ευθεία 
γραµµή µε τις τελείες αντιπροσωπεύει την ολίσθηση συχνότητας λόγω του SFS, απουσία του 
πρώτου παλµού. Η διάστικτη γραµµή αντιπροσωπεύει την περίπτωση όπου ενώ υπάρχει SFS 
και ο πρώτος παλµός, η µεταξύ τους αλληλεπίδραση γίνεται µέσω XPM µόνο, χωρίς τα 
έτερο-καναλικά φαινόµενα Raman, η τη διασπορά τρίτης τάξης. Όπως φαίνεται από την 
έντονη γραµµή, η παρουσία όλων των φαινοµένων ανώτερης τάξης προκαλεί ακόµα 
µεγαλύτερη ολίσθηση στη συχνότητα και καθιστούν την αλληλεπίδραση µη συµµετρική. Το 
πρώτο είναι αναµενόµενο, λόγω της τιµής της 0∆Ω  σε σχέση µε το φάσµα του κέρδους 

Raman. Παρόλαυτα, φαίνεται πως σε τόσο στενούς παλµούς και καθώς η αλληλεπίδραση 
διαρκεί για πολύ λίγο, το σηµαντικότερο αίτιο για τη φασµατική ολίσθηση είναι το SFS. 
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Σχήµα 3.8: Μεταβολή της συχνότητας του δεύτερου (αργού) παλµού κατά µήκος της 
διάδοσης Ζ, παρουσία, ή όχι φαινοµένων ανώτερης τάξης και του πρώτου παλµού. Το k2 είναι 
κανονικοποιηµένο µε το Τ01 και το Ζ µε το LD1. 
 

Από την άλλη µεριά, µία ατελής σύγκρουση, µε τους παλµούς να ξεκινούν µερικώς 
αλληλοεπικαλυπτόµενοι, αναµένεται να έχει διαφορετικό αποτέλεσµα στη χρονική και 
φασµατική µετατόπιση των παλµών. Ένα σχετικό παράδειγµα απεικονίζεται στο σχήµα 3.9. 
Οι δύο παλµοί ξεκινούν µε µικρή χρονική διαφορά, τοποθετηµένοι στα Τ1=-Τ2=1. Η 
διακεκοµµένη γραµµή και στα δύο σχήµατα αντιπροσωπεύει την αδιατάρακτη περίπτωση, 
ενώ η διάστικτη αντιπροσωπεύει την περίπτωση όπου δεν υπάρχει ο άλλος παλµός, αλλά 
επιδρά το φαινόµενο Raman και άρα το SFS. Η έντονη γραµµή παριστά τη περίπτωση 
αλληλεπίδρασης των παλµών µε όλα τα φαινόµενα ανώτερης τάξης να συµπεριλαµβάνονται. 
Από το σχήµα 3.9α, βλέπουµε ότι η ατελής σύγκρουση έχει σαν αποτέλεσµα την άνοδο της 
µέσης συχνότητας. Αυτό µε τη σειρά του προκαλεί χρονική µετατόπιση αντίθετη µε αυτή του 
SFS. Με αυτό το τρόπο, ο παλµός παραµένει κοντά στο αρχικό του «χρονικό παράθυρο», 
τουλάχιστον για ορισµένα µήκη διασποράς. 

Μία ατελής λοιπόν σύγκρουση µπορεί να διατηρήσει τον αργό παλµό κοντά στην αρχική 
του θέση, τουλάχιστον για κάποιο διάστηµα. Σύµφωνα µε όσα αναφέρθηκαν για το XPM στο 
Κεφάλαιο 1, ο δεύτερος παλµός, καθώς έχει µικρότερη κεντρική συχνότητα, επηρεάζεται 
κυρίως από το απώτατο τµήµα του γρήγορου παλµού. Αυτό προκαλεί και εντονότερη άνοδο 
στη κεντρική του συχνότητα, από ότι η αρχική κάθοδος, και εν τέλει αυξάνει τη ταχύτητα 
οµάδος. Μέσω της διασποράς, αυτή η αύξηση στη συχνότητα µετατρέπεται σε χρονική 
µετατόπιση, αντίθετη από αυτή που προκαλεί το SFS. Από την άλλη µεριά, ο παλµός στο 
γρήγορο κανάλι επηρεάζεται κυρίως από το µπροστινό τµήµα του αργού παλµού και 
εκτίθεται σε µείωση της κεντρικής του συχνότητας που προστίθεται στην ολίσθηση λόγω 
φαινοµένου Raman. Γνωρίζουµε ότι εάν αυτές οι αντίθετες φασµατικές µετατοπίσεις είναι 
αρκετά µεγάλες, οι δύο παλµοί µπορεί να ανταλλάξουν ρόλους, γρήγορου και αργού, όλη η 
διαδικασία να ξεκινήσει εκ νέου, παγιδεύοντας έτσι τους παλµούς [169]. Αυτό είναι ανάλογο 
µε την παγίδευση των πολώσεων (λόγω διπλοθλαστικότητας), που αναφέραµε στο 
Κεφάλαιο 2. 
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Σχήµα 3.9: Ατελής σύγκρουση. (α): Μεταβολή συχνότητας του δεύτερου (αργού) παλµού 
κατά µήκος του Ζ συγκρινόµενη µε περιπτώσεις που δεν υπάρχει αλληλεπίδραση ή και 
φαινόµενο Raman. (β): Μεταβολή της χρονικής µετατόπισης Τ2 του παλµού στις ίδιες 
περιπτώσεις. 
 

Από το σχήµα 3.8 φαίνεται ότι η πλήρης σύγκρουση «σπρώχνει» τη κεντρική συχνότητα 
του παλµού σε χαµηλότερες τιµές. Αντίθετα, η συχνότητα του γρήγορου παλµού οθείται προς 
µεγαλύτερες τιµές. Αν και σε µια συµµετρική σύγκρουση η συνολική µετατόπιση συχνότητας 
λόγω XPM είναι µηδέν και για τους δύο παλµούς, έχουµε ήδη αναφέρει στα προηγούµενα 
κεφάλαια ότι η χρονική µετατόπιση που επιφέρεται δεν είναι µηδενική. Επιπλέον, λόγω της 
ανταλλαγής ενέργειας οι πλήρεις συγκρούσεις δεν είναι συµµετρικές, οπότε η χρονική 
µετατόπιση µεταβάλλεται περαιτέρω. Αυτή η µόνιµη χρονική µετατόπιση, που ένα 
παράδειγµα της για το πρώτο παλµό φαίνεται στο σχήµα 3.6, µας οδηγεί στην υπόθεση ότι 
πολλαπλές πλήρεις συγκρούσεις ενός παλµού στο γρήγορο κανάλι µε σειρά παλµών του 
αργού καναλιού µπορεί να επιβάλει διαδοχικές «διορθώσεις» στη χρονική µετατόπιση του 
πρώτου, ενάντια σε αυτή που προκαλείται από το SFS. 

Αυτή η υπόθεση µπορεί να ελεγχθεί λύνοντας διαδοχικά τις εξισώσεις (3.33) για ένα 
παλµό στο γρήγορο κανάλι και ανατροφοδοτώντας το σύστηµα µε παλµούς του αργού 
καναλιού που απέχουν µεταξύ τους χρονικά κατά “d”, το οποίο είναι επίσης 
κανονικοποιηµένο µε το W1. Στο σχήµα 3.10 παρατίθεται η εξέλιξη της χρονικής µετατόπισης 
του γρήγορου παλµού u1, εύρους W1=200fs. Οι λεπτές γραµµές δείχνουν τη µετατόπιση, όπως 
διαµορφώνεται από τις διαδοχικές συγκρούσεις µε παλµούς του αργού καναλιού ίδιου 
εύρους, W2=200fs, αλλά διαφορετικής κάθε φορά χρονικής απόστασης d. Σε κάθε περίπτωση, 
ο u1 και ο πρώτος από τους παλµούς του αργού καναλιού µε τον οποίο συγκρούεται ξεκινούν 
στα Τ1=-Τ2=3, ενώ k1=k2=0 και Α1=Α2=1. Η διακεκοµµένη γραµµή παριστά την αρχική τιµή 
του T1 και άρα το κέντρο του χρονικού παραθύρου στο οποίο πρέπει να παραµείνει, σε ένα 
σύστηµα µετασχηµατισµένο Γαλιλεϊκά κατά ταχύτητα c. Οι τιµές του d που επελέγησαν για 
το σχήµα είναι ενδεικτικές. Παρατηρούµε ότι ανάλογα µε τη συχνότητα των παλµών του 
αργού καναλιού, ο u1 µπορεί να παραµείνει στο χρονικό του παράθυρο (d=15), ή να κινηθεί 
δεξιά ή αριστερά της αρχικής του χρονικής µετατόπισης (d=20, d=12). Η έντονη γραµµή 
παριστά τη χρονική µετατόπιση του παλµού µοναχά υπό την επίδραση του φαινοµένου 
Raman. 
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Σχήµα 3.10: Χρονική µετατόπιση του γρήγορου παλµού µε ή χωρίς πολλαπλές συγκρούσεις 
µε παλµούς του αργού καναλιού. Η χρονική µετατόπιση των παλµών του αργού καναλιού (d) 
φαίνεται για διάφορες περιπτώσεις πάνω από τις αντίστοιχες γραµµές, ενώ η έντονη γραµµή 
παριστά τη χρονική µετατόπιση απουσία του δεύτερου καναλιού. Όλοι οι παλµοί έχουν 
W=200fs. 
 

Στο σχήµα 3.11 παρίσταται η επίδραση στη χρονική µετατόπιση του παλµού λόγω 
συγκρούσεων µε αργούς παλµούς διαφορετικού πλάτους από αυτόν. Κρατώντας τις ίδιες 
κανονικοποιηµένες αρχικές συνθήκες µε το σχήµα 3.10, το πλάτος του u1 διαφοροποιείται σε 
W1=400fs. Ο παλµός αφέθηκε να συγκρουστεί διαδοχικά µε σειρά παλµών του αργού 
καναλιού διαφορετικού κάθε φορά εύρους, αν και ίσου µεταξύ των, ενώ τέθηκε d=20 σε όλες 
τις περιπτώσεις. Στο σχήµα 3.11 φαίνεται η εξέλιξη του T1 για διάφορα εύρη του u2. Οι 
αριθµοί που αναγράφονται πάνω από τις διαφορετικές λεπτές γραµµές-περιπτώσεις, είναι 
ακριβώς αυτά τα εύρη µετρούµενα σε femptoseconds. Από τα διαφορετικά «πειράµατα» που 
δοκιµάστηκαν φάνηκε ότι οι παλµοί µεγαλύτερου εύρους από τον u1 δεν προκαλούν 
σηµαντική µετατόπιση (όπως στο σχήµα, για W2=450fs). Αντίθετα, όσο µικρότερο το W2, 
τόσο µεγαλύτερη και η χρονική µετατόπιση του u1. Αυτό βέβαια δεν αποτελεί έκπληξη καθώς 
µία πλήρης σύγκρουση µεταξύ σολιτονίων διαφορετικού εύρους επηρεάζει περισσότερο το 
φαρδύτερο παλµό, (µέσω του XPM) καθώς ένας στενός παλµός έχει µεγαλύτερη µέγιστη 
ισχύ. 
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Σχήµα 3.11: Χρονική µετατόπιση του γρήγορου παλµού µετά από πολλαπλές πλήρεις 
συγκρούσεις µε παλµούς του αργού καναλιού µε d=20. Οι αριθµοί πάνω από τις λεπτές 
γραµµές αντιστοιχούν στο εύρος των αργών παλµών, ενώ W1=400fs. Η έντονη γραµµή είναι 
πάλι η εξέλιξη χωρίς σύγκρουση. 
 

Παρόλα αυτά, δεν θα πρέπει να ξεχάσει κανείς ότι οι παραπάνω αλληλεπιδράσεις ενέχουν 
και το SRS, δηλαδή µεταφορά ενέργειας. Σε κάθε σύγκρουση, ενέργεια από το γρήγορο 
παλµό µεταφέρεται στο αργό κανάλι. Αυτό γίνεται έµµεσα φανερό από τη ελάττωση του 
πλάτους του u1 µετά κάθε σύγκρουση. Όµως στο σχήµα 3.12 φαίνεται η αριθµητικά 
υπολογισµένη απώλεια ενέργειας του γρήγορου παλµού µετά από µία πλήρη σύγκρουση µε 
αργό παλµό για διάφορες τιµές του εύρους αυτού. Η ορθότητα του αριθµητικού υπολογισµού 
επαληθεύεται και από το γεγονός ότι ο κώδικας καταλήγει σε αποτελέσµατα πολύ κοντά µε 
αυτά του κώδικα των Chi και Wen [175], για τις συνθήκες της δικής τους εργασίας, όπου οι 
παλµοί ήταν της τάξης του 1ps. Από το παρακάτω σχήµα φαίνεται πως η απώλεια ενέργειας 
για σύγκρουση µε παλµό ίδιου ή µεγαλύτερου εύρους δεν είναι ιδιαίτερα µεγάλη, όµως η 
απόπειρα διατήρησης του παλµού στο χρονικό του παράθυρο ή της επιλεγµένης στροφής του 
απαιτεί πολλές διαδοχικές συγκρούσεις. Στη πραγµατικότητα λοιπόν, ακόµα και για το παρόν 
µοντέλο όπου δεν υπάρχουν απώλειες χρειάζεται κάποια διαδικασία ενίσχυσης. Κάτι τέτοιο 
µπορεί να καλυφθεί από την ύπαρξη “pump”, παλµών µεγάλου εύρους και ακόµα 
µεγαλύτερης συχνότητας από αυτή του u1, έτσι ώστε µέσω του φαινοµένου Raman, αυτή τη 
φορά από την ανάποδη, να ενισχύεται το γρήγορο κανάλι (για παράδειγµα δείτε την [176]. 
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Σχήµα 3.12: Ενεργειακή απώλεια του παλµού u1 εύρους W1=200fs λόγω πλήρους 
σύγκρουσης µε αργό παλµό εύρους 200fs (διαµάντια), 400fs (στίγµατα), 100fs (σταυροί). 
 
 
3.4 Συµπεράσµατα 
 
∆είξαµε πως χρησιµοποιώντας την Άµεση Μέθοδο ∆ιαταραχών µπορούµε να προσεγγίσουµε 
µε σηµαντική ποσοτική ακρίβεια το πρόβληµα της αλληλεπίδρασης σολιτονικών παλµών 
διαφορετικών καναλιών, οι οποίοι όντας ιδιαίτερα στενοί υπόκεινται στην επίδραση 
φαινοµένων ανώτερης τάξης. Το σύστηµα των συνήθων διαφορικών που εξήχθη λύνεται από 
συνήθεις αλγορίθµους έτοιµων πακέτων, όπως το Matlab πολύ γρηγορότερα από ότι οι 
συζευγµένες NLS ανώτερης τάξης. Η επίλυση του απαιτούσε τον υπολογισµό αρκετών 
ολοκληρωµάτων τα οποία δεν έχουν αναλυτική λύση. Αντί της αριθµητικής τους επίλυσης 
προτιµήθηκε η εύρεση προσεγγιστικών αναλυτικών µορφών, οι οποίες και χρησιµοποιήθηκαν 
κατά την επίλυση του συστήµατος. Τα αποτελέσµατα της επίλυσης των ODEs επαληθεύονται 
από την απευθείας αριθµητική επίλυση των συζευγµένων PDEs όπως και από παρόµοιες 
παλαιότερες αριθµητικές εργασίες. 

Βασικός στόχος της παρούσας µελέτης ήταν η κατάδειξη της δυνατότητας αντιµετώπισης 
της ολίσθησης συχνότητας (SFS) λόγω φαινοµένου Raman και της επακόλουθης χρονικής 
µετατόπισης του παλµού, µε τη χρήση συγκρούσεων µε παλµούς διαφορετικών καναλιών. 
Φάνηκε πως µία ατελής σύγκρουση, µε τους παλµούς να ξεκινούν µερικώς επικαλυπτόµενοι, 
οδηγεί σε ανόρθωση της συχνότητας του «αργού» παλµού, ενώ µία σειρά πλήρων 
συγκρούσεων µπορεί να αντιµετωπίσει τη χρονική µετατόπιση του «γρήγορου» παλµού, ή 
ακόµα και να τον κατευθύνει προς µεγαλύτερες ή µικρότερες χρονικές µετατοπίσεις. Τα 
σχήµατα 3.10 και 3.11 είναι και τα κύρια αποτελέσµατα αυτού του κεφαλαίου. 

Όµως, όπως φαίνεται σε αυτά τα σχήµατα, αν και ο παλµός µπορεί να διατηρηθεί στο 
χρονικό του παράθυρο σίγουρα για αρκετές δεκάδες σολιτονικές περιόδους, λόγω του µικρού 
του εύρους η πραγµατική απόσταση είναι µικρή, της τάξης των εκατοντάδων µέτρων. Ακόµα 
και µε τη χρήση ινών µειωµένης διασποράς, ή και επίπεδης διασποράς οι αποστάσεις αυτές 
δεν είναι µεγάλες, αν σκεφτούµε τις απώλειες του γρήγορου παλµού λόγω της 
ετεροκαναλικής µεταφοράς ενέργειας σε κάθε σύγκρουση. Όπως αναφέραµε το πρόβληµα θα 
µπορούσε να αντιµετωπιστεί µε την ύπαρξη ακόµα ενός καναλιού µεγαλύτερης συχνότητας 
και παλµών µεγάλου εύρους που θα χρησιµοποιούνται ως ενισχυτές µέσω πάλι του 
φαινοµένου Raman. 
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Κεφάλαιο 4 
 

Αυθόρµητη γένεση παλµών Τύπου Χ 
 
 
Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουµε τη δυνατότητα αυθόρµητης δηµιουργίας κυµάτων 
«Τύπου-Χ» µέσω αλληλεπίδρασης χωροχρονικού παλµού µε ίδιας συχνότητας επίπεδο κύµα 
σταθερού πλάτους (CW). Σε αντίθεση λοιπόν µε τα προηγούµενα η αλληλεπίδραση δεν είναι 
µεταξύ παλµών, αν και η εξέλιξη της περιγράφεται πάλι από τη, δισδιάστατη πλέον, NLS. Η 
σύµφωνη (coherent) αλληλεπίδραση του παλµού µε το CW, κατά τη διάδοση σε µέσο 
εστιάζουσας µη-γραµµικότητας που παρουσιάζει περίθλαση και διασπορά διαφορετικού 
προσήµου, οπότε και ονοµάζεται διπλοδιασπαρτικό (bidispersive), χαρακτηρίζεται από 
πλούσια δυναµική συµπεριφορά. Η µελέτη είναι αριθµητική και περιλαµβάνει ποικίλες 
περιπτώσεις αρχικών συνθηκών, ενώ φαίνεται ότι υπό συγκεκριµένες συνθήκες, η γένεση των 
εν λόγω ασυνήθων παλµών καθίσταται εφικτή. 
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4.1 Γενικά περί αυτό-εστίασης και κυµατικής κατάρρευσης (wave collapse) 
 
Προτού ασχοληθούµε µε τη µελέτη της διάδοσης παλµών και ακτίνων σε διπλοδιασπαρτικά1 
υλικά, είναι απαραίτητο να αναφερθούµε στο πολύ ενδιαφέρον φαινόµενο της κυµατικής 
κατάρρευσης, που προβλέπει η πολυδιάστατη NLS στην περίπτωση ανώµαλης διασποράς. Η 
µεθοδολογία της προσέγγισης σε αυτό το πρόβληµα και τα συµπεράσµατα της 
χρησιµοποιήθηκαν εν µέρη για την µελέτη µας της περίπτωσης οµαλής (κανονικής) 
διασποράς. 

Οποτεδήποτε λοιπόν το µοντέλο της διάδοσης κυµατοµορφής περιγράφεται από την 
πολυδιάστατη NLS, η «κατάρρευση» αυτής είναι µία δυνατότητα, όπως εξάλλου και η 
δηµιουργία σολιτονίου (στην οποία έχουµε ήδη αναφερθεί, ειδικότερα για τη µονοδιάστατη 
περίπτωση). Η «κατάρρευση» οφείλεται στην ύπαρξη µη-γραµµικών φαινοµένων και είναι η 
δηµιουργία µοναδικοτήτων στις λύσεις των εξισώσεων διάδοσης λόγω της παρατεταµένης 
αυτό-εστίασης, κατ’ αναλογία θα λέγαµε της βαρυτικής κατάρρευσης των αστέρων. Φυσικά 
αυτό δεν είναι κάτι άγνωστο στα Μαθηµατικά, όπου στην ουσία αφορά την έκρηξη στην 
οποία δύναται να δηγηθούν οι λύσεις κάποιων µερικών διαφορικών εξισώσεων. Έτσι, για 
αρχικές συνθήκες πέρα από κάποια όρια, για αρχική ισχύ µεγαλύτερη από κάποια κρίσιµη 
τιµή Pcr, οι λύσεις τους υπάρχουν για πεπερασµένο χρόνο µόνο, έως ότου αναπτύξουν 
µοναδικότητα. Αυτό κατ’ ουσία, σηµαίνει ότι το εύρος του κυµατοπακέτου µηδενίζεται και 
το πλάτος του τείνει στο άπειρο (σχήµα 4.1). Κάτι τέτοιο βέβαια δεν συµβαίνει στην 
πραγµατικότητα. Αν προσπαθούσαµε να δώσουµε µια ποιοτική εξήγηση του φαινοµένου, θα 
µπορούσαµε να ανατρέξουµε στη διαδικασία της αυτό-εστίασης µέσω του συνδυασµού 
εστιάζουσας µη-γραµµικότητας και διασποράς κατάλληλου προσήµου, που περιγράψαµε στο 
Κεφάλαιο 1. Η ύπαρξη περισσότερων όρων περίθλασης προσήµου ανάλογου µε αυτό της 
ανώµαλης διασποράς, σε συνδιασµό πάντα µε εστιάζουσα µη-γραµµικότητα, εντείνουν το 
φαινόµενο της αυτοεστίασης περισσότερο από τη περίθλαση ακόµα και αν αυτή συµβαίνει σε 
δύο διαστάσεις. 

Η NLS (2D για επίπεδο κύµα ή ακτίνα φωτός και 3D όταν περιλαµβάνει και τη χρονική 
διασπορά για φωτεινό παλµό) είναι ένα απλοποιηµένο µοντέλο από το οποίο παραβλέπονται 
όροι ανώτερης τάξης όπως το φαινόµενο Raman, η αυτό-διαµόρφωση απότοµων άκρων (self-
steepening) και όροι διασποράς µεγαλύτερης τάξης, αλλά και απωλειών όταν αυτές είναι 
µικρές, πού όµως διακόπτουν την διαδικασία της κατάρρευσης. Μάλιστα τα φαινόµενα 
ανώτερης τάξης γίνονται εντονότερα καθώς ο παλµός εστιάζει και γίνεται στενότερος. 
Ακόµα, οι µεγάλες τιµές της ισχύος που απαιτούνται, προκαλούν ιονισµό των ατόµων του 
µέσου και δηµιουργία πλάσµατος, που µε τη σειρά του προκαλεί ενεργειακές απώλειες στη 
δέσµη, αποτρέποντας έτσι τη κατάρρευση [6-Κεφ. 19]. Από την άλλη αυτό δε σηµαίνει ότι το 
µοντέλο αποτυγχάνει να συλλάβει την ουσία του φαινοµένου και να αποδώσει ικανοποιητικές 
ποσοτικές περιγραφές. Έτσι λοιπόν, πειραµατικά δεδοµένα αποκαλύπτουν ότι, όταν η NLS 
«προβλέπει» κατάρρευση της κυµατοµορφής ειναι πολύ πιθανό να παρουσιαστεί έντονη 
αυτό-εστίαση µέχρι, είτε τη δηµιουργία φωτεινού «νήµατος» (νηµατοποίηση-filamentation), 
είτε τη διάσπαση σε περισσότερα εντοπισµένα κυµατοπακέτα, τα οποία δύνανται να 
αυτοεστιάσουν εκ νέου (πολλαπλή νηµατοποίηση). Η απαιτούµενη ισχύς για να παρατηρηθεί 
πολυδιάσπαση και πολυσυλλεκτική νηµατοποίηση ενός παλµού όπως τύπου Townes είναι 
ιδιαίτερα µεγάλη, της τάξης του 100Pcr [227]. Αν η ισχύς είναι µικρότερη της κρίσιµης τιµής 
απλώς υπερισχύει η διασπορά. 

Η δυναµική της κυµατικής κατάρρευσης, ή ουσιαστικά της παρατεταµένης αυτοεστίασης, 
αποτελεί αντικείµενο µελέτης σε αρκετά πεδία της Φυσικής και της τεχνολογίας. Ένα 
σύνηθες παράδειγµα είναι η έντονη αυτό-εστίαση που δύναται να παρουσιάσει ακτίνα laser 

                                                 
1 Ο όρος “bidispersive” προέρχεται από το [209]. 
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κατά τη δηµιουργία πλάσµατος. Εδώ η παρατηρηµένη νηµατοποίηση της ακτίνας συνδέεται 
µε την αλληλεπίδραση της µε τις χαµηλής συχνότητας διαταραχές πυκνότητας του πλάσµατος 
οι οποίες φαίνεται πως λειτουργούν σαν συγκλίνων φακός για την οπτική ακτίνα [228, 229]. 
Αυτό γίνεται απόλυτα κατανοητό από την εξίσωση διάδοσης της ακτίνας, καθώς ιδιαίτερα 
στην απλοποιηµένη περίπτωση όπου τα θερµικά φαινόµενα θεωρούνται αµελητέα και οι 
ιοντικές διακυµάνσεις στατικές, δεν είναι άλλη από την NLS. Ένα άλλο παράδειγµα, πάλι 
σχετιζόµενο µε το πλάσµα, είναι η µελέτη κατάρρευσης κυµάτων Langmuir. Αυτά 
παράγονται, µαζί µε ηχητικά κύµατα, από την αλληλεπίδραση µιας ακτίνας laser υψηλής 
έντασης µε το πλάσµα. Είναι µάλιστα τα πρώτα στα οποία παρατηρήθηκε η διαδικασία της 
«κατάρρευσης» και αναφέρονται στη πρωτοποριακή εργασία του Zacharov [230]. 
Συγκεκριµένα, στην περίπτωση πάλι που πληρούνται κάποιες προϋποθέσεις, η ενέργεια των 
κυµάτων δύναται να παγιδευτεί µέσα στις διαταραχές της ιοντικής πυκνότητας. Αυτές 
συζευγνύονται µε υψίσυχνα κύµατα πλάσµατος µέσο της µη-γραµµικής σθενοκινητικής 
δύναµης (“ponderomotive force”). Έτσι τα αργά µεταβαλλόµενα κύµατα Langmuir 
παγιδευµένα σε ιοντοακουστικές κοιλότητες (µεταβολές στην ιοντική πυκνότητα) δύνανται 
να οδηγηθούν σε κατάρρευση. Οι εξισώσεις διάδοσης τους έχουν περιγραφεί από τον 
Zacharov, αλλά στην απλοποιηµένη τους µορφή καταλήγουν πάλι στην NLS. Εδώ πρέπει να 
αναφερθεί ότι η κατάρρευση τελικά δε θα συµβεί λόγω του φαινοµένου της απόσβεσης 
Landau. Αντί αυτού και πριν την απόσβεση τους, παρατηρούνται πεδία Langmuir εξαιρετικά 
υψηλής έντασης. Ακόµα λοιπόν και µε το απλοποιηµένο µοντέλο µπορούµε να έχουµε µια 
καλή εικόνα των φαινοµένων αλληλεπίδρασης laser µε πλάσµα. Η κυµατική κατάρρευση 
µελετάται και στο πεδίο της υδροδυναµικής [181], αλλά αυτό φεύγει πιο µακριά από το πεδίο 
της διατριβής που είναι βέβαια η Οπτική. Στην Οπτική λοιπόν ενδιαφέρει επίσης το 
φαινόµενο αυτό της κατάρρευσης, µόνο που το µέσο θεωρείται, εν γένει, στατικό, χωρίς 
χρονοµεταβαλλόµενες διαταραχές στην πυκνότητα του. 

Ο άµεσος στόχος της µελέτης της πολυδιάστασης NLS και της κυµατικής κατάρρευσης 
δεν είναι η δηµιουργία εντοπισµένων στενών φωτεινών σολιτονίων, που θα µπορούν να 
διαδοθούν για πολλά χιλιόµετρα αδιατάρακτα. Κάτι τέτοιο δεν δείχνει άµεσα εφικτό. Όµως η 
µελέτη των ορίων που επιβάλει το φαινόµενο είναι πολύ χρήσιµη για τη διερεύνηση τρόπων 
υπέρβασης ή αποφυγής τους. Για παράδειγµα, σε πολλά πειράµατα έχει αναφερθεί ακόµα και 
καταστροφή του οπτικού µέσου λόγω της έντονης αυτοεστίασης της ακτίνας [6-Κεφ. 3, 7, 16, 
17]. Τρόποι ελεγχόµενου περιορισµού του φαινοµένου έχουν προταθεί µε τη µορφή 
κορέσιµης µη-γραµµικότητας (saturable nonlinearity), απωλειών, nonparaxiality [6-Κεφ. 17], 
κανονικής διασποράς και χρήση φωτοδιαθλαστικών κρυστάλλων (photorefractive crystals). 
Ο έλεγχος του φαινοµένου κάνει δυνατή την κατασκευή οπτικών συσκευών. Επιπλέον, ο 
έλεγχος του φαινοµένου µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τη δηµιουργία φωτεινών νηµάτων στο 
νερό ή στον αέρα που διαδίδονται για περισσότερα από 10Km (και των οποίων το ευρύτατο 
φάσµα µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την ανίχνευση χηµικών ουσιών στην κατώτερη 
ατµόσφαιρα [6, 70], ή απλώς για τη δηµιουργία πολύ στενών και έντονων παλµών (νηµάτων) 
σε οπτικά µέσα, αλλά και τη «γένεση «υπερσυνεχούς φάσµατος» (supercontinuum 
generation-SCG) [231]. Συγκεκριµένα για τη SCG, η πρώτη παρατήρηση έγινε το 1970 και 
έκτοτε έχει παρατηρηθεί πειραµατικά στην αλληλεπίδραση laser παλµών µε διάφορα υλικά 
[177, 178, 231]. Εντυπωσιακό δε είναι ότι η µορφή του φάσµατος βρίσκεται να είναι πάντα 
σχεδόν ίδια, κάτι που υποδηλώνει ότι το SCG είναι ένα χαρακτηριστικό της αλληλεπίδρασης 
του laser µε την ύλη. Σύµφωνα µε νεότερες θεωρίες, το φαινόµενο του SCG συνδέεται µε την 
αυτοεστίαση [6]. Τέλος, η µελέτη των συνθηκών «κατάρρευσης» βοηθά στη µελέτη των 
φαινοµένων, όταν η κατάρρευση αυτή δεν είναι εφικτή, στην περιοχή κανονικής 
(µη-ανώµαλης) διασποράς. Τα φαινόµενα που δύνανται να παρατηρηθούν είναι η διάσπαση 
του παλµού σε δύο ή περισσότερους και η δηµιουργία µη-γραµµικών κυµάτων Χ, ένα 
ενδιαφέρον ενδεχόµενο µε το οποίο ασχολούµαστε εκτενέστερα παρακάτω. 
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Στα παραπάνω αφήσαµε να εννοηθεί ότι η µη-γραµµικότητα είναι εστιάζουσα και η 
περίθλαση στις εγκάρσιες διαστάσεις είναι συνήθης, δηλαδή ανάλογη της ανώµαλης χρονικής 
διασποράς, ενώ αποσιωπήσαµε το ρόλο της τελευταίας. Όπως αναφέραµε και στο πρώτο 
Κεφάλαιο, η παρατεταµένη εστίαση οπτικών δεσµών ή παλµών παρατηρείται σε µέσα µε 
κυβική µη-γραµικότητα µόνο όταν η δέσµη ή ο παλµός έχουν παραπάνω από µία διάσταση. 
Αυτό διότι κυµατική κατάρρευση δεν παρατηρείται σε παλµούς οδεύοντες σε οπτικές ίνες, 
όπου λόγω της κυλινδρικής συµµετρίας το πρόβληµα είναι ουσιαστικά µονοδιάστατο, αλλά 
ούτε και σε δέσµες που διαδίδονται σε επίπεδο κυµατοδηγό (slab waveguide). Αντίθετα, 
κατάρρευση µπορεί να παρατηρηθεί σε ακτίνες που διαδίδονται σε ελεύθερο µέσο (bulk 
medium) και σε παλµούς που διαδίδονται σε επίπεδο κυµατοδηγό ή και σε ελεύθερο µέσο. 
Στη πρώτη περίπτωση η ακτίνα αντιµετωπίζει µόνο περίθλαση, ενώ αν ο παλµός είναι στενός 
τότε η διασπορά γίνεται αρκετά σηµαντική (και πρέπει να συµπεριληφθεί και στο µοντέλο). 
Αν και η περίθλαση είναι πολύ ισχυρότερο φαινόµενο από τη διασπορά, µε συνήθως πολύ 
µικρότερο χαρακτηριστικό µήκος από οπτικούς παλµούς της τάξης των picoseconds, η δράση 
της είναι ανάλογη µε αυτή της (ανώµαλης) διασποράς, στο χώρο όµως αντί για το χρόνο. Τα 
εν λόγω προβλήµατα µπορούν να µοντελοποιηθούν από τη πολυδιάστατη NLS, όπου στη 
πρώτη και δεύτερη περίπτωση το πρόβλήµα είναι 2D ή όπως συχνά αναφέρεται, (2+1)D, για 
να σηµειωθεί και η διάσταση της διάδοσης, ενώ στη τρίτη περίπτωση 3D ή (3+1)D. Στις δύο 
τελευταίες περιπτώσεις δε, τα προβλήµατα ονοµάζονται χωροχρονικά και στη περίπτωση που 
η ισχύς του παλµού είναι µεγαλύτερη από µια κρίσιµη τιµή αντιµετωπίζουµε τη χωροχρονική 
αυτοεστίαση ή και κατάρρευση. 
 

 
Σχήµα 4.1: Στιγµιότυπα αυτοεστίασης προς κατάρρευση δισδιάστατου κυκλικού 
γκαουσιανού παλµού ενέργειας Ν=2Νc, όπως αναπαρίσταται από τον κώδικα µας, α) Ζ=0, β) 
Ζ=0.25, γ) Z=0.75. Τα µεγέθη είναι κανονικοποιηµένα όπως στο κεφάλαιο 4.4. 
 

Σηµαντικό ενδιαφέρον όµως παρουσιάζει και η περίπτωση της κανονικής διασποράς, όπου 
ανεξάρτητα από το αν ο παλµός είναι δύο ή τριών διαστάσεων, η παρουσία της αποτρέπει τη 
κατάρρευση. Αυτό είναι και ένα σηµείο πάνω στο οποίο στηρίζεται το παρόν και το επόµενο 
Κεφάλαιο. Για να δώσουµε µία ποιοτική περιγραφή του φαινοµένου, ας θεωρήσουµε ένα 
τρισδιάστατο παλµό σε µέσο µε εστιάζουσα µη-γραµµικότητα τύπου Kerr και µε ισχύ 
(ενέργεια) πάνω από τη κρίσιµη για κατάρρευση. Κατά τη διάδοση του παλµού η 
µη-γραµµικότητα (µέσω του SPM) ελαττώνει φασµατικά το περιεχόµενο του µετώπου του 
παλµού και αυξάνει αυτό της ουράς του. Αυτές οι φασµατικές µετατοπίσεις επιφέρουν 
τερέτισµα, δηλαδή µεταβολή της συχνότητας µε το χρόνο κατά µήκος του παλµού η οποία 
έχει θετική κλίση κοντά στο κέντρο και αρνητική στα άκρα. Οι κλίσεις αυτές γίνονται πιο 
απότοµες και το τερέτισµα εντονότερο καθώς ο παλµός τείνει να αυτό-εστιαστεί. Καθώς τότε 
η διασπορά γίνεται όλο και πιο σηµαντική, ο συνδυασµός του τερετίσµατος και της 
κανονικής διασποράς τείνει να κάνει τα δύο µέρη του παλµού (µε αυξηµένη ή µειωµένη) 
συχνότητα να κινηθούν αντίθετα, αποµακρυνόµενα µεταξύ τους συµµετρικά. Το γεγονός 
αυτό αποτρέπει τη κατάρρευση και δύναται να δηµιουργήσει παλµό µε δύο κορυφές ή και να 
διαχωρίσει το παλµό σε δύο νέους µε ίσες και αντίθετες ως προς το σύστηµα του αρχικού 
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παλµού, οµαδικές ταχύτητες (σχήµα 4.2). Η πρώτη πειραµατική καταγραφή διαχωρισµού 
στενού οπτικού παλµού διαδιδόµενου σε µέσο µε οµαλή διασπορά έγινε το 1996 [180]. Σε 
αυτά τα πειράµατα χρησιµοποιήθηκαν παλµοί µε εγκάρσιο προφίλ κοντά στη γκαουσιανή, 
χρονικού εύρους 90fs µε λ=800nm. Για τιµές εγκάρσιας ισχύος (1.5-3)Νc οι παλµοί 
παρατηρήθηκαν να ξεκινούν να αυτό-εστιάζουν και γρήγορα να διαχωρίζονται στα δύο. Για 
ακόµα µεγαλύτερες τιµές, περαιτέρω διαχωρισµοί παρατηρήθηκαν. Το ενδιαφέρον για 
διάδοση παρουσία κανονικής διασποράς έχει ενταθεί περισσότερο τα τελευταία χρόνια και 
έχουν δηµοσιευτεί κάποιες βασικές αριθµητικές και ηµι-αναλυτικές εργασίες που 
περιγράφουν το αποτέλεσµα της στην αυτοεστίαση [180, 205-208, 212] 
 

 

 
Σχήµα 4.2: Στιγµιότυπα αυτοεστίασης και χρονικού διαχωρισµού δισδιάστατου κυκλικού 
γκασουσιανού παλµού µε N=3Nc σε κανονική διασπορά µε α) Ζ=0, β) Ζ=0.15, γ) Ζ=0.5, δ) 
Ζ=0.75. Τα µεγέθη είναι κανονικοποιηµένα. 
 

 
Σχήµα 4.3: Φασµατική κατανοµή του παλµού του Σχ. 4.2 για α) Ζ=0.75 και β) Ζ=5. 
 

Η αυτοεστίαση στενών χωρικών ή χωροχρονικών παλµών είναι ένα θέµα που ήδη έχει 
µελετηθεί εξαντλητικά και η προσπάθεια κατανόησης του φαινοµένου και περιγραφής της 
εξέλιξης του παλµού έχει οδηγήσει σε ποικιλόµορφες προσεγγίσεις [6]. ∆ειγµατοληπτικά, 
µπορούµε να αναφερθούµε στις αριθµητικές προσεγγίσεις ([194, 195]) και σε κάποιες 
αναλυτικές. Έτσι, έχει χρησιµοποιηθεί µε σχετική επιτυχία η Μεταβολική Μέθοδος ([196, 
197)]), αν και η παραδοχή της για παλµό που διατηρεί την αρχική µορφή του, αποκλίνει 
καθώς αυτός εστιάζει. Η προσέγγιση αυτή «απαιτεί» λοιπόν ο παλµός να διατηρεί την αυτό-
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οµοιότητα του µέχρι τη κατάρρευση. Ο Bergé στις αναλυτικές εργασίες του, [198-200], 
απέδειξε ότι µετά από κάποια κρίσιµη απόσταση διάδοσης ο παλµός δε µπορεί να θεωρηθεί 
αυτό-όµοιος. Ανέπτυξε την «ηµί-αυτό-όµοια» προσέγγιση [199, 201-203] σύµφωνα µε την 
οποία ο παλµός διατηρεί αδιαβατικά τη µορφή του µέχρι κάποια απόσταση και µετά 
εξελίσσεται σε ένα αργά µεταβαλλόµενο σχεδόν αυτό-όµοιο κεντρικό τµήµα και «ουρά» 
(άλω) µε διαφοροποιούµενη µορφή και κατάφερε να περιγράψει µε τον πλέον ακριβή τρόπο 
την εξέλιξη του παλµού κατά την αυτοεστίαση του. Παρακάτω δε θα ασχοληθούµε µε αυτή 
τη µέθοδο, αλλά στο επόµενο Κεφάλαιο χρησιµοποιούµε κάποια από τα συµπεράσµατα της. 
Τέλος, αρκετά ακριβή συµπεράσµατα σχετικά µε την απαιτούµενη ισχύ και την απόσταση της 
κατάρρευσης έχουν δοθεί από την «ενεργειακή» χρήση της µεθόδου Virial, η οποία 
σκιαγραφείται παρακάτω. 
 
 
4.1.1 Θεώρηµα Virial 

 
Το θεώρηµα Virial, ή αλλιώς µέθοδος των ροπών χρησιµοποιείται στη µελέτη της έκρηξης 
του παλµού καθώς δίνει κάποια ασφαλή κριτήρια, αν και όχι τόσο λεπτοµερή ποσοτικά, για 
το αν θα οδηγηθεί ή όχι σε αυτή. Εµείς απλώς θα σκιαγραφήσουµε τη µέθοδο και θα 
παραθέσουµε τα χρήσιµα για την κατανόηση της φυσικής του φαινοµένου, συµπεράσµατα. 
Ξεκινώντας από µια πιο γενική µορφή της NLS, 
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όπου στην δική µας απλούστερη περίπτωση ο τανυστής διασποράς jkg είναι διαγώνιος και 

φέρει τα πρόσηµα των δεύτερων παραγώγων στο χώρο και χρόνο. Ο δεύτερος όρος αφορά τη 

περίθλαση σε µία ή δύο εγκάρσιες χωρικές διατάσεις ( D⊥ ) και τη διασπορά στη χρονική 

διάσταση. Τώρα, σαν ροπή αδράνειας µιας εντοπισµένης κυµατοµορφής ορίζεται το 
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όπου το άνυσµα x
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 εµπεριέχει τη θέση του παλµού στη χρονική και στις εγκάρσιες 

διαστάσεις, ενώ η µέση τιµή µιας συνάρτησης ( )f x , δίνεται από 
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1( ) ( ) Df x N f x u d x−= ∫ , 

όπου 
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DN u d x= ∫  είναι η ενέργεια του χώρο-χρονικού παλµού ή η ισχύς αν αναφερόµαστε 

µόνο στις εγκάρσιες χωρικές διαστάσεις, (οπότε 
t

D D D⊥= + ). Σε πολλές εργασίες το εν 

λόγω σύµβολο χρησιµοποιείται αντί αυτών της ενέργειας και της ισχύος, το οποίο 
χαρακτηρίζεται και ως «µάζα» του παλµού. Αυτό είναι και υπενθύµιση της συµµετρίας 
µεταξύ της χρονικής και εγκάρσιας χωρικής διάστασης. 

Τελικά χρησιµοποιώντας τη διατήρηση της ορµής και το Γαλιλαϊκό µετασχηµατισµό, και 
παραβλέποντας το σύµβολο του αθροίσµατος, η δεύτερη παράγωγος του I(1) είναι 
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D Dβ⊥ + , το ίχνος του µετρικού τανυστή. Παροµοίως ορίζουµε τη 
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, όπου η δέυτερη παράγωγος της γράφεται, 
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Αν το jkg  είναι θετικά ορισµένος (positive definite), στη περίπτωση δηλαδή θετικού 

προσήµου στους όρους περίθλασης και διασποράς, (αν υπάρχει, οπότε θα είναι ανώµαλη), η 
σχέση (4.3) γράφεται  
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 είναι η ταχύτητα του κέντρου µάζας. Στη περίπτωση που 
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(1) 08z I H∂ =  (4.7) 

Η παραπάνω περίπτωση ονοµάζεται και «κρίσιµη» και συµβαίνει όταν 
2 2

( )f u u
σ

= , µε 

2 / Dσ = , οπότε για D=2 έχουµε τη γνωστή Kerr µη-γραµµικότητα. Σε κάθε περίπτωση, 
όπως φαίνεται από τη (4.7) για H0<0 το 0I →  σε πεπερασµένη απόσταση. Καθώς η 

συνολική «µάζα» N διατηρείται και το 0u →  παντού, θα απειρίζεται ( u →∞ ) µόνο στο 

κέντρο µάζας. Όταν συµβεί αυτό λέµε ότι έχουµε «ολική κατάρρευση». Όπως αναφέρεται µε 
περισσότερες λεπτοµέρειες από τον Rasmussen [232], το Virial µας πληροφορεί για το εάν θα 
γίνει η κατάρρευση, όχι απαράιτητα για το πότε (σε ποια τιµή του z), καθώς αυτή µπορεί να 
συµβεί πριν το I(1) µηδενιστεί (βλέπε και [245]). 

Η περίπτωση A=0 δεν είναι η µόνη, καθώς µπορεί να ισχύει A<0 ή >0, οπότε και έχουµε 
την υπερκρίσιµη ή υποκρίσιµη περίπτωση. Η πρώτη µπορεί να οδηγήσει σε κατάρρευση, 
αλλά τα κριτήρια είναι κάπως διαφορετικά, ενώ σε αυτή περιλαµβάνεται και η µελέτη 
κατάρρευσης για D=3. Η υποκρίσιµη συνήθως δεν οδηγεί σε κατάρρευση, ενώ η περίπτωση 
D=1 σε υλικό Kerr δεν οδηγεί ποτέ. ∆ε θα επεκταθούµε περαιτέρω στις περιπτώσεις αυτές, 
καθώς στη παρούσα διατριβή µελετάµε χωροχρονικούς παλµούς σε επίπεδους κυµατοδηγούς 
(D=2), αλλά για περισσότερα µπορεί κανείς να ανατρέξει στις αναφορές [232] και [193]. 
Οι σχέσεις (4.2) και (4.4) απλοποιούνται σηµαντικά αν θεωρήσουµε µηδενική ταχύτητα για 
το κέντρο µάζας (µηδενική συνολική ορµή) και µετατόπιση στο σύστηµα συντεταγµένων 

τέτοια ώστε ˆ 0x = . Έτσι καταλήγουµε στις 
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που το jkg  δεν είναι καθολικά θετικό και συγκεκριµένα όταν s=-1, οι σχέσεις (4.8, 4.9) 

δίνουν 
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Αν πολλαπλασιάσουµε και τα µέρη της (4.10) µε I(1) και χρησιµοποιήσουµε την ανισότητα 
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∑∫ ∫ , (προερχόµενη από µερική ολοκλήρωση του N στο 

,  ή 
i

x r t⊥=  και χρήση της ανισότητας Cauchy-Schwarz), µε ,  i t=⊥  καταλήγει στη 

 2 2 2 2

(1) (1) (1)2 16z zI I I N∂ ≥ ∂ ≥  (4.12) 

από την οποία µπορεί να δειχθεί ότι το I(1) δεν γίνεται ποτέ µηδέν, οπότε η κατάρρευση 
αποκλείεται. Από τη σχέση (4.11) καταλαβαίνουµε ότι για Η<0 υπερισχύει η χρονική 
διασπορά, ενώ αν Η>0 υπερισχύει η περίθλαση και ο παλµός διασπείρεται κυρίως στις 
εγκάρσιες χωρικές διαστάσεις. 
 
 
4.1.2 Μοντέλο κατάρρευσης οπτικής δέσµης σε επίπεδο κυµατοδηγό-κρίσιµη ισχύς 

 
Στη παρούσα παράγραφο θα επικεντρωθούµε στη περίπτωση D=2, που χαρακτηρίζει τη, τη 
διάδοση παλµού σε επίπεδο κυµατοδηγό παρουσία διασποράς, ή διάδοση ακτίνας σε 
τρισδιάστατο µέσο, χωρίς χρονική διασπορά. Σε κάθε περίπτωση η κατάρρευση ή όχι του 
παλµού εξαρτάται από το µέσο, αλλά και από τα χαρακτηριστικά του παλµού. Αν λοιπόν 
θεωρήσουµε γκαουσιανό παλµό διαδιδόµενο σε επίπεδο κυµατοδηγό, χωρίς αρχικό χωρικό ή 
χρονικό chirp, η αρχική µορφή του σε κανονικοποιηµένες µονάδες (βλέπε και σχέση 1.32) θα 
είναι 
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Θεωρήσαµε ότι ο κυµατοδηγός εκτείνεται µόνο στη Χ-εγκάρσια διάσταση, ενώ ο παλµός 
περιορίζεται στη Y. Τα WX και WT είναι τα κανονικοποιηµένα εύρη, χωρικό και χρονικό. 

Υπολογίζοντας τα τρία ολοκληρώµατα κίνησης, µάζα(ενέργεια), ορµή και Χαµιλτονιανή, 
όπως αναφέρονται και στη παράγραφο 1.3.3. Για τον εν λόγω παλµό, καταλήγουµε 
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Τώρα, από όσα αναφέρθηκαν στη παράγραφο 4.1.1, για να συµβεί κατάρρευση, δεδοµένης 
ανώµαλης διασποράς, θα πρέπει H<0. Από τη σχέση (4.16) προκύπτει ότι για να συµβαίνει 
αυτό θα πρέπει η µάζα του παλµού να ξεπερνά µια κρίσιµη τιµή, 
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Στη περίπτωση τώρα όπου 
X T

W W= , η κρίσιµη µάζα παίρνει τη τιµή Νc=4π. Η συγκεκριµένη 

τιµή είναι και η πλέον γνωστή στη βιβλιογραφία καθώς οι περισσότεροι ερευνητές 
χρησιµοποιούν σα παράδειγµα ακτίνες µε όµοια έυρη στις δύο εγκάρσιες διαστάσεις, 
κυκλικής δηλαδή διατοµής. Η συµµετρία των όρων χωρικής περίθλασης και χρονικής 
διασποράς µας επιτρέπει να αναφερόµαστε και σε χωροχρονικό παλµό που ικανοποιεί τη 
παραπάνω συνθήκη ως κυκλικό και όταν δε την ικανοποιεί, ως ελλειπτικό. 

Σηµειώνουµε επιπλέον ότι παλµοί µε περιβάλλουσα διαφορετικής µορφής 
χαρακτηρίζονται από διαφορετικές τιµές του Nc. Οι έχοντες µε περιβάλλουσα µε µορφή του 
Townes έχουν τη µικρότερη τιµή κρίσιµης ισχύος, Nc=11.68 . Έχει δειχθεί ότι όποιο και να 
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είναι το σχήµα του παλµού, εάν η ισχύς υπερβαίνει την κρίσιµη, τότε αυτοεστιαζόµενος 
εξελίσσεται σε παλµό τύπου Townes [194, 216, 217]. 
 
 
4.2 Χωροχρονική διαµορφωτική αστάθεια (modulational instability-MI) 
 
Σαν µια πρώτη προσπάθεια κατανόησης των περιπτώσεων ανώµαλης διασποράς, µε την 
πιθανότητα κατάρρευσης, και οµαλής, µε τη πιθανότητα διάσπασης του παλµού, αλλά και τη 
δυνατότητα δηµιουργίας κυµατοπακέτου τύπου «Χ», παραθέτουµε τη µελέτη ΜΙ για 
τρισδιάστατο στάσιµο κύµα (CW) που διαδίδεται σε οπτικό υλικό. Επανερχόµαστε για λίγο 
στη τρισδιάστατη περίπτωση, που προτιµήθηκε από τη δισδιάστατη, (στην οποία είναι 
εντοπισµένα το παρόν και το επόµενο Κεφάλαιο), ως γενικότερη. 

Το σηµείο εκκίνησης είναι λοιπόν η (3+1)D NLS την οποία παραθέτουµε στη µη 
κανονικοποιηµένη µορφή, ένα βήµα πριν την (1.32). 
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όπου το U περιγράφει τη περιβάλλουσα του κυµατοπακέτου. Το 0β  είναι η σταθερά 

διάδοσης, το 2β  η διασπορά οµαδικής ταχύτητας (GVD) και µπορεί να είναι θετικό ή 

αρνητικό, ενώ η µη-γραµµική παράµετρος γ  είναι υπεύθυνη για την αυτοδιαµόρφωση φάσης 

(SPM) και στην περίπτωση µας είναι θετική (εστίαση). 
Το CW «εκπέµπεται» στο z=0, ενώ φαίνεται από την (4.18) ότι δέχεται λύση επιπέδου 

κύµατος της µορφής,  

 0 exp( )NLU I iφ= , (4.19) 

όπου Ι0 η ένταση και 0NL
I zφ γ=  η µη-γραµµική µεταβολή φάσης, λόγο του SPM. Φαίνεται 

λοιπόν ότι το CW θα παραµείνει αµετάβλητο, εκτός της µεταβολής της φάσης του. 
Σύµφωνα µε τη διαδικασία του ΜΙ, µία µικρή διαταραχή προστίθεται στο πλάτος για να 

ελεγχθεί η σταθερότητα του επίπεδου αυτού κύµατος. Οπότε τίθεται, 

 0( )exp( )NLU I a iφ= + . (4.20) 

και µελετάται η εξέλιξη της µικρής διαταραχής ( , , , )a x y z t  κατά τη διάδοση στο µέσο. 

Βάζοντας την (4.20) στην (4.18) και γραµµικοποιώντας στο a , έχουµε, 
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. (4.21) 

Η γενική λύση της παραπάνω εξίσωσης είναι 

 ( ) ( )1 2( , ) exp expa r T a i K r t a i K r t   = ⋅ −Ω + − ⋅ −Ω   
� �� � �

, (4.22) 

όπου ( , , )r x y z=
�

 και K
�

 και Ω είναι το κυµατικό διάνυσµα και η συχνότητα της διαταραχής, 

ουσιαστικά οι µεταβολές των µεγεθών σε σχέση µε τα αντίστοιχα του επιπέδου κύµατος. 
Μέσο αλγεβρικών πράξεων αποδεικνύεται ότι οι (4.21) και (4.22) έχουν µη-µηδενικές λύσεις 
όταν ισχύει η παρακάτω σχέση διασποράς: 

 ( )( )
0

2 2 2 2 2 2 2 2

0 2 0 2 04 4
z x y x y

K K K K K Iβ β β β β γ= + − Ω + − Ω −  (4.23) 

To 2 2

x y
K K K⊥ = +  είναι το εγκάρσιο κυµατοδιάνυσµα και σχετίζεται µε τη κωνική γωνία µε 

τον άξονα z της διάδοσης, 0sin /Kθ β⊥= . Η σχέση (4.23) εκπίπτει στη σχέση διασποράς για 

την χρονική NLS όταν Κx=Κy=0, ενώ αφορά χωροχρονική διάδοση σε (2+1)D µέσο, όπως ένα 
κυµατοδηγό τύπου πλάκας (επίπεδο), για Κy=0. 
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Φαίνεται λοιπόν ότι η σταθερότητα της CW λύσης εξαρτάται τόσο από τη χωρική και 

χρονική συχνότητα της διαταραχής, όσο και από τα πρόσηµα των 2β  και γ . Η λύση γίνεται 

ασταθής όταν το Κz αποκτά φανταστικό µέρος, καθώς τότε η διαταραχή αυξάνει εκθετικά µε 

κέρδος έντασης 2 Im( )
z

g K= . Για να δοθεί η πλήρης εικόνα του g , ορίζουµε την χωρική 

συχνότητα της διαταραχής: 

 

1
2 2 2

0 2

x y

S

K K

β β

 +
Ω =   

 
 (4.24) 

Το κέρδος, το σχετιζόµενο µε το ΜΙ γράφεται λοιπόν, 

 ( )( )
1

22 2 2 2 2

2 2 2( , ) sgn( ) sgn( )
S S C S

g β β β Ω Ω = Ω − Ω Ω + Ω −Ω   (4.25) 

όπου 0

2

4
C

Iγ
β

Ω = . Η λύση (4.19) είναι ασταθής για τις τιµές των Ω και ΩS που το g γίνεται 

θετικός πραγµατικός αριθµός. 
 

 
Σχήµα 4.4: Περιοχές αστάθειας, όπως διακρίνονται φραγµένες από συµπαγείς γραµµές, για 
τιµές Ω και ΩS, για (α) κανονική διασπορά, (β) ανώµαλη. Οι διάστικτες γραµµές συµβολίζουν 
την περιοχή µέγιστου κέρδους (ανατύπωση από [218]) 
 

Η αστάθεια αυτή χαρακτηρίζεται «χωροχρονική» καθώς ενέχει χωρικές και χρονικές 
διαµορφώσεις του εισερχόµενου CW. Στο σχήµα 4.4 φαίνονται οι περιοχές αστάθειας για 

ανώµαλη ( 2sgn( ) 1β = − ) και κανονική διασπορά ( 2sgn( ) 1β = + ). Παρατηρούµε ότι η 

ανάπτυξη αστάθειας στην πολυδιάστατη NLS δεν απαιτεί ανώµαλη διασπορά. Επίσης, ενώ 
στο σχήµα 4.4(β) η περιοχή αστάθειας είναι φραγµένη, στην περίπτωση της κανονικής 

διασποράς (Σχ.4.4α), όπου έχουµε αστάθεια για 2 2 2 2

S C S
Ω −Ω ≤ Ω ≤ Ω , η αντίστοιχη περιοχή 

ορίζεται από υπερβολές και δεν είναι φραγµένη. Αυτό αποτελεί και την πρώτη ένδειξη ότι 
στην περίπτωση της οµαλής διασποράς δεν δύναται να έχουµε συνεχή αυτό-εστίαση και 
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συγκέντρωση της ενέργειας ως την κατάρρευση, ενώ συνδέεται και µε το φαινόµενο της 
«κωνικής εκποµπής», στο οποίο βασίζεται και η δηµιουργία κυµατοπακέτων τύπου «Χ». 

Από τα παραπάνω φαίνεται εύκολα πως αν περιοριστούµε σε µία µόνο εγκάρσια διάσταση 
(έστω τη x) θα πρέπει απλώς να αγνοήσουµε τους όρους που αφορούν το y και το Ky. Έτσι 
αποµένει ο συνδυασµός περίθλασης σε µία διάσταση και διασποράς µε αποτέλεσµα όµοιο µε 
τα παραπάνω και µε το σχήµα 4.4. 
 
 
4.3 Κύµατα τύπου Χ (X waves) 
 
Τα κύµατα «τύπου Χ», είναι χωρικά εντοπισµένα κύµατα (localized waves) όπου διαδίδονται 
αδιατάρακτα και διατηρώντας το σχήµα τους, αλλά δεν είναι σολιτονικά κύµατα, µε την 
έννοια ότι είναι γραµµικές «οντότητες». Το φάσµα τους είναι µια συλλογή συναρτήσεων 
Bessel, µε την περισσότερη ενέργεια να συγκεντρώνεται γύρω από µια συγκεκριµένη 
συχνότητα, κάνοντας έτσι το φάσµα να µοιάζει κωνικό, η περισσότερο σαν «Χ», µε την 
κορυφή στο κέντρο. Το κυµατοπακέτο έχει παρόµοιο σχήµα, όµως ο µαθηµατικός του τύπος 
προϋποθέτει ότι η ένταση δεν σβήνει στο άπειρο, οπότε έχει άπειρη ενέργεια! Οποιαδήποτε 
πειραµατική ή αριθµητική παρατήρηση τους λοιπόν δεν θα µπορούσε να αφορά ένα ακριβές 
«κύµα Χ», αλλά κάποιο «Τύπου Χ» µε πεπερασµένη ενέργεια. Παρόλα αυτά, κύµατα «Τύπου 
Χ» έχουν παρατηρηθεί σε γραµµικά µέσα, πειραµατικά, πρώτα στο πεδίο της Ακουστικής 
[219], αργότερα στον Ηλεκτροµαγνητισµό [220] και πιο πρόσφατα στην Οπτική [221] και 
έχουν επιδείξει αντοχή σε διαταραχές και ευσταθή διάδοση χωρίς να διασπείρονται.  

Για να επιδείξουµε τις οµοιότητες των γραµµικών κυµάτων «Χ» µε τα µη-γραµµικά που 
µας ενδιαφέρουν πρωτίστως εδώ, παραθέτουµε µια σύντοµη µαθηµατική περιγραφή των 

πρώτων. Έτσι, για ηλεκτρικό πεδίο [ ]0 0( , , , ) ( , , , ) exp ( )E r z t U r z t i z tϕ ϕ β ω= − , µε ω0 τη 

κεντρική συχνότητα, β0=β(ω0) το κεντρικό κυµατάριθµο και 2 2 1/ 2( )r x y= + , 1tan ( / )y xϕ −=  

οι πολικές συντεταγµένες στο εγκάρσιο επίπεδο, η εξέλιξη της αργά µεταβαλλόµενης 
περιβάλλουσας U καθορίζεται από την εξίσωση, 
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, (4.26) 

η οποία δεν είναι άλλη από τη τρισδιάστατη NLS χωρίς τον όρο της µη-γραµµικότητας. Αν 

τώρα θεωρήσουµε πως το U είναι υπέρθεση ρυθµών, της µορφής ( , ) exp( )
mm

U U r t imϕ=∑ , 

µε τη γωνιακή εξάρτηση τους να καθορίζεται από τον αριθµό m, τότε µπορεί να δειχθεί ότι 

εάν το φάσµα του m-ρυθµού ( , )
m

U r Ω� , µε Ω=ω-ω0, υπακούει τη παρακάτω εξίσωση Bessel, 
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� � , (4.27) 

η οποία για β2>0 (κανονική διασπορά) µόνο, έχει µη τετριµµένες λύσεις (non-singular), το 
συνολικό πεδίο µένει αµετάβλητο κατά τη διάδοση. Οι λύσεις αυτές είναι 

0 2( , ) ( )m mU r J rβ βΩ = Ω� . Υπερθέτοντας «m=0» ρυθµούς, διαφορετικών συχνοτήτων, 

σύµφωνα µε κάποια φασµατική κατανοµή, π.χ. ( )f Ω  κεντραρισµένη στο Ω=0, µπορεί να 

κατασκευαστεί λύση µε αξονική συµµετρία, η οποία και περιγράφει τη περιβάλλουσα των 
γραµµικών κυµάτων «Χ», 

 0 0 2
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( , ) ( ) ( )

2

i t
U r t f J r e dβ β

π

∞ − Ω

−∞
= Ω Ω Ω∫  (4.28) 

Από φυσική σκοπιά, µπορούµε να πούµε πως η ευστάθεια που επιδεικνύει η περιβάλλουσα 
ενός «Χ» κύµατος προέρχεται από την αµοιβαία εξουδετέρωση των φασµατικών 
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µετατοπίσεων που προκαλούν η περίθλαση και η κανονική διασπορά. Αυτό µπορεί να δειχθεί 
εύκολα, παραθέτοντας τη γενική µορφή της λύσης της (4.26) η οποία γράφεται, 
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Η παραπάνω εξίσωση γίνεται η (4.28) στη περίπτωση που 0 2( , ) ( ) ( )U K f Kδ β βΩ = Ω − Ω� , 

όταν δηλαδή το φάσµα βρίσκεται πάνω στις διασταυρούµενες γραµµές του σχήµατος 4.4(β). 
Σε αυτή τη περίπτωση οι δύο όροι της φασµατικής µετατόπισης στην 
(4.29)εξουδετερώνονται, µαζί τους και η εξάρτηση της περιβάλλουσας από το z. Στο σχήµα 
4.5 παραθέτονται δύο απεικονίσεις του γραµµικού κύµατος Χ. 
 

 
Σχήµα 4.5: Κύµα Χ: (α) Ισοϋψείς επιφάνειες για |U(x,y,t)|2=const, (β) ένταση περιβάλλουσας 
σε σχέση µε τα r,t (σχήµατα από [204]). 
 

Ο Conti, µε την αριθµητική του δουλειά έδειξε ότι κύµατα τύπου Χ µπορούν να 
δηµιουργηθούν και να διαδοθούν και σε µη-γραµµικά µέσα [222, 223]. Στη προσέγγιση του, 
η µορφή του χωροχρονικού κυµατοπακέτου που µπορεί να διαδοθεί χωρίς να διασκορπίζεται 
ήταν ουσιαστικά ανάλογη ενός γραµµικού κύµατος-Χ. Ουσιαστικά, η διατήρηση, ή η 
γέννηση αυτών των «Χ» µορφών είναι αποτέλεσµα των διπλοδιασπαρτικών ιδιοτήτων του 
µέσου και µπορεί να λάβει χώρα ακόµα και παρουσία µη-γραµµικότητας. Βασική διαφορά 
των γραµµικών κυµάτων Χ µε τα µη-γραµµικά τύπου Χ, είναι ότι τα τελευταία «γεννιούνται» 
αυθόρµητα, για µεγάλες ισχείς, µέσω του µετασχηµατισµού κάποιου κυµατοπακέτου (έστω 

γκαουσιανού µε εγκάρσιους κυµατάριθµους και συχνότητα 
x

κ , 
y

κ  και ω αντίστοιχα), λόγω 

της συγκεκριµένης µορφής της διαµορφωτικής αστάθειας για οµαλή διασπορά (περίπτωση 
της κωνικής εκποµπής). Η τελευταία είναι που επιβάλει την ενίσχυση συγκεκριµένων 
περιοχών του χώρο-χρονικού φάσµατος, (µέσω διαδικασίας FWM, για να το πούµε µε άλλα 

λόγια [189, 191]), όπου µεταφέρεται ενέργεια στις πλευρικές ζώνες (
x x

Kκ ± , 
y y

Kκ ± , 

ω ±Ω ). Η αλληλεπίδραση διευρύνει το φάσµα σε συχνότητα και σε κυµατάριθµο, αλλά 
ιδιαίτερη ενίσχυση λαµβάνουν φασµατικές περιοχές µε 2 2

K⊥ ∝Ω  (σχήµα 4.4α) οι οποίες είναι 

υπερβολές που φράσσονται από τις ευθείες 
0 2K β β⊥ = ± Ω . Έτσι η ύπαρξη µη-γραµµικότητας 

διατηρεί τη δοµή του κύµατος Χ ή µπορεί και να µετασχηµατίσει ένα απλούστερο 

κυµατοπακέτο σε «Τύπου Χ». Αυτό παρατηρήθηκε πρώτη φορά σε (2)χ  µέσα, όπου υπήρξε 

αλληλο-παγίδευση µεταξύ πρώτης και δεύτερης αρµονικής και χωρικός εντοπισµός του 
κυµατοπακέτου (δείτε το [182] για ένα πειραµατικό παράδειγµα). Μεγαλύτερο ενδιαφέρον 
παρουσιάζουν τα υλικά τύπου Kerr, για τα οποία έχουν γραφτεί πολλές πειραµατικές και 
αριθµητικές εργασίες. Το γεγονός ότι η πιθανή γένεση και παρατήρηση παλµών τύπου Χ 
συµβαίνει για ενέργειες ανώτερες της κρίσιµης για κατάρρευση, επιφέρει την επίδραση 
περισσοτέρων συνιστωσών όπως το self-steepening και η δηµιουργία πλάσµατος, όπου 
καθιστούν το όλο φαινόµενο ιδιαίτερα πολύπλοκο. Σε σχετικά πρόσφατες πειραµατικές 



 153 

εργασίες, στις περισσότερες από τις οποίες χρησιµοποιείται το νερό ως µέσο, καθώς έτσι 
αποφεύγεται πιθανή ζηµιά ([225] και [6]) στο υλικό από έντονη αυτοεστίαση, έχει 
παρατηρηθεί δηµιουργία νηµάτων (στενών παλµών) φέροντα κωνικές ουρές, ενώ αριθµητικές 
προσοµοιώσεις περιγράφουν τη δηµιουργία κυµατοπακέτου µε φασµατικό περιεχόµενο 
κοντινό µε αυτό των πειραµάτων και εµφανώς δηµιουργηµένο από µηχανισµό κωνικής 
εκποµπής [179, 183-189]. Σε κάποιες εργασίες µελετάται η επίδραση των φαινοµένων 
ανώτερης τάξης [224], όµως είναι πλέον ευρέως παραδεκτό ότι το απαραίτητο υπόβαθρο για 
αυθόρµητη δηµιουργία τέτοιων κυµατοπακέτων είναι η µορφή της διασποράς [179] και της 
χώρο-χρονικής διαµορφωτικής αστάθειας [184, 220]. Εδώ θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι η 
ενίσχυση των πλευρικών ζωνών που µετασχηµατίζει ένα παλµό σε «Τύπου-Χ» δεν ακολουθεί 
τις ευθείες 

0 2K β β⊥ = ± Ω , όπως στη γραµµική περίπτωση, αλλά ούτε ακολουθεί ακριβώς τις 

υπερβολές της σχέσης διασποράς (σχήµα 4.4β). Ακριβώς επειδή ο γεννήτορας παλµός δεν 
είναι στάσιµο κύµα µε κάποια διαταραχή, η σχέση διασποράς αναµένεται κάπως διαφορετική, 
όπως δείχθηκε στο [189] αλλά κυρίως στο [192]. Στο σχήµα 4.3 παρίσταται η φασµατική 
κατανοµή γκασουσιανού παλµού που διαδίδεται σε διπλοδιασπαρτικό µέσο, και υπόκειται σε 
διαχωρισµό και διασπορά/περίθλαση. Το φάσµα έχει µορφή που οµοιάζει µε τη 
προαναφερθείσα σχέση διασποράς, αλλά διαφέρει αρκετά, καθώς µεγάλο µέρος της ενέργειας 
διασπείρεται στον άξονα “X” (εγκάρσιο) λόγω περίθλασης. Παρόλα αυτά στη διατριβή αυτή 
διατηρούµε ως βάση την εν λόγω σχέση διασποράς καθώς γίνεται χρήση και στάσιµου 
κύµατος. 

Το ενδιαφέρον της δουλειάς µας περιστρέφεται γύρω από τη δυνατότητα δηµιουργίας 
κάποιων «τύπου Χ» παλµών. Έχει παρατηρηθεί ότι η µη-γραµµικότητα, είτε τύπου Kerr είτε 

SHG σε (2)χ  µέσο, δεν καταστρέφει τα κύµατα «Τύπου Χ», απλώς τα «ντύνει» µε κάποια 

παραπάνω φαινόµενα. Ακόµα και σε µέσα µε πολύ ισχυρή µη-γραµµικότητα το αποτέλεσµα 
της είναι κάποιες κυµατώσεις ή και ταλαντώσεις στην περιβάλλουσα, χωρίς να καταστρέφει 
τη Χ δοµή [204]. ∆υστυχώς όµως, η δηµιουργία κυµάτων τέτοιου τύπου από πηγή είναι κάτι 
όχι εύκολο, καθώς το ιδιαίτερο σχήµα της περιβάλλουσας απαιτεί περίπλοκες τεχνικές 
διαµόρφωσης, όπως τη χρήση φακών axicon. Ως εκ τούτου, ιδιαίτερο ενδιαφέρον 
παρουσιάζει η δυνατότητα δηµιουργίας τους («γένεσης τους») από κάποιο απλό 
πολυδιάστατο παλµό, όπως από έναν γκαουσιανού τύπου. Συγκεκριµένα, στη Μη-γραµµική 
Οπτική, έχει παρατηρηθεί πειραµατικά τέτοιου είδους αυθόρµητη δηµιουργία τρισδιάστατων 
δοµών τύπου «Χ» σε κρυστάλλους lithium triborate και σε νερό [179, 182]. Οι µορφές αυτές 
δεν είναι ιδιαίτερα µακρόβιες (αναλλοίωτες στη διάδοση) και η κωνική τους µορφή είναι 
συχνά εµφανής µόνο στο φασµατικό του πεδίο. Επίσης, το βασικό αίτιο που µπορεί να 
οδηγήσει στην αυθόρµητη δηµιουργία κυµατοπακέτου «Χ» προκαλεί και το προαναφερθέν 
φαινόµενο του διαχωρισµού του παλµού, το οποίο µάλιστα είναι και το πιθανότερο να συµβεί 
[180, 190].  

Κάτι σηµαντικό, σχετικά µε τη γέννηση (διέγερση) κυµατοπακέτων «Τύπου Χ» είναι ότι 
σχετίζεται µε την άλω του χωροχρονικού παλµού, που είναι όµως µικρής έντασης, οπότε και 
το φαινόµενο είναι ασθενές. Καθώς πρόσφατα επαληθεύτηκε η ύπαρξη δισδιάστατων 
γραµµικών κυµάτων «Χ», η δυνατότητα δηµιουργίας δοµών «Τύπου Χ» από την 
αλληλεπίδραση συνεχούς κύµατος, που δρα σαν τροφοδότης, (όπως στη παρούσα εργασία), 
µε δισδιάστατο Γκαουσιανό παλµό είναι, πιστεύουµε, κάτι άξιο µελέτης και αυτή ακριβώς 
την ιδέα αναπτύσσουµε παρακάτω. 
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4.4 Μελέτη γένεσης κυµάτων «Τύπου-Χ» µε τη χρήση CW 
 
Στο παρόν κεφάλαιο καταγράφεται η αριθµητική µελέτη της δυνατότητας δηµιουργίας 
κυµατοπακέτου «Χ» από την αλληλεπίδραση γκαουσιανού παλµού και επίπεδου κύµατος 
(CW) σε επίπεδο κυµατοδηγό (D=2). Για τους λόγους που αναφέρθηκαν στο κεφάλαιο 4.3, η 
αυθόρµητη γένεση «τύπου-Χ» κυµατοπακέτων είναι κάτι δύσκολο. Οι µορφές που 
δηµιουργούνται από την επίδραση της περίθλαση, κανονικής διασποράς και εστιάζουσας 
µη-γραµµικότητας σε ένα χωροχρονικό κυµατοπακέτο δύνανται να έχουν κοινά 
χαρακτηριστικά µε τα γραµµικά κύµατα Χ, αλλά είναι βραχύβιες και διασπείρονται γρήγορα. 
Η ιδέα της αλληλεπίδρασης ενός επίπεδου κύµατος µε το γκαουσιανό παλµό, ή για να το 
θέσουµε διαφορετικά, η συνύπαρξη του παλµού µε σταθερό υπόβαθρο ακτινοβολίας χαµηλής 
έντασης, στοχεύει στην ενίσχυση της διαµορφωτικής αστάθειας, η οποία έχει χαρακτηριστικά 
συναφή µε αυτά των γραµµικών κυµάτων Χ, όπως αναφέρθηκε στο 4.2. Η ιδέα της 
συνύπαρξης CW µε µονοδιάστατο ή πολυδιάστατο παλµό προέρχεται από τις εργασίες του 
Akhmediev [210] και µετέπειτα του Κοµίνη [211]. Ακόµα, η ιδέα της χρήσης επιπέδου 
κύµατος σαν γενεσιουργό αιτία δηµιουργίας δοµών τύπου-Χ προϋπήρξε της παρούσας 
εργασίας, αλλά ήταν περιορισµένης έκτασης και δεν αναφερόταν στην ύπαρξη 
µη-γραµµικότητας [209]. Η ύπαρξη µη-γραµµικόητας αναµένεται ότι θα ενισχύσει τον αυτό-
περιορισµό του παλµού σε σχέση µε τη διασπορά και θα δηµιουργήσει µία πολύ πλουσιότερη 
δυναµική συµπεριφορά. 

Η εξίσωση που διέπει την εξέλιξη του παλµού σε επίπεδο κυµατοδηγό τύπου Kerr, είναι η 
δισδιάστατη NLS (βλέπε και 1.32). Κανονικοποιηµένη και για κανονική διασπορά (s=-1), 
παίρνει τη µορφή 
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 (4.30) 

, όπου Z=z/Z0, X=x/Ld, T=t/T0 και 
1/ 2

0 0( )u I Z Uγ= , και 2

0 0d
L Xβ=  είναι το µήκος 

περίθλασης, 2

0 0 02Z Xβ=  και 1/ 2

0 0 0 2( )T X β β= , όπου αν το θεωρήσουµε ως χαρακτηριστικό 

χρονικό εύρος του παλµού σηµαίνει ότι 
d D

L L= , δηλαδή τα µήκη περίθλασης και διασποράς 

είναι ίσα. Ως X0 ορίζεται το χωρικό εύρος του παλµού, ενώ 0 0nβ κ= , µε 0κ  τη σταθερά 

διάδοσης στο κενό και n το δείκτη διάθλασης. Να υπενθυµίσουµε ακόµα ότι 0 2nγ κ=  και 

01
nl

L Iγ= , είναι το µήκος µη-γραµµικότητας. Σε αντίθεση µε τα δύο προηγούµενα κεφάλαια 

ο συντελεστής «1/2» της διασποράς έχει απορροφηθεί στη κανονικοποίηση, (καθώς η 
εξίσωση είχε παρουσιαστεί µε αυτή τη µορφή στη σχετική δηµοσίευση [251], τη διατηρούµε 
και εδώ). Θα πρέπει πάλι να σηµειώσουµε ότι το µοντέλο ενέχει αριθµό απλοποιήσεων. 
Καταρχάς αγνοήσαµε τα φαινόµενα ανώτερης τάξης και τη δηµιουργία πλάσµατος που είναι 
παράγοντας απωλειών. Θέλαµε να µελετήσουµε την αλληλεπίδραση των κύριων φαινοµένων, 
επιδιώκοντας µια πιο «καθαρή» µατιά στη δυναµική τους για τη πιθανότητα γένεσης 
κυµατοπακέτων Τύπου-Χ. Ακόµα, όµως, η θεώρηση µας στηρίζεται και στο γεγονός ότι οι 
παλµοί που δοκιµάσαµε τίθενται να έχουν εύρος της τάξης των 200fs και άνω, οπότε τα 
φαινόµενα ανώτερης τάξης δε προλαβαίνουν να επιδράσουν δραστικά στις µικρές αποστάσεις 
(τάξης κάποιων mm) που οι µορφές επιζούν. Κάτι ακόµα είναι πως λόγω της κανονικής 
διασποράς ο παλµός, σε κάθε περίπτωση, χάνει µεγάλο ποσοστό της έντασης του, έστω και 
αν αρχικά αυτοεστιάσει, περιορίζοντας τυχόν φαινόµενα ανώτερης τάξης και δηµιουργία 
πλάσµατος πιο συγκεκριµένα. Τέλος, σε αντίθεση µε τη διάδοση στον αέρα, όπου το 
φαινόµενο της δηµιουργίας πλάσµατος είναι το κυριότερο αίτιο αφεστίασης, στο νερό και 
στα γυαλιά η χρονική διασπορά, όντας ισχυρότερη, είναι αυτή που παίζει το σηµαντικότερο 
ρόλο. Αυτό ενισχύεται καθώς όταν αναφερόµαστε σε πολύ στενούς οπτικούς παλµούς της 
τάξης των femptoseconds. Έτσι η παράλειψη των όρων που περιγράφουν την επίδραση του 
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πλάσµατος από τις εξισώσεις µας, δεδοµένης της συνήθους διασποράς που σύντοµα 
«προλαβαίνει» τη κυµατική κατάρρευση είναι µία αποδεκτή απλοποίηση [179]. Μία επιπλέον 
παραδοχή είναι ότι διατηρούµε τη παρααξονική προσέγγιση, ενώ όπως αναφέραµε, υπάρχουν 
φαινόµενα κωνικής εκποµπής η οποία γίνεται υπό γωνία, ως προς τον άξονα διάδοσης. Είναι 
ευρέως παραδεκτό ότι η γωνία αυτή είναι µικρή, οπότε στη µεγάλη πλειοψηφία των µελετών 
η παρααξονική προσέγγιση είναι αυτή που χρησιµοποιείται εν γένει [6]. 

Όπως θα δούµε παρακάτω στις προσοµοιώσεις, η δυναµική συµπεριφορά του παλµού 
εξαρτάται από την αλληλεπίδραση τριών φαινοµένων, της περίθλασης, της διασποράς και του 
φαινοµένου Kerr. Η επίδραση τους µπορεί να οριστεί από τα χαρακτηριστικά τους µήκη, τα 
οποία και χρησιµοποιούµε στη παρούσα µελέτη. 
 
 
4.4.1 Μια «ενεργειακή» µελέτη 

 
Για τη µελέτη χρησιµοποιούµε σύµφωνη (coherent) υπέρθεση γκαουσιανού κυµατοπακέτου 
u1 και επίπεδου κύµατος uCW, ίδιας συχνότητας, αλλά όχι απαραίτητα και ίδιας φάσης. Έτσι 
u=u1+uCW, όπου για Ζ=0, 
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 (4.31) 

 exp( )
CW CW

u a A iφ=  (4.32) 

, όπου 4 ( )c X TA N N W W= , αCW το σχετικό πλάτος του CW και φ  η φάση του σε σχέση µε 

το u1. Καταρχάς εκτελούµε µία «ενεργειακή µελέτη» για να προσδιοριστούν τα όρια, οι τιµές 
δηλαδή της ενέργειας πέρα από τις οποίες έχουµε αυτοεστίαση. Ξεκινάµε µε τη περίπτωση 
ανώµαλης διασποράς και µέσω αυτής θα προσδιορίσουµε τα αντίστοιχα όρια για τη δίκη µας 
περίπτωση της οµαλής διασποράς. Στη τελευταία, η έντονη αυτοεστίαση οδηγεί συνήθως σε 
δαιχωρισµό του παλµού, κάτι αποτρεπτικό για τη δηµιουργία τύπου-Χ παλµού. Έτσι, όπως 
αναφέρθηκε στη παράγραφο 4.1.1, για ανώµαλη διασπορά, ο παλµός οδηγείται σε 
κατάρρευση όταν Η<0. Τώρα θα προσπαθήσουµε να προσδιορίσουµε ποια θα πρέπει να είναι 
η ενέργεια του, παρουσία και του CW, για να συµβαίνει αυτό. 

Για τη περίπτωση του κυκλικού παλµού, (οπότε και 
X T

W W W= = ), παρουσία επιπέδου 

κύµατος η µάζα γίνεται 
2

S CW
N u u dXdT= +∫∫  και καταλήγει  

 
2 2

4 cos( )
CW CW CW

N N u dXdT N a N u dXdTφ+ ∆ + = + +∫∫ ∫∫ , (4.33) 

όπου ο τελευταίος όρος είναι ουσιαστικά άπειρος, ή γενικά είναι πολύ µεγαλύτερος από τους 
άλλους δύο καθώς το εύρος του CW είναι πολύ µεγαλύτερο του παλµού. Μπορούµε λοιπόν 
να υποθέσουµε ότι ο δεύτερος όρος προστίθεται στο παλµό αποκλειστικά και επηρεάζει τη 
εξέλιξη αυτού, ενώ το επίπεδο κύµα παραµένει ουσιαστικά αµετάβλητο. Έτσι η µάζα που θα 
πρέπει να καθορίζει την  εξέλιξη του θα είναι πλέον 

 4 cos( )
S CW

N N a N φ= +  (4.34) 

Παροµοίως, η Χαµιλτονιανή (παράγραφος 1.3.3) γίνεται 
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Ο τελευταίος όρος είναι ξανά πολύ µεγαλύτερος από τους υπόλοιπους καθώς το CW 
εκτείνεται χωρικά και χρονικά πού περισσότερο συγκριτικά µε τον παλµό. Λόγω της πολύ 
µεγαλύτερης µάζας (ενέργειας) του CW, θα µπορούσαµε να κάνουµε την υπόθεση ότι οι 
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ενεργειακοί όροι προερχόµενοι από την αλληλεπίδραση του παλµού µε το CW ανήκουν και 
συµβάλουν στον παλµό. Έτσι και στη H, θα αφαιρέσουµε τον τελευταίο όρο και θα 
θεωρήσουµε ότι η νέα Χαµιλτονιανή που χαρακτηρίζει τον παλµό είναι: 
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3 2 2 2 2 2 2

2 2 2

4 cos( )

4 3
4 cos( ) 2 cos ( )

                         

CW

CW CW CW

a NN N
H

W W W
a N a N a N

W W W

φ
π π

φ φ
π π π

′ = − − −

− −
 (4.36) 

Οι παραπάνω υποθέσεις είναι περισσότερο ποιοτικές και δεν αναµένεται να αποδώσουν ένα 
αυστηρό κριτήριο για τη κατάρρευση, δίνουν όµως τιµές, από τις οποίες αν κινηθούµε σε µια 
γειτονική περιοχή πάνω ή κάτω από αυτές παρατηρούµε όντως κατάρρευση, ή διασπορά του 
παλµού. Επί παραδείγµατι για W=1, αCW=0.1 και 0φ = , η ελάχιστη τιµή για 0H ′ ≤  είναι 

7.53N ≈ , που σηµαίνει περίπου 0.6Νc. ∆οκιµάζοντας στον κώδικα µας αρχική συνθήκη 
N/Nc=0.7 παρατηρήσαµε έντονη αυτοεστίαση και κατάρρευση, κάτι που δε συνέβη για τιµή 
0.5. 

Όπως έχει αναφερθεί από τον Luther η απαιτούµενη µάζα για αυτοεστίαση σε κανονική 
διασπορά είναι αρκετά µεγαλύτερη από το Nc [206]. Το πως ορίζεται η αυτοεστίαση στη 
κανονική διασπορά, είναι φαινοµενολογικά κάτι όχι τόσο σαφές, καθώς δεν υπάρχει η 
κατάρρευση. Παρόλα αυτά παρατηρήσαµε ότι για ενέργεια πάνω από κάποια τιµή υπάρχει 
κάποια σχετικά έντονη αν και βραχύβια αυτοεστίαση που οδηγεί σε διαχωρισµό του παλµού 
στο χρόνο. Ακολουθήσαµε την ίδια διαδικασία µε τη παραπάνω εργασία και καταλήξαµε σε 
παρόµοια συµπεράσµατα για την απαιτούµενη µάζα. Επιπλέον, επαναλάβαµε τη διαδικασία 
και για ελλειπτικό παλµό, προσθέτοντας έτσι τα συµπεράσµατα µας σε αυτή τη περίπτωση. 

Η µέθοδος είναι εξίσου ποιοτική µε την παραπάνω και συνοψίζεται στην υπόθεση ότι 
εφόσον είναι η κανονική διασπορά που αποτρέπει τη κατάρρευση, θα πρέπει η τιµή της 
ενέργειας για την οποία η απόσταση στην οποία έχουµε κατάρρευση (zSF) γίνεται ίση µε το 
µήκος διάδοσης που απαιτείται για να πέσει η µέγιστη ισχύς, (λόγω διασποράς), από την 
αρχική της τιµή στην οριακή για κατάρρευση Pc, να είναι η νέα κρίσιµη τιµή. Η απόσταση 
κατάρρευσης δίνεται από [213] 
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p N N= . Η επίδραση της διασποράς στο παλµό δίνεται από τον τύπο, 
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όπου Τ00 και Τ0 είναι το αρχικό χρονικό εύρος του παλµού και η τιµή του κατά τη διάρκεια 

της διάδοσης, ενώ max nl
Z Lφ = . Με την κατάλληλη κανονικοποίηση 

2

0 2 0 0 0n Z I uκ =  (βλέπε 

παρόν κεφάλαιο και παράγραφο 4.1.2) καταλήγουµε πως max 02( / )( / )
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N N Z Zφ =  και η 

σχέση (4.38) διαµορφώνεται 
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µε 2 2

0 0 2 0/ 2 / 2d Dg X T L Lβ β= =  ο λόγος που συγκρίνει την ισχύ της διασποράς και της 

περίθλασης και χρησιµοποιείται εδώ αντί του /
d D

L L  για σύγκριση µε παλαιότερες εργασίες 

[205-207, 215]. Στη πραγµατικότητα το / 2
d

L  είναι το µήκος Rayleigh. Έπειτα 

αντικαθιστούµε το λόγο των ισχύων µε το λόγο των µαζών. Αυτό φαίνεται αυθαίρετο, αλλά 
όπως προηγούµενοι συγγραφείς χρησιµοποιούν την ισχύ (µάζα) του παλµού σε δύο χωρικές 
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διαστάσεις, και φαίνεται πως η κρίσιµη µάζα είναι 4π, ενώ η διασπορά είναι διαταραχή, εµείς 
έχουµε την ενέργεια να διατίθεται σε δύο διαστάσεις, η µία χρονική. Έστω και αν η ενέργεια 
διατηρείται φυσικά σταθερή, η ποιοτική οµοιότητα του αποτελέσµατος της ισχύος σε δύο 
χωρικές διαστάσεις µε αυτό της ενέργειας στο χωροχρονικό µας πεδίο µας επιτρέπει να 

αντικαταστήσουµε το λόγο των ισχύων µε 0 /
c

N N . Έπειτα, εξισώνοντας το Ζ µε το ZSF στις 

σχέσεις (4.38) και (4.39) καταλήγουµε στη  

 2 20.928
0.762 0.581 2.155 (1 )g p p A p B

A
 ≈ + − −
 

, (4.40) 

όπου 21 0.415 /A p B= +  και 2( 0.852) 0.0219B p= − − . Η παραπάνω σχέση συνδέει τις 

τιµές της διασποράς και της περίθλασης µε αυτή της µάζας για την οριακή περίπτωση όπου η 
αυτοεστίαση τείνει να υπερισχύσει. Για µικρότερες τιµές του p υπερισχύει η διασπορά ή/και 
η περίθλαση, ενώ για µεγαλύτερες υπερισχύει η αυτοεστίαση, κάτι που σηµαίνει απλά ότι ο 
παλµός είναι πιθανό να υποστεί χρονικό διαχωρισµό. Η σχέση η οποία υπολογίστηκε χωρίς 
να εξαιρέσουµε κάποιο όρο παρίσταται γραφικά στο σχήµα 4.6 µε τη γραµµή. Η καµπύλη 
είναι πολύ κοντά στην αντίστοιχη του Luther [207].  
 

gg

 
Σχήµα 4.6: Σχέση του λόγου µήκους περίθλασης (:2) προς διασποράς µε τη σχετική µάζα του 
παλµού, που σηµατοδοτεί το όριο δεξιά του οποίου υπερισχύει η αυτοεστίαση. Γραµµή: 
Κυκλικός παλµός. ∆ιακεκοµµένη: Παλµός ελλειπτικότητας e=3. 
 

Στη περίπτωση ελλειπτικού παλµού 
X T

W W≠  και η παραπάνω σχέση τροποποιείται. Αυτό 

συµβαίνει διότι οι ελλειπτικοί παλµοί χρειάζονται µάζα µεγαλύτερη της Nc για να 
αυτοεστιάσουν. Αυτό έχει δειχθεί για ανώµαλη διασπορά, αλλά αναλόγως ισχύει και στη 

κανονική. Η απαιτούµενη για κατάρρευση µάζα el

c
N  ενός ελλειπτικού παλµού σε ανώµαλη 

διασπορά δίνεται από το παρακάτω εµπειρικό τύπο [216], 

 [0.4 ( ) 0.6]el

c c
N h e N≈ + , (4.41) 

όπου ( ) ( 1/ ) 2h e e e= + , µε 
T X

e W W=  η ελλειπτικότητα. 

Εξετάζοντας τη περίπτωση WT=3, WX=1, για κανονική πλέον διασπορά, βάση της (4.41), 
οι σχέσεις (4.37) και (4.39) µετασχηµατίζονται στις 
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, από τις οποίες µε παρόµοια διαδικασία καταλήγουµε στη 

 2 20.928
0.334 0.112 2.155 (1 0.623 )g p p A p B

A
 ≈ + − −
 

, (4.44) 

όπου 21 0.080 /A p B= +  και 2(0.889 0.852) 0.0219B p= − − . Στο σχήµα 4.6 η σχέση αυτή 

αναπαρίσταται µε τη διακεκοµµένη καµπύλη. Γίνεται φανερό ότι απαιτείται περισσότερη 
ενέργεια για αυτοεστίαση του ελλειπτικού παλµού, κάτι αναµενόµενο, αν και το σχήµα 
δείχνει πως αυτό αντιστρέφεται από κάποια τιµή και µετά. Αυτό είναι βέβαια περίεργο, αλλά 
και οι σχέσεις µε τις οποίες δουλέψαµε είναι σχέσεις προσεγγιστικές και εµπειρικές, αν και 
αποδεκτές, που δεν ισχύουν για κάθε τιµή της ενέργειας. Για παράδειγµα η σχέση (4.38) δεν 
είναι αξιόπιστη ακόµα και για Ν/Νc=3 και σίγουρα όχι για παραπάνω. Τα αποτελέσµατα της 
σύντοµης αυτής ανάλυσης δε φιλοδοξούµε να παρέχουν απολύτως αυστηρές ποσοτικά τιµές 
της µάζας του παλµού, που δύνανται να οδηγήσουν σε εστίαση, διαχωρίσιµο, διασπορά ή 
περίθλαση, αλλά µπορούν να µας δίνουν την αίσθηση για το ποια φαινόµενα πρόκειται να 
υπερισχύσουν και για ποιες περιοχές τιµών της ενέργειας.  

Να σηµειώσουµε ότι η «ελλειπτικότητα» του παλµού είναι κάτι το σχετικό, καθώς δεν 
αφορά δύο χωρικές διαστάσεις, αλλά µία χωρική και τη χρονική, όπου για να καταλήξουµε 

στην ανοµοιότητα (WT=3, WX=1) κανονικοποιήσαµε το χρόνο όχι µε το χρονικό εύρος 0T , 

αλλά µε ένα παράγοντα 1/ 2

0 0 0 2( )T X β β′ = , όπου 0 0 3T T′ = . Παροµοίως, το µήκος διασποράς 

που αναφέρεται στις παραπάνω σχέσεις και στο σχήµα 4.6 δεν είναι το σχετιζόµενο µε το 

(µεγαλύτερο) χρονικό εύρος, αλλά µε το 0T ′  και παρατίθεται και για λόγους σύγκρισης µε το 

«κυκλικό» παλµό. Ο λόγος που επιλέξαµε ελλειπτικό παλµό σαν το κύριο παράδειγµα θα 
δούµε παρακάτω πως σχετίζεται µε την ελάττωση της ισχύος της διασποράς, κάτι που για 
δεδοµένη µάζα παλµού και CW αποτρέπει, σε κάποιες περιπτώσεις το χρονικό διαχωρισµό. 

Βάσει όλων των παραπάνω επιχειρούµε να επιλέξουµε τις αρχικές συνθήκες των 
αριθµητικών «πειραµάτων» και προσπαθούµε να εξηγήσουµε τα αποτελέσµατα τους. Έτσι, 
ξεκινώντας από τη περίπτωση ανώµαλης διασποράς, παρουσία CW δεδοµένων 
χαρακτηριστικών, και την απαίτηση κατάρρευσης ( 0H ′ ≤ ), µπορεί κανείς να εκτιµήσει τη 
µάζα Ν του παλµού. Από τη σχέση (4.34) µπορεί τότε να υπολογίσει τη συνολική µάζα 
(ενέργεια) ΝS υπεύθυνη για την αυτοεστίαση. Έπειτα από το σχήµα 4.6 µπορούµε να 
εκτιµήσουµε την αντίστοιχη NS που απαιτείται για αυτοεστίαση (και τελικά υπερίσχυση της 
διασποράς) σε κανονική διασπορά για κυκλικό ή ελλειπτικό παλµό. Γνωρίζοντας αυτή τη 
τιµή και για το δεδοµένο CW, µπορούµε να βρούµε το αρχικό N του παλµού, σε κανονική 
πλέον διασπορά. 
 
 
4.4.2 Αριθµητική διερεύνηση 

 
Χρησιµοποιήσαµε τον κώδικα που αναφέραµε στο Κεφάλαιο 1, που είναι παραλλαγή αυτού 
που χρησιµοποιήθηκε για τα Κεφάλαια 2 και 3 (Appendix A). Είναι ψευδοφασµατικός 
κώδικας που χρησιµοποιεί τη split-step µέθοδο. Κάναµε πολλές προσοµοιώσεις για διάφορες 
περιπτώσεις γκαουσιανού παλµού και επίπεδου κύµατος και ο κώδικας διατηρεί την ενέργεια, 
αλλά και άλλες διατηρήσιµες ποσότητες του συστήµατος, τη Χαµιλτονιανή και την ορµή. 
Πέραν τούτου, επιλέξαµε ευρύ υπολογιστικό πλέγµα και επίσης δηµιουργήσαµε τεχνητά 
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απορροφητικά όρια στις διαστάσεις Χ και Τ για την αποφυγή ανακλάσεων, αντίστοιχα µε το 
µονοδιάστατο των προηγούµενων Κεφαλαίων, όπως  

(1 sec ((1/ 2)( max)))(1 sec ((1/ 2)( max)))h h− Χ −Χ − Τ −Τ , 

όπου Χmax και Tmax είναι τα όρια του υπολογιστικού πλέγµατος. Η εξίσωση που λύνουµε 
είναι η κανονικοποιηµένη δισδιάστατη NLS, όπως στην (4.30) και η αρχική µορφή του 
παλµού και του CW δίνονται από τις (4.31-32). Όπως αναφέραµε νωρίτερα, το µοντέλο 
περιγράφει τη διάδοση σε επίπεδο κυµατοδηγό, περιορισµένου στη Y διάσταση. Παροµοίως, 
η εξίσωση θα µπορούσε να περιγράφει τη διάδοση ακτίνας σε ελεύθερο µέσο, 
αντικαθιστώντας τη χρονική διάσταση Τ µε το Y. 

Καταγράψαµε ποικίλα αριθµητικά «πειράµατα», που βοήθησαν στην εξαγωγή των 
συµπερασµάτων µας για τη δυνατότητα δηµιουργίας κυµατοπακέτου Τύπου-Χ. Παρακάτω 
περιγράφονται µερικά µόνο, όπου ο παλµός παρουσιάζει ελλειπτικότητα, καθώς φάνηκε πως 
αυτό ευνοεί τη δηµιουργία τέτοιων κυµατοπακέτων και αναστέλλει πιθανό χρονικό 
διαχωρισµό. Έτσι λοιπόν στα περισσότερα παραδείγµατα έχουµε επιλέξει WX=1 και WT=3. 
Προς χάριν ενός παραδείγµατος, θεωρούµε επίπεδο κυµατοδηγό από AlGaAs ο οποίος για 
λ0=1.55µm έχει, γραµµικό δείκτη διάθλασης n=3.34, µη-γραµµικό συντελεστή Kerr 
n2=1.5×10

-13
cm

2
/W και τιµή χρονικής διασποράς β2=1.35×10-24

s
2
m

-1. Ο παλµός έχει 

εγκάρσιο χωρικό εύρος Χ0=10.5µm και άρα χρονικό παράγοντα κανονικοποίησης 0 45T fs′ = . 

Το πραγµατικό χρονικό εύρος είναι 0 135T fs=  που αντιστοιχεί σε 225
FWHM

T fs≈  και τέλος 

υπολογίζεται ότι Ζ0=3mm. Ο αρχικός παλµός, χωρίς παρουσία CW και για Ν=2Νc 

( 2

0 14.7 /I W mµ≈  δεδοµένου ότι ορίσαµε το πλάτος 0

4

c X T

N
A u

N W W
= = ) παρίσταται στο 

σχήµα 4.7 τρισδιάστατα και σε κάτοψη. 
 

         
Σχήµα 4.7: Αρχικός γκαουσιανός παλµός (Ζ=0) µε WX=1, WT=3, για Ν=2Νc. Στο (β) φαίνεται 
σε κάτοψη. Οι µονάδες είναι κανονικοποιηµένες και τα φυσικά όρια των σχηµάτων είναι, για 
το Χ, από -263 έως 263µm, και για το Τ, από -1.13 έως 113ps. 

 
Σχήµα 4.8: Ένταση του παλµού του Σχ.4.7 στο Ζ=5 (z=15mm) απουσία µη-γραµµικότητας. 
Ο παλµός διασκορπίζεται.  
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∆οκιµάζουµε καταρχάς τη διάδοση όταν δεν υπάρχει µη-γραµµικότητα. Το αναµενόµενο 

αποτέλεσµα είναι περίθλαση και διασπορά, όπως φαίνεται και στο σχήµα 4.8. Η περίθλαση 
υπερισχύει της διασποράς και ο παλµός γρήγορα διασπείρεται κυρίως στη Χ διάσταση. Αυτό 
συµβαίνει διότι ξεκινά µε µικρότερο, σχετικά, εγκάρσιο εύρος µε αποτέλεσµα το µήκος 
περίθλασης να είναι µικρότερο από αυτό της διασποράς, η οποία είναι εν τέλει ασθενέστερη. 

Έπειτα δοκιµάζουµε τι αποτέλεσµα έχει στην εξέλιξη του παλµού η παρουσία CW, ως 
υποβάθρου χαµηλής έντασης, ξανά απουσία µη-γραµµικών φαινοµένων. Για το παλµό που 
εξετάσαµε, προσθέτουµε επίπεδο κύµα µε αCW=0.1. ∆οκιµάσαµε διάφορες τιµές της φάσης 
και παρακάτω παραθέτουµε τρεις χαρακτηριστικές περιπτώσεις. Όπως δείχνει και η σχέση 
(4.34) η αρχική διαφορά φάσης µπορεί να προσθέσει ή να αφαιρέσει «µάζα» σε αυτή του 
παλµού. Αυτό φαίνεται πως επηρεάζει την αρχική του εξέλιξη. Στο σχήµα 4.9 φαίνεται το 
προφίλ του παλµού στο Ζ=5 για τρεις τιµές της αρχικής φάσης. Τα τρία αποτελέσµατα δεν 
είναι τόσο διαφορετικά µεταξύ τους. Σε όλες τις περιπτώσεις υπερισχύει η περίθλαση και 
σκορπίζει την ενέργεια κυρίως στη Χ διάσταση, όπως εξάλλου γίνεται και στην άλλη 
γραµµική περίπτωση του σχήµατος 4.8. Αυτό που έχει µεγαλύτερο ενδιαφέρον είναι το πως 
διατάσσεται η ενέργεια, που πλέον συµπληρώνει κάποιες υπερβολές σχηµατίζοντας κάποιες 
µορφές σαν «Χ». Ακόµα και απουσία µη-γραµµικότητας το CW ενισχύει αυτές τις 
συγκεκριµένες µορφές λόγω της διπλοδιασπαρτικής φύσης του µέσου και θυµίζει τη διάδοση 
των (αναλλοίωτων) γραµµικών κυµάτων µε µορφή «Χ» σε τέτοια µέσα. Εδώ βέβαια οι 
µορφές που σχηµατίζονται δεν είναι ιδιαίτερα εντοπισµένες και ήδη στο στιγµιότυπο αυτό 
είναι πολύ µικρής έντασης. 
 

 
Σχήµα 4.9: Προφίλ ένταση εξόδου (Ζ=5) για παλµό µε Ν=2Νc και CW µε αCW=0.1 και α) 

0φ = , β) / 2φ π= , γ) φ π=  για γραµµική περίπτωση. Οι άξονες είναι όπως του Σχ.4.8 και η 

ένταση ανάλογη. 
 

Συνεχίζουµε εξετάζοντας το αποτέλεσµα που έχει η αύξηση της έντασης του παλµού, 
επίσης χωρίς την παρουσία επίπεδου κύµατος, αλλά πλέον σε µη-γραµµικό µέσο. 
Παρατηρήθηκε ότι για µικρή σχετικά ένταση, π.χ. τέτοια ώστε Ν=2Νc, ο παλµός 
διασπείρεται, αν και τώρα η διασπορά φαίνεται να υπερισχύει της περίθλασης, καθώς η 
µη-γραµµικότητα τείνει να συγκεντρώσει την ενέργεια στο µέσο του παλµού και δηµιουργεί 
ένα τέτοιο chirp, ώστε η κανονική διασπορά να ισχυροποιείται. Έτσι ο παλµός σκορπίζει 
ξανά, όπως φαίνεται στο σχήµα 4.10α για Ζ=5. Ανατρέχοντας στη παράγραφο 4.4.1 και στο 
σχήµα 4.6, συµπεραίνουµε ότι χρειάζεται µάζα Ν µεγαλύτερη από 2Νc για να υπάρξει κάποια 
εµφανής αυτοεστίαση. Για παράδειγµα, όταν Ν=4Νc ο παλµός πράγµατι παρουσιάζει αρχικά 
αυτοεστίαση, περίπτωση ανάλογη µε το σχήµα 4.2 για τον κυκλικό πλµό. Έπειτα όµως και 
εντελώς ανάλογα, υφίσταται χρονικό διαχωρισµό και να σκορπίσει λίγο αργότερα µε την 
ένταση του να πέφτει σε επίπεδα ανάλογα µε τη γραµµική περίπτωση του Σχ.4.8. Το 
αποτέλεσµα της διάδοσης  φαίνεται στο σχήµα 4.10β.  



 161 

 

 
Σχήµα 4.10: Προφίλ ένταση εξόδου (Ζ=5) για α) Ν=2Νc-διασπορά, β) Ν=4Νc-διαχωρισµός 
για παλµό ανάλογο του Σχ.4.7 σε µέσο µε µη-γραµµικότητα και χωρίς επίπεδο κύµα. Οι 
άξονες είναι όπως του Σχ.4.8 και η ένταση ανάλογη. 
 

Το επόµενο βήµα είναι να δοκιµάσουµε την επίδραση στο παλµό επίπεδου κύµατος 
παρουσία µη-γραµµικότητας. Στο σχήµα 4.11 φαίνονται τα αποτελέσµατα στη διάδοση όταν 
το CW έχει φάση 0, π/2 ή π, και αCW να κυµαίνεται από 0.1 έως 0.5, ενώ ο παλµός έχει σε 
κάθε περίπτωση ένταση Ν=2Νc. Το συµπέρασµα είναι ότι η δηµιουργία των κυµατοπακέτων 
Τύπου Χ ευνοείται όταν η διαφορά φάσης µε το CW είναι γύρω στο π/2.  
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Σχήµα 4.11: Προφίλ έντασης εξόδου (Ζ=5) για γκαουσιανό παλµό µε Ν=2Νc και λοιπά 
χαρακτηριστικά όπως Σχ.4.7, παρουσία CW διαφόρων τιµών έντασης (οριζόντιες γραµµές) 
και φάσης (κατακόρυφες στήλες). Οι άξονες είναι ξανά (σε κανονικοποιηµένες µονάδες) για 
το Χ και το Τ από -30 έως 30. 
 

Για να γίνουν κατανοητά όσα φαίνονται στο Σχ.4.11 ανατρέχουµε στη µελέτη της 
παραγράφου 4.4.1, όπου υποθέσαµε ότι η κρίσιµη µάζα (ενέργεια) για την εξέλιξη του 
παλµού καθορίζεται και από τη µορφή του CW. Έτσι για 0φ = , υπάρχει ένα ποσό ενέργειας 

που προστίθεται σε αυτή του παλµού. Η αρχική ενέργεια του παλµού (2Νc) δεν είναι αρκετή 
για να τον αναγκάσει σε έντονη αυτοεστίαση που για κανονική διασπορά ακολουθείται από 
χρονικό διαχωρισµό, όπως εξάλλου φάνηκε και στο Σχ.4.10α. Το επίπεδο κύµα, ακόµα και µε 
αCW=0.1 διαµορφώνει την ενέργεια του όπως στη σχέση (4.34) σε Ns=2.8Νc που είναι πιο 
πάνω από το όριο αυτοεστίασης που υπολογίσαµε στο σχήµα 4.6 για ελλειπτικότητα e=3. Το 
αποτέλεσµα είναι εστίαση και διαχωρισµός, όπως φαίνεται και στο σχήµα. Για ακόµα 
υψηλότερη ένταση του CW ο διαχωρισµός είναι πιο γρήγορος (δ), ενώ φαίνεται πως η 
παρουσία του υποβάθρου τροφοδοτεί τα εναποµείναντα «νήµατα» να διαχωριστούν 
περαιτέρω οδηγώντας το παλµό σε πολλαπλή νηµατοποίηση (ζ, ι, ιγ). 

Αντίθετα για φ π=  (Σχ.4.11 γ, στ’, θ, ιβ, ιε) ο παλµός φαίνεται να διαχωρίζεται και να 

διασκορπίζεται κυρίως στη Χ διάσταση συµπληρώνοντας κάποιες υπερβολές και 
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σχηµατίζοντας, κάπως αδιόρατα, χαµηλής έντασης κυµατώσεις σε «Χ» διάταξη. Ξανά, είναι 
η επίδραση του CW που καθορίζει αυτή την εξέλιξη. Καθώς βρίσκεται σε απόλυτη διαφορά 
φάσης από το παλµό, ο τελευταίος καταλήγει να χάνει ενέργεια, έτσι ώστε για αCW=0.1, 
Ns=1.6Νc ενώ για αCW=0.5, Ns=0! Αυτό βέβαια δε σηµαίνει ότι εκµηδενίζεται η ενέργεια του 
παλµού, αλλά µάλλον δείχνει και τα όρια ισχύος των σχέσεων, στις οποίες καταλήξαµε 
κάνοντας κάποιες ποιοτικές υποθέσεις. Παρότι αριθµητικά δε παίρνουµε κάποια πληροφορία, 
ακόµα και η απλή σχέση για το NS αποτελεί ένα δείκτη της εξέλιξης του παλµού, όπως 
φάνηκε στις προσοµοιώσεις. Το αποτέλεσµα είναι ένας παλµός µε ουσιαστικά χαµηλότερη 
ένταση, που δεν εστιάζει, και βρίσκεται σε περιβάλλον µε περίθλαση ισχυρότερη της χρονική 
διασποράς, όπότε και δικαιολογηµένα διασπείρεται, κυρίως στη εγκάρσια διάσταση. Η 
εµφανής «προτίµηση» στην ενεργειακή διάταξη σε «Χ» µορφές ενισχύεται από την παρουσία 
του CW, όπως είχε εξάλλου φανεί και στο Σχ.4.9 για τη γραµµική περίπτωση, που δεν είναι 
τόσο διαφορετική, καθώς ο παλµός εδώ είναι µικρής σχετικά έντασης. 

Η ευνοϊκότερη αρχική συνθήκη από αυτές που δοκιµάσαµε, για τη δηµιουργία παλµών 
«Τύπου Χ» είναι για CW µε / 2φ π= . Υπό συνθήκες, τα κυµατοπακέτα που δηµιουργούνται 

διατηρούνται συγκεντρωµένα και ευκρινή για αποστάσεις πέραν του Ζ=15, που σηµαίνει 
πάνω από 50mm. Αν και στη περίπτωση αυτή το NS δεν είναι µεγαλύτερο από το αρχικό Ν 
του παλµού, το CW φαίνεται να παρέχει το κατάλληλο υπόβαθρο που σε συνδυασµό µε τη 
µη-γραµµικότητα και τη διαµορφωτική αστάθεια κατανέµει την ενέργεια του µε τρόπο που 
οµοιάζει περισσότερο από κάθε άλλη από τις περιπτώσεις που ελέγξαµε µε τα γραµµικά 
κύµατα Χ. Το αποτέλεσµα είναι να δηµιουργούνται µορφές µε κωνικές «ουρές» που αν και 
µικρότερης έντασης από το γκαουσιανό παλµό είναι συγκεντρωµένες και διακριτές, ενώ 
ανθίστανται της περίθλασης και της χρονικής διασποράς καλλίτερα από κάθε άλλη 
κυµατοµορφή που δοκιµάστηκε. Παρόλα αυτά σηµασία έχει και η ένταση του CW. Έτσι στα 
σχήµατα 4.11(β, ε, η), οι «Χ» µορφές που έχουν δηµιουργηθεί στο Ζ=5 είναι εµφανείς, όµως 
στα σχήµατα 4.11(κ, ν), όπου αCW=0.4 και 0.5 αντίστοιχα, παρατηρείται διαχωρισµός. Αυτό 
συµβαίνει λόγω της υψηλότερης ενέργειας µε την οποία το CW τροφοδοτεί το παλµό που τον 
οδηγεί σε εντονότερη εστίαση και τελικά χρονικό διαχωρισµό. Αυτό είναι κάτι που η απλοϊκή 
µας σχέση για το NS δε µπορεί να συλλάβει. Να σηµειώσουµε ακόµα ότι η επίτευξη 
δηµιουργίας αυτών των (έστω και όχι µακρόβιων) κυµατοπακέτων «Τύπου Χ» οφείλεται και 
στην ελλειπτικότητα του αρχικού παλµού. Ένας κυκλικός παλµός είναι απλώς στενότερος 
χρονικά, κάτι όµως που ενισχύει την επίδραση της διασποράς επάνω του. Παρατηρήθηκε ότι 
παλµοί µε µήκος διασποράς κοντά σε αυτό της περίθλασης τείνουν να διαχωρίζονται 
ευκολότερα, καθώς η αυτοεστίαση σε συνδυασµό µε την ισχυρότερη κανονική διασπορά 
επιβάλουν ραγδαίο χρωµατικό διαχωρισµό του φασµατικού περιεχοµένου τους (βλέπε 
κεφάλαιο 4.1 για µια φυσική εξήγηση). 

Στο Σχ.4.12 φαίνεται µία τρισδιάστατη άποψη της έντασης του κυµατοπακέτου και του 
CW για τη περίπτωση του Σχ.4.11β. Συγκεκριµένα στο (α) φαίνεται η µορφή του για Ζ=5, 
ενώ στο (β) έχει προχωρήσει µέχρι το Ζ=10 (30mm). Η αρχική ένταση έχει περιοριστεί, αλλά 
η ενέργεια παραµένει συγκεντρωµένη στην κωνική µορφή του σχήµατος και εντοπισµένη στο 
χώρο και στο χρόνο. ∆ιασπείρεται αργά κατά µήκος των κωνικών «ουρών» και υπερβολών 
µε άξονα αυτόν του Τ και παραµένει αναγνωρίσιµο πέραν του Ζ=15. 
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Σχήµα 4.12:  Στιγµιότυπα της εξέλιξης παλµού µε Ν=2Νc παρουσία CW µε αCW=0.1 και 

/ 2φ π= , όπου α) Ζ=5, όπως στο Σχ.4.11β και β) Ζ=10. 

 
Για υψηλότερη ένταση του CW, ο παλµός φαίνεται να διαµορφώνεται γρηγορότερα σε 

κωνική µορφή και να διατηρεί υψηλότερη ένταση. Στο Σχ.4.13α φαίνεται η περίπτωση του 
Σχ.4.11ε, ακριβώς για Ζ=5. Σε σχέση µε το Σχ.4.12α έχει διπλάσια ένταση. Παρόλα αυτά, 
φαίνεται πως η διαρκής «υποστήριξη» του παλµού από το υπόβαθρο έχει τελικά αποτέλεσµα 
το χρονικό διαχωρισµό του, όπως αυτός φαίνεται να ξεκινά στο Σχ.4.13β, για Ζ=10. 
 

   
Σχήµα 4.13:  Στιγµιότυπα της εξέλιξης παλµού µε Ν=2Νc παρουσία CW µε αCW=0.2 και 

/ 2φ π= , όπου α) Ζ=5, όπως στο Σχ.4.11ε και β) Ζ=10 όπου παρατηρείται διαχωρισµός. 

 
Για ακόµα εντονότερο CW, όπως στο Σχ.4.11η, το κυµατοπακέτο φθάνει ακόµα πιο 

ευδιάκριτο και έντονο στο Ζ=5, όπως φαίνεται και στη τρισδιάστατη αναπαράσταση στο 
Σχ.4.14α. Όµως δεν «επιζεί» για τόσο πολύ όσο οι παλµοί στα δύο προηγούµενα σχήµατα. 
Σύντοµα διαχωρίζεται και διευρύνεται σε µεγάλη έκταση, χρονικά και στη εγκάρσια 
διάσταση (Σχ.4.13β). 
 

   
Σχήµα 4.14:  Στιγµιότυπα της εξέλιξης παλµού µε Ν=2Νc παρουσία CW µε αCW=0.3 και 

/ 2φ π= , όπου α) Ζ=5, όπως στο Σχ.4.11η και β) Ζ=10, ο κεντρικός λοβός έχει ήδη 

διαχωριστεί. 
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Εξετάζοντας έπειτα το φάσµα του κυαµτοπακέτου, όπως αυτό διαµορφώνεται για 
διαφορετικές τιµές της φάσης του CW λαµβάνουµε µία ακόµα φαινοµενολογική εξήγηση της 
σταθερότητας που επιδεικνύει όταν / 2φ π= . Στο Σχ. 4.15 παρίσταται το φάσµα του αρχικού 

παλµού. Η αναπαράσταση έγινε εύκολα χρησιµοποιώντας αλγόριθµο του MATLAB για 
δισδιάστατο µετασχηµατισµό Fourier. Το φάσµα του γκαουσιανού παλµού δίνεται για λόγους 
σύγκρισης, ενώ αµέσως παρακάτω, στο Σχ. 4.16 δίνονται οι φασµατικές κατανοµές για τις 
περιπτώσεις του Σχ. 4.11α-γ. Το αCW=0.1 και η φάση είναι 0, π/2 και π αντίστοιχα. Ο λόγος 
που επιλέξαµε τη µικρή αυτή ένταση του CW είναι ότι στο Ζ=5 και για / 2φ π=  ο παλµός 

δεν έχει διασπαστεί. Θα µπορούσαµε να είχαµε δείξει και τα φάσµατα κια για τις υψηλότερες 
εντάσεις, αλλά για µικρότερο Ζ. Τα αποτελέσµατα είναι παρόµοια. Το φάσµα στο Σχ. 4.16β 
λοιπόν παρουσιάζει µεγάλη οµοιότητα µε τη σχέση διασποράς του Σχ. 4.4β. Η διάδοση 

βρίσκεται στο Ζ=5 και η ενέργεια έχει ήδη διαταχθεί πάνω και γύρω στις ευθείες 
X

K Ω∼  και 

στις υπερβολές που περικλείουν, οι οποίες έχουν ως άξονα αυτό της συχνότητας Ω. Το φάσµα 
στα (α) και (γ) διατηρεί κάποια οµοιότητα µε διάταξη µορφής Χ, αλλά διαφέρει αρκετά από 
τη προαναφερθείσα σχέση διασποράς και το φάσµα των γραµµικών κυµάτων Χ. Στο (α) η 
ενέργεια φαίνεται να είναι πιο «στριµωγµένη» κατά µήκος της διάστασης του χρόνου, ενώ 
στο (γ) δείχνει τάση να εκταθεί στο χώρο (Χ). Αυτά φαίνονται και και από τη διάταξη της 
ενέργειας στο Χ-Τ για Ζ=5, όπως παρίσταται στο Σχ. 4.11. 
 

 
Σχήµα 4.15: Φασµατική κατανοµή του γκαουσιανού παλµού του Σχ. 4.7 (Ζ=0). Οι µονάδες 
του κυµατάριθµου ΚΧ και της συχνότητας Ω είναι κανονικοποιηµένες και αντιστοιχούν σε 
0.6µm

-1 και 140THz ανά µονάδα αντίστοιχα. 
 

 
Σχήµα 4.16: Φασµατική κατανοµή της u για τις περιπτώσεις του Σχ. 4.11α-γ (Ζ=5). Οι 
µονάδες του κυµατάριθµου ΚΧ και της συχνότητας Ω είναι κανονικοποιηµένες και 
αντιστοιχούν σε 0.6µm

-1 και 140THz ανά µονάδα αντίστοιχα. 
 

Στο Σχ. 4.11 φαίνεται πως ακόµα και για / 2φ π= , όσο αυξάνουµε την ένταση του CW, 

τόσο πιο εύκολο είναι ο παλµός να διαχωριστεί χρονικά, αντί να σχηµατίσει εντοπισµένο 
κυµατοπακέτο. Αυτό βέβαια σχετίζεται µε την αρχική µάζα Ν του παλµού, αλλά και από τη 
παρουσία του CW. Αυξάνοντας το Ν του παλµού µπορεί να έχουµε παρόµοια εξέλιξη, ακόµα 
και για µικρό αCW. Εξάλλου από το σχήµα 4.6 πληροφορούµαστε ότι ο εν λόγω ελλειπτικός 
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παλµός µε Ν>2.5Νc δύναται να αυτοεστιάσει, οπότε (πιθανότατα) να υποστεί διαχωρισµό. 
Στο Σχ. 4.17 παρίσταται η εξέλιξη παλµού µε Ν=3Νc για επίπεδο κύµα µε αCW=0.1, / 2φ π= . 

Όπως υποθέσαµε, ο παλµός εστιάζει και υφίσταται γρήγορα διαχωρισµό, ώσπου τελικά η 
ενέργεια του διασκορπίζεται συµπληρώνοντας τα «αυλάκια» που καθορίζονται από τη σχέση 
διασποράς. 
 

 
Σχήµα 4.17: Στιγµιότυπα της εξέλιξης παλµού µε Ν=3Νc παρουσία CW µε αCW=0.1 και 

/ 2φ π= . Ο παλµός α) ξεκινάει µε µεγάλη ένταση (Ζ=0), β) σύντοµα διαχωρίζεται (Ζ=0.75) 

και γ) διασπείρεται (Ζ=5). 
 

Σαν ένα τελευταίο παράδειγµα της αξίας της απλής µας µελέτης στη παράγραφο 4.4.1, 
εξετάζουµε και τη δυνατότητα αυτοεστίασης ακόµα και παρουσία επίπεδου κύµατος µε 
φ π= . ∆οκιµάζουµε το συχνό µας παράδειγµα του αCW=0.1 και δεχόµενοι ότι το NS πρέπει 

να είναι κοντά ή και λίγο παραπάνω από 2.5Νc και υπολογίζοντας ότι για τη περίπτωση της 
ανώµαλης διασποράς παρουσία του εν λόγω CW η απαιτούµενη µάζα για 0H ′ ≤  (σχέση 
4.36) δεν είναι το γνωστό Nc=4π, αλλά πάνω από Nc =22, καταλήγουµε ότι η απαιτούµενη 

µάζα για τη κανονική διασπορά πρέπει να είναι 4.4
c

N N> . Στο σχήµα 4.18 παρίσταται η 

εξέλιξη του παλµού µε Ν=5.5Νc. Επιλέξαµε τη τιµή αυτή για να είναι πιο εµφανή τα 
αποτελέσµατα. Έτσι, ο παλµός ξεκινά να εστιάζει και σύντοµα διαχωρίζεται. Στο Ζ=5, που 
φαίνεται στο Σχ. 4.19 έχουν παραµείνει δύο λοβοί ισχυρότεροι από τις υπόλοιπες 
κυµατώσεις. Φαίνεται πάντως καθαρά πως τα φαινόµενα που υπερισχύουν είναι η 
µη-γραµµικότητα και η διασπορά, σε αντίθεση µε το Σχ. 4.11γ, όπου υπερισχύει η περίθλαση. 
 

 
Σχήµα 4.18: Στιγµιότυπα της εξέλιξης παλµού µε Ν=5.5Νc παρουσία CW µε αCW=0.1 και 
φ π= . Ο παλµός α) ξεκινάει µε µεγάλη ένταση (Ζ=0), β) εστιάζει (Ζ=0.35) και γ) αρχίζει να 

διαχωρίζεται και διασπείρεται (Ζ=1.25). 
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Σχήµα 4.19: Συνέχεια του προηγούµενου σχήµατος για Ζ=5 και συγκρίσιµο µε τις 
περιπτώσεις για φ π=  του Σχ. 4.11. Η ενέργεια συγκεντρώνεται κυρίως σε υπερβολές, µε 

άξονα αυτό του Τ. 
 
 
4.5 Συµπεράσµατα 
Παρουσιάσαµε µία προσπάθεια δηµιουργίας κυµατοπακέτων τύπου Χ από αρχικό 
δισδιάστατο γκαουσιανό παλµό, µέσω αλληλεπίδρασης µε επίπεδο κύµα. Παρατηρήσαµε ότι 
η ενέργεια του παλµού, όπως και η ενέργεια του CW παίζουν κοµβικό ρόλο στην εξέλιξη του, 
όπως άλλωστε αναµενόταν, αλλά οι σχέσεις που χρησιµοποιούνται για τη διερεύνηση της 
κατάρρευσης στην ανώµαλη διασπορά ή της αυτοεστίασης µε πιθανό αποτέλεσµα το 
διαχωρισµό στη κανονική διασπορά, πρέπει να τροποποιηθούν ώστε να περιλαµβάνουν τη 
συµµετοχή του CW σε αυτή την εξέλιξη. Μια τέεοια τροποποίηση επιχειρήσαµε εδώ και 
βάση αυτής επιλέξαµε τα αριθµητικά µας «πειράµατα» κάποια από τα οποία παρουσιάστηκαν 
και στο Κεφάλαιο αυτό. 

Σηµαντικότερο ίσως ρόλο από τη ενέργεια του CW φάνηκε πως παίζει η αρχική του φάση 
σχετικά µε το παλµό. Ενώ η συµφασική αλληλεπίδραση οδηγεί συνήθως σε 
«υπερτροφοδοσία» του παλµού και τελικά σε χρονικό διαχωρισµό του, και ενώ οι µεγάλες 
διαφορές φάσης του αφαιρούν αρκετή ενέργεια ώστε η περίθλαση να παίζει το κυρίαρχο 
ρόλο και να διαλύει το παλµό, η διαφορά φάσης π/2 φάνηκε η ιδανική για δηµιουργία 
κυµατοπακέτων που οµοιάζουν φυσικά και φασµατικά µε τα κύµατα Χ και ανθίστανται της 
διαποράς περισσότερο από άλλες αριθµητικές απόπειρες που αναφέραµε. Παρόλα αυτά τα 
κυµατοπακέτα παραµένουν βραχύβια και µετά από κάποιες δεκάδες χιλιοστά υποκύπτουν 
(κυρίως) στη χρονική διασπορά.  

Επιθυµούµε να συνεχίσουµε τη µελέτη, προσεγγίζοντας το πρόβληµα τη συνύπαρξης και 
αλληλεπίδρασης παλµού µε CW µε µια νέα πληρέστερη σχέση διασποράς, που θα προέρχεται 
από τη παρουσία και των δύο. Αυτό ελπίζουµε να επιδιώξουµε στο κοντινό µέλλον. 
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Κεφάλαιο 5 
 

Σύµφωνη αλληλεπίδραση δισδιάστατων παλµών 
παρουσία επίπεδου κύµατος και χωροχρονική µετάθεση 

 
Το τελευταίο αυτό Κεφάλαιο είναι ουσιαστικά µία «εφαρµογή» όσων ειπώθηκαν στο 
Κεφάλαιο 4. Αφορά δισδιάστατους χωροχρονικούς µη-γραµµικούς παλµούς παρουσία 
επίπεδου κύµατος χαµηλής έντασης, ενώ η έµφαση δίνεται πάλι στη περίπτωση της οµαλής 
διασποράς. Πηγαίνοντας ένα βήµα παραπέρα ασχολούµαστε µε τις σύµφωνες 
αλληλεπιδράσεις τέτοιων παλµών, όµοιας συχνότητας. Εκτελώντας µία, κατά βάση, 
αριθµητική µελέτη φαίνεται πως ανάλογα µε την ενέργεια τους, τη σχετικής τους χωρική 
απόσταση, τη φάση τους αλλά βέβαια και τα χαρακτηριστικά του υποβάθρου, οι παλµοί 
δύνανται να διασπαρθούν, να εστιάσουν και να εξελιχθούν αυτόνοµα, ή να συνενωθούν µε 
πιθανό αποτέλεσµα τη δηµιουργία δύο νέων διακριτών λοβών, που συµπίπτουν πλέον στην 
εγκάρσια διάσταση, αλλά είναι µετατοπισµένοι χρονικά, ενώ έχουν και διακριτά φασµατικά 
περιεχόµενα. 
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5.1 Γενικά περί αλληλεπίδρασης χωροχρονικών παλµών και ακτίνων 
 
Στο Κεφάλαιο 1 αναφερθήκαµε στις αλληλεπιδράσεις σολιτονικών παλµών, χρονικών, είτε 
χωρικών και πως το αποτέλεσµα τους εξαρτάται από τη σχετική φάση, αν οι παλµοί είναι 
«σύµφωνοι». Σύµφωνοι είναι οι παλµοί όταν έχουν ίδια ή κοντινή κεντρική συχνότητα και 
όπως έχει περιγραφεί µπορεί να έλκονται (ίδια φάση), να απωθούνται (αντίθετη φάση) ή να 
εµπλακούν σε µια πιο περίπλοκη σχετική κίνηση, έλξης-άπωσης ανάλογα µε τη σχετική τους 
φάση [1, 38]. Οι γενικές αυτές αρχές που διέπουν τις µη-γραµµικές αλληλεπιδράσεις δεν 
εξαρτώνται από το είδος του µέσου, ούτε από τις διαστάσεις που εµπλέκονται. Η απλούστερη 
όµως περίπτωση είναι οι µονοδιάστατοι (1+1D) παλµοί σε µέσο µε Kerr µη-γραµµικότητα. 
Οι αλληλεπιδράσεις, ή συγκρούσεις, τους είναι πλήρως ελαστικές µε την έννοια ότι 
διατηρούν το πλήθος των εµπλεκοµένων παλµών, ενώ σε περίπτωση ασύµφωνης 
σύγκρουσης, οι παλµοί διατηρούν την ενέργεια τους, τη ταχύτητα και τη διεύθυνση διάδοσης 
τους. Να υπενθυµίσουµε ότι η συγκεκριµένη περίπτωση περιγράφεται και αναλυτικά από τη 
Μέθοδο Αντίστροφης Σκέδασης. 

Από την άλλη όµως, για περισσότερες από µία εγκάρσιες διαστάσεις δεν υπάρχει ακριβής 
περιγραφή των αλληλεπιδράσεων. Το ίδιο φυσικά ισχύει όταν σε µία εγκάρσια διάσταση 
προστεθεί η χρονική, έτσι µιλάµε για διάδοση δισδιάστατων παλµών (2+1D) σε επίπεδο 
κυµατοδηγό, ή ακτίνων (2+1D) και παλµών (3+1D) σε µαζικό µέσο. Έχουµε ήδη αναφέρει 
στο Κεφάλαιο 4 ότι για µέσο τύπου Kerr η NLS δε δίνει ευσταθείς λύσεις, όµως ακόµα και 
για µέσο µε κορέσιµη µη-γραµµικότητα όπου µπορούν να υποστηριχθούν τρισδιάστατοι 
χωροχρονικοί παλµοί (“light bullets”), οι οποίοι µάλιστα προσοµοιάζουν αρκετά µε τα 1+1D 
σολιτόνια στις αλληλεπιδράσεις τους, ο πλούτος των φαινοµένων σε αυτές τις 
αλληλεπιδράσεις δεν έχει ανάλογο στη µονοδιάστατη περίπτωση. Έτσι, αντίθετα µε τα 1D 
σολιτόνια, που όταν συγκρούονται απλώς περνούν το ένα µέσα από το άλλο, δύο ή και 
περισσότεροι χωροχρονικοί παλµοί (2D ή 3D) σε µέσο µε εστιάζουσα µη-γραµµικότητα, 
δύνανται να συνενωθούν (εάν είναι αρκετά κοντά) σε ένα κυµατοπακέτο το οποίο έπειτα να 
αυτοεστιάσει. Η συµπεριφορά αυτή παρατηρήθηκε πρώτη φορά στη αριθµητική δουλειά των 
Landman et al.[233], ενώ παρόµοια συµπεριφορά είχε ανακαλυφθεί και για δύο κύµατα που 
µοντελοποιούνται από ζεύγος NLS [234]. 

Η ακριβής περιγραφή των αλληλεπιδράσεων είναι κάτι ελλιπές ακόµα και σήµερα, όχι 
µόνο λόγω της πολυπλοκότητας των φαινοµένων, αλλά και της µη-ολοκληρωσιµότητας της 
πολυδιάστατης NLS. Αντίθετα στη µονοδιάστατη περίπτωση, πέρα από την ευθεία αναλυτική 
της επίλυση µέσω της IST, µπορεί κανείς να επιστρατεύσει και µία πληθώρα άλλων 
προσεγγιστικών µεθόδων, όπως η Άµεση Μέθοδος ∆ιαταραχών και η Μεταβολική Μέθοδος. 
Ακόµα όµως και η τελευταία, που θεωρείται η πλέον στοιχειώδης, δε µπορεί να εφαρµοστεί 
µε επιτυχία στην αλληλεπίδραση 2D και 3D παλµών καθώς οι διαδικασίες της σύνθεσης, 
εστίασης και διάσπασης σε πολλούς «νηµατοειδείς» παλµούς αποκλείουν τη διατήρηση του 
σχήµατος ή της ενέργειας των παλµών αυτών. 

Σηµαντικός αριθµός εργασιών, ως επί το πλείστον αριθµητικών, αλλά και πειραµατικών, 
έχει δηµοσιευτεί για µέσο µε κορέσιµη µη-γραµµικότητα και σηµαντική πρόοδος έχει 
επιτευχθεί στη κατανόηση των αλληλεπιδράσεων. Σε αυτές τις εργασίες τα κυµατοπακέτα 
αναφέρονται συχνά σα «µονάδες φωτός» (light cells) καθώς στις αλληλεπιδράσεις τους 
µπορεί να συνενώνονται, να περνά το ένα µέσα από το άλλο, ή όντας αντίθετης φάσης να 
σκεδάζονται απωθητικά διατηρώντας όµως το σχήµα τους σαν δύο µπάλες του µπιλιάρδου 
[235]. Καθώς τα κυµατοπακέτα βρίσκονται σε κοινό δυναµικό έχει δειχθεί ότι µπορεί να 
εµπλακούν σε δέσµιες καταστάσεις (bound states) όπου µπορούν να περιστρέφονται το ένα 
γύρω από το άλλο [236, 237], όπως ένα σωµάτιο σε κεντρικό δυναµικό. Επειδή όµως η 
σχετική τους φάση δε µπορεί να µένει σταθερή και το δυναµικό εξαρτάται από αυτή, η 
κατάσταση είναι ασταθής. Ευσταθέστερα αποδεικνύονται συµπλέγµατα περισσότερων από 
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δύο σολιτονικών παλµών που ξεκινούν την αλληλεπίδραση σχηµατίζοντας δακτυλίδι και 
έχοντας κυκλικά µεταβαλλόµενη φάση. Το αποτέλεσµα είναι γένεση στροφορµής που βοηθά 
στη δυναµική ευστάθεια του συµπλέγµατος, κατά τρόπο ανάλογο µε τις ακτίνες τύπου 
«βραχιολιού» (necklace beams). Οι τελευταίες είναι δισδιάστατα χωρικά κυµατοπακέτα που 
έχουν παρατηρηθεί από νωρίς πειραµατικά [238], είναι αρκετά ευσταθείς, µε τη έννοια ότι 
διατηρούνται για αρκετό χρόνο και µπορεί να δηµιουργηθούν από αριθµό ακτίνων 
τοποθετηµένων κυκλικά, ή από το σπάσιµο µιας δακτυλιοειδούς σολιτονικής δίνης σε αριθµό 
αλληλεπιδρώντων φωτεινών νηµάτων [239]. Τέλος, ένα µέσο µε κορέσιµη µη-γραµµικότητα 
µπορεί να υποστηρίξει τη διάδοση δισδιάστατων χωρικών διανυσµατικών σολιτονίων, 
ασύµφωνα συζευγµένων, κατ’ αναλογία µε τα χρονικά διανυσµατικά σολιτόνια µε τα οποία 
ασχοληθήκαµε στο Κεφάλαιο 2. Εντυπωσιακοί σχηµατισµοί έχουν παρατηρηθεί από την 
αριθµητική επίλυση συζευγµένων δισδιάστατων NLS, συνιστούν αποτελέσµατα που έχουν 
στηριχθεί και πειραµατικά [240, 241]. 

Όπως είπαµε, οι εργασίες που αφορούν αλληλεπιδράσεις σε µέσο τύπου Kerr δεν είναι 
τόσο πολλές, αλλά ακόµα και στις περισσότερες από τις προαναφερθείσες εργασίες λείπει 
κάποια ανάλυση του ρόλου της ισχύος των παλµών, κάτι ιδιαίτερα σηµαντικό ακόµα και σε 
µέσα µε κορέσιµη µη-γραµµικότητα. Οι εργασίες των Bergé et al. συµπληρώνουν µερικώς 
αυτό το κενό. Στις εργασίες αυτές ακολουθείται µία ποιοτική αλλά Φυσικά ορθή µελέτη που 
συνδέει την εξέλιξη των αλληλεπιδράσεων δισδιάστατων χωρικών κυµατοπακέτων µε τη 
φάση τους, την ισχύ τους και τη µεταξύ τους απόσταση. Η µελέτη αυτή υποστηρίζεται από 
αριθµητικές προσοµοιώσεις, οπού φαίνεται πως ανάλογα µε τις αρχικές τιµές των παραπάνω 
µεγεθών οι παλµοί δύνανται να διασπαρθούν, να συνενωθούν και να διασπαρθούν στη 
συνέχεια, να εστιάσουν µέχρι κατάρρευσης αυτόνοµα, ή να συσσωµατωθούν δηµιουργώντας 
νέο κυµατοπακέτο, «αµάλγαµα», το οποίο εξελίσσεται δυναµικά αυτοεστιάζοντας [242]. Η 
µελέτη αυτή επαναλήφθηκε και για τη περίπτωση ασύµφωνης αλληλεπίδρασης ακτίνων, που 
µοντελοποιείται µε σύστηµα ισάριθµων NLS [243]. 

Στο παρόν Κεφάλαιο ακολουθούµε τα ίδια βήµατα εξετάζοντας τη περίπτωση 
χωροχρονικών (δισδιάστατων παρόλα αυτά) κυµατοπακέτων που αλληλεπιδρούν σε µέσο 
τύπου Kerr, όπου όµως χαρακτηρίζεται από κανονική διασπορά, ενώ συνυπάρχουν µε 
σταθερή ακτινοβολία υποβάθρου µε τη µορφή επίπεδου κύµατος. Όπως αναφέραµε και στο 
προηγούµενο Κεφάλαιο, µία φαινοµενολογική και αριθµητική µελέτη είναι πιο δύσκολή για 
τη κανονική διασπορά, καθώς η εξέλιξη των παλµών σπάνια είναι τόσο ξεκάθαρη όσο η 
κατάρρευση, που παρατηρείται για ανώµαλη διασπορά, περίπτωση στην οποία εστιάζουν 
όλες οι προαναφερθείσες εργασίες. Παρόλα αυτά ακολουθώντας µια απλή ανάλυση και 
αριθµητική µελέτη πιστεύουµε ότι εξάγονται κάποια συµπεράσµατα για την αλληλεπίδραση 
και εξέλιξη κυµατοπακέτων και για τη κανονική διασπορά. Πέρα από την ενέργεια (µάζα) και 
τη φάση των παλµών, εξετάζεται και η πιθανή σχετική τους γωνία (πάντα µικρή για να 
παραµένουµε στη παρααξονική προσέγγιση) και βέβαια τα χαρακτηριστικά του υποβάθρου, 
που όπως φάνηκε και στο Κεφάλαιο 4 είναι ήσσονος σηµασίας για την εξέλιξη των 
κυµατοπακέτων. Όπως είχε φανεί στην εργασία των Snyder et al. [244], οι παλµοί ανάλογα 
µε τη ισχύ τους και τη γωνία προσβολής τους δύνανται να συσσωµατωθούν ή να 
δηµιουργήσουν δύο άλλους ή και τρεις άλλους παλµούς (ή ας πούµε καλλίτερα νηµάτια2). 
Παρόµοια αποτελέσµατα βρίσκουµε και στη παρούσα περίπτωση, αλλά µε το CW να είναι 
ένας επιπλέον ρυθµιστικός παράγοντας µπορούµε να πετύχουµε µία εξ’ ολοκλήρου οπτική 
διαχείριση των φωτεινών παλµών, χωρίς τη παρέµβαση ειδικά κατασκευασµένων στοιχείων 
(π.χ. φωτονικοί κρύσταλοι). 

                                                 
2 Στη ξένη βιβλιογραφία οι παλµοί ή ακτίνες που έχουν ίδια συχνότητα, είναι µέρη δηλαδή του ίδιου πεδίου 
µπορεί να αναφέρονται σαν “beamlets” ή “light cells”, ενώ τα «προϊόντα» της αλληλεπίδρασης σαν  αυτά ή και 
σαν “filaments”. 
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Ένα από τα πιο εντυπωσιακά αποτελέσµατα είναι, θεωρούµε, η δυνατότητα «µετάθεσης» 
των αρχικών παλµών από την αρχική εγκάρσια χωρική τους µετατόπιση σε δύο 
αναγνωρίσιµους και πλήρως διακριτούς φωτεινούς λοβούς, οι οποίοι είναι µετατοπισµένοι 
πλέον χρονικά. Οι λοβοί αυτοί έχουν διακριτά φασµατικά περιεχόµενα µε αποτέλεσµα να 
κινούνται αποµακρυνόµενοι µεταξύ τούς. Το φαινόµενο αυτό συνοψίζεται στο Σχ. 5.1(α) και 
(γ). Στο σχήµα παρουσιάζονται επιφάνειες σταθερής έντασης κατά µήκος της διάδοσης, σε 
κανονικοποιηµένες µονάδες. Συγκεκριµένα στο Σχ. 5.1(α) δύο χωρικά µετατοπισµένοι παλµοί 
εισέρχονται (Ζ=0) σε επίπεδο κυµατοδηγό µε εστιάζουσα µη-γραµµικότητα και κανονική 
διασπορά, αλληλεπιδρούν και δηµιουργούν δύο λοβούς, (ή νηµάτια) ευρισκόµενα στο κέντρο 
της αρχικής τους απόστασης, έχοντας σηµαντική χρονική µετάθεση. Παρατηρείται δηλαδή 
«χωροχρονική µετάθεση». Κάτι αντίστοιχο δεν συµβαίνει στο Σχ. 5.1(β), όπου δύο παλµοί 
εισέρχονται στο ίδιο σηµείο µε µικρή σχετικά χρονική µετάθεση, ώστε να αλληλεπιδράσουν 
και τελικά δηµιουργούν δύο επίσης χρονικά µετατοπισµένα νηµάτια. Και στις δύο 
περιπτώσεις οι παλµοί συνυπάρχουν µε επίπεδο κύµα χαµηλής έντασης. Στο Σχ. 5.1(γ) 
αναπαρίσταται περίπτωση σαν του (α). Τα διαφορετικά χρώµατα στους παλµούς εισόδου και 
εξόδου συµβολίζουν τη διαφορά στις συχνότητες. 
 

 

 
Σχήµα 5.1: Ισοϋψείς επιφάνειες στο 80% της µέγιστης έντασης (α και β) και σχηµατική 
αναπαράσταση χωροχρονικής µετάθεσης (γ). Ειδικότερα: α) Γένεση δύο διακριτών νηµατίων 
στον άξονα του χρόνου ύστερα από αλληλεπίδραση συµφασικών παλµών (περίπτωση 
Σχ5.12θ). β) Η αλληλεπίδραση όµοιων παλµών χρονικά µετατοπισµένων. γ)∆ύο φωτεινοί 
παλµοί εισέρχονται ταυτόχρονα υπό γωνία, από χωρικά διαχωρισµένες συµµετρικές θέσεις, 
σε οπτικό κρύσταλλο µε αποτέλεσµα να εξέρχονται δύο παλµοί, σε χρονική ακολουθία, από 
το κέντρο της πλευράς εξόδου του κρυστάλλου. 
 

Η µελέτη που ακολουθεί βασίζεται φορµαλιστικά και Φυσικά σε όσα ειπώθηκαν στο 
Κεφάλαιο 4. Έτσι έννοιες όπως χωροχρονική διαµορφωτική αστάθεια, κυµατική κατάρρευση, 
χρονικός διαχωρισµός, κρίσιµη µάζα, θεώρηµα Virial και η χρήση των διατηρήσιµων 
ποσοτήτων θεωρούνται γνωστές. Αν και ο σκοπός πλέον δεν είναι η γένεση κυµάτων «Τύπου 
Χ», το όµοιο Φυσικό υπόβαθρο καθιστά τη παρουσία τέτοιων σχηµατισµών πανταχού 
παρούσα. Όσα περιλαµβάνονται στο παρόν Κεφάλαιο παρουσιάστηκαν εν µέρη σε δύο 
διεθνή συνέδρια, και δηµοσιεύτηκαν σε Proccedings της SPIE, καθώς και στο περιοδικό 
JOSA B [252, 254]. 
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5.2 Αλληλεπίδραση χωροχρονικών κυµατοπακέτων παρουσία CW 
 
Στο κεφάλαιο αυτό καταγράφεται η αριθµητική µελέτη της αλληλεπίδρασης δισδιάστατων 
γκαουσιανών παλµών και επίπεδου κύµατος (CW) σε επίπεδο κυµατοδηγό (D=2). Το κύριο 
θέµα των δηµοσιευµένων εργασιών ήταν η διερεύνηση της δυνατότητας συνένωσης τους και 
εν συνεχεία χωροχρονικής τους µετάθεσης, και ο σκοπός αυτός έχει διατηρηθεί και εδώ, αλλά 
παρουσιάζουµε µερικές ακόµα περιπτώσεις αλληλεπίδρασης.  

Για την αναπαράσταση του προβλήµατος και την αριθµητική προσοµοίωση του 
χρησιµοποιούµε την ίδια, µε το Κεφάλαιο 4, (2+1)D µη γραµµική εξίσωση του Schrödinger. 
Χρησιµοποιούµε µία εξίσωση για την προσοµοίωση δύο γκαουσιανών παλµών, σε αντίθεση 
µε τη µελέτη του µονοδιάστατου προβλήµατος στα Κεφάλαια 2 και 3, διότι και τα δύο 
κυµατοπακέτα έχουν την ίδια κεντρική συχνότητα, ενώ η διαφορά στις γωνίες εισόδου 
(δηλαδή η διαφορά των εγκάρσιων κυµατάριθµων των παλµών) έχει κρατηθεί σε χαµηλές 
τιµές. Σε κάθε λοιπόν περίπτωση, µιλάµε για παλµούς που αλληλεπιδρούν «σύµφωνα», οπότε 
και η σχετική τους φάση επηρεάζει το αποτέλεσµα της αλληλεπίδρασης τους. Τα 
παραδείγµατα και τα συµπεράσµατα που ακολουθούν έγιναν µε τις ίδιες αρχικές συνθήκες, 
όπως και για την µελέτη διάδοσης ενός δισδιάστατου παλµού. Η µικρή διαφορά είναι ότι οι 
παλµοί είναι κανονικοποιηµένοι κυκλικής διατοµής, αλλά και πάλι σε όλες τις παρακάτω 
περιπτώσεις η σχέση των µηκών περίθλασης και διασποράς κρατήθηκε σταθερή, όπως 

/ 2 1/ 2
d D

L L =  (βλέπε και Σχ.4.6).  

Καθώς λοιπόν οι παλµοί είναι όµοιας συχνότητας, η εξίσωση που περιγράφει τη διάδοση 
τους, σε συνδυασµό και µε το CW σε επίπεδο κυµατοδηγό µε κανονική διασπορά, είναι µία 
και είναι η δισδιάστατη NLS που χρησιµοποιήσαµε και στο προηγούµενο Κεφάλαιο, 
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, όπου πάλι, Z=z/Z0, X=x/Ld, T=t/T0 και 
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0 0 0 2( )T X β β= , όπου είναι το χαρακτηριστικό χρονικό εύρος 

του παλµού και άρα 
d D

L L= , δηλαδή τα µήκη περίθλασης και διασποράς είναι ίσα. Ως X0 

ορίζεται το χωρικό εύρος του παλµού, ενώ 0 0nβ κ= , µε 0κ  τη σταθερά διάδοσης στο κενό 

και n το δείκτη διάθλασης. Κάποιοι όροι ανώτερης τάξης έχουν αγνοηθεί, αλλά για τα µικρά 
µήκη διάδοσης που εξετάζουµε το συγκεκριµένο µοντέλο είναι επαρκές (βλέπε και κεφάλαιο 
4.4). 
 
 
5.2.1 Μελέτη δηµιουργίας «αµαλγάµατος» 

 
Όπως αναφέρθηκε, βασικός στόχος του Κεφαλαίου δεν είναι τόσο η µελέτη εν γένη των 
αλληλεπιδράσεων, αλλά η διερεύνηση της δυνατότητας χωροχρονικής µετάθεσης. Εποµένως 
µεγαλύτερη προσοχή δίνεται στις ελκτικές αλληλεπιδράσεις µε σκοπό τη δηµιουργία 
«αµαλγάµατος». Ο όρος αυτός σηµαίνει τη δυνατότητα συνένωσης δύο παλµών και την 
εξέλιξη τους σαν ένα κυµατοπακέτο που θα έχει αρκετή ενέργεια ώστε να αυτοεστιάσει 
[242]. Χρησιµοποιήθηκε πρώτη φορά για αλληλεπιδράσεις σε περιβάλλον ανώµαλης 
διασποράς και δε χρησιµοποιείται για την απλή συνένωση των παλµών που µη έχοντας 
αρκετή ενέργεια καταλήγουν να διασπαρθούν. Το ενδιαφέρον είναι ότι οι αρχικοί παλµοί δεν 
έχουν απαραίτητα ενέργεια πάνω από τη κρίσιµη τιµή για εστίαση. Στη παρούσα εργασία 
χρησιµοποιούµε τον ίδιο όρο και για την κανονική διασπορά. Με αυτόν σηµατοδοτείται η 
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δυνατότητα συνένωσης των παλµών, αυτοεστίασης και δηµιουργίας δύο νέων κορυφών λόγω 
χρονικού διαχωρισµού του νέου αυτού κυµατοπακέτου. Όπως αναφέρθηκε στο Κεφάλαιο 4, 
ένας 2D ή 3D παλµός, σε µέσο µε κανονική διασπορά, µε ενέργεια αρκετά πάνω από τη Νc, 
µπορεί να αυτοεστιάσει και να διαχωριστεί χρονικά δηµιουργώντας δύο νέους λοβούς 
χρονικά µετατιθέµενους. Κατ’ αναλογία λοιπόν µε τη δηµιουργία αµαλγάµατος και 
κατάρρευσης του, εδώ εξετάζουµε τη δυνατότητα δύο παλµών για έλξη, συνένωση και 
δηµιουργία δύο νέων λοβών χρονικά και φασµατικά µετατοπισµένους. Επίσης, παρατηρούµε 
ότι η παρουσία του CW είναι καταλυτική για τη «µακροβιότητα» των φωτεινών λοβών. 

Θεωρούµε λοιπόν την υπέρθεση δύο παλµών και του CW, οπότε µπορούµε να τα 
γράψουµε σαν u=u1+u2+ uCW, µε, 
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A N N W W= , 0Χ  και 0Τ  οι αρχικές µετατοπίσεις των παλµών, WX και WT 

τα κανονικοποιηµένα τους εύρη, K±  είναι µια µικρή αρχική διαφορά στον εγκάρσιο 

κυµατάριθµο, 1φ  και 2φ  οι αρχικές τιµές της φάσης τους, αCW το σχετικό πλάτος του CW και 

φ  η φάση του. Η συνολική µάζα (ενέργεια) µπορεί να βρεθεί από το ολοκλήρωµα 
2

1 2S CW
N u u u dXdT= + +∫∫ . Επειδή η µάζα του CW είναι πολύ µεγαλύτερη αυτής των 

παλµών ώστε να θεωρείται άπειρη και το ίδιο το επίπεδο κύµα αµετάβλητο, θεωρούµε ότι οι 
ενεργειακοί όροι λόγω σύζευξης µεταξύ των παλµών και του CW ανήκουν στη συνολική 
ενέργεια του κάθε παλµού (βλέπε και σχέση 4.33). Έτσι για τη περίπτωση κυκλικών παλµών 
µε WX=WT=1 και µε Τ0=0, 

 1 1 2 2 12S
N N N N N N= + ∆ + + ∆ + ∆  (5.4) 

Τα ∆Ν1 και ∆Ν2 είναι οι όροι σύζευξης του αντίστοιχου παλµού µε το CW, ενώ ο τελευταίος 
όρος είναι µάζα αλληλεπίδρασης των δύο παλµών, ο οποίος πέφτει εκθετικά µε τη µεταξύ 
τους απόσταση, έτσι 
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Όπως φάνηκε και στο προηγούµενο Κεφάλαιο, η παρουσία του CW αλλάζει την απαιτούµενη 
ενέργεια του παλµού ώστε αυτός να αυοεστιάσει µέχρι κατάρρευσης σε ανώµαλη διασπορά, 
ή να διαχωριστεί χρονικά σε κανονική. Ακριβώς αυτή η συµπεριφορά, της πολύ σύντοµης 
αυτόνοµης εξέλιξης, που απαντάται κυρίως σε µέσα µε µη-γραµµικότητα Kerr περιορίζει τη 
δυνατότητα αλληλεπίδρασης παλµών και είναι κάτι που πρέπει να λαµβάνουµε συνεχώς 
υπόψη.  

Με τον ίδιο τρόπο υπολογίζεται και η Χαµιλτονιανή, ξανά «απαλλαγµένη» από τον άπειρο 
όρο που σχετίζεται µε την ενέργεια του CW. Επαναλαµβάνουµε, πως έτσι δε βρίσκουµε τη 
Χαµιλτονιανή του συστήµατος, αλλά µία ποσότητα που αφορά τους παλµούς και τις 
αλληλεπιδράσεις τους, είτε µεταξύ τους είτε µε το επίπεδο κύµα. Το ίδιο είχαµε κάνει και στο 
Κεφάλαιο 4. Αυτή η προσέγγιση µοιάζει αυθαίρετη, βασίζεται όµως στη Φυσική διαίσθηση 
των σηµαντικών για την εξέλιξη των παλµών παραµέτρων. Αν και πρόκειται για αυτό 
ακριβώς, µία προσέγγιση, που δεν αποδίδει εν τέλει αριθµητικά αυστηρές τιµές, µας βοηθά 
να καταδείξουµε περιοχές αρχικών συνθηκών που ορίζουν κάποια συγκεκριµένη εξέλιξη για 
το σύστηµα. Αυτό το είδαµε να επαληθεύεται στο Κεφάλαιο 4 και το ίδιο γίνεται και εδώ. 



 175 

Ένα ακόµα σηµείο στο οποίο πρέπει να δοθεί προσοχή είναι ότι εργαζόµαστε όχι µε τη 
Χαµιλτονιανή του συστήµατος µας, για κανονική διασπορά, αλλά για την αντίστοιχη 
περίπτωση αλληλεπίδρασης σε ανώµαλη διασπορά. Το «δρόµο» αυτό είχαµε ακολουθήσει 
και στο Κεφάλαιο 4 για την ενεργειακή µελέτη (παράγραφος 4.4.1). Ο λόγος είναι ότι µόνο 
για ανώµαλη διασπορά έχουµε ένα αρκετά ασφαλές κριτήριο για την έναρξη αυτοεστίασης, 
και αυτό είναι η αρνητική τιµή της Χαµιλτονιανής (σχέση 4.7). Με αυτό το κριτήριο 
µπορούµε να υπολογίσουµε τις κρίσιµες αρχικές συνθήκες, όπως η ενέργεια Ν ή εδώ η 
απόσταση Χ0 που ενεργοποιούν αυτοεστίαση. Επιστρέφοντας στη κανονική διασπορά και 
χρησιµοποιώντας το σχήµα 4.6 που δίνει την απαιτούµενη επαύξηση στη τιµή της κρίσιµης 
ισχύος επί αυτής για ανώµαλη διασπορά, υπολογίζουµε τις αρχικές συνθήκες που 
ενεργοποιούν αυτόνοµη εστίαση, ή συσσωµάτωση των παλµών και περαιτέρω διαχωρισµό. 

Αν λοιπόν υποθέσουµε ξανά ότι WX=WT=1 και µε Τ0=0, ενώ Α1=Α2=Α και άρα Ν1=Ν2=Ν, 
από τη σχέση (παράγραφος 1.3.3) υπολογίζουµε τη Χαµιλτονιανή του αντίστοιχου 
συστήµατος για ανώµαλη διασπορά. Απαλείφοντας τον άπειρο όρο, η εναποµένουσα 
ποσότητα γράφεται 
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 (5.6) 

Απλοποιώντας κάπως το πρόβληµα και εστιάζοντας στην ελκτική αλληλεπίδραση, θέτουµε 

1 2 0φ φ= =  και Κ=0, παίρνοντας έτσι τη βασική περίπτωση παράλληλα οδευόντων παλµών ή 

ακτίνων. Τότε, η παραπάνω ποσότητα µπορεί να γραφεί:  
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 (5.7) 

Επιπλέον µπορούµε να διακρίνουµε το διαχωρισµό της στους παρακάτω όρους, 

 1 2 intH H H H′ ′ ′ ′= + +  (5.8) 

,όπου 
i

H ′ , (i=1,2), είναι η αντίστοιχη «ενεργός Χαµιλτονιανή» του εκάστοτε παλµού µαζί µε 

την επίδραση του CW όπως υπολογίζεται στην (4.36), ενώ το intH ′  είναι οι όροι της 

Χαµιλτονιανής οι σχετιζόµενοι µε την αλληλεπίδραση των παλµών και εξαρτάται από τη 
σχετική τους απόσταση. Ο όρος αυτός γράφεται: 
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Από τις παραπάνω σχέσεις, ενέργειας και Χαµιλτονιανής, καταλαβαίνουµε ότι σηµαντικό 
ρόλο στην εξέλιξη των παλµών παίζει η αρχική τους µετατόπιση, όπως βέβαια και τα 
χαρακτηριστικά αυτών και του CW. Έτσι αν οι παλµοί είναι τοποθετηµένοι σε µεγάλη 

απόσταση µεταξύ τους (ιδανικά 0Χ →∞ ), τότε εξελίσσονται αυτόνοµα και εστιάζουν αν η 

συνολική ενέργεια του κάθε ενός είναι 4
Si c

N N π≥ =  (όπως αναφέρθηκε, για κανονική 

διασπορά θα χρειαστεί 2.3
c

N∼ ), αν δηλαδή 0
i

H ′ < , αλλιώς διασπείρονται. Στην ακριβώς 

αντίθετη περίπτωση, όταν Χ0=0 και οι παλµοί συµπίπτουν, οδηγούνται σε κατάρρευση εάν η 
συνολική ενέργεια του συσσωµατώµατος είναι πάνω από τη κρίσιµη. 

Αν θεωρήσουµε ότι δεν υπάρχει το επίπεδο κύµα και ότι Κ=0, καταλήγουµε στην 
απλούστερη περίπτωση αλληλεπίδρασης σε ανώµαλη διασπορά που µελέτησε ο Bergé. Εάν 
δε Χ0=0 φαίνεται ότι το συσσωµάτωµα των παλµών αυτοεστιάζει ακόµα και µε Ν1=Νc/4, 
εφόσον βέβαια οι παλµοί έχουν ίδια φάση, καθώς η «υπόλοιπη» απαιτούµενη µάζα 
συµπληρώνεται από το ∆Ν12 της συµβολής τους (σχέση 5.5γ). Σαν απόδειξη της αντιστοιχίας 
των περιπτώσεων ανώµαλης µε κανονική διασπορά παρουσιάζονται παρακάτω και οι δύο. 
Στο σχήµα 5.2 παρίστανται τρία στιγµιότυπα της εξέλιξης δύο υπερτιθέµενων όµοιων 

παλµών µε Ν1=Ν2=0.3Νc (> / 4
c

N ), χωρίς CW και οδεύοντες σε κυµατοδηγό µε ανώµαλη 

διασπορά. Οι παλµοί υπερθέτουν την ενέργεια τους δηµιουργώντας ένα κυµατοπακέτο µε 
αρκετή µάζα για να οδηγηθεί γρήγορα σε αυτοεστίαση και κατάρρευση. Αντιστοίχως, στο 
σχήµα 5.3 οι παλµοί βρίσκονται σε περιβάλλον κανονικής διασποράς. Προσαυξάνοντας την 
ενέργεια του κάθε παλµού κατά το ποσοστό που σύµφωνα µε όσα ειπώθηκαν εδώ και στο 
προηγούµενο Κεφάλαιο θεωρείται αρκετό για να τους οδηγήσει σε εστίαση (Ν1=Ν2=0.7Νc) 
παρατηρούµε και πάλι πως οι δύο παλµοί εξελίσσονται σαν ένα κυµατοπακέτο που έχει πλέον 
την απαιτούµενη ενέργεια για να αυτοεστιάσει και να οδηγηθεί γρήγορα σε ξεκάθαρο 
χρονικό διαχωρισµό. 
 
 

 
Σχήµα 5.2: Στιγµιότυπα εξέλιξης δύο υπερτιθέµενων συµφασικών γκαουσιανών παλµών µε 
µάζα Ν1=Ν2=0.3Νc σε ανώµαλη διασπορά. α) Είσοδος (Ζ=0), β) αυτοεστίαση (Ζ=0.25), 
γ)κατάρρευση (Ζ=0.65). Οι µονάδες είναι κανονικοποιηµένες. 
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Σχήµα 5.3: Στιγµιότυπα εξέλιξης δύο υπερτιθέµενων συµφασικών γκαουσιανών παλµών µε 
µάζα Ν1=Ν2=0.7Νc σε κανονική διασπορά. α) Είσοδος (Ζ=0), β) αυτοεστίαση (Ζ=0.25), 
γ)χρονικός διαχωρισµός και πτώση/διασπορά (Ζ=0.65). Οι µονάδες είναι κανονικοποιηµένες. 
 

Για τους παλµούς που είναι χωρικά µετατοπισµένοι, η σηµαντικότητα του ∆Ν12 πέφτει 
γρήγορα µε την απόσταση. Για να µπορέσουµε να εκτιµήσουµε την κρίσιµη απόσταση, οπού 
όµοιοι παλµοί συγκεκριµένης ενέργειας, παρουσία συγκεκριµένου CW, µπορούν να 
συνενωθούν και να εξελιχθούν δυναµικά σαν ένα κυµατοπακέτο, ακολουθήσαµε τη µέθοδο 
της προαναφερθείσας εργασίας [242]. Σύµφωνα µε αυτή, οι παλµοί θα εξελιχθούν και θα 

εστιάσουν αυτόνοµα εάν 1 2 intH H H′ ′ ′+ > . Οπότε είναι ασφαλές να υποθέσει κανείς ότι για 

1 2 intH H H′ ′ ′+ =  τα φαινόµενα της ατοµικής αυτοεστίασης και της δηµιουργίας αµαλγάµατος 

εξισορροπούνται, οπότε για δεδοµένη ενέργεια των παλµών µπορεί να βρεθεί η τιµή του Χ0 
που εγγυάται την παραπάνω σχέση, η οποία δεν είναι κάτι άλλο από την οριακή τιµή 0H ′ = . 
Στο Σχ.5.4 οι τιµές της H ′  παρίστανται γραφικά σε σχέση µε το Χ0, για κάποιες ενδεικτικές 
τιµές των παραµέτρων των παλµών και του CW. Συγκεκριµένα, οι παλµοί είναι όµοιοι και η 
φάση τους µηδέν, ενώ το σχετικό πλάτος του επίπεδου κύµατος είναι παντού αcw=0.2 και η 
φάση του είναι 0 στο (α), π/2 στο (β) και π στο (γ). Οι γραµµές συµβολίζουν και διαφορετικές 
τιµές της ενέργειας των παλµών. Για κάποιες τιµές της ενέργειας και της φάσης του CW η 
Χαµιλτονιανή δε µηδενίζεται για καµία τιµή του Χ0. Αυτό σηµαίνει ότι ο κάθε παλµός θα 
εξελιχθεί αυτόνοµα. Όταν η γραµµή τέµνει τον άξονα 0H ′ =  καταδεικνύεται µία κρίσιµη 
τιµή της εγκάρσιας απόστασης. Για τιµές του Χ0 κοντά σε αυτή και για κάθε τιµή µικρότερη 
από αυτή οι δύο παλµοί αναµένεται να συσσωµατωθούν σε αµάλγαµα και εν’ συνεχεία να 
αυτοεστιάσουν. Για κάπως πιο µεγάλες τιµές και για θετική Χαµιλτονιανή οι παλµοί 
αναµένεται να υποκύψουν στη διασπορά, είτε κατά µόνας ή ακόµα και αν συνενωθούν. 
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Σχήµα 5.4: Γραφικές παραστάσεις της H ′  όπως µεταβάλονται µε το Χ0 για παλµούς όµοιας 

ενέργειας µε 1 2 0φ φ= =  και Κ=0, παρουσία CW µε αcw=0.2 και α) 0φ = , β) / 2φ π= , γ) 

φ π= . Οι ενδεικτικές τιµές της ενέργειας των παλµών για την ακόλουθη σειρά (γραµµή, 

διακεκοµµένη, παύλες-τελείες, παχιά) είναι: α) (1.5π, 2π, 3π, 4π), β) (2.1π, 2.2π, 2.34π, 2.4π), 
γ) (2π, 3π, 4π, 6π). 
 

Τα παραπάνω σχήµατα παριστούν περιπτώσεις για µερικές µόνο τιµές των παραµέτρων. Η 
εκτίµηση της κρίσιµης απόστασης µπορεί να γίνει από το µηδενισµό της H ′ . ∆εν 
αναµένουµε µια αυστηρά καθορισµένη τιµή, αλλά ένα δείκτη που θα µας βοηθά να 
διαλέξουµε τις τιµές της απόστασης και της ενέργειας µε ικανοποιητική ακρίβεια. Η 
αριθµητική µελέτη των αλληλεπιδράσεων που ακολουθεί επαληθεύει σε πολύ καλό βαθµό τις 
παραπάνω εκτιµήσεις. 
 
 
5.2.2 Αριθµητική διερεύνηση 

 
Χρησιµοποιήθηκε ο ίδιος κώδικας µε την αντίστοιχη διερεύνηση της παραγράφου 4.4.2 

για την επίλυση της δισδυάστατης NLS µε κανονική διασπορά (σχέση 5.1) και της 
αντίστοιχης για ανώµαλη. Οι παλµοί εισόδου δίνονται από τη σχέση (5.2). Σε κάθε 
περίπτωση το υπολογιστικό πλέγµα επελέγη αρκετά ευρύ ώστε να αποφεύγονται πολλές 
ανακλάσεις κατά τη διάρκεια της διάδοσης. Επίσης για να αποφευχθεί τελείως ο κίνδυνος 
αυτός επελέγησαν «απορροφητικά» όρια της µορφής 

(1 sec ((1/ 2)( max)))(1 sec ((1/ 2)( max)))h h− Χ −Χ − Τ −Τ , 

όπου Χmax και Tmax τα όρια του υπολογιστικού πλέγµατος. Το βήµα που χρησιµοποιήθηκε 
ήταν µεταξύ 10-2 και 10-4, όπου δε παρατηρήθηκε φανερή διαφορά στα αποτελέσµατα. Για 
βήµα 10-4 και για µη-απορροφητικά όρια οι διατηρήσιµες ποσότητες έµεναν σταθερές σε 
τάξη 10-10. Εκτελέσαµε πολλά υπολογιστικά «πειράµατα» αλληλεπιδράσεων, δίνοντας 
έµφαση στη δυνατότητα έλξης και δηµιουργίας αµαλγάµατος των επί µέρους παλµών. Επίσης 
διερευνάται η σηµαντικότητα του CW σε αυτές τις αλληλεπιδράσεις. Ο ρόλος του 
αποδεικνύεται καταλυτικός για την διαµόρφωση των κυµατοπακέτων, αλλά και την ενίσχυση 
και διατήρηση συγκεκριµένων λοβών (νηµατίων) που µπορεί να αναπτυχθούν σαν προϊόντα 
της αλληλεπίδρασης. Όπως φαίνεται παρακάτω δεν είναι µόνο η ενισχυτική του δράση, αλλά 
και η διαµορφωτική αστάθεια για κανονική διασπορά που υποβοηθά τη διατήρηση τέτοιων 
φωτεινών σχηµατισµών. 

Σε αντίθεση µε το Κεφάλαιο 4, στις περισσότερες περιπτώσεις που παρουσιάζονται οι 
παλµοί είναι «κυκλικής» διατοµής και καθώς δεν έχουµε δύο χωρικές διαστάσεις που κάνουν 
αυτή τη πρόταση προφανή, αλλά µία εγκάρσια χωρική και τη χρονική, σηµαίνει πως τα µήκη 
περίθλασης και διασποράς είναι ίσα (WX= WT=1). Πέραν τούτου και για να έχουµε κάποια 
διαστατική διαίσθηση επιλέγουµε τα ίδια χαρακτηριστικά όπως και στο παράδειγµα του 
προηγούµενου Κεφαλαίου. Θεωρούµε λοιπόν επίπεδο κυµατοδηγό από AlGaAs όπου για 
λ0=1.55µm έχει, γραµµικό δείκτη διάθλασης n=3.34, µη-γραµµικό συντελεστή Kerr 
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n2=1.5×10
-13

cm
2
/W και τιµή χρονικής διασποράς β2=1.35×10-24

s
2
m

-1. Ο παλµός έχει 

εγκάρσιο χωρικό εύρος Χ0=10.5µm και άρα χρονικό εύρος 45T fs′ = , που αντιστοιχεί σε 

75
FWHM

T fs≈ , ενώ Ζ0=3mm είναι το χαρακτηριστικό µήκος διάδοσης. 

Αρχικά και για να ελέγξουµε την ισχύ της ανάλυσης της παραγράφου 5.2.1, δοκιµάζουµε 
χωρίς CW. Ξεκινώντας από τη περίπτωση ανώµαλης διασποράς, βάση tης οποίας έγινε η 

ανάλυση, θέτουµε δύο παλµούς στο Τ0=0, µε 1 2 0φ φ= = , Κ=0 και Ν1=Ν2=0.88Νc. Η ενέργεια 

του κάθε ενός δεν είναι αρκετή για αυτοεστίαση, οπότε ο κάθε ένας µόνος του θα διασπαρθεί. 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω η κρίσιµη απόσταση βρίσκεται 0 02 2 2∆Χ = Χ ≈ . Πράγµατι, µε 

αυτή τη τιµή παρατηρούµε ότι οι παλµοί έλκονται και συσσωµατώνονται, ενώ γρήγορα 
εξελίσσονται σαν ένα κυµατοπακέτο που εστιάζει µέχρι τη κατάρρευση (Σχ.5.5). ∆οκιµάσαµε 
και για µεγαλύτερη εγκάρσια µετατόπιση, όπως π.χ. για ∆Χ0=3.5, όµως οι παλµοί 
υποκύπτουν στη διασπορά και τη περίθλαση. Καθώς η ένταση τους πέφτει και διευρύνονται, 
οι παλµοί συνενώνονται, αλλά απλώς σβήνουν χωρίς εστίαση. 
 

 
Σχήµα 5.5: Στιγµιότυπα εξέλιξης συµφασικών γκαουσιανών παλµών µε ∆Χ0= 2 2 , α) 
είσοδος (Ζ=0), β) συσσωµάτωση (Ζ=0.8), γ) εστίαση και κατάρρευση (Ζ=1.1). Οι µονάδες Χ 
και Τ είναι µήκη περίθλασης και διασποράς. 
 

Επιστρέφοντας στη περίπτωση που ενδιαφέρει περισσότερο, της κανονικής διασποράς, 
δοκιµάζουµε να θέσουµε πάλι τους παλµούς, όµως αυτή τη φορά µε µεγαλύτερη ενέργεια. 
Σύµφωνα µε τη παράγραφο 4.4.1 και το Σχ. 4.6 για κυκλικό παλµό, η απαιτούµενη κρίσιµη 
µάζα πρέπει να είναι αρκετά µεγαλύτερη, της τάξης Ν1=Ν2=2.2Νc. Όπως και πριν, η µάζα δεν 
είναι αρκετή για επί µέρους αυτοεστίαση που θα οδηγούσε σε διαχωρισµό. Όπως όµως και 
πριν, οι παλµοί συσσωµατώνονται. Αν και φαίνονται να διασπείρονται το νέο κυµατοπακέτο 
αυοεστιάζει και διαχωρίζεται χρονικά. Έπειτα από αυτό διασπείρεται σαν ένα σώµα. 
Στιγµιότυπα της εξέλιξης παρίστανται στο σχήµα 5.6. 
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Σχήµα 5.6: Εξέλιξη συµφασικών γκαουσιανών παλµών Ν1=Ν2=2.2Νc, µε ∆Χ0= 2 2 , σε 
κανονική διασπορά α) είσοδος (Ζ=0), β) µικρή αυτοεστίαση (Ζ=0.5), γ) συσσωµάτωση 
(Ζ=0.85), δ) εστίαση (Ζ=1), ε) διαχωρισµός (Ζ=1.5), στ) διασπορά (Ζ=5). 
 

Ένα αντίστοιχο παράδειγµα φαίνεται στο σχήµα 5.7. Οι παλµοί έχουν ∆Τ=0 αλλά ∆Χ0=4, 
χωρίς αρχική διαφορά φάσης και µε Ni=2.5Nc. Με αυτή την ενέργεια, ο κάθε παλµός είναι, 
µόλις, ικανός για αυτό-διαχωρισµό. Αρχικά οι παλµοί φαίνονται να εστιάζουν, αλλά λόγω της 
διασποράς και της αµοιβαίας έλξης, σύντοµα σκορπάνε. Τελικά η περισσότερη ενέργεια 
συγκεντρώνεται στον ενδιάµεσο χώρο (Τ=0), αλλά είναι διάσπαρτη σε µεγάλο µήκος σε µία 
χαµηλής έντασης µορφή µε δύο ασθενείς συγκεντρώσεις εκατέρωθεν του Τ=0. Έχοντας δει 
αυτή την εικόνα, η σηµασία της παρουσίας επίπεδου κύµατος παρακάτω γίνεται ιδιαίτερα 
φανερή. 
 

         
Σχήµα 5.7: Προφίλ έντασης, (α) εισόδου και (β) εξόδου στο Ζ=3 (9mm), ζεύγους 
κυµατοπακέτων µε Ni=2.5Nc έκαστο, χωρίς CW. Ο οριζόντιος άξονας αντιστοιχεί στη χωρική 
(Χ) διάσταση και έχει µήκος 50 φορές το εύρος του παλµού (-263 µm to 263 µm) και ο 
κατακόρυφος άξονας αντιστοιχεί στην χρονική διάσταση (Τ) µε µήκος 50 φορές το χρονικό 
εύρος (-1.12 ps to 1.12 ps). 
 

Συνεχίζοντας τη διερεύνηση µας χρησιµοποιούµε και επίπεδο κύµα. ∆οκιµάζουµε αcw=0.2 
και 0φ = . Για αυτά τα χαρακτηριστικά σε ανώµαλη διασπορά µόνο παλµοί µε πολύ µικρή 

ενέργεια µπορεί να αποφύγουν την κατά µόνας κατάρρευση. Ξανά λοιπόν εξετάζουµε πρώτα 
τη περίπτωση της ανώµαλης διασποράς και για όµοιους παλµούς µε Νi=1.2π, υπολογίζεται 

ότι µια µετατόπιση σαν ∆Χ0= 2 2  θα οδηγήσει σε συσσωµάτωση και εστίαση. Το σχήµα 5.8 
επιβεβαιώνει την υπόθεση. Η ένταση των παλµών αρχικά πέφτει, καθώς όµως αυτοί γίνονται 
ένα κυµατοπακέτο αποκτούν αρκετή ενέργεια για αυτοεστίαση και τελικά κατάρρευση. 
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Σχήµα 5.8: Εξέλιξη συµφασικών γκαουσιανών παλµών Ν1=Ν2=1.2π, µε ∆Χ0= 2 2 , σε 
ανώµαλη διασπορά παρουσία CW µε αcw=0.2 και 0φ = , α) είσοδος (Ζ=0), β) πτώση και 

συσσωµάτωση (Ζ=0.5), γ) εστίαση και κατάρρευση (Ζ=4). 
 

∆οκιµάζοντας την εξέλιξη σε κανονική διασπορά για την ίδια µετατόπιση και CW, αλλά 
για ενέργεια παλµών 2.5 φορές µεγαλύτερη από πριν παρατηρούµε παρόµοια εξέλιξη. 
Πράγµατι, όπως φαίνεται στο σχήµα 5.9 η επιλογή της µάζας είναι η σωστή για να οδηγήσει 
σε αµάλγαµα. Οι παλµοί πέφτουν σε ένταση, αλλά προλαβαίνουν να συνενωθούν πριν 
διασπαρθούν περισσότερο και εστιάζουν (Σχ5.9γ) σαν ένα κυµατοπακέτο. Σύντοµα αυτό 
διαχωρίζεται χρονικά (Σχ.5.9δ). Όπως είχε φανεί και στο Κεφάλαιο 4, η παρουσία του CW 
ενισχύει τους λοβούς που γεννούνται από το διαχωρισµό και τους βοηθά να διατηρηθούν 
περισσότερο. 
 

 
Σχήµα 5.9: Εξέλιξη συµφασικών γκαουσιανών παλµών Ν1=Ν2=3π, µε ∆Χ0= 2 2 , σε 
κανονική διασπορά παρουσία CW µε αcw=0.2 και 0φ = , α) είσοδος (Ζ=0), β) πτώση και 

συσσωµάτωση (Ζ=0.95), γ) εστίαση (Ζ=1.65), δ) διαχωρισµός (Ζ=3.5). 
 

Στη συνέχεια µελετάµε τη σηµασία της αρχικής ενέργειας των παλµών και δοκιµάζουµε 
µια µεγάλη, σχετικά, αρχική µετατόπιση. Οι παλµοί µε όµοια φάση, παρουσία του CW 
αλληλεπιδρούν ελκτικά και έχουν την τάση να συνενωθούν, ανεξαρτήτως της ενέργειας. Το 
παράδειγµα που επιλέξαµε να παρουσιάσουµε φαίνεται στο σχήµα 5.10. Σε αυτό παρίστανται 

τα προφίλ έντασης εξόδου για τρεις τιµές των Νi, µε αcw=0.1 και 1 2 0φ φ φ= = = , ενώ οι 

παλµοί τίθενται µε ∆Χ0=4. Για Ni=0.9Nc, (α), η κρίσιµη τιµή της µετατόπισης υπολογίζεται 
γύρω στο 3, οπότε οι παλµοί δεν έχουν την ενέργεια για δηµιουργία αµαλγάµατος, αλλά ούτε 
για αυτοεστίαση. Έτσι πέφτουν σε ένταση, αλλά συνενώνονται σε ένα αχνό κεντρικό λοβό, 
ενώ, (λόγω του CW), η διασπειρόµενη ενέργεια ενισχύει και φανερώνει τις υπερβολές της 
διαµορφωτικής αστάθειας (MI). Για τιµές Ni=1.85Nc, (β), η ενέργεια του κάθε παλµού, µαζί 
µε του CW, είναι αρκετή για κατά µόνας εστίαση και διαχωρισµό. Αυτό πράγµατι γίνεται, 
αλλά οι επί µέρους λοβοί, όντας σε θέσεις συµµετρικές ως προς τον άξονα Χ=0, τείνουν να 
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συνενωθούν κατά µήκος του άξονα και σχηµατίζουν δύο έντονους λοβούς χρονικά 
µετατοπισµένους, αλλά και πλήθος άλλων λίγο µικρότερων, η θέση των οποίων είναι το 
σηµείο τοµής των υπερβολών µε τον άξονα. Για ενέργεια πολύ µεγαλύτερη, όπως στο (γ) για 
Ni=3Nc οι παλµοί διασπόνται και οι λοβοί που γεννούνται συνενώνονται και διασπόνται ξανά 
διασκορπίζοντας την ενέργεια κατά µήκος των υπερβολών της ΜΙ. Ενδιαφέρον είναι ότι έστω 
και αν σε όλες τις περιπτώσεις οι παλµοί εξελίσσονται αρχικά µόνοι τους τελικά ενισχύονται 
υπερβολές που έχουν κέντρο το µέσο της απόστασης τους, όπως (Χ, Τ)=(0,0). 
 

 
Σχήµα 5.10: Προφίλ έντασης εξόδου, στο Ζ=5 (15mm), µε αCW=0.1, 1 2 0φ φ φ= = = και 

∆Χ0=4. Η ενέργεια εισόδου των παλµών ετέθη στα (α) Ni=0.9Nc, (β) Ni=1.85Nc, (γ) Ni=3Nc. 
 

Επόµενο βήµα είναι να εστιάσουµε στο ρόλο της αρχικής εγκάρσιας µετατόπισης. Στο 
σχήµα 5.11 φαίνονται τα προφίλ εξόδου, για Ζ=5, παλµών µε Ni=1.5Nc και επίπεδου κύµατος 
µε αCW=0.2. Οι φάσεις είναι όλες ίσες και µηδέν. Με τα παραπάνω χαρακτηριστικά οι παλµοί 
έχουν αρχικά τη τάση να εξελιχθούν αυτόνοµα. Για ∆Χ0=3 οι παλµοί εστιάζουν και τείνουν 
να διαχωριστούν, αλλά σύντοµα συνενώνονται. Το αποτέλεσµα είναι ότι σπάνε σε τέσσερις 
προτεύοντες (µεγαλύτερους) και κάποιους δευτερεύοντες λοβούς εκατέρωθεν της αρχικής 
τους θέσης και κατά µήκος του άξονα Χ=0. Για µεγαλύτερες αποστάσεις, όπως το ∆Χ0=4 οι 
παλµοί διαχωρίζονται, αλλά τελικά τα προϊόντα της διάσπασης συνενώνονται πάλι στην ίδια 
περιοχή και παράγουν εικόνα παρόµοια µε το ∆Χ0=3. Για ∆Χ=5, οι παλµοί υποκύπτουν σε 
διασπορά και περίθλαση και µόνο µικρό µέρος της ενέργειας τους συγκεντρώνεται στο µέσο 
της απόστασης τους. 
 

 
Σχήµα 5.11: Προφίλ έντασης εξόδου, στο Ζ=5 (15mm), µε αCW=0.2, 1 2 0φ φ φ= = = και 

Ni=1.5Nc. Η εγκάρσια µετατόπιση των παλµών ετέθη (α) ∆Χ0=3, (β) ∆Χ0=4, (γ) ∆Χ0=5. 
 

Παρατηρούµε ότι στη κανονική διασπορά οι παλµοί δύναται να συνενωθούν και να 
διαχωριστούν, αλλά αυτό µπορεί να γίνει και χωρίς να έχει προηγηθεί εστίαση κεντρικού 
συσσωµατώµατος, όπως στην ανώµαλη διασπορά. Όταν η ενέργεια είναι επαρκής, η φάση 
κατάλληλη και η µεταξύ τους απόσταση µικρότερη από κάποια κρίσιµη τιµή οι δύο παλµοί 
µπορεί διασπειρόµενοι να δηµιουργήσουν απευθείας δύο νέους λοβούς (και συχνά και άλλους 
δευτερεύοντες) χρονικά µετατοπισµένους και µε διαφορετικό συχνοτικό περιεχόµενο. Οι 



 183 

λοβοί αυτοί αποµακρύνονται µεταξύ τους, όπως γίνεται και όταν ένα κυµατοπακέτο 
υφίσταται χρονικό διαχωρισµό. Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η διαµορφωτική αστάθεια 
και η ενίσχυση των «υπερβολών» της, η δηµιουργία κυµάτων τύπου Χ και η χρονική 
διάσπαση κυµατοπακέτου µεγάλης έντασης είναι το ουσιαστικά το ίδιο πράγµα. 

∆ύο ακόµα σηµαντικοί παράγοντες που επηρεάζουν την εξέλιξη των παλµών είναι η 
µεταξύ τους διαφορά κυµατάριθµου και η διαφορά φάσης τους µε το CW. Στα παραδείγµατα 
που ακολουθούν η διαφορά φάσης των παλµών είναι µηδέν, 0.2CWa = , ∆Χ0=4 και Ni=2Nc. 

Στο παρακάτω σχήµα φαίνονται τα προφίλ έντασης εξόδου αυτών των παραδειγµάτων. 
 

 

 

 
Σχήµα 5.12: Προφίλ έντασης εξόδου στο Ζ=5, παρουσία CW, µε aCW =0.2, για διάφορες 
τιµές της φάσης (φ ) και για διάφορες τιµές των γωνιών εισόδου (Κ): (α, δ, ζ) φ =0, (β, ε, η) 

φ =π/2, (γ, στ, θ) φ =π, (α, β, γ) Κ=0, (δ, ε, στ) Κ=0.1, (ζ, η, θ) Κ=0.2. Σε όλες τις παραπάνω 

περιπτώσεις θέσαµε Ni=2Nc, ∆Χ0=4 και 1 2 0φ φ= = . 

 
Φαίνεται λοιπόν ότι για φ =0 το CW προσθέτει αρκετή ενέργεια στους παλµούς µε 

αποτέλεσµα ένα γρήγορο σπάσιµο του κάθε παλµού χωριστά, κατά µήκος του άξονα του 
χρόνου, και τη δηµιουργία πολλών µικρών µη εξεχόντων λοβών, µε σχεδόν ίδιο πλάτος. Αυτό 
δεν αποτέλεσε έκπληξη, καθώς για τις συγκεκριµένες τιµές της ενέργειας η H ′  είναι πάντα 
αρνητική, οπότε οι παλµοί αναµένονται να έχουν αυτόνοµη εξέλιξη. Από την άλλη, όσο 
µεγαλύτερη είναι η γωνία εισόδου (οπότε και σύγκλισης) των παλµών, η ενέργεια που 
«δανείζει» το CW στο παλµό είναι και µικρότερη (σχέση 5.5α, β), αλλά και πάλι οι παλµοί 
διαχωρίζονται χρονικά κατά µόνας. Παρόλα αυτά, οι επί µέρους λοβοί συνεχίζουν να 
συγκλίνουν και όταν 0K ≠  αυτό είναι εντονότερο. Οι λοβοί συνενώνονται και σε περίπτωση 
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που ξεπερνούν την κρίσιµη τιµή της ενέργειας, διαχωρίζονται ξανά. Τελικά διασκορπίζονται 
σύµφωνα µε το «µοτίβο» της διαµορφωτικής αστάθειας σε πολλούς µικρούς λοβούς κατά 
µήκος του Χ=0 (α, β, γ). Για φ =π/2, (β, ε, η), το υπόβαθρο, αρχικά, δεν προσφέρει ενέργεια, 

οπότε οι παλµοί δεν δίνανται να αυτοεστιάσουν και να διαχωριστούν και αρχίζουν να 
διασπείρονται. Όµως η ενέργεια τους συγκλίνει προς το κέντρο και αργά ή γρήγορα, ανάλογα 
µε τη γωνία εισόδου, συγκεντρώνεται σε κεντρικό λοβό, ο οποίος διαχωρίζεται ξανά σε 
τέσσερις λοβούς, µε την ίδια σχεδόν χαµηλή ένταση. Αυτή η συνένωση και 
επαναδιαχωρισµός προβλέπεται και από τη µελέτη του H ′ . Όµως το αποτέλεσµα δεν είναι 
δύο νέοι λοβοί, αλλά τέσσερις µικρότεροι. Η ευνοϊκότερη περίπτωση για τη δηµιουργία δύο 
εξεχόντων λοβών κατά µήκος του άξονα του χρόνου, (οπότε και θα έχουµε µια εµφανή χώρο-
χρονική ανταλλαγή της ενέργειας), είναι για φ =π, (γ, στ, θ). Αν και οι παλµοί ξεκινούν 

γρήγορα να διασπείρονται η ενέργεια τους συγκεντρώνεται σε κεντρικό λοβό, που διασπάται 
σε δύο άλλους µικρότερους, αλλά ιδιαίτερα εµφανείς λοβούς, που έχουν κατοπτρική χρονική 
µετατόπιση, η οποία αυξάνει µε σταθερό ρυθµό, ενώ οι παλµοί (λοβοί) παραµένουν σχεδόν 
αναλλοίωτοι για αρκετό διάστηµα (πέρα από το Ζ=5 που φαίνεται στο σχήµα). Αυτό είναι 
κάτι µη αναµενόµενο, σύµφωνα µε όσα ειπώθηκαν στη παράγραφο 5.2.1. Για τις 
συγκεκριµένες τιµές ενέργειας και εγκάρσιας µετατόπισης έχουµε 0H ′ >  και οι παλµοί 
αναµένονται απλώς να διασπαρθούν, καθώς όµως συνεχίζουν να συγκλίνουν και 
συγχωνεύονται, έστω και αν δεν επανα-εστιάζουν, η ΜΙ διαχωρίζει την ενέργεια τους σε δύο, 
κυρίως, λοβούς. Φαίνεται µάλιστα ότι για µικρές συγκλίνουσες γωνίες εισόδου οι τελικοί 
λοβοί είναι ακόµα µεγαλύτερης έντασης. Αυτό, διότι για 0K ≠  η ενέργεια που αρχικά 
αφαιρεί το επίπεδο κύµα από το παλµό είναι µικρότερη. Οι λοβοί «κλειδώνουν» στις 
υπερβολές που γεννά το MI, (που ενισχύεται από την παρουσία του CW), του οποίου η 
σηµασία γίνεται εµφανής. 

Στη περίπτωση του Σχ.5.12(θ) οι παλµοί ξεκινούν µε ∆Χ=4 και οι παράγωγοι λοβοί για 
Ζ=5 έχουν σηµαντική χρονική µετατόπιση ∆Τ=16. Στο σχήµα 5.13 παρίσταται η χωρική (α-γ) 
και χρονική (δ-στ) εξέλιξη των παλµών για τις περιπτώσεις του Σχ.5.12(ζ, η, θ). Γίνεται 
φανερή µεταφορά της ενέργειας από την εγκάρσια χωρική στη χρονική συντεταγµένη, 
ιδιαίτερα στα (γ) και (στ). 
 

 
Σχήµα 5.13: Χωρική (α, β, γ) και χρονική (δ, ε, στ) προφίλ έντασης κατά τη διάδοση για 

Κ=0.2, αCW =0.2, Ni=2Nc, 1 2 0φ φ= = , ∆Χ0=4 και: (α, δ) φ =0, (β, ε) φ =π/2, (γ, στ) φ =π. 

 
Όπως ήδη αναφέραµε οι ποσότητες της συνολικής µάζας, της Χαµιλτονιανής και της 

ορµής παραµένουν σταθερές κατά την διάδοση. Επίσης η συνολική ορµή είναι µηδέν καθώς η 
κινήσεις των παλµών είναι συµµετρικές ως προς τον άξονα Χ=0 και οι παραγόµενες 
υπερβολές συµµετρικές ως προς τους άξονες Χ=0, Τ=0. Στο σχήµα 5.14 παραθέτουµε τη 

χρονική ( )( )* */ 2
T T T

P i u u u u= ∂ − ∂  συνιστώσα της ορµής για µία παραστατική επίδειξη της 

αντίθετης κίνησης των λοβών, στο Ζ=5 για τη περίπτωση του Σχ.5.12(γ).  
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Σχήµα 5.14: Προφίλ της Τ-συνιστώσας της ορµής (PT) στο Ζ=5. Τα διαφορετικά χρώµατα 
συµβολίζουν τις αντίθετες τιµές, ως προς το σύστηµα αναφοράς των αρχικών παλµών. 
 

Στο παρακάτω σχήµα παρουσιάζεται η χρονική µετατόπιση ενός εκ των δύο λοβών (αυτού 
που βρίσκεται σε «αρνητική» µετατόπιση) για κάποιες από τις περιπτώσεις που 
παρουσιάστηκαν πιο πάνω. Ο άξονας διάδοσης παρουσιάζεται από το Ζ=2, όπου έχει 
ολοκληρωθεί η συγχώνευση των παλµών στο µέσο της απόστασης τους. Τα σύµβολα Τf και 
|uf|

2 αναφέρονται στη χρονική µετατόπιση και µέγιστη ένταση του λοβού, ενώ το “f” 
προέρχεται από το “filament” (νηµάτιο). Φαίνεται πως οι µικρές µη µηδενικές γωνίες εισόδου 
δεν επηρεάζουν σηµαντικά τη χρονική µετατόπιση των λοβών. Αντίθετα, η φάση του 
υποβάθρου παίζει κάποιο ρόλο, σε σχέση µε το πότε εµφανίζονται οι λοβοί και µε το 
φασµατικό τους περιεχόµενο (οι λοβοί κινούνται γρηγορότερα για φ =0 από ότι για φ =π). 

Στο δεύτερο γράφηµα του σχήµατος φαίνεται η µέγιστη ένταση των λοβών για τις ίδιες 
περιπτώσεις. Η διαφορές είναι µικρές και η ένταση των λοβών διατηρείται τουλάχιστον µέχρι 
το Ζ=5. Στο Σχ.5.15 δε µπορεί να φανεί ότι για φ =0 δηµιουργούνται δευτερεύουσες κορυφές, 

όπως φαίνεται καλλίτερα στο Σχ.5.12. 
 

ZZ        
Σχήµα 5.15: (α): Χρονική µετατόπιση ενός εκ των δύο λοβών µετά το σπάσιµο για 
περιπτώσεις αρχικής γωνίας εισόδου και τιµές της φάσης του CW. Η παχιά και η λεπτή 
γραµµή παριστούν τις περιπτώσεις του Σχ.5.12(α) και (δ), η παχιά και λεπτή διάστικτες 
γραµµές, τις περιπτώσεις του Σχ.5.12(γ) και (θ) και οι παύλες την περίπτωση Σχ.5.12(η). (β): 
Εξέλιξη της µέγιστης έντασης για τις ίδιες περιπτώσεις. 
 

Στο επόµενο σχήµα, 5.16, παρίσταται σύγκριση της χρονικής µετατόπισης και της έντασης 
των λοβών για διάφορες περιπτώσεις της ενέργειας και της αρχικής θέσης των παλµών. Η 
τιµή της αρχικής χωρικής µετατόπισης επηρεάζει, αν και όχι σε µεγάλο βαθµό, την τελική 
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(Ζ=5) χρονική µετατόπιση. Εδώ πρέπει να επισηµάνουµε ότι µεγαλύτερες µετατοπίσεις όπως 
∆Χ0=8 αφήνουν τους παλµούς να διασπαρθούν και το κεντρικό τους συσσωµάτωµα δεν είναι 
ικανό να δηµιουργήσει γένεση νηµατίων (λοβών). Ακόµα, όσο µεγαλύτερη είναι η αρχική 
ενέργεια, τόσο µεγαλύτερη είναι η τελική χρονική µετατόπιση των λοβών. Ένα ακόµα 
συµπέρασµα που βγαίνει από τη σύγκριση των δύο περιπτώσεων για N=2Nc είναι ότι η µικρή 
αρχική απόσταση οδηγεί σε γρήγορη µίξη, αλλά και διασπορά, ή ακόµα και πολυδιάσπαση σε 
πολλούς λοβούς µικρής έντασης. Προτιµότερη είναι µια αρχική απόσταση γύρω στο 3 µε 4, 
όπου οδηγεί στη γένεση δύο ευδιάκριτων λοβών. Ένα ενδιαφέρον στοιχείο είναι ότι για τις 
περισσότερε από τις παρακάτω περιπτώσεις, όπου ∆Χ0>3, η ανάλυση της παραγράφου 4.2.1 
προβλέπει διασπορά, ενώ για πολλές περιπτώσεις που η αρχική απόσταση είναι µικρή, 
προβλέπει συσσωµάτωση, εστίαση και διαχωρισµό. Παρόλα αυτά σε όλες σχεδόν τις 
περιπτώσεις γεννιούνται δύο ευδιάκριτοι λοβοί, είτε έχει προηγηθεί εστίαση του 
συσσωµατώµατος, είτε όχι. Αυτό πιστεύουµε είναι ένα σηµαντικό συµπέρασµα και οφείλεται 
στη παρουσία του CW. Οι περιπτώσεις που σηµειώνονται στο παρακάτω σχήµα διαφέρουν 
από αυτή στο Σχ.5.9, όπου η αλληλεπίδραση των παλµών δεν γίνεται επί κάποιου CW, αλλά 
διαφέρει και από την αλληλεπίδραση παλµών σε ανώµαλη διασπορά, είτε υπάρχει CW είτε 
όχι. Στις περιπτώσεις αυτές οι παλµοί εξελίσσονται σύµφωνα µε τη παραπάνω ανάλυση. Από 
την άλλη οι αλληλεπιδράσεις παρουσία CW σε κανονική διασπορά, αν και ακολουθούν σε 
µεγάλο βαθµό ότι ξέρουµε για τις σύµφωνες αλληλεπιδράσεις µη-γραµµικών παλµών 
επηρεάζονται από τη διαµορφωτική αστάθεια, κάνοντας την εξέλιξη τους περίπλοκο 
φαινόµενο. 
 

    
Σχήµα 5.16: (α) Χρονική µετατόπιση των κύριων λοβών (Ζ=5) και (β) µέγιστη ένταση, σε 
σχέση µε την αρχική µετατόπιση για διάφορες τιµές της αρχικής ενέργειας (N=1.5Nc 
διαµάντια, Nι=2Nc άστρα και µαύρες τελείες, Nι =3Nc τετράγωνα), όπου αcw=0.2, φ =π και 

Κ=0.2, εκτός από τα άστρα, όπου Κ=0. 
 

Μονοδιάστατοι χρονικοί µετασχηµατισµοί Fourier παρίστανται στο σχήµα 5.17 για τη 
περίπτωση του Σχ.5.12(θ) στα «στιγµιότυπα» Ζ=0 και Ζ=5. Στο Σχ.5.17(β) βλέπουµε ότι 
υπάρχει συγκέντρωση ενέργειας σε φασµατικές ζώνες εκατέρωθεν του CW, που σηµατοδοτεί 
την αρχική κεντρική συχνότητα των παλµών, που έχει µετατόπιση µηδέν. Οι συγκεντρώσεις 
αυτές βρίσκονται στο Χ=0 και οι αντίθετες φασµατικές µετατοπίσεις τους (ταχύτητες) 
αντιπροσωπεύουν τις αντίθετες και αυξανόµενες χρονικές µετατοπίσεις των λοβών.  
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Σχήµα 5.17: Φασµατική µετατόπιση f κατά µήκος της εγκάρσιας διάστασης Χ, για παλµούς 
στην είσοδο (Ζ=0) και έξοδο (Ζ=5) του κυµατοδηγού, στα (α) και (β) αντιστοίχως. Οι 

µονάδες της συχνότητας είναι 01/ 22T THz≈ . Η λευκή γραµµή είναι λόγω του CW. 

 
Μετά τις παραπάνω παρατηρήσεις και αποδεχόµενοι τη σηµαντικότητα του CW και της 

διαµορφωτικής αστάθειας στη γένεση ή όχι δύο χρονικά µετατοπισµένων διακριτών λοβών, 
αξίζει να εξετάσουµε λίγο ακόµα την επίδραση του. ∆ιατηρώντας τη φάση του σε φ =π και 

για δύο παλµούς µε Νi =2Νc, εξετάζουµε την επίδραση της έντασης του. Στο σχήµα 5.18 
φαίνονται τα προφίλ αλληλεπίδρασης για Ζ=5, όταν αcw=0.1 και αcw=0.3, στο (α) και στο (β). 
Το Κ=0, και ∆Χ0=4, οπότε τα σχήµατα είναι συγκρίσιµα µε τη περίπτωση στο Σχ.5.12(γ). Για 
αcw=0.1 αν και το CW δεν αφαιρεί, αρχικά, µεγάλο ποσοστό της ενέργειας τους, οι παλµοί 
δεν έχουν αρκετή για να αυτοεστιάσουν, αλλά ούτε και να συσσωµατωθούν και να εστιάσουν 
µετά. Πράγµατι, αρχικά διασπείρονται αργά, αλλά ενώνονται και δηµιουργούν δύο λοβούς, 
όπως και στο Σχ.5.12(γ). Οι λοβοί έχουν πολύ µικρότερη ένταση από αυτούς στο 
προηγούµενο σχήµα. Αυτό οφείλεται αποκλειστικά στο πολύ χαµηλό CW. Για αcw=0.3, ένα 
µεγάλο µέρος της ενέργειας των παλµών χάνεται στο CW, αλλά αυτό µόνο στην αρχή, Οι 
παλµοί διασπείρονται, ενώνονται και το πολύ ιχυρό CW ενισχύει δύο πολύ έντονους λοβούς, 
αλλά και εξίσου έντονες υπερβολές µε άξονα τον Τ=0. Εποµένως δεν δηµιουργούνται δύο 
διακριτά κυµατοπακέτα. 
 

    
Σχήµα 5.18: Προφίλ έντασης εξόδου, στο Ζ=5 (15mm),όταν Ni=2Nc 1 2 0,φ φ φ π= = = , 

∆Χ0=4 και α) αCW=0.1, β) αCW=0.3.  
 

Στη προσπάθεια να σκιαγραφήσουµε την επίδραση του επίπεδου κύµατος δοκιµάζουµε και 
το ρόλο της αρχικής απόστασης. Στο σχήµα 5.19 φαίνονται τα προφίλ έντασης στο Ζ=5 για 
δύο συµφασικούς παλµούς Ni=2Nc, µε επίπεδο κύµα που έχει αCW=0.2 και φ π= . Στο (α) οι 

παλµοί ξεκίνησαν µε ∆Χ0= 2 2 , ενώ στο (β) µε ∆Χ0=8. Για απόσταση αρκετά µικρή οι 
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παλµοί συνενώνονται και ο κεντρικός λοβός παρουσιάζει σηµάδια εστίασης. Γρήγορα 
διαχωρίζεται και δηµιουργούνται δύο λοβοί, όπως και στο Σχ.5.12(γ), αν και κάπως 
εντονότεροι. Για ∆Χ0=8 οι παλµοί απλώς διασπείρονται αυτόνοµα. Μέρος της ενέργειας τους 
συγκλίνει προς το κέντρο, και το CW ενισχύει δοµές τύπου-Χ λόγω του MI, αλλά η ενέργεια 
απλώς διασκορπίζεται σε πολλές κυµατώσεις χαµηλής έντασης. 
 

 
Σχήµα 5.19: Προφίλ έντασης εξόδου, στο Ζ=5 (15mm),όταν Ni=2Nc 1 2 0,φ φ φ π= = = , 

αCW=0.2 και α) ∆Χ0= 2 2 , β) ∆Χ0=8.  
 

Κάποιες από τις χαρακτηριστικές περιπτώσεις που εξετάστηκαν παραπάνω συγκρίνονται 
στο σχήµα 5.20 ως προς τη χρονική µετατόπιση των λοβών και την ένταση τους. Πέρα από τη 
περίπτωση του Σχ.5.12(γ), συγκρίνεται αυτή του Σχ.5.18(α), (ίδια µε τη προηγούµενη, αλλά 

µε αcw=0.1), αυτή του Σχ.5.19(α) όπου ∆Χ0= 2 2  και µία χωρίς CW, µε ∆Χ0= 2 2  και 
Νi=2.2Nc, αυτή στο Σχ.5.6. Φαίνεται λοιπόν πως για αcw=0.1 οι λοβοί έχουν χαµηλή σχετικά 
ένταση, αν και αποµακρύνονται λίγο περισσότερο από ότι για αcw=0.2. Για παλµούς που 
ξεκινούν στη µικρότερη απόσταση, το συσσωµάτωµα προλαβαίνει να εστιάσει λίγο και οι 
τελικοί λοβοί είναι οι εντονότεροι. Για τη περίπτωση χωρίς CW, µεγάλη ενέργεια και µικρή 
απόσταση έχουµε µία καθαρή συνένωση σε αµάλγαµα που διαχωρίζεται. Οι λοβοί του όµως 
γρήγορα διασπείρονται και σβήνουν, οπότε η µεγάλη χρονική µετατόπιση που φαίνεται να 
έχουν στο Σχ.5.20(α) δε σηµαίνει κάτι ουσιαστικό. 
 

 
Σχήµα 5.20: Χρονική µετατόπιση (α) και µέγιστη ένταση (β) για τον αρνητικό λοβό σε 

διάφορες περιπτώσεις αλληλεπίδρασης. Στις περισσότερες Νi=2Nc, 1 2 0,φ φ φ π= = = , ∆Χ0=4, 

και αcw=0.2. ∆ιακεκοµµένη: αcw=0.1. Γραµµή: ∆Χ0= 2 2 . ∆ιάστικτη: Χωρίς CW, Νi=2.2Nc 

και ∆Χ0= 2 2 .  
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∆οκιµάσαµε και την αλληλεπίδραση ελλειπτικών παλµών, σε παραδείγµατα ανάλογα µε 
αυτά που εξετάσαµε στο προηγούµενο Κεφάλαιο για η γένεση κυµατοπακέτων Τύπου-Χ. 
Ένα τέτοιο παράδειγµα φαίνεται στο σχήµα 5.21. ∆ύο όµοιοι ελλειπτικοί παλµοί (WX=1 µε 
WT=3) µε µηδενική διαφορά φάσης και Ni=2Nc, τέθηκαν σε απόσταση ∆Χ0=4 µαζί µε 
επίπεδο κύµα που έχει αcw=0.2 και / 2φ π= . Η ενέργεια τους δεν είναι αρκετή για αυτόνοµη 

εστίαση αλλά, σύµφωνα µε την ανάλυση της παραγράφου 5.2.1, είναι αρκετή για να 
δηµιουργήσουν συσσωµάτωµα και να εστιάσουν σαν ένα. Ο κεντρικός αυτός λοβός 
διαχωρίζεται στη συνέχει χρονικά επιδεικνύοντας ιδανική εικόνα χωροχρονικής µετάθεσης 
και ακολουθώντας τη πρόβλεψη της ανάλυσης µας για δηµιουργία αµαλγάµατος. Όµως, η 
παρουσία του CW και η ενίσχυση συγκεκριµένων φασµατικών ζωνών λόγω της 
διαµορφωτικής αστάθειας διασκορπίζει την ενέργεια, η οποία δε συγκεντρώνεται σε δύο 
κύριους λοβούς, αλλά ενισχύει και τους υπερβολικούς σχηµατισµούς, που φαίνονται στο 
σχήµα 5.21 για Ζ=10. Υποθέτουµε ότι το µεγαλύτερο φασµατικό εύρος της εγκάρσιας 
διάστασης, από ότι αυτό της χρονικής, είναι που διεγείρει την ενίσχυση των αντίστοιχων 
ζωνών και την εµφάνιση των πλευρικών υπερβολών. Τελικά οι λοβοί είναι χαµηλής έντασης 
και δυσδιάκριτοι. 
 

 
Σχήµα 5.21: Προφίλ έντασης για Ζ=0 και Ζ=10 δύο όµοιων ελλειπτικών παλµών µε Ni=2Nc 
και ∆Χ0=4, παρουσία CW, όπου αcw=0.2 και / 2φ π= . 

 
Στη παρούσα µελέτη δεν αναπτύξαµε το ζήτηµα της διαφορά φάσης µεταξύ των παλµών, 

καθώς ενδιέφερε περισσότερο η ελκτική τους αλληλεπίδραση και τα προϊόντα αυτής. Η 
παρουσία του επίπεδου κύµατος δηµιουργεί κάποιες νέες δυνατότητες, αλλά θέτει και 
περιορισµούς, καθώς δεν είναι µόνοι τους οι παλµοί που αλληλεπιδρούν. Στο σχήµα 5.22 
παραθέτουµε ένα παράδειγµα αλληλεπίδρασης παλµών µε διαφορετική φάση, το οποίο 
επιδεικνύει και τις δυνατότητες του CW σαν σήµα ελέγχου. Οι παλµοί είναι το κλασικό πλέον 

παράδειγµα, κυκλικοί µε Ni=2Nc σε απόσταση ∆Χ0=4, αλλά ο u1 έχει φάση 1φ π= , ενώ ο u2 

2 0φ = . Παράλληλα, υπάρχει επίπεδο κύµα µε αcw=0.2 και 0φ = . Με αυτή τη διαφορά φάσης 

οι παλµοί δεν έλκονται και δε συγκλίνουν, οπότε εξελίσσονται γρήγορα αυτόνοµα. Ο 
δεύτερος παλµός έχει αρκετή ενέργεια για εστίαση και διαχωρισµό και αυτό ακριβώς είναι 
που συµβαίνει. ∆ιαχωρίζεται χρονικά και δηµιουργεί δύο ευδιάκριτους λοβούς στο Χ=2, την 
αρχική του εγκάρσια θέση. Οι λοβοί κινούνται µε αντίθετες ταχύτητες, όπως φαίνεται στο 
Σχ.5.22(α) για Ζ=5, ή στο (β) που παρίσταται ο διαχωρισµός κατά µήκος της διάδοσης. 
Αντίθετα ο πρώτος παλµός χάνει πολύ ενέργεια και διαλύεται. 
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Σχήµα 5.22: Προφίλ εξόδου (Ζ=5) (α), και ισοϋψείς επιφάνειες στο 65% της έντασης (β) για 

δύο παλµούς που ξεκινούν µε Ni=2Nc και 1φ π= , 2 0φ = , στα Χ0=2, -2 αντίστοιχα, παρουσία 

CW, όπου αcw=0.2 και 0φ = . 

 
 
5.3 Συµπεράσµατα 

 
Βασικό συµπέρασµα είναι ότι η αλληλεπίδραση µεταξύ δύο χωρικά µετατοπισµένων 
κυµατοπακέτων µπορεί να οδηγήσει στη δηµιουργία δύο άλλων ευδιάκριτων νηµατίων (ή 
λοβών) χρονικά µετατοπισµένων. Προϋπόθεση είναι η κανονική διασπορά, ενώ καταλυτική 
είναι η παρουσία CW που δρα σαν ελεγκτικός παράγοντας, όπου ενισχύει ή όχι τα προϊόντα 
της αλληλεπίδρασης. Φάνηκε ακόµα ότι η χρονική µετατόπιση των λοβών, η ένταση τους και 
η αντοχή τους στη διάδοση εξαρτώνται όχι µόνο από τα χαρακτηριστικά των παλµών, αλλά 
σε µεγάλο βαθµό από αυτά του CW µε σηµαντικότερο τη σχετική φάση του. Επιδεικνύεται 
έτσι η δυνατότητα για πλήρως οπτικό έλεγχο των αλληλεπιδρώντων κυµατοπακέτων. 

Σε όλα τα παραδείγµατα που ελέγξαµε, συµπεριλαµβανόµενα και όσα παρουσιάστηκαν 
παραπάνω, οι σύµφωνες αλληλεπιδράσεις των µη-γραµµικών παλµών ακολουθούν τους 
γνωστούς κανόνες. Η ανάλυση που παρουσιάστηκε στη παράγραφο 5.2.1 φάνηκε επαρκής να 
προβλέπει τα αποτελέσµατα των αλληλεπιδράσεων για δύο παλµούς σε ανώµαλη διασπορά 
παρουσία επιπέδου κύµατος, ενώ σε συνδυασµό µε όσα ειπώθηκαν στο κεφάλαιο 4.4 
µπορούµε να εκτιµήσουµε και την εξέλιξη σε κανονική διασπορά. Η εκτίµηση αυτή όµως 
είναι πιο σαφής όταν δεν υπάρχει επίπεδο κύµα παρά όταν προστίθεται και αυτό. Οι 
περίπλοκη µορφή της διαµορφωτικής αστάθειας οδηγεί στην δηµιουργία χρονικά 
διαχωρισµένων λοβών ακόµα και σε κάποιες περιπτώσεις που θα περιµέναµε απλώς τη 
διασπορά του κεντρικού λοβού. Φάνηκε λοιπόν ότι ο χρονικός διαχωρίσιµος, όπως και η 
δηµιουργία κυµατοπακέτων «Τύπου-Χ» βασίζονται στο ίδιο υπόβαθρο της MI η οποία 
διεγείρεται από τη παρουσία επίπεδου κύµατος, καθώς τα κυµατοπακέτα είναι ιδιαίτερα 
στενά και οι «ουρές» τους αµελητέας έντασης, ώστε να διεγείρουν το φαινόµενο. Από εκεί 
και πέρα όλα φάνηκαν να εξαρτώνται από τα χαρακτηριστικά του CW και τη σχετική φάση 
των παλµών. 

Με τη παραπάνω µελέτη προσπαθήσαµε να σκιαγραφήσουµε την επίδραση του CW στους 
παλµούς. Στο µέλλον θα επεκτείνουµε τη διερεύνηση στη µελέτη της MI που δηµιουργείται 
όχι µόνο από τη παρουσία του CW, αλλά και από τη συνύπαρξη του µε γκαουσιανό 
κυµατοπακέτο. Αυτό αναµένεται να δώσει εικόνα που θα διαφοροποιείται από αυτή στο 
Σχ.4.4(α) και ελπίζουµε ότι θα βοηθήσει σε µια βαθύτερη εξήγηση των αλληλεπιδράσεων. 
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Κεφάλαιο 6 
 

Συµπεράσµατα και Προοπτικές 
 
 

Στο τελευταίο Κεφάλαιο συνοψίζονται τα συµπεράσµατα, από την άποψη της Φυσικής και 
της µεθοδολογίας, στα οποία καταλήξαµε στα προηγούµενα Κεφάλαια της εργασίας. Στη 
συνέχεια παραθέτουµε σκέψεις και προτάσεις, που δε πρόλαβαν να υλοποιηθούν και µπορεί 
να αποτελέσουν επεκτάσεις της εργασίας, στο κοντινό µέλλον. 



 192 

6.1 Συµπεράσµατα 
 
Μελετήσαµε προβλήµατα που αφορούν µη-γραµµική αλληλεπίδραση χρονικών και 
χωροχρονικών οπτικών κυµατοπακέτων. Τα µοντέλα που χρησιµοποιήθηκαν ήταν είτε η 
δισδιάστατη NLS, για σύµφωνη αλληλεπίδραση παλµών, είτε δύο συζευγµένες NLS µέσω 
του όρου XPM και κατά περίπτωση όρων ανώτερης τάξης, για ασύµφωνη αλληλεπίδραση. 
Τα προβλήµατα που αφορούν ασύµφωνη αλληλεπίδραση προσεγγίστηκαν και µε 
διαταρακτικές ηµι-αναλυτικές µεθόδους, καθώς αφορούν διάδοση µονοδιάστατων παλµών 
και πληρούν τις βασικές προϋποθέσεις για τη χρήση αυτής της µεθοδολογίας. Σε κάθε 
περίπτωση και για κάθε πρόβληµα αναπτύχθηκε και κατάλληλος αριθµητικός κώδικας. 

Οι ηµι-αναλυτικές µέθοδοι που χρησιµοποιήσαµε είναι η Μεταβολική και η Άµεση 
µέθοδος διαταραχών. Μέσω αυτών µετατρέψαµε τα προβλήµατα από την επίλυση 
συστήµατος µερικών διαφορικών, στην επίλυση συστηµάτων από συνήθεις διαφορικές. Οι 
προσεγγιστικές αυτές µέθοδοι έχουν δύο σκοπούς. Ο πρώτος είναι η περιγραφή των βασικών 
χαρακτηριστικών του παλµού ή της ακτίνας και η αποκάλυψη των φαινοµένων που τα 
επηρεάζουν. ∆ηλαδή, οι όροι των ODEs αντιπροσωπεύουν κάποια φυσικά φαινόµενα, η 
επίδραση των οποίων είναι ποιοτικά και ποσοτικά περισσότερο ξεκάθαρη από ότι στη 
πεπλεγµένη µορφή των PDEs. Ο άλλος λόγος είναι η υπολογιστική ευκολία και ταχύτητα που 
προσφέρει ένα σύστηµα συνήθων διαφορικών. 

Συγκεκριµένα, η Μεταβολική µέθοδος χρησιµοποιήθηκε για να προσεγγίσουµε το 
πρόβληµα των συζευγµένων NLS, µέσω XPM, για δύο επί µέρους περιπτώσεις. Κατ’ αρχάς 
µελετήσαµε τη δυνατότητα συµπόρευσης δύο κάθετα πολωµένων ρυθµών σε ίνα µε ισχυρή 
διπλοθλαστικότητα. Λόγω της µη γραµµικής απόκρισης του µέσου οι δύο ρυθµοί 
συζευγνύονται και αυτό αντιτίθεται στη τάση τους να διαχωριστούν. Το πρόβληµα αυτό 
υπάρχει στη βιβλιογραφία. Στη παρούσα εργασία προσθέσαµε έναν επιπλέον όρο διαταραχής, 
αυτό της ασθενώς µεταβαλλόµενης διασποράς, το οποίο, εξ όσων γνωρίζουµε, σε συνδυασµό 
µε τη διπλοθλαστικότητα δεν έχει µελετηθεί εκτεταµένα. Το σύστηµα των ODEs που 
καταλήξαµε, (περνώντας στον εκτεταµένο χώρο φάσεων), είναι τριών βαθµών ελευθερίας, 
οπότε για την απεικόνιση της εξέλιξης του συστήµατος υιοθετήθηκε η δηµιουργία τοµών 
Poincaré τριών και τεσσάρων διαστάσεων. Στη µελέτη χρησιµοποιήσαµε σα βασικό 
παράδειγµα, την απλουστευµένη και υπολογιστικά ευκολότερη περίπτωση ρυθµών (ή 
παλµών) µε ίδιο εύρος, αλλά συµπεριλάβαµε και παραδείγµατα για ανόµοιο εύρος και για 
παλµούς τύπου sech, µε τα συµπεράσµατα να είναι ανάλογα. Η επίλυση των ODEs ήταν πολύ 
γρηγορότερη των αντίστοιχων PDEs και µπορέσαµε να δηµιουργήσουµε τοµές για πλήθος 
αρχικών συνθηκών και παραγόντων της διαταραχής. Η σύγκριση µε την αριθµητική επίλυση, 
για συγκεκριµένες τιµές αρχικών συνθηκών, έδειξε τα εξής: 

Α) Το σύστηµα των ODEs προβλέπει µε καλή προσέγγιση τη διάλυση ή διατήρηση του 
συσσωµατώµατος των δύο ρυθµών, όπως και την εξέλιξη των χαρακτηριστικών τους, δηλαδή 
του εύρους, πλάτους, χρονικής µετατόπισης, συχνότητας και τερετίσµατος, αρκεί η 
συχνότητα της διαταραχής (διασπορά) να είναι µικρότερη από το 1/4, ή πολύ µεγαλύτερη από 
τις χαρακτηριστικές συχνότητες του αδιατάρακτου συστήµατος. 

Β) Το ίδιο συµπέρασµα βαραίνει και την ισχύ της µεταβολικής µεθόδου, της οποίας η 
απόκλιση µεγαλώνει όταν η συχνότητα διαταραχής είναι εκτός των περιοχών αυτών. Έτσι 
χαράσσουµε τα όρια χρήσης της. 

Η δεύτερη περίπτωση χρήσης της µεθόδου είναι η µελέτη της επίδρασης των 
συγκρούσεων παλµών διαφορετικών καναλιών, παρουσία ισχυρής διαχείρισης διασποράς, 
χωρίς να λάβουµε υπόψη απώλειες και ενίσχυση. Καθώς είναι γνωστό ότι για συγκεκριµένες 
τιµές της περιόδου διαχείρισης και της τοπικής τιµής της διασποράς δύναται να µηδενιστεί η 
φασµατική µετατόπιση λόγω συγκρούσεων, δοκιµάσαµε το ίδιο για τα «σολιτόνια 
διαχείρισης διασποράς». Τα σολιτόνια αυτά έχουν πλάτος ενισχυµένο, σε σχέση µε τα 
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συνήθη, κατά παράγοντα που εξαρτάται από τα χαρακτηριστικά της διαχείρισης. Βρήκαµε 
έναν απλό τρόπο υπολογισµού του παράγοντα αυτού, που δε γνωρίζουµε να είναι 
δηµοσιευµένος αλλού. Αυτό βέβαια ίσως οφείλεται στην απλότητά του, αλλά παρόλα αυτά 
µας βοήθησε να επιλέξουµε τα κατάλληλα χαρακτηριστικά του σολιτονίου έτσι ώστε, µετά 
από περιοδική µεταβολή κατά µήκος της περιόδου διαχείρισης, να επανέρχονται στις αρχικές 
τιµές τους στο τέλος αυτής. Αυτό επαληθεύτηκε επακριβώς από τις αριθµητικές 
προσοµοιώσεις. Έχοντας τις κατάλληλες µορφές των σολιτονίων διαχείρισης διασποράς και 
µε βάση το σύστηµα των συνήθων διαφορικών, η µελέτη έδειξε ότι δύνανται να βρεθούν 
συγκεκριµένες τιµές της διασποράς, όπως και της περιόδου διαχείρισης, όπου η φασµατική 
µετατόπιση των σολιτονικών παλµών να µηδενίζεται. 

Η Άµεση µέθοδος διαταραχών χρησιµοποιείται για να προσεγγίσουµε το πρόβληµα 
συγκρούσεων σολιτονικών παλµών, µε εύρος µικρότερο από 1ps και διαφορετικής 
συχνότητας. Παίρνοντας σαν αρχικούς παλµούς το βασικό σολιτόνιο για κάθε κανάλι, 
αντιµετωπίζουµε τους όρους σύζευξης, Raman και διασποράς 3ης τάξης σα διαταραχές. Σε 
αντίθεση µε παλαιότερες διαταρακτικές προσεγγίσεις, η χρήση παλµών σχήµατος sech 
καταλήγει σε ODEs που περιλαµβάνουν ολοκληρώµατα χωρίς αναλυτική έκφραση. Με τη 
βοήθεια της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων τα αντικαταστήσαµε µε προσεγγιστικές 
συναρτησιακές εκφράσεις, ανάλογα µε τη περίπτωση. Τα αποτελέσµατα της επίλυσης του 
συστήµατος συγκρίθηκαν µε απευθείας αριθµητικές προσοµοιώσεις, που περιλαµβάνουν όλα 
τα παραπάνω µεγέθη ανώτερης τάξης, οι οποίες έδειξαν πολύ καλή συµφωνία. 
Χρησιµοποιήσαµε το σύστηµα των ODEs για να µελετήσουµε τη δυνατότητα 
καταπολέµησης της χρονικής µετατόπισης του παλµού, λόγω του SFS, µε αντίθετες 
µετατοπίσεις προκαλούµενες από συγκρούσεις µε παλµούς καναλιού µικρότερης συχνότητας. 
Φάνηκε ότι οι προγραµµατισµένες συγκρούσεις µπορούν να επαναφέρουν το παλµό στο 
χρονικό του παράθυρο, αλλά αυτό συνοδεύεται και από ενεργειακές απώλειες προς το κανάλι 
χαµηλότερης συχνότητας. 

Μελετήθηκαν και δύο διαφορετικά προβλήµατα σύµφωνης αλληλεπίδρασης 
χωροχρονικών παλµών (2+1)D, που αντιστοιχούν σε διάδοση σε επίπεδο κυµατοδηγό. Και 
στις δύο περιπτώσεις η µελέτη ήταν αριθµητική, αλλά η επιλογή των αρχικών συνθηκών 
έγινε µε οδηγό φυσικές παρατηρήσεις. Έτσι, αρχικά δοκιµάσαµε το αποτέλεσµα που έχει 
στην εξέλιξη του παλµού συνεχές επίπεδο κύµα (που αναφέρεται σαν CW) ίδιας συχνότητας 
και ουσιαστικά άπειρου εύρους, αλλά µικρής έντασης. Ο απώτερος στόχος ήταν η 
διερεύνηση της δυνατότητας αυθόρµητης δηµιουργίας µη-γραµµικού κυµατοπακέτου Τύπου 
«Χ», αντίστοιχο µε τα γραµµικά κύµατα Χ, που δύνανται να δηµιουργηθούν και διαδοθούν 
σε µέσα µε κανονική διασπορά. Με βάση γνωστά συµπεράσµατα για την εξέλιξη 
πολυδιάστατων παλµών σε µέσα µε ανώµαλη διασπορά, επεκτείναµε τις θεωρητικές 
προβλέψεις για παλµούς µε ελλειπτικότητα, παρουσία του CW. Φάνηκε ότι κοµβικό σηµείο 
της εξέλιξης, είναι η δυνατότητα του παλµού να αυτοεστιάζει, ή όχι. Βάση αυτού µεταφέραµε 
τα συµπεράσµατα σε µέσα µε κανονική διασπορά, ώστε να έχουµε έναν οδηγό για το πότε θα 
µπορούσαµε να αποφύγουµε την αυτοεστίαση. Σε αυτή τη περίπτωση ο παλµός δεν 
εξελίσσεται σε Χ µορφή. Οι θεωρητικές προβλέψεις βασίστηκαν περισσότερο σε ποιοτικά 
χαρακτηριστικά της εξέλιξης των παλµών, αλλά µέσω αυτών χαράξαµε, έστω και χοντρικά, 
περιοχές αρχικών τιµών όπου έπρεπε να αποφευχθούν. Εκτελέστηκαν πολλά αριθµητικά 
«πειράµατα», από τα οποία φάνηκε η καταλυτική σηµασία της φάσης, αλλά και του πλάτους 
σε δεύτερο λόγο, του CW στην εξέλιξη του παλµού, αλλά και στη δυνατότητα δηµιουργία 
κυµατοπακέτου τύπου Χ. Από όλες τις αριθµητικές απόπειρες αυθόρµητης δηµιουργίας 
τέτοιων παλµών, η χρήση του CW έδειξε ότι καταλήγει σε δοµές ξεκάθαρα κωνικής µορφής, 
όχι µόνο στο χώρο Fourier, όπως σε παλαιότερες εργασίες, αλλά και στο φυσικό πεδίο. 
Συµπεραίνουµε ότι αυτό οφείλεται στη χωροχρονική διαµορφωτική αστάθεια, η οποία χωρίς 
το επίπεδο κύµα είναι πολύ ασθενής για να βοηθήσει στην ανάδειξη τέτοιων µορφών. Επίσης, 
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φάνηκε ότι η δηµιουργία τους ευνοείται όταν το µήκος διασποράς είναι µεγαλύτερο από αυτό 
της περίθλασης. Σε αντίθετη περίπτωση η έντονη διασπορά τείνει να διαχωρίσει το παλµό σε 
δύο κυµατοπακέτα. Να πούµε τέλος ότι οι παλµοί τύπου Χ που δηµιουργούνται δεν έχουν τη 
ευστάθεια των γραµµικών και σύντοµα, µετά από 15-20 µήκη περίθλασης διασπείρονται και 
καταστρέφονται τελείως. Παρόλα αυτά είναι µακροβιότεροι άλλων χωροχρονικών παλµών 
και καθώς δηµιουργούνται σε µέσα κανονικής διασποράς, δεν υφίστανται κατάρρευση. 

Το δεύτερο πρόβληµα σχετικό µε χωροχρονικούς παλµούς, αφορά την αλληλεπίδραση 
τους, παρουσία όµως πάλι CW. Η µελέτη εστιάζει στη περίπτωση κανονικής διασποράς, 
αλλά η θεωρητική πρόβλεψη της εξέλιξης ξεκινά ξανά από τη περίπτωση ανώµαλης 
διασποράς, για την οποία υπάρχει βιβλιογραφία. Φαίνεται ότι για κατάλληλη φάση του CW 
και ανάλογα µε την εγκάρσια µετατόπιση των παλµών, αυτοί δύνανται να εξελιχθούν 
αυτόνοµα, να συνενωθούν λόγω διαπλάτυνσης που προκαλείται από τη διασπορά τους, ή να 
συνενωθούν και να εστιάσουν σαν ένα κυµατοπακέτο, δηµιουργώντας αυτό που στη 
βιβλιογραφία ονοµάζεται «αµάλγαµα». Ο ρυθµιστικός ρόλος του CW και η ποικιλία των 
δυνατών αποτελεσµάτων είναι ένδειξη για τη δυνατότητα δηµιουργίας οπτικών διατάξεων 
διαχείρισης των παλµών. Ένα από τα δυνατά αποτελέσµατα είναι η συνένωση των παλµών, 
µε τελικό «προϊόν» τη δηµιουργία δύο νέων κυµατοπακέτων µετατοπισµένων πλέον χρονικά, 
αλλά και φασµατικά σε σχέση µε τους αρχικούς παλµούς. Οι συνθήκες που µπορούν να 
οδηγήσουν στη χωροχρονική αυτή µετάθεση καταγράφονται. 

Για την αριθµητική επίλυση των παραπάνω προβληµάτων χρησιµοποιήσαµε κώδικα 
βασισµένο στη µέθοδο χωριζόµενου βήµατος, γραµµένο σε MATLAB. Ο βασικός κώδικας 
υπήρχε στο εργαστήριο Πλάσµατος, Ηλεκτρονικής ∆έσµης και Μη-Γραµµικής Οπτικής της 
σχολής των Ηλεκτρολόγων Μηχανικών και Μηχανικών Ηλεκτρονικών Υπολογιστών του 
ΕΜΠ. Στο πλαίσιο της διατριβής και για τις ανάγκες αυτής επεκτείναµε τον κώδικα να 
περιλαµβάνει µη-γραµµική σύζευξη και όρους ανώτερης τάξης και χρησιµοποιήθηκε για να 
επιλύσουµε και προβλήµατα (2+1)D διαστάσεων. Ο κώδικας είναι λειτουργικός και η 
σύγκριση των αποτελεσµάτων του µε γνωστή θεωρία έδειξε πολύ καλή συµφωνία. 

Για την επίλυση των διαφόρων συστηµάτων από ODEs, κατασκευάσαµε απλούς κώδικες 
στο MATLAB βασισµένους στις υπορουτίνες Runge-Kutta του προγράµµατος. Εξαίρεση 
αποτελεί ο κώδικας που χρησιµοποιήσαµε για τη κατασκευή των τοµών Poincaré. Αυτός 
χρησιµοποιήθηκε στη µελέτη των δυναµικών συστηµάτων που εξήχθησαν από τη 
Μεταβολική µέθοδο, στο Κεφάλαιο 2. Είναι γραµµένος σε γλώσσα C και βασίστηκε σε 
έκδοση ενός κώδικα που υπήρχε στο εργαστήριο, και είχε κατασκευαστεί πριν αρκετά 
χρόνια, σε γλώσσα Fortran 77, από το µακαρίτη καθηγητή του τµήµατος Φυσικής του 
Πανεπιστηµίου Αθηνών, Χρόνη Πολυµίλη. Πρέπει να πούµε ότι χρειάστηκε πολύ δουλειά για 
να γίνει ο κώδικας λειτουργικός σε compiler για Windows, και να προσαρµοστεί για τα δικά 
µας συστήµατα, αλλά πλέον είναι λειτουργικός και δίνει σωστά αποτελέσµατα, όπως φάνηκε 
από την επίλυση γνωστών συστηµάτων. 
 
 
6.2 Προτεινόµενες επεκτάσεις 
 
Η µελέτη της ευστάθειας του παλµού σε ίνα µε ισχυρή διπλοθλαστικότητα, που 
παρουσιάζεται στο 2ο Κεφάλαιο, έγινε µε τη βοήθεια της Μεταβολικής µεθόδου, µε την 
οποία καταλήξαµε σε συστήµατα µε τρεις βαθµούς ελευθερίας. Αν και δηµιουργώντας τοµές 
Poincaré, µπορεί κανείς να προβλέψει τη διατήρηση του παλµού, µια πιο ολοκληρωµένη 
µελέτη απαιτεί τον υπολογισµό συντελεστών Lyapunov. Ως εκ τούτου, στο άµεσο µέλλον θα 
ασχοληθούµε µε τον υπολογισµό τους για συστήµατα που προέρχονται από την 
προαναφερθείσα µέθοδο. Καθώς η µέθοδος εφαρµόστηκε για γκαουσιανούς ρυθµούς µε 
εύρος όµοιο ή ανόµοιο και για ρυθµούς µορφής sech και κατέληξε σε αντιστοίχως 
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διαφορετικά συστήµατα, θα επιχειρήσουµε να κάνουµε µελέτη ευστάθειας µε τη βοήθεια των 
συντελεστών για όλα τα παραπάνω. Αν και αρκετά χρόνια τώρα το επιστηµονικό και 
τεχνολογικό ενδιαφέρον δε βρίσκεται επικεντρωµένο στα χρονικά σολιτόνια, πιστεύουµε ότι 
η προτεινόµενη επέκταση θα δώσει στο συγκεκριµένο πρόβληµα περισσότερο ενδιαφέρον 
από µαθηµατική άποψη. 

Από τη µελέτη συγκρούσεων στενών παλµών, στο Κεφάλαιο 3, φάνηκε πως η Άµεση 
µέθοδος διαταραχών µπορεί να περιγράψει την εξέλιξη των φυσικών παραµέτρων µε πολύ 
καλή ακρίβεια. Μια πιθανή επέκταση θα µπορούσε να είναι ο υπολογισµός της διόρθωσης 
που επιβάλλεται στην έκφραση του παλµού µετά τη σύγκρουση και την επίδραση των 
φαινοµένων ανώτερης τάξης. Έτσι θα µπορούσαµε να πάµε και σε ακρίβεια δεύτερης τάξης. 
Επιπλέον, έχοντας τις προσεγγιστικές αναλυτικές εκφράσεις για τα ολοκληρώµατα που 
εµφανίζονται στις ODEs, µπορούµε πιο εύκολα να µελετήσουµε την επίδραση και άλλων 
φαινοµένων ανώτερης τάξης, όπως η αυτό-διαµόρφωση απότοµων άκρων. 

Περισσότερα πράγµατα, πιστεύουµε, µπορούν να γίνουν για την αλληλεπίδραση 
χωροχρονικών παλµών µε CW. Η σχέση διασποράς που χρησιµοποιήσαµε βασίζεται στη 
διαµορφωτική αστάθεια CW επίπεδου κύµατος µόνο, και αυτό άλλωστε ακολουθείται από 
µεγάλο µέρος των συγγραφέων. Έτσι η εξέλιξη του παλµού, φυσική και φασµατική, δεν 
ακολουθεί πάντα τις «υπερβολές» και «εφαπτόµενες» που σκιαγραφούν την υπάρχουσα 
σχέση διασποράς. Πιστεύουµε ότι θα είχε ενδιαφέρον να γίνει µελέτη διαµορφωτικής 
αστάθειας για τον παλµό και το CW µαζί. Ελπίζουµε πως µια τέτοια επέκταση θα βοηθήσει 
να εξηγήσουµε την εξέλιξη του παλµού και φαινόµενα όπως ο χρονικός διαχωρισµός και η 
χωροχρονική µετάθεση, που παρατηρείται σε κάποιες περιπτώσεις, όταν δύο παλµοί 
αλληλεπιδρούν συµφασικά. 

Ακόµα, άµεσα υλοποιήσιµη φαίνεται να είναι η µελέτη δηµιουργίας κυµατοπακέτων 
τύπου «Χ», αλλά και η µελέτη αλληλεπίδρασης παλµών, παρουσία CW, σε τρεις διαστάσεις. 
Το φυσικό σύστηµα θα περιγράφεται από τη (3+1)D NLS και οι παλµοί θα αντιστοιχούν σε 
«οπτικά βλήµατα» που οδεύουν σε ελεύθερο µέσο. Επίσης, µπορούµε να εξετάσουµε τη 
περίπτωση κορέσιµης µη-γραµµικότητας για δύο ή περισσότερες διαστάσεις. 



 196 



 197 

APPENDIX A 

 

Κώδικες 

 
ODE solver & Poincaré Section 
 
Ο συγκεκριµένος κώδικας σε γλώσσα C χρησιµοποιήθηκε για την επίλυση των συστηµάτων 
συνήθων διαφορικών του Κεφαλάιου 2, όπως και για τη κατασκευή τοµών Poincaré. Είναι 
παραλλαγή παλαιότερου κώδικα, κατασκευασµένου σε γλώσσα Fortran 77 από το µακαρίτη 
καθηγητή Φυσικής Χρόνη Πολυµίλη. Για να πιστοποιήσουµε την ακρίβεια του στη 
κατασκευή τοµών, παραθέτουµε στο σχήµα Α παρακάτω, τοµή του συστήµατος που 
χαρακτηρίζεται από τη Χαµιλτονιανή του “Toda”. 
Η συγκεκριµένη Χαµιλτονιανή είναι: 
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Το σύστηµα που διατηρεί τη Χαµιλτονιανή είναι: 
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Ακολουθώντας το παράδειγµα από το [22] πήραµε τοµή στο x=0 για Η=256. Το 
αποτέλεσµα φαίνεται στο σχήµα Α και είναι πανοµοιότυπο µε αυτό της αναφοράς. 
 

 
Σχήµα Α: Τοµή Poincaré στο x=0 για το σύστηµα (Α.2) και για Η=256, όπως δίνεται από τον 
ODE solver κώδικα σε C. 
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Παρακάτω παρατίθεται ο κώδικας για τη περίπτωση του συστήµατος (2.45). 
 
// Version: November 28, 2010 
 
/*Canonical Variables and Their Derivatives 
----------------------------------------- 
reserve current (all with + 16*j) 
------- ------- 
y + 0,   y + 1  ->  q1           DT 
y + 3,   y + 2  ->  dq1/dt        
y + 4,   y + 5  ->  q2           W 
y + 7,   y + 6 ->  dq3/dt 
y + 8,   y + 9 ->  p1            DV 
y + 11,  y + 10 ->  dp1/dt 
y + 12,  y + 13 ->  p2           b 
y + 15,  y + 14 ->  dp2/dt 
y + 16,  y + 17 ->  q3           z or "time" t 
y + 19,  y + 18 ->  dq3/dt 
y + 20,  y + 21 ->  p3           -H 
y + 23,  y + 22 ->  dp3/d 
 
EXTENDED HAMILTONIAN (VALUE = 0) given by Kaup with the extra "masses": 
H(q1,p1,q2,p2,q3,p3) = sqrt(pi/2)*(E*d(q3)*p2^2 +(1/2)*Er*d(q3)*p1^2 +E*d(q3)/q2^2 -gamma*(E^2)/(sqrt(2)*q2) 
                  -(beta*gamma*(E^2)/(sqrt(2)*q2))*exp(-(q1/q2)^2) + p3 
 
*/ 
#include <stdio.h> 
//#include <bios.h> 
#include <stdlib.h> 
//#include <malloc.h> 
#include <math.h> 
 
#define POS  1 
#define NEG -1 
#define YES 1 
#define NO  0 
#define ITWOPI M_1_PI/2 
#define TWOPI 1./(ITWOPI) 
#define pi M_PI 
#define P1MAX 1.  
#define P1MIN 0. 
 
#define beta 2. 
#define gamma 1. 
#define E 1. 
#define wDT sqrt((beta)*(1+beta)*(1+beta)*(1+beta)/8.) 
#define DIM 24  //this is NEW, DIM replaces 16 or 24 or whatever the # of variables 
 
typedef struct  { 
 
    FILE *out; 
    FILE *poinc; 
          FILE *run; 
  } output; 
 
double Er = (E*E)/(E+E); 
double SQ1; 
double Q1; 
double P1; 
double Q2; 
double P2; 
double Q3; 
double P3; 
double RK0 = 0.50; 
double K0 = 5.; 
double L0; 
double Eps; 
//double Ham = 1.0; 
double Ham; 
// **************Var is the dispersion function, it can be sin or heaviside, Dar is the diff(Var)********** 
//double Var = 1.; 
//double Dar = 0.; 
double Var; 
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double Dar; 
double Zmin = 0.0; 
double Zmax = 200; 
double Zeta = 0.0; 
//double Zstep = 0.0001; 
//double Step = 0.0001; 
double Zstep = 0.001; 
double Step = 0.001; 
int Nstep = 0; 
double Steep = 50.; 
 
int Norb = 40; 
int NZ; 
int SMOOTH = NO; 
int ORBIT = YES; 
int POINC = NO; 
 
long int KL; 
long int KR; 
long int Cpoinc = 0; 
long int Tpoinc = 0; 
// !!********************circle Poinc and Total Poinc hits***************************************!! 
long int Zpoints; 
// *********************Parameters for the Poincare Surface of Section ******************************* 
 
double Q3POI; 
double intq3; 
 
int Dir = POS; 
int Cross = NO; 
//!!!  ******************** Enough has to do with Accuracy   ******************************   !!! 
int Enough = NO; 
int Inter = NO; 
int Noreg = YES; 
int Cond1 = NO; 
int Cond2 = NO; 
int Cond3 = YES; 
//double Accur = 1.e-14; 
double Accur = 1.e-2; 
double Finter = 0.0; 
double Reduct = 0.0; 
 
void initialize_param(output *f); 
void open_files(output *f); 
void initialize_variables(double *y,double *d,double *dd,output *f); 
void propagation(double *y, register int j,double *d, double *dd,output *f); 
void runge_kutta(double *y, register int j,double *d, double *dd); 
void poincare(double *y, register int j); 
void deriv(double *y, register int j,double *d, double *dd); 
void file_orbit(double *y, register int j,output *f); 
void reset(double *y, register int j); 
void check(double *y, register int j,output *f); 
void not_enough(double *y, register int j); 
void reinitialize(double *d, double *dd); 
//void reinitialize(); 
void close_all(double *y,double *d, double *dd, output *f); 
double sumhev(double x); 
double sumdelta(double x); 
double disp(double x); 
double diffdisp(double x); 
int file_poinc(double *y, register int j,output *f); 
//***************************************** main *************************************************** 
 
main() 
{ 
 
register int j; 
double *my_y, *my_d, *my_dd; 
output *my_output; 
 
 
my_output         = (output *)malloc(sizeof(output)); 
my_output->run = fopen("run.dat", "wt+"); 
if (ORBIT == YES) my_output->out = fopen("out.dat", "wt+"); 
if (POINC == YES) my_output->poinc = fopen("poinc.dat", "wt+"); 
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/*Norb = Norb/2; 
Norb = 2*Norb;*/ 
 
my_y  = (double *)calloc(DIM*Norb, sizeof(double)); 
 
Zpoints = Zmax/Zstep + 1; 
my_d  = (double *)calloc(Zpoints, sizeof(double)); 
my_dd = (double *)calloc(Zpoints, sizeof(double)); 
 
initialize_param(my_output); 
printf("P2=%f Q1=%f\n", P2, Q1); 
initialize_variables(my_y, my_d, my_dd, my_output); 
fclose(my_output->run); 
 
j = 0; 
do { 
//***!!the following "if" was added to elliminate the unecessary calling of file_orbit (even with NO)and the crash!!***! 
if (ORBIT == YES) file_orbit(my_y, j, my_output); 
 
propagation(my_y, j, my_d, my_dd, my_output); 
j++; 
//!!!********************** new adition for Eps(j) ************************************************* !!! 
Eps = 10.8 + j*8./(Norb-1.); 
printf("Norb=%d Eps=%f k0=%f\n", Norb, Eps, K0); 
//!!!*********************************************************************************************** !!! 
printf("lfkdsaj j=%d\n",j); 
printf(" J = %d  Np = %Ld  Tp = %Ld\n", j, Cpoinc, Tpoinc); 
reinitialize(my_d, my_dd); 
//reinitialize(); 
} while (j != Norb); 
 
close_all(my_y, my_d, my_dd, my_output); 
printf("check1"); 
} 
//**************************************************************************************************** 
void propagation(double *y, register int j, 
                    double *d, double *dd, output *f) 
{ 
do { 
runge_kutta(y, j, d, dd); 
Nstep +=1; 
 
switch (POINC) { 
    case YES :  
                  poincare(y, j);                     
                check(y, j, f); 
               break; 
               case NO  : switch (ORBIT) { 
            
  case YES :  if((Nstep%10)==0) file_orbit(y, j, f); 
                                          break; 
                   case NO  : 
                                          break; 
                        }; 
               break; 
               }; 
 
  } while(Zeta <= Zmax); 
} 
 
void runge_kutta(double *y, register int j, double *d, double *dd) 
{ 
 
register int i; 
 
deriv(y, j, d, dd); 
  i = 0; 
  do{ 
  *(y + DIM*j + i + 0) = *(y + DIM*j + i + 1); 
  *(y + DIM*j + i + 3) = *(y + DIM*j + i + 2); 
  *(y + DIM*j + i + 1) = *(y + DIM*j + i + 0) 
    + *(y + DIM*j + i + 2)*(Step)/2; 
  i += 4; 
  } while(i != DIM); 
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deriv(y, j, d, dd); 
 i = 0; 
 do{ 
   *(y + DIM*j + i + 3) += 2*(*(y + DIM*j + i + 2)); 
   *(y + DIM*j + i + 1)  =  *(y + DIM*j + i + 0) 
      + (*(y + DIM*j + i + 2))*(Step)/2; 
   i += 4; 
   } while(i != DIM); 
deriv(y, j, d, dd); 
 i = 0; 
 do{ 
   *(y + DIM*j + i + 3) += 2*(*(y + DIM*j + i + 2)); 
   *(y + DIM*j + i + 1)  =  *(y + DIM*j + i + 0) 
    + (*(y + DIM*j + i + 2))*(Step); 
   i += 4; 
   } while(i != DIM); 
 
deriv(y, j, d, dd); 
 i = 0; 
 do{ 
   *(y + DIM*j + i + 1) =  *(y + DIM*j + i + 0) 
    + (*(y + DIM*j + i + 2) 
    + *(y + DIM*j + i + 3))*(Step)/6; 
   i += 4; 
   } while(i != DIM); 
Zeta += Step; 
} 
// !!!!************Here "deriv" is defined **********************************************************!!!! 
void deriv(double *y, register int j, double *d, double *dd) 
{ 
KL = (floorl(Zeta/Zstep) <= Zpoints) 
                         ? floorl(Zeta/Zstep) 
                         : Zpoints; 
KR = (ceill(Zeta/Zstep) <= Zpoints) 
                         ? ceill(Zeta/Zstep) 
                         : Zpoints; 
Var = (SMOOTH == YES) 
              ? disp(*(y + DIM*j + 17)) 
             // : *(d + KL)+(Zeta-KL*Zstep)*(*(d + KR) - *(d + KL))/Zstep; this has changed by advise of Panagiotis 
              : disp(KL*Zstep)+(Zeta-KL*Zstep)*(disp(KR*Zstep)-disp(KL*Zstep))/Zstep; 
Dar = (SMOOTH == YES) 
              ? diffdisp(*(y + DIM*j + 17)) 
         //     : *(dd + KL)+(Zeta-KL*Zstep)*(*(dd + KR) - *(dd + KL))/Zstep; this has changed by advise of Panagiotis 
              : diffdisp(KL*Zstep)+(Zeta-KL*Zstep)*(diffdisp(KR*Zstep)-diffdisp(KL*Zstep))/Zstep; 
 
*(y + DIM*j + 2)  = -Var*(*(y +DIM*j + 9)); 
*(y + DIM*j + 6)  = 2.*Var*(*(y +DIM*j + 13)); 
*(y + DIM*j + 10) = 2.*sqrt(2.)*beta*gamma*E*((*(y +DIM*j + 1))/(pow(*(y +DIM*j + 5),3.))) 
                   *exp(-pow(*(y +DIM*j + 1),2.)/(pow(*(y +DIM*j + 5),2.))); 
*(y + DIM*j + 14) = -1.*(E*gamma/(sqrt(2.)*(pow(*(y + DIM*j + 5),2.))) -2.*Var/pow(*(y + DIM*j + 5),3.) 
                   +E*beta*(1./(sqrt(2.)*pow(*(y +DIM*j + 5),2.))) 
                   *(1.-2.*pow(*(y +DIM*j + 1),2.)/(pow(*(y +DIM*j + 5),2.))) 
                   *exp(-pow(*(y +DIM*j + 1),2.)/(pow(*(y +DIM*j + 5),2.)))); 
*(y + DIM*j + 18) = 1.; 
*(y + DIM*j + 22) = -1.*sqrt(pi/2.)*(E*pow(*(y +DIM*j + 13),2.) + 0.5*Er*pow(*(y +DIM*j + 9),2.) +E/pow(*(y + DIM*j + 5),2.))*Dar; 
} 
 
void file_orbit(double *y, register int j, 
                output *f) 
{ 
 //!*************************the last %f in "out" file is the Hamiltonian****************************************!                           
fprintf(f->out, "%f %f  %f  %f %d  %f %f %f %f %f %f\n", 
  Var,*(y + DIM*j + 1), 
     *(y + DIM*j + 5), *(y + DIM*j + 9), 
     j + 1, 
     *(y + DIM*j + 13), sin(K0*(*(y + DIM*j + 16))), sin(K0*(*(y + DIM*j + 17))), *(y + DIM*j + 17),*(y + DIM*j + 21), 
sqrt(pi/2.)*(E*Var*pow(*(y + DIM*j + 13),2.)  
+ E*Var/(pow(*(y + DIM*j + 5),2.)) -gamma*pow(E,2.)/(sqrt(2.)*(*(y + DIM*j + 5)))  
+ (1./2.)*Er*Var*pow(*(y + DIM*j + 9),2.) -(beta*gamma*E*E/(sqrt(2.)*(*(y +DIM*j + 5)))) 
                                   *exp(-pow(*(y +DIM*j + 1),2.)/pow(*(y +DIM*j + 5),2.)))); 
    
} 
void close_all(double *y, double *d, double *dd, 
               output *f) 
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{ 
if (ORBIT == YES) fclose(f->out); 
if (POINC == YES) fclose(f->poinc); 
free(f); 
free(y); 
free(d); 
free(dd); 
} 
void poincare(double *y, register int j) 
{ 
 
int vdir; 
double q3old, q3new; 
 
intq3 = floor(*(y + DIM*j + 17)*K0/(2.*pi)); 
q3old = *(y + DIM*j + 16)*K0/(2.*pi) - intq3; 
q3new = *(y + DIM*j + 17)*K0/(2.*pi) - intq3; 
//q3old = sin(K0*(*(y + DIM*j + 16))) - Q3POI; 
//q3new = sin(K0*(*(y + DIM*j + 17))) - Q3POI; 
//printf("q3new=%f q3old=%f\n", fabs(q3new)-Accur, q3old); 
vdir = (q3old < q3new) 
  ? POS 
  : NEG; 
Cross = ((vdir*Dir > 0) && (q3old*q3new <= 0.)) 
  ? YES 
  : NO; 
//**********accuracy critical for square modulation*************!!!! 
 
Enough = ((fabs(q3new)< Accur +Accur*fabs(Q3POI)) && (Cross == YES)) 
             
     ? YES 
             
     : NO;          
      
Finter = fabs(q3old + Q3POI) 
   /(fabs(q3new + Q3POI) + fabs(q3old + Q3POI)); 
} 
 
int file_poinc(double *y, register int j, 
       output *f) 
{ 
 
Cpoinc++; 
Tpoinc++; 
 
Ham = sqrt(pi/2.)*(E*Var*pow(*(y + DIM*j + 13),2.)  
+ E*Var/(pow(*(y + DIM*j + 5),2.))- gamma*pow(E,2.)/(sqrt(2.)*(*(y + DIM*j + 5)))  
+ (1./2.)*Er*Var*pow(*(y + DIM*j + 9),2.) - (beta*gamma*E*E/(sqrt(2.)*(*(y +DIM*j + 5)))) 
                                   *exp(-pow(*(y +DIM*j + 1),2.)/pow(*(y +DIM*j + 5),2.))); 
fprintf(f->poinc, "%f  %f  %d  %f  %f %f %f %f %f\n", 
     *(y + DIM*j + 5), 
    *(y + DIM*j + 13), 
        j + 1, 
        Ham, Zeta, *(y + DIM*j + 1), 
        *(y + DIM*j + 9), *(y + DIM*j + 17), *(y + DIM*j + 21)); 
 
Step = Zstep; 
return (NO); 
} 
 
void reset(double *y, register int j) 
{ 
 
register int i; 
Zeta -= Step; 
i = 0; 
do { 
*(y + DIM*j + i + 1) = *(y + DIM*j + i + 0); 
i += 4; 
 
 } while (i != DIM); 
} 
 
void check(double *y, register int j, 
           output *f) 
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{ 
 
 
switch (Enough){ 
 
case YES: if(Zeta != 0.0) Noreg = file_poinc(y, j, f); 
    break; 
case NO:  switch (Cross) { 
 
    case YES: Reduct = Finter; 
        Cond1 = Noreg; 
        Cond2 = Inter; 
        Cond3 = YES; 
        not_enough(y, j); 
        break; 
 
    case NO:    Reduct = 0.5; 
        Noreg = YES; 
        Cond1 = Inter; 
        Cond2 = Inter; 
        Cond3 = NO; 
        not_enough(y, j); 
        break; 
 
         }; 
    break; 
 
     }; 
} 
void not_enough(double *y, register int j) 
{ 
 
int which; 
 
switch (Cond1) { 
 
  case NO: which = NO; 
     break; 
  case YES:reset(y, j); 
     Cond2 = Cond3; 
     Step = Step*Reduct; 
     which = YES; 
     break; 
 
     }; 
} 
 
void reinitialize(double *d, double *dd) 
{ 
Zeta = Zmin; 
Step = Zstep; 
Noreg = NO; 
Cpoinc = 0; 
if(SMOOTH == NO){ 
Var = *(d + 0); 
Dar = *(dd + 0);} 
} 
/*void reinitialize() 
{ 
Zeta = Zmin; 
Step = Zstep; 
Noreg = NO; 
Cpoinc = 0; 
 
}*/ 
void initialize_variables(double *y, double *d, double *dd, 
                          output *f) 
{ 
 
register long int k; 
register int j; 
double varz; 
//************use this when Eps does not change*************** 
/* for(k = 0; k <= Zpoints; k++) 
 { 
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 varz = k*Zstep; 
 *(d + k)  = disp(varz); 
 *(dd + k) = diffdisp(varz); 
 };*/ 
//************************************************************** 
for(j = 0; j < Norb; j++) 
{ 
/*H0 = sqrt(pi/2.)*(E*Var*pow(0.,2.)  
+ (E*Var/(pow(((6./5.)*sqrt(2.)),2.))) -gamma*pow(E,2.)/(sqrt(2.)*((6./5.)*sqrt(2.)))  
+ (1./2.)*Er*Var*pow(0.,2.) - (beta*gamma*pow(E,2.)/(sqrt(2.)*((6./5.)*sqrt(2.)))) 
                                  *exp(-pow(0.,2.)/pow(((6./5.)*sqrt(2.)),2.)));       */ 
//H0 = -0.4;                                                        
//printf("H0=%f\n",H0); 
//**************************************************************************** 
KL = (floorl(Zeta/Zstep) <= Zpoints) 
                         ? floorl(Zeta/Zstep) 
                         : Zpoints; 
KR = (ceill(Zeta/Zstep) <= Zpoints) 
                         ? ceill(Zeta/Zstep) 
                         : Zpoints; 
Var = (SMOOTH == YES) 
              ? disp(*(y + DIM*j + 17)) 
              //: *(d + KL)+(Zeta-KL*Zstep)*(*(d + KR) - *(d + KL))/Zstep; this has changed by advise of Panagiotis 
              : disp(KL*Zstep)+(Zeta-KL*Zstep)*(disp(KR*Zstep)-disp(KL*Zstep))/Zstep; 
//*****************************************************************************  
//P1 =P1MIN +(P1MAX-P1MIN)*j/(Norb-1.); 
P3 = -1.*(sqrt(pi/2.)*(E*Var*pow(P2,2.)  
+ E*Var/(pow(Q2,2.))- gamma*pow(E,2.)/(sqrt(2.)*(Q2))  
+ (1./2.)*Er*Var*pow(P1,2.) - (beta*gamma*E*E/(sqrt(2.)*(Q2))) 
                                   *exp(-pow(Q1,2.)/pow(Q2,2.)))); 
//P1 = -1.*sqrt(((2./(Er*Var))*((sqrt(2./pi))*H0-E*Var*pow(P2,2.)-(E*Var/pow(Q2,2.)) 
//+(gamma*E*E/(sqrt(2.)*Q2)) +(beta*gamma*E*E/(sqrt(2.)*Q2))*exp(-pow((Q1/Q2),2.))))); 
//P2 = sqrt((1./(E*Var))*(sqrt(2./pi))*H0 -0.5*(Er/E)*pow(P1,2.)-(1./pow(Q2,2.)) 
//+(gamma*E/(sqrt(2.)*Var*Q2)) +(beta*gamma*E/(sqrt(2.)*Var*Q2))*exp(-pow((Q1/Q2),2.))); 
printf("P1=%f Var=%f\n",P1,Var); 
*(y + DIM*j + 0)  = Q1; 
*(y + DIM*j + 1)  = *(y + DIM*j + 0); 
*(y + DIM*j + 4)  = Q2; 
*(y + DIM*j + 5)  = *(y + DIM*j + 4); 
*(y + DIM*j + 8) = P1; 
*(y + DIM*j + 9) = *(y + DIM*j + 8); 
*(y + DIM*j + 12) = P2; 
*(y + DIM*j + 13) = *(y + DIM*j + 12); 
*(y + DIM*j + 16)  = Q3; 
*(y + DIM*j + 17)  = *(y + DIM*j + 16); 
*(y + DIM*j + 20) = P3; 
*(y + DIM*j + 21) = *(y + DIM*j + 20); 
printf("Norb=%d Eps=%f k0=%f\n", Norb, Eps, K0); 
//fprintf(f->run, "j=%d  Q2=%f  P2=%f  Ham=%f Q1=%f P1=%f\n", j + 1, Q2, P2, Ham, Q1, P1); 
// Ham has no meaning here, since "init. variables" comes, in main, before the deffinition of Ham=... in "file_poinc" 
fprintf(f->run, "j=%d  Q3=%f  P3=%f Q2=%f  P2=%f  Q1=%f P1=%f\n", j + 1, Q3, P3, Q2, P2, Q1, P1); 
}; 
 
//******  comment this if Eps changes******************************* 
 /*for(k = 0; k <= Zpoints; k++) 
 { 
 varz = k*Zstep; 
 *(d + k)  = disp(varz); 
 *(dd + k) = diffdisp(varz); 
 };*/ 
 
if(SMOOTH == NO){ 
//******  comment this if Eps changes*******************************           
//Var = *(d + 0); 
//Dar = *(dd + 0); 
printf("STEP-WISE DISPERSION SET\n");} 
} 
 
void initialize_param(output *f) 
{ 
Q2 = (2.)*sqrt(2.); 
Q3 = Zmin; 
P2 = 0.; 
P1 = 20.; 
Q1 = 1002.858; 
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/*Q2=1.105696; 
P2=0.; 
Q3=260.245165; 
P3=0.270419;*/ 
//Q1 = Zmin; 
Q3POI = 0.; 
//K0 = 0.38; 
L0 = 2.*pi/K0; 
NZ = Zmax/L0; 
 
fprintf(f->run,"K0 = %f\n", K0); 
fprintf(f->run,"L0 = %f\n", L0); 
fprintf(f->run,"NZ = %d\n", NZ); 
fprintf(f->run,"Zpoints = %Ld\n", Zpoints); 
} 
// !!****************************the dispersion function************************************!! 
double disp(double x) 
{ 
 
double q; 
 
q = (SMOOTH == YES) 
             ? 1. + Eps*sin(K0*x) 
             : 1. + Eps*sumhev(x); 
return(q); 
} 
//!!!***************************************diff(disp,x)***************************************!!! 
double diffdisp(double x) 
{ 
 
double q; 
 
q = (SMOOTH == YES) 
            ? Eps*K0*cos(K0*x) 
            : Eps*sumdelta(x); 
 
return(q); 
} 
 
double sumhev(double x) 
{ 
 
register int j; 
double q; 
q = 0.; 
for(j = 0; j <= NZ*2.; j++) 
q += pow(-1., j)*(tanh(Steep*(x +L0/4. - j*L0/2.))+tanh(Steep*j*L0/2.)); 
 
return(q); 
} 
 
double sumdelta(double x) 
{ 
 
register int j; 
double q, arg; 
q = 0.; 
 
for(j = 0; j <= NZ*2.; j++){ 
arg = (fabs(Steep*(x +L0/4. - j*L0/2.)) > 350.) 
                      ? 350. 
                      : Steep*(x +L0/4. - j*L0/2.); 
q += pow(-1., j)*pow(1./cosh(arg), 2.);} 
 
q = q*Steep; 
 
return(q); 
} 
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MATLAB script για επίλυση συστήµατος ODEs (3.33), που περιγράφει την 

αλληλεπίδραση στενών παλµών 
 

function dy=eqWs1f(t,y) 

dy = zeros(6,1);  

%!!!!THIS FILE IS BASED ON eqWs1e and  eqWs1w AND IS FOR CHEKING THE WAY THE ENRGY FLOWS FROM 

1 TO 2 

  

%y(1)=A1,y(2)=k1,y(3)=T1,y(4)=k2,y(5)=T2,y(6)=A2%  W1=W2 

EQUAL*EQUALEQUAL*EQUAL*EQUAL*EQUAL*EQUAL*EQUAL*EQUAL*EQUAL*EQUAL 

%This is a test for a different approach to the Int3 (this time as the derivative of Int2) 

W1=200.0;  

%!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!********************************************************************

*************** 

W2=200.0;   %EQUAL WIDTHS, there will be another for unequal ones, and the appropriate 

functions for the new integrals 

sigma=0.1*(30/W1); delta=0.03*(30/W1); 

%sigma=0.0; delta=0.0; 

a=1; 

%c=-0.9; 

%c=-1.5; 

c=-2.4; 

%c=0; 

% g1/g2=lamda2/lamda1 

g1=1.550; 

g2=1.542; 

b1=-26; 

b2=-27; 

  

Ia11=1; 

  

Ia12=1; 

%Ia12=0; 

Ia122=1; 

%Ia122=0; 

Ia21=1; 

  

Ia22=1; 

%Ia22=0; 

Ia222=1; 

%Ia222=0; 

  

pi=4*atan(1); 

s1=(0.000008504540*W1^4 - 0.001105176693*(W1^2)*(((y(2)-

y(4)))^2)+i*(0.00006907354*(W1^3)*((y(2)-y(4)))))/... 

    (0.000059215895*(W1^4)-0.01148412305*(W1^2)*(((y(2)-y(4)))^2)+(((y(2)-y(4)))^4)); 

s2=(0.4090251737*10^-8*W1^7+0.7932490717*(10^-6)*(W1^5)*(((y(2)-y(4)))^2)-

0.0002072206*(W1^3)*(((y(2)-y(4)))^4)+i*(-6.44463305*(10^(-8))*(W1^6)*((y(2)-

y(4)))+0.00003401816*(W1^4)*(((y(2)-y(4)))^3)-0.002210353387*(W1^2)*(((y(2)-y(4)))^5)))/... 

    (0.3506522300*10^(-8)*W1^8-.1360085264e-5*(W1^6)*(((y(2)-y(4)))^2)+.2503168735e-

3*(W1^4)*(((y(2)-y(4)))^4)-(.2296824610e-1)*(((y(2)-y(4)))^6)*W1^2+(((y(2)-y(4)))^8)); 

s12=(0.000008504540*W1^4 - 0.001105176693*(W1^2)*(((y(2)-y(4)))^2)-

i*(0.00006907354*(W1^3)*((y(2)-y(4)))))/... 

    (0.000059215895*(W1^4)-0.01148412305*(W1^2)*(((y(2)-y(4)))^2)+(((y(2)-y(4)))^4)); 

s22=(W1/W2)*(0.4090251737*(10^-8)*W1^7+0.7932490717*(10^-6)*(W1^5)*(((y(2)-y(4)))^2)-

0.0002072206*(W1^3)*(((y(2)-y(4)))^4)-i*(-6.44463305*(10^(-8))*(W1^6)*((y(2)-

y(4)))+0.00003401816*(W1^4)*(((y(2)-y(4)))^3)-0.002210353387*(W1^2)*(((y(2)-y(4)))^5)))/... 

    (.3506522300e-8*W1^8-.1360085264e-5*(W1^6)*(((y(2)-y(4)))^2)+.2503168735e-

3*(W1^4)*(((y(2)-y(4)))^4)-(.2296824610e-1)*(((y(2)-y(4)))^6)*W1^2+(((y(2)-y(4)))^8));   

  

    b=(1/2)*(1.82+s1)*((g1/g2)*abs(b2/b1))*((W1/W2)^2); 

    %b=1 

a1=sigma*((g1/g2)*abs(b2/b1))*((W1/W2)^3); 

%a1=0; 

a2=s2*((g1/g2)*abs(b2/b1))*((W1/W2)^2); 

%a2=0; 

a3=s2*((g1/g2)*abs(b2/b1))*((W1/W2)^3); 

  

bb=(1/2)*(1.82+s12)*((g2/g1)*abs(b1/b2))*((W2/W1)^2); 

a12=sigma*((g2/g1)*abs(b1/b2))*((W2/W1)^2); 

a22=s22*((g2/g1)*abs(b1/b2))*((W2/W1)^2); 

%a22=0; 

a32=s22*((g2/g1)*abs(b1/b2))*((W2/W1)^3); 

 %a32=0; 
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 I1=(((y(1)*W2)/(y(6)*W1))^1)*(exp((-0.722365+1.01878*exp(-(y(6)*W1)/(y(1)*W2)))*(y(1)*(y(3)-

y(5)))^2))*(1.88474-1.51647*exp(-(y(6)*W1)/(y(1)*W2)))*(-0.722365+1.01878*exp(-

(y(6)*W1)/(y(1)*W2)))*(y(1)*(y(3)-y(5))); 

%I1=(((W2*y(1))/(W1*y(6)))^2)*(-0.0374798-0.846045*exp(-(y(1)*W2/(y(6)*W1))))*(1)*(1.93673-

0.731868*(y(1)*W2/(y(6)*W1))+0.0944792*((y(1)*W2/(y(6)*W1))^2))*y(1)*(y(3)-y(5))*... 

    exp((-0.0374798-0.846045*exp(-(y(1)*W2/(y(6)*W1))))*(1)*(y(1)*(y(3)-y(5)))^2); 

%I1=((W1/W2)^2)*((y(6)^2)/y(1)))*(-0.6276 + 0.508*exp(-(y(1)*W2/(y(6)*W1))^2))*(exp(-

((y(6)*(W1/W2)*(y(3)-y(5)))^2)/3))*(y(3)-y(5)); 

%I2=(0.45*exp(-(sqrt((y(1)*W2/(y(6)*W1))-1))-(((y(1)*(y(3)-

y(5)))^2)/(3*(1+3*((y(1)*W2/(y(6)*W1))-1)))))*(y(1)*(y(3)-y(5)))); 

%I2=((W1*y(6)/(y(1)*W2))^2)*(exp((-0.722365+1.01878*exp(-(y(1)*W2/(y(6)*W1))))*(((y(1)*(y(5)-

y(3)))*(W1*y(6)/(y(1)*W2)))^2)))*... 

    %(1.88474-1.51647*exp(-(y(1)*W2/(y(6)*W1))))*(-0.722365+1.01878*exp(-

(y(1)*W2/(y(6)*W1))))*((y(1)*(y(5)-y(3)))*(W1*y(6)/(y(1)*W2))); 

 I2=(((y(6)*W1)/(y(1)*W2))^1)*(-0.0374798-0.84604*exp(-

(y(6)*W1)/(y(1)*W2)))*((y(6)*W1)/(W2))*(y(5)-y(3))*(1.93673-

0.731868*((y(6)*W1)/(y(1)*W2))+0.0944742*((y(6)*W1)/(y(1)*W2))^2)*exp((-0.0374798-

0.84604*exp(-(y(6)*W1)/(y(1)*W2)))*(((y(6)*W1)/(W2))*(y(5)-y(3)))^2);  

IA11=(((y(6)*W1)/(y(1)*W2))^1)*(-0.0374798-0.84604*exp(-

(y(6)*W1)/(y(1)*W2)))*((y(6)*W1)/(W2))*(y(5)-y(3))*(1.93673-

0.731868*((y(6)*W1)/(y(1)*W2))+0.0944742*((y(6)*W1)/(y(1)*W2))^2)*exp((-0.0374798-

0.84604*exp(-(y(6)*W1)/(y(1)*W2)))*(((y(6)*W1)/(W2))*(y(5)-y(3)))^2); 

%IA11=0; 

 IA12=(1.88474-1.51647*exp(-((y(6)*W1)/(y(1)*W2))))*exp(-(0.722365-1.0187*exp(-

((y(6)*W1)/(y(1)*W2))))*(y(1)*(y(5)-y(3)))^2); 

 %IA12=(1.88474-1.51647*exp(-((1*W1)/(1*W2))))*exp(-(0.722365-1.0187*exp(-

((1*W1)/(1*W2))))*(1*(y(5)-y(3)))^2); 

 %IA12=0 

 %IA12=0; 

IA13=(((y(1)*W2)/(y(6)*W1))^1)*(exp((-0.722365+1.01878*exp(-(y(6)*W1)/(y(1)*W2)))*(y(1)*(y(3)-

y(5)))^2))*(1.88474-1.51647*exp(-(y(6)*W1)/(y(1)*W2)))*(-0.722365+1.01878*exp(-

(y(6)*W1)/(y(1)*W2)))*(y(1)*(y(3)-y(5))); 

 %IA13=0; 

Iw11=2*(exp(-(((y(1)*(y(5)-y(3)))^2)/((0.965905+1.4761635*exp(-(y(6)*W1)/(y(1)*W2)))^2))))*(-

0.444559+0.170244*((y(6)*W1)/(y(1)*W2))-0.021752*(((y(6)*W1)/(y(1)*W2))^2))*(-

1+2*((y(1)*(y(5)-y(3)))^2)/((0.965905+1.4761635*exp(-

(y(6)*W1)/(y(1)*W2)))^2))/((0.965905+1.4761635*exp(-(y(6)*W1)/(y(1)*W2)))^2); 

 %Iw11=0; 

%Iw13=IA13; 

 Iw13=0; 

Iw14=-(0.51308*exp(-1.1025*(((y(6)*W1)/(y(1)*W2))^2)))*exp(-(y(6)*(W1/W2)*(y(3)-

y(5)))^2)+(0.164271+1.00089*exp(-1.3*((y(6)*W1)/(y(1)*W2))))*exp(-(0.441801-

0.26709*((y(6)*W1)/(y(1)*W2))+0.04858*(((y(6)*W1)/(y(1)*W2))^2))*(y(6)*(W1/W2)*(y(3)-

y(5)))^2); 

 %Iw14=0 

IT111=(-.731867*W1/W2/y(1)+.188958*W1^2/W2^2*y(6)/y(1)^2)*exp(-(.37479e-1+.846045*exp(-

W1/W2*y(6)/y(1)))*y(6)^2*W1^2/W2^2*(y(3)-y(5))^2)+(1.93673-.731867*W1/W2*y(6)/y(1)+.94479e-

1*W1^2/W2^2*y(6)^2/y(1)^2)*(.846045*W1^3/W2^3/y(1)*exp(-W1/W2*y(6)/y(1))*y(6)^2*(y(3)-y(5))^2-

2*(.37479e-1+.846045*exp(-W1/W2*y(6)/y(1)))*y(6)*W1^2/W2^2*(y(3)-y(5))^2)*exp(-(.37479e-

1+.846045*exp(-W1/W2*y(6)/y(1)))*y(6)^2*W1^2/W2^2*(y(3)-y(5))^2); 

 %IT111=0; 

IT112=IA11; 

 %IT112=0; 

IT12=(0.1245+1.8276*exp(-((y(6)*W1)/(y(1)*W2))/0.8))*(((y(6)*W1)/(W2))*(y(5)-y(3)))*exp(-

(0.060981668+1.47906*exp(-((y(6)*W1)/(y(1)*W2))/0.6))*((((y(6)*W1)/(W2))*(y(5)-y(3))))^2); 

 %IT12=0; 

IT13=-1.51647*W1/W2*y(6)/y(1)^2*exp(-W1/W2*y(6)/y(1))*exp((-.722365+1.01878*exp(-

W1/W2*y(6)/y(1)))*y(1)^2*(y(5)-y(3))^2)+(1.88474-1.51647*exp(-

W1/W2*y(6)/y(1)))*(1.01878*W1/W2*y(6)*exp(-W1/W2*y(6)/y(1))*(y(5)-y(3))^2+2*(-

.722365+1.01878*exp(-W1/W2*y(6)/y(1)))*y(1)*(y(5)-y(3))^2)*exp((-.722365+1.01878*exp(-

W1/W2*y(6)/y(1)))*y(1)^2*(y(5)-y(3))^2); 

 %IT13=0; 

IA21=IA13; 

 %IA21=0; 

IA23=IA11; 

 %IA23=0; 

 IA22=(1.9367349-0.731867*((y(6)*W1)/(y(1)*W2))+0.094479*((y(6)*W1)/(y(1)*W2))^2)*exp(-

(0.037479+0.846045*exp(-(y(6)*W1)/(y(1)*W2)))*(y(6)*(W1/W2)*(y(5)-y(3)))^2); 

 %IA22=0; 

 %IA22=0; 

Iw21=2*(0.079705+0.3003468*((y(6)*W1)/(y(1)*W2))-

0.0954037*(((y(6)*W1)/(y(1)*W2))^2)+0.009511*((y(6)*W1)/(y(1)*W2))^3)*exp(-

((y(6)*(W1/W2)*(y(5)-y(3)))^2)/(0.71128+0.79646*((y(6)*W1)/(y(1)*W2)))^2)*(1-

2*(((y(6)*(W1/W2)*(y(5)-

y(3)))^2))/((0.71128+0.79646*((y(6)*W1)/(y(1)*W2)))^2))*(1/(0.71128+0.79646*((y(6)*W1)/(y(1)*W

2)))^2); 

 %Iw21=0; 
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%Iw23=IA23; 

 %Iw23=0; 

Iw24=-(-0.333997+0.31561*((y(6)*W1)/(y(1)*W2))+0.16926*((y(6)*W1)/(y(1)*W2))^2)*exp(-

(y(1)*(y(5)-

y(3)))^2)+(0.035027+0.20919*((y(6)*W1)/(y(1)*W2))+0.1799*((y(6)*W1)/(y(1)*W2))^2)*exp(-(-

0.128049+0.3879*((y(6)*W1)/(y(1)*W2))-0.0443962*((y(6)*W1)/(y(1)*W2))^2)*(y(1)*(y(5)-

y(3)))^2); 

 %Iw24=0; 

IT211=IT13; 

 %IT211=0; 

IT212=IA21; 

 %IT212=0; 

IT22=-(0.54738+0.16063*((y(6)*W1)/(y(1)*W2))-0.03788*(((y(6)*W1)/(y(1)*W2))^2))*(y(1)*(y(5)-

y(3)))*exp(-(0.17+0.186658*((y(6)*W1)/(y(1)*W2)))*(y(1)*(y(5)-y(3)))^2); 

 %IT22=0; 

IT23=IT111; 

 %IT23=0; 

  

  

  

dy(1)=0.-(Ia11)*imag(a2)*((y(1)*y(6))^2)*((W2/W1)*IA11+IA13)-

(2*(Ia12)*imag(b)+(Ia122)*real(a2)*(y(2)-y(4)))*(y(1)^2)*y(6)*(W2/W1)*IA12; 

  

 dy(2)= -real(2*a1+a3)*((y(1)*y(6))^2)*(W2/W1)*Iw11... 

        -2*a*(y(1)*y(6)^2)*(real(b)-imag(a2)*(1/2)*(y(2)-y(4)))*I1-... 

        real(a2)*((y(1)*y(6))^2)*Iw14-(8/15)*sigma*y(1)^4; 

     

  dy(3)= -y(2)-y(1)*(y(6)^3)*imag(a3)*(W2/W1)*(-(1/(2*y(1)))*IT111+(y(5)-

y(3))*(1/y(6))*IT112)-... 

        (2*imag(b)+real(a2)*(y(2)-y(4)))*((y(6)^2)/y(1))*IT12-... 

        imag(a2)*(y(1)^2)*y(6)*(-1/2)*(W2/W1)*IT13+(2/3)*delta*y(1)^2+3*delta*y(2)^2+c; 

     

 dy(4)= -((W1/W2)^3)*(abs(b2/b1))*(real(2*a12+a32))*((y(1)*y(6))^2)*(W1/W2)*Iw21... 

        -2*a*((W1/W2)^3)*abs(b2/b1)*(real(bb)-imag(a32)*(1/2)*(y(4)-y(2)))*(y(6)*y(1)^2)*I2-

... 

        ((W1/W2)^3)*abs(b2/b1)*real(a22)*((y(1)*y(6))^2)*Iw24-... 

        (8/15)*(abs(b2/b1))*sigma*((W1/W2)^4)*y(6)^4;... 

         

 dy(5)= (abs(b2/b1))*(-y(4)+(2/3)*delta*((W1/W2)^2)*y(6)^2+3*delta*y(4)^2)+... 

        (W1/W2)*(abs(b2/b1))*(-imag(a32)*(y(6)*y(1)^3)*(W1/W2)*(-(1/2)*(1/y(6))*IT211-(y(5)-

y(3))*(W1/W2)*(1/y(1))*IT212)-... 

        (2*imag(bb)+real(a32)*(y(4)-y(2)))*((y(1)^2)/y(6))*IT22-... 

        imag(a22)*y(1)*(y(6)^2)*(-1/2)*(W1/W2)*IT23); 

     

dy(6)= 0.-

((W1/W2)^2)*abs(b2/b1)*(imag(a22)*(Ia21)*((y(1)*y(6))^2)*(IA21+IA23)+((Ia22)*2*imag(bb)+(Ia222

)*real(a32)*(y(4)-y(2)))*(y(1)*y(6)^2)*(W1/W2)*IA22); 
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MATLAB script για την απευθείας αριθµητική επίλυση δύο µη-γραµµικά συζευγµένων 

NLS (1+1)D, όπου περιλαµβάνει προσοµοίωση φαινοµένων ανώτερης τάξης 
 

main.m 
 

clear; 

% 

delete UV_pulse.dat; 

delete UV_fourie.dat; 

N = 1024; % here we change N=1024 to larger numbers, in accordance with an 

%increase to xmax 

% N=2048; 

  

%N=512; 

 b21=-26; 

 b22=-27.9; 

% b21=1; b22=1; lamda1=1; lamda2=1; 

 lamda1=1534.7; 

 lamda2=1550; 

W1=200; 

W2=200; 

%  b1 =0.0; 

 b1 =+1/2; 

b2=+(1/2)*(b22/b21); g1=1 ; g2=lamda1/lamda2; B=2.0; 

delta1=0.03*(30/W1);   

% delta1=0; 

% c=0.0; 

c = -2.3*W1/200;  

%c = -1.0*W1/200; 

sigma1=0.1*30/W1; 

% sigma1=1.5.*30./W1; 

% sigma1=0.00; 

%delta2=delta1*(b21/b22);I commented this and replaced it below 30/8/11 

delta2=delta1; 

% delta2=0.0; 

sigma2=sigma1*(lamda1/lamda2); 

C=[b1 b2 c g1 g2 B delta1 delta2 sigma1 sigma2]; 

%EQUATIONS 

%j*du/dz - b1*ddu/dtt + g1(|u|^2 + B*|v|^2)*u + j*c*du/dt -j*delta1*dddu/dttt - 

sigma1*u*d(|u|^2)/dt= 0; 

%j*dv/dz - b2*ddv/dtt + g2(B*|u|^2 + |v|^2)*v -j*delta2*dddv/dttt - sigma2*v*d(|v|^2)/dt= 0; 

Lang = zeros(2,6); 

  

Init   = 1; 

type   = 2; 

stype  = 1; 

  

    % 

    A1 =1.0; 

% A1 =2; 

    %W1 =1/sqrt(2); 

    x1 =2.5; 

    V1 =0.0; 

    C1 =0.0; 

    f1 =0.0; 

    % 

    A2 =1.0*(((sqrt(b22/b21)))/sqrt(g2))/(W2/W1); 

%     A2 =0.0; 

    %W2 =1/sqrt(2); 

    x2 =-2.5; 

    V2 =0.0; 

    C2 =0.0; 

    f2 =0.0; 

   

% 

    Lang(1,1) = A1; 

    Lang(1,2) = W1/W1; 

    %Lang(1,2) = W1; 

    Lang(1,3) = x1; 

    Lang(1,4) = V1; 

    Lang(1,5) = C1; 

    Lang(1,6) = f1; 

    % 

    Lang(2,1) = A2; 

    Lang(2,2) = (W2/W1); 
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    %Lang(2,2) = (W2); 

    Lang(2,3) = x2; 

    Lang(2,4) = V2; 

    Lang(2,5) = C2; 

    Lang(2,6) = f2; 

% 

% xmax =   819.2; 

%xmax =   409.6; 

xmax =   102.4;  

  

 Ztotal = 8; 

%dz=1 

dz     = 0.001; 

% dz=0.1; 

iter   = Ztotal/dz; 

% 

repfl       = 1; 

sav         = 1; 

sample      = 100; 

% 

R = [sav repfl Init stype sample]; 

% 

%dz = Ztotal/iter; 

% 

tic 

 solve(Init, type, N ,dz, iter, xmax,... 

        C, R, Lang); 

     

toc 

 

solve.m 
 
function solve(Init, type, N ,dz, iter, xmax,... 

               C, R,... 

               Lang); 

%kappa=wmega; 

%x=t; 

epsilon  = 10^(-9) 

kappa    = zeros(N,1); 

Lu       = zeros(N,1); 

ELu      = zeros(N,1); 

Lv       = zeros(N,1); 

ELv      = zeros(N,1); 

PowIni   = zeros(2,1); 

Pow      = zeros(2,1); 

uRaman   = zeros(N,1); 

vRaman   = zeros(N,1); 

  

B1       = zeros(N,iter); 

B2       = zeros(N,iter); 

P1       = zeros(1,iter); 

P2       = zeros(1,iter); 

% P is used to store the position of the max value for each iteration ************* 

% 

%The following is for the FT of the data 

FB1     =  zeros(N,iter); 

FP1     =  zeros(1,iter); 

  

dx=xmax/(N-1); 

spacex=[-xmax/2:dx:xmax/2]'; 

% 

spacez=[dz:dz:iter.*dz]; 

  

u = Ltype(R, C, type, spacex, N, Lang, 1); 

v = Ltype(R, C, type, spacex, N, Lang, 2); 

% length(u) 

% length(v) 

% 

k0=2*pi/(N*dx); 

for ll=1:N/2 

  kappa(ll)=k0*(ll-1); 

end; 

for ll=N/2+1:N 

  kappa(ll)=-k0*(N-ll+1); 

end; 

%  
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jj = 0; 

% 

% 

ua = (u(N/2,1)+u(N/2+1,1))/2; 

va = (v(N/2,1)+v(N/2+1,1))/2; 

fprintf('%g  %g  %g\n', ... 

       jj*dz, ... 

       abs(ua), ... 

       abs(va)); 

PowIni = calculate(R, N, u, v, spacex, jj); 

Pow = PowIni; 

  

data_file(spacex, N, u, v, jj, dz, R); 

Fdata_file(kappa, N, u, v, jj, dz, R); 

%            

  

% *********************LINEAR OPERATORS************************************ 

Lu =       +C(3)*kappa + C(1)*kappa.*kappa + C(7)*kappa.*kappa.*kappa; 

Lv = +C(2)*kappa.*kappa + C(8)*kappa.*kappa.*kappa; 

% 

 ELu = exp(-i*Lu*dz/2); 

 ELv = exp(-i*Lv*dz/2); 

  

% A different approach follows 

% ELu = exp(+i*Lu*dz/2); 

% ELv = exp(+i*Lv*dz/2); 

  

uzin=u; 

vzin=v; 

  

for jj=1:iter 

   % 

   uzout = ifft(ELu.*fft(uzin)); 

   vzout = ifft(ELv.*fft(vzin)); 

    

%    uRaman = ifft(j*kappa.*fft(uzout.*conj(uzout))); 

%    vRaman = ifft(j*kappa.*fft(vzout.*conj(vzout))); 

    

   [uzin, vzin] = ruku(N, dz, uzout, vzout, kappa, C, R, Lang); 

   % 

   uzout = ifft(ELu.*fft(uzin)); 

   vzout = ifft(ELv.*fft(vzin)); 

   % 

%    uzin = uzout; 

%    vzin = vzout; 

    uzin = (1-sech((1/2)*(abs(spacex)-xmax/2))).*uzout; 

    vzin = (1-sech((1/2)*(abs(spacex)-xmax/2))).*vzout; 

   

    

   ua = (uzin(N/2,1)+uzin(N/2+1,1))/2; 

   va = (vzin(N/2,1)+vzin(N/2+1,1))/2; 

%    if rem(jj,10*R(5))==0 

%    fprintf('%g  %g  %g\n', ... 

%           jj*dz, ... 

%           abs(ua), ... 

%           abs(va)); 

%   end; 

   Pow = calculate(R, N, uzout, vzout, spacex, jj); 

    

   B1(:,jj)=abs(uzin); 

   B2(:,jj)=abs(vzin); 

   % 

   %**************Fourier of the data************************************* 

   FB1(:,jj)=abs(fft(uzin)); 

   %********************************************************************** 

    

   %P(1,jj)=(find(max(A(:,jj)))-512).*dx 

    

   %find(max(A(:,jj))) 

    

   b1=max(B1(:,jj)); 

   b2=max(B2(:,jj)); 

   % 

%**************************Fourier of MAX*************************** 

   %[fb1,m]=max(FB1(:,jj)); 

   fb1=max(FB1(:,jj)); 

   for ii=1:N/2 
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       %f1=max(FB1(ii+1,jj),FB1(ii,jj)); 

      if abs(fb1-FB1(ii,jj))<epsilon 

       

       fk1=ii ; 

       FP1(1,jj)=(fk1).*k0-k0; 

        

        end; 

end; 

for ii=N/2 + 1:N 

    %f2=max(FB1(ii-1,jj),FB1(ii,jj)); 

    if abs(fb1-FB1(ii,jj))<epsilon 

         

        fk1=ii - 1 - N; 

        FP1(1,jj)=(fk1).*k0-k0; 

    else;   

        fk1=0;   

   end; 

end; 

%fprintf('%d %f\n',m,fb1); 

   %*****************************    MAX-1 -2   *************************** 

   for iii=1:N/2 

      if b1==B1(iii,jj) 

       

       k1=iii; 

       P1(1,jj)=(k1-N/2)*dx; 

%       else; 

%        k1=0; 

   end; 

   end; 

  

     for iii=N/2+1:N 

      if b1==B1(iii,jj) 

       

       k1=iii; 

       P1(1,jj)=(k1-N/2)*dx; 

      else; 

       k1=0; 

       end; 

  

    end; 

%     if b2==B2(iii,jj) 

%        

%        k2=iii; 

%        P2(1,jj)=(k2-N/2)*dx; 

%       else; 

%        k2=0; 

%    end; 

  

  

    

   data_file(spacex, N, uzin, vzin, jj, dz, R); 

    

   Fdata_file(kappa, N, uzin, vzin, jj, dz, R); 

   

   %PLOTS PULSE IN VARIOUS STEPS 

%    if jj==1 

%     plot(spacex, abs(uzout),spacex,abs(u)); 

%     end     

  

end; 

%plot(spacex, abs(uzout),'r'); 

% plot(spacex, abs(uzout),spacex,abs(u)); 

% plot(kappa, abs(fft(uzout)),'k'); 

plot(kappa, abs(fft(uzout)),kappa,abs(fft(u))); 

%plot(kappa, abs(fft(uzout)),kappa, abs(fft(vzout)), kappa,abs(fft(u)),'.', 

kappa,abs(fft(v)),'.'); 

%plot(kappa,Lu); 

  

%plot(kappa,FB1(:,iter)); 

%plot(spacez,FP1(1,:)); 

 %plot(spacez,P1(1,:), spacez,P2(1,:)); 

% plot(spacez,P1(1,:),'r'); 

% plot(spacez, max(A,[],1)); 

% length(A(N/2,:)) 

% length(max(A,[],1)) 

%plot(spacez, A(N/2,:)); 

%plot(kappa,abs(fft2(u)),'.'); 
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%plot(spacex, abs(uzout),spacex,abs(vzout),spacex, abs(u),'.',spacex,abs(v),'.'); 

%plot(spacex, A(:,450)); 

% spacez=0:dz:dz*iter-dz; 

  

 

Ltype.m 
 
function y = Ltype(R, C, type, spacex, N, LL, kk); 

% 

%   spacex is a N-row, 1-column matrix 

% 

x1D= zeros(N,1); 

  

  

if 2-R(4)==1 

    % 

    for k=1:N 

        x1D(k,1) = spacex(k,1) - LL(kk,3); 

    end; 

    % 

%    d = NLC(3); 

    % 

    y =   (2 - R(3))*LL(kk,1)*(2 - type)*exp(- x1D.*x1D/2/LL(kk,2)^2) ... 

                               + (type - 1)*LL(kk,1)*sech((x1D)/LL(kk,2))... 

                               .*exp(j*(LL(kk,6) ... 

                               - LL(kk,4)*x1D ... 

                               - LL(kk,5)*x1D.*x1D)); 

%         + (R(3) - 1)*(LL(kk,1)*((2 - type)*exp(- x1D.*x1D/2/LL(kk,2)^2) ... 

%                                + (type - 1)*sech(x1D)/LL(kk,2))... 

%                                .*exp(j*(LL(kk,6) ... 

%                                + (1/2/d)*LL(kk,4)*x1D ... 

%                                + LL(kk,5)/2/LL(kk,2)*x1D.*x1D))); 

 elseif R(4)-1==1 

     y=zeros(N,1);      

%     d = NLC(3); 

       for m=1:2 

         for k=1:N 

            x1D(k,1) = spacex(k,1) - LL(m,3); 

         end; 

          

         y =y +  (2 - R(3))*LL(m,1)*(2 - type)*exp(- x1D.*x1D/2/LL(m,2)^2) ... 

                               + (type - 1)*LL(m,1)*sech((x1D)/LL(m,2))... 

                               .*exp(j*(LL(m,6) ... 

                               - LL(m,4)*x1D ... 

                               - LL(m,5)*x1D.*x1D)); 

%                 + (R(3) - 1)*(LL(m,1)*((2 - type)*exp(- x1D.*x1D/2/LL(m,2)^2) ... 

%                                + (type - 1)*sech(x1D)/LL(m,2))... 

%                                .*exp(j*(LL(m,6) ... 

%                                + (1/2/d)*LL(m,4)*x1D ... 

%                                + LL(m,5)/2/LL(m,2)*x1D.*x1D))); 

     end; 

 end; 

 

ruku.m 
 
function [z1, z2] = ruku(N, dz, uin, vin, kappa, C, R, Lang) 

  

k    = zeros(N,1); 

u  = zeros(N,1); 

u1 = zeros(N,1); 

u2 = zeros(N,1); 

u3 = zeros(N,1); 

u4 = zeros(N,1); 

v  = zeros(N,1); 

v1 = zeros(N,1); 

v2 = zeros(N,1); 

v3 = zeros(N,1); 

v4 = zeros(N,1); 

% 

u = uin; 

v = vin; 

k = kappa; 

% 

[F1, F2] = nl_operator(u, v, C, R,k, Lang); 

u1 = F1*dz; v1=F2*dz; 

[F1, F2] = nl_operator(u+u1/2, v+v1/2, C, R,k, Lang); 
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u2 = F1*dz; v2 = F2*dz; 

[F1, F2] = nl_operator(u+u2/2, v+v2/2, C, R,k, Lang); 

u3 = F1*dz; v3 = F2*dz; 

[F1, F2] = nl_operator(u+u3, v+v3, C, R,k, Lang); 

u4 = F1*dz; v4 = F2*dz; 

z1 = u + (u1+2*u2+2*u3+u4)/6; 

z2 = v + (v1+2*v2+2*v3+v4)/6; 

 

nl_operator.m 
 
function [du, dv] = nl_operator(u, v, C, R, k, Lang) 

% 

g1=C(4); 

g2=C(5); 

B= C(6)-0.18; 

%Achtung! The equalities below take in to account that W1=200 !!!!!!! 

W1=Lang(1,2)*200; 

W2=Lang(2,2)*200; 

s1=0.1449283165 + 0.01439459044*j; 

s12=0.1449283165 - 0.01439459044*j; 

s2=0.006333603132 - 0.001078358491*j; 

s22=0.006333603132 + 0.001078358491*j; 

% 

du = j*g1*(  u.*conj(u)  + (B+s1)*v.*conj(v)).*u - 

j*C(9)*(ifft(+j*k.*fft(u.*conj(u)+((W1/W2)^2)*v.*conj(v)))).*u -

j*s2*((W1/W2)^2)*(ifft(+j*k.*fft(u.*conj(v)))).*v; 

dv = j*g2*((B+s12)*u.*conj(u)  +   v.*conj(v)).*v - 

j*C(10)*(ifft(+j*k.*fft(v.*conj(v)+((W2/W1)^2)*u.*conj(u)))).*v -

j*s22*((W2/W1)^2)*(ifft(+j*k.*fft(v.*conj(u)))).*u; 

 

data_file.m 
 
function data_file(spacex, N, u, v, jj, dz, R); 

x1D= zeros(N,1); 

% 

x1D = spacex; 

us = u.*conj(u); 

vs = v.*conj(v); 

% 

UV_pulse = fopen('UV_pulse.dat','a+'); 

% 

if R(1) == 1 

    if rem(jj,R(5)) == 0 

        for kk=1:N 

        fprintf(UV_pulse,'%f %.7f %.7f %.7f %.7f\n', jj*dz, x1D(kk), 

us(kk),vs(kk),us(kk)+vs(kk)); 

        end; 

    end; 

end; 

fclose(UV_pulse); 

% spacez=0:dz:dz*(N-1); 

%  

% [T, Z]=meshgrid(spacex,spacez); 

%  

% surf(T,Z,us); 

 

Fdata_file.m 
 
function Fdata_file(kappa, N, u, v, jj, dz, R); 

k= zeros(N,1); 

k = kappa; 

Fu=abs(fft(u)); 

Fv=abs(fft(v)); 

Fuv=abs(fft(u+v)); 

% us = u.*conj(u); 

% vs = v.*conj(v); 

UV_fourie = fopen('UV_fourie.dat','a+'); 

% 

if R(1) == 1 

    if rem(jj,R(5)) == 0 

        for kk=N/2+1:N 

        fprintf(UV_fourie,'%f %.7f %.7f %.7f %.7f\n', jj*dz, k(kk), Fu(kk), Fv(kk), Fuv(kk)); 

        end; 

        for kk=1:N/2 

        fprintf(UV_fourie,'%f %.7f %.7f %.7f %.7f\n', jj*dz, k(kk), Fu(kk), Fv(kk), Fuv(kk)); 

        end; 
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    end; 

end; 

fclose(UV_fourie); 

 

makefiles.m 
 
% function y=makefiles(N) 

global u1 u2 u12 

% global a b 

load UV_pulse.dat; 

% load out_dm.txt; 

%load out_phase.txt; 

u1=reshape(UV_pulse(:,3),[N length(UV_pulse)/N]); 

u2=reshape(UV_pulse(:,4),[N length(UV_pulse)/N]); 

u12=reshape(UV_pulse(:,5),[N length(UV_pulse)/N]); 

% b=reshape(out_dm,[M N length(out_dm)/(M*N)]); 

%b=reshape(out_phase,[M N length(out_phase)/(M*N)]); 

save u1 u1; 

save u2 u2; 

save u12 u12; 

  

dx=xmax/(N-1); 

spacex=[-xmax/2:dx:xmax/2]'; 

spacez=0:Ztotal/(((length(UV_pulse))/N)):Ztotal-Ztotal/(((length(UV_pulse))/N)); 

[T, Z]=meshgrid(spacex,spacez); 

surf(Z',T',u12) 

 

makeFourier.m 
 
% function y=makefiles(N) 

global fu1 fu2 fu12 

load UV_fourie.dat; 

fu1=reshape(UV_fourie(:,3),[N length(UV_fourie)/N]); 

fu2=reshape(UV_fourie(:,4),[N length(UV_fourie)/N]); 

fu12=reshape(UV_fourie(:,5),[N length(UV_fourie)/N]); 

save fu1 fu1; 

save fu2 fu2; 

save fu12 fu12; 

  

dx=xmax/(N-1); 

% spacex=[-xmax/2:dx:xmax/2]'; 

k0=2*pi/(N*dx); 

for ll=1:N/2 

  kappa(ll)=k0*(ll-1); 

end; 

for ll=N/2+1:N 

  kappa(ll)=-k0*(N-ll+1); 

end; 

spacez=0:Ztotal/(((length(UV_fourie))/N)):Ztotal-Ztotal/(((length(UV_fourie))/N)); 

  

[k, Z]=meshgrid(kappa,spacez); 

surf(Z',k',fftshift(fu2,1)) 

 
 [d1,d2]=size(u1); 

  

  

mu = zeros(1,d2); 

mv = zeros(1,d2); 

iu = zeros(d1,d2); 

iv = zeros(d1,d2); 

Pu  = zeros(d1,d2); 

Pv  = zeros(d1,d2); 

Nx = zeros(d1,d2); 

% 

DT2.m (calculates ∆Τ) 
 

% u1 and u2 are already abs(u)^2 

for i=1:d2 

    Nx(:,i)=[1:d1]; 

end;    

for j=1:d1 

    for jj=1:d2 

        if u1(j,jj)>=(1./5.)*max(u1(:,jj)) 

iu(j,jj) = u1(j,jj)*Nx(j,jj)*dx; 

Pu(j,jj)  = u1(j,jj)*dx; 

        end; 
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        if u2(j,jj)>=(1./5.)*max(u2(:,jj)) 

iv(j,jj) = u2(j,jj)*Nx(j,jj)*dx; 

Pv(j,jj)  = u2(j,jj)*dx; 

%iv = u2.*Nx.*dx; 

        end; 

    end; 

end; 

%end; 

% for j=1:d1 

%     for jj=1:d2 

%         if u1(j,jj)>=(1./20.)*max(u1(:,jj)) 

% Pu(j,jj)  = u1(j,jj)*dx; 

%         end; 

%         if u2(j,jj)>=(1./20.)*max(u2(:,jj)) 

% Pv(j,jj)  = u2(j,jj)*dx; 

%         end; 

%     end; 

% end; 

  

musum = zeros(1,d2); 

mvsum = zeros(1,d2); 

Pusum = zeros(1,d2); 

Pvsum = zeros(1,d2); 

for i=1:d2 

for ix=1:d1 

     

    musum(1,i) = musum(1,i) + iu(ix,i); 

    mvsum(1,i) = mvsum(1,i) + iv(ix,i); 

     

            Pusum(1,i)   = Pusum(1,i)   + Pu(ix,i); 

            Pvsum(1,i)   = Pvsum(1,i)   + Pv(ix,i); 

end; 

  

mu(1,i) = musum(1,i)/Pusum(1,i); 

mv(1,i) = mvsum(1,i)/Pvsum(1,i); 

end; 

DTx2 = (mu - mv)*dx; 

% plot(spacez, mu*dx-51.3-c*spacez); 

 

Dw2.m (calculates ∆ω) 
 
[f1,f2]=size((fu1)); 

  

  

mfu = zeros(1,f2); 

mfv = zeros(1,f2); 

ifu = zeros(f1,f2); 

ifv = zeros(f1,f2); 

Pfu  = zeros(f1,f2); 

Pfv  = zeros(f1,f2); 

Nfx = zeros(f1,f2); 

% 

for i=1:f2 

    Nfx(:,i)=[1:f1]; 

end;    

for j=1:f1 

    for jj=1:f2 

        if fu1(j,jj)>=(1./5.)*max(fu1(:,jj)) 

ifu(j,jj) = fu1(j,jj)*Nfx(j,jj)*k0; 

Pfu(j,jj)  = fu1(j,jj)*k0; 

        end; 

        if fu2(j,jj)>=(1./5.)*max(fu2(:,jj)) 

ifv(j,jj) = fu2(j,jj)*Nfx(j,jj)*k0; 

Pfv(j,jj)  = fu2(j,jj)*k0; 

        end; 

    end; 

end; 

 

mfusum = zeros(1,f2); 

mfvsum = zeros(1,f2); 

Pfusum = zeros(1,f2); 

Pfvsum = zeros(1,f2); 

for i=1:f2 

for ix=1:f1 

     

    mfusum(1,i) = mfusum(1,i) + ifu(ix,i); 
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    mfvsum(1,i) = mfvsum(1,i) + ifv(ix,i); 

     

            Pfusum(1,i)   = Pfusum(1,i)   + Pfu(ix,i); 

            Pfvsum(1,i)   = Pfvsum(1,i)   + Pfv(ix,i); 

end; 

  

mfu(1,i) = mfusum(1,i)/Pfusum(1,i); 

mfv(1,i) = mfvsum(1,i)/Pfvsum(1,i); 

end; 

Dwx2 = (mfu - mfv)*k0; 

plot(spacez, -mfv*k0+31.45); 

 

Width.m (calculates the width of the pulse) 
 
[d1,d2]=size(u1); 

%*********** new width "wn1"  method ********************** 

e1=zeros(1,size(u1,2)); 

dx=xmax/(N-1); 

%********************************************************** 

% for UNKNOWN reason sqrt(u1) <> abs(u) 

u=sqrt(u1); 

v=sqrt(u2); 

for i=1:d2 

         

    um=find(u1(:,i)==max(u1(:,i))); 

    vm=find(u2(:,i)==max(u2(:,i))); 

    %vm=find(v(:,i)==max(v(:,i))); 

%*********** new width "wn1"  method **********************  

%    Amp1_2 is A1^2 and is the amp of u1 i.e. abs(u)^2   

Amp1_2(i)=max(u1(:,i)); 

%********************************************************** 

    timedist(i)=(min(um)-max(vm))*dx; 

%     uhwhm = find(u(:,i)-(1/2)*max(u(:,i))>=0); 

    uhwhm = find(u1(:,i)>=(1/2)*max(u1(:,i))); 

    vhwhm = find(u2(:,i)>=(1/2)*max(u2(:,i))); 

   % vhwhm = find(v(:,i)>=(1/2)*max(v(:,i))); 

%     uhwhm = find(u(:,i)-(1/2)*4>=0); 

    mvu(i) = sum(uhwhm)/length(uhwhm); 

    mvv(i) = sum(vhwhm)/length(vhwhm); 

     

%     uhwhm(i)=abs(mvu(i)-min(uhwhm))*dx; 

     

 % Gaussian    

%     wi1(i)=uhwhm(i)*sqrt(2*log(2)); 

%  Sech 

%       wi1(i)=hwhm(i)*log(1+sqrt(2)); 

% wi1(i)=hwhm(i); 

% !!!!!   we calculate the energy of |u|^2 *********************** 

for kkk=1:N 

e1(1,i)=e1(1,i)+u1(kkk,i)*dx; 

end; 

 %*******Gaussian!!!!!!!!!!!!!!! 

 %wn1(i)=sqrt(2.)*e1(1,i)/(Amp1_2(i)*sqrt(pi));   

 %******Sechant!!!!!!!!!!!!!!!! 

 wn1(i)=e1(1,i)/(2.*Amp1_2(i));  

 end; 

%!!!!!     ******************************************************* 

plot(spacez,wn1); 

 

calculate.m (calculates power for spatial pulse, energy for temporal) 
 
function Pow = calculate(R, N, u, v, spacex, jj); 

% 

%  

x1D = zeros(N,1); 

uP  = zeros(N,1); 

vP  = zeros(N,1); 

% 

x1D = spacex; 

uP  = u.*conj(u); 

vP  = v.*conj(v); 

  

uPsum = 0; 

vPsum = 0; 

% 

if R(1) == 1 
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    if rem(jj,R(2)) == 0 

        for kk=1:N 

            uPsum   = uPsum   + uP(kk,1); 

            vPsum   = vPsum   + vP(kk,1); 

        end; 

    end;    

end; 

Pow = [uPsum;vPsum]; 
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APPENDIX B 

 

Κάποια ολοκληρώµατα 

 
 
Ολοκληρώµατα που χρειάστηκαν για να καταλήξουµε από το σύστηµα (2.54) στο (2.56) 
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Υπολογισµός ολοκληρωµάτων του συστήµατος (3.33) 

 
Οι εξισώσεις του συστήµατος (3.33) περιλαµβάνουν κάποια ολοκληρώµατα, που δίνονται 
στις (3.34), τα οποία εν γένη δε µπορούν να υπολογιστούν αναλυτικά. Μετά από κάποιες 
αλγεβρικές πράξεις µπορεί να δειχθεί ότι όλα γράφονται σα παράγωγα του 
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1 sec ( )sec ( )I h t h xt y dt
∞
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= +∫ . Τα I1 και I2 υπολογίζονται αναλυτικά µόνο για τις 

περιπτώσεις x=0 ή 1. Καθώς επιδιώκαµε ένα σύστηµα συνήθων διαφορικών σε κλειστή 
µορφή, αποφασίσαµε να αντικαταστήσουµε τα ολοκληρώµατα µε αναλυτικές συναρήσεις που 
τα προσεγκίζουν. Αυτό έγινε χρησιµοποιόντας τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων του 
πακέτου Mathematica 5. Με τη βοηθεια του πακέτου υπολογίσαµε προσεγγιστικά πολλά από 
τα ολοκληρώµατα, αλλά τελικά παραθέτουµε τις συναρτήσεις µόνο για τα δύο παραπάνω 
καθώς τα υπόλοιπα γράφονται σα συνδιασµός αυτών. Το I2 χρησιµοποιήθηκε για να βρεθεί 
µία ακριβέστερη προσέγγιση του και να περιορίσουµε το σφάλµα. 
Συγκεκριµένα για το I1, 

( ) ( )
( ) ( )

2

21 2 2

1.8847 1.5165 exp 0.7224 1.0188 , 1

1.9367 0.7318 0.0945 exp 0.0375 .8460 , 1

 

 

x x

x

e e y x
I

x x e y x

− −

−

  − − − ≤  =   − + − + >  
 (B.4) 

και το I2, 
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Όλα τα υπόλοιπα ανήκουν σε κάποια από τις παρακάτω µορφές, 
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2 2 2
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Από τα ολοκληρώµατα (3.34), το 2

i
IA  είναι της µορφής Ι1, το 2

i
IT  σαν το Ι2, τα 

1 3 3, ,
i i i

IA IA IΩ  της µορφής Ι3, 
1

iIΩ  και 2

iIΩ  της µορφής Ι4 και Ι5 αντίστοιχα και τα 
1

iIT , 
3

iIT της µορφής Ι6, ενώ i=1, 2. Οι συναρτήσεις είναι αρκετά ακριβείς. Στο Σχ. Β.1 φαίνονται 

οι τιµές των ολοκληρωµάτων Ι1 και Ι2 σε σχέση µε το y και για συγκεκριµένς τιµές του x, 
υπολογισµένες αριθµητικά και από τις σχέσεις (B.4, 5). 
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Σχήµα Β.1: Ολοκληρώµατα Ι1 (αριστερά) και Ι2 (δεξιά) για x=1/2 και x=2 αντιστοίχως, 
υπολογισµένα αριθµητικά (γραµµή) και σύµφωνα µε τις προσεγγιστικές σχέσεις 
(διακεκοµµένη). 
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APPENDIX C 

 

Μέθοδοι ανάλυσης που εξετάστηκαν αλλά δεν ακολουθήθηκαν 
 
Στα πλαίσια της διατριβής µελετήσαµε διάφορες µεθόδους προσέγγισης των προβληµάτων. 
Ιδιαίτερη προσοχή δόθηκε βέβαια σε ορισµένες µόνο, αλλά και πάλι υπήρξαν κάποιες που 
δεν τις συµπεριλάβαµε, είτε γιατί δεν πρόλαβαν να δώσουν αποτελέσµατα, είτε γιατί τελικά, 
η συγκεκριµένη µελέτη δε φάνηκε να προσθέτει κάτι καινούριο. 

Μία από αυτές τις µεθόδους που µελετήσαµε αρκετά επισταµένα είναι η χρήση της 
συνάρτησης κατανοµής Wigner. Η πρώτη γνωστή χρήση της ήταν στη Κβαντοµηχανική, 
όπου η µελέτη της προτάθηκε αντί αυτής της ίδιας της κυµατοσυνάρτησης. Η συνάρτηση 
αυτή υπολογίζεται από την κυµατοσυνάρτηση και παρέχει ταυτόχρονα πληροφορία για την 
κατανοµή στο χρόνο και τη συχνότητα, ή τη θέση και την ορµή. Είναι πραγµατική και µπορεί 
να πάρει και αρνητικές τιµές, αντίθετα από συνήθεις συναρτήσεις κατανοµής. Έχει 
χρησιµοποιηθεί στην επεξεργασία σήµατος, στην οπτική, ενώ δεν είναι άγνωστη και στη 
µη-γραµµική οπτική. Ουσιαστικά είναι µια αναπαράσταση του φασικού χώρου και δίνει 
ταυτόχρονα πληροφορία για τις θέσεις και τις ορµές [247]. 

Η σκέψη µας ήταν να τη χρησιµοποιήσουµε για την ανάλυση της εξέλιξης των χωρο-
χρονικών κυµατοπακέτων, στα προβλήµατα των Κεφαλαίων 4 και 5, λόγω της µη ύπαρξης 
κάποιας αναλυτικής έκφρασης για την εξέλιξη των χαρακτηριστικών τους. Η ταυτόχρονη 
αναπαράσταση θέσεων (και χρόνου) και φάσµατος µπορεί, ίσως, να µας βοηθήσει να 
καταλάβουµε καλλίτερα τη δυναµική των αλληλεπιδράσεων.  
Παρακάτω παραθέτουµε της µορφή της συνάρτησης κατανοµής Wigner, όπως µπορεί να 
υπολογιστεί για ένα δισδιάστατο κυµατοπακέτο ( , )u x t : 

 
*( , , , ) , ,

2 2 2 2
exp( 2 )exp( 2 )                                                                     

x t

x t

x t x t
W x f t f u x t u x t

if x if t dx dtπ π

∞ ∞

−∞ −∞

′ ′ ′ ′   = + + − − ×   
   

′ ′ ′ ′− −
∫ ∫  (C.1) 

, όπου 
x

f  και 
t

f , η χωρική και χρονική συχνότητα. Η µέθοδος είναι πιθανώς υποσχόµενη, 

αλλά νόηµα έχει µόνο η εύρεση του W για κάθε z, κάτι που απαιτεί την επίλυση διαφορικής 
εξίσωσης διαφορετικής πλέον από την NLS. Καθώς αυτό δεν ολοκληρώθηκε, η επιδίωξη της 
συγκεκριµένης προσέγγισης αφέθηκε για το κοντινό µέλλον. 

Μία ακόµα µέθοδος στην οποία επενδύσαµε κάποιο χρόνο είναι η “singular value 
decomposition” (SVD), γνωστή από τη γραµµική Άλγεβρα. Ο σκοπός ήταν πάλι η µελέτη της 
εξέλιξης των χωροχρονικών κυµατοπακέτων. Σύµφωνα µε την SVD, για κάθε πίνακα ΜxN Α, 
υπάρχουν δύο ορθοκανονικοί πίνακες, U και V, MxM και NxN αντίστοιχα, και ένας 
διαγώνιος S, MxN µε πραγµατικά και µη-µηδενικά διαγώνια στοιχεία, τέτοιοι ώστε, 

 A USV
Τ=  (C.2) 

Οι στήλες ui του U και vi του V λέγονται αριστερά και δεξιά ιδιάζοντα (singular) διανύσµατα 
και τα στοιχεία της διαγωνίου του S, έστω si, λέγονται ιδιάζουσες τιµές. Ουσιαστικά είναι 
ένας τρόπος παραγοντοποίησης του πίνακα, ο οποίος µπορεί να γραφεί: 

 
i i i

i

A s u vΤ=∑  (C.3) 

Ανάλογα µε το µέγεθος των si µπορούµε να κρατήσουµε µερικά µόνο στοιχεία του 
αθροίσµατος, που θεωρούνται σηµαντικά και να αγνοήσουµε τα υπόλοιπα. Η µέθοδος 
χρησιµοποιείται στην επεξεργασία σήµατος για την αφαίρεση θορύβου. Η σκέψη µας ήταν 

ότι η περίπλοκη εικόνα του πλάτους του πεδίου ( , )u X T , ή του φάσµατος ( , )
X

u K Ω�  θα 

µπορούσαν να αντιµετωπιστούν σα πίνακες, όπου µέσω της SVD θα µπορούσαµε να 
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διακρίνουµε τις κυρίαρχες τάσεις στην εξέλιξη τους. Τελικά δεν την ακολουθήσαµε καθώς δε 
προσέδιδε κάποια φυσική διαίσθηση. 
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APPENDIX D 

 

Αρκτικόλεξα 
 

ASE amplified spontaneous emission ενισχυόµενη αυθόρµητη εκποµπή 

CE conical emission  κωνική εκποµπή 

CFS cross frequency shift ετεροπαλµική µετατόπιση συχνότητας 

CW continuous wave συνεχές κύµα (συνήθως και επίπεδο για τη 
παρούσα εργασία) 

DC double clad διπλής επικάλυψης 

DCF dispersion compensating fiber ίνα εξισορρόπησης διασποράς 

DM dispersion management διαχείριση(ς) διασποράς 

FWHM full width at half-maximum εύρος στο µισό του πλάτους 

FWM four wave mixing µίξη τεσσάρων φωτονίων 

GVD group velocity dispersion διασπορά ταχύτητας οµάδας 

IRS intra pulse Raman scattering ενδοπαλµική σκέδαση Raman 

IST inverse scattering transform µετασχηµατισµός αντίστροφής σκέδασης 

KAM Kolmogorov–Arnold–Moser  

KdV Korteweg de Vries  

LIDAR light detection and ranging µέθοδος εντοπισµού µέσω ακτίνων laser 

MI modulation instability διαµορφωτική αστάθεια 

NLS nonlinear Schrödinger equation µη-γραµµική εξίσωση του Schrödinger 

NRZ non-return to zero µη επιστροφή στο µηδέν (ψηφιακή µέθοδος 
µετάδοσης) 

ODE ordinary differential equation συνήθης διαφορική εξίσωση 

PDE partial differential equation µερική διαφορική εξίσωση 

PMD polarization mode dispersion διασπορά ρυθµών διαφορετικής πόλωσης 

QC quadruple clad τετραπλής επικάλυψης 

RZ return to Zero επιστροφή στο µηδεν (ψηφιακή µέθοδος 
µετάδοσης) 

SBS stimulated Brillouin scattering εξαναγκασµένη σκέδαση Brillouin 

SC single clad µονής επικάλυψης 

SCG supercontinuum generation γένεση υπερσυνεχούς φάσµατος 

SFS self frequency shift ολίσθηση συχνότητας 

SPM self phase modulation αυτοδιαµόρφωση φάσης 

SRS stimulated Raman scattering εξαναγκασµένη σκέδαση Raman 

WDM wavelength division multiplexing φασµατική πολυπλεξία 

XPM cross phase modulation ετεροδιαµόρφωση φάσης 

α.σ.  αρχικές συνθήκες 

σ.σ.  στάσιµο σηµείο 
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